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KEDVES OLVASO!

Ebben a szamban egy fontos linnepségrél szamolunk be. A BIG 5 vilaghird tagjai
80. sziiletésnapjat tinnepeltiik 2004. juniusaban. Gydry Kalman koszonté beszéde
utan az 6t iinnepelt frasat kozoljiik, majd Surdnyi Jinos (kortéars) és Buczolich
Zoltdn (tanitvany) el6adasait. A fiizetiink végén 4ll6 irds nem egészen ide tartozik.
Baldzs Egont az MTA 2004-ben vélasztotta kiilsé tagjava. Székfoglalo el6adasat
itt kozoljiik, hiszen 6 nagyjabol kortarsa a BIG 5-nak, és az elGadas tartalma is
lehet6vé teszi ezt a ,keveredést”.

2005. december 1. Katona Gyula



MEGNYITO KOSZONTO A

400 EV MATEMATIKA (BIG 5 x 80)”
SZULETESNAPI KONFERENCIAN

(2004. janius 28. MTA Rényi Alfréd Kutatointézet)

GYORY KALMAN

Tisztelt Unnepeltek! Kedves iinneplék!

A Magyar Tudoményos Akadémia Matematikai Tudomanyok Osztalya nevében
koszontom a BIG 5 tagjait, Aczél Janost, Csdszdr Akost, Fuchs Ldszlot, Gdl Istvdnt
és Horvdth Janost, valamint jelenlévs hozzatartozoikat. '

A BIG 5 tagjait 6t évvel ezel6tt, 75. sziiletésnapjuk alkalmabol ugyanitt,
a Matematikai Kutatointézetben kdszontottiik. Akkor, azon az linnepségen Géal
Istvan és Horvath Janos nem tudott részt venni. Kiilon 6rém szamunkra, hogy
most valamennyien egyiitt vannak. Ugy tudom, erre nem volt példa az utobbi
évtizedekben.

Egyediilallé esemény a magyar matematika torténetében, hogy 6t vilagnagy-
sag, egyben ot barat 80. sziiletésnapjat egyiitt iinnepelhetjiik. Valamennyien ma is
aktivak, s az id6k folyaman szakteriiletiik él6 klasszikusava valtak.

Munkassaguk ismertetésére nem vallalkozhatom, ehhez kiilon-kiilon egy-egy
tudoméanyos konferenciara lenne sziikség. Szamos teriileten nyertek vilagraszolo
eredményeket, a matematika tobb fontos d4ga nem létezne napjainkban munkés-
saguk nélkiil.

Aczél Janos a fliggvényegyenletek és alkalmazasaik terén,

Csaszar Akos a valos fiiggvénytanban és a topologiaban,

Fuchs Laszlo az Abel csoportok és részben rendezett csoportok eliméletében és az
értékelésgytiriik feletti modulusok terén,

Gal Istvan a szamelméletben, a linearis analizisben és a reprezentaciéelméletben,

Horvath Janos a funkcionilanalizisben, ezen beliil is a disztribuciéelméletben

nyerték legkiemelked&bb, legnagyobb hatést eredményeiket.

Hosszu lenne felsorolni azokat a kutatéasi agakat, melyek vizsgalatat 6k kezde-
ményezték, valamint konyveik listajat, melyek szakteriiletiik alapmiiveivé valtak.



Kivalo tanitvanyok egész sorat nevelték itthon és kiilfoldon egyarant. A neviik-
ho6z fiz6d6 tudoméanyos iskolak vilagszerte ismertek és elismertek. Tobben koziiliik
itthon is, majd kiilféldre tavozva kiilf6ldon is rangos kutatobazist teremtettek, me-
lyeknek mindmaig szellemi vezetSik. Sokiranyu és rendkiviil értékes iskolateremtd
és tudomanyszervezdi tevékenységiik ismertetése, dijaik, kitlintetéseik, tudoméanyos
elismeréseik felsorolasa kiilon elgadast igényelne. Mindezek elmaradéasaért a BIG 5
tagjai fognak karpoétolni benniinket, amikor el6adasaikban 6k maguk fognak szo6lni
hozzank életutjukrol, munkassagukrol.

Hogy honnan a BIG 5 elnevezés? Errsl T. Sos Vera akadémikus kdszontdjé-
ben, majd pedig az tinnepeltektsl fogunk hallani. Az egykoru és egymassal barati
kapcsolatban all6 6t huszonéves tehetséget a 40-es években Fejér Lipot nevezte el
BIG 5-nak. Bar életpalyajuk kiilonbozéképpen alakult — Csaszar Akos kivételével
idével valamennyien kiilfoldre tavoztak — Fejér igéretes joslata bevalt, ma mar vala-
mennyien a matematika nemzetkozileg elismert kivalosagai, a magyar matematika
biiszkeségei.

Kiilfoldon €16 Unnepeltjeink lehet&ségeik szerint mindvégig segitették, tamo-
gattik a hazai matematikat, szoros kapcsolatot tartottak az itthoni kollégakkal,
aminek elismeréseként a Magyar Tudoméanyos Akadémia Aczél Janost, Fuchs Lasz-
16t és Horvath Janost kiils6 tagjava valasztotta. Csaszar Akos akadémikust, a ma-
gyar matematika és a hazai tudoményos kozélet kiemelkeds és meghatarozo alakjat
az idén februarban kiilon is koszontottitk 80. sziiletésnapja alkalmabol.

Tisztelt Professzor Urak! Kedves Unnepeltek!

Koszonjiik, hogy elfogadtatok meghivasunkat és eljottetek. Munkassagotok kiilon-
kiilén is kovetendé példa szamunkra. Példat mutattatok arra is, hogy a tévolsag
ellenére a barati szalak milyen erésen ssze tudnak kapcsolni 6t kivalo tudost, 6t
kival6 embert. Kiilon 6rom szamunkra, hogy feleségeitekkel, csaladotok tagjaival
vagytok itt, akik biztositottdk szdmotokra a sikeres alkotd életpalya feltételeit.

Kivanom Nektek, hogy éveitek szaméval egyiitt tételeitek szama is tovabb
gyarapodjon. Mindehhez Kivanok j6 egészséget és sok oromet a matematikan beliili
és a matematikan kiviili életetekben, csaladotok korében. Isten éltessen Benneteket
80. sziiletésnapotok alkalmabol!



MI A TEENDO, HA EGY (FUGGVENY-)EGYENLET
ERVENYESSEGI TARTOMANYA TUL KICSI?

ACZEL JANOS!

1. Bevezetés

A mi korosztalyunkbdl a legtébben a ,Hardy-Littlewood-Pélya™bol ([6], 66-69. és
73-74. o.) ismerik annak bizonyitasat, hogy egy rogzitett silya

Q(z,y) = f~[pf(x) + (1 - p)f(y)]

kvézilinearis kozép (p € ]0,1[ rogzitett, x > 0, y > 0 valtozok, f : ]0,00[ — I
szigorian monoton folytonos fiiggvény, I valos intervallum) akkor és csak akkor
homogén (és akkor sziikségképen elséfoka homogén), vagyis

(1) Q(2z,2y) = 2Q(z,y) (z >0, y>0, z>0),

ha @ vagy (stlyozott) hatvanykozép vagy (stlyozott) mértani kézép. A bizonyitas
az
flzz) = B(2) + Clz)f(z) (x>0, 2>0)

vagy a vele ekvivalens
(2) k(s+t) = £(s) + m(s)k(t) (s,t€R)

fiiggvényegyenlet megoldasan alapul.
Mi van azonban, ha (1) és vele (2) a valtozéknak nem minden pozitiv, illetve
nem minden valos értékére, hanem csak egy Osszefiiggé nyitott halmazon teljesiil?
Gilanyi Attila, Che Tat Ng és én ([5]) egy haszonelméleti probléma targya-
lasa soran hasonld, szintén csak Gsszefliggd nyitott halmazon (mely nem téglalap)
érvényes

(3) k(s +t) = k(s) + m(s)n(t)

egyenletbe titkoztiink.

1A szerz6 a kanadai Natural Sciences and Engineering Research Council (NSERC) 2972 sz.
Discovery Grant tamogatasaban részestlt.



Itt kozos altalanositasuknak, a
(4) k(s +t) =L(s) + m(s)n(t)

egyenletnek és néhany klasszikus speciélis esetének kiterjeszthetdségével foglalko-
zunk Osszefiiggd nyitott halmazbol az egész sikra és az ebbdl nyert dltalanos meg-
olddsokkal.

Igy valaszom a cimben feltett kérdésre: kiterjeszteni az érvényességi tarto-
manyt (ha lehet).

Ez a dolgozat a Magyar Tudoményos Akadémia 2004. janius 28-29-i iilésszakan
tartott eldadasomnak j eredményekkel kibévitett valtozata.

2. A Cauchy- és Pexider-egyenletek kiterjesztése

Mint ismeretes, minimalis regularitési feltételeknek eleget tevs (pl. pozitiv mértéki
halmazon korlatos) A : R — R fiiggvény az

(5) Alz+y) = A@@) +4A®y)  ((z,9) €R?)
(additiv) Cauchy-egyenletnek, illetve E : R — [0, 00| az
(6) E(z+y) =E@EWY ((z,y) €R?)

exponencialis Cauchy-egyenletnek akkor és csak akkor tesz eleget, ha létezik olyan
valés C, illetve D konstans, hogy A(x) = Cz minden z € R-re, illetve vagy E(z) = 0
minden z € R-re vagy pedig E(r) = eP* minden = € R-re (R a val6s szamok
halmaza).

Mi van azonban, ha az additiv, illetve exponencialis Cauchy-egyenlet csak
a valos sik egy részhalmazan, példaul egy Osszefliggd nyitott halmazon teljesiil?
Legyen R egy ilyen halmaz. Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket:

(7)
R;={s|3t: (s, t)e R}, Bi={t|3s: (s,8) € B}, Rupu=18+%]|(s,t) €R}.

Daroczy Zoltan és Losonczi Laszlo [4] bebizonyitottak a kovetkezot. Ha R C R?
Osszefiiggd nyitott halmaz és k : Ry U R, U Ry — R teljesiti az R-re korlatozott
(additiv) Cauchy-egyenletet, vagyis

(8) k(s +1t) = k(s) + k(t) ((s,t) € R),

akkor létezik k-nak egyetlen (= egy és csak egy) A : R — R kvazi-kiterjesztése a
kovetkezS értelemben: eleget tesz (5)-nak és léteznek olyan a, b valoés konstansok,

hogy
(99 Rsen k=A+a, Ren k=A+b é Ryyn k=A+a+b



Természetesen, ha Ry, Ry, Rsy; koziil egy parnak vagy mind a haromnak van
kozos pontja, ez befolyasolja a vagy b vagy mindketts értékét. Ha mindhdromnak
van kézds pontja (pl. ha az origé R-ben vagy a hatdrdn van), akkor a = b =0 és A
kiterjesztése k-nak:

(10) RyUR,URs4n k=A.

A fenti helyzetekben az egyenlet kvdzi-kiterjesztésérél, illetve kiterjesztésérdl is
fogunk beszélni.

A (8) egyenletnek altalanositasa a
(11) k(s +1t) =£(s) +n(t) ((s,t) € R),

(R-re korlatozott, additiv) Pexider-egyenlet. Riman Janos [10] kimutatta, hogy
ennek van kvazi-kiterjesztése hasonl6 értelemben: léteznek olyan a, b konstansok és
olyan K, L, N : R — R fiiggvények, hogy

(12) K(z+y)=Lz)+N(y) ((z,9) €R?
és a (9)-hez hasonlé
Rs-en (=L+a, Ri-n n=N-+b és Rsyvm k=K+a+b

osszefiiggések allnak fenn. En észrevettem [1], hogy ez azt is jelenti, hogy (11)-
nek kiterjesztése is van R%-re abban a (10)-hez hasonlé értelemben, hogy létezik
egyetlen (a fentivel nem sziikségképen azonos) K,L, N : R — R fliggvényharmas,
mely teljesiti (12)-t és

(13) . Ryen =L, Ren m=M é Rgy4-n n=N

-t is. Rado Ferenc és John Baker [9] ezt bebizonyitottak valos (és komplex) lineéris
terekre és példakkal mutattak meg, hogy hatarpontok nem mindig veheték hozza
a (11)-beli R-hez, valamint alkalmazasokat is adtak aggregacidelméletben.

Mint Fulvia Skof (levélbeli kozlés) ellenpéldakkal kimutatta, a
(14) k(s +t) = m(s)n(t) ((s,t) € R)
exponencialis Pexider-egyenletnek nincs mindig kiterjesztése és az
(15) e(s +t) = e(s)e(t) ((s,t) € R)

exponencialis Cauchy-egyenletnek sincs mindig kvazi-kiterjesztése osszefliggd nyi-
tott R halmazbél R%re. A helyzetet enyhitette John Baker [3] kovetkezs eredménye.
(A valos vagy komplex normalt linearis terek Descartes-szorzatara kimondott ered-
ményt itt R2-re fogalmazzuk és a fiiggvényértékeket is komplex helyett valésnak
vessziik.)



2.1. tétel [3]. Ham : Ry = R,n: Ry = R, k : Ryyy — R (v.6. (7)) kielégitik a
(14) fiiggvényegyenletet egy Osszefiiggd nyitott R halmazon, akkor vagy

(i) k mindeniitt nulla Ry, -n
vagy
(ii) k sehol se nulla Rgy¢-n.

Az utébbi, (i) esetben m és n se nulla sehol Rg-en, illetve R,-n, valamint
(14) egyértelmiten multiplikativan kiterjesztheté R2-re, vagyis létezik egyetlen olyan
E : R — ]0, oo fiiggvény és olyan a # 0, b # 0 konstansok, hogy (6) teljestil R%-en,
és

(16) Rs-en m=aFE, Ri-n n=0E é Rsi;-n k=abE.

[A (16) osszefiiggeések kiterjesztést és nemesak kvazi-kiterjesztést jelentenek, mert
M(z) = aE(z), N(y) = bE(y), K(z) = abE(2) kielégitik a

(17) K(z+y)=M(x)N(y) ((z,y) € R?)
egyenletet. |

Mint mondtuk ez enyhitette a helyzetet, de nem oldotta meg teljesen, mert
az (i) esetben keveset mond az m és n fiiggvényekrél (csak azt, hogy mindeniitt
legalibb az egyik nulla). Ezt a hézagot aranylag konnyen betoltottem (nincs még
publikalva). Azt kell csak meggondolni, hogy ha van olyan so € Ry, melyre m(sg) #
0, akkor sziikségképpen n = 0 a {t € R, | so +t € R4} intervallumon. Igy kapjuk
a kovetkezd eredményt.

2.2. tétel. A (14) egyenlet altalinos m, n megoldasait az esetben mikor Ry ;-n
k = 0 a kovetkezd konstrukcié adja meg. Az m fiiggvény lehet Rg-en azonosan
nulla, akkor n tetszéleges az R;-n. A nem azonosan nulla m-eket igy szerkesztjiik
meg: vegylik Rs-nek egy tetszdleges nemiires S részhalmazat és adjunk m-nek
tetszdleges nullatol kiilonbozé értékeket S-en, mig R\ S-en m = 0. Legyen tovabba
T:={te Ry|3s€S : s+te Ry }-nn =0, mign tetszéleges lehet R; \ T-n.

[Persze lehetne m helyett n-nel is kezdeni.|

Vegyiik észre, hogy S példaul intervallum is lehet és azon m tetszéleges (sehol-
sem nulla) akarmennyire reguléris (pl. folytonos, C'!, akarhanyszor differencialhato,
stb.) figgvény lehet, mely a nulla-részekhez is regularisan csatlakozhat. Tehat re-
gularitasi feltételekkel nem lehet a kiterjeszthetdséget helyreéllitani vagy képlettel
konnyen kifejezhetd altalanos megoldasokat kapni, csak az (1) lehetGség kizarasaval.

A (15) egyenlet kvazi-kiterjeszthetGsége vagy kiterjeszthetosége tsszefiiggs nyi-
tott halmazrol R%-re még bonyolultabb probléma a fenti tételbeli (i)-nek megfe-
lel§ esetben, mikor e-nek van nullpontja R..;-ben és igy R,-ben vagy R;-ben is
(bonyolultabb és nem egyszertibb, mert k& = m = n bonyodalmat okozhat Ry,



Ry, Rgi¢ kozos pontjain). Ezzel itt nem foglalkozunk. De ha e-nek nincs null-
pontja Rs U Ry U Rsy¢-n, akkor a (15) egyenletnek mindig van egyetlen (6) kvdzi-
kiterjesztése R-bol R%-re:

Rs-en e =aE, Ryne=>bE, Ryiy-ne=abE é R2%en E(z +y) = E(z)E(y).

Ha az origé R-ben vagy hatdardn van, akkor ez a = b = 1-gyel kiterjesztése (15)-nek.

3. A k(s+t) =£(s) + m(s)n(t) egyenlet kiterjesztése és megoldasa

A (2), (3), (8), (11), (14) és (15) egyenleteknek kozos altalanositasa a
(18) k(s +1t) = £(s) + m(s)n(t) ((s,t) € R)

fliggvényegyenlet. Mint azokrol, (18)-rol is azt tételezziik fel, hogy Gsszefiiggd nyi-
tott R halmazon teljesiil. Az eléz6leg (14) és (15) kapcsan emlitett komplikacidknak
(melyek az adott esetekben lehetetlenné teszik a kiterjesztést) elkertilése céljabol
feltessziik, hogy k lokdlisan nemkonstans vagyis Rsy; semelyik pozitiv hossziusagu
részintervallumdn se konstans a k fiiggvény (Anders Lundberg [8] és mésok az
ilyen fiiggvényt ,philandering”nek hivjak, talan ,csapodar’-ral lehetne magyarra
forditani). Ezen (és csak ezen, és csak k-ra vonatkozo) feltétel mellett mind (egyér-
telmi) kiterjeszthetéséget kimondé, mind az &ltalanos megoldast megadé tételt fo-
gunk megfogalmazni, majd az altalanos megoldast lényegesen konkrétabbé tessziik
abban az esetben, amikor k gyenge regularitasi feltételnek is eleget tesz (pozitiv
mértékd halmazon korlatos). A bizonyitasokat részben vézoljuk; a részletes bizo-
nyitasok [2]-ben talalhatok.

3.1. tétel. Ha k lokilisan nemkonstans, akkor a (18) fiiggvényegyenlet mindig
kiterjesztheté R-bsl R2-re, vagyis létezik egyetlen olyan K,L,M,N : R — R
fiiggvényotos, hogy

(19) K(z+y)=L(z) + M(z)N(y) minden (z,y)€ R2-re
és

Rs-en ¢=L, R;-n m=M, Rg-n k=K.
Ekkor (18) altalanos megoldasa vagy

m(s) =w, £(s)=A(s)+ B (s€ Ry),
nt)= ZA@)+ P (tCR),  klg)=Alg) +B+Pu (g€ Ry,

vagy pedig
m(s) =wE(s), £(s)=aFE(s)+B (s€Rs),

nt)=6E(®t) - =, (t€R), ko) =wE@+B (1€ Ru)

alaku, ahol A : R - Rés E : R — ]0,00| tetszdleges nemkonstans megoldasa
(5)-nek, illetve (6)-nak ésw # 0, 6 # 0, a, B, P tetszdleges konstansok.



A bizonyitas vazlata. El6szor az osszefiiggé nyitott R halmaz egy teszéleges (c, d)
pontjanak hatszogi

(200  H(e,dir) :={(s,t) | s€e—rc+r[, t€ld—rd+r[, s+t € Reps}
kérnyezetébdl terjesztjiik ki (4)-et R?-re. Ehhez el6bb a (¢, d) pontot vissziik be az

origbba.
Konnyi latni, hogy a

A(w) = £(u +c) = (c), p(u) =m(u+c)-m(c),
v(v) =n(v+d) —n(d), kW)= k(w+c+d) —k(c+d)
-vel definialt fiiggvények a
(21) k(u+v) = k(u) + m(u + c)v(v) ((u,v) € H(0,0;7))

egyenletnek tesznek eleget. Az u = 0 helyen ez k(v) = m(c)v(v)-t ad. Itt m(c) # 0,
mert kiildnben & és vele k konstans lenne, amit kizartunk. Tehat v(v) = k(v)/m(c)
és, bevezetve e(u) := m(u + ¢)/m(c)-vel az e fiiggvényt, (21)-bél a nullpont koriili
hatsz6gon

(22) K(u +v) = k(u) + e(u)k(v)
-t kapunk. A baloldal szimmetrikus lévén ebbél

r(u)[e(v) — 1] = K(v) [e(w) — 1]
kovetkezik. Két eset van:

(a) Ha e azonosan 1, akkor x(u + v) = k(u) + k(v) az origd hatszogkornyezetén és
igy, mint a 2. fejezet elsé részében lattuk, s kiterjeszthetd (5)-nek az egész sikon
eleget tevs (additiv) A fliggvénnyé.

(b) Ha e nem azonosan 1, akkor x(v) = y[e(v) — 1] (v # 0). Ezt (22)-be helyet-
tesitve e(u + v) = e(u)e(v)-t kapunk az origo6 koriili hatszogén. Mint a 2. fejezet
végén lattuk, ez egyértelmien kiterjeszthets (6)-ta4 R2-re.

A fentebb vazolt szamitasok kifejezik k, £, m, n-et r-val, illetve e-vel, igy k,
£, m, n egyértelmi kiterjeszthet&ségét is biztositjak, valamint megadjik az igy ka-
pott K, L, M, N fiiggvények kifejezését A-val, illetve E-vel. Ezzel a tétel be is van
bizonyitva H(c,d;r)-re (1d. (20)). Mivel R nyitott halmaz, ha két nyitott részhal-
mazabol van egy egyenletnek Kkiterjesztése akkor azok uni6jabél is van és ezek a
kiterjesztések azonosak. Masrészt R Osszefiiggs is, igy szokasos kompaktsagi érve-
léssel bizonyithat6 a kiterjeszthetSség az egész R-b6l R%-re. A tétel tobbi allitasa
az el6z6kbdl kovetkezik.

A fenti tételbdl konnyen kovetkezik a kovetkezo:



3.2. kovetkezmény. Ha a lokilisan nemkonstans k fliggvény pozitiv mértéki
halmazon korlatos is, akkor (18) altaldnos megoldédsa vagy

m(s) =w, ¥£s)=Cs+B (s€Ry),
C
L) = ;t +P (te Ry, k() =Cq+ B+ Pw (q€ Rsyt)

vagy
m(s) = weP?, Us)=aeP*+B (s€R,),

n(t) = 6ePt — g (teR), k(g)=wdePI+B (g€ Rypr)

alaka, ahol C #0, D ¢ {0,1}, w #0, 6 # 0, , B, P tetszdleges konstansok.

Abban az esetben, amikor R téglalap, Jarai Antal [7]-ben (18)-nak és altalanosabb
egyenleteknek is meghatarozta altalanos mérheté megoldasait.

Végiil nyitott probléma-ként kérdezziik, hogy mi az altalanos (vagy altalanos
regularis) megoldds abban az esetben, amikor k-ra nem teljesiil, hogy lokalisan
nemkonstans.
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ALTALANOSITOTT NYILT HALMAZOK,
ALTALANOSITOTT TOPOLOGIAK

CSASZAR AKOS

1. Bevezetés

A most targyalni kivant téma eredete a mult szdzad hatvanas éveire, tehat jo
negyven évre vezethets vissza. Ekkor kezdtek a topologiai irodalomban megjelenni
olyan cikkek, amelyekben a nyilt halmazokhoz sok tekintetben hasonléan viselkedd,
de azoknal altalanosabb halmazok jatszanak szerepet.

Hogy mindjart néhany példaval szolgaljunk, legyen X adott (nemiires) halmaz,
exp X pedig ennek hatvanyhalmaza, és \ topolégia az X halmazon. Ekkor [6] szerint
egy A C X halmazt félnyiltnak (semi-open) mondunk, ha

(1.1) A Cair4,

ahol iyA jeloli az A halmaz belsejét, cy A pedig az A halmaz lezérasat a A topo-
logiara nézve (tehat az elterjedt jeloléssel ixA = int A és ey A = cl A, a révidség
kedveéért elhagyjuk a szokasos zarojeleket).

Ehhez hasonl6an 7] szerint az A C X halmazt eldnyiltnak (preopen) mondjuk,
ha

(1.2) A Cixea4,

[8] szerint A a-nyilt (a-open), ha

(1.3) A C iyepnirA,
végiil A [1] szerint S-nyilt ([S-open), ha

(1.4) A C cepizepA.

Azon, hogy az emlitett halmazosztalyok tulajdonsigai emlékeztetnek a nyilt
halmazokéira, a kovetkezot kell érteni. Legyen A topologia X-en, és jelélje 1 a A-ra
nézve félnyilt, elényilt, a-nyilt vagy (-nyilt halmazok osztélyanak valamelyikét.
Ekkor trividlisan () € p és konnyen lathatéan p-beli halmazok tetszéleges egyesi-
tése is pu-beli. Ennélfogva u viselkedése bizonyos tekintetben emlékeztet valamely
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topologia nyilt halmazainak viselkedésére. A pontossag kedvéért meg kell jegyezni,
hogy az a-nyilt halmazok ténylegesen topolégiat (mégpedig az eredeti A topologi-
anal finomabb topologiat) alkotnak [8], de 4ltalaban sem a félnyilt halmazok, sem
az elényilt halmazok, sem a [(-nyilt halmazok Osszessége nem topologia. Példaul
ha X a szamegyenes, A pedig ennek szokasos euklideszi topolégi4ja, akkor [0, 1] és
[1,2] barmelyike félnyilt, de [0,1] N [1,2] = {1} nem félnyilt. Ugyanezzel az X és
A jeloléssel a racionalis szamok Q halmaza és (X — Q) U {0} egyarant elényilt, de
metszetik (azaz {0}) nem elényilt.

Mindez talan eléggé alatamasztja a kovetkezd elnevezés bevezetését (tovabbi
érveket még felsorolunk majd): ha X nemiires halmaz, nevezzikk a p C exp X
halmazrendszert dltaldnositott topoldgidnak (generalized topology, roviditve GT),
ha () € u és p-beli halmazok tetszéleges egyesitése is p-beli. Ennek megfelelsen egy
topologikus térben a félnyilt, elényilt, S-nyilt halmazok barmelyikének rendszere
GT.

Emlitettiik, hogy a most bevezetett elnevezés nellett tovabbi érvek is felhozha-
tok. Valoban, legyen u tetszéleges GT az X alaphalmazon. [5] megmutatja (a gon-
dolatmenet nem kiilénésen nehéz), hogy ha az i, : exp X — exp X halmazfiigg-
vényt az

(1.5) iwWA=|J{Meu: McA)

képlet értelmezi, akkor i, sziikitd (méas széval i, A C A), monoton (vagyis A C
B C X esetén i, A C i, B), és idempotens (azaz i,i,A = i,A). Nevezziik roviden
magoperdcidnak az olyan 7 : expX — exp X halmazfiiggvényt, amely a fenti
értelemben sziikits, monoton és idempotens.

Ervényes marmost az elébbi allitas megforditasa is: ha i : exp X — exp X
magoperacio, akkor létezik pontosan egy u GT, amelyre i = i, ti.

(1.6) p={ACX:iA=A}

Lényeges, hogy itt a magoperaciot ugy értelmeztik, ahogyan tettik, és a GT
altalanositott topolégidk is pontosan a fenti médon vannak értelmezve (pl. nincs
megkovetelve, hogy X € u legyen). A GT-k itt leirt kapcsolata a magoperaciokkal
talan eléggé meggyGzGen mutatja GT itt elfogadott értelmezésének célszertiségét.

Tovabbra is egy u GT-t tekintve X-en, nem nehéz belatni [5], hogy a
(1.7) cwA=([{X-M:Mecp, ACX-M}

leképezés viszont burokoperdcid, azaz olyan ¢ : exp X — exp X leképezés, amely
monoton, idempotens és bovitd (tehat cA O A). Megforditva, ha ¢ : expX —
exp X burokoperacié, létezik egy és csak egy p GT, amelyre ¢ = c,, mégpedig
uw={MC X : ¢cM = M}. A kapcsolat az (1.5) és (1.7) lelépezés kozott igen
egyszeru:

(1.8) (X —A) =X —c,A.
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Némileg egyszertsiti a kifejezégm()dot, ha a p GT elemeit p-nyiltnak, komplemen-
tumaikat p-zdrtnak mondjuk. Igy i, A az A-nél sziikebb p-nyilt halmazok kozott a
legbévebb, ¢, A pedig az A-t tartalmazé p-zartak kozott a legsziikebb.

2. Altalanositott nyilt halmazok

A mag- és burokoperaciokkal kapcsolatban az 1. pontban idézett eredmények lehe-
tévé teszik, hogy az (1.1)-(1.4) alatt megfogalmazott definicickban a \ topologia
szerepét tetszoleges u GT vegye at.

Valéban, legyen ismét X adott nemiires halmaz, s most u tetszéleges GT az
X halmazon. Nevezziik az A C X halmazt p-félnyiltnak, ha

(2:1) AcCe,iy A
Ugyanigy, legyen az A halmaz pu-eldnyilt, ha
(2.2) A Ciyc,A,
p-a-nyilt, ha

(2.3) A C ieiaA,
végul p-F-nyilt, ha

(2.4) A Cleylucpi.

Nem nehéz belatni [5], hogy a (2.1)—(2.4) halmazosztalyok mindegyike GT. Jeloljiik
o(p)-vel a p-félnyilt halmazok osztalyat, 7(p)-vel a p-elényilt halmazokeét, a(p)-vel
a p-a-nyiltakét, végil B(u)-vel a p-F-nyiltakét. Mindezek tehat p-vel egyiitt GT-k
X-en.

Erdemes megjegyezni, hogy a (2.1)-(2.4) definiciok lényegében véve tartal-
mazzik mindazokat a halmazosztélyokat, amelyek az i, és ¢, halmazfiiggvények
segitségével nyerhetok. Azt kell ehhez meggondolni, hogy egyrészt i, és ¢, minde-
gyike idempotens, méasrészt hogy [2] felhasznalasaval barmely A C X halmazra

(2.5) CptuCli A= e i, A
és
(2.6) 20 CuituC A =1,6,A.

Igy a (2.1)-(2.4) alatti halmazok mellett csak a trividlis A C i, A (csak A € p
esetén teljesiil) és az A C ¢, A (mindig teljesiil) feltételek maradnak.

Az a koriilmény, hogy a (2.1)-(2.4) definici6 GT-bdl kiindulva GT-hez vezet,
megfogalmazhatova teszi a kovetkezs kérdést: hogyan lehet megkapni a §(n) hal-
mazosztalyt, ha € a o, 7, a, 8 betiik valamelyike, 7 jelentése pedig a o(u), m(u),
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a(p), B(p) szimbélumok valamelyike, ahol p adott GT X-en? A definiciokbol
kiindulé tiirelmes szamolas eredményeképpen a kovetkezd tablazathoz jutunk.

=33 9 Qfm
3 o3|y
Ee o e o o)

A Q9 QR

™A Q|9

Ebbél kitinik, hogy ha pl. £ =7 és n = o(u), akkor (a harmadik sor méasodik
elemének megfelelden) &(n) = B(w).

A tablazat harmadik oszlopaban talalhato € jelek arra utalnak, hogy a & = o és
n=m(u), valamint a £ = 3 és 1 = m(u) esetben a kapott halmazosztéaly altalaban
nem esik egybe az a(u), o(u), 7(1), B(n) osztalyok egyikével sem. Erre kénnyt
példat mutatni még abban az esetben is, amikor g nem GT (mint altalaban), hanem
specidlisan topologia ([5, 3.4]). Ennélfogva megkisérelhetjiik, hogy tablazatunkat
azaltal tegyiik pontosabbd, hogy definicioszertien tetszéleges 1 GT esetén

o(n(w)) = p(u), B(n(k) = v(p),

mas szoval

(2.7) A€ p(p) & ACiuc,A
és
(2.8) Acv(u) & ACccuiuciA.

Ismét kiillondsebb nehézség nélkiili szamolassal be lehet 1atni, hogy a p(u)) és v(p))
osztalyok bevezetése utan az elébbi tablazat igy modosul:

3 Q Q|m

WK™

™R D™ ¥ Q QIR
™™ ®A Q|Q
¥R 8% JE
R R T T
&R ERY s
DO R

Példaul a tablazat negyedik soranak 6todik oszlopa szerint a € = p, n = v(u)
esctben £(n) = v(u). Ennek megfelelGen a tablazat egy félcsoport szorzotablazatava
alakult.

Kivanatos volna természetesen, hogy a (2.7) és (2.8) képletekkel értelmezett
p(p) és v(p) halmazosztalyokat valamilyen jol hasznalhaté modon jellemezziik.
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Erre a jellemzésre mod kinalkozik abban az esetben, amikor p nem GT (mint
altalaban), hanem specidlisan topologia. Ekkor (ezuttal ismét a u = )\ jelolést
hasznalva) nem nehéz belatni [5], hogy egyrészt

(2.9) p(A) =v(A),
maésrészt
(210) A€ p(N) =v()) & ACiyenAUcyiyA.

Ez azonban felvet egy jelenleg teljesen nyitott kérdést: mi torténik, ha g nem
topolégia, hanem csak GT? A helyzet ugyanis az, hogy elég sok példa végigszamo-
lasa utan sem sikertiilt olyan esetet talalni, amikor a (2.9)-nek megfelel6

(2.11) p(p) = v(w)

egyenldség valamely p GT-re nem teljesiil, sem pedig olyat, amikor a (2.11)-nek
eleget tevé halmazosztéalyt ne lehetne a (2.10)-nek megfelels

(2.12) Aep(p) =v(u) & ACiuc,AUci A

modon jellemezni. Ennek megfelelen elképzelhetd, hogy a topologikus p esetében
tapasztalt viszonyok altalaban is, tehat tetszéleges p GT esetén is érvényesek.

Mindezek a témakor tisztazasahoz tartozoé igen érdekes nyitott kérdések.
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VEGTELEN ABEL-CSOPORTOK
MAGYARORSZAGON

FUCHS LASZLO

A jelenlegi magyar matematikusok korében talan kevésbé ismert tény, hogy a milt
szazadban j6 néhany évig vilagszerte Magyarorszagot tekintették az Abel-csoportok
kutatasi kézpontjanak. Ez f6ként Szele Tibor debreceni professzor érdeme: az 6
tehetsége, az & lelkesedése és kivalod pedagogiai ratermettsége szamos kovetére talalt
kedvenc kutatasi teriiletén: a végtelen Abel-csoportok elméletében.

Szele Tibort a véges Abel-csoportok elmélete vezette a végtelen Abel-csopor-
tokhoz. 1942-ben Hajos Gyorgynek sikeriilt megoldani Minkowski német matemati-
kusnak egy nevezetes, majdnem fél évszazadig nyitott problémajat az n-dimenzios
euklideszi térnek hézagmentes lefedésérél n-dimenzios kockikkal (Hajos [H]). Hajos
atfogalmazta a problémat érdekes modon véges Abel-csoportokra, s ebben a for-
maban sikeriilt bebizonyitania, hogy ha az n-dimenzios euklideszi tér n-dimenzios
kockakkal ugy van lefedve, hogy minden pont valamelyik kockdhoz tartozik s két
kockdnak nincs kozos bels§ pontja, akkor léteznek kockak, melyeknek egyik n — 1-
dimenziés lapjuk kézos. A komplikalt bizonyitas csoportgytriikre vonatkozé 4j té-
telekre épiilt. A 40-es évek végefelé Rédei Laszlo szegedi professzornak s Szelének
sikeriilt a bizonyitast lényegesen leegyszertsiteni (Rédei [R], Szele [Sz]).

A Hajos-tétellel kapcsolatos vizsgalatok felkeltették Szele Tibor érdeklgdését
a kommutativ csoportok strukturajanak altalanos problémaja irant. Felismerte,
hogy az Abel-csoportok teriiletén rengeteg érdekes megoldatlan kérdés rejtézik: ez
a teriilet szinte aranybanya algebristdk szamara. Szegeden, részben Rédei Laszlo,
Szélpal Istvan és Szendrei Janos kozremtikodésével, néhany alapvetd, nem sok el-
méletet igénylo kérdést tisztazott (Szele [1], [2], [4], Rédei-Szele [1], Szele-Szélpal
[1], Szele-Szendrei [1]); Szélpal maga is tobb kérdésre adott valaszt (Szélpal [1],
[2], [3])- Szele szinte 6ntétte magabol a problémakat, dllandéan tele volt érdekes,
alapvets problémakkal, amelyekre nem talalt vélaszt az irodalomban. Ezeket on-
zetleniil megosztotta mindenkivel, aki hajlandé volt 6t meghallgatni. De ez 6t nem
elégitette ki, s mikor Debrecenben katedrat kapott, ottani tanitvanyaival egyiitt
(Erdélyi Maria, Erdds Jend, Gacsalyi Sandor, Kertész Andor, Kovacs Lészlo, Papp
Zoltan) szisztematikusan felkutatta a végtelen Abel-csoportok teljes irodalmat. Fel-
ismerte, hogy mig Reinhold Baer uttors cikkei ([B1], [B2]) szilard alapjat vetik meg
az elméletnek, addig a jovét Leonid Kulikov orosz matematikus 1945-ben megje-
lent alapvetd cikke jelzi [K], amely lényegesen 1j impetuszt ad az elméletnek. Ebben
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a cikkben Kulikov a tetszéleges szamossagu Abel-csoportok elméletében vezet be
egészen 0j modszereket, jelentds mértékben fejlesztve az elméletet. A cikket Ga-
csalyi Sandor leforditotta magyarra és a gépelt példanyokat buzgon tanulméanyozta
mindenki, aki Szele Tibor hatasara érdeklédést mutatott a csoportelméletnek eb-
ben az agaban. Igy indult el a kutaté6 munka Magyarorszagon az Abel-csoportok
elméletében, és Szele Tibor rendkiviili tehetsége s kivalo vezetsi képessége révén
hamarosan jelentds sikereket hozott a kutatasban, komoly nemzetkozi visszhangot
keltve.

Szele Tibor szegedi éveinek legjelentdsebb eredménye a végtelen Abel-csopor-
tok elméletében a gytirik additiv struktirajanak vizsgalata. Ezt 6 kezdeményezte,
és az G nevéhez fiz6dik néhany alapvets eredmény (Szele [3], [5], [7], [15]). Ugyan-
csak jelentds az a cikke, amelyben a testelmélet analogidjara kifejleszti az Abel-
csoportok elméletében az algebrai és transzcendens bévitéseket (Szele [6]). Ez abban
az id8ben nagy érdeklédést keltett, bar ennek jelentsége azota erésen lecsokkent
a kiterjedt injektivitasi vizsgélatok kovetkeztében.

Az 50-es évek elején indult igazan virdgzasnak a magyar Abel-csoport iskola.
Szele felismerte a Kulikov altal bevezetett bazis-részcsoport rendkiviili jelentGsé-
get, és tole, valamint tanitvanyaitol néhany cikk jelent meg, amelyekben vagy to-
vabbfejlesztik a bazis-részcsoportok elméletét, vagy pedig ezek segitségével fon-
tos eredményeket bizonyitanak (Szele [14], Kovéacs [1], Papp [1]). Talan érdemes
megemliteni, hogy a kutatas nem korlatozodott Debrecenre: Szele Tibor hatasara
én is csatlakoztam az Abel-csoportok kutatéinak névekvs tdborahoz. Elsg Abel-
csoportos cikkemben (Fuchs [1]) Szelének egy probléméjat oldottam meg: Kuli-
kovnak egy p-csoportokra vonatkozo fontos kritériumat terjesztettem ki tetszéleges
Abel-csoportokra, a Kertész Andor éltal adott atfogalmazas felhasznalasaval (Ker-
tész [1]). Az elmélet vonzo szépségének hatéasara (egy idére) abbahagytam kutata-
saimat idealelméletben és a részben rendezett csoportok teriiletén, s teljes gézerdvel
kezdtem dolgozni az Abel-csoportok elméletében.

Szelével allandé kapcsolatom volt nemcsak levelezés révén, hanem személyesen
is sokat matematizaltunk. Amikor Tibor feljott Budapestre egy minisztériumi vagy
egy akadémiai iilésre, délutanjait sziileim lakasan (a Varosligetnél) toltottik egy
szobaba zarkozva. Orak hosszat matematizaltunk: sajat és tanitvanyaink munkait
targyaltuk meg, sokszor probaltunk kozosen tisztazni megoldatlan problémakat,
Gjabb publikiciokat vitattunk meg nemcsak az Abel-csoportok elméletében, de
az algebra mas agaban is. Edesanyam volt az egyetlen személy, aki beléphetett
munkank szentélyébe: 6 hozta az elengedhetetlen eszpresszot és a frissitéket. Tibor
csak akkor tavozott, amikor mar sietnie kellett a Nyugati-palyaudvarra, hogy elérje
az utolso debreceni vonatot.

Tibortol nagyon sokat tanultam ezeken a megbeszéléseken, és rendkiviil halas
vagyok neki, hogy bevezetett ebbe a lenyligozs elméletbe, amely idével munkés-
sigom kozponti teriiletévé valt. Vele és Kertész Bandival tobb k6zos problémén
dolgoztunk, ezeknek a tobbsége publikilva is lett (Fuchs—Kertész—Szele [1]-[4]).
A problémék j6 részét Szele Tibor vetette fel. Azokban a kérdésekben, amelyeken
egyiitt dolgoztunk, tobbnyire neki volt jo Gtlete a nekiindulashoz, azutén egyiitt
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vagy kiilon toprengtiink a problémakon, vitatkoztunk és bizonyitottunk, s végiil
nekem jutott az a (nem éppen halas) feladat, hogy a tételeket minél altalano-
sabb formaban fogalmazzam meg és végleges formaba ontsem a kész dolgozatot.
A legutols6 matematizalasunkon bizonyitott eredménytink csak méar mint Szelének
posztumusz cikke jelent meg (Fuchs-Szele [1]).

A pesti egyetemen specialis el6adasaim s heti szeminariumaink hatésara né-
hany tanitvanyom komoly érdekl&dést mutatott az Abel-féle csoportok elméletében:
Fried Ervin, Gritzer Gyorgy, Schmidt Tamés, Szasz Ferenc, Wiegandt Richérd.
Tobben irtak is dolgozatot Abel-csoportokrol (Fried [1], Grétzer—Schmidt [1], 2],
Szész [1]), de érdeklédési tertiletiik nem maradt ebben a témaban és mint kutatok
mas algebrai diszciplindkban valtak ki.

Hangsulyoznom kell, hogy ezekben a kutatdsokban mi magyar algebristak
eléggé izolalva voltunk, jorészt csak magunkra tamaszkodhattunk. Kiilféldi utazas
vezetG algebristdkhoz alig valosult meg: azt a kevés utazasi lehetdséget, amelyeket
az Akadémia nyujtott, majdnem kizardlag az Akadémia tagjai vették igénybe.
Nyugati algebristakkal személyes kapcsolat sokdig nem is létezett. Reinhold Baer
meghivasat Szele Tibor nem fogadhatta el, mert nem kapott utlevelet erre az tutra.
Erthetetlen modon j6 ideig nem alakult ki kapcsolat orosz algebristakkal sem.
Kiilfoldi kapcsolataink féként a lengyel (Jerzy Los, Stanislaw Balczerzyk, Andrzej
Hulanicki, Edward Sasiada) és a cseh algebristdkra (Vladimir Kofinek, Vlastimil
Dlab) szoritkoztak — ezek a kapcsolatok nagyon is fontosnak bizonyultak. Csak 1956
utan javult a helyzet: a nyugati orszagokba valo utazasnak kevésbé volt akadalya,
amennyiben a kiutazé devizaellatasa kulfoldi forrasbol biztositva volt.

Kiilfoldi kapesolataink hianyaval magyarazhato, hogy dolgozatainknak tul-
nyom6 tobbsége altalunk felvetett problémaékat targyal, s kevés olyan publikaciot
emlithetiink ebbél az id6bsl, amelyek az Abel-csoportokra vonatkozo akkortajt leg-
fontosabbaknak tartott kérdésekkel kapcsolatosak. Visszatekintve, ugy vélem, hogy
problémavalasztasunk nem volt mindig a legszerencsésebb, de ahhoz nem fér két-
ség, hogy ezek a problémak olyan modszerek kibontakozasara vezettek, amelyeknek
nagy szerepiik van abban, hogy az elmélet a jelenlegi magas fokra emelkedhetett.

Ugy latszik, hogy ebben az idében az Abel-csoportok elméletének fontossagéara
egyre tobben kezdtek felfigyelni. Reinhold Baer alapvetd cikkeit a 30-as években
publikalta, az utan alig jelent meg szamottevs cikk Abel-csoportokrol. Baer néhany
fejezetet irt egy késziil6 Abel-csoportokrol szolé konyvhoz (de nem fejezte be, mert
egy masik konyv irasa teljesen lekototte). 1954-ben Irving Kaplansky publikalt egy
kis kényvet végtelen Abel-csoportokrol (Kaplansky [Kal), amelynek komoly hatésa
volt az amerikai algebristak korében. Alexander Kuros moszkvai professzor csopor-
telméleti konyvében [Ku] komoly teret szentel a végtelen Abel-csoportok elméleté-
nek, kivalt Kulikov alapvetd tételeinek. Vitathatatlan, hogy a kutatas fellenditése
nagyrészt a magyar algebrai iskola érdeme. Biiszkék lehetiink arra, hogy a nemzet-
kozi izolaltsag ellenére a kis szami, de lelkes magyar kutaté garda komoly sikereket
konyvelhet az elmélet fejlesztésében.

Legyen szabad néhany alapvetdnek tekintett magyar eredményt kiemelni.
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Kezdem a Szele altal kezdeményezett teriilettel: a gytirtik additiv csoportjaval.
Alapvetd dolgozatait az 1949-50-es években publikilta. E teriileten talan a leg-
gyakrabban idézett eredmény Hopkins ismert tételének altalanositésa: egy jobbol-
dali Artin-gytiri akkor és csak akkor Noether-féle, ha nem tartalmaz egy Z(p™)-vel
izomorf részcsoportot egyetlen p primszamra sem (Fuchs-Szele [2]). Ezzel ekviva-
lens feltétel az, hogy a gytrid annullatora véges legyen. (Hopkins csak elégséges
feltételt adott: ha a gyirinek van egységeleme.) Ebben a dolgozatban teljesen jel-
lemeztiik Artin-féle gytrik additiv strukturajat. Eredményiinket Szasz Ferenc ké-
s6bb kiegészitette (Szasz [2]), kimutatvan, hogy minden jobboldali Artin-féle gytirid
két Artin-gytriinek a direkt szorzata: az egyiknek additiv csoportja torzio-csoport,
mig a masiknak additiv csoportja torziomentes, s ennek az utoébbinak feltétleniil
van jobb egység-eleme.

Szamos dolgozat kapesolodik Szele uttoré munkiihoz. Megemlitem azon dol-
gozatomat (Fuchs [6]), amelyben tobbek kozott azt mutattam ki, hogy ha egy
gytrinek az additiv csoportja torzio-csoport, akkor a gytrii-szorzast teljesen meg-
hatérozza a bazis-részcsoport: ez tjabb adaléka a bazis-részcsoport fontossaganak.
Talan a legjobb bizonyiték az additiv csoport fontos szerepére Israel Halperinnel
kozos dolgozatom (Fuchs-Halperin [1]), amelyben bebizonyitjuk, hogy minden von
Neumann-féle regularis gyiri bedgyazhato egy egységelemes von Neumann-féle re-
gularis gytriibe. A bizonyitas lényegesen tamaszkodik az additiv struktiura szerke-
zetére, amelynek segitségével oly von Neumann-féle regularis gytrit konstrualunk,
amely felett minden von Neumann-féle reguléris gytiri egy algebra.

Kiilon figyelmet érdemelnek a bézis-részcsoportra vonatkozé dolgozatok. Szele
adott egy ujfajta bevezetést, de a f6 eredménye annak a roppant érdekes tulajdon-
sagnak a felismerése, hogy egy p-csoportban a bazis-részcsoport mindig endomorf
kép (Szele [14]). E tétele komoly meglepetést keltett. Mint méar emlitettem, a Szele
tanitvanyok koziil Kovacs Laszlonak és Papp Zoltannak vannak figyelemre mélto
eredményei a bazis-részcsoportrol.

Szelével egyiitt alaposan tanulmanyoztuk a Priifer-Ulm-Zippin-féle elméletet,
amely a megszamlalhato Abel-féle p-csoportok teljes strukturajat karakterizalja
szamossagi invariansokkal. Sajnalatos modon, ezt az elméletet nem sikeriilt alta-
lanositanunk egyetlen magasabb szdmossagu csoport-osztalyra sem. Az Ulm-féle
izomorfia-tételt 1968-ban Paul Hill és Peter Crawley kiterjesztette az t.n. totalisan
projektiv p-csoportokra, de a Zippin-féle egzisztencia-tételt Kulikovnak és nekem
majdnem egyidejiileg, egyméstol teljesen fliggetleniil sikertilt altaldnositani 1952—
53-es dolgozatainkban (Kulikov [K2], Fuchs [2]).

Szelével valo matematizalasunkban visszatérd téma volt a direkt felbonthatat-
lan Abel-csoportok problémaja. Az jol ismert volt, hogy a torzio-csoportok kozott
csak a Z(p™) csoportok és ezek részcsoportjai (a primhatvanyrendii ciklikus cso-
portok) direkt felbonthatatlanok, mig a vegyes csoportok kozott egyaltalan nincs
felbonthatatlan. A torzidmentes csoportok kozott léteznek felbonthatatlanok (Bog-
nar Matyas adott egy igen egyszert konstrukciot ezekre véges rang esetén, Bognar
[1]), de abban az id6ben Reinhold Baer példai (a p-adikus egészek additiv csoport-
janak tiszta részcsoportjai) tartottik a szamossagi rekordot: a kontinuum. Rejtély
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volt, hogy miért nem sikeriil a kontinuumnal nagyobb szamossagu direkt felbont-
hatatlan csoportot konstrualni (azt gyanitottuk, hogy ebben a kiilénb6z6 tipusok
halmazanak szamossaga: a kontinuum jatszhat szerepet), és Szele egyre inkabb ar-
rol volt meggy6z&dve, hogy a kontinuum a fels6 hatar. Egészen megleps volt, mikor
1957-ben majdnem egy idében harom dolgozat is megjelent 22"° szamossagt fel-
bonthatatlan csoportok létezését bizonyitva (Sasiada [S], Hulanicki [H], Fuchs [12]).
(1959-es dolgozatom [19], amelyben tetszéleges szamossagt felbonthatatlan Abel-
csoport létezését vélem bizonyitani, sajnos egy halmazelméleti hibat tartalmaz,
amelyet csak késébb A. L. S. Corner kiisz6bolt ki nem-mérhets szamossagokra.)

Sajnos, Szele méar nem érte meg sejtésénak cafolatat: 1955-ben egy rovid, de
rendkiviil salyos betegség utan Szegeden 6rokre lehunyta szemét. Ez felmérhetetlen
vesztesége volt nemcsak az Abel-csoportok kutaté gardajanak, de az egész magyar
algebranak is. En nemcsak egy kongenidlis munkatarsat, de egy szivemhez oly
kozel 4ll6 jobaratot is sirattam. Elvesztését sose tudtuk kiheverni. Halala utan a
debreceni Abel-kutaté-csoport lényegileg megsziint, ill. atalakult: példaul Kertész
Andor és Papp Zoltan gyitrik s modulusok vizsgalatara tért at, Kovacs Laszlo
nem-kommutativ csoportokra specializalédott, Gacsalyi Sandor pedig topologiai
kérdésekkel kezdett foglalkozni. Erdds Jend volt az egyetlen, aki nem valtoztatott
témat: néhany szép dolgozatot irt torziomentes Abel-csoportokrol (Erdds [1]-[3]),
de azutén érthetetlen médon abbahagyta a publikalast.

Szolnom kell réviden Abel-csoportokroél irt konyvem: Abelian Groups keletke-
zesének hatterérsl. Amikor Kaplanskynak Infinite Abelian Groups c. konyve meg-
jelent 1954-ben, Szele kifogasolta, hogy a szerzé konyvébdél kimaradt jonéhany, a
p-csoportokra vonatkozo alapvetd tétel. Sziikségesnek tartotta, hogy egy atfogo,
részletesebb konyv alljon az érdeklédék rendelkezésére. Maga is foglalkozott azzal
a gondolattal, hogy egy ilyen jellegi konyvet irjon, de erre méar nem volt alkalma
1955-ben bekovetkezett halalaig. Ram harult az a szomoru feladat, hogy Szele ha-
gyatékanak Abel-csoportokra vonatkozé kéziratait atnézzem. Sok Gtletet, értékes
gondolatot magaval vitt a sirba; feljegyzéseibdl egy-két dolgozatot rendeztem sajtod
ala, de semmi nyomat nem talaltam annak, hogy a tervbe vett konyv részletein ko-
molyan gondolkodott volna. En kezdtem lassanként azzal a gondolattal foglalkozni,
hogy Tibor tervét valora valtsam. Miutan a budapesti tudomanyegyetemen dékani
tisztségemtsl 1957-ben megvaltam, komolyan gondolhattam a konyvirast. De mi-
elétt végleg elhataroztam volna magam, prébaképpen néhany kivalasztott téman
kezdtem dolgozni, hogy lassam, tudom-e majd vallalni a nagy feladatot. A munka
0j perspektivakat nyitott meg eléttem, tobb j eredményre bukkantam a rendsze-
rezés révén, s kedvet kaptam a munka folytatasara. Egyik oberwolfachi konferen-
cian Reinhold Baertdl komoly biztatast kaptam a konyvirast igérettel megtoldva,
hogy konyvem kéziratat lektoralni fogja. Miutan az Akadémiai Kiadé vallalta a
késziil6 monografia kiad4sat angol nyelven, ettsl kezdve szinte minden idémet az
Abel-csoportok konyv irasara forditottam, s vagy 8-9 honap alatt el is késziiltem a
kézirattal. Nagyon sok magyar eredmény keriilt be a kényvbe, csakigy mint Jerzy
Lo$ 4j elmélete a karcsu (slender) csoportokrol (amely végiil is altalam kiegészitve
el6szor itt kertilt publikdlasra). Sok értékes tanacsot kaptam Baertdl: az 6 javasla-
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tara az akkor ujdonsagnak szamitoé homologikus algebrai kapcsolatokra is kitértem.
Kertész Andor volt a méasik lektor, 6téle is tobb hasznos tanicsot kaptam. A konyv
felolelt majdnem minden fontos, akkor ismert eredményt a végtelen Abel-csoportok
elméletében, szamos 1) bizonyitassal (ilyen atfogé munka a mai helyzetben mar nem
volna lehetséges), igy mint referencia-kotet is hasznosnak bizonyult.

Nagy oromoémre, a konyvet az érdekldsk kedvezéen fogadtiak. Ebben az is
kozrejatszott, hogy az Abel-csoportok elmélete rendkiviil hasznosnak bizonyult az
uj diszciplindkban: a homologikus algebraban s a kategoria-elméletben. Rovid idé
alatt elkelt a kinyomtatott 1000 példany, jollehet az Akadémiai Kiadénak nem volt
terjesztdje angol nyelvteriileteken. Az angol Pergamon Press kiad6 régton megvette
a copyright-ot az Akadémiai Kiad6tél s néhanyszor Gjjra nyomatta a konyvet a 60-as
években. Hamarosan leveleket, sét kéziratokat kaptam a konyvben felvetett nyitott
problémak megoldasaival.

A magyar Abel-csoport kutatasokat komoly elismerés érte, mikor az Internati-
onal Mathematics Union égisze alatt 1963-ban nemzetkozi konferenciat rendeztiink
Tihanyban. (A magyar szervek altal javasolt harom, Magyarorszagon erdsen kul-
tivalt téma koziil az Abel-csoportokat valasztottak mint legaktualisabbat.) Ezen a
konferencian majdnem minden szadmottevé Abel-csoportos kutaté részt vett: sza-
mos amerikai és orosz, jonéhany nyugati és keleti matematikus. Ez volt az els6
jelentds magyar konferencia, amely prominens nyugati és keleti matematikusokat
gytjtott ossze egy fedél alatt. Ugy vélem, hogy ennek a konferencianak komoly
szerepe volt abban, hogy egyre intenzivebb kapcsolat jott létre vilagszerte az Abel-
csoportok kutatoi kozott.

Ebben az idében mar én voltam az egyetlen magyarorszagi algebrista, aki
rendszeresen publikalt az Abel-csoportok elméletében. Mint emlitettem, mind a
debreceni, mind a budapesti algebristak érdeklddése az algebra méas és mas aga felé
fordult, mig a szegediek Rédei Lészlo vezetése alatt egészen mas algebrai témak-
kal foglalkoztak. En egyre intenzivebben kezdtem foglalkozni a rendezett algebrai
strukturak elméletével, kivalt a Riesz-féle interpoléacio algebrai és fiiggvénytani vo-
natkozasait vizsgilva. Miutan 1966-ban Magyarorszagot elhagytam, Magyarorsza-
gon megsziint a kutatas a végtelen Abel-csoportok elméletében. (A véges Abel-
csoportok teriiletén a Hajos-faktorizacioval kapcsolatosan Corradi Keresztély és
Szabé Sandor ért el figyelemre mélté eredményeket; a szamos cikk koziil csak egyet
emlitek: [CS].)

Amint latjuk, majdnem két évtizedig viragzott a kutatas Magyarorszagon a
végtelen Abel-csoportok elméletében, el6kels helyet foglalva el a nemzetkozi szin-
padon, és j6 lenne, ha errél a sikerrdl a magyar matematikusok nem feledkeznének
meg a jovGben sem.
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MIKOR PERIODIKUS A FIBONACCI-SOROZAT?

STEVEN A. GAAL

Miért Fibonacci? Elszor mas témarél akartam beszélni, de januarban olvastam:
DAN BROWN'’s DA VINCI CODE.

A konyv els6 lapjain olvassuk, hogy egy haldokl6 sajat vérével irja a Louvre
Muzeum méarvany padlozatéra a Fibonacci-sorozat kezdetének egy permuticiojat.
Ez az egyszerii titkos iizenet végiil is a gyilkosokhoz vezeti a hatdsagokat.

Tudjuk, hogy a biolégia veszélyes tudoméany volt egyszer, de a matematika az
egy Safe Science, biztonsagos volt és talan marad is mindenkor. Mivel a szamelmélet
nem hasznos, az a Safest of the Safe, legbiztonsagosabb a biztonsagosak kozott.

Manapsag a politikai félelem helyett vagy mellett mas veszélyektsl kell dva-
kodni. Ha kitudédik, hogy Te nem hiszed el, hogy a Nagy Vilag egy BIG BANG-gal
kezdddott, akkor elveszited az Osztondijadat, nem tudsz allast kapni, és a fizikusok
koziil senki sem 4ll széba veled.

Tegytik fel, hogy BIG BANG lett a vallasod, és azt hiszed, tobb ilyen Nagy
Durranas tortént, és talan fog is a kozeljovében torténni. Akkor talan nem a
fizikusok, hanem masféle emberek fognak megtamadni. Egy bang, vagy durranas
az akusztikus jelenség. ,Hogy tudnak ezek ilyesmirdl beszélni, ha jol tudjak, hogy
akkor még levegd sem volt!” — mondta nekem egyszer valaki. . .

A Matematikai és Fizikai Tarsasag utolsé nyilvanos iilésén az 1942-43. aka-
démiai évben Turan P&l adott el6 a Riemann-sejtésrdl. Turan nem volt egyediil.
Tobben gondolkoztak ezen a nehéz probléman eredményteleniil. Ezek a szerencsét-
lenek sok id6t vesztegettek el hiaba, de sohasem gondoltak tizletre és profitra. Csak
azt remélték, hogy a jo munkaért majd megkapjak a ,Mindennapi Kenyeriiket”. Ha
egyikiik, Alexits Gyorgy, Varga Otto, Erdés vagy Turan Pal, Rédei vagy Kalmar
Laszlo, vagy Sz. Nagy Béla és ki tudja ki mas, megoldott volna egy ilyen fontos
problémat, csak néhany babérlevelet remélt, és puhabb kenyérre vagyott.

Szegény Szele Tibor, Rényi Alfréd és masok szaméara még a hosszi élet sem
adatott meg.

Mi most egy Brave New World hangyai lettiink. Igy ha bebizonyitod a
Riemann-sejtést, ird meg egyszerre legalabb 6t jol ismert matematikusnak kiilon-
bo6z6 orszagokba, és talald meg az interneten:

www.claymat.com.
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Ha a bizonyitésod helyes, allitélag fogsz kapni egy millié US dollart. De talan
35 szazalék jovedelemadot kell majd fizetned az US Internal Revenue Service-nek,
és lehet, hogy az EU is akar 40 szazalékot. Kérdés: ha valaki masnak csupan
25 szazalék a jussa, akkor mennyi marad neked?

Az elGadas cime egy kérdés:

,»Mikor periodikus a Fibonacci-sorozat?”

A kovetkezd valaszok lehetségesek:
A: sohasem

B: néha

C: mindig.

Az el6adas alatt megmagyaraztam, hogy mind a harom vélasz igaz! Az (A)
vélasz volt az els6: The classical Fibonacci sequence grows exponentially and every-
body knows that the exponential function (in the real world) is not periodic. However
I pointed out that in the complex universe the restriction of €* to the pure imagi-
nary axis is a periodic function. I also told that this fact explains to particle-wave
duality of light and electromagnetic radiation. (I did not say that it is the ‘reason’
or the ‘cause’ of this phenomenon.) '

I made a few additional comments at the end of the lecture which are not
included in the text: First, the generating function can be determined for the case
‘altalanositott’ F'(m,s) sorozatra... Second I pointed out that when the classical
sequence s extended for megative indices the resulting two-way infinite sequence
provides a crude, one dimensional model for a universe with matter and anti-
matter, followed by a pure energy state and then with one containing only matter i.e.
positive terms and a periodically fluctuating phenomenon, namely that of the ratio
Sn+1/8n. (This is pure speculation. .. ) Third I told that one can further generalize
the sequence by considering a weight vector of dimension d and a corresponding
seed. The corresponding matriz M can be expressed as the product of a lower and
an upper triangular Toeplitz matriz.

A hallgatoséag jobb oldalan 1évs vetit6gép hasznalataval elgszor a (B), majd a
nehezebb (C) esetet bizonyitottam be. Ezeket a folidkat a méasodik rész tartalmazza.

A hallgatosag bal oldalan 1évs vetitégépen az alabbiak voltak olvashatok:

Toérténelmi Jegyzetek:

(az Encyclopedia Brittanica segitségével)

Al-Khowarazmi, lit. Khwarazm (Khiva) varos sziilottje, hires arab matemati-
kus volt a IX. szdzadban. Nevébdl szarmaznak az algorism és algorithm szavak.
Béar Euklides sokkal el6bb élt, mégis Euklides algoritmusanak nevezziik modszerét,
ami a ged(a, b) megtalalasdhoz vezet.
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Leonardo Pisano més néven Filius Bonnacci vagy Fibonacci (12ab—12¢d) valo-
szintleg Pisédban sziiletett, és biztosan ott élt és dolgozott. Apja konzul volt Eszak-
Afrikédban, igy Fibonacci az arab-muzulmén foldeket tobbszor meglatogatta. Jart
Egyiptomban, Sziridban, Gorégorszagban és mésutt is. Megtanulta a hindu-arab
szamrendszert és sok més matematikat is. Donald Knuth szerint “Fibonacci was
by far the greatest European mathematician before the Renaissance.” Késébb tobb
fontos kodexet irt. Az egyik, ,Liber abaci” volt az els6 nyugati irat az arab szam-
jegyekrol és a tizes szamrendszerrdl.

Ebben talalhatéo a probléma a gazdarol, aki nyulakat tenyészt egy magas
kofallal bekeritett kertben. Egy parral, egy egészséges him nyullal és egy nagyon
fiatal és szép néstény nyuszi segitségével kezdi meg a szaporitést.

HOW MANY PAIRS OF RABBITS CAN BE PRODUCED FROM THAT PAIR
IN AYEARIF IT IS SUPPOSED THAT EVERY MONTH EACH PAIR BEGETS
A NEW PAIR WHICH FROM THE SECOND MONTH ON BECOMES PRO-
DUCTIVE?

Itt a megoldas:

T 8 9 10 1 12

Hénap: 1 2 3 4 5 6
1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Parok: 1

Az n-dik tagot az s, szimbolummal jeloljiik. Kérdezziik: mi a sorozatépités
torvénye? A tagok kiilonbségeit véve a

01 1 2 3 & &8 13 21 34 56

sorozatot kapjuk, ami a 0 és az eredeti sorozat. Ezért agy latszik, hogy s,+1 =
Sn + Sn_1, han = 2,3,... . Lehet a sorozatot a 0. honappal és s; = 0 és s =1
tagokkal kezdeni, mondvan hogy az 1j hazasparnak el6szor mézeshetiik volt, vagy
egy hénapig tartott amig egymashoz szoktak.

Allitolag ezt a Fibonacci-sorozatot mar Pythagoras is ismerte. Azt hiszem, ez
az els6 példa arra, amit most igy neveznek:

DISCRETE LINEAR DETERMINISTIC POSITIVE
POPULATION MODEL

vagy roviden egy trivialis matrix modell. Rendszerint a dinamikus népességi mo-
delleket nem ezzel a ,Nyul” probléméaval, hanem egy kissé komplikaltabb példaval
vezetik be. ,A Bogarak Sorsa”’ lehetne szép név erre a probléméra, és angolul ta-
lan “The Beetles Fate” volna a jo cim. Ha egy kicsit megvaltoztatom a fenti angol
szoveget, és adok hozza néhany j mondatot, a Nyul probléma majdnem olyan jo
lesz, mint a bogarak meséje. Ime a fenti szoveg ,szabad forditasa™

“The time variable t will be DISCRETE and its unit one season of the year.”
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Magyaran mondva: mivel egy harminc napos néstény nyul még nem akar terhes
lenni, hénapok helyett a négy évszak lesz az id6 {6 egysége: Tavasz (Tv), Nyar (Ny),
Osz (O) és Tél (T). Igy minden évszak harom ids alegységbél 4ll. Tehat

Ty Ny O T Ty Ny O T Ty Ny O T To
0 i § 2 3 4 5 6 74 8 9 10 11 12
So S1 82 83 S4 S5 Se St S S9 S10 S11 S12
0 1 1 2 3 5 TR o2 U | 34 55 89 144

“Modern English:” The original text was written during the Dark Ages so
it is tacitly understood that the pairs of rabbits had to be married and live a
faithful, monogamous life style engaging in sexual union only for the purpose of
the propagation of their race. God will bless their union with a single male and
female offspring who will in due time get married and from that on help their
parents to increment their race for the benefit of the Landlord forever!

Filius Bonacci nyulai legalabb addig éltek, ameddig a sorozat tartott. Mivel
manapsag a sorozat végtelen, a jé nyulak 6rok életet kaptak!

Ugyanezt nyolc évszazaddal késébb igy mondjak:
TO: A Pisai Kutaté Telep Igazgatojanak
FROM: Prince Giovanni 11
SUBJECT: Negyedéves Inspekio, Census és Atrendezés

A nylkolénia feliigyel§je az évszakok végén megszamolja a néstény nyulakat
minden korcsoportban, vagyis évek és annak szezonjai szerint.

Mivel ez egy DETERMINIZALT Kisérleti Gazdasag, minden sziil6 par mag-
zatjai koziil a leger6sebb ndstényt ki kell valasztani és, micro-chippel meg-taggolni.

Ugyanakkor az allatorvos megéllapitja, mely himek lesznek a legalkalmasabbak
a néstények szolgilatara. Ha ez az orvosi munka sikeres, csupan egy him sziikséges
minden két tucat néstény kielégitésére. A folosleges, nem-taggolt debiitansokat és
a semmirevalo himeket az alacsonyabb rangu alkalmazottak osszegy(jtik, és piacra
dobjak. Mivel ez egy POZITIV kisérlet, short-selling és nytlvasarlas

SZIGORUAN TILOS!

Kronecker szerint a pozitiv egész szamokat a jo Isten teremtette, és minden
egyéb csupéan emberi almodozas. Igy példaul:
Semmi: 0, Adéssag: —5345,
A sorsjegyet kihuztak: $ 10000000,
Adé a nyereségen: $ —9999999.
Vagy a természettudomanyokban:

=9 =8 =F =6 =5 = =3 =2 =1

S.g S_8 S=7 S—6 S—5 S—4 8—3 S-9 S

Azonban Kronecker néha nagyon jol Almodott: Olyannyira, hogy a Miiegye-
temen a tenzor szorzat (Kronecker product) a mérnok-hallgatoknak rémalmokat
(nightmare) okoz.
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Néha egy 0 kezdd szezon létezik a sorozat leirasaban: A néstény f nagyon fiatal
a kezd§ szezon elején, de egy hénappal kés6bb mar egy tizenéves tf lesz. A harmadik
hénap végével mar egy teljesen felnétt és fertile nyal F ugral a kertben him baratja
tarsasagaban. A kezdd szezont kovetd elsd szezon kozepe felé a néstény egy terhes
(pregnant) névé pF valtozik és a szezon végén mér nagyon terhes ppF.

A masodik szezon kezdd honapja alatt ppF egy remek ndstény nyulacska-
nak dj ad életet, aki szépen novekszik, és a masodik hénap alatt egy tizenévessé
td;-é fejlédik. A szezon végével a leany (daughter) Dy méar egy fertile fiatal nyu-
lasszonyka. Ezalatt az anya nyal F megint a himmel ugrandozik, pregnalt nyulla
pF lesz, és a harmadik honap vége felé mar késziilédik a sziilésre. A harmadik
szezon egy masodik ici-pici ndstény nyuszi do sziiletésével nyilik meg.

Tehat a kezdd (start-up vagy ramp-up) szezon (f tf F) igy folytatodott:
(F pF ppF), és azutan jott a méasodik és harmadik aktiv szezon:

F pF ppF i
D, pD: ppD;
Itt latjuk a kovetkezd harom szezon lefolyéasat:
F pF ppF
d3 td3 D3
D; pD2 ppD:|,
D, pD:  ppD;
gdyr tgdi;r Gdpg
F pF ppF
d5 td5 D5
F pF ppF 34 pg4 Ppgcx
d td D 3 pPUs pPpUs3
4 4 a
gday tgds, Gds;
Ds pDs ppD3 D
D2 pD2 ppD2
) gdz2 gdz2 22
gdar  tgda Gdaz,
Gdz; pGdz;  ppGda
D, pD;, ppD1 D D D
a 1 Pl pPpl1
gdiz tgdi2 Gd;; . d Gd
Gd pGd ppCidys gdis tgdis 13
. = Gdy2  pGdiz ppGdie
Gdy;  pGd;; ppGdyy
G2d11 tGZdll G2D11
Osszefoglalas:
Szezon: 1. 2 3 4 B 6
Szaporiték: 1 1 2 3 5 8
Fejlodok: 0 1 1l 2 3 53
Osszesen: 1 2 3 5 8 13
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DICTIONARY OF POPULATION DYNAMICS:

Population Dynamics = Népességdinamika

Modeling population dynamics = Népességdinamikai modellezés

Deterministic models of population growth = A népesség szaporodasat leir6 modell
Population Vector = Népességi vektor

Matriz M representing the effect of the Fertility and Mortality assumptions = A
szaporodéast és halalozast leir6 M matrix

Census = Népszamlalas

First Census = Initial Census = Els6 népszamlalas

age groups = korosztalyok

Initial distribution vector of females in the various age groups = A néstények
korosztalyok szerinti kezdeti eloszlasa

female = néstény vagy né

male = him vagy férfi

Good for nothings = semmirevalok

plenty of competing males; their number can be ignored = szamtalan moho (eager)
him; hogy mennyi van, az nem szamit

life span = teljes életkor

binary relation = binaris relaci6 = par relacioé

binary operation = binaris operaci6é = par operacié = binaris mivelet = par mtvelet
expecting female = aldott asszony vagy ndstény

fertile female = néstény, aki most terhes lehetne

a male = a falu leghdsiesebb, legerésebb alakja = Toldi Miklos vagy Hary Janos
time lag = késés két Osszefiiggs esemény kozott példaul mozgasban vagy elektromos
vezetésben (ahol az aram maximuma késik a fesziiltség maximumahoz képest) vagy
fény, illetve EM sugéarzas terjedése a véges sebesség miatt

mytosis = cell division = baktériumok kettéosztédéasa (a time lag itt rovid, a
nyulaknal sokkal hosszabb)

Tribe = tribu = torzs

Colony = tartomany, kolénia

Isolated tribe or colony = elszigetelt kolonia

Long term survival prospects of a tribe or colony = Sokaig él-e a torzs vagy kolonia
Population vector p, in the n-th year: p, = P"po, hatarértéke lim,, ., P"po.

A kovetkezd anyag kissé valtoztatott formaban ebbdl a konyvbél szarmazik:
Farina L. and S. Rinaldi: Age-structured Population Models
Plant, animal and human population models
Positive dynamical systems
State variables: biomass, its density or number of individuals
predation, competition and symbiosis among species

The Leslie model: “... describes the time evolution of populations in which
fertility and survival rates of individuals strongly depend on their age . ..” The time
t s discrete and denotes the year, or the reproduction season. The state variables

T t)smo(d)s < s 5 Tnlt)
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represent the number of females (or individuals or couples) of age 1,2,...,n at the
beginning of year t. The description of the aging process is by means of

Tip1(t + 1) = s;z4(t) (B=1 e —=11)

where s; is the survival coefficient at age i, that is to say, the fraction of females of
age @ that survive at least for one year. The first state equation takes into account
the reproduction process and so

z1(t +1) = so(frz1(t) + faza(t) + - + fazna(t))

where s is the survival coefficient during the first year of life and f; is the fertility
rate of females of age 1, that is the mean number of females born from each female
of age i. A positive linear autonomous model z(t + 1) = Az(t) is defined by the
foregoing state equations. The Leslie matriz A is

Sofi Sofo wex Sofu—=1 Sofn
S1 0 0 0
0 So o o 0 0
0 0 0 Sn—1

Making demographic projections means the forcasting of x(t) = Atz(0).
THE FOLLOWING SLIDE WAS NOT SHOWN DURING THE LECTURE:

Egyik baratodnak tobb esze van, és hallgatott, amikor azt gondolta, hogy talan
létezett valami a BANG el6tt. Csak egy évfolyamtarsinak merte elmondani ezen
gondolatait. Tiz nap mulva belenéz a New York Times vasarnapi kiadasaba, és a
kovetkezdt olvassa:

Professor XYZ, the world’s leading theoretical astrophysicist and discoverer of
the 13 dimensional space unifying all five experimentally verified interactions offi-
cially announced yesterday that something not yet completely understood preceeded
the Bing Bang. Dr. XYZ is confident that he can work out the few missing details
during his coming summer holidays in the Colorado Rockies.

Pletykazas, unethical conduct, nyilvanos vagy titkos tudomanyos informécio-
gytijtés mindig létezett. A nagy probléma, amint Professzor Wigner tobb mint
harminc éve mondta, 6 és kortarsai valosziniileg az utolsok voltak, akik annak tuda-
taban kutathattak, hogy amit talilnak, azt kényelemben leirhatjak, és elébb-utébb
az majd egy folyoiratban megjelenik. Annyi kutato dolgozik majd a kozeljovében
— mondta Wigner —, hogy tobben majdnem ugyanakkor fognak ugyanarra az ered-
ményre jutni a vilag négy sarkaban.
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Fibonacci-sorozatok

Eredeti, kozonséges vagy klasszikus sorozat:
@ 1 1 2.3 5 813 21 34 55 89 144 233...
sorozatépités torvénye:
Sk+2 = Sk + Sk+1, ahol B=1,2"..

A mag (seed) s1 =0, so =1 vagy s; = 1, sy = 1. Lehetne az s; = 21, s, = 34
parral vagy mas hasonlo parral is kezdeni. Csupén az el6ttiik 1évé tagok hianyoznak.
A teljes sorozatot a F((1,1),(0,1)) jeldli.

1. Altalanositas. Vilasztunk egy m,, m, rendezett pozitiv egész szampart, amit
silyoknak neveziink, és egy s;, So magpart. El6szér a magok pozitiv egész sza-
mok lesznek. Késébb majd nulla sulyokat is megengediink, és a magok valésak és
furcsabb dolgok is lehetnek.

Az altalanositott sorozatépitési torvény:
| Sk+2 = M1Sk + M2Sk+1-
Az 14j sorozat sy, So, S3, 84, ... jele
F(m,s),

ahol s = (s, s2) a sorozat magja és m = (my, my) a sily (weight). Ezeket késbb
vektoroknak tekintjiik, azaz olyan matrixoknak, amelyeknek csak egy soruk vagy
egy oszlopuk van (row vector or column vector).

Hamarosan megengedjiik, hogy a magok negativ szamok is legyenek. Azutéan
a magok egy tetszéleges, kommutativ S félecsoport tagjai lesznek. A félcsoport
parmiveletét (binary operation) + jeloli. Ilyen esetben additiv félesoportrél szokas
beszélni. Ha van egy semleges tag (neutral element), akkor azt o jeloli. Igy o+ s =
s+ 0= s az S minden tagjara.

1. példa. Legyen S = Z,,, azaz Z/(m), ahol az m > 0 modulus egy természetes
szam. Ezen S egy gyird (ring), de minket most csak az additiv struktara érdekel.
Mondjuk, hogy m = 7, és legyen s = ((0), (1)), ahol (a) az a szdmot tartalmazoé
kongruenciaosztalyt jeloli. Példaul

() = foon ~ 18,11, -4, 8, 10, 77, 24.... %
gy (3), (—4) és (17) ugyanazt az osztalyt (class) jelentik. Végiil legyen m;, =
mo = s
Azt talaljuk, hogy ez az F'(m,s) periodikus sorozat. A sorozat tagjai mo-

dulo 7 kongruenciaosztdlyok, és a minimalis periédushossz [, = 16. A soro-
zat elején nincsen aperiodikus blokk. Hasonléan a tortek decimalis kifejezéséhez:
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5/6 = 1/2+1/3 = 0,83333333... periodikus, azonban nem teljesen periodikus.
Példank sorozata igy kezdgdik:

(0) (1) (1) (2) 3) (5) (1) (6) (0) (6) (6) (5) (4) (2) (6) (1)

Fontos, hogy mint folytatodik: s;7 = (0) és s15 = (1). A programozok ezt loopnak
nevezik.

2. példa. Hasonlo, csak a sulyok masok: m; = 2 és my = 1. Az S magtar ugyanaz,
és s((0), (1)) magvektor is pontosan az elébbi. Az eredmény is ugyanaz lesz, de egy
kis valtozatossagot tudunk bevezetni, ha cseréljiik a magtart. EI6Gbb S véges volt,
ugyanis S = {(0), (1), (2),(3),(4), (5),(6)}. Most S az egész szamok Z halmaza
lesz. (Hét sziik esztendd utan Kanaan.) Ekkor F(m,s) igy kezdédik

01135112143 85171 341...

Ennek a varidciénak az az elénye, hogy csak most kell elhatarozni, mi legyen
a modulus. Ha hetet vélasztok, és egy modulo m = 7 redukciot végzek ezen a

sorozaton akkor
01135401135...

az eredmény. Igy, ha S = Z7, a sorozat teljesen periodikus.

Ha m = 4, azaz S = Z4, amire kacsintani akarok, csupan egy maésik redukciot

kell csinalnom:
0171313131 31...

lett az eredmény. Igy ha S = Z4, akkor az F((2, 1), ((0), (1))) a Fibonacci-sorozat
kezdete

(0) (1) (1) (3) (1) B) (1) (3) (1) (3) (1)

Sohasem fogjuk a zér6 osztalyt (0) wjra latni. A sorozat periodikus, de nem tel-
jesen periodikus. Ezt az egyszerid példat Professzor Steven Vajda kényvében ol-
vashatjuk. Ha élne, Vajda most 103 éves lenne, és amikor a Fibonacci & Lucas
numbers and the golden section 1989 cimi konyvét irta, 86 vagy 87 éves volt.

1. propozicié. Ha az additiv S félcsoport véges, akkor az éltalanositott F(m,s)
Fibonacci-sorozat mindig periodikus. A minimalis periodus hossza l, < ¢*, ahol ¢
a félcsoport elemeinek a szama.

A 2. példa mutatja, hogy a sorozatnak aperiodikus kezdete is lehet. A véges
kardinalitas feltételén lehet vAltoztatni: igy példaul S egy végtelen kommutativ
féelesoport is lehet, de akkor az sg, 7 magokat csak a félcsoport véges rendi tagjai
koziil valaszthatjuk. (Az s tag véges rendd, ha {ks : k > 1} véges halmaz.)

A  bizonyitds a sorozat elemeinck parositasival kezdédik. Lehet az
(s2k—1, 521 ) parokat, vagy ha tetszik, az (sox, Sok+1) parositast hasznalni. Kivalasz-
tunk egy helyet a sorozatban, mondjuk épp sz utan, és onnan kezdve gondolatban
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folytatjuk a sorozatépitést, de nem tag utan taggal, hanem tagpar utan tagpar-
ral folytatjuk a sorozatot. Ha méar tébb mint ¢? part képeztiink, akkor megallunk.
Mivel a félcsoportnak csak ¢ tagja van, legfeljebb ¢? kiilonb6zé par van. Minden
postas tudja, hogy ez egy duplikaciéra vezet. Mondjuk:

(1) (82k-1,52k) = (s20-1, 52¢)-

Mikor az sgk—2 taghoz ériink, azt képzeljiik, hogy onnantél kezdve a régi helyett
egy 1j sorozatot épitiink. A magjait mar latjuk (sgx—1,s2k). A stlyok a régiek
maradnak. Tehat a kdvetkezd a sorozat, amit elkezdiink:

F(m, (Sgk_l, szk)).

Mikor az 10j sorozatban az 4j (s2¢-1, s2¢) part elérjiik, megint masképp folytatjuk
a sorozatot: most az
F(m, (s20-1,82¢))

sorozat elejét kezdjiik kiszamitani. Azonban (1) miatt csupan az F(m, (sak—1, S2k))
sorozatot kezdjik megint leirni. Mindenki tudja, hogy végig a régi F(m, (s1, 32))
sorozat tagjait szamoltuk ki. Igy latjuk, hogy az sox_; tagnal egy periodikus sorozat
kezdddik, és az elsé periodus vége sy,_3. A periddus hossza [, = 2(, ahol [ = £ — k.
Lehetséges, hogy van néhany periodus az sop—; el6tt, és a sorozat aperiodikus
modon is kezdédhet.

Mikor m; = 1 az els6 suly, és S egy additiv csoport, akkor s,_1 = spy1 —
maS,, ahol n > 1. Az épitési szabily és ez a képlet mutatja, hogy a periddus,
amit talaltunk kicserélhet6 egy ugyanolyan hosszt masikkal, amely az sy 2 taggal
kezdédik. Igy azt latjuk, hogy van egy periédus, aminek lp a hossza és s; a kezdete.
Tehat ha m, = 1, akkor minden Fibonacci-sorozat teljesen periodikus.

Az M matrix: Legyen S akarmilyen additiv félcsoport és a suly két tagja
legyen pozitiv egész szam vagy nulla. A sorozat F(m, s) a magokkal kezdédik és az
Sp4+1 = M1Sn—1 + Mos, épitési szabaly szerint folytatodik. Tehat

Sp+2 = M1Sp + M2Spt1 = M1Sy + Mo(M1Sp—1 + Masy)

= (m1m2)Sn—1 + (M1 + m%)sn.
Osszefoglaljuk ezt a két kifejezést egy sorvektor-egyenletben

mq mimy )

(8n+1,8n+2) = (Sn—1,5n) <m2 my + m%

gy minden (s,41,5,4+2) part az el6z6 parbol az
(M mimsy
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matrix szorzasaval kapjuk meg. Minden 1 < k < n index péarra, ahol k és n paritasa
azonos, a kovetkezd egyenlet érvényes:

(3) (8n+1, 8n+2) = (81, 8k) M +2-R)/2,
Az n = 2,3,... indexekre bevezetjiik az
Sn— Sy

) 55 ( Snl Sn+1>
matrixokat, akkor (3) szerint

Srig1 =Sn-1M, han > 2.
Ezért minden n > 2 és k > 0 értékre
(5) Sor = SoMF=1 és Spp 1 = SsM*FL.

2. propozicié. Legyen R egy kommutativ gytird, és S = R a gytrd additiv
csoportja, amit egy kétoldali Z-modulusnak tekintiink. Ekkor

(6) det (Sn) = Sn—15n+1 — (sn)? = (=ma)" %4,

ahol n > 2 és d = det (S3) = mys? + mgs;sg — s3.

Bizonyitas. Ha egy A = (aéi)
nak, akkor a determinanst a szokésos modon vezethetjiik be. Igy példaul det (A) =
a(ll)aéz) - a(lz)aél). Ha B egy masik ilyen matrix, akkor det (AB) = det (A) det (B).
Ha egy harmadik M métrix tagjai egész szamok, akkor AM és M A létezik és
det (AM) = det (A) det (M). Az épitési M matrix determinansa m3, s igy (5) sze-

rint

) méatrix tagjai egy kommutativ gytiribsl szarmaz-

det (Sax) = m2* =2 det (Sz) = m¥*~%(s;183 — s3).
Mivel s3 = m1s; + mass, latjuk, hogy
det (S3) = 5183 — 52 = M52 + M2S182 — 52
Hasonlé médon (5) miatt
det (Sax41) = m3* =2 det (S3).

det (S3) értékét kiszamitjuk a magokbol s3 = mys; + masy és s4 = m1s) + Mmas3
hasznéalataval: mivel s4 = mymas; + (my +m§)sz, a determinans sp84 — s§ konnyen
megkaphato, .

det (S3) = —my(m1s% + mys sg — s3) = —my det (Sp).
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3. propozicié. Ha valamelyik n index olyan, hogy az s, 1 és s, gytiriielemeknek
vannak inverzei, akkor

(7 Sn418,1 - sns;ll = (—ml)n_zd(sn,lsn)_l.

Ha n olyan, hogy s,_2, sp—1, S, mindharman inverzekkel birnak, akkor még

= i -3 -1
(8) 88ty — Sn—181s = (=1)" " d(8n_287-1)

is érvényes, és ezért

(9) By g (—ml)"_smzd(sn_gsn)_l.

Bizonyitas. Mivel az inverzek léteznek, (7) és (8) a masodik propozicié (6) szamu
egyenletébdl osztassal nyerhets. Ha (7) és (8) dsszegét vessziik, akkor (9) bal oldala
kovetkezik, és a jobb oldalon

n—3 -1 -1y -1
(10) (=m1)" d(spZe — mas, )spy
all. A sorozatépités torvénye szerint s,, — Mm18,_o = MaS,_1, és ezt szabad s, _25,

inverzével szorozni. Az eredmény s, ', —mys; ' = mosn_1(s; ys1). Ha ezt a (10)
alatti kifejezésbe helyettesitjik, akkor (9) kovetkezik.

4. propozicié. Legyen S = R* a valds szdmok testének additiv csoportja, és
legyenek a siilyok pozitiv valés szamok. A valés magok legyenek olyanok, hogy
valamilyen i indexre s; > 0 és s;11 > 0. Ekkor minden n > i + 2 értékre

(11) B S —= 8=t Bt = (—ml)n_std/(Sn_QSn).
(7) miatt a végtelen sorozat

(12) Si+1/8is Si+2/Si+1s Si+3/Si+2, Si+a/Si+3, Si+5/Sitds- ..
rendszeresen ingadozik (regularly fluctuates), és (11) miatt

(13) Sok+1/82k < S2k—1/52k-2,  S2(k+1)/52k+1 > S2k/S2k—1,

ha k nagyobb mint 1 + i/2.

Megjegyzés. Ha mo = 0, akkor az s,, = m;s,,—2 egyenlet szerint sox 1 = m’fsl
és Sop = m'f_lsg, ahonnan sgi41/S2k = mi(s1/S2) €s Sak/S2k—1 = S2/s1 minden
k > 1 értékre. Tehat a két alsorozat konvergal, de a teljes sorozat (12) széttarto,
kivéve ha m;s? = s3. Azonban ha m; = 0, akkor s,,+1 = Masy,, 18y Spt1/Sn = Mo
minden n-re, és (12) trivialisan konvergal.
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Karakterisztikus gy6kok és spektrumok. Visszatériink az eredeti Fibonacci-
sorozat M métrixdhoz, ami szimmetrikus és pozitiv definit. Valoban, ha (z,y) #
(0,0), akkor

@9 (3 5) () = @rueran (3)

:x(x+y)+(x+2y)y=(:1:+y)2+y2>0.

Ilyen matrixoknak vannak négyzetgyokei. Tényleg, ha +A

0 1 ; L /2 1
A1:<1 1) vagy pedig A2=7_5—<1 3>

akkor A2 = M. Az A matrixoknak a karakterisztikus polinomja p;(\) = A2 — X — 1
és az Ay matrixnak po(A) = A2 — v/5X + 1. Mindkét esetben két valés sajatérték
létezik, és igy a spektrumok a kovetkezdk:

spec (A1) = {(1+\/5)/2, (1 - \/3)/2}’
spec (Az) = {(\/5+ 1)/2, (V65— 1)/2}.

Tehat Ay az M matrix pozitiv definit gyoke. Mindkét esetben a sajatértékek
négyzetei az M matrix spektruméhoz vezetnek. Latjuk, hogy a polinom, amit a
limy,— 400 Sn+1/8n hatarérték létezésébdl, az s, 11 = sp—1 + s, szabaly segitségével
talaltunk, az indefinit A; méatrix p; (\) polinomja. Ennek a matrixnak a fontossaga
a kovetkezSképpen lathato: Mivel (sp—1,$n)A1 = (Sn, Sn—1+ Sn) minden n indexre,
ezért (sp—1,8n)A1 = (Sn, Sn+1). Tehat Ay is hasznalhaté sorozatépitésre, azonban
minden szorzas ezzel a matrixszal csak egy uj tagot ad.

A kovetkezd részlet angolul van irva. Matematikai szempontbol érdekes, és jo
English lesson.

We note that the above square-root matrices can be found in two related ways:
Let A = (Z g) be such that A?> = M = <i ;) Then a? + b = 1 ie.
a? =1-0b% and v> +c% = 2 i.e. 2 = 2 — b%. Since we also have ab + bc = 1
we get b%c? = 1 — 2ab + a?b? or b%(2 — b?) = 1 — 2ab + (1 — b?)b? which reduces
to 1 — b?> = 2ab. Squaring we get 1 — 2b% + b* = 4a?b* = 4(1 — b?)b? which can
be written as 5b* — 6b* + 1 = 0 from which b*> = 1 or b* = 1/5. Thus a* = 0 and
c? =1 or else a®> = 4/5 and ¢ = 9/5. The rest is trivial.

The other approach starts with a®> +b* = 1 and a = cosa, b = sina. Since
c? =2 —b? we have ¢* = 2 — sin® a. This determines A in terms of «, namely

cos (v sin o
A=l —
sin av 2 —sin“ «
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Squaring gives
A? = C ;) where s = sina(cosa +vV2-— sinza)

Since we need s = 1 the choices for o become restricted. There is the a = /2
solution and the other one can be obtained by the following elementary calculation:
If s=1 then

(sina)?(2 —sin®a) = (1 — sina cos a)2

which after squaring on the right hand side reduces first to

2

sin“a =1 — 2sin a cosa and then to 2sina = cosa.

Squaring both sides we obtain 5sin®a = 1 whence a = sina = 1/V/5 and b =

cosa = 2/+/5. Finally c = /2 — sin® a gives ¢ = 3/v/5.

5. propozici6. Az altalanos M maétrix akkor szimmetrikus, ha az m; = 1 vagy
ms = 0. Ha az elsé sily m; = 1, ugy M pozitiv definit, és M = A?, ahol a +A
matrix

dys [P Y smgpiige ot ¥ B
el £ mo By £ = ,————4+m% ma 1+mg

Megjegyzés. Az M matrixnak az altalanos esetben is van két négyzetgyoke,
ugyanis M = A?, ahol A a kdvetkezs:

A1 - (0 m1>
A mo
Ennek a matrixnak a karakterisztikus polinomja p;(\) = A2 — moX — m; 65

spec (A;) = {%<m2+ \/m%+4m1), %(mz— \/m§+47n1)}.

Azonban ezeknek a sajatértékeknek a négyzetei nem adjak meg az M matrix
sajatértékeit.

Bizonyitas. Egyszer(sités okabol itt az moy mésodik salyt m betiivel jeléljiikk. Az M
métrix pozitiv definit tulajdonsagat a kovetkezd kvadratikus forma hasznéalatéval

latjuk be:
e =@ (17w (5):

A szorzasokat elvégezve Q(z,y) = 72 + 2 + 2may + m2y® = (z+my)® + y°
kovetkezik, ami azt mutatja, hogy M szigortan pozitiv definit.

Tegyiik fol, hogy az ismeretlen A = (Z g) métrix olyan, hogy A% = M.
Ekkor a? + b2 = 1 és b% + c2 = 1 +m?, és ezért ¢® = a? + m?. Azt is latjuk, hogy
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ab + be = m, vagyis bc = m — ab, és ezért b*c* = m? — 2abm + a*b%. Ha c? helyébe
az 1 + m? — b? kifejezést irjuk, és a jobb oldalon az a? = 1 — b? helyettesitést
hasznaljuk, akkor az egyszeriisitések utdn (1 — b%>)m? = 2abm kovetkezik. Tehat
a’m? = 2abm, és igy a’*m = 2ab. Egyszeri lehetGség az a = 0 valasztas, aminek
az a kovetkezménye, hogy b = +1 és ¢ = m?, vagyis a masodik suly négyzete.
Ha pedig a # 0, akkor am = 2b. Igy tehat a? + b? = 1 miatt az a? = 4/(4 + m?)
kévetkezik. Ismét az am = 2b formulat hasznélva latjuk, hogy b> = m?/(4+m?), és
ezért ¢ = a? +m? mutatja, hogy c? = (2 + m?)*(4+m?). Végiil visszaemléksziink
arra, hogy a bizonyitas alatt m az my silyt jelentette.

2. altalanositas. Legyen adva egy R kommutativ gytri, és egy R-modulus S
ugy, hogy minden r € R és s € S parra rs € R létezik. Példaul, lehet R egy F test,
amikor S egy F' vektortér, amit rendszerint S helyett V-vel vagy hasonlé betiivel
jelolnek, azonban itt akkor is az S jelolést fogjuk hasznalni. Legyenek a sulyok R
tetszéleges tagjai, mondjuk m; = r; € R és my = ro € R. Az m sulypéar alland6
marad, a sorozat két magjat azonban valtoztatni fogjuk. Ezért az F'(m,s) jelolés
helyett csak F(s)-t irunk, és ennek a sorozatnak n-edik tagjat Fy,(s) fogja jelolni.
Ha két magpar, mondjuk s; = (s11, $12) és s2 = (s21, s22) adott, akkor s = s1 + s2
létezik, és minden n indexre F,(s) = F,(s1) + F,(s2). Tovabba, ha egy r € R és
s magpar adott, akkor rs = (rsq,rs2) is egy magpar és F,(rs) = rF,(s). Ezért
minden n indexre, 1,7 gylritagra és s, sy magparra

Fo(ris1 +1282) = 11Fu(s1) + r2Fn(sz2)
végtelen sorozatok tagonkénti Osszeadasat hasznalva az
F(’I‘151 + 7‘282) = TlF(Sl) e 7“2F(52)

relaciot kapjuk. Eredménytinket igy foglaljuk Ossze:

6. propozici6. Legyen R egy kommutativ gyiri, S egy R-modulus és m =
(m1,ma), ahol my,ms> € R. Ekkor a Fibonacci-sorozat F = F(m) egy injektiv
linearis transzforméacio, nevezetesen F : S x S — S, ahol S*° = Hzio Sk, és
minden k indexre S = S.

In the classical case R is not a ring; o in Ny (non-negative integers) exists,
there is a + binary operation but Ng is only a kind of semiring.

Generating functions: I am rewriting THIS using formal Laurent series and
their evaluations.
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VISSZAPILLANTAS AZ ELMULT 62 EVRE

HORVATH JANOS

Az az idGszak, amelyrsl itt mesélni akarok, szimomra 1942. szeptember 17-én
kezd&dik. Akkor alltam ugyanis sorban a Pazmany Péter Tudoméanyegyetem qua-
esturajan, hogy beiratkozzam a bolesészeti karra. Belepillantottam az eléttem 4llo
irataiba és lattam a nevét: Csaszar Akos. Tudtam, hogy Akos nyerte matematikabol
a kozépiskolai tanulméanyi versenyt, igy bemutatkoztam neki, és ezzel eliiltettem a
csirajat annak a kis csoportnak, amelyiknek tagjai most itt nyolcvanadik életéviiket
inneplik.

Aczél Jancsit sokkal régebbrdl ismertem, egyrészt a Berzsenyi Daniel realgim-
naziumbol, ahol az (akkori) kozépiskola els6 négy osztéalyat végeztem, de féleg a
Margitszigetr6l. Emlékszem, hogy egyik talalkozasunk alkalmaval a szigeten Hil-
bert és Ackermann Grundziige der theoretischen Logik cimii konyvét szorongatta a
kezében. Jancsi nem volt igazabol évfolyamtarsunk: mivel 1924 decemberében szii-
letett, csak 1943-ban érettségizett, de hamar felzarkozott a tobbiekhez. Fuchs Lacit
és Gaal (akkor még Gal) Pistat csak kés6bb ismertem meg, bar Lacit lattam az
E6tvos-versenyen, ahol dicséretet nyert. A versenyen Akos lett az elsé.

Jo6 volna azt mondhatni, hogy ezek utan iltiink a padokban és matematikara
tanitottak benniinket. Sajnos ez nem egészen igy tortént. Ideméasolom az egyetemi
leckekényvembdl a matematikai el6adasokat, amelyeket hallgattam és néhany maés
adatot:

1942/43 1.

Matematikai proszeminarium  Fejér Lipot

Differencial- és integralszamitas  Fejér Lipot (Széasz Pal)
Analitikus geometria  Kerékjarto Béla

1942 /43 1I.

Matematikai proszeminarium  Fejér Lipot

Differencial- és integralszamitas  Fejér Lipot (Szasz Pal)
A Fourier- és Laplace-féle sorokrol — Fejér Lipot
Analitikus geometria  Kerékjarto Béla

1943 /44 1.

Figgvénytan Fejér Lipot

Matematikai proszeminarium  Fejér Lipot

Matematikai szeminarium  Fejér Lipot

Topologia Kerékjarté Béla

Nem-euklidesi geometria  Kerékjarto Béla
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Fejezetek az integralszamitasbol — Szasz Pal
Végtelen sorok  Szasz Pal

1943/44 11. A félév lezaratott” 1944 aprilis 15
1944/45 1. LA félév lezaratott”

1944/45 11.
1945/46 1.
Matematikai szeminarium  Fejér Lipot

Matematikai proszeminarium  Fejér Lipot

A Fourier-féle sorr6l  Fejér Lipot

Projektiv geometria  Keréekjarto Béla

Geometriai csoportelmélet  Kerékjarto Béla

Gyakorlatok a fliggvénytanb6l — Szasz Pal

1945/46 II.

A Fourier-féle sorr6l  Fejér Lipot

Matematikai szeminarium  Fejér Lipot

Matematikai proszeminarium  Fejér Lipot

Fels6bb geometria  Kerékjarto Béla (Fejes Laszlo)

Fejezetek az integrélszamitasbol — Szasz Pal

Gyakorlatok a fliggvénytanbol — Szasz Pal

A felallitasbol kitiinik, hogy csak 6t teljes félévet hallgattunk az egyetemen. Az
1944 tavaszi félév, amelyben ugyanazokat a targyakat vettem fel mint 1943 6szén,
februar eleje tajan kezdsdott és aprilis elsé felében abbamaradt, bar Akos és én
még letettiik az alapvizsgat, ami a kozépiskolai tanari oklevél megszerzéséhez volt
sziikséges.

1944 nyaran a bombéazéasok altal okozott romokat takaritottam Zugléban, mig
1944/45 telén Aczél Jancsival egyiitt lovészarkokat és tankesapdékat astunk az ak-
kori magyar-német hataron. Nem hiszem, hogy komoly akadalyai voltak a Voros
Hadsereg eléretorésének. Csaszar Akost mint civilt vitték el az oroszok ,hadifo-
golynak”, bétyjat szintén. Akos csak 1945 nyaran jutott haza, batyja egyaltalan
nem, mig édesapja szivrohamot kapott, mialatt Budéan folytak a harcok, és orvosi
segitség hianyaban meghalt. Mialatt Akos tavol volt, menyasszonya — késébbi fele-
sége — Cseley Klari beiratta az egyetemre, igy hazaérkezése utan tudott kollokvalni.
Engem Akos beiratott 1944/45 els6 félévére, de a méasodik félévre nem volt alkal-
mam beiratkozni, igy a hét félév és ,tényleges katonai szolgalatom” alapjan dékani
engedéllyel kaptam a végbizonyitvanyt.

A felallitasban feltiintettem, hogy a bevezets analizis targyakat Fejér Lipot
nevében Szasz Pal tanitotta. O akkor nyilvanos rendkiviili egyetemi tanar és Fe-
jér adjunktusa lehetett. Téle tanultuk a legtobb matematikat az egyetemen. Lelkes
tanar volt, precizen és viligosan magyarazott és meglepéen sok anyagot tartalmaz-
tak az elGadasai. Nagyszerii tankonyvét még most is gyakran forgatom és 6rommel
tudtam meg, hogy nemrég végre leforditottak angol nyelvre.

Fejér Lipotnak a Fourier-féle sorokrél szo6lo elsadasat mar a legelsé félévben
hallgattam. Akkor rajottem arra, hogy kozépiskolas koromban megszerzett anali-
zistudasom elég ahhoz, hogy a targyat a masodik félévben hivatalosan is felvegyem.

43



Az irasbeli kollokviumon sikerrel szerepeltem. Ennek az a nyitja, hogy karacsonyra
megkaptam Polya-Szegé tiineményes Aufgaben und Lehrsédtze aus der Analysis
cimi konyvét és megoldottam bel8le a Fourier-féle sorokra vonatkozé feladatokat
(VI. 29-38). A vizsgakérdések, amelyeket alighanem Szész Pal allitott Gssze, éppen
ezek koriil keriiltek ki. Sokaig ugy éreztem, hogy csaltam a vizsgén.

1942/43-ig Fejér kétévenkénti el6adasainak ,A Fourier- és Laplace-féle sorok-
r6l” volt a cimiik, de allitélag sohasem jutott el az utébbiakig. A habort utéan
egyszerten A Fourier-féle sorokrol” lett a cim.

Fejér, akinek varazsos egyénisége ragyogd matematikai iskolat teremtett meg a
huszadik szazad elején, nehéz idGket élt a4t 1944 /45-ben. Az ostromot egy sziikség-
kérhéazban toltotte el, Krisztina koruti lakasat bombatalélat érte és 6 tanari szobéa-
jaban lakott (akarcsak Kerékjart6 Béla és csaladja) eléggé nyomortusagos koriilmé-
nyek kozt. Ez viszont megkonnyitette a vele valo személyes érintkezést, amelynek
soran sokat lehetett téle tanulni, bar el6adéasai kevés anyagot tartalmaztak. 1948-
ban méar sokkal jobb koriilmények kozé keriilt és munkakedve is visszatért, ami-
hez hozzajarult Szegé Gabor budapesti latogatasa, egy meghivias a Société pour
I’Avancement des Sciences genfi kongresszusara és az tnneplés az Els6 Magyar
Matematikai Kongresszuson hetvenedik sziiletésnapja alkalmaboél. Igy 1948 utan
miiveinek jegyzékét még hét cimmel gazdagitotta (Osszegyijtott Munkdi, I1. kitet,
97-103. sz.).

Az 1943 /44-es tanévben Kerékjarto Béla a hiperbolikus sikgeometridnak egy
téle szarmazé felépitését adta els (Mat. Természettudomdnyi Ertesits, 59 (1940),
19-59; Commentarii Math. Helvetici, 13 (1940/41), 11-48). Az el6adasokat gon-
dosan kidolgoztam, a fiizet, amelybe jegyzeteimet irtam, még mindig megvan, és
lathat6 belsle, hogy az el6adas szinte egy mondat kozepén szakadt meg.

A Topolégia el6adas nem nyujtott hasznos ismereteket. Ugy emlékszem, hogy
tobbek kozt Brouwer bonyolult, 1911-bél szadrmazé elsé bizonyitdsat a dimenzio-
szam megmaradasara targyalta. Csaszar Akos arra emlékszik, hogy a kompaktsag
értelmezésével gyiilt meg a baja. Nem hiszem, hogy a topologikus tér Hausdorff-féle
axiémai meg lettek emlitve, de a nulla pont megduplazasaval nyert nem-Hausdorff
tér igen. Jomagam a halmazelmeéleti topologia elemeit eldszor Pontrjagin Topolo-
gical Groups c. kényve mésodik fejezetébdl tanultam meg, majd késébb Bourbaki
Topologie Générale-jabol. Mintegy ellenhatasképpen, Gtiink koziil harman (Cséa-
szar, Gaal és én) irtunk a topolégiaba bevezetd tankonyvet.

1945 &szén Kerékjarté mar halalosan beteg volt. Az elss félév végén Szasz Pal
irta ala nevében az indexeket. A maéasodik félévben csak egy geometria el6adast
hirdetett meg, amelyet Fejes Laszlo tanitott. Kerékjarté Béla 1946. majus 27-én
elhunyt negyvenkilenc éves koraban.

Fejes Laszl6 abban az évben lett Budapesten magéantanar és vette fel a Fejes
Toth nevet Fejér kérésére, aki attol tartott, hogy a két hasonléan irott nevet dssze-
tévesztik. (Ez mégis megtortént, lasd Santal6: Introduction to Integral Geometry,
Hermann, Parizs 1953, 46. old.) Fejes sajat eredményeirdl adott els, amelyeket ha-
marosan vilagszerte elismertek.
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Els6éves korunkban Kerékjarté analitikus geometria el6adasahoz Szép Jend
vezette a gyakorlatokat, aki a tanév végén bevonult katonanak, és utodja Fary
Istvan lett. Szép mar azokban az id6kben foglalkozott csoportokkal és késébb ennek
a tudomanyagnak nemzetkozileg elismert miveljévé valt. Mint a kozgazdasagi
egyetem tanara, a Neumann Janos altal alapitott jatékelméletnek is szakértdje lett.
Nagy 6rommel lattam viszont ezen az iilésszakon j6 egészségben, és megdobbenéssel
értesiiltem arrol, hogy néhany héttel késébb hirtelen meghalt.

Az akkori Tanarképzd Intézet keretében Veress Pal tartott egy Algebra cimii
el6adast, amelybdl csak arra emlékszem, hogy binomiélis egyiitthatokra vonatkozo
identitasokat kellett bebizonyitanunk.

1946 Gszén Riesz Frigyes érkezett Szegedrsl Budapestre. Az EgyenlGtlenségek-
16l sz616 elGadasat hallgattam és elGadtam S. Bernstein bizonyitasat Weierstraft
approximacios tételére. Aczél Jancsi sajat els6 eredményét adta els (lasd lejjebb),
mig Fuchs Laci egy 1j bizonyitasat mondta el Hardy-Littlewood—Polya egyenl&tlen-
ségének altalanositasara (Mat. Tidsskrift B, 1947, 53-54; v.6. Mitrinovié¢: Analytic
Inequalities). Csaszar Akos viszont a Valés Fiiggvényeket hallgatta.

Remeélem sikertilt kidomboritanom, hogy az egyetemen kevesen tanitottak min-
ket, és hogy kevés matematikat tanultunk. Magunknak kellett tehat valamit ten-
niink, hogy tudéasunkat gyarapitsuk. Természetesen elsGsorban a konyvekhez for-
dultunk. Bod Pétertél tanultam azt, hogy legyen nadlam mindig matematikakonyv,
igy a villamoson vagy a fogorvos vardszobajaban eltoltott id6 nem vész karba.
Péter tanacsat annyira megfogadtuk, hogy 1944/45 telén is voltak veliink kony-
vek: Veress Pal ,Valés Fliggvények” c. konyve és Felix Hausdorft ,Grundziige der
Mengenlehre-je. Egyszer egy smasszer meglatta, hogy Veress konyve munkaidében
nalam van, és amikor kérdére vont azt mondtam, hogy csak klozettpapir. Veress
konyvét bekottettem a habord utan és még most is megvan. A Hausdorff a mate-
matikai konyvtaré volt. Amikor 1945 juliusaban visszaadtam, rampiritottak, hogy
sokéig tartottam magamnal.

Bod Péter nagyon kozel allt csoportunkhoz, és a vele valé baratsag mindmaig
fennall, pld. Akosékkal rendszeresen bridzseztek. En Péter iskolatarsa voltam a
gimnazium elsé négy osztalyaban. O magyarazta meg nekem a kvantummechanika
alapfogalmait a Palatinus strand melegvizes medencéjében, és 6 tanacsolta, hogy
jarjak at a Miiszaki Egyetemre Bay Zoltan Atomfizika el6adéasat hallgatni, amely
ugyanakkor magéantanari el6adas volt a tudoméanyegyetemen.

A masik médja tudasunk gyarapitdsanak az volt, hogy egymasnak tartottunk
eladasokat. Ezekbdl kevésre emlékszem, csak azt tudom, hogy de la Vallée-Poussin
JIntégrales de Lebesgue, Fonctions d’Ensemble, Classes de Baire” cimii kényve el-
olvasisa utan, egy hallatlanul rossz beszamolét adtam a Baire-féle osztalyokrol.
Ezek az el6adasok 1946-ban atalakultak szeminariumma, amelyen elsé szarnypro-
balgatasainkat tartuk a nyilvanossag elé. Nagy hallgatosag jott a szeminariumokra,
hiszen ezek voltak abban az id6ben az egyetlen nyilvinos matematikai elsadéasok; a
Bolyai Janos Matematikai Tarsulat éppen csak kezdett szervezkedni. A korai spe-
cializalodast elkeriilendd, mindegyikiink egy masikunk eredményeirdl szamolt be.
Ajanlottam, hogy ezt a tradiciét elevenitsiik fel a mostani konferencia alkalmabél,
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és hajlandé lettem volna pld. a végességi feltételek nélkiili gytirtik feletti modulu-
sokrol beszélni, de Fuchs Laci errél hallani sem akart.

Az utolsé szeminariumi iilés, amelyen részt vettem, 1947. majus 14-én volt.
Ezen kiilonosen nagy kozonség jelent meg, még Szdkefalvi Nagy Béla, aki éppen
Budapesten tartézkodott, is ott volt. En Gal Pistanak Rényi Buba egy tételére
adott elemi bizonyitasat adtam els, amelyik aztan megjelent a szegedi Actaban
(11 (1946/48), 167-168). Elsadasomat gy kezdtem, hogy vegylink egy zart konvex
gorbét, és felrajzoltam a tablara ezt:

A kozonség harsany hahotaban tort ki, és egy ideig tartott, amig rajottem,
hogy min nevetnek. A tétel egyébként ugy szol, hogy ha A a C' gorbe altal bezart
teriilet, o a legnagyobb beirt kor sugara, és P(%) a C gorbétdl £ tavolsgra beirt

parhuzamos gorbe kertilete, akkor A < gP(-%).

Csaszar Akos elsé publikacidja (Kong. Norske Videnskab. Selskab. Forh. XX,
no. 1) is szerepelt az egyik szeminarium mdsoran. Ez topologiai targyn volt és
elemi bizonyitast adott H. E. Vaughan egy tételére, amely szerint egy metrikus £
tér akkor és csak akkor homeomorf egy olyan metrikus térrel, amelyben minden
korlatos halmaz (relativ) kompakt, ha E lokalisan kompakt és szeparabilis.

Itt meg akarom jegyezni, hogy Gal Pista kivételével mindegyikiink elsé publi-
kacioja a Kongelige Norske Videnskabers Selskabs Forhandlinger cimii foly6iratban
jelent meg, s6t egyesek tobb cikket is publikaltak ott. Azokban az idSkben ke-
vés volt a folybirat, mig a Forhandlinger gyorsan publikalt és szerkesztGje, Tambs
Lyche, igen nagy joindulattal kezelte a neki kiildott kéziratainkat. A cikkek nem
lehettek négy oldalnal hosszabbak, igy a hosszabb kéziratokat Tambs Lyche maga
osztotta tobb részre, és azok folytatasokban jelentek meg.

Fuchs Laci méar akkor behatéan tanulméanyozta az algebrat és az algebrai szam-
elméletet van der Waerden és Hecke konyveibsl. Nem tudom eléggé hangsilyozni,
mekkora hatassal volt az egész vilagon a ,Moderne Algebra” a megjelenése uténi
években; érett matematikusok kutatéasi iranyat valtoztatta meg. Jol emlékszem,
mekkora elragadtatassal olvastam a konyvet 1944 nyaran. Laci els6 dolgozatai ide-
alelméletrdl szolnak. Tobbek kozt bevezette és vizsgélta a kvazi-primér ideal fogal-
mét (Acta Sci. Math. Szeged, 11 (1947), 174-183). Egy kommutativ A gytrd P
ideélja akkor prim, ha abbél, hogy ab € P és a ¢ P, kdvetkezik, hogy b € P (azaz
A/ P nullosztémentes). A Q C A ide4l akkor primér, ha abbol, hogy ab € Q, a ¢ Q,
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kovetkezik, hogy b valamilyen hatvinya Q-hoz tartozik, azaz b € /Q. Az R C A
ideal akkor kvdziprimeér, ha abbol, hogy ab € R, a ¢ V'R, kévetkezik, hogy b € V/R.
Eszerint R akkor és csak akkor kvaziprimér ha v R prim.

Otiink baratai koziil megemlitem még évfolyamtéarsunkat, Mikolas Miklést, va-
lamint Feny6 Istvant, aki néhany évvel idésebb volt nalunk. Pista volt az, aki Aczél
Jancsiban felébresztette az érdeklédést a kozépértékek irant. Ezek jelentds szere-
pet jatszottak munkassagaban, és elvezettek a fliggvényegyenletekhez, amelyeknek
vilagszerte elismert legkivalobb szakértdje.

Jancsi 1946-ban fedezte fel a biszimmetria egyenletét

(1) F(F(z11,712), F(221,222)) = (F(%11,221), F (212, T22)),
amellyel sikeriilt az

m(z,y) = ¢~ (pp(z) + a9(y)), p+a=1,pg>0

alakt nem-szimmetrikus kvaziaritmetikus kozepeket jellemeznie (Bull. Amer. Math.
Soc., 54 (1948), 392-400). Mar elézdleg jellemezte a szimmetrikus kozepeket
lp=1g'= %) azzal a feltétellel, hogy az (1) alaku kifejezés mind a négy valto-
zoban szimmetrikus (Kong. Norske Videnskab. Selskab. Forh. XIX, no. 23, 83-86).
Fuchs Laci tisztan algebrai szempontbél vizsgéilta a biszimmetria egyenletét (Acta
Math. Acad. Sci. Hung., 1 (1950), 303-320; 1. még rendezett algebrai rendszerekrél
irt konyve XI. fejezetének 8. pontjat).

Ugyancsak 1946-ban kezdtek a kozgazdaszok ,konszisztens aggregéaciokkal” fog-
lalkozni (ez a fogalom a pszihologiaban is felmeriil). A két kutatasi irany egymés-
rol mitsem tudva fejlodott 1968-ig, amikor is W. Gorman Aczélnak ,Lectures on
Functional Equations” c¢. konyvét olvasva radébbent, hogy a konzisztens aggregécio
problémaja azonos az nm valtozéra altalanositott biszimmetriaegyenlet megoldasa-
nak problémajaval. A torténetet maga Aczél meséli el ,,Bisymmetry and Consistent
Aggregation, Historical Review and Recent Results” c. nagyon olvashaté cikkében
(Choice, Decision and Measurement, Ed. A. A. Marley, Lawrence Erlbaum Associ-
ates, NJ 1997, 225-233 old.).

Aczél Jancsi befolyasa alatt én is elkezdtem kozépértékekkel foglalkozni. Ez
ugy kezdsdott, hogy Turan Pal késziilt Amerikaba utazni, és mivel én az 1938/39-es
tanév alatt Angliaban jartam iskolaba, hetente egyszer felmentem hozz4, hogy an-
golul beszéljiink matematikarél. Nem tudom, mennyire segitett ez Palinak a nyelv
gyakorlasiaban, de én rengeteg matematikat tanultam, pld. a primszamtétel ere-
deti bizonyitasat. Egy alkalommal megemlitette Riesz Frigyes bizonyitasat Hardy—
Littlewood ,kricket-egyenlStlenségére”, felteszem azért mert meg akarta tudni, ho-
gyan jatsszak a kricket sportot. Kivancsi voltam arra, vajon miben all ez az egyen-
16tlenség, és amikor megnéztem, megismerkedtem a mérheté fliggvény atrendezésé-
nek fogalmaval: f és g egyméas Atrendezései, ha az {f > o} és {g > a} halmazoknak
minden a-ra ugyanaz a mértékiik. Ezzel a fogalommal jellemezni tudtam a [0, 1]
intervallumban Lebesgue szerint mérhetd fliggvények

M(f)=¢~" ( bi / bqb(f(x)) dz)

a

47



alaku szimmetrikus kvaziaritmetikus kozepeit.

Mind Aczél Jancsi, mind sajat magam, kozépértékekrsl irtuk doktori disszer-
tacidinkat. Fuchs Laci is megmaradt egy ideig az idealelméletnél, és csak késsbb
kezdett el rendezett struktarakkal és Abel-féle csoportokkal foglalkozni. Mindkét
témarol irt monografiat. A csoportokroél sz6l6 konyveinek ériasi sikere volt, tobbek
kozt a sok benne felvetett megoldatlan probléma miatt, amelyek kutatok serege-
inek adtak tapot. Laci, aki 1949-ig a Tanitoképz6 Intézetben tanitott, 1949-ben
keriilt az egyetemre és 1954-ben nevezték ki egyetemi tanarnak. Mint a kar legfia-
talabb tanara, dékan volt egy ideig, ezalatt irta els6 konyvét Abel-féle csoportokrol
(1958), mert tigymond hivatali elfoglaltsaga miatt nem jutott kutatashoz. Egy telje-
sen 4j kényve végtelen Abel-csoportokrél két kdtetben jelent meg 1970-ben, illetve
1973-ban.

Csaszar Akos elhagyta egy idére a topologiat és az integral elmélete felé for-
dult. Miutan elolvasta Veress konyvét, ki akarta kolecsonozni S. Saks , Théorie de
I'Intégrale” c. konyvét a szeminariumi kényvtarbol. A bokkend az volt, hogy ez a
mi allandé jelleggel Fejér Lipot iréasztalan fekiidt. Amikor Akos megkérte, hogy
elvihesse a konyvet, Fejér odaadta neki harom napra. Akos éjt nappalla téve harom
nap alatt megtanulta a Saksot csaszarakosi alapossaggal, minden bizonyitas legap-
robb részletét atgondolva. Utana beszélgetése olyanokkal volt megspékelve mint
sfonction & variation bornée généralisée au sens restreint”. Disszertacidéjat a ma-
gasabb rendd differencia- és differencialhanyadosokrél francia nyelven publikalta
(Commentarii Math. Helvetici, 21 (1948), 253-260; Annales Sci. Ecole Normale
Sup. (3) 64 (1948), 275-284). Jol tud franciaul, mert francia elemibe jart, de go-
rogbdl tanulmanyi versenyt nyert, pedig nem jart 6gorog elemi iskoldba. Akos még
néhany évig az integralas és a differencialas elméletével foglalkozott, majd megal-
kotta a halmazelméleti topologia egy 0j agat, a szintopogén struktirak elméletét,
amelynek sajat szama van a Mathematics Subject Classification-ban: 54A15. Az
1958-as edinburghi nemzetkézi matematikus kongresszuson mar az Altalanos To-
pologiai Strukturakrol beszélt, majd megirta az elmélet részletes monografiajat
francidaul (1960), és ezt kovetSleg egyre bévitett kiadasokban angolul (1961) és né-
metiil (1963).

Erdés Pal egy levelében a kovetkezs probléméat kozolte Turan Pallal: Jeldlje
(a,b) két pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztojat, [a,b] a két szam legkisebb
kozos tObbszorosét, és legyen
(a,b)

[a, 0]

<av b) ==
A kérdés abbol all, hogy az

f(N) =sup Z {ni,n;)

L,j<N

figgvény nagysagrendjét, ahol a legkisebb fels§ hatar az n; < ng < -+ < ny
sorozatokra terjed ki, kell megbecsiilni midén N — oco. Turan feladta a problémat
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Gal Pistanak, aki brillidns doktori disszertaci6jaban kimutatta, hogy létezik két
alland6 C > ¢ > 0 melyre

¢N(loglog N)? < f(N) < CN(loglog N)>.

A cikk a Nieuw Archief voor Wiskunde-ban (23 (1949), 13-38) jelent meg egy
holland nyelvii labjegyzettel, amelynek hevenyészett forditasa a kovetkezs: ,Ez a
cikk teljes megoldasat adja (alkalmazasokkal) annak a probléménak, amelyik a 17.
szami feladata az Amsterdami Matematikai Téarsulat altal kitiizott palyazatnak.
A probléméat Erdés P. ar adta fel a szerzének, aki — akarcsak a szerzé — nem tudta,
hogy egy versenyfeladatr6l van sz6. Mivel azonban alaki okokbol (nem érkezett be
a hataridé el6tt a Matematikai Tarsulathoz és nem névteleniil), a cikk nem johet
szamitasba mint palyazo, a szerkesztGség vigaszdijként elfogadta kozlésre a Nieuw
Archief voor Wiskunde-ban.”

1947. julius 9-én elutaztam Parizsba. Azt Budapesten is lehetett tudni, hogy
ott aktiv matematikai élet folyik. Egyszer Riesz Frigyes mutatta nekem ,a fia-
tal Cartan” nagy cikkét a ,balayage”™rol (Ann. Univ. Grenoble, 22 (1946), 221-
280; (Buvres, II1. kot. 1104-1169), amelyik éppen megérkezett. En akkor olvastam
Radé Tibor konyvét szubharmonikus fiiggvényekrdl, és érdekelt a potencialelmé-
let. Anyam batyja Parizsban élt, igy ottani tartézkodasom anyagi alapja egy idére
biztositva volt. Fejér Lipot adott egy ajanlolevelet Szolem Mandelbrojthoz, akivel
egy ideig dolgoztam.

Szokefalvi Nagy Béla a haboru el6tti utolso tanévet Franciaorszagban toltotte
és Grenoble-ban megbaratkozott Jean Favard-dal. A habort utan Favard Parizsban
lett tanar és elintézte, hogy a francia kiiliigyminisztérium kulturalis osztalya a
szegedi matematikai konyvtarnak ajandékba adja az sszes a habora alatt és utan
megjelent matematika konyvet és folyoiratot, valamint hogy eléfizessen tovabbra
is a folydiratokra. A konyvek azonban csak nem érkeztek meg Szegedre, és ezért
Sz. Nagy Béla megbizott azzal, hogy beszéljek Favard-dal és esetleg menjek el a
minisztériumba a széllitmanyokat megsiirgetni. Amikor beszélgetés kozben kidertilt,
hogy magam is matematikus vagyok, Favard azonnal kijelentette, hogy a Centre
National de la Recherche Scientifique 1948 szeptemberétsl harom 6sztondijat fog
adni fiatal magyar matematikusoknak. Az egyik észtondijat én kaptam, a maésik
kettére Gal Pista és Fary Pista jottek ki.

Parizsban akkor hallatlanul izgalmas id6k voltak matematikailag. 1947 /48-ban
tartotta Jean Leray els6 el6adasat a College de France-ban, amelynek soran for-
radalmasitotta az algebrai topolégiat és a matematika tobb mas agat, bevezetve,
tobbek kozt, a kéve (faisceau, sheaf, Garbe) és a spektralsorozat fogalmat. 1948-
ban kezdte el Henri Cartan (,a fiatal Cartan”, akkor 44 éves volt) a szeminariumat
az Ecole Normale Supérieure-ben, ahol az elsé évben homolégiarsl, a masodikban
homoto6piarél volt szé. A résztvevék soraban volt Jean-Pierre Serre és 1949/50-ben
Armand Borel is. Nekem sok nehézségem volt a targgyal, hiszen Budapesten még a
homolégia szot sem hallottam, csak G4l Pista, aki belekukkantott az Alexandroff-
Hopf konyv masodik felébe, emlitette egyszer, hogy létezik valami, amit Betti-féle
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szamnak neveznek. Fary Pista volt harmunk koéziil az, aki beledolgozta magat a
Leray alkotta fogalmakba. Szerzett egy méasodik doktoratust a parizsi egyetemen
(akkor még csak egy volt) az algebrai varietdsok kohomologidjaval foglalkozo cik-
kével (Ann. of Math., 63 (1956), 437-490; 65 (1957), 21-73), amelynek alapjan
elébb professzor lett Montrealban, majd Berkeley (University of California) és a
princetoni egyetem egyszerre ajanlottak fel neki allast az 1950-es évek vége felé.
Pista Berkeley mellett dontott, és ott tanitott tul koran bekovetkezett halalaig.

Gal Pista 1950. augusztus 13-an hagyta el Parizst. A princetoni Institute for
Advanced Study hivta meg mint ,fellow” és ;member”. Robert Openheimer meg-
hivélevelével azonnal kapott vizumot az Egyesiilt Allamokba. 1952 juniusiig volt
a princetoni Intézetben, 1952 augusztusaban feleségiil vette Ilse (Lisl) Novak-ot,
a matematikai logika kival6 mivel&jét (1. Bourbaki, Théorie des Ensembles, 4. fe-
jezet, Note Historique, 117. old.). 1953 elejétsl 1958 nyaraig a Cornell egyetemen
voltak, 1958 és 1960 kozt Pista a Yale egyetemen volt kutatd Osztondijjal. 1960
augusztusatol a Minnesotai egyetemen tanitott, ahol megirta, tobbek kozt, a sarga
Springer sorozatban megjelent nagy konyvét: ,Linear Analysis and Representation
Theory” (Grundlehren, 198. kotet, 1973), és ahonnan 1992-ben ment nyugalomba,
azota Nevada allamban él.

1948 augusztusaban haza tudtam latogatni Magyarorszagra egy a parizsi ma-
gyarok altal szervezett kiilonvonaton, kollektiv utlevéllel. Budapesten egyiitt vol-
tam az ifja Csaszar héazasparral és Fuchs Lacival. Sziileimmel egy hetet Hévizen
toltottem és Keszthelyrél hajoval mentem Aczél Jancsit és Zsuzsit meglatogatni,
akik Balatonboglaron nyaraltak.

Ezutéan legordilt a vasfiiggony. 1948 és 1958 kozt keveset leveleztem az otthon
maradt harom tarssal. A magyar matematikusok koziil legtobb kapcsolatom a két
debreceni algebristaval, Szele Tiborral és Kertész Andorral volt, akiket nem is
ismertem személyesen. Sajnos mindketten fiatalon meghaltak miel6tt alkalmam
lett volna veliik talalkozni.

1949 juniusanak masodik felében Riesz Frigyes jott Parizsba. Az alloméason,
ahova a repiil6térrdl jovo buszok érkeznek (Gare des Invalides), vartam ra. Még alig
jott fel a lépesén, méar mondta, hogy az el6z6 nap a sziileimnél vacsorazott, akik azt
lizenik, hogy ne menjek haza. Occse, Riesz Marcel, akkor mar egy ideje Parizsban
tartozkodott és igy megismerkedtem vele. Rényi Alfréd is megjelent Parizsban, ahol
a két Riesz és Rényi eladasokat tartottak, majd mind a hatan (a két Riesz, Rényi,
a két Pista és én) janius legvégén Grenoble-ba utaztunk. Ott Brelot és Favard
rendeztek egy kis kollokviumot.

Riesz Marcel mar 1949-ben emlitette, hogy van neki egy definicija tobbvalto-
z0s Hilbert-transzformaltra. 1951 februarjaban ujboél Parizsban volt és 12-én ebéd
kézben elmondta, mirdl van sz6. Egy az R™ téren definialt folytonos és a végtelen-
ben gyorsan eltiing f fiiggvény a-rendi potencialjat az

Tje==) f(y)
ﬂ.n/22ar(%) |z — P2

Raf(z) = dy
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integral definialja ha Ra > 0, és annak analitikus folytatésa az ellenkezd esetben.
Riesz kimutatta, hogy Ro0R g = Ra4g, valamint, hogy Rof = f és R_aof = —Af,
ahol A a Laplace-féle operator. Az R, f kifejezés felfoghaté mint egy R, mag és
az f fiiggvény konvolucioja, és akkor az el6z6 Osszefiiggéseket az

RyxRg=Rotp, Ro=0, R_;=-A¢
egyenletek fejezik ki, ahol § a Dirac-féle egységnyi tomeg a nullpontban. A

(%) =«
T nii n+1

HZ—VRlz

nil
2

m |z

magra tehat fennall, hogy

H*H———VRl*VRl :AR2=—R_2*R2= —Ry = —5,
tovabba az n = 1 esetben H éppen a Hilbert-transzformacié % magja. Ezek szerint
az n-dimenzios térben az u.n. Riesz Marcel-féle transzformalt a

{ew Y
. C Y N
f( ) ﬂ-n+l e—0+ |I_y|25f(y)|x_yln+l g

Cauchy-féle férték. Be kellett tehat bizonyitanom, hogy ha f € L2?(R"™), akkor
a hatéarérték majdnem minden z pontban létezik, hogy Hf egy kellsképpen ér-
telmezett vektorialis L?(R") térhez tartozik, és ||Hf|l, = | fl|,, végil pedig a
H(Hf) = —f reciprocitast. Az egydimenzios tételnek Titchmarsh ,Introduction
to the Theory of Fourier Integrals” c. kényvében talalhaté bizonyitasa megfe-
lel6 modositasaval sikeriilt a feladatot megoldanom. Ehhez be kellett vezetnem
a konjugélt Poisson-magot és kiszamitanom mind a Poisson-mag, mind a konju-
galt mag Fourier-transzformaltjat, amiben egy képlet segitett, amelyet kissé¢ ko-
rabban Leray el6adasadban tanultam. Utélag kideriilt, hogy a Poisson-mag Fourier-
transzformaltja szerepel S. Bochner egy kényvében, és G. O. Okikiolu kimutatta,
hogy beléle a konjugilt magé nagyon egyszerien megkaphaté.

1951 méjusédban, mialatt az emlitett bizonyitason dolgoztam, elhagytam Pa-
rizst mivel Bogotdban, Kolumbia févarosaban, egy tjonnan alapitott egyetem, az
Universidad de los Andes ajanlott fel allast. Az Egyesiilt Allamokon 4t utaztam
Kolombiaba. Hajéval mentem New Yorkig. Reggel érkeztem oda, azonnal felhivtam
Gal Pistat, majd kivonatoztam Princetonba és vele ebédeltem. Néhany nappal ké-
sébb értem jott 4j autdjaval, és meglatogattuk Mount Holyoke College-ban (ahol
valamikor Zygmund tanitott) egy unokatestvéremet, aki didk volt ott, valamint
a Harvard és a Yale egyetemeket, ahol néhany matematikust mar ismertiink, és
néhannyal megismerkedtiink.

Bogotaban alkalmam volt vendégeket hivni, koztiik Jean Dieudonnét és La-
urent Schwartzot. Ez utébbi szivesen latogatott tropusi orszagokat, ahol szenve-
délyének, pillangok gydjtésének hodolhatott. Schwartz 1953-ban két hetet toltott
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Bogotaban, de 1956-ban csaladjéaval egyiitt jott és harom hoénapig maradt. En-
nek koszonhets, hogy disztribuciokkal kezdtem foglalkozni, és rajottem, hogy a
Riesz-féle magokat mint o — R, alaku disztribuciéértéki meromorf fiiggvényeket
kell kezelni. Ezen sok évig dolgoztam (v.6. N. Ortner, J. Math. Anal. Appl., 297
(2004), 353-383).

1953-ban megnésiiltem, és 1954-ben nagyobb eurépai itra mentiink, amelynek
soran részt vettem az amsterdami nemzetkozi matematikus-kongresszuson, ahol
Magyarorszagrol csak Alexits Gyorgy és Rényi Alfréd voltak jelen.

Riesz Marcel kézben nyugalomba vonult a lundi egyetemrdl és amerikai egye-
temeken (Chicago, New York, Stanford) volt vendég. Az 1956/57 tanév egy ré-
szét a University of Marylandon toltotte, és kieszkozolte azt, hogy nekem allast
kinaljanak fel. 1957 szeptemberének legvégén érkeztiink College Park-ba és hama-
rosan felutaztunk New Yorkba az American Mathematical Society egy iilésére. Ott
viszontlattam Gal Pistat, akivel a hat év alatt leveleztem. O segitett dollarokat
kiildeni sziileimnek, akik 1951 nyaran elhagytak Magyarorszagot és egy ideig Pa-
rizsban tartézkodtak. Pista vendégiil latott minket egy vacsoran apoésa, Dr. Novak,
lakdsaban. A vendégek kozt volt S. Lojasiewicz, akinek hires bizonyitdsa temperalt
elemi megoldas létezésére akkor volt friss. Pistaval 1960-ban megint talalkoztam,
amikor Vermontban nyaraltunk és atban New York felé révid idére megélltunk a
Yale Egyetemen.

Az edinburgh-i 1958-as International Congress of Mathematicians-on Oriasi
meglepetés vart: kozel harminc matematikus jott ki Magyarorszagrol. Ott volt
Csaszar Akos, aki 1957 6ta az E6tvos Lorand Tudoményegyetemen volt tanér,
ahol nyugalomba menésig, 1994-ig maradt, részben mint tanszékvezeté vagy tan-
székcsoportvezets. Elstte a Budapesti Miszaki Egyetemen tanitott az 1950/51-es
tanév kivételével, amikor is Riesz Frigyes adjunktusa volt a Tudomanyegyetemen.
Edinburgh-ban voltak Aczél Jancsi és Fuchs Laci is, csak éppen Gal Pista hianyzott.
Idénk nagy részét egyiitt toltottiik, és igen szomoruan kisértiik ki ¢ket a palyaud-
varra, amikor is igazi skot modra hatan iiltiink egy taxiban (a soférrel egytitt).

En és feleségem az 1963 /64-es és 1964/65-6s tanévet Franciaorszagban toltot-
tiik. A Parizs melletti Vanves kozségben béreltiink lakast egy hazban, ahol az id6k
folyaman tobb méis matematikus is lakott: Nachbin, de Lamadrid, Treves, Mizo-
hata, Nohel, stb. Az els6 évben Nancyban tanitottam: minden csiitortok reggel
leutaztam, és péntek este utaztam vissza. Tobbnyire vonattal mentem, de néha
autoval és olyankor felhasznaltuk a hétvégét arra, hogy Lotharingidban és féleg
Elzaszban turistaskodjunk.

1963 6szének elejéen Aczél Jancsi és Zsuzsi érkeztek Parizsba. Jancsi 1948 és
1950 kozt Szegeden volt tanarsegéd Kalmar Lészlonal. 1950-t81 1952-ig a miskolci
egyetemen volt tanszékvezets docens, de Aczélék a nehéz lakasviszonyok miatt
1951-ig tovabbra is Szegeden laktak. Jancsi minden héten elrepiilt a Maszovlet
jarataval (mert akkor ilyen is volt) Miskolcra. 1952-t61 1959-ig a debreceni egyete-
men volt tanszékvezeté docens, majd 1959-t6] tanszékvezets egyetemi tanar egé-
szen Magyarorszagrol valo tavozasaig, amelyrél alabb fog sz6 esni. A gainesvillei
University of Florida hivta meg Jancsit vendégnek az 1963/64-es tanévre. Néhany
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nagyon kellemes és mulatsagos nap utan Zsuzsi és én kivittiik Jancsit autoval az
Orly repiilétérre, és néztiik hogyan viszi a gép a nagy 6cean folé.

1964 majusaban a Cséaszar hazaspar jott Parizsba Sziciliabol, ahol egy geomet-
ria kollokviumon vettek részt. Akos két eladast is tartott topologiarél. Az elsé utan
valaki (talan G. Choquet) azt mondta neki, latszik milyen gyakran adott el6 franci-
4ul. Akos azt felelte, hogy tulajdonképpen nem, s6t ez volt az elsé eladas, amelyet
valaha franciaul tartott. Csiitortokon feleségemmel és anyammal, aki akkor éppen
nalunk volt latogatoban, leautéztam Nancyba. Csaszarék masnap vonaton jottek
utanunk. Akos megint tartott egy eladast, amelyet iinnepi ebéd elszott meg. Mas-
nap anyam és nejem Akosék jegyeivel vonaton utaztak Strasbourgba, mig Akosék és
én egy gyonyori reggelen atautéztunk a Vogézeken. Mikor Akosék elutazasara ke-
riillt sor, elhataroztuk, hogy atvissziik 6ket Baden-Badenba. Odaérve lattuk, hogy
még rengeteg id6 van, és ha elvissziik 6ket Karlsruhe-ba, akkor felszéllhatnak a
Budapestre mend kozvetlen vonatra és nem kell atszallniuk. Ezt meg is tettiik és
amikor a palyaudvar elé értiink, Akos felkapta a koffereket és izgatottan rohant
veliik, hogy iil6helyeket kapjon. Mondanom sem kell, hogy a vonat teljesen iires
volt.

Kissé késébb azon a tavaszon Aczél Jancsiért mentem ki a repiilétérre, aki
sok tapasztalattal és anekdotaval tért vissza Floridabol, és utban volt haza, Deb-
recenbe. Egy évvel késébb, 1965 tavaszan Kolnbél jott az tizenet, hogy az egész
csalad ott van és végleg elhagytdk Magyarorszagot. Harmadnapra mér vonaton il-
tiink, hogy meglatogassuk 6ket; Kati lanyuk kérdezte is, vajon hogyan kaphattak
Horvath Jancsi bacsiék olyan gyorsan vizumot. Miutan Aczél Jancsi visszaérke-
zett Debrecenbe, a Magyar Tudoméanyos Akadémia keresett valakit, aki elmegy hat
hétre Kindba eléadni. Jancsi hajlandé volt erre, feltéve, hogy uténa & és csaladja
utlevelet kap ahhoz, hogy elmenjenek Ausztridba sielni. Errél a kirandulasrol az-
tan nem tértek vissza Magyarorszagra, aminek fejében mind Jancsit, mind Zsuzsit
jogerésen kétévi fegyhazra itélték. Tamassy Lajos egyszer Amerikaban atadta Aczé-
leknak annak az ligyésznek az iidvozleteit, aki a periikkben a vadat képviselte. Az
itélet sohasem lett hivatalosan megsemmisitve, de tudtommal Aczélék nem iilték
le biintetésiiket, s6t sok éve mar nagyrabecsiilt vendégek Magyarorszagon. Kdln
utan Jancsi a kanadai Waterloo Egyetemre keriilt, ahol a két ,Distinguished Pro-
fessor” egyike lett. A kanadai Royal Society (azaz Akadémia) tagjava valasztotta
és diszdoktoratust kapott a karlsruhei, graci és katowiczei egyetemtdl, valamint a
két intézettsl, ahol azelstt miikodott: a miskolci és a debreceni egyetemtdl. Kide-
riilt, hogy a fliggvényegyenleteknek a magatartastudomanyokban is fontos szerepiik
van, ahogy ez Aczél, Falmagne és Luce ,,Functional Equations in the Behavioral Sci-
ences” (Math. Japonica, 52 (2000), 469-512) c. cikkbdl megtudhat6. Jancsi évek
6ta minden télen révidebb-hosszabb idét tolt a University of California irvine-i
campusanak ,Institute for Mathematical Behavioral Sciences” nevi intézetében.
Eziranyu mikodésének méltatasa megtalalhato R.IDuncan Luce ,Personal reflecti-
ons on an unintentional behavioral scientist” c. cikkében (Aequationes Math., 58
(1999), 3-15), amelyet a nyajas olvasé figyelmébe ajanlok.
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Ezidé6tajt Fuchs Laci is hasonlo akciot hajtott végre. El6bb mint vendég az
1961 /62-es tanévet a Louisiana allamban, New Orleans varosaban 1évé Tulane egye-
temen toltétte, majd 1966-ban végleg eltavozott Magyarorszagrol. 1968-ig a Uni-
versity of Miami-n, Florida allamban, tanitott, majd 4tment a Tulane egyetemre,
ahonnan az egész vilagot behal6z6 algebrai tevékenységet fejt ki. A kommutativ
csoportok (azaz Z-modulusok) utan Attért a gytirik feletti modulusok elméletére.
Luigi Salce-val irt ,Modules over Non-Noetherian Domains” c. konyvét (Mathema-
tical Surveys and Monographs, Vol. 64, American Mathematical Society, 2001) még
felemelni is nehéz. Laci munkassagat két cikk is méltatja. Az egyik Riidiger Gobel
tollabol szarmazik: ,LLaszlo Fuchs — a personal evaluation of his contributions to
mathematics” (Periodica Math. Hungarica, 32 (1996), 1-29). A masik a bevezetés
a 2000. julius 9-t6] 15-ig az ausztraliai Perthben megtartott i.n. Agram konferen-
cia elGadéasait tartalmazo konyvben (Abelian Groups, Rings and Modules, ed. A. V.
Kelarev, R. Gobel, K. M. Rangaswamy, P. Schulz, C. Visonthaler. Contemporary
Mathematics, Vol. 273, American Mathematical Society 2001).

1969 januarjaban éppen New Orleansban volt az Amerikai Matematikai Téar-
sulat évi gytilése, amelyen Aczél Jancsi és Horvathék (méasfél éves lanyukkal) is
megjelentek, igy legalabb harman az 6t koziil egytitt voltunk. Az 1974-es vanco-
uveri nemzetkozi kongresszus volt didkkorunk ota az elsé alkalom, hogy mind az
oten egyszerre voltunk jelen. Fuchs Laci ott kozolte veliink, hogy roviddel el6bb
megndsiilt.

En 1970-ben voltam 1948 éta eldszor Magyarorszagon, majd ajbél 1971-ben
és 1973-ban.

1984-ben Aczél Jancsi meghivta Cséaszarékat egy honapra Waterlooba és mind
Fuchs Laci mind én odautaztunk, hogy hatvanadik sziiletésnapunkat egytitt tin-
nepeljiik. Sajnos Gal Pistat nem sikertilt rabirni, hogy veliink tartson. Jancsi egy
kis kollokviumot rendezett, amelyiken mind a négyen el6adtunk. Mint a legtébb
Osszejovetelinkon, sok vice és nevetés volt, és tréfas plakat készilt, amelyeken a
résztvevék mindenféle Alneveket kapnak. A talalkozéasrél felvett fénykép lathato
Staar Gyula ,,A megélt matematika” c. konyvének (Gondolat, Budapest, 1990) 207.
oldaléan.

1989 majusaban 1jbol Budapesten voltam, éppen akkor, amikor a magyar-
osztrak hatar megnyilt, és a valtozasok elészele fujdogalt. 1993 6ta, egy év (1997)
kivételével, minden évben ellatogatunk Budapestre, s6t 1994-ben, amikor februér-
ban Csaszar Akos hetvenedik sziiletésnapjat iinnepeltiik, kétszer is. Akos hetvend-
todik sziiletésnapjara viszont Aczél Jancsi és Fuchs Laci utaztak Budapestre. A sze-
rencse ugy hozza, hogy budapesti tartozkodasaim alkalmaval gyakran viszontlatjuk
egymést Aczél Jancsival, és sajnos ritkdbban Fuchs Lacival. Egyébként Jancsival
Parizsban is néha Gsszehoz a véletlen.

Es most, 2004 juniusdban, végre mind az 6ten megint egyiitt vagyunk Buda-
pesten a Magyar Tudomanyos Akadémia jovoltabol.
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KET EPIZOD A BIG FIVE EGY-EGY TAGJAVAL
KAPCSOLATBAN

(Elhangzott a ,80 éves sziiletésnap” rendezvényt kovets
banketten

SURANYI JANOS

Masodéves matematikusokat szigorlatoztattunk Fuchs Lacival algebraboél és szam-
elméletbdl. Ez ugy zajlott, hogy ki-ki a maga szobajaban vizsgaztatott, és a végén
Osszeiltiink megallapitani az érdemjegyeket. Egy jo képességii fiatalember vizsga-
zott. Jo jegyet is kapott, de erGsen dadogott. Mint kideriilt, kiilénésen a pé betiivel
volt megakadva. Csinos fii volt, amellett gatfutd bajnok orszagos szintl eredmé-
nyekkel - de dadogott.

Mikor 6sszetiltiink, mondom Lacinak, pechemre a pythagoraszi szamharmaso-
kat kérdeztem téle. Mar Ossze kellett szoritanom az cklomet az irdasztal alatt, hogy
el ne nevessem magam, ahogy allandoan a pipiket csalogatta. Mire Laci: ,Hagyd
el, konnyi dolgod volt. Nekem polinomokrél felelt.”

A Matematikai T4rsulat egyik els, ha nem éppen a legelsé kollokviuma Eger-
ben folyt. Kiséré programként természetesen meglatogattuk a pincészetet is. Ott
kinaltak az iizem kiilonboz6 specialitasaival, de a Bikavér csak nem jott. Valaki
meg is kérdezte, miért. A Pincemester részletesen elmondta a készités technologia-
jat, hogy ehhez milyen sz6léfajtak kellenek, milyen édességi fokkal stb.; és ez most
mar tobb éve nem jott dssze, nem tudtak Bikavért csinalni.

Erre Kalmar, aki éppen nem sokkal elgbb kiilféldon jart, elmondta, hogy ott
6 bizony kapott Bikavért. Erre a Pincemester megvakarta a fejét és elmondta
(titoktartés kotelezettsége mellett), hogy a nemzetkozi piacrol nem lehet kimaradni,
mert oda visszakeriilni akkor mar igen nehéz. Ezért ilyen esetekben kénytelenek
valami igen j6 mindségii bort kellGen feljavitani, és Bikavérként eladni.

Aczél Janos azonnal levonta a kovetkeztetést: Eszerint két modon késziil Bi-
kavér, az egyik, ahogy a Pincemester Ur leirta, — a masik: hataratmenettel.
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A GRADIENSPROBLEMA

BUCZOLICH ZOLTAN*

1. Bevezetés

Szamomra, életkoromnal fogva, a Big 5 hosszu ideig csak Big 1,5 volt, mivel mire
egyetemre kezdtem jarni, addigra mar csak Csdszir Akos volt Magyarorszagon,
Fuchs Ldszlo hires Algebra jegyzete, melyb&l matematikusgenericiok tanultdk és
szerették meg az Algebrat novelte szamomra a Big 1-et, Big 1,5-re. Mivel Csaszar
Akos Valos Analizis eléadasai, valamint az azokat kévets Laczkovich specik ha-
taroztdk meg tudomanyos kutatoi érdeklddésemet, ezért ebben az el6adasban egy
Valos Analizis probléméarol szeretnék beszélni.

Kozismert, hogy ha az f : (a,b) — R fiiggvény az (a,b) nyilt intervallum
minden pontjiban differencialhaté, akkor derivaltja, f’ Darboux-tulajdonsagu és
Baire egy osztalyu, azaz el6all, mint folytonos fiiggvények pontonként vett hatér-
értéke. Kevésbé ismert az ugynevezett Denjoy—Clarkson-féle tulajdonsag [12], [11].
Ez a tulajdonsag azt mondja ki, hogy tetszdleges («, 3) nyilt intervallumnak a de-
rivaltra vonatkozé inverz képe, (f')”'(a,3) vagy iires, vagy pozitiv egydimenziés
Lebesgue-mértéki. Ha a derivaltfiiggvény folytonos akkor ez nyilvanvalo kévetkez-
ménye annak, hogy nemiires nyilt halmazok pozitiv mértéktek, azonban a derivalt-
fiiggvény nem feltétleniil folytonos, igy a Denjoy—Clarkson-tulajdonsidg azt mondja
ki, hogy ennek ellenére egy derivaltfiiggvény nem tud ,salytalanul” athaladni egy
intervallumon. Nem nehéz azonban olyan Darboux és Baire egy tulajdonsagu fligg-
vényeket konstrualni, melyek nem rendelkeznek a Denjoy—Clarkson-tulajdonséiggal.
A derivaltfiiggvények pontos karakterizaciojanak probléméaja mar a Young hazaspéar
idejében, a XX. szézad elején felvetédott, de a mai napig megoldatlan. E problé-
makorrel kapcsolatban az olvaso figyelmébe ajanljuk A. Bruckner [2] cikkét.

C. E. Weil gradiensproblémaja a Denjoy—Clarkson-tulajdonsag tobbdimenziés
altalanositasara vonatkozott.

Tegyiik fol, hogy n > 2, és G C R™ nyilt halmaz, tovabba f : G — R a
G minden pontjaban differencialhaté n-valtozos fiiggvény. Ekkor az f gradiense,

*Ez a cikk a Bigb konferencian 2004. junius 29-én elhangzott eladas kibgvitett anyaga.
Ezen el6adasokhoz kapcsolédé kutatasokat az OTKA tamogatta és remélhetéleg tamogatni
fogja (T032042, T049727).
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Vf = (0if,...,0,f) a G nyilt halmazbol R"-be mend leképezés. Tegyiik fol,
hogy € C R™ nyilt halmaz. Igaz-e, hogy (V) '(Q) = {peG: Vfp) e}
vagy lires, vagy pozitiv mértéki az n-dimenziés Lebesgue-mértékre vonatkozolag?
Folytonosan differencialhato fliggvényekre a vilasz nyilvanvaléan pozitiv.

A gradiensprobléma egy masik, ekvivalens és érdekes atfogalmazasa a kovet-
kezé:

Jeldlje B, az n-dimenziés Euklideszi tér egységgombjét. Létezik-e olyan f :
R™ — R mindeniitt differencialhato fliggvény, melynek a gradiense elt{inik az
origbban, de Lebesgue majdnem mindeniitt a gradiensének norméaja nagyobb, mint
egy. Ez ugyebar azt jelenti, hogy (V f )_I(Bl) nemiires, de nulla Lebesgue-mértéki.
Azaz differencialhato fiiggvényilink az origd egy kis kornyezetében ,globélisan” alig
valtozik, bar ,egy valoszintiséggel” gyorsan valtozik (ha a Lebesgue-mértéket mint
ponthalmazok valészintiségét interpretaljuk).

A gradiensprobléma a Valés Analizis egy jol ismert és hires megoldatlan prob-
léemaja volt. A 60-as évektdl [24] megjelenése ota dolgoztak rajta. En 1987-ben
hallottam réla elGszor: San Antonioban az Alamo el6tt allva, roviddel azutéan, hogy
bemutattak Clifford Weilnek azt mondta, hogy itt van egy nekem valé megoldat-
lan probléma, de figyelmeztet, hogy nem kénnyt. Szoval elkezdtem dolgozni rajta.
Aztan 15 éven keresztiil, hosszabb-révidebb intenzivebb munkaperiédusok utéan fél-
retettem, majd amikor valami Gjat tanultam jra elévettem. Néha, amikor ugy
éreztem, hogy valamilyen énmagaban is érdekes részeredményt kaptam akkor azt
egy-egy cikkben megirtam, konferencidkon eldadast tartottam rola. Végiil 2002 nya-
ranak végén sikeriilt megoldanom. Idékézben 1990-ben a XIV. Valés Fiiggvénytani
Szimpoziumon a gradiensprobléma kikeriilt a szdjhagyoméany utjan terjedé ,folk-
16r” problémak sorabél és nyomtatasban is megjelent, [26]. Bar, Polya Gyorgy jol
ismert tandcsat megfontolva igyekeztem mindkét iranybol dolgozni a probléméan,
de az idém tulnyomoé részét mégis azzal toltottem, hogy megprobaltam bizonyi-
tani egy, a Denjoy—Clarkson-tulajdonsag n-dimenziés valtozatara vonatkozo tételt.
Azonban valami aprésiag mindig hidnyzott...2000-ben egy kiilfoldi konferencian
L. Zajicekkel még fogadast is kotottem arra, hogy a gradiensprobléma megoldasa
az elébb emlitett tétel lesz. Azonban 2002-ben feliil kellett birdlnom az eddigi al-
laspontomat és komolyan elkezdtem dolgozni egy kétdimenzios ellenpéldan, ami
aztan el is juttatott a megoldashoz, illusztralva azt a koznapi bolcsességet, hogy
rugalmasan kell gondolkozni és egy korrekt eljaras soran mindkét felet” meg kell
hallgatni.

Ebben az el6adasban szeretném attekinteni a gradiensprobléma megoldésahoz
vezet§ allomésokat. A [8] cikk tartalmazza a részletes konstrukciot és a bizonyi-
tasrészleteket. Ez a cikk, illetve el6adas a 27. Valos Fiiggvénytani Szimpdéziumon
(2003. junius, Opava, Csehorszag) [9], valamint a University of North Texas-on
(Denton, Texas) tartott hasonl6é témakorid elsadasaim atdolgozott, magyar nyelvi
valtozata.

A gradiensprobléma megoldasa tehat egy kétdimenzios ellenpéldafiiggvény
konstrukcioja. A [8] cikkben megmutatom, hogy talalhat6 olyan f : G — R, vala-
mely G C R? nyflt halmazon értelmezett differencialhato fiiggvény és egy € C R?
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nyilt halmaz, hogy valamely p € G-re Vf(p) € ©; de a kétdimenzioés Lebesgue-
mérték, Ay szerint majdnem minden q € G-re a gradiens V f(q) nincs Q;-ben.

2. A gradiensprobléma megoldasanak el6zményei

2.1. A H; Denjoy—Clarkson-tulajdonsag. Nem nehéz belatni, [3], hogy ha
az n-dimenziés Lebesgue-mértéket az egydimenziés Hausdorff-mértékkel, H;-gyel
helyettesitjiik, akkor a Denjoy—Clarkson-tulajdonsag a tobbdimenzi6s esetben is
érvényben marad:

1. tétel ([3], Theorem 1). Tegyiik fol, hogy G C R™ nyilt és f : G — R
differencialhaté. Ekkor minden Q C R™ nyilt halmazra (V f)™'(Q) vagy iires, vagy
pozitiv Hy-mértékd.

Azaz nyilt halmazok gradiensleképezésre vonatkozo nemiires inverz képei leg-
alabb a H;-mértékre vonatkozoélag nem lehetnek sulytalanok.

Holicky, Maly, Weil és Zajic¢ek a [16] cikkben megmutatta, hogy a fenti inverz
kép mas értelemben se lehet ,sulytalan”. A koévetkezs tételben kevéssé ismert a
porozitas fogalma, mely halmazok lokalis lyukacsossagat méri és az érdekl6d6 olvaso
a [27] cikkben nézhet utana.

2. tétel ([16], Theorem 5). Legyen G C R™ nyilt és legyen f, G-n értelmezett
differencialhato fiiggvény. Tegyiik fol, hogy 0 C R™ olyan nyilt halmaz, melyre
(V)" H(§2) # 0. Ekkor a kévetkezs tulajdonsagok teljesiilnek:

i. (Vf)~'(Q) egyetlen pontjaban sem porézus.

ii. Ha H C R™ nyilt és H N (Vf)_l(Q) # 0, akkor nincs olyan nem azonosan
nulla lineéris fiiggvény, L : R™ — R melyre vonatkozélag L(H N (Vf)—l(Q))
nulla egydimenziés Lebesgue-mértékii lenne. Ebbél kévetkezik, hogy H N
(NCF) 1(Q) pozitiv egydimenzios Hausdorff-mértéki.

iii. Ha H C R™ nyilt és HN(V f)"}(Q) # 0, akkor HN(V f)~*(Q) nem o-porozus.

A fenti tétel ii. pontjaban linearis fiiggvénynek tetszoleges egyenesre valo veti-
tést is valaszthatunk, azaz ha (V f )—I(Q) nemiires, akkor tetszdleges egyenesre vett
vetiilete pozitiv Hi-mértékii.

2.2. A ,,paradox konvexitasi’ tulajdonsag. Az el6z§ alfejezet eredményei azt
mutatjak, hogy a [8] cikkben konstrualt ellenpéldafiiggvénynek meglehet&sen komp-
likdltnak kell lennie. A kévetkezs, meglehetdsen sok technikai részletet tartalmazo
eredmény bizonyitasakor arr6l voltam meggy6zédve, hogy ilyen komplikalt fiigg-
vények nem is létezhetnek. Erdekes, hogy valésziniileg a technikai részletek miatt
ez a cikk nemigen keltette fol még a gradiensprobléma irant egyébként érdekl6ds

58



kollégak figyelmét se, bar utdlag visszagondolva az itt megfogalmazott ,paradox
konvexitasi” tulajdonsag vezetett el végiilis a [8] cikkbeli végsd konstrukeiohoz.
Szoval tegyiik fol, hogy Go C R? nyilt és f : Gy — R olyan differencialhato
fiiggvény, mely ellenpélda a gradiensproblémara. Ekkor talalhato xo € Gy, po € R?
és my > 0, hogy Vf(xo) = po és A2((Vf)™"(B(Po,m))) = 0, ahol B(po,no)
az 1)y sugari po kézépponta nyilt gémb. Legyen Fy = cl((Vf)_l(B(po,no/Q)))
(ahol cl a lezarast jeloli). Mivel Vf, Fy-ra vett megszoritisa Baire egy fiiggvény

kovetkezik, hogy Vf(x1) € cl(B(po,n0/2)). Igy, B(Vf(x1),m0/2) € B(po,n0)-
Ezutan V f, Fjy-ra vonatkoz6 x;-beli folytonossigat hasznalva vilasszunk § > 0-
t gy, hogy tetszéleges y € B(x1,0) N Fy-ra teljesiilion ||V f(x1) — Vf(y)|| <
no/4. Ekkor B(x1,6) N Fy € (V)" (B(po,m0)) és igy A2(B(x1,8) N Fy) = 0.
Maésrészt, ha R = Vf(B(x1,6)) N B(po,n0/2) akkor R C B(Vf(x1),7m0/4). Igy,
G = B(po,70/2) \ ¢l (R) nemiires nyilt halmaz, és (Vf) " (B(po,m0/2))-nak Fy-beli
striségébdl kovetkezik, hogy R sem iires. Alkalmas athelyettesités utan feltehetd,
hogy po = O és n9/2 = 1. Ezenkiviil G = B(x),6) valasztas mellett f ide valo
megszoritasaval dolgozhatunk. Igy a kivetkezs tétel feltételei teljesiilnek.

R

B(0,1)

ey

1. dbra. ,Paradox konvexitas” a gradiens értékkészletében

3. tétel (Id. [6]). Tegyiik fl, hogy f differencidlhaté a G C R* nyilt halmazon.
Legyen Ay = cl{x € G : Vf(x) € B(0,1)}. Tegyiik fol, hogy A, nemiires és
X2(A1) = 0. Legyen R = B(0,1) N Vf(G) és G = B(0,1) \ cl(R). Ekkor G a
sik konvex és nyilt részhalmaza, tovabba G # (-bél még az is kovetkezik, hogy
tetszoleges p € int (cl(R))-re Hi({y : Vf(y) =p}) > 0.

A tétel kimondasat megel6z6 érvelést felhasznalva a Baire egy tulajdonsa-
got kihasznalva alkalmas helyettesités és egy lineéris fiiggvény hozzédadasa utan
elérhets, hogy G # 0 és O € R, ha f eredetileg egy ellenpélda fiiggvény volt a
kétdimenzios Denjoy—Clarkson-tulajdonsagra. Ekkor B(O, 1) tartalmaz egy olyan
felkorlemezt, melynek tetszéleges p pontjara H, ({x : Vf(x) = p}) > 0 teljesiil. Ez
azt mutatja, hogy differenciélhaté fiiggvényiink nagyon eltér azoktol a sima feliile-
tektsl, melyekhez hozzaszoktunk. Példaul ha valaki az 3 = f(z1,22) = /] + 23
fels6 egységfélgombfeliiletet tekinti, akkor tetszoleges p € R%-re (V f)—l(p) vagy
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iires, vagy egyetlen pontbdl all. Tehat az ar, amit fizetniink kell azért, hogy legye-
nek olyan nemiires nyilt halmazok melyeknek inverz V f képe nulla Ao-mértéki az,
hogy létezzen sok olyan pont, aminek inverz V f képe nagy a H;-mérték szerint.

Mivel int (¢l (R)) nem megszamlalhato, igy a 3. tételbél az is kivetkezik, hogy
(Vf)_l(B(O, 1)) nem o-véges H-mértéki (int (A) az A halmaz belsejét jeloli).

Tehat lehetséges, hogy (V f)_l(B(O, 1)) nemiires, de nulla A\ mértékid, de a
fentiek szerint legalabb nem o-véges H; mértékid. Nyilvan nem lenne érdektelen
pontosabban feltérképezni az itt felléps hézagot, azaz megvalaszolni a kovetkezs
kérdést:

1. kérdés. Tegytik fol, hogy G C R™ nyilt és f : G — R differencialhato, tovabba
Q2 C R™ olyan nyilt halmaz, melyre (V.f)~'(Q) # 0. Mi mondhaté ekkor (VH )

12z

Hausdorff-dimenzi6jarél?

2.3. Fiiggvények sok érintdsikkal. Most visszatériink a 3. tételhez. Tegyiik fol,
hogy e tétel feltételei teljesiilnek és p € int (cl(R)). Legyen fP(x) = f(x) — p - x,
ahol - az R?-beli skalaris szorzast jeloli. f szinthalmazaira a kovetkezd jelolést
hasznaljuk fg’déf{x : fP(x) = c}. A 3. tétel bizonyitasat elemezve belathaté, hogy
talalhaté c-k, olyan pozitiv A\;-mértéki halmaza, hogy minden ilyen c-hez van az
fP szinthalmazan olyan x. pont, hogy VfP(x.) = O, azaz, Vf(x.) = p. Tehat
az f grafikonja altal megadott feliileten sok olyan pont taldlhaté, ahol a feliilet
érintGsikjanak gradiense p.

Ez az érdeklodésemet olyan differencialhato fiiggvények felé forditotta melyek-
nek sok érintésikja van. Ezzel kapcsolatos eredményeimet a [7] cikkben publikéltam.
E cikk {8 eredménye a kovetkezd:

4. tétel (1d. [7]). Létezik olyan f : R? — R, C! fiiggvény és hozza egy seholsem
stird, zart, nulla A\o-mértékii E C [0,1] x [0,1] halmaz, tovabbé egy nemiires nyilt
H C R3®, hogy minden (a,b,c) € H ponthoz van olyan (zo,y0) € E melyre a
z = f(z,y) feliilet (2:0, Yo, f (o, yg)) pontbeli érintésikja z = ax + by + c.

Tehat nemcsak differencialhato, hanem C! fiiggvényeknek is lehet sok érinté-
sikjuk. Kiemelends, hogy a fenti tételben H a haromdimenziés paramétertér egy
nemiires nyilt halmaza, mig £ egy nullmértéki halmaz a kétdimenzios térben azaz
a fenti leképezésnél egy dimenziét nyertink és ez a ,Peano” gorbékre emlékeztet.
Egydimenziés érveléseknél megszoktuk, hogy a C! fiiggvények elegendGen simak.
Magasabb dimenziéban azonban sokszor C', vagy magasabb osztalyi simasag még
nem elegendd. Erre a jelenségre sok példat talalhatunk példaul a parcialis differen-
ciadlegyenleteknél, pl. a j6l ismert Szoboljev Lemma ([21] Th. 7.25) ahol a simasagi
feltevések és a konkluzio dimenziofiiggo.

Egy maésik, az altalunk targyalt problémakorhoz szorosan kapcesolodé eredmény
a Morse—Sard-tétel [18], [22].
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5. tétel ([15], Theorem 1.3). Legyenek M és N, m és n dimenziés differencidlhaté
sokaségok tovabba f : M — N, C" leképezés. Ha r > max{0,m —n}, akkor f(Xy)
nulla Lebesgue-mértékii N-ben (X5 az f kritikus pontjainak halmazat jel6li).

fgy, ha f : R? — R, C? fiiggvény, akkor tetszéleges (a,b) ¢ R? pontra az
f(z,y) — ax — by fiiggvény kritikus értékeinek halmaza, ¢, ) nulla Aj-mértékd. fgy
nem tartalmazhat intervallumot és Fubini tétele szerint az

{(a,b,c) € R®: az=azx+by+ csik érinti a 2 =f(x,y)-t}

halmaz nulla A\z-mértéki, és igy a belseje tires.

A sikon értelmezett C! fiiggvények még sok mas érdekes tulajdonsaggal ren-
delkezhetnek. Egyik kedvenc, témankhoz kapcsolodo tételem Whitney [25] hires
példéja, melyben egy R?-n értelmezett olyan C! fiiggvényt és hozza egy nem el-
fajuld folytonos v gorbét konstruél, melyre V f = O, azaz a gradiens eltiinik a v
gorbe minden pontjaban, de f nem &alland6 a v mentén. (Ez ugyebar minden hegy-
mész6 dlma, gy nyerni szintet, hogy koézben nem megytink folfele. Sajnos az ar
amit ezért fizetni kell az, hogy a v gorbe végtelen ivhosszi...) Ha a C! simasagi
foltevest differencidlhatosagga enyhitjiik, akkor emlitésre mélto Korner [17] szuper
Whitney” fliggvénye, egy olyan nem allando, a sikon értelmezett, differencialhato
fiiggvény, hogy R? barmely két pontja sszekdthetd egy olyan «y folytonos gorbével,
hogy Vf = O a v minden, a végpontoktol kiilonb6zé pontjaban.

Erdemes néhany szot szolni a 4. tétel egydimenzios valtozatarol is. Tegyiik fol
tehat, hogy f : R — R differencialhaté fiiggvény. Ha y = az + b az f, (xo, f(x0))
pontbeli érintéje, akkor legyen Sy(zo) = (a,b). Lehetséges-e, hogy Si(R) belseje
nemiires?

Az egydimenzios esetben C! fiiggvények mar elegenden simék a Morse-Sard-
tétel alkalmazhatésiagahoz, igy a C! esetben a valasz nemleges. Tetsz6leges a € R
pontra az f(x) — ax fiiggvény kritikus értékeinek halmaza nulla mértéki. Igy, rogzi-
tett a-ra nulla \;-mértékd azon b-k halmaza, melyekre (a, b) az S; értékkészletéhez
tartozik.

/ y=az+bt

2. dbra. Az y = o'z + b’ egyenesre torténs 7’ vetités

Azt varhatnank, hogy ha csak differencidlhatosagot tesziink fol, akkor a fenti
kérdésre egy dimenzioban pozitiv vilaszt kapunk. Azonban a vélasz még differen-
cidlhato fiiggvényekre is negativ. Ezuttal egy maésik kedvenc Valos Analizisbeli té-
telem, a Denjoy—Young-Saks-tétel (|23], Chap. IX, (3.7) Theorem, p. 267) egyik
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kovetkezménye adja meg a valaszt. Tegyilik fol, hogy y = o’z + 0’ adott sikbeli
egyenes és 7' jeloli az erre az egyenere valé merdleges vetitést. Tegyiik fol, hogy f :
R — R tetszbleges fiiggvény és E’ jeloli azon f grafikonjan levé pontok 7' képét,
ahol f érintGje merdleges y = a’x + b'-re, Id. a 2. abrat. Ekkor A;(E’) = 0. Ebbdl
ismét kovetkezik, hogy A2(S1(R)) = 0 teljesiil még differencialhat6 fiiggvényekre
is.

2.4. Szinthalmazok. A gradiensprobléma kétdimenzios esetén dolgozva érdekls-
désem a sikon értelmezett differencialhato fliiggvények szintvonalrendszerének vizs-
géalata felé fordult. (Ez az a szintvonalrendszer amivel barki, aki szeret kirdndulni
a turistatérképeken, vagy mas foldrajzi térképeken talalkozhat.)

Tegyiik 61, hogy f : R? — R differencidlhat6 kétvaltozos fiiggveény. Kritikus
pontokban a szintvonalak furcsan nézhetnek ki. Igy természetes feltevés, hogy a
gradiens legyen zérusvektortol kiilonbozo.

3. dbra. f(x,y) bifurkacios szintvonalakkal

E feltétel mellett vajon igaz-e, hogy az {(x,y) ¢ ) = c} szintvonal
differencialhaté gorbékbél all? A valasz nemleges 1d. [4]. Ha tekintjiik az

3 __ 4
i g ha@y) £ (0,0)

0, ha (z,y) = (0,0)

fiiggvényt, akkor a kovetkezé tétel szerint e fiiggvénynek van olyan szintvonala, mely
bifurkiciés pontot tartalmaz. A 3. abra bal felén ezt a fiiggvényt abrazoltuk. A jobb
latoszog kedvéert a koordinatatengelyeket elforditottuk és az y tengely balrol jobbra
mutat. Az dbra jobb oldalén e fliggvény szinthalmazrendszerét illusztraltuk, az x és
y tengelyek a szokésos irdnyokba mutatnak. E fliggvény bifurkacios tulajdonsigait
fogalmaztuk meg a kovetkezd tételben.

6. tétel ([4], Theorem 1). Taldlhaté olyan f : R* — R differencialhaté fiiggvény,
melynek a gradiense sehol se tiinik el, azaz V f(x,y) # O tetszéleges (r,y) € R%-re,
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de So = {(z,y) : f(z,y) = 0} = {(z,y) : |yl = 2?, vagy y = 0}, és fgy a (0,0)
pontnak nincs olyan G nyilt kérnyezete, amelyre U N Sy egy nyilt intervallummal
lenne homeomorf.

Ez a tétel azonban a gradiensprobléméhoz kapcsolodoé kutatasok szempontja-
bél nem jelentett lényeges akadalyt, hiszen a Baire egy tulajdonsagot hasznalva és
egy alkalmas linearis fliggvényt hozzaadva, mint a 3. tétel esetén, mindig lehet&ség
volt arra, hogy olyan fiiggvényekkel dolgozzunk, amiknek gradiense az origotol elha-
tarolhaté. Ez a feltevés mar elegendé ahhoz, hogy megszabaduljunk a szintvonalak
bifurkaciés pontjaitél:

7. tétel ([4], Theorem 2). Tegyiik fél, hogy G C R? nyilt és f : G — R olyan
differencidlhaté fiiggvény, melyre “Vf(a;,y)“ > r > 0 teljesiil minden (z,y) € G-
re. Ha valamely (zg,yo0) € G-re ¢ = f(zg,yo), akkor taldlhaté az (zq,yo) pontnak
olyan G kérnyezete, hogy Sc = Gon{(z,y) : f(z,y) = c} egy nyilt intervallummal
homeomorf, és S.-nek minden pontjidban van érintdje.

Elegendden erds simasagi feltevések mellett hasonlé eredmény kaphaté az imp-
licit fiiggvénytétel segitségével, azonban még az implicit fiiggvénytétel kiilonbozd
altalanositasaihoz (1d. pl. [10]) is feltétel, hogy az f(z,y) fliggvény y-szerinti parci-
alis derivaltja nem tinik el, valamint az (altalanositott) parcialis derivaltak lokalis
korlatossaga is sziikséges. Emlitésre érdemes azonban, hogy az implicitfiiggvény
tétel ikertestvéréhez az inverz fiiggvény tételhez a differencialhatosag elegendé fel-
tevés. A [20] cikkben a szerz6k megmutatték, hogy ha f : G — R™ differencialhato
a G C R™ nyilt halmazon és detf’(x) # 0 minden x € G-re, akkor f lokalis diffe-
omorfizmus. Ez a tétel jol ismert egyetemi tananyag ha f elegendGen sima, azon-
ban ha csak differencidlhatosagot tesziink fol, akkor nemtriviélis topologia, (Degree
Theory) van a hattérben.

A 6. és 7. tételekben megkezdett kutatasi iranyt folytatta Elekes Méarton. A [13]
cikk eredményei azt mutatjak, hogy ha egy f : R? — R fiiggvény gradiense
nem tinik el, akkor tetszoleges {x € R? : f(x) = c} szinthalmaz lokalisan
homeomorf, vagy egy nyilt intervallummal, vagy (a bifurkaciés pontokban) egy
kozos végpontbol kiindulo véges sok szakasz unidjaval. Ezenkiviil a bifurkacios
pontok diszkrét halmazt alkotnak.

2.5. Derivaltak approximativ folytonossaga, parcialis derivaltak.

1. definici6. Az f : R™ — R™ fiiggvény az x pontban approximativ folytonos, ha
talalhat6 olyan Lebesgue-mérheté E C R™ melynek az x Lebesgue-stiriiségi pontja
és limy_.xyep f(y) = f(x). Egy f fiiggvény approximativ folytonosségi pontjait
Aj-fel jeloljiik.

A [19] cikkben Petruska Gyorgy megmutatta, hogy ha f : R — R az F deri-
valtja, akkor f minden értékét felveszi approximativ folytonosségi pontjai halma-
zén, azaz, f(R) = f(Ay). Ebbél nyilvanvaloan kovetkezik az egydimenziés Denjoy—
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4. d@bra. f(r,¢)

Clarkson-tulajdonsag. Ezért keltette fel érdekl6désem e tétel tobbdimenziés alta-
lanositasanak problémaja. Az [5] cikkben a kovetkezs tételeket bizonyitottam. Ha
a parcialis derivaltakat tekintjiik, akkor:

8. tétel ([5], Theorem 1). Tegyiik fol, hogy F : R™ — R differencialhaté és
i€ {1,...,m}. Ekkor f = 0; F minden értékét felveszi Ag-en.

gy differencialhato fiiggvények parcialis derivaltjai rendelkeznek a Denjoy—
Clarkson-tulajdonsaggal. F' differencialhatosaganak feltevése sziikséges, mivel ha
csak a parcialis derivalt létezéseét tessziik fol, akkor:

9. tétel ([5], Theorem 2). Taldlhat6 olyan folytonos F : R?> — R fiiggvény,
melynek f = 0F/0x, parcialis derivaltja mindeniitt létezik és f nem veszi fel
minden értékét Ag-en.

Differencialhato fiiggvények gradiensével kapcsolatban is az el6z6hoéz hasonlo
a helyzet.

10. tétel .([5], Theorem 3). Taldlhaté olyan f : R? — R differencialhaté fiiggvény,
hogy V f nem veszi f6] minden értékét Ay ¢-en.

E fliggvény polarkoordinatas definicioja a kiovetkezd:

72 sin ((b + -%—) s hars# (0,0)
f(r,¢) = b
0, ha =0\

Ezt abrazoltuk a 4. Abran. Az f fiiggvény gradiense csak a O-ban egyenls a
nullvektorral és ez az érték nem tartozik Ay s-hez, ugyanis ahogy kozelediink az
origbhoz spiralvonalak mentén ,egyre meredekebben hullamzik” az f grafikonja.

2. kérdés. Tegyiik fol, hogy f : R™ — R differencidlhato fliggvény. Egy y € R"
vektor a V f reguldris értéke ha talilhaté x € Avyy, hogy Vf(x) = y. Jeldlje a
regularis értékek halmazat REG(Vf). A gradiensprobléméara adott ellenpéldank az
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[5] cikkben megfogalmazott REG(V f)-nek a V f értékkészletében valo stirtiségére
vonatkozo kérdésre is negativ valaszt ad. Masrészt a REG(V f) karakterizalasara
vonatkoz6 kérdésiink tovabbra is megvélaszolatlan, s6t még érdekesebbé valt.

3. A gradiensproblémara valaszt adé konstrukcié vazlata

V£(0,0)

Vf értékkészlete, a gradienstér
5. abra. f és Vf

Legyen G = (—1,1) x (=1,1), Qp = [— 3,3 % [0,2], @1 = (—0.49,0.49) x
(0,1.99), és Qo = [-0.51,0.51] x [0,2.01]. Az 5. abra jobb oldalan o hatéarat
folytonos, mig €2, és 25 hatarat pontozott vonal jeloli.

A gradiensproblémaéra adott valaszunk a kovetkezd tétel. A bizonyitas részleteit

a [8] cikkben targyaljuk, itt csak a f6 gondolatokat vazoljuk és illusztraljuk.

11. tétel ([8], Theorem 1). Taldlhaté olyan differencidlhaté f : G — R, hogy
V£(0,0) = (0,1) és Vf(p) € Q1 majdnem minden p € G-re.

E tétel illusztralasara az 5. dbra bal oldalan f értelmezési tartomanyat abra-
zoltuk, az R-be mutaté nyil illusztralja, hogy f az R-be képez, masrészt az abra
jobb oldalan a gradiensleképezés értékkészletét a ,gradiens teret” tiintettiik fol.

A 11. tétel bizonyit4sat elemezve az is megmutathato, hogy f Lipschitz-
fiiggvény és V f a nyilt ,felss félsikba” képez.

Ha a fenti tételben f differencialhatosigénak feltételét Ao-majdnem mindeniitt
valé differencialhatosagra enyhitjiik, akkor nagyon egyszeri bizonyos ,globalisan
csekély mértékben valtozd” Lipschitz-fliggvényeket megadni. A 6. dbran a gradi-
ensprobléméan dolgozé kutaték egyik legegyszeriibb példafiiggvényét, egy harmo-
nikaszeriien hajtogatott papirlapot abrazoltuk. Ez a fiiggvény globélisan keveset
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véltozik, de ha elegendGen sok cikk-cakkot hajtogatunk, akkor a gradiensvektor
értéke majdnem mindeniitt nagy. Az &dbran e nagy gradiensvektorokat nyilakkal
illusztraltuk. E feliillet a hajtasi élektél eltekintve mindeniitt differencialhaté és
a majdnem mindeniitt létez§ gradiens csak két, egy-egyenesbe esd, de ellentétes
iranyba mutato értéket vesz fel. Ha differencialhaté fiiggvényt szeretnénk, akkor a
hajtasi éleket simara kell csiszolni. Ekkor egy kicsiny, bar pozitiv sikbeli mértékii
halmazon a gradiens kis értékeket is felvesz, de az elérhets, hogy a keletkezs fe-
lillet gradiense minden pontban egy sikbeli szakaszhoz tartozzon. A hajtasi élek
iranyanak megvalasztasaval e szakasz is tetszéleges iranyba fordithato.

E ,simitott hajtogatott papir” feliilet kicsit modositott valtozata az ellenpélda-
fiiggvényiink elemi épitékove, amit a bizonyitasban ¢ B, perturbacios fiiggvénynek
neveziink. A 10. tétel, 4. &bran bemutatott feliilete is rokona a perturbacios fiigg-
vénytinknek, csak itt a ,hajtogatas” egy spiral mentén torténik.

6. abra. Papirhajtogatas

A kovetkezékben a 11. tétel bizonyitasat vazoljuk. A h_;(z,y) = y fliggvénnyel
indulunk. Ekkor G-n mindeniitt Vh_; = (0,1). Ezutan h, fiiggvények egy alkal-

mas sorozatat valasztva f(z, y)déf > hn(z,y) lesz majd a 11. tételben keresett
fiiggvény. Minden egyes hpy1 az el6z6 részosszeg f, = EZ=—1 hy perturbacidja
lesz.

E perturbaciokkal V f(p)-t szeretnénk majdnem minden p € G-re Q;-en ki-
viilre kényszeriteni.

A bizonyitas soran egymasba skatulyazott G,, nyilt halmazok egy sorozatéat de-
finialjuk gy, hogy majdnem minden G,,-en kiviili p pontra Vf(p) & Q;. Egy ,meg-
allasi id6” érveléssel nem perturbaljuk tovabb a késziils fiiggvényt majdnem min-
den olyan p pontban, melyre V f(p) & Q. Ezekben a pontokban >~ | h,(z,y) =
Son? . ha(z,y) valamely no-ra. Megmutatjuk, hogy \2(G,) — 0. A f& nehézség
természetesen annak megmutatasa, hogy f differencidlhaté marad a p € N3G,
pontokban, azaz olyan pontokban, melyeket végtelen sokszor perturbaltunk.

A konstrukeié n-edik lépésében (n = 0,1,...) bizonyos perturbdcids blokkok-
nak nevezett, B, i diszjunkt nyilt négyzeteket valasztunk, e négyzetek oldalai nem
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feltétleniil parhuzamosak a koordinatatengelyekkel és ezen iranyok gondos megva-
lasztasa az egész bizonyitas legtriikkosebb része.

A B, nyilt négyzet kozéppontjit op, ,-val jeldljiik. Oldalai az egymaésra
merdleges vp, , és wp, , egységvektorokkal parhuzamosak. A vp, , vektort a
perturbécios blokk iranyvektoranak nevezziik, a korabbi papirhajtogatasnal ez felel
meg az egyes hajtasi élek iranyénak. E vektor és a (0, 1) kozotti szog a [~ /4,7 /4]
intervallumba fog esni. A wpg, , vektort tgy valasztjuk, hogy az els6 koordinatéja
pozitiv és a papirhajtogatasi 6. abran ez a vektor felel meg a gradiensvektorok
iranyvektoranak. Legyen

def
By i = {OB,._k +avpg, , +Bwg, , ahol |a|,|8| <Ig, , }

Minden perturbacios blokkhoz egy ¢, , perturbécios figgvény tartozik. E
fiiggvény folytonosan differencialhato és elttinik B, x-n kiviil, ez a fiiggvény egy le-
csiszolt és ,megszeliditett” viltozata a 6. dbra hajtogatott papirjanak, lényegében
ezzel egyezik meg. Pontosabban a B, j hatardhoz kozel bizonyos atmeneti tarto-
manyokra van szikség (kiilonben nem lesz folytonosan differencidlhato a fiiggvé-
nyink), de az atmeneti tartoméanyok mértékébsl képzett sor konvergens és ezért a
Borel-Cantelli-lemma szerint majdnem minden pont csak véges sok atmeneti tar-
toméanyhoz tartozhat.

Rogzitett n-re valamely p € G' pont legfeljebb egy, B, (p)-vel jelolt perturba-
ciés blokkhoz tartozhat hozza. Ha nines ilyen blokk, akkor legyen B, (p) = 0 és

¢B,.(p) = 0.

Legyen h”(p)d——ir¢3“(p)(p), a [8] cikkben megmutattam, hogy

V£(p) = (0,1) +ZV¢B ®(P) = Z Vin(p

n=0 n=-—1

Az nyilvanval6, hogy

V(@) = (0.1)+ > Vg, ) (p)-

k=0

Most azt vazoljuk, hogy az n-edik lépésben hogyan vélasztunk perturbécios
blokkokat. Teljes indukeiét alkalmazunk.

Elgszor egy elegenden kicsiny cp = 0.004 konstanst véalasztunk. A nulladik
lépésben csak négy perturbacios blokkot valasztunk, ezek: Bg; = (0,1) x (0,1),
Bgvg = (—1,0) X (0,1), 30,3 = (—1,0) X (—1,0) és B()A = (0,1) X (—1,0). Ekkor
vy, = (0,1) éswp, , = (1,0) ha k =1,...,4. Alkalmasan megvalasztjuk a ¢p, ,,
k=1,...,4 figgvényeket.

A Gy =~ Ui By nyilt halmazt ugy vélasztjuk, hogy G \ Go nullmértéki. (Bi-
zonyos technikai okok miatt Gy egy kicsit kisebb mint Ui By i, de ebben a vazlatos
bizonyitdsban egyszer(ibb ha az olvasé ugy gondol Gy-ra, hogy megegyezik ezzel az
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uniéval.) Ha p € Gy akkor legyen zo(p) = 0 = ﬂI(VTC’Of(p)) N Ty (Vf_l(p)) =
72 (Vh_1(p)), ahol az z tengelyre valé vetitést m,-szel jeloltiik. Ismét, technikai
részleteket atugorva célszertibb ha -t azonositjuk a Vh_1(p) vektor elsé koordi-
natajaval. Bevezetjik a konkav gop(z) =1 — 341 segédfiiggvényt. Ilyen, és késsbb
tovabbi indukciés lépésekben definialt konkav segédfiiggvények segitségével haté-
rozzuk meg a perturbacios blokkok iranyvektorait a rakovetkezs lépésekben.

92

91

///

4
go=1-7F

T3 T3 ) )

7. dbra. A gradienstérbeli ,palya”

Tegytik f6l, hogy n > 0, a ¢, allandé és a G,, nyilt halmaz adott, tovabba
minden p € G,-re az {mo(p), o ,xn(p)} C [-1,1] ,palyat”, a Bo(p),.--,Bn(p)
perturbacios blokkokat és a g, p konkav fiiggvényeket mar definidltuk. Ezenkiviil
|g;lyp(x)| < 1 minden z € [—1, 1]-re és V£, folytonos G,-en.

Legyen G}, = {p € Gn : Vfu(p) € Qo}. p € Gj-re legyen Vvp nt1 @ gnp
fliggveny (:cn(p), D0 (xn(p))) pontbeli ,folfele mutaté” normalvektora. Legyen
2501(P) = T(Vimrent1f(P)) = 7o(Vfn(p)), ismét néhany hibatagot elhanya-
golva ebben a bizonyitasvazlatban érdemesebb ezt a méasodik kozelits értéket hasz-
nalni a pontos, [8]-ban megadott 7, (Ve ni1f(p)) érték helyett.

Az n + l-edik lépésben szerepls perturbaciés blokkok kézéppontjait a Vitali
fedési tétel segitségével valasztjuk ki.

Az f, gradiensének G, A2 majdnem minden pontjaban val6 perturbalasihoz
G;, majdnem minden pontjat lefedjik a B,11k, kK = 1,2,... perturbacioés blok-
kokkal. EE blokkokat ugy valasztjuk, hogy ha p jeloli a blokk kozéppontjat, akkor

*

Vpn+1 adja meg a blokk iranyat. Az x| (p) értékek hatarozzak meg z,,41(p)-t.

Végiil néhany szot szeretnénk szolni azokrol a g, fiiggvényekrsl, melyek kulcs-
szerepet jatszanak a perturbéciés blokkok irdanydnak meghatérozasanal. E fiigg-
vények megadésa a konstrukcié legtriikkkosebb fele. Bevezetésiik otletét egyrészt
a 3. tétel adta, ez vezetett arra, hogy konkav/konvex fiiggvényekkel kell dolgozni.
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A masik 6tlet forrdasa egydimenziés dinamikus rendszerekkel all kapcesolatban és ak-
kor tanultam bele, amikor az [1] cikk bizonyitasan dolgoztam. A g, fiiggvényekre
vonatkozolag vet6dott fel az a kérdés, hogy vajon miért az 1 — T“l—d fiiggvénnyel dol-
gozom a ,természetesebb” masodfoka 1 — % helyett. A valasz az, hogy valtozo
méasodik derivaltra van sziikség a bizonyitasban, ha a méasodik derivalt allando ak-
kor az érvelés nem miikodik.

Tegyiik fol tehat, hogy p € G rogzitett, és e pontban végtelen sokszor pertur-
baltuk a kiindulasi fiiggvényt. (zn p,Yn,p) = (Tn,yn)-re n =0,1,..., elhanyagolva
technikai hibatagokat, mint V f,,_;(p) értékére érdemes gondolni. Annak belatasa-
hoz, hogy f differencialhat6 a p pontban, azt kell belatnunk, hogy (x,,y,) kon-
vergal. (Dinamikus rendszerek nyelvét hasznalva azt kell belatnunk, hogy ha az
(Tn, Yn) ngradienstérbeli palya” nem szokik meg az Qg tartomanybol, akkor kon-
vergens.) A jelolést egyszertisitve g,-t irunk g, , helyett (7. abra).

A g, fiiggvények minden n-re konkavok a szamegyenesen és Lipschitz 1 oszta-
lyaak [—1,1]-en.

Ezenkiviil eleget tesznek a kovetkezo lemmaknak:

1. lemma ([8], Lemma 2). Minden z € R-re ésn = 0,1,...-re gny1(x) > gn(x).

2. lemma ([8], Lemma 3). Ha z, € [-1,1] és x,, — z* akkor talilhaté y* €
RU {+00}, hogy yn — "

3. lemma ([8], Lemma 4). Ha z, € [-1,1], liminfz, = z, < limsupz, = z*
és ¢ = (v, + x*)/2 akkor g,(c) — oo. Ez a g, fiiggvények [—1,1]-en vett uniform
Lipschitz-tulajdonsaga alapjan maga utan vonja, hogy vy, — oo is teljesiil.

A 1. lemma azt mondja, hogy minél nagyobb n, annal magasabban helyezke-
dik el g, grafikonja. Ez és a g,, fliggvények nem allando konkavitasa a 2. lemmaéaban
azt eredmeényezi, hogy ha az (z,,y,) sorozat elsé koordinataja konvergal, akkor
a masodik koordinatak sorozatdnak is van véges, vagy végtelen hatarértéke. Ve-
giil a 3. lemma szerint ha (z,,,y,) egy korlatos sorozat, akkor az elsé koordinatak
konvergalnak és a 2. lemma alkalmazhato. A fenti lemmakbol tehat (z,,, v, ) konver-
genciaja kovetkezik, ha nem szokik meg véges idén beliil -bol, és igy a konstruélt
f fiiggvény differencidlhat6 azokban a pontokban is ahol végtelen sok perturbécios
lépést hajtottunk végre.
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EGESZERTEKU PROGRAMOZAS: POLIEDERES
MODSZEREK

BALAS EGON

(2004. oktober 13-i székfoglalo el6adas)

Kolozsvéaron, Erdély févarosaban sziilettem és néttem fel. Kozépiskolas koromban a
matematika és fizika voltak kedvenc tantargyaim, de a haboru kitérése més iranyt
adott életemnek: politikai tevékenységbe sodort, ami minden egyebet elséport. Na-
ciellenes foldalatti szervezkedés, bujdosas, majd letartoztatas, vallatas, borton, szo-
kés és felszabadulas kovették egyméast. Habort utdn roman diplomaciai kiildetés
Londonba, majd letartoztatas és kétévi maganzarka a bukaresti Securitate hirhedt
vallatokézpontjaban. Sztalin haldla utan szabadon bocsatottak. Az Gtvenes évek
kézepe tajan par évig mint gazdasagi kutaté mikodtem s konyvet irtam Keynes
tanairol. Ennek kapcsan 1959 tavaszan kizartak a partbol és kidobtak a kutatéinté-
zetb6l. Ekkor hataroztam el, hogy szakmat valtoztatok, és 37 éves fejjel visszatérek
ifjukori szerelmemhez, a matematikahoz. (Mindezt megirtam mashol [9].)

Atragtam magam néhany matematikai és operaciokutatéasi konyvon és bedol-
goztam magam a linearis programozésba, mikézben egy bukaresti faipari tervezé
intézetben dolgoztam. Els6 operaciokutatasi munkaimban Hammer Péterrel a szal-
litasi feladat paraméteres valtozatat dolgoztuk ki. Az egészértéki programozas
nem érdekelt kiilonésebben: a valtozok egészértékiiségére vonatkozo feltétel nem
tliint szamomra gyakorlati fontossdgunak. De 1962-ben a tervezdintézeti munkam-
ban olyan erdégazdalkodéasi feladatra bukkantam, amely felnyitotta a szememet az
egészértéki programozas oriasi gyakorlati jelentGségére.

1. Az egészértékil programozas madartavlatboél

Erdéirtasi tervet kellett kidolgoznunk bizonyos parcellakra osztott teriiletre, ahol
meg volt adva minden (homogénnek szamitd) parcellara az ott termd fa mennyi-
sége valamint mindség, fajta és kor alapjan megallapitott értéke, tovabba bizonyos
korlatok az évente betakaritandé fa mennyiségére. Minthogy a betekaritasbol szar-
mazo6 haszon nagyjabol aranyos volt a begyiijtott fa mennyiségével, ugy nézett ki,
hogy egyszeri linearis programozasi feladattal allunk szemben. Kidertilt azonban,
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hogy az egyik 6 koltségtétel semmiképpen sem abrazolhaté linearisan. A kiilon-
boz6 parcellak elérésehez uthalozatot kellett épiteni. Attol fiiggden, hogy melyik
parcellarol lesz fabegytjtés, az uthélozat egyik vagy masik szakasza keriilt volna
megépitésre, és az eziranyu dontések igen bonyolult modon fiiggtek dssze. Az 1. dbra
illusztralja a helyzetet. Ha példaul fat akarunk begytjteni a 9-es parcellardl, akar

1. dbra. Erdéirtasi feladat

sokat, akar keveset, akkor meg kell épiteni az utszakaszt, amely ezt a parcellat a
6-o0s vagy a 8-as parcellahoz koti. Ha viszont ezek barmelyikét megépitjiik, akkor
tovabbi utszakaszok valnak sziikségessé, és igy tovabb. Ez egy 0-1 valtozos progra-
mozasi feladathoz vezetett, és egyszeribdl felnyitotta a szememet az igy felfedezett
abrazolasi eszkoz fontossagara: 0-1-es valtozokkal dbrazolni lehet a legkiilonb6zbb
logikai feltételeket, amelyek jelenléte athatja a mindennapi életben el6fordulé leg-
tobb helyzetet. Mi tobb, a 0-1-es programozas eszkozt szolgéaltat mindenféle nem
konvex, nem folytonos, szabélytalan ¢sszefliggés abrazolasara.

Minthogy akkoriban nem volt forgalomban e tipusu feladat megoldaséara alkal-
mas szamitogépes program, kidolgoztam egy eljarast, amit additiv algoritmusnak
neveztem, mert csak osszeadasi és Osszehasonlitasi miiveleteket hasznalt. Szélesebb
korben implicit leszamlalasként valt ismeretessé. Féként logikai tesztelésbél allt,
amely a kiilonbozs valtozok 0-ra vagy 1-re vald rogzitésének a kovetkezményeit
firkészte ki; igy taldn a jelenkori informatikdban ,feltétel-propagalas” (constra-
int propagation) néven szerepld eljaras szellemi eléfutarjanak tekinthets. Egyszeri
volt szamitogépre programozni, nem igényelt linearis programozasi szoftvert, és
tobbé-kevésbé megbizhatoan képes volt kb. 30 valtozos feladatokat megoldani [1].
Erdéirtasi feladatunk jo néhany kérdésére sikeriilt altala valaszt kapnunk.

Az egészértéki programozés teriilete, amelyre igy rasodrodtam, alig néhany
évvel el6bb vette kezdetét. Az egészértékisegi feltétellel lényegében két modon le-
het megbirkézni. Az egyik abbol all, hogy megvizsgaljuk a lehetséges egészértékii
hozzarendelések egy jol megvalasztott részhalmazat, oly médon, hogy ezaltal koz-
vetve az Osszes ilyen hozzarendelésekkel szamolunk. Ez implicit leszamlalas néven
ismeretes, és legjobban tgy valésithaté meg, amint arra Land és Doig [29] és masok
ramutattak, hogy a feladat linearis relaxiciojabol korlatokat nyeriink az optimalis
megoldas értékére minden, a hozzarendelések altal definialt részfeladatban — innen
a korlatozas és szétvalasztas elnevezés. A masik megkozelités, amelynck uttordje
Gomory [24] volt, megkisérli a megoldashalmazt konvexifikalni, illetve megtalalni
a megengedett egészértékd megoldasok konvex burkat, vagy ha ez nem lehetséges,
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akkor érvényes metszdsikok altal megkozeliteni a konvex burkot, vagyis olyan line-
aris egyenl6tlenségek altal, amelyek lemetszik a megengedett folytonos megoldasok
egy részhalmazét, de nem metszenek le megengedett egészértéki pontot. A 2(a) és
2(b) dbrdk illusztraljak e két megkozelitést.

2(a) dbra. Leszamlalas: 2(b) dbra. Konvexifikalas:
korlatozas és szétvalasztas metszési modszerek

A hatvanas évek kozepe tajan furcsa helyzet alakult ki az egészértéki prog-
ramozas terén. Implicit leszamlalasi, vagyis korlatozas-és-szétvalasztasi eljarasokat
sikeresen programoztak szamitogépre és hasznaltak a gyakorlatban eléfordulo kis
vagy néha kozepes nagysagu feladatok megoldéasara. Viszont ezek az algoritmusok,
habar idével joval kifinomultabbak lettek eredeti prototipusaiknal, nem épiiltek
semmilyen mélyebb meglatasra a feladat tulajdonsagait illetGen, és nem voltak al-
kalmasak arra, hogy alapul szolgaljanak elméleti vizsgalatokhoz. Mi tobb, ezek az
algoritmusok termeészetiiknél fogva exponenciilis komplexitastak voltak. Masrészt
a konvexifikalasi megkozelités, amely azzal kecsegtetett hogy a latszolag megold-
hatatlan egészértékii programozasi feladatot a konvex burokra alkalmazott line-
aris programozéasi feladatra vezeti vissza, komoly elméleti erdfeszitéseket valtott
ki, amelyek jelentGs eredményeket értek el a kiillonbo6z6 metszésikok tulajdonsagait
illetéen, lapmeghatéarozo metszések jellemzése terén, stb., de mindezek az ered-
mények j6 ideig nem vezettek még csak mérsékelten hatékony algoritmusokhoz
vagy programokhoz sem. Igy tehat, mig az elméleti munka és ercfeszitések zome
a metsz6sikokra Osszpontosult, mikor gyakorlati feladatok megoldéasara keriilt a
sor, az egyetlen fajta hasznalhatod szoftver a korlatozas-és-szétvalasztas valamelyik
variansa volt, és az is csak aranylag kis feladatokkal volt képes megbirkézni. Az
egész teriilet bizonyos fajta skizofrénidban szenvedett: az alkalmazott operacioku-
tatok eskiidtek a korlatozas és szétvalasztasra és lekicsinylGen viszonyultak a met-
sz6sikos megkozelitéshez, amit gyakorlati jelentGség nélkiili elméletnek tartottak;
mikézben a matematikus-kutatok majdnem kizarélagosan a metszdsik-elméletre
osszpontositottak erdfeszitéseiket, és a leszamlalasi eljarasokat lekicsinylden gya-
loglo, nyers erén alapulé modszerként kezelték. De e hasadéastol eltekintve is, a
hatvanas években kezd6ds két, két és fél évtizeden at az egészértéki programo-
z4s egyrészt mint kvazi-egyetemes modellezési eszkoz valt ismertté, amellyel szinte
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barmilyen helyzetet vagy feltételt kielégits hiiséggel lehet 4brazolni, méasrészt mint
olyan modell-kategoria, amelyet a gyakorlatban megoldani csak kifejezetten kis-
méretii feladatok esetében lehet. Ez a helyzet a nyolcvanas évek végéig tartott,
amikor végiil is a metszdsikok gyakorlatilag hasznosnak bizonyultak: leszamlalas-
sal kombinalva, ,branch-and-cut” (szétvalasztas-és-metszés) vagy ,cut-and-branch”
(metszés-és-szétvalasztas) néven (a kettd nem ugyanaz), a kilencvenes évek kozepe
felé mar sikeriilt megoldaniok jelentds részét azoknak a feladatoknak, amikkel a le-
szamlalasi algoritmusok nem voltak képesek megbirkozni. Végiil is mondhatni, hogy
az utolso tizenot évben gyokeresen kibéviilt az egészértéki programozés gyakorlati
alkalmazhatésaga.

Ezt a valtozast csupan két ténnyel szeretném illusztralni:

-----

minden szamottevs képvisel§jének részvételével, ahol 24 el6adas és 16 bizottsagi
jelentés hangzott el a szakma allasarol [27]. Az el6adasok koziil egyetlenegy tartal-
mazott szamitasi eredményeket: a szerzék négy kisebb méreti feladattal probaltak
megbirkézni, amelyekbdl harmat sikeriilt is megoldani. A jelentések értékelése sze-
rint egészértékd programozasban sikeres megoldasra csak 30-nal kevesebb egészér-
téki valtozo esetében lehet szamitani.

¢ 2003 nyaran Koppenhéagaban, a 18-dik Nemzetkozi Matematikai Programo-
zasi Konferencian, el6adas hangzott el az emelés-és-vetités tipust metszéseknek az
XPRESS nevii kereskedelmi szoftver egészértékii programozasi modulusdba vald
integralasarol. Egyebek kozott az el6ado, M. Perregaard [32], beszamolt szaznal
tobb nehéz, tobbnyire sokszaz valtozos egészértéki programozasi feladaton végzett
szamitasi kisérleteirdl, amelyek soran a 113 lefuttatott feladat koziil 95-6t sikeriilt
egyenként 30 percen beliil (legtobb esetben masodpercek alatt) megoldania.

Minek tudhato be ez az ugrasszeri valtozas? Tobb tényezs is kozrejatszott:
gyorsabb szamitégépek, hatékonyabb és megbizhatobb linearis programozasi szoft-
ver, stb.; de nem utolsé6 sorban szamottevs javulds a metszési modszerek téren,
egyrészt maguknak a metsz6sikoknak a mindségében, masrészt a metszdsikoknak
a szétvalasztasi folyamatba valé beagyazasa révén. Ebben az Osszefiiggésben nem
kis elégtétellel éltem meg a kilencvenes évek elején az emelés-és-vetités néven is-
mertté valt modszer sikerét, amelynek gyokerei a hetvenes évek elején kidolgozott
diszjunktiv programozéasi modszerre nytlnak vissza.

Mi is a diszjunktiv programozas, és hogyan keveredtem bele?

2. Atszurasos metszések

Mint emlitettem, jémagam a leszamlalasi/szétvalasztasi bejaraton &t léptem az
egészértékii programozas teriiletére. Ennek ellenére, habar az additiv algoritmu-
som a hatvanas években roppant népszeri volt, és a hetvenes évek kozepéig az is
maradt, én magam élénken érzékeltem e megkozelités korlatozott voltat, és a hatva-
nas évek vége fele konvexifikalassal kezdtem foglalkozni. Az akkor divatos iranyzat
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a metszdsik-kutatas terén a csoportelméleti megkozelités volt; de minthogy érdek-
l6désem kozpontjaban a tiszta és vegyes 0-1-es programozas allt, mas iranyba for-
dultam, és a konvex analizis fogalmait és eszkozeit probaltam felhasznalni, mint
pl. a polaritas, vetités, maximalis konvex bévités stb. Rajottem, hogy igen érdekes
metszGsik-csalddot lehet elGallitani olyan tetszéleges konvex S halmaz segitségé-
vel, amely tartalmazza a feladat lineris relaxaci6janak poliéderét, de amelynek
belseje nem tartalmaz megengedett egészértékd pontot [2]. Ez gy torténik, hogy
megoldjuk a feladat linearis programozési relaxaciéjat, és az optimalis megoldas
altal meghatarozott poliedralis kénusz minden extremalis sugaraval atszirjuk az
adott S halmaz hatarat. Az igy nyert atszurasi pontok uigynevezett atszirasos met-
szést (intersection cut) hataroznak meg, amely levagja a linearis program optimu-
mat, de nem vag le megengedett egészértékd pontot. Ezt a 3. abra illusztralja, ahol
LP := {z : Az > b} a linearis relaxdci6 megengedett halmaza, T a linearis program
optimélis megoldésa, az S halmaz a két linearis egyenlétlenség altal meghatérozott
feltérnek a metszete, és a két Atszirasi ponton Atmendé pontozott vonal 4brazolja

alz < B a’z < B,

3. dbra. Atszurésos metszés

az atszirasos metszést. Aszerint, hogy hogyan véalasztjuk meg a konvex S halmazt,
kiilénb6z8 tulajdonsagn atszurasos metszést kapunk. Ha példaul S az egységkocka
két szembenallo lapjat tartalmazo két sik altal meghatarozott féltér metszése, ak-
kor a vegyes egészértékdi Gomory [25] féle metszSsikkal kozeli rokonsagban levé
atszurasos metszdsikot nyeriink. Minthogy a metszés mélysége az S halmaz alak-
jatol és nagysagatol fiigg, egy ideig az egységkockat tartalmazoé kiillonbozé formaju
halmazok maximaélis konvex b&vitését vizsgaltam, ami elvezetett a konvex burok
kiilsé polarisanak a fogalmahoz, mint a legnagyobb olyan konvex halmazhoz ame-
lyet tulajdonséagai alkalmassa tesznek atszurasos metszdosikok elGallitasara [3].

Masrészt rovidesen kideriilt, hogy minden atszurasos metszés egyarant tekint-
hetd diszjunktiv, vagyis diszjunkciébol nyert metszésnek is. Ha ugyanis az S kon-
vex halmazt példaul két, az alx < f; és o’z < s egyenlStlenségek altal definialt
féltér hatarozza meg, mint a 3. dbrdn, akkor az a feltétel miszerint az S halmaz-
nak nem szabad megengedett egészérték( pontot mint belsé pontot tartalmaznia,
egyenértékii azzal a feltétellel, hogy minden megengedett egészértéki pontnak ki
kell elégitenie az (a'z > 1) V (a’z > ) diszjunkciot, és az S konvex halmaz-
bol nyert atszirasos metszést egyarant tekinthetjiik ebbdl a diszjunkeiébol nyert
diszjunktiv metszésnek. Mindez rendben volna, de ha az atszirasos metszés és a
diszjunktiv metszés kozotti kiilonbség csak értelmezésen mulik, vagyis csupan ter-
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minolégiai, akkor mi a jelentsége a terminolégiavaltasnak? Az igazsag az, hogy a
megvaltozott nézépont fontos 4j altalanositasokat sugalmaz. Ha feladatunk linearis -
programozasi relaxacioja példaul LP := {z : Az > b}, akkor a fenti diszjunktiv
feltételt megtoldhatjuk e rendszernek mindkét taghoz valé hozzacsatolasaval, és a

Az > b Az > b
0 (alxzbl) V<a2x2ﬂ2>
feltételt nyerjiik. E diszjunkciénak nyilvan mindkét tagja poliéder, tehat e mellett
a diszjunktiv feltétel mellett optimalizalni annyi, mint poliéderek uniéjan optima-
lizalni. Mi tébb, a 3. dbra példidjanak esetében a két poliéder egyike egy pontra
redukalodik, a masika pedig iires, és igy a két poliéder uniojanak konvex burka
egyetlen pontbol all (lasd a 4. dbrat).

T

Az > b

Y
C

alz > f a’z >

4. dbra. A diszjunktiv halmaz konvex burka

3. Diszjunktiv programozas

Igy jutottam el tehat a diszjunktiv programozashoz, mint konvex poliéderek uni-
6jan valo optimalizalashoz. Konvex poliéderek unioja persze nem konvex halmaz.
Altalanosabban diszjunktiv programozason olyan optimalizalasi feladatot értiink,
amelynek feltételei konjunkcié és diszjunkei6 altal 6sszekotott egyenlStlenségek. Az
ilyen feladat megengedett megoldasainak halmazat diszjunktiv halmaznak, réviden
d-halmaznak nevezziik. Egy diszjunktiv halmaz tobb alakban is kifejezhetd; ezek
legfontosabbika a diszjunktiv normal alak és a konjunktiv normal alak. Réviden:
a diszjunktiv normal alak olyan diszjunkci6, amelynek minden tagja diszjunkcio-
mentes; és a konjunktiv normal alak olyan konjunkcié, amelynek minden tényezdje
konjunkciéo-mentes. A diszjunktiv programozas {6 alkalmazasi teriilete és az érdek-
16désem kozéppontja a tiszta és vegyes 0-l-es programozas volt; de persze ez a
keret és maga a fogalom ennél joval tagabb szférat olel fel.

A diszjunktiv programozasnak két alapvets eredménye van, ami a 0-1-es prog-
ramozasra donté modon relevans [4, 5, 6]. Az els6 konvex poliéderek uniojara vo-
natkozik, vagyis diszjunktiv normal alakban megadott d-halmazra. Azt mondja ki,
hogy poliéderek uni6janak zart konvex burka tomoéren &brazolhaté magasabb di-
menzi6ji térben. Ebben az abrazolasban a véltozok és feltételek szama lineéris
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fiiggvénye az unié tagjai szamanak, tehat nem tul nagyszamu poliéder uniéjanak
konvex burka hatékonyan elGallithaté. A mésodik eredmény bizonyos gyakori tulaj-
donsaggal rendelkezd, konjunktiv normal alakban megadott d-halmazra vonatkozik.
Azt mondja ki, hogy az ilyen d-halmaz zart konvex burka elallithato a diszjunkciok
egyenkénti, egymas utani aktivaltatasaval, tehat annyi lépésben, amennyi az els-
fordulé diszjunkciok szama. Minden 1épés egy-egy tjabb diszjunkciot aktivaltat és
elgallitja az igy definialt (d&tmeneti) d-halmaz konvex burkat. Az utolso lépés ered-
ménye az eredeti d-halmaz zart konvex burka. Ime a részletek:

Adva lévén poliéderek egy véges sokasaga az n-dimenziés térben, P; := {z €
R™ : Az > b'} # 0, i € Q, hatarozzuk meg az adott poliéderek uni6janak zart
konvex burkat, vagyis Pg-t, ahol Py = conv( U Pi) és conv (S) az S halmaz zart

i€Q

konvex burkét jelenti. Vezessiink be az unié minden tagjara egy (n + 1)-dimenzios
vektort, (y*,y)-t, és ezek segitségével definidljuk az M halmazt mint

M= {(x, (05 4 hieq) : == X0F : §€Q) =0
Aty —biyg >0
ys >0,i€Q

Yh:ieQ)=1 }

Legyen Proj, (M) az M halmaz vetiilete az z vektort tartalmazo altérre.
1. tétel. Py = Proj, (M).

Az M halmaz tehat a poliéderek uniojanak konvex burkat abrazolja maga-
sabb dimenzidju térben. Az abrazolas linearis, és az M-et definialé rendszer min-
den bazismegoldasa a kévetkezd format dlti: (y*, y&) = (x, 1) bizonyos k indexre, és
(y*,y$) = (0,0) minden k-t6l kiilonboz6 i-re. Megjegyzendd, hogy bar az M defi-
nicidja nem tartalmaz egészértékiiségi kovetelményt, az yj valtozok értéke minden
bazismegoldasban 0 vagy 1.

Marmost ahhoz, hogy az unié konvex burkit az eredeti, z-et tartalmazé térben
abrazolhassuk, vagyis hogy elGallithassuk Pg-t, az M vetiiletét, sziikségiink van az
a.n. vetitési konuszra:

W= { (a8, {u'}icq) : @ = w'A, f<ut!, u' 20, i€ Q}.
2. tétel.
Po={z€R" : az > B, V(a, ) € Wp},

ahol

Wo:={(e.) : I, i€ Q, (o8 {u'}icq) €W}
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Ha marmost a Pg halmaz kénikus polarisat mint az 6sszes Pg-ra érvényes
metszések (egyenlStlenségek) halmazat definialjuk, vagyis

P = {(a,8) e R™*' : az > B, Vz € Py},

azt latjuk, hogy Pj = Wy.

A 0-l-es programozas esetében, ha a lineéris relaxicié megengedett halmaza
P:={z € R} : Az > b} és az x; valtozora kimondjuk a 0-1 feltételt, ezzel két
poliédert hozunk létre, Pjp := {x € R} : Az > b, z; = 0} és Pj; := {z € RY} :
Az > b, z; = 1}, és a conv (Pjo U Pj;)-t magasabb dimenzi6ja térben abrazolo M
halmaz a kovetkezd alakot olti:

M = {(:c,y,yo,::,zo) € REL““UZ T— Yy = 7 =0
Ay — byo >0
= 4 =0
Az —bzg >0
< — 2o =)
Yo + 29 = 1}.

Ha most az M halmazt levetitjiik az z alterére, azt kapjuk, hogy
conv (Pjo U Pj1) = {x € R} : ax > 8, (a, B) € Wo},
ahol a konvex burkot definialé egyenlétlenségek halmaza
Wo := {(a,8) € R™! : a > uA — uge;
a > vA + voe;
B < ub
B <vb + vy
u,v >0 }
A diszjunktiv programozas masodik alapvets eredménye az olyan d-halmazra

vonatkozik, amely a kovetkezs tulajdonsaggal rendelkezik. Legyen a szébanforgo
d-halmaz konjunktiv normal alakja

VB — {x € R™ : Az > b, \/ (dh'.”l: ng), 4= 1,.‘.,t}.
heQ;
A D diszjunktiv halmazt ,oldal-képz&™nek (facial) nevezziik, ha a d"z > dff egyen-
16tlenségek mindegyike az Az > b altal definialt poliédernek egy oldalat hatarozza

meg. Példaul a vegyes 0-1-es feladat megengedett megoldasainak halmaza, mint
konjunktiv normal alakban felirt d-halmaz igy néz ki:

{zeR} : Az > b, z; <0Ve; > 1, Al o

ahol p < n, A-nak n oszlopa van, és az Ar > b rendszer tartalmazza az x < 1
feltételeket. Ez a d-halmaz nyilvan oldal-képz6, hiszen 2; < 0és z; > 1 az Az > b
és x > 0 feltételek altal definialt poliédernek egy-egy oldalat hatarozzak meg.
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Marmost a szoébanforgé tulajdonsag abbél all, hogy oldal-képzé d-halmaz kon-
vex burkat elallithatjuk ugy, hogy a diszjunkciokat egyenként, tetszéleges sorrend-
ben alkalmazzuk, és minden Gjabb diszjunkci6 alkalmazasa utén elsallitjuk az ebbél
keletkezd d-halmaz konvex burkat. Ezt az eljarast ,egyenkénti” vagy ,sor szerinti”
(sequential) konvexifikalasnak nevezziik, és kozelebbrél igy néz ki: Tegyiik fel hogy
a fenti D halmaz oldal-képz6. Definidljuk P°-at, P® := {z € R™ : Az > b}, és
Vi T,

PJ := conv <Pf-1 N {r BVE o d{;)}).

heq;

Ekkor érvényes a
3. tétel. P! = conv (D).

Ha példéul D egy vegyes 0-l-es poliéder, ahol a diszjunkciok az z; € {0,1},
j=1,...,t alakot 6ltik és P° := {z € R : Az > b}, akkor

PJ .= conv (Pj‘lﬂ{x :vxj c {0,1}}), e [

és P! a tétel szerint a megengedett 0-1-es megoldasok konvex burka.

Igy tehat a vegyes 0—1-es programozasi feladat p lépésben megoldhato, ahol
p a 0-1-es valtozok szama. Itt egy lépés abbdl all, hogy a 0-1 feltételt egy valto-
zéra, mondjuk z;-re, alkalmazzuk, és az igy nyert Pjo és P;; poliéderek unidjanak
elgallitjuk a konvex burkat.

Mig a (tiszta vagy vegyes) 0-l-es programozasi feladat oldal-képzd, a (tiszta
vagy vegyes) egészértéki programozasi feladat, amely, ha korl4tos, szintén megfo-
galmazhato diszjunktiv programozasi feladatként, nem oldal-képzs, ezért ez utébbi
esetben a megengedett megoldéasok konvex burka nem allithaté el sor szerinti el-
jarassal. A diszjunktiv programozéis egyik korai eredménye volt, hogy felfedte a
tiszta és vegyes 0-1-es programozasi feladatnak eme legfontosabb megkiilénboztetd
vonasat az altalanos egészértékid programozason beliil.

4. Emelés és vetités mint metszési moédszer

Ezeket, és az ezekhez kapcsolodé mas eredményeket egy 1974 juliusi kéziratban
(technical report) fejtettem ki [4]. Minthogy azonban szamitési eredményekkel nem
tudtam &ket aldtdmasztani, szakmai korokben hivos fogadtatasban részesiiltek.
Egy-két fiatal kutato kivételével, mint R. G. Jeroslow és C. Blair, akik bekapcsolod-
tak ebbe a kutatési iranyba és lényeges hozzajarulasokkal gazdagitottak a teriiletet
[19, 28], a mértékado szakmai korok szkeptikusak voltak. Igy példaul a fent emli-
tett kéziratom annak idején nem jelent meg nyomtatasban, minthogy nem voltam
hajland6é egy referens szaja ize szerint atirni. A kovetkezd 25 év alatt szdmtalan
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kérést kaptam a MSRR 348-as szamu kézirat egy-egy példanyara, de nyomtatés-
ban nem kertilt kozlésre 1998-ig, amikor is mint felkérésre frott cikk jelent meg két
disztingvalt kolléga méltato elGszavaval.

Ugy latszik hogy a latin mondas, habent sua fata libelli (minden konyvnek
megvan a maga sorsa), elméletekre is all. Habar a diszjunktiv programozas beindi-
tasa idején, a hetvenes évek kozepe tajan, hiivos fogadtatasban részesiilt, mikor ugy
15 évvel késébb Ceria, Cornuéjols és jomagam lényegében ugyanezeket az eredmé-
nyeket 0j keretben mutattuk be, ,emelés és vetités” (lift and project) elnevezéssel és
szamitasi eredményekkel alatamasztva, a visszhang egészen mas volt. A diszjunktiv
programozas eszméihez valo visszatérésiinket a Lovasz és Schrijvernek [30] a méat-
rix kénuszokra vonatkozé igen érdekes munkaja valtotta ki. Roviddel miutan ezzel
megismerkedtiink, rajottiink hogy a Lovasz—Schrijver-eljarasnak egy leegyszertisi-
tett variansa izomorfikus azzal a fent vazolt diszjunktiv programozasi eljarassal,
amely egy vegyes 0-1-es feladat megengedett pontjainak konvex burkat allitja eld
t lépésben [10]. Ezuttal munkankat az algoritmikus aspektusokra Gsszpontositot-
tuk, és hatékony szamitogépes programot is produkaltunk MIPO (Mixed Integer
Program Otimizer) néven. A MIPO segitségével kimutattuk, hogy a diszjunktiv
metszések bizonyos fajtaja, amelyet emelés és vetitési (E&V) metszésnek keresz-
teltiink, kombinalva egy felerdsitési eljarassal és beagyazva egy korlatozas és szét-
valasztasi séméba, képes megoldani a legtobb ismert vegyes 0-1-es programozasi
feladatot amellyel az akkor forgalomban lévé szamitogépi programok nem voltak
képesek megbirkozni [11].

Konkréten, az emelés-és-vetités eljarassal ugy allitunk el metszéseket, hogy a
dés egy 0-1-re korlatozott, de nem egészértékii komponensére, mondjuk a j-edikre,
alkalmazzuk az z; < 0 V z; > 1 diszjunkciot, annak az (1) szerinti kib6vitett alak-
jaban. Az ebbél ered6 két poliéder uni6janak konvex burkat a 3. szakaszban leirt
M halmaz segitségével abrazoljuk, és vetités ttjan e konvex burok egy megfelelGen
megvalasztott egyenlGtlenségét allitjuk el mint a helyileg ,legmélyebb” E&V met-
szést. ,Legmélyebb”-nek az T pont altal maximalisan megszegett egyenlStlenséget,
illetve metszést nevezziik. E célbol az alabbi ugynevezett Metszés-El6allito Linearis
Programot (MELP-t) oldjuk meg:

min {Za — 3 : (a,B) € WoN S},
ahol Wy a 3. szakaszban bevezetett konusz és S egy normalizalé feltétel, mint
példaul g € {1,-1}, vagy Zj laj| < 1. Ha az MELP optimélis megoldasa
(CY,,B,'U.,U(),'U,’U()), akkor

4. tétel. A keresett legmélyebb E&V metszés ax > [3, és ennek egyiitthatoi

max {uay — ug,vap +vo} h=j
ap = .
max {uax, van} he{l,...,n}\ {5}
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és
B = min {ub, vb + vo}.

Az MELP szerepe a metszés elGallitasdban a kivetkezéképpen értelmezhets.
Mint emlitettiik, az elGallitand6 metszést az (1) alaku diszjunkciobol szarmaztatjuk
(ahol az alz > B, V o2z > 3, feltételt a —zj >0 V z; > 1 feltétel helyettesiti).
Ez felfoghato ugy, hogy az (1) mindkét tagjat a tag egyenlStlenségeinek pozitiv
linearis kombinaciojaval helyettesitjiik:

((uA - uoej)z > ub) vV ((vA+ voe;)z > vb+ vy),

ahol a metszés ,ereje” vagy ,mélysége” a két tag egyenl6tlenségeinek sulyozasa-
tol fligg, vagyis az u, ug, v, vo multiplikitorok megvalasztasan mulik. Az MELP
hivatasa ezt a sulyozést optimalizalni.

A fenti metszés kizarolag az x;-re alkalmazott diszjunkci6 folyomanya. Ha a
tobbi valtozok valamelyike ugyancsak egészértékiiségi feltételnek van alévetve, ak-
kor ezt a fentebbi metszés felerdsitésére lehet felhasznalni [12]. Ha az ilyen valtozok
index-halmaza N7, akkor

5. tétel. A felerdsitett E&V metszés yx > 3, ahol

min {uah + ug [mn],vap — vo|mp | }, h e N,
Gh =
ap, egyébként

myp = (vap — uay)/(uo + vo).
(Itt [my| és |mp] az my, felkerekitett, illetve lekerekitett egész értéke).

Az emelés-és-vetitési modszer sikere felkeltette a gyakorlati korok érdeklGdését
a sokaig elhanyagolt metszési médszerek irant altalaban. Kideriilt, hogy a korab-
ban gyakorlatilag haszontalannak itélt Gomory-féle metszések is hasznosithatoak,
ha megfelel6 médon bedgyazzak Gket egy korlatozasi és szétvalasztasi séemaba. Mint-
hogy ez utébbi metszések szamitégépes programozasa roppant egyszerd, a kilenc-
venes évek vége felé mar részeivé valtak a vezets kereskedelmi szoftvernek [18].

Az E&V metszdsikok elsallitasa a fent vazolt modon, habar kutatasi szoftver-
ben érdekes eredményekre vezetett (lasd pl. [20]-at), akkoriban még tul szamita-
sigényesnek nézett ki ahhoz, hogy kereskedelmi szoftverben alkalmazésa keriiljon.
E téren 2002-ben tortént meg az attorés, amikor is M. Perregaard-dal sikertilt egy
pontos megfeleltetést talalnunk a magasabb dimenzioju térben felallitott MELP
és az eredeti linearis program (LP) bazisai kozott [15]. Ez lehetévé tette, hogy az
MELP-et implicite oldjuk meg az eredeti LP szimplex tablajan. Ugyanis a megfelel-
tetés alapjan az MELP minden eleme, beleértve a redukalt koltség-koefficienseket,
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amelyeknek az elGjelei iranyitjak az optimalizalasi eljaras baziscseréit, kiszamitha-
tok az eredeti LP szimplex tablajanak az adataibol. Igy tehat az MELP megoldasi
folyamaténak iterdciéit mimelni lehet az eredeti LP szimplex tablijan. Az erre a
megfeleltetésre alapozott uj eljaras sokszoros megtakaritast eredményezett az opti-
malis E&V metszések elGallitasaban, és igy lehetéve tette az XPRESS kereskedelmi
szoftver egészértéki programozisi modulusiba valé beagyazasat, ami lényegesen
megnéovelte a modulus hatékonysagat [32].

5. Parosithato részgrafok poliédere

Kombinatorikus optimalizalasi feladatok altalaban nehezek; de ha a feladat linearis
relaxéltjanak van valamilyen elényos tulajdonsaga, mint példaul a teljes unimodu-
laritas, akkor a feladat kénnytivé valik. Néha egy feladat relaxéltja bizonyos abra-
zolasban, mondjuk mint P := {z € R™ : Cr < d}, nem mutat semmilyen kedvezd
tulajdonséagot, de ha jabb valtozok bevezetésével magasabb dimenzioju térben ab-
razoljuk (emelés!), mondjuk mint Q := {(z,y) € R® x RP : Az + By < b}, akkor
e ,bovitett megfogalmazas™ban (extended formulation) felbukkanhat a relaxaltnak
valamilyen elényos tulajdonsdga. Ha e tulajdonsag alapjan sikeriil kimutatnunk,
hogy a relaxalt bazismegoldasai, vagyis a ) csicspontjai, egészértékiiek, akkor Q-
nak az eredeti altérre valo vetitése megorzi ezt a tulajdonsagot. Tehat ha sikeriil
bebizonyitani, hogy P = Proj(Q), akkor bebizonyitottuk, hogy P egészértékii po-
lieder.

Tegyiik fel példaul, hogy adva van a G = (V, E) paros graf, és jellemezni akar-
juk a V cstcshalmaz olyan W részhalmazait, amelyek teljesen parosithaté G[W|
részgrafot feszitenek. Bar elsé hallasra ez a feladat kissé mesterkéltnek tiinik, valo-
jaban egy gyakorlati iitemezési feladat kapcsan mertilt fel. Egy holland varosi au-
tobusztarsasag szaméara kellett a soférok napi menetrendjét osszeallitani ugy, hogy
adott utvonalakat optimélisan fedezzenek. Ez egy jolismert halmazfedési feladat,
amelynek standard megfogalmazasa

min {cz : Az > ¢, z € {0,1}"}.

Itt e az 1-esek vektora, c egy koltségvektor, és A az a 0-1-es matrix, amelynek sorai
egy-egy utvonalszakasz lefedési lehet&ségeit, oszlopai pedig egy-egy sofér lehetséges
napi menetrendjeit dbrazoljak; a feladat tehat az sszes lehetséges menetrendekbdl
egy optimalis kombinaciot kivalasztani. A baj ez esetben az volt, hogy az Osszes
lehetséges menetrendeknek, vagyis az A oszlopainak a szama tul nagy volt. Koze-
lebbi vizsgélatra azonban kideriilt, hogy az A minden oszlopa egy reggeli és egy
délutani menetrend kombinaciojabol allt, és az oszlopok nagy szama abbol eredt,
hogy minden megengedett, vagyis idében és térben kompatibilis kombinaciot expli-
cite elGallitottak. Ha tehat a reggeli, illetve délutani lehetséges menetrendek szama
ny, illetve ng, és a megengedett kombinaciok aranya (az Osszes lehetséges kom-
binaciékhoz viszonyitva) r, akkor az A oszlopainak szama r x n; X ng. Ha ezzel
szemben a reggeli és délutani menetrendeket olyan kiilon-kiilon feladatként kezel-
jiik, amelyeknek a megoldasai bizonyos kompatibilitasi feltételnek kell, hogy eleget
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tegyenek, akkor az alabbi feladatot kapjuk. Legyen G = (V,E) az a péros graf,
amelynek csicsai a reggeli (V1), illetve déluténi (V) lehetséges menetrendeket kép-
viselik, legyen (z!,z2) a (Vi, V5)-hoz rendelt karakterisztikus vektor, és legyen E
a kompatibilis menetrendparok listaja, vagyis (i,j) € E akkor és csak akkor, ha a
reggeli 4 menetrend kompatibilis a délutani j menetrenddel. Keressiik a c'z! + c2z2
fiiggvény minimumat a kovetkezo feltételek mellett:

(a) Als? > é!, A%2? > e?;

(b) z! € {0,1}™, 22 € {0,1}"2; és

(c) G[W (z!,2%)] a G teljesen péarosithaté részgrafja.

Itt az (a) feltétel az Az > e reggeli és délutani megfelelsit fejezi ki, mig a (c)
feltételben elsforduls W (z!, z2) az (z!,2?) altal definialt csicshalmaz, és G[W] a
G-nek a W éltal feszitett részgrafja. Az igy megfogalmazott feladatnak csak nq +ny
valtozoja van (r x ny X ny helyett), viszont a (c) feltételt olyan egyenlStlenség-
rendszerrel kell abrazolni, amely a G graf teljesen péarosithat6 részgrafjait feszit
csucshalmazok karakterisztikus vektorainak konvex burkat definialja. Nevezziik ezt
a G graf teljesen parosithato részgrafjai poliéderének és jeloljik P-vel. Haa W C V
csticshalmazt képvisel6 binaris vektort z'V-vel jeloljiik, akkor a keresett jellemzés
targya

P:=conv {z" : W C V, G[W] teljesen parosithato}.
Méarmost a Kénig-Hall-tétel [26] szerint G paros graf G[W] részgrafja akkor és csak
akkor teljesen pérosithato, ha
(l) IW Bl V1| = |Wﬂ VQI, és
(ii) minden S € W NV} részhalmazra all, hogy
S| < |N(8)),

ahol N(S) :={j e WnV, : 3i € S, (i,j) € E}. Ha ezt étiiltetjiik a 0-1-es
valtozokban kifejezett linearis egyenlétlenségek nyelvére, azt kapjuk hogy
P := conv {3: € {0,1}" : z(V;) —z(Vo) =0
z(S) —z(N(S)) <0, SCVi }.

Ezzel kapcsolatban felmeril a kérdés, hogy nem foloslegesek-e a 0-1-es fel-
tételek, illetve nem egészértékd poliéder-e a P linearis programozasi relaxaltja.
Megjegyzendd, hogy a fenti egyenlStlenség-rendszer koefficiens-matrixa szemmel
lathaté6an nem teljesen unimoduléris. Hogy a kérdést megvalaszoljuk, abrazoljuk a
feladatot a csics- és él-valtozok terében (emelés!), vagyis vezessiink be minden (i, j)
élre egy w; €l-valtozot, és jeloljiik u(i, N(i)) := 32, (wij : j € N(1)), w(N(j),j) =
Yo (uij :1 €N (])) Akkor a feladatunkat a kovetkezd egyenlStlenség-rendszer
adja meg:

u(i, N(i)) — z; = ieW;
(2) u(N(4),4) —z;=0 eV
uijZO’ (ivj)eEyOSijSl,jEV
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E rendszer teljesen unimodularis, tehat a neki megfelels poliéder egészértéki.
Méarmost konnyi belatni, hogy egy W C V csiicshalmaz akkor és csak akkor fesziti
a G teljesen parosithato részgrafjat, ha az z; = 1,i€ W, z; =0,i € V\W
altal (2) révén definiélt egyenlStlenség-rendszer megoldhaté. Tehéat a (2) rendszer
feladatunknak érvényes ,megemelt” abrazolasa. S6t, ez az abrazolas megadja a
kulcsot kérdésiink megvélaszolasara [16]:

6. tétel.
Pi= {mGR" <l
(V1) —x(V2) =0
=(S) - z(N(S)) <0, SC V1 }.

A tétel bizonyitasa abbol 4ll hogy kimutatjuk miszerint P a (2) altal definialt
poliéder vetiilete az z-et tartalmazo altérre. A (2) vetitési konusza

WZI{UERn : —v;+v; 20, 1€Vh, JE€ Vs, (’L,_’])EE
v >0, ieV)

és ennek extremalis iranyai azok a v vektorok amelyekre létezik olyan o > 0, hogy
vagy

(a)

a hai=j"€V,
Vi =
"o haieviuwi\ {5*},

vagy pedig

(b) i
0 egyébkeént,

{a ha i€ SUN(S)

V; =

ahol G[S U N(S)] ésszefiiggs graf. Minthogy a vetités szabalyai értelmében a (2)
altal definialt halmaz vetiilete

P .= {xeR" v <0, z(V1) —z(Ve) =0, 0<x <1, v€E extr W},

nem nehéz kimutatni, hogy az (a) eset v vektorai az z > 0 feltételeket eredményezik
(foloslegesen), mig a (b) eset v vektorai az z(S) — z(N(S)) < 0 egyenlGtlenségeket
produkéljak minden olyan S-re, S C Vi, amelyre az S U N(S) csticshalmaz Gssze-
fiiggd részgrafot feszit. A bizonyitas mellékeredményeként tehat azt kapjuk, hogy
a Kénig-Hall-tételben elég ha a (ii) feltétel minden Gsszefiiggd részgrafot feszité
csucshalmazra all.

A fenti feladat paros grafra vonatkozott. Ha most ugyanazt a feladatot élta-
lanos grafra vonatkozoélag vetjiik fel, ezzel mar joval keményebb fiba vagjuk fej-
szénket. Az eljards nagy vonalaiban ugyanaz, vagyis a feladatot él-valtozok beve-
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zetésével magasabb dimenzi6ju térbe emeljiik. Ezzel az dbrézolassal a (2) helyett
a kovetkez6 egyenlGtlenség-rendszert kapjuk:

u(6(i)) —zi =0, 1eV
(3) u(v(S)) < (ISI-1)/2, Seq
w20, (1,9)e B, 0<z; <1, JEV

ahol G = (V,E) a szébanforgo graf, Q := {S C V : [S| > 3 és paratlan},
6(6):={(i,5) € E : jeV\{i}},v(S):={(i,j) € E : i,j € S}.

A (2)-t8] eltérGen, a (3)-as rendszer exponencialis szamii egyenlétlenségbdl
all, és a rendszer koefficiens-méatrixa nem teljesen unimodularis. Ennek ellenére,
Edmonds jol ismert tételébdl [22] kovetkezik, hogy a (3)-as rendszer minden bazis-
megoldésa, vagyis a megfelels poliéder minden csticspontja, egészértéki. Igy téhat,
akarcsak a paros graf esetében, a G teljesen parosithato részgrafjait feszité csiicshal-
mazok poliedérét, vagyis ezen csucshalmazok karakterisztikus vektorainak konvex
burkat — jeloljiik ezt ismét P-vel — megkaphatjuk a (3)-as rendszer megoldashal-
mazanak az z-et tartalmazd altérre vald levetitése révén. Maga a vetités szintén
bonyolultabb, mint paros graf esetében, ugyanis a vetitési konusz

W= {(y,z) eRVIXRIU: —yi+y;+d (25 : 4,5 €5, S€Q) >0, (i,5) € E}

exponencialis dimenzioju, és nem minden esetben hegyes (cstcsos). Ennek ellenére
kimutathaté, hogy a vetiilet minden nem-trivialis (vagyis az z; > 0ész; <1 tipu-
sutél kilonbozs) lapja axr < ag forméajt, ahol a = —y és ag = Y (z . (|S| = 1)/2 :
S € Q), (y,z) pedig a W koénusz egy extremalis iranya. Az e tétel segitségével
eszkozolt vetités a kovetkezs vetiiletet eredményezi, ahol k(S) a G[S] komponense-
inek szama [17]:

7. tétel.

P::{mER" =<
z(S) — z(N(S)) <|S| — k(S) minden olyan S-re, melyre

G|S] pératlan csicsszamu gréf}.

S| =1 vagy

6. Iranyitott graf kor-poliédere

Az emelés és vetités egy masik sikeres alkalmazasa iranyitott graf kor-poliéderének,
vagyis az iranyitott korok karakterisztikus vektorai konvex burkanak a részleges
jellemzése. Ezt a feladatot ismét gyakorlati probléma sugalmazta, mégpedig acél-
hengermtivek mindennapi tevékenységének titemezése. Egy hengermd izz6 acéltom-
boket hengerel lemezzé. A napi program osszeallitasa abbdl all, hogy kivalasztjak
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a hengerlésre keriils tomboket és felallitjadk a hengerlési sorrendet. A tombok sor-
rendje erdsen befolyésolja mind a termelési processzus hatékonysagat, mind a vég-
termék, vagyis a lemezek mindségét. Ha a program osszeallitasat ketté lehetne osz-
tani tombkivalasztasi, és a kivalasztott tombok sorbarendezési feladatara, az els6t
hatizsakfeladatként, a méasodikat pedig utazotigynok-feladatként lehetne kezelni. Ez
azonban nem jarhato 1t, ugyanis ha a tombkivalasztas nem veszi tekintetbe a sorba
rendezés kovetelményeit, akkor a kivalasztott tombok halmazanak sorba rendezési
feladata konnyen megoldhatatlanna véalhat. A kombinélt feladat paradigméja vi-
szont az olyan utazéligynok esete, aki nem koteles minden helységbe ellatogatni,
de ahova ellatogat, ott dijat kap; ennek folytan olyan minimalis 6sszkoltségi turat
kivan Osszeallitani, amelyben a befoly6 dijosszeg elér egy kitizott minimumot. Ezt
a feladatot a dijbeszeds utazéiigynok (prize collecting travelling salesman) prob-
léeméajanak [7] kereszteltiik, heurisztikus megoldasi modszereket dolgoztunk ki ra,
majd szoftvert allitottunk Ossze, amely gyakorlati alkalmazéast nyert: az LTV Cle-
veland Works acélhengermiiveknél 1989-t6] kezdédden tobb mint tiz évig ezzel a
szoftverrel allitottak Ossze a napi termelési menetrendet [13].

Az e feladat altal sugalmazott elméleti probléma abbél all, hogy adott ira-
nyitott graf kor-poliéderét jellemezziik. Minthogy ez jelenlegi eszkozeinkkel elér-
hetetlen, megkozelits jellemzésre toreksziink, vagyis a vizsgalt poliéder lapjainak
legfontosabb csaladjait igyeksziink felfedezni. Kiindulé pontul az az észrevétel szol-
galhat, hogy ha feladatunkat az adott graf Hamilton-koreire korlatozzuk, a jol is-
mert utazoéiigynok problémajat kapjuk, amely az utolsé 6tven évben intenziv és
folottébb sikeres vizsgalatok targyat képezte. Ennek eredményeképp, ha az utazoé-
iigyndk poliéderének, vagyis a megoldasok konvex burkinak, a teljes jellemzésével
nem is rendelkeziink, szdmos lap-csaladot ismeriink, amelyek Osszessége elég jol
megkozeliti a szobanforgd poliédert ahhoz, hogy sokszaz valtozos feladatokat si-
keresen tudjunk megoldani (lasd pl. [23]-at). Persze ha a feladatot kiterjesztjiik
a Hamilton-korokrsl tetszéleges korokre, egészen méas poliédert kapunk, amelyre
az utazoiigynok poliéderének lap-meghatarozé egyenlétlenségei egyszeriien nem ér-
vényesek. Felmeriil azonban a kérdés, lehet-e azt a rengeteg ismeretet, amivel az
utazoéiigynok poliéderérsl rendelkeziink, valamilyen médon hasznositani az iranyi-
tott graf kor-poliéderének vizsgélataban. A valasz az, hogy igenis lehet, mégpedig
emelés és vetités utjan.

Jeloljiik P-vel a G = (NN, A) iranyitott grafra definialt utazoiigynok poliédert,
vagyis a Dantzig, Fulkerson és Johnson [21] megfogalmazasaban,

P :=conv {ze {O,I}A : z(i,N(@) =1,i€ N
z(N(j),j) =1,jeN
l'(S,S) < I‘Sl i 1)VSC N$ 2< |S| Sies 1}1

ahol z(i, N(i)) := Y (zij : j € N), z(N(4),3) = X(zi; : i € N), é&s n=|N]|.

Itt a két elsé feltételcsoport megoldashalmaza egymést nem érinté korok G-
t feszit6 unidja, mig az utols6 egyenl6tlenség-rendszer a részturakat, vagyis n-nél
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révidebb kordket zérja ki. Jeloljiik tovabba Pk-val a G-re definialt kor-poliedert,
vagyis a GG iranyitott kérei karakterisztikus vektorainak konvex burkat [14]:

Py := conv {a: € {0,1}4 : z(i,N(i)) <1,ie N
z(N(3),i) —z(s, N(G) =0,i€ N

n—1 n
E E Tij 2 1
i=1 j=i+1

z(k,N)+z(¢{,N) —z(S,N\ S) <1,VS C N,
2<|S|<n-2keS, ZGN\S}.

Itt az els6 harom feltételcsoport megoldashalmaza egymést nem érints korok
nem tires unidja, mig az utolsé egyenlGtlenség-csoport kizarja az egynél tobb kor
uni6jat (ha ugyanis a megoldas K; és K» cstcshalmazi koroket tartalmaz, akkor
megszegi az S = K, k € K, ¢ € K, altal definialt egyenl6tlenséget, minthogy
z(k,N) =1, z(¢,N) =1 6és z(S,N\ S) =0).

A kérdés, amire vilaszt keresiink, a kovetkezs. Tegyiik fel hogy hogy az
ar < ap egyenl6tlenség P-nek egy lapjat definidlja. Lehetséges-e ebbdl valami-
lyen médon egy vagy tobb Px-ra érvényes lap-definialé egyenlétlenséget kapni? A
valasz pozitiv, és a modszer ismét csak emelés és vetités egy valtozataként adodik.
Ezuttal az emelés, vagy bévitett megfogalmazas, abbol all, hogy G minden cstcsé-
hoz hozzaadunk egy hurkot, vagyis az z;; él-valtozok halmazat y,; hurok-valtozokkal
egészitjik ki. A G-bél tehat Gy := (N, AU H) lesz, ahol H a hurkok halmaza, és
a magasabb dimenziés térben a P-bdl Py lesz, a kor- és hurkok-poliédere:

Py := conv {(z,y) € {0, l}AUH £ z(z,N(z)) + s =1,7€e N
z(N,N) =19

z(S,N\S) +yr +y=>1,YVSCN,
2<|S|<n-2 ke S LeN\S}|

Itt az egyenletek biztositjak, hogy a megoldas a Gy minden cstcsara vagy a
megfelel6 hurkot, vagy egy bemend és egy kimeng élet tartalmaz; tehat a megoldas
egymést nem érint§ korok és hurkok unidja. Az els6 egyenlGtlenség biztositja,
hogy a megoldas nem csupan hurkokbél all, mig a tobbi egyenlGtlenség szerepe
a megoldasban el6fordul6é kérok szaméat egyre korlatozni.

Els6 lépésiink tehat az lesz, hogy a P-re érvényes lap-definialé ax < ag egyen-
16tlenségbol a Py-ra érvényes lap-definialé axz + fy < ap egyenlétlenséget allitunk
els. Ez egy, a poliéderes kombinatorikaban jol ismert feladattipusnak, az igyneve-
zett lapemelésnek (facet lifting) speciélis esete. Ha e specialis esettdl eltekintiink,
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és P-t mint egy &ltalanos Py poliédernek az z-et tartalmazé altérre valé korlato-
zésaként fogjuk fel (vagyis P-t az y; = 0 egyenletek révén kapjuk Py-bol), akkor
jol ismert moédszer [31, 33, 34] all rendelkezésiinkre a f3; koefficiensek elsallité-
sara. A baj csak az, hogy ez a médszer 4ltalaban minden koefficiens kiszamitasara
egy 0-1-es programozasi feladat megoldasat igényli. A benniinket érdekls specialis
esetben viszont az alabbi eredmény folytan ez a feladat aranylag konnyen megold-
haté [8]:

8. tétel. Legyen ax < ag P-re érvényes, lap-definialé egyenlétlenség. Minden
k € N indexre legyen F}, azon {i,j} C N péarok halmaza, amelyekre létezik olyan
z € P, hogy ar = o és i, = x5 = 1.
(i) Ha az + By < oy érvényes Py-ra, akkor
ﬂkSmin{aik+akj—ai]- 3 {i,j}EFk}, ke H.
(ii) Ha ax + By < oy érvényes Py-ra és
Br = min {auk + ax; — as; = {i,5} € Fx}, k€ H,
akkor ax + By < ay Py egy lapjat definialja.

E tétel felhasznalasaval sikeriilt a P minden ismert lap-definial6é egyenldtlen-
ségére zart képlet alapjan eléallitani a Py megfeleld lap-definial6 egyenlStlenségét.
Ez utobbiak tehat ma mar mind ismertek.

Masodik lépésiink abbol all, hogy egy, a Py poliéderre érvényes lap-definialo
egyenlGtlensegbdl megfelel6 egyenlétlenséget nyerjiink a Py poliéderre. Ezt viszont
vetités autjan érhetjik el [14].

9. tétel. Legyen ax + By < oy Pp-ra érvényes lap-definial6 egyenlStlenség. Akkor
> Z (aij — Bi)zij < oo — Zﬁi
€N jeN\{i} iEN

Py -ra érvényes lap-definialé egyenl6tlenség.

Igy tehat emelés és vetités tjan mindazon ismereteket amiket az iranyitott
grafra definialt utazoiigynok poliéderre vonatkozolag az utols6 harminc évben sze-
reztiink, sikeriilt az irdnyitott graf kor-poliéderére atiiltetni.
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A NEUMANN-FELE MERES ES AZ ENTROPIA
SZEREPE KVANTUM DINAMIKAI
RENDSZEREKBEN

ROBERT ALICKI ES MARK FANNES
(Forditotta Mosonyi Milan)

1. Neumann Janos kvantummechanikaja

1930-ra Heisenberg, Born és Jordan méatrixmechanikija, valamint Schrodinger hul-
lammechanikaja egyesitett forméat kapott Dirac [12] konyvében. Ebben az elmé-
letben azonban ,selbswidersprechenden Eigenschaften”, vagyis 6nellentmondé tu-
lajdonsagokkal rendelkezé fiiggvények is szerepet jatszottak, ami Neumann Janost
arra késztette, hogy matematikailag preciz formalizmust keressen a kvantumme-
chanikédnak. 1932-ben megjelent [19] konyvében Neumann bemutatta mind a fizi-
kai elmélet konstrukci6jat, mind pedig az ehhez sziikséges matematikai eszkozoket.
Bar jelolésmoédja mara némiképp elavult, a konyv a mai olvasé szamara is tarto-
gat érdekes gondolatokat, és kétségkiviil joval magasabb matematikai szinvonalat
képvisel, mint koranak hasonl6 konyvei. A kovetkezé rovid osszefoglaloban modern
jelolésmodot hasznalva mutatjuk be Neumann Janos elméletének alapjait.

Egy fizikai rendszer leirasahoz sziikséges egy szeparabilis H Hilbert-tér, mely-
nek egységvektorai irjak le a rendszer lehetséges allapotait'. Az allapotvektorok
tartalmaznak minden hozzaférhets informaciét a rendszerrsl. Egy mérheté X fizi-
kai mennyiségnek 6nadjungélt, nem feltéteniil korlatos X operator felel meg. Ezek
az operatorok a spektraltételen keresztiil egy-egy értelmi modon megfeleltethetck
a szdmegyenes projektormértékeinek. Annak a valészintsége, hogy egy ¢ allapot-
ban az X fizikai mennyiség a mérheté M C R halmazba esd értéket vesz fel, egyenls

| E() <p||2-el. Az X mennnyiség tetszéleges fiiggvényének varhato értéke igy

o0
& ME®i) = [ FWd(p. BN ).
Ezutan Neumann targyalja felcserélhets fizikai mennyiségek egyiittes varhato érté-
két, a hatarozatlansagi relaciokat, projekcioknak igen/nem kérdésként val6 interp-
retaciojat, fotonokat és azok megkiilonboztethetetlenségét.

LA linearis analizis itt hasznalt fogalmai, valamint a kvantummechanika Neumann-féle axiémai
megtalalhatok a [23] kényvben is.



Neumann levezeti az elmélet statisztikai leirasat. Ezen a ponton individuélis
rendszerek helyett sokasagokkal dolgozik. A véletlennek kétfajta forrasa van a mé-
réselméletben: egyrészt a rendszer valodi allapotat illets bizonytalansag, mésrészt
a mérés kimenetét illeté bizonytalansag, amely a kvantummechanika lényegébdl fa-
kad. Amellett érvel, hogy nem sziikséges rejtett paramétert tartalmazoé elméletet
hasznalni, és bebizonyitja, hogy egy mérés kimenetelének eloszlasa teljesen leirhat6
egy statisztikus operatorral, vagyis egy p strtségmatrixszal:

M(X)=TrpX.

A kovetkez§ pont a statisztikus operator idéfejlédésének kérdése. Kétfajta
folyamatot kiilonboztet meg. Az l-es tipus egy fizikai mennyiség mérése soran
fellép6 véletlen valtozas:

(2) p—1TL(p) ==Y (e, p€;)P,j;

J

a fizikai mennyiség ebben az esetben nem-elfajulé tiszta pontspektrummal rendel-
kezé onadjungélt operatorral irhaté le, melynek ortonormalt béazist alkoté sajat-
vektorai az {¢;} vektorok, a Py, projekcick pedig az altaluk kifeszitett altérre
vetitenek. 2-es tipust folyamatot eredményez a rendszer belsé fejlédése, melyet egy
onadjungélt H Hamilton-operétor ir le:

2mi 2mi
prT(p) =€ h HpentH,
Termodinamikai érvelésre alapozva levezeti egy statisztikus operdtor Neumann-
entrépiajanak alapveté formulajat?:

(3) S(p) = —Trplogp.

Bebizonyitja, hogy a 2-es tipust folyamatok nem valtoztatjak az entropiat, mig az
1-es tipusiak altalaban noévelik, és igazolja az entropia konkavitasat.

Az utolso fejezetben veti fel a mérés problémaéajat, és a megkiilonboztetés sziik-
ségességét a fizikal rendszer és a tudattal biré megfigyels kozott. Megvizsgalja annak
a kovetkezményeit, ha egy Osszetett rendszernek csak egy része keriil megfigyelésre.
Megmutatja, hogy ebben az esetben automatikusan egy strtségoperatort kapunk a
részrendszeren, amit a teljes rendszer allapotanak Schmidt-felbont4sa segitségével
lehet kifejezni. Végezetiil megmutatja, hogy ha egy kezdeti tiszta allapot felvaltva
l-es és 2-es tipust folyamatokon megy keresztiil, az monoton névekvs entropiaju
statisztikus operatorok sorozatat eredményezi

I, oI, o...oH2(13[¢]).

A kombinalt folyamatok hatéasara felléps entropiandvekedés alapvets eszkoz a kvan-
tum dinamikai rendszerek tanulmanyozasaban.

2Neumann gondolatkisérlete, amely a entrépiaformulahoz vezet, részletesen elemezve van a
[22] munkaban.



2. Algebrai kvantumelmélet

A kvantumelmélet késbbi fejlédésében a hangsily athelyezddik a Hilbert-tér szint-
jérél a mérhet6 mennyiségek szintjére. A mérheté mennyiségek algebrai struktira-
janak hangsulyozasa nem olyan fontos kis rendszerek, mint példaul atomok vagy
molekuldk lefrasaban, azonban lényegesen attekinthetébb targyaldsmoédot tesz le-
hetGvé a térelméletben vagy a kvantum statisztikus fizikiban. Atfogo hivatkozas
ebben a témakorben a [6] monografia.

Az els6 alapkérdés ezen a téren az volt, hogyan lehetne mehghatéarozni az 6sszes
lehetséges realizaciojat a hely és az impulzus kdzotti alapvets [P, Q] = —ih felcse-
rélési relacionak. Mivel a relaci6 fennallasahoz legalabb az egyik operatornak nem
korlatosnak kell lennie, ezért a problémat inkdbb Weyl-operatorokra atfogalmazva
targyaltak, vagyis keresték az Gsszes olyan folytonos egyparaméteres

R> g~ u(g) (=¢9°) & R3p- o) (=e?F)
unitér csoportokat, amelyek kielégitik az

u(q)v(p) = ™ v (p)u(q)

felcserélési relaciot. A kérdést Stone és Neumann oldotta meg: minden ilyen tulaj-
donséigu reprezentraci6 a standard reprezentacio valahanyszoros direkt osszegeként
all el, ahol a standard reprezentaciét a szokasos, L?(R)-en értelmezett hely- és
impulzus operator hatarozza meg. Az egyértelmiiségi tétel azt mutatja, hogy az
algebrai megkozelités a kvantummechanika szokasos keretein beliil legfeljebb eszté-
tikai jelentGséggel bir.

A helyzet lényegesen megvaltozik, ha végtelen sok részecskét tartalmazo6 rend-
szerek leirasara keriil a sor. Mar végtelen sok fiiggetlen részecske leirasédhoz is
sziikségessé valik a nem teljes tenzorszorzatok bevezetése; a végtelen elemi ten-
zorok aszerint osztalyozodnak, hogy faktoraik hogyan viselkednek a végtelenben.
Ez Hilbert-terek sokasagat definialja, melyek mindegyike glob4lisan invarians olyan
operatorok hatasara nézve, melyek csak véges sok részecskét érintenek, azonban a
kiilonb6z6 osztalyokhoz tartozé vektorok merdlegesek egymésra.

Néhany rendkiviil figyelemre mélté cikkben Murray és Neumann megalkotta
az operatorgytirtik, vagy mai neviikon Neumann-algebrék, elméletét [18]. Ezek kor-
latos operatorok olyan 9t*-algebrai, melyek tartalmazzak az identitas operatort, és
zartak a gyenge operator topolégidra nézve. Az alapvets jelentségt bikommutéans
tétel szerint 90 = 9N, ahol M’ az M algebra kommuténsa, vagyis azon operato-
rok Osszessége, amelyek felcsrélhet6k 91 minden elemével. Ez az eredmény tehéat
Gsszekapcesolja egy algebra topolégiai és szimmetria tulajdonsagait3.

A ’60-as években Segal, Gelfand, Kastler és méasok munkaja nyomén a végte-
len rendszerek kinematikai leirasanak még absztraktabb elmélete bontakozott ki:
Egy absztrakt A C*-algebra tartalmazza az Osszes informéciét a rendszeren mér-
het6 fizikai mennyiségekrdl, ilymédon meghatarozva az alkotérészek természetét,

3Neumann operatoralgebrai munkassagat osszefoglalja a [24] dolgozat.



statisztikdjat, a geometriai kényszereket, stb. Az idéfejlodést és altalanosabban a
szimmetridkat az algebra automorfizmusai irjak le. A harmadik fontos tényezd egy
varhat6 érték funkcional w, vagy més néven egy 4llapot, ami meghatéroz egy kvan-
tum valoszintségi mértéket a mérheté mennyiségeken. Ez a fajta leiras kiilondsen
jol hasznalhat6 példaul a racson adott spinrendszerek tanulméanyozasaban.

Az egyik kozponti jelent&ségl eredmény a Gelfand—Naimark-Segal-konstruk-
ci6, ami megmutatja, hogy egy (A,w) kvantum valészintiségi modell egyértel-
mien indukal egy Hilbert-tér modellt, azaz létezik egy kanonikus Hilbert-tér H,,,
egy kitiintetett €2, egységvektorral, valamint egy m, : A — B(H,,) reprezentécio,
amelyre 7, (A) Q, strd H,-ban, és

4) w(z) =1{Qu,mu@)h) (&€ A).

Ha ezenfeliil az w allapot invarians a © idéfejlédésre nézve, akkor egyértelmiien
létezik egy unitér operator U,,, melyre

(5) 7w (0(2)) = U mu(z) Uy  (z € A), és U Y=

A ’70-es és a '80-as években szadmos kutatas koncentralt a kvantum statiszti-
kus mechanika és a térelmélet szempontjabol fizikailag relevans allapotok altalanos
tulajdonsagainak felderitésére és tanulményozéisara. Alapallapotok és egyenstlyi
allapotok kozponti szerepet jatszottak ebben a kutatidsban. A végtelen rendszerek
egyensilyi allapotanak elmélete vezetett a Kubo-Martin—Schwinger-peremfeltétel
felfedezéséhez. A Tomita—Takesaki-elmélettel vald osszefiiggés hamarosan 6sszekap-
csolta a KMS-feltételt a Neumann-algebrak elméletének egyik f6 kutatési teriileté-
vel.

Tovabbi fontos elérelépés volt a kvantum mérések és nyilt kvantum rendsze-
rek tanulméanyozésa, kiilonos tekintettel a teljesen pozitiv leképezések jelent&sé-
gére disszipativ kvantum rendszerek algebrai targyaldsiban. A teljes pozitivitas
a lokalitassal Osszekapcsolva tobbkomponensti rendszerekben méra a kvantum-
informéacioelmélet egyik alapvetd fogalma lett [20].

3. Kvantum mérések és nyilt rendszerek

A Neumann altal bevezetett 1-es tipust folyamatok, lasd (2), olyan ideélis mérése-
ket irnak le, ahol a megfelelé operatorok nem-elfajulé tiszta pontspektrummal ren-
delkeznek. Ez a fajta leiras azonban nem volt alkalmas a mérési folyamat realisztiku-
sabb vizsgalatara. Kiilonb6z6 szerzék tovabbfejlesztették az elméletet [8, 10, 15, 11],
és bevezették a POVM (pozitiv-operator-értékd mérték) fogalmét, ami a projek-
tormérték altalanositasa, és alkalmas nem éles kvantummechanikai mennyiségek
mérésének leirasara. A POVM-ek ugyanazon tulajdonsidgokkal rendelkeznek, mint
a projektormértékek, azzal a kiilonbséggel, hogy egy mérhet6 halmazhoz rendelt
operatornak nem feltétleniil kell projekciénak lennie, elég, ha pozitiv operator.
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Egy nem éles valosértéki mérheté mennyiséghez tartoz6 POVM egy E leké-
pezés a valos szamok Borel-halmazairél a H Hilbert-tér korlatos operatorai halma-
zaba, amelyre

e F(M) >0, ha M a szamegyenes Borel-mérhetd részhalmaza,
o E(R) az identitéas,

o E(U;M;) =3, E(M;) paronként diszjunkt halmazok minden (M) soroza-
tara.

Egy adott p allapotra az £ POVM meghatéaroz egy valoszintiségi mértéket R-en,
M-—Tr (p EM )),

amely minden statisztikai informéaciot tartalmaz a mérés lehetséges kimeneteleirél.

Egy A = [AdE4()) spektralis felbontasaval adott 6nadjungalt operéatorbol,
mint éles mérheté mennyiséghdl tipikusan egy f(z,y) konfidencia mérték beveze-
tésével konstrualhaté6 POVM; itt f(z,y) > 0 és [ f(z,y) dz = 1. Ennek segitségével
definialhat6 az A mennyiség ,elkent” verzidja, ami az alabbi POVM:

By = [ ( [ 1@ d(E/oy) dz

Egy masik példa kaphaté6 Neumann gondolatmenetét kovetve, aki a mérést az
S rendszer és egy mérdémiiszer kozotti kolcsonhatasi folyamatnak tekintette. Maga
mérémiiszer szintén egy kvantum rendszer, de rendelkezik egy A = [AdE(\)
ugynevezett mutaté mennyiséggel, ami kozvetleniil mérhets. Feltéve, hogy a miszer
eredetileg a ¢ allapotban volt, és a rendszerrel valé kélcsonhatésa egy U unitér
operatorral modellezhetd, be lehet vezetni egy POVM-et a rendszeren a

(6) Tr (pE(M)) == Tx (U(p © |$)(¢])U" I ® Ea(M))

formulaval, ahol p tetszoleges allapot S-en. Eszrevehetd, hogy a (6)-ban definialt
POVM a kovetkezd formaja:

E(M) = PAU*E4(M)UPy,

ahol P4 a Hs ® H Hilbert-tér Hs ® v (Hs-sel azonosithato) alterére valé ortogo-
nalis projekcio. Hasonléan, I ® E4 azonosithaté E4-val. Neumark dilatacios tétele
szerint barmely POVM megkaphat6 egy nagyobb Hilbert-téren hat6 projekciomér-
tékbdl egy megefeleld ortogonalis projekcié segitségével.

A (6)-os formula kapcsolatot teremt a mérések és a nyilt kvantum rendsze-
rek elmélete kozott. Az utobbi témaja egy, a kornyezetével kolesonhato S kvantum
rendszer redukalt dinamikajanak vizsgalata; egy ilyen dinamika az S rendszer re-
dukalt stirtiségmatrixain haté irreverzibilis leképezésekkel frhat6 le [5, 7]. A (6)



formula segitségével definidlhaté egy M +— A(M) mérték B(R)-en, mely értékeit a
pozitiv nyomoperatorokon hat6 pozitiv affin leképezések halmazabol veszi:

(1) Tr(BA(M)p) :=Tx (U(p® |$a)(¢al)U* B& Ea(M)), B € B(Hs).

A A leképezés egy szuperoperator-értékii mérték vagy mas néven transzformacio-
értékd mérték, amelyre

e A(M)p>0,ha M € B(R) és p > 0,
e A(U;M;) =37, A(M;) paronként diszjunkt Borel-halmazok sorozataira.

A norméléssal kapott

A(M)p

YO0 = R aang)

stirtiségmétrix tekinthets egy mérés utani feltételes allapotnak, ahol a feltétel az,
hogy a mutat6 mennyiség értéke az M Borel-halmazba esik. Az A mérémiszerre
vett parcialis nyommal kapott A := A(R) operacio, vagyis

®) Ap:=Tra (U(p® |pa)(gal)U*)

egy dinamikai leképezést hataroz meg a Schrédinger-képben, amely az S rendszer
allapotat irja le a mérés utan, amennyiben a mutaté mennyiség értéke nem keriil
leolvasasra.

Gyakran hasznosabb a dinamikai leképezéseket Heisenberg-képben tekinteni;
ezt a

Tr (BA(M)p) = Tr (pA*(M)B), B € B(Hs), p stiriiségmatrix Hg-en

Osszefiiggést kielégité A* (M) leképezések hatéarozzak meg. Specialisan a (7) formu-
laval adott A nem éles mennyiség felirhat6 az

E(M) = A*(M)I

formaban.

A (8) formula matematikai strukttraja univerzalis abban az értelemben, hogy
leirja barmely olyan nyilt kvantumrendszer redukalt dinamikajat, amely kolcson-
hat egy kvantum tarol6val, mely eredetileg a 14 allapotban van. Az egyetlen fizikai
feltételezés, hogy az Gsszetett rendszer eredetileg szorzat allapotban van; ez gyakor-
latilag nem maés, mint a gyenge csatoléasi feltétel. Nem csorbitja az altalanossagot,
ha a kornyezet allapotat tisztanak tételezziik fel, hisz barmely allapotot lehet ,pu-
rifikalni” egy extra kvantumrendszer bevezetésével.

A A(M) leképezések teljesen pozitivak, ami ekvivalens a kovetkezé Kraus-
felbontéassal:

(9) AM)p=> X;pX; & A(M)B=) X;BX
J J



ahol az {X;} korldtos operatorok koztt teljesiil a -, X7 X; < I Gsszefliggeés. Az
{X,} operatorok megvélasztasa messze nem egyértelmii, ezenkiviil a j-re vett
Osszegzés helyett allhat integralas. Egy d-dimenziés Hilbert-térrel leirhaté rend-
szer esetén elég legfeljebb d? tagot venni a (9) felirdsban. Egy dinamikai leképezés
nyomtarté volta a kovetkez6 harom ekvivalens feltétellel jellemezhets:

(10) Tr(Ap)=Trp, AT=1, vegy Y X;X;=1
J

Végezetiil pedig Stinespring dilatéacios tétele szerint barmely teljesen pozitiv dina-
mikai leképezés felirhat6 redukalt dinamika forméajaban (8).

4. Az entropia tulajdonsagai

Egy véges abc-n adott A = (A1, Ag, ..., A\q) valoszintségeloszlas informaciotartalma-
nak klasszikus, Shannon-féle

d
H(\) =) —)jlog)
Jj=1

formuldja [25] levezethet6 néhany egyszert feltételbdl, tgymint folytonossag, az abe
bettiinek permutéciéjara vett invariancia, valamint a

AL A2
B, Ky oo vs M) =B < N Koo s gV Ot 4 S} H ,
O dase ) = HOW + D dasee ) + O 400 B (5050 5

kompatibilitasi feltétel ([21], masodik fejezet). Ha gy értelmezziik a A\ mértéket,
mint ami az {1,2,...,d} szimbolumok el6fordulési gyakorisagat adja meg valamely
informacioforras altal kibocsajtott tizenetben, akkor H meéri egy tipikus iizenet
atlagos informaciétartalmat. Egy méasik lehetséges értelmezés szerint H az iizenetek
elsallitasanak bizonytalansagat méri, és egy fontos Boltzmann-tipusi tulajdonsaga
H-nak, hogy a forrés lényegében csak exp(nH ) darab n hosszusagu iizenetet bocséjt
ki.

A kvantummechanikdban azonban mindig jelen van bizonytalansag, még akkor
is, ha egyébként tokéletesen ismerjiikk a ¢ hullamfiiggvény altal kodolt rendszert.
Valéban, az X onadjungalt mérhetd mennyiség fliggvényeinek varhaté értékét a
(¢, E(\) @) spektralmérték adja meg, mint az (1) formulaban. Természetesen egy
ilyen tiszta allapotnak nulla entrépiaja kell, hogy legyen. Ezenkiviil az sem vilagos,
hogy interpretalhaté egy stirtiségmatrix, mint tiszta allapotok sokasaga. Egy d pont-
bol 4ll6 konfiguracios téren adott valészintiségi mérték egyértelmiien bonthatoé fel
Dirac-mértékek konvex kombinaci6jara, s igy egyértelmtien meghataroz egy sokasa-
got. A kvantummechanikdban azonban egy sirtiségmatrix tiszta allapotok konvex
kombinéciojaként valo elGallitasa messze nem egyértelm, és igy egy strtiségméatrix
egyszerre szamtalan sokasagot definial. Kideriil azonban, hogy a Neumann-entropia
tovabbra is rendelkezik a fentinek megfelel6 Boltzmann-tipusi tulajdonsaggal.



Egy strtiségmatrix S(p) entropidja (3) alapveté matematikai tulajdonsagai-
nak tanulmanyozasahoz fontos az entropiafiiggvény viselkedését ismerni Osszetett
rendszerek esetén. Bar sok tulajdonsag a klasszikus eset megfelel6je, a bizonyita-
sok altalaban nehezek és kifinomult matematikai eszkozoket igényelnek [28, 21].
A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy minden rendszer véges
dimenzi6s Hilbert-térrel irhaté le. Altalanosabb esetek természetesen szintén ke-
zelhet6k, megfeleld technikai feltételek mellett. Ha p'2 jeloli egy kétkomponenst
rendszer stiriségmatrixat, akkor p! az els6 komponensre vett megszoritas, vagyis
p'?-nek a masodik rendszerre vett parcialis nyoma.

Egy n-dimenziés rendszer esetén 0 < S(p) < logn. A széls6 értékek tiszta alla-
potokon vétetnek fel, melyekre S = 0, illetve a norméalt nyomon, melyre S = log n.
Mi t6bb, S értéke csak p sajatértékeitsl fiigg, s igy invarians barmely szimmetria
transzformécioéra nézve. Az entrépia konkav fliggvény:

d d d
Z)\j S(p;) < S(ZAM) <D A 8(p) +HO

j=1 j=1

(Prop. 1.6 [21]-ben). Specialisan, kevertebb allapotnak nagyobb az entrépidja. Vé-
gil, a p — S(p) fiiggvény folytonos, de a folytonossag foka sajnos fiigg p dimenzio-
jatol, ami nagy rendszerek targyalasaban a technikai problémék egyik f6 oka [13].

Kétkomponensii rendszerek esetén a legszembetiinébb kiilonbség a klasszikus
esethez képest, hogy az entropia S(p') < S(p'?) monotonitésa nem feltétleniil telje-
stil. Ami azt illeti, barmely adott p! siirtiségmatrixnak létezik egy p'? kiterjesztése
egy nagyobb rendszerre, melyre S(p'?) = 0. Ezt a konstrukciét purifikicionak hiv-
jak, és valojaban nem mas, mint a GNS konstrukei6 (4). A részrendszerek kozotti
tipikus kvantum korrelaciok, melyek ezt lehet&vé teszik, szolgaltatjak tobbek kozott
az alapot a kvantum kommunikéicés és szamitasi eszkozok kifejlesztéséhez. Mi tobb,
ha p'? tiszta, akkor p'-nek és p2-nek megegyeszik az entropidja. Az S(p'?) — S(p?)
kiilonbséget kvantum feltételes informéaciénak hivjak, bar altalaban felvehet negativ
értékeket is. Megmutathaté, hogy ez a mennyiség folytonos, mégpedig a masodik
rendszerre nézve egyenletesen [2]. Ezenkiviil az entropia szubadditiv

S(p'®) < S(p*) + S(p°),
és egyenldség pontosan akkor all, ha a két részrendszer fiiggetlen, azaz p'? = p' ® p2.
Végezetiil
|S(p") = S(p?)| < S(p*?).
A legnagyobb jelentéségii eredmény az entropia erds szubadditivitasa:
(11) S(p'**) + S(p*) < S(p'?) + S(p*).

Ezen egyenl6tlenség bizonyitasa hosszi ideig nyitott probléma volt, melyet el6szor
Lieb és Ruskai oldott meg [16]. A fenti entropia egyenl6tlenségek mind levezethe-
t6k (11)-bdl, mint speciélis esetek, esetleg purifikicié hasznélataval. Az egyenls-
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ség teljesiilése (11)-ben nagyon erds megszoritast jelent p'?3 struktirdjara nézve:

lasd [14]. Viszonylag egyszeri bizonyitas adhato (11)-re a relativ entrépia
S(p| o) :=Trp(logp —logo)

fogalménak felhasznalasaval (lasd Prop. 1.9 [21]-ben). A relativ entrépianak szem-
léletes interpretéicio adhato pl. a kvantum statisztikus fizika keretein beliil, mint egy
tetszdleges és az egyensilyi dllapot szabadenergidjanak kiilonbsége. A KMS illetve a
Tomita—Takesaki-elméleten beliil egyszeri formula adhaté a relativ entrépiara a re-
lativ modularis operator segitségével. Megmutathato, hogy az erés szubadditivitas
ekvivalens egyrészrél a relativ entréopia monotonitasaval teljesen pozitiv nyomtarto
leképezések hatéasa alatt [17, 26, 21|

S(Ap | Ao) < S(p| ),

masrészrol a relativ entropia mindkét valtozojaban vett egyiittes konvexitasaval

d d d
S(Z’\jpj ’ Z/\jdj) <Y A 8(p5 1 ).
j=1 j=1 j=1

Eltolasinvarians racsrendszerek esetén a véges résztérfogatokra vett entropidk mo-
notonitésa bizonyithat6é az erds szubadditivitas segitségével.

5. Entropiatermelés klasszikus rendszerekben

Ebben a fejezetben klasszikus dinamikai rendszereket tekintiink, melyek egy I’
fazistérrel, egy p valésziniiségi mértékkel, valamint egy diszkrét idejd dinamikaval
adhatok meg. A dinamika itt egy mértéktarto és invertalhat6 leképezés,

R = 9 1(G) = p(T(G)) = u(T~HG)).

Els6ként Koopman és Neumann vették észre, hogy a Hilbert-tér operatorok kvan-
tum formalizmusa rendkiviil hasznos lehet ilyen rendszerek tanulményozasiban.
A (T, p, T) harmashoz hozza lehet rendelni egy (L?(T, u), Ur) part, ahol L?(T, u)
a négyzetesen integralhaté fliggvények tere I''n, Ur pedig a kovetkezd unitér ope-
rator:

A T leképezés szamos lényeges ergodikus tulajdonsaga targyalhatoé az Ur operé-
tor spektralis tulajdonsagai segitségével. A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a
Kolmogorov-Sinai-entrépia fogalma bevezethetd ilyen tipusit kvantummechanikai
rendszerekben. Ez természetesen csak egy matematikai altalanositas, kozvetlen fi-
zikai értelmezés nélkiil.



Bevezetésképp felidézziik a KS-entropia konstrukci6jinak alaplépéseit. A T'
tér egy mérhet6 C = {C1, Ca,...,C}} partici6jahoz hozzarendelhets egy entropia
mennyiség:

k
H(C):=- ZN(Cj)logu(Cj)-

A C és D particiok kozos finomitasa az a C'V D particio, amely az Osszes lehetséges
C; N D; metszetekbdl all. Egy adott C' particié esetén a dinamika n lépése egy
finomitott

O™ =gy PHe V.. vT '@V e
particiot eredményez, ahol T"™C := {T""(Cl), P05 ) s 5 T“"‘(Ck)}. Ezek
utan definialhatjuk a particié6 dinamikai entropajat

B(C,T) = lim ~H(C™),

n—oon
és a T leképezés KS- (vagy dinamikai) entropiajat:
(12) h(T) :=suph(C,T).
c
A fenti konstrukcié megismételheté a Hilbert-tér formalizmusban. Jeldlje 2
a konstans 1 fiiggvényt, amely egy 1 normajt vektor az L?(T,u) Hilbert-térben,

és Ur§2 = Q. A C particibhoz hozzarendelhetjiik ortogonalis projekciok egy P¢ :=
(Pc,, Pc,,- .., Pc,) csaladjat, ahol

(Pcd)(x) := 1o(z) ¢();

itt 1c jeloli a C halmaz karakterisztikus fliggvényét. Ez a projekci6csalad egy
diszkrét projekci6 értékd mértéket, vagy méasnéven egy egységfelbontéast hatéroz
meg,

k
ZPC;‘ =il és P, PC,v = Jijpci-
j=1

Q és P segitségével definidlhatunk egy

k
pc =Y Pe, |0)(Q| Pe,

=1
stirtiségmatrixot, melynek Neumann-entropiaja

k
S(pc) = — > _ ||Pc, Q* log || Pc, Q|* = H(C).

i=1
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Felvaltva alkalmazva a P¢ altal meghatarozott mérést és az Up unitér dinamikat,
strdiségmatrixok egy idéfiiggsd

k k
pe(m)i= 3 -+ Y UrPe,, - UrPo,, [0)(@) Pe, U+ Po, Ui

Jn=1 J1=1
sorozatat nyerjlik, mely réviden a
pc(n) = [UrAp]"|0)(Q
forméaban irhat6, ahol
Urp :=UrpUr és App = ZPijPCj‘
J

Kihasznalva, hogy U PcU* = Pr-1(c), kénnyen megmutathaté az
S(pc(n)) = H(C™)

osszefiiggés. Igy mindkeét dinamikai entrépia, h(C,T") és h(T'), kifejezhets egy olyan
képzeletbeli kvantum rendszer entropiatermelésének segitségével, amelyen mérése-
ket hajtunk végre.

A fenti konstrukei6 altalanosithato egy F = (f1, fo,- .., fr) egységosztis beve-
zetésével, ahol az f;-k mérheté komplex értékid fiiggvények I'-n, melyekre teljesiil a

k
Z|f(w)|2=1, zel
i=1

normaléasi feltétel. Az f; fiiggvények azonosithatok a megfelels szorzésoperétorokkal

(fY)(z) := f(z) o(2),
melyek segitségével konstrualhat6é egy transzformacié-értékid mérték
M~ Ap(M);  Ar(M)p:=Y_ fipf},
JEM
valamint egy megfelels POVM
2
M — Ep(M);  (Ep(M)Y)(2) := Y |fi(@)| ().
JEM
A KS-entrépia ismét megkaphaté a nem éles mérés és az unitér dinamika felvaltva
val6 hattatasaval:

) =sup{ Jim ZS(orm) )i pr(m) = [UrAr]"i) (@)

A szuprémumot vehetjiik az Osszes F = (fi, fa,..., fr) particiéra nézve, illetve
folytonos (sima) 7' dinamikai leképezés esetén szoritkozhatunk folytonos (sima)
f; fliggvényekre. Specialis esetekben a KS-entrépia kiszamitasa egyszertisithets
az eredeti (12) definiciohoz képest, megfeleléen vélasztott nem éles felbontasok
hasznélataval [4].
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6. Entrépiatermelés kvantum rendszerekben

Bar a klasszikus dinamikai rendszerek kvantum reprezentaci6ja csupan egy ké-
nyelmes matematikai eszkdz, a KS-entrépia fentebb bemutatott konstrukciéja jo
kiindulasi alap lehet a megfelel6 kvantum mennyiség definici6jahoz. Vannak azon-
ban mas lehetséges megkozelitések is, melyek — a klasszikus esettel ellentétben —
gyakran lényegesen kiilonb6z6 kvantum dinamikai entrépia fogalmakhoz vezetnek
9, 27].

A kovetkezokben olyan egységes algebrai formalizmust hasznalunk, amely egy-
arant alkalmas klasszikus rendszerek, véges dimenziés kvantum rendszerek, kvan-
tum mez6k és kvantum rendszerek termodinamikai limeszének lefrasira. Ugyanak-
kor a GNS-konstrukci6 (lasd (4) és (11)) segitségével barmely absztrakt algebrai
dinamikai rendszer targyalhat6 a Hilbert-tér formalizmusban is. Ebben a reprezen-
tacibban az A C*-algebra absztrakt elemei a H,, Hilbert-tér korlatos operatorai-
ként jelennek meg, az (2, vektor ciklikus a reprezentéciora nézve, és az allapotot az
[2,) (0| egydimenziés projekcié adja. A © dinamika reprezentiltja az U,, unitér
operator, amely fixen hagyja az (), vektort.

Ezekutan vesziink egy egységosztast, (10)-hez hasonléan,

k
X=(X1,X3,...X) & Y X3X;=I,
j=1

valamint az éltala meghatarozott teljesen pozitiv nyomtarté leképezést H,, stirii-

ségmatrixain
k

Axp:= Zﬂw(Xj)P”w(X;)'
j=1

Ismét felvaltva hattatjuk az Ue(p) := U} pU, dinamikat és Ax-et az |Q,) (|
referenciaallapoton, és megvizsgaljuk a
px(n) := [UrAr]" Q)€

stiriségmatrix viselkedését nagy n idokre. Igy kapunk egy particiofiiggs
1
h(©, X) := limsup ;S(px(n))

dinamikai entrépiat és magat a dinamikai entropiat:

h(©,Ay) := nga h(6, X).

Az utébbi formulaban A egy (altaldban stirti) részalgebrajat jeloli A-nak, amely
invaridns a dinamikira nézve. A particidkra tett ezen megszoritas bizonyos regula-
ritasi tulajdonsagot jelent a megengedett mérheté mennyiségekre nézve. Konkrét
példédkban altalaban nehéz feladat eldonteni, hogy ez a feltétel valéban sziikséges-e.
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A fentebb ismertetett entropia szamos konkrét példaban explicite kiszamolhato
[1]. Mint azt az 6todik fejezetben lattuk, a klasszikus rendszerek specialis esetként
jelennek meg az altalanos konstrukciéban, és ebben az esetben az itt ismertetett
kvantum entropia fogalom megegyezik a KS-invarianssal. A tanulméanyozott rend-
szerek kozé tartozik szamos eltolds dinamika, mint példéaul az eltolasok a kvantum
spinlancon, a szabad eltolas valamint a Powers—Price-eltolas, ezenkiviil a nemkom-
mutativ torusz automorfizmusai és a kvaziszabad fermion automorfizmusok.

Befejezésiil megemlitiink egy kapcsolodasi pontot a dinamikai entrépia és nem-
egyensulyi rendszerek kozott [3]. Tekintsiink egy végtelen kiterjedésii alacsony sii-
riiségii fermion rendszert, ahol egy effektiv egyrészecske dinamika j6 kozelitést je-
lent. Feltessziik, hogy a kezdeti eloszlas teljesen homogén. Ezek utan bevezetiink
egy lokalis ,csapdat” a rendszerben; a csapdaval érintkezé részecskék kikeriilnek a
rendszerbdl. Felvaltva hattatva a csapdat és egy diszkrét ideji dinamikat model-
lezhetjiik a csapdaba hull6 részecskék folyamat, melynek intenzitasat a J(t) aram
adja meg t id6pillanatban. A J dram aszimptotikus viselkedése nyilvan informaciét
szolgaltat a rendszeren beliili részecske transzportrél. Megmutathatd, hogy ez az
aram Osszekapcsolhato a rendszer dinamikai entrépia termelésével:

(13) AS(t) > eJ(t),

ahol ¢ egy megfelel6 konstans. Még abban az esetben is, ha az aram aszimptotikusan
eltiinik, a (13) egyenl6tlenség hasznos informéciét szolgaltat az exponensekrdl,
melyek meghatarozzak a dinamikai entropia szublinearis névekedését. Raadésul
a J aram exponensei Osszefiiggenek a dinamika spektralis exponenseivel.
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Robert Alicki and Mark Fannes: Quantum dynamics, measurement
and entropy

The aim of this paper is to present a line of ideas, centred around entropy produc-
tion andquantum dynamics, emerging from von Neumann’s work on foundations of
quantum mechanics and leading to current research. The concepts of measurement,
dynamical evolution and entropy were central in J. von Neumann’s work. Further
developments led to the introduction of generalized measurements in terms of po-
sitive operator-valued measures, closely connected to the theory of open systems.
Fundamental properties of quantum entropy were derived and Kolmogorov and
Sinai related the chaotic properties of classical dynamical systems with asympto-
tic entropy production. Finally, entropy production in quantum dynamical systems
was linked with repeated measurement processes and a whole research area on
nonequilibrium phenomena in quantum dynamical systems seems to emerge.
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LAZ INTUICIONIZMUS IMMAR SEMMILYEN
ALAPON NEM UTASITHATO EL”

NEUMANN JANOS GODEL NEMTELJESSEGI
TETELEIROL ES A MATEMATIKA
TERMESZETEROL

CSABA FERENC ES REDEI MIKLOS*

1. Neumann a Hilbert-programrél és az intuicionizmusrél

Neumann Janos tudoményos munkassagat matematikusként az aixomatikus hal-
mazelmélet és a matematika alapjainak teriiletén végzett vizsgilataival kezdte:
1926-ban Budapesten megvédett doktori dolgozata az axiomatikus halmazelmé-
letrdl szolt, [13], és doktori fokozatanak megszerzése utan azonnal, még 1926-ban,
Rockefeller 6sztondijjal Gottingenbe ment, hogy Hilbert asszisztenseként dolgozzon
a Hilbert-programon, melyr6l 1929-ben jelent meg cikke [12].

A Hilbert-program az egyik valasz volt a 19-20 sz. fordul6jan a matematika
alapjaiban kirobbant valsig megoldéaséara. A vélsidgot a cantori naiv halmazelmélet-
ben felfedezett paradoxonok okozték: a naiv halmazelmélet egyik (hallgat6lagos)
feltételezése szerint barmely ® tulajdonsagra teljesiil, hogy a ® tulajdonsagu dol-
gok Osszessége halmazt alkot. Kideriilt azonban, hogy bizonyos ® tulajdonsagokkal
definialt halmazok feltételezése ellentmondéshoz vezet: ha ®(z) az a tulajdonség,
amellyel egy z halmaz akkor rendelkezik, ha ,nem eleme 6nmagénak”, akkor a
® tulajdonsagi halmazok S halmaza pontosan akkor ®-tulajdonsagi, ha nem ®-
tulajdonsagu, ez pedig ellentmondéas (Russell-paradoxon).

A Hilbert-program alapgondolata, altalanosan és a technikai részletek mells-
zésével megfogalmazva', az volt, hogy fel kell épiteni — valamely formalis nyelven —
egy axiomatikus rendszert, amely elegendd a matematika kifejtéséhez, majd pedig
a formalis nyelv matematikai vizsgalataval be kell bizonyitani, hogy a rendszer kon-
zisztens, azaz nem léphetnek fel benne a Russell-paradoxonhoz hasonlé ellentmon-
déasok. Ebben a gondolatban kérkordsség van, amely teljesen nem kiiszobolhet6 ki,
de a Hilbert-program ezt a nehézséget azzal a koveteléssel kivanta orvosolni, hogy a

*A munka az OTKA tamogatasaval késziilt. Szerz6désszam: T43642.
LA Hilbert-program technikailag explicitebb megfogalmazéasat és részleteit illetGen Id. pl. [7].
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szobanforgo aixomatikus rendszer ellentmondéastalansaganak bizonyit4sa soréan fel-
hasznalt matematika legyen ,egyszerii”, ,véges”. Hogy ez ut6bbi pontosan mit jelent,
azt Hilbert maga sosem definidlta precizen, de intuitive a kovetelésnek azt kellett
biztositania, hogy ez a véges matematika legyen ,biztonsagos”, legyen evidens ra
vonatkozoan, hogy ne legyen ellentmondés benne.

A matematikaban felmeriilt ellentmondésok kikiiszobolésének egy maésik le-
hetséges stratégidja az, hogy a matematikat meg kell ,tisztitani”, és pontosan arra
a részre kell korldtozni, amely biztonsigos. Ez az ,intuicionizmus” néven ismert
allaspont, melyet a holland L.E.J. Brouwer fogalmazott meg és dolgozott ki. Az
intuicionizmus a biztonsagot egyebek mellett ugy kivanja biztositani, hogy nem
fogadja el a kizart harmadik elvét univerzalisan érvényesként, és elutasitja az indi-
rekt egzisztenciabizonyitasokat is. Ezzel nagyon erés, a klasszikus matematikaban
lépten-nyomon hasznalt eszkozoktsl fosztja meg magat, aminek kovetkeztében a
klasszikus matematika fontos részei

... vagy érvénytelenné valtak, vagy rendkiviil bonyolult kisegits
megfontolasok révén torténd igazolasra szorultak. Ez utébbi eljarasok-
ban rendszerint sokat vesztettek az érvényesség altalanos voltabol és
a levezetés elegancidjab6l. Brouwer és Weyl ennek ellenére sziikséges-
nek tartotta, hogy feliillvizsgaljuk a matematikai szigor fogalmat, ezen
eszméknek megfelelGen.

Nehéz tulbecsiilni ezeknek az eseményeknek a jelentGségét. A husza-
dik szézad harmadik évtizedében két matematikus — mindkett6 élvonal-
beli, olyan mélyen és teljesen tudataban annak, hogy mi a matematika,
mire vald, s hogy mirél sz6l, amilyen mélyen és teljesen tudataba le-
het ennek valaki — azt javasolta, hogy valtoztassuk meg a matematikai
szigor, az egzakt bizonyitas fogalmat! [19, p. 93-94|

Neumann hangsulyozza, hogy csak nagyon kevés matematikus kovette Brouwert és
Weylt: a nagy tobbség egyszertien gy dolgozott tovabb, mintha mi sem tortént
volna — abban a reményben, hogy az intuicionizmust majd csak sikeriil valahogy
megkeriilni [21, p. 94]. A Hilbert-programot ezek utan Neumann ugy hatarozza
meg, mint azt a furfangos gondolatot, amely szerint az intuicionizmust énmagéaval
kell megcéafolni:

Hilbert a kovetkezd zsenialis otlettel 4llt els a ,klasszikus” (azaz intui-
cionizmus el6tti) matematika igazolasara. Az intuicionista rendszerben
is adhato szigoru leiras a klasszikus matematika mikodésérsl, azaz le-
irhat6, bar nem igazolhat6 a klasszikus rendszer miikodése. Ezért le-
hetséges, hogy intuicionista alapon bizonyithaté: a klasszikus eljarasok
sohasem vezetnek ellentmondasokhoz, nem keriilhetnek ellentmondéasba
egymassal. Vilagos volt, hogy ez a bizonyitds nagyon nehéz lenne, de
voltak bizonyos indikicik, hogy milyen médon lehetne elvégezni. Ha
ez a séma bevalt volna, rendkiviil figyelemre méltéan igazolta volna a
klasszikus matematikit az opponens intuicionista rendszernek az alap-
jan! [19, p. 94|

17



2. Neumann Janos és Gddel nemteljességi tétele felfedezésének
koriilmeényei

A Hilbert-programban donté fordulat koévetkezett be 1930-ban: ezen év szeptem-
ber 5-7. kozott a Bécsben aktiv tudomanyfilozoéfusokat tomorité d.n. Bécsi Kor
és a hasonléan gondolkod6 tudoményfilozofusokat Berlinben 6sszefogé Empirikus
Filozofiai Tarsasag konferenciat rendezett Konigsbergben Second Conference for
Epistemology of the Exact Sciences cimmel. A konferencia egyik célja a matema-
tika természetének megvitatasa volt, specidlisan a harom legjelentGsebb matema-
tikafilozofiai irdnyzat, a formalizmus, intuicionizmus és logicizmus allaspontjainak
attekintése és megvitatasa. A konferencia résztvevsi kozott volt a Bécsi Korbe
tartozé Rudolf Carnap, aki a logicizmus alapjair6l, Arend Heyting, aki az intiuci-
onista matematikarél és Neumann, aki a formalista matematika felfogasrol tartott
plenaris eldadast. Jelen volt a konferencan Kurt Godel is, aki a konferencia ke-
retében szeptember 7-én folytatott kerekasztal diszkusszié soran jelentette be azt
az eredményét, amelyet ma els§ nemteljességi tételként ismeriink: minden elegen-
déen gazdag és konzisztens axiémarendszerben létezik eldonthetetlen allitas, azaz
olyan értelmes allitas, melyre fennall, hogy sem 6t, sem a tagadasat nem lehet az
aixémarendszerben bebizonyitani.?

A konferencian jelen levé matematikusok és filozéfusok kozoétt Neumann volt
az, aki ezen bejelentés jelent&ségét azonnal felismerte, kikérdezte Godelt a rész-
leteket illetGen, majd Berlinbe visszatérve felfedezte azt, amit ma Godel méasodik
nemteljességi tételeként tartunk szamon: az a formula, amely egy axiémarendszer-
ben az axiémarendszer konzisztencidjat fejezi ki, eldonthetetlen formula. Neumann
errdl a felfedezésérsl 1930. november 20-an kelt levelében beszamol Godelnek:

Ujabban ismét foglalkoztam logikaval, alkalmazva azt a mo6dszert
amit on olyan sikeresen hasznalt arra, hogy eldonthetetlen tulajdon-
sagokat mutasson fel. Ekozben egy olyan eredményt értem el, amely
figyelemremélténak tiinik szdmomra. Be tudtam ugyanis bizonyitani,
hogy a matematika ellentmondésmentessége bizonyithatatlan.

Pontosabban a koévetkezérsl van szo:

Egy formalis, az aritmetikat is tartalmaz6 rendszerben az 6n meg-
gondolasaira tdmaszkodva kifejezhets az, hogy 1 = 2 nem lehet az utolso
formulaja egyetlen olyan bizonyitasnak sem, amely a rendszer axioma-
ival kezdédik — ez a formula ténylegesen formulaja a vizsgalt formalis
rendszernek. Legyen ez a formula W.

Egy ellentmondéasos rendszerben barmely formula bizonyithato, igy
W is. Ha a [rendszer| konzisztenciija intuicionista médon megalapoz-
hato, akkor a tartalmi, intuicionista megfontolasoknak a formaélis rend-
szerbe val6 forditasaval” W-t is be lehet bizonyfitani. (Az 6n eredményei

2 Elegendden gazdag” itt azt jelenti: a ,természetes szamokat lefrni képes”, vagyis — lényegé-
ben — tartalmazza a Peano-axiémakat. A konigsbergi konferencia tovabbi részleteit illetGen lasd
[3, pp. 135, 137] és [4, pp. 327-330].
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alapjan egy ilyen fordithatosagot kétségbe lehetne vonni. Mindazonaltal
azt hiszem, hogy a nevezett esetben fenn kell 4llnia, és nagyon szeret-
ném a véleményét hallani errél.) Tehat ha W bizonyithatatlan, akkor a
rendszer konzisztens, de a konzisztenciaja bizonyithatatlan.

Méarmost azt mutattam meg: konzisztens rendszerekben W mindig
bizonyithatatlan, azaz W barmely bizonyitasat ellentmondasba lehet
transzformalni.

Nagyon érdekelne a véleménye minderrdl, kiillonosen a ,fordithato-
sag” kérdéseérdl.

Neumann Goédelhez, 1930. november 20, [4, p. 337], [16, p. 123]

Ha tehat feltessziik, hogy a rendszeriink konzisztens, akkor bizonyos, a rendszer
konzisztenciajat természetes moédon kodold allitasok is a rendszer eldonthetetlen
(nem bizonyithato6 és nem is cafolhatd) allitasai lesznek.

Neumann Gddelnek irt, 1930. november 29-én kelt levelébdl ([4, p. 339], [16,
p- 124]) kideriil, hogy Gddel valaszolt Neumann november 20-i levelére, és bar ugy
tinik, Godelnek ez a levele elveszett, Neumann november 29-én kelt levelébdl az
is kittinik, hogy Godel vélasza tartalmazott egy kiilonlenyomatot, amelyben Godel
masodik nemteljességi tétele mar ki van mondva: id6kozben tehat, és Neumann-t
éppenhogy megel6zve, Godel is felfedezte a mésodik nemteljességi tételt. Tény,
hogy Godel 1930. november 17-én bekiildte publikilasra a masodik nemteljességi
tételt tartalmazé cikkét® Neumann, elismerve Godel elsdségét, igy fr:

Minthogy on bebizonyitotta az ellentmondéasmentesség bizonyithatat-
lansdganak tételét — természetes folytatasaként és elmélyitéseként a ko-
rabbi eredényeinek — én természetesen nem fogok e targyban publikalni.

Neumann Goédelhez, 1930. november 29, [4, p. 338|, [16, p. 124].

3. Godel nemteljességi tételének neumanni értelmezése

A mésodik nemteljességi tételb6l Neumann nagyon erds kovetkeztetést vont le a
Hilbert-programra, és ezéltal a matematikafilozéfidra nézve:

Mindennek kévetkeztében a megalapozéasi kérdést az 6n eredményei
alapjan negative elintézettnek tartom: a klasszikus matematikanak
nincs szigort igazolasa |Rechtfertigung]. Hogy ennek ellenére milyen

3Ennek utols6, 4. szakaszaban szerepel a masodik nemteljességi tétel — de a preciz bizonyitas
hidnyzik. Ezt Godel a shamarosan megjelend” folytatasban igérte, amely azonban sohasen jelent
meg. A masodik nemteljességi tétel bizonyitasa nyomtatéasban elgszor a Hilbert és Paul Bernays
altal kozosen irt Grundlagen der Mathematik c. alapmiiben jelent meg. Gédel utébb arra hivatko-
zott, hogy eredményének gyors elfogaddsa miatt nem irta meg a tanulméany cimében is beigért II.
részt. Ha figyelembe vessziik, hogy a gondolatmenet kovetése még Ernst Zermelonak, a halmazel-
mélet doyenjének is komoly nehézséget okozott (amirdl Godellel folytatott levélvaltasa arulkodik,
1d. [4, p. 419-431]), akkor ezt az allitast azért fenntartasokkal kell kezelniink.
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értelmet tulajdonitsunk azon reménytinknek, hogy ténylegesen mind-
azonéltal ellentmond4dsmentes — nem tudom; de véleményem szerint ez
semmit nem véaltoztat a befejezett tényen.

Neumann Godelhez, 1930. november 29, [4, p. 339-340], [16, p. 124]
Egy masik, Carnaphoz irott levelében ezt Neumann igy fogalmazza meg:

Mindezek alapjan ma tgy vélem, hogy

1. Godel bebizonyitotta, hogy Hilbert-programja nem valésithaté
meg;

2. az intuicionizmus immAr semmilyen alapon nem utasithato el
(amennyiben eltekintiink az esztétikai szempontt6l, amely termé-
szetesen a gyakorlatban szamomra a donté szerepet jatssza).

A matematika megalapozaséara vonatkozo, a konigsbergi szimpoziumon
képviselt allaspontot emiatt talhaladottnak tartom, Godel alapvets fel-
fedezései a kérdést teljesen 0j megvilagitasba helyezték. (Tudom, hogy
eredménye jelentGségének megitélésében Godel sokkal 6vatosabb, tgy
vélem azonban, hogy ebben a tekintetben nincs igaza.)

Neumann Carnap-hoz, 1931. janius 7, [6, p. 40-41] [16, p. 85]

Ahogyan a fenti, Carnaphoz irt levél utols6é mondata utal r4, G6del maga nem vont
le hasonléan radikalis konkluziokat a nemteljességi tételeksl a Hilbert-programra
nézve:

Hangstulyozzuk, hogy a ix. tétel |a mdsodik nemteljességi tétel] nem
mond ellent Hilbert formalista felfogasanak. Ez ugyanis olyan konzisz-
tenciabizonyités létezését feltételezi, amely kizarolag finit modszereken
alapul, és elképzelhets, hogy vannak olyan finit médszerek, amelyek a P
elmélet [A Principia Matematika logikai rendszere a Peano-aziémdkkal]
formalizmusidban nem fejezheték ki.

([3, p- 195], a forditas [1]-bdl véve.

Neumann tehat radikalisan nem értett egyet Godellel a nemteljességi tételek mate-
matikafilozofiai jelentGségét illetGen, és ezt tobb alkalommal meg is fogalmazta (pl.
Godelhez irt 1931. januéar 12-i levelében [4, p. 341]), [16, p. 125]).

A Neumann és Godel kozotti nézeteltérés oka az, hogy Neumann az intuicioniz-
must szigoribban értelmezte mint Godel: Neumann elképzelhetetlennek tartotta,
hogy az intuicionizmus ne legyen reprodukilhat6, formalizalhato, interpretalhaté
egy olyan rendszerben, amelyre Godel nemteljességi tétele igaz:

Abszolute nem értek egyet az intuicionizmus formalizalhatosagara vo-
natkoz6 nézetével.

Neumann Godelhez, 1931. januar 12, [4, p. 341]), [16, p. 125]
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Speciélisan, Neumann elgondolhatatlannak tartotta, hogy létezzen olyan intu-
icionista bizonyitas, mely nem reprodukalhat6 egy ilyen axiémarendszerben:

Koénigsbergben személyesen (majd levélvaltas sordn) szereztem tudo-
mast K. Godel (ismeri 6t7) eredményeirsl. Az (azéta nyomtatésban is
megjelent) tételek szerint egyes logikai és matematikai allitasok, pl. az
analizis ellentmondasmentessége, bizonyos formalis-logikai rendszerek-
ben nem bizonyithatok. Az eredmények raadasul azt is megmutatjak,
hogy ez lényegileg lehetetlen, tgy latom ugyanis, hogy a bizonyitas 1é-
pései reprodukalhatok egyetlen olyan formalis rendszerben (melyet nem
akarok itt részletesen leirni) amelyre Godel tétele fennall.

Neumann Carnaphoz, 1931. junius 7., [6, p. 40-41] [16, p. 85]

Hogyan értelmezziik azt a neumanni tézist, miszerint Godel tételei védtelenné
teszik a klasszikus matematikidt az intuicionista kritikdval szemben? Elgszor a
Hilbert-program ,furfangos tervének” kudarcara gondolhatunk, amely szerint a
klasszikus matematikat magaba foglalé formalis rendszer konzisztenciabizonyitasat
az intuicionista aritmetika eszkozeire szoritkozva kell végigvinni. Neumann 1927-
ben még igy irt errdl:

A bizonyitaselméletnek (...) intuicionista alapokon kell felépitenie a
klasszikus matematikit, és ezaltal a szigoru értelemben vett intuicio-

nizmust ad absurdum kell vinnie.
(112, p. 257))

Es éppen ez volt az, aminek lehetetlensége Godel tételének egyik kovetkez-
ménye. Ha a rendszert magénak a rendszernek az arzenaljaval bastyaznank kortl,
csak légvarat épitenénk. Nem véletlen, hogy Neumann, aki évekig dolgozott a kon-
zisztenciabizonyitdson — és még 1927-ben is ugy vélte, hogy j6 tton jar — az elsék
kozott ismerte fel a godeli tételek sulyat.

A Godel-tételek persze altalanosabban, a matematika ,metafizikai” alapjainak
szintjén is értelmezhetSk az intuicionista kihivas megerésitéseként. Az intuicionis-
tdk mar emlitett alapelve szerint ugyanis a matematikiban nem létezhet olyan
igazsag-, illetve hamissagfogalom, amely tilmutat az — akarcsak elvi lehetGségként
tételezett — bizonyithatésagon, illetve cafolhatosagon. Godel els6 nemteljességi té-
tele pedig pontosan ezt tdmasztja ala: ha egy axiémarendszer elegendden erds, ak-
kor nem képes minden kijelentést tigy eldonteni, ahogy azt a ,kétértékd” klasszikus
igazsagfogalom megkovetelné.

Godel, mint emlitettiik, nem vont le eredményeibdl ilyen radikalis kévetkezte-
tést. Bz az erés szakmai véleménykiilonbség azonban nem akadalyozta meg Neu-
mannt abban, hogy a legnagyobb elismeréssel széljon Godelrél. Egyszer egyenesen
Arisztotelészhez hasonlitotta ([3, p. 8], maskor pedig megjegyezte, hogy Godel az
egyetlen é16 matematikus, akir6l batran kijelentheti: potolhatatlan (Neumann le-
vele Flexner-hez, 1939. szeptember 27., [16, p. 117]). Erdemes megemliteni, hogy
Neumann elsé amerikai elsadassorozatanak téméajaul a nemteljességi tételeket va-
lasztotta.
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4. Neumann nézetei a matematikarol

A Hilbert-program megvalosithatatlansaga donté jelent&ségti volt Neumann ma-
tematikafelfogésa szaméara: nézete szerint ez a fejlemény megmutatta, hogy nem
létezik a matematikai szigorusagnak egy valtozhatatlan fogalma, és hogy a matema-
tikdt nem lehet matematikai eszk6zokkel megalapozni. Neumann ezt a véleményét
tobbszor, hatarozottan megfogalmazta:

Azért mondtam el e vita [a matematika alapjairdl, specidlisan a
Hilbert-programrol szolo vita| torténetét, mert véleményem szerint min-
den maésnal jobban mego6v attél, hogy tilsdgosan garantaltnak tekintsiik
a matematika mozdithatatlan szigorat. Ez sajat életiink idején tortént,
és én magam is tudom, hogy milyen megalazéan kénnyen valtoztak né-
zeteim az abszolit matematikai igazsagrol ez alatt az epizod alatt, és
hogyan véltoztak haromszor egymés utan! [19, p. 96]

(...) aligha lehet hinni a matematikai szigor abszolut, véltozatlan,
minden emberi tapasztalattél elkiiloniilt fogalméanak létezésében. Ma-
gam nagyon foldonjaré allaspontot probalok elfoglalni ebben a kérdés-
ben. Barmilyen filozéfiai vagy ismeretelméleti izlése legyen valakinek
ebben a vonatkozisban, a matematikus céh tényleges tapasztalata sa-
jat targyaval kapcsolatban nagyon kevéssé tamasztja ala a matematikai
szigor a priori fogalmanak létezését. [19, p. 96]

Mindebbdl az is kovetkezik, hogy

A szigor fogalménak valtozékonysaga azt mutatja, hogy valami méas is
belejatszik a matematika arculatiba.

[19, p. 90|

Ez a méas Neumann szerint a természettudoményok, specialisan a fizika. Neu-
mann tgy latta, hogy a matematika forrdasa a természettudomany:

A modern matematika legjobb gondolatai koziil sok (szerintem a leg-
jobbak) vildgosan a természettudomanyokbol ered. [19, p. 85]

Neumann a geometriat és az analizist emliti mint nyilvanval6éan empirikus ere-
detti disziplinakat, de ide sorolhatta volna pl. a nem kommutativ valészintiségszami-
tast, melyet nagyrészt 6 alapozott meg az 1930-as évek kézepén az operatorgyfirtik
(ma Neumann-algebraknak nevezett strukturak) vizsgalataval: a matematikanak
ez a teriilte egyértelmtien a kvantummechanikai jelenségek matematikai leirasanak
igényébdl fejlédott ki, kezdetei a 20. szdzad 20-as éveinek masodik felére nytlnak
vissza, amikor Neumann — szintén Gottingenben, a Hilbert asszisztenseként tol-
tott id6 alatt — a kvantummechanika tn. Hilbert-tér formalizmusinak matematikai
alapjait tisztazta harom, ma mér klasszikusséa valt cikkében [9, 10, 11], és foglalta
ossze hires konyvében [15]. De ide sorolhatta volna az ergodelméletet is, mely a
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19. sz. masodik felében Boltzmann és Maxwell munkéissaganak eredményeképpen
kialakult klasszikus statisztikus mechanika fogalmi-matematikai megalapozasanak
kisérletébdl ered, és amellyel kapcsolatban Neumann szintén kulcsfontossagiu té-
telt bizonyitott 1931-ben [14], donts lokést adva az ergodelméleti kutatésoknak.
(Neumann ergodelmeéleti eredményeit illetGen 1d. a [5] es [8] irasokat.)

A matematika empirikus eredetének tudataban lenni Neumann szerint azért
is fontos, mert

(...) a matematika maga nem tapasztalati tudomany — vagy legalabbis
nem olyan moédon mivelik — és szamos donts vonatkozasban eltér a
tapasztalati tudomanyok technikajatol. [19, p. 85|

Ez lehet6vé teszi, hogy a matematika eltavolodjon az empirikus, tapasztalati for-
rasoktol, ez az eltavolodas azonban veszéllyel jar:

Ha egy matematikai diszciplina messzire tavolodik a tapasztalati forra-
satol, vagy még inkabb, ha méar a masodik vagy harmadik nemzedéket
csak kozvetve érik el a ,yval6sagbol” szarmazé eszmék, ez sulyos veszélyt
rejt magaban. Egyre inkdbb tiszta esztétizalassa valik, egyre tisztabb
Uart pour Uart-a. (...) sulyos a veszély, hogy a targy a kisebb ellen-
allas iranyaba fejlédik (...) és a diszciplina részletek és bonyodalmak
szervezetlen tomegévé valik. Mas szoval, a tapasztalati forrastol nagy
tavolsagban (...) a matematikai targyat a degeneralodas fenyegeti.

(...) [Blarmikor kovetkezik is be ez az allapot, szamomra az egyet-
len megoldasnak latszik a megfiatalitdo visszatérés a forrashoz: tobbé-
kevésbé kozvetlen tapasztalati eszmék beemelése a matematikiba.

19, p. 103]*
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Ferenc Csaba and Miklés Rédei:

“There is no more reason to reject intuitionism”

John von Neumann on Gdédel’s incompleteness theorems and on the
nature of mathematics

Based on recently discovered and published documents, especially letters by von
Neumann to K. Gédel and R. Carnap, the paper recalls first the historical circum-
stances of the discovery of Godel’s incompleteness theorems and then analyzes von
Neumann’s interpretation of the second incompleteness theorem from the point of
view of the fate of Hilbert’s program. It is shown in particular that von Neumann
discovered the second incompleteness theorem independently of Godel but was late
by a few days and so he decided not to publish it. In sharp contrast to Gédel, Von
Neumann interpreted the second incompleteness theorem as the proof of unreal-
izability of Hilbert’s program. From this von Neumann inferred that intuitionism
cannot be rejected. While he did not follow the intuitionist practice in mathemat-
ics, he did take a very moderate position concerning precision in mathematics.
Von Neumann aslo emphasized the empirical origin of mathematical concepts and
warned of the dangers of mathematics becoming detached of its empirical source.
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NEUMANN JANOS SZEREPE A HILBERT-TEREK
ES LINEARIS OPERATORAIK ELMELETENEK
MEGALAPOZASABAN

MATOLCSI MATE*
Neumann Jdnos sziletése 100. évforduldjanak tiszteletére

1. Az absztrakt Hilbert-tér

Jol ismert tény, hogy Neumann Janos szertedgaz6é munkassaga soran olyan — azéta
meghatarozéva valt — tudoményagak alapjait fektette le, mint a kvantummecha-
nika, szamitastechnika és jatékelmélet. Neumann személye olyannyira nagy hatést
gyakorolt az emberiség fejlédésére, hogy a Financial Times 1999. december 24-i
szdméaban egyenesen az ,Evszdzad Emberének” (Man of the Century) kidltotta ki.
Neumann kiterjedt munkassaga egy-egy szeletének bemutatésara mar mar tobb iras
iranyult, lasd [18], [19] és részben [2]). Ebben a cikkben arra vallalkozunk, hogy be-
tekintést adjunk Neumann matematikai munkassigénak azon részébe, amelyben
az absztrakt Hilbert-terek nem-korlatos linearis operatorai elméletének alapjait
fektette le. Az itt targyalt absztrakt fogalmakat és tételeket Neumann késébb a
kvantummechanika matematikai megalapozasdban hasznalta fel (lasd [13]). Megje-
gyezziik, hogy a cikkben targyalt eredmények sorrendje helyenként eltér a torténeti
idérendiségtal.

Természetesen a konkrét Hilbert-terek behatébb vizsgilata jéval Neumann
munkassaganak kezdete el6tt, a XX. szazad elején, kozvetleniil a Lebesgue-féle in-
tegralfogalom megjelenése utan megkezdddott. A Lebesgue-integral lehetGvé tette
az LP-terek definidlasat, a Riesz—Fischer-tétel pedig kimondta ezen terek teljessé-
gét (azaz, mai szohasznalattal élve, biztositotta, hogy ezek a terek Banach-terek).
Kiilonosen fontos szerep jutott a p = 2 esetnek, hiszen ebben az esetben ki lehetett
hasznélni az L2-beli teljes ortonormalt fiiggvénysorozat létezését, és az eszerinti
Fourier-sorfejtés igen hasznos eszkdznek bizonyult differencial- és integralegyen-
letek megoldasakor. Egy L2-beli f (altalaban komplex értéki) fiiggvényt tehat
helyettesithetiink f-nek egy rogzitett ortonormalt bazisra vonatkozé ai,as, ... ko-
ordinataival, és ezzel az azonositassal az egész L2 teret megfeleltethetjiik az agy-
nevezett Hilbert-féle koordindta térnek, azaz az olyan ay,as,... sorozatok terének,

*A szerz6t az OTKA T047276, F049457, T049301 tAmogatta.
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amelyekre |a]-|2 < oo (erre a sorozattérre ma mér inkabb az ¢? elnevezés hasz-
nalatos). Ebben a formalizmusban az ¢2 tér egy linedris operdtordnak egy végtelen
maétrix felel meg, és altalaban igen nehéz eldonteni, hogy egy métrix folytonos
transzformaciot ir-e le. Az €2 térnek és folytonos operatorainak behato vizsgalata
elsésorban Hilbert nevéhez flizddik; az elmélet sarokkovének tekinthetd spektralté-
telt is neki sikertilt el6szor bebizonyitani (lasd [7]). Lathatjuk, hogy méar maga az
£2 tér is absztrakcié soran jott létre, hiszen a konkrét fiiggvényeket szamsorozatok-
kal helyettesitettiik. Ha arra gondolunk azonban, hogy az ¢? formalizmusban egy
olyan egyszerii miivelet, mint két linearis transzformécié kompozicioja két végtelen
matrix Osszeszorzasanak felel meg, akkor megérthetjiik, hogy még az egyszeribb
tételek bizonyitasa is jelentGs technikai nehézségekkel jart, és gyakran nehéz volt
kiigazodni a koordinaték és indexek siiriijében. Ebben a helyzetben Neumann volt
az, aki felismerte, hogy létezik egy atlathatobb absztrakt targyaldsmod, amellyel a
bizonyit4sok elegdnsabba vilnak, és az Gj formalizmus segitségével j meghatéarozo
eredmények kaphatok. A tovabbi absztrakcié lényege, hogy a koordinataktol agy
szabadulhatunk meg, hogy nem rogzitjiik eleve a térnek egy ortonormélt bazisat.
Neumann Osszegezte, hogy mik azok a meghatéroz6 absztrakt tulajdonsagok,
amelyek az L? valamint az ¢? teret jellemzik, és ezutén ezekkel a tulajdonsagokkal
definilta az absztrakt Hilbert-teret (lasd [10]). Modszerének lényege, hogy ezutan
“maér csak ezeket a definialé tulajdonsagokat hasznalta, és igy inditotta el a Hilbert-
terek absztrakt elméletének fejl6dését. Neumann a kovetkezé ot tulajdonsaggal
definialta az absztrakt H Hilbert-teret ([10]):
A. H komplex vektortér.

B. H-n adott egy skalarszorzat, azaz a € C és f,g € H esetén (af,g) = a(f, g),

<f1 + f27g) = (flag> =k <f27g)7 <f’g> == (97 f) és (f7 f) 2 0 és egyenl68ég akkor
és csak akkor all, ha f = 0.

C. Az ||f|| = /(f, f) altal definialt normalt tér szeparabilis.
D. H nem véges dimenzi6s.
E. A fent adott norméval H teljes (azaz minden Cauchy sorozat konvergens).

Itt néhany megjegyzést illik tenniink: a ma is hasznélatos absztrakt definicio
annyiban tér el a fentiekt6l, hogy nem szokés eleve kizarni a véges dimenzioés, illetve
nem szeparabilis tereket (azaz nem szokas kikotni a C és D feltételeket). Gyakorlati
szempontb6l azonban tovabbra is a végtelen dimenzios szeparabilis Hilbert-terek
a legfontosabbak. Az A pontban nem feltétleniil sziikséges megkovetelni, hogy H
komplex vektortér legyen, de az alkalmazasok soran a valés Hilbert-tereknek nem
sok szerep jut.

Neumann ezutén belatta ([10]), hogy az igy definialt absztrakt Hilbert-tér
izometrikusan izomorf az ¢2? térrel, igy a két formalizmus ekvivalens (de hamar
fény deriilt arra, hogy az absztrakt megfogalmazas kénnyebben kezelhetd).

Az absztrakt definiciot 1atva természetesen meriil fel a kovetkezd kérdés: ho-
gyan tudjuk eldonteni egy Banach-térrgl, hogy a norma skalarszorzatb6l szarmaz-
tathaté-e (azaz, hogy valdjaban Hilbert-térrsl van-e sz6)? Fréchet ([4]) bebizonyi-
totta, hogy ez a helyzet, ha a tér barmely 3 dimenzios altere izometrikusan izomorf
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egy Euklideszi térrel. Neumann és Jordan ([8]) azonban észrevették, hogy ennél
tobb is allithato, és a kovetkezd elegéns karakterizaciot adtak:

1.1. tétel. Egy (X,||-||) tér norméja pontosan akkor szirmaztathaté skalarszor-
zatbél, ha teljesiil a parallelogramma szabély:

I +gll* +11f = gll* = 2(I£I1* + llgl*)

A tétel kovetkezménye, hogy a norma skalarszorzatbol szarmaztathat6saganak
sziikséges és elegendd feltétele, hogy a tér minden 2 dimenzids altere Euklideszi
legyen. Fontos megjegyezni, hogy ha a parallelogramma szabaly teljesiil, akkor az
ugynevezett polarizaciés azonossaggal meg is kaphatjuk a skalarszorzatot:

(f.9) == (If +gl® = If — gll*) —illf +igll® +ill f — ig|*.

2
4

2. Onadjungalt operatorok

Neumann a Hilbert-tér absztrakt definiciéja utan a linearis operatorok vizsgalaté-
hoz fordult ([10]). A folytonos lineéris operatorokat jellemzi a kovetkezs tétel:

2.1. tétel. Egy R lineéris operétor pontosan akkor folytonos, ha
(i) |[Rf]l < C||f|| (minden f € H-ra), vagy ekvivalensen
(i) (Rf,9) < C||fll llgll (minden f,g € H-ra).

Ennek a tételnek (és a Riesz-féle reprezentacios tétel egy egyszert alkalmazasé-
nak) a kovetkezménye, hogy az egész H-n értelmezett korlatos szeszkvilinearis for-
mék és korlatos linearis operatorok megfeleltethetk egymésnak. Azaz, egy R korla-
tos operatornak megfeleltethetjiik a ¢(f, g) := (Rf, g) formét, és forditva, egy adott
¢ korlatos formahoz talalhatunk olyan R operatort, amelyre ¢( f, g) := (Rf, g). Fon-
tos megjegyezni, hogy (komplex Hilbert-tér esetén) egy ¢(f, g) formét a polariza-
ciés azonossag révén egyértelmiien meghatarozzék a ¢(f, f) értékek. Ennek egyik
kovetkezménye, hogy ha minden f-re (Af, f) = 0, akkor A = 0.

Mi a helyzet azonban a nemkorlatos linearis operatorokkal? Neumann felis-
merte, hogy az alkalmazasokban felmeriil§ differencial- és integraloperatorok pre-
ciz kezeléséhez a nemkorlatos operatorok absztrakt elméletének megalapozasa ve-
zet. A matematikusokat foglalkoztaté egyik f6 probléma az volt, hogy a korlatos
onadjungélt operatorokra mar bebizonyitott spektraltételt milyen formaban lehet
nemkorlatos operatorokra megfogalmazni.

2.2. definicié. Egy (nem feltétleniil korlatos) A lineéris operatort szimmetrikusnak
hivunk, ha (Af, g) = (f, Ag) teljesiil minden f, g € Dom A-ra.
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Korlatos esetben ez éppen az 6nadjungaltsagnak felel meg. Nemkorlatos eset-
ben azonban az méar ismert volt ([1]), hogy ez a tulajdonsig 6nmagéban még kevés
ahhoz, hogy a spektraltétel érvényben maradjon. Neumann szamara vilagos volt,
hogy a nemkorlatos operatorok vizsgalatdhoz a linearitéson til fel kell tenni még
valamilyen (a folytonossagnal gyengébb) regularitasi tulajdonsagot, és a kovetkezd
definiciokat vezette be ([10], [14]):

2.3. definicié. Egy A linearis operatort zartnak neveziink, ha a grafja I'(A4) :=
{(z; Az) : © € Dom A} zart altér H x H-ban.

Egy A linearis operatort lezarhatonak hivunk, ha létezik olyan B zart operétor
amelyre A C B.

Egy strtin definialt A lineéaris operator A* adjungaltjat a kovetkezéképp értel-
mezziik: Dom A* := {g € H : létezik g* amelyre (Af,g) = (f, g*)}, és A*g:=g*.

Egy A szimmetrikus operatort maximalisnak hivunk, ha A-nak nincs szimmet-
rikus (valodi) kiterjesztése. (Azaz nincs olyan szimmetrikus B operator, amelyre
ACB,é A#B.)

Egy A linearis operatort 6nadjungaltnak (Neumann eredeti terminologidjaban
hipermaximalisnak) neveziink, ha A = A*.

Minden énadjungélt operator (maximélis) szimmetrikus, azonban (a korlatos
esettel ellentétben) léteznek olyan szimmetrikus operatorok, amelyek nem onad-
jungaltak. Neumann bebizonyitotta, hogy az 6nadjungélt operatorokat éppen az
tiinteti ki a szimmetrikusok kozott, hogy érvényben marad rajuk a spektralis fel-
bontasi tétel ([10]).

Miel6tt ratérnénk a spektraltétel vizsgalatara, tesziink néhany egyszeri észre-
vételt. Nem nehéz belatni, hogy a fent definialt A* adjungalt operator mindig zart
([14]), elsfordulhat azonban, hogy A* nem siirtin definialt (s6t, lehet példat adni
olyan A-ra, amelynél A* egyediil a 0 vektoron értelmezett). Ha azonban A zart, ak-
kor A* stirtin definialt, és A = A** ([14]). Tovabba egy A operator pontosan akkor
lezarhato, ha A* stirtin definialt (és ekkor A** az A lezdrtja) ([14]).

Lathato, hogy a szimmetrikus operitor definicioja azzal ekvivalens, hogy
A C A* (de A* altalaban nem szimmetrikus!), igy az el6bbiekbdl kovetkezik, hogy
egy szimmetrikus operator mindig lezarhaté (és konnyt latni, hogy a lezartja is
szimmetrikus), tehat egy maximalis szimmetrikus operator sziikségképpen zart.
Specialisan, ha A mindeniitt értelmezve van és szimmetrikus, akkor a zart graf té-
telb6l ad6doan azt kapjuk, hogy A sziikségképpen korlatos (ezt méar Hellinger és
Toeplitz 6] korabban bebizonyitottak). Ez azt mutatja, hogy nincs remény arra,
hogy egy nem korlatos szimmetrikus operatort a szimmetrikussag megtartasaval
az egész térre kiterjessziink. Lassuk, milyen médon tudta Neumann a nemkorla-
tos esetben meégis kihasznélni a korlatos szimmetrikus operatorokra mar ismert
spektraltétel.

Neumann el6szor az absztrakt Hilbert-tér ortogonalis projekcioit jellemezte:
egy mindeniitt értelmezett korlatos E operator pontosan akkor egy zart altérre
valo ortogonalis projekcio, ha E? = E és E = E*. Tovabb4 ortogonalis projekciok

29



Osszege, Fy + Ey + ... E),, pontosan akkor lesz ortogondlis projekci6é, ha minden
EnE, =0 (m#n).

Ezutan Neumann definialta tovabbi vizsgélatainak f6 eszkozét: tetszbleges R
zart, szimmetrikus operator esetén a

V:=(R—il)(R+iI)™*

operatort az R Cayley-transzformdltjanak nevezziik [10]. Megmutathaté, hogy V
zéart, izometrikus operator, amely a Dom V' = Ran(R + iI) alteret képezi a RanV =
Ran(R —iI) altérre. A Dom V illetve Ran V alterek ortogonalis kiegészit&jét defekt-
altereknek, dimenzidjukat (amely akar végtelen is lehet) defekt indexeknek nevezik.
Neumann megmutatta ([10]), hogy V pontosan akkor maximélis szimmetrikus, ha
V valamelyik defekt indexe 0, és pontosan akkor énadjungalt, ha V mindkét defekt
indexe 0, azaz, ha V unitér. Fontos tovabbéa, hogy R-et vissszanyerhetjiik V-bdl az

R=iI+V)YI-V)™

képlet segitségével. Neumann modszere tehat az volt, hogy kiindulva egy tetszéleges
A 6nadjungélt operatorbol, annak V Cayley transzformaéltja unitér (igy korlatos),
és V spektralfelbontasabol visszanyerhetjiik A sepktralfelbontasat. Precizen meg-
fogalmazva:

2.4. definici6é. Ortogonalis projekcioknak egy E(M), (A € R) csaladjat az [a, b]
intervallumra tdmaszkodo6 spektralmértéknek nevezziik, ha

())Ex<E,had<p

(if) ha A > Ao és A — Ao, akkor minden f € H-ra E(\)f — E(X\o)f

(iii) ha A — a, akkor E(X) f — 0, illetve ha A — b, akkor E()\)f — f minden f € H-
ra.

2.5. tétel. Egy unitér U operatorhoz egyértelmien létezik egy [0, 1]-re tamaszkodé
E(\) spektralmérték, amelyre

1 3
i) / " d(E(M)f, g)

teljesiil minden f,g € H esetén.

Ezt a tételt Neumann gy latta be ([10], Abhang II.), hogy médositotta Ri-
esz Frigyes egy a korlatos, szimmetrikus operatorok spektralfelbontésara iranyuld
bizonyitasat. Ezutan pedig kimondta a nemkorlatos 6nadjungalt operatorokra vo-
natkoz6 spektraltételt [10]:

2.6. tétel. Legyen F(\) egy (—oo,+00)-re tdmaszkodé spektralmérték. Ha az

/ - Nd(FO\) f,F(\)f)
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integrél valamely f € H-ra véges, akkor létezik egy olyan f* € H, amelyre minden
g € H-ra
oo
(9= [ MFWSL.9)
—00
teljesiil. Az ilyen f-ekre legyen Rf := f*. Az igy kapott R operétor énadjungalt,
és minden énadjungélt operator egyértelmiien elGallithaté ilyen alakban.

Ez a tétel nemcsak matematikai szempontboél alapveté fontossagi, hanem a
kvantummechanika matematikai modelljének is egyik pillére.

Az 6nadjungalt operatorok kitiintetett szerepét figyelembe véve felmeriil a kér-
dés, hogy egy adott szimmetrikus operator vajon mindig kiterjeszthetd-e 6nadjun-
galtté, és ha igen, hogyan jellemezhet8k ezek a kiterjesztések. Neumann ezeknél a
kérdéseknél is a Cayley-transzformaltat hivta segitségiil ([10]). Konnyt latni, hogy
ha R, az R kiterjesztése (ahol mindkét operatorrol feltessziik, hogy szimmetrikus
és zart), akkor R; Cayley-transzformaltja, V;, is kiterjesztése V-nek. Forditva, V
minden izometrikus V; kiterjesztéséhez létezik R-nek egy olyan R; zart, szimmet-
rikus kiterjesztése, amelynek Cayley-transzforméltja éppen V;. Ezek szerint tehat
R-nek pontosan akkor létezik 6nadjungalt kiterjesztése, ha V-nek létezik unitér ki-
terjesztése, és vilagos, hogy ennek sziikséges és elegendd feltétele, hogy a két defekt
index megegyezzen egymassal. Osszefoglalva:

2.7. tétel. Az R zart, szimmetrikus operatornak pontosan akkor létezik onad-
jungalt kiterjesztése, ha defekt-indexei egyenldk, és az énadjungalt kiterjesztések
egy-egyértelmiien megfeleltetheték a V' Cayley-transzformalt unitér kiterjesztései-
nek. R pontosan akkor énadjungalt, ha mindkét defekt indexe 0. R pontosan akkor
maximalis szimmetrikus, ha legalabb az egyik defekt indexe 0.

Az 6nadjungalt kiterjesztések vizsgalatakor Neumann kiilon figyelmet szentelt
egy konnyebben ellenérizhetd, és a gyakorlati alkalmazasokban igen fontos specialis
esetnek:

2.8. definici6. Egy zart, szimmetrikus R operatort alulr6l korlatosnak neveziink,
ha (Rf, f) > C||f ||2 minden (f € Dom R) esetén. Specialisan, R-et pozitivnak ne-
vezziik, ha (Rf, f) > 0.

Hasonléan definialjuk a feliilrél korlatossag fogalmat, és az alulrél, illetve fe-
liilr6l korlatos szimmetrikus operatorokat ¢sszefoglalva félig korldtosnak nevezziik.
Neumann megmutatta, hogy minden félig korlatos szimmetrikus R operatornak
létezik (szintén félig korlatos) onadjungélt kiterjesztése [10]. Azt azonban elGszor
Friedrichsnek sikeriilt megmutatnia [5], hogy olyan 6nadjungalt kiterjesztés is lé-
tezik, amelynek korlatja megegyezik az eredeti R operator korlatjaval. (Neumann
csak annyit mutatott meg, hogy a kiterjesztés korlatja tetszélegesen megkozelitheti
R korlatjat.)

2.9. tétel. Legyen R olyan zart, szimmetrikus operétor, amelyre (Rf, f) > C|| f|I?
minden (f € Dom R) esetén. Ekkor létezik R-nek olyan S 6nadjungélt kiterjesztése,
amelyre (Sf, f) > C||f||> minden (f € Dom S) esetén.
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Természetesen elég a C' = 1 esetet vizsgalni. Friedrichs bizonyitdsa azon ala-
pul, hogy a korlitos linearis operatorok és szeszkvilinearis forméik kozotti egy-
egyértelmid kapcsolatnak igen specialis esetben nemkorlatos operatorokra is van
megfelelGje. A részletek pontositasa nélkiil emlitjiik meg, hogy az R operatorhoz
tartozé (Rf,g) szeszkvilinearis forma lezdrhato, és a lezart forméhoz asszocidlt
operdtor 6nadjungalt, és ez szolgéltatja a keresett Friedrichs-féle kiterjesztést (lasd
pl. [3]). A félig korlatos szimmetrikus operatorok énadjungalt kiterjesztéseinek el-
méletét kés6bb Krein [9] fejlesztette tovabb, jellemezve egy pozitiv szimmetrikus
operator Osszes pozitiv onadjungalt kiterjesztését.

3. Normalis operatorok

Az onadjungalt operatorokra bizonyitott tételek utan Neumann a normalis ope-
ratorok vizsgalatat kezdte meg [11]. Korlatos esetben egy A operator normalitasa
egyszertien definidlhat6 az AA* = A*A relacioval. Nemkorlatos esetben azonban
gondot okoz, hogy az operatorok nem mindeniitt értelmezettek, igy nem vilagos,
hogy a fenti egyenletet hogyan értsiik. Neumann ezért a kovetkezé keriil6utat va-
lasztotta:

Két tetszbleges (nemkorlatos) linearis operator helyett tekintsiik egy korla-
tos A és egy nem korlatos R operator felcserélhetéségének probléméjat. Ebben az
esetben legalabb A mindeniitt értelmezett, igy a felcserélhetéség egy természetes
definiciéja, hogy az ARf = RAf egyenlGséget koveteljiilk meg minden f € Dom R-
re. (Ekvivalensen: AR C RA.) Ezutan egy tetsz6leges R operatorhoz definialhatjuk
azon A korlatos operdtorok M!(R) halmazat, amelyekre mind A, mind A* fel-
cserélheték R-rel. Tovabblépve, M?(R) jeloli azon korlatos operatorok halmazat,
amelyek adjungaltjukkal egyiitt az osszes M!(R)-beli operatorral felcserélhetdk.
Ezt az eljarast iteralva definialhatjuk az M™(R) € B(H) halmazokat.

Visszatérve arra az esetre, amikor maga R is korldtos Neumann megvizsgalta,
hogy milyen tulajdonsagai vannak a fenti M™(R) halmazoknak. A pontos jellemzés
érdekében a korlatos operatorok B(H) algebrajan kiilonbozs operdtor topoldgidkat
vezetett be [11]:

3.1. definici6é. Az A,, C B(H) operatorsorozat tart A € B(H)-hoz
(i) norméban, ha |4, — A|| — 0

(ii) er6sen, ha A, f — Af minden f € H-ra.

(iii) gyengén, ha (A, f,g) — (Af, g) minden f,g € H-ra.

Neumann megmutatta, hogy R € B(H) esetén M"(R) gyengén zart opera-
toralgebra, valamint M'(R) = M3(R)=... és Re M’ (R) = M*R)=.... (A
gyengén zart — vagy, ami ekvivalens, erGsen zart- operatoralgebrakat mai termino-
logiaban Neumann-algebraknak nevezziik, és kutatasuk tovabbra is az operatorel-
mélet egyik alapvets 4ga (lasd [18])). Bebizonyitotta tovabba, hogy M?(R) ponto-
san akkor kommutativ algebra, ha R normalis operator. Ezek utan nemkorlatos R
esetén ezt a tulajdonsagot hasznalta a normalitas definialasara:
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3.2. definicié. Egy R lineéris operatort normélisnak neveziink, ha
(i) Dom R N Dom R* stirti H-ban, és
(ii) M?(R) kommutativ.

Kés6bbi kutatasai soran (lasd [15]) Neumann megmutatta, hogy az elsé feltétel
elhagyhat6, mert kovetkezik a masodikbol (sét, ha feltessziik, hogy R zart, akkor
Dom R = Dom R* kovetkezik). Ennek bizonyitasat arra az onmagaban is jelentés
eredményére alapozta, amely azt allitja, hogy tetszéleges T' zart operator esetén a
T*T operator pozitiv, nadjungalt [14]. Korlatos T' esetén ez trividlis, az 4ltalanos
esetben azonban elsd ranézésre mar az sem vilagos, hogy miért lenne 77T siiriin
definialt. A T*T operator énadjungaltsaganak fontos kévetkezménye, hogy minden
zart operatornak létezik poldris felbontdsa 14|, azaz olyan T'= W B el6allitasa,
ahol B ( = (T*T)l/ 2) pozitiv, 6nadjungilt, tovabba W izometrikus transzformacioé.
(Bizonyos természetes megszoritasok mellett ez a felbontas egyértelmii).

A nemkorlatos normaélis operatorok fenti aton valé definidlasa utan Neumann
megmutatta, hogy a spektralis felbontési tétel minden zart, normélis operétorra
érvényben marad [11]:

3.3. tétel. Legyen R zart, normaélis operétor. Ekkor egyértelmiien létezik egy olyan
A(2) komplex spektralmérték, amelyre:
(i) Rf (és R*f) pontosan akkor van értelmezve, ha [[ |2|°d(A(z), A(z)) véges,
és ilyen f esetén

(ii) (Rf,g) = [[ zd(A(2)f,g) és (R*f,g) = [[ zd{A(2)f, g >

4. Fiiggvénykalkulus, spektralhalmazok

A spektraltétel onadjungilt és normalis operatorokra torténd igazoldsa utan termé-
szetes Ut nyilik operatorok fiiggvényeinek definidlasara. Neumann el6szor korlatos
onadjungalt operatorokra tekintette az

(F(A)f,g) = / FON(EMN . g)

formulat (lasd [12]), és megmutatta, hogy ha F()\) az A spektruméan korlatos,
mérhetd fiiggvény, akkor az el6bbi képlet egy F'(A) korlatos, normalis operatort
definial. Megmutatta tovibba, hogy ha F végigfut az Osszes, a spektrumon korla-
tos és mérhets fiiggvenyen, akkor az F'(A) operatorok kiadjik az M?(A) algebrat,
és az F +— F(A) leképezés algebra homomorfizmus. (Megjegyezziik, hogy a funk-
cionalanalizis jelenleg legelterjedtebb felépitésében a lépések forditott sorrendben
kovetik egymast: a Gelfand-transzformécio segitségével el6bb definialjak a fenti
algebra morfizmust, majd ebbél vezetik le a spektralis felbontési tételt (lasd pl.
[17]).) Neumann ezutén a kovetkezSképp tért 4t a normalis operdtorok fiiggvénye-
ire: megmutatta, hogy ha N normalis operator, akkor létezik olyan A 6nadjun-
galt operator amelynek N fiiggvénye, azaz N = F(A) valamely F-re, és ezutén a
G(N) := G(F(A)) definiciét alkalmazta [12].
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Igazolhat6 tovabbé, hogy az F'()) fiiggvény tulajdonségai szoros kapcsolatban
vannak az F(A) operator tulajdonsagaival: ha |F()\)' < K, akkor ||F(A)|| < K, ha
F()\) valos értéki, akkor F'(A) 6nadjungélt, ha F'(\) értékei a komplex egységkorén
vannak, akkor F'(A) unitér.

Keésbbbi kutatasai soran Neumann ratért tetszéleges korlatos operatorok fiigg-
vényeinek vizsgalatara (lasd [16]). Természetes médon értelmezhetdk egy tetszole-
ges korlatos A operator p(A) = p, A™ +- - -+ py A+ poI alaki polinomjai. Neumann
ezutan ratért az olyan f(\) = :;—2(‘(% alaki racionéalis tortfiiggvényekre, amelyek-
ben a nevezd gyokei az A operator spektrumén kiviil esnek. Megmutatta, hogy
az f(A) = pl(A)(pg(A))_1 definici6 értelmes, és csak az f fiiggvénytol fiigg (a py
és p, polinomok valaszt4asatol nem). Az olyan f fiiggvényekre amelyek egy az A
spektrumat tartalmazé nyilt halmazon holomorfak az f(A) operatort racionalis
tortfiiggvényekkel valé approximécioval definidlta. Az 6nadjungalt (és normélis)
operatoroknél latott osszefiiggések nyoméan természetesen adédik a kérdés, hogy az
f(X) fiiggvény tulajdonsagaibol tudunk-e kovetkeztetni az f(A) operator tulajdon-
sagaira.

4.1. tétel. A zart egységkorlemez minden kontrakcié operatornak spektralhalmaza,
azaz:

Legyen A € B(H) kontrakci6 (|| A|| < 1), és f(\) olyan holomorf fiiggvény egy
az egységkorlemezt tartalmazé nyilt tartoméanyon, amelyre | f (A)| < 1 teljesiil a zért
egységkérlemezen. Ekkor || f(A)|| < 1, tehat f(A) is kontrakco.

Neumann tovabba megmutatta, hogy a fenti tulajdonség jellemzi is a kontrak-
ciokat: ha egy korldtos A operatornak az egységkorlemez spektralhalmaza, akkor
A kontrakcio.

Neumann fenti eredményeinek sokszintiségét figyelembe véve lathatjuk, hogy
annak ellenére, hogy &t elsGsorban a fizikai alkalmazasok motivaltak, az elméleti
matematikin beliil is olyan alapvetd, ma is fejl6dé kutatési teriileteket nyitott
meg, mint az operatoralgebrék elmélete, a szimmetrikus operatorok onadjungalt
kiterjesztéseinek vizsgalata, operator-osztalyok fiiggvénykalkulusanak vizsgalata és
operatorok spektralhalmazainak vizsgalata.

Irodalom

[1] T. Carleman, Sur les équations integrales singuliéres a noyau réel symétrique, Upsala
(1923).

[2] A. Csaszar and D. Petz., A panorama. of the Hungarian real and functional analysis
in the 20th century, to appear.

[3] W. G. Faris, Self-adjoint operators, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 433, Springer-
Verlag (Berlin-New York, 1975).

34



[4]

1
6]
[
8]
9

[10]

1]

[12]

[13]

[14]

[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

M. Fréchet, Sur la définition axiomatique d’une classe d’espaces vectoriels distanciés
applicables vectoriellement sur ’espace de Hilbert, Annals. of Math., (2)36 (1935),
705-718.

K. Friedrichs, Spektraltheorie halbbeschrankter Operatoren, Math. Annalen, 109
(1934), 465-487.

E. Hellinger and O. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen Matrizen,
Math. Annalen, 69, (1910) 289-330.

D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen.
Vierte Mitteilung, Gott, Nachr. (1906), 157-227.

P. Jordan and J. von Neumann, On inner products in linear metric spaces, Annals
of Math, 36 (1935), 719-723.

M. G. Krein, The theory of self-adjoint extensions of semi-bounded Hermitian trans-
formations and its applications (in Russian), Mat. Sbornik, 20 (1947), 431-495.

J. von Neumann, Allgemeine Eigenwerttheorie Hermitischer Funktionaloperatoren,
Math. Annalen, 102 (1929), 49-131.

J. von Neumann, Zur Algebra der Funktionaloperatoren und Theorie der normalen
Operatoren, Math. Annalen, 102 (1929), 370-427.

J. von Neumann, Uber Funktionen von Funktionaloperatoren, Annals of Math., 32
(1931), 191-226.

J. von Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, Springer
(Berlin, 1932). (Magyar forditas: A kvantummechanika matematikai alapjai, Bu-
dapest, 1980.)

J. von Neumann, Uber adjungierte Funktionaloperatoren, Annals of Math., 33
(1932), 294-310.

J. von Neumann, On normal operators, N.A.S. Proc., 21 (1935), 366-369.

J. von Neumann, Eine Spektraltheorie fiir allgemeine operatoren eines unitaren
Raumes, Math. Nachrichten, 4 (1951), 258-281.

G. K. Pedersen, Analysis Now, Graduate Texts in Mathematics, 118, Springer-Verlag
(New York, 1989).

D. Petz and M. Rédei, John von Neumann and the theory of operator algebras,
in: The Neumann Compendum, 163-185, eds. F. Brédi, T. Vamos, World Scientific
Series in 20th Century Math., vol. 1, World Scientific (Singapore, 1995).

M. Rédei: Why John von Neumann did not like the Hilbert space formalism of
quantum mechanics (and what he liked instead), Stud. Hist. Philos. Sci B Stud.
Hist. Philos. Modern Phys., 27 (1996), no. 4 (1997), 493-510.

Maté Matolcsi: John von Neumann and the foundation of the abstract
theory of Hilbert spaces

In this historical survey we describe John von Neumann’s original approach to
the foundation of the theory of abstract Hilbert spaces and the spectral theory of
unbounded self-adjoint operators. The paper is dedicated to the John von Neumann
centennial.

35



TOBBCELU, VALOSZINUSEGGEL KORLATOZOTT
SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELL:
A LINEARIS PROGRAMOZAS DUALITAS
TETELENEK EGY ALKALMAZASA

PREKOPA ANDRAS

A dolgozat elején ismertetjiilk Neumann Janos szerepét a dualitds tétel megfo-
galmazasaban és bizonyitasaban. Ezt kovetGen ratériink a sztochasztikus programozasi
eredményiink ismertetésére. Megfogalmazunk egy olyan, valésziniiséggel korlatozott mo-
dellt, melyben a célfiiggvény egy tagja linearis fliggvények maximuma. Abban az eset-
ben, amikor véges sok célfiiggvény maximumat vessziik és a valésziniségi korlatot je-
lents feltételben szerepld val6sziniiségi valtozo véges tartéval rendelkezik, felirunk egy
kozelits lineéris programozasi feladatot. Megmutatjuk, hogy ha a célfiiggvények vekto-
rai kérében egyik sem dominal egy masikat, akkor a dualis feladat is ilyen tipust. A
folytonos eloszlasu valészintiségi valtozé esetére hatardtmenettel nyeriink primal-duél,
tobb célfiiggvényes, valészintiséggel korlatozott feladatpart, midén az eloszlasfiiggvény
szigortian kvéazikonkav. Specialis esetben a Komaromi-féle (1986) feladatpart és dualitas
tételt kapjuk.

1. A linearis programozas dualitas tételérsl

A szakirodalom a linearis programozas dualitas tételének elsé szabatos bizonyita-
sat a Gale, Kuhn, Tucker (1951) szerz6harmasnak tulajdonitja. A tételnek azonban
fontos el6zményei vannak, melyekrsl Prékopa (1979) cikkemben emlitést teszek. Ex-
demes ezek korében kiilonds figyelmet szentelni Neumann Janos egy nem publikalt
cikkében foglalt, tételszertien kimondott AllitAsnak, melyben a primal-duél feladat-
par megfogalmazasan til a dualitds tétel kimondésara is sor keriil. A bizonyitas
teljességét azonban a fent emlitett szerz6harmas vitatja.

Neumann mér 1928-ban kozolt egy olyan tételt, a matrix jatékok minimax té-
telét, melyben egy lineéris programozasi priméal-dudl feladatpéar felismerhetd és bar
Neumann maéas utat kovetett, a bizonyitas a dualitas tétel alapjan egyszertien elvé-
gezhets. A lineéris programozéassal kozelebbi kapcsolatba azonban csak akkor ke-
riilt, amikor 6t 1947-ben Dantzig meglatogatta. Hosszasan elbeszélgettek és ennek
eredményeképpen a princetoni Institute for Advanced Studyban 1949-ben kozzé-
tett egy kéziratos dolgozatot (Neumann, 1949), melyben gondolatait dsszefoglalta.
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Felallitotta a linearis programozasi primal-dual kapcsolatot és adott egy bizonyi-
tast is a tételre, melyben a linearis egyenlétlenségek alaptételére hivatkozik. Nem
emliti azonban, hogy kinek a tételére gondol. Ebben az idé6ben méar Farkas Gyula
(1901) eredményei kozismertek voltak és a linearis egyenlGtlenségek alaptételén
altalaban a homogén esetre vonatkozé Farkas-tételt értették. Ha Neumann erre hi-
vatkozott, akkor a tétel altala adott bizonyitasaban valéban van egy logikai ugras.
Ha azonban Neumann ekkor Haar (1918, 1924) tételére gondolt, mely az inhomogén
esetre vonatkozik, akkor a bizonyitas teljes. Haar dolgozatdban nem ez a 6 tétel, a
Farkas-tétel inhomogén egyenlétlenségekre vonatkozo6 valtozata konnyen bizonyit-
hat6 a homogén esetre vonatkozo tétel alapjan. Lehetséges, hogy Neumann ismerte
Haar dolgozatait, de az is elképzelhetd, hogy az emlitett altalanositasi lehetGséget
észrevette és sziikségtelennek tartotta a figyelmet erre kiilon felhivni. Hogy ponto-
san mi jart Neumann fejében, rejtve marad el6ttiink, &m a kozismerten zseniélis
Neumannrél nyugodtan feltételezhetjiik, hogy az utobbi esetrél van sz6. Ha ezt
elfogadjuk, akkor Neumannt kell a dualitas tétel els6 felfedezGjének tekinteniink.

A primal-dual feladatpar legegyszeriibb valtozata a kovetkeza:

primal feladat: max ¢l
feltéve, hogy
(1)
Az <)
e
dualis feladat: min b’y
feltéve, hogy
(2) :
A'y>c
y > 0.

A dualités tétel a kovetkez6 modon fogalmazhaté meg:

1. tétel. Ha az (1), (2) feladatpéar valamelyikének van megengedett megoldasa
és véges optimuma, akkor a masik is rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal és az
optimum értékek egyenldk.

Ha vannak egyenl8séges feltételek és elGjellel nem korlatozott valtozok, akkor
is megfogalmazhato primal-duél feladatpar. Az egyenlGséges feltételeket egyenlot-
lenség parokkal helyettesitjiik, az elGjellel nem korlatozott valtozokat nemnega-
tiv valtozok kiilonbségeként allitjuk els és eljutunk egy 4altalanosabb primal-dual
kapcsolathoz, illetve dualitas tételhez. Teljesség kedvéeért felirjuk az altalanosabb
priméal-dudl feladatpart is (feltessziik, hogy az egyenlétlenséges feltételek, illetve a
nemnegativitassal korlatozott valtozok keriilnek elére):
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primal feladat: max{c! z; + ¢ z2}
feltéve, hogy

(3) Az + Az < by
Ag1x1 + Agexp = b
z 2> 07
dualis feladat: min{b{ y; + b3 yo}
feltéve, hogy
(4) A’{lyl <+ A%!/z =1
Aloyr + AJyys = c2
y1 > 0.

A (3), (4) feladatparra az 1. tétel valtozatlan formaban érvényes.

A (3), (4) feladatpart szemlélve észrevessziik, hogy minden primal (dual) rela-
ci6hoz hozzarendelhets egy duél (primal) valtozo és vice versa. E megfeleltetésben
egyenl&tlenséges feltételnek nemnegativitassal korlatozott valtozo felel meg, egyen-
16séges feltételnek pedig olyan véltozé, melyet nem korlatozunk elGjellel. Ennek
ismerete megkonnyiti adott LP dualisanak a felirasat.

2. Valészintiséggel korlatozott sztochasztikus programozasi feladat
diszkrét valészinidségi valtozokkal

A sztochasztikus programozasi feladatok megfogalmazasa leggyakrabban oly mo-
don torténik, hogy kiindulunk egy in. determinisztikus alapfeladatbol, mellyel kap-
csolatban azutan megallapitjuk, hogy bizonyos paraméterei nem allandok, hanem
val6szintségi valtozok. Az ily moédon értelmét vesztett feladatra tdmaszkodva, va-
lamilyen déntési elv felhasznélasaval, Gj feladatot fogalmazunk meg és ezt nevezziik
sztochasztikus programozasi feladatnak, vagy modellnek.

A sztochasztikus programozési feladatok korében a valészintiséggel korlato-
zott feladat tipus az egyik legelterjedtebb. Tekintsiik az alabbi determinisztikus
alapfeladatot:

min ¢z

feltéve, hogy
(5) Az > b
Tz =&
2> 10;
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ahol A m x n-es, T' r X n-es matrix, z, ¢, b, £ megfelelé méretd vektorok, £ valoszi-
niiségi vektorvaltozo, x dontési valtozo.

Az (5) feladat alapjan megfogalmazzuk az alabbi, valészintiséggel korlatozott
sztochasztikus programozasi feladatot:

minc’z

feltéve, hogy
(6) Az > b
P(Tz=¢) 2p
20,

ahol p (0 < p < 1) rogzitett, a gyakorlatban 1-hez kozeli valoszintség.

Tegylik fel, hogy a & = (&1, ... ,§,)T véletlen vektornak véges sok lehetséges
értéke van, jelolje S ezek halmazat. Ebben az esetben megfogalmazunk egy a
(6) feladattal ekvivalens feladatot, mely az an. diszjunktiv programozasi feladatok
korébe esik. A fentiekhez sziikségiink van az tn. p-efficiens pont fogalmara (lasd
Prékopa, 1990). Jeldlje F a € valoszintiségi vektorvaltozoé eloszlasfiiggvényét: F'(z) =
P((<z),z€R".

1. definicié. Az s € S pontot a £ valosziniiségi vektorvaltozo eloszlasa p-efficiens
pontjanak nevezziik, ha F(s) > p ésnincs olyan y € S, y < s, y # s, melyre F(s) >
p.

Jeldlje {s1,...,sn} a p-efficiens pontok halmazat. Ezek segitségével a (6)
feladat az alabbi alakban irhat6 fel:

min ¢!z

feltéve, hogy
Ax>b

Txe

Cz=

(S,’ + RrJr)
1

\Y
=)

T

A (7) feladat a diszjunktiv programozasi feladatok korébe esik, ezek nume-
rikus megoldasa altalaban igen nehéz, a feladat nem-konvex jellege miatt. Szokas
a feladatot 0 — 1 értékd valtozok segitségével is felirni. Ezaltal a megoldas nem
konnyebb, am lehetdség nyilik meglévé programcsomagok alkalmazasara. Masik le-
het&ség a feladatnak egy konvexifikicidja, vagyis egy kozelitd, konvex feladattal
val6 helyettesitése. Az altalunk erre a célra vélasztott feladat a kovetkezd (lasd
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Prékopa, Vizvari, Badics, 1998):

min Tz

feltéve, hogy

Ax >b
N

(8) Tx — Z A,‘S,‘ 2 0

=1

N
> =1
=1

>0, A>0.
A (8) feladat duélisa a kovetkezs:

max{v + b7 u}
feltéve, hogy
(9) v—8]2<0, i=1,...,N
AT+ TTz< e
a0, 220.

A (9) feladatban a dontési valtozok u, z és az eljellel nem korlatozott v. Ez utébbi
feldattal ekvivalens az alabbi tobbcélfiiggvényes feladat:

max{ min sz + bTu}
1<i<N
(10) feltéve, hogy
ATu+TTz<¢
w20 z=0,

melyben a v valtozé nem szerepel.

A (7) feladat valoszintiségi korlatjaban szerepld si,..., sy p-efficiens pontok
a (10) feladatban tobb célfiiggvényt eredményeznek. A (10) feladatban azonban
val6szintségi korlat nincsen.

Ha a (10) feladatboél indulunk ki, akkor viszont a dualizdlas révén eljutha-
tunk a (8) alaku feladathoz, ekkor azonban az {s, ..., sy} vektorhalmaz egy olyan
tulajdonséagéara van sziikség, mely automatikusan adodik, ha ennek elemei & elosz-
lasdnak p-efficiens pontjai. Ez abban &ll, hogy e vektorok kozott nincs olyan par,
melyben az egyik dominélja a maésikat, vagyis s; £ s;, ha i # j. A félig rendezett
halmazok terminologiajaval élve, az {s1,...,sy} halmaz egy ellenlanc.

Mielé6tt tovabb mennénk, megemlitiink egy tételt.
2. tétel (Prékopa, Vizvari, Badics, 1998). Tegyiik fel, hogy {si,...,sSn} egy

ellenlanc az r-dimenziés tér félig rendezett halmazaban. Ekkor minden 0 < p < 1
esetén létezik olyan valbszintségeloszlas, melynek si,...,sy a p-efficiens pontjai.
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A tétel bizonyitasa egyszeri. Az N =1 eset trivialis. Ha N > 2 és ¢ = (1 —
p)/(N —1) < p, akkor az s1,...,sy pontokhoz felvesziink még egy d pontot oly
mo6don, hogy d < s;, d # s;, i = 1,...,N, majd d-hez hozzarendeljiikk a p — ¢, az
s1,-..,sn pontok mindegyikéhez pedig az & valészintiséget. Ha viszont p < (1/N),
akkor olyan d pontot vesziink fel, melyre d > s;, d # s;, i = 1,..., N, majd d-hez
hozzarendeljiik az 1 — Np, az si,...,sy pontok mindegyikéhez pedig a p valdszi-
niiséget.

A bizonyitasbol lathato, hogy N + 1 pont mindig elegendd a kivant valészint-
ségeloszlas konstrukcidjahoz.

A 2. tétel birtokaban induljunk most ki a (10) feladatbol, mellyel kapcsolatban
feltessziik, hogy az s1,...,sn vektorok ellenlancot alkotnak. A (10) feladat ekvi-
valens a (9) feladattal, annak duélisa pedig a (8) feladat. A 2. tétel szerint létezik
olyan P valoszintiségeloszlas, melynek p-efficiens pontjai az si,...,sy vektorok.
A (8) feladat kozelitése a P valészintségeloszlassal felirt (6), (7) feladatnak.

A fentiek szerint nem az eredeti, valosziniséggel korlatozott feladat, hanem
annak kozelitése hozhaté a linearis programozas értelmében vett dualis kapcsolatba
egy tobbcélfiiggvényes feladattal.

3. Az altalanos, tobbcéli, valosziniséggel korlatozott modell

Az el6z6 szakaszban alkalmazott jeloléseink a diszkrét valoszintségi valtozoés, va-
lészintiséggel korlatozott modell hagyoméanyos jeloléseihez igazodtak. Ebben a sza-
kaszban azonban eltériink ettdl, és inkabb a kétlépcsés modell jeloléseit alkalmaz-
zuk, noha modelliink statikus, vagyis egylépcs6s modellként is értelmezhets. Te-
kintsiik az alabbi feladatot:

. iy T
min { 12?(]” c;rtgq y}
feltéve, hogy
(11) Az +By>b

P(Tz+Wy2£) 2 po
z2>0,y2=>0.

Az eddigiekhez képest 1j az, hogy a feladatban egyidejtileg szerepel tobb célfiigg-
vény és valoszintiségi korlat, tovabba szerepelnek még a B, W matrixok és a ¢, y
vektorok. A dontési valtozok z és y. Az A, T matrixok és az z, £, b vektorok mé-
reteinek a korabban bevezetett jelolését megtartjuk, y komponenseinek a szamat
jelolje . Ezzel a B, W matrixok és a ¢ vektor mérete is mar adott.
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Feltessziik, hogy & diszkrét valdszintiségi valtozo, po-efficiens pontjai az s,
i =1,...,N vektorok. Ekkor a (11) feladattal ekvivalens az alabbi:

. T T
mln{ 11523st c;T+q y}
feltéve, hogy

N
Tx+Wye U(Si + R )

i=1

.20, 4 >0.

Ennek kozelitése a kovetkezo:

: T T
miny max c; T + }
{15i5M * 7Y

feltéve, hogy

Az + By >b
N
Tz+Wy—E/\,~s,~20

i=1

N
Y N=1

i=1
:1:20, yZOa AZO.

(13)

Az elGjellel nem korlatozott t valtozoé bevezetésével a (13) feladatot felirjuk a vele
ekvivalens tjabb alakban:

min{t + ¢7y}
feltéve, hogy
t—clz >0, i=1,....M
(14) Az + By >b
N
T:I:+Wy—2/\is,-2 0

=1

>0, y>0, A>0.
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A (14) feladat dualisaként a kovetkezs feladatot kapjuk:

max{v + b7 u}

feltéve, hogy

v— a7 % T
BTu+W7Tz <q
M
15
46} ATu+ TTz—ZuiciSO
=1

M
Z#i =
=1

u>0, 220, > 0.

A ¢i,i=1,..., M vektorokrol feltehetjiik, hogy ha i # j, akkor ¢; £ ¢;. Ha ugyanis
valamely i # j szampér esetén ¢; < ¢;, akkor a feladat célfiiggvényébdl a cFz fiigg-
vényt elhagyva, az optimé4lis megoldasok halmaza és az optimum érték nem valto-
zik.

Alkalmazzuk a 2. tételt a (15) feladatbol vett ¢y, . .., ca vektorok —cy,...,—cpm
negativjaira, melyek szintén ellenlancot alkotnak. Ezekhez hozzaveszlink még egy
alkalmas tovabbi d vektort, és az igy kapott M + 1 vektort egy n valoszintségi
valtozo lehetséges értékeinek tekintjiik. A 2. tétel bizonyitésa szerint tetszéleges
0 < p; <1 esetén létezik olyan d és a {—c1,..., —cnr,d} halmazon értelmezett P
valésziniiségeloszlas, melynek p;-efficiens pontjai a {—ei, ..., —car} halmaz elemei.
Ezt felhasznalva, a (15) feladat atirhato az alabbi ekvivalens alakba:

12ignN T2+ bTu}
feltéve, hogy

(16) WTz4+BTu< q
P(-TTz—ATu>n) >m

@210, 42>0.

-

A (11) tébbeélu, valészintiséggel korlatozott sztochasztikus programozasi mo-
dell konvexifikaltjAnak dualisa tehat felirhaté hasonl6 tipusu feladat formajaban.

Ha az A, B, W métrixok és a b, ¢ vektorok 0-val egyenlék, akkor a (11), (16)
feladatpar az alibbira redukalodik:

: T
min ( 12%?(M c; x)
(17) feltéve, hogy
P(Tz>£) > po

>0
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ma.x( min s,-Tz)
1<i<N

(18) feltéve, hogy
P (-TTz2>n)>p
2> 0.

A (17), (18) feladatok konvexifikalt valtozatai egyméas dualisai a lineéris progra-
mozasi duélis megfeleltetés értelmében. Ezek Koméaromi (1986) feladatainak diszk-
rét valtozatai.

A konvexifikalt feladatokra természetszertleg érvényes a dualitas tétel, és az
is, hogy a két feladat koziil akdrmelyiknek a szimplex modszerrel torténé megoldasa
a masik feladat megoldasat is szolgaltatja.

4. A folytonos eset

Folytonos eseten azt értjiik, hogy a (11), (16) feladatokban ¢ és 7 folytonos eloszlasi
val6szintiségi valtozok. Erre az esetre bizonyitunk be egy dualités tételt, a (14), (15)
feladatokra tamaszkodva. Ezekhez a £ és n valoszintségi valtozok diszkretizalasa
révén jutunk. A (14), (15) kozelité feladatokra a linearis programozas dualitas
tételét alkalmazzuk, az eredeti, (11), (16) feladatokra vonatkozé nemlinearis prog-
ramozasi dualitas tételt pedig hataratmenettel nyerjiik.

Feltessziik, hogy a £ € R*, n € R™ valoszintiségi vektorvaltozok eloszlasfiiggve-
nyei kvéazikonkavak és adott, kompakt, konvex halmazokon szigortian kvazikonkéavak
is. Ez ut6bbin az értjiik, hogy a kvéazikonkavitasi egyenlGtlenség szigorii értelemben
teljesiil minden pozitiv hosszisagu szakasz esetén.

Ha a valoszintiségi vektorvaltozok strtségfiiggvényei szigorian logkonkéavak
adott konvex halmazokon, akkor Prékopa (1973) egy tétele szerint ez az eloszlas-
fiiggvényekre is érvényes ugyanott. Ebbdl viszont kovetkezik az eloszlasfiiggvények
szigoru kvazikonkivitdsa ezeken a halmazokon.

Egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy mindkeét eloszlasfiiggvény az egész téren
szigortan kvézikonkav. Kés6bb megszabadulunk ett8l a megszoritastol és e tulaj-
donsagot kompakt, konvex halmazokon kivanjuk csak meg.

Jeloljék F, G, rendre a &, n valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényeit.
Feltételiinkbol kovetkezik, hogy minden 0 < pg, p1 < 1 esetén

S={w|F(w)2po}
C={w|G(w)2p1}

kompakt, konvex halmazok és hatarpontjaik az

S:{wlF(w)=p0}
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halmazok. Az is igaz, hogy S, C szigortian konvex feliiletek, melyek fiiggvény alak-
ban is leirhatok oly moédon, hogy a valtozok koziil barmelyiket a tobbiek fiiggvé-
nyeként eldallitjuk.

A (11) feladat ekvivalens az alabbi, végtelen sok alternativ feltételt tartalmazo
diszjunktiv programozasi feladattal:

min { max Tz + qu}
ceC
feltéve, hogy

(19) Az+By>b

Tz+Wye | J(s+R})

s€S
>0, y>0.

Ugyanigy, a (16) feladattal ekvivalens az alabbi, hasonl6 tipusi feladat:

max { mins? z + bTu}
seS
feltéve, hogy
(20) WTz+BTu< g
—TTz— ATue | J(-c+R})

ceC
220, u20.

A (19), (20) feladatok félig végtelen (semi infinite) diszjunktiv programozasi
feladatok: véges dimenzi6s dontési valtozok szerepelnek benniik, az alternativ fel-
tételek szama azonban végtelen, kontinuum szidmossagu.

Valasszunk egy az S = {w | F(w) = po} halmazban mindeniitt siird sq, sa,. ..
sorozatot és egy a C’{w | G(w) = p1} halmazban mindeniitt stird —c;, —cz, . .. so-
rozatot.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

N
Sv=|J{weR |w> s}
=1
M
CM=U{w€R"|w2—ci}
=1
§N={ 8150049 SN}
C~'M={*Cl,...,*CM}.

Nyilvanvalo, hogy Sy C Snyi1, Cym C Car4,s SN [ SN+1, CM C éM+1.
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Ha a (19), (20) feladatokban az S, C' halmazok helyett az Sy, Cas halmazokra
szoritkozunk, akkor azok a 3. szakasz (11), (16) feladataira redukalédnak. Kénnyen
belathat6, hogy fennallnak az alabbi relaciok:

Al o B
i o) =

ahol cl (+) a zaréjelben all6 halmaz lezartjat jelenti. Ebbél viszont kovetkezik, hogy
hasonlé hatéarérték relacié érvényes a (19), (20) feladatok megengedett megoldas-
halmazaival kapcsolatban is. Az Sy, Cps halmazokkal vett megengedett megoldas-
halmazok hatéarértékeinek lezéartjai (N — oo, M — oo) rendre egyenlSk a (19), (20)
feladatok megengedett megolddshalmazaival.

Miel6tt tovabb mennénk, megemlitjiik, hogy az Sy, Cps halmazok diszkrét
konvex halmazok. Egy véges elemid D halmazt diszkrét konvex halmaznak neve-
ziink, ha minden h € D esetén h ¢ riconv (D\{h}).

Ebbél kovetkezik, hogy ha a (19), (20) feladatokban S, C helyett Sy-et, Cpr-et
irunk, akkor a célfiiggvények els6 tagjait a max clrx, min sg‘z alakba irhatjuk.
1<i<M 1<i<N
A véges N, M esetére vonatkozo feladatpar tehat az alabbi:

. T T
min max c; T+ q 1 }
{ISiSM ’ 7Y

feltéve, hogy

N
Tz+Wye | J(si + R})
=1

x>0, y=20;

illetve ennek duélisa,

ma.x{ min_s?z + bTu}
1<iSN

feltéve, hogy
(22) WTZ+ BTUS q
M
—T7z— ATue | J(~ci + RY)
=1

Zz20, uw>0,

Konnyen belathat6, hogy a véges N, M esetére vonatkoz6 optimum értékek
az emlitett feltételek esetén konvergalnak a folytonos esetre vonatkoz6 optimum
értékekhez.

A fenti gondolatmenet érvényben marad akkor is, ha az eloszlasok tartéi nem
terjednek ki az egész térre, hanem csupén azt kivanjuk meg, hogy azok kompakt,
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konvex halmazok. Ez esetben az Sy, Chy, Sx, Cy halmazokat e tartokra megszo-
ritva kell értelmezni.

Az emlitett halmazsorozatok hatarértékeinek a lezartjai és az emlitett célfiigg-
vény sorozatok hatarértékei fiiggetlenek az {s;}, {—c;} sorozatok megvalasztasatol.

Ervényes az alabbi

3. tétel. Tegyiik fel, hogy a (19), (20) feladatokban szerepld &, m valoszintiségi
vektorvaltozék tartéi kompakt, konvex halmazok és ezeken eloszlasfiiggvényeik szi-
gortian kvazikonkavak (ez teljesiil, ha siiriiségfiiggvényeik szigortian logkonkéavak).
Ekkor, ha a két feladat koziil valamelyiknek van megengedett megoldasa és véges
optimuma, akkor ez a méasik feladatra is érvényes és az optimum értékek egyenldk.

Bizonyitas. Az Sy, Cy halmazok segitségével felirjuk a (21), (22) feladatokat. Azt
kell belatnunk, hogy ha a (19), (20) feladatok koziil valamelyiknek van megengedett
megoldasa, akkor a méasiknak is van. Ekkor ugyanis a megengedett megoldasok hal-
mazainak monoton konvergenciajabol és a linearis programozas dualités tételébdl
az allitas kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy a (19) feladatnak van megengedett megoldésa és véges opti-
muma: legyen zg, yo megengedett megoldas. Ha a valoszintiségi korlat egyenlGséggel
teljesiil, akkor az s; = T'zo + Wy valasztas mellett minden N esetére a kozelits
feladatnak van megengedett megoldasa. Minthogy a megengedett megoldasok hal-
mazai N-ben noévekvd sorozatot alkotnak és a (19) feladatnak van véges optimuma,
minden kozelits feladatnak is van véges optimuma. A linearis programozas dualités
tételének értelmében ugyanez érvényes a dudalis kozelito feladatokra is. Bz viszont
maga utan vonja azt, hogy a (20) feladatnak is van megengedett megoldasa, ilyen
pl. a most nyert dudlis kozelits feladat tetszéleges megengedett megoldasa. A du-
alis kozelits feladatok optimum értékeinek felss korlatja a (19) feladat optimum
értéke, ezért ennek a sorozatnak van hatarértéke. Errél mar belattuk, hogy egyenld
a (20) feladat optimum értékével. Miutan az optimum értékek a kozelitS feladatok
esetén egyenlSk, ugyanez érvényes a (19), (20) feladatok optimum értékeire.

Ha a valoszintiségi korlat hatarozott egyenldtlenséggel teljesiil, akkor elég nagy
N esetén minden kozelits feladatnak van megengedett megoldésa és a gondolatme-
net ugyanugy folytathaté, mint az el6bb.

Ugyanez a bizonyitas alkalmas arra az esetre is, amikor a (20) feladatbol
indulunk ki. =

Koméaromi (1986) dualitas tétele a 3. tétel specialis esete, midén az A, B, W
matrixok és a b, g vektorok 0-val egyenlSk.
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5. Algoritmikus megoldas, alkalmazas

A (14), (15) feladatok numerikus megoldasara hatékony modszer a Prékopa, Viz-
vari, Badics (1998) cikkben k6zolt metsz6 sik modszer. Ez tovabb finomithat6 a
t, v valtozokat tartalmazo feltételek speciilis szerkezetének a figyelembe vételével.
Tovabbi hatékony megoldasi modszert ajanl a Dentcheva, Prékopa, Ruszczynski
(2000) cikk. Az utobbi elénye az, hogy nem igényli a p-efficiens pontok elézetes
leszamlalasat, azokat az algoritmus végrehajtasa soran generalja.

A folytonos eset feladatara vonatkozblag arra az esetre is adédik fontos ko-
vetkezmény, amikor csak egy célfiiggvényiink van. Ha ugyanis a £ valoszintségi
vektorvaltozo szaméra szimulaciéval generdlunk elég sok lehetséges értéket, akkor
a nyert diszkrét valészintiségi valtozoju feladatot, vagy ha kedvez8bb, annak dua-
lisat megoldhatjuk az emlitett modszerekkel.
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Andras Prékopa: Multi-objective, probabilistic constrained stochastic
programming model: an application of the duality theorem of linear

programming

First we summarize John von Neumann’s role in the formulation and proof of the
duality theorem of linear programming. Then we present a new probabilistic con-
strained stochastic programming model, where one term in the objective function
is the maximum of linear functions. For the case, where the maximum of a finite
number of linear functions is taken and the support of the random vector in the sto-
chastic constraint is finite, we write up an approximate LP. If the linear functions
in the multi-objective term do not dominate each other, then the dual problem is
of the same type. Primal-dual problems and duality theorem are obtained for the
case of a continuous distribution too, by the application of a limiting procedure,
under the assumption that the c.d.f. is strictly quasi-concave. As a special case we
recover Koméromi’s duality theory.
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TARSULATI ELET — 2002

Szele Tibor-emlékérem

A Szele Tibor-emlékérem Bizottsag dontése értelmében a 2002. évi érmet Frank
Andrés egyetemi tanar, az ELTE operaci6kutatasi tanszéke vezetdje kapta.

Indoklas: Frank Andrds 1972-ben végzett az ELTE-n. 1976-ban szerzett egye-
temi doktori, 1980-ban kandidatusi- 1990-ben tudoméanyok doktora fokozatot. T6bb
mint 70 tudomanyos dolgozatot irt. Munkajanak nemzetkozi elismertsége is széles-
kort, azokra igen sok hivatkozas van. Vendégprofesszor volt Waterloo-ban, és t6bb
évig volt Bonnban, mint kiemelt ,JJohn von Neumann” vendégprofesszor. Szamos
konferencia meghivott elad6ja, melyek koziil kiemelendé a Nemzetkozi Matema-
tikai Kongresszus (Berlin, 1998.)

To6bb eredményét tekinti alapvetének a nemzetkozi kozvélemény. Els6k kozott
vezette be azt a modszert, hogy egy grafelméleti problémaban a linearis célfiigg-
vényt, illetve linearis feltételeket alkalmasan szubmodularisokkal helyettesitette.
Modelljeire min-max tételeket bizonyitott, hatékony optimalizalasi algoritmusokat
dolgozott ki, és a médszert sikerrel alkalmazta fontos probléméak megoldasara. Alap-
vetd Frank Andrasnak és Tardos Evanak az a kozos eredménye, mely szerint minden
polinomialis id6ben megoldhaté kombinatorikus optimalizalasi feladat (0-1 valto-
z6s linearis programozasi feladat) erdsen polinomiélis id6ben is megoldhat6. Az
utébbi években Frank Andras és tanitvanyai kidolgozték a grafok Osszefiigg8ség-
novelésének elméletét. Ezek a halozatelméleti szempontbdl is fontos eredmények
nehéz eszkozoket igényelnek.

Az egyik legsikeresebb hazai iskolaalkoté6 matematikus. Formalis és informalis
szeminariumain igen sok didk tanulta meg a kombinatorika és kombinatorikus
optimalizalas alapjait, és kapott olyan kutatéasi feladatot, mely palyajat hosszu
évekre meghatarozta. Az évek soran egy valdodi, egyiittdolgozo kutatokbol 4llo,
nyiizsgs iskola alakult ki koriilotte, tanitvanyait bevezeti az igényes alkalmazott
matematikai munkéaba is.

Legsikeresebb tanitvanya Tardos Eva, aki Fulkerson-dfjat kapott a Frank And-
ras irdnyitasaval végzett munkajaért, és a Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson
Kyotoban 1990-ben meghivott el6adé volt. Sebé Andréas és Gyori Ervin nemzetkozi-
leg kiemelked§ kutatok, akik a Frank vezette informélis szeminariumokon indultak
el. Mindkett6jiik kandidatusi disszertacija Frank Andras probléméainak megolda-
sabol indult ki. A fiatalabb generaciobo6l Jordan Tibor és Szigeti Zoltan Frank
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Andrasnal irtak a PhD-jiiket a fent emlitett Osszefiiggéség-novelés témabol, és ab-
bol kinévs kérdésekbdl. Azota is mindketten igen sikeresen folytatjak kutatéasaikat
ezekben a témakban; mindketten tobb évet voltak kiilf6ldon, és nemzetkozileg el-
ismert kutatok. A Frank altal iranyitott doktoranduszok (Fleiner Balazs, Ujvari
Miklés, Jiittner Alpar, Bajba Tamas, Kiraly Tamas, Szeg6 Laszlo, Fiilop Otilia)
mindegyike eredményesen indul a palyajan. Témavalasztasuk sokszintisége és sike-
ressége Frank széles attekintését tiikrozi a kombinatorikus optimalizalas egészérdl.
Megemlitend6 még Benczir Andras és Fleiner Tamas, akik a szakdolgozatukat ir-
tak Franknal, majd kiilfsldon PhD-ztek jelents részben olyan téméaban dolgozva,
amit még a szakdolgozatukban Frank javaslatara kezdtek.

Beke Mané-emlékdij

A Beke Mano-emlékdij Bizottsag a Beke Mano-dij elsé fokozatat itélte oda Fried
Ervinnének.

Indoklas: Fried Ervinné odaad6 és eredményes munkajaval a magyar mate-
matikusok és matematikatanarok megbecsiilését vivta ki. Hozzajarult ahhoz, hogy
a matematika miivelése sok-sok kozépiskolai diak, egyetemista, matematikat miivels
tanar és nem tanar, esetleg a matematikai feladatokat csak kedvtelésb6l megoldo
ember szaméara magas szinten hozzaférhets legyen. Salgétarjanban, a budapesti Ka-
nizsai Dorottya Gimnéaziumban és a Jozsef Attila Gimnaziumban tanitott. 1974-t61
a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok felelés szerkesztGje lett. Nyugdijba
vonuldsa utén is tagja maradt a szerkesztSbizottsagnak, 1993 6ta tagja a Lapot
feliigyeld kuratoriumnak. A szakkozépiskolasok motivalasara 1984-ben bevezette a
C-jeldi, a hozzajuk kozelebb 4ll6 feladatok rovatat, amelyik méra talan a folyoi-
rat legnépszertibb rovatava valt. SzerkesztGje volt a Lap 1993. évi centenariumi
szamanak, az 1994. évi angol nyelvi szamnak, vélogatdja és tarsszerkesztGje az
1998-ban megjelent angol nyelvi konyv anyaganak. Tobb éven keresztiil tagja volt
az Oktatési Bizottsdgnak. (Fried Ervinné, sajnos nem vette at a dijat.)

A Beke Manoé-dij 2. fokozatéaban részesiilnek: Kubatov Antal, Lénart Ist-
van, Nafradi Ferenc, Szakaliné Haraszti Eva, Szommer Imréné, Veres
Pal, Vigh Maria.

Indoklas: Kubatov Antal a Kaposvari Tancsics Mihaly Gimnazium tandra.
A munkajat kozelrdl ismerSk szavait idézve ,a magyar matematikaoktatasnak, a
matematikai tehetséggondozisnak meghatarozé egyénisége”. Tanitvinyai rendsze-
resen szerepelnek a kiilonboz6 orszagos versenyek dijazottjai kozott. Tudasat, pe-
dagobgiai tapasztalatait szivesen osztja meg fiatalabb tanartarsaival. Iskolajaban
hozzaértéssel iranyitja a specialis matematikai osztélyok tanitasat. Matematika té-
borokban, konferencidkon elGadasokat, feladatmegoldé szeminariumokat vallal és
tart nagy sikerrel. Aktivan vesz részt a Bolyai Téarsulat munkajiban, a Somogy
megyei Tagozat titkara, az Oktatasi bizottsag tagja. Kubatov Antal volt a Nem-
zetkozi Magyar Matematikaverseny kaposvari rendezdje.
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Szommer Imréné tanité, 1971 6ta a Szekszardi Babits Mihaly Altalanos Is-
kola htiséges dolgozoja. Sokoldalian képzett, magat folyamatosan képzé pedago-
gus. Nagy gondot fordit tanitvanyainak matematikai nevelésére mind a tanitasi
6rakon, mind azokon kiviil is. Iskolajaban évek 6ta szakkort vezet. Kiemelkedd te-
hetséggondoz6 munkajat igazolja névendékeinek kiilonféle matematikai versenyeken
tantsitott kitting szereplése. A megyei szinti pedagbgiai munkaba is bekapcsolé-
dott.

Léndrt Istvdn 1969 6ta foglalkozik matematikai és matematika-didaktikai ku-
tatéssal. 1982 6ta oktatési kisérleteket vezet a gombi geometria minél korabbi ta-
nithatésagat kutatva. Ebbél fejlédott ki az a tananyag, amely az ELTE Termé-
szettudoményi és Tanitoképz6 karain méar az oktatas része lett, a hallgatok nagy
élvezettel kovetik elGadésait, szeminariumait. A sik és gomb Gsszehasonlité geomet-
ridja témakorben nem csak Magyarorszagon, hanem Eurépa szamos orszagaban és
Amerikdban nagysikeri el6adasokat tart. Széles latékore, hallgatésaghoz valé al-
kalmazkodéasanak képessége teszi lehetévé, hogy a legfiatalabb korosztalytol kezdve
a matematika irant esetleg el&itéletekkel birokig, mindenkihez kozel tudja vinni
a geometriatanitds més, j szemléletét. A rajzgombkészlet megalkotésaval lehe-
tové tette, hogy a témakor tanitasa a konkrét tevékenység szintjén kezdGdhessen.
A ,Nem-euklideszi kalandok a rajzgdmbén” cimi tankényve mind Magyarorszagon,
mind az angol nyelvteriileten nagy sikert aratott.

Nifrddi Ferenc a Nyugat-Magyarorszagi Egyetem Apéczai Csere Janos Tani-
t6képz6 Féiskola matematika és természettudomanyi tanszékének f6iskolai docense,
matematika—fizika—szamitastechnika szakos kozépiskolai tanar. Kozépiskolai tanar-
ként lényeglatasra, logikus gondolkodasra nevelte tanitvanyait, a tanitas soran meg-
mutatta didkjainak a matematika szépségeit, megéreztette a tantargy fontossagat,
tarsadalmi hasznossagat. Fontosnak tartja, hogy minden didk szamara biztositva
legyen a matematika terén a fejl6dés lehetGsége. 1985 6ta mint tanitoképzs f6is-
kolai tanéar, 1990 és 1996 kozott mint tanszékvezets ezt a szemléletet probalta a
leendé tanitok sajatjava tenni. Mind a tanitoképzés, mind a kozoktatés teriiletén
vezets és faradsagos szerepet vallalt oktatéasi programok kidolgozasaban, versenyek
szervezésében, lebonyolitisdban. Rendszeresen részt vesz a felvidéki kihelyezett ta-
nitéképzésben. A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat megyei tagozati titkara. Sza-
mos publikacioval gazdagitotta a kozépiskolai matematikatanitas és a felsGoktatas
szakirodalmat.

Szakaliné Haraszti Bva az egri Neumann Janos Szakkozépiskola és Gimnéazium
igazgatohelyettese. Vezetsi tevékenysége soran iskolajaban olyan matematikaokta-
tasi miihelyt hozott létre, melynek eredményeképpen az iskola didkjai évrél évre
kival6 eredményeket érnek el orszagos versenyeken. Sajat tanitvanyai is rendszere-
sen szerepelnek az Arany Déniel verseny és az OKTV dijazottjai kozott. A tanu-
16k képességeit figyelembe véve, torekszik olyan problémakat kivalasztani, amelyek
megoldasa minden tanulé szamara sikerélményt biztositanak.

Veres Pdl a miskolci Foldes Ferenc Gimnézium igazgatéja. Kivaloan felké-
sziilt, orszigosan ismert és elismert tanar, a specialis matematika tantervii oktatés
szakembere. Kozeli és tavolabbi munkatéarsai szakértelmét, segitGkészségét, ember-
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ségét is tapasztalhatjak. Nem csak a matematikdban, hanem a kozéletben is kivalo
problémamegoldé. Iskolan kiviili tevékenysége is sokoldala. Rendszeres eladdja,
programvezetdje a Matematikatanarok Nyari Egyetemének. Rendszeresen csoport-
vezetGje versenygybztes didkok matematika taborainak. Konferencidk szervezdje-
ként és el6adoként jarul hozza a hataron kiviili magyarok szakmai fejlédéséhez.
A Téarsulat Oktatéasi Bizottsaganak alelncke volt a kitiintetés évében.

Vigh Mdria a budapesti X. keriileti MAV Telepi Altalanos Iskola tanara, szak-
tanacsado. Sziviigyének tekinti a hatranyos helyzeti tanulok fejlesztését, szakér-
telemmel, szeretettel, tiirelemmel foglalkozik tanitvanyaival, osztozik gondjaikban,
oromeikben. Keresi az aktuélis fejlesztési helyzetnek megfelel6 matematikatani-
téasi eljarasokat. F6varosi szinten részt vett a matematikai nevelés megujitasanak
fontos mozzanataiban. Bekapcsolodott a Févarosi Pedagogiai Intézet és a hollan-
diai CITO Mérési Kozpont kozos munkajaba, amelynek keretében egy gyakorlati
szemléletti feladatbank fejlesztésében vesz részt. Az FPI diagnosztikus matemati-
kai méréseihez feladatanyagot készitett és tapasztalatait tanulmanyokban foglalta
ossze. Tovabbképzéseken, modszertani napokon elGadéasokat tart. Kozremiikoddgje
keriileti, budapesti matematika versenyeknek.

Griinwald Géza-emlékérem

Az e célbol létrehozott bizottsag 2002-ben gy hatarozott, hogy a jeloltek koziil
a 2002. évi emlékérmet Barat Janos, Matolcsi Maté, Podoski Karoly és
Szegedy Balazs kapja.

Indoklas: Bardt Jdnosnak, aki 1974-ben sziiletett, 7 dolgozata jelent meg —
a dij atadasaig — a véges geometridk és grafelmélet témakorében, tovabbi 3 van
elfogadva, illetve kozlésre benytjtva. Munkassagat a Hamilton-korok szaméval fog-
lalkoz6 TDK dolgozata inditotta el. Ezek utan a grafok szélesség tipust paraméte-
reivel kezdett foglalkozni, jelenleg is e téméaban folytatja kutatasait.

Matolesi Mdténak, aki 1973-ban sziiletett, 6 megjelent és tovabbi 4 benytjtott,
illetve elfogadott dolgozata van. Eleinte a formaosszeg konstrukciéjanak altaldnosi-
tasaval foglalkozott, majd bekapcsolodott a transzfer fiiggvények pozitiv realizéci-
6javal kapcsolatos kutatéasaiba. Ezzel parhuzamosan a ,projekciés” Trotter-formula
konvergenciajat is tanulméanyozta.

Podoski Kdroly 1972-ben sziiletett, viszonylag kés6n kezdte matematikai kuta-
téasait, igy csak 2 megjelent dolgozata van. Munkassagat a csoportelméletben, végzi.
Egyik f6 eredménye, hogy kimutatta, hogy, ha egy G csoportot le lehet fedni végte-
len k szdmossagt kommutativ részcsoporttal, akkor a centrum indexe legfeljebb 2%,
és ez a korlat tovabb mar nem javithato. Szegedy Balazzsal egyiitt feltérképezték
a csoport kommutativitasanak kiilonb6z6 mérdszamai kozotti kapcsolatokat.

Szegedy Baldzsnak, aki 1974-ben sziiletett, 4 dolgozata jelent meg, tovabbi 3
van elfogadva, illetve kizlésre benytjtva. Erdeklédése kozéppontjiban az algebra
és azon beliil a csoportelmélet all, de irt kombinatorikai témaju dolgozatokat is.
Doktori értekezésének védésére a kozeli jovSben keriil sor.
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Farkas Gyula-emlékdij

A Farkas Gyula-emlékdij Bizottsag 2002-ben a kovetkez6knek itélte oda az emlék-
dijat:

Imreh Csanad (Szegedi Tudoményegyetem, informatikai tanszékcsoport),
Pintér Marta (Budapesti Mtszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem, szamitas-
tudoményi és informatikai tanszék), Tasnadi Attila (Budapesti Kozgazdasagtu-
doményi és Allamigazgatési Egyetem, matematikai tanszék), valamint posztumusz
dijat: Laszl6 Akos (Pécsi Tudoméanyegyetem, matematika tanszék).

Indoklas: Imreh Csandd 1975-ben sziiletett. A JATE matematikus szakat
1998-ban fejezte be, kitiintetéses oklevéllel. Ugyanitt kapott 2001-ben doktori fo-
kozatot. Egyik kutatési teriilete a hélézati folyamok szintézise. A feladat teljes
altalanossagban algoritmikusan nehéz, épp ezért fontos a jol megoldhat6 részese-
tek vizsgalata. Ebben Imreh Csanad jelent8s és szép eredményeket ért el. Méasik
fontos kutatési teriilete az on-line algoritmusok. Ezen beliil kiilonboz6 iitemezési
feladatokkal foglalkozik, ezekre fejlesztett ki hatékony modszereket. Ezeket az ered-
ményeket nemzetkozi konferencidkon és rangos folyobiratokban publikalta. 2002-ben
a saarbriickeni Max-Planck Intézetben egy tobb el6adasbo6l 4ll6 minikurzust tar-
tott.

Pintér Mdrta 1974-ben sziiletett. 1997-ben kapott informatikus diplomat a
Budapesti Miiszaki Egyetemen. 2002-ben ugyanitt szerzett doktori fokozatot. Ku-
tatésainak nagy része az alakfelismerés valosziniségi elméletéhez kapcsolodik. Be-
vezetett példaul egy 1j fogalmat fliggvényosztalyok nagysadganak mérésére, ami a
klasszikus Vapnik—Chervonenkis-dimenziénal alkalmasabb a feladatra. T6bb nem-
zetkozi konferencian tartott eléadast, eredményeit referalt folyoiratokban és konfe-
renciakiadvanyokban publikalta, amelyek koziil néhanyra méar a teriilet egyik leg-
jobb folyéirataban hivatkoztak is.

Tasndadi Attila 1969-ben sziiletett. El6bb a Budapesti Kozgazdasagtudomé-
nyi Egyetemen szerzett kozgazdéasz diplomat, majd 1997-ben az ELTE program-
tervezd matematikus szakat is elvégezte, 2000-ben kapott kozgazdasigtudomanyi
PhD-t. Tasnadi Attila a matematikai kozgazdasagtan és a jatékelmélet terén ért
el nemzetkozileg is figyelemre mélté eredményeket. Olyan kozgazdasagtani model-
leket vizsgal, ahol a termelSk donthetnek a termékek ararol, és gyartokapacita-
suk fiiggvényében az aruk mennyiségérdl is. Ebben a modellben sikeriilt példaul
a jatékelméletbdl ismert tiszta Nash-egyensualyi pont létezését garantalo feltétele-
ket meghatiroznia. Eredményeit rangos szakmai folyéiratokban publikalta és jelent
meg cikke a Természet Vilagaban is.

Ldszlé Akos 1970-ben sziiletett. 1993-ban a BME gépészmérndki karan szer-
zett mérnok matematikus diploméat. Ezt kévetSen az ELTE Alkalmazott mate-
matika doktori iskolajan folytatta tanulméanyait. Erdeklddésének kozéppontjaban
az iranyitaselmélet allt. A linearis rendszerek elméletének alapveté modszereit és
eredményeit vizsgalta. Munkai mély matematikai tudéasrol tesznek bizonysagot. Al-
gebrai, geometriai és komplex fiiggvénytani eszkozokkel ért el Gj eredményeket és
helyezett korabbi, ismert eredményeket j megvilagitasba. Tobb cikkét a témakor
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vezet$ lapja kozolte. Laszlo Akos igéretes tehetség volt, de biztatéan indul6 pa-
lyaja sajnos koran megszakadt. 2002-ben kapta meg a PhD fokozatot, de korai
hal4la miatt az oklevelet mar nem vehette at.

Rényi Kato-dij

A Bizottsag dontése alapjan a Rényi Kato-emlékdij els6 fokozataban részesiilt Kun
Gabor, az ELTE (2002-ben) negyedéves és Matrai Tamas, az ELTE végzett
hallgatoja. Masodik fokozatban részesiilt Bérczi Gergely, Lippner Gabor, az
ELTE negyedéves és Szabé Jacint, az ELTE végzett hallgatoja.

Indoklas: Kun Gdbor 2001-ben mar megkapta a Rényi Katé-emlékdij II. fo-
kozatat, akkor dfjazott két cikkét most nem vette figyelembe a bizottsag. Tovabbi 4
dolgozata alapjan kapta a dij elsé fokozatat. Cikkeiben az alabbiakkal foglalkozik:
kidolgozza a részbenrendezett halmazok fundamentalis csoportjanak és a feddte-
rek elméletét. Belatja, hogy egy ordervarietdsban pontosan akkor nincs korona,
ha minden bennelévé részbenrendezett halmaz fundamentélis csoportja trividlis.
Lippner Géaborral kozosen egy konvex halmazokkal kapcsolatos sikbeli Ramsey-
probléméban kettSs exponencidlisra javitja a korabbi ismert korlatot. Egy masik
cikkében iigyes konstrukciot ad Borel-halmazok egy specialis sorozatara.

Matrai Tamds kovetkezékben felsorolt eredményeit, a dij elnyeréséig 6 dolgozat
tartalmazta. Egy, a differenciafiiggvényekre vonatkoz6 Laczkovich-tétel kategoria-
dualisat igazolva belatja, hogy ha egy f valos fiiggvény minden differenciafiiggvénye
Baire-tulajdonsagu, akkor f el6all g + H + ¢ alakban, ahol G Baire-tulajdonséag,
Egy masik dolgozatdban azt vizsgélta, hogy adott p < g-ra egy f periodikus Lp
fiiggvénynek h-k milyen halmazara lehet az f(z + h) — f(z) differenciafiiggvénye
Lg-ban, anélkiil, hogy f maga Lg-beli lenne. Keleti Tamas azt sejtette, hogy ezek
a halmazok éppen az N-halmazok (ahol egy nem mindeniitt abszolut konvergens
Fourier sor abszolat konvergens lehet). Matrai ezt ¢ < 2-re igazolta.

Bérczi Gergely a dij odaitéléséig 3 dolgozatot irt. Fehér Laszloval és Riméa-
nyi Richarddal kézos cikkében a > 1,1 és Y 1,1,1 tipusia szingularitdsok Thom-
polinomjait szamoljak ki. Onallé dolgozataiban bebizonyitja, hogy minden o > 0
aszimptotikus als6 stirtiségli sorozat 2 tényez8s szorzataibol all6 sorozat hézagai
legfeljebb a~* hossztiak, illetve Sarkdzy és Manduit-binaris sorozatok mértékeire
vonatkozo tételeit altalanositja tobb szimbolumot tartalmazo sorozatokra.

Lippner Gdbornak két dolgozata sziiletett a dij odaitéléséig. Kun Géborral
egy konvex halmazokkal kapcsolatos sikbeli Ramsey-probléméban kettds exponen-
cialisra javitja a korabbi ismert korlatot. Egy 25 éve megoldatlan immerziéelméleti
(differencidltopologia) probléméra ad teljes, kimerits és effektiv megoldast.

Szabo Jdcint is kétdolgozatos a dij elnyeréséig. Kiraly Zoltannal nagymérték-
ben kiterjesztette Kelmans tigynevezett feszitett k-faktorokkal kapcsolatos eredmé-
nyét, amely Tutte klasszikus tételének altalanositasa. Egy masik cikke Kaneko azon
tételével foglalkozik, amely karakterizalta azon grafokat, amelyeknek létezik hosszt
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(tehat legalabb 2 élti) utakbol 4ll6 faktora. Szabé ezt altalanositja olyan erddkre,
amelyekben minden komponensében a maximéalis fokszam k. Tutte, illetve Kaneko
tétele a k = 1,2 eseteknek felel meg.
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JELENTES A 2002. EVI SCHWEITZER MIKLOS-
EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a Schweitzer Miklos-emlékversenyt a 2002/
2003-as tanévben 2002. november 8. és 18. kozott rendezte meg. A verseny szer-
vezGbizottsaganak munkajaban a kovetkezs tagok vettek részt: Laczkovich Mik-
16s (elndk), Freud Roébert, Fried Ervin, Halasz Gabor, Makai Endre, Michaletzky
Gyorgy, Palfy Péter Pal, Ruzsa Imre, T. S6s Vera és Fleiner Tamés (titkar).

A bizottsag oktéber 7-i és oktober 21-i iilésén a beérkezett javaslatokbol tiz
feladatot valasztott ki az alabbiak szerint: 1. feladat: Komjath Péter és Saharon
Shelah javaslata; 2. feladat: Fleiner Taméas javaslata; 3. feladat: Fried Ervin ja-
vaslata; 4. feladat: Ruzsa Imre javaslata; 5. feladat: Laczkovich Miklos javaslata;
6. feladat: Totik Vilmos és Komjath Péter javaslata; 7. feladat: Halasz Gabor ja-
vaslata; 8. feladat: Pach Janos javaslata; 9. feladat: Moussong Gébor javaslata;
10. feladat: Méri Tamas javaslata.

A versenyen 13 versenyzdé vett részt, akik Osszesen 69 feladat megoldéasasval
probalkoztak. A legnehezebbnek a negyedik, szamelmélet feladat bizonyult, amire
mindossze egyetlen teljes megoldas sziiletett. A bizottsag november 27-i iilésén az
alabbi dontést hozta:

L dijban részesiil Kun Gabor, az ELTE 6todéves matematikus hallgatéja.
Kun Gabor valamennyi feladatra helyes megoldast nytjtott be. Emlitést érdemel
a 6. példaban az (a) = (b) implikacio elegans bizonyitésa, ami lényegesen egysze-
riibb a kitiiz6k megoldasanal. Ugyancsak vildgosan és szépen igazolja a 2. feladat
allitasat. Kun Gabor a bizottsag dontése alapjan az I. dij mellett 45 000 Ft pénz-
jutalomban részesiil.

II. dijat kap Terpai Tamas, az ELTE negyedéves matematikus hallgatoja.
Terpai Tamés a legnehezebbnek bizonyult 4. kivételével minden feladattal foglalko-
zott, a 7. kivételével minden benytjtott megoldasa helyes. Terpai Tamas a I1. dijjal
30 000 Ft pénzjutalmat vehet at.

II1. dijat kap Braun Gabor, az ELTE 2002-ben végzett matematikus hallga-
t6ja, Lippner Gabor, az ELTE 6t6déves matematikus hallgatoja, illetve Mathé
Andras, az ELTE harmadéves matematikus hallgatéja. Braun Gabor megoldotta
az 1.,a3.,az5.,a6.,a9. és a 10. feladatot. Lippner Gabor az 1.,a 3., az 5.,a 6., a
8., illetve a 10. feladatot oldotta meg és a 4. feladatban ért el részeredményt. Mathé
Andras megoldotta az 1., a 3., az 5., a 6., a 8. és a 10. feladatot, a 6. feladathoz
érdekes megjegyzést fizott. A II1. dij 20 000 Ft pénzjutalommal jar.
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Dicséretben részesiil Gyenes Zoltan, az ELTE harmadéves matematikus hall-
gatdoja, Juhasz Andras, az ELTE negyedéves matematikus hallgatéja, Palvol-
gyi D6motor, az ELTE harmadéves matematikus hallgatoja és Végh Laszlo, az
ELTE negyedéves matematikus hallgatéja. Gyenes Zoltan megoldotta az 1., a 3.,
a 7., a 8. és a 10. feladatot és részeredményt ért el a 4. feladatban. Juhasz Andras
megoldotta az 1., a 3., és a 9. feladatot, lényeges eredményt ért el a 6. feladatban
és részmegoldast adott a 7., illetve a 10. példara. Palvolgyi Démotor 1ényegében
jol oldotta meg a 3. és a 8. feladatot illetve részeredményt ért el az 1., 5., 6. és
10. feladatban, tovabba 6 adta a legegyszertibb megoldast a 3. feladatra. Az 5. pél-
dara adott megoldéasa hibas, de javithaté. Végh Laszl6 az 1., 3., 8. és 10. feladatot
oldotta meg és a 2. feladatban ért el lényeges eredményt.

A bizottsag koszonetet mond mindazon kozremiikodSknek akik segitették a
verseny lebonyolitasat, igy a kittizott és ki nem tiz6tt feladatjavaslatokat bekiildé
kollégaknak és a Bolyai Tarsulat alkalmazottainak. A verseny sikerének természe-
tesen elengedhetetlen feltétele volt a versenyzsk részvétele, akiknek szdma sajnos
nem érte el a legutobbi években megszokottat. A bizottsag mindazonaltal megko-
szoni a részvevok kitarté6 munkajat, és az itt nem dijazottaknak is tovabbi sikeres
versenyzést kivan.

Budapest, 2002. december 6.

Laczkovich Miklés (elnok) és Fleiner Tamaés (titkar)
a Schweitzer Miklés-emlékverseny bizottsaga nevében

A 2002. évi Schweitzer Miklés-emlékverseny feladatai és megoldasai
2002. november 8-18.

1. Tetszébleges o rendszdamra jeloljik H(c)-val azon f : o — {—1,0,1} figgvények
halmazdt, amelyek csak véges sok helyen vesznek fel 0-tol kilonbozé értéket. Ren-
dezziik H(c)-t az utolso eltérés szerint, azaz f,g € H(a) esetén legyen f < g akkor,
ha f(B) < g(B) teljesiil a legnagyobb B < a rendszdmra, amelyre f(3) # g(3). Bizo-
nyitsuk be, hogy a (H (), <) rendezett halmaz rendtipusa szétszort (azaz nem tar-
talmaz a raciondlis szamok szokdsosan rendezett halmazdval izomorf részhalmazt),
tovdbbd minden szétszort rendtipus bedgyazhats valamelyik (H(c), < )-ba.

Megoldas. Tegyiik fel elészor, hogy valamilyen a rendszdmra van rendezéstarto f :
(Q,<) — (H(a),< ) beagyazés. Legyen 8 < a a legkisebb rendszam, ami eléfordul,
mint f(qo) és f(q1) utolsé eltérése valamilyen go < qi-re. Legyen qo < g2 < q3 < q1 két
tovabbi racionalis szam. Ekkor az f(qo),..., f(q1) fiiggvények megegyeznek [3-n kiviil,
tehat f(qo)(B8) < f(q2)(B) < f(g3)(B) < f(q1)(B), ami lehetetlen.
A masik iranyhoz nevezziink egy rendezett halmazt kis halmaznak, ha valamelyik
(H (), < )-ba agyazhaté, egyébként pedig nagynak.

1. allitas. Kis halmazok jélrendezett vagy forditottan jolrendezett Gsszege is kis halmaz.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az (A, <) halmaz az (Ag,<pg) kis halmazok rendezett
osszege (8 < 7), (Ag, <p) pedig beagyazhaté (H (o), < )-be. Legyen o az o rendszémok
felss korlatja, ekkor nyilvan minden (Ag, <g) (H(a), < )-be is agyazhato, legyen ¢p egy
ilyen bedgyazés. Ezutan legyen ¢ : A — H(a + 7) az a beadgyazés, ami x € Ag-t abba az
a+ 71— {—1,0,1} fiiggvénybe viszi, ami « alatt @g(z)-szel azonos, az o + (3 helyen 1, a
tobbi helyen 0. Ez nyilvan rendezett beagyazas lesz.

A forditottan rendezett Gsszeg esetében hasonléan jarunk el, csak a ¢(z) fiiggvénynek
az « + (3 helyen a —1 értéket adjuk.

Tegyiik most fel, hogy (A,<) nagy. Ha x € A, legyen A, ={y€ A : y<z}, A=
{ye A: z <y}

2. allitdas. Ha x € A, akkor (Az, <) vagy (A", <) nagy.

Bizonyitas. Kiilénben (A, <), mint a rendezett Az U{z} U A® Osszeg eredménye, kis
halmaz lenne.

3. allitas. Van z € A, amire (Az, <) és (A%, <) is nagy.

Bizonyitas. Kiilonben A az A = A’ U A” diszjunkt uniéként irhato, ahol A" azokdl az x
pontokbol &ll, amikre A, kis halmaz, A" pedig azokbdl az z pontokbol 4ll, amikre A” kis
halmaz. Nyilvin A, kezdészelet és A” végszelet, tehat ez rendezett unio, igy valamelyikiik,
mondjuk A” nagy halmaz.

Legyen most {xg : 3 < u} kofinalis, jolrendezett részhalmaz (A", <)-ben. Ekkor
az zp-k altal alkotott intervallumok kis halmazok jolrendezett Osszegére bontja a nagy
(A", <)-t, ami lehetetlen.

A 3. allitas segitségével sorra tudjuk definidlni az F(q) € A elemeket (¢ € Q), hogy
q < ¢ esetén az (F(q), F(q')) intervallum nagy, ezzel beagyazzuk (Q, <)-t (A,<)-be. ®

A kitiz6k megolddsa

2. Legyen G egyszerii, k-élosszefiiggs, n csicsi grdf, u és v pedig legyenek G
kiilonboz6 csucsai. Bizonyitsuk be, hogy létezik G-ben u €s v kozott k €élidegen 1it,
melyek barmelyike legfeljebb 2—2"— élt tartalmaz.

Megoldas. Irdnyitsuk G minden élét mindkét iranyba, legyen a keletkezd élek ¢ kapacitasa
és k koltsége is egységnyi. A kapott hal6zatot jeloljiik N-nel. A G graf k-élosszefiiggdsége
miatt 1étezik u és v kozt k élidegen 1t, ezért az N héalozatban létezik u-bol v-be k értékd
folyam. Mivel barmely k értéki u — v folyam koltsége pozitiv, ezért a linearis programozas
dualitastétele miatt létezik az N halézatban olyan k értéki x folyam is u-boél v-be, ami
egyrészt minimalis koltségl, masrészt a kapacitasok egész volta miatt egész értékd is, azaz
k db élidegen irdnyitott u — v ut karakterisztikus vektoranak Osszege. Figyeljiik meg, hogy
ezen utak nem hasznalhatjak G egyetlen élét sem mindkét iranyban, mert egy (2 hosszi)
irdnyitott kor torlése utdn olcsébb k értékd u — v folyamot kapunk. Ezért az x folyam
k db élidegen (iranyitatlan) atnak felel meg a G-ben.

Megmutatjuk, hogy a szébanforgé utak egye sem til hosszu. Jol ismert, hogy a fent
emlitett — a k értékd folyamok koltségét minimalizalé — linearis program duéalisanak is
létezik egész optimuma, ami egy, az N csicsain értelmezett 7 potencialfiiggvény az alabbi
tulajdonsaggal. N barmely ab irdnyitott élére

z(ab) < c(ab) = k(ab) > ©(b) — w(a), illetve z(ab) > 0= k(ab) < m(b) — 7(a).
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Vagyis ha a m potencial nivéhalmazai a V(G)-t Vo, VA,..., V;, nemiires részhalmazokra
particionéaljak, akkor a kapott utak minden éle legalabb egy nivohalmazt ugrik elére,
tovabbé a legalabb két nivohalmazt ugré élek mindegyike utél. Azonnal adédik, hogy a
nivohalmazok m szama fels6 korlat a szébanforgd utak barmelyikének hosszara.

Legyen n; := |V;|. Megmutatjuk, hogy 0 < i < m — 5-re

k
(1) i + Nir1 + Nit2 + Nig3 + Niga + Nigs > ) +1.

Ha ugyanis ez nem all, akkor Vi i1, Vit2, Vits, illetve V;;4 barmely v csticsabodl legalabb
k él indul ki, amik koziil legfeljebb g — 1 db vezethet a V; U V41 U...U V45 halmazba.
Tehat Vi1 UVip2 UVips U V44 barmely v csticsabél legalabb % + 1 olyan él indul, amelyik
a V; vagy a Vi15 halmazt atugorja, és ezért utél. Tudjuk, hogy a V;-t atugroé is és a Viys-t
atugré élekbdl is legfeljebb annyi lehet, ahany utunk van, azaz k, vagyis

k
(Mit1 + nig2 + Mit3 + Niga) (5 -+ 1) < 2k,

ahonnan
2k 4k

(E+1) k+2

4 < nit41 +Nig2 +Nig3 + Nigg < <4,

ellentmondas, tehat (1) valoban igaz. Innen

m k m 2n m 2n
o> [Rcaoy] [SR (b7 ot S i ol
o2 |5 (2“) =2 |[FlEis = Ss[k+2w’
igym<6[25] <6[3] <6 -2tk <6.32 =18 £ 2 446dik. W

A kitidzd megolddsa

3. Az A = {igen,nem} halmazon értelmezett f : A™ — A fiigguvényt dintési fiigg-
vénynek mondjuk, ha
(a) mindegyik argumentumdt megvdltoztatva a fligguényérték is megudltozik; vala-
mint
(b) tetszdlegesen vdlasztott argumentuma helyébe a fiigguényértéket helyettesitve a
flgguényérték nem vdltozik meg.
Egy h : A™ — A fiiggvényt hatalmi fliggvénynek nevezink, ha van olyan i
index, hogy a figguény értéke mindig az i-edik argumentummal egyezik meg.
Azt azm : A® — A fiigguényt, amelynek értéke mindig az, ami az argumen-
tumok kozott legalabb kétszer fellép, nevezzik demokratikus fliggvénynek.
Mutassuk meg, hogy minden dontési figgvény elédllithaté hatalmi és demokra-
tikus fiigguényekbdl dsszetett fiiggvényként.

Megoldas. A feladatot a kittizésbeli helyett az A = {1, —1} halmazra fogjuk megoldani.

Az A™ halmazon bevezetiink egy részbenrendezést: a = (a1, az,...,an), b = (b1,b2,...,bn)
€ A™ elemekre a < b, ha a; < b; teljesiil minden 1 < i < n esetén. Jelolje a € A™ esetén
—a := (—a1,—az,...,—an) az a ellentettjét, H C A™ esetén pedig —H :={—h : h€ H} a

H-beli elemek ellentettjeinek halmazat. Azt kell igazolnunk, hogy ha f : A™ — A dontési
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fiigguény, azaz f monoton (a < b= f(a) < f(b)), valamint f(—a) = —f(a) all tetszsleges
a € A"-re, akkor f el6all az m és a h¥ fiiggvények kompozici6jaként, ahol a hE . A* S A
hatalmi fiigguényt illetve az m : A®> — A demokratikus fiigguényt a h¥(a1,az,. .., ax) = ai,
illefve m(a, b, c). = IZigizl egyenldségek definialjak. Legyen n > 1 esetén dn, : A™ — A az
a fliggvény, amire

1 ha Qi =08 =« =0n=1=1;
dn(ay,a2,...,an) := ¢ —1 ha i =03 =, ; » ' =itn-i=—1,

hn(ai,...,a,) killonben.

Vegyiik észre, hogy d,, dontési fiiggvény, d; = h}, da = h%, d3 = m, tovabba, hogy n > 4-re
dn =m(ht,dn_1(h3,h%,..., hy), hy) teljesiil. Innen n szerinti indukciéval adodik, hogy
minden d,, fiiggvény el6all demokratikus és hatalmi fiiggvények kompoziciéjaként.

A feladat allitdsat ugyancsak n szerinti indukciéval igazoljuk. Az allitds n = l-re
igaz, hiszen h} az egyetlen dontési fiiggvény. Tegyiik fel tehat, hogy minden f : A" ™! — A
dontési fliggvény el6all a demokratikus fiiggvény és hatalmi fiiggvények kompoziciéjaként,
és rogzitsiink egy tetszéleges fn, : A™ — A dontési fiiggvényt. Legyen

X = {QGA"_I : fn(gvl)zlvfﬂ(za‘l)=_l} ={£11£2;"'»§k},
H:={a€ A" : fu(a,1) = fa(a,-1) = 1}.
Vilagos, hogy az A"~ ! halmaz az X, H és —H halmazok diszjunkt uni6ja.

Lemma. Minden z € X elemhez létezik egy olyan f, : A"~ ' — A déntési fiiggvény,
amire fu(z) =16és fz|; =1, fo|_p = -1 teljesiil

Bizonyitas. Ugy konstrualunk egy megfelels f. fiiggvényt, hogy meghatarozzuk a K :=
f= (1) € A™! halmazt az alabbi tulajdonsagokkal.

(1) HC K, (2) z € K, (3) K felfelé zdrt, azaz a > b € K esetén a € K, valamint (4)
A" ! a K és —K halmazok diszjunkt uniéja.

Legyen Ko a H U {z} halmaz felfelé zart burka, azaz Ko := HU{k : z < k}. Mivel H
felfelé zart, az imént definialt K is az. Tovabba Ko N (—Kp) = 0, hiszen HN (—H) = 0 és
z ¢ HU(—H). Tegyiik fel ezutan, hogy meghataroztuk a Ko C K1 C ... C K; felfelé zart
halmazokat tgy, hogy K; N (—K;) = 0. Ha K; U (—K;) = A™ ', akkor K := K; megfelel,
és befejeztiik a bizonyitast. Kiilsnben legyen a € A"~ '\ (K U (—K)) egy tetszdleges elem
és legyen K;+1 a K; Ua halmaz felfelé zart burka, azaz K1 := K; U{k : a < k}. Vilagos,
hogy K1 is felfelé zart, és hogy K; 11N (—Kiy1) = 0. Az A" ! halmaz véges volta miatt
a K; halmazok lanca csak véges sokszor béviilhet, azaz el6bb-ut6bb taldlunk egy megfelels
K halmazt. ®

Az indukci6s feltétel szerint minden f, fliggvény el6all az m és hatalmi fiiggvények
kompoziciojaként. Tehat 1 < i < k esetén az

fi S f_@_,(h?$ h;r ) ::—1)
fliggvény is a fenti fiiggvények kompzicioja. Figyeljiik meg, hogy

fn :dk+1(f17f27"‘1fkah:)'
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Valéban: ha h € HU —H, akkor fn(h,an) = fz,(h) = f'(h,an) teljesiil tetszdleges 1 <
1 < k-ra. Ha pedig z € X, akkor fn(z,an) = an, tovabba fz(z) =1 és f_.(z) = -1 &ll
—z € X miatt. Tehat f, is el6all a demokratikus és hatalmi fliggvények Osszetételébdl, és
ezzel igazoltuk az indukciés lépést.

Pdlvélgyi Démétor megolddsa alapjdn

4. Adott n természetes szamhoz tekintsik azon A C Z, halmazokat, amelyekre az
zy = uwv egyenletnek mincs mds megolddsa az x,y,u,v € A maradékosztdlyokbol,
mint azx =u, y =v €s azx = v, Yy = u trividlis megolddsok. Legyen g(n) az ilyen
A halmazok elemszdamdnak mazimuma. Bizonyitsuk be, hogy

lim sup M =1
n

n—oo

Megoldas. Belatjuk elészor, hogy g(p?) >p—1, ha p paratlan prim. Csak redukalt
maradékokat fogunk hasznéalni. Ezek p(p — 1) rendd ciklikus csoportot alkotnak. A Kit(iz6
egy eredménye szerint pedig kivalaszthaté a modulo p(p — 1) maradékosztalyok koziil
p — 1 darab, amelyekbdl képzett kéttagu Osszegek mind kiilonbozok (1. Erdds—Suranyi,
Valogatott fejezetek a szamelméletbdl 2. kiadas, Polygon, Szeged 1996, 228. o.).

Megjegyzés. Kis eréfeszitéssel belathaté, hogy g(p?) = p.
Most megbecsiiljiik feliirsl g(n)-et. Legyen z,y € Z, esetén

Hey = {ZEZn T =Yz, (z’n)=l}

Ha A olyan halmaz, hogy az zy = uv egyenletnek A-ban csak trividlis megoldasai vannak,
akkor az Osszes Hzy, x,y € A, x # y halmazok diszjunktak, ezért

(1) Y. Hzyl S p(n).

z,yEA, z#y
Lemma. |H,y| =0, ha (z,n) # (y,n), és = ¢(n)/p(n/d), ha (z,n) = (y,n) = d.

Bizonyitas. Az els6 fele nyilvanvalé. A maésodik feléhez nézziik eldszor azt az esetet, ami-
kor n primhatvany, n = p*. Ekkor d = p*, 0 < | < k. Ha | = k, akkor z gyanant barmely p-
vel nem oszthaté maradék vehetd, a megoldasok szama tehat o(p*). Ha I < k, akkor z ma-
radéka meg van hatarozva modulo pk_' a megoldasok szama tehat p' = o(p*)/p(p*/p").

Altalanos n = [] p} kiogs d = 0 pz eseten pedig a Zn-beli egyenlet, vagyis modulo n
vett kongruencia, visszavezetheté modulo p, * kongruencidk rendszerére, a megoldasszam
pedig a primhatvany esetbdl szorzassal nyerhetd.

Legyenrq = |{a € A : (a,n) = d}|. A lemma alapjan (1) a kovetkezéképpen irhato:

rd(ra — 1)
# 2"ty <"

Legyen D = {d|n : rq > 0}. Ekkor

S (ra-1) < (Z( /1) 5" (n/d)) 5

deD deD deD
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Itt az elsé Osszeg (2) miatt < 1, a masodik dsszeg pedig < de p(n/d) = n, tehat

> (ra—1) < vn.

deD

Ehhez még hozzédadva azt, hogy

ZnglzT(n),

deD d|n

azt kapjuk, hogy
g(n) = |A| < Vn+71(n) = (1+0(1))Vn.

A kitiizé megolddsa

5. Jeloljik a H C[0,1] halmaz Lebesque-féle kiilsc mértékét AN(H)-val. Az
A C[0,1] x [0,1] halmaz vizszintes és figgdleges szekcidit AY-nal és Ag-szel je-
loljiik, tehdt AY = {z € [0,1]: (z,y) € A} és A, = {y €[0,1]: (z,y) € A} minden
x,y € [0, 1]-re.
(a) Van-e a [0,1] x [0,1] négyzetnek olyan AU B felbontdsa, amelyre AY véges
sok, 1/2-nél kisebb dsszhosszisdgi szakasz egyesitése, és A\(B;) < 1/2 minden
z,y € [0,1]-re?
(b) Van-e a [0,1] x [0,1] négyzetnek olyan AU B felbontdsa, amelyre AY wvéges
sok, legfeljebb 1/2 Gsszhosszisdqi szakasz egyesitése, €s N(Bg) < 1/2 minden
z,y € [0,1]-re?

Megoldas. Egyik felbont4s sem létezik. Tegyiik fel eldszor, hogy [0,1] x [0,1] = AU B,
ahol AY véges sok 1/2-nél kisebb sszhossziisagi szakasz egyesitése és A(B;) < 1/2 minden
z,y € [0, 1]-re. Legyen M, C [0, 1] olyan mérheté halmaz, amelyre B, C M, és A\(Mz) =
A(B:) < 1/2 minden z € [0, 1]-re. Ekkor a D = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : y ¢ M.} halmazra
teljesiil, hogy D, = [0,1] \ M, mérhetd, és legalabb 1/2-mértékd minden z-re, tovabba
D C A, tehat DY lefedhets véges sok, 1/2-nél kisebb Gsszhossziisdgt szakasszal. Jeldlje
f a D halmaz karakterisztikus fliggvényét. Ekkor egyrészt fol fzdy > 1/2 minden z-re,

masrészt T; fYdz < 1/2 minden y-ra, ahol T; a Darboux-féle felsé integralt jeloli. Legyen
. 1o :
F(z,y) =limsup = > f(z + (i/n),y),
noo by

ahol az = + (i/n) osszegeket mod 1 értjiikk. Ekkor T;fydz < 1/2 alapjan F(z,y) < 1/2
minden z,y € [0,1] x [0, 1]-re. Masfelé] tetsz6leges rogzitett z-re

1 1 n
: 1 ' 1
/ F(z,y)dy > llmsup/ ﬁZf(:c+ (i/n),y) dy > 3
0 W=08" &0 i=1

a Fatou-lemma szerint. Ez nyilvan lehetetlen.

Most tegyiik fel, hogy [0, 1] x [0,1] = AU B, ahol AY véges sok legfeljebb 1/2 Gssz-
hosszlisagli szakasz egyesitése és A\(B;) < 1/2 minden z,y € [0, 1]-re. Legyen M, C [0,1]
olyan mérheté halmaz, amelyre B, C M, és A(M;) = A\(Bz) < 1/2 minden z € [0, 1]-re.
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Ekkor a D = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : y ¢ M.} halmazra teljesiil, hogy D, = [0,1] \ M.
mérheté és 1/2-nél nagyobb mértékd minden z-re, tovabba D C A, tehat DY lefedhets
véges sok legfeljebb 1/2 6sszhosszusagn szakasszal. Jelolje f a D halmaz karakterisztikus
fiiggvényét, és legyen h(z) = fol f=dy (z € [0,1]). Ekkor egyrészt h(z) > 1/2 minden z-re,

masrészt T(l) fYdz <1/2 minden y-ra.

Legyen £ > 0 adott. Minden y € [0, 1]-re létezik egy §(y) > 0 tgy, hogy ha 0 = 2o <
z1 < ... < zn =1a|0,1] intervallum egy §(y)-nal finomabb felosztasa, akkor

(1) 3 fleny)(@i—mio1) < (1/2) +¢

i=1

minden ¢; € [zi-1,z:i] (i=1,...,n) esetén. Legyen Y, = {y € [0,1] : 6(y) > 1/n}. Ek-
kor Y1 C Y2 C ... & oo, Y, = [0,1], tehat A(Y,) — 1, és igy van olyan n, amelyre
A(Yn) > 1—e. Legyen ¢; € [:2, 2] (i=1,...,n) tetszoleges. Ekkor 2 "7 | f(ci,y) az
y-nak olyan mérheté fiiggvénye, amely (1) szerint kisebb, mint (1/2) + ¢ egy 1 —  kiils6
mértékd halmazon, tehat valojaban < (1/2) + ¢ egy 1 — ¢ mértékid mérheté halmazon.
Ebbél nyilvanvalé, hogy

n

> h(ei) < (1/2) + 2.

i=1

A fentiekbdl vilagos, hogy T(l)h dxz < 1/2. Ez azonban ellentmond annak, hogy h(z) > 1/2

minden z-re. Val6ban, legyen X, = {z € [0,1] : h(z) > (1/2) + (1/n)}. Ekkor [0,1] =
o2 1 Xn, tehat a kategéria-tétel szerint van olyan n, hogy X, stirti valamely I interval-

n=

lumban. Ha |I| = a, akkor h minden felss 6sszege > (1/2) - (1 —a) + ((1/2) + (1/n)) -a =
(1/2) + (a/n), tehat Tohdz > (1/2) + (a/n).

S|

A kitizo megolddsa

6. Legyen K C R kompakt. Igazoljuk, hogy az aldbbi két dllitds ekvivalens:
(a) K minden x pontjdhoz taldlhaté olyan F, C R nem megszdmldlhato halmaz,
hogy
dist (Fg, Fy) = |z — y|
teljesiil minden x,y € K esetén;
(b) K nulla mértéki.

Megoldas. Legyen K nulla mértékd. Feltehets, hogy K C (0,1]. Az alabbiakban 2"-
diadikus intervallumon az (i/2", (i + 1)/2"] alakt jobbrél zart intervallumokat értjiik.
Jegyezziik meg, hogy ha K nulla meértékd, akkor o(2") darab 2"-diadikus intervallum
metszi csak K-t (n — 00), legyenek ezek (i1/27, (i1 +1)/2"],..., (im/2", (im + 1)/2"],
és legyen ezen intervallumok halmaza S,. Itt minden i; és az m is fiigg n-t6l és K-tol.
Mint mondtuk, m = 0(2") ha n — oo. Legyen n olyan nagy, hogy m < 2"/24 teljesiil.
Rendeljiik hozz4 az I = (i;/2", (i; +1)/2"], j = 1,...,m intervallumhoz a

s~ (5] 9) £ (3] 1) 2
N [%“L ([%] +3j) 2%%7“ ([%’] +3j+1) 2%]
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két zart intervallumbdl 4116 halmazt. Mivel 3m /2™ < 1/8, e két intervallumbol az els6 min-
dig a [0,1/4], a mésodik pedig az [1/2, 3/4] intervallumba esik, ezért ha I = (i;/2", (i; +
1)/2"] és J = (ix /2", (ix +1)/2"], k > j, akkor a H(I) és H(J) tavolsagéara kapjuk, hogy

dist (H(J),H(I)) > ([ix/8] + 3k) /2" — ([3;/8] + 35 + 1) /2"
> (ix/8 —i;/8 4+ 3(k — j) — 2) /2™ > ((ix + 1)/8 — 4,/8) /2" = diam (I, J)/8.

Tehat ily m6édon az S, intervallumrendszer minden I intervalluméhoz hozzarendel-
tiink egy H(I) = Hpn, k (I) két zart intervallumbol all6 halmazt agy, hogy I,J € Sn, I # J
esetén

1) dist (H(J), H(I)) > diam (I, J)/8.

Ez a konstrukcié a (0, 1] intervallumon tortént, és az egyes I intervallumokhoz rendelt
(két zéart intervallumbél all6) H(I) halmazok is mind [0, 1]-nek részei. Vildgos azonban,
hogy ugyanez a konstrukci6 barmely maés (a,b] diadikus intervallumon is elvégezhetd
mégpedig ugy is, hogy egy, az (a,b]-be es6 K-t metsz6 2"-diadikus I intervallumhoz rendelt
H(I) halmaz egy elére adott [c, d] intervallumba esik, ahol az egyszertiség kedvéért mindig
feltessziik, hogy a [c, d] hossza megegyezik az (a, b] hosszaval.

Most ismételjitk meg ezt az eljarast minden I € Sp-en és a hozzarendelt halmaz min-
den intervallumén (itt I jatssza az (a,b] intervallum szerepét, és a H(I) egy tetszdleges
részintervalluma jatssza a [c, d] szerepét), majd az igy kapott intervallumokon és a hoz-
zajuk rendelt halmazok minden részintervallumén stb. Formalisan a kovetkez&t csinaljuk:
vélasztunk egy gyorsan névekvé {nm} sorozatot, és minden I € Sy = Saniyq. 42nm in-
tervallumhoz hozzarendeliink egy 2™ darab zart, 1/2™"~*"m hosszi intervallumbol 4116
Tm(I) halmazt tgy, hogy ha I* az a Spm—1-be tartozé intervallum, amely tartalmazza
I, & Toa(I")=J1 U... e, M= +...+ 2% g I*=1{a’,0" 4 1/2¥m2],
Jit =}, + 1/2M’"*‘], akkor

om—1

l *
Tm(I) = U {Cl + Ta_mHnm,(K—a‘mMm—l ((I —-a )2M'"_l)},

=1

azaz a fenti H konstrukciét elvégezziik az Sp,—1 minden I* intervalluméan (mint (a, bj-vel)
és a hozzé rendelt T,,—1(I") halmaz minden részintervallumén (mint [c, d]-vel).

Indukciéval kapjuk, hogy I,J € Spm, I # J esetén
(2) dist (Tin (J), Trm(I)) > diam (I, J)/8.

Valéban, ha I és J az S,,_1-nek ugyanabba a részintervallumiba esnek, akkor ez (1)-
nek és annak a ténynek a folyoméanya hogy I* € Sp—1 esetén Trn—1(I*) barmely két
részintervallumanak a tévolsiga legalabb I*/4; ha pedig nem, pl. I C I*, J C J* ahol
I* # J*, I*,J* € S;m—1, akkor az indukcios hipotézis szerint

dist (Trn(J), T (1)) > dist (Ton—1(J*), Tn—1(I")) > diam (I*, J*)/8 > diam (1, J)/8.

Legyen 8 = U,, Sy, és I € S esetén ha m az az index amelyre I € S,,, akkor legyen
T(I) =Tm(I). Az el6z6 egyenlétlenség adja, hogy I,J € S, INJ = ( esetén

(3) dist (7'(J),T(I)) > diam (I, J)/8.
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Valoban, mindéssze (2)-t kell alkalmazni a legkisebb olyan m indexre, amelyre I és J az
Sm kiilonb6z6 intervallumainak részei (és ezekre az intervallumokra).

Maéarmost legyen z € K esetén

B= (] 7= N Ton (D).

zel, I€S m, I€ESm, z€l

Mivel z € Im C Im—1, Im € Sm esetén Trn(Im) & Tm—1(Im—1) minden intervallumabol két
pozitiv tavolsagra levs zart intervallumot tartalmaz, F, perfekt minden z € k-ra. TovaAbba
(3) adja, hogy

dist (Fz, Fy) > |z — y|/8,
ezzel a feladatbeli feltétel elegenddségét belattuk (pontosabban az z — 8F, renszer meg-
felel a feltételeknek).

A sziikségesség bizonyitasahoz tegyiik ismét fel, hogy K C [0, 1], és minden z € F,
esetén F. egy perfekt halmaz gy, hogy ha z,y € K, akkor F, és F, tavolsdga legalabb
akkora mint az x és az y tavolsaga. Egy rozitett M-re legyen Kps azon z € K-k halmaza
amelyekre F, C [-M, M|. Elegend6 megmutatni, hogy Ky 0 mértékd minden M-re.

Az F = Uzex F, halmazon definidljuk a g fliggvényt ugy, hogy g(u) = £ minden
u € Fy-re és z € K-ra. Ekkor a feltevés alapjan |g(u) - g('u)] < |u — v| minden u,v € K-
ra (azaz g egy Lip 1 fiiggvény 1 Lipschitz-konstanssal), és konnyen lathato hogy ekkor g
egyértelmiien kiterjeszthet6 ugyanilyen tulajdonsagt fliggvénnyé az F' lezartjara, majd a
lezart koztes intervallumaira lineéarisan kiterjesztve kapjuk a g egy Kiterjesztését [0, 1]-re.
Jeloljiik ezt tovabbra is g-vel. Konnyen lathato, hogy ez is rendelkezik a ] g(u) — g(v)l <
|lu — |, u,v € [0,1] tulajdonsaggal, amibél vilagos, hogy g abszolut folytonos és igy g
majdnem mindeniitt differencialhaté.

Legyen H az F., x € Kas halmazok legkisebb elemeinek halmaza (vigyazat, H nem
feltétleniil mérhets!). A Ky halmaz a H halmaz g melletti képe. Mivel f konstans
minden F, halmazon, ha egy z € H pontban g differencidlhat6, akkor ott a derivaltja
0. Tehat H = Ho U H,, ahol Hp 0 mértékd, és g differencialhaté H; minden pontjaban,
és a derivaltja 0. Legyen € > 0. Ha tehat z € H;, akkor valamilyen 1 > §, > 0O-ra igaz az,
hogy ha 0 < h < §., akkor

(4) g(z)—_-g(zii) Ze

Az I. = (2 — 4.,z +4.) intervallumok befedik H;-et, ezért kivalaszthato6 beléliik egy meg-
szamlalhato I, i = 1,2,... rendszer, amely szintén befedi Hi-et. De ekkor Hy = U; 1,
mérthets, ezért van egy olyan Lo C Ha kompakt részhalmaza, hogy H> \ L, mértéke ki-
sebb, mint . Lz-nek van egy véges befedése: Ly C UL, 1.,, és e véges befedésben felté-
telezhetjiik, hogy egyetlen pont sem tartozik harom befed§ intervallumba (ha van ilyen
pont, akkor valamelyik intervallum elhagyhatd).

(4) szerint minden I. g melletti g[I.] képének a hossza legfeljebb | I.|, ezért |g[Lz]| <
2¢|La| < 2e(M + 2). Mivel |H2 \ L2| < €, ez a halmaz befedhet6 e-nal kisebb 6sszhosszii
intervallumrendszerrel. A Lip 1 tulajdonsag miatt minden befeds I intervallum g[I] képe
legfeljebb |I| hosszu, ezért |g[Ha \ Lo]| < e. Hasonléan kapjuk, hogy g[H1] nulla mértékd.

De K C g[H1]Ug[H2 \ L2] U g[L2] miatt az eddigiekbdl | K| < 2e(M +2) + ¢ adodik,
és mivel itt € > 0 tetszdleges, igazoltuk, hogy K nulla mértékd.

A kitiz6k megolddsa
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7. Legyen a komplex értéki F(z) fiigguény reguldris a komplex sik {0 < |z| < R} ki-
pontozott korlapjdn. Szintvonalon értsik a Re F(z) figguény valamely szinthalma-
zdnak komponensét, tehdt olyan mazimdlis osszefiiggé halmazt, amelyen Re F'(z)
dallando. Jeloljiik A(r)-rel azon szintvonalak unidjdt, melyek teljes egésziikben a
{0 < |z < r} kipontozott korlapon helyezkednek el. Mutassuk meg, hogy ha A(r)
komponenseinek szdma r-tél fiiggetlen korldt alatt marad, akkor F(z)-nek 0-ban
legfeljebb polus szingularitdsa lehet.

Megoldas. (A feladat szovegének kiegészitéseként jegyezziik meg, hogy poélus helyen a
komponensek szama valoban korlatos, a polus rendjének kétszerese elég kis r esetén.)

Az indirekt bizonyitasban feltessziik, hogy a szingularitas lényeges. Legyen U(z) =
ReF(z), V(z) = ImF(z), F(z) = U(z) +iV (z). Kritikus pontnak F’(z) zérus helyét nevez-
ziik, kritikus értéknek F'(z) ott felvett érékét. S-sel és indexelt valtozataival szintvonalakat
jeloliink, ¢(S) jelenti U(z) konstans értékét S-en.

Kizéar6lag olyan S szintvonalakat fogunk konstruédlni, amelyek nem haladnak at
kritikus ponton, s6t ¢(S) a legfeljebb megszamlalhaté kritikus érték valds részétsl mind
kiilonbozni fog. Ezt tgy érjiik el — anélkiil, hogy erre a késébbiekben kiilon kitérnénk —,
hogy ¢(S) értékét mindig intervallumbol valaszthatjuk.

A kritikus pontokkal is kipontozott {0 < |z| < R} kérlapon F(z) lokalisan konform
(elagazas nélkiili fedés), ezért S a c(S) valos részi fiiggleges egyenes egy véges vagy
végtelen nyilt részintervalluménak a z sikra valé felemelése, ami mindkét iranyban elér a
hatérig, 0-ig, illetve a {|z| = R} korvonalig.

Tomoren megfogalmazva:

1. lépés. S-et megadhatjuk olyan z(v) (—oo < a < v < 3 < +00) paraméterezéssel,
amelyre F(z(v)) = c¢(S) +iv (a <v < B), és amely vagy 0-hoz vagy a {|z| = R} kér-
vonalhoz tart v — « + 0, illetve v — (3 — 0 esetén.

A tovabbiakban réviden ugy fogjuk mondani, hogy S mindkét iranyban 0-ban vagy
a korvonalon ér véget.

2. lépés. Tetszoleges n-re megadhaté n darab kiilonbozé szintvonal, S; (i=1,...,n)
kozos c(S;) értékkel, amelyek mindkét iranyban 0-ban érnek véget.

Bizonyitas. Feltehets, hogy F(z) még {0 < |z| < R}-en is folytonos. Ha

|e(S)] >lrgllg>§|U(£)l,

akkor S nem mehet {|z| = R} kozelébe, és mindkét irdnyban csak 0-ban érhet véget.

Jeloljiik n(w)-vel azt, hogy F'(z) hanyszor veszi fel — multiplicitassal szamolva — a
w értéket a {0 < |z| < R} kipontozott korlapon. Tegyiik fel, hogy n(w), valamilyen wo &
sugaru kornyezetére megszoritva, a w; pontban felveszi a legnagyobb értékét, és még erre
a legnagyobb értékre is n(w) < n(wi) < n (|w — wo| < §) volna.

A w; Ssképeit zj-vel (j =1,...,m < n) jelolve, ezek akarmilyen kis kornyezetében
F(z) felveszi w; egy teljes kornyezetének a pontjait, mégpedig dsszesen n(w)-szer. De
n(w1) maximA4lis volt, tehat legalabbis w; ezen kornyezetének azokat a pontjait, amelyek
wo O sugaru kornyezetébe is beleesnek, F'(z) a z;-k ezen kis kornyezetein kiviil sehol
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mésutt mar nem veheti fel. Specialisan 0 kis kornyezetében F'(z) kihagyna wi egy teljes
kérnyezetét, ellentmondasban a Casorati-Weierstrass-tétellel.

Arra jutottunk, hogy barmely wo barmely kornyezetében talalhat6 olyan w érték,
amit F'(z) legalabb n-szer felvesz, s6t ilyen értéket egy teljes kornyezetbdl valaszthatunk.

(Persze a Nagy Picard-tétel birtokdban mindez trivialis: F'(z), legfeljebb egy kivétel-
t6l eltekintve, minden értéket végtelen sokszor vesz fel.)

Jeloljiik z;-vel (i =1,...,n) a kivalasztott w n 6sképét, és Si-vel a z;-t tartalmazoé
szintvonalat. Ezek mind kiilonb6zdk, hiszen — ahogyan az 1. lépésben a szintvonalakat
jellemeztiik — S; mentén Im F'(z) szigorian monoton médon valtozik, és igy S;-n z = z;
az egyetlen pont, ahol F'(z) = w.

Mivel w-t tetszéleges kornyezetbdl valaszthattuk, azt is elérhetjiik, hogy |Rew| >
max|¢|=r |U(€)|, és a kiindulé6 megjegyzésiink szerint S; mindkét iranyban 0-ban ér véget.
| |

Ilyen 0-bél indulé és oda visszatérs S szintvonalhoz 0-t hozzaképzelve Jordan-gorbét
kapunk. Jeloljiik a belsejét D(.S)-sel.

3. lépés. Ha r olyan kicsi, hogy {|z| = r} metszi D(S)-et, akkor D(S) tartalmazza A(r)
egy komponensét.
Bizonyitas. Legyen ehhez

def def

M = max U(z2), m = min U(2);
lz|=r |z|=r
2€D(S) 2€D(S)

a feliilvonas lezarast jelent.

m < ¢(S) < M, és M és m koziil legalabb az egyiket U(z) kénytelen felvenni D(S)
belsejében.

A Maximum Elv szerint m < U(z) < M (z € D(S), |z| > r). Ha e két egyenl6tlenség
D(S)-ben az r sugari koéron beliil is fennallna, akkor

sup U(z) =M, inf U(z)=m
S0g. (2) s A

volna, és legalabb az egyiket U(z) D(S) belsejében ténylegesen fel is venné. Ez azonban
lehetetlen, mert a Maximum Elv szerint akkor konstans volna.

Van tehat 2z’ € D(S), |2'| < r, amelyre U(z') > M vagy U(z') < m. (A Phragmén—
Lindelof-elv legegyszeriibb valtozata szerint egyébként U(z) nem is korlatos D(S)-ben.)
A 7'-t tartalmaz6 S’ szintvonal sem {|z| = r}-et, sem S-et nem metszheti. Egyrészt tehat
S' C A(r), masrészt S’ C D(S). Ezért A(r)() D(S) nem iires. S pontjai azonban nem
tartoznak A(r)-hez, S belseje és kiilseje tehat elvalasztja A(r) () D(S)-et A(r)\ D(S)-t6l.
||
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4. lépés. Ha tehat k felsé korlat A(r) komponenseinek a szédméra, akkor a mindkét
iranyban 0-ban végz6dé S szintvonalak altal hatarolt D(S) tartomanyok koziil legfeljebb
k diszjunktat lehet kivalasztani.

Specialisan a D(S;) tartoményok kozott is legfeljebb csak k diszjunkt lehet, de
jegyezziik meg, a 4. 1épésben nem feltétel, hogy a tartomanyokhoz tartozé c(S) értékek
megegyezzenek.

Hogy a ¢(S;) (1 = 1,...,n) értékek megegyeznek, azt most fogjuk kihasznalni.

5. lépés. D(S;) tartomanyokbdl alkotott monoton lanc is — azaz olyan sorozat, aminek
minden eleme tartalmazza a kévetkezot — legfeljebb csak k hosszisagt lehet.

Bizonyitas. Legyen S és S’ a lanc két szomszédos eleme; c(S) = ¢(S”), D(S") C D(S).

A 3. lépésben az ottani S’ konstrukci6ja azon milt, hogy U(z) az ottani D(S) tarto-
many hataran allandé. Ugyanez igaz most a D(S) \ D(S’) tartoméanyra is. Az okoskodas
elismétlésével kapunk tehat egy szintvonalat — jeloljiik S”-vel —, amelyre

" cD(S)\D(S), S"c{o<|z<r}.

Két, egy pontban érintkez Jordan-gérbe, mint amilyen S’ (J{0} és S” (J{0}, harom-
féle helyzetben lehet egymashoz képest:

D(S"y c D(S"), D(S")c D(S'), vagy D(S')()D(S")=0.

Ha r-et olyan kicsinek vélasztjuk, hogy a {|z| = r} kérvonal messe D(S’)-t, akkor
az els§ eset ki van zarva, mert S” C {|2| <r}. A masodik eset azért van kizérva, mert
S”, vélasztasa szerint, D(S’) kiilsejében halad. Marad a harmadik eset: konstrualtunk
D(S)-ben egy D(S’)-t6l diszjunkt D(S") tartomanyt.

69



Ha ezt a lanc minden szomszédos parjaval elvégezziik, akkor a konstrualt D(S”)
tipust tartoményok a lanc utolsé tagjaval egyiitt — az 4bran a vonalkazott tartoméanyok —
diszjunktak lesznek, a szamuk pedig megegyezik a lanc hosszaval. A ¢( ) értékek biztosan
nem mind egyeznek meg, de ez — mint megjegyeztiik — a 4. lépésben érdektelen: a lanc
hossza legfeljebb k. M

Az 5. lépés bizonyitdsdban mér sz6 volt arrdl, hogy két D(S;) tartomény vagy
diszjunkt, vagy egyik tartalmazza a masikat.

6. lépés. Ilyen halmazrendszer el64ll mint annyi monoton lanc egyesitése, ahdny mini-
maélis — azaz tovabbi halmazt részként nem tartalmazé — halmaz van a rendszerben.

Bizonyitas. Egy minimalis halmazhoz tekintsiik az 6t tartalmazé halmazokat a rendsze-
riinkbsl. Ezek koziil barmelyik kettd metszi egymast, tehat az egyik része a masiknak, és
igy monoton médon sorba rendezheték, monoton lancot alkotnak.

Masfeldl véges rendszerben nyilvan minden halmaz tartalmaz tovabbi halmazt nem
tartalmazo6, tehat minimalis részhalmazt, és igy benne lesz az ahhoz a minimalis halmazhoz
konstrualt lancban.

(Hivatkozhatnank persze Dilworth altalanos tételére: tetszéleges véges részbenren-
dezett halmaz el6all annyi monoton lanc egyesitéseként, amilyen hosszii a legnagyobb
antilanc — azaz paronként Gsszehasonlithatatlan elemekbdl 4ll6 részhalmaz.) W

A minimaélis halmazok szama, diszjunktak lévén, a 4. 1épés szerint legfeljebb k, és
minden lanc az 5. lépés szerint legfeljebb k hosszii. Innen n < k?, ami ellentmondés, mert
n-et a 2. lépésben akarmilyen nagynak valaszthattuk. Az ellentmondas bizonyitja a feladat
allitasat.

Megjegyzés. A megoldds lényegében Kun Gdbortdl szirmazik. A kitizé eredeti bizonyi-
tdisa annyiban bonyolultabb, hogy ugyanazok az el6zmények, amelyek itt a 6., kombinatori-
kus lépéshez vezettek, ott olyan F(z) leirdsdt igénylik, amelyre Re F(z) > ¢(S) D(S)-ben.

8. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan ¢ abszolit konstans, hogy minden n-ponti,
daltalanos helyzeti, sikbeli H ponthalmaz elemeit kiszinezhetjik c-logn szinnel gy,
hogy a sik bdrmely korlemeze, mely H-nak legaldbb egy pontjdt tartalmazza, H
valamelyik szinosztdlydbol pontosan egy pontot fed.

Megoldas. Kossiink Ossze két pontot egy éllel, ha van olyan kor, ami csak Gket tar-
talmazza. (Ezt a grafot egyébként Delaunay-haromszogelésnek hivjak, mert telitett sikg-
raf. Maskiilonben a Dirichlet—Voronoi-cellafelbontas dualisa.) Minden sikgraf 4 szinnel
szinezhets, tehat tartalmaz egy maximum 7%-ponti fliggetlen halmazt. Ennek pontjait
szinezziik meg az elsé szinnel, majd dobjuk el, és ismételjiik meg az eljarast a maradék
ponthalmazra, melynek legalabb negyedsok pontjat a masodik szinnel szinezziik. Igy végiil
[log,/3 ] szinnel mindent kiszineziink.

Miért jo ez a szinezés? Vegylink egy tetszéleges kort, és nézziik meg, hogy mely
pontjai kaptéak a legmagasabb szamu szint, ami a korben eléfordul. Ha csak egy ilyen pont
van, akkor kész vagyunk. Ha legalabb kettd, akkor az adott lépésben képzett grafnak van
egy teljes éle, ami a kirbe esett, és ennek csak egyik végpontjat hagyhattuk el. Igy a masik
végpont kénytelen magasabb szamu szint kapni, ami ellentmondas.

A kitiiz6 megolddsa
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9. Legyen M 0sszefiiggd, kompakt, C'*° -differencidlhato sokasdg, és jelolje C>° (M)
az M -en értelmezett sima valds fiigguények vektorterét. Legyen V- < C°(M) olyan
altér, amely invaridns az M sokasdg C'*°-diffeomorfizmusaira nézve, azaz foh € V,
valahdnyszor f €V és h: M — M tetszéleges C°-diffeomorfizmus. Bizonyitsuk
be, hogy ha V kilonbozik a {0} és C°°(M) alterektol, akkor pontosan a konstans
fiigguényekbal dll.

Megoldas. Elég azt megmutatni, hogy ha V tartalmaz egy nem konstans f fiiggvényt,
akkor V = C*°(M).

Vegyiik észre, hogy nem konstans f-re df azonosan 0 nem lehet. Valoban, kiilonben
[ lokalisan konstans volna, és igy a { f*(c) | c € R} halmazrendszer az M-nek nyilt par-
ticioja lenne, legalabb két nemiires particiotaggal, ami ellentmond M Osszefliggdségének
(ugyanis c1,co € R, e1 # ca, f7(e1), f (c2) # 0 esetén f~'(c1) nem-trivialis zart-nyilt
halmaz M-ben).

Tegyiik fel tehat, hogy a V-beli f fiiggvényiinkre és egy p € M pontra (df), # 0.
Ekkor a kiegyenesitési tétel szerint létezik p-nek egy U nyilt kornyezete és azon egy 7 :
U — R" térkép, hogy = € U-ra f(z) = x1, ahol z; a 7(x) i-edik koordinéatéja. Feltehets,
hogy 7(U) C R™ egy nyilt gomb.

Elgszor belatjuk, hogy ha g € C°°(M) esetén suppg C U, akkor g € V. Ehhez egy
elég kicsi € > 0 szam valasztasaval definidljuk a h : M — M fiiggvényt a kovetkezéképpen:

771 (z1 + €9(z),22,...,22), ha z€U,
h(z) =
T ha z € M\ suppg.

Hogy az x € U esetben adott definici6 értelmes legyen, elég feltenni, hogy
emax |g(z)| < dist (supp (go7'),8(7(U)))/2, mert akkor z € supp g-re (z1 + £g(z), z2,
..,zn) € 7(U), mig = € U \ supp g-re ugyanez a tartalmazési relacié nyilvanvaléan tel-
jesiil. (Ebbdl kovetkezdleg x € U = h(z) € U.) Igy M két nyilt részhalmazén, amelyek
uniéja M, definidltunk, a metszetiikon egybehangz6 moédon, egy-egy C™° leképezést,
ezért az ilymodon definialt h leképezés M-b&l M-be mend C™ leképezés lesz. To-
vabba h az M-nek C*° diffeomorfizmusa lesz, ha bijekcio, és dh seholsem elfajulé. Nyil-
van elegendd ezeket a feltételeket U-n biztositani. Mindkét feltétel biztositva lesz, ha
emax |0(go7 ') (@1, T2, . ..,2n)/0x1| < 1/2 teljesiil. Ugyanis ekkor a rohor™!: 7(U) —
T(U) leképezés, amely (z1,Z2,...,.Tn)-et (1 +e(go7 1) (21,%2,...,Tn),T2,...,Tn)-be
viszi, a 7(U)-nak minden z; tengelyirannyal parhuzamos nyilt harjan bijekcié (mivel a
har két végpontja egy-egy kornyezetében identikus, azért a folytonossag miatt sziirjektiv,
és mivel elsé koordinatajanak z, szerinti parcialis derivaltja 1+¢ed(go 7 1)/0z1 > 1/2,
azért injektiv), tovibba ennek a leképezésnek a Jacobi-matrixa nem szingularis (mivel
determinénsa 1+ (g o 771)/0x1 > 1/2).

Most legyen z € U. Ekkor h(z) € U is fennall, és ezek miatt f(z), illetve f(h(z))
megegyezik 7(z)-nek, illetve 7(h(z))-nek az elsé koordinatajaval, azaz xi-gyel, illetve
z1 + eg(z)-szel. Ezek szerint U-n teljesiil az (f o h)(z) = f(z) +eg(x) egyenldség. De
x € M \ supp g-re h(z) =z, g(z) =0, igy az

foh=f+eg

egyenl6ség az egész M-en fenndll. Itt f € V, a feladat feltétele szerint f oh € V is fennall,
igy az el6bb belatott egyenléségbdl kapjuk, hogy g € V, mivel V' lineéaris altér.
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Most legyen g € C°° (M) tetsz6leges. Belatjuk, hogy g € V. Elészor is, Diff*™ (M )-mel
jelolve az M sokasag C*°-diffeomorfizmusainak csoportjat, a homogenitéasi lemma alapjan
minden y € M esetén létezik h, € Diff**(M), amelyre hy(p) = y. Ekkor a {h,(U) |y € M}
halmazrendszer M-nek nyilt fedése, igy M kompaktsaga miatt koziiliik véges sok, mond-
juk {hy, (U),..., hy, (U)} is fedése M-nek. Ehhez a {hy, (U),...,hy, (U)} nyilt fedéshez
létezik egy {ui,...,ur} C C°°(M) fiiggvényrendszer, amelyre 0 < u; <1, Z;zl iy =1,
és supp u; C hy,;(U), ahol j = 1,...,k. Ekkor minden j = 1,...,k-ra a g; = (u; - g) o hy;
fiiggvényre g; € C*°(M) és supp g; = h ' (supp(u; - g)) C hy' (suppu;) C U. Tehét a bi-
zonyitas elsd részében bizonyitottak szerint g; € V. Ekkor viszont u; - g = g; o h;jl eVa
feladat feltétele szerint. Végiil g = Z;=1(u_j - g) € V, mivel V linearis altér.

A kitidzo, Juhdsz Andrds és Kun Gdbor megolddsai alapjdn

10. Legyenek X1, Xo, ... fliggetlen, azonos eloszldsu valdosziniiségi viltozok, melyek
kozos eloszldsa végtelen sok kilonbozd értékre koncentrdlt diszkrét eloszlds. Legyen
an, annak a valdsziniisége, hogy Xi,...,Xn41 mind kilonbozé értéket vesz fel,
feltéve, hogy X, ..., X, kilonbozo értékeket vettek fel (n > 1). Mutassuk meg, hogy

(a) n — oo esetén a, szigorian monoton csokkenve tart 0-hoz; valamint

(b) a pozitiv egész szdmok tetszéleges 1< f(1) < f(2) < ... részsorozatdra
X1, Xo,... kizos eloszlasa megvdlaszthatd gy, hogy a
a n
lim sup ac AN
n—oo  Qn

osszefiiggés teljesiiljon.

Megoldas. Legyenek az X;-k altal felvehets értékek valoszintiségei p1 > p2 > ... >0 és
legyen b,, annak a valészintisége, hogy X1, X2, ..., X, mind kiilénboz6 értékeket vesznek
fel. Ekkor

2 bn+1
bp =n! E PirPiz -+ -Pin € Gn= 7.
1<iy <ig<-+<in L

A monoton csokkenés az alabbi altalanosabb allitasbol is levezethetd:

Lemma. Ha 1 <m < n, akkor bmbn > byin és

bm—lbn+1 e bm+n bmbn = bm+n
(m—-1)(n+1) — mn :

Ugyanis ebbdl azt kapjuk, hogy bm—1bn4+1 < bnbm, amibél a bizonyitandé an < am—1
egyenlGtlenség kiovetkezik.

Bizonyitas. Szorozzuk Gssze a by,-et és a bp,-et kifejezé szummat, minden tagot minden

taggal, és csoportositsuk az eredményt aszerint, hogy a két Osszeszorzott tagban hany
tényezd kozos.

buba = bmtn + 3 3 f1(A) f2(B)nim! (m Wi 2’“),

k=1 % =il
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ahol Y a pozitiv egészek azon A és B részhalmazaira torténé szummazast jelol, amelyekre

ANB=0,|Al =m+n— 2k és |B| = k, tovabba f;(A) = [] p}. Ezért
JEA

b = St _ Z 5 A (e Bt o B

Hagyjuk el a kiils6 szumma utolsé tagjat és hasznaljuk fel, hogy k < m esetén
(n—1D!(m—1D!(m+n—2k)! nl(m—2)/(m+n—2k)! (1 (k—1)(n+1-— m))

(m —k)!(n — k)! T m-1-k)ln+1-k)! n(m — k)
Ezzel
bmbn‘mn m—2)! +n — 2k)!
L >Z AN LE G ( )()’,’Znﬂ_k;'

m—1
=3 3 A f(B)nim - 2)! ("mﬂnl_ik) = Dot~ eie

k=1 %

A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy a2n < 4¢n €S an > @n, ahol gn = pni1 +
Pn+2+ . ... Ebb6l mar minden kovetkezni fog, ugyanis az elsé egyenl6tlensegbol azt kapjuk,
hogy a, — 0. Ha pedig az f,, n > 1 sorozat adott, legyen fo(n) = nés fi(n) = f(fi-1(n)),
i > 1, tovabba legyen k(1) = 1 és k(n+1) = fn (2k(n)) Végiil legyen p; = l ésk(n—1) <
i < k(n) esetén p; = (2" (k(n) — k(n — 1)))_1. Ilyen médon valészinﬁségeloszlést kapunk,

pi monoton nemnovekvd, és

Qk(n+1) o Qk(nt1) 1

Q2k(n) A9k 8

Mivel e

Qk(nt1) £i(2k(m))

= )

G2k(n) 321 P (2k(n))

azért
at) Q. (2k(n))
max{—]:2k(n)_§j§fn41(2k(n))}2max TN sl €d Ly TV,
a; afi—l(Zk(n))

Méarmost kénnyen lathaté, hogy

bn+m 2 gfi(qn)m
(n+m)! — n! m!

k)

g an = bant1/bn < (3"1)(gn)"* < 22" (gn)"t'. Masrészt pedig

< a2n02n—1 - - -

bnt1=nl Y fi(A) ) Pi > bagn.

[Al=n JgA

amibdl a7

A kitdzé megolddsa
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ERICSSON-DIJ 2006

Felhivas dijazand6 tanarok ajanlasara
Beaddsi hatdridd: 2006. szeptember 15.

Az Ericsson cég magyarorszdgi Kutatds-Fejlesztési Igazgatosaga dltal 1999-ben alapi-
tott dijat dltaldnos-, vagy kézépiskoldsokat tanité fizika- és matematikatandrok
nyerhetik el, az aldbb részletezett feltételek szerint. A dij alapitasinak célja, hogy tdmogassa
és erdsitse a magyarorszdgi matematikai és természettudomdnyos alapképzés vildgviszony-
latban is kiemelkedd szinvonaldt, igényességét. Ennek kdszonhetd ugyanis, hogy a hazai
miiszaki és természettudomdnyi diplomdval rendelkezék tuddsa megfelelé szellemi értéket
képuisel az igényes hazai és kilfoldi befektetdk eldtt és vonzdvd teszi Magyarorszdg bekap-
csoldsdt a tdvkozlés és egqyéb csicstechnoldgidk nemzetkozi kutatdsi fejlesztési lancdba.

Az ERICSSON-DIJAKAT 2006-ban két kategoriaban itélik oda:

1. ,Ericsson a matematika és fizika népszerdsitéséért” dij

4 matematika- és 4 fizikatanar részére egyenként 200 000 Ft-tal jaro dij, melyet
olyan tanarok kaphatnak, akik tanftvanyaikkal aktivan bekapcsoloédtak a Kozépiskolai
Matematikai és Fizikai Lapok vagy az ABACUS folyoiratanak pontversenyeibe, vagy a
tanitds mellett évek 6ta a legtobbet teszik a tantargyuk iranti érdeklédés felkeltéséért és
megszerettetéséért.

2. ,Ericsson a matematika és fizika tehetségeinek gondozasaért” dij

2 matematika- és 2 fizikatanar részére egyenként 200000 Ft-tal jar6 dij, melyet
olyan tanarok kaphatnak, akiknek tanitvanyai a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai La-
pok vagy az ABACUS versenyein, vagy a Varga Tamas, Kalmar Laszl6, Arany Daniel
matematikaversenyek, matematika vagy fizika OKTV, Oveges Jézsef, Mikola Sandor, Szi-
lard Leo fizikaversenyek, a Nemzetkozi Matematika vagy Fizika Diakolimpiak, a Kiirschak
Jozsef matematikai tanuléversenyek vagy az Eotvos Lorand fizikaversenyek valamelyikén
a 2000-2001-es tanévtol kezdddden elnyerték az elsé 6t dij egyikét.

A dijakat a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany itéli oda,
a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és az E6tvos Lorand Fizikai Tarsulat Ericsson-
dijbizottsagainak ajanlasa alapjan. A dijazandokra frasos javaslatot nytajthatnak be szak-
mai és tarsadalmi szervezetek, a javasolt tanar tevékenységét ismerd kollégak, tanitvanyok.
Az ajanlasnak tartalmaznia kell a javasolt személy részletes szakmai jellem-
zését kiilonos tekintettel azokra a szempontokra, amelyek alapjan a dijra érdemesnek
tartjak. Ha a korabbi években méar javasolt tanar nem kapott dijat, a felterjesztést (hi-
vatkozva a mar bekiildott jellemzésre, esetleg kiegészitve azt) kérjiik, ismételjék meg!
A beadasi hataridé: 2006. szeptember 15. Cim: Bolyai Janos Matematikai Tarsulat
vagy Eotvos Lorand Fizikai Téarsulat, 1027 Budapest, F'6 u. 68.

A bizottsagok a benyuajtott irasos javaslatok alapjan 2006. oktéber 6-ig dontést
hoznak a jeloltek sorrendjérdl. A bizottsagok részletes indoklasat tartalmazoé jelentése
utan a MATFUND kuratériuma 2006. oktober 16-ig dont a dijazandok személyérdl.



Modok és Tarsa Nyomda, Kiskunhalas
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