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A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat mélységes fajdalommal
tudatja, hogy

RIESZ FRIGYES

egyetemi tanar, a Magyar Tudomanyos Akadémia rendes tagja, a
Francia Tudomédnyos Akadémia levelezd tagja, a Svéd Kirdlyi
Fiziografiai Tarsasag kiils6 tagja, a Budapesti Eotvos Lorand Tu-
domanyegyetem, a Szegedi Tudomanyegyetem €s a parizsi Sorbonne
diszdoktora, a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat tiszteletbeli elnOke
1956. évi februar ho 28-an, 76 éves kordban, hosszas szenvedés
utdn elhunyt.

Haldlanak hire mélységesen megrenditett valamennyiiinket.
Bar hosszii betegsége alatt, allapotdanak stilyossa véldsakor ismé-
telten aggdédnunk kellett emfsﬁt mégis az utolsd percig remény-
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kedtiink, hogy az orvostudomany valamennyi vivmanyat harcba
vetd erbfeszitések sikeresen veszik fel a kiizdelmet a kérlelhetetlen
végzettel. Szomori megdobbenéssel vettiik a hirt, hogy nem igy
tortént: a csodalatra mélté elme nem gondolkodik tébbé s a nagy
sziv megsziint dobogni.

Elhunyta nemcsak a magyar matematikai tudomany szamara
potolhatatlan veszteség : személyében az egész vildg matematiku-
sainak egyik legkivalobbja fejezte be a matematika szamos feje-
zetét gyokeresen atformald, alapvetd jelentdségii felfedezésekben
mérhetetleniil gazdag miikodését.

Riesz Frigyes 1880. januar 22-én, Gyorott sziiletett. Kozép-
iskoldinak elvégzése utan, bar hajlama a tudomdnyos kutatas s a
matematika felé vonzotta, a zirichi miiegyetemre iratkozott be. Az
akkori hazai viszonyok kozott sziilei, s taldn 6 maga is, biztosabb-
nak lattak a mérnoki palyat, mint az igen kevés perspektivat nyujto
matematikusi hivatdst. Csakhamar gyGzedelmeskedett azonban az
elmélyedé tudomdnyos kutatas iranti vonzodasa és egyetemi tanul-
manyait a budapesti, majd a gottingai tudomanyegyetemen folytatta
és fejezte be. Megszerezie a bolcsészdoktori oklevelet is, értékes
gondolatokban gazdag, de kiilonosebb figyelmet nem kelté projek-
tiv geometriai targyt doktori értekezésével.

A tanéri oklevél megszerzése utin Locsén, majd Budapesten
kap gimnaziumi tanari allast. Ekozben szorgalmasan tanulmanyozza
a tudomanyos irodalmat, megismerkedik a valds fiiggvénytan egé-
szen Uj fejlodési szakaszat megindité francia matematikai iskola
(Baire, Borel, Lebesgue) eredményeivel s magdéva teszi annak
gondolatkorét. Mélyenjard gondolatai azonban nem vezetnek azon-
nal valoban jelentds sikerre; tobb, kiilonféle targykorhoz tartozo
és kisebb-nagyobb ¢érdeklddést kelt6 dolgozat kozlése utan
csak 1907-ben mutatjak be a pdrizsi tudomanyos akadémian els6
olyan munkajat, amelyben szellemének nagysaga teljes erejével
megmutatkozik s amely egymagaban is a matematikai gondolko-
das legnagyobbjai kozé emelné 6t: ekkor kozli a nem sokkal ké-
s6bb Ernst Fischer altal is felfedezett és azéta Riesz—Fischer-tétel
néven altaldnosan ismert tételt.

Ezzel mintha megtort volna a jég; megtaldlva azt a munka-
teriiletet, amelyen fényes tehetsége akadalytalanul kibontakozhatik,
rovid egymasutinban kozli ujabb és tijabb, most mar szinte kivétel
nélkiil alapveté jelentoségii felfedezéseit. Ezeknek legtobbje a Riesz—
Fischer-tétel gondolatkéréhez csatlakozik, az abban rejlé lehetosé-
geket aknazza ki egyre mélyebben, az altala keltett gondolatoknak
vonja le egyre messzebbre hato kovetkezményeit. Ugyanakkor azon-
ban arra is jut energidja, hogy a Rémaban 1908-ban tartott nem-



zetkOzi matematikai kongresszuson egy rovid eldadasban megal-
kossa az altalanos topologikus fér els§ valoban hasznalhato és
mai napig is (moddositott, de ekvivalens formaban) életképes axi-
Omarendszerét.

A mar vilagszerte ismert s a fiatal kutatok legkivalobbjai kozé
sorolt tudos munkdassagat csak elkésve és vontatottan kiveti kiilsd
elismerés. Kozépiskolai tanari allasabél csak 1911-ben szélitjak a
kolozsvari egyetem helyettes tanari székébe s nyilvdnos rendes
tanari kinevezésére még ezutan is harom évig varnia kell. 1d6koz-
ben 1913-ban megjelenik Parizsban addigi felfedezéseit nagyszerii
formaban Osszegezd konyve a végtelen sok ismeretlenes egyenlet-
rendszerekrbl. A fényes sikerek el6l a hazai tudomdnyos élet
sem zarkozhatik el: a Magyar Tudoméanyos Akadémia“ 1916-ban
levelez0 tagjava valasztja.

Kolozsvari miikodése 1920-t6l lehetetlenné valik. A hirneves
tudost bizonyara szivesen latta volna katedrajan szamos kiilfoldi
egyetem, O azonban hii marad hazédjahoz és vallalja a kilatastalan,
csaknem reménytelennek tiin6 feladatot: Szegeden, a semmiféle
tudomanyos hagyomaénnyal nem rendelkezé alfoldi varosban, ugy-
szOlvdn a semmibdl inditja meg egy egyetemi intézet miikodését.
A tudoméanyos munkat hatraltato koriilmények, az egyetem egyre
valtozo ideiglenes, mds célra késziilt épiiletekben valo elhelyezése
nem gatolja meg abban, hogy szegedi miikddésének éveiben is
tovabb folytassa nagyszerii feifedezéseinek sorozatat. S6t tjabb,
ugyancsak reménytelennek tetsz6, daldozatos munkat kivano fela-
datba is fog: kivalo tanartarsaval, Haar Alfréddal egyiitt idegen-
nyelvii matematikai folydiratot alapit olyan orszigban, amelyben
addig csupan egy magyar s egy idegennyelvii, matematikai és
fizikai cikkeket egyarant kozl6 folydiratot sikeriilt fenntartani (még-
hozza a haborus évek vége felé egyre csokkend terjedelemben), s
a matematikai szedés nehéz feladataban teljesen jaratlan nyomda-
val rendelkez6 varosban. Bdmulatra méité akaratervel diadalmas-
kodik a nehézségeken s a szegedi Acta rovidesen a legnagyobb
multd tudoményos folyoiratok szinvonalaval vetekszik, eleinte tar-
talmaban, majd kiallitisdban is.

Biér egyre ontja az analizis fejlodésében tijabb és ajabb taviatokat
nyujtoé dolgozatait s béar vilagszerte a legelsé matematikai kutatok kozé
kezdik sorolni, az akkori politikai viszonyok miatt nem sikeriil buda-
pesti egyetemi tandri kinevezést nyernie s elsé izben visszautasitjak a
Magyar Tudoményos Akadémia rendes tagjava valo jeldlését is. Csak
masodszori jelolésekor, 1936-ban valasztjdk meg rendes tagnak, Buda-
pestre valo athelyezését pedig csak a népi demokrdacia valositotta meg.

1*



A felszabadulds Szegeden éri, ahol 1944 novemberében az
els6k kozott kezdi meg eldadasait. O vallalja el az egyetem rektori
tisztét, ezt a megtiszteld, de az akkori idékben kiilbnosen dldozatos
munkat igénylé megbizatast. Amikor 1946-ban végre valdra valik
régi vagya s a Budapesti Tudomdnyegyetem tanaranak hivhatja meg
6t, a tavoz6 nagy tuddst a Szegedi Tudomanyegyetem diszdokto-
rava avatja. 1949-ben a Kossuth-dij aranyfokozataval tiintetik ki,
majd 1950-ben, hetvenedik sziiletésnapja alkalmabol a Budapesti
Eotvos Lordnd Tudomdanyegyetem ujonnan szervezett természettu-
domanyi karat éri az a megtiszteltetés, hogy — Fejér Lipottal
egyiitt — Ot avassa egyik legels6 diszdoktorava.

Magas kora és gyakori betegeskedése nem akadilyozza meg
az aktiv tudomanyos munkaban. Egy életen at kikristalyosodott
modszereit, nagyszerii felfedezéseinek nagy részét foglalja ossze
tanitvanyaval, Szokefalvi-Nagy Béldval egyiitt irt ,Lecons d’analyse
fonctionnelle“ cimi{i munkdjaban, amely 1952-ben jelenik meg. Az
utobbi évek matematikai konyvterméséb6l talan egy miinek sem
volt — vildgviszonylatban — ilyen sikere: azota két tovabbi fran-
cia nyelvii kiadasa jelent meg, leforditottak orosz, német, angol és
kinai nyelvre. E munkajaért 1953-ban a Kossuth-dij nagydijat
nyeri el. :

Egyre romlo egészségi allapota mellett is toretlen akaraters-
vel latja el egyetemi tanari teenddit; minthogy huzamosabb ideig
allni nem tud, iilve tartja eldadasait, a képleteket asszisztensének
diktalva. Részt vesz tudomdnyos életiink irdnyitasaban is, mint a
Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai és Fizikai Osztalya-
nak elnoke; e tisztségérdl valé lemondasra csak 1955-ben kény-
szeriti betegségének feltartozhatatlan elhatalmasodasa. Ez év tava-
szan még elbadéast vallal a budapesti tudomanyegyetem matemati-
kai-fizikai-kémiai karanak iilésszakan, ez azonban mar hattytdala;
Gsszel agynak esik, hosszi ideig €let és halal kozott lebeg, majd
allapota atmenetileg javul s mar a korhaz elhagyasara szo terveket,
amikor hirtelen sulyosra fordul a betegség és mindnyajunk fij-
dalméra lezarja a végzet ellen folytatott kiizdelmet.

Nem lehet feladatunk, hogy Riesz Frigyes tudomanyos mun-
kassagat e helyen részletesen méltassuk ; arra kell szoritkoznunk,
hogy kiemeljiik tudomanyos egyéniségének néhany kiilonosen jel-
legzetes vondasat.

Rendkiviili mértékben rendelkezett a lényeges meglatasara, a
latszolag tavoleso fogalmak kozotti analogiak megragadasara szol-
galo képességgel. A Riesz—Fischer-tétel felfedezése utan csakhamar
észrevette, hogy az lehetové teszi, hogy a Lebesgue-féle értelem-
ben négyzetesen integralhato fiiggvények Osszessége €s a végtelen
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sok koordinataval rendelkezd vektorok oOsszessége kozott koleso-
nosen egyértelm{i és a tavolsagot is megtarto megfeleltetést létesit-
siink ; ilyen médon az emlitett fiiggvények halmazat geometriai
tulajdonsagokkal lehet felruhdzni, beldliik az L*-vel jelolt fliggvény-
teret lehet megalkotni. Ennek mintdjara a p-edik hatvanyukkal
egyiitt integralhato fiiggvényekbdl is egy — bonyolultabb szerke-
zetli — L fiiggvényteret alkot, amelynek alapvetd, részben az L®
térre emlékeztetd tulajdonsagait 6 fedezi fel. Mindezen fiiggvény-
terekben megdllapitja a linedris operaciok legaltalanosabb alakjat,
vagyis megkonstrualja az Osszes olyan folytonos L(f) hozzarende-
léseket, amelyek a kérdéses fiiggvénytér minden f eleméhez egy
L(f) valés szamot rendelnek hozza, éspedig tgy, hogy

L(cfi+efs) =cL(f)4c:L(f).
Megoldja az analog feladatot a folytonos fiiggvények altal alkotott
C fuggvénytér esetében is. Megadja annak a feltételét, hogy az
L" tér valamely részhalmazan értelmezett linedris operdcio Kkiter-
jeszthetd legyen az egész térre, s ezdltal dontben jarul hozza a
régota vizsgalt un. momentum-probléma megoldasahoz. A talalt
modszereket és eredményeket rendkiviil hatékonyan alkalmazza az
integralegyenletek bizonyos, a matematikai fizikiban igen hasznos-
nak mutatkozo tipusainak tdrgyalasara s igen szemléletes okosko-
déssal bizonyit be olyan eredményeket, melyeket el6tte Fredholm
rendkiviil nehézkes apparatus segitségével tudott csak bizonyitani.

A most felsorolt, 1920 elétt talalt- eredmények szolgaltattak
azt a konkrét anyagot, amelyre tamaszkodva lengyel matematiku-
sok a linedris operaciok dltalanos elméletét megalkottdk ; az ebben
alapvetd szerepet jatszo Un. Banach-féle terekre éppen az el6bb
emlitett, Riesz altal részletesen vizsgalt L" és C terek nyujtottdk
az els6, klasszikus példakat. llyenformdn 6 volt az, aki a fiigg-
vényterek vizsgalatdban az elsd lépéseket megtette s ezdltal a funk-
cionalis analizis ma mar hatalmas tudomédnnya terebélyesedett elmé-
letét megalkotta. Ennek tovabbi kiépitésében is igen aktivan részt
vett s azt késébb is szamos értékes eredménnyel gazdagitotta,
amelyeknek legnagyobb része az euklideszi terek, a végtelen sok
dimenzids koordinatatér és az L’ tér legkdzvetlenebb altaldnositasét
képezd Hilbert-féle terek elméletébe vag.

Csaknem teljesen elszigetelt ezzel szemben Riesz Frigyes
munkassdgaban az 1908-as romai kongresszuson tartott, mar em-
litett eléadasa, amelyben a topologikus tér fogalmét értelmezi.
Akkor mdr ismeretes volt a metrikus tér Fréchet-16] szdrmazé és
kitiinben bevalt fogalma, a térfogalom tovabbi altalanositasira maga
Fréchet is tobb, sikeriiltnek nem mondhato kisérletet tett. A lénye-
gesnek paratlanul mély meglatasa kellett ahhoz, hogy Riesz Frigyes



alig néhdny évvel Fréchet elsé munkainak megjelenése utan olyan
_axiomarendszert nyujtson a topologikus tér altaldnos fogalma sza-
mdra, amely azota is csak jelentéktelen mértékben volt dltalanosit- -
hat6 s amely a topologiai vizsgalatok gerincét képezd topologikus
tereket mind magaban foglalja. Ezek a vizsgalatai akkor nem kel-
tettek kiilondsebb visszhangot, 6 maga sem folytatta azokat, agyhogy
az altala adott topologxkus térfogalom jelentdsége csak a huszas
években, a szovjet és a lengyel topolognax iskolak munkassaga
nyoman domborodott ki.

Ismét az éltalanositasra alkalmas lényeg megragadasanak cso-
délatos példajait bamulhatjuk Riesz Frigyesnek a szubharmonikus
fiiggvények fogalmara vezetd és ezek elméletét megalapozo kutata-
saiban. Az egyvaltozos konvex fiiggvény fogalmanak tobbvaltozos
ftiggvényekre vald atvitelével sokan prdébalkoztak, szamos kiilonféle
jellegii altalanositds ismeretes, amelyeknek egyike sem taldlt sza-
mottevd alkalmazasra. Riesz Frigyes latta meg, hogy a konvex
fiiggvény jellegzetes tulajdonsdga abban all, hogy ha egy inter-
vallum végpontjaiban egy lineéaris fiiggvény alatt marad, akkor
ugyanez az intervallum belsejében is teljesiil; linedris fiiggvény
pedig az a fiiggvény, amelynek az intervallum felez6pontjaban fel-
vett értéke egyenlé a végpontokban felvett értékek szamtani kozép-
értékével. Tegyiink itt az egyvaltozos fiiggvény helyébe kétvalto-
z0st, az intervallumok helyébe korlemezeket: akkor a linedris fiigg-
vények szerepét atveszik azok a fiiggvények, amelyeknek a korle-
mez kozéppontjaban feilvett értéke a keriileten felvett értékek szam-
tani kozépértéke, vagyis a harmonikus fliggvények, a konvex fiigg-
vény fogalma pedig atmegy azon fiiggvény fogalmaba. amely egy
harmonikus fiiggvény alatt marad az egész korlemezen, hacsak a
korlemez keriiletén alatta marad; ezek éppen a Riesz Frigyes altal
bevezetett szubharmonikus fliggvények. O fejtette ki e fiiggvények
elméletének els6 lényeges eredményeit, koztiik azt az alapvetd meg-
allapitast, hogy a szubharmonikus fiiggvények azonosak a negativ
tomegeloszlasok potencidljaival; ennek nyomadn a szubharmonikus
fliggvények elmélete rovidesen hatalmas mértékben kiépiilt s a po-
tencidlelmélet fejlodésének egészen (ij lendiiletet adott. Riesz Frigyes
tanitvanya, Rado Tibor, az elsd kozlemények megijelenése utdn alig
tizen6t évvel mar terjedelmes fiizetben szamolhatott be az elmélet

. fényes eredményeirdl.

Jellegzetes vonasa Riesz Frigyes egyéniségének az is, hogy
masok munkdiban is meglatja az tjat, a tovabbfejlodésre képeset,
s azt eredményesen tudja alkalmazni sajat problémainak megolda-
sara. O volt a legelsbk egyike, aki meglatta a Lebesgue-féle integ-
ralforralom jelentOségét s azt a fiiggvényterek elméletének. kiépité-



sében hatékonyan felhasznalta. Mai szemmel nézve rendkiviil meg-
lep6, hogy Lebesgue-nek és korének ma alapvettnek tartott mun-
kdi a maguk idejében milyen kicsiny nemzetkdzi visszhangot val-
tottak ki; csaknem azt lehet mondani, hogy a Lebesgue-integral
Riesz Frigyes altal talalt alkalmazasai voitak az elsé olyan. ered-
mények, amelyek megmutattak, hogy a Lebesgue-téle integralnak
a Riemann-féléné] altalanosabb volta nem puszta Oncél, hanem
donté jelentdségii olyan analdgidk megallapitisaban, amelyek a
a klasszikus integralfogalom mellett maradva nem éllananak fenn.

Hasonlé a helyzet egy masik integralfogalom, a Stieltjes-féle
integral esetében is. Bér ezt a fizikusok szabatos definicié nélkiil
régota alkalmaztak mint tomegeloszlasra vonatkozo integralt s bar
a szabatos definici6t Konig Gyula eloadasaiban, Stieltjes pedig a
mult szazad nyolcvanas éveiben kozzétett dolgozataiban megadta,
ez az integralfogalom mindaddig csaknem ismeretlen maradt, amig
Riesz Frigyes azt a C tér linearis operdcidinak -eldallitasara fel
nem hasznalta. Ez a fontos alkalmazas terelte ra Lebesgue figyel-
mét a Stieltjes-integral fogalmara s vezette 6t sajat integraifogal-
manak a Stieltjes-félét is magaban foglalo, azota szamos tovabbi
fontos altalanositast eredményezd tovabbfejlesztésére.

A lényeg meglatasara szolgdlo képesség szorosan Osszefiigg
Riesz Frigyesnek ama kovetkezetes torekvésével, hogy a bonyolult
gondolatokat egyszeriisitse, a hosszadalmas utakat leroviditse. Meg-
nyilvanul ez a torekvés munkainak formdjaban is; stilusa utolér-
hetetleniil vilagos, kifejez6, mindig a lényeget- kldombonto a rész-
letekben soha sem elvesz6. De megnyllvanul ez a torekvés a mun-
kak tartalmdban is, éspedig nemcsak abban, hogy sajat vizsgala-
tait mindig a leglesziirtebb, legelegansabb formaban teszi kOzzé,
hanem abban is, hogy masok eredményeit is torekszik mindig a
lehetd legegyszeriibb forméara hozni. Ao

Ezen a téren szinte hihetetlen eredményeket ért el. Evtize-
deken at faradozott azon, hogy a Lebesgue-integral elméletének
minél egyszer{ibb, minél kevesebb elozetes meggondolast igényl6
felépitését nyujtsa. Mig Lebesgue eredeti telcpntésében s az annak
nyoman haladokban is az integrdl elméletét megel6zi a mérhetd
halmazok s a mérték elméletének meglehetésen szemléletes, de
hosszadalmas targyaldasa, addig Riesz Frigyes végiil is eljutott a
Lebesgue-integral elméletének kifejtésére szolgald olyan modszer-
hez, amely csupan a nullamértékii halmazok néhany sorban bebi-
zonyithatd tulajdonsagait haszndlja fel s rendkiviil gyorsan elvezet
az integraleimélet minden fontos eredményéhez. Ezt az elbadasai-
ban régota targyalt felépitésmodot alkalmazza 1952-ben megjelent
munkajaban is példatlan eleganciaval.



Nem kevésbé volt sikeres az a torekvése, hogy a monoton
fiiggvények majdnem mindeniitt valo differencidlhatésagardl szolé
Lebesgue-féle tétel bizonyitasat egyszeriisitse. Mig a régebbi tar-
gyalasban ez a tétel az integralelmélet nehéz tételeinek kovetkez-
mé\nyeke’nt adodott, s bizonyitdsdnak kés6bbi valtozatai sem keriil-
hették el a mértékelmélet mélyenfekvd segédeszkozeit, addig Riesz
Frigyes 1932-ben a tétel bizonyitdsat egy teljesen elemi lemmara
vezette vissza, egyébként is rendkiviil elegdns meggondolassal.
lgy lehetévé valt e tartalmaban igen egyszerii tételnek az 6t meg-
illeté helyen, tudniillik a differencidlszamitds korében valo targya-
lasa; bel6le csakhamar szamos tovabbi fontos tételt sikeriilt leve-
zetnie.

Jelentds egyszeriisitéseket hajtott végre a Hilbert-tér linearis
operatorainak elméletében is. A korlatos Onadjungalt operatorok
spektralelallitisanak Hilbert-féle, igen nehézkes bizonyitasat mar
1913-ban megjelent konyvében jelentbsen egyszeriibbel és elegan-
sabbal poétolta, majd kés6bb hasonléan jart el a nem-korlatos ope-
ratorok spektralel6allitasara vonatkoz6 Neumann Janos-féle tétellel
is. Joggal irta Szokefalvi-Nagy Béla, hogy a tdrgyalasnak Riesz
Frigyestdl szdrmazo egyszerfisitései nélkiil aligha lehetett volna a
Hilbert-tér operdtorainak spektrdleiméletét 80 oldalnyi terjedelem-
ben bizonyitdsokkal egyiitt 0sszefoglalni.

Meg kell még emliteniink azokat az egyszeriisitéseket és alta-
lanositasokat, amelyekkel Riesz Frigyes az ergod-elméletnek a har-
mincas években kialakult tudomanyat gazdagitotta, s végiil, de nem
utolso sorban, azt a remek elegancidji bizonyitast, amelyet a kon-
formis leképezések alaptételére Fejér Lipottal egyiitt talait; ennek
az addig rendkiviil koriilményesen Dbizonyithato alapvetd jelentd-
ségli tételnek azota ez ,a“ bizonyitdsa, ezt tartalmazzak az azota
megjelent 0sszes tankonyvek €s monografidk.

A bonyolult egyszeriivé tételére vald torekvés mar a tudostol
a tanar felé vezet benniinket. Riesz Frigyes e téren is felejthetetlen
teljesitményt nyujtott. Azok az eréfeszitések, amelyeket a valos
fiiggvénytan egyes eredményeinek elérésére szolgalo utak lerdvidi-
tésére tett, kozvetve, de legtobbszor kozvetleniil is az oktatas cél-
jait szolgaltak : hallgatoit akarta a modern analizis e fontos fogal-
maihoz és eredményeihez kozelebb hozni. Ezek sokszor talain nem
is tudtak értékelni, milyen nagyszerii élményben lehet résziik az 6
elbadasainak hallgatdsakor, hiszen az egyszeriisités erejét csak az
érzi igazan, aki mar a bonyolult és hosszadalmas utat is megjarta.
Remek dsszefoglalasat adja a latszdélag elérhetetien magassagokba
veszd problémak kézzelfoghatova tételére szolgalo mesterfogasainak
rektori székfoglaldjdban ; minden pedagoégus szamara megszivielend6

'



programot ad itt e szavaival : ,a komplikaltat egyszeriivé, a nehezet
konnyiivé tenni“. Ez volt Riesz Frigyesnek, a tandrnak tiineményes
sikerrel végrehajtott célkitiizése, ennek szolgalatdba dllitotta alkoto
munkassaganak jelentékeny részét is.

1950-ben, hetvenedik sziitetésnapja alkalmabol, a Szovjetunio
Tudomanyos Akadémidja diszes okiratban kivant tudomanyos mun-
kassagahoz tovabbi sok sikert. Ebben alltak e szavak: ,On egyike
a matematikai gondolkodas legels6 él6 mestereinek.“ E szavak
egyike, fajdalom, ma mar nem valosag: Riesz Frigyes nincs tobbé
az él6k soraban. De alkotasai, amelyek a XX. szizad matematikai
felfedezéseinek legijelenttsebbijei kozott sorakoznak, mégis kozottiink
tartjak nagy szellemét, hiszen csak az hal meg igazin, akit elfelej-
tenek ; Riesz Frigyes halhatatlan emlékét pedig évszazadok milva
is Orizni fogjak az emberiség legnagyobbjai kozott.



Megjegyzések a Matematikai Lapok
két felddatihoz

Erpos PAL

A Matematikai Lapokban megjelent a kovetkezd feiadat':
Bebizonyitand6, hogy minden s-hoz megadhaté oly a, amelyre
¢(a)+g(a+1) <za, (p(a) az Euler-féle ¢ fiiggvényt jelenti.)

Talan nem lesz érdektelen megvizsgalni, vajon mennyire
élesithetd a feladat allitAsa — annal is inkabb, mert elemi anali-
tikus szamelméleti modszerekkel klrdésiinkre valaszolni tudunk
s az érdeklod0 olvas6é e modszerekkel ardnylag konnyen megis-
merkedhetik. Az is j6l lathaté lesz, hogy hogyan .jonnek létre azok
a tételek, melyekben tobbszorosen iteralt logaritmusok szerepelnek,
melyek az analitikus szdmelmélett6l tavolestket sokszor furcsa
hangzasuknal fogva mulattatjak.

E cikkben ¢, ¢, ... pozitiv konstansokat fognak jelsini, log,n
az r-szer iterdlt logaritmust jeloli, L, — [log.n/log,n].

. TETEL. Minden ¢ > 0-hoz létezik oly n,-— ny(¢), hogy min-
den n > n,-hoz van oly a < n, melyre

p(@+e@+1)+---+ola+L) < za
Il. TETEL. Minden pozitiv y-ra fenndll, hogy
lim inf [¢ (@) + @@+ 1)+ + @@+ +n) L) a— .

A II. tétel nyilvan azt jelenti, hogy az els6 tételben foglalt
allitas tovabb nem élesitheto.

Els6 pillanatban talan azt gondolhatnank, hogy az I. és 1L
tételek problémank teljes megoldasat tartalmazzdk. E tételek azon-
ban még a kovetkez6 maddon élesithetok.

1 Mepcyessy Par, 1. (1951), 145. o. 40-ik feladat, Liptik JoOzser €s
Takdcs Lajos megjegyzik, hogy minden k-hoz és e-hoz van oly a, melyre
g@-+gp@a+1)+-- -4+ g(a-+ k) <ea. IV. (1953), 38—30,



[Il. TETEL:

lim inf lq.(a) +olat-1)+---

I|fa-

ahol ¢ = ] [ (1 — ~~’ (a szorzat nyilvdn konvergens).

log.a ¢ log,
log.a —logr.a (log;a)‘

+¢(|a+v

A lll tételt nem fogjuk bebizonyitani, ugyanis a bizonyitas
azonos, -csak kissé komplikdltabb, mint az 1. és 1I. tételek bizo-
nyitdsai. Tudtommal itt fordul el el6szor egy tételben oOtszortsen
iteralt logaritmus.

LANDAUtOI® szérmazik a kovetkezd tétel:

lim inf ¢(n) log,n'n—e ",
Nn=ao

ahol C az Euler konstanst jeloli. Legyen g(n) n-nek nem csok-
ken6 fiiggvénye, (g(n) allando is lehet), Fennall

IV. TETEL. s
hm inf max (¢ (n), ¢ (n - g (n+[g)]) (e“logen) M p—1.

Am ennyiben g(n) — o az (e")'"! faktor természetesen 1-gyel
helyettesitendo.

A V. tételbdl kovetkezik, hogyha g(n)log,n— ~, akkor
lim inf max (¢(n), g(n-1),..., ¢(n-+[g(n)]) n—1.

Ennél azonban Iényegesen élesebb tételt mondottam ki egy régebbi
dolgozatomban.” A 1V. tételt se fogjuk bebizonyitani, mert a bizo-
nyitas hasonl6é az I. és Il. tételek bizonyitdsdhoz.

Egy n szamot akkor neveziink abundansnak, ha o(n) = 2n,
ahol o(n) n osztéinak Osszegét jelenti. Egy regebbn dolgozatom—
ban® bebizonyitottam, hogy létezik két konstans ¢; és ¢, ugy, hogy
van ¢, logsn n-nél kisebb konzekutiv abundans szam, de nincs
¢, logsn n-nél kisebb konzekutiv abundans szam. A kovetkezo éle-
sebb tételt tudom bebizonyitani:

V. TETEL. Létezik két folytonos fiiggvény f(x) és g(x), f(x)
az (1, o) intervallumban van definidlva, f(1)= ~, f(>)=0,

* Arch. Math. und Phys. (1903), 86—91.

4 Note on consecutive abundant numbers, Journal London Math. Soc.
10 (1935), 128—131.
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J(x) szigorian monoton csikkend, g(x) a (0,1) intervallumban van
de}m’a’lva s ott szigoruan monoton novekvd, g(0)=0, g(1)— ~,
iigyhogy azon n alatti leghosszabb konzekutlv egész szdmok-
bol dllo sorozat hossza, melyekre vagy o(a) > ax, vagy ¢(a)<ax,
(1+0(1))f(x) log;n, vagy (1+0(1))g(x)log;n alaku.

Az V. tétel bizonyitdsat szintén nem kozOljiik, mert hasonlit

~az l. és Il tételek bebizonyitdsdhoz s egy régebbi dolgozatomban
levd bizonyitashoz.’

TURANtOI* szarmazik a kovetkezo feladat: Jelolje d(n) n osz-

toinak szamat. Létezik-e tetszOleges nagy pozitiv k-hoz oly n, hogy

d(ny<dn+1)—k ¢és d(n)<d(n—1)—*k. (1)

Ismeretes, hogy d(n) maximuma 2'°s"!oe:" rendii (e tétel WIGERT-
t61 vald),” ez pontosan azt jelenti, hogyha >0 tetszés szerinti
pozitiv szam, akkor minden n > n,(g)-ra d(n) < 20+ logn/logs yiszont
végtelen sok n-re d(n) > 2! 9dlognlozn (1) méar most kovetkezdkép-
pen élesithetd : Minden & > 0-hoz talalhato oly /= I(¢), hogy vég-
telen sok n-re fenndll, hogy

d(n)<l, d(n-+1) > 2¢ralegniogn dg(n—1)> 2(k-alogniogn  (2)

(2) valosziniileg tovabb nem élesithetd, azaz ~;—~F nem helyette-

sithetd (%-{—s)—nal. (2) bizonyitasat nem részletezziik, elég egysze-

riien kovetkezik BRUN modszerének alkalmazasaval, (1) és (2)-hoz
hasonléan vizsgdlhatjuk, milyen éles lokdlis maximuma lehet d(n)-
nek. Itt a kovetkezd bizonyithaté: minden & > 0-hoz létezik vég-
telen sok n, melyre ;

d(n) > 20-90gog[max (d(n 1), dn—1))]. (3

(3) bizonyitasat szintén nem részletezziik, BRUN modszerével itt is
konnyen célt ériink, itt azonban Brun mddszere valosziniileg
elkeriilhetd lesz (lasd a Mat. Lapok-ban rovidesen megjelenend6
feladatom megoldasat).

Valdsziniinek latszik kiilonben, hogy n > n,(¢) esetén

d(n(n-+1))=d(n)d(n+ 1) < 21+ lognlog,, (4)

4 Mat. Lapok V. (1954), 48, 71. feladat.

5 Lasd pl. E. Trost Primzahlen, vagy pedig Hardy—Wright Number
Theory third edition. Lasd még Kalmar Laszlo, Kozépiskolai Mat. Lapok Il
(1950), 91.



13

Azonban (4) bebizonyitdsa igen nehéznek latszik. A fonehézség a
kovetkez6: Ha (A, B)—1, akkor mindig van oly O0<x= AB,
melyre x=0(mod A), x=1(mod B). A ,baj“ marmost az, hogy
nem ismeretes oly hasznalhat6 feltétel, mely x> (AB)'*-t tudna
bizto sitani.

Felvethetd még a kovetkezd kérdés: Melyik a leghosszabb
n alatti sorozat, melyre o(a) <o(a-+1)<---<o(n+k)?

VI. TETEL. Legyen T,=|[logsn/logsn], i,ié,...,ir, @z
1,2,..., T, szdmok egy tetszésszerinti permutdcioja. Akkor ha
n > n, (&), létezik oly a < n, melyre o(a i) <o(a-+i)<---<o(a+ir,).
Ezzel szemben, ha n>n(&), nincs oly a<n, melyre o(a)<
<ola+1)<---<ol@a+[(1+T)]), vagy o(a)>o(a+t1)>---
<> o(a-+[(14#)T.)). Ugyanily tétel érvényes a ¢ fiiggvényre

VII. TETEL. Legyén k=(log n)'*s* ;igda; . sle Q2 12555551
szdmok egy tetszésszerinti permutdcioja. Akkor ha n > n,(¢) létezik
oly a<n, melyre d(a+i) <d(a-i)<---<d(a-ti).

A VL. és VIL tételekre még mas helyen vissza fogok térni,
valdsziniinek latszik, hogy a VII. tétel nem marad igaz, ha (log n)"=*-t
(log n)'=*¢-nal helyettesitjiik.

Az I. TETEL bizonyitdsa. Legyen

Av=r

P -l,- log

Ismeretes, hogy [f p<4"" s ezért A, < n 2. MERTENS® ismert
tétele szerint 3
: f e ;
¢(A) A, = (] (1— p) — (14+o0(1))e “/log,n. (5)
P 5 logn " '

Létezik marmost oly a,, a., ..., a;, sorozat, melyre (a,-a.--- ar)|A.
és

¢ (a)/a; = (1+0(1)) (log,n) " "= (14 o0(1))/log;n, :
Gt 1 (6)

(6) bizonyitasa igen egyszerii. Legyen
a=23...p, as=IIp .., a=10lp.... " 15i=Ls
s+l s;_1+1

¢ Hardy—WTright (second edition) 349.
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ahol p,, 1 =i= L, a kivetkez6 mdodon van definialva :

“i+1 7 r ]
e L e L it
_14»‘]( ) logfgil ‘+] 1 p) ( )
(5)-b6l és (7)-bol pyilvan kovetkezik, hogy
\L &
(a)]a; = (1 4+o0(1))/logsn és | 1—~
g(a:) ( (1))/log 117 ’ log n’

azaz (6) fennall és (5) miatt p,, < %logrz s ezzel allitdsunk iga-

zolva van.
Legyen marmost
n
x+i=0(modai,), 0=i=L,—1, vy X<, (8)
x, (mod R e Q) eoyértelmﬁen meg van hatdrozva s ezért

a,-a; aL" = PR g miatt (8) megoldhatd. Marmost L, < log,n

és (6) és (8) miatt

PD/x < (1 +o(D) g+ D/ +D) = g(@ain = g
= (14-0(1))/log;n.
Tehat (9) miatt

() + x4 1)+ +glx+L))/x < (1+0(1))L./logsn < ¢
n > ng-ra
s ezzel az I. tétel be van bizonyitva.

A IL. TETEL bebizonyitdsa. Legyen
’ £ » l
v@—I1(1-1),
ahol 11’ azt jelenti, hogy pla p < 2loga. Konnyii belatni, hogyha

a < 2n, akkor
¢'(a@) = (1+0(1)) ¢(a). (10)

Ugyanis a nyilvan legfeljebb loga/log,a 2loga-nal nagyobb
primszammal lehet oszthatd, ezért

1 ‘,~loga logga

$@) = 4@ < p(@1- —(1+o() ¢ (@),

ezzel tehat (10) be van bizonyitva. (10) miatt nyilvan elég lesz

2loga.



bebizonyitani, hogy minden 7 > 0-ra
lim inf (' (@) + '@+ 1)+ - +¢'(@+[(1 +n)L])a= . (11)
Legyen . _ :
¢'(a-+i)a+i)—a.
(11) helyett nyilvan elég lesz bebizonyitani, hogy

; Sai— oo, 0=<i=[(14+n)Ld (12)
Fennall \
= A A+ L, /p+1
He= 01 [1- 1 e
p-2loga

G

)(1+),)l alP
< ML, loggz’

AT

3l (al]/_(l‘_‘—)w).

Minthogy azonban a szamtani kozép nagyobb, mint a mértani,
nyerjtik, hogy

( 1/(14+n)L,
B ¢ ; .
;(l,' = [¢ + 1) La) ( 2L, l(;g log a ) >CQLa/(lOg5;a)l,(1+J?)—>OCI
ha a— oo,

amivel (12) s ezért a 1l. tétel be van bizonyitva.

A legutobbi idében SCHiNZEL bebizonyitotta a kbvetkez) tételt:
Legyenek a;>0,1 =i =k, akkor létezik egész szdmok oly vég-
telen sorozata, melyre :

. p(m+tit+1)
,I:Po tp(m+i)

Ugyanilyen tétel érvényes o(n)-re is. Ezzel kapcsolatban a kovet-
kez6 tételt bizonyitottam be :

Létezik oly végtelen sorozat n;, melyre

max g(m+i) - e SR logsn]
1—w Min@(m+i) Ll=h,h< -(] s)log.; ;i

=Unl=i=%

p(nti+1) p(n+i+1) .
Ezzel szemben llxlrpmmax Y P S oo, lim min =~ ¢(n+-7) =0,
] <:<[(1+ ):gg:ﬂ

Ugyanilyen tétel érvényes o(n)-re is.
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O IBYX 3AJAYAX, OINYBJIMKOBAHHBIX B JKYPHAJIE
»MATEMATIKAI LAPOK*

I1. Eppém

(Peswome)

[lycts Oyner L, [logs n/log, n]. [logrn = npoaykr norapudmuposatus,
TIOBTOPEHHOrO B 7 pas.) B aTtom cay+Hae pas kawporo & u'n > n, CymecTsyer
@ < n, sl KOTOPOro

¢(a) + (P(a + 1) + oS ’”I“ ?’(G ’!* Lu) < ea.
C. apyroii cTOpOHBI st Kawaoro 4 > 0
lim inf 2@ to@+D+---+olat+(U+gLln]

> a

Hanee yreepkaaercst (0e3 mpoka3aTenbCTBa), 4TO

log, a clogza |
e % 53 3
 s@+e@En+ +<p(a s (,ng)z) .
lim inf : ==l
a~>» a %

L

P

JdawoTcst nanee HEeCKOJILKO JMPYruX pesy/ibTaToOB 0e3 [10Ka3aTeabCTBa,” Ha
KOTOPHIX 3/1€CH MPUBOASTCH TOJIBKO :

log, n R y
TerEsf == lo§: = nycTh Iy, fs, ..., Iy, Oyner awobasg nepecraHoBka
cenwix 1,2, ..., ky. Torpa past n > n, cyniecTByer a << n, npuyem

plati) >e@+i)> - > platikn).
C npyroii croposbt ayst n > ng(z)
Pp()> (1> > pln+ (1 + o) ki

HE MOMKET ObITh CHOPABEIMBBIM. ITH K€ CAMbIE Pe3y/LTaThl CHPABEIMBEL [UI5
u(n) Bmecto ¢ (n).

REMARKS ON TWO PROBLEMS OF THE MATEMATIKAI LAPOK
Let L, = [log;n/log, n]. [log, n denotes the r times iterated logarithm).
Then for every £ and n > n, there exists an a < n for which
([J(a) ‘*" (P(a + 1) + X + ’f(a+ Ln) < ea.
On the other hand for every 5 >0
.o gl@)telad- 1)+ -+ @+ (U4 9 L)
lim inf : e

>0 a







A Roman Tudomanyos Akadémia
Matematikai Intézetének és a Bukaresti Egyetem
Analizis Tanszékének matematikai munkassagardél

Miron NicoLescu
a Roman Tud. Ak. lev. tagja

A demokratikus kormanyzat orszagunk tudomdnyos dolgozoi-
nak és kiilonosképpen a matematikusoknak a multtal ©sszehason-
litva paratlan lehet6séget nytijtott kutatdi tevékenységiik kifejtésére.

Ismertetni szeretném ennek a tevékenységnek egy részét a
Matematikai Intézet 2. osztalya és a Bukaresti Egyetem analizis
tanszéke altal elért eredményeken keresztiil. A két kollektiva ko-
zotti kapesolatot az eldado szemelye biztositja, aki mindkettonek a
vezetdje.

Ez a tevékenység két fObb iranyba fejlodott:

1. valos fiiggvénytani irdnyba, mely egyben érintkezik a funk-
cionélanalizis és topologia teriiletével,

2. parcialis differencidlegyenletrendszerek megoldhatosaganak
exisztencia, unicitasi és stabilitasi kérdéseinek irdnydba, mely érint-
kezik az Intézet 3. osztdlyanak (differencidlegyenletek osztalya)
problémakorével.

: Ismertetni szeretném roviden az utébbi években e két téma-
korben elért eredményeket:

Ioe

Kozismert tény, hogy a valds fiiggveények elmeletének Baire,
Lebesgue és Borel-féle megfogalmazasa szamos olyan nyitott kér-
dést hagy hatra, mely még megoldéasra var.

Példaul egy ilyen kérdés, mely az el6adot egy ideig foglal-
koztatta az a probléma, hogyan lehet felépiteni a matematikai
analizist egy tobb dimenzids térben — egyszeriiség kedvéért mond-
juk sikban — olymoédon, hogy a  legkevésbé legyen rdutalva az
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egyvaltozos fiiggvényanalizis eredményeire. Szdmos fontos ered-
menyt értek el ebben az irdnyban, ahol a Lebesgue-féle kettds
integrdl és az intervallumfiiggvények elmélete parancsolé modon
megmutatta, hogy a sikban az egyvaltozos fliggvények derivaltjanak
szerepét a

Du —lim e y+k)—u(x—H;lky)——u(x Y+ + u(x,y)
h—>

k>0

differencialoperatornak kell jatszania. Mint az j0l ismeretes, meg-

-0

feleld6 koriilmények kozott ez a 2
axd

masodrendit hiperbodlikus

operatorra redukalodik. Ezt a hatarértéket hiperbolikus derivalt-
nak fogjuk nevezni. Elképzelhet6 egy olyan matematikai analizis,
amely ezen az operatoron, mint ,,derivalton* alapszik; az els6 1é-
péseket ebben az iranyban Fréchet (1915) és féleg Karl Bogel két
dolgozataban (1934—1935) tette meg. A Studii si Cercetdri Mate-
matice (IIl. k. 1952) cimii folyoiratban kozolt cikkével el6ado is
hozza kivant jarulni ennek az elméletnek tovabbfejlesztéséhez.

Az emlitett-dolgozatnak csupdn az alabbi eredményét kiva-
nom idézni:

Ha U(x,y) (n-1)-szer derivalhato hiperbolikus értelemben
egy olyan kétdimenzids intervallumban, melynek kozéppontja az
ongé akkor -

1. - Ux,y)=— ZD [D*U(x,0)-- D" U(0,y)—D" U(0, 0)] + R,
ahol a D" operitort a

. Lo |
D' U=|dx |U(x,y)dy, D =D (D" k==273,.2)
0 0 ‘
rekurzioval definidljuk és az R, maradéktagot az

xn+1 y1l+l 60
. ST sl T
kifejezés szolgaltatja, ahol (§7) a vizsgalt intervallum egy belsd

pontja.

: Az 1. képlet bizonyos értelemben a D differencidaloperacio-
nak megfelel6 Taylor-formula altalanositdsanak tekinthet6. Ez a for-
mula természetszeriileg a D operator analicitdsdnak gondolatat
veti fel; ezt hiperbdlikus analicitdsnak fogjuk nevezni. Tegyiik fel,
hogy U akérhényszor derivalhaté hiperbolikus értelemben és hogy

Vad
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egyenletesen teljesiil a :
lim R, =0

feltétel a vizsgalt intervallumban,
Akkor, ha az intervallum kozéppontjat az (a,b) pontba toljuk
el és elvégezziik az n — oo hataradtmenetet, az 1. helyébe az

U(x,y) = ﬁ D' [D'U(x,b) + D" U(a,y) — D" U(a,b)]

képletet nyerjiik.

Minden, valamely / intervallumban hiperbolikus értelemben
akdrhanyszor derivalhato U fiiggvényt, mely az / intervallum bar-
mely (a,b) pontjanak kornyezetében az el6z6 tipust sorba fejthetd,
hiperbdlikus értelemben analitikusnak mondunk /-ben.

Az emlitett dolgozatban hiperbélikus analicitasra az egy va-
l6s valtozos fiiggvények analicitasi kritériumaval teljesen analog
sziikséges feltételeket adtam. Példaképpen ezek koziil a legegysze-
riibb kritériumot idézem:

Ha a vizsgalt intervallum minden (x,y) pontjara és minden
természetes n szamra

|D"U(x, )| <M

akkor U hiperbolikus értelemben anahtxkus ebben az interval-
lumban.

Egy masik problémakorre térek at. Azt javasoltam S. Marcus-
nak, asszisztensemnek, hogy az egy- vagy tobb valtozés fiiggvé-
nyek deszkriptiv elméletével mélyrehatobban foglalkozzék, a Baire-
féle szempontbdl és abbol a megjegyzésbdl indulva ki — melyet
jollehet tobbszor mar megismételtek, de a konzekvencidkat sziszte-
matikusan mégsem vontdk le — hogy a Baire-féle , ritka” halma-
zok ugyanazt a szerepet jatszhatjak a valos fiiggvényeknek egy ilyen
deszkriptiv elméletében, mint a nullaméretii halmazok a fiiggvények
metrikus elméletében.

Ezeket a megjegyzéseket Sierpinski és Banach egymastol fiig-
getleniil elért eredményei is igazoltak.

Az S. Marcus altal folytatott vizsgalatok sok érdekes ered-
ményt szolgaltattak, melyeket 1952 6ta tobb eikkben publikalt a
Roman Tudomédnyos Akadémia Kozleményeiben.

Elmélyitve ezt az analdgiat az ismert metrikus és deszkriptiv
tulajdonsagok kozott, egy szotart allitott fel, melynek néhény kife-
jezését itt kozlom:
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1. ,null-mérték” <  elsd kategdria” (ritka halmaz)

2. ,mérhetéség” -~ , Baire tulajdonsag”

3. ,,0-nal nagyobb mértékii <~ ,,Mdsodik kategdriaju halmaz”

,,halmaz” ,

4. ,teljes siiriiség” < ,reziduum”

(Denjoy) :

Ennek a szotarnak megfelelden jolismert approximativ hatar-
érték, approximativ folytonossdg, approximativ. derivalhatésag fo-
galmaknak rendre azok a fogalmak felelnek meg, melyeket S.
Marcus kvalitativ hatarértéknek, kvalitativ folytonossagnak és kva-
litativ derivalhatésdgnak nevez.

Az alabbiakban kozlok két ilyen ,,forditdsi” példat S. Marcus
mar publikélt dolgozataibol :

1. Denjoy egyik tétele azt mondja ki, hogy egy mérheto és
majdnem mindeniitt véges fiiggvény majdnem mindeniitt approxi-
mativ folytonos; ennek a kovetkezo tétel felel meg: egy Baire-
tulajdonsaggal rendelkezd fiiggvény kvalitativ folytonos egy rezidu-
umon. ‘

2. SZTYEPANOV egy tétele szerint egy majdnem mindeniitt ap-
proximativ folytonos fiiggvény mérhetd; ennek a kovetkezd tétel
felel meg: egy reziduumon kvalitativ folytonos fiiggvény Baire-tu-
lajdonsaggal rendelkezik. :

S. Marcus kiterjesztett tobb egyvaltozos fiiggvényekre vonat-
kozo tételt kétvaltozosakra.

Ertékes segitséget nytjtott kollektiv munkankban a legijabb
szovjet irodalom tanulmanyozasa. Harmadévet szenteltiink heti sze-
minariumainkbol KRONROD fontos munkajanak (“Sur les ensembles
de niveau des fonctions de deux variables”). Megbeszéléseink ered-
ményeit S. MARCUS adta kozre , Kétvaltozés monoton fiiggvények-
rél” cim alatt. Ennek a — még sajt6 alatt 1évd — dolgozatnak f6
célja az volt, hogy a KRONROD altal adott monotonitdsi fogalmat
egybevesse a tobbi monotonitasi fogalmakkal (TONELLI, LEBESGUE,

WALLACE).
*

Kollektivank egy masik irdnyban is végzett kutatd munkat,
éspedig parabdlikus és hiperbdlikus tipusu parcialis differencial-
egyenletekkel és egyenletrendszerekkel foglalkozott.

Az ezzel a kérdéssel foglalkozo kollektiva elé azt a feladatot
tiztem ki, hogy probaljanak tijabb kritériumokat keresni az unici-
tasra, a Cauchy-féle probléma Korrekciojara (HADAMARD értelemben),
a stabilitésra, (LjAPUNOV értelemben) vonatkozoéan analogiat al-
litva fel a kozonséges differencidlegyenietekkel és egyenletrendsze-
rekkel. A kollektiva harom fiatal kutatobol - alit: CipriaN Foias,
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VALENTIN POENARU és GEORGES Gussi. Nemrég fejezték csak be
egyetemi tanulméanyaikat €s maris érdekes eredményeket értek el,
nem csupan a konnyebbik -utat kovetve és felhasznilva a Laplace-
transzformdcio €s funkciondlanalizis eredményeit, hanem a valds
fliggvénytan elméletének mélyebb tételei segitségével is. Az emlitett
kutatok eredményei konnyebben ismertethet6k, ha az alabbi defi-
niciokat megadom:

1. A (o(t) fiiggvény egy Osgood-féle fiiggvény, ha az mono-
ton novekvo és az

,""_df_
) ()
integral minden x > 0-ra divergal.

2. Az () fiiggvény egy Wintner-féle fiiggvény, ha az mo-
noton novekvd és az

! ()(l‘)

integral minden x> O-ra divergal.

3. A folytonos f(x,, Xs, ..., Xu; Uy, Us, .. , Uy) fliggvény Os-
GOoOD-TONELLI feltételnek tesz eleget, ha
G ) —f(x, )| = K(x) o (Z|u;—u's])
ahol K egy szummalhaté fiiggvény €és o pedig eory Osgood-fele
fliggvény.

4. A folytonos f(x u) fliggvény WINTNER- TONELLI feltételnek
tesz eleget, ha

(0| = K)o (S|u)

ahol K egy szummalhato fiiggvény és o pedig egy Wintner-féle:

fiiggvény.
Az emlitett szerz6k Osztonzésemre vnsgaltak a

' i ou éz)
A Du—f{5,0,9%,%
egyenletet, majd a
B du'+ll(t x)——~f(t,\ ty)

egyenletrendszert.
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Az A egyenletre az alabbi eredményt nyerték:

Ha az f(x,y;u, v, w) fiiggvény OsGoOD—TONELLI feltételnek
tesz eleget y és u, », w valtozokban, akkor a Cauchy-féle probléma
megoldasa egyértelmdi.

Az emlitett fiatal kutatok a B egyenletrendszert helyettesi-
tették a

B u;(t, x) = @:[x:(0; £, x)] +

+ | il x(est, %) w e, x5 6, 0] do

0™
integralegyenletrendszerrel, ahol ¢;(x) = 1;(0,x) és x:(t;t,x) a

ax;

C g =X

kozonséges differencidlegyenletrendszernek egy megoldédsa, mely a
(t,x) ponton keresztiil megy. Kimutattak, hogy ha a C egyenlet-
rendszer x; megoldasa egyértelmii és ha az fi(f, x,u;) fliggvények
OsGgoop—ToNELLI) feltételnek tesznek eleget a ¢ és u; valtozékban,
akkor a B’ integralegyenletrendszer megolddsai is egyértelmiiek,
Tovabbmendleg, ha a C megoldasa folytathaté minden z-ra és ha
az f-k WINTNER—TONELLI feltételnek tesznek eleget a ¢ és u;
véaltozokban, a B’ egyenletrendszer megoldasai folytathatok az
egész sikon.

Végiil. ha azok a K;(f) fiiggvények, amelyek az OSGOOD—
ToNELLI (illetve WINTNER—TONELLI) feltételekben szerepelnek,
szummalhat6k az egész egyenesen, akkor a B megoldasai stabilisak
(illetve asszimptotikusan korlatosak.)

*

Ismertetésemben tevékenységiink egyik legérdekesebb részé-
hez értem. A bukaresti egyetem analizis tanszékének kollektivaja .
tevékenységébe bekapcsolta a II. és IIl. éves egyetemi hallgatok
un. ,,Matematikai analizis korét” is amely a matematikai kutatds
modszereivel is megismerteti a hallgatosdgot. Ennek nagyon or-
vendetes eredményei voltak. A hallgatok olyan buzgalommal fog-
lalkoztak sajat kutatdasi munkdikkal, hogy olykor emlékeztetni kel-
lett ket vizsgakotelességeikre.

Ismertetem a kor tagjainak néhany eredményet azért, hogy
képet nydjtsak matematikai ismereteikrdl és ambiciojukrol.

"Egy eredmény RiEsz FrRIGYESnek egy tételét terjeszti ki olyan
absztrakt terekre, amelyekben egy mérték van definidlva. Legyen
v az E halmaz F részhalmazain értelmezett fiiggvény, mely telje-
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sen additiv E-ben. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
v primitiv fiiggvénye legyen egy f€L,, fiiggvények, az, hogy az
F minden olyan véges {A;} j=1,2,...,n halmazsorozatira, me-
lyek kolcsonosen diszjunktak és pozitiv mértékiiek, fenndljon

J;: p(;((ﬁj))) W(A) =N

Itt p az egész szamegyenes értelmezett valos fiiggvény, mely foly-
tonos, konvex €és meég aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

b3 p(t) =p(—1), p0)=0

i—>

L,y az E-n értelmezeit f fiiggvények osztilya, melyek a kovetkezo
tulajdonsaggal rendelkeznek:

% ~ J mérhetd
2 p(f) integralhato.

Amennyiben E az n-dimenzios euklidesi tér és u a Lebesgue-mér-
ték, MEDVEGYEV tételét nyerjiik, ha pedig p(f) = t'(n > 1), RiEsz
emlitett tételét kapjuk. Az ismertetett eredmény ALEXANDRA
BAGDASAR 1lI. éves egyetemi hallgaton6tél szdrmazik.

Egy madsik hallgatond, DaNA TAutu, a kovetkezé foglalko-
zott: BANACH Ofa ismeretes, hogy egy folytonos és korlatos varia-
cioju fiiggvény totdlis variaciojat a LEBESGUE értelemben veit

+®

| N(tyat

-

integrdl szolgaltatja, ahol N(f) az f ,karakterisztikus“ fiiggvénye,
vagyis az f(x)—t egyenlet megolddsainak szama. Kérdés, mikor
allithaté, hogy N(f) majdnem mindeniitt folytonos, vagyis RIEMANN
értelemben integralhatd?

Az emlitett haligatoné jellemezte a fiiggvények azon oszti-
lyat, melyekre ez fenndll: annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy N(f) R-integralhato legyen az, hogy az f(M’) halmaz null-
meéretii legyen. Itt M’ az f(x) fiiggvény extrémum ponthalmaza-
nak derivalt halmaza.

Egy masik harmadéves hallgaté, ALDO LAzAR, a Darboux-ér-
telemben vett folytonossag fogalmaval foglalkozott kétvaltozés fiigg-
vények esetén. Vizsgalatainal CsiszAR Akos eredményeibél indult
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ki. Kimutatta annak sziikséges ¢€s elégséges feltétele, hogy egy
fiiggvény a valtozok egyiittesére nézve DARBOUX értelembe véve
folytonos legyen, az, hogy parcidlisan, valamennyi valtozora kii-
lon-kiilon is DARBOUX értelemben folytonos legyen. Kimutatta,
hogy példaul, ha az f(x,y) folytonos és g(f), i(f) Darboux-érte-
lemben folytonosak, az

F@) —flg @), h(®)]
fiiggvény nem sziikségképpen folytonos DARBOUX értelemben véve.

Eldadasomban arra torekedtem, hogy — bar valtozatosan —
lehetoség szerint hii képet adjak arr6l a munkarol, melyet a Ma-
tematikai Intézet egy szektordban és az Egyetem egyik tanszékén
kifejtenek. A Matematikai Intézet tobbi osztilyan és az egyetem
tobbi matematikai tanszékén hasonld munka folyik.

Kutatéink élénk tudomanyos teremté munkéja, mely a béke
és népek kozotti testvériség iigyét is szolgalja, arra batorit ben-
niinket, hogy optimizmussal tekintsiink orszagunk matematikai jo-
vije felé.

COJEPYKAHHUE

Hukonecky M.: O maTemaTnH4eckoy peaTebHOCTH MaremaTnueckoro
uwicTutyta Pymbinckoit Axkagemnmn Hayk n Kadenpn anaimsa ysmsepcuTeTa,
Byxapecr.

SUMMARY

M. Nicotescu: On the mathematical activity of the Mathematical Institut
of the Rumanian Academy and of the Chair of Analysis of the University of
Bucarest.



Megjegyzés a halmazelmélet Godel-féle
axiomarendszeréhez' 1.

HajnaL Anpras €s KaimAr LAszro

1. Jelen dolgozat a halmazelmélet GODEL-féle axiémarend-
szerének” egyszeriisitésével foglalkozik ; ugyanis megmutatjuk, hogy
ennek az axiOomarendszerének egyik axiomdja felesleges, mert a
tobbi axioma segitségével bebizonyithatd. Bevezetésiil ismertetjiik
a halmazelmélet GODEL-féle axiémarendszerét és viszonyat a hal-
mazelmélet tobbi axiomarendszeréhez.

A halmazelmélet axiomatizaldsat azok a logikai ellentmondd-
sok, tin. antindmidk® tették sziikségess€, amelyek a halmazelmélet
eredeti, iin. naiv felépitése soran felléptek. A naiv halmazelmélet-
ben magatol értetbdonek tartjuk azt az elvet, hogy minden 7 tulaj-
donséghoz létezik olyan halmaz, amely azokbol és csak azokbol
az elemekbo6l all, amelyeknek megvan a 7 tulajdonsaguk. Ha pl.
T gyanant azt a tulajdonsdgot valasztjuk, amely akkor és csak
akkor van meg egy x dolognak (elemnek), ha x olyan halmaz,
~amely a sajat elemei kozott nem szerepel, akkor az 6nmagukat
nem tartalmazé halmazok halmazdhoz jutunk, amely az ismert mo-
don az un. RUSSELL-féle antindmidhoz®. vezet.

A halmazelmélet torténetileg els6é, ZERMELO-féle axidmarend-
szerében® ennek az elvnek az un. részhalmazaxioma® felel =meg,

1 Ez a dolgozat Hajnar Anpris késziilo kandidatusi disszertacidojanak
megbeszélése soran keletkezett. KaumAr LAszrLo elbadta 1955. szeptember 21-én
a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat balatonvilagosi szamelméleti és kombina-
torikai kollokviuman ,Egy kombinatorikus okoskodas az axiomatikus halmaz-
elméletben® cimmel. Angol valtozata, kissé mas bedllitisban, a Publicationes
Mathematicae-ben jelenik meg.

2 Lasd Gopec [1], 3—6. oldal. (A nevek utan szogletes zarojelbe. tett
szamok a dolgozat végeén talalhaté irodalomra utalnak.)

% A halmazelmélet itt felhaszndlt fogalmai, valamint a halmazelmélet
antinémidi megismerhet6k pl. Fraenker [5]-bdl, vagy Kaimir [1]-bol.

4 RusseLrt [1], 101—107. oldal ; 1dsd még Fraenker [5], 3. kiadas, 210—213.
oldal, vagy Kaumar [1], 242—246. oldal.

5 ZermeLo [1], 262—267. oldal.

¢ Zermelonal (és Fraenkelnél): Aussonderungsaxiom.
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amely szerint tetszoleges H halmazhoz és tetszdleges, H elemeire
értelmezett 7' tulajdonsdghoz’ van olyan H’ halmaz, amely a H -
halmaznak azokbol és csak azokbol az elemeibdl all, amelyeknek
megvan a 7 tulajdonsaguk. Ez az axiéma sok tekintetben pétolja
az emlitett elvet, azonban (legaldbb is ahhoz hasonlé médon) nem
vezet a halmazelmélet (ismert) antinémidihoz®. Ugyanis pl. avégett,
hogy ennek az axiomanak segitségével az onmagukat nem tartal-
mazé halmazok halmazdhoz jussunk, elébb egy olyan ,majordns®
H halmazra volna sziikségiink, ‘amely minden Onmagét nem tartal-
maz6 halmazt eleme gyanant tartalmaz, pl. az Osszes dolgok, vagy
az Osszes halmazok halmazdra; mar pedig a ZERMELO-féle axio-
mak egyike sem Adllitja ilyen halmaz létezését, és nem is latszik
semmiféle mdod, ahogyan ilyen halmaz létezése kovetkeznék bel6liik.
Hasonl6an, a BurALI-FoOrTI-féle antinomiat® azaltal keriili el a
ZERMELO-féle axiomarendszer, hogy nem tartalmaz olyan -axiémat,
amely az osszes rendszamok halmazénak létezését dllitana és gy
latszik, hogy e halmaz Iétezése kozvetett uton sem kovetkezik
bel6liik.

A ZerMELO-féle axiOomarendszernek szamos fogyatékossaga
van. Mindenekel6tt hasznélja a (definit) tulajdonsdg fogalmat, pedig
ez a fogalom nem tartozik az axidomarendszer alapfogalmai kozé
és ZERMELO nem is definidlja ezt a fogalmat azok segitségével”.
Tovabba a ZeErMELO-féle axidmarendszer nem alkalmas bizonyos

nagy, pl. ¢-2°+ 2%+ ... szamossagu halmazok létezésének bebizo-
nyitasara, ahol ¢ a kontinuum szamossaga. Végiil az a koriilmény,
hogy a halmazelmélet ZERMELO-féle axidmatikus felépitésében mas-
féle osszességekr6l nem lehet beszélni, mint halmazokrol, mar pedig
azlaxiomak nem Kkivanjak meg az 6sszes halmazok, vagy az 0sz-
szes rendszdmok halmazanak létezését (hacsak nem lép fel a RUSSELL-
féle ill. a BURASFORTI-féle antinomia mégis csak a ZERMELO-
féle axiomatikus halmazelméletben), nehézkessé teszi a halmaz-
elmélet felépitését a ZERMELO-féle axiomak alapjan, hiszen e fel-

7 ZermeLo definit tulajdonsagrél beszél, azonban nem mondja meg vila-
gosan, mit jelent ez a jelzo (lasd a 10. jegyzetet is).

5 Az a kérdés, hogy a Zermero-féle, vagy valamely masik, a halmazel-
mélet felépitésére alkalmas axiomarendszer mds dton sem vezethet-e az ismert
antinémidk valamelyikéhez, vagy pedig (j antin6midhoz, mas széval, hogy
ellentmondastalan-e, még nincs eldontve. .

9 Burau-Forti [1]; lasd még Fraenker [5], 3. kiadas, 210—213. oldal,
vagy Kaimar [1], 250. oldal.

10 ZermeLo kovetkezo szavai: Eine Frage oder Aussage E iiber deren
Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit die Grundbeziehungen des Bereiches vermoge der
Axiome und der allgemeingiiltigen logischen Gesetze ohne Willkiir entscheiden,
heiBt ,definit“, nem tekintheték a definit tulajdonsag (kérdés, allitas) szabatos
definiciojanak. i
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épitésben nem szabad a halmazok, vagy a rendszamok 0sszessé-
gérdl beszélni.

Az els6 két fogyatékossdg Kkikiiszobolése végett FRAENKEL
modositotta a ZERMELO-féle axiomarendszert'. Ami a (definit) tulaj-
donsag fogalmat illeti, FRAENKEL észrevette, hogy a halmazelmélet
axiomatikus felépitéséhez elég a részhalmaz-axiomat abban az eset-
ben alkalmazni, amikor a A halmaz valamely tetszileges x elemé-
nek 7 tulajdonsdga abban all, hogy valamely x-t6l fiiggd F(x)
halmaz eleme valamely x-t6l fiiggd G(x) halmaznak, vagy abban,
hogy F(x) nem eleme G(x)-nek, vagy abban, hogy F(x) ugyanaz
a halmaz, mint G(x), vagy pedig abban, hogy F(x) nem ugyanaz,
mint G(x), és a részhalmaz-axiomat csak ilyen tulajdonsagokra
mondta ki. Ezzel tijabb nehézség lépett fel: definidlni kellett, mit
£rtiink egy H halmaz valamely tetszbleges x elemétd! fiiggd F(x)
halmazon, mas szdéval, a H halmazon értelmezett, halmazelméleti
értelemben vett fiiggvényen™. Ezt a nehézséget FRAENKEL azzal
kiizdotte le, hogy a fiiggvény fogalméat rekurziv médon definialta.”
Nem vilagos eleve, hogy az ilyen definicié jogos'; azonban mate-
matikai logikai meggondoldsok mutatjdk, hogy ha mnem is olyan
értelemben jogos, mintha a fiiggvény fogalmanak a halmazelmélet
alapfogalmai segitségével torténod, halmazelméleti definicioja volna,
de olyan értelemben elfogadhato, hogy annak a definicidjdhoz tar-

11 Fraenker [4], tovabba [5], 3. kiadas, 285—288. oldal; [6], 253—255.
és 271. oldal ; [7], 103—115. oldal. A részhalmaz-axiéma Fraenker altal sza-
batosan kimondott alakja mar FRAENKEL [3]-ban, a potlas axiomaja pedig mar
FrAENKEL [2]-ben (specnallsabb alakban mar FRAE\KEL |1]-ben) szerepel.

Annak a kérdésnek targyalasaba, hogy mi a célja Fraenker azon tovabbi
valtoztatasanak, amely abban all, hogy ZermerLo egyik axxoma]anak a megha-
tarozottsag ax10méjanak médositasaval kizérja olyan elemek létezését, amelyek
nem halmazok, és hogy helyeselhetd-e ez a cél, most nem megyek bele.

12 Minthogy a Fraenker-féle axiomarendszerben nincs (és nem is lehet)
sz6 mas elemrdl, mint halmazrdl (lasd az eldz6 jegyzetet), magatol értetédik,
hogy a fuggvenyek értékei is halmazok.

13 A fiiggvény fogalmanak az a (nem rekurziv, halmazelmeleh) defini-
cidja, amely szerint fiiggvényen olyan halmazt értiink, amelynek minden eleme
rendezett par és nincs két olyan eleme, amelynek masodik komponense k6zos,
els6 komponense azonban nem (e definicio az F fiiggvénynek az Osszes
(F(x), x> alaku rendezett parok halmazaval valo azonositasan alapul, ahol x
atfutja az F fiiggvény értelmezési tartomanyat), nem bizonyul e célra ele-
gendonek, mert a halmazelmélet Fraenker-féle axiomai nem biztositjak a rész-
halmaz-axioma sziikséges alkalmazasainak megfeleld valamennyi, ilyen érte-
lemben vett fiiggvény létezését. Pl annak a fiiggvénynek, amely mindeniitt
értelmezve van és értéke az x helyen x-szel egyenld, az Osszes <x, x> alaku
rendezett parok Osszessége felelne meg; azonban ez az Osszesseg, hasonlo
modon, mint az Gsszes halmazok Osszessége, ellentmondasra vezetne.

14 A rekurziv definicié jogossaganak halmazelméleti bizonyitasahoz sziik-
ség van a részhalmaz-axiomara.
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tozik, hogy mik a halmazelmélet axiomai. E felfogdsban a rész-
halmaz-axioma nem egy, hanem végtelen sok axioma: barmely két
(adott sorrendben megadott) F és G fiiggvényhez négy részhalmaz-
axioma tartozik. Eszerint a halmazelmélet FRAENKEL-féle axioma-
rendszere végtelen sok axiomabol all™.

Ami a ¢ 24224 ... és nagyobb szamossagn halmazokat
illeti, FRAENKEL ezek létezését egy 1] axiomanak, a potlas axio-
mdjanak a ZERMELO-féle axidmarendszerhez csatoldsaval biztositja.
Ez az axidbma azt mondja ki, hogy minden A halmazhoz és min-
den, H elemeire értelmezett F fiiggvényhez létezik olyan K hal-
maz, amely tgy keletkezik, hogy H minden egyes x elemét a meg-
felelo, x-tol fiiged F(x) elemmel potoljuk. Ez az axiéma szintén
a fiiggvény fogalman alapul, tehat ismét voltaképpen végtelen sok
- (minden egyes F fiiggvényhez mas ¢s mds) axioma. NEUMANN
ramutatott, hogy ezek az axiomak csak akkor nem bizonyithatok be
mind a tobbi axiomdk alapjan, ha a fiiggvényfogalom rekurziv
definicidjat is mddositjuk; azonban megfelelé modositds utdn a
potlds (végtelen sok) axiomdja segitségével nemcsak az eredeti célt,
a nagy szamossagi halmazok létezésének bizonyitdsat lehet elérni,
hanem a rendszamok és a szamossagok elméletét is fel lehet
épiteni'’.

A harmadik fogyatékossag az axiomarendszer FRAENKEL-féle
mddositasa ellenére is megmarad: a halmazok, vagy a rendszamok
Osszességérdl a FRAENKEL-féle axiomarendszerben sem lehet be-
szélni. Pl. a transzfinit indukciéval valé bizonyitds jogossagat,
vagyis azt, hogy ha valamely, tetszOleges « rendszamra vonatkozo
allitds igaz a O rendszdmra és valahanyszor igaz minden olyan
rendszamra, amely kisebb valamely « rendszamnal, mindannyiszor
«-ra is igaz, akkor ez az allitis minden « rendszdmra igaz, a
halmazelmélet FRAENKEL-féle axiomatikus felépitésében nem lehet
a kovetkez6 egyszerii, a naiv halmazelméletb6l ismert modon indo-
kolni. Tekintsiik azon rendszamok Osszességét, amelyre a kérdéses
allitds nem igaz. Ha ez az 0Osszesség nem volna iires, akkor, mint
az Osszes rendszamok nagysdg szerint jolrendezett Osszessége rész-

15 Hasonld értelemben végtelen sok axiomabol all pl. az aritmetika
Peano-féle axiomarendszere, hiszen a teljes indukcid’ axiomaja, az allitas“
fogalmanak mint altalanos, az aritmetika alapfogalmai segitségevel definialhato
aritmetikai fogalomnak hijan, minden egyes (teljes indukcioval bebizonyitando)
allitasra kiilon-kiilon axioma.

16 Neumann [3]; a rendszamok (és a szamossagok) elméletének ilyen
felépitéséhez hasznélt alapgondolat mar Neumann [1]-ben is szerepel (a naiv
halmazelmélet nyelvén): Fraenker még azt gondolta, hogy a (rendszamok és a)
szamossagok elméletének felépitéséhez tovabbi axiomakra van sziikség; lasd
Fraenker [1].



30

halmazanak, volna legkisebb eleme, vagyis volna legkisebb olyan
«, rendszam, amelyre a kérdéses allitds nem igaz. Ez azonban
lehetetlen, mert «, nem lehet sem O, hiszen a kérdéses dllitds igaz
* a 0O-ra; de O-t6l kiilonbozd rendszam sem lehet, mert akkor vol-
nanak nala kisebb rendszamok, ezekre mindre igaz a kérdéses
allitas (mert «, a legkisebb olyan rendszam, amelyre nem igaz),
tehat a feltevés szerint e,-ra is igaz. Ehelyett a halmazelmélet axio-
matikus felépitése sordn, ha a FRAENKEL-féle axidmakbdl indulunk
ki, igy kell okoskodnunk. Ha a kérdéses allitds pl. valamely «,
rendszamra nem volna igaz, akkor tekintsiik az «,-nél kisebb rend-
szamok H halmazat (ennek létezése, a potlas axiomajanak felhasz-
nalasaval, kovetkezik a FRAENKEL-féle axiomdakbol). A részhalmaz-
axiomabo! kovetkezik olyan H’ halmaz létezése, amelynek elemei
H-nak azok és csak azok az elemei, tehat azok és csak azok az
«,-nél kisebb rendszamok, amelyekre a kérdéses dllitds nem igaz.
Ez a H’ halmaz nem lehet iires, sem azért nem, mert H iires,
hiszen akkor «,=0 volna, mar pedig a O rendszamra igaz a kér-
déses allitdas; sem azért nem, mert az «,-nél kisebb rendszamokra
mindre igaz a kérdéses allitds, mert akkor a feltevés szerint e,-re
is igaz volna. A FRAENKEL-féle axiomakbol kovetkezik, hogy min-
den olyan (létez6) halmaz, amelynek minden eleme rendszam, jol-
rendezett, ha elemeit nagysag szerint rendezziik; tehat H’ is az és
igy van legkisebb eleme. Legyen ez «,. Akkor «,-ra sem igaz a
kérdéses dllitds, de az «,-ndl kisebb olyan rendszdmok halmaza',
amelyekre nem igaz, mar (res, hiszen ezek mind kisebbek «,-nél
is, tehat elemei H’-nek is; méar pedig H’-nek nincs «,-nal
kisebb eleme. Ez azonban épptigy lehetetlenségre vezet, mint az
eléobb az a feltevés, hogy az e,-nél kisebb olyan rendszdmok H’
halmaza, amelyre a kérdéses allitas nem igaz, lires, de «,-re még-
sem igaz a kérdéses allitas'™. -

17 E halmaz létezése szintén a részhalmaz-axiomabol kovetkezik.

18 A fenti meggondolast valamivel egyszeriibb alakban is el lehetne mon-
dani, ez azonban nem valtoztat azon a tényen, hogy a rendszamok tetszoleges
osszességeinek elkeriilése csak nehézkesen lehetséges. — A fenti meggondo-
last elvileg minden allitdsra, amelyet transzfinit indukcidval be akarunk bizo-
nyitani, kiilon-kiilon el kellene végezni, mert az allitds altalanos fogalma nem
halmazelméleti fogalom, ennélfogva a transzfinit indukcidval val6 bizonyitas
jogossagat nem lehet dltaldnos halmazelméleti tételként kimondani. Az olyan
tételeket, amelyek nem mondhatok ki a halmazelmélet, vagy valamely mas
axiématizalt diszciplina altalanos tételeként, de amelyek bizonyitasa moédot ad
arra, hogy a kérdéses diszciplina végtelen sok tételét kozos modon bebizo-
nyitsuk, metatételeknek szokas nevezni; ilyen értelemben a transzfinit induk-
ci6val valo bizonyitds jogossiga is metatétel. Sokszor altalanosabban minden
olyan tételt metatételnek neveznek, amely valamely axiomatizalt diszciplina
tételeinek Osszességérdl allit valamit; ilyen értelemben az a tétel is metatétel,
amely a kérdéses diszciplina ellentmondastalansagat mondja ki.
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NEUMANN e fogyatékossdg Kkikiiszobolése végett teljesen qj
modon axiomatizalta a halmazelméletet”. Abbol a megjegyzésbol
indult ki, hogy nem az okozza az antindmidkat, hogy olyan 0sz-
szességeket tekintiink, mint pl. a halmazok, vagy a rendszamok _
Osszessége, hanem az, hogy ezeket mas osszeségek elemeinek tekint-
Jiik. Ennélfogva (val6sziniileg) tigy is ki lehet kiiszobolni az anti-
nomidkat, hogy nem minden Osszességrél kivanjuk meg, hogy mas
Osszesség eleme lehessen, hanem csak az Osszességek egy specia-
lis fajtajarol. Az ilyen specidlis fajta Osszességeket nevezi halma-
zoknak ; tetszbleges Osszességek szamara az osztdly kifejezést hasz-
nalja. Eszerint minden halmaz osztdly, de forditva nem; pl. az
Osszes halmazok, vagy az Osszes rendszdmok osztdlya nem halmaz.
Egy osztaly tehat csak akkor lehet valamely osztdly eleme, ha
halmaz.

NEUMANN azonban egyuttal ki akarta kiiszobolni a fiiggvény-
fogalommal kapcselatos nehézségeket is, amelyek miatt Fraenkel-
nek végtelen sok axiomara volt sziiksége. Evegett sem a halmaz,
sem az osztaly fogalmat nem tekinti alapfogalomnak, hanem visz-
szavezeti Oket a fiiggvény fogalmara, amennyiben az osztdlyokat
karakterisztikus fiiggvényiikkel azonositja®. Persze a fiiggvények
sem lehetnek mindannyian valamely osztdly elemei; azokat, ame-
lyek lehetnek, valamint a nem fiiggvény-jellegii elemeket, ,I-dol-
goknak“ nevezi, a ,fiiggvény“ helyett pedig a ,ll-dolog“ kifejezést
hasznalja. Azok a Il-dolgok, amelyek nem tartoznak az I-dolgok
kozé, fliggvény értelmezési tartomanyanak sem lehetnek elemei;
tehat a ll-dolgok az I-dolgok Osszességén értelmezett fiiggvények.
Axiomai nem halmazok ¢és osztalyok, hanem ilyen fiiggvények,
valamint I-dolgok létezését mondjak ki, NEUMANN axiomarendszere
a fliggvényfogalommal kapcsolatos nehézségek kikiiszobolése foly-
tan mar véges szamu axiomabol all.

Azonban NEUMANN axiOmarendszere is bonyolult és nagy-
mértékben eltér a halmazelmélet szokdsos axiomarendszereitol.
BERNAYS jegyezte meg, hogy ez az eltérés felesleges, hiszen azaltal,
hogy olyan osztdlyokat is megengediink, amelyek nem halmazok,
magatol megsziinnek a fiiggvényfogalommal kapcsolatos nehézse-
gek, hiszen a fiiggvény fogalmat az oszdly fogalmara mér kielé-
gité mddon vissza lehet vezetni a 13. jegyzetben emlitett médon,
ha halmaz helyett osztdlyt mondunk. (Pl. az oOsszes <{x, x> alak

19 Neumann [2]; lasd még Neumann [4]-et is.

20 Minthogy a 0 és 1 (szamossdg vagy rendszam) definicioja csak késébb
(az axiomak alapjan) lehetséges, Neumann olyan fiiggvényt ért karakterisztikus
ftiggvényen, amely O és 1 helyett csak az A és B ertékeket veszi fel, ahol A
és B szintén alapfogalmak Neumann axiémarendszerében.
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rendezett parok osztdlya nem vezet ellentmonddsra és reprezentdlja
az y=x fiiggvényt, ha nem kivadnjuk, hogy halmaz legyen.) Ezért
BERNAYS, NEUMANN gondolatait felhaszndlva, gy axiomatizilta a
halmazelméletet”, hogy (az elemként tartalmazas relacidjan Kkiviil,
_amely Zermelonal és Fraenkelnél is szerepel az alapfogalmak kozott™,)
az osztaly és a halmaz fogalmat hasznalta alapfogalom gyanant.
Bernaysnal még felesleges bonyodalom, hogy a halmazokat nem
tekinti osztalyoknak, hanem minden halmazhoz hozzarendel egy-egy
osztalyt, azt, amelynek ugyanazok az elemei, mint a kérdéses hal-
maznak ; ezt a felesleges megkettozést GODEL sziintette meg, egy-
uttal néhany tovabbi apr6 mddositast is végrehajtva a BERNAYS-féle
axiomarendszeren.

2. A halmazelmélet igy keletkezett GODEL-féle axiomarend-
szere a kovetkezd™.

Alapfogalmak: osztaly, halmaz, tartalmazas.

Tetsz6leges osztalyokat latin nagy betiivel, tetszéleges halma-
zokat latin kis betiivel jeloliink; az e célra hasznadlt betiiket osz-
talyvaltozoknak ill. halmazvéltozoknak nevezziik. Azt, hogy a B
osztaly tartalmazza az A osztalyt, igy jeloljiikk: A€ B, és ugy is
mondjuk, hogy az A osztily eleme a B osztalynak.

Axiomak (és a rovidebb kimondasukhoz sziikséges defi-
niciok):

Al. Minden halmaz osztaly.

A2, Minden olyan osztily, amely valamely osztidly eleme,
halmaz.

A3. (A meghatarozottsdg axiémdja.) Ha az A és B osztalyok-
nak ugyanazok a halmazok az elemeik, akkor A-—=B (vagyis A
ugyanaz az osztaly, mint B).

A4. (Par-axioma.) Barmely két x és y halmazhoz van olyan
p halmaz, hogy x€p és y€p, de p-nek nincs mas eleme, mint
65

21 Bernays [1]; lasd még Bernavs [2], [3], [4], [5], [6] €s [7] dolgozatait is.

22 Neumannal ehelyett az a relacio szerepel alapfogalom gyanant, amely
egy F fiiggvény (Ill-dolog), egy x I-dolog és egy y Il-dolog kozétt akkor all
fenn, ha y= F(x).

2 GopeL [1], 3—6. oldal. GopeL ezt az axidmarendszert arra hasznalja,
hogy bebizonyitsa, hogy amennyiben ebbd! az axiOmarendszerbdl a kivalasztas
axiomajat elhagyva ellentmondéstalan axiomarendszert kapunk, akkor nemcsak
akkor kapunk ellentmondastalan axiémarendszert beldle, ha ismét hozzavessziik
a kivdlasztas axidomajat, hanem még akkor is, ha ezenkiviil az altalanositott
Canror-féle sejtést is hozzavessziik axiéma gyanant, amely szerint minden «

rendszamra 2'\.“:?&01 +1. GopeL bizonyitdsmodja azonban alkalmazhaté a Zer-
meLo—FRraenkeL-féle, a Neumann-féle és a Bernavs-féle axiomarendszerre is.
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Definicid. llyen halmaz az Al és A3 axiomdk folytan
csak egy van; ezt a halmazt az x és y (vagy az y és x) halma-
zokbol képezett (rendezetlen) pdrnak nevezziik és -igy jeloljiik:
{x, y} (vagy {y,x}). Ha x—y, akkor a {x,y}={x, x} part az x
halmazbol képezett egyelemii halmaznak nevezziik és igy jelol-
jik: {x}.

Definicio. A {x} egyelemii halmazbdl és a {x, y} parbol
képezett {{x}, {x, y}} part az x és y halmazokbdl képezett rende-
dezelt pdrnak nevezziik™ és roviden igy jeloljiik: <x,y>. Az x hal-
mazt a <x,y> rendezett par elsé komponensének, az y halmazt
pedig mdsodik komponensének nevezziik.

Definicid. Az x halmazbol és a {y, 2> rendezett parbdl
alkotott <x, <y, 2>> rendezett part az x,y és z halmazokbdl alko-
tott rendezett hdrmasnak nevezziik és roviden igy jeldljiik: <x,y, 2>.
Az x halmazt a <x, y,z> rendezett harmas elsé komponensének, az
y halmazt a mdsodik komponensének®, a z halmazt pedig a har-
madik komponensének nevezziik. -

Definicio. Az olyan osztdlyt, amelynek minden eleme
rendezett par, relacionak nevezziik. Azon, hogy egy R reldcio
fenndll az x ¢és y halmazok kozott, azt értjiik, hogy <x,1> € R;
ehelyett roviden azt is irjuk, hogy xRy. Az olyan F relécic')t
amelyre abbol, hogy y Fx és y' Fx, kovetkezik, hogy y (tehat
amelynek nincs két olyan eleme, amelyeknek masodik komponense
kozos, de elsd komponense nem), figgvénynek nevezziik; altala-
nosabban az olyan F osztalyrdl, amelyre abbol, hogy <y, x>e F és
<y, x> € F, kovetkezik, hogy y—’, azt mond]uk hogy egyértelmii
Iekepezest létesit. (Eszermt minden fliggvény egyértelmii leképezést
létesit, de forditva nem; egyértelmii leképezést ugyanis olyan osz-
taly is létesithet, amelynek olyan eleme is van, amely nem rende-
zett par.) Ha F fiiggvény, tovdbba valamely x halmazhoz van olyan
y halmaz, hogy y F'x, akkor azt mondjuk, hogy az F filiggvény

21 A rendezett par fogalmanak ez a visszavezetése a halmazelmélet alap-
fogalmaira Kuratowskitol szarmazik; lasd Kurarowski [1], 171. oldal. Konnyen
lathatd, hogy az igy definialt fogalomnak megvan az a két tulajdonsaga, amit
a naiv_halmazelmélet megkivan a rendezett par fogalmatdl: barmely két x és
y elemhez (azaz, a Goper-féle axiomatikus halmazelméletben, halmazhoz) egy
s csak egy olyan rendezett par van, amelynek x az els6 és y a masodik
komponense, tovabba két rendezett par (akkor és) csak akkor azonos, ha elsd
komponensiik is, masodik komponensiik is megegyezik.

% Eszerint a <X, y, z>=—<x,<y,z>> halmaz masodik komponense, ha -
rendezett harmasnak tekintjiik, akkor az y halmaz, ha pedig rendezett parnak
tekintjiik, akkor a <y, z> rendezett par. Ez nem ok01 télreértést, mert a jelo-
1ésb6l mindig latszik, minek tekintjiik.

3 Matematikai Lapok
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értelmezve van az x helyen; ebben az esetben azt, a fiiggvény-
fogalom definicioja folytdn egyértelmilen meghatarozott halmazt,
amelyre y Fx, az F fiiggvény d&ltal az x helyen felvett értéknek
nevezziik és igy jeloljiik : F(x). (GODEL ehelyett a WHITEHEAD—
RusseLL-féle F‘x jelolést hasznalja.) Altaldnosabban, ha F olyan
osztily, amely egyértelmii leképezést létesit, akkor azon, hogy az
F osztaly altal létesitett leképezés valamely x halmazhoz az y hal-
mazt rendeli hozza, azt értjiik, hogy <y, x> € F.

Bl. (A tartalmazas reldcidjanak axiomdja.) Van olyan osztaly,
amelynek valamely <x, y> rendezett par akkor és csak akkor eleme,
ha x €y*.

B2. (Metszet-axioma.) Barmely két A és B osztalyhoz van
olyan osztaly, amely azokat és csak azokat a halmazokat tartal-
mazza amelyek A-nak is, B-nek is elemei®.

B3. (A komplementer osztdly axidoméja.) Barmely A osztaly-
hoz van olyan osztaly, amely azokat és csak azokat a halmazokat
tartalmazza, amelyek A-nak nem elemei®.

B4. (Az értelmezési tartomdny axiomaja®.) Barmely A osz-
tdlyhoz van olyan osztaly, amely azokat és csak azokat az x
halmazokat tartalmazza, amelyekhez van olyan y halmaz, hogy
< x€A.

B5. (A direkt szorzat axiomdaja®.) Barmely A osztilyhoz van
olyan osztaly, amelynek valamely <y, x> rendezett par akkor és
csak akkor eleme, ha x € A.

26 Ez az osztaly nem sziikségképpen relacid, hiszen nem Kkotottiik ki,
hogy ne legyen olyan eleme, amely nem rendezett par. Azonban a Bl axio-
mabdl (a tébbi axioma felhasznalasaval) kovetkezik olyan E reldcio létezése,
amelyre x Ey akkor és csak akkor all, ha az x halmaz eleme az y halmaz-
nak; ezt (a meghatarozottsag axiomaja és a relacié-fogalom definicidja folytan
-egyértelmiten meghatarozott) E reldciot a (halmazok kozotti) tartalmazds reld-
ciojdanak nevezhetjiik. (Az x halmaz és az A osztdly kozotti x€A ,relaci6”
nyilvdn nem relacié az imént definialt értelemben!)

27 [lyen osztaly a meghatarozottsag axiomaja folytan csak egy van; ezt
az osztalyt az A és B osztalyok metszetének nevezziik és AB-vel jeldljiik.

28 Jlyen osztaly a meghatarozottsdg axiomaja folytan csak egy van; ezt
az osztalyt az A osztaly komplementerjének nevezziik és — A-val jeloljiik.

20 Ha A fiiggvény, akkor a B4 axioma altal posztulalt és a meghataro-
zottsag axiomaja folytan egyértelmiien meghatarozott osztidly azokat €s csak
azokat az x halmazokat tartalmazza, amely x helyeken az A fiiggvény értel-
mezve van; ezt az osztalyt az A fiiggvény értelmezési tartomdnydnak nevezhet-
jilk. Azonban lényeges, hogy a B4 axiomat ne csak fliggvényekre, hanem tet-
szoleges osztalyokra megkivanjuk.

30 A B5 axiomabol (a tobbi axioma felhasznalasaval) kozetkezik, hogy
barmely két A és B osztalyhoz van olyan C osztaly, amelynek elemei azok az
¢x, y> rendezett parok, amelyekre x€A és y€B és csak ezek (tehat C-nek
nincs olyan eleme, amely nem rendezett par, vagyis C relacié); ez a C osz-
taly a meghatdrozottsag axiomaja folytan egyértelmiien meg van hataroz-
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B6. (A konverzié axiomaja’'.) Barmely A osztdlyhoz van olyan
osztdly, amelynek valamely <x,y> rendezett par akkor és csak
akkor eleme, ha {y, x> € A.

B7. (A ciklikus permutdcié axiomaja.) Barmely A osztalyhoz
van olyan osztaly, amelynek valamely <x,y,2> rendezett harmas
akkor és csak akkor eleme, ha a (beldle ciklikus permutacioval
keletkezd) <y, z, x> rendezett harmas eleme A-nak™.

B8. (Az inverzié axiémdja.) Barmely A osztdlyhoz van olyan
osztaly, amelynek valamely <x,y, 2> rendezett harmas akkor és
csak akkor eleme, ha a (beldle inverzioval, ti. utolsd két elemének
felcserélésével keletkezd) <x, z, y> rendezett harmas eleme A-nak.

Definicid. Az A osztéilyt iiresnek nevezziik, ha nincs eleme ™,
Az A és B osztilyokat egymdstol idegeneknek nevezziik, ha nincs
kozos elemtik.

Definicio. Az A osztilyt a B osztily részének (vagy rész-
osztdlydnak, abban az esetben, ha halmaz, részhalmazdnak) nevez-
ziikk, ha az A osztadly minden eleme a B osztdlynak is eleme. A B
osztaly valamely A részosztdlyat a B osztaly valodi részének (valodi
részosztdlydnak, ill. ha halmaz, akkor valodi részhalmazdnak) nevez-
ziik, ha A=F=B.

Cl. (A végtelen halmaz axiomaja.) Van olyan a halmaz, amely
nem {ires és amelynek barmely eleme valodi része a egy masik
elemének ™.

va. Ezt a C osztalyt az A és B osztélyok direkt (vagy Descartes-féle) szorzatanak
nevezziik és igy jeloljiik: A X B. A B5 axioma kozvetleniil az 0Osszes halma-
zok osztalya és az A osztaly direkt szorzatanak létezését posztuldlja. (Az 6sz-
szes halmazok osztdlyanak, vagyis olyan osztilynak létezése, amelynek min-
den halmaz eleme, a komplementer osztily axiomajabol és a metszet-axioma-
bdl kdvetkezik.)

31 A B6 axioma altal posztulalt osztaly nincs egyértelmiien meghatarozva,
mert nem kotottiik ki, hogy ne legyen olyan eleme, amely nem rendezett par,
vagyis, hogy relaci6 legyen. Azonban a B6 axiomabdl (a tobbi axioma felhasz-
nalasaval) kovetkezik olyan B relacio létezése is, amelyre <x, y> € B akkor és
csak -akkor all, ha <y,x> € A; .ez a relaci6 mar egyértelmiien meg van hata-
rozva. Ha A is relacio (amit nem kotottiink ki), akkor tehat x B y akkor és
csakis akkor all, ha y A x. Az ilyen tulajdonsagu B relaciot az A relacié kon-
verzének nevezziik. (Ha A is, B is fiiggvény, akkor B az A inverz fiiggvénye.)

32 Ez az osztaly nincs egyértelmiien meghatarozva, mert nem kotottiik ki,
hogy ne legyen olyan eleme, amely nem rendezett harmas. Hasonlé megjegy-
z€s érvényes a B8 axiomadra. 3

33 A komplementer osztaly axiomajabol és a metszet-axiomabol kovet-
kezik, hogy van iires osztaly ; a meghatarozottsag axiomajabol pedig, hogy csak
egy van. :

= 34 Heurisztikusan (és a végtelen halmaz fogalméanak megfeleld defini-
cidja alapjan szabatosan is) konnyen be lehet latni, hogy ez az a halmaz
végtelen.

3*
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C2. (Az osszeghalmaz axiomadja.) Barmely x halmazhoz van
olyan halmaz, amelynek minden olyan halmaz eleme, amely az x
halmaz valamely elemének eleme™.

C3. (A hatvanyhalmaz axiomaja.) Béarmely x halmazhoz van
olyan halmaz, amely az x halmaz minden részhalmazat tartalmazza™.

C4. (A pétlas axiomaja™.) Barmely x halmazhoz és barmely
olyan A osztilyhoz, amely egyértelmii leképezést 1étesit, van olyan
halmaz, amelynek azok és csak azok a halmazok az elemei, ame-
lyeket az A osztaly altal létesitett leképezés az x halmaz valamely
eleméhez rendel hozza.

D. (A fundaltsdg axiomaja.) Minden olyan A osztalynak, amely
nem iires, van olyan eleme, amely idegen az A osztalytol™.

E. (A kivalasztas axiomdja.) Van olyan A osztaly, amely egy-
értelmii leképezést létesit, mégpedig olyant, amely minden nem
iires x halmazhoz hozzéarendeli x valamely elemét.

3. Atovabbiakban a GODEL-féle axiomarendszer B1—B8 axio-
maival foglalkozunk®. Ezeknek az axiémaknak az a szerepe a hal-

55 Ez a halmaz nincs egyértelm{ien meghatarozva, mert nem kotottiik ki,
hogy ne legyen olyan eleme, amely az x halmaz egyetlen egy elemének sem
eleme. Azonban a C2 axiémabol (a tobbi axidma felhasznalasaval) kovetkezik
olyan halmaz létezése is, amely az x halmaz elemeinek elemeit és csak azokat
tartalmazza; ezt, a meghatarozottsdg axiomaja (és az Al axioma) folytan egy-
értelmiien meghatarozott halmazt az x halmaz dsszeghalmazdnak, vagy az x
halmaz elemei Osszegének nevezziik.

36 Ez a halmaz nincs egyértelmiien meghatdrozva, mert nem kotottiik ki,
hogy ne legyen olyan eleme, amely nem részhalmaza az x Halmaznak. Azon-
ban a C3 axiémabol (a tobbi axiéma felhasznédldsaval) kovetkezik olyan halmaz
1étezése is, amely az x halmaz részhalmazait €s csak azokat tartalmazza; ezt,
a meghatarozottsag axiémaja (és az Al axioma) folytan egyértelmiien megha-
tarozott halmazt az x halmaz hatvdnyhalmazdnak nevezziik.

37 Ez az axioma nemcsak a FraenkeL-féle axiomarendszer potlas-axioma-
janak szerepét veszi at, hanem bizonyos tekintetben a részhalmaz-axioma sze-
repét is. Ugyanis nem Kkotottiik ki, hogy az x halmaz minden » eleméhez
legyen egy olyan u halmaz, hogy <u,v> € A ; igy lehetséges, hogy a C4 axioma
altal posztulalt halmaz nem az x halmaznak, hanem egy részhalmazanak vala-
mely egyértelmii leképezés altal létesitett képe.

% Ez az axioma kizarja olyan A osztaly létezését, amelynek minden
eleme tartalmazza az A osztidly valamelyik elemét. Ha volna ilyen osztaly,
akkor annak egy x; elemét valasztva, majd x,-nek olyan x, elemét, amely A-
nak is eleme, majd annak ismét olyan x, elemét, amely A-nak is eleme, és
igy tovabb, A olyan x,x,,x;, ... elemeihez jutnank, amelyek ,egymasba
vannak skatulydzva“ (azaz x,€Xxy,x;€X,,...), de amelynek ,mélyén nincs
semmi“; az ilyen osztaly nem volna ,fundalva“ (megalapozva).

: 59 Ezek az axiomak, B2 és B3 kivételével, felhaszndljak a rendezett par
és a rendezett harmas fogalmat, ezek a fogalmak pedig a rendezetlen par fo-
galman alapulnak; a rendezetlen par fogalmat viszont olyan definicioval vezet-
tiik be, amelynek jogosultsagat az Al, A3 és A4 axioma segitségével lattuk be.
Ilyen értelemben a B1—B8 axiomak feltételezik az Al, A3 és A4 axiomakat is.
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mazelmélet GODEL-féle axiomatikus felépitésében, hogy ezeknek az
axiomaknak segitségével tudjuk bizonyos osztalyok létezését bebi-
zonyitani. Mégpedig, mint latni fogjuk, ezek az axiomak elegenddk
ahhoz, hogy — amennyiben a tulajdonsag-fogalmat egy bizonyos
szabatosan elhatarolt, de azért a halmazelmélet axiomatikus felépi-
tésének céljaira elegendd tag értelemben értjiikk, — bebizonyitsuk,
hogy minden ilyen elhatdrolt értelemben vett 7 tulajdonsiaghoz
van olyan osztaly, amelynek elemei azok és csak azok a halmazok,
amelyeknek megvan a 7 tulajdonsaguk®. A C1—C4 axiomak segit-
ségével aztin ezeknek az osztdlyoknak egy részér6l, mégpedig
mindazokrdl, amelyekre sziikség van a halmazelmélet axiomatikus
felépitéséhez, be lehet bizonyitani, hogy halmazok (de azokrol,
amelyeknek halmaz-volta antinémidhoz vezetne, pl. az 0sszes hal-
mazok, Osszes rendszamok, vagy az osszes szamossagok osztalyd-
rol, nem™).

Bér az a koriilmény, hogy a B1—B8 axiomak segitségével,”
tehat véges szdmii axioma segitségével sikeriilt tetszOleges adott
(az emlitett elhatarolt értelemben vett) tulajdonsdgu halmazok osz-
talyanak létezését bebizonyitani, magaban véve nagy teljesitmény,*

40 Majorans halmazra most nincs sziikség, mert nem olyan halmaz, csak
olyan osztdly létezését allitjuk, amelynek azok ¢s csak azok a halmazok az
elemei, amelyeknek megvan a 7 tulajdonsdguk. (Egyébként majordns osztdly
mindig létezik, hiszen minden halmaz eleme az Osszes halmazok osztalyanak,
Jasd a 30. jegyzetet.) Hogy az ilyen osztaly létezése nem vezet antinémidra,
azt legkonnyebben a RusseLi-féle antindmia példajan lathatjuk. A T tulajdon-
sagot gy valasztva, hogy egy halmaznak akkor és csak akkor legyen meg a
T tulajdonsaga, ha nem eleme énmaganak, bebizonyithatjuk az 6nmagukat nem
tartalmaz6 halmazok osztdlydnak, vagyis olyan R osztéllg'nak létezését, amelyre,
barmely r halmaz esetén, akkor €s csak akkor all r€R, ha r ¢ r. Ha feltéte-
lezziik, hogy R halmaz, akkor, R-et valasztva r gyanant, adodik, hogy RER
akkor és csak akkor all, ha R& R, ami az ismert modon ellentmondasra vezet.
Ez azonban csak azt mutatja, hogy R nem halmaz és ennélfogva az A2 axioma
szerint nem lebet eleme semmiféle osztalynak sem, igy dnmagénak sem. Ebbol
azonban nem adodik a szokott modon ellentmondas, hiszen R csak az Osszes
onmagukat nem tartalmaz6 halmazok, fiem pedig az énmagukat nem tartalmazo
osztdalyok osztdlya ; tehat abbol, hogy R Onmagat nem tartalmazé osztdly, nem
kovetkezik, hogy eleme R-nek (mint ahogy kovetkeznék, ha R Onmagat nem
tartalmaz6 halmaz volna, vagy ha R, az A2 axiomaval ellentétben, nemcsak az
onmagukat nem tartalmazé halmazokat, hanem azokat az onmagukat nem tar-
talmazé osztdlyokat is tartalmazna, amelyek nem halmazok).

41 Ez ugy értend0, hogy nem ismeretes olyan mod, amelynek segitségé-
vel a.C1—C4, vagy akar az A1—A4, B1—B8, C1—C4, D és E axiomak ala
jan be lehetne bizonyitani pl. az dsszes rendszamok osztalyanak halmaz-voltat.
Az az allitas, hogy nincs is ilyen bizonyitds, ekvivalens azzal a még bebizo-
nyitatlan allitassal, hogy a GopeL-féle axiémarendszer ellentmondastalan.

2 Ez a teljesitmény lényegében Neumanntdl szarmazik; de mar az is
elofutarjanak tekinthetd, hogy Fraenkelnek véges szamu lépésben sikeriilt olyan
fiiggvény-fogalmat definialnia, hogy a részhalmaz-axioma azon fogalmazasa,
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mégis feltiind, hogy Godelnek ehhez két olyan jellegii axidmara
van sziiksége, mint'B7 és B8. GODEL maga megemliti, hogy BERNAYS
azért tudja a B7 és B8 axiomdkat egyetlen axiomdval potolni®,
mert kiilon axiomaban megkivanja az oOsszes egyelemii, azaz {x}
alaki halmazok osztilyanak létezését. Ebbol latszik, hogy GODEL
nem gondolt arra, hogy — mint ebben a dolgozatban megmutat-
juk — a B8 axioma nélkiilozheto, amennyiben a Godel-féle axié-
marendszer tobbi axiomdja (nevezetesen az Al, A3 és A4, valamint
a B1—BT7 axiomdk) alapjdn bebizonyithaté. Hogy erre eddig nem
gondoltak, az abbo6l is lathatd, hogy MARKOV bebizonyitotta ", hogy
a B6 axioma nélkiilozhetd, amennyiben bebizonyithato a B4, B5
és B8 axiomak alapjan, de 6 sem tesz emlitést a B8 axioma nél-
kiilozhetoségérdl .

4. A B8 axioma azt mondja ki, hogy barmely A osztalyhoz
van olyan B osztaly, amelynek valamely <X, y, 2> rendezett harmas
akkor €s csak akkor eleme, ha komponensei, x, y és 2z, eleget tesz-
nek a {x,z,y>€A feltételnek. A rendezett harmas, majd a rende-
zett par fogalmanak definicidja szerint

<X, 2, 1> =<x,<z, o= {{x}, {x, <z, }} = {{x}, {x, {2}, {2, 9}}})5
tehat a (x, z, y> € A feltétel igy is irhato:
Jeloljiik- sorra a {x}, {2}, {2, 7}, {{z}, {z:¥}} (=<&»), {x {2},

hogy barmely H halmazhoz és barmely két F és G fiiggvényhez létezik négy
olyan halmaz, amelynek elemei sorra a A halmaznak azok és csak azok az x
elemei, amelyekre F(x) € G(x), F(x)& G(x), F(x)==G(x) ill. F(x)=+G(x),
e fiiggvényfogalom alkalmazasa esetén elegendd a halmazelmélet axiomatikus
felépitéséhez.

43 Bernavs azon c¢(3) axiomaja, amely az 6 axiémarendszerében a Goper-
féle B7 és B8 axiomak szerepét atveszi, tigy szol, hogy barmely olyan A osz-
talyhoz, amelynek elemei mind <a, <b,c>> alaku rendezett parok (azaz, a ren-
dezett harmas fogalmanak fenti, Gopei~féle definiciojat alkalmazva, rendezett
harmasok), van olyan osztaly, amelynek elemei azok és csak azok az<<a, b>, c>
alakn rendezett parok, ahol a, b és ¢ olyan halmazok, amelyekre <a, <b, c>> € A.

44 Magrkov [1].

4 Markov eredményébdl és a jelen dolgozat eredményébol korantsem -
kovetkezik, hogy a B6 és B8 axiomak egyidejiileg nélkiilozhetok, mert Markov
felhaszndlja a B8 axiomat a B6 axioma bebizonyitasahoz, mi viszont felhasz-
néljuk a B6 axiomat a B8 axiéma bebizonyitasahoz. — A B8 axiéma nélkii-
l6zhetdségét sejteni lehet abbdl, hogy, mint Bernavs utolag bebizonyitotta
(Bernavs [7], 94. oldal), az oGsszes egyelemii halmazok osztilyanak létezését
kimondé b(1) axiémaja nélkiilozhetd az 6 axiomarendszerében. (Ebbdl azon-
ban, a Goper-iéle axiomarendszer eltérései miatt a Bernavs-féle axiomarend-
szertdl, nem adodik kozvetleniil a B8 axidbma nélkiilozhetésége a Goper-féle
axiomarendszerben.) 3
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{z, 111} (=1{x & ), Ux}, {x ({2}, {2 01} (=<, 2,pp) halma-
zokat p-vel, g-val, r-rel, s-sel, ¢-vel €s wu-val:

p={x},
g=1{z},
r={2,y},
s={{z},{

——

u={{x}, %, Uz}, Lz i = b

Az egyelemii halmaz és a rendezetlen par fogalmanak definicidja
alapjan (az Al axiémanak és a meghatarozottsag axiomajanak fel-
hasznéalasaval) konnyen adodik, hogy pl. p az egyetlen olyan hal-
maz, amely eleget tesz annak a feltételnek, hogy x € p és hogy
nincs olyan » halmaz, amely eleme p-nek és kiilonboz6 x-t6l, és
pl. r az egyetlen olyan halmaz, amely eleget tesz gnnak a feltétel-
nek, hogy z €r és y € r €s hogy nincs olyan » halmaz, amely eleme
r-nek és kiilonbozo z-t6l is, y-tol is. Ez a feltétel a matematikai
logikaban hasznalatos & (és), — (nem igaz, hogy) és (Ev) (van
olyan #, ti. olyan » halmaz, hogy) jelolések segitségével* igy irhatod
fel rovidebben :

(1) XEp&-(Ev) (v €p&v=Fx),
ill,
(2 2€r&yer&-(Ev)(r€r&v==z&v==y).

Hasonloan, a ¢, s,t és u halmazokat a kovetkezo feltételek jellemzik
egyértelmiien : .

) 2€q&(En)(r€q&v2)
()  gEs&res&n(Ev)(res&v-q&v),
() XCt&s & (Ev) (v €1& v+ x&v53),
il.

(6) péll&teU&—‘(E'L’)('l'Ell&I‘:%:p&r:il:t)_

A paraxioma szerint léteznek ilyen p, q,r, s, és u halmazok ; még-
pedig u a <{x, z, y> halmaz. Ennélfogva a (x, z, y> € A feltétel akkor

46 A matematikai logika jeleit csak rovidség kedvéért haszndljuk; ezek
nélkiil az egyes feltételeket tobb oldalas mondatban kellene kimondani. Egyet-
len matematikai logikai tételre sem hivatkozunk; sot, még az & — és (Ev)
jelekkel jelolt miiveleteknek a matematikai logikaban szokasos szabatos defi-
nici6jat sem hasznéljuk fel.
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és csak akkor teljesiil, ha vannak olyan p,q,r,s,f és u halmazok,
amelyek az (1)—(6) feltételen kiviil még az u € A feltételnek is
eleget tesznek, vagyis, ha az x,y és z halmazok eleget tesznek a
kovetkezo -feltételnek* :

(1) (EP)EQEN(ES)(EHED)(xEp&(En)(rep&r=+X)&
&z€q&(Ev)(vEq&uv=F2)&
&z€r&yer&(Ev)(vé€r&vz&v=)&
&GES&res&(Ev)(w€s&v==q&rv=nr&
&xél&séz‘&ﬁ(Er)(zret& I':f:x&/':%:s)&
&pcu&tcu&n(Ev)(v€u&v=Ep&uv-F1)&ucA).

A (7) feltételben a tartalmazas fogalman kiviil halmazok kiilon-
bozdségének fogalma is szerepel; ezt azonban kikiiszobolhetjiik
bel6le. Valoban, a meghatarozottsdg axiémaja (és az Al axiéma)
folytan két halmaz akkor és csak akkor kiilonb6z6 egymastdl, ha
van olyan halmaz, amelyik a két halmaz koziil az egyiknek eleme,
a masiknak nem. Ennélfogva pl. ahelyett, hogy » =X, ezt irhatjuk:

EW)((wev&wéx)V(weEx&wgr)),
ahol a V jel a ,vagy“ sz0 roviditése. Ez utobbi-jelet is kikiiszo-
bolhetjiik, hiszen ahelyett, hogy w € v és w& x vagy w € x és w v,
azt is mondhatjuk, hogy nem igaz az, hogy sem az nem igaz, hogy
weEv és wx, sem az, hogy we€x és wgv; ha itt még pl. wgx
helyett azt irjuk, hogy —~w € x (nem igaz, hogy w € x), akkor tehat
ahelyett, hogy v == x, ezt irhatjuk:

(Ew)—a(—u(wev&ﬂWEX)&—‘(wéx&—.we.r)).

Hasonloan jarva el a (7) feltételben szerepld v==z, vy, v==gq,
v==r,v==s,v==p és v =F t dllitasokkal, a (7), vagyis az {x, 2, y>€ A

47 E feltétel nyilvan valéban csak az x, y ész halmazokra, valamint az
A osztalyra vonatkozik : vagyis az, hogy teljesiil-e, vagy nem, csak az x,y,z
halmazoktdl és az A osztalytol fiigg. Ugyanis a feltételben szerepld p,q,r,s,t,
u ¢és v halmazvaltozok latszolagos. mas néven Fko6tott valtozok. Altalaban, ha
egy w halmazvaltoz6 csak az (Ew) jeleken és olyan zardjeleken beliil szerepel
valamely feltételben, amelyek el6tt (Ew) jel all, akkor az, hogy e feltétel tel-
jesiil-e, nem fiigg a w halmaztol: w a kérdéses feltételben kotott valtozo.
Azokat a halmazvaltozdkat, amelyek valamely feltételben nem kotottek, tehat
az, hogy a kérdéses feltétel teljesiil-e, fiigg attél, hogy e vaitozok mely hal-
mazokat jelentenek, valamint a feltételben szerepld osztalyvaltozokat, e feltétel
szabad valtozdinak nevezziik. (A tovabbiak szempontjabdl fontos, hogy kotott
osztdlyvdltozokat nem hasznalunk, vagyis pl. az (EX) jelet nem haszndljuk
abban a)z értelemben, hogy van olyan X osztdly, amelyre valamilyen allits
teljesil.
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feltételt a kovetkezd alakban is irhatjuk :
®) (Ep)(Eq)(En) (Es)(ED)(Eu)(x € p&—(Ev) (v € p &
&EW(CWEr&WEX) & (WEX&WEN))) &
&z€p&(Ev)(v€q&
SEW)(WeEr&we)&(Wez&wer))) &
&z€r&yer&—(Ev)(ver&
&(EW)~(n(Wer&we)&-(wWez&~we ))&
&EW)-((WeEr&wep)&(Wey&ow ))&
&geEs&res&n(Ev)(res&
&EW)~(-(wer & weq) &(Weqg&—we€ ))&
&EW)(CWer&weEN & (wer&we ))&
EXEL&SEL&(Er)(r€t&
SEW) " (WeEr&wex)&(WeEx&wew))) &
&EW)-(CWer&wes) & (wWes&wer))) &
' &pcu&tcu&—(Er)(réu&
SEW) " (WeEr&WEP & (WEP&TWE ))&
&EW(CWeEr&wWet) & (WELt&WE))) &ucA)-

Az {x,z,¥> € A feltételt azért hoztuk ilyen latszélag bonyo-
lult alakra, hogy lassuk, hogy az wu € A Adllitdsbol, valamint & € [
alaku allitisokbol, ahol k és [ helyett tetszdleges halmazvaltozok
allhatnak, az & — és (Ek) jeleknek, ahol k helyett ismét tetszile-
ges halmazvaltozé dllhat, ismételt (véges szamt) alkalmazédséval
felirhato. Ennélfogva ahelyett, hogy magat B8 axiomat bizonyitandk
be az Al, A3 és A4, valamint BI—B7 axiomak segitségével, ele-
gendd azt az altalanosabb metatételt” megmutatnunk, hogy vala-

4 Lasd a 18. jegyzetet. Valoban metatételrdl van sz, mert azt allitjuk,
hogy az olyan osztaly Iétezése, amelynek valamely <x, y, z> rendezett harmas
akkor és csak akkor eleme, ha a ®(x, y, 2, A) feltétel teljesiil, e feltétel minden
egyes (a szovegben pontosan megadott modon vald) valasztdsa esetén egy-egy
tétele a pusztan az Al, A3, A4, valamint a B1—B7 axiomak- altal axiomatizalt
diszciplinanak. =

Arra a kozelfekvo kérdésre, miért ezt a metatételt bizonyitjuk be ahelyett
a specialis esete helyett, amikor @(x, y, z, A) a (8) feltételt jelenti, konnyen vala-
szolhatunk : konnyebb ezt a metatételt altalanosan bebizonyitani, mint kozvet-
leniil a kérdéses specialis esetét; de természetesen e metatétel bizonyitdsa
alapjan meg lehetne adni a kérdéses specidlis eset bizonyitasatis, vagyis a B8
axioma halmazelméleti bizonyitasat az A1, A3, A4, valamint a B1—B7 axiémak
alapjan, csak nagyon sokszor kellene ismételni a metatétel bizonyitasaban sze-
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hanyszor @(x, y, z, A) bizonyos, k€ A és k€&l alaka allitasokbol,
ahol & és [ helyett tetszoleges halmazvaltozok allhatnak, az & — és
(Ek) jeleknek, ahol £ helyett ismét tetszbleges halmazvaltozo dllhat,
ismételt alkalmazasaval felirhaté olyan feltétel, amelyben az A osz-
talyvaltozon kiviil csak az x,y és z szabad véltozok szerepelnek,
akkor az a halmazelméleti tétel, hogy barmely A osztalyhoz van
olyan osztaly, amelynek valamely <x, y, 2> rendezett harmas akkor
és csak akkor eleme, ha komponensei, x, y és 2, eleget tesznek a

D(x, y, z, A) feltételnek, bebizonyithaté az Al, A3 és A4, valamint
B1—BT7 axiomak alapjan.



A Bessel-fiiggvények egy monotonitdsi
tulajdonsagarél

Binart IMre

R. G. Cooke' kimutatta, hogy »>—1 esetén a /,(x) Bessel-
fiiggvény ,félhullamai“ jobb felé haladva teriiletre nézve csokken-
nek (x> 0). Bizonyitasa a Bessel-fliggvények igen messzemend
tulajdonsagait hasznalta fol. MAkAl ENDRE® a kovetkezo tételt bizo-
nyitotta be igen egyszerii modon: ha

(a) a 2,< 2 < Z-ban (ahol Z, véges, vagy végtelen) folytonos
f(2) fiiggvény novekvo,

(b) létezik az y”+f(z)y—0 differencidlegyenletnek olyan
partikularis megolddsa, melynek van hdarom egymas utin kovet-
kezd zérus helye (2, 2., 23),

(c) y(2)-és y'(2) zérushelyei kolcsonosen elvalasztjak egymast
(2,, Z,)-ben, akkor

ly(ze—u)| > |y(z.+u)| O<u<z,—2. (1)

Kovetkezésképpen

|[y@de|>|[y@ds] .. . . . @
és ' i :

max [y(2)| > max [(). €)

— — ‘/'Z
Alkalmazva e tételt az 3 +f(2)y —0, f(2) —1 + i‘?_ alakba
transzformalt Bessel egyenlet egy tetszéleges y — y(z) megoldasara

! A monotonic property of Bessel functions, Journal of the London
Mathematical Society, 12 (1937), pp. 180—185.

2 On a monotonic property of certain Sturm—Liouville functions, Acta
Math. Acad. Scient. Hungaricae (1952) T. I pp. 165—172.
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Makal bebizonyitotta az (1), (2), (3) tulajdonsdgot a J/,(2) fiigg-
vényre foltéve, hogy |v| >

A kovetkezokben megmutat]uk a fenti tétel alkalmazasa-
keppen a (2) tulajdonsdg érvényét a J/.(2) fiiggvényre még

—3—;‘1' <—;- esetén is, tovabba, hogy Y,(z) a (3) tulajdonsagga!
még. 7| < —;— esetén is rendelkezik !
Az y'(x)-}x*y(x)=0 (4>0) differencidlegyenlet y(x)—
ey G
= l/xji(% xﬁ) (u=7-+2) megoldasa MAKAI tétele szerint ren-

delkezik az (1), (2),(3) tulajdonsagokkal. A (2) tulajdonsdg azt
jelenti, hogy a kovetkezd sorozat

Tk

1
A,.—t ‘ l/a_cjl(%x?)dx F=1.23)
"Tl: o
55 ahol Xy, Xa; Xy e A )y (Tx'?) nem negativ zérushelyei — mo-
w Nt _I,—
noton csokkend. Helyettesitve —“-x'-’-et z-vel
“h+1 :
A—K|| 2* Ji(2)dz 2,8,
:‘I". i Sl
ahol 2,,2,,2,... a Ji(2) nem negativ zérushelyei és K >0 flig-

getlen a k-tol. Ezért a

‘1

5 l ji(z)dz; (b=T:2:8.5 ) (2 =0)

sorozat szintén monoton csokkend, ha

lembe véve, hogy 2>0, u>2 az
kozott allithatjuk a By (k=1,2,3,..

~
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Az y=VxJs (%x?) fliggvény is — mint lattuk — rendel-

Jr v w

kezik az (1) és (3) tulajdonsagokkal. Az u(x):l/xij)‘(%x‘l)
k R\

fliggvény egy masik megoldasa ugyanannak az egyenletnék. Ebbol

el

és innen nyilvanvalo, hogy

2. &
Li=—x®
" (All )

Az u(x) fiiggvény rendelkezik az (1) és (3) tulajdonsagokkal, a
1z

Z lu(x) XS X

jl (Ex? fiiggvény tehat a fortiori rendelkezik ezekkel és a

/%
Ao}
2 x? =z helyettesités utin a /. (2) fiiggvény megtartja a (3) tu-

u 5

lajdonsagot

1 1
T‘\ = 5 esetén.

Ezzel a modszerrel a (2) tulajdonsagra nem lehet kovetkez-

tetni li < :15 esetén és az (1)-re nem l< % esetén. A masodfaji

Y, (2) Bessel- -fliggvényre hasonl6 tétel érvényes ugyanezen para-
méterértékek mellett az elso. pozmv zérushelyétol fogva.

OB OAHOM CBOWCTBE MOHOTOHHOCTU ®YHKUUN BECCE J15
. Buxapu

(Peswme)

P. I. Kykom ObUI0 BBISIBAEHO, YTO MIOWIAAL TOJ OTAENAbHBEIMH BOJIHAMK
(ynxuun Beccens J (x) yonisaercss npu v > —1 u x > 0. 3. Makaun poxazan

1
aTy Teopemy aas |[v| > 5 Jaunasi cTaThst COACPKUT NMPOCTOE A0KA3ATEILCTRO

e 1
IUI‘H cayuas - :,::vv < 5






Algebrailag zirt testek mint véges bovitések

Friep ErviN

A modern testelmélet kiinduldpontjanak a kiilonbozo szam-
testek, fiiggvénytestek vizsgalata soran elért eredmények tekinthe-
t6k. A STEINITZ nyoman megindult intenziv vizsgalatokat harom f6
kérdescsoportra lehet felosztani.

A legfontosabb kutatasok a testek kozos strukturahs tu-
lajdonsagalra vonatkoznak. A primtestekre, az algebrai és transz-
cendens bovitésre, az algebrai lezardsra stb. vonatkozo eredmé-
nyek, melyek nagyrészt magéatdl STEINITZt6l erednek, a modern
testelmélet legalapvetobb tételeinek tekinthetok.

2. A masodik kérdéscsoportba azok a problémak sorolhatok,
amelyeknek csak bizonyos tulajdonsagu testekben van értelmiik,
illetve: a megoldas lényeges mértékben fiigg a tekintett test struk-
taralis tulajdonsdgaitol. Az elrendezhettség kérdése példaul prim-
karakterisztikdju testekben nem vizsgalhato, s csak az tgynevezett
formalisan valds testekben nyert pozitiv megolddst, vagy a poli-
nomoknak els6fokt irreducibilis polinomok szorzatara vald bontdsa
csak algabrailag zart testekben val6sithaté meg s. i.t.

3. A harmadik kérdéscsoportba azokat a problémakat sorol-
hatjuk, amelyek a kiilonboz6 testek kozti Osszefiiggésekre vonat-
koznak. [gy példaul a valés és a raciondlis szamtest kapcsolata
tudvalevoleg az, hogy a valds szamtestet raciondlis szamokb6l allé
Cauchy-féle sorozatok hatarértékei segitségével dllithatjuk el0,
vagyis a racionalis szamtest perfekt lezartjaként. Hasonl6 kapcso-
lat all fenn a p-adikus szamtestek és a raciondlis szamtest kozott.
(llyen jellegii kérdésekkel altalanosabban az értékelmélet foglalko-
zik.) A valos és komplex szamtest kozotti kapcsolat kérdése szin-
tén ebbe a problémakorbe tartozik.

Mi a tovabbiakban ezzel az utobbi kérdéssel, tehat a valos
és a komplex szamtest kapcsolatidval oOhajtunk foglalkozni. E két
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test kapcsolatat algebrai szempontbdl 1ényegileg Teltarja az a_tény,
hogy a komplex szamtest a valds szamtestnek i = | —1-gyel val6
bovitése. Elképzelhetd azonban az, hogy mas szamtestek i-vel valo
bovitése szintén a komplex szamtestet eredményezi. Valoban, nem
a valos szamtest az egyediili, melynek i-vel valo bovitése a komp-
lex szamtest. ARTIN és SCHREIER kimutattdk, hogy azon testeknek,
melyeknek i-vel valdé bovitése a komplex szamtest, van egy kozos
tulajdonsaguk, mégpedig az, hogy valdsdan zartak'. Természetesen
ezek utdn azonnal felvetédik az a kérdés, hogy vajon barmely va-
l6san zart testnek i-vel valo bovitése a komplex szamtestet szol-
galtatja-e. Ez mar nem 4&ll; csak annyit lehet allitani, hogy a ka-
pott bovités algebrailag zart lesz. S6t, ARTIN és SCHREIER kimu-
tattak, hogy minden valdsan zdrt testnek i-vel valé bovitése algeb-
railag zdrt, és ha egy testbol i-vel valo bovités iitjdn algebrailag
zdrt testet nyeriink, akkor e test sziikségképpen valésan zdrt. Ezek
szerint i-vel valdé bovitéssel algebrailag zart test csak valdsan zart
testb6l nyerheto.

ARTIN tovdbb élesitette ezen eredményét. Kimutatta, hogy
ha egy algebrailag zdrt fest

1. O-karakterisztikdju,
2. egy K ftestnek algebrai és
3. véges® bovitése,

akkor K sziikségképpen valdsan zdrt. Természetesen ez esetben a
bévités i-vel torténhetik. <

Meg fogjuk vizsgalni, hogy sziikséges-e ARTIN el6bbi tételé-
ben mindhdrom feltételt kik6tni. Be fogjuk bizonyitani, hogy az
els6 két feltétel teljesen elhagyhatd! BourBAki Algebre c. konyve
VI. fejezetében egy feladatsorozatot talalunk, amelynek megoldasa
az itteni elso feltétel elhagyhatdsagat jelenti. Ezt ényegében ugyan-
ezen az titon haladva fogjuk bebizonyitani.

A harmadik feltétel teljes elhagydsa nyilvan lehetetlen. Valo-
szinfinek latszik ellenben az, hogy e feltétel gyengébbel potolhatd,
amennyiben a végesség helyett elegend® bizonyos szamossagi kor-
latozast adni a bovitésre vonatkozdéan; lasd még V.-ben.

Be fogjuk bizonyitani a kovetkezd tételt:

L. TETEL. Ha egy algebrailag zdrt test valamely valodi rész-
testébol véges® bovitésként elddllithato, akkor

1 Az alapvetd tételekre és fogalmakra vonatkozoan utalunk dolgozatunk
II. részére.
2 Véges bovitésen azt értjiik, hogy véges sok elemet adjungdlunk.
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N\

1. a bovitett test valdsan zdrt,
2. a bovités i-vel torténhetik.

E tételb6l specidlis esetként adodik, hogy p-karaktenszt:ka;u
algebrailag zart test nem lehet véges bovités.

1.

A bizonyitds folyaman tobb modern algebrai fogalmat és té-
telt fogunk felhasznalni. Ezek a tételek megtalalhatok a legtobb
modern algebrai tankonyvben, — példaul REDEI Algebra [. cimii
konyvében, — igy itt csak ismertetésiikre fogunk szoritkozni.

1. A csoportelméletbdl néhany egyszerii tényre hivatkozunk.

Csoportnak nevezziik elemeknek tetszoleges halmazat, mely-
ben értelmezve van egy asszociativ és invertalhatdé miivelet. Ha a
csoport elemeinek szama véges, akkor a csoportot végesnek, ele-
meinek szamat pedig a csoport rendjének nevezziik. Primrendii
csoport ciklikus, vagyis létezik oly o eleme, melynek hatvanyaiként
a csoport minden eleme eléallithatd. Ha egy csoport rend]e 0szt-
haté p“-val (ahol p primszam), akkor e csoportnak van p*-rendii
részcsoportja.

2. Most a testelméletb6l nézziink néhany fogalmat.

Elemek valamely halmazat testnek nevezziik, ha értelmezve
van bennel két asszociativ, kommutativ és invertalhato miivelet:
az Osszeadds és szorzas, melyeket a disztributivitis kot ossze.
(0, az additiv egység, az egyediili elem, melynek nincs multiplikativ
inverze.) e

Ha egy testhez létezik olyan szdm, hogy barmely testbeli ele-
met emnyiszer dsszeadva, O-t kapunk, akkor e szamot a test ka-
rakterisztikdjanak nevezziik. Ha nincs oly testelem, melyet vala-
hanyszor Osszeadva O-t kapndnk, akkor a testet O-karakterisztika-
junak nevezziik. Egy test karakterisztikaja csak O vagy egy prim-
szam lehet.

Egy testnek bizonyos elemek halmazaval valé bévitésén azt
a legsziikebb testet értjiikk, amelyik az adott testet és a sz6-
banforg6é elemek halmazat tartalmazza. (Ha egyaltaldban van ilyen
test.) Ha az elemhalmaz véges, akkor a bovitést is végesnek ne-
vezziik; amennyiben pedig csak egy elembdl all, akkor egyszerfi
bovitésrol vagy egyszerii adjunkciorol beszéliink. Ez esetben azt
mondjuk, hogy a testhez egy elemet adjungaltunk. Ha az az elem,
melyet egy testhez adjungaltunk, kielégit egy testbeli egyiitthatds

4 Matematikai Lapok
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polinomot, akkor az elemet a test felett algebrainak, és a bovitést
is -algebrainak nevezziik. Azon testbeli egyiitthatds irreducibilis po-
linom fokat, melyet az adjungélt elem Kkielégit, a bovités fokdnak
nevezziik. Amennyiben egy bdvitett test minden eleme az eredeti-
leg megadott ugynevezett alaptest felett algebrai, akkor is algebrai-
nak nevezziik a bévitést. Egy bovités véges, ill. egyszerii algebrai,
ha algebrai és véges,ill. egyszerii. Amennyiben a testhez adjungalt
elem nem gybke semmilyen alaptestbeli egyiitthatos polinomnak,
akkor a bovitést transzcendensnek nevezziik.

Altaldban a testeket. nemcsak onmagukban szoktuk vizsgdlni,
hanem mas test bovitéseként is. Legyen példaul L a K-nak bovi-
tése, akkor ha L-r6l mint K bovitésér6l mondunk valamit, az L/K
jelolést hasznaljuk. Példaul L/K egyszerii bovités azt jelenti, hogy
L a K-nak egyszerii bovitése.

Ha L/K egyszerii algebrai bovités, akkor e bovités foka fiig-
getlen attdl, hogy L milyen elem adjunkcidjaval allt el6. Ezt a
szamot az L test K-ra vonatkozoé fokanak nevezik, és [L:K]-val
jelolik. A bovitések foka osszeszorzodik, vagyis ha L/K és M/L
egyszerit bévités, akkor M/K is az, és|[M:K|—=[M:L]-[L:K].

3. Tovabbi testelméleti fogalmakat vesziink.

Tekintsiink egy egyszerii algebrai bévitést. Mint tudjuk, egy
egyszerii algebrai  bovités egy elem adjunkciojat jelenti. Ez az
elem kielégit egy alaptestbeli egyiitthatés irreducibilis polinomot.
Ha ezen polinomnak csupa egyszeres gyokei vannak, akkor ezt a
bovitést szeparabilisnek nevezziik. Egyszerii szeparabilis bovitések
egymdsutanja ismét egyszerii szeparabilis bovités. Vagyis, ha M/L
és L/K egyszerii szeparabilis, akkor ugyancsak szeparabilis lesz
az M/K is. Ha egy test minden egyszerii algebrai bvitése szepa-
rabilis, akkor e testet tokéletesnek nevezik. Minden O-karakterisz-
tikaju test tokéletes. Ha tekintiink egy nem tokéletes testet, -akkor
e testnek létezik nem véges algebrai bdvitése. Legyen ugyanis K
egy nem tokéletes test. Ekkor a karakterisztikdja nem lehet O, le-
gyen p. Vegyiik most a testbeli elemek p-edik gyokét. Ezen ele-
- mek egy K-val izomorf, K-t tartalmazé és K felett algebrai K, testet
alkotnak. Az izomorfizmus folytdn K, szintén nem lesz tokéletes.
Hasonlo modon képezhetjiik K;-bol a K, majd ebbdl a K; stb.
testeket; ezek mindegyike az el6zénél bovebb és K felett algebrai
lesz. Tekintsiik e testek K egyesitését; ez K-nak algebrai, de nem
véges bovitése.

4. Nézziik most a Galois-elméletb6l felhaszndlando fogalma-
kat.



51

Egy egyszerii algebrai bévitést akkor neveziink Galois-bovi-
tésnek, vagy normdlisnak, ha abbdl, hogy egy az alaptest felett
irreducibilis polinomnak egy gyoke bennevan a bovitésben, kovet-
kezik, hogy ezen polinomnak minden gyoke a bdvitésben van.

Egy testnek tetszbleges Onmagara valo egy-egyértelmii, mii-
velettarto leképezését automorfizmusnak nevezziik. Ha most tekint-
jiik egy véges szepardbilis Galois-bovitésnek azon automorfizmusait,
amelyek az alaptest minden elemének 6nmagat feleltetik meg, ezen
automorfizmusok csoportot alkotnak, melyet a bévités Galois-cso-
portjanak neveziink. A bdvitett testeknek az alaptestet tartalmazo
résztestei, az ugynevezett kozbiilso testek, és a Galois-csoport
részcsoportjai kozt egy-egyértelmii megfeleltetés létesitheto.

Tekintsiink egy K kozbiilso testet. Azon automorfizmusok, me-
lyek e K test minden elemének Onmagat feleltetik meg, a Galois-
csoportnak egy G részcsoportjat alkotjdk. Ezt a G részcsoportot
feleltetjiik meg a K kozbiils6 testnek. Ha pedig az automorfizmusok-
nak egy G részcsoportjat vessziik, akkor azok az elemek, melye-
ket ezen részcsoport minden automorfizmusa énmagéba visz at, egy
K kozbiils6 testet alkotnak, amelyeta G részcsoportnak feleltetiink
meg. Tekintsiink egy kozbiilst testet. Ennek megfelel egy részcso-
port, és e részcsoportnak ismét egy kozbiils6 test. Ez a test az
eredetivel azonos lesz. A hasonlé médon kapott részcsoport—
kozbiilsé test—részcsoport megfeleltetésben szerepld két rész-
csoport is megegyezik. A kozbiilsé testek és a részcsoportok ko-
zott még a kovetkezd Osszefliggés is fenndll. Tekintsiink egy koz-
biilso testet. Az eredeti (Galois-b6vitésnek (mely e testnek is Ga-
lois-bovitése lesz) ezen kozbiilsé testre vonatkozd foka és az
ugyanezen kozbiilsé testhez tartozd részcsoport rendje megegyezik.
Specidlisan az egész bovités foka is megegyezik a Galois-csoport
rendjével.

Legyen egy Galois-bovitéshez tartozo csoport n-edrendii cik-
likus csoport. Tegyiik fel azonkiviil, hogy az alaptest karakterisz-
tikdja nem osztdja n-nek, és az n-edik egységgyokok az alap-
testben vannak. Ekkor létezik a bovitésben egy olyan elem, mely-
nek n-edik hatvanya az alaptestben van, és generdlja a bovitést
(vagyis, ha az alaptesthez adjungéljuk ezt az elemet, akkor éppen
a szobanforgd bovitést kapjuk). Amennyiben az alaptest karakte-
risztikdja osztdja n-nek, akkor e tétel nem igaz. Ha a bovités foka
maga is primszam, akkor mégis elég egyszeriien lehet a bovitést jel-
lemezni. Ezt az esetet megtalalhatjuk A. A. ALBERT Modern Higher
Algebra cimii konyvében, de itt is adunk ra egy bizonyitast, amely
az el6bbinél lényegesen egyszeriibb. (A 11I/2 lemmaban.)

4%
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5. Megemlitiink végiil néhany fogalmat, mely az algebrai zart-
saggal és a formalis valossaggal-van kapcsolatban.

Egy testet akkor neveziink algebrailag zartnak, ha minden e
testbeli egyiitthatés polinomnak van e testben gyoke. llyen test
példaul a komplex vagy az Osszes algebrai szamok teste.

Mint tudjuk, valoés szdamok négyzeteinek osszege csak akkor
lehet 0, ha e szamok mindegyike O. Ennek megfelelden egy testet
akkor neveziink formdlisan valésnak, ha elemeinek négyzetOsszege
csak akkor lehet O, mikor ezen elemek mindegyike 0. Ezzel ekvi-
valens definicio az, ha azt kotjik ki, hogy elemeinek négyzetosz-

szege sohase legyen — 1. Formalisan valos test csak O-karakte-
risztikdju lehet. Ugyanis p-karakterisztikaja testben az 1= I*-et
(p—1)-szer Osszeadva, p—1 - —1-et kapunk. A valés szamok

teste azonban a formalis valossagon kiviil még bizonyos maxi-
malitassal rendelkezik, abban az értelemben, hogy barmely algebrai
bovitését vessziik (ilyen csak egy van: a komplex szamtest), ez
mar nem lesz formalisan valdés. Az ilyen tulajdonsagn testeket,
tehat amelyek formdlisan valodsak, de nincs formalisan valos algebrai
bovitésiik, valdsan zartaknak nevezziik.

Ha a valos szamtesthez i-t adjungaljuk, akkor a komplex
szamtestet kapjuk. Azonban nemcsak az /, hanem mas nem valos
komplex szam adjunkcidja is a komplex szamtestet adja. Minden-
esetre, ha a valos szamtestbdl a komplex szamtestet akarjuk meg-
kapni, ezt elérhetjiik gy, hogy az i-t adjungaljuk, de mas adjunk-
cioval is. Ezért mondjuk azt, hogy a bovités i-vel ,torténhetik®.

[1.

Miel6tt a bizonyitast megkezdenénk, abbdl a célbol, hogy a
bizonyitds egységesebb és attekinthetdbb -legyen, elézbleg két dem-
mat bizonyitunk be. :

1. LEMMA. Ha egy A algebrailag zart test valamely. V test-
nek véges algebrai bovitése, akkor e bovités szeparabilis.

Ellenkez6 esetben ugyanis V primkarakterisztikéjﬁ,‘ és a IL-
ben mondottak alapjan a V testhez konstrualhatnank egy V testet,
melyre Vo Vc A és V a V-nek nem véges bovitése. Ekkor azon-
ban A sem lehetne véges bovitése a V-nek, ami a feltételnek
ellentmond.

A 2. lemma bizonyitdsdhoz el6rebocséjtjuk a kovetkezoket.

Legyen L/K p-edfoki Galois-bovités, és a bovitéshez tartozo
— ciklikus — QGalois-csoport generatoreleme o: Tekintsiik a 2'n; 0"
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alakl egészegyiitthatos formalis polinomokat (n; egész, modulo p;
no = on). Legyen P(x) egész egyiitthatéos polinom, és [P(0)](y)-n
értsilk az L test P(a(y)) elemét (y€L). Konnyen lathato, hogy
e polinomok gyiiriit- alkotndk, és az L testnek Onmagédba valéd
osszegtarto leképezései lesznek.

2. LEMMA. Legyen L — K() a K-nak szeparabilis Galois-
bovitése. Ha a bovités foka és K karakterisztikdja ugyanaz a p
primszam, akkor létezik L-nek oly « eleme, hogy L — K(«) és «
egy x*=Xx-a (a € K) alaka egyenlet gyoke. '

BizOoNYiTAS: Mivel a bovités szeparabilis, ezért a bdvités
Galois-csoportjanak rendje p. Azonban p-edrendii csoport ciklikus;
legyen o generatoreleme. Az eldrebocsétottak alapjan:

(0—1)’ =o"— (I])) gl | ---—’;—(pﬁl)u—l = gr—1.

Alkalmazva (o—1)°-t tetszOleges y(€ L)-re, kapjuk, hogy

(o=’ (P=(0"=)r=0 D=y=r-r=0
Az utolso egyenlet azt jelenti, hogy ha y-ra p-szer alkalmazzuk a
(o—1) transzformaciét, akkor O-t kapunk. Valasszunk most egy
fix -t, melyre y¢ K, és tekintsiik azt a legkisebb k-t, melyre
(06— 1)*(y)=0. Nyilvan 0 < k = p. Afeltevés alapjan 0—(o—1)" '(y)-
ra 0+0, de (6—1) 0 =0, vagyis o(d)=d. Ezek szerint J a
v-nal, s igy a Galois-csoport minden eleménél (amely o hat-

vanya) fixen marad, tehat o € K. Mivel -t ugy valasztottuk, hogy
y& K, ezért =7 és k> 1. Marmost a g— (6—1)"*(y) elemre

(60— 1) —0€K; vagyis ()= 0. Azt dllitjuk, hogy az «- %

elem bir a tételben megkivant tulajdonsaggal. Ugyanis o(e)-—
'f'(i( ‘d\) = #g—() —« -1 folytan

o(@—a)—=(e+1)'—(¢F1)=a"—a—a¢ K.\

IL:K]= p és a¢ K miatt L= K(a), és itt az el0bbiek értelmeben
valoban «*—ae—a-—0 (a € K;e € L; L— K(a)), mint allitottuk.

0

IV.

: Ezek utdn térjink maganak a tételnek a bizonyitasara. A
kovetkezokben A-val jeloljiik a szObanforgéd algebrailag zart testet
és V-vel azt a testet, amelyikbdl A véges bovitésként elballithato.



1. eset: A’V algebrai.

Legyen el6szor [A:V]=p primszam. Kimutatjuk:
(i) Az A y karakterisztikaja — amely nyilvin megegyezik V
karakterisztikajaval — p-t6l kiilonbozo,

(ii) a bovités egy p*-edik primitiv egységgyikkel torténhetik,
(iii) a bovités foka: p — 2.

(i) bizonyitdsa indirekt mddon torténik. Tegyiik fel, hogy
x—p. Mivel A algebrailag zart, igy A/V normadlis és az 1. lemma
alapjan szeparabilis. Ez esetben azonban L -— A és K= V-re y —p
mellett teljesiilnek a 2. lemma feltételei, és igy Iéteznek olyan
(€ A) és a(€ V) elemek, hogy A= V(e) és a’—a=a.

A algebrai zartsaga miatt minden A-beli egyiitthatos poli-
nomnak van A-ban gyoke. Specidlisan van olyan 4 ¢€ A, melyre
f(#) =0, ahol f(x)—x"—x—ae’! (a és « az el6zdek). Tekintettel

p-1

A= V(e)ra, $a 9 — D ue alakban irhaté, ahol u,€ V. 9-t az

= o L
x'—x—ae!" ' polinomba behelyettesitve €s az «¢”— e+ a azonos-
sagot feihasznalva, kapjuk, hogy ;

p-1 p-1 :
(1) =2 (e+a) =D wie’—aar1=0.

t=>0 1 =0
Mivel [V(e): V]=p, ezért az (1) alatti kifejezés, mely «-nak leg-
feljebb (p—1)-edfokti V-beli egyiitthatés polinomja, 0 kell hogy
legyen. Tekintsiik specialisan ¢’ | egyiitthatéjat: u) —u, | —a =0
Ennélfogva u, (€ K) gyoke az x*—x—a— 0 egyenletnek. Mivel
x'—x—a-10l feltettiik, hogy K felett irreducibilis, igy ez lehetetlen.

Lassuk most (ii) bizonyitdsat. (i) alapjan feltehetjiik, hogy

[A:V]=p esetén y==p. Kimutatjuk, hogy ezen feitétel mellett
A=V(n), ahol 7, egy p*edik primitiv egységgyok. [A:V] -
== p-bol kovetkezik, hogy ¢ € V (ahol &7 = 1, & 5 1). Ugyanis, mivel
A algebrailag zért, ¢< A. De A minden olyan eleme, mely nem
eleme V-nek, egy V-beli egyiitthatos p-edfoki irreducibilis polinom
gyoke kell, hogy legyen, marpedig ¢ kielégiti az x» ! --- - x{-1
(p—1)-edfoka polinomot is. [A:V] - p-bél, A/V szeparabilitisabol,
X == p-bol és s € V-bol kovetkezik, hogy A-— V(«), ahol «? € V.

Mivel A algebrailag zirt, megoldhato benne az x’—e —0
) 7

I'— ‘v—
egyenlet. Legyen ennek egyik gyoke |«, vagyis } e € V(e). Ekkor
r P d ' b

azonban e a Ja=f(e) alakban irhats, ahol f(x) egy V-beli
egyiitthatos legfeliebb (p — 1)-edfoki polinom. Tegyiik « helyébe
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o

: =
egyik konjugaltjat, ze-t; ekkor e helyébe is annak egyik konju-
galtja 1ép: ‘

',,7, ’A’,_,
Veaw—f(ee), illetve 1) e=f(ee),

ahol 7 az x*—&==0 egyenlet valamelyik gyoke, vagyis egy p*-edik

primitiv egységgyok. Ki fogjuk mutatni, hogy A— V(%). Az nyil-

vanvalo, hogy V(7)< A, csupan azt kell bizonyitani, hogy A < V().

Ehhez elegendé annak kimutatasa, hogy [V(7): V] = p. Mint lattuk,
p

‘4 — —
Ve = f(e) és 1V e~ f(z). Ezekb6l azonnal adodik, hogy

nf(@)—fe),

vagyis « kielégit egy legfeljebb (p— 1)-edfoku polinomot, melynek
egyiitthatoi V(n)-bol valok. Mivel [V («): V] = p, masrészt [V(e):V]—
= [V(@): V(@) ]-[V(m): V] és [V(e): V()] = p—1, igy [(V(n):V]=np,
tehat V()= A.

S Hatra van még (iii) bizonyitasa, vagyis, hogy [A:V]=2. A
(ii) bizonyitdsanal alkalmazott gondolatmenetet haszndljuk fel itt is,
csupan « belyett z-val kell végezni az okoskodast. A algebrai
zartsagabol kovetkezik, hogy

]'.,A. .
2): - In=gln) (ahol g(x)=a,+ -+ +ap1x*"', a;€V).
[smét a konjugaltakra térve, adodik:

I’,
Ven = g(en).
. S - it g
Ebbél nem kovetkeztethetiink a Jer,— 5 /5 egyenléségre, mert | &-
rol csak annyit tudunk, hogy r-nak valamelyik konjugaltjaval
egyenld, azaz
P A P o
Vem=¢&nly (ahol & egész szam és 0 = k < p)

Py R
A Jy=g(n)-t az &n|y=g(en)-ba helyettesitve,
3) #ng(n)—g(n)
adodik. Ez 2-ra nézve legfeljebb (p— 1)-edfoki V-beli egyiitthatos
egyenlet, és mivel [V(%):V]=—p, ezért (3) az »-ra vonatkozoan

azonossag. Hasonlitsuk ossze (3)-ban a bal és jobboldalon 7
egyiitthatoit:

(4) Qy=0Qy_y Sl g —=ae .., Q, & et ) (L L—ay o 8%
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Hé (4)-ben vélamelyik a;= 0 volna, akkor minden a; és igy (2)
miatt » is O volna, ami nyilvan lehetetlen. Igy tehat egyik a, sem
0. Szorozzuk Ossze a (4) alatti egyenlGségeket, és osszuk
do- ay- ... @, 1==0-val:

p(p-1)

ok+1
sF =g 2

vagy &= l-et' felhaszndlva,

plp-1)
®) a==g 2
Ha méarmost p--=2 voina, akkor p;] egész volna, amibél
k.
& 2 =1, vagyis (5) alapjan #-—1 kovetkeznék, ami feltevésiink-

nek ellentmond.

Igy tehat bebizonyitottuk, hogy [A:V]=p esetén csak p — 2
lehet, mikoris 7, =i(®*=—1), y=3=2 és A= V(i).

Most térjiink arra az esetre, mikor [A:V]=n Osszetett szam.
Be fogjuk bizonyitani, hogy ez ellentmondasra vezet. El6szor kimu-
tatjuk, hogy csak n-—2' lehet. Tekintsiik ugyanis az A/V-hez tar-
toz6 Galois-csoportot. Ha e csoport rendjének: volna egy p parat-
lan primszdm osztéja, akkor volna egy p-edrendii részcsoportja is
(lasd II.). Tekintsiik ezen részcsoporthoz tartozd K kozbiilso testet.
Mivel A algebrailag zart, A/K normalis bovités. Ez azonban, mint
mar kimutattuk, csak akkor lehet, ha p— 2. Tehat valéban igaz,
hogy n sziikségképpen 2.

Most azt is kimutatjuk, hogy /< 2. Ha ugyanis / = 2 volna,
akkor ismét a Il.-ben emlitettek alapjan a Galois-csoportnak lenne
egy negyedrendii, és ennek egy masodrendii részcsoportja. Legye-
nek az ezekhez tartozd megfelelé kozbiilso testek L és K. Ezekre
tehat fennallnak a kovetkezok: VEKcLc Aés [A:L]=|[L: K]=2.
Alkalmazva a primfokd bévités esetében kapott eredményt, adodik,
hogy A—L(i) és i¢ L, igy eleve i¢ K. Ekkor azonban

4—[A:K]=[A:K()][K(): K] = [A:K(l)]~2,
amib6l [A:K(i)] =2 kovetkezik. Ha most ujbdl felhasznaljuk a
primfoka bévités esetében kapott eredményt, azt nyerjiik, hogy
A = K(i)(i) = K(i), vagyis [A: K] =2, ami ellentmond'az [A:K]=4
feltevésnek. Igy tehat kimutattuk, hogy ha A a V-nek véges algeb-
rai bovitése, akkor csak az [A: V]=2, A= V(i) (*=—1) eset
lehetséges.
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Tételiink 2. részét igy az algebrai esetben kimutattuk. Be
kell még bizonyitani, hogy V val6san zart. Ez azonban egészen
konnyen kovetkezik abbol, hogy A algebrailag zart, y =2 és
A—V(i). Ugyanis, ha «€ A, akkor «=a-bi(a,b¢c V). Mivel
A — V(i) algebrailag zart, igy |a - bi=x+yicA (x,y€ V). Ebbél

x 42 miatt x — V Zﬂg.ti kovetkezik. Ez pedig azt jelenti,

hogy minden a,b (€ V)-re |/a*+ b € V is fennall. Teljes indukcidval
nyerjiik, hogy ha a; € V, akkor |/Sa’¢ V is igaz, vagyis sohasem
lehet Ya?— —1. Tehat V valésan zart. (Ugyanis egyetien algebrai
bovitésében: A-ban, mar benne van i.)

2. eset: AJV tetszoleges véges bovites.

Most tehat mar nem tessziik fel a bovitésrol, hogy algebrai,
hanem csupan azt, hogy véges. Az eddigi eredmények birtokaban
ez az eset konnyen elintézhetd. Legyen ugyanis f, transzcendens
V, =V felett, t, transzcendens V,= V/(t,) felett, ..., transzcen-
dens Vi, = Vi »(fi_1) felett, de A minden eleme mar algebrai a
Vi = Vi1 (&) felett. llyen & nyilvan van, hiszen kiilosnben A nem
lenne V-nek véges bovitése. Ha k=0, akkor a bdvités algebrai,
ez esetben pedig mar bizonyitottuk a tételt. Ha & > 0, akkor vagy
Vi—— A, vagy V.(i)= A, és V,..(2 Vy)-ra igaz, hogy Vi.i(t)=V;.

Mivel # transzcendens a Vi, felett, igy |/#.¢ Vi. Ellenkezd eset-
ben ugyanis l' t = f(1)-bol,—ahol f(x) V, i~beli egyiitthatos polinom
— kovetkeznék, hogy f°(t)—1t.=0, ami lehetetlen. D_g Lf;q Vi is
ellentmondasra vezet, hiszen #, € V, és Tf 17‘6 V.. miatt [/t, algebrai

Vi, és igy A felett, de [A: Vi] =2 miatt |/f, nem lehet eleme A-
nak, ami A algebrai zéartsaganak ellentmond.

Ezzel maradéktalanul bebizonyitottuk az l.-ben kimondott
tételt.

A tételbol mar kovetkezik az Artin-tételben szereplt két elha-
gyott feltétel is: a bovités nyilvan algebrai, hiszen i-vel torténhetik;
a O karakterisztikajisag pedig V' valos zartsagabol kovetkezik.

KOROLLARIUM.  Valdsan zdrt test nem dllithato eld véges
bovitéskent. :

Ugyanis V= M(e), |[V: M] = n esetén A — M («, i)-bol M —V
kovetkezik.
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V.

Nézziikk meg, hogy eredményiink, mely "azt fejezi ki, hogy
algebrailag zart testhez ,tulkozel“ csak valosan zart test lehet, aitala-
nosithaté-e. Az els6 kérdés nyilvdn az, hogy nem lehet-e a tételt
tovabb élesiteni, ,véges“ helyett ,megszamlalhatot® mondva. To-
vabbi megkotés nélkiil nyilvan nem, hiszen — mint ismeretes, —
az Osszes (abszolut) algebrai szdmok teste algebrailag zart és ele-
meinek szama megszamlalhato, és igy bdrmely abszolit algebrai
szamtestb6l megszamlalhato sok elem adjungalasaval el6allhat az
algebrai szamok teste. Vagyis semmi esetre sem lehet igaz az,
hogy ha egy tetszbleges K testhez megszamldlhatd sok elemet
adjungdlva algebrailag zart testet kapunk, akkor K valdsan zart.
Elképzelhetd viszont — legalabb is nincs ra trividlis ellenpélda —
hogy amennyiben egy K’ test olyan tulajdonsdgt, hogy beldle
legfeljebb megszamlalhatdo sok elem adjungalasaval a komplex
szamtestet kapjuk, akkor ez a szamtest mar valosan zart (és a
bovités i-vel torténhetik). Valosziniinek latszik, hogy ha elég nagy
egy algebrailag zart testnek a szamossaga, akkor csak igen nagy
szamossagu elem adjungéldsaval érhetd el valamely résztestébol,
. eltekintve a megfelel6 valosan zart testektol.

A most felvetett problémat fogalmazzuk meg pontosabban.

Az A algebrailag zart test szamossaga legyen N.. Tekintsiik
azokat az Ns szamossagokat, melyekre létezik az A-nak oly K rész-
teste, melyb6l alkalmas Nz szamossagt elem adjungaldasaval A-t
kapjuk, de A==K(i). llyen N; szdmossag biztosan van, péidaul
Ng — N megfelel. Tekintsiik ezen Ng szamossdgok koziil a legki-
sebbet. Ez a legkisebb N, szdmossag a kovetkezd tulajdonséggal
bir: létezik olyan K részteste az A-nak, hogy K-bol N, szamossag
elem adjungalasadval A-t kapjuk, de A == K(i); és barmely Ns << Ny
szamossagra, ha valamely K’ testbdl legfeljebb N; szamossagi
elem adjungaldsaval A-t kapunk, akkor mar A-— K(i). (Tételiink
éppen azt mondja ki, hogy minden N.-ra N, = N,.) Akérdés tehat a
kovetkezd: -

Adott N. szamossdghoz meghatdrozandé azon N, szamossag,
melyre a kovetkezdk teljesiilnek: van oly N. szamossagt A algeb-
railag zart test, mely elballithato egy K résztestébdl N, szamossagu
elemmel valé adjunkcié révén, ahol A== K(i); de barmely Ns < N,
. szamossagra, ha egy N. szamossagu algebrailag zart A test vala-
mely K’ résztestébol legfeljebb Ns szamossdg elem adjungalasaval
eldall, akkor sziikségképpen A - K’(/). Ez a kérdés teljesen nyi-
tott; egyediil azt tudjuk, hogy N, = Ny = N..
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VL.

Eredményiink alkalmazadsaként megoldunk egy CSASzAR AKOS-
tol szarmazo problémat.

Ismeretes, hogy egy algebrailag zart testbeli egyiitthatos irre-
ducibilis polinom legfeljebb els6-, egy valésan zart testbeli egytitt-
hatos irreducibilis polinom pedig legfeijebb masodfokii lehet. Mar-
most a Csaszar-féle probléma az, hogy lehet-e mds testek esetén
is korlatot adni az irreducibilis polinomok fokara, és ha igen,
akkor milyen szamok léphetnek fel pontos korlatként.

Be fogjuk bizonyitani:

Il. TETEL. Ha egy F fest olyan tulajdonsdgii, hogy az F|x]
polinomgyliriiben az irreducibilis polinomok foka korldtos, akkor a
legkisebb k korldtra teljesiil: k=1 vagy k- 2. Az elso esetben F
algebrailag zdrt, a mdsodikban valdsan zdrt. :

Célunk kimutatni, hogy van olyan F felett algebrai « clem,

melyre F(«)— A algebrailag zart. Valasszunk egy olyan « elemet,
amely egy pontosan k-adfoku irreducibilis polinom gyoke, ahol &
az irreducibilis polinomok fokanak legkisebb korlatja. Tekintsiik
az F(e¢)— A testet. Ha A nem lenne algebrailag zart, akkor lenne
olyan 5 elem, amely algebrai- A felett, és 5§ A. Ekkor azonban
az A(3)— B testre FCAcB és [B:F|>[A"F]—k. B az F-nek
véges algebrai bovitése, mely feltétleniil szeparabilis. Ellenkez6
esetben ui. az F test nem lenne tokéletes, és igy lenne olyan a
eleme, melyre az x*—a polinom irreducibilis, ahol p az F karak-
“terisztikaja. Ebb6l azonban kdnnyen belathatd, hogy irreducibilisek
az x*—a, x*'—a, ..., x*"—a, ... polinomok is; és ha n-et ugy
valasztjuk, hogy p” > k legyen, akkor maéris ellentmondasra jutot-
tunk azzal a feltétellel, hogy k az irreducibilis polinomok fokanak
korlatja. Mivel tehat B'F szeparabilis, van olyan y elem, melyre
B= F(y). Ez a y egy k-nal magasabbfoki F-beli egyiitthatos
polinomnak lenne a gyoke, de ilyen a feltételek szerint. nincs,
tehat A algebrailag zart és F-nek véges bovitése. Ez esetben pedig
vagy A — F — mikoris k=1 — vagy, mint bizonyitottuk, A - F ()
és k= 2. Ezzel ki is mutattuk allitasunkat. _
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AJNTEBPAMYECKH 3AMKHY ThIE TEJIA KAK KOHEYHbIE COKPALLIEHHU A
9. dpup

(Pe3wmq)

B nanHoi crartbe MCCAEAYETCH BODPOC O TOM, M3 KakuX (aaredpanyecku
HE 3aMKHYTHIX) TE1 MOXHO TMOJYYHTh AAbIOHITMPOBAHWEM KOHEYHO MHOIX
57€MeHTOB anre6panyeckn 3aMKHyThie Tead. ABTOPOM JAeTcsl J0Ka2aTennbCTBO
TOro, 410 39TO BO3MOMHO TOJBKO npu BeIECTBCHHO 33MKHyTHX TCIax, Koraa
y)Ke a/'bIOHrMpPOBAaHME [ QaeT anredpanyecky 3aMKHYTOE Teqo.

ABTOPOM BBIABHIaeTCsl Caelywuias Oozee ob6mas sanaua. [dasg JaHHO#
YNCAEHHOCTH Na CIEyeT ONpeneanTh YHCAEHHOCTb Ng, YT0ObI NOAy4YuTh aareGpan-

- YeCKM 3aMKHYyTOe T€10 A C YUCICHHOCTHIO Ra, KOTOpO€ MOWHO nNpencTaBuTb
u3 yacrtHoro tena V AABIOHIMPOBAHHEM 371€EMEHTA C YUCACHHOCThIO Nﬂ, OHAKO
A== V(i); n ecm anre6panyeckn 3aMmkHyToe Ten0 A’ ¢ n060i YHCIEHHOCTHIO
Ne MOXKHO NpPEACTaBHTh M3 YAaCTHOrO Teaa V' aablOHrMPOBAHHEM BSIEMEHTA C
YHCIEHHOCTBIO MeHhbieil Ng, 10 ywe A = V' (i).

B 3akiouenne, B kayeCcTRe NPWIOKEHUs1 AJs pewiesnsi 3apaym A. Yacapa,
ABTOP I0KA3BIBAET : €C/IU CTENeHb MHOIOYIEHOB C JAHHBIMH TEJeCHBIMH KO3(h(u-
UMEHTAMH ABJISAETCSH orpa}mqemioﬁ, TO 9TH MHOrO4YJ€Hbl HJH HE BbIILE nepaoﬁ
CTENECHH, npnqem AAHHOE TE€A0 HABIACTCH anreépaw{ecxu 3aMKHyTNM, HJIH HE
BhIIIE BTOpOﬁ CTENEeHH, U TeI10 SBIAETCH BEHLECTBEHHO 3aMKHYTHIM.

ALGEBRAICALLY CLOSED FIELDS AS FINITE EXTENSIONS
E. Fried

(Summary)

The author considers the problem: from which fields F (not algebraically
closed) may we obtain by adjunction of a finite number of elements an
dlgebraically closed field? It is proved that these F are exactly the really
closed fields, when the adjunction of 7 already yields an algebraically closed
field. (For algebraic adjunctions this is stated in Bourbaki’s Algébre, chap. VI,
Problem, pp. 47—48)) ! =

An open question is the following. Given a cardinal number Na, de-
termine Ng such that there exists an algebraically closed field A of power Ne
which may be obtained from some subfield V by adjunction of a set of power
Np, without being A = V(i), but for all algebraically closed fields A’ of power
N this is impossible for a set of power < Ng.

As a solution of a problem stated by A. Csaszar it is shown that if the
irreducible polynomials over a field F are of bounded degree, then either the
polynomials are of degree =<1 and F is algebraically closed, or the polynomials
are of degree =- 2 and F is really closed.



VALYI GYULA
(1855 januar 25—1913 oktéber 13)

OBLATH RICHARD

Mialt év januar 25-én volt VALYl GyULA néhai kolozsvari
egyetemi tanar sziiletésének szazadik évforduldja. Valyi, anyja révén
Dozsa (GYORGYnek, a nagy szabadsaghtsnek egyenes leszarma-
zottja. Valyi matematikai munkassaga megérdemli, hogy ezen év-
forduld alkalmabdl megemlékezziink rola. :

A BovLvaiak varosaban, Marosvasarhelyen sziiletett. A Tenta-
men elso’ kiaddsanak Bolyai sajatkezii ajanlasaval ellatott két pél-
danya, melyet Valyi a kolozsvari egyetem matematikai intézetének
ajandékozott, tanuskodik arrol a meleg baratsagrol, mely csaladjai-
kat osszeflizte. Valyi Bolyai iskolajanak, a marosvasarhelyi refor-
. matus kollégiumnak novendéke volt, utdna az akkor ujonnan ala-
pitott kolozsvari egyetemre keriilt, ahol RETHY MOR professzor
1874-ben legels6 kollégiumaul az abszolut geometriat valasztotta.
Bolyai felfedezése akkor még nem volt kozismert, Réthy helyes
érzékkel a “Bolyaiak szellemét igyekezett az tj egyetemen terjesz-
teni. A sovany vézna Valyi tehetsége és szorgalma hamar feltiint.
Az egyetem elvégzése utan — mint akkor oly sok ifji tehetséget —
6t is Berlinbe vonzotta a hires ,Dreigestirn“, WEIERSTRASS,
KRONECKER, KUMMER. El6adasaikat ,Professoren Kolleg“-nek hiv-
tak, mert hallgatésaguk altaliban nem az egyetem rendes hallga-
toibol, hanem mas egyetemek tanaraibol allt. A malt szazad
hetvenes-nyolcvanas éveiben Berlin volt a matematikus vilag cent-
ruma, mint késdbb, egész a nacizmus uralomra jutasaig Gottingen
és Paris. Az ifji Valy1 is Berlinben tokéletesitette tanulmanyait,
de életének tragikuma mar ekkor jelentkezett.

Stlyos szembaja, mely egész életén ~at kinozta, mar kora
ifjisagaban, berlini tanulmanyi éveiben oly stlyossé valt hogy
honapokon at olvasni sem tudott.

- Tragikumot mondtam, mert hiszen szemevilagara mmdenkl-
nek sziiksége van, de a matematikusnak még sokkal inkabb.
A geometriai kutatds mozgaté rugoja, lelke, amint CLEBSCH mondta :
die Freude an der Gestalt (a gyonyorkodés a formakban), a formula-
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rengetegen is csak a latas utjan uralkodunk. Nem Valyi az egyet-
len matematikus, aki rosszul latott. Napjainkban a topoldgia egyik
vezetd tudosa PONTRJAGIN, a kivdld szovjet matematikus vak, koz-
ismert, hogy EULER, a matematika egVyik fejedelme, élete utolsd
17 eveben mmdket szemere teljesen vak volt. Ez meég tragikusabb
kel gondolnom, aki Beethoven]eben a vak latnokot allitja szembe
a siiket zenésszel. Természetesen tavol all télem, hogy Valyi Gyulat
Eulerrel mérjem 0ssze, de az ilyen csapéas stilyat mindenki érzi.
Ezzel a sulyos akadallyal csak rendkiviili tehetség tud megkiizdeni.
Min6 akaraterejének, fantazidjanak ¢és emlékezetének kell lennie,
hogy mégis az egyre rohamosabban fejlodé tudomany szinvonaldn
maradhasson. Valyi mégis urrd lett az akaddlyokon. Nagyjelent6-
ségii tudossa fejlodott, aki szép €s fontos eredményekkel gazdagi-
totta tudasunkat és mintaszertien tokéletes, a tudomdany mindenkori
szintjét elérd egyetemi el6adasokat tartott. Sohasem ismételte ugyan-
azt az elbadast valtozatlanul. Szamos 6ndllé vizsgalatat és ered-
ményét, amelyet szembaja miatt nem publikalhatott, eléaddsaiba
olvasztotta be. Tanszékutéda HAAR ALFRED, a vilaghiri nagy ma-
tematikus mondta rola, hogy féleg a komplex véltozés fiiggvény-
tant, sehol sem adtdk elé akkor a Valyiéndl magasabb szinvonalon.

Vilyi éles judiciumdra és gyors felfogd képességére jellemz0
aprosagot mondok el, FEJER LipOTtdl hallottam. Vdlyindl minden
reggel hat orakor megjelent egy fiatalember, a felolvasdja — hogy
miért épp ily kora hajnalban, azt persze nem tudom. Ez a fiatal-
ember felolvasta Valyi beérkezd postajat. Szézadunk elején a buda-
pesti egyetem egyik magantanara, akinek ambici6i feliilmultak
képességeit, terjedelmes konyvet irt a differencidlegyenletek elmé-
letér6l. A konyvet persze megkiildte Valyinak is. A fiatalember
kotelességszeriien kezdi felolvasni a konyvet, amelynek legelsé
lapjain lényeges hiba van, a végtelen sorok szorzasanak CAUCHY—
MERTENS-féle tétele targyaldsdban. A hibat Valyi rogton els6é hal-
lasra észrevette, a konyvet becsukatta, mondvan, hogy ezekutin
a folytatasra nem kivancsi.

Attérek Vélyi néhdany munkdjanak és eredményének bemuta-
tasara. Nem torekszem teljességre, csak néhany jellemzére szorit-
kozom.

Legnagyobb hirre doktori értekezése ,A mdsodrendii partidlis
differentidlis egyenletek elméletéhez“ tett szert. Ezt 1906-ban ujra
kiadtak," németiil pedig 1910-ben.* Az ekkor mar igen gyenge

1 Math. és Phys. Lapok 15., 1906., p. 256—269.
2 J. VAvi: Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Archiv d. Math. u. Phys. (3) 15, 1910, p. 294—304.
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szemii Valyi helyett kartarsa SCHLESINGER LAJos forditotta nemetre,
a kiadas munkajaban Fejér Lipot is segédkezett. Ez igen figye-
lemre méltd, mert a matematika torténetében igen ritka eset, hogy
egy disszertaciot ujra kiadjanak. (Eltekintve persze azoktél az ese-
tekt6l, amikor egy matematikus Osszegyiijtott munkait adjék ki.)
E sorok irdja Valyién kiviil nem is tud mas esetekrol mint
KRONECKER és FINSLER hires disszertacioirol.

A dolgozat kiinduld pontjaul szolgalé technikai feladatra

— amely a dolgozatban meg sincs emlitve — még visszatérek,
elobb matematikai tartalmat vazolom. Ha a V fiiggvény csak a
':i f':;— parciélis differencialhdnyadosoktol fiigg, azt a
( 0
parcialis differencialegyenletet vizsgalja, amelyt6l az
|| v(p, gy dxdy
kettos integral szélstértékeinek meghatarozasa fiigg. Ez a szokésos
SR SRR B L oo S
ap aq ax° axay iy
jelolésekkel
a P P dQ
2 — =
ap ) aq 5% aq 0

egyenlet vizsgalatt jelenti. Ennek megoldasa altalaban rendkiviili
nehézségekbe iitkozik, de néha konnyebb. A feladat tehat mindazon

>V Vv g v =B 1)

ap’ Eon apaq - aq
differencialegyenletek meghatarozasa, amelyekben V csupan p és
g fiiggvénye, és amelyek MONGE modszerével integralhatok, azaz
amelyeket sikeriil elsorendii differencidlegyenletre visszavezetni,
hiszen ezek integralasara kész mddszerek vannak.
Vélyi ezért a kovetkezO két feladatot tiizi ki maganak :

Ha V meg van adva, mi a kritériuma annak, hogy a
redukcxo elsérendii parcidlis d1fferenc1alegyenletekre lehetséges-e
vagy sem?

2. Ha lehetséges, az els6rendii egyenletek tényleges felallitdsa.
Ezekben a kérdésekben a masodfoku egyenlet diszkriminan-
sanak mintdjra alkotott

e (113)"’ aP dQ

aq)  ap oq
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vagy részletesen kifejtve :

p_l/{ 2V Y &V v

2k Opaq)— apE 0q°

kifejezés vizsgalataval ér célhoz. D ezen kifejezését, mely a p és
g valtozok fliggvénye, atalakitja, hogy g és P fiiggvényeként jelent-
kezzék. Ha most a

#D . 0°D oD )" l

=8 iq* T2 0P3+3( aq ek :

identitds teljesiil, akkor és csakis ekkor (1) elsérendii parcidlis
differencidlegyenletekre redukdlhato.

A feltétel teljesiilése esetén megadja a megoldashoz vezetd
eljarast.

Felvet egy tovabbi kérdést is. Azt kérdi, mikép kaphatok
meg az Osszes V fiiggvények, amelyek esetén a szélsdértékprob-
léma ily médon megoldhatd. E célbol a (2) egyenlet. altalanos
megoldasat kell megkeresni. A megoldds mddszerét helyesen feijti
ki, de szamolasi hiba folytdn dolgozata utolso lapjan hibas egyen-
letre jut, amelyrél azt A&llitja, hogy mivel &ltaldinos megolddsahoz
vezetd modszer ismeretlen, nem tudja megoldani. Ezta hibat csak
25 év mulva, 1905-ben ismerte fel KAPTEYN. Erdekes, hogy a sza-
mitdsi hiba elkeriilésével kapott helyes egyenlet megoldhato,
KAPTEYN meg is adja a megoldést.

- Itt az ideje, hogy az (1) egyenlet technikai hatterérdl is
szOljak. A milt szdzad utolsé tizedeiben vildgszerte sokan igye-
keztek a repiilés problémdjat megoldani. Kozottik MARTIN LaAjos
is, a kolozsvari egyetem matematika tandra. Késziiléke nem valt
be; egyik alkatrészét, amely a gép mozgdsat lett volna hivatva
biztositani — a hajocsavar , mintdjadra — peripellernek nevezte.
A peripeller mozgasat irta le az (1) egyenlet. Ezért tiizte ki RETHY
MOR az (1) egyenlet vizsgalatat Vélyi disszertacios témajaul. Martin
probédlkozasait a korabeli elismert tuddsok nem vették komolyan,
Réthy tehat nem engedte meg nevének megemlitését Valyi doktori
értekezésében. Ugyancsak a peripellerre is gondolt (anélkiil, hogy
cmlitette volna) KONIG GyULA is pédlyadijnyertes miivében.” St még

oD 2_
55 =0

(2)

-

3 Konie Gyuia: A mdsodrendii és két fiiggetlen valtozot tartalmazo par-
cialis differencidlegyenletek elmélete. Budapest 1885. A Magyar Tudoményos
Akadémia II. osztalyanak kiilon kiadvanya.
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KURSCHAK JOzSEF' is, a masodrendii linedris parcialis differencial-
egyenletekr6l szolo, Valyihoz kapcsoléd6 dolgozataiban is gondol
implicite a peripellerre. Magatol értetddik, hogy mikép Valyit és
Réthyt, Koniget és Kiirschdkot is elsdsorban az érdekes szép ma-
tematikai probléma vonzotta. Kiirschak Mathematische Annalen
cikkében emliti Valyi problémajat, ez iranyitotta Kapteyn figyelmét
a kérdésre, aki — amint mar emlitettiik észrevette Valyi hiba-
jat és a kérdést megoldotta.

A masik targy, amellyel Vélyi a kozlemények hosszabb sora-
ban foglalkozott, a tobbszorosen perspektiv haromszogek.

Ha két haromszog ABC és A,B,C, perspektiv helyzetii, min-
dig talalhato oly kipszelet, amelyre vonatkozolag a két haromszog
polarreciprok, ami alatt pontosan azt értjiik, hogy az A, B, C csti-
csok poldrisai a B,C,, C,A,, A, B, oldalak és az A,, B,, C, csticsok
polérisai BC, CA, AB.

Valyi a tételt igy altalanositja: Ha két hdromszog kétszeresen
perspektiv, akkor két ily kiupszelet van, és ezek egymadst kétszeresen
érintik. A tételt tovabb altalanositja és bebizonyitja, hogy ha két
hdromszog r-szeresen perspektiv (r =2, 3, 4,6), akkor r szdmii
olyan kipszelet van, amelyekre vonatkozoan egymds poldrreciprokjai.

Roviden vazolom a legegyszeriibb esetben Valyi érdekes bizo-
nyitasat, amelyb6l kitiinik, hogy ambar személy szerint nem volt
HuUNvADY JENO tanitvanya, de azért eléggé hatott ra. Igaz, hogy
geometriai tételek formélis algebrai targyaldsa a mult szazad nyolc-
vanas éveiben talan a CAYLEY, SYLVESTER, SALMON ,angol iskola“-
janak befolydsa alatt altalanos volt. Figyeljiik meg Valyi rendki-
viili érzékét a jelolések célszerii megvalasztasaban, ami ilyen ter-
mészetii feladatokban mar félsiker.

Legyen abc és 123 két perspektiv haromszog, ahol a és 1, b
€s 2,¢ €s 3 a megfelel6 szogpontok. Ezt a- perspektivitast igy
jeloli (a;b,c,). A koordinata rendszert is célszeriien és iigyesen
valasztja meg. Legyen a hdaromszogek egyike, pl. abc a koordina-

1 KurschAk Jozser: A kettos integralok varialasanal follépo masodrendii
parcialis differencialegyenietekrdl. Math. és Termiud. Ertesité 7., 1889, p.
296—307. :

KurscHAk Jozser: A varidcioszamitas parcialis differencialegyenleteinek

egy Kkiilonos osztalyarol. Uo. 8., 1890., p. 60—75. ; 5
3 Ugyanezek németiil: Mathematische Annalen. ). Kurscuik: Uber partielle
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit gleichen Charakteristiken. Math.

Ann. 37.. 1890. és U. d. partielle Diffel. des Problems ('} V(p, g)dxdy 0.
Uo. 44., 1849. *

* 5 Matematikai Lapok
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taharomszog, még pedig

be: =)
ca: 3 =0
ab: i e

b

akkor a masik haromszog oldalainak egyenletei irhaték ebben az
alakban e
23 ix+ p+ z=0
SR X+uy+ z=0
Fdt X+ y+vz=0
és az a kupszelet, amelyre nézve a poléfreciprocités fennall :
k=ixX4uy*+rvz"+2yz+22x-4+2xy=0.

Tobbszoros perspektivitas  esetén a megfeleld csticsok maskép is
osszekapcsolhatok. Persze tobb eset lehetséges, ha wu-—» a két
haromszog egyszersmind az (a,, b;, c,) perspektivitasban is van.
Az ehhez tartozo kidpszelet

k=21 +y'+ 24+ 2uyz+22x+2xy—0

k—k = @u—1)(y—2)
ebbdl kovetkezik, hogy a két kupszelet kétszeresen érinti egymdst,
az érintési hir az al egyenes.

Eldontend® most, hogy ez a sziikségesnek mutatkozo feltétel
equzersmmd elégséges-e?

k és k, kettésen érintkezé kupszeletek egyenlete megfelelten
valasztott koordinatarendszerben )

k=842nl=
h=I8+2nL=0.

Legyenek az I pont koordinatai 0, #,,%, a 2 pont koordi-
natai &, 1, §,. k tartozzék az (a,b.c;), k, az (a,, b, c,) perspekti-
vitashoz. Akkor ;

ac egyenlete &E4C, 541,00 (2 polarisa k-ra)

ab 5 &€ _': 4+ mt=0_ 2 i kl-re)._
Most azonban 3 egyrészt ab polusa k-ra (I&, 1, &), masrészt ac

tehat

pblusa k,-re (‘:1—, T, L) tehat *=1 ezért [ = —1-nek kell lennie,

hiszen =1 k,-et k-val azonossa tenné.
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Tehat a sziikséges és elégséges feltétel:

k és k,-nek kettds érintkezésben kell lennie; mivel #— 1 =0,
a két megoldas Osszege zérus és ezért (k- [k)-nak két elséfoku
szorzora kell oszlania.

Ezen feltételek mellett a 2 szogpont teljesen tetszés szerint
valaszthatd, 7 az érintési huron tetszés szerint valaszthato, ezen
adatok 3-at mar egyértelmilleg meghatarozzak, ugy hogy 123
haromszog k €s k,-re-nézve ugyanazon haromszoghoz polar-
reciprok.

~ Ezzel fogalmat adtunk VALY! bizonyitdasi modszerér6l,” ame-
lyet tételének r-szeresen perspektivv haromszogekre vald kiterjesz-
tesénél persze tovabb finomit és amely -az analitikai geometria
mesterének mutatja.

Egyik késobbi cikkében® azzal az esettel foglalkozik, amikor
mindkét tobbszorosen perspektiv hdromszog ugyanabba a harmad-
rendii gorbébe van beirva. S6t a WEIERSTRASS-féle p(u) fliggvény
néhany sajatsaganak felhasznaldsaval kimutatja, hogy a harmad-
rendii (hatodosztalytinak feltételezett) gdrbén vannak r-szeresen
perspektiv sokszogek. (r tetszésszerinti pozitiv egész szam.) Ugyan-
ilyen targy harmadik dolgozatdban bizonyos tekintetben speciali-
zalt tobbszorosen perspektiv sokszogekkel foglalkozik. A harmad-
rendii gorbe valamely P pontjaban huzott érintéjének a gorbével
valo tovabbi (éltaldban kiilonboz0) metszéspontjat P tangencidlis
pontjdnak nevezi. Steiner-féle sokszognek nevezziik az olyan sok-
szoget, melynek minden csiicsa a megeldzdnek tangencialis pontja.
Az emlitett dolgozat ilyen STEINER-féle poligonokrdl dllapit meg
érdekes tételeket, persze szintén az elliptikus p(u) fiiggvény két-
szeres periodicitdsanak felhaszndldsaval, de részletesebb ismerteté-
siikre nincs tertink.

Tételeit magatol értetddoleg a férre is kiterjeszti, de a harom
dimenziéban a viszonyok lényegesen bonyolultabbak lévén, a
perspektivitas mellett, sot elsd sorban a linearis komplexussal fog-
lalkozik.

Talan érdemes megjegyezni, hogyan fejlodik tovabb és tere-
bélyesedik a megkezdett téma. Epp napjainkban foklalkoznak sokat
a matematikusok és a matematikatorténészek az otlet és az elmé-

5 ViLyr Gy.: Tobbszorosen kollinear haromszogek kupszeleteknél. Math.
és Termtud. Ert. 2., 18834 p. 170—174.

ViLvi J.: Mehrfache Collineation von zwei Dreiecken. Archiv der Mathe-
matik u. Phys. 70., 1882, p. 105—110. :

6 Viryr Gv.: A harmadrendii gorbék elméletéhez 1. Math. Termitud. Ert.
8., 1889., p. 23—28. Uazon cim IL. uott. 9., 189%0., p. 18—25.; Harmadik koz-
lemény woft. 10., 1891., p. 2—13.

5%
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lyedo tanulmany szerepével a felfedezésben. Elég lesz, ha korunk
egyik legkiemelked6bb matematikusanak VAN DER WAERDENnak
hires tanulmanyara utalunk.’

A fenti témakorbol még megemlitem Valyi néhany szép ered-
ményét.”

Két perspektiv tetraéder megfelel6 élei metszik egymast. A meg-
felelo élek sikjainak k6zOs pontja a perspektivitds centruma, a meg-
felelo élek metszéspontjainak kozos sikja a perspektivitas sikja.

Konig Gyula és Viélyi felvetették a kérdést, hogy megfor-
ditva, abbol a ténybdl, hogy két tetraéder élei metszik egymast,
a perspektiv helyzet sziikségkép - kivetkezik-e? Vizsgalatuk eredmé-
‘nye, hogy annak az egy esetnek kivételével, amikor két tetraéder-
nak csak egy-egy megfelelé oldala és a szembenfekvd szogpontja
kozos, a megfeleld élek metszésébdl a perspektiv helyzet szukséﬂr-
kép kovetkezik. '

Tobbszorosen pe/spektlv tetraéderekkel” is foglalkozik és kinmu-
tatja, hogy 2 valds tetraédernél csak egyszeres, kétszeres vagy
négyszeres perspektivitds lehetséges. Ez utobbi esetben a 4 pers-
pektivitasi centrum oly tetraéder csiicsai, mely az adottak bdrme-
- lyikével négyszeresen perspektiv és a perspektivitds centrumai a har-
madik tefraéder csticsai. Mdr a kétszeres perspektivitdsndl is az
egyik centruma a mdsik sikjdban fekszik. (Desmikus helyzetiiek.)

A Hunyady-iskola eszmekorébe tartozik az a kis dolgozata, "
amelyben arra a kérdésre felel, hogy milyen n vdltozos négyzetes
alakok vihetok dt linedris helyettesitéssel m(< n) vdlfozos alakba.
Megmutatja, hogy olyanok, amelyeknek determindnsa és 0sszes datloi
aldetermindnsai az m-ik fokig bezdrélag eltiinne ha az
m-edfokii dtlos aldefermindnsok kiozott van olyan, amely nein nulla,
akkor a kvadratikus alakot linedris helyettesitéssel kevesebb, mint
m-vdltozossd dfalakitani nem [ehet.

Lapunknak ma is a feladatrovat egyik legkedveltebb rovata.
Hasonlokép volt lapunk el6djénél a Mathematikai és Physikai
Lapoknal is. A Mathematikai €s Physikai Lapok els6 éveiben
Viélyi volt egyik legnépszeriibb feladatszerz6. Némelyik feladatara
7—8 kiilonbozd' megoldas érkezett, ami mutatja, hogy a feladatok

7 B, L. vaxn pEr Waegpen: Eingebung und Uberlegung in der Mathema-
tik. I. Elemente der Math. (Basel) 8., 1953., p. 121—129, uaz IL. uoft 9., 1954.,
p. 1—-9. Uaz lll. Uott p. 49—56.

8 VaLyr Gy.: A per%pektlv tetraéderek tanahoz. Math. Termtud. Ert. 4.,
1885. p. 55-—56.

% Viuvt Gy.: Tobbszorosen perspektiv tetraéderek. woit p. 6—8.

10 VAryr Gy.: A négyzetes alakok tanahoz. Math. Termtud. Ert. 5.,
1886/7., p. 226—229.
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érdekesek voltak. Hadd mutassunk be néhéanyat. Legszebb talan
ez: Ha az ABC hdromszig magassdgi pontja M, és a BCM,
CAM, ABM hdromszégek koriil irt korik kozéppontjai A,, B,, C,
akkor az ABC és A,B,C, hdromszogek kongruensek. (Erre 8 meg-
oldas érkezeit). Masik érdekes feladata: meg vannak adva az
A, B, C, P, Q pontok, megszerkesztend® harom ktipszelet gy, hogy
az els6 a BCPQ, a masodik CAPQ, a harmadik az A BPQ pon-
tokon menjen at és egyszersmind érintsék egymast az A, B illetve
C pontban. Erre 5 Kkiilonboz6 megoldas érkezett. Egy masik fel-
adataban azt a tételt tiizi ki bizonyitdsra, hogy a fefraéder. magas-
sdgainak htperbo[mdja ama fajhoz tartozik, amelynél a LAPLACE
egyenlet gyokeinek oOsszege zeérus. Erre is szamos megoldas érkezett.
VALY! egyéb elemi geometriai kérdések irant is érdekl6dott.”
A haromszdog magassagainak talppontjai haromszoéget ~hataroznak
meg, amelyet talpponti haromszégnek neveziink. Ha az eredeti
ABC haromszbg szogei «, 3, 7, a talpponti haromszog szogei

U =a—20; = a—28, h=a—2%

ha az eredeti haromszog hegyes szogii volt, (a, By< Wr) ha azon-
ban az ABC haromszog pl. A-ndl tompaszogii volt, akf(or
a—2a—ir; Bi=20; n=27.

Derékszogii haromszognél a talpponti haromszog elfajul az atfo-
gora rajzolt magassagra.

A talpponti hdromszog magassagainak talppont;al a masodik
s igy tovabb az n-ik talpponti haromszoget A,B,.C. hatirozzdk
meg. Valyi felveti és megoldja a kérdést, melyek azok a hdrom-
szogek, amelyek n-ik talpponti hdromsziogiikhoz hasonlok és hany
ily haromszog van. Szdmuk 2"(2"—1).

A felsoroltakkal korantsem meritettiitk ki Valyi Gyula publi-
kalt munkdinak ismertetését, de remélem fogalmat adnak produk-
cidjanak irdanyardl. Amint mar emlitettem publikaciéi matematikai
tevékenységének csak egy részét, talan kisebb részét teszik ki,
mert munkassaganak zome egyetemi el6adéasaira esik. El6adasai
révén szamitjuk ma Vadlyi Gyuldt a magyar matematika biiszke-
ségei kozé.

11 Viuyr Gy.: A talpponti haromszogekrdl. Math. Phys. Lapok 10., 1901.,
p. 309—321. és ugyanez nemetiil.

Viwyi Gy.: Uber die Fusspunktdreiecke. Monatshefte fiir. Math u. Phys.
14., 1903, p. 243—252.
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Ezek az eldaddsok sziporkdzéan otletesek voltak, nemcsak
figyelembe vették a tudomany legajabb haladasat, hanem sajat
kutatasainak nem publikalt részleteit is tartalmaztik. Beosztdsuk az
érdeklodést nemcsak 4llandoan ¢ébren tartotta, hanem fokozni is
‘tudta. Tobbszor, még joval haldla utdn is sz6 volt kiadasukrol, a
magyar matematikai irodalom nagy kdra, hogy az els6 vildghabo-
rat kovetd nyomor miatt nem jelentek meg. El6adasaiban latszik
legjobban VALYl nagysaga, ezek mutatjdk be 6t a legmacasahb
szinvonalon.

Persze eldaddsainak kidolgozasaban is emlékezetére volt
utalva. Ezért villamcsapasként érte, amikor emlékezete az dran
cserben hagyta. Nem volt oreg, nem érte meg 60-ik évét sem,
tehat az egyszeri ‘emlékezetkiesést nem kellett volna tragikusan
vennie, de-6 a lelkes tanar kétségbe volt esve, azonnal nyugdija-
zasat kérte és kérvényét tanartdrsai rabeszélése ellenére sem-volt
hajland6 visszavonni, igy tehat nyugdijaztdk. Nem sokaig volt
nyugdijban, hamar meghalt. Schlesinger Lajos, a nagy matema-
tikus, aki masfél évtizedig volt a kolozsvari egyetemen Valyi koi-
légaja, a karhoz intézett részvétiratdban igy jellemzi ,Ennek a most
bevégzodott életnek tragédidja volt, hogy testi torékenység akada-
lyozta mindazon gazdag szellemi tulajdonsagok kifejtésében, melyek-
kel Valyi dicsekedhetett — és mégis, tigyis mint kutatd, tigyis mint
tanar maradandot és kitiinét nynjtott.«

COJIEPYKAHUE

P. Odnar: O [dewaa Baawn (25 aus. 1853, r. — 13. oxr. 1913 r)

SUMMARY

R. Osiitn: Gyula Valyi (25. Jan. 1855—13. Oct. 1913)



»Faktoridlisos* szamrendszerbeli . ,szamjegyek*
eloszlasarol

i Turin PAL

~
\

Riemann a gottingeni egyetemhez 1854-ben benyuajtott habi-
litacios dolgozata végén’ a kovetkezd érdekes megjegyzést teszi:

,In demselben Umfange, d. h. zwischen je zwei noch so
nahen Argumentenwerthen unendlich oft, kann die trigonometri-
sche Reihe auch selbst dann convergiren, wenn ihre Coefficienten
nicht zuletzt unendlich klein werden. Ein einfaches Beispiel einer

solchen Reihe bildet die unendliche Reihe > sin (n!xzt), wo n!

1, @

wie gebrduchlich:
B S S

welche nicht bloss fiir jeden rationalen Werth von x convergirt,
indem sie sich in eine endliche verwandelt, sondern auch fiir eine
unendliche Anzahl von irrationalen, von denen die einfachsten sind

! 2 ; e
sm],cos],—é und deren Vielfache, ungerade Vielfache von e,

‘)_. -
3 4 ; 4 (4
Mint Genocchi megjegyezte,” x — s --re a sor nem kon-

vergens. E tény mindenesetre azt mutatja, hogy a vizsgélt sor kon-
vergenciapontjainak attekintése nem nagyon konnyii és igy azon
természetesen felvetod6 kérdésnek a Riemann-féle soron valo tanul-
manyozasa sem, hogy ,milyen nagy“ lehet egy olyan trigonomet-

1 Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe“. Ges. Werke p. 227—264,
2 Intorno ad alcune serie“, Torino, 1875.
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rikus sor konvergenciapontjainak halmaza, melynek egyiitthatoi
nem tartanak O-hoz. ,Tul nagy“ halmaz persze nem varhato,
hiszen ismert," hogy e konvergenciapontok halmaza a kozonséges
mértékre nullmértékii; az azonban elképzelhetd, hogy finomabb
mérési modok mellett (Hausdorff-mérték, transfinit atmérd, stb.) e
konvergenciahalmaz pozitiv mértékii is lehet. 1941-ben észrevet-
tem, hogy a Riemann-féle sor helyett célszeriibb a

(1) f(x)= > sin2anlx K= e

n=—2
sort vizsgalni, ennek konvergenciapontjainak halmaza pontosan
karakterizalhato, amennyiben x-nek egy sajatsagos eldallitasat hasz-
nalva a felelet egycsapasra nyerhet. Mint ismert, minden 0 = x < |
felirhato

2]

S a,
(2) =2 S

glakhan, ahol »—=2,3,...-1a a, egész és
3) ' 0=a, =v=1;

mint jolismert, ha véges hosszi eldallitdsokat kizarunk, a (2) elo-
allitas egyértelmii. Ezt (1)-be téve nyilvan

J(x)= isin 2:rn !‘-’( ;‘ i J Sh

e P !2

(4)

y=n+1
~ e 5 Qi1 A2
,,,”%smlr (n+])2+(n+1)"(n+2)“ + '
Mivel (3) miatt <
dny2 43 e o i
@)+ 2P T it 2ra 3 TS
SR ) (n+3y—1 ,

S A+ e e T

1 1
=\ —wrvarr )t

1 1 1
Harvary —arverrers) T ey

3 Cantor—Lebesgue tétele. Lasd pl. Zygmund ,Trigonometrical series*
¢. konyvében, p. 267.
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és igy !sin«—sin #| = |¢—p| miatt
i'f('-\’) S, sin 22t | <
>2”‘(n 11;.2.(,;+2y ’ 2'~(n—i1~1) iy

azaz f(x) sora pontosan azon x-ekre konvergdl, melyekre a

2 241(1,‘-1
5 \
) = " @1y
sor. igy tehat példaul adodik, hogy, ha x olyan, hogy

(6) ‘\_)',‘,‘;<
akkor az (1) sor biztosan konvergal.

Mivel a (6) tulajdonsagt x-pontok H halmaza zart, tehat
H-nak van transfinit atmérdje; egy Erd6shoz irott levelemben, szin-
tén 1941-ben, azt a kérdést vetettem fel, vajon H-halmaz trans-
finit atmér6je pozitiv-e. Mint Erdts vdlaszaban irta, ez valéban
igaz. A kérdés tovabbi vizsgalatinak azonban, mint oly sok mas-
nak, Hitlerék tamadasa a Szovjetunio ellen végetvetett; ma mar

alhtélag oly 2> > (a, cos vx- b, sin rx) alaka sor is ismeretes, mely-

nek egyutthaton nem tartanak O-hoz és melynél a konvergencia-
pontok halmazandk x'-¢-hez tartozé6 Hausdorff-mértéke is pozitiv,
barmilyen kis pozitiv szam is &.

Az eddig mondottak még nem indokoljak a dolgozat cimét.
Ez azonban vilagosabbéa lesz, ha a (6) alatti megallapitast dssze-
. kapcsoljuk Cantor——Lebesgue fent idézett tételével. Ez rogton adja,
hogy a 0= x <1 koz x-elt (2) alakban elidllitva egy nullmértékii

halmaz x-ei hijjdn a Z sor divergens. E tény helyes megér-

téséhez emlékeztetiink Borel egy klasszikus tételere. E szerint, ha
g =2 egeész és a 0 =x <1 koz minden x szamat

(7) :%F _0-\1), <g—1

alakban allitjuk el6, akkor egy nullmértékii halmaz x-ei hijjan a
01y, g—=1 Jegyek eloszlasa egyenletes abban az értelemben,
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hogy fix x mellett egy fix b szamjegy el6forduldsainak szamat az
elst y darab szamjegy kozill M,(y)-al jelolve

(8) iy ) b
1Y->C0 y q

fiiggetleniil a b jegytol. A (7) alatti eloallitis azonban igen speci-
alis esete az altalanos Cantor-féle el6allitisoknak.® Ha

(]1;(]:; Sl

tetszoleges 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok, akkor a 0 = x < 1
kéz minden egyes x szama eldallithato

o (i
9 X = > 4
) =1 192 . -Qx
alakban, ahol »—1, 2,...-ra
U=a =g 1

és, ha véges kifejtésektol eltekintiink, ezen eldallitasok is egyértel-
miiek. Természetes kérdés volt marmost, hogy alakul Borel tétele a
(9) alaka Cantor-féle kifejtések esetén. Az el6z0 megjegyzések utan
mar konnyen belathaté a kovetkezd tétel, mely tudomasom szerint
idében az els6 eredmény volt eziranyban.

TeTEL: Ha a > 55 sor konvergens, akkor a 0 =x <1 koz

v
x-eire, egy nullmértékii halmaz hijjdn, a
b Gl
2 o 05
sor, sot, a
: | 1
min {¢,, (¢,—¢C5), | c,.——%’l

10 h il
L - g

sor is divergens.
A bizonyitashoz elég megjegyezni, hogy azon Xx,-k halma-
zan, melyekre a (10) sor konvergens, egyben a

(o0]
_/\_,1 Sin 27¢¢,qs . . . @u X,
=

+ L. pl. O. Perroxn, Irrationalzahlen, de Gruyter, Berlin und Leipzig,
1921, pp. 111—116.
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sor is konvergens; ez el6bbivel analég modon lathaté be. Ebbol
Cantor—Lebesgue tétele alapjan az éllitis maris kovetkezik.

RENYI A. a val6szinfiségszamitas egy 0j axiomatikus elméle-
tének kidolgozasa sordn észrevette, hogy a valdsziniiségszamitas
modszerei modot adnak arra, hogy a ¢, ,szamjegyek“ eloszldsara

—
’ »

pontosabb tételeket nyerjiink a > i < oo esetben is és targyalni
yer] q gy

lehessert a > - — oo eselet is.? Mégsem latszott érdektelennek

—
2 )

azon megjegyzés, hogy a trigonometrikus sorok elméletén at is
el lehetett jutni idevago érdekes eredményhez. Nem volna érdektelen
megvizsgalni, meddig lehet eljutni ezen az tton.

O PACMPEJEJEHUU LUWUDP ,dAKTOPUAJIBHOU* CUCTEMbl YMCEN
I. Typau

(Pesiome)

B pannoit ctathe aBTOPOM C€OOOWAETCS TEOPEMa, HaijeHHas B 1941 r.
B pe3yabTaTte /ajibHEHWEro paseMTHsi KJIACCHYECKON Teopembl Bopens; ara
Teopema OTHOCHTCHA K mpeacTasiaeHuio uucen nurepnana 0==x << | B suge

X 25

Y=

rae uupsl gy =2 ueawle, u ¢ OTHOCHTCH K ,uudpam® 0=c, = gr—1.
ABTOpP /I0KaSHIBAET HA OCHOBAHNH TEOPHH TPUTOHOMETPHYECKHX PA/IOB, 4TO PH
o | qr |
\° ( min ¢y, (qvr—=Cr)r g T ’ )
s e
r . qr

SABASETCH  PACXOIHUHM C HCK/TIOYEHHEM X-MHOMECTBA Hyneuo'ﬁ pasmepHoCTH,

€C/Hn >~' : SIBASIETCH CXOASILINM
J st I51€TCH CXOf M.
~i qy

5 L. Rénvi A.: A valoszinliségszamitas uj axiomatikus felépitése, MTA
HI. o. Osztalykdzleményei 4 (1954), 369—427,
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ON THE DISTRIBUTION OF ,DIGITS“ IN CANTER-SYSTEMS
P. Turan

The following theorem is proved via trigonometrical series on the
distribution of the ‘“digits” ¢, in the representation

;,,—'1 Qip e G
where ¢, =2 are integers and for the integers ¢,
0=cr =<qr—1

holds. For almost all x in 0= x < 1 the series

~ i ’ Y < i‘
)a min ( cr, (gr—cy), ; Gt % ' )
s o

is divergent if only Zqi co. The theorem was found in 1941.
VvV

v



A szamjegyek eloszlasa valés szdmok
Cantor-féle eloallitasaiban

RENY! ALFRED

148

Vizsgaljuk egy tetszbleges, O és 1 kozé es6 x valos szam
végtelen tizedestort alakjaban valo eldallitasat: legyen ez

(1.1) ‘x ~ OF (O=x1)
ahol #.(x), a kifejtés k-adik jegye, a 0,1,2,...,9 szamok vatame-
lyikével egyenl6.! Kézenfekvd a kérdés, hogy mit lehet mondani
altalaban a jegyek eloszlaséarol, tehat ha N, (r,x) jeloli azt, hogy
az & (x), &(x),...,&(x) szamok koziil hany egyenld r-el

(r—=0,1,2,...,9), mit lehet allitani az ﬁ%Lxlh::'my.aldosré.l, vagyis

az r jegy relativ gyakorisagarol az x szam els6 n jegye kozott, il-
letve e relativ gyakorisag hatarértékérél, ha n— o?

E kérdésre a valaszt E. BOReL [1] adta meg 1909-ben, amenyi-
ben bebizonyitotta, hogy majdnem minden x valos szam tizedes-
tortkifejtésében a tiz szamjegy mindegyike hatarértékben ugyan-
azzal a relativ gyakorisaggal fordul eld, vagyis, hogy a (0, 1) inter-
vallum egy -O-mértékii halmazdhoz tartozd x szamok kivételével
minden x-re (0 = x < 1) fenndll, hogy

N, (r, x) 1

(1.2) g P (r=0,1, .., 0

a

10"
(a és r nemnegativ egész szamok) szamok esetében a két lehetséges eldalli-
tas koziil melyiket valasszuk; megallapodhatunk példaul abban, hogy az em-
litett esetben mindig azt az'elballitast valasztjuk, amelyben a jegyek valahon-
nan kezdve mind O-val egyenlok.

I A dolgozatunkban targyalt vonatkozasban mellékes, hogy az x
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BOREL tételét ugy lehet tehat megfogalmazni, hogy majdnem
minden valos szam tizedestort kifejtésében a tiz szamjegy mind-
egylke ugyanolyan ,gyakran“ (ugyanolyan ,sfiriiséggel®) fordul
elo.® A (2) relacio a kovetkezd ekvivalens alakra is hozhato:

(1.3) fiin 2% %)

RN (r,5=0,1,...,9)

2. §.

BOREL azt is megjegyezte, hogy hasonlo tétel érvényes bar-
mely alapu szamrendszerben is, tehat, ha g = 2 tetszbleges pozi-
tiv egész szdm és vizsgaljuk az x valés szam (0 = x < 1) eloallita-
sat végtelen g-adikus tort alakjaban, vagyis az

(2.1) v X = N (0

> /TL q*

alakban, ahol &(x) a 0,1,...,9—1 szamok egyikével egyenls és
ujbol N.(r,x) jeloli azt, hogy az & (x),&(x),...,«.(x) jegyek ko-
zott az r jegy hanyszor fordul eld, akkor a (O 1) intervallum egy
O-mértékii £, halmazahoz tartozo x szamok kivételével minden
x-re fenndll, hogy

(2.2) fim M:% (01 a1y
illetve, hogy :

: Nu(r, x)
29 lim =] r,s=0,1,...,g—1).
(2.3) RIS ST ( g—1)

BOREL tételéhez néhany megjegyzést fiiziink.

A) Ha egy x szamra (2.2) (ill. (2.3)) érvényes, azt mondjuk,
hogy x el6dllitasa a ¢ alapu szamrendszerben normdlis. Mivel
megszamlalhatd sok O-mértékii halmaz egyesitése is O-mértékii,
tehat az E, E;,..., E,, ... halmazok egyesitésével keletkez6 E hal-
maz is 0-mértékii; ha azonban x nem tartozik az E halmazhoz,
akkor nem tartozhat egyetlen E,-hoz sem, tehat eldéllitasa br-
mely alapu szamrendszerben normalis; BOREL tételét tehat a ko-
vetkez$ alakban is ki lehet mondani: A (0, 1) intervallumban majd-
nem minden x szam eléallitasa minden szamrendszerben normalis.

2 Ezt szoktak tgy is kifejezni, hogy a tiz szam]egy mmdegylke ugyan-
olyan valosunu@eggel fordul eld; lasd erre vonatkozélag a 3. §-t.
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B) BOREL tételébol az is konnyen kovetkezik, hogyha az x
szam végtelen tizedestort Kkifejtésében nem az egyes jegyek elo-
fordulasait vizsgaljuk, hanem a jegyek sorozatat k-tagti csoportokra
bontjuk, vagyis vizsgaljuk az ;

(F,:I.-‘,l (X), 5".11;472()5), oo oy Eplein (X) (/1 (L0 .)‘

k-tagu jegy-csoportokat, egy ilyen jegy-csoport dsszetételére, (a sor-
rendet is figyelembevéve) nyilvan 10*-féle lehet6ség van és mind
a 10 lehet6ség majdnem minden x szam kifejtésében ugyanolyan
,gyakran“ fordul el6. Ugyanis, ha az x szamot a 10* alapt szam-~
rendszerben fejtjiik ki, x n-edik jegyét e, (x)-szel jelolve

(’,,.H(X) = Enk41 (x)lO’ 2 ~+ Enies2 (X) 10%5¢ e F,,/.-,;.-(X)

hiszen
X = \"—'3‘ ‘L’,(}) i \D‘ Ewt (X) 1OF L . L - & (X)
: h—l l(y r:) 101-'(11 1)
és igy e..(x) egyértelmiien meghatirozza az &.,,1(X), . . ., £ (X)

siegyeket.“ Ennélfogva abbdl, hogy e.(x) majdnem minden x-re
ugyanolyan gyakran veszi fel a 0,1,2,...,100—1 értékeket,
kovetkezik, hogy majdnem minden x szam tizedestortkifejtésében
a lehetséges 10" féle k-tag jegycsoport ugyanolyan gyakran for-
dul eld. Nyilvan barmely mas alapii szamrendszerben is ez a hely-
zetl

C) A nyert eredménybdl az is kovetkezik, hogy ha x tize-
destort kifejtésének nem az osszes jegyeit vizsgaljuk, hanem csak
azokat, amelyek sorszdma egy megadott szamtani sorhoz tartozik,
majdnem minden x kifejtésében ezen kitiintetett jegyek kozott is a
0,1,...,9 szamjegyek egyforman gyakran fordulnak el6. Ennél
még tobb igaz: akarhogy adjuk meg pozitiv egész szamok egy
végtelen k, < k, < ... < k, < ... sorozatat az &, (x), £,(X), ..., &, (), . ..
szamsorozatban majdnem minden x-re a 0,1,...,9 szamjegyek
egyforman gyakran fordulnak el6. Ez az allitds nem kovetkezik ugyan
BOREL tételébdl, de a Borel-tétel bizonyitasabol lathatd, hogy
ugyanugy bizonyithatd be, mint BOREL eredeti tétele.’

3. §.

BOREL emlitett tételét ma tgy tekintik, mint a valdsziniiség-
szamitas egy altalanos tételének, a nagy szdmok erds tirvényének
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-
érdekes specialis esetét és igy is szoktak bebizonyitani.® A tétel
val6szinfiségszamitasi atfogalmazasahoz hgy jutunk, hogy a kovet-
kez6 kisérletsorozatot vizsgdljuk: Talalomra valasztunk egyet a
-0,1,...,9 szdmok koziil, ugy, hogy mind a 10 szdm egyforman
valOszinii; ezt a kisérletet tijra meg Gjra megismételjiik, ugy, hogy
az egyes kisérletek eredményei egymastol fiiggetlenek legyenek. A

kapott jegysorozat legyene,, ., ..., &,,...; akkor tehdte,, &,...,#,,....
fliggetlen valoszinfiségi véltozok, amelyek mindegyike a 0,1,...,9
€rtékeket 10 valosziniiséggel veszi fel. Egy ilyen valtozo-sorozatra

alkalmazhato a nagy szamok erds torvénye, amely ez esetben azt
allitja, hogy ».(r)-rel jelolve, hogy az r szamjegy (r=0,1,...,9)

hanyszor fordul el6 az &,¢,,...,&, szamsorozatban, 1 valdszinii—~
séggel igaz, hogy lim 'Y”n(r) == il() (r=0;1,.7.;9). A ket prob=
—> 0

léma kozott a kapcsolatot az teremti meg, hogy ha az x szamot
magat valdszinfiségi valtozonak tekintjiik, amely egyenletes elosz-
last a (0, 1) intervallumban, vagyis annak a valosziniisége, hogy
x az (a, b) intervallumba essék (0 = a = b = 1), (b—a)-val egyenld,
akkor az (1) kifejtésben szerepld &,(x) mennyiségek, amelyek ma-
guk is valdszinfiségi valtozok (hiszen maga x is az) ugyanolyan
sajatsagokkal birnak, mint az el6bb emlitett kisérletsorozathoz tar-

t0z6 &, valdsziniiségi valtozok, “tehat &, a 0,1,...,9 értékeket
rendre 1l(jvalészin(’tséggel veszi fel, tovabba az ¢, valtozok teljesen
fiiggetlenek.'

4. §.

Jelen dolgozat BOREL tételének altalanositdsaval foglalkozik,
valos  szamok ugynevezett Cantor-féle eldallitasaira vonatkozolag.
A Cantor-féle el6allitais a valos szamok egy adott g-alapti szam-
rendszerben valé el6dllitisanak direkt és természetes altalanositasa.
Egy x szam el6dllitasat a g-alapti szamrendszerben a kovetkezd

3 Megijegyzendd, hogy BoreL tétele specialis esete egy altalanos ergod-
tételnek is (1. [2]), tovabba — mint Szisz Peter megjegyezte — bebizonyit-
haté H. WevL egy altalanos tétele [3] segitségével, de bebizonyithato egész
kozvetleniil is (1. pl. [5]) vagy egy ortogonalis sorokra vonatkozo, altalanos té-
tel specialis esetekét [4].

4 A dolgozatban eléfordulé valdsziniiségszamitasi fogalmakat illetoleg
lasd pl. [6]. A Borel! tételt illetéleg lasd [6], 435. o. 22. feladat.
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meggondolassal nyerhetjiik. Az x abszcisszaju pont helyzete a
(0, 1) intervallumban a kovetkezOképpen “hatarozhaté meg:a (0,1)
intervallumot ¢ szamu egyenlé részszintervallumra osztjuk és eze-
ket a részintervallumokat bair6l jobbra haladva megszamozzuk a
0,1,...,g—1 szamokkal (minden intervallumhoz a baloldali vég-
pontjat hozzaszamitjuk, de a jobboldali végpontjat nem). Ha az x
abszcisszajii pont — roviden: az x pont — a k-adik részinter-
vallumba esik, legyen & (x) = k. Azt a részintervallumot, amélybe
x esik, 0jbol g egyenld részintervallumra bontjuk fel, amelycket
balrél jobbra haladva megint megszamozunk a 0,1,...,g—1

szamokkal. Ha az x pont az [-edik ilyen (—l— hossztisagi| részin-
tervallumba esik, legyen &,(x)=1[. Ezt az eljarast folytatva, az x
szamot n lépés utan 7 pontossaggal hataroltuk be, tehat az el-

jarast minden hatdron tal folytatva az x pont helyét egyértelmiien
meghatarozhatjuk és nyilvanvald, hogy (1.1) fennall.

Az el6bb leirt eljardast nyilvan altalanosithatjuk a kovetkezo-
képpen: nem mindig ugyanannyi részre osztunk, hanem az els6
1épésnél ¢, részre, a masodik Iépésnél ¢.-részre,... az n-edik
1épésnél g, részre osztunk, ahol a g, szamok tetszoleges, 2-nél
nem kisebb pozitiv egész szamok. Amikor ¢, részre osztunk, a ré-
szeket megszamozzuk a O,1,...,9,—1 szamokkal; n osztas

utdn egy-egy részintervallum hossza nyilvan q—‘—]-l—q-— A mon-
1Ga <+ Qn
dottakbol kovetkezik, hogy akarhogyan irjuk is el6 a ¢, pozitiv

egész szamokbol all6 szamsorozatot (¢, = 2), barmely x szam
(0 = x < 1) el6allithat6

@.1) LR )

=1 1qQa...qx
a lakban, ahol #.(x), az x szam kifejtésének k-adik ,szamjegye“ a
0,1,...,q.—1 értékeket veheti fel. A (4. 1) eléallitast eldszor ilyen
altalanossagban G. CANTOR vizsgalta ([7]); (4.1)-et az x szam
Cantor-féle sorfejtésének nevezik (ldsd pl. [8]) a ¢,,¢s, ..., qn, ..
szamsorozat &ltal meghatarozott altalanos szamrendszerben.” Je-

5 Megjegyzendd, hogy ha Q;, Q., ... Qu...pozitivegész szamok egy tetszo-
leges sorozata, amelyrdl csak azt kotjik ki, hogy Q. =2 (n==1,2,...) bar-
mely N egész szam egyértelmiien eldallithatd az

N=a+aQ;+a;Q Q+...+anQ Q... Qn

alakban, ahol a; a 0,1,..., Qr—1 értékeket veheti fel. Egész szamok eldallita-
sara azonban ezek az altalanos Cantor-féle szamrendszerek nemigen haszna-
latosak,

6 Matematikai Lapok
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lentse itt is N, (r,x) azt, hogy az r szam (r=20,1,...) hanyszor

- fordul el6 az &(x), &(x), ..., é.(x) szamjegyek kozott. Célunk meg-

vizsgalni, hogy a (2.2) ill. (2.3) 0Osszefiiggések menyiben altala-
nosithatok valos szamok tetszéleges Cantor-féle el6dllitdsaira. Nyil-
vanval6, hogy kiilonosen az az eset érdekes, amikor a ¢, szamso-
rozat nem korlatos; ez esetben ugyanis az x szdam Cantor-soranak
szamjegyei kozott minden nemnegativ egész szam el6fordulhat.
Erre az esetre vonatkozik az alabbi 1. tétel, amely Borel tételének

~analogonjanak tekinthetd bizonyos Cantor-sorokra.

1. TETEL: Vizsgdljuk a (0, 1) intervallum x szdamainak elddlli-
tdsdt @ q.,Qs. ..., qu, ... Szdmsorozathoz tartozé Cantor-féle szdm-
rendszerben, vagyis az

o \5‘ a0
2 = ¢1q:...qx
elodllitast, ahol &(x) a 0,1,...,q.—1 szdmok valamelyikével

egyenld.® Jelentse N,(r,x) az &(X),&(X),...,&.(x) szdmok koziil
azok szdmdt, amelyek r-rel egyenlok. A pozitlv egész szdmokbol

dallo q,, qs, ..., qu, .. Szdmsorozatrol, azonkiviil, hogy q, = 2, tegyiik
fel a kovetkezoket «

a) lim g=-

b) 23 : divergens.

n==1 n

Ez esetbena (0, 1) intervallumban fekvé majdnem minden x szdmra
érvényesek a

4.2) lim N’"T(”]’Q=1 N0t 75
| =
hatdrertékreldciok, amibol kovetkezik, hogy
' SN o ‘
(43) jlnl——ﬁn—(s—,—}—)————l (f,S—O,],)

Az a) és b) feltételek teljesiilése esetén tehat majdnem min-
den valos szam Cantor-féle elodllitdsdban a jegyek kozott az 6sz-

¢ Hogy az &x(x) fiiggvények definiciéjanak egyértelmiiségét minden x-re

biztositsuk, abban az esetben, ha x = “ha -. -

149 ««o Yn
elballitas koziil azt valasztjuk, amelyben a jegyek valahonnan kezdve mind
0-val egyenlok.

(a egész), a két lehetséges

s



szes nemnegativ egész szamok egyforman ,gyakran“ fordulnak
el6. Vegylik észre azonban, hogy a)-bol kovetkezik, hogy

lim %—Zb] = 0, és igy (4. 2)-bdl kovetkezik, hogy lim N—"(,’l’*A) =0
> 00 k=1 Yk n->w
(r=0,1,...). A targyalt esetben tehat minden egyes jegy relativ
gyakorisaga majdnem minden valds szam Cantor-sordban O-hoz tart,
azonban a kiilonboz6 jegyek relativ gyakorisagai ugyanolyan gyorsan
tartanak O-hoz, 1ugy, hogy két relativ gyakorisag hanyadosa —
amint ez (4.3)-bol latszik — 1-hez konvergal.

Miel6tt az 1. tétel bizonyitasara ratérnénk, jegyezziik meg,
hogy a b) feltétel a tétel érvényességéhez sziikséges is; ha ugyanis

Z-l konvergens, akkor (4. 3) nem é&ll fenn majdnem minden x-re.
n=1 Yn

Ezt legegyszeriibben ugy lathatjuk be, hogy azon x szamok halma-
zanak a mértéke, amelyeknek a ¢.,q.,..., 4., ... szamsorozathoz tar-

toz6 Cantor-sordban a O jegy nem fordul eld, nyilvan [](1 ——ql)
n=1 n

& S R
és ha > L <+, a I[(l——) végtelen sorozat konvergens
n=1 4{n n=1

és értéke pozitiv. Ezzel szemben az a) feltétel, mint késobb latni
fogjuk, enyhithetd. Megjegyzendd, hogy a (4. 3) relacio a kovet-
kezO ekvivalens alakra is hozhato:

4 m v_l G =4, 5., N*=
(4 ) n> 0 Z-d N,.(S,X) N N, 2, 37 B

A (4.4) relacio a kovetkezoképpen értelmezheté: ha az
£(x), &(x), ..., £.(x),... szdmsorozatbol elhagyjuk azokat a sza-
mokat, amelyek N—1-nél nagyobbak, a megmarad6 szamsorozat-
ban, amely mar csak a 0,1,...,N—1 szamokbdl all, ez az N
szamjegy egyforma ,gyakran“ fordul el6 és ez igaz majdnem min-
den x szamra (0 = x < 1), ‘akarmilyen pozitiv egész N értéket va-
lasztunk is.

Az 5. §-ban kozoljiik az 1. tétel bizonyitasat, amely KoLmo-
GOROV egy nevezetes valdsziniiségszamitdsi tételén alapszik. A 6.
§-ban ill. a 8. §-ban azokat a Cantor-sorokat vizsgaljuk, ame-
lyekre az 1. tétel a) illetve b) feltevései nem teljesiilnek. Az 1. té-
tel nem tartalmazza BOREL klasszikus tételét, mivel az a) feltevés
a g-alapti szamrendszerre (amikor g.—q,n—=1,2,...) nem telje-
sill. A 6. §-ban kimondunk egy altalanos tételt, amely BOREL
tételét és az 1. tételt egyarant specidlis esetként tartalmazza.

(5



5. §.

Tekintsiik, ugyanigy, mint a 3. §.-ban, x-et valészinfiségi
valtozénak amely egyenletes eloszlast a (0, 1) intervallumban. Ez
esetben ¢,(x) n=1,2,....) is valoszinfiségi valtozd lesz, mégpe-

dig ¢.(x) a 0, 1,...,q9,—1 értékeket rendre 52 valosziniiséggel ve-

qn
szi fel.” Konnyen belathato, hogy az &, (x), &(x),... & (x),... valtozok tel-
jesen fiiggetlenek, vagyis akarhogyan adunk meg £, &,. .., k, nem-
negativ egész szamokat, 0 =k, = q,—1; j=1,2,..., n), fennédllnak a

(5.1) P =%, a(=k,...,e,(0) =%)= I_"IIP(F_,-(X) = K;)

J=
osszefiiggések, ahol P(...)a zar6jelben 4ll6 esemény valészinfisé-
gét jeloli. : ,

(5. 1) egyszerfien azt fejezi ki, hogy egy olyan intervallum
hossza, melyet ugy nyertiink, hogy a (0, 1) intervallumot ¢, egyenld
részintervallumra bontottuk, ebbdl egyet kivalasztottunk és azt g,
egyenl6 rész intervallumra bontottuk, ezek koziil egyet kivalasztottunk,
s.i.t. végiil az n-edik lépésben kivalasztottuk az n— 1-edik iépés-
ben nyert intervallum g, egyenld részintervalluma koziil az egyiket,

mindig ﬁ—l——q-—-nel egyenld, akarhogy is tortént az n valasz-
143+ n
tas.
Definialjuk a §.,(x) (n=1,2,...;r=0,1,...) valosziniiségi
valtozdkat a kovetkezdképpen:

1 ha &,(x)=r
OF
10 ha &.(x)==r.

Nyilvanval6, hogy rogzitett r mellett a &,(x),..., 5., (x),... vél-
tozok is teljesen fliggetlenek, hiszen &,,(x) csak &,(x)-t6l fiigg. Sza-
mitsuk ki &,.(x) varhaté értékét és szorasat. Mivel

6.2) Eur

P, (x)— 1):% és P (En(x) — 0)— 1—;_” R r =ogee

és £,.(x)=0, ha r = gq,, tehat ha egy < valosziniiségi valtozo var-
hat6 értékét M(C)-val, szorasat D(5)-val jelvljiik,

7.Ahelyett, hogy x-et a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlast valo-
szinfiségi valtozonak tekintjiik, vehetjiik azt a valoszinliségi mezdt, amely-
nek elemi eseményeit a (0, 1) intervallum pontjai, eseményeit a (0, 1) interval-
lum Lesescue szerint mérhetd részhalmazai reprezentaljak és barmely esemény
valosziniisége az illet6 eseményt reprezentalé halmaz Lebesgue-mértékével
egyenld, és tekinthetjiik az & (x) fiiggvényeket ezen a valészinfiségi mezon ér-
telmezett valdsziniiségi valtozoknak.
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(5- 3) M(.Eur(x)) - 617 ha O =r= (]n‘*l
€s

(5.4) DG (x))= Vq—l(l —qi) ha 0=r=q.—1.

Most sziikségiink lesz KOLMOGOROV kovetkezd jolismert alap-
vetd tételének, az un. ,hdrom sor“ tételnek® a kovetkezd specialis
esetére: Ha az 1,,m,, ..., 1., ... valosziniiségi vdlozok teljesen fiig-

getlenek és M(1,)=—0 (n=1,2,...), a > n. sor 1 valdsziniiség-
n=—=1
gel konvergens, vagy 1 valosziniiséggel divergens, aszerint, hogy a

ZDz(r/ﬁ) (numerikus) sor konvergens, vagy divergens.
n—1
Sziikségiink lesz tovabba KRONECKER kovetkezd ismert lem-

v . 3 - g
majara: Ha a 2, Qi sor konvergens és a b, pozitiv szdmsorozat
Je==1

monoton novekvdleg tart - ~-hez akkor lim J—Z‘b,,-a,.- =0.

n+>m “n n=l1
A KOLMOGOROV-tételt KRONECKER lemmajaval kombinalva
a kovetkezd, szintén ismert [10], de ritkibban hasznalt valdszinii-
ségszamitasi segédtételt nyerjiik:

5 Az altalanos tétel (lé'sd [9]) a kovetkezoképpen hangzik: Legyenek

745 fas - - -5 Uy - . . teljesen fiiggetlen valészintiségi valtozok, K egy pozitiv al-
landd és

. _,,{"l” ha l’/n gK

il 1 R [n| > K

"l
A 2’7,. sor 1 valoszinfiséggel konvergens, ha konvergens a kivetkezd
n=1

harom sor:

& i =
D P(lm|>K), D M) és D D).
=1 n=—=1 n=1
mﬁ
Ha ezen sorok koziil legalabb az egyik divergens, a 2 7n sor 1 valoszinii-
n-1
seggel divergens. Megjegyzendod, hogy e tételnek az a kivetkezménye hogy a
oo}

sz,. sor minden koriilmények kozott vagy 1 valdszinfiséggel konvergens,
na=1

vagy 1 valosziniiséggel divergens, Kotmogorov egy masik tételének az tin. ,0
vagy 1 torvénynek“ a specialis esete. 3



Segédtétel: Ha az 1,1, . .., 4. valosziniiségi vdltozok teljesen
fiiggetlenek, M(n,)=0 és Z D_lf"") < + > akkor b—] 2, N
=1 n k=1

1 valosziniiséggel 0-hoz tart, felteve hogy Oisily 5. o (0—=1.27")
és lim b, = -} oo.

H—>ow

Ugyanis KoLMOGOROV tételébdl kovetkezik, hogy a 2, Z" sor

1 valosziniiséggel konvergens €s igy KRONECKER lemma]anak al-
kalmazasa azonnal elvezet Aallitdsunkhoz.-

Marmost legyen 7, =— Em-—ql és b, :qu_ akkor (5.’2)
n k—1 Yk
szerint, ha g, = r akkor 7, = — ZIL ,ha pedig r <q,, akkor M(#,) —

=0 és D(n.)=— (l—ql) és igy, mivel a) szerint r<gq, tel-

jestil, hacsak n = n

1h oy ¥

i D*(n) _ S‘ 4\ 4 S G 3

= b?' ="y (SNW LT’ m=n,. ( < _1—) (” = L) s
7'-:1 qk, ¢ qk, k==t ql.;

Ly _1)
*Z(r o

és igy a b) feltételre valo tekintettel a Z L ("") sor konver-
gens. Ennélfogva a segédtétel alkalmazhato és 1gy kapjuk, hogy
2 e
P| lim — mEell bt

"
n-»om W

=1 Gk
vagyis, hogy
Z gkr

(5.5) Pl lim = W 1!

n
n->o

k=1 qx



87

Figyelembevéve, hogy > &.— N.(r,x) hiszen > &, egyenlt az r
k=1 k=1

szamnak az &/(x), &(x),..., &(x) szamjegyek kozotti el6fordula-

sainak szamaval, lathatjuk, hogy (5.5) nem mas, mint (4.2), amit

bizonyitani akartunk. Mivel (4.3) (4.2)-nek nyilvanvalo kovet-

kezménye, ezzel tehat az 1. tételt bebizonyitottuk.

6. §.

Most megfogalmazzuk az 1. tételnek azt az altalanositasat,
amely BOREL Kklasszikus tételét is magaban foglalja.

2. TETEL: A pozitiv egész szdmokbol dll6 q,, q., ..., qn,. .-

szdmsorozatrol (g, =2, n=1,2,...) tegyiik fel, hogy .3 EL diver-
n—=1 n

gens. Vizsgdljuk®a (0, 1) intervallum x szdmainak elddllitdsdt az

ik {o" F/;(X)
o B SR

Cantor-sor alakjdban, ahol &.(x) a 0,1, ...,q.—1 értékeket veheti
fel. Jelslje N, (r,x) az &(x), ..., &.(x) szdmok koziil az r-rel egyen-
16k szdmdt. Akkor majdnem minden x szdmra teljesiilnek a

(6.2) AR

n-> o ]

k=1 g
r<qg

LG =014)

s " LA . 1 : 2
reldciok, ahol a nevezében dllo Osszeg egyenld az = szdmok 0sz-
k

szegével k-nak azon értékeire, melyekre r < qi ¢és k §c n; (6. 2)-bol
kovetkezik, hogy

"

€
=1 qr

NSt
e B llm - hm A2 o i T
(6 3 1) AL N”(S\, x) u—»(x? ”LﬁL
k=1 Qx

< qk

azon (r,s) nemnegativ egész szdmokbol dllé szdmpdrokra, ame-
Iyekre a (6. 3. 1) reldcié jobboldaldn dllo hatdrérték létezik.



88

Megjegyzések : Ha r és s olyan szamok, hogy az r<gq, és
s < g. egyenlGtienségek véges sok n kivételével minden n-re egyide-
jileg teljesiilnek, akkor a (6. 3. 1) jobboldalan &ll6 hatarérték léte-
zik €és 1-gyel egyenld, tehat

N X) £
(6.3.2) ,,l}Inm NG 1.
Ez az eset all fenn példaul akkor, ha ¢,.=—¢q (n=1,2,...) r=qg—1
és s =g—1; ez esetben specidlis esetként nyerjiik Borel tételét.
Ez az eset dll fenn akkor is, ha q.— oo, és r és s tetszblegesek ;
ez esetben specidlis esetként nyerjiik az 1. tételt. Végiil érvényes
(6.3.2) akkor is, ha teljesiil a kovetkezo feltétel :

Q') a pozitiv egész szdmok sorozata felbonthato két részsoro-
zatra, az A és B szdmsorozatokra, olymddon, hogy lim g, =} o és

n—» @
neA
<
kh:—] qli
: kKEA
fim EAL
v —> ©
k=1 i

Ilyenmodon az 1. tétel allitisanak élesitéséhez jutunk, ugyanis az
a') feltétel az a) feltétel enyhitésének tekintheto.

Azt, hogy az a’) feltételbdl kovetkezik, hogy a (6.3.1) jobb-
oldalan allo hatérérték létezik és 1-gyel egyenld, tigy lathatjuk be,
logy a’)-bol kovetkezik, hogy megadhatdk olyan n, és n, szamok,
hogy r<g.han=n, és n€A és s<yq, ha n=n, és ncA,
és igy %

i S > i

k=n_ (743 k=1 qx 2>

k€A i r-<qx A 71.'—1 (]1
n = n = "
&Y -

R The T

=1 qx i1 qx k=n, qk
$-2qy kA

és igy q')-bél valoban kovetkezik, hogy a (6.3.1) jobboldalan
allé hatarérték létezik és 1-gyel egyenld.

A 2. tétel bizonyitdsa teljesen ugyanugy torténhet a segéd-
tétel alapjan, mint az 1. tétel bizonyitdsa, ezért a bizonyitdst nem
részletezziik.



1.8§.

Példdk. 1. Legyen q,—=n+41 (n=1,2,...), vagyis vizsgal-
juk“a (0, 1) intervallum x szamainak az

e }@* & (x)
, T E ) :
alakban valo eloallitasat, ahol &(x) a 0,1,..., k értékeket veheti
fel. Ez esetben az 1. tétel 6sszes feltételei teljesiilnek, vagyis majd-

nem minden x-re az &,(x) szamjegyek kozott az Osszes nemnega-
tiv egész szam ugyanolyan gyakran fordul el6.

2. Legyen g.—n-+1 ha n=2/ é ¢,;=2 (j=0,1,...).
Ez esetben

>

= 2 ——logn- ha r=2

k=1 Gk = k+1
r q k=2’
€s
e 1o Londilogn ( ! ) &
= T =mEFI + 5 | Tog 2 14 Tog 4 log n ha r=0 vagy

TGk k+2

r=1, ennélfogva majdnem minden x-re
1 _—~ha r=2 é s= 2, tovabba, ha
i R

N,.(r,x)'_ e r=2 % 5%,

: 1
lim = S
e s %) ) T ioga
it
log 4

bif ha r=1 és s=2.

3..Legyen g,—n-+1,"ha n==jl és gi=2(j=1,2,..)-

‘Ez esetben teljesiil a 2. tételhez fiizott megjegyzésben szereplé a’)

feltétel, mivel Z%:O(&Tlg%%)’ tehat (6. 3. 2) fennall minden

r-re és s-re.

4. Legyen gon1=¢1 és @u=¢: (n=1,2,...), ahol
2 =q, < q>. Ez esetben



ik 1)
—|—+4+—] ha O=r=q,—1
lz(Q1+Qz, sl

" 1 1
> i n -
=t qx ha =r=gq,—1
rff:qlg- % ] 2q. a .
0 ha' ‘gs =r.

Ennélfogva a 2. tétel szerint majdnem minden x-re
ha 0=r=qg,—16é0=s5=¢qg—1

l Vagy i =r=q,.—1 és g=5=¢q,—1

N, (f X) i_,, ha
NG5, | B :
ql + qi‘ ha

1

1

II/‘\

r=¢g,—1é0=s=q—1

[IA

G=s=q—1é0=r=q—1

5.olegyen g.—q =2 "ha~n=j7""¢s g2=—j. Ez ¢setben

1 T P e
s b 1637 o —=—+40({n) ha r=g—1
gq_ G VD Ve + (/'n) -
és
" ] 2 1 1
k:la‘_:ﬂ‘ mé“,k_,v?log - “hassg=r,

r g
Ennélfogva a 2. tétel szerint majdnem minden x-re
1 ha» r=qg—1 g’s s=qg—1
Nu(r,x) s vagy r =q 68 8 =g,
nh>oo Nu(s;,x) ) O ha r=gq és s=g—1
( +oo-ha r=9q—1 és s=q.

6. Legyen ¢,=2 és ¢,=2""", ha n= N?", ahol N >1 nem
négyzetszdm és m =0, vagyis ha n egyenlé valamely N egész
szdm 2" -edik hatvanyaval, de nem egyenld valamely egész szam
2"*' _edik hatvanyaval. Masszéval, legyen g,—2 ha n nem négy-
zetszam, g,—4, ha n négyzetszam, de nem negyedik hatvany,
q. =8, ha n negyedik hatvany, de nem nyolcadik hatvany, s.i.t.

Figyelembe véve, hogy n alatt n olyan k£ szam van, amelyre

)m

¢=2, [Vn] olyan k szam, amelyre g, = 4 és altaldban [n>"] olyan
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k szam van, amelyre . = 2""', konnyen beldthats, hogy ha £(r)

jelsli azt a legkisebb m egész szamot, amelyre 2"*' > r, akkor

' 1. ha  f(D=Ff(s)
lim %(—’—’Q —1 0 ha f()>f0)
n-> 0 n (S x) oo ha f(]‘) <7 f(S).

8. §.

Ebben a pontban a 2, — < - oo esettel foglalkozunk ; ezzel

az esettel foglalkozik TURAN PAL [11] dolgozata. KoLmoGOROVnak
~az 5. pontban emlitett tételébdl kovetkezik, hogy ha

: 1 ha s(x)—
¢»~'("):% 0 ha iﬁﬁ;#

akkor a _/\_,(g,,(x)——) sor ez esetben majdnem minden x-re

n=—1

konvergédl, tehdt a Z &.(x) sor is majdnem minden x-re konver-

n=1

gal, és igy majdnem minden x szém Cantor-soraban minden r
szamjegy csak véges sokszor fordul eld, tehat N, (r, x) valamely
n,-t6l kezdve dllando.” Kézenfekvd kérdés, mi a valosziniisége
annak, hogy az r jegy a &(x) szamsorozatban pontosan k-szor
forduljon el6, vagyis mekkora azon x szamok halmazanak mér-
téke, amelyeknek Cantor-soraban az r jegy pontosan k-szor fordul

el6. Ezt a valosziniiséget P\ -val jelolve, fenndll a kovetkezd Osz-

szefiiggés, amely megadja a {P P k=—0,1,...} valosziniiségelosz-
las generatorfiiggvényét :

. 1) Spve— I1 (147 )

A (8.1) jobboldalan allo szorzat spec1ahs esetekben explicit mo-

don kiszamithatd és 1gy a P szamok meghatarozhatok.
Példaul;ha g, =241 (=12, ..v) €5, r=0

& © —1 ) sh(x)2)
2 Pz ..]J(“L S S g o

9 n, értéke természetesen x-tol fiigg.
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tehat

P(U) i 2 g2
T REED N (er—e )

Vizsgaljuk most magukat az &,(x) valosziniiségi véltozokat. Mivel

E-01 )

Me () =225

D) = L1y ]

12 6
gn(x)__gl__l .
tehat az 7, = -————;——— valtozdkra teljesiilnek a Kolmogorov-
tétel feltételei és igy a
&(x) 1

I 2
®.2) S s LS

n=1 qm

sor majdnem minden x-re konvergens. Ha ¢, monoton nem csok-
kend, akkor a Kronecker-lemma segitségével (8.2)-bdl nyerjiik,
hogy majdnem minden x-re

i {-‘k (x) e £

(8.3) it e e o2
n—> qun
o1 o 7
Ha nemcsak Z — konvergens, hanem a 2 7 sor is, ahol
n=1 Yn n=1 ¢,
O0<ea< 1, akkor a
afx) 1
(8. 4) 3 n
#=1 '(]“ 5

sor is majdnem minden x-re konvergens €s ha ¢, monoton nem
csokkend, akkor

: yalx) n
®.5) SR e

2
n-> @ (]ff =

=i0:
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Még pontosabb eredményt ad az tin. iterdlt logaritmustétel,

(lasd [12]) amelyet az —— £nl) korlatos valosziniiségi valtoz6 soro-

zatra alkalmazva adddik, hogy majdnem minden x-re

o &:(X) R ¢

= : 2 1
8.6 i shp et & L
i o Vnloglogn |6
és

vax)  n
(8.6.2) lim inf ———(J’?—Q e /L
wro  |nloglogn I'6

A centréalis hatareloszlastétel Ljapunov-féle alakjabol (lasd [6],
511. o0.) viszont az kovetkezik, hogy ha E, () jeloli azon x pontok
halmazat, amelyekre

*M@_i
k=1 2
<y
]/ n 2
12
és |E,.(p)|-al jelvljiik az E,(y) halmaz Lebesgue-féle mértékét, akkor
b
8.7) lim |E.€p)| == l e *dt
; 7n->0 l/ 247, o

- @

TurAN PAL eredményei a valoszinfiségszamitasi targyaldasmod-
bol a kovetkezoképpen adddnak:

KOLMOGOROV az 5.§-ban emlitett altalanos tételébol kovetkezik,
hogy BA A2 M e Sl e valészinﬁségi valtozok korlatosak és a

Z M (7,) sor divergens, akkor a 2 Un 1 valosziniiséggel

divergens. Alkalmazva ezt a tételt a Z & (X)

n=1 "

""n(x)) _l__ L ___1_ l mﬁ én (x)
véve, hogy M( i 7 3.4 kovetkezik, hogy “2,1 7

ma]dnem minden x-re divergens; tovabbd, hogy X'- (%)

l+a
n

sorra, €s figyelembe

V

is diver-



gens, hacsak a > % sor divergens; igy példdul,ha ¢,=(n+ 1)’
. n—=1 n
hanem > érf—x) is majdnem mindeniitt

n=1

P 9
n}

@

N € (X

akkor nemcsak > £u(X)
n=1

divergens. Legyen 0,(x) = min (e (x), g —&.(x),
gyelembevéve, hogy M (@) = ¢, ahol ¢ egy n-t6l fiiggetlen pozitiv

qn

2

%)

allando, kovetkezik, hogy a e % sor is divergens, majdnem
n=1 n

© - i A
. R, i 0 AR : -
minden x-re, tovabba >, 7’1(+a) is divergens majdnem minden x-re,
n=1 s
ol
ha a > —. sor divergens.
n—1 q”'
9.§

Foglalkozzunk most azzal a kérdéssel, hogy az 1. pontban a
Borel-tételhez flizott megjegyzések mennyiben vihetdk at az 1. tétel
feltételeinek eleget tevé Cantor-sorokra. Nézziik el6szor az A) meg-
jegyzést. Nevezziik az x szam kifejtését a {¢g,} szamsorozathoz tar-
toz6 Cantor-féle rendszerben normalisnak, ha a (3. 2) relacié fenn-
all. Az 1. tételbdl nem kovetkezik, hogy majdnem minden x szdm
(0 =x < 1) minden az 1. tétel feltételeinek eleget tevd Cantor-féle
rendszerben valo kifejtése normdlis; ugyanis az Osszes, az 1. tétel
feltételeinek megfelel6 {g.} szamsorozatok halmaza kontinuum sza-
mossagu €s minden {g.} szdmsorozathoz tartozik a Kkivételes x-ér-
tékek egy O-mértékii halmaza; mdrpedig kontinuum szamossagu O
mértékii halmaz egyiitt lefedheti a teljes (0, 1) intervallumot. Erde-
kes megvizsgélni, hogy valdban lefedik-e ezek a kivételes halma-
zok egyiitt a (0, 1) intervallumot, vagyis megadhaté-e barmely x-
hez (0 = x < 1) egy olyan, az 1. tétel feltételeinek eleget tevé {g.}
sorozat, hogy x kifejtése a megfelelé Cantor-féle rendszerben nem
normalis. E kérdésre a valasz igenl6.

Ezt példdul a kovetkezOképpen lehet megmutatni.” Legyen x
egy tetszbleges szam a (0, 1) intervallumban. Vélasszunk egy tet-
szbleges, csupa paros és =4 szambol &ll6 ¢, szamsorozatot;

10 Az alabbi bizonyitds alapgondolata Erpés PALtol szarmazik.

o Mo
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legyen q.=2p.(p. = 2) és vizsgaljuk x kifejtését abban a Cantor-
sorban, amely a ¢, szamsorozathoz tartozik. Ha ez a kifejtés nem
normalis, akkor mar meg is talaltuk a Kkeresett Cantor-rendszert;
ha a kifejtés normalis, akkor a kovetkez6képpen jarunk el: Legyen

9.1 e T
9.1 s L1 O T

Ezt a sorfejtést at fogjuk alakitani egy nem normalis sorfejtéssé.
Vizsgaljuk meg &-et. Ha & paratlan, vagy 0, legyen s=—g3, ¢€s
gt—¢q,. Ha & paros és & = 2, vagyis & =2 0,, ahol J; = 1, legyen

LY

&—20,, ¢i=p, és ¢t=2¢q,. Mivel ¢i-q;= 2

2q,=q,q,, tovabba
8 < @s< 2¢,, tehat

&1 & &
9.2 X= -ttt
(9:2) 01+(]102+01Q2(]3+
(9. 2) nyilvan x kifejtése a ¢1,¢2,¢s,..., qu, . ... sorozathoz tartozo

Cantor-sorba. Most megvizsgaljuk é&-t. Ha & paratlan, vagy O,
legyen & — & és g5 = g5, ha & paros és = 2, azaz & = 20s, legyen
#—0., ¢5=—@> és gs=—2¢qs; mindkét esetben

“": 1";, &3 2’ &
9.3 Xe= o e oy 3T e
©.3) T m q1 45 % q19293 +n% q19593Qs .. . G,

Ezt az eljarast minden hatdron tal folytatva nyerjiik az

g. 4 X = )ﬁ _*_:'v_t__‘
) i1 q192...q,
kifejtést. Mivel g5 csak a %, q., 2q, szamok egyikével lehet

egyenld és a g, sorozatra az 1. tétel a) és b) feltevései teljesiilnek,
a g sorozatra is teljesiilnek ugyanezek a feltételek. Masrészt, ha
N;i(r, n) jeloli a &, &, ..., szamok kozott a r-rel egyenlok sza-
mat, akkor (3, 2) szerint ;

N, (2 s X) — Nn(4s) x)quL
k=1 Yk
és
o 1

Ni@2r+1,x)=N,Q2r+1,)+N.@r+2,x)~2 2, —:

k= k

-
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(215

”ll)n; m~2 (f,S"—‘"O,l,Z,...)

vagyis az x szam (9. 4) kifejtése nem normalis.

Megjegyzendd, hogy ha a ¢, szdmsorozat monoton novekvd
volt, a fenti konstrukcioval nyert ¢ szdmsorozat mdr altaldban
nem lesz az. Felmeriil ezért a kérdés: lehet-e barmely x szamhoz
egy olyan {q.; monoton novekvd szamsorozatot taldlni, amelyre az
1. tétel a) és b) feltételei teljesiilnek, tigy, hogy x-nek a {g.} soro-
zathoz tartozé Cantor-sora ne legyen normalis. Ezt a kérdést Szusz
PETER oldotta meg."

Természetesen igaz azonban, hogy akdrhogyan valasztunk is
ki véges vagy megszamlalhatéan végtelen sok, az 1. tétel feltéte-
leinek megfeleld Cantor-rendszert, majdnem minden x szam kifej-
tése mindezekben a szamrendszerekben normalis.

Foglalkozzunk most az 1. pont B) megjegyzésének atvitelével.
Az a gondolat, amit a Borel-tétel esetében alkalmaztunk, csak olyan

o3}
-~
ps

Cantor-sorokra alkalmazhaté, amelyekre nemcsak > q hanem
n=1 n
&
——————— is divergens. Konnyen beldthaté, hogy ha
n=0 Qni+1 Quii2... Quk+k

viszont ez a feltétel nem teljesiil, a megfelel6 allitis sem érvényes.
Az egyszeriiség kedvéért szoritkozzunk a k=2 esetre. Legyen
Cws=—1 ha &, (X)=r és &,.(x)=s, egyébként pedig &,..=0.

Kolmogorov tételébdl kovetkezik, hogy ha a > — :

n=1 {on-1q2,

sor kon-

vergens, akkor a > . sor is 1 valosziniiséggel konvergens, tehat

n=1 .
majdnem minden x szdm kifejtésében az r és s jegyek kozvetleniil
egymasutdn csak véges sbkszor fordulnak elé,

Ami a C) megjegyzést illeti, hasonl6 a helyzet; ha
ki< ky<--- < k,<---egy tetszoleges szamsorozat, az &, (x), &,(X),-..,
s+ oy &,(X),... sZAMOK nyilvan akkor és csak akkor fognak ugyanolyan
statisztikus viselkedést mutatni, mint a teljes &,(x) sorozat, ha

=2} e

] S A

nemcsak 2? hanem > e divergens.
n—1 n n=—1 ky,

11 Dolgozata e lap kovetkezo szamaban jelenik meg.
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: Befejezésiil még neéhany megjegyzést szeretnék tenni annak
megvildgitisara, hogy mi vezetett az e dolgozatban targyalt kérdé-
sek megvizsgdlasara. A valdsziniiségszamitas egy 1] axiomatikus
elméletének kidolgozdsa sordn a nagy szamok erds torvényét igye-
keztem kiterjeszteni feltételes valosziniiségi mezbkre. Az 1. tételre
el6szor az emlitett dltalanos tétel specidlis eseteként jutottam [13]; a
tétel — amint ezt megmutattuk — természetesen az altalanos elmélettol
fiiggetleniil, kozvetleniil is bebizonyithatd. Az 1. tétel valésziniiség-
szamitasi szempontb6l azért érdekes, mert segitségével igen egy-
szerli modellt nyeriink egy olyan valoszinfiségi valtozo értékeire
vonatkoz6 fiiggetlen megfigyelések végtelen sorozatara vonatkozoélag,
amely vdltozé értékkészlete a nemnegativ egész szamok halmaza
és feltételes valoOsziniiségeloszldsa egyenletes ezen a halmazon,
vagyis azon feltevés mellett, hogy a valtozo értéke egy tetszbleges,
nemnegativ egész szamokbol all6 véges halmazhoz tartozik, a valtozé
e halmaz minden elemét egyenl6 valdsziniiséggel veszi fel.

A 2. tétel valészinfiségszamitasi érdekessége abban all, hogy
igen dltalanos feltételes valosziniiségeloszlassal bird valdsziniiségi
valtozok értékkészletére vonatkozé megfigyelések sorozatira nyer-
hetfink egyszer(i modellt; kiilonosen érdekes ebbdl a szempontbol
a 7. §. 6. példaja.
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O PACIIPEJEJIEHMU HU®P B PAJAX KAHTOPA
A Penbn

. (Pezwme)

Ilycrs {g«} o006o2nHauyaer noOCIeA0BATEILHOCTL MNOJOKHTENBHBIX LEAbIX
yncea gn =2 (n= 1, 2,...). I'. Kantop nokasax ([7] cm. Toxxe [8]), urto xkaxxaoe
remecTreHroe yncao X (0 = x < 1) moxer ObITh NpPEACTABIEHO B BHJE

N en(®)
1 Xi= y_;‘__ :
&, =1 9192 "qn
rae n-Hast uu@pa &, (x) mower npusnmath 3Havenwss 0,1,..., g.—1. Tlpen-

crapnenue (1)—eanHCTBeHHOR, HECMOTPS HA PAalMOBANbHbLIe YHCIA BHAA a6 7

~ TR N
(rae @a—noaoKUTEALHOE 11€J0€ YHCI0), IS KOTOPHIX MMEIOTCS ABa MpeACTaB-
JIeHMs ; B 9TOM CJy4ae Mbl BCErjad BO3bMEM KOHEUYHOE, B KOTOPOM &xn(X)=0
aasn n > N.

B HacTosimeii padoTe MCCAEAYIOTCS Te CTAaTHCTHYECKME CBOHCTBA NO-
CNenoBaTeNbHOCTH £, (X) (1 == 1, 2, ...), KOTOPbIE UMEIOT MECTO JIJIF MOYTH BCEX X.
Mycts Ny (r, x) 0603Ha4aeT YNCIO MOSIBIEHHH HEOTPULATEILHOrO HEeJ0ro YHCaa
r cpean n nepesie uudpel pasaoxenus x B psg Kanropa (1).

w
JoxkaswiBaetcs (Teopema 1), uto €cam gn —~ H qu =+ oo, TO AIst

n=1 1"

noytu Bcex x B (0, 1) nmeem)

2 ’ Na(r, x) :

2 lim ————2——-1 e B e

{2 ,,Lm Nu (s, x) ( )

T. €. BCe uuppst 0, 1, 2, ... ,PABHOBEPOATHBI .

Bonee o6uwas teopema ([eopema 2) BbICKa3biBaeT, 4TO €CJM Mbl NpPenno-

©
ok

JOWHUM TOTBKO D — = - ~0, TO
C——

n=1

k=1
- 3 Nn(f X) = o
3 1 A ] By Qe
( *1). Jim o e ,,’,mm ot
peet a
s << gk

npu yCaOBMM, dYTO npeaea B npasol uactr (3) cyuwectsyer. 3Ta Teopema
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COJIGPIRMT KIACCHYECKYH Teopemy Bopens 0 HOPMaJbHBIX UMCEN Kak YacTHbIN
cayuait.

@

2 1

Cayuait E = < -} 50 TOKE NCCIEA0BAH; MCCACAYIOTCS PasinuHble
n=11"

CTaTHCTHYECKHe CBOMCTBA MDD £x (gc). Ha xonue CTaTh¥i ABTOP yKashlBaeT Ha

CBSI3b. OTUX WMCCJIEAOBAHMII C TEOpHell moneil YCIOBHON BEPOSTHOCTH, PAa3BMTON

nenasno apropom (cm. [13]).

ON THE DISTRIBUTION OF THE DIGITS IN CANTOR’S SERIES
by
A. Rényi
(Summary)

Let gn denote a sequence of positive integers, ¢n =2 (n=1,2,...).

. It has been shown by G. Cantor ([7], see also [8]) that every real number
x {0 = x < 1) can be represented in the form

@
(1) et _._._i’iﬂ_
n=—1 ql ‘]3 P q"
where the n-th “digit” &.(x) can take on the values 0, 1,..., gn—I1. The
representation (1) is unique, except for rational numbers of the form qqa‘q
192" "GN

where a is a positive integer, for which two representations are possible, (in
this case we choose always the finite one in which &:(x) =0 for n > N).

In the present paper the statistical properties of the sequence e.(x)
(n-=1,2,...) which are valid for almost all x, are investigated. Let us denote
by N, (r, x) the number of occurrence of the nonnegative integer r among the
first n digits of the development of x into the Cantor series (1).

(2o}

It is proved (Theorem 1.) that if gn— co and 21 = - o0, then for

n=1

almost all x in (0, 1) we have

3 Nﬂ(f, X) - s
(2) 13T]wm» 1 (f,Sva, ],...)

i. e. all digits 0,1,2, ... are “equiprobable”.
(e}
A more general theorem (Theorem 2.) states that if onlyZ—lz -+ oc
gree]

is supposed, we have

$ 1

Nu(r, %) g

3 lim SRR i, TS0k
©) n o NalS,X) i 271
-~ k=1 a

\
$ < gk






A természetes logaritmus és az exponencialis
fiiggvény bevezetésérol

Szele Tibor em!ékének ajanlva’
J

AczéL JAnos

A kovetkezd apro didaktikai megjegyzés a természetes loga-
ritmus és az exponenciélis fliggvény egyetemi bevezetéséhez kivan
egy, a szokottaktol eltéré és azokhoz képest taldn bizonyos el6-
nyokkel rendelkezd oOtletet adni.

E fiiggvények bevezetése altalaban a kovetkezd utak egyikén
szokott torténni:

1. Tobbé-kevésbé érdekessé téve bevezetik e-t, mint hatar-
értéket és azutdn elég onkényes modon éppen az ezen alappal vett
logaritmust (és exponencidlis fiiggvényt) nevezik el kiilon. Ilyen
alapon pl. a zr alapu logaritmus is kiilon nevet kaphatna, stb.

2. Az elébbi modszer egy érdekes variansa a 2;1,1'"; 1,01'";...
sorozatot azzal indokolja, hogy az ilyen alapu logaritmus-rendsze-
rekben egyre siiriibb lesz az olyan kénnyen meghatérozhatd szam,
melynek egyszerii véges tizedestort a logaritmusa. E szellemes
modszernek azonban az a bizonyos mértékig groteszk hatranya,
hogy a hatarértékként kapott e alapti rendszerben azutin egyalta-
lan nincs olyan a trividlistdl eltéré raciondlis szdm, aminek egy-
szeriien kiszamithatoé volna a logaritmusa.

3. lnx'::J»}dt. Ennek elénye, hogy tényleges sziikségletet
1
elégit ki (x"-nek csak n-——1-nél nem ismerjiikk az integraljat),

! Jelen megjegyzés itt kozolt szovege lényegtelen valtoztatasoktol és
bdvitésektdl eltekintve, megegyezik a szerzo altal Szele Tibornak 1952. mar-
cius 15-i kelettel irt levél szovegével,
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viszont hatranya az, hogy legalabb is a derivalt — hatdrozatlan
integral — hatarozott integral elfadasi sorrend esetén tul késon, az
integralasnal vezetddik be a természetes logaritmus, amire pedig
mar a differencidlasnal, mégpedig mas fiiggvények (a*, “log x) diffe-
rencidldsanal sziikség van.

4. ¢ az egyetlen exponencialis fliggvény, melynek x = O-nal
45°-0s hajlasszogii érintéje van. Sok tekintetben ez a legrovidebb
at, viszont hatranya, hogy a hallgatd nem-igen érti, miért donto
jelent6ségit az x==0 pontban htizott érint6 hajlasszoge, hisz ez a
szempont mas gorbéknél nem meriilt fel.

Természetesen a fenti felsorolds sem a modszerek szdma,
sem el6nyeik és hatranyaik tekintetében nem torekedett teljességre.
Az elmondottakbol mégis taldn bizonyos joggal lehet a kovetkezd
két kovetkeztetést levonni:

[. Az Inx fliggvény nem annyira természetes logaritmus —
hiszen egyik bevezetésmodja sem természetes €s az sem egeszen all,
hogy a természetben, vagy a technikaban Kkitiintetett szerepe volna,
mert ott csak az érdekes, ha a derivalt ‘ardnyos a fiiggvénnyel és
az, ha egyenld vele, nem elény — mint inkdbb elkeriilhetetlen,
ugyanis a mar ismerds “log x (pl. "logx) és még elobb a* sem
differencidlhaté nélkiile. Ez azt a gondolatot sugallja, hogy éppen
ezt a tényt lehetne e fiiggvény bevezetésének természetes indokaul
felhaszndlni.

II. Ezek szerint korainak latszik a hatarértéknél, vagy a
fliggvényabrazolasnal bevezetni a természetes logaritmust (1., 2., 4),
viszont tllkésének latszik az integralasnal bevezetni (3.), hanem a
differencialasndl meriil fel a természetes sziikséglet e fiiggvény
definidldsara.

Mindezek alapjan érdemel taldn kiprobalast a kovetkezO beve-
zetési mod:

Az a” fliggvényt az egyik szokdsos modon hatvanyozéssal,
gyokvonassal, reciprok értékkel, és hatdratmenettel definidlva meg-
emlitjiik, hogy ez a fiiggvény folytonos és pl. lim a@"=1, tovabba,

h—>0
hogy konvex fiiggvény. Ez utébbit vagy (pl. miiegyetemi el6adasnal)
a szemléletb6l fogadjuk el, vagy az exponencialis fiiggvény kon-
vexitdsdval. egyenértékii tetszoleges valds kitevojii Bernoulli-egyen-
I6tlenséget bizonyitjuk, vagy pedig a mindkettével szintén ekvi-
valens altalanos kitevojii szamtani és mértani kozép kozti egyen-
I6tlenséget. (Az el6bbire nézve lasd pl. P. P. Korovkin Egyenl6t-
lenségek c. fiizetét az orosznyelvii Népszerii Matematikai Eldadasok
c. sorozatban, Moszkva—Leningrad 1951, az utdbbira nézve pl. G.
H. Hardy—]. E. Littlewood—G. Pélya Inequalities c. konyvét,
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Cambridge 1934, vagy Aczél J.—Suranyi ]. cikksorozatat a Kozép-
iskolai Matemetikai Lapok 3—4 (1951—52) koteteiben.”)

Az elemi fiiggvények differencidlhanyadosai képzésénél a* dif-
ferencidlasanak azzal kezdiink neki, hogy a differenciahanyadost
szokds szerint atalakitjuk:

7 e & a'—1
R Rt
igy a differenciahdnyados a'-szer egy konstans lesz. ,

Lithat6, hogy a masodik tényez6 a (O, h) szakaszon vett
szelo irdny-tangense. Az, hogy van hatarértéke, egyrészt abbol
kovetkezik, hogy /> 0 csokkenésével a szeld irény-tangensek a kon-
vexitds miatt monoton csokkennek, 7 <O novekedésével pedig mo-
noton ndnek és a két sorozat megfelelé tagjainak

Thaa Hprgd
a__h . / «»a__ 7 Lo a’ (h > a)

hanyadosa 1-nél nagyobb €és 1-hez tarté lévén, a csokkend soro-
zat alulrél, a novo feliiletrél korlatos, van hatdrértékiik és ezek
egyenlék. igy a differenciahdnyados madsodik tényezojének hatar-
értéke az x —0 pontbeli érintdé irdnytangense. Itt latszik tehat
a® x =0-beli iranytangense kiemelt szerepének indokoltsaga. (Itt
esetleg at lehet térni a 4. ut indokoltabb folytatasdra, azt kérdezve,
hogy mikor lesz a derivaltban a” mellett fellepo szorz0 konstans
éppen 1.)

Azt kaptuk, hogy a a° derivaltja egyenl6 a"-szer egy kons-
tans. Ezt a szorz6 konstanst, melynek értékét minden q-ra meg
kell ismerniink ahhoz, hogy a” derivaltjat barmely pozitiv alap
esetén képezni tudjuk, elnevezziik Ina-nak: 5

(@) =a" Ina.

Hatarozzuk meg tehat a Ina fiiggvényt, melyet ugy definial-
tunk eszerint, mint a” irdnytényezdjét x — O-nal.

In(a') az (a')" =a* iranytényezdje x = 0-ban. EzZ a fiiggvény
t-szeres vizszintes zsugoritdsa a”-nek, igy az irdnytényez$ ¢-sze-

2 Abbol, hogy egy folytonos fiiggvénygorbének minden hirja alatt van

zy4ry

egy ponua kovetkezik, hogy a fiiggvény konvex. — gy a 2 = Va"'a"‘;;;_‘
a® 4 a™
ﬁ—%— -b6l is kovetkezik a” konvexitasa. (Ld. a két utébb idézett munkat.)
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rezodik :
In (a’) =tIna,
vagy a'=x, t—="log x jeloléssel (“log x-et, mint a* inverzfiiggvé-
nyét mar ismerjiik):
In x =“log xIn a,

tehat In x = konstansszor egy logaritmus-fiiggvény, igy rendelkezik
a logaritmus-fiiggvények osszes fontos tulajdonsagaival (szorzat,
hanyados, hatvany stb. logaritmusa). Kérdés, hogy tényleg maga
is logaritmus-e, és ha igen, mi az alapszdma, vagyis melyik az az
e szam, mellyel identikusan
In x="log x.
Mivel
In x—=“‘log xIne,
tehat kell, hogy
e =="1

Jegyen, tehat a keresett ¢ az Y tengelt 45° alatt metsz6 exponen-
cialis gorbe alapszama. Igy

xlna’ )= Son

“log x — (In x)/(Ina), stb.

(@) =a" Ina, (“logx) =

Az itt vazolt modszer részleteire nem tériink ki, a részletes
kidolgozast az egyes el6adok egyéni izlésiiknek megfelelden tigyis
killonbozOképpen végzik. Azt sem allitom, hogy ez volna a beve-
zetésben vazolt probléma egyediil lehetséges vagy legjobb megol-
ddsa, de talan a fentiek arrol meggybznek tobbeket, hogy érdemes.
kiprobalni az itt vazolt bevezetési modszert.

O BBEJAEHMM ECTECTBEHHQI'O JIOT'APU®MA
U 9KCIIOHEHUUAJIBHOM ®YHKUIWU

91. Auenn (r. [Jde6peuen)

(Peswme)

Pexomennyercss B BYSOBCKOM OOy4YeHMH ONpE/eMTh HATYpaibHbI 10Ia~
pu(M NOCPEACTBOM (Aenaroliel HeOOXOANMBIM BBeJIeHHe 3T0il (PYHKIUN) pessiiuun
(a*)’ — azIn a xax
ax) : ar—1
( ') =lim ——.
art >0

Ina
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ITO MONKHO TI'COMETPUYECKM pPAaccMATPHBATh KAk KOs(PuUHEHT HanpasaeHust
KpuBOi y —a* B Touke X — 0. B supy TOro, uto y = (@*)” = at* ecrp t-xpatHOE
IOPH30OHTAABHOE CXKATHE ITO KPHBON @k, YMHOMXUTCS HA { W AaHHbI KO3(du-
UMEHT HanpasICHusd, U MOJY4aeTcsi

Inat=1{Ina.

U3 5TOro BeITeKAOT OCHOBHBIE CBOfICTBA JOrapu(pmuyeckoil dyuskunn, a Tawke
u TO, 4TO Ina=rclog a, rae e ABIACTC OCHOBBIM HNCJAOM SKCIOHEHUNA/IbH Off
(hysKkunn, nepecexkawuieil ock y nojx yriaom 45°.

UBER DIE EINFUHRUNG DES NATURLICHEN LOGARITHMUS
UND DER EXPONENTIALFUNKTION

J. Aczél

(Zusammenfassung)

Es wird vorgeschlagen den naturlichen Logarithmus Ina im Universitits-
unterricht mittels der Relation (a”)' —avIna (die die Einfiilhrung von Ina
iiberhaupt nétig macht) als

(av)’ ahr—1

1 3
Ina=>——=lim
a: hro R

zu definieren. Dies kann geometrisch als der Richtungskoeffizient der Kurve
y-—a* im Punkte x-—=0 gedeutet werden. Da y= (a?)* — at* eine t-fache
horizontale Zusammenschrumpfung dieser Kurve ist, wird dabei auch dieser
Richtungskoeffizient mit ¢ multipliziert, so dass

Inat-— thna

gilt,’ woraus die Grundeigenschaften der Logarithmusfunktion folgen und auch
dass Ina==+loga ist, wo e die Grundzahl jener Exponentialfunktion ist, die
die Y-Achse unter einem 45°-Winkel schneidet.



Egy Turan-féle problémarél

KovArr Tamas

TURAN PAL vetette fel a kovetkezé kérdést: Létezik-e olyan
f(2) egészfiiggvény, amelynél az
@), F @), .., [, ...
fiiggvények gyokeinek egyesitett halmaza mindeniitt siirit a szam-
sikon?
Az alabbiakban a Rouché-tétel segitségével megkonstrualunk

egy egészfiiggvényt, amely a kivant tulajdonsaggal bir, és igy a
felvetett kérdésre pozitiv valaszt ad.

Legyen 2, egy pontsorozat, amely a komplex szamsik min-
den racionalis pontjat! végtelen sokszor tartalmazza és ezenkiviil

|z.| = n. (llyen pontsorozat egyszerli médon konstrualhatéo meg.)
Definialjuk az f(2) fuggvenyt a kovetkezdképpen:
7" g 2 :
f(z) ("'i)' ‘ R Eﬁ

Ez egészfiiggvény, amelynek k*-edik derivaltja:

‘ 3~k >
¢ e w_”+f17£3W4“—HC?¢Ty

Al|zv—2z|= T koron

Gt’z“‘—*kkﬁ‘z n—k+1jiéte(k+kl')J' GRS

[T o8] (8]

! Raciondlis ponton olyan pontot értiink, amelynek mind valés, mind
_képzetes koordinataja racionalis.
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ha n> k=4 mert
| ARt e
P—F = (k1 —F— 1
n'—k'=(n—k)(n*+nk+K)>n’

és n+1 (%) ha n = 5. Tehdt a 'z—z”——l koron k=40

esetén :
e—@—a = 3 (5] <[] < k=122l

Igy Rouché tétele alapjan, k = 40 esetén f")(2)-nek a [2—2;| < %

korben egy & gyoke van. Vilagos, hogy ezen & gyokok halmaza
mindeniitt sfirft a szamsikon; és igy az f(2) egészfliggvény valo-
ban eleget tesz a Turdn-féle kovetelménynek.

OB OJHOW 3AJAYE [1. TYPAHA
T. Késapwu
(Peswme)
HaeTcs noaoKMTENbHOE PElleHne CAEAYIOUe 3ajavw, BoABHHYTOH [T

Typanom. CyiuecTsyer-m uenas thyHKIMA f(z) AN KOTOPOW COEUHEHHOE
MHOMECTBO KOPHEeil (hyHKumit

f@, 71, ..., f"@)

HUMEET OAMHAKOBYK) IUIOTHOCTHL BO BCeHl MAOCKOCTH 4HCe.

ON A PROBLEM SET BY P. TURAN
T. Kovari

(Summary)

The positive solution of the following problem of Turdn is given: is
there an mtegral function f(z) for which the set of the roots of the functions
fR), f1(2), ..., f®(2), ... .is everywhere dense on the whole complexe plane.



A Borsuk-féle feldaraboldsi probléméhoxz

Heppes ALaDAR ES Revisz PAL

1933-ban mondta ki Borsuk' a kovetkezd sejtést:

Az n dimenzios Euklidesi tér minden D(K)atmérdji K pont-
halmaza felbonthaté n--1 olyan részhalmazra, amelyek mindegyi-
kének atmérdje kisebb D(K)-nal. (Egy K ponthalmaz D(K) atmé-
rojénél értjitk a

D(K) = sup o(P:, P)
Pi, PJEK
szamot, ahol o(P;, P;) a P: és P; pontok tavolsagat jelenti.)

Konnyen lathat6, hogy a sejtésnél tobb nem igaz, ugyanis az
n dimenzios szabdlyos szimplex n-1 cstcspontjabol allo K pont-
halmaz barmely két pontjanak a tavolsiga D(K), tehat nem bont-
hato fel (n+ 1)-nél kevesebb D(K)-nél kisebb atmér6jii halmazra. -

A sejtéssel kapcsolatban pozitiv eredményt ért el Hadwiger,”
aki bebizonyitotta, hogy: ;

~Egy n dimenzids (n>1) K tojastest, amelynek atmérdje
D(K) =1, szétdarabolhaté n+1 M;(i—0, 1, ..., n) részre tigy, hogy
e részek atmérbjére a &

‘D(M,—);l—zrgl—l/ljgs

egyenlotlenség érvényes, ahol r a hatarfeliilet ,bels6 gordiilo suga-
rat“ jelenti. (Egy feliilet bels6 gordiilé sugara egyenl6 a feliilet
legkisebb fogorbiileti sugaraval. Tojastesteknek nevezziik az olyan
zart, korlatos, konvex ponthalmazokat, amelyek hatarfeliiletének
belsé gordiild sugara pozitiv.) :

Kozelmultban H. G. Eggleston® igazolta a sejtés helyességét
=3 esetre:

Alabbiakban egyszeriibb bizonyitdst adunk a sejtés kovetkezd
specialis esetére:
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TETEL: A harom dimenzios tér minden egységatmérdji, véges
ponthalmaza felbont haté négy részhalmazra, amelyek mind egynél
kisebb atmérdjiiek. (Az, hogy csupan egységatmérojii ponthalma-
zokra szoritkozunk nyilvdn nem jelent megszoritast.)

Definicio: Véges sok zart egységsugari gomb kozosrészét —
amelyet legalabb harom gomb hatdrol, gombpoliédernek fogjuk
nevezni. A gombpoliéder lapjain értjiik egy-egy ,alkotdo gomb*
feliiletének azt az Osszefiiggd darabjat, amely egydttal a poliéder-
nek is hatarat képezi. A lapokat hatarol6é koriveket éleknek, az élek
metszéspontjait pedig csicsoknak mondjuk. Az élek nyilvan egynél
kisebb sugarti korivek.

I. Segédtétel: Egy gombpoliédernek legfelijebb annyi lapja
van, ahdny gomb kozosrészeként keletkezik.

Megjegyzés: Konnyen lathatd, hogy egy egységsugarti gomb
két, belsejében vagy hataran levo ponttal egyiitt barmely, e két
ponton atmené egységsugari kornek — e pontok dltal meghataro-
zott — rovidebb ivét tartalmazza.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy egy gombfeliileten a poliéder-
nek legfeljebb egy lapja helyezkedhet el. Nyilvdin minden olyan
gombfeliileti pont, amelyet az Gsszes alkot6 gomb tartalmaz, hatar-
pontja a gompoliedernek. Megjegyzésiink értelmében, tehdt ha egy
alkot6 gomb feliiletének két pontja rajta van a gémbpoliéder hata-
ran, akkor e gombnek e két pontot Gsszekotd rovidebb fokorive is
a gombpoliéder hatarahoz tartozik.

Kovetkezésképpen a tekintett gomb feliiletének minden a
gombpoliéder hataran levé pontja a gombpoliédernek ugyanazon
lapjan helyezkedik el, amivel az 1. segédtételt igazoltuk.

2. segédtétel : Nincs a térben olyan egységatmérdjii véges R
pontrendszer, amelynek minden pontjdhoz megadhaté e rendszer-
nek legaldbb négy, e ponttél egységnyi tavolsagra levé pontja.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy létezik ilyen R pontrendszer.
Jeloljiik R pontjait P-vel (i=1,2,..., k). ljunk a rendszer minden
P; pontja koré egységsugarti G. gombot. Tekintsiik e gombok
kozos részeként keletkez6 G gombpoliédert.

Minthogy R rendszer atmérdje egy, valamennyi pontja hozza-
tartozik G gombpoliéderhez, masrészt minden R-beli pont legaldbb
egy G; gomb hataran van, tehat G-nek is hatarahoz tartozik.

Tekintsiink egy tetszbleges G; gombot. Ennek hataran lega-
labb négy R-beli pont helyezkedik el. Lassuk be, hogy G: hatiran
van a G gbmbpoliédernek lapja. 1. segédtétel bizonyitasanal lattuk,
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hogy ha G, két pontja G hatarara esik, akkor G;-nek e két ponton
atmené rovidebb fOkorive is G hatardn van. E f6kOriv nem eshet
G-nek élére, hiszen G élei egységnél kisebb sugari korivek. Kovet-
kezésképpen G; hataran van lapja a G gombpoliédernek. I.segéd-
tétel felhasznalasaval nyerjiik, hogy G; hatardan a gombpoliédernek
pontosan egy L; lapja van.

Megmutatjuk, hogy tetszbleges P; pont a G gombpoliédernek
olyan cstcspontja, amelyben legalabb négy él fut Ossze, illetve

negy lap ftalalkozik. Jeloljik az L;-n levé R-beli pontokat
Py, P,,... ,P.-rel r=4). L, L,,...,L;lapok a P, pontot tartal-
mazzak, tehdt P-ben legalabb négy él fut 6ssze.

Lehetséges, hogy G-nek P,, P, ..., P, pontokon Kiviil tovabbi
csucsai is vannak, amelyek mindegyikében természetesen legalabb
harom él fut 6ssze. G csticspontjainak szamét jeloljiik (k-4 d)-vel.

Belattuk tehat, hogy G lapjainak szdma / ==k, éleinek szama:
(== L}_k—;—Sd’ csuecsainak szama pedig c—=k-+d. Mivel G zart
egyszeresen oOsszefliggd test lapjai egyszeresen Osszefiigg feliilet-
darabok, alkalmazhaté ra az Euler-féle poliéder-tétel:

1+C:k‘1"k—|-d:€+2§;4—k—-*2_3d+2

Ebbol 0 = d-}-4 adodik, ami d = O miatt lehetetlen. Ezzel a segéd-
tételt igazoltuk.

A tétel bizonyitdsat a pontok szamara vonatkozo teljes induk-
cioval végezziik.
n = 4-re a tétel nyilvan igaz.

Legyen n >4 és tegyiik fel, hogy n—1 pontbol allé pont-
rendszerre mar igazoltuk a tételt.

Tekintsiink egy n pontbdl all6 egységatmérojii térbeli K pont-
rendszert. 2. segédtétel értelmében a rendszer pontjai kozt van
olyan P pont, amelyt6l a rendszer pontjai koziil legfeljebb 3 van
egységnyi tavolsagra. A P pont elhagyasaval keletkezett n— 1 pont-
bol alld K’ pontrendszer az indukcios feltevés értelmében felbont-
haté 4 olyan részre, amelyek mindegyikének atmérGje kisebb egy-
nél. Minthogy P-t61 a K’ rendszernek legfeljebb 3 egységnyi tavol-
sagra lev6 pontja van, amelyek legfeljebb 3 kiilonbdz6 osztilyba
tartoznak, a P pontot. sorolhatjuk a K’ felbontasandl keletkezett
olyan osztilyba, amelyek az emlitett — P-t6l egységnyi tavolsagra
levd — pontok egyikét sem-tartalmazza. Ezzel a K rendszert 4
egységnél kisebb atmérojii részre osztottuk.
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A fentebb bizonyitott tételbél konnyen adédik, hogy a Borsuk
sejtés térbeli poliéderekre is igaz, tigyanis minden konvex poliéder
eldall, mint csticsainak konvex burka, a konkav poliéderek helyett,
ha ezek konvex burkaként el6alld konvex poliédert daraboljuk fel,
ezzel az eredeti konkdv poliédernek is — a tételnek megfelel6 —
felosztdsat nyerjiik.

Nevezziik egy cstcshoz tartozd cellinak a poliéder azon P
pontjainak halmazat, amelyeknek az illetd6 csticstol mért tavolsdga
kisebb vagy egyenlé barmely mds csiicstdl mért tavolsdgnal. Az
igy nyert cellak nyilvan kimeritik a poliédert, tovabba (felhasznalva,
hogy egységnyi tavolsdg csak cstcsok kozt léphet fel) kdnnyen
lathatd, hogy a cstucsokat a fenti tételnek megfelelden osztva fel,
majd az egyes cellakat az altaluk tartalmazott csiiccsal egy osz-
talyba sorolva a poliédernek megfelel6 felosztasat nyerjiik.
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K NPOBJIEME BOPILYKA O PA3JAPOBJIEHMH
A. Xennew, Il. Perec

(Peswome)

X. . 3rrabcTon pokasan aad n— 3 npeanonoxkenue bopuyka, cornacio
KOTOPOMY K@K[A0€ TOYEYHOe MHOKECTBO B N-MEPHOM NPOCTPAHCTBE Ana-
METpOM B 1 MOXXHO pa30uTh Ha HeCBsi3aHHbIE (N - 1) YacTH AMAMETPOM MeHblue
€[HHULBI .

ABTOpPOM naHO 6oJ1€e NMPOCTOE J0KA3aTeNLCTBO HA CNEUMATIbHBIL Cayyail,
KOrjla TOYEYHOE MHOMXECTBO COAEPIKUT JIHIIbL KOHEYHOE KOJMYECTBO TOYEK.

A SPLITTING PROBLEM OF BORSUK
A. Heppes and P. Révész .

(Summary)

H. G. Eggleston has proved for n= 3 Borsuk's conjecture according to
which every point-set in the n-space with diameter 1 can be split into (n-+-1)
disjunct subsets with diameters < 1. The present paper contains a simpler
proof for the special case when the point-set contains only a finite number
of points.



A kinai matematika torténetének
egy problémajardl

MATE JANOs

E lapok hasdbjain tobbszor esett szo Li Zsen-Su kinai mate-
matikusnak 1867-ben bizonyitds nélkiil ko6zolt kovetkezd azonos-

Sagarol :
o (VP (n4-2k—f\ _ (n+kp
%,(/J el M

Az alabbiakban az (1) azonossag fenndlldsdra elemi bizonyi-

tast adunk. Ha (1)-ben m=n-k jelolést vezetjiik be és az osz-
szegezés sorrendjét megforditjuk, tigy (1)-gyel ekvivalens kovetkezd

- alakot nyerjiik :
k 577 P S
2 G175 =) @

Ha most itt

My _efm Y ()
2k ) % (_2k—-il (l’
Cauchy-féle felbontast alkalmazzuk és tekintetbe vessziik, hogy

( ’tj) ({)—ﬁ ( i{ ) ( /lg:;), gy (2) baloldala a kivetkez6képpen irhat6:

N (RY (k=i (kY[ m ) o~ (kY (k=i (k)( m
220z 2t = 2 2 GG (7)) @
J t 1=0"y=%
A fenti egyenl6ség jobboldalat az Gsszegezés sorrendjének felcse-
rélésével nyertiik.

Ha (3) jobboldaldn a j szerinti Osszegezést elvégezziik, tgy
(1) a kovetkezd ekvivalens alakban irhato fel:
S [(K\(: m ) {2k—i)__(m} -
Z el = %) 4)

i=0
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Ugyanis y | ;

| 2 ()= =05,

Ha most tekintetbe vessziik, hogy (2 ,:7_1_1) (2/{,7 l)=(',':) ('Z:,k)
és (4) mindkét oldalat (’;})-val osztjuk, arra jutunk, hogy

< (k\(m—k)_(m

2 (8 (Z=0)=(%)
ez pedig igaz Cauchy képlete szerint. Ezzel az (1) allitas helyes-
ségét is igazoltuk.

OB OIHON 3AJAYE VICTOPUM KUTAUCRON MATEMATUKU
9. Mare

(Peswome)

ABTOpPOM [1a€TCs1 9IEMEHTAPHOE AOKA3ATENLCTBO TOXKAECTBA, COOOWEHHOTO
Gea pokasarenbCcTsa Kurtaickum maremartuxom Jlun Ipken-Ily B 1867 r. (1).
JlaHHOe [10Ka3aTeNbCTBO OCHOBBIBAETCS TONLKO HAa OOLIEH3BECTHON 3aBHCHMOCTH
Koum, otHocsimeicst Kk GHHOMHHANBHBIM KO dHUHEHTAM.

ON A PROBLEM IN THE HISTORY OF CHINESE MATHEMATICS
J. Maté

Summary

The author gives an elementary proof of the identily (1) which was
published without proof by the Chinese mathematician Le-Jen Shoo in 1867.
‘The present proof is based only on Cauchy’s well-known relation concerning
binomial coefficients.

8 Matematikai Lapok



OTJHIEJ 3A0AY

\ B skypuane «Matematikai Lapok» ¢ Hauana TNoOsIBICHHUS
ny6IUKYIOTCS 3a1auM, TAK YKe KaK M pelleHHs NMocye/IHIX M CIMCOK
yHTaTesel, NpUcIaBLINX peileHus. B Oyayumem B skyphane Oyayr
NOMeLIeHbl TAK)Ke (PPaHIY3CKHE M PYCCKME MepeBoabl 3aiay. B aaH-
HOM HOMepe JOTOJHHMTeNBHO c00011aloTcst NMEPeBojibl TEKCTOB 3anay,
ony61IMKOBAHHBIX B MEPBBLIX UIECTH rojaax waaaumus, Cieayer orme-
TUTb, YTO PeLIeHUs T4-0H M TNOCTIEeAYIOMNMX 3a/1ay € He Obl1M onyo6-
JIMKOBaHBI.

3AJAUN

1. IMokaskeM, 4TO TI0CNEA0BATENLHOCTh
on@=14+22+... +(n+ 17"
CYMM NEpPBLIX 711 YJIEHOB (n=0,1,...) CTeneHHoro psija
Y- 22 o n V4

SIBJISIETCSI T1OCJI€A0BATEILHOCTLEI0 MHOI'OYJIEHOB, OPTOrOHAJILHBIX Ha
OKPYI)XHOCTH €AMHMYHOTIO pajanyca KOMILJIEKCHOH IUIOCKOCTH Z OT-
HOCHUTEJIbHO Beca

A@RQ=|1—2,
T. €. HMEET MECTO PABEHCTBO
Hj'qlan(z)l('z_)VA(z);’dzf—_-O* v=01...,n—1)
2] =
(TTan Typan)

2. Haiinem Bce mocsieoBaTeslbHOCTH

le G ) s

* 2 03HAyaeT yCJ0, KOMIUIEKCHO CONPsKEHHOE C YHCIIOM Z,
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paMOHANBHBIX  MHOrOuNeHoB (f () — MHOTOYJIEH CTeNeHu n),
SIBJISIIOLUMECST OPTOTOHAJIBHBIMM B CMBICJIe TIpeAbIAyleil 3ajaunm Ha
OKPY)KHOCTH €IMHUYHOI0 Pajnyca IJOCKOCTH Z OTHOCHUTENIbHO He-
KOTOpPOi uHTerpupyemoi ¢ynxumu B (z) kKak Beca M 10Jiyualo-
IMeCsT B KaueCTBE CYMMBI TMEPBBIX 71 YJIEHOB (JOPMAIBLHOIO CTENeH-
HOTO psijia

bg+0,24 0. + 02"+ .0
(ITan Typan)

3. Ilyerb f(x) — orpaHMyeHHasi cBepXy WJIM CHU3Y YETHAsI
GyHKLMs ¢ HeoTpUUaTeNbHbIMU Koa(hduuuentamu Pypoe. Jlokasars,
uyro ecnu psig Dypbe GyHKUMM f(X) abCONIOTHO CXOIUTCST XOTS
6bl B 0JHO} TOUKe, TO OH aBCOJIOTHO CXOJMTCS BCIOAY.

(Abépab AJeKcuy)

4. TToxasarb, UTO HET TpeX TaKUX HPPalMOHAJILHBIX UHMCel,

YTO ME)KAY JI00BIMH JBYMS COCEHMMH HAaTypajbHbIMH YHCIaMH

HAXOJUTCS 11eJIOUUCIIeHHOEe KpaTHoe OJHOr0 (M TOJbKO OJHOT0) M3
3TUX TpeX uucel.

(Abépab Xaitow)

5. McXoum U3 KaKoro-T0 pasMellleHHsi ¢ PaBHbIMM dJ1eMEHTaMH
NepPBLIX 11 HATYPAJIBLHBIX Yucesd 10 7-k. VI3 HEro Mbl 1MoJiyyuMm Jpyroe
pa3smelieHue, ecliM K Ka)KJAOMy ero ajleMenTy npubaeum 1, a BMeCTo
n (ecsiM OHO BXOJAMT B UCX0AHOE pasmeinenue) numem 1. [MoBTopsis
9TOT TIPHEM, MbI MOJIyuaeM BMeCTe C MCXOAHBIM 71 pasmeienuii. Tpe-
Gyercst J0Ka3aThb, YTO CPEAM HUX MMEETCs K TaKUX, K KOTOPbIM MOYKHO
HaWTH pasmellleHue 03 paBHbBIX 3JIEMEHTOB IEPBLIX 11 HATYPaJIbHbIX
yucesl no n-k, Kay<abiii 3J1eMEHT KOTOPOT0 00JIbLIE COOTBETCTBYIOIIETO
3JIEMEHTA TOT0 PasMeIennss, KOTOpomy OHO OblJIO NOCTABJIEHO B COOT-
BETCTBHE,

([Ab€pab Xaifom)

6. Ilycry pasa nanpapiensast jomaunas PP, ... P,. Bay-
TPEHHHH YTOJl TpeyroJbHUKa Py—, Py Py, npH Py 0003HaunMm yepes
a; M NyCThb i — @ — a;. HazoBem cymmy

) BTN

NOAHBIM U3MeHeHUeM Henpagaenus nomanHol. Tpebyercsi n0Kasartb,
yto ecim H — piuHa jJomanHoi U T — paccTosiHue Mexjay ee

I
wxonuamu, o T>H cos 5 npy ycinoBun, yro [ < 7. PaBeHCTBO MOJKET

8*
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AMETh MECTO TOJIBKO B TOM Cllyyae, €CJId JIOMaHHas COCTOUT U3
JIBYX pPaBHBIX OTPE3KOB. ;
(Aneppes Penbu)

7. Tlycre pagdyc HaubOJIbUICH U3 OKPYIKHOCTEH, Kacawouuxcs
U3BHE CTOPOH JAHHOTO TPEYroJbHHKA, PABEH @, A PajHyC OnMcaH-
HOM (0KOJIO TOr0 K€ TPEYTroJIbHMKA) OKPY)KHOCTH — . JloKasarob

UT0 @0 = ol (Man Ipadur)

8. Jloxa)kemM B CBA3M C NPEAbLAYILIEH 3a1aUuei cileylolue Hepa-
BEHCTBA OTHOCUTeNIbHO PAAMYCOB 0o, 0., Oc OKPYI)KHOCTEH, Kacaio-
IMXCS U3BHE TPEYTrOJbHUKA, BIUCAHHOTO B OKPY)KHOCTHL pajuyca r:

4
4 eatoste 3. _ 1 oi+eb+et
73,r<,, - 3 T T Aty

00

(Jlacio Poitewr-Tot)

9. Tlokasarb, UTO €CIIH @y, @y, Ay, W by, by, b, O3HAYAIOT JUIHHY
CTOPOH JBYX BeIIECTBEHHBIX TPEYroJbHUKOB, TO BbIparKeHUE

D (@t = ad) b} (i,7 k=1,2,3)

(mosisipabie popmel, (purypupymoweii B dopmyse I'epona) weorpuna-
TeNbHO W ofpanaercsi B HYJb TOJILKO TOTAA, KOrJa TPeyroyibHUKKU
BbIPOJK/1AIOTCSl B KOJIJIMHEAPHbIE M T0J100HBIE TPOMKHU TOUEK.

(Ené Jrepsapwu)
10. Tlyere ¥ — mnoJI0MMATENIbHOE BelIeCTBEHHOE uucsio. Pac-
CMOTPHM TOEJII0BATENBHOCTD Iy =T, Tnyy=1rn (n=1,2,3,...).
HokagaTs, 4T0 NOCJEA0BATENLHOCTL I, CXOAUTCS TOTAA M TOJIBKO
TOrAQ, €ecju
: \
et ne
(Anbppen Penbu)
11. B mI0ocKoCTHA HaHBI quupexyroanuKu ABCD n A'BC’D’".
Hnsi Touex E,F,G,H, coors. E'F'G'H unaxogsmmxcst Ha cTOpoHax
YETHIPEXYTOJIbHHKOB,  HMEET MeCTo
(ABE) = (DCG) = (A B EY=(DC ')

(BCF) — (ADH) — (B'C’'F’) — (A’D'H").
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TMocTaBUM B COOTBETCTBME TouKe mepeceuennss X npsimeix EG u FH
TouKy nepecevenuss X' npsmeix E'G’ m F'H'. Ecnu oaHa M3 TOYeK
X, X' npoberaer npsimyio, uto npoGeraer apyras?

(Pepenn, Kaprecn)

12. Muo)xkectBO A, cocrosiee U3 0€CKOHEUHO MHOI'MX LeJbIX
UYKCeJl M MHOXKECTBO B, COCTOsil€e M3 KOHEYHOT0 YHCJa I1ebiX
yuces, 06J1aal0T TeM CBOMCTBOM, UTO BCSIKOE L1€JI0€ YHCJIO MOJKET
ObITh TPEJCTAaBICHO M IPHTOM €IMHCTBEHHbIM 00pPa3sOM, KaK CymMMma
OJIHOTO yKclia u3 A u ogHoro u3 B. Tpebdyercst 10Ka3aTh, UTO Cylie-
CTBYET OTJIMYHOE OT HYJISI 11eJ10€ uMcso, Kotopoe Gyayun npubasiieHo
K JH0OOMY DJIEMEHTY MHOJKECTBA A JdeT CHOBA umMcilo, BXojsiliee B A,

(H. T. ne Bpyiin, Ileagr)

13. U3 nocaepoBaTensHoct 1, 2, 3, ... BBIMEPKHEM KayKiblii
k-Tbiit  wieH M 00pasyem 10CJIe/I0BATE/IbHOCTb YACTHUYHBIX CYyMM
ocTaBulelicss NoCje0BATEJLHOCTH ; M3 Hee BBIUEPKHEM  KayKibli
(k-1)-plif YjleH ¥ HaIMWIIEM [10C/1eJ0BATEIbHOCTL YACTHUHbIX CYyMM
OCTABILIMXCS ; M3 Hee BhluepKHeM Kax(ibli (k-2)-0# uien u 1. 1. 91T
1npolecc MpoA0JHKAEM /10 TeX 0P, NOKa NoCje BbYePKUBAHUS Kayk-
JI0T0 BTOPOTO WieHa He HalMilieM HOCJIeL0BaTeNbHOCTb Yac MUHbIX
cymm. TTokakem, uto rakum o0OpasoM N0Jyvaercsi nocjieioBareslb-
HOCTE b8 28X BEd

’ - (Karo Penci)

14. Jlokajkem, uto He CYUIeCTBYeT TaKoro (hJopMaibHOro cre-
NEHHOIo psifa
G GX o F e Xt H LT
n
YACTHUHBIE CYMMbI KOTOPOro S, (x) = 3¢, X" o6pasombiBany Gl
v=0
OPTOrOHaJbHYI0 Ha oTpeske (—1, --1) nocaea0BaTebHOCTh MHOI0-
WIEHOB OTHOCHTEJILHO MHTerpupyemoro seca p(x), T. €. s KOTO-
poro Mmeno Obl MECTO PaBEHCTBO

.‘l‘sn(x)xvp(x)dx:o v=01,...,(n—1)).
-1
(IMan Typan)

15. Obo3naunm uepez T, (x) n-uii MHOTOUMER YeObiuiena,
asi wkoroporo T, (cos #) -~ cos n ¥. Haiigem Bce QopmaibHbie
Psijibi
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L L T g S
qaCTUYHbIC CYyMMbl KOTOPBIX

n
On (X) =3 Z dv Ty (x)
v=1
00pagyloT Ha orpeske (—I, 1) OpPTOroHaIbHYW MOCJIEA0BATE b~
HOCTH B CMBICJIE npenbmylueifl 3aaull OTHOCUTEJILHO l\‘aKOI‘O-JIMGQ

HHTerpupyemMoro Beca p(X).
(ITan Typawn)

16. [lokasaTb, 4TO €CaM OJHO M3 HATYPalbHBIX uMcesl n,n +
+1,...,n -+ k peant npousBejeHHE OCTadbHbIX, TO 11 = k!

(TMasn Jpaéur)

17. WzpectHo, uto eciu N  SABIISIETCSI CTENEHBIO I[POCTOTO
qicsa, a 11, kK — TPOUsBOJbHbIE I[eJibie uKclia, I KOTopbix N > 1
> k>0, 10 N He moxker geiuth (7). Obsazawr Jau apyrue uucia
N atum cBOicTBOM?

(SAnour Ulypausu)

18. IMycrs pana ¢Qyuxkuust ¥ = f(X), NOJOYKUTEJIbHAS, MOHO-
TOHHO BO3pacTalouiasi, JABaykIbl HEMPEDPBLIBHO AUpepeHuupyemast Ha
otpeske (a, b). M306pasum o1y GYHKIMIO B NPSIMOYTOJILHON CHCTEME
KoopauHat X, v. Pasgenum orpesok (f (@), f(b)) ocu y Ha pasHbie
uactu. [lpoBejem uepe3 TOUKH J€JIEHHUST TOPU30HTAJILHBIE TPSIMbBIE,
nepeceKale KPHUBYI0 U ONYCTHM H3 TOUEK [ePeCcedeHHst TepreH-
QUKYASPLl K 0cH X. Takum 00pa3om Mbl pasfesuiy Miomaib Kpuso-
JIUHeRHOH Tpanenuu Ha nojiocel. Kakoro ycjioBue TOro, 4rodbl ILiao-
@4 3THX [0JI0C BO3pacTalin BMecTe ¢ Bo3pacTaHuem x? Jlisi KaKo#
Gyukuun GyayT paBHbl 110K BCeX T0Joc?

(Anbppen Pensu)

19. CKOABKO Cpejy COUeTAaHM C PABHBIMU 3J1EMEHTAMH UYUCesl
1,2,...,n N0 m Takkx, 3JeMeHTbI KOTOPBIX k; < ko< ... < Kkm
YAOBIIETBOPSIIOT HepaBeHCTBY k< c¢ -+ i(i=1,2,...,m; ¢c— 3anau-
HOE [[eJIOE YHCII0) ?

(deépab Xaiiou)

20. Haupl 217 41 TOUKH Ha TNOBEPXHOCTH 71-MEPHOH cdhepoi
eAMHHUHOTO paanyca. JloKasarb, uTo cpeid HUX HMEWTCs /JBe, pac-

CTOSIHME MEXMLY KOTOPbIMH MeHbuie, uem J2,
(Man Ipagur)
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21. JlowxasaTb, UTO €CIH = @Ay Qs ..-,0q, —  PASIANYHLIE
seuiecTBeHnble uucaa, A, A, ..., A, — NONOKUTE/IbHbIE YHUCIIa,
TO BC€ KOPHH ypaBHEHUSI e

I iy STy

1zioren (X—a) (x—ay)
BELLECTBCHHBI.
(IMan Typan)

22. Haiitu n uHenenablX JeMCTBUTEJIbHBIX YMCEJl TaK, 4TOObI
OTKPBITBI [POMEYKYTOK, OrpaHAYeHHbII JByMs 10C/IEJ0BATEIbHbIMM
HATyPaIbHBIMU YUCIIAMH, COEPIKAJl €JMHCTBEHHOE [eJIOUMCIIEHHOE
KpaTHoe OAHOro (M TOJILKO OAHOr0) U3 9TUX uuces. Ilpu Kakom n
3aja4ya MMeeT pelreHue M KakoBbl ee peureHus? (Cp. c sapaueit 4.)

(Ibépap Xaiiour)

23. Tlyctb ny, Ny, ..., N, Kakas-HuOyab [0CJIEL0BATENLHOCTL
wesibix uncesl. OGo3HauuMm uepes D(a) 4MCIO0 peuIeHnit ypaBHEHUs!
n;,—n; = a, pyuxuuio D (a) Hazosem @yukyuer pacnpedeseHus pas-
nocmeti nocseo8aTe1bHOCTH, [l0KasarTh, UT0 MOYKHO 33/1aTh jIBE TAKMX
110C/1€Jl0BATEILHOCTH 11y, My, - . -y My W My, My, . . ., My, COCTOSIIIUE U3
{leJbiX uMcen KU obsajawpie 0JMHAKOBBIMUA (GYHKLIUSIMU pacrpeje-
JIEHHsT PA3HOCTEH, KOTOPbIE HE MOTYT ObITh MEPEBEAEHDI JAPYT B Apyra
¢ TIOMOIIbI0 MepeHoca U OTPayKeHWs, T. €. HeJb3s 3a1arh leoe
qucio d Tak, uyToObl UMEJIO MecTo 71, — d -+ m; 1A BCeX [ MM n; —
= d-m; s BCeX L. ;

(Ansppen Penbu)

24. Tlvers  f(k) o3nauat uMciao Tex NUPAropoBbiX TPOEK,
COCTOSANNX M3 11EJIBIX MOJOXKHTEIbHBIX unces, a g(k) — umncio Tex
AudaropoBeIX TPOEK, COCTOSIMX M3 B3aWMHO MPOCTBIX [EJIBIX IM0JI0-
JKUTEJbHBIX UMCeJI, KOTOpble He cojep)kar uuces, OGoabiuux K.
1k 20

k

K uemy crpemsitcs “npu k-—>o0?

(Quape Maxau)

k
25. Pacemorpum uncna n- — n(n=1,2,3, ...,) npu QuKcHpo-
BAHHOM 1IEJIOM MOJIOKHTENbHOM k. UeMy paBeH HMX HaM0OJIbLIMiA
obuwwii aenurens? TIpu Kakom k' oH OyjieT paBHATbCS 27

(Jlacmo Pykc)

26. PaccMOTPHM Ha MOBEPXHOCTH 1Uapa eIHMHUYHOTO Paguyca
71 UKCMPOBAHHBIX TOUEK M ofsacTh ruiowanun f. [Mokaskem, uro sTa
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obnactb Bcerjga Mo)<KeT ObITb pacnoJioykeHa Tak, 4ToObl YHCHAO Mo~
= 51

KPHITBIX €10 Touek Opino > -

7T

(Jlacno daitemr-Tor)
27. Tlycrb f(X) — MoHOTOHHO YyObIBalOasl, MOJIOXKHUTEILHASE
1

dynxums na orpesxe (0,1), ana Kotopoii [ f(x) dx = + oo n
0

/

HOCTb KoToporo B Touke O paBha 0, M 00603HauMm uepes &, uacTb
MHOJKECTBA &, Jie)Kauyl Ha orpeske (f1, 1). Ilokasarb, uto npu
1

4
—| < C f(x). Ilyctb & 03HauaeT H3MEPUMOE MHOIKECTBO, IJIOT-
2

h—> 0 oTHOWIEHHE HMHTEIPajioB S f(x)dx u \ f(x) dx crpemurcsi K 0.
&y h

(Akoir Yacap)

28. dyuknusa f(n), onpejenenHas st umcenn = 1,2,3,...,
MOHOTOHHO BO3pacTaetT W JUIsi B3AUMHO NPOCTHIX @, b MMeeT MecTo

paBeHCTBO
f(ab) = f(a) + f(b)

Joxazare, uro f(n) = C log n.
(IMan Ipaéw)

29. Croponbl Tpeyrojbiuka ABC paBHbl (B 00BIUHOM IMOPSIIKE)
a, b, ¢, ero nepumerp k, ero naomwans t. Ilycrs A,, B;, C, 03Havaior
TOYKH, CHMMETPUYHbIE ToO4Kam B, C, A oTHocuTeabHO Touek C, A, B
cootBercTBeHHO. ITyerb @y = A A, by = B By, ¢; = CC,. Jlokasars,
4T0
a,bec+abctabe, =4kt.
(Puxapn O6nar) -

30. Tlycrb H — KOHEUHOE MHOJKeCTBO TOYEK B NPOCTPAHCTBE

HE J19)KALMX Ha OJHOM npsiMoi. [oKakem, 4T0 B HPOCIPAHCTBE

cymecTsyer He Gojiee, yeM OJHA TOUKa, He NPUHAJJIEIKALIAsT MHO-

»xectBy H 1 obiajamoumiasi TeM CBOWCTBOM, YTO CyMMa HMCXOJALIMX

M3 Hee M HaNpaBJIeHHBIX K TOUKaM MHO)KeCTBA /1 €IMHUYHBIX BeK-
TOPOB paBHa HYJIO.

(dbroaa CéxepanbBu-Haap)

31. Ecin Bce KopHM nosmHoMa F(2) = by + b,z 4+ ... +-b,2"
JeNaT B MONYMJIOCKOCTH X =0 1UIOCKOCTH z =X+ iy, TO BCe
cpeannne EHCeHAa 9TOro NOJMHOMA, TO €CThb BCE MNOJIMHOMBI BHIa
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S

Ri (F) = by + va(l— ”(l—i) [1—?’—']‘"—'-)zv

(bn+1 s b,]~; O e RS 0)

2

0bnagaOT 3THM JKe CBOMCTBOM,
(ITan Typan)

32. Jlan HepaBHOCTOPOHHHUH TPEYroJdbHHK C PalMOHAJIbLHbIM
OTHOIIEHMEM CTOPOH. JloKa3aTb, UTO MJIOCKOCTb MOJKET ObITh OJHO-
KpPaTHO NOKPBITA TPEVIOJIbHUKAMH, PABHBIMH JIAHHOMY, TaKUM 06pa-
30M, YTO TPEYyroJbHMK NPHHUMAET OECKOHEYHO MHOTO Pa3IUYHBIX
NOJI0)KEHNA.

(Pepenty Kaprecu 1
HAbépab Xaitoury

33.. Jlokasarh, 4TO sl MHOXKECTBA A, COCTOSILIEr0 U3 IeJblX
ncesl, MO)KeT OblThb HaifjleH0 MHOXKECTBO B, COCTosilee M3 ABYyX
HENBIX YMCeJ TaK, 4YTO BCSIKOE HeJ0e 4YHCI0 MOKeT ObiThb npei-
CTaBJIEHO €/IMHCTBEHHBLIM 00Pa3oM KAaK CyMMa OJHOTO JJIeMeHTa H2
A n 0aHOrO U3 B, TOJbKO TOIJ1a, €CJIM Bee LeJible Ylcia, KOTopbie
He MOryT ObiTh NpPEJACTARJIeHbl B BHjle PA3HOCTH JBYX 3J1€MEHTOR
MHOMKECTBA A, ABISIOTCS HEUETHBIMM KPATHBLIMM OJHOTO M TOI(r
e HeJOro umucia.

; (Anbpper Penpn)

34. TlocneoBaTe/IbHOCTb TM0JIOJKUTEbHBIX YHCeT dy, ds, . . .
HE COAEPIKUT OECKOHEUHOW MOHOTOHHO yObIBAIOILEH TOJNocHe0-
BareabLHOCTH. [lokazaTb, uTo JUISt N1000r0 uyucia A MOKEr ObiTh
HalJleHo He 0oJiee yeM KOHEYHOE MHOYKECTBO T10CJIe0BaTe/ibHOCTE
HEOTPULATEILHBIX 1eJIbIX YHCeeN X, X5, . .. TaK, YToOLl ObLLIO

alxl+02X2_}“...:A. s
(Tan Ipaémry

35. Jlanbl 11 4 2 TOYKM Ha TNOBEPXHOCTH MN-MepPHON cdepbl
€AMHUYHOTO pajnyca. JlOKasarth, UTO MEXJy HMMHM MMEIOTCs JiBe,

PaccTosIHME MeXJly KOTOPbIMH He Goabuie, uem |2 .
(I'. Dosennopr u bépap Xaitol)

Jdra 3anava, npemnokenHast [bépaem Xaifouem, Gbina ysie
HarneuaTraHa B KOppeKType [-ro BeillycKa 2-ro Toma Hallero )kypHaia,
KOrja pejaaxkuusi mojiyyuja ananormynyro 3agavy I'. aseHnopra
(Jlonpon), npeasasnavennylo na onyGiaMKoBaHHE B OT/ejle 3ajay
ypHaja.,
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36. [oka)kem, 4TO /UIA J1I000ro YIOPSJOUEHHOTO CYETHOTO
MHO)KECTBA MO)KHO HAWTH MOJ00HOE eMy MOJAMHOYKECTBO MHOYKECTBA
PALMOHATIBHBIX YHCEN, YIOPSJ0UEHHBIX [0 BeJIMYHHE.

(Tudop Ceie)
37. Mycrb p(%Jci))- paunoHanbHast (yukuus, ¢(x) < const. u
q

qe)=@x—=)yx—==07~"...(x—1D*.

p(x)
Pasorxkum ﬁ B MPOCTbIE APOOM C TMOMOL(BI OOBLIYHOFO METO/A

gx '
cpaBHenns KoapduuuenToB. [loka)kem, uTO 3HAYEHWS] BCeX ompe-
jeuTesel, GUrypupyiomnx B peIieHHH M0JIySaeMoil CHCTeMBI JINHEH-
HBIX YpaBHEHUI C MOMOILbBI0 NIpaBuyia Kpamepa, 0CTalOTCA HEU3MEH-
HbIMH, €CTIM C/eJIaTh 3aMeHy MepeMeHHoro u — x — &.

(Axowmr Yacap)

38. Mol roBopum, 4to (yHKUHs f(X) MMEET B TOYKE X, MAKCH-

MYM, COOTBETCTBEHHO MHHUMYM, B LIMPOKOM CMBbIC/IE, €CIIM CyIle-

CTBYET TaKasi OKPECTHOCTb Xg, B KOTOPOH uMmeeT MecTo f(X) << f(xo)

COOTBETCTBEHHO f(X) == f(X,). JloKasaTb, 4YTO TMPOECKLHUA - MAKCH-

MYMOB M MHHHMYMOB B IUMPOKOM CMBICJIE HA OCh ) JIaeT CYETHOe
MHO>KEeCTBO.

(MwrBan I'exep)

39. TMocTpoUTh MOCE0BATEJILHOCTL PErYJIAPHBIX B Kpyre
2] < 1 pysxkuuii ¢4(2), ¢; (), ... Tak, uT0o0bl pAx Z Pn(2)
n=1
cxoauicst B kpyre |z | =1 a6coJi0THO, HO HEPABHOMEPHO.
(IMan Typan)

40. Jokarkem a5 @-GyHKuuMu Diijiepa, 4To jUist JII0GOr0o MoJio-
YKUTEJIBHOTO0 YKC/Ia &€ MOYKHO HAWTH TAaKoe IS0 YUCJIO @, UTO

P@Fp@t1)_,
a

(IMan Mepabeniim)

41. JJokazatb, UTO UMCJIO WIEHOB CTeMEHEi IOJMHOMA, COjep-
JKaiero 60Jiblie OAHOIO YJI€HA, CTPEMHUTCA K OECKOHEUHOCTH BMECTe
€ TI0KazaTejemM CTeMneHH. ; &

(Anbdpes Petbn)
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42, KOHMYECKOE CEYEHUE MEPeceKaeT CTOPOHBI TPEYroJbHUKA
B lLIeCTH TOYKax. PaceMoTpum TOUKH, FApMOHUUECKH COMPSIMKEHHBIE
C BepIIMHAMU TPEYroJIbHHKA, OTHOCHTEJBHO TOYEK MepeceyeHust
KOHHUECKOTO CEeUEHHSI CO CTOPOHAMHM TpeyrojbHUKa. [okazarb, uTo
MI0JIyYeHHbIE TAKUM 00pa3oM IMECTb TOYEK JIeKaT Ha OJHOM KOHH-

YECKOM CeYeHHH. ;
(Puxapg ObGaar)

43. Tlo k KOHUEHTPHYECKHM OKPY)KHOCTSIM C paguycamu
Iy Toy ...y T ABHDKYTCSI TOYKM C Maccamu m,, My, ..., M COOT-
BETCTBEHHO C TMOCTOSIHHBIMM YTJIOBBIMH CKOPOCTAMM Ay, A, ..., A
Tpelyercs I0Ka3atb, UTO €C/U 4ucia Ay, Ay, ..., A, JHHEHHO He3a-
BUCHMBI (HAJ[ 10JIEM PAIMOHATbHBIX YHCeT), M €Cili HI OJHO M3 YMCes
Mmy, Iy, My, Fyy ..., N Iy HE MPEBOCXOAUT CYMMY OCTajlbHBLIX, TO
{EHTP MacC JABHXKYIUMXCS TOUEK MPHHUMAET MOJI0YKEHUSA, KaK YTOHO
O/IM3KHE K TPOM3BOJILHON TOUYKE HAMMEHBLIEro Kpyra.

(Maa Typan)

44. BoiBect (opmyiy

n

2l en=p

(=2

T/Ie @ 03HavaeT pynKumic didaepa, a[ J ~ nHauboabLIee LeI0e YHCII0,

n
He TpeBocxojsuee — - .
i
(Man Meserim)

45, TMomecTuM B BEpLIMHAX TPEYrojlbHHKAa maccol a, f, y, 3a-
TeM f, ¥, @ HAKOHEI ¥, @, . [1pn KaKuX yCJIOBUSAX OY/ET TPeyToJbHHUK,
06pa3oBaHHbIil M10JIyUaeMbIMHU TIPH 9TOM LEHTPAMU THXKECTH, 110/100eH

UCXOJHOMY ?
= (Eué€ Jrepsapn)

46. Jloxa)em TO>K/I1eCrBO
k

Sl

n

{ <&k
(Suwow Wlypansu)

i=

|
&
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47. Mycts  f(x) nonoxmuTenbHasi y6uBawomas QyHKUMS Ha
1

orpeske (0,1), aast Kotopoii | f(X) dx = + oo . IlycTh & o3Hauaer
0

N3MEepPHMOe MHO)KeCTBO, MJIOTHOCTb KoToporo B Touke () paBHa 0, u
0003HauYMM Yepe3 &, 4acTb MHOJYKECTBA &, TONAJAIONIYI0 B OTPE30K
(h, 1). Ioxasate, uToO

lim inf ‘ f(X) dX/ ‘ f(X) X =

h—0 &,

(Orro Banym)

[ 48. KaxoBo ycjioBHE TOro, 4ToObl anrebpanyeckoe ypaBHEHME
BElIECTBEHHBIMU  KO3()QULIMEHTAMU MMEJI0 TPU KOPHS, Je)KaluX

Ha OofHOM npsiMoit.*
(Puxapp OoOaar)

49. JlokasaThb, YTO €CJIV 4y, az, ce. — nocneuosa'renbnocm C
NONOYKUTEJIbHBIMH YJIEHAMH M @y | 3 + + . CXoaMTcst, TO
MOYKHO HaiTH TaKylo nocneuoq_awgmuocn UHJEKCOB 1y, Mg, ...,

n;, + 1
VIS KOTOPOii MMeeT MecTo || — ' — 1 U psl ay,, + a,, +
1y
CXOAMTCA.

(Itan Dpaéu)

50) danel n -+ 2 TOYKM Ha NOBEPXHOCTH II-MEPHOH c(epbl
eIMHUYHOTO PAJIUYCa M CPEIM HUX HET IBYX TAKUX, PACCTOSTHHE MEKILY

KOTOPHIMU Obl10 ObI MEHbLIE, YeMm V2. HMoxaszarb, uto Torza M3 HUX
MO>KHO BbLIOpATH 1O MeHbllel mMepe 2 11 pa3luuHbLIMK 06pasammu JBe,

pacCTOsIHME MEXKAY KOTOPHIMH paBHO |2 .
(Aeépap Xaiionr)

51. Tloka)xem, 4TO JUIsI BCEX HATypalbHBIX .UKCeJl BEPHO COOT-
HOILEHHUE

9 G (1 e
g( ‘)( }n+k+1 @n+4 1)
(I'Tan Typan)

* Pewenune 3aAauu aBTOPY HENIBECTHO.



125

52. Ilycte p — MNpoOU3BOJIbHOE MpocToe uucio. O6o3Haunm
yepes C(p") MyJATHIUIMKATUBHYIO TPYINY KOpPHeHl cremeHy p" us
€AUHVLIBL U qepea C (p™) MynTUIIMKATUBHYIO TpyNny KOpHeH Bcex
crenexed p, p3 p* ... U3 eauHuupbl. [loKa3arb, UTO BCSIKasi abenena
rpytna Mo>Ker GbITH romomopdHo oTobparkena Ha 0y M3 rpyni
C(p"), (k= 1,2,3, o).

(TuGop Cene)

53. Tlycte H — MHOECTBO, COCTOSILIEE U3 MOTYHEIPePhiBHbIX
CHU3Y (YHKLMIA, OMPEJeeHHbIX HA IPOM3BOJILHOM MHOMKECTBE &
1i-MePHOro MpocTpaHcTBa. JloKasaTh, YTO U3 H MOYKHO BBIOpPATH KO-
HEeYHOE MJIM CYETHOE MHOXKECTBO (YHKUMH TaK, YTOOBI BEPXHSISI OrH-
Hawoiast 9TUX (GyHKUMA ObUIa B TO )K€ BpeMsi BepXHeil orudarwrei
peex QyHxuuit us H. IMojx Bepxueit ornbaloweit pyHKKUNY OHUMaem
(PYyHKIMIO, 3HAYEHWE KOTOPO¥K B Ka)K/I0M TOUKE paBHO BEPXHeW rpa-
HUIe 3HAUeHUH ornbaembix GYHKUMHA B 1aHHON TouKe (+4 oo U —oo
TOXKE JOMYCKAWTCS B Ka4yecTBe 3HAUCHHUH (yHKUMiT).

(MwirBan [exep)

54. Hcxopa M3 KaKMX KOMIUIEKCHBIX 2, MTepauus
1 2
Znt1 = o (27 +a)

JaeT CXOAAMULYIOCH MOCIE0BATENbHOCTL NPH (PUKCUPOBAHHOM KOM-
TIEKCHOM @ ?
(Ppugbewr Puc)

55. Bepua mu mpu k = 1, 2, 3. .. dopmyJia

J. (e—zx = e‘z’”') cos 2 kmx l dx —0?
sin 2z x |

-—00

(Bena Bapua)

56. JlokasaTb, YTO €C/IM HEYETHOE MPOCTOE YHCIO P SIBJISAETCA
Aenuresiem uucia suaa x2 -+ ay? w uucna Buja u—av?, npuuem p
He SIBJISIETCS JENUTE]EeM g, TO OHO MMeeT BUI 4 n + 1. (Bce OyKBbI
03HAYAIOT [eJIble YKCIIa, (x P ="1)

(Puxapa O6uar)

57. JlokazaTb, UuTO eC/iu Kay<iblid nsyrparmuﬁ yroa (secamo-
TepeceKalerocs) MHOrOrPAHHMKA BbIMYK/bl, TO €CTb MeHbIIe
"180°, TO M MHOTOTPAHHUK SIBJISAETCS BLIMYIUIBIM, TO €CTh OH COJepPIKuUT
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IS MOOBIX JIBYX CBOMX TOUEK OTPE30K, COEMHSIONMHA UX JIpyr ¢
HAPYrom.
(bépap Xaitowr)

58. OnpejieIuTL PATUYC CXOJUMOCTH M CyMMy psiia

2 n
ngﬂx Gt o8 )

n=10 -
(Jlaitom Taxau)
59. JloxasaTb, UTO €ClIM B JI0O0M OECKOHEYHOM FOJMHO)KECTBE
HEKOTOPOro MOJYYNOPAL0UEHHOT0 MHO)KECTBA CYUIECTBYIOT Ba CPaB-
HUMBIX ME}ULY C000¥ dJ1eMeHTa, TC Y Hero ecTb 6eCKOHeYHoe M0 IMHO=
JKECTBO, JII0OLIE JBa 9JIEMEeHTAa KOTOPOTO CPaBHMMBI MEMy COOOM.

(Anapaw Xannany

60. Jloikasath, 4T0 151 OTJIIMYHBIX OT HYJISI KOMILJIEKCHBIX YHMCeJI
a,, by, a,, by, yI0BIETBOPSIIONUX YCI0BUIO a,’ by,— a; b, + 0, MO>KHO
paiiTH (nonoxuTenbhoe) C TaK, uTo ecuu Julsl PeryisipHLIX B KpyTre
|2| < C dynxumii f, (2), f2 (2) MMEIOT MECTO paBeHCTBA
. ’ .‘ ’
L(0)=ay, f(0)=0b, [(0)=10, [2(0)=by,

To HM oaHa M3 QyHKuMI | },(2), | fo(2) | ne moskeT ObITbh Gosibuie
Apyroit Bo BCEX TOYKAaX 3TOr0 Kpyra.
: (TTan Typan)

61. Tycrb AaHO 1eJI0e YHCAO0 @ M NycTh  f(n) — uKCI0BO-
TeopeTnyeckasi (YHKIMA ¢  HeJOYHCIeHHBIMI  3HAYEHUSIMH, IS

KOTOPOH
Zf(d):a“ =2 3
~dn

Iokasarp, uto 11| f(n)
(Mosxed) Unuma)
62. Hoxasarh, uto ecan a> 1, 10
Clim ___]‘7_, Zxakf 5% 1
x—1-0 log (] — x) log i

k=0

(TTerep Croc)

63. Kopun MHOrousieHa HeueTHOM crenenu P(z) pacnonara-
JOTCS1 CUMMETPUUHO OTHOCHTENILHO KOPHS 2, (BMECTE C KPATHOCTSMH).
Noxasatb, uto P"(2) =0.

(bena Céxedanbbu-Hanny
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64. Tlnst kakux nensix pynkunit [(2)
f(z+i] — 1) ]
ERAN n 3

PaBHOMEPHO CXOAMTCSl K f'(2) BO BCeil MIOCKOCTH ?
(Jlacno Texep)

65. Ilycrb nulowajib OCHOBHOTO TapajjejorpaMmma IJI0CKO#
pelleTKH paBHA eauHHMLe. JloKas3aTh, UTO €CJIM MIIOCKAsl 3aMKHYTast
BbINIYKJ1asi obiacTb pacrnojio)kéHa CHMMETPHYHO OTHOCHTEJIbHO Ka-
KOro-JIM00 y371a pelieTKU U ee MJonaib He MeHblIe, ueM 4r, rae r
HaTypasbHOE GMCJIO0, TO OHAa COJAEPIKUT 110 MeHbuieil mepe 27 - |
y3€J1 PeleTKH.

(TMan Typan)

66, KakoBo HeoOXoaMMOE M JOCTATOUHOE YCJIOBHE TOr0, YTOOL
CHCTeMa JIMHeHHbIX ypaBHeHuii ObLla OJHO3HAYHO PaspelnMa OTHO-
CUTEJIbHO OHOTO 3a/laHHOT0 HEeW3BECTHOIO ?

(Apnapn Iler€)

67. TpebyeTcsi 3ajaTh BEIECTBEHHYI0 (YHKLMIO, ONpejesieH-
Hyl0 Ha oTpe3ske (a, b), auddepennupyemyio NpoOU3BOILHOE UHUCIIO
pas, He SIBJSIOLIYIOCSI NOCTOSIHHON HM Ha KaKOM OTPE3Ke, COAepKa-
nemest B (a, b), koropast obpaiiaercsi B HyJlb BMECTE CO BCEMH CBOMMHU
NPOM3BOJAHBIMK HA MHOJKECTBE M0JI0)KHTEIbHOH Mepbl.

(Tamamr Képapmu)

68. CywecTByer Jn B MHTepBaje (@, b) Takasi moJiHasi opTo-
roHaJIbHasl cucTemMa (QYHKIMHA, KOTOpasi KPOME TOro OpPTOrOHajibHA
Ha MHTepBaje (@, b) OTHOCHTEJILHO HEOTPHUIIATEILHOTO, HENOCTOSH-
HOTO M 1. HempepbiBHOTro, 2. abCOJIOTHO HENpephLIBHOTO Beca p(x)?

(Axom Yacap)

69. Haiitu ¢ynkumM f(x), omnpejeieHHble s BCEX Belle-
BEHHBIX YMCEl U YAOBJIETBOPSIONINE CI)YHKuHOHaJIbHOMy YPaBHGHUIO

flax+b) =cf(x)+d, .

rae a, b, ¢, d 3ajaHHbie BELIECTBEHHbIE YHCIIA. o
(SInom Auein)

70. JlokasaTb, YTO FeOMETPUUECKOE CpeHee rMapajiesibHbX
CTOPOH ONMCAHHOM OKOJIO OKPY)KHOCTH Tpamenuy He MeHblué pac-

CTOSIHMS] MEX1y HHMH.
(SInow Llypanbu)
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71. Ilycts d(n) o3HauaeT 4MCIO JeMTesIeif HATYpPaJLHOIo
gucna n. Jlokasarb, 4To IS JII000T0 MOJIOMKUTENBHOro N MOMKHO
HAUTH TaKoe 1, uTo

din—1)—d(n) >N " din+1)—dn) >N.
(IMan Typan)

72. JlokarkeM, 4To yHnopsiioueHHOe MHOKECTBO SIBJISIETCS BIIOJIHE
YTNOPSIIOUEHHBIM TOI/ld M TOJIbKO TOIJa, €CJIM BCSIKOE €ro TMOAMHO-
JKECTBO MMOMOOHO HEKOTOPOMY ero oTpe3ky. (OTpe3kom Ha3biBaercs
TaKoe TMOJMHOYKECTBO, KOTOPOE BMECTE C JIIOObIM CBOMM 3JIEMEHTOM
COJEPHKUT BCE MPEIILECTBYIOLIUE €My 3JIEMEHTBI.)

(Jlacno Kanmap)

73. Mpl TOBOPUM, YTO HEKOTOPOE MHOYKECTBO TOYEK MPOEKTUB-

HOM TUIOCKOCTH SIBJISIETCSI BBINYIJIbIM, €CJIM OHO BMECTE C JIIOOBIMU

JABYMsI CBOUM TOUYKAMM COAEPIKUT XOTS Obl OJMH U3 COEIUHSIOLMX

9TH JIBE TOYKM 0TPe3KoB. Tpelyercsi JoKasaTb, 4To €CJIM HEKOTOpoe

MHOYECTBO TOUEK BBINYKII0, TO JUGO OHO, NUGO ero JOMOJIHEHUE CO-
JEPIKUT BCE TOUYKH HEKOTOPOH MPsIMOiA.

(SAnom Lluncep)

74. Tloxka)keMm, 4T0 Ha JI060 MPSIMOM KOMIUIEKCHOMH IJIOCKOCTH,
flapajuleJibHOW  MHMMOW- OocHM, a0COJIIOTHOe 3HaueHue GQyHkuun I
MOHOTOHHO YyOBIBa€T NpPM YAaJeHWH OT BeILEeCTBEHHOW OCH.

(TTan Typan)

“75. B uenrpe C HexoTopoit rpynmsl G eqUHCTBEHHBIM dJie-
MEHTOM KOHEUHOIr0 MOpS/IKA SIBJISIETCS eAMHULA, a (haKToprpynma
G[C abeneBa u Bce ee aJieMEHTDI IMEIOT KOHEUHbIH nopsioK. JlokasaTs,
gyro rpynna (G abeseBa.

(Tubop Ceine)

76. CocraBuM M3 o0JiacTeif, pPaBHBIX [AaHHOW BBINYKJIOH WM
UGHTPATILHO-CUMMETPHUHOM  00J1acTH,  PEIETKY, MOKPbIBAIOLLYIO

" BCH0 MJIOCKOCTb, IUIOTHOCTb KOTOPO# MeHbILe, qemg 3
(Obépab I'peuep u Snuruyc Himuar)

77. TloctpouM (YHKUMIO, 00J1aNAI0ILYI0 OTPAHUUYEHBIM OTHO-
IIEHHEM PASHOCTEN ¥ HeaupdepeHUUPYEMYI0 HAa HEKOTOPOM Hamepes
3a1aHHOM MHO)KECTBE MEpPHI HYJIb.

(HAnow Lluncep)
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78. HailTi Bce MHOTOTPAHHUKH, BCE MIOCKHE CEUEHUST KOTOPBIX
UMeIOT He 00Jiee [MsITH BEePIIMH.
(Abépap Xaitour)

79. 3HaueHusi HenpepuBHBLIX (yHKUMH M (x, ¥) u N (x, ¥)
JIe)KaT B ciyuyae X <_)y B UHTepBaje (x,y), a B ciayyae y <X B
unTepBaie (v, x). Jlokazatb, 4T0 MOC/I0BATENLHOCT dy, by, s, 0s,
..., 00pa3oBaHHAsl COIJIACHO 3AKOHY

aniy = M (an, bp), bniy = N(an, by),
CXO/IUTCSI.
(Snour Anen)

80. M0 )KHO JIM JIOTIOJHUTBE MATPHUILY C /11 €TPOKAMU U 11 CTOJIO~
1aMm (m<_n), COCTOSIULYIO U3 IeJILIX PaliHoHANLHBIX uncen, (m--1)-oit
CTPOKOM, COCTOALEH M3 -LeJbIX pPalUOHaJIbHBIX YHCEJ, TaK, 4TOObI
HauOOIBLIINI  00UMI fenuTesib onpeennTenei nopsiaka m —+ |1
HOBOH MaTpuupl COBNAJajJl ¢ HaUOOJbIIMM OOLMM jleJinTeliem orpe-
JeJIMTeNIeH Mopsijika 1M UCXOJAHOW MaTpuilbl ?
: Z (Jlacho dyxc)

81. JloxasaTh, UTO CYIECTBYET TAK0O€ MppalMOHAIbLHOE YHCJIO,

UTO 3HAMEHATEU TOAXOSIIMX APoOel ero pasinorkeHust B Henpe-

PBIBHY10 /1p0o0b BCe sIBJSIIOTCS K-TBIMU cTeneusimu (k-3ajannoe 1einoe
AUCII0).

(Ietep Cioc)

82. Jlokasath, 4TO MHOYKECTBO 3HAYeHHMi BIOJIHE HEMpepbIB-
HbIX JIMHEHHBIX TIpeobpasoBanuil npocrpaHcTBa L, HE MOMKET ucuep-
ilaTb BCE MPOCTPAHCTBO. :

(AAnowr Lluncep, Jlacno Fexep u Jlacao [lan)

83. Tlyerh jlanbl HaTypaibHOE UKnclio 11 U 0TPe3okK (a, b), saBis-

101Hiest vactblo oTpesika (—1, 1). IMoka)kem, 4To MOYKHO 3a4aThb .. .

Ha oTpesKe (—1, 1) Takoit HeoTpHUIATeIbHbIT, 00palLalILMACcs B HYJIb
pasBe JIMUIbL HA KOHEUHOM MHOKeCTBE M judpepenumpyemsiii Bec,
4TO BCe KOPHHU /1-0T0 ujieHa I0JIHOW 110C/Ie10BaTeIbHOCTH MHOrOYJIe-
HOB, OPTOTOHAJILHBIX OTHOCHTEJILHO 93TOr0 Beca, JieXaT BHYTPH
oTpeska (a, b).
(UwrBan Bunue)
84. Jlokaykem, 4o JUisl J1I000F0 HATYPAABLHOIO YHCIA 11 MOYKHO
HaWTH €BKJIMI0BO KOJIBLO, KOTOPOE COAEPHMCUT TOUHO I TMPOCTHIX
3JIEMEHTOB.
(OpBun Ppupa)

9 Matematikai Lapok
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~ 85. IMocrpouTs cTeneHHoi psit, CXOASILMIACS B 3aMKHYTOM
eIMHMYHOM KpyTe, CyMMa KOTOPOIo- Tam HeOTpaHuycHa.

(Tamamr KéBapu n Bepa T. Llom)

86, Iloxasarb, 4TO JJisl BCSAKOIO HATYPAJILHOIO UHCJIA MOKHO
HalWTH GECKOHEYHO MHOF0 TaKMX 71, YTO

k
a(n) > 17] d(n — i) d(n + i),

rae d(nn) O3HayaeT 4MC0 JesnTeei 1.
(Man Spnéury

87. Jlokasarb, YTO €Ciu U1 2 7-NePUOANYECKONH HenpepbIBHOR
pysxkunn f(X) npu BceX 11 BbINOJHAETCS HEPABEHCTBO
2n
VL fx+h) —f(x) Pdx < Ch?,
Q0
To f(x) yaveaerBopsier ycnoBuio JlMnumTia c nokasatciaem 1/2.

(,Ilbé'p}xb Anexeny):

88. Jlokasarh, UTO ecju rpyina MMeer 3JeMeHT nopsiika p”

(p — npoCTOE uncio), a NopsioK pYNNbl MeHblle p¥, TO rpynna
He MoyKkeT ObITb TipocTast.

(Kepecreit Koppaan)

89. Jlokasarthb, uTo0 KaxkoBa 0Obl He ObLIA 10CIIEI0BATE/ILHOCTD
£, — 0, Bcerja MoyKHO HAWTH TaKyl0 NOCIEA0BATEJIbHOCTb @,, UTO:

lan| > ¢en| (n=1,2,...) u nponssenenne 771 (1-4-an) cxoautcsi.
n=1
(IMan Typan)

90. CyuiecTByer Jif BOTHYTOE Tej0, BCAKOE IUIOCKOE CeyeHHe

KOTOPOT0 - 0IHOCBSI3HO ? 5
(dpépab Tperuep m daurnyc HImuar)

91. Haiitn HeoOxo0auMmoc M J0CTATOYHOE YCJIOBHE, KOTOpoOe
HaJ0 HAJNOXKUTh HA KOMIUIEKCHBIE uucia {a,»k}(i,k: |G
yTo0bl CYHIECTBOBAIA N0C/IE0BATEILHOCTE HHTErPUPYEMBIX € KBaA™
paToM (YHKUMiA [y, fa, ..., YAOBJETBOPAIOIMX COOTHOUIEHHSIM

ffifk=auw. (Lk=12,...)
(SInom Lluncepy






Problémes

Deés son commencement, notre journal publie des problémes,
puis les solutions des problemes et les noms des lecteurs qui ont
envoyé des solutions a la rédaction. Nous publierons a I'avenir
le texte des problémes aussi en traductions francaise et russe.
A cette occasion, nous publions la traduction du texte des pro-
blémes parus dans les six premiers volumes. Nous remarquons
encore que la solution des problémes 74 et suivants n’ont pas
été publiées jusqu’a présent.

1. Démontrer que les sommes partielles
9, (2)=1+4224---4(n+1)2", 1P Olh D
de la série :
14+2243224---+nz"t4---
forment une suite de polynomes orthogonaux sur la circonférence
unité du plan complexe par rapport a la fonction de poids
AR =|1—zP,
c’est-a-dire qu’'on a
| 9.(2)z"A(2) [d2| =0. (r=0,1,...,n—1)
J2]=1
(P. Turdn)

2. Déterminer toutes les suites

F) il i s L)y s

de polynomes rationnels (ot f,(z) est de degré n) qui forment
une suite orthogonale sur la circonférence unité du plan complexe
par rapport a4 une fonction de poids intégrable B(z2) au méme
sens qu’au probléme précédent et qui sont les sommes partielles
successives d’une série formelle de puissances

b(\+blz—l—‘-‘ -{—b"z"_i_...
(P. Turdn)
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3. Soit f(x) une fonction paire, bornée d’un c6té, ayant des
coefficients de Fourier non-négatifs. Démontrer que si la série de
Fourier de f(x) est absolument convergente en un point, elle 'est

partout.
(Gy. Alexits)

4. Démontrer qu’il n’existe pas trois nombres irrationnels
tels qu’entre deux nombres naturels consécutifs quelconques se
trouve un multiple entier de 'un (et de I'un seul) des trois nom-
bres irrationnels. :

(Gy. Hajos)

5. Une variation avec répétition d’ordre n-k des n premiers
nombres naturels soit donnés. On obtient une nouvelle variation
en augmentant tous les éléments d'une unité et en substituant
'unité au nombre n (si celui-ci se trouve dans la variation). En
répétant ce procédé, on obtient n variations (y comptant celle qui
a ¢€té donnée). Démontrer que parmi celles il y a k telles qu’on
puisse trouver une variation sans répétition d’ordre n—k des n
premiers nombres naturels, dont les éléments dépassent les élé-
ments respectifs de la variation en question.

(Gy. Hajos)

6. Soit P P;---P, un polygone orienté. L’angle intérieur
situé prés de P, du triangle P._iPiPiy soit .. Soit iy = x—a;
et appelons la somme

‘ [=bi+i+ - Fin
la variation totale de direction du polygone. Démontrer qu’en dé-
signant par H la longueur du polygone et par 7 la distance de
ses extrémités, on a 7 = Hcosf, pourvu qu’on ait /< sz. Pour
que le signe d’égalité y soit valable, il faut et il suffit que le
polygone se compose de deux segments de la méme longueur.
(A. Rényi)

7. Soit o, le rayon du plus grand des cercles ex-inscrits
d’un triangle, et soit r le rayon du cercle circonscrit du triangle.

Démontrer qu’on a ¢, = 5 (P. Erdds)

8. En poursuivant les idées du probléme précédent, démon-
trer qu'en désignant par ¢., 0, et o. les rayons des cercles ex-
inscrits d’un triangle inscrit dans un cercle de rayon r, on a les



inégalités suivantes:
4
i‘ & 0u+ 05+ 0. irgr g:—{—g:—{—g:
3 3 AARAT 3 F
(L. Fejes-Toth)
9. Démontrer qu’en désignant par a,,a,, a, et par by, bs, b,
les longueurs des cotés de deux triangles réels, I'expression

2@ +aG—a)b  (j,k=1,23)
(la forme polaire de la forme qui figure dans la formule de Héron)

est non-négative et ne s’annule que si les triangles dégénérent en
deux triples collinéaires et semblables de points.

lIA

(J. Egervdry)

10. Soit r un nombre réel positif. Considérons la suite sui-
vante: ri=r, r,u=r» (n=1,2,3,...). Démontrer que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la suite {r,} converge vers
une limite finie, c’est que I'on ait

et =r=ell,

(A. Rényi)

11. Deux quadrilateres ABCD et A’B’C’D’ sont donnés
dans le plan. On a pour des points E, F,G,H et E,F,G, H,
situés sur leurs cotés, les égalités

(ABE)=(DCaQ)y=(A'B E)y=(D'CG),

{BECE) =(ADH)—(BC E)Y—(ADH _
On fait correspondre au point d’intersection X des droites £G et
FH le point d’intersection X’ des droites E'G’ et F'H'. Quel est

le lieu géométrique du point X’ lorsque le point X décrit une
droite ? (F. Kdrteszi) -

12. L’ensemble infini A de nombres entiers et l'ensemble
fini B de nombres entiers sont tels que tout nombre entier peut
étre écrit d’une facon et d’une seule comme la somme d’un élé-
ment de I'ensemble A et d’un élément de '’ensemble B. Démontrer
qu’il existe un nombre entier, différent de zéro, tel qu'en I'ajoutant
a un €élément quelconque de I’ensemble A, on obtient un élément
de ce méme ensemble.

(N. G. de Bruijn, Delft.)

13. De la suite 1, 2,3, ... des nombres naturels, on supprime
le k-iéme, le (2k)-iéme, etc. De la suite des sommes partielles de
la suite qui reste, on supprime la (k—1)-iéme, la (2 (k—1))-iéme,
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etc. De ld suite des sommes partielles des nombres qui restent,
on supprime la (k—2)-ieme, la (2(k— 2))-ieme, etc. On répéte ce
processus k—1 fois et on prend les sommes partielles des nom-
bres qui restent. Démontrer que ces sommes partielles sont iden-
tiques au nombres 1%, 2% 3%, ... .

(K. Rényi)

14. Démontrer qu’il n’y a pas de série formelle de puissances
Cot XA CuX" oo

~
n

dont les sommes partielles s,(x)= Zc,,x" forment une suite or-
y=A0

thogonale dans lintervalle (—1, 4 1) par rapport 4 une fonction
de poids intégrable p(x), c’est-a-dire telle qu’on ait

1
‘s,.(x)xyp(x)a'x:_-O (r=0,1,...,n—1).
1

(P. Turdn)

15. Désignons par 7,.(x) le n-ieme polynome de Tchéby-
cheff, défini par 7.(cos ¢)==cosn$. Déterminer les séries for-
melles

Lil\Y‘l\(x) _‘— d] Tl(x)+ Ak +dn 7-‘7|(x)+ il
dont les sommes partielles ;

a.(x) = 2 d, To(x)
=1

forment une suite orthogonale dans [lintervalle (—1, +4-1) par
rapport & une fonction de poids intégrable p(x), au méme sens
qu'au probléme précédent.

(P. Turdn)

16. Démontrer que si 'un des nombres naturels n,n--1,...,
n+k est un diviseur du produit des autres, on a n = k!

(P. Erdés)

17.* 1l est bien connu que, N " étant une puissance d'un

nombre premier et n et £ étant des nombres entiers tels que

N >n> k>0, le nombre N ne peut pas etre un diviseur de (,’:)

Y a-t-il d’autres nombres N de cette propriété et quels sont-ils?
(J. Surdnyi)

* L’auteur a posé ce probleme sans connaitre la solution.



18. Soit y= f(x) une fonction positive, monotone croissante
et possédant une seconde dérivée continue dans lintervalle (a, b).
Considérons I'image de cette fonction dans un systéme rectangu-
laire de coordonnées (x, y). Divisons 'intervalle ( fy (a), 7(b)) de laxe :
des y en parties égales, tracons des droites paralléles a I'axe des
x par les extrémités des intervalles partiels de la subdivision et
abaissons des perpendiculaires a 'axe des x des points d’intersection
des paralléles en question avec la courbe y= f(x). De cette fagon,
on a partagé l'aire sous la courbe en parties. Quelle est la con-
dition de ce que les aires des ces parties croissent en les parcou-
- rant dans la direction des x croissants? Pour quelle fonction
les aires de ces parties seront-elles égales?

(A. Reényi)

19. Combien y a-t-il de combinaisons avec répétition d’ordre
m formées des nombres 1,2,...,n telles qu’en désignant leurs
éléments en ordre croissant par ki, k,,...,k,, on ait k; <c-17
(i=—1,2,...,m; ¢ est un nombre entier donné)?
(Gy. Hajos)

20. 2n+1 points étant donnés sur la surface de la sphere
unité dans l'espace & n dimensions, démontrer qu’il existe deux

de ces points dont la distance est inférieur a |/2.

(P. Erdos)
21. Démontrer que, a,,a,...,a, €tant des nombres téels
distincts et A,, 4,,..., A, étant des nombres positifs, toutes les
racines de I’équation
5 LA -
== (x— i) (x—aj)
sont réelles.
(P. Turdn)

22. Déterminer n nombres réels, différents des nombres en-
tiers, tels que tout intervalle ouvert délimité par deux nombres entiers
voisins contienne un muitiple entier de I'un (et de I'un seul) des
n nombres. Pour quels entiers n posséde le probléme une solution
et quelles sont ces solutions? (Cf. probleme 4.)

"~ (Gy. Hajos)

23. Soit ny,ny,...,n, une suite finie de nombres entiers.
Désignons par D(a) le nombre des solutions de I'équation
n;—n;=a. La fonction D(a) sera appelée la fonction de distribu-
tion des différences de la suite donnée. Démontrer qu’il existe deux
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suites n,, ny,...,n; et my, m,, ..., m; de nombres entiers dont les
fonctions de distribution des différences sont identiques et telles
que l'une ne peut pas étre transformée en l’autre par une symétrie
et par une translation, c’est-a-dire qu’il n’existe pas un nombre
entier d tel qu’on ait n; = d -+ m; pour tous les i ou bien n; = d—m;

pour tous les i.
(A. Rényi)

24. Désignons par f(k) et par g(k) les nombres des triples
pythagoréens de nombres entiers positifs et de ceux de nombres
entiers positifs premiers entre eux qui sont formés des nombres ne
dépassant pas le nombre k. Quelles sont les limites de f(k)/k et

de g(k)/k pour k— o?
(E. Makai)

25. Considérons pour un entier positif £ fixé les nombres
nf—n (n=1,2,3,...). Quel est le plus grand diviseur commun
de ces nombres? Pour quels k sera ce plus grand diviseur com-

mun égal a 27?
(L. Fuchs)

26. Considérons n points fixés et un domaine d’aire f surla sur-
face de la spheére unité. Démontrer qu'on peut donner une position
<a ce domaine telle qu’on ait m = nf/4-t pour le nombre m des
points qu’il contient.

: (L. Fejes-Toth)

27. Soit f(x) une fonction positive et décroissante dans I'in-
1
tervalle (0,1) et telle que Jf(x)dx — 4 o et que f(%)< Cf(x),C

étant une constante. Soit £ un ensemble mesurable dont la den-

sité égale zéro au point O et désignons par E, la partie de I’en-

semble E qui est située dans lintervalle (&, 1). Démontrer que le
1

quotient des intégrales | f(x)dx et | f(x) dx tend vers zéro pour
53 B

i

h— 0. ‘ (A. Csdszdr)
28. Une fonction f(n), définie pour n=1,2,3, ..., est mono-
tone croissante et on a
flab) — f(a)+1(b)
pour tout couple de nombres a et b premiers entre eux. Démon-

trer que f(n)= clog n.
(P. Erdds)
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29. Les cotés d’un triangle ABC sont a, b et ¢, le périmétre
du triangle est k, l'aire égale f. Désignons- par A, B, et C, les
symétriques des points B, C et A par rapport aux points C, A et
B respectivement. Soit a,= AA,, b= BB, et ¢,= CC,. Démontrer
que

a,bc+ab,c4-abc, = 4kt.
(R. Obldth)

30. Soit H un ensemble fini de points non collinéaires dans
I’espace. Démontrer qu’il n’y a dans I’espace qu’un point au plus
qui n’appartient pas a H et pour lequel la somme des vecteurs
unités issus de ce point dans les directions des points de H est

nulle.
: (Gy. Szdkefalvi-Nagy)

31. Démontrer que si tous les zéros du polynome F(2)=
—=b,+bz+---+b,2" sont situés dans le demi-plan x =0 du
plan z=x-+1iy, toutes les moyennes de Jensen de ce polynome,
c’est-a-dire les polynomes

) e X
o 1 2 ==l
Ri(F)—b,+ yzﬂb,,(l—ﬂ(l—?)--'(l- e
(an :bn+2 R S v 0)
possédent la méme propriété. (P. Turdn)

32. Un triangle n’est pas régulier et ses cOtés ont une pro-
portion rationnelle. Démontrer qu’on peut couvrir simplement le
plan avec des triangles congruents au triangle donné de facon que
ces triangles aient une infinité de positions distinctes.

- (F. Kdrteszi et Gy. Hajos)

33. Un ensemble A de nombres entiers et un ensemble B
composé de deux nombres entiers étant donnés de facon que tout
nombre entier puisse étre décomposé d’une facon et d’une seule
en somme d’un élément de A et d’un élément de B, démontrer que
les nombres entiers qui ne sont pas différences de deux éléments
de A, soient les multiples impairs d’un méme nombre entier.

(A. Rényi)

34. Une suite a,,a,,... de nombres positifs ne contient
aucune suite partielle (infinie) monotone décroissante. Démontrer
qu’a un nombre A quelconque il ne correspond qu’'un ensemble
fini de suites xi, x,, ... de nombres entiers non-négatifs telles que

a, x; +ax,+ .- = A.
(P. Erdds)



139

35. n+2 points étant donnés sur la surface de la sphere
unité dans 'espace a n dimensions, démontrer clu’il existe deux
de ces points dont la distance ne dépasse pas J/2.

(H. Davenport et Gy. Hajos)

36. Démontrer qu’a un ensemble ordonné et dénombrable
quelconque, il correspond un ensemble semblable de nombres
rationnels (ordonné d’aprés la grandeur).

(T. Szele)

37. Posons

g()=(x—a)* (x—b)’...(x—D"

et soit p(x) un polynome - de degré inférieur a celui de ¢(x).-

Décomposons la fraction p(x)/g(x) en fractions élémentaires par

la méthode connue de la comparaison des coefficients. Démontrer

qu’en résolvant par la régle de Cramer le systéme d’équations liné-

aires qui résulte , on rencontre des déterminants dont la valeur ne

varie pas lorsqu’on emploie une substitution linéaire v—x—&.
(A. Csdszdr)

38. La fonction réelle f(x) posséde au point X, un maximum
ou un minimum au sens large, si 'on a f(x) = f(x,) ou f(x) = f(x),
selon le cas, en un voisinage convenable de Xx,. Démontrer que
les valeurs de f(x) qu’elle prend aux points ol elle posséde un
extrémum au sens large, forment un ensemble dénombrable.

(1. Geheér)
39. Construire une suite ¢,(2), ¢.(2), ... de fonctions holo-

morphes sur le cercle |z| =1 de fagon que la série Z ¢n(2) con-

verge absolument, mais ne converge pas umformément sur le
méme cercle |2| = 1.
(P. Turdn)

40. Démontrer qu’a un ¢ positif quelconque correspond un
nombre entier a tel que

¢(a)+;p(a+1) 5
ol ¢ désigne la fonction d’Euler.

(P. Medgyessy)
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: 41. Démontrer que le nombre des termes de la n-iéme puis-
sance d’'un polynome quelconque composé de deux termes au
moins, tend vers l'infini avec l'exposant n. »

(A. Renyi)

42. Une section conique rencontre les cotés d’un triangle en
six points. Considérons les conjugués harmoniques des sommets
du triangle par rapport aux points d’intersection des co6tés et de
la section conique. Démontrer que ces six points sont situés sur
une section conique.

(R. Oblith)

43. k points de masses m,, m,, ..., m, font un mouvement
dé rotation sur des circonférences concentriques de rayons
n, I, ..., I respectivement, ayant les vitesses angulaires 4,, 4,, ..., 4
constantes. Démontrer que si les nombres 4, 4, ..., 4. sont linéai-
rement indépendants et si aucun des nombres myr,, Muts, . .., Ml
ne dépasse la somme des autres, le centre de gravité de ces k
points décrit une trajectoire qui est dense a lintérieur de la plus
petite circonférence.

(P. Turdn)

=

44. Démontrer 1’identité
%1 n : ‘n
S|ie0—(3). .

n
by

ot ¢ désigne la fonction d’Euler et ] le plus grand entier qui

; n
ne dépasse pas s
(P. Medgyessy)

45. On pose successivement des poids «, 8,7, puis 8 7, ¢,
enfin y, ¢, #, aux sommets d’un méme triangle. Quelle est la con-
dition de ce que le triangle formé par les trois centres de gravité -
correspondants soit semblable au triangle donné?

(J. Egervdry)
46. Démontrer ’identité

S5 ) =il
(J. Surdnyi)
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47. Soit f(x) une fonction positive et décroissante dans I’in-
1

tervalle (0, 1) pour laquelle’J.f(x) dx = 4 oc. Soit E un ensemble

:
mesurable dont la densité é)gale zéro au point O et désignons par
E, la partie de I'ensemble E qui est située dans I'intervalle (&, 1).
Démontrer la relation

1

lim inf | feoax|] fxyax=o.

n-»
0

(M. Bogndr)

48.* Quelle est la condition de ce qu'une équation algébri-
que a coefficients réels posséde trois racines situées sur une méme
droite ? (R. Obldth)

49. Démontrer que si les nombres a,, a., ... sont positifs et
: s a3l :
si la série a, —}—f—i—?—{— --- est convergente, on peut trouver une

suite ny, n,, ...d’'indices telle que n../n.— 1 et que a, +a,,} ---
soit convergente. : :
(P. Erdos)

50. n+2 points sont donnés sur la surface de la sphére unité
dans l'espace a n dimensions de facon que la distance de deux

quelconques de ces points soit au moins |/ 2. Démontrer qu’il y a
au moins 2n couples de points parmi les points donnés tels que

leur distance soit égale a |/ 2.
(Gy. Hajos)

51. Démontrer que pour un nombre naturel n quelconque

5 L(n 1 ST ¢
k;;(—l) (k) n+kEl - 2nEDI
(P. Turdn)

52. Soit p un nombre premier quelconque. Désignons par
C(p") le groupe multiplicatif des pr-iémes racines de l'unité et
par C(p®) le groupe multiplicatif de toutes les p-iémes, p’-iémes,
p’-iémes, ... racines de l'unité. Démontrer que tout groupe abélien
est homomorphe a un des groupes C(p*) (k=—=1,2,3,..., o).

(T. Szele)

* L’auteur a posé ce probléme sans connaitre la solution. La rédaction
n'a regu aucune solution.
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53. Soit H une famille de fonctions semi-continues inférieu-
rement sur un ensemble E de l’espace euclidien a n dimensions.
Démontrer qu’on peut trouver un nombre fini ou une infinité
dénombrable de fonctions de la famille Hde facon que I’enve-
loppe supérieure de ces fonctions soit identique a I’enveloppe
supérieure des fonctions de la famille H. (On appelle enveloppe
supérieure d’une famille de fonctions réelles la fonction dont les
valeurs sont égales en tout point a la borne supérieure des valeurs
prises par les fonctions de la famille en question au méme point,
y compris les valeurs -}-oc et —oc.) (I. Gehér)

54.* Un nombre complexe a étant donné, quels sont les
valeurs complexes z, telles que le procédé d’itération

1: 4
Zn4l = “2“ (zn+ a)

soit convergent ? (F. Riesz)
55. Est-il vrai que 'on a pour k=1,2,3,...
Lor . _gitty §COS2KTTX :
J(el—e )’{sin 2kﬂx$dx=0?

2 (B. Barna)

56. Soit p un nombre premier impair qui n’est pas diviseur
d’'un nombre entier a, mais qui est diviseur des nombres x?-}-ay*
et u*—ar?, o x,y,u et » sont des nombres entiers tels que
(x, )= (u, v)=1. Démontrer que p est de la forme 4n+-1.

(R. Obldth)

57. Démontrer que si tous les diedres d’un polyédre simple
sont convexes (c’est-a-dire inférieurs a 180°), le polyédre est lui-
méme convexe, c’est-a-dire qu’il contient tous les segments qui
relient deux quelconques de ses points.

: (Gy. Hajos)

58. Délerminer le rayon de convergence et la somme de la

série
&, (2kn) ., &
gﬂ(,m)x Rzt 235 0.
(L. Takdcs)

* L’auteur a posé ce probléme sans connaitre la solution. La rédaction
m’a regu aucune solution.
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59. Démontrer que si tous les sous-ensembles infinis d'un
ensemble partiellement ordonné contiennent deux éléments com-
parables, cet ensemble contient un sous-ensemble infini dont deux

éléments quelconques sont comparables.
(A. Hajnal)

60. Soient ai, b;, @, et b, des nombres complexes différents
de zéro et tels que a,b,—a,b,==0. Démontrer qu’il existe une
constante C telle que, si I'on a les égalités

£i(0)=a,, fi(0)=0b,, f.(0)=a,, fi(0)=b,

pour deux fonctions f,(z) et f,(z), holomorphes sur le cercle
|z| = C, aucune des fonctions |f,(2)| et |f.(2)| ne peut &étre supé-
rieure a 'autre en tous les points du cercle.

¢ (P. Turdn)

61. Un nombre entier a étant donné, soit f(n) une fonction
arithmétique a valeurs entieres telle que

;f(d)=a" =1, 2,3 . )

Démontrer qu’on a n|f(n).

(/. Csima)
62. Démontrer qu’on a pour a > 1
3 1 ~ 1
17 el Sy, T e Ve )
xer.» log (1—x) %;x log a
(P. Sziisz)

63. Les zéros d’un polynome P(z) de degré impair sont
symétriques (méme en comptant leurs multiplicités) par rapport
au z€éro z, du polynome. Démontrer qu'on a P”(z,) =0.

(B. Szokefalvi-Nagy)
64. Quelles sont les fonctions entiéres f(2) telles que

1
| (o4 1) =)
tend uniformément vers f’(z) sur le plan complexe entier?
(L. Gehéer)

65. Soit I'aire d’un parallélogramme fondamental d’un réseau
dans le plan égale a l'unité. Démontrer que si un domaine fermé
convexe est symétrique par rapport a un point du réseau et si
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son aire n’est pas inférieure a 4r, ot r est un nombre naturel, ce
domaine contient au moins 2r-1 points du réseau.

(P. Turdn)

. 66. Quelle est la condition nécessaire et suffisante de ce
qu’'un systeme d’équations linéaires détermine de facon univoque
la valeur d’'un inconnu donné? :

(A. Petheo)

67. Construire une fonction réelle indéfiniment dérivable
dans un intervalle qui n’est constante dans aucun intervalle partiel
et qui s’annule avec toutes ses. dérivées sur un ensemble de me-
stire positive. :

(T. Kévdri)

68. Y a-t-il un systétme de fonctions orthogonal et complet
dans un intervalle (a, &) qui est orthogonal dans le méme inter-
valle par rapport a une fonction de poids p(x) non-négative, non
constante et 1. continue, 2. absolument continue?

(A. Csdszdr)

69. a,b,c et d étant des nombres réels donnés, quelles sont
les solutions (définies pour tous- les nombres réels) de I'équation
fonctionnelle

flax+b)—cf(x)4d?
(/] Aczél)

70. Démontrer que la moyenne géométrique des cotés paral-
leles d’un trapéze circonscrit a un cercle, n’est pas inférieure a la
distance des mémes cotés.

(/. Surdnyi)

71. Désignons par d(n) le nombre des diviseurs du nombre
naturel n. Démontrer qu’a tout nombre positif NV correspond un n
tel que

d(n—1)—d(n) >N et que d(n+1)—d(n)> N.
(P. Turdn)

72. Démontrer que la condition nécessaire et suffisante de ce
qu’un ensemble ordonné soit bien ordonné, c’est que tout sous-
ensemble de cet ensemble soit semblable a un sous-ensemble qui
contient tous les- éléments qui précédent un quelconque de ses
éléments. '

(L. Kalmdr)
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73. Appelons convexe un sous-ensemble du plan projectif il
contient au moins I'un des deux segments qui relient deux quel-
conques de ses points. Démontrer que si un ensemble est convexe,

ou bien cet ensemble, ou bien I’ensemble complémentaire de-

celui-ci, contient une droite entiére.
(/. Czipszer)

74. Démontrer que le module de la fonction gamma est
monotone décroissant lorsqu’on parcourt une demi-droite quelcon-
que du plan complexe, paralléle a I'axe imaginaire, en s’éloignant
de l'axe réel. ' -

(P. Turdn)

75. Le centre C d’'un groupe G ne contient d’élément d’ordre
fini autre que l'élément unité, le groupe quotient G/C est abélien
et tous ses éléments sont d’ordre fini. Démontrer que G est un
groupe abélien.

(T. Szele)

76. Construire un réseau de domaines couvrant le plan entier
et ayant une densité inférieure a 4/3, d’'un domaine donné, con-
vexe et symétrique par rapport a un point.

(Gy. Grdtzer et E. Schmidt)

77. Construire une fonction dont les quotients de différences
sont bornés et qui n’est pas dérivable sur un ensemble donné de

mesure nulle.
(J. Czipszer)

78. Quels sont les polyédres dont toute section plane est un
polygone ayant cing cOtés au plus?
(Gy. Hayjos)

79. Les valeurs des fonctions continues M(x,y) et N(x,y)
appartiennent a U'intérieur de l'intervalle (x,y) ou de celui (3, x),
suivant que x <y ou que y>x. Démontrer que la suite a,,¥b,,
a, b, ..., formée d’apres les formules

an«'—l — M(an > bll)y bn#l ot N(an ) bu);
est convergente.

(/. Aczél)

80. Une matrice de m lignes et n colonnes (m < n) et dont
les éléments sont des nombres entiers rationnels étant donnée,
peut-on la compléter par une m-- 1-ieme ligne composée d’élé-
ments entiers rationnels de facon que le plus grand diviseur com-

10 Matematikai Lapok

s
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mun des déterminants d’ordre m--1 de la nouvelle matrice soit
identique au plus grand diviseur commun des déterminants d’ordre
m de la matrice donnée?

(L. Fuchs)

81. Démontrer qu’il y a un nombre irrationnel tel que, dans
son développement en fraction continue, les dénominateurs de toutes
les fractions approchées sont des k-iémes puissances complétes
(k étant un nombre naturel donné).

(P. Sziisz)

82. Démontrer que le domaine des valeurs d'une transforma-
tion linéaire completement continue de l'espace L, ne peut pas
coincider avec Pespace entier.

(/. Czipszer, L. Gehér et L. Pdl)

83. Soient n un nombre naturel donné et (a, b) un intervalle
partiel donné de [lintervalle (—1, --1). Démontrer qu’il existe
une fonction de poids non-négative, dérivable et ne s’annulant
qu’en un nombre fini de points dans l'intervalle (—1, 1) et telle
que toutes les racines du n-iéme polynome de la suite orthogo-
nale)de polynomes correspondante sont situées dans I'intervalle
(a, b). :

(1. Vincze)

84. Un nombre naturel n étant donné, démontrer qu’il existe
un anneau euclidien qui contient exactement n éléments premiers.

(E. Fried)

85. Construire une série de puissances qui converge dans le
cercle unité fermé et dont la somme n’est pas bornée dans ce
cercle.

e (T. Kovdri et V. T. Sos)

86. Démontrer qu’il correspond a tout nombre naturel & une
infinité d’entiers n tels que :

d(n) > :é[d(n——i) d(n-+1i),

ol 'd(n) désigne le nombre des diviseurs de n.
: (P. Erdds)
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87. f(x) étant une fonction continue et de période 2,
démontrer que si 'on a pour tous les / réels

[t + ) —Feolax = C,

la fonction f(x) satisfait a une condition de Lipschitz d’exposant 1/2.
: (Gy. Alexits)

88. Démontrer que si un groupe possede un élément d’ordre
p* (p étant un nombre premier) et si p* dépasse I'ordre du groupe,
le gronpe ne peut pas étre simple.
(K. Corrddi)

89. Démontrer qu'une suite & — 0 étant donhée, on peut
trouver une suite a, telle que |a.|> ¢, (n=1,2,...) et que le pro-

duit £/ (1-a,) soit convergent.
n—1
(P. Turdn)

90. Y a-t-il un corps concave dont toutes les sections planes
sont simplement connexes?
(Gy. Gratzer et E. Schmidt)

91. Donner une condition nécessaire et suffisante que les
nombres complexes ax (i, k=1, 2,...) doivent remplir pour qu’on
puisse trouver une suite f, f,,... de fonctions & carré intégrable -
telle que

[fh—=aw  GE=1,2..)
(]. Czipszer)

92. Une suite 0 < n, < n, <--- étant donnée, la suite a;, a,,...
soit composée des nombres situés dans lintervalle (ng, i) et
divisibles par 2* (k—0,1, 2,...). Considérons, pour r donné, les
nombres a; +ai,+ --- +ai, (I, = i, = --- =1i,) et démontrons que la
suite de ces nombres posséde la densité 0. .

(P. Erdds)

10%
»



FELADATROVAT

Szerkeszti: Hajos Gyoroy

A feladatrovatnak szant kiildeményeket, az egyes feladatok
megoldasat kilon lapon, a kovetkezd cimre kérjiikk: Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat, Budapest, V. Redltanoda u. 13—15.

Kitizott feladatok

89. Bizonyitsuk, hogy tetszOlegesen adott, zérushoz tartd
&, &, ... sorozathoz talalhato a,, a,, ... sorozat tigy, hogy |a.|> |,

(n=1,2,...), é a JJ(1+a,) szorzat konvergens.
n—=1
: Turdn Pdl
90. Van-e olyan konkdv test, melynek minden sikmetszete

egyszeresen "~ 0sszefiiggt?
: Grdtzer Gyorgy ¢s Schmidt Eligius

91. Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy adott
{aw) (i, k=1,2,...) komplex szamokhoz mikor taldlhaté olyan
négyzetesen integrdlhaté fiiggvényekbol &llo £, f., ... sorozat, melyre

| fifi = aa GR=1,2 )

Czipszer jdnos

92. Legyen adva egy O<n <n,< ... sorozat. Alljon az
a, a, ... sorozat az (ny, ny+1) intervallumokban a 2%-val oszthaté
egész szamokbol. Adott r mellett tekintsiik az a; -+a;,+---+a,
(i, =6 =--- =i,) szamokat. Bizonyitandd, hogy e szamok soro-
zatanak sfirfisége O. :

Erdos Pdl
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Megoldott feladatok

68. feladat. Van-e olyan az (g, b) intervallumban ortogond-
lis, teljes fiiggvényrendszer, amely (a, b)-ben még egy nem-negativ,
nem allandé és 1. folytonos, 2. abszolit folytonos p(x) sulyfiigg-
vényre nézve is ortogondlis? -

(Csdszdr Akos)

Megoldds. Bizonyitjuk, hogy az elsé kérdésre igennel, a maso-
dikra pedig nemmel Kell felelni. Az dltaldnossdg rovasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy a=—0 és b—1.

1. Legyenek /,,7,,... a Cantor-féle halmaz kiegészitd inter-
vallumai. Alkossanak az f.,(x), fi2(x), ... fliggvények az /; interval-
lumon teljes ortogondlis rendszert, és legyen értékiik az 7/, inter-
vallumon kiviil 0. Az f;,(x) fiiggvények (k,n=1,2,...) nyilvan
ortogondalisak a (0, 1) intervallumon. Rendszeriik teljes is, mert ha
Z(x) mindegyikre ortogondlis, akkor az fi(x), fiz(x), ... rendszer
teljessége miatt g(x) =0 majdnem mindeniitt mindegyik 7/ inter-
vallumon, tehat a teljes (0, 1) intervallumon is.

Legyen p(x) a Cantor-féle fiiggvény, melynek értéke minden
I intervallumon egy-egy pozitiv konstans. Az fi..(x) fiiggvények
e sulyra nézve is ortogondlisak, hiszen két ilyen fiiggvény szorza-
tanak a p(x) sallyal val6 megszorzdsa allandéval vald szorzast
jelent. Minthogy p(x) nem dlland6 és folytonos, az elsé kérdésre
valéban igennel kell felelni.

2. Alkossanak az f,(x), f;(x), ... fiiggvények teljes ortogonalis
rendszert, legyenek tovédbbd ortogondlisak az abszolit folytonos
p(x) sulyfiiggvényre nézve is. Ezek szerint p(x) f;(x) ortogonalis az
fu(x) fiiggvények (k=1,2,...) mindegyikére fi(x) kivételével.
Az fi.(x) fliggvények rendszerének teljessége miatt tehdt majdnem

mindentitt
P fi(x) = i fi(x),

azaz, ahol csak fi(x)=-0, majdnem mindeniitt p(x)=c. Igy a
p(x) fiiggvény értékkészlete egyrészt a c,,¢,,... szamokbol all,
masrészt azokbol az értékekbdl, amelyeket p(x) azokon a helyeken
vesz fel, ahol az fi(x), fu(x),... fiiggvények mindegyike eltiinik.
Ezért p(x) értékkészlete nullmértékii, hiszen az utobb emlitett
helyek halmaza az f,(x), fo(x),... rendszer teljessége miatt null-
mértékii, és abszolit folytonos fiiggvény értékkészlete nullmértékii
halmazon maga is nullmértékii. Minthogy azonban p(x) folytonos, -
értékkészlete a (0, 1) intervallumon csak akkor lehet nullmértéki,
ha p(x) allando. Arra a kérdésre, hogy lehet-e p(x) nem-allando,
nemmel kell tehat felelni. Szokefalvi-Nagy Béla
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A 68. feladat megoldéasat bekiildotte még Czipszer [dnos.

70. feladat. Bizonyitandd, hogy az érintGtrapéz parhuzamos
oldalainak mértani kozepe nem kisebb tavolsaguknal.

(Surdnyi Jdnos)

1. megoldds. A beirt kor érintési pontjai a trapéz parhuzamos
oldalait a, és a,, ill. b, és b, darabokra, szarait pedig a, és 0,
ill. a, és b, darabokra osztjék (I. 1. abra). A szarak a beirt kor
kozéppontjabol derékszog alatt latszanak (az dbran 2« 4-25== 180°,
s igy valéban «-+p8-—90°). A beirt kor r sugarira tehat a két
derékszogli haromszogbol

(1) 1'2:(1]01 :“agb'_)-

1. abra

Minthogy a trapéz magassaga 2r, a bizonyitando allitas
(a,+a,) (b, + b)) =4r* = 2(a, b, axb,),
azaz atrendezés utan
(a,—a)) (2,—b,) = 0.

Ez igaz, mert e szorzat tényez6i egyezd elbjeliiek nem lehetnek,
hiszen kiilonben a;, és b, rendre nagyobb, ill. kisebb lenne a,-nél
és b,-nél, ami (1) miatt lehetetlen. | :
Kdntor Sdndor

I1. megoldds. Jelolje a és ¢ a trapéz parhuzamos oldalait,
legyen a =c. Jelolje b és d a szérakat, ezekre tehat b4-d—a-c.
Bontsuk fel a trapézt egy parallelogrammaéra és az ADE /\-re (l.
2. abra), melynek oldalai AE=—a—c, DE—b, DA-—d. A D pont
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az A, E fokusza, tehdt a—c fokusztavolsagi, ¢és b-+4-d=—a-c
nagytengelyii ellipszisen van. A D pontnak a nagytengelytél valo
m tavolsaga a kistengelynél nagyobb nem lehet, azaz

m= % V(@+cy —(a—c)*= Vac.

b T ¢

2. abra
_ Csiszdr Imre

. 1l megoldds. Az ABCD érintGtrapézt BC szaranak felezo-
pontjara tiikrozve az AD’'A’D parallelogrammahoz jutunk (I. 3.
abra). Legyen B és C merdleges vetiilete a parallelogramma szem- .
kozti oldalegyeneseire E és F, jeloljik AE és DF metszéspontjat

vael 5 5

A tiikrozés miatt DC==BD’. Azt kell tehat kimutatnunk,

hogy az AD'E /,-ben az EB magassiag nem nagyobb azon szele-
tek mértani kozéparanyosanal, amely szeletekre ez a magassiag az
AD’ oldalt bontja, vagyis azt kell bizonyitanunk, hogy az AEB’" <t

nem hegyesszog.



A tiikrozés folytin DF | ED’. Kimutatand6é tehat, hogy az
AGF < nem hegyesszog, vagyis az, hogy az AGD<—EGF<
nem tompaszdg. Vegyiik még figyelembe, hogy EF is érinti a tra-
péziinkbe irt kort, azaz AFED 1is érint6trapéz, hiszen a beirt kor
tiikros a trapéz kozépvonaldra; a BC és EF szakaszok pedig egy-
mas tiikorképei. Igy belattuk, hogy a bizonyitandé allitas azzal
ekvivalens, hogy érint6trapéz atléinak metszéspontjabdl a szarak
nem latszhatnak tompaszog alatt.

Ez utobbi allitasnal tobbet mond az, hogy a sik egyetlen
pontjabol sem lehet az érintétrapéznek mindkét szara tompaszog
alatt lathato. Ez pedig nyomban kovetkezik abbél az ismert tény-
bél, hogy az érintétrapéz szérai folé irt Thales-korok egymast
kiviilr6l érintik (1. az 1953. évi Arany-verseny elsO forduldjanak 3.
feladatat).

: Surdnyi Jdnos

1V. megoldds. A feladat éllitisanak kovetkezd altalanositasat
bizonyitjuk: A konvex ABCD érinténégyszogbe irt, O kozéppontii
kor erintse az AB és CD oldalt E és F pontban. Az O ponton dt
EF-fel pdrhuzamosan huzott egyenes az AB és CD oldalakat belsé
P és Q pontban metszi, és PQ nem nagyobb az AB és CD olda-
lak mértani kozépardnyosdndl.

1. Minthogy az EF egyenes metszi az AB és CD egyene-
seket, a P ¢és Q metszéspontok is léteznek. Bizonyitanunk kell,

4. abra

hogy P és Q az AB és CD oldalaknak belsé pontjai. A szerepek
egyenloségére vald tekintettel elég ezt a P pontra megmutatnunk,
és elég azt igazolnunk, hogy az AB egyenesen B és P az A pont-
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nak ugyanazon az oldalan van. Ennek igazoldsandl nyilvan felte-
hetjitk, hogy P a BA félegyenesen van, s ez majd abbol kovet-
kezik, hogy az OAB < kisebb az OPB<( nél, vagyis a 4. abra
jelbléseivel
« < T—@.

Minthogy a kor hirja a végpontjaiban huzott érintokkel egyenld
szogeket zar be, tovabbd az EF és PQ egyenesek parhuzamosak,
abranknak ¢-vel jelolt szogei egyenlOk, az AEFD négyszog szog-
Osszege tehat

2¢ + 204 2¢ — 360°.
Ebbél nyomban adédik a fenti egyenl6tlenség.

2. Minthogy imént tett megallapitasunk szerint « + o + -180°,
a DQO /. és OPA /\ hasonlo, mert mindkettében elofordul ketto
e 180° osszegli harom szog koziil. E hasonlésag kovetkeztében

PA-QD=0P-0Q— § PQ,

ugyanis az EF hturra merdleges koratmérore vonatkozo szimmetria
miatt OP = 0Q. Ugyanugy adodik, hogy

PB-QC— PQ"

3. Az utolsé két egyenldség alapjan mar kovetkezik a fel-
adat allitdsa, ha igazoljuk a kovetkezot:
Ha g = P:q, = az’ akkor (P1 +p.') (qx +
-+ ¢q.) = 4a°, vagy masként

pit+p: q+q
2 2

Ezt a szamtani és mértani kozépre
vonatkozo tételt nem haszndlva geometriai
g uton bxzonylt]uk Egy p.,q, és egy p,,q.

@ oldalu téglalapot tekintiink. E két egyenld
T e teriileti tegla]apot egy-egy sarkuknal egy-

masra helyezziik ugy, hogy a p, és p,, va-

lamint a ¢, és ¢, oldalak egyenesei fedjék egymast. E téglalapok kozos
részének teriiletét 7-vel, ezen ttlnyuld résziiknek teriiletét pedig — a
téglalapok teriiletének egyezése folytdn jogosan ugyanavval a betii-
vel — t-vel jeloljiik. A téglalapok egybe nem esé parhuzamos oldalai-

=a~

nak kt‘)zéppérhuzamosai egy % (p+ps), % (g, -+ g,) oldalu téglalapot
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hataroznak meg. Ez az Gj téglalap a 7 teriiletli kozos részbol,
mindkét ¢ teriiletii téglalapnak felébdl és még egy téglalapbol tevo-
dik ossze (hacsak mind a harom téglalap nem azonos). Az uj tég-
lalap teriilete ezek szerint az eredeti két téglalap teriileténél, (7 -+ f)-
nél nagyobb, vagy legfeljebb azzal egyenld. Ez éppen allitdsunk
helyességét szolgaltatja. Gallai Tibor

A 70. feladat megoldasat bekiildotték még: Alpdr Ldszio,
Balatoni Ferenc, Berkes Jend, Biczé Géza, Csdszdr Akos, Dux Erik,
Erddsi Jozsef, Fried Ervin, Hajagos Béla, Hammer [ozsef, Klafszky
Emil, Koncz Kdroly, Kreko Béla, Molndr Ferenc, Molndr Jozsef,
Obldth Richdrd, Papp Zoltdn, Révész Pdl, Schopp Jdnos.

71. feladat. Jelentse d(n) az n természetes szam osztoinak
szamat. Bizonyitand6, hogy minden pozitiv N szdmhoz talalhato
olyan n, hogy

d(n—1)—d(n) >N és d(n-+1)—d(n)> N.
(Turdn Pdl)

Megoldds. A feladat kiovetelményének megfelelé n természe-
tes szamokat a kovetkezoképpen szerkeszthetiink: Valasszunk két
olyan a és b relativ prim természetes szimot, amelyekre d(a) > N-|-2
és d(b) > N+ 2. Ismeretes, hogy (a,b)==1 miatt megadhatok az
x és y természetes szamok ugy, hogy bx—ay—2. Azt Allitjuk,
hogy

n—=abt+4+bx—1=abt-tay+1
eleget tesz a feladat kovetelményének, 'ha a ¢ természetes szamot
gy vdlasztjuk meg, hogy n primszam legyen. Ilyen f érték Dirichlet
ismert tétele szerint van, hiszen ab és bx—1-—ay -1 relativ pri-
mek, mert bx—1=ay-+1 nem oszthaté sem a, sem b torzs-
tényezdivel.

Mivel n primszam, d(n) = 2. Minthogy n—1 oszthaté a-val,
d(n—1)>d(a) > N+2, és (n-+1)-nekb-vel valdé oszthatosaga
miatt d(n+1) > d(b) > N+ 2. Ezek szerint n valoban kielégiti a
feladat kovetelményét. Takdes Lajos

A 71. feladat megoldasat bekiildotték még: Dux Erik, Hosszu
Miklos, Kovdri Tamads.

72. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy rendezett halmaz
akkor és csak akkor jolrendezett, ha minden részhalmaza hasonlo
a halmaz valamelyik szeletéhez. (Szelet az olyan részhalmaz, amely
barmely elemével egyiitt minden el6bbi elemet tartalmaz.) -

(Kalmdr Ldszlo)
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Megoldds. ]o6lrendezett halmaz minden részhalmaza is jol-
rendezett, s rendszima nem nagyobb az egész haimaz rendszama-
nal (I. pl. Alekszandrov: Bevezetés a halmazok és fiiggvények alta-
lanos elméletébe, III. fejezet, 12. tétel), tehat hasonl6 annak egy
szeletéhez.

Ha egy rendezett halmaz minden részhalmaza hasonld a hal-
maz valamelyik szeletéhez, akkor ez all az egyelemii részhalma-
zokra is, tigyhogy a halmaznak van egyelemii szelete, vagyis elso
eleme. Ez az elem egyattal a halmaz minden szeletének is els6
eleme, tehat minden részhalmazban is van els6 elem, vagyis a
halmaz jolrendezett.

Csdszdr Akos

A 72. feladat megoldasat bekiildotték még: Addm Andrds,
Hajés Gyirgy, Kantor Sdndor, Kévdri Tamds, Lakatos Imre, Papp
Zoltdn, Révesz Pdl.



PELDAROVAT

Szerkeszti: VARGA TaMAs

A megoldasokat a Bolyai Térsulat cimére kérjiik (Bp. V.
Redltanoda u. 13—15.) A boritékra irjuk ra feltiin6en: Példarovat.
Minden megoldast kiilon lapra irjunk. Kozlésre szant példakat is
szivesen fogadunk.

A 49. példara a VI. évfolyam 1.szdmdnak megijelenése el6tt
megoldés érkezett még Biczd Gézatol.

Kitiizott példak

67. Egy haromszog egyik belsd pontjat kossiik 0ssze a csu-
csokkal, és az Osszekotd szakaszokat hosszabbitsuk meg a ponton
tal az oldalakig. Bizonyitsuk be, hogy a meghosszabbitd szakaszok
Osszege kisebb a haromszog legnagyobb oldalandl.

(Erdos Pdl)
n-+1

68. Melyek azok az n természetes szamok, amelyekre .

is és a reciproka is felirhato véges tizedestort alakban ?
(Fried Ervin)

69. Az 1. dbran lathato négy kis
kor sugara a legnagyobb kor sugaranak
negyede; ez szamitassal konynyen igazol-
hato. (Lasd a II. gimnaziumi koényvben
az 1951. évi kiadasban a 97. lapon.) Iga-
zoljuk szamitas nélkiil!

(Zalotay Elemer)

1. dbra
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70. Hatarozzuk meg a haromszog hozzairt koreinek sugarat,
ha osszegiik: r,+ 7.+ r;— 11 cm, a haromszog keriilete k=12 cm,
beirt korének sugara o =1 cm. Mekkordk a hdaromszog oldalai?

(Biczo Géza)

71. Jelolje a,b, ¢ egy haromszog oldalait, m,, m,, m. pedig
a megfelel6é magassagokat. Bizonyitsuk be, hogy /

B e s i fod il
(a-+b+c) (E +—b—+?J: (m,+ my, -+ m.) (IE+I717,+IE)'

(Bukovszky Ferenc)

72. Bizonyitsuk be, hogy ha a; >0, akkor

73. Az alabbi sorozatoknak nagyon egyszerii a képzési sza-
bédlya. Mik ezek a szabalyok? Irjuk fel mindegyik sorozat kovet-
kezd harom elemét!

) 2048 T8 10,50, 13, 8,414 519,20, .22, ..
5).0,/258, 4 5.5, 1, 6,- 6T 59,13, 9,88, ...
N 273 G0 10- 11,14, 18, 20,535, 2849

Megjegyezziik, hogy mindegyik sorozat végtelen és egyik sem
korlatos, vagyis mindegyikben vannak akarmilyen szdmndl nagyobb
szamok. A c¢) sorozat monoton, s6t, ha elsé elemét elhagyjuk, szi-
gortian monoton, vagyis tobb ismétlédés nem fordul el6 benne.
Azt a nevezetes sejtést, hogy tagjai kozt végtelen sokszor fordul-
nak el6 szomszédos természetes. szamok, még senkinek sem- sike-
riilt sem bebizonyitani, sem megcafolni.

Megoidott peldak

51. példa. Oldjuk meg az I. gimnaziumi matematika konyv .
kovetkezd feladatat: ,Megrajzoltuk egy hédromszog harom (egy
ponton athaladd) szogfelezd egyenesét és egy oldalanak egyik
pontjat. Hogyan szerkeszthet6 meg ezekb6l a haromszog ?“ (Az
1949. évi kiadasban a 348. lapon a 13. feladat.) Bizonyitsuk be a
taldlt szerkesztés helyességét.
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I. megoldds. A szogfelezbk szogei és a haromszog szogei

kozti ismert 0sszefliggés miatt{a 2. 4abra jelolésével: «" — -g—+90O

stb.J a harom megadott egyenes a haromszog alakjat mar meg-

hatarozza. (Még azt sem kell
elére megadni, hogy a hat fél-
egyenes koziil melyik harom megy
at a haromszog csucsain. Szom-
szédos félegyeneseket ugyanis
nem valaszthatunk, hiszen a szog-
felez0 egyenesek magukat az olda-
lakat és nem meghosszabbitasu-
kat metszik; az pedig mindegy,
hogy a nem szomszédosak koziil
az egyik harmat valasztjuk, vagy
a masik harmat, a csticsszogek
egyenlsége miatt a haromszog
alakja mindkét esetben “ugyan-
olyan lesz.)

Ha tehat egyelére elejtjiik
azt a feltételt, hogy az egyik oldal 2. dbra
az adott P ponton menjen at,
akkor egy a keresetthez hasonld A'B'C’ haromszoget kaphatunk,
a kovetkez6 modon:

Az A'B'C’ haromszog A’ cslicsat az f, szogfelezOn tetszés-
szerint vegyiik fel. Mivel az oldalegyenesek a 3szdgfelezdkre
szimmetrikusak, A’-nek fi-re, ill. f.-re vonatkozo Aj, ill. A, tiikor-
képe rajta kell hogy legyen a keresett B’C’ oldalegyenesen. Ez az
oldalegyenes tehat csak az A;Al egyenes, s igy a haromszog B,
ill. C" csucsa csak ennek az egyenesnek f-vel, ill. f.-vel valo
metszéspontja lehet.

A tiikrozések miatt nyilvanvald, hogy f, és f. az A'B(C’
haromszognek szogfelezdje; az f, egyenes atmegy f, és f. metszés-
pontjan és az A" csticson, ebbdl kovetkezik, hogy f. a harmadik
szogfelezo.

Az A'B'C’ haromszog és a keresett ABC haromszog nem-
csak hasonlé, hanem hasonl6é helyzetii is. (Ugyanis mindkét

‘héromsz()g oldalai %: ¢*—90° stb. szogeket zarnak be a szig-

felezokkel, és igy megfelelé oldalaik pérhuzaniosak.) Az ABC
haromszog szerkesztése tehat:a P ponton at parhuzamosthuzunk az
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A'B'C’ haromszdg valamelyik oldaldval (ha P-nek pl. a BC oldaira
kell keriilnie, akkor B'C’-vel); ez az egyenes f,-b6l A'B’'C’ ill. f-bol
kimetszi a B, ill. C pontot, a B ponton at A’ B’-vel huzott par-
huzamos pedig az A csucsot.

3. dbra

Be kell még bizdnyitahunk, hogy AC parhuzamos A’C’-vel;
ebb6l kovetkezni fog, hogy az ABC haromszog teljesit minden
elbirast. Ezt példdul igy lathatjuk be:

! 0C - OB Q&
OC OB OA.

a szerkesztés miatt, tehat OA'Cy~OAC, (két oldalardny és a
kozbezart szog egyezése folytan), és igy AC|A’C’. Ezzel a szer-
kesztés helyességét igazoltuk.

Megoldéas csak akkor lehet, ha a megadott szogfelezOk harom
nem szomszédos félegyenese harom tompaszogre vagja szét a sikot

-

(hiszen " ::%—{—900 stb. kell legyen). Ez ekvivalens azzal, hogy

a harom megadott egyenes hat hegyesszogre vagja szét a sikot. A
szerkesztésbol lathato, hogy ez nemcsak sziikséges, hanem elégse-
ges feltétele is a megoldhatésdgnak, bérhol van is a P pont
(az egyenesek metszéspontjat kivéve).

Biczo Géza és Reményi. Gusztdv
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1. megoldds. Mivel a szogfelezok szogeib6l megszerkeszthetjiik
a haromszog szogeit, a haromszog BC oldalat azonnal megkap-
hatjuk: ez csaka P ponton at huzott, f,-hez PBO <= *—90°— —g—
szogben hajlo egyenesnek f, és f. kozti szakasza lehet. Tiikrozziik
ezt az egyenest f-re (f.-val valo metszéspont: A), s a tiikdrképet
Jo-ra (fi-vel valo metszéspont: C’). Be kell bizonyitanunk, hogy
ujboli tiitkrozéssel a BC oldalhoz jutunk (ebben mar benne van az,
hogy C—C’ és az is, hogy f. felezi az itt keletkezO szoget).

4. dbra

El6szor azt bizonyitjuk, hogy ujboli tiikrozéssel a BC-vel
parhuzamos egyeneshez jutunk. Ehhez csak ki kell szamitanunk a
keletkezd 5 5 €85 szogeket (4. abra):

’

«

2

=180° — y* — (8" —90°) = 360° — v* —#* —90° = " —90°.
Ugyanigy:

'5 —180° —8*—(e* —90°) = y*—90°,
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és
- 3
2
y =17, tehat a parhuzamossagot igazoltuk.

Bizonyitanunk kell még, hogy OC — OC’. Eza sinus-tétellel
konnyen adodik:

= 180° — " — (8" —90%) — " —90°.

in -2 in Y
OC__SmZ OB __sm 5 OA :smz
e —sin—y—’ o sini g sinz’
2 S 2
s az egyenleteket Osszeszorozva:
oC

m.,—: ], dzaz OC:OC :
A szerkesztés tehat helyes.
Koncz Kdroly és Reményi Gusztdv

I11. megoldds. Tiikrozziik koriil a P pontot az 5. abra szerint a
harom szogfelezén. Igy megkapjuk mindharom oldalnak egy-egy pont-
jat: P,, Py, P.. (P, ugyanazon az oldalon van, amelyen P.) A PP,
egyenes (ha ugyan P=P,!)
lesz a haromszog BC oldal-
egyenese. (B, ill. C az egye-
nesnek f, ill. fi-vel valé met-
széspontja.) .

Be kell bizonyitanunk,
hogy ha ezt-az egyenest egy-
részt f,-n masrészt f.-n at tiik-
rozziik, akkor a két tiikorkép
egymast f,-n metszi, s vele
egyenld szogeket zar be.

Ennek a két egyenesnek
egy-egy pontjar6l, P.-rol és
P,,-r61 tudjuk, hogy egymasnak

5. dbra f.-ra vonatkozo tiikorképei. Ha
: ; kimutatjuk, hogy még egy ilyen
pontpar van a két egyenesen, akkor ezzel igazoltuk, hogy a két
egyenes egymasnak f,-ra vonatkozo tiikorképe ; ez éppen azt jelenti,
hogy f.,-n metszik egymast, s vele egyenld szogeket zarnak be.

Ez a masik két pont (ha csakugyan mdsik két pont!) az

O-bol a két egyenesre bocsatott merdlegesek 7. és T, talppontja

11 Matematikai Lapok
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lesz. Annyi bizonyos, hogy OT.,= OT,, hiszen mindketté egyenlo
az O-bol BC-re bocsatott O7, merdleges szakasszal a szogfelezd
ismert tulajdonsaga miatt. Be kell még latnunk, hogy az OT, és
OT, szakasznak f,-val alkotott szoge is egyenl6. Mivel P, és P,
f.-ra szimmetrikus, f,-val alkotott szogeik is egyenl6k; elég tehat
belatni, hogy P.OT.<t= P,OT,<. De ez igaz, hiszen OT. P, )\ =~
~ OT,P,/. (két oldal és a derékszog egyenldsége miatt). A bizo-
nyitds arra az esetre is érvényes, amikor P, a BT.-n és igy a P,
a CT,-n kiviil esik.

Tehat P.7T. és P, T, csakugyan egymasnak f,-ra vonatkozd
titkorképei, vagyis a szerkesztés helyes.

Bdrtfai Pdl és Bukovszky Ferenc.

Megjegyzés. A szimmetria alapjan nyilvanvald, hogy a P, pont
ugyanakkor esik egybe a T.-vel, amikor a P, a T;-vel és a P,
(s egyben a P is) a 7.-val. Ha tehat P és P, két kiilonb6z6 pont,
akkor a szerkesztés helyességének fenti bizonyitasa kifogastalan;
ha viszont P és P, egybeesik, akkor masik szerkesztésre is van
sziikség :

OP-re P-ben merdlegest szerkesztiink, ez metszi ki f,-bol
B-t, f.-bol C-t. Az eldbbiekb6l mar kovetkezik, hogy ennek a BC
egyenesnek f,-re} és f.-re vonatkozo tiikorképe is f.-n metszi
egymast. $ Bukovszky Ferenc

IV. megoldds. Ismeretes (lasd pl. az I. gimndziumi matema-
tika konyvet, 1. kiadds, 370. lap), hogy két egymast metszd egye-
nesen at valé tiikrozés helyettesithetd az egyenesek metszéspontja
koriili elforgatdssal; az elforgatds szoge a két egyenes szogének
kétszerese.

Ha tehat a P pontot nem egyszer tiikrozziik koriil a harom
szogfelezon (mint a IIl. megoldasban), hanem kétszer egymasutan, .
akkor az f,-n és f,-n vald tiikrozés 2y*, az f.-n €s f,-n valo tiik-
rozés 2a*, az f,-n és f.-n valo tiikrozés 28%, Osszesen 720°-o0s
© szogli elforgatassal helyettesithetd. Tehat a P pont hatodik képe

onmaga. '

Ennek alapjan a IIl. megoldasban leirt szerkesztés helyessége
igen egyszeriien beldthats. A szerkesztést most, kis modositassal,
ugy fejezziik be, hogy a PP, egyenest is koriiltiikrozziik a harom
szogfelezon, ugyanolyan iranyban, mint a P pontot. Be kell lat-
nunk, hogy a harmadik tiikrozés utdn a PP, egyeneshez jutunk
vissza. Az egyenes P pontja a harmadik tiikrozés utdn a P, pontba
keriil, a P, pont a fent mondottak szerint P-be; két pont meg-
hatdrozza az egyenest, tehdt a szerkesztés helyességét bebizonyi-
tottuk. Sztané Tamds

Tovébbi megoldést kiildott be: REMENYI GUSZTAvV.
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52. példa. Oldjuk meg a tetszésszerinti oldalszamu sok-
szogekre vonatkozd, az el6bbivel analog feladatot!

Megoldds. Egyszeriiség kedvéért szoritkozzunk konvex sok-
szogekre. Akkor a szomszédos szogfelezék biztosan metszik egy-
mast; szogeik legyenek:

i —— (foH-I) <.

o= (A4, ).

Képzeljiik megszerkesztve a sokszoget. Tiikrozziik P-t és a
nyert tiikorképeket sorban az egyes szogfelezokon at. Ha P, == P,
akkor a PP, egyenes a keresett sokszog egyik oldalegyenese. Mi
annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy a PP, egyenes
n-edik tiikorképe azonos legyen a PP, egyenessel ?

Legyen tovabba

6. dabra

Ha van megoldés, akkor
¢ = 180° — ¢, —«,,
¢;— 180° —(180° — e, — ) — ety — @, + @, —a,,
¢ =180°—(¢; + &, — @) — s = 180° — ¢, — &t + @, — s .
Két esetet kell megkiilonboztetniink :
I. Paros n esetében :
¢ —=—180°— @, — e, + o —as+ - — ey g, i
Pr1=@+a,— e+ a—- a1 —a,; ( )

11%
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de ¢,.1= ¢, és ezért
¢ —aya,—- o F e, 1 —e, =0. (*)

Vagyis mivel Ye;=360°, a paros és paratlan «-k Osszege
egyarant 180°. Ez tehat a megoldhatosag sziikséges feltétele. -

Kimutatjuk, hogy ez elegendd feltétel is. Tegyiik fel, hogy ()
teljesiil. Akkor P-bdl P, -et elballitva és PP, -et sorban tiikrozve
a szogfelez6kon at, PP, n-edik tiikorképe és fi szoge: ¢,.i— i
((1) és (%) alapjan), ami azt jelenti, hogy PP, és n-edik tiikor-
képe vagy parhuzamos egymassal, vagy egybeesik. Minthogy azen-
ban P-nek az n-edik tiikorképe P,, igy P, kozos pontja a két
egyenesnek, tehat nem lehetnek parhuzamosak, egybe kell esniiik.
Ezzel egyuttal bebizonyitottuk a szerkesztés helyességét is.

[I. Paratlan n esetében

Q=0T — - y— " — 1,
@u1 = 180° — =, + ;— ;4 - - € 1—an;

de ¢, =¢;, tehat
@1 - :-%—(1800—(61+(53—(5;;+ s @y — ). (k).

Vagyis mivel X'e; — 360°, a péros e-k dsszege 90° 4-¢,, a parat-
lanoké 270° —¢,. Ez tehat a megoldhatosag sziikséges feltétele.

Kimutatjuk, hogy a feltétel elégséges is. Tegyiik fel, hogy
teljesiil a (%) feltétel, vagyis az adott P-t és nyert tiikorképeit
tiikkrozve a szogfelez6kon at, a kapott PP, egyenes f,-gyel ekkora
¢, szoget zar'be. Ekkor a kapott PP, egyenest fi-en kezdve végig-
tiikrozve a szogfelez6kon, az n-edik tiikorképének és f-nek hajlas-
szoge :

< @1 = 180° — ¢y —ey +wo—az3 4 - @, 1 —e,.

De (#x) folytan ¢,.,= ¢, és az 1. esethez hasonloan lathato,

hogy létezik egyetlen a feltételeknek megfelel6 sokszog.

Bdrtfai Pdl

Megjegyzés. Ha P=P,, akkor szintén szét kell valasztanunk
ugyanazt a két esetet:
I. Paros n esetén a sikot n egyenesre tiikrozve a sik nem
fordul at a masik oldaldra: a sik elmozgatdsa megy véghe, amely
- vagy parhuzamos eltolas, vagy pont koriili forgatds (lasd példaul
Kutuzov: Geometria 150—151. lap). Mivel egy pont helyben ma-
rad, csak elforgatasrol lehet szo, mégpedig e pont koril. Tetszo-
leges Q pont és n-edik tiikorképe meghatarozza az elforgatds szo-
gét: QPQ,<«. Olyan P-n atmené egyenest keresiink, amely
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onmagaba megy at. llyen akkor és csak akkor van, ha az elfor-
gatds szoge 0° vagy 180°; ekkor minden a P-n idtmené egyenes
megfelel.

Il. Pératlan n esetén a sik az n egyenesre vald tiikrozés
folytan atfordul a masik oldalara. A sik e transzformacidja egy
elmozgatas és egy egyenesre valo tiikrozés Osszege (lasd Kutuzov:
Geometria, 177. lap). Mivel egy pont helyben marad, parhuzamos
eltolasr6l nem lehet sz6, hanem csak egy pont koriili elforgatasrdl
és tengelyes tiikrozésrol.

Mivel P=P,, a tiikortengelynek at kell mennie az egyediil
lehetséges forgasi kozépponton, P-n, de akkor €gyetlen tengelyes
tiikrozeéssel helyettesithetd a két transzformdcio. A tiikortengely-
nek egy masik, F pontjat is megkaphatjuk tehat, ha egy masik
pontnak, Q-nak és n-edik tiikorképének, Q,-nek az 6sszekotd
szakaszat megfelezziik. A tiikortengely ennélfogva PF, a masik
egyenes pedig, amely ©onmagaba megy at a PF-re, P-ben emelt
mer6leges. Ez esetben tehat mindig van egyetlen megoldas.

Ha az 1. és Il. esetben utoljara kapott egyenest a szogfelez6-
kon koriiltiikrozziik, megkapjuk a keresett sokszdg oldalegyeneseit.

Klafszky Emil

53. példa. Szerkessziink sokszoget, ha adva vannak (hely-
zetiiket tekintve) az oldalfelezd merdlegesei.

Megoldds. Képzeljiik el, hogy egy sokszog eleget tesz a fel-
tételeknek. Tiikrozziik a sokszog A, csucsat és egy masik X, pon-
tot sorban az oldalfelez6 merdlegeseken at. Mindegyik tiikrozés
valtozatlanul hagyja az A;X; tavolsagot. Az A; pont utoljara vissza-
keriil az eredeti A, pontba, az X; pont pedig X, pontba. Mivel
AX,=AX,1, A rajta van az X, X, szakasz felezO merdlegesén
(feltéve, hogy X, ==X, 1).

Ugyanezt egy masik, Y, ponttal is megcsinalhatjuk ; ha most
is masik pontba jutunk vissza, s e két pont Osszekitd szakasza-
nak felez6 merdlegese metszi az elobbi felezd merdlegest, akkor
a metszéspont lesz a keresett A, pont. Ezt koriiltiikrozve megkap-
juk a sokszog tobbi csticsat.

Ha X,= X,.., akkor nincs sziikség tovabbi szerkesztésre,
-az a sokszog, amelynek a csucsai az X; pontok, eleget tesz a fel-
tételeknek. (Azt persze nem tudhatjuk, hogy egyetlen megoldas-e.)

Elképzelhetd azonban, hogy XiX,.:||YiY.u. Mikor valosul-
hat meg ez az eset? Vizsgdljuk kiilon a paros és paratlan n ese-
tét. (Most is, mint az el6bbi példaban, egyszeriiség kedvéért szo-
ritkozzunk konvex sokszogekre.)
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[. Paros szami egyenesre valo tiikrozés iranyitast tartd egybe-
vagosagi transzformdcio, vagyis eltolds vagy forgatds (specialisan
lehet a sik egyhelyben hagydsa is).. Eltolas (esetleg egyhelyben
hagyas) akkor, ha a szomszédos felezomerblegesek hajlasszogei
koziil — az el6z6 példa jelolésével: az «, ..., @, szogek koziil —
a paros indexiiek Osszege kiilon 180°, a paratlanoké is kiilon
180°. Ugyanis két metszd egyenesre valo tiikrozés a két egyenes
bezarta szog kétszeresével vald elforgatasaval ekvivalens; tehat
ebben az esetben a forgasszogek osszege 360°. Ha a forgaskozép-
pontok egybeesnek, “vagyis az egyenesck egy pontban met-
szik egymast, akkor ez egyhelyben hagyast jelent; ekkor a sik
barmely pontjat koriiltiikrozve a kivant tulajdonsagii sokszoghez
jutunk (esetleg elfajulohoz), s ez mindig hursokszog lesz. Ha azon-
ban a forgdskozéppontok kiilonbozdek, akkor a transzformaciok
egyiittvéve altalaban a sik eltoldsat eredményezik, ekkor egyetlen
pont sem keriil vissza a helyére, vagyis nincs olyan sokszog, ami-
lyennek a szerkesztését a feladat kivanja. Ekkor lesz X, X! Y, Vi1

Ha a paros és a pdratlan indexii szogek Osszege kiilonboz6,
akkor a transzformacio a siknak egy pont koriili elforgatésa: ez
az egy pont olyan tulajdonsagu, hogy koriiltiikkrozve 6nmagaba tér
vissza. Kozben végigmegy a keresett tulajdonsagii sokszog csu-
csain. Ekkor tehat a feladatnak egy megolddsa van, és ezt az el6b-
biekben mar leirt szerkesztés adja meg. Ekkor tesz Xi X..1|| V1 Vit

II. Ha pératlan oldalszamu sokszoget kell szerkeszteni, vagyis
paratlan szamu egyenesre Kkell tiikkrozni a sikot, akkor a sik ira-
nyitdsa megvaltozik. A transzformdcié ekkor vagy tiikrozés, (ekkor
egy egyenes marad fix, egyszeresen végtelen sok megoldds van),
vagy tiikrozés és eltolds (nincs fix pont), vagy tiikrozés és a tiikor-
tengelyen kiviili pont koriili forgatds (nincs fix pont); a tiikrozés
és a tiikortengelyen levé pont koriili elforgatds osszegét azért nem
kell kiilon esetként tekintetbe venni, mert ez egyetlen tiikrozéssel
helyettesithetd. Paratlan oldalszam esetén tehat sohasem hatarozott
a feladat: ha egyaltalan van megoldasa, végtelen sok megoldasa
van. Ez a szerkesztésben tigy mutatkozik meg, hogy az X; X,. és
az Y1V, egyenesek felez6 merblegese egybeesik.

Koncz Kdroly

Megoldast kiildtek be még: Biczo Grza, K_LAFSZKY EmiL.



Jelentés
a Beke Mané emlékdij 6todik kiosztasarol

A Bolyai Janos Matemalikai Tarsulat Elnoksége altal kikiildott bizott-
sag elnoke Suranyi Jéanos, tagjai: Ambrozy Géza, Czapary Endre, Gador
Endréné, Hodi Endre, Tolnai Jend, Vigassy Lajos, és Varga Tamas el6ado
voltak. A bizottsag az emlékdij szabalyzatanak megfelelden megallapitotta,
hogy a dijak odaitélésével els6sorban a matematika tankonyvek, tovabba
a matematikat népszeriisito konyvek és f[iizetek irasat, valamint az ilyen
targyi eléadasok tartasat kivanja jutalmazni; tovabba fontos szempontnak
tekinti a bizottsdg a kivalo tanari munkat, a matematikaoktatds elvi kérdé-
seivel valoé foglalkozast, a tandri tovabbképzést elGsegité iroi és el6adéi
miikodést, a jo szakkorvezeiGi munkat, a Bolyai Tarsulat keretében végzett
szervezomunkat, végill a Matematikai Lapok és A Matematika Tanitasa fel-
adatainak megolddsa terén elért kiemelked6é eredményt.

A bizotisig az e szempontok alapjan szambajové kartarsak koziil az
anyagi lehetoségeket szambavéve, oklober 21-i tilésén a kovetkezok jutalma-
zasat hatarozta el — e .hatarozatot az Intézébizotisdg november 11-i iilé-
sén jovahagyta és a december 2-i elnokségi iilés tudomasul vette: ;

A bizottsag 2000 Ft jutalommal tiinteti ki Szele Tibor, ez évben elhinyt
egyetemi tanart; 1000—1000 Ft-tal jutalmazza Biré Jézsef gimn. igazgato-
helyettest, Béka Istvan gimnaziumi igazgatot, Faludi Istvanné szakfeliigye-
16t, Faragé Laszl6 gimnéaziumi tanart, Pdésa Vilmosné egyetemi tanarse-
gédet és Reményi Gusztav gimnaziumi tanart.

Indokolas

SzeLe Tisor egyetemi lanar,a matematikai {udomanyock doklora, mun-
kissaganak [6 részét a tudomanyos kutaté és szervezd munka alkotta;
ezert Kossuth-dijjal is kitiintelték. Emellett azonban kimagaslé munkat
végzett a matematika megszerettelése és oktatiasa teriiletén is. Rovid
egyetemi tanari palyafutdsa alatt olyan tanitvanyi = gardat nevelt fel
Debrecenben, amely maris jelentékenyen hozzdjarul a magyar algebrai
iskola eredményeinek tovabbviteléhez. Ezt nemcsak magasszinvonali és
ugyanakkor a legnagyobb mértékig kozérthetségre (orekvs ecgyectemi el6-
adasaival érle el, hanem avval is, hogy a hozzaforduléknak mindig kész
volt problémaikban segitséget adni,- nem kimélve munkaidejét és' erejét.
Rendkiviil nagy hatdsanak egyik féforrasa szeretetremélté egyénisége, mun-
katdrsaival és tanitvanyaival valé meleg emberi kapcsolata volt.

Tudomaényos kutaté munkaja mellett rovid életébd! telt egy olyan ki-
tiin6 egyetemi tankonyv megirasara is, mint a ,Bevezelés az algebraba™.
Ez a konyv példat mutat abban a tekintetben, hogyan lehet az alapvetd
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kérdéscket a legegyszerfibben targyalni, s ugyanakkor a gondolatmenet
megbontasa nélkiil a tudomany Gjabb fejlodésénck irdnyéba is kitekintést
nyujtani. E

Tudomanyos munkai meilett a matematikat népszeriisité és a metema-
tika oklatasanak kérdésével foglalkozd irasai is jelentek meg. Egy el6adasa,
ameiyben a komplex szamok bevezetésének kérdésével didaktikai vonatko-
zashan is foglalkozott, cikk alakjaban is megjelent. (A komplex szamok be-
vezetése vektoralgebrai alapon Matematikai Lapok, 1950, 349—362. Kib6vi-
tctt alakban, A komplex szamok geometridja cimen, megjelent az Eldadasok
az iskolai matematika koérébsl c. cikkgyiijteményben is, Szocialista nevelés
az iskolai matematika koérébsl c. cikkgyiijteményben is, Szocialista Nevelés
Konyvtéara, 117. sz.; 69—83.) Egy masik matemalikat népszer{isité irdsa a
Szocialista Nevelés Kiskonyvtara sorozatban jelent meg (Elemi geometriai
probléméak megoldasa vektorokkal, Sz. N. Kk. 4. sz., 756—93.). Ezenkiviil a
Kozépiskolai Matematikai Lapokba is — amelynek didkkoraban egyik leg-
hiiségesebb megoldéja volt —, {6bb alkalommal tiizott ki feladatokat. :

Mint a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat debreceni tagozaténak al- -
elnoke, kiemelkedd szerepet vallalt a tagozali élet kialakitasaban, tobbek
kozott az eldaddsok megszervezésében. O maga is szamos alkalommal tar-
tott nagysikerti népszeriisité és tovabbképzd eléadasokat, nemcsak Debre-
cenben, hanem sok mas helyen is. Szele Tibor kezdeményezésébol indultak
meg a kozépiskolai matematikai_délutdnok. Ezt a kezdeményezést késébb a
tobbi tagozatok is atvetiék, és a kozépiskolai matematikai délutanok azota
Tarsulatunk egyik fontos miikodési teriiletévé valtak.

Végiil kiemeli a bizottsdg azt a jelentds munkat, amelyet Szele Tibor
kiilonb6z6 versenybizottsagokban, elsosorban a Schweitzer Miklos emlék-
versenybizotisigban végzelt, a feladatok Kkitlizése, elbiraldsa és a ver-
senybizottsagi jelentés elkészitése terén.

BirO Jozser, a mezotlri Dézsa Gyorgy gimnazium igazgatdhelyettese,
az Oktatastigy Kivalo Dolgozodja. Szaktudasaval, alapos ismereteivel maga-
san kiemelkedik kollégai koziil. Iskolai munkédjan feliil is elmeélyiilten
foglalkozik matematikaval. A pedagdgusok részére szervezetl tovabbképzés-
ben oktatékiderként miikodik.

~ Oktatomunkaja kivalo, ordira lelkiismeretesen késziil. Nyugodt, meg-
fontolt nevelg, aki onmagaval és tanitvanyaival szemben egyarant igényes.
Nemcsak megkéveteli t6liik az anyag ismeretét, hanem meg is szerefteti ve-
litk a matematikat. Tanitvanyai kozil {obben rendszeres megoldéi a Kézép-
iskolai Matematikai Lapokban kitiizott feladaloknak, és minden évben si-
keresen szerepelnek a matematikai versenyeken.

Oktatomunkaja nem korlatozodik sajat iskoldjara. Vezetésével a hely-
beli harom kozépiskola sikeres tanulmanyi versenyt rendezett. Rendszeresen
reszivesz kozépiskolai versenyek biralobizottsagaiban, emellett tagja a pe-
dagdgiai féiskoldak hallgatéi részére rendezett matematikai verseny szervezd
és biralobizottsaganak, A Matematika Tanitasaban a folyoirat megjelenése
ota rendszeres, kit{ind feladatmegoldoként szerepel, és maga is {obb fel-
adatot tiizott ki. A Koézépiskolai Matematikai Lapokban is tobb [eladat je-
lent meg téle.

Boka Istvin gimmaziumi igazgato, a Bolyai Tarsulat pécsi tagoza-
tanak elnoke. Negyvenkét éve tanitja kitiind eredménnyel a matematikat
és abrazolo geometriat. Kiilonosen ki kell emelni a szakéretiségi tan-
folyamon végzeit lelkes és eredményes munkajat. Ennek elismeréseképpen
nyerte el 1953-ban a Munka Erdemérem kitiintetést.
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Héarom év 6ta, amiéta akiivan bekapcsolodott a Bolyai Térsulal pécsi
tagozata vezetéségének munkajaba, komolyan fellendiilt a pécsi matemati-
kai élet és maga is rendszeresen tart igen értékes eloadasokat. Faradhatat-
lanul foglalkozik a matematikatanirok tovabbképzésével. Nagysikerii kez-
deményezését, a tanarok részére rendezett feladatmegoldé délutanok tartdsét,
ma mar a Tarsulat tobb tagozata atvette. 5

Rendszeresen foglalkozik Boka kartars az abréazolo geometrial tanito
nevelskkel. Komoly érdemei vannak abban, hogy ezt a tantargyat Baranya
megye teriiletén jo eredménnyel tanitjak.

Boka Istvan odaadé tanari munkaja, faradhatatlan igyekezete kartarsai
megsegitésében, példaképiil allhat minden nevel6 el6it.

FaLupr Istvinng  Gyér—Sopron megyei szakfeliigyelo, a Bolyai Tar-
sulal gy6ri tagozatdanak megalakuldsa ota elnoke. Tanari és szakfeliigye-
16i  munkajat faradhatatlan = odaadassal végzi. Szakfeliigyel6i felada-
tain talmenden Gyor—Sopron megye valamennyi malematikaszakos neve-
16jében ébrentartja a szaktargya iranti érdeklodést. Munkaja nagymérték-
Len hozzajarult ahhoz, hogy a Térsulat gyori tagozaldnak oktatdsi munkaja
allandéan az elsok kozott van. Ezzel osszefiigg a matematikatanitds magas
szinvonala a megye iskolaiban, tanuldk eldretorése a kiilonbozé matematikai
versenyeken. .

Faludi Istvanné csondben, szerényen végzi munkéjat, a dicséreteket
szivesen atharitja masokra, pedig azokat igazan megérdemli.

Farag6 LAszLo a Széchenyi gimnéazium tandra. Elismerten kivalo
nevel6. Bar alig 6t éve foglalkozik kozépiskolai oktatomunkaval, és ezalatt
az id6 alatt is kiilonb6zé iskolaknal -miikodott, maris sok kit{ing ta-
nitvany keriilt ki a keze alél: a Rakosi Matyas tanulmanyi versenyen 6, az
Arany Déniel tanulményi versenyen ugyancsak 6 tanitvanya nyert eddig
helyezést vagy dicséretet. Tanitvanyai a Kozépiskolai Matematikai Lapok-
nak is allando megoldéi, Oktatémunkajaban nem szoritkozik a kivalok neve-
lésére, minden osztalyanak matematika tudasal rovid ido6 alatt az atlagot
meghaladé szinvonalra emeli.

Farago Laszlonak szamottevé irodalmi munkdssdga van a matematikai
didaktika terén. Tarsszerzbje az ipari és mez6gazdasagi technikumok IV.
osztalyos matematika tankényvének. Harom szakkori fiizetét haszonmal for-
gatjak a kozépiskolai didkok. Résztvett egy matematikai szakkori dtmutaté
készitésében. Egy didaktikai dolgozatit a Budapesti Pedagogus Tovabb-
képz6 Intézet, egy masikat a Magyar Tudomédnyos Akadémia palyadijjal ju-
talmazta. Didaktikai cikkei jelentek meg A Matematika Tanitdsa, a Buda-
pesti Nevels és a Koznevelés c. folyéiratokban. A Matematikai Lapok pél-
darovatanak és A Matematika Tanitdsa feladatrovatanak legkivalébb fel-
adatmegoldoi kozé tartozik.

Térsulatunk munkajaban is aktiv részt vesz. A Budapesti és Pest me-
gyei Tagozat titkara, a versenybizottsagok allandé résztvevdje. Budapesien
és vidéken is tobb el6adast tartolt a Tarsulat megbizasabol. Ezenkiviil a
Magyar—Szovjet Baratsagi Hénapok alkalmaval rendezett eldadasck sza-
mara tematikakat dolgozott ki a teljes indukciérél és topolégiai probié-
mékrol. J

Posa ViLmosne a  Budapesti Eétvés Lorand Tudomanyegyetem ta-
narsegéde, a matematikatanitds mddszertananak eldadéja. A Matematika
Tanilasa folydiratnak szerkesztobizottsagi tagja. Az Oktatasiigyi Miniszté-
1ium miellett tanacsadé szervként miikodé modszertani bizottsagnak meg-
alakuldsa 6ta tagja. Mar egyetemi hallgaté kordban a matematika didakti-
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kaja felé fordult az érdeklédése. Az egyetem elvégzése utan egy [élévig a
bécsi kisérleti iskolakat latogatta. A felszabadulds utan kapott csak tanari
allast. 1949-ben keriilt a budapesti Pedagogiai Foiskola gyakorlo altalanos is-
kolajaba, majd a Pedagodgiai Fd&iskolara, ahol a malemalika szakmodszerta-
nat adta el6 5 évig, a Féiskola megsziintéig. Kivéilo pedagogiai munkassa-
gaért 1948-ban a Koztarsasagi Erdemrend bronz fokozataval tiintették ki.

Az 4ltalanos iskolai matematikaoktatds szamos didaktikai problémajat
alaposan kidolgozla, és elkészitette a pedagogiai fGiskoldk modszertani
jegyzeteit, amelyekben az egész 4ltalanos iskolai matematikaoktatis proble-
matikajat részletekbe menden dolgozta fel. Féiskolai munkéjin kiviil is so-
kat dolgozott. Irt altalanos iskolai szakkori fiizetet, tmutatékat szakérett-
ségizok szamara és az altalanos iskolai tankényvekhez, cikkeket A Matema-
tika Tanitisaba és egyes részleteket gyiijteményes pedagégiai munkakhoz.

Reménvt GuszrAv a nyiregyhazi Zrinyi Ilona lednygimnéazium ta-
mara. Tanari munkdjaban mnagy figyelmet fordit az 6nallé gondolko-
das kialakitdsara. Tevékeny részese a matematika {anitasaban a felszaba-
dulas ota végbemend fejlédésnek. Tobb esetben kapoit megbizast kiilonbozo
altalanos és kozépiskolai tankémyvek megbirdlasira, és mindig kit{int pre-
ciz és alapos biralataival.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat nyiregyhazi tagozatanak titkara.
"Nagy szerepe van a tagozat munkajanak fellenditésében. Nemcsak a mate-
matika-népszeriisité és tovabbképzd el6adasok szervezésében vesz tevékeny
részt, hanem maga is nagysikerii el6adasokat tart Nyiregyhdzin és mas
helyeken is. \

Szakkéri munkdja példaado. Egyik szakkori tagja ez évben az Arany
Diniel tanulmanyi versenyen elsé dijat, egy masik dicséretet nyert.

Reményi Gusztav sajatmagat is dllandéan képezi. A felszabadulds utan
két szaktargya mellé megszerezte harmadiknak az ibrazols geometria sza-
kos tanari képesitést. A Matemalikai Lapok példdinak és A Matematika
Tanitésa feladatainak egyik legjobb és legprecizebb megoldéja. Részivesz
kiillonboz6 versenybizottsagok munkajaban. Tagja a pedagégiai [diskolak
kozti matematikai verseny birdlobizottsaganak.
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HIREK
Kilfoldi hirek

Szovjetunis

N. G. Csudakov kivdlé szovjet matematikus otvenedik sziiletésnapjat
1954. decemberében iinnepelték meg a szovjet matematikusok. Csudakov je-
lenleg a szaratovi egyetem algebrai és szamelméleti tanszékének vezetGje.
Az analitikus szamelmélet terén ért el kiemelkeds eredményeket.

1955. februar 25-én a moszkvai matematikai tarsulat a moszkvai egye-
temmel egyiitt Gauss haldlanak szazéves évforduloja alkalmabol iilést tar-
tott. P. Sz. Alexandrov lev. tag megnyité beszéde utan V. A. Riibnyikov;
P. N. Delaunay és A. I. Markusevics professzorok ismertették Gauss mun-
kassagat.

Majus 11-t61 13-ig a moszkvai egyetem fennallasanak 200 éves évfor-
duléja alkalméabol az egyetem iinnepi iilésszakot tartott. Tobb matematikai
eldadas is hangzott el. Sz. L. Szoboljev ,Numerikus szamitdsok aktualis
problémai” cimen adolf els. Eloadasaban a numerikus moédszereket mint a
funkcionalanalizis egy fejezetét targyalta. Részletesen foglalkozott a nagy-
teljesitményii elektronikus malematikai gépek kérdésével és azzal, hogy a
gépek milyen hatdst gyakoroltak a matematika fejlodésére.

A moszkvai matematikai tarsulat majus 24-i {ilésén megvitatta az Al-
lami Tudomanyos és Miiszaki Konyvkiadé Vallalat (Gosztehizdat) 1956. évi
matematikai konyvkiadéasi tervét.

A. N. Kolmogorov akadémikus a parizsi egyetem meghivasara novem-
ber hénap folyaman eldadasokat tartott Parizsban. Ez alkalommal a parizsi
egyetem diszdoktordva avattak.

A Szovjetunié Tudoméanyos Akadémiaja Fizikai és Matematikai Tudo-
manyok Osztalya .a Moszkvai Allami Egyetmmel egyiitt 1956. januar 17-
t6l 24-ig osszszovetségi konferenciat tart, melynek targya a funkcionalana-
lizis és alkaimazéasai. A Szovjetunio Tudomanyos Akadémiajanak Elnok-
sége ez alkalommal tiznapos tartozkodasra meghivta Moszkviba Riesz Fri-
gyes akadémikust és Szokefalvi-Nagy Béla levelezg tagot.

., Valésziniiségszamitas és alkalmazasai” cimen nemzetkdzi folydirat in-
dul 1956. januarjatol kezdodGen a Szovjelunioban. A folyoiratot A. N. Kol-
mogorov akadémikus szerkeszti. Evenként hatszor jelenik meg. Dolgozato-
kat kozlésre a folyoirat barmilyen vilagnyelven elfogad.

India

A Nemzetkozi Matemalikai Unio (IMU) legkozelebbi kollokviumat Bom-
bay-ben (Tata-Institute of Fundamental Research) tartja 1956. februar 14—
22-ig. A kollokvium a zeta-liggvények témakorével fog foglalkozni.,, A meg-

_ hivottak kozoit szerepel Turan Pal akadémikus, aki ,,On the densily hypo-
thesis in the theory of the zela-function of Riemann” cimen tart el6adast.
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Német Demokratikus Koztdrsasdg

1955. november 23-t6] 26-ig a drezdai miiegyetem alkalmazott matema-
tikai intézete nemzetkézi kollokviumot rendezett a szamolastechnika aktu-
alis problémairél. A kollokviumon Németorszag mindkét részébdl szép
szamu résztvevo jelent meg. A Szovjetunio, Bulgaria, Csehszlovakia, Len-
gyelorszag, Magyarorszadg, és Romania delegaciokkal képviseltették ma-
gukat. Magyar részrél Hajés Gyorgy akadémikus és Békéssy Andras vett
részt a kollokviumon. A kollokvium targyat elsésorban az elektronikus
szamologépek szerkesztésének és haszndlatanak problémdi alkottak. N. L
Lehmann, a drezdai, A. Walther ‘és H. J. Dreyer a darmstadti, A. Svoboda,
a pragai, R. Marczinski a varséi és V. Toma dolgozata a bukaresti gép-
konstrukciok 4allasarél szamolt be. Kiilonésen érdekes volt A. A, Abramos
(Moszkva) eldadasa a linearis egyenletrendszerek megoldasanal fellépo
hibékrol és F. L. Bauer (Miinchen) elSaddsa a linearis algebra iteraciés el-
jarasairol. A kollokvium utols6 mnapjan K. H. Weise (Kiel) ismertette a
négyszintétel bizonyitasat célzé6 gondolatmenetét.

Uj folyéirat indult ,Zeitschrift fiir mathematische Logik und Grund-
lagen der Mathematik” cimen Giinther Asser és Karl Schroter szerkesz-
tésében. A szerkesztGhizotisdgnak magyar részrél Kalméar Laszlo és Péter
Rézsa is tagjai. A lapot a berlini Humboldi Egyetem Matematikai-Logi-
kai Intézete adja ki -

Romdn Népkézidrsasdg

A Roméan Népkoztarsasig Tudominyos Akadémiija 1956, majus 27-
161 janius 2-ig tartja meg a Romdan Népkoztarsasag matematikusainak
IV. kongresszusat. A kongresszusra Kkiilfoldi matematikusokat is meghiv-
nak. A kovetkezo szekcioiilléesek lesznek: 1. algebra és szamelmeélet, 2. ana-
lizis, 3: geomeliria, 4. alkalmazott matematika, 5. matematika mddszer-
tana és torténete. A kongresszuson a kovetkezd témakorokkel kapesolatban
fognak beszamolni a Roman Népkoztarsasagban folyé matematikai munké-
rél: 1. differencialgeometria, 2. kozonséges differencialegyenletek és par-
cialis differencialegyenletek, 3. algebra, topologia, és funkcionalanalizis,
4. fiiggvénytan, 5. alkalmazott matematika.

- Egyéb kalfoldi hirek

1955. junius 20-t61 23-ig Kopenhdgaban tartottdk meg a valészinii-
ségszamitas telefonprobléméaknal valé alkalmazasaval [oglalkozé elsé nem-
zetkozi kongresszust. A legkozelebbi el6relathatélag 1958 ban, Hagaban lesz.

A | L’Enseignement Mathématique™ cimii folydirat — mely egyben a
Nemzetkozi Matematikai Oktatasi Bizotisag (CIEM) hivatalos kézlonye —
szerkesztését J. Karamata, kivalo jugoszlav matematikus vallalta, aki egy-
benn a genfi egyetem professzora is. A lap célkitiizései koézott szerepel is-
mertetd, didaktikai, valamint matematikatorténeti és filozéfiai targyna cikkek
kozlese. A lap részletesen tajékoztatja olvascit a Bizottsdag munkajéardl

Az International Radio Scientific Union legutébbi iilésszakan felhivta
a matematikusok figyelmét a kovetkezé problémakra:

1. Radidhullamok terjedése olyan kozegben (pl. iroposziéra, ionoszféra),
amelyben furbulencia lép fel, mely a dielektromos &llandénak térbeli sta-
tisztikus elosztdsat eredményezi. Ez viszont a radidhullamok szoérodasat
(szabalytalan visszaverddés, diffrakcié) hozza létre (Booker, Carrol, Megaw
és masok).
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2. Sziikséges lenne megvizsgélni, hogy létezik-e kapcsolat egy linedris
elekiromos éaramkor | [rekvenciasavja” és ,id6allandoja” kozott. Ez a prob-
léma matematikai szempontbol egy valés valtozos [tiggvény és annak co-
sinus és sinus Fourier-franszformaltja alakjai kézt fennallo geometriai re-
lacioval enalog.

5. Meghatarozandé egy impulzussorozat atlages spekiruma. Az egyes
impulzusok altalaban identikusak és periddikusak, id6ben véletlenszeriien
kovetkeznek be és véletlen deformacioknak vannak alavetve. Ezt a prob-
lémat R. Fortet targyalta (L'Onde Electrique, 34, 683, 1954.). A probléma
tovabb altalanosithato a kovetkezdképpen: :

4. Ossze kell hasonlitani a véletlen jelek spektrumat ugyanazon rendszer
altal kibocsatott egyetlen jel spektrumaval. Célszerii egy adott kibocsatora a
spekirumot oly modon meghatarozni, hogy vagy E({) elemi jelet, vagy
E(t) jeleknek periddikus sorozatat vessziik. Azonban az a spektrum, amely

1. Eit = 15k o7 3B 51)
osszegnek felel meg és amelyben az elemi jelek idében el vannak tolva és
a ti-k valosznfiiségi valtozok, nem sziikségképpen all” egyszerii kapcsolatban
egy egyszerii jel vagy egy periddikus jel spektrumaval.

Az ampliludé modulacié és impulzus modulicié Osszes eseteiben a két
spektrum Gsszehasonlitdsa konnyen elintézhets. Ezekben az esetekben
ugyanis, ha az (1) 0sszeget alkalmazzuk mint bemenetet, akkor a

S(t—H)+...+S(t—1)
Osszeg, amely a kimenetet reprezentalja, csupan egy linearis trauszforma-
cioban kiilonbozik az (1) Gsszegtdl.
Azonban a probléma megoldasra var abban az esetben is, mikor a
transzformacio - nem linearis. Specidlisan frekveneia modulacional az (1)
alakil jelnek olyan kimeneteli jel felel meg, amely komplex alakban az

S(t—t)..S(t—t)

szorzatnak felel meg, ¢s a kiilonbozé spektrumok kozotti kapesolat nem lat-
szik nagyon egyszeriinek azon esetekben, amikor a modulaciés index nem
nagyon Kkicsiny.

Hazai hirek

Rényi Aliréd lev, lag a londoni egyetem meghivasara matematikar cl6-
adasokat tartott Londonbam. Az aldbbiakban kozoljiik el6adasainak cimét és

idopontjat, valamint azokét is, melyeket — kiillonboz6 meghivasoknak ele-
get téve — egyebiitt Anglidban, tovabba — visszautazisa kézben — Fran-

ciaorszagban és Svajcban tartott.

London, Imperial College

okt. 27. A valdsziniiségszamitds egy Gj axiomatikus megalapozasa I

nov. l. A valdosziniiségszamitas egy 0] axiomatikus megalapozasa IL

nov. 2. A MTA Matematikai Kutaté Intézetének munkajarél. (G. A. Bar-
; nard professzor szeminariumaban.)

London, University College

nov. 3. A rendezett mintdk elmelelérdl.

nov. 9. Valésziniiségszamitasi modszerek alkalmazasa a szamelméletben.

(H. Davenport professzor szeminariumaban.)
London, Birckbeck College
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nov. 9. A komplex potencial egyrétiiségérsl a hidrodinamikaban
(A. C. Offord professzor szemindriumaban.)
Oxford, Magdalen-College
nov. 5. A valosziniiségszamitds egy 1j axiomatikus megalapozésa.
Cambridge, Arts School
nov. 10. A valdsziniiségszamilas egy 1j axiomatikus megalapozasa.
nov. 11. Valdszinfiségszamitasi modszerek szamelméleti alkalmazésa
Paris, Institut Henry Poincaré
nov. 16. A valésziniiségszamitas alapjairdl.
nov. 17. Valdsziniiségszamitdsi modszerek a széamelméletben.
Genfi Egyetem
nov. 25. A valdsziniiségszamitas alapjairol.

Erdés Pal, a kiilf6ldén €16 kivalée magyar matematikus a Tudoméanyos
Akadémia meghivasara augusztus 28-161 november 10-ig, két és fél héna-
pot toltott idehaza. Ittartézkodasa soran (15 el6adast tartott. Ezeknek egy
részér6l lapunk , Térsulati élet” rovatdban beszamoltunk, a t6bbiekre vo-
natkozoan elérelathatélag lapunk legkozelebbi szamaban szamolunk be.
Legkozelebbi latogatasat a matematikai kozvélemény nagy érdekldéssel
varja.

Nikola Minkov, a szdliai Fatechmkax,Fmsho]a Matematikai-Fizikai-
Mechanikai tanszékének tanszékvezeté docense a kulturélis egyezmény ke-
retében szeptember 1-161 december 2-ig, harom hénapot toltétt hazankban.

Kazimierz Urbanik, wroclawi matematikus, a kulturalis egyezmény ke-
retében november 5-t61 december 31-ig, két hénapot: toltott hazankban. Itt-
tartézkodasa folyaman hat el6adast tartott, amelyekb6l lapunk ,Térsulati
¢élet” rovatdban szamoltunk be.

Maurice Fréchet francia akadémikus, a Sorbonne tanéra, az Akadé-
mia meghivisara 10 napot toltéit hazankban, oktéber 15-t61 oktéber 26-ig.
Tarsulatunkban tartott eldadésairol ugyancsak a ,Tarsadalmi élet” rovat-
ban szamolunk be. Oktober 16-an a MTA Mat. Kut. Intézetében ,Valoszi-
niiségi valtozok, melyek értéke tetszdleges tér eleme” cimen tartott eléadast.

Vaclav Pleskot, a pragai Miiszaki Féiskola Foldméré kara matematikai
tanszékének tanszékvezetd egyetemi tandra, az Oktatasiigyi Minisztérium
vendégeként szeptember 20-t61 oktéber 8-ig hazankban tartozkodott. Okto-
ber 7-én a MTA Mat. Kut. Intézetében ,,A nomografia mai allasa” cimen
tartott eléadast.

G. Vranceanu akadémikus, a bukaresti egyetem tamara, a pragai ma-
tematikai kongresszusrél valé hazautazésa kozben utjat megszakitva, 10
napot Budapesten toltott, oktéber 24-t61 november 2-ig. Tarsulatunkban
tartott két el6adasarél Lapunkban ugyancsak beszamoltunk. Okétber 28-an
a MTA Mat. Kut. Intézetében ,Affin Osszefiiggd terek globalis differencial
tulajdonsagair6l” cimen tartott eldadast.

A Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazolt Matematikai Intézete a
Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai Kulaté Intézetévé alakult at.
Az erre vomatkozo akadémiai elnoki utasitast az alabbiakban kozoljik.
A rendelet kelte ota az Intézet a kovetkezd csoportokkal hoviilt: komplex
fiiggvénytani csoport, vezeiGje Turan Pal akadémikus; funkecionalanalizis
csoport, vezetéje Szokefalvi-Nagy Béla lev. tag.
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A Magyar Tudoményos Akadémia elnokének 14/1955. MTA. szami
U A SUIF A SA

a Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézete atszer-

vezésérdl és elnevezésének megvaltoztatasarol.

A matematika eredményeinek a fermelésre valé alkalmazasat célzo
modszerek kidolgozasa és az alkalmazott matematikai tudomanyok miive-
velése érdekében a Minisztertanacs a 155/1950/(VI. 3.) M. T. szdmi ren-
deletével létesitette a Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matema-
tikai Intézetét.

Az Alkalmazott Matematikai Intézet eddigi miikodése azt igazolja, hogy
meghatéarozott feladatait eredményesen elvégezte, a gazdasigi és tudoma-
nyos élet kiilonhoz6 szerveitél kapott feladatokat magyrészt sikeresen meg-
oldotta és f[ofeladatanak tekintette a matematika alkalmazasaira vonatkozé
tervszerii kutatémunka meginditasat.

Az Intézet tovabbi fejlédését gatolja az a koriilmény, hogy az elméleti
matematikai kutatdsnak nincs megfelelé kozponti szerve, tovabba, hogy a
matematika alkalmazasaira vonatkozé kutatasoktol el van véilasztva, igy
azt kell6képpen nem tamogathatja. A magyar matematikai kutatdsok nem-
zetkozileg elismert szinvonala, tovabba az elmélet és a gyakorlat egységeé-
nek a matematikai kutatasok terén valé fokozottabb megvalositasa érdekében
szitkséges a Magyar Tudoméanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai In-
tézetének atszervezése Matematikai Kutaté Intézetlé, ezért az al4bbi utasi-
tast adom ki:

1. A matematikai kutatads fejlesztése és eredményeinek a népgazdasag ér-
dekében valé felhasznalasa, tovabba a matematikai kutatias terén az
elmélet és gyakorlat egységének fokozottabb megvaldsitisa érdekében a
155/1950/(VI. 3.) M. T. sz. rendelettel létesitett Magyar Tudoméanyos.
Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetét — Matematikai Kutaté In-
tézetté — kell atszervezni.

2. Az Intézet tovabbi miikodését a Magyar Tudomanyos Akadémia Mate-
malikai Kutaté Intézete elnevezéssel folytatja.

3. Az atszervezés nem csokkentheti az intézetnek a matematika alkalmaza-
sai lerén eddig végzett munkajati, hanem ellenkezdleg, annak magasabb
szinvonalra valé emelését célozza, Az atszervezéssel el kell érni, hogy
az intézet a matematika kutatéit az eddiginél fokozottabban bevonja a ma-
tematikdnak a népgazdasag fejlesztését szolgalé alkalmazasai terén vég-
zett munkéjaba.

4. Az intézet szervezetél és feladatkérének részleles szabalyait az igazgatd

allapitja meg és azt az Akadémia clnoke hagyja jova.

Jelen utasitds végrehajtasar6l a Magyar Tudomanyos Akadémia, III.

Matematikai és Fizikai Tudomanyok Osztalyanak tilkira — az intézet

igazgatéjaval egyetértésben — gondoskodik.

Budapest, 1955. julius ho 19.

(911

Rusznyak Istvan s. k.
elnok

Kandidatusok

Lapunk legutobbi szédma ota a kovetkezd njabb kandidatusi disszerta-

ci6 megvédésekre keriilt sor, részben hazankban, részben a Szovjetuniéban:
Kis Otté ,Harmonikus és trigonometrikus interpolacié konvergencidja-
rél” cimii kandidatusi disszertaciojat 1955. november 3-an védie meg Le-

T R R IW

-
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mingradban. Aspiransvezetéje V. I. Kriillov professzor volt, az opponensek
pedig Sz. M. Lozsinszkij, a matematikai tudoményok doktora, és 1. A. Je-
gorova, a matematikai tudomanyok kandidatusa.

Czach Laszlo ,Nyeregpontmédszer alkalmazasa az elliptikus differen-
cidlegyenletek elméletében” cimii kandidatusi disszertaciojat 1955. novem-
ber 24-én, Leningradban védte meg. Aspiransvezetdje L. V. Kantorovics
professzor volt, az opponensek pedig Sz. G. Mihlin, a matematikai tudomé-
nyok doklora és G. P. Akilov, a matematikai tudomanyok kandidatusa.

Pukanszky Lajos ,Vizsgalatok a Hilbert-tér operatorgyiiriiinek elméle-
tébo1” cimii kandidatusi disszertaciojat 1955. oktéber 1-én védte meg. As-
piransvezetdje Szokefalvi-Nagy Béla lev. tag volt, az opponensek pedig
‘Csaszar Akos, a matematikai tudomanyok dokiora és Tandori Kéroly, a ma-
tematikai {udomanyok kandidatusa. :

Szendrey Janos ,Gyiiriik Schreier-féle bovitéseir6l” cimii kandidatusi
disszertacijat 1955. oktober 1-én védte meg. Opponensek voltak Fuchs
Laszlo, a matematikai tudoméanyok doktora, és Kertész Andor, a matemati-
kai tudomanyok kandidatusa.

Seres Istvan 1. -Schur egy sejtésének igazolasa” cimii kandiditusi
disszertaciojat 1955. oktober 21-én vedte meg. Opponensek voltak Rédei
Laszlo akadémikus és Turan Pal akadémikus.

Moéor Arthur | Vizsgalatok altalanos metrikus {erekben, cimii kandi-
datusi disszertdciéjat 1955. oktober 22-én védte meg. Aspirdnsvezetdje
Varga Otto lev. tag volt, az opponensek pedig Hajos Gyorgy akadémikus
és Fejes-Toth Laszlo, a matematikai tudomanyok doktora.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége eziton kéri fel a Tar-
sulat 6sszes tagjait, hogy tudomanyos munkaik kiilonlenyomatainak lehe-
t6leg teljes sorozatat a Tarsulat kiilonlenyomat-gyiijteménye szdmara szi-
veskedjenek a Tarsulat cimére (Budapest, V. Realtanoda u. 13—15.) mi-
elébb eljuttatni. A Tarsulat Elncksége ugyanis azt szeretné, ha a Tarsu-
lat konyvitaranak kiilonlenyomat-gyiijteménye a magyar matematikusok
munkainak kiildnlenyomatait lehetéleg hianytalanul tartalmazna.

Keérjik, hogy kiilonlenyomataik eljutiatdsaval egyiidejiileg szivesked-
jenck kozolni azon dolgozataik jegyzékeét, melyekbol nélkiilozheto kiilonle-
nyomatuk nincsen, hogy azokat, illetve azok fotoképidit a Tarsulat mas
ifon beszerezhesse. A Tarsulat Elnoksége koszonettel veszi, ha a Tarsulat
tagjai a birtokukban 1év6, magyar vagy kiilioldi szerzoék dolgozatait tartal-
mazé - felesleges kiilonlenyomatokat a Tarsulat konyvtirdanak adomaénykeént
atadjak. A Tarsulat Elnoksége el6re is koszonetet mond tagjainak.



Tarsulati élet

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Budapesti és Pestmegyei Tagozatanak
eléadasai 1955. szeptember 1-t6l, december 31-ig

Szeptember 23.
Erpés PAL: Elemi geometriai probl¢mak,
(Ifjusagi Matematikai Kor eloadasa.)

Szeptember 30.
Erp6s PAL: A val6sziniiségszamitas néhany alkalmazasarol a
szamelméletben és anahz:sben

LWWMDﬂH4<ﬂﬂ—«Km\%]ﬂn- |fmn

legyen tovabba »;’Zil > ¢ > 1. Felvetédott a kérdés, vajjon igaz-e,
k : N

hogy majdnem minden x-re (2 hm = n.x) = 0.

gy majc @) N;;f(h)

Kai, Salem és Zygmund (1)-et bebxzonyltotték abban az esetben, ha

tum—%un~0Q%m)

ahol @,,(f) f(x) Fourier sordnak n-edik részletosszegét jelenti.
Raikov viszont bebizonyitotta, hogy (2) igaz, ha ny, = 2k (ez eset-
ben elég feltenni, hogy f(x) L;-ben van.)

Azonban az eldado bebuonvltotta (Trans. Amer. Math. Soc. Vol.
67 (1949), 51—56), hogy (2) nem igaz, s6t van oly (1)-et kielégito
f(x), melyre

% fim. = X)) =0,
: Jim ;zf<,)
1

majdnem minden x-re (sot f(x) Lm—ben van, azaz f(x)"dx min-
den p-re létezik.) Nem ismeretes azonban, vajon létezik-e oly
(1)-et kielégitd korlatos f(x), melyre (2) nem igaz.

Hasonloképpen nem ismeretes a vilasz Koksma kovetkezd kér-
désére :

12 Matematikai Lapok
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Oktober 8.

Oktober 14.

Oktober 19.

Oktober 21.

Oktober 21.

Oktober 22.

Igaz-e, hogy minden (1)-et kjelégité f(x)-re teljesiil, hogy

3) lim % Zn fkx)=0.

n-—»r @ k=1

.Koksma (3) teljesiilését f(x)-re vonatkozo igen altalanos feltételek:

mellett bebizonyitotta.

Friep Ervin: Szerkesztések csak koérzé hasznalataval.
(Eldadas kozépiskolas didkok részére.)

Freup GEza: Hovezetési feladatok Gsszetett peremfeltételek mellett..
Bizonyos hovezetési feladatoknal figyelembe kell venni a hovezetd
kozeggel érintkezd testek hokapacitasat is. Ez bonyolultabb perem--
feltételekre vezet, mint amilyeneket az irodalomban eddig ismer-
tettek; az eldadd ezeket Osszetett peremfeltételeknek nevezte el.
Az eloado ismertette az Osszetett peremfeltételekhez tartozo fel-
adatok megoldasat az egydimenzids esetben. Bebizonyitotta a
feladat megoldasanak egyértelmiiségét és stabilitasat.

Surinyl Jinos: Az elemi fiiggvénytan alapfogalmainak kialakitasa.
a kozépiskolaban.
(Elbadas kozépiskolai tandrok részére.)

SteinreLd Ott6: Félcsoportok kvazi-idealjairol.

Az elbadas definialja a félcsoport kvéziidealjanak fogalmat. A kvazi-
idealra vonatkozo néhany egyszerii eredmény kimutatisa utém
bebizonyitotta St. Schwarz azon sejtését, hogy egy félcsoport
barmely minimalis kvaziidedlja csoport és egy-egy alkalmas mini--
malis balideal és jobbideal metszeteként adhato meg. Ezenkiviil
érvényes, hogy minimalis kvaziideal létezése esetén az F félcso~
port Szuskevics-féle magja az F osszes minimalis kvaziidedljanak
egyesitési halmaza. Az elmondott eredményekbdl kovetkezmény-
ként adddik a félcsoportokra vonatkozd néhany ismert eredmény i1s.

Erpos PAL: Szamelméleti problémal‘c (Ifjisagi Matematikai Kor.)

‘Maurice Frécuer (Paris): Funkcionalisok lokalis szélsoértékei.

Definiciok. BWH-tér: absztrakt elemek olyan E halmaza,
amelyben Osszeadas, valds szamokkal val6 szorzas, semleges elem
és norma van értelmezve a vektorterekhez anal6g tulajdonsagok-
kal a+0=a, |0|=0, [r-a|=]r|-|al, [a+ b]<]a|4-|b], stb.
Funkcionalis a BWH-térben: y € E-hez hozzéarendelt G(y) szam.
Széls6érték — maximum vagy minimum.

G(2)-nek lokalis minimuma van a z=y helyen, ha van y-nak
olyan |z—y| < ¢ kornyezete, ahol G(z) = G(y). Erés a minimum,.
ha G(2) > G(y) a z=y esetben.

G (2)-nek van (altalanositott) n-edrendii varidcidja a 2=y helyen
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ha vannak «-t6l nem fiiggd G,(y, u), ..., G:(y, u) funkcionalisok,
melyekre y, u € E és valos « mellett

G(yt+au)=G(y)+ aGy(p, )+ ---
(y, u) + aren(y, u, @)

ahol

(1) 2 lim en(y, u, @) =0.
a—>0

Ekkor G,(y, u) a G(z)-nek n-edrendii altalanositott variacidja az

g helyen az u novekmény mellett, jelolése G,(y, u) =0, G(y).
ebizonyithato, hogy 1° Gy,..., G,_1 nem masok, mint az y-nak

: és u-nak megfelel6 elso, ..., n— l-edrendi altalénosnott varria-

Oktéber 22,

12*

ciok; 2° hogy G, ( y,,lu)ul"G,.( y, u) minden A szamra.

Legyen m,(y) és M,(y) a G.(y,4y) |dy|" klfejezes also ill.,
fels6 hatara, mikor Ay befutja E-t gy, hogy ||.4y| + O

G(2) n- —edrendii variacidja a z=y helyen rendelkezik a P tulaj-
donsaggal, ha (1)-ben a hatarérték egyenletes az |u|==1 feltétel
mellett, s a Q tulajdonsaggal, ha 1° G(z)-nek y kornyezetében is
van n- edrendu variacioja, 2° fennall

G+ 1)=G() + 9GO ++ -+ -y l), S GO+
+~dezn0(y+0u), ahol 0< &< 1.

Erpos PAL: Interpolacié s approximacié polynomokkal.

1)
Legyen zx © normal pontcsoportsorozat, ahol az x*) pontok a
NS

n
(—1, -+1)-ben vannak s ha o,(x)= [ [ (x—x{"), akkor az
[
' (X;)
0" (%)
pontok mind a (—1, +-1)-en kiviil vannak. Fejér bebizonyitotta,
hogy minden folytonos fiiggvényhez létezik oly f, (x) polinom
sorozat, f,(x) — f(x),f,(x) foka legfeljebb (2n—1)-ed fokd s
LGP =), 1=izn.
El6add bebizonyitotta a kovetkezd tételt (Annals of Math. 44
(1943) 330—337). Legyen xf»”), 1=i=n, 1=n<c oly pont-
csoportsorozat, melyre [[(x)| < ¢, —1<x=1, ahol ¢ csak a

o(x) )

o' (x) (x—x;) )
Legyen f(x) tetszésszerinti folytonos fiiggvény. Akkor minden

Xin) G (:n +

pontcsoportsorozattél fiiggd konstans (l,‘c”)(x)=
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e-hoz létezik oly f,(x) polinom-sorozat, melyre f, (x) — f(x),

melynek foka < n(l 4 &) s melyre f,(x')=f("), 1==i=n.
E tétel tobb iranyban altalanositja Fejér tételét s Bernstein egy
tételének altalanositasaként is tekintheté. Az ily tulajdonsagu
matrixokat nevezziik A tulajdonsagunak. A fentebb idézett cikk-
ben sziikséges és elégséges feltételt adott az eldado arra, hogy
egy matrix A tulajdonsagi legyen s egy masik Fejért6l felvetett
problémat is megadott, de helysziike miatt ezeket nem targyalhatja.

Oktober 25.

Maurice Frecuer (Paris): Egy szorzasi szabélyra nézve derival-
hato feliiletek.
¢y, .-+, €, egységvektorok az E, térben; w—=Xx¢,+ .- +¢,X;
Ji, -+, [, egységvektorok az E, tétben; W=Yyfi+ -+ Y, [,
W= @ (w) derivalhaté R-re vonatkozéan a w=w" helyen, ha
1° & (w) differencialhaté a w=w" helyen,
20 d®(w) = ®'-dw, ahol @ = D', f, nem fiigg w-tol.
Az R szabaly sziikségképpen

fr €= 2 ity

k=1

alakii. @’ a @-nek egy R-re vonatkozd derivdltia a w° helyen.
(w) paraanalitikus R-re vonatkozolag w® kdrnyezetében.

=3, 5p=—=2

Az S feliilet derivalhaté egy R szabalyra vonatkozélag (n-—=3,
p=2), ha van olyan

X=X(ww),: Y= YU v), Z=Z{U )

paraméteres elballitasa, amelynek az S értelmezési tartomanyaban,
D-ben, R-re vonatkozolag derivalhatdé ®(w)=Xf, Y+ Zf;
fiiggvény felel meg, ahol w—ue; + ve,.

Ha @ —=L(u,v)f,+ M(uv)fs+ N(u,v)f;, akkor az

X=L@ww), Y=M(@uv), Z—N{uv)

feliilet S-nek egy R-re vonatkozoé derivdlt-feliilete. Egy S feliilet
exponencidlis feliilet R-re vonatkozolag, ha egybeesik R-re vonat-
kozo egyik derivalt-feliiletével. '

Tovabbi részletek: elozetes kozlemény Verhandelingen der kon.
nederland. Akad. van Wetenschappen 2/ (1954), 1—44; részletesen
Annales Ecole Normale Supérieure (3) 7/ (1954), 29—85.

Oktober 31.

G. Vranceanu: Bizonyos szimmetrikus terek globalis tulajdonsa-
gairol. :

Az elbadd azzal a kérdéssel foglalkozott, hogy bizonyos zart
terek hany kornyezettel borithatdk be. Vizsgalatait kiterjesztette
a szférikus térre, az elliptikus térre, a komplex, projektiv térre
és kvaternio-projektiv térre is. A vizsgalatok elvezettek e tereknek
a szférikus térbol fibralassal vald szarmaztatasahoz. Foglalkozott
még az eldadd tobbek kozott az emlitett terekben két ponton
athalado geodetikus vonalak szaméval is.
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November 2.
Ern6s PAL: Polinomok szamelméleti tulajdonsagairol.
Legyen f(x) egész egyiitthatos irreducibilis polinom. Eléadd be-
bizonyitotta, hogy (London Math. Soc. Journal 27 (1952) 7—15.)

cynlog < Zi d(f(k)) < c,nlog n.
Jes=

n
Valosziniileg igaz, hogy > d(f(k)) = (1+ o(1)) nlog n, de ennek
==} =
bebizonyitdsa igen nehéznek latszik, n=2-re ez Bellman és
Shapiro eredménye.
Legyen f(x) egész egyiitthatos polinom, mely neém bonthatd fel
csupa linedris egész egyiitthatés polinom szorzatara: Nagell be-
n

bizonyitotta, hogy ]] f(k) szorzat legnagyobb primfaktora
=)

= cnlogn. Ez eredményt eloadd n(logn) 081981087 e glesitette.

(London Math. Soc. Journal 27 (1952) 379—384).

Legyen f(x) harmadfok irreducibilis polinom. Akkor végtelen sok

n mellett f(n) négyzetmentes szam (London Math. Soc. Journal

28 (1953), 416—425).

November 4.
CsAszar Akos: Beszamold a pragai kongresszusrol. Klubest.

November 11.
Téma nélkiili klubest.

November 12.
Hajos Gyoroy: Vektorok alkalmazdsa geometriai feladatok meg-
old4sanal. (El6adas kozépiskolas didkok szamara.) ;

November 16.
Varaa Tamis: Algebrai fiiggvények. (Eléadas kozépiskolai tana-
rok szamara.)

November 18.
Vincze Istvin: Megjegyzések a transzcendens egésziiiggvények
elméletéhez. 3 :
(1. november 5.-i szegedi eldadas. El6add befejezésiil ismertette
a targyalt kérdés oOsszefiiggését bizonyos feltételes valdsziniisé-
gekre vonatkoz6 problémaval.)

November 28.
FENYG IsTvAN: A disztribucidelmélet és annak alkalmazasai. (Az
E6tvos Lorand Fizikai Tarsulattal kozos rendezésben)
Eldado ismertette a. L. Schwartz-féle disztribuci6 fogalmat és a
disztribucidkon végezheté legfontosabb miiveleteket. Vazolta az
elmélet alkalmazhatosagat elsorendli kozonséges linedris egyen-
letrendszerek megolddsara.
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December 9.

K. Ursanik (Wroclav): Disztribuciok elmélete €s alkalmazéasa szto-
chasztikus folyamatoknal.

Az elbadas alapvetd mondanivaloja a sztochasztikus folyamat fogalma-
nak olyan altalanositasa, hogy a folyamat derivaltja mindig létezzék. Az alta-
lanositott folyamatok realizacioi az altalanos fiiggvények (disztribuciok). El6ado
olyan altalanositott folyamatokkal foglalkozott, amelyek vagy fiiggetlen novek-
meényliek, vagy fiiggetlen értékiiek, vagy stacionariusak. A fiiggetlen értékii
folyamatok a Brown-féle mozgasban talalnak alkalmazasra (Langevin egyenlete,
harmonikus sztochasztikus oszcillator egyenlete). Az el6adas soran az el6ado
igazolta altalanositott stacionarius folyamatokra Hincsin azon tételének analo-
gonjat, mely szerint egy folyamat korrelaciés fiiggvénye eldallithaté egy nem
csokkeno fliggvény Fourier transzformaltjaként, tovabba bebizonyitotta az alta-
lanositott stacionarius folyamat spektralis felbontasara vonatkozé tételt, végiil
pedig az ergod-tételt. A részletes bizonyitasok a Studia Matematicaban fognak
megjelenni.

December 10.
Surinyr Jinos: Racspontok és tortek.
(Eldadas kozépiskolas didkok szamara).

December 16.
Az 1955. évi Kiirschak Jozsef verseny. eredményhirdetése.
A feladatokat Hajos Gyorgy ismertette.
Az eldadast megel6zOen osztottuk ki az 1955. évi Beke Mand
emlékdijat.

December 23. >
K. Ursanik (Wroclav) Az elagazo sztochasztikus folyamatok egy
problémajarol.

(Sziiletési és halalozasi folyamatok egy problémajarol). Jelentse
S(%) a részecskék maximalis szamat egy 5 homogén sziiletési és
halalozasi folyamatban. El6ado a

0(®)= sup f— inf ¢
§=5© £=56)

valoszintiségi valtozo feltételes varhato értékét hatarozta meg azon

feltétel mellett, hogy S(§) ==n,

S U0 b AW U Uiy
(1) E@E)!SE) —=n=— ag =k ( U3 Uics )
ahol n=-1,
ST s e 1 0 0 |
H ={="n )—n' as - @y 0 0 J
nY (0, |
1‘ s NESY ) IVl Dl 7 S S RO ¢ AT

U=l e=0-n'<0-ra— €5 - o= (r—=0,:172,.7%)
jelenti a folyamat atmenetvalésziniiségeit. Jeloljiik P-vel a & folya-
@

mat kihaldsi valdészinfiségét. Ha Z n*a,P" < oo akkor az (1) fel-

=0
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tételes varhatd értékre fennall

1 1 :
———+o(ﬁ) ha m; &0

E@@IS@=mn={ "™
E-{—o(l) ha m;=0
aszimptotikus formula, ahol
g g,
my=>"na,P"”" é my=>> n(n—1)a,P""
n=0 n=0

December 30.

AcziL Janos: A geometriai objektumok elméletérél. A geomet-
riai objektumok elmélete 20 éves torténetének és feloszta-
sanak (definicio, klasszifikacidelmélet, derivaciéelmélet, objektu-
mok algebraja) ismertetése utan attekintette a klasszifikacioelmé-
let f6bb eredményeit. Részletesebben az egydimenzios egy- és
tobbkomponensii elsd és magasabb osztalyu objektumok normal-
alakjara vonatkozo tételeket fejti ki. Ugyancsak bizonyitassal egyiitt
kozol néhany eredményt a kovarians derivaltakra vonatkozoan,
tovdabba gondolatmenetet vazol az objektumok algebrajanak egy
eredményéhez. =

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szegedi Tagozatanak rendezvényei

Februar 13.

Februar 18.

‘Februar 26.

Marcius 5.

‘Marcius 11.

1955. januar 1-t61 december 31-ig

Szegedi kozépiskolak matematikai tanuléversenye felszabadula-
sunk tizéves évforduldjanak tiszteletére.

AcziL Janos: Megjegyzések a disztributivitasrol.

K. Borsuk azon problémajanak megoldasa, hogy melyek az osszes
(folytonos, leoszthatd) asszociativ miiveletek, amelyekre az Ossze-
adas disztributiv. Tobb bizonyitast adott az eléad6. Ekvivalens -
tétel a szorzasrol. Alkalmazas Janossy problémajara a- valdszinii-
ségszamitds megalapozasaval kapcsolatban. (A valészinfiségek
osszeadasi €s szorzasi képletének levezetése természetesnek latszo
feltevésekbol.) !

Suranvi Jinos: Elséfokit egyenlGtlenségrendszerek megoldhatosa-
garol. (1. Matematikai Lapok, VI. 2—3. sz. 274. oldal)

A szegedi kozépiskolak matematikai tanuléversenyének eredmény-
hirdetése.

Kovics LiszLo: Az 1954, évi Schweitzer verseny feladatainak
ismertetése. (. Matematikai Lapok VI. kotet 4. sz.)

HAGYAR
(UBOMARYDS AABERA
LT
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Marcius 12,

Marcius 12.

Marcius 19.
Marcius 26.

Marcius 26.

Marcius 28.

Aprilis 15.

Szisz GABor: Megjegyzések Areskin egy haldelméleti tételéhez.
G. Ja. Areskin szovjet matematikus a disztributiv halok kongru—
enciarelacidira nemrég kapott igen értékes eredményeinek leird--
sahoz bevezette a ,gyengén-komplementumos“ halok fogalmat.
Az elbadd a halok kongruenciarelacioi €s ezek magjai kozotti
osszefiiggések altalanos vizsgalatabol kiindulva, ismertette Areskin
eredményeit, majd az Areskin definiciojanal egyszeriibb jellemzést
adott a gyengén-komplementumos halokra. Végiil e halok szer-
kezetére vonatkozd néhany sajat-eredményét ismertette. — Az
elbadds a magyar—szovjet bardtsdg honapja keretében tortént.

StenreLp OtTo: Féligegyszerii gyiirlik jellemzése kvaziidealokkal.
Bevezette a gyfirli kvaziidealjanak mint az idedlok altalanosi-
tasanak fogalmat. A féligegyszerii gyiiriik Noether-féle alaptéte--
lének, a Fuchs—Szele tételnek és a kvaziidealokra vonatkozo
segédtételeknek felhasznalasaval a féligegyszerii gyfiriiket bizonyos.
minimalis kvaziidealok direkt Osszegeként jellemzi. Ez a jellemzés.
lehetéséget nyujt a Wedderburn—Artin tételek és a féligegyszerti
gylirikre vonatkozo egyéb eredmények tj bizonyitasara is.

A magyar—szovjet baratsag honapja keretében matematikai el6-
adasok kozépiskolai tanulok részére.

Rénvt Avereép: A. Ja. Hincsin és E. B. Diinkin tételei és azok
altalanositasa. (1. 1V. évi. 2—3. 275. oldal)

SzeLe Tisor: Topologikus gyiirfik.

Legyen az R tetszbleges egységelemes gyfiriinek a G Abel-féle
csoport endomorfizmusgyiiriijében valo kanonikus reprezentaci-
6ja P. Eldadé O-rendszernek nevezte a P gyiirii olyan ¢, elemeinek
rendszerét, amelyekre barmely x € G esetén xa,=0, legfeljebb
véges sok » index kivételével. Ekkor a P gyiiriiben bevezethetd
olyan (szeparalt) topoldgia, amelyben a O-rendszerek ¢és csak ezek
osszegezhetok. Ebben a topologidban P ama A részhalmazai a
zartak, amelyekre abbol, hogy g-hoz barmely x€ G-re végtelen
SOk x2 = xea, -t kielégitdé «, € A tartozik, # € A kovetkezik.

KerTesz Anpor: Féligegyszerii endomorfizmusgyfiriik.

Legyen G tetszbleges Abel-féle torzidcsoport. A G csoport teljes.
endomorfizmusgyiiriijének Jacobson-féle radikalja akkor €s csak
akkor 0, ha G elemi Abel-féle csoport, azaz barmely 0-t6l kiilon-
b6z6 elemének rendje négyzetmentes szam.

Pintér Lajos ismertette Ahiezer—Glazman: Hilbert tér linearis.
operatorainak elmélete c. konyvét.



Aprilis 20.

Majus 7.

Majus 21.

Jinius 6.

Oktéber 8.

Oktober 22.

Oktober 23.

November 5.
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Avexits GYoray: Konstruktiv fiiggvénytani problémak.
(I. Acta Mat. Hung. 1955. VL. sz. 41—46. oldal).

TaxAcs Lajos: Részecskeszamlalokkal kapcsolatos valoszintiség--
szamitasi problémak. Az eldadas részecske szamldloknal fellépd
észlelési és koincidencia kérdésekkel foglalkozott. Eléadd a
részecskeszamlalok szokasos 1. modelljét (Geiger—Miiller szamlalo)-
és II. modelljét (elektron sokszorozd kristaly szamlalok) azon
altalanosabb esetben vizsgalja, midén a holt idok, illetve impulzus
idok valdsziniiségi valtozok, és a részecskének a szamlalécs6hoz
torténo érkezési iddépontjai tgynevezett rekurrens folyamatot
alkotnak.

Hajos Gyoray: Ki nem szinezhetd grafokrol.
Az eldadas olyan eldirast ismertetett, amelyik az n - 1 szogpontit
teljes grafbol kiindulva, bizonyos miiveletek alkalmazéasaval elvezet
minden n szinnel ki nem szinezheté grafhoz.

Steran Scuwarz: Uber die Theorie der Charaktere bikompakter
Halbgruppen iiber maximale Ideale in bikompakten Halbgruppen..
(I. Matematikai Lapok VI. kdtet 2—3. 280—281. oldal).

Erpos PAL: Additiv szamelméleti problémak.
(. szept. 24.-i debreceni eldadas).

Helyi csoport alakuldsa Békéscsabén, a kovetkezo targysorozattal:
AcziL Janos: A kipszeletek kozépiskolai targyalasa.

Bakos Tisor: Szamolast helyettesitd rajzok az iskolai oktatasban..
Unnepélyes alakulds.

Uzemlatogatas.

Vermes MikLos: Optikai kisérletek.

Ismerkedési est a TTIT békéscsabai székhazaban.

Hopi Enpre: Feladatmegoldasok.

Vineze Istvin: Transzcendens egész fiiggvények maximum-modu-
lusarol.
Az F(2)=a,+ a;z - --- transzcendens egész fiiggvényre isme--
retes az

ol <22, M)~ max [F@)|, n=1,2,...
z|=r

Cauchy-féle egyenldtlenség. Eléado kimutatta, hogy r-nek egy és
csakis egy r=r, ériékére legkisebb a jobboldal és igy legélesebb
az egyenitétlenség. Az r,(n==1,2,...) sorozat vizsgalata azt mu--
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tatja, hogy az analizis tobb osszefiiggése (pl. a Stirling-formula
egy gyengébb alakja) e sorozatra érvényes tételek specialis esete.
El6ad6 a tovabbiakban tételt adott az r, sorozat siiriisége és az
F(z) fliggvény novekedési rendje kozotti osszefiiggésre. Végiil az

@

rn

| gy @

0
momentumokra adott becslést az egyiitthatok segitségével.

“November 19.

Freup Grza: Ortogonalis polinomok korlatossagar6l és aszimp-
totikajarol.

Az eléadd Ja. L. Geronimus két tételét ismertette, az eredetitdl
néhany pontban eltérd bizonyitassal.

‘December 10.

CsiszAr Akos: A normadlis eloszlas egy jellemzése.

A normalis eloszlas egy régota ismert és a hibaszamitasban
gyakran felhasznalf jellemzd tulajdonsagarél megmutatta az el6-
ado, hogy az a szokasos feltevések (siirliségfiiggvény létezése,
pozitiv volta stb.) nélkiil is jellemzi a normalis valészinliség
eloszlast.

December 10.

K. Ureanik: (Wroclav): Disztribuciék elmélete és alkalmazasa
sztochasztikus folyamatoknal.
(l. Matematikai Lapok, 1956. VIL. 244. oldal).

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Debreceni Tagozatanak
1955. évi eldadasai

_Januar 27.

Kaimir LAszLo: Az altalanos rekurziv fliggvény fogalmahoz. Az
elbado mindenekelott ismertette az altalanos rekurziv fiiggvény
fogalmat, kidomboritva ennek a fiiggvényegyeletekkel valo kap-
csolatat. Majd ismertette K. Schroter kovetkezé problémajat:
azonos-e az 4ltalanos rekurziv fiiggvények osztalya azoknak az
aritmetikai fiiggvényeknek osztalyaval, amelyekhez van olyan fiigg-
vényegyenlet, amelynek a kérdéses fiiggvény az egyik ismeretlen
megoldasa, valamint e probléma pozitiv megoldasanak 'jelent-
ségét azon Church-féle hipotézis alatamasztasa szempontjabol,
amely szerint a minden egyes helyen véges szamu lépésben ki-
szamithaté aritmetikai fliggvények osztalya azonos az altalanos
rekurziv fiiggvények osztalyaval. Végiil negativ értelemben oldotta
meg az eléadd a Schroter-féle problemat és ramutatott arra,
hogy az igy kapott tétel nyomos ellenérv az emlitett Church-féle
hipotézissel szemben.

“Februar 24.
Kertész Anpor: Az euklideszi geometria vektoralgebrai felépitése.
— Elb6ado vazoita az euklideszi geometria axiomatikus vektor-

algebrai felépitését, majd példakkal illusztralta a vektoralgebrai
modszer hasznalhatosagat elemi geometriai tételek igazolasara.
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Marcius
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28.

11.

21,

28.

28.
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Gvires Bera: G. Landsberg determinans tételének altalanositasa.
Az elbadasban a szerz6 G. Landsberg 1910-ben megjelent de-
terminans-tételének altaldnositdsat adta. A tételbol speciélis ese-
teként, a Gram-féle determindns- altalanositott alakjanak egyik
eloallitasa kovetkezik. Innen pedig Toeplitz, illetve Hankel-féle

determinansok alakjara vonatkozd azonossag.

Nemes Laszio: Egyenldtlenségek.
MSzBH eléadds a hajdiiszoboszl6i Altalanos Gimnaziumban.

Soos Gyura: Egyenlétlenségek.
MSzBH elbadas a Debreceni Fazekas Mihaly Gyakorld Gimna-
ziumban.

AczgL Jinos: A geometriai objektumok eiméleféhez. Az egykom-
ponensii differencialis objektumokat egydimenzios térben a transz-
formacio-fiiggvény analicitasanak feltevése mellett Dubnov, Vagner
és Penzov hataroztak meg. A Lie-elméletre valo visszavezetés
modszerénél ez a feltétel nem is enyhithet6. Golabnak sikeriilt e
feltevést (fliggvényegyenletekre valo visszavezetéssel) kétszeri,
illetve egyszeri differencidlhatésdgra csokkenteni. A jelen elo-
adasban az eléado ugyanazon eredményeket kizarolag (egyes val-
tozokan valo) folytonossag feltevése mellett vezette le. Részlete-
sebben annak éolabén alapuld, de a feltételek enyhitésén tual-
menben is lényegesen rovidebb bizonyitasat fejtette ki, hogy
nincs harmadiknal magasabb osztalyti objektum a mondott kate-
goridaban.

MaitvAs AntaL: Feladatmegoldasok. .
MSzBH eldadas a hajduszoboszl6i Irinyi Janos Altalanos Gimna-
ziumban.

Boros Gyoray: Feladatmegoldasok.
MSzBH elbadasa az Arany Janos Didkotthonban.

Vikir Istvin: Feldadatmegoldasok.
MSzBH eléadas a Szeghalmi Bolyai Farkas Gimnaziumbau.

Barna Bera: A térképszinezésrol.
MSzBH eléadas a Debreceni Kossuth Gyakorlé Gimnaziumban.

JermENDI LAszio: Végtelen sorok. y
MSzBH el6adas a Szeghalmi Bolyai Farkas Altalanos Gimnazi-
umban.
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Aprilis 15.

Majus 13.

Szep JenG: Modern algebrai problémak. (Algebrai struktirak fel—
bontéasa.)

Renvt Averép: Valészintiségszamitasi modszerek a szdmelmélet-
bein.

Eldado vazolta, hogy milyen eredmények varhatok a valdszinii-
ségszamitas szamelméleti alkalmazasaitol, Kkitért néhany ezzel
kapcsolatos problémara és ismertetett néhany idevago ered-
meényt, igy tobbek kozott Turan Pal eredményeit az egész sza-
mok torzstényezdinek szamara vonatkozolag, és Erdés Pal és M.
Kac azon tételét, hogy ha U(n) jelenti az n szam kiilonbozo:
torzstényezoinek szamat, ¢és W(N,x) azon n=N természetes
szamok szamat, amelyekre

U(n)y—loglogN _

J log log N 7
akkor
W) - i g n
lim — = P(x) =-— e 2 dn
N> o N ( ) l/27l 3,
—®

Eléad6 megjegyezte, hogy Erdds és Kac tételébol kovetkezik,.
U(n)—loglog n
‘—’—_‘.—.‘_—:—— < x,
|/ Tog logn
szintén egyenld @(x)-szel, azaz, ha Wux (x) jelenti azon N alatti
U(n) —loglog n

hogy azon n szamok stirtisége, melyekre

>'n szdmok szamat, amelyekre —————— < X, akkor
|/ Tog log n
: 7 U(n)—log logn :
lim M: & (x), vagyis az L_é— (< N) szam-
No>o N J loglog n

elméleti fliggvény értékkészlet-eloszlasa konvergal a norniélis'el-'
oszlashoz, ha N— oc. Erdds egy masik tétele szerint ha

' |k—1log log N| -

DT o e C, 1

V log logN s M

ahol C >0 allando, és ha Pir(N) jeloli azon N alatti n

természetes szamok szamat, melyekre U(n)=k, akkor

I .

P (N) — 1°8 ’,‘fﬁ)« e-loglog N (1 - o (1)), ahol o(1) az (1) feltétel

mellett k-ban egyenletesen tart 0O-hoz, ha N — oc. Erdésnek

ebb6l a tételébdl egyszertien bebizonyithatd, hogy ha D(n)==

U(n)—[loglog n] és Q;(N) jelenti azon N alatti n szamok

szamat, melyekre D(n)=1{ (i=0,+1,+2,...), akkor

T P IR S 2

‘.\,»m QJ,(N) (’j P P R ) ( )

A (2) relacio azt jelenti, hogy a D(n) fiiggvény (n= N) érték-
készlet-eloszlasa ha N —~c az Osszes egész szamok halmazan
egyenletes (feltételes) valdsziniiség-elosziashoz konvergdl. Ez a
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Majus 26.

Junius 3.
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példa is mutatja, hogy a feltételes valdsziniiségi mezok az cléado
altal kidolgozott elmelete (1. Rényi A.: A valosziniiségszamitas
1ij axiomatikus felépitése, MTA. lIl. o. Kozleményei 4. (1954).
369—428) alkalmazasra talal a szamelméletben is. Az eldadé ra-
mutatott az emlitett elmélet mas szamelméleti alkalmazasi lehe-
toségeire is.

Eléado ramutatott, hogy az Gsszes U(n)-re vonatkozo emlitett té-
telek érvéryesek V(n)-re is, ahol V(n) jeloli az n szam oOsszes
torzstényezoinek szamat, és foglalkozott a kovetkezd tétellel: ha
d(n) — V(n) — U(n), akkor azon természetes szamok siiriiségét,
amelyekre d(n) = k, s;-val jelolve (k=0,1.2,...)

SO=2 s,# — [Z] (1=5){1+:=) wz1<n @

k=1

ahol a szorzat a Osszes p torzsszamokra terjesztendd ki. A (3)
képletbol z =0 helyettesitéssel nyerjiik azt a jol ismert eredményt,

hogy a négyzetmentes szamok siiriisége —5-

T. So6s Vera €és TurAn PAL: Komplex szamok hatvanyosszegeirdl.
Az eldadasban a masodik szerzé konyvében foglalt fotételek
extremum-feladat formdirdl volt sz6. A benniik szerepl6 legjobb
allanddkra eléadok az eddigieknél jobb egyenl6tlenségeket ve-
zettek le. A javitasok H. Cartan egy tételének elkeriilésén alap-
szanak.

Moor Artur: Altaldnos differencialgeometriai terekrol.
(Pedag6gus tovabbképzd eloadas.)

Kerrész Anpor: Szele Tibor- matematikai munkdassaga.

Az elbado ismertette Szele Tibor matematikai munkassagat, kii-
16nos tekintettel azokra az eredményekre, amelyeket Szele Tibor
a végtelen Abel-féle csoportok elméletében, a gyfirfielméletben és
a topologikus algebraban ért el.

Szeptember 24,

Egrpts PAL: Az additiv szamelmélet néhany kérdésérdl.

Legyen a, < a, < - - - egész szamok végtelen sorozata. f(n) jelentse
az n-—ai -+ a;j egyenlet megoldasainak szamat. Turan és az eld-
ado azt sejtették, hogy ha f(n) > 0 minden elengedé nagy n-re,
akkor lim f(n) = 0. Ez ma sincs bebizonyitva. Tovabba sejtették,

hogy :
D fk)=cn +0(1) (1)
=]

lehetetlen. Fuchs cornelli professzor és az eloadd nemrég bebizo-
nyitottak a kovetkezo élesebb formaban:
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Oktober 19.

Oktober 20.

November 4.

November 21

December 1.

December 6.

Legyen ¢ > 0, akkor:

n 22 nl/4
; fk)=cn+ o(—(log s ,ﬂ) 2y

lehetetlen. Ezen eredmény nyilvan Osszefiigg az ismert Hardy—
Landau eredménnyel az x2 4 y2 < n egyenlet megoldasainak sza—
marol. A részletes bizonyitas a London Math. Soc. Journalban fog
megjelenni.

Soos Gyura: Térfogatszamitas.
(Elbadas tanarok részére.)

Gyires Béra: Szakkorokben targyalhaté valdsziniliségszamitasi kér—
dések. ‘
(Elbadas tandrok részére.)

Fejes-T6tn LAszLo: Szabalyos alakzatok. 2

Az eléad6 ismertette a diszkrét mozgascsoportok klasszikus el-
méletének, valamint ezek széls6értéktulajdonsagokon alapuld ujabb
elméletének néhany eredmeényét.

Varca Otré: A derivalt matrixok egy alkalmazéaséarol.

Eléadé a Sylvester-Franke determinans tételre egy szemléletes.
geometriai bizonyitast adott. A bizonyitas p-vektorok segitségével
tortént.

Rapcsik AnprAs: Magasabbrendii szamtani haladvanyok.
(Eloadas tanarok részére.)

Fenvé Istvan: A disztribucié elmélet alkalmazdsa linearis diffe-
rencidlegyenletrendszerek megoldasara.

Eldad6 a disztribucio elmélet segitségével numerikus szamitasra
is alkalmas eljarast adott ;

n d ;
kZﬂPm(‘E;)?;ﬁ:ﬁ(x) =12 5.7

alaki differencidlegyenletrendszerek megoldasara, ahol Py polind-
mok, valamint

n , d2 ~ ; .
;;Pu\-(‘ag)h:f;(x) o=t =0 n

differencialegyenletrendszerek ) (0)=a(’, »"(1)= 4 alakii pe-
remértékproblémajanak megoldasara.
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A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Miskolei Tagozatanak rendezvényei

Januér 13.

Januar 26.

Februar 9.

Februar 9.

Februar 16.

Februar 18.

Februar 23.

Februar 28.

Marcius 2.

Mircius 2.

1955. januar 1-t61 december 31-ig

Bepe Lajos: Haromszogekkel kapesolatos feladatok megoldésa.
El6adas tanarok szamara.

Nikontmusz AntaL: Hiperbolikus tipust differencidlegyenletek.

Az el6add hiperbolikus tipusii egyenleteket kevéssé ismert fizikai
példaval, hangsebesség folotti linearizalt sikbeli potencialaram-
lassal vezette be. Bevezette a karakterisztika fogalmat és ennek
segliltstégével bizonyitotta a megoldas létezését adott kezddérték
mellett a

% i —()2(},_ =
e M2—1) ayzﬁo (M > 1, konst.)

egyenletre és egy grafikus megoldasi eljarast mutatott be.

BaTArR ZoLTAN: A szamelmélet elemei I.
El6adas tanarok szamara.

BoreiLy Samu: Diff. egyenletek formalis megoldasi elvei I
El6adas tanarok szamara.

BaTir ZoLTAn: A szamelmélet elemei. II.
El6adas tanarok szamara.

\

Raisz lvin  szervezésében Kkozépiskolai délutan, a kovetkezd
témakkal: 1. Kiirschak Jozsef élete és két tételének ismertetése..
2. Szélsoérték feladat szemléletes megoldasa, 3. Logaritmus’
egyenletek.

A témakat kozépiskolai tanulok dolgoztak Kki.

Ankét az érettségi eldkészitésrdl.

Bepe Lajos: A négyszogek tanitasa.’
Eldadas tanarok szamara.

BaTAr Zortin: Szdmelméleti kongruencia és alkalmazasai.
El6adas didkok szamara.

Nikobemusz AntAL: Pythagoras tétel bizonyitasai.
Eldadés alt. isk. tanarok szamara.
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Marcius 2.

Marcius

Marcius 4.

Marcius

Marcius

Marcius

Mircius

Marcius

Marcius

Marcius

Marcius

Marcius

Marcius

Marcius

4,

Osapovics J. Gyuta: A szamfogalom felépitése.
Eldadas alt. isk. tanarok szamara.

Bepe Lajos: Négyszogek tanitdsa.
Elbadas alt. isk. tanarok részére.

Hossz(® MikLos: Egyenlotlenségek. MSZBH.
Eldadas didkok szamara. (Kilian Gimn.)

SzeLe Tieor: Geometriai szerkesztések algebrai elmélete.
Elbadas tanarok szamara.

Parar Guszriv: Geometriai szerkesztések.
Eldadas tanarok szamara.

Fenves Imre: Fejezetek a fizika hazai torténetébol.
Eldadas tanarok szamara.

Czisere Tisor: Egyenldtlenségek. MSZBH.
Elbadas diakok szamara. (Vamos I. Leanygimn.)

Osapovics J. Gyura: Egyenlétlenségek. MSZBH
Eléadas diakok szamara. (Gépipari Technikum).

Buriny Janos: Egyenldtlenségek. MSZBH
Eldadas diakok szamara (Kohaszati Technikum)

.Mascuek Tivapar: Feladatmegoldasok. MSZBH

Eldadas diakok szamara (Szerencs, Bocskay Gimn.)

Szarka ZoLTAN: A térképezésnél hasznalt vetiiletek. MSZBH
Eldadas diakok szamara (Foldes Ferenc Gimn.)

Huszruy LAszLo: Egyenl6tlenségek. MSZBH
Eldadas diakok szamara (Ozd, Kohaszati Techn.)

CziBere Tisor: Geometriai szerkesztések. MSZBH
Elbadas diakok szamara, (Tokaj, Petofi Gimn.)

Toré BeLa: Feladatmegolddsok. MSZBH
Eldadas diakok szamara. (Ozd, Jozsef Attila Gimn.)



Marcius 16.

Marcius 18.

Marcius 25.

Marcius 25.

Mércius 25.

Marcius 25.

Marcius 30.

Marcius 31.

Aprilis 1.

Aprilis 1.

Aprilis 1.
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Hosszi Mikros: Egyenlétlenségek. MSZBH
Eldadas diakok részére, (Banyaipari Techn.)

Fonvap Zovrin: Egyenlétlenségek. MSZBH
Elbadas didkok szamara (Kozgazdasagi Leany Technikum)

Horrman Anpor: A szémegyenes felépitése, racionalis és irracio-
nalis szamok. MSZBH
Eldadas didkok részére (Tanitonoképzo)

Barir ZovtAn: Egyenlotlenségek. MSZBH
Eldadas diakok szamara (Vilamosenergiaip. Technikum)

SurAnyl JAnos: Geometria és szamelmélet. MSZBH
Eldadas tanarok szamara.

Barir Zovtin: Egyenl6tlenségek. MSZBH
Eldadas diakok reszére (Kozgazdasagi Techn.)

Batir Zovtin: Egyenl6tlenségek. MSZBH
Elbadas diakok részére (Mezokovesd, I. Laszlo G.)

Kozépiskolai délutdn. (Kilian Gimn.)
Témak: 1. Permutacio, 2. Kombinacio, 3. Variacio.
A témakat kozépiskolai tanulok dolgoztak Ki.

Gaspir Gyura: A determinanselmélet megalapozasa.

Az elbéado ismertette a determinanselmélet axiomatikus megala-
pozasara vonatkozo eddigi vizsgalatokat (Weierstrasse, Artin,
Menger vizsgalatait), majd bemutatta sajat axiomarendszerét, ame-
lyik kozvetleniil kapcsolodik a teljes matrixgyiiriiben értelmezett
miiveletekhez.

Horrman Anpor: A széﬁiegyenes felépitése, racionalis és irracio-
nalis szamok. (MSZBH eléadas a Rakoczi Gimnaziumban, Saros-
patakon)

Naay dLona: Egyenlotlenségek.

(MSZBH eléadas a Sarospataki Tanitokepzo Intézetben)

Barir Zovrin: Egyenlitlenségek.
(MSZBH eloadas a Satoraljaijhelyi Kossuth Gimnaziumban)

13 Matematikai Lapok

-~
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Aprilis 1.

Aprilis 6.

Aprilis 13.

Aprilis 13.

Aprilis 19.

Aprilis 20.

Aprilis 27.

Aprilis 27.

Aprilis 28.

Majus 4.

Kiss Barna: Feladatmegolddsok
(MSZBH el6adas a Sétoraljadjhelyi Kozgazdasagi Technikumban)..

Perrich Grza: Sikmértani szerkesztések a térgeometria segitsé—
gével. (Eldadas tanarok reszére)

Gvory Areip: Fizikai kisérletek bemutatdsa magyarazatokkal.
(Eloadas diakok szamara) :

BatAr ZoLtAn: Matematikai mulatsagok.
(Eldadas didkok részére)

Bepe Lajos: Attekintés a VI. osztalyos geometriardl.
(Eldadas tanarok szaméara)

BorseLy Samu: Differencialegyenletek alkalmazasa technikai prob-
l1émak megoldasara. Az elbado — folytatva régebbi eldadasat —
bemutatta linedris differencidlegyenleteknek operatoros megoldasi
maédjat inhomogén esetben. Megvizsgalta e moédszer alkalmazha-
tosagi teriiletét és egyben bemutatta, hogy az un. Heaviside-féle
kalkulus milyen feltételek mellett alkalmazhaté. Kiilon kitért a
fizikai alkalmazésokra is, igy els6sorban a tranziens jelenségek
targyalasara.

Koscn Janos: Pythagoras-tétel.
(El6adas alt. iskolai tandrok szamara)

Raisz Ivan: A trigonometria felépitése.
(Eléadas tanarok részére)

Pazir Beca: Szekvencidlis analizis.

Neukomm Gyuta: Erdekes szerkesztési feladatok.
(Eléadas tanarok szamara)

Szeptember 28.

Torn SANDoOR: A kinetikus gazelmélet néhany alapvetd kérdése.
(Elbadas diakok szamara)

Szeptember 28.

BaTAR ZoLTAN: Kongruens szamok €s alkalmazasal
(Eléadas didkok szamara)
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Oktéber 5—17.

Oktéber 5,

Oktober 6.

Oktober 7.

Oktober 7.

Oktober 7.

Oktober 12,

Oktober 12.

Oktober 12.

13*

Evnyité ankét.

BorsiLy Samu: Elnoki megnyito
BaTAR ZovtAn: Titkdri beszamold
Perricy Geza: A térmértan oktatdsanak kérdései.

Bepe Lajos: Az algebrai alapfogalmak bevezetése az altalanos
iskolaban.

Darko Bira: Az analitikus geometria tanitasa.
Bartn KiAra: A szdzalékszamitds a kozonséges tortekkel kap-
csolatban.

BoreiLy Samu: Hévezetési problémak matematikai targyalasa.

Czisere TiBor: Hovezetési problémak klasszikus esetben.

Az eléad6 ismertette a hovezetés problémakorével kapcsolatos
hotani alapfogalmakat. Ezutan levezette a hovezetés differencial-
egyenletét altalanosan, majd targyalta, hogy milyen problémakat
vet fel az a tény, ha a differencidlegyenletben szereplé un. ter-
mikus paramétereket nem tekintjiik allandéknak, amint nem is
allandok azok, hanem a hémérséklet fiiggvényei. Ezutan bemutatta
a kérdés megoldasat néhany esetben, adott kezdeti és perem-
feltételek mellett. Itt kitért Ju. Tajc vizsgalataira is, amelyek acél-
ontvények hokezelési kérdéseivel kapcsolatosak.

Maschexk Tivapar: HOvezetési paraméterek mérése magas homér-
s¢kleten. — Elbado ismertette azokat a kisérleti berendezéseket,
amelyek segitségével a hovezetési paramétereket (fajhd stb.) mér-
ték 0-t6l 800° C-ig terjedd hointervallumban. Ezutin ratért a
mért eredmények kritikai vizsgalatara és egyben ismertette azokat
az elveket, amelyek alapjan folytatni fogjak eziranyu kutatdsaikat
a mérési hatarok pontossaganak a fokozasaval. Eldadasa soran
eredeti konstrukcioju berendezéseket is bemutatott.

Osapovics J. Gyura: Matematikai versenyfeladatok.
(Eldadéas kozépiskolai tanarok részére)

Gaspar Gyura: A fiiggvényfogalom legmegfelelébb kialakitasa a
kozépiskolaban és ezzel kapcsolatos kérdések.
(Eldadés tanarok szdméra a Sarospataki Rakoczi Gimnaziumban.)

Batir ZoLTAN: Matematikai tréfak.
(Eldadas didkok szamara a Sarospataki Rakoczi Gimndziumban.)
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Oktober 19.

Oktober 26.

November 16.

Prikora Anpris: Fiiggetlen valoszintiségi valtozok végtelen sorai-

sy

BaTAr ZovTin: Matematikai tréfak.
(Eldadas az Ozdi Altalanos Gimnaziumban, didkok szamara).

GaspAr Gyura: Linearis _egyenletrendszerek nem kommutativ
struktardkban. — Az eldado attekintést adott a nem kommutativ
struktirakon felépitett linearis egyenletrendszerek megoldaséara
vonatkozo6 eddigi kutatasokrol, igy tobbek kozott ismertette Dieu-
donné vizsgalatait. Ezutdn attekintést adott sajat e teriiletre eso
vizsgalatairol, amelyeket kvaterniokon szemléltetett.

November 16.

Tor6 BiLa: Matematikai miiszerek.
(Eldadéas didkok szamara a Sarospataki Rakoczi Gimnaziumban.)

November 23

Bepe Lajos: Fiiggvénytani alapfogalmak az altalanos iskolai
anyaggal kapcsolatosan.
(Eldadas tanarok szamara)

November 23.

‘Osszevont szakkdri iilés, az alabbi eldadasokkal :

Parar Guszrav: Pythagorasi egyenlet és pythagorasi szamhéarmasok.
Ezutan diakok a kovetkezd eldadasokat tartottdk: Bolyai Janos
ifjtikora, feladatok Bolyai korabol, Pythagoras tétel két bizonyi-
tasa, tréfas matematikai feladatok. A Kozépiskolai Matematikai
Lapokbol feladatmegoldasok.

November 25.

November 30.

December 3.

December 7.

December 2.

Bepe Lajos: Algebrai alapfogalmak elokészitése. -
(Eldadéas tanarok szamara)

Szag6 Jeno: Analitikus geometria tanitiasa a kozépiskolaban,
(Eléadas tanarok szdmara)

Ogipovics J. Gyura: Szovjet matematikai folydiratszemle.
(Eldadas tanarok szamara)

Batir ZovrtAn: Sorozatok és sorok.
(Elbadas alt. isk. tandrok szamara)

Bepe Lajos: Az algebrai alapfogalmak elokészitése az alt. iskola
felsobb osztalyaiban.
(Eldadas a Szerencsi Gimnaziumban)
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December 14.
Szasd JenG: Az analitikus geometria tanitasa a kozépiskolaban.
IL. ‘rész.
(Eldadas tanarok szamara).

December 21. ¥
PAszror IstvAn: A halmazelmélet elemei.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Péesi Tagozatinak rendezvényei
1955. januar 1-t6l janius 30-ig

Januar 6.
Bin Lajos: Hogyan tanitom az analitikai geometriat?
Elbadas utan vita.

Januar 12, 19.
Boprakt Axos: Apollonius érintési feladatai. (Feladatmegoldas).

Januar 28,
Nacy Sinpor: Valdsziniiségszamitas alapfogalmai.

Februar 23.
SzéxeLy JENG: A komplex szamokrol.

Marcius 16.
Hrres Ferenc: A fiiggvénytan mddszeres tanitasa a kozépiskola-
ban. Eldadas utan vita.

Marcius 20.
Acnitz ImrENE: A matematika tanitasanak fejlédése a felszabadulds
' Ota.

Marcius 22.
SzékeLy Jend: A matematika tudomany fejlodése a felszabadulds
ota.

Maércius 30. :
Sevinve Geza: Egyenletek egészszami megoldasairdl.
Aprilis 25,

Licert BELa: Elemi geometriai bizonyitasok.

Majus 4.
SzokeraLvi-Nagy Bera: Héron képletérdl és ennek altalanositd-
sairol.

Majus 7.
Kozépiskolasok matematikai versenye.

Majus 25.

Naoy Sinpor: Erdekes valosziniiségszamitasi feladatok.
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Oktober 24,

Oktober 25.

Oktober 25.

Oktober 25.

November 1.

November 1.

Kaimdr LAiszio: Hogyan kiizdhet a matematikus tanar a pedagc-
giai pesszimizmus ellen.

SzoxeraLvi-Nagy Bera: Egyesitett események valdszintiségérol.

Mosont Gyoray: Dolgozatiras és  javitds modszere az éltalanos
iskolai matematikai oktatdsban.
Elbadas utan vita.

SzeékeLy JenG: A szamelmélet elemei.
Megbeszélés az altalas iskolai matematikai oktatasrol
Vitavezet6: AcuAtz IMRENE.

RAiBar Imre: Versenyfeladatok,

Boka IstvAn: Abrazolé mértan (tanfolyam heti 2 éranként).

. Boka Istvan: A 1L és IV. osztalyos geom. modszeres feldolgo-

December 9.

December 15

December 15

zasa (2 hetenként, alt. isk. neveldk részére).

Acuitz ImréNg: A matematikai fogalmak és szaknyely.

SzexkeLy Jené: Megemlékezés Bolyai Janosrol.

Boka Istvin: Menelaos és Ceva tételérol és azok néhany alkal-
mazasarol.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Veszprémi Tagozatinak el8adasai

Aprilis 8.

Aprilis 13.

Majus 5.

Majus 5.

1955. januar 1-t81 december 31-ig

Rotn Erzséser: Feladatmegoldasok.
(Eldadas Keszthelyen, didkok szaméra.)

Somkutt Lajosni: Egyenletek egészszamu megoldasai.
(Eldadas tanarok részére.)

Freup Grza: Néhany hovezetési probléma megoldasa.

Fejes-Totu Liszio: Egy geometriai szélséérték-probléma a noveé-
nyek vildgaban. — TTIT-vel kizos rendezés.



Aprilis 15,
Rozsnyor Lajos: A mértan tanitasanak kérdéseirdl.

Oktober 25.

Vimos Zsuzsa: Valoszinliségszamitas.
(Eldadas tanarok és didkok részére.)

November 17.

159

Fejes-Torn LAszrLo: Szimmetria a természetben, a miivészetben

és a geometridban. — A TTIT-vel kozos rendezés.

December 8.
Fiy LiszLo: A bolygdk mozgasanak torvényei.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Egri Tagozatanak elSadasai

1955. januar 1-t8] december 31-ig

Februar 19. :
Nacy Ferenc: A mértani helyek tulajdonsagai.
(Eldadas alt. iskolai neveldk szamara.)
Marcius 9.
Hajpu IMre: Feladatmegoldasok.
(MSZBH elbdadas &ltalanos iskolai tanarok szamara.)
Marcius 11,
Harrty Domokos: Maximum-minimum feladatok.
MSZBH elbadas alt. isk. nevelok szamara.)
Marcius 16.
Ronar KALmAn: Egyenlotlenségek.

(MSZBH eléadas kozépiskolai didkok részére, a Gyongydsi Alt.

Gimnaziumban.)

Marcius 22.
Eavep AntaL: EgyeniGtlenségek.
(Eldadas a Gyongyosi Gimnaziumban.)
Marcius 24.
Fopor Mikros: Feladatmegoldasok.

(MSZBH eloadas a Hatvani Vegyipari Technikumban, kozépisko-

lasok részére.)
Marcius 30.

(Eibadas alt. iskolai nevelok részére.)
Aprilis 23.—24.

Nacy Ferenc: A mértani helyek mint szerkesztési modszer.

Konferencia a Tarsulat és a Kozponti Pedagégustovabbképzo

Intézet kozos rendezésében kovetkezo targysorozattal:
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Aprilis 23.
Aprilis 23.
Aprilis 23.
Aprilis 24.

Aprilis 24.

Junius 8.
Junius 11.

Jonius 17.
Oktober 23.

December 8.

Bemutaté tanitdis a Dobo Gimnaziumban. L. gimn. &sszefoglalé
ora szamtanbol. Tartotta Bekgst PAr.

Makar Expre: Egy minimum probléma a tehetetlenségi nyoma—:
tekkal kapcsolatosan. -

FEnYG IsTvAn: A fiiggvényabrazolds néhany problémaja.
StrommER Gvura: Projektiv abrazold geometria.
Hopr Enpre: A trigonometria néhany elonyos alkalmazésa.

PeLLe Bera: Feladatmegoldasok.
(Eldadas az Alt. Leanygimnaziumban.)

PeLLe BeLa: Feladatmegoldasok.
(Eléadas az All. Leanydiakotthonban.)

Nacy SinDor: A valoszintiségszamitasrol.
Tasndpy Istvin: A matrixszamitas elemei.

StromMER Gyura: Térmértani problémak.



Koényvismertetés

A. O. Gelfond: Differenciaszamitas
c. konyvének ismertetése

A differenciaszamitas alapfogalmai és klasszikus feladatai koriilbeliil®
az infinitezimalis szamitasok elemeivel egyidések: egy f(x) fiiggvény Af-—
= f(x + h)—f(x) els6 differencidjanak (novekményének) és A2f, A3f, ... maga--
sabb differenciainak fogalma és meghatarozasa nevezetes esetekben, kapcsolata
a fiiggvénynek egy aritmetikai haladvany mentén felvett szukcessziv értékeivel,
a kiilonbségi hanyados altalanositasaiként felfoghatd tin. osztott differenciak?
szerepe a parabolikus interpolacio alapfeladatanak megoldasaban, a differen-
cidk felhasznélasa interpolacional és kozelitd Kkvadratiranal ekvidisztans alap-
pontok esetén, a legegyszeriibb differenciaegyenletek és ezek megoldasa ,szum--
maélas“ atjan stb. — mindez lényegileg mar Newron, Tavior, StirLiNG el6tt
ismert volt, majd a 18. szazadban és a mult szdzad els6é felében — EuLrer,.
Laprace, Lacrance, Gauss, Jacosr, Csesisev és masok munkassaga nyoman —
az analizis 6nallo ¢és nagyjabol lezartnak latszo agava fejlodott. Az interpola-
ci6 és mechanikus kvadratira problémakore volt az, mely uj fejlodés kiindulo-
pontjava valt a mult szazad végén (StieLtyes); az idevagd valos fiiggvénytani
modszerekkel nyert eredményeket ma mar nem annyira a differenciaszamitas-
hoz, mint inkdbb a Sz. N. Bernstev ¢és iskoldjanak kezdeményezésére kiala-
kult altalanos kozelités-elmélet (konstruktiv fiiggvénytan) diszciplinajahoz sza-
mitjuk.2 Ugyancsak tért hoditott a szazadforduldo oOta a komplex valtozos
fiiggvénytan modszereinek felhasznalasa a differenciaszamitasban; ebben a
szellemben irodott és lényeges eldrehaladast jelentett NorLunp nagy ossze-
foglal6 monografidja (1924). Itt mar a differenciaképzés és az inverz miivelet
(alkalmas értelemben vett , szummalas“)® elméletének a differencial- és.
integralkalkulusnak megfeleld, rendszeres felépitését talaljuk; mivel az ered--
mények kézenfekvO hataratmenetek elvégzése esetén ismert klasszikus tényekbe
mennek at, az utébbiaknak lényeges mélyitésével, altalanositasaval allunk
szemben, mely az alkalmazasok igényeit is kielégiti.

1 Valéban indokolt KowaLewski elnevezése: ,Newron-féle differencia--
hanyadosok“ (Interpolation und gendherte Quadratur, 7. 0.), bar ez kevésbé
terjedt el a szakirodalomban.

2 Hadd utaljunk itt Anyyezer: Az approximacio elméletérdl és Natan-
szon: Konstruktiv fiiggvénytan c. (magyar forditasban nemrég megjelent) kit{in6-
miivére.

3 NORLUND egy ¢(x) fiiggvény ,szummajanak® az F(x -+ h)—F(x) =
=hep(x) (h fix!) differenciaegyenletnek egy altala bevezetett, meglehetosen.
Lerds“ Osszegezesi eljarassal nyerhetd megoldasat mevezi (,féomegoldéas*). Vo..
Vorlesungen iiber Differenzenrechnung, 43. o.
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A. O. Gerronp akadémikus szobanforgd (magyar forditdsban 1954
végén kiadott) miivének eredetije 1952-ben jelent meg Moszkvaban és Lenin-
gradban; a magyar kiadast TurAn PAL latta el gondolatébreszt) eloszoval.
A mii anyaga és targyaldsmodja tobb szempontbol eltér az ismert tankdnyve-
kétol. Jellegét elsésorban az hatarozza meg, hogy a szerzé a klasszikus anyag
Iényeges fejezeteinek ismertetése mellett részletesen kifejti a komplex interpo-
lacié, approximacié-elmélet szamos eredményét is, valamint ezek felhaszna-
lasat az egész fiiggvények modern elméletében és a szamelméletben; olyan
teriilet ez, mely A. Markov és D. Szerivanov differenciaszamitasi munkassaga-
nak szovjet folytatoi koziil mindenekel6tt a szerzonek készonhet sokat.

A bevezetés megfogalmazza és jellemz6 példakon illusztralja a differen-
ciaszamitas alapvetd feladatait: interpolacio, szummadlds, differenciaegyenletek
megoldasa a ,valosban“ és a komplex valtozos analitikus fiiggvények korében.

Az 1. fejezet targya: interpoldcid. Lacgrance, NewrtonN €s HermiTE inter-
polacios képleteinek részletes targyaldsa soran szoba keriilnek az elsofaji
Csebisev-polinomok mint egy ismert szélséértékfeladat megolddsai, tovabba
az osztott differenciak kiilonbozo eldallitasai. tetszoleges valds és komplex
interpolacids alappontok esetén; az adott haromszégmatrixhoz tartozo inter-
polacios eljaras ismertetéséhez természetes modon kapcsolodik a processzus
konvergenciajanak, fiiggvények interpolacios sorral vald eldallithatosaganak
kérdése. Minthogy a Lagrange-féle interpolacios eljaras folytonos fiiggvény
esetében divergalhat, kézenfekvé olyan polinomtipusok keresése, melyekkel
minden, pl. a [0, 1] szamkozben folytonos fiiggvény tetszileges pontossaggal,
egyenletesen megkozelithetd.! Az egyszerii explicit megoldast nytijt in. Bern-
sTEIN-polinomokat a szerzd tetszéleges alappontok esetére altalanositja; fog-
lalkozik tovabba BernsteIN tételével a legjobb kozelitésrdl és a komplex sik-
ban approximaciora legalkalmasabb iin. Faser-polinomokkal.

A IL. fejezetben a gamma-fiiggvény alaptulajdonsagainak és az egész
fiiggvények elméletére vonatkozd legfontosabb tényeknek Osszefoglalasat a
kdzonséges és altalanos Newton-sornak (mint interpolaciés soroknak) a tar-
gyalasa koveti. Azok az itt kozolt tételek, melyek egész fiiggvények altalanos
Newton-sorba vald fejthetdségére vonatkoznak, tobbnyire a szerzotél szarmaz-
nak, akarcsak a fejezet végén bemutatott két szép szamelméleti alkalmazas
egészértékii fiiggvényekrol és bizonyos szamok transzcendenciajardls

A lIl. fejezet egy altalanos komplex interpolacids feladatnak van szanva:

o :
,Nevezziik valamely F(2)= Z a,z" egész fiiggvény egy elemének az

n=A()

@
Ji= Z a, C,;. sorosszeget, ahol Cy, Ciz, Co, ... adott || C,;|| kétszeresen vég-

n=0
telelen matrix elemei. Eléallitandé F(z), ha ismeretes fi, f5, ... .“ E probléma-
nak igen nevezetes specialis eseteit sikeriil a szerzének megoldania, igy pl.
F(2) megkonstrualasat Fo(n) —=A,(n=0,1,2,...) ismeretében; mas esetek-
ben a kérdés az tin. ,komplex momentumok problémajara® vezethetd vissza.
A 1V. fejezet ismét klasszikus anyaggal foglalkozik: AF(x)=¢(x) dif-
ferenciaegyenlet megoldasaval abban az esetben, ha ¢(x) adott polinom és az

1 WEiersTrass elsé approximacio-tétele szerint ilyen polinom-kozelités
minden zart kozben folytonos fiiggvénynél lehetséges. :

5 Az utobbi tételnek: « és e nem lehet egyidejiileg algebrai szam,
kivéve az a =0 esetet — kozvetlen folyomanya pl. e és z transzcendenciaja.
Még messzebb mend eredményt ért el ({ELFOND, midén 1934-ben Scuneiperrel
-egyiddben bebizonyitotta HiLert kovetkezd sejtését: ha « = 0,1, tovabba

a2

-« és ¢ algebrai, # irracionalis szam, akkor «f valos értéke transzcendens.

1
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Sxo) +=f(xo+h) + - -+ + f(x, -+ nh) tipusi Osszegek ,zart“ aszimptotikus
eléallitasanak megadasaval n — oc esetére (,0sszegezés®). Az elobbi feladat
az analizisnek szinte minden agaban nagy szerepet jatszé Bernoulli-féle sza-
mokra és polinomokra, az utobbi pedig az aszimptotikus sorfejtéseknél szinte
nélkiilozhetetlen tn. Euler-féle Osszegezd formulara vezet. E ponton a szerzo
— matematikus-egyéniségének megfeleléen — nem elégszik meg a Bernoulli-
polinomok alaptulajdonsagainak és az Euler-képlet egyszerli kovetkezményei-
nek bemutatiasaval, hanem Kkitér a Bernoulli-féle szamok aritmetikai sajatsa-
gaira is ¢s bebizonyitja Staupt szép tételét: barmely B, Bernoulli-féle szam

1
Cov—3
2 2k+1

olyan k természetes szamokra terjesztendd ki, melyekre k-1 torzsszam,
tovabba k& /».

Az utolsd, V. fejezet a linearis homogén és inhomogén differencia-
egyenletek meglehetésen komplett targyalasat nyujtja, kiemelve mindazt, ami
itt linearis differencidlegyenletek elméletével analog. (Az egyiitthatok variala-
sanak modszere, kapcsolat inhomogén €s megfeleld homogeén egyenlet meg-
oldasa kozott, ,exponencialis helyettesités“ és karakterisztikus egyenlet allando
egyiitthatok esetén stb.) Annal szembetiindbbek az tijszerii eredmények: PoiNcare
nevezetes tétele ill. ennek Perron-féle kiterjesztése bizonyos linearis differencia-
egyenletek megoldasainak aszimptotikus viselkedésérol ¢s Hoiper tétele, mely
szerint a gamma-fiiggvény — az egyszerii I'(x + 1) = xI'(x) differenciaegyenlet
egyik megoldasa — nem elégithet ki egyetlen (polinom-egyiitthatos) algebrai
differencialegyenletet sem.® Az utobbi — mint latjuk — éppen a differencia-
és differencialegyenletek megoldasainak eltérd jellegét mutatja; bizonyitasa
Ostrowski kb. harminc éve kozolt elegans modszerét koveti. — A fejezetet a
végtelen rendil linearis differencialegyenletek legegyszeriibb asztalyanak tar-
gyalasa és — alkalmazasként — a fiiggvényperiddus fogalmanak tobbirdnyu
kiterjesztése zarja le.

Gerronn mfive nem tankonyv a szo szoros értelmében. Ezt 6 maga is
érezteti az elészoban, midén hangsiilyozza, hogy a keretek kozé be kivanta
venni a komplex differenciaszamitas tébb tjabb keletii- mély eredményét az
alkalmazasokkal egyiitt, melyek eddig tilnyomorészt csak folyoiratokban voltak
hozzaférhetok, s ugyanakkor felsorolja azokat a fejezeteket (I., 1V., V.), melye-
ket egészben vagy részben egyetemi oktatasi célokra felhasznalhatoknak tart.
A szerzd csak a differenciaszamitas jelzett tj iranya tekintetében torekszik a
teljességre s azt nagy mértékben el is éri, talan csak a faktoridlis-sorok ma
mar szépen kiépiilt elmélete hidnyolhat6, hiszen ezek a differenciaegyenletek
studiumanal hasonlo szerepet jatszanak, mint a differencialegyenletek esetében
a hatvanysorok, tigyhogy fontossaguk mind elméleti, mind gyakorlati szem-
pontbdl ‘szdmottevd. A konyvet vilagos, jol attekinthetd és pedagdgiailag is
atgondolt eléadasmodja mindenesetre kivaloan alkalmassé teszi arra, hogy
egyetemi hallgatok vagy a tématol tavolabb allok a klasszikus anyag tanulma-
nyozasara hasznaljak, mig a tobbi (modern anyagot feloleld) fejezet kétségte-
leniil a szakember szamara is elgondolkoztatd, aspirdnsoknak pedig disszerta-
ciojuk targykorének megvalasztasanal tekintetbe jovo olvasmany. Kiilon ki kell
emelniink az osztott differencidkkal vagy a 4F(x)— @(x) differenciaegyenlet
targyalasaval kapcsolatban tobbféle lehetséges it egyidejii instruktiv bemuta-
tasat, valamint a szdmos helyen beiktatott példdkat és gyakorlatokat. A mii
kiallitasa szép, a sajtohibak szama aranylag kevés; a szerkesztés gondossagat

alakban Allithato elo, ahol C, egész szam és az Osszegezés

6 Horpernek a mult szdzad végén talalt tétele eddig — tudomasom
szerint — csak két konyv anyagaban szerepelt: Niecsen: Handbuch der Theo-
rie der Gammafunktion ¢. mfiivében (1905) és Noriunp fent emlitett differen-
ciaszamitasaban. :



204

mutatja, hogy a szerzének egy kb. konyve megjelenésével egyidoben kozolt
kiegészitd észrevételét 7 (az 1. fejezet 5. §-ara vonatkozolag) a magyar kiadas-
ban mar felhasznaltik a megfeleld szovegrész kijavitasara.

Hazai matematikai irodalmunk eddig csak egy differenciaszamitast
mondhatott magaénak: Jorpan KirorLynak angol nyelven megjelent, nagysza-
basi és nemzetkozi viszonylatban is elismerést szerzett munkajat,8 mely els6--
sorban a matematikai statisztika igényeit tartja szem el6tt és bovelkedik az
érdekes torténeti megjegyzésekben. Ami az idevagd magyar nyelvii szakiro--
dalmat illeti, ki kell emelniink, hogy mind Bexe Mano, mind Szisz PAL két-
kotetes analizise tartalmazza az interpolacid-elmélet elemeit; az utdbbinak
jelentékenyen kiboviilt, 1951-ben megjelent masodik kiadasa feldleli a magyar
matematikai iskolanak, mindenekel6tt Fejer Liportnak, Erpos PAinak, Turin
Piinak és Grunwap Gezanak, az interpolacidra ill. mechanikus kvadratirara
vonatkozd szamos uj eredményét és — szemben a legtobb nagy kiilfoldi ana-
lizissel — a Bernoulli-féle szamok és polinomok mellett az Euler—Maclaurin-
féle dsszegez6 formulat és alkalmazasait is. Ugyancsak kiterjedt interpolacio-
elméleti anyagot talal az olvasé Natanszon kozelités-elméleti konyvének magyar
forditdasaban. Gelfond fent ismertetett munkaja a maga uj anyagaval ¢s a
klasszikus eredmények targyalasdban érvényesiild eredeti szempontjaival mind-
amellett hézagpotldo mii, melynek megjelenése bizonyara 0Osztonzéleg hat majd
a komplex interpolacio, valamint a komplex differenciaszamitas és az analiti-
kus szdmelmélet kozds hatarteriiletein folyd hazai kutatdsokra.

Mikolas Miklos,
a matematikai tudomdnyok kandiddtusa..

7 A. O. Teabponp, O6 oaHOl MHTEPNOASUMOHHON 3apaqe. Jokaannl Axa—
aemnn Hayk CCCP, Tom 84 (1952), 429—432.
% Ch. Jorpan: Calculus of finite differences, Budapest, 1939. (654 oldal.y
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Bevezetés a valos fiiggvények novekedésének
egy elméletébe

E J. Karamara
A Budapesten 1956. apr. 6-dn tartott eléadds ésszefoglaldasa

1. P. pu BoIiS-REYMOND volt az elsO, aki ,Infinitdrcalciil®
¢. milvében megalkotta a valds fiiggvények novekedésének dltala-
nos elméletét. Negyven évvel késdbb, 1910-ben, E. BOREL ,Lecons
sur la théorie de la croissance“ és G. H. HARDY ,Order of infi-
nity“ c. munkdjukban egyidejiileg felelevenitették ezt az elméletet.
Kiilonosen HARDY egészitette ki P. DU BoIS-REYMOND elméletét
.s egy olyan tételt bizonyitott be, amelyet az elmélet alaptételének
lehet tekinteni. Bevezeti a logaritmikus-exponencidlis fiiggvények
H, osztalyat, amelynek fiiggvényei az alapmiiveletek, a log €és az
exp operaciok véges szamu alkalmazasaval dllnak el6, és megmu-
tatja, hogy ennek az osztdlynak barmely két fiiggvénye Osszeha-
sonlithaté a <, > és ~ relaciok valamelyikével. Végiil mintegy
ijabb negyven év mulva BourBaki IV. konyvének 5. fejezetében
(,Etude locale des fonctions®), 1951-ben kidomboritja ennek a
tételnek algebrai jellegét. Nevezziik HARDY-féle testnek a végtelen
egy kornyezetében értelmezett és derivalhato fiiggvényeknek olyan
H testét, amely minden f fiiggvénnyel egyiitt annak f’ derivaltjat
is tartalmazza; BOURBAKI megmutatja, hogy egy ilyen test barmely
két fliggvénye mindig 0sszehasonlithato, s kimutatva, hogy a H, test
HARDY-féle, igen elegdns bizonyitdst ad HARDY tételére.

2. Ezekbél a gondolatokbol kiindulva meg szeretném mutatni
ebben a bevezetésben, hogy ez az elmélet az olyan rendezési rela-
cioval ellatott fliggvénygyiiriik tanulmanyozdsan alapszik, amelyek-
ben el nem tiind fiiggvények esetén a rendezési relacié a klasz-
szikus aszimptotikus reldciokba megy at.

Tekintsiik ebbdl a célbél a végtelen egy kornyezetében értel-
mezett fiiggvények Osszességét és alkossuk meg a fiiggvényelemek
F halmazat, vagyis az

e==py hdesakrixi=-x:

-
14 Matematikai Lapck
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ekvivalencia-relacionak megfeleld ekvivalencia-osztalyok halmazat.
Az F halmaz kommutativ gyiirii, ha f+g és fg a szokdsos
modon van definialva.
Ezt a gyfiriit el6rendezési relacioval lehet ellatni, éspedig

ugy, hogy az

3
f=g (vagy f=g)
relaciot akkor definidljuk érvényesnek, ha van olyan valds 4 szam,

hogy
|f—Aig|=¢|g| minden Xx> x.-ra.

Ha 4==0, akkor f=g maga utan vonja a g 5f =11
relaciot; ebben az esetben definicioképpen

f=g;
ha 42— 0, definicioképpen f <g, illetdleg g > f*
Vildgos, hogy a = relacio

1) reflexiv: fﬁf a A=1 valasztassal;

A u
2) dranzitiv: =g és g =h esetén F=h;

3) antiszimmetrikus: f <g és g =f esetén Au=1 s ennél-
fogva f=g.

3. A =< relaci6 az F halmazbdl (félig) rendezett halmazt
alkot s els6 célunk az, hogy F-nek ezen relacio értelmében telje-
sen rendezett részhalmazait konstrudljuk meg. Ebbdl a célbdl el6-
szOr egy Osszehasonlithatdsagi kritériumot adunk a = relacio sza-
mara a kovetkez6 fogalom bevezetésével.

Legyen FC F az alland6 el6jelii fiiggvényelemek halmaza,
nem szamitva a O elemet (sg a= -+1, O vagy —1 aszerint, hogy
a>0, a=0 vagy a<0). A y relaciét értelmezziik tugy, hogy
frg akkor és csak akkor, ha x ¢ F alkalmas megvalasztasaval
f— xg (multiplikativ kongruencia). A y relaci6 ekvivalencia-relacio,
mert F multiplikativ csoport; legyen /"€ F/y, specidlisan F € F/y
és minden /I” elem /"= gF alakban irhat6. Marmost érvényes az

1. TETEL. Ahhoz, hogy f dsszehasonlithato legyen g-vel, sziik-
séges €s elégséges, hogy qf-+pg € I legyen minden egész szdmok-

* A < és X jelek itt bevezetett jelentése eltér a Harpy és Boursaki
altal hasznalttol.
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bol dllo (p, q) szdmpdrra legfeljebb egy (p.,q.) pdrral ardnyosak
kivételével, mds szoval minden olyan szdmpdrra, melyre :

Pog—pq,==0.

Ennek a kritériumnak alapjan rogton adodik, hogy
Minden olyan additiv G csoport, melyre

GcI'ui{o},

teljesen rendezeft; a legérdekesebb specialis eset akkor adodik, ha
I’—F, ebbdl kovetkezik a ‘

2. TETEL. Minden dllando eldjelii fiiggvényelemekbdl dllo
additiv G csoport teljesen rendezet! a =< reldcio értelmében.

Az a tény, hogy a G csoportok alkotjak a legfontosabb ese-
tet, kideriil a kovetkezd tételbol is, amely a G/X és G/y kvoci-
ens-halmazok egyidejii vizsgéalatival nyerhetd. :

3. TETEL. Minden teljesen rendezett additiv G csoport
(e Z g H,
3

alakban dllithato eld, vagyis minden g € G elem

g=2gh, heH

alaku, ahol a H,-k G-nek dllando elojelii fiiggvényelemekbol dllo
részcsoportjai.

4. A 2. tétel alapjan vilagos, hogy minden folytonos fiigg-
venyelemekbol dll6 K fest teljesen rendezett, hiszen f¢€ K esetén
1/f€ K; specidlisan a Hardy-féle H testek is teljesen rendezettek.

Ezekutin BOURBAKI megmutatja, hogy minden H test kib6-
vithetd az "

yV=f+g (ﬁg € H)

differencidlegyenletek y megoldasainak, példaul az y— log |f| és
y—el (fe H) fiiggvényeknek, algebrai adjungalasaval. A raciona-
lis fiiggvények testébdl kiindulva, a korzdvel és vonalzdval meg-
szerkesztheto elemfi tegtek konstrukci6jahoz hasonlé eljarassal eljut,
log |f| és e’ szukcessziv adjungalasa utjan, a H, specidlis Hardy-
féle testhez és a Hardy-féle tétel bizonyitasahoz.

14%



5. Végiil hasonld, s6t egyszeriibb, gondolatmenet mutatja,
hogy minden Kc H résztesthez, melyre

f>1és g €K esetén g(f) € K,

adjungéalhatok a végtelenhez tartd f€ K fiiggvények [ inverzei.
Még éltalanosabban,

f>1 és gekK
esetén az _
y=rf"' é z2=g®y) :
Jjelolésekkel z aszimptotikusan osszehasonlithato K minden elemével
és adjungdlhato is hozzd.
Val6ban, minthogy

=g =~h@), anol hekK,
azért y-nak minden K-bol vett egyiitthatoji p(x, y) polinomjara

(p(x, 3)) = pi(x, y) +pu(x, )R (Y).
Méarmost abbol, hogy

x—f(y) é fEK
kovetkezik, hogy

P(f),y) +pu(f(¥), ) h(p) € K,

tehat (p(x, ¥))’ s még inkabb p(x, y) dllandé eljelit és K(2) csak-
ugyan folytonos fiiggvényelemekbdl allo test.

Az igy megszerkesztett K(z) test azonban nem sziikségkép-
pen H test.

Specialisan, amikor a logaritmikus-exponencidlis” fliggvények
H, testér6l van sz6, minthogy H, kielégiti az elobb K-ra kir6tt
feltételeket, kovetkezik, hogy a H, test minden végtelenhez tarto
fiiggvényének inverze oOsszehasonlithato ezzel a testtel €és adjun-
galhaté is hozza.

Tovabba, abbol, hogy tetszoleges g ¢ H, mellett f¢€ H,,
f>1, y=f" esetén g(y) adjungalhato a H, testhez, kovetkezik,
hogy minden olyan H, test, amelynek elemei x-bdl és y-bol véges
szamti racionalis miivelettel és a log és exp fiiggvények véges
szami alkalmazdsaval nyerhetdk, szintén H test.

A kovetkezO kérdés mégis nyitott marad: a H, test elemei-
nek novekedési rendjeibél allo halmaz, vagyis a H,/< kvociens-
halmaz, kibéviil-e a H, testre valo attéréskor, mas széval H,/=<
egyenlé-e a H,/< halmazzal?






Megjegyzések, szamok Cantor-féle kifejtésével
kapesolatban

E. MARCZEWSKI
(Kivonat egy Turdn Pdlhoz intézett levélbol)

1. Legyen ¢, = 2 egész szamoknak egy sorozata; az a.(x)-k
legyenek olyan egész szamok, amelyekre 0 = a,(x) = ¢, —1, ugy,
hogy

(%)

SR A e g ha x¢l=<0,1
H%i q1qs. .. qn € < >
Az On kozlése szerint fennall, hogy
UL
1 i 9 A s
¢)) A

majdnem minden x-re /-ben.

Ennek a megjegyzésnek focélja egy egyszerii bizonyitdst adni
a kovetkez6 altalanosabb

1 5 a;(x) 1

& e e R
relaciéra, melybol (1) kovetkezik.
(2) bizonyitdsa: Az a’:(jll (j =1,2,...) fiiggetlen valdszi-

a; (x) 1

"o

Lx)l = 1 és varhato értékiik E‘

niiségi valtozok, 0 =

gy a nagy szamok erds torvényébol kovetkezik (2).
A Cantor-féle kifejtéssel kapcsolatban még a kovetkezd rela-
ciék allnak fenn:

25 Ha iy <ing < Ly eras  fennalls [g == gur==7 25 akkor "azs
a,,(x), a,,(x), ... sorozatban (/-ben majdnem mindeniitt) minden
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egyes g egész szam (0 = q < q.) ?]— siiriiséggel fordul el6. (Borel

tételének altalanositasa.) g
3. Ha hm Gn; =00 (n, < ny,<...), akkor az a, (x), a.(x), -
sorozatban mmden egyes g egész szamnak siiriisége O, majdnem

mindeniitt /-ben. (GOTZ és MARCZEWSKI egy meg;egyzesenek alta-
lanositasa.)

3AMEYAHNSA B CBS3M C PASJIO)KEHMEM KAHTOPA YUCEJI
E. Mapuescknii

REMARKS ON THE CANTOR-EXPANSIONS OF REAL NUMBERS
by E. Marczewski



Megjegyzések Koévari Tamas egy dolgozatihoz

Erp6s PAL

TURAN vetette fel a kovetkezd kérdést: Létezik-e oly f(2) egész
fiiggvény, amelynél az

1@, 12, (), - ..
fiiggvények gyokeinek egyesitett halmaza mindeniitt siirli az egész
sikon?

KOVARI ' e kérdésre igenloen valaszolt. A kovetkezOkben né-
hany ehhez kapcsolédo kérdéssel ohajtok foglalkozni.

Legyen z,, 2., ... komplex szamok tetszéleges sorozata. Elso-
sorban bebizonyitjuk, hogy létezik oly f(z) egész fiiggvény és
n, < ny< ... sorozat, hogy f"?(z)=0, k==1,2,.... Ezzel ter-
mészetesen KOVARI tételére ij bizonyitast adtunk.

“Legyen :m — 2V—1,1—1,2,. ... Nyilvan

(1) m>nt+no+ e +H10—1.
Legyen marmost
) @)= 2 e ll—2)"",

ahol a ¢ konstansok oly gyorsan tartanak O-hoz, hogy f(z) egész
fiiggvény legyen (a ¢ szamok ily valasztasa nyilvan lehetséges).
Konnyii belatni marmost, hogy f""(z,)— 0. Ugyanis

k-1 7

@) =f:.i@) +fi.2(2), f1,1(2) = z"’ 11 2y
fi2(2)= ;;Cz ;Igll(z_z")”;ﬂ'

1 Mat. Lapok VII (1956), 106—107.
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(1) miatt fiu(2) m-adik differencidlhanyadosa identikusan O, )
n.-adik differencidlhdnyadosa viszont O a 2, helyen és ezzel téte-
liink be van bizonyitva.

Most a kovetkezd élesebb tételt bizonyitjuk be:

Legyen z,, 2, ... komplex szdmok tetsz6leges sorozata. Legyen
tovabbd n, < n, <--- egész szamok tetszOleges sorozata, melynek
komplementer sorozata m, <m, < --- végtelen. Akkor létezik oly
f(2) egész fiiggvény, melyre f"(z)=0, k=1,2,....

Jelblje ugyanis- g,(z) azon legfeljebb m-edfokii polinémot,
melyre

(3) gl‘“i)(zi) = 01 ha n; < m

¢és mely nem identikusan O. Nyilvan ily poliném létezik, minthogy
~a (3) alatti feltételek m;—! homogén linedris egyenletrendszert
adnak m 41 ismeretlennel, s ennek mindig van nem trividlis
megoldasa. Legyen marmost

f) = agi(@)

ahol a ¢ konstansok ugy lettek valasztva, hogy f(2) egész fiigg-
vény. Konnyii belatni, hogy f"”(z)==0, k=1,2,... . Legyen
ugyanis :

ukAk

f@) —fir@ + 2@, fin@) = 2 @@+ X agiz).

N,;» 3

(Az n,-nal kisebb m-ek szama n.—k.) Legyen m, a legnagyobb
m, mely n.-nal kisebb, s-—n,—k. Akkor nyilvan f.(z) legfeljebb

m-edfoku és m, < n., tehat f(z)=0. (3) miatt viszont

f,:f'f:;’(z,,) —0, s ezzel tételiink be van bizonyitva.

Ha az m, sorozat iires vagy véges, tigy e bizonyitas nyilvan
nem érvényes — azonban a tétel sem igaz, mert mint GONCSAROFF* -
egy tételébol kovetkezik, nem mindig van oly identikusan O egész
fiiggvény, melyre f*)(z,)=—=0 (még akkor sem, ha a z,-k mind

2 Recherches sur les dérivées successives des fonctions analytiques etc
Annales Sci I'Ecole Normale 47 (1930), 1—78. Goncsarorr e cikkében tobbek
kozott a kovetkezo tételt bizonyitja be: Legyen f(2) regularis a 0 pont kor-

[

nyezetében, tovabbé f)(2,) =0, n=—=1,2,...,2, >0 & D'|z,,,—z,|< ~.
” Wl

Akkor f(z) =0. Lasd tovabba Erwg, Eine Interpolationsaufgabe, Archiv. der

Math. VI (1956) 55—58.
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kiilonbozok). RENYI® és én nemrég bebizonyitottuk, hogy ha z.
jelenti f07(2) =0 abszolit értékre nézve legkisebb gyokét, akkor
4) lim sup n|z,| = oo,

ami persze mutatja, hogy a z.-eket nem lehet tetszolegesen elo-
irni. RENvivel® azt is kimutattuk, hogy (4) bizonyos szempontbol
nem élesithetd, azaz ha A, — oo, létezik oly 2z, sorozat €s egy
nem identikusan eltiinG f(z) egész fiiggvény, melyre nlz,| <A,
es f(")(z”)_

ERWE® cikkében emliti azon kérdést, mi a sziikséges és elég-
séges feltétele annak, hogy létezzék oly f(z) egész fiiggvény, melyre
sy 0 — 1 2 .? Erre egyelore nem tudok valaszolni,
csak a kovetkezd trivialis megjegyzést szeretném tenni: Ha a 2z,
sorozatnak nincs a végesben siiriistdési helye, tigy ily f(z) mindig
létezik. Legyen ugyanis f(z) azon egész fiiggvények valamelyike,
melynek a 2, helyen (n--1)-edrendii gyoke van n—1,2,... ese-
tén. Nyilvan f(z,) =0 minden n-re.

Most még két problémat szeretnék megemliteni, melyeknek
egyikét sem tudom megoldani.

1. Létezik-e oly f(z) egész fiiggvény, mely a kovetkez6 tulaj-
donsaggal bir: Legyen n, <n,< --- tetszleges végtelen sorozat,
akkor az f“?(z) =0 gyokeinek egyesitési halmaza mindeniitt siirii
az egész sikon? Konnyii beldtni, hogy ily fiiggvény akkor €s csak
akkor létezik, ha minden |z—z,| < r korhoz van oly n,— n.(z,, r),
hogy minden n > ns,-ra f0(2)==0-nak van gyoke a |z—z,| <r
korben.

2. Legyen H,, H,, halmazok tetszbleges végtelen sorozata.
Tegyiik fel, hogy egyetlen H,-nak sincs a vegesben stirfisodeési
pontja. Létezik-e oly f(2) egész fiiggvény és n, < n,< --- sorozat,

hogy az f“”(2) =0 gytkeinek halmaza tartalmazza H,-t minden
k-ra? Konnyt belatni, hogy ha a H, halmazok mind végesek, ak—
kor ily f(2) létezik.

3AMEYAHUY B CBA3U C OJJ,HOI71 PABOTOU T. KEBAPU
1. Apacw
Iycty 2y, 25, ... €CTb Mo00OAsA NOCAEAOBATENLHOCTD KOMIIEKCHBIX 4nCes, &
ny < ny < --- n0dasd OECKOHEYHAasl NOCAEeA0BATENIbHOCTD, AOTIOJHHTEIbHAA K KO-
TOpOil Tarke OECKOHeuHa. ABTOD MAOKA3bIBAET, YTO CYLIECTBYET Takasl uenas

2 Rénvivel valo cikkiink rovidesen megjelenik az Acta Math. Hungarica-ban.
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dynkums f(2), uro fU%(2,) =0 npu k= 1,2, .... Crasarcst caeayiomue jge
npo6uaemsi: 1. Ilycrs Hy, H,, ... ectb GECKOHEYHAs MOCIEN0BATENLHOCTh MHO-
skecte. Ho oano u3 H) He mMeer KOHEUHBIX TOYeK ciyuieHns. [loxasats, 4To

BCErJa CyECTBYET MOC/IEA0BATENbHOCTh HATYPANbHBIX Ny < Ny < - -+ W Uenas
yuxuusi f(z) Taxue, uto xopun fU%)(z) =0 copepwar H. npu k=1,2,...°
2. [lokasath, YTO CyuleCTByeT Takas ueias (pyHxkums f(2), 4yTo 1151 BCEX pocie-

JoBaTenbHOCTeH 1y < My < ---  coepuuenue muoskects xopueit  fUN(2) =0
BCIOIly NJOTHO HA MNJAOCKOCTH.

REMARKS ON A PAPER OF T. KOVARI

by P. Ernis
Let z,2,,... be an arbitrary sequence of complex numbers and
;< n, < --- an arbitrary infinite sequence whose complementary sequence

is infinite. The author proves that there exists an entire function f(z) so that
TRy =05r¥=12 .

The following two problems are raised: 1. Let H,, H,, ... be an infi-
nite sequence of sets. No A, has a finite limit point. Does there always exist
a sequence of integers n, < n, < --- and an entire function f(z) so that the
roots of f"W(z)=0 contains H, for k=1,2,.... 2. Does there exist an
entire function f(z), so that for every sequence n, < n, < --- the union of the
set of all the roots of f"x)(z) 0 is everywhere dense in the plane.



Megjegyzés a halmazelmélet Godel-féle
axiomarendszeréhez I1.%

HajnaL AnprAs és KaLmAr LAszrLo

5. Az emlitett metatétel bizonyitdsanak gondolatmenete az,
hogy eloszor a legegyszeriibb, az & - és (Ek) jeleket nem tar-
talmazo feltételekre bizonyitjuk be a megfeleld osztily 1étezését,
majd megmutatjuk, hogy ha bizonyos feltételekre érvényes, akkor
érvényes a beldliik az & - és (Ek) jelek alkalmazasaval keletkezo
feltételre is. Azonban az (Ek) jel alkalmazasaval tobb szabad val-
tozot tartalmazo feltételbdl kapunk (eggyel, ti. a k& halmazvéltozo-
val) kevesebb szabad valtozot tartalmazo feltételt; ezért a fenti
gondolatmenetet csak ngy kovethetjiik, ha a bebizonyitand6 meta-
tételt még altalanosabban, x, y és z helyett tetszoleges szamu sza-
bad halmazvaltozo6t tartalmazo feltételekre bizonyitjuk be.

Evégett mindenekel6tt a rendezett par és a rendezett harmas
fogalmat kell altalanositanunk tobb komponens esetére. Ez konnyen

* 1. részt lasd : Mat. Lapok, T (1956), 26—42. oldal. Az alabbi 48. jegy-
zet az L. rész 41. oldalara valo, azonban hibas tordelés miatt ott félbemaradt.
; 8 Lasd a 18. jegyzetet. Valéban metatételrdl van sz6, mert azt allitjuk,
hogy az olyan osztaly létezése, amelynek valamely <x, y, z> rendezett harmas
akkor és csak akkor eleme, ha a @(x, y, z, A) feltétel teljesiil, e feltétel minden
egyes (a szovegben pontosan megadott modon valo) valasztasa esetén egy-egy
tétele a pusztan az Al, A3, A4, valamint a B1—B7 axiéomak altal axiomatizalt
diszciplinanak.

Arra a kozelfekvo kérdésre. miért ezt a metatételt bizonyitjuk be ahelyett
a specialis esete helyett, amikor @(x, y, z, A) a (8) feltételt jelenti, konnyen vala-
szolhatunk : konnyebb ezt a metatételt atlagosan bebizonyitani, mint kozvet-
leniil a kérdéses specialis esetét; de természetesen e metatétel bizonyitasa
alapjan meg lehetne adni a kérdéses specialis eset bizonyitasat is, vagyis a B8
axioma halmazelméleti bizonyitiasat az A1, A3, A4, valamint a B1—B7 axiomak
alapjan, csak nagyon sokszor kellene ismételni a metatétel bizonyitasdban sze-
replo gondolatmenetet. Eppen az ilyen konnyitésben all a metatételek alkalma-
zasanak jelentdsége az axiomatikus vizsgéalatokban. Tudoméasom szerint Boryar
JAnos Appendixében fordul elé a szakirodalomban eldszor metatétel bizonyitasa
és alkalmazasa axiomatikus vizsgilatban : azé a metatételé, amely szerint min-
den olyan tétel, amely az euklidesi geometria valamely tételébdl gy jon létre,
hogy egyenes helyett mindeniitt L-vonalat (paraciklust), sik helyett pedig min-
deniitt F-feliiletet (paraszférat) mondunk, a geometria axiomarendszeré¢ben a
parhuzamossag axiomaja nélkiil bebizonyithato tételek kozé tartozik.
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lehetséges ™ :
Xy Xay Xy X =Xy, <Koy Xsy X0,
X1y Xay Xy, Xy, Xsp ==Xy 5 <Xap Xay Xy X5,

altalaban, ha mar a (x,,...,x,> rendezett n-es definidlva van,
akkor-a <x;, x,,..., X,+1> rendezett n-+ 1-esen az x, halmazbol és
a <x,,..., X,.1> rendezett n-esbol képezett rendezett part értjiik:
©) B xS s e - o 18

Ez az egyenlet n— 2 esetén a rendezett harmas fenti definici6jaba
megy at; hogy n=1 esetén is igaz legyen:

CXry Xop =<y, <X,
a <x» ,rendezett egyesen“ magat az x halmazt célszerii érteni:
CXD=—y

A (9) egyenletet nem tekintjiik altalanos definicionak, csak
olyan eljarasnak, amelynek segitségével minden adott n-re defini-
alhatjuk az <x,, ..., x> rendezett n-est. Val6jaban csak bizonyos
n értékekre lenne sziikségiink a rendezett n-es fogalmara ahhoz,
hogy a B8 axioma nélkiilozhet6ségét megmutassuk, éspedig leg-
feljebb az n=1,2,..., 11 értékekre (minthogy a (8) feltételben
11 halmazvaltozé szerepel: az x,y €s z szabad vaitozokon Kkiviil
ap,q,rs,t,u v, w kotott valtozok); azonban egyszeriibb altalano-
san felirni a (9) definiciot, mint kiilon-kiilon definidlni a rendezett
egyes, harmas, ..., tizenegyes fogalmat™.

A rendezett n-es fogalma segitségével a kovetkezOképpen
mondhatjuk ki az el6z6 pontban szerepld metatétel altaldnositasat.

Legyen ®(x,,.:.,x,, A) olyan, az x,,...,x, halmazokra és
az A osztdlyra vonatkozo feltétel, amely felirhato olyan formula
alakjaban, amely bizonyos, x; € x; és x; € A alakii dllitdsokbol, ahol

¥ Attekinthetoség kedvéért indexes latin kisbetiiket is hasznalunk hal-
mazvaltozok gyandnt; viszont az i, j, m és n betiikkel ezentil csak (adott) po-
zitiv egész szamokat jeloliink.

% Természetesen a halmazelmélet axiomatikus felépitése soran el6bb-
utobb definidljuk a tetszoleges pozitiv egész szam (mint tetszdleges véges, nem
tires halmaz szamossaga) fogalmat és definicija alapjan bebizonyitjuk a re-
kurziv definicié jogossagat; ett6l kezdve a rendezett n-es definiciojat — meg-
feleld fogalmazasban — altalanos, halmazelméleti definiciénak tekinthetjiik.
Azonban ahhoz, hogy a halmazelmélet axiomatikus felépitésében e pontig el-
jussunk, sziikség van e fogalom bizonyos — véges szamii — specialis esetére
(mondjuk n = 20-ig); ezért a (9) egyenlet — nem altalanos definiciénak, hanem
a sziikséges n-ekre vonatkozo egyes definiciok rovid osszefoglaldsanak
tekintve — megkonnyiti a halmazelmélet axiomatikus felépitését is.
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X; 6s x; nemcsak az X, ..., X, halmazvdltozok lehetnek, hanem
tovabbi, a D(x,, ..., x., A) feltételben kotott halmazvdltozok is, az &,
 és (EXx,) jelek ismételt alkalmazdsdval keletkezik, ahol X, helyett
ismét tetszoleges, az x,, ..., X, szabad vdlfozoktol kiilonbozo halma z-
vdltozo dllhat. Nem kotjiik ki, hogy az x,,...,x, és A vdltozok
mindegyike valoban eldforduljon e formuldban, csak azt, hogy eze-
ken kiviil mds szabad vdlfozo ne forduljon elé benne; azt sem-
irjuk eld, hogy x,,...,x, milyen sorrendben jeloljék az ebben a
formuldban szereplo (és esetleg még tovdabbi) szabad halmazvdlto-
z0kat. Akkor az a tétel, hogy bdrmely A osztdlyhoz van olyan osz-
tdly, amelynek valamely <{x,, ..., x.) rendezett n-es akkor és csak
akkor eleme, ha komponensei teljesitik a D(x,, ..., x.,A) feltételt,
bebizonyithaté az A1, A3 és A4, valamint a B1—BT axiomdk alapjan®.

Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy az altalanossag megszori-
tasa nélkiil feltehetjiik, hogy a @(x,,..., x,, A) feltételt kifejezd
formuldban (réviden: a @(x, ..., x,, A) formulaban) nem szerepel
X; € x; alaku ,alkatrész“ (az olyan formulat, amely a, kimondott
metatételben szerepld feltételek mellett annak a tovabbi feltételnek
is eleget tesz, hogy nincs x; € x; alaku alkatrésze, rovidség kedvéért
szabdlyos formuldnak nevezziik). Valoban, x; € x; helyett azt mond-
hatjuk, hogy van x;-nek olyan x eleme, amely x;-vel egyenld, vagyis

(EX)(x €Ex; & x=X;)

(ahol x tetszbleges, x;-t6l Kiilonboz6d halmazvaltozo); x = x; hielyett
pedig azt, hogy = x==x; (nem igaz, hogy x=Fx;), s az itt szerepl6
x == Xx; 4llitds helyett, mint fentebb, azt irhatjuk, hogy

Ew)(~(wex&wex) & (Wex; & weEXx))

51 Ez a metatétel — azon kiviil, hogy Godelnél a B8 axioma is szere-
pel a bizonyitdshoz megengedett axiomak kozott (s6t megengedi axiomarend-
szerének valamennyi axiomajat, a kivalasztds axidmajanak kivételével) — abban
kiilonbozik Goper M1 metatételétol (lasd- Gope [1], 8. oldal), amelyet GopeL
a halmazelmélet axiomatikus felépitésének meggyorsitasara haszndl, hogy GopEL
A helyett tobb osztalyvaltozét megenged (amit mi is megteheinénk), tovabba
x;€x; és x;€A; alaku allitasokon kiviil A;€x; ¢és A; € A; alaku allitasokat is
megenged a szobanforgd formula ,alkatrészei“ gyanant. Bizonyitdsa azzal kez-
dodik, hogy ezeket az (jabb alkatrészeket ki lehet kiiszobolni, mert az A2
axioma folytan Aiexj ill. A,€A ; csak akkor allhat, ha A, halmaz, tehat akkor

és csak akkor all, ha van olyan x halmaz, hogy x-—=A, és xExj ill. xéAj;
ennélfogva A€ x; helyett azt irhatjuk, hogy (Ex)(x=A&x¢x), A, €A
helyett pedig azt, hogy (Ex)(x=A, &x€A). Az igy bejovo egyenloség-jelet
tigy kiiszobolhetjiik ki, mint az x, € x; alaku alkatrészek kikiiszobolése kapcsan

a szovegben.
Ha n=1, akkor metatételiink épp azt mondja ki, hogy az a tétel, hogy
van olyan osztaly, amelynek azok és csak azok az x halmazok (vagyis <x>
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(ahol w ismét tetszoleges, x-t6l és x;-t6l kiilonboz6 halmazvaltozo).
lly médon az x; € x; alkatrész helyébe azt irhatjuk, hogy

(EX)(x€X; &~ (EW)~(-(WEX&WEX) & (WEX; & WEX)));

ezt minden esetleges x; € x; alaku alkatrésszel megtéve, szabdlyos
formulahoz jutunk™.

Nevezzitk a @D(x,,...,x,, A) formuldban szerepld &, — és
(Ex,) jelek oOsszes szamat (ahol x, tetszbleges halmazvaltozot
jelenthet) a @(x,, ..., x., A) formula rendjének. Pl. x; € x; és x,€ A
nulladrendi formuldk (és minden nulladrend{i formula vagy x; € x;,
vagy x;€ A alakl); =X, €Xx, X € X, & X, € x5 és (EX)(x € Xx,) elsd-
rendil, 7 (X €L &X €X), X €EX X EX&X; €x, és (Ex)(xEx&
& x € x,) masodrendii formuldk. A (8) formula 134-edrendi.

A bebizonyitandd metatétel érvényességét eldszor a O-adrendii
szabdlyos formuldkra mutatjuk meg; majd megmutatjuk, hogy ha
minden olyan szabdlyos formulara igaz, amelynek rendje kisebb,
mint valamely m pozitiv egész szam, akkor igaz az m-edrendii
szabdlyos formuldkra is. Ezzel minden szabdlyos formuldra meg
lesz mutatva, hogy igaz™.

rendezett egyesek) elemei, amelyeknek megvan a 7 tulajdonsaguk, barmely 7°
tulajdonsag esetén bebizonyithatd az Al, A3 és A4, valamint a B1—B7 axio-
mak alapjan, amennyiben egy x halmaz tulajdonsagan olyan, x-en és esetleges
(adottnak képzelend6) A osztalyon (vagy tobb ilyen osztalyon) kiviil mas sza-
bad valtoz6t nem tartalmazoé formula alakjaban felirhaté feltételt értiink, amely
a mondott médon keletkezik x; € x; és x; €A (vagy x;€ A)) alaku alkatrészek-

bol. fgy értettiik a 3. pont elején a tulajdonsag-fogalom szabatos elhatarolasat.
A (definit) tulajdonsag fogalmanak ilyenfajta szabatos elhataroldsa (a ZermeLo-
féle axidmarendszer keretein beliil) Skolemtdl szarmazik; lasd Skorem [1],
ZermeLo [2], Skorem [2].

Természetesen ahelyett, hogy Goper M1 metatételét bizonyitjuk be a
B8 (és az A2, valamint a D) axioma felhasznaldsa nélkiil a sziikséges speci-
alis esetben, megtehettiik volna azt, hogy Gope. M3 metatételét (lasd GopeL
[1], 14. oldal) bizonyitsuk be igy, megfelel6 m6don specializalva; ezt ugyanis
a (8) formula helyett kdzvetleniil az <x,z, y> € A feltételre is alkalmazhattuk
volna. Ez azonban azt jelentette volna, hogy az <x,z, y> € A feltételnek a (8)
alakra hozasa helyett altalanosabban kellett volna bizonyos alaku feltételeket
ilyenszerii formula alakjaban kifejezni. Ez nem konnyitette volna meg a bizo-
nyitds kovetését. (Godelnek természetesen sziiksége van az M3 metatételre is
a halmazelmélet axiomatikus felépitésének meggyorsitasa végett.)

52 GODEL az X; € x; alaku alkatrészek kikiiszobolése helyett a D axiomat
(a fundaltsdg axiomajat) hasznalja, amelyb6l konnyen adddik, hogy nincs olyan
x halmaz, amely teljesitené az x € x feltételt. — A (8) formula, mint azonnal
lathato, szabdlyos, gy, hogy a B8 axioma nélkiil6zhetoségének bebizonyitdsidhoz
nem is volna sziikséges nem-szabalyos formulakra kimondani a fenti metatételt.

5 A teljes indukcidval vald bizonyitds megengedett (bar még nem mu-
tattuk meg, hogy a teljes indukciéval valé bizonyitas jogosultsaga kovetkezik
a halmazelmélet axiémaibdl), mert nem halmazelméleti tétel, hanem metatétel
bizonyitasara hasznaljuk. Ugyanis a kimondott metatétel éppen azt jelenti, hogy



6. Ahhoz, hogy a bebizonyitandé metatétel érvényességét
O-adrendii szabalyos formuldkra megmutassuk, sziikségiink lesz
néhany segédtételre.

1. segédtétel. Ha n= 3, akkor™
VaAs Wk DR A P A el R s

Bizonyitas. A (9) definicié folytan
X1y Xgy Xy ooy XD =Xy, {Xay Xy o 00y XD =
TG, € POt ) 1

ez pedig, a rendezett harmas fogalmanak definicidja folytan, nem
mas, mint a {x;, x,, <X, ..., X, »> rendezett harmas.

2. segédtetel” A Bb és B6 axiomdkbol kovetkezik, hogy
bdrmely A osztdlyhoz van olyan B és C osztdly, hogy, tetszdleges
x és y halmazok esetéen,

<y, Xy €B akkor és csak akkor dll, ha x € A,
<{x,y> € C akkor és csak akkor dll, ha x € A.

Bizonyitas. A B osztily létezését éppen a B3 axioma
mondja ki; a C osztaly létezése ebb6l a B6 axiéma alapjan ko-
vetkezik.

3. segédtétel™ A B5, B6 és BT axiomdkbol kovetkezik,
hogy bdrmely A osztdlyhoz van olyan F, G és H osztdly, hogy,

a benne foglalt allitis minden egyes adott #(x,...,x,, A) formulara igaz;
mar pedig adott @(x,,..., x,, 4) formula rendje adott nemnegativ egész szam
és ahhoz, hogy adott m nemnegativ egész szamra allithassuk, hogy a meta-
tétel az m-edrendii szabalyos formulakra igaz, nincs sziikségiink a teljes induk-
cioval valé bizonyitas jogossadga axiématikus bizonyitasara, hanem elég azt a
meggondolast m-szer ismételniink, hogy minthogy a metatétel igaz a 0-adrendfi,
tehat az 1-nél kisebb rendii szabalyos formuldkra, azért igaz az elstrendfiekre
is, minthogy igaz a O-ad és elsdrendii, tehat a 2-nél kisebb rendii szabalyos
formulakra, azért igaz a masodrendiiekre is és igy tovabb. Pl ahhoz, hogy a
(8) formulara bebizonyitsuk a metatételt, 134-szer kellene azt a meggondolast
ismételniink, amelyet a metatétel altalanos bizonyitasaban mondunk el; de tel-
ies mdukcnét egyszer sem kellene végezniink.

A ... jel az x; és x; valtozok kozott (ahol j = i) mindig azt jelenti,

hogy kozéjiik novekvo mdex sorrend]eben vesszOkkel elvdlasztva, mindazok az
X,, valtozok irandok, ahol i <m <j (ha j—i-{-1, vagy j— i, akkor egy sem ;
az utobbi esetben x; és x; egyike elhagyando).

» Lasd a 2.3 tételt Gopew [1]-ben a 9. oldalon.

5 Léasd a 2.31, 2.32 és 2.33 tételt Goper [1]-ben a 9. oldalon; azon-
ban GopeL a G osztaly létezésének bebizonyitasahoz a B8 axiomat is hasz-
nalja. A B8 axioma nelkulozhetosegenek bizonyitdsdhoz donto a 3. segédtétel
jelen alakja.



tetszoleges x, y és z halmazok esetén,

<z, x, y> € F akkor és csak akkor dll, ha <{x,y> € A,
{x,2,¥> € G akkor és csak akkor dll, ha {x,y> ¢ A,
{x,y,2> € H akkor és csak akkor dll, ha {x,y> ¢ A.

Bizonyitas. F osztaly gyanant valaszthatjuk a 2. segéd-
tételben szerepld B osztalyt, hiszen (2, x, y> =<z, {x, y>> € B akkor
€s csak akkor all, ha {x,y>€ A. A B7 axioma folytin ehhez a
B osztalyhoz van olyan K osztily, hogy, tetszileges x, y és z hal-
mazok esetén, <x,y,z> € K akkor és csak akkor all, ha {y, z, x>€B,
s a K osztdlyhoz olyan L osztily, hogy <x, y, 2> € L akkor és csak
akkor &ll, ha {y,z x> € K. Akkor H osztaly gyanant valaszthatjuk
ezt az L osztalyt, hiszen <{x, y, 2> € L akkor és csak akkor all, ha
<y,2 x> €K, ez pedig akkor és csak akkor all, ha <z, x,y>€B,
vagyis, ha {x, y> € A. Végiil a G osztaly létezése igy adodik. A B6
axioma folytdn van olyan M osztaly, hogy, tetszéleges x és y hal-
mazok esetén, <{x,y> € M akkor és csak akkor all, ha {y,x>€A;
s ehhez az M osztadlyhoz a 3. segédtételnek az F osztily létezésére
vonatkozd, madr bebizonyitott része szerint van olyan N osztély,
hogy, tetszbleges x, y és 2 halmazok esetén, <z, x, y> € N akkor és
csak akkor &ll, ha <x,y> € M. Ehhez az N osztilyhoz a B7-axioOma
folytan van olyan P osztily, hogy, tetszéleges x, y, z halmazok ese-
tén, <{x,y, 2> € P akkor és csak akkor all, ha <y,z x>¢€ N. Akkor
G osztaly gyanant valaszthatjuk ezt a P osztalyt, hiszen <x, z, y> € P
akkor és csak akkor all, ha <{z,y,x> € N, ez pedig akkor és csak
akkor &ll, ha {y, x> € M, vagyis, ha {x, y> € A.

E segédtételek alapjan a kovetkezOképpen bizonyithatjuk be
a kimondott metatételt O-adrend{i szabalyos formuldk esetére. Az
ilyen @(x,, ..., x,, A) formula, mint mondtuk, csak x;€ A, vagy
X; € x; alaka lehet, ahol i, ill.i és j az 1,...,n természetes sza-
mok koziil valé (mert az x; vdltoz6 az x; € A formulanadk, s az x;
€s x; véltozdk az x; € x; formulanak szabad valtozoi), tovabba az
utobbi esetben i==; (mert a @(x,,...,x,, A) formula szabélyos).
Ha tehdt x; € x; mellett az x;€x; formulat is figyelembevessziik
D(x,, ..., x,, A) gyanant, akkor feltehetjiik, hogy i < .

Ha &(x,,...,x.,A) az x; € A formula, akkor n==1 esetben
i csak 1 lehet és maga az A osztaly olyan, amelynek az <x,, ..., X,> —

" —=<x,> =X, ==Xx; halmaz akkor és csak akkor eleme, ha x;€ A,
azaz ha a @D(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil. Legyen tehat n >1 és
tegyiik fel egyelére, hogy i < n. Akkor az A osztalyhoz a 2. segéd-
tétel szerint van olyan C osztaly, hogy <x, y> € C akkor és csak akkor.
all, ha x¢€ A, specidlisan <X, Xis1, «. ., Xp> = {Xi, X1y ++ o5 Xnpp€C

15 Matematikai Lapok
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akkor és csak akkor all, ha x; € A. Ha i=n, akkor maga A ilyen
osztaly, ugyanis ekkor {x;,..., x,> =<{x>=x;. Ha i=1, akkor
a C osztaly maris olyan, hogy <x,, ..., x,> € C akkor és csak akkor
all, ha x; € A, vagyis, ha a @(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil. Legyen
tehat i >1. A 2. segédtétel szerint ehhez a C osztilyhoz van olyan
B, osztaly, ahhoz ismét olyan B, osztily, és igy tovabb, hogy
{y, x> € B, akkor és csak akkor all, ha x € C, {y, x> € B, akkor és
csak akkor all, ha x € B,, és igy tovabb. Specidlisan {x:.1, Xi,..., X, )=
=<Xi-1,<Xi, - . ., Xup € B, akkor és csak akkor éll, ha<x;,..., x.>€C,

vagyis ha X €A;  Kig, X1, s Xn) = X3, {Xicty o, Xu)p € By
akkor és csak akkor all, ha <{x;_y, ..., x,» € B,, vagyis ismét akkor
és csak akkor, ha x; € A; és igy tovabb, végiil B; | olyan osztaly,
amelyre <{x,...,x,»> € B;; akkor és csak akkor all, ha x;€ A4,

vagyis, ha a @(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil. Ennek a B, (i=1
esetén C) osztalynak létezését a 2. segédtétel, tehat a B5 és B6
axiomdk alapjan bizonyitottuk be.

Legyen marmost @(x;,...,x,, A) az x;€x; vagy az X; € x;
formula, ahol 1=i<j=n. A Bl axioma folytan van olyan E osz-
taly, hogy <x,y> € E akkor és csak akkor all, ha x €y, ehhez pe-
dig a B6 axioma folytan olyan Q- osztaly, hogy <x,y> € Q akkor
és csak akkor all, ha <{y, x> € E, vagyis, ha y¢€x. Ennélfogva
abban az esetben, ha @(x,, ..., x,, A) az x; € x; formula, {x;, x;> € E
akkor és csak akkor all, ha x; € x;,, vagyis ha a @(x,,..., X, A)
feltétel teljesiil; abban az esetben pedig, ha @(x,...,x,, A) az
x; € x; formula, <x;, x;> € Q akkor és csak akkor all, ha x;€ xi,
vagyis, ha a @(x,,...,x,, A) feltétel teljesiil. Jeloljiik R-rel az elsé
esetben az E, a masodik esetben a Q osztilyt; akkor <{x;, x;> € R
mindkét esetben akkor és csak akkor dll, ha a @(x,..., x,, A)
feltétel teljesiil. Ha n=2, akkor 1 =i<j=n-—2 miatt i=1 és
j—2; tehat akkor R maris olyan osztaly, hogy <x;,...,X.»—
= {X,, Xop = <{Xi, X;> € R akkor ¢és csakis akkor all, ha a
D(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil.

Legyen tehat n > 2 és tegyiik fel egyelore, hogy j < n. Akkor
az R osztalyhoz a 3. segédtétel szerint van olyan H osztaly, hogy
{x,¥,2>€H akkor és csak akkor dll, ha <x, y> € R, specialisan,
az 1. segédtétel folytan, <xi,X;, Xjs1yeoer Xn>=KXi, Xj, {Xsi1,+++, Xm ) ) EH
akkor és csak akkor all, ha <x;, x;> € R, vagyis ha a @(x,, ..., X, A)
feltétel teljesiil. Ha j—n, akkor <x;,x;,...,X,»>=<X, X;y, tehat
akkor R maga valaszthaté ilyen H osztily gyanant.

Tegyiik fel marmost egyelére, hogy j>i+1; akkor ugyan-
csak a 3. segédtétel szerint a H osztdlyhoz van olyan G, osztély,
hogy <x, z, > € G, akkor és csak akkor all, ha {x,y> € H, tovabba
a G, osztilyhoz van olyan G, osztdly; hogy <x,z y>€ G, akkor
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és csak akkor &ll, ha <x,y>¢€ G,, és igy tovabb. Specidlisan, az
1. segédidtel Jolytan, <ag, X1, X5 oy Xnp == Xei X201 X Xy o vin B € Oy
akkor ¢és csak akkor all, ha <x;,<x;,..., x,>> € H, vagyis, ha
<x'i7 Xjy oony X,,> € H? X5 Xj-2, Xj'1, oo ns X == L Xi, Xj-2, Xj-15+ 4,
X.>> €. G, akkor és csak akkor all, ha <x;,<Xj1,...,Xx.>>€ @G,
vagyis ha <{x;, x;1,...,x.> € G,, tehat ismét akkor és csak akkor,
ha <xi, x;,...,x,»€H; és igy tovabb, végiil G;, olyan osztaly,
amelyre <X, X1, ..., X,> € G;.;-1 akkor és csak akkor é&ll, ha
{Xi, Xj, . . ., Xop € H, vagyis akkor és csak akkor, ha a @(x,, ..., x,, A)
feltétel teljesiil. Ha j > i-}1 nem teljesiil, hanem j=i--1, akkor
maga a H osztaly olyan, hogy <Xi, Xit1, ..., X,> = <Xi, Xj, . .., Xup€H
akkor és csak akkor all, ha a ®D(x,,...,x,, A) feltétel teljesiil.
Jeloljiik G-vel j>i+1 esetén a G,,., osztdlyt, j=—i-+1 esetén
pedig a H osztalyt; akkor tehat <x;,...,x.> € G akkor és csak
akkor all, ha a @D(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil.

Ha mérmost i-=1, akkor tehdt G olyan osztdly, amelyre
CXpsien s Xon) = Xiy ey Xp> € G -akkor €s ‘csak  akkor—all, ha a
D(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil; ha pedig i >1, akkor a G osz-
tallyal ugyanigy jarunk el, mint fentebb a C osztallyal : a 2. segéd-
tétel szerint van a G osztilyhoz olyan B, osztaly, hogy <y, x>€B,
akkor és csak akkor éll, ha x € G, majd ehhez olyan B, osztaly,
hogy <y, x> € B, akkor és csak akkor all, ha x€B,, €s igy tovabb.

Specialisan  {Xi 1, Xiy '« oy X0 =< Xi~15 {Xiy »+ «y Xn> € By -akkor és
csak akkor:all, haz <x;, 7 isXny €ld s <o, Xinty s &5 X —=&Xi-9;
{Xi-1y .. .3 Xup» € B, akkor és csak akkor all, ha <x;,..., X, >€B,,

vagyis akkor és csak akkor, ha <x;,...,x.> € G; és igy tovdbb,
végiil <x;,...,x.> € B:_, akkor és csak akkor dll, ha <x;, ..., x.>€G,
vagyis akkor és csak akkor, ha a @(x,,..., x,, A) feltétel teljesiil.
Ennek a B:; (i=1 esetén G) osztilynak létezését a B1 axiéma
¢s a 2. és 3. segédtétel, tehat a B1, B5, B6 és B7 axiomdk alap-
jan lattuk be; igy a kimondott metatétel érvényességét tetszdleges
O-adrendii szabalyos formuldra és tetsz6leges adott r-re bebizonyi-
tottuk.

7. Még .csak annak megmutatisa van hatra, hogy ha a ki-
mondott metatétel minden olyan szabalyos formulara igaz, amely-
nek rendje kisebb, mint valamely m pozitiv egész szam, akkor
igaz az m-edréndfi szabdlyos formuldkra is. Ez ugyantigy tortén-
hetik, mint Godelnél™, ;

Valéban, m >1 esetén minden m-edrendii @(x,, ..., x,, A)"
szabalyos formula vagy @, (x,,..., x., A) & @.,(x,, ..., x,, A) alaku,

57 Lasd Gopet [1], 10—11. oldal.

15%
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ahol @,(x,,...,x,,A) és D,(x,,...,x,, A) m-nél alacsonyabbrendii
szabdlyos formuldk, vagy - & (x,, ..., x,, A) alaku, ahol & (x,,...,x,, A)
m-nél alacsonyabbrendii (ti. m—1-edrendil) szabdlyos formula, vagy
pedig (Ex)2(x, x,, ..., x,,, A) alaku, ahol x valamely, x,, ..., x,~tol
kiilonboz6 halmazvaltozo, Q(x, x,, ..., x,, A) pedig m-nél alacso-
nyabbrendii (ti. ismét m—I1-edrendii) szabalyos formula. Itt a
Dy(Xy, ..oy Xuy A)y Po(xy, ...y X, A) és P(xy, ..., X,, A) formulakban
nem fordul el6 mas szabad vdltozé, mint x,,...,x, és A (ezek
sem mind kell, hogy eléforduljanak benne, @ (x, ..., x,, A)-ban és
Dy(x,, - . ., X, A)-ban akkor sem, ha @(x,,..., x,, A)-ban mind
elofordul); tovabba az £2(x, x,, ..., x,, A) formulaban nem fordul
el6 -mas szabad valtoz6, mint x, x,, ..., x,, és A (az x valtoz6t min-
dig elore irhatjuk az £(x, x,, ..., x,, A) jelolésben, fiiggetleniil attol,
hogy az x, x;, ..., x, és A vialtozok mely helyeken, milyen sorrend-
ben fordulnak el6 az £2(x, x,, ..., x,, A) formuldban). Marmost a
feltevés szerint a kimondott metatétel igaz a ®,(x,,..., x., A) €s a
DXy, -5 X Ay - &P Xy i Xar A), L Az (x5 Xy, Xay A)
formulara; és azt kell megmutatnunk, hogy a @.(x,,...,x., A) &
& D%, 5. %0,A); 8 P v, X5, A) il Az EXYRE, X
x,, A) formulara is igaz.

Valoban, az, hogy a kimondott metatétel igaz a @,(x,, ..., x., A)
és Dy(x,,...,X., A) formuldkra, azt jelenti, hogy béarmely A osz-
talyhoz van olyan B, és B, osztily, hogy <xi,..., x> € B ill.
(X, ..., Xup € B, akkor és csak akkor all, ha a @,(x,,..., x., A)
ill. a Dy(xy,...,xu, A) feltétel teljesiil. A B2 axiéma szerint a B,
és B, osztalyokhoz van olyan B osztily, hogy x € B akkor és csak
akkor all, ha x € B, és x € B,; specialisan <{xy,...,x,> € B akkor
és csak akkor all, ha <xi, ..., X.D € B, és <X, .., Xx> € By, vagyis,
ha @Dy(x,, ..., X, A) & Dy(x,, ..., x,, A) teljestil. Ezzel a kimondott
metatételt a @,(x,, ..., X,, A) & Dy(x,, ..., X,, A) formulara is bebi-
zonyitottuk.

Az, hogy a kimondott metatétel igaz a ¥(x, ..., X,, A) for-
muldra, azt jelenti, hogy barmely A osztalyhoz van olyan C osz-
taly, hogy <x,,...,X.> € C akkor és csak akkor 4ll, haa ¥ (x,,...,X., A)
feltétel teljesiil. A B3 axioma szerint a C osztilyhoz van olyan C’
osztaly, hogy x € C’ akkor és csak akkor dll, ha x¢ C. Specidlisan
Xy, XY EC' akkor és csak akkor all, ha <{x,...,x.>€¢C,

vagyis, ha a ¥(x,,...,x,, A) feltétel nem teljesiil; mas szoval
akkor és csak akkor, ha a = &(x,, ..., x,, A) feltétel teljesiil. Ezzel
a kimondott metatételt a - ¥(x,,...,x,, A) formulara is bebizo-
nyitottuk.

Végiil az, hogy a kimondott metatétel igaz az 2(x, xi,..., X, A)
formulara (és a benne el6fordul6é esetleges szabad véltozok x, x,,
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...; X., A sorrendjére), azt jelenti, hogy barmely A osztalyhoz van
olyan D osztaly, hogy <{x, x,,...,x,>€ D akkor és csak akkor 4ll,
ha az 2(x, x, ..., x., A) feltétel teljesiil. A B4 axiéma szerint a D
osztalyhoz van olyan D" osztdly, hogy x ¢ D’ akkor és csak akkor
all, ha van olyan y halmaz, hogy <y, x> € D. Specidlisan <x,...,
x,» € D" akkor és csak akkor all, ha van olyan x halmaz, hogy
Xy CXiihs sy 2= X5 oy oy CobDy cvagYaE: olyan,  hog: a8z
Q(x,x,,...,x,) feltétel teljesiil; mas szdéval akkor és csak akkor,
ha az (Ex)£2(x, xi, ..., x.) feltétel teljesiil. Ezzel a kimondott meta-
tételt az (Ex)(x, x,,...,x,) formulara is és igy A4ltalanosan
bebizonyitottuk™; ezzel azt is megmutattuk, hogy a B8 axiéma
az Al, A3 és A4, valamint a B1—B7 axiémak alapjan bebizo-
nyithato.
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3AMEYAHUE OTHOCHUTEJIbHO CUCTEMbI AKCMOM TEJENS TEOPUHA
MHOYKECTB

Aupgpam Xaitnan u Jlacno Kaabmap

3 B crarbe goxaswbiBaercsi, uto merareopema M1 I'énensn (The consistency
of the axiom of choice and of the generalized continuum-hypothesis - with the
axioms of set theory, Annals of Mathematics Studies 3 (1940), ctp. 8; pyccxuit
neperoy : CoBMECTUMOCTL AKCHOMBI BHIGOPA i 0OOOUIEHHOIT KOHTHHYYM-THITOTE61
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¢ akcuoMmamu Teopunm MHOxkects, Ycnexu Martemartumueckux Hayg,
3 (1948), ctp. 96—149) moskeT ObiTh Jl0KazaHa 0e3 MCNOIL30BAHUST AKCHOMBI
B8 TIépensi. Tak kak akcuoma B8 siBasercs wacTueiM cayuaem merateopemst M1,
TO OTCIOAA CAEAyeT, 4To akcnoma B8 moker OwiTe onymiesa coscem. [loxasa-
TE/IbCTBO OCHOBBIBAETCS HA PACCY)K/IEHHA YHCTO KOMOMHATOPHYECKOrO XapaKkTepa.
Anrauiickuii BApuaHT HacTosiei pa6oTsl OYAET B CKOPOM BPEMEHH OTYBIHKOBAHO
B skypuane Publicationes Mathematicae ([leGpeuen).

EINE BEMERKUNG ZUM GODELSCHEN AXIOMENSYSTEM
DER MENGENLEHRE

Von Anxpris Hajnar und Liszid Kaumir (Szeged)

Es wird beweisen, daf der Metasatz M1 von Goper (The consistency
of the axiom of choice and of the generalized continuum-hypothesis with the
axioms of set theory, Annals of Mathematics Studies, 3 (1940), S.8) sich ohne
das Godelsche Axiom B8 beweisen ldft. Da Axiom B8 ein Spezialfall des
Metasatzes M1 ist, so folgt hieraus, das Axiom B8 iiberhaupt entbehrlich ist.
Das Kern des Beweises ist eine rein kombinatorische Uberlegung. Eine englische
Version der Arbeit wird demnichst in den Publicationes Mathematicae (Debre-
cen) erscheinen.



Bolyai Farkas sokszogatdarabolasi tételérol
Szisz PAL

A sikban minden egyenesvonali egyszerii sokszig dtdarabol-
hato adott alapu téglalappd. Vagyis véges szami sokszbgre bont-
hato tigy, hogy azokbol adott egyenesdarabbal mint alappal biré
téglalapot allithatunk Ossze.

E tételt elsbnek BoLyar FARKAS' mondotta ki és bizonyitotta
be. Vele koriilbeliil egyidejiileg P. GERWIN? is kimondta és bebi-
zonyitotta a tételt abban az alakban, hogy két egyenld teriiletii
egyenesvonalti- egyszerii sokszog mindig egymasbadarabolhato.
Bizonyitdsiban egészen mdés, a BoLvyAal FARKkASéndl bonyodalma-
sabb moddszert alkalmazott. Azéta sokan foglalkoztak a tétel ez
utobbi alakjanak bebizonyitasaval,® a régebbiek koziil hazankban
RETHY MOR' és SPIEGL ZSIGMOND.” Ujabb keleti V. F. KAGAN
bizonyitasa.” Ez emlékeztet P. GERWIN idézett bizonyitdsara, annal

1 WovrrcanG Borvar peE Borya, Tentamen iuventutem studiosam in elementa
matheseos purae elementaris ac sublimioris methodo intuitiva evidentiaque huic
propria introducendi, cum appendice triplici, Maros Vasarhelyini 1832—1833,
t. II. 60—61; editio secunda t. ll. Budapestini 1904, 108—109. Vo. még
Varca Tamis?, 106—109, ahol is e bizonyitds magyar atiiltetésben talalhato.

2 P. Gerwin, Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen gerad-
linigen Figuren in dieselben Stiicke, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik 10 (1833), 228-—234.

3 Az idevagoé irodalmat illetéen vo. F. Enriques, Fragen der Elementar-
geometrie I, 2. Aufl.,, Leipzig—Berlin 1923, VI. fejezet 3—5 §§, foleg 160—169,
tovabba R. Bonovra, Index operum ad geometriam absolutam spectantium,
Libellus etc., Claudiopoli 1902, 129—130, és M. Smon, Uber die Entwicklung
der Elementar-geometrie im XIX. Jahrhundert, Leipzig 1906, 115—120.

4 Retny MOR, Végszeriien egyenlo teriiletek, Matematikai és Természet-
tudomanyi Ertesité 8 (1890), 176—202, specialisan 178—180, Endlich-gleiche
Flachen, Mathematische Annalen 38 (1891), 405—428, specidlisan 407—409,
Végszeriien egyenlo teriiletek (Elsd kozlemény), Matematikai és Fizikai Lapok
2 (1893), 1—16, specidlisan 4—6. -

: 5 SpiecL ZsiomonD, Adalék a végszeriien egyenld teriiletek elméletéhez,
Matematikai és Fizikai Lapok 2 (1893), 17—20.

¢ Vo. B. V. Kutuzov, Geometria, ford. Farago Laszlo, Budapest, 1954

57 §, 261—265.
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mar egyszerlibb, de semmivel sem konnyebb, mint a BoLYAl FAR-
KAsé. Viszont lényegesen egyszeriisitette az utébbi bizonyitast leg-
ijabban egy egyszerii otlet altal VARGA TAMAs.

Atétel BoLyAar FARKAS adta fenti alakjanak elénye a P. Gerwin-
félével szemben, hogy a teriilet fogalmatdl fiiggetleniil is van ér-
telme. Kivanatos tehat ezt a bizonyitisban is elkeriilni. BOLYAI
FARKAs bizonyitdsab6l ez konnyen ki is kiiszobolhet6. De nincs
sziikség a bizonyitdsban az egyenesdarabok mérésére, sét a Hil-
bert-féle szakaszkalkulusra® sem. llyen természetii bizonyitdssal
szolgalt mar B. NIEWENGLOWSKI €S L. GERARD kozOsen irt konyve,”
ahol is a bizonyitdsban nemcsak a teriilet fogalma nincs felhasz-
nalva, hanem az egyenesdarabok mérése €s a hasonldsag tana sem,
de anélkiil, hogy ott e modszertani szempont ki volna emelve.
A szerzOkre hatassal lehetett O. SToLz™ bizonyitasa, amely azon-
ban még nem felel meg ennek a szempontnak, annyiban, hogy
hallgatagon felhasznélja a DE ZoLT-féle axiomat,”", amelyet pedig a
hasonldsag tandnak segitségével bizonyitottak be F. SCHUR™ vala-
mint W. KILLING"” és masok ' felhaszndlva ARCHIMEDES axiOmajat,
ez utdbbitol fiiggetleniil azutdn D. HILBERT.”

Az aldabbiakban a tétel fent irt alakjanak ismét mas, a teriilet
fogalmatol fiiggetlen bizonyitasat mutatjuk be s éppen azt akarjuk
kiemelni, hogy a B. NIEWENGLOWSKI és L. GERARD konyvében
kovetett modszerhez hasonléan nem haszndljuk fel sem az egye-
nesdarabok mérését, sem pedig a szakaszkalkulust. Bizonyitdsunk
BoLYAI FARKAS eredeti bizonyitdsdhoz igazodik, de anndl — azt
hissziik — egyszeriibb. Es kozvetlenebb az emlitett konyvben talal-
hat6 bizonyitasnal, amennyiben nem hasznélja fel az egyenl6 alapti
¢s magassagt parallelogrammak egymasbadarabolhatosagat.”

7 Varaa Tamis, Bolyai Farkas atdarabolasi tétele, Matematikai Lapok
5 (1954), 101—114, i6leg 109—110.

8 D. Hieerr, Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl. Leipzig und Berlin
1930, 15. § 60—64. V6. még ugyanitt 18—21 §§ 69—82.

? B. NiewencLowski—L. Gerarp, Cours de Géométrie élémentaire I,
Paris 1898, 343—344.

10-0. Storz, Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik I, Leipzig 1885,
75—77 és 333. Vo. még ugyanattél, Die ebenen Vielecke und die Winkel mit
Einschluss der Beriihrungs-Winkel als Systeme von absoluten Gréssen, Monats-
hefte fiir Mathematik und Physik 5 (1894), 233—240, foleg 233—234.

11 V6. F. Enriques 3, i. m. 160 és O. Storz 19, masodik i. h. 234.

12 V6. F. EnriQues 3, i. m. 160—162.

13 W. Kiuing, Einfiihrung in die Grundlagen der Géométrie I, Paderborn
1898, 23—31.

14 Lasd 12

15 D, HiBert?®, i. m. 69—80.

16 E tételnek egy igen egyszerii bizonyitasat adja J. M. C. DunaMEL,
Des méthodes dans les sciences de raisonnement I, Paris 1866, 447—448.
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Targyalasunk alapjat képezik az illeszkedés, a rendezés, az
egybevagosag és a parhuzamossag Hilbert-féle axiomai,"” tovabba
ARCHIMEDES axiémdaja. Az utébbi elkeriilhetetlen, mert amint azt
éppen D. HILBERT ¥ vizsgalataibdl tudjuk, e nélkiil a tételt nem is
lehet bebizonyitani.

&

-

A 'bizonyitas 1ényegét az aldbbi tétel bizonyitasa képezi, ép-
pen ugy, mint BoLyAl FARKAS eredeti bizonyitdsaban.

Ha valamely parallelogramma egyik atldjdnak bdrmely kiz-
biilsé pontjdn dt az oldalakkal rendre pdrhuzamos két egyenest
fektetjiik, az dtlé két kiilonbozé oldaldn keletkezd parallelogrammdk
egymdsba dtdarabolhatok.

Bizonyitds. Legyen a parallelogramma szébanforgé atloja PQ,
a valasztott kozbiilsé pont A= A’, a masik atl6 végpontjai Cés
C’. Messe az A ponton at fektetett és a CQ oldallal parhuzamos
egyenes a PC oldalt a B, QC’-t a D’ pontban, az A-n atmenoé és
a PC oldallal parhuzamos egyenes pedig a PC’ oldalt a B, QC-t
a D pontban. Be kell bizonyitanunk, hogy az ABCD parallelo-
gramma atdarabolhato az A’B’C’D’ parallelogrammaba.

Ha A a PQ felezbpontja, akkor e két parallelogramma egybevago
és igy az dllitas evidens. Ellenkezd esetben feltehetjiik, hogy

PA < AQ. Lehetséges, hogy PA az AQ-nak aliquot része, mond-

juk AQ=nPA. Ekkor egyben BC—nPB és B'C'—nPB’ s
ennélfogva mind ABCD, mind pedig A’B’C’D’ roviden kifejezve
a PBA’B’ parallelogramma n-szerese, ezek tehat egymasba éatda-
rabolhatok.

Tegyiik fel most, hogy PA nem aliquot része AQ-nak. Ak-
kor ARCHIMEDES axidmaja szerint van olyan n pozitiv egész szam,
amelyre

(1) nPA< AQ < (n+ 1)PA.
'Legyen elészor n > 1. Rakjuk fel A-bol Q felé egymas utin az
) AP,—PP,= - =PoP.a=PA  (P=A4)

egyenesdarabokat (1. abra) s jeloljiik a P; ponton atmend és CQ-
val péarhuzamos egyenesnek AD, ill. BC-vel valéo metszéspontjat
A;, resp. B;-vel, a P;-n at fektetett és PC-vel parhuzamos egye-

17 D. Hieerr 8, i. m. 2—T7. §§;
18 D. HiLBerT, 1. m. 72—73.
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nesnek az A'D’, ill. B’C’-vel valo metszéspontjat pedig A;, resp.
Bi-vel (i—1,2,...,n—1). (2)-b6l kovetkezik, hogy

3 AR, —=A A= —=AA=BA (A,=A4)
és
AA —AA—=--—=A,A,.,—BA “(A,=A).

Ennélfogva az ABB, 1A,.1, valamint az A'B’B; 1A, parallelo-
gramma rovid kifejezéssel a PBA’B'-nek (n—1)-szerese, ezek
tehat egymasba dtdarabolhatok. S mivel az ABCD parallelogramma
nyilvan az ABB,.A... és A,.1B,,CD parallelogrammaknak,
A’B'C’D’ pedig hasonloképp az A’B’B;, 1A/, és A, 1B, ,C’D’-nek
az Osszetétele, azért ABCD-nek az A’B'C’D’-be val6 atdarabol-
hatosaga be lesz bizonyitva, ha kimutatjuk, hogy az A, B, \CD
parallelogramma atdarabolhaté A/, B, C’D’-be.

c' D’ ol St e RO,
/
4 Sigie fn/»: S /R
e s /
ot
2 / /
— / G e o elh
A; /An/ H/ An /7 (/D
A f ] st
B B,., F £
1. dbra

(1)-bél folyolag nyilvan
nBA<AD< (n+1)BA

s minthogy (3) alapjan AA, AA, = (n—1)B'A, azért A, ee D kozott
az A, pont gy valaszthato hogy

“) A, A, =FBA, AD<A.;A,.

Ekkor A,A...B../, =A'BP/, mert A.1A,=BA mellett
A,B, =B P (parhuzamosok  kozti = parhuzamosok) és
A,A, 1B, 1 <=A'B'P<, miutin A,-1B,-1||B’P. Ennélfogva
A.B,1A,.1 <= A"PB’ <, tehat B, A,||PA’. Jeldljik B,..A, és
CQ metszéspontjat E-vel, a D ponton atmend és A,B, i-gyel
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parhuzamos egyenesnek PC-vel vald metszéspontjit pedig F-fel.
Minthogy a szerkesztésbol folydlag A, az A és D kozott van, a
Pasch-féle axioma™ értelmében E a D és Q kozé s igy D az E
és C kozé esik, tehat ugyanezen axiéma szerint F a C és B,
kozott van. Tekintsiik az FC, CE oldalakkal s kozbezart FCE <~
gel bir6 FCEG parallelogrammat. Legyen AD és FG metszés-
pontja H. Minthogy A, 1H =B, F= A,.D (rendre parhuzamosok
kozti parhuzamosok), azért (4)-re tekintettel H az A, ; és A, ko-
zott s ennélfogva A, a H és D kozott van. Tehat FH és A, B,
metszéspontjat /-vel jelolve, a Pasch-féle axioma értelmében 7 egy-
részt A, és B,,, masrészt H és F s ennek folytin G és F kozé
esik. S mivel H a mondottak alapjan / és G kozott van, ugyan-
csak a Pasch-féle axioma szerint A, az / és E kozé esik. Ezekbol
folyolag az A,-1B,..CD parallelogramma az A,A.-1B.-1, Bu-1FI
haromszogeknek és az FCDA, I otszognek, FCEG pedig az EGI,
A.DE haromszogeknek és ugyanezen otszognek az 9sszetétele. Ez
dsszetevd részek azonban paronként egybevagéak. Ugyanis B, A, =

= FD=IE (rendre parhuzamosok kozti parhuzamosok) és
Aw1AnB, 1 <x=GEI<, valamint A, B, A, <<= GIE<, mivel
A A ”EG és B, 1A, H]G, tehat A, B, .1A..:./\=EIG/\. To-
vabba B, F= A, D, valamint FI/ = DE (parhuzamosok kozti par-
huzamosok) és B, {FI<t=B,.CE<= A,DE<, miutin FI||CE
és DA,||CB.,.,, kovetkezdleg B, 1FI/, =A.DE/.. Az FCDA.I
otszog pedig egybevagé Onmagaval. Ezzel kimutattuk, hogy az
A, 1B,.,CD parallelogramma atdarabolhaté FCE G-be. Ez ut6bbi
azonban egybevagé a B/ A1 D'C’ parallelogrammaval, amit ko-
vetkezOképp lathatunk be. Minthogy FD = PA, valamint DC = AB
(parhuzamosok kozti pArhuzamosok) és CDF<t = CQP<—=BAP<
miutin DF||QP és QC||AB, azért CDF)=BAP /) és igy
FC = PB. Viszont PB= B, A}, (parhuzamosok kozti parhuza-
mososok), tehat

(5) FC=B..14A..

Mivel tovabba A, P, ; és CQ metszéspontjat R-rel jelolve B, 1C =
= P, 1R, valamint B, 1E = P,_1Q (parhuzamosok kozti parhuza-
mosok) és CB, 1E< = CPQ<« = RP,.1Q<, minthogy B, E||PQ
és PC||P..1R, azért B,.1CEN\=P,.1RQ/ s igy CE=RQ. De
RQ= A, 1D’ (parhuzamosok kozti parhuzamosok), tehat egyben

’

(6) CE=A,.D. x

1 V. 6. D. HiBert 8, i. m. 3. §, 4—5.
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Végiil CE|BD’ folytin FCE< — PBD’'<, viszont BP| A, B,
alapjan PBD'<t — B/, (A] 1D’ <, kovetkezbleg

(7) POES == B A 2
(5), (6) és (7)-b6l marmost kovetkezik, hogy valéban
FCEG=B;_-1Ai.1D'C'—J.

Ennélfogva az A,..B, CD parallelogramméanak FCEG-be valoé
atdarabolhatosaga egyszersmind azt is jelenti, hogy A,.(B, .CD
atdarabolhat6 az A}, B), C’D’ parallelogramméba.

Ezzel a fentebbiek értelmében megmutattuk, hogy amennyi-
ben (1) alatt n>1, az ABCD parallelogramma atdarabolhato
A'B'C’'D’-be. Ezt n—1 esetén pedig ugyantigy lathatjuk be, mint
ahogy az A, 1B, 1CD parallelogrammanak A} B, ;C’'D’-be valo
atdarabolhatosagat éppen kimutattuk. Tehat a tétel teljesen be van
bizonyitva.

E tételnek folyamanya, hogy bdrmely parallelogramma dtda-
rabolhato adott alapu és ugyanolyan sziogii parallelogrammdvd.
Mert ha ABCD a sz6banforg6 parallelogramma s a BC egyenesre
B-bél felrakjuk a C-vel vele éatellenes iranyban az adott alappal
egyenlé BP egyenesdarabot, P-n at az AB-vel, AP és CD-nek Q
metszéspontjan at pedig AD-vel parhuzamost fektetiink, akkor ezek
metszéspontjit C’-vel, elébbinek AD-vel, utébbinak A B-vel valo
metszéspontjat pedig B, ill. D’-vel jelolve, a bebizonyitott tétel
értelmében ABCD atdarabolhaté az
AB’'C’D’ parallelogrammaba, amelyben ¢
pedig a szerkesztés alapjan AB"— BP '
€ppen az adott alap és B'<g = B<.

Ez utébbi tételbél pedig kovet-
kezik, hogy fAdromszog mindig dtdara-
bolhato adott alapu téglalappad.

Ismeretes ugyanis, hogy a harom- /
sz0g atdarabolhato egyéltalaban tégla- VAt
lappa. Ezt pl. a kovetkezOképpen lat- o g 8- R
hatjuk be. Legyen az ABC haromszog g
egyik hegyesszoge az A< és AC = AB By
(2. dbra). Bocsédssuk az AC oldal M felez6pontjabol AB-re az MQ
merdlegest €s fektessiink M-en at AB-vel parhuzamost. Ez utéb-
binak BC-vel val6 N metszéspontja tudvalevéleg felezi a BC ol-
dalt. Minthogy A< hegyesszog, azért Q az A ponttol B felé esik
s AQ<AM<AC =AB folytin AQ<AB, tehit Q az A és B
kozott van. Ennélfogva ABC az MNC, MAQ haromszogek és az
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MQBN trapéz osszetétele. E részekbdl pedig téglalapot allithatunk
ossze. Ennek belatasara fektessiink a B ponton at AC-vel parhu-
zamost, s bocsassuk ennek M N-nel valé S metszéspontjabol A B-re

az SR merdlegest. Akkor az SNB haromszog nyilvain BC-nek az
ABC haromszoggel atellenes oldalan van s mivel MCN< = SBN<
és MNC< = SNB<, azért CN= BN folytain MNC /\=SNB ).
Minthogy pedig ABS< mint az A< supplementuma tompaszog,
B a Q és R kozé esik és QAM<=RBS<, tehit AM= CM=
— BS folytin MAQ /\=—SBR /.. A szerkesztésbol folyolag M QRS
téglalap, és a mondottak szerint az ABC héaromszoget alkoto
MNC, MAQ, MQBN részek rendre egybevagoak az e téglalapot
kitevé SNB, SBR, MQBN részekkel. Az ABC hiaromszog tehit
atdarabolhato ez MQRS téglalappa. Ezt marmost az elébbi tétel
értelmében atdarabolhatjuk adott alapu téglalappd, tehat az atda-
rabolas tranzitivitasa® folytan az ABC héaromszog is ebbe atdara-
bolhato. '

Most mar BoLyAl FARkaAs tételét tiistént belathatjuk. Bontsuk
ugyanis a sokszoget haromszogekre, ezek mindegyikét daraboljuk
at egy-egy, az adott alappal bird téglalappa, végiil rakjuk e tégla-
lapokat egymasra. Illy médon olyan téglalapot nyertiink, amelynek
alapja az adott egyenesdarab és amely az eredeti sokszoget alkotd
részekb6l van Osszeallitva. A sokszog tehat atdarabolhaté az adott
alappal biré téglalappa. Qu. e. d.

(Beérkezett 1955. janudr 8-dn.)

O TEOPEME ®APKALLIA BOSIM O NMEPEKPOMKE MHOTrOYrOJIbHUKOB
I1. Cac

Chosa aokaseiBaercd Teopema ®@aprxama Bosn! corracHo KOTOpoi
B MIOCKOCTH KaW/bll MPOCTOW MHOTOYrOJIBHUK MOMKET OBITh NEepeKpoeH B
NPSAMOYTONbHUK C aHHBIM OCHOBaHueMm. B nporusonosnoxuocts kuure b, Hwuo-
penraoscku u JI. JKepapa,’ rpe npuBeJeHO [i0KasaTeJbCTBO TaKOro
K€ XapakTepa, HO MEHee eCTeCTBEHHOE€, POJAYEPKMBAETCs, YTO B JOKa3a-
TEAbCTBE HE HCNOAB3YETCS HM HMBMEPDEHHE OTPEBKOB, HH
ncuncanenue orpeaxos 'mab6epral JloxkasaTensCTBO $IBISETCS ViI-
pOLIEHHEM OPHMIHHAILHOrO AoKasatenbchBa Paprkama Bosan,

20 Lasd pl. D. Huserr®, i. m. 18.§, 70—71.
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UBER DEN SATZ VON WOLFGANG BOLYAI UBER DIE ZERSCHNEIDUNG
GERADLINIGER EBENEN VIELECKE

von P. SzAsz

: Der Satz von Worrcana Borvarl, laut welchem ein geradliniges ein-
faches Vieleck in der Ebene mit einem Rechteck von gegebener Grundlinie
zerlegungsgleich ist, wird in vorliegender Arbeit von neuem bewiesen. Es wird
im Gegensatz zu dem Buche? von B. Niewencrowski und L. GErarD wo ein
derartiger doch nicht so unmittelbarer Beweis zu finden ist, hervorgehoben,
dass bei unserer Darstellung weder das Messen von Strecken, noch die
HiLertscHe Streckenrechnung ® zur Verwendung kommt. Der Beweis ist eine
Vereinfachung des urspriinglichen Beweises von WoLFGANG Bovvar

(Eingegangen am 8. Januar 1955).



A Jacobi-, Laguerre- és Hermite-féle polinomok
egyiittes jellemzésérol

Mikoris MIKLOS

1. A cimben emlitett polinomokat egyiitt ,klasszikus“ orto-
gondlis polinomoknak szokéas hivni, minthogy ezek szolgéltatjik az
ortogonalis polinomrendszerek legtobbet vizsgalt és az alkalmaza-
sok szempontjabol is legfontosabb példdit. Kozvetlen eldallitdsuk
un. Rodrigues-tipusti formulakkal torténhetik :

j:‘»a. ﬁ)(x) 5, g;/;)’l'(l _x)"’(] e x)“ﬁ aﬂ_((%i)jl

ax”
(=012, %9
a Jacobi-féle (vagy hipergeometrikus),
' Rl e X ) =
L (x)_ﬁx AR (=012 55
a Laguerre-féle,
S \ gd"e”":
H,(x) = (—1)"¢ - PN e
(xX)=(—1"e S (=152 )
a Hermite-féle polinomok szokasos jelolése és definicidja.' A para-
méterek egy-egy vdlasztdsdnak szdmos nevezetes — torténetileg

1 Az idevago szakirodalom jelolései mindmaig nem egységesek; mi Szeao
Gisor Orthogonal polynomials (1939) c. ismert kitiind monografidjanak defini-
ci6it tartjuk szem el6tt. A szobanforgé elmélet alaptényei megtalalhat6k magyar
nyelven Szisz PAL analizisének lényegesen kiboOvitett 0j kiadasdban (1951).
— Természetesen mas értelmezések is lehetségesek: igy szarmaztathatok a
klasszikus polinomrendszerek az 1,x, x2... sorozatbdl ,ortogonalizalassal“,
vagy generatorfiiggvények, sajatértékfeladatok segitségével. Az elsé és masod-
faju Csebisev-polinomok lényegileg (konstans faktoroktol eltekintve) a 7,,(x)-

— [cos 8lopse e ill. U, (x) - [ﬂ(“’i‘)_f

— (»=0,1,2,...) képletek-
sm s |
kel hatarozhatok meg.

cosé =a
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néha_joval elébb ismeretessé valt — specidlis eset felel meg. Igy

(e,

P (x) @ =g mellett az tn. ultraszférikus (Gegenbauer-féle) poli-
nomokba megy at, melyek kozott vannak az «—=— =0 esetnek
megfelelé Legendre-féle, valamint az « = 8 — ——; €S o= ;’5’:%
esethez tartozd els6- ill. masodfaju Csebisev-polinomok ;* L{f”(x)
«=0 mellett a sziikebb értelemben vett (kozonséges) Laguerre-
polinomokat szolgéltatja.

(e,

Marmost a J/, ”)(x) (r=0,1,2,...) polinomok ¢>—1,8>
> —1 mellett a (—1, 1) intervallumra és az (1—x)“(1 +x)° sily-
fiiggvényre, az Ly (x) (#=0,1,2,...) polinomok « > —1 mellett
a (0, o) intervallumra és az x“e* sulyra,” végiil a H,(x) (v =
=0, 1,2,...) polinomok (—eoc,cc)-re és az e silyfiiggvényre
vonatkozolag alkotnak ortogondlis rendszert. Altaldban — mint is-
meretes — valamely {¢,(x)} fiiggvényrendszerrdl akkor mondjuk,
hogy egy a < x < b szamkoOzre €s egy itt nem-negativ w(x) suly-
fiiggvényre vonatkozolag orfogondlis, ha minden szdbajové index-
parra

b

J.w(x)qr,,,(x)rp,,(x)dx =() (m == n). |

Ha w(x) =1, akkor sziikebb értelemben vett (kozonséges) ortogo-
nalitasrol beszéliink.* :

2 Fejer LipoT nevéhez fiiz6dik t6bbek kozott a Legendre-polinomoknak
két egészen 1] irdnyn altalanositasa, ezekre, ill. ultraszférikus polinomokra vo-
natkozé nevezetes eredményekkel egyiitt. L. pl. Fejér L.: [1] A hatvanysorrol
és a vele kapcsolatos Legendre-féle tobbtagtiakrél, Mat. és Term. tud. Ertesitd,
83 (1935), 1—117. o.; [2] Trigonometrische Reihen und Potenzreihen mit mehr-
fach monotoner Koeffizientenfolge, Transactions Amer. Math. Soc., 39 (1936),
18—59. o.; [3] Hatvanysorok tobbszorosen monoton egyiitthatésorozattal, Mat.
és Term. tud. Ertesitd, 60 (1936), 1—27. o. Vo. tovabba Szeaé G.: Orthogo-
nal polynomials, 131—134. o.; 169—170. o.

3 A Jacobi- és Laguerre-polinomok fenti értelmezése tetszdleges komplex
paraméterértékek esetén is érvényes; az ¢ > —1 és 82> —1, ill. a > —1
megszoritas csak az ortogonalitishoz, pontosabban a megfeleld silyfiiggvény
integralhatosagahoz sziikséges.

4 Ennek klasszikus példaja: a barmely 2z hossziisagl szamkozben
ortogondlis 1, cos x, sinx, cos2x, sin2x,... sorozat, a kozonséges Fourier-
sorok alapfiiggvényrendszere. — Tudjuk, hogy az ortogonalis rendszerek és az
ezek szerint ,halad6“ ortogonalis sorok elméletének elnevezései bizonyos analGg
geometriai fogalmakra utalnak ; igy pl. két fiiggvény ortogonalitasanak két vek-
tor merdlegessége, ezek szorzatintegraljdnak a vektorkoordinatak szorzatisz-
szege (tehat a kérdéses vektorok skalaris szorzata) felel meg stb.

16 Matematikai Lapok



Fontos {ény, hogy az y — J“”(x) polinom az
(D (=01 + 0 y) = — v+ e+ 8+ 1) (1—x)"1 +x)°y

(—1<x<1),
az y— L% (x) polinom az
) pettesy)=~=wxtery WO<x<o),

végre y— H,(x) az
3) e=yYy=—2ve"y (—oe<x < 0)

masodrendii homogén lineéris differencidlegyenletnek tesz eleget;
rogton latjuk, hogy mindharom ilyen alaku :

(4) gy =—4wx)y (@<x<b),

ahol 4, csak »-t6l fiiggd pozitiv dllando s a g(x), w(x) egyiitthatok
(a, b)-ben folytonosak és pozitivok. (4)-et Sturm—Liouville-féle
differencidlegyenletnek szokéds nevezni; tekintve, hogy ez egyuttal
a harmonikus rezgdémozgas differencidlegyenletét is magaban fog-
lalja (g(x) =w(x)=1, 4, =17"), a (4)-re vonatkoz6 — KkiilonOsen
a szazadfordul6 idején fellendiilt — kiterjedt vizsgalatok természe-
tes altalanositasi torekvéseket tiikroznek.

2. Egy nemrég megjelent dolgozataban® kozolte ACZEL JANOs
azt a meglepben hangzé sejtést, hogy a fenti — az egyiitthatok
egészen specidlis vdlasztisanak megfeleld — harom példaval és
ezeknek linearis transzformaltjaival® mar ki is vannak meritve az
olyan ortogonalis polinomrendszerek, melyek egy (4)-tipust diffe-
rencialegyenlet megoldasaibol épiilnek fel. Itt és a kovetkezbkben
polinomrendszeren mindig olyan végtelen sorozat értendd, melynek
n-edik eleme pontosan (n—1)-edfokd, valés egyiitthatés polinom
(n==0,1,2,...); egy ilyen rendszert roviden Sturm— Liouville-
félének neveziink, ha minden eleme egy (4)-tipusti egyenletnek
tesz eleget.

Most megmutatjuk, hogy valéban a Jacobi-, Laguerre- és
Hermite-polinomok szolgaltatjak az dsszes Sturm—Liouville-féle
ortogonalis polinomrendszereket. Pontosabban :

5 AczéL J.: Eine Bemerkung iiber die Charakterisierung der klassischen
orthogonalen Polynome, Acta Math. Sci. Hung., 4 (1953), 315—321. o.

¢ Nyilvanvalo pl.: a {J"”(x)} Legendre-polinomok (—1,1)-beli orto-
§d ;
gonalitasabol kovetkezik, hogy { /" ?(2x)} a (—-2-, E) kézben, {J%@x—~1)}

a (0,1) kozben ortogondlis s i.t.; tovabba a transzformaltak is kielégitenek
egy-egy (4)-alaku differencidlegyenletet.
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L. TETEL. Ha valamely P,(x) (v =0, 1, 2, ...) polinomrendszer
Sturm—Liouville-féle és ortogondlis (bizonyos intervallumra és stily-
fiiggvényre vonatkozdlag), akkor {P,(x)} konstans szorzoktol és a
fiiggetlen vdltozo esetleges linedris transzformdcidjdtol eltekintve
Jacobi-, Laguerre-, ill. Hermite-polinomokbol dll aszerint, amint az
ortogonalitdsi alapintervallum véges, az egyik, ill. mindkét irdnyban
végtelen.

~ BizonvitaAs. Tegyiik fel, hogy fennallnak a
(5) [gX) P (X)) = —2.wX)Pu(x) (@<x<b;7=0,1,2,..)
egyenletek. Innen pl.

20— — %lilw(f)ﬂ (t)dt  (a<A=x<b),

ami evidencidba helyezi, hogy g(x) (a, b)-ben differencialhat6 ;
irhatjuk tehat egyuttal

©) 808 Pr+ER P + 1P —0
A=< V=01 25"

(6) v=0-ra 4,=—0-t szolgaltat, v =1 és » =2 mellett pedig
azt mutatja, hogy P;(x) egyiitthatéja sziikségképpen legfeljebb
elso-, P,/(x)-¢ legfeljebb masodfoku polinom ; irjuk:

£ T g 1(x),

(7 w(x)
®) ‘%%zq.,-#qlirqaxi;:q(X)»

ahol az egyiitthatok mind valdsak és
9 % +g+4¢: > 0.

Eszerint (5) egyenértékii a kovetkezé Fuchs-tipusi linearis
differencidlegyenlettel :
(10) qX) Py (x)+ 1(x) Pi(x)+ 4, P (x) =0 ,

W x<tbraw=01 25595

innen pedig {P,(x)} ortogonalitasanak felhasznalasaval mar folyik
a tétel allitisa, amint ez W. HAHN egy dolgozatabdl kittinik.”

7 Vé. W. Haun: Uber die Jacobischen Polynome und zwei verwandte
Polynomklassen, Math. Zeitschrift 39 (1935), 634—638. o. Ha ui. ¢(x)-nek két
kiilonboz6 valds gyoke van, tovabba ha ¢, =0, q,==0, ill. g,= g, = 0, akkor
(10) rendre a (11), (12), (13) differencialegyenletbe transzformalhato, a megma-

16*
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Vegyiik észre, hogy az (1)—(3) egyenletek ilyen alakra is
hozhatdk: - ‘

(1) (1—x)y"—(e+8+2)x+(c—P)y +r(r+ e+ 1)y=0

_ (—1l<x<t),
(12) XY —x—(e+ Dy +ry=0  (0<x<)
(13) y'—2xy' +2rvy=0 (—oo < x < 00).
3. Kiemelendd, hogy (7)-bél és (8)-bol a
(14) gr (X) g l(u + le Eg(X) (a s b)

Qo+ 9. X+ qaX

relacio, az an. Pearson-féle differencidlegyenlet kovetkezik.” Mellék-
eredményként nyertiik tehdt, hogy ha (4)-nek eleget tesz egy poli-
nomrendszer minden eleme, akkor y' egyiitthatojara egy (14) alaki
feltétel, y-éra pedig a

g() SR

{ ) == <
{15) w(x) AR (a<x<0)
kapcsolat érvényes.

E tényt felhasznaljuk arra, hogy a klasszikus polinomrend-
szerekre vonatkozolag egy madsik, ugyancsak igen egyszerii jellem-
zési tételt allapitsunk meg. Itt az ortogonalitds helyett kozos karak-
terisztikus tulajdonsagként egy hatarfeltétel-par szerepel, ti., hogy
(4)-ben ' egyiitthatéjanak az alapintervallum’ két végpontjaban
Leros“ zérushelye legyen (vo. (1)—(3)).

Il. TETEL. Ha valamely {P,(x)} polinomrendszernek minden
eleme kielégit egy (4)-alaku differencidlegyenletet a

(16) lim [g(x)x"] == lim [g(x)x*] =0 (07=10, 1202 %)
r>a+0 2->b-0
hatdrfeltételek mellett, akkor {P,(x)} konstans faktoroktdl és a fiig-

radt esetek pedig az ortogonalitis miatt nem allhatnak meg. Itt a szébanforgod
okoskodas ama nevezetes tétel bizonyitdsanak masodik felét szolgaltatja, hogy
egy ortogondlis polinomrendszer, melynek derivdlt-rendszere is ortogondlis,
sziikségképpen a klasszikus rendszerek egyikévé degenerdl. — Ugyancsak a (10)
egyenlet polinom-megoldasaival foglalkozik W. C. Brenke: On polynomial so-
lutions of a class of linear differential equations of second order, Bull. Amer.
Math. Soc. 36 (1930), 77—84. 0., valamint S. Bocuner: Uber Sturm-Liouvil-
lesche Polynomsysteme, Math. Zeitschrift, 29 (1929), 730—736. o.

8 (14) ijabban nemcsak az ortogonalis polinomrendszerek irodalméban,
gane;n"“/éalészinﬁségszémitési ¢és statisztikai alkalmazasoknal is mind gyakrab-

an fellép.
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getlen vdltozonak esetleges linedris transzformdcidjdtol eltekintve egy
(J@P ()} (¢>—1,8>—1), vagy {L(x)} (&> —1) rendszerrel,
ill. a {H,(x)} rendszerrel azonos, aszerint, amint (a,b) véges, az
egyik, ill. mindkét irdnyban végtelen.

BizONYITAS. A fentiek értelmében abbol, hogy {P,(x)} (4)-hez
,,tartozé“ Sturm—Liouville-féle polmomrendszer, kovekkezik (14)
és (15). Az eldbbi. kbnnyen megoldhato, hiszen (14)-boi

1 C h+hx
()= exp‘J Qo+ 1 X+ @ x°
A jobboldali racionalis tortfliggvény integralasanal a kovetkezd
lehetéségeket kell megkﬁlbnbdztetnﬁnk (vo. (9)): 1) ¢,==0 és

91> 4quge; 2) =0 €sv = 4qoqz, 3) §:+0 € g1 <4q,q:;
4) ¢,=0,¢,+0; 5) ¢.=¢,=0. A 2) és 3) eset nem allhat meg
a (16) hatarfeltételek miatt; az 1), 4), 5) esetben pedig (16) figye-
lembe vételével rendre a kovetkezdé képletek és megszoritasok
adddnak (C tetszdleges pozitiv dllandd):

g a, b] véges, ¢(x) = g.(x—a)(x—b), g (x) = C{b—x)" (x—a)"

ax.

(a<x<b),

(17) :
) Fl.ar—ii‘ f"_"_’*(lﬂ“"ﬂ)>0;
29, qu(b—a)\ " 2¢,
sa véges és b— oo, g(x)— C(x—a)'e”n (a < x< o),
(18%) <
o fo el 1 lnq()
?1;(]1 < O ar- —?]T, (4 & ) 0
sa:—x és b véges, g(x)= C(b—x)’eT‘ (—oo <x<b),
U ?1(]' gi’ ]([__I_‘IL’J>0
1 q[ )
\a = —o0 b5 b=—o0, g(x): Cexp‘2 x+1-x)
10 (l ql\
( ) / (-—-oo [~ < oo),
Ly <

Rogton lat;uk hogy a g(x) szdmara kapott kifejezések y’ (1),
(2), ill. (3) alatti egyiitthatojanak linedris transzformaltjai; a w(x)
szamdra (15) alapjan nyert megfelel6 kifejezések viszont y-nak
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(1), (2), ill. (3) alatti egyiifthatéjava! vannak ugyanilyen kapcso—
latban." Ha & helyett (e¢-1)-et, & helyett (8- 1)-et, = helyett
szintén (e 1)-et irunk, akkor a (17)—(19) alatti eseteknek
megfeleloen (5) a kovetkezd relaciokba megy at (»r=0,1,2,...):
@) [G—9" —a)f" PN — — 2 (b= (x—a) P,
(a<x<b;a>—1,ﬂ§—1) ;
(21) [(x—a)* et " Py(x)] = — %’- (x——a)"e"—l*"'P,,(x),
1
(@<x<oo; ¢>—1,Lg <0)
b 7 i
(22) [(b—x)""en PL(x)] ::};"(b—x)“e‘h P, (x),
1
(—oe<x<b; «>—1,Lg>0)

’

Rl R ] &y ( hiiid oy
ex (—x—}\ P(x)| = — Zexpl -2+ -2 x| Py ().
, p »2(]1 q“ ) ( ) (]U p un + qu J ( )

(—-"x < il K 1.(]“<O)-

(23)

Mivel — mint ismeretes — az (1)—(3) differencidlegyenle-
teknek nincsenek mas polinom-megoldasai, mint a megfeleld klasz-
szikus polinomok allandoszorosai s a jobboldali konstans faktorok
értéke is egyértelmiien meg van hatarozva (sajatértékek), a (20)—
(23) relaciok alternativ fennallisabol folyik allitasunk.

4. Végiil emlitésre érdemes a kovetkezd

L. TETEL. Egy (4)-et kielégité {P,(x)} (Sturm—Liouville-féle)
polinomrendszernél (16) ekvivalens azzal a kikitéssel, hogy {P,(x)}
(a, b)-ben w(x) suilyal ortogondlis legyen (0O5), sot azzal az ero-
sebbnek ldtszoval is, hogy (a, b)-ben {P,(x)} a w(x) siulyra, {P(x)}
pedig a g(x) stlyra vonatkozdlag ortogondlis legyen (O7°).

BizonviTAs. Tegyiik fel, hogy érvényes (5).

9 Azt a tényt, hogy a Pearson-féle differencialegyenlet a (16) feltételek-
kel egyiitt lényegileg mar meghatarozza a klasszikus ortogonalis rendszerekhez
tartozo sulyfiiggvényeket, felhasznaitam egy nemrég megjelent munkamban is
egy Jacobi-, Laguerre- és Hermite-polinomokra vonatkoz6 ditaldnosabb jellem-
28si tétel bizonyitdsanal, amely ezeket nem mint polinom-, hanem mint teljes
ortogondlis rendszereket karakterizalja, differencialegyeniet fennallasanak kiko-
tése nélkiil. V6. MixoLis M.: Uber gewisse Eigenschaften orthogonaler Systeme
der Klasse L2 und die Eigenfunktionen Sturm—Liouvillescher Differential-
gleichungen, Acta Math. Acad. Scient. Hung. 6 (1935), 147—190. o. {Satz 8.)
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Innen konnyfi szamolassal kovetkez:k a minden m, n index-
parra érvényes :
(24) [g(xX)(Pr(x) P.(x) — P (x) Pr(x))) = (An— k) w(x) P (x) P, (x)

(a<x<b)
azonossag, amelybdl

B
-

(25) (An—2om) ]‘W(x)Pm (X) P, (x)dx —

ja—=B

=gM)PL)P()—Pu)PI(X)|

{acA=x=B<b)

Sziikségiink lesz még az

B .
a1

@) [e@ PP~ gOPLOP)

B

—+ A J WGP, Y Pr(dy: (A= =B ohm-n=0,1,27");
A
egyenlGségre, mely a baloldal parcidlis integraldsa és (5) figye-
lembe vétele utdn &ll eld.
Marmost nyilvanvaloan elegendé megmutatnunk egyfel6l, hogy
(16)-bol kovetkezik az Of* feitétel, masfeldl, hogy Oj teljesiilése
maga utan vonja (16) fennallasat

1° Az elobbi allitds'(25)-bol és (26)-bél kozvetleniil kiolvas-

hatd. Mivel ui. g(x)(P.(x) P.(x)—P.(x) P.(x)) felbonthatd véges-
szamt konst. g(x)x” alaki tag 0sszegére, (16) érvényessége esetén
A —a+0, B—b—0 hataratmenettel nyerijiik:

(27) [ W) Pu(x) Pu(x)dx =0 (m=-n);

ugyanez a hataratmenet (26) esetében (16) és (27) alapjan az
: ‘

(28) | &) Pi(x) Pi(x) dx—0 (m==n)

feltételt szolgaltatja. (27) és (28) azonban egyiitt éppen az O}
kikotést jelenti.



2° Az utébbi allitast igazolando, tegyiik fel, hogy Oj, azaz
(27) fennall. Akkor (25) szerint egyttal
jr==NB
(29) lim g(x)(P,(x) P.(x)—P(x) P (x)) =0
A - a0 o
B-»b-0
(M= nn=—="0,152,2:9;
ahol az A-ra és B-re vonatkozé hataratmenet egymastol fiiggetlentil
értendo.
Ha P,(x)-ben x” egyiitthatojat r.-vel jeloljiik, akkor specidli-
san m=—1, n=—0 esetén (29)-bol

x=—R
lim 2(x): 7170 = [ lim g(B)—— hm g(A)}
A—>atD == B->»b-0
B->b-0
tehat

lim g(A) :-fn}jg]og(B) =K.

A >a40
Amennyiben a »=0,1,2, ..., N—1 értékek mindegyikére
lim g(A)A" = hm g(B)B'
A>»at0
ugy (29) alapjan irhatjuk:

B

lim g(x)PA{-;,(x)Po(x)!' —
A->at0 lz—4

B—>b-0
re B

— fim gV pwarx ol —

y; »»a-ﬂ 2 =A
B-—>b-

= (N+ l)y\qyo[ hm g(B)B — hm g(A)A *~
(30) lim g(A)AY = lim g(B)B =
A-»at0 B—>b-0

Eszerint a (30) alatti hatarértékek minden nem-negativ egész N

kitevore léteznek és egy kozos Ky szammal egyenlok; eredményiinket
" (16)-tal egybevetve latjuk, hogy mar csak Ky—0 (N=0,1,2,...)
kimutatdsa hianyzik. Valéban, ha valamely » indexre K, :}:0 volna

akkor AV " —g(A)AY/g(A)A” limesze A—a-+0 és BV 7 —
== g(B)B "/g(B) B" hatarértéke B— b—0 mellett egyaréant K‘\/K,.
lenne; de innen Jim AY "= lim BY" (N=0,1,2,...) kovet-

A—>at+0 B->»0b-0
keznék, ami a==0b folytan lehetetlen.

Beérkezett 1955. aug. 25-én.



OB OBILLEN XAPAKTEPMCTHKE MHOTO4JIEHOB
5IKOBH, JIATEPPA 1 3PMUTA

M. Mukonam

Hudpdepenunanpubie ypasienus (1), (2), u (3) MHOro4aeHos HAxodm
{5 P)(x)}, Mareppa {L{"(x)} n Dpmuta {H,(x)} umeior obmmii Bux (4) c
HENPEPLIBHLIMK 11 nonownTeabueiMn (@, b) koodpunmentamun g(x), w(x) n
3aBACSALINM MWL OT » napamerpem 2, > 0 (tak HaspiBaemoe augpdepenuuans-
noe ypasuenue lltypma—Jlyusunnsg). Hacrosimas pabora npuHHMaerT K OXHOI
runorese 5. Auens (cm. (5)), cOrnacHo KOTOpOi MPHBEAGHHBIE BBINIE ,KIACCH-
qeCKHe“ CHCTEMBbI MHOrOWICHOB M HX JHHEHHBIE NpPeo6pasOBaHHs ABASIOTCS
C/AMHCTBEHHBIMH CHCTEMAMH, COCTOSILMMH u3 pelLieHHil ypaBHeHnsi THna (4)
(kopoTKO : cuctembl IITypma—JIyHBHAASI) M KPOME TOFO TAK)Ke OPTOrOHAIbHbI
(Ha HEKOTOPOM HMHTEpBaje C HEKOTOPOil BECOBON (hyHKUMET).

JlokasniBaeTcs, 4TO AEHCTBHTEIBHO :

Ecau HexoTtopasa cucrema muorounesos P,(x)(»—0,1,2,..)
apasiercsa cucremoi Mrypma—JlynBuansg u OPTOroHanbHa,
10 {P,(x)}, ecinm He NPUHHMATh BO BHHMAHHEe MOCTOSIHHBIE
MHOJMXHTEIHM U NHHEHHOE npeob6pasoBaHue HEB3ABHCHMOI
NepeMeHHOH, COCTONT U3 MHOroudneswor Skobn, Jlareppa
. MJaAM JPMHTA B 3AaBHCHMOCTH OT TOro OyaeT JAH OTPE3OK
OPTOrOHAABHOCTH KOHE4YeH, niu GECKOHEYEeH B OAHY UIAH B
o6e ctopoHb. (Teopema L).

JanbHeliune peayanLTaThl :
Ecnm kaskupiii 91eMeHT CncTeMb MHOrOouYaeHnos {P,(x)}

. YAOBIETBODPIET HEKOTOPOMY nuppepeHyunalsbiomy ypas-
HeHHno Tuna () mrpannuumm ycaosusam (16), ro {P, (x)}, ecau

HE MPHHHMATH BO BHHMAHHE MNOCTOSAHHBIE MHOKHTEAW M
AuHEeliHOe nmpeoOGpasoBaHue HE3ABHCHMOIN NEpeMEHHOI,

coBmajgaeT ¢ OAHON M3 CHCTEM {j(,f"ﬁ’(x)}(a>—1,;5’>—1).
(L)} (@>—1) wan H,(X) B 3aBUCHMOCTH OT TOTO, GyaeT an
(a, b)) xoueuen B oany unu B o6e cropoun. (Teopema IL)

Aas cncrtemb mHorounenos Wlrtypma—Jlyusuansa (16)
AKBNBANEHTHO OoproroHanbrHoctu P, (x) wa (a,b) c Becom

w(x), 601ee TOro, C KaXKyuwnumcs 0o01€ee CHJAbHBIM YCIAOBHEM
oprorosHaabHocTu Ha (a,b) {P,(x)} ¢ Becom w(x) a {Ps(x)} ¢
Becom g(x). (Teopema I11)
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ON COMMON CHARACTERIZATION OF THE ]ACOBI, LAGUERRE
AND HERMITE POLYNOMIALS

By M. Mikoris (Budapest)

The differential equations (1), (2), (3) of the Jacobi polynomials {J' ¥ (x)},
of the Laguerre polynomials {Lsf')(x)}, and of the Hermite polynomials {H,,(x)}
respectively, have the common form (4) with in (a, b) positive and continuous
coefficients g(x), w(x), the parameter 2, > 0 depending upon » only (Sturm—
Liouville equation). ]. AczéL conjectured that the classical polynom sets men-
tioned before are determined by satisfying (4) (being of ,Sturm—Liouville
type“) and by their orthogonality. (Cf. ().

Now, the preceding paper contains the following results:

If a polynom system P,(x) (v =0, 1,2,...) is of Sturm—Liouville type
and orthogonal, then {P,(x)} consists, save for constant factors and eventual
linear transformation of the variable, only of Jacobi, Laguerre and Hermite
polynomials resp., according that the orthogonality interval is finite, on the
one side, or on both sides infinite. (Theorem 1I.) :

If a polynom system {P,(x)} contains only solutions of a differential
equation having the form (4) and connected with the boundary conditions (16),
then {P,(x)} is, apart from trivial linear transformations, identical to one of
systems {0 (x)} (@ > —1,8 > —1), {LDX)} (¢ > —1), {H,(x)}, according
to case of (a, b) finite, on the one side, or on both sides infinite. (Theorem II)

In the case of any polynom system {P,(x)} of Sturm—Liouville type,
(16) is equivalent to the orthogonality of {P,(x)} in (a,b) with the weight
Sfunction w(x), moreover to the assumption (appearing as stronger), that both
of {P,(x)} and {P,(x)} are orthogonal in (a,b) with the weight functions
w(x), g(x) respectively. (Theorem II1I.) K

Received 25. Aug. 1955.



Elemi bizonyitias a véges testek elméletének
alaptételére*

SzeLe TiBor

A véges testek elméletének alaptétele a kovetkezé harom
allitast tartalmazza:

. Egy véges fest elemeinek szdma mindig torzsszamhatvdny.
Il. Bdrmely p" torzsszdmhatvanyhoz van p" elemii test.
HI. Két p" elemii test mindig izomorf.

Ez a tétel 1ényegében az OUsszes véges testet meghatarozza.
Ha még figyelembe vessziik, hogy WEDDERBURN nevezetes tétele
alapjan barmely véges ferdetest sziikségképpen kommutativ, az
alaptétel egyben az Osszes véges ferdetest leirdsat is szolgaltatja.

A véges testek elméletének alaptétele mar VAN DER WAERDEN
uttor6 konyvének megielenése ota szerepel az algbrai tankonyv-
irodalomban, a tételre adott bizonyitasok azonban tobb-kevesebb
eldismeretet igényelnek a testelmélet korébol.'! A jelen dolgozat
célja az alaptétel egy olyan bizonyitdsanak bemutatisa, amely
csupdn az algebra legéltalanosabb fogalmainak és e fogalmakra
vonatkozd legelemibb tételeknek . ismeretét tételezi fel” tehat test-
elméleti tanulmanyok nélkiil is megértheto.

A tétel bizonyitasa:

* Jelen dolgozat a szerzd egy posthumus cikke, amelyet a fennmaradt
Teljegyzések alapjan Kertisz Anpor rendezett sajté ala. :

1 Lasd pl. van per WaerpeN, Moderne Algebra 1. (harmadik kiadas),
128—131. old.; Boursaki, Algébre, Ch. V. 168—169. old.; Birknorr—MAcLANE,
A survey of modern algebra, 428—431. old.; Pickert, Einfithrung in die hhere
Algebra, 191—194. old.; Repei, Algebra 1., 437—441. old., stb.-

2 Pontosabbau felhasznaljuk a komplex szamok, kozelebbrol az egység-
gyOkok legegyszeriibb tulajdonsagait, a csoport, gyfird, test fogalmat, s ezek
elméletébol a legelemibb tételeket; igy pl. a testelméletbdl azt, hogy testben
algebrai egyenletnek legfeljebb annyi megoldasa van, mint a fokszam, a gyfirfi-
elméletb6l a normalis osztalyozas elvét, az idedl és a maradékosztalygyfirii
foga!m;’l‘t! s hogy egységelemes gyiir(i esetén ez utdobbi test, ha az idedl
maximalis.



]

Nyilvanvalo, hogy a K véges test ¢ egységelemének additiv
rendje egy p torzsszam, s ekkor ugyanez all K barmely ==0
elemére is. Ha most « olyan eleme K-nak, amely az 0Osszes
ks(k=0, 1,..., p—1) elemektdl kiilébnbozik, akkor az ©sszesen
P szamt
(1) ketla (k=0,1,...,p—1;1=0,1,..., p—1)
elem is mind kiilonb6z6. Egy

ket-lhe=hket+Lae (I=F1L)
relaciobol ugyanis -
(2) (h—L)sa=(ks—k;) ¢
kovetkeznék, s mivel O < |/,—/ | < p, létezik olyan f egész szam,
amelyre t(l,—5L)=1 (mod p). A (2) egyenletet {-vel szorozva

(C:t(kg—“k])f :

adodik, ami nyilvanvaléo ellentmondds, minthogy e« feltevésiink
szerint nem ks alaki. Ha még az (1) elemek sem meritik ki tel-
jesen K-t, akkor hasonldan adddik, hogy K-nak legalabb p* szamu

kiilonboz6 eleme van, s. i. t. Ennélfogva K 0Osszes elemének szama
csak p hatvanya lehet.

Tekintsiik az
XV § =10
egyenletnek elegettevd ¢, — e, e, =¢a?,..., ¢, —a" =1 (r=p'—1)
egységgyokoket; ezek raciondlis egész egyiitthatoju
(3) S=aqe,+ - +a,a,

kombinaciéi a komplex szdmok egy R részgyiiriijét alkotjak. Ter-
mészetesen R valamely eleme toébbféleképpen irhaté (3) alakban.
Nyilvanvald, hogy pR, azaz az R gyfiri osszes pg (8€ R) alaki
elemeinek halmaza idedlja R-nek, s ezen idedl szerint R véges
szaml maradékosztalyra esik szét. Ennélfogva van R-nek olyan /
maximdlis idedlja, amelyre

4) PREICR.
Ekkor az R// = K gyfirii véges test.
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K legfeljebb p* elemii. R tetszoleges (3) alatti elemére ugya-
nis érvényes (4) miatt’ hogy

8 =a,ed + -+ +a.h (mod 1)

" =ae + -+ aaf =aee,+--- a0, =g  (mod /).

Ennélfogva K mindegyik eleme eleget tesz az x*"—x =0 egyen-
letnek s ennek a K testben legfeljebb p” megoldédsa van.

Megmutatjuk maésfel6l, hogy a
05y e G

elemekkel reprezentalt maradékosztalyok csupa kiilonbozd elemei
K-nak, amely tehat pontosan p" elemii test. Az mindenckel6tt vi-
lagos, hogy «.==0 (mod /), mert abbol, hogy «,=0 (mod /), az
kovetkeznék, hogy «;—1=0 (mod /), ez viszont nem lehetséges,
mivel az R gyfirli / (==R) idedlja nem tartalmazhatja a gyfirii
egységelemét.

Ha masrészt ¢, = ¢, (mod /) (u, v természetes szamok é€s
r =r—1), azaz ¢"=e"*"(mod /) allana, akkor ebbdl

kovetkeznék, tekintve, hogy «==0(mod /) és R/I test. Hogy ez
lehetetlen, a kovetkezoképpen adddik: Legyen » €s r legnagyobb
kozos osztdja d: (v,r)=d, tovdbbd r—=r"d. Mivel 1 = v =r—1,
tehat «'==1), a geometriai sor Osszegképlete alkalmazhato, s igy

O=ea'+& |- fe'"=r" (modl).

Tovabba 1’ |r=p"—1 alapjan (p, r’)==1, van olyan s egész szam,
amelyre p|sr’—1. Ebbdl viszont

‘=0 és p= 0(mod /)

miatt 1=0 (mod /) ad6dnék, ami nyilvan ellentmondas.

A nyert eredmény tigy is fogalmazhat6, hogy a (p"—1)-edik
egységgyok-vektorokra (az eleve értelmezett kozonséges szorzason
feliil) lehet egy Osszeadasi miiveletet értelmezni oly médon, hogy
e vektorok a zérusvektorral egyiitt testet alkotnak. Erdekes és szép

3 Pontosabban itt azt hasznaljuk ki, hogy a & p-edik hatvanyanak kifej-
tett alakjaban az aPe? tagok kivételével valamennyi tag egyiitthatéia p-vel
oszthato, tehat az ilyen tagok mod/ zérussal kongruensek, tovabbé, hogy
barmely a-ra a” = a (mod p).
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volna egy attekinthetd, szemléletes geometriai értelmezést adni
ennek a ténynek.

A 1L bizonyitasaval kapcsolatban érdemes még hangstilyoz-
nunk, hogy a konstrukcié nyilvanvaloan mutatja azt, hogy a K test
multiplikativ csoportja ciklikus. 5

11

Az el6bb konstrudlt p* elemfi testet tovabbra is K-val jelolve,
legyen L tetszbleges p" elemii test. Annak megmutatdsa céljabol,
hogy L izomorf K-val, induljunk ki abbdl, hogy a K test K~
multiplikativ csoportjanak « generatorelemével ¢, ¢, & ..., @"!
linedrisan fiiggetlenek a raciondlis egész szdmok egyiitthatdtarto-
manyara nézve. (Mostantdl kezdve feliilhtizott vonallal azt az [/
szerinti maradékosztalyt jeloljik, amelybe R illet6 eleme esik;

=1 a K test egységeleme.) Ha ugyanis fennallna egy
bet+bag+-- +bra*=0 (ba*==0, 1=k<n)

relacid, akkor ebbdl «"=5b} e’ '--... J-bje adodnék, ami felte-
vésiinkkel ellentétben azt jelentené, hogy K elemeinek szama leg-
feljebb p*.

Mar most az ¢, ¢, &% ..., @"! elemek igy kimutatott linedris
fiiggetlensége miatt X minden eleme pontosan egyszer eléall
CE¢+Ca4 -4 1@t 0O=¢=p—1;j=0,1,...,n—1) alak-
ban, tigyhogy

(5) =@ e - age.

A K és L testek izomorfizmusanak igazolasa' céljabol az eddigiek
alapjan nyilvan elegendd azt megmutatnunk, hogy L tartalmaz
olyan o elemet, amelyre

(6) Ot =—q, 10"+ ... Lao-Fays
érvényes, L egységelemét &'-vel jelolve.
Jeloljiik az x"—a,_,x""'— ... —a, polinomot f(x)-el. Az osz-

tasi algoritmussal meghatdrozunk olyan g(x) és legfeljebb (n—1)-ed
foka h(x) polinomokat, amelyekre

(7 xr't—1=f(x)g(x) + h(x)
azonosan teljesiil. Ekkor fennall

0=’ —& = f(@)g () h(a)
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is, ahol természetesen f(«), g(«), h(e) ugy értelmezendd, hogy a
szerepld polinomok konstans tagjat ennek e-szorosaval helyettesi-
tettiikk. Legutobbi egyenletiinkb6l (5) figyelembevételével h(e) =0
adodik, amivel megmutattuk, hogy a /A(x) polindm valamennyi
egyiitthatéja p-vel oszthatd. Ennélfogva az L test barmely o, ele-
MEre.4s: + -~
(8) hi(0) =0,
ahol most értelemszeriien /1(x) konstans tagjat annak &-szorosével
potoljuk. Mivel az L test barmely 0, 50 elemére

()‘5:”;1__‘;,-':::
(7) és (8) alapjan azt nyerjiik, hogy f(9:)g(d:) = 0. Ennélfogva L
barmely 0, 4 0 elemére vagy f(d:)=0, vagy g(d) =0. Az utébbi
azonban csak (p" ')-nél kevesebb elemre kovetkezhetik be, mert a
2(x) polinom fokszdma p"—1—n. Igy kell lennie L-ben olyan
0, =0 elemnek, amelyre f(J)—0, azaz (6) teljesiil. Ezzel célun-
kat elértiik. 4 .

Megjegyzés. A bizonyitasbol nyilvanvalo, hogy az f(x) poli-
nom mod p irreducibilis. Megmutattuk tehat, hogy barmely n ter-
mészetes szamhoz taladlhat6 mod p irreducibilis n-ed fokt polinom.
A p" elemii test konstrukcidja a gyakorlatban egy ilyen pelinom
kikeresése utjan torténhetik.

Lassupk erre egy egyszerli példat: Legyen p—>5, n—2. Az
f(x)=x*+x-+1 polinom (mod 5) nyilvanvaléan irreducibilis.
Az f(x)=0 egyenlet egyik gyokét o-val jelolve a 25 elemii véges
test az Osszes k-tlo (k, 1=0,1,2,3,4) alakit szdmok halmaza,
ahol az Osszeadds ¢és a szorzds miivelete a kozonséges Osszeadas
és szorzds azzal a megjegyzéssel, hogy a miivelet elvégzése utan
mindig a mod 5 legkisebb nem negativ maradékra redukdlunk.

INEMEHTAPHOE JIOKASATEJIbCTBO OCHOBHOW TEOPEMBbI /114
KOHEYHBIX ITOJIEW*

T. Cene

B nacrosiuein padore A0KasbiBaCTCH CAEAYIOLIAsi U3BECTHAS Teopema:
Yuca0 27AEMEHTOB KOHEYHOrO MOJS SIBJISIETCSi CTENEHbIO MPOCTOro Yucia.
Jasi m060ro mpocToro 4uciaa p u Ad0ro MNOIOKHUTENLHOrO LeJ0ro Yucna n

* Hacrosimag pabora seasietcss nocmerpuoi. M2 sanmcox arropa cocra-
i ee A. Keprec. ;
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CylecTsyer KOHEYHOE 1n10Je, COCTOSAUEE H3 Pn SJIEMEHTOB. Jloobie ABa KOHE4Y-
HblE 1OJIsd C OAHHAKOBBIM 4YHCJOM JJIEMEHTOB H30M0p(t)Hb!.

[pocroe 10ka3aTesLCTBO OMHPAETCS TOJNBKO HA Camble OOIUME MOHSTHS
anredphl | MPOCTEHIHe TEOPEMbl OTHOCSIIHECS K HHM.

AN ELEMENTARY PROOF OF THE FUNDAMENTAL THEOREM
FOR FINITE FIELDS*

by T. SzeLe

There is given a proof of the following well known theorem:

The number of elements in a- finite field is a power of a prime. For
any prime p and positive integer n there exists a finite field with p» elements.
Any two finite fields with the same number of elements are isomorphic.

The proof is simple and makes use only of the most general concepts
of algebra, and of the simplest results concerning these.

* The present paper is a posthumous one, arranged for publication
rom the author’s notes by A. Kerresz.

S



Kérvonalzéval végezhets szerkesztésekrol

TeksE KALMAN

Korzd és vonalzo korlatozott hasznalataval végezhetd kvad-
ratikus geometriai szerkesztések vizsgalatival régota foglakoznak.
Kb. 1000 évvel ezel6tt a hires arab matematikus ABUL VAFA
(940—998) mar konyvet irt a vonalzdval és adott nyilasszogii kor-
zOvel végezhetd szerkesztésekrOl. Késobb a XVI. szdzad olyan
kivalé tuddsai, mint DAL FERRONE, TARTAGLIA, CARDANO, BENE-
DETTI, LEONARDO DA VINCI és a hires német fest6: ALBRECHT
DURER foglalkoztak e kérdéssel. Cardano irja egyik konyvében,
hogy Dal Ferroneval egyiitt Euklides o0sszes feladatit meg tudja
szerkeszteni vonalzéval és adott nyilasi korzével. Es e kérdések
irdnt az érdeklodés egyre fokozddott. -

Az ilyeniranyl kutatdsoknak nagy Iokést adott STEINER 1833-
ban megjelent munkaja,' melyben kimutatta, hogy minden olyan
szerkesztés, mely korzével és vonalzoval elvégezhetd, pusztan
vonalzéval is végrehajthato, ha ismeretes a sikon egy kor a kozép-
pontjaval. S6t, mint F. SEVERI és elemi uiton OBLATH RICHARD is
bebizonyitottdk,” a szerkesztések elvégzéséhez egy teljes korvonal
helyett elegend6 annak barmilyen kicsiny adott ive is, ha ismere-
tes a kozéppontja. Ehhez kapcsolodott E. Weiss dolgozata,” mely-
ben megmutatta, hogy a Steiner-féle szerkesztésekben a sik oc”
szamti sugarsora helyett elég négy sugdrsor is a feladat megolda-

! J. Stever: Die geometrischen Konstruktionen, ausgefiihrt mittelst der
geraden Linie und eines festen Kreises. Ostwalds Klassiker. Nr. 60., 1896.

2 F. Severi: Sui problemi determinati risolubili colla riga e col com-
passo. Rendic. Circ. Mat. Palermo 256—263. o. 1904.

R. Osrith: Bemerkungen zur Theorie d. Geom. Konstr. Monatshefte
Jf. Math. u. Phys. 26. 1915.

Az alapkor tovabbi korlatozasara és bovebb irodalomra vonatkozélag lasd:

OstAtn R.: Adalék a geometriai szerkesztések elméletéhez. Mat. Lapok
2. 219—221. o. 1951.

8 E. Weiss: Konstruktionen mit héngenden Linealen. Deutsche Mathe-
matik. 6. 3. 0. 1941.

17 Matematikai Lapok
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sahoz. Munkajaban feltételezte, hogy a sugarsorok tartéja koziil
harom egy egyenesbe esik, a negyedik az egyenesen Kkiviil van, és
beléle az alapkorhoz htizhato érintk talppontjai adva vannak.

Misrészr6l G. MOHR (1672) és L. MASCHERONI (1797) mun-
kaikban egymastol fiiggetleniil bebizonyitottak, hogy csupan korzf-
vel is elvégezhetd minden kvadratikus szerkesztés. Feltételezték
azonban, hogy tetszés szerinti nagy sugarti kor is rajzolhato. K.
YANAGIHARA japan matematikus azt is bebizonyitotta," hogy korzo-
vel és vonalzoval elvégezhetd szerkesztések akkor is végrehajthatok
pusztin korzovel, ha nem tudunk tetszélegesen nagy vagy Kicsiny
koroket rajzolni, hanem csak olyanokat, melyek o sugarara fennall
az r = 0 = R egyenldtlenség, ahol R > r elore megadott nagysagu
szakaszok.

JOHANNES HJELMSLEV vizsgdlat ald vette azokat a szerkeszté-
seket, melyek pusztin egy konstans R sugari korzével illetve
éremmel végezhetOk el.” Dolgozatdban feltételezte, hogy egy korhoz
adott pontjaban az érintdkor is megszerkeszthetd. Ezzel az eszkoz-
zel persze nem minden, de mint késébb latni fogjuk igen sok kvad-
ratikus szerkesztés elvégezheto.

HJeELMSLEV dolgozatédban felvetette azt a probléméat, hogy hason-
l6an HILBERT-nek a vonalzé és ,Streckeniibertrdger” segitségével
végzett szerkesztésekkel foglalkozd vizsgalataihoz, milyen szerkesz-
tések végezhetdk el korvonalzoval és ivlemetszével? Ez utobbi tgy
értend6, hogy lemetsziink barmely ivet, amely a korvonalzon meg-
jelolhetd. E dolgozat célja az ilyeniranyu vizsgdlatok folytatasa.

Feltessziik, hogy adva van a sikban mozgathatdé R sugari
korvonalzo, melyen tehat megjelolhet6k pontok és olyan ivek,
melyek végpontjainak tavolsaga 2R-nél kisebb. Pl. az R sugart
korvonalzéval 2 R-nél rovidebb hosszlisagt szakasz felmérhetd egy
adott egyenesre annak egy adott pontjabol. Bebizonyitjuk a kovet-
kez6

TETELT: Minden olyan szerkesztés, mely korzdvel és vonalzo-
val elvégezhetd, végrehajthato egy R sugari kirvonalzoval is, ha
adva van a sikban két sugdrsor, melyek tartéinak tdvolsdga 2R.

A bizonyitasban felhasznaljuk Hjelmslev kovetkez6 eredményeit
(1.—4.), melyek abban az esetben érvényesek, ha a tekintett A
és B pontok tavolsaga kisebb 2R-nél és a szerkesztéseket egy R
sugarti korvonalzdval végezziik:

4+ K. YanaciHara: On  Limited Mascheroni Geometrical Constructions.

The Tohoku Math. J. 34. 89 1. 1931.
\ 5 J. Hyermsiev : Konstruktioner ved Passer med fest indstelling unden
Brug of Lineal, Mathematisk Tidsskrift. A. 1938. T7—85. o.
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1. Megszerkesztheté‘az R sugaru k kor egy ftetszleges A
pontjanak diametridlisan ellentettje, melyet a k kor A és egy tet-
szbleges B pontjan atmend k, kor B pontbeli ki érintbkore metsz
ki /-bol.

2. Megszerkeszthet az AB tavolsag tetsz6leges tobbszorose.

Az AB egyenesen B pontbol AB tavolsigra levé masik pont
ugyanis, az A és B pontokon atmené két R sugari kor két B
pontbeli R sugari érint6korének masik metszéspontja. Ezen eljaras

k-szoros ismétlésével AB szakasz (k-I-1)-szeresét kapijuk.

3. Az AB egyenesre barmely végpontjan keresztiil meréleges
szerkeszthet0. Legyenek az A és B pontokon atmend k, és k, korok
B pontbeli érintékorei rendre ki és k3. Akkor a ki és k. korok C

metszéspontjat és B-t dsszekotd egyenes merdleges AB-re.

4. Az» AB tavolsag onmagaval parhuzamosan eltolhato 1gy,
hogy az A pont egy tetszbleges (A és B pontoktél 2R-nél kisebb
tavolsagu) adott C pontba keriiljon; vagy mas szavakkal: egy R
sugari k kor eltolhaté tigy, hogy egy A pontja adott C pontba
kertiljon.

1. dbra 2. dbra

Az A és C pontokon atmend R sugara k, €s k, korok met-
szik az adott k kort még két pontban. Jeloljiikk e két metszéspon-
tot Ci-el és Cy-vel (lasd: 1. abra) A keresett & kor a C, C, és C,
pontokon atmené R sugari kor.”

¢ Lasd még: L. Biesersacn : Theorie der geometrischen Konstruktionen.
Basel. 1952. 38—39. o.

17
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5. Barmely C pontnak, melynek tavolsiga A és B pontoktol
kisebb, mint 2R, megszerkeszthetd az AB egyenesre vonatkozd
tiikorképe. .

Jeloljiikk az A és B pontokon atmend két R sugari kort k
¢s k'-el. Az A és C pontokon atmend R sugarti kor M pontban

metszi k-t (lasd 2. abra). AM ivet &' kor megfeleld ivére A pont-
bol felmérve kapjuk az M pont AB egyenesre vonatkoz6 tiikor-

képét: M’ pontot. A korvonalzo segitségével az AC ivet A pontbol
az A és M’ pontokon atmend R sugarti kor megfelel§ ivére felmérve
éppen C keresett C tiikorképét kapjuk.

6. Ha A és B pontok tavolsiga nem nagyobb 2R-nél, akkor
egy R sugaru korvonalzoval megszerkeszthetd az AB szakasz felezo-
pontja, ha ismeretes a sikban két sugdrsor, melyek tartomak tavol-
saga 2R.

Az A és B pontokon atfektetett korvonalzd segitségével AB
szakaszt onmagaval parhuzamosan eltoljuk tigy, hogy pl. B pont
az egyik sugdarsor M, tartdjaval essék egybe, majd (M.-vel jelolve
a masik sugarsor tartojat) M.A-t ugy, hogy M, az M, ponttal essék
egybe. Ha_ AB nem parhuzamos M, M,-vel, akkor igy egy paralle-
logrammat kapunk, melynek egyik atlojat AB-t a masik felezi. Ha

AB parhuzamos M, M.-vel, akkor AB-t M, koriil tetszbleges @ ==k
sl 2rx) széggel elforgatva felezdpontja a fentiek szerint szer-

keszthett, melyet visszaforgathatunk A B-re.

7. Az elébbi két szerkesztés segitségével megszerkeszthetjiik

olyan C pontnak az AB egyenesre valo merdleges vetiiletét, melyek
tavolsaiga A és B pontoktdl kisebb 2R-nél.

1. Ezek segitségével bizonyitjuk a kodvetkezot:

Adva két a és b egyenes két-két pontjdval A, és A, illetve
B, és B, pontokkal. Ha A, és A, illetve B, és B, pontok tdvolsdgai
kisebbek, mint 2R, akkor ezen egyenesek metszéspontja egy R sugarti
korvonalzoval megszerkeszthetd, ha a sikban adva van két olyan
sugdrsor, melyek tartdinak tdvolsdga 2R.

BizoNviTAS: Jeloljiik az egyik sugarsor tartojat M,-el, a ma-
sikét M,-vel. Eltoljuk pontrendszeriinket dbnmagaval parhuzamosan
ugy, hogy pl. B, pont az M, pontba keriiljon. Megszerkesztjiik
M, pont merdleges vetiiletét az a egyenesre: az A; pontot.

M, A;-at M koriil elforgatjuk tgy, hogy M.,-nek az elforgatott
egyenesre esO vetiilete éppen az A,-nak megfelelo A: pont legyen.
Ehhez A, és M, pontokon atfektetett R sugarti k& koron megijeloljtik

-
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az M, pont diametralisan ellentettjét: C pontot, & kornek a b egye-
nessel (B;B.-vel) val6 B, metszéspontjat, valamint Aj-at (lasd 3.
abra). Most k-t olyan &’ helyzetbe hozzuk, hogy B, pontja helyben

maradjon, C pedig M, pontba keriiljon. Az igy kapott M,Aj valo-
ban merbleges AsM.-re azaz A;M> az a egyenes M, pont Koriili
a' elforgatottja; Bs pont Bj elforgatottja és M, altal meghatarozott
b’ egyenes b egyenes elforgatottia. igy az @’ és b egyenesek N’
metszéspontja az a €s b egyenesek M metszéspontjanak elforga-
tottja. Az M, N’ tavolsagot M, pont koriil visszaforgatva a b egye-
nesre, az egyenesek /N metszéspontjat kapjuk.

5/

3. dbra

Il. Az L. szerkesztés felhasznalasaval most mar kéf-két tetszés-
szerinli A,, A, és By, B, pontokkal adott a és b egyenesek metszés-
pontja is megszerkeszthetd. Ehhez alkalmasan siiritjiik az egyenesek
pontjait a kovetkez6 eljardssal:

Pl. az A, és A, pontok megfelel6 kornyezetében vegyiink fel
egy-egy P, és P, pontot ugy, hogy A,P, és A,P, egyenesek Q
metszéspontja méar az I. eljardssal megszerkeszthetd legyen. gy az
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* A,Q egyenes és vele egyiitt az A, pont is eltolhato Gnmagéaval

parhuzamosan ugy, hogy az egyenes A, pontja M,-be Kkeriiljon.
Jeloljiik As pont 1) helyzetét As-el. Ekkor a sugarsor M,A$ egye-

nesén tetszésszerint siirithetjiik a pontokat, melyeket az A, 1, A, egye-
nesre visszatolva, most mar az . szerkesztés vegreha;tasahoz alkal-
mas siirfiségfi pontsorozatot kapunk.

llymoédon tehat két sugdrsorral (melyek tartéinak tavolsdga
2R) és egy R sugarti korvonalzdval helyettesiteni tudjuk a sikban
szabadon mozgathaté vonalz6t; azaz a fentiekkel elvégezhetd min-
den vonalzdval végrehajthatd szerkesztés.

I[II. A bevezet6ben emlitett Steiner-féle szerkesztések felhasz-
nalasaval azonban a korzdvel és vonalzoval végrehajthat6 szerkesz-
tések pusztan vonalzoval is elvégezhetdk, ha ismeretes egy alapkor
kozéppontjaval. Esetiinkben adva van egy R sugarii alapkor kozép-
pontjaval egyiitt, II. alapjan pedig az R sugart korvonalzoval és
két sugarsorral (melyek tartéinak tavolsaga 2R) minden vonalzoval
elvégezheto szerkesztés végrehajthato. igy a Steiner-féle szerkesz-
tések felhasznéldsaval ezekkel minden korzével és vonalzoval elvé-
gezhetd szerkesztés is végrehajthato, amivel allitdsunkat bizonyitottuk.

A fentiekkel kapcsolatban megjegyezziik, hogy OBLATH RICHARD
idézett, a Matematikai Lapokban megjelent dolgozatiban felvetette

a sériilt éremmel valo szerkesztések gondolatat is.

Allitdsunk akkor is igaz, ha korvonalzonk sériilt (azaz nem
tudunk teljes kort rajzolni), sot elég a korvonalzonak bdrmilyen
kicsiny adott ive is a fenti szerkesztések végrehajtdsahoz. Ugyanis
az 1.—T7. segédszerkesztések akadalytalanul végrehajthatok ezzel,
ha a szerepl6é pontok olyan kozel vannak egymashoz, hogy kor-
vonalzonk barmely — a szerkesztésekben felhaszndlt — pontparon
atfektethetd. 1. bizonyitdsa is teljesen hasonléan elvégezhetd. Ehhez
megijegyezziik, hogy M, és M, pontokon keresztiil gy fektetiink at
R sugarti kort, hogy M, ponton keresztiil olyan egyenest htzunk,
melynek tavolsdga M,-t6l kisebb, mint korvonalzénk adott ivéhez
tartozo harjanak hossza. Megszerkesztjiik M, pontnak erre az egye-
nesre esd vetiiletét. M,-en és e vetiileten atmend korvonal atmegy
M, ponton is. Ezekutan II. és IIL allitasai valtozatlanul érvényesek.

Megemlitjiik még, hogy lll-ban a Steiner-féle szerkesztések-
hez nem sziikséges a teljes koriv kirajzoldsa. Ugyanis K. Yanagi-
hara bebnzonyltotta hogy minden kvadratikus szerkesztés elvégez-
heté pusztin vonalzdéval, ha ki van rajzolva két egymast metsz6

© K. YavaciHara: Note on the construction Problems in Elementary
Geometry The Tohoku Math. j. 24. 125—127. o. 1925.



(barmilyen kicsiny) adott koriv, vagy harom nem egy korsorhoz
tartozd olyan kor tetszblegesen kicsiny adott ivei, melyeknek nincs
kozos pontjuk. :

- O NOCTPOEHUAX, NPOU3BOAMMDBIX [MPY ITOMOLLNA
KPYTJIOM JIMHEVWKH

K. Texwe

B nanHOil CTaThe AAETCH JL0KA3aTEAbCTBO CIEAYIOLIEH TEOPEMbI :

Kaxaoe nocrpoexne, npoM3BOAUMOE HPH TMOMOIM LUPKYAS M JHHENKH,
MOKHO TIPOM3BOJNTH TAKKE MOCPEACTBOM KPYIJION JuHelikn ¢ pajmycom R, ecim
B MJIOCKOCTH MMEIOTCH 2 fiyyka jy4eil, UEHATPHI KOTOPHIX HAXOAATCS Ha pac-
croaunu 2R,

[op, HasBauueM Kpyriasi JMHEHKA aBTOPHl TMOAPABYMEBAIOT KPYrayr
NJIAaCTHHKY, 110 OKPY)KHOCTH KOTOPOif MOXHO HAHECTH OMpEe/eneHHbie Ayru.

UBER MIT KREISLINEAL DURCHFUHRBAREN KONSTRUKTIONEN
von Kalman Tekse

Obige Arbeit beweist den folgenden Satz : /

Jede Konstruktion, die mit Zirkel und Lineal durchfiihrbar-ist, kann auch
mit Hilfe eines Kreislineales vom Radius R ausgefiihrt werden, wenn in der
Ebene 2 Strahlenbiischel gegeben sind, deren Trdger sich im Abstand von 2R
befinden.

Unter Kreislineal verstehen wir eine Kreisplatte, an deren Umfang
gegebene Bogen angetragen werden kdnnen.



A Markov-féle szamokrol
Fiv Arpip

MARKOV lanctortek segitségével bebizonyitotta a kovetkezo té-
telsorozatot: Ha & és 7, x és y-ban valosegyiitthatés homogén li-
nearis formak determinansat A4-val jeloljiik €s m-el jeloljok a &g
szorzatok abszolit értékének alsé hatarat, midén (x,y) befutja az
Osszes egész értékparokat, kivéve a (0,0) helyettesitést, vagyis

m= inf |E(x,y)n(x, )|

(,)%0,0),
egészek
akkor:
=14
~ V5

+Egy unimoduldris egészegyiitthatos helyettesitéstol és egy
konstans szorzotol eltekintve egyértelmiien meg vannak hatarozva
azok a formdk, melyekre :

m 1 m 1 m 5

4 V5 T4 27214 T2
egyenloségek koziil az egyik all; és nincsenek olyan formak,
melyekre

m l_l\nL\l 1\/&\5

V95 " "2 2 4 Y
egyenlotlenségek koziil valamelyik allna.
AZ ot ﬁlrv L
e S o TR
szigoruan csokkenve tartanak az 1/3-hoz. Ez a tételsorozat veti fel
annak az M halmaznak a vizsgalatat, melyre z € M akkor és csak,

g e

az un. Markov-féle szamok, melyek

akkor, ha vannak olyan & # formdk melyekre 2 % A

kovetkezOkben be fogom bizonyitani, hogy



1° M zart.

2° A fent kiirt Markov-féle szamok kozotti hézagok létezé-
sét.

3° A szamegyenesen az 1/3 alatt is van olyan szakasz,
melyben nincs pontja M-nek.

Megjegyzések.
0€M, mert a E—x, z,—_yformakra inf |En|<|8(1,0)7n(1,0)|=0

tehat m =0, és |d|=1 ezért 7: 0. Olyan formdkra, melyekre

m=-0 szokasos az m—1 feltevés, a kovetkezo tétel alapjan: Ha z € M,
¢s z==0, akkor nem csak olyan & » formdk vannak, melyekre

m oo Ak i 2 -
T = 2, hanem olyan &, 7' formak is, melyekre m’— 4] o
{4 S

Nyilvan a § = T E esaz = formak teljesitik a kovetel-
ményt.

1° M zart. Vagyis ha 2z, —2z midén n— o és 2z, € M akkor
ZEM.

Bizonyitds: Ha z--0 akkor az el6z6 megjegyzés alapjan
OEM Feltehetd, hogy 2--0, akkor elég nagy indextdl kezdve

2. >~ >0. A sorozatnak csak ezzel a részével foglalkozzunk.

2
2, €M és z,--0 tehat az el6z6 megjegyzés alapjan vannak
olyan §,, n, forméak, melyekre inf |&,2,| =1 és |71l =2, - NEL 0y

egész helyeken felvett értékkészlete a &,, 1, koordinatarendszerben
abrazolva egy szabalyos pontracsot alkot, melynek pontja az origd
is és az alapparallelogramma teriilete |zI,,| A bizonyitas alapgon-
dolata az, hogy a &,, n. formakat alkalmas alakra hozva, a hozzajuk
tartoz6 rdcsokbdl mindig kivalaszthaté egy alapparallelogramma,
melynek élvektorait egy n-t61 fiiggetlen korlat ald tudjuk szoritani,
igy ezek sorozatiabol kivalasztva egy konvergens részsorozatot, en-

nek hatarértéke olyan racsot allit el6 melyre R s igaz lesz.

||
Mivel inf [§,%,/—1 van oly (x,l,yn)%(O 0), egész értékpar,
h(),‘.,y *&n(xn;yn) ']n(xn;yn)l 1<¢&,<2 és ¢—0 midén n— o x,

és y, relativ primek, mert ha (x,,y.)=—d = 2 volna', akkor az

1 Itt a zardjel a legnagyobb kdzos osztdt jeldli.
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lx és 2 egész értékparnal
d n d yn -3 g p

s [ 20 28], (Ly) Bl e
Sn ( d d : T } d d d’? ‘b”(x”’y”) tin (X,;,}’n)i e 4

volna, ami inf |§7,|=1 miatt nem lehet.

Tl

1. dbra

gn(xu; yn):#:o és ’1ll(xn;yn)=%:0; mert )‘_&n)hclé 1, ezért 1 és
az eldjel alkalmas valasztasaval elérhet6, hogy a & = + 4§, és

i :%—;;,, formakra® &,(x., ¥u) = 17 (Xn, Yn) =@, > 0 és az Gj for-
makra is |4,| = |4,| és a szorzat abszolit értékek értékkészlete
nem valtozott, &%, | —|&,.2,| minden x, y-ra, tehat

H ’ r‘ L4 1
inf | & | =1 és VARG

!

Mivel (x,, y.)=1', a &,, 1, racsban az 0_131 (a., a,) valaszthato
alapvektornak. Azok a racspontok, melyek vele egyiitt egy alap-

2 Ebben és a kjvetkez6 bekezdésben n rogzitett.
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vektorrendszert alkotnak, az OP-el | 4] teriiletii racsparallelogram-

mét kell hogy elédllitsanak, ezért az orig6tél O 7 — Ll tavolsagra

anl 2
haladd, OP,-el parhuzamos egyeneseken vannak €s az egyik
egyenies mentén az egymadstol mért tavolsaguk OP, = a,)/2. Tekint-
siik az egyenesek koziil a §—» = O félsikban fekvodt, ezen bizto-
san van egy P, racspont az origonak erre az egyenesre esO® T

. talppontjanak dy) 2

sugartt kornyezetében, vagyis P, a |§-+7|=a,
tartomanyba esik. Erre a P.-re a hdromszog egyenl6tlenség alapjan:

CusiT el S S
o | o AL il

OP, = OT+TP,= -0 +a. 5

A O=a—1<s <2 alapjan 1=a> < 3 tehat OP, (@, @.)
I

Zn

korlatos, |4,|= = % és az elobbi egyenlétlenségek alapjan

— : 2 —> —>
O P, korlatos. llymédon az OP, és OP, alapvektoroknak megvalasz-

tasaval az x0$]+ yO.‘Is.l vektorok befutjak az ©sszes racspontokat
midén (x, y) végigfut az dsszes egész értékparokon. A racs ezen be-
futasahoz tartozo, a racsvektorok koordinatéit jelol6 formak legyenek
El(x,¥), 1 (x,¥). &/(1,0) =2 (1,0)=a. és &/(0, 1), 74/ (0,1) mint
az alapvektorok koordinatai korlatosak, ezért mint négydimenzios
pontsorozatb6l kivalaszthaté egy konvergens részsorozat. Ezek ha-
tarértékét alkalmas modon jelolve:
&(1,0) —&(1,0), 4i7,(1,0) — 7(1,0),
5‘;:1’1,(07 1) o 'E(l ) 0)7 ’l""p(ol 1) gxg v’l(O’ 1)‘
A E=E§(1,00x+E@O,1)y n=n(1,0)x+4n(0,1)y formakra
& —& n, — nrogzitett x,y mellett.
Ezekre a &, 1 formakra
£(1,0) = lim &’ (1,0)=lim a,, =1

v
Hgy> @ ny,>®

mert &, -0, ugyanigy
n(1,0)=1, tehat §(1,0)=n(1,0)=1
masrészt rogzitett (x, ) + (0,0) egészek mellett
[0 )0 )| = lim 500 9) ui (%, 9) [ =1
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tehat inf [£2 =1 és mert a determindns az elememek folytonos
fiiggvénye

o lim 7 B = lim 52y <
e Tl T
: m :
Vagyis z —=——‘ezért z € M. qu.r e d:

14|

Ezzel a bizonyitdssal a zartsdgon kiviil még specidlis for-
mak létezését is belattuk, amit a kovetkez6 tétel bizonyitasara
hasznalunk ki:

Annak a sziikséges ¢s elegendd feltétele, hogy z€M le-

gyen, az, hogy valasztva egy u, v koordinatarendszert, az u — -%
' I 1 ;
egyenesen, a — -5 = = v = -5 szakaszon, legyen olyan (u,, 1») pont,

2
hogy

o P8 Al
2 ('”L y) ‘Z 7
barmely (x,y), y==0 egészekre.
Sziikségesség bizonyitasa:
Z€M; legyen 2z,—z minden n-re, akkor teljesiilnek az 1°

tétel feltételei, hiszen z, — 2z és z,.e M. Ezért léteznek olyan &, ) for-
mak, melyekre

inf |E7]=|E(1,0)5(1,0)| =E(1,0) =n(1,0)=1 és

: =2
Idl '
A §(0,1) és 75(0,1) szamokra még £(0,1)—n(0, 1)=0 és
£(0, 1)-[-71(0 1) =1 is teljesiil, mert a levezetés soran a P,
(E"(O 1), 7/(0, 1)) pontrol mindig biztositottuk, hogy a E&—#n =0
|6+ n|=a, tartomanyba essék, és a,— 1, tehat ezek torlodasi
pontjara a fenti egye1116tlenségek allnak.

Bevezetve az u - %(‘E—r,),r ,,Lz(-_ng 7)) koordinatatranszforma-
ciot és a (§(0, 1), (0, 1)) pont &j koordinatait u,, v,-vel jelolve, az
1

el6z6 megjegyzés alapjan u, =0 és —% = 68 )

=1£(0, 1)—7(0, 1)| =24, miatt w,=

a kivant szakaszra esik.

R :
5, vagyis az (s, v5) pont
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Barmely (x, ),y =0 egészekre

(Y —(yoo+ %) | — |[x +y(t: + )] [x +y (e —w)]| =
=[§(x, )u(x, y)| = inf|Exn] =
mert u,-+ 1 =—§(0, 1) és v,—u, = (0, 1) tehat y*-tel osztva kapjuk
a kivant egyenldtlenséget.

Az elégségesség bizonyitasa:

Ha u,, v, teljesiti y==0 esetén az i(yu) —(et+x) =1
egyenlotlenséget, akkor y—0 esetén x==0 egészet véve az egyen-
I6tlenség szintén teljesiil. Bevezetve a E—=x-y(u,|}-n) 2 —
= X+ y(v,—u,) formdkat, ezekre ellendrizhetd, hogy m—1, és

1
=2,
|4 :

A 2° és 3° tétel igazolasa most mar konnyen adddik, ha
megkeressiik az u, » sikon rogzitett (x,y) egészek mellett az

“———(v+%) ‘i—* y]— hiperbdlaparokat. Ha ezek belseje teljesen
el i oy Ay I

lefedi az u :'—é';,'—**z == ——2—

nincs olyan pont, melyre a sziikséges €s elegendd feltétel telje-
stilne, ezért 2 M. Mivel a hiperbélarendszer tiikris az u tengelyre,

szakaszt, akkor a szakaszon

elég ellendrizni, hogy a 0 = ¢ = —; szakaszt lefedik-e a hiperbdlak.

A 2. abrabol konnyen leolvashatd és a hiperbdldk metszés-
pontjainak meghatarozasaval a monotomtas miatt egysz_eru szami-

tassal ellen6rizhetd, hogy ha V:<Z vagyis u < —— akkor a
szakasz az " —(r—1)*| =1 hiperbdlaparon beliil van.

; /5 2
Tehat z¢ M. Ha ~--1:— < z<‘/,1:, vagyis 1—253 <u<|2 akkor a sza-

O=v= ;
kasz az |u"—(v--1)*| —1 hiperb6laparon beliil van. Tehdat z¢ M. Ha

4l 4 o iy vagyis [/2< u<@
/221 oz e 10

az }u-—(: +1)*| = 1, részben az ]u —-(: ——~—) %:
|
par fedl ezért zGM.

e akkor a szakaszt részben

1

P hiperbola-

Wi
ARENIS g
i



Hasonloan adodik a 3° tétel: Ha L <z < l,w <L
5 /13 23 3
13

vagyis |3 <u <,7_ akkor a szakaszt az |v*—(r—2)*| =1 hiper-
bolapar fedi, ezért zEM.

2. abra

Az abra egyben azt is megmutatja, hogy hol vannak azok
az (u,, v,) pontok, melyektdl varhatjuk a sziikséges és elegendc’i

feltétel teljesitését. Példaképpen megmutatom, hogy ok €M

o8 3
(&1
2

ATl =

1
szakaszon a » :—-7‘pont olyan hogy

( ]/]3) 13y’ —xy-+a? <1

(2H "J)‘

nem tel;esul egész (x,y)==(0,0) értékparokra, mert ez csak ugy
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lehetne, ha 3y°—xy--x* =0 lenne, vagyis a w*—w - 3 egyenlet-
2|
(B3T3 4 2l
elegendd feltétel teljesiil. poas

Az el6bbiekhez hasonlé mdédon M pontjai kozott tovabbi
hézagok kimutatdsa is lehetséges, mégis val6szinii, hogy vannak
olyan szakaszok, ahol M mindeniitt sfir{i, mikor is a zartsdg miatt
az egész szakasz M-hez tartozik. Mint utdlag szerz6é értesiilt,
MARCHALL HALLnak egy lanctortekre vonatkozo tételébol kovetke-
zik ilyen tulajdonsagti szakasz létezése.

nek volna raciondlis gyoke. Tehat

0O YUCJIAX MAPKOBA
A. ®Pan

B macrosimeil crathe PaccMaTPUBAETCH  MHOKECTBO AEHCTBUTEIbHBIX
uucen M, onpepenennoe ciaepyiouum 06pazom: z€ M TOrAa u TOMBKO TOTAA,
KOTAA CyLIECTBYIOT OfHOPOAHBIE uHeiinbie (opmer §(x, y), #(x,y) ¢ paeiicrpn-
TEJbHBIMH KOJ((pULUHEHTaMH, PH KOTOPBIX

72— ,}%” rae m==1inf |§2| (x, y) * (0,0)

>

u .4 onpepennrens &, 1.
Jlokazansl CAefyIoNe yTBEPHIeHNs :
1° M sB1deTCS 3aMKHYTBIM

\

1
2 epBasax , ==, =
M He nmeer 971€MEHTOB B OTKPBITBIX MHTEPBA (oo 5 J ( 7 212 )

b 1
‘2V§, l/221) (TeOpeMbl Maprosa. V5 2V2 1221

M3BECTHBIMH Tpemsi uncnamu Mapirosa.)

ABASIOTCS] MEPBBIMH XOPOIIO

).

1
3° M He nmeer HIEMEHTOB B OTKPBITOM HWHTEpBaje (2—1,?, /i

ON MARKOFF’'S NUMBERS
by A. Fay

Author examines a set of real numbers M having the following properties:
Z€ M if and only if there exist homogeneous linear forms &(x, y), 7(x, y)

with real coefficients for which z-— where m == inf |£4| over all integer

W’
pairs (x,y) + (0,0) and 4 is the determinant of &x.
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Stieltjesnek egy mitrixelméleti lemmajarél

Ecerviry Jeno

Jelolések :
a,b,c,... skalarok A* — transponaltja A-nak
a,b,e, ... oszlopvektorok |A| == determinansa A-nak
a* b* ¢¥ ... sorvektorok ‘ay, ..., a,> — diagondlis matrix
A, B,C, ... matrixok E=<L1,..., ) = egységmatrix

STIELTJES egy 1886-ban megjelent dolgozatidban' mint lem-
mat kozolte a kovetkezd tételt:

I. TETEL. Ha egy pozitiv definit kvadratikus alak mdtrixdnak
a fodiagondlison kiviili valamennyi eleme negativ, akkor ezen mdt-
rix reciprokdnak valamennyi eleme pozitiv.

STIELTJES megjegyzésének egy — nem sziikségképpen szim-
metrikus matrixokra vonatkozo — altalanositasat adta J. L Mosak®

és H. E. GOHEEN® egy lemmaban, amely kivetkez6képpen hangzik :
Il. TETEL. Ha egy mdtrixnak

«) valamennyi fominora pozitiv és
#) valamennyi eleme a fddiagondlison kiviil negativ, akkor
a mdtrix reciprokdnak valamennyi eleme pozitiv.

Mosak és GOHEEN teljes indukcidval bizonyitottak be allita-
saikat. Ebben a dolgozatban megmutatjuk, hogy a matrixok dia-

U T. J. Smievtjes, Sur les racines de l'equation X, —0, Acta Math.,
9 (1886), 385—400.

 J. L. Mosak, General equilibrium theory in international trade (Cowles
Comission Monograph, 1944), 49—51.

¢ H. E. Goueen, On a lemma of Stieltjes on matrices, American Math.
Monthly, 56 (1949), 328—329.

18 Matematikai Lapok
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dikus eloallitisanak segitségével‘~a II. tétel direkt uton bebizo-
nyithatd. !

Ha A kielégiti a 1. «) feltételt, akkor a,, >0 és a kovetkezé
azonossagot kapjuk :

G 8 1 ‘
%3 5 2
X ) @2 A 11 a2 ay,
— 4 . }y—— s, —
4 i : P au
21
(7 {5 M § /0 Qi :
0 0 i D IRcaa
0 Qu Q2| 1A Q|
Q2 A2 A (lzut
o Ciee Taee ol
ap an |0 A',
0 Qi Q2| | @iy a1, |
Jiis au‘l y2 | Ant azm';_

Konnyft beldtni, hogy az A’ matrix is kielégiti a II. tétel fel-
tételeit. Valoban, A’ féminorai szorzdsok és osztidsok segitségével
elvallithatok A fominoraival,® a fédiagonalison kiviili

an a;—anay; (i=Ei-i=2,122)
elemek pedig a Il. «) és ) feltételek kovetkeztében nyilvanvaloan

negativak.
Vezessiik be a

1 B
1 .
a an —ta
T ; . a2 ay
. = . y —1,—(K’...,El—]*]*[l,—“lvm,...,_‘“)],,]
L3 i
a.adq —Un1

jelolést és hangsulyozzuk, hogy ezen vektorok elsd elemei poziti-
vak, az 0sszes tobbi negativ.

~ - 4 L. még E. Ecervary, On a property of the projector matrices and its
application to the canonical reduction of matrix functions, Acta Sci. Math.
Szeged, 15.(1953), 1—6.

-7 E. Pascai, Die Determinanten (Leipzig, 1900), 38—41.
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Ugyanezt a redukcios eljarast A'-re alkalmazva, majd tovabb
folytatva, végill az A matrix alabbi diadikus elbéllitiséra jutunk :*

1
=il
A == —3';;1 [1,—1v1:,—wm, ...,—W]“]-}~
—;‘.nl
0
1
+qs —Us2 [O,l,—wﬁx,...,—W:.,]-F"‘-*-::
_;UIQA
1 0 -« 0 qIO e 0 1 —wp —wig - —wy,
i B OV e~ R0 i o
—|—m—en 0[]0 0 gz 0}, | s
Sy g o T e O ek T e | e R
o (E—_M) <(]!; vk (],,>(E—N),
ahol
Tk e et
g1 =Qu; g : .(I/‘;,} . ] 'UI.»I../.J! = y Dy ey N

és ahol valamennyi ¢, vi;, w; elem pozitiv.
Innen
A'—{((E—M)<qi,...,q. > (E—N)} '=
=(E—N)"<q1,...¢.>"  (E—M)".

A De M és N pozitiv elemekkel bird nilpotens matrixok, ugy-
hogy M"—0, N" =0 tehat :
' (E—M)'—E+M+ - +M"",
A'=EAN+-+" <" ", g DELMAE - M),

. Fenti kifejezés vilagosan mutatja, hogy A ' két. ellentétes
helyzetii és pozitiv elemekkel bir6 haromszogmatrixnak és egy
ugyancsak pozitiv elemekkel biré diagonalis matrixnak a szorzata,
kovetkezésképpen A~ valamennyi eleme pozitiv.

Rugalmasan kapcsolt részecskékbél allo rendszerek rugalmas-
sagi matrixdra vonatkoz6 néhany ismert eredmény azt sugallja,
hogy a II. tétel feltételei gyengébb feltételekkel helyettesithetok.

Példaul, ha a rendszer olyan, két végén rogzitett Kkorpusz-
kuldris hir, melyet egyenlé tomegii és egyenld kozokben elhelye-

18%
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zett n tomegpont alkot, akkor a megfeleld6 rugalmassagi matrix’
2—1 0:-0°

—1 2 -1 -.-0 :
(.) Anf—_ 0 _‘1 2 R O y IA\,:’:*:H'}‘I,

e

és a reciprokanak’

5 L0 (o 1(n—1) --- 1.2 1-1
s 1 lgn—l) 2(n—1) --- 2.2 2.1
A ::F—-i——_l 1 N—Z) 2([1——2) 32 31
1-1 2-1 - (n—1)-1 n-1

valamennyi eleme pozitiv. Ez az eredmény fizikailag mindenesetre
nyilvanvald, mint a folytonos hiirhoz tartoz6 Green-fiiggvény po-
zitivitasara vonatkozé 6l ismert tételnek finit analogonja.

A II. tétel egy altalanositasaként — mely a (%) alakd mat-
rixokra is vonatkozik — bebizonyitjuk a kovetkezd tételt: '

Ik TETEL. Tegyiik fel, hogy egy n-edrendii A, mdtrixnak
«) fominorai, azaz az

gy Qe -- Ay
Az Q22 - QA

=1 50 : (k="12,5.5"0)
ey Qxs - Qxx

determindnsok pozitivak,

8) valamennyi eleme a fodiagondlisdn kivii! nem-pozitiv,

y) a diagondlis folott levé hdromszogben minden egyes osz-
lopa, a diagondlis alatt levé hdromszogben pedig minden egyes
sora tartalmaz legaldbb egy negativ elemet.

Akkor a mdtrix reciprokdnak valamennyi eleme pozitiv.

Mivel ?
e e’
Aptis ap a lﬁl s | As| [Az|
? Tlawan] T oy an
[Az|  [Ae|.

a tétel nyilvanvaloan igaz olyan masodrendii matrixokra, amelyek
kielégitik a Ill. «, 8, y feltételeket. Tegyiik fel, hogy a tétel igaz
¢ L, pl. E. J. Rourn, Advanced Dynamics, Part 11 (1884), 226—228.

7 R. Mises-Pu. Frank, Die Differential- und Integralgleichungen der
Mechanik u. Physik (Braunschweig, 1930), 1. Teil, 502—503.
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minden olyan (n—])'—edrendii matrixra, amely kielégiti a Ill. e, 8,
¢s y feltételeket, és tekintslik egy n-edrendfi matrixnak alabbi
particiondlt alakjat:

T eI SO (e VA1
. - ' - 3 ‘
% : : 5 . An—l _v Yau
A, = a1, 1005 Ouatime ] S Qp-1,n | = R et il i
—————————————————————————— e Wy o Qund
' 3
Ani An, n-1 1 Ann

melynek reciproka (ugyantigy particiondiva)®

PRITE I GRS e TR

ke SRR L SR R
Rz a8y VI‘AH—II W;Ar_z!l l ‘An-lL
|Ax| ' [ Au

Rovidség kedvéért vezessiik be az A > O jelolést arra a tulaj-
donsagra, hogy A valamennyi eleme pozitiv. Nyilvin abbol, hogy
A> 0 és B> 0, kivetkezik, hogy A+B> 0 ¢s AB> 0.

A feltevés szerint
A0
innen lll. #) és y) feltételek miatt
SR e O w0
¢s az «) feitétel miatt:

| An-i |
- lAnl_ >0,

kovetkezésképpen A,' 0sszes blokkjiban valamennyi elem pozitiv,
qu. e. d.

Megjegyzés. A jelen dolgozat befejezése utan ismerte meg a szerzd
G. de Raam %dvetkezé dolgozatat: Sur un théoreme de StieLmes relativ a
certaines matrices, Academie Serbe des Scienges, Publications de l'Institut Math.,
4 (1952), 133—134. Noha cime ¢és targya majdnem azonos a jelen dolgozatéval,
a tartalomban kevés atfedés mutatkozik (csak szimmetrikus matrixok esetében),
a médszer pedig teljesen mas.

; 8§ L. pl. R. A. Frazer, W. J. Duncan and A. R. Couwar, Elementary
Matirices (Cambridge, 1938), 112—115.
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OB OHOW NEMUE CTUJITHECA U3 TEE)PI’IH MATPUIL
" M. Areprapn '

Benrepckuil ne€peBoj HAy4HON CTAThH, ONyOJMKOBAHHOM HA AHIVIMACKOM
a3bike Ha CTp. 99—103 Ttoma 15 (1954 r.) Acta Scientiarum Mathematicarum
(r. Ceren).

ON A LEMMA OF STIELTJES
By J. Ecervary

Hungarian translation of the paper “On a lemma of Stieltjes on matrices”
(Acta Scientiarum Mathematicarum, Szeged, vol. 15 (1954), p. 99—103.



Martinovics Igndc matematikai munkdssiga

Szénissy Barna

1955. janius 20-an kétszaz éve, hogy sziiletett, és ugyancsak
az év majus 20-an volt 160 éve, hogy a budai Vérmezén a ho-
hér bardja alatt meghalt a jakobinusok vezére, MaRrTINOViCS
IenAc. A két hatar kozotti sziik negyven esztendd azon mozza-
natait, melyek szerves részei a felvilagosodéas korabeli magyar
torténelemnek, a jakobinusokra vonatkozo iratok sorozatos koz-
zétételével [3]', ¢és tobb tanulmannyal hitelesen vilagitjak meg
torténészeink, korrigalva a milthan megjelent, tébb esetben cél-
zatosan ferdité tanulmanyok altal rajzolt képel. A felszabadu-
las utani évek eme szorgos munkdja azonban még mindig hia-
nyos. A magyar jakobinusok tébbsége ugyanis nemesak politikai
téren tevékenykedett, hanem munkassaguk atnyult egyes szak
tudomanyokba is. [gy maga MartiNovics is hii képviselGje a
mult szézadok tudés idealjanak, a polihisztornak, aki nem tu-
dott hosszabb ideig megallapodni egyetlen szaktudomanynal
sem, hanem iparkodott lehet6 sokat attekinteni, foként a kapi-
ializmus eml6in rohamosan fejl6dé miiszaki és természeti tudo-
manyokbol. Munkéassaga ilyen vonatkozdsban csaknem teljesen
feltaratlan, noha megismerése tudomanytoriéneti szemponthol
sem latszik érdektelennek. Tudjuk, hogy tébb kémiai targyu ta-
nulmanya jelent meg nyugati lapokban, és azokrdl jonevii szak-
emberek elismer§ biralatokat is irtak; néhany miiszaki konstruk-
cidja (mikrométer-csavar, légszivattyli, léggémb, cséplégép, do-
hanyvago) szélesebb korokben keltett érdeklédést; harom kotetre
tervezett kisérleti fizikai tankonyvének nyomtatasban is megje-
lent két els6 kotete (Lemberg, 1787—88) betekiniést nytajthat a
monarchiaban foly6é fizika-oktatas akkori szinvonaléba; filozo
fiai, csillagaszati és biologiai elgondolasairdl is maradtak fehn

1 A zaréjelbeny szerepld szamok a dolgozatunk végén felsorolt forra-
sok sorszamaira vonatkoznak.
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irasbeli dokumentumok: sajnos — tudoméasunk szerint — még
ma is hidnyzik ezek korszerii értékelése.

A matematika iranti érdeklddés is végightizodik MARTINO-
vics egeész palyajan, hol egyik-masik munkaja, hol életének
kiills6 eseményei beszélnek errdl a iényrél. Eppen ezért, ha meg
akarjuk ismerni MARTINOvVIcS matematikai munkassagat, keét
kiilonboz6 utat kell megjarnunk: at kell olvasnunk matematikai
vonatkozasti .irasait, és le kell mérniink az akkori magyar ma-
tematikai szinvonalhoz viszonyitott értékiiket; mésodszor —
esetleges kovetkeztetések céljabol — 0Ossze kell gyiijteniink
MarriNovics életének azon eseményeit, melyek valamilyen kap-
csolatban vannak a matematikaval.

MarriNovics egyetlen matematikai targy konyvet irt. Ez
a munka 1780-ban jelent meg a »kiralyi egyetem« betiiivel, és
a 12 oldal terjedelmii ajanlason és bevezet6n kiviil 140 szamo-
zott oldalt tartalmaz. Teljes cime: Theoria generalis aequationum
omnium graduum novis illustrata formulis ac iuxta principia
sublimioris calculis finitorum. FRARNOI emliti [7], hogy a budai
ferences kolostor konyvtaranak katalégusaban szerepelt MARTI-
Novics: Mathesis pura, Buda, 1780. ¢. munkaja, a miivet azon-
ban nem lehetett megtalalni. Mar FRARNOI lehetségesnek mon-
dotta, hogy a két konyv ugyanaz, amit kétségtelenné tesz egy-
részt kiadasi éveik azonosséaga, terjedelmiik megegyezd volta,
masrészt az, hogy maga MARTINOvVICS sehol sem hivatkozik a -
masodik konyvre. Ugyanannak a konyvnek két kiilonb6z6 meg-
nevezése annyiban érthetd, hogy az egyenletek elméletét azon
korban a »tiszta matézis«-hez soroltak, és valésziniileg csak mun-
kakimélés céljabol irtak a katalogusba a hosszii cim helyett a
rovidebb, és a konyv jellegét feltiinteté cimet. Arra is van adat,
hogy a budai egyetemhez benyijtott palyazataval kapcsolatban
a biralok kezén atment MARTINOVICS egy olyan kézirasos tanul-
manya, mely a korre vonatkozé tételeket targyal. Maga a dol-
gozat azonban ma mér fel nem lelhetd, valésziniileg visszakeriilt
MarriNovicshoz és nala kallédott el. Igy meg kell elégedniink
a fent emlitett egyetlen, és hazai kényftarainkban tébb helyen
(Széchényi, Rdday, Pannonhalmi, Pécsi Egyetemi kvt.) meglévo
konyvének ismertetésével.

MarTiNovIcS konyvét KFREKGEDEI MAKO PArnak (1724—
1793), a budai egyetem bolcsészeti kara igazgatéjanak ajan-
lotta. A bSbeszédii és kissé dagalyos sorok a tudomanyos kérdé-
sekkel foglalkozdk egyiittmiikddésének hasznardl beszélnek, majd
oldalakon 4t méltatjak a »kitiind« férfli nagy érdemeit. A jasz-
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apati sziiletésii jezsuita MAKO egy ideig a nagyszombati egye-
temen, majd 1763—73. kozott a bécsi Terézianumban tanarko-
dott. A jezsuita rend 1773-ban tortént feloszlatasa, és ezt koveto-
leg a nagyszombati egyetem Budara vald atkoltozése alkal-
maval MAKO a vaci egyhazmegyébe vétette fel magéat, és Maria
Terézia a budai egyetem -bolesészeti karanak igazgatasat bizta
ra. Ebben a munkakorben dolgozott aztan halalaig. Mak6 igen
jelentékeny munkat végzett a Ratio Educationis kidolgozéaséaban,
bécsi tartozkodéasa alatt pedig harom olyan matematikai konyvet
irt, melyek magasan kiemelkednek a magyar szerzoktdl kiadott
mfivek koziil.* Munkai nemcsak a monarchia orszdgaiban, ha-
nem egyes nyugati allamokban is ismertek és népszerfiek voltak.
Jorészt az 6 munkaja eredményének tulajdonitjak, hogy a XVIIIL.
sz. vége felé a bécsi matematika fellendiilt.

Az ajanlo sorok utan MARTINOVICS (idvozli az olvasot, és
rovid programot ad a konyv céljara és hasznélatdra vonatkozo-
lag.

A VI nagyobb részre és ezen belill 25 fejezetre osztott
munka elsd lapjai az egyenletek targyalasahoz sziikséges alap
vetd fogalmakat ismertetik, definiciokat kozolnek és kijelolik a
targyalasra varo kérdéseket. Igy rogton az els6 fejezet axiomak-
nak nevezett, a tranzitivitassal kapcsolatos egyenlGségeket és
egyenltlenségeket ismertet, majd sorra keriilnek az egyenletek
transzformalasara vonatkozé tételek. Mar ezen bevezets fejeze-
tekben észrevehetjiilk MARTINOVICS irdsanak szembet{ing jo ol-
dalait, de hibait is. A konyv hatéarozott érdeme, hogy szem el6tt
tartja a fokozatossag elvét, mindig egyszeriibb, szemléletesebb
tényekbdl “ kiindulva halad a bonyolultabbak felé, tgyhogy az
altalanosabb jellegii tételek sok esetben az el6zbleg ismerteiett
specialis eredményekbdl maguktél adédnak. Ugyanakkor gyak-
ran hidnyosak, pontatlanok a bizonyitasok, olykor teljesen nél-
kiilozziik azokat. A matematikai szigor, a precizitds nem er0Gs-
sége MARTINOVICSnak. Igy pl. a konyv hosszasan beszél a négy-
zetgyokvonasrol, de meg sem emliti annak kétértékii voltat; de

? Mak6 konyvei: a) Compendiaria matheseos institutio. Bécs, 1768.
Keésobb Velencében is kiadtak, b) Calculi differentialis et integralis institutio,
Bécs, 1768, c) De arithmeticis et geomelricis aequationum resolutionibus
libri duo. Bécs, 1770.

Ezek kozill a legismertebb a differencial- és integralszamitéssal fog-
lalkozé mii, mely az els6 magyar szerzot6l szdrmazo analizis; MARTINOVICS
a harmadik konyvre hivatkozik toébbszor. E munka lényegében ugyanazon
algebrai problémakat targyalja, mint MarmiNovics munkaja, azonban rész-
letesebben és matematikai szempontbdl precizebben. {
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a masodiok(i egyenletek targyaldsa soran a szerz6 természetes-
nek veszi, hogy a négyzetgyokvonas kétértékii miivelet. Ilyes-
fajta példat sokat emlithetnénk, ezek azonban az eredmények
lényegét nem érintik, legfoljebb nem kell6 elmélyedésre mutat-
nak. Mintha az lett volna MartiNovics célja, hogy a bd anyag
feldolgozdsaban minél hamarabb érjen el a matematikailag mu-
tatésabb, érdekesebb és az altala lathatélag kedveltebb részek
targyalasahoz.

A konyv nagyobb része a linedris és magasabbfoki algebral
egyenletek, illetve egyenletrendszerek megoldasardl szo6l. A line-
aris rendszerek megoldasara a behelyettesitd és az 6sszehason-
1it6 . modszert ismerteti, de a megoldhatésag feltételeit nem rész-
letezi. Ezutan azt fejtegeti, hogy milyenek lehetnek egy wvalos
egylitthatos n-ed foka algebrai egyenlet gyokei. A konyv ezen ré-
sze a tobbihez viszonyitva részletezibb, és bizonyos tekintetben
MarriNovics gyakorlati érzékére enged kovetkeztetni. Az altala
bemutatott, tobbségiikben gyakorlati feladatok ugyanis kiilén-
b6z6 (pozitiv-negativ, racionalis-irracionalis, valos-komplex) gyo-
_ kokhoz vezetnek, MarTiNOVICS azonban gondot fordit arra, hogy
megadja a plauzibilis magyaréazatat a gyokok min8ségbeli kii-
lonbségének. Torekvésének igazolasara csak egy feladatot emli-
tiink (amely Maxroénal is szerepel): megkeresends az m és n {6-
megii, homogén gémbalaku testek koézéppontjainak centralisan
azon O, pont, amelyben elhelyezett x tomeget az m és n egyenld
erovel vonzza (feltéve, hogy a tomegek kizotti vonzéero forditva
aranyos a tomegkozéppontok kozti tavolsag négyzetével). Man-
TINOVICS gondosan magyarazgatja, hogy a mésodiokii egyenlet-
hez vezet6 feladat pozitiv gyoke azt jelenti, hogy O, az O, és O,
kozott, mig a negativ, hogy azokon kiviil van. A komplex gyokok
magyarazata mar némi nehézséget okoz. Azt észreveszi MarTi-
Novics, hogy komplex gyokok mindig parosaval fordulnak eld, ha
pedig az egyenletnek csak komplex gyokei vannak, magyarazatul
annyit mond, hogy az egyenletben foglalt feliételek a realis vilag-
ban nem tel]esulhetnek Az egyenlet koefficienseinek jelébd! konk-
rét feladatok segitségével kovetkeztet a gyokok elGjelére, és igy
igazolja a Descartes-féle jelszabalyt, tehat nem 2 maga altalanos-
sagaban. :

A konyv IV. caputjaban az y = x = a eltolasi, tovabba az
y = ax hasonlésagi transzformaciorél beszél, majd példakon
mutatja be, hogy eme transzformaciok segitségével miként lehet
nem teljes n-ed fokt polinomot teljessé kiegésziteni, illetve tel- .
jes polinombdl hogyan lehet egyes tagokat eliminalni.
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A gyokok korlatjainak meghatarozasara MARTINOVICS —
mint mondja — a korabeli matematikusok altal legkedveltebb
modszereket mutatja be. Igy az olyan valés koefficiensi

f(x)‘:a('xu—}_a‘x”—l_{'—"'+au:0 (a0>0)

egyenlet esetében, melyben csupan egyetlen koefficiens negativ,
a pozitiv gyokokre az egyenlet airendezésével keres korlatot: a
negativ tag transzpoziciéja utan a baloldali tagok egyenként
mind kisebbek a Jobboldalmal Masik eljardsa nem ennyire pri-
mitiv és joval 4ltalanosabb: derivaljuk az el8bbi egyenletet
(n—1)-szer. Ha tetszdleges pozitiv, a behelyettesitése esetén a
derivaltak mindegyike pozitiv, akkor o fels6 korlat a pozitiv
gyokokre, ha viszont tetszlleges negativ b behelyettesitésével a
paros fokszamu derivaltak pozitivak, de a paratlan fokszamuak
~negativak, akkor 6 a negativ gyokokre alsé korlat.”

A Newton-féle binomialis tétel és a legnagyobb kozds oszto
targyaldsa utan keriil sor a masod-, harmad-, negyedioki, vala-
mint az ilyenekre redukalhaté egyenletek ismertetésére. A Car-
dano-féle formulédk levezetése utan MarriNovics kitér a gyokok
szamanak és milyenségének targyaldsara is.

Az egyenletek numerikus megoldéasarol szolo reszben a
NewTtontol (1669)* szarmaz6 alabbi gyokkozelitd eljaras szere-
pel: keressiink valamilyen médon a kérdéses x gyokre olyan
(also, vagy fels6) k korlatot, melytdl a gyok csak valédi tort ér-

tékkel kiilonbozik. Vagyis az x =k -+ d egyenletben |d| = ‘. Ha
az egyenletre az x =k + d transziormaciot alkalmazzuk, akkor

% Az eljaras, melyet ~ MarTinovics  bizonyitas nélkiil k6z6l, NEewTon-
{6l szdrmazik (Arithmetica universalis, 1I. k. 4. fejezet, 1673—83). Igazo-
lisa Budan-Fourier kovetkezé ismert tétele alapjan konnyen torténik: ha az
Sf%a) (i=0,1.., n— 1) szamsorozatban a jelvaltasok szama V(a) és fO(b)-
ben V(b), akkor az <a, b> intervallumban a gyokok szama V(a) — V(b)—
— %k, ahol k alkalmas nem-negativ egész szam. Nézzif®™ most az f(x)
g,)okten,yozos eléallitasat, A szorzail derivalasdnak szabalya miatt az fU(x)
differencialhdnyadosok ugyancsak a gyoktényez6k valamilyen szorzatainak
osszegébdl tevodnek Ossze, vagyis, ha a nagyobb barmely pozitiv gyoknél,
akkor az- osszes f@(a) pozitiv (1obbszoros ogyokok esetén sem modosul a
helyzet). Hogy a feitétel elégséges is, a kovetkezoként lathatjuk be: valasz-
szuk az A szamot ugy, hogy ndgyobb legyen az [(x) Lg.yenlet 0sszes pozi-
tiv gyokénél. A Budan-Fourier tétel szerint V(a) = V(A) = O, vagy mas-
ként V(a) —V(A) = O, tehat az <a, A> intervallumban nines gyok. Va-
gyis a ugyancsak felsé korlat. :
Annak igazoldsara, hogy ha b <0 és f0(b) valtakozd elGjeldd, akkor b
kisebb [(x) barmely gyokénél, az [(—x) =f(y), €3 [fD(»)=fO0)(—1"
osszelliggések révén visszavezethets az elsd esetre.
4 Cantor: Geschichte der Math. 3. k. II. rész. Leipzig, 1898. 100—101. 1.
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az egyel6re ismeretlen d-re egy n-ed fokii egyenletet nyeriink.
Ez utébbib6l a megkivant pontossagtol fliggden 4 magasabb-
iokti tagjai koziil néhanyat elhagyhatunk, az igy nyert alacso-
nyabbfok(i egyenlet d-re ad els6 megkozelitést. Az eljarast
folytatva a d hibat fokozatosan approximalhatjuk. A modszer
indokolhaté, ha az f (x) polinomot a d — x — k helyen Taylor-
sorba fejtjiik. )

Végiil tobb mas formula mellett 7 = 2,3 és 4 esetére MARTI-
Novics igazolja az egyenletek megoldasaban is hasznosithato
tn. Halley—Marie-féle approximaciés képletet (1. pl. Tropfke
2. k. 140. 1.), mely szerint:

= n—2 a> 2b
£ = a+V(n-——l)3 T a(n—Tya~2

Kissé hosszadalmasan foglalkoztunk MarTiNovics konyvé-
nek ismertetésével, annak igazoldsa céljabol, hogy a munka te-
kintélyes anyagot &lel fel. Ez — ha figyelembe vessziik a ma-
gyar matematika akkori szinvonalat — MaRTINOVICS jOval atla-
gon feliili latokoérére-és olvasottsagara mutat. Megéllapitasun-
kat egyébként a szdmos szerzore vald hivatkozas is igazolja
(WoLFF, MACLAURIN, NEWTON, SCHERFFER, BoscovicH, La CAILLE
Mako6 és masok). ;

A XVIII. szazadban nagy mértékben gazdagodott az al-
gebra, de a sok ij eredmény mellett sor keriilt a régebbi vizsga-
latok tiizetesebb biralatara is. A fejlédés a széazadforduls tajan
mar sziikségszeriileg vezetett a Ruffini—Abel-féle tételhez. A
XVIII. szazadban az algebra miivel6i kozott olyan nevekkel
talalkozunk, mint EULER, LAGRANGE, VANDERMONDE, CRAMER,
MacrauRIN, LAPLACE, LAcroix, hogy a legnagyobbak koziil is
csak néhanyat emlitsiink. Belathatoé, hogy a XVIII. széazadban
kiadott algebrakonyvek kézott béven talalunk olyanokat, melyek
— didaktikailag is jo felépitéshen — jelentds j eredményeket tar-
gyalnak. A vilagviszonylatban ismert e korbeli kényvek lista-
jan csak két magyar matematikus nevével talalkozunk: a mar
emlitett KerekGEpEr MAKO PALéval, és a Magyarorszagrol fia-
talon. Németorszagba tavozott SEGNER ANDRAséval (1704—
1777). Az inkabb fizikai tevékenysége révén ismert SEGNER ma-
tematika-konyvei és néhany dolgozata eredeti algebrai eredmé-
nyeket is tartalmaznak (a Descartes-féle jelszabaly ij bizonyi-
tasa, a harmadioka egyenletek megoldasara ij grafikus eljaras
sth.). Az 6 munkaiktél eltekintve a szazad magyar matematikai
irodalma szegényes. Nem mintha hazankban nem jelentek volna
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meg maiematikai munkak — a bibliografia csaknem masiélszaz
magyar matematikai tankonyvszerzét ismer 1830. el6tt — maga

ez a szam azonban ne tévesszen meg. A munkak kozo6tt ugyanis
aligha talalunk 4—5 olyat, melyek az eurépai szinvonalat agy-
ahogy megiitik. Megitélésiink szerint MarTIiNovics munkaja
ezek kozott nem kap helyet, de kozvetleniil utanuk kovetkezik, és
— a szerz6 torténelmi szerepétdl fiiggetleniil — emlitést érde-
mel a magyar matematika torténetében.

Egyetlen munka alapjan nem mindig lehet megbizhaté ké-
pet formalni a konyv szerzG6jérdl, néhany észrevételt mégis tehe-
tiink MARTINOVIGSra vonatkozolag: olyan matematikusnak lat-
szik, aki gyors észjarasaval hamar at tud tekinteni dolgokat,
rendszerez6 készsége révén pedig tigyesen foglalja ismereteit
egységbe. A gordiilékeny, konnyed stilus érthetéveé, élvezetes
olvasmannya teszi munkajat. Ugyanakkor azonban nyugtalan
szelleme mintha nem engedné, hogy behatoljon a matematika
mélységeibe oly mértékig, hogy eleget tegyen a matematikai szi-
goriisdg kovetelményeinek, vagy hogy 0j eredmények feltarasa
is lehetdvé valjék szamara. Konyvébol az is kivehetd, hogy csak
olyat ir le, amit maga is ért, szolgailag nem masol kiilénboz6 -
konyvekb&l — bizony ez szamos korabeli magyar matematikus-
r6l nem mondhato el.

A masodik t, melyb6l MartiNovics matematikai tevékeny-
ségére kovetkeztethetiink magéaban véve is érdekes, és ez életé-
nek Kkiilsé eseményeibdl adodik.® Az els6 ilyen esemény id6pontja
nagyjabol egybeesik fentebb ismertetett konyvének megjelenésé-
vel: MARTINOVICS ugyanis 1780-ban palyéazatot nydjtott be a
nemrégiben szervezett nagyvaradi akadémia matematika tan-
székének elnyerése céljabol. A bécsi udvar rendelkezése értelme-
ben ilyen esetekben a palyazoknak konkurzuson (versenyen)
kellett résztvenniok, ez aldl csak olyanoknak adtak felmentést,
akik elismert szaktekintélyek voltak. Az irasbeli és szobeli rész-
b6l allé verseny eredménye alkotta a palyazdék rangsoroldsanak
alapjat. A MarTiNovics palyazataval kapcsolatos, Pesten lefoly-
tatott vizsgalat bizottsaganak elndke, a piarista rendhez tartozo
ismert ir6, DucoNics ANDRAS (1740—1818) volt, aki a jezsuita
rend eltorlése ota a nagyszombati, majd a budai egyetemen tol-
totte be az »elemi« (tiszta és alkalmazott) matematika tanszé-

5 Az adalokat — a dolgozat végén felsorolt forrasokon kiviill —
Benpa KALMAN  levéltdrosnak, Jeurar Jozser  matematika-torténész  dzve-
gyének (ki férje hatramaradt feljegyzéseit rendelkezésemre bocsatotta) és
Jerzy Los toruni egyetemi tanarnak kdszonom.
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két. MawTINOvVIcs szobeli vizsgdlatarél DucoNics emlékirataibar
a kovetkez6 olvashaté ([7] 25. 1.): »Kezdettem Gtet azon tudo-
manybol faggatni; hanem szerencsétlenségére épen olyan kérdé-
seket tettem neki, melyekre 6 nem felelhetvén, oly nagy hango-
san beszéllett mégis a Mathesisnek dicséségérdl, hogy azon
Excellentids Urakat ... egészben a maga részére vonta, En elle-
nek szegeztem magamat, és mégis vakmerGségét (mert mit akart
azon haszontalan hangos szavakkal) az urak eleibe adtam.
Velem tartott Maké Pal is... Nagy nehezen verhettiik le azon
Excellentids Urakat, kik annyira bele bolondultak, hogy egy
akadémiat megcesafitani akartak egy tudatlannal.«

Szokatlanul er6seknek tiinnek fel e szavak, és leheleilen
mogottiik valami rejtett indokot — egyéni ellenszenvet, vagy a
kiilonbozd szerzelekhez tartozok kozotli féltékenységet — nem
keresniink. DuGcoNIcs szavai ugyanis egyaltaldban nem meggyd-
z0ek, hisz a hatramaradt matematikai miivek MaRrTINOVICS ja-
vara billentik a tudas mérlegét. Duconics matematikai munkas-
sagat egyetlen mii jelzi: A fuddkossdg négy konyve, melynek
1784-ben megjelent els6 kiadasaban az algebra és az elemi geo-
metria szerepel, és csak az 1798-ban kozzétett masodik kiadas-
hoz csatoltdk a harmadik és negyedik »konyvet« (a trigonomet-
riat és a kapszeletekr6l szol6 részt). Az elsG »konyv« targyalja
ugyan az egyenleteket, de csak a masodfoktiakig, a magasabb-
foktiakat a szerz6 roviden elintézi azzal, hogy azokat »megiej-
teni nagyobb mesterség«. Amig MarTiNOVics kényve — mate-
matikai irodalmunk akkori szinvonalat tekinive — a magasabb
matézis korébe sorolhatd, addig a Duconicsé kifejezetten elemi
jellegii, de az ilyen konyvek kozott is a gyengébbek kozé tar-
tozik. Ertékét néhany régebbi biralat talozta, valéjaban egyet-
" len érdeme annak az igazolasa, hogy a magyar nyelv alkal-
massa tehet6 a szaktudomanyok miivelésére. Egyébként Duco-
Nicsrol, mint matematikusrél nem sok jot mondhatunk.. Egyike
a mult szazadok azon »tudds« epigonjainak, kik érdemtelentil
nyertek el megtiszteld allasokat és az onkritika teljes hianya-
ban szentnek és feliilmalhatatlannak képzelték magukat. Ontelt-
ségének igazolasara elegendd, ha egyetlen szakaszat idézziik an-
nak az 6danak, melyet masodik konyve elejére iratott valamelyik
baratjaval:

Uj Faradsag, Nyelv-tijjitas
Kellett, és nagy Elme;
Mind ki-tellett Dugonics-tal,

S — elé-allott erre.
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De hogy a matematikdnak ezen »nagy elméje« milyen — a
tisztan formalis analégian alapulé — »bizonyitast« vallott biiszkén
a »maga leleményének«, melvre az »elGtte élt Tudakosok« képte-
lenek voltak rajonni, érdemes elmondanunk a héaromszog terii-
leti képletének Duconias altal adott levezetését: nyilvanvalo (?),
hogy a haromszog alapjanak pontjait egy zérussal kezd6do
szamtiani sor tagjainak, a magassagot pedig a tagok szamanak
tekinthetjiik. Igy — figyelembevéve a szamtani sor Gsszegképle-
tet — a haromszog teriilete az alap és a magassag fél szorzata-
val egyenld. Q. e. d! (2. konyv- 72, 1,) ‘Emellett, amig MArTINO-
vics tandri munkdajat az egykori adatok eredményesnek mond-
jak, addig Duconiccsal szemben ilyen téren komoly kifogasok
meriiltek fel, s6t azt is tudjuk, hogy a matematikai vizsgak ered- -
ménytelensége miatt 1796-ban a helytartotanacs utasitotta tanul-
manyi bizotisagénak iilnokeit az examenek gyakori ellendrzé-
sére.

Tény, hogy MartiNovicsnak nem sikeriilt elnyernie a nagy-
varadi katedrat, s6t nemsokara egy hittudoméanyi palyazata is
eredményteleniil végzddott.

Mid6én rokonai kozbenjarasara 1781-ben MARTINOVICSnak
sikertilt a ferencesrendet otthagynia és katona-pappa *nevezték
ki, akkor Csernovicba kerililve nemcsak az ottani ezred lelkészi
teend6it latta el, hanem mint mérnokkari matematikus is miiko-
dott. Csernovicbol indult el hosszabb kiilfoldi Gtjara, és Paris-
ban tobb matematikussal kotott ismeretséget, s6t — vallomasa
szerint — ezek vezették be az »illuminatusok«-nak nevezett bal-
oldali titkos szervezetbe. Parisi ismer6sei kozott szerepel a csil-
lagasz LavLanpe (1732—1807) és a matematikus CONDORCET
(1743—1794), aki hosszi idén at volt a francia akadémia tit-
kara. LALANDE irta (MoNTucLA hires, haromkotetes matematika-
torténete negyedik koteteként) az els6 asztronémia torténetet,
CoNpORCET pedig jelentds eredményeket ért el a valosziniiség-
¢és differenciaszamitasban, tovabba a differencialegvenletek terii-
letén. MarTINOVICcS vallomésaban -arrél is szolt, hogy a légkor
magassaganak mérésére kidolgozott eljarasat Lagrange (1736—
1813) elismer6 levelekkel jutalmazta — mindezekr6l azonban
kozvetlen irdsos dokumentumok nem maradtak. Azonban az két-
ségtelen, hogy kiilioldi Gtja alkalmaval MarTtiNovics jo nevet
szerzett, mert csak ezzel magyarazhato, hogy 1783. szept. 29-én
(Griissmann exjezsuita, ismert fizikus, Bécsbe toriént athelye-
zése utdn) konkurzus nélkiil nevezték ki a lembergi akadémia
természettani lanszékére. Ezt az allast akkor is megtartotta,
midén egy év milva az akadémiat egyetemmeé szervezték at.



286

Ugyancsak tudomanyos tevekenységének tulajdonithatjuk,
hogy 6t valasztottdk meg a lembergi egyetem filozéfiai fakultasa
els6é dékanjava és tanulmanyi vezetdjévé. A lembergiek vélemé-
nye egyébként megoszlott MARrTINOVICSTOl, a professzorok kozott
is voltak baratai és ellenfelei, tisztel6i és lekicsinyl6i, de abban
mindenki megegyezett, hogy igen tehetséges, aki talan tialsago-
tasokra lenne képes. A fizika mellett matematikat is elGadott.
s6t — ami abban az id6ben a szigorfian ko6tott tananyag mellett
a. monarchia orszagaiban ritkasag szamba ment — joga volt,
hogy el6adasaihoz sajat jegyzeteit és konyveit hasznalja. -

Az utolso, de egyben legjellemzbb esemény, melyet MARTI-
~Novics matematikai munkassagaval kapcsolatban meg kell emli-
teniink, a budapesti tudomanyegyetem levéltari anyaga alapjan
a kovetkezdként rekonstrualhaté: HorvaTa JAnos (1732—1799)
exjezsuita, a budai egyetem fizika és mechanika tanara 34 évi
szolgalat utan 1791 tavaszan nyugdijazasat kérte, és a taniigyi
hatésagok helyt adtak a kérésnek. HorvATm egyik leghiresebb
professzora volt a nagyszombati, majd a budai egyetemnek,
kinek fizika-tankonyvei tobb kiadast is megértek, Elementa mathe-
seos c¢. matematikai munkajat pedig elébb Nagyszombaton
(1772—73), majd Augsburgban (1782) adtak ki.

MARTINOVICS a hossza Kkiilfoldi tavollét utan visszavagyott
hazajaba, és — miutan eredményteleniil folyamodott a pécsi tan-
keriileti f6igazgatoi allasra — Pestre utazva benyiijtotta a hely-
tartétanacshoz a meghirdetett egyetemi tanszék elnyerése érde-
kében irt palyazatat. Kiviile még heten adtak be kérvényt, ismer-
tebb tudés ezek kozott nem szerepelt. A helytartétanacstol az
egyetem tanacsahoz keriiltek a folyamodvanyok, és ez — meg-
hallgatva a bolcsészeti kar véleményét — rovid id6n beliil, 1791,
aug. 6-an dontott a harom jelolt személyének kérdésében. MAR-
TINOVICS nem szerepelt a jeloltek kozott, mell6zését azzal indo-
koltak meg, hogy tudoméanyos munkédssagat nem ismerik, csu-
pan fizikai konyvének masodik kotetét, azt azonban a kritika nem
fogadta kedvezden.

Ez az érvelés feltétleniil santit, hisz MArTINOVICS matema-
tika konyve alig tiz évvel azel6tt jelent meg, éspedig ugyanannak
az egyetemnek a betiiivel!

MarriNovics meglepddve értesiilt az egyetem hatarozatarol,
annal is inkabb, mert biztosra véve iigye sikerét, lembergi alla-
sarél kozben lemondott. Sietve irt — tobbek kozott — egy bead-
vanyt a helytartétanacshoz, melyben hivatkozik tudoményos ér-
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demeire, a kitiintet6 kiilioldi elismerésekre, és a pesti professzo-
rokat azzal vadolta, hogy dsszefogtak ellene, iparkodtak hazaja-
tol tavoltartani. Ugyanakkor a kovetkezGket irta van SwikTeN-
nek, a bécsi taniigyi bizottsdg mindenhaté elnokének: »...egye-
bek kozott az alnok Maké igy szolt: miutan a bécsi tanulmanyi
bizottsag igaja aldl felszabadultunk, azon kell lenniink (ti. je-
zsuitaknak), hogy azck szamat, akik ezen hatosag altal csem-
pésztettek az egyetemre, ne szaporitsuk, hanem kevesbitsiik.
Végiil azt is hozzaffizték, hogy mivel ferences szerzetemet tiz
éve elhagytam, nem lehetek j6 keresztény; és ilyennek kell lennie
veleményiik szerint a fizika tanaranak egy apostoli orszagban.
O miseres hominum mentes, o pectora coeca!.«

VAN SWIETEN nem valaszolt a levélre, ezzel szemben a hely-
tartétanacs részletes jelentést kért az egyetemtél MartiNovics
tudomanyos munkassagarol.

Az egyetem ebben az esetben — latszolag — mar koriilte-
kintébben jart el, mert felszolitotta HorvaTtn Jinost, PasQuich
JAnost (1753—1829), a fels6bb matematika tanarat és WINTERL.
Jakas Jozseret (1739—1809), a vegytan orvoskari professzorat.
hogy mondjanak véleményt MarriNovics fizikai, matematikai,
illetve kémiai tevékenységérdl.

Mindhérom birélat igen elmarasztal6: HorvATh nem latott a
MarTINOvVICcSénal rosszabb fizika konyvet, WINTERL szerint a
kémia alapfogalmaival sincs tisztaban, és a dolgozatokban fel-
lelhet6 hibak hosszti listajat kiildte be, PasquicH pedig latin
nyelvii biralataban — tobbek kozott — az alabbiakat mondta:

sTheoria generalis aequationum omnium graduum novis
illustrata formulis . .. Budae, 1780. Solida, adeoque mathematica
objecti notitia ubique desideratur, lex nova pro nexu arithmetico
inter quantitates, circa quos aequationum theoria servatur,
nullibi in opere comparet: theoriam igitur generalem aequationum
omnium graduum, et formulas novas, quae ipsam illustrent, in
- opusculo hoc nemo inveniet.«

»Mathematische Abhandlung iber einige Eigenschaften des
Kreises. Proprietates hae ejusmodi sunt, ut non credam extare,
mediocrem mathematicum, qui ipsos attentione dignos censeat:
si quis vero contrarium sentit, promitto illi, me aliquot centurias
talium proprietatum annis singulis in lucem editurum.«

»Praeter haec opuscula Jegi quoque partem secundam
physicae Cl. D. Martinovics. Continet illa materiam physico-
mathematicam, cuius periractatio D. Autori infelicissime succes-
sit, ita, ut inconceptibile sit, qui fieri possit, ut juvenes optatam

19 Matematikai Lapok
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fructum ‘inde referant; id autem eo magis miror, quod certo
sciam, excellentissima opera, quae materiam illam pertractant,
D. Autori nota fuisse.«®

A szakvélemények jogot adtak a bdlcsészeti karnak, hogy
ne valtoztasson eredeti felterjesztésén, azt csupan megtoldotta
olyan Kkiegészitésekkel, hogy az elismerd Kkiilicldi véleményeket
nem tartja dontéeknek, hogy a kart munkajaban »egyediil az igaz-
sag szeretete vezette«, és »tavolallt a szandék, hogy elzéarjak
Martinovics elol az utat, mely hazajaba visszavezetheti«.

Igy aztan a kozbees$ taniigyi hatésagok véaltoztatas nélkiil
fogadtak el az eredeti javaslatot, és a csaszar végiil is a horvat
szarmazasii exjezsuita aldozart, DoMIN JOzSer (1754—1819)
pécsi akadémiai tanart nevezte ki a fizika tanszékére. Nevét ha-
rom fizikai targya konyv oOrzi, tovabba E0Tvos LORAND egy ro-
vid megjegyzése, mely szerint az elektromos aton valé gyogy-
modokkal is foglalkozott. ([5] 339. 1.)

Csaknem két évszazad tavlatabol természetesen nehéz ha-
tarozottan kimondanunk, hogy a biralok és a szolgélati 0t kozbe-
es6 taniigyi szervei célzatosan rosszindulatian jartak el Mar-
TiNovicesal szemben. Mindenesetre szakmai tudés hidnyaval
nem véadolhatjuk a biralokat, és f6ként PasquicHot nem, aki jo
képzettségii csillagiasz volt, hatramaradt 1788-iki konkurzusi
dolgozata pedig eredeti matematikai gondolkozasra mutat. Lip-
csében 1791-ben kiadott Unterricht in der Differential- und
Integralrechnung c. konyvét tobb kiilfoldi matematikus elisme-
réleg biralta, és pl. a paralelak torténetébdl ismert KASTNER
kiilon is kiemelte a mii gyakorlati alkalmazhatésagat. Azonban

S »Mindenféle foki egyenletek uj képletekkel magyardzoti dltaldnos
elmélete ... Buda, 1780. A targy alapos és kellé matematikai ismerete min-
‘deniitt hidnyzik; a mennyiségek kozotti aritmetikai Osszefiiggésekre vonat-
kozd azon 1uj torvények, melyek koriill az egyenletek elmélete forog, a mun-
kabol seholsem tiinnek ki: ilyenmodon a ftetszéleges foki egyenletek alta-

lanos eclmélelét és azokat az 1j formulakat, melyek ezt megvildgitandk, e

kis munkaban senki sem talalja.«

»A koér néhdny lulajdonsdgdarol szolo matematikai értekezés. Ezek
a tulajdonsagok olyasfajtak, hogy nem hiszem létezik kozépszerii ma-
tematikus, aki ezeket figyelemreméltonak talalna; ha meégis az ellenkez6t
véli valaki, akkor megigérem neki, hogy egy-egy év alatt {6bbszaz ilyen
tulajdonsagot hapvilagra hozok.« :

»E miivecskéken Kkiviil olvastam az i, t. Marlinovics ar fizikdjanak
masodik részét is. Ez fizikai-matematikai anyagot tartalmaz, melynek tar-
gyalasa a szerzének nagyon szerencsétlendil sikeriilt, tigyhogy elképzelhe-
tetlen, hogy az ifjak a megkivant ismereteket innen megszerezhetnék; ezt
pedig annal inkabb csodalom, mert biztosan tudom, hogy a .szerzé ismer
igen kivalé olyan munkakat, melyek ezt az anyagol téargyaljak.«
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az mar feltiind, hogy az alapos PasqQuicn ann'yira nem ¢€pito jel-
legii, feliiletes biralatot mondott MARTINOVICS munkairél, sza-
vait kiilonben sem tekinthetjiik igazsagosaknak. Mintha neki, de

a masik két biralonak is csak az lett volna a feladata, hogy a kar

el6z6 dontését igazoljak. Szigort eljarasuk annal feltiinGbb, mert
a budai egyetem matematikai és fizikai tanszékeinek koztudo-
mastilag még joval kés6bb is voltak olyan tanérai, kiknek nevét
legfeljebb teljesség kedvéért emliti meg a magyar tudoméanytor-
ténet. :

A véletlen jatéka, hogy az irattari anyag néhany aktéajavai
hatrabb bukkanunk olyan sorokra, melyekben PasquicaH a kar
szamara gylijtotie 6ssze a sajat konyvérdl sz6lé dicsérd kiilioldi
veleményeket (koztiik pl. a KisTnerét és. Viciél). Onkeént fel-
vei6dik a kérdés, hogy amit PasquicH esetében fontosnak tartott
a bolcsészeti kar, miért nem vette hiteltérdemlének MARTINO-
vicesal kapesolatban?

Igen megokoltnak latszik ezek utan a feltevés, hogy a budai
egyetem exjezsuita tagjai szervezetten és szandékosan mell6z-
téek a szabadelvii, felvilagosult MartiNovicsot, attél az elvtd!
vezérelve, hogy lehetSleg minél tobb tanszéket toltsenek be
sajat embereikkel. A forradalmi »eszmék hajnalanak pacsirtdja«
(Kossuth) ezért nem hallathatta sohasem szavat magyar kated-
rarol.
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Gallai Tibor

Gallai Tibor, a budapesti Mtiszaki Egyetem matematika professzora, a

matematika-tanitas egyik legnagyobb mestere. Mar kozépiskolai tandri palyaja
alatt mint pedagogus orszagos hirnevet szerzett. Tanitvanyaival megszerettette
a mgtematikét, teljes mértékben kiaknazta a matematika-tanitds oriasi neveld
erejét.

Szakdidaktikai képességeit fényesen bizonyitja Péter Rozsaval egyiitt irt

kozépiskolai tankonyve, mely talan a vilagirodalom egyik legjobb ilyeniranyi
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konyve. Hogy kozépiskolai tandraink korében tobben kételkedve fogadtak,
annak talan fooka a Horthy-idoszak alacsonyszinvonali tanérképzési rend-
szerében keresendo. i

Mint miiegyetemi tandr hervadhatatlan érdemeket szerzett. Elbadasai
mintaszeriiek. Nemcsak alaposan 4tgondoltak és kitiind el6adoi készséggel
eldadottak, hanem hallgatdi részére felejthetetlen élményként hatnak. Koztu-
domasu, hogy éveken at a gépészmérnoki karra igen sok, nagyon gyenge
eloképzettségli hallgatot vettek fel. Mas tanar keze alatt ezek legnagyobb
része talan hamarosan abbahagyta volna tanulmanyait, de Gallai Tibor elo-
adasai nyoman nemcsak megértették a tananyagot, hanem legtobben azt meg
is szerették. Kiilondsen sokat koszonhetnek ~szakérettségis hallgatoi, akikkel
taradsagot nem kimélve egyénileg is sokat foglalkozott. Ezzel oriasi érdemeket
szerzett az uj, népi miiszaki értelmiség kinevelése terén.

Tanitvanyai mint embert is nagyon szeretik. Tébbszaz hallgatéja van,
de szinte mindegyiket személyesen ismeri, ismeri problémaikat, nehézségeiket.
Pedig szigort tanar, az altala adott osztilyzatnak értéke van.

El6adasait és egészen KkitiinG jegyzetét évrol-évre atdolgozza. Felhasz-
nalja tapasztalatait gy, hogy eldadasai és jegyzetei egy kivalo és nagytudast
pedagogus tapasztalatait és mély gondolatait tiikrozik.

Gallai Tibor portréja nem lenne teljes, ha nem emlitenk meg, hogy
nemcsak hallgatéinak, hanem munkatarsainak is Kkival6 tanitdja. Szakmai
tovabbképzd eldadéasainak eredeti és egyéni hangja, mondanivaléjanak gazdag-
saga sok értékes gondolatot ébreszt tanszékének dolgozéiban. Ugy vezeti tan-
sz¢két, mint kivalo karmester dirigalja zenekarat: mindenki vilagosan latja
gondolatait, onként és d6rommel hajtja végre intencidit.

Gallai Tibor Kossuth-dijanak odaitélését elsGsorban pedagdgiai mun-
kassagaval indokoltdk. A Kossuth-dij azonban nemcsak a kivalé tanarnak,
hanem a tehetséges matematikusnak is szol. Olyan matematikai eldadasokat
tartani, olyan tankonyvet és jegyzeteket irni, mint amiket Gallai tart és ir,
csak oly kivalo matematikus tud, akinek egyéni, ¥nallé gondolatai vannak,
aki valéban meg tudja ragadni a lényeget, aki nemcsak reprodukalja, hanem
szinte ujra teremti mondanival6jat.



Jelentés
a Beke Mand-emlékdij hatodik kiosztiasarol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége altal kikiildott bizottsag
elndke Surdnyi Janos, tagjai Biré Jozsef, Boka Istvan, Faludi Istvanné, Farago
Lészl6, Reményi Gusztav, és Pésa Vilmosné eldado. A bizottsdg az emlékdij
szabalyzatdnak megfeleléen megallapitotta, hogy a dijak odaitélésében a mate-
matika oktatdsa és népszeriisitése terén elért kivalé eredményeket jutalmazza.
Igy elsosorban a matematikai tankonyvek és fiizetek irasat, "a tanari tovabb-
képzést elosegitd iroi és eléadoi milkodést, a matematikai oktatas elvi kérdé-
seivel valé foglalkozast, a kivalé tanari munkat, a Bolyai Tarsulat keretében
végzett szervezOmunkat.

A bizottsag junius 5-i {ilésén a kovetkez6 hatarozatot hozta:

: 2000,— Ft jutalommal tiinteti ki Karteszi Ferenc egyetemi tanart, 1000—
1000 Ft-tal jutalmazza Dér Zoltdn gimnaziumi tanart, Stéger Ferenc gyakorld
gimnaziumi tanart, Szénassy Barna egyetemi adjunktust és Varga Arpad gim-
naziumi tanart,

Indokolas

KarTesz1 FERenc egyetemi tandr, a matematikai tudomanyok kandidatusa,
tudomanyos kutaté és szervez6 munkaja mellett mindenkor sziviigyének tekin-
tette az oktatd ¢és neveld6 munkat. Nagy része volt a felszabadulas utani 1]
kozépiskolai matematikai tantervek kidolgozasaban, a kozépiskolai matematika-
oktatds 1j alapokra helyezésében. Tevékeny szerepet toltott be az altalanos
iskolai és kozépiskolai szakosito és atképzo tanfolyamokon. A pedagdgiai f6-
iskoldk szamara kidolgozta az dbrazolo geometria anyagot. Szamos tovabb-
képz6 €s matematikat népszeriisito eldadast tartott mind a kozépiskolai tanarok,
mind a didkok szdmara, nagy résziiket a Bolyai Tarsulat vidéki tagozataiban.

Mar a felszabadulas el6tt részt vett a Matematikai és Didaktikai Lapok
szerkesztésében. Tagja a Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkesztdbizottsa-
ganak ; ebben a lapban tobb cikke jelent meg, amelyekben egy-egy szép elemi
témat dolgoz fel a kozépiskolasok szamara; ugyanitt feladatokat is kitiizott.

A matematika irdnt érdekl6dd didkok szamara irt munkai koziil a
» lantlj jobban“ sorozatban jelent meg az ,Az oll6 geometrigja®, ,A kocka®,
a ,Szabalyos testek“. A szakosité tanfolyamok szamara irta meg ,A tér meg-
ismerése“ cimii konyvét (Erdosi Jozseffel).

Szerkesztésében és kommentarjaival jelent meg Bolyai Janos Appendix-
ének jubileumi kiadasa, tovabba sajto ala rendezte Lobacsevszkij ,Geometriai
vizsgalatok a parhuzamosok korébol“ cimii miivének magyar forditasat. A Szo-
cialista-Nevelés Kiskonyvtara kozli , Bevezetés a Bolyai—Lobacsevszkij geomet-
ridba“ cimii elbadasat, amelyet a Bolyai Tarsulat egyik budapesti konferenciajan
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tartott. Sajto alatt van ,Abrazolé geometria“ cimii egyetemi tankonyve. Allando
tagja a Kiirschak Jozsef matematikai tanuléverseny bizottsaganak.

Nagy elfoglaltsaga mellett is mindig talal modot arra, hogy tanitvanyai-
“val egyénileg is foglalkozzék, feladatokkal lassa el oket és matematikai érdek-
lodésiiket fejlessze és iranyitsa. Egyetemi szeminariumain kiilonds gondot fordit
arra, hogy a szeminarium résztvevoit megtanitsa eldadni és megismertesse veliik
az Onallo kutatds és irodalomhasznalat modszereit.

Dir ZoutAn gimnaziumi tanar kimagasld tanari munkat végez. A soproni
szakérettségis tanfolyamon tanitott annak megalakulasatol megsziintéig €s az
ott végzett j6 munkajaért kapta az Oktatasiigy Kivalé Dolgozéja kitiintetést.
Jelenleg a soproni Széchenyi gimnazium tanara. Evek Ota a soproni egyetem
fizikai tanszékének megbizott eldadoja. Iskolai munkajaban nagy képzettsége
mellett a szerénység és a nagy segitd készség jellemzi, amellyel az ifjiisaggal
foglalkozik.

Részt vett a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat soproni tagozatanak meg-
alapitasaban és annak aktiv tagja, tobb izben tartott eldadast tanitok, tanarok
szamara. A helyi tagozat Tudomanyos Csoportjaban jelentés munkat fejtett ki
és a textiliizemek szamara problémaik matematikai megfogalmazasaval nagy
szolgalatot tett.

A Széchenyi gimnaziumon kiviil tanit még a tanitéképzoben és a dol-
gozok altalanos gimnaziumaban. A fiatalabb kartarsak szakmai tudasat a
pedagogus tovabbképzés keretében is jelentdsen emeli.

Stécer Ferenc gyakorld iskolai tanar, tobbszorosen palyadijnyertes tan-
konyviro, A felszabadulas 6ta megjelent altalanos iskolai tankonyvek tilnyomo
tobbségének tarsszerzbje ; igy a kitliné hatodikos mértankonyvnek is. Mddszer-
tani utmutatokat is irt. Tarsszerzéje a részben osztott és osztatlan iskolak
szamara irt segédkonyveknek és a ,Hasznald a matematikat‘ cimii népszerfi-
sité matematika konyvnek. Megjelent egy tanulmanya ,Az egyenletek grafikus
megoldasa az éltaldnos iskolaban“ cimmel. Az V. és VI. osztdlyos tankonyv-
palyazaton_els6 dijat nyert (Varga Tamassal) és tarsszerzdje a most késziild
V. és VI. osztalyos szamtan konyveknek.

41 éve tanit. Igen kivalo tanari munkat végez, altalanos iskolaban ¢és
gimnaziumban egyforman kimagasloan jol tanit. Bemutato ordit jol tervezi és
terveit kitlinben meg is valdsitja. Tanitvanyai biztos tudasra tesznek szert,
gondolkodnak és jol szamolnak. A rabizott tanarjelolteket jol vezeti, sokat
fejlodnek mellette. Kartarsainak szivesen és sokat segit.

1955-ben az ,Oktatasiigy Kivalé Dolgozoja“ kitiintetést kapta.

A Matematika Tanitdasa egyik legjobb feladatmegoldoja.

SzinAssy Barna a debreceni Kossuth Lajos Tudomanyegyetem adjunktusa.
Kitiind pcdag()giai adottsagaival, logikusan felépitett elbadasaival megszeret-
tette a vegyesz hallgatokkal a matematikat.

F6 érdeklodési kore a matematika torténetének kutatdsa. Nagy latogatott-
sagnak orvendenek az ilyen targyit specialkollégiumai. Tobb ilyen irdnya mun-
kéaja jelent meg és van késziildben. Ezek a munkak fontos igényt elégitenek ki,
hézagp6tlok, ha elvétve mutatnak is fel pontatlansadgokat, amelyek kikiiszobo-
lésére kell torekednie. Mint az egyetem természettudomanyi kara tudomanyos
didkkorei vezetdje, nagy mértékben hozzajarult a hallgatok tudomanyos érdek-
16désének felkeltéséhez és a modszeres kutatisok megszervezéséhez.

Evek 6ta a Bolyai Tarsulat debreceni tagozatanak titkira. Szamos tudo-
manyos és pedagogiai jellegli elbadast tartott. A matematikai délutinok meg-
alakuldsa utan hosszt idon 4t heti két o6rdban maga vezette ezeket. Részben
neki tulajdonithato, hogy kiilonbozé versenyeken annyi debreceni tanuld ért el
kimagaslo eredményeket. A versenyek rendezésében és lebonyolitasaban is
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aktiv részt vesz. A Tarsulat részére el6addsi anyagul szolgaloé brosurat dol-
gozott ki. 4 :

Varga ARPAD gimnaziumi tandr négy eévig szakérettségis tanfolyamon
tanitott, jeléenleg a szombathelyi Nagy Lajos gimnazium tanara. 1946-ban a
Kozoktatasiigyi Minisztérium értékes tanari oktatdé munkajaért jutalomban
részesitette. TObb tanitvanya, koztiitk szakérettségis is szerepelt eredményesen
a tanulmanyi versenyeken. Minden évben a felmérd dolgozatok alapjan oszta-
lyaival az els6 harom helyezett tanar kozé sorolta az Oktatasiigyi Minisztérium
illetékes osztalya. 1954-ben ,Kivalo tanar“ kitiintetést kapott. Egy dolgozatat
a szamolasi és mechanikus készség fejlesztésérol a OM jutalmazta. ToObb
cikke jelent meg, illetve van megjelenoben a Vasi Neveloben a matematika-
oktatas e%yes konkrét problémairdl. :

A Bolyai Tarsulat szombathelyi tagozatanak elnoke. A tagozat munkaja-
ban szamos elbadas tartasaval vesz részt. Az évente megrendezett kozépiskolai
tanulmanyi versenyek megyei versenybizottsaganak tagja. Javaslatara 1956
augusztusaban megyei munkakézosség alakult meg, mely kéthavonként a gim-
nazium elsé osztdlya részére programot ad a szamolasi készség fejlesztéséhez.



Az 1955. évi Schweitzer Miklés matematikai
emlékverseny

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1955. november 26 és
december 3 kozott tartotta hetedik SCHWEITZER MIKLOS matemati-
kai emlékversenyét. A versenyzOk egy hétig dolgozhattak a felada-
tok megoldéasain. A Kkitiizott feladatokat 1955. november 26-an 13
orakor fiiggesztették ki a kiilonbdzé egyetemek, féiskoldk, tudoma-
nyos intézetek és a Bolyai Janos Matematikai Térsulat tagozatai-
nak hirdet6tablain. A megoldasok benyujtasanak, illetve postara-
adasanak végso hatarideje 1955. december 3-an 13 6ra volt. A ver-
senyen részt vehetett minden egyetemi vagy fdiskolai hallgato,
tovabba mindazok, akik az egyetemet vagy fbiskolat 1955-ben
fejezték be.

A verseny tételei a kovetkezok voltak:

1. Legyen a,,...,a,, by, ..., b, az r-dimenzi6s euklidesi tér-
ben n+m szama egységvektor, legyenek az a-k egymas kozott, a
b-k pedig szintén egymas kozott paronként merdlegesek (n, m =r).
A tér tetszoleges x vektorahoz rendeljitk hozza az

" m

Yl X 4\_.. Z (x, a)) (a;, bi) by

=3
=1 k=1

vektort. Mutassuk ki, hogy az x, 7x, T°x=T7(7Tx),..., T"x =
— T(T"'x) vektorsorozat konvergens és jellemezziik geometriailag
a hatarértékvektornak az x vektortol valo fiiggését. (A (e, d) jel a
e és d vektorok belsé szorzatat jeldli.)

2. Legyenek f,(x),...,f.(x) a [0, 1] intervallumban Lebesgue-

1
integralhato fiiggvények, amelyekre | fi(x)dx=0 (i=1,2,...,n).
Kimutatand6, hogy ha 0 <e <1, akkor megadhaté a [0, 1] inter-

vallumnak olyan ¢ mérték{i E részhalmaza, amelyre | fi(x)dx=0
(i=1,2...,n. £
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3..Legyen a & valdsziniiségi valtozo f(x) siiriiségfiiggvénye
paros fliggvény, legyen tovabba f(x) x pozitiv értékeire monoton

nem-novekvo. Tegyiik fel, hogy D*— ‘ x* f(x)dx létezik. Bizonyit-

suk be, hogy barmely nem-negativ 2 szamra érvényes a
1

P(!E‘?./D)él 1+/‘!

egyenlotlenség.

4. MegkeresendOk azok az ¢, @ természetes szamok, « > 1
és p,q,r primszamok, amelyekre a p* — ¢f 4 r* Osszefiiggés fenn-
all («, 8, p, q, r nem sziikségképpen kiilonboz6 szamok).

5. Mutassuk meg, hogy ha egy gyiirii barmely x elemére
x’—x centrumelem, akkor a gyfirli kommutativ.

6. Nevezziik valamely N természetes szam primtényezds elé-
allitisdban valamely p primszam kitevojének azt a k Kkitevot,
amellyel a p primszam N primtényezds eloallitisdban el6fordul
(k tehat az az egész szam, amelyre p*|N de p*' ¥ N), a p prim-
szam jarulékdnak pedig nevezziik a p* hatvanyt. Mutassuk meg,
hogy ha n természetes szam, akkor n! primtényezds elballitidsaban
két primszam koziil annak a jaruléka a nagyobb, amelynek a ki-
tevoje nagyobb.

7. Barmely p paratlan primszam esétén a
p+1 p+l

2(14x2 4+(1—x) 2 )

polinom mod p kongruens egy racionalis egész egyiitthatos poli-
nom négyzetével.

8. Mutassuk meg, hogy barmely tetraédernek van harom
olyan hegyes lapszoge, hogy az ezeket bezard lapok kozott a tetra-
éder minden lapja szerepel.

9. Mutassuk meg, hogy barmely F, elliptikus paraboloidhoz
megadhato olyan (t6le kiilonbozd) F, elliptikus paraboloid és a
térnek egy olyan, F,-et F,-be atvivo affinitdsa, hogy kielégiiljon a
kovetkezO feltétel: F, barmely olyan pontjat, amely az affinitasnak
nem fixpontja, a képpontjaval osszekotd egyenes mindkét feliiletet
érinti.

10. Bizonyitandd, hogy ha egy konvex poliéder csiicsai sza-
bélyos eloszldstiak, tovdbba élei és lapjai kongruensek, akkor a
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poliéder szabalyos. (Szabalyos eloszlastinak neveziink egy pont-
rendszert akkor, ha a pontrendszer barmely pontja atvihet6 a pont-
rendszer barmely madasik pontjdba a tér olyan kongruens, azaz
tavolsagtartd leképezésével, amely az egész pontrendszert 6nma-
gaba viszi at.)

‘A versenyen 21 versenyzd vett részt €s Osszesen 95 megol-
dast nytjtott be. A versenyzok koziil 10 a budapesti Edtvos Lorand
Tudomanyegyetem, 1 a budapesti Miiszaki Egyetem, 3 a szegedi
Tudoményegyetem, 5 a debreceni Kossuth Lajos Tudoményegye-
tem volt, illetve jelenlegi hallgatdja, 1 volt szovjet Osztondijas és
1 kozépiskolai tanulo.

A megoldasokat bekiilddk szdma és kiilondsen a bekiildott
megoldasok szama az 1954. évi Schweitzer versenyhez képest
lényeges csokkenést mutat (1954-ben 30 versenyz6, 161 megol-
das) ami részben a nehezebb feladatoknak tulajdonithatd. Kiilono-
sen szembetiinG a beérkezett rossz, illetve rosszul megfogalmazott
megoldasok nagy szama. Orvendetes jelenség, hogy a versenyzok-
nek majdnem fele 1. vagy Il. éves hallgato.

A versenybizottsag az Osszevont elsé és masodik dijat meg-
osztva HEPPES ALADARnak, a budapesti E6tvos Lordnd Tudomany-
egyetem IV. éves alkalmazott matematikus hallgatéjanak és KovAcs
LAszLOnak, a debreceri Kossuth Lajos Tudomanyegyetem II. éves
matematika-fizika szakos hallgatojanak itélte oda. HEPPES ALADAR
otletes és jol kidolgozott megolddsokat nytitott be az 1., 3., 8.,
9., 10. feladatokra; az 1. és 3. feladatot Iényegesen altalanositja,
kiilonosen kiemelendé a 3. feladatra bekiildott megolddsa. A 3. fel-
adatot az Osszes versenyzok koziil 6 oldja meg egyediil.

KovAcs LAszLo kivaldan kidolgozott megolddsokat nytjtott
be az 1., 5., 7., 8., 9. feladatokra, tovabba igen részletesen vizs-
galja 4. feladat megoldasat. Kiilonosen szépek a 8. és 9. felada-
tokra bekiildott megoldasai.

A harmadik dijat CsiIMA JOZSEF aspirdnsnak itélte oda a bizott-
sag. CsimA JOzser j6 megoldasokat kiildott be az 5., 8., 9., 10.
feladatokra. A 10. feladatra bekiildott megoldasa igen Otletes, a 8.
feladatra bekiildott &ltalanositdsa pedig nagyon figyelemremélté
munka. ;

A versenybizottsag tobb feladat igen tigyes megolddsaért
dicséretben részesitette KANTOR SANDORt, a debreceni Kossuth
Lajos Tudomanyegyetem III. éves matematika-fizika szakos hall-
gatojat, és PAPP ZOLTANt, a debreceni Kossuth Lajos Tudomany-
egyetem II. éves matematika-fizika szakos hallgatojat.

~ Végiil kiemelendének tartja a versenybizottsig BARTFAI PAL,
a budapesti Eotvios Lorand Tudomanyegyetem I. éves matematika-
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fizika szakos hallgatéja, GrATZER GYORGY a budapesti Eotvos
Lorand Tudomanyegyetem II. éves matematika-fizika szakos hall-
gatdja és SzrANO TAMAS, a budapesti E6tvis Lorand Tudomany-
egyetem volt hallgatoja teljesitményét, akik a legszebb megoldast
kiildték be a 4., 5. ill. 1. feladatokra. A versenybizottsdg ugyan-
csak emlitésre méltonak tartja OvARI FERENCnek, a székesfehérvari
Jozsef Attila Gimnazium IV. osztilyos tanuldjanak munkajat, aki
helyes megoldast kiildott be a 8. feladatra.

A versenybizottsag:

Bakos TIiBOR REDEI LASzZLO

FoDOR GEzA SzAsz GABOR

KALMAR LAszLO SZENDREI JANOS

PUKANszZKY LAJOS SZOKEFALVI-NAGY BELA
TANDORI KAROLY ~

A feladatok megoldasai a kovetkezOk:

1. feladat

1. megoldds. Nevezziikk az a-k altal kifeszitett n-dimenzios
teret A térnek, a b-k 4ltal kifeszitett m-dimenzios teret pedig B tér-
nek. Minthogy egy ¢ egységvektor esetén (x, ¢)c x-nek ¢ irdnyi
komponensét jelenti, azért a 7x operacio geometriai jelentése a
kovetkez6: Vegyiik az x vektor a,, a,, ..., a, irdnyd komponensei-
nek x4 Osszegét (azaz x-nek az A térre valo vetiiletét), majd
xa-nak a B térre vald vetiiletét. Tehat 7x — Tp(7Tax), ahol 74,
ill. T az A, ill. B térre valo vetitést jelenti. Az értelmezésbol
nyilvanval6, hogy 7Tx—Xx, valahdnyszor x az AB térnek, azaz az
A és B terek kozos részének a vektora. :

Kimutatjuk, hogy a 7"x sorozat konvergdl, mégpedig x-nek
az AB ftérre valo veftiiletéhez, xiz-hez. Bontsuk fel az x vektort
az x—xap-+x alakban, x’ tehat x-nek az AB térre merdleges
komponensét jelenti. A fentiek alapjdn 7 xar=xan, elég tehat az¢

kimutatni, hogy 7"x’— 0. Nevezziik A" térnek az A tér azon vek-
torai altal alkotott teret, amelyek AB-re mer6legesek és B’ térnek
a B tér azon vektorainak Osszességét, amelyek AB-re merdlegesek.
Nyllvan TAX == TA3X+ TA'X és TBX: TABX+ TB'X. Ha x’ merd-
leges az AB térre, akkor Tx'= Typ(7Tax’). Minthogy az A" tér
egységvektorai és a B’ tér egységvektorai két zart és diszjunkt
halmazt alkotnak, létezik olyan, egynél kisebb, nemnegativ 9 szam,
hogy [(es, er)| = 9, A'-nek barmely es €s B’-nek barmely er egy-
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ségvektorara. Ebbol kovetkezik, hogy az A’ tér vektorai a B’ térre
valo vetitéskor legaldbb 9 ardnyban megrovidiilnek és viszont. Tehat
| T’x'| = | Tp(Ta(TX)) | = &| TX/|, | T°x'|=| To(Tu(T°x)) | =
=P|Tx|,...,|T'x'| = 9| T"'x’|, amibsl kovetkezik, hogy
T"x'— 0. :

Heppes Aladdr

Hasonl6 megoldast nytijtott be FAy ARPAD és KovAcs LAszLO.
(Vazlatosan: KANTOR SANDOR.)

HEPPES ALADAR még megjegyzi, hogy a feladat kettd helyett
tobb altér esetére is atvihetd.

2. megoldds. Legyen %, ill. B az a-k, ill. a b-k altal kife-
szitett altér, az ezekre valé merdleges vetitést pedig jeloljiikk P-vel,
ill. Q-val, akkor 7= QP. Tekintsiik az A= PQP szimetrikus
transzformdciét. Mivel barmely x vektorra

(Ax, x) = (QPx, QPx)=| QPx/,
ezért 0 = (Ax, x) = |x[* és igy O = A = I. Ebbdl kovetkezik, hogy

T el R L R

Szimmetrikus transzformaciok korlatos monoton sorozata kon-
vergens lévén, van olyan B linedris transzformécio, hogy min-

den x vektorra A"x— Bx és igy QA"x — QBx. Mivel QA"—
=Q(PQP)' =(QP)""' =T"", azért T"x — Kx, ahol K— QB. To-
vabba T""'x = T(7"x) — TKx, tehit Kx — TKx, azaz Kx¢AB.

Legyen x=y-y’ az x vektor felbontisa AB-be esd y és
AB-re merbleges y’ komponensei Osszegére. Ekkor 7"x=y
+T"y — y-+ Ky =y, ugyanis Ky’ — O. Ez utébbi abbdl kovet-
kezik, hogy egyrészt Ky’ € AW, masrészt Ky merdleges AV min-
den z vektordra:

(Ky',z)=1im (QP)"y, z) =lim (¥, (PQ)"z) = lim (y’, z) = 0.
Tehdt T"Xx —y, ahol y az x vektornak az AV altérre vald

merdleges vetiilete.

A bizonyitas érvényes abban az esetben is, ha % és U a
Hilbert-tér két tetszOleges, véges vagy végtelen dimenzidju altere,
T pedig az ezekre valdo P, ill. Q merbleges projekciok szorzata:
T=QP.

Sztano Tamds

20 Matematikai Lapok
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2. feladat

A példaban kitiizott feladatnal altalanosabban kimutatjuk,
hogy ha ECS|0, 1] tetszoleges mérhet6 halmaz és | fi(x)dx=0

(i=1,...,n), akkor minden 0 <« <1 szamhoz megadhato olyan
Fc E halmaz, hogy |f(x)dx—0 (=1 . n)yes nReaul]

ahol «E jeloli az E halmaz Lebesgue-mértékeét.
1

Az &ltalanos eset konnyen adodik az e esetb6l. Legyen

ugyanis

(¢, =0, vagy 1)

az « szam diadikus kifejtése. Az (z:% esetre vonatkozd tétel

folytatolagos alkalmazasaval meghatarozhaté az E halmaz mérhet6
részhalmazainak egy olyan {F,}- sorozata, amely rendelkezik a
kovetkezd tulajdonsagokkal:

2)“
2 [A@dx=0 (=1,...,n)

7

1) HA e - uwE,

és
3) FinF;=0 (i==J)-
Az 1) és 2) tulajdonsagbol kovetkezik, hogy az

F:GEn

m=1
halmaz mértéke « és a 2) és 3) tulajdonsagbol kovetkezik, hogy
‘f;(x)dxzo (i=1,...,n). Tehat az F halmaz valéban eleget
bad

tesz az allitdas kovetelményeinek.

A tovabbbiakban tehat csak az (c:—;— esettel foglalkozunk.

Az n—1 esetben az éllitas nyllvan\ialo Tegyiik fel, hogy az alli-
tds valmely n természetes szamra igaz, ekkor megmutat]uk hogy
n-+1 esetén is igaz.
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- Legyen tehat E<[0, 1] olyan mérhetd halmaz, amelyre
| f(x)dx=0 (i=1,...,n). Kimutatjuk, hogy ekkor megadhat
}:v

mérhetd halmazoknak olyan {F;} (0=1¢=1) serege, amelyre tel-
jesiilnek a kovetkez feltételek:

L

a) FicE, uF,= 5

b) FF—=E—F,
c) J‘fl-(x)dx:—fO (=150,

Fy

uwE,

d) | fun(x)dx—g(t) t-nek folytones fiiggvénye.
Fy

Minthogy a feltevés szerint '.f“,H(x)dx:O, ezért b) szerint
I:-

¢(0) és ¢(1) vagy mindketten O-val egyenl6k, vagy ellenkezd els-
jeliiek, igy Bolzano-tétele értelmében van olyan 0=1¢,=1, hogy
p(t))=0. A c) feltétel alapjan nyilvanvald ezekutin, hogy az
F=F, halmaz eleget tesz az dllitds kovetelményeinek.

Az {F:} halmazrendszert a kovetkezd6 maddon alkotjuk meg.
Alkalmazva folytatélagosan az allitast n fiiggvény esetére, teljes
indukcioval meghatarozhaté az E halmaz részhalmazainak egy
olyan E, (m=1,2,...; k=1,...,2") rendszere, amely a kovet-
kezd tulajdonsidgokkal rendelkezik:

@) E;lzll:llU .?.}h:Enku Ei’i_llﬂ 3:’;130,

1

u )::I’:ll ==l Elﬁﬁ-l 5 _.UE;}:; :
2
2) "f;(x)dx:O ((=1;-i.,0)
l','.k
L s k—1 k\ . .
Jeloljiik ezek . utan /,-val a e intervallumot. Ki-
mufatjuk, hogy az \
F= R o O=t=1)
els 3]

halmazrendszer rendelkezik a fenti a)—d) tulajdonsagokkal. Figye-
lembevéve, hogy ha 1,1, akkor E.C Ey, kovetkezik, hogy

20%
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F,— E—F, és hogy F eldallithato az
F—Ey
alakban is, ahol az osszeg egyes tagjai kozos pont nélkiiliek és
az Osszegzés azokra a k', m’ értékpéro_k»ra van kiterjesztve, amelyekre
«[U I,f;,']zzul,ﬁ::,u[(%, 1—_51) :—; Ebbol kovetkezik,
hogy azigy definialt F; halmazokra teljesiilnek az a) és c) feltételek.
A d) tulajdonsag kimutatasara elég figyelembevenni azt, hogy
a fenti megjegyzés szerint

ul(Fe—=F)U (Fi—Fr)|=|t—t],

amibbl§ kovetkezik, hogy — i (x)-szel jelolve F, karakterisztikus
fiiggvényét — fenndll az

1
Ve @) — ()| dx—0 (t—1t)

(1]

relacio, amibol adodik, hogy
1
P(O) = |furi1(Odx = | fous () Pr(x) dx
Fy 0

t-nek félytonos fiiggvénye. Ezzel allitisunkat teljesen bebizonyi-
tottuk.

Megjegyzés. Erre a feladatra helyes megoldds nem érkezett
be. Az itt kézolt megoldast PUKANSZKY LAJOS kutatd bocsdjtotta a
bizottsdg ‘rendelkezésére.

A feladatban szerepl6 éallitas specidlis esete A. LJAPUNOV
szovjet matematikus - kovetkezd tételének: Egy megszamlalhatoan
additiv, nem atomikus mértékfiiggvény, amely értékeit egy n-dimen-
zi6s valds vektortérben veszi fel, konvex és zart értékkészlettel ren-
delkezik. (L. A. Ljapunov, Sur les fonctions-vecteurs complétement
additves, lzvesztija Akad. Nauk, 4 (1940), 465—478, és P. HaL-
mos, The range of a vektor measure, Bulletin of the American
Math. Society, 54 (1948), 416—421.)

3. feladat

Megmutatjuk, hogy a példa feltevései mellett érvényes a ko-
vetkez6, a feladatban szereplonél élesebb becslés:
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0 PUE =D =150 0=b=T,

1 s
() P(|é§|=4D)= 5py ha 1=4

Nyilvanvalo, hogy ezekbdl kovetkezik az 4llitas.

A példa felteveseibdl kovetkezik, hogy a & valosziniiségi val-
tozo6 M(E) varhaté értéke O-val egyenld, tovabba F(x) eloszls-
fiiggvénye a (—oc 0) intervallumban alulrél konvex és F(—x)—
= 1—F(x). fgy egyszeriien belathats, hogy az 7— & valészmu—
ségi valtozo eloszlasfuggvenye

G(X)= 1———2F(—L§), ha- =10
( 0 , ha x=0

¢s G(x) a pozitiv félegyenesen alulr6l konkav.
Mivel

D) — ME) — M) — | xdG(),

igy D’ egyenl6 az x—=0, y=1 és az y— G(x) gorbék altal ha-
tarolt tartomany teriiletével. Minthogy G(x) alulrdl konkav, ezért
az x,—/A*D’ pontban huizott tdmasztéegyenes és az x=—=0, y=1
egyenesek dltal bezart haromszog teriilete D*-nél nem nagyobb.
Viszont ennek a héaromszognek a teriilete nem kisebb, mint

l)DQ[ —(G(*D%)]. Tekintve végiil, hogy a definicié szerint
P(|§| = AD)= 1— G(#*D?), adddik, hogy

D = 22D [1—G(A*DY)]==22D*P(|§| = AD),

amibdl kovetkezik (II).

(l])-bél A=1 esetén adddik, hogy G(D’);% és igy

1— G(D?) = —-. Mivel tovabba G0)=0 és 1—G*D?* a [0, 1]
szakaszon alulrol konvex, ezért ha 0= 4 = 1, akkor
P(|E| = AD) = 1— G(#*D*) = 1—% .
Ezzel az dllitisunkat teljesen bebizonyitottuk.
Heppes Aladdr



4. feladat

friuk fel a diofantikus egyenletet a kovetkezd alakban:

/oo Mt
Nyilvanvald, hogy p,q és r koziil az egyik és csakis az egyik
2-vel egyenld. Harom esetet kiilonboztetiink meg.
. 1) p=2. Ebben az esetben nyilvanvald, hogy nincs meg-
oldas.

2) g=2. Ekkor p*—r*=((p—n(p*'+--+r=1)=2%
Minthogy p és r paratlan primszamok, ezért p—r—2"(y =1) és
prt+4 -4 rrt=e=0(mod 2). Legyen ¢=2¢ (¢=1). Ekkor
p2£_rﬂc:(pa_re)(ps+rs)= 2,’1 éS igy pé_razzo, pe_l_rezzo-
(0,0 = 1). Az utébbi két egyenletet tsszeadva €s kivonva, nyerjiik,
hogy 2p°=2"+42¢ 2r'=2"—2° Az utdbbibol kovetkezik, hogy
o=1 és igy p°'—r'=2, amib6l adédik, hogy &=1. Tehat
p=2""41 és r—2""—1. Mivel p és r primszamok, ezért
sziikségképpen o—1 =2, amib6l kovetkezik, hogy p=15, r=3,

van.

3) r = 2. Ebben az esetben a megoldando egyenlet p” —2“ — ¢ .

a) Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor p > 3. Ekkor
PP—2"=(p—2)(p" +~-+2"")=¢" & igy p—2=q &
P 2p T e 427 =" (0 >y >0). Az utobbi egyenletbol
p—q" 42 helyettesitéssel nyerjiik, hogy (¢” +2)“"'+2(¢"+2)" "+
+ - 42— ¢, amibbl kovetkezik, hogy ¢"|e-2°", tehdt « — #q".
- '( ( Y )
Igy a megoldand6 egyenlet p"”—z =27, Ekkor p'—2%—gq"
(1 >0), amibdl a p = q” 2 helyettesitéssel adodik, hogy

q":"f_|_(7)2qy(q_l)+ Tl +(qi] )2'1"(]“/ i qbi.

Mivel a p—2-—q" és p"—2“—q" bsszefiiggések miatt 5—y>1,
ezért itt a baloldal utolso tagjanak kivételével minden tag oszthato
q*-vel, ami ellentmonddsra vezet. Igy a p >3 esetben nincs
megoldas.

b,) Legyen p=3 és « péros («—2¢). Ekkor a megoldando
egyenlet 3% —22 — gf. Nyilvanvald, hogy 3*—2*|¢?, amibdl kovet-
kezik, hogy ¢—>5 és igy 3°+-2°—=5" és 3°'—2°—=p5". Eat a két
egyenletet egymasbol kivonva adodik, hogy 2°7' — 5" —5%, amibél
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kovetkezik, hogy 3,—O0 és igy ¢=1. Ebben az esetben tehat
p=3,q=5,r=2, e=2, §=1 az egyetlen megoldas.

b,) Legyen végiil p—3 és « paratlan. Megmutathatd, hogy
ekkor « csak primszam lehet. Legyen ugyanis ¢ —«'¢ (¢’ pératlan
primszam, ¢ > 1). Mivel most

3a t_2a5:qﬂ,

ezért 3'—2°=¢° (8°>0). A 3°—g" 4-2° helyettesitéssel ad6-
dik a fenti egyenletb6l, hogy

qﬂ'a'—*— 25 +(‘,qp'25(¢v'—])=qﬂ' (p)>ﬂ1)'
Itt a baloldal utolsé tagjan kiviil minden tag oszthaté ¢f+!'-gyel,

ezért sziikségképpen «"=¢q. Ezzel megmutattuk, hogy « minden
torzstényezbje g-val egyenld. Ekkor egyenletiinkb6l kovetkezik,

hogy
o L i (]ﬁ”-

Ez azonban lehetetlen, mert a kis Fermat-féle tétel s;grint
q|3"—3,2°—2, amibél kovetkezik, hogy 3'—3—(2'—2)—¢" —1
is oszthatd g-val, ami lehetetlen. Tehat ¢ Osszetett szam nem lehet.
Ajfeladat tehat a 3°—2"— ¢ specidlis ggyenlet megoldasara re-
dukélodik, ahol ¢ pératlan primszam.

Bdrtfai Pdl

Papp Zoltdn

Elfogadhaté megoldast kiildtek be: BiczoO GeEza, KOVACS
LASzLO és MAJOR JOZSEF.

Megjegyzések. PApP ZOLTAN még azt is megmutatta, hogy a
b,) esetben # csak paratlan szam lehet. Tekintsiik ugyanis a

3a_2a:qﬁ
egyenletet, ahol « és ¢ paratlan szamok. Ha 8 paros, akkor
4[qgf—1, azonban
43"—2"—1,
mert 3“—1=2(3“"4--- 4 1) nem oszthaté 4-gyel. Tehat & csak
paratlan szam lehet.

Az a kérdés, hogy melyek a 3“—2°—q" egyenlet vsszes
megolddsai, még nyitott.
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5. feladat'

Felhaszndlva azt, hogy centrumelemek kiilonbsége is cent-
rumelem, a feltevésbdl egyszer(i szdmolassal adodik, hogy a gyiiri
barmely két x és y elemére

xy=x[(x+ ) —(x+P—&F—x)— (=] — "=y —xyx=
=[(x+y)—(x+P)—F—2)— (3 —)]x—p(*—x)—xyx=px.

Ezzel allitasunkat bebizonyitottuk.
Grdtzer Gyorgy

Megoldottak még: ADAM ANDRAS, CsSiMA JOZSEF, DOMOLKI
BALINT, FAY ARPAD, KANTOR SANDOR, KOVACS LASZLO, MAJOR
Jozser, PAPP ZOLTAN, SCHMIDT ELIGIUSZ, SZTANO TAMAS és TOMOR
BENEDEK.

Megjegyzések: A versenyzOk egy része ugyanezt az utat ko-
veti, csak tobb 1épésben érve el a feladat megoldasat; a verseny-
z0k masik része el6szor kimutatja, hogy x* centrumelem €és ebbdl
kivonva az-x*—x centrumelemet nyeri az allitast.

GrATZER GYORGY megemliti, hogy a feladat M. H. STONE
egy tételének altalanositisa, amely szerint egy idempotens Boole-
gylrii mindig kommutafiv. (L. M. H. STonE, The theory of rep-
resentations for Boolean algebras, Transactions of the American
Math. Society, 40 (1936), 39—40.)

Tovabba ScHmiDT ELiGIUSZ megemliti, hogy ferdetestekben
a feladat megoldédsa egyszeriibb. ,

6. feladat

Az allitas igazolasdra elorebocsajtunk néhany megjegyzést.
Legyen n természetes szam és p primszam;. jeloljik v,(n)-nel p
kitevojét, vagyis azt a legnagyobb természetes szamot, amelyre
p"|n! . Ismeretes, hogy

n n

) = | — —

=3l (5

ahol [«] « egész részét jeloli. Ebbél az elballitisbol nyilvanvald,
hogy

o 1 n
(1) '1:(”)<”%;7—~'ﬁ,
(2) vp(y+ n) = vp(m) + "ﬁ(n!)

| >
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és ha m és [ természetes szamok, akkor

('3) vp(mp) = m v, (m)
€8
4) vp(ln) = lv,(n).

Legyen m az a legnagyobb természetes szam, amelyre telje-
siil az

mp=n
egyenl6tlenség. Ekkor (3) szerint
(%) vp(n) = vy(mp) = m—+ v,(m).

Ha n=p’ azaz m=p, akkor v,(m)=1 és igy (5) alapjan
v,(n) = m+1. Ebbdl m definicidjat felhasznalva adédik, hogy

vp(n) l - Sy
(6) & ha n=p ..

Ha n < p’ azaz 1 =m = p—1, akkor (5) miatt v,(n) = m és mi-
vel m definiciéja szerint n = (m-+ 1)p—1, ezért

v,(n) B m 1 S
(7 B P p—] = 2p—1° ha “n<ip.
Az dllitds bizonyitdsara tekintsiink két kiilonbozd p és ¢
primszamot és tegyiik fel, hogy
8) p=aq+b,

ahol a és b természetes szamok, a=1 és 1 = b = g—1. Ekkor
(1) szerint

n > vy (n)(p—1)
és ebbdl (2) és (3) alapjan adodik, hogy
) vg(n) = vy(vp(n)aq + vp(n)b— vp(n)) = -
= o)+ 1,0, (1)) + vg(vp (1) b— 1 (7).
A kovetkezokben kiilon fogjuk vizsgélniaz a = 2 és a =1 eseteket.
I. a = 2. Ekkor (9)-bdl nyerjiik, hogy v,(n) = av,(n) és igy
g = (¢")*™. Ebbodl az egyenibtlenségbdl mar kovetkezik az alli-

tas, ha megmutatjuk, hogy ¢*>p. Ez pedig, kivéve a g=—2 és
a=2 esetet, nyilvanvald, mert (8) miatt

p=(a+1g—1
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és ha ¢g=3, a=2, vagy ha ¢=2 ¢és a= 3, akkor

q">(a+1)g—1.

Tekintsilk még azt az esetet, amikor ¢ —2 és a—=2. Ekkor (8)
miatt p=>5, tovabba (9)-bdl (8) alapjan adddik, hogy

vo(n) = 205(n) + v2(205(n)) = 205(n) + v5(n) = 3v5(n) |
és igy
2!'.1(;1) = (23)4,-.._(1)): 81';,1::) = 5!‘;,()1).
Ezzel az a = 2 esetre az dllitdst bebizonyitottuk.
II. a=1. Ekkor (9)-bél (4) és (8) alapjan adddik, hogy

10 '1(’1) =1 ‘7'1(7'1'(’1)) ;
o oY) Tt o
Az allitas igazolasara megmutatjuk, hogy

log 14 v, (1)

¢n log q - 171,(11) :

Mivel itt log p = log (g + b) < loggq + — , ezért elegendd bebizonyi-
tani, hogy

ve(n) _ b
42 “up(n) :1+p10gq'

a) Tekintsiik eloszor azt az esetet, amikor ,(n) = ¢*. Ekkor
(10)-bél (6) felhaszndlasaval nyerjiik, hogy

Sl e E
() = o

amibél g = 3 esetén kovetkezik (12). Ha g=2, akkor (8) miatt
p—3 és ekkor (11) (6) és (9) felhaszndlasaval konnyen belathato.

b) Tegyiik fel ezek utdn, hogy g = +,(n) <¢*. Legyen k az a
természetes szam, amelyre

kq = v,(n) < (k+1)q.
Ekkor (10) és (7) alapjan adddik, hogy

AT s 1 N !
valn): — ChED (k+1)g—1 = 29—1"’
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ha itt ¢ =7, vagy ¢ =5 és k = 2, akkor ebbél adédik (12). A ki-
vételes =05, k=1; ¢=3, k=1, ¢g=2, k=1 esetekben (11)
kénnyen ellenbrizhetd. '

¢) Tekintsiik végiil azt az esetet, amikor v,(n)<gq. Ekkor
n = vy(n)p=v,(n)q+v,(n)b és igy (5) szerint

(13) va (1) = vp(n) 4 v (2 () 0).
Ha itt »,(n)b = q, akkor (7) és (13) szerint
vy (1) =115 vq(vp(n)b) b

vp(n) — v,(n)b =1+ 2¢—1"'

amibdl kovetkezik (12), ha ¢ = 7; a kivételes ¢ =15, 3, 2 esetekben

(11) konnyen-ellendrizhet. A v,(n)b < q esetben is az allitis kony-

nyen bizonyithat6. Ekkor ugyanis (8) miatt v,(n) (p—q) < g és igy

vp(n)p < (v,(n)+1)q. Ha ¢ = 3 és v,(n) > 0, akkor ebb6l adddik,
1

ho <5 (1 —) , tehat

RS L

p.-P(n) < eqrp(m &5 qr,l(u).
Kiilonben az éllitds nyilvanvalo.

Megjegyzés. Erre a feladatra helyes megoldds nem érkezett
be. A feladat ERDOS PAL professzortél szdrmazik, aki ezt a fela-
datot az American Math. Montly c. folydiratban mar egyszer Ki-
tiizte (53(1946), 594). A fentiekben W. J. HARRINGTON megoldasat
ismertettiik (American Math. Monthly, 55(1948), 433—435).

7. feladat

A feladat allitisandl tobb is igaz: barmely n természetes
szamra a

Pl
) 9

P
P(x):rzl‘l—{—x 2 4+ (1—x) J

polinom is kongruens mod p egy racionalis egész egyiitthatés po-
linom négyzetével.
Szorozzuk meg P(x)-et a
e

QW =2 1+x

1 P
(= 7]

egész egylitthatos polinommal. Mivel £ == 0, p" esetben (’;(') =0
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(mod p), ezért a p-karakterisztikdjii K testben (1—x)""'—=1—x"és
igy
P+l

B

PeQE— (1457 ) —a—nm|—

pri+1

4 : )
:Y[‘] +2x 2 +x1"'*‘—(1—x)(l—x‘““),] -—:4(1 - X R J ;
Tehat P(x) és Q(x) szorzata teljes négyzet. Ebbol mar allitasunk
kovetkezik, ha megmutatjuk, hogy P(x) és Q(x) relativ primek,
azaz K-ban nincs kozbos gyokiik, vagyis nincs olyan x, egész szam,
amelyre P(x,)= Q(x,)=0 (mod p). Ez az utobbi pedig nyilvan-
val6. Mert ha egy x, egész szamra teljesiilne ez a relaci6, akkor

P+l

P(x)— % Q(x)) = 4(1—x;) 2

is oszthato lenne p-vel, amibdl kovetkezne, hogy x,=1 (mod p).

Viszont ha x,=1(mod p), akkor P(x))=4==0(mod p) és igy

X, nem lehet kozos gyok. Ezzel allitasunkat bebizonyitottuk.
Kovdces Ldszlo.

Megoldottdk még: KANTOR SANDOR, MAJOR JOZSEF és SZABO
LAjos.

Megjegyzés. KANTOR SANDOR €s MAJOR JOzser megemlitik
hogy a példa allitisa REDEI LAszLO professzor egy tételébdl kovet-
kezik. (L. L. ReEDEL, Uber einige merkwiirdige Polynome in end-
lichen Kérpern mit Zahlentheoretischen Beziehungen, Acta Sci. Math.
Szeged, 11 (1946—48), 42, 2. tétel).

8. feladat

Nyilvanvald, hogy két lap akkor és csakis akkor zér be he-
gyes lapszoget, ha egyiknek a masik sikjara valo merbleges vetii-
lete részben vagy teljesen lefedi a masodik lapot, tovabba barmely
lap sikjara vetitsiik is a tetraédert, az illetd lap teljesen le lesz
fedve. Igy egyrészt minden lap bezar legaldbb egy hegyes lapszo-
get, masrészt mivel egy maximalis teriiletii lap teljes lefedéséhez
nem elég egyetlen lap vetiilete, ezért egy maximalis teriileti lap
legaldabb két hegyes lapszoget zar be. .

Legyen marmost A, a tetraéder (egyik) maximalis teriiletii
lapja és zarjon be ez hegyes lapszoget példaul az A, és A; lapok-
kal. E két hegyes lapszoghoz hozzavéve egy az A, lap altal bezart
hegyes lapszoget, nyerjitk a feladat megoldasat.

Kovdcs Ldszlo
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Megoldottdk még: ADAM ANDRAS, BARTFAI PAL, GRATZER
GYORGY, HEPPES ALADAR, KANTOR SANDOR OVARI FERENC, PAPP
ZOLTAN (elemi titon), CSiMA JOzSEr, SCHMIDT ELiGIUSZ és TOMOR
BENEDEK (vektorok felhasznalasaval).

Megjegyzés. Kiemelendd CsimMA JOzser altalanositasa, amely
a kovetkezoképpen fogalmazhato. Az n-dimenzids szimplexnek felel-
tessiink meg egy G gréafot olymddon, hogy a szimplex L, lapjanak
feleljen meg a G graf C; szogpontja és a C;, C; szogpontok akkor
és csakis akkor legyenek Osszekotve, ha az L;, L; lapok hegyes
szoget zarnak be. gSlMA JOzser megmutatja, hogy az ilymodon de-
finidlt G graf osszefliggt; megforditva egy Osszefiigg6 (véges) graf-
hoz mindig megadhaté egy a fenti modon neki megfelelé szimplex.
Nyilvanvalo, hogy az allitas elsd részébdl kovetkezik, hogy egy n-
dimenzids szimplexnek mindig van n szdmii olyan hegyes lapszige,
hogy az ezeket bezdro lapok kozott a szimplex minden lapja szerepel.

/

9, feladat

1. Analitikus megoldds. E feladat megoldasat nagymeérték-
ben megkonnyiti az az ismert tétel, hogy barmely két elliptikus
paraboloidhoz taldlhato olyan (reguléris) affinitds, amely egyiket a
masikba viszi at. Tegyiik fel ugyanis, hogy van olyan F7 elliptikus
paraboloid, amelyhez megadhato egy F3 elliptikus paraboloid és
a* affinitds a kivant médon. Ekkor biztosan van olyan b (regularis)
affinitas, amelyre F,—bF;. Nyilvanvalo, hogy az F,—ba"b 'F,—bF3
elliptikus paraboloid és az a—ba*b ' affinitas megfelel a kovetel-
ményeknek, hiszen F, és F, az F;-bol és F3-bol a b affinitassal
keletkeztek, és b az o* dltal egymashoz rendelt pontokat a altal
egymashoz rendelt pontokba, tovibba F{ és FJ érintdit F, és F.
érintéibe viszi at.

Feladatunk csupan az, hogy megadjunk egy-egy Fi, F2 ellip-
tikus paraboloidot és egy o* affinitast, amelyek kielégitik a feladat
kovetelményeit. Egyszerli szamolds meggy6z arrol, hogy

x4+ x3=2x,,
Fa: x3+x3=—2x;,

0 1 0)
a":(—l 0 0
0 0 =1

megfelelnek a kovetelményeknek. Eloszor is, az o leképezésnek



316

egyetlen fixpontja van: a paraboloidok kozos (0, 0, 0) csticspontja;
ha: dehat 'd- P =X, X, X)5.pont 0z F =00 Van €8 "X, X X%
nem mind 0-ok, akkor képe, P, = (Xy, —Xy, —X5) az Fy-on van,
s kiilonbozik P,-t6l. De akkor az e= P, P, egyenes egyértelmiien
meghatdrozott, s az ¥, = X0+ {(Xp—X10), Vo= Xop +E(—X10— X0),
Vs = X5+ f(—2Xx;,) paraméteres alakban adhaté meg. Ebb&l mar
kozvetleniil lathatd, hogy az e egyenes benne van az Fi-ot P-ben
érint x,); - X20Ys = X3, + ; sikban, valamint az Fy-ot P,-ben érint6
X — X))o = _(_ x:»;o)_yx sikban.

Kovdcs Ldszlo
/*"

Hasonléan oldottak meg: FAy ARPAD,PAPP ZOLTAN, SCHMIDT
ELiGIUsz (utobbi a forgasi paraboloidra valé redukcié nélkiil).

2. Konstruktiv megoldds. Legyen F, egy tetszésszerinti ellip-
tikus paraboloid és P, ennek egy tetszésszerinti pontja, F, ten-
gelyét jeloljiik f-vel. Legyen o, a P, ponton atmend f-re merdleges
sik és jeloljik O,-gyel 7-nek és o,-nek a metszéspontjat. Legyenek
végiil a és b a o, és F, metszeteként adodo ellipszis tengelyei. -

Tiikrozziik Fi-et a C csticspontjaban érintd sikra; F, képe
legyen F’. Ezutdn nytjtsuk a teret b irdnydban ugy, hogy F’-b6l
F” forgasi paraboloid keletkezzék, majd végezziink a f tengely ko-
riil 90°-os forgatast. Végiil végezziink b irdnyaban az el6bbi nyuj-
tassal azonos mértékii zsugoritast; ezzel F” egy F, elliptikus pa-
raboloidba megy &t. Ezeknek a leképezéseknek egymasutdni végre-
hajtasa végeredményben affinitdst ad. Nyilvanval, hogy a fenti
leképezésnél F, (nem pontonként, hanem egészében) tiikorképébe
megy at, mégpedig minden egyes P, pont képe a tiikorképéhez,
P’-hoz tartozé normalmetszeten a P’-t tartalmazd atméréhoz kon-
jugalt atméré P, végpontja. E normalmetszet sikjat jeloljiik o,-vel.

Megmutatjuk, hogy a P, P, egyenes mind F,-et, mind F;-t
érinti. A [f, P] sik parabolat metsz ki F,-bdl, ennek P,-beli e érin-
toje és a o,-beli normalmetszet f érintéje meghatdrozzak az F-et
a P, pontban érinté [e, f] sikot. A parabola elemi tulajdonsaga
szerint e a f-t olyan O, pontban metszi, amelyre O,C=0,C; de
akkor a o, is -t O,-ben metszi. Mivel a P’-hoz tartozd normdl-
metszet, P’-beli érintéje pdrhuzamos f-fel, s O,P, az O,P’-hoz
konjugdlt atméro, ezért O,P, parhuzamos f-fel. Eszerint P,, s vele
egyiitt P, P, benne van az F,-et P,-ben érint0 sikban, tehat F;-et
érinti; szimmetria okokbdl (felcserélve F, és F, szerepét) F.-t is
érinti. Ezzel a kivant bizonyitast elvégeztiik.

Kdntor Sdndor
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Hasonlo megoldast kiildtek még be CsimA JOzSEF és HEPPES
ALADAR. Megoldasaik annyiban kiilonbéznek KANTOR SANDOR meg-
oldasatdl, hogy 6k el6bb forgasi paraboloid esetére redukéljdk a
problemat s azutdn erre az esetre lényegileg a most ismertetett
eljarast alkalmazzak.

10. feladat

Abbol a feltevésbdl, hogy a poliéder csticsai szabalyos elosz-
lasuak, kovetkezik, hogy a csucsok altal alkotott pontrendszer siily-
pontja barmely, a poliéder csticsrendszerét onmagéba atvivd kon-
gruens leképezésnek fixpontja. Igy a poliéder csticsai egy gombon
fekiisznek. Ebbdl és a poliéder konvexitdsabdl adédik, hogy a
poliéder lapjai korbe irt, konvex — és a feltevés szerint — egyenld
oldali sokszogek, ezért a poliéder lapjai szabalyosak és a feltevés
szerint egybevagok. Ebbél konnyen adédik, hogy a poliéder test-
szogletei is egybevagok Ezzel az allitast beblzonyltottuk

Csima Jozsef
Megoldottdk még: HEPPES ALADAR, GRATZER GYORGY,
DOMOLKI BALINT, DURST ENDRE és BiczO GEzA.

Megjegyzés. CSIMA JOZSEF és a nem teljes megoldast bekiild6
FAy ARPAD Kkivételével a tobbi megoldas az Euler-féle tételt hasz-
nélja fel.



FELADATROVAT

Szerkeszti: Hajos Gyoray

A feladatrovatnak szant kiildeményeket, egyes feladatok meg-
oldasait kiilon lapon, a kovetkez0 cimre kérjiik: Bolyai Janos Ma-
tematikai Tarsulat, Budapest, V., Realtanoda u. 13—15.

A 41. feladatra, melynek megoldasait a IV. évfolyam 39—41.
lapjain kozoltiik, ujszerii megoldas érkezett a szerkesztoséghez. Ezt
a megoldast az alabbiakban kozoljiik.

Az utols6 feladatrovat lezdrdsa utan, de annak megjelente
elott, a 70. feladatra DANcs ISTVAN és Kiss ErRNO, a 71. feladatra
pedig Dancs ISTVAN kiildott be megoldast.

Kitiizott feladatok

93. Legyen P,, P,... a (0,1) intervallumban elhelyezkedd,
kiilonboz6 pontokbol allo, az intervallumban mindeniitt siirti pont-
sorozat. A P,,..., P, pontok az intervallumot n darabra osztjak,
s a P, pont ezek egyikét két darabra osztja. Jeldlje a, és b, e két
darab hosszat. Bizonyitando, hogy

Zl a.b.(a,+b,) — % ,
J. Karamata (Belgrad)

94. Melyek azok a minden valos értékre definialt, szimmet-
rikus f(x,,..., x,) fiiggvények, melyek eleget tesznek a kovetkezo
két feltételnek:

1) f(X1+f, v ey xn+t):f(x1, . ..,x,,)‘l"t,
P X X =0T Cxi 5 S Xk
ahol x,,...,x,, f tetszleges valds szamok és u tetszbleges a) valds
szam, b) 0-t6l kiillonboz6 valds szam, ¢) pozitiv szdm?
Aczél [dnos
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95. Bizonyitando, hogy végtelen sok olyan n természetes szam
van, amelyekre a ¢(x)=n egyenletnek pontosan két megoldasa
van, s hogy végtelen sok olyan m természetes szam van, amelyekre
a o(x)=m egyenletnek pontosan egy megoldasa van. (Itt ¢(x) az
Euler-féle ¢ fiiggvény, o(x) pedig az x természetes szam o0sztoi-
nak Osszege.)

Erdos Pdl

96. Két derékszogii torzotszog egyikének négy oldalegyenese
egyenként derékszogben metszi a masiknak négy oldalegyenesét.
Bizonyitand6, hogy az otodik oldalegyenesek is derékszogben met-
szik egymést. (A derékszogii torzotszognek mind az ot szoge de-
rékszog.)

Kdrteszi Ferenc

Megoldott feladatok

41. feladat. Bizonyitand6, hogy egy egynél tobb tagot tar-
talmaz6 polinom hatvanyainak tagszama a hatvanykitevovel egyiitt

végtelenhez tart.
(Reényi Alfréd)

Ill. Megoldds. Tartozzanak az egynél tobb tagti f(x) polinom
egyiitthat6i a nullkarakterisztikajiu K testhez. Legyen f fokszama
m, és kiilonboz6 gyokhelyeinek szdma K egy algebrailag zart bo-
vitésében 7. Feltehetjiik, hogy f abszolit tagja nem tiinik el.

Ha i = n, akkor a

dui=(f", (f)")
polinom fokszdama nm—ir, és igy
&ui=(f")"ld,i

fokszama nm—i—(nm—ir) =i(r—1).
Ha egy k = 0 egész szamra
S=r4r14 ... 4r41=n,

. akkor azt allitjuk, hogy az f" polinomban az

; 5l ST
hatvanyok egyiitthat6i nem tiinhetnek el mindannyian. Az ellenkezd
esetben ugyanis (f)* oszthaté lenne x-nek rs—s-1— r*+-edik
hatvanyaval, és ebbdl

x| g

kovetkeznék, hiszen x nem osztéja f-nek, s igy d-nek sem. Ez
azonban lehetetlenség, mert g, fokszama s(r—1) = r*+1—1,

21 Matematikai Lapok
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Ha adott n mellett ¥ az a legnagyobb egész szam, amelyik
a fenti egyenlbtlenséget kielégiti, akkor a 0,1,2,...,k szamok
mindegyike kielégiti, s ezért megallapitdsainkbdl kovetkezik, hogy
az f" polinomnak legalabb k-1 tagja van. Igy tehat n noveked-
tével f" tagszama is minden hataron tul né.

Nieh Ling-chao (Peking)

74. feladat. Mutassuk meg, hogy a komplex siknak a kép-
zetes tengellyel parhuzamos minden egyenesén a gamma-fiiggvény
abszolat értéke a valds tengelytél tavolodva monoton fogy.

(Turdn Pil)

1. megoldds. Ismeretes, hogy

el n‘n!
r&=lm ern—ecFn’

Ha tehat z = x-}-iy, akkor

; 1 n“n!
| I'(2)|=— lim 3
» @)= im Tz al
Az utébbi tort szamlaloja y-tol nem fiigg, nevezdje pedig |y| no-
velésekor novekszik, tigyhogy limesze |y| novelésekor nem novek-

szik. Igy tehat |p| novelésekor |I'(2)| fogy, mert lz‘ fogy.

Csdszdr Akos
1. megoldds. Ismeretes, hogy
1 SR C2 7 ( o i) ~%
l@——ze g (1 - 5 2u0s

z

Minden, a képzetes tengellyel parhuzamos egyenesen e* és e "

~(n=1,2,...) a valos tengelytél tavolodva monoton né. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy |7'(z)| monoton fogy.

(n=1, 2,...) abszolut értéke allando, viszont ugyanott |z| és ’1 -+ ,z_l

Kovdri Tamds

A 74. feladat megoldasat bekiildotték még: DURST ENDRE,
Hajacos BiLA, Hosszu MikLos, Koncz KAROLY, KREKO BELA,
PINTER LAJOS, SzUSz PETER.
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75. feladat. A G csoport centruméban csak az egységelem
véges rendii, a G/C faktorcsoport Abel-féle és minden eleme véges
rendii. Bizonyitand6, hogy G Abel-féle.

(Szele Tibor)

Megoldds. Legyen a és b két tetszoleges eleme G-nek. G/C
kommutativitisa miatt ab és ba C-nek ugyanahhoz a mellékoszti-
lydhoz tartozik, tehat egyik a mdsikbdl egy c centrumelemmel
szorozva all el6:

ab=bac.

Azt kell megmutatnunk, hogy ¢=1.

Mivel C/G minden eleme véges rendii, all ez az a-t tartal-
mazé mellékosztalyra is, van tehat a-nak C-hez tartozé a” hatvanya.
Erre a kitevore

a'=b'a"b—(b"'ab)' — (ac)'—a'c".

igy tehat ¢*—1, és mivel a centrum egyetlen véges rendii eleme
az egységelem, ¢=1.
Kertész Andor
A T75. feladat megolddsat bekiildték még: DURST ENDRE,
FrRIED ERVIN, HAjaGOs BELA, Haj0s GyOrGy, Hosszu MIKLOS,
Koncz KAROLY, KOVARI TAMAS, PAPP ZOLTAN, PATER ZOLTAN,
PINTER LAJOS, TURAN PAL.

76. feladat. Adott konvex, centralszimmetrikus tartomany-
bol készitendd olyan, az egész sikot lefed6 tartomanyracs, melynek
sfirisége 4/3-nal kisebb. .

(Gritzer Gyorgy és Schmidt Eligius)

I. megoldds. Ismeretes, hogy konvex, centralszimmetrikus tar-
toméanyba irhat6é affin szabdlyos hatszog. Ilyen hatszogb6l a sikot
egyretlien boritd hatszogracsot épithetiink fel. Ha e rdcs minden
hatszogét lefedjiik egy az adott tartomanybdl eltolassal szarmazo,
tartomannyal, akkor a teljes sikot lefed6 tartomdnyracshoz jutunk,
melynek siirlisége a tartomany és a hatszog teriiletének aranya. Ha
tehat megmutatjuk, hogy a tartomany teriilete a beirt affin szaba-
lyos hatszog teriiletének 4/3-szorosandl kisebb, akkor belattuk,
hogy a szerkesztett tartomanyracs megfelel a feladat kovetelmé-
nyének.

A hatszog szemkozti csticsaiban parhuzamos tdmaszegyene-
seket huzunk az adott tartoméanyhoz. Igy a tartomény koré irt
centralszimmetrikus hatszoghoz jutunk. Megmutatjuk, hogy e koriil-
irt hatszog teriilete a beirt hatsz0g teriiletének legfeljebb 4/3-szo-
rosa. Tekintsiik evégbdl a koriilirt hatszognek a beirt hatszogon
tulnyalo darabjait. Az igy tekintett hat haromszog koziil hdrom

2
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szomszédosra, az ABC, CDE, EFG haromszogekre bizonyit-
juk, hogy teriiletiik 6sszege a beirt hatszog teriiletének legfeljebb
egyhatoda, s ezzel a koriilirt hatszogr6l kimondott allitast is iga-
zoljuk, hiszen a masik harom haromszog egybevagdé a mondott
harommal. '

Mivel a beirt hatszog affin szabdlyos, az A pontot C-re €s
a G pontot E-re tiikkrozve ugyanazt a H pontot kapjuk, és a CEH/\
teriiiete a beirt hatszog teriiletének egyhatoda. Tiikrozziik az
ABC /.-et a C pontra, az EFG /\-et pedig az E pontra vonatko-
zotag. A CDE /\ és a kapott két haromszog a CEH /\-On beliil
helyezkedik el, és egymasra nem borulnak, hiszen paronként egy-
egy kozos oldalegyenesnek mas-mas oldalan helyezkednek el. Ezzel
a koriilirt és a beirt hatszog teriiletardnyarol mondottakat igazoltuk.

Kovetkezik ebb6l, hogy az adott tartomény teriilete sem lehet
a beirt affin szabalyos hatszog teriiletének 4/3-szorosanal nagyobb,
és ekkora is csak ugy lehet, ha az adott tartomany maga egy
centralszimmetrikus hatszog. Ez utoébbi esetben azonban a sikot
egyrétiien boritd tartoméanyracsot szerkeszthetiink tartomanyunkbol.
Igy tehat minden esetben utasitast adtunk 4/3-nal kisebb siirfiségii,
a sikot lefedd tartoméanyracs szerkesztésére.

Marik Miklos

Il. megoldds. Az els6 megoldas gondolatmenetére hivatkozva
elég azt megmutatnunk, hogy adott konvex, centralszimmetrikus
tartomanyba irhaté olyan centralszimmetrikus hatszog, hogy a tar-
tomany teriilete e hatszog teriiletének 4/3-szorosanal kisebb.

Tekintsiik az adott tartomanynak (egyik) leghosszabb AB
atmérojét. Erre végpontjaiban merblegeseket allitva a tartomany
tamaszegyeneseit kapjuk. Legyen egyszerlibb szdmitds kedvéért AB
hossza 2. Emeljiink AB-re merdlegeseket annak negyedében és
haromnegyedében. A kapott négy metszéspont, C,, C,, D,, D., vala-
mint A és B egy beirt centralszimmetrikus hatszoget szolgaltat.
Jelolje m és n a C, és C, pont tavolsdgat az AB egyenestol.

Egyszerii szamitas szerint a mondott hatszog teriilete %(m -+ n).

Az adott tartomanyt AB felezbmerblegese két egybevago félre
osztja. Ezeknek egyike azon a trapézen beliil helyezkedik el, amely-
nek szarai a C, és C, pontban tartomanyunkhoz hazott tamasz-
egyenesek, parhuzamos oldalai pedig az AB szakaszra A-ban és
felezOpontjaban emelt mer6legesek. E trapéz teriilete m+-n, s igy
a tartomany teriilete legfeljebb 2(m - n).

1 Fgjes Torn Liszuo: Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im
Raum (Springer, 1953), 103. 1.
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Ezzel belattuk, hogy tartomdnyunk teriilete nem lehet nagyobb
a szerkesztett beirt hatszog teriiletének 4/3-szorosanal. Egyenld is
csak akkor lehet, ha a tartomdny fele egybeesik a szerepeltetett
trapézzel, amikor tehat tartomanyunk centrdlszimmetrikus hatszog.
Minthogy ilyenb0l 1 siirfiségii tartomdnyracs szerkeszthetd, a fel-
adat kovetelményét minden esetben kielégitettiik.
: Tekse Kdlmdn

A 76. feladat megoldasat bekiildték még BARTFAI PAL és
KoNcz KAROLY. '

Megjegyzés. A kozolt masodik megoldas leghosszabb atmérét
szerepeltet. Ez nem lényeges megszoritas, csak a szamitast egy-
szer(isiti valamelyest. Akarmelyik atméréb6l kiindulhatunk, ennek
végpontjaiban parhuzamos tamaszegyeneseket hiizhatunk, s aztan
ezekkel parhuzamos metsz6 egyenesekkel dolgozhatunk.

A feladatnak Fejes 760th Ldszlo kivetkezd, tobbetmondo tétele!
adta az inditékot: Barmely konvex, centralszimmetrikus siktarto-
manybol készithetd a sikot leborité tartomanyracs, melynek: siirii-
12%'\3 1,209. E tétel bizonyitasa azonban nem elemi.

¥
/

sége legfeljebb

77. feladat.” Szerkessziink korlatos differenciahdanyadosti
fiiggvényt, amelyik egy adott nullmértékii halmazon nem differen-
cialhato.

(Czipszer Jdnos)

Megoldds. Legyen E a szamegyenesen adott null-halmaz. A
diszjunkt nyilt /i” intervallumokat ugy valasztjuk -meg, hogy
Gy—U I DE és mG, =1 teljesiiljon, ahol m a mértéket jeloli.

k
Ezt kovetben sorra ugy vélasztjuk meg az n—1,2,... esetekben
(1)

a diszjunkt nyilt /" intervallumokat, hogy
G DG =’ SE
:
és miden A-ra
1

-1 & 1‘,« 1)
(1) mG.nhL" ") 0™ h
teljesiiljon. Nyilvanvalo, hogy H-— ﬁ GeDESS
n=>0
1
2 mG, = —.
( ) ]OIL

> A feladat eredetileg hibas szovegezéssel jelent meg. Helyesbitését lasd
VI. evi. 39. L
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Bevezetjiikk-az F(x) = m[Fn(— =<, x)] és F(x, y)—=m[Fn(x,p)]
jeloléseket, ahol F akdrmely mérhetd halmazt jelothet. Azt allitjuk,
hogy az

f) =2 (=1 Gu(®)

fiiggvény megfelel a feladat kovetelményeinek. Ez a fliggvény min-

deniitt értelmezve van, mert (2) folytin a sor mindeniitt konver-
gens. A fiiggvény korlatos differenciahdnyadosi, mert x < y esetén

=10 = 2 (—1)' G ) = Gulx, 1) = 7=

Erdekességként megjegyezziik, hogy fiiggvényiink snonoton novekvo,
mert hiszen x <y esetén 0 = G,(x, y)—G.(x, y) = f(¥)—f(x).

: Legyen x € H, és tetszblegesen adott r mellett x € I —(a.,b.).
Igy tehat az {a,} sorozat monoton novekedve, a {b,} sorozat pedig
monoton csikkenve tart x-hez. Az a, értékre

8

FO—1@) = 3 (1) Gufar, D+ 3 (—1)'Golar, )~

20, Ean PAE RN R e

n=0 r=r+1

18 |

LEcaT & %
LD eyt 3 (16
alapjan
lfO)—f@) 1+ 1 | S : i
Garrerwe ot ‘:x_ar.”%l(—l) G.(a,x)| =
= Onil0%) 1 Geos, ) 2 L Diz0:
RO e Ay s 1 A AT O 7, IS | § 15 e 7

. kovetkezik, az utols6 lépésnél (1)-et hasznalva fel. A b, értékre
hasonl6 okoskodas szerint

fb)—f(x) 14+(=1D"|_1 b—a,
L EE :

b, —x

Ha tehét ¢, jelenti az a, és b, értékek koziil azt, amelyik messzebb
van x-t6l, akkor

ﬁ‘ﬁff(i),_il)li -
FeoTes

1
c,—X )



Ezek szerint paros r esetén
fle)—f(x) 4
Ep X o, TR
paratlan r esetén pedig
fle)—fx) _ 1
e R )
f(x) tehat az x helyen nem differencidlhat6, hiszen a {c¢,} sorozat

x-hez tart. Ezzel megmutattuk, hogy f(x) a feladat masodik kove-
telményét is kielégiti, mert E egyetlen pontjara sem differencialhato.

Kovdri Tamds
A 77. feladat megoldasat bekiildotte még CSiszAR AKOS és
PINTER LAjOS.

3AJ/IAYN
93. Ilyctb mocJjiefoBaTebHOCTb TOYEK Py, P,,... COCTOMT M3
pa3HbIX pacnosioxeHHbix Ha otpeske (0, 1) u BCIOAY MUIOTHBIX Tam
Touek. Touku P,, P,,..., P,y NeJAAT OTPe30K Ha 71 4acTed, TO4YKa

P, pesut ofuMH u3 HUX Ha e yactu.. OGoszHayum uepes a, u b,
ux piuhy. /lokasath, 4rto

271 a“ b" (a“ + bn) v —;
E. Kapamara (Beabrpan)

94. KakoBbl T€ OTpENe/]eHHbIE U1 BCEX BELIECTBEHHbIX 3Ha-
yeHul CUMMeTpuuHbie QyHxumu f(x,,..., Xx,), KOTOpbIE YAOBIETBOP-
SIIOT IBYM CJIEAYIOUIUM YCJIOBUSIM:

D) f(x 4+t o x0ED)=F(x,..., %)+ 1,
2) HURs oo B X)) == BICRS v 55 Xn),

TAE X, ..., X, JIOOble BElIECTBEHHBIE YHCJIA, a U A) BEUECTBEHHOE
4uco, 6) OTIMYAIOLIEecs OT HyJsl BELIECTBEHHOE 4MCJIO, B) MOJIO-

YKUTEJBHOE YHCIIO?
Auour Auei

95. Jlokasath, 4TO CyLIECTBYET OECKOHEYHO MHOIO TaKMX Haty-
paJIbHBIX 4HCENX 1, IS KOTOPBIX ypaBHEHME ¢(X)==n HUMeeT TOYHO
ABA PEIEHMs, W 4TO CyLIECTByeT OECKOHEYHO MHOTO TaKMX HaTy-
PaJIbHBIX. UMCEN /M, JUISi KOTOPHIX YPaBHEeHHEe 0(X)==/n UMeeT TOYHO
OIHO pELIEeHUE.

[Tan Sppam
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96. Kaknas u3 4derbipex pedep OJHOrO U3 ABYX MPAMOYroJib-
HbIX DPOCTPAHCTBEHHBIX ﬂﬂTHyEOJIbHHKOB NepeceKkawT nox
NPSMBIM YIJIOM 4eThipe pedpa japyroro. Jloxasatb, 4TO W NsATHIE
peGpa nepecexaioT ApPyr Apyra noj npsambeim yriom. (Bce nare yrios
NPSIMOYTOJIbHOTO NPOCTPAHCTBEHHOTO MATHYTOJLHUKA NPSIMBIE).

dapann, Kaprecu

Problémes proposés

93. Soit P,, P,, ... une suite de points distincts partout dense
dans l'intervalle (0, 1). Les points P, P,, ..., P, subdivisent I'in-
tervalle en n parties et le point P, divise 1'une d’elles en deux
parties. En désignant par a, et b, les longuers de ces deux par-
ties, démontrer que

2:; a”b” (a" + bn) — -g}—

J. Karamata (Belgrade).

94. Quelles sont les fonctions symétriques f(x;,-.., x,) défi-
nies pour chaque valeur réelle qui vérifient les conditions suivantes:

D foa+ts ., xa+)=f(x,-.., x)+1,
2V X, L s XY=, s %)

ol Xy,...,X.,t sont des nombres réels quelconques, et u est:
a) Un nombre réel quelconque,
b) Un nombre réel quelconque différent de zéro,
¢) Un nombre positif quelconque._
J. Aczél

95. Démontrer qu’il existe une infinité de nombres naturels
n tels que I’équation ¢(x)=n ait exactement deux solutions, et
qu’il existe une infinité de nombres naturels m tels que I’équation
o(x) = m ait exactement une solution. (¢(x) désigne la fonation
d’Euler et o(x) la somme des diviseurs du nombre naturel x.)

P. Erdos

96. Quatre cotés de deux pentagonesrectangulaires gauche se
coupent deux & deux a angle droit. Démontrer que leurs cinqui-
émes coOtés se coupent également sous un angle droit. (Tous les
cinq angles du pentagone rectangulaire gauche sont des angles
droits.) :

F. Kdrteszi
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Szerkeszti: VarGga Tamas

A megoldasokat a Bolyai Tarsulat cimére kiildjiik (Bp. V., Realtanoda
u. 13—15). A boritékra irjuk ra felttinéen: Példarovat. Minden megoldast kiilon
lapra irjunk, név feltiintetésével. Kozlésre szant példakat megoldassal egyiitt
szivesen fogadunk. Megjegyezziik azonban, hogy geometriai példakkal rovatunk
évekre el van latva.

Kitiizott példak
74. Egy hdaromszog oldalai:
g<b e

Mi a nagysag szerinti sorrendje

@) a haromszog sulyvonalainak (s., s, s.);

b) a haromszog szogfelezbinek (f.,f:, f.)?

75. a) Hanyféleképpen cserélheti el n személy a kalapjat ugy,
hogy egyiknek a fején se legyen a sajat kalapja?

b) Mi a valosziniisége annak, hogy ha n személy kozt tala-
lomra osztjuk szét az n személy kalapjat, egyiknek a fejére sem
keriil a sajat kalapja? 5

(Feltessziik, hogy minden személynek pontosan egy kalapja van.)

(Bukovszky Ferenc)

76. Egy R sugari kort belilrdl érint egy r sugari kor. A
két kor hatarolta sarldszerii idomba irjunk olyan kordket, amelyek
érintik az adottakat is és egymast is (mindegyik két masikat). Sze-
repeljen ezek kozott az a kor is, amelynek kozéppontja az eredeti
két kor centrdlisan van; legyen ennek a sugara ¢,, a tle mindkét
oldalt sorakozé korok sugara pedig sorban o,,o0.,,...,0,. Kiszami-
tando o,, mint R, r és n fiiggvénye! (Horvay Béla)

Megoldott példak

54. példa. Az 1953. évi Schweitzer Miklos emlékverseny
2. feladataval kapcsolatban* hatarozzuk meg a parok maximalis
szamat, ha a ,tabla“ (2k - 1)-soros és 2/, -oszlopos.

Kirteszi Ferenc
* Lasd Matematikai Lapok V. (1954), 125. (2—3. szam.)
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[. megoldds. Ha egy sorban x fehér és 2/—x fekete babu
van (az indexeket az egyszerliség kedvéért elhagyjuk), akkor e sor
altal adott parok szama:

x(2l—x) = I
Tehat az osszes sor altal adott parok szama legfeljebb (2k+1)F% .

Ha egy oszlopban y fehér és 2k+1—y fekete babu van,
akkor egy oszlop altal adott parok szama:

2h41Y -

; o ’ e 1.
y(2k+1—y):( (k+—27) =k+kt,
vagyis

Y(2k+1—y) = B+k.

Igy a 2/ oszlop altal adott parok szama legfeljebb A(k--1)2L
A parok maximalis szamdra, M-re tehdt ezt kapjuk:

M = k+1)2421k(k+1).
A ftrividlis elhelyezkedésnél (ha ti. minden babu .sajat szinén
all) ez meg is valdsul, tehat
= (2k+ )P+ 21k(k+1).
Reményi Gusztdv
Hasonld megoldast kiildott : BARTFAI PAL, BukOvSzKY FERENC,
Kiss ErRNO, KonCz KAROLY.

II. megoldds. A Schweitzer verseny 2
feladataban bizonyitast nyert, hogy a 24 so-
ros és 2/ oszlopos tablan a parok maximalis

M,=2kirk +1) 2 szama
M,=2ki(k+1),
N és hogy ilyen maximalis elrendezésnél min-

den sorban és oszlopban ugyanannyi fehér
babu van, mint fekete.

2% lllessziink most ehhez a tablahoz példaul
feliil egy ujabb sort. Ennek minden babuja
Hfliggblegesen* k szamu part jelent, ossze-

S sen 2kl-et. Sem ez a szam, sem az 0j soron
¢ beliili parok szama nem valtozik, ha a soron
7. dbra beliil cseréket hajtunk végre. Nyilvan ugy

kapunk a sor hozzaillesztésével legtobb part
ha a parok szdma a soron beliil maximdlis, vagyis I*. (I fehér és

~
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! fekete babu.) Eszerint: ,
M=M,+2kl+F=kl(k+1+1)4P. :
Bukovszky Ferenc

. 55. példa. Ugyane feladattal (lasd az 54. példat!) kapcso-
latban, ha a ,tabla“ (2 k.4 1)-soros és (2/,--1) oszlppos, hata-
rozzuk meg a parok maximalis szamat, ha a fehér babuk szama
2kL+ k41,41, és a feketéké 2 kL +k,+ 1.

(Kdrteszi Ferenc)

[. megoldds. Ha x ismét az egy sorban kivélasztott fehérek
szama, akkor az e sorban levd parok szama:

X214+ 1—x) = I(I+1).

Analég mddon, ha y egy oszlopban a fehérek szdma, akkor ezen
oszlop alapjdn a parok szama:

Y2k+1—y) = k(k+1).
Tehat az dsszes parok maximadlis szama:

M=I(1+1) Qk+1)+k(k+1) (214+1).

Egyenl6ség van példaul, ha az els6 [ oszlopba k, az utolsé [+ 1
oszlopba k-1 fehér babu jut, mig az elsd k sorba /, az utolsd
k- 1-be pedig /41 jut.

Koncz Kdroly

Hasonlo megoldast kiildott be: BARTFAI PAL, BiczO GEza,
Bukovszky FEReENC, Kiss ERNO, REMENYI GUSZTAV.

I1. megoldds. Az eloz példa megolddsaban kimutattuk, hogy
a 2/ oszlopos és 2k-1 soros tablan a parok maximalis szama
(jeloljiik most M-lal):

‘My=2kl(k+14+1)+F=P@Rk+1)+2kl(k+1),

és hogy ekkor minden sorban / szama fehér és [ szamu fekete
babu van. :

lilessziink most ehhez a tablazathoz példaul jobbrol egy tijabb
oszlopot. Ennek minden babuja ,vizszintesen“ [ szamu part alkot,
Osszesen [(2k--1) 4j part.

Sem ez a szam, sem az 1j oszlopon beliili parok szama nem
valtozik, ha az oszlopon beliil cseréket hajtunk végre. Nyilvan tigy
eredményez legtobb 0j part az oszlop hozzdillesztése, ha a parok
szama mar ezen beliil is maximdlis, vagyis k(k+1). Ez elérhetd
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k-+1 szamt fehér és k szama fekete babuval. Igy végiil ezt
kapjuk:

M=FQRk+1)+2klik+1)+k(k+1)+1(2k+1)
=Qk+1)I0+1)+ @214+ 1)k(k+1).
Bukovszky Ferenc

My=2kl(k+l+1)+*

kel
=fonye 2kt (1

N m— e —

2t

2kt

T ————
2t

8. dabra

56. példa. Adva van harom szakasz: a,b és ¢. Osszuk fel
a ¢ szakaszt @: b° ardnyban egységszakasz felvétele nélkiil.

(Schopp Jdnos)

Megoldds. Szerkessziik meg eloszor az a*: b szakaszt. (Példaul

igy: egy szog egyik szérara felmérjiik a csucstol az a szakaszt, a
masikra pedig a b szakaszt és —

_33 megint a csucstél — az a szakaszt,

s az utobbinak végpontjabdl parhu-

zamost huzunk az elébbi ketté veg-
pontjat osszekotd szakasszal; 9. abra.)
Ugyanilyen szerkesztéssel kapjuk
tovabb a*: b-bol az a’:b° szakaszt
és hasonld modon a b*:a és b':a’

e ST G szakaszt. Tovabb nem is kell men-
a niink, mert a’:5* és b':a’ arénya
9. dbra éppen a’:b°; ebben az aranyban

kell felosztanunk tehdt a c¢ szakaszt,
amit szintén parhuzamosok huzasaval végezhetiink az ismert modon.

Koncz Kdroly
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Megoldast kiildott még: Bukovszky FERENC, CSISZAR IMRE.
KANTOR SANDOR, Kiss ERNO, Krarszky EmiL, H. NAGY ISTVAN,
REMENYI GUSZTAYV.

Megjegyzés. Mint tobben megjegyezték, tetszés szerinti a": 6"
aranyu felosztas is konnyen végezhetd hasonlé modon. ;

57. példa. HiLBERT bebizonyitotta, hogy a vonalzoval és a
korzvel megszerkeszthett sokszogek vonalzdval és egységatrakoval
(étalon) is megszerkeszthetok, de az irodalomban nincs ilyen szer-
kesztés kozolve. Szerkessziik meg a szabalyos oOtszoget vonalzéval
¢és étalonnal. (Az étalon olyan eszkoz, amellyel adott szakaszt bar-
mely egyenesre felmérhetiink. Ez kétféle megszoritast jelent a korzd
alkalmazésasaval szemben: egyrészt adott pont koriil nem lehet
vele kort rajzolni, csak a kor véges szdmii pontjit lehet kijelolni —
nem lehet tehat kérnek egyenessel vagy masik korrel valé metszés-
pontjat sem képezni — masrészt ennek a kornek a sugariat sem
valtoztathatjuk.)

(Obldth Richdrd)

Megoldas.

1. Sziikség lesz a kovetkezd alapfeladatok megoldasaras:
a) Egyenessel adott ponton at parhuzamos szerkesztése. Az

10. dbra 11. dbra

egyenesre kétszer egymdas utan felmérem az egységet, és megszer-
kesztem a 10. abran lathat6 teljes négyoldalt. Mint ismeretes, ekkor
P’ Plle.
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b) Parhuzamosok huzasaval tetszoleges tévolsagot atmasol-
hatunk tetszbleges egyenesre, végezhetiink aranyos osztast, tetszs-
leges tavolsagot felezhetiink.

¢) Adott pontbdl vagy pontban egyenesre merdlegest szerkeszt-
hetiink, példaul a 11. dbra szerinti modon. Az &abréan

AP—=BP—CP—1,
a BC-re mért BD ugyancsak 1,
DP||CF| AE.

Ekkor EF 1 AB, mert EFB )\ >~ ACB A.

Ha EF-fel P-n at parhuzamost htizunk, a P-ben emelt mero-
legest kapjuk.

2. A szerkesztéshez a kovetkez6 ismert osszefiiggéseket hasznal-
juk fel. Ha a kor sugara két egység, akkor

a szabalyos tizszog beirt korének sugara g,(,x%V’IO—i—z]/s_;
a szabdlyos tizszog oldala a,=|5—1; :

a szabalyos otszog oldala a;=|10—2V5.
Ezek az dbra szerint szerkeszthetdk meg: '

i s
-~
-~
~
-
. —
S~
-~
L ~

5
12. dbra 13. dbra

"7 0OA1 0OC; OA=2, OB = 1. Ekkor AB — /5. Ezt felmérjiik
az OC egyenesen B-t6] mindkét iranyban, igy megkapjuk az
AD=a;, OD=a, és AC=2p,, szakaszt.

Ezek alapjan most méar csak ossze kell allitani az Otszoget.
Felvessziik az O A — ¢,, szakaszt, A-ban merblegest emeliink ra, erre
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ramérjiik két iranyban az AB— AC = azl” szakaszt. OBC /. a tiz-

szog egy cikke lesz. A C-b61 O B-re hiizott merbleges D-ben metszi
OB-t; a CD szakaszt D-n tal ugyanannyival meghosszabbitva
kapjuk az E pontot, az 0tsz0g masik csucsat. Ezt folytatva meg-
kapjuk az otszog valamennyi csticsat.

Bdrtfai Pdl

Megoldast kiildott még: BiczO GEzA, BUKOVSZKY FERENC
CsiszAR IMRE, Koncz KAROLY, REMENYI GUSZTAV

58. példa. Bizonyitsuk be, hogy adott téglalapba irhato, adott
atloju, egymassal nem egybevagé téglalapok teriileténck Osszege
egyenlo az eredeti téglalap teriiletével. (Egy téglalaprél akkor mond-
juk, hogy egy masik téglalapba irtuk, ha az utébbinak minden
oldalan van az elébbinek egy csucsa)

(Steinfeld Oftto)

I. megoldds. A beirt téglalapok csucsait Thales tétele szerint
egy olyan kor metszi ki az eredeti téglalap oldalaibdl, amelynek
kozéppontja a téglalap kozéppontjdban (atldinak felezéspont]aban)
van. A feladatnak csak akkor van értelme, ha ez a kir — mint
az abra esetében is — a téglalapnak
mind a négy oldalat metszi két-két
pontban. a b a

Jeloljiik a téglalap oldalain ke- ¢
letkezett szakaszokat az abra szerint
a, b, ¢, d-vel, a nagy téglalap teriile-
tét 7-vel, a beirtakét £,-gyel és f,-vel. 4 d
Az utébbiak teriiletét kifejezhetjiik
ugy, hogy 7-bdl levonjuk a sarkokon

kimarado haromszogek teriiletét: ¢ -
Lh=T—(a+b)(c+b)—ac . b a

e e OE Gk 14. dbra

Osszeadva: :

L+t=2T—{(a+b)(c+d)+ac+(a+b)c+(c+d)a}.

A kapcsos zardjelben levo kifejezés négy olyan téglalap teriiletét
jelenti, amelyek egyiitt a nagy téglalapot adjdk. Tehéat f,+tL=T.
Kiss Ernd

Hasonlo megoldast kiildott be: BARTFAI PAL, KONCZ KAROLY,
REMENY] GUSZTAV.
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1. megoldds. Bebizonyitjuk, hogy az egyik beirt téglalap terii-
lete egyenlé a masik beirt téglalapon kiviil kimarad6 haromszogek
teriiletével; ez éppen a keresett Osszefiiggés mas megfogalmazasa.
Mindkét teriiletnek a felét vessziik
(az 4bran vonalkdzott haromszo-
gek). Ha bebizonyitjuk, hogy a vo-
nalkazott haromszogek hasonlok,
akkor készen vagyunk, hiszen ezek
egy derékszogili haromszog két be-
fogbjara és az atfogdjara vannak
irva. A befogoOkra irott haromszo-
Ny O  gekrdl ez nyilvanvalé. Az atfogéra
irott haromszog is derékszogii, €s
egyives szoge ugyanakkora (CD)
iven nyugszik, mint az ACB <.
Ebbél kovetkezik allitdsunk.

I3, dbra Bukovszky Ferenc
Hasonl6 megoldast kiildott be: CsiszAr IMRE, KLAFSZKY EMmIL.

B

59. példa. Legfelijebb hdny részre oszthaté a gombfeliilet n
fokorrel ?

Megoldds. Ha n—1 fokorhoz felvesziink még egy n-ediket,
akkor ez az eddigieket legfeljebb 2(n—1) pontban metszheti. Ha
metszéspontok nem esnek egybe (amit elérhetiink kis elmozgatas-
sal, hiszen csak végesszamu metszéspontot kell elkeriilniink), akkor
pontosan ennyi uj metszéspont lép fel. Haladjunk végig az uj
fokoron; minden 0j metszésponthoz hozzdrendelhetjiik azt a részt,
amelybe behatol. Tehat 2(n—1) részt metsz (vag kett€) az uj
fokor, és igy a keresett P, szdmra a kovetkezd rekurzids képletet
kapjuk:

P,=P,1+2(n—1).
Figyelembevéve, hogy P,= 2, ebbdl
—1
P 2(—1Y£2(n=2) % ,,_+2(2_1)+2:2(_n_2')n+21
—=((n—1)n+2.
Kdntor Sdndor

Hasoni6 megoldast kiildott be: BiczO GEizA, BUKoVSZKY

FERENC (kétfélét), CsiszArR IMRE, Kiss ERNG, KONCZ KAROLY.

Mas megoldast adott (a sikbeli analog feladatra valo vissza-
vezetéssel): BARTFAI PAL, REMENYI GUSZTAV.
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60. példa. Egy vandor megy Bagdadbdl Bokhardba. Egy
falundl elagazik az utja; egyik aga Bokhardba vezet, a masik a
sivatagba. Csak a falubeliek tudjak, melyik a helyes qt; ezekrdl
viszont ismeretes, hogy egyrésziik mindig igazat mond, a tobbi
mindig hazudik. Egyet koziilik megkérdez a vandor, anélkiil, hogy
tudna, igazmondoval beszél, vagy hazuggal, s a feleletb6l (amely
csak egyetlen ,igen“-bol vagy ,nem“-boél allhat) megallapitja, melyik
a helyes ut. Milyen kérdést tett fel?

[. megoldds. A vandor azt kérdezi: ,Ha én azt kérdezném,
hogy melyik 1t vezet Bokharaba, azt mondand, hogy ez?“ — és
ramutat az egyik (tegyiik fel, hogy a helyes) titra.

Ha a megkérdezett igazmond6, akkor a helyes ttra azt mon-
dana, hogy az a helyes ut, s most is azt mondja, hogy azt mon-
dana. Ha viszont a megkérdezett hazug, akkor azt mondana, hogy
az nem a helyes ut, de mert hazug, ezt most tagadja, vagyis szin-
tén igennel felel.

Hasonlé gondolatmenettel arra jutunk, hogy ha a vandor a
hamis utra mutatott, akkor kérdésére ,nem“ valaszt kap, akar igaz-
mond6 a megkérdezett, akar nem. Tehat minden esetben meg
tudja éllapitani, melyik a helyes ft.

Bukovszky Ferenc

Hasonlo megoldast kiildstt be: BARTFAI PAL, CSiszAR IMRE,
JacoBy KAroLy, Koncz KAROLY, REMENYI GUSZTAV.

/I. megoldds. Ramutat a vandor az egyik ttra és megkérdezi
a falubelitol: ,Arra a kérdésre, hogy ez az ut vezet-e Bokharaba,
igennel felelne-e egy alyan falujabeli ember, aki nem aztvalaszolna
a kérdésre, mint maga?“

Ha a valasz: ,nem“, akkor ezen az tton indul Bokhara felé.
Mert ha igazmondodval besz€lt, akkor ez helyesen kozolte vele,
hogy a hazugok ,nem“-et feleltek volna kérdésére. Ha viszont
hazuggal beszélt, akkor ez letagadta, hogy az igazmondok ,igen“-
nel valaszoltak volna.

Ha a vélasz: ,igen“, akkor a masik uton indul Bokhara felé,
teljesen hasonld meggondolasok alapjan.

Kdntor Sdndor
Hasonlé megoldast kiildott be: FENYO GYORGY, VASVARI
JOZSEF.

" Megjegyzés. Lényegében kiilonbozé megoldas csak ez a kettd
van. (Azelsd a —(—a)=+(+a) a masodik a —(--a)= +(—a),
azonossagnak felel ‘meg.) Ezek azonban igen sokféleképpen fogal-

22 Matematikai Lapok
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mazhatok. (Pl. igy is: ,Azonos vélaszt adna-e arra a kérdésre, hogy
ez a helyes ut és arra, hogy mindig igazat mond?“ Ennek a parja:
,Kiilonboz6 valaszt adna-e...?%)

-

61. példa. Vegyiink n szamu halmazt (lehetnek koztiik iire-
sek is, részben vagy egészen fedhetik is egymast). Barhogyan
valasszunk is ki ezek koziil egy vagy tobb halmazt, beszélhetiink
azon elemek Osszességérdl, amelyek a kivalasztott halmazok mind-
egyikének elemei, de a tobbi halmaz egyikének sem. Nevezziik ezt
a kivalasztott halmazokhoz tartozé atomnak.

a) Hanyféleképpen helyezkedhetik el egymashoz képest n
halmaz, ha két elhelyezkedést akkor tekintiink kiilonboz6nek, ha
legalabb egy atom az egyikben iires, a masikban nem?

b) Hanyféle elhelyezkedés lehetséges akkor, ha iires halma-
zokat nem engediink meg? (A hatarozottsag kedvéért felsoroljuk
két nem iires halmaz, A és B lehetséges elhelyezkedéseit: idege-
nek; egybeesnek; kozos részitk nem iires, de egyikkel sem esik
;egybe A része B-nek; B része A-nak. A két utolso esetet tehat
kiilon esetnek tekintjiik ')

Megoldds.

a) Egy n elemii halmaz Osszes részhalmazainak szama 2";
ugyanis minden elemre két lehetOség van: vagy Kivalasztjuk

vagy nem, és ez Osszesen 2" lehet6ség. Ha kizarjuk az iires rész-

halmazt, akkor 2"—1 lehetoség marad. Ennyiféleképpen valaszt-
hatunk ki az n halmaz alkotta halmazrendszerb6l legalabb egyet,
tehat ennyi atomja van a halmazrendszernek.

A halmazok lehetséges elhelyezkedéseit vizsgalva, mmden
atomra vonatkozoan ismét két lehet6ség van: vagy tires, vagy nem.

Mivel 2"—1 atom van, a halmazok 2*"! elhelyezkedése lehetséges.
b) Jeloljik n nem iires halmaz ©Osszes lehetséges kiilonboz6
elhelyezkedésének szamat E,-nel. Ezt tgy hatarozhatjuk meg, hogy
2-1-hol leszamitjuk:
(1) azt az elhelyezkedést, amelynél mind az n halmaz iires: 1 db;
(2) azokat, amelyeknél n—1 tires, 1 nem: n db;

(3) azokat, amelyeknél n—2 iires, 2 nem: ( )51 db;

n
2
(4) azokat, amelyeknél n—3 iires, 3 nem: 'SIJEi db;

vegul azokat, amelyeknél 1 tires, n—1 nem: ln 1)Eu-1 db.






MAGYAR SZERZOK .
IDEGEN NYELVEN MEGJELENT MUNKAINAK
MAGYAR NYELVU ISMERTETESE

Kétvaltozés valés fiiggvények nivéhalmazainak
struktarajarol
Csiszir Axos
Legyen f(z) a z komplex valtozonak valds fiiggvénye. Jelentse S(z,,7,¢, 5)
az=2zy+rep,0<r<ry,a< @ <@ kircikket. Legyen it a komplex sik pont-
halmazainak oroklodd és o-additiv rendszere.

Azt mondjuk, hogy f(2) a z, helyen Cup(N) tulajdonsagii, ha alkalmas
pozitiv r szamra

E[f(z) = f(z0), 2€S(20, 1, 4, 8) €N

f(2) a z, helyen Cf;ﬂ(‘)t) tulajdonsagii, ha alkalmas pozitiv r-re
E1F@ < f(z0),2€ S0, 1,0, 0)1 €%,

de minden pozitiv r—re-
E; [/ () = f(z0), 2 € S(zo, 1, &, ) €N

f(z) a 2z, helyen Oxg(N) tulajdonsagl, ha minden pozitiv r-re

I;If(l) <JS(@)z€ Sz, 1,0,3)1€N

és
:E [£(2) > f(z0),2€ S (0,1, @, 8)] & .

Az elso két definicioban a = ill. < jelet == ill. > jellel helyettesitve, a
Depg(®) ill. a Da(M) tulajdonsag definiciéjahoz jutunk.

A dolgozat féeredményei a kovetkezok:

Ha egy E haLmaz minden pontjahoz talalhatok oly e << 3 szamok, hogy
f(z) e pontban Ceg(N) (vagy Dapg(N) tulajdonsagti, akkor E egyesitése egy
N-halmaznak, egy olyan halmaznak, amely lefedhetd megszamlalhaté sok rek-
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tifikalhatd ivvel s egy olyan halmaznak, amelyben f(z) értékkészlete megszam-
lalhat6. Ha E minden pontjahoz talalhatok oly a < 4 és y << ¢ szamok, hogy
f(z) e pontban C;p(-‘.ﬂ) vagy D&p(%) s egyidejiileg Cya(N),Dyo(N) vagy Oyo(N)
tulajdonsagti, akkor E egyesitése egy J-halmaznmk s egy olyan halmaznak,
amely lefedheté megszamlalhaté sok rektifikalhaté ivvel. Ha £ minden pont-
jahoz talalhaték oly a < 8 szamok, hogy f(z) e pontban egyidejiileg Cep(9)
€8 Cain, prn(N) tulajdonsdgu, akkor E ismet az elobbi tipusd.

Ha a nivohalmazok strukturajanak elobbi osztalyozasat tigy modositjuk,
hogy az S(z, r, , 3) korcikkel kozos rész alkalmas pozitiv r-e Ji-hez valo tar-
tozasa helyett azt kivanjuk, hogy a kérdéses nivohalmaz S(z,r, «, #)-ra vonat-
kozd atlagos kiilsé siiriisége r-rel egyiitt O-hoz tartson, akkor az el6bbiekhez
egészen hasonlé allitasokat nyeriink, csupan az N-halmazok szerepét a nulla-
mertékli halmazok veszik at (s igy a megszamlalhatd sok rektifikalhatd ivvel
lefedheté kiveteles halmazok elesnek.)

Acta Sci. Math. T. 15. Fasc. 3—4. (Tartalmi kivonat)

Koriv és gombfeliilet két extremalis sajatsagarol
Modr ArTUR €és TOROK SANDOR

Legyen adva O ponttal biro « szog. Jelentse g; ill. g, az « szbg sza-
rait, legyen tovabba a g, ill. g, félegyenesen megadva egy 7, ill. 75 pont tigy,
hogy OT, = OT,. Tekintsiik azon gorbeiveket, amelyek az O Ty 7, harom-
szogben fekszenek, gorboletiik szakaszonként, érintéjiik az egész gdrbe mentén
folytonos, 7y és 7, ivek két végpontja, azonkiviil a g, és g félegyenesek ezen
iveket a T és T,-ben (tehat a végpontban) érintik. Meghatdirozando az a
gorbeiv, amelyeknek a maximdlis gorbiilete a legkisebb, ill. minimidlis gor-
biilete a legnagyobb.

Mindkét probléma megoldasa éppen*az a kériv, amely a fenti feltéte-
leket kielégiti. Ez a kovetkezO tétel alapjan lathaté be:

1. Tétel: Ha a K(s) egy oly girbeiv gorbiiletét jelenti amely a fenti
Jeltételeket kielégiti, akkor fenndll a

max K(s) > K, > min K(s)
egyenlitlenség, K, a feltételeknek eleget tevo koriv gorbiilete.

A fenti probléma analogonja a haromdimenzios térben konnyen megfo-
galmazhatd. Ebben az esetben a szog szerepét egy kip veszi at, 7y és T,
helyett pedig egy korvonal fog szerepelni, amelynek minden pontja a kip
csucspontjatol egyenld tavolsagra lesz. A gorbék helyett most meghatarozott
helyzetii és a kupot az adott korvonal mentén érintd feliiletek szerepelnek,
mig a gorbiilet helyett a feliiletnek vagy a Gauss-féle, vagy a kozépgorbiilete
all. Ezen feliiletekre fennall a kovetkezo tétel:

2. Tétel: Ha K ill. H egy olyan feliilet Gauss-féle ill. kizépgorbiiletét
Jelenti, amely a térbeli probléma feltételeit kielégiti, akkor fennall a kévetkezd
két egyenlitlenség :

1 4 1 :
max K = 73 — min K, max H = — = min H,
ahol r az adott kupot az adott kiér mentén érinté gomb sugara.

Ezen tételbél kovetkezik, hogy az adott kipot az adott kor mentén
érintd feliiletek gorbiiletének maximumat ill. minimumat az r sugari gomb
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szolgaltatia, a 2. tételbol azonban az egyértelmiiség nem kovetkezik, a sikbeli
analog problémaval ellentétben, ahol az 1. tétel egyiittal az egvertelmuseget is
biztositja.

Az 1. és 2. tétel egy H. Brunn-t6l szdrmazé tn. egyszerii holdakra vo-
natkozo tétel segitségével ill. ezen tétel térbeli analgonjaval bizonyithato.

Az Acta Scientiarum Mathematicarum- 15. kotetének 157—163. oldalan
(1954) német nyelven megjelent dolgozat kivonata.

Egy speciilis ferdecsoport.a csoportelméletben

Reper Liszio (Szeged) és Stoxr Avrrep (Gottingen)

Legyenek G, I' adott csoportok, s jeloljek a, b, ... illetve ¢, 5,... ¢
csoportok elemeit, specialisan e illetve ¢ az eoyaegelemet

Bizonyos, nagy altalanossagti strukturakonstrukcidkra Reéper mar regeb-
ben bevezette a rovid ferdeszorzat elnevezést (maga a fogalomalkotds lénye-
gében véve egy jol ismert Hamiuton-féle elven nyugszik), s megvizsgélta, hogy
az (a, «) elemparok halmazaban

(a, e){b, £)= (abx 3=, ab ab B) (be, g€ G; ab, et €T)
altal definialt ferdeszorzat mikor csoport. Az
(a; a) (bl 18) = (ab, ab ab ﬂ)’
(a, @) (b: g)=(ab", ab 3)
fontos specialis esetek éppen a Scureier-féle csoportbovitést illetve a Zappa—
Szép-féle szorzatot jelentik. Ezekre az esetekre Kocueuporrrer (Zur Theorie
der, Rédeischen schiefen Produkte, Journal fiir die reine und angewandte
Math, 192 (1953) nemrég tovabbi specialis eseteket is visszavezetett.
A jelen dolgozatban kideriil,”hogy 4
(a, @) (b,8) = (aP b, & B3) (@BEG,av ET)

sem nyijt tjabb ferdeszorzatot, hanem (lényegében véve) csak a Zarpa—Szép-
féle szorzatnak egyik, Szee altal (On the structure of groups wich can be
represented as the product of two subgroups, Acta Sci, Math. (Szeged) 12 A
(1950), 57—61) részleteson vizsgalt fontos specialis esete.

Az Acta Scientiarum Mathematicarum, Szeged, 15. kotetének (1953)
7—11. oldalan német nyelven megjelent dolgo7at kivonata.'

A Remak-féle felbontdas altalanositasa
irtak: Szép Jené és Reéper Liszio

Jeldlion G oly csoportot, amelynek normalosztoira teljesiil a minimai-
és maximalfeltétel. G normalis felbontasanak neveziink minden oly

G=Ni-++Nn ¢D)
faktorizacidit, amelyre teljesiil, hogy:
a) mindegyik N; G-nek normalosztéja.
b) (1)-bol egyik N: sem torolheto.
c) egyik N; sem bonthat6 fel két valodi normalosztéjanak szorzatara.
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Az (1) normalis felbontas magjanak nevezziik a
1 (NiN Nk)

1=i<k=n

csoportbt. A D==1 esetben (1) éppen a G-nek Remak-féle felbontdsa. Erve-
nyes a kovetkezoO tétel, amelynek D — 1 esete az ismert KruLL—Scuminr-féle
tétel:

Tétel. Ha G— N1---N,—Ni---N;, a G-nek két normalis felbontisa
kozos D maggal, akkor n= n’, s a tényezok alkalmas sorrendjével N;D/D

centralisan izomorf N:D/D-vel (i=1,...,n), s érvényesek a G—= N,---
---NiNi-y---Ni, normalis felbontasok is (i=1...,n—1).
A bizonyitas KrurL—Scumint tételére valod visszavezetéssel torténik.

. Az Acta Scientiarum Mathematicarum. Szeged, 15. kotetének (1953)
85—86. oldalan megjelent dolgozat kivonata. ;

Azokroél az Abel-féle csoportokrél, amelyekben
minden végesen generalt alcsoport endomorf kép

irta: Kerrész Anpor és SzeLe TiBOR

Szerzok meghatarozzdk az 0Osszes olyan Abel-féle csoportot, melynek
barmelyz végesen generalt alcsoportja endomorf képe a csoportnak.

Legyen G additiv Abel-féle csoport. Ha G minden eleme véges rendii,
akkor G-t torziocsoportnak nevezziik. Egy torzidcsoport mindig felbonthato
egyértelmi{ien meghatarozott primer komponenseinek direkt Gsszegére, amely
utobbiak kiilonb6zé primszamokhoz tartozd p-csoportok. Egy csoportot akkor
neveziink p csoportnak, ha barmely elemének rendje a fix p primszam hatvanya.
Korlatlan elemrend{i az olyan p-csoport, amelyben nincsen legnagyobb rendi
elem. Egy Abel-féle p-csoportban az ¢sszes olyan alcsoportok egyesitési hal-
maza, amelynek p® tipusit csoportok direkt Osszegére bonthatok, maga is egy
pe® tipusti csoportok direkt ©sszegére bonthaté csoport, amely direkt dssze-
adanddja az egész csoportnak. Ezt az alcsoportot a csoport maximalis algeb-
railag zart alcsoportjanak nevezziik.

A Kkitiizott probléma megoldasat a kovetkezo két tétel szolgalja:

1. tétel. A G Abel-féle torzidcsoport bdrmely végesen generdlt alcso-
portja akkor és csak akkor endomorf képe G-nek, ha G bdrmely P primer
komponense kielégiti azt a kivetelményt, hogy amennyiben P maximdlis algeb-
railag zdrt A alcsoportjia nem 0, a P/A faktorcsoport korldtlan elemrendd.

2. tétel. A végtelen rendii elemet is tartalmazo G Abel-féle csoport bar-
mely végesen generdlt alcsoportja akkor és csak akkor endomorf képe G-nek,
ha G véges szdmu végtelen ciklikus csoportnak és egy olyan torzidcsoportnak
direkt osszege, amelyet az 1. tételben jellemeztiink, vagy pedig ha G bdrmely n
természetes szdmhoz tartalmaz olyan direkt osszeadandot, amely n végtelen
ciklikus csoport direkt dsszege.

Az Acta Scientiarum Mathematicarum (Szeged) 15. (1933) kotetének
70 -76. oldalan angol nyelven megijelent dolgozat kivonata.



Hirek
Kiilfoldi hirek °

Romdnia

A IV. Roman Matematikai Kongresszus 1956. majus 27—jinius 4-ig
tartott. A kongresszus munkaja 5 szekciéban zajlott le a bukaresti C. . Parhon
egyetem épiiletében. A kongresszuson igen sok kiilfoldi allam képviseltette
magat. Az eldadok kozott 9 francia, koztiik a kilencven éves Hadamard, 4 szovjet,
1 angol, 2 cseh, 11 magyar, 3 kinai, 5 olasz, 8 német, 8 lengyel, 2 amerikai,
1 bolgar, 1 norvég, 1 jugoszlav, 1 svajci, 2 belga, 1 izraeli és 1 japan mate-
matikus szerepelt. Az el6adasok nyelve roman, orosz, francia, angol, német,
olasz és eszperanto volt. A kongresszus utan a Roméan Matematikai Tarsulat
2 csoportos korutazast rendezett a kiilfoldi vendégek szamara, egyiket az
Al-Dunara, masikat Dél-Erdélybe. Magyar részrél — idérendi sorrendben — a
kovetkez$ elbadasok hangzottak el :

Kertész Andor : Linedris egyenletrendszerek altalanos elméletérdl (német
nyelven).

Freud Géza: Ortogonalis polinomsorokrél (német nyelven).

Varga Ottd: Mértékkel biré differencidlgeometriai terekrél (német nyelven).

Csaszar Akos: A normdlis eloszlas egy jellemzésérol (francia nyelven.)

Hajos Gyorgy : Grafok szinezésérol (francia nyelven).

T. Sés Vera: Hatvanysorok konvergenciajarol a konvergenciakor hatéaran
(német nyelven).

Vincze Istvan: Egész transzcendens fiiggvények abszohit értékének maxi-
mumarol (német nyelven).

Szokefalvi-Nagy Béla: A Hilbert-tér normalis transzformécioinak gyenge
limesze (francia nyelven).

Erdés Pal: Polinomok aritmetikai tulajdonsagairol (angol nyelven).

Turan Pal: Lakunaris hatvanysorokrol (német nyelven).

Alexits Gyorgy : Fourier-sorok majdnem mindeniitt valé konvergenciajarol
(francia nyelven).

Szovjetunio

1956. junius 25-t6l jilius 4-ig tartottdk a Il Ossz-szovetségi Mate-
matikai Kongresszust a Szovjetunio Tudomanyos Akadémiajanak rendezésében.
A kovetkezO szekciokban hangzottak el el6adasok :

1. Szamelmélet.
2. Algebra.
3. Differencial- és integralegyenletek.



4. Fiiggvénytan

5. Funkcionalanalizis.

6. Valosziniiségszamitas.

7. Topoldgia.

8. Geometria.

9. Matematikai logika és matematikai alapjai.
10. Numerikus modszerek.

11. Mechanika.

12. Matematikai fizika problémai.

13. Matematika torténete.

Szamos kiilfoldi orszag kiildte el képviseloit a kongresszusra. Elbadast
tartott 12 lengyel, 3 magyar, 2 francia, 5 olasz, 5 ;ugoszlév, 2 cseh, 7 roman,
4 német, 2 bolgar, 1 svéd, 1 norvég, 2 amenkax 1 angol, 6 kinai és 1 indiai
matematikus. A kongresszus résztvevoi az egylk vasarnap megtekintették a

~ Kremlt, ma;d az iilések befejezése utan két napra Leningradba latogattak.

Magyar részrol a kovetkezd eldoadasok hangzottak el :

Kalmar. Laszlo: Jelfogok megtakaritdasa logikai gépekben (orosz nyelven).

Kalmar Laszlo: Egy hipotézisrdl az tugynevezett megoldhatatlan aritme-
tikai problémakban (német nyelven).

Kalmar Laszlo: Logikai miiveletek megvalésitasa huzalos dobozok segit-
ségével (angol nyelven).

Szokefalvi-Nagy Béla—Koranyi Adam: Operéatorelméleti modszer a komp—
lex fiiggvenytanban (francia nyelven).

Turan Pal: A siiriiségi hipotézisr6l a Riemann-féle zetafiiggvény elmé-
Jetében (német nyelven).

Alexits Gyorgy (eléadta Turan Pal): Egy szummacids tétel az ortogo-
nalis sorok elméletében (német nyelven).



Tarsulati élet

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Cyéri Tagozatinak elGadasai

Februar 22.

Februar 23.

Marcius 30.
Délelott

Délutan

Marcius 31.

Majus 4.

1955. januar 1-t61 december 31l-ig

MeLicHER MikLOs: kozépiskolai délutan.

_ Kereszrury Gyoray: Néhany a vektoralgebraval kapcsolatos prob-

léma.

A Kozponti Pedagogus Tovabbképzo Intézettel kozos rendezés-
ben, a Gyor megyei Tanacs VB. Oktatasi Osztalya, az Ismeret-
terjesztd Tarsulat Matematikai és Csillagaszati Szakosztilya és a
Pedag6gus Szakszervezet Gyor megyei Szervezete kozremiikode-
sével, a felszabadulds tizedik évforduléja alkalmaval a magyar-
szovjet baratsagi hénap keretében matematikai iinnepi eldadas-
sorozat.

Bemutato tanitas.

a) kozépiskolai tanarok részére a Gyori Kazinczy Leanygimnazium-
ban Barabas Sarolta vezetésével. g i

b) alt. iskolai tanarok részére a Gyori Lenin uti All. Alt. Iskola-
ban Csonka Jézsefné tartotta.

Megnyité. Tartotta Karl Géza a megyei tandcs oktatdsi osztaly-
vezetoje

Detre LAszrLo: A csillagdszat és matematika hatarteriiletei.

Gacear TiBor: A térfogatszamitas megalapozasa.

Gapor EnpreEne: Geometriai szerkesztésekrol.

Varaa Tamis: A magyar matematikatanitis fejlédése a felszaba-
dulas ota. .

Klubest.

Tasnipy Istvin: A geometriai szerkeszthetoségek elmélete.
Reényt Averén: Matematika—logika— dialektika.

Fejes-TOTH LAszio: A gazdasagossdg elvének rendezd hatdsa a
geometridban.
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Szeptember 26.

Oktober 24.

PAimay Lorint: Egyszerii nomogramok.

KArteszi FErenc: A tobb dimenzios térrol.

November 30.

December 5.

A Bolyai
Januar 15.
Februar 11.

" Februar 25.

Marcius 12.

Aprilis 15.

Aprilis 29.
Szeptember

Oktober 29,

Grecuss PAL: Az akusztikai energia tudomanyos és ipari alkal-
mazasi teriiletei.

Czapiry Enxpre: A Mohr—Mascheroni-féle szerkesztések.

Janos Matematikai Tarsulat Soproni Tagozatanak elSadasai
1955. januar 1-t61 december 31-ig

Dir Zortin: Szamrendszerek kialakuldsa €és a szamiras.
Avtnerip Eva: Klasszikus szerkesztési problémak.
Der Zouran: Harmadfoku egyenletek megoldasa.

Barta ErnG: Mit kivan az egyetem a kozépiskolatol.
Der Zoutan: A hosszegység torténete és megallapitasanak fizikai
és matematikai problémai.

Dir Zorrin: Komplex szamok és egység gyokok. )
(Diakdélutan.)

Autuerip Eva: A kipszeletek szarmaztatasa.

Vas Jené: A projektiv geometria elemei.

Hopr Enxpre: Szélséértékieladatok az elemi fiiggvények tulajdonsa-
gainak felhasznalasaval.

November 19,

SzeuiAnszky Ferenc: A geometria tanitasa és szoveges egyenletek
megoldasa.

December 10.

PaArmay LoranT: Nomogramok.
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A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szolnoki Tagozatanak eléadasai
1955. januar 1-t61 december 31-ig

Januar 19.
Gapor Enprene: A VI osztalyos mértankonyv tanitasa.
(Eléadas altalanos iskolai tanarok részére.)
Marcius 19.
Hajos Gyorayv: Az 1954. évi Kiirschdk verseny feladatairél.
(Elbadas tanarok részere.)
Aprilis 22. :
Bukovszky FErenc: A fizikai dimenziok modszere.
Majus_9.

Fenvyd Istvan: A disztribucio-elmélet alapjai.
Majus 9. Revar Katauin: Valoszinliségszamitas.
(Kozépiskolai délutan a Jaszberényi Alt. Gimnaziumban.)

Méjus 15. Revar Karauin: Egyenlotlenség.
(Kozépiskolai délutan a Mezdturi Alt. Gimnaziumban.)

Szeptember 30.
SzenAssy Barna: A tudomanyos matematikai vusgalatok magyar
uttoroi. £
(Segner Andras és Sipos Pal életmiive.) ; P

November 19.
KaLmAr LAszLo: A matematikai analizis modszerei a kozép-
iskolaban.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Nyiregyhazi Tagozatanak eladasai
1955. januar 1-t61 december 31-ig

Januar 22.
Somossy Janos: Racsgeometriai problémakrol.

Februar 5.
Klubest. Iskolai terminolégiai problémak.

Februar 19.
Lakatos IstvAn: Az elektronoptika alapkérdései.

Marcius 2. S

Amrozy Gfza: A diofantikus egyenletekrdl. *K. m. d.
Mircius 5. 3

Mornir LAszro: Uj gyorsszamolasi eljarés.
Marcius 16.

Reményr Guszriv: Feladatmegoldasok. (MSZBH) K. m. d.

* K. m. d.: kozépiskolai mat. du.
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Marcius 19.
Reményr Guszrav:*Mi a vonal. (Parhomenko cikke alapjan MSzBH)
Marcius 24.
Tiszorezy Istvan: Feladatmegoldasok. (MSZBH) K. m. d.
Aprilis 2.
Bereznay Gyura: Mit koszonhet a magyar gazdasagi szamtantani-
tas a Szovjetunionak ? (MSZBH) K. m. d.

Aprilis 16.

Bereznay Gvura: Valosziniiségszamitasi problémakrol.
Aprilis 27.

Reményt Guszriv: Versenyfeladatok.

Szeptember 24.
Tiszorczy Istvan: Fiiggvénytranszformaciok.

Oktober 16.
Hopr Expre: Geometriai transzformaciok.

~

November 10.
Bereznay Gyura: A szogharmadolasrol. K. m. d. Kisvardan.

November 15.
Reményr Guszrav: Mi a vonal? Eléadas Kisvardan.

November 17.
Reményt Guszrav: Egyenletek egyenértékiisége. Kozépiskolai ma-
tematikai délutan Nagykallon.

November 20.
Bereznay Gvura: Versenyfeladatok.

December 15. :
Somossy JAnos: Megemlékezés Gaussrol.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szombathelyi Tagozatanak eléadasai
1955. januar 1-t61 december 31-ig

Januér 13. ¢
Hopr Enpre: Sziveges feladatok megoldasa.

Januar 13.
Gipor Enpriné: A VI osztalyos mértankonyv tanitasanak prob-
lémai.

Januar 13.

Licert BELa: Geometriai szerkesztések és bizonyitasok az alt. isko-
laban. (Eloadas Zalaegerszegen.)
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Marcius 12.
Marcius 14.
Marcius 16.
Marcius 16.
Marcius 17.

Marcius 20.

Marcius 20.

Marcius 21.
Marcius 22.
Marcius 24.

Marcius 26.

.

Marcius 28.

Marcius 30.

Marcius 31.

Aprilis 20.

Aprilis 27.

ZSUPPAN JOZSEF: Egyenl(")tlenségek.-(MSZBH eldadas.)

Paszrnory AntaL: Egyenlotlenségek, (MSZBH el6adas.)

Czariry Enpre: Feladatmegoldasok. (MSZBH elbadas.)

Czapiry Enpre: Feladatmegoldasok. (MSZBH elbadés.)

Karner Emiia: Feladatmegolddasok. (MSZBH eloadas Koészegen.)

Bukovszky Ferenc: A fizikai dimenziok modszere.

Remvan Istvan: Komplex szamok alkalmazasa geometriai feladatok
megoldasanal.

Varaa Arpip: Egyenlbtlenségek és elemi szélsdérték feladatok.
Scuanol Gisor: Egyenlotlenségek.

Borsav Karauin: Egyenlotlenségek.

Csontos Mikros: Feladatmegoldasok.

Konyves Torn KiLmAn: Néhany klasszikus egyenlOtlenség.

Novik Zovrtin: Feladatmegoldasok.

Buvirt Anpris: Egyenlétlenségekkel vald szamolas és érdekesebb
egyenlétlenségek.

Horvith BEra: Egyenlétlenségek.

Gipor Enprene: Az I gimn. kisérleti matematika konyvrol.
AraTo Istvin: Aerodinamikai kisérletek a fizikai szakkorben.

Szeptember 26.

Varca Arpip: Affin transzformaci6 alkalmazasa szerkesztésekben.
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Oktober 24.
Varaa ArpAp: Szimmetrikus egyenletek.
Oktober 28.
Gipor Enpréne: Mértan tanitdsa az altalanos iskolaban.

November 25.

Piszrnory AntaL: A nomografia elemei és alkalmazésa (TTIT-
vel kozos rendezés.) ¥

November 28,
Czapiry Expre: Mohr—Mascheroni-féle szerkesztések.

December 12.

Remman Istvin: Geometriai transzformaciok csortelméleti targya-
lasa.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Budapesti és Pest megyei Tagozatanak
eléadasai 1956. januar 1-t6l junius 30-ig

Januar 6.
g Az 1955. évi Schweitzer Miklos ' verseny eredményhirdetése és

dijkiosztasa. A versenyfeladatokat Tandori Karoly ismertette.
(Megjelent a Matematikai Lapok VII. 3—4. szamaban)

Januar 13.
Erpost Jozser: Bevezetés a nem-euklideszi geometriaba.
(Ifjusagi Matematikai Kor el6ad4sa) 3

Januar 13.
OLATH RicHArRD: Megemlékezés Vél{i Gyularol. .
(Megjelent a Matematikai Lapok VII. 1—2. szaméban)

Januér 18. ;
Farago LAszio: Elemi transzcendens fiiggvények.
(Eldadés tanarok részére)

Januar 20.
Biart Ivre: Egy Bellmann lemma altalanositasa és alkalmazasa.
(1. Acta Math. Ac. Scien, Hung. VI kotet 81. oldal)

Januar 21.
Pociny Jinos: Szerkesztések véges kiterjedésii siklapon.
(Elbadés kozépiskolai didkok részére)

Februar 3.

KerTEsz Anpor: Operatormodulusok radikalja.

Legyen R tetszbleges gylirii és G tetszbleges R-modulus. Eléado
radikdinak nevezi az Osszes olyan részmodulusok metszetét,
amelyek szerint vett faktormodulus nem trivialis egyszerii modulus.
A radikal e definiciojaval egy olyan elmélet épithetd ki, amely
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Februar 3.

Februar 7.

Februar 10.

Februar 13.

analég a gyiiriielméletben a Jacobson radikal elméletéhez. Spe-
cidlisan, ha egy tetszOleges gyiiriit tekintiink baloldali operator-
modulusnak, akkor radikdlja Jacobson radikaljaval esik Ossze.
Ennek alapjan a Jacobson-radikdlnak tébb tisztan moduluselme-
leti jellemzése adhaté meg.

~Sajatértékieladatok perburbacioszamitasa® cimmel eldadassorozat |
meginditaisa az MTA Matematikai Kutato Intézete Differencial-
egyenletek Osztalyaval kozosen. Az el6adasokat Szokefalvi-Nagy
Béla akadémikus és Koranyi Adam kutatd tartottak.

I. A perturbaciéelmélet problémaja a kovetkez6: hogyan valtoz-
nak meg az A,p— A sajatértékfeladat megoldasai, ha az A,
operatort egy tole kevéssé eltérd A(€) operatorral helyettesitjiik.
A Schrédinger altal a kvantummechanikdban bevezetett formalis
perturbacioszamitas alkalmazhatésaganak feltételeit megallapitani
stlyos matematikai probléma, amely csak a Hilbert-tér elméleté-
nek segitségével targyalhato egzaktul. Az el6ad6 roviden ismertette
a perturbacidelmélet modszereit és eredményeit, majd Osszefog-
lalo attekintést adott a Hilbert-tér elméletének a késdbbiek folya-
man felhasznalasra keriild definicioirol és tételeirdl. Az eldadast
Koranyi Adam tartotta.

Rénvi Averép: Milyen iranyban fejlédik a matematika.
A Tarsadalom- és Természettudomanyi Ismeretterjeszté Tarsulat
Matematikai és Csillagaszati Szakosztalyaval kozos eldadassorozat,

PiL LAszLo: Végtelen halmazokroél.
(Az Ifjusagi Matematikai Kor eldadasa)

SzokeraLvi-Nacy Bera:  Trigonometrikus  egyenlotlenségek  €s
approximaciok. (I. rész)

Ha a 2z szerint periodikus, korlatos, integralhato f(x) fiiggvény
Fourier-sora

Ty Z (a. cos kx -+ by sin kx)

k=m
alakd, (m = 1) akkor H. Bohr egyik tétele szerint az
i ‘©

F(x) — 2 % (ay sin kx— by cos kx)

k=m
integralfiiggvény a
T
- e | %
max | F(x)| = 57 max | /()|
egyenlotlenségnek tesz eleget és itt az allando nem javithato.

El6ado ismertette és diszkutdlta ennek az egyenlOtlenségnek,
valamint a magasabbrendii integralfiiggvényekre vonatkoz6 meg-




Februar 18.

Februar 21.

Februar 22,

Februar 24.
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feleldinek Favard altal adott bizonyitasat, valamint az ennek a
bizonyitasnak mintegy mellékeredményeként kiad6do pontositasat
a Jackson-féle approximacio-tételnek.

KirTeszi Ferenc: Erdekes térgeometriai feladatok.
(Eldadas kozépiskolai diakok szamara)

Hajos Gyoragy: Mi az a negyedik dimenzié (A TTIT-tel kozos
eléadassorozat).

Tasnipy IstvAn: A fiiggvények abrazolasa; gorbetranszformacio
és koordinatatranszformacio.
(Eldadas a kozépiskolai tandrok részére)

SzokeraLvi-Nacy Beéva: Trigonometrikus egyenl6tlenségek és appro-
ximaciok. (II. rész)

Eldado ismertette a Bohr-féle tételt altalanositdo sajat eredmé-
nyeit. Az f(x) integralfiiggvényei helyett az

e

[+4]
Fr )= D (@ cos kx + bysinkx), fix) = > 4 (a, sin kx— by cos kx)

h=m

Kk =m

fiiggvényekr6l van ezekben szo, ahol {4;} adott nullasorozat. Ha
{Z:} haromszorosan monoton, akkor

x & i
4 5
-; l;({ m—l— 2’(31' +1)m

ha pedig {4,} kétszeresen monoton és 4\_‘_'%

max | fr (x) | = max | f(x)|

konvergens, akkor

18

: =
W + 1 ;'(21'+l)m mJa_X Jf(X) I;

L. = -

max [ 7.() | = | 2

(=1

a konstansok nem javithatok. A bizonyitasok mellékeredményei-
ként approximacioelméleti eredmények is adédnak. Ezek az ered-
mények igazak maradnak. ha az ||f||o = max|f(x)| metrika

[ 2n

)1/17

helyett az || f||, = ; I | £(x) |"dx‘ metrikat tekintjiik, ahol
0

I =p<o. SOt a p=1 esetben a fenti konstansok tovabbra is
pontosak, mig a p > 1 esetben a fenti konstansokrél nem allit-
hat6, hogy pontosak. Végiil vizsgilta az eléadé a Bohr-Favard-
féle egyenlotlenségnek és a Bernstein-féle egyenlGtlenségnek a
viszonyat Kolmogorov egy nevezetes tételéhez, amely egy f(x)
fiiggvény (—oo < x < 0'3, valamint ennek két kiilonbozo rendfii
integraltiiggvényének maximumai kozott allapit meg egy egyen-
16tlenséget.

23 Matematikai Lapok
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Februar 24.

Marcius 1.

Marcius 2.

Miércius 2.

Mércius 6.

Marcius 9.

Marcius 14.

Marcius 15.

PiL Liszio: Végtelen halmazokrol. (Il rész)
(Az Ifjisagi Matematikai Kor el6adasa)

,Sajatértékfeladatok perturbacioszamitisa“

2. Az eldadd levezette a Schrodinger-féle formalis perturbacio-
szamitas képleteit. Ezeknek a formuldknak alapjaul az a feltevés
szolgadl, hogy az A (¢)=A,+ ¢A;+ --- perturbalt operator
sajatértékei és sajatvektorai e-nak reguldris hatvdnysorai, és az
egyiitthatok Osszehasonlitisanak egyszerii médszerével nyerhetok.
Az elmélet {6 feladata ennek a feltevésnek az igazolasa a gyakor-
latilag fontos esetekben. Az el6ad6 ellenpéldakkal illusztralta a
formalis médszer alkalmazasanak nehézségeit. Az eléadas maso-
dik részét néhany segédtétel bizonyitasa alkotta a Hilbert-tér
linearis operatorainak elméletérdl.(Az eldadast Korinvi Apim
tartotta.)

Erpds PiL: Az irracionalis szamokrol.
(Az lfjusagi Matematikai Kor elbadasa)

Erp6s PAL: Az egymasutan kovetkezO szamok szorzatairdl és az
ezzel kapcsolatos diofantikus egyenletekrol.

ALexits Gyorey: Bolyai Janos, a tudomany nagy forradalmara.
(Eldadas a TTIT-tel kozos rendezésben)

SzokeraLvi-Nacy Biéra: Beszamold a moszkvai funkcionalanalizis
konferenciar6l. Klubest az MSzBH keretében.

Ernos PiL: Taylor-sorok altal definialt analitikus fliggvényekrol.
@®

Legyen f(z)— Z a, 2" Taylor-sor melynek konvergenciakore az
k=%

egységkor. Fabry egy tétele szerint ha n_l:‘—*ov, akkor f(2) az
egységkoron tul nem folytathatd. Polya bebizonyitotta, hogyha
lim inf% < oc akkor mindig van oly ¥ a; 2" hatvanysor, melynek

konvergenciakore az egységkor s mely az egységkoron til folytat-
haté — azaz Fabry tétele tovabb nem élesitheto. El6adé erre egy
elemi bi;onyitést adott (Trans. Amer. Math. Soc. 57 (1949),
102—104). .

,Sajatértékfeladatok perturbacioszamitasa“.
3. Az el6adé ismertette Szokefalvi-Nagy Béla egy altalanos téte-
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lét, amely az A(¢) operatorra vonatkoz6 néhany egyszerii feltevés
mellett allitja, hogy az operator spektruméanak béarmely izolalt
rész¢hez tartozd spektrdlprojekcié az ¢ paraméternek reguléris
analitikus fliggvénye. Az elbadasra keriilt bizonyitds a spektral-
projekcionak az operéator rezolvense segitségével valé integral-
elddllitasan alapszik. (Az elbadéast Koranyi Adam tartotta)

Reman IstvAn: Bevezetés a projektiv geometriaba.
(Az Ifjuisagi Matematikai Kor eldadasa)

Czach Laszlé és Kiss Otté beszamoltak szovjetuniobeli tanulma-
nyaikrdl. Klubest az MSzBH keretében.

Csiszir Akos: Geometria mérés nélkiil.
(Eldadas a TTIT-tel kozos rendezésben)

Reman Istvin: Bevezetés projektiv geometriaba. II. rész.
(Az Ifjusagi Matematikai Kor eloadasa)

Fucns LAszio ismertette A. G. Kuros ,Csoportelmélet* c. mun-
kajat. (Klubest, az MSzBH keretében)

Faraco LiszLo ismertette Gyelone-Zsitomirszkij: ,Geometriai
feladatok gyiijteménye“ c. konyvét. (Eldadas tanarok részére az
MSzBH alkalmabol)

Erpés PAL: Relacio-elméleti problémakrol.

Legyen E halmaz szdmossaga /m, minden x&E-hez tartozik E-nck
egy részhalmaza f(x), tegyiik fel, hogy létezik oly n < m hogy
minden x-re f(x) szamossaga n-nél kisebb. Akkor létezik E-nek
oly E, részhalmaza, melynek szamossiga m és amely szabad,
azaz ha xeE;, ye¢E, akkor x&f(y) és y& f(x). (A probléma
Turantdl val6é, a kérdés irodalmat lasd P. Erdés: Proc. Amer.
Math. Soc. 1 (1950) 127—141 és G. Fodor: Acta Szeged, (1950)
és (1955).

Kaimir Liszio: A halmazelmélet axiomatikus felépitésének maéd-
jairdl. I. rész.

A halmazelmélet jelentdsége a matematika tobbi fejezete szem-
pontjabol. A halmazelmélet antindmiai; az axiomatikus felépités
sziikségessége. A Zermelo-féle axiomarendszer. A halmazelmélet
olyan felépitésének véazolasa ezen axiomarendszer alapjan, amely a
lehetbséghez képest koveti a nem-axiamatikus felépités menetét.
A ,definit tulajdonsag“ fogalmanak szabatos elhatarolasa Skolem
¢s Fraenkel nyoman. A rendszamok és szamossagok Neumann-
féle elmélete. A halmazelmélet véges szami axioma segitségével
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Aprilis 6.

Aprilis 6.

Aprilis 7.

Aprilis 10.

Aprilis 12.

Aprilis 13.

Aprilis 16.

Aprilis 18.

Aprilis 20.

valo felépitésének problémaja. A Neumann-féle és a Godel-féle
axiomarendszer. A halmazelmélet felépitésének vazolasa a Godel-
féle axiomarendszer alapjan.

Remman Istvin: Bevezetés a projektiv geometridba. L
(Az Ifjiisagi Matematikai Kor el6adasa)

.

J. Karamata : Fiiggvények novekedeésének egy elméletérol.
(1. 207. oldalon).

Vincze Istvan : Elemi feladatok az analizis korébol.
(Eldadas kozépiskolai didkok szamara)

Reényi Avrrép: A véletlen birodalma.
(A TTIT-tel k6zos eldoadassorozat)

,Sajatértékteladatok perturbacioszamitasa®.

5. A 3. elbadason ismertetett tétel segitségével nem csak a for-
malis médszer alkalmazhatosagat lehet igazolni, hanem becslése-
ket is lehet kapni a formalis médszerrel nyert hatvanysorok egyiitt-
hatoira, aminek a fizikai alkalmazasok szempontjabdél nagy fon-
tossaga van. Az eldado részletesen ismertette az egyszeres sajat-
érték esetében nyerhetd becsléseket. (Az eldadast Szokefalvi-Nagy
Béla tartotta)

Kamar LAszio: A halmazelmélet axiomatikus felépitésének kiilon
bozd maodjairol. (1)
(1. elozd elbadas kivonatat)

Freup Geza: Derivalt fliggvény approximacioja a fiiggvényt
approximalé polinomok derivaltjaival. (Eldadds az MTA Matema-
tikai Kutato Intézete Valosfiiggvénytani Osztalyaval kozos rende-
zésben)

Paszror Istvan: Elemi fiiggvényvizsgalat és szélsOértékproblémak.
(Elbadas kozépiskolai tanarok részére)

Kiss OTt16: A trigonometrikus és harmonikus interpolacié kon-
vergenciajarol.

Az eldado sziikséges ¢s elégséges feltételeket adott a trigono-
metrikus interpolacio konvergenciajara az analitikus, ill. a néhany-
szor differencialhaté periodikus fiiggvények korében és megadta
azt a legkisebb zart tartomanyt, amelyben analitikus periodikus
fiiggvények trigonometrikus interpolacidja egyenletesen konvergal
tetszoleges csomopontok mellett. :
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Az analitikus fiiggvényekkel kapcsolatos eredmények folyomanyai
harmonikus fiiggvények harmonikus polinomokkal valé interpola-
ciojara vonatkozé teteleknek. 3

Mindezek az eredmények analogonjai Fejér Lipot, Kalmar Laszlo
¢és V. ]. Krilov tételeinek a Lagrange-féle interpolaci6 elméletébdl.

TurAn PAL: Hires megoldott és megoldatlan problémak az egész
szamok elméletében.

(A TTIT-tel kozos elvadassorozat)

»Sajatértekfeladatok perturbacioszamitasa.

6. Az eléadd a tobbszoros sajatértékek kérdésével foglalkozott.
Az elobbi tételek alapjan egy indukcidés gondolatmenet segitségé-
vel a tobbszoros, véges multiplicitdsti sajatértékek esetén is
bizonyithaté a perturbalt sajatértékek és sajatvektorok regularitasa
és a Schrodinger-féle modszer alkalmazhatosaga. Az elbadés tar-
gyat ez a Szokefalvi-Nagy Bélatdél szarmazo bizonyitds képezte.
(Az elbadast Koranyi Adam tartotta) : :

HajnaL AnDRAs : A halmazelmélet axiomatikus felépitésének kiilon-
boz6 modjairol. (I11.)

El6add csatlakozott Kalmar Laszlo elozd két elbadasahoz, amely-
ben tobbek kozott ismertette a halmazelmélet Godel-féle axioma
rendszerét. Ismertette Godelnek azt az eredményét, hogy ha a
halmazelméletnek a Godel-féle (kivalasztasi axiomat nem tartal-
maz6) axiomarendszere ellentmondéstalan, akkor ellentmondastalan
marad akkor is, ha a kivalasztasi axiomat és az altalanositott
kontinuum hipotézist 1j axiomakként hozzadvessziik ehhez az
axiomarendszerhez. Ismertetett még néhany, a projektiv halmazok
elméletébe vagd — Novikovtdl szarmazd — relativ ellentmondés-
tzlxlans]agi tételt, melyeknek bizonyitdsa szintén Gddel eredményén
alapul.

Avexits Gyoray: Egy tétel az ortogonalis sorok szummalhatésagaral.
(I. Acta Sci. Math. Szeged, 1956. XVII. 1—2)

KArteszi FErenc egyetemi tanar vezetésével kozépiskolai matema-
tikai délutan. A didkdélutinon elore kitiizott feladatok megoldéasat
bemutattdk : Geszti Tamas, Orlik Péter és Szasz Domokos.

Turin PAL beszamoldja indiai atjarol.
(Klubest)

Remman IstvAn : A hiperboloidrol.
(Az Ifjusdgi Matematikai Kor eldadasa)
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Majus 16.
Méjus 18.
Majus 25.

Majus 25.

Junius 2.

Janius 6.

Bisar: Imre: Poatsoros nomogrammok készitése.
(Elbadas kozépiskolai tanarok részére)

Czicu LAsziLo, ismertette Szoboljev: ,Funkcionalanalizis a mate-
matikai fizikdban® c. kdnyvét.

Hajos Gyoray beszamoloja kinai atjardl.
(Klubest)

Az Ifjusagi Matematikai Kor klubestje, kotott téma nélkiil.

Az 1956. évi Arany Daniel matematikai verseny eredményhirdetése
és dijkiosztasa. Az 1. osztalyos feladatokat Varga Tamas, a Il
osztalyos feladatokat Lérincz Pal ismertette.

I. P. Kanane (Montpellier): Exponencialis oOsszegek hatarfiiggvé-
nyeinek analitikus folytatasarol.

Legyen £ komplex sik halmaza, A egy komplex sorozat Eg(4)
azon f(x) fiiggvényeknek a halmaza, amelyek £ egész kompaky

belsejében egyenletesen megkozelithetok Ya(4)ers alakd linearis
kombinaciokkal. Ha Eg(A) nem tartalmazza az 6sszes olyan fiigg-
vényeket, amelyek analitikusok £-ban, akkor célunk meghatarozn!
egy olyan nyilt G halmazt, hogy minden f fiiggvény € Ey(4A)
analitikusan folytathato tgy, hogy € E(A) legyen.

f-et a kovetkez( alakban hatarozzuk meg :

(1) 1@+ 9= 16+ du.6)

ahol er=— . (w) —= ev:— | e du.(3) a A halmazon eltiinik és a
A tartojara teljesiil u,C 0.

Ha z folytonosan valtozik, az (1) altal definialt fiiggvény nem fiigg
mastol, mint 2-t61; u, ,tartéja“ (ért. tartoménya) £ egy kompakt
résztartomanyban van, tovabba az .ﬂdpe| integral korlatos. Eldado
megmutatta, hogyan lehet @-t gy meghatarozni, hogy mindez
teljesiiljon.

Alkalmazasok Dirichlet sorokra: szingularitdsok helyének meg-
hatarozasa, oOsszefiiggések a fiiggvény egész sikban valé noveke-
dése ¢s egy vizszintes savban valo novekedése kozott.

Elbado utal kiilonbozd mas alkalmazasokra is (majdnem-periodikus
fiiggvények stb.).

Egy analég folytatasi elv lehetdvé teszi Mandelbrojt ¢és Turan
bizonyos problémainak megoldasat, amelyek valds fiiggvényekre
vonatkoznak.
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M. Lazarp (Poitiers): Affin tereken értelmezett algebrai csoportok
nilpotens voltaroéi.

Az elbadas célja annak bebizonyitdsa, hogy az olyan algebrai
csoportok, amelyeknek hordozo halmaza affin tér, nilpotensek.
Ez az eredmény a Lie-csoportok egyik ismert tétele megfordita-
sanak tekintheté: minden egyszeresen Osszefiiggd nilpotens Lie-
csoport az R" téren értelmezett algebrai csoportnak tekinthetd.
A problémat mindenekel6tt a gytirlielmélet nyelvén fogalmazzuk
meg : vizsgaljuk a 2n hatarozatlant tartalmazé

A e X Y i V) (f=1,..,0n)

polinomokat, melyeknek egyiitthatéi egy kommutativ, egységelemes
A gylirlib6l vannak véve és amelyek olyanok, hogy ha B A egy

gyiiriibovitése A-nak, akkor B" < B"-nek B"-be valo
(ll, SO ll”) 5 (rl’ B, ’U") = (f‘(ll[, ek 'l’"), s 'vf"(uli g 1",,))

leképezése B"-en csoportot alkot. Meg akarjuk mutatni, hogy ez
a csoport mindig nilpotens (tetszileges B esetén).

Eloszor is megmutatjuk, hogy ez igaz, ha A véges test. Ehhez
két megjegyzeésre van sziikségiink: 1. ha B véges test, akkor
B" elemeinek szama primszamhatvany, ezért minden B"-en értel-
mezett csoport nilpotens; 2. a nilpotens B" csoport osztalya leg-
feljebb n (ha B test), mert B" névekve centrdlis sorozatabol ké-
szithet egy n-dimenzios affin térbe agyazott algebrai sokasagok-
b6l allé szigoriian novekvé sorozat.

Az altalanos eset targyaldsa céljabol tekintsiik az f; polinomok
egyiitthatdi altal generalt A, gyiiriit, s térjiink at ennek a gyiirii-
nek a maximalis idealokkal alkotott kvociensére : ezzel a feladatot
az elobbi specidlis esetre vezettiik vissza.

(Az eldadas tartalma megjelent a kovetkezd helyen: C. R. Ac. Sci.
Paris, 241 (195), 1687—189.)

G.'B%umon (Algir) : A Taylor-sor €s a polinomokkal valé approxi-
macio.

A Tarsulat negyedik rendes kozgyiilése

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1956. junius 29-én tartotta negyedik

DO WON —-

rendes kiildott kozgyfilését, a kdvetkezd targysorozattal:

. Elnoki megnyitd.

. Valké Endre, az MTESZ fotitkaranak megnyito beszéde.

. Fotitkari beszamold.

. Pénztarosi jelentés.

. A pénztaros jelentésének megvitatasa.

. A Tarsulat uj tisztikaranak megvalasztasara jelolobizottsag kikiildése.



7. A jelolobizottsag javaslattétele és szavazas a javaslatok felett.

8. Szavazatszedd bizottsag kikiildése.

9. Az 1956. évi Beke Mandé emlékdij ¢s a Griinwald Géza palyadij
kiosztasa. !

10. A szavazatszedd bizottsag beszamoldja a szavazéas eredményérol.

11. A Tarsulat kikiildotteinek megvalasztisa az MTESZ kozgyiilésére.

12. Elndki zaroszo.

A kozgyiilés programjahoz a kovetkezo elbadasok és vitaiilések kap-
csolodtak :

Junius 29-én, pénteken

Fuchs LAszLo : Néhany szo a csoportelméletrol.

Cser AnDOR, a Pedagoégiai Tudomanyos Intézet munkatarsa ismertette
a bevezetésre keriilo altaldnos iskolai tantervet, valamint a kidolgozandé kdzép-
iskolai tanterv f6 szempontjait. Vitavezetd Kirteszi Ferenc volt.

Junius 30-an, szombaton

Gaciar TiBor : Néhany grafelméleti problémarol.

FAraGO LAszLOo €és Varca Tamas ismertették a gimnazium I osztalyanak
uj tankonyvet.

A kozgyiilés pesti és vidéki résztvevoi nagyszamban megtekintették a
kozgyiilés idotartama alatt a miskolci Kilidn Gyorgy gimnazium matematika
és fizika szakkori anyagat, mely a kozgyiilés idotartama alatt a Tarsulat helyi-
ségében volt kiallitva.

A kozgyiilést Avexits Gyoragy, a Tarsulat elnoke nyitotta meg, és a
kovetkezoket mondotta :

Tisztelt Kozgyiilés !

— Nem konnyii a szokasos néhany széval megnyitni ezt a kozgyiilést,
mert egyrészt a legutolso kozgyiilés 6ta évek teltek el, masrészt azota hatalmas
jelentOségli események torténtek, amelyek Kkozelrdl érintik a kozgyiilés mun-
kajat. A Szovjetunio Kommunista Partjanak XX. kongresszusa olyan friss lég-
kort teremtett, hogy ezt Tarsulatunk miikddése, programja szempontjabol
lehetetlen figyelembe nem venni. A XX. kongresszus szelleme dontden befolya-
solhatja a Tarsulat miikodését, hiszen ennek a tarsulatnak mint tarsadalmi
szervnek a szerepe fokozodni fog a jovoben és lényegesen tobbet tehet és
tobbet kell tennie miikodési teriiletén, mint eddig. Gondoljunk csak arra,
hogy a vilag forrasban van. Gondoljunk az orszagszerte folyé vitdkra,
ahol az emberek megszolalnak, és azok is, akiknek nincs hivatalos funk-
cidjuk, igen komoly, értékes hozzaszolasokkal gazdagithatijadk a mi, Kkissé
hivatalos szinezetlivé valt, tilzottan centralizalt tarsadalmi életiinket. Ez a
matematikai életben is éreztette hatasat. Elég a mindent feliilr6l-varas, az
onall6 gondolatok elfojtasa vagy semmibevevése. Gondoljunk, a tankonyv-
vitara, arra a dogmatikus gondolkodasra, amelyet néhanyan a Szovjetunio
oktatasara valé jogtalan és megalapozatlan hivatkozdssal igyekeztek ala-
tamasztani. Felesleges itt, olyan emberek el6tt, akik a matematikdban dolgoz-
nak bovebben kifejteni, hogy milyen sematizalas folyt, mennyire formuldk
beszajkozasara torekedtek. Ha megkérdezziik, kinek a kotelessége ezen valtoz-
tatni, azt hiszem a matematikusokat kell els6sorban emliteni. A matematika
természete magdval hozza, hogy a matematikus Osztondsen irtézik a dogma-
tikus gondolkodastol, formalizmustdl, skolasztikatél. A Tarsulatnak igen komoly
és fontos szerepe lesz a tudomdnyos kutatds, az oktatds szervezésében ¢€s az
oktatand6 anyag kialakitdsdban. Feladata lesz a maga Kritikdjat hangoztatni.
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Ez a kritika bizonyara nem mindig lesz tokéletes. Elvégre elég hosszu periodus
milt el felettiink, amikor modszeresen igyekeztiink elszoktatni onmagunkat és
masokat a kritikatol. A kezdeti iigyetlenségekkel is kovethetiink el hibakat,
hiszen a Tarsulat tagjai emberek, akik tévedhetnek. A legkomolyabb Kért
azonban az okozna, ha tovabbra is azt a defenziv allaspontot foglalnank el,
hogy jobb inkdbb hallgatni, mint egyébként hasznos és €pit6 kritika kdzben
egy csekély hibat elkovetni. Hibazni nem kell és nem kell hibazasra biztatni
az embesneket, de meg kell érteni a hibdkat és nem szabad remegni attol,
hogy esetleg hibazunk, mert az ilyen magatartis nem mozdithatja elé a fejl6-
dést. A kozgyillés 6 feladata javaslatokat tenni az épité kritika szellemében.
A fotitkari beszamold szamos ilyen javaslatot tartalmaz és sok feladatot tiiz ki.
Arra kéri a tagtarsakat, hogy a kozgyiilésen igyekezzenek ebben a szellemben
résztvenni. A kozgyiilés minden résztvevojének j6 és hasznos munkat kivan,
és felkéri Valk6é Endrét felszdlalisa megtartasara.

VaLkd Enpre, a Miiszaki és Természettudomanyi Egyesiiletek Szovet-
sége fotitkara iidvozlo szavai utan Surinyr Janos, a Tarsulat fotitkara a kovet-
kezokben szamolt be a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat el6z0 kozgyiilése
ota végzett munkajarol :

Tisztelt Kozgylilés ! Kedves Tagtarsak, Kedves Vendégek !

Tarsulatunk eléz6 (harmadik) kozgyfilését 1953 junius 20-an, tehat
kerek harom évvel ezeldtt tartotta. Mi sem természetesebb, mint az, hogy
amikor el6szor késziiltem beszamolni Tarsulatunk miikodésérl a kozgyii-
lés el6tt, el8szor is a kozgyiilések beszamoléit tanulméanyoztam at. Mindjart
az els6 sorok olvaséasakor feltiinik a kozgyiilések kozti idészakok allandé no-
vekedése. A II. kozgyiiles masfél évre, a harmadik kettére kovette az eldzot,
annak lezajlasa 6ta pedig harom év telt el. Ha ennek meg is voltak a kiilsd
okai, (els6sorban anyagiak), meégis szeretnék bevezetében annak a remé-
nyemnek adni kifejezést, hogy ez a sorozat nem fog tovabb novekedni, ha-
nem monoton csokkenve visszatér a jovoben a kivanatos alapszabalyszerii
miikodéshez. Természetesen nem térhetek itt ki részletesen a Téarsulat min-
den tevékenységére. Inkabb arra igyekszem ramutatni, hogy milyen tanul-
sagok vonhaték le tovabbi feladatainkra.

Amikor a muit évben nehézségek meriiltek fel a kozgyiilés rendes ido-
ben valé megtartasa koriil, akkor Tarsulatunk vezetéi a nyir elején &sz-
szeiiltek egy nem hivatalos megbeszélésre, hogy meégis meérlegeljék a Tar-
sulat tovabbi feladatait. Itt az a vélemény alakult ki — és ennek myomai
mar Rényi Alfréd 1953. évi f6titkari beszamoléjaban is megtalalhatok —,
hogy Tarsulatunk - eddigi igen magyaranyli fejlodése mnem mindeniitt &ll
aranyban Tarsulatunk lehetGségeivel, nem is annyira az anyagiakat, mint
inkdbb a kartarsak igénybevehet6 energiait tekintve. Eppen ezért fofeladat-
nak azt kell tekinteni, hogy lemérjilk, mik azok a munkak, amiket valéban
eredményesen tud ellalni a Tarsulat és ezeken a teriileteken elményiteni
a Tarsulat munkajat. Azota torténtek is lépések ebbén az iramyban és ma
2 Szovjetini6 Kommunista Pértja XX. Kongresszusa utan tgy latjuk, hogy
valéban lényeges hibdk szimplomai voltak azok, amikre felfigyeltiink. E hi-
bék lényege az volt, amire az eln6ki megnyitd is utalt. Részben nem tud-
tuk, de nem is mertitk vallalni egy tarsadalmi egyesiilet egyes lényeges
funkci6it. Ritkén teremtettiink alkalmat, hogy tagjaink megvitathassak mun-
kateriiletitk problémait, hiszen igen kérdéses lett volna, hogy el merik-e
mondani az Gszinte véleményiiket, és ha merték volna is, még valésziniitle-
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nebb lett volna, hogy érvényt tudjunk annak szerezni és ne ellenséges teve-
kenységet szimatoljanak mogotliik. :

Nem is lehet most mas feladatunk, mint hogy Tarsulatunk vonatko-
zasaban igyekezziink a kongresszus iranyelveinek fényénél minél teljesebb
mértékben felkutatni a hibakat és a feladatok helyes megvalasztasat. Ter-
mészetesen az a lesziikités, amire fentebb céloztam. nem jelentheti semmi-
lyen eddig eredményesen végzett tevékenységiink korlatozasit, de még azt
sem, hogy ne vallalnank Gjabb feladatokat, amennyiben azok ellatdsira va-
I6ban a Tarsulat hivatott, de feltétieniil jelentenie kell azt, hogy a felada-
tokat a megoldasukra mozgésité erck szambavételével tiizzik magunk elé.

Igy mindjart 0j természetii feladatot " tiizott tarsulatunk elé a II. 6t
éves terv iranyelveinek megvitatisa. Ennek kapcsan sziikségessé valt a ma-
tematika miivelése €s oktatasa terén fennallo problémak és az ezeken a te-
riileteken dolgozé kartarsak problémainak felmérése. Igyekeztink ezeket le-
het6leg széles keretben feldolgozni és ennek alapjan részletes javaslatokal
juttatiunk el az iiletékes szervekhez. Ezek a javaslatok két csoporira oszla-
nak. Az alsé és kozépfoki okiatassal kapcsolatos javaslatok kivanjak a jobb
munkakoriilmények biztositdasat a pedogogusok szamara, igy jobb tarsadal-
mi megbecsiilésiiket, lényegesen nagyobb anyagi megbecsiilésiikre egy telje-
sitményt is figyelembe vevé bérezési rendszer kidolgozasit és bevezetését,
a kotelezé oraszdam 18-ra csokkentését, a lakashelyzet megjavitdsat, tudo-
ményos munkéara valo lehetdség biztositasat, ahol ez indokolt. Javasoltuk
az altalanos- és kozépiskolakban a megieleld szakképzettség megszerzésé-
nek kotelezdvé tetelét, ehhez a pedagégusok {ovébbképzésének az eddiginél
sokkal intenzivebb tamogatasat. Az oktatds szinvonalianak emelése érdekeé-
ben javasoltuk realis tantervek kidolgozasat, kiiionosen a technikumok ok-
tatasi rendszerének alapos feliilvizsgaldsat. A politechnikai képzés elmeélyi-
tése érdekében a térgeometriai ismeretek megjavitasara tetliink néhany ja-
vaslatot. Javasoltuk a tankonyvek honorariumanak és a szerz8i jogoknak
rendezését, végiil a landrképzés felemelését 5 évre.

A javaslatok masodik, {udomanyos kutatassal és felsdoktatassal fog-
lalkozo csoportjaban — ramutatva a tudomdanyos palya iranti érdeklodés-
ben mutatkozo egyes karos jelenségekre — ugyancsak felvetettitk a tarsa-
dalmi és anyagi megbecsiilés kérdését; a tudomanyos munka tekintetbeveé-
telet a felsboktatasi intézmények létszaméanak megallapitdsanal. Javasol-
tuk a tudomanyos kutalds lamogatdsdnak fokozédsat. Ezzel kapcsolatban in-
ditvanyoztuk az Akadémia Matematikai Kutaté Intézetének fejlesztéséhez
szitkséges feltételek biztositasat, az Intézet megfelelé elhelyezését. Javasol-
tuk egy 10 éves terv kidoigozasit a matematikusokkal valé ellatds keérde-
sére. Foglalkoztunk az egyetemi és aspirdnsképzés kereteinek feliilvizsgalata-
val és a helyes felvételi szempontok kérdésével. Kivantuk az egyetemi inté-
zetek felszerelésének korszeriisitését. A tudomanyos kutatdas egyik égetd
kérdése a kiilfoldi folyGiral- és konyvbeszerzés lehetdvé tétele. Tobb javas-
lat foglalkozik a nemzetkozi kapcsolatok fejlesztésével. Igy javasolluk a jo-
v6 évben a II. Matematikai Kongresszus megrendezéséi, majd 5 évenkeénti
rendszeres megismeétiését. Javasoltuk egy osztondijrendszer Gjralétesite-
sét. Foglalkoztunk a folydiratok és kiadvanyok terjedelmének novelésével
és a honorariumrendszer kérdésével. Végiil, de nem utolsé sorban, felvetet-
titk a matematikai szamoldogépek beszerzésének és az ilyen iranyn kutatas,
majd késébb szamologép-gyartds megszervezésének és anyagi tamogatdsa-
nak fontos problémaéjat.

Ezek a javaslatok érintenek olyan problémakat is, amelyek szemeldtt
tartdsa mas szerveknek inkabb volna feladata és ezekkel kapcsolatban meg
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is keressiik az illetékes szerveket. Ugy gondolom azonban, hogy czek felve-
tése nélkiil nmem vethettitk volna fel, vagy legalabbis nem adtunk volna he-
lyes képet az elsGsorban benniinket illets problémakrol sem. Nem foglalkoz-
hatom itt a javaslatok indokoldsaval, de err6l annal is koénnyebben lemond-
hatok, mert a felsébb szerveknek megkiildott anyagot tagozataink is meg-
kaptak és arra a Matematikai Lapok is vissza fognak térni. Ugy gondolom
azonban, hogy az itt felvetett problémak nagy részében nem elégedhetiink
meg azzal, hogy ezeket egyszer felvetettik. Tarsulalunknak a jovében lé-
nyegesen nagyobb figyelmet kell szentelnie tagjai és az dltaluk ellatott
munkateriiletek problémainak. Feladatunknak latom kiilénosen annak a
megszervezését, hogy matematikus ifjisagunk felvelhesse és felvesse prob-
lémait és azokra vaiaszt kaphasson. Ez hozzdjarulhat a fiatalok intenzi-
vebb bekapcsoléddsiahoz is a Tarsulat munkajaba.

Tarsulatunk miikodésérdl szélva az el6z6 kozgyiilési beszamolo Orom-
mel allapitotta meg a taglélszam nagyardnyu novekedésél, azonban mar
akkor felmeriilt a tagdijfizetés hianyossaganak problémaja. A tényleges
tagnévsor ellendrzése kapesin — amely szerint Tarsulatunknak 1468 tagja
van, ezek koziil 900 pesti — ismét azit kelleit tapasztalnunk, hogy — Ba-
lazs Dezs6né adminisztratorunknak a tlagdijbeszedés érdekében kifejtett
igen nagy és lelkiismeretes munkaja ellenére is — tagsigunk igen magy
része, foleg a vidékiek, nagymérlékben el van maradva a tagdijfizetéssel.
Igy Budapesten 70 esetben lesziink kénytelenek a taglorlés foganatositasa-
val élni. Ezen adminisztrativ intézkedések mellett azonban meg kell keres-
niink annak a médjéat is, hogy a kozponti adminisztracié ilyen irdnyn terhe-
lését csokkentsitk, de ugyanakkor a tagdijfizetést intenzivebbé tegyiik, oly-
médon, hogy ebbe a munkiba a helyi tagozatokat az eddiginél erGsebben
bevonjuk. Ahol a MTESz-nek helyi intézébizottsagai vannak, ott megoldhato
lesz az, hogy a tagdijfizetés ezeken keresztiil torténjék. A tobbi tagozatokra
beszedési munkat nem héritunk, de adminisztraciéonk igy felszabadulé mun-
kaereje lehetové teszi majd, hogy veliikk szorosabb egyiittmitkodést épitsiink
ki. Erre vonatkozoan a kézeljovoben részletesebb javaslatokat szandékozunk
kidolgozni. :

~ Ha miér sz6 esett a kozponti adminisztraciorol, nem hangsulyozhatom
eléggé azt a nagy segitséget, amit Székely Gaborné szervezititkar. és Ba-
lazs Dezs6né adminisztrator nydjtott lelkes, odaadé munkajaval. Ki kell
emelniink Székelyné koriiltekinté gondossagat, aki sok fontos problémira és
lehet6ségre hivta fel a figyelmet és szamos értékes javaslatot koszonhetiink
neki. Ugyancsak koszonet illeti Péasztor Istvin titkart, a Térsulat vezetése-
ben végzett allandé munkéjaért. )

. Tarsulatunk munkajarél elmondhatjuk, nem kis 6rémmel és biiszke-
seggel, hogy a matemalika irant érdeklédsk legszélesebb rétegei: didkok,
pedagdgusok, kutatok, matematika irdnt érdekl6ds miiszakiak, orszagszerte
ismerik és gyakran fordulnak hozzank problémaikkal. Ugy gondolom, ebben
az iranyban elért eredményeink mintaszeriiek. Ezek a sikerek magy részben
tagozataink j6 munkajanak koszonhetok. Ez a munka allandéan valtozo fel-
adatok megoldasat koveteli és sokiranytt munka, amelyet tagozataink
gyakran igen kiilonbozé adottsagok és lehetSségek kozott kell, hogy meg-
oldjanak. Igen véltozo azon szervek és intézmények tamogatisa is, ame-
lyekkel tagozatainknak egyiitt kell, vagy kellene miikodnie. Eppen ezért
igen nehéz e munkak Osszehasonlitdsa is. Orémmel allapithatjuk azonban
meg, hogy tagozataink néhdny kivétellel helyesen mérlegelik lehetgségeiket
és odaadé munkaval igyekeznek a lehetGségekhez képest legjobb eredményt
mutatni fel. Ne tekintsék ezéri munkajuk lebecsiilésének, ha az id6t tekintetbe
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véve haromévi sokiranyl faradozasukrol itt csak egy-két rovid mondatban
emlékezem meg, foéként a tapasztalt javulasra, vagy esetleges visszaesésre
hiva fel a figyelmet. ; )

Tarsulatunk a mult kozgyiilés hatarozata alapjan megalakitotta a
budapesti tagozatot, tovabba 1j tagozatot létesitett Kecskeméten, Bar fel-
meriilt igény mas tagozat létesitésére is, ettél el kellett tekmtenunk,” mert
ennek anyagi fedezetét nem lattuk biztosithaténak. Tarsu]gtunk 3 mu»lfo,de&
teriilete mégis szélesedett az elmuli harom év alatt, a mult kozgyiilésen
tervbevett helyi csoportok létrehozasa révén. Ezek munkaja tSbbnyire csaﬂf
most - van kialakuloban egy-egy helyi tagozat irdnyitaséval. Kiilonosen jo
munka folyik a szegedi tagozat iranyitotta békéscsabai csoportban, tovabba
Papan, ahol a gyori tagozat hathatés tamogatasaval szervezik az eladésokat.

Az elmalt hiarom év alatt tagozatainkban o6sszesen joval 1000 f6I6tti
elbadas hangzott el. Tudoményos el6adasok elsdsorban az egyetemek szék-
helyén miikodS tagozatokban folytak. Orvendetesen megélénkiilt a munka
ezirdnyban az el6z6 évekhez képest Szegeden.

Majdnem minden tagozatunk igen eredményes munkéat végzett a ta-
nari tovabbképzés és a didkeldadasok tekintetében. A sok j6 munka kozétt is
kiilon emlitést érdemel Szombathely sokiramy és a kornmyezd varosok isko-
lait is rendszeresen bevoné tevékenysége, tovabba Gyor, Miskole j6 mun-
kaja és a myiregyhazi, pécsi, szolnoki tagozat, amelyek a sziikségletek és
lehetdségek felmérésével igen gyiimdlesdzen tudjak felhasznilni a rendel-
kezésre allo erdket. Orvendetesen javul a tanéri tovébbképzé munka a deb-
receni tagozatban is.

A Téarsulat iizemi és ismeretterjeszté tevékenmysége legnagyobbrészt

az erre hivatott TTIT tamogatasara szoritkozik és — amint azt mar az el6-
26 kozgyiilés beszamol6ja is hangstilyozta —, ez is latszik a helyes megol-

dasnak. Az egyiittmiikodés egyik legértékesebb eredménye a koézelmtltban
nagy érdeklodéssel lefolyt ismeretterjeszts el6adéssorozat. Kevés eredményt
tudunk azonban felmutaini a miiszakiak matematikai érdekldésének felkel-
tésében és kielégitésében. Annal dicséretre méltébb miskolei tagozatunk te-
vékenysége, ahol ilyen irdnyn el6adasok rendszeresen folynak, igen j6 szin-
vonallal és nagy érdeklddés mellett. Ugyancsak meg kell emliteniink a gyori
tagozat textiltechnikusok és mérnokok szamara tartoft miiszaki vonatkozasu
sikeres el6adasait. Nagyon kevéssé hasznalja ki Tarsulatunk a klubesték
nytjtotta lehetoségeket. Ezek rendszeresen, mondhatni, csak Budapesten
folynak és egyes kiilfoidi atibeszamoloktdl eltekintve, ezek latogatottsagat
sem tekinthetjiik kielégitének. Ugy gondolom, legkozelebbi feladataink kjzé
kell sorolni annak megvizsgalasat, hogyan lehetne a klubestéket val6ban a
fe_széllyezetlen; megbeszélések alkalmaiva tenni és az irdntuk vald érdeklodést
novelni, ]
Az itt felsorolt tevékenységeken kiviil tagozataink szamos nagy ren-
dezvényt tartottak és a helyi igényeknek és lehetGségeknek megfeleléen kii-
16nboz6 egyéb iranyn tevékenységet folytattak. Igy a budapesti tagozat tobb
izben szervezett szemindriumokat. A nyiregyhaziak a lev. f6iskolai hall-
gatéknak rendszeresen tartottak tanulmanyaikat segits és elmélyitd el6adas-
sorozatokat. Evek 6ta igen rendszeresen folyik ilyen tevékenység Pécsett,
ahol évrél-évre tanfolyamszeriien foglalkoznak feladatmegoldassal, vagy egy
tankonyv, vagy egy-egy tananyag 1észletes feldolgozasaval. Az elmult év-
ben 6k is, debreceni, szegedi és nyiregyhézi tagozatunk is helyi mate-
matikai versenyeket szervezett,

A vidéken tartott nagy rendezvények a tanéri tovabbképzést szolgal-
tak; 4 kétnapos és 7 egynapos rendezvényiink volt az el6zé kizgyiilés ota.
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Nagy rendezvényeink kivétel nélkill igen sikeresek és eredméryesek voltak.
Kiilén ki kell azonban emelni a miskolei tagozat rendezvényeit, mind kitiind
szervezésitk, mind pedig a megnyilvanult nagy érdekl6dés tekintetében. A
Kiliazn gimnaziumnak a legutébbi rendezvényiikkel kapcsolatban bemutatott
anyagat a tagtarsak a sziinetekben megtekinthetik. Koszonet illeti ezért a
Kilian Gyorgy gimnéazium igazgatésagat és a kidllitist odaadé munkaval
megrendezé kartarsakat. Itt emlitem meg intézdbizoltsagunk javaslatat,
hogy a tagozataink (anyagi lehetéségeink aranyaban) litogassik egymds
nagy rendezvényeit és cseréljék ki tapasztalataikat.

Megemlitem még, hogy a malt kozgyiilés egyik hatarozatanak megle-
leléen megijelent a tanari tovabbképzd eldadasainak egy ujabb gyfijteménye
a Szocialista Nevelés Kiskonyvtara sorozatban. .

Tovabbra is igen nagy sikerrel rendeztitk meg évrél-évre a Magyar—
Szovjet Baratsig Hoénapjat. Az ennek keretében elhangzott eladasok leg-
nagyobb része a Tarsulat kozpontjaban késziilt brossirakat hasznélta fel.
Tobb tagozatunk ezt az alkalmat hasznalta fel a kornyékbeli iskolakban els-
adasok tartisara. Kivanatos volna azonban, hogy az igy felvett kapcsolato-
kat minden tagozatunk rendszeressé tegye, ahogy ezt példaul a szombathe-

. lyiek tették.

Az egyes tagozatok munkajat aitekintve, fel kell figyelniink néhany
orvendetes, vagy kevésbé orvendetes jelenségre. Igy feltiinen ellanyhult
a munka az utolsé félévben az egri tagozatban. Sirgésen meg fogjuk vizs-
galni, milyen segitségre szorulnak munkajuk eredményes folytatdsdhoz. Az
Gijonnan alakult kecskeméti tagozat szép kezdés utan 1955-ben teljesen ab-
bahagyta a munkat. Ennek féoka az volt, hogy Szemerey litkar kartars su-
lyos nehézségei miatt képtelen volt a Tarsulat iigyeivel foglalkozni, de
most méar bizalommal varhatjuk a tagozat munkéjanak tjabb fellendiilését.
Sokaig akadozoft a Tarsulat soproni tagozatanak munkaja is. Az 1954 Gszén
megvalasztott 1j vezetdség, kiilonosen Horvath Kalman titkar kartars mii-
kodése ota azonban orvendetes fellendiilés tapasztalhaté. Silyos problémaék
elétt all szépen dolgozé szolnoki tagozatunk, mert a Kozlekedési Egyetem
Pesfre helyezésével a vezetdség tobb tagja, igy a lelkiismeretes, jo mukat
végz6 Révai Katalin titkar is megvélik a tagozattél. Bizunk benne, hogy a
tagozat ij vezetGsége helyesen fogja feladatat megvélasztani az Gj helyzet-
ben és a tagozat tovabbra is jo munkat fog végezni. Emlitettem mar a
szombathelyi lagozat kivalo munkajat a tandrok tovabbképzése teriiletén.
Ez annal is figyelemre méltébb teljesitmény, mert Vas megyében a tanév-
ben mem volt szakfeliigyel6, mégis sikeriilt a tagozatnak Osszefogni, nem-
csak a kozépiskolai, de az altalanos iskolai tanarok munkéjat is. A veszp-
rémi tagozat munkaja is sokaig igen akadozo volt, annak ellenére, hogy helyi
feltételei kedvezéek. Orommel allapithatjuk meg azonban, hogy ebben a tan-
évben a tagozat munkaja javulast mutat. A tagozatok munkajanak tamoga-
tasédra elnokségiink patronusokat allitoit az egyes tagozatok mellé, béar vi-
tathatonak bizonyult, hogy van-e erre minden tagozatnak sziiksége, viszont
Kalméar Lészlo rendszeres és hathatés tamogatisa amit patrénusi miiko-
désével adott, mutatja, hogy ez az intézmény igen hasznos lehet. Javasolom,
hogy Kalmar Laszlonak ezért a tevékenységéért mondjon a kozgyiilés jegy-
z6konyvileg koészonetet. -

Ezek utdn az a nem egészen halas feladatom van még, hogy javas-
latot tegyek a Tarsulat vandorzaszloinak odaitélésére. Nehéz volna az egyes
miikodési teriileteken a jok koziil a legjobbakat kivalasztani. Igy javaslatai-
mat inkabb azon az alapon teszem meg, hogy hol tapasztalhaté a legna-
gyobb fejlédés az utolsé kozgyiilés ota. Javasolom, hogy a legjobb tagozat
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szamara kiirt vandorzaszlot a miskolci tagozatnak adja a kozgyiilés, akik-
nek sokoldalfi, eredményes munkaja a beszamolébdl is kitiinik. Kovetésre
mélté, hogy sokiranyi munkajukat sok kartirs bevonasaval, a munka j6 el-
osziasaval sikeriilt megoldaniok. Sokat készcnhettek a mas szervekkel fennédllé
jo kapcsolatoknak. — A legjobb pedagégiai munkat végzd tagozat szamara
alapitoit vandorzaszlét javasolom, hogy a szombathelyi tagozat kapja meg,
amelyik nehéz kériilmények kozdtt végzett igen eredményes munkat. Végiil
javasolom, hogy a legjobb tudoményos munkaért jaré vandorzészlét a sze-
gedi tagozat kapja meg, amelynek eziranya munkéaja a malt kézgyfiles ota
szépen fejlodott. .

Kiilon emlékezem meg az Ifjasagi Korr6l, melynek formalis megala-
kitasat az utolsé kozgyfilés hatirozta el, de végleges kereteit csak 1954
Gszén kapta meg. Ez azonban nem akadalyozta meg legjobb kozépiskolasain-
kat abban, hogy koézben is rendszeresen folytassak miikodésiiket, részben
onképzs el6adasok formajaban, részben elGadassorczatok meghallgatasaval
és megvitatasaval. J6 munkajukért, sajat dicséretre mélté aktivitasuk mel-
lett koszonet illeti a Koér irdnyitasival megbizott Molnar Jégsef aspirdnst,
aki igen lelkiismeretesen foglalkozott a fiatalokkal

A tagozatok munkajal tovabbra is a Térsulat Tudoméanyos és Oktatasi
Szakosztalyai iranyitottak. Evente szempontokat adtak a munkatervek Ossze-
allitasahoz, segitséget nytjtottak a megfeleld elfadok biztositasdhoz. A Tu-
domanyos Szakosztaly szervezte emellett a pesti tudoméanyos eldadésokat
és klubesteket. Ezen a téren sikeriilt az eddiginél nagyobb tervszeriiséget és
rendszerességet elérni, amiért elsGsorban K&vari Tamaést, a szakosztdly tit-
karat illeti koszoénet. Nem sikeriilt azonban kelld javulast elérni az eldada-
sok latogatottsaga és kiillonosen a fiatalok mozgdsitasa teriiletén, bar javu-
las a malt kozgyiilés 6ta kétségteleniil tapasztalhaté. Neheziti itt a munkat
a Matematikai Kutalé Intézet hasonld tevékenységével vald koordinélés hia-
nya. Kivanatos ezen siirgsen javitani. Igen fontos és eredményes 1j kez-
deményezés a szakosztidly munkijaban a Magyar Tudoményos Akadémia
I11. osztalya kozremiikodésével matematikai kollokviumok rendezése éven-
ként. Az elmualt harom évben a Tarsulat 10 kollokviumot rendezett, ami-
ken Osszesen 150 referatum és nagyszami értékes hozzaszolds hangzott el

A kollokviumok szervezésére alkalmanként kikiildoti szervezd bizott-
sagok j6 munkajat igen nagymértékben megkdnnyitette Pasztor Istvan tit-
kar és Székely Gaborné szervezétitkar igen faradsagos és gyakran sok utan-
jarast igénylo munkaja, amivel a megfelel6é feltételeket minden alkalommal
sikeriilt biztositaniuk.

Ezek a megbeszélések évrol évre igen értékesnek bizomyultak. Noveli
jelentéségiiket, hogy az elmall évben kiilféldi vendéget is tudtunk hivni a
?ollokviumokra ¢és keresni fogjuk a modjat, hogy ez a jovoben kiszélesithets
egyer.

Az oktatasi szakosztalyra, amely a miultban is igen sikeres munkat
vegzett, megnovekedett feladatok harultak azaltal, hogy megsziint a tovabb-
képzés szervezett és kotelezé formaja. Tarsulatunk a Pedagégus Tovabb-
képz6 Intézetekkel egyiittmiikddve igyekezett a tovabbképzés feladatat minél
eredményesebben elldtni, annak ellenére, hogy a minisztérium és a szakszer-
vezet — amely szervek véleményiink szerint elsGsorban lennének hivatottak
e munkat elldtni — kordbban nytjtott timogatasukat is lényegesen csék-
kentették. Az egyes tagozatokban az oktatasi szakosztaly &ltal, vagy a szak-
osztaly tamogatasaval szervezett nagyobb rendezvényekrél mar beszamol-
tam. Emellett az oktatdsi szakosztdly nagyrendezvénye a kozgyiiléshez csat-
lakozé programunk is, amelyet a MTESz tamogatdsaval és azzal, hogy a



kozgyiilést koordinalhattuk az Oktatdstigyi Minisztérium programjaval —
sikertilt biztositanunk, ha nem is abban a keretben, amiben terveztik es
kivanatosnak tartottuk volna. Sajnalatial vette tudomasul az elndkség, hogy
Hédi Endre, a szakosztaly korabbi alelncke, errdl a tisztérdi lemondott,'mert
ipari beosztasba keriilt. Koriiltekintd, pontos munkajaval azonban tovabbra
is tamogatja a szakosztalyt. Tdgsulatunk tovabbra is évente megrendezte
részben az OM hathatés tamogatasaval, vagy az OM-mal egyiittmiikodve
a korabban is tartott kézép- és fdiskolai versenyeket. A versenyek iranti
érdeklédésnek — azt mondhatjuk — kialakult egy egyenletes atlagos mivéja
és a versenyek lebonyolitasanak formai is jol kialakultak. Itt emlitem meg,
hogy egy tavalyi csehszlovak javaslatra visszatérve, lépéseket tettitnk az
OM-mal egyiitt egyiittmiikodés létrehozasara a kozépiskolai .versenyek te-
kintetében Lengyelorszidg, Csehszlovakia és Magyarorszag kozott. Nem lat-
szik kedvez6 jelnek az, hogy a pedagégiai f8iskoldk versenye, amelynek
szakmai lebonyolitasat Tarsulatunk harom éven keresztill végezte, a pesti
pedagdgiai foiskolaval egyiitt megsziint.

A miiszaki fejlesztés kérdésének elGtérbe keriilésével kapcsolatban
alakult meg a mult év végén a Tarsulat miiszaki bizottsdga, melynek terve
korabban is tObbszor felmeriilt. A bizottsag munkajatél reméljiik, hogy
Térsulatunkban sikeriil megjavitani a miiszaki matematika kérdéseivel és a
miiszakiakkal valé foglalkozast és a miiszaki tarsegyesiiletekkel jobb kap-
csolat kiépitését. A bizottsdg munkija most van kialakuléban, de maéris
hozzakezdett az oktatasi szakosztéllyal egytittmiikodve a technikumi mate-
matika oktatds kérdésének feliilvizsgalatdhoz. Maga elé tiizte a miiegyetem
matematika oktatdsaval valo foglalkozast. Segitseget nydjlott a bizottsig a
MTESz tarsegyesiileteinek matematikai tanfolyamok szervezésében. Meg-
kezdte egy nomografiai kidllitas megszervezését, amit azonban anyagi- fede-
zet hidnyaban el kellett halasztani. A miiszaki bizottsdg megszervezésében
lelkes és jo munkdt végzett Kormendi Istvén kartars, a bizottsag titkéara,
akit Pésztor Istvan titkar tamogatott.

1955 elején alakult meg a Tarsulat kényvbizottsidga, a kiadok képvi-
seldivel rendezett ankét keretében. Bar a kezdeményezés a kiadok egyontetii
helyeslésével talalkozott, a kapcsolatokat eddig csak néhany kiadéval tudtuk
fenntartani, Remélheté azonban, hogy sikeriil ezt a munkat a bizottsag
agilis feleldse, Koncz Karoly iranyitasaval kiszélesiteni. Ugyancsak a konyv-
bizottsdg hataskorébe tartoznak a Tarsulat brosstirdi, amelyek a vidéki ta-
gozatok szamara nyajtanak anyagol és el6adési vazlatot. Az elmalt hirom
ev alalt tobb brosstira késziilt, nagyobbrészt a Magyar—Szovjet Baratsagi
Hoénapok alkalmabél. A brosstrak szaménak névelése a tagozatok egyontetii
igé.;uye, sajnos, azonban ennek szinién anyagi nehézségei vannak pillanat-
nyilag.

Igen nagymértékii fejlodésrol szamolhatok be a konyvtéarral kapcso-
latban és ez kizarolag 1ij konyvtarosunk, Székely Gabor agilis és élelmes
miikodésének koszonhetd. Keze alatt a konyvtar allomanya rovid id6 alatt
kb. hatszorosira emelkedett. Megvelelte az alapjait egy komoly kiilénleryo-
mat gylijteménynek. Sikeriilt megszereznie a Magyar—Szovjet Téarsasag ko-
moly tamogatéasat kényvtarunk fejlesztéséhez. A Tarsulatnak azel6tt csak el-
vétve létez6 cserekapcsolatait kiépitette. Jelenleg ‘100 koriil van a cserefolyd-
iratok sgéma és most is szamos cserekapcsolat létesitése van folyamatban.
Javasolomn, hogy a Magyar—Szovjet Térsasignak, valamini Székely Gabor
konyvtarosnak mondjon a kozgylilés jegyzokonyvileg koszonetet. Székely
Gébort ezen eredményes tevékenységéért — Tarsulatunk javaslatira — a
MTESZ jutalomban is részesitette.
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A nagy fejlodés azonban komoly problemakat is vet fel. Igy bar kap-
tunk az MTES2-t§l tjabban egy konyvszekrényt és harom polcot, a konyv-
tari anyag egy része mégis a {6ldén hever. Ennél is nagyobb probléma
azonban, hogy igen értékes folydiratanyagunk — igy példaul kiilonbhozs
fontos szovjet folydiratok ritkasagszamba mend haborus eéviolyamaikkal —
kotetlenek és igy igen kénnyen rongilédnak és megorzésiik is igen mehéz,
tekintettel a nyitott kdnyvespolcokra. Siirgosen be kell kottetniink ezeket,
amire azonban egyel8re nincsen anyagi fedezetiink. De még a konyvtar fej-
lesztésére juté Osszeg is lényegesen csokkent, hivatkozassa! arra, hogy tag-
jainknak és Tarsulatunknak rendelkezésére all a miiszaki konyvtar. Azon-
ban ez matematikai anyaganak nagy részét szintén Tarsulatunk konyvtara-
nak adta at és igy ez az altalaban helyes ely Tarsulatunkra nem vonatkoz-
tathato. A beszerzésre rendelkezésre allo Osszeg lényeges csokkentése miatt
kénytelenek voltunk a tagozati konyvtarok fejlesztésérél egyeldre teljesen
lemondani.

A mialt kozgyiilésen még in statu nascendi levé Matematika Tanitasa
c. folyéirat megindulasiaval most méar hirom lapnak viseli gondjat a Térsu-
latunk. Ezek koziil az OM-mal kézosen kiadott Kozépiskolai Matematikai
Lapok és a Matematika Tanitidsa allandéan igen nagy példanyszamban jele-
nik meg. A szerkeszi6bizotisagok Neukomm Gyula, ill. Gador Endréné fele-
18s szerkeszt§ irdnyitdsdval rendszeres jo munkal végeznek. Koszonet illeti
a pontverseny megszervezéséért és azzal jaré hatalmas munka lebonyolita-
saért Neukomm Gyula mellett Lukics Ottét, aki mint technikai segéderd
méasodik éve miikodik kozre ebben a munkaban, tovabba az OM-ot és a
Tankonykiadé Vallalatot, amelyek biztositottak e verseny dijazasat. Annal
nagyobbak a hidnyossagok a terjesztés teriiletén a Matematikai Lapoknal.
Sikeriilt itt is biztositani a lapok rendszeres megjelenését. Eppen idszerii
feladat volna, hogy a tagozatok komoly munkaba kezdjenek a lap népszerii-
sitését illetden, bar a példanyszdm novekedése papirnehézségekbe is iitko-
zik, ami anndl is silyosabb, mert a nemzetkozi cserék kiszélesitése és alta-
laban a lap irint megnyilvanulé igények sziikségessé teszik a lap terjede-
lemnovelését. ¥

Tarsulatunk kapcsolata a MTESz-szel Tari Istvanné kozponti titkar
beallitdsa ota rendszeressé valt. Gyakran - megértéssel igyekezett proble-
mainkon segiteni és bizunk benne, hogy néhidny még megoldatlan proble-
méankban is — mint példaul kikiildetési rovatunk elégtelen volta — sikeriil-
ni fog segitségével a helyzeten javitani. A rokonszakmajii csoportok tanacs-
kozdsa megalakuldsa pozitiv lépést jelent a {arsulatok autonom miikédésé-
nek fejlesztése irdnyiban. Kivanatos volna a rokonszakmajii csoportok ha-
taskoret kiterjeszteni és miikodését pontosan kérvonalazni.

Térsulatunk nevében ezen a helyen is koszonetet kell mondanom az
Akadémia I11. osztilyanak azért a jo egyiittmiikodéséért, amelynek révén
allandéan nagy erkolesi és anyagi tamogatdst adott Tarsulatunknak, kiils-
nosen a kollokviumok rendezésénél. Kivanatos, hogy az Akadémian beliil
rovid idd 6ta miikodo fiiggellenitett MTESz-titkarral is jo kapcsolatot tud-
junk kiépiteni. Reméljitkk eziranyban is a III. osztaly timogatasat.

Az Oktatasiigyi Minisztériummal lényegesen megjavult az egyiittmii-
kodés a kozépiskolai versenyek tekintetében és megnovekedeit az ebben 2
vonatkozdsban kapott anyagi tamogatas is. Nagy mehézség azonban meg
mindig, hogy a dolgozatjavitisok honoralasit nem sikeriilt megoldani.
Ugyanakkor semmiképp sem tekinthetd kielégitének — mint mar emlitettem
— a tovabbképzémunkinkhoz kapott tdmogatas. Csak a legnagyobb meg-
elégedés hangjan emlékezhetem meg viszont e teriileten a tovabbképzé inte-
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zetekkel fennallo egyiitimiikodésrol, mely nélkill ez a leladat nem is volna
megoldhatao. s
Tovébbra is nagyon hianyzik a Pedagégus Szakszervezettel létesi-
tendé kapcsolat, eltekintve egyes helyi, j6 kapesolatoktol (Gyér, Miskole).
Ennek létrehozasidban a MTESz segitségét kérjiik. -
Emlitettem mar fejléd6ében 1évé egyiittmiikodésiinket a TTIT-tal. Saj-

nos. amint éppen a kozgyiilést megel6zo elndkségi iilésen értesiiltem e
TTIT matematikai és csillagiszati osztilyanak egy orszagos értekezletén —
amir6l elmulasztottdk Tarsulatunkat érlesiteni — olyan hangok hallatszot-

tak, hogy Térsulatunk visszahtizédnék e kapcsolatoktél. Ezt a tények fog-
jak remélhetéleg megcéfolni. y
Megallapodiunk a kapesolatunk mikéntjében a Pedagdgiai Tudomanyos
Intézettel. Sajnos, ez — hibdnkon kiviil — eddig csak irasban jott létre.
Reméljitk azonban, hogy a ma délutani ankét kozelebb fog vinni az egyiitt-
miikodés tényleges megvalésuldsahoz. 3
A belf6ldi intézményekkel valé kapcsolatok mellett feltétleniil fontos-
nak latom kiilfoldi kapcsolataink kiépitését, mai eddig csak személyes lato-
gatdsokra korlatozédott. A fentebb emlitett kezdeményezésen kiviil bejelent-
hetem a kozgyiilésnek, hogy a Minisztertanacs hozzajarult belépésiinkhoz a
Nemzetkozi Matematikai Uniéba. Javasolom, bizza meg a kozgyiilées a meg-
valasztando elnokséget az eziranyban szitkséges lépések mielobbi megtéte-
lével. A MTESz-nek és ezen keresztiil Tarsulatunknak is, lehet8sége nyilt,
ha szerény mértékben is, kiilfoldi meghivasokra és kikiildetésekre. Igye-
kezni fogunk mddot keresni arra, hogy ezeket egyéb lehetdségekkel is kiszé-
lesitsiik, hogy a formalisan felveendd kapcsolatokat élévée {ehessiik.

Beszamolom végére érve érommel allapithatom meg, hogy szamos, igen
eredményes tevékenységrél szolhattam, ami igen sok kartirs odaadé mun-
kdjanak eredményeként jott létre. Eppen ezért Tarsulatunk vezetsége né-
hany kiemelked6 munkat végzd kartarsunk megjutalmazasat hatirozta el
Sajnos, ez a felsorolas tavolrél sem meriti ki a kiemelked§ munkat végz6
kartdrsak névsorat, minddssze azt az Osszeget, amit erre a célra a MTESz
hathatés tamogatasiaval mozgésitani tudtunk.

Tarsulatunk javaslatira a MTESz elndksége 1500 forint jutalomban ré-
szesitette Tarsulatunk miskolci vezetoségét.

Térsulatunk elnoksége a kovetkezd jutalmak kiosztasat hatarozta el:

500—500 Ft jutalomban részesiti Czapary Endrét, a szombathelyi és
Szelianszky Ferencet, a gyori tagozat titkarat.

300—300 Ft jutalomban részesiti Achatz Imrénét, a pécsi tagozat tit-
karat, Gador Endrénét, az Oktatisi Szakosztaly alelnokét, Horvath Kal-
mant, a soproni tagozat titkarat, Molnar Jozsefel, az Ifjusagi Matematikai
Kor patronusat, Révai Katalint a szolnoki, Reményi Gusztavot, a nyiregy-
hazi és Szendrei Janost a szegedi tagozat titkarat.

100—100 forintos konyvutalvényban részesiti a kovelkezé eldadd kar-
tarsakat: Erd6si Jozsef, Faragé Laszls, Kérmendi Istvan, Koévari Tamas,
IH(trX;y Katalin, Lérincz Pal, Reiman Istvan, Sziraki Liszld és Tasnady
stvan.

A f[6titkari beszamolé megvitatasa alkalmaval 16 hozzaszolas hang-
zott el. A kozgyiilés az elhangzott kiegészitésekkel egyiitt elfogadta a fo-
litkar beszamolojat, és jegyzékonyvi kiszonetet szavazott meg a fétitkarnak
értékes munkajaért.

Alexits Gyorgy elndK ezutin felkéri Fuchs Laszlét, ismertesse pénzta-
rosi jelentését, :

24 Matematikai Lapok m‘w
{3
)



Fuchs Lészlé pénztarosi jelentése:

1953 év 1954 év 1955 év
01. Két. adm. munkaerd
dijazasa 21-001,28 24 441,38 26 407,40
A titkar felallasa 6 000,— 6 000,— —
A Matematikai Lapok,
Kozépisk. Mat. Lapok
techn, munkaiért és :
egyéb alkalmi dijak 5 487,20 8 596,80 15 489,61
Kikiildetés 39 357,20 25 325,45 31917,80
Nagyobb rendezvények 20 432,27 9767.50 9 231,90
Reprezentacio 1 554,45 989,35 ] 1 896,36
Iroszer, nyomtatvany, - .
karbantartas 9 956,49 13 286,87 10 256,40
Posta, telefon 7 481,02 8 762,58 7 422 83
Konyvbeszerzés 392240 7 418,07 4011,30
Videki csoportok ta-
mogatasa — 632,69 602,29
Kozteher 2 648,82 3 303,81 4189,70
Palyadijak 14 700,— 11 800.— 13 772,05
Jutalmak 529,90 2 090,50 - —
Osszes kiadas  133071,05 122415, — 125211,74
Tagdijak (bevétel) 817548 5724,60 6 831,—

A fenti kimutatdsban nem szerepelnek a fenntartasi koltségek, ezek a
MTESz kozponti koltségvetésében kapnak helyet.

A pénztiros megjegyzi, hogy a Téarsulat pénziigyeinek fejlédése nem
fartott lépést azzal a fejlédéssel, amely az utébbi években a Tarsulat, de a
MTESz vonalan is bekovetkezett. Tarsulatunk vezetGségének véleménye az,
hogy Tarsulatunk miikodését a MTESz-nek fokozottahb anyagi juttatdssal
kellene tamogatnia, figyelembe véve, hogy tagjaink zome &lialanos- és kozép-
iskolai tanar, egyelemi hallgaté, akik sem nem a&llnak oly anyagi bazisomn,
mint egyes miiszaki testvéregyesiiletek tagjai, sem nem kapnak kikiildeté-
siikhéz munkahelyiikié] megfeleld anyagi {amogatast. Egyesiiletiink koltség-
vetésében elsgsorban a kikiildetési koltségek és a konyvek beszerzésére for-
dithaté 6sszeg felemelését kérjitk. Megfelelé dotacié nélkil a Tarsulat el-
noksége nem tudja tagjaink szdméra a tarsulati élettel, a tovabbképzéssel
stb. kapcsolatos jogos kivansagaikat teljesiteni.

A kézgyiilés egyhangtilag elfogadja a pénztaros jeleniését és megadja
a pénztarosnak a felmentvényt.

Az elnék javaslatira a kovetkezs bizottsagokat valasztja meg a koz-
gyiilés: jelol6bizottsdg: Bede Lajos, Géspar Gyula, Koncz Karoly, Reiman
Istvan és Reményi Gusztav.

g Szavazatszedd bizottsédg: Prékopa Andréas, Ozoray Méria és Horvay
Katalin.

Ezutin kovetkezett a Griinwald Géza dij harmadizben torténd kiosztasa.
Rényi Alfréd, a bizottsdg el8adéja ismertette, hogy az 1954. évi Griinwald
Géza palyadijra Osszesen 5 palyamunka érkezett be. Tekintettel arra, hogy
ezek Kkozott tobb jutalmazasra feltétleniil érdemes péalyamunka volt, a bi-
zottsag eltekintett atltél. hogy egyéb, be nmem nyajtott, egyébként igen ki-
v4lé; 1954-ben irt és az alapszabalyok értelmében elvben tekintetbe vehetd
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munkakat tekintetbe vegyen. A bizoitsagban az a velemény alakult ki, hogy a
Grimwald Géza palyadij silydnak és tekintélyének artana az, hogy ha a
rendelkezére allo6 Osszeget megosztanak és igy az egyes palyazék csak kis
osszegii jutalomban részesiilhetnének. Ezért a bizottsag figy déntétt, hogy
az 1954-ben meghirdetett ‘Griinwald Géza palyadijat egy 6sszegben PrExora
AnprAsnak itéli oda ,Sztochasztikus halmazfiiggvények” c. kandidatusi
disszertaciojaért a kovetkez6 indokoldssal: A szerzé igen alaposam ismeri
a mértékelmeélet, a valdsziniiségszamitas és specidlisan a sztochasztikus fo-
lyamatok elméletének irodalmat, az ezekben hasznélatos fogalomalkotaso-
kat és. bizonyitasi eljarasokat eredeti és igen oOtletes modon alkalmazza, s
velitk a sztochasztikus folyamatokrél valé ismereleinket jelentékenyen kiszé-
lesits, tovabbi kutatédsokniak és alkalmazédsoknak inditékot ado, értékes ered-
ményeket ér el azaltal, hogy lerakja a sztochasztikus halmazfiiggvények ed-
dig hianyzo altalanos elméletének alapjait.”” A bizotisag végiil azzal a javas-
lattal fordult a Tarsulat Elnokségéhez, hogy a jovoben a Griinwald Géza
palyadij kétévenként keriiljon kiosztésra, azonban a Tarsulat az eddig évente
rendelkezésre 4ll6 keretnek legaldbb a kétszeresét biztositsa.

Alexits Gyorgy elnok atadta Prékopa Andrasnak a 3000 Ft-os Griin-
wald Géza dijat, majd felkérte Pésa Vilmosnét a Beke Mang-dij eldadéjat,
hogy ismertesse a Beke bizottsdg jelentését. (l. a lap 296. oldalan)
Alexits Gyorgy elnok Karteszi Ferencnek, Dér Zoltannak, Stéger Ferenc-
nek Szénassy Barnanak és Varga Arpadnak atadta a Beke Mané-dijat és
oklevelet.

A szavazas elott jovahagyas veégett ismertette az elnok a vidéki tago-
vatok vezetGségél: az alabbiak szerint:

Szeged.: Eger:

Elndk: Rédei Laszlo Elnok: Nagy Ferenc
Alelnok: Szbkefalvi-Nagy Béla Alelnok: G('jgnybﬁce;ejgzsef
Titkar: Szendrei Janos Titkar: Hartly Domokos

Debrecen: P
Elnok: Varga Otto Bl \ i T
Alelndk: Aczél Janos Elnok: Faludi Istvanné

Gyires Béla Alelnok: Mar6t Rezso
Titkar: Szénassy Barna Titkar: Szelianszky Ferenc

Miskolc: Sopron:

Einok: Gaspar Gyula Einok: Garai Jozsef
Alelndk: Bede Janos Alelnok: Kiss Ignéc

Szabd Jenod Titkar: Horvath Kalman
Titkar: Batar Zoltan : :

e Ny"gﬁ?zza. Baditz Karol
SR . ; ok: aditz oly
Einok: Boka Istvan Alelndk: Ambrozy Géza
Alelnok: Bagyinka Maria Titldr: - Reménvi Olusziby
Titkar: Achatz Imréné ; Y

Veszprém: \ Szombathely :

Elnok: Fejes Toth Laszlo Elnok: Varga Arpad
Alelnok: Lordnd Imréné Alelnok: Paszthory Antal
Titkar: Somkuti Lajosné Titkar: Czapary Endre

24%
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Budapest :
Elnok:

Tasnady Istvan

Alelnok: Ligeti Béla
Zalan Frigyes

Titkar:

Faragd Laszlo

Kecskemeét :
Elnok: Schronk Jend
Alelnok: Szemerey Andor
Titkdr: Hamza Gyozoné
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Kényvismertetés

Rényi Alfréd: Valésziniiségszamitas
(Tankonyvkiado, 1954, 746 old.)

Rényi Alfréd konyvének megjelenése régota vart eseménye a hazai
matematikai kényvkiadasnak. Eddig a magyar nyelvii matematikai irodalomban
nem volt olyan konyv, amely a valdsziniiségszamitds szertedgazo modern el-
méletérdl atfogd képet nyujtott volna. Az elmalt években nagymértékben meg-
novekedett azoknak a matematikusoknak és gyakorlati szakembereknek a
szama, akik nagy érdeklddéssel fordultak a valosziniiségszamitis felé. Sziik-
ségessé valt tehat egy olyan konyv kiadasa, amelyet egyrészt egyetemi - tan-
konyvként lehet hasznalni, masrészt pedig alkalmas arra, hogy a valésziniiség-
szamitast alkalmazé mas tudomanyagak miiveldi és specidlisan ezzel a téma-
korrel foglalkoz6 matematikusok szamara kompendiumként szolgaljon. Rényi
konyve azonban nemcsak a magyar nyelvii szakirodalom szamara nagy nyere-
ség. Maris folyamatban van német nyelvii kiaddsa az NDK-ban, amelynek
elkésziilését kiilfoldon is nagy érdeklodéssel varjak. Ugyanis mind a targyalt
anyag mennyisége, mind a gyakorlati alkalmazasok, tovabba a korszerii tar-
gyalasmod és vegiil e harom szempont oOsszeegyeztetése tekintetében tobbet
nyijt mint a meglevd, hasonlo jellegli konyvek.

Nem térhetek itt ki arra, hogy mi a kiilonbség Rényi Alfréd konyve és
a tobbi valdszinliségszamitassal foglalkozd konyv kozott, mert ezek szama
igen nagy, azonban a széban forgé konyv értékeléséhez sziikséges, hogy leg-
alabb par széban oOsszehasonlitsam harom konyvvel, amelyek talan leginkabb
kozkézen forognak. Ezek: Feller, An introduction ‘to probability theory and
its applications; Gnyegyenko, Kursz tyeorii verojatnosztyej Il. kiadas; Uspen-
sky, Introduction to mathematical probability. Feller konyvének még csak az
elsd, a diszkrét eloszlasokro! szOl6 része jelent meg 1950-ben. Sok gyakorlati
alkalmazast targyal és egyes fejezetek,”mint pl. a Markov-lancokr6l szolo, elég
bd anyagot tartalmaznak, azonban csak specidlis eloszlasokkal foglalkozik, és
igy az olvasé nem, szerezhet belble altaldnos tudast. Uspensky konyve iigy
tekinthetd, mint a klasszikus valdsziniiségszamitas vilagos és szép 0Osszefog-
laldsa. A konyv 1937-ben jelent meg, tehat nem is csodalkozhatunk azon, hogy
a modern eredmények nem taldlhatoks meg benne. Gnyegyenko konyvének
masodik kiaddsa 1955-ben jelent meg. Megismerteti az olvasot a valoszin(iség-
szamitds Kolmogorov-féle megalapozasaval. Sokoldalit és modern konyv.
A masodik kiadasban elég gazdag feladatgylijteményt is talalunk, azonban az
alkalmazasokkal nagyon keveset foglalkozik, mindgssze egy-két feladaton ke-
resztiil. Rényi azt a célt tfizte]maga elé, hogy a valészinﬁsggszémitas Kolimo-
gorov-féle megalapozasan allva, egy exaktul felépitett, b6, anyagot tartalmazo
es egyuttal az alkalmazasok szempontjabol is gazdag kényvet adjon az olvasd
kezébe. Ez a feladat elég nehéz volt, de kisebb hibaktol eltekintve, a meg-
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oldas igen jol sikeriilt. Gondoljunk arra, hogy egy konyvben, szervesen Ossze-
fiiggd részekben, egészen konkrét gyakorlati alkalmazasokrol - és absztrakt
Lebesgue integralokrol kell beszélni. A targyalasban pedig nem lehet feltéte-
lezni valds fiiggvénytani ismereteket, mert a konyvet nemcsak matematikusok
hasznaljak, azonkiviil az egyetemen a matematikus hallgaték harmadéves ko-
rukban kezdenek valészinfiségszamitast tanulni, valos fiiggvénytant pedig
csak késobb.

A konyv 16 fejezetbol és 4 fiiggelékbo! all. Az egyes fejezetekhez csa-
tolt feladatok szama dsszesen 504. Az olvasd munkajanak megkonnyitésére a
szokasos név- és targymutatokon kiviil kiilon van egy tirgymutaté a konyvben
szép szammal talalhat6 tablazatokra és egy a gyakorlati alkalmazdsokra vonat-
kozolag. A konyv végén pedig egy kezd0 és szakember szamara egyardnt
hasznos irodalomjegyzéket talalunk. Itt nem csupan a hazai és a vilagiroda-
lomban megtaldlhato fontosabb konyvek és cikkek vannak felsorolva, hanem
a kiilonbozo torténeti munkak, feladatgyiijtemények, tablazatok stb.

Az I—II. fejezetek a valdszinfisegszamitas megalapozasaval foglalkoznak.
Itt a konyv iréja — Glivenk6ét kovetve — az eseményeket eldbb mint egy
Boole-algebra elemeit fogja fel. Ezutan véges Boole-algebrara a szdveg koz-
ben, az altalanos esetre pedig az 1. fiiggelékben bebizonyitja Stone tételét,
amely azt mondja ki, hogy minden Boole-algebra izomorf egy halmaztesttel.
Az eseményeket tehat — amelyekrol szemléletesen belattuk, hogy Boole-
algebrat alkotnak — mindig ugy tekinthetjiilk, mint egy halmaztest elemeit, és
ezzel eljutottunk Kolmogorov elméletéhez. Igy Glivenko elmélete  csak . egy
{épcsdfok a Kolmogorov-elmélethez valo eljutashoz. Ez a lépcsozetes felépités
azért célszerli, mert megkonnyiti az olvaso szamara a valosziniisegszamitas
axiomatikajanak megértését. A I, fejezet egy paragrafusa a valosziniiség fogal-
maval kapcsolatos elvi kérdéseket vitatja meg. Ezt késébb bdvebben ismerte-
tem. A fejezet tovabb a kombinatorikai és geometriai valoszinfiségekkel fog-
lalkozik. Tobb érdekes klasszikus problémat talalunk itt a szoveg kozben és
a feladatok kozott egyarant. Ezek kozott targyalja a Maxwell—Boltzmann, a
Bose—Einstein és a Fermi—Dirac statisztikak alapfeladatainak megoldasat,
a Galton-deszkaval és a Brown-mozgassal kapcsolatos egyes feladatokat, a
ﬁeometriai valésziniiséggel kapcsolatban pedig a Bertrand-féle paradoxont, a

uffon-féle tiiproblémat stb.

A . fejezet a feltételes valosziniiséggel, a fiiggetienséggel és a
klasszikus valosziniiség-eloszlasok (binomidlis, polinomialis, hipergeometriai,
negativ binomidlis, Markov—Polya—Eggenberger-féle eloszlas) bevezetésével
és azok g{r/akorlati alkalmazasaival foglalkozik.

A V. fejezet targya a Poisson-eloszlas és annak gyakorlati alkalmaza-
sai. Ebben a fejezetben szerzd két helyen is sajat (ill. masokkal kozos) ered-
ményeit targyalja. Ezek koziil az elsé arra vonatkozik, hogy mikor lesz egy
homogén, fiiggetlen novekményii eseményfolyamat Poisson-féle (szerzonek
Janossy Lajossal és Aczél Janossal elért kozos eredménye), a masodik pedig
a diszkrét-eloszlasok algebrajanak egy uj targyalasmodjat szolgaltatja. Ennek
az utébbinak az a lényege, hogy ebben a targyaldsmodban egyes tételek tisz-
tan algebrai iiton, a generatorfiiggvény fogalmanak felhasznaldsa nélkiil bizo-
nyithatok be. Ehhez a kompozicié és a keverés miiveletének értelmezése és
tulajdonsagainak megallapitasa datjan jutunk el. A Poisson-eloszlas alkalmaza-
sakent targyalja a radioaktiv bomlasjelenségeket, a csillagok térbeli eloszlaséat
és a kolloid-reszecskék Brown-mozgasat. A fejezet végén tablazatok is vannak,

Az V. fejezetben a binomidlis eloszlasnak a normalis eloszlassal val6
kozelitésérdl van sz6. A Stirling-formula bizonyitasa céljabol szerzd valds in-
tegralokra ismerteti a Laplace-féle nyeregpont-mddszert, majd a binomialis
eloszlas tagjainak egy igen pontos kozelitését adja meg. Ennek segitségével
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bebizorlyitia a Moivre—Laplace-féle hatarértéktételt, majd a nagy szamok tor-
vényének Bernoulli-féle alakjat. Az utébbi tétellel kapcsolatban érdekes fej-
tegetéseket kozol, amelyek tisztdzzak a tétel jelentoségét a valdsziniiségsza-
mitas gyakorlati alkalmazasaiban. Latszolag itt ugyanis egy circulus vitiosus-
szal allunk szemben, mert a nagy szamok torvénye megfogalmazésaban benne
van a valosziniiség sz6. Ezekkel rokon fejtegetéseket a XI. fejezetben is tala-
lunk. Sok érdekes feladat van a fejezet végén. Ezek koziil az egyik tgy szol,
hogy bizonyitsuk be a Csebisev-féle egyenldtlenség segitségével Weierstrass

nak a folytonos fiiggvények approximaciojara vonatkozé tételét. :

‘A VI fejezet a valoszintiségi valtozo és az eloszlasfiiggvény fogalmaval
foglalkozik. Ennek a fejezetnek a megirdsa pedagogiai szempontbol igen sok
gondot okozhatott. Eddig még egy valdszintiségszamitassal foglalkozé tan-
konyv sem vezette be teljesen szabatosan és éltalanosan a Kolmogorov-elmélet
alapjan allva a valosziniiségi valtozo fogalmat. Itt ugyanis absztrakt térben
értelmezett mérhetd fliggvényrol kell beszélni. SzerzO a definiciot elobb szem-
léletesen, majd szabatosan vezeti be. Azutan foglalkozik a tobbdimenzids és
feltételes eloszlas- és siiriiségfiiggvényekkel, majd a valosziniiségi valtozok
fiiggetlenségével. Bevezeti az egy- és tobbdimenzios egyenletes és normalis
eloszlas fogalmat, végiil pedig azt vizsgalja, hogy hogyan lehet kiszamitani
egy £ valosziniiségi valtozo siirliségfiiggvényének ismeretében ¢ (§) siirliség-
fiiggvényét, ahol v (x) monoton és differencialhato fiiggvény.

A VII. fejezetben két valosziniiségi valtozo oOsszegének, kiilonbségének, -
szorzatanak és hanyadosanak a stirtiséghiiggvényét szamitia ki. Példaként tob-
bek kozott megemliti a Maxwell-féle, a z2, a Student-féle, a béta-eloszlast.
Majd az eloszlasok keverését és ennek alkalmazasait targyalja.

A VIII fejezet targya a varhato érték. A & valdszintliségi valtozo M (5)
varhato értékét ugy értelmezi, mint az elemi események € terében értelmezett
£ E(w) mérheto tiiggvény absztrakt Lebesgue-integraljat. Elozetes valos fiigg-
vénytani ismereteket nem tételez fel, a tételeket mind bebizonyitja. Ugyan-
ilyen targyalasmodot talalunk a feltételes varhato értékre vonatkozolag is. Szo
van még itt a kvantilisekrdl és a Markov-féle egyenldtlenségrol.

A IX. fejezet az egy- és tobbdimenzids eloszldsok szorasaval és a kor-
relacios egytitthatoval foglalkozik. Ezt a fogalmat ugyantigy targyalja, mint a
varhato értéket, vagyis a & valosziniiségi valtozo szérasa nem mas, mint ‘a
(E—M(©)? valtozo absztrakt Lebesgue-integrilja. Szerzé nem elégszik meg
azzal, hogy megmutatja a korrelalatiansag és a fiiggetlenség nem azonos vol-
tat, hanem kozli L. V. Kantorovicsnak azt az érdekes tételét, mely szerint ha
a £ és v valosziniiségi valtozok csak véges sok értéket vehetnek fel, és tet-
szoleges hatvanyaik korrelalatlanok, akkor & és 4 fiiggetlenek. Fzutan a felté-
teles szorast és a korrelacios hanyadost ismerteti.

A X. fejezet a matematikai statisztika elemeirdl szol. Ez a fejezet csak
vazolni akarja a statisztika leggyakoribb feladatait és ezek megoldasait. Egy
valoszinliségszamitasi tankonyv nem tartalmazhatja a kiilonbozo statisztikai
modszerek részletes ismertetését. Talan egyesek, a gyakorlati alkalmazasok
irant érdekl6dok koziil, azt vartak Rényi konyvétol, hogy abban a praxisukban
eloforduld kiértékelésekre részletes eljarasokat fognak talalni. Ezt a feladatot
csak Kkiilon, egyes szakteriiletekkel foglalkozo konyvek oldhatjak meg. Itt
minddssze a Bayes-modszer, az eltérés és illeszkedési vizsgalatok lényege
van vazolva, majd sz6 van a legkisebb négyzetek modszerérol és a regresszios
gorbékrdl. A fejezet végén taldlunk egy tablazatof a Student-iéle probahoz,
egy lefényképezett Gauss-papirost és egy nomogramot konfidenciahatarok
megkereséséhez.

A nagy szamok torvényérdl sz0l6 Xl fejezet az egyik legszebb fejezete
a konyvnek. Megtalaljuk itt a Bernoulli-féle tétel Markov-, Hincsin- és Bern-
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stein-féle altalanositasait. Targyalja a Csebisev-féle egyenldtlenség Bernsteintol
szarmazo élesitését és ennek alkalmazasat az egyidejiiségi tényezovel kapcso-
latos szamitasokra. Ezutan jonnek a nagy szamok erds torvényei. Itt megta-
laljuk a Kolmogorov-egyenlitlenséget és az ennek segitségével bizonyithatd,
Kolmogorovtél szarmazo tételeket. Ezeket Glivenkonak a matematikai statisz-
tikdra vonatkoz6 ismert alaptétele és az iteralt logaritmus-tétel koveti. Az
utobbi tételnek azonban csak a féloldalas alakjat bizonyitja. Itt keriil kozlésre
eloszor, a 24. feladatban J. Hajek csehszlovdak matematikus egy egyenlotien-
sége, amely . rokon a Kolmogorov-egyenlotlenséggel. Ennek az egyenlotlenség-
nek az elénye abban rejlik, hogy segitségével egyszeriibben lehet bebizonyitani
a nagy szamok erds torvényeit, mint a Kolmogorov-egyenlotlenséggel.

A XII fejezet a karakterisztikus és a generatorfiiggvényt targyalja. Az
elobbivel kapcsolatban szerepelnek az unicitasi és a konvergencia-tételek. Egy
paragrafus a normalis eloszlas’ néhany tulajdonsagaval foglalkozik. Ezek kozott
helyet foglalnak Cramér és Bernstein ismert tételei. A generatorfiiggvénnyel
kapcsolatban ismerteti a lancreakciok matematikai targyalasat.

A XIIL fejezet foként a centrilis hatareloszlastétellel foglalkozik. Szere-
pelnek azok a tételek, amelyek a normalis eloszlashoz valdé konvergenciat
mondjak ki a Ljapunov-, illetve Lindeberg-féle feltételek teljesiilése esetén.
A lokdlis tételek koziil a fejezet Gnyegyenkonak egy 1954-bol szarmazé ér-
dekes tételét tartalmazza. Ugyancsak ebben a fejezetben van sz6 a x?-probarol.
Ez azért keriilt ide és nem a statisztikai fejezetbe, mert a normalis eloszlashoz
val6 konvergencia alkalmazasanak tekintheto. A fejezet még egy, a Poisson-
eloszlashoz val6é konvergenciatétel bizonyitasaval foglalkozik. A hatareloszlas-
tételeket talan lehetett volna egy kicsit boévebben targyalni. Példaul nincs szo
a konyvben a korlatlanul oszthato eloszlasokrol. Ezeket szerzd arra vald uta-
lassal nem targyalja, hogy Gnyegyenkonak és Kolmogorovnak errél a témarol
sz016 ,Fiiggetlen valoszinfiségi valtozok Osszegeinek hatreloszlasai“ c. konyve
magyarul is megjelent. Ez a konyv azonban nem egyetemi tankonyv és kez-
donek igen nehéz. Masrészt a hatareloszlastételekrdl alkotott kép hianyos, ha
az olvas6 nem ismerkedik meg a kozponti hatareloszlastételnél altalanosabb
tételekkel. Kivanatos volna a német kiadasban ezt a hianyossagot megsziintetni.

A XIV. fejezet a Markov-lancok elméletét foglalja 6ssze tobb alkalma-
zéassal. Nemcsak a véges, de a megszamlalhatéan végtelen, sét, folytonos alla-
pothatdroz6jit homogén Markov-lancok ergodicitasat is részletesen  targyalja.
Az utébbival kapcsolatban ismerteti Erdos Pal, W. Feller és H. Pollard egy
kozos, a megujitasi elmélet korébe tartozo tételét. Ebben a fejezetben Kkiilo-
nosen szép szamban vannak alkalmazasok. Ezek az iizemek energiafogyaszta-
sanak ingadozasara, a hoatadas Ehrenfest-féle modelljére, a visszaverd falak
kozotti koborlasra és a Brown-mozgasra vonatkoznak. A feladatok kozott is
tobb olyan van, amelyik egy-egy konkrét gyakorlati alkalmazassal foglalkozik.
igy pl. a megujitasi elmélet (6bb tételét talaljuk meg feladat - formajaban.
Ugyancsak a feladatok kozott szerepel a Markov-lancokra vonatkozo centrélis
hatareloszlastétel is. 3

A rendezett mintak elméletérél sz6l6 XV. fejezet nagymértékben szerzo
sajat munkassagat tartalmazza. Az elsé részben a .E?,E-'_;, ..., En variacios
sorra vonatkozdlag taldlunk tobb télelt. A bizonyitasok azon az észrevételen

alapulnak, hogy a &1,5, ..., & valtozok Markov-lancot alkotnak. Ebbdl kiin-
dulva a szerzo 1j modszert dolgozott ki, mellyel a rendezett mintdk elméle-
tének legtobb tételét egyszeriibben tudta bebizonyitanl. Ezzel a modszerrel
bebizonyitott olyan tételeket is, amelyek addig nem voltak ismeretesek. Ezek
az F,(x) empirikus eloszlasnak az F(x) elméleti eloszlastol valo

F.(x)—F(x)
F(x) -
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relativ. eltérései a 0 < a=F(x)<b=1 feltétel melletti maximumainak,
illetve abszolit érték-maximumainak hatareloszlasaira vonatkoznak. A fejezet
masodik részében Szmirnov és Kolmogorov tételeit ismerteti bizonyitas nélkiil.
Végiil az utolsé részben bebizonyitia Gnyegyenko és Koroljuk tételét, vala-
mint az ebbdl hataratmenettel levezethetd, kordbbi keletti Szmirnov-tételt.
Ezek két minta O0sszehasonlitasara vonatkoznak. Itt talalkozunk a Gnyegyenko-
16l és Koroljuktol szarmazo szellemes bizonyitasi modszerrel. Kiilon meg kell
emlékezniink a fejezet végén levd tablazatokrol. Ezek a Kolmogorov-fiigg-
vényre, a Gnyegyenko—Koroljuk-fiiggvényre és a Rényi emlitett tételében sze-
replé L(z)-fiiggvényre vonatkoznak. A feladatok kozott megtalaljuk a Wilcoxon-
préba ismertetését Rényi idevagd eredményeivel. Emellett a rendezett mintak
elméletének tobb mas tétele is szerepel a feladatok kozott.

Az utolso fejezet a sztochasztikus folyamatok elméletébdl vett néhany
kiragadott kérdés targyalasaval foglalkozik. Szerepel a Poisson-folyamat néhany
tulajdonsaga, Doeblinnek a homogén, egész ertékii, véges sok allapotit Mar-
kov-folyamatok ergodicitdsara vonatkozo tétele, az Erlang-eloszlas, iizemek
energiafogyasztasa ingadozasanak targyalasa ¢s a folytonos Markov-folyama-
tokra vonatkozo, Kolmogorov-féle egyenletek ismertetése. A Poisson-folyamat
altal szarmaztatott masodlagos sztochasztikus folyamatokkal kapcsolatban meg-
talaljuk Rényi Alfrédnak egy eredményét. Az itt kozolt bizonyitds Rényi Alfréd
és Takacs Lajos kozos munkéja. Bar ez a fejezet elméleti anyag tekintetében
aranylag keveset nyujt, mert pl. stacionarius folyamatokrél egyéltalan nincs
sz6, a feladatok valtozatosak és sok szép gyakorlati alkalmazast tartalmaznak.

Az 1. fiiggelékben megtaldljuk Stone tételének a bizonyitasat.

A 2. fiiggelék a halmazelméleti és mértékelméleti segédeszkozikkel fog-
lalkozik. Itt két dologrol van szd. Egyrészt egy 7 halmaztesten értelmezett
mérték kiterjesztésérol a 7-t tartalmazo legkisebb Borel-féle halmaztestre és
ennek teljessé tételérdl, masrészt pedig Kolmogorovnak a kompatibilis eloszlas-
fliggvényekre vonatkozo tételérdl. Ezzel az utobbi tétellel szoktak bizonyitani
eldirt tulajdonsaga valosziniiségi valtozo-osszesség (sorozatok, sztochasztikus
folyamatok stb.) egzisztenciajat.

A 3. fiiggelékben Rényi ismerteti sajat uj axiomarendszerét, amely a
feltételes valdsziniiségre vonatkozik. Az igy definialt valoszintiségi mezd a
Kolmogorov-féle valdsziniiségi mez6t specialis esetként tartalmazza. Az 1j
axiomarendszer feldllitasara Rényit az a torekvés vezette, hogy értelmet adjon
az egész térben valé egyenletes valdsziniiség-eloszlasnak, és daltalaban nem
normalhaté mérték altal szarmaztatott feltételes valdszintliség-eloszlasoknak.

Sz6ljunk par szot kiilon is a konyvben taldlhaté feladatokrdl. Ezek tar-
talmuknal és mennyiségiiknél fogva nagymértékben emelik a konyv nivojat.
Igen sok feladat egy-egy fontos tételt, illetve témakort targyal és igy egyben
az elméleti részt kiegésziti. Meg kell allapitanunk azonban, hogy a nehezebb
feladatok dominalnak a kdényvben. J6 lett volna tobb gyakorlé jellegii feladatot
hozni, amelyek megoldasat minden matematikus-hallgat6tél megkivanhatjuk.

Egy hianyossaga a konyvnek az, hogy a targyalasmédba egy-két kisebb
inkonzekvencia belecsiuiszott. Nem egy helyen elofordul, hogy olyan tételeket
hasznal fel, amelyeknek csak specialis eseteit bizonyitotta be korabban. Igy
példaul a VI. fejezet 2. §-aban bebizonyitja, hogy ha £ valdszinfiségi valtozo
és f(x) folytonos fiiggvény, akkor f(¢) is valdsziniliségi valtoz6. Ismeretes, hogy
f(®) akkor is valdsziniiségi valtozo, ha f(x) Baire-fiiggvény, ezt azonban a
konyv nem targyalja, pedig a XI. fejezet 4. tetelének bizonyitasanal az 7, val-
tozok a &, valtozok diszkontinuus fiiggvényei. Ugyancsak ez a helyzet a VL
fejezet 6. §-anak 7. tételével. A XI. fejezetben a Kolmogorov-egyenldtlenséget
egészen altalanosan bizonyitja, az eloszlasok diszkrét vagy folytonos voltara
val6 tekintet nélkiil, marpedig igy sziikség van a VI. fejezet emlitett tételének
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altalanosabb alakjara. Ezek a példak azt mutatjak, hogy ha valés fiiggvénytani
alapon, teljesen szabatosan akarjuk felépiteni a valosziniliségszamitast — ami
feltétleniil helyes és mint emlitettem, ebb6l a szempontbdl Rényi konyve
egyediilall6 —, akkor jobb az alapvetd tételeket egészen 4&ltalanosan kimon-
dani, hogy a késdbbi bonyodalmakat elkeriiljiik. Az emlitett hibak azonban
konnyen kijavithatok és semmit sem vonnak le a konyv értékébdl.

A technika és valamennyi természettudomany egyre nagyobb mértékben
alkalmazza a valoszintiségszamitast. Ennek megfeleléen, ahol csak lehet, a
konyv kitér az alkalmazasok targyaldsara. Ezek kozOtt tobb olyan problémaval
taldlkozunk, amelyet eddig az irodalomban — beleértve az illetd szaktudo-
many irodalmat is — sehol sem targyaltak le matematikailag kell6 szabatos-
saggal. Ilyen pl. a radioaktiv bomlas, a Maxwell-féle eloszlas indokolasa (ezzel
kapcsolatban szerzonek egy tjabb dolgozata is van sajto alatt), a bimoleku-
laris reakci6 targyaldsa. Nagy figyelmet fordit a részecskeszamlalas, a min6-
ségellendrzés, a telefontechnika és a tartalékolas egyes kérdéseire. Ezekkel és
sok mas alkalmazdssal kapcsolatban az Alkalmazott Matematikai Intézet ide-
vagé munkassagat is ismerteti.

Az alkalmazéasok kozott meg kell emlékezniink a matematikan beliili
alkalmazasokrol is. Ezeket leginkabb a feladatok kozott talaljuk meg. A TIL
fejezet 5.1. feladata az Euler-féle ¢-fiiggvény explicit kifejezésének valdszinii-
ségszamitasi bizonyitasaval foglalkozik. Kiilonosen a . XI. fejezet feladattara
gazdag ebbdl a szempontbdl. A 20. feladat E. Hille egy tételének, a 21. pedig
a Laplace-transzformacio elméletében ismeretes Post—Widder-féle inverzids
formula bizonyitasaval foglalkozik. Erdemes megemliteni a XIII. fejezet 16. és 17.
feladatat, ahol Borelnek a valos szamok tizedestort kifejtésében szereplo jegyek
statisztikus tulajdonsagaira vonatkozd tételérél és ennek dltalanositasarol van
sz6. Az V. fejezet ismertetésénél mar emlitettem a Weierstrass-féle approxi-
macios tételnek a nagy szamok torvénye alapjan torténd bizonyitdsat. Ez is a
feladatok kozott szerepel. Ez a Bernsteintdl szarmazd bizonyitas azon alapszik,
hogy a

§ k
Bernstein-féle polinomokban az f (—n—) értékek szorzoi nem masok, mint egy n-
rendii binomialis eloszlas tagjai és a Csebisev-egyenlétlenség értelmében

B, TN iy
= (k‘)pkq,..a(pq

~ 2 ’
3 aels

:,[,l\.‘-.

ahol az Osszegezés k-ra vonatkozik. Ezek j6 példak arra, hogy altalanos valo-
szinliségszamitasi tételekbdl néha igen egyszeriien adodnak mas targyd mate-
matikai tételek.

A konyv nagy figyelmet fordit a véletlen és a valoszinliség fogalmaval
kapcsolatos ideologiai kérdésekre. A determinizmus és indeterminizmus harca
természetszeriileg felmeriil a valoszinfiségszamitassal kapcsolatos filozofiai kér-
dések targyalasanal. A kérdés a kovetkezd: vajon ha azt mondjuk, hogy egy
esemény véletlen, akkor azt értjiikk-e ezen, hogy nincs oka? Rényi -a konyv
bevezetésében a kovetkez$ szavakkal fejti ki allaspontjat: ,ha a koriilmények
K komplexuma tartalmazza mindazon tényezOket, okokat, amelyek egy jelen-
ségre hatassal vannak, tigy kauzalis szkémaval irhaté le a jelenség. Ha azonban
a K komplexum nem tartalmazza mindazokat a koriilményeket, amelyek a jelenség
lefolyasara hatast gyakorolnak, tigy sztochasztikus szkémaval allunk szemben.
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Felmeriil természetésen a kérdés, hogy mi sziikség van a sztochasztikus
szkémakra: miért nem igyeksziink az osszes tekintetbe jovd okokat, koriilmé-
nyeket szambavenni? Erre a valasz igen egyszerii: azért, mert ez igen sok
esetben nem valdsithatdé meg, legalabb is tudasunk, ismereteink mai alldsa
mellett, de nem is sziikséges.“

Ami a valdszinfiség fogalmat illeti, j61 ismert az az igen éles vita, amely
a harmincas években folyt és amelynek kozéppontjaban a Mises- és a Kol-
mogorov-féle elméletek alltak. A kiilonbozo allaspontok ismertetésével és a °
pozitivista beallitottsagi Mises-féle elmélet kritikajaval szerzo a valészinfiség
pontos matematikai fogalmanak bevezetése el6tt egy kiilon paragrafusban fog-
lalkozik. Kifejti Kolmogorov elméletének elvi alapjat is, mely szerint egy ese-
mény valoszinlisége egy objektiv, numerikus alland6, amely ugyanugy elva-
laszthatatlan jellemzoje egy véletlen tomegjelenségnek, mint ahogy a tomeg
elvalaszthatatlan jellemz6 adata a testnek. Ideologiai vonatkozasi fejtegetéseket
még tobb mas helyen is talalunk. Igy pl. a nagy szamok torvényével kapcso-
tatban, a statisztikardl szdlo fejezetben és a valdszinfiségszamitas torténetével
foglalkozo 4. fiiggelékben.

Meg kell allapitanunk, hogy Rényi Alfréd konyve megirasaval nagy és
igen értékes munkat végzett és reméljiik, sok matematikust, sok mas tudo-
ményéaggal foglalkozé kutatot és gyakorlati embert fog 6Gsztondzni arra, hogy
megismerkedjék a valdsziniiségszamitissal és annak alkalmazdsaival.

- Prékopa Andrds.
&
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Jelentsék be.
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szdm alatti Ujsdgboltjdban.
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