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RAPCSAK ANDRAS 60 EVES

MERZA JOZSEF

Meglepetésként ért a Matematikai Lapok szerkeszt6 bizottsaganak az a megtisz-
tel6 kérése, hogy a Lapok hasabjain koszontsem a hatvanéves Rapcsik Andrist,
mivel még egészen kozelinek tlint az az 6szi nap, amikor el6szor lathattam &t. Pedig
mar huszondt éve annak, hogy 1951 szeptemberében mint elsGéves tanarjelslt hall-
gattam analizis elSadasait, amelyeket — helysziike miatt — az egyetem aul4jaban
tartott. A megnovekedett Iétszamu hallgatésdg szamara nem volt elegendd tanterem,
ezért az orakat, gyakorlatokat, szeminariumokat tanszéki konyvtarakban, laborato-
riumokban, rektori tandcsteremben, s mas, rendelkezésre 4ll6 helyen tartottak. Igy
tortént, hogy Rapcsak Andras azokon a bizonyos 6szi napokon 70—80 matematika—
fizika szakos és kortilbeliil feleannyi fizika—matematika szakos hallgat6t vezetett be
az aula napfényben Uszé hatalmas termében a differencial- és integralszamitas ele-
meibe.

A harmincas éveinek kézepén jaré Rapesak Andras azon a nyaron, 1951 janiusa-
ban lett végérvényesen a debreceni Kossuth Lajos Tudomanyegyetem oktatdja.
El6tte, 1949 szeptemberétdl, kozel két évig az egri Pedagdgiai Foiskola tanéara
volt, s Egerbdl jart at Debrecenbe, hogy az Analizis I és Analizis II el6adasokat
megtartsa. Debrecenbe vald visszajutasaval a haboru és egy sulyos betegség éltal
megnehezitett életitja nyugvépontra jutott. Melyek voltak ennek az titnak a fonto-
sabb allomasai?

Rapcsak Andras 1914. december 12-én sziiletett HodmezG6vasarhelyen. A tehet-
séges diak a helybeli gimnazium elvégzése utan, 1933-ban kezdte meg tanulmanyait
a szegedi tudomanyegyetemen. Az egyetemi évek, sajnos, nem voltak zavartalanok.
19 éves koraban elsd izben jelentkeztek nala egy sulyos betegség tiinetei. Az akkor még
kevéssé ismert csontbetegség gydgyitasi modjardl senki sem tudott, s az orvosok azt
tanacsoltak: ha életben akar maradni, amputaltassa fél labat. A makacs fiatalember
szervezete harom évig birkdézott a betegséggel, mig — operacid nélkiill — stabil
egyensulyi helyzet alakult ki, amely lehetévé tette, hogy Rapcsak Andras folytat-
hassa egyetemi tanulmanyait. E kényszerli megszakitas miatt csak 1941-ben kap-
hatta meg tanari diplomajat. A masodik vilighdboru bizonytalan éveiben, 1942-ben,
a rozsnyoi polgari iskola lett a palyakezd6 tanar elsé munkahelye. Innen keriilt at
az év végén a debreceni reformatus gimnaziumba. A debreceni egyetemen 1944 de-
cemberében kezdett el oktatni kiils6 eléadoként. Ilyen koriilmények kozott érte
Ot az egri meghivas. Ennek szivesen tett eleget, bar a féiskola csak 1950 szeptem-
berében tudott féiskolai tanari statust biztositani szdméara. Debrecenbe visszatérve
most mar teljes erdvel az oktatasnak és a kutatasnak szentelhette az idejét. A hallga-
tok hamar megszerették el6addsait, mivel azokban kitliné didaktikai érzékkel épi-
tette fel a targyalt anyagot anélkiil, hogy barmit is felaldozott volna a matematikai
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pontossagbol. A késGbbi években az analizisen kiviil a matematika tobb mas fejeze-
tébdl tartott sikeres tantervi vagy ajanlott eléadasokat. Kutatasi teriiletét, a dif-
ferencidlgeometriat nem szamitva, elsGsorban a variacioszamitas és a differencial-
egyenletek elmélete korébdl tartott eléadasait emlitem meg.

Rapcsdk Andras sokoldalii matematikai érdeklédése nem véletlen miive. Mint
egyetemista, Haar Alfréd, Kalmar Laszl4, Kerékjarté Béla, Riesz Frigyes és SzOke-
falvi-Nagy Gyula el6adésait hallgathatta. E kivald tuddsok a kor szinvonalan allé
matematikat adtdk eld, s maguk is 0tt6rdi 1évén a tudoméanyos kutatisnak, hallga-
téikat is 6nallé munkara nevelték. Igy valt mar egyetemista koraban Rapcsak And-
ras is 6nall6, kutaté matematikussa. Nem kevéssé segitette ezt az a tény is, hogy
egész egyetemi palyafutasa alatt tagja volt az E6tvés Lorand kollégiumnak, amely-
nek alkoté légkore tudomanyos Onallosagra serkentette a hallgatokat. Kutatoi fej-
16dése toretleniil ivelt egyetemi doktori értekezésétél késébbi tudomanyos témai
felé, a még viszonylag klasszikusnak mondhaté Minkowski-térbeli vizsgalatoktol
a palyaterek elméletében végzett alapvetd kutatasaiig. Nem célom, hogy az olvasét
a téma miiveléséhez nélkiilozhetetlen analitikus apparatus felvonultatasaval farasz-
szam, ezért a technikai részletek mell6zésével vazolom Rapcsak Andras munkas-
saganak egyes fejezeteit.

Az euklideszi geometridban a mértékegység minden pontban és minden irdny-
ban ugyanakkora. Ha a méterrud egyik végét rogzitjiik, akkor a szabadon mozgé
masik vége egy egységsugaru gombfelillet pontjait stirolja. Ezt a gombét tekinthetjiik
a tér illeté pontjahoz tartozod ,,mértékfeliiletnek’. Ha a tér minden pontjdban ott
lenne ez a mértékfeliilet, akkor fold koriili vagy vilagiirbeli utazas alkalmaval nem
kellene magunkkal vinni méterrudat, hiszen minden pillanatban kéznél lenne az az
etalon, amihez a szakaszokat aranyithatnank.

Az euklideszi geometridra az jellemz6, hogy a térbeli pontokhoz tartozé mérték-
feliiletek egymassal egybevagd, egységsugartu gdmbdok. H. Minkowski ezt a geometriat
ugy éltalanositotta, hogy — az egybevagosag megtartasival — a térbeli pontokhoz
mértékfelilletként nem gombdt, hanem valamilyen meghatarozott konvex feliiletet
(ovalist) rendelt.! Ez szemléletesen azt jelenti, hogy az euklideszi geometria mérték-
feliiletét jelent6 gémboket azonos médon deformélta, s ezaltal a mérés is ,,defor-
maciot szenvedett”: kiilonb6z6 irdnyokban méasok és masok a hosszusagegységek.

Ebben az Uin. Minkowski-féle térben a szakaszok hossza nem viltozik, ha par-
huzamosan mozgatjuk 6ket, de ha forgatni kezdiink egy szakaszt, mérészéma azon-
nal mas lesz. (Altalanosabb Minkowski-geometriat kaphatunk akkor, ha a mérték-
feliiletek konvexitasat a joval gyengébb ,,csillagszerliség” kovetelményével helyet-
tesitjiik, vagyis azt kivanjuk meg, hogy legyen a feliilet belsejében egy olyan pont,
amelybdl a feliilet minden pontja lathatd.?) Ha tehat egy képzeletbeli vandorutra
kelve azt talalnank, hogy a mértékfeliilet a tér minden pontjaban éltalanos ellip-
szoid, akkor megallapithatnank, hogy Minkowski-féle vilagban utazunk.

Még érdekesebb s egyben bonyolultabb geometriat kapunk akkor, ha lemon-
dunk arrdl, hogy mértékfeliiletiink minden pontban ugyanaz a feliilet legyen. A szem-
léletesség kedvéért tekintsiink egy olyan haromdimenziés Minkowski-teret, amely-
nek pontjaiban egy meghatarozott ellipszoid a mértékfeliilet. Legyen F e Minkowski-
tér feliilete, vagyis egy kétdimenzids vilag. Milyen lesz F geometridja, hogyan kell
méréseket végezni azoknak a kétdimenzids lényeknek, akik F-ben élnek? A kérdésre

1 H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig—Berlin, 1910.

2 Ha a mértékfeliilet nem konvex, akkor gyakran pszeudominkowski geometriarol beszéliink.
Lasd példaul: S. Gotab—H. Hérlen, Minkowskische Geometrie 1, II, Mh. Math. Physik 38 (1938),
387—398.
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akkor tudnank valaszolni, ha megmondjuk: miféle mértékgorbe tartozik a kétdi-
menziés F vilag egyes pontjaihoz. Alljunk meg ezért a feliilet P pontjdban. Az itt
allé ember ,horizontja” az F felilet P pontbeli érintdsikjaba esik, e sik az 6
lokalis vilaga. Messiik el ezzel az érintésikkal a P ponthoz, mint a Minkowski-tér
pontjahoz tartozé mértékellipszoidot, s tegyiik meg a metszetként kapott ellipszist
P pontbeli mértékgérbének. Ezzel az eljarassal az F sokasig minden pontjahoz
hozzéarendelhetiink egy-egy ellipszist, s ezek az ellipszisek pontrdl pontra valtoznak.
Olyan kétdimenzids gorbiilt vilagot kaptunk, amelyben a mérés a ponttdl is, az
iranytdl is fiigg. Az ilyen geometriat Finsler-geometrianak nevezziik.

Legalabb ennyit elére kellett bocsatanom ahhoz, hogy az olvasénak képe le-
hessen arrdl, milyen kiilénleges és bonyolult terek képezték Rapcsak Andras elsé
vizsgalatainak targyat. A Finsler-féle geometria, illetve az azt hordozo Finsler-féle
tér fogalmat 1918-ban alapozta meg P. Finsler, aki varidciészamitassal kapcsolatos
vizsgalatai révén jutott el a — késGbb rola elnevezett — terekhez.® Hét évet kellett
varni arra, hogy a matematikusok észrevegyék: a variacids probléma alapfliggvényé-
b6l oly metrikus alaptenzor vezethetdé le, amely a Riemann-geometria metrikus
alaptenzoranak Aaltalanositdsat jelenti, s amely a Finsler-térben a mérés alapja.
Ezutan mar megnyilott az a felépitési ut, amelyet az el6zéekben vazoltam, s amely-
nek kovetkeztében bizonyos Finsler-geometridkat valamely Minkowski-tér hiper-
feliiletén indukalt geometriaként lehetett felfogni. A harmincas évektdl kezdve ezért
rendkiviil megnévekedett a Minkowski- és Finsler-féle geometriak iranti érdeklédés.
Az is hozzédjarult ehhez, hogy bar a Riemann-geometria, mint a négydimenzids tér-
idé kontinuum geometridja, az altalanos relativitaselmélet révén dontd szerephez
jutott a fizikai jelenségek leirasanal, mégis, a fizikusok, s els6ként maga Einstein is,
olyan altalanosabb geometridkat kerestek, amelyek alkalmasak lennének nemcsak
a gravitacids, hanem az elektromagneses *jelenségek leirdsara is.> Bar az egységes
térelmélet megalkotasa szempontjabdl a Finsler-féle geometria eddig még nem val-
totta be a hozza fliz6tt reményeket, mindazonaltal mind a matematika, mind a
fizika szaméara sok hasznos eredmény sziiletett e kutatasokbdl.

Rapcsak Andras [1] egyetemi doktori disszertécidjaval azoknak a kutatdknak a
sordba lépett, akik célul tiizték ki a Minkowski- és Finsler-féle geometria kapcso-
latanak minél alaposabb felderitését. Mivel a Minkowski-tér hiperfeliiletein indu-
kalt metrika Finsler-féle, ezért teljes részletességgel foglalkozott a Minkowski-tér
feliiletelméletével és sok eredményt ért el. E kutatasoknak azért van még ma is
nagy jelent6sége, mert nem tudjuk, hogy egy tetszblegesen megadott Finsler-geo-
metridhoz (sokasag-+ ponttdl és iranytdl fliggd és néhany ésszerii fiiggvénytani fel-
tétellel szabalyozott metrika) meg lehet-e szerkeszteni egy alkalmas Minkowski-
teret és abban egy feliiletet tigy, hogy a tér Minkowski-geometriaja altal a feliileten
indukalt geometria az el6re megadott Finsler-geometria legyen. Ezért aktualis min-
den olyan vizsgélat, amely tételeket mond ki a Minkowski-tér feliileteire, mert igy
remélhetjiik, hogy egyszer elégséges feltételek rendszerét tudjuk az el6z6 kérdésre
adott valaszként felirni.

* P, Finsler, Uber Kurven und Flichen in allgemeinen Rdumen. Dissertation, Gottingen,
1918; uj kiadasa konyvalakban: Birkhduser-Verlag, Basel, 1951. i

4 Az elsé ilyen iranyu eredmények a kovetkezé dolgozatokban talalhatok: L. Berwald, Uber
Paralleliibertragungen in Ridumen mit allgemeiner Massbestimmung, Jber. D. M. V. 34 (1926),
213—220; J. L. Synge, A generalization of the Riemannian line-element, Trans. Amer. Math. Soc.
27 (1925), 61—67; J. H. Taylor, A generalization of Levi-Civita’s parallelism and the Frenet
formulas, disszertacio, Chicago, 1924, illetve Trans. Amer. Math. Soc. 27 (1925), 246—264.
S > Lasd példaul: Lanczos Kornél, A geometriai térfogalom fejlodése, Gondolat, Budapest,
1976, 252—253.
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Altalanosabb esettel allunk szemben, ha a feliiletet bedgyazé tér nem Min-
kowski-tér, hanem Finsler-tér. Rapcsak Andras [3] dolgozataban a szamos felvet-
hetd kérdés koziil a Finsler-tér hiperfeliiletein fekvé gorbék jellemzését tiizte ki célul.
E gorbékhez, mint a bedgyazé tér gorbéihez n—1 szamu invarians (gorbiilet) tar-
tozik, ha viszont a gérbéket a feliilet, vagyis egy n—1 dimenzids Finsler-tér részso-
kasagénak tekintjiik, akkor szintén tartozik hozzajuk n—2 invarians. A két in-
varidnsrendszer nyilvan nem flggetlen egymastdl, hiszen egyazon gérbéhez tartoz-
nak. Abbdl a célbdl, hogy az invariansrendszerek kozti kapcsolatot kideritse, Rap-
csak Andras alkalmas feliileti kiséré n-élt szerkesztett a gorbékhez. Megallapitotta
e kiséré n-€élnek ahhozaz n-élhez vald viszonyat, amely a gérbéhez, mint a beagyazé
tér részsokasagahoz tartozik. Ily médon messzemenden sikeriilt altalanositania a
kozonséges térben levd feliileteken mozgd triéderekre vonatkozé Darboux-féle té-
telt, s a kapott dsszefiiggésekbdl szimos geometriai kovetkeztetést tudott levonni.®

A differencialgeometriai szamitasok egyik nehézsége az, hogy az altalanos te-
rekben a képletek nagyon bonyolultakka valnak. Egyes tértipusok esetében lényeges -
egyszerdsitést érhetiink el akkor, ha tanulmanyozasukra olyan, specialis koordinata-
rendszert valasztunk, amely mintegy illeszkedik szerkezetiikhéz. Sokszor azonban
nincs elézetes képiink a térrdl, s ezért arra toreksziink, hogy legalabb abban a kor-
nyezetben, amelyben vizsgélatainkat végezziik, olyan koordinatarendszeriink legyen,
amelyben a kérdések attekinthet6bb alakban fogalmazhatdk meg. A tenzoregyenle-
teknek ugyanis megvan az a j6 tulajdonsaguk, hogy ha érvényességiiket egy specialis
koordinatarendszerben igazoljuk, akkor barmely koordinatarendszerben teljesiil-
nek, vagyis altalanos érvénytiek. A Riemann-terek elméletében mar jo ideje bevezet-
tek kiilonféle specialis koordinatafajtakat.” Ezek egyikét, az tin. normal koordinata-
kat a kovetkezOképpen irhatjuk le. A tér P pontjan at fektessiink minden iranyban
geodetikus vonalakat. Hajtsuk ezutdn végre a megadott (x!) koordinatarendszer
egy olyan analitikus koordinatatranszformaciojat, amely olyan (z) koordinatakhoz
vezet, amelyekben a P ponton athaladd geodetikus vonalak egyenlete linearis fligg-
vénykapcsolattal irhaté fel. Riemann-térben nincs akadalya e koordinatak bevezete-
sének, a Finsler-térben azonban kiilonféle nehézségek meriiltek fel. Nem is lehet a
normalkoordinatak fogalmat teljesen analég modon atvinni a Finsler-terekre. A Var-
ga Otté altal bevezetett normalkoordinatdknak® is sok elényds tulajdonsaguk volt,
azonban a bevezetésiikhoz sziikséges gorbesereg nem geodetikusokbdl allt és igy
bizonyos analdgiak elvesztek. Felvetédott a kérdés: van-e a normalkoordinataknak
olyan jellegzetes tulajdonsaga, amely egyarant érvényes mind Riemann-, mind
Finsler-térben. A kérdésre adott pozitiv valasz Rapcsdk Andrasnak koészonhetd,
aki [4] dolgozataban kimutatta, hogy a normalkoordinataknak H. S. Ruse 4ltal
1931-ben megadott jellemzési médja® érvényes a Varga Ott6 altal bevezetett normal-
koordinatakra is. Innen mar csak egy 1épés volt a vektorok, illetve tenzorok invaridns

6 Riemann-térbe agyazott feliiletecken haladé gorbék esetében a kétféle tricder kapcsolatat
megtalalhatjuk E. Cartan, Legons sur la géométrie des espaces de Riemann (Gauthier—Villars,
Paris, 1951) cim{i miivében a 98. oldalon.

7 Jo leirasuk megtalalhatd a kovetkez6 mivekben: L. P. Eisenhart, Riemannian Geometry,
Princeton University Press, Princeton, N. J., 1926, 18 §; A. Duschek—W. Mayer, Lehrbuch der
Differentialgeometrie, Teubner, Leipzig—Berlin, 1930, 1. kot. VI. fej. 4.§ és 2. kot. V. fej. 11.§;
S. Kobayashi—K. Nomizu, Foundations of Differential Geometry, Interscience Publishers, New
York—London, 1963, 1. kot. 3. fej. 8. pont.

8 Normalkoordinatak altalanos differencialgeometriai terekben és ezek alkalmazasa a differen-
cialinvariansok teljes rendszerének meghatarozasara, Az Elsé Magyar Matematikai Kongresszus
Kozleményei, Akadémiai Kiado, Budapest, 1952, 131—146.

9 Taylor’s theorem in the tensor calculus . Proc. London Math. Soc. (2) 32 (1931), 87—92.



Taylor-sorfejtésének megszerkesztése. Ezt [S] dolgozataban végezte el, hasznos esz-
kozt adva minden olyan geométer kezébe, akinek lokalis vizsgalataiban e geometriai
objektumok approximacidjara van sziiksége.

A normalkoordinatak geometriai jellemzése utan Rapcsak Andras e koordi-
natak alkalmazisi lehet8ségeinek felderitésére torekedett. Mas szerz6k korabbi vizs-
galataibdl ismeretes volt, hogy e koordinatak bevezetése modot nytjt egy tér alapvetd
invariansainak felkutatasara.l® Kandidatusi disszertacidjaban [6] tehat azt a kér-
dést vetette fel: melyek egy reguléaris Cartan-féle tér alapinvariansai? A szakember
szamara nem varatlan az 0j tértipus, a Cartan-féle tér megjelenése. Nem sokkal a
Finsler-geometria tenzorkalkulusra ¢épiilé kidolgozasa utan E. Cartan észrevette
azt, hogy a Finsler-féléhez sokban hasonld geometriat kaphatunk akkor, ha a mé-
rést pont és irany helyett pontra és hiperfeliiletelemre értelmezziik.' A Finsler-
geometriat, ahoi a mérték minden pontban, illetve minden irAnyban més és maés,
un. vonalelemek (pont+irany) 2n—1 dimenzids sokasaga feletti geometrianak
tekinthetjiik. A Cartan-geometriaban hiperfeliiletelemek (pont+ hipersikallas) hal-
maza felett vezetlink be mérést. Bizonyos analdgidkra alapozva meghatarozzuk e
geometria alaptenzorat, Osszefiiggési egytitthatdit stb. A térnek természetesen sza-
mos invaridns mennyisége van és a geométer szamara fontos ezek felkutatasa. Még-
sem sziikséges az Osszes invarianst megkeresni, hanem elég csupdn egy olyan tn.
,teljes invaridnsrendszernek™ a meghatarozasa, amelynek a tér minden mas invari-
ansa mar fliggvénye. Rapcsak Andrads ezt a teljes invaridnsrendszert adta meg
Cartan-térben, pontosan leirva azokat a tenzorokat, illetve vektort, amelyeknek,
illetve amelyek kovarians derivaltjainak fliggvényeként minden méas tenzori diffe-
rencialinvarians eléallithatd.

A normalkoordinatakkal kapcsolatos vizsgalatokban éallandéan szerepet jat-
szottak a térbeli geodetikus, illetve kvazigeodetikus vonalak és ezek tanulmanyozasa
1j eredmények egész sorahoz vezetett. Ezek attekintéséhez mindenekel6tt azt kell
tudnunk, hogy teljesen geodetikus vagy totalgeodetikus feliileten olyan feliiletet
értiink, amely minden 6t érintd geodetikus vonalat teljes egészében tartalmaz.’?
Az 4ltalanos gorbiilt terekben a totalgeodetikus feliiletek veszik 4t az euklideszi tér
sikjainak szerepét, hiszen az euklideszi tér sikjaira jellemz6 az a tulajdonsag, hogy
minden Oket érintd egyenest (az euklideszi tér geodetikusat) teljes egészében tartal-
maznak. Az euklideszi térben korlatlanul fektethetiink sikokat, Riemann-terekben
viszont nem tehetjiik meg ezt minden korlatozas nélkiil. JOl ismert eredmény,'®
hogy az allandé gorbiiletli Riemann-terekben és csakis azokban lehet minden ponton
4t minden iranyban sikot (pontosabban: totalgeodetikus feliiletet) fektetni. E nagy-
fontossagu tétel koré vizsgalatok egész sora csoportosult és a kutatdk a tétel Finsler-
térre vald altalanositasaval is kezdtek foglalkozni. Az eredmények attdl fiiggtek,
hogyan definidljak a sik fogalmat Finsler-térben. Rapcsak Andras harom termé-
szetes értelmezési modot is talalt s ennek megfeleléen [9] dolgozatiban szamos
érdekes eredmény mellett harom fétételt bizonyitott be. Az elsé tételben azt iga-
zolta, hogy ha minden vonalelemhez fektetheté a rda merdleges irdnyban elséfaju

10 Lasd a 8. jegyzetet.

1 E. Cartan, Les espaces métriques fondés sur la notion d’aire, Actualités scientifiques et in-
dustrielles, Exposés de Géométrie I, Hermann, Paris, 1933.

12 L asd pl. Eisenhart, Riemannian Geometry c. miivének 54. §-at, vagy Kobayashi—Nomizu,
Foundations of Differential Geometry 1. kotete 1V. fejezetének S. pontjat.

12 F, Schur, Uber den Zusammenhang der Riume konstanter Kriimmungsmasses mit den
projektiven Rdumen, Math. Ann. 27 (1886), 537—567. Lasd: Eisenhart, Riemannian Geometry,
26. §; Kobayashi—Nomizu, 1. kot. 202. old.; kiilondsen: Cartan, Legons sur la géométrie des espaces
de Riemann, 114—126 és 218—219.



sik (totalgeodetikus feliilet), akkor a tér projektiv-sik tér, s ezenfeliil skalar gorbii-
letii is.'* Az els6 fogalom azt jelenti, hogy a tér geodetikusai egyenesek, vagyis van
olyan koordinatarendszer, amelyben a geodetikusok n—1 linearis egyenlettel ir-
hatok le. A tér gorbiiletének skalar volta pedig azt jelenti, hogy a Finsler-geometria
harom gorbiileti tenzora kozill az els6vel, a Riemann-geometria metszetgérbiilete
mintdjira képezett mennyiség a sikallastdl fiiggetlen skalaris fiiggvény. Ha ez a fiigg-
vény allandod, akkor a teret dllando gorbiiletli Finsler-térnek nevezziik.

A masodfajt sikok a normalkoordinatak bevezetésénél hasznalt kvazigeodetikus
gorbékre épiilé un. totdlkvazigeodetikus feliiletek. Ezek korlatlan Iétezése esetén a
térnek ismét skaldr gorbiiletli projektiv-sik térnek kell lenni, azonban még egy
analitikus feltételt is ki kell elégitenie, amely a tér egy fontos tenzorat korlatozza.
Ha viszont a Rapcsak-féle harmadfaju sikok Iéteznek korlatlan mennyiségben, akkor
a térnek sziikségképpen allandd gorbiiletli Riemann-térre kell redukalédnia.

Ezekben a vizsgalatokban Rapcsak Andras a sikot az azt érinté vonalelemek
mértani helyeként fogta fel, tehat vonalelemekbdl alkotott sokasidgnak tekintette.
M. Wegenert kovetve azonban a Finsler-tér sikjait ponthalmazként is definialhat-
juk.*® Az E transzverzalis hiperfeliiletet akkor mondhatjuk siknak, ha a hozzi
tartozd merdleges vonalelemek a tér metrikaja szerint parhuzamosak (euklideszi
esetben egy parhuzamos egyenesekbdl 4ll6 seregre merdleges sikrél lenne szd).
Az igy értelmezett — mondhatnank negyedfaji — sikok is szépen felhasznalhatok
bizonyos Finsler-terek jellemzésére. Rapcsak Andrés [10] dolgozatdban a L. Berwald
altal bevezetett nulla projektiv gorbiiletli Finsler-tereket tette vizsgalat targyava.
E terek joval szélesebb osztalyt alkotnak, mint az — ugyancsak Berwald altal beve-
zetett — skalaris illetve dllandé gorbiilet{i Finsler-terek.'® Rapcsiknak egyebek ko-
z6tt azt sikeriilt kimutatnia, hogy a nulla projektiv gorbiiletli Finsler-terek akkor
és csak akkor valnak allandd gorbiiletii terekké, ha azokban minden vonalelemhez
mint normalvektorhoz, 1étezik transzverzalis hipersik. Vizsgalataibdl az is kit{inik,
hogy e hipersikon indukélt Riemann-metrika mikor lesz allandd, illetve zérus gor-
biiletti. Hasonlé kérdésekkel foglalkozott [11] munkéjaban is.

Ha csak utobbi harom dolgozatat ismernénk, akkor is sejthetnénk Rapcsak And-
ras tovabbi kutatasainak iranyat. E cikkekben projektiv-sik terekrél, geodetikusok-
r6l, gorbiiletekrdl volt sz6. Onként kinalkozik az a gondolat, hogy a tér metrikus
jellegérdl lemondva, foglalkozzunk a palyak altalanosabb elméletével. Ez pontterck
esetében eléggé felderitett teriilet volt,!” viszont sok volt még a tisztazatlan kérdés
a vonalelemterek palydinak elméletében. Par évvel korabban azonban Rapcsik
Andras egy dolgozatiban mar foglalkozott ilyen kérdésekkel (lasd [8]) mintegy
elokészitve tovabbi — legszélesebb tertiletet atfogd, s egyben legkiemelkeddbb ku-
tatasait. Arra torekedett ugyanis, hogy megtaldlja azt a modot, amivel a korabban
J. Douglas altal pontterek palyaira kidolgozott elméletet 4ltalanositani lehet vonal-
elemterekre. De mik is tulajdonképpen a pélydk, amelyekrél mar annyiszor tet-
tlink emlitést?

u E fogalmak eredetét illetéen lasd: L. Berwald, Uber Finslersche und Cartansche Geometrie
IV. Projektivkriimmung allgemeiner affiner Rdume und Finslersche Ridume skalarer Kriimmung,
Ann. of Math. (2) 48 (1947), 755—781.

15 J. M. Wegener, Hyperflichen in Finslerschen Riumen als Transversalflichen einer Schar
von Extremalen, Mh. Math. Phys. 44 (1936), 115—130.

16 Lasd a 14. jegyzetet.

17 A téma elsé Osszefoglalasa (jo irodalomjegyzékkel) L. P. Eisenhart, Non-Riemannian Geo-
metry ciml konyve (Amer. Math. Soc. Colloquium Publications, Vol. VIII, New York, 1927),
ujabb cikkek és konyvek jegyzéke megtalalhato [14]-ben.
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A Riemann-térben a geodetikus vonalaknak (azaz a tér egyeneseinek) két tulaj-
donsaga van. A metrikus tulajdonsag alapjan a geodetikusok két pont legrévidebb
Osszekotd vonalai. Van azonban a kézonséges egyenesnek egy olyan, nem-metrikus
tulajdonsaga is, amely jellemz0 ra, s amely érvényes a Riemann-geometria geodeti-
kus vonalaira is: érintéi parhuzamosak egymassal. Ez az utdbbi tulajdonsag olyan,
hogy teljesedése minden olyan térben megvizsgalhato, amelyben un. kovarians deri-
vacid, vagy egy azzal kapcsolatban allé ,,0sszefliggés” (kiilonboz6é pontbeli érintd
vektorterek Gsszehasonlitasara szolgalod eljaras) adva van. Nincs sziikség tehat met-
rikara ahhoz, hogy olyan vonalakrdl beszélhessiink, amelyeknek érintévektorai (a
térben fennalld Osszefliggés szerint) parhuzamosak. Az ilyen vonalakat autoparaliel
gorbéknek vagy péalyaknak nevezziik, ezzel is kifejezve azt, hogy a metrika hianya
miatt nem mondhatjuk azt, hogy e vonalak minimalis ivhosszii gorbék. Aki Rie-
mann-térben autoparallel gérbét mond, az geodetikus vonalat is mond és forditva,
mivel ott a két tulajdonsag egybeesik. Altaldnosabb terekben azonban megtortén-
het e fogalmak szétvalasa. Rapcsik Andras tudta, hogy ha a Finsler-féle metrikus
térbol altalanosabb, affin Osszefiiggéssel ellatott térbe akar 4tiépni, akkor meg kell
talalnia azokat a differencialegyenleteket, amelyek ennek az 4ltalanos térnek a palyait
jellemzik. Torekvése sikerrel jart, mert a normalkoordinataknéal mar megismert kvazi-
geodetikus vonalakbdl kiindulva olyan differencidlegyenletrendszert tudott konstru-
alni, amelyb6l konnyen kovetkeztek a vektorok parhuzamos eltolasara szolgald
egyenletek. Ezutan teljes részletességgel kidolgozta az igy kapott affindsszefiiggd
vonalelemtér gorbiilet- és torzidelméletét, s az ekvivalenciaelméletet targyalva meg-
szerkesztette a tér differencidlinvariansainak teljes rendszerét.

Rapcsak Andras legszebb eredményeit a [15—18] dolgozatok tartalmazzak.
Egyetlen hatalmas kérdéskomplexum tébboldalt megkozelitésérdl, illetve megolda-
sarol van itt szo. A kozponti szerepet a palyak jatsszak, s a tételek 1j és 0j oldalrol
vilagitjaAk meg tulajdonsagaikat. A [15] dolgozatban affindsszefiiggd vonalelemterek
palyatartd leképezéseir8l olvashatunk. A P, térnek a P, térre vald leképezését
akkor nevezziik palyatartonak, ha a leképezés P, palydit P, palyaiba viszi at.
A sokasaghoz tartozé Weyl-, illetve Douglas-féle tenzorok'®, valamint ezek kovarians
derivaltjainak felhasznaldsaval Rapcsak Andrasnak sikeriilt kritériumot adni egy
leképezés palyatarto voltara, s megmutatni, hogy e tenzorok a palyatartd leképezés
teljes invariansrendszerét adjak.

Ha a tér nem ennyire altalanos, hanem Finsler-féle metrikus tér, akkor szintén
megvizsgalhatdk e terek palyatartd, azaz jelen esetben, mivel metrika van, geodeti-
kus leképezései. A [15] dolgozat eredményei persze ezekre a terekre is érvényesek,
de mivel a Finsler-térben metrikus alapfiiggvény is Iétezik, azért olyan jellegii téte-
lek felkutatasa kivanatos, amelyekben a tér alapfliggvénye is szerepel. Ebben az
iranyban haladva Rapcsak Andrasnak sikeriilt differencidlegyenletrendszerrel jel-
lemezni azoknak az F, tereknek alapfiiggvényeit, amelyek geodetikusan leképez-
het6k F,-re. Ez a [16] dolgozata még két sziikséges €s elégséges feltételt tartal-
maz két Finsler-tér geodetikus megfeleltethetdségére vonatkozdan.

A most ismertetett két dolgozatban azonos jellegii terek egymasra valé leképe-
76sérél volt sz6. Rendkiviil érdekes eredményeket kapunk azonban akkor, ha a ko-
vetkez6 probléma megoldasat tiizziik ki célul: adjunk sziikséges és elégséges feltételt
arra, hogy a P, affindsszefiiggd palyatér geodetikusan leképezhetd legyen egy F,
Finsler-térre. Ebben az esetben ugyanis arrdl van szo, hogy a leképezés révén a
P, affindsszefiiggd tér regularis Finsler-metrikat kap tigy, hogy P, palyai a metrikus

1% Lasd pl. [14], 352. old.



alapfiiggvény extremalisainak seregévé, azaz geodetikus vonalakkd valnak. Talan
itt latszik legjobban a differencialgeometria és a varidcidszamitas kapcsolata, hiszen
a felvetett kérdés inverz varidciés problémat jelent: megadott gérbesereghez kell
olyan fiiggvényt konstrudlni, amelynek extremalisai a kiindulési gérbesereggel azo-
nosak. Technikailag arrdl van sz6, hogy a palyakon olyan paramétert kell bevezetni,
amelyre attérve a palyak egy 2n valtozos, utolsé n valtozdjaban elséfokl pozitiv
homogén konvex fiiggvény geodetikusaiva védlnak tvigy, hogy az 0j paraméter a
geodetikusok ivhosszat méri. Rapcsak Andras [17] dolgozatiban két alaptételt
bizonyitott be. Mindkettd kritériumot ad a P, affindsszefliggd palyatér metrizal-
hatdésagara. Az els6bdl még az is kovetkezik, hogy P, mikor lathaté el Riemann-
metrikaval.

A projektiv-sik terek olyan affin palyaterek, amelyeknek palydi egyenesek. Ha
most azt kérdezziik : melyek azok a Finsler-terek, amelyek projektiv-sik térre palya-
tartoan leképezhetSk, akkor Hilbert kovetkezé probléméajat fogalmaztuk meg: me-
lyek azok az alapfliggvények, amelyeknek extremalis serege egyenesekbdl Aall°.
A [17] dolgozat elsé alaptétele itt is alkalmazhatd, s ezaltal eljuthatunk egy ¢ ska-
laris fiiggvényhez, amelyet két differencialegyenletrendszer hatiroz meg. Ennek a ¢
fliggvénynek a segitségével a keresett alapfiiggvény explicit alakban irhato fel ([18]).

Rapcsak Andrasnak ezek a rendkiviil szép eredményei nagy érdeklédést keltet-
tek és sz€les korben ismertté véaltak. Korébbi dolgozataira a Finsler-terek elméletét
elsének feldolgozé monografia®® is hivatkozik. Ujabb munkai olyannyira megszilar-
ditottak tudomanyos tekintélyét a differencidlgeométerek korében, hogy az elmult
évben a debreceni egyetem immar masodszor rendezhetett sikeres nemzetkdzi dif-
ferencialgeometriai kollokviumot Rapcsak Andras elndklete alatt. Bar az utdbbi
években az egyetem vezetése és sokoldalu tarsadalmi tevékenysége rendkiviil igénybe
vette munkabirasat, mégsem sz{int meg gondolkodni és alkotni abban a témakér-
ben, amelyet az olvasé e cikkb8l megismerhetett. Sok eredménye van kéziratban,
publikalas el6tt. Jelenlegi tudomanyos célja a Finsler-terek olyan osztalyozésa,
amelynél az egyes osztalyokat az egymasra geodetikusan leképezhetd terek alkot-
nak. Ezzel nyilvanvaléan még kozelebb jutnank a palyaterek metrizalhatésaganak
teljes megoldasahoz, s ezzel is timogatnank a valésagos tér szerkezetének megisme-
résére iranyuld kutatasokat.

Ismertetésemben azt a moddszeres, koévetkezetes kutatéi munkat, gondolati
fejlédést akartam bemutatni, amellyel Rapcsak Andras 1épésrél Iépésre, toretlen
vonalvezetéssel jutott el kezdeti, Minkowski-geometriai vizsgalataitol a matematika
egyik legszebb problémajanak megoldasaig. Ezért sok, 6nmagiban is érdekes rész-
eredményt nem emlitettem, s ha most még a lokalis metrikus differencialgeometria
megalapozsardl irott [12] dolgozatat kiemelem, csak azért teszem, mert benne jol
tiikrozédik axiomatikus gondolkodéasra vald hajlama is. Olvasasakor azonnal észre-
vessziik, hogy Rapcsak Andras hasonlé alapozast dolgozott ki a lokalis metrikus
differencidlgeometriai terekre, mint amit Veblen és Whitehead adott az addig ismert
pontterekre klasszikussa valt munkajuk?®' VI. fejezetében.

19 D. Hilbert, Mathematische Probleme, Gott. Nachrichten, 1900, 253—297 (negyedik prob-
éma); konyv alakjaban, kommentarokkal ellatva, P. Sz. Alekszandrov szerkesztésében: Problemii
Gil’berta, Nauka, Moszkva, 1969, 29—31.

20 H. Rund, The Differential Geometry of Finsler Spaces, Die Grundlehren der math. Wissen-
schaften in Einzeldarstellungen, Bd. 101, Springer-Verlag, Berlin—Gottingen—Heidelberg, 1959.

21 Q. Veblen—lJ. H. C. Whitehead, The foundations of differential geometry, Cambridge Tracts
in Math. and Math. Phys. No. 29, Cambridge University Press, Cambridge, 1932.



Mar emlitettem, hogy igen j6 eléads. O is azok kozé az egyetemi tanarok
kozé tartozik, akik koézépiskolai tanar korukban megtanultak, hogy aki jol oktat,
az biztositja a tudomany fejlédését is. Nem kell bizonyitanom, hanyan kaptunk ked-
vet a matematika hivatasszerli miivelésére elsésorban azért, mert didk korunkban
JO matematika tanarunk volt. De 4ll ez az egyetemre is. A jO egyetemi oktatd tudja,
hogy vilagosan, didaktikai gondossaggal, szinvonalasan eléadni: naprél napra meg-
valdsitando feladat. A tudoményanak jovGjét biztositani akard tudds felelGsségtel-
jes feladata. Rapcsak Andrasnak mindig sziviigye volt a jé oktatds megvaldsitisa.
Mindig voltak javaslatai, tervei, kisérletei (pl. az integralszamitas eléadasa a Moore—
Smith-féle limeszfogalom alapjan, 1952-ben??). Egyforman érdekelte a kdzépiskolai
¢és az egyetemi oktatas. S hogy nemcsak terveket tud sz6ni, hanem azok megvalo-
sitasara is vallalkozik, megmutatja az a harom tankonyv, amelyet tarsszerzékkel
egylitt az ipari technikumok szamara irt ([20—22]). Szinte ugyanakkor, amikor kan-
didatusi disszertacidjan dolgozott. Egyidejiileg tudta tdmogatni a kézépfoka okta-
tast, s ugyanakkor a tudomanyos kutatas elsé vonaldban munkalkodni. Ha még
hozzatessziik ehhez azt a szadmos eléadést, amit a geometria népszertsitése érdekében
minden szinten tartott, s amelyekben a geometriaval, illetve a térrel kapcsolatos
filozéfiai kérdések fejtegetéséig is eljutott, akkor azt mondhatjuk, hogy Rapcsak
Andras mindenkivel meg akarta ismertetni azt a latdsmddot, amelyre megbizhatd
természettudomanyos vilagkép épithetd fel. Ez mar tobb, mint szakmai ismeretek
kozlése, ez vilagnézeti nevelés. Annak a tuddsnak a neveld tevékenysége, akinek a
szaktudomany és a filozéfia sohasem jelentett két idegen tertiletet, akit mindig von-
zottak a marxista filozéfia tudomanyelméleti vonatkozasai. Kutatni, tanitani és
nevelni: ez toltotte be életét, s ha errdl volt szd, sohasem tudott hiivos, vagy kozom-
bds maradni. Amit tudott, azt elemi erdvel, szenvedélyesen akarta és tudta is atadni.
Aki hallhatta egyetemi el6addsait vagy lathatta 6t egy megtartott eléadas utan
faradtan egy székre roskadni, az tudja, mennyi energiat pazarolt el egy-két dra
alatt ezért a célért.

Akinek életeleme a kutatas és a nevel6 munka, az nem zarkdzik be tanszékének
falai k6zé, hanem azon tul is keres munkatertiletet. Rapcsak Andras sohasem tudta
kiszakitani magat a k6zosség életébdl, s mint régi parttag, mindig ennek érdekeit tar-
totta szem el6tt. Amennyire erejébdl tellett, dolgozott a nagyobb ko6zosségért, az
egyetemért. Tisztségek egész sorat toltotte be. Egy évig volt dékanhelyettes, ugyan-
annyi ideig dékan, majd hat évig rektorhelyettes és hét évig rektor. Rektorsaga
idején épiilt fel az egyetem Uj kollégiuma és az épitészetileg is sikertilt kémiai épiilet.
Mint rektor hatékonyabba tette az egyetem és a debreceni Varosi Tanécs egyiitt-
miikddését. Sokat tett azért, hogy az egyetemnek jé nemzetkdzi kapesolatai legyenek.
Kiev, lasi, Lublin és Rostock egyetemeivel kotott egyezményeket, és arra torekedett,
hogy a kapcsolatok erdsddjenek, egyre tartalmasabbak legyenek. Tudomanyszer-
vez6i munkajéért a kievi egyetem diszdoktorava avatta. Amikor azonban nemzet-
kozi méretekben gondolkodott, meg tudta érteni munkatarsai mindennapi gondjait
is. Nem kevés azoknak az oktatoknak a szama, akik az & segitségével jutottak
lakashoz.

1960 ota tevékenyen részt vesz a Matematikai Bizottsag, valamint més akadé-
miai és tarsulati testiiletek munkajaban. A Publicationes Mathematicae, az Acta
Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae, a Periodica Mathematica Hun-
garica és a Matematikai Lapok szerkeszt$ bizottsaganak tagja. A Magyar Tudoma-
nyos Akadémia 1967-ben valasztotta levelezd tagjai kozé. Allamunk Rapcsak Andras

22 Lasd: [2].



munkajanak megbecsiilését a Munka Erdemrend eziist, majd arany fokozatanak, a
Sport Erdemérem arany fokozatinak és a Népkoztarsaségi Erdemérem eziist foko-
zatanak adoméanyozasaval is kifejezte. E kitiintetések mellett elnyerte az Oktatéasiigy
Kivalé Dolgozdja cimet is.

Nehéz letenni a tollat, amikor sok emlék, hétkoznapi térténet meriil fel a mult-
bdl. Ez a cikk azonban szakfolydirat szamara késziilt, s az emberrél elsésorban mint
szakemberrdl kellett szélnom. Ezt, ha vazlatosan is, megtettem. Mi marad még hat-
ra? Az, amit mar e sorok elején is elmondhattam volna: minden tanitvanya, munka-
tarsa és baratja tisztelettel koszonti hatvanadik sziiletésnapjan és tovabbi tudoma-
nyos tevékenységéhez erdt, egészséget kivan neki.
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MEGJEGYZESEK TARSKI SAVPROBLEMAJANAK
EGY DUALISAHOZ

FEJES TOTH LASZLO

... akkor majd az emberek azon lesznek,
hogy kisebb eredményeiket is kozoljék ...
és hozzateszik: ,, Tobbet nem tudok”.

Evariste Galois
(L. Infeld, Whom the Gods Love)

A. Tarski 1932-ben a kovetkezé problémat vetette fel: Fedjlink le egy konvex
tartomanyt véges sok savval, amelyek &ssz-szélessége s. Igaz-e, hogy a tartomany
lefedhetd egyetlen s szélességii savval? (Egy s szélességli savon két parhuzamos s
tavolsagu egyenes altal hatarolt Osszefiiggd sikrészt értiink.) Tarski megjegyezte (l.
J2]), hogy kor esetén a valasz pozitiv. A bizonyitas H. Moese egy Gtletén alapszik:

Feltehetjiik, hogy az r sugaru korlapot lefedd sy, ..., s, szélességili savokat ha-
tarolé minden egyenes metszi vagy érinti a kort. Irjunk a kérlap koré r sugart
gombot, €s vetitsiik a savokat, pontosabban azoknak a fedésben résztvevod részeit,
a kor sikjara merdleges egyenesekkel a gombre. A vetiiletek gombovek vagy gomb-
siivegek lesznek. Ezek magassiga megegyezik a megfelelé savok szélességével, s
igy felszintik 2nrsy, ..., 2nrs,. Mivel a savok lefedik a korlapot, vetiileteik lefedik
a gombot, s ezért felszindsszegiik nem lehet kisebb a gomb felszinénél: 2mrs,+...
w-+2nrs,=4nr?, azaz s;+...+s,=2r.

A savprobléma nagy érdeklddést valtott ki. Meglepetést okozott, hogy egy
eisd pillanatra nyilvanvaldnak tiind, egyszerii tény bizonyitasa komoly problémat
okozott. A kérdést Th. Bang [1, 2] intézte el 1950-ben pozitiv valasszal. Kés6bb
Bang tételét mas-mas modon tébben is bebizonyitottak [3, ..., 9].

A savprobléma a kovetkez6képpen is fogalmazhato:

E probléma. Helyezziink el egy konvex T tartomany sikjaban n egyenest ugy,
hogy 7 valamely pontjanak a legkozelebbi egyenest6l mért tavolsaganak a maxi-
muna minimalis legyen.

A savprobléma megoldasabol kovetkezik az £ probléma megoldasa: Bontsuk
a T-t tartalmazd legkeskenyebb savot n egybevagd részsavra; az egyeneseket ezek
kozépvonalaba kell helyezni. Ha tehat a 7 -t tartalmazo legkeskenyebb sav szélessége
(T vastagsaga) v, akkor az E problémaban keresett minimum w»/2n. Ha ugyanis
el lehetne helyezni n egyenest ugy, hogy 7 minden pontja valamilyen v/2n-nél
kisebb ¢ tavolsagnal kisebb tavolsagra volna valamelyik egyenestdl, akkor az egye-
nesek ¢ tavolsagl parallel tartomanyait alkoté 2¢<wv/n szélességli n sav lefedné
T-t . Ez azonban Bang tétele alapjan lehetetlen.

Most megmutatjuk, hogy viszont az E probléma megoldasabdl kovetkezik a
savprobléma megoldasa. Tegyiik fel Bang tételével ellentétben, hogy 7-t lefedi
véges sok v-nél Kkisebb Ossz-szélességii sav. Akkor 7 lefedhetd kevéssel nagyobb,
de v-nél még mindig kisebb Ossz-szélességili olyan savokkal is, amelyek szélességei
kommenzurabilisak. Ezért 7 lefedhetd v-nél kisebb Gssz-szélességli kongruens sa-
vokkal is. Ez azonban ellenkezik az E probléma fentemlitett megoldasaval.

Az E problémaval egyidejiileg onként felmeriil annak ,,dudlisa™, vagyis az a
probléma, amely a pont és egyenes szerepének a felcserélésével adddik:
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P probléma. Helyezziink el egy konvex 7' tartomdny sikjaban n pontot ugy,
hogy a 7-t metsz6 valamely egyenesnek a legkdzelebbi ponttél mért tdvolsdginak
maximuma minimalis legyen.

(A zart T tartomanyt metsz egyenesen olyan egyenest értiink, amelynek ko-
zGs pontja van 7-vel.)

Nevezzik o 7-t metsz6 valamely egyenesnek egy pontrendszer legkdzelebbi
pontjatdl mért tavolsaganak maximumat a pontrendszer (7-re vonatkozo) kritikus
tavolsaganak.

Vizsgaljuk el6szor a problémat n néhany kis értékére abban az esetben, ha T
kor. Legyen a kor sugara egységnyi, s jeloljik a kiilonb6z6 pont-n-esek kritikus ta-
volsadganak infimuméat r,-nel. r, tehat az a maximalis tavolsag, amelyre igaz a ko-
vetkezé allitds: Barhogy helyeziink el n pontot a K egységkor sikjaban, mindig
van olyan K-t metszé egyenes, amelynek valamennyi ponttdl mért tavolsiga leg-
alabb r,. Mas szavakkal: r, olyan n egyenlé nagysagh kor sugaranak az infimuma,
amelyck elrendezheték ugy, hogy a K-t metszd barmely egyenes legalabb egy kort
is messen.

Nyilvanvald, hogy r=r,=1. Megmutatjuk, hogy r;=3/5. Az extremalis pont-
harmas egy K-val koncentrikus 2/5 sugara kor koré irt szabalyos haromszdg csu-
csaibdl all (1. abra). Itt hat olyan K-t metsz6 egyenes van, amelyeknek a legk6ze-
lebbi ponttdl mért tdvolsiga maximalis, mégpedig K-nak a haromszog oldalaival
parhuzamos egy-egy érintdje és a haromszog magassagvonalainak felezd merdlege-
sei. Harom pontnak ez a helyezte mutatja, hogy r;=3/5. Be kell még latnunk, hogy
rg=3/5.

Elég olyan pontharmasokkal foglalkoznunk, amelyek é4ltal meghatarozott ha-
romszogek tartalmazzédk a K-val koncentrikus 2/5 sugaru kort, mert kiildnben
K-nak az az érintGje, amely a haromszég K koézéppontjahoz legkozelebb haladd
oldalegyenesének, illetéleg a haromszoget K kozéppontjatdl elvalaszté oldalegye-
nesének kifelé valé eltolasaval keletkezik, mind a harom ponttél 3/5-nél nagyobb
tavolsagra volna. A 2/5 sugart kort tartalmazé valamely haromszég egyik magas-
saga azonban legalabb 3 -2/5, vagyis annyi mint a kor koré irt szabalyos haromszogé.
Ennek a magassagvonalnak a felez6 merdlegese legalabb 3/5 tavolsagra van mind
a harom csucst6l, s igy valdoban ry=3/5.

r, értékét n=3-ra nem ismerjiik. Igyeksziink azonban 4, 5 és 6 pont kedvezd
elrendezésével ry-, r;-, és rg-ra jo fels6 korlatot talélni.

1. dbra 2. dbra



Egy K-val koncentrikus 1/2 sugara kor koré irt négyzet csucsainak kritikus ta-
volsaga 1/2. Egy ugyanilyen ,,jo” elrendezést adnak egy K-ba irt szabalyos harom-
sz6g csucsai és kozéppontja. De ezek az elrendezések javithaték. Legyen ABCD
egy K-val koncentrikus r sugaru kor koré irt négyszog, amelyre ABC< =ADC< =
=90° és AE<EC=AB=AD=2x, ahol E a négyszog atldinak metszéspontja
(2. abra). Egy elemi szamolas szerint

2x / 151
= l+l/ = 1,786.:.

Ha r-t ugy valasztjuk, hogy x=1—r legyen, akkor az ABCD pontnégyes kritikus
tavolsaga x, sigy »;=x%=1,786.../3;786...=0,471....

Tekintstink egy K-val koncentrikus » sugaru kor koré irt szabalyos 6tszéget.
Vialasszuk r-t gy, hogy az 6tsz6g négy csicsatol egyenld tavolsdgban haladé egye-
neseknek ezektdl a csticsoktdl mért tavolsaga egyenld legyen 1—i-rel. Nyilvanvaldan
ez a tavolsag lesz az 6t cstcs kritikus tavolsaga, s konnyen kiszdmithatd, hogy ez a
tavolsag

2 sin236°
142 sin?36°
(Egy egészen mas tipust alig rosszabb ponto6tost alkotnak egy K-val koncentrikus
4—Y8 oldali négyzet csicsai és kozéppontja. Itt a kritikus tavolsig J2— 1=
=041

Most szerkesztiink a szabalyos 6tszogesnél jobb elrendezést. Tekintsiik azt az
Stszdget, amelynek csticsai A(—1, —1), B(—1,5), C(0,c), D(1,b) é E(1, —1),

1 1
ahol b az (1+b)*=4(1—b) egyenlet gyoke és G ot b+3). Itt c-t ugy valasz-
tottuk, hogy a BC és CD egyenes érintse az origé koré irt egységkort (3. abra).
Az 0OtszOg tehat az egységkor koré van irva. A b-re vonatkozd feliétel viszont

= 0,408....

G
F
B D
2x 2X
A E
3. dbra 4. dbra

15



azt fejezi ki, hogy D tavolsaga AC -t6l, s egyben B tavolsiga CE-t6l, AB=
=DE=1+b. Mivel ¢c—b=1,19...<1+b=1,36..., azért az Gtsz6get metsz4 vala-
+b
7)
Ha r-t ugy valasztjuk, hogy xr=1—r legyen, akkor az r sugaru kor koré irt
hasonlé 6tszog csucsainak az egységkorre vonatkozd kritikus tavolsdga x/(1+x),
s igy rs=x/(1+x)=0,406....

rjunk egy K-val koncentrikus 2/3 sugari kor koré egy szabalyos Gtszoget
(4. abra). Az 6tszog csticsaibdl és kozéppontjabdl allé ponthatos mutatja, hogy
re=1/3. Ugyanilyen jo elrendezést ad az elébbi kor koré irt barmely 6tszog is, ha
mindegyik csicsnak a szomszédos csticsokon atmend egyenest6l mért tavolsiga
legteljebb 2/3.

Az extremalis pont-n-es meghatirozasa tetszés szerinti n-re reménytelennek
tlinik. De még r, aszimptotikus értékének vizsgalata is igen nehéznek latszik. Fel-
irhatjuk az alabbi becsléseket:

1

mely egyenesnek a legkozelebbi csticstdl mért tavolsaganak maximuma

=X.

(1A

lim nr, = lim nr,
A baloldali egyenl6tlenség belatasdhoz elég a K-t metszO6 Gsszes egyenes helyett
csupan parhuzamos egyenescket figyelembe venniink. A jobboldali egyenlStleség
rogton addédik, ha a pontokat egy K-ba irt szabalyos n-sz6g csucsaiba rakjuk.
Koénnyen szerkeszthetiink azonban a szabélyosnal lényegesen jobb pontrendsze-
reket.

Tekintsiink egy egyenes szakaszokbdl vagy gérbe ivekbdl allé 6sszefiiggd vonal-
rendszert, amelynek konvex burka tartalmazza K-t. Az 5., 6. és 7. abran vastagon

htizott vonalak ilyen vonalrendszercket mutatnak be. Ezek hossza 6,2+)12 és
2+m, tehat valamennyi rovidebb K keriileténél, s igy barmelyik mentén osztva
el egyenletesen a pontokat jobb pontrendszert nyeriink, mint ha a kertiletre helyez-
ndk a pontokat.

e

5. dbra 6. dbra 7. dbra

De egy kedvezd pontrendszer szerkesztéséhez hasznélt vonalrendszernek nem
kell sziikségképpen Osszefiiggének lennie. Elég kikotni, hogy a tartominyt metsz8
minden egyenes a vonalrendszert is messe. Nevezziink egy ilyen vonalrendszert a
tartomany vazanak. Ifj. Makai Endre konstrualt a K egységkorhoz kulonféle ti-
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pust 2+7-nél is rovidebb vazakat. A legegyszeriibbet a 8. abra szemlélteti. A vaz
harom szakaszdnak K-n kiviil esé végpontja egy K koril irt szabalyos hatszog

harom csticsa. A vaz hossza n+V3 s igy

lim nr, = %(n-&- V3).

Onmagaban is érdekes volna meghatdrozni egy tartomany legrdvidebb vazat,
vagy ha ilyen nincs, a vazhosszak infimumat. Ez azonban még abban az esetben sem
oldanid meg az extremalis pontrendszer aszimptotikus viselkedésének a kérdését,
ha igaz volna az, hogy az extremalis pontrendszerek a pontszam ndvekedésével a
tartomany egy vazan torlédnak. Az olyan pontrendszerek kozott ugyanis, amelyek
egy vazon fekszenek, altaliban nem az a legjobb, amelyben a pontok egyenletesen
oszlanak el. Ha ti. a vAz egy részén a vazat mer6legesen metszé egyenes a vaz mas
részét is metszik, akkor ezen a részen csak ferdén athaladd egyeneseket kell figye-
lembe venniink, s ezért itt a pontokat ritkdbban rakhatjuk mint a vaz mds részén.
Egy vaz jésiga tehat nem csak a hosszan mulik, hanem egy tovabbi nem koénny
probléman: a pontoknak a vazon valé optimalis eloszlasanak probléméjan.

Biztatébbnak latszik kor helyett néhdny mas specialis tartomany vizsgélata.

a) Legyen T egy félkorlapnal nem nagyobb kdorszelet. Sejthetd, hogy 7' leg-
rovidebb vaza a korszelethez tartozd koriv.

b) Legyen 7 egy haromszdg. Tekintsiik azt a P pontot, amelynek a cstcsok-
tél mért tavolsigdsszege minimalis. (Ismeretes, hogy ha 7 minden szdge < 120°,
akkor P-b8l T minden oldala 120°-os szégben latszik; ha pedig 7 egy szoge
=120°, akkor P egybe esik 7' tompa szogii cstucsaval.) Sejthetd, hogy 7T vaza a
csucsokat P-vel Gsszekotd szakaszokbdl all.

c) Legyen T egy téglalap, amelyben a hosszabb és rovidebb oldal ardnya

=2/V3. Sejthetd, hogy T legrovidebb vaza a cstcsokat dsszek6td legrovidebb dssze-
fliggd vonalrendszer (9. abra).

R 2

8. dbra 9. dbra

A tekintett vazak barmelyikét vdlamely pontban merdlegesen metszé egyenes
vagy nem metszi masodszor a vazat, vagy pedig egy végpontjadban metszi azt. Egy
ilyen vazon a pontokat allandé stiriiséggel kell elhelyezni. Ha tehat megtartjuk az
r, jelolést egy pont-n-esnek egy tetszés szerinti tartomanyra vonatkozé kritikus ta-
volsadganak infimumara, akkor tovabbi sejtésként kimondhatjuk, hogy az a,b és ¢
alatt tekintett tartomanyokra lim nr,=h/2, ahol A azillet vaz hossza.

Az E problémat gy is fogalmazhatjuk, hogy a T tartomany sikjaban fekvd
egyenesek helyett csak 7-t metszd egyeneseket tekintiink, hisz az egyeneseknek auto-

2 Matematikai Lapok
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matikusan metszeniok kell 7-t. Ezért az E probléma egy masik dualisat nyerjiik,
ha a P problémaban T sikjaban fekvG pontok helyett 7-ben fekvé pontokat te-
kintiink. Erdekes volna ennek a probléménak kér esetén vald behatébb vizsgalata.

Figyelmet érdemel az E és P problémanak az a hataresete is, amelyben a T
tartomany az egész sikba megy at: Helyezziink el a sikon lehetdleg ritkan egyeneseket
(pontokat) gy, hogy barmely pontnak (egyenesnek) valamely egyenestdl (ponttdl)
mért tavolsaga legfeljebb 1 legyen.

Az egyenesek elhelyezésének problémaja konnyl, ha a ,,lehetéleg ritkan™ kife-
jezést tgy értelmezziik, hogy az egyeneseket minimalis stirtiséggel helyezziik el. Szor-
junk szét a sikban megszamlalhat6 sok egyenest. Valasszunk a sikon egy O pontot,
s jeloljik a O koriil R sugarral irt kort metszd egyenesek szamat N(R)-rel. Az egye-
nesek siiriségét a Igirlgo N(R)/2rnR hatarértékkel definialjuk. Ha ez nem létezik,

akkor a limes superiort vagy limes inferiort tekintjiik, és felsd, illetSleg alsé stir(iség-
r6él beszéliink. Konnyen megmutathatd, hogy ezek a hatarértékek fiiggetlenek az
O pont valasztasatol. A savproblémanak korre adott megoldésébél azonnal kovet-
kezik, hogy az egyeneseket egymassal parhuzamosan, két egységnyi kozokkel kell
elhelyezni.

Nem ilyen egyszerii a pontok elhelyezésére vonatkozé probléma. A pontsiirii-
séget a Aiﬂl N(R)/nR?* hatarértékkel szokas értelmezni, ahol N(R) az O kozép-

pontl, R sugari korbe esé pontok szama. Tekintsiik egy derékszogli xy koor-
dinata rendszerben a (2k, 0), (0,2k) pontokat (k=0, +£1, +2,...). Ennek a pont-
rendszernek kritikus tavolsaga 1, de siirlisége nulla. Ezért a ,,lehetdleg ritkan™ valé
elhelyezés itt tigy értendd, hogy AN (R) nagysagrendje mennél kisebb legyen. A fenti
példaban N(R)~2R. De az y-tengelyen fekvd pontokat eltolhatjuk az x-tengely-
lyel parhuzamosan példaul Gigy, hogy azok az y=x'/® egyenletii gorbére keriiljenek.
Ezaltal a pontrendszer kritikus tavolsaga valtozatlanul marad, de az 0j pontrend-
szerre N(R)~R. Van-e olyan egységnyi Kritikus tavolsaggal biré pontrendszer,
amelyre N(R) nagysagrendje minimalis, s ha igen, mi az a minimalis nagysagrend?

Kénnyen megmutathatd, hogy ilyen minimalis nagysagrend nincs, ha az 6sszes
egyenes helyett csak raciondlis iranyu egyeneseket tekintlink, vagyis olyanokat,
amelyek egy rogzitett egyenessel fokmértékben raciondlis 'szammal adott szoget al-
kotnak. Legyen f(x) x=0-ra értelmezett tetszés szerinti fiiggvény, amelyre
lir{l f(x)=-e=. Szerkesztiink egy olyan pontrendszert, amely azzal a tulajdonsaggal

bir, hogy barmely racionalis irdnyu egyenes legfe]jebb egységnyi tavolsagra van vala-
melyik ponttdl, és amelyre N(R)<f(R). Legyen 2’ ¢; egy pozitiv tagu sor, amely-

nek Osszege 1. Legyenek /;, /5, ... olyan egyenesek amelyek képviselik az Osszes
racionalis irAnyt. Legyen P; olyan pontoknak egy halmaza, amelyeknek /;-re valé
merGleges vetiiletei /;-t 2 hosszusagu szakaszokra bontjak. Véalasszuk P;-t 1gy,
hogy P;-nek az O kozéppontli, R sugaru korbe esé pontjainak a szama kisebb
legyen, mint ¢; f(R). A Py, P, ... halmazokban foglalt pontok egyesitése nyilvan
kielégiti a kivant feltételeket.

A P probléma korre vonatkozo specialis esetének egy mas iranyu altalanositasa
ez: Keressiik meg egy konvex 7' tartomany n olyan egybevagd legkisebb homote-
tikus példanyat, amely azzal a tulajdonsaggal bir, hogy a 7-t metsz6 barmely egye-
nes 7-nek legalabb egy ilyen példanyat is metszi. Ha 7' parallelogramma és n=1
(mod 4), akkor T Kkicsinyitett példanyait sejthetéleg 7" atléi mentén kell elhelyezni
(10. abra).
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Ugyancsak érdekesek az E és P problé-
ma szférikus analogonjai. Ha a vizsgalt tarto-
many a teljes gomb, akkor az E és P problé-
manak megfelel két probléma ekvivalens egy-
méssal [10].

Tovabbi problémak addédnak a magasabb
dimenzids terekben. Az r, = 2/5 egyenldség altala-
nositasaként kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

Tekintsiink az n-dimenzids térben egy egy-
séggébmbot és n+1 pontot. Tekintsiik tovabba a
gdémbo6t metsz6 valamely siknak (n— 1-dimen-
zi0s altérnek) a legk6zelebbi ponttdl mért tavol-
saganak maximumat. Ennek a maximumnak a
minimuma az n+ 1 pont minden lehetséges hely-

; n+1 10. dbra
zetében 5
n+3

A bizonyitas hasonldan torténik mint a sikban, felhasznalva a kovetkezd
lemmat: Egy egységgdmbdét tartalmazé szimplex legalabb egyik magassaga =n+1.

Legyenek a szimplex cellainak térfogatai fi, ..., f,+1, a cellikhoz tartozé ma-
gassagok pedig my, ..., m,,;. Legyen tovabba a szimplex térfogata v és felszine
(cellainak térfogatosszege) f. Mivel a szimplex tartalmazza az egységgdmbét, ezért

uz%f. Mivel tovabba

1
=—fim;, i=1,..,n+1,
v nf'm" i 5oy N

azért

1 1
(n+Nv = 7(f1n11+"'+fn+1n1n+1) = Tl(f1+“‘+fn+l)m =

1
= —fm =ovm, m = maxm;,
n

vagyis valoban m=n+1.

Természetesen tekinthetiink n—1-dimenzids alterek helyett alacsonyabb di-
menzids altereket is. Kérdezhetjik példaul: Hogyan kell a haromdimenzids térben
négy pontot ugy elhelyezni, hogy egy adott gdmbot metszd egyenesnek a legkoze-
lebbi ponttél mért tavolsaganak maximuma minimalis legyen? Ilyen iranyban még
tag tere nyilik a kutatasoknak.
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3AMEJIYAHUS K OJHOU OYAJIBHOM ITPOBJIEME I10JIOC TAPCKOI'O
JI. ®EVEII TOT

REMARKS ON A DUAL OF TARSKI'S PLANK PROBLEM
L. FEJES TOTH

Tarski’s plank problem is equivalent with the following problem: In the plane of a convex
domain D distribute 7z straight lines so as to minimize the maximal distance between a point
of D and the line nearest to it. Here the following problem is considered: In the plane of a convex
domain D distribute » points so as to minimize the maximal distance between a line intersecting
D and the point nearest to it.
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AZ APPROXIMACIOELMELET
EGYES NYITOTT PROBLEMAIROL

TURAN PAL

“In re mathematica ars proponendi
questionem pluris facienda est, quam
solvendi.”

G. Cantor

1. Jelen dolgozat azon eléadasok egy részét tartalmazza, amelyeket 1975 nya-
ran a montreali francia egyetemen tartottam.* Uj eredmények e cikkekben nem
lesznek**; elsésorban olyan nyitott kérdések valamelyest rendezett forméaja expo-
zicidjarol lesz itt szd, amelyekhez az elmélettel huzamosabb ideig foglalkozvan ju-
tottam. A feladatok kiilonb6z6 nehézségiiek és nem nehézségiik szerint vannak ren-
dezve. Amennyiben nem tdlem szdrmazd problémat emlitek, azt kiilén fogom je-
lezni. Ezek kozt foleg ErdGs Pal fog szerepelni, aki egyaltalan a ,,problémacikk”
miifajt kezdeményezte és akivel az approximacidelmélet teriiletén sokat dolgoztunk
egyitt. Ha a felsorakoztatott feladatok, vagy egy résziik nem is elégiti ki Cantor fenti
mottdjat, mégis — ugy hiszem — tobbségiikben az elmélet érdemleges kérdései.

2. Talan az elmélet gydkereihez visszanytlni és késébbi torténeti szerepét kissé
érzékeltetni sem érdektelen. Newton, iistokosok palyajanak bizonyos (equidistans)
id6kozokben megfigyelt helyeirél akarvan helyiikre tetszéleges kozbiilsé idépontok-
ban kdvetkeztetni, jutott ahhoz a feladathoz, hogy keresendd oly ,,geometriai gérbe”,
mely tetsz6leges sok adott ponton atmegy. Ezt a rdla elnevezett interpolacids poli-
nommal oldotta meg. Hogy ezt Newton milyen becsben tartotta, mutatja 1676-ban
Oldenburghoz irott levele, melyben errdl azt irja, hogy ez a legszebbek ko6zé tartozik,
amit csak csindlni kivant.*** Newton formulajat arra is felhasznalta, hogy — mai

b
fogalmazéissal — ff(x)dx értékét fnek az x,=a+v = a, (v=10; 15,n)

helyeken felvett értékeivel pontosan megadja, ha f(x) legfeljebb n-edfokl polinom
(legalabbis n kis értékeire). Tanitvanya, Cotes, e kvadratiraformuldt ,,pulcherrima et
utilissima regula”-nak nevezte és alakjat n=10-ig meghatérozta. Ez Newton formu-
lajaval dolgozva igen nehézkes munka lehetett; a Lagrange-féle interpolacios for-
muléval ez joval egyszeriibb lett volna, de az el6szor 1795-ben lett kozolve. Gauss
az 6 kvadraturaformuldjahoz az inditékot szintén csillagdszatbol, a Pallas kisbolygd
pélyavizsgilatabdl kapta. Hogy 6 erre mekkora sulyt helyezett, mutatja az is, hogy
idevagd eredményeit nem a napldja szdmdra dolgozta ki, mint annyi mdst, hanem
1814-ben publikalta, sét errdl elézetes kozleményt is jelentetett meg. Lényeges uji-
tasa Newton—Cotes-al szemben az volt, hogy az ekvidistans alappontok helyett

*Némi utdlagos bovitésekkel; pl. G. G. Lorentznek a 30. pontban diszkutalt referatuma
csak ez év novemberben vagy decemberben keriilt kezeimhez.
**Talan a 73. pont kivételével.
*##A korai torténetre vonatkozélag forrasom féleg Arnold Kowalewski konyve ,,Newton,
Cotes, Gauss, Jacobi” 1917-bél, melyben ezek egy-egy alapveté idevagd értekezését kozli és kom-
mentalja.
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,»mérési helyek” gyanant az n-dik Legendre-polinom gydkeit ajanlotta. Targyal4sat
azutdn Jacobi lényegesen egyszer{isitette. Mindez mutatja, hogy az interpolacio és
a mechanikus kvadratura tulajdonképpen a csupan véges sok mérésbdl ismert fiigg-
vények elméletének két fejezete.

3. Az akkori fiiggvényfogalom mellett mindnyédjan hitték, hogy mind a New-
ton—Cotes-féle, mind a Gauss-féle kvadratiraformula névekvé » mellett mindig
»egyre kozelebb” jut f(x) integraljahoz. Csak a mult szdzad végefelé vette észre
Borel és Runge, hogy [a, b] gyanant [—1, +1]-et véve (ami nem rontja az altala-
nossagot), az equidistans alappontokon vett interpolaciés polinomok sorozata

{—1, +1]-ben még olyan egyszerii fiiggvényre is lehet ,,rossz”’, mint az e
e

fliggvény. Ami azt illeti, hogy a Newton—Cotes eljaras még a [—1, +1]-et jocskan
magaba foglalé tartomanyban analitikus fiiggvényre is lehet divergens, Pdlya csak
1933-ban mutatta ki!

4. Hogy a Gauss-féle kvadraturaformula valéban a fiiggvény integraljahoz
tart n—co-re, mar Csebisevet is foglalkoztatta, aki a lényeges lépést sejtésképp
1874-ben mar kimondotta. Ennek bizonyitasa csak 10 évvel késbb sikeriilt egymastol
fliggetleniil Stieltjesnek és A. Markovnak, akik azutan azon, az el6zmények utan
akkor biztosan igen meglepd tételt talaltdk, hogy a Gauss—Jacobi-féle kvadratira-
formula n-—co-re tart a fliggvény integraljahoz, hacsak f(x) az adott kérben kor-
latos és R-integralhaté. Ezutan természetszertileg vet6dott fel a kérdés, hogy vajon
az ekvidistans abscissak helyett az n-ik Legendre-polinom gydkeit véve alappontokul
vagy esetleg mas nemekvidistans alappontokkal maguknak a Lagrange-interpola-
ciés polinomok konvergenciaviselkedése nem javul-e. De a kérdés elintézésével is
kellett varni 30 évet. A Stieltjes—Markov-tétel, valamint Weierstrass tétele utan az
volt a varakozas, hogy van oly (nemekvidistans) alappontrendszer is, melyen képzett
Lagrange-interpolaciéos polinomok a [—1, +1]-ben folytonos filiggvények
C[—1, +1] osztalyara itt egyenletesen konvergalnak. Ezen alombdl a vilagot Faber
[17] gydgyitotta ki 1914-ben, megmutatvan, hogy ilyen alappontrendszer nincs. A
kés6bb is hasznalt jelolések egy részét mar itt lerdgzitve, az interpolacié n-ik alap-
pontjait
(4.1) [ R=—S et b o e O — D (R AR (e 2

jelolve ezek egy végtelen A haromszogmatrixot alkotnak; az f(x) fliggvényhez
tartozé n-ik Lagrange-interpolaciot L,(x, f; A)-val (vagy olykor csak L,(f; A)
vagy L,(f)-el jelolve)

(42 L,(x.f;4)= Zlf(xw.)lw.(x; 4) = _Z.lf(xv)lv(x;A) = Zlf(xv)lv(X),
ahol az [, (x; A) polinomok a Lagrange-interpolacié n-ik alapfiiggvényei,

w,(x; A) iy @, (x)
w,’, (xvn; A)(x _xvn) A wt’l (x\') (x_xv)

(4.3) (s 4) =

altal vannak adva, ahol
(44) wn(X; A) ) ]_];(X—Xv,,) = ]_]1 (xgx\')'

Marmost Faber 1914-ben — tehat joval Banach—Steinhaus el6tt, de mar Lebesgue
¢és Haar ortogondlis sorokra vonatkozé analég konstrukcidi utdn — megmutatta
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elészor is, hogy a kivant tényallashoz sziikséges lenne, hogy egy fix A-ra n— co-re
4.5 M,(A) = _max |, (x;4)|=C
—1=x=+1,7]

legyen, ahol C nem fiigg n-tél, azutan pedig, hogy van oly, 4 és n-tdl fiigget-
len C; éallandd, hogy minden A-ra

(4.6) M,(A) = C,logn,

tehat, hogy (4.5) semmilyen A-ra nem teljesiil.

5. Miel6tt tovabbmennénk, megemlitiink egy kiilonésen fontos osztalyat az
A-matrixoknak.

Legyen
(5.0) p(x)=0 [—1, +1]-ben ¢és p(x)eL[—1, +1].

Mint jol ismert, ehhez tartozik, konstans szorzoktdl eltekintve egyértelmien

meghatarozott
(9.1) (0 GO woos Gl w5 (@l®) = g, (x5 1))

polinomsorozat, melyre fennall az

(52) J 4.9 a,(x)p(x)dx =0

relacid, hacsak psv. Ugyancsak jol ismert, hogy ezek gydkei egyszeresek és
[—1, +1]-be esnek. A széban forgd specialis matrixosztalyt marmost azon matrixok
alkotjak, melyek n-ik sorat g,(x) ndb gyoke alkotja. Az ilyen méatrixokat P-vel
fogjuk jeldlni. Kiilonds fontossaggal bir azon eset, mikor

(53) p(x)=(1—x)°‘(1+x)”, a>—1aﬁ>_1'

Ez esetben a ¢,(x) polinomok az (x, f) paraméter értékekhez tartozé P*P(x)

un. Jacobi-polinomok. Fontossagukat motivalja réviden azon tény, hogy a (0, 0)-hoz

tartozo Jacobi-polinom épp a 2.-ben mar emlitett #-ik Legendre-polinom, valamint,
1 LILER . d

hogy a [—-2—, —-;—)-hez tartozé Jacobi-polinom azon n-edfoka 7,(x) (Csebisev-

féle) polinom, melyre

(5.4) T,(cos 9) = ccosnd, c allando

(ami direkt is konnyen verifikalhatd). Az (5.3) Jacobi-sulyfliggvényekhez tartozd
P matrixokat

(5.5) P(x, p)-
val fogjuk jelSlni.

Fontos szerepet jatszanak az L; (¢) ill. K,(¢) Laguerre-, ill. Hermite-polinomok,
melyekre

(5.6) J Li@retdi=0
0

f K @tetdi=0, v=0,1L.,n-1," n=1,2 .
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6. Hogy az els6 problémat motivaljuk, a kovetkezd kérdésbol indulunk ki.
A csupan a
6.1) bExi=>=Xxy>...>x,=a

idépontokban valé mérésekbdl ismert f(x) fliggvényt az [a, b]-koz tetszéleges belsé
helyén a

6.2) L(f) = é;f(xv)

kifejezésbol akarjuk szamitani, viszont a mérésekbeli hibak hatéasat szeretnénk csok-
kenteni. Ha f(x,) ,,valodi” értékei f*(x,)-k és

(6.3) Jmax [f(x,)—f"(x,)] =9,

ugy a mérési hibak okozta hibardl az egész [—1, +1]-ben a legtébb, amit ki lehet
mondani, az az, hogy ez nem haladhatja meg a

(6.4) 5_max 31,

mennyiséget. De itt a mérési idépontok tetszélegesek voltak; ha ezeket ugy tudjuk

megvalasztani, hogy
n

max 2, |l,(x)| = minimélis

-1=x=+1,5

legyen, akkor a ,,mérési hibakra legkevésbé érzékeny” Lagrange interpolacid, vagy

rovidebben, ,,a legstabilisabb” Lagrange interpolacié problémajat oldottuk meg

n észlelés esetére. A 4.-ben hasznalt jeloléssel tehat igy hangzik a (régdta ismert)
1. probléma. Mely A-matrixokra lesz

n

(6.5) M,(4) = _max 2 |l,(x; )|

v=1
minimalis?
A kérdés csak n=4-ig van pontosan kivizsgalva. Egyik utolso cikk, mely ezzel
foglalkozik, F. Schurer-tl vald és Studia Scient. Math. 1974. évfolyamaban talal-

hatd. Sokaig gzt sejtették, hogy az extremalis 4-matrix a P [—%, —%) Csebisev-
matrix; alacsony n-ekre ez kifejezetten nem igaz. Az viszont igaz ¢s ismert, hogy,
ha a sokszor el6forduld P[—%, —%) Csebisev-matrixot roviden

(6.6) T-vel

jeloljiik, ugy alkalmas ¢, allanddval

(6.7) M, (T) —% logn

= ¢,

7. (4.6) és (6.7) egyiitt azt mutatjdk, hogy Faber tétele ,,lényegileg” nem javit-
haté. De a stabilitas szempontjabdl még a konstans szorzé is lényeges. Igy tehat
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érdemes volt Erddssel megvizsgalnunk, M, (4) minimuma legaldbb aszimptotikusan
mekkora. Kimutattuk [15], hogy alkalmas numerikus ¢; allandéval minden A-ra

2
(7.1) M,(A) > ;logn—c3log logn,
majd Erdés egy nehezebb bizonyitassal, hogy alkalmas numerikus c¢4-¢l
2
(7.2) M,(A) > = logn—c,.

Tehat ezekbdl, (6.7) és (6.5)-bdl legalabb annyi kovetkezik, hogy

g 1 : 2
(7.3) Jlim {log —min Mn(A)] .
s6t, hogy n=2-re
(7.4)

= Cg

' 2
min M,(A)— — logn

alkalmas numerikus c¢;-tel.
8. De (6.7)-nek mas jelent8sége is van és ebben a 2/m szorzé nem lényeges.
Ebbdl ui. kénnyen nyerhetd, ha f(x) kielégiti az

(8.1 e —f e = —2— ha oz

log——
& |y — s

egyenlGtlenséget alkalmas allandé c¢,-tal, hacsak

l=zx,=>x,=—-1

gy

(8.2) L,(f; T)~f(x),

[—1, +1]-ben egyenletesen. Ugyanigy, ha egy A-matrixra tudjuk, hogy
(8.3) M, (A) < c;logn

ill.

(8.4) max ' |l,,(x; 4)| < ¢5() logn

A==ty S
és f(x) kielégiti (8.1)-et, ugy a

lim L, (f; 4) = /()
relacié egyenletesen fennall [—1, +1] ill. [—1+4, 1 —d]-ben. Szegd ,,Orthogonal

polynomials” c. kdnyvében [56] megmutatta, hogy (8.4) teljesiil minden P(x, ff)-mat-
rixra (1. (5.5)). Igen nehéznek tiinik azonban a
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II. probléma. A (8.4) egyenlitlenség teljesiil-e minden P-matrixra (I. 5.), ha
cg(0) helyett cg(d, p) all és [—1, +1]-ben

px) =c=0?

Egy részeredmény eziranyban talalhatd Freud Géza [23] cikkében p(x)-re
vonatkozd, nem konnyen kontrollalhaté feltétel mellett. Azt viszont, hogy a

(8.5) p(x) =
feltétel mellett

Cy
l/l—x2

max levn(x P)l = C1o Vn

—1=x=+1

Griinwald Gézaval még 1938-ban bebizonyitottuk [30].

9. Faber tétele csak azt adja meg, hogy minden A-matrixhoz megadhatd oly
[—1, +1]-ben folytonos fy(x) fiiggvény, hogy az L, (f;, A) polinomok sorozata
nem konvergal egyenletesen fy(x)-hez [—1, +1]-ben. Ettdl persze még igaz lehetne
azon allitas, hogy alkalmas A-matrixhoz tartozé Lagrange interpolacids polinomok
minden folytonos f(x)-re konvergilnak az egész [—1, +1]-ben, csak nem min-
digegyenletesen. Hogy ez nincs igy, azt S. Bernstein [5] csak 1931-ben mutatta ki, meg-
mutatvan, hogy minden A-matrixra van egy fi(x)€C[—1, +1] és e kozben oly
x=¢ pont, hogy itt az L (f;; A) polinomok abszolut értékei korlatlanok, ha n
minden hataron tul né. Ez konnyen nyerheté Faber tételének (4.6) részét ugy 521go-
ritva, hogy minden A-matrixra és [—1, +1]-nek [a, b] tetszOleges kis részinter-
vallumara

9.1) max, 2 |1,,(x, A)| = ¢(a, b)logn
(elég lenne
9.2) Tﬁ max 2 [Ln(x; A)] = <2.)

Ennél erésebb divergenciajelenséget fedeztek fel Griinwald Géza és téle fligget-
leniil Marcinkiewicz [37] 1935-ben a ,,legjobb’-nak tekinthet6 7-matrix esetén.*
Espedig megmutattak, hogy alkalmas fy,(x)éC[—1, +1]-re az L,(f,; T) polino-

mok abszolut értéke mindeniitt [—1, +1]-ben korlatlan. Ehhez kellett sok szelle-
mes meggondolas mellett az a kénnyii is, hogy

3 s 7|

minden —1=Xx,= + 1-re korlatlan, ha n—<. Erdds [14] 1958-ban bebizonyitotta,
hogy minden A-matrixra és egy nullhalmaz hijan minden —1=x=+1-re fennall a

9.3) fm 3 [, (x5 A)| = o.
et 7 )

* Griinwald Géza el6bb a majdnem mindeniitt divergenciat [28], majd késébb a mindeniitt
valé divergenciat [29] bizonyitotta.
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De e mellett mégis nyitott kérdés a

IIl. probléma (Erdds).* Minden A-hoz van oly fy(x)eC[—1, +1], hogy itt
egy nullhalmaz hijan mindeniitt

©4) T |L,(fy; 4) = o
Hogy itt minden x-re (9.4) altalaban nem allithatd, azt az

X1
X1, Xo
X1, Xa, X3

alaku specialis alakt matrixok mutatjak.
Griinwald—Marcinkiewicz tétele még egy szempontbdl igen érdekes. Kony-
nyen verifikalhatd, hogy L,(f; T )y =g felirhato

1—n
ay+ > a,cosrd
r=1

alakban, ahcl

és r=l-re

2n 2k—1 2k—1
a,_VZ’f[cosz—nn]cosr "

k=1

ami formailag igen hasonlé az f(cos 3) fiiggvény Fourier-cosinussoranak (n—1)-ik
részletosszegével. Tétellink azt engedte sejteni, hogy egy 2 szerint periodikus és min-
deniitt folytonos fliggvény Fourier-sora lehet mindeniitt divergens, ami viszont
Carleson tétele szerint nem igaz.

10. Arra vonatkozolag, hogy egy A-matrixhoz tartozé L,(f: A) Lagrange-
parabolak, ahol f(x)eC[—1, +1], konvergalhatnak-e egy x=x, helyen mashoz,
mint f(x,)-hoz, Erddssel irott [9] dolgozatunk elészavaban igen ovatosan nyilatko-
zunk. A dolgozat végén azonban, a korrekturanal, harom megjegyzést tettiink. EIS-
szor azt, hogy Marcinkiewicz megmutatta, hogy — az (5.5) jeloléssel — A4 gyanant

)
konvergalhatnak mashoz, mint a fiiggvényértékhez. Masodszor azt, hogy a

il ! . x : . :
aP[— —)—mamxot véve, a megfeleld6 Lagrange-interpolacids polinomok nem

* Ha mar a cikk egy Cantor-idézettel kezd6dott, talan nem irrelevans a kovetkezé torténeti
megjegyzés. Interpolacidelméleti elsé probalkozasaim kozben, Fejér idevagd dolgozatain Kiviil
mas irodalmat nem ismerve megmutattam azt a sokkal gyengébb tételt, hogy, ha (9.3) [—1, +1]-
ben minden x-re all, Ggy van oly f,€ C[—1, +1], hogy La.(f,, A) korlatlan egy megszamlalhato
halmazon. Ennek iigyetlen bizonyitasaban késObbre halasztottam azon, evidensnek tiné tény
bizonyitasat, hogy, ha [—1, +1]-ben minden x, ponthoz hozza van rendelve véges sok, tole kiilon-
boz6 pont [—1, +1]-ben (x, ,,konjugaltjai’’), akkor van [—1, +1]-ben olyan megszamlalhato
X-halmaz, hogy egyik elem se konjugaltja egy masiknak X-ben (X ,.fiiggetlen’” halmaz). Elmondva
Erdésnek az egészet, 6 ezt az allitast Konig Gyula egy tételével bebizonyitotta. x,-nak magasabb
szamossagi konjugaltat megengedve a kérdés teljesen a halmazelmélet régidiba jutott, ahol Erdés,
Lazar, Sierpinski, Ruzewicz, Fodor Géza és masok munkai utan Hajnal zarta le a kérdést.
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1 ; ) :
B ( —%, — 7] =T matrix esetén ugyanez igaz, ha

(10.1) B cos%, (I, k) =1, 1 és k paratlanok.

Harmadszor, hogy Erdés megmutatta, hogy egy alkalmas
fOEC[— 1’ == 1]-re az Ln(fO; T)

l;— helyen konvergdlhatnak akarmilyen eldirt értékhez, akar
eo-hez. Ezzel kapcsolatban két kérdés vetddik fel természetesen.

1V. probléma. A (10.1) alatti helyek milyen tulajdonsagu részhalmazain tud egy
alkalmas f,(x)€C[—1, +1]-re az L,(f;; T) polinomok sorozata mashoz konver-
gdlni, mint az illet helyen vett fiiggvényértékhez?

V. Probléma. A [—1, +1] ,,milyen nagy” részhalmazan tud alkalmas f,(x)€
€C[—1, +1]-re és adott A-matrixra az L,(f;; A) polinomok sorozata mashoz
konvergdlni, mint az illet helyhez tartozé fiiggvényértékhez?

11. Erdés (9.3) tétele mellett azon erdsebb allitast is teszi [14], hogy ha ¢ tetszdleges

kis pozitiv szam, elég kis n=n(e)-ra a

polinomok az x=cos

(11.1) 3 1 (x; A)] = nlogn
v=1

egyenlStlenség teljesiil —I=x=+1-re egy legfeljebb ¢ mértékli x-halmaz hijan.
Ennek bizonyitdsira azonban csak azt jegyzi meg, hogy (9.3)-éval analég, de komp-
likaltabb. Igy el6all a

VI. probléma. (Erd&s). Kidolgozandé (11.1) bizonyitasa.

Ha (11.1) be van bizonyitva, gy ebbdl kovetkezik, hogy minden A-matrixra

1
n ; >l
(11.2) f[ 1|Iv,,(x,A){] dx = 5 logn.

= f\VE=

(11.2) helyett valésziniileg direkt megoldhato a kovetkezé extremumprobléma.
VII. probléma. Milyen A-kra (ill. milyen x,,-ekre) lesz

AL
g [ e 5 A)|] dx minimalis?
: L

J1 L=

12. Visszakanyarodva a mechanikus kvadratarara mar emlitettiik 4.-ben, hogy
ott a helyzet nem olyan rossz. Itt tehat adott A-matrix mellett a

(12.1) 0.(f) = S [ lulxs 4)dx

sorozat viselkedésérdl van szo, ahol f(x)-et a [—1, +1]-ben definialt fliggvények
kiilonboz6 osztalyaira korlatozhatjuk. Ha az

1
(12.2) S LaCes Ay dx = 1,,(4) = 4,
-1
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,,Cotes-szamokat” bevezetjiikk és f(x)-et C[—1, +1]-re korlatozzuk, ugy annak
sziikséges és elégséges feltételét, hogy

(12.3) 1im 0,(f) = [ f(x)dx

legyen, H. Hahn [32] adta meg 1918-ban, tehat ismét Banach—Steinhaus el6tt
(s6t, sajat 1922-cs 85 oldalas cikke cltt a Monatshefte fiir Math. und Phys.-ben,
melyben mar e kérdéseket absztrakt formaban targyalta), éspedig azaltal, hogy

(12.4) A, (D)= 3 bl <€

v=1
legyen, ahol C nem fiigg n-t6l. Bar — mint mondottuk — az elsé ilyen konver-
genciatételt még a mult szdzadban bizonyitottak be (az 4=P(0,0) ,,Legendre-

matrix” esetére), az elsé dltaldnos tételt csak 1934-ben talaltuk Erd&ssel [9]*. E tétel
szerint minden P-matrixra

1
(12.5) lim [ (f()=Ly(f: P)p(x) dx = 0
-1

hacsak f(x) [—1, +1]-ben korlatos és R-integralhatd. Ebbol pl. rogton kovetkezik
a fontos

(12.6) | px)=c=>0
esetben, hogy
1
(12.7) lim [ (f=L,(f; P))*dx =0
n—-oo =
vagy a (12.6)-nal gyengébb
1
12.8 e el—1. -1
(12.8) o) [ ]
feltétel mellett
1
(12.9) lim [ |f=L,(f; P)ldx =0,
-1

ami még a Markov—Stieltjes-féle P=P(0, 0)-esetben is Uj volt. A kovetkez6 prob-
léma arra vonatkozik, hogy a (12.5) alatti tételben a 2-kitevé altalaban nem javithato.
Pontosabban a kovetkezd a

VIII. probléma. Van-e olyan P= P, matrix, amelyhez van oly fi(x)eC[—1, +1],

hogy minden A=>2-re
p b

[ |fo—Lu(for Po)l* Po(x) dx = <=2

-1

(Itt persze a P,-matrix a po(x) sulyfiiggvényhez tartozé matrix.)
Kissé gyengitett formaja volna a kérdésnek a

IX. probléma. Van-e oly P=P; matrix, hogy minden A=2-hez van fy(x)¢
€C[-1, +1] ugy, hogy

1
[ |f;=L(fis PO (0 dx = 7
=1
* A dolgozatunk, az ¢l6bb emlitett Annals-cikk, 1937-ben jelent meg.
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Orientacioképp megjegyzem, hogy R. Askey [1] 1972-ben az Acta Math. Hung.-
ban megjelent cikkében megmutatta, hogy minden A=2-hez van olyan (p,(x) sily-
fliggvény és) P,-matrix, hogy alkalmas

ff¥x)eC[—1, +1]re
) |

Tm [} —L(f}; P)IPpa(¥) dx = o=.

R

13. Specidlisabb p(x)-re persze varhaté (12.5)-nél erGsebb tétel. Valdban
1936-ban Erdds és Feldheim [8] azt talaltdk, hogy a P=T matrixra tetszéleges nagy
egész k mellett

(13.1) lim f(f—Ln(f,T))'Z"V-li—_x?=0,

hacsak f€C[—1, +1]. Innen datalodik a

X. probléma. (Erdés—Feldheim). Igaz-e, hogy tetszOlegesen nagy pozitiv egész
k-ra

(13.2) lim fl(f—L,,(f; P)*dx =0
~1

ha f(x)eC[—1, +1] ésa P-t determinalé p(x) sulyfliggvényre

1
13.3 =
(13.3) p(x) gk

s feofa

-1

Hogy az

alkalmas f=f,€C[—1, +1]-re lehet korlatlan, azt Feldheim vette észre 1938-ban; az
1

[ {f~L(f: P B} dx

—~1,

targyalasa altalanos o, f=—1 mellett R. Askey “Mean-convergence of orthogonal
series and Lagrange interpolation” c. cikkében van targyalva [1].

14. (12.3) ugy irhatd, hogy
X
(14.1) lim [ {L,(f; A)—f}dx =0,
n-—»co —1

hacsak f(x)€C[—1, +1] és ennek sziikséges és elégséges feltételéiil adédoft (12.4).
Természetes kérdés, hogy mi a sziikséges és elégséges feltétel A4-ra fix A=1 mellett,

hogy
(14.2) lim [ L,(f; ) ~f [ dx =0

e
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legyen, hacsak feC[—1, +1]. A=1-re belathaté, hogy sziikséges és elégséges az,
hogy — a (12.2) jelléssel —, ha (12.4) mellett még
(14.3) S =

Xyn€ I

is teljesiil minden olyan, véges sok diszjunkt intervallumbdl allé /-re, melyre a hosz-
szak Osszege

(14.4) =6 =4().
A=2-re trividlis elégséges feltétel, hogy n—oo-re

(14.5) 2 [laGsarPdx+ >

v=1 1=v<pu=n

flun(X; A)l,,(x; A) dxl < oo}
1

mint Erdéssel valé 1937-es Annals-cikkiinkben [9] megjegyeztiik, sziikséges feltétel,
hogy

(14.6) S [ (s 42 dx = 0(1).

=k

Igy all el6 a

XI. probléma. Adott A=1l-re mi A-ra vonatkozdlag sziikséges és elégséges.
feltétele annak, hogy

i
lim [ |f=L,(f; DlPdx =0
-1
hacsak feC[—1, +1]?

Tovabbi érdekes kérdésekhez jutunk, ha f-et mas fliggvényosztalyokra szorit-
juk; ezeket nem részletezem.

15. A kovetkezd probléma kissé hosszabb cl8készitést igényel. Az eléz8kben
tdébbszor céloztunk a Banach—Steinhaus-tétel approximacidelméleti el6zményeire;
viszont az eredmények olyanok voltak, mintha az egész interpolacidelmélet Iényegi-
leg a

p AR

nagysagan mulna. Erddssel irott [13] cikkiinkben éppen azt vizsgaltuk, hogy ez
mennyire igaz. Kideriilt, hogy kicsit is a puszta folytonossagon tilmegyiink, ez mar
nem igaz. Konkrétabban szolva azt néztiikk meg, hogy, ha egy rogzitett 0<ff<1-gyel
A olyan, hogy tetszbleges kis ¢=0-ra (1. (6.5))

— M, (A)
(15.1) ’]LIE e o
és
(15.2) fim Ai"(_"? =l
mi mondhaté ki L,(f; A)-re, ha*
(15.3) feLip,[—1, +1,0 <a < 1?

* feLip,[—1, +1], ha vanoly c=c(f), hogy —1=x;,<x,=+1-re
[f(x)—f(x2)| = cloey— x|,
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Nem volt nehéz megmutatni, hogy, ha

B
(15.4) 0<a<m,

ugy van oly fy(x)€Lip,[—1, +1], hogy
im  max N (fo; )] = <,

n—+co —1=x=-+
azaz réviden, az ilyen A-matrix ,,rossz” a (15.4) alatti Lipschitz-osztalyokra. Trivialis
viszont, hogy

ha
(15.5) B =1

ugy fe€Lip [—1, +1]-bdl kovetkezik, hogy
L,(f;4) ~f(x)

egyenletesen [—1, +1]-ben, azaz roviden, az ilyen A-matrix ,,jo” a (15.5) alatti
Lipschitz-osztalyokra. A megmaradt

(15.6)

m<a<ﬂ

-nak megfelelé Lipschitz-osztalyokban minden lehetséges; ha o a (15.6) kozbe esik,
ugy lehet (15.1)—(15.2)-t kielégité6 A,-matrixot talalni, ami fenti értelemben ,,rossz”
£és oly A,-t is, ami fenti értelemben ,,j6”. Tehat a (15.6)-ot kielégitd o-khoz tar-
tozo Lipschitz-osztalyok Lagrange-interpolacios konvergencia-divergenciaelmélete
,.finom”, nincs eldéntve a M, (A4) ,,Lebesgue-konstansok” viselkedésével, szemben
a (15.4), ill. (15.5) alatti a-khoz tartozo Lipschitz-osztalyokkal. Roviden szolva
fentiek pontosan meghatarozzak (konnyen elintézhetd hataresetektdl eltekintve) a
Lagrange-interpolacio ,,finom” elméletének kereteit. Marmost természetes kérdés
az analég kérdés C[—1, +1] feletti barmilyen linearis operaciora; itt csak a mecha-
nikus kvadratarara fogalmazzuk meg, mint

XII. problémadt. Rogzitsiink egy O<pf<I1-et és tekintsiink oly 4 matrixokat,
melyekre tetszbleges kis =0 mellett (12.4) jeloléssel

(15.7) Figi P )

n-oo nbte

- OO

(15.8) G i)

neoo nb-t

= 0.

Meghatarozandd azon ,,legnagyobb™

(15.9) Y1(B) = 2 < ¥s(B)

koz, melyben a mechanikus kvadratura elmélete ,,finom”, azaz amely o-kra a
(15.7)—(15.8) alatti matrixosztaly tartalmaz a kvadratirara ,,j6” As- és ,,rossz”’
A,-matrixokat.

Hogy a (15.9) koz létezik, meg van mutatva Szabados [48] cikkében.
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16. Uj tipust nehézségek 1éptek fel akkor, mikor (12.5) alatti 4tlagkonvergencia
tétellinket véges intrevallumrdl végtelenre kellett kiterjeszteni. E kérdéshez Balazs
Janossal 1961-ben jutottunk egy fizikai problémaval kapcsolatban. Maga, az el6bb
kozvetleniil felvetodd matematikai kérdés — a legegyszeriibb alakra szoritkozva —
az volt, hogy, ha x=0-ra egy f(x) folytonos fiiggvény csak véges sok helyen ismert
(mérésekbdl), mit lehet kimondani Fourier-transzformaltjara? Mivel a fizikaban
f(x)-et exponencialisan esének szoktak feltenni, a kérdés ugy is fogalmazhatd, hogy
keresend®

co

(16.1) FX)Z [ g(t)e cos xt di

0

kozelits értéke x=0-ra, ha a ¢(t) fiiggvény folytonos 7=0-ra és értékeit direkt,
csupan alkalmas (0<)t;<t,<...<t, helyeken ismerjik. Az F,(x) kozelité fugg-
vényre azon két kovetelményt allitva, hogy

a) ha ¢(t) t-nek k-adfoku polinomja, Gigy n=k-ra legyen

(16.2) F(x) = F(x)
b) ha n—oo, Ugy
(16.3) E,(x) -~ F(x)

egyenletesen az x=0 tengelyen, a feladatot azaltal oldottuk meg, hogy észlelési
helyekiil az (5.6) altal definialt L;(f) n-ik Laguerre-polinom gydkeit valasztottuk
(melyek pozitivak és egyszeresek) és ¢(7)-t helyettesitettiik e gyokhelyekhez tar-
tozé Lagrange-interpolaciés polinommal.* Ezaltal az a) kovetelmény nyilvan tel-
jesiil. Ha az Lf(x)=0 gyokei (n=1,2,...) altal alkotott matrixot L*-al jeloljiik,
Ggy a b) kévetelmény nyilvan teljesiil, ha ¢(¢)€CJ[0, ) mellett sikeriil igazolni,
hogy

(16.4) lim [ (p()—Ly(p, L))" dt = 0

azon természetes megszoritds mellett, hogy
(16.5) tligrn o(@)e " =0

valamilyen 0<a<—§-—re. Az ezt tartalmazé els6, a sulyfiiggvények egy dltaldnos

osztalyara vonatkozo Aatlagkonvergenciatételt Balazzsal irott dolgozatunk tartal-
mazza [3]. Ha ¢(7)-r6l (16.5) mellett csupan a folytonossdgot kotjiik ki, nyilvan
(16.3)-ban a puszta konvergencia mellett hibabecslés nem varhatd. Igy adodik a

XIII. probléma. Ha ¢(t)-re (16.5)-6n feliil még folytonossagi modulusat is
ismerjiik, ez hogyan hat ki
| F(3) — F(x)]
becslésére?
17. Mint Balazzsal irott, széban forgd cikkiinkbdl lathato,

a7.1) F(x) = 2 O (o) Vron (1),

* 4.-ben szereplé jelolések a (0, <) ill. (—<, +<e) kozre mutatis mutandis értenddk.

Matematikai Lapok

33



ahol
(17.2) U= [ 1t Le" cos xt dr.
0

Konnyen lathatd, hogy ez x-nek racionalis fliggvénye, ami explicite megadhatd.
Ha azonban n nagy, Ggy ennek direkt szamitasa korilményes. Ezért érdemleges
feladat a

X1V. probléma. Megadandé az (univerzalis) ,,(x) filiggvények aszimptotikus
alakja n—oo-re, v €s x-ben egyenletesen.

A Iényeges ténynek F,(x) jelen alakjanal azt tartom, hogy ¢(z)-knek egy ,,sli-
rii”” halmazdn F(x) pontos értékét adja. Az itteni kérdésekkel kapcsolatos tovabbi
kérdésekre még visszatériink.*

18. Megint mas tipusti kérdések vetddnek fel Fejér azon szellemes észrevéte-
lével kapcsolatban, hogy az alapfiiggvényekre, Cotes-szamokra vagy mas ,,interpo-
lacids alakzatokra™ téve kikotést ezekbdl olykor az A-matrixra vonhatunk le kovet-
keztetést. fgy pl. abbdl az egy sorban igazolhaté ténybdl, hogy a Legendre-alap-
pontokhoz tartozé Cotes-szamok nemnegativak, nyerte rogtén a tényt, hogy a
P9 (x) Legendre-polinomok konzekutiv gydkeinek tavolsiga egyenletesen tart
0-hoz, ha n—<. Hogy ilyen iranyban joval erésebb tételek nyerheték, azt Erddssel
1938-ban és 1940-ben az Annals of Math.-ban megjelent dolgozatainkban [10], [11]

1 R, :
megmutattuk; pl. a Legendre-esetre a helyes Z-nagységrend is kiadddik &ltalanos

tételeinkbdl. Lényegesebben nehezebbnek latszik azonban azon kérdés eldontése,
hogy (a (12.2) jeloléssel) a

(18.1) A= O = 15200 = 2

premissa vajon nem ad-e mar meg mindegyik x,,-alappontra egy-egy nemtrivialis,
v és n-el meghatéarozott intervallumot. Igy all el6 a

XV. probléma. Adott 1=v=n, n=1,2, ... mellett meghatarozandé a (18.1)
premissza mellett az x,,-alappont pontos variabilitasi tartomanya.

19. Faber tétele utan természetszerlien vetédott fel azon kérdés, hogy van-e
talan a Lagrange-félétél kiilonb6zd interpolacids eljaras, mely ,.effektiv’’ az egész
C[—1, +1] osztalyra. Fejér azt talalta, rogton Faber utan, hogy a helyzet megval-
tozik, ha a Lagrange-interpolaciorél Hermite-interpolaciéra tériink, annak is azon
legegyszeriibb H,(x, f; A)=H,(f; A) legfeljebb (2n—1)-edfoku polinomokra, me-
lyek a

(19.1) Hy(xs frA)y =) v=1 ..,
——dH"(Z’xf; ) =ip-li=iadott

feltételekkel egyértelmiien meg vannak hatarozva. Ezen interpolaciés polinomok
eldallithatok

(19.2) H,(f; A) = zz"lf(xm)hm(x; A)+ zy gon(x; A)

* Nem fogalmazzuk meg kiilon problémaként az analdg kérdések vizsgalatat mas transz-
formaciokra, pl. az un. Hankel-transzformaciora.
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alakban, ahol a (4.3)—(4.4) jeldléssel a h,,(x; A) és g,,(x; A) ,.els6-, ill. masodfaju
alapfiiggvényeket” Fejér a szoban forgd kérdésekre kiilondsen jol hasznéalhatd

(193) hvn(x; A) = {1 —%(K—XM)} lvn(X; A)Z
g\'n('X; A) = (x_xvn) I\'tx(X; A)2

alakban Allitotta el8. 1916-ban megmutatta [18], hogy (a (6.6) jeloléssel) [—1, +1]-
ben egyenletesen

(19.4) H,(f,T) ~f(x)
hacsak f€C[—1, +1] és
(19.5) Y =0

Bl SRR R E—y e S

Ezt 1930-ban [20] igen elegansan kiterjesztette azon esetre is, mikor csak

= el
logn

v-ben egyenletesen.* 1932-ben Szegd [54] analdg tételt talalt a [—1+¢, 1 —g] interval-
lumban, ahol ¢ tetsz6legesen kis pozitiv szam, (19.5) helyett az

(19.7) ym =0(1)

feltétellel, de a 7-matrix helyett tetsz6leges P(a, f) Jacobi-matrixot véve (I. (5.5)).
Az 4ltalanos (12.5) alatti tételiink utan az volna varhatd, hogy analég konvergen-
ciatétel all fenn altalanos p(x) sulyfliggvényhez tartozé6 4=P matrix esetére is,
legalabbis abban az esetben, mikor [—1, +1]-ben

(19.8) p(®) =c=0.

Erdekes médon ez irAnyban semmilyen ,,igazan érdekes” tétel nem ismeretes. Mint
1954-ben megjegyeztem, ilyen konvergenciatétel fennall, ha

(19.9) p(cos ) sin

0=9=n-ben folytonos és kielégiti a (8.1) alatti ,,logaritmikus Lipschitz-feltételt”.
Ennek valddi oka azonban az, hogy a (19.9) feltétel mellett az (5.1) alatti g,(x)
ortogonalis polinomokra fennall az S. Bernstein-aszimptotikus formula. Ezt Freud
Géza [24] 1954-ben javitotta, igy (8.1)-et elég csak egy (a, b)-részintervallumra feltenni;
ekkor a konvergencia persze csak (a, b) belsejében garantilhaté. A bizonyitds mar
joval nehezebb. Igy tehat eléall a

(19.6) |Vvn

XVI. probléma. A p(x) sulyfliggvények milyen nagyobb osztilyaira allithato,
hogy a hozzajuk tartozé P-matrixokra

(19.10) HALP) ~fi(x)
egyenletesen [—1+¢, 1 —¢]-ban, ha f(x)€C[—1, +1] és fennall (19.5)? Elég-e
feltenni ehhez (19.8)-at?

* Es ez nem javithato.
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Tovabba a

XVII. probléma. Elég-e a (19.8) megkotés ahhoz az el6bbi koriilmények mellett
a

(19.11) lim fl(ffH,,(f; P)dx =0

relacié fennalljon?
20. Intuitive varhaté, hogy ahhoz, hogy egy A-ra a (19.2)—(19.5) alatti
HY(f; A) ,,Hermite—Fejér lépcséparabolakra”

(20.1) Hy (f; A) ~f(x)

legyen [—1+¢, 1 —g]-ben, hacsak feC[—1, +1], az A n-ik alappontjainak ,,igen
szabalyosan” kell elhelyezkedniok [—1, +1]-ben. Ilyen jellegii tételre tulajdon-
képpen mar céloztunk 78.-ban. Egy régebbi ilyen jellegii tételhez vezetett azon kérdés,
hogy ha adva van a komplex z-sikon egy [ zart Jordan-gérbe, az 4 matrix pont-
jai l-en vannak, és f(z) befutja a / zdrt belsejében regularis fiiggvények U oszta-
lyat, ugy milyennek kell lennie A-nak, hogy

(20.2) L,(f;4) ~f(2)

legyen az / minden belsé zart résztartomanyaban. Mint Fejér [19] 1918-ban és
Kalmar [33] 1926-ban megmutattak, ennek elégséges, ill. sziikséges feltétele a kovet-
kezd. Legyen

(20.3) 0=z il z=o"(w)

azon fliggvény, mely [ nyilt kiilsejét |w|>1-re konformisan leképezi; ismert, hogy
e leképezés I zart kiilsején folytonossa tehetd. Igy az A n-ik soraban allé elemeknek
megfelel n pont az |w|=1 korvonalon. Ekkor Fejér—Kalmar tétele szerint (20.2)-
hez sziikséges és elégséges, hogy ezen n pont |w|=1-en n—oo-re Weyl-értelem-
ben egyenletesen legyen eloszolva.* Ha specialisan / a kétszeresen befutott [—1, +1]-
szakasz, hogy

1
e e
w

2

(20.4) d-1(w) =

azaz A n-ik soranak elemeit x,,-el jelolve és |w|=1-en levé képpontjait

(20.5) et (0=9,,=n)
-vel, az
(20.6) X =GOS

altal meghatarozott 9,,-szamoknak (v=1,2, ...,n) kell egyenletesen closzlaniok
(0, m)-ben. Ezt geometriailag gy lehet interpretilni, hogy az x,,-pontokat a
[—1, +1], mint &tmérd folé emelt félkorre kell felvetiteni és ezeknek kell a félkoron
egyenletesen eloszolniok n—<e-re ahhoz, hogy (20.2) teljesiiljon minden oly f (x)-re,

* AZ {Winy Wans ..y Wpnp sorozat (n=1, 2, ...) az |w|=1 korvonalon H. Weyl-értelemben
egyenletesen van eloszolva, ha barhogyan is jeloliink ki a kdrvonalon egy A-hosszu ivet, az n-ik
won-ek koziil erre esék szama n-pel osztva —h/2n-hez.
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mely [—1, +1]-ben analitikus. Nézziik meg most, hogy adott 0<a<1 mellett
milyen sziikséges feltételt lehet kimondani A n-ik sorara, ha

(20.7) L,(f; 4) ~f(x)
teljestil egyenletesen [—1, +1] minden
(20.8) JeLip,[—1, +1]

-re. De ekkor (15.4)—(15.1)-b6l kovetkezik, hogy [—1, + 1]-ben tetszbleges kis e=0-ra
n 2a—1 s
2 [l D] = ¢e(e)n 1=
v=1
ill.
n 2
2 [l )| < en*—=
v=1
azaz alkalmas pozitiv konstans c¢-vel v=1,2,...,n, n=1,2,...-te [—1, +1]-ben
(20.9) [lyn (x5 A)| < cn?

y=7(e) fix. Viszont ekkor Erddssel irott 1940-es Annals-cikkiink [11] XV. téte-
1ébdl tetszOleges kis ¢=>0-ra alkalmas c(x, ¢)-ra minden 0=b<a<n mellett

a—

(20.10) B Sl ola AT
b=9,,=a
ami azt jelenti, hogy (20.7)—(20.8)-bdl kovetkezik, hogy a 93,-ek a [0, n]-nek
mar minden
n2a

Vn

hosszu részintervalluman is egyenletesen kell eloszolniuk! A kovetkez6 probléma
szempontjabol még meglep6bb elébb emlitett cikkiink' XIV. tétele. Eszerint, ha
[—1, +1]-ben

(20.11) [Ln(x; A)| = T = éllandd,

Weemhils 2h v et 12 L
ugy 0=b<a=n mellett fennall tetsz6leges kis pozitiv ¢ mellett a

(20.12) [ e

a=9,,=b T

n| = ¢(T, e){(a—b)n}*

egyenldtlenség. Ez viszont azt adja, hogy a (20.11) premissza mellett 4 n-ik sora-
: . Q(n)
nak elemei méar minden .

hosszi k6zben egyenletesen kell, hogy eloszolva

legyenek, ha Q(x) tetszGlegesen lassan tart oo-hez. Ha viszont a (20.1) alatti
Hy(f; A) Hermite—Fejér lépcséparabolakra

Hy (f; 4) ~ ()
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egyenletesen [—1, +1]-ben, tUgy ehhez nyilvan sziikséges, hogy
(20.13) max =~ max |hv,,(x; A= T =R e

v=1,..,.0 —1=x=
Vilagos tehat a kovetkez6 probléma stlya.

XVIII. probléma. A (20.6) altal definialt 93,,-ekre (v=1, 2, ..., n) milyen er8s
egyenletes eloszlast jelent a (20.13) megk6tés?
Minden bizonnyal legalabb oly erdset, mint (20.12).
21, A 15. fejtegetései utan a kovetkezé probléma régton kimondhatd.

XIX. probléma. Van-e az Hermite—Fejér 1épcsdparaboldknak ,.finom” kon-
vergenciaelmélete?
Erdemes e kérdés masodik felét kiilon problémaképp megfogalmazni.

XX. probléma. Ha egy A-matrixra [—1, +1]-ben
(21.1) b A A= Enb (0 =F <1 &s:fix)
v=1

(C n-t8l fiiggetlen), Ggy mi azon o-k lim. inf-ja, melyekre (20.1) fennall egyen-
letesen [—1-+¢, | —¢]-ban, hacsak

feLip,[—1, +1]?
A 16. ad érdekességet a kovetkezd problémanak.

XXI. probléma. Ha H,(f; L*) az f(x) n-ik Hermite—Fejér 1épcsSparabolaja
az L* Laguerre matrixon, igaz marad-e, hogy

lim [ (F()~HE(f, Le~ di = 0
0

hacsak f€C[0, =] és (16.5) fennall (¢ helyett f-el)?

Szegé ,,Orthogonal polynomials” c. konyvében [56] szereplS 14.7. tétel valdszi-
niivé teszi, hogy erre a felelet pozitiv.

22. Fejér és Szegd eredményei az Hermite—Fejér 1épcséparaboldk konvergen-
ci4jardl azt a-benyomast kelthetik, hogy utébbiak konvergenciaviselkedése ,,mindig
jobb”, mint az ugyanazon A-matrixhoz tartozé Lagrange-parabolaké.

Ezzel kapcsolatos a kovetkezd

XXII. probléma. El8irt 0=o—1-hez megadandé oly A4*-matrix, hogy

(22.1) : L,(f; A*)~f

[—1, +1]-ben egyenletesen, ha feLip,[—1, +1], de ezen osztily alkalmas f*(x)
fliggvényére :
Im max [Hy(f* A= e
E probléma pbzitiv megoldasa azt fejezné ki, hogy a Lagrange-parabolak lehet-
nek ,,jok” egy .,nagy’ filiggvényosztalyon, mig az ehhez tartozd lépcséparabolak
mér nem. Lehetnek-e viszont az ugyanazon A-hoz tartozé lépcsdparabolék ,,sokkal
rosszabbak”, mint a Lagrange-parabolak? fgy éll el pl. a

XXIII. probléma. lIgaz-e, hogy, ha egy A*-matrixra e;?gy O<a<I1 mellett
L,(f, A*)—~f-hez egyenletesen [—1, +1]-ben-minden f¢€Lip,[—1, +1]-re, akkor
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van oly pozitiv egész r, hogy
H,; (g, A*)+¢

egyenletesen [—1+¢, 1 —g]-ban, valahanyszor g(x) r-szer folytonosan derivalhatd
[—1, +1]-ben?
Egy pozitiv valasznak némi plauzibilitast ad azon tény, hogy, mint 20.-ban, a
premisszabol pl.
20

(222) 3 1l (x; 4] < enis
v=1

kovetkezik [—1, +1]-ben.

23. Az elso tétel, mely dltaldnosan kovetkeztet a H,(f: A) polinomok visel-
kedésérdl az L,(f; A) polinomokéra, Fejértdl szarmazik. O szigortian normalisnak
nevezett egy A matrixot, ha minden v=1,2,... és n=1, 2, ...-re

(23.1) 1—%(x—xv,,)zg>0 —1l=x=+1,

ahol ¢ nem fiigg se v-t8l, se n-t6l. Ez esetben megmutatta, hogy
L(f;)~f

egyenletesen [—1, +1]-ben, ha f€Lip(ys)+s[—1, +1]. Griinwald Géza [31] posthu-
mus Acta Math.-cikkében bebizonyitotta, hogy ilyen pontrendszerekre

(23.2) (A —~f

egyenletesen [—1, +1]-ben, ha f€C[—1, +1]. Valdszinii, hogy mar (23.2) telje-
siilése egyediil maga utan vonja, hogy ugyanazon matrixhoz tartozé Lagrange-
interpolacios polinomok nem viselkedhetnek ,,tal rosszul”. Ennek egy elsé formaja
lehet a

XXIV. probléma. lgaz-e, hogy ha (23.2) teljesiil egy A* maAtrixra, Ggy az
L,(f; A*) parabolak egyenletesen konvergilnak f-hez, hacsak f[—1, +1]-ben
folytonosan derivalhaté?

24. Természetes kérdezni, mi az ,,igazi”’ oka Fejér (19.4)—(19.5) alatti tételé-
nek. A geometriai képre térekvd azt gondolhatna, hogy a derivaltakat 0-nak eldirva
ezzel megakadalyoztuk, hogy két alappont koz6tt az interpolacids polinom ,,fel-
ugorhasson™. Ha ez igy volna, akkor egyetlen alappontban nem irva el6 az elsé
derivaltat egyaltalan, csakis a fliggvényértéket, az volna varhatd, hogy a helyzet
nem nagyon fog véltozni. Persze ekkor ezen

(24.) H™(f;T)

interpolaciés polinom foka =2n—2. Nevezziik azon x,,,=x,, alappontot,
melyben az elsé derivaltat nem irjuk eld, ,.kivételes” alappontnak. Feldheim Ervin
baratomnak vetettem fel a harmincas évek vége felé azt a kérdést, hogyan viselked-
nek ezen interpolacidés polinomok a [—1, +1] kozben, ha az x,, kivételes alap-
pontok n-—oo-re egy belsé x=¢ helyhez konvergalnak. Feldheim valoban azt
talalta, hogy kizarva x=¢ koriil egy tetszblegesen kis intervallumota [—1, + 1]-bél,
a megmaradt két intrevallumon a konvergencia egyenletes, ha feC[—1, +1].
Megyvizsgalva a kritikus intervallumot, kiilonds tényallast irhattam le egy, Fejér em-
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Iékének dedikalt dolgozatban [60]. A polinomok egyenletesen korlatosak [—1,
-+ 1]-ben, de alkalmas f,(x)€C[—1, + 1]-re elérhetd, hogy &=cos %-el a
H:* (f09 T)

T
X=CO0S—
5

sorozat n—eco-re nem tart hatarértékhez. Ez a szokatlan viselkedés még megtetdz-
hetd lehet a kdvetkez6 probléma pozitiv megoldasa esetén.

XXV. probléma. Lehet-e az x,(, kivételes alappontokat ugy futtatni [—1, +1]-
ben, hogy alkalmas fi(x)éC[—1, +1]-re a (24.1) polinomok, bar egyenletesen
korlatosak, sehol [—1, +1]-ben ne tartsanak hatarértékhez?

A H*(f; T) polinomok tovabbi szeszélyeir6l nem szélok, mivel az ezekkel kap-
csolatban felvet6dott problémakat Vértesi Péter [63], A. Meir, J. Tzimbalario és A.
Sharma [38] megoldottak.

25. A kovetkezd probléma diszkusszidjat Gaussnak azon, I.-ben érintett
tételével kell kezdenem, mely szerint, ha az 4=P* matrix n-ik sorat az n-ik Le-
gendre-polinom  x3,-gySkei adjak (azaz az (5.5) jeloléssel P*=P(0, 0)), gy az

(25.1) [ a@dx= 30 [ LG P dx
v=1 =

-1

formula nemcsak minden legfeljebb (n—1)-edfoku, hanem minden legfeljebb
(2n—1)-edfok 7 (x)-polinomra pontosan fennall. Masodik el6késziiletként az alta-
lanos Hermite-interpolaciot kell megemlitenem, mely szerint, ha my, m,, ..., m,
tetszbleges pozitiv egészek, ugy a (4.1) helyekhez egyetlen, legfeljebb

(25.2) kgl . 21N

-edfoki G(x) polinom talalhaté, melyre

(25.3) G (x,,) = a,,; clofrott j=10,1,..,(m,—~1), v=1,2,....n
Abban a, minket jelenleg érdeklé esetben, mikor

(25.4) m=me=..=m,=m,

G(x) egyértelmiien elballithatd
(255) G(x) T Z G(xvn) lvnO(X; A) iy 2 G,(xvn) lvnl(x; A)+ e
v=1 v=1

¥ + 2 G(m_l)(xvn)lvn,m—l(x; A)
v=1

ahol az [,,;(x; A) legfeljebb N-edfoku polinomok, az Hermite-interpolacié alap-
fiiggvényei. Ebbdl adddik, hogy az

1 = 1
(25.6) _[ G(x)dx= =21 G(x,,) _[ Lo(x; A) dx+
1

+ 36" D(5) [l moa(x; A) d

=1
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kvadraturaformula G(x) integraljat a (25.3) alatti adatokkal pontosan allitja eld,.
ha G(x) foka legfeljebb (mn—1) és a (4.1) helyek tetszdlegesek. Az

1
@57 [l Ddx=1,; j=0,1,..(m=1), v=1,2.,n n=12..
=

szamokat nevezhetjiik magasabb rendli Cotes-szamoknak.

26. Marmost természetes kérdés Gauss tétele utan azt kérdezni, hogy az alap-
pontok nem valaszthaték meg (4.1)-nek megfeleléen gy, hogy a (25.6) alatti kvad-
ratGraformula pontos legyen minden legfeljebb {(m+1)n—1}-edfoka G(x)-re.
Mint 1950-es szegedi Acta-cikkemben [59] megjegyeztem, m=2-re a felelet negativ, de
érdekes médon m=3-ra pozitiv, éspedig az, hogy az egyetlen megfelelé6 A-matrix
n-ik soréat azon n-edfoki 7 (x) polinom gydkei adjak, mely a

(26.1) (%) = X"+ ...

alaku n-edfoku polinomok koéziil az

1

(26.2) f 7, (x)dx

-1

integralt minimizalja. Altalinosabban paros m-re a felelet negativ és paratlan m-re-
az egyetlen megfelel6 A-matrix n-ik sorat az

1
(26.3) j 7, (x)"+1 dx

=t

integralt a (26.1) osztalyban minimizalé n-edfokii polinom gyokei adjadk. Ezek —
mint ismert és direkt is beldthaté — [—1, +1]-be esnek és egyszeresek. Gauss.
tétele ebb6l m=1-re az n-ik Legendre-polinom ismert extremumtulajdonsiga
miatt kovetkezik.

A (26.3) alatti extrémpolinomokrdl az m=3 esetben keveset tudunk; erre még
visszatériink. Emiatt érdekes volt (25.6) helyett egy 5.-beli p(x)-el az

1 - 1
(26.4) J GEp®dx = 3 G(xy) [ Lao(xs pdx+..

n 1
+ 2 G(m_l)(xvn) f lvn,m—l(x;A)pdx
v=1 T

analog vizsgalata; ekkor a (26.3) integral szerepét az

1

(26.5) J ) 1p(x) dx
=y
integral veszi at. Kiilonosen érdekes a
1
26.6 X) = —
(26.6) p(x) e
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esete; ekkor ugyanis S. Bernstein ismert tétele alapjan a minimizal6 polinom minden
paratlan egész m mellett az n-ik Csebisev-polinom. Az igy el6allé

G n [ 2v—1 ] Y Lo (x; T)
(26.7 dx = G |cos abod el b Sl
(26.7) f s P:; —m _/1 L dx

n 2v—1 Fihiieca(xsT)
LA G [cos n] puE )
v;; 2n _-{ Y1 —x2

kvadraturaformula pontos minden legfeljebb {(m+1)n—1}-edfoka G(x) poli-
nomra*, ha m paratlan. Mivel, Ugy emlékszem, az irodalomban a (26.7) formulat
felhasznaltak Runge—Kutta-tipusi modszereknél, érdemlegesnek latszik a

XXVI. probléma. Meghatarozandok a (26.7) formulaban szerepld

1 .
f —l""j_(x’—zz dx
2y Vl —x®

egylitthatok legegyszeriibb explicit alakjai és aszimptotikus viselkedésiik 7 — co-re.

27. Fejér a 19.-ben emlitett konvergenciatétele el6tt a lépcsOparabolak visel-
kedését a ,,legklasszikusabb” esetben vizsgilta meg, mikor is az alappontok a Le-
gendre-alappontok. Ez esetben azt talalta, hogy a konvergencia ez esetben csak
[—1+¢, 1 —¢]-ban egyenletes, az x= +1 pontokban a lépcséparabolak

% [ f(x)dx

-hez tartanak. Egervaryval irott ‘“Notes on interpolation V.” c. dolgozatunkban [7]
észrevettiik, hogy ha a lépcséparabolakat azon legfeljebb (2n+ 1)-edfoki polino-
mokkal helyettesitjiik, melyeknél az n-ik Legendre-gyokokon a fiiggvényérték és
elsé derivalt van eldirva, és ezeken kiviil a +1 helyeken a fliggvényérték is, ugy
a konvergencia [—1, + 1]-ben egyenletessé lesz. E dolgozat Gsszes fejleményeitdl itt
cltekintve a konvergenciatételt Szasz Pal [53] 1959-ben és D. L. Berman [6] 1973-
ban erdsen tovabbfejlesztették (bér minden P(a, f) Jacobi-matrixra sincs a kérdés
teljesen elddntve). Altalanos sulyfiiggvényhez tartozé P-matrixokra azonban semmi
sem ismert. Igy all el6 a kovetkezé két probléma.

XXVII. probléma. Keresendé a p(x) sulyfliggvények egy altalanos osztilya
€s az 5. szerint hozzéarendelt P-matrix a kovetkezd tulajdonsaggal. Jelentse**
E,,+1(f; A) éaltalaban azon legfeljebb (2n+1)-edfoktu polinomot, melyre

E2n+1(f; P) Zf(xvn)

dE,, . ,(f: P)
dx

Egni1(f; P)e= s, =f(£1).

(27.1) =0, x=x

vn

* A (26.7) formula az emlitett dolgozatom 36. oldalan egy salyos és egy kevésbé stlyos sajto-
hibaval szerepel.
** Itt (4.1) ugy értendd, hogy az egyenldség jele mindeniitt elmarad.
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Mikor allithatd, hogy
( lim Ey, 1 (f5 P) =1 (%)

egyenletesen [—1, +1]-ben, hacsak feC[—1, +1]?
XXVIII. probléma. A P-matrixok milyen altalanos osztalyara igaz

m [ (f=Ess1(f; P))*p(x)dx = 0

=1
hacsak feC[—1, +1]?
28. Az Hermite-interpolacio alapfeladata azon (minimalis fokt) n(x) polinom
meghatarozasa, melyre

(28.1) a®(x;) = adott, k=0,1,...,m;—1, j=12,..,n,

tehat konsekutiv derivalt értékek vannak eldirva az egyes helyeken. G. D. Birkhoff
foglalkozott el6szor 1906-ban azon teljesen altalanos esettel, mikor a konzekutivitas
kovetelményét is elejtjiik. Mig a (28.1) alatti kovetelményeket kielégitd polinom
mindig 1étezik, addig a Birkhoff-féle altalanos esetben ilyen altalaban nincs. Itt
tehat az alapkérdések '

a) egzisztencia

b) unicitas
(28.2) c) lehetbleg explicit reprezentalas

d) konvergencia

e) alkalmazasok.

Birkhoff a) és b) feltételezése mellett dolgozott, a hangsilyt e)-re fektette, pl. a
mechanikus kvadratura hibatagjara. A harmincas évek kozepetajt Fejérrel beszél-
getve interpolaciordl emlitettem neki, hogy érdekes lenne a 7-matrixon azon leg-
feliebb (2n— 1)-edfoki polinomok sorozatat yizsgélni, ahol az alappontokon a fiigg-
vényérték és masodik derivalt van eldirva. O mint egyetlen ilyen iranyt munkardl,
Polya egy 1931-es cikkérdl tudott, Birkhofférdl nem (pedig abban Birkhoff idézve
volt). Megnézve Birkhoff cikkét lattam, hogy abban konvergenciatétel egyaltalan
nincs, és a kérdés vizsgalatat félretettem, amig egyéb, folyamatban levé probalkoza-
saimat diilére tudom vinni. Ebbe egyebek kozt a vilagtorténelem is beleszdlt, ugy-
hogy vizsgalatukra csak 1955-ben keriilt sor. Nem lévén akkor egyetlen konkrét
matrix sem, melyen ezen ,,0—2 interpolacids™ polinomok létezése és egyértelmiisége
ismert volt, Suranyi Janossal [47] kielemeztliik ¢ szempontbodl azon fontos esetet,
mikor az alappontokat a

B
lultras»ferikus polinom gyokei alkotjak.* Kideriilt, hogy egyértelmiiség csak az
(28.3) n =2k

esetben lehetséges (akkor se mindig). Ezen (nem nagyon lényeges) megszoritas elimi-
nélhatésadga ad érdemlegességet a kovetkez6 kérdésnek.

~ XXIX. probléma. Meghatarozanddk az 6sszes olyan
P, p), a=p

Jacobi-matrixok, melyekre a (0, 2) interpolacié egyértelmiien megoldhato.
* Beleértve a fontos a=pf= — 1 hataresetet is.
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29. Altalaban, ha az 4 matrix k-ik soraban n alappont van, az A-matrixot
nevezziik ,,nagyon jo’-nak, ha tetszbleges y;, szamok elGirasa mellett egyetlen
olyan D,(f; A)=D,(f) legfeljebb (2n—1)-edfokt polinom van, melyre

Dt d)ece.. = Vin =F ()

V%mm] i

(29.1) e =yl oy = 1020 S

Ez esetben D,(f; A) egyértelmiien irhatd

(29.2) D,(f;4) = Z;f(xw.)rvn(x; A)+ %yi'nem(x; A4)
alakban, ahol
’ : 05 ihai =<
(29.3) Ton(Xjn) = L i
r:"n(xjn)zoa ha ]—_— 1,2,...,"
és
Q\'n(xjn) o 0, ha ] = 1, 2, A
294 v {O, ha ety
(29. ) Qvn(xjn) = 1, ha ] B

ro(x; A), 0,,(x; A) az interpolacid elsé ill. masodfaju alapfiiggvényei.

30. A vizsgalat soran kideriilt, hogy nem a 7-matrix, hanem a II-matrix
a ,legjobban kezelheté” matrix a probléma szempontjabdl (még, ha (28.3) megszo-
ritas persze ez esetben is kell); itt a matrix k-ik sorat tehat a

(30.1) My ()= [ Pyy(r) de
=1

polinom gydkei adjak,
X =1, Xgo=—1

€s Py_q(f) a (2k—1)-ik Legendre-polinom. Az elsé ez iranyd konvergenciatételt
Balazs Janossal 1958-ban kozoltiik [2]. Ezt itt nem részletezem; csupan azt emli-
tem meg, hogy az y;, szdmokra itt is van bizonyos tetszélegesség, amennyiben
rajuk elég n—eo-re az

(30.2) Y R

kikotést tenni, és ez mar tovabb nem gyengithetd.

31. Mielétt tovabbmennénk, néhény altalanos megjegyzést szeretnénk tenni a
hézagos interpolacié elméletére. G. G. Lorentz 1975-ben megjelent “Birkhoff inter-
polation problem” cimii referaitumaban (Center for Numerical Analysis, University
of Texas at Austin) igen szépen foglalja dssze és egésziti ki sokhelyiitt a kérdés majd-
nem egész eddigi irodalmat. Szivéhez szemmellathatdlag legkozelebb a regularitasi
kérdések allanak, azaz karakterizalni probalni fix » mellett azon

(31.1) 0§k1j<k2j<--'<klj,j j:1,2,...,n
sorozatait az egészeknek, melyek mellett az
(31.2) (I=)=&>..= (=1
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szamok bdrmely valasztasa mellett a

(31.3) &) (E)) = yjy
v=12..,1
=12

feltételeket kielégitd legfeljebb
L+L+..+1,—1

-ed fokl n(x) polinom egyértelmlien meg van hatarozva, barhogy is adjuk meg
(31.3)-ban az y-szamokat. Itt nem az n—-o-re vald viselkedés a lényeges; a kérdés
n=2-re is érdekes (ha emlékeim nem csalnak, Pdlyanak is ez az eset kellett). Mint
a referatum 79. oldalan megjegyzi, e (Schoenbergtdl szarmazo) szép kérdés teljes
megoldasit reménytelen feladatnak tartja; mint a 13. oldalon irja (és Birkhoff cikke
is vilagosan mutatja), Birkhoffot a regularitds kérdései nem érdekelték, ha eredmé-
nyeibSl utdlag bizonyos elégséges feltételek a regularitasra nyerheték is voltak.
A konvergenciaelméletrél szolva Balazzsal valé 1958-as cikkiink eredményeit ismer-
teti csupan, mint elsé eredményt; a sok csatlakozé eredményrdl csak gy szol, hogy
“They all depend upon a very special selection of knots, for which explicit formulas
are possible”. Ez arra mutat, hogy figyelmét elkeriilte az az ok, mely miatt 1955-ben
a széban forgd kérdéskomplexumhoz visszatértem (ami pedig Balazzsal vald elsd,
1958-as [2] cikkiinkben, amit idéz, roviden bar, de jelezve volt). Ha a klasszikus

(31.4) Y'x)—eX)yx) =0

differencialegyenlet globdlis megoldasait akarjuk vizsgalni a pozitiv tengelyen, ugy,
ha n=1,2,....ra

(315) 0<’71n<n2n<"'<nnn

és az ehhez tartozd matrix 4,, Ggy egyelére hatarozatlan y,,-ekkel és yj,=
:(p(xvn)yvn-el a

Dn(ys Al) = Zl Yyn rvn(X; A1)+ 2; (P(xvn)yvng\'n(X; Al) E5

M!

y\'n{rvn (x; Al) + (P (xvn) Qvn (x; Al)}

Il
-

v

polinom a (31.4) egyenletet az #,,-helyeken kielégiti bdrmilyen y,,-valasztas mellett.
Ekkor, ha

» def 2
(316) Dv (X)—(P(X)D,,(X) o ;iyvngvn(x; Al)
és a kezdeti feltételek pl.
(31.7) y©0) =1, y(0)=0

ugy ezek két linearis relaciét adnak az y,,-ekre és ezek mellett minimizalandé alkal-
mas Y (x)=>0 sulyfiiggvény mellett az

(31.3) [ (D — oD (x) dx
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kvadratikus alak. Ekkor remélhetd, hogy n—oc-re a D, interpolaciés polinomok
az egész pozitiv tengelyen tartanak a (31.4) megoldasdhoz (31.7) mellett. (A vazolt
eljaras sokféle médon mddosithatd és a (31.7) kezdeti feltétel helyett barmilyen mas
kezdeti feltétel mellett is targyalhaté.) Hogy azonban a (31.8) alatti kvadratikus alak
,.JOl kezelhet6” legyen, az A4, matrix ugy volna megvéalasztando, hogy az

(31.9) S 8un(¥; ANy (x: AW (x) dx

integralok ,,jol kezelheték™ legyenek, ami viszont akkor varhaté, ha maguk a
gu(x; Ay)-ek, azaz az r,,(x; 4;) és o,,(x; 4;) alapfiiggvények ,,jol kezelhetdk™.
A “‘very special knots™ tehat olyan explicit alapmatrix keresését jelenti, melynél az
alapfiiggvények lehetileg egyszerii alakuak; az ilyen vizsgéalatok érdemleges tapasz-
talatokat adtak még akkor is, ha a nyert explicit formak nem lettek az altalunk meg-
adottnal egyszeriibbek végsé soron.

Egy tovabbi idevagd megjegyzést 38.-ban tesziink.

32. A Il _(x)=0 gyodkeit* véve alappontokul (k=1, 2, ...) a kiilonféle inter-
polacids processzusok konvergenciaelméletében szokatlan eset all el6. Ekkor n=

=2k —1-el végtelen sok legfeljebb (2n—1)-edfokl polinom van a kivant fiiggvény-

értékekkel és masodik derivaltakkal. fgy 4ll eld a

XXX. probléma. Tanulmanyozandé az ily médon el6allé (,,haromszorosan™)
végtelen sok interpolacids processzus konvergenciaviselkedése, ha

feC=1, +1]:

Tulajdonképp Fejér (19.4)—(19.6) tételével — az |[p),| szamokra csak korla-
tozasok vannak — szintén (,,egyszeresen”) végtelen sok interpolacids processzus
konvergenciaviselkedését deritette fel.

33. A 28.-ban definidltuk a ,,nagyon jo” A-matrixokat. Legyen most az A-
matrix ,,j6”’, ha minden v=1,2, ..., n-re és n=1, 2, ...-ra van legaldbb egy r,,(x; A)
€s 0,,(x;A4) a (29.3), ill. (29.4) tulajdonsagokkal. Ekkor a ,legstabilisabb (0, 2)-
interpolacié” problémaja a kovetkezd

XXXI. probléma. Ha A egy ,,jo matrix”’, tigy milyen A-ra lesz

(33.1) max 2 [ryn (X3 A)| = minimum?
v=1

—1=x=+

(30.1)-beli matrixot I1,-el jelolve Balazzsal [2] megmutattuk 1958-as cikkiink-
ben, hogy

(33.2) max 2’ [Fou(x; )| = ¢;n (¢, numerikus explicit allando)
=1

—lsx=+1
¢és ez nem javithatd, mert

(333) max Z |r\n(x nl)l = Cpn.

—1lsx=+1,

.30,
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Azt hiszem, hogy minden ,,jé6” A-ra

(334) era§+ 2 |rvn(x A)| = Cgh.
Ha ez igaz, akkor a II,-matrix ,,nincs messze az optimalis A4-tél”.*

34. Fejérnek a 19.-ben emlitett tétele nagy szabadsagot ad meg az y,,-szamokra,
anélkil, hogy a konvergenciaviselkedést ,,elrontand”. (19.6) rogton kovetkezik
Fejér azon tételébdl, mely szerint

(34.1) max Zlfm(x T)| = (1+o(1) =

—1l=x=+1

2 logn

Rogton felvetédd kérdés, hogy az y;,-k (19.6) alatti szabad vélaszthatésé.ga a leg-
jobb-e, azaz van-e oly A-matrix, melyen képzett Hermite—Fejér interpolacios poli-
nomok konvergenciaviselkedése ugyanaz, mint a 7-métrix esetén, de az y;,-k
valasztasi lehetdsége a (19.6) alattinal nagyobb. A kérdés, a ,,legszabadabb (0, 1)-
interpolacié” probléméja, equivalens azzal, hogy milyen A-ra lesz

(34.2) max Z'|fv,,(x A)|  minimalis.

le>+1

E kérdést — legalabb aszimptotikusan — megoldottuk Erdd&ssel irott, 7-ben emli-
tett cikkiinkben, megmutatvan, hogy minden A-métrixra

(34.3) gai(ﬂ Z [fon(x; A)| = — (logn—cloglog n),

azaz a T-matrix legalabb aszimptotikusan adja a ,,legszabadabb (0, 1)-interpola-
ciot”. A megfelel§ kérdés a (0, 2)-interpol4ciora a

XXXII. probléma. Melyik ,,j6” A-mdtrixra lesz

b =
—123§+1 2’ [oyn(x; A)| = minimum?

Mint Rahman és Schmeisser-rel megmutattuk [42], minden j6 A-ra egy nu-
merikus c-vel

(344) max 2’ IQvn(x A). = _'

—l=x=+1,

Mint (30.2) mutatja, a (30.-ban definialt) IT-métrixra numerikus ¢;, ¢,-vel

o

i = 2 lew(x; M =2,

7 15x5+1
azaz (34.4)-ben % biztosan nem helyettesithetd 202-%-61. A plauzibilis (és nehéz--

nek latszd) sejtés az, hogy minden ,,j0” A-métrixra numerikus c¢;-al

(34.6) max 2 |@vn(x; A)| >—

—1l=x=+1,
¢és ez mar Iényegileg nem javithato.

* P. L. J. van Rooij, F. Schurer és C. R. van Walt von Praag 1975 végén Eindhovenben Gssze-
allitottak az Hermite—Birkhoff interpolaci6 addigi bibliografiajat.
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35. Legyen az A-matrix ,,nagyon jo” a 28.-ban hasznalt értelemben. Ekkor
myilvan minden legfeljebb (2n—1)-edfoku 7,,_,(x) polinomra

n n
7".201—1(x) o Z]tn%—l(xvn) rvn(X; A)+ _Z:l n;’n—l(xvn)gvn(X; A)
V= V=

.azaz fennall ezekre az

ok

1 n
f T[g,,_.]_(X) dx o 21' ﬂ2n~1(xvn) f rvn(x; A) dx+
=y =

5y
i 1

(351) 73 %ngn—l(x\'n) f Qvn(X; A) dx
Ve =i

kvardaturaformula. Ez 4ll minden ,,nagyon j6” A-ra; Gauss tétele és annak 25.-
ben emlitett kiterjesztése utan érdekes kérdés, hogy A4 alkalmas valasztasaval vajon
nem terjesztheté-e ki (34.1) érvényessége (2n—1)-nél magasabbfoku polinomokra
is. A kérdés legegyszeriibb formaja a

XXXIII. probléma. Meghatarozanddk mindama A-matrixok, melyek #-ik
soraval képezve a (34.1) kvadraturaformulat, az érvényes minden legfelijebb 2n-
edfoku polinomra (ha ilyen A4 egyaltalin 1étezik).

36. A Lagrange-interpolacionak, mint /5.-ben lattuk, van durva és finom kon-
vergenciaelmélete (beleértve persze a divergencia eseteket is). A H,'( f; A) Hermite—
Fejér interpolacios polinomoknal a (21.1) megkotés mellett, ha még

n->co nﬂ—£

(36.1) lim —l—max 2 |hyn(x; A)| =0
R T )
ugy belathatd, hogy az eljaras ,,rossz” a Lip,[—1, +1] osztalyra, ha

B
(36.2) O<e<grs

.azaz ezen o-khoz tartozd fliggvényosztalyok a ,,durva” elméletbe esnek. A XX.
probléma — kis altalanositdssal — épp azt a lehetéséget penditi meg, hogy a (36.1)
alatti osztalyok alkotjdk az Hermite—Fejér interpolacié teljes ,,durva”-elméletét.
A (0, 2)-interpolacidra vonatkozdlag az analdg kérdések a (33.4)-sejtés miatt komp-
likaltabbaknak latszanak. E sejtés ad plauzibilitast annak, hogy a kovetkezd prob-
Iéméban feltett kérdésre a valasz igenld.

XXX1V. probléma. Tetszbleges ,,nagyon jé° A-matrixhoz és tetszélegesen kis
0=0-hoz van oly

(36.3) Fo)ELipy 5[ —1, +1]
hogy
(36.4) T max | 30 s 4)| = =

n—+oo —l=x=+1|y=1

Még, ha igaz is a (33.4) sejtés, akkor is csak %<5<1-re lathat6 be (36.4) a

/(15.4) bizonyitasaban kovetett tton.
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37. Amennyiben a XXX/IV. probléma megoldasa pozitiv, a (0, 2)-interpolacid
konvergenciaelméletében a (15.3) fliggvényosztalyok szerepét azon osztalyok veszik
at, melyek f(x) elemei folytonosan derivalhatok [—1, +1]-ben és

(37.1) f'(x)eLip,[—1, +1].
A XX. probléma megfeleldje itt a
XXXV. probléma. Ha egy ,,nagyon jo’ A-matrixra egy 1<f<2-vel n=>n,-ra

n

(37.2) max ' |r,,(x; A)| < nf,

—1l=x=+1 o3

ugy milyen (37.1) alatti fliggvényosztalyokra all fenn, hogy f-elemeire

(37.3) DA~ gl ) 1 (x5 A) ~ £ (x)

egyenletesen [—1, +1]-ben?

Igen valdszinli, hogy — 33. utolsé megjegyzésétdl eltekintve — a (0, 2)-inter-
polacidnak nincs ,,durva’ konvergenciaelmélete.

38. Mint emlitettiik 28.-ban, Birkhoff dolgozatiban altalanos formulat nyert
a mechanikus kvadratira hibatagjara, ha a matrix ,,nagyon j6”. Ezek mar azzal,
hogy posztuldljak a létezést és egyértelmiiséget, nem effektivek. Egyéb nemeffektivi-
tasokrol nem is szélva a hibatagban, mint az interpolaciéelmélet tobbi altalanos
hibatagjaban, a fiiggvény 2n-edik derivaltja szerepel. Ezzel szemben a 30.-ban emli-
tett tétellink Balazzsal a IT-matrix esetére trivialisan kvadratirakonvergenciat ered-
ményez, ha f derivalhatd, és ez tetszOleges kis kitevés Lipschitz-feltételt teljesit.
Ezzel kapcsolatban természetes kérdés a

XXXVI. probléma. Mi a ,,legjobb” fiiggvényosztaly, melyre a

Zf(xvn) Fyn (x, H) n pé'erS
v=1
3.

polinomok integralja n— oo-re tart f f(x)dx-hez?
-1

39. Az el8bbi pont fejtegetéseit negativ irdnyban egészitené ki a kovetkezd
kérdés igenld megvalaszolasa.

XXXVII. probléma. Minden ,,j6” A matrixhoz van oly fi(x)cC[—1, +1],
hogy a (37.3) alatti jeloléssel

(39.1) }E| le,’,‘(fo;A)dx| = oo,
-1

Esetleg ilyen fy(x) létezése még egy Lip,[—1, +1] osztalyban is garantalhato.
Stekloff [46] és Fejér [21] egy klasszikus tétele azt mondja ki, hogy ha egy
A-matrix olyan, hogy

1
(39.2) [ La(x; d)dx =0,
-1

4 Matematikai Lapok

49



tgy minden korlatos és R-integralhatd f-re
1 2 4
(39.3) lim [ Lf; Aydx= [ f(x)dx.
-1 -1

Analdgia alapjan azt varna az ember, hogy elényds lehetne a (0, 2)-interpotaciohoz
tartozé mechanikus kvadratarat oly A-mdtrixon venni, melyen

1
(39.4) [ ra@; dx=0 v=1,2,..,n, n>n,
-1
Erre vonatkozik a

XXXVIII. probléma. Nincs olyan ,,j6”’ A-matrix, melyre (39.4) teljestilne.

Megjegyzem, legalabbis ,,nagyon jé” A-matrix esetén, a XXXVII. probléma
pozitiv megoldasabol kovetkezik a XXXVIII. probléma pozitiv megoldasa. Ui.
ilyen A-kra

n

DZrax; =1,

tehat, ha |f|=1, Ggy

1
ro(x; A) dx! =

|fD,f(f; A)dx| = vé;‘ f rv,,(x;A)dx| =

ellentétben (39.1)-el.
Viszont bizonyara kitiintetett szerepet jatszanak azon ,,j6” A-matrixok, melyek
a kovetkezd extremumtulajdonsaggal rendelkeznek.

XXXIX. probléma. Meghatarozanddk azon ,,jo”” matrixok, melyekre
2{ f ra(:A4) dx| = minimum.

Az altalanos vizsgalatokat ,,jé”" A-matrixok esetén nagyon megkdnnyitené, ha
pozitiv megoldasu volna a

XL. probléma. 1gaz-e, hogy minden ,,j6”’ A-matrixra fennall a

max ZI own(x; 4)]

(39.5) Bl xsiw ok o %
max 2 (x5 A)|
—1sx=+1,0

egyenlétlenség?
Ha ez igaz, ugy a IT-matrix mutatja, hogy (39.5) Iényegileg nem javithato.
Valamivel gyengébb, de hasznosnak latszé feladat a

XLI. probléma. 1gaz-e, hogy minden ,,nagyon jé” A-matrixra pozitiv numeri-
kus c-vel fennall a
L, [2wm(xs A

—le (&

max - —
v=L,..,n Max Ir\.,,(x;A)l n?

=1=x=+
egyenl6tlenség?
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40. Eddig az interpolacié alappontjai a [—1, +1] kozben voltak. Most legye-
nek a komplex z-sik egy / Jordan-ivén. Fejér és Kalmar 20.-ban adott tételei meg-
adjak a sziikséges és elégséges feltételét annak, hogy, ha f(z) regularis I-en, milyen
I-re telepitett A4-matrix mellett lesz /-en

lim L,(f: 4) =£(2).

Mas kérdés azonban, hogy mi torténik, ha f(z) csupan folytonos /-en és az
[-gérbe ,,nem nagyon sima”. (A kérdést az dltaldnos approximdcidelmélet esetére
D. J. Newman emlitette nekem arra az esetre, mikor egy két részbdl allo tortvonal).
Ha

(40.1) w=(2)

az [ kiilsejét |w|=>1-re konformisan leképezi, ugy fentemlittet tételek miatt ké-
zenfekvd az n-ik alappontokat, z,,-eket a

2v—1)zi

(40.2) 0(2,;,)=e = =2 atl Hi= 1 2k

altal megadni. Az igazi nchézségek és cltérések a [—1, +1] szakasz elméletétdl,
azt hiszem, inkabb jonnek ki, ha a Newman altal proponalt eset helyett azon

(40.3) p=kUK
gOrbét vessziik, melynél

Klzz—%‘zé, Imz=0
(40.4)
y 1 1 .
Kg. Z+E :7, Imz=0.

Ez esetben, mint konnyen verifikalhatd,

T
(p(Z) = th )
azaz az n-ik alappontok
T 2v—1)ri
4 2 — 2n - vee - cee
(40.5) tg42"l e w=lwmms m=21:2,

altal vannak adva. Ugy érzem, az igy kapott matrix a 7-matrix megfelelGje; a (4.6)
alatti Faber-tétel ill. (7.1)—(7.2) megfeleldjét a kdvetkezd probléma pozitiv meg-
oldasa adna.

XLII. probléma. Ha az A-matrix elemei a (40.3)—(40.4) alatti /; gorbén van-
nak, ugy

(40.6) max > |1,(z; A)|

z€h y=

véaltozé A-melletti infimumat aszimptotikusan a (40.5) matrixra éri el. Mi ennck ér-
téke?
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A kérdés igazi érdekességét az /; goOrbe specialis valasztasa adja, pontosabban
az a kérdés, hogy a gdorbe szingularitasai hogyan befolyasoljak a goérbéhez tartozo
polinomapproximacioelméletet.* Ugyanezen ok teszi kérdésessé, hogy a ,helyes”
folytonossagi modulus ezen elméletben — rektifikalhaté /-gorbe esetén —

(40.7) (3, f) = max [ f(x") —f (x")],
ahol x” és x” l-en vannak és [-en mért tavolsaguk =J vagy
(40.8) @y(3,f) = max |fG)=f(x")].

Ix —x |S6

Nagyon valdszintd, hogy (4, f) a ,helyes”, de, ha igy volna, akkor felmeriil a
kérdés, hogyan alakul a polinomapproximacié elmélete nemrektifikalhato-gorbe
esetén? E kérdéseket foglalja Gssze a

XLIII. probléma. A folytonossagi modulus Jackson, S. Bernstein és Miintz—
Szasz tételeinek analogonjai szingularitasokkal biro /-gérbe esetén.**

Nagyon valdszinti, hogy, ha az / gorbe folytonosan differencialhatd, vagy eset-
leg még erdsebb ,,regularitasi” kovetelményt rovunk ki ra, akkor az egész klasszi-
kus approximacidelmélet értelemszerli valtoztatisokkal atmegy erre az esetre is.
Nagyon valoszinii az is, hogy ilyen vizsgalatok valamilyen formédban szerepeltek
mar az irodalomban, gy e kérdést nem fogalmazom meg nyitott problémaként.

41. A zart [ gorbe esete, kiilondsen, mikor / az egységkor, sok vizsgélat
targya volt. Itt a C[—1, +1] osztaly szerepét azon CJ[|z|=1] osztaly jatssza,
melynek f(z) elemei regularisak

(41.1) ] e

ben és folytonosak |z|=1-ben; az A-matrix elemei az egységkorvonalra esnek.
Hogy a Lagrange-interpolacio itt sem segit, az vilagos; itt azonban még van lehe-
téség arra, hogy az I. problémanak megfelel6 kérdésnek elegans megoldasa legyen.

XLIV. probléma. (Erdss sejtése.) Ha A4 elemei |z|=1-en vannak, Ggy

(41.1) m[}n max 2’ |L,a(z; A)|

|z|=

akkor éretik el, ha A4 n-ik sora a szabalyos n-szog csucsaibol all (A,-matrix).

A [—1, +1] koz esetében a Lagrange-interpolacié helyett az Hermite—Fejér
interpolacid segitett. Az egységkor esetén ez nem segit; mint KOvari megjegyezte,
a hasznalt mterpolac1os eljarasok egyike sem. gy elball a

XLV. probléma. (Kovari.) Van-e oly interpolacids eljérés, mely a C[|z|=1]
osztaly minden elemére konvergal f(z)-hez, egyenletesen |z|=1-ben.***

* Polinom” itt a z komplex valtoz6é polinomja mindenditt.

** Mivel Freud—Vértesi [26] és Kis—Vértesi [35] megmutattak, hogyan leheta [—1, +1] in-
tervallum esetén Jackson tételét interpolatorius uton bizonyitani, a (40.5) alappontokon képzett
megfeleld interpolacios polinomok adhatnak lehetOséget a (40.3) alatti /;-hez tartozo Jackson-tétel
bizonyitasara. Ez az at lehet az altalanos esetben is jarhato. Mint a Notices of the Amer. Math. Soc.
1975. novemberi szamanak A 734. oldalan F. David Lesley bizonyitas nélkiili eléadaskivonatabol
latom, Newman a Jackson-tételt valoban bebizonyitotta C***-tipusii Jordan ivekre, & viszont
példan megmutatta, C-tipustakra altalaban nem igaz a Jackson-tétel természetes analogonja.

##% Eoy ilyeniranyt eredmény kiolvashaté Szabados ,,Egy, a komplex sik egységkorére vonat-
kozo interpolacios problémarol” c. cikkébdl [52].
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Azt lehetne hinni, az |z|=1 esete mindig ,,rosszabb” a [—1, +1]-nél. Ez azon-
ban nincs mindig igy. Pl. a (33.4) sejtéssel szemben, melyet (33.2)—(33.3) bizonyos
mértékig alatdmaszt, Kis Otté megmutatta [34], hogy ha 4 a XLIV. probléma-
ban szerepld ,,szabalyos” A,-métrix, ugy a (0, 2) interpolacid r,,(z; 4,) elsdfaju
alapfiliggvényeire
(41.2) max D |r,,(z; 4,)| < clogn,

v=1

lz|=1

ami (33.3)-nal Iényegesen jobb! Valésziniileg egyszeri a valasz arra, hogy milyen
alsé becslés adhaté (41.2) bal oldalan allé kifejezésre.
Nem nehéznek, de érdemlegesnek latszik a kovetkezd kérdés vizsgalata.

XLVI. probléma. 1gaz-e, hogy
lim [ 7= 3 f(e " Iru(z: 4| ldz] ~0
|z]=1 g
ha feC[|z|=1]?

42. Egy kiil6nallé, de nem érdektelen kérdés vonatkozik arra, hogy — a leg-
egyszer(ibb esetben — e* nem approximalhatd az egész pozitiv tengelyen polinom-
mal. Erre vonatkozik a

XLVII. probléma. Melyik az a legkisebb a=a(n), hogy tetszlleges n-edfoki
7,(x) polinomra
le*—m,(x)| = 1.

nax
—a(n)=x=a(n)

Révész Gyorgy [43] megmutatta, hogy ha ¢, jelenti az

e V1+x2+1
X

egyenlet pozitiv gyokét (azaz 0,66<c,<0,67),
ugy n=>ny(e)-ra
2¢;

a(n) = cyn =y

tul kicsi, de
a(n) = c0n+[—c23+£] logn

tul nagy.

43. Az 5.-ben szdltunk mar az ortogonalis polinomokrdl és utana lattuk, mi-
lyen lényeges szerepet jatszanak az interpolacidelméletben. Az 4ltalanos polinom-
approximacié elméletében vald jelentdségét elég azzal illusztralni, hogy adott p(x)
sulyfiiggvény mellett

[ FGep(x)dx

1étezése esetén az

[ (f )~ m,(x))*p(x) dx
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integralt minimizalé n-edfoktG m,(x) polinom f(x)-nek az (5.1) alatti ¢, (x) poli-
nomok szerinti kifejtésében az n-ik szelet. Mint 19.-ben emlitettiik, S. Bernstein
(globalisan és elézdleg Szegd lokalisan) adtak aszimptotikus eldallitasokat g,(x)-re
a sulyfliggvényre vonatkozo globalis ill. lokalis feltételek mellett. E gyonyorli formulak
igen sok célra ,,tllerdsek™; gyengébb konkluzid is elég volna, ha az a shlyfiiggvényre
kirétt kovetelmény jelentds gyengitése mellett is all. Igy elsé helyen emlitem itt
Stekloff egy 50 éves sejtését.

XLVIII. probléma. (Stekloff.) Igaz-e, hogy (12.6) esetén [—1+e¢, 1 —¢]-ban
a normdlt-ortogonalis g,(x)-ekre

(43.1) g =c(p, ©)

n-tél fiiggetlentil ?
Ezzel kapcsolatban emlitem a kovetkezot.

XLIX. probléma. 1gaz-e, hogy, ha

(43.2) p(x) = i

tgy [—1, +1]-ben a normadalt-ortogonalis g,(x)-ekre

(43.3) l9.(x)| = ¢(p)
n-t0l fiiggetlentil ?

A XLIX. probléma érdekességét emeli a kovetkezd tény. 8.-ban emlitettem,
hogy Freud bebizonyitotta (8.4)-et bizonyos P-matrixokra p(x)-re vonatkozd, nem
konnyen kontrollalhaté feltétel mellett. Ez a feltétel épp (43.3); a XLIX. feladat
pozitiv megoldasa tehat azt adna, hogy (43.2) mellett fennall (8.4).

44. Szegd és S. Bernstein emlitett aszimptotikus formulai rogzitett e=9,=n—e

mellett 7—co-re ( )
44.1 9, = (1+0(1)) 20+ ¥ )
(44.1) gn(cos 9y) = (1+o(1)) oty

alakuiak, ahol Y/(3) p(x)-el meg van hatarozva, hacsak a

(44.2) p(cos 9)|sin 9| p, (9)
fiiggvényre

1
(44.3) [P1(3+h)—p, (D] = Clog“l'am~

E feltétel (44.1)-hez elégséges feltétel; hogy ez javithatd-e, legjobb tudomasom sze-
rint nincs eldontve. EzirAnyba mutat az

L. probléma. Van-e p(x) sily, melyre

(44.4) p@) V1=x2eC[-1, +1], p@)V1—x® =m =0,

és melyre alkalmas 0<9,<m-vel g,(cos 3,)-ra nincs (44.1)-tipusu aszimptotikus
formula?
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Hogy jelezzem a kérdés nehézségét, emlitem, hogy Erddssel 20.-ban emlitett
dolgozatunkban megmutattuk, hogy (44.3) mellett a (20.6) jeloléssel

e=93,,<9,;,,=n—ebana

lim n(9v+1,n79rn) =87y

relacio igaz. Ve
45. Az 1938-as Annals-cikkiinkben Erdéssel megmutattuk, hogy, ha p(x)-rél
csak azt tessziik fel, hogy p(x)=0 és az

(45.1) flp(x)dx és flﬂ—

> < p(®)

integralok léteznek, tgy a p(x)-re n-ik ortogonalis polinom gydkeit cos 3, alak-
ba irva fennall a

(45'2) (0 <)‘9v+l,n_‘9m = (’(p)
egyenlétlenség. fgy 4ll eld a

log (n +_1)
n

LI. probléma. Javithato-e feliilrdl a (45.2) egyenlStlenség?

A szobanforgo dolgozatban a (45.2) egyenl6tlenség egy altalanosabb tétel korolla-
riumaképp adddott, melyrdl példaval mutattuk meg, hogy nem javithaté. Ez azon-
ban nem volt egy ortogonalis polinom gydkrendszere.

46. Tekintsiik a p(x) sulyfiggvényhez tartozé ¢,(x) ortogonélis polinomokat,
most a

(46.1) coeffs. x" in g,(x) =1
normalassal. Ezekre jolismert a

(462) an(x) = qn+l(x) +Bnqn (X)+ qun—l(x)
rekurzids formula, ahol

(46.3) C. =0,

Favard fedezte fel azon fontos tényt, hogy forditva, minden (46.1)—(46.2)-nek
elegettevs polinomsorozat ortogonalis valamely dx(x) sulyra. Errél a sulyrdl azon-
ban igen keveset tudunk; csupan Tsikara egyes eredményeirél tudok, melyek a B,
és C, egyiitthatok viselkedésébdl vontak le kovetkeztetéseket a sulyfliggvény bi-
zonyos tulajdonsagaira. Sok évvel ezel6tt Schweitzer-verseny feladatnak javasoltam a

(46.4) lim {3] K [—"-] = -7t

n—o |\ 1 * (22

formula igazolasat, ahol K,(f) az (5.6) alatt definialt n-ik Hermite polinom az
(46.5) [ K,(0)*e~"dt = Vn2"n!

normalassal; a (46.4) formula érdekessége nyilvan az, hogy a polinomokbdl egyszerii
mddon adja vissza valds z-re a sulyfliggvényt. Kivanatos lenne a sulyfliggvények
minél tagabb osztalyara (46.4)-cl analég mddon visszanyerhetni a sulyfiiggvényt.
Erre vonatkozik a
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_ LIL probléma. Van-e a P*»P)(x) Jacobi-polinomokra (46.4)-el analég formula?
Altalanosithaté-e (46.4), vagy a
n
| oo n
(46.6) lim [;] n [—2;] = p(
relaciobdl kovetkezik, hogy
: p(x) = e~

47. De a (46.4) formulanak mas érdekessége is van. Ha O<a<b fixek, gy e
formula aszimptotikus formulat ad K, (z)-re az

(47.1) an = |z| = bn
korgytiriikben, mégpedig n—oo-re f
47.2) K,(2) = (1+o(D)(22)ye .

A K,(z) Hermite-polinomok aszimptotikus viselkedése nagyon részletesen van
targyalva Szeg6 ,,Orthogonal polynomials™ c¢. konyvében. Gydkeit

(47.3) Wps = Xg, s
el jelolve n—co-re
47.4) X1, = (1+0(1)) ¥2n.

Az aszimptotikus formulak két nagy csoportra oszlanak:

a) ,kilsé” aszimptotikus formulak, melyek a valds tengelyen kiviil érvénye-
sek,

b) ,,bels6” aszimptotikus formulak, melyek a valds tengelyen érvényesek.

Mivel az 6sszes gyokok valésak, nyilvan az utobbiak a mélyebbek. Ezeken
beliil kétfajta aszimptotikus eléallitas ismeretes; egyik az |z|=R megfelel részében
érvényes, ahol R nem fiigg n-tdl, a masik az
(47.5) lz| =cVn
korlemez megfelelé részeiben, ahol ¢ tetszdleges pozitiv allandé. (Tehat a (47.1)
tartomanyban egyik sem.) (47.4) alapjan a masodik tipusuak az igazan érdekesek,
mert felvilagositast adnak a polinomok oscillatorius természetérdl.

48. Az Hermite-polinomok az irodalomban sokirdnyu figyelemben részesiil-
tek. Ezek egyike csupan az, hogy ezekrdl nyert informacidkon 4t (nomeg az (5.6)
alatt definialt L} (x) Laguerre-polinomokon 4t) gondoltak eljutni a végtelen kdzds
ortogonalis polinomok megfelelé aszimptotikus formul4dihoz. Ebbdl a reménybdl
eddig igen kevés realizalddott. Elsé feladat volna tudni, hogy mi a ,.finom” tarto-
many, ami jelentené a kovetkezé probléma megoldasat.

LIII. probléma. Ha a valds tengelyen

(48.1) p(x)=0 f |x|"p(x)dx létezik

pP(X)EL(—oo, +) n=0,1,...-ra,
ugy a (46.1) konvencidval milyen aszimptotikus kifejezés adhaté meg n— co-re
(48.2) a) x3, = ¢(n, p) b) x,, = n(n, p)-re?
A kérdés a sulyfiiggvények elég tagas alosztalyaira is érdekes.
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Azt, hogy e
max |x,,

n-el egyiitt minden hataron tul né, konny( beldtni. 1960-ban azt hittem, hogy tudok
oly p(x)-et megadni, mely (48.1)-et kielégiti és melyre (48.2) jelolésével

(483) g“(n7 p) TPn ey n(ns p) =0,

azaz a gyokok egyoldalrol lehetnek korlatosak. Szlikos akkori feljegyzésembdl azon-
ban most sehogyse tudok egy érvényes konstrukcidt megadni. Igy fennall az

LIV. probléma. Van-e oly p(x), mely a (48.1) osztalyhoz tartozik és (48.3)-at
kielégiti?

49. A 47. pontban az Hermite-polinomokkal kapcsolatban emlitett aszimptoti-
kus formuldk azért arra iranymutaték, hogy milyen jellegii aszimptotikus formulak
varhatok a (48.1) osztalyba (vagy annak fontos alosztalyaiba) tartozd p(x)-ekhez
tartozd ¢,(x)-ekre. A kiilsé aszimptotikara vonatkozélag — el8szor a [—1, +1]
koz esetére — két eredményt emlitiink meg. Az elsé ilyen, Szegének eziranyu tétele,
olyan p(x)-ekre vonatkozik, melyekre

L
p(x)

Tételének pontos formaja megtalalhato “Orthogonal polynomials™ ¢. konyve 296—
297. oldalan.* Viszont a 20. pontban emlitett cikkiinkben a p(x)-re csak azt kotjik
ki, hogy

(49.2) p(x) =0, p(x)eL[—1, +1]
¢s, hogy
(49.3) p(x) nullhelyei [—1, +1]-ben egy nullhalmazt alkotnak.

(49.1) p(x) =0, p(x)€EL[-1, +1], log* €L[—1, +1].

Ez esetben viszont nem g, (x)-re adtunk aszimptotikus formulat, hanem csak g,(x)"/"-
re, éspedig

(49.4) 00" = (Lo) ZIZ—1

mely formula egyenletesen all a [—1, +1] mentén felmetszett x-sik belsejében levd
minden korlatos tartoméanyban; itt ¢,(x) gy van normélva, hogy

(49.5) coeffs. x" in ¢g,(x) =1,
és a gydk értékének valasztasa nyilvanvalé. Ezutan kézenfekvé kérdés az

LV. probléma. Van-¢ végtelen intervallumban pozitiv és L-integralhaté p(x)-
hez tartozé ortogonalis polinomokra (pl. (49.5) normalas me]lett) legalabb (49.4)-
tipusu aszimptotikus eléallitas?

*Ez ortonormdlt polinomokra vonatkozik, azaz, mikor

1
fatiolddt= 1, n=0,1,2,..
-1
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Persze emellett alapprobléma marad az

LVI. probléma. A (48.1)-et kielégitd stlyfiiggvények milyen altalanos osztalyara
lehet az ortonormalt g,(x)-polinomokra aszimptotikus formulat megadni az

Imx=0

belsejében fekvo korlatos zart tartomanyokra ?
Ilyen el8allitas talan nyerhetd Szegbnek a [—1, +1]-re vonatkozé megfeleld
tételébdl alkalmas hataratmenettel.
50. Mint jeleztiik a 47. pontban, az igazin mély kérdések a ,,bels6” aszimptoti-
kara vonatkoznak és féleg azok lennének, melyek a (48.2)-jeloléssel pl. az

(50.1) 2n(n, p) = x = 2E(n, p)

kozben érvényesek. Mivel az LIII. problémara nincs jelenleg altalanos tétel, az
(50.1)-nek megfeleld kérdést szamozott problémaképp nem is fogalmazzuk meg.
Igy marad az

LVII. probléma. Megadhaté-e a (48.1) osztaly p(x) sulyfliggvényeinek egy
részosztalya tigy, hogy az ezekhez tartozé ortonormalt g,(x)-ekre —a=x=a-ban
aszimptotikus eléallitas megadhaté? (a itt tetszéleges nagy fix pozitiv allando).

Valamivel konnyebb kérdésekhez jutunk, ha a (48.1) feltételt kielégito sulyfligg-
vények mellett az (n(n, p), &(n, p)) kdzben a gyokok eloszlasat vizsgaljuk. Az egyet-
len ismert eredmény eziranyban Erd8stél szarmazik, és az 1969-es budapesti approxi-
macidelméleti kollokvium kétetében jelent meg [16]. Qualitative ez azt mondja ki,
hogy, ha a sulyfiiggvény ,,nagyon erdsen” esik le x—doco-re, ugy az [x,,, Xi,]
kozt a [—1, +1]-re transzformalva lincarisan, a gyokok a 20. pontban hasznalt ér-
telemben egyenletesen vannak eloszolva a [—1, +1] folé emelt félkoron. Az Her-
mite-polinomok esetében ez nem teljesiil. Igy 4all el6 az

LVIII. probléma. A (48.1) alatti sulyfiiggvények milyen, az Erdésénél nagyobb,
osztalyaira hatarozhaté meg explicite a gyokok eloszlasa a fent definialt félkéron?
51. Egy konnyebbnek latsz6 idevagd kérdés vonatkozik a

(51.1) /1\.,,(17)‘—1—if f Eibaptaidx: =1 cinyin—dn25

Cotes-szamokra. A [—1, +1] koz esetén a 20. pontban emlitett cikkiinkben Erdds-
sel megmutattuk, hogy (44.4) mellett minden olyan v-re, melyre

(51.2) _[1_l°g”] g g IR

vn ng

fennall v-ben egyenletesen a

b —_—-
(51'3) ivn(p) = (l +0(1))7p(xvn) 1 _x%n
relacié. gy all el8 az

LIX. probléma. Keresend6 (48.1) alatti sulyfiiggvényeknek olyan alosztalya,
melyre (51.3) jellegli aszimptotikus formula all fenn.

Az emlitett dolgozatunkban hasznalt mddszer jo kiindulopontot adhat e fon-
tos kérdés megoldasara.
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52. Az aszimptotika kérdése igen jol kezelhetd olyan sulyfiiggvények esetén,
melyekhez tartozé ortogondlis polinomok egy differencidlegyenletet elégitenek ki,
vagy valamilyen generatorfiiggvényiik jol kezelheté alakd. Az (5.6) alatti K,(x)
Hermite-polinomok rekurziv formulaja n=2-re

(52.1) K, (x) = 2xK,_1 () —2(n—1) K, _,().
Ha ehelyett n=2-re pl. a
(52.2) gn (x) = (ax+b)g,_1(x) —(cn*+dn+e)g,_s(x)

rekurzié altal adott polinomsorozatot tekintjik, ahol a, b, ¢, d, ¢ numerikus allan-
dok ugy, hogy

(52.3) a=0, cx*+dx+e=0, ha x=2

akkor Favard tétele szerint ez egy do(x)-re ortogonalis polinomsorozat. Ha x-et
paraméternek tekintve

(524) F(Z, x) — "g“;’) q':k(x)e_":’ s

gy ez eleget tesz egy masodrendii linearis differencialegyenietnek z-ben, ami lehetd-
séget ad F(z; x) flggvénytani viselkedésének tanulmanyozasara ¢s czen keresztiil
a ¢, (x) polinomokéra. Folytonossagi meggondolasokbdl varhato, hogy a, b, ¢, d, e
alkalmas megvalasztasaval az igy kapott sulyfliggvények pozitivak az egész valds
tengelyen, lényegesen novelve az ilyen sulyfiiggvények korében azok szamat, melyek-
hez tartozé belsé aszimptotika meghatarozhatd. De ugyanez all, ha (52.2)-ben «
és b-t n-nek alkalmas masodfokl polinomjaival helyettesitjiik. fgy all elé az

LX. probléma. Vizsgaland6 az (52.1) rekurzié fentebb leirt altalanositasahoz
tartozé ortogonalis polinomok belsd aszimptotikéja.

Még altalanosabb rekurzidk analdg tanulmanyozasa is lehetségesnek latszik.

53. Szegd, majd Carleman altalanosabb értelemben ortogonalis polinomokat
vezettek be (I. Szegé konyvének 364—366. oldalait). Nem a legaltalanosabb esetre
szoritkozva legyen / egy zart Jordan-gorbe. Ha ez rektifikalhatd, Ggy ezen egy p(&)=
=0 sdalyfiiggvényt elSirva, a Szegd értelemben normalt ortogonalis ¢, (z)=
=@,(z; 1, p) polinomok az

(83.1) [ 2 ©@p(O|dE| =0, ha v=<n

0]

1
7 J 1. Orp@lag =1
1l &
altal vannak értelmezve. Carleman a reiktifikalhatosag altal adott specializalast azzal
enyhitette, hogy vonalintegral helyett / belsejére vonatkozd tertileti integralt vett
(53.1)-ben.* E polinomok marcsak azért is fontosak, mert intim kapcsolatban alla-
nak az [ Kkiilsejét |w|=>1-re konformisan leképezé (z) fiiggvénnyel, éspedig /
kiilsején

& (p"+1(2)

lim ———— = @(z).

- @,(2) )

*Persze akkor a sulyfiiggvény [/ belszjében van eldirva. (53.1)-ben |I| az [ ivhossza és
¢n(z)-ben z" egyiitthatdja pozitiv.
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Szegb az 6 polinomjaira adott kiils6 és belsé aszimptotikat; utdbbit az /-re vonat-
kozé elég erds feltételek mellett. Ennek javitasa kézenfekvo feladat; erre vonatkozo
— valdsziniileg tovabb javithaté — eredményeket talalunk D. Gaier »Konstruktive
Methoden der konformen Abbildung« c. kényve 136. oldalan (Springer 1964) ugy,
hogy ¢ kérdésekrdl nem fogalmazok meg explicite nyitott problémat. Igy csak harom
kérdést emlitek.

LXI. probléma. Ha [ rektifikalhaté Jordan-gorbe, van-e elegans direkt kapcso-
lat a hozzatartozd Szegd- ill. Carleman ortogonalis polinomok kozott, esetleg al-
kalmas sulyfiiggvényekkel?

LXII. probléma. Fenti koriilmények kozott van-e elegans egyenlétlenségi kap-
csolat a kétfajta ortogonalis polinom ko6zott?

LXIII. probléma. Varidlva a tartomanyt mi a Carleman-ortogonalis polino-
mok variacidja?

54. Idevagd, de némileg mas jellegli a LXTV. probléma (Szegb és Walsh). Milyen-
nek kell lennie az 1, /,, ..., I, Jordan-gérbéknek a sikon, hogy a {¢,(z)} polinom-
sorozat ortogondlis legyen mindegyik /;-gérbén alkalmas nemnegativ és L-integ-
ralhaté p;(z) sulyfiiggvényre?

A kérdés eddigi irodalmara 1. G. M. Merriman [39], valamint Szeg6 ezt egy-
szer(isité dolgozatat [55].

55. Az a tény, hogy |z|=1-en a p(z)=1-re ortogonalis polinomsorozat a
z"-sorozat, egyszersmind egy tovabbi kiilonbségre hivja fel a figyelmet a szakaszon
ill. korvonalon ortogonalis polinomok kozott. Mig a szakaszon egy nemnegativ
és L-integralhatd sulyra ortogonalis polinomok gydkei egyszeresek, addig |z|=1-en
a p(3)=1 sulyra ortogonalis polinomok gyokei tetszOleges magas multiplicitastiak
lehetnek. Ezzel kapcsolatos a

LXV. probléma. Karakterizalandok azon Jordan-ivek vagy zart Jordan-gér-
bék, melyeken barmilyen nemnegativ és L-integralhaté sulyfiiggvényre ortogona-
lis polinomoknak csak egyszeres gydkei vannak.

Nem lehetetlen, hogy egy ilyen Jordan iv csak egy egyenesszakasz vagy félegye-
nes vagy teljes egyenes lehet. Az ilyen gorbékhez tartozé ortogonalis polinomok
gyokein képzett Lagrange-interpolacids polinomok képezhetdsége eleve evidens.

Nem latszik konnytinek a

LXVI. probléma. Ismert tétel, hogy fenti tipusu sulyfliggvényre ortogonalis
n-ik ortogonalis polinom gyokei szétvalasztjak az (n+1)-ik gyokeit. Mi felelne
meg e tételnek pl. a kdrvonalon ortogonalis polinomoknal?

Az |z|=1-en egy stlyra ortogonalis polinomok gyokei kiildnbozé jellegliek
lehetnek. Ha z=e¢"-ra p(3)=1, ugy az ortogonélis polinomok gyokei mind z=0-ba
esnek. Ha viszont pl.

(55.1) r(® =1 +e"‘9|2% = cosz-g,
ugy konnyen verifikalhatd, hogy
(55.2) q,(2) = 142z+...+(n+1)z",

és ennck gyokei egyszeresek, mind |z|<I1-ben vannak, egyenletesen kozelednek
|z|=1-hez és ,.nagyon egyenletesen” vannak az a=arc z=f§ szogterekben eloszolva.
Ezeket elsé- ill. masodtipustiaknak nevezve valdszintileg van |z|=1-en oly p(9)
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sulyfiiggvény is, melyhez tartozé ortogonalis polinomok gydkei |z|<1-et mindeniitt
sirlin  toltik be. Ilyen sulyfiiggvényeket, ha vannak, harmadtipusinak nevezve
adddik a

LXVII. probléma. Van-e |z|=1-n harmadtipusu sualyfiiggvény a fenti értelem-
ben?

Az Aaltalinos kérdést zart Jordan gorbe helyett elég lesz korvonalra megfogal-
mazni. Igy adddik a

LXVIII. probléma. Az |z|=1-en értelmezett p(3) sulyfliggvények mely osz-
talydhoz tartozd g¢,(z; p) ortogondlis polinomokra igaz az, hogy |z|<I1-ben meg-
adva tetszOleges Jordan-mérhetd zart D-tartomanyt, a ¢,(2), 4s(2), ..., g,(z) poli-
nomok D-be esé gyokeinek egylittes szama N —co-re aszimptotikusan meghata-
rozhat6?

56. A kovetkezd probléma joval konnyebb, de bizonyos értelemben mégis igen
érdekes. A komplex interpolacié elméletében, amennyire tudom, az alappontok
mindig a tartomanyt hatarolé / Jordan-gorbén voltak és a fiiggvényosztaly visel-
kedése, melynek elemeit approximalni akartuk, / zart belsejeben volt eldirva. Mas
helyzet all el6, ha pl. f(z) a Lip,(|z|=1) osztilyhoz tartozik* és a Lagrange-inter-
polacios polinomokat a (55.1)—(55.2) polinom gydkein képezziik. fgy adddik —
legegyszeriibb alakban — a

LXIX. probléma. A most definialt Lagrange-interpolaciés polinomok milyen
Lip,(|z|=1) osztalyok fiiggvényeire konvergalnak egyenletesen |z|=1-ben?

Az altalanosabb kérdés az analdg kérdés, ha a (55.1)—(55.2) polinom gydkei
helyett egy tetsz6leges masodtipusi p(3)-hoz tartozé ortogonalis polinom gyokeit
vessziik az interpolacié alappontjaiul. Ezt nem fogjuk 6nallé problémanak meg-
fogalmazni.

57. Az Hermite polinomoknak mas szempontbdl is van jelent&sége. Ha egy
n-edfoku egyenletet

(57.1) ayt+az+...+a,z" =0

alakban allitunk el6, akkor az egyiitthatokbdl a gyokokre vonatkozdlag kortarto-
manyok nyerheték. Sok kérdésben azonban fontosabb, hogy a valds tengely koriil
sdvokat nyerjiink, melyek a gyokoket, vagy legalabb egy gyokot tartalmaznak. Mint
jeleztem, «Sur l'algébre fonctionnelle» c. eldadasban az els6 magyar matem. kong-
resszuson, ilyen célokra célszerii a polinomot

(57.2) boKo(2)+...+b,K,(2)

alakban eldallitani (K,(z) a v-ik Hermite-polinom (46.5) normalassal). Az ezirAnyl
eredmények koziil csak egyet emlitek itt; tovabbiak, egyes fejleményekkel targyalva
vannak Specht enciklopédia clkkében [45]. A széban forgd tételt Makaival [36] ta-
laltuk 1963-ban, és ez azt mondja ki, hogy minden

(57.3) Ky(z)+ K, (2)+bK,(z) =0

*A Lip, (|z]=1) osztaly elemei regularisak |z|<1-ben és |z;/=1, [z,]=1 mellett fennall az

If(zl) *f(zz)! =M|z,—z,|*
egyenlotlenség.
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,trinom” egyenletnek (n=2, b tetszéleges komplex szam) van legalabb egy gyoke
az

(57.4) Imz| = ¢

savban, ahol ¢ abszolut dllandd; mint késébb Schmeisser megmutatta,

Cc = 5
a c pontos értéke (melynél egyenldség (57.4)-ben elérhetd). Marmost a tovabbi ez-
iranyu nyitott kérdések legegyszeriibbike a

LXX. probléma. Igaz-e, hogy van oly ¢; abszolut allandd, hogy a
(57.5) Ky(2)+ K, (2)+b, Kn1(2)+b2an(Z) =0

egyenletnek, ahol 2=n,<n,, b, és b, tetszéleges komplex szdmok, van legalabb
egy gyoke az
(57.6) Imz| = ¢
savban?

58. Térjink vissza a [—1, +1] koz esetére és ¢,(x) legyen a p(x) sulyfiigg-
vényhez tartozé normalt n-ik ortogonélis polinom. Mint az Analysis Mathematica-
ban megjelenendd cikkemben megmutattam,* minden

(58.1) —1=b—-06<b+o=+1
mellett
b+d e s
(58.2) lim f ¢, (x)*p(x)dx = — /
S Tpts V1—x2

p(x)-t6l fiiggetleniil, hacsak
p(x)=0 és L-integralhaté [—1, +1]-ben és

A

58.3 log*
(58.3) og PTEy

€L[-1, +1]

Ebbdl konnyen nyerhetd, hogy n=n,(J, p)-re

b+d 1 b+4é dx 5
(58.4 L(X)2p(x) dx > — A
) / 7,(x)*p(x) 2/ —7

Ezen ny(d, p) azonban ineffektiv, explicite (58.2)-b6l nem adhaté meg. A ko-
vetkezd pontban megvilagitandé okbdl kellene egy ilyen explicit ny(d, p). Tehat
eléall a

LXXI. probléma. Meghatarozhato explicite egy n(0, p), hogy (58.3) fennallasa
esetén n>ny-ra fennalljon a (58.4) egyenlGtlenség.
59. EI6bbi probléma kozvetlen hattere N. Wiener kovetkezé tétele (Ingham

* Azota megjelent e folyoirat 1. kotetének 4. fiizetében, 1. [62].
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altal szigoritott forméban). Ha O<e<1, 0<d<1 és az

(59.1) Jt)= % a;cosv;t

(O<vy=...<vy) egészek, az a;-k tetsz6leges komplex szdmok) trigonometrikus
polinom kielégiti a
n+e

0

hézagfeltételt, tigy egy effektiv c(e)-nal fennall az

(59.2) Vip1—V; =

n g n ¢ 8) b+d :
(59.3) Jiopa=s=5e [ 1f@Fd

L !

egyenlGtlenség, flggetlenil az a;-ktdl, N-t8l és b-t6l. cos 7=x helyettesitéssel
ez rogtén atmegy egy

(59.4) : lg(x)[* dx = c(e, 0) -7"5 lg(x)[? g
2 JWXZCS’ 3 = dx

tipust egyenlStlenségbe, ahol ((5.4) jeldléssel, és c=1-el)

N
gx) = 21 a;T,,(x)
=
és a (59.2) hézagfeltétel fennall. Kézenfekvé kérdés dnmagéban is, lehet-e (59.4)-et

.
V1—x2

jeszteni, azaz, ha

N
(59.5) G(x) = 2 bjg,j(x) O=v<..<vwy,
Jj=1

ugy fennalljon az

az sulyfliggvény helyett a sulyfiiggvények egy altalanos osztalyara kiter-

b+d

(59.6) [16@PEp@) dx = 6. p) [ 1GE)2p(x) dx
-1 b

—d

egyenlétlenség, fliggetleniil a b;-ktdl, N-t6l és b-tdl, hacsak

(59.7) —1=b-0<b+d=1
¢s fennall egy
(59.8) vw=B@G,p), vjs1—v;=B0,p), j=12,..,N-1

tipust hézagfeltétel alkalmas B(J, p)-vel. Az 58. pontban emlitett cikkben kimu-
tattam, hogy ez a sulyfiiggvények meglepden nagy, a (58.3) alatt megadott osztalyara
tényleg lehetséges és ennek bizonyitasaban (58.4)-nek doéntd szerepe van; az a tény
azonban, hogy az ottani ny(p, ) nem explicit, abban manifesztalodott, hogy az
(59.8) alatti B(d, p)-nek csupan a létezése van igazolva. Hogy ez explicitté legyen
tehetd, kellene a LXXI. probléma megoldasa.

60. Viszont a (59.6)—(59.7)—(59.8) egyenlStlenségnek érdekes hattere van az
altalainos polinomapproximacié elméletében. A XLIII. problémaban emlitett
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Miintz—O. Szész tétel azt mondja ki, hogy, ha

(60.1) O=my<=my<..<m, <..
olyan egészek, melyekre
=l
0.2 — =
(60.2) P rame

ugy tetszbleges kis e=0-ra és f(x)€C[0, 1]-re alkalmas b; egyiitthatokkal fenn-
all az

(60.3)

-

f(x) _Jé:; b;xm

egyenlGtlenség. Tehat Weierstrass tételéhez [0, 1]-ben nem kell x minden egész
kitevés hatvanyat mozgositani, elég ezeknek egy (60.1)—(60.2)-t kielégité rész-
halmazat venni. Ez megengedi tehat, hogy a felhasznalt kitevk kozott tetszéleges
nagy hézagok legyenek, sot akar, hogy

(604) mj+1_mj P g0y
mint azt az
(60.5) m; =[jlogj]

valasztas mutatja. Ha az {x*} rendszer helyett egy p(x)-sulyra ortogonalis {g,(x)}
polinomok sorozatara tériink (ami sok célra célszertibb) és [0, 1] helyetta [—1, +1]
ortogonalitasi intervallumra gy, mint ismert, erre Miintz—Szasz-tipusu tétel
olyannyira nincs, hogy a ¢,(x)-ek sorozatabdl egyetlen egy sem hagyhatd el. Ha

és f(x)€C[0,1] ugy [0, 1]-ben f(x) egyenletesen

viszont pl. p(x)=
approximalhaté mar a 7,,(x)-ek alkalmas lineairkombinacidjaval. Az altalanos,
igen nehéznek tliné kérdés ezek utan nyilvan a kovetkezd.

LXXII. probléma. Ha {q,x)} a [—1, +1]-ben adott (58.3) feltételt kielégitd
p(x) stlyra ortogonalis polinomok sorozata és [a,b] a [—1, +1] egy valddi
részintervalluma, ugy hogyan karakterizalhaték a nemnegativ egészek azon k-
részsorozatai, amelyekre a {g; (x)} részsorozat zart Cla, b]-ben?

M¢ég ennek alabbi gyengitett valtozata is igen érdekesnek (és nehéznek) tiinik.

LXXIII. probléma. Ha p(x) kielégiti a .(58.3) kovetelményt, ugy igaz-e, hogy
minden [a, b] valddi részintervallumhoz van oly

0<D(p,a,b) <1
szam, hogy a {g, (x)} részsorozat biztosan zart Cla, b]-ben, ha a {k }-sorozat
also slirtisége =D?
61. A 26. pontban jutottunk azon kérdéshez, az m=3 esetre szoritkozva itt,

adott p(x)=0 sulyfiiggvény mellett vizsgalni a (26.1) alatti polinomok kérében azo-
kat, melyekre

1
(61.1) [ Im(0)[*p(x) dx
-1
minimalis. Ezekre vonatkozik a kovetkez6 két probléma.
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LXXIV. probléma. Megoldandé a minimizalé polinom explicit analitikus el6-

allitasa egy p(x);él— mellett.
V1—x2

Valamivel enyhébben

LXXV. probléma. Megadandé a (61.1)-et minimizalé polinom aszimptotikus

1
V1—x2

Az ortogonalis polinomokéval analég eredményeket tartalmaz ErdGssel irott
[12] valamint M. Frenkel—Fertig [22] cikke.

62. Amikor polinomokkal approximalunk, ezek egy linedris sokasagot alkot-
nak. Kézenfekvé kérdés, vajon hogyan alakulnak az alapkérdések egy nemlinedris
approximacidelméletben? Mint legegyszer(ibb ilyen, a C[—1, +1] fliggvényosztaly
elemeinek legfeljebb n-edfoki racionalis fiiggvényekkel vald egyenletes approximal-
hatésaga kinalkozik a [—1, +1]-ben. Ezek tehat az

cléallitasa a [—1, + 1] szakaszon, legalabbis egy olyan p(x) mellett, mely =

m, (X)
(621) Rn(x) T n,’f*(x)
fiiggvények, ahol szamlalo és nevezd vdaltozo, legfeljebb n-edfoki polinomok. Mar
Csebisev foglalkozott a legjobb polinom approximacié problémaja mellett a legjobb
racionalis approximacié problémajaval. Feltlind, hogy mégis, a polinomapproxima-
cié nagy irodalma mellett 1908-tdl a raciondlis approximécié kérdései az utolsé 15
évig mondhatni semmi figyelemben nem részesiiltek. Ennek oka valdszintiileg az,
hogy kideriilt, hogy a Lip,[—1, +1] osztalyokra, melyek a polinomapproximacio
elméletében majd minden jelenség vizsgalataban ,,mintaosztaly’’ gyanant szerepeltek,
a (62.1) alaku approximécioé nem vezet ,,lényegesen jobb” eredményhez. Pontosab-
ban szdlva, S. Bernstein egy régebbi példajat kissé modositva tetszéleges 0 <a<1-re
konnyen kimutathaté*®, hogy az

o X
(62.2) fol) = 2T [7]
sor altal adott figgvény Lip,[—1, +1]-be tartozik és minden R,(x)-re
(62.3) _max o) =R = oo

szemben Jackson tételével, mely c(x)n~* alaka approximaciot ad alkalmas n-ed-
fokt polinomra. Ez hosszi idére elvett minden reményt arra nézve, hogy a raciona-
lis approximacio ,,tobbet tudhat”, mint a polinomialis; hatha mar akkor ismert lett
volna Szabados azon tétele [49], hogy alkalmas f€Lip,[—1, +1]-re minden R,(x)-re

_max [fi0(x) = R,(x)| > c(@)n~*
isigaz, ha O<a<l.

63. Nagy meglepetés volt 1964-ben D. J. Newman tétele [40], melyben meg-
mutatta, hogy alkalmas R} (x)-re [—1, +1]-ben -

(63.1) ||x| — R} (x)| = e~al™

* E példa talan igen régi; én D. J. Newman irasos kozlésébol ismerem.

5 Matematikai Lapok
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€s minden R,(x)-re
(63.2) _max ||| = Ry (x)| = e—czVn
ahol ¢,, ¢,,... pozitiv numerikus allanddk. Ez meglepd és nagy varakozasokat éb-

reszt volt. MeglepG volt, mert, mint S. Bernstein 1912-es hires dolgozataban [4]
megmutatta, n-edfoki polinomokra a megfeleld egyenl6tlenségek

(63.3) |I%| =7 ()] <%
és minden 7,(x)-re

Cyq
(63.4) _max_ [lx|-m,@)| > 2.

Varakozasokat ébresztd volt, ha arra gondoltunk, hogy a polinomapproximacié el-
méletében az |x| fliggvény milyen szerepet jatszott (pl. beldle a Jackson-tétel konnyen
nyerhet8). De e remény hamar lelohadt megfigyelvén, hogy, ha |x| szerepe a racio-
nalis approximacié elméletében ugyanolyan lenne, mint a polinomialisban, akkor
eza Lip,[—1, +1] osztalyokra oly erés approximalhatdsagot adna, ami (63.3)-nak
ellentmond. Valdéban, kicsit utinagondolva, a dolog végsé soron azon mulik, hogy
két n-edfoku polinom Osszege n-edfokt, mig két n-edfoku tortfiiggvényé altalaban
magasabb. Hogy a remények mennyire 6sszezsugorodtak, mutatja a kovetkez6 (maig
nyitott) probléma, melyet Newman 1964-ben az Intern. Series of Numer. Math. 5.
kotetében vetett fel (189. old.).

LXXVI. probléma. (D. J. Newman). Mig minden f(x)€Lip,[—1, +1] fligg-

vény itt egyenletesen approximalhaté n-edfoki polinommal 0(7 -nyire, igaz-e,

hogy e fiiggvényosztaly elemei n-edfoki tortfiiggvénnyel o(%)-nyire approximal-

hatdk egyenletesen [—1, +1]-ben?

Igy ugy latszott, hogy Newman tétele egy gyonyori izolalt tétel, egy specialis
f(x)-re.

64. Newman (63.1) alatti egyenl6tlensége mégis alapveté fontossaga lett, mi-
kor a kérdést Sziisz Péterrel tgy tettiik fel, hogy vajon léteznek-e egyaltalan (a
Lip,[—1, +1]-t6l kiilonboz6, de mégis) ,,nagy” fliggvényosztalyok, melyek elemei
n-edfoku tortfiiggvénnyel ,,lényegesen jobban” approximalhaték, mint n-edfoku
polinommal. A kapott osztalyaink koziil csak egyet emelnék itt ki, melynél ez a
kontraszt kiilondsen erds. Ez az osztaly a [—1, 4+ 1]-ben folytonos és szakaszonként
analitikus fliggvények Z-osztdlya; ezen osztaly az analitikus fiiggvények osztalya
mellett torténetileg talan a ,.legklasszikusabb” fliggvényosztaly. Mint pl. (63.4) mu-

tatja, ennck elemeire F-nel jobb polinomapproximélhatdésag nem all fenn altalaban;

ezzel szemben, ha f€Z, ugy alkalmas R;(x) n-edfoku tortfiiggvénnyel [—1, +1]-
ben egyenletesen fennall az

(64.1) |f ) —RE()| < ex(f)e—cstNVm

egyenlétlenség, ahol ¢, és ¢, f-t6l fliggenek, de n-t6l nem. E tételnek egy, az
eredetinél joval egyszeri{ibb bizonyitasat mondtam el a jerevani nemzetkozi komplex
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fuggvénytani kollokviumon 1965 szept.-ben [61]; ebbdl kitlint, hogy, ha f(x) analiti-
kus az

l=ay=x=a;,, a;=x=ay, ..., qg_1=x=a,=—1
szakaszokon, ugy c,(f) csak max | f(x)]-t8l, co(f) pedig csak az [a,, a,,]-

|x
szakaszokhoz tartozo regularité[sellipszisek minimalis féltengelyosszegétdl fligg.
Mint (63.4) és (64.1) mutatjak, a racionalis approximalhatdsag egészen lényegesen
jobb a polinomapproximalhatésagnal. Egy kérdés azonban fennmarad. Mint New-
man (63.2) egyenl6tlensége mutatja, a (64.1) alatti tételben a e—<V» a ,,helyes”
nagysagrend n-ben. Ha viszont f(x) analitikus [—1, +1]-ben, akkor mar az
approximalhatdsag rendje (akar n-edfokt polinommal) e—<s()n, A kérdés tehat a

LXXVII. probléma. Mi a ,,valddi” oka annak, hogy (64.1) jobb oldalan a kite-
vébe Vn keriil és pl. nem #n*3?

65. Az elsé osztaly, amit Sziiszszel talaltunk (és ami egyaltalan az elsé ilyen
tulajdonsagu osztaly volt) a [—1, +1]-ben konvex fiiggvények Z, osztalya volt.

Mint (63.4) mutatja, a polinomapproximalhatdsag rendje -n—-nel jobb nem lehet;

mint Sziiszszel megmutattuk, [57] tetszbleges kis ¢=>0-hoz és f€Z,-hez van olyan
n-edfoka R}(x), hogy [—1+¢, 1 —¢]-ban

(65.1) |f ) =Ry (x)| = ¢5(f, €)

log*n
n2

Ezen egyenlétlenséget Freud [25] hamarosan javitotta, a log *n-et log 2n-el helyette-
sitve; teljesen fantasztikus azonban V. A. Popov [41] azon javitasa, mely szerint
tetszOleges pozitiv egész k, tetszleges kis ¢=>0 és f€Z,-re van oly R} (x) is,
hogy [—1+¢, 1 —¢]-ban

(652 F@- R < eolfy 5, R

ahol log, k-szor iteralt logaritmust jelent.
Ezekutan kézenfekvé a

LXXVIII. probléma. Ha f€Z, és ¢ tetszOleges kis pozitiv szim, ugy [—1+e¢,
1 —¢]-ban alkalmas R; (x)-el

(65.3) |fx)—Ry(¥)| <

c(f, 8
—-

n

A kérdés érdekességét talan fokozza Freud azon megjegyzése [27], hogy egy
(65.3)-hoz hasonlé egyenlStlenség fennallasabdl a LXXVI. probléma pozitiv megol-
dasa kovetkezne.

66. Az emlitett jerevani eladasban elemezni prébaltam, milyen tulajdonsagok
okozzak azt, hogy bizonyos fiiggvényosztalyok elemeire ,,a racionalis approximal-
hatésag jobb, mint a polinomialis”. Mint az [x| példdja mutatja, a polinomialis
approximalhatésagot egyetlen pontban valé ,,rosszabb” visclkedés teljesen leront-
hatja. A raciondlis approximalhatdsagot, gy latszik, véges sok pontban valo ,,rosz-
szabb” viselkedés, altalanosabban ,,kis halmazon vald rosszabb viselkedés™ joval
kevésbé érinti. E tényallas kvantitativabb kielemzésére célszeri azon f(x) fiigg-
vények Z,=Z,(a, f) osztalyat vizsgalni, melyek a kovetkez8képp vannak defini-
alva. Legyen

5%

67



és —1=x'<x"=+1-re

(66.2) | fx)=f (") = | —="|%
Tovabba legyenek
(66.3) L=ap=a,>=i..=0, 4="ap =1
ugy, hogy egy
(66.4) 0 < & < min 22— a1
I 4

mellett mindegyik

(66.5) l=u=k

-ra fennalljon

(66.6) au1+e=l<t" =a,—¢
mellett egy

(66.7) [fE)V—fE) =¥, L)

egyenldtlenség. Ez, kissé pongyolan szolva, a Lip,[—1, +1] osztdly azon részét
jelenti, mely ,,véges sok pont kivételével az egyes, kissé zsugoritott részintervallumok-
ban Lipg-hoz tartozik, de egyre rosszabb Lipschitz-konstanssal”. Az, hogy f(x)
alkalmas R; (x)-el (sc”)t mr(x)) polinommal) n~%nyira approximalhaté egyenle-
tesen [—1, +1]-ben, persze trividlis. Egy el6éadasban, melyet 1965 méarc.-ban tar-
tottam Sziiszszel kozdsen talalt eredményeinkrdl az Akadémian (I. [58]) egy
pontosan végig nem gondolt bizonyitas alapjan azt allitottam, hogy, ha f€Zy(a, f),
akkor, fiiggetleniil a i ,(e)-ok novekvési er8sségétdl, ha ¢—~0, alkalmas R;(x)-re
fennall [—1, + 1]-ben egyenletesen az

(66.8) |f () =Ry (x)| = e(f)n~F

egyenlGtlenség. Nem tudvan rekonstrualni eredeti gondolatmenetiinket, a kérdést
emlitettem Szabadosnak, aki az allitast legalabb arra az esetre bebizonyitotta, mi-

kor ,(e)=log’ £ (y poz. allandd), hacsak (66.8)-at
5 €

log?n
nf

(66.9) |f () =R (x)] < c(f)

val helyettesitjiik [50]. Az azonban tudomasom szerint nyitott kérdés, hogy ez javit-
haté-e. Igy adddik a

LXXIX. probléma. Fix a, f és d=min (a,—a,,) mellett mi a legerésebb nove-
I

kedése a i, (e)-oknak, hogy f€Z,(«, f)-bdl kovetkezzék, hogy alkalmas R;(x)-re
[—1, +1]-ben egyenletesen fennalljon egy

(66.10) IfC)—Ri()| = (@, B, d)n™F _max |[f]
—1l=x=
alaka egyenl6tlenség.

67. Hogy a kérdést Aaltalanosabban megfogalmazhassam, legyen adva
C[—1, +1]-nek egy J alosztalya és jelentse P,(J) a ,,legjobb polinomapproximal-
hatdsagot”, azaz
(67.1) P,(J) =supmin max |[f—m,]

fed =, —lsx=+1



és E,(J) a ,legjobb racionalis approximalhatdsagot”, azaz az
(67.2) E,(J) =supmin max |[f—R,|
fe

J R, —1=x=+1

n

mennyiséget. Ekkor — kissé enyhitve — eldall a

LXXX. probléma. Megadanddk elégséges feltételek olyan J-osztalyokra, me-
lyekre

. E,(J) _

MR R0

68. Mint Freud Géza beszélgetés kdzben megjegyezte, konvex f(x) fliggvény

0.

an-nyire approximalhaté L;-metrikdban [—1, +1]-ben. A 65. pontban mondottak-
kal ezt 6sszekapcsolva felvetédik a
LXXXI. probléma. Megadanddk elégséges feltételek olyan J-osztilyokra, me-
lyekre az
E,(J)
PO ()

hanyados két pozitiv konstans koz6tt marad, ha n—oo; itt

1

PY (J) = sup min f | f—m,| dx.
feJ =

n —1

69. Az n-edfoku tortfliggvénnyel vald interpolacié probléméja mar Cauchynal
szerepel, de konvergenciaelmélete tulajdonképp még meg sem indult. Ennck oka
talan a kovetkezd.

Legyen (62.1)-nél altalanosabban

_ T "
(69.1) R,,(x) = o wyv=1

és R,, az R, (x)-ek Osszessége; emlékeztetek arra, hogy m(x) legfeljebb k-adfoku
polinomot jelent. Ennek értékei ,,altalaban” elGirhaték (u+v+1) kiilénbdzd he-
lyen (,,altalaban’, de nem ,,altalanosan’’). Ezek egy konvergenciaelméletének egyet-
len ,,egészen természetes” moddja az volna — ha pl. a T-matrix elemeit vessziik
interpolacids alappontokul — azon R, (x;7) kettdssorozatot vizsgalni, melynél
R,(x; T) megegyezne a (C[—1, +1])-beli f(x)-el a T,.,,,(x)=0 gydkein. De
ezen R, (x; T)-k nem biztos, hogy minden (u, v) parra léteznek. Emiatt egy ilyen
interpolacidelmélet lehetséges alapjai tisztazasanak ‘igényével tobb probléma vetd-
dik fel, melyek kozil csak egyet emlitiink.

LXXXII. probléma. Rogzitett u, v=1 mellett, de (u+v+1) db valtozo x,,
Xy, ..oy Xy4y+1  interpolaciés alappont mellett mi azon maximalis M=M(u, v),
hogy R,,-ben van oly Rj,(x), hogy az

(692) RZv(xj) e yj (.] == 1, 2, s’sny) :u+v+1)

feltételek koziil legalaibb M szam teljesiil az y;-k és a (kiilonb6z6) x;-k barmely
valasztasa mellett. :
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Trivialis csak az

(69.3) M=y
egyenlGtlenség, mert az
(69.4) Vi=Ys == Yu4y41=0

valasztas mellett p-nél tobb a (69.2) feltételek koziil nem teljesiilhet. (69.4)-ben per-
sze 0 helyett akarmilyen a-érték is volna vehetd.

70. A 60. pontban lattuk Miintz—Szasz O. tételét a polinomapproximaciora
vonatkozélag. Az analdg kérdés, melyet Newman vetett fel, az volt, hogy vajon
milyen feltételt kell (60.2) helyett kirénunk a {m;} exponenssorozatra, hogy minden
C[0, 1]-beli f(x) itt egyenletesen approximalhatd legyen tetszéleges pontossiggal
oly tortfiiggvénnyel, melynek szamlaldjaban és nevezdjében x-nek csak {m;}-bol
vett hatvanyai szerepelnek. Szemben (60.2)-vel (mely nem enyhithetd), Somorjai
azon meglepd tételt talalta [44], hogy mar az

(70.1) s v

feltétel ezt garantalja, barmilyen gyors is a végtelenhez tartas. Nyitott viszont még
ez iranyban a kovetkez6 kérdés.

LXXXIII. probléma. (D. H. Newman.) Milyennek kell lennie az {m}} és {m]
rogzitett sorozatoknak, hogy minden CJ0, 1]-beli f(x) itt egyenletesen approximal-
haté legyen oly tortfiiggvénnyel, melynek szdmléléjaban x-nek csak {m]}-beli,
nevezGjében pedig x-nek csak {m]}-beli kitevGi lépnek fel?

71. Miintz—Szasz tételét x=e* helyettesitéssel gy is lehet fogalmazni, hogy,
ha Cy[—e<,0] jelenti a (—-e, 0]-ban folytonos f(s) fliggvények osztilyat, me-
lyekre

(71.1) SliEnmf(s) =0,

ugy a (60.2) feltétel garantalja, hogy az {e™*} sorozat minden Cy[— =, 0]-beli f(s)-et
itt egyenletesen approximal. Ha a [— <=, 0] félsugar helyett a kérdést Cy(y)-ra tessziik
fel, ahol y olyan folytonos gorbe, mely 0-bél —< felé¢ fut ugy, hogy barmely

hurja a valds tengellyel legfeljebb 0<% szoget zar be, akkor Korevaar 1973-ban

megmutatta, hogy a Miintz—Szasz tétel igaz marad (. Proc. of an Intern. Symp.
conducted by the Univ. of Texas and Nat. Sc. Found. at Austin). Ehhez kapcsol6-
dik a

LXXXIV. probléma. Igaz marad-e Somorjai tétele, ha a [— <o, 0] kozt a fenti
y-gorbékkel helyettesitjiik ?

72. Az |z| < l-ben regularis és |z| = 1-ben folytonos f(z) fiiggvények
C[|z|=1] osztalyanak n-edfokt tortfiiggvényekkel valé approximalhatésiga
Walsh és iskoldja sok vizsgalatanak targya volt. Ko6zos volt ezen eredményekben,
hogy az approximald tortfliggvények polusait ,,tavoltartottak™ |z|=1-t8l és a nyert
nagysagrend az approximalhatésagra nem volt ,,Iényegesen jobb™ az illeté osztaly
polinomapproximalhatdsagaénal. Jerevani eléaddsomban hangsulyoztam azon,
paradoxnak hangzé tényt, hogy épp a pdlusok ,,kozelengedése” az, ami végsd soron
elbidézi a talalt 0j jelenségeket és felvetettem a kérdést, hogy vajon az |z|=1 esetén
is eléallhat-e ez a jelenség. Az elsé ilyen alosztalyat C[|z|=1]-nek Szabados talalta
1968-ban [51]. Eszerint, ha f(z) regularis |z|<1-ben és egy 0<=0<=1/,-al az
|z+6|=1+06 korlemezben is a z=1 hely kivételével — tovabba egy karakterisztikus
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esetre korlatozva — f(z) |z|=1-ben a-kitevds Lipschitz-feltételt teljesit O<o<l-el,
ugy alkalmas R} (z)-vel |z|=1-ben

(72.1) If(D—R;(2)| = C(f)[

logn)™
n

egyenl6tlenség all fenn. Osszehasonlitasul ezen f(z)-k polinomapproximéalhatdsa-

s 1 ; :
ganak nagysagrendje csak 0[717) és, mint Newman megjegyezte, (72.1)-ben az

approximalhatésag rendje altalaban O [Ta] ala nem is szorithatd. Ezzel kapcsola-
tos a "

LXXXV. probléma. (Leindler Laszld.) Javithatd-e a (72.1) alatti egyenlStlenség
jobb oldala altalanosan
c(fyn=*

A Szabados-féle fiiggvényosztaly minden egyes elemének analiticitasi tarto-
manya ,,hatarozottan kinydlik”” az |z|=1 korlemezbdl. Legyen S az |z|<1-ben
regularis fiiggvények azon alosztalya, melynek elemei folytonosak |z|=1-ben, de
melyekhez kiilon-kiilon sincs olyan, az |z|=1 korlemezt magaban tartalmazo,
eleve megadhaté nagyobb tartomany, melyben & regularis volna. Specialisabban
legyen S* az S azon részhalmaza, melynek elemei az egységkoron tul nem foly-
tathatdk analitikusan. Ezekre vonatkozik a

LXXXVI. probléma. Igaz-e, hogy, ha f€S™* és f(z) folytonossagi modulusa
|z|=1-ben w(f, d), gy alkalmas R} (z)-vel itt egyenletesen fennall az

ra?

SO-E@I= oo |1, 1)

egyenlbtlenség?
Ha ez igaz, valdsziniileg erésebb egyenlStlenség altalaban nem allithatd.
Természetes tovabbi kérdés, hogy olyan jelenség, melyet az |x|-fliggvény
[—1, +1]-ben mutat az egyenletes polinom- ill. racionalis approximalhatdsagra
vonatkozdlag, fennallhat-e alkalmas S-beli f(z)-ekre. Erre vonatkozik a

LXXXVII. probléma. 1gaz-e, hogy nincs oly fi(z)€S, hogy alkalmas ¢, és
¢, pozitiv dllandokkal minden elég nagy n-re fy(z) egyenletes polinomapproximal-
hatdsaga |z|=1-ben

& Thy
n

de egyenletes racionalis approximalhatdsaga itt
e—cafn?

73. Mindezen kérdések egy valds vagy komplex valtozéra vonatkoztak. Két
valds valtozod esetére az irodalmat nem nagyon ismerem. Szamos kézenfekvé fontos
kérdés vetddik fel, melyek megoldasa bizonyara ismert (pl. ha a =, (x, y) polinom
x ill. y-ban legfeljebb u ill. v-edfoku és az (x, y)-sik egy D-tartomanyaban
abszolite =1, Ggy mi max '%‘ és max ‘(()BL)‘;V‘ pontos értéke?), és épp ezért

nem fogalmazom meg Sket explicite nyitott problémaképp. Viszont emlitem, némi
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kommentarral, a kovetkezd, gyakorlatilag is érdekes kérdést. Legyen adva az (x, y)
sikon egy korlatos sima zart D tartomany és ebben egy f(x,y), melynek pl. ma-
sodik parcidlisai léteznek D-ben  és folytonosak, értékeit mérésekbdl ismerjiik

(73.1) N=@+D)Hr+1)—1
szamu kiilonbdz8 P;=P(x;, y,)€D pontban. Keresiink oly

(732 TG )= 2 3 a iyt
polinomot, melyre {
(73'3) T[l‘v(xj9 y;)( == nuv(Pj)) :f(PJ)‘

A P; pontokat D-ben vilasszuk meg ugy, hogy a rendszer A(Py, P,, ..., Py)
determindnsara

* S A — e
(73.4) APy .o Py) = max_ [AQ, ... OY)
alljon fenn (ahol @y, ..., Oy fuggetelnul befutjak  D-t). Kénnyen lathatolag
A(Q4, ..., Ox)#0, azaz a jobboldali maximum pozitiv, vagyis a P;-k ilyen va-
lasztasa mellett a (73.2)—(73.3) polinom egyértelmiien van meghatarozva Ez az
(x, y)=P jeloléssel felirhatod

A(Pl, ceey Pj-—la P’ Pj+1’ 8:3:29 PN) sh
B, o B

mw(P) = Zf(P)
(73.5) i

_Ig

N
_2 (EILLP: P ..., Byl

alakban. Jelentse 7 (P, f, D) az f(P)-nek D-re vonatkozd egy pu, v-edfoku leg-
jobban approximald polinomjat; mivel nyilvan
N
(73.6) Zl' Ty (P)1;(P; P, ..., Py) = m;,(P),
fa
tehat
N
(73.7) Ty (P) — Ty (P, f, D) = Zl(f(Pj)—ﬂﬁv(P,-)) ;(P; Py ..., Py).
=
Ha

(73.8) max | £ (P) 75, (P)| = d,u (£, D),
ugy D-ben
Ty (P) = (P)] = Iy (P) —ly (P + Il (P) —F (P)] =
(7.39) N
= du (£, D) |1+ Z11(P5 Prs ooy Py |-

De az [;-k (73.5) alatti alakjabdl D-ben

(73.10) |;(P; Py, ..., Py)| =1 j=1,.... N
azaz (73.9)-bél adédik D-ben az
becslés.
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A numerikus analizis mddszerei médot adnak a Py, P,, ..., Py numerikus ko--
zelitd meghatarozasara, ha p, v nem nagyok. Viszont érdemleges kérdés a
LXXXVIII. probléma. Mit lehet kimondani a (73.4) alatti extremumtulajdonsaggal:
értelmezett (P, P,, ..., Py)-pontrendszer eloszlasara, ha p és v—>oo?

Végiil egy probléma, melyhez nem kell kommentar az eléz6k utan.

LXXXIX. probléma. (T. Sos Vera.) Vannak-e pl. az egységnégyzetben olyan.
fliggvényosztalyok, melyek a sup. normaban

71#1 Vi (x: y)
Mgy (X5 ¥)
alaku tortfiiggvényekkel ,,lényegesen jobban’ approximalhatdk, mint

: T (X, ¥)
alaku polinomokkal, hacsak

R (k+1)(1+1)

T (m+D i+ D+ + 1) (v +1)
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MARTIN AXIOMAJA*
J. R. SHOENFIELD

Bevezetés. Az elmult tiz év folyamédn szdmos 10j axidma jelent meg a halmaz-
elméletben. Ezek f6 célja az, hogy olyan fontos tételek igazsagat dontsék el, melyeket
nem lehet Uj axiomak nélkiil bizonyitani. Gddel és Cohen példdul megmutattak,
hogy a kontinuum-hipotézis eldonthetetlen a jelenleg elfogadott axiomdak mellett,
igy magitdl értetddd olyan ésszerli axiomakat keresni, melyek elddntik azt.

Uj axiomak bevezetésének egy masik, gyakorlatiasabb célja az, hogy segitsé-
giikkel fiiggetlenségi eredményeket bizonyitsunk. Hogy lassuk, miként is torténik
ez, sziikségiink van néhany definicidra.

Jeldlje ZFC a halmazelmélet szokasos axidmarendszerét, beleértve a ki-
valasztdsi axiomat'. Az olvasénak nem feltétleniil sziikséges ismernie ezeket az
axiomadkat, elég, ha csak elfogadja ilyen axiomak létezését, valamint azt, hogy
ezekb6l a halmazelmélet szokdsos tételei kovetkeznek. Feltessziik, hogy ZFC
konzisztens, azaz hogy ZFC axiomaibol nem lehet ellentmondast levezetni®.

Az altalunk vizsgdlt fiiggetlenségi allitdsok mind ,,B nem bizonyithaté ZFC-
bél” alaktiak (ahol B a halmazelmélet valamely allitdsa). Megmutatjuk, hogy
. ezeket mind konzisztencia-allitdsokkd lehet atfogalmazni.

1. LEeMMA. A B dllitdas akkor és csak akkor nem bizonyithato ZFC-bol,
ha (ZFC-+nem-B) konzisztens.

Bizonyitas. Ha B bizonyithaté ZFC-bol, akkor B ¢és nem-B mindketten
bizonyithatok (ZFC+nem-B)-bdl, igy (ZFC+nem-B) nem konzisztens. Tegyiik
fel most, hogy (ZFC-+nem-B) nem konzisztens. Ekkor B-t kell bizonyitanunk
ZFC axiémaibodl. Ezt indirekt modon bizonyitjuk: feltessziik (nem-B)-t és ellent-
mondast vezetiink le. Hogy (nem-B)-bdl le tudunk vezetni ilyen ellentmondast,
az (ZFC+nem-B) nem konzisztens voltdbdl kovetkezik. Q. E. D.

Ebbdl adbdik, hogy a minket érdekld allitasok ,,ZFC+ B konzisztens” alakban
irhatok fel. Tegyiik fel, hogy tobb ilyen allitdst kivinunk bizonyitani, mondjuk azt,
hogy ,,ZFC+ B; konzisztens” i=1, 2, ..., k-ra. Ezt megtehetjitk ugy, hogy ki-
otliink egy B axiomat, megmutatjuk, hogy (ZFC+ B) konzisztens €s bizonyitjuk
ZFC-ben, hogy minden i=1, ..., k-ra B; kovetkezménye B-nek. Ezzel az Gsszes

* Megjelent az American Mathematical Monthly 82 (1975) 6. szamaban

1 Lasd példaul Péter RoOzsa: A halmazelmélet axiomarendszerei. Matematikai Lapok, (1965)
XVI, 185—227. Itt szo esik a halmazelmélet tobbi axiomarendszerérdl is, azonban a Zermelo—
Fraenkel-féle axiomarendszert altalanosan (innen az elnevezése is: ZF; a C betii a kivalasztasi
axidmara utal) hasznaljak.

2 Erre a feltevésre azért van sziikségiink, mert Godel nevezetes eredménye szerint ZFC kon-
zisztenciajat magaban ZFC-ben nem Iehet bizonyitani,
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(ZFC + B;) konzisztencidjanal tobbet bizonyitunk, nevezetesen (ZFC+ B, + ... + By)
konzisztencidjat.

Ezek alapjan természetesnek latszik olyan B axioméak keresése, melyekre

(a) be tudjuk bizonyitani, hogy ZFC+ B konzisztens;

(b) tobb érdekes C dllitasra be tudjuk bizonyitani (ZFC-ben) hogy B-C
(B-bdl kovetkezik C).
Az egyaltalan nem baj, ha B Onmagdban nem latszik tal érdekesnek. JO példa
erre Godel V=1 axiom#ia®. A jelen cikk célja az, hogy egy masik ilyen példat
tanulmanyozzon.

1. Az axioma megfogalmazisa. Axiomankat a részben rendezett halmazok
fogalmaival fogjuk felirni. A P részben rendezett halmazt rdcsnak nevezziik, ha
P minden p és g eleméhez van P-nek olyan r eleme, hogy p=r és g=r. Egy
P részben rendezett halmazban részracs P-nek olyan része, ami racs az oroklott
rendezésben.

A P részben rendezett halmaz D részhalmaza siirii P-ben, ha minden p¢P-re
van olyan ¢g€D, hogy p=gq. (Ez a valddi siirliség a topoldgiai értelemben, ha
P-n azt a topoldgiat tekintjiik, amelyben a {p: p=g} (g€ P) alaku halmazok bazist
alkotnak). Minket P-nek azok a részracsai érdekelnek, amelyek P sok siir(i rész-
halmazat metszik.

1. TETEL. Legyen P nem iires részben rendezett halmaz, és legyen {D,} a P
stirti részeinek egy sorozata. Ekkor van P-nek olyan részrdacsa, ami mindegyik D,-t
metszi.

Bizonyitds. Valasszuk p,-t indukcidval ugy, hogy p,..=p, é p,..€D,
teljestiljion. Ez megtehetd, hiszen D, sird. Mivel n=m-b6l p,=p, kovetkezik,
a p,-ek egy részracsot alkotnak. Q. E. D.

A tovabbiakban x és A végtelen szamossidgokat, o és S pedig rendszamo-
kat jelolnek. A halmazelmélet mai gyakorlataval 6sszhangban x-t azonositjuk az
elsé x szamossagl rendszan'mal. fgy példaul 8,-t azonositjuk w-val és §,-t az
els6 nem megszamlalhaté rendszammal.

Az 1. tétel nem lesz igaz, ha benne {D,}-t siir(i halmazok egy 8, szamossagh
{D,:x<{,} rendszerével helyettesitjiik. Hogy ezt belassuk, legyen 4 egy 8, sza-
mossagl és B egy 8, szamossagi halmaz, tovabba jelolje P az A4 véges részeibdl
B-be hato leképezések halmazat. Ha p, g€ P, jelentse p=gq azt, hogy ¢ Kkiterjesz-
tése p-nek. Minden egyes bEB-re a D,={p:b eleme p értékkészletének} halma-
zok stirtieck P-ben. Ha most Q tetszbleges részracsa P-nek, akkor van olyan A-
bol B-be hatd f leképezés, mely O minden tagjanak kiterjesztése. Mivel f nem
lehet raképezés, azért van olyan b€ B, ami nincs f értékkészletében, azaz Q nem
metszi a D, halmazt.

Tekintettel erre a példara, megszoritast kell tenniink P-re. Azt mondjuk,
hogy P-nek p és g elemei inkompatibilisek, ha nincs P-nek olyan r eleme, amelyre

3 Lasd példaul Hajnal Andras: A kontinuum-problémara ¢s a kivalasztasi axiomara vonatkoz6
axiomatikus vizsgalatok torténetérdl és jelenlegi allasarol, Matematikai Lapok (1966) XVII. 253—
260. A V=L, masképpen konstrualhatosagi axioma azt mondja ki, hogy minden halmaz bizonyos
egyszert halmazépitési miveletek kellé szamt alkalmazasaval megkaphato (konstrualhat6). Godel
tulajdonképpen azt mutatta meg, hogy ha a ZF axidOmarendszer (a kivalasztasi axioma nélkiil!)
konzisztens, akkor konzisztens marad akkor is, ha a V=L axiomat hozzavessziik. Ebbdl az axio-
mabol kovetkezik tobbek kozott a kivalasztasi axioma, az altalanositott kontinuumhipotézis,
valamint a Szuszlin-fa létezése is (5. pont).
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p=r ¢é g=r teljesilne; tovabba P kielégiti a megszamlilhato lincfeltételt, ha
P minden, paronként inkompatibilis elemekbdl allo részhalmaza megszamlalhato.
Minden » szdmossdgra tekintsiik a kovetkezd allitast:

(Ax) Ha P nem iires részben rendezett halmaz, amely kielégiti a megszamldl-
haté ldancfeltételt és {D;:icI} a P siirii részhalmazainak legfeljebb x szdmossagii
csaladja, akkor van P-ben olyan Q részrdacs, amelyik valamennyi D;-t metszi.

Az 1. tétel pontosan azt mondja ki, hogy (AY,) igaz, mig a kovetkezd részben
latni fogjuk, hogy (4») hamis minden x»=2% szadmossagra. Igy (4x) csak R;=x<
=2% esetén érdekes. : i

Martin axiomaja az az allitas, hogy (Ax) igaz minden 8,=x<2% szamos-
sagra. Vildgos, hogy a kontinuum-hipotézishél Martin axiémadja trividlisan kovet-
kezik. Masrészrdl igen érdekes tény az, hogy a kontinuum-hipotézis szamos kovet-
kezménye, megfeleléen kimondva méar Martin axioméjabol is bizonyithatd. Ez
a (4) dolgozat f6 mondanivaldja. A mi szempontunkbdl legjobb lesz (Ax)-t 8,-tol
kiilonboz6é x-kra, specidlisan x = §,-re tekinteni. Ehhez meg kellene mutatnunk
ZFC+(AY,) konzisztenciajat, azutan pedig (AY;) ¢érdekes kovetkezményeit
levezetni.

2. TETEL (6) A ZFC+(AR,)+2% =8, axiémarendszer konzisztens.

Sajnos a 2. tétel bizonyitdsa annyira bonyolult, hogy itt még vazolni sem tud-
juk, Cohen mddszerének? jelent3s tovabbfejlesztése sziikséges hozza. Igy a dolgozat
tovabbi részét az (Ax) allitasok kovetkezményeinek fogjuk szentelni.

2. Mértékelméleti alkalmazasok. Tudjuk, hogy (A48, bizonyithaté ZFC-ben.
Ez azt sugallja, hogy (Ax)-nak kovetkezményei lesznek olyan x-nal nem nagyobb
szamossagi halmazokra vonatkozo6 allitdsok, melyekrdl tudjuk, hogy megszam-
lalhaté halmazokra igazak. Gyakran (bar nem mindig) valéban ez a helyzet.

3. TETEL (4) Ha (Ax) igaz, akkor nulla (Lebesgue) mértékii valos szdamhal-
mazok legfeljebb x szdmossdgu rendszerének unidja is null-mértékii.

Bizonyitds. Legyen {E;:i€l} null-mértéki halmazok legfeljebb x sza-
mossagl rendszere, E=U {E;:i€l}. Legyen &¢>0. Megmutatjuk, hogy talalhatd
olyan E-t tartalmzoé nyilt halmaz, melynek mértéke legfeljebb e.

Legyen P az enal kisebb mértékii nyilt halmazok csaladja és p, g€ P-re le-
gyen p=q ha pSgq. El6szér megmutatjuk, hogy P kielégiti a megszamlalhat6
lancfeltételt. Alljon @ wugyanis P paronként inkompatibilis elemeib6l. Legyen
0,={peQ:m(p)=(1—2"")¢} (ahol m(p) jeldli p Lebesgue mértékét). Elegendd
megmutatnunk, hogy minden n-re Q, megszamlalhato.

Minden p€Q,-re legyen p<p olyan, hogy p racionalis végpontu nyilt inter-
vallumok véges unidja €és m(p—p)<2~"e. Mivel csak megszamlalhaté sok ilyen
véges unid van, elegendé6 megmutatnunk, hogy ha p és ¢ a Q, halmaz kiilénb6z6
elemei, akkor p=#g. Tegyilik fel, hogy p=g. Ekkor pUqgS(p—p)Ugq, s igy
m(pUq)<2-"e¢+(1—2""e=¢. EbbOl az kovetkezne, hogy p és g kompatibilis,
ellentmondéasban azzal, hogy p, g€0.

4 Cohen 1963-ban adott egy modszert fliggetlenségi allitasok igazolasara (lasd Hajnal Andras
fenti cikkét). A modszer azota jelentGsen tovabbfejlodott és leegyszer{isodott, elsésorban Solovay
amerikai matematikus munkai nyoman. Cohen eredményei szerint ZFC-ben nem bizonyithatd
a V=L axidéma, a kontinuumhipotézis, ZF-bdl pedig a kivalasztasi axibma.
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Minden i€/l-re legyen D;={p€P:E;Cp}. Felhasznialva m(E;)=0-t, kénnyen
belathatd, hogy D; siirli P-ben. Ekkor (Ax)szerint van P-nek olyan Q részricsa,
ami minden D;-t metsz. Legyen Q elemeinek unidja G. Ekkor G nyilt, s D; Q=
#0-bol kapjuk, hogy E,CG ésigy ECG.

Elegendd lesz tehat megmutatni, hogy m(G)=¢ ellentmondésra vezet. Lindelf
tétele szerint G megszamlalhatd sok Q-beli elem unidja. EbbSl kapjuk, hogy van
véges sok Q-beli halmaz, melyeknek G, unidjara m(G;)=¢. De mivel Q racs, Q vala-
melyik eleme tartalmazza G,-t ésigy mértéke legalabb e. Ezellentmondas. Q. E. D.

Lassuk, milyen fiiggetlenlenségi eredmény kaphatd ebbdl a tételbdl. A 3. és a
2. tétel szerint a kovetkezd axiomarendszer konzisztens: ZFC+ 8, null-mértéki
halmaz unidja is null-mértékii”. Az 1. lemma szerint tehat nem bizonyithaté ZFC-
ben a kovetkezé allitas: ,,van &, darab null-mérték{i halmaz, melyek unidja nem
null-mértéki”. A tovabbi eredményeink ilyen atfogalmazasat az olvaséra bizzuk.

KOVETKEZMENY. Ha (Ax) igaz, akkor legfeljebb x darab mérheté halmaz
unidja is mérheté.

Bizonyitds. Legyenek {E;:i€clI} a mérhet6 halmazok, |I|=% é E =
=U {E;:i€I}. Ekkor E-nek van egy mérhetd magja, azaz olyan F mérhet8 része,
hogy E—F minden mérheté része null-mértékd. Specialisan m(E;—F)=0 ha
i€l, igy a 3. tétel szerint E—F=U {E;— F:i€I} null-mérték{i. Ezek szerint E=
=FU (E—F) mérhet6. Q. E. D.

Mivel a [0, 1] intervallum 2% darab egypontu, és igy null-mérték{i halmaz
unidja, a 3. tételbdl lathatjuk (ahogyan azt mar emlitettiik), hogy »x=2% esetén
(Ax) nem igaz.

Ezek szerint (Ax) csak az 8,<=x<2% esetben érdekes. Mivel ilyen szamossagok
nem tul gyakran fordulnak el6 a matematikaban, egyesek azt gondolhatjak, hogy
(Ax) kovetkezményei kizardlag a halmazelmélészeket érdeklik. Egy példaval mutat-
juk meg, hogy ez nincs igy.

Ha X valés szamhalmazok egy rendszere, akkor CX jeloli az X-ben talalhato
halmazok komplementereinek rendszerét és PX az X-beli halmazok folytonos
képeinek rendszerét. Legyen A a Borel-halmazok folytonos képeinek rendszere.
Az A, CA, PCA, CPCA, PCPCA, ... rendszerek valamelyikében levé halmazokat
projektiv halmazoknak nevezik, és ezeket a topologusok sokat vizsgaltdk (ldsd
(3)). Luzin bizonyitotta, hogy az A-ban illetve CA-ban taldlhaté minden halmaz
mérhetd. Godel megmutatta, ZFC-vel konzisztens az, hogy PCA-ban van nem
mérheté halmaz.® Egy meglehetésen mély eredmény szerint PCA minden halmaza
8, darab Borel-halmaz unidja. Igy (A48,)-bél kovetkezik, hogy PCA minden
halmaza mérhetd (a 3. tétel fenti kovetkezménye szerint).

Ezt még tovabb lehet vinni. Martin megmutatta, hogy amennyiben létezik
mérhetd szdmossag®, akkor PCPCA minden halmaza &, Borel-halmaz unidja.
Igy ha van mérhetd szamossag és (AN.) igaz, akkor PCPCA minden halmaza
is mérhetd.

3. Kombinatorikus kovetkezmények. Legyen o a természetes szaimok halmaza,
s legyen A és B az o részhalmazainak egy-egy rendszere. (A, B)-halmaznak

5 Ez is a V=L axiomabol kovetkezik (D. Scott amerikai matematikus egy tétele alapjan).

% Egy K szamossagot mérhetének neveziink, ha egy K szamossagi halmaz Osszes rész-
halmazan definialhat6 olyan g-additiv O— 1-mérték, melyre az egyelemii halmazok null-mértékiiek,
s az egész halmaz pedig 1-mérték{i. Mérheté szamossag létezése ZFC-bSl nem bizonyithato,
s6t, V= L-bdl kovetkezik, hogy nincs mérhetd szamossag.
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nevezzilk w-nak minden olyan C részhalmazit, melyre 4N C véges minden
A€A-ra, s ugyanakkor B C é B—C végtelen minden BcB-re.

Egy D halmazt A-kicsinek neveziink, ha van A-nak véges sok eleme,
Ay, ..., A,, melyekre D—(4,U...U4,) véges. Ha 1étezik (A, B)-halmaz, akkor
vilagos, hogy B egyetlen halmaza sem A-kicsi.

4. TETEL. Tegyiik fel (Ax)-t. Legyenek A és B az w részhalmazainak leg-
feljebb x szamossagu rendszerei. Ha B egyetlen eleme sem A-kicsi, akkor létezik
(A, B)-halma:.

Bizonyitas. Alljon P az w-nak A-kicsi részhalmazait {0, 1}-be képezé olyan
f flggvényekbdl, melyekre {i:f(i)=1} véges. P-bdl részbenrendezett halmazt
készitiink, ha f=g-t akkor tekintjiikk igaznak, ha g Kiterjesztése f-nek.

ElGszor megmutatjuk hogy P kielégiti a megszamlalhaté lancfeltételt. Ha f
és g elemei P-nek, és van koz0s kiterjesztésiik, akkor a legkisebb k6zos kiterjesz-
tesuk P-ben van. fgy ha f és g inkompatibilis, akkor van olyan i, melyre f(i)
és g(i) egyike 0, masika 1. Ezek szerint {i: f(i)=1} {i:g(i)=1}. M1ve1 w-nak csak
megszamlalhaté sok véges részhalmaza van, P minden, paronként inkompatibilis
elemekbdl allé részének is megszamlalhatonak kell lennie.

Minden A€A-ra legyen D, ama P-beli fiiggvények haimaza, melyek értel-
mezési tartoménya tartalmazza A-t. Vilagos, hogy D, slirli P-ben.

Minden BEB-re legyen Dy, ama f€P fiiggvények halmaza, melyekre mind
BN {i: f(i)=0}, mind BN{i:f(i)=1} szdmossaga legalabb n. Megmutatjuk, hogy
Dy, stirl P-ben. Legyen ugyanis f¢P. Mivel B nem A-kicsi, tudunk talalni
2n természetes szamot, mondjuk iy, ..., iy, ji, ..., jy-t, melyek B-ben vannak, de
nincsenek f értelmezési tartomanyaban. Legyen f olyan kiterjesztése f-nek, melyre
FG)=1 & J(j)=0 (k=1,...,n). Ekkor feDy, és f=f.

(Ax) szerint van P-nek olyan Q részracsa, amely metszi az 3sszes D, vala-
mint Dp, halmazokat. Mivel Q récs, van olyan g leképezés w-bol {0, 1}-be,
amely Q minden elemének kiterjesztése. Legyen C={x:g(x)=1}. Minden A€A-ra
g valamely f€D, Kkiterjesztése, ezért ANC={x€A:f(x)=1} s igy ANC véges.
Ha Be€B és ncw akkor g a Dy, halmaz valamelyik elemének kiterjesztése, igy
BNC é B—C is legalabb n clemii. Ez minden n-re igaz, tehat BNC é B—C
végtelen. Q. E. D.

Azt mondjuk, hogy az A halmazrendszer rendes, ha w nem A-kicsi és minden
A€A nem (A—{A})-kicsi.

2. LEMMA. Tegyiik fel (Ax)-t. Legyen A rendes és legfeliebb » szdmossdgii.
Legyenek A, illetve A, diszjunkt részhalmazai A-nak. Ekkor van olyan C (A, A,)-
halmaz, amelyre AU{C} rendes.

Bizonyitds. Alljon B az &6sszes D—(4,U...U4,) alaki halmazokbdl,
ahol A4,,...,4,€cA és D vagy o, vagy A—A,-nek valamely A4,,..., 4,-tdl
kiilonboz6 eleme. Mivel A rendes, azért A,UB egyetlen halmaza sem A,-kicsi.
Mivel B nyilvan legfeljebb » szamossagu, azért a 4. tétel szerint van C (A,, A,UB)-
halmaz. Megmutatjuk, hogy AU{C} rendes.

Legyen A, ..., A,€A. Mivel w—(4,U...U4,) eleme B-nek, azért C—
—(4,U...U4,) és o—(4,U...UA4,UC) is végtelen. Ez mutatja, hogy C nem
A-kicsi és hogy w nem AU{C}-kicsi. Mar csak azt kell belatni, hogy ha A€A,
akkor 4 nem. (AU{C}—{A})-kicsi. Legyen A,,...,4,6A—{4}. Ha A¢A,,
akkor az 4—(4,U...UA4,) halmaz B-ben van, tehat 4—(4,U...UA4,UC) vég-

6 Matematikai Lapok
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telen. Ha A€A,, akkor ANC véges és A—(A4,U...U4,) végtelen, igy most is
A—(4,U...U4,UC) végtelen. Q. E. D.

5. TEteL (4) Ha (Ax) igaz, akkor 2*=2%,

Bizonyitds. A 2. lemmat hasznalva transzfinit indukcidval definialhatunk
a<x-ra egy A, sorozatot gy, hogy {A4,:x<x} rendes legyen. A 4. tétel alapjan
minden /< {x:x<x}-hoz valaszthatunk egy C,-t, ami ({4,:a€l}, {4,:«¢ I})-hal-
maz. Mivel o€l pontosan akkor igaz, ha C;(A4, véges, az I-hez C;-t rendeld
leképezés kolesondsen egyértelmii. Mivel 2% lehetséges / van és w-nak 2% rész-
halmaza, kapjuk, hogy 2*=2%, azaz 2*=2%. Q. E. D.

Most egy olyan probléma targyalasara tériink ra, mely a MONTHLY-ban je-
lent meg (Advanced Problem 5845). Legyen O,={x:a<x} ¢és s, az O,XO0,-ban
az a o-gyliri, amit a téglalapok (azaz az AXB alaki halmazok) generilnak.
Jeloljiik (Rx)-val azt az Allitast, hogy 0,X 0, minden részhalmaza s,-ba esik.
Mely nem megszamlalhatd x-kra igaz (Rx)? Ismeretes, hogy (RY;) igaz és (Rx)
hamis minden »x=>2%-ra. Ez azonban nem teljes megoldasa a problémanak, hacsak
fel nem tessziik a kontinuum-hipotézist.

6. TETEL (2) Ha (AA) igaz minden J<ux-ra, akkor (Rx) is igaz.

Bizonyitds. Legyen WZO0,XO,. Transzfinit indukciéval kivalasztjuk -
nak olyan A4, és B, részhalmazait a<x-ra, hogy A,(1Bs pontosan akkor lesz
végtelen, ha (o, f)€ W. Tegyiik fel, hogy A,-t és B,-t mar a<y-ra kivalasztot-
tuk, és tegyiik fel (indukciés hipotézisként), hogy {A4,:a<y}U{B,:a<y} rendes.
A 2. lemma alapjan el6szor valasztunk olyan A, -t, melyre A4,(1B, pontosan akkor
végtelen, ha (y, )€ W, és {d,;a=y}U{B,:a<y} rendes; azutan pedig olyan B,-t,
hogy A,NB,(x=7y-ra) pontosan akkor végtelen, ha (o, Y)EW és {4, :a=y}U
U{B,:a=7y} rendes.

Legyen X,={a:n€d,} és Y,={a:n€B,}. Ekkor (o, f)€X,XY, pontosan
akkor igaz, ha n€A,MNBy. Igy («, B)€ W pontosan akkor teljesill, ha («, f)€ X, XY,

végtelen sok n-re. Innen
W = m U (,X“XY"),

m n=m

azaz Wegs,. Q. E. D.
Vegyiik észre, hogy a 6. tételben (RYN,)-t is bizonyitottuk. Kunen (2) megmutatta
azt, hogy (RY,) nem bizonyithatd ZFC-ben 2% =R,-bdl.

4. Topolégiai kovetkezmények. Legyen X egy topologikus tér. X-nek egy 4
része sehol sem siirii, ha minden, nem {iires nyilt halmaz tartaimaz A-t6l diszjunkt
nem iires nyilt halmazt. Egy halmaz els6é kategéridju (sovany), ha megszamlilhat6
sok sehol sem siirli halmaz unidja. Egy 4 halmaz Baire-tulajdonsagi, ha van olyan
B nyilt halmaz, hogy 4—B és B— A is els6 kategoriaju. Bizonyos analdgia 4ll
fenn az els6é kategoériaju halmazok és a null-mértékli halmazok kozott, csakugy,
mint a Baire-tulajdonsagi és mérheté halmazok kozott. A 3. tétel megfeleljét
fogjuk most bizonyitani.

7. TETEL (4) Tegyiik fel (Ax)-t. Ha X megszamlalhaté bdazisu topologikus
tér, akkor X-ben legfeljebb x darab elsé kategéridji halmaz unidja is elsé kategd-
riaju.

Bizonyitds. Nyilvan elég bizonyitani, hogy ha {E;:i€l} (|I|=x) sehol sem

srer
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:n€w} olyan sorozat, melyben X egy rogzitett megszamlalhaté béazisanak minden
nem lres eleme végtelen sokszor eléfordul (és mas halmaz nem). Legyen i€/-re
A;={n:ENG,=0} é ncw-ra B,={m:G,=G,}. Végil legyen A={A;:icl} és
B={B,:ncw}.

Megmutatjuk, hogy egyetlen B, sem -A-kicsi. Ha 1, véges része I-nek, akkor
E;,=U{E;:i€l,} sehol sem siir(i, tehat van végtelen sok olyan m, amire G,ZSG,
és G, E;,=0. Ezazt jelenti, hogy végtelen sok olyan m van B, -ben, melyek egyet-
len i€l,-ra sincsenek A;-ben.

A 4. tétel szerint ekkor van (A, B)-halmaz, legyen C ilyen. Ama G, hal-
mazok H, unidja, melyekre m=k ¢és méeC, nyilvan nyilt. Megmutatjuk, hogy
H, komplementuma sehol sem siirli. Elegendé ehhez megmutatnunk, hogy min-
den n-re valamelyik G,, része H,(1G,-nek, azaz van olyan m=k, amire mcC
¢és méeB,. Ez azonban azért van igy, mert C() B, végtelen.

Még azt kell megmutatnunk, hogy ES U{X—H,:k€w}. Ehhez elég latnunk,
hogy minden i-hez van olyan k, amire E;(\H,=0. Mivel A4;NC véges, k-t
valaszthatjuk 4;C minden tagjanal nagyobbnak. Ha m=k és mecC, akkor
m¢ A;; igy E;NG,=0. Innen pedig kovetkezik, hogy E;NH,=0. Q. E. D.

KOVETKEZMENY. Tegyiik fel (Ax)-t. Ekkor minden megszdamldlhaté bdzisi
topologikus térben igaz az, hogy legfeljebb x darab Baire-tulajdonsdagi halmaz unidja
is Baire-tulajdonsadgii.

A 7. tétel e kovetkezményének hasonld tovabbi kovetkezményei vannak, mint
a 3. tétel kovetkezményének (a valdsak terére vonatkozolag).

Tegyiik fel, hogy az X topologikus térben x torlddasi pontja az {x,} sorozat-
nak. Ekkor x nem sziikségképpen limesze {x,} valamelyik részsorozatanak, mig
ez a helyzet all el6, ha x-nek van megszamlalhaté kornyezetbazisa.

8. TETEL. Tegyiik fel (Ax)-t és legven x az {x,} sorozat torléddsi pontja az
X topologikus térben. Tegyiik fel tovabbd, hogy x-nek van legfeljebb » szdmossdagi
kornyezetbdzisa. Ekkor kivdlaszthaté {x,}-bél x-hez konvergdlo részsorozat.

Bizonyitds. Legyen {G;:icl} (|I|=x) az x pont egy kdornyezetbazisa.
Legyen A;={n:x,€G;}, A={A4;:i€I}. Megmutatjuk, hogy ® nem A-kicsi. Le-
gyen ugyanis /, véges része I-nek, G={G;:i€l,}. Ekkor G az x egy kdrnyezete,
igy x,€G végtelen sok n-re, és mindegyik ilyen n eleme A; komplementerének,
ha i€l,.

A 4. tétel szerint van olyan végtelen C halmaz, hogy C(A4; minden i-re
véges. Vilagos, hogy az {x,:n€C} részsorozat konvergil x-hez. Q. E. D.

Egy X topologikus teret sorozatkompaktnak neveziink, ha minden X-beli
sorozatnak van konvergens részsorozata. Jol ismert, hogy megszamléalhaté sok so-
rozatkompakt tér topologikus szorzata ismét sorozatkompakt. Masrészrél kénnyt
megmutatni, hogy 2% kételemii diszkrét tér szorzata mar nem sorozatkompakt.

KOVETKEZMENY Ha (Ax) igaz, akkor legfeljebb x kompakt metrikus tér szor-
zata sorozatkompakt.

Bizonyitas. Legyen {X;:icl}(|I|=x) a terek rendszere, X pedig a szor-
zatuk. Mivel X kompakt, minden X-beli sorozatnak van torlddasi pontja. A 8.
tétel alapjan tehat elég megmutatnunk, hogy minden X-beli pontnak van legfeljebb
» szamossagu kornyezetbazisa. Ez pedig egyszerii gyakorlat a szamossag-aritmeti-
kaban (megjegyezziik, hogy mindegyik X;-nek van megszamlalhaté bazisa). Q. E. D.
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Ez a kovetkezmény Booth egy tételének altalanositasa. Booth (1) felhasznalta
Martin axiomajat dimenzidelméleti kérdések vizsgalatara is.

Bizonyitas nélkiil kimondjuk Silver egy még nem publikalt tételét, amely egy
nevezetes topoldgiai problémardl szol:

9. TETEL (Silver) Ha (AR,) igaz, akkor létezik szeparabilis, normadlis, nem
metrizdlhaté Moore-tér.

5. Szuszlin problémdja. Roviden bemutatjuk ezt a problémat, amely eredetileg
a 2. tételt motivalta. Szuszlin e probléméjat eredetileg a valds szamok rendezésére
vonatkozd axiomak segitségével fogalmazta meg. Ehelyett mi egy részben rendezett
halmazokra vonatkozé problémat ismertetiink, melynek ekvivalencidjat Szuszlin
probléméjaval Miller (5) bizonyitotta be.

Egy P részben rendezett halmaz lanc (antildnc), ha P tetszéleges két eleme
Osszehasonlithatd (nem Osszehasonlithatd). Fanak neveziink egy olyan P részben
rendezett halmazt, melyben minden x€P-re {y:y=x} ldnc. Egy Szuszlin-fa
olyan nem megszamlalhaté fa, amelyben minden ldnc és minden antilinc meg-
szamldlhato. Jeloljiik (SH)-val azt az allitast, hogy nem létezik Szuszlin-fa.

A Cohen-modszer felfedezése utan nem sokkal Tennenbaum és Jech (egymastol
fliggetleniil) megmutattdk, hogy (SH) nem bizonyithaté ZFC-ben. A kovetkezd
tétel, a 2. tétellel egyiitt azt mutatja, hogy nem-(SH) sem bizonyithaté ZFC-ben.

3. LeMMA. Ha létezik egy P Szuszlin-fa, akkor van olyan ¥, szdmossdagi Q
Szuszlin-fa is, melynek minden x elemére {ycQ:y=x} nem megszamldlhato.

Bizonyitds. Mivel egy Szuszlin-fa minden nem megszamlilhaté része is
Szuszlin-fa, feltehetjik, hogy a P Szuszlin-fa szamossdga §,. Legyen Q ama
XEP-k halmaza, melyekre {y€P:y=x} nem megszamlalhato.

A Zorn-lemmat hasznalva valasszunk ki egy maximalis Z antilincot P—Q-bdl.
Mivel P Szuszlin-fa, azért Z megszamlalhaté. Ha z€Z, akkor {yeP:y=z}
megszamlalhatd, masrészt {y€P:y=z} lanc, és ezért megszdmlalhaté. Igy csak
megszamlalhaté sok y eshet Z-be. De Z valasztisa szerint ezek P—Q 3sszes
elemét tartalmazzak, igy P—Q megszamlalhatd. Tehat @ szamossaga 8;, s
ezért Szuszlin-fa. Ha x€Q, akkor {y€Q:y=x} tartalmazza {y€P:y=x} Osszes
Q-beli elemét, igy {y€Q:y=x} nem megszamlalhaté. Q. E. D.

10. TETEL (6) Ha (AY,) igaz, akkor (SH) is igaz.

Bizonyitas. Tegyiik fel az éallitas ellenkezdjét. Legyen (@ ugyanaz, mint a
3. lemmaban, Q={x,:a<8;} é Qp={x,:f=a=y,}. Qp valasztisa miatt mind-
egyik Q, sliri Q-ban. Mivel Q paronként inkompatibilis elemekbdl all6 része
antilanc, azért Q kielégiti a megszamlalhatd lancfeltételt. Ezért (AN;) szerint van
Q-ban egy N részracs, ami mindegyik Qy-t metszi. Mivel Q fa, az N részracs
egy lanc. Maésrészt vilagos, hogy N nem megszamlalhatd, igy ellentmondasra ju-
tottunk. Q. E. D.

Minthogy (4Y,)-bdl kdvetkezik, hogy a kontinuum-hipotézis hamis, a 10. tétel
nyitva hagyja azt a kérdést, vajon nem-(SH) bizonyithaté-e ZFC-ben a kontinuum-
hipotézisbdl. Nemrégiben Jensen megmutatta, hogy a valasz nemleges; bizonyitasa
a 2. tétel bizonyitasiban hasznalt mddszerek jelentds tovabbfejlesztését igényli.
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HELYZETELEMZO TANULMANY
A HAZAI ANALIZIS KUTATASOK TEMAKOREBEN*

TANDORI KAROLY

A matematikai analizis a matematika egyik legfontosabb teriilete, amely a kii-
16nboz6 alkalmazasok szempontjabdl is dontd jelentéségli.

A hazai analizis kutatdsoknak nagy hagyomanyai vannak; Fejér LipSt, Haar
Alfréd és Riesz Frigyes munkéssaga a matematikai analizis fejlédésében meghatarozo
szerepet jatszott.

Elsésorban magas szint{i tevékenységliknek koszonhetd, hogy a hazai analizis
kutatasok — legalabb is egyes teriileteken — jelenleg is igen széles kérben, viszony-
lag sok matematikus kozremiikddésével, a nemzetkozi élvonal szintjén folynak. A
nemzetkozi elismerést mutatja az 0j magyar—szovjet matematikai folydirat, az
Analysis Mathematica létrejotte is.

A jelenlegi magas szint tovabbiakban v.lé fenntartasa természetesen tovabbi
eréfeszitést igényel. Az ezekkel kapcsolatos javaslatokrdl az egyes fejezetek végén
teszlink emlitést.

A tanulmany a targyalt anyagot a kovetkezo targykorokre valé bontasban tar-
gyalja:

Egyenldtlenségek,

Valos fliggvénytan,
Komplex fiiggvénytan,
Differencialegyenletek,
Fliggvényegyenletek,
Approximacidelmélet,
Ortogonalis fliggvénysorok,
Funkcionalanalizis.

A matematikai analizis donté fontossagu alkalmazasokra talal a matematika
egy€b teriiletein és a kiilonb6zé mas tudoméanyokban is. Ennek kovetkeztében a ma-
tematikai analizis targykorét csaknem lehetetlen pontosan elhatarolni. Ezért e ta-
nulmany nem tér ki részletesebben pl. a topoldgia vagy a numerikus analizis téma-
korokre; e témakorok tovabbi felmérések targyat képezhetik. Masrészt a tanulmany
csak olyan szakemberek eredményeivel foglalkozik, akiket elsésorban matemati-
kusként tartanak szdmon.

A tanulmany Gsszeallitasa soran elsGsorban a felszabadulés Sta elért eredménye-
ket vettiik figyelembe.

* E tanulmany az MTA Matematikai és Fizikai Tudomanyok Osztdlyanak felkérésére késziilt,
azt az Osztaly Matematikai Bizottsiga, valamint az Osztély is megvitatta. A tanulminy Osszedlli-
tasdban részt vettek Csaszar Akos lev. tag, Dardczy Zoltan, Hosszu Mikl6s, Makai Endre, Szaba-
dos Jozsef doktorok, Sziics Jozsef kandidatus és Turan Pal akadémikus.
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Egyenlétlenségek

A szamtani és mértani kozép kozott fennalld €s az ehhez hasonld klasszikus
cgyenlbtlenségek vizsgalata harom kiilonb6z6 iranya problémakor kozott létesit
kapcsolatot. A vizsgalat ugyanis irdnyulhat kozépértékek Gsszehasonlitasara, a ko-
zépértékeket egymasba transzformald fliggvény konvexitasi viszonyainak tisztazé-
sara, végiil az egyenl6tlenség hataresetében adédod egyenldség altal kifejezett szélsé-
érték tulajdonsagok elvi kérdéseinek eldontésére és kiilonbozé alkalmazasaira. Mas
szempontbdl a vizsgélatok két f6 csoportba sorolhatok: adott kozépértékek, vagy
altalanosabban tobbvaltozos fliggvények és kozottiik izomorfizmust Iétesité adott
transzformald fiiggvények esetén kiilonbozé tipusu egyenlStlenségeket allapithatunk
meg, masrészt kereshetjiik mindazokat a kozépértékeket ill. transzformald fliggvé-
nyeket, amelyek egy adott egyenl&tlenséget kielégitenek, azaz fliggvényegyenlet meg-
oldasi problémakat altalanositunk egyenlStlenségekre. Ez utdbbi problémakdrnek
fontos alkalmazasai vannak a kiilonféle gazdasagi, informacidelméleti mérészamok
értelmezésével kapcsolatban, tovabba a fliggvények konvexitasi, kvazikonvexitasi
¢és més hasonld tulajdonsagainak axiomatikus, fiiggvénytani elemzésében.

A vazolt témakorben magyar kutatdk jelentds eredményeket értek el.

A rendezett algebrai strukturakon definidlhaté kozépértékek topologikus vizs-
galatara és hasonld kérdésekre kidolgozott mdédszer alapvetden meghatarozta a nem-
zetkozi kutatdsok iranyvonalat a binér miiveletek, kvazicsoportok és topologikus
kvazicsoportok elméletében. A sulyfliggvénnyel sulyozott kvaziaritmetikai kozép-
értékeket tartalmazé egyenletek és egyenlGtlenségek szisztematikus vizsglataban
szamos eredmény sziiletett. Ennek kapcsan érdekes kapcsolatra dertilt fény a dif-
ferencialegyenlStlenségek elméletével. A kvaziaritmetikai és sulyfiiggvénnyel sulyo-
zott kvaziaritmetikai kozépértékek kozos altalanositasaként értelmezhetd eltérés —
kozépértékek vizsgalata magyar kezdeményezésre sziiletett. Ennek alapjan sikertilt
egységes keretbe foglalni a klasszikus egyenl6tlenségtipusok vizsgalatat, és kiterjesz-
teni azokat az eltérés-kozépértékekre. A homogén eltérés-kozépértékekre vonatkozé
eredmények specialis esetként szamos korabban vizsgalt egyenl6tlenséget tartalmaz-
nak.

Az altalanositdsok masik irdnyvonala az egyenlGtlenségben szerepld fiigget-
len valtozdk szaméanak novelése volt, amely elvezet az integral-egyenlStlenségekhez.
Ezen a teriileten kiilonosen fontos szerepet vitt egy f(x)g(t—x) alaku gorbesereg
burkoldja alatti tertilet-alsé becslése a Holder-féle egyenl6tlenségben szerepld kife-
jezéssel, ahol r a sereg paramétere. A matematikai programozas elméleti megala-
pozasaban felmeriil6 ezen egyenlStlenséget sikeriilt tébb iranyban is altalanositani,
és tobb szerzd is csatlakozott e téméahoz. Szimos tovabbi eredmény adddott a szdm-
sorokra vonatkozé Hardy—Littlewood-egyenlStlenség kiildnbozd altalanositisaira
vonatkozdan is.

A beszamol6 nem térhet ki e helyen a polinomok, komplex fiiggvények mas ti-
pust egyenl6tienségeinek bemutatasara, ugyanis az ott felhasznalt kiilonleges sor-
elméleti, ill. komplex fiiggvénytani mddszerek miatt ezek mar inkabb oda tar-
toznak.

A kutatdébazis legnagyobbrészt a fliggvényegyenlet iskola munkatarsaibdl kertil
ki, de sorelmélettel, a valos fiiggvény axiomatikus, topoldgiai vizsgélataival foglal-
kozdk is szivesen térnek ki ilyen kérdésekre, az alkalmazasok szempontjaival pedig
a matematikai programozassal €s informacidelmélettel hataros teriiletek kutatoi
foglalkoznak.
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A témakoérben eredményt elért kutatok nem teljes névsora: Aczél Janos (kiil-
f6ldén), Csaszar Akos lev. tag (Budapest), Dar6ezy Zoltan kandidatus (Debrecen),
Deéak Ervin kandidatus (Budapest), Fenyd Istvan doktor (Budapest), Fuchs Lészlo
(ktilfsldsn), Kreké Béla (Budapest), Leindler Laszlo lev. tag (Szeged), Losonczi
Laszlé kandidatus (Debrecen), Martos Béla (Budapest), Németh Jozsef (Szeged),
Prékopa Andris doktor (Budapest), SzOkefalvi-Nagy Béla akadémikus (Szeged),
Uhrin Béla (Budapest).

Valés fiiggvénytan

A felszabadulas ota eltelt idészakban magyar kutatok elsésorban a valds
figgvénytan kovetkezd témakoreiben értek el eredményeket: a) a derivaltfogalom
kiilonféle altalanositasai, b) egyenlGtlenségekkel definidlt fiiggvényosztalyok, ¢)
Darboux-féle fliggvények, d) a derivaltfiiggvények szerkezetének vizsgalata, e) a
Stone—Weierstrass-tétel altalanositasai. Bar elsésorban nem eredményeiben, hanem
modszereiben 1j, €s zommel a haboru elbtt kidolgozott anyagot tartalmaz, de feltét-
leniil megemlitendd Riesz Frigyes ¢és Székefalvi-Nagy Béla: »Legons d’analyse
fonctionnelle« ¢. monografidjanak elsé harom fejezete, valamint Szdékefalvi-Nagy
Béla: ,,Valds fliggvények és fliggvénysorok™ c. egyetemi tankonyvének idevagd
része; mindkét mii paratlanul elegdns és méltdn nemzetkozi elismerést aratott tar-
gyalasban mutatja be a valds fliggvénytannak elsésorban azokat a fejezeteit, amelyek
a funkcionalanalizisben felhasznal4sra kertilnek.

A fenti a) témakorben féként a Denjoy—Young—Saks-féle tétel sokoldala
altalanositasa s ennek alkalmazasa volt a vizsgalat targya (magasabbrendii k6zon-
séges és erds derivaltakra, magasabbrendl approximativ derivaltakra, Lipschitz-
féle derivaltszamokra, altalanositott Lipschitz-féle derivaltszamokra, ezeknek ap-
proximativ valtozataira, egy- ¢s kétvaltozds fliggvények lokalis novekedésére, a mo-
notonitas lokalis jellemzésére, tobbdimenzids intervallumfiiggvényekre). A b)
témakdrben a tobbvaltozds konvex fliggvények, s foként az un. intern filiggvények s
ezek kiilonféle altalanositasai jatszottak a vizsgalatokban kézépponti szerepet. A ¢)
témakorben a Darboux-tulajdonsagu fiiggvényeket s ezek bizonyos altalanositasait
lokalis feltételekkel sikertilt jellemezni, majd pedig globalis jellegli karakterizacios
tételeket igazolni. A Darboux-fliggvények burkoldi specidlis tulajdonsaguak, és
minden ilyen tulajdonsagu fiiggvényparhoz konstrualhatd Darboux-fiiggvény, amely-
nek az eléirt fliggvények a burkoldi. A d) témakdrben szamos Uj eredmény sziiletett
a derivaltak jellemzésével kapcsolatban. A derivaltak osztdlya a nivéhalmazok mdd-
szerével nem jellemezhetd. Kideriilt, hogy igen informativ a derivaltakat és a Baire-1-
fliggvények részhalmazokon vett megszoritasait 6sszehasonlitani. Ezt tlikrozik a k-
16nféle kiterjesztési és approximacids tételek. Egy adott halmazra megszoritott
barmely Baire-1-fliggvényt akkor és csak akkor lehet derivéltként, ill. approxima-
tive folytonos fliggvényként kiterjeszteni, ha az adott halmaz nulla mértékd. Alkal-
mazasként igazolhatd, hogy egy perfekt halmazon értelmezett differencialhato fligg-
vény mindig kiterjeszthetd mindentitt differencialhatd fliggvénnyé. Részletes vizs-
galat targya volt egyes flggvényosztalyok Un. szeparacids viselkedése, azaz, hogy
lehet két adott halmazt az osztaly egy elemével szétvalasztani. Teljes megoldast
sikertilt talalni a derivaltak, a Darboux—Baire-1-fliggvények €és az approximative
folytonos fiiggvények esetében, és részleges megoldast a korlatos derivaltak esetében.
Ujabban sikertilt leirni azokat a fliggvényeket, amelyeket egy tetszdleges derivélttal
beszorozva az eredmény ismét derivalt. Az e) témakdrben az ismert Stone—Weiers-
trass-féle approximacidtétel magvat sikeriilt egy olyan altalanos approximaciotétel
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formajaba Onteni, amely szamos specidlis approximaciotételt szolgaltat specidlis
esetként; alkalmazasképpen kiilonféle topoldgiai eredmények adddtak.

A felsorolt témakorokon kiviil egy-egy érdekes eredmény foglalkozik a feltételes
valdszintiségi mezSk elmélete altal felvetett mértékelméleti problémakkal, a normalis
valdszintiségeloszlas jellemzésével, linearis funkciondlok integraleléallitasaval, egy
a totalis variacidt integral alakban megaddé Banach-féle tétel tobbdimenzids 4ltala-
nositasaval. Mas vizsgalatok az egyenletesen folytonos és Lipschitz-feltételt kielé-
gitd leképezések kiterjesztését, tovabba az egyenletesen folytonos leképezések Lip-
schitz-feltételt kielégitd leképezésekkel valé egyenletes approximacidjat illetGen
hoztak eredményeket.

A vizsgalatokban részt vett kutaték (nem teljes) névsora: Csaszar Akos lev.
tag (Budapest), Czipszer Janos (meghalt), Deak Ervin kandidatus (Budapest), Gehér
Istvan (Budapest), Gehér Laszl6 (Szeged), Hajnal Andras doktor (Budapest), Pet-
ruska Gyorgy kandidatus (Budapest).

Komplex fiiggvénytan

A komplex fliggvénytani kutatdsnak hazankban 100 éves multja van. 1876-ban
publikilta Konig Gyula a Math. Annalenben azon korat messze megel5z8 tételét,

amely szerint, ha f(z)= 2 a,z’ regularis az egységkor belsejében, valds egyiittha-
v=0

tés, és szingularitisai az egységkor keriiletén csak két pdlus, éspedig z=ex™
(0<a<m), akkor az ay,a,...,a, sorozat jelvaltasai szamat v,-nel jeldlve,
lim v,/n=a/n teljesiil. Ezzel j6 10 évvel el6zte meg Hadamard eziranyu vizsgalatait.
n—oco

A XX. szazad elsé 30 évében a komplex fiiggvénytani vizsgalatok centralis
szerepet jatszottak a matematikaban vilagszerte. Ennek f6 oka talin az a biivélet
volt a mult szazad végén, amit az a felismerés keltett, hogy itt egy elméletrdl van
sz0, amelynek hatdereje az inkompresszibilis folyadékok aramléastanatdl a szamel-
mélet legmélyebbnek tartott kérdéseiig terjed. (Abel a primszamtételt — akkor sej-
tést — az egész matematika legmélyebb kérdésének nevezte.) A komplex fliggvény-
tani kutatasban ezen id6szakban magyar kutatok lényeges adalékokkal vettek részt,
akkor is, ha kilf6ldreszakadt kivalé magyar matematikusoknak (Fekete Mihaly,
Polya Gyorgy, Szasz Ottd, Szegd Gabor) még hazai tartozkodasuk alatt elért ered-
ményeit sem vessziik itt most tekintetbe. A f6 zaszlévivék Fejér LipSt és Riesz
Frigyes voltak. Eredményeik sorozatat a végesrendii egészfiiggvények Hadamard-
féle alaptételének bizonyitasat végletekig lerdvidité Carathéodory—Fejér dolgozat
nyitotta meg. Folytatédott ez Carathéodory—Fejér, ill. Riesz ama, a Picard—Landau
kérdéskorbdl fakadd dolgozataival, amelyek adott kezd&egyiitthatokkal bird
hatvanysorokra vonatkozé extrenumfeladatokat targyaltak. Jelentds eredmények
ezen idGszakbdl Riesz Frigyesnek az egységkorben regularis fliggvények fontos oszta-
lyaira vonatkozo integralelGallitasai, a szubharmonikus fliggvények t6le szdrmazd
elmélete, valamint a konform leképezés alaptételének Fejér—Riesz féle bizonyitésa.
Ezen iddszakban lényeges adalékokkal jarultak hozza az egységkor belsejében regu-
laris fiiggvények keriileti viselkedésének elméletéhez. De itt emlitendé meg Runge
polinomapproximacids tételének a Hilbert—Montel-félénél joval egyszeriibb inter-
polacids bizonyitasa, valamint ennek Kalmar LaszIotol szarmazé megforditésa is.
Ezen iddszakban alakult ki a polinomok Landau—Fejér—Montel-féle analitikus
elmélete is, amelyr6l Dieudonné a harmincas évek kdzepén mar terjedelmes Mémo-
rial-fiizetet irhatott, és amely csirdjaban tartalmazza az altalanos elméletet. A héza-
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gos hatvanysorok Hadamard altal kezdeményezett elméletében is akadt Fejér Lipot-
nak folytatast provokald eredménye.

A harmincas évek kézepétdl a komplex fliggvénytan, altalaban az analizis, mellé
egyenrangu tarsként tobb matematikai diszciplina kertilt vilagszerte. Erés centru-
mok maradtak a klasszikus komplex fliggvénytan teriiletén Anglidban, ugyanez a
kvazikonform leképezések elméletével szinezve Finnorszagban, mas kutatasi ira-
nyokkal vegyitve (pl. approximécidelmélettel) a Szovjetunidban, (pl. automorf fligg-
vények elméletével) az USA-ban és (tobb komplex valtozo elméletével vegyitve)
Németorszdgban, majd késébb az NSZK-ban, Franciaorszagban és Japanban. Igy
altalanosan szélva az analizis mar idehaza sem tolt be oly egyeduralkodd szerepet,
mint el6z6leg, és ez all a komplex fliggvénytanra is. Itthon talan — elébbiekkel ana-
16giaban — a komplex fliggvénytani munkahoz mint specifikum, az analitikai szam-
elmélettel val6 vegyités adhaté hozza. Ez utdbbi teriileten — tobb hazai kutaté mun-
kajanak eredményeképpen — nemzetkozileg meglehetOsen szdmontartott fejlédés
indult meg az utolsd 25 évben. Ezen id6kézre szoritkozva azonban magéaban a
komplex fiiggvénytanban az eredmények — Osszehasonlitva a szézad elsé 25 évével
— szerényebbeknek mondhatdk.

Az attekintést talan az analizis azon atfogd jellegli j mddszerével kezdhet;jiik,
amely a diophantikus approximacidk aritmetikai elméletének altaldnositdsaként te-
kinthetd, és alapgondolataban H. Bohr-ra megy vissza, aki ezen elmélet klasszikus
tételeit elsének alkalmazta sikeresen a Dirichlet-sorok elméletében. Az altalanosités
azonban egészen mas modszerekkel volt csak keresztiilvihetd, és alkalmazasainak
kore is egész lényegesen kitagult. A komplex filiggvénytani alkalmazasoknak csak
négy nagyobb csoportjat emlitjiik itt. Ezek els6 csoportja a hézagos hatvanysorok
clméletére vonatkozik. Ezek egyrészt a klasszikus ,,hézagtételek™ 1j bizonyitasat ad-
tak, masrészt a hézagos hatvanysoru egészfiiggvények értékeloszlasara vitték lénye-
gesen tovabb a Fejér és Pdlya altal kezdeményezett elméletet. Ebben — f6leg Julia-
tipusu értékeloszlasi tételek felfedezésében — a londoni iskola jart elél, a madd-
szer un. els6 fétételét szisztematikusan alkalmazva. Erdemleges eredmény e teriileten
(egészen mas modszerrel) Polya—Gelfond azon régebbi sejtésének igazolasa, hogy
egy egészfiiggvény két kiilonboz6 pont korili hatvanysorfejtései nem lehetnek mind-
ketten Fabry-hézagosak. Visszatérve a szobanforgd altalanos mddszer alkalmaza-
sainak méasodik csoportjara, ezek S. Bernstein—Mandelbrojt értelemben kvazi-
analitikus fliggvényosztalyokat adnak meg Iényegileg nem javithatd egyiitthatd fel-
tételekkel. A harmadik csoport eredményei egy linearis differencialegyenletet kielé-
gité egészfiiggvények értékeloszlasara vonatkoznak. Ezen klasszikus vizsgalati kor-
ben elért Uj eredmények — kiiléndsen R. Tijdeman itt irott disszertacidja utdn —
a transzcendens szimok elméletében (mégpedig specidlis alaki szdmok algebrai
fiiggetlenségére vonatkozdlag) jutottak varatlan alkalmazasokhoz. A negyedik cso-
port a Dirichlet-sorok elméletére vonatkozik, amelyben tobb kutatd ért el figye-
lemkeltd eredményeket, részint mias mddszerekkel. Ezek egyike azt mondja ki ro-
viden, hogy az egyiitthatok multiplikativ volta szerepelhet Tauber-feltételként.

Az egyrétli fuggvények klasszikus elméletében is volt érdemleges hazai ered-
mény a szobanforgd idészakban. Ezek csupan egyikére szoritkozva, Fejér Lipot
szellemesen cgyszerli észrevétele volt, amely szerint az egységkor belsejében vald
korlatossag és egyrétiiség egyiitt Tauber-feltétel gyanant tud miikddni, azaz ilyen
fuggvények hatvanysorai, ahol Abel-szummalhaték, ott konvergensek is. 1967
elétt nem volt vilagos, hogy a tényallas megmarad-e valamilyen formaban a korla-
tossag kovetelményét elejtve, (ill. a nyilvan sziikséges a, 0 feltétellel helyettesitve).
Hazai szarmazést az eziranyu elsé eredmény, amely szerint ha konvergencia nem
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is, de (C, o)-szummalhatésag =2 esetében igaz ez esetben is, €és a konvergencia is
azon némileg specialisabb esetben, mikor az egyrétiiség az origéra vonatkozélag
csillagszeriiséggel van helyettesitve. Erdekes eredményeket talaltak tovabba a tor-
zitasi tétellel kapcsolatos extremumfeladatokra vonatkozdlag (pl. enyhitve az egy-
rétliség kovetelményét). Sziilettek eredmények a Bloch-tétel ideakorébdl is, vala-
mint a Bieberbach sejtésre vonatkozdlag.

Elég széles nemzetkozi hatast valtott ki azon hazai eredmény, amely réviden
azt mondja ki, hogy a lokalis keriileti konvergencia nem konform invarians. Erdekes
tényallasok dertiltek ki a lokalis kertileti szummabilitéssal, az abszoltt és egyenletes
konvergenciaval kapcsolatban is.

A hazai komplex fliggvénytani kutatas szoros kapcsolatban all a matematika tobb
maés agaval, igy a funkcionédlanalizissel, valoszinliségszamitéssal, s6t a grafelmélet-
tel is. Az elsére példa a Pick—Nevanlinna tételre nyert Uj bizonyitas. A masodikra
Rényi Alfréd bizonyitdsa Haymannak a 0-nemii nemnegativ egyiitthatds transzcen-
dens egészfliggvény egyilitthatéinak ecloszlasara vonatkozd tétele, ha a gyokok a
bal félsikban vannak. A harmadik réviden ugy vilagithaté meg, hogy a komplex
fliggvénytan intenziv kapcsolatban van a potencialelmélettel, utébbi viszont pont-
halmaz pontparjai tavolsagainak eloszlasaval; ez pedig grafelméleti meggondolasok
és eredmények felhasznalasaval alulrdl becsiilhetd ,,kis” halmaz hijan.

A polinomok analitikus elméletében is szdmos 1j — W. Specht idevagd 1958-as
német Encyklopedia cikkében is ismertetett — eredmény szarmazik magyar szerz&k-
t6l; ezek koziil azt emelném ki, amely szerint, ha egy n-edfokd polinom abszoltt
maximuma az egységkor keriiletén a két szélsé egyiitthatéhoz képest ,,nem tul
nagy”, Ugy gyokei az origd csucsu szogterekben egyenletesen vannak eloszolva,
egy ,.elég erés” értelemben. Hazai szerzoktdl szarmazik azon jelenség felfedezése a
komplex approximécidelméletben, hogy az egységkor belsejében analitikus és a zart
egységkorben folytonos fiiggvények nevezetes osztalyaira a racionalis approxima-
cid lényegesen erdsebb lehet, mint az ugyanolyan foku polinomapproximacio.

Sziilettek érdekes eredmények a kvazikonform leképezések elméletében is. Ki-
deriilt pl., hogy meglepd kevés kovetelmény mar polinomszerdi, ill. elliptikus fligg-
vényszer( viselkedést von maga utan. So6t ilyenszerli eredményeket mar topoldgiai
premisszakbdl le lehetett vezetni.

E targykorbdl egy sikeres monografia is késziilt, Turan Péal »Eine neue Methode
in der Analysis und deren Anwendungen« (1953) konyve, amely magyar és kinai
nyelven is megjelent és lényegesen tovabbfejlesztett alakja az Interscience Tracts
sorozatban van megjelenés alatt.

Eddig a komplex fliggvénytan olyan teriileteirél volt szé, amelyeken hazai
kutatok értek el eredményeket. TObb teriilet tanulmanyozasa kezdédott el a Ma-
tematikai Kutatd Intézetben; ilyen teriiletek: a tobb komplex valtozds filiggvénytan
(amely igen fontos targykor, €s amelynek Tauber-tipusu kérdéseiben mar van moz-
gas), a modularis formék elmélete, valamint a hatvanysorok nemarchimedeszi elmé-
lete, amelyek mindkettdjének sok koze van a szamelmélethez. Teljesen fehér folt vi-
szont egyebek kozt a fiiggvényalgebrakkal operalé approximacioelmélet.

Javaslat. A komplex fliggvénytan aktiv hazai miivel6i a Matematikai Kutatd
Intézet igen kis létszami Komplex Fliggvénytani Osztalya koré csoportosulnak.
A komplex fliggvénytannal foglalkozé matematikusok létszaimanak ndévelése feltét-
lentil sziikséges. Erre — személyi oldalrél — a lehetdség megvan, hiszen tehetséges
fiatalok, részint hallgatok, mar tartottak sajat eredményeikrél eléadast az emlitett
Osztaly szemindriumain. A létszamndévelés anndl is inkdbb indokoltnak tiinik, hi-
szen az aspirantuira bevezetése Ota csak harman lettek komplex fliggvénytani célki-

92



tlizéssel aspiransok. A helyzet valtozésa jelentésen fligg az egyetemi eldadasoktdl,
jelesiil a specialeléadasoktol. Ezek kozé sorolhaték a problémamegoldd szemina-
riumok; ilyen szeminarium, munkéjaban Pdlya—Szegé ismert konyvére tamasz-
kodva, az ELTE-n mar miikodik.

Végiil koziiljiik azoknak a hazai matematikusoknak (nem teljes) névsorat, akik
a felszabadulds 6ta komplex fiiggvénytani eredményeket értek el: Alpar Lészlo
kandidatus (Budapest), Dedk Jend (Budapest), Erdés Pal akadémikus (Budapest),
Halasz Géabor kandidatus (Budapest), Katai Imre doktor (Budapest), Koranyi
Adam (kiilfldén), K8vari Tamas (kiilfoldon), Mikolas Miklés kandidatus (Buda-
pest), Petruska Gyorgy (Budapest), Rényi Alfréd akadémikus (meghalt), Rényi
Katé kandidatus (meghalt), Szabados Jozsef doktor (Budapest), Szilard Kéaroly
kandidatus (Budapest), Szoékefalvi-Nagy Béla akadémikus (Szeged), Sziisz Péter
(kiilfsldon), T. Sés Vera kandidatus (Budapest), Turdn P4l akadémikus (meghalt).

Differencidlegyenletek

E fejezetben a differencialegyenletékre, a varidcidszamitasra és az operatorelmé-
letre vonatkozé kutatasokkal foglalkozunk.

E tudomanyagak elsé hazai miivel8i koziil Schlesinger Lajos, Valyi Gyula és
Kiirschak Jozsef munkéssagarol kell emlitést tenni, késébbi miivelSi koziil pedig
elsésorban Haar Alfréd és Egervary Jend nevét kell megemliteni. Haar Alfréd fog-
lalkozott a parcialis differencidlegyenletek unicitasi kérdéseivel, varidciészdmitési
eredményei pedig alapvetéek. Egervary Jend foglalkozott a klasszikus mechanika
haromtestprobléméjanak megoldasaval egyes specialis esetekben, tovabba a hdve-
zetési differencidlegyenlet megoldasaval id6tdl fiiggd peremfeltételek mellett. A dif-
ferencial- és differenciaegyenletek kdzotti kapesolatot is tobb dolgozataban vizsgalta,
végiil a matrixszamitast is felhasznalta differencidlegyenleteket megkdzelité diffe-
renciaegyenletek megoldasara. E jelentOs el6zmények ellenére korabban nem ala-
kultak ki a differencialegyenletek elméletének szélesebb korii hazai iskolai. Az utébbi
évtizedekben azonban jelentOs elérehaladast tortént mind a kutatasi témak, mind
pedig a kutatdk szamat illetéen.

Differencialegyenletek elméletével kapcsolatos kutatdsok ma mar hazankban
tobb helyen folynak. Elsésorban az MTA Matematikai Kutatd Intézetének Differen-
cidlegyenletek Osztalyardl és a JATE Bolyai Intézetében miikodd differencialegyen-
letek elméletével foglalkozd csoportrdl kell emlitést tenni, de szdmos kutatd foglal-
kozik differencidlegyenletekkel a Budapesti Miiszaki Egyetemen, az ELTE-n, a
Szamitastechnikai és Automatizalasi Kutaté Intézetben, valamint a KLTE-n is.

A Matematikai Kutatd Intézeten beliil vizsgalt legfontosabb kérdések a kovet-
kez8k. Kozonséges masodrend{i differencidlegyenletek megoldasainak kvalitativ
vizsgélata. (Ezen a targykoron beliil f6leg a megoldastiiggvény menetének leirdsaval,
a megoldasok aszimptotikus viselkedésével és a megolddsok zérushelyeinek elosz-
14s4aval foglalkoznak; a vizsgalt egyenlettipusok a Sturm - Liouville-egyenletek és
ezeket a differencidlegyenleteket magukban foglal6 féliineédris és nemlinedris egyen-
letek.) E vizsgdlatok fontos eredménye volt a Bellman-lemma egy altaldnositasa,
amelynek kiilonosen jelentds visszhangja volt, és amely szamos alkalmazésra talalt.
Kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek megoldasrendszereinek tulajdonsdgai a
rendszer szingularis helyei kozelében. Retardélt differencidlegyenletek. Elliptikus és
parabolikus parcialis differencialegyenletek megoldasanak a tartomany peremén vald
viselkedésébdl a priori becslés megaddsa a megoldésfiiggvényre, illetSleg ennek gra-
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diensére a tartomény belsejében és ezek alkalmazésa a rugalmassdgtan differencial-
egyenleteire. Hullamegyenlet, illetve a megfeleld sajatértékprobléma. Sajatérték-
becslések a varidcidszamitds direkt moddszereinek felhaszndldsaval. A Mikusifski-
féle operatorszamitas és ennek alkalmazasa a differencia-differencidl- és az integral-
egyenletek teriiletére.

A Bolyai Intézetben a differencidlegyenletek elméletével foglalkoz6 csoport leg-
fontosabb vizsgélt témdi: Mésodrendii differencial- és funkcionél-differencidlegyen-
letek megoldédsainak oszcillacios tulajdonsdgai. Masodrendii nemlinedris differen-
cidlegyenletek megolddsainak aszimptotikus viselkedése, stabilitdaselmélet, kozelebb-
r6l az Gn. Ljapunov-féle masodik mddszer tovabbfejlesztése. Kozonséges és retar-
dalt argumentumi differencidlegyenletek megoldasainak kozelit6é mddszerei. Kon-
volucios tipusu linedris integralegyenletek megolddsainak aszimptotikus viselkedése.
Funkcionaldifferencidlegyenletekre vonatkozd kezdetiérték-problémak megoldésai-
nak egzisztenciakérdései.

A Budapesti Miiszaki Egyetemen vizsgalt témak : autonom rendszerek periodikus
megoldésa, frekvencia-szinkronizélds, periodikus megolddsok elGallitésa és ezek sta-
bilitdsdnak és izoldltsdganak vizsgalata, a hGvezetés problémdja, disztribticidelmélet
és a parcidlis differencidlegyenletek disztribucié-megolddsai, rekurzidés megolddsok,
operétortranszformdacidk, parcidlis differencidlegyenletek kozelité megoldasa kozon-
séges differencidlegyenlet-rendszerre vald visszavezetéssel.

Az ELTE-n folyt vizsgélatok, illetve eredmények a kovetkezék. Algebrai méd-
szer alkalmazésaval also becslést sikeriilt megadni nemlinedris differencidlegyenle-
tek megolddsainak norméjéra, és ezdltal a stabilitds alsé korlatozadsa adodott. Ellip-
tikus parcidlis differencidlegyenletekkel kapcsolatos nem korlatos tartomanyra felirt
peremérték-problémédk megolddsainak kozelitése a korlatos esetre vonatkozé megol-
ddsokkal; a gradiens modszer alkalmazasa parcidlis differencidlegyenletek kozelitd
megolddsdra. Varidcidszdmitds; sziikséges feltétel megadasa kiilonféle, n-edrendii
diszkontinuus varidciészamitdsi problémdkra, kiilonféle elégséges feltételek meg-
adésa egy- és tobbdimenzids varidciészamitasi feladatokra, az elégséges feltételeknél
nagy szerepet jatszé invarians alapfiiggvények legédltalanosabb osztélydnak elGélli-
tasa n-edrendfi, egydimenzids probléma esetén.

Els8sorban a differencidlegyenletek numerikus megoldasaival kapcsolatos kutato-
munka folyik a Szdmit4stechnikai és Automatizdlasi Kutaté Intézetben. A vizs-
galttémak : Kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek kezdetiérték-problémainak nu-
merikus megolddsai; a kiilonb6z8 gépi mddszerek Osszehasonlitdsa. Kozonséges
differencidlegyenlet-rendszerek sajitértékproblémai, szinguldris pont kozelében kor-
latos megold4s-sokasdgok kivalasztdsa, és az elméleti eredmények alkalmazésa
félig végtelen intervallumra kit{izott Strum—Liouville-feladatok megoldaséra és
kvantummechanikai modellekre. Differencidljatékok elmélete, egy specidlis tipust
differencialjaték vizsgalata a Pontrjagin-médszer segitségével, Un. invarians halma-
zok konstrudldsa. Parcidlis differencidlegyenletek megolddsara szolgdlé program-
gylijtemény kidolgozdsa. Nemlinearis parcialis differencidlegyenletek és egyenlet-
rendszerek; tobbvaltozds parabolikus differencidlegyenlet esetén bizonyitdst nyert
a véges differencia séma konvergencidja; elsdrendii kétismeretlenes kvézilinearis
hiperbolikus differencidlegyenlet-rendszer megolddsa inhomogén esetben. Szoboljev
terek. Sztochasztikus differencidlegyenletek. '

A KLTE-n szélesebb korii operatorelméleti és varidciészamitasi kutatasok foly-
nak; az operatorelmélet kiilonbozd kiterjesztéseivel és specidlis ,,fiiggvények” de-
finildsdnak problémdival, illetve a varidciészdmitds inverz problém4javal foglal-
koznak.
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Differencidlgeometridval kapcsolatban varidcidszamitédsi kutatdsok folynak a
Soproni Erdészeti és Faipari Egyetemen is.

A differencidlegyenletek elmélete mas tudoményok, igy pl. a fizika, ezen beliil
is a mechanika, ballisztika, csillagdszat, a kémia, biol6gia, a miiszaki tudomanyok
és a gyakorlati élet szdmara is kiilonleges jelentGséggel bir. A differencidlegyenletek
gyakorlati alkalmazdsat illetéen megemlitjiik, hogy az ipar egyre inkdbb igényli
differencidlegyenletek megoldasat. Erre a felmeriil6 és megolddsra varé problémak
orvendetesen novekvs szamabol lehet kovetkeztetni. Ilyen problémékkal foglalkoz-
nak a Szédmitastechnikai és Automatizaldsi Kutaté Intézetben, a BME-n, az MTA
Matematikai Kutat6 Intézetében és az ELTE-n.

Javaslatok. 1. A gyakorlati alkalmazasokkal kapcsolatban kivanatos hangsu-
lyozni, hogy a differencidlegyenletek kutatasanak ,,elméleti” oldala fontos szerepet
jatszik a gyakorlatban felmeriil6 problémak megolddséban, elsGsorban a modell-
alkot4s fazisidban, amely elengedhetetlen ahhoz, hogy differencidlegyenletekkel le-
irhaté folyamatok analizdldsihoz a szdmitdstechnika modszereit és eszkdzeit alkal-
mazni lehessen. Javasoljuk, hogy ezt a tényt a kiemelt kutatdsi témak kijel6lésénél is
vegyék figyelembe.

2. A differencidlegyenletek teriilete meglehetGsen szétagazo, és sok olyan ku-
tatdsi 4g van, amelyet hazdnkban nem miivelnek. Ilyen példaul a kozonséges dif-
ferencidlegyenletek teriiletén: a sajatfliggvények aszimptotikus viselkedése, sajat-
értékek eloszlasa, dinamikus rendszerek, differencialegyenldtienségek, differencial-
egyenletek Banach- és egyéb absztrakt terekben; a parcialis differencidlegyenletek
teriiletén: megoldasok aszimptotikus viselkedése, differencidlegyenlétlenségek, be-
agyazasi tételek, hiperbolikus egyenletek és egyenletrendszerek, parcialis differencial-
egyenletek sokasagokon és fliggvényterekben. Természetesen nem varhato, hogy a
fent felsorolt tudomanyteriiletek mindegyikén a jovében megfelelé szakember alljon
rendelkezésiinkre, a hazai kutaté bazis ehhez tllsagosan is kis létszamu. Javasoljuk
viszont a kutatasok Kkiterjesztését a dinamikus rendszerekre, amelyekkel mar egy
fiatalabb kutaté kezd foglalkozni.

3. Valdszinti, hogy a jovében a numerikus modszerekkel kapcsolatos elméleti
problémék (pl. konvergenciabecslések) el6térbe fognak keriilni, és funkcional-dif-
ferencialegyenletekkel, optimalis folyamatok elméletével és szabalyozaselmélettel
is tobbet fognak foglalkozni vilagszerte, mint eddig. Eppen ezért javasoljuk fiatal
kutatok szovjet aspiranttrara kiildését azért, hogy e targykérok problematikajaval
megismerkedjenek.

4. Javasoljuk, hogy a jovében a Bolyai Tarsulat kézremiikodésével gyakrabban
keriiljon megrendezésre kisebb méreti, a differencialegyenletek elméletének egy-egy
sziikebb agazataval (pl. stabilitaselmélet, differencidlegyenietek numerikus megol-
dasa) foglalkozd nemzetko6zi konferencia.

5. Javasoljuk tovabba, hogy a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat kézremiiko-
désével a differencidlegyenletek és alkalmazasaik témakorbdl is szerveztessék egy-
két hetes nyari iskola neves kiilfoldi eléadok meghivasaval.

6. A differencidlegyenletek egyetemi oktatasanak fejlesztése is indokolt.

Végiil kozoljiik azon matematikusok (nem teljes) névsorat, akik a szobanforgé
témakorben a felszabadulas 6ta eredményeket értek el, ill. e témakdrben érdekeltek:
Aczél Janos (kiilfoldon), Adler Gyorgy kandidatus (Budapest), Bajcsay Pal kandi-
datus (Budapest), Balla Katalin (Budapest), Bihari Imre kandidatus (Budapest),
Bleyer Andras (Budapest), Bognar Janos kandidatus (Budapest), Czach Laszlo
kandidatus (Budapest), Czipszer Janos (meghalt), Egervary Jené akadémikus (meg-
halt), Elbert Arpad kandidatus (Budapest), Farkas Miklés doktor (Budapest),
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Fényes Tamas kandidatus (Budapest), Feny6 Istvan doktor (Budapest), Fodor J4-
nos (Budapest), Freud Géza (kiilfoldon), Gergely Jozsef kandidatus (Budapest),
Gesztelyi Ern6é kandidéatus (Debrecen), Gyéri Istvan kandidétus (Szeged), Hatvani
Laszl6 kandidétus (Szeged), Hegediis Jen$ (Szeged), Hoffmann Andor (Budapest),
Kardos Gilbert (kiilf6ldon), Kersner Rébert (Budapest), Kdsa Andras kandidatus
(Budapest), Lipcsei Zsolt (Budapest), Kis Otté kandidatus (Budapest), Kosik Pal
(Budapest), Makai Endre doktor (Budapest), Malyusz Karoly (Budapest), Meskd
Attilané (Budapest), Modr Arthur doktor (Sopron), Pal Sandor (kiilféldon), Pin-
tér Lajos kandidatus (Szeged), Rapcsak Andras lev. tag (Debrecen), Rézsa Pal
kandidatus (Budapest), Seitz Karoly kandidatus (Budapest), S6lyi Antal (meghalt),
Simon Lészl6 kandidatus (Budapest), Sonnevend Gyorgy kandidatus (Budapest),
Szaz Arpad (Debrecen), Szelezsan Janos kandidatus (Budapest), Szép Andras (Bu-
dapest), Szepesvari Istvan (Budapest), Szidarovszky Ferenc (Budapest), Szilagyi Ti-
vadar (Budapest), Tarnay Gyula (Budapest), Terjéki Jozsef (Szeged), T6th Arpad
(Budapest), Turan Pal akadémikus (meghalt), Turczi Gyula (Budapest), Ur-
banszky Ferenc (Budapest), Veidinger Laszl6 kandidatus (Budapest), Vicsek Ta-
masné (Budapest).

Fiiggvényegyenletek

A hazai fliggvényegyenletekre vonatkozo kutatasok a felszabadulas Sta alakul-
tak ki, és mar komoly hagyoményai vannak, s altalaban megéllapithatd, hogy a ku-
tatasok napjainkban is termékenyek és eléremutatéak. Tekintettel arra, hogy a
fiiggvényegyenletek elmélete szimos mas matematikai diszciplindhoz kapcesolddik,
igen nehéz feladat a kutatasok teljes attekintése. Ugyanis az elmélet kiilonbozd feje-
zeteiben algebrai, geometriai vagy valdszinliségelméleti fogalomalkotdsokra épi-
tenek, ezért a kutatdsok egy jelentds része nem tartozik az analizis témakorébe.
Mégis — a szétszort részek egysége érdekében — megprdobaljuk réviden felvazolni
az egyes teriiletek fobb kutatdsi irdnyait.

1. Algebrai jellegii kutatdsok. A kiilénbozé algebrai strukttirakon (pl. kvazi-
csoportok, csoportok, gytirlik, testek) értelmezett fliggvényegyenletek elméletében
jelentds eredményekkel és kutatéi bazissal rendelkeziink. A filiggvényegyenletek
bovitéselmélete hazai kezdeményezésekre alakult ki, s a téma analizis vonatko-
zasai is érdekesek.

2. Analizis jellegii kutardsok. A fliggvényegyenletek analizis eszkozeivel vald
megoldasa klasszikus irdnyzat, amelynek lényege abban foglalhaté &ssze, hogy a
mérhetd, integralhatd, folytonos és differencialhaté megoldasok tdbbnyire ,,kozel”
esnek egymashoz. Ebben a téméaban intenziv vizsgalatok folytak és folynak a kiilon-
bozdé kozépértékek és informacidomértékek jellemzései kapcsan felmeriilé egyenle-
tekre vonatkozdan. Eredményesen alkalmaztak egyes egyenletekre a disztribiicid-
elmélet és az operatorszamitas modszereit.

Kiilon kell megemlékezniink a funkcionalanalizis mddszereinek hatékonysa-
gardl néhany klasszikus — valamely linedris normalt térben is értelmezhetd —
egyenlet vizsgalatanal. Szamos esetben a topologikus algebrai strukturak elméleté-
nek mddszerei vezettek eredményre.

3. Geometriai jellegii kutatdsok. Hazinkban els6sorban a geometriai objektu-
mok elméletében felmeriilé fiiggvényegyenletek vizsgalata all a kozéppontban.
Ezek a vizsgalatok egyrészt ismert eredmények ujszerli megvilagitidsahoz, masrészt
az eredmények sajatos médon valé tovabbfejlesztéséhez vezettek. A felmeriil§ egyen-
letek altalanos megoldésai jelentésen hozzajarultak a klasszifikacidelmélet és a
komitanselmélet fejlédéséhez.
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4. Valészintiségelméleti kutatdasok. A kilonbozo eloszlasfliggvényekre vonatkozd
ellemzési problémak olyan fliggvényegyenletekre vezetnek, amelyek megoldasaban
elsésorban az analizis eszkozei jatszanak alapvetd szerepet. Ebben a vonatkozasban
szamos magyar eredmény sziiletett. Az informacidelmélet alapjaira vonatkozo kuta-
tasok is érdekes és jelentds fliggvényegyenletek megoldasat tették sziikségessé, s eb-
ben a témaban szamos eredmény fliz6dik magyar matematikusok nevéhez.

Osszefoglaldan megéllapithatjuk, hogy a filiggvényegyenletekre vonatkozé ku-
tatasok spektruma igen széles hazankban. A f6ébb kutatdi bazisok vidéken alakul-
tak ki (Debrecen, Miskolc, G6d6ll8, Sopron).

Az egyetemi oktatdsban az elemi analizis ismeretekt6l eltekintve elsésorban
specialis kollégiumokon van sz fliggvényegyenletekrdl. Ezek alkalmat adnak a ku-
tatoi bazis novelésére.

Magyar matematikusok rendszeresen részt vesznek a témahoz kapcsolédé kiil-
foldi kollokviumokon. Rendszeresen rendeznek hazankban is nemzetkézi kollok-
viumokat (Sarospatak, Balatonvilagos, Miskolc, Debrecen), legutébb 1973-ban,
az MTA tamogatasaval szerveztek nemzetkozi kollokviumot Debrecenben.

Javaslat. Az ilyen iranyt kollokviumok tamogatasat a jovében is javasoljuk.

Végiil kozoljik azoknak a matematikusoknak (nem teljes) névsorat, akik a fel-
szabadulas Gta e targykorben eredményeket értek el: Aczél Janos (kiilf6ldon),
Balogh Albert (Budapest), Csikds Miklés (G6dolld), Dardczy Zoltan doktor
(Debrecen), Ecsedi Istvan (Miskolc), Erdds Jend kandidatus (Debrecen), Erdés
Pal akadémikus (Budapest), Fenyé Istvan doktor (Budapest), Fenyves Ferenc
(Budapest), Gesztelyi Erné kandidatus (Debrecen), Gyires Béla doktor (Debrecen),
Hosszi Miklés doktor (G6dolld), Jarai Antal (Debrecen), Katai Imre doktor (Buda-
pest), Kertész Andor doktor (meghalt), Lajké Karoly (Debrecen), Losonczi Laszlo
kandidatus (Debrecen), Makai Imre kandidatus (Debrecen), Maksa Gyula (Debre-
cen), Mo6r Arthar doktor (Sopron), Nagy Béla (Budapest), Palasti Ilona kandida-
tus (Budapest), Rényi Alfréd akadémikus (meghalt). Riman Janos (Debrecen),
Szaz Arpad (Debrecen), Sziz Géza (Budapest), Székelyhidi Laszl6 (Debrecen),
Varga Ott6 akadémikus (meghalt), Vincze Endre kandidatus (Miskolc).

Approximdcidelmélet

Ez a matematikdnak korabban inkabb ,,konstruktiv fliggvénytan™ elnevezéssel
illetett 4ga hazankban igen szép hagyomanyokkal rendelkezik. Az analizisen beliil
elég pontosan elhatarolhatd, mégis sziikséges megjegyezni, hogy egyik hatartertile-
tével, az ortogondlis fliggvénysorok elméletével a jelen tanulmany egy kiilon fejezet-
ben foglalkozik.

Nem feladatunk itt Fejér Lip6t életmi{ivének méltatasa, annyit azonban meg kell
emliteniink, hogy az 6 munkéssiga alapozta meg a magyar approximacidelméleti
iskola vilaghirnevét. Hivatkozasul talan elég csak a Fourier-sorok részletosszegeinek
szamtani kdzepét, valamint a réla elnevezett interpolacids eljarassal kapcsolatos ered-
ményeit emliteni. E targykorben szamos eredményt ért el Haar Alfréd, Feldheim
Ervin és Griinwald Géza is. A felszabadulas el8tti idészakban is szamos magyar
matematikus valasztotta részben vagy teljes egészében kutatasi tertiletéiil az approxi-
macidelméletet.

A felszabadulds utan az approximaciéelméleti kutatasok még fokozottabb mér-
tékben tovabbfolytatédtak. Az ilyen iranyl hazai vizsgalatok szempontjabdl jelentds
eldrelépés volt az, hogy 1961-ben a Matematikai Kutatd Intézetben megalakult az
Approximacidelméleti Csoport, amely késdbb osztallya szervez6dott at.

Jelenleg hazdnkban a Matematikai Kutaté Intézetben az ELTE, a JATE ¢és a
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Budapesti Miiszaki Egyetem egyes tanszékein foglalkoznak approximacidelmélettel;
az ilyen iranyt kutatasokban érdekelt matematikusok szdima — amint az a tovabbiak-
bol kitlinik — igen nagy.

Ha az approximacidelméleti kutatdsok helyzetét vizsgaljuk — vilagviszonylat-
ban —, akkor megallapithatjuk, hogy jelenleg két, elég élesen elkiiloniilé irAnyzat-
tal talalkozhatunk. Az egyiket nevezhetnénk klasszikusnak, mert mddszereit tekintve
a klasszikus analizissel dolgozik, bar eredményei legtobbszér modernek, és a numeri-
kus analizisben is alkalmazasra taldlnak. A masik irdnyzat absztrakt terekben és
féleg egzisztencia- valamint unicitasi kérdésekkel foglalkozik, modern mddszerekkel.
A nalunk elért eredmények szinte kizardlag az els6 csoportba tartoznak. Hogy mennyi
érdekes és kutatdsra érdemes problémat rejt még az un. klasszikus approximacidel-
mélet, arra meggy6zé bizonyitékot jelent a racionalis approximéacidelméletében tiz
évvel ezel6tt bekovetkezett meglepd fordulat, amivel a késébbiekben majd részle-
tesen foglalkozunk.

Az elért eredményekkel a kovetkezd csoportositasban foglalkozunk:
Polinomiélis és spline-approximacié véges és végtelen intervallumon,
Nemlineéris approximacio,

Interpoléacié és mechanikus kvadratura,

Fourier-sorfejtéseken alapuld approximaécio,

Ortogonalis polinomok,

Pozitiv linearis operatorok konvergencia- és szaturacids problémai,
Iteracidelmélet.

. A véges intervallumon vald polinomialis approximacidval kapcsolatban a
Timan—Teljakovszkij—Dzjadik tételekre tobbféle konstruktiv, interpolacids bizo-
nyitast adtak, s ezek élénk nemzetkdozi visszhangot valtottak ki. Az egész szamegye-
nesen valo stilyozott polinomapproximacié elméletében meglehetdsen altalanos stily-
fiiggvények mellett, megfelel6en definialt folytonossagi modulus segitségével sikertilt
direkt és forditott tételeket bebizonyitani. Igen jelentdsek a véges és végtelen inter-
vallumon valé egyoidali polinomapproximacio esetén elért uttord jellegli eredmények.
Megindultak a kutatdsok az alkalmazasok szempontjabdl jelentds spline-approxi-
macio teriiletén is.

2. A nemlinearis approximacié témakdrében elsésorban a racionalis approxi-
maciot kell emliteniink. Tiz évvel ezel6tt D. Newman bebizonyitotta, hogy a szamos
approximacidelméleti témaban alapvetd szerepte jatszo |x| fliggvény sokkal jobban
approximélhaté tortfiiggvényekkel, mint ugyanannyiadfokt polinomokkal. A meg-
lepS eredményt ideiglenes megtorpanas kovette, mert tigy latszott, hogy az nem alta-
lanosithaté bizonyos klasszikus fliggvényosztalyokra. Végil is hazai kutatéknak sike-
riil feltérképezni azokat a — meglehetdsen altaldnos — fliggvényosztélyokat, ame-
lyekre az |x| fiiggvénynél tapasztalt, emlitett jelenség kisebb-nagyobb mértékben
megismétlddik. Igen széleskorii kutatasok indultak meg, amelyekbe kiilf6ldi kutatdk
is bekapcsolédtak, ill. az eredményeket tovabbfejlesztették. Sikeriilt komplex val-
tozos fiiggvényekre is atvinni bizonyos tételeket, s az Gn. forditott tételek iranyaban
is tortént haladas. Ugyancsak érdekes eredmények sziilettek az egészfiiggvények vég-
telen intervallumon vald racionalis approximacidjaval kapcsolatban. Az tin. para-
méteres approximacié esetén a racionalis approximécidval meglepden rokon téte-
leket sikeriilt kimutatni.

3. Az interpolaciéelmélet sokak altal mivelt ¢és egyik legeredményesebb kuta-
tasi téma. A legtobb eredmény a hazai matematikusok altal mintegy 20 éve kezde-
ményezett, un. durva és finom interpolaciéval kapcsolatban keletkezett. Az elméle-
tet kiterjesztették altalanosabb fliggvényosztalyokra, valamint kvadratira-eljarasokra
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is. Az utdbbi években ugyancsak sokat foglalkoztak az Hermite—Fejér interpolacid-
val kapcsolatos problémékkal, valamint a hézagos interpolaciéval is. Ujabban sike-
resen vizsgaltak a végtelen intervallumon ortogonalis polinomok gydkein vett Lag-
range-interpolacids eljarasokat. Jelent8s eredmény a Bernstein—Rogosinski-féle elja-
ras altalanositasaira vonatkozé hibabecslés legjobb konstansainak meghatarozasa is.

4. A Fourier-sorfejtéseken alapuld approximacié elméletében szdmos jelent6s
eredmény adddott. Ilyenck pl. cgyes fliggvényosztalyok approximacidelméleti jel-
lemzései (amelyeknél fontos szerepet jatszanak bizonyos, a Banach-terekben vald
approximéaciéra vonatkozé altalanos lemmak), az altalanos szummatdrikus filigg-
vénnyel generalt kozepekkel vald kozelitések nagysagrendjének meghatarozasa, a
Fourier-sor Abel-kdzepeivel vald approximécié pontos konstansanak meghataro-
zésa, also korlat megadasa altalanos esetben az approximacié nagysagrendjére, a
pontonkénti approximécidra vonatkozé eredmények, az erés approximacié fogal-
manak bevezetése és tulajdonsigainak vizsgalata, (amelynek sordn sikerilt feltarni
az approximacié rendje, kitevje és a fiiggvény strukturalis tulajdonsagai kozti kap-
csolatot), a Bernstein—Rogosinszki-koézepekkel valé kozelitések legjobb konstansa-
nak meghatarozasa.

5. Igen intenziv vizsgalat folyt az egész szamegyenesen ortogondlis polinomok
gydkeinek eloszlisira és egyéb tulajdonsigaira vonatkozdlag. Meglehetdsen altala-
nos sulyfiiggvények mellett sikeriilt a legnagyobb és legkisebb gyokre vonatkozdlag
aszimptotikus becslést adni. A témabdl Freud Géza egy sikeres monografiat készitett
»Orthogonale Polynome« cimmel, amely 1969-ben jelent meg, és amelyet angol
nyelvre is leforditottak.

6. A pozitiv linearis operatorokra vonatkozodlag Korovkin-tipust tételek szii-
lettek. Vizsgaltak ezen kiviil az in. véges oszcillaciéji magfiiggvénnyel definialt linea-
ris operatorok konvergencidjat is. A diszkrét linearis operatorok konvergencia- és
szaturiciés problémajiban érdekes, a folytonos operatorok esetétdl eltérd jelen-
ségek feltarasara kertilt sor.

7. Szamos eredmény adddott a Newton—Raphson féle és az altalanos iteracids
gyokkozelits eljarasok konvergencidjaval kapcsolatban.

Publikacidkat, rendezvényeket és a nemzetkdzi kapcsolatokat illetden megje-
gyezziik, hogy a hazai approximacidelméleti publikaciok szdma igen magas, kiilo-
noésen sok dolgozat jelenik meg az akadémiai Acta-ban.

Igen aktiv a kutatdk részvétele a kiilonbozd kiilfoldi nemzetkozi kollokviumo-
kon, kiiléndsen az oberwolfachi approximaciéelméleti kollokviumokon. Kiemelke-
dé&en sikeres volt az 1969-ben megrendezett, elsé magyar—szovjet konstruktiv fiigg-
vénytani kollokvium, amelyrdl az Akadémiai Kiadé cgy kollokviumi kétetet is meg-
Jjelentetett.

E targykor kutatdinak nemzetkdzi kapesolatai igen széleskoriiek, kiilondsen a
szovjet, bolgar, roman ill. USA-bel, kanadai és NSZK-beli matematikusokkal. Sza-
mos magyar kutatdt hivtak meg hosszabb-révidebb id6re vendégprofesszornak, és
sok kiilféldi vendég latogatott hozzank tapasztalatcserére.

Javaslatok. 1. Javasoljuk, hogy ez a nélunk igen intenziven miivelt tudomanyte-
riilet a jovében is kell6 tdmogatast kapjon; kivanatos, hogy iddrdl-idére tehetsé-
ges fiatalok érdeklédése iranyuljon erre a tertiletre.

2. Az BELTE-n néhany év Gta approximacidelméleti el6adast tartanak mate-
matikus hallgatok szadmara; javasoljuk az ilyen irdnyu egyetemi oktatds fejlesztését,
amely alapul szolgalhat az utanpotlas biztositasara.

3. Javasoljuk a spline-approximacidkkal kapcsolatos kutatasok fejlesztését.

Végiil kozoljiik azoknak a kutatéknak (nem teljes) névsorat, akik az approxi-
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macidelmélet terén a felszabadulas Sta szamottevd eredményt értek el: Alexits Gyorgy
akadémikus (Budapest), Balazs Janos kandidatus (Budapest), Balazs Katalin (Bu-
dapest), Barna Béla doktor (Debrecen), Czipszer Janos (meghalt), Egervary Jend
akadémikus (meghalt), Erdés Pal akdémikus (Budapest), Fejér Lipot akadémikus
(meghalt), Freud Géza (kilfoldon), Jod Istvan (Budapest), Kis Otté kandidatus
(Budapest), Kralik Dezsé (Budapest), Leindler Laszlo lev. tag (Szeged), Né¢-
meth Jézsef (Szeged), Névai Pal kandidatus (Budapest), Radnay Jozsefné (Budapest),
Rényi Alfréd akadémikus (meghalt), Szabados Joézsef doktor (Budapest), Szabd
Zoltan (Debrecen), Szasz Pal doktor (Budapest), Székefalvi-Nagy Béla akadémikus
(Szeged), Sziisz Péter (kiilfoldon), Tandori Karoly akadémikus (Szeged), Turdn
Pal akadémikus (meghalt), Vértesi Péter kandidatus (Budapest).

Ortogondlis filiggvénysorok

Az ortogonalis fliggvénysorok, ezen beliil a Fourier- és az ortogonélis polinom-
sorok elmélete a matematikai analizis egyik klasszikus 4ga. E tudomanyag fejlédése
— ha nem is olyan nagy mértékben, mint pl. a 30-as években — jelenleg is tovabb
tart; az utobbi években pl. L. Carleson és R. Hunt vizsgalatai kovetkeztében a Fourier
sorok konvergencidjara vonatkozdan régota tisztazatlan kérdéseket sikertilt megva-
laszolni, és 1) modszereket sikeriilt kiépiteni. A klasszikus vizsgalatok egyre inkabb
attolodnak az absztrakt harmonikus analizis tertletére, de a klasszikusabb eredmé-
nyeknek is jabb alkalmazasa adddik a matematika legkiilonb6zEébb teriiletein; igy
pl. a szeparabilis Banach-terek bazis-problémajanak Enflo-féle megvalaszolasa a
Walsh-kifejezések bizonyos tulajdonsagainak felhasznalasan alapul, és Bocskarjov
azon nevezetes eredményének bizonyitasa, hogy a zart egységkorben folytonos és
nyitott egységkdrben analitikus fliggvények osztélyéban van bazis, specialis ortogo-
nalis rendszer tulajdonsagain mulik.

E tudomanyteriileten a magyar matematikusok mar a szazad eleje 6ta dontd
fontossagu eredményeket értek el. Teljesség igénye nélkiil utalni szeretnék Fejér Lipot
Fourier-sorok Cesaro-szummacidjaval kapcsolatos eredményeire, Riesz Frigyes ne-
vezetes tételére az altalanosan ortogonélis rendszerekkel kapcsolatban — az tUn.
Riesz—Fischer tételre —, vagy Haar Alfréd nevezetes ortogonalis rendszerére, az Un.
Haar-féle fliggvényrendszerre; eredményeik viladgszerte, minden képzettebb mate-
matikus szamara ismertek. De emlitést kell tenni Csillag Palrdl, Fekete Mihalyrol,
Griinwald Gézardl és Sidon Simonrdl is; kiilonosen Sidon munkéssaga volt jelen-
t6s a Fourier-sorok elméletében ; eredményei igen fontos helyet foglalnak el a Fourier-
sorokrdl irt monografidkban.

Nem csoda, hogy ilyen hagyoméanyok utan az ortogonalis sorfejtések terén folyo
hazai kutatisok az 50-es évektdl kezdve intenziv médon tovabbfolytatédtak. A vizs-
galatok kiszélesitéséhez hozzajarult az is, hogy az ilyen irAnyl vizsgilatok akkor
kiilondsen az érdeklédés elSterében voltak, és az aspirantura intézményének felhasz-
nalasaval sikertilt erre a teriiletre szamos fiatal matematikus érdeklédését rairanyitani.

Jelenleg koriilbeliil 20-ra tehetd azoknak a hazai matematikusoknak a szama,
akik Fourier-sorok, ortogondlis polinomsorok vagy altalanos ortogonélis sorok el-
méletével kapcsolatos eredményeket értek el (ebbe a szamba nem szdmitottuk be
azokat, akik csak kifejezetten approximacids kérdésekkel foglalkoznak). A kutatok
viszonylag koncentraltabban dolgoznak. Jelentésebb bazis elsésorban az ELTE-n
a Matematikai Kutat6 Intézetben és a JATE-n alakult ki; ilyen irdnyt vizsgdlatok
folynak még a Budapesti Miiszaki Egyetemen is.

Az utdbbi 30 évben az ortogonalis sorok elmélete teriiletén a hazai kutatasok
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elsGsorban az alabbi részteriiletekre terjedtek ki: 1. altalanos ortogonalis sorok
konvergencia- és szummacios kérdései, 2. ortogonalis polinomsorok, 3. Fourier-so-
rok konvergencia- és szummacios-kérdései, 4. specialis ortogonalis sorok, elsésor-
ban Haar- és Walsh-sorok vizsgalata, 5. az erésen multiplikativ és multiplikativ
rendszerek vizsgalata.

Az 1. téma terén elért eredmények koziil a kovetkezéket emlitjik. A Menysov—
Rademacher-féle konvergencia-kritérium szlikségességének kimutatasa monoton
egylitthatésorozatok esetén, a Menysov—Rademacher-kritérium kiilénbozé élesi-
tései; altalanos ortogonalis sorok konvergenciajara, kiilonb6z6 tipust szummalhato-
sagara ¢s feltétel nélkiili konvergenciajara sziikséges és elegendd feltételek megadasa ;
4ltalanos ortogonalis sorok kiilonbo6zd tipust szummalhatésaganak, abszolut, erds
¢és az Un. nagyon erds szummalhatdsaganak vizsgalata soran nyert eredmények, az
un. Lebesgue-fiiggvények jelentdségének alaposabb feltardsa, az altalanos ortogonalis
sorokra vonatkozd divergencia-tételek atvitele ortogonalis polinomrendszerekre,
tetsz6leges (nem ortogonalis) filiggvényrendszerek szerinti kifejezésekre vonatkozo
tételek. '

A 2. téma terén szamos eredmény adddott klasszikus és altalanos ortogonélis
polinomsorok konvergenciajara, szummalhatdsagara és erds szummalhatdsagra.

A 3. téma vizsgalata sordn nyert eredmények igen széleskoriiek, amelyek koziil
a kovetkezéket emlitjiik meg. A klasszikus Dini—Lipschitz-kritérium ,,egyoldald-
sitasa”, a négyzetesen integralhatd fliggvények Fourier-sora konvergenciajara vo-
natkozd, a Carleson-féle eredményeket megel6z6 eredmények, példa megadasa olyan
2n-szerinti periodikus folytonos f(x) fiiggvényre, amelynek Fourier-sora az x=0
pontban konvergens, de az fy(arctg x) Fourier-sora az x=0 pontban divergens,
négyzetesen integralhatd figgvények Fourier-soranak atrendezése esetén el6allo
divergenciajelenségek vizsgalata, a hézagos trigonometrikus rendszer Lebesgue-
fliggvényei nagysagrendjének vizsgalata, az an. strukturalis tételek, amelyek a kifej-
tett fiiggvény strukturalis tulajdonsagai és a Fourier-sor konvergencia- és szumma-
cios tulajdonsagai kozott teremtenek szoros kapcesolatot; ezek a tételek egyrészt sza-
mos kiilénbozd klasszikus eredményt foglalnak Ossze, masrészt 1ij konvergencia-
ill. szummalhatdsagi kritériumokat adnak. A Fourier-sorok abszolut konvergen-
cidjaval kapcsolatban is szamos eredmény addédott. Szdmos eredmény vonatkozik
Fourier-sorok kiilénb6z6 szummacids tulajdonsagaira, ilyenek pl. a Norlund-szum-
macié un. Lebesgue-effektivitdsara vonatkozo tételek, és az erés approximacio vizs-
galata soran nyert kiilonb6z6é ecredmények. Ide tartoznak azok a tételek, amelyek a
kifejtett fliggvény integralhatésagi tulajdonsagai és a Fourier-egyiitthatok viselke-
dése kozott teremtenek kapesolatot; ilyenek példaul az Gn. bedgyazasi tételek.

A 4. téma vizsgalata terén kiilondsen szamos eredmény adddott a Walhs-sorok
konvergencidjara €s szummaciojara vonatkozoan. Ide tartoznak a Haar-sorok ab-
szolit konvergenciajara, valamint a Haar-tipust rendszerekre vonatkozdé eredmé-
nyek. A Walsh-sorokra vonatkozd kutatdsok tjabban kiszélesedtek, és a martingal-
elmélet, valamint a Carleson-féle elmélet felhasznalasaval egészen 1j tipusu, altala-
nos konvergencia-tételek adddtak szorzatrendszerek szerinti kifejtések esetére, ame-
lyek szamos korabbi tételt tartalmaznak, ill. altalanositanak.

Az 5. iranyu vizsgalatok meginditasaban és a témakor kidolgozasaban magyar
matematikusoké volt az itt6r6 szerep. Az eredményeknek valdszinliségelméleti alkal-
mazasa is jelentds, amennyiben ezek alapjan kiilonb6zé nagy szamok torvényei
adddnak, bizonyos értelemben gyengén fliggd valdszinliségi valtozokra. Ide tartoz-
nak a multiplikativ rendszerekre vonatkozd iteralt logaritmustétellel és a négyenként
multiplikativ rendszerekkel kapcsolatos eredmények.
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Az ortogonélis sorok témakorében az elmult években két sikeres monogréfia
jelent meg hazai szerz6ktél, Alexits Gyorgy: »Konvergenzprobleme der Orthogonal-
reihen« (1960) (késébb angol és orosz nyelven is kiadtdk), valamint Freud Géza
elébb emlitett konyve.

A jelenlegi vizsgalatokrol altalaban a kovetkezoket lehet megemliteni. A vizs-
galatok igen nagyszamu eredményre vezettek; az eredmények fébb része szélesebb-
korll elismerd nemzetkozi visszhangot keltett; az eredmények elsGsorban szovjet
matematikusok eredményeihez kapcsolédnak, de élénkebb kapcsolat alakult ki
elsgsorban kanadai, NSZK-beli, japan, USA-beli és lengyel matematikai iskolakkal is.

Javaslatok. 1. Javasoljuk, hogy ez a nalunk hagyomanyos kutatési teriilet a jo-
vében is kellé tamogatést kapjon; kivanatos, hogy a jovOben erre a teriiletre kelld
szamu tehetséges fiatal érdeklédése iranyuljon, e célbdl az aspirantiira lehetOségét is
biztositani kell tehetséges fiatalok szaméara.

2. Javasoljuk, hogy olyan nalunk kevésbé hagyomanyos teriileteken is megin-
duljon a kutaté munka, amelyeken kiilf6ldon méar intenziv vizsgalatok - folynak;
gondolunk itt pl. az absztrakt harmonikus analizisre és a Carleson—Hunt-féle kér-
déskorre.

Végiil k6zoljik azon kutatdék (nem teljes) névsorat, akik ezen a teriileten az
ut6bbi 30 évben eredményt értek el: Alexits Gyorgy akadémikus (Budapest), Alpar
L4sz16 kandid4atus (Budapest), Berkes Istvan (Budapest), Balatoni Ferenc (meghalt),
Csernyak Laszlo kandidatus (Szeged), Erdés Pal akadémikus (Budapest), Freud
Géza (kiilfoldon), Gal Istvan (kiilféldon), Halasz Géabor kandidatus (Budapest),
Komlés Janos (Budapest), Kralik Dezsé kandidatus (Budapest), Leindler Laszlé
lev. tag (Szeged), Makai Endre doktor (Budapest), Mikolas Miklds kandidatus (Bu-
dapest), Mdricz Ferenc kandidatus (Szeged), Névai Pal kandidatus (Budapest), Pal
Laszlé kandidatus (Budapest), Rényi Alfréd akadémikus (meghalt), Révész Pal dok-
tor (Budapest), Schipp Ferenc doktor (Budapest), Szalay Istvan (Szeged), Szép And-
ras (Budapest), Székefalvi-Nagy Béla akadémikus (Szeged), Tandori Karoly akadé-
mikus (Szeged), Turan Péal akadémikus (meghalt).

Funkciondlanalizis

A funkcionalanalizishez sorolhatok mindazok a kutatasok, amelyeknek a vég-
telen dimenzids vektorterek €s a rajtuk értelmezett fliggvények algebrai és topologi-
kus vizsgalata a targya. Ehhez a témakorhoz a kovetkezd részteriiletek tartoznak:
a linearis topologikus terek altalanos elmélete; lokalisan konvex terek; a normalt
terek, a Hilbert-tér és operatorainak, ill. operatoralgebrainak vizsgélata; spektral-
elmélet és operatorfélcsoportok; normalt algebrak; fiiggvényalgebrak; fliggvény-
terek, Orlicz-terek, Szoboljev-terek; disztribucidok; Mikusinski-féle operatorszami-
tas; vektorhaldk; fiiggvényegyenletek; variaciészamitas, ergodelmélet; differencialas
absztrakt terekben; csoporteléallitaselmélet; differencial- és integraloperatorok.
Ebben a fejezetben az itt felsorolt szakdgazatok koziil mindegyik olyannal foglal-
kozunk, amelyben magyar kutatd ért el szamottevé eredményt 1945 utan, kivételt
képez azonban a fiiggvényegyenletek, a differencidlegyenletek elmélete, a variacio-
szamitas és a Mikusinski-féle operdtorszamitas, amelyekkel mas fejezetben foglal-
kozunk.

A hazai funkcionédlanalizis-kutatasoknak még a szazad elejére visszanyulo ki-
valé hagyomanyai vannak. Riesz Frigyes 1913-ban megjelent konyvével az elmélet
egyik megalapozojava valt. Haar Alfréd 1933-ban felfedezte a rola elnevezett in-
varians csoportmértéket, amely a modern matematika nélkiilézhetetlen segédesz-
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koze. Szoékefalvi-Nagy Béla 1942-ben megjelent »Spektraldarstellung linearer Trans-
formationen des Hilbertschen Raumes« c. kdnyve volt a Hilbert-tér linearis opera-
toraira vonatkozé credmények els6 modern, kompakt 6sszefoglalésa.

A funkcionalanalizis terén a felszabadulas ota elért szamos eredmény koziil
csak egy néhanyra tudunk ramutatni.

Ergodikus tételek altalanositasa és a korabbi bizonyitasok lényeges egyszerii-
sitése.

A perturbacidelméletben, komplex fiiggvénytani segédeszkozok segitségével elért
eredmények, amelyek F. Rellich tételeit messzemenden altalanositjak, és az eredeti
bizonyitasokat iényegesen egyszer{isitik.

Bizonyitast nyert az is, hogy ha egy Hilbert-tér-operator pozitiv és negativ
egész kitevés hatvanyainak normai fix korlat alatt maradnak, akkor az operator
hasonld egy unitér operatorhoz; ha csak a pozitiv kitevés hatvanyok normairdl
tessziik fel a korlatossdgot, akkor az operator kompaktsaganak kikotése mellett az
operator kontrakcidhoz hasonld; ezek az eredmények szintén nagy nemzetkozi
visszhangot keltettek, és tovabbi vizsgalatok kiinduld pontjai lettek.

Jelent6sek a monoton matrixfiggvényekkel kapcsolatos vizsgalatok, amelyek
Lowner eredményeit fejlesztik tovabb, Pick—Nevanlinna-tipusti interpolacios kér-
déseket kozelitenek meg spektralelmélet segitségével.

Kilon kiemelked6k a dilatacidelméleti vizsgalatok. A dilatacidelmélet kiala-
kuldsa 1953-ban kezdédott; az elmélet 1étrejottében és kiépitésében magyar matema-
tikus végezte az Gtt6rd szerepet. A dilatacidelmélet egyik kovetkezménye az, hogy
a Hilbert-tér kontrakcidira kanonikus modellt ad meg. A modellelmélet tobbek k-
zott a klasszikus komplex fiiggvénytan fogalmait altalanosité vektor értékli belsd
és kiilso fiiggvények vizsgalatan alapszik. A dilatacidelméleti eredmények nagy nem-
zetkozi visszhangot keltettek, szamos alkalmazasra talaltak, és ezt az elméletet sza-
mos kiilfoldi matematikus valasztotta kutatasi témaul.

A Hilbert-tér-operatorokkal kapcsolatos tovabbi vizsgalatok a Weyl-féle fel-
cserélési relaciora, az unicellularis operdtorokra, és a nem-folytonos leképezések
Hilbert-terekben toérténé matrixreprezentacidjara vonatkozo eredményekre vezettek.
Jelent6s eredmények adddtak az indefinit metrikaja terekkel kapcsolatban is. Az el-
méleti fizikdhoz kiilonosen szorosan kapcsolédnak pl. a sugar-reprezentaciok foly-
tonossagara, a Hilbert-halok tenzori szorzatara és a Heisenberg-féle bizonytalansagi
relacidra vonatkozd eredmények.

Szamos értékes eredmény adddott az operatoralgebrak tertiletén. Bizonyitast
nyert, hogy van két egymassal nem izomorf III tipust faktor. A magyar matemati-
kusok altal bevezetett Gin. G-véges Neumann-algebrakra vonatkozd vizsgalatok
nemzetkozi visszhangra talaltak, és szerepet kaptak a kvantumelméletben is. Jelen-
tések a C*-algebrak axiomatikus elméletébe vagd eredmények; tobbek kozott meg-
oldast nyert Araki és Elliott egy problémaja is. A Banach-algebrak elméletében vég-
zett kutatasok teriiletérdl kiemelkedOk a szorzasoperatorok elméletében elért, nem-
zetkozi visszhangra talalt eredmények.

Foglalkoztak a sorelméletben szerepet jatszdé specialis Banach-terekkel, vala-
mint Banach-terek differencialgeometriai tulajdonségaival is. A Riesz-féle reprezen-
tacids tétel bizonyos értelemben altalanositist nyert, tovabba nemzetkozi visszhan-
got keltd eredmények sziilettek a matrixos Toeplitz-formak elméletében.

A funkcionalanalizis tirgykorben a felszabadulas 6ta harom monografia jelent
meg. 1952-ben Riesz Frigyes és Sz6kefalvi-Nagy Béla «Lecons d’analyse fonctionnelle»
c. kdnyve, amely hat kiadast ért meg, és leforditottak angol, német, orosz, japan és
kinai nyelvre is. Ez a monografia a matematikaban és az elméleti fizikdban allandéan
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idézett konyv; a fiatalabb matematikusok egész sora ebbdl, ill. az el6bb emlitett
»Spektraldarstellung«-bdl ismerkedett meg a funkcionalanalizis alapjaival. A dila-
tacioelméleti eredményeket Szdékefalvi-Nagy Béla és C. Foias roman matematikus
1967-ben «Analyse harmonique des opérateurs dans I’espace de Hilbert» ¢. monogra-
fidjukban foglaltak Ossze, a konyv masodik, atdolgozott kiaddsa 1970-ben angolul
jelent meg és oroszra is leforditottak. 1974-ben pedig az »Ergebnisse« sorozatban
jelent meg Bognar Janos »Indefinite inner product spaces« c. monografidja, amely
a targykorben az elsé ilyen Osszefoglalé mii.

Magyarorszagon nemzetko6zi szinvonalt funkciondlanalizis kutatdsok folynak,
s6t hazank a funkcionalanalizis egyik vilagméretii bazisa. A szegedi Acta a dilatacio-
elmélet és altalainosabban a funkciondlanalizis egyik legfontosabb folydirata vilag-
viszonylatban is.

Javaslatok. Annak ellenére, hogy a hazai funkcionalanalizis kutatdsok az el6z6-
ekben felsorolt nagy eredményekre vezettek, a kutatdsok kiszélesitése mind a ku-
tatok szamat, mind pedig a vizsgalatok korét illetden, indokoltnak tiinik.

Jelenleg ugyanis viszonylag igen kis létszami hazai kutatégarda foglalkozik
funkcionalanalizissel; masrészt e témakor kutatasara csak egyetlen, Szegeden kiala-
kult kis 1étszamu kutatdbazis all rendelkezésre.

1. Elsésorban javasoljuk a szegedi kutatdbazis 1étszamanak lényeges novelését.
Javasoljuk tovabba, hogy a hazai funkcionalanalizis kutatasok bazisit az ELTE-n
¢és a Matematikai Kutatd Intézetben is fejlesszék ki.

2. Javasoljuk a hazai funkcionélanalizis kutatdsok spektruménak kiszélesitését
is. Fejlesztendd teriiletek: csoportelballitasok elmélete, a funkcionalanalizis nume-
rikus analizisbeli alkalmazasai, valamint az absztrakt harmonikus analizis (egytitt-
miikodésben a klasszikus harmonikus analizist miivel6 matematikusokkal).

3. Megemlitjiik még, hogy jelenleg a funkciondlanalizis fiatal tanulmanyozoi
részére nem 4ll rendelkezésre magyar nyelvli tankdnyv. Ezért javasoljuk a funkcional-
analizis targyu, magyar nyelvii tankonyv irasat, vagy egy mar meglevé idegen nyelvii
munka leforditasat. Egy magyar nyelvii funkcionalanalizis targyu konyv kiadéasa
elGsegitené azt is, hogy a funkciondlanalizis terén egységesebb magyar nyelvii ter-
minoldgia alakuljon ki. Legkonnyebben megoldhaté Riesz Frigyes és Szdékefalvi-
Nagy Béla el6bb emlitett monografidjanak magyar nyelvre torténd leforditasa, és
az Akadémia Kiadé altal torténd kiadasa.

Végiil kozoljik azoknak a matematikusoknak (nem teljes) névsorat, akik a
felszabadulas S6ta a funkciondlanalizis terén eredményeket értek el: Bognar Janos
kandidatus (Budapest), Czach Laszl6 kandidatus (Budapest), Durszt Endre (Szeged),
Gehér Laszl6 (Szeged), Gyires Béla doktor (Debrecen), Kovacs Istvin kandidétus
(Szeged), Koranyi Adam (kiilféldon), Maté Eors (Szeged), Maté Laszlé kandidatus
(Budapest), Matolcsi Tamas (Budapest), Nagy Béla (Budapest), Pal Laszl6 kandida-
tus (Budapest), Pukanszky Lajos (kiilf6ldon), Riesz Frigyes akadémikus (meghalt),
Sebestyén Zoltdn kandidatus (Budapest), Szigeti Ferenc kandidatus (Budapest),
SzOkefalvi-Nagy Béla akadémikus (Szeged), Szilics Jozsef kandidatus (Szeged),
Tandori Karoly akadémikus (Szeged).

OYEPK I1IO M3VYEHUIO ITOJIOXKEHUS OTHOCUTELBEHO TEMATUKU

OTYECTBEHHBIX UCCJIEJOBAHUM 10 MATEMATUYECKOMY AHAJIM3Y
KAPOUM TAHIIOPU

REPORT ON INVESTIGATIONS IN ANALYSIS IN HUNGARY
K. TANDORI
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NEMNEGATIV EGESZ HELYEKEN
ERTELMEZETT FUGGVENYEK DERIVALTJAI
ES ,,DIFFERENCIALEGYENLETEI”

SZILARD KAROLY

1. Bevezetés

A klasszikus analizisben valamely egyvaltozds fliggvény derivaltjat hatarérték
képzésének a segitségével definialjuk, amikor azonban differencidlunk, nem vessziik
tekintetbe a derivalt infinitezimalis eredetét, hanem csak a differencialasi szabalyokat
és azt, hogy egy egyvaltozds f fiiggvény derivaltja, amelyet mi itt Df-el fogunk
jeldlni, szintén fliggvény, amely ugyanazokra a valtozékra van értelmezve, mint f.
A legfontosabb differencialasi szabalyok (f és g egyvaltozos fiiggvények):

(n D(f+g) =Df+Dg; D(f-g) =Df-g+f-Dgés
ha f = Const, akkor Df = 0.

Ezek a szabalyok lehetévé teszik, hogy differencidlegyenleteket alkossunk és azok
megoldasaival foglalkozzunk. Az elmult 25 évben tobb szerzé foglalkozott olyan
D miiveletek definidlasaval (és azok felhasznédlasaval), amelyek alkalmazva bizo-
nyos f fliggvényekre eleget tesznek az (1) differencialasi szabalyoknak. Itt minde-
nekel6tt megemlitjiik J. Mikusinski ,,algebrai derivaltjat™, [1] és [2], €s az irodalom-
jegyzékben kozolt [3], [4], [5] és [6] cikkekben definialt derivalt-fogalmakat. A jelen
dolgozatban olyan f fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyek nemnegativ egész
szamokra vannak értelmezve; f=f(n); n=0,1,2, .... Ilyen fliggvények nemcsak
a szamelméletben szerepelnek, hanem mindentitt, ahol valamilyen sorbafejtés for-
dul el. Példaul, ha felirjuk a z komplex valtozé egy a z=0 pont kdrnyezetében
értelmezett F(z) analitikus fiiggvényének az

F(z) = é’) a,z"

Taylor sorat, akkor konstataljuk, hogy az a, koefficiens fiiggvénye az n=0, 1, ...
nemnegativ egész valtozonak. Az ilyen fiiggvényekre is definidlhato és az alkalmaza-
sok szempontjabol hasznosithaté egy olyan D operacid, amely az (1) egyenleteknek
eleget tesz (ahogy azt a tovabbiakban meg fogjuk mutatni). Szintigy alkothatdk
evvel az operacidval differencialegyenleteknek megfeleld fiiggvényegyenletek.

2. Definiciok és jelolések

a(n) jelentse az a fiiggvény értékét az » nemnegativ egész helyen. Mikor
azonban ezt a fliggvényt a maga egészében (mint egy targyat) tekintjiik, akkor erre
az {a(n)} irasmddot hasznaljuk (lasd [1]). A kapcsos zardjelbe vagy az a(n) fiigg-
vény jelét irjuk, vagy pedig azt a formulat, amely megadja az a(n) fliggvény értékét
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az n helyen. Példaul {n!} azt a figgvényt jelenti, amely az n helyen az n! értéket
veszi fel. Az Gsszes nemnegativ helyeken értelmezett (4ltaliban komplex értékii)
fliggvények halmazat R-rel jeloljiik. Ebben a halmazban két fliggvény &sszegét és
szorzatat definidlhatjuk ugy, hogy ezek az ismert kommutativ gy(lirli kévetelmények-
nek eleget tesznek. Ha ezt megtessziik, akkor fliggvény-gyfiriit kapunk, amelyre az
R jelet megtartjuk. Ezt sokféleképpen tehetjiik, azonban a jelen esetben egy ilyen
gylirli megalkotasara egy kiilondsen egyszer(i izomorfizmust hasznalunk fel, amely
segit nekiink tajékozdédni az R gylir{i tulajdonsigait illetden. Jelentse A a z
komplex valtozé sikjaban definidlt ama analitikus fliggvények gy(ir(ijét, amelyek
a z=0 pont egy kornyezetében vannak, definialva (két ilyen analitikus fiiggvényt
identikusnak tekintiink, ha létezik egy z=0 kozéppontli korlemez, amelyen ezek
barmely z-re definidlva vannak, és ugyanazokat az értékeket veszik fel [7]). 2 va-
l6ban kommutativ gyiiri, ha f(z)€-ra és g(z)¢éW-ra a szorzast és az dsszeadast
az analizisben kozonséges moddon definidljuk: f(2)+g(2)eA és f(2), g(z)cl.
(Az Bsszeadast és a szorzast a z=0 pont egy kdrnyezetére értelmezziik, amelyben
ugy f(z), mint g(z) definidlva vannak.) Most tekintsiik e fliggvények Taylor
sorait:

) 1) = ﬁoa(n)-z" & g(2) = ~S;)b(n)-:"

Ekkor i X

3) F(D)+2(2) = _27)[a(n)+b(n>]z" & f(2)-8(2) = gc(n)-z"
ahol i i

n

c(n)= D am—v)-b(v).
v=0
A fent emlitett izomorfizmust igy kapjuk meg: az f(z), illetéleg g(z) analitikus
figgvényeknek feleljenek meg az {a(n)} illetéleg {b(n)} nemnegativ egész helyeken
értelmezett fiiggvények, amelyek egy U’ gyliriit alkotnak, ha ott az [{a(n)}+ {b(n)}]
Osszeget és az [{a(n)}- {b(n)}] szorzatot ugy definialjuk, hogy azoknak az A gyi-
riiben [f(z)+g(z)] illetSleg [f(z)-g(z)] felelienek meg. (A-be azok a nemnegativ
egész helyeken definidlt a(n) fliggvények tartoznak, amelyekre érvényes

m'i/la(n)|<oo minthogy a széban forgé Taylor-sorok egy koérben a z=0 ko-

zéppont korill konvergensek [7]. A megfelelés kolesondsen egyértelmii, minthogy
egy konvergens hatvanysor koefficienseinek az Gsszessége, a fent emlitett értelem-
ben pontosan egy analitikus fliggvényt ad és forditva, egy analitikus fliggvényhez a
z=0 pont kornyezetében pontosan egy {a(n)} fiiggvény tartozik.) Ekkor U és A’
egymassal izomorf kommutativ gyfirik lesznek. ’-ben két fiiggvény, {a(n)} és
{b(n)} oOsszegének, illetleg szorzatanak a definicidja ez lesz:

{a(m)}+{b(n)} = {a(n)+b(n)},
4

{a}- {b(w} = {z"oa(n—v»b(v)}.

V=

A két gylirli kozott fennallé izomorfizmus segitséget nyujt nekiink egy masik defini-
cidra, az {a(n)cA’ fiiggvény derivaltjanak a definicidjara, ha azt akarjuk, hogy

Ti(2)= S’a(n), z"nek a derivaltja A-ban az {a(n)} figgvény ,,derivaltjanak”
n=0
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az W-ben feleljen meg. Minthogy f(z) derivéltja

J@= 3 @+D-atm+1)-2

ezért ésszerlinek latszik {a(n)} derivaltjat igy definialni:
5) D{a(n)} = {(n+1)-a(n+1)}.

E definici6é ésszerliségét a kovetkezdkben fogjuk megmutatni. Ha most még meg-
jegyezziik, hogy az U gylirliben az f(z)=C (C konstans), fliggvénynek az A’
gyliriben olyan nemnegativ egész helyeken definialt fiiggvény felel meg, amelynek
az értéke az n=0 helyen egyenlé C-vel, a tobbi helyeken pedig zérussal, akkor
A és A izomorfizmusa és az (5) definicio segitségével nem nehéz megmutatni, hogy
az W gylriiben az (1) ,differencialasi” szabalyok érvényben maradnak. (Az (1)
szabalyok, mint ismeretes, -ban fennallnak.)

Terjessziik most ki a (4) és (5) definiciokat az egész R fliggvényhalmazra, amely
igy gylirivé valik, amelynek a zérus eleme a {0}, egység eleme pedig a {5(n, 0)}
fﬁggvény. (Itt  6(u, v) a Kronecker-féle fiiggvény, amely egyenlé O-val, ha u=v
és 1-gyel, ha p=v.) Az W gylir R-nek valddi részgyiiriije, minthogy R-ben
olyan {a(n)} fiiggvények is vannak, amelycknek nem felel meg konvergens Taylor-
sor. fgy R-re az (1) szabalyokat kiilon be kell bizonyitanunk.

Egy {a(n)}c¢M fluggvényre bizonyos esetekben célszerii olyan jelolést is alkal-
mazni, amely a fliggvényértékek eloszlasat szemlélteti. Példaul az {n!} figgvényekre
az {l1,1,2!...} jelet is alkalmazhatjuk (a pontozas jelenti az értékképzés torvény-
szerliségének tovabbi n-ekre vald alkaimazasat). Nevezetesen, ha a fiiggvényérté-
kek egy n helytdl kezdve mind egyenldk nullaval, akkor az {a(n)}={a(0), a(1), ...

»an—1)0,. } irasmodot fogjuk hasznalni.

A (4) szorzési szabalyt alkalmazva konstataljuk, hogy ha az {a(n)} fiiggvényt
{c, 0, ...}-val megszorozzuk akkor a {c.a(n)} fiiggvényt kapjuk. fgy a {c, 0, ...}-
val valo szorzas minden fliggvényértéknek a C konstanssal valé szorzasat Jelentl
ezért a tovabbiakban {c,0,...}-{a(n)} helyett C{a(n)}={c. a(n)}-et fogunk irni.
A {0, ...} fliggvény a C konstans szerepét jatssza, ami annak a ténynek is meg-
felel, hogy az (5) derivalasi szabaly szerint D {c, 0, ...}={0}.

3. Fiiggvények dsszegének, szorzatdnak és linedris kombindcidinak a derivdldsa

Legyen {a(n)}eR és {b(n)}eR. Osszeg derivalasa. A
© D({a(m}+{b(m)}) = D{a(m}+D{bm)}

szabaly konnyen kovetkezik a (4) és (5) definicidkbdl (ennek bizonyitasat az olvasora
bizzuk).
Szorzat derivalasa. (Ismet alkalmazzuk a (4) és (5) definiciokat.)

@  D({am}- {bm)) = D{ a(n—)- b(v>} {(n+1)v"=z+{fa(n+1—v>-b<v)}=

= {Zn' (n+1—v)a(n+1—v)_-b(v)}+{3’ a(n+1 —v)v-b(v)} =

=0 v=1

= {(n+1)-a(m+DHbm}+{am}{(n+1)-b(n+ 1}
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i D({a(n)}-{b(n)) = D{a(n)}- b{n}+ {a(n)}- D{b(n)}.

Ennél a bizonyitasnal felhasznaltuk, hogy

VZI a(n+1—v)-v-.b(v) = é;a(n—'u)(l-f-#)b(l_i_#).

Linearis kombinacié derivalasa. Itt tekintetbe vessziik, hogy C;={C,0,...},
ahonnan DC;=0; i=1,2. (6) ¢és (7)-bdl kovetkezik, hogy

(8) D(Cl{a (m}+Co{b(n)}) = C,D{a(n)}+ C,D{b(n)},

azaz, a D operécio linearis.

4. Végtelen fiiggvénysorok, hatvdnysorok; az ™ fiiggvény.

Tekintsiik bizonyos megszamlalhatéan sok {a,(n)}¢R fiiggvény sorozatat

(v=0,1,2,...). Ha barmely rogzitett n helyen a > a,(n) sor konvergens A(n)
v=0

Osszeggel, akkora > {a,(n)} sor Gsszegét igy definialjuk:
v=0

3 ey = S e = )

(lasd [8]). Ennek a konvergencia-fogalomnak az értelmében barmely {a(n)}eR
figgvényt végtelen sor Osszegének tekinthetiink. Ugyanis, ha szemiigyre vessziik
azokat az {a,(n)} fiiggvényeket, amelyek mindegyikének az értéke mindentitt zérus,
kivéve az n=v helyet, ahol az értéke a(v), akkor lat_]uk hogy az n—v helyen
a(n)= Zav(n), mert a jobboldali sor valamennyi Zav(n) reszletosszegc egyenld
v=0

zerussal ha u<n, ha pedig u=n, akkor valamennyi részletésszeg egyenld a(n)-nel,
és igy a fenti Gsszeg-definicié értelmében:

©) {am) = {S av(n)} = 3 {a,m).
Az {a(n)} fiiggvényt a kdvetkezd alakban irhatjuk:
(10) {a,(m} = am){5(Lm} = a(m{s(1,m)},

mert, amint ez a (4) szorzéas-szabaly v-szeri alkalmazasabdl kovetkezik: {5(1, n)}*=
={d(v, n)}, amely fiiggvény értéke zérus, ha v=n és 1, ha v=n.
A (10) egyenléség jobb oldalat behelyettesitve a (9) egyenletbe azt kapjuk, hogy

(11) fa@) = 3 amEa.ny.

A (11) egyenlet jobb oldala hatvanysor, amelyben a fiiggetlen valtozé szerepét a

{6(1, n) fiiggvény jatssza. Abban az esetben, amikor az U gyfirliben a > a(v)-z"
5 v=0
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hatvanysor konvergens, a (11) egyenlet jobb oldala e hatvanysor megfeleldje az
AW R gyliriiben. (A z valtozénak {d(1,n)} felel meg.)

A tovabbiakban mi hatvanysornak fogjuk nevezni azt a végtelen sort is, amely-
ben, nem 1igy, mint a (11) egyenlet jobb oldalan {6(1, n)} hatvanyai, hanem bar-
mely R-beli fliggvény hatvanyai szerepelnek.

Tekintsiik most a z komplex valtozd F(z)=e'® flggvényét, ahol f(z)e.
Nyilvanvald, hogy F(z)€. Legyen f(z) megfeleldje az A’ gylirliben az {a(n)},
F(z)-¢ pediga {4(n)} fuggvény, azaz legyen

oo

a2) f@= 3w & Fo= ZUEOL_ 5400

v=0

egy bizonyos z=0 kozéppontu korlemezen.

22 Lf( )

végtelen sor barmely m-edik részletosszegét felirhatjuk mint

végtelcn hatvanysort :

(13)

vg":; [fiz’)]v = § am(v)zva

ezért e részletdsszeg megfelelGjét az A gylirliben kétféleképpen irhatjuk: 2

& {an(m},
(14) ;; {as‘n!)}“ ool

{a (n)}

a,(n)}.

Minthogy a z-sikban a Zlfﬁl részletdsszeg barmely z=0 koézépponti kor-
v=0

vonalon egyenletesen tart F(z) felé, ha m—oo, ezért (a hatvanysor koefficienseinek
Cauchy-féle el@allitdsa alapjan) nem nehéz belatni, hogy barmely rogzitett n-ér-
tékre

(15) lim a,,(n) = A(n),

azaz

25 {a(n)}

létezik és egyenld {A (n)}-nel.
Igy az W gyfirliben ez a végtelen sor az A-beli F(z)= /@ fiiggvény megfe-
lel6jének az elBallitisa, melyet is mi e} nel fogunk jeldlni.

(16) elam} — S’{i(_n.)lv_'
v=0 v!

Ez az egyenlet az A’ gylirliben érvényes. Fényes T. és Kosik P. megmutattdk
(lasd [4]), hogy a Jobboldalon allé hatvanysor akkor is konvergens ha csak azt
tessziik fel, hogy {a(n)}€N és igy a (16) egyenletet az elem} fijggvény definicidja-
nak tekinthetjiik az R-gyfir{iben.

Ugyanolyan mddszerekkel, mint amelyek a klasszikus analizisben hasznélato-
sak, meg lehet mutatni, hogy, ha {a(m)}eM és {b(n)}cR, akkor

(17) elam} | olbm} — p(a(m}+{b(m})

(Természetesen, a szorzas a (4) definiciénak megfeleléen értendé.)

109



5. .,Differencidlegyenletek™ az R-gyliriiben. A Liouville-féle tétel analogonja

A tovabbiakban differencidlegyenletnek fogjuk nevezni barmely fliggvény-
egyenletet egy {x(n)}cR fiiggvény és annak D{x(n)}, D[D{x(n)}], ... derivaltjai
kozott. Meg akarjuk mutatni, hogy a klasszikus linearis differencialegyenletek elmé-
letének egyes tételei (mutatis mutandis) atviheték az R gylirliben definidlt fligg-
vények linearis differencidlegyenleteinek az elméletébe. Tekintsiik a kovetkezd egy-
szerli differencialegyenletet
(18) D{x(n)} = C-{x(n)}
ahol C konstans. Felhasznalva a derivalt (5) definicidjat, ezt az egyenletet a kovet-
kez6 alakban irhatjuk:

(19) {(n+1):x(n+1)} = C- {x(n)}.

Keressiik a (19) egyenletet kielégité {x(n)}cR fliggvényeket. A (19) egyenlet rekur-
zi6s formula az {x(n)} ismeretlen fiiggvényre, éspedig mindkét iranyban (ismerve
x(n)-et, kiszdmitjuk x(n+1)-et és forditva). Konnyu belatni, hogy a (19) ill. (18)
egyenlet homogén linearis, azaz, hogy ha {x,(n)} és {x,(n)} megoldasai a (19) egyen-
letnek, akkor minden {x(n)} Ci{xy(n)}+ Co{xy(n)} linearis kombin4cié szintén
megoldés, tovabba, hogy megadva az {x(n)} megoldas értékeit egy n helyen, a
fiiggvény értékei az Osszes n helyeken egyértelmiien meg vannak hatirozva. Le-

2
gyen {x(n)} megoldas és x(0)=k. Ekkor x(1)=C-k, x(2)=%C-x(l)=CT k

3

x@)i= % Gex(2)= %k, ()=

n

Megkapjuk az 9’ gyliriibe tartozé {S’ k} fiiggvényt, amely az A és A" gyiiriik

fent leirt megfelelési szabélyanal fogva a
(20) koet = ko 3~ 27€W
v=0 V.

megfelelSje lesz az A’ gyfiriben. Az ™’ fiiggvény (16) definicidja szerint itt azt
is mondhatjuk, hogy a (18) egyenlet megoldasa az

ct L
(21) {x(n)} = {n_' k} = Fs glove o
fiiggvény, mert
i ke e0et) = K{L0,..) 1K(0, ¢, 0, .}

+5k'-{0,0,c‘~',0 }+ {000c0 Y=

cafired @7
= k{l, C, E, —3—!, } = {n' k}

(Ez 6sszhangban van azzal a ténnyel, hogy C-z€-nak a megfelelje {0, ¢, 0...}€A".)
Miel6tt megmutatjuk, hogy ugyanezt az eredményt mas tton is (az U és W gyii-
riik izomorfizmusdnak a kihasznalasdval) megkaphatjuk, emlékeztetiink az
{x(n)}eN fiiggvények két egyszerli derivalasi szabalyara.

Az egyik szabaly: Ha v=>0 egész szam, akkor

(23) D({x(mM}) = D{xm)}-v-{x(m}* é D({x(n)}*) =D({L,0,..}=0.
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Az elsd egyenlOség egyszerii kovetkezménye a szorzat (7) derivalasi szabéalyanak
(lasd [4]).

A masodik szabaly:
(24) D(e(’“")))((,,)x) = D{x(n)}-e

A (24) egyenlet helyességét igy mutatjuk ki.
{x(m})y — < {X (n)} {x (n)}
D> =D v;(') e 2’ D y

Az, hogy a derivalas miiveletét itt tagonként végezziik el, helyes, mert a tagonként
val6 derivalas egy n helyen azt jelenti, hogy szemiigyre véve ezt a helyet, tekintjiik
a tag értékét az (n+1) helyen, valamennyi tagot ugyanazzal az (n+1) szdmmal
szorozzuk és Osszegezziik 6ket. Ez ugyanaz, mint az 6sszeget, amely 1étezik az (n+1)
helyen, megszorozzuk (n+1)-gyel. Tovabba alkalmazva a (23) szabalyt:

3 (B — o4 3O iy =

= D{x(n)}- 5’ {x(n')}“ = D{x(n)}- e, q.e.d.

Most megmutatjuk, hogy a (18) egyenlet (21) megoldasat gy is megkaphatjuk,
hogy az A-gyiiriiben jél ismert megoldasi eljarast az ' gyfirfivel vald izomorfizmus
alapjan atvissziik az A’ gyfirlibe. Minthogy [/-z€%-nak (/ konstans) az U’-ben
a {0,7,0...}e" fiiggvény felel meg, azért A’-ben a (18) egyeniet egy megoldasat az

(25) {x(n)} = ol0.1,0,..

alakban keressiik. (/ egyelére ismeretlen konstans.) Ezt az {x(n)}-et behelyette-
sitve a (18) egyenletbe és alkalmazva a (24) derivalasi szabalyt, ezt kapjuk:

1+el00h0,..3 — C.el0h0,..3

(minthogy D{0,7,0,...}={,0,...}=0).
Ha most az eddig ismeretlen / konstanst C-vel egyenlévé tessziik, latjuk, hogy

2 2
{(x(n)} = el®e0} = 1 10, ¢, 0, ...}+{0’L20!’;'—}—+...= {l,c, ;_T }
megoldasa a (18) egyenletnek, éspedig az, amelylk az n=0 helyen az 1 értéket veszi
fel és minthogy egy megoldds k-szorosai is megoldédsok, ezért k.el%e 0 - lesz
olyan megoldés, amelynek az értéke az n=0 helyen egyenl6 k-val. fgy a (25) egyen-
letbdl kiindulva, szintén megkapjuk a (18) egyenlet (21) megoldésat.

Az itt leirt példa mutatja, hogy a linearis differencialegyenletek és differencial-
egyenlet-rendszerek klasszikus elmélete egyes tételeinek a megfeleldi kimondhaték
az R gylrl fiiggvényeinek a ,,differencialegyenleteire”. Ezt az éllitast még egy pél-
daval illusztraljuk. Ez a példa — az elsérendii konstans egyiitthatéja linearis dif-
ferencialegyenlet-rendszerek elméletének az ismert Liouville-féle tétele. Tekintsiik
az R gylirii fiiggvényeinek a

(26) D{xi(n)} = ai{x'(n)}+ai{x2(n)}+ ... +abk{x"(n)},
1= 142, 00m
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homogén linearis egyenletrendszerét, ahol az a) egyiitthatok konstansok ¢és
{x'(n)}, {x*(n)}, ..., {x™(n)} az n valtozé R-gylirlibe tartozé keresett fiiggvényei.
Feltessziik, hogy az

1 1 1

o AN

2 2 2

4= & .. an
L T

determinans#0. A (26) egyenletrendszert az (5) definicid alapjan a kovetkezé alak-
ban irhatjuk:

Q@7 {(n+1)-x(n+1)} = di{x'(n)}+as{x*(n)}+...+a,{x"(n)}, i=1,2,..m.

Az egyenletrendszer a (27) alakban rekurziés formula: Ha ismerjik az ({x'(n)},
{x*(n)}, ..., {x"(n)}) vektort az n helyen, akkor a (27) egyenletrendszer megadja
ennek a vektornak az ¢értékét az (n+1) helyen és forditva is, minthogy az A4 de-
terminans #0. Masképpen kimondva: A (26) egyenletrendszerre vonatkozd kez-
deti-érték feladatnak van megoldasa az R gyliriiben, és ez a megoldas egyértelmi.

Minthogy a D operator linearis (lasd (8)), azért a (26) egyenletrendszer bizo-
nyos p szamu megoldasanak a linearis kombinacidja szintén megoldas. A jelolések
egyszeriisitése végett irjunk a tovabbiakban az egy fliggvényre vonatkozé {x(n)}
jel helyett egyszeriien x'-t. Ilyen értelemben jel6ljiik most a p megoldas-vektorok
barmelyikét ¢,=(¢k, @i, ..., of)-mel. (k=1,2,...,p) és vegyiik szemiigyre a kii-
16nb6z6 @, = (¢}, ..., @F) megoldas-vektorokat:

DerINicIO: m  kilénbozd ¢, = (ok, 0F, ..., @f) megoldasvektor (k=

(28) =1, 2, ..., m) egy alap-megoldas rendszert alkot, ha ezek a vektorok (mint
az n valtozo fuggvenyel) line4risan fuggetlenek azaz m konstans C!,
G2i..., C™ s§zotrz¢ esetében a

Cloi+-Cipa+...+C"p =0

egyenlet csakis akkor lehetséges, ha C'=C2=...=C™=0. (Itt a zérus szamot is &s
a zérus vektort is 0-val jeloltiik, ami nyilvanvaléan nem okoz zavart.)

TETEL: Legyen = (ki ., X™) tetszOleges megoldasa a (26) egyenlet-

(29) rendszernek, és (pk—(<pk, qo,” cs OF), (k=1,2,...,m) a (26)-nak egy alap-
megoldas rendszere. Allitjuk, hogy egyertelmuen létezik m konstans C,
CAS CP Y szam igyichogy,

x=Clo;+C%py+...4+C",,.

BizonyiTAs: Rogzitsiik az n=0 helyet. A ¢,(0), ¢,(0), ..., ,(0) vektorok

is linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak, mert, ha létezne m konstans: C*, C2, ...
., C™ ugy, hogy
(CH2H(C®H%+...4+(C™2 =0
és
Clp1(0)+C2@y(0)+...+C"9,,(0) =0
akkor a
Cloi(n)+C*py(n)+ ...+ C" g, (n) = x(n)
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vektor-fiiggvény (amely megoldasa a (26) rendszernek) a megoldas egyértelmiisége
miatt a zérus-vektor volna, ami ellentmond annak a feltételnek, hogy ¢,, @,, ..., ¢,
mint az n valtozd fiiggvényei linedrisan fliggetlenek. Igy, ha barmilyen x(0)=
=(x1(0), x*(0), ..., x™(0)) kezdeti-érték vektort megadunk (itt éppen a széban forgé
x(n) vektor kezdeti értékeit), talalunk hozza egyértelmiien m konstanst, C*, C?, ...
..., C™-et ugy, hogy

x(0) = C*¢;(0)+...+C"0,,(0)
de akkor az

x(n) = Cloi(m)+...+C"pp(n)

vektor fliggvény, amely megoldas, megegyezik (a megoldas egyértelmiiségének ko-
vetkeztében) a szemiigyre vett x(n) megoldassal, amit is bizonyitani akartunk.
Tekintsiik most a

g Ao U
2 2 2
(30) Winy=42r P& = Oa
or 0F .. Om

determinanst, amely egyetlenegy »n helyen sem tilinhet el (ez kévetkezik a ¢, ¢, ...
..., ¢, vektorok linearisan fiiggetlen voltabol barmely rogzitett n helyen), és amely
megfelel a linearis differencidlegyenletek klasszikus elméletében szerepet jatszé
Wronski-féle determinansnak.

TETEL. Legyen S=aj+ai+ ... +a, a (26) egyenletrendszer koefficiensei
31 matrixaban a fé-atloban levé koefficiensek Osszege. Allitjuk, hogy
D {w(n)}=S{w(n)}, ésinnen {w(n)}=w(0).e®s% -}

MEGIEGYZES: Ez a tétel analogonja az ismert klasszikus Liouville-féle tétel-
nek a konstans egyiitthatoju linearis homogén differencialegyenlet-rendszerek ese-
tében.

BizoNyiTAs. Ugyanugy, mint a linearis differencidlegyenlet-rendszerek klasszi-
kus elméletében, el8szor felirjuk a {w(n)} determinansnak a derivaltjat. A determi-
nansok derivalésa itt éppugy torténik, mint a klasszikus esetben, minthogy ez a de-
rivalasi szabély csakis a szorzat (7) derivalasi szabalyanak a koévetkezménye.

Dpi1 D¢} .. Do, o @y ... oL
(32) D{W(n))= ‘.P% ‘{’3 ({an K D?i Dg.oé D(‘p,z,, i
L 4 pr ok . 9%
Of- s e N
Df})’l" D<}>’; D(;;,':

Minthogy a ¢y, ¢, ..., ¢,, vektorok megoldésai a (26) rendszernck, azért (behelyet-
tesitve barmelyik ¢,-t ebbe a rendszerbe), azt kapjuk, hogy

(33) Dot =diot+akpd+...+akol; k=1,2,..,.m;i=12,..,m.

Ha most ezek koziil az egyenletek koziil csak azokat tekintjiik, amelyekben a koef-

8 Matematikai Lapok
y 113



ficiensek felsé indexe valtozatlan (csakis a k indexet valtoztatjuk), akkor barmely
rogzitett i felsé indexre a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk.

Do}
(34) Do},

ai @i+ ab Qi+ ... +ak,of

qi(f)%+ai2(p§+...+qf"(p'2" G=1,2".m

Do = diph+as b+ ... +ah o
A (34) egyenletek azt mutatjak, hogy a (32) egyenletben a jobboldali determinans-
6sszeg minden tagjadban a (Dei, Do, ..., Del) sor (j=1,2, ..., m) line4ris kom-

binacidja minden sornak. Mmthogy egy sor konstanssal megszorozva ¢s hozzdadva
egy mdsik sorhoz a determinans értékén nem valtoztat, ezért elegendd a (D(pl, Dgi,...

, Dgj) sor helyett (a} ¢f, dipd, ..., alpl)= ai(pf, @i, ..., pi)-t imi. Igy a (32)
egyenletet atirhatjuk a kovetkezo alakra
(35) D{W (n)} = (ai+a3+... +am{W (n)} = S{W (n)},

oz

amivel is a tétel elsd allitasat bebizonyitottuk.
A miésodik allitas a (35) egyenlet altalinos megoldasabdl adodik (lasd a (21)
és (22) egyenleteket):

(36) W (n)} = W (0) - 0503

Evvel a Liouville-tétel analogonjat a nemnegativ egész helyeken definialt {x(n)}
fliggvények R gylirtijében, konstans koefficiens(i line4ris homogén ,,differencial-
egyenlet-rendszer” esetében bebizonyitottuk. Megjegyezziik, hogy a (36) egyenlet-
tel leirt fiiggvény az R gylirlinek A" részgylirlijébe tartozik.
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ORTOGONALIS POLINOMOK
ASZIMPTOTIKUS VISELKEDESEROL

SZABADOS JOZSEF

TurRAN PAL [1] 1953-ban Schweitzer-feladatként kozolte a

g | 5
i [2)f2) -
relaciot, ahol H,(x) az n-edfoku Hermite polinom az

f e H,(x)2dx = Yn2n! (n=1,0,2,..)

— o0

normalassal, és x egy tetszbéleges komplex szam. (Egyébként (1)-ben a konvergencia
egyenletes a komplex sik tetszSleges zart, véges résztartomanyéaban.)

(1) tgy is tekinthetd, mint egy egyszer(i mddszer az ortogonalis polinomokbdl
a stlyfiiggvény visszanyerésére. Ezzel kapcsolatban TURAN PAL [2, XLVI. probléma]
felvetette azt a kérdést, hogy ha {p,(x)},—o egy a nemnegativ w(x)EL(— oo, o)
sulyfiiggvényre nézve ortogondlis polinomrendszer (valamilyen normalassal), akkor
mely esetekben all fenn a

Ay [ n

@ lim [n] Py [2x] w(x)
relacidé. Az alabbiakban Iényegében megvalaszoljuk e problémat, azzal a feltételezés-
sel, hogy (2) fennallasat mindig azon a (véges vagy végtelen) intervallumon vizsgal-
juk, amelyen kiviil w(x) elt{inik (vagyis a w(x) un. tartéjan).

Lényeges kiilonbség van a véges és végtelen intervallum esete kozott. Foglal-
kozzunk el6szor a véges intervallummal; az altalanossdg megszoritasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy ez a [—1, 1] intervallum.

1. TETEL. Ha a w(x)€L[—1, 1] sulyfiigguényre ortogondlis p,(x) = 2 ag,x*
k=0

(n=0, 1, ...) polinomrendszert uigy normdljuk, hogy

3) lim a,,2~" = 1,

akkor ;
AT L] e LY £ 1IN .
=G n i) = m( a2 e a0

Bizonyitds. Legyenek a p,(x) gyokei

(4) _1<x1n<x2n<'“<xrm<1
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(lasd SzeGO [3], Theorem 3.3.1), ekkor

20 ik 1 2[n . 2X Xy
(5) [7] Dn [2—96-] = Qyy [7] k!=71 [E_xkn] = ann2 k]=]].. [1 _Tk] 5

vagyis elég nagy » esetén

. U L o R RO S 2x)"
a,,,,2 '{1—7] = [;] DPn [E] = a,,,,2 ’[I+T] -

n
Innen (3)-ra és a lim (1+%) =e” relaciéra vald tekintettel kovetkezik a tétel
allitasa.

2. TETeL. Ha a w(x)eL[—1, 1] sulyfiiggvény kielégiti az
(6) J log[w(cos t)sin t]| dt < <

feltételt, akkor a hozzd tartozé p,(x) ortogondlis polinomokra a (3) normdlds mellett
fennall

i nfg) -

mégpedig egyenletesen a [—1, 1] intervallumban.
Bizonyitds. A mondott feltételek mellett a p,(x) gydkeire teljesiil a
lim 2.4 Wite =Ny
s G T
relacié (lasd SzeG6 [3], Theorem 12.7.2). gy (5) és (3) alapjan
- 2 n 2 2xx
(8) [_] Pn [_] = annz_'l eXp 2 IOg [1 _—k"] e
n k=1 n

X

o 2x = Py AR
~owren(- 3 S 32 Skl -1 0

2X%;,
22

u2
) log(H‘u):“—m (veO,u), —1<u=1)
sorfejtést.

aholis felhasznaltuk a

3. TETeL. Ha w(x)€L[—1, 1], akkor a (2) reldcié csak a Legendre polinomok
esetén dll fenn.

Bizonyitds. A Legendre polinomok esetén w(x)=1, s ekkor a 2. tétel szerint
(2) valéban fennall. Forditva, ha (2) fennall, akkor az 1. tétel miatt

e~ = w(x) = e2l(Jx] = 1),
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s igy a (6) feltétel teljesiil. Tehat a 2. tétel miatt (7) is fenndll, tehat w(x)=1, vagyis
a Legendre polinomokrdl van szé. Q. E. D.

A végtelen intervallum esete nehezebb, s csak bizonyos megszoritasok mellett
sikertilt elintézni.

4. TEéTEL. Ha a (3) normaldssal (2) fenndll egyenletesen a valds szdmegyenes
bdarmely véges zdart részintervallumdn, tovabbad

(10) WX =0 (=0 < x= ),
akkor w(x)=e~*", vagyis az Hermite polinomokrdl van szd.
Bizonyitds. Elészor is belatjuk, hogy a mondott feltevések mellett
(11) X, = max (|xy,|, [xn]) = o(n).
Tegyiik fel ennek ellenkezdjét, vagyis legyen lim n/X,=d< oo, tovabbd n,<n,<...
egy olyan indexsorozat, hogy ilig n/ X, =d. "El?kor a d/2 pont tetszdleges kis kor-

nyezetében elhelyezkedé x=n;/2X, pontokban az (5) polinom eltlinik, s igy nem
tarthat egyenletesen a hatarozottan pozitiv w(x) sualyfiiggvényhez, egy a d/2 pon-
tot tartalmazd véges intervallumon, ellentétben (2)-vel. Ezzel (11)-et belattuk.

(2), (3) és (5) alapjan

(12) lim ]][1—

H—'Ook

4x2x%,

] =w(x)w(—x).

A (9) sorfejtést alkalmazva adddik

n 4x2x Z: 5 L B R
Bt oo 25 25 ]

F=1 Yt n® =1 (L5 ve)?

4x%x3,
[_Tk = Yin 0] °

Ebbdl és (12)-bol (10) és (11) miatt kovetkezik, hogy

xk,,

T

n ] n
; :x%.. =0(n), éigy 3 2
Mindezek alapjan

n

(13) lim i 2 o=

n—co n-

létezik. Alkalmazzuk most a (9)-nél finomabb

2 3
log(14+u) = u— 3(1+y)3 (ye©,u), -1 <u=1)
sorfejtést; ekkor (5) szerint
x| n . 28 un
(14) [7] Pn [5] S ann2 exp{_—— 2 Xkn — n2 x%n'*‘

LR o 2XX:
to 2 (1+yk")3} [y[ i ]]
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Itt (13) és (11) miatt
e
n® =1 (1+y)®
fgy tehat (2), (3) és (13) felhasznalasaval

L Ok )

lim @ =D
{ n=o N =1
is létezik, és
(15) w(x) = e7b*¥—a%,
w(x)€L[— oo, =) miatt nyilvan a=0. E sulyfiiggvényhez tartozé p,(x) ortogona-
lis polinomok — egy n-t6l és a-tdl fiiggd konstans faktortdl eltekintve — meg-
egyeznek a H,|yax +2LV_] linearisan transzformalt Hermite polinomokkal.
a

A H,(x) gyokeit z,-nel jel6lve, nyilvan

1
Xin = Wzk,,—z (=150, 1)

lesznek a p,(x) gyokei. Lévén

n n e
pog SR O o
k=1 e 92
(lasd SzeG6 [3], 142. old.), nyilvan
D SR S AR e
Zk;; o i il 717,(;; Fhn = ;+ 2a*n

Ezért (14)-bdl (3) és (11) miatt

lim ﬁn 2l =ex —Ex—lx2
L i b M i (et I

Ezt (2)-vel és (15)-tel egybevetve adddik, hogy a=1, b=0, vagyis w(x)=e *".
QUED;
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Ob ACUMIITOTHMYECKOM ITOBEJEHUU , OPTOI'OHAJIBHBIX MHOI'OYJIEHOB
. CABAIOII

ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF ORTHOGONAL POLYNOMIALS
J. SZABADOS

Let w(x) be a weight-function and p,(x) the »n** orthogonal polynomial (#=0, 1, ...)
belonging to it, with the normalization lim p,(x)(2x)~"=1. It is proved that (in case of the infinite

interval under some additional conditio;{;;the relation (2) holds only for the Legendre and Hermite
polynomials.
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REGULARIS GYURUK EGY OSZTALYAROL

TRAN QUY TIEN és LEE ANNA

1. §. Bevezetés

Ismeretes, hogy egy Artin-féle féligegyszerii gyiiri mindig regularis (lasd pl.
[3] 110. old.); és minden esetben regularis egy olyan gytirii is, amelyik idempotens
minimalis jobbidedloknak diszkrét direkt Gsszege (lasd [7]). E gytiriiket specialis
esetként tartalmazza az a gy{irfiosztaly, amellyel dolgozatunkban foglalkozunk, s
amelyre — dolgozatunk f6 eredményeként — egy regularitasi kritériumot bizonyi-
tunk be. Ennek az altalanosabb gylirtiosztalynak a fogalmahoz és a regularitasi kri-
tériumhoz csak néhany definicid bevezetése utan juthatunk el.

Legyen A tetszdleges gyfirii és jeloljon g;€A (i€l) illetve h,€A4 (A€A) idem-
potens elemeket. Nyilvanvald, hogy g;4 az A-nak a g; idempotens elem altal
generalt féjobbidealjat, 4h, pedig a h, idempotens éltal generalt fébalidealjat je-
161i.

1.1. DErFINICIO. Az A gylrlit operdtorizomorfan felbonthaténak nevezziik,
ha A-ra teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

(1) Az A eldallithaté g;A (i€I) jobbidealjainak diszkrét direkt dsszegeként,
¢s ugyancsak eloallithatd 4h, (A€ A) balidedljainak diszkrét direkt Osszegeként:

(1.1) A= D g A= 3 Ah,.
AEA

iel
(2) Az (1.1) eldallitasban 1étezik olyan welIN A kozos index, amelyre
8o = ho.

(3) A g4 (i€I) jobbidealok egymassal jobboperatorizomorfak, az Ah; (A€ A)
balidealok pedig egymassal baloperatorizomorfak.

Megjegyezziik, hogy az operatorizomorfan felbonthaté gyfir{i analég a hason-
16an felbonthaté félcsoport fogalmaval, amelyet STEINFELD OTTO vezetett be [5]
dolgozataban.

1.2 DerINicIO. TetszOleges A gyliriben a g; (i€) idempotens elemek
altal generalt g;4 jobbidedlok R halmazat végesen ortogondlisnak hivjuk, ha
barmely véges sok g;4,g;.4, ...,gimoA (gi,A€R) jobbidealhoz léteznek olyan
Ziv> &ja» > &, (M=my) idempotens elemek, hogy

[

(a) 2 &A= 2 §,4;
v=1 p=1
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(b) mindegyik g; A (l=pu=m) jobbideilhoz létezik legalibb egy olyan
8,4 (1=v=m,) jobbidedl, hogy g; A és g; A jobboperatorizomorfak;

(c) Zw8x=0 ha pr#x (I=px=m).

A h, (L€ A) idempotens elemek altal generalt 4k, balidedlok L halmazanak
véges ortogonalitdasa dualis médon van definialva.

1.3. DErINiCIO. Az A operatorizomorfan felbonthaté gytiriit végesen ortogo-
ndlisnak mondjuk, ha az

A= 3 gd= 3 4h, (QwelNA:g,=h,)
iel A€A

felbontasban a g;A4 (i€1) jobbidealok halmaza és az A4h, (1€ A) balideadlok halmaza
egyarant végesen ortogonalis.

A dolgozat f6 eredményét adé regularitasi kritérium ezutan mar megfogalmaz-
hatd.

1.1. TETEL. Legyen

(1.2) A =" >ho A= > AR, ‘Gaoclfd:gs="h,)
iel AcA

egy operatorizomorfan felbonthaté A4 gyfirlinek egy felbontasa, és tegyiik fel, hogy

A végesen ortogonalis. Az A gyliri akkor és csak akkor regularis, ha g,Ag,

részgylirtije regularis.

E tétel bizonyitasa — a hasonldan felbonthaté félcsoportokra érvényes analdg
tételével ellentétben (lasd [4]) — tObb erdfeszitést igényel. Ezért a bizonyitast né-
hény lemmaval készitjiik el6, amelyeket a 2. §-ban gylijtiink &ssze. Az 1.1. tétel
bizonyitésat a 3. § tartalmazza. A dolgozat tovabbi részében az 1.1. tétel kovet-
kezményeként bizonyitjuk néhany gylirtiosztaly regularitasat. Ezeknek a bizonyi-
tasdhoz sziikséges lemmakat ismét kiilon paragrafusban, a 4. §-ban kozoljiik, mig a
korollariumokat az 5. § tartalmazza.

2. §. Eldkészitd segédtételek

A kovetkezd két lemmara tobbszor hivatkozunk majd vizsgalataink soran.

2.1. JACOBSON-LEMMA (lasd [2] 51. old.). Legyen g; és g; az A4 gyiiri két
idempotens eleme. A g;4 és g;A jobbidedlok akkor és csak akkor jobboperator-
izomorfak egyméssal, ha az 4 gy(ir{iben léteznek olyan r;; és r; elemek, hogy

Yilgr= 8ty -T'inliy =-8%
8iTij&j = Tij» 8iT;i8 = Tji-
Természetesen e lemma duélisa érvényes az Ag; és Ag; balidealokra.

2.2. McCoy-LeMMA (lasd [3] 111. old.). Ha az 4 gyiiri axa—a eleme regu-
laris, akkor az a elem is regularis.

A kovetkezd két lemma tetszbleges A gylirli regulris elemeire vonatkozdan
mond ki 6énmagaban is érdekes eredményeket.
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2.3 LEMMA. Legyen g,+#0 az A gyliri idempotens eleme. Ha az A4 gyir{
regularis, akkor g,Ag, részgyfiriije is regualaris.

Bizonyitds. A g,Ag, részgylirli tetszbleges a elemére teljesiilnek a kovetkezd
azonossagok:
2.1 a= 8,080 = 80l = A8y

Mivel a feltevés szerint az A regularis, igy tetszOleges a€g,Ag, elem is regularis
az A gylr(iben. Tehat létezik olyan y€A4 elem, hogy

a =aya.
Felhasznalva a (2.1) azonossagokat,

a=ag,yg,a
=a(g,y8n)a

érvényes, és nyilvanvald, hogy x=g,vg,€8,A48,. EbbJl lathatd, hogy tetszdleges
acg,Ag, elem mara g,Ag, részgyliriiben is regularis.

2.4. LEMMA. Legyen g,#0 az A4 gylirli idempotens eleme, és legyen a g, Ag,,
részgyliri regularis. Akkor a gylirli valamennyi a,,€e,Af, eleme reguléris, ahol
e, és f, az A gylir{i olyan idempotens elemei, hogy az ¢, 4 és g,A jobbidealok
egymassal jobboperatorizomorfak, az Af, és Ag, balidedlok egymassal balope-
ratorizomorfak.

Bizonyitds. Minthogy e, A és g,A jobboperatorizomorfak egymassal, igy a
Jacobson-lemma szerint l1éteznek olyan r,; €s r,, elemek az A gyfirliben, hogy

Toi’lo = 8w Folol = €
2.2)

€low8o = Tws 8oTwir = Tolr

A Jacobson-lemma dudlisa alapjan pedig — minthogy Af, és Ag, baloperator-
izomorfak — olyan ¢,,, q,, elemek léteznek, hogy

9oy 990 = 8w Dyo Doy :fy’
2.3)

b5 %0%e = Gt . Bolduly = Qor
A (2.2) és (2.3) alapjan tetszOleges a;,€e, Af, elemre
(2.4) ap = e alyf72
= 110 (80T 01 41y 970 80) 9oy

igaz. Nyilvanvald, hogy az
(25) al,y = gu) ra)lal)' qya) gw

elem a g,Ag, részgyiirii eleme. Igy a (2.4) és (2.5) alapjan tetszileges a,€e Af,
clemhez van a g,Ag, részgyliriinek olyan aj, cleme — amelyre tehat a;,=g,a;,8,
azonossag érvényes —, hogy az g, elem

(2.6) a1y = T A1y Gy
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-alakban irhat6. A feltevés szerint a g,Ag, részgyliri regularis, igy tetszéleges
a;,€g,A4g, elemhez van olyan j’€g,Ag, elem, hogy

2.7) a, = ap,y’a,,
és erre az )’ elemre, mint tudjuk, az
(2.8) Y=gl g

azonossag teljesiil. fgy a (2.6)—(2.8) alapjan — a (2.2) és (2.3) ismételt alkalmazéasa-
val — az a,,€e, Af, elemre érvényes a kovetkezd:
aly =5 rlw al,y qa)y
= rl(oaly ga)y,gw alvqaw
= (rlm al’y qu) (q-/w y/rwl) (rlw al’*/ qu)'
Az y=g,,Y'r, jeloléssel s a (2.6) figyelembevételével tehat
aly = alyyaly

irhat6, ami az a;,€e, Af, elem regularitdsat bizonyitja.
A kovetkez6 lemmaban egy operatorizomorfan felbonthatd, végesen ortogonalis
gylr tetszOleges elemének eldallitasaval foglalkozunk.

2.5 LeMMA. Legyen az 4 operatorizomorfan felbonthatd, végesen ortogonalis
gylirtinek egy felbontésa:

2.9) A= 3gA= 3 Ah, (QwelNA:g, =h,).
it V€4
Akkor barmely a€ A4 elem
(2.10) a= 2 a, (a,€54h,;a;#0)
,nee

alakban éllithat6 el6, ahol a g (1=/=m), illetve a h, (1=y=n) idempotens ele-
mek ortogonalisak:

(2.11) %&=0 (#Kk;hh,=0@=p),

tovibba a g4 és g,4 jobbidedlok cgymassal jobboperatorizomorfak, az Ah,
és Ag, balidealok egymassal baloperatorizomorfak, és QS M X N; M={l:1=I=m},
N={y:1=y=n}.

Bizonyitds. Minthogy a (2.9) szerintaz A gylirlia g;4 (icI) jobbidealok diszkrét
direkt Osszege, ezért tetszéleges a€ A elem egyértelmiien irhaté fel

a= g;0:+8g,a+... +gimoamu

alakban, ahol g; a,#0 (1=v=m,). Az iltalinossag megszoritasa nélkiil feltehetd,
hogy i,=v(1=v=my,) igy az a elemre érvényes az

(212) ais= g1a1+g202+-"+gmoamo
egyértelmii el6allitas.

Az A végesen ortogonalis, ezért talalhatok olyan gy, g,, ..., &, (m=my,) idem-
potens elemek, hogy

2 &A= zg;g’A (818« = 0, ha [ # k),

i=1
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és mindegyik ;4 jobbideal jobboperatorizomorf valamelyik g;4 jobbideallal —
s minthogy g;4 jobbideal jobboperatorizomorf a g,A4 jobbidedllal, igy a g A4

jobbidedlok is jobboperatorizomorfak a g,4 jobbidedllal —. Ezért az a elem
a (2.12) helyett az
(2.13) a=g,a,+gds+... +8,0a,

alakban irhaté. Ha most balrdl szorzunk a g, elemmel, akkor a g (1=I=m)

idempotens elemek ortogonalitasat figyelembe véve a (2.13) egyes komponenseire
ga=ga (1=I1=m)

érvényes, igy az a elemre az

(2.14) a=ga+ga+...+g,a

eloallitast kapjuk.

Dualis meggondolassal nyerhetd az
2.15) a = ah, + ah,+ ... +ah,

elballitas is, ahol h,i,=0, ha y#p, és az Ah, (1=y=n) balidedlok baloperator-
izomorfak az Ag, balidedllal. Ha most a (2.15) jobboldalan az a elem helyébe
ennek (2.14) alakjat irjuk, akkor

MMs

(2.16) a=

m
Zg,aﬁ},.
I=19y=1

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: a,=gah,; M={l:1=I=m}; N={y:1=y=n};
MXN={(l, 7):l1€M, yEN}, és legyen Q={(l, )€ M XN:a;,#0}. E jelolések figye-
lembevételével a (2.16) el6allitas az

G = 2 aly (aly EglAEy)
@neQ

alakban irhatd, és ez megegyezik a (2.10) eldallitassal.

3.8. Az 1.1. tétel bizonyitdsa

Ezen eldkészitések utan mar bebizonyithatjuk az operatorizomorfan felbont-
hatd, végesen ortogonalis gylirlik egy regularitasi kritériumat kimondd 1.1. tételt.

Bizonyitds. A feltétel sziikségessége a 2.3 lemma alapjan nyilvanvald. A feltétel
elégségességének bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy az (1.2) alatti operatorizomorfan
felbonthatd, végesen ortogonalis A gyfirii . g,Ag, részgylirlije regularis, és meg-
mutatjuk, hogy akkor az egész A gylird is regularis. A 2.5. lemma szerint tetszo-
leges ac A elem
(31) Q= Z aly (aIyEg-IAEy; aly #= Oa Q g MXN)

“NEQ
alakban allithatd el6, ahol a g, (/€M) és h, (y€N) idempotens elemekre a kévet-
kez6 igaz:

(3.2 £&=0(1#k); hhy=0( #p),

a gA (IeM) jobbidealok jobboperatorizomorfak a g,4 jobbideallal, az Ah,
(yEN) balidedlok pedig baloperatorizomorfak az Ag, balideallal.
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TetszOleges acA elem regularitasat az a (3.1) elSallitisaban felléps g,
komponensek szdmara vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk. A 2.4. lemma alap-
jan valamennyi a;, komponens regularis, tehat az indukcids feltevés egy kompo-
nens esetén — azaz, ha Q={(/, y)} egyelemii halmaz —, valéban igaz.

Tegyiik fel most, hogy tetszéleges Q' Q (Q'#Q) esetén minden

a, — 2 al’y (al’yeg-lAEl)
e’

elem regularis, és bizonyitjuk, hogy akkor a (3.1) alatti a elem is regularis. Ehhez
rogzitsiik a (3.1) eldallitasban tetsz6legesen egy /), 7,)€ Q indexpart, és a (reguléris)
a,,, elemhez valasszunk egy y€A elemet ugy, hogy

(3.3) A1oy0 = FgyoY gy

teljesiiljon. Nyilvanval6, hogy y megvalaszthaté ugy, hogy y€h, Ag,. vagyis
feltehetd, hogy

(3.9 Y = hy Y&,

Tekintsiik most a (3.1) alatti @ elemmel és a (3.3)—(3.4) alatti y elemmel képe-
zett

(3.5) a’ =aya—a

elemet. A McCoy-lemma szerint az a elem regularis, ha &’ regularis. Az a’ elemre
— a (3.1)—(3.4) osszefiiggéseket figyelembe véve — érvényes a kovetkezs:

a=(2 a)y( > a,)= > ay=
a.neQ *k.BEQ .neQ

S 2 2 glal)'EyEyoyglogkakﬂEﬁ_ 2 glaly1y=
LneQ,peQ @yeQ

_ 2 (Zayhy,yg,ah,—gianh) = 3 aj,
= @,Peo aneo
ahol

al’y o g’(alyoyalﬂy_aly)ﬁyeg[AEy.
A (3.3) miatt az (/y, y,) index{i komponens
a;o 7o = 0’

¢és igy biztosan van olyan Q'c Q valddi részhalmaz, hogy az a’ elem

’ ’

a= 2 aiy
oLyeQ
alakban allithato el6. Ezért az indukcids feltevés alapjan a (3.5) alatt definialt a
elem regularis, s akkor a McCoy-lemma szerint az a elem is regularis. Ezzel az 1.1.
tételt bebizonyitottuk.

’

4.§ Tovdbbi segédtételek

A kovetkezé paragrafusban az 1.1. tétel kovetkezményeként néhany gyfirii-
osztaly regularitasat bizonyitjuk be. E bizonyitasokhoz sziikségiink lesz néhany
lemmara, amelyeket most eléljaréban ismertetiink.

4.1. DerINic1O. Az A gylirli féligprim, ha nincsen a zérustdl kiilonb6zé bal-,
jobb- és kétoldali nilpotens ideélja (v. 6. [6] 80—81. old.).
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4.1. LEMMA (lasd [8] Lemma 17.10). Az A féligprim gytiriiben tetszGleges véges
sok kiilonb6zé Ry, R,, ..., R,, minimalis jobbidedl B Osszegéhez mindig léteznek
olyan g,, 2., ..., g, (m=m,) idempotens elemek, hogy

B= >R =

i=1 i

Mz

ng,

Il
-

ahol g;4 (1=j=m) az A gylirli minimalis féjobbidedljai és §;&,=0 (j=k).

4.2. LEMMA (lasd [1] 36—37. old.) Legyen 4 féligprim gy(iri. Az f€A idem-
potens elemre a kovetkezé harom allitas ekvivalens:
(I) fA az A minimalis jobbidealja;
(1) fAf az A részferdeteste;
(III) Af az A minimalis balideélja.

4.3. LEMMA (lasd [6] Theorem 8.1.). Tetszdleges A gyfir(i ekvivalensek az alabbi
allitasok:
(I) Az A féligprim gylir(i és minimalis jobbidealjai Gsszege;
(I) Az 4 gylirli J, (yel') kétoldali idealjainak diszkrét direkt Osszege:

A= I,
ver
ahol J, (yel') az A gyiir(i egyszerii részgyfiriije, és J, tartalmaz legalabb egy mi-
nimalis jobbidealt.
A kovetkezd lemma allitasa 1ényegében megtalalhaté a [2] 57—64. oldalain, de
6nallé tétel vagy lemma formajaban nincs megfogalmazva. Ezért ezt a lemmat be is
bizonyitjuk.

4.4. LEMMA. Ha az A egyszerii gyiir{i tartalmaz legalabb egy minimalis egyol-
dali idealt, akkor léteznek olyan g;€ A4 (i€l) és h,€A (L€ A) idempotens elemek,
hogy A4 a g;A (i€l) jobbidealjainak diszkrét direkt Osszege, és ugyancsak az
Ah; (L€ A) balideéaljainak diszkrét direkt Gsszege, azaz

A= 3 g A= 3 Ah,,

igns A€A :

ahol a g;4 (i€I) jobbidedlok minimalisak és egymadssal jobboperatorizomorfak,
az Ah; ()€ A) balidealok is minimalisak és egymassal baloperatorizomorfak.

Bizonyitds. Ha az A gylirl egyszer(i, és tartalmaz legalabb egy minimalis egy-
oldali idealt, akkor 4 minimalis féjobbidedloknak Gsszege és miniméalis fébalidea-
loknak 6sszege (lasd [6] Theorem 8.4.).

Mivel A minimalis féjobbidedlok Osszege, igy tetszdleges acA; a=0 elem
felirhatd

a=ri+r+..+r, Fcgd;1=i=my)

alakban, ahol g;4 (1=i=m,) az A minimalis f6jobbidealjai, igy feltehetd, hogy a
g:; generald elemek idempotensek. Az A gylirli egyszerdi, tehat még inkabb félig-
prim. Akkor a 4.1. lemma szerint 1éteznek olyan g,, 2, ..., g,, (m=m,) idempotens
elemek, hogy

M=

B=Z?giA:.

i=1 4

g A

J

1l
-
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ahol g;,4 (1=j=m) az A minimalis fGjobbidealjai, és g;g,=0 (j=k). Ezértaz a
elem felirhaté

(41) a:g1a1+g-252+"'+§mam

alakban. A g; idempotensek ortogonalitasa alapjan lathatd, hogy a (4.1) elGallitas-

ban

érvényes. Ha az a€ B elemnek lenne a (4.1) mellett egy masik

4.2) a=ga,+8.0,+...+8,0,

eléallitasa is, akkor ennek komponenseire ugyancsak érvényes lenne a
gia=g;a; (1=j=m)

Osszefiiggés. fgy a (4.1) és (4.2) dsszevetésével lathatd, hogy a egyértelmiien irhatd
a=ga+ga+...+8,a

alakban. Kovetkezésképpen az A gylirli g;4 (i€1) minimélis féjobbidealjainak
diszkrét direkt Osszege: i
A= 2gA4

icl
M¢ég meg kell mutatnunk, hogy a g4 és g;4 (i, j€I) minimalis f6jobbidedlok
egymassal jobboperatorizomorfak. Ismeretes, hogy a g;4 és g;4 miniméalis f6-
jobbidedlok jobboperatorizomorfak, ha gdg;=0 (lasd pl. [8] Lemma 17.12).
Igy elég belatnunk, hogy g;4g;#0 (i, j€I). Mivel az A gylirii egyszer(i, igy érvé-
nyes az Ag;A=A ecgyenl6ség, amelybdl g;dg;A=g;A+0, tehat g;4g;#0 kovet-
kezik.
Dualis meggondolasokkal igazolhatd, hogy az A4 gytirli Ak, (L€ A) minimélis
fébalidealjainak diszkrét direkt Gsszege: :
A - 2 Ahl,
AcAd
ahol az A4h; és Ah, (4, n€A) minimalis fébalidedlok egyméssal baloperdtorizo-
morfak.

5.8. Az 1.1. tétel néhdany kovetkezménye

Most az 1.1. tétel kovetkezményeként néhany gylirtiosztaly regularitisat bizo-
nyitjuk be.

5.1. korollarium. Ha az A gy(ir(i egyszerfi, és tartalmaz egy minimalis jobbidealt,
akkor A regularis.

Bizonyitds. A A gyfiri{ire érvényes a 4.4. lemma, azaz
A= 3 gd= 3 4h;,
iel A€EA
ahol g;4 (i€l) az A gyliri minimdlis f6jobbidealjai, amelyek egymassal jobb-
operatorizomorfak és Ah; (A€A) az A gylirli minimalis f8balideédljai, amelyek egy-
massal baloperatorizomorfak.
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Az A gylir(i egyszerti, tehat féligprim, igy g;4(i€J) minimélis f&jobbidedljaira
érvényes a 4.1. lemma, kovetkezésképpen a g;4 minimalis f6jobbidedlok halmaza
végesen ortogonalis. Hasonléan lathaté be, hogy az A/; minimalis fébalidealok
halmaza is végesen ortogonalis. Kénnyen be lehet latni azt is, hogy feltételezhetd
olyan w€lINA index létezése, amelyre g,=h,. Megmutattuk tehat, hogy az 4
gylird operétorizomorfan felbonthatd, végesen ortogonalis.

Az A gylri g,Ag, reszgyﬁrﬁjc a 4.2. lemma szerint ferdetest, tehat reguléris
gyiirti. Tgy az 1.1. tétel szerint A is regularis.

E kollorariumbdl kdvzetlentil belathaté az alabbi eredmény is.

5.2. korolldrium. TetszOleges Artin-féle egyszerii gytir{i regularis.
Az 5.1. korollarium és a 4.3. lemma segitségével igazolhatd a kévetkez6 korolla-
rium.

5.3. korolldrium. Ha az A gylir(i féligprim és minimalis jobbidealjainak &sszege,
akkor A regularis.

=k o

Bizonyitds. A 4.3. lemma alapjan az A gyfirli J, (y€I') kétoldali idealjainak
diszkrét direkt Osszege: !
A= 21

yel

rr_rr

ahol J, az A gylir{i egyszerli részgylir{ije és J, tartalmaz legalabb egy minimalis
Jobbldealt fgy az 5.1. korollarium alapjan valamenny1 J, részgylirli regularis. Az A
gytir(i tehat olyan kétoldali idedlok diszkrét direkt Osszege, amelyek az A regularis
részgytiriii, ezért az egész A gylirii is regularis.

Ismeretes, hogy egy féligegyszerli gylrd véges sok minimalis féjobbidealjainak
direkt Gsszege, és az is ismeretes, hogy egy Artin-féle féligegyszerti gyliri mindig.
féligprim. Ezért az alabbi eredmény az 5.3. korollarium specialis esete.

5.4. korolldarium. Egy A Artin-féle féligegyszerii gylirli mindig regularis.
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VIZSGALAPOK ERTEKELESEVEL KAPCSOLATOS
VALOSZINUSEGSZAMITASI PROBLEMAK

DOBO ANDOR ES SZAJCZ SANDOR

Tekintsiik a kdvetkezd vizsgaztatasi rendszert:

N szamu vizsgakérdés egy vizsgalapra van felirva. Minden kérdéshez n szamu
valasz (valasz-csoport) tartozik, melyek koziil csak egy a helyes. A vizsgdzénak egy
ilyen lapot kell kitoltenie, igy, hogy az altala helyesnek vélt valaszt kell megjelSlnie.
Ez tobbnyire ugy torténik, hogy a vizsgazd az 4ltala helyesnek itélt valasz elGtti
négyszogbe ,,x” jel bejegyzésével adja meg a feleletet. (Ha egy kérdésre tobb kockaba
is beirja az ,,x jelet, a felelet hibasnak mindsiil!)

A vizsgalap kitoltésekor az alabbi események bekdvetkezésével szamolhatunk:

A vizsgazo jol valaszol; A esemény.
A vizsgaz6 nem ol valaszol; A esemény.
A vizsgazoé tudja a helyes valaszt; B esemény.
A vizsgdzé nem tudja a helyes valaszt; B esemény.

Tegyiik fel, hogy a vizsgdzo:

1° Minden egyes kérdésre p (p=0) valdszinliséggel tudja a helyes valaszt.
Ez tehat azt jelenti, hogy:
P(B)=p

P(B) = 1 —p.

2° Ha nem tudja a valaszt, akkor v valdsziniiséggel jeloli meg az n lehetséges
valasz koziil a helyeset.
Ekkor tehat
P(A|B) = v

P(A|B) = 1 —uv.

3° Ha tudja a valaszt, akkor z valdsziniiséggel jeloli meg az n valasz koziil
a helyeset. Ekkor tehat
P(A|B) = z,

P(A|B) = 1 —=.

A szerzOk [1]-ben a z=1 valasztas mellett a vizsgalapok értékelésével kapcso-
latos valdésziniliségszamitasi problémak megvalaszolasaval foglalkoztak. Az alabbiak-
ban a problémakér altalanositasaval foglalkozunk, pontosabban azzal az esettel,
amikor z a (0, 1] intervallumba esben tetszdleges értéket felvehet. Ez a gyakor-
latban azt jelenti, hogy a vizsgazo, ha tudja is a helyes valaszt, valamilyen oknél
fogva (pl. vizsgadrukk, figyelmetlenség stb.) rosszul valaszol a kérdésre.
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Anélkiil, hogy részletekbe bocsatkoznank, megemlitjiik, hogy az itt targyalt
probléma megvalaszolasakor kapott kifejezésekkel megegyezd Osszefiiggéseket ka-
punk akkor is, ha példdul egy miiszaki berendezés alkatrészét vizsgaljuk olyan
szempontbdl, hogy az jé-e vagy sem, Ugy, hogy kozben a vizsgélat is hibalehetd-
séget rejt magiban. Ilyen helyzet all el6 példaul akkor, amikor az alkatrész mii-
kodoképességét olyan miiszerrel kell ellendrizni, amely csak bizonyos valdszinii-
séggel ad helyes eredményt.

A vizsgalapok értékelésével kapcsolatos valdszintiségszamitdsi problémdk és meg-
oldasuk

Ha a kérdésekre adott valaszokat fiiggetlen eseményeknek tekintjiik, s a vizsga-
lap atnézésekor kidertl, hogy az N kérdésre adott valaszok koziil k& helyesnek bi-
zonyult, ugy kérdés: mi annak a valdszintisége, hogy a vizsgazé pontosan i kérdésre
tudta a helyes valaszt?

E kérdés megvalaszolasa érdekében vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

Legyen
By, — az az esemény, hogy a vizsgdzé az N kérdésbdl i-re tudja a helyes
valaszt;
Ay — az az esemény, hogy a vizsgdz6 N kérdésbél k-ra helyesen valaszolt.
A korabban alkalmazott jelolések felhasznalasaval kapjuk, hogy:
(D P(By,) = (]7’ pll=pr

P(ay.0 = (1) PCAFT —PCAP

Mivel a teljes valdsziniiség tétele értelmében

P(A4) = P(A|B)P(B)+P(A|B)P(B) = zp+(1—p)v,
ezért

@ P(Ay) = () 20—l —04 plo— 2.

E jelolések bevezetése utan kérdésiinkre a P(By ;| Ay,,) meghatirozasaval
valaszolhatunk, amely az Osszetett valdszintiségi tétel értelmében a

(€) P(BN,i|AN,k) = P(AN""BN»i)P(BN, P)

P(Ay,1)
alakban irhatd.
(3)-ban az {4y, | By,:} esemény tligy kovetkezhet be, hogy a vizsgdzé az ismert
i kérdés koziil pontosan j-re helyesen valaszol; ennek valdszin{isége: [;) Zi(1—z)i-J
ésaz N—i kérdés koziil — amelyekre nem tudja a helyes valaszt — pontosan k—j-re

ad helyes valaszt; ennek valdszintisége:

(]]2,__]’) =i (1 —p)N ik,

ahol
max (k+i—N,0) =j =i.
Ebbdl mar kovetkezik, hogy
& (i) (N-i k—j N—i—k+j i i—j
(4) P(AN,leN,i): 2 j k__] v J(l—U) z (I—Z) J

j=q1
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ahol
g, = max (k+i—N;0); ¢, = min(i, k).

Az (1)-re, (2)-re és (4)-re valo tekintettel (3) az alabbi alakban irhatd:

(3)
P(By, | An.0) = [,—é:l [Jl) (]Ig:j’) oI (1 —p)N—i=k+izi(] z)i—j] (]y)p"(l e "

N
(%) tzp+ 0 —ppti1—0) + o~ 231V
= Wy(k; i, p,v, 2).
Eredményeinket Osszegezve, az alabbi tételhez jutunk:

1. TETEL: Tegytik fel, hogy egy vizsgazéd — a kozolt vizsgaztatasi rendszerben
— minden egyes kérdésre p=0 valodsziniiséggel tudja a helyes valaszt, ugyanakkor
z valészintiséggel jeloli meg a helyeset; ha pedig nem tudja, akkor v valdszintiséggel
jeloli meg a lehetséges valaszok koziil a jonak tekinthet6t.

Ha a kérdésekre adott valaszokat fliggetlen eseménynek tekintjiik, s a vizsgalap
atnézésekor kideril, hogy az N kérdés koziil k helyesnek bizonyult, akkor annak a
valdszinlisége, hogy a vizsgdzé pontosan i kérdésre tudta a helyes valaszt, a (3”)
alatti Osszefiiggéssel fejezhetd ki.

Kovetkezmények :

Ha N=k=i=1, akkor
a) annak a valdszintisége, hogy a vizsgazd azért adott helyes valaszt, mert tudta
a helyes eredményt:

zp
P Ay )= —F7"——= :
(Bl,ll 1,1) Zp+(1 __p)v P(BlA)7
b) annak a valdszilinsége, hogy a vizsgazo jol valaszolt, de nem tudta a helyes
kérdést:
s v(1—p) s
P = :
(B].,IIAI,].) U(l _P)+ZP P(BIA):
¢) annak a valdszintisége, hogy a vizsgazé nem jdl valaszolt, de tudta a helyes
kérdést:
d—-2)p

P(Bl,1|Zl,1) = = P(B'Z);

(1-2)p+(A—-v)(1—-p)
d) annak a valdsziniisége, hogy a vizsgazé nem tudta a helyes valaszt, és nem is

valaszolt jol:
Y (1—-v)(1-p) g o o
P(By A, ) = g i = PEIA).
Mint lathatd, ha z=1 £,
P(B|A) =0,
P(BiA) =1

Ha pedig v=%, akkor példaul

zpn
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2. TETEL:
5 li_{rll Wy(k, i, p,v, 2) = W (k, i, p, v) =

() - s
Y Ak

vagyis z—1 esetén Wy(k, i, p, v, z) értéke nem fiigg N-t6l.

Bizonyitds: Ha z—1, akkor j<i-re (1—z)'-i=0, j=i-re pedig (1—z)'~/=1.
Ennélfogva (3’) alapjan,

(¥d) o+ (¥) o
(11:,) [P+ —p)o[(1 —v)(1 —p)]¥* '

e

() 710 —por-
[p+(1—p)v]

hn} WN(k9 ia p,v, Z) =
z—

Tekintettel arra, hogy

kapjuk, hogy

=W (k1. p,0) (i'=0,1;2%.":, k)
Q.e.d.

lirrll Wy(k, i, p, v, z) =

Az (5)-bdl kovetkezik, hogy

T s
S T (T

Wi 1) = () P -pr,

e shas =l

l‘ﬁ%W(k”””")_{o, b 1k

Erdekes lehet még annak a valészinfisége, hogy ha a vizsgazé N kérdésbsl k
kérdésre adott helyes valaszt, akkor mi a valdszinilisége annak, hogy legalabb /
(I=k) kérdésre tudta a helyes valaszt?

Ha ezt a valdszintiséget Ly(k, , p, v, z) jeloli, akkor a (3”) alatti Gsszefliggés
felhasznalasaval kapjuk, hogy

k
(6) LN(k’ l’ p v, Z) == ZWN(k9 i: P, 0, Z)-
i=l
Ha z=1, akkor
ke, :
() 2t - pru-

k
(6 ) LN(k’ l’ p, v, 1) = '%'W(k, L, D, U) = i;; [p'f—(l —p)l)]k

=ili(lailsn. 0);
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A varhaté érték és szords meghatdrozdsa z=1 esetén

Ha z=1 esetén a vizsgalap atnézésekor az N kérdésre adott valaszok koziil
k helyesnek bizonyult, akkor a vizsgazé altal valdban tudott kérdések varhatd ér-
téke; M (k, p, v), és szoérasa; D(k, p, v) a 2. Tétel alapjan mar kénnyen meghata-
rozhaté.

Nevezetesen fennall az alabbi

3. TETEL:
- kp
@) M(k, p,v) = =
_ Vkp(1—p)v
e BN

Bizonyitds: definicid szerint

M(k, p,v) = ZIW(k i, p, ).

Mivel
k
Zi(f)ra-por— = e 3 (571) 10 -perr = ki —pror
(Itt felhasznaltuk azt, hogy (a+b)"= Zn’ (;1) afb"‘f] , ezért
j=0

. A _ pk[p+(1 —po]—?
.-g;lW(k’ hE )= [p+(1—p)v]f °

amibdl (7) mar kovetkezik.
A (8) belatasa is hasonléan torténhet. Ekkor azt kell figyelembe venni, hogy

k
DZ(k’ P’ U) == 2 lZW (k1 i: P, U)_Mz(k, P, U):
i=0

tovabba, hogy

Ze(i)ra-par- = pa-nik 3 (1253) rta-por-+

49k 3 ({21) P =Dl = P k=D Rp+ (0 — et pklp (1 - P

1
Megjegyezziik, hogy ha By akkor

n-»oco

(7) lim M[k D, 1] =5k

n—oo

®) lim D [k D 1] =0.



A vizsgakovetelmények meghatdrozdsa z=1 esetén

A z=1 esetén vizsgaljuk most azt, hogy az adott vizsgaztatasi rendszer mellett
a vizsgaz6 mikor feleljen meg a vizsga kovetelményeinek, vagyis mikor menjen at a
vizsgan. Pontosabban: az N kérdésbél minimalisan hany kérdésre kelljen a vizs-
gazénak helyes valaszt adnia ahhoz, hogy a vizsga kovetelményeit teljesitettnek te-
kinthessiik.

Ilyen eset all elé példaul akkor, ha a vizsgalap kresz-kérdéseket tartalmaz,
s a vizsgazo jogositvany megszerzése céljabol tesz vizsgat.

A kérdés megvalaszolasa érdekében el6szor vizsgaljuk meg azt, hogy W(k, i, p, v)
mely i értékre veszi fel a maximumat.

Tekintsiik a

W1 vk P
Wi(k,i,p,v)- i+1 (1—pv

hanyadost, mely i-ben szigortan monoton csokkend. Mivel

(=0,1,2 ... k1)

Vs A :
/4 1;
(k. i1, p.0) = S W (K .0,
; gl SRR -t A : ;
ezért nyilvanvald, hogy amig gt a4k P > 1, addig W(k, i+1, p, v) >
>Wi(k, i, p,v). Ez azt jelenti, hogy W(k,1i, p,v) arra a legnagyobb i-re veszi fel
5 " —(@i-1) P ; fhil:
a maximumat, melyre - . =1 még teljesiil.
Ez az egyenl6tlenség ekvivalens a
ple+1) .
p+(—pw —

egyenlGtlenséggel, melybdl — a korabban mondottak alapjan — ha i, jeldli a
Wik, i, p, v) maximum helyét, — kapjuk, hogy

: p(k+1) ]
9 ip = |—————|,
i A [p+(1—p)v
ahol [ -] az egész rész képzésre utal.

(A kézbltekbd! l4thaté, hogy ha —EEFT1)_
maximum-hely.) i L

Ezek utan ratériink a felvetett probléma vizsgalatara, melyre egyik lehetséges
megoldasként a kovetkez6 valasz adhato:

I. Ha valamely vizsgazd az Gsszes kérdésre helyesen valaszolt, akkor (9) szerint
a vizsgazo legnagyobb valodszinliséggel

Lo [ p(N+1)

" Lp+(-p)v
szamu kérdésre tudja a helyes valaszt. Ezek utan azt mondhatjuk: az a vizsgdzé men-
jen at a vizsgan (kapjon jogositvanyt), aki rogzitett p mellett legalabb i, szamu
kérdésre ad helyes valaszt.

II. Egy masik megoldasként mondhatjuk azt is, hogy az a vizsgdzé menjen at

a vizsgéan, aki legalabb [, kérdésre legalabb p, valdsziniiséggel tudja a helyes va-
laszt, s itt [, és p, elOre rogzitett értékek.

egész szam, akkor az i=iy,+1 is
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Ez mas szdval azt jelenti, hogy a vizsgazé akkor megy at a vizsgan, ha legalabb
k, kérdésre helyesen valaszol, ahol k=k," az a legkisebb pozitiv egész szam, melyre
az

k
(10) Lk, ly, p,v) = > W(k,i,p,v) = po

i=ly
teljestil.
Ha példaul N=30, p=0,9, v=1/3, akkor az elsé esetben azt kapjuk, hogy
az a vizsgazo megy at a vizsgan, aki legalabb

- [ pNHD) |,
* Lp+(—p)o
kérdésre ad helyes valaszt.

A masodik eljaras szerint tegyiik fel, hogy azt akarjuk elérni: az a vizsgazé ne
bukjon meg, aki legalabb /,=25 kérdésre tud legalabb p,=0,985 valdsziniiséggel
helyesen valaszolni.

Mivel L(k, Iy, p, v) kiilonboz6 k értékekre az alabbi értékeket veszi fel:

L(25, 25, 0,9, 1/3) = 0,403
L(26, 25, 0,9, 1/3) = 0,762
L(27, 25, 0,9, 1/3) = 0,930
L(28, 25, 0,9, 1/3) = 0,985,

ezért a vizsgan csak az a vizsgazé nem bukik meg, aki legalabb 28 kérdésre adott
helyes valaszt.

Mas szdval ez azt jelenti, hogy ha a vizsgalap N =30 kérdést tartalmaz, s a kér-
dések alatt olvashatd valaszok szama n=3, tovabba a vizsgazdk minden egyes kér-
désre p=0,9 valdsziniiséggel tudjak a helyes valaszt, tigy 1000 olyan vizsgazé koziil,
aki 28 kérdésre ad helyest valaszt, tlagosan 15 az olyan, aki 25-nél kevesebb kér-
désre ismeri a helyes valaszt.

Ha példaul a vizsgalap kresz-kérdéseket tartalmaz, s a kozolt feltételek mellett
30 kérdés koziil 28-nak a megvalaszolasa esetén a vizsgazd atmegy a vizsgan, akkor
ezer — 28 kérdésre j6l valaszold — vizsgazd koziil atlagosan tizendten kapnak ugy
jogositvanyt, hogy a 30 kérdés koziil huszonétre sem tudjak a helyes valaszt.

E példa is mutatia, hogy nem érdektelen a vizsgalapok kiértékelésének mddszereit
behatdbban tanulmanyozni, kiiléngsen akkor, ha a kérdések alkalmassagi vizsgalatra
vonatkoznak. '

IRODALOM
[1] DoB6 A.—Szaicz S.: Vizsgalapok értékelése. Kézirat, Bp. 1975.

O MPOBJIEMBIX TEOPUM BEPOSATHOCTEM CBbA3AHHBIX C OLIEHKOI
OK3AMMHAILIMOHHBIX JIMCTOB

A. IOBO M III. CAMIL

ON SOME PROBABILISTIC PROBLEMS CONNECTED WITH EVALUATION OF
TESTS

A. DOBO AND S. SZAJCZ
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METRIKAK ES KONNEXIOK
AZ ERINTOVEKTOROK FIBRALT TEREN

NAGYNE SZILVASI MARTA

Els8 izben S. Sasaki [5] definialt vektormez6t egy M differencidlhatd sokasag
T(M) érintényalabjan, amelyet kiterjesztett vektormezének nevezett. Ugyanebben
a dolgozatiban Riemann-metrikat is értelmezett az érintényalabon, és meghatarozta
az ehhez a metrikdhoz tartozoé nulla torzidju Riemann-féle Gsszefiiggést (konnexiot).
Az érintdnyalabnak ezek és az ezt kovetd differencidlgeometriai vizsgalatai még
lokalisak voltak. Csak 1966-ban adta meg K. Yano a differencialhatd sokasag €s az
érintényalabja kozotti kapesolatnak a globalis leirasat. Az M sokaség feletti tenzor-
mezék 7 (M) algebrajabol az M érintdnyalabja feletti tenzormezék 7 (T(M))
algebrajaba harom leképezést definialt [2], [3], ezeket vertikalis, teljes és horizontalis
lifteknek nevezte. Az elsé két leképezés értelmezése fiiggetlen az M alapsokasagon
adott konnexiétél. Emlitésre érdemes, hogy a Sasaki altal definialt kiterjesztett vek-
tormezé az alapsokasag érintd vektormezejének teljes liftjeként all el6. A. M. Va-
sziliev hivta fel figyelmemet K. Yano e téren elért Gjabb eredményeire. Yano kiilon-
b6z8 metrikakat adott meg a fibralt tér felett, megvizsgalta a Sasaki altal definialt
G metrikat is, és megadta ezekhez a metrikakhoz tartozé konnexiokat [4). Ebben
a dolgozatban tovabbi harom metrikat adunk meg az érintévektorok fibralt terén,
és meghatarozzuk a hozzajuk tartozé nulla torzidji Riemann konnexidkat. Az elért
eredmények Sasakinak a GT mectrikira vonatkozd vizsgalataival allithaték parhu-
zamba. A dolgozatban a fent emlitett cikkek terminologidjat és jeldléseit alkalmaz-
zuk.

Legyen (x') (i=1,2,...,n) az M* sokasag U kornyezetén adott lokalis koor-
dinitarendszer, és legyen 7n:7(M)—~M kanonikus projekcié. A n~3U)cT(M)
kornyezeten indukalt lokalis koordinatarendszert (x, y%) (i=1,2,...,n), vagy ro-
videbben (&) (I=1, 2, ..., 2n) jeloli, ahol &'=xi & E=¢E&+n"=)L Azaz, ha az
XEM pontnak az (x?) lokalis koordinatarendszerre vonatkozdé koordinatéi

(@, a, ..., a") és )_C:bi(?_(?cTE T.(M), akkor X koordinatadi az (x,)") indukalt
lokalis koordinatarendszerben (at, > ..., a", b', b, ..., b").

Az M sokasagon adott Z=X ia—i‘.— vektormezd vertikalis, teljes és horizontalis
liftje (a tovabbiakban wv-lift, c-lift, ill. A-lift) az indukalt lokélis koordinatarendszer-

* A tovabbiakban feltessziik, hogy M Osszefiiggé Riemann tér, valamint M ésaz M feletti
tenzormezok és linearis konnexiok C= osztalydak.
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ben a kovetkez6képpen irhaté fel [2], [3]:

e
{pinges T IRt
7= X5
e BX’ .0
1) i XB ox’ lay"
la uir oo sa
2= X'y FyX’w“

ahol I'i; az M sokasagon adott affin konnexidénak az (x%)-re vonatkozé paramé-
terei. & liftjeinek koordinatait rovidebb alakban is felirhatjuk:

Xi
’ [aff H.
(1) [X']’ Z°. [axl]’ X [_[‘;XS]’
I8 : !
ahol 9X'==-7y/ és I, =TI}y’

Legyen adott az M sokasagon egy G (0, 2) tipusi mértéktenzor, amelynek
komponenseit az (x’) lokélis koordinatarendszerben g;; jeloli. Az M sokasagon
tehat ds2—gudx dxl, (i,j=1,2, ...,n). G c-liftinek az (x%, y’)-re vonatkozé kom-
ponenseit egy (2n ><2n) alaku matrlxban irjuk fel [2]:

3gij gii
() Ge: | ox* il
8ij 0

S. Sasaki adott meg a 7(M) sokasagon egy G Riemann metrikat, amelyet az
J )H [ J )V v il

e,-_(gx—i a=|g7 (i=i+n) bazisban a

(3) ds®* = g;; dx' dx/+g;;0y' 6y’

Osszefiiggés definial, ahol dx'=(dx))" és Syi=dy'+Ti,1*dx"=(dx)H, i=1,2, ...

..., n. G matrixa tehat az e;, e; bazisban

, L.(8 O )
() G '(0 gij)’
Ennek a mértéktenzornak az (x%, y') bazisra vonatkozé kovarians komponensei a
kovetkezok :
R T i F?gsj]
(4 Gy [ R
@ T I;g. 8ij

A GT metrikara teljesiilnek az alébbi 6sszefﬁggések [4]:
GH(XA, W) =ie X, Yo,
«(5) GH( XYl = o( X, Y) o,
| GE(XT, YY) = GH(X", Y =0

138



ahol g(X,Y) az M sokasagon szamitott skalaris szorzat. Sasaki meghatarozta a
G* mértéktenzorhoz rendelt nulla torziéju Riemann-konnexié paramétereit, ame-
lyek a T(M) érintényalab indukalt koordinatarendszerében a kovetkezdk:

LR
Ity = = (R§ 5+ Ri; T + T

i 1 = 1 =
Iy =5 Riji, F:?;ZjRgij, I't. =0,
q 1 r r s

(6) r?j = 3F?j_ 7F?(R0isrj'+R0jsri)’

= 1 i
ey, =D+ R0, 150,

e e o
r?j:r?j"‘_Rou 2

2

ahol R{;; a gorbiileti tenzor komponensei és RE;;=)*RE;.
A tovabbiakban harom mértéktenzort definidlunk a 7(M) érintényalabon tgy,
hogy az e;, e; bazisban felirt matrixuk

[0 gij] lgij g.'_,] [0 gij]
8ij g 1 8ij 0} 8ij 8ij
H

Vv
1. TéETeL. A T(M) sokasdgon az eiz[ii) 5 e;:(i] bazisban a

legyenek.

0x ox'
) ds? = g;;dx dyi+g;; 6y’ dxi
osszeftiggéssel, vagyis a
) [O gi,]
g; O

madtrixszal adott mértéktenzor az M alapsokasdgon adott G tenzor c-liftjével egye-
zik meg.

Bizonyitds. Végezziik el (7)-ben a dy'=dy'+T,)* dx™ helyettesitést, és hozzuk
ds?=G,dx'dx’ (I,J=1, 2, ..., 2n) alakra, ahonnan kiolvashatjuk az adott mérték-
tenzornak az (x', )") lokalis koordinatarendszerben felirt matrixat:

gisrj'-}_gsjrf 8ij
@®) o |
8ij 9
Mivel a nulla torziéju Riemann-konnexiora Vg=0 miatt <. %i&mjt+ T'k; &im

oxk
teljesiil, ezért a (8) matrix megegyezik a G¢ metrika (2) matrixaval.
A G metrikéara teljesiilnek az alabbi dsszefiiggések [4]:

G°(X7,Y") =0,

GE(XY, YD) =G (XE, YY) —ie(X, X))o,
9

GC(XC, Y°) = (g(X, 7)),

GS(XH,YH) = 0.
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2. TETEL. A T (M) sokasdgon a G€ metrikdhoz rendelt nulla torziéjii Riemann-
féle konnexié paraméterei egybeesnek az M sokasdgon adott linedris konnexié para-
métereinek c-liftiével.

Bizonyitds. A .GC metrikdhoz rendelt Riemann-konnexio paramétereit a 7'(M)
sokasag egy (x', y') lokalis koordinatarendszerében a

(10) 1“'?,:-1-6"0[

dGxs | Gk GIJ]
2

T i
képlettel szamitjuk ki, ahol G;; a G€ mértéktenzornak a (8) matrixban felirt

kovarians komponensei (I, J, K, 0=1, 2, ..., 2n). G€ kontravarians komponenseit
a G,,G9% =K egyenletrendszer megoldésaval kapjuk:

0 g%
~QK .
(2 g [g"" i e gs"] ;

ahol g% az M sokasagon adott mértéktenzor kontravarians komponensei. A sza-
mit4asokban felhasznaljuk a gorbiileti tenzor komponenseire vonatkozd

ary ors #
(12) Rgij:W'—'ax_j"'r;nF?m_ri i
Osszefuiggést, ahol RE;=)y*Ri;; és I'i=yTY.
(10)-bdl a ¢, i,j indexekre a kovetkezd adddik:

i« = )
207, = g4 8_y‘ gkj_"a‘(;k— gij] =0,

¢s hasonldképpen a ¢, i,j indexekre:

o 0
Y =g 957 8ik—3—yk gij] =0.

Ha (10)-be a g, i,j indexti komponenseket helyettesitjiik, akkor a kdvetkezd
Osszefiiggést kapjuk:

& ) ; o )
2ng = g4 W(gksrj_‘_ gsjrk)+wgik_—a'x_k' gij] =

s

J 0
_(Fggs""{'rls‘gsq) [W gkj_a_yi gij] = gkq(gksrj'i‘*‘gskrfj) = 2I'§;.

Hasonldképpen a g, 7,j indexekre
2y = 2ry;

adodik. A ¢, 7, j indexii paramétert a kovetkez6képpen kapjuk:
27 = oka 9 9 9 s N | — oke s " q
l= 8" |57 8t gyT 8 s (8is i+ 85I = 8" (gus i+ 8aTSy) = 2I°f;.
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Végiil a I 7. paramétereket szamitjuk ki:

o p) 0 .
ZF:IJ: [ (gksrs+g51rk)+ (glsrk-'_gskrs) a_xl?(grsrj+gs1rl):|+
| 5 P p Pt
+(—Tig* —Ikgs) [ngﬂrw gik_W'(gimrj + 8m; L )] =
or or; or;  ors
=g [[dkl ()k+rrrf| r{ fk]gsj_*—[aj 3,;1+Frrs F; :k]gis]+

ors ors
+ gh [gkrrglr t8ud Gl her o gks+W gsk] —I'1g*2g,I'i; = R§;+ R§;i+20I;.

Osszefoglalva tehat a

-~

IY=lf=1=1% =07
13)

paramétereket kaptuk. Ezek a paraméterek megegyeznek a
VS Yl = (VypY)S

Osszefliggéssel definialt V€ konnexié paramétereivel [2].

H v
3. TETEL. A T(M) sokasdgon az e; = (%) , 6= (%] bazisra vonatkozo
(14) ds® = g;;dx"dx/+g;; dx' 6y’ + g;; 6y dx
osszefiiggéssel, azaz a
8ij gij]
" |
(14°) e D

madtrixszal adott G5 mértéktenzornak az (x',y") lokdlis koordindtarendszerre vonat-
kozo kovaridns és kontravaridns komponensei

A 08 &
(15) Gu'{gj & gl],
8ij 0
illetve
~ox. [© g
(16) ] PP

ahol g;; és g% az M alapsokasdgon adott mértéktenzor kovaridns és kontravaridns

3g., g 3g""
Sy, il dg=

Bizonyitds. A G;; kovarians komponenseket ugyanigy szamithatjuk ki, mint
a Gpy-ket az 1. tétel bizonyitisiban, a G2X kontravarians komponensek pedig a
GG =0% egyenletrendszer megoldasai.

komponense, és 0g;;=
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4. TETEL. A T(M) sokasdgon adott G° mértéktenzorra teljesiilnek az aldbbi
osszefiiggések:
G (X = 10

GRS — GO, Yy =i (X Yi)om,
(17)
G5 (X", YH) = g(X, Y)om,

GS(XC: YC) = g(X’ Y)O7Z+(g(X, Y))C

_ Bizonyitds. Kiszamitjuk példaul az utolsé skaldris szorzatot 7(M)-nek az
(x', »") lokalis koordinatarendszerében:

gij +3g. g, el B

Felhasznélva, hogy [2] szerint fC=f)!, f€T (M) teljesiil, a bizonyitandé Allitast
kapjuk.

A most bizonyitott tétel szerint tehat igaz az, hogy az adott G5 metrikdban a
vertikalis vektorok zérusvektorok; egy vektor v-liftje pontosan akkor meréleges
egy masik vektor A-liftjére, ha maguk a vektorok merdlegesek az M feletti (g;;)
metrikara nézve; tetszOleges horizontélis vektor hossza megegyezik a 7 vetitéssel
kapott vektor hosszaval.

5. TETEL. A T(M) sokasag felett adott G5 mértéktenzorhoz rendelt nulla
torzidji Riemann-konnexié paraméterei a kovetkezok :

Py =ry, =g=r5=0.
(18)
Iy =ory, If=ry=ry, rL=o.

Bizonyitds. Ezek a komponensek a (10) képletbdl szamithaték ki ugyanigy,
mint a 2. tétel bizonyitasaban.

Az 5. tétel szerint tehat a GS ésa G metrikak 4ltal meghatarozott konnexidk
paraméterei megegyeznek, kovetkezésképpen a geodetikus vonalak is ugyanazok.

2" a1
6. TETEL. A T(M) sokasdgon az e,-:(——l.) 3 e;=[—i‘J bazisban felirt

ox ox
(19) ds? = gij dxi5yj+g,~j5yidxj+g,-j5y"5yj
osszefiiggéssel, azaz a
0 B
4
8ij 8ij

matrixszal adott G%? mértéktenzornak az (x',y') lokdlis koordindtarendszerre vo-
natkozo kovaridns komponensei

0gij+TilNgy gij+rfgsj]

20 G :[ 3
& . i 8y+1758:s 8ij
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kontravaridns komponensei pedig

o sl g e ]

(FOK .
i O gt aregh dge—rirtgr

ahol g;; és g% az M alapsokasdgon adott Riemann-féle mértéktenzor kovaridns,
ill. kontravaridans komponensei.

Bizonyitds a 3. tétel bizonyitasahoz hasonld.

7. TETEL. A T(M) sokasag felett definidlt G* metrikdra teliesiilnek az alabbi
osszefiiggések :
G*(X7,Y") = g(X, Y)om,

(22) GX(X", YY) = G*(XV,Y") = g(X, Y)on,
G*(XH1, YH) = 0.

Bizonyitds a 4. tétel bizonyitasahoz hasonld.

A 7. tétel szerint tehat tetszOleges vertikalis vektor hossza megegyezik a =«
projekcidval kapott vektor hosszaval; egy vektor A-liftje pontosan akkor merdleges
egy masik vektor v-liftjére, ha maguk a vektorok merélegesek a (g;;) metrikaban:
tetsz8leges horizontalis vektor zérusvektor.

8. TETEL. A T(M) sokasdgon adott G? metrikdhoz rendelt nulla torzidji
Riemann-konnexié paraméterei a kovetkezdk:

~ 1
Iy = r?j‘E(Rgitrtj*"jotrg)’

~ 1 ~ 1
r§j=3Rgija F?j =

1
Ffy = oM+ T4 Ra".,+r'Ro,,)+ (RS I',+ RY,, I'Y),
(23)
Iy =ri+ (Ro,.+ranRom,-,-),

f?j_—_["i-}- (R0u+rgnR8:'j’
rL=o.
1)
Bizonyitds a 2. tétel bizonyitasahoz hasonld.
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METPUKU U CBA3BHOCTU B PACCJIIOEHHOM ITPOCTPAHCTBE
KACAKOIIMNX BEKTOPOB

MAPTA HAJIBHD CUJIBBAIIN

METRICS AND CONNECTIONS ON THE FIBRED SPACE OF TANGENT VECTORS

MARTA, NAGYNE SZILVASI

In this paper we discuss three metrics, which can be defined on the tangent bundle 7'(M),
where M is a connected Riemannian space. We calculate the components of the torsion-free Rie-
mannian connection of these metrics G€, G° and G#* on the manifold 7(M).
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EGY SZAMELMELETI PROBLEMA ALTALANOSITASA

KISS PETER -

L.

G. D. Poole [1]-ben olyan tulajdonsagi tizes szamrendszerbeli szimokat kere-
sett, melyek egyenldek a szamjegyeik faktoridlisainak Gsszegével. Szamitégép segit-
ségével kimutatta, hogy csak négy ilyen tulajdonsag tizes szimrendszerbeli szam van,
és ezek 1, 2, 145 és 40 585.

Ehhez hasonlo az tigynevezett Steinhaus probléma is, melynek 1ényege a kévet-
kezd. Legyen

A=l gy

egy tizes szamrendszerben felirt szam a,, a,_,, ..., a, szamjegyekkel, és értelmezziik
a kovetkezd fuggvényt

EB(A) = atal_ . tak,
ahol a k kitevé természetes szam. Legyen
F(Ad) = Ay, F(Ay) = Ay, F(A4y) = Ay, ...
H. Steinhaus [2] k=2 esetén bebizonyitotta, hogy tetszéleges A-bdl kiindulva az
A Ay s Ay oee
sorozat ciklikus, vagyis \;alamely i-re
di=4;. (j=<1)

ami maga utan vonja, hogy A;,,=A4;,, tetszéleges [-re, vagyis a j-edik tagtol
kezdve az A;, A;iq, ..., 4;-; tagok ismétlédnek. Kimutatta elemi eszkézokkel,
hogy csak két kiilonbozd ciklus van, egy egyelemii: 1 és egy nyolcelemii: 145, 42,
20, 4, 16, 37, 58, 89.

k=3 esetében K. Iséki [3], k=4 esetében K. Chikawa, K. Iséki és T. Kusakabe
[4], k=5 esetében K. Chikawa, K. Iséki, T. Kusakabe és K. Shibamura [5], k=6
és 7 esetében pedig E. T. Avanesov és V. A. Gusev [6] hataroztadk meg az 3sszes
kiilonbozo ciklust, szamitdgép segitségével.

Jelen dolgozatban altalanosan vetjiik fel Poole és Steinhaus problémait és né-
hany specialis esetben megadjuk a megoldast. : Y

10 Matematikai Lapok
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I1.

Legyen az n jegyli A természetes szam tizes szdmrendszerbeli alakja
Al—vaigs i iges
és legyen egy f(x)=0 egész értékii fiiggvény értelmezve a 0, 1,2, ...,9 szamje-
gyekre. Definidljuk minden természetes 4 szamra az
F(A) = f(ay-1)+f(a,-2)+ ... +f(ag)
fliggvényt, és vezessiik be az
H(AY =243 F (A7) = A E (40 = Al s e

jel6lést. Bebizonyitjuk, hogy az

A, Ay, A, ... (1)

sorozat tetszbleges természetes A-bol kiindulva ciklikus, és a kiilonbizé ciklusok szd-
ma véges. (Ciklus alatt a minimadlis periodust értjiik.)

Jeloljik M-mel az f(0), f(1), ..., f(9) értékek koziil a legnagyobbat (amelynél
nincs nagyobb). Ekkor

F(4) =n-M,
és van olyan r természetes szam, hogy n=r esetén
1
(FA=)n-M<101= 10 - 10"

1 "

. 0 i : 5
Ugyanis a b,= = sorozat monoton és divergens, igy valamely n=r-t6l kezdve

u

1
azaz n-M<T(-)--10"

M ismeretében az r kiiszObszam meghatarozhaté. Tehat ha n=r, akkor
F(A)<10""1< 4,

igy az (1) sorozat cs6kkend, mig n=r, vagyis mig A; jegyeinek szama legalabb r.
Ettdl kezdve (tekintettel r valasztisara) A;<10""'. Azonban véges sok 10" !-nél
kisebb természetes szam van, ezért az (1) sorozat valahanyadik tagja megegyezik
egy korabbi taggal; A4;,=A; (j<i) és ettdl kezdve az A;, A;.4, ..., A;—; ciklus
ismétlédik. A kiilonbodzd ciklusoknak kozos elemiik nem lehet, mert ekkor az (1)
sorozat képzési szabalya miatt minden elem megegyezne. A kiilonb6z6 ciklusok
szama véges, ugyanis minden ciklus minden eleme kisebb mint 10"~1. Ezzel az alli-
tast bebizonyitottuk.

10 <19

III.

Vegylink egy példat az elézéekre. Legyen f(x)=P,=x!, vagyis
F(A) =a,_1!+a,-3!+...+a,!
Ekkor M=9!=362880 és r=8 mert
10362 880 < %ﬁ
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Tehat ha meg akarjuk keresni a kiilonb6z6 ciklusokat, elég a maximum hétjegyii
szamokbdl kiinduld sorozatokat megvizsgalni. De ha n=7, akkor

F(A) = 7-362880 < 3-10°

amibdl kovetkezik, hogy elég az 4<3.10° szamokkal foglalkozni.

Ha A és A’ csak a szamjegyek sorrendjében térnek el egymastol, és egyik sem
kezdédik 0-val, akkor F(A)=F(A’) miatt ugyanahhoz a ciklushoz vezetnek, igy
ezek kozil csak az egyiket kell megvizsgalni, példaul azt, melynek jegyei monoton
fogyoak.

A fentiek figyelembevételével szamitégéppel megvizsgaltuk, hogy az 4<3-10°8
szamokbdl kiindulva milyen ciklusokhoz jutunk, és a kovetkezd 7 ciklust kaptuk
(a ciklusok utan zardjelbe irt szam azt a legkisebb A értéket mutatja, melybdl ki-
indulva az illeté ciklushoz jutunk):

4 db egyelemii ciklus: | (1)
2 2
145 (145)
40 585 (40 585)
2 db kételemi ciklus: 871, 45 361 (78)
872, 45 362 (236)
1 db haromelem ciklus: 169, 363 601, 1454 (3)

Az egyelemii ciklusok megegyeznek Poole [1] altal kapott szamokkal, hiszen
ezek azok az A szamok, melyekre F(A)=A, vagyis melyek egyenlGek a jegyeik
faktorialisainak Gsszegével.

IVv.

0 . :
Legyen most f(x):C{f,:(lx], vagyis f(a;) 10 elem g; tagi ismétlés nél-
kiili kombinacidinak szama, és igy

F@) = (0 )+ (0 )+ -+ (%),
10

Ekkor M= [ i ]:252 ¢és konnyen belathatd, hogy r=4. Megvizsgalva 10" ~1=10%ig
az (1) sorozatokat, 2 ciklust kaptunk:

1 db egyelemii ciklus: 505 (505)
1 db kételemi ciklus: 463, 540 (1)

Tehat csak egy olyan szam van, és ez az 505, mely egyenld a jegyeibdl készitett
binomialis egylitthatok Gsszegével:

05 = (5)+ (o) +(5):

!
Ha f(x):Vfi,:(l—Ol%x—F, vagyis f(a) 10 elem a, tagh ismétlés nélkiil

variacidinak szama, és igy
FA) =V-1+Vi-2+...+V18,

147



akkor M=V{,=3 628 800, és ennek alapjan belathatd, hogy r=9. Igy elég a nyolc-
jegyl szamok (1) sorozatait vizsgalni. Hasonléan, mint a IIl-ban, kimutathato,
hogy elég az 4<3.107 esetekkel foglalkozni.

A szamitégép kimutatta, hogy jelen esetben nincs egyelemi ciklus, vagyis nincs
olyan A, melyre F(A4)=A. K. Iséki vetette fel azt a kérdést, hogy a Steiunhas
probléma esetén létezik-e minden k-ra egyelemi ciklus. Jelen esetben tehat a meg-
feleld kérdésre a valasz tagadé. Osszesen 4 ciklus van, és ezek:

1 db kételem ciklus: 12, 100 (12)
1 db négyelem( ciklus: 756 822, 2600 820, 1965 783, 6230170 (1)
1 db huszonhat elemdi ciklus:

7 353370 , 1242001 , 5242 35 460 187 201

70572 ; 1239931
3695761 , 4566970

7259 150, 4294 181 , 5453 390
4571 281 , 2454 590 , (4)

2419311 , 3634680, 2123281 , 1815410, 1849 711
6053070 , 786963, 6351120, 182271, 2419400
3638982 , 7410330, 611292 , 3780200, 2420013
5952 , 3689370 , 6200641 , 307542, 640891
5599 451 , (3)
1 db.harminckilenc elemii ciklus:
3699451 , 7444810 , 2434 331 , 12 340 , 5 861
1995850 , 9132491 , 7263470 , 1366651 , 484580
3669121 ; 31932'030",'3:631:052., 182981+ 7257 710
1844741 , 2434 340 , 16 651 , 332660 , 303931
3630971 , 4386251 , 2001 700 , 604904 , 3790082 -
6048 812 , 3785141 , 2455220 , 65791 , 4415050

A szamitasokat az Egri Ho Si Minh Tanarképz8 Féiskola ODRA 1204 tipusi
szamitogépével végeztik.
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OBOBUIEHUE OJAHOW ITPOBJIEMbBI TEOPUU UUCEJ
TIETEP KNI

A GENERALIZATION OF A PROBLEM IN NUMBER THEORY

P. KISS

If A=a,_q1a,_s ... a, is a natural number with digits a,_, @,_a, ..., @y in the decimal system,
and the integer valued function f(x)=0 is defined for the digits 0,1, ...,9, then we define the
function

F(A) = fa,._)+fa,_»)+... +f(ay)

for all natural numbars in the decimal system. In this paper we prove that the sequence 4, 4;, 4,, ...;

where A4, =F(A4) and A;=F(A;_,) (i=1), is cyclic for any natural number A4 and we get all the
distinct cycles by examining the sequences with 4=10""", where r is the least natural number

10
satisfying the condition 10M <
r

This result is a generalization of a problem of Steinhaus and some results of G. D. Poole.
There are three examples in the paper. All the distinct cycles are given in the cases of three

combinatorial functions: f(x)=P,=x! (the generalization of Poole’s result) f(x)=Ci= [l)?] and
10!

(10—x)!
We have got the results of the examples with the help of computer ODRA 1204.

(M is the greatest are of the numbers £(0), f(1). ..., £(9)).

fx)=Vii=
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MEGEGYSZER EGY ISKOLASOKNAK SZANT
ALGEBRAKONYV URUGYEN

VARECZA LASZLO

Az alabbiakban reagalni szeretnék Schmidt Tamas ,,Elmélkedés egy iskolasok-
nak szant algebrakonyv trtigyén” (Mat. Lapok, 1972, 3—4, 349—354. old.) cimii
.,Konkrét és absztrakt strukturak’ (Budapest, Tankdnyvkiado, 1970) c. kdnyvemmel
foglalkozd kritikai irasara.

1. A 349. oldalon irja Schmidt Tamas, hogy ,,vitaba kell szallnunk az »absz-
trakt« szonak az egész konyvon végigvonulo félrevezetd hasznalataval”. ,,Nézetiink
szerint az absztrakcié folyamataban azok a kdzds jegyek a dontdek, amelyeket ki-
emellink: az, hogy ek6zben mi mindentdl »tekintiink el«, csak mellékes magya-
razgatas (amire didaktikai okokbdl idénként sziikség van)”. ,,A kozos jegyek ki-
emelése pedig egy-egy strukturaosztaly fogalmanak megalkotasat jelenti (ez absztrakt
fogalom: absztrakcids szintje eggyel magasabb, mint az éppen vizsgalt (»konkrét«)
struktaraké)”. ,,Miért mondjuk mégis gyakran, hogy »absztrakt csoport«, »absztrakt
test« stb.? Erre az izomorfia-elv vilagos valaszt ad: egy absztrakt struktura vizsga-
latakor egyszerre vizsgaljuk az Gsszes vele izomorf strukturat™.

Egyrészt konyvemben is éppen errdl van sz6 pl. a 69. oldalon ,,Az, hogy egy
struktura Boole-algebra-e nem fiigg attdl, hogy 1. mik a halmaz elemei, 2. hogyan
értelmezziik a miiveleteket; csupan az a 1ényeges, hogy a miiveleteknek meglegyenek
az 1—I14. axiémdkban kifejezett tulajdonsdgaik. Az elemek és miiveletek mibenléte
mellékes, k6zombos, attdl eltekintiink, elvonatkoztatunk, vagyis absztrahalunk™.
A 7. oldalon pedig a kovetkezd olvashatd ,,Tehat latszélag egymastdl tavolesd hal-
mazokrdl, az elemek konkrét mibenlététdl és a miiveletek konkrét értelmezésétdl
valé elvonatkoztatds utan kideriilhet, hogy lényegileg azonosak, ugyanahhoz a
strukturafajtdhoz, strukturaosztdlyhoz tartoznak”.

Folytatdlag a 7. oldalon az absztrahalas céljarél a kovetkezOk olvashatok:
,»Az absztrahalas célja, pontosabban a helyes absztrahalas célja az, hogy a struktura-
rol tobbet és 1ényegesebbet tudjunk megallapitani, de egyszer{ibben. A helyes absztra-
halas azt is mutatja, hogy a tények és Osszefliggések fliggetlenek a jelolésektdl és
az elnevezésektdl™.

A 104. oldalon a kovetkezd olvashatd ,,Struktirak vizsgalatdban az egymassal
izomorf struktirakat azonosaknak tekintjiik, a nem izomorfakat pedig kiilonb6z6-
nek. Ez az absztrakt algebra alapvetd elve, az izomorfia-elv és Steinitz nevéhez fii-
z0dik. Az absztrakt algebra targya a strukturaknak azokat a tulajdonsagait kutatni,
amelyck az Osszes egymassal izomorf strukturdknak megvannak, vagyis amely tu-
lajdonsagok izomorfizmussal szemben invariansak. A struktirak elemeinek miben-
léte és a miiveletek konkrét értelmezése k6zombos”. ,,igy a 76. abran illusztralt két
Boole-algebra, mivel azok izomorfak, az izomorfia-elv értelmében algebrai vizsga-
latokban azonosnak tekinthetd. Ugyancsak az izomorfia-elv értelmében nem tekin-

151



tiink azonosnak pl. egy négyelemii és egy nyolcelemii Boole-algebrat, ui. azok ko-
z6tt kolesondsen egyértelmii és miivelettarté megfeleltetés nem létesithetd, s igy nem
lehetnek izomorfak.”

Masrészt konyvemben az alabbi idézetek mogott sejteni lehet a Godel-féle tel-
jességi tétel megforditasat: ,,Ha viszont a kiilonféle halmazokban értelmezett kiilon-
féle miiveleteknek vannak megegyez6 tulajdonsagaik, akkor ezeknek a megegyezd
tulajdonsagoknak Osszes kovetkezménye is megegyezd tulajdonsédg. Tehat ha a meg-
egyez6 tulajdonsagokbdl néhanyat axiomanak tekintiink, akkor ezekbdl az axiomak-
bél levezethetd, vagy mas Kifejezéssel ezekbdl az axiomakbol formalisan bizonyithato
Osszes tétel is érvényes a kiilonféle halmazokban™ (7—8. oldal). ,,Igy ha egy tétel,
mely az axioméak kovetkezménye, érvényes valamelyik Boole-algebraban, akkor
ez a tétel érvényes az Osszes tobbi Boole-algebraban is” (94. oldal). ,,Ez az 1—9.
axioma barmelyik kommutativ testben érvényes, s igy ezen 1—9. axidoma kovetkez-
ményei is érvényesek az 6sszes kommutativ esetekben. Az aldbbiakban nézziik meg
ezen 1—9. axidma néhany kovetkezményét”. ,,Elég hosszan és koncentralt figyelem-
mel nézegetve a levezetést és a levezetésgrafot, minden tovabbi magyarazat nélkiil
vilagos, hogy 0b=0. Tehata 05=0 tétel is kovetkezménye a kommutativ test axioma-
rendszerének™. ,.Ennek forditottja, hogy ha egy szorzat 0, akkor az egyik tényezGje
0. Tehat a kommutativ test nullosztdmentes (a test is az). Ez az allitds a kommutativ
test axiomainak kovetkezménye, az axiomakbdl levezethetd, vagy még masképpen
mondva az axidmakbol forméalisan bizonyithaté™ (217. oldal). ,,Nézetiink szerint
az, hogy mi is valdjaban egy matematikai bizonyitas és egy deduktiv rendszer leve-
zetésgrafok segitségével viszonylag egyszerli struktirékon pl.: valds szamtest, hal-
mazalgebra, stb. mutathaté meg a tanuldknak™ (219. oldal). Tehat ami egy axioma-
rendszerbdl formalisan bizonyithatd, az igaz az axidmarendszer minden modelljé-
ben és ennek forditottja, hogy ami egy axiomarendszer minden modelijében igaz,
az formalisan bizonyithaté az axiémarendszerben. Ez utébbi a Godel-féle teljességi
tétel.

Harmadrészt kényvemben az alabbi idézetek mdgott sejteni lehet a modellelmé-
let nagyon fontos Galois-kapcsolatat: ,,A Boole-algebra harommiiveletes struktira.
Mi térténik akkor, ha egy miiveletet elhagyunk? Hagyjuk el az egyvaltozdés miivele-
tet és természetesen az 1—14. axiomak koziil is azokat, amelyekben az egyvaltozds
miivelet szerepel, nyolc axidma marad meg. Ha egy halmazban értelmezve van két
kétvaltozés miivelet és teljesiil ez a nyolc axiéma, akkor a halmazt disztributiv halo-
nak nevezziik. Ha e nyolc axiéma koziil is hagyunk el, elhagyjuk a disztributivitist
kifejez6 axiomakat, akkor a halmazt halénak nevezziik. Ha pedig a két kétvaltozos
miivelet koziil is csak az egyiket tekintjiik, akkor a halmazt félhalénak nevezziik.
fgy a félhalé axiomarendszere csak harom axiémabdl all. A Boole-algebra komple-
mentumos disztributiv hald, s igy minden Boole-algebra egyben disztributiv hald is,
halé is és félhalé is (77. 4bra). Tehat a félhald altalanosabb strukturafajta a halonal,
a hald altalanosabb a disztributiv haldnal, a disztributiv hélé 4ltalanosabb a Boole-
algebranal vagy masképpen mondva a Boole-algebra specidlisabb struktirafajta,
mint a disztributiv hald, a disztributiv halé specialisabb, mint a h4ld, a hald speciali-
sabb, mint a félhalé” (105—106. oldal). A Boole-algebrak osztalya része a félhalok
osztalyanak, de a Boole-algebrakban érvényes azonossagok halmazanak része a fél-
haldokban érvényes azonossagok halmaza. ,,J61 nézziik meg a 106. abrat! Leolvashato
a gylird, a test, a kommutativ test fogalmak kozotti logikai viszony. Minden kom-
mutativ test egyszersmind test is és gyliri is. A kommutativ test egy specialis test
ill. gytiri. A gy(ir(i a testnél altalanosabb fogalom, a test fogalma pedig altalanosabb
a kommutativ test fogalmanal. A test fogalmat kétféleképpen is kialakithatjuk:
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1. konkrét testekbdl absztrahalassal, 2. a gylirli fogalmabdl specializalassal” (196—
197. oldal). A kommutativ testek osztalya része a gy{irlik osztalyanak, de a kommu-
tativ testekben érvényes azonossagok halmazénak része a gy(irlikben érvényes azo-
nossagok halmaza. A Galois-kapcsolatot az ,,egy azonossag igaz egy struktiraban”
relacié hatarozza meg.

Az eddigiek utan is mar a szerzé ugy gondolja, hogy mivel egyrészt konyvén
végigvonul a Steinitz-féle izomorfia-elv, melyrél Schmidt Tamas is idézett miivének
350. oldalan elismeri, hogy korrektiil van a kényvben definialva, tovabba az izomor-
fia-elv az absztrakt algebranak nagyon fontos elve; masrészt a konyvon kimondat-
lanul végigvonul a Godel-féle teljességi tétel megforditasa és a fenti Galois-féle kap-
csolat, melyek nagyon fontos szerepet jatszanak a modelieiméletben, és éppen ezért
a szerz§ tudatosan szuggeralja €s sugallja ezeket konyvében, azért a knyv nem fest
hamis képet az absztrakt algebrardl ellentétben Schmidt Tamas megallapitasaval
(352. oldal). '

A terminoldgia kérdése pedig vitathatd, lehet hogy a szerzd nem a legmegfe-
lelobb széhasznalatot alakitotta ki konyvében az algebrai struktiraosztalyok tani-
tasara az altalanos és kozépiskolai matematikaoktatéas céljaira. De nem szabad meg-
feledkezni arrdl, hogy az altalanos és kozépiskolai matematikaoktatas nyelve sokkal
inkdbb szennyezett a kdznapi beszéd szavaival, mint az egyetemi vagy kutatoi szintii
matematikaoktatas, és végsé soron a gyakorlat fogja kialakitani a helyes és didaktikai
célokra legmegfelelobb terminoldgiat. Tovabbd arrdl sem szabad megfeledkezni,
hogy az algebrai strukturaosztalyokat is kiilonb6z6 logikai szinteken, a szabatossag
kiilonb6zé szintjein lehet targyalni. Egyébként a ,,konkrét” jelzd is eléfordul az
irodalomban pl. Székefalvi-Nagy Béla ,,Valds fiiggvények és fiiggvénysorok” (Tan-
konyvkiadd, 1961) c. kényvének 306. oldalan ,,Az eddig targyalt konkrét terekhez
hasonldan az altalanos esetben is”, vagy A. A. Sztoljar ,,A matematikatanitas
mddszerei” (Tankonyvkiadd, 1969) c. konyvének 30—31. oldalan ,,Az elmélet axio-
matizalasa, korszerii értelmezésben, nemcsak a kivalasztott axiomarendszeren ala-
pulé elmélet logikai rendszerezését jelenti, hanem annak konkirét modellbdl, vagy
konkrét modeliekbdl val6 absztrahalasat, valamint konkretizdlds révén az absztrakt
elméletbdl mas, az eredeti kiindulé konkrét modellektd! eltérd modellekre valé uté-
lagos attérést is”.

2. Schmidt Tamas a 350. oldalon a kovetkezOket irja: ,,A kényv a 202. oldalon
vezeti be a komplex szamok testét a kovetkez6 mdédon kezdve: ,,Most az a, b, c, ...
valés szamokbdl készitsik el az a+bi alaki szamokat, i az ismert }—l-et je-
161i”. De ha valaki ismeri a J — i-et, annak szamara nem kell bevezetni. Aki meg
nem ismeri, annak szaméra az a+b}) —1 alaka kifejezés nem szam, hanem zagyva-
sag. Kilondsen meglepd, hogy a szerzé a 199—201. oldalon bemutatja a komplex
szamok szokésos konstrukcidjat, barminé motivacio nélkiil, s ezutdn mint j kiilon
konstrukciot vezeti be a fent leirt inkorrekt inditassal a komplex szamokat, végiil
kimutatja a két test izomorf voltat”. ,,Az is kérdéses, szimoknak nevezhetjik-e az
a+bi+cj+dk alaku kifejezéseket, amint ezt a szerzé a kvaternidk bevezetésének
elsé mondatiban teszi, arrdl sem nytjtva felvildgositast, hogy az i, j, k tulajdon-
képpen micsoda (203. oldal)”. ,,Nem szerencsés, hogy a szerzé két halmaz Descar-
tes-szorzatit a két halmaz Descarte-halmazanak nevezi (12. oldal), s valdszinii-
leg ez is magyarézza, hogy a Descartes-szorzast nem sorolja a halmazok ko6zotti
miiveletek kozé”.

Konyvemben a 199—203. és 211—212. oldalakon nem a komplex szam fogal-
manak kialakitasa és bevezetése volt a célom, hanem két egymassal izomorf test di-
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-daktikai célokra valé konstrudlasa a valds szamokbdl a test fogalméanak kialakitasa
«céljabdl a Z. P. Dienes-féle matematikatanitasi ill. matematikatanuldsi alapelvek
alkalmazasaval. Az absztrakt algebra targya ¢s feladata szerint az absztrakt algeb-
raban az elemek mibenlététdl eltekinthetiink, és ennek megfelelSen itt az i csak
.elemként szerepel, a K halmaznak egy olyan eleme, melyre i*=—1. A kvater-
nidkkal kapcsolatban szintén nem azt akartam tisztazni, hogy azok szimok-e vagy
nem, hanem olyan testet konstrualni, amely nem kommutativ, hogy az olvasé lassa,
hogy a kommutativ testek osztalya a testek osztalyanak valdédi része. Kényvem célja
és felfogasa szerint nem sziikséges felvilagositast adni arrdl, hogy az i, j, k tulaj-
donképpen micsoda, ezek csak elemek, de ugyanakkor szintén az absztrakt algebra
targya ¢és feladata szerint az elemek kozotti miiveletek tulajdonséagai Iényegesek, és
ezért konyvemben az i, j, k elemek kozotti szorzas egyértelmiien definialva van a
204. oldalon levé miivelettablaval. A Descartes-halmaz elnevezésre is van példa az
irodalomban pl. A. A. Sztoljar idézett konyvének 87. oldalan. A Descartes-szorzat
-elnevezés szinonimainak ismeretében valasztotta a szerz6 a Descartes-halmaz elne-
vezést. Erre nézve a 12. oldalon olvashato, hogy ,,A Descartes-halmaz mas elnevezései
Descartes-szorzat, Descartes-tér, szorzathalmaz s i. t.”” A fenti terminoldgiara vonat-
kozo bekezdés itt is érvényes, lehet hogy az algebrai struktiraosztalyokkal valé elsé
megismeréskor is az altalanos és kozépiskolaban egy masik szinonima megfele-
16bb.

A Z. P. Dienes-féle négy matematikatanitasi ill. matematikatanulasi alapelv a
kovetkezd: (i) A dinamika elve. A matematikai megismerésben harom szakaszt lehet
megkiilonboztetni. Az elsé szakaszban a tanuld jatékos tevékenységet végez, tevé-
kenységének nincs hatarozott iranyultsaga, csak tajékozodik koérnyezetében. Ebben
a szakaszban torténik a strukturalt gondolkodas el8készitése. A masodik szakaszban
-a tanuld felismeri az Osszefiiggéseket, a tanuloban kialakul a fogalom, és ezzel a
fogalommal kapcsolatban gondolkodasa strukturaltta valt. A harmadik szakaszban
a tanul6 a kornyezo vilagban felismeri ezeket az Osszefliggéseket illetve a strukturat,
és képes az alkalmazasra. (ii) A konstruktivitds elve. A konstrukcid el6zze meg az
elemzést, a tanuld elészor konstrudlja meg azt, amit késébb elemezni kivan. (iii) 4
matematikai vdltozatossdg elve. A matematikai fogalom kialakulasa végett a foga-
lom struktirdjanak minden adatat minél tobbféleképpen valtoztatni kell. A tanuldok
maguk is tapasztaljak az adatok valtozasat. A gondolkodas dialektikaja szerint a
sok varialas, vagyis a mennyiségi valtozas, atcsap mindségi valtozasba, és a tanuléban
kialakul a fogalom. (iv) Az érzéklési vdltozatossdg elve. Helyes absztrakcioval a kii-
Ionféle tapasztalatokbdl a tanulé kiemeli az azonos matematikai tartalmat. Eszerint
az elv szerint nem a matematikai adatokat varialjuk minél tobbféleképpen, hanem a
tapasztalati anyagot. Minden tanuldnak sajat maganak kell az absztrahalast elvé-
gezni a tanar vezetése mellett.

Ezekhez -az alapelvekhez hasonld alapelveket talalunk A. A. Sztoljar idézett
konyvében a 29—31., 194—195. oldalakon ill. a marxista ismeretelméletben.

A Dienes-féle négy alapelvet ill. az arra épiil6 matematikatanitasi és matematika-
tanulasi elméletet elfogadva és didaktikusnak tartva nem nehéz latni, hogy Schmidt
Tamas kovetkez6 megallapitdsa nem tarthatd: ,,Ez az antididaktikus mdédszer kul-
minal az ,,Algebra” c. fejezetben (232. oldal), ahol a sikvektorok halmazat algebrava
szervezi, bevezeti koztiik a vektorok szorzasat, nem arulva el, hogy ezt a szorzast a
komplex szamoknal mar kétszer bevezette, igaz nem éppen igy” (352. oldal). Talan
-ehhez nem kell kommentart fiizni, minden szdszaporitds mellézésével felismerhetd,
hogy itt a szerz6 a Dienes-féle matematikai valtozatossag elvét és a konstruktivitas
elvét alkalmazta. Tovabba mivel ezzel a két elvvel egyiitt a Dienes-féle dinamika
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elve és az érzéklési valtozatossag elve is végigvonul a konyvon, igaz kimondatlanul,
azért a szerz4 gy gondolja, hogy kényve nem antididaktikus.

3. A 350—352. oldalakon irja Schmidt Tamas, hogy ,,Id6nként mélynek tetszo
megjegyzések tarkitjak a szoveget, pl.: a 232. old. ,,két vektor skalarszorzata segit-
ségével definialtuk a tavolsagot, ami a mérés lehetdségét biztositja”. Hogy kertil ide
a mérés fizikai fogalma? ,,A konyv a 231—232. oldalon az euklideszi tér definicidjat
adja meg igy: ,,Az 1—3. axiomaknak eleget tevé vektorteret euklideszi térnek nevez-
ziik”. Mint tudjuk, ennél Iényegesen tobb kell ahhoz, hogy egy tér euklideszi legyen™.
»A Lic-algebra c. fejezet sem kiilonb”. ,,Kideriil, hogy ez egy nem asszociativ al-
gebra, ami Onellentmondas az adott felépitésben, hiszen az algebrat asszociativnak
definialta”. ,,megtudjuk, hogy a 3-dimenzios térrél mondanddk az n-dimenzids térre
is konnyen altalanosithatok, és a dimenzié fogalmat semmi sem vilagitia meg”.

Sz6kefalvi-Nagy Béla idézett konyvének 305. oldalan a Hilbert- és Banach-te-
rekrdl a kovetkezd olvashatd: ,,A Hilbert-tér specialis Banach-tér, amelyben a nor-
mat egy skalaris szorzatfogalombdl szarmaztathatjuk™. Jolismert, hogy a véges di-
menzids Hilbert-teret szokéas euklideszi térnek is nevezni. Kreké Béla ,,Matrixsza-
mitas” (Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiadd, 1966) c. konyvének 116. oldalan a kovet-
kezd olvashaté az euklideszi térrdl: ,,(a) Az L, barmely két pontjanak tavolsagardl
is van sz, annak feltétleniil nem-negativ szamnak kell lennie. (b) Két pont tavolsaga
csak abban az esetben lehet zérus, ha a két pont egybeesik. (c) A tavolsagfogalomnak
ki kell elégitenie az un. haromszogegyenlStlenséget. Ha az L, linearis teret az emli-
tett kovetelményeknek eleget tevé metrikaval latjuk el, akkor a kérdéses linearis
teret euklideszi térnek nevezziik. Az euklideszi tér tehat egy alkalmas metrikaval
ellatott linearis tér.” Es csak a kovetkez6 bekezdésben olvashatd, ami nagyon Iénye-
ges az euklideszi tér definicidjaban, hogy ,,A metrika bevezetését az 1.2. alfejezetben
értelmezett skalaris szorzat fogja lehetdvé tenni. 4 skaldris szorzatnak igy az euklide-
szi tér kiépitésénél kozponti jelentdsége lesz”. Ul. szintén jolismert, hogy véges dimen-
zios terekben értelmezhetd olyan metrika is, mely nem szdrmaztathatd skalarszorzat-
bél. De Kreké Béla konyvében az euklideszi tér definicidja felett is, alatt is csak
skaldrszorzatbol szarmaztatott metrikdval dolgozik, s igy hallgatolag ez a metrika
értendd az euklideszi tér definicidjaban is. Konyvemben pedig a kévetkezé olvashato:
A két vektor skalarszorzata segitségével értelmezett tavolsag kielégiti a metrikus
tér 1—3. axidémadit, igy a vektorok halmazdt ez a tavolsagfiiggvény metrikus térré
teszi. Az 1—3. axiomaknak eleget tevd tavolsagfiiggvénnyel ellatott vektorteret
euklideszi térnek nevezziik. A sik egy két dimenzids euklideszi tér. Elemei origd
kezd6ponta sikvektorok. Miiveletei vektordsszeadas, vektor szamszorosa, két vek-
tor skalarszorzata. Utdbbi két vektor skaldrszorzata segitségével definidltuk a
tavolsagot. Hallgatdlag itt is skalarszorzatbdl szarmaztatott metrika értendd, a két
dimenzids esetben pedig nemcsak hallgatdlag. Tehat, amit Schmidt Tamas ,,Iényege-
sen tobbnek”™ tart, az csak ennyi. Kényvemben pedig fizikai mérésrdl nincsen szd,
a ,fizikai” jelz6 nem is fordul elé benne. A fogalom fiiggetlen az elnevezéstdl és a
fogalom, amely kényvemben a 221—232. oldalakon elsé megismerésben kialakitasra
keriilt, az euklideszi tér fogalma. A dimenziéfogalmat pedig matematikai alapfoga-
lomnak tekintettem, azaz olyan fogalomnak, amelynek csak intuitiv fogalmi tartalma
van, definicio nélkiil. Nem volt szandékomban ezt a fogalmat egzakt médon definialni,
ebbdl zavar nem szarmazhat, mert konyvemben nem vezetek be olyan tételt, melynek
bizonyitasaban az egzakt definiciora sziikség lenne.

Kozismert, hogy az algebra elnevezést keresztiil kasul hasznaljak a kutatdi
szint{i matematikaban is. A tudomanyag neve is algebra, és egy struktiraosztaly neve
is algebra, az univerzalis algebraban pedig mindegyik strukturat a/gebranak nevezik.

155



Tehat mert az algebra sz6 ennyiféle értelemben szerepel, azért Schmidt Tamas szerint
az egész algebra irodalom Onellentmondésos?! Konyvemben tisztazom ezt az elne-
vezészavart a 234. oldalon: ,,Megjegyezziik, hogy az algebraban nem cgységesek az
elnevezések. Pl. algebra egy strukturafajta neve is, de algebra a tudomény neve is
¢és a strukturakat szokés algebrai strukturdknak mondani, az univerzalis algebraban
pedig a strukturat nevezik algebranak. Az iskolai matematikaban és a kéznapi be-
szédben pedig a betliszamtan, szamtan, algebra elnevezések egyaltalan nincsenek
tisztazva. Nézetiink szerint a struktirak iskolai bevezetésével ezek a fogalmak tisz-
tazhatok. Ui. akkor megmondhatjuk, hogy melyik struktirat tanulményozzuk:
szamgylir(it, szamtestet, algebrat, euklideszi sikot stb. és a betiik a struktura elemeit
jelolik”. Ha konyvem onellentmondasos, akkor Onellentmondéasos pl. Fuchs Léaszld
,,Algebra” (Tankonyvkiadd, 1972) c. egyetemi jegyzete is, melyben a 157. oldalon
olvashatd, hogy ,,Lie-algebra oly algebra, amelyben a szorzas asszociativitdsa helyett
a kovetkez6 két tulajdonsag teljesiilését koveteljiik meg”, ,,Lie-algebrara nevezetes
példa a térbeli vektorok a vektorialis szorzasra nézve. Ez 3-dimenzids algebra a valds
szamtest felett”, és ugyanakkor a 83. oldalon a gylir{it R-rel jelélve az all, hogy ,,R
a szorzas miiveletére félcsoport™, tehat asszociativ struktira, majd az algebra defini-
cidja a 148. oldalon ,,Legyen K kommutativ test ¢s 4 véges vagy végtelen dimen-
zids vektortér K felett. Ha A ezenfeliil gydirii is és (1) teljesiil, akkor A4-t K feletti
algebranak nevezziik”.

4. A Stone-tétellel kapcsolatban Schmidt Tamés a 352. oldalon a kovetkezdket
irja: ,,Itt a »reprezentalhatd« szo jelentése nem tisztazott. A 209. oldalon megtudjuk,
hogy Stone tétele szerint »barmelyik Boole-algebra izomorf valamelyik nem iires
halmaz Gsszes részhalmazaibdl allé halmazalgebraval«. Nem artana hangsulyozni,
hogy a reprezentalni kivant Boole-algebra a teljes hatvinyhalmaz-algebranak t6bb-
nyire csak egy részalgebrajaval izomorf. Egyébként a véges Boole-algebrak izomorfak
a teljes véges hatvanyhalmaz-algebrakkal, s ezt a kozépiskolasok is jatszva bebizo-
nyithatjak, megfeleld el6készités (atomok bevezetése, példak) utan”. A 351. és 353.
oldalakon az alabbiakat irja Schmidt Tamas: ,,A magtalan szdszaporitasra teljes
fejezeteket szentel a szerz8. A »Csapalgebra« c. fejezetben a szerz6 a »Kapcsold-
algebra« c. rész anyagat ismételteti at az olvasdval: mint az elektromos aramot, ugy
a vizet is kétallasu kapcsolokon (csapokon) aramoltatja at. Ez latszélag a Boole-
algebrak gyakorlati hasznossagat vilagitana meg”. ,,A konyv aprébb hibai koézé
soroljuk azt a néhany elirast, amely matematikailag hibas allitasokat eredményez.
Ilyenek: a dudlis aramkér fogalma (63. old.)”. .,A helyes allitis az volna, hogy mind-
egyik kapcsold allasat megvaltoztatjuk (nemcsak a 0-t és 1-et) és felcseréljiik a - és
+ jeleket, akkor az eredmény egy megvaltozott dllapotd aramkor”. ,,Ha egy struk-
turafajta kielégiti a Boole-algebra axidémait, akkor az nyomban kiérdemli az itélet-
algebra, meg a kapcsoldalgebra nevet?! Hiszen az itéletalgebranak (mint a szerzd
emliti a 42. 0.) mind&ssze két eleme van (i és /), ugyhogy még izomorf sem lehet
nagyobb Boole-algebrakkal! Hat akkor mit jelent az, hogy az itéletalgebra axiéma-
rendszere?!”

R. Sikorski ,,Boolean algebras” (Springer-Veilag, Berlin—Heidelberg—New
York, 1969) c. konyvének 7.1. és 8.2: tételei szerint barmelyik Boole-algebra izomorf
valamelyik nem tires fopolégikus halmaz Gsszes nyilt-zdrt részhalmazaibdl allé hal-
mazalgebraval. Kényvem Stone-tételében a topoldgikus és nyilt-zart jelz6k hallga-
télag vannak jelen a 209. oldalon. Itt is elegendd lett volna csak annyit mondani,
hogy tetszbleges Boole-algebra izomorf valamelyik halmazalgebréaval, kényvemben
a Stone-tételnek ez a megfogalmazasa is olvashato pl. a 104. oldalon.

A csapalgebrat, kapcsoldalgebrat és itéletalgebrat nem a Boole-algebrak gya-
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korlati hasznossaganak megvilagitasa céljabol vezettem be kényvemben, hanem a
Dienes-féle dinamika elvének és érzéklési vdltozatossag elvének alkalmazasaként
a Boole-algebra strukturaosztaly fogalmanak kialakitdsa céljabol. Tovabba kapcso-
16kkal kapcsolatban szintén a kapcsolok allasardl beszélek, csak az allas sz6 szino-
nomajat az dllapot szot hasznalom pl. az 55—56. oldalon ,,egy kapcsolo kétféle
dllapotban lehet vagy atengedi az aramot vagy nem. Ha a kapcsoldt valamelyik alla-
potban a«-val jel6ljik, akkor ugyanazt a kapcsoldt az ellentétes allapotban a-sal.
Ilyenképpen egyvaltozds miiveletet értelmeztiink, mert az o kapcsold barmelyik
allapotanak egyértelmiien megfeleltetjiik az ellentétes allapotot™. ,,Az elektromos
kapcsolok K halmazat kapcesoldalgebranak nevezziik, K elemei elektromos kap-
csolok, melyek mindegyike kétféle dllapotban lehet. Miiveletei a soros és parhuzamos
kotés és a kapesold ellentétének allapota és a miiveletek eredményei csakis a kapcso-
I6k dllapotatdl fiiggenek (35. abra)”. Mivel a kapcsoldalgebraban a miiveletek ered-
ményei csakis a két kiilonbozé dllapottdl fiiggenek, azért a kapcsoldalgebra kételemi
Boole-algebra, két eleme a 0 (a kapcsold nem engedi &t az aramot) és az 1 (a kapcsold
atengedi az aramot). Igy a kapcsolé mindegyike O vagy 1. Hasonldan az itéletalgebra
mindegyik eleme 7/ vagy /i, a csapalgebra mindegyik eleme a két kiilonb6zé allapot
valamelyike. Ez konyvemben pl. a 72—73. oldalakon is olvashatd. Egy allitas, azo-
nossdg, dualisainak fogalma kényvemben a 20., 24., 51., 63., 69. oldalakon szerepel
és pl. a 63. oldalon ha azt mondjuk, hogy felcseréljiik a 0 és 1 jeleket, akkor egyben
mindegyik kapcsold allasat meg kell valtoztatni, mert ott kételemli Boole-algebra-
rol van sz6, €s annak mindegyik eleme 0 vagy 1. Arra vonatkozdan pedig, hogy két
egymassal duélis aramkdorben egyidejiileg folyik-e aram vagy sem, eliras tortént kony-
vemben. Hiszen a 61. oldalon két egymassal dudlis aramkorrél, az a-f+a-yp+f-7
és (a+p)-(az+7y)-(B+7y) aramkorrél meg is mutatom, hogy ekvivalensek, a 62.
oldalon pedig az o-a és a+a& &aramkorok nem ekvivalensek. Az ,itéletalgebra
axiomarendszere” kifejezés jelentésére vonatkozdan a mar idézett Godel-féle teljes-
ségi tétel és megforditasa ad magyarazatot. Ti. konyvem felfogasaban az itéletalgebra
kételemii Boole-algebra, s igy amely azonossagok formalisan bizonyithatdk a Boole-
algebrat, mint struktdraosztalyt definialé axidémarendszerbdl, azok mind igazak az
itéletalgebraban is és forditva. Tehat konyvem felfogasaban a Boole-algebra struk-
thraosztalyt definiald axiomarendszert tekinthetjiik egy valamelyik Boole-algebra,
pl. a kételemii Boole-algebra axiomarendszerének is.

5. A 353. oldalon irja Schmidt Tamas, hogy ,,A konyv irodalomjegyzékérdl
csak annyit, hogy Bernays és Fraenkel »Axiomatikus halmazelmélet« c. angol nyelvii
miive absztrakcios szintjében toronymagasan az itt targyalt anyag folott all, igazan
kar erre a konyvre hivatkozni a halmaz ¢€s itéletalgebra iskolai szintii targyalasakor”.

Schmidt Tamaésra nézve valéban kar, hogy a szerzd ismerte ezt a konyvet P. M.
Cohn, G. Gritzer, A. I. Malcev, A. Robinson, R. Sikorski konyveivel egylitt, mert
a szerz0 ezért tudta a fentiekben Schmidt Tamas idézett miivének mindegyik megélla-
pitasarél megmutatni, hogy nem tarthato.

ELIE PA3 IO TMOBOAY KHUTU IO AMEBPE TMPEJHA3HAUYEHHOM
JUI IKOJIBHUKOB

JIACJIO BAPEIIA

A NEW REMARK ON THE PRETEXT OF A TEXTBOOK ON ALGEBRA FOR
SCHOOLCHILDREN

L. VARECZA
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MEGJEGYZESEK VARECZA LASZ1L.O VALASZAHOZ

SCHMIDT TAMAS

1. A szerzd valaszabdl is vilagos, hogy a kényv néhany allitasardl latja, hogy
tényleg hibasak, ezekre nem reflektalok ismételten (mivel ezek a konyv aprd hibai
kozé tartoznak). Csak annyit emlitenék meg, hogy sokféle olyan metrika értelmezhetd-
3-dimenzids terliinkben, amelyek nem szarmaztathatdk skalarszorzatbdl (pl. o’(x, y)=

=|x; = 1|+ |xe =l + [X3— 15[, vagy
0"(x, y) = max (|x; —yi|, [x2—Yal, [x3—ysl),

ahol x=(x;, X5, X3), ¥=()1, Vs, ¥5); euklideszi térnek viszont olyan linearis teret
neveziink, amelyen egy skalarszorzat (és igy a bel6le szarmaztatott metrika) ki van
tiintetve (pontosabban Id. pl. R6zsa PAL: Linearis algebra és alkalmazasai, M-
szaki Konyvkiadé 1974, 126. old., vagy I. M. GELFAND: Lekcii po linyejnoj algebre,
Moszkva 1951, 23. old.). Sajnalatos, hogy Krekd Béla idézett konyve is — minden
mértékadd irodalmi forrassal ellentétben — pusztan metrikaval ellatott linearis tér-
ként értelmezi az euklideszi teret, s csak késébb deriil ki, hogy valdjaban csak ska-
larszorzatbdl szarmaztatott metrikaval foglalkozik.

Ami STONE tételét illeti, topoldgiai fogalmak nélkiil is kimondhaté: barmely
Boole-algebra izomorf egy halmaz Osszes részhalmazabdl allé Boole-algebra egy
részalgebrdjaval. (A topoldgiai fogalmak ismeretében ennél élesebben fogalmaz-
hatunk.) Hibas viszont a kényv 209. oldalan olvashaté allitas: ,,barmelyik Boole-
algebra izomorf valamelyik nem iires halmaz édsszes részhalmazaibdl 4llé halmaz-
algebraval”.

2. Nem kétséges (nem is vitattuk), hogy a konyv a Boole-algebrak, testek, stb..
izomorfia-invaridns tulajdonsagaival foglalkozik. Azt allitani viszont, hogy van
konkrét és van absztrakt Lie-algebra (félcsoport, csoport, stb.), zavaros. (Némelyik
félcsoport konkrét, némelyik pedig absztrakt?!) A ,konkrét” jelzé értelemszeri
hasznalata (Id. a fenti idézeteket SzOkefalvi és Sztoljar miiveibdl) nem vezet az
,,absztrakt” szé hasznalata koriili, cikkiink 1. pontjaban (349—350. old.) elemzett
fogalomzavarhoz, amely a konyvet a cimétdl kezdve végigkiséri.

3. Kérdéses, hogy a Godel-féle teljességi tételre vald utalas és a ,,bévebb axioma-
rendszer — sziikebb struktaraosztaly” Galois-kapcsolat unos-untalan ismételt
hangsulyozasa mennyiben 6vja meg a konyvet attdl, hogy hamis képet fessen az al-
gebrardl. Mindenesetre a konyv legfeljebb az ,,igazsag-tételt’” (ami egy axiomarend-
szerbdl levezethetd, az igaz az axiomarendszer minden modelljében) ,,szuggeralja’,
nem pedig a Godel-tételt (a fenti allitas megforditasat: ami igaz minden modellben,
az levezethetd az axiomakbdl). Itt persze csak az adott els6rendii nyelven formalisan
megfogalmazhatd allitdsokrdl van szd, példaul azonossagokrdl; az algebrai struk-
turdk szerkezetérdl valamit is mondo tételek altalaban nem fogalmazhatok meg
a struktdraosztaly nyelvén. (Példaul az az egyszerti allitas, hogy egy csoport ciklikus,
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nem fogalmazhatd meg a csoportok elsérendii nyelvén, s igy egy ilyen, kdzépiskola-
ban is kénnyen bemutathaté tétel, mint az, hogy egy ciklikus csoport minden rész-
csoportja ciklikus, sem formalizalhaté e nyelven.) Igy erésen kétséges, helyeselhetjiik-e
Godel tételének ,,szuggeralasat” az algebra-oktatas kézéppontjdba. Hatirozottan
le kell szogezniink, hogy az axiomatizalas nem arra vald, hogy azonossdgokbdl vijabb
azonossdgokat vezessiink le. Az axiémak alapjan az axidomarendszert kielégitd struk-
tarak szerkezetérdl kivanunk informaciét nyerni. (Ekdzben persze néha arra is sziik-
ség van, hogy tjabb azonossagokat vezessiink le.)

Az emlitett Galois-kapcsolat tulhangsulyozdsa azt sugalmazhatja, hogy az
algebrai fogalmak kialakitasanak alapvetd moddszere az axiémak hozzavétele, ill.
elhagyasa meglev6 axidmainkhoz/bdl (v6. pl. ,,Halo, félhalé™, 105. old.). Valdjaban
ilyesmire csak akkor keriil sor, ha az Gijabb strukturaosztaly vizsgalata valamilyen
(matematikai vagy azon kiviili) jelenség leirasa szempontjabdl fontosnak bizonyul.

4. DIENES ZOLTAN ismert matematikatanitasi elméletének alkoté alkal-
mazasa mindenképpen igéretes Ut arra, hogy a tanulékat bevezessiik az algebra
szépségeibe. A szerzd, valasza szerint, DIENES magasabb mércéjét allitotta kdnyve
elc.

A szerzd a matematikai vdltozatossdg elvét szamos strukturafajta definicidja
esetében érvényesiti (Boole-algebrak, félcsoportok, csoportok, gyfriik, testek).
A megadott példak egy része azonban nélkiiloz barminemii motivdciét. A ,,Tovabbi
testek™ c. fejezet a komplex szdmok egyetemen szokasos szamparos bevezetésével
kezdddik; itt kiiléndsen az

(a, b)(c, d) = (ac—bd, ad+bc)

szorzasi szabaly célja érthetetlen. (,,Honnan vette?”’ — ezt még az egyetemi hallgaték
is meg szoktdk kérdezni, ha a formula hatterét eltitkolja az eléadd.) A ,,Gylirii” c.
rész egyetlen példdja nemkommutativ gylirlire a 2X2-es matrixok gyfirije. Itt a
matrixszorzas miivelete deus ex machina.

A matematikai valtozatossag elvének aligha felel meg az az eljaras, amelynek
soran a hdlé fogalmahoz Ggy jutunk, hogy a Boole-algebrakon kiviil egyetlen haldt
sem latunk, vagy egyetlen (motivacié hijan kiagyaltnak t{in8) konstrukciébdl (a
komplex szamok teste, 233. old., ezlttal a geometriai Uton definidlva a szorzést)
kialakitjuk az algebra fogalmat. :

A konstruktivitds elve nem jelenti azt, hogy az elemzésre ne volna sziikség.
A szerz6 — nagyon helyesen — szamos példan illusztralja a Boole-algebra, csoport,
stb. fogalmat, ugyanakkor szinte semmit nem latunk abbdl, hogy ezen fogalmak
megalkotdsa utan valéban képesek lesziink valami 1ényegeset megéllapitani réluk.

A tanuld jatékos tevékenységéhez a pedagdgusnak megfelel szitudciot kell
teremtenie, s ehhez a kényv a legtobb struktiraosztaly esetében alig, vagy egyal-
talan nem ad utmutatast. A formalis szabalyok alapjan elSirt formalis tevékenység
(pl. a komplex szamok emlitett szamparos bevezetése alapjan a testaxioméak ellen-
Orzése) nem segiti clé az algebra 1ényegének megértését, a szabalyok mogétti tarta-
lom meglatasat.

Sajnalatos, hogy a konyv lektorai egyaltalan nem alltak feladatuk magaslatan
és ezaltal mind a szerzének, mind az algebra irant érdekl6d6 tanuloknak kart okoztak.

3AMEYAHHNS K OTBETY BAPELIA
T. 2. IMUAT

REMARK TO THE ANSWER OF L. VARECZA
E. T. SCHMIDT -
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JELENTES AZ 1975. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEK VERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1975. oktéber 31. és november 10. ko-
z6tt rendezte meg az 1975. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt. A ver-
senyen részt vehetett minden egyetemi és fOiskolai hallgatd, tovabba azok, akik
egyetemi vagy foiskolai tanulmanyaikat 1975-ben fejezték be.

A verseny feladatai az alabbiak voltak:

1. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan §; szamossagu (7, —) turnament,
amely nem tartalmaz §&; szamossagi tranzitiv részturnamentet. (A (7, —)
struktirat turnamentnek nevezziik, ha — kétvaltozods irreflexiv, aszimmetrikus és
trichotom relacié a 7 halmazon. A (7, —) turnament tranzitiv, ha — tran-
zitiv relacio és igy 7 rendezése.)

2. Igazoljuk, hogy azon f:{1,2,...,n}—~{1,2,...,n} leképezések szdma,
amelyekre teljesiil, hogy ha f az i értéket felveszi, akkor minden j(l=j=i) érté-
ket is felvesz, a kovetkez6 kifejezéssel adhatd meg:

co kn
kgll) 2k+1'

3. Tegyiik fel, hogy az S félcsoportnak nincs valddi kétoldali idealja, és bar-
mely a, b€S elemekre az ab és ba szorzatok koziil legalabb az egyik egyenld
az a, b elemek valamelyikével. Bizonyitsuk be, hogy ckkor vagy minden a, b(€ S)-re
ab=a, vagy minden a, b(€S)-re ab=b.

4. Mutassuk meg, hogy a racionalis értékii és a komplex raciondlis értéki
multiplikativ szamelméleti fiiggvények a konvolucio fog

[(fog)(n) = 21 [%]]

miiveletére nézve egymdssal izomorf csoportokat alkotnak. (Egy komplex szam
komplex racionalis, ha mind valds, mind képzetes része raciondlis.)
5. Legyen {f,} a [0, 1] intervallumon Lebesgue-integralhato fiiggvények olyan

szorzata, amelyre f f, konvergens minden E Lebesgue-mérhetd részhalmazéara
E
[0, 1}-nek (n—<e), és a limf,=/f hatarértek m. m. Iétezik. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor f integralhaté, és [f=lim [f,. Igaz-e az allitas, ha E-t csak intervallumo-
E L

kon futtatjuk keresztiil, viszont feltessziik, hogy f,=0? Igaz-e a {eladat allitasa, ha
[0, 1] helyett [0, «]-t vesziink?

11 Matematikai Lapok 161



6. Bizonyitsuk be, hogy ha egy f differencialhatd valds fliggvényre és valamely
M=0 valds szamra az x és ¢ valtozék barmely valasztasakor

[f+1)—-2f () +f(x—2t)| = M -2
teljesiil, akkor barmely x-re és tz-re

[f G+ —f'(x)| = M-|t].

7. Legyenek a, a’, b, b’ valés szamok, igy hogy a<a'<b<b’. Tegyiik fel,
hogy az f(x) valds fiiggvény az [a, b’] intervallumon folytonos, és a belsejében
differencialhaté. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan c€(a, b) és c’c(a’,b’) pont,

hogy

f(b)—f(a) =f(c)(b—a),
; ) JF)—=f(@)=f(c)b —a’)
€8 C=C .,

8. Igazoljuk, hogy ha egy {a,} nem-negativ tagi valés szamsorozatra és vala-
milyen N természetes szamra

gm P i s ) )

teljesiil, akkor az
iN
oy ==l et il (== 1 D NI
n=({—1)N+1
Osszegekre o ,=p-o; (,p=1,2, ...).
9. Legyenek /,, ¢, a, g pozitiv allanddk, €s legyen x(z) az

*) (ot ctPx’Y +gllo+ct?]sinx =0, =0, ——g— <x=< %

differencialegyenletnek az x(t,)=x,, x'(t,)=0 feltételeknek eleget tevé megoldasa.
((*) annak a matematikai ingdnak a mozgasegyenlete, amelynek hossza az /=1, ct*
torvény szerint valtozik.)

Bizonyitsuk be, hogy x(z) értelmezve van a [f;, o) intervallumon, tovabba
az o=>2 esetben barmely x,0-hoz létezik olyan z,, hogy

li{n inf [x(z)| = 0.

10. Igazoljuk, hogy a Hilbert-tér egy idempotens, linearis operatora akkor

és csak akkor 6nadjungalt, ha norméja 0 vagy 1.
11. Legyenek X, X,, ..., X, (nem feltétleniil fiiggetlen) diszkrét valdszin{iségi

2

valtozok. Bizonyitandd, hogy létezik legalabb n? olyan (i,j) par, amelyre

1 i
H(X;+X) = 3 Jaan {H (X},

s por
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12. Egy P konvex poliédernek van olyan lapja, amelynek minden més lappal
van ko6zos éle. Bizonyitandd, hogy P éleibdl kivalaszthaté egy minden cstcson at-
haladé egyszer(i zart poligon.

Az 1. feladatot Hajnal Andrds, a 2.-at Lovdsz LdaszIé, a 3.-at Megyesi LaszIé, a
4-.et Csdkdny Béla, az 5.-et Sziics Jozsef, a 6.-at Szabados Jozsef, a 7.-et Székefalvi-
Nagy Béla,a 8.-at Leindler LdszIlé,a 9.-et Hatvani LdszIlé, a 10.-et Sziics Jozsef, a 11.-et
Katona Gyula, a 12-et Lovdsz LdszIlé bocsatotta a bizottsag rendelkezésére..

A kitlizott feladatokra 63 versenyz6 441 megoldast nyujtott be. A versenybizott-
sag a versenyzOk munkajat értékelve az alabbi dontést hozta:

A Schweitzer Mikl6s Emlékverseny I. dijaban és ezzel egyiitt 2500 Ft pénzjuta-
lomban részesiil Ruzsa Imre V. éves matematikus hallgaté (ELTE) mind a 12 fel-
adat kifogastalan megoldasaért és a megoldasok kiemelkedéen tomor, vilagos meg-
fogalmazasaért.

II. dijban és ezzel egyiitt 2000—2000 Ft pénzjutalomban részesiilnek Komjdth
Péter V. éves matematikus (ELTE), Lempert LdszIé 1975-ben végzett matematikus
(ELTE) és Totik Vilmos 111. éves matematikus (JATE) hallgatok, akik ugyancsak
mind a 12 feladatra nydjtottak be megoldast, egyes feladatokra adott megoldasaik-
ban azonban kisebb hidnyossagok talalhatok (Komjath Péternél az 5., Lempert
Laszlonal a 4. és Totik Vilmosnal az 1. és 5. feladatban).

II1. dijban részestilnek Fiiredi Zoltdan 111. éves matematikus (ELTE) és Somorjai
Gabor 1975-ben végzett matematikus (ELTE) hallgatok 10 feladat teljesen kifogasta-
lan megoldasaért. (Firedi Zoltan a 12. feladatot is részben megoldotta.) Jutalmuk
a Gal Jendéné altal létesitett alapitvanybdl 1500—1500 Ft.

A bizottsag kiemelkedé munkajukért dicséretben részesiti a kovetkezd verseny-
z8ket: Bajmécezy Ervin V. éves matematikus (ELTE), Gydri Ervin IV. éves matema-
tikus (ELTE), Mdri Tamds 111. éves matematikus (ELTE), Pdlfy Péter Pdl 111. éves
matematikus (ELTE) és Szendrei Mdria V. éves matematikus (JATE). Jutalmuk
300—300 Ft-os konyvutalvany.

A VERSENYBIZOTTSAG:

Tandori Karoly elndk, Huhn Andrds titkar, Csdkdany Béla, Csorgé Sdandor, Durszt Endre, Fodor
Géza, Gehér LdszIé, Hatvani LdszIo, Leindler LdszIo, Lovdsz LdaszIlo, Megyesi LdszIlo, Moricz Ferenc,
Nagy Péter, Pintér Lajos, Pollak Gyorgy, Székefalvi-Nagy Béla, Sziics Jozsef.

A feladatok megolddsai
1. feladat

Elegendé belatni, hogy létezik olyan f:[w,]*—~2 ,két szinnel vald szinezése™
az w;-bdl alkotott rendezetlen parok halmazanak, melyre a kovetkezd tulajdonsag
teljesil :

(1) Ha Acw,, |A|=8; és i<2 akkor talalhaték olyan B, Cc A halmazok,
melyekre |B|=|C|=8,; és amelyekre f({f, y})=i valahanyszor B€B és y€C.
Valéban, ha f kielégiti (1)-et, legyen 7=w,, és definidljuk a — relaciét a ko-

vetkezd megk&téssel. Ha a<f<w,, akkor a—pB, ha f({o, =0 és B—a, ha

S ({o, pH=1. Ha most A Cw,, |A|=8;, akkor (1)-nek i=0esetét alkalmazva valaszt-

hatunk B, Cc A4, |B|=|C|={, halmazokat, melyekre f({f, y})=0 teljesiil, ha B<B

és y€C. Ismét alkalmazva (1)-et, A4 helyébe B-t és i helyébe 1-et téve azt nyer-
hetjiik, hogy létezik olyan «€B és B’C B, melyekre |B’|=8, és f({a, fP=1, -
ha B€B’. Valasszunk egy olyan f-t C-bél, melyre a<f és egy olyan y-t B’-bdl,
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melyre f<y. Ekkor a—f, f—y é y—a, ezért az A altal feszitett részturna-
ment nem tranzitiv, és igy valdban elegendd (1)-et igazolni.
Megmutatjuk most, hogy (1) kovetkezik az alabbi allitasbdl.

(2) Létezik olyan (R, <) rendezett halmaz, melyre |R|=%,, és amely rendelkezik
a kovetkezd tulajdonsdgokkal:
(i) R-nek nincs olyan &,; szdmossagi R’ része, melyre (R, <) vagy (R’, >)
jolrendezett.
(i) R barmely §&, szamossagu része tartalmaz §&; szdmua paronként diszjunkt
nem iires intervallumot. (Ez tgy értendd, hogy minden ilyen R’ részre az
(R, <) rendezett halmazban van &; paronként diszjunkt intervallum.)

Jegyezziik meg, hogy az (ii) tulajdonsagbdl azonnal kdvetkezik az alabbi (iii)

tulajdonsag is.

(iii) R-nek nincs olyan {; szdmossagl R’ része, amelyre (R, <) vagy meg-
forditasa (R’, >) hasonld a valds szamok egy nagysag szerint rendezett
részhalmazahoz.

(1) bizonyitasahoz nyilvan elegend6 egy f:[R]*—2 leképezést definialni. Feltehetjiik
tovabba, hogy R valds szamokbdl all. A valds szamok nagyséag szerinti rendezését
<-el jeloljik. a#BcR esetén legyen f({x, f})=0, ha a<pea<p, és f({x, fH=1,
ha a<pfea=pf. Szimmetriaokokbdl elég megmutatni, hogy (1) i=0 esetén telje-
siil. Legyen AC R, [4|=8,. Az (i) tulajdonsagbdl rutin okoskodassal kovetkezik,
hogy létezik olyan A’ c A4, |4’|=8;, melyre tetszéleges a<f; o, PEA" esetén az
(o, f) A’-beli nyilt intervallum a < rendezésben §; szamossagu. (Ha o, fc4
esetén o-t €s f-t ekvivalensnek nevezziik, ha o és f kozott csak megszamlalhato
sok elem van, akkor ezen ekvivalencia szerinti ekvivalencia-osztalyok az (i) tulaj-
donsag szerint megszamlalhatdk, igy az A’-t gy kapjuk, hogy mindegyikbdl ki-
véalasztunk egy pontot.) A (ii) tulajdonsdg miatt valaszthatunk egy /.:¢é<w; paron-
ként diszjunkt intervallumrendszert 4’-ben. Ekkor |I;|=8;, ha {<w,. Ezért mind-
egyik I.-bdl kivalaszthatunk egy «.€1: elemet tigy, hogy o, I, felhalmozddasi
pontja a valds szamok topoldgiajaban. Legyen 4”= {«::{<w,}. Ez egy &; szamos-
sagi halmaz, és igy a (ii) tulajdonsag (iii) kovetkezménye szerint 1éteznek olyan
E#n<o; rendszamok, melyekre o <o, és egyszersmind o;<o,. (Kiilénben A”
< megforditdsaban hasonlé volna <-hez.) Ekkor nyilvan léteznek olyan Bc I,
Ccl, |B|=|C|=8,; halmazok, melyekre p<y teljesiil tetszbleges PB€B, y€C
parra. Miutan ez nyilvan igaz < helyett <-al, B, C kielégitik (1) kirovasait.

Hatra van még egy, a (2) feltételeit kielégité rendezett halmaz konstrukcidja.

Az ilyen halmazokat Specker-tipustiaknak nevezik. Vazolunk egy az irodalombdl
jOlismert konstrukcidt:

Az R halmaz olyan r fiiggvényekbdl all majd, amelyek egy megszamlalhato
o rendszdmot képeznek a raciondlis szamok halmazaba. R,:a<m, olyan fiiggvé-
nyekbdl all, amelyek o-t képezik szigortian monoton mddon a racionalis szamok
halmazdba. R,-t o szerinti transzfinit rekurziéval definialjuk.

Tegyiik fel, hogy a<aw;, és Ry-t <o esetén mar definialtuk ugy, hogy 0<|R;|=
={, €s valahanyszor y<p, re€R,, p raciondlis és sup{r(n):n<y}<p, mindig
létezik olyan s€ Ry, melyre rcs és sup{s(n):n<p}=p. Ekkor nagyon kdnnyl
latni, hogy kivéalaszthatd egy olyan megszamlalhato R, halmaz, melyre R, «
hosszaségli ndvekvé sorozatokbdl all, és amelyre valahdnyszor f—<o, reRy, p
racionalis szam, sup{r(n):n<p}<p, mindannyiszor létezik olyan s€R,, melyre
rcs és sup{s(n):n<oa}=p. Ez definidlja az R,:x<w,; halmazokat.

Legyen R= |J R,. Ekkor |R|=8&;. R < rendezését igy definidlbatjuk: Ha

a=wm;
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s, F€R, akkor s<r alljon akkor és csak akkor, ha vagy scr vagy s(n)<r(n),
ahol 5 a legkisebb olyan rendszam, melyre s(y)#r(y). Nagyon konny( igazolni,
hogy ez rendezés és az (i), (ii) tulajdonsagok is rutin médon igazolhatdk.

Megjegyzés: A feladatban megfogalmazott allitdis R. Laver eredménye.
Megoldottak: Komjdth Péter, Lempert LdszIo, Ruzsa Imre.
Részben megoldotta: Totik Vilmos.

2. feladat
1. megoldds. Ha a tekintett fliggvények szamat A,-nel jeloljiik, akkor koziilik

azok szama, amelyek az 1 értéket / kiilonb6z6 helyen veszik fel, (';] A, ;-lel

egyenl3. Mivel mindegyikiik felveszi valahol az 1 értéket, kapjuk, hogy n=1 esetén

4,= 3 (4= Z (1) 4-

1=1
A ;
A B,,=71'ﬂ jeloléssel By=1 ¢s

n—1 l

B wnr ™

, 1 ’ < £ SN
B,<2" igy !z§<3 esetén a > B,z" sor abszolut konvergens. Hatarértékét f(z)-vel
k=0

jelolve, igy elvégezhetOk az alabbi atalakitasok:

f(2) = Z'B,,z O, AT gé’ 1)'B,zn:1+§[ b ;znls,z

i£0 \n=itz (n—1)!

=14 3 (E—)Bd =14 -1 ),
1=0

ahonnan
1 miigels CRN =] LR LR )
f(@ == l_ez :k;;zkﬂ k; ;'n_zk-}-l.z _”g‘;[mkg; 2k+1]2
2
# I " R et
Igy B,,:;— T » amivel az allitast igazoltuk.
k=0

Balogh Zoltdn és Papp Zoltdan megoldasa alapjan

2. megoldds. Jeldlje s,; az {l,2,...,n} halmaznak az {l,2,...,i} halmazra
valo raképezéseinek szamat. Ekkor a tekintett fliggvények szdma

Az {1,2, ...,n} halmaznak az {l,2, ..., k} halmazba vald leképezéseit kétfélekép-
pen megszamlalva kapjuk, hogy
k
k" = .Z' [li] S'"'.
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igy azt kell bizonyitanunk, hogy

vagy masként irva (felhasznalva, hogy s,,+1=Sm+2=-..=0, €s kés6bbre hagyva
annak bizonyitdsat, hogy az alkalmazott atrendezés elvégezhetd)

k
ignl' Sni = j S'gl:]T Sni-

i=1|k=i k

(%)
2k+1
annak a valdszin(isége, hogy pénzdarabbal dobva az i+1-edik fejet a k+1-edik
dobéskor érjiik el), igy a jobb oldalon is minden s,; egyiitthatéja 1. A szdgletes z4-
réjelben all6 Osszegek abszolit konvergencidja azt is igazolja, hogy az el6bbi 4tren-
dezés helyes volt, ezért a bizonyitassal készen vagyunk.

A szbgletes zarGjelben egy negativ binomidlis eloszlas tagjainak dsszege 4ll (

Pdlfy Péter Pal megoldésa alapjan

Kiemelkedé megoldast adott: Komyjdath Péter.

Megoldottak: Bacsé Gabor, Balogh Zoltan, Bara Tamds, Beck Jézsef, Biré Ba-
ldazs, Bodndr Istvdan, Boros Endre, Czédli Gabor, Do Ba Khang, Fiiredi Zoltdn, Gondécs
Ferenc, Gyory Ervin, Hangya Laszlé, Hermann Péter, Kertész Gdbor, Kollar Janos,
Lempert Ldszlo, Mori Tamds, Pach Jdnos, Palfy Péter Pdl, Papp Zoltdn, Pham Ngoc
Anh, Reviczky Jdnos, Ruzsa Imre, Simdnyi Ndndor, Sliz Miklés, Somorjai Gabor,
Szabo Gyorgy, Székelyhidi LdszIo, Szendrei Agnes, Szendrei Mdria, Terjéki Jozsef,
Totik Vilmos, Turan Gyorgy, Tuza Zsolt,Ury LdszIlé, Veres Sandor, Wettl Ferenc.

Nem teljes megoldast adtak: Bajmdczy Ervin, Bezdek Kdroly, Garay Barnabads,
Horvdth Eszter, Kiss Emil, Seres Akos, Stachd LdszIld, Szabé Zoltan.

3. feladat

1. megoldds. S nyilvinvaléan idempotens. McLean tétele szerint (I. Clifford—
Praston: The Algebraic Theory of Semigroups I., AMS, Providence, R. 1., 1961)
ezért van S-en olyan @ kongruenciareldcid, hogy S/@ félhalo, és minden @
szerinti kongruenciaosztily derékszogli koteg. Konny( latni, hogy S/@ is ideal-
mentes, igy egyelemfi, tehat maga S derékszogli koteg. Mas szavakkal 1éteznek
olyan X és Y halmazok, hogy S izomorf azzal az (X XY; -) félcsoporttal, amelyen
a szorzast a kovetkezd szabaly szerint végezziik: (xq, y;)(Xs, ¥s)=(x1,Vs), ha
x;€X, y;€Y, i=1, 2. De masodik feltételiink akkor csak tigy allhat, hogy x és y
valamelyike egyelem{i, ami az allitast bizonyitja.

Szendrei Mdria

2. megoldds. A feltételekbdl konnyen adddik, hogy
(1) S idempotens, és
(2) S-nek barmely a és b elemeihez léteznek olyan x, y€S elemek, hogy b=xay.

Definialjuk a kovetkezd relaciokat S-en:

aLb‘:;f qab.=:a.

P} i e
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L nyilvanvaldan tranzitiv, és (1) miatt reflexiv is. Tovabba, ha a, b€ S-re aLb,
akkor (1) és (2) szerint szamolva

a = ab = axay = axay® = ay,
b = xay = xayay = ba,

azaz bLa. Ezzel belattuk, hogy L és R ekvivalenciarelaciok. L és R definicio-
jabol, valamint a feladat masodik feltételébdl addédik, hogy
(3) aLb és aRb egyszerre csak akkor allhat, ha a=b és
(4) minden a, b€ S elemekre aLb vagy aRb teljesiil.
De ekvivalenciarelaciokra (3) és (4) egylitt csak ugy teljesiilhet, ha L és R vala-
melyike a teljes SX.S relacid.

Ruzsa Imre

Kiemelked6 megoldast adtak: Komjdth Péter, Palfy Péter Pal, Staché Laszlo,
Szendrei Maria, Totik Vilmos.

Megoldottak: Bacsé Gdbor, Bara Tamds, Beck Jozsef, Bezdek Kdroly, Boros
Endre, Fiiredi Zoltdn, Garay Barnabds, Geréb Mihdly, Gydri Ervin, Hermann Péter,
Katona Endre, Kertész Gdbor, Kiss Emil, Kolldr Janos, Lempert LdszIlé, Mori Tamds,
Ruzsa Imre, Somorjai Gabor, Sonkoly Pdl, Székelyhidi Ldszlé, Szendrei Agnes, Tuza
Zsolt.

Nem teljes megoldast adott: Bajmdczy Ervin.

4. feladat

Jelolje Q a feladatban szerepld testek barmelyikét, és legyen G, a Q-beli
értékeket felvevé multiplikativ szamelméleti fliggvények csoportja. Jolismert modon
igazolhat6, hogy G, Abel-csoport. Megmutatjuk, hogy tetszéleges n természetes
szamra
(a)  Gg-ban korlatlanul vonhaté n-edik gydk, azaz a

(*) gogo..og =f (g ismeretlen)
n-szer
egyenlet minden f'€G,-ra megoldhatd, és
(b) Gy-ban az n-edik gyok egyértelmdi.
Valéban, legyen f és n adott. Ha g€G, megoldasa a (*) egyenletnek, akkor
tetszéleges p* (k=1) primhatvany helyen

f@H = Vil g(ph)...g(p*») = By g(p*)...g(p)+n - g(p"),
bl o G

és a multiplikativitds miatt
g(l)i=;

Ez a rekurzids képlet egyértelmiien meghatarozza g-t, (b) tehat teljesiil. Masrészt
konnyli szamolas adja, hogy a fenti rekurzidval definialt g (multiplikativ kiterjesz-
tése az Osszes természetes szamok halmazara) valdban kielégiti a (*) egyenletet,
azaz (a) is érvényes.

Végiil abbdl, hogy egy multiplikativ fiiggvény értékeit a primhatvany helyeken
eldirhatjuk, kovetkezik, hogy [Gg|=2%.

Ezzel készen éllunk a feladat allitdisanak bizonyitdsara. (a) miatt G, teljes
Abel-csoport, és (b) miatt torzidmentes is. Ezért (a teljes Abel-csoportok alaptételé-
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nek kovetkezményeképpen) izomorf a racionalis szamok additiv csoportjanak vala-
mely (diszkrét) direkt hatvanyaval. GQ szamossagara vonatkozd megjegyzésunk
alapJan ez a direkt hatvany 2% tényez6s. De a direkt tényez6k szama izomorfia
erejéig egyértelmiien meghatdrozza a hatvanyt, G, tehat nem fiigg Q-tdl.

Totik Vilmos

Kiemelked6 megoldast adtak: Komijath Péter, Pdlfy Péter Pdl, Papp Zoltdn,
Ruzsa Imre, Totik Vilmos.

Megoldottak: Bajmdczy Ervin, Balogh Zoltdn, Beck Jézsef, Biré Baldzs, Fiiredi
Zoltdan, Geréb Mihdly, Gydri Ervin, Hangya LdszIo, Kiss Emil, Kolldr Jdnos, Mori
Tamadas, Somorjai Gdbor, Szendrei Maria, Ury LdszIo.

Részben megoldottak: Garay Barnabds, Gondics Ferenc, Lempert LdszIo.

5. feladat
Legyen E=[0, 1] vagy E=[0, ) és legyen E= U E,, ahol E, véges mér-

ték{i mérheté halmaz, és E,-n az {f,} sorozat konvergenc:aja egyenletes. Ilyen
{E.} sorozat Jegorov tétele szerint nyilvan létezik. Nyilvanvalé, hogy minden

k-ra ff létezik €s ff——llm /f,, ha F az E;, mérhetd részhalmaza. A p(G)=
_llm ff,, képlet E merheto G részhalmazain egy végesen additiv eljeles mér-

téket deﬁmal. Beppo Levi tétele mutatja, hogy az, hogy f f létezik és wu(G)= f Tt
E G

az FE minden mérhetd G részhalmazara, ekvivalens azzal, hogy u o-additiv is.
Ez utdbbi pedig kovetkezik abbdl az ismert ténybdl, hogy véges elSjeles mértékek
pontonként konvergens sorozatinak hatarértéke is véges eldjeles mérték (tehat
o-additiv is) [I. Halmos, Measure Theory, Springer Verlag, New York—Heidelber—

Berlin, 170. old. (14)]. Azt is be lehet 1atni, hogy f | fo—f =0 (n— =). Ezzel a fel-
E

adat els6é és harmadik kérdésére valaszoltunk. A feladat mésodik kérdésére nemie-

ges a valasz, amit pl. az f,(x)=n, ha Oéxé% esif() =0, ha %<x§1 fligg-

vénysorozat mutat.

Kiemelkedé megoldast adtak: Garay Barnabds, Lempert LdszIlé, Pach Janos,
Ruzsa Imre.

Megoldottak: Fiiredi Zoltdn, Géndics Ferenc, Gydri Ervin, Somorjai Gdbor,
Turan Gydrgy.

Nem teljes megoldast adtak: Balogh Zoltdn, Boros Endre, Kolldr Jdnos, Kom-
jath Péter, Székelyhidi LdszIé, Totik Vilmos.

6. feladat

J/-t6l csak a folytonossagot koveteljiik meg. Az
|f(x4+1)—2f(X)+f(x—t)| = M -1>
egyenldtlenség azt jelenti, hogy

)] JG+)-2f(X)+f(x—1) = M-¢*
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€s
2 f+)=2f(x)+f(x—1t) =—M - 2
teljesiil minden x-re és r-re. Legyen /,(x)=f (x)—% x2. Erre (1) szerint

hi(x+1) =2k (x) +hy(x—1) = f(x+1) =2 () +f (x —1) —Mt* = 0,

hy tehat olyan folytonos fiiggvény, amelynek Gsszes szimmetrikus méasodik differen-
cidi nem pozitivak. Az elemi analizisbdl ismert, hogy emiatt /, sziikségképpen
(aluirdl) konkdv. Ugyanilyen gondolatmenet adja (2)-b&l, hogy a /hy(x)=f(x)+

M ; ; -
—I—Tx2 segédfiiggvény pedig konvex. Tekintve, hogy konkav ill. konvex fliggvé-

nycknek léteznek a bal- és jobboldali derivaltjai és eleget tesznek a

(3) hi7(x) = hiP(x),
4) h§i7)(x) = hiP(x)
egyenldtlenségeknek, f() és f(+) is létezik, és

®) fO(x) = h{™) (x)+ Mx,
(6) fP(x) = h{H(x)+Mx,
(7 SO x) = hi7(x)— Mx,
(8) FO¥) = it (%)~ Ma.

(3), (5) &s (6) szerint £ =), mig (4), (7) és (8) szerint £ () =f(H), Vagyis f(-)=
=f(+), tehat f derivalhatd, és innen h, és h, is derivalhatok.

Mivel konkav [konvex] fiiggvény (féloldali) derivaltjai monoton csékkendk
[novekvok], x=y esetén

9 h()—hix) =f'M—-f"x)-M-(y—x) =0
és
(10) hs(¥) —hy(x) =f' () —f'(xX)+M-(y—x) = 0.

(9) és (10) osszefoglalhatdk az
lf'W=f'x)| = M|y—x|

alakba, ami ekvivalens a bizonyitanddval.
Stachd LaszIé

Kiemelkedd megoldast adtak: Bajmdczy Ervin, Komjdth Péter, Lempert LdszIo,
Méri Tamads, Pales Zsolt, Stachd LdszIo.

Megoldottak: Bacsé Gdabor, Balogh Zoltdn, Beck Jozsef, Bezdek Kdroly, Bodnar
Istvdn, Boros Endre, Czédli Gdbor, Do Ba Khang, Fiiredi Zoltdn, Geréb Mihdly,
Gonddocs Ferenc, Gyori Ervin, Hangya LaszIo, Ivanyos Gdbor, Kertész Andrads, Kertész
Gabor, Kiss Emil, Kolldr Jdnos, Pach Jdnos, Pdlfy Péter Pdl, Papp Zoltan, Pham
Ngoc Anh, Reviczky Jdnos, Ruzsa Imre, Simdnyi Nandor, Somorjai Gdbor, Sonkoly
Pdl, Szabé Gyédrgy, Székelyhidi LdszIé, Szendrei Agnes, Szendrei Maria, Terjéki
Jozsef, Totik Vilmos, Turdn Gydrgy, Tuza Zsolt, Ury Ldszlé, Veres Sdndor, Wettl
Ferenc.

Részben megoldotta: Sebd Andrds.

169



7. feladat
1. megoldas. Legyen
il E@=dta) e TGN <f ()

b—a ’ b'—a’
r = inf{c€(a, b):f'(c) =D}, r =sup{c’€(@’,b’):f(c)=D}
‘Célunk bebizonyitani, hogy r<r’. Tegyiik fel az ellenkezGjét. Ekkor
g <uat=pit=r=h=<b'

A derivaltfiiggvények Darboux-tulajdonsaga miatt f’(x) az (a,r) intervallumban
mindig D ugyanazon oldalara esik; feltehetjiik, hogy mindig f“(x)=D.
Hasonldképpen (r, b')(S(r’, b’))-ben f’(x) mindig D’ ugyanazon oldalan van.

1. eset: f'(x)=D" (r,b’)-ben. A kozépértéktétel miatt
Jr)=f(@=D(r—a), f(Ob')-f(r)=>D(b" —r).
Mivel definicié szerint
f(b)—f(a) =D(b—a), f(b")—f(a")=D'(b"—-a’),

ezért kivonassal

) fB)—f(@r)<D(b—r), f(r)—f(a’)<D'(r—a’).
Masrészt ugyancsak a kozépértéktétel szerint
)] fB)—f(r)=D'(b—r), f(r)—f(a")>D(r—a’).

Mivel b—r=0 és r—a’=0, ezért (1) és (2) bal oldalaib6l D=D’, jobb oldalaibdl
pedig D<D" kovetkezik, ami ellentmondas.

2. eset: f'(x)<D’ (r,b’)-ben. Hasonléan szamolva
D'(b—a’) <f(b)—f(a’) < D(b—a’),

innen tehat f'(b)<D’'<D<f"(a’). Legyen TE(D, D’), tigy hogy T#f’(r). A deri-
valtfiiggvény Darboux-tulajdonsaga miatt kell lennie az (¢, b) intervallumban
olyan t helynek, ahol f’(1)=T7. Ez azonban nem lehet sem (a’, r)-ben (mert ott
f/(x)=D=T), sem (r, b)-ben (mert ott f’(x)<D'<T), de t nem lehet r sem
(T valasztisa miatt), ami ismét ellentmondas.

Ruzsa Imre

2. megoldds. El6szor megmutatjuk, hogy érvényes a kovetkezd allitas:

Legyenek p, q, q" valds szamok, 1gy hogy p<q—<q'. Tegyiik fel, hogy az f(x)
valds fiiggvény a [p, q’] intervallumon folytonos és a belsejében differencidlhaté. Akkor
minden olyan r€(p, q) ponthoz, amelyre

f(@)—f(p) =f'(r)(g—p)
teljesiil, taldlhaté olvan r’€(p, q’) pont, hogy

@) —f(p)=f"(r")(q" —p)

LS P =r.
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Feltehetjiik, hogy f(p)=f(q¢")=0, kiilonben az

f(q")—f(p)

2=
fliggvénnyel végezhetnénk el az alabbi meggondolasokat. f(g)=0 esetén az allitas
nyilvanvalo, igy még azt is feltehetjiik, hogy f(¢)=0. Valasszuk az r€(p, g) pontot

ugy, hogy
(f(@)=)f(@)—f () =f'(r)(g—Dp).

Ha most f(r)=0, akkor az [r, g) intervallumban van olyan p” pont, hogy f(p")=0,
ezért a (p’,q’) intervallumban talalhaté olyan r’, hogy f’(r")=0, igy ezen r’
eleget tesz a bizonyitando allitas kirovasainak. Azt az esetet kell még megvizsgal-
nunk, amikor f(r)=0.

Jx)={()—(x—p)

Mivel
f'(r) s f(qq)__i(p) = 0’
van olyan p’€(r,q") pont, hogy az
J)—f(r)
Dy

differenciahdnyados nagyobb mint 0, azaz f(p’)=f(r). igy a (p’, ¢’) intervallum-
ban talalhat6 olyan ¢” pont, hogy f(¢”)=f(r). Ezért az (r, q”) intervallum alkal-
mas r’ pontjara f(r’)=0, most tehat ezen r” pont elégiti ki a bizonyitand¢ allitas
kovetelményeit.

Ratériink a feladat allitisanak bizonyitasara. Valasszuk a d€(a’, b) pontot

gy, hogy ! ; J
fb)—f(@) =f"(d)(b—a’).
A most bizonyitott allitast alkalmazva kapjuk, hogy létezik olyan ¢’ €(a’, b”) pont,

hogy
F®)—=f(@)=f(c)b —a’)

és ¢’>d, ¢és hasonldan adddik, hogy van olyan cé€(a, b) pont, amelyre

f(b)—f(a) =f"(e)(b—a)

és d=c, amivel a bizonyitast befejeztiik. A bizonyitasbdl az is lathatd, hogy a fel-
adat dllitasa az a=a’<b<b" és az a<a'<b=b" esetben is érvényes.
Sonkoly Pdl

Megjegyzés: A feladatban szerepld allitds Jan Voiculescu eredménye.

Kiemelked6 megoldast adtak: Garay Barnabds, Katona Endre, Ruzsa Imre,
Sonkoly Pal.

Megoldottak: Balogh Zoltdn, Bara Tamds, Beck Jozsef, Czédli Gabor,  Fiiredi
Zoltan, Geréb Mihaly, Gondocs Ferenc, Gyéri Ervin, Hermann Péter, Kertész Andras,
Kiss Emil, Kolldr Jdnos, Komjdth Péter, Lempert LdszI6, Mori Tamds, Pach Janos,
Pdlfy Péter Pal, Papp Zoltdn, Sebé Andrds, Seres Akos, Simdnyi Nandor, Somorjai
Gabor, Székelyhidi LdszIo, Szendrei Agnes, Szendrei Madria, Terjéki Jozsef, Totik
Vilmos, Turdn Gyorgy, Wettl Ferenc.

Nem teljes megoldast adtak: Bacsé Gdbor, Bajmdéczy Ervin, Bezdek Karoly,
Staché LdszIé, Szabé Gyorgy, Tuza Zsolt.
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8. feladat

1. megoldds. Azt mutatjuk meg, hogy barmely i-re és p-re
Upp = 0+t + o1
Ebbdl «o;,,=a; kovetkezik, s igy

a,'..',p = ot,--{-ot,-+1+ "‘+ai+p—l = p-ot,-.

Fenti allitasunk viszont abbdl kovetkezik, hogy

1 (G+p-DN+1 (i+p)N
ai+p:“(i+p_1)N+1+...+a(,'+p)NEW 2 a"+...+ 2 a,, E
n=1 n=1
1 (i+p=1N N 2N (i+p—1N
= W'N' a,= 2 a,+ 2 a,+..+ > A, =0+ 0+ ...+ Uy poi-
n=1 n=1 n=N+1 n=(i+p—2)N+1

Székelyhidi LaszIé

2. megoldas. Hasonldan, mint az el6z6 megoldasban, kapjuk, hogy

IV

i—1
(1) o= 2 0.
k=1

Most belatjuk, hogy tetszdleges i-re és p-re

(2) %itp = 2r1 de.
k=1

Valoban, p=1 esetén ez éppen (1), és ha p-re igaz (2), akkor igaz p+ 1-re is, mert

i+1 i i

=% —— =y =1

%4 pia = 2F kZ a = 2P [“i+1+k2 “k] o ot e
=1 =1 k=1

Mivel o;=0, ezért (2)-bdl «;,,=2P""a; és ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. Hasonlé médon megoldhatjuk a kovetkezd, t6bb szempontbol
altalanosabb problémat: Legyen {a,} nem-negativ tagli sorozat, amelyre valami-
lyen c-vel
1
(o 0 B
1

v
7

all

Definidljuk o;-t ugyanigy mint a feladatban. Mekkora a legnagyobb d, konstans,
amellyel minden ilyen sorozatra
(xi+p = pi

‘ 1
Wt i
teljestil? (A feladatban ¢ T )

Elészor olyan e,-t keresiink, amelyre

n
Anip =€, D a;.
i=1
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p=1 esetén az e, =c valasztas megfeleld. Mivel

n+1 n
an+p+1 = ep 21' ai zep(l—{—'c) .Zlvai’
i= i=

ezért célszerli e, ,=e(l14c¢), azaz e,=c(l+c)’~! vétele. Ekkor

(i+p)N N iN N ‘
Uiyp = P 4y = D ep-nyn+j 2 U = Cp-1yN+j| %is
n=(i+p—DN+1 ji=1 n=1 =

igy d, valaszthaté a kovetkezOképpen

N
d,= 3 c(1+0)@D¥+i-1 = (14+¢)®=D¥[(1+c)" —1].

ji=1

Konnyti latni, hogy ha a,-et az a,=1, a,=c(1+c¢)"~? (n=2) képlettel definialjuk,
akkor tetszOleges N ¢és p mellett a fent megadott d,-vel o,,,=d,u,, igy ez az
egyenlGtlenség nem élesithetd.

1 ;
A feladatban c=——1> 8y ott

N (p—1)N N N e
=) [[5) ]=een

1 R
esetén is d,=2P"1.

de még c=—
e még c=—

Ruzsa Imre

Kiemelkedé megoldast adtak: Bezdek Kdroly, Bodndr Istvdan, Fiiredi Zoltdn,
Komjath Péter, Lempert LaszIlé, Méri Tamds, Pach Janos, Pdlfy Péter Pdl, Reviczky
Jdnos, Ruzsa Imre, Sebé Andrds, Simdnyi Nandor, Székelyhidi LdszIlé, Totik Vilmos,
Ury LaszIo.

Megoldottak: Bacsé Gdbor, Bajméczy Ervin, Balogh Zoltan, Beck Jozsef, Biré
Baldzs, Boros Endre, Buza Antal, Czédli Gabor, Do Ba Khang, Garay Barnabds,
Geréb Mihdly, Gondocs Ferenc, Gyori Ervin, Hangya LdszI6, Hermann Péter, Hor-
vdth Eszter, Illés Gabor, Ivanyos Gdbor, Kertész Andrds, Kertész Gabor, Kiss Emil,
Kollar Janos, Kornai Jdnos, Pdles Zsolt, Papp Zoltin, Pham Ngoc Anh, Seres Akos,
Sliz Miklés, Somorjai Gabor, Soés Csaba, Stachdé Ldszlé, Szabé Gyérgy, Szendrei
Agnes, Szendrei Mdria, Terjéki Jozsef, Turan Gyorgy, Tuza Zsolt, Veres Sdndor,
Wettl Ferenc.

9. feladat
Az y=[l,+ct*]Px’ jeloléssel a feladatban szereplé (*) egyenlet a vele ekvi-
valens

pi H
i
T
= R
N
alakba irhaté. Az utdbbi rendszerre a Picard—Lindelof-tételt alkalmazva kapjuk,

hogy a (*) egyenlet x(zy)=x,, x'(z,)=0 (tOEO, |x0]<%] kezdeti feltételeket kielé-

y =—g[ly+ct*]sinx [(t =/0; x| =<
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gité x(z) megoldasa létezik a 7, pont egy jobb oldali kérnyezetében. A | hatarig
folytathatdsag” tételébol (1. L. Sz. Pontrjagin, K6zonséges differencialegyenletek,
Akadémiai Kiadé, Budapest, 1972.) az is kovetkezik, hogy ha x(z) létezik a [z, T)

(T'< <) intervallumon, de jobbra tovabb nem folytathatd, akkor lx(t)|—>£, ha

t—~T—0, hiszen a (*) egyenletbdl koénnyen lathatd, hogy x’(z) korlatos minden
korlatos intervallumon.
Vezessiik be az [(t)=1[,+ct* jelolést, ¢s tekintsiik a

e eiel)i= Lgt) (x")2+2(1 —cos x)

fiiggvényt, amely az I(¢t)=I[,+ct* térvény szerint valtozé hosszusagi matematikai
inganak a teljes ,,mechanikai energiajabdl” I(t)/2-vel valo osztassal adédik. A (%)
egyenletet felhasznalva differencialassal kapjuk, hogy v(7)=V(1, x(t), x'(t)) mo-
noton nem-névekvd fiiggvény. Ezért

2 > v(ty) = 2(1—cos x) = v(t) = 2(1 —cos x(1)),
T
2
létezésének feltételezése ellentmondashoz vezetett. Tehat az x(f) megoldas értel-
mezve van a [f,, o) intervallumon.

A feladat masik allitisdnak bizonyitdsdhoz induljunk ki a (*) egyenlet kétszeri
integralasabdl az x(z,)=x,, x'(t,)=0 kezdeti feltételek figyelembevételével adddod

ami kizarja azt, hogy |x(#)|-—=, ha t—T—-0, vagyis a fenti tulajdonsagii 7<=

t 1 s :
x(t) = xo—gtf W]—zzf [1o+ ¢t sin x(7) dz ds
azonossagbol. Ha «=2, akkor

co 1 t

=———0 [ [ly+cs*]ds dt < <o,
I-[ [l +-cee)? ;[[0
tehat elég nagy #,-ra

: 1 ; [Xol
x()| = |xo| — — [ [[y+ct*]drds > —
()] = [xo g,of[lo+cs’l",o/[° ] ;

a [t,, =) intervallumon, amelybél nyilvan kovetkezik a feladat masodik allitasa.
Megjegyzés. Bebizonyithatd, hogy ha 0<=x=2, akkor a (*) egyenlet tetszble-
ges olyan x(7r) megoldasara, amely értelmezve van a [7,, e«) intervallumon, tel-
jesiil a
’lirg x(1)y=0

relacid (I. Hatvani L., Az allapothatarozok egy részére vonatkozé attraktivitas fel-
tételei, Prikladnaja matematika i mechanika, Moszkva; megjelenés alatt).

Kiemelkedé megoldast adtak: Bajmdczy Ervin, Lempert LdszIo, Terjéki Jozsef,
Totik Vilmos.

Megoldottak: Fiiredi Zoltdn, Komjdath Péter, Ruzsa Imre, Somorjai Gdbor,
Szendrei Agnes, Szendrei Mdria.

Kissé hianyos megoldast adott: Kiss Emil.

174



10. feladat

1. megolddas. Ha T Onadjungalt, akkor ortogonalis projekcio- operator s
ezekrdl jol ismert, hogy normajuk 1 vagy 0. Forditva, legyen IT]=1 és x tetszo-
leges eleme a térnek. Nyilvan minden p szamra igaz, hogy

[uPITx|? = |uTx—(x—Tx)|* = —2Re [u(Tx, x =T x)]+ |u| T x|+ || x — T x||.
Tehat

Re[u(Tx, x—Tx)] = —= : le T'x|2.

Ez viszont csak tgy allhat, ha
Tx, x=Tx)=

Ebbdl pedig mar egyszertien és ismert mddon adddik, hogy T*=T.
Megjegyzés. A bizonyitas jo valds és komplex térre is.

2. megoldas. T magja (zérusaltere) a 7%=7 tulajdonsag miatt az (I—T)x
alaku elemek halmazaval azonos, ahol x atfutja a tér Gsszes elemét. JOl ismert tény,
egyébként konnyen ki is szamithatd, hogy az (/—7)x altér ortogondlis kiegészi-
téje az I—T* magja. Székefalvi-Nagy Béla egyik ismert eredménye alapjan (l. pl.
Sz.-Nagy—Foiag: Harmonic Analysis of Operators on Hilbert Space, Akadémiai
Kiadé Budapest, North-Holland Publishing Company Amsterdam—ILondon, 1970)
a |T|=1 egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy T és T* invaridns elemei ugyan-
azok. Tehat I—T7* magja megegyezik /—7 magjaval, ami pedig 7 értékkészle-
tével egyezik meg (ez utdbbi most az (I—T7)*=I—T tulajdonsagbdl kdvetkezik).
Tehat minden x-re

Tx,x—Tx) =

amibdl az allitds mar kovetkezik.

Megoldottdk: Bacsé Gdbor, Bajmdczy Ervin, Balogh Zoltin, Bara Tamds, Beck
Jozsef, Czédli Gabor, Do Ba Khang, Eller Jozsef, Fiiredi Zoltdn, Geréb Mihdly, Gon-
dics Ferenc, Hermann Péter, Katona Endre, Kertész Gdbor, Kiss Emil, Komjdth
Péter, Lempert LaszIé, Mori Tamds, Pach Janos, Pdles Zsolt, Pdlfy Péter Pdl, Papp
Zoltdn, Reviczky Janos, Ruzsa Imre, Seb6 Andrds, Somorjai Gdbor, Staché LdszId,
Szabé Gyorgy, Székelyhidi LdszI6, Szendrei Agnes, Szendrei Mdria, Terjéki Jozsef,
Totik Vilmos, Turdn Gyorgy, Ury LdszIo, Veres Sdndor, Wettl Ferenc.

Nem teljes megoldast adtak: Boros Endre, Garay Barnabds, Pham Ngoc Anh.

11. feladat

Tekintsiik azt a G grafot, amelynek szégpontjai az {l,2,...,n} halmaz
elemei, és amelyben az i és j pontokat akkor koti Gssze €1, ha nem teljestil

(1) H(X;+ X)) 5—13—

G hurokmentes, mert minden i-re

rsnn H(Xp).

Ll
H(X;+X)=H(X)= 7 min, H(X)).
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Megmutatjuk, hogy G-ben nincs haromszog. Legyenek i, és [ kiilonbozé elemei
az {1, 2, ...,n} halmaznak. Nyilvan

= 2 (Xt X+ LK+ XI—1X,+ X,

igy
& H(X) = H(X;+ X;]1+[ X+ X]-[X;+ X)) =
= HX;+ X))+ H(X;+ Y]+ H(X; + X)) = '
= 3max {H(X;+ X)), H(X;+ X)), H(X;+ X))},
ahonnan

< min H(X) =  HOX) = max (H(X+ X)), H(X+ X), HOG+ X))

tehat az i, j, | szogpontok kozott valéban van kettd, amelyeket nem kot Ossze él.
Turan Pal egy ismert tétele szerint (] Mat. Fiz. Lapok 48 (1941) 436—452) egy

ilyen G graf éleinek szama legfeljebb T gy azon (i,j) parok szima, amelyekre

2
(1) teljesiil, legaldbb n>—2 ”T = ”7
Komjdath Péter
2

Megjegyzések: 1. Az % nem javithaté. Legyen ugyanis X olyan valdszintiségi

valtozd, amelyre H(X)#0, és legyen
X = X[,,] =10

Akkor 1§i§%<j§n esetén és 1§j§%<i§n esetén, azaz Osszesen l%] @7
parra H(X;+X;)=0.
2. A

o) H(X;t X)) = 5 min {H(X)}

egyenlbtlenség teljestilésével kapcsolatban vizsgaljuk meg az alabbi példat.
Legyenek egy szabalyos dobd-oktaéder lapjaira (fekete, zold, kék és piros szin-
nel) a kovetkezd szamok festve:

l.lap 2. lap 3.lap 4.lap S.lap 6.lap 7.lap 8. lap

fekete 1 2 3 - 5 6 8
z6ld 7 8 5 6 3 4 1 2
kék 4 3 2 1 8 7 6 5
piros 6 5 8 7 2 1 4 3
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Dobjuk fel egyszer a dobd-oktaédert, és legyen (%-szer ismételve)

B EE e a dobott fekete szam,
ry
Xn 35X s weny Xu adobott z8ld szam,
—+1 —+2 =2
4 4 2
X 5 X yue Xan @ dobott kék szam,
'2—+1 ?+2 o5

X&H, Xﬂw’ ..., X, a dobott piros szam (n=4k; k=0, egész).
4 4

Most H(X;)=3, de ha X; és X; kiilonb6z6 szinli dobast mutat, akkor X;+ X; csak
2 kiilonboz6 erteket vesz fel egyforma valésziniiséggel, ezert H(X;+X; )—1 s igy

azon (i,j) parok szama, amelyekre (2) teljesiil minddssze T
Palfy Péter Pl

Kiemelked6 megoldast adtak: Gdndocs Ferenc, Gydéri Ervin, Komjdath Péter,
Palfy Péter Pdl, Ruzsa Imre, Totik Vilmos.

Megoldottak: Bajmdczy Ervin, Balogh Zoltdn, Bara Tamds, Beck Jozsef, Fiiredi
Zoltan, Lempert LdszIo, Mori Tamds, Pach Janos, Somorjai Gabor, Turdn Gyérgy.

Részben megoldottak: Garay Barnabds, Szabé Gyorgy.

12. feladat

1. megoldds. Legyen P Kitiintetett lapja S, és tegylik fel, hogy P-nek n csticsa
van S-en kivill. n szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. n=1-re az allitas nyilvan-
vald. Legyen n=1. Konnyen lathatd, hogy P ¢élgrafjabol az S-en levd éleket el-
hagyva fat kapunk. (Képzeljiik el ugyanis, hogy a poliéder egy égitest, amelynek
élei gatak, S lapjat viz fedi, tobbi lapjai pedig tires medencék, és robbantsuk fel az
S-t hatarol6 gatakat.) Ezért P-nek van olyan B csticsa az S-en kiviil, hogy a B-bdl
kiindulé élek végpontjai egy kivételével S-en vannak. Jeldljiik a kivételes végpon-
tot C-vel, a tobbieket pedig S koriljarasanak megfelelé sorrendben A, A4,, ...

., A,-mel. Legyen végil A4, ill. A4,,, az S-nek az el8bbi koriiljaras szerint
A,-et megeldzd, ill. A,,-re rakovetkezd pontja. (m=3-ra l. az abrat.)
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Ha most a CB félegyenes metszi S sikjat egy A pontban, akkor egészitsiik
ki a P poliédert az AA, ... A,B gulaval egy P’ poléderré. P’ nyilvan maga is
konvex és kielégiti a feladat feltételét, viszont B mar nem csucsa, igy az S-en ki-
viil fekvd cstcsainak szama n—1. Az indukciofeltevés szerint S €éleibdl kivélaszt-
haté egy a feladatban mondott tulajdonsagokkal rendelkezd poligon. Aszerint, hogy
ez a poligon az A csucson rendre az A,AA,, .1, AgAC, vagy CAA, ., sorrendben
halad at, helyettesitsiik benne A helyére rendre az A, ... 4,.,BA,, A, A4,... 4,B,
BA,A, ..., A, utakat. Igy egy a P minden pontjan athalad¢ egyszerti, zart poligont
nyertiink. i

Ha CB parhuzamos S-sel, akkor legyen y olyan sik, amely metszi a BC
félegyenest, de amelynek nincs k6z0s pontja P-vel. Ha most lezarjuk a teret'egy w
végtelen tavoli sikkal és végrehajtunk egy olyan IT projektiv transzformacidt, amely
y-t w-ba viszi at, akkor a ITP poliéder teljes egészében a végesben fog elhelyezkedni,

és a (IIC)(I1B) félegyenes is a végesben metszi I1.S sikjat, ezért ismét alkalmazhat-
juk az el6z6 meggondolast.

Hasonldéan jarhatunk el akkor is, ha a BC félegyenes metszi S-et.

Géndocs Ferenc és Szabd Sdndor megoldasa alapjan

2. megoldds. Legyen a kitlintett lap A, és jeloljiikk G-vel azt a grafot, amit
a poliéder élei és csucsai altal alkotott grafbdl ugy nyertink, hogy elhagyjuk az 4-n
levs éleket. Ekkor G fa és G-nek az A-n kiviil fekvd csucsai legalabb harmad-
fokuak.

Valasszuk ki a P-nek tetszOleges B, lapjat, és B,-nek G-beli éleit szinezziik
(mondjuk kék szinnel). Tegyiik fel, hogy kivalasztottuk mar a By, B,, ..., B, lapo-
kat ugy, hogy (1) B;-nek és B;-nek nincs k6zOs csicsa, ha i) (i,j=1,2,...,r),
és (2) minden i-hez (i=1,2,...,r) van olyan G-beli él, amely Gsszekoti B;-t a
By, B,, ..., B,_; lapok valamelyikével. Felhasznalva, hogy G 0Osszefiiggd. kapjuk,
hogy ha P-nek van még olyan az A-n kiviili csticsa, amibe nem fut be szinezett él,
akkor koziiliik kivalaszthato egy olyan x csucs is, amelyet él kot Gssze valamelyik
B; (i=1,2,...,r) egy y csucsaval. Mivel x foka legalabb 3, x rajta van egy olyan
B, ., lapon, amelynek xy nem éle. Ha B, ;-nek volna olyan csucsa, amely egy-
tuttal csucsa valamelyik B;-nek (i=1, 2, ...,r) is, akkor ezen csucsok kozott volna
olyan z is, amelybe x-bél eljuthatunk G-beli éleken ugy, hogy kozben nem érin-
tiink egyetlen B;-hez (i=1,2,...,r) tartozé csticsot sem. Méasrészt az indukcio-
feltevés miatt x-bdl z-be eljuthatunk G-beli éleken 1ugy is, hogy kozben csak a
B;-khez (i=1, 2, ...,r) tartozd cstcsokat érintiink, ami ellentmond annak, hogy
G fa. Tehat a B,, B,, ..., B,,, lapok valasztasa is eleget tesz (1)-nek és (2)-nek.
Szinezziik most a B,,.; G-be esd éleit is.

Ezen eljaras befejeztével (ha még azokat az A-n fekvd éleket is szinezziik,
amelyek nincsenek rajta kivalasztott B; lapon) elérjiik, hogy P minden csiicsaba
fut be szinezett €él; ekkor a szinezett élek alkotjak a kivant tulajdonsagi poligont.

Do Ba Khang

Kiemelkedé megoldast adott: Totik Vilmos.

Megoldottak: Bajmdczy Ervin, Beck Jozsef, Czédli Gabor, Do Ba Khang, Gon-
décs Ferenc, Gydri Ervin, Hangya LdszIé, Katona Endre, Kiss Emil, Kolldr Jdnos,
Komjdth Péter, Lempert LdszIlé, Méri Tamds, Pach Jdnos, Ruzsa Imre, Sebé Andrds,

178



Simdnyi Ndndor, Staché Ldszlé, Szabé Sdndor, Székelyhidi Ldszlé, Szendrei Agnes,
Szendrei Maria, Terjéki Jozsef, Turdan Gyirgy, Tuza Zsolt, Wettl Ferenc.

Nem teljes megoldast adott: Bacsé Gdbor, Bara Tamads, Biré Baldzs, Fiiredi Zol-
tan, Garay Barnabas, Pdlfy Péter Pal, Papp Zoltdn, Szabé Zoltdn, Ury LdszIé.

CONCOURS COMMEMORATIF MIKLOS SCHWEITZER DE L’ANNEE 1975

1. Démontrer qu’il existe un tournoi <7, —> de puissance ¥, qui ne contient pas un
sous-tournoi transitif de puissance §,. (La structure <7, —=> est appelée tournoi, si — est
une relation binaire antiréflexive, antisymétrique et trichotome sur I’ensemble 7. Le tournoi
=T, — = est transitif, si — est une relation transitive, donc une relation d’ordre de T.)

2. Vérifier que le nombre des applications f: {1, 2, ...,n} —{1,2, ..., n} pour lesquelles f
admet toutes les valeurs j (1=j=i), si elle admet la valeur i, est exprimé par la formule

o k"
kgo Qk+1 d

3. Supposons que le semi-groupe S n’a pas un vrai idéal bilatére et que pour deux €léments
quelconques a, b€S I'un des produits ab et ba au moins est égal a I'un des éléments a, b. Dé-
montrer qu’alors ou bien ab=a pour tout a,b(€S), ou bien ab=b pour tout a, b(€S).

4. Montrer que les fonctions multiplicatives arithmétiques a valeurs rationnelles et a valeurs
rationnelles complexes engendrent des groupes isomorphes par rapport a I’'opération de convolution

fog
[(fog)(n) = I fdg (—Z—]] .

(Un nombre complexe est rationnel si sa partie réelle ainsi que sa partie imaginaire sont rationnelles.)
5. Soit {/,} une suite de fonctions intégrables au sens de Lebesgue sur I'intervalle [0, 1]

telle que la suite f f,. soit convergente pour tout sous-ensemble E de [0, 1] (n—<) et que

hm fo=f existe p.p. Démontrer que sous ces conditions f est intégrable et f f=11m f [y Peut-on

énoncer la méme proposition, si E ne parcourt que des intervalles, mais 1’ on suppose de plus que
f,=0? L’assertion du probléme reste-elle vraie si I’'on remplace [0, 1] par [0, <]?
6. Montrer que si, pour une fonction f réelle et dérivable et pour un nombre réel M=0,

on a
[f(x+2)=2f(X)+f(x—1) = M-12,
quels que soient les variables x et 7, alors

[/ (x+t)—f(x) = M-t
pour toute x et 7.
7. Soient a, a’, b, b de nombres réels tels que a<a’'<b<b’. Admettons que la fonction
réelle f(x) est continue dans l'intervalle [a, b'] et qu’elle est dérivable a I’intérieur de celui-ci.
Prouver qu’il existe de points c¢€(a, b) et ¢’€(a’, b’) tels que

f(b)—f(a) = f'(c)(b—a),
fW)—fla) = f'(c) b —a’)
etiic<=ch

8. Vérifier que si une suite {a,} a termes non négatifs satisfait a la condition
Za,,éNa (=12 i)
ou N est un nombre naturel donné et que
iN p
o = 2 a, (= 1,2 .5

n=(i-1)N+1

on a alors o;,,=p,a; (i,p=1,2,.
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9. Soient [y, ¢, , g de constantes positives et x(f) la solution de I’équation différenticlle

n
(%) (Mo +ct Py +glh+ersinx =0 120, —= <x< %

remplissant la condition x(f)=x,, X(f)=0. ((*) est I’équation du mouvement de la pendule
mathématique dont la longueur varie selon la loi /=1/,+ct*.)

Démontrer que x(z) est définie sur ’intervalle [y, <), ensuite que, dans le cas de «=2,
a chaque x,#0 on peut trouver un 7, tel que I'on ait

lim inf [x(7)| = 0.

10. Vérifier qu’on opérateur linéaire, idempotent de ’espace de Hilbert est autoadjoint, si
et seulement si sa norme est égale a 0 ou a 1.
11. Soient X;, X,, ..., X,, de variables aléatoires (non nécessairement indépendantes) discre-
2

n
tes. Il est a établir qu’il existe X couples (7,j) au moins telles que

1
HX;+X;) =— min {H(Xy)}
3 1=k=n
ou H(X) désigne I’entropie de Shannon.
12. Le polyedre convexe P a une face ayant une aréte commune avec chacune des autres
faces. Démontrer qu’il existe un polygone fermé simple formé de certaines aréte de P qui passent
par tous les sommets de P.
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FELADATROVAT

SZERKESZTI: CSASZAR AKOS

A feladatrovatnak szant kiildemények (minden feladat megoldasa kiilén lapon)
a kovetkezd cimre kiildenddk: Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, 1061 Budapest,
Anker kéz 1—3. A kit{izésre javasolt feladatok szerzdit kérjiik, hogy mellékeljék a
feladat megoldasat, valamint a feladat keletkezésének hatterét megvilagitd esetleges
észrevételeiket.

Kitiizott feladatok
201. Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagot:
M 0 L S DR BT |
Sl aC )
iy +2ig+...+ni, j=1 Lj: \J n

amelyben i;=0 egész szamot jelent.
Suranyi Janos

202. Készitendd olyan f=0 egyvaltozos fiiggvény, amely seholsem differencial-
hatd, de f? majdnem mindeniitt differencialhato.
Gerlits Jdnos

203. Legyen H az X halmazon értelmezett valds fliggvényekbdl allé halmaz.
H teljes affin hald, ha

(a) f, g€ H esetén max (f, g)€ H, min (f, g)€H, af+bcH (a, b valds),

(b) f,€H, f,—f esetén fcH.
Legyen barmely X-en értelmezett valés f fiiggvényre

Z(f) = {xeX: f(x) =0},
Z(H) ={Z(f): feH}.

és

Mutassuk meg, hogy egy X részhalmazaibdl allé6 S halmazrendszerhez akkor

és csak akkor talalhaté olyan H teljes affin hald, amelyre Z(H)=S, ha S o-
algebra. §

Csdszdr Akos
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Megoldott feladatok

192. feladat. Jelolje g(m) az m természetes szam kiilonbozé primfaktorai-
nak szamat, f(k) pedig legyen az a legkisebb szam, amelyre n=f (k) esetén

#(() =+

Bebizonyitandd, hogy
[ﬁ f)VE < e.

(Erdés Pdl és Szemerédi Endre)
Megoldds. A valamivel gyengébb
1) Iim f(k)/*=e

koo
egyenlGtlenséget igazoljuk.
Jegyezziik meg elGszor is, hogy adott =0 mellett elég nagy k-ra

(2) Jr () — e(1+é)k’

ahol =n(k) jeloli a k-nal nem nagyobb primszamok szamat. Valdban,

=Wlogk s

ku(k) i en(k) logk e k 3

és itt az utolsé kitevében allé tort a primszamtétel szerint k novekedtével 1-hez
tart.

Masodszor vegyuk észre, hogy ha P prlmszam n és k egészszamok, O<k<n,

tovabba egy egész i kltevore pi=k és p' osztdja az n(n—1)... (n— k+1) szor-

zat valamelyik tényezdjének, akkor p osztdja [ k]-nak.
Valdban, legyen j egész és p/=k<p/*l. A tekintett szorzatnak legalabb

tlz[;] tényezdje oszthatd p-vel; szemeljiink ki koziiluk #-et s ezek mindegyikét

osszuk el p-vel. Az eredeti szorzatnak legalabb t2=[§—2-] tényezGje oszthatd p°-tel,

igy a moédositott szorzatban még mindig van ¢, tényezd, amely p-vel oszthatd,
osszuk is el mindegyiket p-vel. Az eljarast folytatva a j-edik 1épés utin az eredeti

szorzatot p-nek
il e e k k

kitevdjli hatvanyaval osztottuk el, egy-egy tényezSt pedig legfeljebb p’-vel. Mivel
i=j+1, azért az eredeti szorzat még p'*+'-gyel is oszthatd. Masrészt jol ismert
(és éppen az elébbihez hasonlé meggondolassal bizonyithatd), hogy k! p-nek pon-
tosan a t-edik hatvanyaval oszthato.

Az allitas bizonyitasara térve, legyen 6=0 tetszéleges, 0<k<n cgészek, k-ra
teljesiilion (2), és n=e*+t9% k. Ekkor az n—k+1=m=n egyenlStlenségnek
eleget tevé egész m szamok mindegyikének van p' alakt osztdja, ahol p primszam,
i egész, és p'>k; ellenkezd esetben ugyanis m primtényezds felbontasaban csak
k-nal nem nagyobb primszamok szerepelhetnének, ilyen van (k) szamu, és mind-
egyiknek a fellépd hatvanya legfeljebb k lehetne, (2)-vel ellentétben.
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Vilagos, hogy az elébbi feltételek mellett a kiilonbézd m-ckhez kiilonbozd
p-k tartoznak. Eszerint masodik megjegyzésiinket felhasznalva kimondhatjuk, hogy

[Z)-nak legalabb k kiilonb6z8 primtényezdje van, mihelyt k eleget tesz (2)-nek
és n=el+dk+ k. Ez annyit jelent, hogy elég nagy k-ra

f(k) = e(1+6)k+k - e(1+5)k+ek <2e(1+6)k,
s innen
f(k)l/"' < 21/"6(1*”).
Ebbdl mar kovetkezik (1).
Szemerédi Endre

Megjegyzés. A feladat eredeti allitisa (= helyett — jellel) valdsziniileg igaz,
de bizonyitasa bizonyara igen nehéz. A kit(izék az (1) egyenlStlenség igazolasat szan-
tak feladatnak.

Szemerédi Endre

193. feladat. Legyen r=0, A és B a [—r,r] intervallum nemiires részhal-
maza, h=0 esetén A4, ill. B, az A ill. B halmaz / sugaru zart kdrnyezete (te-
hat a szimegyenes azon x pontjainak halmaza, amelyekre az 4 ill. B pontjaitdl
mért tavolsag also hatira =h), d(4, B) az A és B halmaz Hausdorff-tdvolsaga
(vagyis azon h szamok alsé hatara, amelyekre 4B, és Bc A4,), végil A jeldlje
a Lebesgue-féle mértéket. Kiszamitandé adott r és h mellett

A(Ay) —2(By)|

(1) d(A, B)

felsé hatara, mikozben 4 és B a [—r,r] intervallum olyan részhalmaz-parjait
futja be, hogy d(A4, B)#0.
(Gehér Istvan)

Megoldas. Vilagos, hogy az A, halmaz nem valtozik, ha A-t a lezarasaval he-
lyettesitjiik, és igy (1) is valtozatlan marad A-nak €s B-nek lezarasukkal vald helyet-
tesitésekor. Ezért (1) vizsgalataban zart 4, B haimazokra szoritkozhatunk. Ilyen-
kor konnyen lathatéan A,.,=(A4,),, tovabbd a d=d(A4, B) jeloléssel BcC A,.

Legyen most A és B az I=[—r,r] intervallumnak két zart részhalmaza, s
az el6bbi jeloléssel d=0. Szimmetriaokokbdl feltehetjiik, hogy A(4,)=Ai(B)).
Ekkor B,c(Ay),=A4:+, kOvetkeztében

A4 —2(B)| _ AB)—A(A) _ AAarr) =4(A))

d(A, B) = d i d

Itt az A, halmaz zart és 2h hosszasagu zart intervallumok egyesitése; ezért
minden komponense legalabb 2/ hosszisagu zart intervallum, és 4 korlatossaga
miatt csak véges szami komponense lehet, tigyhogy végiil is A4, véges szamu disz-
junkt, zart, legalabb 2h hosszlisagi [I® intervallum egyesitése (k=1, ..., n).
Ekkor viszont A,.,=(A4,), az (I®), intervallumok egyesitése, amelyeknek hossza
a megfeleld6 7®-k hosszdnal 2d-vel nagyobb, de mar nem okvetleniil diszjunktak.
Igy aztan

AM(Agen)—A(4y) = 2nd.

Figyelembe véve, hogy A,c[—r—h, r+h], sziikségképpen 2nh=2r-+2h, és egyen-
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16ség csak az n=1 esetben allhat. fgy n—1 <—;7 még az n=1 esetben is, és a mon-

dottak szerint (1) értéke nem lehet nagyobb, mint

{3
ahol ¢=0, ha % egész, egyébként c=1.

Megmutatjuk viszont, hogy (1) el is érheti a (2) értéket, és igy ez a feladat meg-
oldésa. Jeloljiik ugyanis (2) értékét 2m-nel. Ekkor 2nh<2r+2h miatt megadhaté
(—r—h,r+h)-ban n szami 2h hosszliisagt diszjunkt zart intervallum. Legyen A4
az ezek felez6pontjaibdl allé halmaz, tigyhogy A c(—r,r), s legyen d=0 olyan
kicsiny, hogy még A, is alljon, tovabba, hogy a felvett intervallumokkal kon-
centrikus 2/4+2d hosszisagi intervallumok is diszjunktak legyenek. Ha most
B=A,;, akkor

A(A4,) = 2nh, A(B,) = A(Ay4p) = 2nh+2nd

miatt e valasztassal (1) értéke éppen 2n.
Hunyadvdri LaszIo és Szdz Géza

A 193. feladat megoldasat bekiildte még Csdszdr Akos és Laczkovich Miklds.

194. feladat. Készitendé olyan kétvaltozds valds fiiggvény, amely a sikon
mindeniitt kétszer differencidlhatd, egy pontban lokalis szélsGértéke van (a szigoru
értelemben), elsérendii parcilis derivaltjai sehol masutt nem tiinnek el egyidejfileg,
és értékkésziete a valds szamok Osszessége.

(Csdszdr Akos)

Megoldds. Megmutatjuk, hogy f(x, y)=x%+)*(x+1)> megfelel a kdvetelmé-
nyeknek. Valéban, ez a fiiggvény akarhényszor differencialhaté. Ha x> —1 és
x24320, akkor f(x,y)=0, viszont f(0,0)=0, ugyhogy a (0,0) pontban szi-
goru lokalis minimuma van f-nek. Mivel

fo=2x43y2(x+1)% f, =2y(x+1)?

azért f, csak y=0 vagy x=—1 esetén tiinik el, marpedig x=—1 esetén f,=
=—2, y=0 esetén f,=2x. Mindebbdl latszik, hogy f.=f,=0 csak a (0,0)
pontban teljestil. Végiil f minden valds értéket felvesz, hiszen f(x, 1)=x>+(x+1)3
pontosan harmadfokt polinom.

Laczkovich Miklos

Megjegyzések. 1. Belathatd, hogy a feladat feltételeinek megfeleld f esetén a
H,={(x,y): f(x, y)=c} halmazok nem lehetnek mind &sszefiigg8k. Megadhaté
azonban olyan, a kikotéseknek megfelelé f, amelynél a H, halmazok legfeljebb két
komponensbdl allnak. Valdszintlinek latszik, hogy ilyenkor kell lennie olyan c-nek,
amelyre H, két nemkorlatos komponensbdl all. Ha azonban kétszeri differencial-
hatdsag helyett egyszerivel megelégsziink, akkor mar létezik olyan megoldas, amely-
nél a H, halmazok legfeljebb két komponensbdl 4llnak s ezek koziil legfeljebb egy
nemkorlatos.

Bogndr Mdtyds
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2. A fent kozolt megoldasra H,. két nemkorlatos komponensbdl all e>1 és
c<0 esetén, egy korlatos és két nemkorlatos komponensb6l O=c<1 esetén, és
négy nemkorlatos komponensbdl c=1 esetén. X

Csaszar Akos

A 194. feladat megoldasat bekiildte még Bogndr Matyds.

PROBLEMES PROPOSES

201. Démontrer l’identité suivante:

n 1 (x)i; o
5 H_‘(_)J‘=(x+:: l]’
i+ 2ig+...+ni, i=1 j

ou i;=0 désigne un entier.
J. Surdnyi

202. Construire une fonction f=0 d’une variable qui n’est nulle part dérivable mais pour
laquelle f? est presque partout dérivable.

J. Gerlits

203. Soit H un ensemble composé de fonctions réelles définies sur l’ensemble X. H est
un treillis affine complet si

(a) f, g€ H implique max (f, g)ec H, min(f,g)e H, af+bc H (pour a et b réels),
(b) fr€ H, f,—~f implique f¢c H.
Posons, pour une fonction réelle f définie sur X,

Z(f) = {xe X: f(x) = 0}
et

Z(H) ={Z(f):fe H}.

Démontrer que, pour un systéme donné S de parties de X, il existe un treillis affine complet
H tel que Z(H)=S si et seulement si S est une oc-algebre. P
A. Csdszar
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TARSULATI ELET

Jelentés a Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat 1975. oktdber 26-dn tartott tisztijité kozgyiilésérdl:

A kozgytilést Fejes Toth Laszlo elnok nyitotta meg. Megemlékezett az eimult harom éves peri-
6dusban elhunyt Kertész Andor, Koncz Karoly, Lérincz Pal tagtarsakrol. Bejelentette, hogy a koz-
gylési kiildottek szama 179 f6, melybdl 125-en jelen vannak, igy a kozgyilés hatarozathozatalra
képes.

A kozgyilés napirendje a kovetkezo volt:

. Megnyit6
. Fétitkari beszamolo
. Pénztarosi jelentés
Az ellen6rzé bizottsag jelentése
A jelolo bizottsag jelentése
. A fétitkari beszamolo és pénztarosi jelentés megvitatasa
. Valasztas
Sziinet
8. Lovasz Laszl6: Grafok ¢€s egyenlotlenségek (eloadas)
9. A jelentések feletti vita folytatasa

10. A Tarsulat alapszabalyanak modositasa

11. A tarsulati lapok szerkeszté bizottsagainak megbizasa

12. Az Elnodkségben képviselt négy vidéki tagozat kijeldlése

13. Kiildottek valasztasa az MTESZ Kozgy(ilésére

14. Inditvanyok

15. A szavazatszed$ bizottsag jelentése

16. Zarszd

A kiildottek a napirendet elfogadtak.

Ezutan az elndk felkérte Csaszar Akos fétitkart beszamoldja megtartasara.

NV B W~

1. Bevezetés

A kovetkezd jelentés célja, hogy képet adjon a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat mikodésé-
r6l az 1972. janius 30-an tartott kozgy(lés oOta eltelt idészakban, s egyben attekintést nyudjtson az
1972-ben megvalasztott vezetéség munkajarol.

A beszamolasi idészakban a Tarsulat a korabban hagyomanyosan kialakult iranyokban foly-
tatta tevékenységét, emellett néhany ujszer(i kezdeményez¢s is indult.

Az 1972-ben tartott vezetOségvalasztaskor a vezetGség munkajaba bevont fiatalok nagyban
hozzajarultak a Tarsulat célkitlizésének megvalositasahoz. Ennek az iranyzatnak tovabbi folytatasa
mindenképpen kivanatos.

2. A Tdrsulat szervezete

A Tarsulat munkajanak gerincét hagyomanyosan a szakosztalyok €s a vidéki tagozatok végzik.
A beszamolasi idészakban két Gjabb munkabizottsagot alakitottunk, az Emlékorzé Bizottsagot és
a Fels6oktatasi Bizottsagot.
Tarsulatunkban az el6z6 idészakkal megegyezden a kovetkezé harom szakosztaly mlikodott:
a) Tudomanyos Szakosztaly,
b) Oktatasi Szakosztaly,
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¢) A Matematika Alkalmazasai Szakosztaly.
Vidéki tagozataink a kovetkezok:
. Baranya megyei Tagozat
. Bacs-Kiskun megyei Tagozat
. Békés megyei Tagozat
. Borsod megyei Tagozat
. Csongrad megyei Tagozat
. Fejér megyei Tagozat
. Gy6ri Tagozat
. Hajda-Bihar megyei Tagozat
. Heves megyei Tagozat
10. Komarom megyei Tagozat
11. Nograd megyei Tagozat
12. Somogy megyei Tagozat
13. Soproni Tagozat
14. Szabolcs-Szatmar megyei Tagozat
15. Szolnok megyei Tagozat
16. Vas megyei Tagozat
17. Veszprém megyei Tagozat
18. Zala megyei Tagozat
Tobb tagozat keretében miikddik helyi csoport olyan varosokban, ahol a tarsulati tagok szama
a tizet meghaladja.

NN RN No VIS NV SR

3. Szakosztalyok
a) Tudomdnyos Szakosztdly

A Szakosztaly munkajanak zomét hagyomanyosan tudomanyos konferenciak és elado-
iilések szervezése jelenti. Az eldadoiilések nagy részét a MTA Matematikai Kutatointézetével
kozosen szerveztiik, ezeken féként kiilfoldi vendégek adtak elé. A Szakosztaly kiilondsen a vidéki
€s a budapesti matematikusok kozotti informaciocsere megjavitasara tett komoly lépéseket. E kez-
deményezés hatasa a legutobbi honapokban kezdett mutatkozni, de tovabbi agilis szervezé munka
kell még sikeres kibontakozasahoz.

A beszamolasi idészakban alakult meg a Szakosztaly vezetosége mellett mikodé Tudoma-
nyos Bizottsag. y

A Szakosztaly a Matematika Alkalmazasai Szakosztallyal kézosen ebben az id8szakban is
évenként megrendezte a Fiatal Matematikusok talalkozoéjat, (1974-t61 kezdve Csillag Pal nevét vette
fel) valamint a végz6 matematikusok klubestjét, melynek komoly szerepe van a tarsulati életbe valo
vonasukban.

A szakosztalyi munka keretébe tartozik a tarsulati konyvtar fejlesztése; ezt €s ezen beliil a tar-
sulati folydiratok cseréjét Székely Gabor iranyitja igen aktivan. A konyvallomany gyarapitasanak
legfébb akadalya a sz(ikos elhelyezés.

b) Oktatasi Szakosztdly

A Szakosztaly munkaja két részre oszlik: a tanarok és a didkok korében végzett munkara.
A jelen periodusban is vallalkozott a matematikatanitas korszer(isitésével foglalkozé nemzetkozi
rendezvények szervezésére.

Hagyomanyos vandorgy(iléseinket € periddusban is megtartottuk, 1972-ben a jubileumi van-
dorgyiilés egyik szekcidjaként. A vandorgyiilés 1974-t61 kezdve Ratz Laszlo nevét vette fel.

A Szakosztaly ebben az idGszakban is segitette a vidéki tagozatokat eléadasok, szakkérok szer-
vezésével.

A matematika tanitasaban és népszer(isitésében végzett kivalé munkaért adomanyozott Beke
Manoé Emlékdij odaitélésére vonatkozo javaslat kidolgozasa a Szakosztaly jelentds feladata, amelyet
igen lelkiismeretesen latott el. Orvendetes, hogy a korabbi idészakhoz képest jelentékenyen sikeriilt
megnovelni a kiilfoldi tanulmanyutra kiildott tanarok szamat.

A Szakosztaly évente megrendezte szokasos tanuloversenyeinket (1. 8. pont), tovabba rendsze-
resen folytak a Kozépiskolai Matematikai Délutanok, és folyamatosan miikodott az Ifjasagi Mate-
matikai Kor; az utobbi szamara a téli és a tavaszi sziinetben megrendeztiik (az E6tvds Lorand Fizi-
kai Tarsulattal kozosen) a szokasos haromnapos iilésszakokat, vidéki diakok bevonasaval.

Ugyancsak az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulattal k6zos rendezvényiink a végzé matematika-
fizika szakos hallgatok részére tartott klubdélutan. Ez a rendezvény is hatékonyan segitette a fia-
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A Szakosztaly vezetosége mellett mikodé Oktatasi Bizottsag tobbé-kevésbé rendszeresen fog-
lalkozott a matematikaoktatas olyan aktualis kérdéseivel, amelyekkel kapcsolatban tarsadalmi al-
lasfoglalas latszott sziikségesnek. Foglalkoztunk a tananyagcsokkentés kérdésével, a hazifeladatok
redukcidjaval, a modszertani folyoiratok atszervezésével, a kozos érettségi-felvételi irasbeli vizsgaval
(az utobbira vonatkozoé javaslatainkat a Fels6oktatasi Bizottsaggal kozosen dolgoztuk ki); € téma-
rol a Mivelddésiigyi Minisztériummal kdzosen ankétot is rendeztiink.

A Szakosztaly munkajanak nagy jelentGségli része a gimnaziumi matematikaoktatasi kisérlet
meginditasa. Erre a Tarsulatot a Miivel6désiigyi Minisztérium 1973-ban kérte fel. A kisérlet sok te-
kintetben az Orszagos Pedagogiai Intézet altalanos iskolaban végzett komplex matematikatanitasi
kisérletének az 0j altalanos iskolai matematika-tantervben is tiikroz0dé gondolatait viszi tovabb
a kozépiskolara. Alapelgondolasa ennek megfeleléen az, hogy a tanulokat a hagyomanyosan egyen-
16ségre, azonossagra, pontos értékre alapozott szemlélet mellett be kivanja vezetni a kombinatorikus
jellegi okoskodasmodba, az analizis altal elétérbe helyezett kozelits értékre és egyenlGtlenségre ala-
pozott szemléletbe, a tomegjelenségek leirasara alkalmas valOsziniiségi, statisztikai gondolkodas-
modba is. Emellett dontden épit a tanuldi aktivitasra, részben a hagyomanyostol alapvetéen kiilon-
boz6 modszerekkel (a tanulok gyakori aktiv egyéni vagy kiscsoportos munkéja, szorongasmentes
ora a mindsités hattérbe szoritasaval s ehelyett a tanulok onkritikajanak erdsitésével, a tanari munka
sulypontjanak az Ora szervezésére, a munka hattérbol valo iranyitasara torténd eltolasa stb.).

A kisérlet tervezetének kidolgozasat és a munka iranyitasat a Szakosztaly altal kikiildott mun-
kabizottsag a MTA Matematikai Kutatointézetének Didaktikai Csoportjaval egyiittmikodésben
végezte. Az 1973—74. tanévben 5, a kovetkezében 11 osztalyban folyt a kisérlet szamos lelkes pe-
dagogus részvételével. Az elokészitésre szolgald ido rovidsége szamos nehézség forrasava valt; ezek-
nek athidalasa a résztvevoktdl igen sok aldozatot kovetelt. A kidolgozott anyagok sokszorositasaban
a Fovarosi Pedagogiai Intézet és a MTA nyujtott jelentékeny segitséget. A kisérlettel kapcsolatos
problémak megyvitatasaban ismételten részt vett a MTA Elnodkségi Kozoktatasi Bizottsaganak Ma-
tematikai Albizottsaga is.

¢) A Matematika Alkalmazdsai Szakosztaly

E szakosztaly is elsésorban tudomanyos konferenciak és eléado iilések szervezésével fejti ki
tevékenységét. Kivanatos volna e tevékenység fokozasa.

A Szakosztaly a Tudomanyos Szakosztallyal egyiitt szervezte a Fiatal Matematikusok Talal-
kozoit, valamint a végzé matematikus hallgatok klubestjét.

A Szakosztaly korabban igen aktiv tanfolyamszervezo tevékenysége e periodusban lecsdkkent;
egy tanfolyam megszervezését vették tervbe, ez azonban tobbszori halasztas utan végiil is nem in-
dult meg. A Szakosztaly uj vezetSségének feladata annak vizsgalata, hogy a koriilmények alakulasa
folytan megsziint-e azigény a tanfolyamokra, vagy pedig sziikséges-e a korabbi eredményes tevékeny-
ség ujrakezdése.

A Szakosztaly jelent6s lépése volt a beszamolasi idészakban a matematika alkalmazasaiban
kiemelked6 tevékenységet végzé fiatal matematikusok jutalmazasara szolgald Farkas Gyula Emlék-
dij létesitésére vonatkozo javaslat, és az Emlékdij szabalyzatanak kidolgozasa. Az Emlékdijat elo-
szOr 1974-ben adtuk ki.

Felvet6dott, de a kdvetkez6 idészakban var megvalodsitasra az a gondolat, hogy a Szakosztaly
idénként szervezzen ankétokat a matematika alkalmazasaival kapcsolatos aktualis kérdések meg-
vitatasara.

Fontos szerepe van a Szakosztalynak abban, hogy kapcsolatot tart a matematika alkalmazasait
igényls egyesiiletekkel és mas szervekkel.

4. Vidéki tagozatok

Tagozataink az orszag teriiletét csaknem teljesen behalozzak; a Zala megyei Tagozat 1975-ben
alakult meg, és bizunk benne, hogy miikddését folyamatosan végezni fogja. Igy egyediil Tolna megyé-
ben nincs még tarsulati tagozat. (Pest megyei tagozatunk sincsen, azonban ennek feladatait a Tar-
sulat vezetdsége kozvetleniil latja el.) Viszont néhany tagozatunk muikodése igen szerény mértéki,
majdhogynem tisztan formalis. A jovore vonatkozod fontos feladatunk, hogy ezeket aktivizaljuk.

A tagozatok zomének tevékenysége elsosorban a tanarok pedagoOgiai munkajanak segitése €s
az érdekl6do tanulok osszefogasa, versenyeink megrendezése terén mutatkozik. Azokban a tagoza-
tokban, amelyeknek miikodési teriiletén egyetem is van, ezenkiviil a Tudomanyos ill. a Matematika
Alkalmazasai Szakosztaly tevékenységébe ill6 munka is folyik. Tobb tagozat szervez orszagos ver-
senyeinken kiviil helyi versenyeket is.

Nagyrendezvényeink szervezésében jelentss segltseget kaptunk tagozatainktol. A beszamolasi
idészakban kiemelendd e vonatkozasban a Heves megyei Tagozat (Nemzetkozi Altalanos-iskolai
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Matematikaoktatasi Konferencia, Operaciokutatasi Konferencia), a Hajdu-Bihar megyei Tagozat
(Jubileumi Vandorgylés, Szamelméleti Kollokvium, Differencialgeometriai Kollokvium), Sza-
bolcs-Szatmar megyei Tagozat (Kozépiskolai Matematikaoktatasi Konferencia), Csongrad megyei
Tagozat (algebrai minikonferenciak, Fiatal Matematikusok Talalkozoja), Gyéri Tagozat (Vandor-
gyllés), Baranya megyei Tagozat (Ratz Laszlo6 Vandorgy(ilés), Fejér megyei Tagozat Dunaujvarosi
Csoportja (Ratz Laszlo Vandorgytlés).

A Schweitzer Miklos Emlékverseny szervezését 1973-ban a Hajdu-Bihar megyei Tagozat végezte.

5. Allandé munkabizottsdgok

Koziilik kiemelked6 munkat végzett az 1972-ben létesitett Emlékorzé Bizottsag. Szambavette
az elhunyt kival6 matematikusok emlékének apolasa terén rank varoé feladatokat, javaslatokat tett
évfordulok megiinneplésére (Bolyai Farkas sziiletésének 200-adik, Ko6nig Gyula sziiletésének 125-
odik, Bauer Mihaly sziiletésének 100-adik, Rényi Kato sziiletésének 50-edik évforduldja), tevéke-
nyen kozremikodott elhunyt matematikusok sirjainak rendbehozatalaban és gondozasaban, java-
solt utca- és intézmény-elnevezéseket matematikusokrol. Széles korti mozgalmat kezdeményezett
annak érdekében, hogy kozépiskolai matematikai szakkorok elhunyt matematikusok nevét vegyék
fel, és névadojuk emlékét apoljak; az e téren elért szép eredmények kozott emlitést érdemel a Székes-
fehérvaron mikodoé Lazar Dezs6é Szakkor tevékenysége.

Ugyancsak 1972-ben hoztuk létre a FelsGoktatasi Bizottsagot a matematika felséfokt oktatasa-
ban jelentkezd, tarsadalmi megvitatast igénylé problémak megtargyalasara. E bizottsag tevékeny-
sége megindult, de egyeldre nem sikertilt atfognia az oly fontos témakor jelentékeny részét. Igen kiva-
natos, hogy a kovetkezo periodusban aktivabban mikodjék.

6. Nagyrendezvények
a) Kollokviumok

A Tarsulat a beszamolasi idészakban a kovetkezé kollokviumokat rendezte :

Eurdpai Statisztikusok Konferenciaja (1972. augusztus—szeptember, Budapest, 400 résztvevd),
a Matematika Alkalmazasai Szakosztaly szervezésében, a MTA és az International Statistical Insti-
tute tamogatasaval;

Nemzetkozi Altalanosiskolai Matematikaoktatasi Konferencia (1973. janius, Eger, 136 magyar
és 74 kiilfoldi résztvevd) az Oktatasi Szakosztaly szervezésében, a Mivel6désiigyi Minisztérium,
a Kulturalis Kapcsolatok Intézete és a Nemzetkozi Matematikai Uni6 Matematikaoktatasi Bizott-
saga tamogatasaval;

Végtelen és Véges Halmazok Kollokvium (1973. janius, Keszthely, 94 magyar és 124 kiilfoldi
résztvevd) Erd6és Pal hatvanadik sziiletésnapja alkalmabol, a Tudomanyos Szakosztaly szervezésé-
ben, a Nemzetkozi Matematikai Unio tamogatasaval;

Numerikus Modszerek Kollokvium (1973. szeptember, Keszthely, 56 magyar és 62 kiilfoldi
résztvevd) a Matematika Alkalmazasai Szakosztaly szervezésében;

Hatareloszlastételek a Valoszinliségszamitasban és a Statisztikaban Kollokvium (1974. janius,
Keszthely, 35 magyar és 45 kiilfoldi résztvevd) a Tudomanyos Szakosztaly szervezésében;

Operaciokutatasi Konferencia (1974. augusztus, Eger, 250 magyar és 80 kiilfoldi résztvevd)
a Matematika Alkalmazasai Szakosztaly szervezésében, a Magyar Kozgazdasagi Tarsasag Mate-
matikai Kozgazdasagtani Szakosztalyaval kozosen;

Differencialegyenletek Kollokvium (1974. szeptember, Keszthely, 87 résztvevd) a Tudomanyos
Szakosztaly szervezésében; Szamelméleti Kollokvium (1974. oktober, Debrecen, 28 magyar és 25
kiilfoldi résztvevd) a Tudomanyos Szakosztaly szervezésében ;

Diszkrétgeometriai Kollokvium (1975. junius, Tihany, 23 magyar és 18 kiilfoldi résztvevd) a Tu-
domanyos Szakosztaly szervezésében;

Informacidelméleti Kollokvium (1975. augusztus, Keszthely, 42 magyar és 54 kiilfoldi részt-
vevo) a Matematika Alkalmazasai Szakosztaly szervezésében;

Kozépiskolai Matematikaoktatasi Konferencia (1975. augusztus, Nyiregyhaza, 58 magyar és
54 kiilfoldi résztvevd) az Oktatasi Szakosztaly szervezésében, az Oktatasi Minisztérium és a Kultu-
ralis Kapcsolatok Intézete tamogatasaval;

Differencialgeometriai Kollokvium (1975. augusztus—szeptember, Debrecen, 40 magyar és 29
kiilfoldi résztvevé) a Tudomanyos Szakosztaly szervezésében.

A Csongrad megyei Tagozat a Jozsef Attila Tudomanyegyetemmel kozdsen évente rendezett
minikonferenciat az algebra egy-egy teriiletérdl (1972, Automataelmélet, 1973. Félcsoportelmélet,
1974 Haloelmélet, 1975. Univerzalis Algebra).
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Bevalt az a kezdeményezés, hogy kollokviumi terviinket tobb évre elore elkészitjiik, €s mas hazai
és kiilfoldi szervek terveivel egyeztetjiik. Ezt a tavlati tervet ebben az idészakban sem értelmeztiik
mereven, és ha a koriilmények kivantak, valtoztattunk rajta, de nagyobb tavlatra vonatkozoé elére-
lato tervezés a joviben is sziikséges lesz. Felmeriilt az a gondolat, hogy az egyes kollokviumok szer-
vezéinek munkajat megkonnyitsiik egy vezérfonal kidolgozasaval.

b) Vindorgyiilések

1972. augusztusaban a Tarsulat (mint az E6tvos Lorand Matematikai és Fizikai Tarsulat egyik
utdda) ujjaalakulasanak 25. évforduldja alkalmabodl debreceni vandorgytlésiinket a szokasosnal
lényegesen szélesebb keretek kozott tartottuk meg; az oktatasi szekcidban elhangzott 15 eléadas
mellett hat tudomanyos szekcioban 73 eléadas is szerepelt a programban. A résztvevok szama mint-
egy 450 volt.

A hagyomanyos keretek kozott megrendezett tovabbi vandorgyfiilések adatai:

1973. jalius, Gyér, kb. 500 résztvevo;

1974. jalius, Pécs, mintegy 380 résztvevod;

1975. jalius, Dunatjvaros, 354 résztvevo.

1973-t61 kezdve a régebben kialakult két szekciod helyett harom szekcioban folytak az eléadasok.

¢) Fiatal Matematikusok Csillag Pal Taldlkozdjat

az alabbi idépontokban és helyeken rendeztiik meg:

1973. janius, Szeged;

1974. janius, Bodajk;

1975. janius, Egervar.

Mindegyik talalkozot gazdag program, élénk vitak, barati 1égkor jellemezte.

7. Emlékdijak

A matematikai tudomanyos utanpétlas nevelésében kiemelked6 érdemeket szerzett kutatok ré-
szére alapitott Szele Tibor Emlékérmet 1972-ben Gallai Tibor, 1973-ban Rédei Laszlo, 1974-ben
T. S6s Vera nyerte el.

A matematika oktatasaban és népszerGsitésében elért kivald teljesitményiikért 1972-ben 7,
1973-ban 6, 1974-ben 6, 1975-ben 10 tagtarsunkat részesitettilk a Beke Man6 Emlékdijban. A mate-
matikai kutatomunka teriiletén kiemelkedd fiatalok koziil 1972-ben 9, 1973-ban 7, 1974-ben 7 tudo-
manyos fokozattal még nem rendelkez6 matematikust jutalmaztunk Griinwald Géza Emlékdijjal.

A beszamolasi idészakban alapitottuk a matematika alkalmazasai terén kivald teljesitményt
nyuajto ﬁgtalok jutalmazasara szolgalé Farkas Gyula Emlékdijat. Ezt 1974-ben 5 matematikusnak
itéltiik oda.

A jelentds 0nalld tudomanyos eredményt elért matematikus hallgatok részére alapitott Rényi
Katdé Emlékdijban 1973-ban 8, 1974-ben 9, 1975-ben 7 kivalé matematikai tehetségli egyetemi hall-
gatot részesitettiink.

Ebben az id6szakban is dijakat ajanlottunk a Tudomanyos Diakkorok Orszagos Konferencia-
jan bemutatott kivaldé matematikai palyamunkak jutalmazasara és a Pedagdgusképzé Intézmé-
nyek Szakmai Konferenciaja résztvevéiknek.

8. Versenyek

Minden évben megrendezett tanuloversenyeink :

Altalanos Iskolai Matematikai Verseny,

Arany Daniel Verseny a kozépiskolak I. és II. osztalya szamara,

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny matematikabol kozépiskolasok szamara,

Kiirschak Jozsef Verseny érettségizettek szamara,

Schweitzer Mikl6s Emlékverseny egyetemi hallgatok szamara,

Tanarképzo Foéiskolak Matematikai Versenye.

A versenyek dijait részben koltségvetésiinkbdl, részben a Mivel6désiigyi ill. Oktatasi Mmlsz-
térium tamogatasabol fedeztiik; a Schweitzer Miklos Emlékverseny dijait 1974-t6l kezdve Gaal
Jendné szives ajandéka révén évi 2000 Ft-tal tudjuk kiegésziteni.

A versenyek szervezését az e célra évente kikiildott versenybizottsagok végezték, a dolgozatok
javitasaba szamos kiilsé munkatarsat is vontunk be.
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A Kozépiskolai Matematikai Lapok pontversenyén legjobb eredményt elért tanuldkat az elmalt
id6szakban is a Miivel6désiigyi ill. Oktatasi Minisztérium altal rendelkezésre bocsatott keretbol
jutalmaztuk.

Ebben az idészakban is vallaltuk a Nemzetk6zi Matematikai Diakolimpian részt vevé tanuldok
felkészitését; a versenyen tanuldink minden évben szép szamu dijat érdemeltek ki.

9. Kiadvdanyok
a) Folydiratok

Tarsulatunk a kovetkezé folybiratok szerkesztését végzi:

Matematikai Lapok,

Kozépiskolai Matematikai Lapok (az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulattal k6zosen, a Mivel6-
désiigyi ill. Oktatasi Minisztérium tamogatasaval),

A Matematika Tanitasa (a Miivelddéstigyi ill. Oktatasi Minisztériummal kdzdsen),

Periodica Mathematica Hungarica.

A Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkesztését Bakos Tibor nyugalomba vonulasaval 1974-
ben Fried Ervinné, a Matematika Tanitasa szerkesztését pedig ugyanakkor H6di Endre vette at.

Lapjaink megjelenése minden igyekezetiink ellenére sem volt zavartalan, a nyomdai atfutasi
id6k novekedése ebben az idészakban sem sziint meg.

Gondot okoz, hogy a Matematika Tanitasa a papirtakarékossagi rendelkezések kovetkeztében
terjedelmét csokkenteni kénytelen; ez annal is fajobb, mivel a lap a ra harul6 sokoldala feladatokat
eddigi terjedelmében is alig volt képes ellatni.

Idegennyelvii tudomanyos folyoiratunk, a Periodica Mathematica Hungarica terjesztésével kiil-
foldon csak részben lehetiink elégedettek.

b) Kollokviumi kétetek

A legjobban sikeriilt kollokviumaink anyagit kozreadé Colloquia Mathematica Societatis
Janos Bolyai sorozatban a beszamolasi idészak alatt a kovetkezé kotetek jelentek meg:

Hilbert Space Operators and Operator Algebras

Ring Modules and Radicals

Inventory Control and Water Storage

Topics in Topology

Progress in Statistics (I. IL.)

Infinite and Finite Sets (I. IL. IIL.)

Limit Theorems and Probability Theory.
Elékésziiletben vannak a kovetkezd kotetek :

Progress in Operation Research

Topics in Number Theory

Lattice Theory

Differential Equations.

Mar ez a felsorolas is mutatja, hogy Tarsulatunk e tevékenysége milyen intenziven fejlédik.
E kiadvanyaink amellett, hogy hazai matematikai életiinket rangosan képviselik kiilf6ldon, nem utol-
s6 sorban megteremtik a Tarsulatunk célkit(izéseinek megvalositasara szolgald anyagi eszk6zok
jelentékeny hanyadat is.

c) Tanfolyami jegyzetek

A beszamolasi idészakban tjabb jegyzetek nem késziiltek, a régebben kiadottak egy része irant
azonban tovabbra is érdekl6dés mutatkozott; nem egy szakteriiletnek ma is ezek alkotjak egyetlen
magyar nyelven hozzaférhet6 forrasmunkajat.

10. Kapcsolatok mds szervekkel

A beszamolasi idészakban is tapasztaltuk a MTESZ vezetdinek allando érdeklSdését és segitd-
készségét Tarsulatunk problémaival kapcsolatban. Tarsulatunk javaslatara kovetkezé tagtarsainkat
tlintették ki e periodusban MTESZ-dijjal:

1973-ban Csaszar Akost, 1974-ben Péter R 6zsat.

A MTESZ tagegyesiiletei koziil tovabbra is sikeresen miikodtiink egyiitt az Eotvos Lorand Fizi-
kai Tarsulattal (a Kozépiskolai Matematikai Lapok fizikai rovatanak szerkesztése, az Ifjasagi Ma-
tematikai Kor konferenciainak és a végz6 matematika—fizika szakos hallgatok klubestjeinek kozos
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szervezése) €s a Neumann Janos Szamitogéptudomanyi Tarsasaggal (Operaciokutatasi Konferencia
szervezése). Az emlitett konferencia szervezésében részt vett a Magyar Kozgazdasagi Tarsasag is.

Tovabbra is sokoldaluan egyiittmikodtiink a Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai és
Fizikai Tudomanyok Osztalyaval is. Ennek keretében Tarsulatunk tamogatta 1973-ban a MTA és
a Kossuth Lajos Tudomanyegyetem altal rendezett Fiiggvényegyenletek és -egyenl6tlenségek c.
konferenciat és a MTA altal rendezett Szamitastudomanyi Konferenciat. Kozosen rendeztiink emlék-
iilést Bolyai Farkas és Ko6nig Gyula emlékére, tovabba a Magyar—Szovjet Miiszaki és Tudomanyos
Egyiittmikodési Egyezmény megkotésének 25. évforduldja alkalmabol. A MTA Matematikai Ku-
tatointézetével kozosen rendeztiink szamos eléado tilést, és nagy segitségiinkre volt az Intézet appa-
ratusa kiilonféle technikai jelleg(i (sokszorositas stb.) nehézségek elharitasaban is. Az Intézet Didak-
tikai Csoportjaval folyamatosan egyiittmiikodtiink a gimnaziumi matematikaoktatasi kisérlet meg-
tervezésében és iranyitasaban, s ugyanebben a munkaban nagy segitségiinkre volt a MTA Elnokségi
Kozoktatasi Bizottsaganak Matematikai Albizottsaga is.

A Miivelédésiigyi ill. Oktatasi Minisztériummal hagyomanyosan jO kapcsolataink ebben az
idoszakban még szélesebb teriileten bontakoztak ki. A szokasos tamogatason (folyoiratok kiadasa,
tanuloversenyek szervezése) és Tarsulatunk részérdl torténd véleményadason (kiilonféle oktatasi
kérdésekben) Kkiviil az oktatasi kisérlet iranyitasara valo felkérés is tanuUsitja azt a megbecsiilést,
amelyben a Tarsulatunkban tomoriilt pedagogusok munkajat a Minisztérium részesiti. Tamogatta
a Minisztérium nemzetkozi matematikaoktatasi rendezvényeinket is. Ugyanezekhez kaptunk tamo-
gatast a Kulturalis Kapcsolatok Intézetétdl is.

Az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem Matematikai Tudomanyos Diakkorének évente megren-
dezett nyari iskolait ebben a periddusban is tamogattuk anyagilag ill. szervez6 munkaval. A nyari
iskolak 1973-t6l mar mint a Természettudomanyi Karok Matematikai Tudomanyos Diakkoreinek
Nyari Iskolaja szerepelnek.

A Jozsef Attila Tudomanyegyetemmel kozds rendezvényeink a hagyomanyossa valt algebrai
minikonferenciak.

A Kossuth Lajos Tudomanyegyetem valamennyi Debrecenben tartott rendezvényiinket tamo-
gatta helyiségeinek rendelkezésre bocsatasaval. Jubileumi Vandorgytilésiink lebonyolitasaban segit-
séget kaptunk ezenkiviil a Debreceni Reformatus Kollégiumtol és a Nyirbatori Bathori Istvan Mu-
zeumtol is.

A KISZ Kozponti Bizottsagaval allandoan tartjuk a kapcsolatot az évente megrendezett diak-
kori konferenciadkon benydjtott kivalo palyamunkak jutalmazasara szolgalo dijak felajanlasa for-
majaban.

A Tudomanyos Ismeretterjeszté Tarsulattal is hagyomanyosan jo egyiittm(kodés alakult ki
a Kis Matematikus Korok iranyitasaban valo részvétel, illetoleg egyes eldadasok kozos megrende-
zése formajaban.

Ez az attekintés is mutatja, hogy céljaink megvalositasaban szamithatunk az egész tarsadalom
segitségére, de munkankat allandéan figyelemmel is kisérik, igy az elvarasoknak csak fokozott igye-
kezettel tudunk megfelelni.

11. Nemzetkézi kapcsolatok

Tarsulatunk az elmualt idészakban is jelentékeny részt vallalt a magyar matematika nemzetkozi
kapcsolatainak apolasaban.

A szocialista orszagokkal valo kapcsolataink gerincét ezekben az években is a testvérszervezetek-
kel kotott csereegyezményeink alkottak. A korabban megkotott csehszlovak, bolgar €¢s NDK csere-
egyezmény mellett ebben a periodusban mar miikodott a Lengyel Matematikai Tarsulattal kotott
hasonl6 egyezmény is. Ezeknek keretében tagtarsaink tudomanyos rendezvényeken vagy tanulmany-
utakon vesznek részt, és ugyanilyen céllal latjuk mi is vendégiil az érintett orszagokbol idekiildott
matematikusokat ill. matematikatanarokat is. Igen orvendetes, hogy ebben az idészakban az el6-
z06hoz képest lényegesen nagyobb szamban tudtunk tanarokat tapasztalatcsere céljabol kiutaztatni
az emlitett orszagokba.

Egyiittmikodési egyezményeinken kiviil igen korlatozott mértékii kiutazasi lehetéségeket biz-
tosit a MTESZ devizakerete is. Néhany hasznos utazast sikeriilt azonban ezen a modon igy is létre-
hozni.

Sok esetben tudtuk tagtarsaink kiutazasat az Gtiokmanyok beszerzésével ill. utikoltség-hozza-
jarulassal tamogatni. A szocialista orszagokba utazok részére a kinttartozkodasi koltségekhez is
modunk nyilt forinttamogatas formajaban hozzajarulni.

Mindezek eredményeképpen évente mintegy 35 kiutazast sikeriilt létrehozni ill. valamilyen
formaban tamogatni.

Nemzetkozi rendezvényeink szamanak megnovekedtével természetszeriien megndtt az ezeken
részt vevo kiilfoldi matematikusok szama is; legtobbjiik sajat koltségén érkezett, de a szakma legki-
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valobbjait Tarsulatunk latta vendégiil. Ezenkiviil évente mintegy 25 matematikust hivtunk meg
egy-egy eléadas tartasara.

Nemzetkozi kapcesolataink fejlesztésén a Kiiliigyi Bizottsag az elmult idészakban is koriilte-
kintéen munkalkodott. Eredményes munkajukat tiikrozi egy egyiittmiikodési egyezmény kiiszo6bon
allo megkotése a Jugoszlav Matematikai és Fizikai Tarsulattal.

A Nemzetkozi Matematikai Unioban (IMU) hazankat az IMU-Bizottsag képviseli. E bizottsag
tevékenységét az elmult idészakban elsésorban az IMU 1974-ben Vancouverben megrendezett kong-
resszusan, ill. az ezt megel6z6 IMU kozgylilésen vald magyar részvétel megszervezése jelentette.
A kozgyllésen hazankat két f6 képviselte, a kongresszuson Tarsulati kikiildetésben egy kiildott vett
részt, osszesen pedig sikeresen folytatott szervezés eredményeképpen mintegy hisz magyar részt-
vevot kiildtek ki kiilonbozé intézmények. A kozgyiilésen Szokefalvi-Nagy Bélat megvalasztottak az
Exchange Committee tagjanak, Suranyi Janost pedig ismét bevalasztottak a Nemzetk6zi Matema-
tikaoktatasi Bizottsag (ICMI) vezet6ségébe. A kongresszus felkért eléadoi kozott hazankbol ketten
szerepeltek (Hajnal Andras és Szemerédi Endre).

Az IMU anyagilag tamogatta a Végtelen €s véges halmazok témajarol rendezett kollokviumun-
kat, az ICMI pedig az altalanos iskolai matematikaoktatasrol rendezett konferenciat. Ugyancsak
anyagi tamogatast kapott az IMU-t6l két fiatal tagtarsunk a vancouveri kongresszuson valo rész-
vétel céljara.

Anyagi tamogatast kapott az Europai Statisztikusok Talalkozdja is, az International Statistical
Institute részérol.

12. A vezeté szervek miikodése

Az alapszabaly és az ligyrend keretei az elmult idészakban is megbizhatoan szabalyoztak a Tar-
sulat tigyvitelét. A Valasztmany évente kétszer, az EInokség a nyari honapok kivételével kéthavon-
ként iilt 6ssze. A korabbi periddushoz képest haladast jelentett (és az el6z6 tisztujitas valasztasainak
helyességét mutatja), hogy az Elnokség tagjai koziil aranylag kevesen maradtak az iilésektdl tavol.
Sajnalatosan nem mondhato el ez a Valasztmany tléseir6l; a jelen kozgy(lésen hatarozottan tore-
kedni kell olyan valasztmanyi tagok megvalasztasara, akik idot tudnak szakitani arra, hogy részt
vegyenek a Tarsulat munkajanak iranyitasaban.

Az Elnokség Osszetételében két valtozas kovetkezett be. Lemondas folytan megiiresedett a Ma-
tematika Alkalmazasai Szakosztaly alelnoki tisztsége, valamint a Kiiliigyi Bizottsag titkari funkcioja.
Az elébbi tisztség betoltésére a kovetkezd kozgylilésig Vincze Endrét, az utobbira Hamburger Pétert
kérte fel az EInokség. Az ideiglenes jelleggel, de hosszabb idére tavol levé tisztségviselok helyette-
sitését az alapszabaly rendelkezéseinek megfelelden oldottuk meg.

Ebben az idészakban is folyamatosan tajékoztattuk a Valasztmany tagjait a Tarsulatban folyo
munkarol az idékozonként kiadott tajékoztatokban. Ezek elkészitésében, de a fétitkari teendSk
sok mas vonatkozasaban is jelentés segitséget kapott a fétitkar Petruska Gyorgy tagtarsunktol,
akit az Elnokség erre 1974-161 kezdve felkért.

13. A kozponti appardtus munkdja

A fenti beszamoloban sokszor csak futdlag vazolt rendkiviil sokrétii tarsulati munka szervezése
a kozponti apparatus feladatait ebben az idGszakban is igen nehézzé és felelGsségteljessé tette. At-
menetileg ugyan, de nem kevéssé stlyosbitotta a helyzetet a Szabadsag téri épiiletbdl az Anker kdzbe
valo atkoltozésiink 1973 elején. Ezek az objektiv nehézségek is okoztak, hogy a tarsulati ligyintézés
sokaig igen nagy zokkendkkel folyt. A munka megjavitasat mindségi cserékkel sikeriilt elérni, s a ko-
rabban indokolt panaszok az ligyvitelre a jovében, erésen bizhatunk benne, nem fognak felmeriilni.

Ugyanakkor, amikor az apparatus jelen Osszetétele biztositja a folyamatosan sziikséges munkak
kell6 szakértelma intézését, kétségtelen az is, hogy egy-egy rendezvény szervezésében nem nélkiiloz-
heté ezutan sem az alkalmi munkaerdk igénybevétele. Ez azonban kell6 szervezéssel semmiképpen
sem megy az érdemi munka rovasara, s igy nem veszélyezteti feladataink végrehajtasat.

A pénztarosi jelentést Révész Pal megbizott pénztaros ismertette. A Tarsulat bevételeit az
MTESZ-t6] kapott allami tamogatas, a tagsag-tagdija, kollokviumok bevételei (részvételi dijak,
esetleg allami szervek tamogatasai), valamint a kollokviumi kiadvanyaink értékesitésébol befolyt
Osszegek alkotjak. Kiadasainkat a Tarsulati helyiségek fenntartasi koltségei, mikodési kiadasok,
kollokviumi kotetek el6allitasi koltségei és a konferenciak szervezési koltségei képezik. A kiildottek
kezében levs, pontos szamadatokat tartalmazo jelentés felolvasasa helyett kiemelte azt az 6rven-
detes tényt, hogy a Tarsulat éves negativ maradvanyai minden bizonnyal ez évben valnak pozitivva;
ezt tamasztja ala, hogy a kollokviumi kiadvanyokbol befolyt Osszeg 1975 elsé félévében az el6zd
évekének tobbszorose. Az Ellenérzé bizottsag jelentése kovetkezett, melyet Hosszu Miklos, a bi-
zottsag elnoke, olvasott fel: A Tarsulat Ellenérzd bizottsaga 1975. oktober 23-an tartotta iilését,
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melyen attekintette és megvitatta a fotitkari és pénztarosi jelentést. Megallapitotta, hogy a taka-
rékossagi intézkedések kovetkeztében az adminisztrativ kiadasok jelentésen csokkentek. Az alap-
szabalymodositasi javaslattal az Ellendrzé bizottsag egyetért. Megallapitotta, hogy a Tarsulat
konyvtara nincs kellokép kihasznalva; jobb propagandat kellene kifejteni hatékonyabb kihasznalasa
érdekében.

Rovid sziinet utan Suranyi Janos alelnok vette at az elnoklést és napirend-modositast jelentett
be: A Tarsulat alapszabalyanak modositasa kovetkezett. Ezt egyrészt a feliigyelet modjanak megval-
tozasa, masrészt a koltségvetés megallapitasaval kapcsolatos paragrafusok helyreigazitasa tette sziik-
ségessé. A Tarsulat feliigyeleti szerve az MTESZ, koltségvetését a jovoben a Kozgylés allapitja meg.
A Kozgyiilés ezt a jogat a kovetkez6 kozgyiilésig a Valasztmanyra ruhazza at.

A kovetkezGkben Schmidt Tamas, a jelold bizottsag elnoke, ismertette a bizottsag 0j tiszt-
ségviselokre vonatkozo javaslatat. Szolt a fontosabb tisztségeknél tortént valtozasokrol.

A szavazatszed§ bizottsagot a Kozgy(ilés a kovetkezdk szerint szavazta meg: elndk Hodi Endre;
tagok: Dékany Veronika, Foldes Antonia, Frank Andras, Jelitai Arpad, Komlos Janos, Knuth El6d,
Lovasz Laszloné, Narai Miklos, Székely J. Gabor, Sztokay Kalmanné, Thiry Imréné, Rejté Lidia,
Votisky Zsuzsa. Majd Hodi Endre ismertette a szavazas modjat.

A kovetkezé vitaban Kalmar Laszl6 tamogatta a fiatalok mozgositasara és a csere-eléadokra
vonatkozo fétitkari javaslatot. Inditvanyozta, hogy a Fels6oktatasi Bizottsag foglalkozzék a matema-
tikatanar képzés problémaival. Gonddcs Laszl6 hianyolta, hogy a tagsag egésze nem kap elég tajé-
koztatast a Tarsulat életérél. Nem tartotta elegendének, hogy az Oktatasi Szakosztaly munkajat
lényegében csak az évenkénti vandorgytilések megszervezése alkotja. Javasolta, adjon féorumot a Tar-
sulat az oktatas problémaival kapcsolatos kutatasok megbeszélésére. Turi Istvanné értékelte a Tar-
sulat elmalt periddusban végzett munkajat, kiemelve beléle az allami szervekkel vald kapcsolatok
jO alakulasat és a diakokkal térténd foglalkozast. Merza Jozsef felszolalasaban két javaslatot tett.
Meg kellene probalni a tagdij csekk mellett egy masodikat is kiildeni a tagoknak, melyen — kivan-
saguk szerint — felajanlhatnanak konkrét, altaluk meghatarozott célra forditandd Osszegeket. Az
eléadas-meghivok kikiildésének modjan is javasolt valtoztatast; gylijtse be a Tarsulat a Kiilonb6z6
intézmények matematikai targyu eléadasainak és szeminariumainak tervét, és tajékoztassa a tag-
sagot ezen rendezvényekrdl.

Ezutan kovetkezett a szavazolapok Kkitoltése és leadasa.

A délutani iilés Lovasz Laszl6 eléadasaval kezd6dott, majd folytatodott a vita. Lovasz Laszld
hozzaszolasaban a Tarsulat dijaival kapcsolatban felvetette azt a kérdést, nem csokkenti-e a dijak
erkolesi értékét nagy szamuk? »

Az elhangzott felszolalasokra Csaszar Akos valaszolt. Kiilondsen megfontolandonak tartotta
Merza Jozsef két javaslatat. Egyetértése jeléiil igéretet tett arra, hogy az 01j vezetéség igyekezni fog az
elhangzott javaslatokat megvalositani.

A kovetkezOkben a Kozgy(lés a tarsulati lapok szerkeszt$ bizottsagait bizta meg az alabbiak
szerint:

Periodica Mathematica’ Hungaricae: felelés szerkesztd: Turan Pal

szerkesztok : Alexits Gyorgy, Csaszar Akos, Fejes Toth Laszlo, Gyires Béla, Hajnal Andras, Hossz(i
Miklos, Kalmar Laszlo, Leindler Laszlo, Makai Endre, Moor Arthur, Péter Rozsa, Prékopa Andras,
Rapcsak Andras, Rédei Laszlo, Révész Pal, Rozsa Pal, Steinfeld Otto, Suranyi Janos, Szasz Pal,
Szendrei Janos, Szép Jend, Szilard Karoly, Székefalvi-Nagy Béla, Tandori Karoly, Vincze Istvan.

Matematikai Lapok :

felelos szerkeszté: Turan Pal

szerkeszték: Csaszar Akos, Fejes Toth Laszlo, Kalmar Laszlo, Pelikan Jozsef, Rapcsak Andras,
Suranyi Janos.

A Matematika Tanitdsa:

felel6s szerkeszté: Hodi Endre

szerkesztok : Acs Pal, Bereznay Gyula, Bige Istvanné, E16d Istvanné, Gondocs Laszlo, Kovacs Laszlo,
Molnar Jozsef, Némethy Katalin, Nyilas Dezs6, Peller Jozsef, Reményi Gusztav, Reményi Gusz-
tavné.

Kozépiskolai Matematikai Lapok :

felel6s szerkeszt6: Fried Ervinné

a szerkeszt6 bizottsag vezetdje: Tusnady Gabor
szerkesztok: Acs Pal, Bakos Tibor, Csirmaz Laszlo, Lukacs Otto, Petruska Gyorgy, Ratko Istvan,
Tolnai Jend. (Petruska Gyorgy tavollétében Lippner Gyorgy.)
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Majd Hodi Endre terjesztette el6 a szavazas végeredményét:

Elnék : Turan Pal

Budapesti alelnok : Suranyi Janos

Vidéki alelnok : Knoll Janos

Foétitkar: Csaszar Akos

Dundn inneni titkar : Palfy Sandor

Dundntuli titkar: Palmay Lorant

Pénztdaros: Hajnal Andras

Tudomdnyos Szakosztdly

EInok: Reévész Pal

Alelndk: Gyory Kalman

Titkar: Pelikan Jozsef

Matematika Alkalmazasi Szakosztaly

Elnok: Prékopa Andras

Alelnok: Vincze Endre

Titkar: Recski Andras

Olktatasi Szakosztaly

Elndk: Reményi Gusztavné

Alelnok: Békefi Zsuzsa

Titkar: Halmos Istvanné

Kiiliigyi Bizottsag

EInok: Fried Ervin

Titkar: Marki Laszlo

Tagok: Baké Zsuzsa, Bognar Janos, Csakany Béla, Hossz(t Miklos, Juhasz Istvan,

Petruska Gyorgy, Puskas Imréné, Szasz Domokos, Tamassy Lajos.

Pottagok: Rozsa Pal, Feny6 Istvan.

Ellenérzé Bizottsdg

Elnok: Gyires Béla

Titkar: Merza Jozsef

Tagok: Daroczi Zoltan, Makai Endre, Molnar Erné, Moor Arthur.

Fegyelmi Bizottsdg

Elnok: Szénassy Barna

Titkar: Lee Anna

Tagok: Bokor Géza, Medgyessy Pal, Pollak Gyo6rgy, Tomor Benedek.

IMU Bizottsag

Elnok: Szokefalvi-Nagy Béla

Titkar: Lovasz Laszlo

Tagok: Csaszar Akos, Fejes Toth Laszlo, Fodor Géza, Leindler Laszlo, Rapesak Andras, Suranyi
Janos, Szendrei Janos, Tandori Karoly, Turan Pal, Varga Tamas.

Valasztmdnyi tagok: Alpar Laszlo, Andrasfai Béla, Acs Pal, Babai Laszlo, Bakos Tibor, Baranya,i
Zsolt, Berkes Istvan, Hajnal Imre, Herczeg Janos, Katona Gyula, Kiss Barna, Kis Otto, Losonczl
Laszl6, Megyesi Laszlo, Nemetz Tibor, Posa Lajos, Reményi Gusztav, Reiman Istvan,
Sarkozy Andras, Scharnitzky Viktor, Schmidt Tamas, Szendrei Janos, Székely Gabor, T. Sos
Vera, Tusnady Gabor, Urban Janos, Varga Tamas, Vincze Istvan.

Vilasztmdnyi péttagok: Gyarmati Edit, Benczur Andras, Bognar Matyas, Domokos Géza, Gécseg
Ferenc, Kovacs Laszl6 Béla, Lippner Gyorgy, Szalay Mihaly, Leindler Laszlo, Pirkd Béla.

Az MTESZ kozgyilésére a Kozgy(ilés az alabbi kiildotteket valasztotta meg:

Csaszar Akos, Gyires Béla, Hajnal Andras, Knoll Janos, Petruska Gyorgy, Prékopa Andras,
Reményi Gusztavné, Révész Pal, Suranyi Janos, Szokefalvi-Nagy Béla, Turan Pal.

Most kovetkezett az Elnokségben képviselt négy vidéki tagozat kijelolése. Ezek: Csongrad megyei

Tagozat, Heves megyei Tagozat, Vas megyei Tagozat, Veszprém megyei Tagozat.

A Kozgylilést Turan Pal elnok zarszava fejezte be, melyet betegsége miatt Suranyi Janos olvasott fel.

A Szele Tibor Emlékérem Bizottsdg
1975. évi jelentése

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége altal kijelolt bizottsag 1975. november 18-an
tartott iilésén ugy hatarozott, hogy a Szele Tibor Emlékérmet Turan Pal akadémikusnak, az MTA
Matematikai Kutato Intézete osztalyvezetdjének adomanyozza.

Indoklas: Turan Pal mar 1945-ben az ELTE oktatdja, 1946-ban magantanara, 1949-t6l nyil-
vanos rendes tanara lett. Harminc éven at oktatott a Budapesti Tudomanyegyetemen.
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Az MTA 1948-ban levelezd, 1953-ban rendes tagjava valasztotta, az orszag kormanya pedig
1948-ban a Kossuth-dij masodik, 1953-ban a Kossuth-dij els6é fokozataval tiintette ki.

Tudomanyos tevékenysége kiilfoldi visszhangjat tiikrozi a szamos vendégprofesszori és vendég-
kutatoi meghivas. Ezekhez jarult szamos konferenciara és kongresszusra torténé meghivasa, amelyek
szama szinte évrol évre nd. 1970-ben a Nizzaban rendezett Nemzetk6zi Matematikai Kongresszus
egyik meghivott eléaddja. Ugyanekkor meghivtak a Fields-érmét és -dijat odaitélé bizottsagba is,
mely a legjelent&sebb nemzetkdzi matematikai elismerés. Turan Pal eddig az egyetlen magyar mate-
matikus, aki ebben a megtiszteltetésben részestilt.

Tagja az ,,Acta Arithmetica’, a “Journal of Number Theory’’, az »Archiv fiir Mathematik« és
a ,,Compositio Mathematica’ nagy multa kiilféldi matematikai folyoiratok szerkesztd bizott-
sagainak.

Jelentés és sokoldali tudomanyos és oktatoi tevékenységén kiviil a matematikai kozéletbol
ugyancsak aktivan kiveszi részét. Az MTA, az Oktatasiligyi Minisztérium, az ELTE, és a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulat altal életre hivott tobb bizottsag, ill. testiilet tagja volt vagy ma is az.
A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat magyarnyelv( folyoiratanak, a Matematikai Lapoknak a lap
megjelenése oOta felelds szerkesztbje.

Mar fiatal koraban értékes pedagdgiai tapasztalatokat gy(ijtott, amelyeket nagymértékben ka-
matoztatott késébb egyetemi oktatbmunkaja soran, csakigy, ahogy a kiiléonb6z6 szint(i matematikai
tantervek elkészitésében vald kozremikodésével, a hazai matematikaoktatas modernizalasahoz
nyudjtott segitségével.

A fiatal matematikai tehetségek kivalasztasanak nagy szakértelmet igénylé munkajaban jelentos
szerepet jatszott. Kezdeményez6 részese volt annak a harom évtizedre terjed6 aktivitasnak, amely
fokozatosan szervezett rendszerré alakitotta a kiilonbozé intézmények, folyodiratok, versenyek,
palyazatok és dijak Osszességét, amelyek ma a fiatal matematikai tehetségek kellé idében valo fel-
ismerését, nevelését, tovabbképzését és kibontakozasat biztositjak.

A TMB Matematikai Szakbizottsaganak tagjaként a tudomanyos kaderek akadémiai szint(
utanpotlasat segitette elo.

Az MTA Matematikai és Fizikai Osztalyanak és az Osztaly Matematikai Bizottsaganak egyik
legaktivabb tagja.

Igen jelentds azoknak a matematikusoknak a szama, akik tanitvanyainak vagy munkatarsai-
nak valljak magukat. Sokan kezdték el az 6 segitségével tudomanyos munkassagukat vagy téle kaptak
palyajuk soran valamilyen formaban donté impulzust bizonyos kutatasok megkezdéséhez €s sikeres
folytatasahoz.

Tudomanyos egylittm{ikodésre vald hajlama, valamint az a készsége, hogy masokat is bevezes-
sen a kutatas miihelytitkaiba, nyilvan tobb okkal magyarazhato.

El6szor is azzal, hogy Turan Pal sokoldali matematikus, aki a legkiilonfélébb érdeklodési kol-
légaival is konnyen szot tud érteni. Széles kutatasi spektrumat csupan cimszavakkal jellemezve a ma-
tematika kovetkezé agai sorolhatok fel: szamelmélet, kiilondsen az analitikus szamelmélet, komplex
fliggvénytan, altalanos sorelmélet és a Fourier-sorok elmélete, interpolacié és mechanikus kvadra-
tura, approximacioelmsélet, differencialegyenletek elmélete, specialis polinomok és algebrai egyen-
letek elmélete, numerikus analizis, determinans és matrixelmélet, kombinatorika, grafelmélet, a sta-
tisztikus csoportelmélet. E valtozatos munkassaga 226 dolgozatban €s ,,Az analizis egy 1j modsze-
rérél”” cimi konyvében 0ltott testet, ez utobbi megjelent német és kinai nyelven is.

Szerteagaz6d kutatomunkaja vilagos kifejezderdvel és fejlett pedagogiai érzékkel parosult. Biz-
tos szemmel ismerte fel a tehetségeket azok Ohatatlan kezdeti botladozasai ellenére is. Megismerve
tanitvanyai hajlamait, képességeit, tudasat, igyekezett tanulmanyaikat azoknak megfelel6 iranyba
terelni, mindig olyan problémakat vetve fel, vagy olyanokra hiva fel a figyelmiiket, amelyek egyaltalan
nem trivialisak, de nem is reményteleniil nehezek és tudomanyos szempontbol is lényegesek. Amikor
pedig valaki 6nall6é tudomanyos kutatomunkaba kezdett, 6 volt az, aki nem ismert el kudarcot, nem
fogadott el csiiggedést, s ha kellett, sajat kifogyhatatlan matematikai optimizmusabol kolcsonzott
munkatarsainak. Specialkollégium, szeminarium, személyes beszélgetés vagy levelezés mind egy-egy
alkalmul szolgalt arra, hogy tovabbi vizsgalatokra 0sztondzzon. A Matematikai Lapok felelds szer-
keszt6i funkcidjat is arra hasznalta fel, tobbek kozott, hogy kezdok elsé megnyilatkozasaihoz biz-
tositson publikacios lehetdséget.

Mindez persze erésen Osszefiiggdtt sajat kutatasi mechanizmusaval, amelynek két fontos vona-
sat kivanjuk alahGizni. Az egyik 0j kutatasi modszerek bevezetése, a masik az eredeti problémalatasi
mod, a problémafelvetd készség. Uj és hiressé valt modszerei koziil kettét emlitiink. Mar elsé dol-
gozatait, melyekben az analitikus szamelmélet egy problémajaval foglalkozik, ma tgy idézik, mint
amelyek el6szor alkalmaztak a valoszinlisigszamitas modszereit a szamelméletben. Emlitett konyveé-
ben pedig az altala felismert hatvanyosszeg modszert fejti ki részletesen, aminek alkalmazasaval
a komplex fiiggvénytan, a differencialegyenletek, a numerikus analizis, az algebrai egyenletek becs-
1ése, az analitikus szamzlmélet teriiletén jelentkez6 kérdéskoroket vizsgalt.

Eredeti, altala felvetett problémakorei koziil talalomra emlitjiik a statisztikus csoportelméletben
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jatszott kezdeményezd szerepét, egy extremalis grafelméleti probléma megpldasat, mely az azota
terebélyesen kifejlédott elmélet kiindulopontjava valt, az ikerprimszamok eloszlasara vonatkozo
vizsgalatait, a racionalis tortfliggvényekkel valé approximacio terén elért utmutatd eredményeit,
és még hosszan lehetne folytatni a sort.

Nagy nemzetkozi érdeklddést kivalto sikereket ért el hires, régi, maig is megoldatlan problémak
vizsgalataban is, amelyek koziil csupan a Riemann-féle zéta és a Dirichlet-féle L-fiiggvények gyoke-
inek eloszlasaval foglalkoz6 munkaira utalunk.

Jelentés az 1975. évi Griinwald Géza emlékdij odaitéléséril

A dij odaitélésére kikiildott bizottsag — elndk Turan Pal, tagok: Csaszar Akos, Fejes Toth Lasz1o,
Hajnal Andras, Révész Pal, Szasz Domokos, Tandori Karoly — 1975. oktober 31-i és november 14-i
iilésen az alabbi dontést hozta:

A Griinwald Géza emlékdij I. fokozataval tiinteti ki és 5000—5000 Ft pénzjutalomban részesiti
a kovetkezoket:

Baranyai Zsolt egyetemi tanarsegéd, ELTE TTK, Analizis I. tanszék

ifj. Makai Endre tud. mtars., MTA Matematikai Kutato Intézet

Mearki Ldszlé tud. mtars., MTA Matematikai Kutato Intézet

A Griinwald Géza emlékdij II. fokozataval tiinteti ki és 3000 Ft pénzjutalomban részesiti:

Gydrfis Andrdst az MTA Szamitastechnikai és Automatizalasi Kutato Intézet tud. mtarsat,
Indoklas:

Baranyai Zsolt munkassagat a Rényi Alfréd altal meghonositott kereséselmélet teriiletén kezdte.
Elsé eredményét az ismert mérlegelési problémakkal kapcsolatban érte el. Kovetkezd eredményét
a minimalis atlaghosszisagi dekoédolhato binaris kodokkal kapesolatban; sziikséges és elégséges
feltételt adott a kodolandd jelek valoszintségeire, amelyek mellett a Huffman-kédok mindodssze
kétféle hossziisagi sorozatbol allhatnak. Ezutan Katona egy kereséselméleti eredményét altalanosi-
totta. A probléma grafelméleti nyelven igy fogalmazhat6: Hany Kkl,..., kd-vel (d szin( teljes graf,
az i-edik szint k; képviseli) izomorf graffal fedheték le a &, + ... +k, szégponta teljes graf élei (ahol
k-k rogzitettek)? Baranyai meglepé j modszert talalt a megoldashoz, mely hozzasegitette a kovet-
kezd hires, 1850-bdl szarmazo sejtés megoldasahoz: Ha h|n, akkor megadhatd » elem Z:% sza-
mu particidja gy, hogy minden particié n/h szamt diszjunkt A-elem(i részhalmazbdl all, és minden
h elemii részhalmaz pontosan egy particioban szerepel. Baranyai otlete a kdvetkezé volt: a kdvet-
kezé nagyobb matrixot konstrualjuk meg teljes indukcioval Ggy, hogy tekintsiink el attol, hogy a mat-
rix értékei egészek, majd utdlag csinaljunk beldle a haldzati folyamatok elméletének segitségével
0,1-matrixot. Doktori értekezésében a problémat messzemenden altalanositotta. A fenti témakor-
rel szorosan kapcsolatos hypergraf-szinezési tételei Berge és Meyer eredményeinek szamottevd fej-
lesztései. Dolgozatainak, amelyek igen oOtletgazdagok, maris jelent8s visszhangjuk van.

Baranyai Zsolt dolgozatainak jegyzéke:

. Keresési problémak, egyetemi szakdolgozat (1972), ELTE, Budapest.
On the optimality of a simple prefix code, Acta Math. Acad. Sci. Hung. 25 (1974) 443—448.
. On the factorization of the complete uniform hypergaph. Coll. Math. Soc. J. Bolyai 10, Infinite
and finite sets, 1973. pp. 91—108.
. On the edge-colouring of complete hypergraphs I (megjelenés alatt)
. Teljes hipergrafok felbontasa, egyetemi doktori értekezés, 1975. 3
ifj. Makai Endre 1972-ben részesiilt a Griinwald-dij 1I. fokozataban. Ujabb eredményei koziil az
alabbi kett6t emeljiik ki: Heppes Aladar egy észrevételéhez kapcsolodva felmeriilt a kovetkezo al-
talanos probléma: meghatarozandd az a legritkabb n-dimenzidés gombracs, amelynek minden
k-dimenzios altérrel van kozos pontja (0= k = n—1). Makai tétele igy fogalmazhat6: Egy kon-
vex test legritkabb nem szeparalhaté racsa meghatarozasanak problémaja ekvivalens azon test
legstiriibb racselhelyezésének problémajaval, mely az eredeti testbSl egy central szimmetrizacidval
és egy ezt koveto polarizacioval nyerhetd.

[

WS

koszonhetdk.

ifj. Makai Endre 1972. 6ra irt dolgozatainak jegyzéke

9. Gombracsok morfologiaja, Morphology of spherical grids (tarsszerz6é Tarnai T.), Magyar Tudo-
many (megjelenés alatt, ugyanaz két nyelven)

10. On the thinnest non-separable lattice of convex plates (tarsszerzé Fejes Toth L.), Studia Sci.
Math. Hung. 9 (1974), 191—193.

11. Problem 11, Periodoca Math. Hung. 5 (4), (1974), 353—354.

12. On some geometrical problems of single-layered spherical grids with triangular network, Pro-
ceedings II. Internat. Conf. on Space Structures, (Univ. Surrey-be leadva).

198



13. Five neighbour packings of convex plates (kézirat).
14. On the thinnest non-separable lattice of convex bodies (kézirat).
15. On the densest packing of rows of spheres (kézirat).

Marki Laszlo eddigi 12 dolgozatanak targykor szerinti megoszlasa a kovetkezé: 2 komplex fiigg-
vénytan, 3 p-adikus analizis, 3 félcsoportelmélet, 1 radikalelmélet, 1 algebrai geometria (kétrészes),
1 kategoriaelmélet, 1 univerzalis algebra. Egyik félcsoportelméleti dolgozataban a Green-féle rela-
ciok fogalmanak messzemené altalanositasat adja. Masikban sziikséges és elégséges feltételeket ad
arra, hogy egy lokalisan regularis Rees-féle matrix-félcsoport regularis, illetve 0-egyszerd, illetve
komplett 0-egyszerd, illetve inverz félcsoport legyen. Harmadik félcsoportelméleti cikkében egy-egy
strukturatétellel jellemzi a regularis, illetve inverz félcsoportok bizonyos osztalyat, és kimutatja, hogy
nincs teljes analogia az idevagd gytri- és félcsoportelméleti eredmények kozott. Kategoria-elmélet
témaju dolgozataban azt bizonyitja, hogy ha egy kategoriaban bizonyos elég altalanos feltételek tel-
jesiilnek (AB 5 axioéma), tovabba, ha barmelyik két diszjunkt részobjektum Osszege részobjektuma
az egyesitésiiknek, akkor a részobjektumok Osszegei megegyeznek a diszjunkt egyesitéseikkel. Radi-
kalelméleti dolgozataban lényegileg azt igazolja, hogy sem gy(riikben, sem félcsoportokban nincs
olyan nem trivialis radikal, amellyel minden féligegyszer(i objektum, illetve minden radikal objek-
tum egyszer(, vagy szubdirekt irreducibilis objektumok 0-diszjunkt egyesitése vagy komplett, vagy
diszkrét direkt szorzata lenne. Univerzalis algebraval kapcsolatos dolgozataban megadja azo-
kat a félcsoportokat €s csoportokat, amelyekben bizonyos tipusu fiiggvények polinomfiiggvényként
allithatok el6. A p-adikus analizis terén az egyik cikkében bevezetnek (Rédei L-val kozos) egy altala-
nositott szumma-fogalmat, és megadjak néhany fontos tulajdonsagat; megmutatjak tovabba, hogy
¢z a fogalom jol hasznalhato véges p-csoportok leirasaban. Egy masik idevagd (Szabados J.-fel k6zos)
cikkében megadjak a Z,—Q, folytonos fiiggvényeket legjobban kozelité polinomokat; a kozelithe-
toségre pontos eredményt adnak Lipschitz-fiiggvények €s analitikus fliggvények esetén. Komplex
fliggvénytani dolgozatainak egyikében azzal a problémaval foglalkozik, hogy hogyan jellemezhetéek
az L, (— =, + ) tér (1 = p = 2) azon részhalmazai, amelyekre igaz a Wiener—Lévy tétel.
A masik komplex fiiggvénytani cikkében Rogozin, szovjet matematikus eredményeit altalanositja
olyan trigonometrikus sorokra, ahol az egyiitthatok /?-be tartoznak 0 < p = 1, valamint egyszer(i
bizonyitast ad Rogozin két tételére.

Marki Laszlo igen szorgalmas, igen jol képzett és széles érdeklodésti matematikus, aki a matematika
tobb agaban (algebra, komplex fiiggvénytan, p-adikus analizis, algebrai geometria) ért el jelentds
eredményeket. Kiilon kiemelend6 kivalo egyiittmiikddési készsége.

Marki Laszlo dolgozatainak jegyzéke:

1. On a characterization of sums in certain categories, Periodica Math. Hung. 1(1971), 93—95.

2. Egy Wiener—Lévy tipust problémaroél, Mat. Lapok 22 (1971), 303—306.

3.a A lokalis gy(irGik elméletéhez. D. A. Buchsbaum egy problémajardl 1., MTA 111 Oszt. Kozl.
22 (1973), 55—78 (W. Vogellal).

3.b A lokalis gy(irik elméletéhez. D. A. Buschsbaum egy problémajarol II.,, MTA III. Oszt. Kozl.
(megjelenés alatt, W. Vogellal).

4. On locally regular Rees matrix semigroups, Acta Sci. Math. Szeged 31 (1975), 95—102.

5.a A generalization of Green’s relations in semigroups, Semigroup Forum 7 (1974), 74—385
(Steinfeld O.-val).

5.b A generalization of Green’s relations in semigroups, Acta fac. rer. nat. Univ. Comenianae
(megjelenés alatt).

6. Radicals and decomposability of semigroups and rings, Annales Univ. Sci. Budapest, Sectio
Math. (megjelenés alatt; Wiegandt R.-al és P. N. Stewarttal kozosen).

7. Megjegyzések B. A. Rogozin ,,Lévy—Wiener trigonometrikus sorok abszolut konvergencid-
jara vonatkozo tételeiben szerepld egyiitthato-aszimptotika’” ¢. dolgozatahoz, Szibirszkij Mat.
Zsurnal (megjelenés alatt, oroszul).

8. Verallgemeinerter Summenbegriff in der p-adischen Analysis mit Anwendung auf die endlichen
p-Gruppen, Publ. Math. (megjelenés alatt, Rédei Laszloval).

9. Interpolation and best polynomial approximation in the domain of p-adic integers, Analysis
Math. (megjelenés alatt, Szabados Jozseffel).

10. Nem archimédeszi analizis I., Mat. Lapok (megjelenés alatt).

11. Structure theorems on certain regular and inverse semigroups, Czechoslovak Math. J. (meg-
jelenés alatt).

12. Uber einige Vollstandigkeitsbegriffe in Halbgruppen und Gruppen, Acta Math. Acad. Sci.
Hungar. (megjelenés alatt).

Gyarfas Andrasnak ot megjelent dolgozata van, tovabbi 6t megjelenés alatt. Megjelent dolgozatai
a Ramsey-problémakorrel, Helly-tipusu kérdésekkel, illetve ezek kapcsolataval foglalkoznak. Ezek
koziil [1]-ben az R(k, [) Ramsey-szam pontos meghatarozasa szerepel. R(k, [) az a legkisebb egész
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szam, amelyre teljesiil, hogy n= R(k, I) esetén az n szogpontu teljes graf éleit tetszélegesen szi-
nezve két szinnel, vagy van az elsé szinben egyszin(i k hosszisagu ut, vagy a masodik szinben egyszin{i
I hosszisagt 0t.) Ez az eredmény az an. ,,generalized Ramsey theory’’-nak nevezheté problémakor
kiindulopontja. A fenti cikk megjelenése Ota tucatnyi dolgozat foglalkozik kiilonbozé tipusu grafok
Ramsey-szamanak meghatarozasaval, és idézi Gyarfas—Gerencsér cikkét. [2]-ben Gallai egy prob-
Iémajabol kiindulva kiilonboz6 struktarak Helly-szamanak 1étezését vizsgalja. [4] és [5]-ben a Ram-
sey-tétel egy varatlan jellegli altalanositasat fogalmazza meg, €s hozza kapcsolatba Helly-struktarak
vizsgalataval. Gyarfas Andras megjelenés alatt allo dolgozatai a grafelméletnek a programozasban
valo6 alkalmazasaval foglalkoznak, részben software jellegliek. A megjelent dolgozatok jelentés ered-
ményeket tartalmaznak, és nem csupan bizonyité erérél, hanem jo problémafelvetd készségrol is
tantskodnak. Eddigi eredményeinek érdemlegességét bizonyitja az is, hogy az irodalomban maris
jelentds visszhangra talaltak.

Gyarfas Andras dolgozatainak jegyzéke:

1. On Ramsey type problems, Annales Univ. Sci. Budapest, Sectio Math. (1967), 167—170 (Ge-
rencsér L.-val).

. A Ramsey type problem in directed and bipartite graphs, Periodica Math. Hung. 3 (3—4. (1973),
299—304 (Lehel J.-vel).

. A Helly type problem in trees, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 4. 571—584 (Lehel J.-vel).

. A Ramsey type theorem and its application to relatives of Helly’s theorem, Periodica Math.

Hung. 3 (3—4) (1973), 261—270.

On Ramsey covering numbers, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 10. 801—816.

Blocking the loops of a flow-graph. Abstract, ZAMM (megjelenés alatt).

PATRIC-papirszalag konvertalo rendszer. MTA SzTAKI-kiadvany.

DAISY—CDC 3300 felhasznaloi ismertetdk 4.

DAISY — An editor for or against the programmer (eléadas és cikk az ECODU 1974-es iilésén).

. A structured extension of FORTRAN, Software Practice and Experience (megjelenés alatt).

o
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Jelentés az 1975. évi Farkas Gyula Emlékdij odaitélésérdl

A Bizottsag 1975. szeptember 29-i iilésén az Gsszes javaslat megvitatasa utan az alabbi dontést hozta:
a Farkas Gyula Emlékdij els6 fokozataval tiinteti ki és 3000 Ft pénzjutalomban részesiti a kovet-
kezdket:

Dedk Istvdant, a MTA SZTAKI Operaciokutatasi Osztalyanak tudomanyos munkatarsat,

Gydrfi Laszlot, a Tavkozlési Kutatod Intézet tudoméanyos munkatarsat,

Maros Istvant, az INFELOR tudomanyos munkatarsat,

Rochlitz Szilvesztert, a KLTE Szamitastudomanyi Tanszékének tanarsegédét,

Ruda Mihdlyt, a SZTAKI tudomanyos munkatarsat,

Simonovits Andrast, az MTA Kozgazdasagtudomanyi Intézetének tudomanyos munkatarsat.
Indoklds

Dedk Istvan 1969-ben végezte el az ELTE matematikus szakat, diplomamunkéja a tarozok elméle-
tével foglalkozott. 1969-t61 1972-ig a BME Villamosmérnoki Kar Matematika Tanszékén dolgozott
tudomanyos kutatoként. 1972 6ta dolgozik jelenlegi munkahelyén.

Egyik legf6bb munkaja a STABIL modell programrendszere. A STABIL modell nagy méreti fel-
adatra vonatkozo effektiv megoldasa igen jelentds sztochasztikus programozasi szempontbo6l, mert
ezaltal bizonyitast nyert, hogy a Prékopa-féle modellek szamitogépen jol realizalhatok, és realis idon
beliil megoldhatok. A program bonyolult, overlay szervezésben késziilt. FORTRAN nyelven. Egy
nemlinearis programozasu feladatrol van szo, melynek megoldo algoritmusa minden lépésben line-
aris programot hasznal, a fliggvényértékeket pedig Monte-Carlo modszerrel hataroztak meg.
A Monte-Carlo modszerek koziil egy megfelelének a kivalasztasa is Deak egyéni munkaja volt.
Ez utobbival azota éveket foglalkozott, és sikeriilt olyan Monte-Carlo moédszert kialakitania, és
hozza a programot (részben gépi kodban) elkészitenie, mely alkalmas tobbdimenzios térben elhe-
lyezked6 halmaz valoszintiségének kielégité pontossagli meghatarozasara (korrelalt) normalis egytit-
tes eloszlas esetén. A modszer 50 dimenzioig jol miikodik. Ilyen nagy dimenziészamii térben valo-
szinliségek Monte-Carlo modszerrel torténé meghatarozasardl az irodalomban nem olvashatunk.

Dedk Istvan publikdcioi

1. Deak Istvan: Egy sztochasztikus programozasi modell szamitogépes kiértékelése. Egyetemi dok-
tori disszertacio (1971). 7

2. Deak Istvan: Egy sztochasztikus programozasi modell szamitogépes kiértékelése. MTA SzK.
Kozlemények 1972. 9 p. 33—49.
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3. Prékopa A., Ganczer S., Deak 1., Paty K.: A STABIL sztochasztikus programozasi modell kisér-
leti alkalmazéasa a magyar villamosenergiaiparra. Alkalmazott Matematikai Lapok 1 (1974, sajto
alatt).

4. A. Prékopa, S. Ganczer, 1. Deak, K. Paty: The STABIL stochastic programming model and its
experimental application to the electrical energy sector of the Hungarian economy.

Proceeding of the International Symposium on Stochastic Programming (ed. M. Dempster)
(1974, sajto alatt).

5. Deak Istvan: A tobbdimenzidés normalis eloszlasfiiggvény Monte-Carlo integralassal torténd
kiszamitasanak szamitogépes tapasztalatai. Int. Kozlemények (sajto alatt).

6. Deak Istvan: A tobbdimenzios normalis eloszlasfiiggvény szamitogépes pszeudo véletlen vektorok
beesési gyakorisagaval. Alk. Mat. Lapok (leadva).

7. Deak Istvan: A stabil sztochasztikus programozasi modell szamitogépes programcsomagja.

Gydrfi Ldszlé az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karan 1970-ben szerzett
matematika—fizika szakos tanari diplomat. ,,Potencialfiiggvényes algoritmusok’” cimii doktori érte-
kezéséért 1974-ben avattak egyetemi doktorra.

1970 6ta dolgozik a Tavkozlési Kutatointézet 1. Foosztalyan. Gyorfi Laszlo nemzetkozi értelem-
ben Gj eredményei rekurziv tanulasi folyamatok tovabbfejlesztéséhez, valamint az algoritmuskon-
strukcio szempontjabol lényeges Gj dontéselméleti kapcsolatok feltarasahoz adnak eredeti €s alkal-
mazasi szempontbol 1ényeges hozzajarulasokat.

Egy igen egyszer( algoritmust talalt, [7], amely — a dontésfiiggvényt becslo eljarassal parhuzamosan
— rekurziv becslést ad a téves osztalyozas valoszinliségére. E fajta eredményrdl az irodalomban
egyaltalan nem tudunk. Ugyanakkor ezen az Gton matematikailag alatamasztott gyakorlati elja-
rasnak jutunk birtokaba az eddiginél mélyebb leallitasi szabalyok konstrualasara.

Fritz Jozseffel kozosen [11] szellemes és mély gondolatokra tamaszkodo algoritmust talalt a téves
osztalyozas hibajat minimalizalo véges dimenzios kozelitések rekurziv tanulasara.

Az ugynevezett adaptiv bayesi algoritmusok egy gyakorlati szempontbol fontos osztalyara pontos
kifejezést adott [4] a négyzetes kozéphibara, véges 1épésszamon beliil.

Az eredmények két érdekes sorozatat érte el Gyorfi Laszld azoknak a jellemzé mennyiségeknek
a vizsgalata teriiletén is, amelyek lényegkiemelésnél (eljarasok hatékonysaganak a vizsgalataban) és
kozelitoleg jo algoritmusok konstrukcidjaban birnak jelentGséggel [5], [9].

E témakorben Gulyas Otto érdekes eredményeit folytatta tovabbi tételekkel, az algoritmus kon-
strukcio reprodukaldé magt Hilbert terekkel kapcsolatos elméletében. Igy [2] konzisztenciakat bi-
zonyitott olyan esetekre is, amikor a dontési feladat nem szingularis. Ezen kiviil az alabbi konkrét
eredményeket érte el értelmezési szabalyok egyedi esetek tomegén valo tanulasaban:

A Tavkozlési Kutatointézet hatékony programkonyvtarral tudja e teriileten sajat munkait és masok
tevékenységét segiteni. Gépi tanulasra szolgald programkOnyvtari anyag tobb tétele kozvetleniil
Gyo6rfi Laszl6 munkajanak az eredménye.

Személyesen kozremiikodott azoknak a gyakorlati probafeladatoknak a felkutatasaban és — szak-
tertileti kollektivakkal kozos — kidolgozasaban, amelyekkel tanulo algoritmusok orvosszamitas-
technikai lehetdségeit tartuk fel, a részletesebb munka elékészitése céljabol. Ezen a teriileten Kalmar
Laszlo a szegedi orvosszamitastechnikai konferenciain mar masodik éve publikalt masokkal kozos
eredményeket. JOl attekintheto e tevékenysége a Tavkozlési Kutatointézet 1973. évi évkonyvének
ezzel kapesolatos 0sszefoglalo beszamolojabol is.

Lényeges szerepet jatszott a Tavkozlési Kutatointézetben és az Orszagos Kardioldgiai Intézetben
a tanuld algoritmusok tomeges betegvizsgalati anyagokra vald bevezetésében.

Gyorfi LdszI6 publikdcidi

1. L. Gy6rfi “Poisson processes defined on an abstract space’ Studia Sci. Math. Hungar. 7 pp
243—249 1972.
. L. Gyorfi “Convergence of potenual function type learning algorithims’ Problems of Control
and Information Theory 1 pp 247—265 1972.
. Gyérfi L. ,,Potencialfiiggvényes algoritmusok’. Egyetemi doktori értekezés, ELTE TTK 1972.
. L. Gy6rfi “Estimation of probability density and optimal decision function in RKHS*’ Proc. of
the Furopean Meeting of Statisticians Budapest, 1972.
. L. Gy6rfi “On some estimation,problems in pattern recognition” Problems of Control and
Information Theory 3 pp 11. 17. 1974.
6. Bak J., Balogh B., B. Nagy A., Csanki F., Dévai F., Gulyas O., Gy6rfi L., Kobzos L., Ungvari L.,
,.Szamitogépes rendszer elektrokardiagrammok értékelésére’” Dijnyertes palyamii, MTA 1973.
7. L. Gyérfi “On the estimation of asymptotlc error probability”” IEEE Trans. on Information
Theory 20 pp 277—278. 1974. :
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8. Gyorfi L. ,,Egy készletezési probléma megoldasa sztochasztikus approximacioval’’. TKI Koz-
lemények, 18 pp 81—88. 1973.

9. T, Farago, L. Gyorfi: “On the continuity of the error distortion function for multihypotheses
decisions”. IEEE Trans. on Information Theory (to appear).

10. L. Gy6rfi “A suboptimal solution of the linear classification problem with minimal error pro-
bability”’. Proc. of the Second International Joint Conference on Pattern Recognition, Copen-
hagen, 1974.

11. J. Fritz, L. Gyorfi: “On the minimation of classification error probability in statistical pattern
recognition’’ Submitted to IEEE Trans. on Information Theory.

12. L. Gyérfi: “An upper bound of error probability for multihypotheses testing and its application
in adaptive pattern recognition’’. Submitted to IEEE Trans. on System, Man and Cybernetics.

13. L. Gy6rfi, T. Nemetz: “On the dissimilarity of probability measures’’. Submitted to IEEE Trans.
on Information Theory.

Maros Istvan diplomajat a TTK matematika szakan szerezte 1964-ben.

Munkahelyei: Volan Elektronika, NIMIGUSZI, INFELOR.

Munkahelyi tevékenysége a konkrét témakban vald részvételen tal masok hasonl6 természetli mun-
kainak iranyitasara is kiterjed, negyedik éve osztalyvezet6 (NIMIGUSZI Matematikai osztaly,
INFELOR Matematikai Osztaly).

Munkai koziil kiemelkedé a nagyméretii linearis programozasi feladatok megoldasara ICL 1900
sorozat gépekre kidolgozott algoritmus, s6t programcsomag elkészitése. Ezt a programcsomagot
azOta is rendszeresen hasznaljak kiilonféle megbizok feladatainak megoldasara. Ismeretes, hogy
a linearis programozasi programcsomagok algoritmikus felépitése ma mar olyan bonyolult, hogy
a gyari programcsomagok teljesitéképességének megkozelitése is komoly reproduktiv kutatast igé-
nyel. Az idézett munka — a célkit(izésnek megfeleléen — néhany kritikus paraméter tekintetében
tulszarnyalja az emlitett gépeken elérheté gyari programcsomagot. Figyelemreméltd példaul, hogy
a Maros Istvan vezetésével (€s jorészt sajat maga altal irt) ij program adott memoria mellett durvan
kétszer annyi feltétel kezelésére alkalmas, mint a gyari.

A keze alol kikeriilt munkak nemcsak elméleti felkésziiltségérol, hanem jo gyakorlati érzékérdl is
tantskodnak.

Aspiransi témaja is a linearis programozassal kapcsolatos, a hatékony futtatasistratégiak és a nume-
rikus stabilitas problémaja korében mozog.

A matematika alkalmazasanak oktatasaban is tevékenyen vesz részt. (Bolyai tanfolyamok, IFIP
tanfolyamok eléadoja, szerkesztje, rovatvezetGje tobb lapnak, konferenciakon rendszeresen tart
eléadast.)

Maros Istvdn publikdcidinak jegyzéke

1. Egy lemezfelszabasi feladat
NIM IGUSZI Szamitastechnikai Kozlemények, 1/ 1965.
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Informacio—Elektronika, 3/1969.
3 Diphantosi egyenlet Osszes megoldasainak eldallitasa (Seregély Jozseffel kozos cikk)
Szervezés és Vezetés, 4/1970.
. Program nagyméret(i linearis programozasi feladatok megoldasara (Heppes Aladarral k6zos cikk)
SZAMOLOGEP, 3/1971.
. Hibaeljarasok linearis programozasi algoritmusokban
Informacié— Elektronika, 2/1974.
. Nagyméretii LP feladatok megoldasa ICL 1900-as gépeken
(Dobosy Antallal és Heppes Aladarral kozos cikk) Szervezés és Vezetés 11/1974.
. Nagyméretii linearis programozasi feladatok megoldasara készitett FUT programrendszer leirasa
NIM IGUSZI 1970.
. Nagymeéreti feladatok megoldasara szolgalo FUT rendszer I1.
NIM IGUSZI 1971.
. NI 4 A—B, N 15 A—B programok hasznalati dokumentacnoja
NIM IGUSZI 1971.
10. Gondolatok az operaciokutatasi modszerek alkalmazasarol
Szervezés és Vezetés, 5/1974.
11. A szénhidrogénkutatas informacios rendszerének fejlesztése (DOczi Andrassal kozos)
Informaci6—Elektronika, 3/1974.
12. Gaz-tavvezeték halozatok optimalis méretezése (Heppes Aladarral k6zos)
NIM IGUSZI 1969.
13. Modszerek termelési idésorokat legjobban kozelité életgdrbék meghatarozasara
MTA Ipargazdasagi Kutatocsoport kozleményei 8/1967. majus.
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14. Optimal Time Tables for Local Transport
Technical report at IFIP Seminar London 1967.

15. Tudomanyos programok off-line multi iizemmodban valé futtatasanak rendszere
NIM IGUSZI, 194 (T. sz. 122) 1972.

Rochlitz Szilveszter 1966-ban végzett a KLTE matematikus szakan, kitiintetéses diplomaval. 1967-
ben megkapta a ,,Fels6oktatasi Tanulmanyi Erdemérem’ elnevezésti miniszteri kitiintetést. Végzes
utan elébb a Valoszinliségszamitasi Tanszék tanarsegéde, majd a Szamolé Kozpont tudomanyos
munkatarsa. Jelenleg a Szamitastudomanyi Tanszék tanarsegéde, és a Szamitastechnjkai Tudoma-
nyos Diakkor vezetdje. Vezetése mellett két hallgatd kiemelt kiilondijat, egy pedig kari elsé dijat
kapott benyujtott dolgozataért.

Eddigi tudomanyos tevékenysége két nagy teriiletre iranyul: valOszinliségszamitas és szamitas-
technika.

Eddig 11 megjelent ill. kozlésre elfogadott dolgozata — ebbdl 3 magyarul és idegen nyelven is — 3
egyetemi jegyzete van, s tobb dolgozatban elismeréssel hivatkoznak munkassagara.

Az[1] dolgozatbana Rados G. és Gyires B. féle determinans-tételek megfeleldit adja meg a nemnega-
tiv elem{ matrixok permanenseire. E munka értékét a szochasztikus matrixok permanenseinek mate-
matikai statisztikai jelentésége adja meg.

A [4] és [4.a] dolgozatban, valamint a [8] el6adasban az exponencialis siirlségfiiggvények kevere-
kének felbontasaval foglalkozik, tovabbfejlesztve R. Bellman eljarasat. A Rochlitz Szilveszter altal
kidolgozott modszer szamitogépes realizalasa lényegesen egyszer(ibbé valt a korabbihoz képest.
Egyben ezt orvosi-biologiai alkalmazasi lehetdséggel is 6sszekapcesolja.

Az[1] eléadasban Aratd M. dolgozatahoz kapcsolodva moédszert ad Gauss—Markov folyamatok
paraméterének becslésére, s azt szamitogépre realizalja is.

A [2], [31, [6], [7], [8] dolgozatok, valamint a [4], [5], [6], [9], [10], [11] el6adasok alapvetden kvantum-
kémiai témakorbol valok. Ezekben — természetszeriileg — Rochlitz Szilveszter matematikai és sza-
mitastechnikai modszerek kidolgozasaban jatszott igen fontos szerepet.

Az [5], [9], dolgozat, valamint a [2], [3], [7], [11] elSadasok a szdveti antigének vizsgalataval, ill. az
ott alkalmazott biometriai-szamitastechnikai modszerekkel foglalkoznak.

Az eredmények mindennapos gyakorlati jelent6sége a fehérvérsejtek €s vérlemezkék transzfuzio-
jaban, az anya—gyerek immunologiaban és az 0jsziilott védelmében mutatkozik meg.

Rochlitz Szilveszter e témaban kifejtett tevékenységének egyik elismerése, hogy 1972-ben rendezett
nemzetkdzi Workshop adatainak matematikai elemzésére 6t kérték fel; [S] dolgozat.

A tobbi dolgozata a liquor altal tartalmazott anyagok vizsgalataval foglalkozik. Ezek, s még nem
publikalt eredmények lehetévé teszik bizonyos idegrendszeri betegségek egyszer(ibb diagnoszti-
zalasat.

A felsorolt témakon kiviil foglalkozik az ODRA—1204 alapsoftware fejlesztésével is. E téren elért
eredményeit a KLTE Szamolé Kdzpontban igen jol tudjak hasznositani.

Rochlitz Szilveszter publikdcioi

[1] Uber die Permanente des Verallgemeinerten tensoriellen Produkts der Matrizen, Publ. Math.,
Debrecen 16 (1969) 229—237.

[2] IR Spectroscopic Investigation of 4- and 4’-Monosubstituted and 2’-benzylosy-4-Substituted
Chalcone Epoxides, Acta Chim., Bp., 7 77 (3) (1973) 323—331.
(Tarsszerzok: Z. Dinya—Gry. Litkei—R. Bognar—Gy. Matyas—P. Jékel)

[3] Trimetroprims analogjainak kvantumpharmakologiai vizsgalata, 1973, DOTE (kongresszusi
kiadvany). (Tarsszerzék: Dinya Z.—To6th B.)

[4] A radioaktiv izotopok hasznalata az agy vérkeringésének vizsgalataban, Ideggy. Szemle, Bp.,
26 (1973) 535—542. (Tarsszerzok: Szalontai K.—Molnar L.)

[4a] The Use of Radioactive Isotopes in the Examination of Cerabral Blood Flow, Acta Physi-
ologia, Bp., 44 (1) 1—10. (1973). (Tarsszerzok: K. Szalontai—L. Molnar)

[5]1 Relations of HL—A and RH Systems to Immune Reactivity. (Joint Report of the Results
of “HL—A Immune Response Workshop”’, Bp., 1972. Vox Sanguinis, Basel (S. Karger) 27
(1974.) 470—482. (Tarsszerzék: Gy. G. Petranyi ed.)

[6] Ujabb adatok a trimetroprim és analogjainak kvantumpharmakologiai vizsgalatahoz. Acta
Pharm. Hungarica. (Kozlésre elfogadva) (Tarsszerzok: Dinya Z.—T6th B.)

[7]1 Egyes imidazo-pirimidon szarmazékok kvantumkémiai vizsgalata. Acta Chim. (Kozlésre elfo-
gadva). (Tarsszerzék: Z. Dinya—R. Reiter—L. Toldy.)

[8] Flavonoidok elektrodszerkezetének kvantumkémiai vizsgalata Acta Chim. (Kozlésre elfogad-
va). (Tarsszerzék: Z. Dinya—A. Kiss—P. Jékel—G. Pongor—Gy. Litkei—R. Bognar.)

[9] Szamitastechnikai modszerek genetikai vizsgalatokban kiilonos tekintettel a szdveti antigé-
nekre. Szeged, Neumann Kollokvium kiadvanya, 1975. 493—3500.
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[10] Az idegszOvet és a lumbalis liquor szénhydrat-anyageseréjének kapcsolatarol. Ideggy. Szemle,
Bp., (kozlésre elfogadva). (Tarsszerzok : Molnar L.—Molnar P.—Miklossy 1. Kovacs)
[11] A serum és liquor-maradék nitrogén tartalmanak prognosticus értéke. Ideggy. Szemle,
Bp. (Kozlésre elfogadva) (Tarsszerzok : Mikidssy J.—Molnar 1..)
[11a] The prognostic Values of the non-protein Nitrogen Content in the Serum and the CSF. Koz-
Iésre elékészitve. (Tarsszerzok: J. Miklossy— L. Molnar.)

Egyetemi jegyzetei:

1. Az ODRA—1204 szamologép programozasi rendszerei, Debrecen, KLTE SzK, 1971.

2. Az ODRA—1204 szamologép kezelése, Debrecen, KLTE SzK, 1971.

3. A bdovitett kiépitésti ODRA—1204 szamoldgép programozasa és kezelése, Debrecen, KLTE SzK,
1972. (Mindharom esetben tarsszerz6: Jékel Pal)

Ruda Mihdly publikalt munkassaga 1968-ban, az MTA III. Oszt. Kozlemenyekben megjelent ,,Re-
laxécios pontelhelyezési eljarasok’ cikkel kezdddik, melyet tobb, szintén geometriai extremalis fel-
adat megoldasaval folytatott (Fejes Toth Laszlo sejteselhez kapcsolodva).

Mint a SZTAKI Valoszmusegszamltam Osztalyanak munkatarsa részt vett és onallo eredmenyeket
ért el az ezen az osztalyon végzett iddsorelemzési €s sztochasztikus folyamatok statisztikajara kon-
centralodo elméleti és gyakorlati munkaban. Ezt tiikkrozik az 1973—74-ben megjelent cikkei, és a hoz-
zajuk kapcsolodd korhazi morbiditasi vizsgalatok szamitdgépes feldolgozasat ismertetd dokumen-
taciok. Résztvett az idésorelemzési programcsomag Osszeallitasaban.

Ruda Mihaly publikdcioi

1. Time series analysis on CDC 3300.
Eléadas Tusnady Gaborral és Szeidl Laszloval:
9. European Mecting of Statisticians, Budapest, 1972. 661—665.
. A time series analysis program package, Proceedings of the Computer Science Conference, Szé-
kesfehérvar, (1973), 329—334.
3. Idésorelemzés 1. (tarsszerzével)
MTA SZTAKI tanulmany, 1973.
4. Elsérend(i autoregresszios folyamat paraméterbecsiésérdl.
MTA SZTAKI Kozlemények, 11. (1973), 27—31.
. Parameter estimation in the first-order autoregressive process, Biometrika (1974) 61, Ne 3,
632—633.
6. Korhazi morbiditasi vizsgalattal kapcsolatos statisztikai és szamitastechnikai meggondolasok
(tarsszerzokkel),
Szamitastechnikai és Kibernetikai modszerek az orvostudomanyban és a bioldgiaban, 4. Kol-
lokvium, Szeged, 1973.
7. On an estimate for the parameter of a multidimensional stationary Gaussian Markov process
and an application of it (tarsszerzével), MTA SZTAKI Kozlemények, 13 (1974) 21—30.
8. An approach to the hospital morbidity data system development in Hungary, (tarsszerzékkel),
Symposium on medical data processing Toulouse, 1975. marc. 3—7. XXXI. 1—12.
9. A koérhazi morbiditasi vizsgalat szamltogepes feldolgozasanak tapasztalatai €s tovabbfejlesztése
(tarsszerzokkel)
Szamitastechnikai és kibernetikai modszerek az orvostudomanyban és biol6giaban, 5. kollok-
vium, Szeged, 1974.
10. Az 1972—73. évi korhazi morbiditasi vizsgalat szamologépes feldolgozasa (1—2. kotet), MTA
SZTAKI dokumentacio.
11. Statisztikai és szamitastechnikai modszerek alkalmazasa korhazi morbiditasi vizsgalatokban
(tarsszerzokkel),
MTA SZTAKI Intézeti tanulmany (megjelenében).
12. Relaxacios pontelhelyezési eljarasok, MTA III. O. K. 18. (1968.)
13. Korelhelyezések téglapontokon, MTA II1. O. K., 19. (1969.)
14. Fejes Toth Laszlo egy sejtésérdl, MTA I11. O. K. 19. (1969.)
15. Egyenl6tlenségek numerikus bizonyitasa 1.,
MTA III. O. K, 19. (1969). ?
16. Some estimates in connection with the critical path method, Project planning by network analysis,
Proceedings of the Second International congress. (1969.).
17. A matematika alkalmazasanak egyik lehetséges ttja a neveléstudomanyi kutatémunkaban (tars-
szerzdvel), Magyar Pedagogia, 1975/1.
18. Egy felezésokszogekre vonatkozo tétel (megjelenében) MTA 111. O. K.
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19. Egyenlétlenségek numerikus bizonyitasa 11.,
MTA III. O. K., (megjelenében).
20. Alakzatrendszerek tomorségének vizsgalata (megjelendben) MTA 11I. O. K.

Simonovits Andrds 1970-ben végzett az ELTE TTK matematikus szakan. Az egyetem befejezése Ota
az MTA Kozgazdasagtudomanyi Intézetében dolgozik, jelenleg tudomanyos munkatarsként.
Feladata bizonyos kozgazdasagi modellek és problémak matematikai elemzése. .

[1] dolgozataban azt bizonyitotta be — Brody sejtését kovetve —, hogy dinamikus zart AKM modell-
ben (AKM = agazati kapcsolatok mérlege) a fejlodési iitem relativ hibaja Iényegében kisebb mint
az ar- és a volumenvektorok relativ hibainak a kétszeres szorzata. [6] dolgozataban az érték terme-
lési arra alakulasanak Marxtol szarmazo, Brody altal modellezett folyamatanak konvergenciajat
bizonyitja. 5

[8] dolgozataban igazolja tobbek kozott Brody sejtését, hogy ha az AKM egyiitthatok teljesen fiig-
getlenek, akkor a szokasos rutin becslés alabecsiili a brutto termelés varhato értékét. Matematikai
formaban: legyen A nxn-es, nemnegativ, sztochasztikus elem{ matrix, 1-nél kisebb spektralsugarral.
Legyenek a valosziniiségi valtozok teljesen fiiggetienek. Ekkor MI—A~* = [—- MA~1, ‘
[4] dolgozataban attekinti a szerteagazo irodalmat, és ellenpéldakkal illusztralja, hogy egyes szerzok
talaltalanositottak tételeiket. Pozitiv eredményeket bizonyit a két-osztalyos rendszerekre, végiil pe-
dig egy altalanos sejtést mond ki, amelyet bizonyos esetekben igazol is. A dolgozat irasaval egyidében,
de tole fiiggetleniil Sevcik kanadai kutato is hasonld eredményekhez jutott.

Ko0z0s sejtésiiket Gittins és Jones angol kutatok altalanositottak. [5] dolgozataban Bronstein €s Vek-
lerov ill. Jaiswal tételeit altalanositja tetszoleges szamu igényosztalyra és sztochasztikus kiszolgalasi
idore.

[5.a] egyetemi doktori értekezésében e két dolgozatot foglalja Ossze. [6] is hasonlo teriilettel foglal-
kozik: a sor-hossz és a kiszolgalasi dijak kozotti kapcsolattal — maximalisan altalanositva az eddigi
ircddalom fébb eredményeit.

Szakdolgozataban, [1], az un. team-elmélet T. A. Marschak modelljének stlyos matematikai téve-
déseire hivja fel a figyelmet. A hibakat kijavitja, de ezzel eltiinik Marschak dolgozatanak legérdeke-
sebb eredménye. [2] dolgozata Osszefoglalast ad a team-elméletrél. Kornai Janossal egyiitt nemrég
fejezték be a [9] dolgozatot, amely a miszaki szabalyozas elmélet modszereivel vizsgalja a készletek
szerepét a gazdasagi stabilizalasaban. Mivel a gazdasagi €letben tobb (sok) egység egymastol részben
fliggetleniil tevékenykedik, alapvetéen modositani kell a miszaki szabalyozas elméleti modelleket
— ¢és ez jelentGs matematika nehézségeket okoz.

Simonovits Andrds publikdcioi

1. ,,Pozitiv matrixok Raleigh-hanyadosarol”, Szigma, 1969. 1. sz. 76—78. o.

2. ,,A team-elméletrél’’, Szigma, 1970. 4. sz. 285—302. o.

3. “On Some Properties of a Decentralized Adjustment Process” (kézirat, 1971) p. 27.

4. “Direct Comparison of Different Priority Queueling Disciplines’
Studia Sci. Math. Hungarica 1973. pp. 225—243.

5. “On Discretionary Queueing Disciplines”, Proceedings of the Meeting of European Statisticians,
Budapest, Bolyai Tars. (megjelenés alatt).

5.b ,,A kiszolgalasi rend optimizaldsa sorbanallasnal’, (egyetemi doktori disszertacié6 = 44-5)

6. ,.Megjegyzések a dinamikus AKM harmonikus volumen- és araranyainak meghatarozasarol™,

Szigma, 1973. 3. sz. 225—235.
7. *“The regulation of Queuse-Size by Levying Tolls’* (1973 — benyujtva a Management Science-hez)
p. 12.
8.a ,,A Leontief-inverz ala- ill. folébecslésének egyik okarol’”, Szigma, 1973. 4. sz. 309—315.
8.b “Note on Underestimation and Overestimation of the Leontief-inverse’
(8.a angol nyelvi valtozata, elfogadva az Econometrica-nal) p. 12.
9. Kornai Janossal egyiitt: Elemi szabalyozasrol (1974, kézirat).

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Hajda-Bihar megyei Tagozatanak 1975. évi rendezvényei:

Februar 13.
Szénassy Barna: Megemlékezés Bolyai Farkasrol.
Marcius 12.
Balazs Janos: Approximacio spline-fiiggvényekkel.
Aprilis 9.
Szénassy Barna: 200 éve sziiletett Bolyai Farkas. (TIT-tel kdzosen).
Rapcsak Andras: A Bolyai—Lobacsevszkij geometria hatasa a térszemlélet kialakitasaban
(TIT-tel kozdsen).
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Aprilis 17.

Jan Grandel: Duplan sztochasztikus pontfolyamatok (angolul).
_ Karteszi Ferenc: Egy Szele Tibortol eredé véges geometriai probléma tisztazasa.
Aprilis 18.
_ Karteszi Ferenc: A szdgfogalom tanitasanak nehézségeirdl és azok feloldasarol.
Aprilis 30.

René Deheuvels: Konform invariansok (franciaul).

Majus 8.

Huhn Andras: Gyengén disztributiv halok és alkalmazasaik.
Majus 27.

A. J. Lawrance: Kétvaltozos Poisson-folyamatok (angolul).
Junius 10.

Manfréd Stern: A haléelmélet egy alkalmazasa a funkcionalanalizisben.
Junius 12.
P. L. Kannappan: On measures of information.
Augusztus 28—szeptember 2.
Differencialgeometriai Kollokvium.
‘Oktober 17.
Bartfai Pal: Konvex analizis és matematikai statisztika.
Oktober 18.
Walter Harnau: Tobbértéki logikak.

206



KONYVISMERTETES

JEAN BRUNIN: LOGIQUE BINAIRE DES CIRCUITS CABLES ET DES
PROGRAMMES ENREGISTRES (TOME 1: SYSTEMES COMBINATOIRES)

(Institut d’Informatique de Namur, 1975. — 325 oldal)

A belga intézet tervezett kiadvanysorozatanak (melynek elsé kotetét ismertetjiik) elészavaban
olvashatjuk: Az elsé két kotet (J. Brunin) a Boole-algebrak elemeivel, valamint a hardware €s soft-
ware alkalmazasokkal foglalkozik, a 3. (H. Leroy) programozasi nyelvekkel, modszerekkel. Tovabbi
kotetek vannak eldkésziiletben, az informacids rendszerek adatstruktara-modelljeirél, a COBOL
programozasi nyelvrél, egy koltségvetés-tervezési rendszerrdl és szamos egyéb teriiletrdl.

A jelen kotet elso fejezete a Boole-algebrakkal foglalkozik. Az alapfogalmakon kiviil szamos
gyakorlati modszert ad Boole-fliggvények egyszeriibb alakra hozasara.

A 2. fejezet kiilonbozd funkcioji elemi logikai aramkordk kiilonféle (relékkel, féleg azonban
félvezetokkel, ill. integralt aramkori elemekkel torténd) megvaldsitasait targyalja.

A 3—35. fejezetek kombinacids haldézatok software és hardware problémaival foglalkoznak
(mig a szekvencialis hal6zatok hasonld problémai a 2. kotetbe keriiltek). Ismertetésre keriilnek pl.
kodolo, osszeado-kivono eljarasok, dontéstablak és logikai egyenletek programozasai.

A fejezetek végén szamos, meglehetdsen kiilonbozo jellegii és nehézség feladat talalhato, dssze-
sen kozel szaz darab.

A kotet elsésorban a szamitogépekkel, digitalis aramkorokkel stb. foglalkozé mérnokok érdek-
16désére szamithat.

RECSKI ANDRAS

FARKAS IREN—FARKAS MIKLOS: INTRODUCTION TO LINEAR ALGEBRA
Akadémiai Kiado, Budapest — Adam Hilger Ltd., London, 1975. 205 old.

A linearis algebraval ismarkedni kivano olvasd — a nemzetkdzi kdnyvkiadast figyelembe véve
— sok jo konyv kozott valogathat. (Sajnos a valaszték bdségérol mar le kell mondania annak, aki
a bevezet6 ismerkedésen tulmend betekintést kivan kapni az elméletbe, vagy ennek specialis fejezete-
ivel kivan megismerkedni). A magyar konyvkiadas hossza ideig mostohan kezelte a linearis algebrat,
ezt a gyakorlati alkalmazasokban oly fontos szerepet jatszo elméletet. Annal drvendetesebb, hogy
az utobbi években tobb linearis algebraval foglalkoz6 monografia jelent meg magyar szerzék tollabol.

Farkas Irén és Farkas Miklos kdonyve, mint azt cime is mutatja, a linearis algebra bevezeté is-
mertetései korébe tartozik. A hat fejezetbdl allo konyv elsé fejezete a kozonséges tér megszokott
vektoralgebrajaval foglalkozik, jol érzékeltetve azonban a bevezetett fogalmak (bazis, koordinatak)
altalanosabb érvényét. A masodik fejezet a komplex szamokat a valos szamok rendezett szamparjai-
ként vezeti be, majd ezeknek a sikbeli (a Gauss-sikon vald) abrazolasat mutatja meg. A harmadik
fejezet a matrixalgebra cimet viseli; tartalma a szokasos matrixaritmetika és a legfontosabb specialis
(igy a szimmetrikus és ferdén szimmetrikus, hermitikus és ferdén hermitikus) matrixok, a rendezett
szam n-esek linearis tere, a determinanselmélet — a szerzok a determinanselméletnek egy olyan Ki-
fejtését adjak, amely nem igényel kombinatorikai elokészitést —, az inverz matrix és a rang defini-
cidja. A negyedik fejezet a linearis egyenletrendszerek elméletét targyalja. E fejezet helyet ad a line-
aris programozas alapfeladatanak is. Az 6todik fejezet tartalmazza a linearis és az euklideszi tér axio-
matikus targyalasat. A hatodik fejezet a linearis vagy euklideszi teret dnmagaba leképezd linearis
operatorokat targyalja. Kiilon hangsulyt kapnak a szimmetrikus operatorok és kapcsolatuk a kvad-
ratikus alakokkal.
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Farkasék konyve eltér a hasonlo cimet visel6 mas mivektdl. Formailag az eltérés abban nyilva-
nul meg, hogy — eléismeretet nem feltételezve — anyagaként a konyv a kozonséges tér vektoralgeb-
rajat, a komplex szamok ismertetését, valamint a determinanselméletet is tartalmazza, s ez utobbit
nem a megszokott modon. Az eltérés lényege azonban az anyag fplepitesében és induktiv targyalas-
talalkozik az olvaso Addig azonban egy sor konkrét modellen — igy a kézonséges sik és ter vektorai,
a komplex szamok, a rendezett szam n-esek, a matrixok példajan — mar jol megismerkedhetett
a linearis ¢s az euklideszi tér fogalmaival és szerkezetével.

A konyv legfobb erénye éppen az anyag egységes elv szerinti felépitése és kovetkezetesen végig-
vitt induktiv targyalasmodja. Nem biztos, hogy vezetésével a kezdd konnyebben jut el a linearis al-
gebra alapismereteihez, az elméletben jartas olvasé azonban biztosan élvezettel fedezi fel a gondosan
megirt konyv erényeit és szépségeit.

LEE ANNA

ENTWICKLUNG DER MATHEMATIK IN DER DDR
(VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin, 1974. p. 756.)

A terjedelmében és kiilsejében egyarant impozans kiadvany osszegezd jellegii: a Német Demok-
ratikus Koztarsasag megalakulasanak 25. évforduldja alkalmaval ismerteti az ottani matematikai
¢let alakulasat, tovabba bemutatja a kelet-német tuddsok altal a matematika kiilonbodzd teriiletein
elért 0jabb eredményeket.

A Tudomanyos Akadémia Matematikai Osztalya elnokének, Karl Schrdternek a kiadvany cél-
jat megjelolo rovid bevezetdje, majd a kiado ezt koveto kissé részletezobb elészava (mely tobbek ko-
zott vazolja a matematika-oktatas korszer(sitését célzo6 reformokat is) utan sorra keriilnek — kii-
16n fejezetekre bontva — azok a targykorok (szam szerint 27), melyekben nemzetkozi téren figye-
lemre mélto eredményeket értek el az NDK matematikusai. E targykorok kiterjednek az elméleti
kutatasokra, a matematikaval olelkezé hatarteriiletekre (pl. aramlastan, relativitaselmélet), az elmé-
leti eredmények népgazdasagi alkalmazasaira, valamint a kibernetikaval és a matematikai gépekkel
kapcsolatos vizsgalatokra.

A konyv nem olyan — marcsak a targykorok sokfélesége miatt sem —, amilyent egyfolytaban
végig szoktunk olvasni, de a szerkesztéknek nem is ilyen kiadvany osszeallitasa volt a célja. Inkabb
reprezentalni akarja azt a munkat, ami a matematika terén folyt a kdzel multban az NDK-ban.
A kiadvany ezek ellenére hasznos a matematika kiilonb6zé teriiletein buvarkodok szamara: egyrészt
osszefoglaloan lathatjuk az egyes teriileteken elért német eredményeket, masrészt — a fejezetek végén
szerepl6 gazdag bibliografiak révén — az ezeket targyalé értekezések listajat, megjelenési helyiik és
idejiik koordinataival.

A szerkesztd bizottsag és az egyes fejezetek irdinak a szama kozel jar a szazhoz. Nyilvanvalo,
hogy ilyen nagyszamu iro-garda esetén nehéz megteremteni az optimalis aranyokat, egységesiteni
a szempontokat. A kiadvany kiilon érdeme, hogy torekszik a kell6 mértéktartasra, és — amennyire
ezt meg tudjuk itélni — az egyes fejezetek terjedelme tiikrozi a targyalt diszciplina stlyat, a benne
elért eredmények gazdagsagat.

Az egyes cikkek az érintett targykor rovidre fogott el6torténetét, kialakulasat is vazoljak, igy
bepillantast engednek a régebbi matematika- torteneu adatokba. Nehany fejezet anyaga tanusitja
azt is, hogy igen hatékony volt az utobbi évtizedekben a kelet-német és a magyar matematikusok
egytittmiikodése tobb teriileten (pl. az absztrakt algebraban, a valoszinliségszamitasban stb.), a ma-
gyar vendégprofesszorok pedig eredményes munkat végeztek a német egyetemeken néhany matema-
tikai targykor kialakitasaban, népszertsitésében.

Mindazoknak a figyelmébe ajanlhatjuk ezt a gondosan szerkesztett kiadvanyt, akik attekintd
képet Ohajtanak nyerni az NDK sokrét(i matematikai életérdl, gazdag konyv- és folyoirat kiada-
sarol, a negyedszazad kiemelkedobb rendezvényeirdl, az ottani matematikai versenyekrol, és foleg
a matematikai eredményekrol.

SzENAssy BARNA

SZENDREI JANOS: ALGEBRA ES SZAMELMELET
Tankonyvkiado 1975.

Az utobbi évtizedben az algebra és szamelmélet fejlédése ugrasszeriien meggyorsult, és az ér-
deklédok tabora igen nagy mértékben kiszélesedett. A megnovekedett érdeklédés elsésorban annak
koszonhetd, hogy az alkalmazasokban e teriiletek fokozottabban jutnak szo6hoz. Az algebra és szam-
elmélet irant érdekl6ddk részére szamos Kit(iné idegen nyelvi konyv all rendelkezésre, de magyar-
nyelvi szakirodalomban csak az utdbbi években indult meg a fellendiilés. Sokaig csak Szele Tibor-
nak az Otvenes évek elején irodott konyve jelentette az egyetlen magyarnyelvii forrast (nem szamitva
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az algebra és szamelm:let egyes specialis fejezeteivel foglalkozo konyveket), amely az akkori elsdéves
egyetemi anyagot targyalta. Aki elmélyiiltebb tanulmanyokat akart folytatni, az a kiilonféle egyetemi
jegyzeteket vehette kézbe, ha egyaltalan hozza tudott jutni. Sajnos e tobbségiikben kivalé jegyzetek
egyike sem jelent meg konyvalakban. A 70-es években azutan egymasutan lattak napvilagot bevezetd
algebra konyvek, amelyek elsdsorban kozépiskolasok szamara késziiltek. Az elsé, komolyabb rend-
szeres tanulmanyokat lehetévé tevé magyarnyelvi konyv Szendrei Janos Kkit{ind konyve, amelyet
a tanarképzo foiskolak hallgatoi részére készitett. A konyv azonban sokkal szélesebb olvasotaborra
szamithat, jobb képességli kozépiskolas didkoktol kezdve mindazoknak melegen ajanlhato, akik
a szamelmélet és algebra alapjaival szeretnének megismerkedni.

Mint ahogy a szerzd a konyv elészavaban irja, az anyag Osszeallitasanal a tanarképzé féiskolak
1972-es képzési tervét vette alapul. igy a szerzo bizonyos fokig kotve volt, a konyvet agy kellett fel-
épiteni, hogy a klasszikus algebra, kombinatorika jo néhany eredményét is targyalja. Ez véleményem
szerint megnehezitette a munkat, de ennek ellenére a szerz6 az anyag Osszevalogatasat kifogastalanul
oldotta meg. Egyébként meggy6z6désem, hogy az anyag kivalogatasa masodlagos, az elsddleges,
hogy hogyan mutatjuk azt be. Elvesziink-e az egyes eredmények siir{ijében, vagy a konyv elolvasasa
utan gazdagabbak lesziink-e egy szemlélet moddal. Szendrei Janos konyvét elolvasva, allithatom,
hogy legfébb erénye az, hogy a modern algebra szemlélet-modjaval ajandékozza meg az olvasot.
Amellett, hogy szamos ismerettel lesziink gazdagabbak, bepillantast nyeriink a modern algebra
vilagaba.

A konyv tizenegy fejezetre oszlik. Mint ahogy a szerzd is ramutat, ezek sorrendje nem feltét-
leniil rogzitett. Az elsé fejezet a halmazelméleti alapismereteket targyalja. Igen szerencsésnek tartom,
hogy a halmazokkal valo miveleteket a szerz6 kihangsilyozza. Nagyon helyesnek tartom, hogy az
olvaso viszonylag hamar megismerkedhet a rendtipusokkal, ill. rendszamokkal. (Sajnos egyetemi
képzésiinkben erre eléggé késon kertil sor.) A fejezetet a 17. § zarja le, amely a halmazelméleti anti-
nomiakrol egy érdekfeszité olvasmany. .

A masodik fejezet a kombinatorika alapfogalmait targyalja. Ugy érzem jo lenne, ha a fejezet
anyagat a hallgatok mar a kozépiskolaban megismernék.

A harmadik fejezetben az alapveté algebrai fogalmakat ismerhetjiik meg. Itt a 3. §-ban talan jo
lett volna az egyes konkrét struktara tipusok definialasa elétt is néhany példat mutatni. A fejezet
egyik leglényegesebb fogalomalkotasa a homomorfizmus.

A negyedik fejezet az euklideszi gytirtiket targyalja. El6sz0r az egész szamok, majd a polinom-
gylrlk targyalasa utan, kozos altalanositasként érkeziink el az euklideszi gytir(i értelmezéséhez.
Az egyértelmi primfelbontas targyalasanal nem artott volna ramutatni, hogy a szerepl6 fogalmak,
ill. tételek a szorzasra ,,épiilnek™, ezek lényegében félcsoportelméleti tételek.

A primszamelmélet alapjaival is ebben a fejezetben ismerkedhetiink meg. Szerepel bizonyitas
nélkiil néhany mély tétel a primszamok szamanak becslésére vonatkozoéan. A szamelméleti fiiggvé-
nyek sorabol hianyolom a Moebius-féle fiiggvényt. (Talan a tokéletes szamok rovasara is érdemes
lenne targyalni a Moebius-féle megforditasi formulat.) Az oszthatosagi szabalyokat atengedném
a kozépiskolanak.

Az 0todik fejezetben a Gauss-féle gytrikkel ismerkedhetiink meg, amelyek az euklideszi gy-
riiknek fontos altalanositasai.

A hatodik fejezet a komplex szamoké. A komplex szamok bevezetése a legalgebraibb, nélkiiloz
minden mesterségesnek tetszé konstrukciot.

A hetedik fejezet a vektorok sokiranyu szerepével ismertet meg, a fejezet végére eljutunk a vek-
tortér fogalmahoz. A linearis transzformaciok azutan elvezetnek a matrixokhoz, amelyekkel a nyol-
cadik fejezet foglalkozik. A kovetkezd fejezet az algebrai egyenleteket, ill. egyenletrendszereket tar-
gyalja. Ugy érzem a harmad és negyedfoki egyenletekrél jobb lenne kevesebbet mondani. Helyes,
hogy a 21. §-ban egyenletek kozelité megoldasaba kapunk bepillantast.

A tizedik fejezetben ismerkedhetiink meg behatobban az algebrai struktarakkal. A nagyszamu
példa megkonnyiti az olvasd szamara az absztrakt fogalmak megértését. Igen élvezetes formaban
bepillantast kapunk a Galois-elméletbe, és igy lehetéség nyilik a geometriai szerkeszthet6ség targya-
lasara. A fejezet végén érdemes lett volna bizonyitani, hogy minden véges Boole-algebra izomorf egy
halmaztesttel, példat szolgaltatva egy gydnyor( strukturatételre. A fejezetbdl hianyolom még a cik-
likus csoportokat, hiszen segitségiikkel példat mutathatunk az algebra alapvetd céljara, a strukta-
rak leirasara.

Végiil a 11. fejezet a szamfogalom felépitését targyalja. Itt kiilon kiemelendé az 5. §, amely az
algebrakkal foglalkozik, és bizonyitva szerepelteti a hires Frobenius tételt.

Osszefoglalva, Szendrei Janos konyvével magyarnyelvi irodalmunk egy Kitlind kdnyvvel lett
gazdagabb. Témavalasztasa elGsegiti a helyes szemlélet-mod kialakulasat. Az anyag kivalasztasara
vonatkoz6 néhany aprobb észrevételem csupan javaslat az igen valoszinii késébbi kiadasok részére.
A konyv megirasa biztositja, hogy az olvasd egy mindvégig élvezetes olvasmanyt kapjon készhez.
Megfontolandonak tartom, a konyv esetleges idegennyelv( kiadasat is.

Schmidt Tamas
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GALL EVA: VIGYAZAT! CSAK GYEREKEKNEK

Az ,,Utazasok Matematikaorszagban’ sorozat egyik részeként jelent meg 1975-ben.

A sorozatnak— és ezzel 6sszhangban a konyv szerzgjének is — legfontosabb célja, hogy a gyer-
mekeket bevezesse, sok-sok jatékos elemet tartalmazo feladattal, a matematika néhany problémako-
rébe, s ekdzben hozzasegitsen a problémamegold6é gondolkodasmod kialakulasahoz.

Gall Eva bevezet6jébdl kitiinik, hogy foként azt szeretné, ha a gyerekek Onalldéan kiizdenének
meg a feladatokkal. Ami azonban nem zarja ki azt a lehetoséget, hogy a pedagogusok ne hasznal-
hatnak fel munkajuk soran az értékes oOtleteket, valamint egy-egy téma feldolgozasaban a konyv
logikai menetét.

A narrator szoveget egy gyermek mondja el, amivel egyrészt motival, masrészt a sziikséges mély-
ségig értelmezi a feladatokat. Onallo feldolgozasra a kdvetkezd témakoroket javaslom:

kombinatorikai feladatok.

Inkabb kozos mint egyéni feldolgozasra az alabbi fejezeteket ajanlanam.

1. Helymeghatarozas egy rendezett szampar segitségével. Ebben a fejezetben egyrészt didakti-
kailag nem kell6en atgondoltnak talalom az x, y tengelyek bevezetését. Masrészt nem matematikai-
lag indokolt a koordinata tengelyek negativ felének hasznalata.

2. Parhuzamos €és merdleges egyenesek a koordinata-rendszerben. Ennek a fejezetnek a sikeres
feldolgozasahoz megfeleld alapismeretekre van sziikség.

3. A szamrendszerhez kapcsolodo részt szervesen be lehet illeszteni a téma orai feldolgozasaba,
akar a probléma felvetéseként is. (Az utobbi megallapitas nemcsak erre a fejezetre vonatkozik.)

4. A szimmetriaval kapcsolatos feladatok megoldasa is nyilvan csak a szimmetria fogalmanak
ismerete mellett lehetséges.

Szinte minden témakor utan sok gyakorlo feladat koziil valogathatunk. Az osszes feladat meg-
oldasa nem célszer(i, mert nem minden esetben hoz uj gondolatot, alaposabb megértést.

Osszegezve: a konyvet jol felhasznalhatonak tartom a matematika tanitasaban és az 6nalld
matematika tanulasban is.

Reméljiik a sorozat kovetkezé részére nem kell sokaig varnunk!

CsAaHOCZI ERZSEBET

MAGYAR
TUPOMANYOS .T‘.ELAES‘ASIA
KONYVIARA -~
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