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A matematika multja és jelene hazankban

A mdjus 17.-i vdlasztdsok alkalmdb6l hasonlitsuk Ossze a
matematika multjat és Jelenet hazdnkban néhdny kiragadott tényen
keresztiil.

Emlekezziink arra, hogy a 30-as években sok matematikus
tartozott az allastalan diploméasok szovetségéhez. Ez a szovetség
egy alkalommal tiltakozé gyiilést is akart rendezni az 4llastalan
diplomasok nyomortisagos helyzetér6l, azonban a tiintet6ket a rend6r-
séggel fenyegetzve szétkergették. El6fordult, hogy egy egész egye-
temi évfolyambdl csak egy matematikus hallgaténak sikeriilt koz-
vetleniil a végzés utdn allast kapnia. Aki a tudomdnyt valasztotta
életcéljaul, arra hosszu évek nélkiilozése, nyomora vart.

Ezzel szemben ma a végz6 matematikusokkal kapcsolatban
csak az okoz gondot, hogy igen sok iskola, tanszék és tudomanyos
intézet igényeit kell kielégiteni. Minden hallgatd maér. utols6éves
koraban tudja, hogy hova keriil allasba. Akik a tudomanyos palyat
valasztjdk, azok szamdra nyitva all az aspirantira intézménye.

Emlékezziink arra, hogy milyen volt a matematika-tanarok
¢lete és munkdja. Lélektelen robot volt a munkajuk, mert a gazdag
sziilok gyermekei csak az érettségi bizonyitvanyt akartdk megsze-
rezni, a matematika, a tényleges tudds nem érdekelte tket, eltekintve
kisszama kivételtol.

Ezzel szemben ma az iskola padjaiban féként munkds és
paraszt sziilbk gyermekei iilnek, akik tudjdk, hogy miért tanulnak,
az iskolaban tanultakat fel akarjak haszndlni a szocializmus épité-
sében. Hogy mennyire megnétt a didkok érdeklddése a matematika
irant, azt bizonyitja, hogy a Kozépiskolai Matematikai Lapok, amely
a felszabadulds el6tt csak néhany kivalo diék olvasménya volt, ma
3400 példanyban jelenik meg és még tobb példanyra is sziikség
volna. Ez évben 800-ndl tobb didk kiildott be megoldasokat a
Kozépiskolai Matematikai Lapokban megjelent feladatokra. Ugyan-
ezt bizonyitja a 'RAKOSI MATYAs, ARANY DANIEL és KURSCHAK
JOzSEF versenyeken résztvevl dlakok egyre novekvd szama is.
A RAkosI MATYAs-versenyen példdul ez évben kozel 3000 didk
adott be .dolgozatot. Megvaltozott, 1 tarta]ommal telt meg a mate-
matika-tanarok munkaja is. eYAR

1 Matematikai Lapok



Emlékezziink arra, hogy a- multban a kormany nem tor8dott
a matematikaoktatds szinvonaldval, a kiemelkedd j6 munkat végz6
tanarokat nem becsiilte meg.

Ezzel szemben Népkoztirsasagunk édllandéan torekszik a mate-
matika-oktatds szinvonaldnak emelésére, a j6 munkat végz6 mate-
matika-tandrokat Kkitiinteti, példaképiil 4llitja. Ez évben Huszka
ERNONE j6 munkdjaért Kossuth-dijban részesiilt, eddig 11 mate-
matika-tanar kapta meg a BEKE MANO-dijat, szdmos tanart a Koz-
oktatastigyi Minisztérium tiintetett ki.

Emlékezziink arra, hogy az egyetemrdl kikeriilt tandroknak nem
volt tovibbképzési lehet6sége, legtobbjiik elszakadt a tudomanyos
élettol, kiilonosen, ha vidékre keriilt.

Ezzel szemben ma Népkoztirsasdgunk minden tandr részére
biztositja a tovabbképzés lehet6ségét, segiti a tandrokat, hogy
megismerjék a tudomany ujabb eredményeit és kicseréljék tapasz-
talataikat. A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a Kozoktatastigyi
Minisztériummal karoltve az elmilt hdarom évben a Budapesten
rendezett konferencidkon kiviil Miskolcon, Szegeden, Debrecenben,
Pécsett, Gyorott, Balatonfiireden, Békéscsaban, Szombathelyen és
Séarospatakon rendezett konferencidkat. A matematika-tandrok nagy
szamban vehettek részt az I. Magyar Matematikai Kongresszuson
és a Bolyai-héten. Szadmos konyv és eldadds tette lehet6vé, hogy
a matematika-tanarok megismerjék a szovjet matematikusok nagy-
szeril eredményeit, a Szovjetuni6 magasszinvonalit matematika-
oktatdsat. A most meginduld ,A matematika tanitdsa“ c. folyoirat
® ujabb segitséget fog jelenteni tanarainknak.

Emlékezziink arra, hogy a Matematikai és Fizikai Tdarsulat a
felszabadulds el6tt alig 3—400 tagot szdmlalt, csak Budapesten
miikodott és gyarigazgatok adomdnyaibdl tengédott.

Ezzel szemben ma csak a Bolyai Tarsulatnak tobb, mint 1200
tagja van, Budapesten kiviil 11 vidéki varosban miikodik (Szeged,
Debrecen, Miskolc, Pécs, Veszprém, Eger, Sopron, Nyiregyhaza,
Szolnok, Szombathely) és hathatés dllami tdmogatasban részesiil,
minek kovetkeztében mdédjaban 4ll konferencidkat, versenyeket ren-
dezni, palyadijakat osztani, el6addcserével és minden mas modon
tdmogatni a matematikai élet fejlodését.

Emlékezziink arra, hogy a felszabadulds elétt Magyarorszagrol
joval tobb kival6 matematikus vandorolt ki kiilfoldre és kapott ott
katedrat, mint ahany idehaza egyetemi tanar lehetett. Az egyetemi
tanszékeken fizetett dllds csak igen kevés volt, nagy Kkitiintetes volt,
ha egy fiatal matematikus dijtalan gyakornok lehetett.
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Ezzel szemben ma mar az a gondunk, hogyan tbltsiik-be az
egyetemi oktatdsunk fejlédésével egyre szaporodé matematikai tan-
székeket. -Szamos fiatal matematikus vezet ma mar tanszéket és
tobbszdz matematikus dolgozik a tanszékeken. Gyokeresen meg-
valtozott, rendszeressé, korszeriivé valt az egyetemi oktatds.

Emlékezziink arra, hogy a magyar matematikusokat régen kiil-
foldon jobban megbecsiilték, mint idehaza, a magyar matematikai
iskola nagy eredményeir6l az egész vilag tudott, csak éppen az
itthoni hivatalos korok alig vettek rdla tudomast.

Ezzel szemben a felszabadulas 6ta 14 kivdld magyar matema--
tikust tiintettek ki tudoményos munkajukért Kossuth-dijjal, koztiik
négyet mar kétizben, RIESZ FRIGYEST ez évben a Kossuth-dij leg-
magasabb fokozatdval, FEJER LipOTot a legmagasabb munkaérdem-
renddel, a Munka Voros Zaszl6 rendjével tiintette ki Népkoztarsa-
sagunk kormanya.

Emlékezziink arra, hogy milyen gyéren jelentek meg mate-
matikai szakkonyvek €s egyetemi tankonyvek a multban.

Ezzel szemben felszabaduldsunk 6ta gyors fellendiilésnek indult
a matematikai kényvkiadas: eddig 0sszesen kereken 70 matematikai
konyv (tudomanyos monogréfia, egyetemi tankonyv, népszeriisit6 és
didaktikai munka) jelent meg. A megjelent konyvek egy része
magyar szerz0 munkdja, mds része kivald szovjet miivek forditasa.
Az elkovetkezd években még tobb matematikai munka fog meg-
jelenni és néhany éven beliil lehetségessé valik magyar nyelven
megismerkedni a matematika 0Osszes fontosabb 1ij irdnyaival és
minden alapvetd egyetemi tantargynak lesz magyarnyelvii tankdnyve.

Emlékezziink arra, hogy a matematikusok a multban elszige-
telten dolgoztak, nem taldltak meg a kapcsolatot a gyakorlattal, az
iparral, de még a természettudomdanyokkal sem.-

Ezzel szemben ma, a szovjet tudomdany példajat kovetve, a
magyar matematikusok is felismerték, hogy nincs szebb és tudds-
hoz méltébb feladat, mint hogy tudoményuk eredményeit a dolgozo
nép szolgalatiba allitsdk, azzal, hogy a tudomédny és gyakorlat
egységének megvalOsitasdra torekszenek a matematika terén. Hogy
ez a torekvésiik maris meghozta elsé gylimolcseit, mégpedig mind
az ipar, mind a rokon tudomdnyok, mind pedig maganak a mate-
matikai kutatisnak a javara, azt bizonyitja az Alkalmazott Matema-
tikai Intézet Kozleményeinek nemrég kiadott elsé kotete is.

Az elmondottak is mutatjik, hogy Partunk és Kormanyunk
hatalmas tdmogatisa a magyar matematikai élet pezsgd és viragzo
korszakat teremtette meg hazdnkban azé6ta, amiota a Szovjetunio6
felszabadité hadserege meghozta szdamunkra a varva vart szabad-

1*
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ségot. Szabad hazdnk tovéabbi fejlodése, otéves terviink teljesitése:
€és tilteljesitése, valamint mdsodik otéves terviink a matematikanak:
mint tudoménynak, a matematika alkalmazdsainak és a matematika-
oktatdsnak tovdbbi nagyaranyu fejlesztését koveteli meg. Igen nagy
feladatok 4allnak el6ttiink, magyar matematikusok el6tt és minden
er6nkkel arra kell torekedniink, hogy élni tudjunk azokkal a kor—
latlan lehet6ségekkel, amelyet Népkoztarsasagunk biztosit szamunkra.
Ebben a munkidnkban bizton szamithatunk Partunk és Kormanyunk,
szeretett RAkosI elvtarsunk tovabbi hathatds tdmogatdsara, tamasz--
kodhatunk a szovjet matematikusok Onzetlen segitségére és a tobbi
barati orszdg matematikusainak tdmogatasara is. A-magyar mate-
matikai élet fényes jelenére és még ragyogobb jovOjére szavazunk
akkor, amikor médjus 17.-én a multat, a jelent és a jov6t feimérve,.
egy emberként, ontudatosan, 6rommel adjuk szavazatunkat a Fiig—
getlenségi Népfrontra.



Unnepi iilésszak holyai Jénos
sziiletésének 150. évforduléja alkalmabél
1952 december 14—18.

A Magyar Tudoményos Akadémia, a Bolyai Janos Matematikai
‘Tarsulat kozremiikodésével 1952. évi december hé 14-t6l 18-ig
iinnepi iilésszakot tartott, amelyen BoLyAl JANOs, a magyar tudo-
many biiszkesége, a matematika torténete egyik legkiemelked6bb
alakja sziiletésének 150. évforduldjat tinnepelte meg. Ugyanekkor a
Téarsulat orszagszerte az tinnepi tilések és ismertetd eléaddsok egész
sorat rendezte, a magyar sajt6 pedig cikkekben és beszamol6kban
emlékezett meg a nevezetes évfordulorol.

Az iinnepi {ilésszakon részt vettek a Szovjetunié képviseletében
P. Sz. ALEKSZANDROV, a Szovjetunié Tudomanyos Akadémiajanak
lev. tagja és Sz. M. NyikoLszki, SzTALIN-dijas matematikus, a
Lengyel Népkoztarsasag részérdl W. SiErPINSKI, a Lengyel Tudo-
méanyos Akadémia alelndke és S. TURskI, a varséj egyetem rektora,
a Csehszlovak Népkoztarsasag részérél Epuard CECH akadémikus,
a Csehszlovak Kozponti Matematikai Intézet igazgatdja, a Romén
Népkoztarsasag részérél T. Popovict akadémikus és G. Pick egye-
temi tandr, a Német Demokratikus Koztarsasag részér6l W. RINOW
és H. MARUHN egyetemi tandrok; bekiildott eléadasaval képvisel-
tette magat J. HADAMARD, a Francia Tudoményos Akadémia tagja,
a haladészellemii, vildghir(i francia matematikus.

Az iinnepi iilések eldaddsai nyoman megelevenedett el6ttiink
a tragikus sorsit BOLYAI JANOs alakja, aki egész életében meg nem
értetten és maganyosan harcolt forradalmi igazsdgainak érvénye-
sitéséért. Képet kaptunk BOLYAlI JANOS zsenidlis matematikai felfe-
dezésérdl, arrdl a paratlan hatdsrol, amelyet e felfedezés a mate-
matikdnak és mds tudoményoknak fejlodésében eldidézett. Ugyan-
akkor megismerhettiik tarsadalmi felfogasat és vilagnézetét, ami
vilagossa teszi, hogy kordnak uralkod6 osztilya miért igyekezett
forradalmi, halad6 vonasait elleplezni. Végiil a BoLYAI—LOBACSEV-
SzK1] geometria vilagnézeti jelentdségének mélyenjard elemzését
kaptuk. 3
Az iinnepi iilések lelkes hangulata megmutatta, hogy a magyar
nép, a magyar tudomany visszavonhatatlanul magéhoz oleli egyik
legnagyobb fiat, torténelmének, nemzeti hagyoményainak biiszkesegét.



Az tinnepi {iilésszakot december 14-én délel6tt 11 6rakor meg-
nyitd iilés vezette be, amelyen a matematikusokon kiviil a politikai
€let és mas tudomanyok szamos kivaldsaga is megjelent. RUszNYAK
ISTVAN, a Magyar Tudoményos Akadémia elndke tidvozolte a rész-
vevOket és megnyit6 beszédet tartott. Beszédében utalt azokra a
megvaltozott koriilményekre, amelyek megérlelték a magyar népben,
a magyar tudomény dolgozoiban, hogy BOLYAl JANOs alakjat tudo-
manyos €s emberi €rtékét valoban megilletd helyre allitsik halado
hagyomdnyaik kozé. Ezutdn a kiilfoldi delegaciok vezetdinek fel-
szolaldsaira keriilt sor. Elsének P. Sz. ALEKSZANDROV, a szovjet
delegécid vezetdje szolalt fel. Az {innepi iilésszak tidvozlése kapcsan
a kovetkezbket mondta: ,Mi, a szovjet kiildottség tagjai, biiszke-
séggel ¢és orommel hangstlyozzuk, hogy ez az tinnep egyforman
linnepe a magyar €és az orosz népnek... Legyen BoOLYAI és LOBA-
CSEVSZKI] neve ujabb jelképe népeink 6rok bardtsdgdnak, amelyek
egymassal szoros egységben kiizdenek a békéért, az egész embe-
riség boldoguldsaért.“ Utdna W. SIERPINSKI, a Lengyel Népkoztar-
sasag kiildottségének vezetéje mondott iidvozlé beszédet, melyben
a lengyel matematikusok testvéri tidvozletét tolmacsolta. A Roméan
elmondta, hogy ezekben a napokban az 6 hazdja is iinnepli BoLYAI
JANOS sziiletésének évforduldjat; a. Romédn Munkapart és a demo-
kratikus allam gondoskodik a nagy magyar matematikus hagyo-
manyainak apoldsdrol. Kiadjidk roman nyelven az Appendixet, tanul-
manyok jelentek meg BOLYAIr6l, kiilon iilést tart a Romdn Tudo-
mdnyos Akadémia és kidllitist rendez BoOLYAI hagyatékabol. A
Csehszlovdk Népkoztarsasag részérdl EpuarD CECH iidvozletében
annak a reményének adott kifejezést, hogy a jovében matematiku-
saink a viligbéke €s a szocializmus épitése érdekében egyre jobban
egyliitt miikodhetnek.

Ezutan RusznyAk ISTVAN elnok felolvasta a Kinai Tudomé-
nyos Akadémia elnokének, Kuo-Mo-Zso-nak tdviratat, melyben a
kinai nép testvéri egyiittérzését és tidvozletét kiildte az {innepi
tilésszak részvevodinek.

A részvevd kozonség hosszas tapsokkal, meleg fogadtatidsban
részesitette a testvéri Szovjetunié és a népi demokratikus orszdgok
kiildotteinek tidvozld felszolaldsait.

Ezutdn ALEXITS GYORGY akadémikus ,BOLYAI élete és mun-
kassdga“ cimen tartott iinnepi eldadasa kovetkezett. ALEXITS GYORGY
elbadasaban és ,BoLyAl JANOS“ cimii konyvében els6nek tarta fel
a torténelmi materializmus mélyenjaré moédszereivel a zsenidlis tudés
és szocidlisan érz6 és gondolkodo ember tragikus sorsat, tdrsadalmi
Osszefiiggéseiben és sziikségszerfiségében. Eddig ismeretlen kéz-
iratok tanulmdnyozdsa alapjan céfolt meg szdmos BoOLYAIra vonat-
kozé helytelen nézetet €s mutatott rd BoLvar alakjanak emberi



nagysagara. Megmutatta, hogy BoLyAl JANOS mind a matematika
elvi kérdéseiben, mind pedig tarsadalmi kérdésekben kovetkezetesen
haladé, s6t harcos allaspontot foglalt el.

Az tinnepi iilésszak el6addsai sokoldaltian, tjszertien vilagi-
tottdk meg BoLvAl JANOS tudomdnyos eredményeit, ezeknek az
eredményeknek szamos kiilonbozé irdnyta tovabbfejlesztését és azt
a hatast, amelyet a tudomanyok fejlodésére a BOLYAI—LOBACSEVSZKI]J
geometria gyakorolt. Kiilfoldi vendégeink és hazai el6addink Osz-
szefoglald elbaddsok mellett tijabb tudomédnyos eredményeikrdl is
beszamoltak a matematika olyan 4gainak teriiletérél, amelyek kifej-
16dése a nem-euklidesi geometria felfedezésének koszonheto.

A Budapesten €16 matematikusok teljes szamban vettek részt
a szamukra jelent6s tudoményos élményt jelentd eldaddsokon, de
a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat gondoskodott arrél is, hogy
vidéki tagjai is igen nagy szamban jelen lehessenek az tinnepi
tilésszak el6adasain és Osszejovetelein. Nagy szdmban jelentek meg
az el0adasokon a tudomdanyegyetem €s a miiszaki egyetemek hall-
gatoi is. :

A megnyit6 iilést kovetd napon P. Sz. ALEKSZANDROV és
VARGA OTTO tartottdk meg el6adasaikat.

P. Sz. ALEkszANDROV ,A tér fogalma a topolégidban“ cimii
Osszefoglal6 el6addsdban ismertette a topologikus tér fogalménak
fejlodését, annak RiEsz FRIGYEs dltal tortént megalapozésatol
napjainkig. A metrizdci6 probléméjianak minden tekintetben teljes
megoldasat — néhdny évvel ezelétt — egy tanitvdnya, Ju. V.
SzMIrRNOV adta meg. A teljesen reguldris testek bikompakt bovité-
sével kapcsolatosan kiemelte a maximélis bikompakt bévités egy
E. CEcCHt6l szdarmazo egyszerii felépitését, végiil a V. A. JEFREMO-
vics éltal bevezetett ,szomszédsdg-tér“ fogalmdrél beszélt.

VArRGA OTTO ,A Bolyai—Lobacsevszkij geometria hatdsa a
differencidlgeometria fejlddésére“ cimfi el6addsdban ismertette els-
szOr azokat a vizsgdlatokat, amelyek a geometria modern, axioma-
tikus megalapozasahoz vezetnek. Vézolta tovabba azokat a felfoga-
sokat, amelyekbdl kiindulva mar &ltalinosabb geometridkhoz lehet
jutni. igy a CavLey—KLEIN-féle projektiv felfogds vezetett a geo-
metridk csoportelméleti megalapozdsahoz, mig kiindulva RIEMANN
hires habiliticiés el6addsabdl, a vizsgédlatok kiilonbozé geometriai
diszciplindk differencidlgeometriai megalapozasdhoz vezetnek.

RuszNYAK ISTVAN, a Magyar Tudomanyos Akadémia elndke
a kiilfoldi vendégek tiszteletére fogadast rendezett a margitszigeti
Nagyszalloban, amelyen a Szovjetunio és a barati népi demokratikus
orszagok diplomaciai testiiletei is képviseltették magukat. A foga-
dason politikai és tudomanyos életiink tobb kivaldsiga és szdmos
magyar matematikus vett részt.
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Az innepi iilésszak kovetkez6 napjan J. HADAMARDnak a
Bolyai iinnepi tilésszakra bekiildott elbadasat HAjos GYORGY ismer-
tette; az eldadds cime ,A nem-euklidesi geometria és az axiomati-
kus moédszer“. HADAMARD rovid torténeti attekintést adott EUKLIDES
egyenes-definiciojanak kritikdjar6l. Hangstilyozta a Bolyai—Loba-
csevszkij geometria felfedezésének nagy jelenttségét. A nem-eukli-
desi geometria szingularitds-mentes modelljének megszerkesztése
azéltal sikeriilt, hogy e modellben az egyenes és a tavolsag szerepét
olyan alakzat, ill. mennyiség veszi at, amely eltér a szemléletes
egyenes- ¢és tavolsag-fogalmaktol, azonban rendelkezik azokkal a
tulajdonsédgokkal, amelyekkel a szemléletes egyenes- és tavolsag-
fogalmak birnak. HADAMARD e meggondoldsokbél azt a kovetkez-
tetést vonja le, hogy az alapvet6 fogalmakndl a nomindlis definicio
szerepét olyanoknak kell elfoglalni, amelyek e fogalmakat tulajdon-
sagaik utjan hatdrozzdk meg; ebben a vonatkozdsban utalt PASCAL
egy figyelemremélté megéllapitasara.

KARTESzZI FERENC ,N. I. LOBACSEVSZKI] élete és munkassdga“
cimen tartott el6addsdban BoOLYAI JANOs Kortdrsa, a ldngesz{i orosz
matematikus életét és munkdssagat ismertette, akit egész életében
tudomanyos és emberi torekvéseiben hasonlé célok fiitottek és aki
BoLyar JAnostol fiiggetleniil alkotta meg a nem-euklidesi geomet-
riat. Eletiik, sorsuk sok hasonlésigot mutat; LOBACSEVSZKIJ szintén
elszigetelten dolgozott, zsenidlis felfedezéséért életében csak kevés
elismerést kapott. KARTESzZI FERENC LOBACSEVSzKI) életmiivét mél-
tatva ramutatott arra, hogy mennyivel kedvez6bbek mai tuddsaink
koriilményei, mind munkajuk megbecsiilése, mind a halad6 orsza-
gok tudodsaival valé egyiittm{ikodésiik lehetdsége tekintetében. Ki-
emelte a szovjet és magyar matematikusok egyiittmiikodésének jelen-
tOségét.

Az iinnepi iilésszak negyedik napjian SzAsz PAL szdmolt be
sajat vizsgélatair6l ,A hiperbolikus. trigonometria kiilonb6z6 elemi
megalapozasai“ cimmel. El6adasaban ismertette a hiperbolikus trigo-
nometridnak hdrom, modszertanilag lényegesen kiilonbozé elemi
eldallitasat. Az els6 egy a BOLYAI JANOS és LOBACSEVSzKl] 4ltal
teremtett klasszikus titon haladé térbeli el6allitds, a masodik ugyan-
csak klasszikus segédeszkozokkel dolgozo sikbeli, mig a harmadik
kozvetlen eldéllitds, amely nem a klasszikus segédeszkozoket
haszndlja. ;

Epuarp CECH tartotta meg ezt kovetden ,Megjegyzések a
projektiv differencidlgeometridhoz“ cimii eldadasat. Bevezetésében
kritika targyava tette a geometria tudomanydban tjabban elterjedt
formalizmust. Ismertette a projektiv deformaciék FuBinitdl szdrmazé
fogalmat és E. CArRTANnak ezzel kapcsolatos alapveté eredményeit,
majd rovid attekintést adott régebbi, valamint legujabb idevago vizs-
galatairol. Az elbadas kiilonosen feliiletek és sugdrkongruencidk pro-
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jektiv deformacidival foglalkozott. CecH leguijabb kutatdsai soran
a CArraAN dltal tisztdn formdlis szdmitdssal nyert kapcsolatoknak
szemléletes geometriai tartalmat adott. Ezutan W. Rinow , Feliiletek
bels6 geometridjdnak egy axiomatikdja“ cimen tartott el6adast.
Elbadé egy feliilet geodetikus vonalainak illeszkedéseit, valamint
infinitézimalis projektiv tulajdonsdgait targyalta. E tulajdonsagokra
épitve rdmutatott arra, hogyan lehet a feliilet belsd geometridjat
geodetikus vonalakbdl kiinduldéan axiomatikusan felépiteni.

Az {ilésszak utols6 napjanak délel6tti elbadoiilésén KALMAR
LAszLO tartotta meg el6adasat ,A Bolyai—Lobacsevszkij geometria
hatdsa az axiomatikus médszer fejlédésére“ cimmel. El6adasaban
ramutatott arra, hogyan vezetett BoLyAl JANOS modell-konstrukcidja,
melyet a Bolyai—Lobacsevszkij rendszerben az euklidesi geometria
részére megalkotott, a modell-médszerhez az axiomarendszerek
ellentmonddsmentességének kérdésénél, valamint a modell-méd-
szernek sok mds alkalmazdsdhoz. Hangstlyozta e médszer jelentd-
ségét a dialektikus materializmus szempontjabol: a valésdgot helye-
sen tiikroz0 fogalmak teljes jellemzéséhez modszereink, axioma-
rendszeriink dlland6 fejlesztésére van sziikség s BOLYAI JANOS és
LoBACSEVSzZKI) felfedezése inditotta meg az axiomatikus moddszer
fejlodését.

Sz. M. NyIkoLszkI] jelent6s vizsgalatairdl a kovetkezd cimmel
szamolt be: ,Differencidlhaté sokasagokon értelmezett tobbvaltozos
fiiggvények bizonyos osztdlyainak tulajdonsagai és ezek felhaszna-
ldsa varidcidszamitdsi problémdknal“. Kiinduldsa az az ismeretes
tény, hogy a LApLACE-féle differencidlegyenlet adott keriileti értékek
melletti megolddsa nem minden esetben végezhetd el a DIRICHLET-
féle variacios elv segitségével. NYIKOLSzKI] mdrmost azzal a kér-
déssel foglalkozik, hogy milyen kovetelményt allitsunk a keriileten
megadott fiiggvényre nézve ahhoz, hogy a DIrICHLET-féle probléma
megoldhaté legyen. NyikoLszki] elégséges feltételeket talalt,
melyek nemcsak a harmonikus, hanem a poliharmonikus esetre is
kiterjeszthet6k. Eredményeit Sz. N. BERNSTE]Nnek a végesrendii egész-
fiiggvényekre vonatkozd vizsgalatainak altalanositasaval éri el. A
nagy érdekl6déssel kisért el6adashoz FEJER LiPOT professzor szolt
hozza, aki egy igen szemléletes komplex fiiggvénytani példa bemu-
tatasaval vilagitotta meg az el6adds bizonyos vonatkozasait.

Az iinnepi iilésszak taviratot intézett a népek bécsi Béke-
kongresszusahoz. A tavirat szovege egyebek kozott a kovetkezdket
tartalmazta: ,BoLyAiban azt a tuddst iinnepeljiik, aki felfedezésével
az emberiség jOlétét kivanta szolgdlni... Mély megddbbenéssel
latjuk azt, hogy egyes tud6sok az imperializmus, tij habort el6-
készitése és a népek szabadsdganak letdrése szolgalatiba allitjdk
tudomanyukat . .. Felhivjuk a vilag tuddsait: csatlakozzanak a béke
megvédéséért folytatott harchoz és akadédlyozzak meg a tudoménynak



a rombolds és pusztitis szolgalatdba val6é allitdsdt.“ Az tinnepi
iilésszak részvevoi Oszinte ‘lelkesedéssel fogadték el a tavirat
szovegeét. :

Taviratban {tidvozolte az tinnepi {tilésszak RAKOSI MATYAS
elvtarsat, a magyar nép bolcs vezetdjét. A taviratban az iilésszak
részvevoi forrd szeretetiiket és halds koszonetiiket fejezték ki azért
a hatalmas segitségért, amelyben a tudoményos kutatomunka
hazankban részesiil. Igéretiiket fejezték ki, hogy tudomanyos mun-
kajukat a jovében még fokozottabban fogjak az 6téves terv miel6bbi
sikeres megvaldsitasa, a békéért folyd harc és a szocializmus felépi-
tése szolgalatdba allitani. A részvevék lelkes tapsa tiikrozte vissza
azt az Oszinte lelkesedést,.amellyel e tavirathoz csatlakoztak.

Ezutdn RENvI ALFRED ,A Bolyai—Lobacsevszkij geometria
vilagnézeti jelentdsége“ cimmel tartotta meg el6adasat. Elbadédsaban
széleskorii tudoménytorténeti elemzésen keresztiil mutatta be, hogyan
vitte elore ez a felfedezés a matematikdn tdlmenden az anyagi
vildg megismerését altaldban. Ramutatott ennek kapcsdn a Bolyai—
Lobacsevszkij geometria jelentdségére a tudomanyos materialista
vilagnézet fejlodése szempontjabol. Ismertette a materialista €s ide-
alista vilagnézet harcit a geometridban az Okortdl napjainkig, és
részletes filozofiai értékelését adta a BOLYAI—LOBACSEVSZKIJ geo-
metria haladé szerepének a materialista és idealista vilignézet harca
szempontjdbol. Megmutatta, hogy BoLyAl €s LOBACSEVSzKi) felfe-
dezésiikkel egyrészt dontd csapast mértek KaNnTnak a térfogalom
»a priori“ voltdra vonatkoz6 idealista felfogdsdra és ugyanakkor
nyilvanvalova tették a fizikai teret a matematikai térfogalommal
azonositd primitiv metafizikus 4llaspont helytelenségét és ezzel a
matematika és val6sdg viszonyanak helyes, materialista és dialek-
tikus felfogdsanak kialakuldsat segitették eld. '

Ezutin ERDEY-GRUZ TIBOR, a Magyar Tudomanyos Akadémia
fotitkardnak zarszava kovetkezett. Hangsilyozta azt a szerves 0ssze-
fliggést, amely multunk nagy halad6 tuddsai eredményeinek €s
hatasanak feltardsat mai munkankkal, a holnap épitésével Ossze-
kapcsolja. Az iinnepi iilésszak eseményeinek méltatdsa utan kie-
melte, hogy ma mar a multé a tuddsnak sajat népétdl valo elszi-
geteltsége, ugyantgy, mint a vilag haladé gondolkodasu népeinek
egymastdl valo elszigeteltsége is megsziint. Megkoszonve a Szovijet-
unio, valamint a tobbi barati dllamok akadémidi kiildotteinek értékes
kozremiikodését, az tinnepi iilésszakot bezdrta.

Az iilésszak matematikai, ideologiai, torténeti eléaddsai magas
tudomanyos szinvonalon mozogtak, de ugyanakkor szakemberek
szélesebb koréhez szoltak. Ezek az eléadiasok a maguk nemében
jelentds tudomanyos értéket képviselnek a feldolgozasok tjszeriisége,
masutt a vizsgalatok eredetisége kovetkeztében, ezért kivanatos
mielébbi kiaddsuk. De az eldadasokon ttilmen&en is komoly tudo-
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manyos élményt jelentett az iinnepi iilésszak a magyar matemati-
kusok szamara azaltal, hogy a Szovjetunio és a barati demokratikus
népek kivalo matematikusaival megbeszéléseket folytathattak a mate-
matika tudoményanak €16, aktudlis problémairdl.

A kiilfoldi vendégekkel vald személyes megbeszéléseket a
magyar matematikusok felhaszndltdk a barati orszagokkal valé
tudoményos kapcsolatok tovabbi elmélyitésére.

A kiilfoldi delegaciok mindegyike meglatogatta a Magyar
Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetét és értékes
tandcsaikkal segitséget nytijtottak az Intézet munkdjahoz. Ezen
latogatasok alkalmaval az Intézet és a barati allamok testvérintéz-
ményei kozotti kapcsolatok és tapasztalatcsere tovabbfejlesztésérol
is folytak megbeszélések. Az intézetben tett latogatasara utalva,
EDUARD CECH a zdroéiilésen tartott felszélalasaban egyebek kozott a
kovetkezbket mondta: , Az Onok Alkalmazott Matematikai Intézete
megmutatja nekiink az utat, hogyan lehet 6sszekapcsolni a tudo-
manyos kutatomunkat a munkdsosztily segitségével a szocializmus
megvaldsitasara irdnyul6 torekvésében.“

S. Turski lengyel professzor az Intézetben elbadast tartott,
amelyben ismertette a rugalmassagtan alapegyenleteinek altalanosi-
tdsdra vonatkozd vizsgdlatait, és a lengyel Matematikai Intézet
munkajat statikai problémak megoldasa terén. Az elbadast vita
kovette.

Az iinnepi iilésszak lezarasit kovet6 napon tobb kiilfoldi
vendég néhany napot még hazdnkban toltott, és meglatogatta
Sztalinvarost. A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat december 20-dn
tinnepi elbadoiilésen emlékezett meg SzTALIN elvtars 73. sziiletés-
napjarol, amelyen az tinnepi beszédet ALEXITS GYORGY, Térsula-
tunk elndke tartotta. Ezutdn a német vendégek tartottak el6ada-
sokat. W. Rinow ,Konvex feliiletek jellemzése a belsé metrika
segitségével“ cimmel, mig H. MARUHN , Orvénygyiiriik mozgasara
vonatkozé exisztencia vizsgélatok“ cimmel szamoltak be tjabb
eredményeikrol.

Mind az iinnepi iilésszak el6addasait, koszontéseit, mind a kiil-
foldi vendégeinkkel valé barati megbeszéléseket athatotta a meg-
becsiilés a magyar matematika irdnt, amely a legnagyobb fokban
szeretett mestereink, FEJER LIPOT és RIESzZ FRIGYES professzorok
irant nyilatkozott meg.

A BoLval JANOs emlékiinnepségek jelentdsége messze tilter-
jedt a tudomany, a matematika korén. Az tijsdigok megemlékezései,
ismertetd cikkei, az egyetemeken, féiskolakon, kozépfoku iskoldkban
megtartott BOLYAI JANOSrol szolé eléaddsok igen nagy érdeklodést
keltettek a nagy magyar matematikus irdnt, s ezen keresztiil a
magyar tudomany haladé hagyomanyai irdnt és alkalmasak voltak
arra, hogy népiinkben, ifjisdigunkban a nemzeti dntudatot emeljék,
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a hazafias érzést apoljak. Ugyanakkor ezek az eldaddsok BOLYAI
és LOBACSEVszKI] sorskozossége révén a Szovjetunidval val6 barat-
sagot és altaldban a haladd orszdgokkal valé Oszinte barati egyiitt-
miikodést is szolgaltak. Matematikusaink és sok rokon tudomany
miivel6je szdmdra az iinnepségek, az értékes tudomanyos el6adasok,
a matematika kivalé kiilfoldi miivelGivel valé kozvetlen megbeszé-
Iések révén olyan élményt jelentettek, amelyben ritkan részesiilnek
¢s ami méltd folytatdsa volt az I. Magyar Matematikai Kongresz-
szuson szerzett értékes benyomdsoknak. Az tinnepségek el6adasai-
" nak megalkotdsa, a kiilfoldi matematikusokkal valé megbeszélések
a tudomany tovabbfejlesztését eredményezték, mind a matematika,
mind a matematika ideoldgiai vonatkozdsti problémdiban. Vissza-
tekintve tehdt az iinnepi {ilésszakon nyert élményekre, az tinnep-
ségek sokiranyl hatdsdrd, megallapithatjuk, hogy nemzeti hagyo-
manyaink dpoldsa a matematika teriiletén igen fontos kotelességiink
€s a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a magyar tudomdny fel-
emelését, a barati orszdgokkal valé nemzetkozi kapcsolatok elmé-
lyitését, hazank tovabbi kulturdlis felemelését segiti eld, amikor
nemzeti hagyomanyaink @poldsat tovabbra is elsérendii feladata-
nak tartja.
Vincze Istvdn



Pozitiv polinomok
(Masodik kozlemény)!
frta: SzokeraLvi-Nacy Bera (Szeged)

Az els6 kozleményben ismertettiik tobbek kozott azt a tételt,
amely szerint minden

PxX)=ay+a;x+...+a,x"
polinom el6allithat6 a

'(H(a)) : P(x) e Zs(') US:) xm(l :_x)_q_m

alakban, hacsak s = n;«s ha P(x)>0 a [0, 1] szakaszon, akkor
elég nagy s esetében az uly egyiitthatok mind pozitivok.

- E tételt F. HAUSDORFF 1921-ben kozolte, az irodalomban
(pl. POLYA és SzeGo ismert feladatgyiijteményében is) e tétellel
kapcsolatban csak az & nevére torténik hivatkozas. Els6 kozlemé-
nyiinkkel koriilbeliil egyidoben jelent meg Sz. N. BERNSTEJN Osz-
szegyiijtott munkdinak elsé kotete, és ebbol kideriil, hogy ez a
tétel benne foglaltatik BERNSTEJN doktori disszerticiéjdban, amely
a Harkovi Matematikai Tdrsasdg Kozleményeiben 1912-ben jelent
meg.” Ez a disszertaci6 két fiiggelékkel bovitett (orosz nyelvii)
véltozata BERNSTEJNnak a Belga Akadémia altal 1911-ben kitiin-
tetett és 1912-ben francia nyelven kiadott hires dolgozatanak. Az
egyik fiiggelék tetszéleges fiiggvények . n. ,normdlis“ sorba vald
fejtésével foglalkozik, ebben szerepel a széban forgd tétel mint
korollarium. E fiiggelék egyébként D’ADHEMAR ‘“‘Lecons sur les.
principes de I'analyse” c. miive 2. kotetének fiiggelékeként (Paris,
1913) francia nyelven . is megjelent, ott azonban éppen az illetd
rész csak véazlatosan van megfogalmazva s a korollarium nincs ki-
mondva.

1 Az elsd kozlemény a Matematikai Lapok 3. kotetében, a 140—147.
oldalakon jelent meg. 9

¢ C. H. BEPHLUTENH, Co6paune counnennii, Tom. I: KoncTpykrusHas
Teopust (ysxumit (1905—1930) (Moszkva, 1952), lasd kiilonosen a 81—83.
oldalt. ;
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BERNSTEJN bizonyitdsa nem haszndlja fel a polinom gyok-
tényezds felbontdsat s igy éppen megfelel annak a kivdnalomnak,
amelyet els6 kozleményiink végén kifejeztiink. A mddszer tovabbi
elénye, hogy tobb valtozé esetére is kozvetleniil alkalmazhat6 s nem
teszi sziikségessé a Borel-féle befedési tételre valé hivatkozast.®

A bizonyitds, valamivel részletezettebb alakban, a kovetkez6:

Minthogy
oot : S'—k m g o s—-m
| x _g‘(m—k)x (1—x) k=),
azért
PO ="2'ait*=2 2 ak( S"‘) X" (1—x)"™",
k=0 k=0 m=k m_k
tehat

v

us) = Z(r;:lli) [ (v=min {m, n}).*

=0
Itt az Osszegezésben felsé hatirként a » helyett n-et is vehetiink,
hiszen, ha m < k = s, akkor (,fz:l,:) =0.
Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

=clc—1)(c—2)...c—p+1) (hap=1,2..), Co=1;

nyilvan
s—k) (s \m
(m—k)_(m)i O=sk=ss)

n
L N my
llf:) = (”Z) > Ay i :

k=0 k

és igy

Tekintsiik a

; k
Q(S)(’.nl k) £ = (%) T %

kiilonbséget. Ha k=0, akkor ez O-val egyenld, és igy

(s) n -
P (g) I D a 09(m, ).
i =}

(m)

3 Ehelyett csak azt kell felhasznalnunk, hogy ha a polinom a zart [0, 1]
szakaszon (ill. tobbvaltozés esetében a megfeleld zart egységkockdban) min-
deniitt pozitiv, akkor ott pozitiv alsé korlatja van.

] 4 Az els6 kozleményben ez a képlet hibds Osszegezési hatarokkal sze-
repelt.
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Ha 1 =k =m =s, akkor

0®(m, k):(%)" [l o (‘ —,,:,;

tovibbd, minthogy (1 —.z.;—) : .(1 L

o) ot ety i

azért

iRl = (%)k(k;ml)z:(%)k-l (k_sl)q = A("—sl)2 :

Ha pedig 0 = m < k =s, akkor m,=0, s igy

k 9
Oég(s)(m, k):(%z_) g_;gé.gk;—l).

Mindezek alapjan kapjuk, hogy

P(ﬂ) | < =
=
Ser) o
ahol
A= ,;' Ia;.-l(k~ 1)2.
Ha tehat a [0, 1] szakaszon
) =p 50,
akkor
2= (s )P (5 —|(n) (%) ]2 (5 )—(3) 450
e S m S el Sl m) s >
hacsak
A
> ? 3

Ezzel a bizonyitds kész s egyben haszndlhat6 becslést nyer-
tiink azokra az s-ekre, amelyekre a (H©) el6allitas egyiitthatoi
mind pozitivok.

Tobb viltozo esetére a bizonyitds analdg. Pl. két valtozo esetén

n

P )= aunxy = 3 il x"(1—x)""y (1—3)'” (s=n),

m, r=
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ahol

T < s—k (S—h)
s il ké‘o (m—k) rap e

Ebb&l hasonlé6 meggondoldsokkal, mint az egyvaltoz6s esetben,
adodik, hogy
(m r) T |
o) e B PRRTe L gl

R (:Z)(i) TFoigad

A= 2 |aon|(h—1)+ 2/ |aro| (k—1)'+

ahol most

+ 3 @l [ — 1)+ G— 1]

s azutdn a bizonyitds ugyantigy fejez6dik be, mint elébb.

TNOJIOYKUTEJBHBIE MHOI'OYJIEHBI
(Bropoe cooGuienne)

Bena C.-Hanp

B nepsom coobuiennn (Mat. Lapok, 3 (1952), 140—147) mexay npounm
pacmaTpusanach TeOpema, COrJIacHO KOTOpOi Bcskuit Ha cermenre [0, 1] mono—
SKUTEJIbHBI MHOTOYIEH P(X) MOXeT ObITh NPECTABIEH NPH JOCTATO4HO GOILOM.
S B Byje

s
P(x)= D udxm(1—x)'™"
m=0

C nonOMuTEeNLHEIMM KO3((uumenTaMn. Dta TEopema NPUNMCHIBAETCS BOOOHIE:
Xaycpopdy (1921). Opuako, Kak 9TO BBHISICHSIETCSI M3 TOJbLKO YTO BbILIEAUIErO:
nepsoro toma (crp. 81—83) Co6panusi counnennit C. H. Bepumreiina, ata
TEOpeMa ye COfepKuTcss B aoktopckoit puccepraumm C. H. Bepmmreiina,
NOSIBASIIONLENCS] B JKypHane ,Coobumennss XapbkoBckoro Maremaruueckoro O6-
mectea“ B 1912 r.

WUsnaraercs: poxasarenscteo Bepuumireitna. OHO uMMeEeT MO CPaBHEHHIO C
XaycropOBBIM NPEMMYLIECTBO YTO OHO M€ NPUMEHSIET OCHOBHYIO TEOpeMy
anredOpsl 1 MOXKET OMCh HEMOACTPEACTBEHHO OOOOGLIEHO MO MHOTOYJICHLI C MHO—
TBIMU TI€PEMEHHBIMH. ~
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POLYNOMES POSITIFS
(Seconde communication)
Bira Sz.-Nagy

Dans la premiére communication (Mat. Lapok, 3 (1952), 140—147), il
s'agissait entre autres du théoréme selon lequel tout polynome P(x) tel que
P(x) >0 pour 0= x =1, peut étre représenté, pour des entiers s assez
élevés, sous la forme ;

S
Pix)= D' ulx"(1—x)y™"
m=0

ol tous les coefficients #' sont positifs. Ce théoréme est généralement attri-

bué a F Hausporrr, qui I'a publié¢ en 1921. Or, comme on apprend du tome I
des Qeuvres de S. BernsTEIN, qui vient de paraitre aux Editions de I’Acadé-
mie des Sciences de 'URSS (en particulier p. 81—83), ce théoréme se trouve
déja dans la Thése de S. BernsTeN, publiée (en russe) dans les Communi-
cations de la Société Mathématique de Kharkov, en 1912.

On fait connaitre la démonstration de BErRNSTEIN qui, contrairement a
celle de Hausporrr, ne fait pas usage du théoréme fondamental de I’Algébre,
et qui admet une généralisation immédiate au cas des polynomes de plusieurs
variables.

2 Matematikai Lapok



Egy Fermat-féle bizonyitds helyredllitisdnak
kisérlete
irta: OBLATH RichirD

1. §. Bevezetés. Fermat jellemzése

A torténelem &ltaldban csak hiteles okmanyokat ismer el tel-
jes értékii bizonyitéknak. A tudomdnyok — kiilonosen a matema-
tika — torténetében azonban ily okmdanyok hijan a targyi érvek
is stilyosan esnek latba. A matematika torténetének tobb oly problé-
maja van, mely okmadnyszerii bizonyitékok hidnydban csak szak-
szeri érveléssel tisztazhatd. Elég lesz az 6gorog klasszikusok (foleg
ApoOLLONIUS) miiveinek helyreallitdsi kisérleteire utalnunk, ame-
lyekkel a 17. és 18. szdzad nagy matematikusai szinte versenyez-
tek, vagy az ARCHIMEDES kutatasra. Mindkét esetben az utdlag
felfedezett eredeti miivek fényesen igazoltdk a szakszerii érveléssel
dolgozd restaurdtorokat.

Kiilonosen a matematikatorténet legnépszeriibb alakjandl
PIERRE de FERMATnAl' fijdalmas az eredeti irdsok hidnya, hiszen-
minden id6k legnagyobb matematikusai kozé tartozik, de az uté-
korra — féleg kedvenc teriiletén, a szdmelméletben — alig hagyott
teljes bizonyitdsokat,” hanem jéforman csak fogas kérdéseket. So6t
némelyek néha kétségbe is vontdk, hogy valéban kifogdstalan bizo-
nyitasokkal rendelkezett-e ; jellemz6 azonban, hogy a legnagyobb
matematikusok, EULER, LAGRANGE, LEGENDRE, (GAUSS, DIRICHLET,
JacoBi, KUMMER, KRONECKER, akiknek persze nem idegen a nagy
matematikus észjardsa, gy vélték, hogy FERMAT bizonyitdsai kor-
rektek voltak. KRONECKER jolismert ‘szdmelméleti konyvében talal-
hatok ezek a sorok,® ,hogy 6 ... a szdmok additiv Osszetételérol

1 ,Fermar hirneve paratlan a tudoményok torténetében“ olvashaté Rouse
Barr ismert torténeti miivének (Short account of the history of mathematics,
Vol. II.) olasz forditdsaban, Le matematiche moderne, Bologna, nyomtatas éve
1927., p. 42. Az eredetihez nem fértem hozza.

2 P. Tannery et Cu. Henry: Qeuvres de Fermat. Tome 1. Correspon-
dance, Paris, MDCCCXCIV. Ezt a kotetet a tovabbiakban egyszeriien Corr.
alatt idézem.

3 L. Kronecker: Vorl. ii. Zahlentheorie, Leipzig 1901., p. 17 és 497.
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szerzett maganak oly felvilagositdsokat, amelyekkel ma nem ren-
delkeziink.“ 1883/84. évi el6addsénak birtokomban 1év6 kéziratos
jegyzetében pedig (FERMAT nagy tételérél szdlva) azt mondja,
- hogy ez egy félelmes sziklavadonhoz hasonlithaté, de FERMATrOl
feltehetd, hogy oly vezetd, aki, barmennyire rejtett is, de megtallja
a csucshoz vezetd utat. Voltak, akik ,Fermat-féle sejtésekr6l“ és
HFermat-féle allitdsokrol“ beszéltek, ez mar sziinében van, amidta
FERMAT levelezését kozzétették, amelyben oly sok hivatkozas tor-
ténik bizonyitdsaira. A régi nagy konyvtarakban feltart minden
egyes Fermat-lelet csak noveli FERMAT dics6ségét. Oly szerencsés
lelet, mint volt 1906-ban egy fontos Archimedes-kézirat feltaldlasa,
itt mégsem vérhato, mert azok a tudésok, akiknek bizonyitasai koz-
lését felajanlotta, szdmelméleti tételeinek bizonyitdsara ritkdn voltak
kivancsiak, tehat valészinfi, hogy az esetleg még lappangé isme-
retlen FERmMAT-levelek sem igen tartalmaznak ilyeneket. FERMAT
kortarsait sokkal inkdbb lekototte az ujjaéledé geometria és a ke-
letkez6 infinitezimdlis szdmitis — amelyekben FERMAT szintén a
vezetd ldngelmék kozé tartozik — semhogy szamelméleti munkas-
sagat méltanyolhattidk volna. Pl. PAScAL ezt irja neki* ,De Uram,
ha ebben egyiitt is haladtam Onnel, keressen mast, aki koveti az
On szamelméleti felfedezéseit, melyeket volt szives nekem megkiil-
deni. T6lem, bevallom, mindez elég tavol all, csak csodalhatom
Oket . . .“ Vagy amint FERMAT irja DiGBynek® WALLISr6l , Az egész
szamokrol valo kérdések egyaltalain nincsenek inyére®.

FERMAT ugyan azt irja,° hogy ,ha szabad idém lesz, irdsba
foglalom modszeremet és kozlom Onnel. Ugy taldlom, hogy FRENICLE
igen titkolodzik és nem akarja felfedni fogésat. En nem teszek igy,
hiszen On tudja, mily nyiltan tarom fel Onnek Osszes gondola-
taimat.“ 1654 augusztus 29-én.irja PAscALnak:” ,egyébként semmi
sincs, amit a jovoben ne kozolnék Onnel teljes nyiltsdggal.“ Na-
gyon kozlékeny mégsem lehetett, hiszen ugyanazon tétel bebizo-
nyitasara évek mulva is felhivia szaktarsait.

Természetesen senki sem tagadhatja, hogy az a férfi, aki a
szamelmélet évszazadokra sz0lo rendszerét feltalalta és egyik leg-
“fontosabb, legnagyobb horderejii bizonyité mddszerével gazdagi-
totta, sajat tételeit alkalmazni is tudta. Erre tomérdek adatunk van.
CArcavinak irja® 1659 augusztusdban ezeket a nagyon jellemz6
sorokat: ,Felemlitem itt a kovetkezd kérdést, melynek bizonyitasat

4 PascaL Fermatnak, 1654 okt. 27. Corr. p. 314.

5 Corr. p. 375., 1658 aprilis 7.

6 Mersennenek, 1638 augusztus 10. Corr. p. 165.

T Corr. p. 309.

8 Corr. p. 434. Fermar allitdsat fényesen igazolja a néhany évvel ezel6tt
feltalalt “Supplément etc”. Ld. a 3 sz. labjegyzetet.

2%
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elkiildtem FRENICLEnek, miufdn bevallotta, sét nyomtatott irdsdban
is tanusitotta, hogy nem tudja bebizonyitani.

»Az 1 és T szdmok az egyetlenek, melyek maguk is, négy—
zetiik is, négyzet kétszerese minusz egy.“
: Sok levele van, amelyben visszakéri a valakivel kozolt bizo-
nyitast, mert nincs rdla masolata. Néha levelez6 tdrsaira hivatko-
zik, akiknek mar régebben megkiildte valamely tételének bizonyi--
tasat. Pl. WALLISszel vald vitdjaban,” hogy a hyperbola kvadrati-
rdjat mar 11 évvel azel6tt kozolte TORICELLIvel. Tébbszor panasz—
kodik, hogy a tételt, amelyet talalt, még nem tudja kifogastalanul
bebizonyitani. EULERt6] megcédfolt hires sejtését, hogy a 2"+ 1
alakti szamok mindannyian primszamok, sokszor ismétli, de azzal
a hozzatétellel, hogy bizonyitdsa nem teljes. Sejtette azt a NEWTON-
tol precizirozott tételt is, hogy a harmadrendii gorbék — éppugy
mint a kdpszeletek — szintén harmadrendii kup szeletei. Ezt a
tételt (valamint magasabbrend{i gorbékre valo Kkiterjesztését) meg--
vizsgaland6 témanak mondja."

Vele szemben tadmasztott kételyekre igy valaszol:" ,Azon kér-
désekre térek, amelyeket . . . megoldottam. Nem 4allitom, hogy nem
nagyon kényelmetlenek és, hogy megoldasukhoz nem kell tilmenni
Diophantoson, a régieken és a moderneken. De nem minden fel-
fedezés torténik egyszerre, ez is azok koziil valo, amely nincs a
konyvekben, hanem kutatasaim szerencse]enek tulajdonithato* és
ugyanezen levélben® . .. Onnek j dolgokat mutattam, amelyeket
ne keressen a kOnyvekben“ és ,ez csalhatatlan jele a-nehézségek—
nek, de a kérdések mégis targyalhatdk, sot felfedeztem a megol-
dast és nehogy kételkedjenek, idecsatolom ... a megoldast.“ Az
ilyen idézetek szdméat 1ényegesen szaporxthatnam

A matematika azon teriileteir6l, amelyeket Kkortdrsai is mél-
tanyoltak, FERMAT szdmos bizonyitisa maradt fenn. J. E. HOFMANN,
a neves matematikatorténész igy jellemzi Oket: , A bizonyitds szi--
gortisiga miatt a modern matematikdban uttord jelent6ségiiek.“

9 Corr. p. 338. (DigBynek), 1657 aprilis 20.

10 Animadversiojaban. Ld. ]. E. Hormann : Neues iiber Fermats zahlen—
theoretische Herausforderungen von 1657. (Mit zwei bisher unbekannten Ori-
ginalstiicken Fermats). Abhandlungen d. Preussischen Akademie d. Wissensch.
Jahrgang 1943. Math-natw. Klasse Nr. 9., Berlin 1944. p. 39—40. és 47.

Pontos cime: Animadversio in Geometriam Cartesii, authore eodem
illustrissimo et clarissimo Viro D. P. F. S. T. Ez Fermatnak egy Digbyhez.
intézett levele, melyet J. E. Hormann professzor tir néhany évvel ezeldtt a porosz
allami konyvtarban felfedezett.

1t Corr. p. 260. Mersenne-nek, 1643 aug.
12 Corr. p. 262.
13 ]J. E. HoFmann 1. c. 10 p. 5.
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Az a rendkiviili tisztelet, amelyben kordnak vezetd szellemei
részesitették, mutatja, hogy senki sem tételezett fel rdla alaptalan
dicsekvést. Nem kisebb ldngelme mint PASCAL irja neki:* ,Ime
Uram, gondolataim err6l a targyrol, amiben csak az az elényom
‘On folott, hogy sokat gondolkoztam rajta, de ez vajmi csekélység
Onnel szemben, hiszen az On els6 meglatasai behatobbak hossza-
dalmas erdfeszitéseimnél“ és 1660 augusztus 10-én® ... az On
gyermekei . . ., akik a vildg elsd emberének nevét viselik.“ 1651
julius 29-én* ... megkaptam levelét. .., amelyet annyira cso-
délok, hogy ki sem mondhatom.“ GASSENDI irja FERMATrol” ... ala-
zatos koszonetem, amellyel tartozom az emlitett Fermat trnak koz-
léseiért. Folosleges Onnek mondanom, mily megtiszteltetésnek érzem,
hiszen béarki mésnél jobban tudja, hogy ily kézbdl nem keriil ki
semmi, ami ne lenne minden tekintetben tokéletes. ROBERVAL
irja. FERMATnak 1637 dprilis 4-én'® ,az On bizonyitdsa . .. ame-
lyet . .. az On részér6l bemutattam matematikusaink 0Osszejovete-
l1én, amely ezekben a napokban Montholon tandcsosnél volt, akik
Amulattal fogadtak, vizsgéltidk és csodéltdk és az On nevét az égig
magasztaltak...“ CARCAVI irja HUYGENSnek™ 1656 szeptember 28-an
»A kérdést PascAL oly nehéznek tartotta, hogy kételkedett benne,
hogy FERMAT boldogulhasson vele, de ez mégis azonnal meg-
kiildte nekem az aldbbi bizonyitidst“. DESCARTES irja FERMATnak*
1638 oktober 11-én ... kotelességemnek érzem, hogy nyiltan
megvalljam Onnek, hogy soha nem ismertem senkit, akirdl gy
tetszik, hogy annyit tudna a geometriab6l, mint On .. .“

Ime a kivalé kortdrsak véleménye r6la. Az ilyen nyilatkoza-
tok szamat lényegesen szaporithatnok, de elég lesz. Nem beszélnek
igy egy olyan emberr6l, aki nem tartja meg szavat vagy akinek
teljesitménye nem haladja meg igen lényegesen az atlagot.

Kiemelek tovdbba még. egy koriilményt, mely nincs eléggé
hangsulyozva az irodalomban, hogy tudniillik a 17. szdzad mate-
matikai, altaliban tudoményos élete lényegesen kiilonbozott a mai-
" t6l. EULER 6ta a matematikusok igyekeznek érthetden irni, a bizo-
nyitas minden fontosabb Iépését megmagyarazni, széval, ahogy a
két vilaghdbora kozott megjelent nagyszerfi varséi folydirat, az

14 1654 aug. 24., Corr. p. 307.
1 Corr. p. 452.
18 Corr. p. 289.
17 Corr. p. 267.

18 Corr. p. 103. Péris matematikusai azon id6ben hetenként dsszegyfil-
tek, Mersenne pater életében ndla, azutan valtakozva. Ezt a szokast a felsza-
ibadulés utan néhany évig Budapest matematikusai is kovették.

19 Corr. p. 330.

20 Corr. p. 127.
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Acta Arithmetica elbirta szerzéinek: mindent megkisérelni, hogy
az olvaso dolgat megkonnyitsék. Ennélfogva betekintést engednek
szellemi miihelyiikbe. (Az igazat megvallva, ezt nem mindenki teszi
meg. Gondoljunk Gaussra, aki tételeinek keletkezését gondosan
eltitkolta, azt a munkat, melynek eredete nem volt elkodositve,
nem is tartotta kozlésre érettnek. ,Eredményeim mar megvannak,
csak azt nem tudom még, hogyan fogom &ket elérni“, mondta
egyszer valakinek, aki valamely késziil6 munkdja irant érdekl6dott.
Ez a rossz szokds kés6bb sem sziint meg. H. LEBESGUEnek a
geometriai szerkesztésekr6l sz0l6 posthumus konyvében® taldljuk a
kovetkezd sorokat, hogy a 20. szazad forduléjakof, ,amikor jelen-
tékeny geometriai tehetséggel megaldott kivalo tudosok igyekeztek,
hogy ne mutassik meg mindig az Oket vezérld egyszerii és koz-
vetlen idedkat, hanem hogy elegans eredményeiket altalanos abstrakt
elméletekbdl fiigg6knek mutassdk be, s ezen elméletek gyakran
csak €ppen a szobanforgo specidlis esetre voltak alkalmazhatok . . .%)

A 17. szdzad matematikusa, s6t altaldban a 17. szdzad tuddsa
moédszerét eltitkolta, mégis meg akarta mutatni, hogy mily problé-
makat tud megoldani és milyen felfedezéseket tett. Tehat felada-
tokat tliztek ki egymésnak és gondosan iigyeltek arra, hogy a fel-
adat lehetbleg nehéz legyen €s ‘a vilagért el ne Aarulja eredetét.
Bizonyos fokig ez a torekvés is magyardzza a 17. szazadban szo-
kasos anagrammokat, amelyekbe felfedezéseiket elrejtették.” Szan-
dékosan keresték a homalyt. Ezt néha be is valljak. DESCARTES irja
Geometridjaban® ,minden, amit kihagytam szandékos..., €l6re lattam
hogy azok, akik azzal hivalkodnak, hogy mindent tudnak, nem
mulasztandk el azt mondani, hogy semmi olyat nem irtam, amit
6k ne tudtak volna azel6tt, ha ugy fejeztem volna ki magamat,
hogy megértsék.“ Ugyancsak DESCARTES Geometridjanak befejezésé-
ben mondja, hogy az utékor nemcsak azért lesz neki halas, amit
elmondott, hanem azért is, amit szdndékosan elhallgatott, hogy az
utokorra hagyja az ujrafelfedezés dicsdségét. FERMATval valo vita-
janak az az oka, hogy a két nagy stilusmiivész oly iigyesen lep-
lezte gondolatait, hogy még az ily nagy rivalisok részére is érthe-
tetlenek maradtak. DESCARTES példdul 1638 jilius 27-én azt irja
FERMATnak :* ,ha mindjart kezdetben igy fejezte volna ki magat,
egyaltalan nem mondtam volna Onnek ellent“ és ugyanezen év ok-

®1 Henrt LeBescue: Legons sur les Constructions géométriques. Paris,
1950., p. 210.

22 Ismeretes pl., hogy GaLiLel a Saturnus gyfiriijének félfedezését az ,altis-
simum planetam tergeminum observavi“ mondat betiiinek alfabetikus sorrend-
ben val6 lenyomdsaval kozolte, illetve rejtette el. Ebben az ellenreformacié
idején az inkviziciétdl valo félelemnek is része lehetett.

28 Ld. pl. Rouse BaLL i. h. 1 p. 12,

2 Corr. p. 163.
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tober 11-én elismeréssel, de fenntartdssal ,miként sokkal gondo-
sabban vizsgdljdk a gyémant legkisebb foltjait, mint a kozonséges
kovek nagy foltjait, azért kotelességemnek éreztem, hogy sokkal
kozelebbrdl tekintsek mindent, ami az On részér6l jon, mintha egy
kevésbbé becsiilt személyt6l érkeznék.“ FERMAT is hasonldan ir,
nem lettek volna ellenvetései, ha DESCARTES vildgosabban fejezi ki
magat. Néha meg is allapitjadk, hogy ugyanaz a gondolatuk volt.
(DESCARTES FERMATnak,® 1638 okt. 11). FERMAT egy késébb rész-
letesebben ismertetendd miivében, a ,Relation“~ban nyiltan megirja:*
»Nem teszem hozza az okot, amelybdl kovetkeztetem, hogy ha lé-
teznék ily haromszog, akkor léteznék egy masik ugyanily termé-
szetil, az els6nél kisebb szdmokban, mert a bizonyitds tialhosszu
lenne €s ez mddszeremnek egész titka.“

A homaly a 17. szazadban — a tudomdny nagy kdrdra —
altalanos és szédndékos. NEwTON homalyossaga kozel jar a teljes
érthetetlenséghez. LEIBNIz sem fedi fel gondolatmenetét, sot kifeje-
zetten mondja ,nem j6 moédszereinket prostitudlni.“ Pedig LEIBNIZ
idejében mar voltak oly folydiratok, amelyekben matematikai mun-
kdk is megjelentek, FERMAT életében még nem. Holott tehat FER-
MAT joformén semmit sem publikdlt, mégis pdratlan hirneve volt
jelentékeny kortdrsai el6tt. A 17. szdzad Otvenes éveiben verseny-
tars nélkiil all, vitatlanul a legnagyobb €16 matematikiisnak tekin-
tik a vidéki maganyban €16 szenatort, akinek elismerését minden
jobb matematikus (kiilfoldiek is, mint HuYGENS, HUDDE, WALLIS,
lord BROUNCKER stb.) igyekszik megnyerni.”

Mindenesetre igen sajndlatos, hogy bizonyitdsai f6leg a ma-
tematikanak azon részeiben maradtak fenn, ahol inkdbb csak a
modern matematika uttor6ihez szdmit, amelyek tehdt ma inkébb
torténeti érdekiiek és épp azok kall6dtak el, amelyek ma is Osz-
tonzoek és termékenyitdek lehetnének. Ha tehat kétségtelen is, hogy
szamelméleti tételeit is kifogastalanul bebizonyitotta, nyilt kérdés,
milyenek voltak bizonyitasai.

2. §. Fermat utaldsai, mint a helyredllitdsi kisérletek forrdsai

FERMAT bizonyitdsainak helyredllitisdval val6 probalkozasnal,
amint a megel6z6 §-ban részletesen kifejtettem, azokra a Kkiilon-
boz6 helyeken taldlhaté sziikszavii, thlsziikszavii! utaldsokra va-
gyunk raszorulva, amelyekben bizonyitdsair6l beszél. Néha azonban
mar a tétel megfogalmazdsa is elarulja a bizonyitdst, nemcsak
negativ, hanem pozitiv irdnyban is.

2 Corr. p. 168.

2 Corr. p. 432.

27 ]. E. Hormann, 1. c. 10 p, 8.
’
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Negativra példa a hires sokszogtétel. FERMAT ezen hires tétele
szerint minden szdm el6allithaté mint legfeljebb £ szama X szog
szam Osszege, tehat mint 3 haromszogszam, 4 négyzet sszege stb.
Ezt a tételt csak CAUCHY bizonyitotta be, de FERMAT bizonyitisa
kiilonbozott CaucHyétol, mert CAucHyt és LEGENDREt a bizonyitas
a tétel oly élesitésére vezette (csak legfeljebb 4 szam kiilonbozhetik
a 0-tol vagy 1-t6l), melyet FERMAT nem hallgatott volna el, ha ismeri.

FERMAT nyilatkozatainak értékelésénél figyelembe kell ven-
niink, hogy milyen alkalombdl irta a vizsgélt sorokat. Ma is a
kollégak egymassal valé levelezésiikben mds, tomorebb fogalmazast
véalasztanak, mint a nyilvdnossdgnak szant irdsaikban — holott nem
akarnak eltitkolni semmit. HILBERT emliti Zahlberichtjének el6sza-
vaban RIEMANN kovetelését, hogy ne szamitisokkal, hanem gon-
dolatokkal bizonyitsunk. Nos, a szaktdrsakkal valo érintkezésben
csak a dontd gondolatokat — minden pusztin technikai részlet
mell6zésével — szokds kozolni. Figyelembe kell tovabba venniink
a kozlés céljat is. Ha FERMAT pl. azt irja, milyen problémdkat
tud modszerével, a descente infinie-vel elintézni, semmi esetre sem
volt szandékdban az egész bizonyitds eldaddsa, tehat minden mas
részletet hallgatélag mell6z és sulyt csak a lényegre helyez, hogyan
kiizdotte le a legnagyobb nehézséget és hogyan valt az anyag folott
urrd. Igaza lehet M. CANTORnak,” hogy amikor bizonyitasainak
vazarOl beszél, ezek szaktarsaihoz intézett kihivasoknak tekinten-
dok, tehdt nem céljuk tulsokat eldrulni.

A helyredllitasi kisérletek fontos forrdsa egy a leydeni egye-
temi konyvtarban 6rzott HUYGENS kézirdsdval irt keletnélkiili kéz-
irat, melyet ,Relation des nouvelles découvertes en la science des
nombres de Fermat® (Fermat «j szamelméleti felfedezéseinek el-
monddsa) cimen ismernek. Ezt CARCAvi, aki ,kevéssel azelGtt“
kapta, 1659 augusztus 14-én kozolte HUYGENSszel, aki réla a maig
fennmaradt masolatot vette. M. CANTORnak igaza lehet,* hogy ez
alkalmasint FERMAT korlevele minden jelentékeny matematikushoz,
amelyben felszdlitja 6ket, hogy bizonyitdsait utaldsai alapjan talal-
jak fel ajra. Ez persze igen megfelelt a kor irdnyzatinak — ma
viszont érthetetlennek talaljuk. A Relationban beszamol mddszeré-
rol, melyet mar émaga is — mint ma — descente infinie-nek,
vagy dmaywyn eig dovvarog nevez. (A mddszer lényegét a Rela-
tion alabbi ismertetése tartalmazza.) Felsorol néhany lehetetlenségi
tételt, amelyet segitségével bebizonyitott és PAscALt és ROBERVALt
is a bizonyitasukra felszolitott és igy folytatja :

28 M. Canrtor: Vorl. ii. die Geschichte d. Mathematik. 11. Leipzig 1892.,
p. 708—T711.

2 Corr. p. 431—436.
30 M. CanTor 1. c. 2 p. T11.
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»S0kaig képtelen voltam moédszeremet allitd kérdésekre alkal-
mazni, mert ennek a modja sokkal nehézkesebb anndl, amelyet
tagado tételekre alkalmaztam. Példdul, amikor be kellett bizonyi-
tanom, hogy minden 4a -1 alaku primszam két négyzet Osszege,
nagy zavarban voltam. Végiil azonban egy tobbszor megismételt
elmélkedés megyvilagitotta a kérdést és az allito kérdések is enge-
delmeskedtek mddszeremnek, néhany sziikséges 0j elv bevezetése
utan. Ezen A4llit6 kérdésekben valé okoskoddsomban a haladds
ilyen: ha valamely 4a-+1 alakii primszam nem lenne két négyzet
osszege, akkor létezik egy ugyanily alaki, az adottnal kisebb
primszam és igy tovabb egy harmadik - stb. végteleniil leszéllva,
amig az 5 primszamhoz érkeziink, amely az ilyen primszdmok leg-
kisebbike, amelynek tehat nem lenne szabad két négyzet Osszegé-
nek lennie, de amely mégis az. Innen kell kovetkeztetni, ad absur-
dum kovetkeztetéssel, hogy tehdt az osszes ily primszamok két
négyzet osszegekép allithatok el6.“

»Végtelen sok ilyfajta kérdés van, de vannak masok, amelyek
uj elveket igényelnek, hogy rajuk is alkalmazhassuk a descenteot
és ezek kutatdsa néha oly nehéz, hogy csak a 'legnagyobb kinnal
lehet célt érni. Ilyen pl. az a kérdés, amelyr6l BACHET Diophanto-
saban bevallja, hogy sohasem tudta bebizonyitani €s amelyrol
Descartes egyik levelében ugyanezt mondja, s6t bevallja, hogy oly
nehéznek tartja, hogy semmiféle utat nem lat a bizonyitasara.“

,Minden szdm vagy négyzet vagy két, hirom vagy négy
négyzet Osszege.“

,Végiil ezt is besoroztam mddszerem ald és bebizonyitottam,
hogy ha valamely adott szdim nem lenne ilyen, volna egy KkisebD,
mely szintén nem ilyen, azutdn egy harmadik, mely a masodiknal
kisebb, stb. a végtelenig, amib0l kovetkezik, hogy minden szam
ilyen.“ :

: Egy masik, csak néhany évvel ezel6tt megtalalt fontos forras
FRENICLE 1657-ben megjelent Solutio stb.” ¢. munkéjdhoz mellékelt

31 Solutio duorum problematum circa numeros cubos & quadratos, quae
tamquam insolubilis vniuersis Europae Mathematicis a clarissimo Viro D. Fermat
sunt proposita, & ad D. Cl. Laurenderium Doctorem Medicum transmissa. A.D. B.
F. D. B. inventa. Nec non Alia duo Problemata numerica a D. Cl. M. Lauren-
derio Vicissim proposita, cum quibusdam solutionibus ab eodem D. B. F. D.
B. datis. His accessit. Inquisitio in solutionem prioris Problematis a D, Fran-
«cisco a Schooten in Academia Lugduno Bataua Matheseos Professore datam.
In qua continentur. Sex aliae solutiones prioris Problematis terminis Analiti-
cis ab eodem D. B F. sub forma Problematis datae. Insuper et Sofutio alte-
rius Problematis ab eodem CI. viro d. Fermat circa numeros vnitate a quad-
rato deficientes propositi cum ipsius solutionis constructione. Parisis M.DC.LVII.

A szerzd nevének csak kezdGbetiiit adja meg D(ominus) B(ernard)
F(rénicle) D(e) B(essy).

A "hozzatartozé fiiggelék cime: Pour servir de supplément a I'Ecrit Latin
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Supplément. A Solutio annyira elkallédott, hogy M. CANTOR
nagy matematikatorténetében nem is emliti. FERMAT miiveinek ki-
adoi pedig megjegyzik, hogy ,jelenleg feltaldlhatatlan“.* A Supp-
lément, amint azt J. E. HOFMANN 1943-ban felismerte,” maganak
FERMATnak miive, sO6t igen jelentékeny miive. Ezen lelet és a
Relation segitségével sikeriilt HOFMANN tirnak néhdny fontos bizo-
nyitdsnak igen nagy valoszinfiséggel vald helyreallitisa. Azok a
tételek, amelyeket FERMAT oly sokszor emlit, hogy minden 4a -1
alaka primszam két négyzet O0sszege €s a kvadratikus reciprocitdsi
tétel 0. n. ,,masodlk kiegészitd tétele“ is a 2 négyzetes jellegérdl,
amelyet FERMAT igy fejez ki, hogy 2a’+b* minden osztoja is elé-
allithatd ebben az alakban és amelyet genidlisan haszndl fel a
most emlitett Supplémentban. Tovabba helyreéllitotta azon FERMAT-
féle tétel bizonyitasat, mely szerint az u. n. PELL—FERMAT-féle
£—Du*=1 egyenletnek, ha D nem teljes négyzet, mindig van-
nak nem ftrividlis megolddsai, valamint FERMAT megoldasat is.

3. §. Az u. nm. ,kis“ Fermat-tétel eredeti bizonyitdsinak
helyredllitdsi kisérlete

Az eddigiek alapjan immdar megkisérlem az . n. kis FERMAT-
tétel eredeti bizonyitdsanak helyredllitisat, mégpedig féleg a tétel
eredeti fogalmazdsanak pontos elemzése utjan. A legtobb tankonyv-
ben ugyanis, s6t DiCKksON hirneves Historyjaban® is FERmAT-féle
tétel cime alatt oly allitast taldlunk, amely a valoésdgban csak kis
része — tulajdonképp korollariuma — az eredeti FERMAT-tételnek.

Tételére a tokéletes szdmok vizsgalata vezette és el6bb csak
egy specidlis esetben ismeri fel. Egy, valosziniileg 1640 jiniusban

de Monsieur Frénicle. Par M. F. (= M(onsieur) F(ermat)).

Lasd: G. Loria: La Réponse de Frénicle au premier défi de Fermat;
Bulletin des sciences mathématiques 2. sorozat 54, 1930., p. 245—254. Loria
ur ott kilatasba helyezte, hogy részletesen foglalkozik a Solutioval, ami eddig nem
tortént meg, de Hormann ur 10 sz. alatt idézett munkdjaban behatéan targyalja.
Ugyancsak Hormann dr most idézett irdsdban allapitotta meg, hogy a Supplé-
ment magat6l Fermat-t6l szarmazik.

Frénicle a Solutioban kitér az a" - 1 = x2 egyenletre is, ezzel az Anna-
les de la Société Polonaise des Mathématiques-ban megjelend, félben 16v6 dol-
gozatomban foglalkozom.

Fermat a Relationban kitér a Supplémentra.

32 Corr. p. 434.

. E. Hormann: Studien .zur Zahlentheorie Fermats (Uber die Glei-
chung x2— py?-+1) Abhandlungen d. Preussischen Akademie der Wissen-
schaften, ]ahrgang 1944., Mat.-natw. Klasse, Berlin 1944. i

3¢ L, E. Dickson: History of the Theory of Numbers I, New York,
1934., p. 59.
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* kelt, MERSENNE paterhez intézett levelében, amely vélasz FRENICLE
egy eléggé fennhéjazo levelére, irja Fermat :*
»A kettds haladvany szdmaindl az egységgel kisebb szamokat

A R o S R G - S e [ O Y NG e -
13715 31 63 127 255 511 1023 2047 4095 8191

nevezziik a tokéletes szimok gyokeinek, mert valahanyszor prim-
szamok, azt létesitenek. Helyezze ezen szamok folé a szintén ter-
mészetes haladvanyban 1év6 1, 2, 3, 4,.5 stb. szdmokat, nevezziik
Oket kitevOjiiknek. Ezt feltéve azt mondom, hogy

2. Amikor a kitev0 primszdm, azt mondom, hogy a gyokénél az
egységgel kisebb szdm oszthaté a kitevs kétszeresével. igy mivel 7 a
127 kitevOje primszam, azt mondom, hogy 126 tobbszorose 14-nek.

Mai jeloléssel 2p|2"—2.

Egy ROBERVALhoz intézett levelében® (valésziniileg 1640
augusztus) beszdmol ezen kozlésérél és hozzateszi ,szép tételeket
kiildtem neki az egységgel kezd6d6 geometriai sorokrdl, amelyeket
nemcsak taldltam, hanem be is bizonyitottam, noha a bizonyitas
eleg rejtett .. ¢

Ugyanezen tételr6l ugyanekkor irja¥” ,Ime, harom igen szép
tétel, melyeket faradsaggal talaltam és bizonyitottam be.“

1640 oktober 18-an, tehat két hénappal késébb ezt irja
Fréniclenek :*

»Ezek utdn Ggy vélem, hogy fontos, miszerint megmondjam
Onnek az alapot, amelyen minden, a geometriai sorr6l sz6l6 vizs-
galatom nyugszik, ami ez:

wHa p valamely tetszdleges primszdm, akkor bdrmely geomet-
riai sorban taldlunk oly hatvdnyt, amelybdl 1-et kivonva, a kiilénbség
csalhatatlanul oszthato a primszdmmal p-vel, és ennek a hatvdnynak
a kitevdje osztéja p—1-nek, és miutdn megtaldltuk az elsé hatvdnyt,
mely a kérdésnek megfelel, mindazon hatvdnyok, melyek kitevije az
elsé hatvdny kitevijének tobbszorose, szintén kielégitik a kérdést.“

»Pl. Legyen adva az

1192 - 3 -4 5 6
3 9 27 81 243 729 stb.

haladvény a fent jelzett kitevokkel.

35 Corr. p. 198. Szé6szerint forditom Fermat eredeti kifejezéseivel és
jeloléseivel.

3¢ Corr. p. 203.
87 Corr. p. 198.

38 Corr. p. 208—209. A forditasban kozelebb hoztam mai jeldléseinkhez,
hiszen a megel6z0 idézet fogalmat ad Fermar kifejezésmaodjarol.

L]



»Tekintse pl. a 13 primszamot. Ez osztdéja a harmadik hat-
vany minusz egynek, ahol 3 a kitevd, osztdja 12-nek, ami 1-gyel
kisebb 13-nal, és mert 729 kitevéje 6, tobbszorose az elsd kite-
vének, amely 3, innen kovetkezik, hogy 13 a mondott hatvanynak
729—1-nek is osztoja.“

»Ez a tétel altalaban igaz minden haladvinyra és minden
primszamra, aminek a bizonyitdsat megkiildeném Onnek, ha nem

tartanék attol, hogy talhosszu leszek.“
4 Ezen mondatok figyelmes atolvasésanal rogton feltfinik, hogy
felfedezésének l1ényegéiil azt a felismerést tekinti, hogy (modern
jeloléseket hasznalva) mindig van oly 0 kitevd, amelyhez valamely
adott a szam tartozik és, hogy J mindig osztdja p— 1-nek.

A bizonyitds tehdt a kovetkezd lehetett:

p legyen valamely paratlan primszam és (a,p)=1. Az egy-
masra kovetkez6

;a0 A

hatvanyok osztdsi maradékai mod p nem lehetnek mindannyian
kiilonb6z6k, mert hiszen csak véges szdmt (= p—1) kiilonbozd
osztasi maradék van. Tehdt — ahogy FERMAT kifejezi magat — a
geometriai sorban okvetleniil taldlunk oly ™% hatvanyt, melynek
maradéka megegyezik valamely mar el6fordult” maradékkal, a”
legyen ez a hatvany. Innen azonnal kovetkezik, hogy, ha a’-t p-vel
elosztjuk, 1-et kapunk maradékul, mai jelolésben

a® =1 mod p
vagy ahogy Fermat mondta a’—1 oszthato p-vel. A kiilonboz6
maradékok tehat
(1) a;ah e an:

Ha ez a sorozat az Osszes maradékokat tartalmazza, hogy tehat
minden maradék benne van, akkor szaimuk p—1; ha azonban van-
nak ezenkiviil is maradékok, példaul b, akkor az Osszes

(2) ba,bd ..., ba°

maradékok egymas kozt és az (1) alatti sorozat minden szdmatol
kiilonbozok, mert ha -

bai=ba’ mod p
lenne, akkor az (1) alatti sorozatban két egyenlé maradékot talal-
nank, ami a feltevéssel ellenkezik, ha pedig

ba'=a mod p
lenne, ebbdl N

b=a mod p
folynék, holott feltettiik, hogy b nincs benne az (1) sorozatban.
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Ebben a kovetkeztetésben semmi sincs, ami FERMATnak ide-
gen lenne, amit tehdt meg ne tehetett volna. Ilyen gondolatmenet-
tel kellett dolgoznia oszthat6sédgrol és a maradékosztilyokrol sz6lo
elmélkedéseiben, amelyek hiszen annyira foglalkoztattdk. Ugyan-
ezzel az okoskodassal kimutathato, hogy, ha az (1) és (2) soro-
zatok nem meritik ki az Osszes maradékokat, ha tehat bel6liikk ¢
hianyzik, akkor :

eI Ca et

ugyancsak (j maradékok stb.... Ezt az eljarast mindaddig folytat-
hatjuk, mig nem marad fenn tovabbi maradék, vagyis amig va-
lamennyit ki nem meritettiik, vagyis az 0sszes maradékok szama
p—1, oszthato od-val és ezzel a tétel teljes terjedelmében be van
bizonyitva.

Ez a FERMAT-tétel tigynevezett harmadik EULER-féle bizonyi-
tisa.” FERMAT eredeti szovegezése alig hagy fenn kétséget, hogy
tételét erre a genialis gondolatmenetre alapitotta. EULER maga is ezt a
bizonyitdst joval magasabbra értékelte két megel6z6 bizonyitasandl,
melyekben a binomialis tételt hasznalta fel és amelyek csak a FER-
MAT-tétel szokdsos alakjat szolgaltatjdk. Err6l a bizonyitasrdl irja
A. SPEISER, ismert svédjci matematikus egy érdekes konyvében.:
»A kovetkez6 szamelméleti értekezés a 18. szdzad alapvets telje-
sitményeinek egyike. . ..vele kezd6dik a csoportelmélet ... Elke-
riili a ,szdmolast“ és épp ez az, amit Euler 6ta ,elegancianak®
neveznek a matematikdban.“

Ez a dicséret FERMATt mindenesetre csak részben illeti meg,.
mert a bizonyitds egész szépsége és nagy jelentOsége tulajdonképp
csak EULER kovetkez6 munkdjaban* bontakozik ki, amely ezt cso-
dalatosképpen csak két év mtlva koveti és amelyben a gondolat-
menetet tetszésszerinti dsszetett szdmra terjeszti ki, hogy bel6le a
FERMAT-tétel ismeretes altalanositdsat «?® =1 mod n kovetkeztesse.

Természetesen tudom, hegy fejtegetéseim csak helyredllitdsi .
kisérletnek tekintend6k, FERMAT kozlései tal szilikszaviiak ahhoz,
hogy bel6liik eredeti gondolatsorat minden kétséget kizdrdan fel-
épithessiik. Azon esetleges ellenvetéssel szemben, hogy FERMAT a
maga bizonyitdsat hosszadalmassdga miatt tartotta vissza, mig az
itt megadott bizonyitds igen rovid, megjegyzem, hogy a bizonyités.
EULERnél (kozel 120 évvel késébb!) 10 nyomtatott quartoldalt igé-
nyel, holott EULER jelolései és terminologiaja osszehasonlithatatla-

39 Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta, Leonhardi
EuLerr Opera Omnia. Series prima. Vol. secundum. Volumen primum (No. 262)
(Novi Comm. Petrop. 7. (1758/9—1761 p. 49—82) p. 493—518.

4 A. Seeiser: Klassische Stiicke der Mathematik. Ziirich, 1925., p. 110«

4 L. EuLer: Theoremata Arithmetica Nova Methodo Demonstrata. u. oft,
p. 531—535. (Eredetileg Novi Comm. Petrop. 8., (1760/1), 1763. p. 74—104.
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nul fejlettebbek FERMATéndl. FERMAT val6szinli gondolatmenetét
akartam megmutatni, nem elavult technikai részleteit, azért hasz-
naltam a mai jelbeszédet, mely a gondolat Ilényegét ily tomoren
adja vissza.

MOMNBITKA BOCCTAHOBJIEHUS JOKASATEJILCTBA ®EPMATA
: P. OGnar

CraThsl NBLITAETCS BOCCTAHOBUTH OPUTMHAILHOE 0KA3ATENBCTBO ,, MEHbLIEH*
TeOpeMbI fbepma'ra, Ipu NOMOUIM TOYHOrO aHajausa OPHUTMHAJIHOrO COCTAaBJICHUSA
<depmara. 1. §. copepkut xapaxtepuctuky Pepmara, 2. §. 3aHIMAETCSI UCTOYHU~
KaMH, KOTOpBIE CTy)KaT OCHOBOIl MOTBITOK.

Jra craThs NMOSIBUTCI HA HEMETCKOM sI3bIKe B jKypHane ,Acta Mathe-
matica Academiae Scientiarum Hungaricae.“

UNE TENTATIVE POUR RECONSTRUIRE UNE DEMONSTRATION
DE FERMAT 7 .

L’article précédent essaye a restituer la démonstration originale du
“petit” théoreme de Fermar par une analyse. profonde du texte dii a Fermat.
De cette analyse il résulte avec grande probabilité que la démonstration de Fer-
mat était identique a la troisieme démonstration d’Euler. Le § 1 donne la
caractérisation de Fermat, le § 2 fait connaitre les sources et les méthodes
de la restitution de ses démonstrations. Les sources principales en sont le
Supplément a Ecrit latin de Frénicle de 1657 récemment retrouvé et la Relation
de 1659. Le § 3 enfin contient la reconstruction de la démonstration.

Le présent travail paraitra en langue allemande dans les Acta Mathe-
matica Academiae Scientiarum Hungaricae.



Jelentés a Beke Mandé-emlékdij odaitélésérdl

Az elnbkség éltal kikiildott bizottsadg elnoke ALEXITS GYORGY,
tagjai: HAjOs GYORGY, NEUKOMM Gyura, KoNcz KAROLY és GALLAI
TiBOR el6add, a K. M. részérdl pedig GADOR ENDRENE. A bizott-
sag els6 iilésén az emlékdij szabdlyzatdanak megfelelden megélla-
pitotta, hogy a dijak kiosztasanal els6sorban a matematika-oktatd
és a népszerlisitd konyvek és fiizetek irasat, valamint az ilyen
targyu el6adasok tartiasat kivanja jutalmazni. Az elbiralasnal fontos
koriilménynek tekinti a bizottsig a kivalé eredményt felmutato
tanari munkat, a tandri tovdbbképzést eldsegité ir6i és eldadoi
miikddést, a jo szakkori munkat, valamint a Bolyai Tarsulat kere-
tében végzett szervezd munkat.

A bizottsdg e szempontoknak megfelelden a kovetkezd hata-
rozatot hozta: '

2000 forint jutalommal tiinteti ki SURANYI JANOS egyetemi
docenst, 1000—1000 forinttal jutalmazza HODI ENDRE fdiskolai
docenst, LORINCZ PAL miiegyetemi docenst, BUkOvszKy FERENC,
RIEGER RICHARD €s VIKAR ISTVAN gimnaziumi tanarokat.

Indokoléas

SurANYI JANOs az Eotvos Lorand tudomanyegyetem docense.
Felszabadulds utin So6s Pauldval egyiitt els6nek fogott hozza a
Kozépiskolai Matematikai Lapok tjjateremtéséhez, s ezzel a mate-
matika iranti érdeklodés s a matematikai tehetségek fejlesztésének
legfontosabb eszk6zét éllitotta helyre. E lapok szerkesztésével kap-
csolatban rendkiviil sokoldalti miikodést fejtett ki. Feladatokat ke-
res, megoldasokat birdl és értékes ismertetd cikkeket ir. Tobb uji-
tast vezet be; pontversenyt szervez a feladatmegoldok szamara.
1947-ben meginditja a Kozépiskolai Matematikai Lapok Arany Déniel-
versenyét, olyan j szervezési formdk kozt, melyek az érdekl6dok
széles korének részvételét teszik lehetdvé. A minisztériummal kar-
oltve ez évben el0szor megszervezi a nagy sikert aratott Rékosi
Métyds matematikai tanulmanyi versenyt. Hogy ma kozépiskoldink
komoly szinvonalt matematikai lappal rendelkeznek, azt legnagyobb-
részt Surdnyi Janosnak koszonhetjiik. Surdnyi népszerfisitd mate-
matikai munkdssaga kordntsem meriil ki a Kozépiskolai Matematikai
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Lapok szerkesztésével. Egy érdekes szakkori fiizetben a hasonlésagi
szerkesztésekkel ismerteti meg a tanulokat. Ugyanebbél a téma-
korb6l kiegészitd részletekkel latja el a Il. osztalyos gimnéziumi
tankonyvet. rdsos miikodésén kiviil szamos eléadast tartott elemi
matematikai és didaktikai kérdésekrsl. Mint birdl értékes tandcsok—
kal tamogatta a gimnaziumi tankonyvek szerz6it. A budapesti mate—
matikai délutinok megszervezésében dontd része van. Végiil ki kell
emelni, hogy egyetemi oktatomunkéjat kival6an végzi, melyért legutobb
a Koztarsasigi Erdemérem aranyfokozatdval tiintették ki. Sokoldalt
tevékenységének sikerét elsdsorban az biztositotta, hogy Surdnyi
nemcsak kivalo kutaté matematikus — bér a Beke Mano-dij oda-
itélésénél nem ezt a szempontot tekintettiik irdnyadonak —, hanem
jo elméleti és gyakorlati érzékkel rendelkezé pedagogus is.

Hopl ENDRE a budapesti Pedagdgiai Foiskola docense. A
III. és IV. osztilyos gimndziumi tankdnyvek geometriai fejezeteinek
megirasaval értékes modon jarult hozzd matematikai oktatdsunk
fejlesztéséhez. A Bolyai Tarsulatban, mint az Oktatdsi Szakosztaly
titkara kivaloan latja el feladatat. A tandri tovabbképz6 konferen-—
cidk egyik legnépszeriibb szervezdje, illetve el6addja. Szdmos
szinvonalas eldadassal segitette elo tanaraink szakmai €s didaktikai
fejlodését. Hodi a matematika minél szélesebb korben valé nép-
szeriisitésének faradhatatlan és kivalo munkisa. Erdemei vannak a
Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkesztésében és a matematikai
délutanok szervezésében. Hosszabb idén keresztiil eredményes ko-
zépiskolai tanari miikodést fejtett ki, s jelenleg foiskolai oktato-
munkdjat is kivalé eredménnyel végzi.

LORINCZ PAL miiegyetemi docens. A kozépiskolai €s szak-
érettségis dabrazol6 tankonyvek megirdsaval figyelemremélté érde-
meket szerzett. Ertékes elbadésokat tartott a tanari tovabbképzés
keretében, valamint a szaktanari tanfolyamon. Részt vett és jelenleg

- is részt vesz a Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkesztésében.
Hosszti kozépiskolai tanadri miikodésével igen komoly hirnevet szer-
zett. Jelenleg a Budapesti Miiszaki Egyetemen abrdzold geometriat
ad el6 és ugyanott gyakorlatokat is vezet. Eldadasai is, gyakorla-
tai is igen népszeriiek. A Bolyai Téarsulat kiillonboz6 versenybizott-
sdgaiban értékes munkat fejtett ki. :

Bukovszky FERENC nagykanizsai tandr. Tanitvdnyai és a fel-
néttek korében is sokat tesz a matematika népszeriisitéséért. Igen
jol vezeti szakkorét. Miiegyetemi elOkészitd tanfolyamot vezetett,
orszagos méretekben is kivalé eredménnyel. Igen sok, j6 szemlél-
tet6 eszkozt készit és készittet tanitvanyaival. Ebben az évben meg-
nyerte a K. M. matematikai filmpalyazatat. A megyei matematika-
tovabbképzést két év Ota eredményesen, nagy buzgalommal vezeti.

RIEGER RICHARD budapesti gimnaziumi tandr. A Kozépiskolai
Szakkori Fiizetek sorozatiban a komplex szamokrdl jelent meg ér-
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tekezése. Ez a kis fiizet szdmos értékes gondolatot tartalmaz.
Rieger Richard hosszt tanari miikodése sordan cgészen kiilonleges
elismerést valtott ki tanitvanyai és tanartarsai korében. Miivésze a
tanitasnak. Kivalo pedagogiai érzékkel mindig a dolgok lényegét
tudta megvildgitani. Nemcsak a matematikai tehetségek, hanem a
kozepes képességli és a gyenge elOképzettségli tanulOk nevelésé-
ben és tanitasdban is kivalo eredményeket ért el, mind a gimna-
ziumban, mind pedig a szakérettségis tanfolyamon. Mint biral6 sok
értékes megjegyzéssel tdmogatta a gimnaziumi tankonyvek szerzoit.

VIKAR ISTVAN szeghalmi gimndziumi taniar. A matematika-
szakos pedagogusok tovabbképzését két éve vezeti a megyében. Jo
munkajanak eredménye a megye egész munkdjiban, a kartarsak
fejlodésében lemérhet6. Iskoldjaban a matematikat igen eredménye-
sen tanitja. Jo moddszerrel, faradhatatlanul dolgozik. Jo6l vezeti
szakkoOrét. Tanitdsi munkaja mintaszerii. A tanitds mellett kartarsai
munkajat is segiti.

Gallai Tibor ~ Alexits Gyorgy
Gddor Endréné Hajos Gyorgy
Koncz Kdroly Neukomm Gyula

3 Matematikai Lapok



FELADATROVAT

Szerkeszti : Hajos Gyoray

A feladatrovatnak szént kiildeményeket a kovetkezo cimre
kérjiik: Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, Budapest, V., Realtanoda-
utca 13—15. Az egyes feladatok megolddsat kiilon lapon kérjiik.
Nem zarkézunk el olyan feladat kozlése el6l sem, amelynek meg-
oldasat bekiild6je nem ismeri.

Kitazott feladatok
58. Megallapitando a

am\kn

y(Z,kn)xu (i1 2.3
n=0\
sor konvergencia-sugara és 0sszege.

Takdcs Lajos

59. Bizonyitando, hogy ha egy félig rendezett halmaznak bar-
mely végtelen részhalmazaban van két 6sszehasonlithat6 elem, akkor
van olyan végtelen részhalmaza is, melynek bdarmely két eleme
©Osszehasonlithato.

Hajnal Andrds

60. Bizonyitando, hogy a 0-t6l kiilonboz6 s az a, b,—a, b, =0
feltételt kielégité a, by, a», by komplex szamokhoz meghatdrozhato
C tigy, hogy ha a |z| = C korlemezen reguldris f,(2), fi(2) fiigg-
vényekre »

fi(0) =a, fi(0)=b, f-z(o) = 0y, f_;(O) = b,,
akkor az |fi(2)|, |fa(2)| fiiggvényeknek egyike sem lehet a kor-
lemez minden pontjaban a madsikndl nagyobb.
Turdn Pdl

61. Legyen a adott egész szam és f(n) olyan egész értékii
szamelméleti fiiggvény, melyre .

D fld)y=a" (n=1,2,3...).
dln

Bizonyitando, hogy n|f(n). e
sima [ozse
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62. Bizonyitandd, hogy ha a > 1, akkor

@

L 3 i

srt-6 10g(1—X) = " loga“
Sziisz Péter

63. A paratlan fokszamii P(2) polinom gyokhelyei szimmet-
rikusan helyezkednek el a polinom 2z, gyokhelyére nézve (tobbszo-
rosségiiket tekintve is). Bizonyitandd, hogy P”(z,) = 0.

Szokefalvi-Nagy Béla
64. Mely f(z) egész fiiggvényekre igaz az, hogy

nlr{e+ 1) —r00)

az egész szamsikon egyenletesen tart f’(z)-hez?
" Gehér Ldszlo

Megoldott feladatok

37. feladat. Legyen 5—83 valodi racionalis tortfiiggvény és
q(x) = (x—a)" (x— )’ --- (x—DA.

Bontsuk ezt fel parcidlis tortekre az egyiitthatok ©sszehasonlitasa-

nak szokasos modszerével. Mutassuk meg, hogy a keletkezd linearis

egyenletrendszer Cramer-szaballyal val6 megolddséanal valamennyi

determinans értéke valtozatlan marad, ha az u— x—& linearis
helyettesitést alkalmazzuk.

(Csdszdr Akos)

Megoldds. Jeloljiik g(x) fokszamat (n+-1)-gyel. Legyen

p(x) = ZO: Pox,
A parcialis tortek szamlaloi legyenek Ay, A, ..., A,. Az a polinom,
amelyik g(x)-bol keletkezik, ha az A; szdmlaloju parcialis tort
nevezdjével elosztjuk, legyen

% Qy X' (=01, .., n).

A parcialis tortekre vonatkozd azonossag tehat, g¢(x)-szel valo
szorzds utan

2 Px=2 3 AQ;x.
=0 J

) =0 1=0

%
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Az A, A, ..., A, ismeretlenek szdmdra adodo linedris egyenlet—
rendszer Cramer-szabdllyal vald megoldasanal ezek szerint a

QOO Qﬂl A QOn 0
Qm Qn 8 an 1
Qo Qu -+ Qu P,

matrix (n- 1)-edrendii aldetermindnsai lépnek fel.
Ha az x = u-& helyettesitést elvégezziik, akkor a fenti azo--
nossag a

ZZP(LF =33 >4, s

(‘L*U’,

alakban is 1rhat]uk. Innen klolvashato hogy most P; szerepét u-nek

=Sl

egyﬁtthétéja, Qi; szerepét pedig A, u'-nek

Q=3 i )s"

egyiitthatoja Jatssza Igy tehat a fenti matrix helyébe 1ép6 1ij matrix
i-edik sora ugy keletkezik, hogy a régi i-edik sorhoz az alatta allo
soroknak tobbszoroseit, mégpedig (i < s = n mellett) az s-edik sor-

nak (?)%s "_szeresét adjuk hozza. Ezek az osszeaddsok egymas

utan egyenként hajthatok végre. Ezeknek az Osszeaddsoknak révén
tehat a matrix (n- 1)-edrendii aldetermininsainak értéke nem
valtozik meg.

Sarkadi Kdroly

39. feladat. Megadando a 2| = 1 koron regularis ¢, (2), ¢5(2), -.-
fiiggvényeknek sorozata tigy, hogy a Zq)n(z) sor a |z| = 1 koron

abszolit konvergens legyen anélkiil, hogy ott egyenletesen kon-

vergalna.
(Turdn Pdly
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1. megoldds. Tekintsiik a

%( )—

-1
(”2“2) (n=1;253 2

‘polinomokat.
Ha |z| =1 és z== 1, akkor

vergens mértani sor, és

o 12 1
n :——*-E]
;;(p (2) 2 1_1+z

IT—i—zi< 1 miatt >|g.(2)| kon-
v =1

Masrészt ¢,(1) =0, s igy an,,(l)—O

n=1

Az igy definidlt sor tehat a zart egységkoron abszolat kon-
vergens. Viszont nem egyenletesen konvergens, mert 0Osszege a
z=1 helyen nem folytonos. !

Rényi Kato

1. megoldds. Legyen n—1,2,3, ... mellett e, —1 —l—%i és

1
N e e
Pn(2) SCTMRRG

A ¢.(2) fliggvények a zart egységkorben reguldrisak, tovabba

A) |z—e,| = % esetén |¢.(2)| =1
B) Ié—(c.,l =2 esetén lgn(2)| = e
y B ) 2 (e 21«

Minthogy B) z=1 esetén minden n-re, z==1 esetén pedig

= Eé-l—' mellett teljesiil, azért a Z ¢.(2) sor az «, helyeket kivéve

az egész sikon abszolnt konvergens De az egységkoron nem
egyenletes a konvergencia, mert n = 2 mellett a) teljesiil az egy-
ségkor bizonyos (n-tol fuggo) pont]alban hiszen

a1 g St g 200 -(1+7')'

miatt |e,| < l+%.

Csdszdr Akos.



A 39. feladat megoldasat bekiildotték még: CzIPSZER JANOS,
KOVARI TAMAS, RENYI ALFRED, SzZUSZ PETER.

40. feladat. Bizonyitsuk be az Euler-féle ¢-fiiggvényre vonat-
kozolag, hogy barmely pozitiv ¢ szdmhoz taldlhatoé olyan a egész-
szam, melyre

p@+g@+1) _.
a

(Medgyessy Pdly
Megoldds. Ismeretes, hogy ha p; az i-edik primszamot jelenti,
1I(1—1)=o.
=1

Ebbol kovetkezik, hogy elég nagy m, valamint elég nagy n szamra

m 8 n ] {-‘ .
; N, U B2 e
i—4)<%, I )3,

vagyis @ P, =p;ps -++ Pm €8 Py = Pui1 Puyo --- p, szorzatokra
5P(P1) A 1 AT
| p—SF v
Minthogy (P, P,) = 1, az
=0 (mod P),
a+1=0 (modP,)

kongruenciarendszernek van pozitiv megoldasa. Erre nézve tehat
a>1 miatt

g@+oa+tl) o@  atl glat1) w(P1)+2fp(P)

a a a a-+1 y P &
hiszen A|B mellett ¢(B)/B = ¢(A)/A, mert a baloldal a jobboldal-
b6l azon p primszamokkal képzett 1— — szorzokkal szorozva all

eld, amelyek B-nek osztoi, de A-nak nem.
Hosszu Zoltdn

A 40. feladat megoldasat bekiildotték még: CsAszAR Akos,
_Dux ERriX, GEHER LAszLO, HAJ6s GYORGY, LIPTAK JOZSEF, SARKADI
KAROLY, SURANYI JANOS, TAKACS LAjOS, VINCZE ISTVAN.

Megjegyzés. A feladat allitisat a kovetkezOképpen altalano-
sithatjuk: Adott ki, k., ..., k. egész szdmokhoz ¢és bdrmely pozitiv
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& szdmhoz taldlhato olyan-a egész szdm, melyre
¢a+k)to@+hk)+--+ol@a+k)
a
Ennek az altalanositdsnak bizonyitésa kbzvetlem'jl adodik a kozolt

megoldasbol, ha a Py, P,, ..., P, szorzatokat —3— helyett 2 szere-
peltetése mellett definidljuk, s azutin az a-+k=0 (mod Py)
(i=1,2,..., n) kongruenciarendszernek az a > k; (l i e S

feltételt is kielégit6 pozitiv megoldasat tekintjiik.
Liptdk Jozsef-és Takdcs Lajos

41. feladat. Bizonyitando, hogy egy egynél tobb tagot tartal-
mazé polinom hatvdnyainak tagszama a hatvanykitevével egyiitt

végtelenhez tart.
(Rényi Alfréd)

1. megolddé. Az altalanossag rovasa nélkiil feltehetjiik, hogy
a szerepl6 polinom

pxX)=14arx*+ .. 4+aux" (ax == 0)

alaku. Legyen » egy természetes szdm. Bizonyitjuk, hogy a p~"
polinomban x** egyiitthatéja nem 0, hacsak n elég nagy. Ezzel a
feladat allitasat is igazoljuk.

x"" egyiitthatéja a p* polinomban (» = n) a polinomidlis tétel

szerint
n ) n ! Jo R0
A(v, n) = (V) ar 42>, o oy e R 9
ahol az Osszegezés az

o1t <ot =n, kri4--«4mrn = vk
feltételeket kielégité r,, ri, ..., r. természetes szimokra terjesztend®
ki, kivéve az r, = n—w, r. = v, r; = 0 (j > k) valasztast. E kizaras
folytan a masodik feltételt k-val osztva az Osszeg valamennyi tagjara

7y ‘I_ i ‘I‘rm, S L
adodik, s ennek kovetkeztében
ry>n—v, r<wv =1k .cm)

Minthogy az ry, ..., r., szamok mindegyike legfeljebb » kiilonbozd
értéket vehet fel, az osszeg tagjainak szima »™-**1-nél nem nagyobb.
Ha tehat

a =— max ()ak,, S Iaml);
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akkor a szereplé Osszegre

= ’mfIH—l ; n! v
[ 2= v et
A vizsgalt egyiitthatora tehat
2 n T ,7,14k+] n! .
40, w1 = (5 lawf— o o=
Sunal Hg)e i ST a"]
— (n—)!| » n—v+1 " |’

s ez az alsé korlat elég nagy n mellett nyilvdn pozitiv, hiszen a
szogletes zardjelben all6 mdasodik tag n novekedtével O-hoz tart.

Czipszer Jdnos

Il. megoldds. A feladat allitasan tilmenden azt igazoljuk, hogy
a polinom n-edik hatvanyaban n-nél tébb tag van. S6t még altala-
nosabban a kovetkezot bizonyitjuk: Ha egy polinomnak van n-szeres
és 0-10l kiilonbozo gyokhelye, akkor a polinom tagjainak szdma
n-nél nagyobb. A binomhatvany mutatja, hogy allitdsaink nem is
javithatok.

Tegyiik fel, hogy Aallitisunk hamis. Van tehat olyan

p(xX) = a; xn cer @, X (=05 L— vy
polinom, melynek e«==0 legalabb n-szeres gyokhelye. Ha a; helyébe
a; eri-t irunk, olyan polinomot kapunk, melynek 1 legaldbb n-szeres
gyokhelye. Feltehetjiik tehat, hogy e =1, azaz

p(1) = p(1) = ... = p-d(1) = 0.

Az ay, ..., a, egyiitthatok kozott fennalld n darab homogén linearis
Osszefiiggéshez jutottunk, melyeknek egyiitthatéi az
; 1 1
&

o ,,
(’ 1) (r n)'

(rl)ufl el (rn n-1
determinanst alkotjak, ahol az (r). = r(r—1) -.- (r—k-+1) jelolést
hasznaltuk. E determinans az r,, ..., r, szamokkal alkotott VAN DER
MoNDE-féle determinanssal egyenld, s igy értéke nem 0. Ezt koz-
vetleniil is mutatja az a tény, hogy a

GtCx+6(X)e+ - +Ca()os =0
(n—1)-edfokti egyenletnek nem lehet gyoke az egymastol kiilon-
bo6z6 1y, ..., r, szamoknak mindegyike, vagyis hogy determinan-
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sunk sorai linedrisan fiiggetlenek. A fellép6 homogén linearis
egyenletrendszernek tehat csak trividlis megoldasa van, s ez ellent-
mond annak, hogy az a,, ..., a, egyiitthatok O-t6l kiilonbozok.
Ezzel allitisunk bizonyitast nyert.

Megjegyezziik, hogy bizonyitdsunk szerint a feladat allitasa
akkor is helyes, ha a polinom egyiitthat6i tetszoleges nullkarakte-
risztikaju, egységelemmel biré integritdsi tartomany elemei.

Hajos Gyorgy

A 41. feladat megoldasat bekiildotte még SzUsz PETER és
TURAN PAL. :

Megjegyzés. Az els6 megoldas gondolatmenetének megtartidsa
mellett azt is igazolni lehet, hogy ha a p(x) polinom valamelyik
hatvanyaban x" egyiitthatéja nem 0, akkor ez a polinomnak min-
den elég magas kitevéjii hatvanyaban bekovetkezik. (Szerk.)

42. feladat. Egy haromszog oldalait egy kapszelet hat pont-
ban metszi. Tekintjiik a haromszdg egy-egy csticsdnak harmonikus*
tarsait a csticsba fut6 oldalakon elhelyezkedd két-két kiapszelet-
metszéspontra vonatkozolag. Bizonyitandd, hogy az igy kapott hat
pont egy kiipszeleten van.

(Obldth Richdrd)

1. megoldds. Kimutatjuk, hogy a hdromszog csticsainak pola-
risai a haromszog szemkozti oldalait kollinearis ponthdrmasban
metszik. Ez PAscAL tétele szerint a feladat allitasat bizonyitja.

A pontokat és egyeneseket homogén koordinatahdrmasaik
(vagy projektiv koordinataharmasaik) altal adott vektorokkal jelle-
mezziik. Tartozzanak ilyen mddon a haromszog csticsaihoz az
a, b, ¢ vektorok.. A kiipszelet egyenlete legyen xAx = 0, ahol A
szimmetrikus tenzor.

A csticsok polarisaihoz az Aa, Ab, Ae vektorok tartoznak,
a haromszog oldalaihoz pedig a b xe, ¢ Xa, aXb vektorok.
Paronkénti metszéspontjaikat tehat az

Aa X (b Xe¢)=(cAa)b—(bAa)c,
Ab X (¢ Xa)= (aAb)e—(cAb)a,
Ac X (aXb)=(bAc)a—(aAc)b
vektorok jellemzik. A szimmetrikus volta miatt e vektorok tsszege 0.
Ezért{a harom metszéspont valéban egy egyenesen van.
Gehér Ldszlo

Il. megoldds. Legyen a szerepléo A, A, A, hdromszog alap-
hdromszoge a baricentrikus koordinitarendszernek (vagy projektiv
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koordinatarendszernek). Legyen a kupszelet egyenlete a koordinata-
rendszerben

3
Z aiXixy =0 (= aki)-
A i, k=1
Feltehetjiikk, hogy az a, a.;, a,; egyiitthatoknak egyike sem 0. Ha
ugyanis pl. a,, = 0, akkor A, és A, a kapszeletre nézve konjugalt
pontok, a feladat el6irdsa szerint adod6 hat pont kozott tehat e két
pont is szerepel, s igy a hat pont a haromszog két oldalegyenese
altal alkotott elfajuld kipszeleten helyezkedik el.
Az A; csucsok (i=1, 2, 3) polarisainak egyenletei
iy X; + Qia Xy + Qi Xy = 0.

Ezeknek a nem-homolég hiaromszogoldalakkal valo metszéspontjai»
vagyis a feladatban szerepeltetett hat pont:
(O’ —a‘):lr a‘.!:!)’ (0 a:—:}’ “"am),
-~ (—a, 0, an): (as, 0, _a3'l)1
(—a!'lv all, O)y (0227 ‘*(121, O)

E hat pont koordinatdi ‘kielégitik az

9 3 3, AL+ aynax ais - ay, Ay
A Xt anxi+tap X+ ——— X %+ ————— X X+
yy Q5
Q35+ Qs as;
+ 13+ = _35_x2x:; =0

23

egyenletet. Ez egy kiipszelet egyenlete, mert nem minden egyiitt-
hatéja 0. Ha ugyanis az elsé harom egyiitthato O, akkor a tobbi
egyiitthaté éppen a.., a,; és a,;, tehat nem 0. A Kkapott hat pont
tehat valoban egy ktipszeleten van.
Pdpai Ndrcisz
1. megoldds. CARNOT tétele szerint egy haromszog BC, CA,
ill. AB oldaldn elhelyezked6 A,, A, B;, B,, ill. C,, C, pontok akkor
és csak akkor vannak egy ktipszeleten, ha a

(BCAI) =, (CABI) e bl) (ABC,) =3 Cii»
2 e By M -y ) S e 07 (1 Yy

osztoviszonyok szorzata 1. (Ez PAscAL és MENELAOs tételének fel-
haszndlasaval konnyen bizonyithatd is.)

A feladat annak bizonyitdsat kivanja tehat, hogy ez a szorzat
valtozatlanul 1 marad akkor, ha ktpszeletiink metszéspontjai koziil
az A, és A, pontokat B-nek és C-nek- az A,, A, pontparra vonat-
kozé harmonikus tdrsaival, az A; és A; pontokkal helyettesitjiik, s
ugyanigy jarunk el a tobbi metszéspont esetében is.
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A BC egyenesen B és C alapponti baricentrikus koordina-
takat haszndlva:

B(1,0), C(@©,1), Ai(l,a), As(l,a,).

Minthogy A, és A, kiilonboz6 pontok, azért @,==a,. Feltehetjiik, hogy
a, 4 a,==0. ihszen ellenkez6 esetben A, és A, harmonikusan valasztja
el a B, C pontpart. Ebben az esetben tehat: ' As'=C | €5 Af =145,
a C, B, B, B, C,C, pontok pedig a CA és AB egyenesekbdl all6
elfa]ulé kupszeleten vannak. :
. Ha az A, és A, pontot a, és —a,, ill. —1 és 1 sillyal
sulyozzuk akkor sulypontjukként (a,—a,, 0), ill. (0, a,—a,), tehat
B, ill. C adddik. E pontoknak az A,, A, pontparra vonatkozé har-
monikus tarsait, az A; és A; pontokat sulypontokkent Jnegkapjuk
tehat, ha az A, és A, pontot a, és a,, ill. és 1 sallyal sulyozzuk.
Ennek eredmenyekent
Ai(a,+ay, 24, ay), Ai(2, a,+ ay)
adodik. Igy tehat
N 200y
(BCA) § i

@, — (BCA) — i’”f"’ A

Eszerint aja; — a, a,.
Ugyanigy kovetkezik a megfelel6 értékekre b1b, = b1 bq és cica=—
=06 is. Ha tehat a, a, b, b, ¢, ¢, = 1, akkor valéban a; a; b; b, ¢, ¢, =

is igaz. J
Obldth Richdrd

1V. megoldds. Ha a feladatban szereplé kiipszelet nem elfajuld,
akkor a haromszdg csticsainak poldrisai az eredeti haromszoghoz
konjugalt haromszognek oldalai. A feladat e hdromszogpar nem-
homoldg oldalainak metszéspontjairdl szol. Ismeretes az, hogy egy
kupszeletre nézve konjugalt haromszogek perspektlvek Viszont
perspektiv hdromszogek nem-homoldg oldalainak metszéspontjai
PAscAL tétele szerint egy kiipszeleten vannak. Ez tehat a vizsgalt
hat pontra is all.

Ha a feladatban szereplé kupszelet elfajuld, akkor a csitics-
pontok polarisai egy ponton, a ktipszelet szinguldris pontjdan halad-
nak at, s a cstucspontok vetitd sugaraival involiciot alkotnak.
Ismeretes az, hogy a teljes négyoldal atellenes szogpontparjait egy
pontbdl vetitve egy involiicid homolog sugarparjait kapjuk. Ebbol
kovetkezik, hogy a csticspontok polarisainak a homolég hérom-
szogoldalakkal alkotott metszéspontjai egy egyenesen (a teljes négy-
oldal negyedik oldalan) vannak. A nem-homolég haromszogolda-
lakkal alkotott metszéspontok tehat, ismét PASCAL tétele szerint, egy

kupszeleten helyezkednek el.
Gyarmathi Ldszlo



V. megoldds. Tekintsiik két haromszogoldalnak s a kipszelet-
nek négy metszéspontjat. E négy pont egy kupszeletsort hataroz
meg. Ennek kupszeletei a harmadik haromszogoldalt egy involicio
homoldg pontpdarjaiban metszik.

Az adott kuapszelet, valamint az elsé két hdromszogoldalbol
allo elfajul6 kupszelet ehhez a kupszeletsorhoz tartozik. Ezért a
harmadik oldalon levé kipszeletpontok és' csticspontok a mondott
involiicionak - homoloég pontparjai. Igy tehat a feladat elGirdsa is
ennek az involiciénak homoldég pontpdrjdhoz vezet a harmadik
haromszogoldalon. Ezért ez a két pont s az els6 két oldal négy
kupszeletpontja egy (az emlitett kiipszeletsorhoz tartozé) kipszeleten
van. Meggondolasunkat a masik két oldalra elismételve a feladat
allitasanak. bizonyitdsat kapjuk.

Okoskodasunkbol a feladat allitdisanak altalanositasa is kovet-
kezik: a feladat allitisa akkor is helyes, ha az eldirt szerkesztést
csak egy, vagy csak két oldalon hajtjuk .végre*; s6t nem is kell
harmonikus tarsakrél szolni, hanem ehelyett ugyanakkora — mas-
mas oldalon esetleg mas-mas — kettdsviszonyt adé pontok szere-
peltethettk.

-t

Hajos-Gyorgy

A 42. feladat n1egolda<at bekiildotte még Brum OTTO és
SARKADI KAROLY.

* Ez az altalanositas a Ill. megoldasbol is adodik. (Szerk.)



PELDAROVAT

Szerkeszti : VArRGA Tamas

A megolddsokat a Tarsulat cimére kérjik (Bp., V., Redl-
tanoda u. 13—15). A boritékra irjuk feltiinen: PELDAROVAT.
Minden megoldést kiilon lapra irjunk. Kozlésre szant példakat is
szivesen fogadunk, megolddssal, vagy annak kozlésével, hogy a
bekiild6 a példa megolddsat nem ismeri.

. Rovatunkban most el6szor jelennek meg megoldasok. Ezek
mindjart mintdul szolgalhatnak arra, hogy akar precizitds, akar
tomorség, akar az eldismeretek felhasznalasa stb. terén nagyjabél
mi az a szinvonal, amit szem el6tt kell tartaniok a megoldasok
bekiildbinek. Diszkussziot példdul — az Osszes lehetséges esetek
rendszerezését, feltételeinek megallapitasat — csak akkor kivanunk,
ha az konnyen elvégezhett, vagy ha a példa szovegezésében Kkife-
jezett utalds tortént rd. (Mint példaul a 4. vagy a most kitlizott
24. példdban). De mar példaul a 11. vagy 12. példa teljes
diszkusszi6ja, ha a szovegezéshez pontosan ragaszkodunk, mate-
matikai érdekességével aranyban nem &ll6 bonyodalmakra vezetne.

~ Reméljiik, hogy az els6 megoldiasok megjelenése utin a
bekiildott megoldasok, kiilonosen pedig a bekiildok szama jelen-
tékenyen noévekedni fog.

Tobbek érdeklodésére kozoljiik, hogy megoldasokat barkitol
elfogadunk, .tekintet nélkiil végzettségére, jelenlegi foglalkozasara,
vagy arra, hogy eléfizetje-e lapunknak.

Kitiizott példak

24. Oldjuk meg ¢és diszkutdljuk az I. gimnaziumi matema-
tikakonyv kovetkezo feladatat: ,Szerkesszetek olyan kort, amely
egy haromszog hdrom csticsatél 1—1 cm tévolsagban halad“. (211.
lap.)

25. Mi azon korok kozéppontjanak mértani helye, amelyek
atmennek egy adott ponton és amelyekbdl egy adott egyenes adott
hossziisdgt hart metsz ki.

26. Szerkessziink egy korszeletben egy adotthoz hasonlé
haromszoget, két cstcsaval az iven, egy csticsdval a har adott
pontjaban.

HACYAR
WHATIALS



27, Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

X+ X, =a,
x"z+x3 =az:
x3+x4 =4a,

.........

Xn-11Xn = n-1
Xn—+ X, = Qy.
28. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert :
A== g — b.
29. Oldjuk meg és diszkutdljuk a kovetkez6 egyenletrendszert :
X—ag==0" " Xl b a

x—a-t+b y—a’ §—a- y+b

30. a) Forgassuk el a sik egy S alakzatat a sik egy O pontja
koriil tetszésszerinti szoggel, és hajtsunk végre rajta ugyancsak
O-bol mint centrumbdl kiindulva, tetszésszerinti ardnyt hasonloségi
transzformaciot. (Roviden: vegezzunk S-en O centrummal forgatva-
nyujtast.) Az igy kapott S” alakzatot ugyancsak O centruml, tetszés-
szerinti szogil és aranya forgatvanyujtassal vigyiik 4t az S” alak-
zatba. Bizonyitsuk be, hogy az §,S’, S” alakzatok egymasnak (a
transzformacio kovetkeztében) megfelelé pontjait 6sszekotdé P, PP/,
P,P;P;’, P,P;P;" stb. haromszogek hasonlok, és ugyancsak O
koriili forgatvanyu]téssal vihet6k at egymasba.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha az utébbi forgatvanyajtasok soran
a PP'P” haromszogek egy csticsa — ¢€s igy maésik két csicsa is
— leirja az § alakzatot, akkor e haromszogek tobbi pontjai, egy-
altalan a sik minden pontja, amelyet e haromszogekhez tartozénak
tekintiink, egy S-hez hasonl6 és S-bol O koriili forgatvanytijtassal
szarmaztathat6 alakzatot ir le.

¢) A fentick alapjan oldjuk meg a 12. példat. (Adva van két
négyszog. Irjunk egyikbe a masikhoz hasonlot.)

31. Egy szabdlyos haromszog alapti egyenes gtila koré irt
gomb felszine F, a beirt gomb felszine f. Mekkora a gtila felszine? ')

Bekiildési hatdridd : a lap megjelenésétol szdmitott 2 honap.

!) Ezt és az el6z6 szamban megjelent 15., 16. és 23. példat A. N.
KoLmocorov ,A matematikusi hivatasrol“ cimi fiizetébdl vettilk at. A fiizet
sokszorositva’ magyar nyelven is megijelent, anyagul az 1953. évi magyar-szovijet
baratsagi honapon tartott eléadasokhoz.

h¥
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Megoldott példak

1. példa. Mint ismeretes, a régi egyiptomiak 3-}-41+5
egyenld részre osztott kotéllel tiiztek ki derékszogeket. Bizonyitsuk
be ennek az eljarasnak a helyességét. (Pythagoras tételébdl ez nem
kovetkezik!)

-Megoldds. Pythagoras tétele, a Il. gimndziumi konyv fogal-
mazédsa szerint (77. old.) ezt mondja: ,Egy derékszogii haromszog
két befogéjanak négyzetosszege egyenld az atfogé négyzetével.
Az egyiptomi derékszog-kitlizési eljaras helyességének igazoldsihoz
nyilvan nem erre, hanem ennek a megforditdsdra van sziikségiink :
,Ha egy haromszog két oldalanak négyzetdsszege megegyezik a
harmadik oldal négyzetével, akkor az utdbbi oldallal szemkozti szog
derékszog“. Pythagoras tételének megforditasdhoz elvezet példaul a
kovetkezd gondolatmenet :

Legyen egy héaromszog két oldala a és b, harmadik oldala
Va*+ 6. Be akarjuk latni, hogy az a és b oldal derékszoget zir
be. Szerkessziik meg azt a haromszoget — ilyen mindig van, de
mindig csak egy — amelynek két oldala a és b, a kettd kozé zart
szoge 90°. E haromszog harmadik oldala Pythagoras tétele szerint
Va*+ b, vagyis ugyanakkora, mint az eredeti haromszog harmadik
oldala. Harom oldal azonban egyértelmiien meghatdroz egy harom- .
szoget, a két haromszog tehat egybevagd, vagyis az eredeti harom-
szig a és b oldala is derékszoget zar be. (Felhaszndltuk Pythagoras
tételét és két egybevagdsagi tételt.)

Megoldotta: Bukovszky FERENC, CzAPARY ENDRE, CSANK
ISTVAN, REMENY! GUSZTAV.

Megjegyzés. Ha a Il. osztdly elején nehéznek tartunk egy
ilyen okoskodast, felhivhatjuk a figyelmet Pythagoras tételének meg-
forditdsdra a cosinus-tétellel kapcsolatban is, amelybodl az kozvet-
leniil kovetkezik. Helyesebbnek tekintjiik azonban az olyan mate-
matika-tanitast, amely a tanuldk logikai készségét az ismeretanyag
béviilésével parhuzamosan, azzal lépést tartva fejleszti, tobbek
kozott az ilyen problémadk tisztizdsa kapcsan.

2. példa. Steinhaus ,Matematikai kaleidoszkop“ c. konyvé-
‘nek elsd lapjan bemutatja, hogyan lehet egy négyzetet egyenlo-
oldalii haromszoggé atdarabolni. Kozelitsiik meg ennek az atdara-
bolasnak az alapgondolatat a kovetkezOképpen :

1° Daraboljunk 4t egy parallelogrammét olyan parallelogram-
mava, amelynek



a) egy oldala ugyanakkora, mint az eredeti parallelogrammaé,
egy szoge pedig adott; Y '

b) egy oldala adott;

¢) egy oldala és egy szoge adott.

2° Daraboljunk at egy egyenldoldali haromszoget paralle-
logrammava, majd ezt a fenti médon négyzetté. .

. 3° Egyszerlisitsiilk a megoldast tgy, hogy az idomokat minél
kevesebb darabra kelljen szétvagni.

Megoldds. 1a) Szeleteljiik fel a parallelogramméat a valtozat-
lanul hagyandé a oldallal a megadott ¢ szoget alkoto, egymastol
a sin ¢ tavolsigban haladd parhuzamos egyenesekkel. Nem nehéz
belatni, hogy a kapott darabokbdl mindig 0ssze lehet dllitani egy
olyan parallelogrammat, amelynek egy szoge ¢, és egy oldala
tovabbra is a (1. és 2. abra).

1b) Ha az adott p szakasz nagyobb a parallelogramma vala-
melyik magassaganal, akkor nyilvdnval6an alkalmazhatjuk az el6bbi
atdarabolast (csak éppen mds szerkesztéssel jutunk el hozza: pl.
a parallelogramma egyik oldaldnak végpontjabol elmetsziik a szem-
kozti oldal egyenesét, azutdn ezzel, ha kell, a fenti modon par-
huzamosakat hizunk; 3. abra). Ha a szakasz mindkét magassagnal
kisebb, akkor a parallelogrammat el6szor hosszaban (azaz nem-
rovidebb oldalaival parhuzamosan) kettévagjuk, és a két részt fél-
olyan magas parallelogramméva illesztjiik 6ssze, s ha kell, az
eljarast megismételjiik (4. abra).

Ic) Az 1b)-tipust atdaraboldssal behozzuk a p oldalt, azutan
— p-t vdltozatlanul tartva — az Ia) éatdaraboldssal behozzuk a ¢
szoget is.
‘ 2° 5—8. ébra.

3° 9.—10 ébra.

Megoldotta: BUKOVszZKY FERENC.

3. példa. a) Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket:

" V@—;);’—f— .[/ (%—2)2; y =) o—3)— Vx—1);

y=15)G+1P—05/(x—1)5, y=x+]x.

b) Milyen feitétel mellett tudunk egy torottvonalat egyetlen
+ algebrai kifejezéssel (fiiggvénnyel) jellemezni?

c) irjuk fel az adott feltételnek eleget tevd torottvonalak
egyenletét!




NodeT reNrewele

5. abra

6v



10, abra

b
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(Hogy az egyértelmiiséget biztositsuk, a négyzetgydk értékét
mindig pozitivnak vessziik.)

Megoldds. a) 11—14. abra.

V= W;;-])‘~ Vix-1)?
11. dbra 12. 4bra

13. dbra 14. 4bra

b) Ha az utolsénak dbrazolt fiiggvényt f(x)-szel jeloljiik, akkor
af(bx+c)+d alaki fiiggvények osszeadasaval béarmely olyan
0Osszefiiggd *) torottvonalat el6allithatunk, amely végesszami pontban
torik meg, és amelyet az abszcissza-tengelyre merdleges béarmely

%) Nyilvan eléallithatunk nem Osszefiiggd tordttvonalakat is (pl. a Y

fiiggvénnyel). Az ilyeneket azonban nem tekintjiik egy toréttvonalnak, és ezért
nem is vessziik tekintetbe. ;
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egyenes egy pontban metsz.® Példdul a 15. abran. lathaté torott—
vonal els6 (balr6l végtelen) szakaszdt megadja az f(—x—3)+2
figgvény (16. dbra); kovetkezd szakaszat az el6z6 szakasz meg- -
valtoztatisa nélkiil Iétrehozza a 0,5 f(x+ 3) fiiggvény hozzdadasa
(17. 4bra); végiil utolsé (jobbfelé végtelen) szakasza is létrejon,
ha az eddigiekhez hozzdadjuk még a —1,5f(x+2) fiiggvényt
(18. abra).

f-x-3)¢2 I

15. abra 16. dbra

Vel \/\

+
N\

YaRe \

17. 4bra ; 18. abra

gy

-15/(x+2)

Olyan torottvonalakat, amelyek a mondott feltételeknek nemv
tesznek eleget, algebrai kifejezéssel nem tudunk el6éllitani: véges—
szamu algebrai miivelettel u. i. csak végesszamu toréspontot tudunk
létrehozni, masrészt, mivel minden szamitidsbajové miivelet egy-
értelmii, a kapott fiiggvény is csak egyértékii lehet.

?) Elérhetjiik azt is, hogy a tﬁrti'ttvonal, az értelmezési tartoméanyra tett
kiilon megszoritas nélkiil is, egyik, vagy mindkét iranyban végessé valik. Ehhez
olyan algebrai kifejezések hozzaadasira van sziikség, melyek értéke egy fél-
egyenesen 0, masutt pedig nincsenek értelmezve. Ilyen példaul Vx—a—Vx—a.
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c) A fenti konkrét példan alkalmazott eljarast fejezziik ki lta-
lanos formdban. Jeloljiik (x:, y:)-vel a tordttvonal csiicsainak koor-
dinatéit (i=1,2,...,n), és m;-vel az egyes szakaszok iranytan-

gensét (i=1,2,...,n-41),ahol m;-——%i—_%‘—’(i:Z, ..., n). Akkor
R | ]
a torottvonal egyenlete a kovetkezd lesz (f(x) jelentése a fenti):
m m ms—m
y=—5 [ —X) + i+ G —x) + T f e — x) +

Myy1— My

+ T fr— ) o T ),
azaz (tekintetbevéve f(x) jelentését):

1 n
y=m(x—x)+n+ > Zl' (M1 —ma) f(x—x:).
Részben megoldotta: BUKOVSzKY FERENC és REMENYI GUSZTAV.

4. példa. Adva van a sikban négy pont. Szerkessziik meg
az Osszes olyan koroket, amelyek mind a négy ponttdl egyenld
tdvolsdgban haladnak! (Hogyan fiigg a megoldasok szama a pon-
tok helyzetétél?) :

Megoldds. A sik azon pontjai lehetnek a kivant tulajdonsaga
korok kozéppontjai, amelyektél a négy pontig htizott szakaszok @)
vagy mind egyenl6k, b) vagy csak kétféle nagysaguiak. Ennek meg-
felelden a) és b) tipust megoldasokat fogunk megkiilonboztetni.

a) llyen tulajdonsagti pontja csak akkor van a siknak, ha a
négy pont hirnégyszoget alkot, és akkor is csak egy, t. i. a har-
négyszog koré irhaté kor kozéppontja. E kozéppont koriil viszont
barmekkora sugaru kort rajzolunk is, az mindig megoldasa a fel-
adatnak. Hurnégyszog esetén tehat végtelen sok a)-tipusii meg-
oldéas van, egy koncentrikus kérsor.

b) A sik ilyen tulajdonsdgti pontjaib6l a két sugar szamtani
kozepével huzott kor — és csak az — halad egyenld tavol a négy
ponttdl. Kérdés, hogy a sik mely pontjai ilyen tulajdonsaguak, és
hogyan fiigg az ilyen pontok szdma a négy alappont helyzetétsl ?

A négy alapponttol a sik pontjai altalaban négyféle tavolsagra
vannak. Ez a szam az alappontok alkotta szakaszok felez&merdle-
gesein 3-ra cstkken; 2-re akkor csokken ha egy pont egy-
idejiileg két szakasz felezOmerGlegesén is rajta van. (Ha egymaéshoz
csatlakoz6 szakaszok felezomerdlegeseir6l van szo, akkor ez azt
jelenti, hogy az illetd metszéspont harom ponttél egyenld, a negye-
diktdl ettdl kiilonbozd tavolsédgra van, vagyis a kor a pontokat 3 és
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1 pontra vélasztja szét. Ha a szakaszok nem csatlakoznak egymas-
hoz, akkor a pont két alapponttél égyenld, és a masik kettétol is
egyenld — de az el6bbitdl kiilonboz6 — tavolsagra van. Ekkor a
- négy pont koziil 2 a kor belsejében,.2 rajta kiviil van.)

Héany kozos pontja lehet a négy pont alkotta hat szakasz
felez6 mer6legeseinek ? Hat kiilonboz6 egyenesnek, ha koztiik nincse-

nek parhuzamosak, legfeljebb (g)= 15 metszéspontja lehet. A mi

hat egyenesiink azonban még akkor sem alkothat 7-nél"tsbb
metszéspontot, ha feltessziik, hogy nincsenek koztiik parhuzamosak;
ugyanis a négy pont meghatirozta négy haromszog oldalfelezd
merblegesei 3—3 helyett 1—1 metszéspontot alkotnak, és ez 4-2 =8
pont kiesésével jar. A mefszéspontok maximalis szama tehat 7: a
19. dbra mutatja, hogy ez az eset valdban fel is 1ép (7 metszés-
pont, 7 megoldas).

3b 43 -
12

w®

19. 4bra

Tekintetbe kell még venniink a kovetkez6 lehet6ségeket :

(1) bizonyos metszéspontok egybeesnek;
(2) bizonyos felez6 merdlegesek parhuzamosakka vélnak;

(3) bizonyos felez6 mer6legesek egybeesnek, és igy végtelen
sok kozos pont, s ezzel végtelen sok megoldas keletkezik.

Az (1) lehet6ség azonban mindjart elesik. Ha ugyanis a 7
metszéspont koziil akar: csak kett6 is egybeesik, akkor ez azt-jelenti,
hogy az igy keletkez6 pont egyenl6 tavol van “mind a négy alap-
pontt6l, és nem is csak két metszéspont esik egybe, hanem mindjart
mind a hét. Igy tehat nem jutunk &) tipusti megolddshoz, hanem
a mér targyalt a) tipusit megolddshoz keriiliink vissza.
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A (2) lehetoség tobbféleképpen is megvaldsulhat, és kiilon-
boz6 mértékben csokkenti a megolddsokat: 6 megoldds van nem-
egyenloszaru trapéz és egyenesszogli négyszog esetén (20. és 21.
abra), 5 megoldas van ferdeszogii parallelogramma esetén (22. dbra),
0 megoldas van akkor, ha a pontok egy egyenesbe esnek, és ezen
az egyenesen nem helyezkednek el szimmetrikusan (23. dbra).

24" 12534 13

i\
20. abra 21. abra
13
° i
2 i
L ] [} ) ®
1 2 3 4
12N ARy L INE

22. 4dbra 23. 4bra

Végiil a (3) lehetdség megvalosul és végtelen sok &) tipusi
megoldasra vezet akkor, ha a pontnégyesnek a pontokon at nem
halad6 szimmetriatengelye van. Tisztdn 1ép fel ez a megoldas egy
egyenesen szimmetrikusan elhelyezked6 pontok esetében (24. ébra),
a) tipusti megoldasokkal egyiitt pedig egyenldszarii trapéz esetében;
ha ennek mégegy szimmetriatengelye van (téglalap esete), akkor
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mindkét tengely minden pontjdhoz, metszéspontjukat kivéve, tartozik
egy b) tipusi megoldas. (Metszéspontjukhoz végtelen sok a) tipusi
megoldas tartozik.)

A fenti megoldasban elfajul6 eseteket (egyenessé fajulo korok,
egybeesé alappontok) nem vettiink tekintetbe. i

nNve
w

12 13 23 % 2 34
24. abra

Megoldotta: Bukovszky FERENC.
6. példa. Abrazoljuk a kovetkezd fliggvényeket :

9 =7z Y g(x):%—tfljl[/%.

Megoldds. a) f(x):% X =
: x

oS e A5 X, hal-x =20,
V*=|x|= —x, ha x=0,

0-ra nincs értelmezve. Minthogy

azért '
15 ha. > x G0,
f(x)_)——l, ha x<O.
(25. 4bra.)

Megjegyzés. A feladat mas fogalmazdsban megtaldlhato az
I.. gimnaziumi tankonyvben (211. lapon a 9. feladat). Minden esetre
kiterjed6 diszkusszidra azon a fokon természetesen nincs sziikség.

b) ¥*—1=0, ha x=+1; x*(x*+1)=0, ha x=0; ezekre
£(x) nincs értelmezve. A gyokjel alatti tort nevezéje mindig >0,
a szamlalo azonban, €s igy a tort is <O, ha [x| < 1. Ez esetben
x*—1 is <0. Tehat g(x) nincs értelmezve, ha —1 =x = 1.

Ha |x|>1, akkor x*>1, x*> 1, xX*—1=J/(x>—1)}, és mivel

1l iha x>0

X=
oA ha ‘x'<0,
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a négyzetgyokokre vonatkoz6 azonossagok alkalmazédséval

=T Y 1" YR E—T1)
=51y x?(‘x2+1)*i1/x2(x9—1)2(x2+1)_i1’

mégpedig
_y+1, ha x>1
xX)=—
() —1, ha x<—I1.

(Lasd a 26. dbrét.) Reményi Gusztdv

1

.}1 + ST T
; 2
% -1 +1
e |
ST R—— A —1
25. 4bra 26. abra

Megoldotta még: SZEMELYI KALMAN.

7. példa. Irjuk fel egyetlen algebrai kifejezéssel azt a fiigg-
vényt, amely a-t6l b-ig nincs értelmezve, masutt az értéke c.

1. megoldds.

x<a x=a a<x<h x=>b bx

S TEenl ‘ nincs
A= V (x—b) s e, i értelmezve | 11
e x—a nincs
SO=y—= —1 | ¢rtelmezve | T1 il
nincs nincs
Ji () +-£o(x) —2 | értelmezve 0 értelmezve +2

nincs nincs

L) =HEU)+LE] | +2 | grtelmezve 0 &ridhmaive | T

ik P
ard L 2} nincs értelmezve il
J5(x) 2 2




A tablazat egyes soraiban adott fokozatos felépités utin a

keresett fiiggvény: y= ]%, azaz
3

¢, "ha =x
sy 2¢ __ ) nincs értelmezve,
e ( x—b & xX—a ) ha a=x=0b,
V(x—b)2 m_ b)z V(x_a)z G, ha "x <a.

Bukovszky Ferenc
II. megoldds.

¢/ (x—a)(x—b)
f(x)= (a<b).
/ (x—a)(x—b)

Ha x>a,b, vagy x<a,b, akkor (x—a)(x—>b)>0, mert
mindkét tényez6 >0 vagy <0; ha a =x =0, akkor x—a =0,
x—b=0, és igy (x—a)(x—>b) =0, tehat a fliggvény nincs értel-
mezve. Az [a, b] zart intervallumon kiviil f(x)=c.

Mas ilyen tulajdonsagu fiiggvény:

f)=c+V(x—a)(x—b)— (x—a) (x—b).
(Ez ut6bbi az (a, b) nyilt intervallumban nincs értelmezve.)
Reményi Gusztdv

Megoldotta még: CzAPARY ENDRE, MORITZ PETER, SZEMELYI
KALMAN.

8. példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
J2x*4+5x—2—)2x*+5x—9=1.
Megoldas Alkalmazzuk a kovetkezd helyettesitést:
=2x*+5x. (1)
Rendezve és négyzetre emelve
Vy—2—)y—6=1, ill. Jy—9=3, y—18

adédik. (1)-bdl

2x*+5x—18=0,
ebbdl pedig
Xy === 2, Xg=—— 4,5.

Behelyettesitéssel meggy6zddhetiink réla, hogy az eredeti egyenletet
mindkét gyok kielégiti. Minthogy csupa olyan étalakitast végeztiink,
amely egy egyenletet kovetkezményébe visz at, a fentieken kiviil
méas gyoke nem lehet az egyenletnek.

Moritz Péter

Megoldotta még: BuUKOVSzKY FERENC, CzAPARY ENDRE,
REMENYI GUSZTAV, SZEMELYI KALMAN.
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9. példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:

Va+x+)a—x oo
Va+x—)a—x X

Megoldds. Nyilvanvalo, hogy x==0 nem lehet gyok, viszont
X=+a (ha a4 0) megoldasa az egyenletnek, mert a tort egysze-
riisitése utdn mindkét oldalon -1, ill. —1 a kifejezés értéke. Mas
megoldas nincs, mert a baloldali tért nevezbjének gyoktelenitése
és x==0-val val6 egyszeriisités utdn az

a+Vid=x*=a
egyenletre jutunk, melynek x = + a-n kiviil mas megolddsa nyilvan-
valéan nincs.
Személyi Kdlmdn

‘Megoldotta még: BuKkovszKy FERENC, CzAPARY ENDRE,
REMENYI GUSZTAV.

»

10. példa. Adva van két hdromszdg, irjuk egyiket a masikba..
(Pontosabban: keressiink az ABCa a, b, ill. ¢ oldalan rendre egy-
egy olyan D', E’, ill. F’ pontot, hogy a D'E’ F) egybevago legyen
az adott DEFa-gel.)

Megoldds. Feladatunkat: nyilvan akkor is megoldottuk, ha a
DEFa koré szerkesztettiink egy az ABCa-gel egybevagé harom-
szoget, hiszen az igy kapott alakzat a kivanttal kongruens lesz.
A DEFA minden oldala f6lé megszerkeszthetjiikk azokat a kor-
iveket, amelyek pontjaibl a DEFa oldalai e, g, ill. y szog alatt
lathatok. El kell még helyezniink az a, b, ¢ szakaszokat végpont-
jaikkal a koriveken. Ez azonban mar egy jolismert szerkesztési
feladat. (Lasd I. gimn. konyv, 310. lap, 17. feladat: ,Szerkesszetek
két kor egyik metszéspontjan 4t olyan egyenest, amelynek a két
kor hatirolta darabja adott hosszisdga“. A konyv I. kiaddsdban
kidolgozva is megtaldlhatdo a 368. lapon.)

b Czapdry Endre
Megoldotta még: BUKOVSZKY FERENC.

11. példa. Adva van két hiromszég. [rjunk egyikbe a
masikhoz hasonld haromszoget 1gy, hogy a ,bels6“ haromszog
egyik csticsa a ,kiils6“ haromszog keriiletének elére megadott
pontjara essék.

Megoldds. Szerkessziink az adott A’ pont és az AC oldal
tetszéleges B’ pontja meghatdrozta szakaszra az adott A,B,C,a-gel
hasonlét (példaul az eredetivel megegyez6 koriiljardssal), és keres-
silkk a C’ pontok mértani helyét. B’-b6l C’-be eljuthatunk gy,
hogy az A’B’ szakaszt A’ koriil elforgatjuk « szoggel és meg-
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nyﬁjtjuk-—g—-szeresére. Ha ezt az AC egyenes minden pontjaval

megtessziik, megint egyenest kapunk. Ezt az egyenest megszer-
keszthetjiik példaul ugy, hogy az A’-b6l AC-re bocsatott A'M

merdleges szakaszt forgatjuk el « szoggel és nyujtjuk meg —f—-szere—

sére. Igy megkapjuk a C’ pontok mértani helyét. Ha ez metszi
AB-t, akkor metszéspontjuk a keresett maésodik csticspont léesz,
amelynek alapjan a haromszog mér konnyen megszerkeszthet6. Ha
nem metszi, akkor a csicsok ilyen elhelyezkedésének megfelels
megoldasa nincs a feladatnak.

Reményi Gusztdv

27. abra

Megoldotta még: BUKOVSZKY FERENC, CZAPARY ENDRE.

13. példa. Milyen hdromoldali a) csonkagtildk koré, b)
csonkagtildkba lehet gombot irni. (Egy goémbrél akkor mondjuk,
hogy egy poliéder koré irtuk, ha a poliéder minden csticsa a
gombon van, és akkor mondjuk, hogy egy poliéderbe irtuk, ha a
poliéder minden lapja érinti a gombot.)

Megoldds. a) Tegyiik fel, hogy az ABCA,B,C, haromoldalt
csonkagtla koré sikeriilt gombot irni. Felhaszndljuk azt a gomb
szimmetridjabol folyd tényt, hogy a gomb kozéppontjan at fektetett
béarmely sik felezi a gombnek e sikra merbleges htirjait. Fektessiink
példaul az AB és a vele parhuzamos A, B, €élre merdleges sikot a
gomb kozéppontjan at. Ez a sik a mondottak szerint felezi AB-t
€s A, B-et is, és igy az ABB,A; trapézt két olyan derékszogii
trapézre bontja, amelyek hdrom oldalukban megegyeznek, tehat
egybevagok. Ezért AA,— BB,. Hasonléan adddik, hogy CC, is
ugyanakkora. Tehat ha egy csonkagiila koré gombot irhatunk,
akkor a csonkagtila oldalélei egyenlok.

~
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Ett6l azonban még elképzelhetd volna, hogy az egyenl6 oldal-
€l csonkagﬁlék nem mind gombbe irhaték. Vegyiink ezért egy
ABCA,B,C, csonkagtlat, amelyr6l most kikotjiik, hogy AA,—
= BB,=CC(,, és keressiik azt a pontot, amelyt6l mind a hat
cstics egyenlé tavol van, Az ABB, A, egyenl0szart trapéz sikjara
szimmetriatengelyén at fektetett sik minden pontja egyenld tavol
van egyrészt A-t0l és B-t6l, mdsrészt A,-t6l és B,-t6l. A BCC,B,
trapéz sikjara szimmetriatengelyén &t fektetett sik minden pontja
egyenl6 tavol van egyrészt B-t6l és C-t6l, masrészt B,-t6l és C,-tol.
E két sik m metszésvonala egyenld tavol van tehat A-t6l, B-t6l és.
C-t6l is, és egyenld (de az el6bbitdl altaldban kiilonboz6) tavol-
sagra van A-t6l, B,-t6l és C,-t6] is. Az egyik oldalél — példaul
AA, — felez6 merbleges sikja ezt az egyenest a kivant tulajdon—
sagi O pontban metszi. Metszéspont csak akkor nincs, ha AA,
mer0leges m-re, akkor viszont csonkagila sincs (,sikba lapul®).

, b) A csonkagula alapélein atfektetett belst szogfelezd sikok
minden pontja egyenlé tavol van az alaplaptél és a megfelels
oldallaptél. E hdrom szogfelez6 sik metszéspontja tehat egyenld
tdvol van az alaplaptél és mindharom oldallaptél. Hasonléképpen
a fedoéleken atfektetett bels6 szogfelez6 sikok metszéspontja egyenld
tavol van a fed6laptdl és a harom oldallaptél. Beirt gomb akkor
és csak akkor van, ha ez a két pont egybeesik, azaz ha az alap-
és fed6éleken atfektetett belsd szogfelezd sikok egyarint a csonka—
gula magassagvonaldt merdlegesen felez6 sikon metszik egymadst.

& ; Reményi Gusztdv
Megoldotta még: CzAPARY ENDRE.

Kiegészités b)-hez. A beirt gomb kozéppontjan és az éleken
atfektetett sikok a csonkagulat ot olyan gtilira bontjak, amelyeknek
magassaga egyenlO, és éppen feleakkora, mint a csonkagulaé.
Tehat — az alaplap, a fed6lap és a palast teriiletét 7-vel, £-vel és.
P-vel jelolve —

5 (T+VTt+t) =5 (T+P+1).
Ebbdl a feltétel ilyen alakban fejezhetd ki:

VP=VT +Vt
Czapdry Endre

- 14. példa. El lehet-e helyezni a) egy gombben, b) egy
gdmb koriil hat egybevagd gombot gy, hogy ezek mindegyike
érintse az eredeti gombot és a tobbi ot gomb koziil négyet? Ha
lehet, hogyan? Ha nem, miért nem?
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Megoldds. a) frjunk egy tetszOleges a élii szabalyos oktaéder
mindegyik csticsa mint kozéppont koré % sugdrral gombot. A hat

egybevagd gomb nyilvan olyan tulajdonségt, hogy mindegyik érints
a tobbi 6t gbmb koziil négyet. Az igy nyert gombok koré rajzol-
haté olyan f6gomb, amelynek kozéppontja az oktaéder kozép-
pontjaba esik, és mindegyik gomb érinti a f6gombot. A f6gomb
sugara :

1 4
R=— (a|2+a)—= 5 (J2+1). (1)
Megforditva: ha R adott, a meghatirozhat6 : :
- a=2R(J2—1). ‘ ®)

Adott gobmbben tehat mindig elhelyezhetd hat egybevag6 gomb,

amelyek mindegyike érinti az adott gombot és a tobbi 6t gomb
koziil négyet: a beirhaté gombok kozéppontjai a (2)-vel kifejezett
€lii szabalyos oktaéder csticsain helyezkednek el, sugaruk az okta-
éder élének fele.
-a
2
gombrendszer belsejébe, az oktaéder kozéppontja koré szerkeszt-
het6 gomb, amelyet mind a hat gomb érint. Ha az oktaéder éle q,
akkor a gdbmb sugara

b) A szabalyos oktaéder csicsai koré sugarral  rajzolt

1
R—— (d2—a)— 5 (/2—1). (1)
Megforditva: ha R adott, @ meghatiarozhat6:
a=2R(J241). (2)

Adott gobmb koré tehat mindig elhelyezhetd hat egybevagd gomb,
amelyek mindegyike érinti az adott gombot és a tobbi 0t gomb
koziil négyet: a koriilirhaté gobmbok kozéppontjai a (2)-vel kifejezett
€élil szabalyos oktaéder csucsain helyezkednek el, sugaruk az okta-
éder élének fele.

Czapdry Endre.

Megoldotta még: SZEMELYI KALMAN.
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TARSULATI ELET

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat
budapesti eldaddéiilései

oktober 4. SURANYI JANOS Az 1952. évi Rdkosi Matyas
kozépiskolai tanulmanyi verseny feladatait ismertette.
(Kozépisk. d. u.)

oktdber 4. NEukomm Gyura Az 1952. évi Arany Daniel
feladatait ismertette. (Kozépiskolai délutin.)

oktéber 9. REDEN LAszLO: A Schreier-féle bovitéselmélet.
A Schreier-féle bovitéselméletet csoportok esetére maga
Schreier, gyiiriik esetére Everett alapozta meg. Lehetsé-
ges az elméletnek bizonyos félcsoportokra, tovabba az
u. n. félgyiriikre valo kiterjesztése. Ez a kiterjesztés az
elébb nevezett két klasszikus esetnek igen csekély modo-
sitdsdval torténik.

oktober 16. ALEXITS GYORGY: Bolyai Janosrdl. (Klubest).

oktober 25. HAJjos GYORGY : A Gauss—Bonnet-féle tétel alta-
lanositasa. (L. III. évfolyam 2 szam, 1952. junius 21-i
debreceni eléadas.)

oktober 30. MOLNAR JOzSer Szempontok a térmértan tani-
tasahoz. (Pedagogus el6adas.)

oktober 31. TARGONSZKY GYORGY: Iterdcidés sorozatok és
sorok konvergencidja.

1. Ha f’(x)a0 egy kbrnyezetében folytonos és f'(0) == 0,
aksorfEy =0 - Zgn(x) ahol g,(x) =g[gn-1(x)],

() =x M g(x)—=F [f(x) ,\P1> ’Wl
és sgn p—sgn f (0).

PL. Arc smx——x—l—g(x)-l—gz(X)—l- - ahol g(x)=
=xcosx+)1—xsinx, ha —l<x<l.

2. Legyen p(2) tetszbleges analitikus fiiggvény. Legyen
—r(¢) csillaggorbe a komplex sikon, mely bezarja a




1952.

1952.

1952.
1952.
1952.

1952.

1952.

1952.

0-t. Legyen R[r,p]=|z|e"|m*@1", Ekkor r,(¢)=R[r(®).7],
() = k[ri(9), 9], ..., (9) = k[rm(9), ¢] egymasba
skatulydzott csillaggorbék egyenletei, mely gorbék altal
bezart teriilet O-hoz tart, de barmekkora » mellett is 7, (¢)
bezdarja p(f)-nek r(¢) belsejébe esd Osszes nullahelyeit.

log log |—a€-

Itt [mp(2)|<1, ha |[z|=maxr(p) és N> ————,
log m|p(2)|

ahol @, ..., a,...,& p(2)-nek r—r(p) belsejébe esd
0sszes nullahelyeit jelenti.

november 15. MOLNAR JOzSer: Mit tudunk a kor négyszo-
gesitésének kérdésérdl ? (Kozépiskolai délutan.)

november 15. FREUD GEzA: Egy Tauber-tipusu tételrol.
Legyen Ja,x" |x| <1 esetén konvergens és ha x —1—0,

akkor > a,x"=S-+ O[(1—x)], ahol « tetsz6legesen kis
n=0

pozitivszam lehet. Ugyanakkor legyen lim 12;1 ‘=0
Akkor a hatvanysor x=1-re is kgﬁvergél, tehat

Zan:S.

n=0

november 20. Koncz KAROLY: Véges sorozatok és sorok,
(Pedagogustovabbképzd elbadas.)

november 22. A KURsCHAk-verseny eredményhirdetése és
dijkiosztasa. A verseny feladatait Hajos Gyorgy ismerteti.

november 25. So0s GyuLA ismerteti Janovszkdja: Lobacsev-
szkij haladé eszméir6l cimii miivét.

december 6. FEJES-TOTH LAszLO: Elhelyezési problémak a
sikban. Ismeretes, hogy egymasba nem nyuld, egybevagd
korokkel a siknak legfeliebb 1007z/)/12=—=90,69...%,-a
tolthet6 ki. Az el6adod tobb ehhez hasonldé eredményt
ismertet, amelyeket az utébbi iddben R. Kershner,
H. Hadwiger, K. Mahler, B. Segre, C. A. Rogers, az
el6ad6 és masok taldltak.

december 13. GaLLAI TiBOR: A Bolyai—Lobacsevszkij-féle
geometridrol. (Kozépiskolai délutan.)

december 13., 14., 15. Konferencia a Kozoktatasiigyi Minisz-
tériummal, a Pedagogus Szakszervezettel és az Ebtvos
Lordnd Fizikai Tarsulattal k6zos rendezésben.
Eldadasok (dec. 13-an):
KAROLYHAZI FRIGYES: A foton.
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PAszTOR ISTVAN ismertette P. Sz. Alexandrov: Bevezetés '
a halmazok és fiiggvények altaldnos elméletébe c. mun-
kajat. :

LEvius ERNO: Hidrodinamikai aramlasi késziilékekrol.
(Bemutatéssal).

1952. december 14—18. UNNEPI ULESSZAK a Magyar Tudoma-
nyos Akadémia rendezésében, Bolyai Janos sziiletésének
150-ik évforduléja alkalmabol. (L. Vincze Istvan besza-
molojat 5. oldalon.)

1952. december 20. Sztalin elvtars 73. sziiletésnapja alkalméabol
; tinnepi iilés és klubest.

1. ALexits GYORGY elnok megnyitd beszéde.
2. Az 1952. évi Schweitzer Miklds matematikai. emlék-
verseny eredményhirdetése és dijkiosztasa. A verseny-
feladatokat SzZOKEFALVI-NAGY BELA ismertette.
3. W. Rinow (Greifswald): Die Bestimmung einer
Eifliche durch ihre innere Metrik. y
4. K. MAHRUN: Mathematische Betrachtungen {iber die
Existenz von Wirbelringen. (Exisztencidlis meggondo-
lasok orvénygyiiriik mozgasaval kapcsolatban.) Ha egy
egész teret Kitoltd surlodasmentes homogén folyadékot
tekintiink, akkor ebben a f, idopontban adott sikbeli
orvénytér egyértelmiien meghataroz tetszéleges hosszu
idotartamra egy (sziikségszertien sikbeli) 6rvénymozgést;
tetszoleges (vagyis nem feltétleniil sikbeli) Orvénytér
esetén hasonldan altalanos exisztenciatétel csak , kicsi-
ben“, azaz rovid idokozokre érvényes. Az elbéado kimu-
tatja, hogy egy a f, idopillanatban hengerszimmetrikus
orvénytér, amely koaxialis orvénygyfirtikbol éll, tetszo-
legesen hosszi iddtartamra meghatirozza a folyadék
mozgasat, ha ebben az iddpontban a gyfirlik meridian-
metszetei egybeesnek olyan orvényhengerek keresztmet-
szeteivel, amelyek egy ismert sikbeli mozgashoz tartoznak,
hacsak az Orvénygyiiriik keresztmetszetei elég nagyok.
Ebben az esetben a meridianmetszetben vizsgalt henger-
szimmetrikus mozgas és az ismert sikmozgis Orvény-
lése tartomanyai szomszédosak maradnak.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szegedi elGadéiilései

1952. majus 19. SzELE TIBOR : [zomorf alcsoportok nélkiili csoportok.
Eldado a kovetkezd tételt bizonyitja: Egy G csoportnak
akkor és csakis akkor nincsen két egymastol kiilonbdz6
izomorf alcsoportja, ha G izomorf az .osszes komplex
egységgyokok csoportjanak valamely alcsoportjaval.

5 Matematikai Lapok
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oktober 4. REDEI LAszLO: A Waring-képlet Gj bizonyitdsai.
Elbad6 a Waring-féle képletnek egy tisztan algebrai
uton valo rovid, jol attekinthetd bizonyitdsat adta.
oktober 25. SzeLE TiBOR: Endomorfizmus-gyiiriik centruma.
Bebizonyitja az el6add, hogy barmely (additive irt) Abel-
féle csoport endomorfizmusgyfirtijének centruma éppen
az x — ex endomorfizmusokbo6l all, ahol e egy tetszo-
leges p-adikus szam. Hasonld egyszeriiséggel irhato le,
az Abel-féle torzidcsoportok endomorfizmusgyiiriijének
centruma. :
oktober 25. KERTESZ ANDOR: Abel-féle csoportok éndomorf
képei. R
Eléad6é az olyan Abel-féle csoportokat vizsgdlja, amelyek
barmely alcsoportja egyuttal homomorf képe is a cso-
portnak és meghatdrozza mindazokat az Abel-féle cso-
portokat, amelyekben ez a kovetelmény minden végesen
generalt alcsoportra teljestil. . ;
november 3. SZOKEFALVI-NAGY BELA: Matematikai élet a
Német Demokratikus Koztarsasagban.
Beszamol6 a Német Demokratikus Koztarsasagban tett
tanulmanytjarol.
.november 15. SzAsz GABOR : Szemimodularis halok (lattice-ek) -
szerkezetérol.
Az el6ado ismerteti a ,lattice“-elmélet fontosabb defi-
nicioit és néhany lényeges tételét. Majd, egy mar ismert
tétel altalanositasaként kimutatja a kovetkezot: ha egy
szemimodularis halo valamely a<b elemparja kozott
talalhaté egy véges maximalis lanc, akkor minden mas
a és b kozotti lanc is véges. Végiil megemliti ennek a
tételnek kovetkezményét, a szemimodularis halok pont-
jainak a szdmdra vonatkozolag.
Megjegyzés : a Magyar Tudomdnyos Akadémia a ,,lattice“
sz0 magyar megfelel6jéiil a ,halo“ kifejezést allapi-
totta meg. ,

. december 6. STEINFELD OTTO: Gyiirlik zérusosztomentessé-

gérodl.

Az el6ado a kovetkezd tételt bizonyitja be: Az R gyiirii
a(5=0) zérusosztomentes idedljanak b annulldld idealjara
érvényesek a kovetkezd allitasok: anb-——=0, R/b faktor-
gylirii z€rusosztomentes (azaz b primidedl), és idealként
tartalmaz egy a-val izomorf részgyiiriit.

Az R gyiirlt zérusosztomentességehez elegendd, hogy R
egy a zérusosztomentes ideédljanak legyen egy «(==0, €q)
eleme, mely nem jobboldali zérusosztd R-ben.
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A fenti eredményeknek a Schreier-féle gyiiriibovitésre
valé alkalmazdsaval kimutatja az eldado Szendrei Janos-
nak a Schreier-féle bovitési gyiirii zérusosztomentességére
vonatkozo6 tételét.

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat debreceni elGaddéiilései

1952. szeptember 29. FENYES IMRE : Megjegyzések Neumann Janos-

nak a kvantummechanika matematikai alapjair6l szolo
munkaihoz.

Eldad6 ismertette Neumannak a rejtett paraméterek lehe-
tetlenségére és tobb fizikai mennyiség egyidejii mérésére
vonatkozo vizsgdlatait. Ehhez kapcsolodva beszdmolt
sajat folyamatban 1év6 vizsgalatair6l, amelyek szerint a
rejtett paraméter fogalmanak Neumann-szerinti értelme-
zése tal er6s megszoritast tartalmaz, igy a kvantum-
mechanikdban mégsem kell lehetetlennek tekinteniink
esetleges rejtett paraméterek exisztencidjat. A diffazio
elmélete, de a termodinamika is rendelkezik rejtett para-
méterekkel, holott a Neumann-féle definicié szerint itt
sem volna lehetséges. Végiil azt a kérdést targyalta, hogy
mit jelent a mérések lehetdsége €s a valdszinfiségi inter-
petacié szempontjabdl az a koriilmény, hogy a kvantum-
mechanika bizonyos valos értékil fizikai mennyiségekhez
komplex értékii fiiggvényeket rendel.

1952. oktéber 7. REDEI LASzLO : Determinansosztok.

1952. nove

Az elemi osztok elméletének ismert kovetkezménye egy
oszthatosagi kapcsolat az euklideszi gyiiriik elemeibol
felépiild matrixok determindnsosztdi kozott. Ezt Steinitz
és masok Dedekind-féle gyfiriikre is Kiterjesztették, tet-
szbleges kommutativ gyfirlikre azonban, csupan egység-
elem létezését tételezve fel, az elemi osztOk elmélete nem
vihetd at. El6adé bebizonyitja, hogy az éltaldnos esetben
is érvényes egy olyan tétel, amely az emlitett oszthato-
sagi kapcsolat idedlelméleti megfeleldjének tekinthetd.
mber 10. RAPCSAK ANDRAS : Az integrdl értelmezése alta- -
lanos limesfogalommal.

El6ado ismerteti a Moore—Smith-féle altalanos limes-
fogalmat s ezt metrikus terekre alkalmazza. Ennek alap-
jan a Riemann integrdlt, mint 2f(x;)d:(¢) Moore—Smith
limesét lehet értelmezni, ahol « egy tetsz6leges beosztés.
Az integralfogalom ilyen bevezetése mellett igen sok
hosszadalmasabb bizonyitast lehet mellézni.
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1952. oktéber 11. MOOR ARTHUR: Finsler-féle terek algebrikus
alapfiiggvénnyel.
Az eléadds azon Finsler-terekkel foglalkozott, melyek
alapfiiggvénye
4 '
T Va;jkz(x)icikf)'c"'i’
alaku. A megadott tipust Finsler-tér differencialinvari-
ansai kapcsolatba hozhat6k az alapforma algebrai invari-
ansaival. Ugyancsak a megadott tipusti Finsler-terek
ekvivalencia feltételei jellemezhettk az alapforma algebrai
invaridansaival. Ezen Finsler-terek jellegét tehat bizonyos
differencialvariansokon kiviil az algebrai invariansok is
meghatarozzak.

1952. december 5. AcziEL Janos: Osszetett Poisson valosziniiségi
eloszlés.”
Eldad6 ismertette Rényi A., Janossy L., Prékopa A. és
sajat kutatasait az sszetett Poisson-eloszlas kérdéskorére
vonatkozéan. Fiiggvényegyenletek segitségével az inho-
mogen esetben explicit kepletet ad annak valésziniiségére,
hogy egy esemény két adott iddpont kozott n-szer kovet-
kezzék be. Foglalkozott a homogén és ritka folyamatok-
kal, valamint A. N. Kolmogorovnak az #sszetett Poisson-
eloszlasnak egyszeriiekbdl wvald felépithetéségére vonat-
kozOo megjegyzésének bizonyitdsaval az inhomogén eset-
ben is. Az el6adas bevezetésében a valosziniiségszamitas
alapfogalmait min6ségellenorzési példakon mutatta be.

Bolyai Janos Matematikai Téarsulat miskolei eladéiilései

1952. szeptember 22. ACzEL JANOS: A Poisson-eloszlds probléma-
kore. (L. 1952. december 5-i debreceni eldadés.)

Evadnyité konferencia :

1952. oktober 6. SALyr ISTVAN: A matematika helye a mérnokkép-
zésben.

BEDA GyuLa: Forgd gém altal szallitott teher palyaja-
nak meghatdrozasa.

NAGY SAROLTA: A szamfogalom kialakitasa az altalanos
iskolaban.

1952. oktober 7. TARJAN REZzSO: Miiszaki gyakorlat és matematika.
Kozaroczy MIkLOs: Karddntengelyek szogsebesség val-
tozdsanak szamitasa vektorialis modszerekkel.

VAGHO ILDIKO: A Legendre-tétel alkalmazdsi korének
megallapitasa.
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BEJNA FERENC: Feliiletek vizsgalata a nomogramm szef—
kesztés szempontjabol.

1952. oktober 9. MORICZ ISTVAN: Beszamolé a Kozoktatasiigyi
Minisztérium matematikai oktatasr6l szold konferencia-
jarol.

SzaBO JENO: Szakkorok munkaja.
Paral GuszTAv: Szerkesztések.

1952. december 10. NiKODEMuSzZ ANTAL: Riemann-terek felépité-
serol.
Az euklideszi-teret dltalanositva levezette a Riemann-tér
tulajdonsagait. Ertelmezte az invaridns differencialt, a
parhuzamos eltolast és a tér gorbiiletét. Az elmondottakra
egy példat mutatott be.

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat veszprémi elGadéiilései

1952. oktober 28. FEgJES-TOTH LAszLO : Elhelyezési problémak a
sikban.
Az elbad6 megjelenoben 1évo ,Elhelyezési problémak a
sikban és a gombfeliileten“ c. konyvét ismertette.

1952. december 3. VARGA DEzsO: Egyenletek kozelitO megoldésa.
Elbadé ismertetett néhdny egyszer{ibb eljarast egyenletek
gyokeinek kozelitd meghatarozasara. (Horner elrendezés ;
regula falsi; Newton modszere.) _

1952. december 11. BEREND IVAN: Bolyai Janos élete és munkés-
saga.

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat gyori elGadéiilései

1952. februar 13. DUSNOKI ISTVAN és ScHAUB LAszLO: A matema-
tika fejlodése.

1952. aprilis 30. Dux ERrik: A sorelmélet Osszefoglalo attekintése.

1952. mdjus 14. VERMES MIKLOs: Aerodinamika.
(Eotvos Lorand Fizikai Tarsulattal kozos rendezésben.)

1952. szeptember 24. Szusz PETER: Elemi geometriai szélstérték

feladatok.

1952. oktober 22. MIKOLAS MIKLOS: Az integralfogalom fejlodése.
Rirész.

1952. november 29. KARTESzZI FERENC: Bolyai Janos életérol és
munkdssagarol.

Unnepi eldadéiilés.
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Bolyai Janos Matematikai Tarsulat soproni elGadéiilései

1952. oktéber 25. VINCZE ISTVAN: A valdsziniliségszamitds alkal-
mazdsa az ipari mindségellenrzés terén.
A valoszinliségszamitas fejlodésének rovid attekintése ;
az orosz és szovjet valoszintiségszamitdsi iskola. A valo-
szinliségszamitds targya, a valosziniiség fogalma, ideo-
l6giai vonatkozasok. Alkalmazas a tomeggyartasban folya-
matos (gyartaskozbeni) és végellendrzésnél.

1952. december 15. VARKUTI JANOS: Bolyai Janosrol.

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szolnoki eldadéiilésérdl

1952. november 16. KARTESzi FERENC: Bolyai Janos életérol és.
munkdassagarol.
Alakuld {ilés.

Egyéb vidéki eloadasok

1952. szeptember 28. Pedagégusnap Békéscsaban a Kozoktatasiigyi
Minisztériummal k0z0s rendezésben.
Hop1 ENDRE: Véges sorozatok és sorok.
SzAsz GABOR: Szélstérték feladatok elemi. megolddsa.
1952. december 7. Pedagogustovabbképzd el6adasok Szombathelyen
a Kozoktatdstigyi Minisztériummal kozos rendezésben..
Hopi ENDRE: Térmértani feladatok megoldasa.
VARGA TAMAS: Egyenl6tlenségek:



MATEMATIKAI ES SZEMELYI HIiREK

Kiilfoldi hirek
Szovjetunio

1952 janius 24-én tartotta a Moszkvai Matematikai Tarsulat
évi kozgyiilését. A kozgyfilés megvélasztotta a Tarsulat uj veze-
toségét, amelynek személyi Osszetétele a kovetkezo :

Elnok: P. Sz. Alexandrov.

Alelnokok: A. N. Kolmogorov és L. N. Szretenszkij.

Titkar: O. N. Golovin.

Konyvtaros: Sz. P. Finikov.

Pénztaros: O. A. Oleinik.

Az elnokség tagjai: A. O. Gelfold, A. G. Kuros, A.l. Marku-
sevics, V. V. Nyemiickij, I. G. Petrovszkij, G. F. Riibkin, Sz. A.
Janovszkaja. )

1952 majus 20-dn (innepelte meg a Moszkvai Matematikai
Tarsulat a moszkvai egyetem matematikai és mechanikai kardnak
tudomanyos tandcsaval karoltve D. E. Mensov, a kival6é szovjet
matématikus 60-ik sziiletésnapjat. Az tinnepi iilésen N. K. Bari,
A. N. Kolmogorov és M. A. Lavrentyev fartottak el6adédsokat D.
E. Mensovnak a trigonometriai sorok, a valos- és a komplex fiigg-
vénytan terén elért eredményeirél, P. Sz. Alexandrov pedig D. E.
Mensov életét és munkassagat ismertette.

Német Demokratikus Koztdrsasdg

A berlini Humboldt egyetem tjjaépitett Matematikai Intézetének
megnyitasa alkalmabol 1953 januar 14—18-ig matematikai kon-
gresszust rendezett. A kongresszus megnyité iinnepélyén az intézet
igazgatojanak, H. Grell professzornak megnyité szavai utdn K.
Schrider, a Német Tudomanyos Akadémia tagja tartott elbadast
»,A matematika jelentosége az exakt természettudomanyok és a
technika szamara“ cimmel.

A kongresszus elsd napjan matematikai-logikai eldadasokat
tartottak. K. Schroder professzor, a matematikai—[qgikai tanszék
vezetOje, ,Matematikai kovetkeztetés elmélete cimmel adott el6.

A masodik nap témdja az algebra volt. El6adott tobbek kozott
L. Kaloujnin (Berlin) és R. Kochendorffer (Rostock).

A harmadik napon szamelméleti és geometriai eldadasok
hangzottak el, tobbek kozott E. Kahler (Leipzig) és E. Ulrich
(Giessen, Nyugat-Németorszdg) eléadasai.
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A negyedik napon alkalmazott matematikai targyu el6adasok
keriiltek sorra, igy tobbek kozott, J. Lehmann (Dresden) matema-
tikai gépekrdl szolo eldadasa és O. Emersleben (Berlin) el6addsa
az Epstein-féle zéta-fiiggvények alkalmazisardl a kristalytanban.

Az utols6 nap targykore az analizis volt. Elhangzott tobbek
kozott W. Rinow (Greifswald), valamint E. Kéthe (Mainz, Nyugat-
Németorszag) eléadasa. :

A kongresszuson tobb népi demokratikus orszag kiildotte is részt
vett: a Lengyel Népkoztirsasiagbol K. Kuratowski és S. Turski,
a Csehszlovdk Népkoztarsasagbol V. Jarnik és K. Novak, a Bulgar
Népkoztarsasagbdl N. Obreskov vettek részt a kongresszuson és
tartottak el6addsokat. Hazankat Rédei Ldszlo6 és Rényi Alfréd
képviselték ; Rédei Laszlé ,Teljes idealgyfiriik altalanos értelem-
ben“ és ,Quadratikus szamtest és a Pell-egyenletek elmélete“ cimmel,
Rényi Alfréd ,Egy j moédszer a rendezett mintdk elméletében
cimmel tartott eldadast. :

A berlini matematikusok nagy vendégszeretettel fogadtik a
barati dllamoknak a kongresszuson résztvevd kiildotteit, valamint
nyugatnémetorszagi kollegéikat. A kiilfoldi vendégek megtekintették
az ujjasziiletd Berlin nagyszabasti épitkezéseit is. A kongresszus
alatt a részvevok kozott termékeny tudomdnyos egyiittmiikodés
alakult ki. Ez a kongresszus jelentés allomas volt a Német Demo-
kratikus Koztarsasag fejlodd matematikai életében.

Romdn Népkoztdrsasdg

A Romédn Népkoztarsasdqg Tudomdnyos Akadémidja 1948 -
0szén alakult ujja. A matematikai-fizikai osztdly tagjai: D. Pompeiu,
S. Stoilov, Gr. Moisil, A. Miller, S. Sanielevici, C. Popovici rendes
tagok és T. Popoviciu, M. Haimovici, M. Niculescu és-A. Ghika
levelez6 tagok.

Az 1952. év folyaman dllami dijat kapott C. Jacob, professzor
(I. fokozat, 25,000 lei) ,Bevezetés a hidrodinamika matematikai
elméletébe“ c. konyvéért, valamint a jassy-i egyetem egy munka-
kozossége (II. fokozat, 15,000 lei) egy analitikus-geometriai egye-
temi tankony megirasaért.

Hazai hirek

: A Magyar Népkoztarsasag Minisztertandcsanak hatdrozata sze-
rint 1953-ban a matematika ferén elért eredményeikért a kovetkezok
kaptak Kossuth-dijat : :

Otvenezer forintos Kossuth-dijat kapott
Riesz Frigyes akadémikus, a matematika egész legtijabb fejlo-
dését befolyasolo alapvet6 eredményeiért, amelyek a Sz6kefalvi-Nagy
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Béla akadémiai levelezbtaggal egyiitt irt ,Lecons d’analyse fonctio-
nelle“ cimii miiben nyertek Gsszefoglalast.

Huszezerforintos Kossuth-dijat kapott

Egervdry Jend akadémikus, a differencidlegyenletek elméleté-
ben elért eredményeiért és ezeknek miiszaki alkalmazasaért;

Szokefalvi-Nagy Béla az Akadémia levelezitagja, a™, Lecons
d’analyse fonctionelle“ cimii mii II. részében foglalt tij eredményeiért.

Tizezerforintos Kossuth-dijat kapott

Fuchs Ldszlo egyetemi docens, az algebrai struktirak elmélete
terén elért ujabb eredményeiért;

Huszka Erndné, a VL. Keriileti Varga Katalin-gimnazium mate-
matika-fizika szakos tandra, kivdlo szaktanari és elméleti munkajaért,
valamint a gyakorl6 tanarjeldltek oktatdsa és nevelése terén végzett
eredményes munkajaért. *

A Népkoztarsasag Elnoki Tanacsa hazank felszabadulasanak
8. évforduldja, dprilis 4. napja alkalmabol

Fejér Lipot Kossuth-dijas akadémikusnak a Munka Voros
Z4aszl6 Erdemrendjét adomanyozta.

Tarsulatunk tagsaga meleg szeretettel iidvozli a kitiintetetteket
és tovabbi sikereket kivan munkéssagukhoz.

A Magyar Tudomanyos Akadémia rendes- és levelezd tagjain
kiviil eddig a kovetkezok kaptak tudomanyok doktora, ill. kandi-
datusa fokozatot, matematikabol.

Doktorok: Detre Laszl6, Fejes-Toth Laszlo, Goldziher Karoly,
Péter Rozsa, Szele Tibor.

Kandidatusok: Aczél Janos, Balint Elemér, Csaszar Akos,
Feny6 Istvdn, Foldes Istvan, Fuchs Lészlé, Gallai Tibor, Gyires
Béla, Huszar Géza, Karteszi Ferenc, Makai Endre, Suranyi Janos,
Szasz Paél, Szentmdrtony Tibor, Szép Jend, Vincze Istvéan.

Ez év els6 felében jelentek meg-el6szor a Magyar Tudoményos
Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének Kozleményei, amely-
nek elsé kotete az intézet tudomanyos munkédjanak szamos ered-
ményét tartalmazo 28 dolgozatot foglal magéaban.

A Kozoktatastigyi Minisztérium ¢és a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat karoltve 1 folyéiratot indit meg ,A matematika tanitisa“
cimmel. A folyéirat célja pedagégiai modszerek ismertetése, vala-
mint a matematikai ‘tandrok tovabbképzése.

Megijelent a Tankonyvkiadé Vallalat kiadaséban V. V. Sztyepa-
nov ,A differencialegyenletek tankonyve“. Ara 56,50 Ft.

* Ezévi Kossuth-dijasaink munkassaganak ismertetésére lapunk kovet-
kezd szamaban vissza fogunk térni.
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Ugyancsak az Akadémiai Kiado kiadasaban jelent meg Sz. G.
Michlin: Integralegyenletek és alkalmazdsuk a mechanika, a mate-
matikai fizika és a technika egyes problémaira. (Ara 60,— Ft.)

A Mivelt Nép Konyvkiado kiadasaban megjelent a Hasznald
a matematikat c. konyv (ara 14,50 Ft). Szerzéje a Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat Népszeriisitd Bizottsdga.

Megijelent az Akadémiai Kiad6 kiaddsaban az ,l. Magyar
Matematikai Kongresszus Kozleményei“, amely az 1950 augusztus
28—szeptember 3-ig tartott I. Magyar Matematikus Kongresszuson
elhangzott el6addsokat tartalmazza.

A Tarsulat az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulattal nagysikerii
kirandulast rendezett Leanyfalura. A kiilonb6z6 miisorszamok koziil
kiemelkedett a matematikusok és fizikusok valogatott football-
csapatainak mérkdzése, melyet a matematikusok 5:3 ardnyban
nyertek meg.



Riesz Frigyes—Szokefalvi-Nagy Béla: Lecons d’analyse
fonctionelle
Budapest, Akadémiai Kiadd, 1952. VIII - 448 oldal

frta: Csisz&r Axos

A funkciondlanalizis révid multja alatt maris a matematika olyan aganak
bizonyult, amelynek igen fontos alkalmazasai vannak nemcsak magaban a
matematikdban, hanem a fizika bizonyos agaiban is. Ennek tulajdonithatd, hogy
az ezen targyrél szol6 monografidk megjelenése a szorosabb értelemben vett
szakembereken kiviil valamennyi matematikusnak és fizikusnak érdeklodését is
felkelti. A jelen munka megjelenésekor ez az érdekl6dés még inkabb indokolt,
hiszen a szerz6k koziil az egyik ezen tudomanyag megteremtésében dontd sze-
repet vitt, a masik pedig mar kitlind osszefoglalasban szamolt be egyszer az
idevag6 eredmények egyrészérdl,

Riesz Frigyes és Szokefalvi-Nagy Béla konyvében a funkcionalanalizis
modszereinek és eredményeinek tanulmanyozasat nagymértékben megkonnyiti
az a koriilmény, hogy a valos fiiggvénytannak a késébbiekben felhasznalt fogal-
mai, elsésorban a Lebesgue-féle és a Stieltjes-féle integrél és ennek altalano-
sitdsai harom fejezet targyat alkotjak, amelyek igy bevezetésiil szolgélnak a
tulajdonképpeni funkcionalanalizissel foglalkozé tovabbi fejezetekhez. Ezeknek
a bevezetd fejezeteknek kiilonos értéket nyujt az a koriilmény, hogy ezekben a
szerzOk egyike részletes kidolgozasat adja a Lebesgue-integral bevezetésére
szolgalé modszerének, amelyet eldadasaiban régdta hasznal s amelyet néhany
éve egy eléadasban mar vazolt.

Az elso fejezet van der Waerdennek seholsem differencialhaté folytonos
figgvényre vonatkoz6 példaja utdn a monoton fiiggvények majdnem mindeniitt
valo differencialhatésagara vonatkozo Lebesgue-féle tételnek Riesz-féle bizo-
nyitasaval kezdddik. Ennek tobbé-kevésbbé kozvetlen kovetkezményei gyanant
addédik azutan Fubininak a monoton tagd sorok differencidlasara vonatkozo
tétele, Lebesgue tétele a linearis halmazok kiilsd siirfiségi pontjair6l, a szélsd
derivéltakra vonatkozé Denjoy—Young—Saks-féle tétel, végiil az intervallum-
fiiggvények Burkill-féle integraljanak elmélete és alkalmazasai.

A mésodik fejezetben mindenekel6tt a Lebesgue-féle integral elméletét
talaljuk, amelyet a mar elobb emlitett Riesz-féle modszerrel vezet be a konyv.
Ennek a mddszernek alapgondolata abban all, hogy az integralt elészor a lép-
csosfiiggvények osztalydra értelmezi elemi mddon, majd az értelmezést hatar-
atmenettel Kiterjeszti azon fiiggvényekre, amelyek lépcsosfiiggvények majdnem
mindeniitt konvergens monoton sorozatanak hatarfiiggvényeként ailithatok elo,.
majd végiil az utébbi tipusu fiiggvények kiilonbségeként eldallithato fiiggvényekre
az additivitas segitségével végzi el a kiterjesztést. Konnyen nyerhetdk e defi-
nici6 alapjan az integrdl formalis tulajdonsagai, a sorozatok integralasara
vonatkozo tételek, tovabba a Schwarz, Holder és Minkowski-féle egyenldtlen—
ségek Ezutan keriil sor a mérheté halmaz fogalmara, mint olyan halmazra,
amelynek Kkarakterisztikus fiiggvénye integralhat6, majd a mérhetd fiiggvény
fogalmara, mint olyan fiiggvényre, amely integralhaté fiiggvények majdnem
mindeniitt konvergens sorozatanak hatarfiiggvénye. Az elmélet kifejtése a hata-
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rozatlan integralra vonatkozo tételekkel, valamint a parcialis és a helyettesi-
téssel valé integralas szabalyaval végzodik. ¢
A Lebesgue-integral fogalmanak kozvetlen alkalmazasaként az L° fiigg-
vénytér alapveté tulajdonsdgainak térgyalasat talaljuk, tobbek kozott a Riesz—
Fischer-féle tételt, az L2 tér linearis operacidirdl szolé tételt, az ortonormalis
sorozatok tulajdonsagait, az egymasra ortogonalis terekre valé felbontéast, stb.

Tovabbi alkalmazasokat szolgaltatnak az L” fliggvényterek.

A tobbvaltozos fiiggvények Lebesgue-integraljdra vonatkozo legtobb kér-
dés vissza van vezetve egy atviteli elv segitségével az egyvaltozos Lebesgue-
integralra vonatkozé megfeleld kérdésre. Végiil attekintést kapunk a Lebesgue-
integral elméletének felépitésére szolgdlo egyéb moédszerekrol.

A harmadik fejezet a Stieltjes—Riemann-integral elméletével és a foly-
tonos fiiggvények altal alkotott C fiiggvénytér linearis operacioinak eléallitisara
valo alkalmazasaval kezdddik, majd attér a Stieltjes-integral kiilonféle altala-
nositasaira, elsdsorban a Stieltjes—Lebesgue-féle integralra és a Daniell-féle
integralra.

Ezen bevezetd fejezetek utan a negyedik fejezet az

b
f)— (Ko ) f(n) dy—=g(x)

alaku integralegyenletek elméletét targyalja, ghol a K(x, y) magrol feltessziiks
hogy négyzetesen integralhaté. Annak megallapitdsa utan, hogy az ilyen mag
az L* térben korlatos linearis transzformaciot létesit, az ilyen transzformaciok
alapvetd sajatsdgait tanulmanyozzuk. Ezeknek segitségével a megoldasok
létezését illetéen a Fredholm-féle alternativa fennallasat mutatja ki a konyv,
mégpedig tobb modszerrel is. Ezek koziil kiilondsen fontos a Schmidt-féle,
amely a magnak véges rangt magokkal valo approximéciojan alapszik, tovibba
a teljesen folytonos transzformacié fogalmara alapitott Riesz-féle modszer.
Befejezésiil néhany potencidlelméleti alkalmazast talalunk.

Az 6todik fejezetben taldljuk az absztrakt Hilbert-tér és a Banach-tér
definiciojat, s az el6zé fejezet modszereit az (/—K)f= ¢ fiiggvényegyenlet
tanulmanyozasara hasznaljuk fel, ahol / az identitistransziormaciot, K pedig
teljesen folytonos transzformaciét jelent. Ezeknek ismét tobb alkalmazasat
talaljuk, tobbek kozott Paley és Wiener egy tételének Szokefalvi-Nagy Bélatol
szarmazo bizonyitdsat. y

A kovetkezd fejezetben az egyre altalanosabb tipust linearis transzfor-
maciok spektraleléallitasanak problémajit ismerjiik meg. Ezek koziil eldszor is
a hatodik fejezetben a Hilbert-tér szimmetrikus, teljesen folytonos transzforma-
cidinak spektralfelbontasaval ismerkediink meg. Ezt a felbontast azutdn a
szimmetrikus magu integralegyenletek elméletére, a rezgd hur problémajira s
a majdnem periodikus fiiggvények fotételének bebizonyitasara latjuk alkalmazva.

A hetedik fejezet mindenekel6tt a Hilbert-tér korlatos szimmetrikus
transzformacidinak alaptulajdonsagaival, koéztiik a projekciokkal foglalkozik.
Ezutan keriil sor az ilyen transzforméciok u(A) fiiggvényeinek értelmezésére,
mégpedig elészor abban az esetben, amikor u(Z) polinom, ilyenkor a defini-
ci¢ kézenfekvd, majd pedig félig folytonos u(4) fiiggvény esetében hataratme-
net atjan. E fogalom segitségével jutunk el az A transzformacio {E,} spektra-
lis seregének a fogalmahoz és az \

A= (AdE,
o
és
“u(A) = _[‘ u(2) dE,.
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spektralis felbontasokhoz. A spektralis felbontasnak ezen Riesz Frigyest6l
szarmazd bizonyitdsa mellett megismerkediink egy masik, Szokefalvi-Nagy
Bélatél szarmazo6 bizonyitassal is. Ezutin kovetkezik az unitér és a korlatos
normalis transzformacidok spektralelallitisa.

A nyolcadik fejezet a Hilbert-tér nemkorlatos lineéris transzformacioinak
értelmezésével €s alaptulajdonsagaik ismertetésével kezdodik. A nemkorlatos
onadjungalt transzformaciok spektralis felbontasiara a Riesz—Lorch-féle és a
Neumann-féle bizonyitdsokat ismerjiik meg. Ezutdn a nemkorlatos szimmetrikus
- transzformaciok kiterjesztésének problémajara keriil sor, tobbek kozott Neu-

mann, Friedrichs és Krejn eredményeire. ;

A kilencedik fejezetben taldljuk az ©nadjungdlt A transzformaciok u(A)
fiiggvényeinek értelmezését és vizsgalatat. Mind a definiciokban, mind a bizo-
nyitdsokban alapvetd szerepet jatszik itt a spektralis felbontds. Kritériumokat
talalunk itt arra nézve, hogy valamely transzformacié fiiggvénye-e egy masik
transzformdcionak, s hogy a transzformaciok egy osztalya elballithato-e egyet-
len transzformacié fiiggvényeként. A fejezet masodik része az Onadjungalt
transzformaciok spektrumat tanulmanyozza s kiilonosen a spektrum perturba-
cidjanak elméletét, elsésorban Rellich és Szokefalvi-Nagy Béla eredményeit
tartalmazza. r

A tizedik fejezet az unitér transzformaciok csoportjainak (Stone) és az
onadjungalt transzformacidk félcsoportjainak (Szokefalvi-Nagy Béla) kanonikus
spektraleloallitasat targyalja, majd pedig az ergodikus elmélet korébe vagd
alkalmazasokat nyuijt. .

Végiil a Hilbert-tér és a Banach-tér nem-normalis transzformécioinak
spektralis elméletébe nyeriink bepillantist. Riesz Frigyesnek komplex fiigg-
vénytani segédeszkozoket felhasznald modszere mellett megismerjiik Neumann
legujabb vizsgalatait, amelyek a spektralis halmaz fogalmaval kapcsolatosak.
Itt is taldlunk érdekes alkalmazdsokat. \ :

Amint az ebb6l a rovid attekintésbdl is Kkitlinik, a targyalt anyag fel-
épitése fokozatos; a konyv el6szor a konnyebben kezelhetd speciélis fogal-
makkal ismertet meg s azutan tér at a kiilonféle altalanositasokra. Az okos-
kodasok megfogalmazasa tomor, de eléggé részletes ahhoz, hogy nehézség
nélkiil kovethetd legyen (néhany inkabb vazlatszerii részt kivéve).

Azt hissziik, hogy a kivalo szerzoknek ez a kitin6 munkaja minden
matematikusnal meleg fogadtatasra talal.
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A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat fdjdalommal tudatja, hogy

Székefalvi-Nagy Gyula

egyetemi tandr, a Magyar Tudomdnyos Akadémia rendes tagja,
a Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat tiszteletbeli elnike,

1953. évi oktober hé 14-én Szegeden, hosszas szenvedés utdn,
66 éves kordban ethunyt.

Haldla egy rendkiviil szorgalmas és eredményes kutat6tol
fosztotta meg népiink tudoméanyos életét. Aldozatos munkaban telt
életét a matematikanak és tanari hivatisdnak szentelte. Tudomanyos
és pedagogiai miikodése mintaszerii volt.

Magasra iveld palyajat kiizdelmes évekkel kezdte. Hat éves
volt, mikor édesapja meghalt. Hajlama a szellemi palydhoz arra
osztonodzte, hogy mar 12 éves koratél kezdve magantanitassal és
mas munkéak vallaldséval el6teremtse magénak a tanulashoz sziik-
séges anyagi elofeltételeket. Kiizdelmes koriilmények kozott folytatta
és 1905-ben jeles érettségivel fejezte be kozépiskolai tanulméanyait.
Ugyanabban az évben a kolozsvari egyetem matematikai €s ter-
mészettudoméanyi kardra iratkozott be. It is kitiint kivalo tehetsé-
gével. Fejér professzor tigy emlékezik meg rola, mint legagilisabb

6 Matematikai Lapok m-
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¢s legszorgalmasabb kolozsvéri tanitvanyardl. Egyetemi tanulmanyai
alatt megkezdett tudoményos munkassagat és szorgalmat bizonyitjak
a kiilonféle jutalmi dijak, 5 izben megnyert egyetemi pélyadijak és
az dsztondij, melyek lehetévé tették egyetemi tanulmanyainak sikeres -
elvégzését. 1909-ben fejezte be egyetemi tanulmdnyait és ugyan-
ebben az évben megszerezte matematikdbdl a doktori cimet. 1911-ig
mint gimnaziumi tandr miikodott Privigyén és Csikszeredan, majd
az 1911—12 tanévben, mint magyar 4llami 6sztondijas Gottingaban
folytatta matematikai tanulmaényait. Hazatérve Kolozsvaron kapott
tanari allast. 1915-ben megszerezte a kolozsvari egyetem magan-
tanari cimét az algebra és fiiggvénytan targykorbdl. Ugyanekkor
a Kolozsvari Marianum magyar nyelvii no61 felsdé kereskedelmi
iskolanak igazgatdja is volt, de e nagymértékii elfoglaltsaga mellett
is allandoan folytatta sikeres tudomanyos munkdssagat. 1926-ban
az Eotvos Lordnd Matematikai és Fizikai Tarsulat eredményekben
bovelked6 matematikai munkassdgaért Konig Gyula-jutalommal
tiintette ki. Kolozsvaron miikodott 1929-ig, mikoris a szegedi polgari
iskolai tanarképz6 foiskola matematikai tanszékére valdé kineve-
zését elfogadta és csaladjaval egyiitt Szegedre koltozott. Itt 1938-
ban mar mint igazgatd miikodott, majd 1939-ben a szegedi
tudomanyegyetemen a geometriai tanszék nyilvdnos rendes tandra
lett. 1940-ben a kolozsvari egyetemre helyezték at, ott az 1940—41
tanévben a matematikai és természettudomdnyi kar dékanja volt.
Kolozsvaron intenziven folytatta tudomanyos munkdjat és emellett
szamos egyetemi el6addsat és az intézet igazgatdsi teenddit is
ellatta. Elfoglaltsidgai mellett nagy gondot forditott a tandrképzésre
is. Ebben az idében tartotta a kozépiskolai, szakiskolai és tanito-
képzodintézeti tanarok részére értékes modszertani elGadasait, s
igy komoly, lelkiismeretes munkajaval sajat kozépiskolai tapasz-
talatait felhasznalva arra is torekedett, hogy j6 tanarokat neveljen.
E nagyfokii munkédssagdban az akkori felsébb szervek egyaltalan
nem tamogattdk. Ennek ellenére minden Oradjat és gyakorlatat
megtartotta, s6t ebben az id6ben irta meg és nyomatta ki ,A
geometriai szerkesztések elmélete“ c. konyvét. Valdsziniileg ennek
a talhajtott, faradsagot nem kimélo elfoglaltsaganak lett a kovet-
kezménye az 1943. dec. 13-an bekovetkezett agyvérzése, melynek
kovetkeztében baloldala megbénult. Kolozsvar polgéri kitiritésekor,
1944-ben a klinikdr6l Dundantilra vitték, ott egészsége némileg
javult, Gigy annyira, hogy 1945-ben Szegedre ment és ott az egye-
temen a tandri beosztast el tudta véllalni. Eléadésait eldszor egye-
temi tanteremben, késobb lakdsan rendszeresen megtartotta, mig
1953. okt. 10-én tjabb agyvérzés érte, melynek kovetkeztében okt.
14-én elhdnyt. : ‘

Halalaval egy dolgos, faradhatatlan élet zdrult le. Joformén
¢élete utolsd napjaig — még betegsége alatt is — folyton dolgozott.
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Sokoldalti tudomanyos vizsgalatainak fobb targykore: Juel-féle
(végesrendii) geometria, racionalis és transzcendens fiiggvények
geometridja, a geometriai szerkesztések elmélete, konvex gorbék és
feliiletek, gorbevonalak topologidja, algebrai gorbék és feliiletek
valos és aritmetikai tulajdonsagai*. Itthon, ill. kiilfoldén megjelent
dolgozatainak szama: 148. A tudomdnyért hozott hatirtalan aldo-
zatkészsége és kivalo pedagogiai érzéke mellett szeretetreméltd
egyénisége volt az, mely kozel hozta 6t tanitvanyaihoz, akiknek
minden problémdjat j6l ismerte és ahol modjaban volt, segitett
is az addédott nehézségeken. Ez is hozzdjarul ahhoz, hogy halas
tanitvanyai lelkében nagy szeretet dvezze volt tandruk emlékét.
Eredményes, tudomanyos és oktatéi munkdssaganak emlékét
Térsulatunk kegyelettel fogja meg0rizni.

% k* Munkassaganak részletesebb méltatdsara egy késobbi cikkben vissza=
teériink.



Bolyai Jdnos szégharmadolisa

Irta: SzokeraLvi-Nacy Gyura

A szogharmadolas, tetszdleges szog harom egyenld részre osz-

tasa tobbezer éves probléma. Mar a régi gorog matematikusok
rdjottek arra, hogy ezt az szerkesztést a vonalzd és korzé szokdsos.
hasznalatdval, amikor a vonalzot két pont 0sszekotd egyenesének
huzéasara, a korzét pedig egy pont koriil egy (mas) ponton atmend
kor leirasara hasznaljuk, nem lehet elvégezni. Ennek elsé bizonyi-
tdsa azonban nem 1égi (P. L. WaNTZEL, Liouville Journal, 2.
kotet, 1837, 366. lap), legegyszeriibb bizonyitédsa pedig E. LANDAU
ifjukori (21. évének betoltése eldtt) teljesitménye’.
: BoLyAl JANOs csak par honappal volt 17 évnél idGsebb,
amikor 1820 tavaszan szogharmadoldssal foglalkozott és a hagya-
tékaban talalt egyik cédula szerint a szogharmadoldst egyenl6oldalu
hiperbola egyik aganak felhasznalaséval, korzovel és vonalzoval
végezte’. A szerkesztést megokolds nélkiil néhany sorban irta le.
Szerkesztését barmely hegyesszog harmadoldsédra lehet alkalmazni,
ha a sikban egy egyenl6szarti hiperboldnak egyik dga aszimptotaival
meg van rajzolva.

Az aszimptotdkat derékszogifi. koordinatarendszer tengelyeinek
valasztjuk és a tengelyek iranyat agy hatarozzuk meg, hogy a
megrajzolt hiperbolaag az elsé koordindtanegyedbe essék. A hiper-
bola O kozéppontjabol az x-tengellyel « hegyesszoget alkoto fél-
egyenes a hiperboladgat egy C-—(a,b) pontban metszi. C koriil
2. OC==2r sugarral leirt kor a hiperboladgat D és D’ pontban
metszi. Ha D esik « szogterébe, a CD félegyenes és az x-tengely
szbgének nagysaga ,6’:%.

. Ha ugyanis D=(x,y), akkor az egyenl6oldali hiperbola
egyenlete miatt

xy—ab=0 és x=a-}2rcosB, y=b—2rsing,

1 L. BieBerBacH: Theorie der geometrischen Konstruktionen, Basel 1952,
51. és 153. lap.

2 Lasd StickeL PAL: Bolyai Farkas és Bolyai Janos geometriai vizs-
galatai. I. rész: A két Bolyai élete és miivei (Rados Ignac forditasa). E konyw
a 235. lapon kozli Bolyai Janos cédulaja sorait.
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tehat :
xy—ab=(a+2rcosp)(b—2rsinf)—ab—

=2r(bcos f—asinf)—4r* sin #cos §=0,
vagyis
b cos f—a sin f=rsin 20.

De b—=atge és a=rcos«. Ha tehat ezt az egyenletet az

cosa ,
sin @ cos f—cos e sin f==sin (¢—pF) =sin 28 és igy e¢=36.

STy egyenl6séggel atosztjuk, kapjuk, hogy

Dv

Annak a £ hegyesszognek nagysdgara, amelyet a CD" fél-
egyenes a masik aszimptotaval alkot, hasonlokép kapjuk, hogy

‘3/5”———’05':2—-0:. Hegyesszégek harmadoldsara ezé& az egyenlo-
2 gYESSLOB gy

oldala hiperbola egyik aga felének megrajzoldsa is elégséges.

Tompa vagy dombori y szog harmadoldsa hegyesszog
harmadolasara visszavezethet, mivel az ilyen y szoget y—=1—e,
ill. y=m+e alakban irhatjuk, ahol « hegyesszog. Az egyenes-
sz0g harmadolasa ugyanis kozismert elemi szerkesztés.

A szogharmadolasnak egyenldoldalt hiperbolaval valo elvég-
zésével mar a régi gorog matematikusok is foglalkoztak, s utdnuk
" masok is. M. CHASLES francia matematikus is egyenl6oldalu hiper-
bolaval végzett szogharmadolast 1837-ben. A szogharmadolasnak
Bolyai Janos szerkesztésén alapuld, itt adott keresztiilvitele leg-
egyszer(ibb azok koziil, amelyek egyenldoldalti hiperbolat hasznal-
nak fel.



CIMOCOB TPUCEKILIMU YI'JIA MO 4. BOYU
Mwna C.-Hanp

Ecin panbl oama BeTBL M aCMMOTOTHI PAaBHOGEAPEHHOH runep6Onbl, TO-
— no $l. Bosiu — Kaxaplil OCTPHIA yron « pasgensercsi Ha TPH YacTH
CIEeAYIOIUM CIIOCOGOM.

Yron e OTKNajbIBaeTCs OT OAHOW M3 acMMOTOT (CM. 4epTéx), onpeaensi-
ercsl Touka nepecedenuss ¢ runep6onoit C, Gepércsi OKPYKHOCTh C IEHTPOM B

C u ¢ paguycom 2. OC. Ecin D siBnsiercst TOUKOii nepecevennsi OKPyKHOCTH B
runep6onbl BHyTpu yraa e, To CD o0pasyer ¢ acMMOTOTO# yron § = /3.

DREITEILUNG DES WINKELS NACH JOHANN BOLYAI
Gyula Sz.-Nagy

Sind ein Ast einer gleichschenkligen Hyperbel und die Asymptoten
gezeichnet, so kann man nach F. Bolyai jeden spitzen Winkel « folgendermas-
sen dreiteilen. Man zeichnet den Winkel e auf eine der Asymptoten (s. Figur),
bestimmt den Schnittpunkt C, und zeichnet den Kreis mit dem Mittelpunkt C
und dem Halbmesser 2. OC. Ist D derjenige der beiden Schnittpunkte dieses
Kreises mit der Hyperbel, welcher im Winkelraum e liegt, so schliesst CDr
mit der Asymptote den Winkel g = /3 ein.



Két szerkesztési feladat megolddsa a hiperbolikus
sikon S

frta : Kirteszi FErenc

A kovetkezbkben két szerkesztési feladat megoldasarél lesz
sz0, s csupan didaktikai szempontbol lehet érdekes az Appendix
ismertetése sordn.

Az Appendix elsb tiz paragrafusa feloleli a paraciklus fogal-
manak bevezetéséhez sziikséges fogalmakat és tulajdonségainak
levezetéséhez sziikséges tételeket. Eldaddsaim sordn azt tapasztal-
tam, hogy a paraciklussal foglalkoz6 paragrafusok értelmes feldol-
gozasat a pdarhuzamossagi tavolsdg és parhuzamossagi sz0g 0ssze-
fliggésének a 70. §. utdn kovetkezd, szerkesztés alapjan vald tar-
gyaldsa megkonnyiti. Eppen azt fogom megmutatni, hogy a 10. §.
és 11. §. targyaldasa kozé mit tartok célszeriinek beiktatni. Felté-
telezem, hogy az olvas6 az Appendix 1. §.—10. §.-it mar ismeri.*

Definicio. Ha BN|| A M és BA | AM akkor a II(x)= ABN -
et az x— AB tavolsaghoz tartozd pdrhuzamossdgi szognek, x-et
pedig a //(x) szoghoz tartoz6 parhuzamossagi tdvolsdgnak ne=
vezziik.. (1. &bra). '

1. abra

Az ABN szbgtartomany bérmely BP félegyenese metszi az

AM félegyenest, a parhuzamossag definicidja szerint. Ha a HiL-
BERT-féle axidmarendszerbdl toroljiik a parhuzamossagi axiomat,

* Bowvai Jinos: Appendix (Akadémiai kiad6, Budapest, 1952), 73—82 1.
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akkor a maradék axiomarendszert kielégité sikon
cotg —;— I (x)=e*,
ahol a k paraméter még hatarozatlan.* Hatarozotta valik azonban

egy konkrét sik esetében. Legyen adva a sikon egy tetszOleges I7-
modell, amin a kovetkez6t értjiik. Ki van vagva a hiperbolikus sikbél

/

&ty £ /
////,//"///,,////
///// //////,l,/l////
/I/////// //////'////////// >
/,////' TA L LLA LY, /////'/,/
11,1/ A LRI / 3
Sty 75 1,
2o LBV i 0 Y
e Ll 1t 1 4
LEEA L LTI 009755
vt potg g M IO L1TLL s 1 07T

A M
2. abra

egy lemez — amelyet merevnek gondolunk —, mégpedig gy, hogy

BN||AM és BA | AM
legyen.

L. Adott Il-modell segitségével megszerkesztjiik bdrmely adott
y tdvolsdghoz tartozé I1(y) szoget. (Azt is feltessziik, hogy van
tetszOleges tavolsag atrakasara alkalmas megengedett rajzeszigziink).

B8

3. abra 4. 4bra

* Appendix 29. §.
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A szerkesztés a kovetkez6 — sztereometriai — meggondo-

lasb6él adodik. Legyenek AM, AB, AC paronként merblegesek egy-
masra, tovabbda MABN az adott II-modellal egybevagd AC=}y.
Az Appendix 7. §.-a szerint CBN sik CAM sikot ama CP egye-
nesben metszi, melyre nézve

CP|AM.

AM tetszbleges U pontjaban éllitsunk AM-re merdleges egyenest
a BAM sikban. Ha ennek az egyenesnek BAM szogtartomanyban

levo tetszOleges pontja X, akkor A X egy Y pontban metszi BN-et. ;
Minthogy UX és AB nem metszi egymast, UX a BN valamely V

pontjaban 1ép ki az ABY héaromszogbol. A C_ﬁ egyik tetszdleges

Es
pontja legyen S. AS a CU egyenesszakaszt C és U kozott, D-ben
metszi. Minthogy a BAS és CUV sik a CAM sikra merdleges
AB és UV egyeneshez illeszkedik, a CAM sikra merbleges egye-
nesben metszi egymast. Ez a metszésvonal BS és CV egyenes-
szakasz kozos E pontjat tartalmazza, vagyis éppen a DE egyenes.

A 3. és 4. abra egybevetésébdl mar tiistént értheté a 4. db-
ran bemutatott szerkesztés. A Il-modellal rajzolt B A-nak meghosz-
szabbitasara A-tol C-ig felrakjuk y tavolsidgot. Tetszélegesen va-

lasztjuk «AWI-en U-t és CU egyenesszakaszon D-t. A [Il-modellal
AM-re U-ban, CU-ra U-ban és D-ben, AD-re A-ban és D-ben
merblegest rajzolunk. Ezeken :

UV=UV;5; - DE=DE’  ABs=AB’

tavolsagatrakasokkal nyerjilk a V', E’, B’ pontokat (az E pontot
CV’ és a CU-ra D-ben merdleges egyenes metszéspontja szolgal-

tatta). Az 'S pont AD és BE’ kvzos pontja I1(y)-—=ACS< a
keresett szog.

I1. Adott I1-modell segitségével megszerkesztjiik bdrmely adott
 hegyesszighiz azt az y tdvolsdgot, amelyre nézve 11(y)= w.
A szerkesztés a kovetkezd — sztereometriai — meggondo-

lasokbdl adédik. Ha AC az M,AM, < felezbje és AB az M\AM,
sikra mer6leges, tovibba M,ABN, és M,ABN, az adott I1-model-
lal egybevago, akkor az M,AM, sik és és -N,BN, sik metszés-
vonala, a PQ egyenes az M,AM,<r mindkét szaraval parhuzamos
— az Appendix 7. §.-a szerint — és a konfiguracié szimmetrid-
jabol kovetkezéleg nyilvan merdleges AC-re. Az AC szogfelezé a
. PQ metszésvonalat egy S pontban metszi. Ha C az AS egyenes-
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szakaszon van, akkor C-ben AC-re mer6legesen allitott sik
- D,D,E,E, SACCHERI-féle négyszogben metszi a konfiguraciot. CF
e négyszog szimmetria tengelye.

Q

5. abra 6. abra

A 6. dbran bemutatott szerkesztés az 5. dbraval val6 egybe-

vetés alapjan tiistént érthetd. Az adott w szog AM, szardhoz ma-
soljuk a II-modellal egybevagd M,AB’'Ni-t. A masik szardn ugy
valasztunk egy C pontot, hogy a szirra merdlegesen allitott egye-
nes messe a masik szarat, valamely D, pontban. D,-t e merblege-
sen a CD,— CD, atrakéds szolgéltatja. D,-ben merélegest allitunk

o

AM,-re. Ennek metszenie kell B’N;-t valamely E; pontban. D;D;-re

merdlegest éllitunk D, és D,-ben. E mer6legesekre atrakjuk a

D, E; szakaszt, D-t8l E)-ig és D,-t0l Ej-ig terjedben. Az E,E;
—

egyenes az AC egyenest egy F”-pontban metszi. CD,-re — C-t6l
F*-ig terjedten — éatrakjuk a CF” szakaszt. Az AC-re A-ban
merblegest allitunk, s arra — A-t6l B*-ig terjedben — felmérjiik

az AB’ szakaszt. A B*F* egyenes AC-t egy S pontban metszi.
Az AS szakasz éppen az o szoghOz tartozo, keresett parhuza-
mossagi tavolsag.

Erdekes volna megvizsgdlni, hogy az adott IZI-modellal,
amelyet vonalzoként €és arra hasznalhatunk, hogy adott egyenesre
adott pontjdban merdlegest Aallitsunk, tovabba a koérzének pusztin
tavolsagatrakasra megengedett haszndlatdval milyen szerkesztési fel-
adatok oldhaték meg a hiperbolikus sikon.
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PELIEHUE JIBYX 3AJIAY IO MOCTPOEHUIO HA TMIEPBOJIMYECKOMN
IIJIOCKOCTH

&. Kaprecu

B nacrosimeit pa6ore aércs, mo CTEPEOMETPHYECKHM COOOparKeHHsIM,
KOHCTPYKLMSI JAHHOTO yrja MapajjielbHOCTH, COOTBECTBYIOILEro AAHHOMY pac-
CTOSIHMIO TNAPAJNeNbHOCTH, MM JIAHHOTO PACCTOSIHMSI NapajienbHOCTH, COOT-
BECTBYIOLIEr0 JaHHOMY yrily MapajuielbHOCTH, €CM JIaHbl PAaCCTOSIHUE M yroix
napauienbHOCTH, COOTBETCTBYIOLIME APYT ArYry.

THE SOLUTION OF TWO CONSTRUCTION. PROBLEMS IN THE
HYPERBOLIC PLANE

By F. KirtEeszi

This paper deals with the construction of the angle of parallelism cor-
responding to a given distance of parallelism as well as with the construction
of the distance of parallelism corresponding to a given angle of parallelism,
if there are given a fixed distance and a fixed angle of parallelism corresponding
to each other. The construction is based on a stereometric reasoning.



Szovjet eredmények az absztrakt algebra teriiletén*

Fuchs LAszrLo és SzerLe TiBor

1, §. Bevezetés

A szovjet matematikai életben az utols6 huszondt esztendd
alatt egy olyan absztrakt algebrai iskola alakult ki, amely szamos
vilaghiri matematikust kapcsol Ossze, s amelynek eredményeit
vilagszerte igen nagyra értékelik. Rendkiviil nagyjelent6ségii 1j
kutatasi iranyokat, szempontokat, modszereket és eszkozoket ko-
szonhet az absztrakt algebra legujabb fejlodése ennek az iskola-
nak, tovabba sok olyan nagy probléma megolddsat, amelyek azel6tt
csaknem reményteleniil nehéznek latszottak.

A szovjet absztrakt algebrai iskola kettés gyokérbol fejlodott-
ki: egyrészt O. Ju. SMIDT hires csoportelméleti szeminariumabol,
melyet a csoportelmélet e vildghirii miivel6je 1930-ban szervezett
meg a moszkvai egyetemen, masrészt V. A. TARTAKOVSZKI) kutatd
munkakozosségébol, amely a Smidt-féle szemindrium mintajara
keletkezett Leningradban. Ma mar nemcsak ebben a két nagy tudo-
manyos kOzpontban dolgoznak a szovjet algebrai iskola tagjai,
hanem szdmes mas szovjet egyetemen is. Az iskolanak negyvennél
tobb olyan tagja van, aki alapvett fontossdgu felfedezéssel gyara-
pitotta az absztrakt algebrat.

Ha kozelebbrdl megvizsgaljuk, hogyan fejlddhetett ki aranylag
ilyen rovid id6 alatt ez az extenzitisdban és kutaté munkajanak
intenzitdsdban egyarant oly kimagasld algebrai iskola, akkor sza-
mos tényezd koziil ki kell emelniink mint legfontosabb mozzana-
tokat egyrészt a szovjet matematikai élet mintaszerii megszerve-
zettségét, masrészt A. G. KUROS nagyhirii csoportelméleti konyvét.
Az elébbivel kapcsolatban ramutatunk arra az igen jol bevalt uji-
tasra, hogy a Szovjetuniéban idtnként egy-egy nagyobb terjedelmii
ismertetd cikk jelenik meg — tobbnyire az ,Uszpehi Matyematyi-
cseszkih Nauk“ cimfi folydiratban — a modern matematika vala-
melyik 4agar6l, amelyben egyik kival6 tudos osszefoglalja a legijabb

* A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat budapesti eldadoiilésén 1952.
mércius 29-én elhangzott el6adas.
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haladas eredményeit, kidomboritja azokat a szempontokat, amelyek
a szObanforg6é tudoméanyag mai fejlédésének irdnyat megszabjak,
és ismerteti a legmodernebb kutatisi modszereket, rdmutatva egy-
szersmind azokra a megoldatlan problémadkra is, amelyekkel valo
behatobb foglalkozdstol a jovObeli fejlédés véarhato. Az ilyen irdny-
mutatd cikkek igen nagy mértékben megkonnyitik a fiatal, kezdo
kutatok tajékozodasat, s tapasztalat szerint nagyon 6sztonzoéleg hat-
nak. — A madsik kiilonosen kiemelendd tényez6, amelynek igen
lényeges része van abban, hogy a szovjet algebrai iskola ilyen
magas szinvonalra emelkedhetett, KUrROs emlitett csoportelméleti
konyve. Ez a konyv azokbél az eléadasokbol fejlédott ki, amelye-
ket szerzdje rendszeresen tartott a moszkvai egyetemen, s a benne
feldolgozott anyag gazdag sokoldaliisaga és modernsége kovetkez-
tében ez a mil annyira kiemelkedik a modern csoportelméleti iro-
dalomban, hogy szamos mds nyelvre is leforditjak. A Magyar Tu-
domanyos Akadémia is lehetové tette ezt és mar folyamatban
van KUROS konyvének magyar nyelvre valé forditasa.

Altalanosan elismert tény, hogy a szovjet absztrakt algebrai
iskola mai legfébb irdnyitéja A. G. KUROS. Az iskola legtobb tagja
Kuros tanitvanya, akiket 6 vagy kozvetleniil személyesen, vagy
konyve és dolgozatai altal nevelt. Maga Kuros viszont az iskola
megalapitéjanak, O. Ju SmipTnek legkivalobb tanitvanya.

Kuros tobb helyen kinyilvanitotta, hogy megitélése szerint a
szovijet algebrai iskola a csoportelmélet terén érte el a legnagyobb
eredményeket Ugyanakkor azonban hangsiilyoznunk kell, hogy a
szovijet matematikusok az absztrakt algebra szédmos més agaban
is, igy pl. a gyfirielmélet, az algebrak elmélete, a Galois-elmélet
és a rendezett algebrai struktirdk elmélete terén is- értek el olyan
eredményeket, amelyek dont6é moédon befolydsoltak és elGsegitették
e tudomanyagak fejlodését. Mi az aldbbiakban el8szor a szovijet
matematikusok legnagyobb jelentdségii csoportelméleti eredményei-
r0l szamolunk be, majd ezt kovetden az absztrakt algebra egyéb
dgaiban elért szoviet eredményekr6l nytjtunk rovid tdjékoztatot
a rendelkezésiinkre &ll6. keretek kozott. Magdtol értetédik, hogy
beszamolonk sziikségképpen hézagos lesz, hiszen ha teljességre
torekednénk, akkor egy vastag kotetre terjedé anyagot kellene fel-
dolgoznunk. Beszdmolonkban nem térhetiink ki a topoldgikus al-
gebra terén elért nagy szovjet eredményekre, mert ezek ismertetése
egy egé.zen kilonallo elbadéds anyaga lehetne csupdn, tovabba nem
szolhatunk a Galois-elmélet ésa klasszikus -algebra teriiletén elért
tjabb szovjet eredményekrol sem a rendelkezésiinkre allo keretek
kozott.

Beszamolonkban 6rommel fogunk ramutatni azokra a pontokra,
ahol magyar matematikusok vizsgalatai kozvetlen kapcsolatban
vannak az ismertetend® nevezetes szovjet eredményekkel.
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2 §. A véges csoportok elmélete

O. Ju. SMIDT és legelsé tanitvanyai a moszkvai csoportelmé-
leti szeminariumban eleinte leginkabb a véges csoportok elméleté-
vel foglalkoztak, és ezen a teriileten értek el nagyjelentdségii ered-
ményeket. Azonban a szovjet csoportelméleti kutatdsok stlypontja
csakhamar attolddott a végtelen csoportok elméletére, s ott hozta
a legértékesebb, a szovjet iskolara legjellemz6bb eredményeket.
Ezért mi is a véges csoportok elméletével kezdjiik ismertetésiinket,
de ezen a teriileten csupdn néhdny szemelvényre szoritkozunk a
legfontosabb eredmények koziil, és nagyobb részletességgel inkabb
a végtelen csoportok elméletének fejlodését fogjuk targyalni.

Nevezetes eredmények fiiz6dnek a szovjet kutatok nevéhez a
véges csoportok feloldhatésdgdra vonatkozé Kkritériumok korébol.
Ilyen pl. O. Ju. SMIDT egyik tétele, mely szerint a csupa nilpotens
valodi alcsoportokkal bird véges csoport mindig feloldhatd. Ez az
eredmény alkotja ama vizsgalatok alapjat, amelyek az Osszes ilyen
csoport meghatarozasara iranyultak, s amelyek éppen a legutobbi
évek soran vezettek teljes sikerre. GOLFAND szovjet matematikus
tudta el0szor megadni az Osszes ilyen csoportot. Majdnem egy-
idejiileg, GOLFANDtO! fiiggetleniil, mas tton REDEI LASzZLO is meg-
oldotta ezt a problémat. REDEI moOdszere a ferde szorzatnak altala
bevezetett fogalmara van alapitva, és mellékeredményképpen meg-
adja az Osszes olyan~ véges csoportot is, amelynek valamennyi
maximalis alcsoportja Sylow-csoport.

Ugyanebbe a targykorbe tartozik Sz. A. CSUNYIHIN kovetkezd
fontos és szdmos alkalmazasban szerepld tétele: egy n-edrendii
csoport mindig feloldhatd, ha n minden olyan d osztéjahoz tartal-

5 : s
maz d rendii alcsoportot, amely relativ prim —d—-hez.

. Végiil nevezetes szovjet eredmények egész sora keletkezett
O. Ju. SmipT és tanitvanyai tobb-mint két évtizeden &t folytatott
ama vizsgalataibol, amelyek REMAK tételéb6l indultak ki, s egy
adott csoport direkt felbontdsainak izomorfizmusaira vonatkoznak.
Ezek az eredmények mar atvezetnek a végtelen csoportok elmé-
letébe, és SmipT mellett f6ként Kuros, GoLoviN; GRAJEV, valamint
még tobb egészen fiatal matematikus nevéhez fiiz6dnek.

3. §. Végtelen Abel-féle cs‘oportok

A végtelen Abel-féle csoportok szerkezetének feltdrasara vonat-
koz6 vizsgalatokban A. G Kurosnak és tanitvanyainak — ezek
kozott mindenekel6tt L. JA. KuLikovnak — a legutdbbi két évtized
alatt olyan alapveté fontossdgu eredményeket sikeriilt elérniok,
amelyek egészen uj utakat és azel6tt nem is remélt tavlatokat nyi-

-
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tottak meg ebben a problémakdrben. A szovjet iskola eredményeit
megel6z6en harom matematikus ért el fontos eredményeket a vég-
telen Abel-féle csoportok elméletében: H. PRUFER, sajnos igen
fiatalon elhunyt német matematikus, aki harom alapvet6 fontossagu
dolgozataval a tulajdonképpeni meginditéjava valt a végtelen cso-
portok szerkezetének feltarasdra vonatkozo vizsgédlatoknak, tovabba
H.ULm és R. BAER. Ennek a német iskoldnak egyik legnevezete-
sebb eredménye az Ulm-féle struktura-tétel, amely PRUFER egyik
nagy eredményére tdmaszkodva teljesen leirja az Osszes megszam-
lalhato Abel-féle torzidecsoport® szerkezetét, invariansok rendszerével
jellemezve e csoportokat. Ezzel a rendkiviil szép és nagy ered-
ménnyel azonban ezek a vizsgédlatok egyszersmind meg is sza-
kadtak, mert maga ULM és BAER mutatta meg el6szor kontinuum
szamossagli csoportok ellenpéldajaval, hogy az emlitett strukttira-
tétel nem vihet at tetszbleges szdmossagu csoportokra. A fejlodés
Gj utjait szovjet matematikusok taldltdk meg.

A szovjet kutatok érdeklddése nevezetes okokbol fordult a
végtelen Abel-féle csoportok felé. 1932-ben ugyanis L.Sz. PONTRJAGIN
vilagraszold felfedezése, az 1. n. dualitdsi tétel, kozvetlen kapcso-
latot teremtett az absztrakt csoportok €s a topologikus csoportok
elmélete kozott, dontd jelentdségii j irdnyu fordulatot adva ezzel
az egész topologia modern fejlodésének. Ilyen irdnyt kutatasai altal
maga PONTRJAGIN is nagy lépésekkel vitte elére az absztrakt vég-
telen Abel-féle csoportok elméletét, bar nala ezek az eredmények
csupan nagyfontossdgti topologiai tételek melléktermékeiként adod-
tak. PonTRjaGINnak két igen nevezetes, tisztdn csoportelméleti
tételét emlitjiikk e helyen. Az egyik azt mondja ki, hogy egy meg-
szamlalhato torziomentes Abel-féle csoport akkor és csak akkor
bonthat6 fel ciklikus alcsoportok direkt szorzatdra, ha ez a kove-
telmény a csoport barmely wvéges ranga alcsoportjara teljesiil.”
PONTRJAGIN madsik igen nevezetes absztrakt csoportelméleti vonat- |
kozast eredménye direkt felbonthatatlan masodrangt torziomentes
Abel-féle csoportok létezésének bebizonyitisa. PONTRJAGIN eme
hires példajaban talalhaté meg a kiindulé pontja azoknak a vizs-
galatoknak, amelyek sordn A. G. KUROS és A. I. MALCEV szovjet
matematikusok kidolgoztdk a véges rangt torziomentes Abel-féle
csoportok teljes elmeletét.

A megszamldlhaténdl magasabb szdmossagi Abel-csoportok
szerkezetének Kkivizsgalasara szolgdlo €s hosszii idon at teljesen
hidnyz6 modszerek felkutatdisa Kuros egyik legtehetségesebb
tanitvdnyanak, L. JA. KuLikovnak munkdssagaval kezdédik. KULIKOV

1 Torzidcsoportnak az olyan csoportot nevezziik, amelyben barmely elem
véges rendii.

2 Torzidmentes az olyan csoport, amely az egységelemen kiviil nem
tartalmaz mas véges rendii elemet.
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elsé nagyfontossagu eredménye sziikséges és elegendé feltételt ad
meg arra, hogy egy tetszOleges szamossiagli Abel-féle p-csoport
ciklikus csoportok direkt szorzata legyen. Ezzel az eredményével
KuLIKOV egészen 1ij utat nyitott meg a végtelen Abel-féle csopor-
tok szerkezetére vonatkozo kutatdsok szdmara abban az iranyban,
amelyben a fentebb emlitett Ulm-féle vizsgalatok elakadtak. KULIKOV
emez eredményét legujabban J. DIEUDONNE francia, tovibba KER-
TESZ ANDOR ¢s FuCHs LAszLO magyar kutatok dltaldnositottak.
FucHs LAszLO eredménye ciklikus csoportok direkt szorzatara valo
felbonthatosdg kritériumét tartalmazza teljesen tetszéleges Abel-féle
csoportokra, mig KERTESZ ANDOR eredménye olyan Kkritériumot
tartalmaz, amely tetsz6leges Abel-féle torzidesoportok feljes felbont-
hatosdgdra (azaz direkt felbonthatatlan csoportok direkt szorzata-
ként valo eldéllithatosagéra) vonatkozik. KuLikov eredményének és
modszerének nagy jelentéségét domboritjia ki az is, hogy ilyen
nagy mértékben és tobbféle iranyban déltaldnosithaténak bizonyult.
— Ezzel az eredményével szoros kapcsolatban van KuLikovnak
egy masik igen szép eredménye, amely azt mondja ki, hogy cik-
likus csoportok direkt szorzatara bonthatd csoport barmely alcso-
portja is ilyen tulajdonsdgt. KuLikov el6tt ez a tétel hosszabb
ideig sejtésként szerepelt.

Igen nagyfontossagi tij eredményeket értek el a szovjet ku-
tatok az Osszes direkt felbonthatatlan Abel-féle csoportok megha-
tarozasanak nagy problémdja tekintetében is. Ilyen vonatkozdsban
a szovjet iskola eredményeit megeldz6en R. BAER kovetkezd tétele
volt a legmesszebbmend eredmény, amelyet BAER az emlitett Ulm-
féle struktira-tétel felhaszndldsaval és csak megszamldlhato cso-
portokra szoritkozva igazolt: a ciklikus p-csoportokkal és a (p”)
tipust csoporttal ki vannak meritve az Osszes megszamlalhat6
direkt felbonthatatlan Abel-féle torzidcsoportok.? KuLikovnak sike-
riilt megmutatnia, hogy ez az eredmény akkor is igaz, ha nem
szoritkozunk. megszamldlhato csoportokra, s kiemelend6, hogy
KuLikov ezt a sokkal dltalanosabb tételt joval egyszeriibb tton,
t. i. az Ulm-féle struktura-tétel alkalmazdsa nélkiil nyeri. Ugyan-
csak KuLikov bizonyitotta be elészor azt is, hogy vegyes Abel-
féle csoport mindig felbonthaté két valodi alcsoportjanak direkt
szorzatdra.! Ez az eredmény nem értelmezendd tigy, hogy barmely
vegyes Abel-féle csoport egy torziocsoport és egy torziomentes cso-
port direkt szorzatira volna bonthatd. Egy vegyes csoportban
ugyanis a véges rendii elemekbdl allo torziocsoport nem mindig

3 ProrFer nyoman (p*) tipusiinak az olyan csoportot nevezziik, amely
izomorf az Osszes p-edik, p2-edik, p3-edik, ... komplex egységgyokok multipli-
kativ csoportjaval. Itt p tetszéleges rogzitett torzsszamot jelent. g .

4 Vegyes csoportnak az olyan csoportot nevezziik, amely nem torzio—
csoport, de nem is torzidmentes csoport.
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direkt faktora az egész csoportnak. FOMIN szovjet matematikus
adott meg egy elegendd feltételt arra, hogy vegyes csoport torzio-
csopdrtja direkt faktor legyen. Fomin tétele azt mondja ki, hogy
ha egy vegyes csoport véges rendii elemei kozott van maximalis
rendii elem, akkor a csoport torzibesoportja direkt faktor. — Végiil
ezekhez az eredményekhez kapcsolodik Kuros kovetkezo tétele is:
ha a tetszoleges G Abel-féle csoport alcsoportjainak barmely fogyo
lanca véges szamu alcsoportot tartalmaz, akkor G el6allithato véges
szamu olyan csoport direkt szorzataként, amelyek barmelyike ciklikus
p-csoport, vagy (p”) tipust csoport. Megemlitjiik e nagyfontossagu
szovjet eredményekkel kapcsolatban még azt, hogy leguijabban SZELE
Tisornak sikeriilt nyernie egy olyan tételt, amely szamos csoport-
elméleti tételt kozvetlen korollariumként foglal ‘magdban, igy pl. a
jelen bekezdésben szereplé Osszes eredményt is. SZELE emez ered-
ménye igy hangzik: egy tetszbleges (; Abel-féle csoport valamely
r rendii C ciklikus alcsoportja akkor és csak akkor direkt faktora
G-nek, ha G egyetlen elemének az egységelemtdl kiilonboz6 r-edik
hatvanya sem fekszik C-ben.

Az emlitetteken kiviil. még nagyon sok, egészen mds irdnyt
szovjet kutatasi eredményrdl is beszamolhatndnk a végtelen Abel-
féle csoportokkal kapcsolatban, de azt hissziik, hogy a fentiek is
vildgosan mutatjik, milyen nagyjelentbségii fordulatot adott a mate-
matika emez 4dgdnak a szovjet algebrai iskola.

4. §. A nem-kommutativ végtelen csoportok elmélete

Ez természetszer(ileg® a csoportelmélet legnehezebb probléma- .
kore, de a szovjet iskoldnak ebben is sikeriilt szamos alapvet6
fontossagu felfedezést tennie. Ezek a szovjet vizsgalatok két féirany-
ban folytak és vannak jelenleg is folyamatban. Az egyik irany
tetszoleges csoportok szabad szorzatainak vizsgdlata, a masik a
torzidcsoportok szerkezetének kutatdsa.

Kuros bebizonyitotta, hogy csoportok szabad szorzatinak
barmely alcsoportja is mindig szabad szorzat, tovabba, hogy egy adott
csoport két irreducibilis felbontasa szabad szorzatra mindig izomorf
egymassal. Ugyancsak Kurosnak sikeriilt nevezetes eredményeket
elérnie az olyan csoportok szerkezetének feltirdsiban, amelyeket
lokdlisan szabad csoportoknak nevezett, azaz amelyekben az elemek
barmely véges rendszere benne van a csoport egy szabad alcso=
portjdban. — A szabad szorzatok automorfizmusait messzemenden
sikeriilt kivizsgalnia O. N. GoroviN, L. E. Szapovszki) és D. L
Fuksz-RaBINOvVICS szovjet matematikusoknak.

A nem-kommutativ torziécsoportok szerkezetének vizsgalaté-
ban szintén szamos szovjet kutatd ért el alapvetd fontossagu ered-
ményeket. A legjelentésebb eredmények ezen a téren A. G. KUrostol

7 Matematikai Lapok
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és Sz. N. CsERNYIKOVtOl szdrmaznak. KUROS megmutatta, hogy van
olyan végtelen p-csoport, amely centrum-nélkiili. Ez igen fontos
felfedezés volt, mert a véges csoportok analdgidjara azeltt sokan
ennek az ellenkez6jét sejtették. — CSERNYIKOV szdmos dolgozata-
ban foglalkozik a végtelen csoportok egyik legfontosabb probléma-
javal,a Burnside-féle sejtéssel, amely gy szol, hogy barmely torziécso-
port lokdlisan véges, azaz véges szamu eleme mindig benne vana csoport
egy véges alcsoportjaban. CSERNYIKOV e sejtés bizonyitdsdhoz oly-
modon kozeledik, hogy a csoportok egyre nagyobb korére igazolja
azt. CSERNYIKOV ilyen irdnyt vizsgalatainak koszonhetd egyebek
kozott az olyan torzidesoportok szerkezetének teljes meghatarozdsa,
amelyekben érvényes a minimum-kovetelmény az alcsoportokra -
nézve, €s amelyekben barmely valodi alcsoport kiilonbozik a nor-
malizitoratél. CSERNYIKOV bebizonyitotta, hogy az ilyen csoport
mindig p-csoportok direkt szorzata, megszamlalhato és lokalisan
véges, tovabba mindig elddllithatd (p*) tipusti csoportok direkt
szorzatdnak véges csoporttal valo Schreier-féle bovitéseként. —
A. P. DicMAN bebizonyitotta, hogy BURNSIDE sejtése érvényes min-
den olyan torziécsoportra, amelyben béarmely elemnek véges szamu
konjugaltja van.

Végiil megemlitjiik Ju. G. Fjoporov 1951-b6l valo kovetkezd
igen szép eredményét, amellyel igazolast nyert egy O. Ju. SMIDT
altal tobb évtizeddel ezel6tt kimondott sejtés: ha egy végtelen
csoport barmely, egynél tobbelemii alcsoportja véges indexii, akkor
a csoport ciklikus. Ezt a tételt Fjoporov mély eszkozokkel, egyebek
kozott O. Ju. SmiDT 2. §-ban emlitett tételének felhasznalasaval
bizonyitja. Orommel emlithetjilk, hogy FJopOROV tételére mas tton,
egészen egyszerii eszkdzokkel ErRDOS JENG III. éves egyetemi hall-
gaténak sikeriilt legtijabban 1j bizonyitast talalni.

5. 8. Részben rendezett csoportok

Miként mar emlitettiik, a szovjet algebristidk kutatdsainak stly-
pontja kétségteleniil a csoportelméleti kérdések vizsgalata, e mellett
azonban igen szép szammal értek el alapvetden fontos s jelentés
eredményeket az absztrakt algebra legkiilonfélébb teriiletein is. Az
e teriileteken elért fontosabb szovjet eredmények ismertetését a ren-
dezett csoportok elméletébe vago kutatisokrol szold beszdmoloval
kezdjiik.

‘Egy G csoportot akkor mondunk részben rendezettnek, ha
bizonyos elempérjaira értelmezve van egy = relacié a kovetkezo
tulajdonsagokkal : 1. reflexiv: a = a; 2. antiszimmetrikus: haa = b
és b=a, akkor a==>b; 3. tranzitiv: ha a=b és b=¢c, akkor
a=c; 4. homogén: ha a = b, akkor ac = bc és ca = cb minden
c elemre. Ha barmely két aq,b elemre a=0b vagy b=a egyike
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€rvényes, akkor a rendezést teljesnek mondjuk, a csoportot magat
pedig rendezett csoportnak.

Els6éizben L. V. KANTOROVICS foglalkozott részben rendezett
csoportokkal az altaldnos terekkel kapcsolatos vizsgélatai soran,
majd G. BIRKHOFF amerikai matematikus kidolgozta az olyan rész-
ben rendezett csoportok elméletét, amelyek egyszersmind halok® is
a rendezési relaciora vonatkozoan, azaz barmely két elemnek létezik
legkisebb majordnsa és (ami csoportokndl maér ennek kovetkez-
ménye) legnagyobb minordnsa. BIRKHOFF eredményeit lényegesen
altalanositotta E. P. SImBIRJOVA olyan részben rendezett csoportokra,
amelyek ugyan nem haldk, de birnak az . n. Moore—Smith-féle
tulajdonsaggal, azaz barmely két elemiiknek van legalabb egy
majoransa €s minoransa (anélkiil, hogy ezek kozott legkisebb, ill.
legnagyobb sziikségképpen léteznék). SIMBIRJOVA megadta annak
feltételét is, hogy egy absztrakt csoport a rendezés alkalmas defi-
nialasaval Moore—Smith-féle tulajdonsagti részben rendezett cso-
portta, ill. teljesen rendezett csoporita tehetd legyen. Feltételt adott
arra is, hogy egy részben rendezett csoport rendezett csoportok
direkt szorzatdba bedgyazhat6 legyen, altalanositva ezzel A. H.
CLIFFORDnak az Abel-féle esetre vonatkozé régebbi eredményeit.
BirkHOFFnak egy madsik eredményét tovabbfejlesztve, SimBirRjOVA
kimutatta, hogy egy Moore—Smith-féle tulajdonsdggal rendelkezo
részben rendezett csoportnak barmely két direki felbontdsa izomorf
felbontasokka finomithato. ;

Legtjabban A. I. MALCEV nyert értékes eredményeket a rende-
zett csoportok elméletében. Egyik dolgozatdban a konvex alcso-
portok tulajdonségait vizsgdlja, egy masikban pedig a kovetkezd
érdekes tételt bizonyitotta be: egy G rendezett csoportnak egy F
test feletti csoportalgebraja mindig bedgyazhaté egy B divizios
algebraba. Sot, ha F is rendezett, akkor B is rendezhet) olyképpen,
hogy az eredeti rendezések a G csoportban és az F testben meg-
maradjanak.

A rendezett csoportokkal kapcsolatosan végiil hadd emlitsiik
meg A. A. VINoGrADOVnak azon fontos eredményét, hogy két ren-
dezett csoport szabad szorzata mindig rendezheté azon kikotés
mellett is, hogy az eredeti csoportok rendezése megmaradjon.

6. §. A csoport fogalmanak altalanositasai

Térjiink most at néhany olyan eredmény ismertetésére, ame-
- lyeket a csoportok kiilonféle altalanositdsa terén értek el a szovjet
kutatok. Ezek az eredmények olyan algebrai struktiurdkra vonatkoz-

5 A Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai Bizottsaganak hatarozata
alapjan hdlonak mondjuk az angol latftice-nek megfeleld fogalmat.

T*
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nak, amelyekben bizonyos tulajdonsdgokkal felruhdzott operaci6é
van értelmezve. Az ilyen rendszerek sziikségességét az a jelentékeny
szamu fontos példa teszi indokolttd, amelyek a matematika szamos
agaban felbukkannak. E rendszerek a csoportokbdl gy szarmaztat-
haték, hogy a csoportaxiomak koziil egyet vagy tobbet elvetiink,
és ezeket esetleg helyettesitjiik gyengébb kovetelményekkel.

A csoport fogalmanak altalanositidsai koziil a legfontosabb a
félcsoport, amely egyszersmind a legegyszeriibb is. Félcsoportnak
(vagy asszociativ rendszernek) neveziink olyan algebrai struktarét,
amelyben egy asszociativ, egyértelmiien végrehajthatd operéci6 van
értelmezve. A csoportaxiomak koziil tehat egyszeriien elhagytuk az
egységelem ¢s az inverzelem létezését posztuldldo axiomdkat, de
_ ujabb kovetelményt nem tamasztottunk.

Véges félcsoportokra az els6 struktira-vizsgalatok A. K. Szus-
KEVICStOl valok. Szuskevics kimutatta, hogy minden .véges félcso-
portnak van olyan egyérteimiien meghatarozott részfélcsoportja,
amelyet 6 magnak nevezett el s amely diszjunkt izomorf csoportok
egyesitési halmaza (e csoportoknak még az egységelemiik is kiilon-
boz6!). SZUSKEVICS ezen vizsgalatai szolgdltattdk az alapot CLIFFURD,
ST. SCHWARZ és masok, koztiik FucHs LAszLO egyes kutatisaihoz.

A c¢soportfogalom éltalanositasainak vizsgalataindl a kutatok-
nak az a természetes torekvése figyelhetdé meg, hogy a csoport-
elmélet klasszikus tételeit ezen dltalanosabb strukttrakra megfelel6
forméaban atvigyék. llyen célt kovetve, Szuskevics egyik dolgozata-
ban azt vizsgalta, hogy mi felel meg a félcsoportokndl a véges
. csoportokra vonatkozo nevezetes Cayley-féle tételnek, amely szerint

.minden véges csoport izomorf egy permutdciocsoporttal. Pontosab-
ban: e tétel azt mondja ki, hogy barmely n-edrendii G véges cso-
port elemeihez hozzérendelhetd egy-egy

(1 S e n)-
il ig e _in

permutacio (i, i, ..., i, az 1, 2, ..., n szdmoknak valamely permu-
taciojat jeloli) olyképpen, hogy a G csoport elemei szorzdsanak
e permutdciok szorzdsa feleljen meg. SzUSKEvics teljesen meg-
oldotta az analég problémat egységelemmel bird véges félcsopor-
tokra, kimutatva, hogy ezekre egy teljesen hasonlo tétel 4ll, a
valtozds csupan annyi, hogy most az alulallé i, i, ..., i, szdmok
nem lesznek feltétleniil kiilonbozOk. Tehdt minden egységelemes,
véges félcsoport izomorf ilyen Altaldnositott szubsztiticiokbol allo. .
félcsoporttal.

A félcsoportoknak nevezetes osztalyat alkotjdk az 1. n. regu-
laris félcsoportok, azaz olyan félcsoportok, amelyekben érvényes
az egyszeriisitési szabdly: ab=ac vagy ba = ca fennallasabol
(tetszbleges a elemre) b= c kovetkezik. Az ilyen félcsoportok mar



101

igen kozel allanak a csoportokhoz, olyannyira, hogy a véges eset-
ben ezek mar csoportok lesznek. A végtelen esetben azonban nem
mindig (pl. a nem-negativ egészek additiv félcsoportja). Ezekre
viszont érvényes az a kozismert tény, hogy a kommutativ esetben
mindig bedgyazhatok egy csoportba. Ezen csoport konstrukcioja
tokéletesen ugyanugy torténik, mint ahogy a racionélis egészeket
szokas bevezetni pozitiv egészekbOl allo szampdrok segitségével.
A nem-kommutativ esetben azonban a bedgyazis lehetésége sokdig
nyilt probléma volt. Ugyanigy megoldatlan volt VAN DER WAERDEN-
nek az a nevezetes problémdja is, hogy vajjon bedgyazhato-e min-
den nullosztomentes nem-kommutativ gyiirii egy ferdetestbe, miként
ez megvaldsithatd a kommutativ esetben: integritdsi tartomanynak
mindig létezik kvociensteste. E két alapvetd jelentdségli kérdést
egycsapasra elintézte A.l MALCEv, aki igen szép példat adott
csoportba be nem agyazhaté nem-kommutativ regularis félcsoportra,
majd erre timaszkodva, egy példat ferdetestbe be nem dgyazhaté null-
osztobmentes gyfirire. Félcsoport-példdja a kovetkezd szellemes
észrevételen alapszik: ha egy csoportban bizonyos nyolc elemre :
a,b,c d xy, u v-re fennall a kovetkez6 harom egyenldség :

ax="by;> cx=dy, ~aut="0v,

akkor fenn kell allni a
L, =0

egyenldségnek is, hiszen a masodik egyenloség az els6bdl ca'-gyel
valo szorzas utjan jon létre, s ugyanigy kell adodni a negyedik
egyenloségnek a harmadikbol. Ha tehat sikeriil taldlni olyan regu-
laris félcsoportot, amelyben az els6 harom egyenlOség fennall ugyan
bizonyos elemekre, de a negyedik nem, akkor e félcsoport biztosan
nem agyazhatdé be egyetlen csoportba sem. MALCEV konstruél ilyen
reguldris félcsoportot, majd kimutatja, hogy ezen félcsoportnak
raciondlis egyiitthatokkal képzett félcsoportgyfiiriije nullosztomentes,
s mivel a félcsoport maga nem dgyazhaté be csoportba, e gyifiri
sem agyazhatd be ferdetestbe.

MALCEV tobb dolgozatéban foglalkozott a regularis félcsopor-
toknak csoportba vald bedgyazhatésaganak sziikséges és elégséges
feltételével ¢és sikeriilt attekintést adnia mindazon nem-izomorf
csoportokrdl,. amelyekbe egy adott félcsoport minimalisan beagyaz-
hatd (tehat egyetlen valodi alcsoportjukba sem é4gyazhatd be).

Kommutativ és regularis félcsoportokra igen fontos példa egy
integritasi tartomany nem-zérus elemeinek multiplikativ félcsoportja.
I. V. ARNOLD jutott arra a gondolatra, hogy félcsoportokban is be-
vezetve az ideal fogalmat, a klasszikus elméletet ezekre is atvigye.
ARNOLD foeredménye a kovetkezd : amennyiben az idedloknak véges
bazisuk van, egy kommutativ és regularis félcsoport mindig kiter-

-
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jeszthet6 olyan félcsoportta, amelynek minden eleme egyértelmiien
faktorizalhat6 primelemek szorzatdra, és ezen kiterjesztés — ha
minimélis — izomorfizmustdl eltekintve megegyezik a félcsoport
idedljainak félcsoportjaval.

Tobb szovjet matematikus foglalkozott a csoportok masfajta
altalanositasaval és e téren is szamos szép eredmény sziiletett. Tul
messze vezetne azonban, ha ezeket itt bévebben akarnok ismer-
tetni. Mindossze A. K. Szuskevicsnek azon, tobbek érdeklodésére
szamot tart6 vizsgéalatainak eredményérol tesziink emlitést, amelyek-
ben olyan véges nem-asszociativ rendszereket tekintett, ahol a
csoportaxiomak érvényesek, csupan az asszociativitis helyett a
kovetkezd, gyengébb tulajdonsdgot kovetelte meg :

(xa) b = xc,

ahol ¢ csak az a-tol és a b-t6l fiigg, x-tol fiiggetlen. Nyilvanvald,
hogy amennyiben ¢ = ab, éppen az asszociativ torvényt kapjuk.
Ilyen rendszer konnyen szdrmaztathato minden csoportbdl; ha t. i.
vessziik a csoport elemeinek valamely permutdciéjat: a — a’, amely
az egységelemet fixen hagyja és ha a ponttal jelolendd csoport-
miivelet helyett az xa — x-a’ 4j miiveletet vezetjiik be, akkor

(xa)b=(x-a")-0' =x-(a’-b') = x-c’ = xc,

ahol ¢’ =a’-b’, és igy c valéban csak az a-t6l és a b-t6l fog
fiiggni. Szuskevics foeredménye az, hogy ez mar az altalanos kon-
strukcio, azaz a mondott tulajdonsdgokkal rendelkez6 akarmilyen
rendszerhez mindenkor taldlhaté olyan véges csoport, amelybdl az
a bemutatott modon jon létre.

7. §. Gyitirik és algebrak

Szovjet kutatoknak gyfiriikre és algebrakra vonatkozo szamos
jelentés eredménye koziil hadd emlitsiik meg eldszor A. I. Uzkov
figyelemremélto tételeit. Bizonyos integritdsi tartomdnyokra (neve-
zetesen azokra, amelyek maximum-feltételnek tesznek eleget és
integralisan zartak kvocienstestiikben) VAN DER WAERDEN érdekes
idedlelméletet allitott fel, amelynek azutin E. ARTIN igen elegdns
fogalmazasat adta. Az A és B idedlokat ekvivalensnek nevezi, ha

A= /1“1, ahol A a kvocienstest mindazon x elemeinek a halma-
zat jelenti, amelyekre xa egész (azaz a gyiiriiben van) minden
a€A-ra. VAN DER WAERDEN bebizonyitotta, hogy minden ideal
ekvivalens primidedlok szorzatdval és ez a felbontds ekvivalenciatol
eltekintve egyértelmii. Uzkov ehhez . kapcsolddva bebizonyitotta,
hogy a van der Waerden-féle ekvivalencia az idedlokra definidlhaté
egyetlen olyan ekvivalencia-fogalom, amelyre igaz a primosztalyok
szorzatdra valo felbontds egyértelmiisége.
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Uzkovnak jelentés eredményei vannak a nem-kommutativ
- gyliriik idedlelméletében is. Sziikséges és elégséges feltételt talalt
arra, hogy mikor bonthatdk fel a kétoldali, ill. az egyoldali idealok
egyértelmiien primidedlok szorzatira. Ezek a tételek tartalmazzik
a klasszikus Noether-féle eredményeket, valamint a végesranga fél-
egyszerii algebrak ideadlelméletét is. Uzkov eredményeit megkapta
részben K. AsSANO japan és F. KIOKEMEISTER német kutato is.

Uzkovnak sikeriilt altalanositania kommutativ gytiriik kvoci-
ensgyiriijének a fogalmat is, amelynek addig ismert legaltalanosabb
definiciojat C. CHEVALLEY francia matematikus adta, de csak a
maximum-feltételnek eleget tevo gyiirik esetére. Evidens, hogy null-
osztokat is tartalmazd gyiirtinek nem létezhet kvociensteste, hiszen
ha nullosztok is keriilnének a tortek nevezlibe, akkor az egyes
miiveletek elvégzése sordn el6fordulhatna, hogy eredményiil egy O
nevezdjii tortet kapunk. Ezért nullosztokat is tartalmazé gyfiriik
esetében az 1. n. kvociensgyiriit szokas értelmezni; ez olyan gyiir,
amelyben ugyan az adott gyfirli nem minden nem-zérus elemének,
de minden reguldris (tehat nem-nullosztd) elemének mar van
inverze.® Ez a kvociensgyiirii igen alkalmasnak mutatkozott az
eredeti gyiirii bizonyos tulajdonsagainak kivizsgalasara. A kvociens-
gytirtiben val6 vizsgéalatokat az a koriilmény teszi elég egyszeriive,
hogy benne csupan kétféle tipusti elem van: nulloszté vagy egység.
A kvociensgyfirfi képzése az adott gyiiriib6l hasonld6 moédon torté-
nik, mint a kvocienstest konstrudldsa integritdsi tartomany esetén,
az egyetlen kiilonbség csupan az, hogy most a nevezObe nem
keriilnet nulloszté. Uzkov — CHEVALLEYt kovetve — az R gyfir(i
bizonyos elemeib6! 4llé olyan § multiplikativ félcsoportot tekint,
amelyr6l csak azt teszi fel, hogy a gyfirii zéruselemét nem tartal-
mazza, és megengedi az S barmely elemét is nevezOként. Ezek
szerint S tartalmazhat ugyan nullosztokat, de konjugélt nulloszto-
kat nem, s igy a miiveletek elvégzése soran. nem fordulhat eld,
hogy egy tort nevezéje O legyen. Ilyen S félcsoport természetesen
tobb is akadhat. Uzkov az S-re vonatkozo kvociensgyfiriit az (r, s)
elemparokkal vezeti be (réR, s€S). Ezen elemparokra az egyenl6-
séget igy értelmezi: (ri, $;) = (12, $2), ha 18,8 = rys,s valanilyen
s€S-re. A miiveletek a szokasos modon definidlhaték. Belathatd,
hogy az (rs,s) elemparok és R-nek r elemei kozt izomorfizmus
all fenn. A kvociensgyiiri struktardjabol értékes kovetkezmények
vonhatdk le az eredeti gyfirii szerkezetére vonatkozoan.

A nem-kommutativ gyiirik elméletében a radikéllal kapcsolatos
vizsgalatok terén szinte egész szovjet iskola van most kialakuloban.
A gyiiriikre és végesrangl algebrakra vonatkozo klasszikus Wed-

6 Pl a valés elemii n-edrendii négyzetes matrixok ilyen tulajdonsagu
gyiiriit alkotnak: minden nem-zérusoszté6 matrixnak van inverze.



104

derburn—Artin-féle struktara-tételek radikdlmentes gyiiriikre vonat-
koznak, és ezért a radikal megfelel definicidja elsérendii fontossagi
a gyfirlik és az algebrak elméletében. Minimum-feltétel fennallasa
esetén a radikalt agy szokas értelmezni, mint azt a legnagyobb
baloldali idealt, amelynek minden eleme nilpotens (vagy maga az
ideal nilpotens), azaz valamelyik hatvdnya zérus. Ez a definicio
azonban nem bizonyult alkalmasnak minimum-feltételnek eleget nem
tevé gyiiriikre és végtelenrangt algebrak (hiperkomplex rendszerek)
asetére, mivel nem szolgaltatnak strukttra-tételt. Altalanosabb radikal-
definiciot hasznalt I. M. GELFAND a normalt gyiirikkel kapcsolatos -
vizsgalataindl, amelyek nagy horderejiicknek bizonyultak szamos
kutatdsndl. A ,norma“ lényegileg az abszolut érték fogalmanak
megfeleldje : oly nem-negativ valés szam, amely az abszolit értékkel
analog tulajdonsagokkal bir, pusztin a szorzatra vonatkozé egyen-
16ség helyett az ||ab|| = ||a|| ||b]| egyenlbtlenségnek kell teljesiilnie
(az egyenl6ségjel fennallasa tobbek kozt maga utdn vonnd azt,
hogy nincs a gyfiriiben  nulloszté, ami igen er6s megszoritast
jelentene €s sok fontos esetben alkalmazhatatlanna tenné a GELFAND
altal felallitott elméletet). GELFAND a kommutativ esetben bevezeti
az altalanositott nilpotens elem fogalmat: @ altalanositott nilpotens
elem, ha
lim ||@"||'"»=0.

(GELFAND nagyijelentdségii vizsgalatainak ismertetésére itt természe-
tesen nem térhetiink ki.) A Gelfand-féle radikdlnak megfeleld
fogalmat N. JacoBSON amerikai matematikusnak sikeriilt megalkotnia
tetszoleges gyifiriikre. Az 6 radikal-fogalma a kvazi-regularis elem
fogalmara épiil: a jobb kvézi-regularis elem, ha a gyfirlinek van
olyan b eleme, amelyre : '

a-+b+ab=0.

A Jacobson-radikdl marmost az a maximalis ideal, amely csupa
jobb kvazi-regularis elembdl all. :

Az ehhez kapcsolédd szovijet vizsgélatok meginditdsa V. A.
ANDRUNAKIJEVICS nevéhez fiiz6dik. A gyiiriibeli szorzds helyett
bevezeti az. adjungalt szorzas fogalmat:

aob—=a-+b—ab.
Eziltal az egységelem és a zérus szerepét felcseréli:
ao0=00a=a és aol=1loa=1,

majd a radikélt mint azon legnagyobb részgyiiriit értelmezi, amelynek
elemei ezen szorzasi miiveletre nézve csoportot alkotnak. Ez az igen
szellemes Otlet lehetové teszi a radikdl behatébb vizsgdlatat, az
adjungélt szorzasra a kozonséges szorzassal nyert eredményekhez
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analog tételek kimondésat, valamint a radikaljukkal megegyez6 . n.
radikalgyiiriik struktira-kutatésat. Legujabban ANDRUNAKIJEVICS
vizsgalataihoz tobb szovjet szerzd kapcsolodott: E. G. SULGEJFER,
V. M. KUROCSKIN, L. I. GOLOVINA.

Az algebrakkal kapcsolatosan hadd emlitsiik meg A. G. Kuros
érdekes problémdjat, amely teljesen analog BURNSIDE mar emlitett
nevezetes megoldatlan csoportelméleti problémajihoz. KurRos pro-
blémdja a kovetkezé: ha egy algebra minden eleme algebrai az
alaptest felett, akkor igaz-e az, hogy véges-sok elem altal generdlt
szubalgebra végesrangi? Ekvivalens s tetszet6sebb fogalmazasban:
vajjon lokdlisan véges-e minden algebrai algebra? E problémét
specidlis esetekre sikeriilt elintézni N. JacoBsonnak, I. KApLANSKynak
és J. LeviTzkinek.

Szamottevd eredményekkel gazdagitottdk a szovjet kutatok az
algebrak kiilonféle tipusainak vizsgdlata terén is a matematikat.
A végesrangii algebrdktdl kezdve a végtelenrangtiakon keresztiil
egészen a nem-asszociativ algebrdkig szamos értékes eredményiik
latott napvilagot. Ezek ismertetését azonban a rendelkezésiinkre
all6 sziik keretek kozt nem tudjuk megval6sitani, minthogy itt
szamos olyan fogalomra lenne sziikség, amelyek még az algebristak
korében sem eléggé ismertek.

8. §. Halsk

Az absztrakt algebra teriiletén elért szovjet eredmények koziil
utoljdra a halok terén elért eredmények ismertetésére tériink.
Halonak neveziink olyan algebrai struktardt, amelyben két operacio
van értelmezve olyasforman, mint egy halmaz részhalmazai kozt a.
metszet és az egyesités képzése ; tehat aN b és aUb a hédlo egyértel-
milen meghatdrozott elemei gy, hogy ezek kommutativ, asszociativ
és idempotens operaciok, s a két operacio kozt a kapcsolatot az a
kovetelmény teremti meg, hogy @ N b= b-bdl aUb-—a kovetkezzék
és viszont. (Ezen axiomak megfogalmazhatok a , =*“ fogalom
segitségével is, ha t.i. aNb="> esetén a = b-t vesziink.) A hald
fogalma, csak az tjabb iddben valt kozhaszndlativa, de ma mar a
matematikdban kozel olyan centralis és alapvetd szerepet jatszik,
mint a csoport-fogalom. Ezt a megallapitisunkat a matematika
szamos agaban szinte Iépten-nyomon eléfordulé halok tamasztjak
ala; hogy csak néhany teriiletet emlitsiink az algebran kiviil : valo-
szinfiségszamitis, halmazelmélet, matematikai logika, projektiv
geometria stb. Miként a csoportelmélet, a halok elmélete is a
matematika sok 4dga kozt teremtett jotékony hatastt kapcsolatot,
amely szamos esetben fontos és érdekes 1j eredményekre vezetett.
Halo-elméleti jellegii tételnek bizonyult példaul egy csoport kom-
pozicibsorara vonatkozé nevezetes Jordan—Holder-tétel, s igy min-
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den tovabbi nélkiil atvihetd volt egyéb algebrai strukturakra is, pl.
egy gyfirii kétoldali idedljaira.

A Noether-féle klasszikus idedlelmélet egyes tételeit is at
lehetett vinni . n. Dedekind-féle halokra. Dedekind-féle halonak
neveziink olyan halot, amelyben aUc=c (azaz a = c) esetén

aU®Ne)=(@Ub)Nc

kovetkezik. Ilyen halot alkotnak pl. egy csoport normalosztoi, vagy
egy gyliri kétoldali idealjai stb. E téren -megemlitjiik Kurosnak
és ORE norvég matematikusnak egymastol figgetleniil taldlt azon
érdekes tételét, hogy ha egy Dedekind-féle haloban egy a elemet
fel lehet bontani az

d—x {105 X,

alakban, ahol az x;-k tovdbb mar nem bonthatdk a jelzett modon
(tehat irreducibilisek), akkor ez a felbontds — a felesleges kom-
ponensek elhagydsa utdn — lényegileg egyértelmli a kovetkezd
értelemben : ha adva a-nak két felbontasa:

a:xlnx-_;_n"'nx“:ylnygn"'nym,

akkor minden x; helyettesithet6 alkalmas y;-vel s viszont. (Ebb6l
mér konnyen adodik, hogy n-=m.) Kuros bizonyitasanak alap-
gondolata lényegileg E. NOETHER eredeti bizonyitasat koveti.

A csoportelmélet Remak—Smidt-tételér6l is bebizonyosodott,
hogy halo-elméleti jellegii. E tétel a csoport direkt felbontasanak
egyértelmiiségét mondja ki direkt felbonthatatlan komponensekre ;
az egyértelmiiséget analdg moddon értve, mint az imént, Kuros
vetette fel azt az egész altalanos problémat, hogy mi annak sziik-
séges €s elégséges feltétele, hogy két adott felbontas izomorf fel-
bontasokka finomithaté legyen. Ugyand mutatta ki, hogy az dltala
erre a célra bevezetett bizonyos ,centrum“-nak a zérussal valo
egyenlésége a keresett kritérium.

Mint érdekességet megemlitjiik, hogy M. I. GRAJEVnek sikeriilt
Dedekind-féle halokra hasonlo tételeket bizonyitani, mint amilye-
neket PRUFER kapott az Abel-féle torzidcsoportokra vonatkozd
nevezetes vizsgélataiban, amelyekr6l mar a 3. §-ban szélottunk.

Végezetiil pedig legyen szabad emlitést tenniink V. I. GLIVENKO
normalt halokra vonatkozé eredményeir6l. GLIVENKO bevezet a
haloban egy nem-negativ valds normat olyképpen, hogy 1. aU b = b-
b6l (azaz a =b-bdl) |a| = |b| kovetkezzék; 2. |aUb|+|aNb| =
= |a|+|b| legyen. Bebizonyitotta, hogy minden normalt halo sziik-
ségképpen Dedekind-féle. Sot, azt is sikeriilt kimutatnia, hogy normalt
hialokban bevezetheté metrika is: az a és b ,pontok“ tavolsagan
az [aUb|—|aNb| szdmot értve, metrikus teret kapunk. Eredmé-
nyeinek szamos alkalmazésa sziiletett a részben rendezett metrikus
terek elméletében is.
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PE3YJILTATbLI COBETCKHUX I/ICCHEIIOBAHI/IM B OBJIACTH
ABCTPAKTHOW AJITEBPDI

JI. dykc u T. Cene

ABTOpBI IAI0T OTYET O HEKOTOPLIX BAXNHEHIINX Pe3yabTaTax, JOCTUTHYTHIX
COBETCKMMHM HCCIefoBaTensimu B ob6sactu abcrpaktHon anre6pol. B otuer
BKJIIOYEHBI CJIeflylolue 006JaCTH @ KOHEYHBIE Tpynnbl, GeCKOHeYHble abeseBbi
rpynmbl, OECKOHEYHbIE HEKOMMYTATHBHBIE TPYNIbl, YACTHYHO YNOPSIOYEHHBIE
rpynnel, 00061IeHNsT MOHATHS TPYNNbI, KOJbLA, aaredpel U CTPYKTYPHIL.

ON RESULTS OF SOWIET MATHEMATICIANS IN ABSTRACT ALGEBRA
L. Fucus and T. SzeLE

The authors give a survey of certain important results, in the field of
abstract algebra, got by Sowiet mathematicians. The following topics are
included: finite groups, infinite abelian groups, infinite non-commutative groups,
partially ordered groups, generalizations of the notion of group, rings and
algebras, lattices.



Bauer Mihdly tétele a geometriai szerkesztésekrol
frta: OsLiTi RicuArp

A geometria ax1omamak BoLyar JANOS és LOBACSEVSZKIJ
részér6l megkezdett feliilvizsgalatdt HILBERT ismert konyvében'
kiterjesztette az Osszes axiOmdkra. Vizsgdlatai az axiomak rend-
szerbe foglaldsat eredményezték, mely ma é&ltalanosan elterjedt a
geometria megalapozdsdban. Az axiomékat 6t csoportra osztja: az
illeszkedés, az elrendez3ds, az osszeilléség axidmai, a parhuzamosak
axiomaja, az otodik csoport a folytonossag axiomdi: az archimedesi
(helyesebben eudoxusi) és a teljességi axioma.

HILBERT megvizsgélta, hogy az egyes axiéma csoportok milyen
szerkesztések elvégzését engedik meg. Az elsé axiomacsoport alapjan
Osszekothetiink két pontot egyenessel és meghatdrozhatjuk két (nem
parhuzamos) egyenes metszéspontjat. Ezek tehat pusztin vonalzoval
elvégezhetok. A mdasodik axiémacsoport hozzavételével sem old-
hatunk meg egyéb feladatokat. A harmadik axiémacsoport alapjan
lehetsegesse valik a tavolsagatvitel és a szogmdsolds, a negyedlk
axioma alapjan parhuzamos szerkeszthetd.

Mindezen szerkesztések kivitelénél nincs sziikség korvonalak
leirdsara, a korz6 szerepe csupan tdvolsdgatvitelbdl all. KURSCHAK
JozserF® megmutatta, hogy a tavolsdgatvitel elérhetd oly eszkozzel,
»6talon“-nal, mely csak egyetlen tdvolsdg, az egység atrakdsira
alkalmas. A folytonos vonalat leird korzore csak a folytonossagi axio-
makat is feltételezd feladatok megoldasanal van sziikség. Az elsd
~ négy axiomacsoport alapjan veg1eha]that0 szerkesztések kivitelére
tehat egyszeriibb eszkozok is elegenddk. De mar 1822-ben PONCELET
és 1832-ben STEINER megmutattak, hogy az Osszes axiOmakat
felhasznalo kvadratikus feladatok megszerkesztése sem igényli a
barmely nyilasra kinyithat6, barmely pontba beszirhaté szabad
mozgasu, folytonos vonalat leird- korzot, mert a célnak az egyszer-
smindenkorra kirajzolt korvonal is megfclel, ha kozéppontja isme-
retes (STEINER-féle Kkor).

1 D. Hicserr: Grundlagen d. Geometrie, 1. kiadas 1899, Leipzig, azita
szamos ujabb kiadas.
2 J. Korscudk : Das Streckenabtragen. Math. Ann. 55., 1902, p. 597—598
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Igen természetes kérdésfelvetés tehat, nem lehetne-e az egység,
az ¢talon felmérésével Kkivitelezhetd szerkesztéseket is egyszeriibb
eszkozzel végrehajtani. Szerzé ebbol a kérdésbol indult ki 1915-ben
megijelent dolgozatdban?®, amelyben — teljesen elemi titon — meg-
mutatta, hogy az étalonszerkesztések végrehajtdsahoz elegendd a
STEINER-kOr barmily kicsiny ive. Utébb azonban SzOKEFALVI-NAGY
GyuLa észrevette !, hogy az ott megadott modszerrel, tehat elemi
meggondoldsokkal minden masodfokt szerkesziés elvegezheto (Ezt
az eredményt projektiv geometriai tton el6zdleg SEVERI ¢és MOR-
DUKHAJ-BOLTOVSZKOJ, utdna pedig még néhdny mas szerz0 is elérte.)
Ez a gondolat tehat nem vezetett az étalonszerkesztéseket jellemzd
egybzerusﬁesre VAHLEN-nek sikeriilt némi egyszerfisitést elérnie.?
O ugyanis figyelmeztetett arra, hogy elegend6, ha az egységet, az
étalont egyetlen pontbol tud]uk felmérni. Miiszerét tehat egység-
forgatonak (Einheitsdreher) nevezte. (Ezt a gondolatot égyébként
WEIss tetszOleges kvadratikus szerkesztésekre is kiterjesztette. © Be-
bizonyitotta ugyanis, .ha adva van egy kor és kozéppontja, akkor
az Osszes kvadratikus szerkesztések. linedrisan elvégezhettk, ha
kizarolag oly egyeneseket haszndlunk; amelyek mindegyike atmegy
4 elére megadott pont valamelyikén, s6t a négy adott pont koziil
3 egy egyenesen lehet. Ezeket az egyeneseket ,fiiggd vonalzok“-
nak, ,hdngende Lineale“ nevezi.)

Logikus tehat az a kérdés, nem lehetne-e az étalon szerkesz-
téseknél a STEINER-kort valamely egyszer(ibb dbrdval pé6tolni, hiszen
tudjuk, hogy pl. egy parallellogramma megadédsa utin a sik bar-
mely egyeneséhez pusztin vonalzoval huzhatunk parhuzamosat,
vagy barmely tavolsagot a vonalzd kizdr6lagos hasznalatival meg-

" felezhetiink, s6t, ha a megadott parallellogramma négyzet, akkor a
sik minden egyenesére vonalzoval dllithatunk merdlegeset, és csupan
vonalzoval négyzetet is szerkeszthetiink. Egy fix szabélyos hatszog
kirajzoldsa utan barmely egyenesdarab folé linedrisan szerkeszt-
hetiink egyenl6 oldali hdromszoget, stt derékszoget is, de negy-
zetet nem.’

KURSCHAK JOZSEF tette fel a kérdést, amely ezek szerint igen
kozelfekvo, hiszen szerkesztéseink nem igénylik a folytonosségi

* R. OratH: Bemerkungen zur Theorie d. geometnschen Konstruktionen.
Monatshefte fiir Mathematik u. Physik 26., 1915, p. 295—298.

4 Gv. (J.) Sz.-Naagy, Zur Theorie der geomemschen Konstruktionen, The
Toéhoku Math. Journ. 40, 1934, p. 76—78.

5 OsLAtH R. Meroleges szerkesztése egy egyenes adott pontjaban vonal-
zOval és étalonnal. Mathem. és Phys. Lapok 18. 1909, p. 174—176., specidlisan
p. 175. Tu. VauLen: Konstruktionen und Appr0x1mat10nen Lei [gzxg 1911, Mp 59.

" E. Weiss: Konstruktionen mit hdngenden Lmealen eutsche Mathe-
matik 6., 1941, p. 3—15. -

7 Dr. SzokeraLvi-Nacy Gyuta: A geometriai szerkesztések elmélete. -
Kolozsvér 1943. Acta Scientiarum Mathematicarum et . Naturalium 18, p. 43.
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axiomakat: nem lehetne-e az étalont valamely sokszog megaddsaval
pétolni. BAUER MIHALY vélasza erre a kérdésre tagado, mert fenndll
a kovetkez6

Tétel. A mozgathato étalon nem pétolhaté semilyen sok-
szoggel.

Tételét BAUER MIHALY ® KONIG GyuLA kovetkezd tételével
bizonyitotta. (KONIG GYULA ma mar nem haszndlatos terminoldgia-
jaban, mely utébb szdrszalhasogaténak bizonyult.) Minden orthoid
tartomany,” mely egy racionalitasi tartomanyban foglaltatik, maga is
racionalitdsi tartomdny. Szérszdlhasogatast mondtam, mert az ,or-
thoid tartomany“ €és a KRONECKER-féle ,racionalitdsi tartomany“
kifejezések tartalma lényegében ugyanaz, ma DEDEKIND terminold-
giajaval mindkett6t inkabb szamtestnek nevezziik. A tételen és bizo-
nyitidsan tehat nagyon meglatszik, hogy 1902-ben a Miiegyetemen
keletkezett, amelyen akkor KURSCHAK taldlta a maga emlitett tételét
és KONIG irta most idézett ,Bevezetés az algebrai mennyiségek
altalanos elméletébe“ cimii konyvét €s heti 4 ords eldadast tartott
HILBERT idézett konyvér6l. A szokatlan terminoldgia lehet az oka,
hogy az érdekes tételt joforman elfelejtették. VAHLEN idézett kony-

5 Bauer MmuALy: A geometriai szerkesztések elméletéhez. Math. és Phys.
Lapok 12., 1903, p. 251—255. és Zur Theorie der geometrischen Konstruk-
tionen. Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn 20,
p. 43—A47. :

9 Orthoidnak nevezi Konic Gyura (Az Algebrai Mennyiségek Altaldnos
Elméletének Alapvonalai, Budapest, 1903., p. 4) a szamtartomanyt, melynek
mennyiségei « <= 0 és g, amelyben az

af=4p

egyenlet adott tartomanyban megoldhaté“, ha tehat ebben a tartomanyban
ytaldlhato olyan & mennyiség, melyre nézve « &, — g, hacsak « a 0-t6l kiil6nb6z6.“
A racionalitdsi (vagy racionalis) tartomanyt pedig igy értelmezi (uo. p.
183—184). :
Legyenek
Ry, Roy o os Rue

valamely meghatarozott orthoid tartomany mennyiségei. Az R, ..., i« racio-
nalis fliggvényeinek“ .Osszeségét, azaz a két ily racionalis és egész forinabol
alkotott hanyadosok 0Osszeségét — természetesen a O nevezd kizarasaval —
Kroneckerrel az R mennyiségek racionalis tartomanyanak nevezi és az

Oy, ..., R

jellel jeloli. Ha az 9, ..., R mennyiségek mind hatarozatlanok f;— x;, akkor
az orthoid tartomanyt racionalitdsi tartomdnynak nevezi.

Az algebrai szamok Gsszesége tehat orthoid tartomany, de nem racionalitasi
tartomany. (Ld. KuorscuAk €s Rapos: Mathematikai és Physikai Lapok 12., 1903,
p. 292.), amit ma ugy mondunk, hogy az algebrai szamok 0Osszesége nem
algebrai szamtest. (Ld. pl. E. Lanoau: Vorlesungen iiber Zahlentheorie 111,
1927., p. 80. Satz 718.).
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vében !’ szerzdje nevének emlitése nélkiil szerepel a kovetkezd alak-
ban: ,Az egységitvivd nem dquivalens valamely rajzban meg-
adott 4brdval (irgendeinem gezeichnet vorliegenden Datum)“ bizo-
nyitdsul ott ez all: ,mert ez pontokbdl és egyenesekbdl dllva
csupan ezek koordinatdit vezetné be, de mds irracionalitast nem.“
Ez persze nem nevezhetd bizonyitasnak. SzOKEFALVI-NAGY GyuLA
konyvének 40. és 41. oldalin is taldlunk egy tételt, mely ehhez
bizonyos fokig hasonlo."

Nem folosleges azért, ha egy igen egyszerli bizonyitdst adok
BAUER tételére, melynek alapgondolata egyébként Iényegileg azonos
BAUER bizonyitédsaéval.

Az adott pontokbol vonalzoval szerkeszthetét pontok egy
testben vannak a raciondlis test folott. Ez a tétel megtaldlhato
SzOKEFALVI-NAGY GyuLA konyvének 33. lapjan is, még élesebben
HENRI LEBESGUE posthumus konyvében.” (Megjegyzendd, hogy nem
minden els6foka szerkesztés hajthatd végre pusztan vonalzéval,
pl. mar a

2x=a

egyenlet megoldasa sem. Csupan a projektiv elstfokii szerkesztések).
Ha tehat az adott pontok koordinatai x,, ..., x.; 31, ..., ¥, a beldliik
linedrisan szerkeszthet® pontok a

P(X1, Brttie, yl) veey y")

testben vannak, ha P-vel jelolom a raciondlis testet. Ez a test tehat
P-nek x;,...,y.-nel valo bovitése. A vonalzoval és étalonnal meg-
szerkeszthetd pontok azonban altaldban ezen a testen kiviil vannak.
Vonalzéval és étalonnal ugyanis, amint ismeretes |/x*4-x> alaku
kifejezések megszerkeszthetOk ¥, vagy masszavakkal mindazon
kvadratikus szerkesztések, amelyek az adott pontok barmely hely-
zeténél valos eredményre vezetnek. Ez pedig nem testoperacio,
hiszen &ltaldban irraciondlis miivelet, mig a testoperdciok raciona-
lisak. A szerkesztésekkel nyert pontok ennélfogva dltaldban a
P(x,, ..., y.) testbdl kivezetnek. Q. e. d.

Idézett 1915. évi dolgozatomban kivanatosnak mondottam
BAUER tételének tiszta geometriai bizonyitasat. Kétségteleniil kiva-
natos lenne, de nem tartom valdsziniinek ezen cél elérését. A tagado
megoldasra vezetd geometriai problémék, amelyekkel kozel két és

10 Vauren i h.? p. 61.

1 L. még L. BieBereacu: Theorie der geometrischen Konstruktionen,
Basel 1952, §4 (melynek cime Konstruktionen mit dem Lineal allein nach
Vorgabe eines fertig gezeichneten reguliren Polygons), p. 11—17.

12 H. LeBescue: Lecons sur les Constructions Géométriques professées
au Collége de France en 1940—1941. Paris, 1950, p. 39.

13 D. Hicgerr i.h. a 3. kiadasban p. 112, Satz 41.
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fél ezredéven at hiaba foglalkoztak a legjobb elmék, minden, geo-
.metriai tdmadassal dacoltak és csak a 19. szdzad hathatos algebrai,
s6t szdmelméleti modszerereivel (a szdmtest és az irreducibilitds
fogalmaival) csak 1837 !-ben sikeriilt WANTZELnek — a ma is fenn-
all6 Liouville Journal 2. kotetében — bebizonyitania, hogy a trisectio
és a kocka megketttzése korzovel és vonalzoval lehetetlen, a kor-
négyszogesités problémdjanak elintézéséhez pedig az analizis nehéz
fegyvereire is sziikség volt. Mindezen eredmények ma sem érhettk
el geometriai uton. Valoszinfi tehat, hogy a geometria ily termé- .
szetii lehetetlenségi tételei nem kaphatok meg az algebra és az
analizis segitsége nélkiil.

TEOPEMA M. BAY3PA O TEOMETPUYECKNX KOHCTPYKIUMUIX

Coraacno Teopeme M. Bayapa flaHHble MHOTOYIOIbHHKA C HEONPEEIEHHBIM
YHCIIOM CTOPOH HE 3aMeHsII0T 3TajoHa CBOOOAHOrO nABwxekus. B crathe ara
TeopeMa /I0Ka3bIBAeTCsl TEM IPHMEYAHHEM, YTO KOHCTPYKLHHM, MHCHOJIHSEMbIE
JMHEHKOW, O0Opa3ylT Teja B TO BPEMSl, KaK NpPH MOMOIiM 3TAJ0HA MOXKHO
CO3/1aBaTh KBAAPATHRIE KOPHM, TMOJYYEHHBIC M3 KBEAJAPATHRIX CYMM, NPUYCM STO
JEHCTBUE BBIXOANT M3 PALMOHAJIBHOIO Tesa.

UNE NOUVELLE DEMONSTRATION DU THEOREME DE M. BAUER
SUR LA THEORIE DES CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES

La note précédente contlent une démonstration du théoréme suivan’
de M. Bauer:

Théoréme. Les constructions qaadratzques pour lesquelles il suffit la
régle et I'étalon ne deviennent pas effectuables par la régle seule, méme si Lon
donne des points et des droites en nombre fini.

La démonstration utilise le théoreme connu (H. LeBescue l. c.19) selon
lequel les points qui sont construisibles par la régle seule, forment un corps
algébrique ; a l'aide de la régle et de I'étalon cependant.on. peut construire
des expressions |y’ | x7 qui sont en général en dehors du corps déterminé
par les données.




Korok elhelyezése gombin
; Irta: MOLNAR JOzsEF

Hogyan kell adott sugart koroket egy — a kor sugardhoz
viszonyitva — ,nagy“ lemezb0l legkisebb anyagveszteséggel ki-
vagni, vagyis ugy, hogy a legtobb kort kapjuk? Ismeretes, hogy
a legjobb elhelyezésben minden kort hat masik érint (1. abra).

1. abra

A fenti problémdval equivalens a kovetkez6: Egy gyiimol-
csosnek szant ,nagy“ teriileten a lehetd legtobb fat akarjuk telepiteni
tigy, hogy egyik fa-se keriiljon a tobbit6l adott tavolsagnal kisebb
tavolsagra. A 2. dbra a harmaskotés néven ismert legsfir{ibb telepitést
szemlélteti. : ; :

Megfeleld6 modon értelmezett hatarértékkel be lehet vezetni
egy végtelen korrendszer siirtiségének fogalmat a sikban. Ez mint a ko-
rok teriiletosszegének és a sik teriiletének viszonya interpretdlhatd. A
slirliségfogalmanak segitségével fentiallitisunk igyfogalmazhato, hogy
egymasba nem nyuld egybevdgd korok barmely rendszerének siirii-

N s
A e

= Vﬁ—0,9069.. . és egyenlOség csak hatszoges' kb_rrend-

1 Lasd Fejes Torn L.: Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im
Raum. Berlin—Gottingen—Heidelberg (1953) 61.0. -

sége

8 Matematikai Lapok
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szerre érhetd el. Ezt elészor A. THUE bizonyitotta be mintegy 60
évvel ezel6tt.” '
Forditsuk figyelmiinket az analoég probléméra a gombon.
Meghatarozand6 az egységsugaru gomb n = 2 pontjanak az
az elrendezése, amelyben a két legkozelebb fekvd pont tdvolsaga
maximdlis. Jeloljiik ezt a maximalis f(euklideszi) tavolsdgot d.-nel.

2. abra

Két pont extremalis elrendezését nyilvanvaloan két diametra-
lisan atellenes pont adja. A probléma megoldasa n — 3-, 4-, 6- és
12-re FEJES TOTH LASZLO egy dltalanos tételébol’ adodik, amely
szerint
(1) d, = }/3—cotg’w,.; n =3,

n T
n—23°
nem javithaté és n-nek nagy értékeire pontos asszimptotikus becs-
lést ad. Az extremalis pontrendszerek n felsorolt értékeire: egy fo-
korbe irt szabédlyos haromszog, egy szabdlyos tetraéder, oktaéder,
illetve ikozaéder csucspontjai. Figyelemreméltdé azonban, hogy az
n—8 és n— 20 eset megoldasat nem a kocka, ill. dodekaéder
csticspontjai adjak.

Ugyancsak FEJES TOTH LAszLOtOl szarmazik az az észrevétel
is, hogy d,—d,— ] 2.* n—=>5-re az extremalis pontrendszerek a
kovetkezdk : a két polus és az egyenlitdbe beirt olyan haromszog
csticspontjai, amelynek minden oldala =}/ 2.

ahol m, = Ez az egyenlbtlenség az emlitett n értékekre

2 A Tuue: Om nogle geometrisk taltheoretiske Theoremer. Forhdl.
Skand. Naturforsk. 14. 352—353 (1892).

3 Fejes Totu L.: Uber eine Abschitzung des kiirzesten Abstandes
zweier Punkte auf einer Kugelfliche liegenden Punktsystems. Jber, dtsch.
Math-Ver. 53, 66—68 (1943).

4 Lasd a ? alatt idézett dolgozatot.

\
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K. SCHUTTE és B. L. VAN DER WAERDEN egy kozos dolgo-
zatukban megoldjdk a problémat n="7-, 8- és 9-re.> A 3. abran
latjuk a szélstértéket szolgaltatod konfigurdciok sematikus sztereogra-
fikus képét. A vetités az ,északi“ polusbol tortént. Az Osszekotott:
pontok éppen d, tavolsagra vannak egymdstél. Az n— T esetnek
megfelelé konfiguracioban hdrom pont szimmetrikusan helyezkedik
el az északi polushoz viszonyitva egy d; oldali ABC szabalyos
haromszog csticspontjaiban. Masik harom P,Q R pont az A, B, C
ponttal szintén d, oldalii szabélyos ABP-, BCQ— és CAR hirom-
szoget képez. A heted1k S pont a déli polusban fekszik' P, Q, R-
161 d. tavolsagra.

oC ) A
: % A&
‘\\XB g A c

3. abra

8 pont legjobb elhelyezését az (. n. négyoldali archimedeszi
antiprizma cstcspontjai szolgaltatjak.

Az n=9 esetben hdrom A, B, C pont az egyenliton helyez-
kedik el egy szabalyos haromszog csﬁcspontjaiban. A tobbi hat
pont az AB, BC, CA atloju d, oldala AC’BC’, AA'CA” és CB'AB”
rombusz A, B'C’, A”, B”, C” cslicspontja. Az AR €8s AN BREY
haromszog szintén d, oldala.

Ugyancsak ebben a dolgozatban seltések vannak n=10-,

1-, 13-, 14-, 15-, 16-, 24- és 32-re.

Egy nem rég megjelent dolgozatban VAN DER WAERDEN®
tovabbi legjobbnak sejtett konfiguraciokat kozol n—20-, 42- és
122-re. Az n=20-ra adott konfigurdcidja jobb mint egy RuUTIS-
HAUSER’ dltal el6z6leg megadott elhelyezés.

A legsiiriibb gombelhelyezkedés problémajéban felmeriil az a
kérdés, hogy egy gombot hany vele kongruens gomb érinthet. Ez

5 K. Scuvrte és B, L. van pEr WAErDEN : Auf welcher Kugel haben 5,
6, 7, 8 oder 9 Punkte mit Mindestabstand Eins Platz? Math. Ann. 123, 96—
124 (1951).

6 B. L. vAN DER WAERDEN : Punkte auf der Kugel. Drei Zusédtze. Math. Ann.
125, 213—222 (1952).

7 H. RumisHauser : Uber Punktvertellungen auf der Kugelfldche. Comment.
Math. Helvetici 17, 327—331 (1944—45).

8%
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equivalens azzal a kérdéssel, hogy az egységsugarti gombon hany
egymastdl legaldbb egységnyi tdvolsagra fekvd pont helyezhett el.
12 pont biztosan elhelyezhetd mégpedig egy ikozaéder csucspont-
jaiba, mert az egységsugarii gombbe irt ikozaéder éle nagyobb, mint

~az egység: dy=— 2—-——2—: 1,05.... Az a kérdés, hogy vajjon

| E |

13 gomb is rahelyezhetd-e ugyanolyan sugarti gdmbre, mar NEWTON
és GREGORY kozott is vitdra adott alkalmat. K. SCHOTTE és B. L.
VAN DER WAERDEN® bebizonyitotta, hogy d,; > 1, megmutatva ezzel,
hogy egy gombot legfeljebb 12 vele egyenld sugara gomb érinthet.

Szemben Fgjes TOTH (1) egyenlStlenségével, amely d,-et fe-
liilr6l becsli meg, VAN DER WAERDEN — az emlitett dolgozatidban
— a kovetkezd als becslést adja d, szamdra :

5 4
2 o = e ;
( ) 21/3,9-{—382/3 -+ 3s's

ahol iy el pontszamsiiriiség.

- Egy gombfeliileten levd n kor (gombstiveg) 4 siirliségén a korok
teriiletosszegének és a gomb felszinének hanyadosat értjiik.

frjunk az elébb tekintett extremdlis pontrendszer minden
pontja koré r-— arc sin g-" (szférikus) sugarral egy-egy kort. Ezdital

n kor legsiiriibb elhelyezését nyerjitk a gombon. Jeloljik a meg-
feleld siiriiséget D,-nel. Ha kiszamitjuk D, értékét az n=9 és
n=12 esetben, valamint a SCHUTTE és VAN- DER WAERDEN &ltal
megadott elheiyezésekhez tartozd siirliségértékeket, azt tapasztaljuk,
hogy ezek koziil a D,=0,732... érték a legkisebb. Egybevetve

ezt a tényt azzal, hogy lim D,L:Vif_z —0,9069 ... azt virhatjuk,®

hogy n =1 minden értékére D, = D,.
Meg fogjuk mutatni, hogy ez a varakozasunk helyes, azaz
fenndll a kovetkezd tétel: e
Egy gombon fekvé egymdsba nem nyuld n =1 kir maximd-
lis siiriisége D,, n=5-re minimdlis : :

% s ;
8 K. SchuTTE €s B. L. van pEr WAERDEN :- Das Problem der dreizehn Kugel.

° Math. Ann. 125, 325—334 (1953).
9 Lasd az 1 alatt idézett konyv 168. oldalat.
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VAN DER WAERDEN_ (2) alatti egyenldtlensége D, szdmara a
kivetkezd also becslést adja:

n : e 1 — =i
Dlli—(]—‘/l_ 2 )y ahOl S==* <
- 21354 35+ 35 i

A jobboldali kifejezés n novekedtével monoton novekedve
-
/12
gyobb mint D;, €lég n < 1089-re szoritkoznunk. Nem kell foglal-
koznunk a fentebb emlitett n = 16, n = 20-, 24-, 32-, 42- és 122 ese-
tekkel sem. Tekintsiik tovabba n = 20 kornek vAN DER WAERDEN éltal
megadott elhelyezését. Mivel ennek siiriisége 4y = 0,852, ebbdl az
elhelyezésbol egy, ill. két kor elhagyasaval 19, ill. 18 kor elhelye-
z€sét nyerjiikk, amelyek sfirlisége 419_—‘:2—34_,(,:0,809, &=
:12-80412.\:0,767 még mindig nagyobb mint D,. Hasonloképpen
intézhetbk el a 21 =n <24, 38=n<42 és 103 =n< 122 érté-
keknek megfelel6 esetek. A tobbi n < 1089 értékre a legtdbb eset-
ben a kozetkez$ konstrukcioval jutunk el Dg-nél nagyobb siirii-
séghez: 2

Bontsuk fel a gombot az északi polusban elhelyezett o sugart
korhoz csatlakozd 20 szélességii gobmbovekre. Ezekben annyi o su-
gar(i kort helyezziink el, amennyit csak tudunk. Ha a déli polus
koriil szabaden maradt kor sugara = o, akkor természetesen ide
is egy kort helyeziink el. Pl. ¢-—=24" esetén az északi polustol
szamitott 24°- és T72°-os szélességi kor kozé 5 kort, a 72°- és
120°-0s kozé T-et, a 120°- és 168°-os kozé 4-et, Osszesen 17-et
helyezhetiink. Az igy nyert 17 kor siiriisége 4,; = 0,735 > D;. Tab-
lazatunkban ezt az elhelyezést igy jeloljiik: 15 5, 7, 4. llyen médon
— o alkalmas megvalasztaisival — a  kérdéses esetek tObbsége
elintézhetd. -

Vannak azonban olyan n értékek is, amelyekre az emlitett
konstrukciéo nem vezet célhoz. Az elsd tekintetbejovo ilyen eset
n - 25-re 1ép fel. Ennél u. i. a legnagyobb ¢ érték, amely még
megengedi 25 kor elhelyezését o, — 19°38'40”. Az ehhez tartozo
_siiriség ~ 0,728 < D,. Ebben a konfigurdcioban az egymasutan
kovetkez6 gémbovekben 1évé korok szama: 1, 5, 8, 8, 3. Ezt na-
gyobb siiriiségii konfiguraciova valtoztathatjuk a kovetkezoképpen:

A 8 kort tartalmazo els6 savban a koroket agy helyezziik el,
hogy kozéppontjai szabalyos nyolcszoget alkossanak. lllessziink az
igy nyert , korkoszortihoz“ dél fel6l egy masik nyolc korbdl alloé kort,

hoz tart. Mivel tovabba ez a Kkifejezés n— 1089—re mar na-

© AN
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hogy ennek minden kore az elébbinek két korét érintse (4. abra).
Ekkor a déli p6lus koriil akkora kor marad szabadon, amelybe
harom o,; sugarti kor kis jatékkal is elhelyezhetd s igy valamennyi
kor sugarat novelhetjiik. Elmehetiink igy a o=20° értékig, ami
altal 0,754 > D; siiriiségii elhelyezést nyeriink. A koroknek ezt az -
elhelyezését a kovetkezoképpen jelezziik: 1, 5, 8—8, 3. Ugyanigy
jarunk el mindazokban az esetekben, amikor az elsd elhelyezési
mdd nem bizonyul megfelelének.” Ezek az n= 34, 35, 36, 48, 49,
50, 51, 58 és 67 esetek. :

I

I

\
4, dbra

Bizonyos n értékekre a leirt elhelyezések olyan nagy siirii-
séget szolgaltatnak, hogy egy vagy tobb kor elhagydsaval is D,-nél
nagyobb siiriiségli elhelyezést nyeriink. Ez a jelenség kiilonosen nagy
n értékekre lép fel. Ez értheté abbdl, hogy a megadott elhelyezé-

sekhez tartozo siirliség n novekedtével %-hez, vagyis D--nél joval

nagyobb értékhez tart. Ez lehet6vé teszi, hogy bizonyos n értéktol
kezdve nagyobb lépésekben haladjunk. A mellékelt tablazaton be-
mutatjuk a sziikséges szamitdsok eredményeit n = 220-ra. A teljes
tdblazatot — annak terjedelme miatt — nem kozoljiik.

10 Annak ellenére, hogy utébbi konstrukcionk minden n-re alkalmazhato,
mégis csak az emlitett esetekben hasznaljuk azt, mert az els6hoz viszonyitva
komplikaltabb szamitasokat igényel.
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n 0 i} Elhelyezés
17 | 24° 035 [slabn 1, A 2 X
25 | 20° 0,754 | 1, 5, 8—8, 3 R BT AT (N i e
2. 4 e10730% 07461 5,083 g A
27 | 19° 0736| 1,5, 9, 8, 4 i Rife
33 [17°8307| 0,733| 1, 5,9, 10, 7, 1 3 s
34 |16°51° | 0733]| 1,5 9—9,82 SRR .
35 T W 1T
36 | 16746 | 0767| 1, 5, 9—9—9, 4
37 |16°13" | 0,736 1, 5, 10, 11,8, 2 G D R L
43 |5 0,733 G
44 0,750 | 1, 5, 10, 12, 10, 5, 1

45 | 1454 | 0,756 1, 5, 10, 12, 10, 6, 1 i
46 | 14°30° | 0,733|1, 5,10, 12,11, 6, 1 SRR
47 |-14°24" | 0,738 1,°5,10; 12,711, 7,1 PR
48 F14°12 = 10733 'L, 510, TI=-11;, B, 2 e Tl
49 | 1405 |0738
50 0753 [1°5,510719=12: 8,2
51 | 13°54° | 0,747 1, 5, 10, 12—12, 9, 3 7 AR T
52 | 13°39° | 0,733| 1, 5, 10,.13, 12,8, -3 LRI
53 | 13°36"° | 0,743 1, 5, 10, 13, 12, 9, 3 T FE
54 | 13°24 | 0,735| 1, 5, 10, 13, 12, 9, 4 P e e
55 | 13°16° | 0,740 | 1, 5, 10, 13, 13, 9, 4
5 | 13°12° | 0,740 1, 5, 10, 13, 13, 10, 4
57 | 13° 6 | 0,744 | 1, 5, 10, 13, 13, 10, 5 et
58 | 13° 6 | 0,755! 1, 5, 10, 13—13; 10, 5, 1
50 150733
60 | 12°48 | 0746 1, 5 10, 13, 13, 11, 6, 1
61 | 12°37 | 0,736 | 1, 5, 10, 13, 14, 11, 6, 1
62 |-12°30°  |10,735' ¥, 5, 10;-13, 14, 11;.7,-1
63 |12°23; [10,733\:1, 25,010,713, 141277, 1 e

64| 12°18 '|-0,735 1, 5, 10, 14; 13, 12,7, 1

B ORE SRR R SR AT
66 | 12°6° | 0733|1,5 11, 14, 14, 12, 8, 1 s s A e
67 | 12° 0,757 1,75, 11, 14—14, 12, 8,1
(T M ) e A T e e R e TR e, ok
60 | 1jony | 0742 Rl . PR
70 0,752 1, 5, 11, 14, 15, 13, 9, 2
e FTI048= 00| T; 5, H; 8715 413 93wt | S
2 | |joze | 0735 R B
73 0,745| 1, 5, 11, 14, 15, 13, 10, 4
T8 COT1580 o 0,73 [Tl 5, 11,218,515, 13, 10; &) 5. 1 o e
75 | 11°24° [ 0,740} 1, 5, T N

11, 14, 15, 14, 10, 5
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n 0 A Elhelyezés
76 | 11°18 | 0,137 | 1, 5, 11, 14, 15, 14, 11, 5 PR
77 0,733 I R
78 1 112127 1 0,743 " _

79 0,752 1, 5,11, 14, 16, 14, 11, 6, 1

80 | 11°6 | 0748|1,5, I1, 14, 16,.15, 11, 6, 1 T A
81 | 11° G141 1518, 14716, 15, 12,6, 1. G
82 1 10°57 | 0.746| 1, b, 11, 14, 16, 15, 12, 7, 1 o e I TR
T BTV G T T T D 0 Wk e [ O 0 i o e R e e R T
S8 L0 TOTSTV L B IS IRI BARd v o
85 100427 0,739 |4

86 0,748 | 1, 5, 11, 15, 16, 16, 13, 8, 1 il

87 : 0,733 | S
88 | 10°32 | 0,741

89 0,750 1, 5, 11, 15; 17, 16, 13, 9, 2
.90 , | 0,740 o Ea AR
of |19 Io7a8| 45 1,15, 17,161493 « 7

92 ! 10018' X 0,741 . N i
93 0,749 | 1, 5, 11, 15, 17, 16, 14, 10, 4 R
094 | 10°12" | 0,743| 1, 5, 11, 15, 17, 17, 14, 10, 4

95 - 1.0,736 = 547
96 | 10° 6 | 0,744 S

97 0,752 11, 5 11, 15,47, 17,15, 11,5 ik
98 | 10° 0,7441°1,-5, 11, 18, ¥1,:17, 15,011, 5; 1

R BN SRR R R L A e
100 10737 Iy
101 9°51" | 0,745 . :

102 - Q2021 155, Ll 40, 07 0185 16,51 256,41 S
123 0,740 ’ 5
124 oy | O/46
125 | 8% | 0753

126 0,759 | 1, 5, 11, 16, 19, 20, 19, 16, 12, 6, 1 s (s
127 | goge- | 0,747 ‘

128 10753 1, 5, 11, 16, 19, 20, 19, 17, 12, 7, 1

129 0,742 i 23
130 | 8°42" | 0,748 '
131 0753 1, 5, 11, 16, 19, 20, 20, 17, 13,8, 1
132 | goge | 0742 : ,
133 0,748 | 1, 5, 11, 16, 19, 20, 20, 18, 14, 8, 1 W RET
134 .| 0,736
135 ;| 0,741
136 | 3% | g7 »
7 b 0752| 1, 5; 11, 16, 19, 21, 20, 18, 14,9, 3
138 0,7£ -
139 ooqr | 0T
o | ¥ | o -
141 |  10756| 1,5, 11, 16, 19, 21, 21, 18, 15, 10, 4
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Elhelyezés

n 0 a4

142 0,735 A e o
143 | gois | 0,740

144 | &1 | o745
145 | 0756 1,5, 11, 16,19, 21, 21, 19, 16, ll.:)

146 0,737 st
147 0.742

148 | 809 | 0747

149 0752 '

150 | . | 07571 1,5, 11, 16, 20, 21, 21, 20, 16, 12, 6, 1

151 0,736 :

152 0740

153 | 8° 0744

154 0,749
155 0,756 | 1, 5, 11, 16, 20, 22, 22, 20, 17, 13, 7, |

156 0,740 R P B
157 | 7954 | 0,745 :
158 0750 | 1, 5, 11, 16, 20, 22, 22, 21, 18, 13, 8, 1

:5@) 0,735 ‘ ' 65,

60 | -oxe | 0740

T B e ) ;

162 |. | 0749 1,5 11, 16, 20, 22, 23, 21, 18, 14, 9, 2

1’834 0,746 s o’
i o | 0751

165 | 7% | 0755

166 0760/ 1, 5, 11, 16, 20, 22, 23, 22, 19, 15, 9, 3

168 ] o

1 it

160 | T |oma2 ,

170 | om47| 1, 5, 11, 16, 20, 22, 23, 22, 20, 16, 10, 4

i A :

172 } 73 | om6) 1, 5, 11, 16, 20, 22, 23, 22, 20, 16, 11, 5

173 7030! 0,740 . 3 <

174 0744 1, 5, 11, 16, 20, 22, 23, 23, 20, 16, 11, 5, 1

175 0739
B e

it | T2 | o747 ;

178 | 0751 1, 5, 11, 16, 20, 22, 23, 23, 21, 17, 12, 6, 1

179 0,735

180 0730

181 | 7°21° | 0744

182 0,747 .

183 0751 1, 5, 11, 16, 20, 23, 24, 23, 21, 18,13, 7, 1

184 0,746

185 | 7°18 | 0,750

186 | 0.754| 1, 5, 11, 17, 20, 23, 24, 24, 21, 18, 13, 8, 1

187 0,748 :

188 | 7015 | 0752 - S .

189 0756| 1, 5, 11, 17, 21, 23, 24, 24, 22, 18, 14, 8,1
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n 0 A Elhelyezés
190 0,749
191 1212 0,753 ;
192 QBT L A0 P A2) 23524524 4922, 19 " 14;-92 D :
193 0,740 .
194 0,744
195 0,748
196 T2 0,751
197 0,756 ,
198 0,759 5
199 0,763 11, -5 Ll T, 215 23::25; 25,528, 20, 15,0100 3 :
200 0,745 |
201 0,749 {
202 A 0,753
203 0,757
204 0760 | 1, 5, 11, 17, 21, 24, 25, 25, 23, 20, 16, 11, 5
205 0,742
206 8,7%
207 oRA’ 7
208 | 9% | 0753
209 : 0,757 X
“210 O:76% ) 50 WV T - 28,24, 25,25, 24, 2L 1, 12765
211 0,742
212 . 0,746
213 0,749
214 6°48’ 0,753
215 0,756
216 0,760
217 3 0,763 | 1, 5; 11, 17, 21, 24, 26, 26,225, 22, 18, 13, 7, 1
218 0,744
219 6°42' 0,748
220 0,751 | 1, 5, 11, 17, 21, 24, 26, 26, 25, 23, 19, 14, 8, 1

PASMEUIEHME OKPYYKHOCTEM HA 1LIAPE
. Moaunap

Peswme

Ha uHekoTopoM wape cjeayer pasmecTuTb N = 1 MAEHTHYHBIX, HE BXOAsI-
IUX OflHA B JIPYTYI0 OKPYKHOCTE C BOBMOKHO HambGombmum papuycom. Hoa
MJOTHOCTLIO CHCTEMBI OKPY)KHOCTeH D, CieayeT NOHEMATh 4YaCTHOE CYyMMBL
nnowaeii okpyxHocTeii m nosepxsoctn wapa. Ilokasauno, uro: :
P

D,,;;Dﬁ=%(2—V§)=0,732...;n;l.






Ellipszis-normailis szerkesztése, komplex egyenlet
alapjian
Irta: Fazekas Ferenc

Induljunk ki a
: z=ae'"+be (a és b valbs)
. valos valtozés komplex- fiiggvénybél. Koordinatas alakja:
X=(a-}b)cost, y=—(a—b)sint

mutatja, hogy a fiiggvény gorbéje a 4 b és a— b féltengelyfi ellipszis.

Az ellipszis t paraméterii P pontjanak megszerkesztése, fenti
komplex egyenlete alapjan: a és a-b sugart kor felhasznalasaval
megrajzoljuk, az origdbdi kiindulva az ae” komplex vektort, majd
ennek A végpontjabol az e konjugaltjat (az A-bdl b korzonyilassal

metszve a BP’ egyenest).
|

a-b

0

Az ellipszis érintévektora:
: : Z=i(ae'—be ),
kovetkezésképpen a normalvektor:
: Zn==ae*—be .
A normalis szerkesztése tehat: 2a sugari segédkor felhasz-
nalasaval az ae” helyzetvektort A pontbél mégegyszer felrakjuk
az ae” vektort; a P-bol ennek C végpontjaba hiizott vektor mar

maga a P pontbeli normdlvektor, nemcsak irdny szerint helyesen,
hanem éppen a kivant helyen.






Az 1952. évi Schweitzer Miklés matematikai
emlékverseny

frta: SzokeraLvi-Nacy BeLa,
a versenybizottsag elbaddja

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat ezévben negyedszer
rendezte meg a Schweitzer Miklés matematikai emlékversenyt. Ez-
attal a kikiildott versenybizottsdg szegedi matematikusokbdl allott:
FoDOR GEzA, KALMAR LAszLO, REDEI LASzLO, SzAsz GABOR,
SzENDREI JANOS és SzOKEFALVI-NAGY BELA voltak a bizottsag tag-
jai, de a bizottsdg bevonta munkdjdba PUKANSzKy Lajost is. A
bizottsag el6addja s-egyben a verseny felelGs vezetdje SZOKEFALVI-
NAaGy BELA volt. :

A versenyz6k egyheti gondolkozasi id6t kaptak =a feladatok
megoldasara. A feladatokat nyomtatdsban kiildtiik szét a Tarsulat
helyi tagozatai, valamint az egyetemi és foiskolai tanszékek veze-
toinek, akik a feladatokat 1952. november 22-én déli 12 6rakor
hirdették ki a jelentkezOk el6tt. A kovetkezd egyetemek, foiskolak
¢s tudomanyos intézetek hirdet6tablain jelentek meg a versenyfel-
adatok :

Budapesten : az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem, a Miiszaki
Egyetem, a Kozgazdasagtudomanyi Egyetem ¢és a Pedagogiai Fo-
iskola matematikai intézeteiben, ill. tanszékein, tovibba a Magyar
Tudoményos Akadémia alkalmazott matematikai intézetében,

Szegeden : a Tudoményegyetém Bolyai intézetében és a Pe-
dagogiai Fbiskola matematikai tanszékén,

Debrecenben : a Kossuth Lajos Tudomdnyegyetem matemati-
kai intézetében,

Miskolcon : a Rékosi Matyas Nehézipari Miiszaki Egyetem
matematikai tanszékén,

Veszprémben: a Nehézvegyipari Miiszaki Egyetem matemati-
kai tanszékén, 2

Szolnokon : a Kozlekedéstudoményi Egyetem matematikai tan-
székén,

Pécsett: a Pedagdgiai Foiskola matematikai tanszékén,

Egerben : a Pedagégiai Foiskola matematikai tanszékén.
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A megoldasok benyujtasanak, ill. postara addsanak hatar-
ideje november 29-én déli 12 ora volt. A versenyen resztvehetett
minden egyetemi vagy féiskolai hallgatd, tovabba mindazok, akik
egyetemi vagy foiskolai tanulmdnyaikat 1952-ben fejezték be.

"~ A verseny tételei a kovetkezOk voltak :

Az 1952—53. tanévi Schweitzer Miklés matematikai
: emlékverseny feladatai:

1. Melyek azok a konvex poliéderek, amelyeknek nincsen
testatlojuk (tehat amelyek barmely két csiucsat Osszekotd egyenes-
szakasz a poliéder feliiletén fekszik)?

2. Lehet-e a sikban harom kapszeletet tigy felvenni, hogy a
sik barmely egyenese legalabb kettdt messen koziilik €és a sik
barmely pontjan at legalabb kett6jiiknek menjen érint6je ?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha a = pi"ps*..-p," tokéletes szam,
akkor

e § LBy
1':lpi_

ha ezenkiviil az @ még paratlan is, akkor a 4-es szam a jobb-
3

oldalon a kisebb 2 |/2 szammal helyettesitheto.
4. Legyen K a p elemii véges test, p primszam. Barmely

)= Dax (¢KI)

polinom esetén legyen
Fe9— Zaux
=0

Bebizonyitandd, hogy bérmely két f(x), g(x) (€K[x]) polinomra
akkor és csak akkor f(x)|g(x), ha f(x)|g(x).

5. Legyen G nem-kommutativ csoport. Tekintsiik G-nek mind-
azon egy-egyértelmii a—a’ leképezéseit, amelyekre (ab) = &'a’
(anti-automorfizmusok). Bizonyitsuk be, hogy ezek a G csoport
automorfizmusaival egyiitt csoportot alkotnak, amelynek az auto-
morfizmus-csoport direkt faktora.

6. Mi a valdsziniisége annak, hogy a kor keriiletén adott 2p
szamu pontot taldlomra parokba szedve és mindegyik par két pont-
jat egy-egy hirral osszekotve, a kapott n szamt har koziil egyik
se messe a masikat? Feltételezziik, hogy az 0sszes lehetséges
parokba szedések egyenld valodsziniiséggel birnak.



7. Egy pont ,bolyong6“ mozgast végez az x-tengelyen. A
t=0 idopontban a pont az x, egész abszcisszdju pontban van
(|xo] = N, ahol N pozitiv egész szam). Ha valamely ¢ (nemnegatiy
egész) idépontban a pont az x abszcisszdju pontban van és|x|< N,

akkor a #41 idépontra —%— valoszinfiséggel az x--1 abszcisszé}ﬁ

pontba, % valosziniiséggel pedig az x—1 abszcisszdji pontba kerﬁl..

Ha a ¢ idépontban a pent az x=N, illetleg az x—= — N pont-
ban van, akkor a #-1 id6pontra bizonyosan az N—1, illetdleg a
—N-+1 abszcisszaji pontba keriil. Jelentse Py(f) annak a valo-
sziniiségét, hogy a pont a ¢ id6poniban az x =k abszcissziju
pontban van. Meghatdrozand6 & minden rogzitett egész értéke mel-
lett P.(2f) és Pr(2t-- 1) hatarértéke, ha f egész szamokon at — oco.

8. Legyen ¢ >0, Z% konvergens. Mely z értékekre kon-
P 1 :

vergél a

ke
Gl a2

n=1

hatvanysor ?

9. Az (a, b) intervallumon értelmezett és a 0 = f(x) = 1 fel-
tételnek eleget tevd integralhaté f(x) fiiggvények halmazat jelsljiik
C-vel. A C egy o (x) elemét ,széls6* elemnek nevezziik, ha nem
allithato el6 a C két elemének szamtani kozepeként mashogy, mint az

evidens ¢(x) = % [¢(x) 4+ ¢ (x)] médon. Megkeresenddk a C szélsé

elemei €s ‘megkeresendbk a C azon f(x) elemei, amelyek szélso :
elemek valamely ¢, (x) sorozatdnak ,gyenge“ limeszeként allithatok
el6 abban az értelemben, hogy '

v :

- b
| 9@ h) dx— [f@h(x)dx (1 o0),
barmely integralhaté fiiggvényt jelentsen is a f(x). [Az integril
fogalmat érthetjiik akdr a Riemann-, akar a Lebesgue-féle érte-
lemben.] ;

10. Bebizonyitandd, hogy a

sin2x | sin3x

1 i+ 1 Sln mx
sin x— e b e S W Kool ol £t
5 2 - 3 i ( )

m




129

fiiggvény a 0 < x < rﬁil intervallumon aszerint nagyobb vagy ki-

: O oo N : ; ; ‘ :
sebb, mint az o fiiggvény, amint az m szam paratlan vagy paros.

Hatéarid6ig 17-en nyujtottak be a 10 feladatra dsszesen 91 meg-
oldast. A multévi versennyel osszehasonlitva, amikor a 17 feladatra
26-an Osszesen 160 megoldast nyujtottak be, visszaesés mutatko-
- zik a versenyzOk szdmdban, az egy-egy feladatra es0 megoldasok
atlagos szamaban azonban alig van eltolédds. A visszaesés okai
kozt bizonyédra az volt a dontd; hogy az idén kevesebb feladatot
tiiztiink ki mint tavaly s igy kisebb volt a versenyz0k szamara a
valaszték. Kétségtelen, hogy a Kitlizott feladatok javarésze komoly
erbprobdra tette a versenyzoket. Ennek ellenére véltozatos és otletes
megoldasok érkeztek be mindegyik feladatra, gy hogy a verseny
sikeresen zarult. A legjobb versenyzok rangsoroldsa az idén is
komoly -gondot okozott a bizottsaignak. A bizottsag tgy dontott,
hogy az idén az l. dij (1000.— forint) mellett két II. dijat (500.—
forint) is ad ki, tovabba tobb versenyzot dicséretben részesit.

Az 1. dijat a bizottsdg GEHER LAszLOnak, a budapesti Eotvos
Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Kara IV. éves mat.-
fiz. szakos hallgatéjanak itélte oda. Gehér Laszl6 a 7. kivételével
mindegyik feladatra nyujtott be megoldast, ezek mind helyesek és
igen figyelemremélté matematikai érzékr6l tantiskodnak, fogalma-
zas tekintetében is kifogastalanok.

Az egyik II. dijat a bizottsig CzipszER JANOsnak, a budapesti
Eotvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Kara IV.
éves alkalm. mat. hallgatéjanak itélte oda. Czipszer a 3., 4. és 9.
feladat kivételével mindegyik feladatra adott be megoldast, az 1.-re
kett6t is. Mindegyik megoldasa (az 1.-re adott elsd megoldéasa kivé-
telével) kifogastalan, mind tartalmat, mind pedig fogalmazasat ille-
téen. Kiemelenddk a 2., 5., 7. és 10. feladatra adott megoldasai,
amelytla(k éles matematikai elemzoképességrol és otletességrol tantis-
kodnak.

A masik 1L dijat a bizottsag megosztva KAROLYHAZY FRIGYES-
nek és HAJNAL JANosnak itélte oda, akik a budapesti E6tvos Lorand
Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karanak volt, ill. IV. éves
mat.-fiz. szakos hallgatéi. Karolyhdzy mind a tiz feladatra adott be
megoldast, ezek koziil azonban csak 2., 6., 7., 8, 9. és 10. fel-
adatra adott megoldasa helyes. Kiemelend6 a 7. és 10. feladatra
adott eredeti és elegans megoldasa, tovabba altaldban szabatos
fogalmazasi készsége. Hajnal a 6. kivételével minden feladatra kiil-
dott be megoldast, ezek koziil a 3., 4., 8. és 9. feladatra adottak
teljesek ; az 1., 2. és 5. feladatra adottak azonban itt-ott helyesbi-
tést, ill. kiegészitést igényelnek.

9 Matcmatikai Lapok
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Dicséretben részesiti a bizottsag GACSALY! SANDORt, a deb-
receni Kossuth Lajos Tudomédnyegyetem Természettudomanyi Kara
volt hallgatéjat a 3., 5. és 8. feladat helyes és szabatossaggal meg-
fogalmazott megoldaséaért, FRIED ERVINt, a budapesti Eotvos Lordand
Tudomanyegyetem Természettudomanyi Kara IV. éves hallgatojat
a 3. €és 8. feladatra adott szép megoldasaért, tovibba KALMAN
Lajost, a budapesti Miiszaki Egyetem Villamosmérnoki Kara I. éves
hallgatojat a geometriai feladatokra, kiilonosen az 1. feladatra
adott megoldasaért, végiil KoRANYI ADAMot, a Szegedi Tudomany-
egyetem Természettudomdnyi Kara Ill. éves hallgatojat a 2., 7., 8.
és 9. feladatra adott (bar részben nem teljes) megoldasaiért.

A feladatok megolddsai a kovetkezOk (*-gal, ill. **-gal jelol-
tilk meg azokat a megoldasokat, amelyeket a bizottsig — gondo-
latmenetiik lényegének megtartasaval — kisebb, ill. nagyobb mér-
tékben atfogalmazott).

I. feladat (beérkezett 15 dolgozat).

I. megoldas™*. Nevezziik el a testatlo nélkiili konvex poliéder
(egyik) legnagyobb oldalszamu lapjat ,alap“-nak és ennek sikjat
»alapsik“-nak. Targyalasunkban harom esetet kiilonboztetiink meg,
aszerint, hogy az alap hany oldalt.

1. Az alap ot vagy tobb szégii. Ebben az esetben a poliéder-
nek nem lehet két csticsa is az alapsikon kiviil.

1. abra

Tegyiik fel az ellenkezOjét, tehat, hogy van két csics is,
A és B, az alapsikon kiviil. Az AB egyenesnek az alapsikkal alko-
tott metszéspontja legyen O, mely lehet a végtelen tavolban is'.
Az O-bol az alap pontjai irdanyaban huizott sugarak egy szbgtarto-
manyt hataroznak meg, amelynek O a cstcsa. E szog mindkét
szdran van az alap szogpontjai koziil egy, vagy esetleg Kkettd.

1 A poliéder konvexitdsabol kovetkezik, hogy az A, B ‘pontok az alapsik
ugyanazon oldalan fekszenek és hogy az O pont az alap kiilsejében van.
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Minthogy az alap 5, vagy 5-nél tobbszogii, van az alapnak olyan
C szodgpontja, hogy az O-bol a C felé hizott sugar a szogtarto-
-many belsejében halad. Legyen C, és C, az alapnak C-vel szom-
szédos két szogpontja. Tekintsiik most a C-b6l az A és a B felé
huzott két sugar koziil azt, amelyik a kisebbik szoget zarja be az
OC egyenesnek a C-b6l az alap belseje felé mutatéo iranyaval :
legyen ez pl. a CB. Ekkor a BC szakasz teljes egészében a CC,,
CC., és CA szakaszok altal meghatdrozott testszogletben halad, igy
annal inkabb a belsejében halad a poliéder C csticspontjahoz tar-
tozo testszogletnek. A poliéder B és C csticsait 0sszekoto egyenes
szakasz tehat a poliéder testatlja, ellentétben azzal, hogy a tekin-
tett poliédernek nincs testatloja.

Tehat a poliédernek valéban csak egyetlen csiicspontja lehet
az alapsikon kiviil, kovetkezésképpen a poliéder gula.

2. Az alap négyszogri. Ha az alapsikon kiviil a poliédernek
csak egy csticsa van, akkor négyoldalti guala. Tegyiik fel- most,
hogy az alapsikon kiviil tobb csticspont is van: legyen A és B két
ilyen cstcspont és jeloljiik djra O-val az AB egyenesnek az alap-
sikkal valo metszéspontjat.' Ha legfeljebb egy alapél halad &t az
O-n, akkor az 1. esetben tett meggondoldas ujra alkalmazhato s
elvezet testatlo létezéséhez. Tehat csak az a lehetéség marad, hogy
az O ponton két (sziikségképpen szembenfekv®) alapél is athalad.

2. abra

Kimutatjuk, hogy A-n és B-n kiviil tobb cstics nem létezhet
az alapsikon kiviil. Ha ugyanis volna egy tovabbi ilyen csticspont,
D, akkor az AB-re vonatkozé el6bbi meggondolast AD-re is,
BD-re alkalmazva, azt kapnank, hogy e harom egyenes mindegyi-
kének megvan az a tulajdonsdga, hogy az alap sikjaval val6 met-
széspontja az alap két szembenfekvd oldala meghosszabbitasanak
metszéspontjaba esik. Ebbol kovetkezik, - hogy az AB, AD, BD
egyenesek koziil legaldbb ketté, mondjuk AB és AD, az alap sik-
jat ugyanazon pontban metszi. E két egyenesnek az A-n kiviil igy
még egy kozos pontja létezvén, a két egyenes vsszeesik. Marpedig

O
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lehetetlen, hogy konvex poliéder hdrom csticspontja egy egyenesbe
essék. :

Eszerint, ha az alap négyszog, akkor a poliéder vagy (négy-
oldali) gila, vagy pedig a 2. abran lathaté konvex poliéder (a
metsz0 szembenfekvod €lek helyett esetleg parhuzamos élekkel). -

3. Az alap hdromszogii (ekkor a poliéder minden lapja harom-
sz0g). Ebben az esetben tijra nem lehet két cstics is alapsikon
kiviil. :

Tegyiik fel, hogy van két ilyen csics, A és B, és legyen O
az AB egyenesnek az alapsikkal valé metszéspontja'. Ha egy
alapél sem halad at O-n, akkor az 1. eset meggondoldsa alkal-
mazhaté s igy testatld létezéséhez jutunk. Ha egy alapél athalad
O-n, akkor ez az alapél és az A, B pontok egy olyan konvex
négyszoget hatdroznak meg, amelyik a poliéder feliiletén fekszik
(kiilonben a négyszog atléi a poliéder testatloi lennének), tehat a
poliédernek van olyan oldalsikja, amelyre négy, vagy tobb csiics-
pont esik. Feltevésiink tehat mindkét esetben ellentmondasra vezet: .
vagy azzal, hogy a poliédernek nincs testatloja, vagy pedig azzal,
hogy a poliédernek csupa hdromszogii lapjai vannak.

Tehat csak egy cstics létezhet az alapsikon kiviill s igy a-
poliéder ebben az esetben (haromoldalit) gila.

Osszegezve : Testatlo nélkiili konvex ‘poliéderek az 0Osszes
guldk és azok a 6 csticcsal bird testek, amelyeket gy kapunk,
hogy valamely (végesben fekvd, vagy végtelen tavoli) pontbdl kiin-
dulé haromélii testszogletet két sikkal elmetsziink; mas testatlo.

nélkiili konvex poliéder nincs. L ’
p Kdlmdn Lajos

II. megoldas®*. A megoldashoz tobb lépésben jutunk el.

(1) Ha egy konvex poliédernek nincs testdtloja és nincs négy
olyan csticsa, amelyek egy sikban fekszenek, akkor az tetraéder.

Bizonyitds. A feltételeknek megfelel6 ¢ csticsti poliéder min-
den lapja hdromszog, tehat %—l- erl— %e (! a lapok, e pedig az

élek szama). Mivel lapatlok nincsenek, azért barmely két csticsot
Osszekotd egyenes éle a poliédernek, azaz e — C(%l) Euler té-
tele szerintrtehét

l—e—f—cé % _cf(cz— i E(C; D +c=2.
Tehat ¢ =4, e=06, [—4; ilyen test valoban létezik, t. i. a tetra-
éder (és csak ez).
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(2) Konvex poliédernek nem eshet hdrom csticsa ugyanarra az
egyenesre. (Vilagos.) ; ;

(3) Ha egy konvex poliéder egyes csucsait elhagyva, a meg-
marado cstcsok dltal meghatdrozott konvex poliédernek van test-
datidja, akkor ez az eredeti poliédernek is testdtldja. (Vilagos.)

(4) Ha egy konvex poliédernek legaldbb ot csiicsa van és nincs
testdtloja, akkor bdrmely &t pontja koziil legaldbb négy egy sik-
ban fekszik. : p

Bizonyitds. Valasszuk ki a poliéder tetszésszerinti 6t csucsat.
(3) szerint az ezek altal meghatdrozott konvex poliédernek sem
lehet testatloja, de akkor (1) alapjan kovetkezik, hogy az 6t cstics
koziil legalabb négy egy sikban fekszik.

Kovetkezmény :

(4) Ha egy konvex poliédernek ot cstucsa van ¢és nincs test-
dtloja, akkor az konvex négyoldali gila.

(5) Ha egy konvex poliédérnek hat csticsa van és nincs test-
dtléja, akkor az vagy konvex dtoldalii gila, vagy pedig ,hdzteto
alaki“ poliéder (azaz haromoldali hasab vagy csonkagtila, esetleg
az alaplap sikjaval nem parhuzamos, de az alapsikszog belsejét at
nem metsz6 sikkal levdgva). :

E

3. abra

~ Bizonyitds: Vegyiik el a poliéder egyik csicsat. A megma-
- radt 6t cstics altal meghatarozott konvex poliéder (3) és (4°) miatt
csak egy konvex négyoldali ABCDE gula lehet. Ez a gila fel-
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bonthato ABCE és ACDE tetraéderckre. A poliéder hatodik, F
csticsa (4).szerint benne van mindkét tetraéder valamelyik lapja-
nak a sikjaban. :

Ha F a két résztetraéder kozos ABCD lapsikjara esik, akkor
a poliéder otoldali gtla.

Az F az ACE kozos lapsikra nem eshet, mert akkor az
ACFE (konvex) négyszog kozos lapja lenne az ACFEB és.
ACFED konvex négyoldali gildknak, amelyek B és D csicsai
az ACFE sikjanak ellenkez6 oldalain helyezkednek el. Az ACFE
négyszog tehat a poliéder belsejébe esnék, s igy atloi testatlok
lennének.

Mar csak az az eset van hatra, amikor az F cslics a két
résztetraéder egy-egy nem kozos lapjanak a sikjaban is benne van.
Ez a két sik nem lehet az ABCDE gila két szomszédos oldal-
- lapjanak a sikja, mert akkor F a gila valamely élére esnék, ami
(2) miatt lehetetlen.

Tehat az F cstics csak az ABCDE gila két szembenfekvo
oldallapjanak sikjara, pl. az ADE és BCE sikokra eshet. De
akkor F rajta van az ADE és BCE sikok metszésvonalan. Ebben
az esetben pedig az ABCDEF poliéder a fenti értelemben vett
yhaztetéalaku“ feliilet. (Ugyanis a BC, EF és AD élek koziil bar-
melyik kettd egy sikban van, és igy a harom él vagy parhuzamos,
vagy meghosszabbitasuk egy ponton megy keresztiil.

4. abra

(6) Ha egy konvex poliédernek hét csucsa van és nincs test-
dtléja, akkor az konvex hatoldalit gula.

Bizonyitds : El0szor azt mutatjuk meg, hogy az ABCDEFG
testatld nélkiili konvex poliéder G csucsat elvéve, a megmarado
csticsok altal meghatirozott konvex poliéder csak otoldali gila
lehet.
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Tegyiik fel ugyanis, hogy az ABC DEF testatlo nélkiili konvex
poliéder ,haztetd alaku“ feliilet (1. a 4. abrat). Ebben az esetben az
ABCDEF poliéder felbonthaté az ABCE, ACDE és CFDE
tetraéderekre. A G-nek (mint az ABCEG, ACDEG és CFDEG
konvex poliéderek otodik csticsanak) a (4) szerint mind a harom
tetraéder valamelyik lapjanak sikjaban kell fekiidnie. Minthogy a
harom tetraédernek nincs kozos lapja, ezért G-nek legalabb két
kiilonbozo lapsikra kell esnie. Ez a két lap azonban nem lehet a
(szembenfekvé) AEB és CFD, mert akkor G nem lenne rajta az
ACDE tetraéder egyik lapjanak a sikjan sem. Barmely mas két
lapsik metszésvonala pedig a poliéder valamely két csticsat Ossze-
koto egyenes, s igy (2) szerint G ezekre sem eshet. Igy az a fel-
tevés, hogy az ABCDEF poliéder ,hazteté alaki“ ellentmondasra
vezet.

F

B (4

5. abra

Az ABCDEF poliéder tehat csak otoldalu gula lehet (legyen
ennek pl. F a csticsa). Ekkor viszont a G pont csak az ABCDE
sikra eshet. Az ABCDEF gula ugyanis felbonthaté az ABCEF,
ACDF és ADEF gulakra, amelyeknek kozos lapsikjuk az ABCDE
sikon kiviil nincs. Ha tehat a G nem esnék rda az ABCDE sikra,
akkor a fenti részguldknak legaldbb két kiilonboz6 lapsikjara kel-
lene esnie. Mivel azonban ezek metszésvonala az ABCD EF gila
élei, (2) szerint ez az eset nem fordulhat eld.

Az ABCDEFG poliéder tehat csak hatoldalu konvex gtila lehet.

(7) Ha egy testdtlo nélkiili konvex poliéder csticsainak szdma
¢ =1, akkor az egy c—1 oldalu konvex giila.

Bizonyitds : Teljes indukcidval. A ¢ =T esetében az allitast

kimutattuk. Legyen ¢ = 8 és tegyiik fel, hogy ¢—1 csiics esetében
a tétel igaz. Vegyiink el egy csticsot a poliéderbdl és képezziik a
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megmarado ¢—1 csticshoz tartozé konvex részpoliédert. (3) miatt
ennek is testatld nélkiilinek kell lennie, s igy az indukcios feltevés
szerint ez egy c—2 (= 6) oldala gila. Ezt fel lehet bontani (az
elobbi pontban latott moédon) ¢—4 szamd tetraéderre, melyeknek
kozOs lapsikjuk az alapsikon kiviil nincs. A (6) masodik részében
latott bizonyitdst lemasolva, be lehet latni, hogy az elhagyott
(c-edik) csics a ¢c—2 oldalu részgula alapsikjara esik; tehat a
test csak ¢—1 oldali konvex gtila lehet. :
Gehér Ldszlo

Megoldotta még Czipszer Jdnos. J6 gondolatmenetii, de egy-
egy lényeges ponton nem eléggé kidolgozott megoldast adott be
Fried Ervin, Hajnal Andrds és Rona Péter.

2. feladat (beérkezett 12 dolgozat).

E feladat fogalmazdsa hidanyos volt, mert kétséget hagyott
afelél, hogy a metszésekhez hozzaértenddk-e az érintések is vagy
sem. Ha hozzaértjiik, akkor a feladatra a valasz igenld, ha pedig
nem, akkor a valasz tagado.

I. (igenld) megoldas*. Sikon a projektiv sikot fogjuk érteni
s a metszésbe beleértjiik az ¢érintést is. Azt mondjuk, hogy két
kipszelet egymas kiilsejében van, ha nincs kozds belsé pontjuk.
Megmutatjuk a kovetkezot :

A) Ahhoz, hogy hdrom kupszelet, K,, K, és K., a feladatban
kirott kovetelményeknek eleget tegyen, sziikséges és elegendd, hogy
(1) koziilitk bdrmely ketté egymds kiilsejében legyen, (2) egymdst
pdronként két-két pontban érintsék.

Sziikségesség. Az (1) sziikségessége konnyen kovetkezik abbol,
hogy ha két kiipszeletnek, pl. Ki-nek és K,-nek kozos belsd pontja
volna, akkor ebbdél a pontbdl legfeljebb csak a K,-hoz lehetne
érint6t huzni. &

A (2) sziikségességének belatasa végett el6szor azt mutassuk
meg, hogy ha két egymas kiilsejében levd kuapszelet egymast leg-
feliebb egy pontban érinti, akkor van olyan egyenes a sikban,
amelynek egyikiikkel sincs kozds pontja. Feltehetjiik, hogy az egyik
kipszelet hiperbola, a masik pedig kor. (A sik alkalmasan valasz-
tott projektiv leképezésével ugyanis barmely mas eset erre vissza-
vezethetd.) Legyen r a kor sugara, C a kor kozéppontja; P, és
P, pedig legyen a hiperbola egyik és masik dgan a C-hez legkoze-
lebb levé pont; tegyiik fel, hogy &, CP, = CP,-—d,. Minthogy
feltevés szerinta kor a hiperbola kiilsejében van és a hiperbolanak
legfeliebb egyik agat érinti, azért bizonyosan r < d.. Legyen e a
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hiperbola érintje a P, pontban (e | CP.). Most tekintsiink egy
tetszésszerinti olyan, az e-vel parhuzamos f egyenest, amely e
és a hiperbola 0 kozéppontja kozott halad és amelynek e-t6l vald
tavolsiga o < d,—r. Az f-nek nyilvan sem a korrel, sem a hiper-
boldval nincs kozos pontja. :

f

6. abra

Ezek utan a (2) sziikségessége azonnal adodik a feladatnak
abbél a kovetelményébdl, hogy a sik minden egyenese a harom
kupszelet koziil legalabb kettét metsz. :

Elégségesség. Nyilvan elég azt bizonyitanunk, hogy ha két
kupszelet egymason kiviil van és egymast két pontban érintik,
akkor a sik barmely pontjan legaldbb az egyik kiipszelethez hiiz-
hat6 érintd és a sik barmely egyenese legalabb az egyik kipsze-
letet metszi. %
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Az érintére vonatkozo éllitas trividlis. A metszésre vonatkozo
allitas a kovetkezoképpen lathatd be. Legyen L és M a két kap-
szelet két érintkezési pontja. Az LM egyenest az L, M pontok két
szakaszra bontjak, amelyek koziil az egyiknek a belseje az egyik
kipszelet, a masiknak a belseje a masik kupszelet belsejébe esik.
A sik barmely egyenese vagy tartalmazza legalabb az egyik érintési
pontot, vagy az egyik LM szakasz belsé pontjan haladva at, van
pontja az egyik kupszelet belsejében s igy az illetd kiupszeletet
metszi.

Ezzel az A) allitast bebizonyitottuk. Konnyen megadhatd ha-
rom olyan kupszelet, amelyek az (1), (2) feltételeknek (s kovetke-
zésképpen a feladat kovetelményeinek is) eleget tesznek. Pl. az a
harom kipszelet, amelyek egyenlete derékszogii koordinatidkban :

Xy =1 (kor)
x’—7y*—1 (hiperbola), y*—x*— 1 (hiperbola).
: Czipszer Jdnos

Tovabbi megoldasok: Hajnal Andrds és Kordnyi Addnr
(utobbié nem teljes).

Megjegyzés. Azt az allitast, hogy ha két kupszelet egymas
kiilsejében halad és legfeljebb egy pontban érinti egymast, akkor
van olyan egyenes, amelynek egyikiikkel sincs kozos pontja,
Czipszer Jdnos bonyolultabb, de tisztan projektiv geometriai mod-
szerrel bizonyitja. Ugyancsak ¢ bebizonyitja a kovetkezd allitast is:

B) Ahhoz, hogy hdrom kiipszelet a feladatban kirétt kovetel-
ményeknek eleget tegyen, sziikséges és elegendd, hogy (a) egymdst
pdronként két-két pontban érintsék, (b) a szébajivd hat érintkezési
pont mind kiilénbozo legyen.

II. (tagado) megoldas. Ha a metszéshez az érintést nem
értjiik hozza, akkor nincs olyan hdarom kupszelet, amely a feladat
kovetelményeinek eleget tenne. Ha ugyanis volna harom ilyen kap-
szelet, akkor az érintd hizasara vonatkozd kovetelménybol kovet-
kezbleg ezeknek paronként kozos belsoé pont nélkiilieknek kell len-
niok. Ha azonban pl. az els6 és a masodik kupszeletnek nincs
kozos bels6 pontja, akkor egymast vagy kiviilrol érintik, vagy tel-
jesen egymas kiilsejében fekszenek, s igy mindenesetre talalhato
olyan egyenes, amely egyikiiket sem metszi (legfeljebb érinti)’. Ez
az egyenes tehat akkor legfeljebb a harmadik ktipszeletet nietsz-
hetné, ami ellentmond a feladat masik kovetelményének.

Hajnal Andrds

® Ha a két kupszelet érinti egymast, akkor a kozos érintd ilyen egye-
nes. Ha teljesen egymds kiilsejében fekszenek, akkor pl. az I. megoldasban
szerepld meggondolas vezet célhoz. -

s ’
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A tagado megolddst megtalalta még Gehér Ldszlo, Kdlman
Lajos, Kdrolyhdzy Frigyes, Kiss Istvdn, Kordnyi Addm, Ldszlo
Zoltdan, Villdanyi Otto.

3. feladat.

I. megoldas. Ha a= pi"... pJ" tokéletes szdm, akkor osz-
toinak osszege 2a, tehat
i ¢ <1 i
l-’ —_1 = o
(M 1% ———2]fp.
=1, . P i—1
Innen /Ip-vel valo atszorzassal és H(pf"' —1)-gyel vald atosz-

tassal adodik:
2 =201 F—.
= A

_Mivel a jobboldali szorzat minden tényez6je 1-nél nagyobb, kévet-
“kezik, hogy

[I >2.

pi— 1
Masrészt (felhasznélva azt, hogy «;-+1 = 2):

e 1/11 B
pi'

N s

ul

P
'_l_](l+ .3 fih

ahol a szummaciot az dsszes m— pi'ps---py' (8 = 0) alaku egész
szamokra kell kiterjeszteni. Ehhol kovetkezik, hogy

DTS W s A
“/’—1 <iFgcie *~.f'72(>1f,—'.-.\.‘_»k(k'—”ii))'f
‘l‘ ] 1 ”
2(] ;gA/.:g( /(___1 k ' ’—-— 4‘ 5

3 Felhaszndlva a ]; :) iisszegképletet, apontmabb " felsd korlt
1

adodik.
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fellépd m-ek is pa-

Ha a paratlan
ratlanok s igy akkor

<= )Ny S ATy
«[_1[p1 ¥ o m2<2/%) 2’I+1 p

AR e L 1000
—2g <2 = 2/ ey <2]3.
Gehér Ldszlo,
: Hajnal Andrds
Megoldottak még Fried Ervin és Gacsdlyi Sdndor, tovabba
Arato Mdtyds és Kdrolyhdzi Frigyes (az utobbi kettonek megol-
déasai azonban nem teljesek, mert pdratlan « esetében a kivantnal
valamivel nagyobb korlathoz jutnak).

-Megjegyzés. Ha a paros tokéletes szam, akkor Euler szerint
a-—2"p, ahol ¢ =1, p = 3 (p torzsszam). Ennélfogva ebben aze

esetben
B 2 g S J_,,% S sl
I/pl—l E R L R e Ry e p—1 = - e N -
(Mmthogy 2[ 2 < 3, azért tehat minden a tokéletes szam esetében
a 4 helyett a.3 is jo felsé korlat.)
: ‘ Arato Mdtyads,

Gacsdlyi Sdndor

II. megoldas. (Ezt a megoldast, amely nem hasznal fel
vegtelen sorokat, Szép Jend foiskolai tanar bocsatotta a bizottsdg
rendelkezésére. Téle szarmazik maga a feladat is.)

(1) alapjan barmely a tokeletes szamra : \

" 41 4
: 1 —1 p
By By o R § £ Gl
=1 pti(pi—1) = Pf—l =1 pf (p(—l)p«
i @ 1 2
ir pL : o)
<IT|-2—=L| —2—y,
pi (p—l)
ugyanis, mint atszorzassal beléthato,
p pu +1

e B (p,—l)'
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Legyen a paratlan tokéletes szam ; eloszor s megmutatjuk,
hogy ha 3la, akkor 3%a. Ugyanis *

2a=2p0ps - pur=(1+p1+"-- +p1Y- - (A put-- - 4P,

s ha itt p, =3 és «, =1 lenne, akkor a jobboldal 4-gyel oszt-
haté lenne, a baloldal pedig csak 2-vel, ami lehetetlen.
Masodszor igazoljuk, hogy

p‘lrl ® l/;l—T pu +1___ 1
2 : — <& —
@ : s o Pr(p—1)’
ha : ;
(3) =4

Mint négyzetreemeléssel és atszorzassal belathato, (2) egyen-
értékii a

(4) 4««3(17_])/ (pa;—l___])4
egyenlotlenséggel. Mmthogy pedig

2
(parl ])4 4«1— (p_])__ 3 et (pa___4)_+_6pa l‘pu»l o )_j{_

s a (3) teljesiilte esetén itt a jobboldal >0, azért ekkor (4) s igy -
(2) is igaz.
Az a—pi'---p," paratlan tokéletes szam mindegyik torzsté-

nyezdjere teljesiil a pi" =4 feltétel (hiszen, ha p,-— 3, akkor
«, = 2), tehat a (2) egyenlotlenseget alkalmazhatjuk a mar igazolt
] H+1

p: pic pitt
'[1]1’:— Hp (pi—1) P —1

égyenl()tlenség jobboldalan all6 megfelel6 tényezokre és igy nyer-
jiik, hogy ; :

B s :' N |
[l .P ,\._l]l/P ‘ P l 1]| pi—]1
i=1 ) 4 =1 p: E -—-])
azaz
i
o
amib6l adodik a kivant eredmény :
3
H <2)2.

p—-l



4. feladat (beérkezett 4 dolgozat).
Megoldas. El6szor bebizonyitjuk, hogy barmely

"

fe)—2ax'  (€Kx])
polinomra és barmely nem negativ egész m-re

) xf ()~ (7))

Bizonyitds : A polinomialis tétel szerint

(f(x)) ‘ a;xr , v Zal,_,“rxl,mh’
==

ugyanis egyrészt a

S l)m! e
kol k! Kl
polinomialis egyiitthato oszthatd p-vel, ha a k,, k,, ..., k, koziil leg-

alabb kett6 nem O, masrészt pedig p elemii test p karakteriszti-
kaji, azaz minden a€ K elemre pa —0. Minthogy tovabbd a K
test a zéruselem elhagydsa utan a szorzasra nézve csoportot alkot,
azért minden a -0 elemre @ '— 1, vagyis a”— a; utébbi egyen-
16ség a zeruselunre is érvényes. Teljes 1ndukuoval kapjuk ebbdl,

hogy @ —a (k=1,2,3;...). Tehat o¥ —a; s igy

ciah, o S e
o) =2 o™ =7,

amivel (1)-et bebizonyitottuk.
Jegyezziik még meg, hogy nyilvan

(2) F1(x) + %) = fi1(x) + (%),
3 af(x) = af(x).
Legyen
F() | 2().
Ekkor

g(xX) — h(x)-f(x), /,(x)_,;’(‘ bix'.

Alkalmazva az (1)—(3) relaciokat, kapjuk, hogy

g() — 2 bix f() = ‘bumf.

” \/\
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Minthogy i =0 s igy p' = 1, azért ebbol
f()1g(x).
Ha g(x) nem oszthato f(x)-szel, akkor

g(x) = h(x)-f(x) +-r(x),

ahol grad r(x) < grad f(x) és r(x) 0. Ekkor
g(x) = h(x)f(x) +r(x),
ahol grad r(x) < grad f(x) és r(x)==0. Mivel /h(x)f(x) oszthato
f(x)-sal, azért g(x) nem oszthato f(x)-sal.-
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Gehér Ldszlo,
Hajnal Andrds
Megoldotta még FRIED ERVIN.

5. feladat (beérkezett 6 dolgozat).

Megoldas. Vilagos, hogy két automorfizmus szorzata mindig
automorfizmus, masrészt egy automorfizmus és egy antiautomorfizmus
szorzata mindig antiautomorfizmus. Végiil antiautomorfizmus inverze
is mindig antiautomorfizmus. Ezért az Osszes automorfizmusok és
antiautomorfizmusok a G onmagara valo egy-egyértelmii leképe-
zéseinck csoportjaban egy A alcsoportot alkotnak (az asszociati-
vitas a fortiori teljesiil). Minthogy G nem kommutativ, azért G
automorfizmusainak A csoportja valodi alcsoportja A-nak.

Jeloljiik ¢-sal azt az antiautomorfizmust, amelyre ¢(x)—
— x '(x € G). Ekkor ¢ - & (az azonossag). Tehat a ¢ altal generalt @
alcsoport két elembél all. Bebizonyitjuk, hogy A az A és @ alcsopor-
tok direkt szorzata. Ehhez elég azt bebizonyitanunk, hogy 1) barmely
automorfizmus felcserélhetd @-sal, 2) az A minden a eleme egy és
csak egyféleképpen allithato el az A egy « és a @ egy 3 elemé-
fiek szorzataként.

1) kovetkezik abbol, h.()gy barmely « € A és x€G esetén
1
(e(¥) "= e(x).

2)-t bizonyitando, tekintsiink elészor egy a automorfizmust.
Ekkor a kivant a — «@ felbontdsban sziikségképpen ==&, hiszen
minden «¢ alaki szorzat («€A) antiautomorfizmus; de akkor
sziikségképpen « - a, azaz az egyetlen a kivant tulajdonsagokkal
biré felbontds a — a«. Tekintsiink most egy a antiautomorfizmust.
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A kivant a = « @ felbontasban most szuksegkeppen 8= €s kbvet-
kezésképpen « =—ap, azaz az egyetlen a kivant tulajdonsagokkat
biré felbontds a = (ap)y.
Czipszer Jdnos,
Fried Ervin, .
Gacsdlyi Sdndor,
Gehér Ldszlo

Majdnem teljes ezenkiviil még Hajnal Andrds megoldasa.

6. feladat (beérkezett 11 dolgozat).

Megoldas. A koron fekvdé pontokat szamozzuk ‘meg  1-t61
2n-ig valamilyen koriiljarasi irdnyban:

A.l’ AZ; LB ';A‘:Zu-

A pontok parokba szedése és a parok osszekotése révén nyert kon-
figurdciot nevezziik parbaszedésnek; a lehetséges parbaszedések
szama legyen p,. Az olyan parbaszedést, amelynél nincsenek egy-
mast metsz6 hidrok, nevezziik htirozasnak; a lehetséges hiirozdsok
szama legyen h,. Mint konnyen lathatd, p, és h, csak az n-t6l
fligg, a pontoknak a koron valo eloszlasi modjatél nem. A keresett
valosziniiség
Wi L=

Allapitsuk. meg el6szor is p, értékét. Az A, pont az
A,, A,, ..., Ao pontok barmelyikével osszekothetd, és mindegyik
esetben a megmarad6 2n—2 pont barhogyan pédrbaszedhet6. Tehat

Pv=2n—1)pu1.
Ebbdl, tekintettel arra, hogy nyilvan p, = 1, adodik:
(1 m=02n—1)(2n—3)...3.1=2r—1)Il.

Most a h, értékét allapitsuk meg. Az A, pont barmely huro-
zasnal az

AQ, A;, o aley A271 2 Aﬁu

pontok valamelyikével van tsszekotve. (Ha ugyanis az A; Az hurt
hizzuk, akkor az As, As, ..., Ay pontok csak egymdssal parosit-
hatok, de — paératlan lévén a szamuk — ez lehetetlen.) Az A;As.
hiur viszont (1 =i = n) megenged h;_.h,.. lehetdséget, ugyanis a
2(i—1) szamu As, As, . . ., Asi 1 pont az egyik oldalon, és a 2(n—1i)
szaml Asii1, Asive, . .., Ao, pont a masik oldalon, csakis egymas
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kozott, de egyébkent tetszolegesen hiirozhatok. Tehit
(2) o =hoh, 1-hh s+ -+ loh Ry ko,

ahol =1 _es  n="1%
Képezziik a kovetkezd hatvanysort:
i.‘h;,, Ry
" 0
és tegyiik fel, hogy ennek konvergenciasugara pozitiv; az 0sszeg-
fiiggvényt jeloljiik f(z)-vel. Ekkor (2) alapjan

@) — > (ol -+ b+ - B )2 = D 12"

innen kovetkezik, hogy

2f*@)=f(z)—1.
14+)1—4z

Tehat f(z) nem lehet mas, mint vagy az e e vagy az

— A—Z:A— fiiggvény. Minthogy az eldbbinek a z-—0 pontban

polusa van, azért ez nem johet szamitasba, s igy f(z) == 1—_%——43 y
Ez a fiiggvény a z-—0 pont koziil % konvergenciasugérral hat-
vanysorba fejthetd, hatvanysoranak elso tagja 1 és egyiitthatoi kielé-
gitik a (2) rekurziés formulat. Ennélfogva e fiiggvény hatvany-
sordnak egyiitthat6i éppen a keresett A, /;, hs, ... szamok. Tehat
a binomialis tétel szerint (n = 1)

ol
PR 1 5 ) i+
hu s T 2 ( (——4) 2

n-41
__(_1)”2:..‘];12_'_' 3 ("%)"'(—2'}:‘] i @n—1)1l
" (n+1)! i ey (O

, Osszevetve ezt (1)-gyel, kapjuk végeredményben a keresett
valOsziniiségre a
T e

D !

értéket.
Czipszer Jdnos,
Gehér Ldszlo,
Kdrolyhdzy Frigyes

10 Matematikai Lapok
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A rekurzios egyenlet megoldasat megtalalta, de nem bizonyi-
totta Fried Ervin és Ldszlo Zoltdn (Debrecen). A rekurzios egyen-
letig eljutott még Gacsdlyi Sdndor, Kdlmdn Lajos, Kordnyi Addm és
Villdnyi Oftto.

7. feladat (beérkezett 6 dolgozat).

I. megoldas. A feladat attekinthetébbé- valik, ha nem az
x-tengely [—N, N} szakaszan mozg6 P pontot, hanem az orig6
koriili N sugari kor keriiletén mozg6d Q pontot vizsgalunk. Q
lehetséges helyzetei legyenek a kor egész abszcisszajii pontjai;
annak valosziniisége, hogy Q a ¢ (nemnegativ egész) id6pontban
észlelt helyzetébdl a f-}-1 idOpontig egy szomszédos pontba

atmenjen, legyen % . Q-nak a t- 0 idopontban észlelt kiindulasi

helye legyen a kor x, abszcisszaju Q, pontja. A # (egész) értékei
szerint valo teljes indukcioval konnyen belathato, hogy annak valo-
szinlisége, P.(f), hogy P a t idopontban az x— k pontban legyen,
ugyanannyi, mint hogy Q abszcisszaja k legyen. Ebbol kovetkezik,
hogy a megfelelé hatarértékek is, ha léteznek, egyenlok.

8. abra

Ha Q-t csak minden paros szamértékii pillanatban vizsgaljuk,
akkor Q lehetséges helyzetei a kor azon pontjai, amelyek abszcisz-
szaja ugyanolyan paritast, mint x,. Igy Q lehetséges helyzete 2N
kiillonbozé pont; konnyen belathatd, hogy a Q pont N lépésben
barmelyik A helyzethdl akarmelyik B helyzetbe pozitiv V() valo-
sziniiséggel juthat el. Igy Markov tétele biztositja a

. (1)
lim Vi — Vi
Jiscn
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‘hatarérték létezését és azt, hogy ez a Q, kiindulasi ponttol fiig-

getlen. Igy
Vi = lim V{4,

s minthogy a kor egyik pontja sincs Kitiintetve, azért ezek a Vi
szamok egymdssal mind egyenlok. Ennélfogva V= . . Attérve
a P pontra, adodik, hogy |

J 0, ha k==x (mod 2),

lim P, (2t) - ha k=x, (mod 2) és |k|< N,

N “N j
l Z—IN , ha k=-+N, feltéve, hogy N= x,(mod 2).

“Teljesen hasonl6 meggondolassal adodik, hogy
J 0, ha k=x, (mod 2),

1 e SRR
lim Pu(2¢-41)— - N ha k=£x, (mod 2) és |k| <N,
] Z-IN cnatk= =N ielicye; hogy N == x, (mod 2).

: Czipszer Jdnos

Il. megoldas. A bolyongasnak hatart szabo ,fal“-at ugy
vessziik tekintetbe, hogy a (— N, N) kozt folytatolagosan a vég-
pontjain tiikrozziik (1. az abrat, a nyilak a tiikrozést szemléltetik).
Hogy a bolyong6 pont a falndl visszafordul, az most tgy fogal-
:12, valosziniiséggel mozdulhat
jobbra is, balra is. Ezutan mar konnyen kiszamithatjuk, hogy milyen
valészintiséggel jut el a bolyong6 pont a szamegyenes barmely (egész
abszcisszaju) pontjaba. A ,homolog“ pontokra eso valosziniisége-
ket azutan. osszegezni kell. Ha |k| < N, akkor a k-val homolog
pontok nyilvan a k+4Ne és 2N—k+4Ne (¢=0,+1,+2,...)
pontok; ezek mind kiilonbozok. Ha k-— -+ N, akkor a vele homolog
pontok: k+4Ne (¢=0,+1,+2,...).

mazhato, hogy a hatarpontokbol is

-2k ok 2k
SR =YY, -V T R R R N
/./\ // N X
~
pon S \ / ~ - \
P X \

9. abra

10%
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Tegyiik fel eloszor, hogy x, pdros, x,— 2§&,. Ha k paratlan,
akkor P;(2t) =0 (f-nek eleve csak egész szami értékei jonnek
tekintetbe), mert hiszen két lépésben x, csak paros szammal valtoz-
hatott meg (egy ,1épés“-en a bolyong6 pont abszcisszajanak a meg-
valtozasat értjiik £ és ¢--1 kozott). Igy P.(2f) hatarériéke is

. (t— o0) egyenld O-val.

Legyen most k paros, k= 2x. Elészor a fenti modon tekint-
siink el a falaktol s szamitsuk ki annak valosziniiségét, hogy a
pont az x,= 2§, helyzetb6l az n=2» helyzetbe Kkeriiljon. Ehhez
az sziikséges, hogy a jobbra lépések €és a balra lépések szamanak
kiilonbsége n—x,— 2(v—§)-val legyen egyenl6. Vagyis, ha
Osszesen 2f-szer lépiink, akkor f¢--(v—§&)-szor kell jobbra és
t—(r—5&)-szor balra lépniink. Ennek a valoszinfisége :

2t )1_
t+ AP Eu nE

A k-val homolog pontokra osszegezve, az |k < N esetben azt kap-
juk, hogy ; :

ot 2F 1
(1) Paty= 2 (.t—}—(z——_E.,)—‘kZN«)*g? 23
1

=-0

+ 2 (l‘»]_(N—zg.En)—{—ZNa)fﬁ >

==,

Marmost ismeretes, hogy ha

n i Va
m= '§‘+/~ 5
akkor nagy n-ekre
» ’/l\) 1~7:2~_—e 'T
mj 2" V27tn
A mi esetiinkre alkalmazva, f nagy értékeire
i . b 7‘2
S 2t I_N 2 N
= (t+-/.—&n +2Na’ 2 Vgt
S SR

¢« 2NV2a4
3=

itt 2 a (#+&+2Nea)

(¢=0,+1,...) szamokon fut végig,

A4 két szomszedos 4 érték kiilonbsége, azaz 42— 2N l/ *?—. (Ennek

. preciz bizonyitasa szorol szora dtveheté a ,binomidlis eloszlas ~
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Gauss-féle eloszlas nagy n esetére® tétel bizonyitasabol.) Ha 7 — o,
akkor a jobboldal hatarértéke

1
— ’ ei2dx =+
2N 2= .

Az (1) alatti masodik Osszeg ugyanezt az eredményt szolgaltatja.
Igy tehat '

: 1

G X |
Abban az esetben, mikor N paros, tekinteniink kell még a k— + N
pontokat is. Ekkor az (1) alatti két osszeg koziil csak egy Osszeg
szerepel és igy ekkor

. 1
I @)= N :
Tovabbra is feltételezve, hogy x, paros, paratlan k esetében
P;.(2t) nyilvan O, s igy a hatarértéke is 0. Ugyancsak 0-val egyenld
paros k esetében P.(2t-1) s igy a hatarértéke is; paratlan k
esetében a Py(2f-1- 1) hatarértékét teljesen hasonlé eljarassal nyer-
jiilk, mint paros k esetén a P.(2t) hatarértékét, igy ezt nem rész-
letezziik.
Ha végiil x, paratlan, akkor (bizonyos mértékig szerepcserével)
minden hasonléan adddik. ' rd
Kidrolyhdzy Frigyes

~ Megoldotta még Bardth Tibor (Debrecen) a véges Markov-
lancok algebrai elméletének alapjan. Majdnem teljes. megoldast
adott be még Araté Mdtyds, Hajnal Andrds és Kordnyi Addm.

8. feladat (beérkezett 12 dolgozat).

I. megoldas. A hatvanysor konvergencia sugara

M B

tim ¥e.ci.. e
n

(2) lim Je,es. ... =0.

Kimutatjuk, hogy

Mivel 2‘12 konvergens, azért minden &>0 szdmhoz van
_‘olyan N, hogy
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Legyen n > N; akkor

e e
OV, = e L e

n
e B S el AR .. S e 5, 000 s s it SIS, o
n I n = n I N+] i

CN42 (& (b e e
+ =75+ H &
N-+2 n

a jobboldal elég nagy n-re < 2& Ezzel (1)-et belattuk.
(1) és (2) alapjan o = o, azaz a hatvanysor az egész kom-
plex sikon konvergél.
Fried Ervin,
Gehér Jozsef,
Gehér Ldszlo,
Hajnal Andrds,
Kordnyi Addm
Megoldotta még Araté Madtyds, Czipszer Jdnos, Gacsdilyi
Sdndor, Hajnal Andrds, Kdrolyhdzy Frigyes,

9. feladat (beérkezett 5 dolgozat).

Megoldas. Az altalanossag rovasa nélkiil feltehetd, hogy
a=0,b=1.

Nyilvanval6, hogy egy fiiggvény akkor és csak akkor széls6
eleme C-nek, ha valamely mérhetd halmaz karakterisztikus fiigg-
vénye. Ugyanis, ha ¢(x) € C és valamely x, pontban 0 < ¢(x,) < I,
akkor a @,(x) == @(x)--£0(x,, X) €s @.(X) — @p(x)—e0(x,, x) fiige-
y1, ha x=x,
10, ha x <+ x,)’
szintén C-hez tartoznak és szamtani kozepiik a ¢(x) fiiggvény.

Azt allitjuk, hogy a C osztdly minden f(x) eleme el6allithatd
sz€lsé elemek valamely ¢, (x) sorozatanak gyenge limeszeként. :

Osszuk fel a (0, 1) intervallumot 2" egyenld részre, €s legyen
@ az f(x)-nek az i-edik részintervallumon valé integralja; nyilvan

vények |ahol d(x,, x) = elég kis pozitiv ¢ esetén

0= <. ; Definidljuk a ¢, (x) figgvényt a kovetkezOképpen:

(1=1,2,...,2Y):
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Legyen k(x) valamely(O, 21,—) alaku intervallum karakterisz-

tikus fiiggvénye. Vilagos, hogy ha n elég nagy (n = m), akkof

1 1
g (k(x)dx— | f()k(x)dx.

Mivel minden olyan /(x) lépcsés fiiggvény, amelynél az ugrasi
pontok diadikusan raciondlis szdmok, el6dllithato a k(x) tipust
fliggvények véges linedris kombindcidjaként,

1(x) — 2 Biki(x),
azért minden ilyen /(x) lépcsosfiiggvényre .is

1 1

[ 1) dx — | ) 1)dx (1),

Az ilyen [(x) lépcsosfiiggvények az integralhato fliggvények
terében siirtien fekszenek, azaz barmely a (0, 1)-en integralhato
k(x) fiiggvényhez és barmely & > 0 szdmhoz taldlhato /(x) fiiggvény
gy, hogy

1

| 1) —1(x) dx <
Ekkor elég nagy n-re

[-|.</,,(x)h(x) dx— .I.f(x)h(x) dx! =
= [y @i dx— | Foiey x|+ | [ —1(0) g (x)dx 4

+ [ 1A ) — 1) () dx = 3¢,

amivel az allitasunkat bebizonyitottuk.
(Lényegében ugyanigy bizonyithato a tétel barmilyen véges,
vagy végtelen mértékii halmazra is).
Gehér Ldszlo

: Megoldotta még: Hajnal Andrds, Kdrolyhdzy Frigyes, Kordnyi

Addm. .
Megjegyzés. KREJN ¢és MILMAN nevezetes altalanos tétele

(lasd: SzOKEFALVY-NAGY BELA, Szovijet eredmények a funkcional-
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analizis terén, Mat. Lapok, 2 (1951), 5—33. o., kiilonosen a 20.
oldal) alapjan (alkalmazva ezt arra az esetre, amikor E az (a, b)
intervallumon Lebesgue-integralhat6 fiiggvények L' terét és igy
E* az (a, b) intervallumon értelmezett Lebesgue-mérhet6 és Iénye-
gében korlatos fiiggvények L™ terét jelentik) azt kapjuk, hogy az
E*— L™ tér sz6banforgo korlatos €s (mint konnyen belathatd) regu-
larisan konvex C részhalmaza egyenld a C széls6 elemei S hal-
mazanak regularisan konvex burkolojaval. Ez egyenértékii azzal, hogy
a szélsd elemekbél alkotott w(x)— > ciqgi(x) (=1, Z ti=1)
ykonvex“ linearis kombindciok Syonv. halmazanak a ,gyenge topo-
logiaban“ val0 lezardsa osszeesik a teljes C halmazzal, azaz mas-
szOval a C barmely f(x) eleméhez, barmely véges sok integralhato
hi(x), ..., h.(x) fiiggvényhez, és barmely pozitiv s-hoz talalhat6

olyan v/(x) fiiggvény Sieny.-bol, hogy

H’f(x) hi(x) d.\‘—_"l U(x) hi(x) dxi <& =712 ),

A feladatul kitiizott példa, amelyet PUKANSZKY LAJos aspirans
bocsétott a bizottsdg rendelkezésére, azt a meglehetGsen varatlan
tényt bizonyitja, hogy el6fordulhat olyan eset is, amikor nemcsak
a sz€ls6 elemek Sionv. konvex burkoldjanak, hanem magéanak a
sz€ls6 elemek S halmazanak a gyenge topoldgidban vald lezirisa
egyenlé a C konvex halmazzal: Fa

10. feladat (beérkezett 10 dolgozat).
Megoldas. Legyen

e[ g 802X Sil M)
G,(x)=(—1) 5 sin x+ = F(—1) = :
azt kell bebizonyitani, hogy
e L
Tod(0) =105 iha 120 <oxes, Iy
Minthogy ‘
g (x)=(—1)" ; — €08 X} c08 2X— « -+ -+ (—1)"cos mx| =

_cos[m+ 5)x

Ak
2Los—2-

(errdl 2 cos o -lel valo atszorzas ttjan konnyen meggydzddhetiink),






Megoldottak még: Gehér Ldszlo, Kdrolyhdzy Frigyes, Rona
Peéter. :
1. megjegyzés. A kovetkezo észrevétel Csdszdir Akos egyetemi

docenstdl szarmazik.
Az (1) egyenldtlenségét egyszeriibben a kovetkezoképpen

bizonyithatjuk be:

"1 cos I (m-4-1)t— ;—t

( 7T :

i At e ———= = =
= ”’WLI») l : 2cos%t (
:—"7.']2*' cos(m+1)t+sin(m+1)t~tg%,dt:

l;%_
S o sin (m--1)¢- t i 1t >0
g [ s neg far-o,
0

hiszen az utols integrdl integrandusa az intervallum belsejében
mindentitt pozitiv.

2. megjegyzés. Ha az x-—:a—u helyettesitést elvégezziik.
.akkor a feladat a kovetkezd alakot olti:

wft—u ’ sin 2u sin mu
(—1) ,WZW—S]n i e Sanr )>O,

ha

(2) ”ﬂ;linlli_i S T R

i
Minthogy
il S L (e
1

azért ez egyenértékii azzal, hogy a (2) intervallumon

oy B
- i m+1 K
Ennél tobb is igaz (lasd: BELA Sz:-Naay, Uber gewisse Extremal-
fragen bei transformierten trigonometrischen Entwicklungen. I,
Beric/zte der Sdchsischen Akademie der Wissenschaften, Math.-Phys.
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A miiszaki egyetemek részére rendezett
matematikai tanuléverseny

irta: Csiszar Akos
a versenybizottsag eldadoja

A versenyt elst izben 1952. dprilis 26-an rendezte meg a
Tarsulat Budapesten, Miskolcon, Szegeden, Sopronban, Gydroft és
Veszprémben egyidejiileg. A versenyzdknek a feladatok megoldasara
ot ora allt rendelkezésiikre ; logaritmustablan, ill. lécen és rajz-
eszkozokon kiviil mas segédeszkozt nem haszndlhattak. A verseny
_ résztvevoinek és a beadott dolgozatoknak szama: Budapesten 86

€s 55, Miskolcon 43 és 33, Szegeden 16 és 8, Sopronban 10 és 4,
Gyorott 8 és 3, Veszprémben 5 és 2. Ezen kiviil részt vett a ver-
senyen a miskolci miiszaki egyetemnek hdrom hallgatéja, akik a
verseny megrendezésének idépontjaban Gyorott tartézkodtak tanul-
manyuton €s igy a versenyen a gyoriekkel egyiitt vettek részt,
mindharman adtak be dolgozatot. A versenyzok szama igy dsszesen
171, a beadott dolgozatok szdma 108.

A kitlizott feladatok a kovetkezok voltak : :

1. Az ABCD négyszogben AB=4m, BC—5m, CD —
—DA=1m, a D-nél levo belsé szog 195°. Az A, B, C pontok
egy-egy 30 cm sugart, a D pont pedig egy 20 cm sugart szijdob
kozéppontjai. Ezeken egy szij ugy fektetendé at, hogy az A, B, C

kozépponti dobokat pozitiv, a D kdzéppontit negativ iranyban
forgassa. Milyen hossztnak kell a szijnak lennie ?

2. Az A, B,C aknak napi széntermelése rendre f,— 160 #,
;=140 t, . — 120 {. Keressiik meg azt az egyes aknaktol rendre
.4, Si, Se tavolsagra fekvé D pontot (elosztd hely), melyre nézve az

! S S‘\f_\*:—s‘nt/:—"rsufr : ;

kilométertonndk osszege a legkisebb, ha az aknak tivolsagai AB— 4
km, ' BC =5 km;, CA=—6 km. S5

3. Adva két kongruens haromszog, A,B,C, az elsé képsikon
€s A,B.C, a masodik képsikon, tovabba harom kiilonbozd iranya
egyenes, a, b, c. Az els6 haromszoget at kell vinni a.masodikba
oly harom csavarmozgdssal, melyeknek tengelyei rendre a,b,c.
Szerkessziik meg a harom csavarmozgas mindegyikének forgasi ¢s
transzlacios komponensét.
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A résztvevok és a beadott dolgozatok szamat tekintve a ver-
seny sikeresnek mondhaté ugyan, de a dolgozatok mindsége a kivant
mértéket nem (iti meg. Ez jo részben a feladatok helytelen meg-
vilasztidsanak tulajdonithatd; egyediil az elsé féladatot lehet ugyanis
szerencsésen megvalasztottnak mondani. Ez a feladat ugyan tilsa-
. gosan kdnnytinek mindsitheto arra valo tekintettel, hogy csupén kozép-

iskolai anyag sziikséges a megoldasahoz s hosszadalmasan ugyan,
de kiilonosebb matematikai otlet nélkiil is megoldhatd, masrészt
viszont ez a feladat j6 alkalmat nyujt a versenyzOknek arra, hogy
kiilonféle matematikai otletek segitségével a megoldast jelentékenyen
egyszeriisitsék. Nem volt szerencsés a masodik feladat megvélasztasa,
mert annak minden részletre kiterjed6 szabatos megolddsa — bar a
milegyetemi matematikai anyagot nem Iépi til — talsdgosan hossza-
dalmas ahhoz, hogy kotott idétartamu versenyen megkivanhato legyen.
Ugyancsak tulsagosan nehéznek bizonyult a harmadik feladat is;
az erre adott megolddsok voltak a legkevésbbé kielégitok. ‘

A dijak odaitélését illetben a birdld bizottsdg a kovetkezo-
képpen dontott:

I. dijra érdemes dolgozat nem akadt. Masodik dijjal jutalmazza
a bizottsdg SZANTO ISTVANT, a Budapesti Miiszaki Egyetem gépész-
mérnoki karanak II. éves hallgatéjat. O az elsé feladatot helyesen
oldotta meg, a masodik feladatban pedig valamennyi versenyz&
koziil egyediil 6 jut helyes megoldasra, melynek azonban szabatos
indokolasat nem adja. A kiinduldsi adatokat mindkét feladatban a
megadottaktol lényegteleniil eltérének veszi fel. Tekintettel arra,
hogy az els6 dij nem keriil kiadasra, a bizottsag a Il. dij 6sszegét
300 Ft-ra emeli fel. Y e ‘

" Dicséretben és konyvjutalomban részesiti a bizottsig FLEISCHER
BERTALAN, GALAMBOS JANOS, KEMENY TAMAS, KORDA PETER,
RosTAa PETER és STREBL LAszLO dolgozatat. Fleischer, Galambos
és Kemény a Budapesti Miiszaki Egyetem gépészmérnoki kardnak
Il. éves hallgat6i, Rosta ugyanezen Kar l. éves hallgat6ja, Korda
és Strébl pedig ugyanazon egyetem mérnoki karanak Il. éves

_hallgatoi. Fleischer, Galambos, Kemény és Strébl az elso feladat
megoldasaban mutatnak matematikai Otletességet, Korda az elsd
- feladat helyes megoldasa mellett a masodik feladathoz helyesen
fog hozza és a harmadik feladatban is a lényegre ravilagito. meg-
jegyzéseket tesz. Rosta valamennyi versenyzO koziil az egyetlen,
aki megallapitja, hogy az elsé feladatban a szij tobbféleképpen is
vezethet, s a szamitast egy ilyen esetben helyesen elvégzi.
: A versenybizottsdg :
Egervdry Jend, Gallai Tibor
Kovdes Vilmos, Petrich Géza
Csdszdr Akos
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A feladatok megoldasai

1. feladat. A tavolsidgokat méterekben mérve, az (erdsen tor-

zitott) 1. abra jeloléseivel ,
A"B'=AB=4, B"’C'=BC=5,
mert egyenld sugarti korokhoz huzott kozos kiils6 érintd hosszusaga
egyenlé a kozéppontok tavolsagaval. Az A’D”-vel parhuzamos és
vele egyenld hossztisagli A E szakaszt megrajzolva, az A ED harom-
sz0g derékszogti, tehat
AD"—AE=|AD*—(DD"+D"Ey=]1—(0,2+0,3) =
—/'1—0,25 = }0,75,

€s a szimmetria miatt C” D" = | 0,75. Egyuttal lathato, hogy

cos ¥ (? )

ehat g— 60°.

1. abra

Az A és C kozéppont korokon az A, és C, pontokat ugy
véve fel, hogy az AA, és CC, szakaszok AC-re merdlegesek
legyenek, az A, A", B'B” és C’C, korivek egyiittvéve egy teljes 0,3
sugarti kort adnak, ezen ivek egyiittes hossza tehat 0,6:¢. Mint-
hogy AA" és DD” merdlegesek A'D"-re, azért egymadssal..parhu-
zamosak s ennélfogva a D kozéppontu kor keriiletén a D, pontot
ugy véve fel, hogy DD, parhuzamos legyen AA,-gyel, az A, AA’ és
D,DD" szogek valtoszogek és igy egyenlok, s a szimmetria miatt
egyenlok veliik a C,CC” és D'DD, szogek is. Kozos értékiiket
«-val jelolve 2« 22— 195°, tehat 2« — 195°—28— T75° -%

Igy® az AA, D'D' és C”C, korivek egyiittes hossztsaga



’%(0,2+0,3);;512%. Végiil is a szij teljes hossziisiga
54207506 7 + 5;4' —13,27m.

 Megjegyezziik még, hogy a szij a feladat kikotéseinek megfeleld
modon tobbféleképpen is vezethetd, a szdmitds a tobbi esetekben
is hasonloan torténhetik.

2. feladat. 1. megoldas.

A feladat altaldnosan a kovetkezOképpen fogalmazhato: adva
van az ABC haromszog és a pozitiv £, t, . szdamok. Meghataro-
zando az ABC sikban azon P pont, amelyre az

Py ==t ;PA+ts. PB4 16-PC

mennyiség a leheté legkisebb értékii. E hires feladat egyik meg-
oldasa a kovetkezo.

Az f(P) kifejezés a P pont (x,y) koordinatainak folytonos
fiiggvénye. Az A kozéppont koriil az AB és AC tavolsagok két-
szeresénél nagyobb sugarral rajzolt K kor kiilsejében fekvd P pon-
tokra

PB>AB:  “PC>AC,

tehat ezen P pontokra f(P) > f(A). Viszont a K kor belsejében és
keriiletén tekintve a folytonos f(P) fiiggvényt, az felvesz egy mini-
malis értéket, amely persze = f(A), és akkor ez a minimalis érték
egyszersmind az egész sikra nézve is minimalis. A feladatnak
tehat mindenesetre van megoldasa. A minimumot az ABC harom-
szog kiilsejében 1évG pont nem szolgaltathatja, mert ilyen pontbol
alkalmas irdanyban elindulva f(P) mindhdrom tagja egyidejiileg
csokkenthetd.

Az

' A(a,, @), ‘B(b,, b)), C(cy, c)
jelolésekkel

PA=|(x—a,))}4 (y—a)’,

ennek a fiiggvénynek pedig az A pont kivételével véges parcialis
differencialhanyadosai vannak. Hasonléan a PB és PC fiiggvé-
nyeknek a B ill. C pont kivételével léteznek a parcialis derivaltjai.
Szélstérték tehat csak az A, B, C pontok valamelyikében, vagy olyan
P* pontban lehet, ahol

M U

% - ay
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Mérmost
(i SR Y il bR ff(l—b),,h
0X Jx—a) +(—a)  Jx—b) + (G —b)
, te (.X——C) ;X—a xX—b,  , x—c¢
s N B B g s A
VG—cy FO—ay - PA - PB PC
uf y_‘__,__ y—b, —C :
0y Upg - +r‘ PC -

Ha tehat az A-bol, B-bol és C—bol P—fele mutatd egységvektorokat
a, b, c-vel jeloljitk (2. abra), akkor az (1) -egyenléség egyenértékii a

(2) I‘_\a'gffnb':‘f(’czo .
egyenléséggel.

2. abra

A (2) egyenloség azt jelenti, hogy a f.a, #;b, f.c vektorok
egy hdromszog oldalai (amely esetleg el is fajulhat, azaz harom
cslicsa egy egyenesbe is eshetik). Ahhoz, hogy ¢4, {5, o hosszisagu
oldalakbol (valédi vagy elfajuld) haromszog legyen alkothato,
sziikséges €s elegendd, hogy
(3) ta=tptloy ta=let+ts, e =ttt
legyen. #

Ha tehat a (3) egyenlétlenségek valamelyike nem teljesiil,
akkor az (1) feltételt kielégitd pont nincs, a Kkeresett minimum csak
az A, B, C pontok valamelyikében lehet, és pedig abban, amelyikben

f(P) a harom pont koziil a legkisebb értéket veszi fel.
Ha pl. #i> #z+-f-, akkor ez a pont az A pont. Ekkor ugyanis

f(A)=ts-AB+to-AC = ty-AB~+t-(AB+BC) —
— (ts-Ftc) AB+to: BC < ts-AB + t.-BC —f(B),

¢és  hasonld szamitassal f(A) < f(C). Hasonléan #; > t- £, esetén
a B,t->t,--1; esetén a C pont szolgaltatia a keresett mini-

minmot.
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Tegytik fel, hogy a (3) alatti feltételek teljesiilnek. Szerkessziik
meg akkor a {4,fs, fc oldalakbol az A'B'C’ (esetleg elfajul6)
haromszoget és jeloljiik a kiilsé szogeit wa, wg, we-vel (3. dbra).
Ha a P® pontra az (1) ill. (2) feltétel teljesiil, akkor a P pontbol
felmérve a taa, 15b, f-c vektorokat, azok parhuzamosak lesznek a meg-
felelGen elforgatott A’B'C” haromszog megfelel6 oldalaival, ugyhogy

(4) BRPIC =i, CPAIF—ws AP'B < =wp.

94l

3. abra

Keresend6 tehat az ABC haromszog belsejében vagy keriiletén, de
nem valamelyik csicsdban fekvé olyan P* pont, melyre a (4) fel-
tételek teljesiilnek (4. abra).

4. dbra

Ahhoz, hogy ilyen P* pont létezzék, sziikséges, hogy
(5) ws>a, Op>f, Wc>y
legyen; «, 3 és y az ABC haromszog szogeit jelentik. Ha tehat
az (5) feltételek valamelyike nem teljesiil, akkor az (1) feltételt
kielégitd P* pont nincsen, a minimumot az A, 5, C pentok vala-
melyike szolgaltatja. Az (5) feltételek koziil egyszerre legfeljebb egy

11 Matematikai Lapok
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nem teljesiilhet, mert pl. w4 = ¢, wp = @ esetén
ws+wp=a-t < 180°

allna, tehat az wc= 180" egyenlGtlenség figyelembe vételével
o4+ 5+ we < 360° allna, holott w4, wg, @ az A’B’'C’ haromszog
kiilsO szogei s igy 0sszegiik 360° (még akkor is, ha A'B'C’ elfajuld
hdromszog).

Meg fogjuk mutatm hogy ha w.>«, akkor f(P)-nek az A
pontban nem lehet minimuma. Hasonl6an igaz persze, hogy wy >
esetén a B pontban, m¢ > y esetén a C pontban nem lehet minimum.
Ebb6l a feladat megoldasa mér kiolvashat6. Ha ugyanis az (5)
alatti feltételek mind teljesiilnek, akkor az A, B, C pontok egyikében
sem lehet minimum, tehat 1étezik a (4) feltételeket kielégitd P* pont
s ez szolgaltatja a keresett minimumot. Ha viszont az (5) feltételek
egyike nem teljesiil, pl. w4 = e, akkor a masik kettd sziikség-
képpen teljesiil, tehat B-ben és C-ben nem lehet minimum, de a
P" pont sem létezik ekkor, tgyhogy a minimum csak A-ban

lehetséges.
: Tegyiik tehat fel, hogy @4 > «. Induljunk el az A pontbdl az -
ABC haromszog belse]e felé az AB oldallal ¢ szoget alkotd egyenes -
mentén. Ezen egyenesnek P pontjdban a PA = r jeloléssel (5. abra).

(6) f(P)=tar+tp|+r*—2crcos ¢+ tc | b+ —2brcos(c—g,)
itt b= AC, c— AB. Megmutatjuk, hogy ezen kifejezésnek r sze-
rinti differencialhdnyadosa ¢ alkalmas megvalasztisa esetén az
r=0 helyen negativ; ebben az irdnyban indulva tehat el az A

pontbdl, az f(P) fiiggvény értéke csokkenni kezd, s ez adja el6bbi
allitasunkat.

B

5. abra
Valéban, a (6) kifejezés r szerinti derivaltja
r—:c cos ¢ : r—bcos(¢e—g)

tabiln — el e
L VeE+rr—2crcos g Vo2 + F—2br COS((c—(p)
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s ez az r=—=0 helyen a
ta—tp cos g—tc cos («—q) — g(¢)
ertéket veszi fel. Valasszuk meg ¢-t ugy, hogy g'(¢) =0 legyen, azaz
(7) tp sin ¢ —t¢ sin (e—¢) =0, :
: sing .. fo.
s sin(e—e¢) iz
* fennalijon. Ez megtehetd, mert ha ¢ O-tol e-ig valtozik, akkor
__sing
sin (¢—e@)
felvesz. A ¢ ilyen megvalasztasakor azonban g(¢) <O.
Ennek belatdsara azt kell igazolnunk, hogy
- ta<tpcosg--fecos (@—e).
itt a jobboldal pozitiv, mert : :

0-t6l -+ co-ig véltozik s igy minden pozitiv értéket

%
tr COS @ 4t COS (¢ — @) — t,;[cos ¢+ t—' cos (¢ — 4;0)] ==
B 1

tp|cos ¢ -+ oy sy cos (e« tp)l
RN Rl ) sl CoR(e ) it e
e sin (e—¢q) = Psinfe—e)

Ennélfogva elég megmutatnunk, hogy a négyzetreemelés utan nyert
t1 < th o8> - 21, cOS @ COS (d—cp) + ticos’ («—q)

egyenl6tlenség helyes. Az A’B’'C’ hiromszogre a cosinustételt alkal-
mazva '

i =ty + 2tte cos my < th+ o+ 2tptc cos «,

mert feltettiik, hogy w, >« és a (0, 1) szakaszon cos x fogyo
fliggvény. Elég tehat igazolnunk, hogy

£+ £ -+ 2tnte cOS @ = % c05°@ + 2tpte COS @ cos (¢ — @)+ .

- £ cos’ («—q),
azaz

tn(1—cos” ¢)+te-(1—cos’ (¢ —g) )= 2£ntc(cos ¢ cos (¢ — ¢) —cose),
trsin’ g -+ 7 sin” (¢« — @) = 2tnte(cos ¢ cos (¢« — ) —cos ),
1 sin” p—2tpt, sin ¢ sin (¢ —¢) + te sin* (e —¢) =
— 2tytc[cos g cos (¢ —¢)— cos e —sin ¢ sin(e—¢)] =0,
ez pedig (7) miatt igaz.

11*
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Marmost a megadott feladatban (tdvolsagegységiil a km-t

valasztva)
a=BC=5 b=CA=6, c=AB=4, :
és — minthogy a fa,fs, tc szamoknak nyilvan- csak az aranya
lényeges — feltehetd, hogy
fa=8; =T, to=F5. ,
Ennélfogva a tu, tz, {c hossztisagli szakaszokbol alkothaté harom-
8z0g: -
8<7+6, 7<6+8, 6<841,
és ez az A’B’'C’ haromszog hegyesszogii, mert
8 <PT+6 T<6+8 6<847.
Az A’B’C’ haromszog KiilsO szogei, az w4, wg, we szogek eszerint
tompaszogek; az ABC haromszog azonban ugyancsak hegyes-
szogll, mert
52< 6°+4%. 6°<4 45, 4 <516
és igy az (5) egyenl6tlenségek esetiinkben biztosan teljestilnek.
Igy tehat a minimumot az a P* pont szolgaltatja, amelyre
BP*Ci=w,, CP'Ad=wp, AP’'BI=uwc.

Ezen pont meghatdrozasa pl. a kovetkez6 modon torténik.
Az A’B’ C’ haromszogre a cosinustételt alkalmazva

7"—8—6 —5l 2
COS wp = 586 06 ——0,531, wrp=122,17,
6°—8 -7 —T7
o e T
Az ABC haromszognek azon P pontjai, melyekre CPA <{ = wg, egy
koriven fekszenek, melynek Oy kozéppontja az A. oldaira My
felezOpontjaban kifelé¢ allitott merdlegesen fekszik, és amelyre (a
6. abra jeloléseivel) :
MBOBZTAMn'tg8:3th.
De a keriileti és kozépponti szogekre vonatkozo tétel szerint
20 =2(180°—wyz), 0=180°—mp, '

£=090°—0 =wp—90° = 32,1°,

— 0,688, we=1334".

COS W¢ —

és igy

MzOp—=31g 32,1°= 1,88.
Egészen hasonlé szamitdssal az ABC haromszdg azon P pontjai,
amelyekre APB <i = w¢, oly koriven fekszenek, melynek O¢ kozép-
pontja az AB szakaszra M. felez6pontjdban kifelé Allitott merdle-



165

gesen fekszik és amelyre
McOc = AMc-tg (wc—90°) = 2 tg 43,4° — 1,89.

6. abra*)

Vegyiik most fel a koordinatarendszert gy, hogy A koordi- .
natai (0, 0), C koordinétai (6,0) legyenek, B y-koordinatdja pedig
pozitiv legyen (7. abra). Ekkor Oj koordinatai (3, —1,88), Oc
koordinatai pedig azon koordinatarendszerben, melynek x’-tengelye
AB, kezdGpontja A,.(2, 1,89). igy O koordinatai az xy-koordinata-
rendszerben

X=X’ oS «— ¥ sin @ — 2-0,563— 1,89-0,827 — —0,44,
y=x"sine + y' cos ¢ = 2-0,827 +- 1,89-0,563 = 2,72,

io,
7. abra
%) 1t y helyett ¢ olvasando. e

T PO
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mert az ABC haromszogbdl cos ¢ = 0,563, sin « —0,827. Az Oy,
ill. O kozéppontti, A-n athaladé kordk egyenlete
(x—3)*+(y+1,88)' = 3* 11,88,
(x+0,44) + (y—2,T2)* — 0,442} 2,72,
azaz
x*+1y*—6x+4- 3,76y —0,
x*+1*+0,88x—5,44y — 0,
s innen kivonassal
—6,88x 49,20y =0,
6,88
o
Ezt az els6 kor egyenletébe helyettesitve

3
= ?x.

xg—l—% x*—6x-}+28x=0,

s az érdektelen x =0 megoldast nem tekintve

%x =—=3:2; x==205" y—=—="1:03

A minimumot tehat a P*(2,05, 1,53) pont szolgéltatja.
II. megoldas.

Abban az esetben, ha a f4,1s, 1 tavolsagokbdl haromszog
szerkeszthetd s ennek kiils6 szogei nagyobbak az ABC haromszog
bels6 szogeinél (a feladatban megadott adatok mellett ez a hely-
zet), a kovetkez6 elemi geometriai meggondolassal is belathato,
hogy a minimumot azon pont szolgéltatja, melyb6l az ABC
haromszog oldalai az A’ B’ C’ hdromszog kiilsd szogeivel egyenld
szogek alatt latszanak.

Az ABC haromszoghoz és a L, tp, te pozitiv szamokhoz kell
megkeresniink a haromszog sikjaban azt a P pontot, melyre az

kifejezés minimum.
f(P) helyett az

§udP)
ta Ly
kifejezést is tekinthetjiilk. Miutin konnyii belatni, hogy minimum az
ABC héaromszogon kiviil nem kovetkezhet be, hiszen az ABC
haromszog kiilsejében fekvé valamely pontbol ABC Kkeriiletéig
haladhatunk oly mddon, hogy kozben az x, y és z tavolsagok egy-

te :
v+ 2= x+iy+uz
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idejiileg csokkenjenek, elég az ABC belsejében vagy keriiletén
fekvé pontokat figyelembe venniink. Szemeljiink ki egy ilyen P
pontot. Egy olyan, harom szakaszbol allo tortvonalat fogunk szer-
keszteni, melyben aszakaszok hossza x, iy, uz. E célbola BPC
haromszoget (ha a P pont a BC szakasz egy pontja, akkor a BPC
elfajuld haromszoget) C-b6l mint hasonlésagi centrumbél 2-szo-
rosra megnyujtjuk, majd pedig C koriil olyan 180°-nal kisebb szog-
gel forgatjuk el (pozitiv irdnyban), hogy az e transzformaciok révén
a P-bol szarmazé P, pontra PP, — uz fenndlljon. (Feltessziik, hogy
az ABC koriiljardsi irdny pozitiv.) Ez megtehetd, mert mikozben
a A-szorosra megnytjtott PC szakaszt 180°-kal elforditjuk, a PP,
tavolsdg (1—2)z-t6l (1--2)z-ig valtozik, ha 2 =1, s (A—1)2-t6l
(- 1)z-ig, ha 2> 1, uz pedig ezen hatarok kozé esik, hiszen fel-
tevésiink szerint az 1, 4, ¢ tdvolsagokbd6l haromszog szerkeszthetd.

A

8. abra

Ha a B pont e transzformaciok sordn az A, pontba megy it,
akkor az APP,A, thrtvonal hossza

x+Ay+uz.
A PP,C haromszog oldalai:
PC — P2 PPy

A P,PC hiromszog tehdt hasonlé az 1, 4 és w sulyokbol szer-
kesztett A’B’C’ haromszoghoz. Ugyancsak belathatd, hogy

ABCHA ~ P PC,
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~ (a haromszogek a C-be futd oldalak aranyaban és a C-nél 1évo
szogben egyeznek).

Ha figyelembe vessziik, hogy az A’B’C’ haromszog fiiggetlen
a P pont helyzetétdl, akkor nyilvanvalo, hogy az A, pont is fiig-
getlen a P ponttol. Ebbdl kovetkezik, hogy a P pont minden hely-
zetében

1 - S= AA,

s az egyenloség csak olyan P pontra kovetkezhet be, amely a
beldle szarmazo P,-gyel egyiitt az APP,A, sorrendben az AA,
egyenesen fekszik. Amennyiben a P-re a szébanforgd eset fennall,
akkor, ha az A’ B’ C’ hiromsz0g szogeit «’, 8" €s y’-vel jeloljiik, és
tekintettel vagyunk a P, PC/A\~A'B'C’ )\ és BPC/N ~ AP, C/.
hasonlésagra,

@) BPC<—=AP.C<—180°—.

/
e
9. abra

Nyilvanvalé, hogy az ABC hiromszog belsejében, az AA, szaka-
szon csak egy olyan P pont taldlhatd, melyre (2) fennall. P-nek
az ABC haromszogben vald elhelyezkedésébdl kovetkezik, hogy

ABC<+CBA, < <180°, ACB<+BCA, < < 180°%

valamint, hogy BPC<t < BAC<, azaz hogy
(3) B+p" <180°% y+7y'<180° és e+ < 180°.

Marmost feltettitk, hogy -a' ta, ¢z, t¢, illetbleg az 1, 4, u
stilyokbo6l, mint oldalakbdl, lehet haromszoget szerkeszteni (A’ B’ C’),
és hogy ennek a haromszognek «’, 8, v’ szogei, valamint az ABC
hdromszog «, 8, y szogei kielégitik a (3) feltételeket (amelyek épp
azt fejezik ki mas alakban, hogy A’ B’ C’ kiilsd szogei nagyobbak,
mint ABC megfeleld szogei). Szerkessziik meg ekkor az A,BC
haromszoget tigy, hogy A,BC /\, ~ A’B’C’ /\ legyen és A, ne fekiid-
i€k a BC egyenesnek ugyanazon oldalan, mint A. Ekkor a (3) felté-
telek miatt AA, a BAC és a BA,C szogtartomdnyok Dbelsejében
halad. Az ¢}’ < 180° feltétel kovetkeztében pedig létezik az AA,
egyenesen egy olyan P pont, amely az ABC hdromszogon beliil
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van, és melyre
BPC<— 180"—¢'.

.Ha erre a P pontra végrehajtjuk a BPC haromszog nytjtisat és
forgatasat, a

PP,C<+CPA g =da + 180°—«’ = 180°

egyenléség miatt a P, pont a PA, egyenesszakaszra keriil. (1)
szerint a sz6banforgé P pontra az S kifejezés felveszi minimumat
és a fentiek alapjan P az egyetlen olyan pont, melyre a minimum
bekovetkezik.

10. abra
: ES

Miutan meggondolasaink az A, illetbleg B csics koriili for-
gatasra is elvégezhetok, megallapithatjuk, hogy a minimumot szol--
galtatdé pontbol az ABC haromszog oldalai rendre a 180°—«,
180°— 4, 180°—y’ szogek alatt latszanak, és hogy P megszer-
keszthetd, mint az AA,, BB,, CC, szakaszok kozos metszéspontja.
(A, B,, G, az A’ B’ C’ haromszighoz hasonlé A,BC, AB,C, ABC,
haromszogek csticsai.)

111.. megoldas.

A II. megoldas feltételeit kikdtve még a kovetkezd ismert
médon is belathatd, hogy az ABC haromszog belsejében fekvd
ama ‘P pont a keresett minimum-pont, melyb6l az ABC harom-
szog oldalai rendre a 180°—«’, 180°— " és 180°— " szigek alatt
latszanak.
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Allitsunk az A, B és C csiicsokban az AP, BP és CP egye-
nesekre merdlegeseket. E merdlegesek olyan A,B,C, haromszoget
hatarolnak, mely koriilveszi az ABC haromszoget, és melynek
szbgei rendre «', 8’ és y’-vel egyenldk. A szogek egyezése miatt
fenndll, hogy

A;B,C,\ ~A"B'C’ / , azaz B,C,— kt,, C,A;=ktp, A,B,= kt,.

Legyen marmost P’ az A,B,C, haromszoglemez egy tetsz6-
leges pontja. Ha P’-nek az A, B,C, haromszog oldalaitdl valo tavol-
sagait rendre {7, t;, t/-vel jeloljiik, akkor, tekintettel arra, hogy a
P'B,C,, P'C,A,, P’A,B, haromszogek teriiletének tsszege egyenld
az A,B,C, haromszog teriiletével, .
tL:Bng“i“tb’CgAg‘]L‘ l‘,'Ang——:é”and('), azaz {,12‘_\ '}" tl:tlf ’i"t,-’t{’:: é“and(').
Specidlisan

fAtt:'_}—t[{th,—!_tl"r’ i f_z\iu—f—f”f/.*{'t('tp (f,, —— PA, fl, ::PB, f,.:,—, PC).
‘52

11. 4bra

NPy B B—V, PC—=2 szakaszokra nyilvanvaléan
fennall, hogy >
X=h,y=t, =t
ahol mindharom egyenlség égyszerre csak a P’— P esetben
kovetkezik be. Eszerint

J(P)=tax' +tgy +tc2 = tati -+ tply +lct! =
= tata+taty+tot. = f(P).
Az egyenloség csak a P’— P esetben igaz. Q. E. D.



17k

3. feladat. A feladat szerint két kongruens haromszoget kell
harom adott tengely koriil végbemend csavarmozgassal egymasba
atvinni. Az els6 képsikon fekvd XY Z és a masodik képsikon fekvo
X,Y,Z; hiromszogek az adott kongruens hdaromszogek, és az a, b, ¢
egyenesek az adott tengelyek (12. abra). A feladat pontosan fogal-
mazva a kovetkezd: XY Z haromszog a tengely koriil végez egy
csavarmozgast, keriil valamilyen X, Y, Z, helyzetbe ; ezutan az X, Y, Z,
‘haromszig b koriil végez egy ujabb csavarmozgast, keriil az X,Y.Z,
helyzetbe ; végiil az utébbi haromsziig c tengely koriil végzett tijabb
csavarmozgas utdn a megadott X,Y,Z; haromszoggel fedésbe keriil.
Tajékoztatasul kozoljiik, hogy a tengelyek szerepének sorrendijét
megviltoztatva, az egyes csavarmozgasok is megvaltoznak, ami azt
jelenti, hogy megvaltozik a csavarmozgasok forgisi szbge és ten-
gelyiranyu eltolasa. Tovabba lehetséges az, hogy a feladatnak nincs
(valos) megoldasa. E kérdés tovabbi boncoldsat kikapcsolva, vissza-
tériink problémankhoz és megdllapitjuk az egyes csavarmozgasok
forgasi szogeit, valamint tengelyiranyti transzlacioit (eltolasait).
Jeloljik a fenti sorrendnek megfeleléen az elfordulasi szogeket
@-, -, y-val és a transzlaciokat a-, b-, c-vel. Vildgos az, hogy ellen-
tétes iranytt mozgassal, X;Y,Z, haromszogb6l kiindulva XY Z hely-
zethez jutunk, «, 8, 7, a, b, ¢ mindossze ellentett értelmiiekké (elo-
jeliivé) valtoznak. Ezt azért emlitjiik meg, mert fejtegetéseink folyaman
e forditott mozgdsokat is alkalmazni fogjuk.

Nem szédndékozom részletesen taglalni, csupan megemlitem,
hogy a feladatnak végtelen sok megoldasa lehet. Eloszor «, 8, y
szbgek barmelyike 2z-nek (pozitiv, vagy negativ) tobbszordseivel
megvaltoztathatd. Masodszor «, @, 7 szogeknek vannak nem 2:z-vel
kiilonbdz6 megolddsaik is, amint ezt — szerkesztéseink folyaman —

latni fogjuk. Végiil a, b, ¢ elmozduldsok az emlitett esetek néme-
lyikénél nem, masikandl szintén megvaltoznak. A sorrakeriild meg-
oldasunknal a szbgeknek egy-egy :r-nél kisebb értékét valasztottuk ;
az eljards megismerése utan, az esetek tovdbbi diskutdlasa kis
koriiltekintéssel elvégezheto. .

' Ezek utan ratériink a megoldasok egyikének megszerkesztésére,
ami azzal kezd6dik, hogy probléménkat két részre bontjuk. Az elsd
vizsgalat a forgasi szogek, a masodik a transzliciok nagysaganak
megidllapitasa. Ha csak forgatasokat végziink, akkor az a, b, ¢ ten-
gelyek, vagy ezekkel parhuzamos tengelyek koriil torténd e, g, ill.
v nagysagu forgatasok az eredeti hdromszoget oly helyzetbe juttat-
jak, amelynél az az X,Y,Z, haromszoggel azonos éllasa, tehat sikja
és oldalai amazéival parhuzamosak. Hogy a parhuzamos helyzeten
kiviil, még az Osszeesés is bekovetkezzék, az mar a transzlaciok
feladata. A transzlaciok pedig az egyenesek iranyat (vagy a sikok
allasat) nem valtoztatjdk, tehat forditva, az irdnyok megfeleld val-
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toztatdsa pusztin a forgatisok dolga. Tekintsiik a térnek egy tet-
szbleges egyenesét, e-t, és aztaz e; egyenest, mely X,Y,Z, harom-
szoghoz viszonyitva oly helyzetii, mint e az XV Z hiaromszéghoz
képest. Ekkor e-vel végrehajtva azon forgasokat, melyeket a harom-
szoggel végziink, e az e;-mal parhuzamos helyzetbe keriil. Ha a
forgatasokon kiviil a megfelel6 transzlicidkat (csavarmozgasokat)
is végrehajtjuk, akkor e pontosan e,-ra keriil. Ha pedig e helyett
azt a ¢, egyenest valasztjuk, melynek helyzete XV Z haromszoghoz
olyan, mint ¢ helyzete X,Y,Z,-hoz képest, akkor az a forgatasok
utin c-vel parhuzamossa valik. De nyilvanval6, hogy a ¢ koriil
valo forgatds a c-vel parhuzamos egyenes iranyat nem valtoztatja,
tehat ¢, mar az a koriil torténé e nagysaga és b koriil torténd g
sz0gli forgatasok utan c-vel parhuzamossa valik. A ¢ egyenes masodik
képe a Z,Y; oldalt az 1, a Z, X, oldalt a 2 pontban metszi. Ha az -
XY Z haromszog megfelel6 oldalain megfeleléen megrajzoljuk az 1
és 2 pontokat, akkor az 12 vonal, ama c,-nak els6 képe, cf, mely-
b6l a forgatidsok utdn ¢ irdnyti egyenes lesz.

Az elmondottak végrehajtdsaul a 13. abran felvettiik az els6
képsikon az O pontot, ezen keresztiil az a, b, ¢ egyeneseket az
el6bbi abra a, b, ¢ egyeneseivel parhuzamosan. Ezenkiviil megszer-
kesztettiik azt a ¢, egyenest, melyr6l fentebb elmondottuk, hogy a
koriil e, b koriil § szoggel forgatva c-re keriil, miutin a kozos O
pontban egy rogzitett pontunk van. E ¢, egyenesnek els6 képe a
12. 4bra ¢ egyenesével parhuzamos, mdsodik képét tigy szerkesz-
tettiik, hogy ¢, akkora szoget alkosson az elsd képsikkal, mint ¢
alkot a masodik képsikkal.” A ¢ egyenesen felvettiik a tetszéleges
P pontot, a ¢;-6n tgy rajzoltuk Q’-6t, hogy O'Q = O” P” legyen,
és Q" magassaga egyezik O, P pontok elsé rendezdinek kiilonb-
ségével, 3P-vel. Ezek szerint egyrészt ¢, elsd képsikszoge ¢ ma-
sodik képsikszogével egyezik, masrészt O-t6l P és Q egyenld
tdvolsagra vannak. Ezt a tdvolsiagot OP leforgatasaval, O(P)-ben
meg is hatdroztuk. Mivel tengelyeink O-n atmennek, a forgatasok-
nal P és Q oly koroket irnak le, melyek az O kozépponti,
OP= 0Q sugarii gombon vannak. Ennek a gombnek az elso
térnegyedben lévé felét meg is rajzoltuk. Ezen eldkészités utan az
«,  forgési szogek meghatarozdsa a kovetkez6: P-n dt b-re mero-
leges sikot szerkesztettiink, ennek egyik févonala «, nyomvon3lai
D, Pa. Megszerkesztettiikk e siknak &-vel vald metszéspontjat, B-t
(els6 fedd egyenessel), mely P forgaskorének kozéppontja. A p,
nyomvonal koriil leforgattuk P és B pontokat és megrajzoltuk a p
kor leforgatasat, (p)-t. Ugyanezt tettiik Q ponttal a-ra nézve. A Q-n
atmend, a-ra merdleges siknak fdvonala #, nyomvonalai ¢, q, és
a-val val6 metszéspontja A (masodik fed6 egyenessel szerkesztve).
A g, nyomvonal koriil leforgatott @Q, ill. A a (Q), ill. (A) pontok.
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Az (A) kozéppontd, (Q)-n atmend (g) kor leforgatasa annak a g
kornek, melyet az a koriil forgé Q pont ir le. Ennek a két kornek,
p-nek és g-nak egyik metszéspontjat (ketté koziil az egyiket), R-et
a kovetkezd megoldassal nyerjiik. A két kor kiilonb6zd sikban van,
tehat metszéspontjaik a két sik metszésvonaldn vannak. Az m met-
szésvonalnak nyompontja, U a két nyomvonal metszéspontja, egy

13. abra

masik pontja, V pedig két févonal kozos pontja. Ugy P, mint ¢,
koriil leforgattuk V-ét és m-et, (m) vonalak (p) és (g) koroket az
(R) pontokban metszik, melyek visszaforgatva (ugyanazt) az R pon-
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tot adjak. (Most latjuk, hogy feladatunknak két megoldasa van a
+2or varidciok nélkiil is.) Ezek utin vilagos, hogy Q pont gy
keriil P pontba, (és ¢, egyenes c-re) hogy a tengely koriil @ szog-
gel forogva R-be, és R pont b tengely koriil ¢ szoggel fordul P
pontba. Az «, @ szogek leforgatasban lathatok, «=— QAR<I,
ﬂ’—”: RBP@: . X

Ha ugyanezt a szerkesztést, melyet most ¢ tengelyre nézve
veégeztiink, a-ra megismételjiik, a 6, y szogeket kapjuk meg. Miutan
azonban e, ¢ ismeretesek, y mar egyszeriibben nyerhet6. Ugyanis
elvégezve az e, @ forgatdsokat, az ismeretes véghelyzet, X,Y.Z, a
hidnyz6 ¢ tengelyii forgdst, kozvetleniil megmutatja. S6t o ismerete
nélkiil hozzdfoghatunk a transzlacios komponensek meghatarozasahoz.

Visszatériink a 12. abrdhoz, ahol ¢;-6n mar a C, pontot is
megrajzoljuk, mely a ¢ tengely masodik nyompontjanak, C-nek
felel meg. A ¢ tengely C-ben metszi X,Y.Z, sikjat, tehat ¢, egyenes

~C, pontja XY Z sikjaban, azaz az elsé képsikon .lesz. A szerkesztés
egyszerli mdsolds, abban all, hogy X,Y;Z;12C pontcsoporttal az
XYZ12C, pontcsoport kongruens legyen. (Az els6 képen C,1, C,2
tavolsagok a masodik kép C1, C2 tavolsdgaival egyeznek). Ha az
XYZ haromszog a hdrom csavarmozgassal X, Y, Z, haromszogre Keriil,
C, pont — ugyanezen mozgasokkal — a C pontba jut. A C, pont
utjat fogjuk szétboncolni. Miel6tt ezt tennénk, az XY Z hdromszog
mozgasat taglaljuk. '

. mozgas: a koriil e« szogii forgas (megfelel6 értelemben,
amit a 13. dbran latunk) és (a irdnyu).ae transzlacio.

Il. mozgas: b koriil # szogii forgds és b transzlacio.

. mozgds: ¢ koriil y szogli forgds és c transzlaci6. Ha e
mozgasokat C, pontra alkalmazzuk, akkor 1évén C a ¢ tengelyen,
a y forgas elmarad. A IIl. mozgasbol a forgatast elhagyvan, meg-
kezdjitkk a C,— C harom fazisbol, ot 1épésbol allo utvonal kiala-
kitasat ugy, hogy C,-bol elére, C-bdl visszafelé indulunk meg.

A harom mozgas mindegyikét egy-egy kettds transzformacio-
‘val végezziik el. Az I-et az a-n atmend és az elsé képsikra merd-
leges harmadik képsikkal, melynek tengelye x,;=a’, és az a-ra
merbleges negyedik képsikkal, melynek tengelye x, | a''. A 1I-6t a
b-, b'-6n atmend otodik képsikkal és b-re merdleges hatodik kép-
sikkal, midén a tengelyek, x,,==0b"és x,, | 6. Végiil a IIl. mozgast
ama hetedik és nyolcadik képsikokkal, melyeknek tengelyei x,; =c" és
X e, Még két dolgot kell figyelembe venniink. Eldszor azt,
hogy a csavarmozgas felbontdsdnal mindegy, hogy a forgatast és a
transzlaciot milyen sorrendben végezziik. Mdsodszor azt, hogy a
forgatasokat csak a kozolt 3,4; 5,6; 7,8 képsikrendszerekben végez-
hetjiik el, de a transzlaciokat barmelyiken. Igy a C,— C ftvonal
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szerkesztésénél a transzlaciokat az. 5,6 (kozépsO) rendszerben, mig
a haromszog utjanak szerkesztésénél mindegyik transzlaciot a neki
megfelelé képsikon fogjuk végrehajtani.

A szerkesztésre térve a tengely elsd nyompontja A, masodik
nyompontja 4. E két pont segitségével szerkesztettiik a''-at. Az a
negyedik képe, a'V-az x, tengelyen “lévé pont. A b tengely elsd
nyompontja B, egy tovabbi pontja 5, ezekkel szerkesztettiik 6"-ot,
b pont az x,, tengelyen van. A ¢ tengely masodik nyompontja C,
egy masik pontja 6, ezeket hasznalva szerkesztettiik c""'-et, ¢'"" me-
gint az x, tengelyen van. Ezenkiviil megint az emlitett pontok segit-
ségével megszerkesztettikk a-nak is c-nek is oOtodik és hatodik
képét, ezek a¥,a"}, cY, c"' (nincs jelentdsége, csak véletlen, hogy
4", 4" Hsszeesik).

A C, pontbdl induljon meg a fent megbeszélt mozgas. C,
harmadik képe az x;,-on van, negyedik képe C;* az x;, alatt, mivel
elsd rendezdje (1,3 rendszerben) negativ. C, az a koriil ¢ szdgli
forgast végez, ennek negyedik képe C;¥Cy kor, harmadik képe
Ci'Clt' egyenes (||x;). A C, pont elvégezte 1. mozgis forgasi
részét, az a transzlaciét nem; keriilt a C, helyzetbél a C, hely-
zetbe. A tovabbiakban az I, II, ill. IIl. mozgasokat elvégzett elem
jelét 1, 2, ill. 3 indexszel latjuk el; azon elemek jelét, melyek e
mozgasoknak csak egyik komponensét tették meg, I, 11, ill. 11l index-
szel. A C,, pontott atvissziik az 5,6 rendszerbe, C, els6 képe Cj,
otodik képe Cy. (Mivel az elsd képsikra a masodik, harmadik és
otodik képsikok merdlegesek, a masodik, harmadik, otodik ren-
dezbk egyenldk.) A hatodik kép Cj', mely Cj-tel rogziti a C,, pontot,
melynél még hianyzik az a transzlaci6. Itt megallva, a C ponthoz
fordulunk. ‘A C pontnak és a ¢ egyenesnek otodik és hatodik képe
C¥ ¢%, C"',c"". Miutan C a y forgasnal viéltozatlan, elsd dtja (visz-
szafelé) a ¢ transzlacid, melynek hatodik képe c¢"'-on van. Masfel6l
a hatodik képsik b-re merdleges, a hatodik képen eltiinik a b transz-
lacio. Ha tehat C"' pontot és ¢¥' egyenest a hatodik képen S-val
visszaforgatjuk, ezzel az el6bb megallitott C,, pontnak elébe megyiink.
A forgatast végeztiik 7,, 7,; 8,, 8, pontokkal, midén 6¥'8, | c", b¥'8, |[c)"".
Az igy szerkesztett c¢' egyenesen lesz — egymassal fedésben —

o €s Cyi. Ha tehat meghtizzuk Cj'-on it az a‘'-tal parhuzamos
a"' egyenest (C, befejezte az I mozgast) ¢és ennek c¢;'-tal vessziik
metszéspontjat, az emlitett két pontnak -9sszees6 hatodik képét
nyertiik. Abrankon (zstfoltsig miatt) e pontot Cj'-tal jeloltiik,
vagyis i=1,11. E két pont koziil az els6, C, a C,-bdl kiindulo
a egyenesen, a masodik, C,; a @-val visszaforgatott ¢ egyenesen
van. Megrajzolvan tehat C)-on &' egyenest a'-tel parhuzamosan
¢s Cy'-bol az x,-ra merdleges rendezot, metszéspontjukban nyer-
jik Cy-6t. A masik pontot, C,,-6t megint elére “forgattuk ¢ egye-
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nesre, tehat hatodik képe c''-on a Cy' — miutan a @ szogii for-
gatas megtortént — €s oOtodik képe c'-on Cp. Az elvégzett szer-
kesztés () atjanak C,-t6l C-ig mend részét tisztazta, amelynek
részei: C, Cy az a transzlacio, C, C,, a b transzlacio, mely hatodik
képen a Cy' pontban latszik, C,Cy, a @ szogii forgas, végiil C,C
a ¢ transzlaci6. Az a transzlacié hosszat (zsufoltsag elkeriiléséért)
gy szerkesztettiik, hogy az elébb kapott képhosszait 4'S", 4*'S"
helyzetben a képeire mértiik és S*'U=S8"'T rendezokiilonbséget
a"'-ra merblegesen allitottuk; @a==4""T=4T. A b hossza, lévén
az a hatodik képsikra merdleges, a C,, C, pontok rendezbinek
kiilonbsége; b=CyV, midén CyV||x;. A c= C,C transzlaci6t
rotacioval nyertiik; = C"'R. Az egyetlen hianyz6 komponens a
y forgas; ennek megéllapitisira a C pont alkalmatlan, azonban a
“haromszog mozgasanak megszerkesztése kozben az magatol elo-
tiinik.

Befejezésiil a haromszog utjat szerkesztjik meg. Az XYZ
hiaromszog harmadik képe a'-re esik. Az a=4T transzlaciot a har-
madik képen latjuk X" Y1"Z" (ezutan roviden X{". . .) helyzetben. A

negyedik kép, X.'V ... ugyanaz, mint az eredeti X ... haromszogé,
mivel a transzlaci6 a negyedik képsikra meréleges. Az « forgatis
eredménye lathaté az X\' ..., Xi"... képeken. Az X, ... harom-
szognek megrajzoltuk elsd, 6todik és hatodik képeit. Hatodik képen
latjuk a g forgatdst, a hatodik kép egyszersmint X2 ..., az 6todik
pedig még csak Xi .... A b transzlaciot, melynél a hatodik kép
nem valtozik, az 6todik képen latjuk, midén a hdromszog képe
Xy ... helyzetbe tolodik. Az Xo"..., X2’ ... képekb6l megszerkesz-
tettiitk a 2. helyzetii, X,... haromszog elsd, masodik, hetedik és
nyolcadik képeit. Ezutan az X;. .. véghelyzethez fordulunk, melynek
hetedik képe ¢'-6n van. A ¢ transzlaciot a hetedik képen latjuk

mid6n akép az X ...-be keriil. Az Xpy" ... nyolcadik kép ugyanaz,
mintha az X, ... haromszog képe lenne (¢ a nyolcadik képsikra
merdleges). Végiil az X ... és X2 ... haromszogek kongruensek
és a ¢ tengely nyolcadik képe, ¢V pont koriil egymasra forgat-
hatok. Ez a y forgéas; ennek szogét az Y,Y,, pontpar felhasznala-
saval. megrajzoltuk.

A 2. feladat II. és. IIl. megolddsdnak kozlését GALLAI TIBOR,
a 3. feladat megoldasat ZIGANY FERENC kartarsnak koszonom.
Ugyand volt szives az &brdkat megrajzolni.
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FELADATROVAT

Szerkeszti : Hajos Gyoray

A feladatrovatnak szant kiildeményeket a kovetkezd cimre
kérjiik : Bolyai Janos Matematikai Térsulat, Budapest, V. Redltanoda-
utca 13-15. Az egyes feladatok megoldasat kiilon lapon kérjiik.
Nem zarkozunk el olyan feladat koziése el6l sem, amelynek meg-
oldasat bekiild6je nem ismeri. '

Kitiizott feladatok

65. Legyen a sikbeli pontracs alapparallelogrammjanak terii-
lete 1. Bizonyitand6, hogy ha egy sikbeli zart konvex tartomany
szimmetrikusan helyezkedik el egy rdcspontra nézve és teriilete
4r-nél nem kisebb, ahol r természetes szam, akkor legaldbb
2r--1 racspontot tartalmaz. i G 3

Turdn Pdl

66. Mi annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy egy
linedris egyenletrendszer egy adott ismeretlenre egyértelmiien legyen

MEZOIIAR: Pethed Arpdd

67. Megadand6 egy intervallumon értelmezett, akdrhdnyszor
differencidlhato, egyetlen részintervallumon sem allandé olyan valés
fiiggvény, amely egy pozitiv mértékii halmazon valamennyi deri- .

valtjaval egyiitt eltiinik. Kévdri Tamds

Megoldott feladatok

43. feladat. & darab koncentrikus ry, 1y, ..., r: sugart koron
rendre my, my, ..., n. tomegli pont kering allandé 4, 4y, ..., 4
szogsebességgel. Kimutatando, hogy ha a 4y, 4y, ..., A szamok linea--
risan fiiggetlenek, ha tovabba az mr,, myr,, ..., mgr: szamok egyike
sem haladja meg a tobbinek Osszegét, akkor,ak pont tomegkozep-
pontja a legkisebbik kirlap minden pontjéhoz tetszolegesen kozel jut.

(Turdn Pdl)

12 Matematikai Lapok
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y Megoldds. Eloszor megmutatjuk, hogy a tomegpontok elhe-
lyezhetok korpalyaikon gy, hogy tomegkozéppontjuk a legkisebb
korlapnak, sOt az ezt tartalmazo, koncentrikus,

o mn R e L0
SO T SR
sugarii korlapnak tetszOleges adott pontja legyen.

Ismeretes, hogy ha az a,,..., a1 szamoknak egyike sem
nagyobb a tobbi osszegénél, akkor van olyan sikbeli zart poligon,
melynek oldalhosszai az a,,..., a1 szamok. Ha tehat az adott aj.q
vektor hossza ay.1, akkor talalhatdk a,, ..., a; vektorok tgy, hogy

a+ - ta=aa € |a]==a.

E vektorokat megkapjuk, ha a mondott poligon a,.; hosszisagu
oldalat az ay. vektorral parhuzamosan helyezziik el, és a tobbi
oldalt megfeleléen iranyitjuk.

Legyen x olyan vektor, melyre |x|=/* A feladatnak az mr;
szamokra vonatkozo megkotését is figyelembe véve megallapithatjuk,
hogy az myry,.. ., miriy (m, - m;)| x| szimok egyike sem nagyobb
a tobbi osszegnél. Vannak tehat olyan r,,..., r. vektorok, hogy

mr+ - +mer=m+---+m)x és |r|=r:

Ez éppen azt jelenti, hogy a tomegpontokat a kozos centrumbdl
induld r; vektorok végpontjaiban helyezve el tomegkozéppontjuk
az x helyvektorti pont lesz. Ezzel fenti allitisunkat bizonyitottuk.

Minthogy a tomegkozéppont folytonos fiiggvénye a tomeg-
pontok helyzetének, a feladat allitisanak bizonyitasa végett elég mar
csak azt bizonyitanunk, hogy van olyan pillanat, amikor a kering6
pontok egy adott elhelyezkedést elirtan jol megkozelitenek. Vagyis
elég azt belatnunk, hogy van olyan ¢ id6, amikor a pontok elhe-

lyezkedését jellemz6 ¢, ..., ¢, szogkoordinatikra és elore adott
Py, B szogekre nézve

|pi—Bi—2wni| <& G=1...,1);
ahol n,, ..., n; egész szamok.

Ez azonban nyomban kovetkezik KRONECKER tételébol (lasd
pl. HARDY—WRIGHT: The theory of numbers (1945), p. 370.).
Ugyanis ¢; = «;--4;1. Minthogy a 2; szdmok linedrisan fiiggetlenek,
a tétel szerint van olyan ¢ valés szam, valamint olyan n,,..., m:
egész szamok, hogy

LIRS s
27 27
Ezzel a feladat allitdsat bizonyitottuk.

t

Kovdri Tamds
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A 43, feladat megoldasat bekiildotték még CzIPSZER JANOS,
GEHER LAszLO, Hajos GyYORGY, IzsAk IMRE, SARkADI KAROLY,
SURANYI JANos, SzUsz PETER.

44. feladat.* Igazoland(), hogy

2|Hso-(3)

ahol ¢ az Euler-féle ¢-fiiggvény és[ ]az —-ben foglalt legna-

z;_

gyobb egész szamot jelenti. (Medgyessy' Pdl)

Megjegyzés. A feladat allitdsa nyilvan

2|4e0=("3")

alakban is irhatd. Az alabb kozolt elsO két megoldas ezt az alakot
bizonyitja.

1. megoldds. Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk. n =1
esetben az allitds nyilvan igaz. Feltessziik, hogy

[t (3)

n ) B B . g
L—.]—[ ; értéke i|n mellett 1, s egyébként 0. Az ismert
Z(p(i)%n 6$szefuggés ezért a kovetkez6 alakban irhato
> —[" 1Dq(l) —n.
1=1. \L »

Az indukcios feltevés szerint tehat, l—n—l] 0 felhasznalasaval
S n+41
Z‘[—, ¢ (i) - n+2|———~|¢(l)*- n+( ) ( "5 )

Kis Otto
Il. megoldds. A vizsgélt 0sszeg

> 30

=1 1i|j

n

i

* A feladat eredetileg sajtohibaval jelent meg, helyesbitését lasd III. évf.
86, 1.

12¢
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alakban irhato, mert ebben ¢(i) annyiszor szerepel, ahany n-nét -

nem nagyobb tobbszorose van i-nek, azaz éppen [T -szer. Az

osszeg értéke tehat, az ismert > ¢(i)—/ osszefiiggés felhasznala-
T

saval »
N ( n+1 )
A ' |
, Sziisz Péter
111, megoldds. Az n-nél nem nagyobl) nevezo]u (alakra kiilon-
boz6) valodi tortek szama nyilvan

1—{—2+--~—}—(n——1)~(gj)..

Osztalyozzuk ezeket a torteket aszerint, hogy irreducibilis
alakjuk nevezoje mekkora. A nevezd lehetséges értekei 2,3, ..., n.
Az [ nevezo]u irreducibilis valodi tortek szama ¢(i). Egy-egy 11yen

— tort
repel csak a vizsgalt tortek kozott, ha ki=n. A vizsgilt tortek

szama tehat ;
>’%{_tz_] ; :(n)_
| 7|PO=| o
: Kovari Tamds

A 44. feladat megolddsat bekiildotték még CoRrRADI KERESZ-
TELY, GSASZAR AKOs, Czipszer JANOS, DETRE LAszLO, GEHER
LAszLO, HOSSzZU MIKLOS, LIPTAK JOzSEF, MADARASZ BELA, MENTES
IMRE, OzsVATH ISTVAN, SARKADI KAROLY, SURANYI JANOS, TAKACS
LAJOS, TEKSE KALMAN.

.Megjegyzés. A 44. feladat Allitisa DiriCHLET-féle ' formula
néven ismeretes, lasd En7vklopadte der mathematischen Wissen-
schaften (1904), I. 647. 1. Ugyanott a formula kiilonféle altalano-
sitdsai is szerepelnek. ;

—l— -szer 1ép fel irreducibilis alakként, mert /‘—klfakkor sze-

Detre Ldszlo
46. feladat.* Bizonyitsuk be a kovetkez6 azonossagot -

(o n+z) o ,;( hilh )

1>(J( (1)

' (Surdnyi Jdnos)

. * A feladat eredetileg sathhib{lval jelent meg, helyesbitését tasd 1. évi.
154. 1. ; : ;
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I. megoldds. A bizonyitast téljes indukcioval végezziik. Az
allitas helyessége k=0 esetben nyilvdnvald. Feltessziik, hogy az
allitais valamely k-ra igaz.

k+1) (k) o , g k );_
A( i )_(z’)—*—(i——l) Osszefiiggés alapjan, (k+~1 e

| _k1)=0. felhaszndldsaval

Seut i)
S gl L))
=Zen (T =
-2 ’)( )(7:,-)

Az indukcids feltevés szerint tehat valdban

.Ai:(_‘)( )(n+l)”( i (1 )

Tekse Kdlmdn

1. megoldds. Szorozzuk meg a bizonyitand6 egyenléség mind-
két oldalat x'*-val, és oOsszegezziink az [=0,1,2,... értékekre.
A jobboldalakb()l igy a

3 Oi’ ( n -k 3 n
S P R CR N )
= \U—k
polinom keletkezik. A baloldalakbol viszont

w2l eolf)E0T -

=0\

k

zx—hg(—l)"(’.‘)(l 2=

=x*(14x)" Z( )(—-l—x)
=x" (14X (—0)" = (=D x)".
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Minthogy azonos polinomok adodtak, ezekben x'-* egyiitthatoi
egyenlok, ami a feladat 4llitisat adja. : _
L. Ziermann Margit

1l megblda’s Egy ﬁiggvény magasabb differencidira
i k
£ =2 1y ¥ )

Legyen f(i):—(n’[’al). A Pascal-hdromszog = alaptulajdonsagabol
kovetkezoleg

’f<>~(,’ )

(l—nk) & 00 ( )(ll+l)

Igy tehat

ami (—1)"-val szorozva a blzonyxtando egyenléséget adja.
Moritz Peéter

IV. megoldds. Jeloljon e, ..., ¢, olyan tulajdonsédgokat, ame-
lyek egy N elemi{i halmaz bizonyos elemeire teljesiilnek. Jelolje
Ne,...a, @ halmaz azon elemeinek szdmat, amelyek rendelkeznek az
@i, ..., ¢ tulajdonsdgok mindegyikével. Kozvetleniil belathatd, hogy
a halmaznak (a lehetséges kombindciOkra k1ter]e%7tett 0sszegeket
hasznalva)

N Z Na _i"‘ > N(t @; 'r (_1) th
(@) Un

olyan eleme van, amely nem rendelkemk az «, ..., «; tulajdonsa-
goknak egylkevel sem (lasd KURSCHAK : Matematikai versenytételek
(1929), 90. 1.).

Tekintsiik az e, ..., ., 0,,..., 5. elemekbdl alakuld [-ed-
osztalya kombinéciok halmazat. Jelentse «; azt a tu]ajdonsagot

hogy a kombindcié nem tartalmazza az «; elemet. ( k) olyan

kombinacié van, amely e tulajdonsagoknak egyikével sem rendel-
kezik. A fenti megallapitds szerint tehat

[2e)=Z = (7))

mert i darab tulajdonsag (f)—féleképpen valaszthatdé meg ¢és

4






PELDAROVAT

" Szerkeszti: VArga Tamas

A megoldasokat a Bolyai Tarsulat cimére kérjiik (Bp., V., Redl-
tanoda u. 13—15). A boritékra irjuk ra feltinden: PELDAROVAT.
Minden megoldést kiilon lapra irjunk. Kitiizésre szant példédkat is
szivesen fogadunk, megolddssal vagy annak kozlésével, hogy a
bekiild6 a példa megoldasat nem ismeri. '

Kitiizott példak

: 32. Keressiik meg a hibat (vagy hibakat) a kovetkez6 ,bi-
zonyitdsban* :*

»A tetraéder térfogatképletére kovetkez6 gondolatmenet vezet:
Kockdba harom, a kockaval egyenlfalapti és magassagti négyzetes
gtila fér. A ,kockéba irt“ gulara jellemz6, hogy ot csticspontja
megegyezik a kocka nyolc csticspontja valamelyikével. 1. A kocka-
ban hézagtalanul éppen harom gila van. 2. A gila csticspontjai
azonosak a kocka valamely ot cstucspontjaval. 3. A gila alapterii-
lete és a hozzatartoz6 magassag a bennfoglalo test alapteriiletével
¢s az ahhoz tartozO0 magassaggal egyenlo. Ez a harom tény nem
fog. véltozni akkor sem, ha a kocka éleit (és vele.egyiitt a kockat)
egy vagy tobb irdnyban nytjtjuk vagy roviditjiik. Mivel a ... par-
huzamos oldaltt hatlap a leirt médon keletkezett a-kockabol, ezért
a bennefoglalt eltorzult gulak mindegyike a parhuzamosoldala hat-
- lap térfogatanak harmadrésze . ..“

33. Oldjuk meg a kovetkezo egyenlétlenséget:
- x—3<—x*+3x—10.
34. Abrazoljuk a kovetkezd implicit fiiggvényeket:
@) cos x --¢cosy; b) [sin x]= [sin y].
([a] a legnagyobb, a-nal nem nagyobb egész szamot jelenti.)

* VexkroraLGeBra, Kozépiskolai Szakkori Fiizet, 1952, 28. Ol'dal.
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35. Adva van a térben két parhuzamos egyenes. Hogyan
helyezkednek el mindazok az egyenesek, amelyek ett6l a két egye- -
nestél egyenld tavolsdgban vannak?

36. Bizonyitsuk be, hogy a szabalyos oktaédernek nincs

: hatnal tobb oldalt sikmetszete. (Surdnyi_ Jdnos)

Megoldott példak

15. példa. Bontsuk tényezokre:
xi4-x41.

I. megoldds. A fenti kifejezésnek — jeloljiik f(x)-szel — elso-
fokt tényezOje csak x-+1 vagy x—1 lehetne; ezek azonban nem
tényez6i az f(x)-nek, mert az f(x)—0 egyenletet sem —1, sem
+1 nem. elégiti ki. Ezért masodfoku tényez6t keresiink. Ez a
masodfoku tényez6 vagy x*-+ax+ 1, vagy x*+4ax—1 alaka.

a) X+x+1=(+ax+1)(x+0x+cx-+1).
A 'megfelel('i egyiitthatok osszehasonlitasabol:
I. a+6=0, .
.. 14+ab+c="06;
. 6+ac+1=0,

IVisgd-c=1:
I. és IV. alapjan II-b&l ezt kapjuk:
a+a—2=0.
Ebbdol
a]i; ], b]z'—ly CIZO)
U= =20, =2 Ci—

Ezek koziil az els6 a lIl. egyenletet is kielégiti, a masodik azon-
ban nem. Tehat egyetlen olyan felbontds van, amelyben x*--ax- 1
alaku tényezd szerepel, és ez: y

Xtxt1=x+x4+1)F*—x"41).
(Nyilvanvalo, hogy x*—x*--1 mar nem bonthaté tovabb, hiszen

ha tovabb lehetne bontani, akkor volna egy elstfokt tényezdje, és
ez az X"+ x- 1 polinomnak is tényezbje volna.)

b) Xt x+1=E+ax—1) (4 bx 4 cx—1)

alaku felbontas — mivel x*4-ax—1 nem bonthato racionalis egyiitt-
hatoji tényezokre — csak akkor volna lehetséges, ha x* | ax—1
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e
vagy x*--x- l-nek, vagy x’—x*--1-nek tényezéje volna. Kony-
nyen belathatd, hogy ez Iehetetlen, ilyen tipusi felbontast tehat

nem kapunk. Reményi Gusztdv

Megoldotta még: BUkovszKy FERENC.

Il. megoldds. x*-et levonva és hozzdadva, a polinomot olyan
két polinom Osszegeként allithatjuk eld, amelyek mindegyike oszt-
hat6 x*- x - 1-gyel:

X4x+1l=x—x4x+x+1 .

=@—x)(C+x+1)+x+x+1
=x*—x 4 1)+ x+1).
i Ivdn LdszIlo
16. példa. Bontsuk tényezékre:
b At o

1. megoldds. Azt mindjart latjuk (ugyanigy, mint a 15. példa-
ban), hogy elsofokt tényezoje nem lehet a polinomnak. Megpro-
balunk levalasztani réla egy mdasodfoktn tényezot. Keressiik ezt
x*4ax-1 alakban:

XXl = :
=@ +ax+ 1) (x4 bx"+cx*+dxPHext 4 fx* 4 gx*-Hhx+1).
Az egyiitthatok Osszehasonlitdsaval az
I. a+b6=0,
I. 14+ab+c=0,
HI. b+actd=0,
IV. c+ad+e=0,
V. d+ae-f=1,
VI. e4-af+g=0,
VII. f4ag+h=0,
VIII. g-tah-}+1=0,
IX. h+a=0
egyenletrendszert kapjuk. I. és IX., II. és VIIL, 1II. és VII. ossze-
hasonlitisaval sorban azt kapjuk, hogy b=—h, c—g, d—f. lgy
végiil ot ismeretlenre 6t kiilonbozd egyenletiink marad. Ha 1—V.-
bol sorban kikiiszoboljiik az ismeretleneket, végiil az
a@—5a’+5a—1=0
egyenletet kapjuk. Ezt a raciondlis gyokként szobajoheté 1 és —1
koziil az el6bbi kielégiti, és igy az
a=1, b=—1, =0, d=1, e=—1, f=1, g=0, h=—1
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gyokrendszert kapjuk s a kovetkezé felbontashoz jutunk:
X044 1=+ x+1)(—x" X —xt4-x—x 1 1).

Bukovszky Ferenc
Megoldotta még: REMENYI GUSZTAv.

Megjegyzés. Hasonlé gondolatmenettel meggy6zodhetiink arrol,
hogy x*-ax—1 alaki mésodfokti tényez&t nem vélaszthatunk le
az x'+x"+41 polinomrél. Ugyanigy arr6l is meggy6zodhetiink,
hogy a most kapott nyolcadfoka tényez6rél sem harmad-, sem
negyedfoka tényez6t nem tudunk levalasztani. Ebbdl kovetkezik,
hogy az x4 x"+1 polmomot tovabb mar nem tud]uk bontani.

Reményi Gusztav

II. megoldds. Az x" -+ x"+-1 polinomot (x—1)-gyel szorozva
és osztva ezt kapjuk:
o A (x“) o G o s . i o 2 e B
¥—1  X¥*—1  (x—DE+EC+x+x+1)
S x:}_] : xl:!_l_x:)_!_xu_i_x;;_f_l“
 x—1 X x41

1l)+x1 1 1

(feltéve, hogy x==1).
A jobboldalon kijelolt osztisokat maradék nélkiil elvégez-
hetjiik és a kovetkezd felbontashoz jutunk:

XX+ 1=+ x+ D) (XP—X" ¥ —x - x*—x -+ 1).
| : Hammer Endre
* Hasonl6 mddon megoldotta még: IVAN LAszLO.

17. példa. Oldjuk meg:

9(x+%)(x+%)(’ F o (l—x)—‘4t‘x+ 3)

Megoldds. x = — 3 gyoke az egyenletnek. A tobbi gybk
meghatarozasa végett oldjuk meg a

9(x—}— %) (x+ %)(1 —x)—4x=0,

9x*4-9x*—6x—8 =0
egyenletet. Ha x helyébe a z— e« kiilonbséget helyettesitjiik, és «

azaz
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értékét ngy valasztjuk, hogy a masodfoku tag kiessen, (af— :13),
akkor a

z%‘—z——% =0

egyenlethez jutunk. Ha a Cardano-képlettel megoldjuk az egyenlétet,
egy valos gyokét talaljuk:

ST 3= TE v

Ezenkiviil két kulonbozo konjugalt komplex gyoke van az egyen-
letnek:
1/3

Zy=— — % () +——(,—

2 ::———(u,—]-z,) —V—(um :1)

Remenyi Gusztdv
Megoldotta még: Bukovszky FERENC.

18. példa. Legyenek egy haromszog oldalai a < b < c, szogei
ennek megfelelben « < #<y. A hdaromszog magassagi pontja
a) melyik oldalhoz, b) melylk cstcslioz van legkozelebb?

- Megoldds: a) A C csucsbol kiindulé m. magassagvonalrol
konnyen belathatjuk, hogy minden pontja kozelebb esik az a oldal-
hoz, mint a b oldalhoz. Ha a magassdgvonal nem a haromszog
belsejébe esik, akkor ez nyilvanvald. Ha viszont a magassagvonal
a haromszog belsejébe esik, akkor allitisunk egyértelmii azzal,
hogy m. az f, szogfelez6tél az a oldal felé esik, azaz hogy a koziil
a két szog kozill, amelyre m. a y- szoget felbontja, az a oldal felé
esO kisebb mint a & oldal felé es6. Ez azonban nyilvanvalo, hiszen
az elobbi szog potszoge, t.i. @, nagyobb mint az utdébbi szog pot-
szoge, t.i. «. Ugyanilyen meggondoldssal kapjuk, hogy az A
csuicsbol kiinduldé magassagvonal minden pontja az A-bol kiindulo
oldalak koziil szinténa kisebbikhez, ebben az esetben a & oldalhoz
van kozelebb. A két 'magasségvonal metszéspontja tehat kozelebb
van a-hoz mint b-hez és kozelebb van b-hez, mint c-hez, vagyis
a legrovidebb oldalhoz, a-hoz van a legkozelebb.

Bényei Andrds

Megoldotta még : Bukovszky FERENC, CzAPARY ENDRE, RE-
MENYI GUSZTAV.

b) A bizonyitast arra az egyszerfi tényre alapozzuk, hogy ha
két derékszogii haromszog egyik befogojdban megegyezik, akkor
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annak a haromszognek a masik befogdja kisebb, amelyiknek kisebb
az atfogoja, és megforditva is, annak a haromszognek az éatfogdja
kisebb, amelynek kisebb a masik befogéja. (Ez Pythagoras tételé-
b6l azonnal kovetkezik.) Ha allitisunk elsé felét alkalmazzuk, azt
kapjuk, hogy példdul az m. magassagvonal talppontja a B cstics-
hoz kozelebb van, mint az A csticshoz. Allitaisunk méasodik felébsl
viszont kovetkezik, hogy az m. magassdgvonalnak nemcsak a talp-
pontja, hanem minden pontja — és igy tobbek kozott a magassagi
pont is — kozelebb van B-hez mint A-hoz. Az m, magassag-
vonalra vonatkozé hasonlé meggondoldssal kapjuk, hogy a magas-
sagi pont a C csucshoz kozelebb van, mint a B cstcshoz. A
magassagi pont tehat a legnagyobb oldallal szemkozti csticshoz
van a legkozelebb. i

Megoldotta még: REMENYI GUSZTAV.

Butkovszky Ferenc

19. példa Szerkessziink derékszogii haromszoget atfogoja
és a derékszoghoz tartozo szogfelezbje alapjan.

; . Megoldds. A feladat megolddsdhoz a kovetkezd segédtételt

haszndljuk fel: ugyanazon AB étfogéra rajzolt ABC derékszogii
haromszogek C-bél kiinduld szogfelez6i a haromszogek koré rajzolt
koér AB-re merbleges DE atmér6jének valamelyik végpontjan men-
nek keresztiil. (Ha kikotjiik hogy C és D ugyanazon az AB iven
legyenek, akkor a C-bél kiindul6 szogfelezOk mind az E ponton
mennek 4t) A segédtétel abbol kovetkezik, hogy egyenl6 keriileti
szogekhez egyenld ivek, példaul esetiinkben 45°-0s keriileti szogek-
hez negyedkorivek tartoznak. :

&
1. abra

A ‘feladat tehat az E ponton atmené olyan egyenes szerkesz-
tését kivanja meg, amelynek az AB atmérd és az ADB iv kozé

-~
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esO §Zakasza adott f hossziisag. Nyilvanvalé azonban, hogy ha az
egyenes f szakaszat ismerjiik, akkor az AB atmér6 ¢s az AEB iv
kozé es6 g szakaszat is ismerjiik; ugyanis

gt e T
9F =3 (= cos CED),

¢és igy g az ismert r és f értékekbdl kiszamithatd. S6t nemcsak
kiszamithato, hanem meg is szerkeszthet6, mert g meghatarozasara a

g'+fg—2r'=0
méasodfoki egyenletet kapjuk, amelyb6l

_ 1 HIFTE

(Szakasz hosszarol lévén szo, a gyok negativ értékét figyelmen
kiviil hagyhatjuk.) Ebbdl a g tdvoisagot konnyen megszerkeszt-
hetjiik, és az f- g tavolsagot E-bol felmérve kapjuk a C csticsot.

A megoldhatosag feltétele: 0 < f=r. Bényei Andrds

Megoldotta még: CzAPARY ENDRE.

20. példa. Szerkessziink egy olyan egyenldszari harom-
szoget, amelynek alapegyenese egy eldre megadott szog egyik szara,
cslicsa a sz0g masik szardra esik, szdrai pedig két, a szog szarai
koz6tt megadott ponton mennek at. -

2. abra

Megoldds. Az abran D-vel és E-vel jelolt pontokat és a meg-
jelolt szogeket ismerjiik. Ezekbdl az ismert elemekb6l transzforma-
ciok segitségével tjabb ismert elemeket dllithatunk el6. Olyan
transzformaciot Keresiink, amelynek segitségével az ismert és az
ismeretlen elemeket Osszefiiggésbe hozhatjuk egyméssal. A legegy-
szerfibb ilyen transzformacio: tiikrozziik a D pontot az OC egye-
nesre. Az igy kapott D’ pont ugyanis az ismeretlen C-bOl ismert
sz0g alatt latszik (D'CE < =20CF <)), tehat C megszerkeszthetd.
: Czapdry Endre

Megoldotta még: BENYEI ANDRAS.
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21. pelda. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder két
magassagvonala metszi egymast, akkor a masik kettd is metszi
egymdst. Hatdrozzuk meg ennek alapjan annak feltételét, hogy a
tetraéder magassagvonalai mind egy pontban messék egymast.

Megoldds. Jeloljiik a tetraéder A, B, C, D cslicsabdl kiindulo
magassagvonalak talppontjat sorban A’-, B'-, C’-, D'-vel. Tegyiik
fel, hogy példaul az AA’ és BB’ magassagvonal metszi egymast,
vagyis az A, B, A’ és B’ pont egy sikban fekszik. Ez a sik mer6-
leges a BCD sikra is meg az ACD sikra is, tehat mer6leges
a metszésvonalukra, CD-re is. Ekkor azonban a sik minden
egyenese merOleges CD-re, tobbek kozott AB is: AB | CD. Ebbél
mindjart kovetkezik, hogy az a feltétel, hogy a tetraéder két magas-
sagvonala metszi egymast, nem teljesiil mindig, hanem egy bizo-
nyos megszoritast jelent a tetraéderre vonatkozoan: a tér két tetszo-
legesen felvett kitér6 szakasza ugyanis mindig meghataroz egy
tetraédert, de Aaltalaban nem merbleges egymasra.

C,1,0)

3. abra 4. abra

Most megmutatjuk, hogy a fenti allitdis megforditasa is igaz:
ha AB | CD, akkor AA" és BB’ metszik egymast. Ez abbol kovet-
kezik, hogy ha egy egyenes merdleges egy sik két nem parhuza-
mos egyenesére, akkor merbleges magara a sikra is. Emiatt példaul
a CD egyenes és az ABB’ sik merblegesek, mert CD | AB és
CD | BB'. Ugyanigy mer6leges a CD egyenes és az ABA’ sik is.
Az ABB és ABA’ sik tehat vagy parhuzamos, vagy egybeesik.
Parhuzamosak azonban nem lehetnek, hiszen van egy kozos egye-
nesiik: AB. Egybe kell tehat esniok, s ezért AA" és BB’ metszik
egymast.

Ezen a mé6don azonban AB és CD merdlegességébll nem-
csak az AB €l végpontjaib6l kiindulé magassagvonalak metszése
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kovetkezik, hanem a CD €l végpontjaibol kiindul6 magassdgvonalak
metszése is. Tehat valdban igaz: ha egy tetraéder két magassag-
vonala ‘metszi egymast, akkor a masik kettd is metszi egymaést.

Felmeriil a kérdés, hogy ha a tedraéder két magassdgvonala
— és ennél fogva a masik kett6 is — metszi egymast, nem kovet-
kezik-e ebbdl, hogy ez a két metszéspont egybeesik, vagyis hogy
a tetraéder négy magassagvonala egy ponton megy keresztiil. Ennek
‘a cafolatira elég egy ellenpéldat mutatni. A 4. abran lathato tetra-
édernek két éle, AD és BC, mer0leges, tehat két-két magassdg-
vonala metszi egymdst, de a két metszéspont koziil nyilvan csak
az egyik esik az origdba.

Ezek szerint az, hogy a tetraéder mind ‘a négy magassag-
vonala egy pontban (az . n. magassdgi pontban) metszi egymast,
tovabbi megszoritast jelent. Az ilyen specidlis tetraéderek barhogyan
kivalasztott két magassdgvonala metszi egymadst, - tehat barhogyan
kivélasztott két szemkozti élitk merbleges.

Ha azonban annak (minimalis) feltételét keressiik, hogy a .
tetraédernek legyen magassagi pontja, akkor nyilvan elég annyit
kikotnitnk, hogy a hat ¢l kozott két meréleges élpéar legyen; ebbol
mar kovetkezik, hogy mind a négy magassagvonal egy pontban
metszi egymast, tovabba az is kovetkezik, hogy a hatralévd két él
szintén meroleges élpart alkot. Czapdry Endre

Megoldotta még : BUKOVSZKY FERENC.

22. példa. Egy egyenes egy derékszogii lapszog mindkeét
lapjaval 30°-os szoget zar be. Hany fokos szoget zar be a lapszog
¢lével ?

Megoldds. Az egyenesnek a lapszog altal kimetszett szakaszat
tiikkrozziik a lapokra és az élre. A kapott négyoldali gila élszogei
60°-osak. Ez a gula tehdt egy szabdlyos oktaéder fele. Az okta-
éder cstcsai egy gombon helyezkednek el, és igy szemkozti élei
90°-ot alkotnak (Thales tétele). Ezért az eredeti egyenes a lapszog
élével 45°-0s szoget alkot. B .

Bukovszky Ferenc

Megoldotta még: BENYEI ANDRAS, CZAPARY ENDRE, REMENYI
GuUSZTAV.
23. példa. Egy torznégyszog érint égy gombot. Bizonyitsuk
be, hogy az érintési pontok egy sikban vannak.
Megoldds. Legyenek az ABCD torznégyszdg AB, BC CD,
DA oldalain a gombbel valo érintési pontok sorban: E,F, G, H.

Belathato — pontosan ugyantigy mint sikbeli elmtonegyszogek ese-
teben — hogy a négyszog szemkozti oldalainak ¢sszege egyenlb

AB-}—DC-""AD—LBC
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'Ha a négyszog két szomszédos oldala egyenld (pl. AB= AD),
akkor a masik kett6 is egyenld. (,Torzdeltoid“.) Ebben az esetben
HE|| DB, GF|| DB, tehat HE || GF; allitasunkat tehat erre az esetre
bebizonyitottuk. '

Ha AB==AD, példaul AB < AD, akkor a fenti érintbnégy-
szbg-osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy CB < CD. Mérjiik fel ebben
az esetben az AB, ill. CB tavolsagot A-t6l, ill. C-t6l szamitva a
torznégyszog masik két oldalara: AB'— AB, CB” — CB (lasd az
abrat). Nyilvanvald, (megint az érintnégyszog-osszefiiggés alapjan),
hogy ekkor DB’ = DB". Minthogy az AH és AE, CG és CF,
DH és DG érintdszakaszok is egyenldk, a fentiekbol kovetkezik,

hogy
BB”||FG, B"B ||GH, BB|HE.

5. abra

Tehat a BB'B” haromszog sikja mind az FGH, mind pedig az
EGH sikkal parhuzamos. Az utébbi két siknak azonban van egy
kozos egyenese (GH), ezek a sikok tehdt egybeesnek. A

E, F, G, H pontok tehat csakugyan egy sikba esnek. St

Megoldotta: BENYEI ANDRAS, BUKOVSzZKY FERENC,

13 Matematikai Lapok



Roviditett aspirantéra

A Magyar Tudomanyos Akadémia Tudomanyos Mindsit6d
Bizottsiga az 1950. évi 44. torvényerejii rendelet 9. §-a, valamint
a 8/1952. (I.27) M. T. szami rendelet 9. §-dnak végrehajtasaval

kapcsolatban az alabbiakban hivija fel az érdekelt intézmények és
~ személyek figyelmét.

Az egyszeriisitett eljarassal torténd tudomanyos mindsitések
befejeztével most keriil sor arra, hogy a TMB a kandidatusi foko-
zat elnyerését lehet6vé tegye olyan személyek szamara, akik meg-
hatarozott kandidatus-képzésben nem vesznek részt, vagy roviditett
uton kivanjak az aspirantirit elvégezni.

Azok, akik kandidatus-képzésben vald részvétel nélkiil (1950.
évi 44. tvr. 9..§-a) kivanjak a kandidatusi fokozatot elnyerni,
eziranyt kérelmiiket a TMB-hez intézett kérvényiikben tartoznak
eldadni, melyben feltiintetik, hogy az aspiransképzés megszabott
feltételei koziil, melyeknek elengedését kérik. Disszertacié benytij-
tasdnak elengedése nem kérhetd. A kérvényhez csatolni kell a
kérelmez0 részletes Onéletrajzat és tudomanyos munkassaganak
leirasat. Az egyetemek és tudomanyos kutatdintézetek dolgozoinak
kérelmét a felligyeletet gyakorlé szerv véleményével ellatva a Tudo-
manyos Min6sitd Bizottsag titkarsagahoz kell megkiildeni. A Tudo-
manyos Mindsité Bizottsdg a folyamodo rendelkezésére bocsatja a
vizsgatematikat €s a vele vald megéallapodas alapjan kijeloli a vizsga
idopontjat. Sikeres vizsga esetében a jeloltet azonnal a disszertacio
megvédésére bocsatja, feltéve, hogy arra alkalmas kész disszertacio
rendelkezésre all. A f6hat6sagnal dolgozd kérelmezok véleményezé-
sét a személyzeti osztaly adja meg. A disszertacid megvédésére és
az eljarasra egyébként ugyanazok a szabdlyok érvényesek, mint a
rendes aspiransoknal.

Azok a személyek, akik az 1951. évi 26. sz. tvr. alapjan tor-
tént mindsitési eljaras alkalmaval disszertacié benyujtasara felszo-
litolevelet kaptak, vizsga letétele nélkiil, disszertici6 megvédésével
nyerhetik el a tudomanyok kandidatusa fokozatot. A disszertacio
barmikor benyujthato. A kérvényhez csatolni kell a folyamodo rész-
letes Onéletrajzat, tudomanyos munkassaganak leirdsat és a disszer-
tacio benyujtasara felszolitolevelet. A kérvényt a felettes hatdsag
véleményével ellatva kell a Tudomanyos Mindsité Bizottsag titkar-
saganak megkiildeni.
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A kandidatusi tudomanyos fokozatot roviditett aspirantiraval
azok nyerhetik el, akik erre a Tudomanyos Mindsité6 Bizottsagtol
engedélyt kapnak. A roviditett aspirantiraban valé részvétel nincs
korhatarhoz kotve, a felvétel elofeltétele a sikeres kandidatusi
vizsga. A kandidatusi vizsga anyagat a TMB a kérelmez$ rendel-
kezésére bocsatia. Azok az aspiransok, akik a vizsgat kialltak,
aspiransvezetd iranyitisa mellett elkészitik disszertdciojukat és azt
szabalyszeriien megvédik. A roviditett aspirantira annyiban jelent
megkotést, hogy a disszertaciot egy éven beliil be kell nypitani.
A jogszabély viszont lehet6séget ad arra, hogy a roviditett aspiran-
tiran résztvevo személy munkahelyén egy évre fizetett rendkiviili
szabadsagot kaphat. ‘

Az aspirdns koteles munkajat jol ellatni, amennyiben munkaja
ellen kifogasok meriilnek fel, a roviditett aspirantarabol kizarhaté
€s ezzel fizetett rendkiviili szabadsaga is megsziinik.

A Tudomanyos Mindsité Bizottsag felhivia az érdekelt intéz-
mények ¢és személyek figyelmét, hogy azok, akik kandidatus-kép-
zésben valé részvétel nélkiil kivanjdk a tudoményos fokozatot
megszerezni, illetve roviditett aspiranttiraban akarnak résztvenni,
1953 jalius 1-t6l nyujthatjdk be eziranya kérvényiiket.

1%



TARSULATI ELET

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat
budapesti eldadéiilései

1953 januar 10.” MEDGYESI PAL: A val6sziniiségszamitds elemei.
(Kozépisk. d. u.)

1953 januar 22. SURANY! JANOs: Fiiggvénytan elemei a kozép-
iskoldban. (Pedagogus elbadis.)

1953 januar 31. SURANYI JANOS : Elstfoki egyenl6tienségrendszerek
megoldhatésagar6l. — Az eléado lineéris egyenlbtlen-
ségrendszerek megoldhatosagara ad egy tisztan az egyiitt-

~hatomatrixb6l leolvashatd kritériumat és 0j bizonyitast
ad L. M. Blumenthal egy hasonlé eredményére. A bizo-
nyitds Minkowski egy sziikséges és elégséges feltételé-
b6l kiindulva igen egyszerfien adodik.

1953 februar 7. GEMESI JOzser: Az Okori matematika problémai.
(Kozépiskolai délutan.) v

1953 februar 14. FucHs LAszLO: Végtelen Abel-csoportokrol.
Az el6ado osszefoglaloan ismerteti a végtelen Abel-
csoportok elméletének tijabb eredményeit. Megemliti a
Priifert6l, Kulikovtol és Kertész Andortdl szarmaz6 kri-
tériumokat, valamint sajat kritériumat arra, hogy egy
csoport, ciklikus csoportok direkt 6sszegére legyen -bont-
hato.
A megszamlalhaté primér Abel-csoportok Ulm—Zippin-
féle elméletének ismertetése utin a nem-megszamlalhato
esetre vonatkozd eredményekrdl ad rovid beszdmoldt,
megemlitve Kulikov és sajat idevagd kutatésait.

1953 februar 26. LORINC PAL: Az dnalitikus geometria tanitasarol.

: (Pedag6gus elbadas.) :

1953 februar 28. Szusz PETER : Egy Hardy—Littlewood-féle tételrol.
El6ad6 a kovetkezd tételt ismerteti:
Legyen o irraciondlis, tehat természetes szdm ()= ..
— y—[»], akkor barmely &> O-ra létezik oly csak w-tol,
k-t0l és e-tol fiiggd m, hogy tetszbleges »-re. teljesiiljon
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legalabb egy egész n-re : :
|(n* o) — .| < &, x=1,2,..., %)

ahol v=n=v+4m, mig ¢, @, . .., . tetszbleges O és 1
kozott fekvd szamok.
Fenti tétel Hardy és Littlewood egy tételének altalano-
sitasa. Hardy és Littlewood tétele azt allitja, hogy vég-
telen sok n-re teljesiil

(n*w)—ea,| <& - (x=1,2,...,k)

de arra vonatkozo6lag nem mond ki semmit, hogy milyen
gyakran. Mint alkalmazéds ado6dik ennek a Hardy—
Littlewood és Weyltél szarmaz6 tételnek egy elemi bizo-
nyitasa, amely szerint

(n".m) =2 %)

szamok (0, 1)-ben egyenletes eloszlasuak. E tételre elemi
bizonyitdst mar Bergstrom talalt.

1953 marcius 7. MIKOLAS MIKLOS: A matematikus hivatasarol.
(Egy. hallgatok szamara.)

1953 marcius 9. FOLDES ISTVAN: Ambarcumjan kozmogoniai vizs-
galatai. ~

1953 marcius 11. Lovass-NAGY VIKTOR ismerteti V. V. Sztyepanov:
Differencidlegyenletek c. konyvét. (Miiegyetemi hallgatok
szamara.)

1953. marcius 21. CsAsZAR Akos: A valos fiiggvénytan terén elért
szovjet eredmények.
Azon fontosabb eredmények ismertetése, melyeket a
szovjet matematikusok az egyvaltozos fiiggvények deri-
valtjanak és integraljnak kiilonféle Altalanositasai, a
a korlatos varidcioji és abszoliat folytonos fiiggvények
szuperpozicidja, valamint a tobbvaltozés fliggvények
differencidldsanak elméletében elértek.

1953 marcius 23. SZENTMARTONY TIBOR: Szovjet eredmények a
matematikai statisztikiban. (Kozgazdasagi Egyetemen
megtartott eldadas.) :

Az elbadas vazolja Bernstejn és Romanovszkij regresz-
szio- és korrelacioelméleti munkassédgat. Majd ramutat
a Pearson-gorbék staciondrius folyamatok hatareseteiként
val6, Kolmogorov-, Bernstejn- és Ambarcumjantol szar-
maz6 elballitasara. Végiil taglalja Szmirnov, Gnegyenko,
Kolmogorov és Koroljuk rendstatisztikai eredményeit,
kiemelve az eloszlasfiiggvénynek Kolmogorov éltal adott
és legtijabban tablazattal kezelhetdvé valt véges becslését.
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1953

- 1953

1953

1953

1953
1953

1953

marcius 27. RENY! ALFRED ismerteti A. M. Jaglom : Bevezetés
a stacionér sztochasztikus folyamatok elméletébe c. mun-
kajat, amely az Uszpechi Matyematyicseszkih Nauk 1952.
évi kotetében jelent meg. (Klubest.) Az el6ad6 altal
ismertetett cikk osszefoglaléan targyalja a stacionarius
sztochasztikus folyamatok extrapolaciojara és filtracio-
jara vonatkozé elmélet elemeit A. N. Kolmogorov és
N. Wiener alapvetd eredményei alapjan. Ezzel kapcso-
latban ismerteti ezen folyamatok spektralis felbontasanak
¢és korrelacioelméletének fobb eredményeit.

marcius 28. GASPAR GyuLA : A matematikus hivatasarol. (El6-
adas a Pedagogiai Foiskolan.)

marcius 28. GADOR ENDRENE : Szovjet és magyar matematikai
modszertani folyoiratok. (Pedagogus elbadas.)

marcius 20. Matematikai logikai szeminarium. A szeminari-

mot kéthetenként tartottuk jalius végéig bezarolag.
Vezette SURANYI JANOS.

Az elbado ismertette a matematikai logika elemeit, majd

a szitkebb fliggvénykalkulus elddntesproblema;anak spe-

cmlns eseteire vonatkozé megoldds, eljardsok és kiilon-

b0z6 tipusti redukcids eredmények ismertetésével folytatta.

aprilis 7. REDEI LASzLO : Bauer Mihaly matematikai munkassa-
gar6l. (Emlékiilés.)

aprilis 10. JorpDAN KAROLY : Interpolaci6. I.—II.
(Kozépiskolai eldadas.)

aprilis 18. KALMAR LAszLO: Olyan végtelen sok valtozos arit-
metikai fliggvényekr6l, amelyek minden helyen csak
véges szamu valtozojuktol fiiggenek.
Végtelen sok valtozos aritmetikai fiiggvényen olyan
f(x, xs, ...) fiiggvényt értiink, amelynek fiiggetlen val-
tozoi a természetes szamok halmazan futnak at és érté-
kei is természetes szamok. Egy ilyen fiiggvényt finitnek
neveziink, ha barmely (a;, @, ...) helyhez van olyan r
index, hogy f(a,,a,,...,a,,X..1,X.0,...) fiiggetlen
Xpils Xri2, . .. €rtékétbl. Az el6adas ramutatott a finit
fiiggvények jelent6ségére matematikai és matematikai
logikai szempontbol. [gy pl. a finit fiiggvények éppen
a Baire-féle O-térben folytonos, csak természetes szamiu
értékeket felvevsd fiiggvények; masrészt a konstruktiv
értelemben definidlt végtelen sok véaltozds aritmetikai
fiiggvények mind finit fiiggvények. Az elbadas foglalko-
zott bizonyos, a finit fiiggvényekre vonatkozo tételekkel,
tobbek kozott azokkal, amelyek a finit fliggvényeknek
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egy, az eldadasban definialt, a diszkontinuus fiiggvé~
nyek Baire-féle osztalyozaséhoz analog, transzfinit osz-
talyozasaval kapcsolatosak. Az el6éadas néhany, a finit
fiiggvényekre vonatkozd probléma felvetésével végz6dott.

1953 dprilis 18. CsiszArR Akos: A topoldgiarol.
(Kozépiskolai délutan.)

1953 majus 5. GEHER ISTVAN: Kinetikus mértékrol.

1953 majus 9. SZENASSY BARNA : Nagy magyar matematikusok elemi
természetii feladatokra adott megoldasai.
(Kozépiskolai délutan.)

1953 ma]uq 23. MikoLAs MikLOs : Uj eredmények a gamma fiigg-
vény elméletében és ezeknek alkalmazésai.
Az elbado foeredmenye a gamma-fiiggvény logaritmikus

I"(z
1) i
ban, mely — szemben az Osszes eddig ismert idevago
integral-képletekkel (Euler, Legendre, Hankel stb.) —
1. csak trigonometrikus és racionalis fliggvényeket tar-
talmaz és a benne fellépd integrdl nem improprius,
2. minden nem-egész z-re érvényes. A szObanforgo el6-
allitds szamos alkalmazésa koziil az el6adasban a kovet-
kez6krol tortént emlités :

a) Y@e+1)==1" ’/'2( 5 (n=1,2,3,..)

szintén kifejezhetd kizardlag trigonometrikus és racio-
nalis fliggvényekkel zart alakban, b) innen folyik, hogy

nemcsak {(27) = Z ;17?, hanem az osszes C(2v 1) =
& s %

derivaltjanak (2)— -nek uj elballitdsa zart alak-

5

1
3 oy (r—=1,2,3,...) sor-osszegek is felirhatok
X

st megfelelé kitevojii hatvanya és egy Bernoulli-szamo-
kat, ill. polinomokat tartalmazé faktor szorzataként, c)
az Euler-féle alland6 a

R ST

1

sab o et L sincspta
y = log2—1‘JJ tg 2 ‘m

00

—tldudt

alakba irhato.

1953 jinias 6. SURANYI JANOS: Az 1953. évi Arany Daniel verseny
feladatainak ismertetése.
(Kozépiskolai délutan.)
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1953 junius, 19. Ankét a »Matematika tanitasa“ c. lap feladatair6l.

El6ad6: Gador Endréné. Vitavezetd : Surdnyi Janos.

1953 janius 19. KArRTESzi FERENC : Matematikus szemmel a Roman

Népkoztarsasagban.

1953 junius 19: EGERVARY JENO: Megjegyzések a matnx algebra

elemeihez.

Eldad6 elészor- kiemeli az egész matrix-elmélet szem-
pontjabol egy konzekvens szimbolika alkalmazésanak a
jelentbségét és ismerteti az els6rangti matrix, azaz diad
fogalmat, valamint annak felhasznalésagat matrix rang-
szamanak a definidldsara. Egy nem-szinguldris matrix
diadikus elballitisa lehet6vé teszi a reciprok matrixanak
racionalis egész miiveletekkel valo kiszamitasat. A re-
ciprok maétrix ezen el6allitisat felhaszndlva az el6ado
egy rovid bizonyitist ismertet Stieltjes-nek arra a téte-
lére, amely a reciprok matrix elememek poznhvnta%ara
ad elegséges feltételt.

1953 junius 20. HAjos GYORGY: A kozépiskolai geometriai anyag

szabatos targyaldsaval kapcsclatos kérdésekrdl: egy
szemléletesen atérthet6 axiémarendszer, poligonok kon-
vexitdsanak definiciéja, valamint a sikra merbleges
egyenesnek a kozismert, Euklides-félétol eltérd targya-
lasmédja, stb. Ez az elbadds nem kozvetlen didaktikai -
célokat, hanem inkdbb elgondolkoztatasul szolgalt.

A Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat a Magyar-Szovjet Baratsagi
Honap alatt a kovetkezd kozépiskolai eldaddsokat tartotta :

1953 februar 27. HAJNAL ANDRAS: Miért tanulunk matematikat ?

1953
1953
1953
1953

1953

1953

Varga Katalin lednygimnéazium, VI. Sztdlin-ut 65:

marcius 2. GEHER ISTVAN: Feladatmegoldasok.

Berzsenyi Déniel gimnazium, V. Marké-u. 29.

mareius 3. MOLNAR JOzser: Feladatmegolddsok.

Dézsa Gyorgy gimnazium, XV. Bartok Béla-ut 25.

marcius 5. GEHER ISTVAN: Miért tanulunk matematikat ?

Kolcsey Ferenc gimndzium, VI. Munkacsy Mihaly-u. 26.

marcius 5. TOLNAI JENO : Feladatmegoldasok.

Rakéczi Ferenc gimnazium, II. Keleti Karoly-u. 37.

marcius 5. GALLAI TIBORNE: Miért tanulunk matematikat?

Jozsef Attila gimnazium, XI. Szt. Imre hg. Gtja 27.

‘marcius 13. NEUKOMM GYULA: Egyenlotlenségek.

Allami Tanitén6képzo, 11 Szentlélek tér 9—11.
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1953 marcius 16. KRATOFIL DEzsO: Feladatmegoidasok.
Budai-Nagy Antal gimnazium, XXII. Pentz Karoly-u. 13.
1953 marcius 16. FARAGO LAS7LO: A teljes indukci6 médszere és
felhasznaldsa a feladatmegoldasokban.
_ Széchenyi Istvdn gimnazium, VIII. Kendeffy-u. 12.
1953 marcius 17. GADOR ENDRENE : Feladatmegoldasok.
-Eotvos Jozsef gimnézium, V. Redltanoda-u. 7.
1953 marcius 18. GASPAR GYULANE: Miért tanulunk matematikat ?
Kossuth Zsuzsa gimnazium, V. Mark6-u. 29—31.
1953 marcius 18. GrRerF GEzA: Feladatmegoldasok.
Corvin Matyas gimnazium, XVI. Méatyas-tér 4.
1953 marcius 19. NEuKoMM GyuLA: Egyenldtlenségek.
Jedlik Anyos gimndzium, XXI. Téncsics Mihaly-u. 92.
1953 marcius 21. MOLNAR JOZSEF : Miért tanulunk matematikat?’
- Kossuth Lajos gimnazium, XX. Torok Floris-u. 89.
1953 marcius 21. GAsPAR Gyura: Miért tanulunk matematikét ?
Konyves Kalman gimnazium, IV. Aprilis 4. tér

1953 marcius 21. GADOrR ENDRENE: Feladatmegoldasok.
Szerb-horvat tanitoképzo, VII. Rozsdk tere 6—7.

1953 marcius 23. ApAM MANO: Miért tanulunk matematikat ?
Zrinyi llona lednygimnazium, VIII. Csobénc-u. 1.

1953 marcius 24. FARAGO LASzLO: A teljes indukcié modszere é€s
- felhasznalasa a feladatmegoldasokban.

1953 marcius 28. NEukoMm GyuLA: EgyenléGtlenségek.
Fdy Andrds gimndzium, IX. Mester-u. 60—62.

A Tarsulat harmadik rendes kozgyiilése

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1953 janius 20-an tar-
totta meg harmadik rendes k()zgyulését Budapesten (V. Realtanoda
un. 13-15.) a kovetkezd targysorozattal :-

1. Elnoki megnyito.

2. Valk6 Endre, a MTESz fétitkaranak megnyit6 beszéde.

3. Fétitkari beszamolo. -

4. A fotitkari beszamolé megvitatasa.

5. Pénztarosi és szamvizsgald bizottsagi jelentés.

6. A pénztaros és a szamvizsgdlod bizottsag jelentésének meg-
vitatasa. Griinwald Géza dij kiosztasa.

7. A fititkar elbterjesztése a Tarsulat alapszabalyainak modo-
sitdsara ¢és ennek megvntatasa

8. A Tarsulat aj tisztikaranak megvalasztasara jelolo bizottsag
kikiildése.

9. Egyéb inditvanyok megvitatasa.
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10. A jelold bizottsag javaslattétele és szavazas a javaslat felett.

A Tarsulat kiilddtteinek megvélasztisa a MTESz kozgyiilésére.

11. Bejelentések.

12. Einoki zarszo.

A kozgylilés programmjahoz a kovetkezd eldaddsok és vita-
itiések kapcsolodtak :

Junius 19-én, pénteken. Ankét a most megindulé ,Matematika
tanitasa“ c. lap feladatair6l. El6ad6: GADOR ENDRENE. .
Vitavezetd : SURANYI JANOS.

KARTESZI FERENC : Matematikus szemmel a Roman Nép-
koztarsasagban. :
EGERVARY JENO: Megjegyzések a matrix algebra ele-
meihez. '

Junius 20-4n, szombaton. Hajos GYORGY: A kozépiskolai geomet-
riai anyag szabatos targyaldsaval kapcsolatos kérdésekrol.

A kozgyiilést ALEXITS GYORGY elnok nyitotta meg, és a Ko-
vetkezOket mondotta :

Tisztelt Tarsulat! 1953. évi kozgyiilésiinket megnyitom. Nem
akarok a fotitkdri beszamolé elévagni, amely eredményeink és
hianyossagaink részletes elemzését tartalmazza. Nem lehet azonban
meg nem allapitani, hogy Magyarorszdgon megviltozott a helyzet
a matematikardl vald kozvélekedés tekintetében. Csupan egy adatot
emlitek meg: két év alatt 761 el6adads hangzott el a Tarsulat kere-
tein beliil, vagyis azt lehet mondani, hogy naponta egy el6adas.
Ez olyan jelenség, amely nyilvinvaléan megmutatja, hogy a magyar
tarsadalomnak megnovekedett a matematikaval szembeni igénye. Ez
érthetd is, hiszen vildgos, hogy akkor, amikor az orszagos kérdé-
sek kozott a technikai épités ¢és a természettudomanyi kutatas cent-
ralis helyet foglal el, a matematikdnak is mas szerepe van a nem-
matematikusok gondolataiban, mint amilyen volt régente, amikor
ennyi matematikai el6adast és ilyen létszami matematikai egyesii-
letet ndlunk elképzelni lehetetlen lett volna.

Nem allitom azt, hogy a kozfelfogds szerint a matematika ma
ugyanolyan szerepet jatszik, mint 20 esztendovel ezel6tt a latin
nyelv. Ez ugyanis annakidején az akkori uralkodd osztily egyik
osztalyharcos fegyvere volt. De ha ez a helyzet nem is all fenn,
komoly érdeklddés mutatkozik a matematika irant. Megjelent néhany
népszeriisitd, részben matematikaval foglalkoz6 kiadvany, koziiliik
az egyik tizezres példanyszamban, és ezek ma mar nem kaphatok.
Igen jellemz6, hogy az Appendix sem kaphatd és egy csomo6 mate-
matika-konyvvel ugyanez a helyzet, ami azt jelenti, hogy az orszag-
ban €lnek olyan emberek, akiket mi nem is ismeriink, és ezek
megveszik a matematika-konyveket, és forgatjak kulturélis igényeik
kielégitésére. Nagyon jol tudjuk, hogy akkor, amikor a burzsoazia



203

alhumanista, kiils6 magatartasra valé torekvése adta meg az ,alta-
ldnos miiveltség“ mértékét, talan még 500 példanyt sem lehetett
volna eladni egy j0 matematikai konyvbél. Ez a tény megvilagitja
azt is, hogy mi a teend6nk ebben a helyzetben. Nekiink, mint
matematikai tarsulatnak, ezt a tendenciét fejleszteniink kell. Fejlesz-
teniink kell els6sorban a sajat koriinkben, és ezzel meghataroztuk
azt a legkozelebbi teend6t is, amely valdsziniileg évekig tartod
munkat jelent és amivel adosai vagyunk az orszag dolgozo népé-
nek és addsai vagyunk magunknak matematikusoknak is.

Azt hiszem, egyik maradvanya a multnak az, hogy ugyanazon
tudomanyag miivelinek ismeretei k6zott nagyon nagy a mindségi
kiilonbség. Igen nagy mértékben all ez a matematikara ¢s egynk
fontos feladatunk, hogy ezt a karos jelenséget megsziintessiik. Ennek
a széttagozodasnak a torténelmi gyokerei a tokés munkamegosz-
tasban talalhatok meg. A tékés munkamegosztds elkiilonitette az
emberek tomegeit — elsdsorban a szellemi munkat a testi mun-
katol — teljesen szétbontotta oOket apro. rétegekre, amelyeknek
egyik része ellenségesen A4llt a masikkal szemben, és ezt az alla-
potot még hamis ideoldgiaval is tdmogatta a burzsodzia.

A matematikdban is két tdborra szakadtak az emberek: a
csekély szami kutatokra és a nem kutatok, de matematikat hiva-
tasukként {(izOk rétegére. Igy jott létre az a képtelen helyzet, hogy
a kutatok csak a maguk szamdra kutattak. A mi dolgoz6 tarsadal-
munk azonban nem tiirheti ezt az allapotot. Nekiink komoly mate-
matikai kultardji tomegekre van. sziikségiink. Rossz elmélet az,
amely csupan egy-két zsenire bizna a kutatdst és igy prdobélna
meghdditani a tomegeket. A zsenik kivételesek, de a tudomany-
szomjas emberek szama nagy, ezeknek tehat meg kell adni a lehe-
toséget a felemelkedésre. Maga a 761 el6adds bizonyitja, hogy a
fejlodés mar megindult ebben az iranyban.

Térsulatunk azonban nem ismerte fel elég tudatosan sajat
tagsaganak igényeit és ezért nem tamogatta olyan erdvel ezeket az
igényeket, mint amilyenek maguk az igények voltak a Tarsulattal
¢és a fejlodéssel szemben. Tagsdgunk, melynek természetesen vezeto
szerepe van a matematikai kultira terjesztésében, sokkal nagyobb
igénnyel lépett fel a tudomany megismerése, a tudomdny eredmé-
nyeinek attekintése tekintetében, mint amilyet képesek voltunk kielé-
giteni. Igaz, hogy tettiink Iépéseket ebben az iranyban, de az
igények tgylatszik nagyobbak, mint a megtett 1épések. Azt hiszem,
hogy egyik legfontosabb problémdank e tekintetben segitségére lenni
tagsdgunknak. Ez a mi legdontdbb feladatunk, amelynek megvalé-
sitdsara meg kell taldlnunk a legjobb mddszereket. De egy ilyen
célkitlizés természetesen nem néhdnyhdénapi rohammunkat, hanem
tobbéves, szisztematikus és meggondolt munkat igényel. Remélem,
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. hogy ez a kozgyules az-itt felmerillt 6tletek is, hozza fognak jarulni
a munka minél jobb megszervezéséhez.

Vildgos, hogy egy ilyen tudomanyos cél érdekében foly6
munkédnak megvannak a tarsadalmi el6feltételei: a mi épitd mun-
kank dontd elofeltétele a béke. Alig hiszem, hogy elképzelhetd olyan
matematikus, akinek ne volna tele minden gondolata azzal a ter-
mészetes vaggyal, hogy a békét megOrizziik, hogy a békét aktivan
megvédijiik. Olyan vérbeli matematikus, aki a koreai emberrablokkal,
vagy a Berlinben zavartkelt6 provokatorokkal csak a legtavolabbrol
is kozosséget vallalna — elképzelhetetlen.

Most, amikor a Béke Vildgtanacs iilésezik ndlunk, tisztan
. lathatjuk, hogy tobbr6l van sz6, mint csupan az e kérdésben valo
-egyetértésrol. Arr6l van sz6, hogy mi is a munkdnkkal, magatar-
tasunkkal hozzé tudjunk jarulnia béke aktiv megvédéséhez, ahhoz a
nemzetkozi kozhangulathoz, amely egy csomé provokaciot meg tudott
akadalyozni és képessé tette a sokkal rosszabb tarsadalmi viszonyok
kozott él6 dolgozokat is, hogy sajat orszigukban megvédjék a:
békét. Azt hiszem, amikor Kkitlizziik célul magunk elé az exakt tudo-
ményos kultiranak minél szélesebb korre vald kiterjesztését, akkor
egyszersmind a békét is védjiik, ezen a modon fegyvert adunk a
dolgoz6 magyar nép kezébe: a matematikai tudomany fegyverét.

Kérem, hogy a kozgyiilés résztvevdi jaruljanak hozza kritika-
jukkal céljaink megvalésitasdhoz, és akkor remélem, hogy ¢z a
kozgyiilés Tarsulatunk tovabbi miikbdésének komoly segitséget fog
nytjfani.

*

VaLkO ENDRE a MTESZ fotitkaranak megnyitd beszéde :

Tisztelt Elvtarsak! Miutdn a Miiszaki és Természettudomanyi
Egyesiiletek Szovetsége nevében szoélalok fel, tehat tilnyomo rész-
ben miiszaki szakembereket képviselek az onok kozgyfilésén —
talan megbocsatjdk nekem, ha kissé egyoldaliian, a mérnok sze-
mével nézem a matematikat és a Tarsulatot is. ;

Tapasztalatb6l tudom, hogy annak idején, felszabadulasunk
elott, kivétel volt az a mérnok, aki matematikai ismereteit a gya-
korlatban hasznositotta. Még akkor sem.igen tudta hasznositani,
ha elhelyezkedett €s torténetesen miiszaki munkat végzett. Ez ipa-
runk elmaradt voltdbol kovetkezett.

Azota a matematika jelent6sége Oridsi mértékben megnoveke-
dett, és nemcsak olyan mértékben novekedett meg, amilyen mér-
tékben éltaldban megnoétt a szerepe mmdenfa;ta tudomanynak szo-
cializmust épit6 hazdnkban, és nemcsal olyan mértékben, amilyen
~ mértékben a technika szerepe megnoétt, Fanem rendkiviil mértékben
.megnétt a matematikai apparatus szerepe a mfiszaki tudomanyokon

beliil is.
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Fejlodésiink egészen mas, 1] kovetelményeket tamaszt ma
mérnOkeink, technikusaink és altaldban a termelésben dolgozdk
egészen széles rétegével szemben, mint még néhdny évvel ezelbtt.

Ez a fejlodés olyan igényeket jelent a miiszaki értelmiség munka-
javal szemben, amilyenekrél azel6tt beszélni sem lehetett. A mérnoki,
technikusi munkaban egyre kisebb lesz a szerepe a rutinnak és
egyre nagyobb az 6néll6 tudomanyos vizsgalodasnak, az elméletnek,
. amelynek az alapja éppen a matematikai gondolkodas és a mate-
matikai modszerek ismerete. Es ha ez igy van mar ma, ugy még
“inkébb igy lesz holnap. Azokbdl a gyermekekbdl, akik ma a szam-
tanoran a matematika elemeit tanuljdk, lesznek holnap azok a
mérnokok, tudosok, akik holnap a Szovjetunié nyoman a mi
hazdankban is a kommunizmust fogjak felépiteni. Ok lesznek az
emberiség évezredes dlmanak a megval6sit6i a mi hazdnkban.

Igy ‘nézziink rajuk és igy nézziik azoknak a felelGsségét is,
akik benniik a matematika iranti érdeklddést felkelteni, tudoményos
gondolkodasukat fejleszteni hivatottak. _ :

Ennek a felel6sségérzetnek emelésében, tandraink felkésziilt-
ségének novelésében hallatlanul sokat tett eddig is és a jovGben
egyre tobbet kell, hogy tegyen a Bolyai Janos Matematikai Téarsu-
lat. Es egyre tobbet kell tennie az alkalmazott matematika ered-
ményeinek megismertetése és a gyakorlatban valo felhasznalés terén is. -

Segitséget kell adnunk mérndkeinknek, miiszaki embereinknek,
hogy problémdikat a matematika nyelvén meg tudjak fogalmazni,
illetve meg tudjidk oldani. Nagy feladat var ebben a munkiban
Szovetségiinkre is, hiszen eddig nem sokat tettiink azért, hogy
egyrészt az itteni egyesiiletek, masrészt az alaptudomanyokkal fog-
lalkoz6 egyesiiletek, igy a Bolyai Tarsulat kozott is valodi egyfitt-
miikodés ojjon 1étre, bar értékes kezdeményezésekben nem volt
éppen hidny. .

Mi, a MTESZ ugy tekintiink a Bolyai Janos Matematikai Tar-
sulatra, mint amelynek tagjai és nem utols6 sorban ma megvalasz-
tando vezetdsége bizonyos vonatkozasban tudomdnyos életiink, ipa-
runk, egész jovo fejlodésiink kulcsat tartjak keziikben.

Ez nagy felel6sséggel jar. Nem lehet semmi kétségiink az
irant, hogy az elvtarsak érzik ezt a felel6sséget, hiszen olyan egye-
siilet tagjai és vezetdi, mely valoban a legnemesebb haladé hagyo-
manyokra, a -mai matematika vilagszerte ismert élenjaré géardajanak
munkdssagara és a szovjet tudomany segitségére tamaszkodva foly-
tatja munkajat. Ehhez a munkahoz kivdnok a mai kozgyiilés alkal-
mabdl Szovetségiink Elnoksége nevében sok sikert.

*



Ezutin RENY! ALFRED az alabbi jelentésben szamolt be a
Térsulatnak a masodik kozgyfilés ota végzett munkajarol:

Tisztelt Kozgyiilés!

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat el6z6 (masodik) koz-
gyiilése, 1951. V. 26 Ota, tobb mint két év telt el. Az 1952. évben
a Tarsulat valasztmanyédnak hatarozata értelmében kozgyiilést nem
hivtunk egybe, tekintettel arra, hogy az 1952. évben rendezte meg
a Magyar Tudomanyos Akadémia Tarsulatunkkal karoltve a Bolyai-
tilésszakot, és az 1952. évben a kozgyiilés megrendezésére rendel-
kezésre allo Osszeget arra forditottuk, hogy a Tarsulat tagjai minél
nagyobb széamban vehessenek részt a Bolyai-héten. Ilyen modon
beszamolomban két év munkajat kell osszefoglalnom.

Ebbdl kovetkezik, hogy nem térhetek ki részletesen az elmult
két év Osszes tarsulati eseményeire. Igyekezni fogok azonban véazolni
a Tarsulat munkéjanak, fejlodésének az elmult két évben kovetett
iranyvonalat, fobb eredményeinket és ugyanakkor ramutatni mun-
kank hianyossagaira ¢és hibaira. Kétévi munka felmérése alapjan
bizonyos kovetkeztetéseket is megprobdlok levonni a jévoben
végzendd munkankra vonatkozolag. Itt jegyzem meg, hogy az alap-
szabaly-modositasok sordan javaslatot fogok tenni tobbek kozott
arra, hogy a jovoben a Tarsulat kétévenként tartson kozgyiilést,
osszhangban a MTESZ tobbi egyesiileteinek alapszabalyaival. Ezen
javaslat elfogadasa esetén mai kozgyiilésiinkre az a felelosségteljes
feladat harul, hogy az elmilt kétévi munka megvitatisa alapjan
kijelolje a Tarsulat kovetkez6 kéfévi munkajanak iranyvonalat.
Kérem ezért a kozgyiilés osszes résztvevojét, hogy beszamolomhoz
" valo hozzaszolasaval, épitd biralataval jaruljon hozza, hogy koz-
gyfilésiink ezt a legfontosabb feladatat eredményesen lathassa el.

El6z6 kozgyiilésiinkon tartott beszamolomat azzal kezdtem,
hogy ramutattam egy, a Tarsulat minden tagja szamara kozponti
jelentéségli kérdésre, a béke kérdésére. Ugy gondolom, mai besza-
moloémat is ezzel a kérdéssel kell kezdenem. Hiszen mindaz a
munka, melyet a Tarsulat az elmult két év alatt végzett, részét
képezi kultirforradalmunknak, oOtéves terviinknek, a magyar nép
azon torekvésének, hogy hazédjat a béke viragzo orszagava tegye és
ezzel a béke megvédéséért harcoljon.

Kiilonosen aktudlissa teszi, hogy a békeharc kérdéseivel koz-
gylilésiink is foglalkozzék, az a tény, hogy a mai nap fejezi be
iiléseit a Béke Vilagtanacs itt Budapesten. A Béke Vilagtanacsanak
tiléseit mindannyian napok ota fesziilt érdekl6déssel kisérjiik figye-
lemmel. A Béke Vilagtanacs budapesti iilésszaka tjabb hatalmas
lendiiletet fog adni a békeharcnak, mely az elmult két évben, de
kiilondsen az utols6 honapokban szamtalan nagy gy6zelmet aratott
az egész vilagon.
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A kovetkezd két évre fog esni elsd Otéves terviink befejezése,
a masodik Otéves terv eldkészitése és meginditdsa. Ezért kozgyii-
léstinknek nyilvanvaloan foglalkoznia kell a masodik o6téves terv
kérdéseivel €s azzal, hogy ez milyen 11j, megnovekedett feladatokat
szab a Tarsulat elé. Tarsulatunk tagjainak tevékenyen ki kell venni
a résziiket a masodik Otéves terv eldkészitésébdl és végrehajtasa-
bol. A mésodik oOtéves terv igen komoly feladatokat allit a mate-
matikusok el¢, amint az a Magyar Tudomdnyos Akadémia ezévi
nagygyiilésén ‘tartott eldéadasok é€s vitdk sordn nyilvanvalovéa valt.
Maésodik otéves terviink a kozoktatds hatalmas méretii fejlesztését
is tervbeveszi és ezzel kapcsolatban nagy mértékben megnovekednek
pedagdgus tagjaink feladatai is. A Tarsulatra var6é nagy feladatok
eredményes végrehajtasahoz elengedhetetlen eddigi munkdnk feliil-
vizsgalata. Attérek ezért a Tarsulat elmuilt két évben végzett mun-
kdjanak ismertetésére.

A Tarsulat miitkodésének iranyvonalat az elmult kozgyiilésen
elfogadott alapszabalyok 2. §-a szabja meg, amely szerint a Tarsulat
célkitiizése ,a magyar matematikai élet fejlodésének elésegitése, a
matematikai ismeretek terjesztése, dolgozé népilink matematikai
ismereteinek tarsadalmi tton valo emelése ; tevékenységét a marxiz-
mus-leninizmus alapjan a Magyar Dolgozok Partjanak vezetésével,
a Szovjetunié tudomanyanak példadja nyomén, a Magyar Népkoz-
tarsasag alkotmanyanak szellemében végzi.“ Mar el6z6 kozgyiilé-
siinkén megallapitottuk, hogy a Tarsulat célkitiizései megvalosita-
sanak elofeltétele volt a Tarsulatnak orszagos jellegli tomegszerve-
zetté vald atalakuldsa, az, hogy a Tarsulat a matematika miivel6it
és oktatoit, az akadémikusoktol kezdve egészen a matematika irant
érdekl6d6 didkokig, a kozos cél érdekében szoros egységbe tomo-
ritse. Ezen a téren jelent0s eldrehaladasrol szamolhatok be. Meg-
mutatkozik a Tarsulat fejlédése a Tarsulat taglétszaméanak alakula-
saban is. Mig el6z6 kozgyiilésiinkkor a Tarsulat taglétszama 761
volt, a jelenlegi taglétszam 1381, vagyis a taglétezam két év alatt
. kozel megkétszerez6dott.

Ezenkiviil tovdbbi 50 belépési nyilatkozat érkezett az elmult
hetek folyaman. — Képet ad a Tarsulat fejlodésérol, ha megvizs-
géljuk a tagsag oOsszetételét foglalkozas szerint. Tagijaink koziil

90 rendes tag és 491 didktag. A rendes tagok koziil 648 kozép-
iskolai és altalanos iskolai tanar, 162 egyetemi és foiskolai oktato,
illetve tudomanyos intézet munkatarsa, 80 miiszaki szakember,
tisztvisel, vagy egyéb foglalkozasi. Erdekes megvizsgélni a fog-
lalkozasi 4gak szerinti taglétszdm novekedését. Az egész taglétszam
novekedése 88", a tanarok szamanak novekedése 90° ,, az egye-
temi és kutatéintézeti tagok szamanak novekedése 679/, a didk-
tagok szamanak novekedése 75°/,, az egyéb foglalkozasuaké 82°, .
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Ezek a szdmok mutatjak, hogy a Tarsulat fejlédése ardnyos volt
és minden vonalon megmutatkozott. Kiilon ki kell emelnem, hogy a
novekedés a legnagyobb a tandrok korében, aminek oka, hogy a Tar-
sulat az utdbbi év folyamdn vidéken az egész orszdgra Kkiterjesztette .
miikodését és fokozatosan torekedett arra, hogy az altaldnos isko-
laban dolgoz6 . kartarsakat is bevonja a munkajaba. Ugyanakkor
megallapithatjuk, hogy — bar torténtek ilyen irdnyt kezdeménye-
zések -— a Tarsulatnak tobb tdmogatést kell nyujtania az altalanos
iskoldkban dolgoz6 kartdrsak szamdara. Annak oka, hogy szazalék-
ban a legalacsonyabb a taglétszam-novekedés az egyetemi és kuta-
tointézeti dolgozok korében, abban 4ll, hogy az egyetemeken és
tudomanyos intézetekben dolgoz6 matematikusok tialnyomo része
mar az el6z6 kozgyfilés elbtt tagja, 6t legtobbjiik aktiv tagja volt
Tarsulatunknak és ezen a vonalon Iétszimnovekedés elsésorban
ezen intézetek ij munkatarsainak a Tarsulatba valé belépése folytan
jott létre. Ugyanakkor meg kell allapitanunk, hogy az egyetemi
tanszékek fiatal munkatarsai koziil szdmosan még nem tagjai a
Tarsulatnak, kiilonosen Budapesten és akik mar beléptek, azok
koziil is sokan még nem kapcsolddtak be aktivan a Tarsulat mun-
kajaba. Erre fel kell figyelniink, mivel a tirsulati munka szempont-
jabol igen nagy sziikség van az egyetemi tanszékek fiatal munka-
tarsaira. Eziton is felkérem az egyetemi tanszékek vezetdit, hassa-
nak oda, hogy munkatdrsaik belépjenek €s aktivan résztvegyenek
a Tarsulat életében. Kérem, hogy a tanszékvezetdk biztositsak mun-
katarsaik szdmdra ennek lehetdségét, mert e téren is tapasztaltunk
elvétve hidnyossagokat. Kiilonosen megmutatkozik a Téarsulat fej-
16dése a vidéki tagozatok szdmdanak és taglétszamdnak novekedé-
sében. Eloz6 kozgylilésiink idopontjdban a Térsulat 7 védrosban
miikodott (Budapest, Szeged, Debrecen, Miskolc, Pécs, Veszprém,
Eger), azota tjabb o6t vidéki tagozatot alakitottunk, mégpedig Gy®r,
Sopron, Szolnok, Nyiregyhaza és Szombathely székhellyel. Ilyen
médon vidéki tagozataink szdma hatrél tizenegyre novekedett, vagyis
kozel megkétszerez0dott, Térsulatunk tehdt jelenleg 12 véarosban
miikodik. Az tjonnan alakult tagozatok koziil hdrom olyan véros-
ban miikddik, ahol egyetemi matematikai oktatds nem folyik. Vidéki
tagozataink szervezésénél eleinte csak az egyetemi varosokra szo-
ritkoztunk, tigy gondolva, hogy ahol egyetemi matematikai tanszék
van, ott meg van a Tarsulat megfelel6 bézisa és bizonyos aggo-
dassal szantuk el magunkat, hogy ilyen bazis nélkiil is tagozatot
létesitsiink. Az eredmények azt mutattik, hogy ez az aggodalom
alaptalan volt és lehetséges a Tarsulat jol miikodoé aktiv tagozatat
kiépiteni egyetemi bazis -hidnydban is. Ezt bizonyitja elsdsorban
gyobri tagozatunk fejlédése. Hozza kell ehhez tenniink, hogy azokban
a varosokban, ahol egyetemi matematikai tanszék nem miikodik_
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még fokozottabb jelentdsége van a tarsulati élet meginditasanak és
ezzel az illetd véros és kornyéke matematikusainak az orszag mate-
matikai életébe valé bekapcsoldsanak. Néhany szot szeretnék szolni
tagozataink munkajarol.

Régebbi tagozataink koziil a miskolci tagozat, — mely el6z6
kozgylilésiinkon a Tarsulat vandorzaszlGjat nyerte el — az elmult
két évben is igen eredményes €s aktiv munkat végzett. Kiilonosen
kiemelkedtek az 1951- és 1952-ben rendezett évnyitd konferencidi,
a tagozat altal Sarospatakon rendezett tandri konferencia; valamint
“az ez év marciusdban a matematika tanitdsar6l rendezett ankét,
amelyet a tagozat Ondllé kezdeményezésként szervezett meg és
szamos mas didaktikai és tovabbképzd jellegii el6adds. Szépen
dolgozott a tagozat a Magyar—Szovjet Bardtsagi Honap alatt is,
azonban a tudomédnyos vonalon a tagozat kevesebb aktivitast és
kezdeményezést mutatott, mint az oktatasi vonalon. Hianyolhato a
tagozat munkajaban, hogy a tudoményos eldaddsok nem folynak
rendszeresen és a kozépiskolai matematikai délutinok sem folynak
olyan aktivan, mint ahogy ez més tagozatokban megvalosult.

A debreceni tagozat az 1950. évi munkaversenyben a miskolci
tagozattal holtversenyben végzett és a kozgyiilés ezért diszoklevél-
lel tiintette ki; a debreceni tagozat azéta is dllandéan kivalé mun-
kat végez. A vidéki tagozatok koziil a tudomanyos el6adasok szama
és szinvonala, valamint a kozépiskolai matematikai- délutanok ren-
dezése terén a debreceni tagozat messze kiemelkedik az osszes
vidéki tagozatok koziil. A debreceni tagozatban azonban a tanarok
tovabbképzése és a didaktikai kérdésekkel valé foglalkozas tekin-
tettben nem tapasztalhatd kiemelkedd aktivités.

Régebbi tagozataink koziil fejlédés tapasztalhato a szegedi
tagozatnal, amelynek munkdja kétségkiviil megélénkiilt. Aktivan -
dolgozik a pécsi tagozat is, ahol kiilonosen az el6adasok szama
novekedett meg szépen. A tarsulati munkdban azonban csak kevés
tag vesz részt és nem sikeriilt a tagozati munkaba nagyobb szam-
mal bevonni a kartarsakat.

A veszprémi és egri tagozatok munkdja is lehetne jobb.
Kiilonosen vonatkozik ez Veszprémre, ahol a lehetoségek kedvezOb-
bek. Ebben a tagozatban az 6ndll6 kezdeményezés kevés, de a
Magyar—Szovjet Baratsagi Honap alatt, amikor kell tamogatast
kaptak a kozponttol, jol dolgoztak.

Az 1j tagozataink koziil, a gyori tagozatot kell elsd helyen
emlitenem, amely minden vonalon igen eredményes j6 munkat
végzett. Az uj tagozat munkajaban aktivan részt vettek szinte az
Osszes gyOri és gydrvidéki matematikus kartirsak €és a tagozat
megalapitdsa ota eltelt 1'/, év alatt Gyorben, amely azel6tt teljesen
el volt szakadva az orszag matematikai életétdl, élénk matematikai

14 Matematikai Lapok
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élet alakult ki. A tagozatnak szdmos mas varosban dolgoz6 mate-
matikust sikeriilt megnyernie eldadasok tartasira és a gyori kartar-
sak, éliikon Szelidnszky Ferenc titkarral, maguk is igen aldozatkész,
lelkes munkat végeztek. Ki kell emelnem a gyori tagozat munka-
jabol azt, hogy minden vonalon sikeriilt eredményt elérniok, kiil-
nosen pedig azt, hogy nagyszamu {izemi eléadast tartottak, foként
az ezévi Magyar—Szovjet Baratsdgi Honap alkalmabol, valamint
egy munkas-szalloban is tartottak eldadast.

Papan is rendezett a tagozat egy alkalommal  iilést. Igen jo
munkat végzett a gyori tagozat a kozépiskolai didkok korében is,
ennek eredményességét mutatja, hogy Gyér—Sopron megye szere-
pelt legjobban a Rakosi versenyen: 18 gySrmegyei didk jutott a
dontébe és koziiliik 9 kapott jutalmat.

A soproni, szombathelyi, szolnoki és nyiregyhazi tagozatok
még tul fiatalok ahhoz, hogy munkdjukat ki lehessen értékelni.
Altaldban véve a kezdet nehézségeivel kiizdenek. Ki kell azonban
emelniink a szolnoki tagozat aktiv munkajat a tagszerzés terén és
a tagozatok kozotti versenyre vonatkozo helyes kezdeményezését.
A szombathelyi tagozat mar megalakulds utan a néhany héttel Nagy-
kanizsara is kiterjesztette miikodését. A soproni tagozat viszonylag
szép szammal rendezett tudomanyos elbaddiiléseket meghivott elo-
adokkal. A nyiregyhazi tagozatban a matematika néhany lelkes
hive, kiilonosen pedig Ambrozy Géza titkar munkdja nyoman szintén
kezd kialakulni a tarsulati élet. Itt jelentem be, hogy Ambrdzy
Géza a vakok szaméara egy matematikai tankonyvet irt, amelynek
egy példanyat a Tarsulat konyvtaranak adomanyozta. Javaslom,
hogy a kozgyiilés ezért részesitse jegyzokonyvi koszonetben.

llyen modon ezek a fiatal tagozatok mar tobb jelét adtak élet-
képességiiknek. A vidéki tagozatok munkdjaval kapcsolatban nehéz
feladat el6tt allok, amikor javaslatot kell tennem a kozgyiilésnek a
vandorzaszlo odaitélése iigyéhen," tekintve, hogy — mint az elmon-
dottakbol kitiinik — tobb oly tagozatunk is van, amely kiemel-
ked6 eredményeket ért el. Gondos mérlegelés utan arra az elha-
tarozasra jutottam, hogy azt javasoljam, hogy az eldz0 kozgyiilésen
alapitott vdandorzdszlo mellett két tovdbbi vandorzdszlot létesitsen a
Tdrsulat, egyet a tudomdnyos, egyel pedig az oktatdsi szakosztdly
vonaldn legkivdlobb munkdt végzo tagozat részére. Javaslom tovabba,
hogy a Tarsulat a multkor alapitott vandorzaszlot a minden téren
legjobb munkat végz6é gydri tagozatnak itélje oda, ugyanakkor a
két 4j vandorzaszl6 koziil az egyiket az oktatasi szakosztaly
vonalan legjobb munkat végzé miskolci tagozatnak, a masikat a
tudomanyos szakosztaly vonalan legjobb munkat végz6 debreceni
tagozatnak itélje oda és ugyanakkor ezen tagozatok titkdrait, név-
szerint - Szelianszky Ferencet, Batar Zoltant €és Szénassy Barnat,
tovabba rajtuk kiviil Szendrei Janos és Nagy Ferenc kartarsakat a
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vidéki tagozatok fejlesztése terén végzett lelkes és aldozatkész
munkajukért részesitse jegyzOkonyvi koszonetben.

A vidéki tagozatok munkajanak megvizsgaldsa soran arra a
meggy6zO6désre jutottunk, hogy a tagozatokban foly6 matematikai
£let megélénkitése és tudomdnyos szinvonaldnak emelése céljabol,
valamint abbdl a célbol, hogy a Tarsulat vidéki tagjai konnyebben
hozzajussanak matematikai szakkonyvekhez, feltétleniil sziikségesnek
latszik, hogy az osszes vidéki tagozatainkban tagozati konyvtarat
létesitsiink. Abbol a célbol, hogy ezeknek a tagozati konyvtaraknak
alapjait, — szerény keretek kozott — megteremtsiik, egy kb. 20
kotetbol allo konyv- és folyoiratgyiijteményt fogunk néhany napon
beliil elkiildeni minden tagozatunknak, amely a felszabadulas ota
megjelent matematikai konyvekbol lesz Osszevélogatva. Ez a gyiij-
temény tartalmazza az 1. Magyar Matematikai Kongresszus Kozle-
ményeit, a Magyar Tudomanyos Akadémia IlI. Osztélydnak Kozle-
ményeit, az Alkalmazott Matematikai Intézet Kozleményeit, Alexits
Gyorgy munkajat Bolyai Janosrol, a Matematikai Lapok eddig
megjelent fiizeteit (a II. évfolyam hijan) a Matematikai és Physikai
Lapok (nem teljes) sorozatdt és nc¢hany nem régiben megjelen-
szovjet monografia és tankonyv magyar forditasat.

Ugy gondoljuk, barmilyen szerény ez a kezdet, ezzel életre
hiviuk a tagozatok konyvtarait és igyekezni fogunk a jovOben
megfelel6 anyagi timogatast szerezni ahhoz, hogy ezek komoly
kézikonyvtarakka fejlodjenek. Ehhez természetesen a MTESZ tidmo-
gatasara van sziikség. Ezuton is kérem a MTESZ-t, nyuijtson
segitséget a konyvtarak mielébbi kibovitéséhez. Tagozataink konyv-
taruk fejlesztéséhez vegyék igénybe a helyi MTESZ intézdbizott-
sagok tamogatasat. Azt tapasztaltam, hogy egyes vidéki tagoza-
tainkban nem is tudnak a legiijabb magyar nyelven megjelent mate-
matikai munkakrol. Ezt a helyzetet fel kell szamolni és ebben a
tagozati konyvtarakra nagy szerep var. Ugy gondolom, hogy a
tagozat konyvtara fokozni fogja a tagozat vonzoerejét a tagozat
matematikusaira és ezzel a tagozat munkdjat, fejlodését fogja elo-
segiteni.

Ezen kitérés utdn vissza szeretnék térni a Tarsulat munkajanak
ismertetésére. A Tarsulat fejlédése megmutatkozik a Térsulat éltal
rendezett eldaddsok, ankétok, konferencidk szamaban is. Az elmult
két év alatt a Tdrsulat osszes tagozatai, — Budapestet beleértve —
-Osszesen 202 tudomanyos elbaddst, 35 klubestet, 110 tanari tovabb-
képz6 eldadast, 270 diakok szadmara szolo elbadast, illetve mate-
matikai délutant és 143 iizemi elbadast, oOsszesen tehat 761 el6-
adast rendeztek. Ez igen nagyarany novekedést jelent a multtal
szemben, mivel ez azt jelenti, hogy egy évre 380 elbadas jut,
-ellentétben az elozé kozgyiilés elbtti idoszakra, amelyben 200 el6-
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adas esett egy évre. Tarsulatunk tehat atlagban, — figyelembevéve
a nyarj sziinetét, — az egész orszdgban egyiittvéve havonta 38
eloadast rendez. Ugy hiszem, ez a szam is mutatja, hogy a Tarsulat
aktivitdsa altalanossagban kielégitd, azonban, ha kozelebbrél meg-
nézziik az el6adasok szamanak eloszlasat az egyes tagozatok kozott,
ligy ebbdl szamos kisebb hidnyossag deriil ki. gy pl. klubesték
Budapesten kiviil csak Szegeden, Debrecenben és Miskolcon, vala-
‘mint Gyorott voltak, a tobbi tagozatban nem. A tudomanyos eld-
‘adasok szama legnagyobb Budapesten (50), utdna Debrecen kovet-
- kezik, a tobbi tagozat azonban még igen tavol van attol, hogy a
‘tudomanyos {iléseket rendszeressé tette volna. A pedagdgus tovabb-
képz6 eldadasok szama tekintetében Miskolc ¢€s Pécs vezetnek.
Debrecen e téren le van maradva, hasonloképpen Veszprém is. Az
izemi elbadasok szama Szegeden a legmagasabb (50), hozza kell
azonban tenni, hogy ez a szdm 0sszefiiggd eldadassorozatok sza-
mabol adodik. Szép szamban voltak iizemi el6adasok Debrecenben

és Gyorott. Meglepden alacsony az iizemi el6adasok szama Buda-

pesten. Itt jegyzem meg, hogy a matematika népszeriisitése vonalan

fordulatot jelent a Tudomanyos és Tarsadalmi Ismereteket Terjesztt

Térsulatnak megalakuldsa. Tarsulatunk kiilonb0z0, részben szer-

vezési, részben kader-nehézség miatt ezt a feladatot nem tudta

kelloképpen ellatni és jelenlegi helyzetében sem alkalmas arra.

Nagy orommel kell iidvozolni, hogy az tjonnan . alakult tarsulat

ezt a feladatot atveszi, de természetesen minden segitséget meg

kell adnunk az @j tarsulat munkajahoz. .

Erdekes megvizsgalni az egyes tagozatok altal rendezett el6-
adasok szamat is. Minden tipustu eldadast egybevéve, az elmalt két
év alatt Budapesten 130 el6adds volt, a szegedi tagozat 122, a
debreceni tagozat 183, a miskolci 75, a pécsi 95, a veszprémi 28,
az egri 25, a gybri 63, a soproni 13, a nyiregyhazi 13, a szolnoki
9 és a szombathelyi tagozat 2 el6adast rendezett. Igen figyelemre-
méltd, hogy a tagozatok elbéadadsai kozott igen szép szamban sze-
repelnek a tagozat székhelyén kiviil tartott el6adasok, igy tobbek
kozott Makon, HodmezOvasarhelyen, Mez6tiron, Keszthelyen, Siime-
gen, Papan, Sarospatakon, Ozdon, Kisvardan, Nagykallon és Nagy-
kanizsan is tartott a Tarsulat elbadasokat. A tagozatok altal tartott
eléaddsok szama dnmagaban nem ad redlis képet a tagozat akti-
vitdsarol, mert ezt viszonyitani kell a tagozat létszamahoz. Igy pl.
az a tény, hogy az 50 tagu gyori tagozat masfél év alatt 63 ren-
dezvényt tartott, nagyobb viszonylagos aktivitist mutat, mint a 220
tagi miskolci tagozat két év alatti 75 el6addsa, sét nagyobbat
mint a 145 taga debreceni tagozat két év alatti 183 el6adasa.

Roviden meg szeretnék emlékezni a Tarsulat legkiemelked6bb,
nagyobb szabast rendezvényeir6l is. ; :
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Els6 helyen a Magyar Tudomdnyos Akadémidval karoltve
1952 december 14—18-ig rendezett iinnepi iilésszakot kell emli-
tenem, tarsulatunk névaddjanak, Bolyai Janosnak sziiletése 150.
évforduldja alkalmaval. Ez az iilésszak a magyar matematikai élet,.
legnagyobb szabdsti eseménye volt az . Magyar Matematikai Kon-
gresszus Ofa. Jelentdségét az adta meg, hogy ez volt az elsé alka-
lom, amikor hazankban valoban megfeleld méltdo formaban emlé-
keztiink meg Bolyai Janosrol, a magyar tudomany biiszkeségér6l,
a haladé tudomény langeszii forradalmararol.

Hogy ezt megtehettiik, az igen nagy részben koszonheté Tar-
sulatunk elnoke, Alexits Gyorgy kitind munkajanak, amelyben
Bolyai alakjat igazi nagysagaban dllitotta elénk, megszabaditva azt
szamos eloitélettdl és hamisitastol. Bolyai-tilésszakunk sikerét nagy
mértékben elosegitette, hogy azon a béketabor orszagainak mate-
matikusai is résztvettek, éliikon a Szovjetunio két kivald matema-
tikusaval, P. Sz. Alexandrovval és Sz. M. Nyikolszkival és igen
értékes elbadasokat tartottak. A Bolyai-iilésszak jelentds eseménye
volt a hazai matematikai életnek azért is, mert az elhangzott el6-
adasok Bolyai és Lobacsevszki nagy felfedezését, annak jelenttségét
¢és hatésat gztélin legutolsd6 munkdjanak alapvett téziseire tamasz--

~ kodva, a dialektikus materializmus fényével igyekeztek megvilagitani.

Nagyobb rendezvényeink koziil rd szeretnék térni azokra a
konferenciakra, amelyeket a kozépiskolai matematikai oktatas szin-
vonalanak emeléséért folyo, a Tarsulat 4ltal inditott mozgalom
tovabbvitele soran rendeztiink.. E16z0 kozgyiiléstinkon 5 ilyen kon-
ferencia megrendezésér6l szamolhattam be, az6ta 10 tjabb tobb-
napos konferenciat és 2 pedagogusnapot rendezett a Tarsulat a
K. M.-el és az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulattal kardltve. Igy
1951 XI. 2—4 kozott Pécsett, november 4—6-an Balatonfiireden,
1952 1. 4—6-an GyOrott, marcius 1—2-an Egerben, majus 4—5-€n
Szegeden, december 13—15-én Budapesten, 1953 februdr 15—17-én
Pécsett, végiil 1953 marcius 19—21-én Sarospatakon. Ehhez jarul
még a K. M.-el egyiitt 1951—1952 6szén rendezett konferencia,
valamint az 1952 szeptember 28-dn Békéscsaban és december 7-én
Szombathelyen rendezett pedagogusnap. Konferencidink éltaldban
sikeresen folytak €és hozzajarultak a matematika-oktatas szinvona-
lanak emeléséhez. Tobb konferencian felmeriilt a résztvevd kar-
tarsak részér6l az a kivansag, hogy a konferencidk anyagat meg-
kaphassdk. Erre vonatkozoan javaslat érkezett a kozgyiiléshez Batar
Zoltan tagtarsunktol, aki javasolja, hogy a Térsulat tegyen javas-
latot a K. M. felé, hogy a Szocialista Nevelés Konyvtara sorozatban
a Tarsulat altal rendezett konferencidk valogatott anyaga kiilon
kitetenként jelenjék meg. Konferencidnk jelentéségét a Tarsulat
£lete szempontjabol elsésorban abban latom, hogy ezeken keresztiil
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kozelebb keriiltek a Téarsulathoz azok a tagok, akik nem tagozati
székhelyen laknak.

Egyéb rendezvényeink koziil kiemelem, hogy a szobanforgo-
id6szakban a Bolyai-tilésszak alkalmabol hazankban tartozkodo két
német matematikus, K. Maruhn és W. Rinow tartottak el6adasokat
Tarsulatunkban. Tovabba 1952 Aaprilis 24—25-én K. Schroder
professzor tartott két eldadast a Tarsulatban. 1951. december 10-én
tinnepelte meg a Tarsulat Jordan Karoly diszelnokiink 80. sziiletés-
napjat. Kiemelkedd rendezvények voltak az 1951, szeptember 29-én
tartott szamelméleti ankét és 1952 januar 26—27-¢én tartott analizis
ankét. Ezeken az ankétokon az egyetemi oktatds vitds kérdései
keriiltek tisztazasra. Erdekes kisérlet volt a matematikai szovegek
szedésére vonatkozélag 1952 majus 20-dan a Papir- és Nyomda-
ipari Miiszaki Egyesiilettel kozosen megrendezett ankét. Még ezt
megel6zoleg a szegedi tagozat foglalkozott a matematikai szak-
szovegek szedésével, oly formaban, hogy Keresztiri Jenot,a szegedi
Délmagyarorszag nyomda orszagszerte ismert hires nyomdaszmes-
terét hivta meg el6adésok tartdsara. Ezt kovette a matematikai
szedbverseny, ahol a Tarsulat is kozremiikodott, azonban nem
vontak be kelldképpen a Térsulatot a verseny szempontjainak
kidolgozasaba €és részben ennek kovetkeztében a verseny nem hozta
meg a kivant eredményt.

Sikerrel rendezte meg a Téarsulat mind 1952, mind 1953
tavaszan a Magyar—Szovjet Baratsagi Honapot. A szovjet tudomany
nagyszerii eredményeinek ismertetése a tarsadalmi munka keretében
nem kampéanyszerii munka. Ezt a munkat nemcsak a Magyar—
Szovjet Baratsigi Honap alatt végezziik, hanem ez egyik legfon-
tosabb munkateriiletink. E nélkiil nem tudnank megoldani egyéb
feladatainkat. A Magyar—Szovjet Baratsidgi Honap arra szolgél, hogy
ez alkalommal sokkal szélesebb korben ismertessiik a szovjet mate-
matikusok nagy eredményeit. Mindkét évben azt a modszert ko-
vette a Tdrsulat, hogy részletes silabuszt bocsétott az eldadok ren-
delkezésére; igy sikeriilt nagyobb szamu el6adogardat biztosita-
nunk. 1952. és 1953. évben szamos silabuszt dolgoztunk ki és
fordittattunk oroszbol.

1952-ben 60, 1953-ban 122 elbadast tartottunk a Magyar—
Szovjet Baritsagi Honap alatt. Ugyanakkor ezévi el6adasaink sokkal
nagyobb létszamu haligatosagot mozgattak meg.

Szélnom kell roviden a tarsulati munka egy igen fontos vona-
larol, a matematikai versenyek szervezésérdl is. A Schweitzer-ver-
senyt 1951-ben a debreceni tagozat bonyolitotta le, 1952-ben a
szegedi tagozat vallalta magara. A debreceni tagozat részér@l elso-
sorban Szele Tibor, a szegedi tagozat részérdl Sz.-Nagy Béla biz-
tositottdak a verseny sikerét. Mig 1951-ben a Kiirschak-versenyen
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394 6 vett részt és 199 dolgozatot nyujtottak be, addig 1952-ben
700 részt vevd koziil 390-en adtak be dolgozatot. A Kiirschak-ver-
senyekkel kapcsolatban meg kell jegyeznem, hogy els6sorban Hajos
Gyorgy munkaja segitette el a versenyek sikerét. — A Tarsulat az
Arany Daniel matematikai versenyt nagy sikerrel rendezte €s szinte
teljes egészében magdra vallalta a Rakosi Matyas tanulmanyi ver-
seny megrendezését. Bar a minisztériummal valo egyiittmiikbdeés
kialakulasa terén kezdeti nehézségek voltak és sokszor biirokratikus
akadalyok nehezitették a munkat, a versenyek mégis nagy sikerrel
zarultak. Mindkét évben 3000 didk vett részt a Rakosi versenyen.
Ez azért szamit fejlodésnek, mert ezévben a matematikai versenyben
résztvevo iskolak szama csokkent. (Csak a gimnaziumok és tech-
nikumok novendékei indulhattak.) Az Arany-versenyen 4500 diak
vett részt, ebbdl a dontbbe 199 didk keriilt. A versennyel kapcso-
latos munkat Suranyi Janos iranyitotta. Javasolom, hogy a koz-
gyiilés szavazzon jegyzOkonyvi koszonetet Hajos Gyorgy, Surdnyi
Janos, Szele Tibor és Szokefalvi-Nagy Béla tagtarsunknak a ver-
senyekkel kapcsolatos lelkes munkéjukeért.

Multkori kozgyiilésiink szdmos fontos hatarozatot hozott. Hata-
rozatot hoztunk a Beke- és Griinwald-emlékdijak alapitdsara. Azéta
a Beke-dijat két alkalommal osztottuk ki, ezzel sikeriilt az okta-
tisban jol miikodd tagtarsak munkdjara a figyelmet felhivni.
A Griinwald Géza-emlékdij a mai napon keriil els6 izben kiosztasra.

Az elmilt kozgyiilés hozott hatarozatot az oktatasi €s tudo-
manyos szakosztalyok létesitésére. Két év tavlatabol megallapit-
hatjuk, hogy ez a szervezeti forma bevalt. Kiilonosen az oktatasi
szakosztily végzett j0 munkat. Meg kell jegyeznem, hogy a szak-
osztaly eredményes munkédja nagyrészben Hodi Endre tagtars, szak-
osztalyi titkar érdeme. Javasolom, hogy a kozgyiilés részesitse Ot
munkajaért jegyzokonyvi koszonetben.

Ra kell itt mutathom egy alapvetd kérdésre. A Tarsulat okta-
tasi szakosztalya az elmult két évben joval aktivabban miikodott,
mint a tudomanyos szakosztdly és a Tarsulat munkdja az oktatas
vonalan sokkal gyorsabban fejlodott, mint a tudomany vonalan.
Ha a tudomanyos szakosztily munkajat nem fogjuk Iényegesen
meger0siteni, tigy az a vesz€ly dll fenn, hogy a Tarsulat tudoma-
nyos jellege hattérbe szorul. Barmennyire is fontos mindaz a
munka, amit a Tarsulat oktatdsi szakosztalya kifejt, Tarsulatunk f6
feladata mégis az; és az is kell, hogy maradjon, hogy a magyar
matematikai élet fejlesztését segitse eld. Nem szabad elfelejteni,
hogy feladataink koziil ez az, aminek eredményes teljesitésén all
vagy bukik egyéb feladataink sikeres végrehajtdsa. Nem szabad
elfelejteniink tovabba, hogy ennek a feladatnak — ellentétben tobbi
feladatunkkal, — nincs mds gazddja. A tudomanyos élet irdnyitd
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szerve, a Magyar Tudomanyos Akadémia, csak az elvi nanyxtast
adhatja meg. A széles alapokon nyugvé €és ugyanakkor magas tu-
domanyos szinvonalti matematikai élet tarsadalmi dton valo fej-
lesztése olyan feladat, amelyet Téarsulatunknak kell ellatnia.
: A Tarsulat sok mindent kezdeményezett az elmult évben. A
tandrok tovabbképzése és a diakok matematika iranti érdekl6désé-
nek fokozdsa terén is jelentés kezdeményezéseket tett. Gondolok itt
a versenyekre és konferencidkra.

Ezeknek a kérdéseknek a tulajdonképpeni gazddja azonban a
kozoktatasiigyi minisztérium. Ugyanez vonatkozik az egyetemi
oktatds. vonalara is. A Tarsulat e téren is sok értékes kezdemé-
nyez$ 1épést tett, e kérdésnek igazi gazddja azonban a felsbokta-
tasiigyi minisztérium.

Legfontosabb feladatunk azonban a magyar matematikai élet
fe]lesztese Ha a Téarsulat ezt a feladatot nem latja el, akkor ezt
senki mas helyettiink nem teszi meg. Kétségtelen, hogy itt fordu-
latra van sziikség és arra, hogy nagyobb szamban tartsunk tudo-
manyos eldadasokat és naoryobb mértékben igyekezziink a Tarsulat
tagjait bevonni a tudomanyos munkdba. Kiilonos figyelemmel kell
fordulnia a Tarsulatnak a matematika alkalmazasai felé.

Eppen ezért javaslom, hogy az elnokség fogtalkozzon azzal
a kérdéssel, hogyan tudnd a munkat eredményesebbé tenni. Az
elnokség egyizben foglalkozott olyan javaslattal, hogy a Tarsulat-
nak alakuljon miiszaki matematikai szakosztilya. Az a meggy6z6-
dés alakult ki, hogy héatrdnyos volna, ha elvalasztandnk a tudo-
ményt és alkalmazasait egymastol. Ezzel szemben hatdrozat sziile-
tett, hogy miiszaki matematikai munkakozosseget hozzunk iétre.
Munkank egyik komoly hianyossaga, hogy ez eddig még nem valdsult
meg; ezt siirgfsen potolnunk kell.

Rétérek roviden a Tarsulat lapjaira, mégpedig eldszor a Mate-
matikai Lapokra. A Matematikai Lapok kétségtelentil sokat fejlodott az
elmult két év alatt. Szamos (ij rovat indult az eddigi rovatok mel-
lett, melyek koziil legnépszeriibb. a feladatrovat, mely kétségtelentil .
nagyon nagy érdeklodést valt ki fiatal és felnétt kutaté matema-
tikusok kozott egyarant. Ujabb kezdeményezés volt a Magyar-
orszagon talalhatd szovjet matematikai munkdk kozlése. Megkezd6-
dott a Tarsulat tagjainak név- és lakcim kozlése; ez azért fontos,
hogy a Tarsulat tagjai kozotti egyiittmiikodést elosegitsﬁk. Kevés
a lapban az Osszefoglalo referatum, a konyvismertetés, valamint az
*alkalmazott matematikai jellegii cikk.

A terjesztés koriil szamos hiba tortént, melyek — meg kell,
hog,y mondjam, — nem a Tarsulat hibai, azonban a Tarsulatnak
még erélyesebben kellett volna fellépnie és ezeket a hibdkat meg-
sziintetnie.
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A Kozépiskolai Matematikai Lapok terén igen nagy fejlodésrol
beszélhetiink. Elmult kozgyfilésiink tigy hatérozott, hogy a Kozép-
iskolai Lapok szerkesztése nem folytathato tisztdn tarsadalmi tton,
hanem fliggetlenitett szerkesztére van sziikség. Rovidre rd a lap
fiiggetlenitett szerkesztét kapott Neukomm tagtars személyében.
Hogy a valasztds helyes volt, azt igazoltdk az eredmények. Javaso-
lom, hogy szavazzunk neki jegyzOkonyvi koszonetet. A lap meg-
jelenése rendszeressé valt, a példanyszama megkétszerez0dott, to-
vabbi emelkedésre lehetne szamitani, ha a papirkorlatozasok ezt
megengednék. Kiilonosen a feladatmegfejtések szaméanak noveke-
dése mutatja a lap sikerct.

Kiadvanyaink koziil megemlitem az 1. Magyar Matematikai
Kongresszus Kozleményeit, amelynek megjelenése sajnos nagyon
elhtizodott, azonban kétségtelen igen szép, mélté és maradandd
emléke a kongresszusnak.

A harmadik @ lapnak a kérdésérdl, melyet a kf)z»oktatésﬁgyi
minisztérium a Tarsulat bevondsaval késziil kiadni, mar tegnap
beszéltiink.

Szolnom kell még roviden a tagdijkérdésrol. A tagdijat a
Tarsulat elnoksége 12 Ft-ra emelte az eddigi 6 forinttal szemben.
Nem kell tal sok szot vesztegetnem arra, hogy havi 1 Ft nem til
magas osszeg, viszont kérnem kell tagjainkat, hogy ezt a csekély
tagdijat mindenki fizesse be, mert ez a Tarsulat egyik bevételi
forrasat képezi.

Amikor a tarsulati munkérol beszéliink, nem hagyhatjuk em-
lités nélkiil, hogy a tarsulati munka eredményei nem csupdn a
tarsadalmi munkaban. résztvevé tagok munkéjidnak eredményei,
hanem része van ebben a Tarsulat titkdrsdganak is. A Tarsulat
volt szervezd titkdra, Laczay Ervinné, valamint jelenlegi szervezd
titkara, Székely Gaborné aldozatos munkdjukkal nagyban hozza-
jarultak munkdnk eredményességéhez. Ezért javasolom, hogy a kiz-
gylilés szavazzon jegyzOkonyvi koszonetet nekik.

Az eredmények felsorolasaval kapcsolatban kétségteleniil az a
benyomds tdmad az emberben, hogy a Tarsulat igen sok mindennel
foglalkozik és olyan széles kereteket teremtettiink, amelyeket kade-
rekkel betolteni néha mar csak nehézségekkel tudunk. Ezzel kap-
csolatban ra szeretnék mutatni, hogy mindaz, amit a Tdrsulat kez-
deményezett, ugy sziiletett meg, hogy hazanknak a szocializmus
épitése sordn valo fejlodése megkovetelte.

Olyan esetben, amikor az elndkség valami ajfajta munka
meginditasardl megfeledkezett, azt megteremtette maga az élet.
Ennek bizonyitéka pl. a ,Matematikai Klub“, amelyet a diakok
onallé kezdeményezése hozott létre. A klub azt kérte toliink, hogy -
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tegyiik lehetové, hogy mint a Tarsulat ifjisagi tagozata miikod-
jék. Ugy hiszem, ezt meg is kell tenniink.

Mas kérdés, hogy a széles kereteket betolteni csak ugy tud-
juk, ha a munkat végzok szamat szélesitjiik. Egyre nagyobb szam-
mal kell bevonnunk a tagokat a tarsadalmi munkaba. E téren nem
lehetiink megelégedve az eredményekkel. Ha jol megnézziik, a
munkat csak 150—200 tag végzi, a tobbi tag csak passziv for-
maban vesz részt a Térsulat munkdjaban. Ebbe a helyzetbe nem
szabad belenyugodnunk, kiilonosen abba nem szabad belenyugodni,
hogy Budapesten lecstkkent az iilések hallgatéinak szama. Ez ter-
mészetesen Osszefiigg a budapestiek nagy elfoglaltsagaval, de ebbe
nem lehet belenyugodni és arra kell torekedniink, hogy a tagsag
minél nagyobb szamban vegyen részt a munkaban, beleértve az
eléadasokon vald résztvételét is.

Attérek ezutan feladatainkra. A Térsulat jovo évi munkajanak
irdnyitasat és megvitatasat illet6leg igyekeztiink, hogy a tagok minél
nagyobb szdmban széljanak hozza ehhez a kérdéshez. E célbol
kérdoiveket bocsatottunk ki. A kérddivek kibocsatiasa sikeresnek
mondhato6 és segiteni fog minket munkénkban.

Neéhany olyan javaslatot szeretnék emliteni, mely tobb kérddivben
is szerepelt. Javasoljak, hogy a Tarsulatban elhangzott fontosabb el6-
adasokat sokszorositsuk. Tobben kérték, hogy szakkonyvekhez hoz-
zajuthassanak; tobben kérték, hogy a vezetd matematikusok konzul-
taciokat tartsanak és hogy tobb Osszefoglalo referdtum jelenjen meg
a lapban. A matematika alkalmazasar6l igen sokan szeretnének
tobbet hallani €s javaslatot tettek miiszaki matematikai munka-
kozosség alakitasdra. A kérdoiveket kitoltd tagjaink szinte kivétel
nélkiil beszamolnak arr6l, hogy milyen nagy segitséget jelentett
szamukra a szovjet matematikusok munkainak tanulmanyozasa.
Ez is mutatja azt, hogy amikor a Tarsulat a szovijet eredmények
ismertetésére torekszik, ezzel a tagsag igényét igyekszik kielégiteni.
Igen sok kérddiven olvashatjuk, hogy keveslik azt a munkat, amit
‘a Téarsulat az altalanos iskolai tanarok korében végzett az dltalanos
iskoldk és a kozépiskolak kozott fennallo szakadék eltiintetése ér-
dekében. Sokan szeminariumok rendszeres tartisat javasoljik. Tobb
javaslatban szerepel, hogy véandorgyiiléseket kivannak; igen sok
javaslat foglalkozik azzal a kérdéssel, hogy a Tarsulat még széle-
sebbre terjessze. munkajat a vidéken. Mint mondottam, a kérdo-
iveken bekiildott valaszok mutatjdk, hogy sok a kielégitendd sziik-
séglet. A javaslatokkal az elndkségneck igen komolyan kell fog-
lalkoznia.

Ami édltalidban tarsadalmi munkédnk iranyvonalat illeti, ugy
fogalmaznam meg mégegyszer, hogy az oktatdsi, didaktikai jellegii
munka tovéabbfejlesztése mellett elsésorban a tudomdnyos élet tovibb-
Jejlesztésére kell tirekedniink.



219

Hibaja munkanknak, hogy a tarsulati élet a keretek noveke-
désével vesztett kozvetlen jellegébdl, igy pl. a klubélet visszafejlo-
dott. Ez helytelen jelenség és arra kell torekedniink, hogy a klub-
életet jobban fejlessziik, a klubélet teszi lehetévé, hogy kozvetlen
kapcsolat alakuljon ki a Tarsulat tagjai kozott.

Egy masik igen fontos feladat a fiatalok fokozottabb bevo-
nasa. Helyes volna, ha a fiatalokbdl olyan munkakozosség alakulna,
amilyen egyideig miikodott.

Arra kell torekedniink, hogy az elért eredményeket megszilar-
ditsuk és nagy mértékben aktivizaljuk a tagsagot. Ha ezt sikeriil
elérniink, gy munkdnk a jovében még jobb, még eredménye-
sebb lesz.

Eddigi eredményeinket annak koszonhetjiik, hogy munkankban
tamaszkodtunk a szovjet matematikusok munkajara és igyekeztiink
az 0 eredményeiket felhasznalni. Eredményeinket koszonhetijiik
annak, hogy a Tarsulat a part és a kormany alland6 tamogatdsa-
ban részesiilt. A Szovjetuni6 példajanak kovetése, az, hogy partunk
utmutatasat kovetve, Marx, Engels, Lenin és Sztilin eszméit igye-
kezziink érvényesiteni €s felhaszndlni munkankban, ezek szellemé-
ben felmérni feladatainkat, tovabbi munkank eredményességének
legf6bb elbfeltétele.

Ugy hiszem, hogy amikor eredményeinkrol beszamolok, fet
kell hivnhom a figyelmet arra, hogy nem lehetiink megelégedve
eddigi eredményeinkkel és az elvégzett munkankbdl azt a tanul-
sagot kell levonnunk, hogy a jovében még tobb és jobb munkat
kell végezniink. Szamtalan esetben hasonlitottuk Ossze a jelenlegi
helyzetet a multtal és mutattunk ra arra, hogy milyen Oriasi utat
tetttink meg. Béarmennyire érdekes és tanulsagos is a multtal ha-
sonlitani 0Ossze jeleniinket, tigyhiszem, itt az ideje, hogy mun-
kankat ne a multhoz hasonlitsuk, hanem a jovohoz, azokhoz a fel-
adatokhoz, amelyek a masodik Otéves tervben el6ttiink allanak.
Ebbél az 6sszehasonlitasbol lathatjuk meg, hogy mit kell tenniink.
Remélem, hogy kozgyfilésiink jelentds mértékben eldre fogja vinni
ennek tisztazasat. Ennek reményében zdrom beszdmolémat.

A fétitkari beszamolohoz 13 felszolalds hangzott el, amelyek
a Tarsulat soron kovetkezo feladataival foglalkoztak. A kozgyules a
hozzaszoldsok utan elfogadta a fotitkar jelentését és jovahagyta az
abban foglalt javaslatokat.

* &

Fuchs Lészlo, a Tarsulat pénztarosa a kovetkezo zarszamadast

terjesztette a kozgyfilés elé :

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat pénztarosi jelentése az
1951. és 1952. évrol.



220

1951. évi bevételek : e eI
Allami tamogatas a MTESZ-en keresztil 70,132.33

Tagdijbevétel 1,392.20
Osszesen : 71,524.53
1951. évi kiaddsok : ' :
Adminisztrativ munkaer6k fizetése _
(111, 115, 122 alrovatok) 21,183.08
Alkalmi dijazasok (forditas) (123 alrovat) 12,433.10
Kozteher (117 alrovat) 5,040.65
El6adok utikoltsége, kikiildetési kolt-
ségek (129 alrovat) . 10,421.32
Reprezentacio, jutalmak, palyadijak
(128 alrovat) 7,350.08
. Lap, folydirat (146, 246 alrovat) 1,627.80
Teremmel kapcsolatos koltségek
(138, 141, 143 alrovat) 1,229.12
Irodaszerek, nyomtatvanyok - : :
(142, 145 alrovat) 5,403.94
Posta, telefon (144 alrovat) 4,972,22
Kulturalis tamogatas (179 alrovat) 1,863.22
Osszesen : - :

71,524.53
1952. évi bevételek : 4 '
Allami tamogatas a MTESZ-en keresztiil 54,287.47
Tagdijbevétel 4,242.20 58,529.67
1952. ¢évi kiaddsok :
Alkalmi dijazasok (forditas 132 alrovat) 4,494.40
Eldadok koltsége, kikiildetési koltségek

(123 alrovat) 15,608.68
Palyadijak, jutalmazasok (131 alrovat) 14,807.—
Reprezentacio (131 alrovat) 3,557.99
Konyvbeszerzés (125 alrovat) 1,647.60
Irodaszerek, nyomtatvanyok (151 alrovat) 12,421.64
Posta, telefon (163 alrovat) 5,992.36
Osszesen _ 58,529.67

Budapest, 1953 junius 15.
Aczél Jdnos s. k. _ Fuchs Ldszlo s. k.
ellenor pénztaros

Megijegyzés: Az 1952. é® koltségek egyrészét a MTESZ sajat
koltségeldiranyzatabol fedezte, illetbleg szamolta el. (Alland6 f6fog-
- lalkozasuak fizetése, kozterhek, stb.)

Osszehasonlitasul megjegyezziik, hogy az 1952. évi elszamo-
lasban szerepld rovatoknak megfelel6 1951. évi kiaddsok Osszesen
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42.208.46 forintot tesznek ki. Igy az ezeken a rovatokon mutatkozo
emelkedés 16.321.— forint, azaz 38.6 /. :

Ezutian Fuchs Laszl6, mint az I. Magyar Matematikai Kon-
‘gresszus Kozleményei szerkesztd Dbizottsdganak tagja, beszamolt
arr6l, hogy a szerkesztd bizottsdig a Kozlemények tiszteletdijabol
tamogatast ajanlott fel a vidéki tagozatok konytdrai részére.

A kozgyfiilés a szamvizsgalo bizottsdg jelentése alapjan a pénz-
tarosnak a sziikséges felmentvényt megadta. - ;

*

Ezutan kovetkezett a Griinwald Géza-emlékdij elsbizben tor-
ténd kiosztasa.

Alexits Gyorgy elndk bevezetdje utan, melyben méltatta Griin-
wald Géza munkassagit, Rényi Alfréd fotitkar a kovetkezOkben
szamolt be a Griinwald Géza-emlékdij odaitélésére kikiildott bizott-
sag munkdjarol :

A Griinwald Géza-emlékdij bizottsagot a Tarsulat elniksége
1952 november 28-i iilésén jelolte ki. A bizottsdg tagjai Fejér
Lipot, Hajos Gyorgy, Szele Tibor, Szokefalvi-Nagy Béla és Turdn
- Pél voltak. A bizottsdg els6 tilését 1953 marcius 3-dan tartotta
meg, tekintettel arra, hogy az emlékdij dsszegére az anyagi fedezet
- biztositdsa elhtiizodott. A bizottsdg elnokéiil Fejér Lipotot valasz-
totta meg. A bizottsag kérésére a bizottsdg tovabbi munkaja-
ban az iigy jelentbségére vald tekintettel részt vettek a Tar-
sulat elnoke és fotitkara is. A bizottsag a beérkezett 14 palyazatot
alaposan megvizsgalta, az egyes palyamunkék elbirdldsat részben
a bizottsag tagjai végezték el, részben mésokat kértek fel arra.

; A bizottsag aprilis 20-i és mdjus 11-i {ilésein a beérkezett

jelentéseket megvitatta és az emlékdij alapszabalyainak értelmében
figyelembe vette a palydzok 1952-ben magyar nyelven megjelent
egyéb munkait is. Mindezek alapjan a bizottsig a kovetkezd hata-

- rozatot hozta:

I. dijjal (3000.— Ft) tiinteti ki Freud Gézat ,Maradéktagos
Tauber-tipust tételek a Laplace transzformacio korébdl“ c. benyiij-
. tott munkajaért, valamint egyéb dolgozataiért.

Megosztott II. dijjal tiinteti ki Kertész Andort és Takacs Lajost
(1000—1000 Ft). Kertész Andort ,Teljesen redukalhaté Abel-féle
torziocsoportok“, Takacs Lajost ,Varakozasi ido-probléma targya-
lasa Markov folyamatok segitségével“ c. benytjtott munkéjéért.

A bizottsag megallapitotta, hogy a palyazat igen sikeres volt
és a fent emlitettek mellett még szamos mas, jutalmazésra érdemes
dolgozat van a benyujtott palyamunkak kozott. A bizottsdg Orom-
mel jutalmazott volna tobb palyamunkat, amennyiben erre lehetd-
ség nyilt volna.

A bizottsag javasolja, hogy a jovd évben a Griinwald Géza



222

emlékdij kiirdsanal a palyazok nyujtsak be a palyamunkaval egyiitt,
megjelent munkdik jegyzékét is és kivanatosnak tartja, hogy a téma
a jovbben meg legyen kotve és a jovében olyan problémakorre
korlatozodjék, amely Griinwald Géza munkateriiletéhez kozel all,
igy pl. a konstruktiv fliggvénytanra. ;

A bizottsag hatarozatat a Tarsulat Elnoksége majus 11-én
megtartott iilésén jovahagyta és ugy dontott, hogy a dijkiosztas a
kozgylilésen torténjék meg.

A dijnyertes dolgozatok ismertetését lapunk kovetkez$ sza--

amaban kozoljiik.
*

Alexits Gyorgy elnok ezutan atadta a dijakat.

Sziinet utan Rényi Alfréd fotitkar elbterjesztette az alapszaba-
lyok modositasat. Tobb kiegészités utan a kozgyiilés a kovetkezd
alapszabalyokat fogadta el:

1. §

A Tdarsulat neve :

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, a Miszaki ¢és Természettudomanyi
Egyesiiletek Szovetségének tagja.

Oroszul : Matematicseszkoje Obscsesztvo im. Janos Bolyai.

Francidul: Société Mathématique Janos Bolyai.

Az egyesiilet székhelye: Budapest.

Miikodési teriilete : a Magyar Neépkoztarsasag.

Hivatalos nyelve : magyar.

Pecsétje koriratban: Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, Budapest.

2. §

A Tadrsulat célja és feladata :

A Tarsulat célja a magyar matematikai élet fejlodésének elosegitése, a
matematikai és a matematika oktatasaval kapcsolatos ismeretek terjesztése,
dolgoz6 népiink matematikai ismereteinek tarsadalmi dton val6 emelése. Tevé-
kenységét a marxizmus-leninizmus alapjan a Magyar Dolgozok Partjanak veze-
tésével, a Szovjetunié tudomanyanak példaja nyoman, a Magyar Neépkoztarsa-
sag alkotmanyanak szellemében végzi. Miikodésének fObb teriiletei :

a) a kormanyzati szervek tamogatdsa a népgazdasag, a kultira fejlesz-
‘tésére iranyuld munkajukban. ;

b) A matematika és alkalmazasai fejlesztése.

¢) A matematika eredményeinek ismertetése, kiilonos tekintettel a magyar
tudomany haladé hagyomanyaira és a Szovjetunio élenjard tudomanyanak ered-
ményeire: ;

d) A matematika népszeriisitése a dolgozo magyar nép korében.

e) A magyar egyetemi ¢és foiskolai, valamint az altalanos- és kozép-
iskolai matematika-oktatas elvi ¢és gyakorlati problémainak megvitatasa és meg-
oldasanak eldsegitése tarsadalmi dton; valamint a kormanyhatarozatok, illetd-
leg rendeletek kezdeményezése ezen a teriileten.

f) Matematikusok, tanarok, miiszaki értelmiségiek matematikai tudasa
emelésének elésegitése.

£) Matematikai szakfolyoiratok és szakkonyvek szerkesztése és a szak-
irodalmi tajékoztatds (dokumentacio) tamogatasa.

) Matematikai kongresszusok, konferenciak, ankétek, stb. rendezése.
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i) Tanulmanyi versenyek rendezése, kiemelkedd teljesitmények jutalma-
zasa (palyazatok, (ﬁjak, stb.).

J) A matematika ideologiai kérdéseinek megvitatasa a marxizmus-leni-

nizmus alapjan.

g a fk) Tudomanyos kapcsolatok kiépitése a Szovjetunio és a népi demokra-
cidk felé.

1) A sztahanovista ¢s tjitomozgalom fejlédésének elosegitése matema-
tikai tanacsadas ttjan. 4

3. 8
A Tdrsulat vagyona ¢s jovedelme ;

a) A Tarsulat ing6 ¢s ingatlan vagyona.

b) A Tarsulat tagjai altal fizetendo tagdijak.

¢) A kormanyzat altal a Tarsulat céljaira rendelkezésre bocsatott Gsz-
szegek.

d) Esetleges egyéb jovedelmek.

e) A Tarsulat anyagi eszkozeit a felsobb szervek altal elozetesen jova-
hagyott koltségvetés alapjan hasznalja fel.

4. §
A Tdrsulat tagjai :

1. Rendes tagok. Rendes tag lehet minden magyar allampolgar, aki a
Tarsulat célkitlizéseit imagaéva teszi, a Tarsulat alapszabalyainak alaveti magat,
a Tarsulat munkajaban részt kivan venni és akit két rendes tag ajanlata alap-
jan a Térsulat tagjai sordaba felvesz.

Rendes tag csak természetes személy lehet. A beliigyminiszter jovaha-
gyasaval idegen allampolgar is lehet a Tarsulat tagja.

2. Diaktagok. Diaktag lehet barmely fdiskolai, vagy egyetemi hallgato,
tovabba kivételesen kozépiskolai tanulo is, aki a Tarsulat tudomanyos, vagy
népszeriisitd rendezvényein rendszeresen részt kivan venni. A didktagok csok-
kentett tagsagi dijat fizetnek.

s
A tagok jogai:

A tagok résztvehetnek a Tarsulat életében. A rendes tagok résztvehet-
nek, tovabba szavazati joggal rendelkezd kiildotteket valaszthatnak a kiildott-
kozgyiilésre. A didktagok a Tarsulat kozgyiilésén kiildottek nem lehetnek és
tisztségre nem valaszthatok. A Tarsulat barmely rendes tagja barmely tiszt-
ségre megvalaszthatd. Minden tag igényt tarthat a Tarsulat altal nyudjtott ked-
vezményekre ¢s tamogatasra a 2. §-ban felsorolt célkitiizések elérése érdekében.

6. §
A tagok kotelességei :

Minden tag kotelessége az alapszabalyokat, valamint a Tarsulat szer-
veinek alapszabdlyszeriien hozott hatarozatait végrehajtani, illetve betartani. A
tagdij 509/,-a minden év julius 1-ig, masik fele december 1-ig esedékes. Azok
a tagok, akiknek egy évet meghaladé tagdijhatralékuk van és a hatralékot
ajanlott levélben torténé felhivas utan sem rendezik, az ajanlott levélben meg-
hatarozott zaros hataridén beliil a tagok sorabol torolhetok. A tagok a Tar-
sulattal kapcsolatos miikodésiikért a Fegyelmi Szabalyzat altal meghatarozott
fegyelmi felelosséggel tartoznak.
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B S
A tagsag megsziinése :

: A tagsag megsziinik halal, kilépés, a tagok sorabol valé torlés, kizaras
esetében. Kilépés esetén a tagsagi jogok a kilépést kovetd ho elsejével meg-
sziinnek, de a tagdijfizetési kotelezettségek a naptari év végéig fenndllnak.
Kizarand6 az a tag, aki demokriciaellenes magatartast tanusit, illetve a Magyar
Népkoztarsasag torvényeit megsérti és jogerosen elitéltetett. Kizarhato az a
tag, aki magatartasaval a Tarsulat, MTESZ, vagy a MTESZ kotelékébe tartozo
mas egyesiilet miikodését veszélyezteti, az egyesiilet alapszabdlyait nem tartja be.

A fegyelmi bizottsag a fegyelmi szabalyzat rendelkezéseinek megfeleléen
a - szabalyszerii fegyelmi eljaras lefolytatasa utan kizarasi javaslatot tehet,
amely a valasztmany jovahagyasa utan lép életbe. Akit a valasztmany kizar,
vagy a tagok sorabol tordl, 15 napon beliil a kozgyiiléshez fellebbezhet, A
fellebbezés nem halaszté hatalyd. A kizaras, vagy torlés okanak megsziinése
utdn a tag kérheti az egyesiiletbe tjrafelvételét.

8.8
A Tarsulat intézoszervei :
Kiildott-kozgyiilés, orszagos valasztmany, elnokség, fegyelmi bizottsag.
9. § : ,
A kiildott-kozgytilés :

A kiildott-kozgyiilés a tagok Osszességének képviselete és a Tarsulat
legfobb szerve. A kiildott-kozgyiilést az elnok hivia egybe. A kiildott-koz-
gyfilésen minden tagnak joga van résztvenni felszolalasi és tandcskozasi joggal,
de szavazati joga csak a kiildotteknek van. A kiildotteket a Tarsulat szak-
osztalyai és helyi csoportjai tagsagukbdl vélasztjak, még pedig 10 tagonként
egy kiildottet. 3

Rendes kiildott-kozgyfilés tartandé legalabb kétévenként. Rendkiviili
kozgyiilést kell Gsszehivni, ha ezt a valasztmany 2/3 tobbsége, vagy a MTESZ
elnoksége kivanja. : v

A rendes kozgyiilést legalabb 15 nappal megeldzden, a rendkiviili koz-
gyiilést pedig a kérelem benyujtasatol szamitott 30 napon beliil a Tarsulat
einoksége hivia Ossze és azt a Tarsulat hivatalos lapjaban és mas szokdsos
modon kozzéteszik.

A kozgyiilés hatarozatképes, ha ezen a kiildotteknek 2/3-a megijelenik.
A hatarozatokat a kozgyfilés nyilt szavazassal, egyszerii szotobbséggel hozza,
mig a Tarsulat intéz6szerveinek megvalasztisa titkosan torténik. Hatarozatkép-
telenség esetén legalabb 8 és legfeljebb 30 napon beliil ugyanazon targysoro-
zattal j kozgyiilés hivandé egybe, amely azutan tekintet nélkiil a megjelentek
szamara, hatarozatképes. Alapszabalymodositashoz, mas egyesiiletekbe valo
beolvadashoz, valamint a Tarsulat feloszl4sa, vagyonanak hovaforditasa targya-
ban hozott hatdrozat érvényességének a jelenlévo kiildottek szavazatanak 2/3
szotobhsége sziikséges. A Tarsulat kozgyiilése nem hozhat olyan hatérozatot,
amely ellenkezik a MTESZ alapszabalyaval, vagy alapszabalyszeriien hozott
hatdrozataival. A kozgyiilésrél jegyzokonyvet kell felvenni. A hitelesitést a koz-
gyiilésen kijelolt 2 rendes tag végzi.

10. §
A kiildott-kozgyiilés tdrgya és hatdskore :

a) A Tarsulat miik6désének megvitatasa.

b) Az orszégos valasztmany, az elndkség és fegyelmi bizottsdg tagjainak
két évre valé megvalasztasa. Y g gy € tagl



225

¢) A tiszteletbeli elnokdk megvalasztdsa. A tiszteletbeli elnokoket élet-
fogytiglan vélasztjak.

d) A koltségvetés és zarszamadas letargyalasa, a felelés szamadok részére
a felmentvények megadasa.

e) Fontosabb szerzodések és dltalaban a Tarsulat vagyoni allagat érintd
egyéb jogiigyletek elhatarozasa és jovdhagyasa.

f) A valasztmany megfellebbezett hatarozatainak feliilvizsgalata.

g) A tagok altal a kozgyiilés elé legalabb 5 nappal eloterjesztett indit-
vanyok letargyaléasa.

h) Az alapszabalymodositas, valamint mdas egyesiilettel valo fizi6 el-
hatarozasa. :

i) Feloszlés és ez esetben a vagyon hovaforditdsdnak targyaban valé
hatarozathozatal.

J) Tagdij megallapitasa. P

1. §

Orszdgos vdlasztmdny :

Az orszagos valasztmany tagjai:

a) Az elnokség,

b) a kozgyiilésen valasztott legalabb 5, de legfelijebb 50 tag és 3—20
pottag.

Az orszagos valasztmany a kozgyiilés és az elnokség altal eléje utalt
iigyekkel foglalkozik. Feladatkorébe tartozik a tarsulati tagok felvetele, torlése
és kizarasa. Az orszagos valasztmany tolti be a legkozelebbi rendes kozgyfilésig
az évkozben megiiresedett tisztségeket, Az orszagos valasztmany két kozgytilés
kozott feliigyeletet és birdlatot gyakorol az elndkség munkaja felett.

Az orszagos valasztmanyt, legalabb félévenként hivia egybe az elnokség
és Osszehivasaért az elnokség felelds.

Az orszagos valasztmany tagjai 1/3 részének kivansdgara soronkiviil is
osszehivando.

Az orszagos valasztmany hatarozatképes, ha vélasztott tagjainak legalabb
fele megjelenik. Hatarozatait szotobbséggel hozza. A szabalyszer(ien. dsszehivott
valasztmanyi iilésnek hatarozatképtelensége esetén ugyanazzal a targysorozattal
8 napon tul és 30 napon beliil tjabb Osszehivasnak van helye. Az igy egybe-
gyiilt orszagos valasztmany létszamara valo tekintet nélkiil hatarozatképes.

A valasztmanyi iilésnek a fétitkar az el6addja. Az iilésekrdl hitelesitett
jegyzOkonyvet kell felvenni. A hatarozatok 15 napon beliil a kdzgytiléshez meg-
fellebbezhetdk,

12. §
Elnokség :

Az elnokség intézi az orszagos valasztmany két {ilésszaka kozott az ennek
hataskorébe utalt iigyeket és a tett intézkedésekrol a legkozelebbi orszagos
valasztmanyi iilésen beszamolni tartozik.

Az elnokség hataskorébe tartozik a kozgylilés és az orszagos valaszt-
manyi iilés elokészitése, a kozgyiilés és az orszagos védlasztmany elé terjesz-
tend6 inditvanyok feldolgozasa, a fotitkar aital eloterjesztett munkaterv meg-
vitatasa és koltsegeldiranyzat meghatirozasa, tagok felvétele, a tarsulati munka-
tarsak beosztasanak és fizetésének jovahagyésa, a kozgylilés altal megvalasztott
tisztikar esetleges dijazdsa és av iigyviteli szabalyzat elkészitése. Az elnOkség
tagjai a hozott hatarozatokat a kozlést6l szamitoit 15 napon beliil az orszagos
valasztmanyhoz megfellebbezhetik.

15 Matematikai Lapok
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13. §
Eindkségi tisztségek :

1. Tiszteletbeli elnOkok, ezek szama legfeljebb 5.

2. Az elnbkség tagjai: elnok, 1—5 tarselnok, iigyvezetd alelnok, 1—4
alelnok, fotitkar, titkar, pénztaros, jegyzd, valamint tovabbi 5—10 e]nokségl
tag, akiknek megbxzatasat az elnokség szabja meg. Fentiek lehet6ség, szerint
a Tarsulat székhelyén miikodok koziil valasztandok. Ezenkiviil a szakosztalyok
és a vidéki tagozatok ~vezetOsége, elnok, alelnok, titkar, hivatalbol tagjai a
Tarsulat elnokségének.

a) A tiszteletbeli elnokok tudomanyos tekintélyiikkel timogatjak a TAar-
sulatot. A valasztmanyi iilésekre kiilon meghivandok. Amennyiben a vélaszt-
manyi {iléseken megjelennek, mindazon jogokat gyakoroljak, mint amelyek az
elnokseégi tagokat megilletik. A kiildott-kozgyiilésen a tiszteletbeli elnokoket
megjelenésiik esetében a kiildottek joga illeti meg.

b) Elnék. Az eln6k a Tarsulatot hivatalosan képviseli, jogaban ll pénzt
utalvanyozni, a pénztart barmikor ellendrizheti. O vezeti a kozgyilést, az orsza-
gos valasztmanyi és az elnokségi iiléseket.

¢) Tarselnokok, alelnokok. Az elnokot akadalyoztatdsa esetén helyet-
tesithetik.

ecr ) Ugyvezeto alelnok. Az elnokség megbizasabol tarsulati iigyekben
eljar, a tarsulati munka iranyitasaban tevékenyen részt vesz.

e) Fotitkar. Az elnokség két iilése kozott ellatja az ennek hataskorébe
utalt iigyeket, mint felelds kiado jegyzi a Tdrsulat kiadvanyait, a pénztarossal
egyiitt elkésziti az évi koltségvetést, zarszamadast és a kozgyiilési jelentést,
valamint az orszagos valasztmdny és az elnokségi iilések beszamoloit, jogédban
all pénzt utalvanyozni és a Tarsulat pénztarat barmikor ellem’irizheti a Tar-
sulatot kifelé, személyek és hatésagok felé képviseli.

) Titkar. A Tarsulat szervezési iigyeit intézi és a fotitkart tavolleteben
helyettesiti.

g) Pénztaros. A Tarsulat mindennemi pénziigyeit mteZI minden telje-
sitett klflzetest okmanyszerfien igazolni tartozik és az év végén zarszamadast
készit. A pénztaros a Tarsulat vagyonanak kezeléséért anyagilag felel6s. A pénz-
taros miikodését az elnok, a fotitkar és a MTESZ barmikor ellendrizheti.

: 3. Az elnokség legalabb haromhavonként tart iilést. Az iilést a fotitkar
hivia 6ssze. Targyaldsmodjara nézve az orsz4dgos valasztmganyra vonatkozo
szabalyok értelemszertien alkalmazandok.

Az elndkség hataroz 4ltaldban mindazon iigyekben, amelyek nem tartoz-
nak kifejezetten a kozgyules, vagy az orszagos valasztmany hataskorébe.

14. §
Fegyelmt bizottsag :

A kozgyiilés a fegyelmi bizottsdgba 3 rendes és 2 pottagot, a fegyelmi
bizottsag tagmnbo] elnokot - valaszt. A fegyelmi bizottsidgot adott esetben az’
elnok hivja Ossze.

A fegyelmi bizottsag tagjai a kiildott-kozgyiilés teljes jogu tagjai, m1g
elnoke az orszdgos valasztmanynak tanacskozo tagja. A fegyelmi eljardsokat
a MTESZ fegyelmi szabalyzata alapjan, a Tarsulat alapszabalyainak szem el6tt
tartasaval folytatja le.

15. §
Szakosztdlyok :

A Tarsulat egyes nagyobb feladatainak elémozditdsara a Tarsulat szak-
osztalyokat alakithat. A szakosztalyoknak 0nalld vezetdsége van, elnok, alelnok,
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titkar, amelyet a valasztmany biz meg és a Tarsulat elndksége irdnyit. A szak-
osztalyok felépitését, miikodését az elnokség hatdrozatai szabjak meg.

16. §
A Tdrsulat helyi szervezetei :

A Tarsulat teriileti tagozatokat és helyi csoportokat létesit, melyek
miikodési teriiletét és székhelyét az elnokség jeloli ki. A szervezetek miiko-
~dését a vezetdségek iranyitjak. A tagozatok vezetOségét, elnokét, alelndkét és
titkarat a tagozat tagsiaga valasztja meg, miikodeését a Tarsulat elndksége
iranyitja. A tagozat felépitését, miikodését és képviseletét az elndkség hatdro-
zatai szabdlyozzak. A tagozatok. és csoportok nem o6nallé jogi személyek,
ennek megfelelden 6nallo jogokat nem szerezhetnek, jogi kotelezettséget nem

vallalhatnak. ;
Minden tagozatot egy elnokségi tag, minden helyi csoportot a teriiletileg
illetékes tagozat vezetOségének egy tagja patronal.

17. §

A Tdrsulat kiadvdnyai:

A Tarsulat céljainak hathatésabb elémozditasara kozponti lapot, szak-
lapokat, matematikai ‘targyu konyveket . és egyéb kiadvanyokat adhat ki,
amelyeknek szerkesztdi megbizatasait az elntkség hagyja jova.

18. §

A Tdrsulat feloszldsa:

‘A Térsulat mindaddig fennall, amig onkéntes feloszlisat az alapszaba-
lyoknak megfelelden. el nem hatarozza. A Farsulat feloszlasa esetén, vagyon
hovaforditasar6l a feloszlds targyaban hatarozé kiildott-kozgyiilés dont, de a
vagyon csak hasonlé célra fordithato.

A Tarsulatnak beolvasztisa mas szervezetekbe, alapszabalymodositas, a
Téarsulat 6nkéntes feloszlasa és vagyonanak hovaforditasa targyaban hozott
kiildott-kozgytilési hatarozatokat foganatositas el6tt, jovahagyas végett a MTESZ
utjan a beliigyminiszterhez kell felterjeszteni.

- 19. §
A Tdrsulat és a MTESZ viszonya :

A Tarsulat a MTESZ-nek tagegyesiilete. A Tarsulat kiildott-kozgyfilésé-
nek hatarozatait a MTESZ elntkségéhez jovahagyas végett beterjeszti. A MTESZ
kiildott-kozgytilésén a Tarsulat kiildottei utjan vesz részt. A kiildottek szamat
a MTESZ hatarozza meg. A kiildotteket a Tarsulat kozgytilése valasztja. A Kiil-
dotteknek tanacskozdsi, felszolalasi és szavazati joga van. A MTESZ kikiildottei
a Tarsulat barmely szervezetének iilésein részt vehetnek. A Tarsulat kozgyiilé-
sének, orszagos valasztmanyanak, elnokségének és fegyelmi bizottsaganak iilései
.helyérél és idopontjar6l a MTESZ f{étitkarat idében értesitik. A Tarsulat koz-
gylilése, orszagos valasztmanya és elndksége javaslatot tehet a MTESZ munka-
jara vonatkozolag, amely javaslatokat a MTESZ elnoksége megvitat és azok
felett hataroz.

A MTESZ munkéjat a Tarsulat elnéksége megvitatja és az ezzel kap-
csolatos észrevételeit a MTESZ elnokségével kozli.

: A Tarsulatnak a MTESZ felé¢ adatszolgaltatasi kotelezettsége van.

A MTESZ kozgyiilésének, valasztmanyanak és elnokségének hatarozatai

a Téarsulat miikodésére iranyadok és kotelezok.

15*



228

20. §
Felsobb szervek dltal gyakorolt feliigyelet :

A Téarsulat, mint a MTESZ tagegyesiilete felett, a szakfeliigyeleti jogot
a Magyar Tudoményos Akadémia Ill. osztalya, a fofeliigyeleti jogot a beliigy-
minisztérium gyakorolja. g

*

A kozgyfilés jelold bizottsagot kiildott ki Kalméar Laszlo,
Gaspar Gyula, Szele Tibor és Szelidnszky Ferenc tagokkal. A jel6l6
bizottsdg bejelenti, hogy Rényi Alfréd fotitkar a tovdbbiakban ezt
a tisztseget nem tudja vallalni. Kalmar Laszlo jelolo bizottsagi tag
javasolja a kozgyftilésnek, hogy Rényi Alfrédnak mondjanak jegy-
zOkonyvi koszonetet eddigi faradhatatlan miikodéséért. Kalmar
Laszlo javaslatit a kozgyfilés elfogadta.

A kozgyfilés a jelol6 bizottsag javaslata alapjan titkos szava-
zassal a kovetkezd 1j tisztikart vdlasztotta meg:

Elnokség :

Elntk : Alexits Gyorgy

Tarselnokok : Hajos Gyorgy, Kalmar Léaszl6, Turan Pal
Ugyvezetd alelnok: Rényi Alfréd

Alelnokok : Gallai Tibor, Karteszi Ferenc

Fotitkar : Suranyi Janos

Titkar : Pasztor Istvan

Pénztaros : Fuchs Laszlo

Jegyz6: Vincze Istvan

Elnokségi tagok: Aczél Janos, Csaszar Akos, Feny6 Istvan, Gador
Endréné, Gallai Tiborné, Hodi Endre, Koncz
Karoly, Neukomm Gyula.

Fegyelmt bizottsdg: Elek Tibor, Koncz Karoly, Simonovits Istvdnné,

- Pottagok: Gergb6 Gézané, Targonszky Ivan.
Vdlasztmdnyi tagok:
Bakos Tibor, Szeged Gaspar Gyula, Bpest
Balazs Janos, Bpest Gémesi Jozsef, Bpest
Bir6 Imre, Bpest Gyarmathi Laszlo, Debrecen
Barna Béla, Debrecen Gyires Béla, Debrecen
Balint Elemér, Bpest Horvay Katalin, Bpest
Bede Lajos, Miskolc Huszar Géza, Bpest
Bognéar Matyas Bpest Huszka Ern6né, Bpest
Csaszar Akosné, Bpest Kormendi Istvan, Bpest
Cser Andor, Bpest Loérincz Pal, Bpest
Dombi Béla, Pécs Makay Endre, Bpest

« Dusnoki Istvan, Gyor Mikolds Miklos, Bpest
Foldes Istvan, Bpest Molnar Jozsef, Bpest

Freud Géza, Bpest Oblath Richard, Bpest



Pal Sandor, Bpest
Petrich Géza, Miskolc
Péter Rozsa, Bpest
Prékopa Andréas, Bpest
Raisz Ivan, Miskolc
Rieger Richard, Bpest
Rényi Katd, Bpest
Soo6s Paula, Szeged
Szab6 Jend, Miskolc
Szasz Pal, Bpest
Szentmartony Tibor, Bpest
Szép Jend, Bpest

Vidlasztmdnyi pdttagok : -

Adam Mano, Bpest
Bereczky llona, Szeged
Barabas Sara, Gyor
Bejna Ferenc, Miskolc
Dénes Péter, Bpest
Dobrentei Eva, Bpest
Erddsi Jozsef, Bpest
Fazekas Ferenc, Bpest
Faragé Laszlo, Bpest
Gehér Istvan, Bpest
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Székely Gabor, Bpest
Szasz Gébor, Szeged
Strommer Gyula, Bpest
Takécs Lajos, Bpest
Tandori Karoly, Bpest
Tolnai Jend, Bpest
To6th Lajosné, Debrecen
Turan Palné, Bpest
Varga Dezs6, Veszprém
Varga Tamds, Bpest
Vermes Miklés, Bpest
Zigény Ferenc, Bpest

\

Kertész Andor, Szeged
Kréalik Dezs6, Bpest
Lanczi Ivanné, Bpest
Ozoray Maria, Bpest
Pataki Bélané, Bpest

Pal Laszld, Bpest
Rapcsak Andras, Debrecen
Rejt6 Magda, Bpest

Seres Ivan, Bpest

Sziisz Péter, Bpest

A kozgylilés jovahagyta a vidéki tagozatok altal megvalasztott

Titkar:

Szokefalvi-Nagy Szendrei Janos

vezetOségeket :
Elnok: Alelnok:
Szeged : Rédei Laszlo
Béla
Debrecen:  Varga Otto Szele Tibor
Miskolc : Borbély Samu Gaéspar Gyula
Nyiregyhdza: Baditz Kéroly Romén Ilona
Szolnok: — Dux Erik
Gyor : Faludi Istvanné Mar6t Rezsd
Sopron: Garai Jozsef  Kiss Igndc
Veszprém:  Fejes Toth Berend Ivin
Laszlo
Bécs: Nagy Ferenc  Boka Istvdn
Szombathely: Bukovszky Pészthory Antal
' Ferenc
Eger: Pallés Emil —

Széndssy Barna
Batar Zoltan
Ambroézy Géza
Paar Jozefin
Szelidnszky Ferenc
Takats Endréné
Somkuti Lajosné

Achatz Imréné
Czapary Endre

Darvas Andorné
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A kozgyiiléshez a kovetkezd javaslatok érkeztek be:

Hodi Endre javaslata: Tekintettel arra, hogy az utébbi idében
egyre fokozodott vidéken az érdeklddés a Bolyai Tarsulat tevékeny-
sége irant, és mivel a novekvl igényeknek a Tarsulat kozpontja
és tagozatai a jelenlegi szervezeti formakkal nem tudnak teljesen
eleget tenni, azzal a javaslattal fordulok a. tisztelt kozgyiiléshez,
ho

4 1. hatarozza el egy Budapestvidéki Tagozat létesitését Buda-
pest székhellyel — amint err6l el€zbleg a tarsulati tiléseken mar
tobbizben sz6 esett, és bizza meg az elnokséget, intézkedjék e
tagozat megszervezesenek eldkészitd munkalatait illetéen ;

2. az egyes tagozatok munkateriiletei kozotti sariodasok el-
keriilése végett kiildjon ki egy bizottsigot azzal a feladattal, hogy
ossza fel az egész orszag teriiletét a Tarsulat tagozatai kozott (az
1. pontban emlitett Budapestvidéki tagozatot is beleértve), nem
ragaszkodva mereven a kozigazgatdsi (megyei) hatarokhoz, hanem
elsésorban a j6 kozlekedési lehetéségekre és egyéb kedvezd adott-
sagokra valo tekintettel; ezt a teriileti beosztast azutin a bizottsag
minden egyes (j tagozat alapitdsa alkalmdval megfeleléen médositsa;

3. jaruljon hozza ahhoz, hogy azoknak a megyéknek a szék-
helyén, amelyek sajat tagozattal nem rendelkeznek, tovabba nagyobb,
féleg a tagozati székhelyektdl tavolesd, vidéki varosokban legyen
-a Tarsulatnak egy-egy képviseldje. Ezek a képvisel6k adminisz-
tracié tekintetében kozvetleniil a Tarsulat kozpontjaval dlljanak
osszekottetésben, egyébként pedig kolcsdndsen tamogassak egymast
annak a tagozatnak a vezetdségével, amelynek teriiletéhez tartoznak.
A Tarsulat ezen képviselSinek feladata a kapcsolatok szorosabbra -
fiizése a kozponti helyektSl tavolfekvd, foként falvakban lako tag-
saggal.

Batdr Zoltdn javas‘lata A sarospataki konferencia és az 6sz-
szes eddigi tarsulati konferencidk valogatott anyaga jelenjék meg
a Szocialista Nevelés Kiskonyvtardban, a tanarok felkésziiltségének
novelésére. ;

Pdsztor Istvdn javaslata: A Térsulat vezetdsége gondoskodjék
arrél, hogy a vidéki tagozataink elldtdsa javasolt eldaddsi témdkkal
és kozponn silabuszokkal ne kampanyszeriien, hanem folyamatosan
torténjék.

Kivanatos, hogy mind a tudomanyos, mind az oktatasi szak-
osztaly kéthavonként legaldbb egyszer javasoljon el6adasi témdkat
¢s négyhavonként legalabb egyszer keszlttessen kozponti silabu-
szokat a tagozat szamaéra.

A kozgyiilés a fenti javaslatokat elfogadta.
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A kozgyiilés ezutdn a kovetkezd taviratot kiildte el a Béke-
Vilagtanacsnak :

Béke-Vilagtanacs, Budapest.

Mi, a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat kiildott-kozgyiilé-
sének. résztvevoi, mélységes megdobbenéssel és Oszinte felhaboro-
dassal hallottuk az amerikai haldlgyarosok tjabb galdd gyilkossa-
gardl szolo tudositast, azt, hogy Ethel és Julius Rosenberget a
béke e két kivalo, harcosat, hazug és alaptalan vadak alapjan meg-
gyilkoltak.

Meggyilkoltdk ket azért, mert ezzel az embertelen gonosz-
tettel akartdk a rabsidgukban és elnyomatdsuk alatt €16 ember-
milliok veliik szemben fokozottabban megmutatkoz6 ellenallasat meg-
torni, a békéért és szabadsdgukért harcolokat ezzel akartdk meg-
félemliteni.

Mi, a magyar matematikusok kiildottei, egyetemi, kozép-
iskolai és dltalanos iskolai tandrok, a magunk és egész Tarsula-
tunk nevében tiltakozunk ez ellen az embertelen gyilkossag ellen.
A vilagszerte megnyilvanulé ellenallhatatlan erejii tiltakozasok azt
bizonyitjak, hogy az amerikai haldlgyarosok tévedtek szamitasukban.

Nem retten meg senki galdd tettiik nyoman, hanem ellenke-
zbleg, er6sodik az emberek akarata, hogy ilyen és hasonl6 gaz-
tettek elkovetését lehetetlenné tegyék.

Ennek megvaldsitdsa érdekében igérjiik, hogy még ontuda-
tosabb katondi lesziink a békeharcnak, még eredményesebb mun-
kankkal akarjuk erdsiteni a Szovjetuni6 vezette béketabort.

Megfogadjuk ezt azzal a bizonyossdggal, hogy egységes és
elszant akaratunk megmutatja a haborts -@ytjtogatoknak békeakara-
tunkat.

Alexits Gyorgy inditvanydra a kozgyiilés a kovetkez6 taviratot
kiildte Rakosi Matyas elvtarsnak:

Rékosi Matyas minisztereinok elvtarsnak,

a Magyar Dolgozok Partja fétitkara,

Budapest.

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat kiildott-kozgyiilése mély
tisztelettel és forro szeretettel kiszonti Ont, dolgozd népiink bolcs
vezérét, a béke els6 magyar harcosat, aki sikerrfl-sikerre vezet
minket a szocializmus épitéséért, békés, boldog jovonkért folytatott
harcunkban. ;

Kozgyiilésiink 6rommel allapitotta meg, hogy Tarsulatunk a pért
és a kormany hathatos tamogatasa kovetkeztében az elmilt két év alatt
eredményes munkat végezhetett. Tarsulatunknak ma mar kozel 1500
tagja van, és 12 varosban miikodik rendszeresen. Vidéki tagozataink
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koziil a gyori, miskolci és debreceni tagozatokat eredményes munka-
jukért vandorzaszloval tiintette ki kozgyfilésiink. A Tarsulat az elmualt
két év alatt 761 matematikai elbadast rendezett; eldadasaink kozott
egyarant szerepelnek a magyar matematikusok beszdmol6i legtijabb
kutatasaik eredményeirdl, a szovjet matematikusok nagyszerii ered-
ményeit ismertet6 el6adasok és klubestek, az egyetemi, miiegyetemi,
kozépiskolai és altalanos iskolai matematika-oktatds problémaival
foglalkoz6 didaktikai el6adasok, tizemekben, munkasszallokban tar-
tott népszeriisitd eldadasok és kozépiskolai didkok szamadra tartott
matematikai délutdnok. Tarsulatunk orszdgos mozgalmat inditott a
kozépiskolai matematika-oktatds szinvonalanak emelése érdekében,
melynek keret¢ben eddig 17 konferenciat rendeztiink a Kozoktatas-
igyi Minisztériummal és az Eotvos Tarsulattal karoltve. A Tarsulat
2 folydiratot ad ki rendszeresen, a Matematikai Lapokat és Kozép-
iskolai Matematikai Lapokat, kiadta az I. Magyar Matematikai Kon-
gresszus Kozleményeit. Térsulatunk minden évben megrendezi a
Kiirschdk Jozsef, Schweitzer Miklés és Arany Daniel matematikai
versenyeket és hathatosan kiveszi a részét az On nevérdl elnevezett
orszagos matematikai. verseny megrendezéséb6l. A Térsulat évente
Beke Mano-dijjal tiinteti ki a legjobb matematika-oktatokat és
Griinwald Géza-dijjal a kivalo eredményt elért fiatal kutatokat.
Térsulatunkat mindebben a munkdjaban az a célkitlizés vezeti,
hogy elésegitse a magyar matematikai élet fejlodését, tagjai szak-
mai tudasanak allando_emelését, a matematikai ismeretek elterje-
dését. Munkankat a marxizmus-leninizmus szellemében, a Szovjet-
uni6 élenjaré példdja nyoman igyeksziink végezni, és arra torek-
sziink, hogy a magyar matematikusok tuddsukat a szocializmus
€pitésének szolgalataba §llitsak. Jol tudjuk, hogy eddigi eredmé-
nyeinkkel nem lehetiink megelégedve, hogy dolgoz6 népiink, nagy
partunk és On, szeretett vezériink, még tobb és jobb munkat var
toliink. Minden erénkkel azon lesziink, hogy megfeleljiink ennek a
véarakozasnak. i

Most, amikor mélységes megddbbenéssel értesiiltiink az im-
perialistdk ujabb gaztettérdl, arrdl, hogy szazmilliok tiltakozasat
semmibevéve meggyilkoltdk a Rosenberg héazaspart, erre, a béke
tigye ellen elkovetett aljas merényletre azzal valaszolunk, hogy meg-
fogadjuk Onnek: tantorithatatlanul fogunk harcolni a béke meg-
védéséért.

Budapest, 1953 janius 20.

a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat
~ kiildott-kozgyfilése.
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A kozgyiilés a vélasztmanyt bizta meg, hogy a Tarsulat kiil-
dotteit megvalassza a MTESZ kozgyiilésre.

Alexits Gyorgy elnok a kozgyiilés nevében tidvozolte Surdnyi
Janos fotitkart és az aj tisztikart; és az uj tisztikar nevében meg-
koszonte a kozgyiilés bizalmat.

Alexits Gyorgy elnsk és Surdnyi Janos fétitkar hangstilyoztik,
hogy az tj tisztikar j0 munkdval fog igyekezni rdszolgalni erre a
bizalomra.

Ezutan az elnok a kozgyiilést bezarta.

K. m. f.



MATEMATIKAI ES SZEMELYI HIREK

Kiilfoldi hirek
Szovjetunio

1953. aprilis 25-én iinnepelték a szovjet matematikusok
ANDRE]J NIKOLAJEVICS KOLMOGOROV akadémikus, a vilaghiri szovjet
matematikus 50-ik sziiletésnapjat. Ebbol az alkalombdl a Moszkvai
Matematikai Térsulat, a moszkvai egyetem matematikai-mechanikai
karanak tudomanyos tandcsa és a Szovjetuni6 Tudoméanyos Aka-
démiajanak ,V. A. Sztyeklov“ Matematikai Intézete egyiittes iilést
tartott, amelyen 1. G. Petrovszki, P. Sz. Alexandrov, 1. M. Gelfand
és A. Ja. Hincsin méltattdk A. N. Kolmogorov nagyjelent6ségii és sok-
oldalu tudoményos munkdssdgat. A szovjet matematikusok meleg
inneplésben részesitették A. N. Kolmogorovot, a Szovjetuni6 és az
egész vildg matematikai életének kimagaslo alakjat. A jubileum
alkalmabdl a Szovjetunio Tudoméanyos Akadémidjanak matematikai
folyoirata részletesen ismerteti A. N. Kolmogorov munkassagat,
kiemelve,- hogy A. N. Kolmogorov. matematikai alkot6 tevékenysé-
gének legjellemzObb vonasai rendkiviili sokoldaliséga, tovabba, az
hogy a legaktudlisabb problémak megolddsara dsszpontosul.- Az
ismertetés kiemeli, hogy milyen nagy hatast gyakoroltak A. N. Kol-=
mogorov munkdi a valészinfiségszamitds és a matematika szamos
mas aganak fejlodésére. A lap kozli A. N. Kolmogorov tudoményos
munkainak jegyzékét, amely 169 dolgozat, illetve konyv felsorolasat
tartalmazza. A cikk megemliti Kolmogorov jelentés eredményeit a
halmazelmélet, a Fourier-féle és dltalanos orthogondlis sorok, a
funkciondlis analizis, a topoldgia és a matematikai logika terén, és
részletesen méltatjia Kolmogorov munkassaganak jelentoségét a valo-
szinliségszamitas fejlodése szempontjabol. Kolmogorov nagy érdeme,
hogy a valésziniiségszamitast szabatos matematikai alapokra helyezte
1933-ban megjelent alapvetd munkajiban, tovdbba, hogy megalkotta
a sztochasztikus folyamatok elméletét. Ramutat a cikk arra is, hogy
‘A. N. Kolmogorov behatéan foglalkozott a matematika modszertani,
filozofiai kérdéseivel, tovabba, hogy alkot6é tudomédnyos Kkutato
munkaja mellett igen nagy érdemei vannak a matematika oktatasa
terén is. A. N. Kolmogorov 1931 6ta a moszkvai egyetem professzora
és jelenleg a moszkvai egyetem matematikai-mechanikai intézetének
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igazgatoja. A. N. Kolmogorov 1939 6ta a Szovjetunié Tudomanyos
Akadémiajanak rendes tagja, a Szovjetuni6 Tudomdnyos Akadémiaja
»V. A. Sztyeklov“ Matematikai Intézetének valdsziniiségszamitasi és
matematikai statisztikai osztdlyanak vezetéje. A cikk beszamol arrél
is, hogy a szovjet kormany igen nagyrabecsiili A. N. Kolmogorov
tevékenységét, 6t Sztalin-dijjal, a Lenin-renddel (kétizben) és a
Munka Voros Erdemrendjével tiintette ki.

* *
*

A Moszkvai Matematikai Tarsulat 1953 aprilis 21-i iilésén
megvitatta a ,Matematika® cimii (ij szovjet referdlo folyéirat proba-
szamat. :

Lengyelorszdg

A Lengyel Tudomanyos Akadémia 1953. szeptember 6—12-ig
rendezte a VIII. lengyel matematikai kongresszust Varsoban. A.
kongresszuson 6 kiilfoldi delegéaci6 vett részt, dsszesen 27 taggal.
A Szovjetunio delegaciojat A. N. Kolmogorov akadémikus vezette,
tagjai P. Sz. Alexandrov lev. tag, Sz. N. Mergeljan Sztalin-dijas
professzor és O. Olejnyik voltak. A magyar delegaciot Hajos Gyorgy
akadémikus vezette, tagjai: Alexits Gyorgy, Egervary Jend, Turan
Pal akadémikusok, valamint Kalméar Laszl6, Rényi Alfréd és
Szbkefalvi-Nagy Béla lev. tagok voltak. A népi demokracidkat
hazankon kiviil a csehszlovdk, bolgdr és roméan delegacio kép-
viselte. Részt vett a kongresszuson a Német Demokratikus Koztarsa-
sag delegdcidja is. Nyugatrél 11 résztvevd volt.

A kongresszuson a kovetkezd referatumok hangzottak el :.

A. Mostowski: A matematika alapjaira vonatkozé kutatasok
jelenlegi allasa.

T. Wazewski: Az tijabb matematikai mddszereknek a mate-
matika klasszikus fejezeteire gyakorolt hatdsa.

H. Steinhaus: A valészin(iségszamitds, mint a természettudo-
manyi és a termelésre vonatkozo kutatisok segédeszkoze.

L. Infeld: A fizika jelenlegi fejlodésének megfeleld j mate-
matikai problémak. '

S. Turski: A modern technika matematikai mddszerei.

K. Kuratowski: A lengyel népi demokracia matematikai életé-
nek megszervezésérol.

Fenti referatumok a kongresszus egy-egy déleldttjének program-
jat alkottdk. A referatumok szerzéit egy 5—6 fonyi munkakozosség
tamogatta és a referdtumokat elézetesen megvitattak.

A délutani ordkban szekci6-iiléseket tartottak, amelyeken kb. -
80 elbadas hangzott el. A résztvevok beszamoltak kutatasi teriiletiik
legajabb eredményeirdl.
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A magyar delegéci6 tagjai a kovetkez6 el6addsokat tartottdk :
Alexits Gyorgy a fiiggvények strukturdlis tulajdonsdgainak Fourier
sorai majdnem mindeniitt val6 konvergencidjara gyakorolt hatdsi-
rol, Egervary Jen6 a komplex koordinatdk haromtest problémandl
val6 alkalmazasardl, valamint a matrix-szamitas tjszerli megalapo-
zasarol, Hajos Gyorgy a Clark-féle nomogrammok targyalasarol,
Kalmar Laszl6 az olyan végtelen sokvéltozos fiiggvényekrél, ame-
lyeknek értéke mindeniitt csak véges sok véltozotol fiigg, Rényi
Alfréd a valo6szinfiségeloszlasok algebrajarol, valamint a rendezett
mintdk elméletének egyes eredményeir6l, Szokefalvi-Nagy Béla a
Hilbert-tér kontrakci6irél, Turdn P4l egy Steinhaus-féle sorelméleti
problémardl.

A kongresszust kovetd Kopernikus-iinnepségen, — melyet
halalanak 410. évfordul6ja alkalmaval rendeztek, — Egervary Jen6
és Kalmar Laszlo vettek részt.

Németorszig
Matematikusok a békéért

A Regensburgban (Nyugatnémetorszag) megijelend Archimedes
c. matematikai folydirat 1953 janudri- szama kozli a kovetkezd
feladatot : Egy elsiillyedt hadihajo 11000 méter mélyen fekszik a
tenger fenekén. A haj6 egy megtoltott agytja amelynek cséve 12,7
cm atmér6jii és 3,3 m hosszi, valamilyen okbol elsiil. A lovedék
silya 25 kg, a lovedék sebessége a csében 600 m/sec és a l6por-
géaz maximalis nyomasa 3000 atmoszféra.

Kérdés: elhagyja-e a lovedék az agytcsovet. A lap kozli a
feladat megolddsat is. A szamitidsok arra az eredményre vezetnek,
hogy ahhoz, hogy a lovedék el tudja hagyni az agyicsovet a ten-
gerviz nyomasanak legyo6zésére és a viznek a cs6bol vald kiszori-
tasdra 460000 mkg munkat kellene végezni, azonban a 186porgaz csak
459000 mkg munka végzésére képes és igy a lovedék kevéssel a
cs6 torkolata el6tt megall, és azutan a 16porgdz lehiilése utdn lassan
visszasiillyed a kiinduldsi helyzetbe. A szerkeszt6ség megjegyzi,
hogy ,legyen ez a feladat a haboris veszélyek legy6zésének szim-
boluma“. Tegyiik hozza, hogy a feladat azt is szimbolizalja, hogy
a tomegek békeakarata olyan hatalmas er6t képvisel, amely — a
tengerviz nyomasahoz hasonléan mely visszanyomja a lovedéket az

agya csovébe, — meg tudja akaddlyozni az j hidborat kirobban-
tani akaré imperialistakat abban, hogy agytiikat elsiissék.
Hollandia

1954 szeptemberében a Nemzetkozi Matematikai Unié Amster-
damban matematikai kongresszust rendez.
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Ausztria

Az Osztrak Matematikai Tarsulat ,Nachrichten der Oster-
reichischen Mathematischen Gesellschaft“ cimii foly6irata a Nemzet-
kozi Matematikai Unio lapjava alakult 4t ,Nouvelles Mathematiques.
Internationales“ cimen. :

)

Hazai hirek

A Magyar Tudo.ma'myos Akadémia nagygyiilését 1953 madjus
24—30-ig rendezte meg.
A 1II. Osztaly eldaddsainak programmja a kovetkezd volt:

Méjus 27-én, szerddn délutdn 5 oérakor

Rényi Alfréd lev. tag és Tarjan Imre a fizikai tudomédnyok
kandiddtusa beszamoldi az osztdly és a bizottsdggok munkajarol.

Janossy Lajos akadémikus: Beszamolo a berlini fizikus
kongresszus egyes problémairol.

Méjus 28-an, csiitortokon délel6tt 11 orakor

Gombas Pal akadémikus: Elméleti fizikai kutatdsokban alkal-
mazott matematikai modszerek, kiilonos tekintettel a kvantum-
mechanikai kozelit6 modszerekre.

Majus 28-an, csiitortokon délutin 3 drakor
Egervary Jen6 akadémikus: Az Alkalmazott Matematikai Inté-
zet munkdja a matematikai fizika és annak ipari alkalmazésa terén.
Rényi Alfréd lev. tag: Az Alkalmazott Matematikai Intézet
munkdja a valdszinfiségszamitds és annak ipari alkalmazasa terén.

Méjus 29-én, pénteken délelétt 11 érakor

Vitaiilés az algebra fejlodésérol, kiilonos tekintettel a hazai
algebrai kutatisokra. Rédei Laszlo lev. tag elnokletével.

Fuchs Léaszl6 a matematikai tudomdnyok kandidatusdnak
referatuma.

Majus 29-én, pénteken délutdn 3 orakor

Vitatilés a hazai alkalmazott matematikai kutatdsok helyzetérol.
Razs6 Imre akadémikus elnokletével.
Hajos Gyorgy akadémikus referatuma.
* *

*
A Magyar Tudomanyos Akadémia nagygyiilése alkalmaval
Hajos Gyorgy és Turan Pél levelezé tagokat rendes tagokkd vélasz-
totta.

*
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A népi demokratikus orszagokkal, illetve a Német Demokra-
tikus Koztarsasiggal kotott kultirdlis egyezmény keretében mate-
matikusaink koziil tanulmanyttat tettek a kovetkezOk : Hajos Gyorgy
Lengyelorszagban, Karteszi Ferenc Romaniaban, Alexits Gyorgy
Bulgéaridban, Péter Rozsa a Német Demokratikus Koztarsasagban,
Rényi Alfréd Csehszlovakiaban. A barati dllamokban tett latogatasok
alkalmaval moédjuk volt el6addsok tartdsdra és az  illet6 orszag
- matematikusaival val6 szorosabb baratsag kialakitisara, egyetemek,
tudomanyos intézetek latogatdsara, tapasztalatcserére.

* *
¥

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1953. évi vandorgyfilését
harom szakmai kollokvium formdjaban rendezte meg. A valoszinii-
ségszamitasi kollokviumot augusztus 31-t61 szeptember 2-ig tartot-
tak meg Balatonfoldvaron. A konstruktiv fiiggvénytani és geometriai
kollokviumot november 26-t6l december 2-ig rendezte meg a Tarsulat
Egerben. A kollokviumok részletes ismertetésére a kovetkezd szdm
Tarsulati Elet rovataban visszatériink.

* *
*

Az Akadémiai Kiad6é kiaddsaban megjelent M. A. Lavrentyev
€s L. A. Ljuszternyik : Varidciészamitas c. konyve. Ara 50,— Ft.

Ugyancsak az Akadémiai Kiado adta ki Turdn Péal konyvét:
Az analizis egy 1j modszerér6l és annak egyes alkalmazdsairol.
Ara 60,—Ft.

A Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai és Fizikai
Osztalyanak Kozlemeényei III kotetének 2., 3. és 4. szama jelent
meg. A 2.szdm a Bolyai-hét anyagat foglal]a magdaban, a 3. szam
az Akadémia 1953. évi nagygylilésének anyagat tartalmazza, a 4.
szam szamos matematikai dolgozatot kozol. Az egyes szamok dara
33,— Ff, a 3. szdmnak 23,— Ft, ill. 33,— Ft.

Fejes Toth Laszl6 konyve: Lagerungen in der Ebene, auf der
Kugel, und im Raum cimmel jelent meg a Springer Verlag (Berlin,
Gottingen, Heidelberg) kiadasaban.

A Tankonyvkiado adta ki B. A. Fuksz ¢s B. V. Sabat : Komplex
valtozos fiiggvények és néhany alkalmazasuk c. konyvét. Ara 38,50 Ft.

A Tankonyvkiadé Szocialista Nevelés Konyvtara sorozatéban
megijelent Novoszelov: -Algebra és elemi fiiggvények c. konyve.
Ara 29,— Ft. ‘



B. A. Fuksz—B. V. Sabat: Komplex valtozds-fiiggvények
és néhany alkalmazasuk* :

A jelen munka magyarnyelvii kiadasa azt a hianyt hivatott potolni,
amely komplex-fiiggvénytani tankonyv terén mindezideig fennéllott. A konyv
egyittal — eltérden az ilyen targyn, kozhaszndlatd, idegennyelvii bevezetd tan-
konyvektdl — részletesen foglalkozik a komplex valtozos-fiiggvénytan modsze-
reinek alkalmazott matematikai kérdésekben valo felhasznalasaval. Mint isme-
retes, ezekben a kérdésekben a vilaghir{i moszkvai matematikai iskolaé a kez-
deményez0 szerep, és a szerz6k — maguk is tovabbfejlesztéi ennek az iskola-
nak — boven meritettek ebbdl a forrasbol, tébbek kozott N. J. Zsukovszkij
uttéré munkassagabol. Mint a szerzok elészavukban megirjak, a konyvet nem-
csak az egyetemek ¢és foiskoldk hallgatdi, hanem azok a mérnokok is haszonnal
forgathatjak, akik emelni kivanjdk tudomanyos képzettségiik szinvonalat. Ter-
mészetesen, a konyv tanulmanyozasa megkoveteli az olvasotél a matematikai
analizis alapjainak ismeretét. Az olvas6 ezen a téren vald esetleges hidnyait
poétolhatja Bermant analizis tankonyvéb6l, amely részére magyar nyelven is
rendelkezésre all.

A tankonyv célkitlizéseinek megvilagitdsara magukat a szerzoket idézziik:
»A szerzOk nagy figyelmet szenteltek a komplex valtozos-fiiggvénytan alapfo-
galmainak. Azokban az esetekben, amikor egyik vagy masik tétel bizonyitasat
elhagytak, szerz6k torekedtek arra, hogy az illeté tetel feitételeinek és allita-
sanak értelmét példakkal vilagitsak meg. Nagy jelentdséget tulajdonitottak a
szerzOk annak is, hogy az olvas6 a konyvben kifejtett modszerek konkrét
alkalmazasaban gyakorlatot szerezhessen“. Ez utobbi célt szolgdljak a szoveg-
ben részletesen feldolgozott példak, valamint a fejezetek végén kozolt jol osz-
szevalogatott feladatok. ;

Azon olvasok részére, akiknek nincs modjuk arra, hogy a tankonyvet a
maga egészében attanulmanyozzak, a szerzok a konyv eldszavaban a konyv
részleges attanulmanyozasanak tobb lehetséges valtozatat ismertetik.

Az 1. fejezet a komplex valtozds-fiiggvények analizise alapfogalmait
ismerteti, nagy stlyt helyezve a geometriai szemléletességre. A szerzok, igen
‘helyesen, kovetkezetesen ramutatnak a komplex szamgémb véges és végtelen
pontjainak -egyenjoguisagara.

A 11 fejezet a konform leképezésekkel foglalkozik. A fejezet az alapveto.
fogalmakon kiviil a linearis leképezéseknek részletes targyalasat tartalmazza.

A 1IL. fejezetben a legfontosabb elemi fiiggvények keriilnek ismertetésre.
A fejezet végén kiilonosen gazdag feladatanyag van, amely elsdsorban azt a
célt szolgélja, hogy az olvaso gyakorlatot szerezzen adott tartoméanyok konform
leképezését megvaldsitd elemi fiiggvények megkeresésében.

A V. fejezetben Osszesitve vannak a komplex fiiggvénytan legegyszeriibb
mddszereinek a kétdimenzi6s vektorterek elméletére vonatkoz6 alkalmazasai.

Az V. fejezet regularis fiiggvényekre, valamint harmonikus fiiggvényekre
vonatkozé legfontosabb integraltételeket tartalmazza.

* Tankonyvkiado, 1953, 1—279 o.
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A VI. fejezet a Taylor és Laurent sorfejtésekkel, valamint az analitikus.
folytatas alapfogalmainak ismertetésével foglalkozik. Az V. és VI. fejezethez
csatolt feladatok a fejezet tartalmanak a kétdimenzids vektorterekre valo alkal-
mazasat szolgaljak. -

A VIL és VIIL fejezet teljes egészében az alkalmazdsoknak van szen-
telve, még pedig az eldbbi a residuumelméletnek, az utébbi a geometriai alkal-
mazasoknak, kiilonos tekintettel a sokszogli tartomanyok leképzésére. A két
fejezet, véleményiink szerint igen helyesen, a konkrét példdkra van felépitve.

konyv, eltekintve attél, hogy mint komplex fiiggvénytani bevezetés is
i szolgalatot tesz, véleményiink szerint igen hatékonyan el6 fogja mozditani
a komplex fiiggvénytan miiszaki alkalmazasainak miiszaki értelmiségiink kozott
valé népszerlisodését.
Kévdri Tamds
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Bauer Mihaly élete és munkdssaga

frta: Reper LAszLo

Bauer Mihaly 1874. szeptember 20-an Budapesten sziiletett.
Tudomanyos munkassagat igen koran kezdte, 1892-ben, 18 éves
koraban jelent meg els6 dolgozata, amely Rados Gusztav tanara
vezetése mellett allt el6. Mar két évvel késdbb megindultak 6néllé
publikaciéi. Koran kibontakozd tehetsége csakhamar figyelmet
keltett, amiért 21 éves kordban az 1895/06 tanévre 800 frt kiilfoldi
tanulmanyi osztondijat kapott. Az 1900. évi miiegyetemi évkonyv
adatai szerint ekkor mar, tehét 26 éves kordban miiegyetemi adjunktus,
1909-ben magantanari képesitést nyert az ,Analytikai szamelmélet
és fiiggvénytan“ c. targykorbdl, 1918. junius 18-an megkapta a
miiegyetemi nyilvanos rendkiviili tandri cimet, amely alkalombdl
6t Kiirschak Jozsef rektori beszamol6 beszédében 1918. november
5-én iidvozolte. 1922-ben az Eotvos Lorand Matematikai és Fizi-
kai Tarsulat neki itélte az elsd izben kiadasra Kkeriilt ,Konig
Gyula jutalomdijat“. Ezek az adatok tudomanyos érdemének elis-
merését jelentik, mégis egyszersmind mell6zottsége is megallapit-
hat6, mert 50 éves koraig, 1924-ig szolgalt adjunktusként. Ekkor

16 Matematikai 1 apo’
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miiegyetemi szolgalati beosztdsanak meghagydsa mellett kozép-
iskolai tanari kinevezést kapott, ami szimara annyiban jelentett nye-
reséget, hogy ezzel megsziint alkalmazdsanak ideiglenes jellege, s
nyugdijra igényjogosultta vélt. Egyszersmind azonban ezid6tajt sajna-
latos koriilmények léptek fel életében, amelyek azutan mar élete egész
hatralevd részét bedrnyékoltik. Kezdetét vette szarmazéasa miatt valo
bantalmazasa, amely egyelére a miiegyetemi hallgatok részér6l gya-
kori tiintetésben, el6adasainak erbszakos megzavardsaban nyilvanult
meg. Hallgatéinak ez a magatartdsa anndl inkabb is méltatlan volt,
mert el6adasaira rendkiviili gondot forditott, igazi példaképe volt
a magat tanitvanyaiért felaldozo taniténak. A hallgatésagnak ez a
viselkedése kedvezett az akkori politikai céloknak és siettette korai
nyugdijazasat (1936. koriil). Az elszenvedett sérelmek méar maguk-
ban is sok és tartos fajdalmat okoztak Bauer Mihalynak. Ezekhez
jarult ugyanebben az id6ben baljéslatii szembetegségének kezdete,
ami szemevilaga: elvesztésével fenyegette. Mégis latdsa dllapotaban
lényeges romlas kés6bb sem allt be. Végképpen szomort volt éle-
tének utolsd szakasza, a rosszemlékii 1944. év, egészen a felsza-
badulasig. Bauer Mihdly éppen 1944. szeptember 20-an érte meg
70 éves jubileumat, ha lehet ezt a szOot haszndlni, ami hiszen
Loromiinnepet“ kellene, hogy jelentsen. Mondani sem kell, hogy
mint politikai ildozott, nyilvdnos tinneplésben nem részesiilt, s
jubileuma alkalméval csak igen kevesen kereshették fel tisztel6i és
tanitvanyai koziil. En levélben fejeztem ki neki jokivansigaimat,
elkiildve a szegedi Acta Scientiarum Mathematicarumban jubi-
leumanak szentelt cikkemnek éppen akkor elkésziilt korrekturajat.
Valaszaban, ami hozzam irt utolso levele volt, s amelyben elmondta,
hogy mennyire jol esett neki tanitvdnya megemlékezése, elpana-
szolta, hogy kényszerii lakotarsat kapott, aki miatt még irdasztalat
sem mondhatja sajatjanak. Ez még a Horthy-uralom idején volt.
A nyilas hatalomatvétel masodnapjan 6t is sokadmagaval a Tattersal
nevilt lovarddba vitték, ahonnan par nap mulva még visszajutott
Tisza Kadlman-tér 11. (ma Koztdrsasag-tér) alatti lakdsaba. Onnan
november végén a ghettéba vitték és ott érte meg sok nélkiilozés
utdn a felszabadulast. Fajdalom, ennek csak rovid ideig orvendez-
hetett. 1945. februarban szemcseppekért akarvan menni, az utcan
elesett, agyrazkodast kapott és korhdzban halt meg.

Megkisérlem Bauer Mihalyt, mint embert néhdny vondssal
jellemezni, tudomanyos munkassdganak ismertetésére késobb térek
rd, de persze, ha réla szolok, akkor a tudosrdl és tanitorol is kell
beszélnem. Nekem ugy tiinik, hogy f6 jellemvonasai voltak lelki-
ismeretes szorgalma s egészen rendkiviili mértéki{i szerénysége.
Szorgalmanak nagysaga megitélheté abbol, hogy dsszesen 106 dol-
gozata jelent meg.-Magas szinvonalt el6addsait igen nagy szere-
tettel és koriiltekintéssel dolgozta ki. Mindezekre nézve sokat-
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mondd az az adat, hogy publikacioi szinte egyenletesen oszoltak
meg tudomdnyos munkassdganak 48 évnyi idOtartamara, azzal a
kivétellel, hogy magéntanarrd tortént kinevezése utan, az 1910,
1916. évek kozott egyetlen dolgozata sem jelent meg. Ennek a
sziinetnek a magyarazatat tole magatol hallottam, oly sok id6t for-
ditott ugyanis el6adasainak kidolgozdsdra, hogy ez a kutatastol tel-
jesen elvonta 6t. Publikacioi 1937. utan ujra megritkultak, s 1940.
utdn nem jelent meg tobb dolgozata, aminek magyarizata fent
leirt szenvedéseiben van. Szelleme akkor is toretlen maradt, mert
utolsd vizsgédlatai értékben nem maradnak azok mogott, ame-
lyeket kordbban, alkotoképessége teljességében végzett. Korai nyug-
dijazasa utdn bedllott szomorti helyzetében tovabbra is készitett
elbadaskidolgozasokat, remélve, hogy még modjaban lesz magan-
tanari eldadasokat tartani. Venia legendijétdl nem volt megfosztva,
de akkori helyzetében nem gondolhatott magantanari eldadasok
tartasara. Eloadaskidolgozasait részben mégis értékesitette, azokat
hozza ragaszkodd tanitvanyainak atadta olvasasra, akik 6t ebben
az idében lakasan keresték fel. Tanitvidnyai szdméra lakdsa mar
korabban is mindig nyitva allt, ilyen ,hazi tanitvanyai“ voltak
Erd6s Pél, Turdan Pal, magam is, tovibba élete utols6 szakasza-
ban a tragikus sorsu Sdndor Gyula igen tehetséges matematiku-
sunk, aki az egyetemtdl elzarva teljesen az & vezetése alatt fog-
lalkozott tanulmanyaival. Egészen rendkiviili volt Bauer Mihélynak
az a nemes nagylelkiisége, amely a tudomany irdnti hatartalan lel-
kesiiltségében gyokerezett, s aminek nevében masok minden hibéjat
megbocsatotta. Ennek ecsetelésére megemlitem egyik beszélgeté-
siinkben hangoztatott ama véleményét, hogy a tudomanyban nem-
csak a kimagaslo teljesitményeket, hanem a  kisebb fontossagu
munkdt is meg Kkell becsiilni, s ezt a megjegyzést olyan személy-
lyel kapcsolatban tette, akirdl tudta, hogy elszegbdott az akkori,
ellene is iranyuld hivatalos politikahoz.

Bauer Mihdlynak tudomanyos munkassaga kutatas tekinteté-
ben majdnem Kkizarolag az elemi-, tovabba algebrai szamelmélet,
valamint az algebra volt, az algebranak is nagyobbrészt a szam-
elméleti oldala, de van néhany fiiggvénytani és geometriai targyu
kutatdsa is. Legkiemelkeddbbek algebrai szamelméleti vizsgalatai,
amelyek atszovik ennek a tudomanynak szinte egész teriiletét.
Ezenkiviil kit(ind, mindig a kor szinvonalan all6 magantanari elo-
adasokat tartott az algebrai szdmelméletbdl, algebrabol, tovabba a
valos- és komplex fiiggvénytanbol és analitikus szamelméletbdl.

Ki kell emelnem Bauer Mihdlynak kivalé tudoményos kvali-
tasai koziil a haladas iranti rendkiviili készségét, ami munkéassa-
gaban mindvégig tiikrozodik. Palydja kezdetén készen volt az
algebrai szamelméletnek Dedekind—Hilbert-féle, valamint Kronecker-
féle elmélete, s & hamarosan otthon volt ezeknek irodalmaban. fgy
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igen j0l ismerte a nehéz Kronecker-féle elméletrdl szolé Konig
Gyula : ,Az algebrai mennyiségek altalanos elméletének alapvona-
lai“ c¢. munkajat. Nemsokédra ezutan Iépett fel Hensel, aki a
p-adikus testek elméletével forradalmasitotta az algebrai szamelmé-
letet. Bauer ezt az 10j elméletet, csakigy mint hazink masik nagy
fia, Kiirschak Jozsef, hamar magéaéva tette és tovabbfejlesztette.
Eletében igen nagy eseményként hatottak rd még Steinitz, Ostrowski,
Ore vizsgalatai és van der Waerden tankonyve a modern algebra-
rol, tovibba az osztalytestek elméletének Furtwéngler, Takagi,
Artin, Hasse altal val6 megalapozésa és kiépitése. Mindezekre a nagy
tijsdgokra Bauer id6sebb kordban is fiatalos lelkesedéssel reagalt,
s az uj elméletek kiszélesitésébe jelentts részben belefolyt. Igy kii-
lonosen Ostrowski, Ore, van der Waerden, Hasse munkaikban tobb
helyen Bauer vizsgélataira is épitenek. Ezek koziil hadd emlitsem
meg, hogy Hasse az osztalytestek elméletérdl irt nagy ,Bericht“-
jében hazai matematikusaink koziil egyediil 6t idézi, mégpedig két
dolgozataval (lasd a 60, 61. szamu dolgozatokat), munkajaba felveszi
Bauer tételének targyaldsat, s azt tovabbi kutatdshoz fel is hasz-
nalja. Egyébként is igen nagy nemzetkdzi megbecsiilésben része-
siilt. A szdmelmélet ¢s algebra legkivalobb kiilfoldi miivelbivel
élénk tudomanyos levelezést folytatott. Erre nézve érdekes adat,
hogy négy dolgozata olyan levélbdl éllott eld, amelyet Hilbert-,
Hasse-, van der Waerden-, illetve Hardyhoz irt, ugyancsak leve-
lezésbol fakadt egy Csebotareff-fel kozosen irt igen fontos dolgo-
zata. (Lasd az ismertetéshez csatolt jegyzékben az 52, 89, 91, 100,
106. dolgozatokat.) Elénk levelezésben volt még Oreval, aki
Bauernak egyik igen fontos kutatdsi teriiletét folytatta. Tobbek,
mint I. Schur, Landau, Ostrowski levélben fejezték ki Bauer mun-
kassaga iranti nagyrabecsiilésiiket. Mindezek a megnyilatkozasok
méar magukban is mutatjdk Bauer Mihdlynak tudomanyos stilyat, s
hogy mily sokkal jarult hozzd a magyar tudomdny nemzetkozi
megbecsiiléséhez — kidlté ellentmondas, hogy ugyanakkor 6t mint
sok hozzéhasonlot, idehaza a magyar dllam és tarsadalom éppen
ekkoriban fosztotta meg utévégre mar legelemibb emberi jogaitdl is.

Vizsgalatai koziil a legjelent6sebbek részletesebb felsoroldsban
a kovetkez6 targykorokkel foglalkoznak :

Az elemi szamelméletbol (részben azonban az algebrai szam-
elmélettel kapcsolatban): a szdmtani haladvanyr6l szélé Dirichlet-
féle tételnek elemien bizonyithaté esetei, a binér kvadratikus alakok
aritmetikaja, tgynevezett identikus (vagy polinom-) kongruencidk,
polinomoknak mod p val6 faktorizacidja, kdrosztasi polinom.

Az algebrai szdmelméletbdl: a klasszikus (azaz Dedekind-
féle) idealelmélet, ebben a primidealokra valé faktorizacionak leg-
kiilonboz6bb kérdései, az Osszetett testek problémaja, lényegtelen
diszkrimindnsosztOk, korosztasi test, Hensel-féle p-adikus szamtest.
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Az algebrabol (részben az algebrai szamelmélettel kapcsolat-
ban): linearis ‘helyettesitések, karakterisztikus polinom, véges cso-
portok részcsoportjainak szama, az alternald csoport egyszeriisége,
véges testek, affektus nélkiili egyenletek, irreducibilitisi tételek,
gyokmeghatarozdas iterdcioval.

Altalanossagban megjegyzem, hogy Bauer teljesen eredeti
kutatasain kiviil igen nagy érdemeket szerzett nagy szamu, mar
meglevd eredményeknek egyszerfibb bizonyitdsaval is, vagy az
eredmények kibovitésével. Ezenkiviil igen becses ismertetd cikke-
ket is irt.

Dolgozatai magas kovetelményt allitanak az olvasoval szem-
ben, sok eldismeretet tételeznek fel, s fogalmazasuk igen tomor.
Mindezek miatt azok tanulmanyozdsa a szakember szdmaéra sem
konnyii feladat. Kivételt képeznek ismertetd cikkei, ezek konnyed
modorban vannak megirva.

Munkéssaganak egyenként valdé ismertetését alabb kozlom.
Ebben az ismertetésben az 1—106. sorszamok a csatolt jegyzék-
ben felsorolt dolgozatcimekre utalnak. Avégbdl, hogy ez az ismer-
tetés hasznalhatd vezérfonalat nyujtson Bauer munkédssagénak tanul-
manyozasahoz, helyesnek véltem mindegyik dolgozatrdl, a kevésbbé
fontosakrdl is legalabb néhany sz6t szolni. Meg kell jegyeznem,
hogy Bauer Mihaly feladatanak tartotta a hazai matematikanak ma-
gyar nyelven val6é apolasat is, azért legfontosabb vizsgélatait majd-
nem kivétel nélkiil (szamszerint mintegy harmincat) két nyelven,
magyarul és németiil kozolte, a legtobb esetben azonos szoveggel,
esetleg azonban két kordbban kozolt dolgozatnak egybeolvasz-
tasaval, vagy forditva, egy dolgozatinak késébb valo kettéosztasi-
val, ezekben az utobbi esetekben véltozott cim alatt. Az ily egybe-
olvasztasok, illetve kettévélasztasok lathatéan tugy élltak eld, hogy
szerzOjilk késobbi idOpontban az egyesitést, illetve elvalasztast
targyi okokbdl ajanlatosnak tartotta. A két nyelven valdé publika-
ciok sorrendje megoszlo, hol a magyar, hol pedig a német nyelvii
publikaci6 elézi meg a masikat, néha tetemes idébeli eltéréssel.
Sziikségesnek tartottam ezekre a kétnyelvii publikdciokra rovid
utaldassal mindenegyes esetben figyelmeztetni, hogy Bauer munkas-
saganak részletes tanulmanyozdsat ezzel is megkonnyitsem.

Az alabbiakhoz megjegyzem még, hogy Bauer Mihdlynak
kétségteleniil legjelentdsebb publikdcioi a 23, 24, (25), 29, 38, 44,
(49, 53, 86), 60, 61, 62, (70, 71, 72, 102, 103), 65, 77, (83), 78, (85),
84, 87, 89. dolgozatok (a zardjelbe tett szamok csatlakozo vizs-
galatokat jelentenek). Koziiliik az 53, 68, 72, 78, 84, 85, 87, 89,
102. dolgozatok (részben német nyelvii kiadasok) idézve vannak
az Enzyklopddie der Mathematischen Wissenschaften 1,, 2. Aufl,
Heft 8, Teil Il: Ph. Furtwingler—H. Hasse—W. Jehne, Allgemeine
Theorie, der algebraischen Zahlen (Leipzig, 1953) fiizetben. Féjda-
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lom, hogy e kivalo enciklopédiacikk megjelenését Bauer nem érhette
meg, s nem tapasztalhata munkassdganak abban lefektetett meg-
orokitését. Az itt kovetkezok kiegészitéséiil Bauer kutatasainak kell®
értékelésére nézve erre az enciklopédiacikkre utalok.

Az 1. dolgozatban Bauer Rados Gusztidv Osztonzésére kimu-

tatja, hogy a valo6s, ferdén szimmetrikus matrix 0-t6l kiilonbozd
sajatértékei tiszta képzetesek és pdronként konjugaltak. A bizonyi-
tas Iényege az, hogy az A ferdénszimmetrikus matrix f(2) —1A—AE|
karakterisztikus egyenletének négyzete az f*(4) = |B-}-A*E| alakban
irhatd, ahol B mar szimmetrikus maétrix (£ az egységmatrixot
jelenti).
: A 2. dolgozat Rados- vizsgalataihoz kapcsolodva adott f(x),
2(x) polinomok esetén annak a polinomnak racionalis tton vald
meghatarozasat adja, amelynek gyokei a két polinom e, ..., a,,
illetve @, ..., 8, zérushelyeib6l képezett «;3, szorzatok.

A 3. dolgozatban Bauer a szamtani haladvanyrol sz6l6
Dirichlet-féle tételnek az ax--1 esetre vonatkozo elemi bizonyi-
tasat adja. Az els6 ilyen bizonyitds Lucas-t6l valo, de Bauer elja-
rasa egyszeriibb.

A 4. dolgozatban az ax—1 esetre ad ugyancsak elemi bizo-
nyitast, feltéve, hogy az a pédratlan primszam hatvanya, és meg-
jegyzi, hogy bizonyitdsa barmely a-ra kiterjeszthet6. Bizonyitasaban
Dirichletnek doktori disszertdciéjahoz kapcsolodik. Valamivel Bauer
utin az ax—1 esetre Daublevsky v. Sterneck is hasonlé bizo-
nyitast adott.

Az 5. dolgozatban Bauer elemien kimutatja, hogy definit
binér quadratikus alakok esetén az aritmetikai ekvivalenciabdl (azaz
az értékkészletek egyenldségébdl) folyik a kizonséges értelmii (azaz
algebrai) ekvivalencia.

A 6. dolgozat az el6bbinek forditasa.

A 17, 8. dolgozatok a kx—+1 (x=1,...,m) értékeknek m-hez
prim eseteit szamoljak Ossze, s egyéb hasonld elemi kérdésekkel
foglalkoznak.

A 9. dolgozat az elébbi kettének kivonatolt forditasa.

A 10. dolgozat K6nig Gyula osztonzésére végtelen szorzatokkal
foglalkozik.

A 11. dolgozat ismertetd jellegii; E. Borel szummabilitasi
vizsgalatairdl szamol be, mutatvdn Bauer érdekl6dési korének szé-
lességét.

A 12. dolgozat egyebek kozott egy n-edrendii véges csoport
bizonyos részcsoportjainak szdmaval foglalkozik. Legyen p*|n (p
itt és ezutin is primszamot jelent). Frobenius (1895) bebizonyi-
totta, hogy a p* rendii részcsoportok szdma =1 (mod p). Bauer
azt mutatja ki, hogy a p* indexii részcsoportok szama =1, vagy
0 (mod p) aszerint, hogy koztiik van-e vagy nincs normaélosztd. Je-
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gyezziik meg, hogy ujabban Hall-tol szirmazo, részletesebb vizs-
galatok vannak p-csoportok esetére.

A 13. dolgozat az utébbi irdnyba esd egyszerii vizsgalatot
tartalmaz. Erdekes, hogy ebben a specidlis esetben Bauer lénye-
gében véve a Frattini (1885) altal felfedezett részcsoportot téle
tiiggetleniil djra felfedezi.

A 14. dolgozat a 12-nek forditasa.

A 15, 16. dolgozatok a 13. dolgozatnak (két részletben vald)
forditasa.

A 17, 18, 19. dolgozatok oktaté irdnya ismertet6 cikkek
(befejezés a 33. dolgozatban).

A 20. dolgozatban foglalkozik Bauer els6 izben az ligynevezett
identikus kongruenciak keérdésével, igy nevez egy f(x)==g(x)
(mod m) kongruenciat, ha a két oldal egyiitthat6i paronként kon-
gruensek. (Lényegében véve tehat polinomoknak a kozonséges ér-
telemben vett kongruenciajarol van szd.) Kozismert példa a Lag-
range-féle x»-' —1=(x—1)...(x—p--1) (mod p) tétel, amely a Fer-
mat-féle tételen nyugszik. Mar Gruber Néndor vetette fel a kérdést,
hogy mikor igaz az altalanosabb

9 (n‘;)
xP ™ —1 E?[ (x—r;) (mod m)
==

kongruencia, ahol az r; szamok prim maradékrendszert jelentenek
mod m. A jobboldalt F,(x)-szel jelolve, Bauer kimutatja, hogy
(m = 3 mellett)

g (m)

Fu(x)=(xr"'—1)*" (modp*)  (p=2;p*|m),

illetve

@ (m)

Fu(x)=(*—1) 2 (mod 2¥) (k > 1; 2%|m).

Ezeket Bauer nyoman Wylie (1939) kozos alakra hozta,
Bauernek ezeket az eredményeit Hardy és Wright felvették nagy
szamelméleti kézikonyviikbe, s azokra Bauer és mésok tobb izben
visszatértek. Zanyi az algebrai szamtestekre valo éltaldnositassal
foglalkozott. Az identikus kongruencidk alkalmazisara nézve I. a
106. dolgozatot.

A 21. dolgozat targya a végesfoki algebraj szamtest (ezentil
roviden ,algebrai szdmtest“) Dedekind-féle elméletével kapcsolatos
bizonyos axiomatikus jellegli kérdések.

A 22. dolgozat a 20. dolgozat folytatdsaként megvizsgalja
azokat az m-eket, amelyekre x”"—1 (mod m) lineéris tényezOkre
bomlik. ‘

A 23. dolgozat tétele: egy f(x)==x"-}-----a, racionalis
egész egyiitthatos irreducibilis polinom akkor és csak akkor irredu-
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cibilis legalabb egy primszammodulusra nézve, ha az f(x)-nek G
Galois-csoportjaban van n elemii ciklus. (A Galois-csoportot mint
az f(x) =0 gyokeinek permutdcidcsoportjat értjiik.) A bizonyitas
tobbek kozott Dedekind ama hires tételén nyugszik, hogy ha p az
J(x) =0 egyik gyokének adjunkcidjaval el6allt testben e szamu
Jir ..., f. foka primidedl szorzatira bomlik, akkor G-nek van olyan
eleme, amelynek idegen ciklusokra vald felbontasiaban a ciklusok
elemszama rendre f,, ..., f.. Tételét Bauer alkalmazza még annak
kimutatdsdra, hogy barmely 'C ciklikus szamtesthez megadhatok
bizonyos szamtani haladvanyok, amelyeknek minden primszam
eleme C-ben irreducibilis. ;

A 24. dolgozat nevezetes eredménye az a tétel (lasd a 25.
dolgozat ismertetését), hogy kit raciondlis egész egyiitthatds f;(x)
(i=1, 2) polinomhoz akkor és csak akkor tartozik ugyanaz a
Galois-test, ha azok a polinomok (véges sok kivételtél eltekintve)
ugyanazokra a primszammodulusokra nézve esnek szét linearis
tényezOkre. Az e tételben foglalt feltétel elégséges volta Kronecker-
tol szarmazik. A bizonyitds egy Frobeniustol szarmazo analitikus
aton nyert tételen kiviil Dedekindnek kovetkez6d igen fontos tételén

alapul. Legyen K algebrai szamtest, amely egy K Galois-testnek
része, G ennek Galois-csoportja és H a K-hoz tartozd részcsoport,
toviabba p olyan primszam, amely K diszkriminansdnak nem osz-
toja, legyen végiil F a p valamelyik K-beli primidedltényez6jének
felbontasi csoportja (Zerlegungsgruppe), amely most ciklikus. Akkor
a csoportoknak tgynevezett Dedekind-féle duplamodulus szerinti
G=FaH+t - -+ Fa.H

felbontasdra a kovetkezd érvényes. A p primszam a p—yp,...p:
modon bomlik fel K-ban primidealok szorzatira és p; foka g,l—,
ahol m az F rendje és d; az F, a;Ha;' csoportok metszetének
rendje. Bauer fenti tételének alkalmazasdaval még a kovetkezo tételt
nyeri. Egy f(x) racionalis egész egyiitthatos polinom Galois-teste
akkor és csak akkor Abel-féle, ha létezik egy n természetes szam
tigy, hogy f(x) az nx -1 alaka primszimmodulusokra nézve leg-
feliebb véges szamu kivételtdl eltekintve linearis tényezokre bomlik.

A 25. dolgozatban Bauer nagy mértékben altalanositja a 24.
dolgozat féeredményét, s dltalanosabb tételét aritmetikai tton bizo-
nyitja.. EQy p primszdmot a K algebrai szdmtestre nézve lényegesen
elséfokiinak nevez, ha K-ban csupa els’fokii primidedl szorzatara
bomlik. Tétele azt mondja, hogy o (véges szamu kivételtol elte-
kintve) a K K, Osszetett testben akkor és csak akkor lényegesen
elsofoku, ha K,, K, mindegyikében ilyen, s ama p-k sfiriisége a
K\K, Galois-teste fokszamanak reciprokja. A bizonyitds igen egy-
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szeril, ismét az elébb emlitett Dedekind-féle tételen nyukszik. Alkal-
mazaskeént eloall, hogy csakis az Abel-féle testek esetén helyezked-
nek el a Iényegesen els6fokt primszamok szamtani haladvanyokban.

A 26. dolgozat a 20-nak forditasa.

A 27. dolgozat a 23-nak forditasa.

A 28. dolgozat a 22-nek forditasa.

A 29. dolgozat igen fontos vizsgalatokat tartalmaz egy

(1) fxX)=x"4+Ax"14..-+ A,

egész egyiitthatos irreducibilis polinomnak mod p“ irreducibilis
tényezOkre vald E

(2) Flx) = ]:][ Fi(x) (mod p©)

felbontasarol ama feltevés mellett, hogy az f(x) egyik » gyokével
meghatdrozott K szamtestnek minimalbazisa az 1, ®, ..., " ! soro-
zat. (Ez a feltevés azt jelenti, hogy az 1, w,..., w" ! diszkriminansa
egyenld K diszkrimindnséval.) Mindenekel6tt érvényes, hogy — mind-
végig 1 kezdbegyiitthatds polinomokra szoritkozva (roviden ,f6po-
linom“) — a (2) felbontds minden «(>1) esetén egyértelmii, a
tényezOk mod p* kiilonbozok, s szamuk nem fiigg «-tol. Tovabba
az Fi(x) tényezdkrol még a kovetkezd felvilagositisok adhatok.
Bontsuk fel (1)-et el6bb mod p irreducibilis tényeztkre. A (2) ténye-
z6inek szama éppen az f(x) mod p kiilonboz6 irreducibilis ténye-
z6inek szama, tehat

@ 1= I] 76" (mod p),

ahol fi(x),..., fi(x) mod p kiilonboz6 irreducibilis fopolinomok-
(Tudvalev6, hogy a (3) felbontds mod p egyértelmiien meghataro-
zott.) Végiil a (2)-beli tényezok alkalmas sorrendje mellett barmely
(> 1) esetén fennall

(4) : Fi(x)=f.(x)"" (mod p).

A bizonyitas egyrészt Schonemann ama ismert fontos tételén alapul,
hogy ha egy fopolinom mod p“ irreducibilis, akkor a mod p irre-
- ducibilis fépolinom tényezok mod p kongruensek. Mésik segédeszkoz
Dedekind ama alapvetd tétele, amely a p primszam K-beli prim-
idedltényezbinek vizsgélatat a (3) kongruencidra, valamint a bel6le
fakado

10 = LI FGY +pM(x)

egyenlettel definidlt M(x) polinomnak mod (p, fi(x)) valo viselke-
désére vezeti vissza. Tételéb6l Bauer korollariumként nyeri, hogy
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(1) akkor és csak akkor reducibilis minden primszamhatvany modu-
lusra nézve, ha K-ban minden primszamnak van két kiilonboz6é
primideal tényezd6je. [lyen polinomokra elsé példat Hilbertt6l ismeriink:

x4+ 13x+81 = (x + 0+ 0) (x + 0—0) (x—0 + 0) (x —0—0)

o= V5 o= 5 V=31).

A 30. dolgozat Kiirschaknak a vonalzoval és etalonnal kivihet6
geometriai szerkesztésekrdl szol6 vizsgalataval kapcsolatos. Bauer
algebrai uton kimutatja, hogy az etalon nem potolhatd semmiféle
rogzitett szakasszal, s6t poligonnal sem.

A 31. dolgozat a 29-nek forditasa.

A 32. dolgozat tij elemi bizonyitast ad a 4. dolgozatban tar-
gyalt kérdésre.

A 33. dolgozat a 17, 18, 19. ismertetd cikkek befejezd koz-
leménye.

A 34. dolgozat egyszerii elemi vizsgalat a [ [ (x—i) (mod n)
=1

polinom egyiitthatoirol.

A 35. dolgozat a 30-nak forditasa.

A 36. dolgozat a 32-nek forditasa.

: A 37. dolgozat targya az ismert Eisenstein-féle irreducibilitdsi
tétel K6nigsbergertdl szdrmazo altaldnositisdnak tovabbi nagymér-
tékii dltalanositisa tobbvéltozés polinomokra. Kénigsberger csupan
kétvaltozos polinomok esetét tekintette. Bauer bizonyitdsa tisztin
idealelméleti, sokkal egyszeriibb mint az eredeti Kénigsberger-féle
bizonyitas.

A 38. dolgozat egy Schonemann-féle tétel kovetkez6 éltalano-
sitasat adja. Legyen f(x) egész egyiitthatés polinom, amely egy p
primszammodulusra nézve irreducibilis, és M(x) az f(x)-nél ala-
csonyabb fokii egész egyiitthatds polinom, amely nem oszthaté f(x)-
szel mod p. Akkor az Osszes f(x)'+ p°M(x)((t, e)=1) polinomok
irreducibilisek. Ennek e=1 esete éppen az eredeti Schonemann-
féle tétel.

A 39, 40. dolgozatok a 24. dolgozatnak két részletben valo
forditasa.

A 41. dolgozat a 25-nek forditdsa.

A 42. dolgozat a 38-nak forditasa.

A 43. dolgozat a 37-nek forditasa.

A 44. dolgozat igen nevezetes irreducibilitidsi vizsgalatokat
tartalmaz az ugynevezett Puiseux- vagy Newton-féle poligon fogal-
manak felhasznalasaval. Legyen adva egy

- f@=z"+az'+ -+ (c.=-0)
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polinom. A ¢, ...,c. egyiitthatok egy K[x,,...,x,] (m=1) vagy
IIx,, ..., xm] (m=0) polinomgyfiriiben fekhetnek, ahol K algebrai-
lag zart test (példaul a komplex szdmok teste), / a raciondlis egész
szamok gyiiriije. Egyszeriiség kedvéért szoritkozzunk azonban az
m — 0 esetre, ekkor az alapul vett gyfiri /. Legyen p egy primszam,
w az (5)-nek egyik gyoke, s ennek testében legyenek érvényesek a

P=pp.. .97, w=ph...p¥q, (p,a)=1, >0,a=0@i=1,...,7)
felbontasok, ahol p,,...,p, primidedlok, q egész idedl. Bauer az

a; . e . s : B
—* szamokat a w karakterisztikus szamainak nevezi. Ezek nyilvan

i

eleget tesznek annak a feltételnek, hogy 7 — %’— mellett az

nT,n+ (=T, n4 (=7, ..., 1,

sorozatnak legalabb két legkisebb tagja van, ahol r. jeloli ¢,
rendjét p-re vonatkozolag, azaz p'|c., p«' ke (a ¢.—=0 esetben
r, =+ oo értend6). A mondottakndl fogva minden karakterisztikus
szam sziikségképpen (a Puiseux-féle poligonnal kapcsolatos) tigy-
nevezett Puiseux-féle szam. Bauer kimutatja, hogy forditva, minden
lehetséges Puiseux-féle szam el6fordul a karakterisztikus szdmok
kozott, ha (5)-nek minden w gyokét figyelembe vessziik. Alkalma-
zasként egyéb irreducibilitasi tételek kozott eldall Netto kovetkezd
tétele: Ha plci,...,c. €s p*kci, akkor f(z)-nek van legalabb k-
adfokd irreducibilis tényezbje. Bauernek ez a vizsgalata 6sztonzden
hatott Orenek ilyen iranyt részletesebb vizsgdlataihoz. (Lasd még
a 49. dolgozatot.)

A 45, 46. dolgozatok kitiin6 ismertetd6 cikkek, mégpedig
ismertetik Bauernek a 23. dolgozatban targyalt vizsgélatait és az
azt megel6z6 Kronecker-, Frobenius-féle vizsgélatokat.

A 47. dolgozat egyszer(i, nem elemi bizonyitast ad Dirichlet
tételének az ax—1 esetére.

A 48. dolgozat a 47-nek forditdsa.

A 49. dolgozat a 44-ben ismertetett vizsgalatok alkalmazasa-
val uj bizonyitdst ad Hilbert ama ismert tételére, hogy minden n
fokszamhoz van végtelen sok affektusnélkiili raciondlis egyiitthat6s
egyenlet, s egyszer(i utasitist nyujt végtelen sok ilyen egyenlet
megszerkesztésére.

Az 50. dolgozat a 44-nek forditdsa.

Az 51. dolgozat a 49-nek forditasa.

Az 52. dolgozat a 49-ben is targyalt Hilbert-féle tételre tijabb
bizonyitast ad a 49. dolgozat eredményeinek felhasznélasaval.

Az 53. dolgozat ismét a 44. dolgozat alapjan kimutatja az
ugynevezett 1ényegtelen diszkriminansosztok gyakori felléptét. Tob-
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bek kozott azt nyeri, hogy mér a harmadfoki raciondlis egyiitthatos
egyenletek kozott is eléfordul végtelen sok ilyen eset.

Az 54. dolgozat az 52-nek forditasa.

Az 55. dolgozat a 44. dolgozat eredményeit egyszerii titon
nyeri.

Az 56. dolgozat az 53-nak forditdsa.

Az 57. dolgozat az 55-nek forditasa.

Az 58. dolgozat az identikus kongruenciakrél sz6lo két egy-
szerii feladat megoldasa. 3

Az 59. dolgozat az

f(x) — X" ‘{ﬁ alxu 1 + RN “I SR O’
valds egyiitthatos Egyenlet Osszes valos gyokeinek meghatarozasara

olyan
Xig1 = F(X;) (l = 1, 2, i )

iteraciot ad meg, amely minden valés x, kezddértékre konvergens
X1, X, ... sorozatot nyjt, s ennek hatarértéke (az x;=x,—--- ese-
tek kivételével) mindig gyok. Ezt a feladatot csupa valds gyok
esetére néhany évvel elébb mar Faber megoldotta. Bauer arra is
ramutat, hogy bizonyos esetekben az ismert

f(x:)
xh—l = X;— Ty A
I (xi)
Newton-féle iterdcio is csupa konvergens x,, x,,... sorozatokra vezet.

A 60. dolgozat a 36-beli segédtételeket dltalanositja s tartal-
mazza azt az osztalytestek elméletére nézve jelentds tételt, hogy egy
K algebrai szamtest akkor és csak akkor Galois-féle, ha benne
minden olyan p primszam csupa els6foku primideal szorzatara
bomlik, amelynek van K-ban elséfoka primidealtényezéje. (Lasd
Hasse, Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der
Theorie der algebraischer Zahlkorper, Teil 11, Leipzig u. Berlin 1930,
141 o.)

A 61. dolgozat Bauernek legjelentésebb munkdja, bar ez is
csupan néhany oldal terjedelmii, mint legtobb egyéb dolgozata.
A dolgozat jelent6ségének megvilagitisara eldrebocsitom a kovet-
kezbt. Tetszésszerinti K (végesfoki) algebrai szamtest esetén jelolje
P(K) (véges szamu kivételtol eltekintve !) azoknak a primszamoknak
halmazat, amelyeknek K-ban van elséfokti primideéltényezdje.
Hasonl6an, mint ahogy Cauchy tétele megadja az analitikus fiiggvény
értékeit egy tartomdny belsé helyein, kizar6lag a keriileten felvett
értékekbol, Kronecker felvetette azt az algebrai-szamelméleti ,kerii-
letiértékproblémat“ (,Randwertproblem®), hogy a K testnek Osszes
algebrai és szamelméleti tulajdonségai a P(K) halmazzal (vagy ehhez
hasonl6 egyéb halmazokkal) jellemezenddk. Egyébként a Kronecker-
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éle probléma déltalanosabban is értend6 K|k relativtestekre vonat-
kozoan ; akkor P(K) helyébe P(K|k) 1ép, ama k-beli primidealok
halmaza, amelyeknek K-ban van 1 relativfokszamu primidedltényezoje.
Az é&ltalanosabb Kronecker-féle keriiletiértékproblémanak ragyogod
megoldasat nyujtja az osztilytestelmélet a K|k relativ Abel-féle
testekre vonatkozoan; ennek az elméletnek alaptétele ugyanis tébbek
kozott kimondja, hogy a K|k relativ Abel-féle testek és a P(K|k)
halmazok kozott egy-egyértelmii megfelelkezés van. Tetszésszerinti
K|k testre vonatkozéan is vannak mar biztaté eredmények. Ilyen
a mar fentebb (a 24. dolgozat kapcsdn) emlitett Frobenius-féle
»slirliségi tétel“. Ennek egy része kimondja, hogy (a P(K|k) sfirii-
sége azaz) d(P(K|k))= % ahol n a K|k fokszama, s az , — “
akkor és csak akkor érvényes, ha K|k Galois-test. Bauer Frobenius
tétele és a 24, 25. dolgozatokban is felhasznalt Dedekind-féle tétel
alapjan kimutatja a kovetkez6 ugyancsak igen nevezetes tételt:

Legyen K tetszésszerinti algebrai szamtest (mint fent) és G Galois-
test. Akkor és csak akkor

P(G)=2P(K),

ha K< G. Hasse a 60. dolgozattal kapcsolatban emlitett ,Bericht“-~
jében ezt a tételt altalanositja egy K|k, G|k testpar esetére, s belble
tovabbi nevezetes kovetkeztetéseket nyer.

A 62. dolgozat (az elébbivel egy kotetben) ugyancsak igen
nevezetes, s targyara Bauer kés6bb is tobbszor visszatért, igy utolsd
dolgozataiban is. Legyen G,, G, két algebrai szamtest és k ezeknek
egy kozos részteste, ugy hogy G|k, G|k Galois-féle testek. Legyen
p primidedl k-ban, s legyenek érvényesek a

p=...pP)y" (K:|k-ban) (i=1,2),
p—=(h,... B (K, K| k-ban)
primfelbontisok. Legyen f,f a v, % primidealok foka & folott.
Akkor
f=0 (modf) (i—1,2),
1188 ¢ (modf).

g
Ha éppen g,=g,-— 1, akkor fennall g —1, f— D};‘lf’—) (azaz f, az

1J2
£, f> legkisebb kozos tobbese). Ha pedig a 9 primidedlok tehetet-
lenségi csoportja ciklikus, akkor g=~&. Ezek a tételek rész-
1) 82
ben egészen ujak, részben Hilbert, Weber és Hensel tételeinek
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altalanositasai. Bizonyitasukat Bauer Dedekind és Hilbert klasszikus
tételeib6l nyeri.

_ A 63. dolgozat az el6bbi kettének forditasa, kibdvitve a 61.
eredményeinek egy egyszerii alkalmazasaval.

A 64. dolgozat az 59-nek forditasa.

A 65. dolgozat egy Hensel-féle tétel altalanositasaként bebi-
zonyitja, hogy az algebrai szamtest (Kronecker-féle) alapegyenlete
mod p° egyértelmfien bomlik irreducibilis polinomok szorzatdra, és
hogy az e > 1 esetben a tényezok (Iényegesen) kiilonbozék. Alkal-
mazasként ujra foglalkozik a 29. dolgozat ismertetésének végén
emlitett kérdéssel.

A 66. dolgozat egyszerli megjegyzeést tartalmaz a tobbszoros
algebrai testadjunkciorol, amely azonban ma mar a modern_ algebra
keretében elvesztette aktualitasat.

A 67. dolgozat Hensel (1902) kovetkez6 igen nevezetes téte-
lének eredeti bizonyitasat egyszeriisiti. Legyen egy K algebrai szam-
testben a p primszam egyik primidedltényez6je p, s alljon fenn

prllp  (azaz p'[k, p7t! k¥ p),
g=pg'  Upg)=1)
Legyen még d a K differense, s alljon fenn

p*-1]|o.
Hensel tétele azt mondja ki, hogy
v=(s+1)g.
(Korabban Dedekind kimutatta, hogy az s=0, azaz (g,p)=1
esetben »==g—1.) Hensel tételét késébb a p-adikus szdmtestek

segitségével is bebizonyitotta. Bauer bizonyitésa tisztan ideélelméleti.

A 68. dolgozat a 65-nek forditasa.

A 69. dolgozat a 67-ben emlitett Hensel-féle tételnek igen
egyszerli idealelméleti bizonyitdsa Galois-testek esetére.

A 70. dolgozat a 62-nek eredményeit élesiti arra az esetre,
amelyben a G,, G, diszkrimindnsai relativ primek. Ekkor az ott
targyalt kérdésekre pontos valasz adhato, mégpedig

f'f" g—— 0
e
kovetkezbleg
e=ee(f1, f)-

A T1. dolgozat ismét a 62. problémajaval foglalkozik, s kiilon-
boz6 megszoritd feltevések mellett tiizetesebb eredményt nyer.

A T2. dolgozat a 67, 69. dolgozatokban is targyalt Hensel-
féle tételre (az altaldnos esetben) igen egyszerii idedlelméleti bizo-
nyitast ad.
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A 73. dolgozat ugyancsak a 62-beli probléméra vonatkozo
specidlis vizsgalatokat tartalmaz.

A 74. dolgozat a T2-nek forditidsa, ezenkiviil kiilon megjegy-
zést tartalmaz a Galois-testek esetérol.

A 75. dolgozat becses észrevételeket tartalmaz a szamtest dif-
ferensének kétféle (Dedekind- és Hilberttol szdrmazd) definicigjaval,
s a differenst és diszkrimindnst illet6 egyéb kérdésekkel kapcsolat-
ban. Igen jelentds egyik eredménye, hogv a 67. dolgozatban emli-
tett »=(s+1)g Hensel-féle megbecslés altaldban nem javithato,
ellenben Galois-testekben v < (s 1)g.

A 76. dolgozat az idedlelmélet felhasznaldsa nélkiil bizonyitja
azt az ismert tételt, hogy két algebrai szamtest nem redukalja egy-
mast, ha diszkrimindnsuk relativ prim.

A T17. dolgozat a 44-ben végzett és 49-ben is felhasznalt
vizsgdlatok segitségével a kovetkezd nevezetes feladat megoldasat
adja. Meghatdrozandok mindazok az n-edfokt szamtestek, amelyek-
ben adott p primszam adott

p=pt... P (it e =—1)
modon elséfokii primidealok szorzatara bomlik. Erdekes a dolgo-
zatnak az a segédtétele is, hogy ha egy n-edfoki szamtestben a ¢
primszam a

0 <

modon csupa kiilonb6z6 primidedl szorzatara bomlik és egy « egész
elemére fennall

gul@:cas, < Shi0n e,
akkor « primitiv elem.
A T8. dolgozat igen becses Osszefiiggéseket allapit meg az

algebrai szamtestek Hensel-féle és Dedekind—Hilbert-féle elmélete
kozott. Legyen K az,

fE)=x+6x"" 145 0 =0

racionalis egész egyiitthatés egyenlet egyik gyokével definidlt test
és G ennek Galois-teste. Ha ! a p-nek egyik primidedltényezdje
G-ben, akkor ehhez Kiirschak szerint tartozik G-nek egy || ®@||=e™*
értékelése (@€ G,=0), ahol || @D. A megfelel6 G(R) perfekt
lezards éppen a Hensel-féle ‘1*-adikus test, s ebben f(x) linedris
tényezokre bomlik. A G() a (,raciondlis“) p-adikus szamtest
folott algebrai, s Galois-csoportja azonosnak tekinthetdo P-nek £
felbontasi csoportjaval, tgyhogy a H felbontdsi testnek G(})-vé
valo bovitésénél az elemek raciondlis p-adikus szamokba mennek
at, s f(x)-nek H-ban val6 irreducibilis tényez6i atmenek a p-adikus
irreducibilis tényezokbe. Ha p jeloli K-nak ‘3-vel oszthaté prim-
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dedljat, akkor G(R) éppen a hasonldéan képezett K(p)-nek Galois-
teste. Hilbertnek a % feloldhatésagarol szold tételébol folyik Hen-
. selnek (1918) ama tétele, hogy a p-adikus szamtestben minden
algebrai egyenlet feloldhatd.

A T79. dolgozat az elébbinek forditdsa.

A 80. dolgozat a 74, 75. dolgozatok forditisa.

A 81. dolgozatban Bauer ismét az affektusnélkiili egyenletek-
kel foglalkozik, s ezek elméletét jelentds eredménnyel viszi tovabb,
barmely adott K algebrai szdmtesthez megszerkesztve olyan racio-
nalis egyiitthatds f(x) polinomokat, hogy az f(x)=—=0 egyenlet K
folott affektusnélkiili. Bauer el6tt csak az az eset volt targyalva,
amelyben K a racionalis szdmtest.

A 82. dolgozat jelentdsen egyszeriisiti a Hensel-féle elméletet
(I. a 78. dolgozat ismertetését), kimutatva, hogy a K(») p-adikus
szamtest elball a p-adikus szamtestbél K barmely primitiv elemé-
nek adjunkcidja altal. Ez ma is a p-adikus testek legegyszeriibb
konstrukcidja.

A 83. dolgozat a 67, 75. dolgozatok ismertetésében emlitett
v = s(g-1) Hensel-féle becslést a g+ 1 = v alsd becsléssel ki-
egésziti, s kimutatja azt az igen jelent6s tényt, hogy altalaban ez
nem javithatd. Galois-testek esetén Hilbert szerint érvényes a p*>2
esetben élesebb g p*—1 = v alsd becslés.

A 84. dolgozat Bauernek igen fontos vizsgalatat tartalmazza,
amelyben egyszerii utasitassal megszerkeszti a K(p) p-adikus szam-
test { algebrai lezardsat (itt K a raciondlis szamtest) a K-nak K
algebrai lezartja alapjan (mas széval K az Osszes abszolat algebrai
szamok teste). Tekinti az algebrai szamoknak olyan «,;a,,...
sorozatat, amelyre a K(«;) testek Galois-félék, K(«)) < K(«ii1) és
K minden eleme el6fordul egy K(a:)-ben. Legyen tovabba p,, p,, ...
olyan primidealsorozat, hogy p:|p, i€ K(«:), pi+1|v:. Ezutan defini-

alja azt az ||w||=e “ ¢értékelést (w€K, =+ 0), amelyben pi|lm,
p"||p. (Ez az ||w|| i-t6l fiiggetlen.) Akkor K-nak ||w|-ra vonatkozo
lezarasa éppen K.

A 85. dolgozat a 78-ban tirgyalt kérdéseknek a Hensel-féle
elmélet er6sebb kihasznélasaval valo targyalasa.

A 86. dolgozat a 44. ismertetésében emlitett e;, a; szamok
€s a p-hez tartozd Puiseux-féle szamok kozott bizonyos Ossze-
fiiggéseket 4llapit meg. Ezeket Ore egy csatlakoz6 cikkében alta-
lanositja.

A 87. dolgozat igen becses egyszeriisitéssel mutatja ki, hogy
az idedlnorma szokésos kétféle definici6ja azonos eredményre vezet.
Legyen a(==0) idedl egy algebrai szamtestben, N(a) a moda
maradékosztalyok szama, Ji(a) az a pozitiv egész szam, amely (mint
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foideal) egyenld az a konjugéltjainak szorzataval. Az allitas:
N(a) = N(a). Konnyii latni, hogy

N(@)| N (a).
Legyen b olyan idedl, amelyre ab = y(==0) foidedl. Akkor
N(@©)[R(B), N(y)=R()

N(ab) = N()N(), N(ab) = N(a)N(b).

Ezekbol folyik az &llitas.
A 88. dolgozatban Bauer bebizonyitja az

(X7 —1) = (—1") (x—2").... (x—(p—1)") (mod p)

kongruenciat, ahol 0 = (n, p—1), amelyr6l a mod p primitiv sza-
mok ismerete nélkiil leolvashat6 a mod p n-dik hatvanymaradékok
szama.

A 89. igen jelent6s dolgozatban Bauer és Csebotareff a p-
adikus szamok segitségével Ore masodik fotételére rovid bizonyitast
adnak. Tudvalevbleg Ore (1926—27) két fétételben véglegesen el-
intézte egy p primszam faktorizaciojanak problémajat barmely K
algebrai szamtestre vonatkozdan, a kovetkez6 moédon: Legyen a K
test definialva egy g(x)==0 raciondlis egész egyiitthatés algebrai
egyenlettel, jelolje p® az f(x) diszkriminansaban foglalt legnagyobb
p-hatvanyt. A g(x) polinomot faktorizaljuk mod p* irreducibilis
tényezokre, ahol ¢ > d:

2(x) = (%) ... g-(x) (mod p%).

Legyen n; a gi(x) fokszama. Ore els6 f6tétele kimondja, hogy p-nek
primidedltényezOkre valo faktorizédcidja

Tovabba

pP=p...p
ahol p,, ..., p. kiilonboz6 primideédlok, p; foka fi, s (alkalmas sor-
renddel) fennall
et

A masodik fotétel magukat az e;, f; szdmokat is megadja. Még-
p o; ; L SR . :

pedig legyen p” a gi(x) diszkrimindnsdnak pontos osztdja, s bont-

suk fel gi(x)-et tovabb irreducibilis tényezOkre :

2i(X)=gu(x, )gu(x,¥). .. (mod p" ", ¢:(¥)),

ahol ¢;(y) barmely n;-edfokt irreducibilis polinom mod p. Akkor
a jobboldali tényez6k fokszama e;, a tényez6k szama f;. Bauer és
Csebotareff igen rovid bizonyitasanak lényege, hogy g(x)-et elébb
a p-adikus szamtestben faktorizaljak, majd az igy el6allé minden

17 Matematikai Lapok
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egyes h(x) p-adikus irreducibilis tényez6t a p” —1-edik egységgyskok
adjunkci6javal tovabb faktorizaljak, ahol m a h(x) fokszama.

A 90. dolgozat a polinomokra vonatkoz6 Lowy-féle két recip-
rocitastétel rovid bizonyitasat adja.

A 91. dolgozat a 90-beli bizonyitast tovabb egyszerisiti.

A 92. dolgozat kimutatja, hogy a korosztdsi polinomnak
mod p° valo irreducibilis faktorizacidja a véges testek elméletének
felhasznalalaséval is nyerhetd.

A 93. dolgozat tjra foglalkozik a 66, 90. dolgozatok tar-
gyaval, s azokra néhany tovabbi egyszeriisitést nytjt.

A 94. dolgozat a 76. forditasa.

A 95. dolgozat a legaldbb 5-6dfokt alternalé csoport egy-
szerliségét igen roviden bizonyitja. Referens e bizonyitds nyoman
tjabban még egyszeriibb bizonyitast nyert.

- A 96. dolgozat néhany egyszerii megjegyzés idedlmodulusi
polinomkongruencidkrol.

A 97. dolgozat a 95-nek forditasa.

A 98. dolgozat Ore egyik tétele bizonyitasinak egyszeriisité-
sével foglalkozik, amely egy algebrai egész szammal generalt gyiirii
vezetdjének primidedlfelbontdsardl szol. >

A 99. dolgozat a 89. dolgozat kapcsan emlitett Ore-féle elsd
fotétel eredeti bizonyitdsadhoz becses kiegészitd megjegyzéseket fiiz.

A 100. dolgozat tobb kiilonboz6 értékes megjegyzést tartalmaz
egy Van der Waerden-féle és egy I. Schur-féle tétellel kapcsolat-
ban. E tételek els6je a Hilbert-féle felbontdsi- és tehetetlenségi
csoportrol szol, a masodik azt mondja ki, hogy ha egy n-edfoku
K szamtest D diszkriminéansara fennall p"|D, akkor Galois-csoport-
janak rendje p-vel oszthato.

A 101. dolgozat 1j bizonyitast ad arra a tételre, hogy az
n-edik korosztasi test minimadlbazisa 1, w, @’ ..., 7@ 1 ahol o
n-edik primitiv egységgyok.

A 102, 103. dolgozatok ismét a 62-beli targgyal foglalkoz-
nak (mint miar a 70, 71, 73. dolgozatok is), s az eredmények
tovabbi élesitését tartalmazzak, specidlis esetként felolelve Moriya

- és Ore id6kozben nyert tételeit is. A 103. dolgozat barmely algebrai
szamtest esetét tekinti, a 102. a Galois-testek esetére egyszeriibben
bizonyitja a 103. eredményeit.

A 104. dolgozat a 102-nek forditasa.

A 105. dolgozat a 103-nak forditasa.

A 106. dolgozatban, amely Bauer utolsé dolgozata, ismét
visszatér az identikus kongruenciak targyara, mégpedig ezuttal a
88-beli eredményeit felhaszndlja Gupta egyik tételének egyszeriibb
bizonyitdsira, amely az m-hez prim és m-nél kisebb természetes
szamok n-edik hatvanyosszegének mod m vald viselkedésérdl szol.
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Bauer Mihdly dolgozatainak jegyzéke:

. Ferdén szimmetrikus helyettesitések elméletéhez. Math. Phys. Lapok -1

(1892), 356—359.

. A karakterisztikus egyenletek elméletéhez. Math. Phys. Lapok 3 (1894),

293—298.
Megjegyzés Dirichlet egyik tételéhez. Math. Phys. Lapok 3 (1894), 368—372.

. Megjegyzés Dirichlet egyik tételéhez. Math. Phys. Lapok 4 (1895), 331—336.

A négyzetes alakok elméletéhez. Math. és Term. Ertesité 13 (1895), 316—322.

Zur Theorie der quadratischen Formen. Ungarische Berichte 13 (1895),
37—44.

. Szamelméleti tételek 1. Math. Phys. Lapok 5 (1896), 149—160.
. Szamelméleti tételek II. Math. Phys. Lapok 5 (1896), 265—272.

Elementar-zahlentheoretische Sitze. Ungarische Berichte 15 (1887), 41—46.

. Adatok a végtelen szorzatok elméletéhez. Math. Phys. Lapok T (1898),

19—26.

. A hatar fogalmanak altalanositisa. Math. Phys. Lapok T (1898), 385—398.
. Adalék a véges csoportok elméletéhez. Math. és Term. Ertesitd 17 (1899),

611—617.

. A torzsszamhatvany-rendii csoportok elméletéhez. Math. és Term. Ertesits.

18 (1900), 133—135.

. Remarque sur la theorie des groupes finis. Nouv. Ann. 3, 19 (1900), 59—66.
. Note sur les groupes d’ordre fini. Nouv. Ann. 3, 19 (1900), 508—509.

. Note sur les groupes d’ordre px. Nouv. Ann. 3, 19 (1900), 509—511.

. A véges csoportok elméletének twjabb irodalmabél. 1. Math. Phys. Lap.

9 (1900), 101—109.

. A véges csoportok elméletének twijabb irodalmabol Il. Math. Phys. Lap.

9 (1900), 179—194.

. A véges csoportok elméletének tjabb irodalmabol. Ill. Math. Phys. Lap.

9 (1900), 264—284

. A Fermat-féle kongruencia tétel elméletéhez. Math. Phys. Lapok 10 (1901),

145—152

. Az idealelmélethez. Math. Phys. Lapok 10 (1901), 217—224.
. A binom kongruenciak elméletéhez. Math. Phys. Lapok 10 (1901), 274—278.
. Az irreducibilis egyenletek elméletéhez. Math. és Term. Ert. 20 (1902),

81—84.

. Kronecker egy tételérdl. Math. és Term. Ert. 20 (1902), 470—A473.

. Az Osszetett szamtestekr6l. Math. és Term. Ert. 20 (1902), 474—476.
. Sur les congruences identiques. Nouv. Ann. 4, 2 (1902), 256—264).
. Zur Theorie der irreduziblen Gleichungen. Ungarische Berichte 20 (1902),

30—33.

. Zur Theorie der binomischen Kongruenzen. Ungarische Berichte 20 (1902),

34—38.

. Zur Theorie der héheren Kongruenzen. Ungarische Berichte 20 (1902),

39—42.

. Zur Theorie der geometrischen Konstruktionen. Ungarische Berichte 20

(1902), 43—A47.

. A magasabbfoki kongruencidk elméletéhez. Math. Phys. Lapok 11 (1902),

28—33.

. A szamtani haladvany elméletéhez. Math. Phys. Lapok 11 (1902), 313—317.
. A véges csoportok elméletének uijabb irodalmabol. 1V. Math. Phys. Lapok

11 (1902), 340—345.

. Az azonos kongruencidk elméletéhez. Math. Phys. Lapok 12 (1903), 159—161.
. A geometriai szerkesztések elméletéhez. Math. Phys. Lapok 12 (1903),

251—255. :
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. Zur Theorie der arithmetischen Progression. Arch. der Math. und Phys.

3, 5 (1903), 274—2717.

. Adalékok az irreducibilis egyenletek clméletéhez. I. Math. Phys. Lapok 13

(1904), 9295,

. Adalékok az irreducibilis egyenletek elméletéhez. II. Math. Phys. Lapok

13 (1904), 319—322.

. Uber einen Satz von Kronecker. Arch. der Math. und Phys. 3, 6 (1904),

218—219.

. Uber Kreisteilungsgleichungen. Arch. der Math. und Phys. 3, 6 (1904), 220.
. Uber Zusammengesetzte Korper. Arch. der Math. und Phys. 3, 6 (1904),

221—222,

. Verallgemeinerung eines Satzes von Schoénemann. Journ. f. Math. 128

(1905), 87—89. -

. Beitrag zur Theorie der irreduziblen Gleichungen. Journ. f. Math. 128

(1905), 298—301.

. Az algebrai mennyiségek éltaldnos elméletéhez. Math. és Term. Tud. Ert.

23 (1905), 127—138.

. Vizsgalatok az 1-bdl szarmazé algebrai genusztartomanyok korében. 1.

Math. Phys. Lapok 14 (1905), 1—22.

. Vizsgalatok az 1-b6l szdrmazo algebrai genusztartomanyok korében. I1.

Math. Phys. Lapok 14 (1905), 88 —109.

. A szamtani haladvanyrol. Math. Phys. Lapok. 14 (1905), 313—318.

. Uber die aritmetische Reihe. Journ. f. Math. 13] (1906), 265—267.

. Affektus nélkiili egyenletekrdl. Math. és Term. Ert. 24 (1906), 30—33.

. Zur allgemeinen Theorie der algebraischen Grofien. Journ f. Math. 132

~(1907), 21—32.

. Uber Gleichungen ohne Affekt. Journ f. Math. 132 (1907), 33 35.
. Ganzzahlige Gleichungen ohne Affekt. Math. Annalen (aus einem Briefe

an Herrn Hilbert), 64 (1907), 325—327.

. Uber die auBlerwesentlichen Diskriminantenteiler erster Gattung. Math.

Annalen 64 (1907), 573—576.

54. Az affektusnélkiili egyenletek sfirségérdl. Math. és Term. Ert. 25 (1907),
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Egy Steinhaus-féle problémardl’

TurAn PALTOL

1. H. Steinhaustol szarmazik a kovetkez6 érdekes kérdés.
Ha egy

14-a, cos x4 a, cos 2x+ - - (1. 1)
trigonometrikus sorrdl azt tudjuk, hogy minden
Su(x)==1+a, cos x- .- 4a, cos nx (1.2)
részletsszege nemnegativ trigonometrikus polinom, azaz
$i()=0 el ) e e A (1.3)
akkor igaz-e, hogy
lim a,=07? (1. 4)

Steinhaus e problémahoz azon 30 év elétti tételével kapcsolatban
jutott, mely szerint, ha trigonometrikus sor pl. mindeniitt konvergens
¢és osszege pozitiv, akkor a sor az Osszegfiiggvény Fourier-sora.
igy vetddott fel azon dltalinosabb kérdés is, hogy vajjon az (1. 3)
Steinhaus-premissza nem vonja-e maga utan azt, hogy az (1.1) sor
egy L-integralhato fiiggvény Fourier-sora.

A kérdés nehézsége nyilvan abban all, hogy az (1.3) pre-

missza nehezen foghatd meg igazan jol. Valamivel konnyebben
kezelhetdnek latszik az a moédositott Steinhaus-féle premissza,
mikor csupan egy n, pozitiv egész létezését koveteljiik, hogy

84X =0, - 1= By O5X=20, (1.:5)

Ez esetben is valoszinii, hogy (1.4) fennall.

A kérdésre vonatkozod utolsé munkajaban® Sidon Simon, a
tragikuséletii kivdlo magyar matematikus, egy (1.5)-nél is dltala-
nosabb premisszat vezetett be oly A dllando létezését kovetelvén,
melyre

2n

_"is,,(x)|dx =A, n=0,1,... (1.6)

: 1 Szerz6 eldadasa a varsoi VIIL lengyel math. kongresszuson 1953. szept.
11-én.

2 Uber orthogonale Entwickelungen, Acta Litt. ac Scient. Szeged T. X~
fasc. 3—4 (1943) p. 206—254.
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Ha (1.5) fennéll, akkor nyilvan (1.6) is igaz, de nem megforditva.
Hogy ezen premissza mellett (1.4) igaz-e, az mar kétséges.® Egy
tovabbi enyhitése a Steinhaus-féle premisszanak, ha csupan oly

<y <-- <My < (1.7)
végtelen indexsorozat létezését koveteljiik, melyre
S X)=0,  y=L& . O=Ey=2% (1.8)

Ebben az esetben, mint Alexits Gyorgy megjegyezte, a Riesz Frigyes
altal eldszor tekintett formalis szorzat

]1(1 +¢cos 4" x)

ellenpéldat ad (1. 4)-re, mivel a cos 4" x-ek egyiitthatéi » — 1, 2, .. .-re
1 €s a részletszorzatok konnyen lathatolag egyben részletdsszegek is.
Hogy a probléma mély, azt az is mutatja, hogy, ha részlet-
osszegek helyett Fejér-kozepeket vesziink, akkor (1.4) mar az (1. 3)
Steinhaus-premissza esetén sem igaz. U.i. az

142 cosx+2cos2x+4--- (1.9)
sor elsérendii kozepei, mint jol ismert, nemnegativok.

2. Hogy a kevesebbetmondo
lima, —0 (2.1
fenndll, azt Sidon bizonyitotta be.! S6t azon tobbetmondd tényt is
kimutatta, hogy

lim -‘—}_“[a,, =0. (2.2)
>0 Il :1’:0 ;
E tétel egy altalanositdsat Erd6s Pal® bizonyitotta be. Szerinte az
(1. 3) Steinhaus-premisszabdl barmely ¢ >0 mellett legalabb annyi
kovetkeztethetd, hogy ,kevés“ oly » index van, melyre

lay| = c. (2.3

Pontosabban szélva az (1.3) premissza teljesiilése esetén azon
» = n indexek szama, melyre (2. 3) teljesiil, legfeljebb

(log n)”‘% : (2.4)

3 L. c 2p. 242—243. ) 2

¢ Acta Litt. ac Scient. Szeged. T. Il. p. 43—47. Szerinte (2. 1)-et elbtte
Neumann Janos és J. Schur is bebizonyitottak, de bizonyitasaikat nem publi-
kaltak.

5 Revista de la Univ. Nac. de Tucuman. Vol. I. (1940) p. 217—220.
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log n itt kettes alapt logaritmust jelent. E tételbél Sidon tétele a
kovetkezOokép nyerhet6. Rogzitve egy tetszOleges kis pozitiv &t a
» = n indexeket osszuk két osztidlyba, A és B-be aszerint, hogy

1 &
'azﬂ

=5 - Ekkor nyilvan

Ia1l<2 4

(2.:5)
Minden fix k& = 1-re

O, = %Jsk(x) cos kx dx,

azaz tekintve s.(x) nemnegativitasit,

2n 2n

|a:.-|:, [ls:(x)idx~i—1 [Sh(x)a'x_,,

0 0

tekintve az (1.2) normirozast.® Ezt és (2. 4)-et hasznalva
16

%}a,,!<2 log“?n. (2.6)
Tehat ebbol és (2. 5)-bol
1

= i log Feg : (2.7)

ha tehat n oly nagy, hogy

2 —-l g!
—n—log ) 5
akkor (2.7) épp Sidon tételét adja ki. Mint konnyen lathaté volna,
Erdos tételébol

log log n
Z[a,i<5nl rog 2. (2.8)

egyenl6tlenség is levezethetd volna.
Sidon tételének egy tovabbi altalanositiasa A. Selbergtdl szar-
mazik.” Eszerint az (1.3) Steinhaus-premissza mellett van oly

6 Fejér egy megjegyzése szerint még |a,| < 1 is igaz. L. Plya—Szeg6 :
Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis. Bd. II. p. 274.

7 Tudomasom szerint e tétel eddig nem lett publikilva. Hozzdm szobeli
kozléssel jutott.
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0<% <1, hogy

;i au
\ PR (2.9)
Ebbol rogton kovetkezik a Cauchy—Bunyakovszki-egyenlotlenség
alkalmazésaval, hogy

i 0 f ‘a 3 DT, R
Dla =221 || =l Dl W _
lan] =2 == . 2| D L<en
v=1 r=l1 DL | viel V
p2

azaz van oly 0 < d < 1, hogy

1 <
7 2 o] < oo (2. 10)
Viszont Erd6s és A. Selberg fenti tetelen koziil egyik se fedi a
masikat.

3. Ugyancsak A. Selbergt6l valé azon megjegyzés, hogy egy
trigonometrikus sor, melyre az (1. 3) Steinhaus-tulajdonsag teljesiil,
nem sziikségkép egy L*-osztdlyt fiiggvény Fourier-sora. A kovet-
kezdkben két tobbetmondo6 tételt mutatunk ki, melyek elsbje az
(1. 3), masika az (1. 5) modositott Steinhaus-premisszdra vonatkozik.

1. tétel : Létezik oly X'a, cos nx trigonometrikus sor, melynek
minden részletosszege nemnegativ és melyre Ya divergens.

Tehat a sor nem lehet egy L*-osztdlyhoz tartozd fiiggvény
Fourier-sora.

Il. tétel : Ha a pozitiv ¢ < 1 olyan, hogy

I'(«) cos % =2 &:1)
akkor taldlhato oly Xb, cos nx trigonometrikus sor, melynek minden
elég nagy indexii részletﬁsszege nemnegativ és melyre a

vlb l‘" (3.2)

"

sor divergens.

o= ;—re l(%) — )z miatt (3. 1) nyilvan teljesiil; tehat van

oly g8, > 2, hogy 2, |b,|" divergens, pediga b, cos nx sor minden

elég nagy 1|1dexu’l}eszletosszege nemnegativ. Tovabbi megjegyzé-
seket ezzel kapcsolatban a 9. pontban fogunk latni.



Rogton lathatd, hogy az eldzé pontok tételeib6l semilyen
fix pozitiv k létezésére nem lehet kovetkeztetni arra, hogy minden

(1. 1) sorra, mely (1. 3) alatti Steinhaus-tulajdonsaggal bir, a D'l

n=l
sor konvergens volna, hiszen e tételek egyike se tudja kizarni azt
a lehetéséget, hogy végtelen sok egyiitthatd 1 legyen (bar igen ritka
indexsorozatra). Nagyon valdszinii, hogy ilyen k nincs is, tehat
tetsz6leges nagy pozitiv k-hoz taldlhatd oly Xa, cos nx sor, melyre

(1. 3) premissza fennall ésZia,, | divergens. Ennek bizonyitasa igen
1

érdekes volna; ez a Yoﬁ}lg—Hausdorff-téte] szerint azt jelentené,
hogy a latszolag erds (1.3) megkotés mellett még az sem bizto-
sithatd, hogy a sor egy L,-osztalybeli fiiggvény Fourier-sora, ahol
Padi

4. Az 1. és 1. tétel bizonyitasdhoz két segédtételre lesz sziikség.
Az elst segédtétel a

)

szamokra vonatkozik, ahol 0 <« < 1. Mivel ¢, nyilvan

i n

:((c—i—ll—l ) =01, {4k

S o)
Cn = Fa+1) (@) (4. 2)
alakban irhatd, tehat a Stirling-formula alkalmazasaval n — oo-re
i nafl
Ca 7?'(*“7 . (4- 3)

Az els6 segédtétel azt fogja mondani, hogy a c¢,-ek az aszimptotikus
értékiiknél kisebbek, azaz® 0 < ¢ < 1-re
B e A
Cn = ( n ) = i'((t_j n = ], 2, ot RS (4. 4)
Miel6tt az elsé segédtételt bebizonyitanank, sziikség van egy
egyszerii egyenldtlenségre. Mivel 0 < « < 1, tehat az (1 -x)" fligg-
vény x >0-ra feliilr6] konvex, tehat az x - 0-hoz tartozd érintd

8 Hogy ezen egyenlétlenség ismert-e, nem tudom. Az a:% esetben
megtalalhato pl. Szasz Pal: A diffe’rencim- és integralszamitas elemei“ c. konyve
n

masodik kiadas I. kotetének 405. oldalan az | sinx dx vizsgalatan at bi-

'—n:,[

U
zonyitva.
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folotte halad, azaz
(1+x)°"=1+4ex,
ill. pozitiv egész n-re
4 I)a< « (n—}—l)a oy
(1-}7‘ __;1+—Hf, o =1 (4.5)

Ezutan ratérhetiink az els6 segédtétel bizonyitdsara, mely a
teljes indukcié egy sajatsagos mddjaval fog torténni. A (4 3) alatti
a521mptot1kus eloallitasbol, ha & tetszoleges kis pozitiv szam, akkor
n = n,- 1-re, ahol n,= n,(¢)

e = |y nm (4.6)

De ekkor azt allitjuk, hogy n— n,-ra is igaz a (4.6) egyenlétlen-
ség, ha n,= 1. U.i. (4. 1)-bdl nyilvan

el Il

n+1
e
Cu,, e
n+ e
¢,+1-re alkalmazhato (4.6) az indukcios feltevés értelmében, azaz

o=t ST

Cnp1 = (4. 7)
azaz

u Al e

De (4. 5)-bél

-1
i = ny , L

*(r( 1

azaz ezt folytatva adodik minden pozitiv egész n-re

£b (r( @t

Mivel & tetszbleges kis pozitiv érték volt, ebbdl az els6 segédtétel
maris kovetkezik.

5. A masodik segédtétel azt fogja kimondani, hogy a
&(x)=d,+d,cosx+ --- +d,cosnx (5. 1)

pozitiv monoton fogyo (ill. nemnovekvo) egyiitthatds trigonometrikus
polinom nem tiinhet el a

0<x<-§ (5.2)
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kozben. Megjegyezhetjilk — bar ennek mar tételeink bizonyitasanal
nincs jelentdsége — hogy az (5. 2) intervallum nem helyettesithetd
nagyobbal. U.i. n = 1-re a

go(x)=1-cos x4 cos2x+ --- 4 cosnx

polinom a kikotéseknek megfelel és

: 1
sin "—"g— x-cos% X
g‘)(x) o RS ’
2sin -

2
&
2n
kozben nem tiinik el, az trivialis; ez azonban célunkhoz nem volna
elég.
A masodik segédtétel bizonyitasara irjuk az (5. 1) alatti g(x)-et

] :

g(x)=2> d,cosvx+ > d,cosvx

=0
: o [A','A] +1
9

alakba. Jegyezziik meg, hogy az els6 Osszeg tagjainak szama leg-
alabb akkora, mint a masodiké és az els6 Osszeg tagjai nem nega-
tivok. Ha tehdt a masodik 0Osszeg d, cosvx tagjat osszefogjuk az
elsbnek d,-, cos(n—w»)x tagjaval, akkor

azaz x:%—re mér eltlinik. Hogy g(x) a kisebb 0 =x<

g(x) = > (d,cosvx+d,.,cos(n—w)x). (5.3)
y= [%] t1
De nyilvan
, e
0<(n—r)x < 5
tovabba
(n—r)x<vx<am—(n—7)x,
tehat

|cos vx| < |cos (n—v)x| = cos (n—»)X. (5. 4)
Tovabba az egyiitthaték monotonitdsabol
d’V é dll—W’

azaz ebbdl és (5. 4)-bol kovetkezoleg (5.3) minden zdrdjeles kife-
jezése nemnegativ. De ezzel médr a mdsodik segédtétel igazolva
1S van.

6. Ezutdn mar ratérhetiink a kimondott tételek igazolasara;
a két tétel bizonyitdsa csak a végén valik majd szét. Mint tudjuk,
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E 12| < 1-re, a (4. 1) alatti jeloléssel
» : % 1| ®
) y [ & v AR e £ 2R ST N , —ce
ahol a hatvany azon értéke veendd a jobboldalon, melynek értéke
1, ha z=0. Mivel a c, -egyiitthatok pozitiv és monoton nullsoro-
zatot alkotnak, tehat Abel—Schloemilch tétele szerint (6. 1) balol-
dali sora z—¢'" -re is konvergal, ha f==0mod 2-z. De ekkor az
Abel-féle hatvanysortétel értelmében
"; Z"reim =={] —3”)"“, <t 2

P

Mindkét oldalon a realis részt véve O < < 2zt-re

= ; sy sty
Z’C,.COS l'f::)f(l——e") e, {c !(c kit 2,’ 1
. (6.2)
at « i@ 5 08 = (7t—t)
S g B
P T St S R L (2 sin %) (2'sin£—)

o 1
(4.3)-bol konnyen kovetkezik, hogy a > |c.|" sor divergens;
n=1
tehat tételeink bizonyitasara elég kimutatni, hogy « -— %-re a (6.2)
sor minden részletosszege, oly pozitiv « < 1-ekre pedig, melyekre
3 et : ; 3 2 - -
I(u)cos-—2ﬂ>2:r" !, minden elég nagy indexii részletosszege
nemnegativ trigonometrikus polinom.

7. Legyen el6bb « — —%— és

&n (X, ;—) = }_:c,, COS ¥ X. (7.1)

y=0
Ha n = 2, az allitas evidens, hiszen
: 1 1 3
g,.(x,»z-) = 1—-‘*2*—‘_8‘>0
Mivel (4.7) alapjan az egyiitthatok monoton fogynak, a masodik
segédtétel alapjan 0 = x = i;—-re az allitds igazolva van. Feltehetd
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4 2 ccosvx|=

S T RO e g

T 2 G 7 s AT, " = " (o s g
oL S o s P e Sevr e p i
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(6. 2) alapjan
1} st E 1
g (x, 7):—::_'2 LACOBWE > et
. r=n+1 . o
; l/ 2sin e ol 2]/sm5
— ' ¢, cosvx.

r=n+l1

Foglalkozzunk a mésodlk rész felst becslésével. Ha

(1.3)

Si— +cosx+c052x+ - - cos rx 0= Ty

akkor, mint 1smert 0< x<2a-re

sin 2241

gy 1 o
[u] = S e {rs
25m? 2§m—2— R
Parcidlis 0sszegezéssel, ha N >.n, :

N X
XLy LORYX == Cicsa (St ~S8) v - S O St G Sy

v=n+1 3 St
+(Curt —Cus2) Snpa + - =+ (on- 1—CN)Sx-1+ Cx Sy

Mivel N—oc-re cx—0 és (7. 4) alapiin sy egy N-01 fuggetlen .58
korlat alatt marad, igy e

(c,,+1+ 5 (cy——cm)) c"*‘xf (1.5)

v=n+l1 = Cv=ntl sin _2_

251115

Ebbdl, az elsd segeédtételbsl és (7.3)-bol, tekintve, hogy l"(%)———

= |/, nyerjiik, hogy

1 el i 1
gn (x; "'2—) >_ s 3 2 2 2 - =
: 21 sin [ w(n+1) - sin a6y
1 !

S £ T e
w52 Jrain]

>
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Ebb6l azonban a I. tétel konnyen nyerhet6. Legyen el6szor

4
e & e
n

Ekkor

e X 400
SHIE=e
2 Ay el

)

ill.

/ X
l/ sensin 5> 2, (1.7)

azaz (7. 6) bol g,,( X 2)»0 Legyen végiil

/

ami a legkritikusabb rész®. Ekkor, mivel x > O-ra

sin x > X— =
S > 6
tehat
et X oA ;—r-,ﬁ(l 1 ]b) _’(]_i)
b el B e T Gl T Y SH-T:
azaz n =72-re
SARE ]/ SELE T 1/' R
V:/z:n sin 2 (1— 'g;l?) G s E} (1.8)
o
(7 (R
Tehat az els6 tétel igazolva van.
8. A masodik tétel bizonyitdsara legyen « olyan hogy
> %, () cosgzﬁ =2 8.1
Ekkor (6.2)-bol
an
COS=-= » TS |
galx, ey > -————4—326—“—— Z H ”“'ICOS VX.
(2 sin ?) y=n+11 \ /

*Haplac,= L egyenlétlenség helyett csupan a ¢, = V% egyen-
Ty v
lotlenség allott” “volna rendelkezésre, akkor fenti gondolatmenet nem vezetett
volna célhoz.
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A masodik részre parcialis 6sszegezést alkalmazva, mint (7. 5)-ben,

adodik
cos 22 ’ ( =g ) ,
o n-+41
gu(x, @) > T AR e,

(2 sin —2—) sin &

Az elsd segédtételbdl
cos 2~
T na—l
gu(x, (L) > T — = =
(2 sin 7) I(e)sin

Ha el6szor

1
l1-a

(F (@) cos %)

akkor az allitdis minden n = 3-ra ugyanigy kovetkezik, mint e-ban.
Ha a (3.1) alatti valamilyen e-ra

(_”2._)‘— . ®.2)

£, an
I'(e) cos —5-

akkor ezen « mellett a ll. tétel minden n = 3-re igazolva volna.
Feltehetd tehat, hogy (8. 2) ellenkezbje all és hogy

1

n ; 3, £ E X }Z J—Tzab.._ n _1- »
i I’ () cos % f
Hogy ez esetben az elég magas indexii részletosszegek nemnegativok,

az (7. 8)-el teljesen analég moddon lathaté be. Ezzel a Il tétel is
igazolva van.

9. Tekintsiik a Steinhausénal valamivel lazabb (1.5) feltételt.
Kézenfekvé volna azt gondolni, hogy pl. a

& CoS X
M= 2 log (n+2)

sor kielégiti a feltételt, ami maris igazolna a 3. pontban kifejezett

18 Matematikai Lapok
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sejtést. Ez azonban legaldbb is mélyebben fekszik, mint a II. tétel.
U. i. mint ismert'’, x—0-ra
1/x
dt 1
/z(x)~[ R o i
s log-T x log® —

Tehat h(x) sordnak n-ik részletosszegét h,(x)-el jelolve kis x-ekre

1 & cosnx

h(xX) ~ ———— —_— .
s xlog L v5 g (1 +2)

Az utols6 0Osszegre a (7.5)-nek megfeleld becslést alkalmazva
0<x<x(¢)-ra

h.(x) > i 1

x log® 316 log (n+ 3) sin% i

Ez a nemnegativitdst csupan oly x-ekre adja ki, melyekre ,kb.“

1—2¢ 1
PR s Y I
log*— g

azaz x kb. nagyobb, mint e 'Teen, Tehat a '; =x=e Viesn koz

nem uralhato igy.

PE3IOME

Havsas mpobiema OTHOCHTCS K CHELYIOLEMY BONPOCY : CJAEAyeT 1u K3
HEOTPULIATEILHOCTH YaCTHLIX CYMM YCJIOBHOTO psijga

w
14 D a.cos nx

n=1

(ycnoaue Ulreiiurayca), uro lim @, =0 win ke B 061eM ciayyae, 9To psij, npej-

N>

crasager co6ow muTerpupyemyio qyskiuio papa dypse. B pannoii padore ua
MOAXOASIEM MPUMEPE NOKas3aHo, 4ro npu ycaosun Lllteiinrayca Za;’, MOKeT

PacXofuThCsl, Gonee TOro, €CiiM Mhl SKENAEM [AOCTUIHYTh HEOTPHUIATEeILHOCTH
BCEX YACTHBIX CYMM C JOTATOYHO BBICOKHM HHJEKCOM, TO MOMET PACXOAHTHCH

AaKe u psif
1

T

>

10 Salem egy tételének épeciélis esete. L. pl. A. Zygmund : Trigonomet-
rical series. p. 115.

.
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€C/IM TOJIbKO —;— e ) g

I(e) cos aT” =~ 2a%

.Ynommyn,le BbILIE MPUMEPLI UMEIOT BHJ

2007(—- l)”(—vﬁj CoS 7 X.

=0

Jas pokasarenpctsa HeoOXOAMMO uMeTh 2 neMMbl. COriacHO mepBoii 1eMMbl,
ecu 0 <y <1, T0

G gty i
n =gy
A cOracHo BTOPOIi JIEMMBI, €C/1H KOd((ULMEHTbI KOCHHYCHOTO MOJIHHOMA MOPSIKA

7 00pasyroT MOJOMHUTENbHBIH, HEBO3PACTAIOULMIl HYJIEROH PS/l, TO MONMHOM He
ucyesaeT npu

n=42:7 0

T T
it S ST
n n

SUMMARY
The problem in question is whether or not the nonnegativity of all

X0
partial-sums of the formal series 1 - 2 a, cos »x (Steinhaus-condition) implies
y=l

the relation lim a,= 0 or more generally that the series is the Fourier-series
n->o

of an integrable function. In this paper is shown by example that a trigono-
metrical series satisfying the Steinhaus-condition not necessarily belongs to the
class L2, i. e. Ya} can diverge. If we require only that all partial-sums
with sufficiently large index should be nonnegative, then it is shown by
1
0 ——
example that also the series Z |a.|'" can be divergent if only % <a<l

n=1
and

I'(a) cos % = 2n%h
The examples are all of the form
_S_;) (= l)”(_vﬂj COS ¥ X;
=

in particular the apparently new property of the Mac-Laurin series of J1—z
is proved that the real part of every partial-sum is nonnegativ for |z|< 1.
The proofs require two lemmas. The lirst asserts that for 0 < y < 1 the inequality

(7+ pelis !
n = I'(a)

holds. According to the second lemma a cosine-polinomial of order n with

positive non-increasing coefficients does not vanish for —% i 4 %

n=123

18+

& orals puis
PR W it el

T e
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Néhdny, a Bessel-fiiggvényekkel kapcsolatos
végtelen sorrél

FenyS IsTvAn

Az alabbiakban néhdny, a Bessel-fiiggvényekkel kapcsolatos
végtelen sor osszegét allapitjuk meg. E sorokhoz a Bessel-fliggve-
nyekre vonatkozo tugynevezett addicids tételek vezetnek. Ezen addi-
cios tételek egyik csoportjat a Graf-féle képletek ' fejezik ki, melyek
a kovetkez6 modon irhatok fel:

v

Egy haromszog két szoge legyen 6 és v, a 6 szbggel szem-

kozti oldal legyen R, a v szoggel szemkozti oldal hosszisaga y.
A haromszog harmadik oldala legyen x. Akkor

R=)x+3y*—2xycos®.
Marmost a Graf-féle-tétel szerint

+®

./1’ (R) cos v ./’ T ;7 jr+m (x)jm (y) cosmb (1)
és : AT
Jy(R) sin vip — Z Jrim(X) Ju(p) sinm6 (2

Ji(f) az els6faji Bessel-féle fiiggvények, » pedig akarmilyen — %—nél

nagyobb szdmot jelenthet. RoOgzitsiik x és y-t és vdltoztassuk #-t.
Akkor az (1) és (2) sorok @-ban egyenletesen konvergensek.

1 Graf: Math. Ann. XLIII. 1893. 142—144 old.

ey
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Figyelembe véve azt, hogy a cos mf és sin m6 fﬁggvények a
(0, ) intervallumban ortogonalisak, azt kapjuk, hogy

%jjr(R) cos ¥ €os mOdO = [,1.,.(x) [ (¥) + Jr-n(X) J-n(¥)

és
%l J»(R) sin vap sin mOd6 = J,.,(X) Jn (¥) —Jo-m (X) ] (D)

Adjuk Ossze e két egyenletet, akkor azt kapjuk, Hogy

iJ Jo(R) €08 (r—mO)AO— Jyen(X) [ ().

Ez x és y-ban azonossag. A /, Bessel-fiiggvélny pozitiv gyokei
legyenek (ndvekvd nagysag szerint felirva)
2’1’1) lv‘l) LN ) x'w'; T T

Ha az el6bbi 0sszefiiggésben x helyébe 4,,x-et és y helyébe 4,;p-t
irunk, akkor a szébanforgé Osszefiiggés nyilvan érvényes marad,
mert ezéltal e dolgozat elején emlitett haromszog 6 és ¢ szogei
véltozatlanok maradnak. Az is nyilvanval6, hogy e helyettesités
révén R-bol 4,;R lesz. Igy tehat

n

l}rJ Jr(2iR) cos (v —mO)dO = ]y, (i X) Ju (Ari),

0

vagy pedig

13 ( 25@R). R R O S
"% o il a5 g

Vegyiik figyelembe, azt a kozismert tényt,* hogy

_ 0N Jo(dnl)
2 ; Avi Jyi1 (Aei)

egyenletesen konvergens a [d, 1—d] zart intervallumban, ahol &

2 Lasd példaul: T. II. Toacros: Psipsr Pypse. 1951. 282. old.
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akarmilyen egynél kisebb pozitiv szam, ha 1'>——;—. Legyen

0<r3§x§%~—d‘ és O<d§y§-;~——d, akkor nyilvan R a (0, 1)
szamkoz egy zart rész-intervallumaba esik és ezért
S jv(;vm’R) v
2 e ———
g“f lw’jﬂl'ﬂ (Z'm') R

sor egyenletesen konvergens, tehat megengedett az elobbi képlet-
ben az integralds és szummaézas mijveletének felcserélése. frhatjuk
tehat

P - 1
% 0<x<—+
L[ R cos pry—mb)ae — S SrenCordnlloy) o RE)
27 == Aeyi Jrri1 (Awi) 0 1
0 <SPS 5

A (3) alatti képlet bnmagédban is érdekesnek latszik, de érde-
kesebbek specidlis esetei.

Legyen pl. »=0, akkor a baloldali integrdl nyilvin O és
kapjuk azt, hogy

1
O<x< o
i‘ _Im (Xv()ix)jm(l()iy) = 0 1
i=1 lo.'jl (lol) ; O<y< -2—
m==0

A (3) képletben legyen x=y. Ekkor egyrészt
R=x]2(1— cos 8) = 2x sin %,

masrészt —g— +y= % Ebben a specidlis esetben (3) baloldalan

lévo integrdlba vezessiik be 1j véltozoként a w-t, igy azt kapjuk,
hogy

|2

fcos“' WY cos (V4 2myydy =

G @)
_ N Jorm(AeiX) Jn (Aeiy)

o gl: i _/ r+1 (lri) ;

O

L

Y A
A
Tt

(1)




"~ Ha m =0, akkor figyelembe véve a

7T

2
fcos”a,b cos vydy — 2:—1
0
képletet® a
& Jo(ix) Jo(hix) _ x* ( _g
R GRS R s
érdekes eredményre jutunk.
rdekes a » =0 eset kiemelése :
blda 1 (oo 1)

i Ji(Ae) 2
A (4) alatti képletben irjunk m helyébe —m-et (m>0):

3
2”x' v i hEe ot S jv+m(xrvix)jm(ivwix)
e Jcos W cos (v—2m)ypdy = & 1) ;

Ha itt » —=2m, akkor

o]y

22»1 x‘lm J el jm ( Xv"mi x)2
cosﬂm 'l/’d s - Ay Ee s T e S o
5 11” 2 ernijzlm&-l (l)vat)

i—=1

0
Ismeretes, hogy *
2m+1 2m+1),  za2m—1)!
J 2" m(m—1)!’

()

ezért ;
. _/m (lﬂmi X)—

(2”1—1)! O AL N
m ! (m _1)! * G é-f ;vai_/’.’m+1 (;\"lmi) .
Hasonl6 tipusti, de mas Osszeg-képleteket nyeriink, ha egy

masik addicios tételbdl indulunk ki. Ez az addicios képlet:

LR ypay $ LD cicos ), (s)

oy J= )
X% y

R m=0
3 Lasd példaul: TI. M. duxrenromsy: Kypc puddepenuuansuoro u
uHTerpaabHoro mcuucnennd. Il kotet. 1948. 153. oldal. L
4 D. Bierens de Haan : Nouvelles tables d’intégrales définies 1867. 41. old.
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ahol Cn(cost) a (1+ea*—2acos@)™” fiiggvénynek « hatvanyai
szerinti hatvany sorfejtésében az e™ egyiitthatéja® (v==0, —1,—2,...).
A C. (%) fiiggvényt magasabb gombfeliileti-, vagy Gegenbauer-fiigg-

vénynek nevezik. A C, fiiggvények egy ortogondlis fliggvényrend-
szert képeznek a kovetkezd értelemben®

+1 1 T
f Co(E) CJ[(&)(]—E)V‘?dE :_[C,I.’ (cos 6) C. (cos ) sin™ 6d 6 —
s 0 ; ,ha m==n
:E 2Hnl’(Zr-i—m) ., ha m—n.
2" "m\(v+n)I(v)

Az (5) alatti fiiggvénysor rogzitett x és y mellett 6-ban egyenlete-
sen konvergens, szorozzuk végig C, (cos ) sin®@-val és integréljuk
0-t6l s-ig tagonként:

[z cos ) sine 0 — ZLEYEM). Jorn®)Jea )
R 2""m\I"(v) xry”

0

Most ismét az el6bbiekhez hasonléan jarunk el: x és y szamok
; % szamkoz belsejébe és irjunk x helyébe 4,:x,
y helyébe 4,:y-t. Az igy kapott képletet osszuk el Z,: [,41(4.:)-vel
és osszegezziik i szerint. Ezaltal az

tartozzanak a (0

3 . v s 20 &y Jrim lw‘x)jw«m (l,,[y)
x| CY (cos 6) sin® 6d6 — i Jrin(
£ [ el & 2 )

eredményhez jutunk. A 2 és y-tol fiiggetlen &lland6, mely m és
r-t6l fligg csupan.

Figyelembe véve azt, hogy Co=1 és a {C,} fiiggvénysorozat
ortogonalis, kovetkezik, hogy a baloldali integral O, igy tehat

O <tixes ‘1?
9‘;‘ jw,-m (l»'ix) jy—f-m (X-riy) ik 1
. =0 Ay o St
2 Sl g
v==0,—1,—2,...
=015 2wt

s d G. N. Watson: A treatise on the Theory of Bessel-functions. 1952. -
3. old.
6 J. Lense: Kugelfunktionen. 1950. 290—291. old.



- O HEKOTOPbIX BECKOHEYHBIH PSIJAX, CBSISAHHBIX C ®YHKIMEN
gt L BECCEJIS!

2 ‘(Peswome)

O6cyskaaercss  J10Ka3aTeNbCTBO HEKOTOPBLIX  3aBUCHMOCTE, CBSI3aHHBIX
¢ ¢ynxumeit Beccensi. Ecom Beccenepbl (yHKuum nepsoro poaa BbIPasKeHb:
Jv(X), m ecim MONOKMTENbHBIH KOPEHb Avn SIBASETCS [y, TO AEHCTBATE/IbHDI,
Hanpumep, caeayiomeil opMbl 3aBHCHMOCTH :

R 0<x< %
8 — 20i J1(Z0i) 0O<y< 7
m uenoe # 0
- ® )
S _Iv(/zviX)JO(lviX) - l i _l_
T g_; Avifor1(Avi) 2 (0 ks Ll 2)
k- $ oot 1 3
2 TGy — 2 (0<x<
- S Inlamiy _ @moit, f0<x< 5
‘ = A2mifomi1(A2mi)  ml(m—1)1" AT ER e
Rt :
0<x< —;_—
= Avi vim (Avi 3 1
2 P
==} vi Jr41 \Twi V*_O,—l,—'z-.-

m=0,1,2,...




UBER EINIGE UNENDLICHE REIHEN DIE MIT DEN BESSELSCHEN
FUNKTIONEN IN BEZUG SIND

(Zusammenfassung)

Es werden manche Formein bezu%lich der Besseischen Funktioner
bewiesen. Bezeichnen wir mit /»(x) die Besselschen Funktionen erster Art,
mit 2, positiven Wurzeln von /,, so bestehen z. B. folgende Relationen :

< ’ O'<s X< %
Z‘“‘ Jmoix) Jm(R0iy) ¢
- Aoi J1(Aoi) 5 0<y<7

wm ganz + 0

Jv(Awix) Jo(Avix)  x7 e & 1
Zm_]‘y{-l‘;lm) ‘—? (0<X<'§‘: ”>—f}

>
o Jolax) 1 (o 1
; 3 (<x< )
2

40i.J1(Z0i) 2 @
Jn(A2miX)®  (2m—1)! o (O <x< —;— )
Aoni Jon+1(Rami) — mY(m—1)! \m ganz +0
0<x< %
&, Jrsm(Avix) Joim(dviy) 250 0<y< —;—

i= Z::l-]vﬂ(zﬁ) v# B e
- " % M= 0,F 2550




PELDAROVAT

Szerkeszti : Varca Tamis

A megolddsokat a Tarsulat cimére kérjik (Bp., V. Real-
tanoda u. 13—15). A boritékra irjuk feltiinéen : PELDAROVAT.
Minden megoldast kiilon lapra irjunk. Kozlésre szant példakat is
szivesen fogadunk, megoldassal, vagy annak kozlésével, hogy a
bekiild6 a példa megoldasat nem ismeri.

Kitizott példak
32. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlotlenséget * :
x=3 <" 4-3x+10
37. Az ABC derékszogii haromszog koré irt kor AB ivét
€rintse a C, pontban egy olyan C,C, szakasz, amelynek végpont-
jai az AC és BC egyeneseken vannak, és amelyre C,C,=C,C..
Hasonl6 tulajdonsédgn szakaszok érintsék a masik két ivet is (a

betiizést ciklikusan folytassuk). Bizonyitsuk be, hogy az A,B, C,
haromszog egyenl6oldala.

38. Meg akartuk oldani az

%2 —xy-+32—6,

9

i —x—-32=6,
2x-+4 2xy—%:0

egyenletrendszert. Kivontuk egymdsbdl az elsé két egyenletet, majd
hozzaadtuk az els6 egyenlet kétszereséhez a harmadikat, végiil

mindharom egyenletet 6sszeadtuk. Igy a kovetkezd egyenletekhez
jutottunk :

x(1—y)=0, és innen x—=0, y—1;

x+xy+62=12, és a fenti értékek ezt is kielégitik.

* A példa lapunk el6z6 szamaban eldjelhibaval jelent meg.
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Az eredeti egyenletrendszert azonban ezek az értékek nem elé-
gitik ki! Hol kovettiink el hibat?

39. Milyen esetben ekvivalens az

fi(x, 3, 2)=0,
fz(x, Y, Z) S 0:
fi(x, 3, 2)=0

egyenletrendszer az
a,fi(x,, z)—}—a,fg(x, Y, Z)+03fg(x, Y, Z) =0,
blfl(x: Y, Z)+bJ2(X, Y, z)+b3f3(x, Y, 2) =0, 3
afy (%, 9, 2)F-6fo(x, ¥, 2)F-c:f5(x, ¥, 2) =0

egyenletrendszerrel ?

40. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyismeretlenes egyenlet
mindkét oldaldra alkalmazzuk ugyanazt a fiiggvényt (de azonos
atalakitdst nem végziink), akkor

a) ha a fiiggvény mindeniitt értelmezve van, olyan egyenlet-
hez jutunk, amely az eredeti egyenletnek kovetkezménye ;

b) ha a fiiggvény amellett szigortian monoton, akkor az ere-
detivel ekvivalens egyenlethez jutunk.

Hogyan enyhithetnénk a fenti feltételeket ?

(Akkor mondjuk, hogy egy A egyenletnek egy B egyenlet
kovetkezménye, ha valahdnyszor A teljesiil, B is mindig teljesiil,
azaz ha A minden gyoke B-nek is gyoke; ekvivalensnek pedig
akkor mondunk két egyenletet, ha mindkettd kovetkezménye a
mésiknak. Szigorian monotonnak akkor neveziink egy f(x) fiigg-
vényt, ha x,<Xx, esetén vagy mindig az f(x,)<f(x,), vagy mindig
az f(x,) > f(x,) Osszefiiggés teljesiil.)

41. Vizsgaljunk n halmazt abbo6l a szempontbél, hogy a
koziiliik tetszésszerint kiszemelt & szamu halmaz (1=k=n) kozis
része iires-e vagy nem, és tetszésszerinti / szama halmaz (1=1[=n)
kozos részével egybeesik-e vagy nem. Hany esetet Kkiilonboztethe-
tink meg ? Héany eset van akkor, ha kikotjiik, hogy az n halmaz
egyike sem iires? (Két halmaz, A és B kozott az utébbi esetben
nyilvan a kovetkezd Ot Osszefiiggés egyike all fenn: . a két hal-
maz kozos része iires, azaz A és B idegenek; 2. kozos résziik
nem iires, de egyik halmazzal sem esik egybe, azaz egyik sem
részhalmaza a masiknak; 3. kozos résziik egybeesik az A hal-
mazzal, de a B-vel nem, azaz A valddi része B-nek; 4. B valodi
része A-nak; 5. kozos résziik mindkettojiikkel egybeesik, azaz A
és B egybeesik. Harom halmaz kozott 109 kiilonboz6 osszefiiggés



lehet. Elég az n halmaz lehetséges Osszefiiggéseinek szamat explicit
kifejezés helyett rekurziv formuldval adni meg, vagyis az n-nél
kevesebb halmazra vonatkozé megfelel6 szamokkal fejezni ki.)

42. Bizonyitsuk be, hogy az dabra helyesen tiinteti fel az
alabbi négy halmaz (fenti értelemben vett) Osszefiiggését :

1. trapézok (a kovetkezd definicié szerint: olyan négyszog,*
amelynek van két parhuzamos oldala);

2. felezbnégyszogek (definici6: olyan négyszog, amelynek
egyik atloja felezi a masikat);

3. érinténégyszogek ;
4. hirnégyszogek.

tropéz

V77777 feiezd negyszogek

E5Slénints négyszogek

Az 4dbra mely pontjai felelnek meg a deltoidoknak ? (Definici6 :
olyan négyszog, amelynek két szomszédos oldala egyenld, és a
masik kettd is egyenld.)

43. Abrazoljuk a kovetkezé halmazok Osszefiiggéseit:
1. hiurnégyszogek ;

2. érintdnégyszogek ;
3. trapézok;

4. parallelogrammak ;
5. deltoidok.

(Az &brankrol leolvashato allitasokat bizonyitsuk is be.)

* Itt és az alabbiakban is kikdtjiik, hogy a négyszog oldalai ne messék
egymast.



= s —— B Aasee—a ]

Megoldott példak

24. példa. Oldjuk meg és diszkutdljuk az I. gimndziumi
matematikakonyv kovetkezo feladatat: ,Szerkesszetek olyan kort,
amely egy haromszOg harom cstcsatol 1—1 cm tavolsagban ha-
lad.“ (211. lap).

Megoldds. Ha egy kor a haromszog csucsaitél 1—1 cm tavol-
sagra halad, akkor érinti a hadromszog cstcsai koéré 1 cm sugérral
rajzolt koroket. Megforditva, ha egy kor érinti a hdromszog csu-
csai koré 1 cm sugdrral rajzolt koroket, akkor ez a kor 1 cm-re
halad a haromszog csticsaitol. igy a feladat ekvivalens a kovet-
kezbvel : szerkessziink olyan kort, amely harom 1 cm sugart kort

ferpes
© @%

2. abra

Az érintbkor a kovetkezd helyzetet veheti fel az adott korok-
hoz képest:

a) mindhdrom adott kort a belsejében tartalmazza ;

b) szétvalasztja a korOket, azaz vagy egyet vagy ketttt tar-
talmaz a belsejében ;

c) egy adott kort sem tartalmaz, de Ot sem tartalmazza
egyik sem ;

d) egy,

e) két,

f) harom adott kor belsejébe esik ;

£) valamelyik adott korrel egybeesnk

(A d)—g) eseteket lasd az abran.)
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Természetesen ezek egyszerre mind nem fordulhatnak el6.
rl. ¢ és ftipusi kor nem lehet egyszerre. Viszont ugyanolyan
tipust érintokor tobb is lehet. Az érintékorok maximadlis szdma —
mint dltaldban appolldniusi feladatokban — nyolc. Hogy mikor milyen
tipustt van, és melyik tipusbol hény, attél fiigg, hogy az adott
korok hogy helyezkednek el egymdashoz képest. A korok vagy
kozos pont nélkiiliek (k), vagy érintik (e), vagy metszik egymast
(m). Pl. kem jelentse azt, hogy két kor a harom adottb6l kozos
pont nélkiili, kettd érinti, ketté pedig metszi egymast. A kovetkez6
esetek lehetségesek ; kkk, kke, kkm, kee, kem, kmm, eee,
€em, emim, mimim.

Konnyen belathatd, hogy az egyes esetekben a kovetkezd
tipusok a kovetkezd szdmossagban léphetnek fel:

kkk: a, 6b, c kem: a, b,c, d
kke: a, 4b, c kmm: a, ¢, 2d
kkm: a, 25, c eee: a, ¢, 3¢

kee: a, 2b, ¢, g eem: a,c¢ 2d, g

A még hatralevd emm ¢és mmm eseteket tovabb kell bontani =
emm:
Az érintési pont a harmadik kor belsejébe esik: a,c,2d, 2e

Az érintési pont a harmadik kor hatdran van: a,d

Az érintési pont a harmadik koron kiviil esik: a,c, 4d
mmm :

Barmelyik két kor metszéspontjai a harmadik koron Kiviil
esnek: a,c, 6d.

Barmelyik két kor egyik metszéspontja a harmadik kor kerii-
letére, a masik a koron kiviilre esik: a, 3d.

- Barmelyik két kor egyik metszéspontja a harmadik koron
kiviilre, a masik a belsejébe esik: a, 34, 3e, f.

Egyik kor atmegy a mdsik két kor egyik metszéspontjan,
masik metszéspontjuk a kor belsejébe esik: a, d, 2e.

Egyik kornek a masik kor mindkét metszéspontja a belsejébe
esik: a,c, 2d, 4e.

Eléfordulhat, hogy egy vagy tobb érintOkor egyenessé fajul.
Ha ezeket az elfajuld eseteket kiilon akarndnk valasztani, igen
bonyolulttd valna az osztalyozas.

Az érintdkor megszerkesztésének modja mas és mas aszerint,
hogy milyen tipust érint6korr6l van szd. Az Osszes esetet végig-
gondolva belathatd, hogy a szerkesztés négy alaptipusra vezethetd
vissza. Az a és c tipusu koroket ugy kaphatjuk meg, hogy a
haromszog koré irt kor sugarat 1cm-rel noveljiik, illetve csok-
kentjiik. Az f tipusi kor ugyanigy szerkeszthetd, csak nem 1 cm-rel
kell csokkenteni a sugarat.
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A tobbi esetben mindig van egy ,kitiintetett“ kor. Pl ha kéf
kor van az érintokoron Kkiviil és egy beliil, akkor a beliillévi a
Skitiintetett® kor. Noveljiik ennek a ,kittintetett“ kornek a sugarat
2cm-re, a masik kett6t pedig zsugoritsuk ponttd. Ha megszer-
kesztjiik a kapott két ponton atmend, és-a 2 cm sugarti kort érintd
koroket, aztan a kapott korok sugarat 1 cm-rel noveljiik, illetve
csokkentjiik, a keresett koroket kapjuk.

o

3. abra

A szerkesztés tehat erre redukalddott: szerkesztendd két adott
ponton atmend, adott kort érinté kor.

Jeloljiik az adott kort k-val, a keresettet K-val, az adott pon-
tokat pedig A-val és B-vel. Rajzoljunk olyan kort, amely atmegy
A-n és B-n, és metszi k-t. Jeloljiik ezt k’-vel. Kossiik 0ssze k €s K
metszéspontjait, C-t és D-t egy egyenessel. Ennek az AB egyenessel
val6 metszéspontja, P, éppen k, k', és K hatvanypontja. De akkor
P rajta kell legyen k és K hatvanyvonalan, azaz kozOs érintdjén.

P ANT—="8
4. abra

A szerkesztés a kovetkez6: tetszésszerinti, A-n, B-n Aatha-
ladd és k-t metsz6 kort rajzolunk. A kapott C ¢és D metszés-
pontokat, valamint A-t és B-t Osszekotve meégkeressiik P-t. P-bdl
érint6t szerkesztiink A-hoz. Az érintési pont és az A és B pontok
altal meghatdrozott kor a keresett. Mivel P-b6l két érint6 huzhato
k-hoz, két megoldast kapunk.

19 Matematikai Lapok
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Ha az egyik adott pont az adott korre esik, a szerkesztés
egyszeriibb :

Az A pont kozos pontja az adott és keresett kornek. Mivel
ez a két kor érinti egymast, csak egy kozos pontjuk lehet (vagy
minden pontjuk kozos; lasd alabb) Igy k és K A-ban érintik egy-
mast, tehat K kozéppontja k-nak az A ponthoz huzott sugaran
van. De ez a kozéppont rajta van A és B felez6 merblegesén is,
ezért ott van, ahol ez a felezomeréleges a mondott sugarat metszi.

5. abra

~ Ha B is a k koron van, akkor K egybeesik k-val, nincs mit
szerkeszteni. Ez a helyzet a g esetben.

Megoldotta: Bukovszky FERENC, FARAGO LAszLO, HAMMER
ENDRE, REMENY! GuUSzTAv. Részben megoldotta: CzAPARY ENDRE,
FRIED VILMOS, MARIK MIKLOS, SCHANDL GABOR, ScHMIDT ELIGIUS,
ZAWADOWSKI ALFRED.

25. példa. Mi azon korok kozéppontjanak mértani helye,
amelyek atmennek egy adott ponton, és amelyekbdl egy adott
egyenes adott hosszisagu hart metsz ki?

1. megoldds. Valasszuk az adott egyenest koordinatarendszeriink
x-tengelyéiil, s az y-tengelyt tgy helyezziik el, hogy dtmenjen az
adott P ponton. A htir hossza, melyet az x-tengely a korokbol
kivag, legyen d. Jeloljiik a korok kozéppontja alkotta gorbe pontjait
O(x, y)-nal.

Az O(x,y) kozéppontu kor atmegy a P(0, p), A(x—% ; O),

B(x+%,0) pontokon. Ebbél kovetkezik, hogy OP—= OA, azaz

i 2
x4 y—p)y = n =k

Rendezve

2

4 L i
X —2py+ 9 —p=2p (y— e

8p
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Tehat a P-n atmend, az x-tengelybdl d hosszuisagu szakaszt kivago
korok kozéppontja egy olyan, az y-tengelyre szimmetrikus parabolan
4 p2__ a2 8 p2 R b

87 8p magassag-

van, melynek cstcsa , fokusza pedig

ban van.

Forditva, ezen parabola minden pontja megfelel a feltételnek,
mert a fenti szdmolés visszafelé is elvégezhet6. Vagyis a kapott
parabola a keresett mértani hely.

Czapdry Endre

Megoldotta még : AbAm ANDRAS, BukovszKy FERENC, FARAGO
LAszLO, FiTos LASzLO, FRIED VILMOS, HORVATH MARTON, KOVACS
LAszLO, MARIK MikLOS, REMENY! GuszrAv, ScHMIDT ELIGIUS,
ZAWADOWSKI ALFRED.

0
E|
DINF
A “C 8 e
6. abra

II. megoldds. L.egyen O a megadott pont, AB pedig az e egyene-
sen mozg6 megadott hossziisagi szakasznak egy helyzete. Kérdés,
milyen mértani helyet ir le az OB ¢és az AB szakaszok felez6mer6-
legeseinek D metszéspontja. Az nyilvanvald, hogy az OC (lasd az
abran) és az AB szakasz felezdmerdlegesének E metszéspontja para-
bolat ir le; ez a pont ugyanis az AB szakasz barmely helyzetében
ugyanakkora tavolsagra van O-t0l, mint az e egyenest6l. Azt
allitjuk, hogy az ED tavolsig fiiggetlen az AB szakasz helyzetét6l,
és igy a D pont is parabolat ir le. Valéban: FDE /. ~OBC /\
(lasd az abrat), mert oldalaik paronkint merblegesek; amellett a
két haromszog hasonlosagi aranya allando, mert F az ED egye-
nest6l allandé %(1‘ tavolsagra van (F ugyanis, mint az O BC harom-
sz0g koré irt kor kozéppontja, rajta van BC felezdmerdlegesén), és
az OBC haromszogben ennek megfeleld magassag is allandd. De
az OBC hédromszogben BC is allando, tehat allandé az FDE
haromszogben BC-nek megfelelé DE oldal is.

19%
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26. példa. Szerkessziink egy korszeletben egy adotthoz
hasonl6 haromszoget, két csucsdval az iven, egy csticsaval a hir
adott pontjaban.

Megoldds. Legyen az adott haromszog ABC, a koriv DE, a
har adott pontja A’. Vegyiink fel a koriven egy tetszésszerinti B”
pontot, az A’B’ alapra rajzoljunk ABC-hez hasonlé haromszoget.
Csusztassuk végig B’-t a koriven, ekkor C’ olyan D'E’ ivet ir le,

amely DE-bol A" koriili, e szogil, ng—g aranyti forgatvanyuj-

tassal keletkezik. C’ keresett helyzetének ott kell lennie, ahol ez
a két iv metszi egymast.

Az « szoggel valo elforgatisnak és A-szoros nydjtasnak meg-
feleld korivet a kovetkezOképpen szerkeszthetjiik meg: Az A'O és
A’'D egyeneseket A" koriil e-val elforgatjuk, €és A-szorosukra nytjtjuk.
Igy kapjuk az O" és D’ pontot. Az O koriill O’D’ sugarral rajzolt
kor a megoldas.

A feladat akkor oldhaté meg, ha a forgatvanyudjtott kor metszi
a DE ivet. Lehet, hogy nem metszi és lehet, hogy egyszer vagy
kétszer metszi. Ha a DE hur adott pontjdba nem A’-t, hanem
B'-t vagy C’-t tessziik, ijabb megoldésokat kaphatunk. A megoldasok
maximalis szdma tehat hat. Ez a szam megduplazodik, ha meg-
engedjiik, hogy A’B’C’ ellenkezd koriiljarasi iranyt legyen, mint

G

Kovdcs Ldszlo

Megoldotta még: Bukovszky FERENC, CzZAPARY ENDRE, FARAGO
LAszLO, MARIK MIKLOS, REMENYI GuUSZTAv, SCHMIDT ELIGIUS
(kétféle modon is), VIGASSY JOZSEF, ZAWADOWSKI ALFRED.

27. példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:
xl + x2 e al ’
Xy +X3=ay,
X3 +Xi=as,
Xn-1 + Xn= Qn-1,
Xn + X; = Qxn.

Megoldds. Tegyiik fel eloszor, hogy egyenletrendszeriink in-
homogén, azaz nem minden a; nulla. Szorozzunk meg minden
masodik egyenletet —1-gyel, és adjuk Oket tssze. Kétféle eredményt
kaphatunk. Ha n pdros, akkor az Osszeg

al—a2+a3—". +an-1_au e O-

Vagyis paros n esetén egyenleteink nem fiiggetlenek egymastol.
Ha ez az osszefiiggés nem all fenn a megadott konstansok kozott,
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egyenletrendszeriink ellentmondd, nincs gyoke. Ha pedig teljesil,
az egyik ismeretlen, mondjuk x, értékét tetszésszerint valaszthatjuk
meg. Xx, tetszésszerinti értékét az egyetletrendszerbe irva a tobbit
sorra kifejezhetjitk vele:

Xy = a,—X,, Xy == Qy—Xg;5 o+
Ha n pératlan, az 6sszeg
2x1=-al—ag—*'a;;’—"'_an—l_*_an-

Ebbol x,-et kifejezve és értékét az egyenletekbe irva, a tobbi isme-
retlent is meghatarozhatjuk, ugyanugy, mint el6bb.

* Ha egyenletrendszeriink homogén (minden a; nulla), csak
akkor van csupa O-t6l kiilonboz6 megoldds, ha az egyenletrend-
szer determindnsa nulla. Ez a helyzet paros n esetén. Ekkor meg-
oldds minden

Xi=— —Xeg=—% — —Xy=—

értékrendszer. Paratlan n esetén a determindns nem O, igy csak
trividlis megoldas van.
g & o4 Bukovszky Ferenc
Megoldotta még: ApAM ANDRAS, CzAPARY ENDRE, FITOS
LAszLO, FARAGO LAszLO, FRIED ViLmos, HAMMER ENDRE, HORVATH
MARTON, KOVACS LASZLO, MARIK MIKLOS, NAGY JENO, REMENYI
GuszTAv, ScHMIDT ELIGIUS, ZAWADOWSKI ALFRED.

28. példa. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:
s ) g =

Megoldds. Ha a és b koziil az egyik, mondjuk a =0, akkor
a masodik egyenletb6l

0" —=b".

Ez csak b=0 esetén teljesiilhet, akkor viszont mindig teljesiil,
kivéve ha x=0 vagy y=0.(0-nak a O-adik hatvénya nincs értel-
mezve.) Ekkor megoldas minden, az els6 egyenletet kielégité x, y
értékpar. i
Ha a és b koziil az egyik, mondjuk a = 1, akkor a masodik
egyenletbdl ,
b’ =1.

Ebbol vagy y =0 kovetkezik, ami az els6 egyenletet nem elé-
giti ki, vagy pedig b= 1. Ha a— b—1, a masodik egyenlet min-
den x és y-ra teljesiil. Igy ekkor is minden, az els6 egyenletet
kielégité x, y megoldas.

Ha a =05, de sem nulldval, sem eggyel nem egyenldk, a
masodik egyenletet kielégiti minden x — y értékpar. Mivel ez az
elsOt is kielégiti, az egyenletrendszernek is megoldasa.



Tegyiik fel, hogy a==0, b=0, a = b. Vegyik mindkét
egyenlet logaritmusat :
y log x = xlog y,
xloga=yloghb.
A mésodikbol
~_loga

~ log b

frjuk be ezt az els6 egyenletbe. Egyszeriisithetiink x-szel, mert
nem nulla. Kapjuk, hogy

28 loga | kee
lOg b logx ]Og ( 2 b 10g 3 Iogx
Ebbol
lOg IOO’ a ] % 10011;
A __lgg'b s Og a og a-log b
log x = log a 10g 5 :
log b
és igy
log b
,,,,, lOg a \loga-logb
= ( log b) .
log a | . | |
log 4 —1-gyel szabad osztani, mert az a == b feltétel miatt
log a
log b =+ 1.
Végiil

log o

loga (1oga)w
lOgb \log b :

Kovdces Ldszlo

Megoldottak még: ADAm ANDRAS, BukOvszKY FERENC (kétféle-
képpen), CZAPARY ENDRE, FARAGO LASzLO, FRIED VILMOS, HAMMER
ENDRE, HORVATH MARTON, NAGY JENO, REMENYI GUSZTAV, SCHMIDT
ELIGIUS, VIGASSY ]JOZSEF, ZAWADOWSKI ALFRED.

1. megjegyzés. Az a — b= 0vagy 1 esetben az egyenletrendszert
— amely ekkor az x¥=— y” egyenletre redukdlodik — nemcsak az x =y
feltételelnek elegettevo értékek elégitik ki, hanem végtelen sok kiilon-
boz6 szampar is. Vizsgadljuk u. i. egy adott y =y, > 0-nak megfeleld
z2=x" és z=1y; gorbék menetét. Az x=y, helyen értékiik meg-
egyezik: iranytangensiik itt yi°, ill. y¢° log yo. Ha tehat y, kisebb
a logaritmus alapszdmanal — mondjuk e-nél — de nagyobb 1-nél,
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akkor kezdetben a hatvanyfiiggvény gyorsabban emelkedik, id6vel
azonban az exponencidlis fliggvény,” amely barmely hatvanyfiigg-
vénynél er6sebben tart a végtelenhez, folébekerekedik; tehdt a
folytonossag miatt a két gorbének az x —y, helyen kiviil is van
kozos pontja. Hasonld okokbol y, > e esetén is van a gorbéknek az
x =17, helyen kiviil még egy kozos pontja.

2. megjegyzés. Azzal, hogy az egyenleteket logaritmaltuk,
eleve pozitiv gyokokre szoritkoztunk, Osszhangban az xv fliggvény

XU =— ¥ 108 =

definiciojaval, amely a valos szdmok korében kizérja a negativ alapot.
Reményi Gusztdv

29. példa. Oldjuk meg és diszkutdljuk a kovetkezo egyenlet-
rendszert :

x—a—b x—b B e
x—a+b y—a’ x—a y+b’
Megoldds. Mindenekel6tt megallapitjuk, hogy x = a—b, x=a,
y=a, y=——>b nem lehet gytke az egyenletrendszernek, mert e
helyeken az egyenletek értelmetlenné valnak.

Ha a-—0, a masodik egyenletb&l %20. Ennek csak 6 —0

esetén van értelme. Ekkor viszont az elsé egyenletbdl azt kapjuk,
hogy

X o
'}:—:'??, azaz XxX—=) '

kell legyen. Vagyis ebben az esetben az egyenletrendszer hatéro-
zatlan, minden x =y értékpar megolddsa. Ugyanide jutunk, ha
b = 0-bol indulunk Kki.

Ha sem a, sem b nem nulla, a masodik egyenletbdl

o a(x—(;z)—b- :

Ezt az els6 egyenletbe irva az

(a—b)x* —(2a*+ab-+b)x+a(a+b)y+26°=0
masodfoku egyenletet kapjuk. Ha a == b, ennek megoldéasa
20 +ab+b0*+b)9 (a—0by+16ab

2(a—0) s
Az egyenletnek mindig két valds gyoke van, mert a diszkriminans
9(a—b) 4 16ab = 8(a*+ b*) + (a—b)* > 0.




Ha a=0b, az egyenlet els6fokiira redukalodik, és a megoldas

wda
_ S
y megfeleld értékei :
ha a =0,
_ 3a*—ab+20+a|9(a—by+16ab
5 2(a—0) {
ha a =,
a
R

Természetesen ezek a kifejezések csak akkor gyodkei valoban
az egyenletnek, ha a és b értékei olyanok, hogy x és y nem
egyezik meg egyik fent kizart értékkel sem.

Schmidt Eligius

Megoldottdk még: BUKOVszKY FERENC, CZzAPARY ENDRE,
FARAGO LAszLO, HAMMER ENDRE, Kovics LASzLO, REMENYI
GUSZTAV, ZAWADOWSKI ALFRED.

30. példa. a) Forgassuk el a sik egy S alakzatat a sik egy
O pontja koriil tetszésszerinti szoggel, és hajtsunk végre raijta,
ugyancsak O-bdl, mint centrumbdl kiindulva, tetszésszerinti aranya
hasonldsagi transzformaciot. (Roviden: Végezziink S-en O cent-
rummal forgatvanytjtast.) Az igy kapott S’ alakzatot ugyancsak O
centrumt, tetszésszerinti szogli €s aranyu forgatvanyujtassal vigyiik
at az §” alakzatba. Bizonyitsuk be, hogy az S, S, §”, alakzatok
egymasnak (a transzformacid kovetkeztében) megfelelé pontjait
0sszekOtd P PPy, P,P;P; stb. haromsziogek hasonldk, és ugyan-
csak O koriili forgatvanyujtassal vihetdk at egymasba.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha az utdbbi forgatvanyujtasok soran
a PP’P” haromszogek egy csicsa leirja az S alakzatot, akkor e
haromszogek tobbi pontjai, egyaltalan a sik minden pontja, amelyet
e haromszogekhez tartozonak tekintiink, egy S-hez hasonlo és S-bol
O koriili forgatvanyujtdssal szarmaztathato alakzatot ir le.

c¢) A fentiek alapjan oldjuk meg a 12. példat. (Adva van két
négyszog. Irjunk egyikbe a masikhoz hasonlot.)

Megoldds. a) Elég az allitist az S alakzat két tetszéleges
P, és P, pontjara bizonyitani. Legyen az els6 forgatvanyujtasnal az
elforgatas szoge ¢, a nyujtis pedig a-szoros, a masodiknal a szog
B, a nytjtids b-szeres.

PiPO A ~BPIO A,
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mert
OP—=b - OP;—ab-0P,, OPi—1db OPF;,

és a kozrefogott szog mindkettbben e+ 8. Ugyanigy lathaté be,
hogy P,P.O )\~ P,P;0 A, és P Py O \~P;P} O /\; itt az olda-
lak a-szor, illetve b-szer akkorak, a kozrefogott szog pedig e,
illetve B. A haromszogek hasonlosagabol kovetkezik, hogy

OP P/ —0PPi=<x, OPPis—0P, B4,
OP P g =0RP %, OPFIP2—0P;Plex.

Az elsé kettét a masodik kettébdl kivonva kapjuk, hogy a P, Pi P, /\
és P,PiP; /. két szogben megegyezik, tehdt hasonld. Azt kell
még bizonyitani, hogy éppen O koriili forgatvanytjtassal vihetok at
egymasba.
el OP,

A P, pontot P,OP; szogli, A =~ OP.
gatvanyujtas viszi at a P, pontba. Ugyanez a forgatvanyujtis a
P; pontot a P; pontba viszi at. Ugyanis

P{OP;<:P10P.;¢,

mert OP;-et, és OP,-t is e-val forgattuk el. Masrészt gf},-—i.
mert OP;=a-OP,, OP;—a-OP,. Ugyanigy lathato be, hogy ez
a forgatvanyujtas P’-t éppen P”-be viszi 4t. Ha pedig a haromszdg
harom cstcspontjat egy forgatvanyujtas atviszi egy masik harom-
szdg cstcsaiba, akkor az az egész haromszoget is atviszi a masik
haromszogbe.

b) (Megjegyzés: A feladat szovegében tévesen szerepeltek a
kovetkezd szavak: ,és igy masik két csticsa is.“)

Legyen az § alakzat hdrom pontja P, P,, P;, a haromszoghoz
tartozonak tekintett pont megfeleld helyzetei Xl, X,, X,. Bizonyitando,
hogy az X;-k 4ltal alkotott két szakasz aranya megegyezik a meg-
feleld Pi-k alkotta szakaszok aranyaval, ¢és hogy a megfeleld szogek
egyenlk. P,-et P,-be vigye at « sz0gii és a-szoros forgatvanyujtas,
P-t P-ba @, b adati. Ugyanezek viszik X-et X.,-be, illetve X,-t
X,-ba. Ezért

P,P,O A ~ X X0 /. és PyP0 p ~ X, X0/ *)
Ezekbol kovetkezik :
RO, Pt - -OFs . BB
OX S X X N X, X’

aranyd, O koriili for-

vagyis
P1P2 ks P-zps
Kk XS,
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Masrészt ‘
OFP;P<x—=0X.Xi3 és OP,P, = 0X. X<,
ezeket Hsszegezve:

PR =X, Xe<,

Az Xi-k altal leirt alakzat S-b6l forgatvanytijtassal keletkezik :
A (*) miatt

POX; =P, OXi <+ X 0X;x=P,OP, <+ P,0X, <,
minthogy pedig
P10Pz<£:X10X23,

POX =i —P0X=r,

ezért

és

0X, 0X,

7. dbra
~¢) 1. megoldds.

Jelvljiikk az adott négyszdg cstcsait A, B, C és D-vel, azét
pedig, amelyikbe ehhez hasonl6t kell szerkeszteni, E, F, G és H-val.
Vilasszunk ki a G H oldalon egy tetszésszerinti A; pontot. Az EF,
EH és GH oldalak alkotta hdromszogbe tudunk az ABC /\ -hoz
hasonl6 A;B;C; haromszoget szerkeszteni. (L. 11. példa.) Vegyiik
fel a D; pontot gy, hogy A;BiC/D; hasonl6 legyen ABCD-hez.
D; 4ltalaban nincs rajta a GF oldalon. Az A; pont akarhol lehet a
GH egyenesen, és minden helyzetéhez tartozik egy A;B;CiD; négy-
sz0g. Ezek a négyszogek egy fix O pont koriili forgatvanytijtassal
kaphaték meg egymasbol. Ez abbol kovetkezik, hogy a b) éllitasnak
a megforditdsa is igaz: ha egy alakzat pontjai valamilyen transz-
formacio folyaman egymashoz hasonl6é gorbéken futnak végig, és
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az alakzat kozben oOnmagahoz hasonldé marad, akkor ez a transz-
formaécioé forgatvanytjtas. Mivel az A,, B,, C, pontok egyeneseken,
tehat egymashoz hasonldé gorbéken futnak végig, valdban forgatva-
nydjtasrol van sz6. De akkor &) értelmében a Dj cstics is egyenesen
mozog. Ahol ez az egyenes metszi a GF oldalt, ott van a keresett
pont.

A szerkesztés menete ezek alapjan a kovetkezd. Vegyiink fel
az egyik, mondjuk a GH oldalon két tetszéleges pontot, legyenek
ezek A; és A. Szerkessziik meg beldlik kiindulva az A;B;C/D;
és A/ByC/'D{ négyszogeket tigy, hogy hasonlok legyenek ABC D-
hez, és B, és By az EH, C{ és C; pedig az EF oldalon legyen.
A D; és Dy pontokon atmend egyenesnek a GF egyenessel vald
metszéspontja D,.

Hatarozzuk meg, hogy Di-t milyen forgatvanyujtis viszi at
D;-be. Ugyanilyen forgatvanyadjtidssal vigytik at Aj-t, Bi-t, Ci-t
A, B;, C,-be. A fentiek alapjan ezek a megfelelé oldalakon fekszenek.

Reményi Gusztdv

Megoldottdk még: CzaPARY ENDRE, FARAGO LASzLO, ZAWA-
DOWSKI ALFRED.

8. abra

c¢) 1I. megoldds (a 12. példa kozvetlen megoldasa).

Ahelyett, hogy EFGH-ba szerkesztenénk A BC D-hez hasonl6
négyszbget, megtehetjiik, hogy A B CD koré szerkesztiink EFG H-hoz
hasonlot. Rajzoljuk meg azt a két kort, melynek kiils6 ivér6l az AD
oldal « szbg alatt, illetve a BC oldal @ szog alatt latszik. Ezen a
két koron kell legyen az E’, illetve a G’ csiics. Rajzoljuk meg a
D csicson atmend, AD-vel «, szoget bezar egyenest (1. az dbrat).
Ez az egyenes az A és D csicshoz tartoz6 kort a P pontban

ARIDS AAHCREA
v uﬁﬁ%’:{% %
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metszi. Ez a pont a keresett négyszog E’G" atlojan van, mert az
AP szakasz a kiils6 koriv minden pontjabol, igy a keresett E’
csticsbol is «, szog alatt latszik. Ugyanigy, fi-et a BC oldaltol
felmérve kapjuk a Q pontot. A PQ egyenes a két kort éppen a
keresett E’ és G’ pontban metszi. Az AE',DE’,BG és CG
egyenest meghtizva megkapjuk az F’ és H’ csicsot is.

A feladatnak négy kiilonboz6 megoldasat kaphatjuk, aszerint,
hogy az AD oldalhoz az E’, F’, G’ vagy a H’ csicsot rendeljiik.
A megoldasok szama megdupldzédik, ha megengedjiik, hogy
E’'F'G’'H’ ellenkezd koriiljarasi iranya legyen, mint EFGH. EI6-
fordulhat természetesen az is, hogy ABCD egy vagy tobb csticsa
nem az E'F’'G’H’ négyszog valamelyik oldalan, hanem az oldal
meghosszabbitasan van. Mint konnyen meggondolhat, a fenti
szerkesztés ebben az esetben is helyes. ; :

Vigassy Jozsef
Megoldotta még: ZAWADOWSKI ALFRED

31. példa. Egy szabdlyos hdromszog alapi egyenes gila koré
irt gomb felszine F, a beirt gomb felszine f. Mekkora a gula felszine?

Megoldds. Jelvljik a gala koré, illetve galdba irt gomb
kozéppontjat F-fel, illetve G-vel, sugarukat R, illetve r-rel. Az
ABC alap-haromszog sulypontja legyen E. Ez egyben a D csticshoz
tartoz6 magassagvonal talppontja. A szimmetria miatt F és G ezen
a magassagvonalon vannak.

0

9. abra

A szamitas egyszeriibb, ha felszin helyett a giala K kobtar-
talmat fejezziik ki a gombok F és f felszinével, illetve el6szor a
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felszinnel

AT e e
Re=mile & “—7V§

osszefiiggésben 1év6 sugarakkal. A kobtartalom segitségével a fel-
szin a kovetkezoképpen kaphaté meg :

Bontsuk fel a gulat a négy, egyforman r magassagi ABCG,
ABDG, ADCG és BCDG gulara. Ezek alapteriilete egyiittesen
éppen a nagy gtila S felszine. Igy tehat

Sr
K'_T'

Mivel pedig a gula kobtartalma
| tape-M i (I"’A:[ ’
3 4)3
ahol M a gula DE magasséaga, a pedig az alapéle, a felszinre az
V3a*M
4r

Osszefiiggést kapjuk. Két egyenletet kell még felirnunk, melyekbdl
a és M mint r és R fiiggvénye kiszamithatd.
Mivel DHG /) ~DEK/), DG: HG= DK: EK, azaz

e e
M—r):r= l/ §+M 273

S:

Ebbdl

3 L I2MP
M—2r "~ 1

Tovabba az AFE haromszogre érvényes, hogy

R—=M—RP+5,

innen
a*=6MR—3M-. 2)

(1)-bol és (2)-bovetkezik, hogy
M — R+r+|R+7) (R—37.

Mindezeket S fenti kifejezésébe irva, r-et és R-et f-fel és F-fel
kifejezve kapjuk, hogy

s— 32 yr vV




Az M-re kapott kifejezés kétértékiiségébol kovetkezik, hogy
t killonboz6 magassdgu gtila tartozhat adott nagysaga beirt €s
- korillirt gombokhoz. Az egyik magas, keskeny, a masik lapos,

Zawadowski Alfréd :

: Megoldotta még : BAN Lajos, CzAPARY ENDRE, FARAGO LAszLO,
'REMENYI GuszTAV. Részben megoldotta: FRIED ViLmOS.

~ széles, felszinﬁk‘azonban egyenlo.




TARSULATI ELET

A balatonfoldvdri valdsziniiségszdmitdsi kollokvium

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, a Magyar Tudomé-
nyos Akadémia tdmogatasaval, 1953. év folyaman harom matema-
tikai kollokviumot tartott : valdsziniiségszamitasi kollokviumot
Balatonfoldvaron 1953. aug. 31-t6] szeptember 2-ig, konstruktiv
fiiggvénytani kollokviumot Egerben november 26-t6l 29-ig és
geometriai kollokviumot szintén Egerben november 30-t6] decem-
ber 2-ig. Alabbiakban szdmolunk be a valdsziniiségszamitasi kol-
lokviumrol; a masik két kollokviumra lapunk kovetkezd szaméaban
visszatériink.

A kollokviumok megrendezésével a Tarsulatnak az volt a
célja, hogy a matematika egy-egy teriiletén dolgozé kutatoknak
alkalmat nyujtson, hogy mindennapi munkajukbol kikapcsolodva,
néhany napot zavartalanul a folyamatban levé tudomanyos kuta-
tasok megvitatisanak szentelhessenek. A Tarsulat a kollokviumok
megrendezésével a kutatok kozotti egyiittmitkodést és a kollektiv
tudoméanyos munkat, tovabba a fiatal kutatok fejlodését kivanta
kiilonosen el6segiteni.

Az eddigi rendezvényektol eltérben, a kollokviumokon nemcsak
befejezett eredmények, hanem folyamatban levd kutatisok ismer-
tetésére €s megoldatlan problémak kitiizésére is lehetséget nyuj-
tott a Tarsulat.

Megallapithatjuk, hogy a val0szinliségszamitasi kollokvium
fenti célkitiizéseket lényegében megvalésitotta és egészében igen
eredményes volt. A kollokvium tapasztalatait a Tarsulat az 1953-
ban rendezett masik két kollokviumon mér hasznositotta is. A kol-
lokvium résztvevoiben és a Tarsulat vezetdségében az a meggyd-
zOdés alakult ki, hogy az ilyen tipust kollokviumok igen hasz-
nosak €és sziikségesek, és kivanatos, hogy a Tarsulat jov6ben mi-
nél nagyobb szamban rendezzen hasonlé kollokviumokat.

A val6szinliségszamitasi kollokviumon 34 matematikus vett
részt és 17 el6adas hangzott el. Az eléadasok rovid kivonatait
alabb kozoljiik. A kivonatok koziil valamivel részletesebbek azok,
amelyek nem jelennek meg a kozeljovdben cikk formédjaban. Sza-
mos, a kollokviumon elhangzott eléadds a Magyar Tudoményos
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Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézete Kozleményeinek 1953.
évi kotetében fog megjelenni, ezek részletes ismertetése nem lat-
szott sziikségesnek.

A kollokviumon elhangzott eldaddsokat élénk vita kovette.
A kollokvium szervezobizottsaga lehetové tette, hogy a résztvevok
eléadas kozben is kérdéseket tegyenek fel az el6ad6hoz. Ez a
modszer az eldadasokat kozvetlenebbé és élénkebbé tette. A kol-
lokvium eredményességét bizonyitja, hogy az el6addsok megvita-
tasa az iilések befejezése utdn is, kotetlen formdban folytatodott.
Az el6adasok szama azonban til nagynak bizonyult és a részt-
vevOkben az a meggyo6zodés alakult ki, hogy a jovében hasonld
rendezvényeknél kevesebb hosszabb el6adast kivanatos programmba
venni és helyes még tobb idot biztositani a kotetlen vitdk sza-
mara. Hozzdjarult a kollokvium sikeréhez a megfeleld kornyezet.
Koszonet illeti meg az IBUSZ-t azért, hogy a balatonfoldvari Hul-
lam-szalloban a kollokvium megfelel6 munkajanak lehetdségét a
legnagyobb mértékben biztositotta.

Rényi Alfréd

I. Sztochasztikus folyamatok elmélete

RENYI. ALFRED

Bimolekuldris reakciokkal kapcsolatos valdsziniiség-
szdmitdsi problémdk

Elbadé beszamolt arrél, hogy a Guldberg—Waage-torvényt,
mely szerint a reakcio sebessége ardnyos a koncentraciok szorza-
taval hogyan lehet valdszinfiségszamitdsi titon igazolni. A bizonyitas-
bol az deriil ki, hogy a torvény fenti alakjaban csak kozelitben igaz,
ugyanis egy korrekcids tagot is figyelembe kell venni, mely bizo-
nyos esetben nem hanyagolhaté el. A targyalas olyan reakciokra
is kiterjeszthet, ahol disszocidcié is fellép, tovabba egyéb kémiai
problémakra is.

PREKOPA ANDRAS 3
Hosszu Idncmolekuldk bomldsi folyamatdrol

A polyszacharidok és sok mds kémiai vegyiilet azzal a tulaj-
donsaggal rendelkeznek, hogy molekuldik nagyszami, azonos tipusu
molekulakbol tevodnek ossze oly mdédon, hogy az utébbiak egy-
mashoz kapcsolodva lancot alkotnak. A cukor, celluléze, stb.
gyartdsanak az a lényege, hogy egy ilyen hosszii lancmolekuldkbol
allo vegyiiletet kénsavval hidrolizalnak, amely a ldncokban szerepld
kotéseket véletlenszeriien megtdmadja ¢és felbontja. Kérdés, hogy
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ha a folyamat a 0 id6pontban kezd6do6tt, mennyi a ¢ idépontban
a k egységet tartalmazo lancok szdmanak N(k, t) kozépértéke ?

~ Elbad6 ismertette azon dolgozatat, amely az N(k, t) fiiggvé-
nyekre vonatkozolag ismert, — de eddig nem bizonyitott — diffe-
rencialegyenletrendszert valGszinfiségszamitasi tton levezeti, tovabba
megvizsgalt két specidlis tipusti bomlasi folyamatot.

‘PALASTI ILONA

Gépalkatrészek tartalékoldsdval kapesolatos
sztochasztikus folyamatokrol

Rényi Alfréd és Szentmartony Tibor azon eredményei, hogy
mekkora torzskészletet kell egy iizemben gépalkatrészekbél vagy
felszerelési targyakbdl tartalékolni, hogy az iizem folyamatos miiko-
dését megadott kockazat mellett biztositani lehessen, kiterjeszthet6k
arra az esetre, ha a gépek miikodési szakaszai kozott fellép6 véletlen
¢€s rendszeres iizemsziineteket is figyelembe vessziik.

Az el6add, Palasti—Rényi—Szentmartony—Takdcs dolgozatat
ismertette, melyben meghatdroztik az alkatrészcserék atlagat és
szOrasat abban a specidlis esetben, ha feltessziik, hogy a miiko-
dési szakaszok, a koztiik levd sziinetek és az alkatrész élettartama
mind exponencialis eloszldst kovet; és a legaltalinosabb esetben,
amikor minden eloszlas tetszbleges.

L. ZIERMANN MARGIT

Gépalkatrészek gazdasdgos tartalékoldsi és utdnrendelési
iitemtervérol
Az elbadéas kapesolodik Rényi Alfréd és Szentmartony Tibor
Gépalkatrészek ¢s felszerelési targyak torzskészletének valosziniiség-
szamitdsi meghatdrozdsa (Matematikai Lapok IIl. évf. 2. sz). 129—
139. 1) c. dolgozatahoz. E dolgozatban a *szerzok megallapitjak
bizonyos gépalkatrészfajtikbol tartalékolandé azon legkisebb meny-
nyiséget, az u. n. torzskészletet, amelyre ha a raktdrkészlet lefogy,
azonnal készletp6tlé rendelést kell foganatositani — a gépek zavar-
talan ellatasa érdekében. Fenti el6adds viszont a készletpotld rendelés
nagysagat dllapitja meg — bizonyos alkatrészfajtikra nézve.

TaxkAcs Lajos:

Egy uj mddszer rekurrens sztochasztikus folyamatok
tdrgyaldsdndl

Rekurrens folyamatok alatt olyan folyamatokat értiink, ame-
lyeknél kivélaszthat6 egy bizonyos E esemény tigy, hogy ha ez az
esemény el6fordul, a folyamat sztochasztikusan tjra kezd6dik, azaz

20 Matematikai Lapok
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a folyamat multja nem befolyasolja a jovO viselkedését. Ilyen folya-
matokkal kapcsolatos kérdéseket az ismétlédési pontok kozotti
tavolsagok eloszlasanak meghatirozasara vezetik vissza. Ez a tar-
gyalds elég komplikdlt és csak specialis esetekben vihetd keresztiil.
El6adé modszere abban 4ll, hogy meghatérozzuk az atlagfiiggvényt,
azaz t ido alatt el6forduld ismétl6dési pontok varhaté szamat. Az
atlagfiiggvény legtobbszor a legaltalanosabb esetben is egyszerlien
eléallithato és az atlagfiiggvény ismeretében a kérdéses valdszinii-
ségek meghatarozhatok. A fenti folyamatra példaként szolgalhatnak
részecskeszamlalasoknal, gépalkatrészek torésével kapcsolatos kér-
déseknél fellép6 sztochasztikus folyamatok.

PREKOPA ANDRAS
Megjegyzések a differencidlis folyamatok elméletéhez

Tekintsiink egy véges / idOintervallumban egy additiv szto-
chasztikus folyamatot. Ha a folyamat gyengén folytonos, akkor
Ty, Ty-gyel jelolve 7 kezdd és végpontjat a %, = &7, — &, valtozo
karakterisztikus fiiggvények logaritmusa el6allithaté a Lévy-féle
kanonikus alakban. Ebben a kifejezésben szerepelnek bizonyos
N(x, I), M(x,I) fiiggvények és y(/),o(/)>0 allandok. El6ado
ismertetett dolgozata ezen fiiggvényeknek és allandoknak a folya-
mat valosziniiségei segitségével valo kifejezésével foglalkozik. gy
pl. ha bevezetjik a &;=§,—§&, jelolést, ahol T a (4,1, interval-
lumot jelenti, < (75, T;) akkor, ha F(x,J) a &5 valtozd eloszlas-
figgveényét jelenti, agy

M(X, I) & ‘i‘.F(x’ 7)
NG 1) = | [F(x, ) —1],

ahol az integrdlok az [/ intervallum folott vett Burkill integralok.
A y(I) és o(l) mennyiségek is Burkill integrdlokkal fejezhettk ki,
de az elébbieknél bonyolultabb maédon.

PAL LENARD :

Koincidencia berendezések valdsziniiségszdmitdsi
. problémdirol
Kozmikus sugdrzasi méréseknél gyakran taldlkozunk azzal a
feladattal, hogy meg kell hatiroznunk Geiger—Miiller szdmléalo-
csovek bizonyos id6 alatt bekovetkezd ,egyidejii“ Kkisiiléseinek
atlagos szamat. Ha feltessziik, hogy a Geiger—Miiller szamlalo-
csovek Kisiilései Poisson-eloszlast mutatnak (ami majdnem igaz, ha
a ,holt-id6“ @ és a beiitésszam N szorzata N® << 1), akkor abban
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az esetben, amikor a Rossi-féle koincidencia berendezés kevers-
fokozatara exponencidlis lefutidsi fesziiltséglokések érkeznek, az
n-szeres véletlen koincidencidk siiriiségét a kovetkezoképpen hatd-
rozhatjuk meg:

ﬂm:ngmmpramm+

ik
*ZquwaNrO[lH—GOm+
", i ’:F'l:t'

+ el + Z N’.l o i w’.x(r’ t) d)'l.(' t) [l [I_G"(l.) t)] +

s Solts - o, b
fot 2 Ny @ulo, ) - @i (@, ) [1—Gi (0, D)),

fyeee by |
ahol N;, ..., az i ...i, szamlalocsovek egyidejli kisiiléseinek a

siirlisége, mig

v

D, (e, ) = | 1—Hi(r—x)]dGi(x, 1),

ahol viszont Hi(x) annak a valosziniisége, hogy a k-ik szamlalo-
cs6 formalokorének fesziiltségimpulzusa Gi(v, f)-nél kisebb legyen
€s pedig annak a valdsziniisége, hogy a kozos an6d-ellendllasi
Rossi-csovek koziil az i-ik vezetd allapotban legyen ¢ idGpontban.
(V a lezérasi fesziiltség abszolut értékét jelenti.) Ezzel az eljardssal
elsének targyaltuk a koincidencia probléméat olyan modszerrel,
amely a koincidencia berendezés sajatossagait, ha durvan is, de
figyelembe veszi.

SzeEKELY GABOR

Egy mindségellendrzéssel kapcsolatos sztochasztikus
Sfolyamatrol

Automata-gépen torténd gyartds esetén, ha tobb gépet ellen-
Oriz egy futbellenér, meghatdrozhaté egy adott gép altal # ido alatt
gyartott tételekben a selejtesek eloszlasa. SzObanforgd -targyalds
feltételezi azt, hogy a gép selejtmentes miikodési periodusai
exponencidlis eloszlast kovetnek.



II. Matematikai statisztika

SARKADI KAROLY
A matematikai statisztika egy dualitdsi elvérdl

Oderfeld egyik munkajaban talalhat6 annak bizonyitasa, hogy
a selejtarany megbizhatdsdgi hatdrai és a posteriori valdsziniisegi
hatarai kozott a priori egyenletes eloszlds esetén egy egyszerii
dualitasi elv all fenn. Bizonyitdsdban. a minta selejtaranyanak az
eloszlasat a binomidlis eloszlassal kozelitette meg. Az eléado el-
végezte a bizonyitast a pontos, hipergeometrikus eloszlas figyelembe-
vételével is, tovabba kiterjesztette a dualitasi elvet kett6nél tobb
valtozo esetére. Végiil ismertette Oderfeld a priori béta-eloszlason
alapulé mindségellendrzési modszerének modositdsara vonatkozé
elgondolasait.

VINCZE ISTVAN

A regresszids egyenes meghatdrozdsdrol adott alap-
pontok esetén

Antibiotikumok értékmeghatarozasanal felmeriil regresszios
egyenes meghatdrozasanak kérdése olyan esetben, amikor az y val-
tozo értékeit elére megadott és szérasmentesen bedllithatd x; x,... X5
helyeken mérjiik. Feladat a mérések szamanak az adott helyek kozti
olyan elosztdsa, amely mellett a regresszios egyenesre a legmeg-
bizhatébb allandokat kapjuk. ;

Eléadé korabbi dolgozatiban a regresszios egyiitthato leg-
kedvezobb becslésére dolgozott ki modszert, most a regresszios
egyenes mindkét allanddjara éspedig oly feltétellel, hogy az egyenes
két pontjdban tekintve a szordsnégyzeteket, ezek Osszege minimalis
legyen. Bebizonyitotta, hogy ha e két pontot az alappontrendszer
stilypontjatél egyenld tavolsidgra vélasztjuk, akkor a&ltalaban leg-
feliebb négy pontban végzett mérések elegend6k a regresszios
egyenes allandoinak a mondott értelemben legkedvez&bb meghata-
rozasahoz. Ha a megadott pontok mindegyikén a sz6rds allando-
nak tekinthetd, akkor elég csupan a két széls6 pontban méréseket
végezni, a mérések szamat egyenldé aranyban osztva meg.

RENYI ALFRED
A Wilcoxon-féle kritériumrol

Wilcoxon igen egyszerii kritériumot talalt arra, hogy két minta
szdrmazhat-e ugyanabbdl a statisztikai sokasagbol? A Wilcoxon-
féle kritériumban szerepl6 index-Osszeg eloszlasanak generator
fiiggvényére igen egyszerii kifejezést sikeriilt adni, melynek segit-
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ségével a normdlis eloszlashoz valé konvergenciat az irodalomban
ismertnél egyszeriibb forméaban sikeriilt bizonyitani, mely a maradék-
tag becslését is lehet6vé teszi. Mivel a Wilcoxon-féle kritérium
arra érzékeny, hogy az egyik minta egy eleme a masik minta
egy eleménél 1/2-t6l kiilonboz6 valdsziniiséggel nagyobb, kivana-
tos volt a kritérium mddositdsa, mely mindenféle alternativara
érzékeny. El6ad6 ismertette a Wilcoxon-féle kritérium egy ilyen
modositasat.

VASSNE — FONTANYI :

A rendezett mintdk elméletén alapulo mindségellendrzés
néhdny kérdeésérol
Az el6adas ismertette a rendezett mintik elméletén alapuld
statisztikai mindségellendrzési modszer alapelveit. A modszer alap-
gondolata Braginszkijtél szarmazik, azonban szigorii matematikai
statisztikai eszkozokkel el0szor intézetiinkben keriilt kidolgozasra.
Az elbadas ismertette a modszer bevezetésével kapcsolatos addigi
munkalatokat, az ellen6rzd hatairok mechanikus kiszamitasanak
lehetové tétele céljabol az Intézetben elkészitett tdblazatokat és
diagrammokat, a bevezetést megel6z6 kisérleti adatfelvételek menetét
€s a modszer még kidolgozatlan, nyitott problémdit.

III. Egyéb valésziniiségszamitasi problémak

MEDGYESSY PAL

Kevert valoszintiségeloszldsok osszetevoinek
meghatdrozdsa

Az el6ado normaélis sfirliség fiiggvények konstans stilyokkal
képezett keverékével foglalkozva, bemutatott néhany eljarast, ame-
lyeknek segitségével a keverékfiiggvény ismeretében a komponensek
paraméterei egyértelmiien meghatarozhatok. A G. Doetsch-tdl eredd
egyik eljards Fourier-transzforméltakon, illetve Fourier-sorokon
alapul, egy masik, Rényi Alfréd altal javasolt és el6ado dltal
kidolgozott mdédszer pedig a felbontandd fiiggvény derivaltjaival
képezett fiiggvénysor vizsgalatin. Az el6ad6 ismertette Doetsch
eljarasanak kiterjesztését mas fiiggvénytipusokra, valamint két meg-
oldatlan problémat, amelyek a targyalt modszerekhez kapcsolédnak.



310

RENY! ALFRED :
Valosziniiségeloszldsok algebrdja

A val6sziniiségeloszldsok a kompozici6 és keverés miiveleteire
nézve egy algebrai struktirdt alkotnak. Ennek a strukturanak a
tanulmanyozasa igen fontos, mert fényt vet a kiilonboz6 eloszlasok
kozotti osszefiiggésekre. Az eloszlas-algebra formaélis kalkulusa az
esetek tobbségében potolja a generatorfiiggvényt. Jelolie az F(x)
eloszlasfiiggvény(i valosziniiségeloszlast F, a G(x) eloszlasfiiggvényii
valosziniiségeloszlast G, s.i.t. A H=FG eloszlas definicidja a
kovetkez6 : H az a valosziniiségeloszlds, amelynek eloszlasfiiggvénye

+ oo

H(x)— | F(x)dG().

Az F, eloszlasok p, sulyokkal vett keverékén, (ahol p, =0;n=1,2...
és Zp,.,——— 1) azt a G eloszlast értjiik, amelynek eloszlasfiiggvénye

a=1

G(x)= Z; P F.(x) és a kovetkezOképpen jeloljiikk: G = D p.F..
n= ~1

Ezen miiveletek a kovetkezé tulajdonsidgokkal rendelkeznek :
1. Az eloszlasok a kompozicidra nézve kommutativ félcsoportot
alkotnak, vagyis a kompozici6 miivelete kommutativ és asszociativ.
0 ha x<O

Ennek a félcsoportnak az egységeleme az E(x)— i R

eloszlasfiiggvényli E eloszlés.
2. A keverés miivelete a kompozicioval felcserélhetd, tehat

G- an Fn o ZPIOGFII'

n=1 n=1
3. A keverésre a kovetkezd tovabbi osszefiiggések érvényesek:
a) 1'F4+0-G=F
b) p-F+q-G—=qG+pF
c) pPF+gF=F  (p+q=1)
"d)HaO<r<1ésr+s=10<p<1és p+qg=1 akkor

i e o rq $
((F14€) | sH=rpF +(0—rp) (2 6 + 1 m).

A kompozicié asszociativitidsa folytdn értelmezhetdé 3, vagy
tobb tényezd szorzata és ilyen modon értelmezhetdk egy eloszlas
pozitiv egész kompozicié-hatvanyai. Ha F egy tetszéleges eloszlas,
tgy legyen F°=—E. Legyen f(2) egy tetszOleges nemnegativ
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egyiitthatos hatvanysor f(z) =— D2, amelyre f(l):}: =l
n=0 =0

A fenti miiveletek segitségével értelmezhets a G — f(F) — > p. F.

n=0

eloszlas. Igy példaul, ha E, az E(x—a) eloszlas fiiggvényii el-
oszlas, akkor (E.;)" = E.. és igy a binomidlis eloszlis B,(p)=
= (pE,+¢q)" alakban, ahol0 < p<1ésp-t+qg=1¢ésn=—1,2,...,
a Poisson-eloszlds P (4) — e*E:-Dalakban, (4 > 0) a negativ binomi-

alis eloszlas pedig B..(p) — (ll—-_p};'ﬂ) alakban (n=1,2,...1;

0 < p < 1) éllithaté el6. Ezekbdl az eldallitasokbol vilagos, hogy

B.(p) B..(p) = B.n(p), P(A) P(u)=PUA+w), B..(p)B..(p)=
— B_+m(p). Hasonléképpen egyszeriien belathaté az

© on e I
‘?—O}ﬁ B.(p) = HMPEHD-11 __ AP P(ip)

Osszefliggés is, vagyis, hogy a B,.(p) binomidlis eloszlasok a P (4)
Poisson-eloszlas tagjaival mint sulyokkal vett keveréke a P(ip) |
Poisson-eloszlas. Ezen az titon egyszerfien, szinte szamolas nélkiil
adoédnak mindazok az Osszefiiggések, amelyeket a generatorfiigg-
vény segitségével szoktak bebizonyitani.

Megjegyzendd, hogy nemnegativ egész értékii F eloszlasok
esetében, vagyis ha F(n-}0)—F(n)=f. (n=0,1, 2" 720%

>'f.=1 az F eloszlashoz hozzarendelve a

=0
Jos-Jos i ss Jés i
F O’fO:fhfz;---
S 000 6
rgkir o

végtelen matrixot. az eloszldsalgebra izomorf ezen matrixok kzon-
séges matrixalgebrajaval.

A keverés fogalma kiterjeszthetd eloszlasok folytonos soka-
saganak keverékére is. Ha F, eloszlasoknak a 4 valos paraméter-

+ oo

t6l fiiggd sokasaga, p(4) >0 és . p(A)di=1, tugy értelmezhet-
jtik a °°
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eloszlast, melynek eloszlasfiiggvénye

+oo

G = [ F(p@)da.
Igy példaul, ha P(2) ajbol a 4 varhato értékii Poisson-eloszlast
jelenti, tgy

+ o

(PP F poigs &
g P(a ‘“—h!—e bé gl — Br(n—H) ;:i__p,) 5

o

GYIRES BELA :

A valosziniiségszdmitds lokdlis kozponti hatdreloszlds
tételének dltaldnositdsa négyirdnyban végtelen sztocha-
sztikus matrixokkal

Tekintettel arra, hogy a valdsziniiségszamitasnak az egyforma
eloszlasu fiiggetlen valdszinfiségi valtozokra vonatkozo lokélis kiz-
ponti hatdreloszlas tétele nem fejez ki madst, mint egy Toeplitz-
féle L-tipusti sztochasztikus matrix hatarértéktételét abban az eset-
ben, ha a matrixot tetszésszerinti sokszor nmagaval komponaljuk
azé:t a valOsziniiségszdmitdsnak az egyforma eloszlasu fiiggetlen
valosziniiségi valtozokra vonatkozdé lokalis kozponti hatareloszlds
tételének altalanositasat jelenti az, ha négyiranyban végtelen szto-
chasztikus matrixnak a fenti értelemben vett hatarértékét keressiik.
Az eléad6 ezt a feladatot oldja meg bizonyos feltételeknek ala-
vetett altalanositott Toeplitz-féle matrixok esetén.

LIPTAK JOZSEF :
Neéhdny statisztikai problémdrol
Az el6ad6 néhany az Alkalmazott Matematikai Intézet orvosi

statisztikai csoportjdnak munkdja soran felmeriilt elvi érdekesség-
gel bird problémardl szamolt be.

BEKESSY ANDRAS :
A kozmikus zdporok kaszkdd-elméletének egy kérdésérol

A kozmikus sugdrzds egyik érdekes jelensége a ,zapor“, azaz
szamos kiilonféle részecske egyidejii beérkezése a regisztraldé mii-
szerekre. A kozmikus zdporok a. n. kaszkddelmélete szerint ilyen
zapor tgy keletkezik, hogy egy nagy energiaji primér részecske
uitja soran iitk6zik a levegd atomijaival, szekundéreket kelt, ezek a
szekundérek azutan, mint Gj primérek, Gjabb szekundéreket valta-
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nak ki, és igy tovabb. Mivel az egyes iitkozések szama és jellege
véletlen jelenség, a zaporrészecskék szamanak, energiajanak, iranya-
nak stb. eloszlasa ugyancsak véletlen jelenség, amelynek elméleti
targyalasahoz valoszinliségszamitasi eszkozoket kell igénybe venni.

Sikeriilt igen &ltalanos feltételek mellett felallitani a keresett
eloszlast meghatarozo 1. n. ,G-egyenleteket“, amelyek bonyolult
integro-differencidlegyenletek, (I. pl. Janossy Lajos akadémikus
yotudies on the Theory of Cascades“ c. dolgozatat, amely az Acta
Phys. Hung. 1952. évi 4. fiizetében jelent meg) és sikeriilt meg-
lehetbsen nagy munkaval specidlis zaporok eloszlasfiiggvényeinek
atlagait és masodik momentumait kiszamitani, (1. pl. L. Janossy and
H. Messel: Fluctuations of the Electron-Photon Cascade — Moments
of the Distribution. Proc. Phys. Soc.-4 Vol. LXIII, p. 1101, 1950)
mindeddig azonban nem sikeriilt magukat a keresett eloszlasfiigg-
vényeket elballitani, legaldbbis olyan formaban nem, hogy a meg-
oldasbol szamszer(i eredményeket kaphassunk.

Ezért érdekes egy olyan kiilonleges leegyszeriisitett G-egyenlet
vizsgalata, amely a kozmikus zdporokban fennalld tényleges viszo-
nyoknak ugyan egyéltalin nem felel meg, de amelyekbdl az elosz-
lasfiiggvény egyszerii eszkozokkel zart alakban allithato el6 és
magan viseli az exakt G-egyenletek megoldasanak bizonyos jelleg-
zetességeit, ennélfogva tdmaszpontot ad arra vonatkozolag, hogy
esetleges kés6bbi numerikus integraciénak milyen lehetdségei van-
nak. Erdekes, hogy a vizsgélt, leegyszeriisitett G-egyenlet meg-
oldasa olyan, hogy abbdl az eloszlasfiiggvényre egy sajatos retar-
dalt differencidlegyenlet szarmaztathato, amely latszolag nincs Ossze-
fiiggésben a kiinduldsul szolgalé integro-differencidlegyenlettel és
amelynek valoszinfiségszamitasi jelentése sincs felderitve. Kérdés,
hogy az exakt eloszlasfiiggvények is eleget tesznek-e ilyenfajta
differencidlegyenleteknek. Ha igen, akkor ez a koriilmény meg-
kOnnyitené a tovabbi vizsgélatot.



Palyazati felhivas
az 1953. évi Griinwald Géza emlékdijra

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat elnoksége 1952-ben a
fiatalabb magyar matematikusok 6ndllé6 tudomanyos kutatomunkara
valo Osztonzésére, valamint a magyarnyelvli matematikai irodalom
fejlesztése érdekében emlékdijat alapitott, melyet Griinwald Géza-
rol, a kivalé magyar matematikusrél nevezett el.

A Griinwald Géza emlékdij szabdlyzata a Matematikai Lapok
1952. évi szdimaban jelent meg.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat elnoksége eziaton hir-
deti meg masodik alkalommal a Griinwald Géza emlékdijat és
felhivia mindazokat, akik az 1953. évi munkassiguk alapjan a
Griinwald Géza emlékdijra palyazni kivdnnak, hogy az elbiralasnal
a szabdlyzat szerint tekintetbe vehetd magyarnyelvii dolgozatuk,
ill. dolgozataik gépelt kéziratit (vagy ha megijelent, kiilonlenyo-
matat) 1954. majus 1-ig juttassdk el a Bolyai Janos Matematikai
Tarsulat Elnokségének (Budapest, V. Redltanoda-u. 13—15). A
palyazok tartoznak a palydzathoz mellékelni osszes tudomanyos
dolgozataik jegyzékét, és abban kiilon megjelolni az 1953. €vben

- megjelent, ill. elkésziilt dolgozataikat. Ez évben a dolgozat targy-
korét a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége nem koti meg.

A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat
Elnoksége.

Kozlemény

Kozoljiik cikkirdinkkal, hogy az Akadémiai Kiadotol a kiilon-
lenyomatokra vonatkozéan a kovetkez6 adatokat kaptuk :

4 oldalig kiilonlenyomat - fedélap Ft 40— 20—30 pld. esetén
8

” ” » Ft 70—— »
16 »” ” » Ft 1 30”— »
245 5 ) Ft 180— 5
32 5 ,, @ Ft 220-— »
48 » » » Ft sm.— »

Kérjiik cikkiroinkat, hogy kiilonlenyomatra vonatkozo igényiiket
cikkiik hasablevonatan irasban kozoljék veliink.



MATEMATIKAI ES SZEMELYI HIREK

November 7-e alkalmabdl a Bolyai Janos Matematikai Tar-
sulat tagjai koziil a kovetkezok részesiiltek Kitiintetésben: Baldzs
Janos, szaktitkdr, Budapest, Magyar Tudomédnyos Akadémia IIL
Osztélya. Boka Istvan, kozépiskolai tandr, Pécs, Nagy Lajos gim-
nazium, Csdki Imre, min. eldado, Budapest, Oktatasiigyi Miniszté-
rium, Dénes Péter, csoportvezetd, Budapest, Tavkozlési Kutato-
intézet, Varga Ott6, egyetemi tanar, Debrecen, Kossuth Lajos Tudo-

manyegyetem.

*
* &

December 12-én osztotta ki a Bolyai Janos Matematikai Tar-
sulat az 1953. évi Beke-dijakat. Beke Man6 emlékdijban részesiiltek
Péter Rozsa, fbiskolai tandr, Bede Lajos, szakfeliigyeld, Miskolc ;
Gédor Endréné, foisk. docens, Budapest; Szelianszky Ferenc, kozép-
iskolai tanar, Gy6r. A jutalmazottak munkassidginak ismertetésére

visszatériink.

Eg
* *

Januar 19-én tartottdk meg Freud Géza : ,Tauber-tipusu tételek
maradéktaggal“ és Tandori Karoly: ,Ortogondlis polinomsorok
Cesaro-summatidja“ cimii kandidatusi disszertacidjanak nyilvanos.
vitdjat. Mindkét disszertacid opponensei: Szoékefalvi-Nagy Béla és.
Turan Pél. A vitdk ismertetésére visszatériink.

*
* *

Megijelent a Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai és.
Fizikai Osztalydnak Kozleményei III. kotet 4. szama. Ez a szam
Egervary Jen6, Feny6 Istvan, Freud Géza, Jordan Karoly, Kralik
Dezs6, Rényi Alfréd, Szasz Gabor és Szasz Pal tudomanyos koz-
leményeit, valamint kényvismertetéseket tartalmaz. Beszimol egyben
0. J. Smidt ,Négy eléadas a Fold keletkezésének elméletérdl“ c.
kOnyvér6l tartott ankétrol, az ott elhangzott referatumrdl és hozza-
sz6lasokrol. Akadémiai Kiadé kiadasa, ara 38,— Ft.

*
* *

A Tankonyvkiadé kiadasaban megijelent Szele Tibor: Beve-
zetés az algebraba c. konyve. Ara 39,— Ft.



Hasznald a matematikat!

irta a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat népszeriisité bizottsaga :

Csoma ZsigMoND, ErpOs1 J6zSEF, GEMESI J0zSEF, GYORFFY ArPADNE, HoRvAY KATALIN:
LAszL6 KatauiN, STEGER FErenc, VArga TamAs

Kultirforradalmunk hatalmas aranyokban valdé kibontakozdsanak egyik
jele az az oriasi érdeklddés, amellyel dolgozéink a tudoméanynépszerisité iro-
dalom felé fordulnak. Szazezrek és milli6k, akiket az uri Magyarorszag elzart
minden kultiratél, ma tudomanyra ¢hesen bujjak azokat a konyveket, amelyek-
b6l megismerhetik az emberiség kultirdjanak maradando, halad6 alkotasait,
kiilonosen pedig a modern tudomany eredményeit. Munkasok és parasztok,
akik tomegei szamdara évszazadokon at az dlmoskonyv, a kalendarium, a ponyva-
regény és a giccsfilm jelentette a szellemi taplalékot, ma mohén tanulményoz-
zak a modern fizika, kémia, biolégia és egyéb természettudomanyok alapjait.

Nem hianyzik az érdeklodés a népszerii matematikai irodalom irant sem.
Mintegy masfél évvel ezelott a Miivelt Nép Konyvkiadd egyik olvasoankétjan
iizemi és kultarotthon konyvtarosok egyontetfien arrol szamoltak be, hogy a
felszabadulas 6ta megjelent (egyébként igen kis szami) népszerii matematikai
miivek allandéan hasznalatban vannak, az olvasdk kozott tgyszolvan kézrol-
kézre jarnak.

Mar ezért is nagy orommel kell tidvozolni a Bolyai Téarsulat népszerii-
sitd bizottsaganak nemrégiben megijelent konyvét, melyet a bizottsag egyik
tagja, Gémesi Jozsef a kivalé pedagogus €s népszer(isitd szerkesztett. Annal
is inkabb elismeréssel kell adéznunk a konyv irdinak, mert ma mar nyilvan-
val6, hogy a matematika népszeriisitésének mddszere tavolrél sem olyan egy-
értelmfi, mint fizika, kémia, geologia vagy egyéb természettudomanyok esetében.

Engels a kovetkezokben hatarozta meg a matematika €s a valosag
viszonyat: ,A tiszta matematikdnak targyat a valdsagos vildg térformai és
mennyiségi viszonylatai, tehat nagyon is redlis anyag alkotja. Hogy ez az anyag
felette elvont alakban jelenik meg, az csak feliiletesen fedheti el a kiilsé vilag-
bol valé eredetét. De hogy ezeket az alakzatokat és viszonylatokat a maguk
tisztasdgaban vizsgalhassuk, teljesen el kell ket valasztanunk tartalmuktél és
ezt, mint kozombost, félre kell tenniink.“ (Engels: Anti-Diihring, Szikra, 1950.
39. old.) Ez a meghatarozas ramutat, hogy az absztrakcié a matematika egyik
alapeleme, lényeges vonasa. Ez az oka annak, hogy rendkiviil nehéz a mate-
_matikai problémakat népszerfien targyalni, hiszen igen gyakran mar a probléma
felvetése is messzemend absztrakciét tartalmaz. Maga az, hogy a matematika
sajatos nyelvének ismerete is hosszabb eldtanulméanyokat igényel, indokolja azt
a tényt, hogy a matematika népszerfisitése minden mas tudomany népszer(isi-
tésénél nehezebb, tisztazatlanabb és kevésbbé jart aton halad. A matematika
régebbi és tjabb népszerfisitéi kiilonbozo szélsdségek kozott ingadoznak :
egyesek nem népszeriisitenek, hanem iskolai oktatast nydjtanak, melynek folya-
man igyekeznek a matematika ,keserii piruldit a mindennapi élet tapasztala-
tainak édes ostyajaban beadni az olvasénak. Masok minden, az emberi gon-
dolkodasban tapasztalhaté meglepd ellentmondast, furcsasagot, furfangot hajla-
mosak ,népszerii matematika“ cime alatt talalni fel, s6t nem ismeretlen nalunk
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az olyan népszer(i matematikai irodalom sem, amely a matematikit az emberi
gondolkodas oncéla jatékanak tiinteti fol.

A sz6banforgd konyv szerz6i igen helyesen visszamennek az engelsi
meghatarozashoz és a valdsagos vildg, a matematika targyat képezé ,nagyon
is realis anyag“-bol indulnak ki népszerti konyviik megirasanal. A konyvnek
ez az elvi allasfoglaldsa annal is inkdabb megbecsiilend6, mert hiszen a fentiek
értelmében a matematika népszerfisitésének modszerei egyaltalan nem tiszta-
zottak még, sem elméletileg, sem gyakorlatilag.

A szerzok a matematika térténete alapjan ismertetik a kiilonb6z6 szam-
rendszereket, azok Osszefiiggéseit és kozben észrevétleniil bizonyitjak a szam-
fogalom, a szamiras és az ezzel Osszefiiggé egyéb fogalmak anyagi eredetét.
A naptarkészités, a térképszerkesztésrol €s a tavolsagmérésrol szolo fejezetek
igazoljak, hogy a matematika is, mint minden tudomany, a tarsadalom anyagi
sziikségleteibol kiindulva fejlodott ki. A konyv utolso fejezete a fiiggvény és a
szogfiiggvények fogalmat igyekszik népszerli és gyakorlati példak soran kozel
vinni az olvaséhoz.

A konyvnek alapvetoen helyes célkitlizése mellett azonban igen siilyos
hianyossagai vannak. Elsdsorban hidnyzik bel6le ugyszolvan teljesen a mate-
matika, a matematikai modszer lénf\]'ege. Egyes fejezeteiben ez a konyv is tamo-
gatni latszik azt a téves felfogast, hogy ahol szamokrol vagy képletekrél van
sz0, az mar matematika. Teljesen érthetetlen médon idegenkednek a szerzék
attél, hogy a matematikai gondolkodasnak akar torténelmileg, akar jellegzetes-
ségiiknél fogva jelentés érdekes példdival foglalkozzanak. Az elsd fejezetben
pl. foglalkozik a szerzo azzal a tétellel, hogy az elsé n paratlan szam Osszege
egyenlé n’-tel. Ezt igazdn nem nehéz népszerlien bebizonyitani. Ehelyett a
szerzd, — miutdn tobbszor ,vardzsszamrol®, ,varazsnégyszogrol“ beszél, — a
tételt elkdnyveli, mint szabélyt és evvel halalos dofést ad mind a matematika-
nak, mind a népszeriisitésnek.

A matematikanak ez a konyharecept szerii targyaldsa tobbszor is vissza-
tér, kiilonbozo szerzoknél. Egyik legkialtobb példaja az ,Oroknaptar c. fejezet
(38. oldal). Erthetetlen, hogy mit akart a szerz6 ezzel a fejezettel elérni. Talan
azt, hogy a konyvet az olvasé allandéan magénal hordja, mert az abban k&zolt
tablazatok nélkiil nem tud oroknaptart késziteni. A szerz) u.i. csak a tabla-
zatok haszndlatanak receptjét kozli (ember legyen a talpan, aki ezt meg is
jegyzi), de azt nem, hogy a tablazatok hogyan késziiltek. Pedig kozismert e
tablazatok és az Oroknaptar készitésének is igen egyszerii logikus alapja.

A matematika lényegének teljes elhanyagolasat mutatja a szogharmado-
lasnak ¢és 6todolésnek a 110. oldalon kezdddé leirasa. Bar a szerzd megjegyzi,
hogy a ,szogharmadoldas nem konny(i, korzovel és vonalzéval nem is végez-
heto el,“ (mintha azért nem volna elvégezhetd korzovel és vonalzéval, mert
nem konnyii!), de aztin nyugodtan beszél arrél, hogy hogyan lehet szoget
harmadolni. Itt kit{in alkalom lenne arra, hogy megmutassuk, mit jelent annak
a bebizonyitdsa, hogy szoget nem lehet korzovel és vonalzéval harom egyenld
részre osztani és mennyiben hasznalhatd a kozolt gyakorlati modszer.

Egy masik, nem elszigetelt, hanem kozos forrasbol szarmazo hibdra is
szeretnék itt ramutatni. Nem tételezhetd fel, hogy a konyvben szerepld sok
pongyola, s6t helyenként helytelen megallapitas, definicié helyes megfogalma-
zésat a szerzOk nem ismerik. Sokkal valésziniibb az, hogy lebecsiilve a nép-
szerfisitést és a népszerli miivek olvaséit, tgy vélik, hogy erre a célra igy is
0. Néhanf' példa szolgéljon bizonyitékul : gK 158. oldalon a szerzd (Gyorify
Arpadnti{ gy ,definidlja® a szorast: :
»Az eltérések atlaga az dgynevezett széras. A szoras kiszdmitdsa megint
csak atlagoldssal torténik, de nem olyan egyszerfien, mint az el6bb, mivel itt
pozitiv és negativ eltérések egyarant szerepelnek.“ Ugyanezen szerzd a 159.
oldalon a kovetkezot irja: ,Az elsd formai egyszerisités az, hogy a fogalma-
kat (1) betiikkel jeldljiik.“
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A fiiggvény fogalmanak hathatésabb tisztazdsa céljabol ezt irja: A tab-
lazat, a képlet és a grafikon ugyanazt fejezi ki.“ Majd igy folytatja: ,Réviden
igy lehetne Osszefoglalni: M értéke attol fiigg, hogy mekkora az i.“

A szerzOk figyelmébe ajanlom azt a megéllapitast, , ... hogy j6, valo-
ban tudomanyos neépszeriisitdé konyvet nem konnyebb, de sokkal nehezebb
alkotni, mint a kutatas eredményeit a szaktudomany nyelvén leirni.“ (I. Jefremov :
?g tudom)ény széleskorit népszeriisitésérdl. Lityeraturnaja Gazeta, Moszkva,

53. 36.

Foglalkozni szeretnék a konyv népszeriisitési modjaval, mely inhomogén.
Helyenként lekoti a figyelmet és konnyen hatol a kérdések mélyére. Ebbol a
szempontbdl jo a szogfiiggvényekrdl szolo fejezet annak ellenére, hogy ardny-
lag ismeretlen fogalmakkal foglalkozik. Helyenként azonban a szerzok nem
helyeznek sulyt arra, hogy az olvasok tényleg meg is értsék azt, ami a konyv-
ben all. Ennek legszélsOségesebb esete a 157. oldalon kezdddo ,Még egy
gyakorlati feladat“ c. fejezet, amely egyrészt érthetetlen okbol keriilt erre a
helyre, masrészt teljesen feliiletes, odavetett és igy nem érthetd szoveg. Hozza-
jarul ehhez még egy csunya sajtohiba is (a 158. oldalon ,szdéras“ helyett
,S20rZ4as®).

Az anyag kivalasztdsa sem homogén, s6t helyenként ebben is megnyil-
vanul az olvasok lebecsiilése. A 88. oldalon kezd6d6 ,Hogyan szamitsuk ki a
normat és a szazalékot“ c. fejezet iroja nem veszi eszre, hogy a szazalék-
szamitas mar ugy atment a koztudatba nalunk, hogy felesleges ezt ilyen médon
magyarazni.

Nem hagyhatom sz6 nélkiil a konyvben taldlhato silyos ideoldgiai hiba-
kat, melyek koziil csak néhanyat kivanok itt emliteni. A 34. oldalon azt allitja
a konyv, hogy ,A természettudomanyok legnagyobb része, mint pl. a kémia,
csillagaszat, orvostudomany, szintén zavaros, babonds kuruzslasokbdl fejlédtek
ki.“ A materialista tudomanytorténet kétségteleniil bebizonyitotta, hogy a termé-
szettudomanyok a termelési tapasztalatokbol fejlédtek ki, éppen a babonak, a
kuruzslas és a klerikalis reakcio ellen folytatott harcban.

Politikai hiba. a halad6 atlagnormdknak a konyvben (88. oldal) adott
meghatarozédsa, amely természetesen nem igaz.

Ide sorolhaté a 167. oldalon szerepldo egészen amerikai izii mondat is:

,A 173. 4bra alapjan példiaul mindenki készithet magdnak olyan grafi-
kont, amelynek segitségével képességének megfelelden a legkedvezébb kereseti
lehetoséget is megallapithatja.“ Ez persze nem igaz, hiszen nem is lehet igaz.
A szocialista termelési és bérezési rendszerben nincs ilyen maximum, de lehet,
hogy a szerzd nem is igy gondolta. Nalunk, amint Rakosi elvtars mondotta, a
termelés felsé hatara a csillagos ég.

Ezekért a hibakért nem csak és nem elsGsorban a szerzok a feleldsek,
akik elsésorban matematikusok, hanem felelés a konyv szerkesztdje, lektora és
a kiado is.

Minden hibaja ellenére a konyv megérdemli, hogy az olvasok széles
rétege olvassa, forgassa, — de megfelelo kritikaval. Azoknak, akik az altalanos
iskola nyolc osztalyanak tananyagat ismerik, a konyv egészének megértése nem
okoz nehézséget és sok hasznos ismeretet nyuit.

Balog Emma

MTA Kényvidra
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