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Lukacs Ferenc

BALINT ELEMER

I. Eletrajza

LukAcs FErReNC 1891. junius 27-én sziiletett és még nem volt 28
€ves, amikor jelentékeny tudomanyos munkéssig utin 1918. novem-
ber 30-an befejezte életét. Matematikai tehetsége mar 15 éves koraban
kezdett kibontakozni. Id@sebb baratainak tanacsira els§ matematikai
olvasmanya CEsARrO ,,Elementares Lehrbuch der algebraischen Analy-
sis und der Infinkesimalrechnung” cim{i, 1904-ben megjelent konyve
volt. Minthogy szegény fiti volt és sajat eltartasar6l mar gimnazista
kordban nagyrészt maganak kellett gondoskodnia, idejének jelenté-
keny részét osztalytarsak és kisebb fiuk tanitasa vette igénybe. Ez az
€letmod az 6nalld6 gondolkodasu ifjut koran tette érett emberré. Alig
hagyta el a kozépiskola padjait, amikor megismerte LIOUVILLE tételét
az algebrai szamoknak racionalis szamokkal valé megkozelitésér6l és
erre a tételre tamaszkodva — 19 éves koraban — 1910-ben konstrualt
egy mindeniitt siir(i halmazban nemfolytonos és mégis mindeniitt stirii
halmazban differencialhaté fiiggvényt. (II. 1.)* LukAcs e fiiggvényét
I. J. SCHOENBERG 1959-ben ujra felfedezte és kozolte a The American
Mathematical Monthly 66. kitetében (The integrability of certain func-
tions and related summability methodes cimii kozleményében, pp.
361 —375). SCHOENBERG megtudva SZEGO GABORtol, hogy ezt a fiigg-
vényt Lukacs mar 1910-ben megszerkesztette és 1911-ben kozzétette,
az Am. Math. Monthly egy kés6bbi szimaban (p. 563) megjegym ezt
€s idézi LukAcs 48 évvel korabban megjelent dolgozatat.

LukAcs mar gimnazista kordban megismerkedett Riesz FRIGYESSEL,
aki akkor még mint kozépiskolai tanar L&csérl Budapestre keriilt és
rovid ideig a III. keriileti gimn4ziumban tanitott, mielStt Fejér Lipot
helyén a kolozsvari egyetem tandra lett. Riesz FRIGYEs gyakran talal-
kozott a budai Vigadd kavéhazban LukAcs FereNccel és mar akkor

- * Az utalds a LukAcs FEreNc tudomédnyos munkissidga cimii II. részre vonat-
kozik: (IL. 1.) jelenti az ebben a részben 1. pont alatt referdlt kozleményt.

1 Matematikai Lapok
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észrevette LUKACs matematikai tehetségét. Ez'az ismeretség akkor nem
tudott mélyebb hatést gyakorolni LukAcsra, mert révid id8 utan Riesz
Kolozsvara tadvozésaval megszakadt.

Lukics — mint egyetemi hallgaté — FEJER LipéTnak, 1911 dta a
budapesti egyetem tanaranak szemindriumaban ismerkedett meg a
nala néhany évvel idGsebb POLYA GYORrRGgyel és FEKETE MiHALYlyal.
A kozottitk 1étrejott baratsagbol szamos tudomdényos eredmény fa-
kadt. FejfrR szemindriumaban ismerkedtek meg Lukécs és évtarsai:
EGERVARY JenG és BRODY IMRE is.

Lukécs tudomanyos munkassidga FEJER hatasa alatt bontakozott ki.
1913-ban jelent meg egy Comptes Rendus cikke (II. 3.), melyben FEJER
egy problémajanak GRONWALL 4ltal adott megoldasat 1ényegesen egy-
szerlibben bizonyitotta be. Ez a bizonyitds LUKAcs 1914. évi doktori
értekezésében magyarul és a disszertacionak SZEGGtS] szarmazo fordita-
saban — LuUkAcs hagyatékabol vett kiegészitéssel — németiil is meg-
jelent (II. 4. és II. 9.). A doktori értekezés a Laplace-sor szummaélhaté-
sagaval foglalkozik, tehat szintén FEJER dolgozataibdl indul ki.

LukAcs 1913-ban a nyarat Gottingenben toltotte. Sok magyar
matematikus taldkozott ezen a nyaron Gottingenben. Ketten: HAAR
ALFRED és KALMAN TODOR a gottingeni egyetem docensei voltak, a tobbi
nyari vendég. Két orvostanhallgat6 is volt a magyarok kozott: BARON
GyYULA és BAUER ERVIN, mindketten LUKACS baratai. Az el6bbi ma orvos-
tanar az Amerikai Egyesiilt Allamokban, utébbi 1919 utin emigralt,
néhany évi hanyodas utan Leningrddban telepedett le, ott mint biold-
gus elismerést szerzett és a 40-es évek elején meghalt.

Gottingeni tartézkodasa alatt LUKACS megismerkedett EDMUND
LANDAU gottingeni egyetemi tanarral és ez az ismeretség is hatdssal
volt LukAcs tudomanyos munkassagara. 1915-ben jelent meg az Archiv
der Mathematik und Physik cimii folyéiratban LUkAcs egy kozleménye
(II. 5.), melyben LANDAU egy sortételét altalanositotta.

1914-ben — egyetemi éveinek befejeztével — doktori vizsgaja
utan LUKACS a miiegyetemen KURSCHAK JOZSEF tanarsegéde lett és ugyan-
ebben az évben meg is ndsiilt. Felesége, TERT TEKLA eredetileg nem volt
matematikus, de férje mellett felébredt érdeklGdése a matematika irant.
Tehetségét bizonyitja, hogy nemsokara egy érdekes geometriai tételre.
jott r4 és azt beis bizonyitotta. Eza tétel, mely a POLYA—SZEGG: Auf-
gaben und Lehrsitze 1. kotetében (a 105. és 277. oldalakon) megtaldl-
hato, igy hangzik: Azok a pontok, melyekbdl egy zart, kettds pont
nélkiili gdrbe csillagszer(ien latszik, konvex halmazt alkotnak. (Egy
gorbe valamely pontbol csillagszeriien latszik, ha abbol a pontbdl ki-
indulé minden félegyenesnek a gorbével egyetlen k6zds pontja van.)

Az els vilaghabort kitorésekor LUKACSOT is besoroztdk katond-
nak, de szivbaja miatt révid id6 mulva leszerelték. Az els§ vilaghabora
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elsG. évében tette le LUKACS doktori vizsgajat, de a gyakorlé tanari
évet nem vallalta és nem szerzett tanari oklevelet. 1916-ban kiildte
be LukAcs a Crelle Journalnak egyik nagyon jelentSs dolgozatat, mely
azonban mar csak halala utan jelent meg (II. 6.) a kovetkez8 cimmel:
Uber die Bestimmung des Sprunges einer Funktion aus ihrer Fourier-
reihe.

Halala évében jelent meg LUKACS egy masik fontos kozleménye is:
Verscharfung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung fiir ratio-
nale Polynome (II. 7.). Lukacs ebben a kézleménében utal egy tételére
is, mely egy véges intervallumban jelet nem valté polinomnak egy
paraméteres elBallitasardl szdl.

1923-ban, 5 évvel LukAcs halala utan jelent meg FEKETE MIHALY
cikke a Mathematische Zeitschrift 17. kotetében (pp. 228 —249), mely-
ben a transzfinit atmér6 fogalmat vezette be. A kozlemény cime: Uber
die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen Gleichungen
mit ganzzahligen Koeffizienten. A bevezetésben FEKETE egy modszerre
utal, melyet ,,baratjaval, LukAcs FERENCcel egyiitt dolgozott ki”. Ezt a
moédszert, melynek alapgondolatiban LuUkAcs FEReNCnek jelentékeny
szerepe volt, FEKETE rezultins-moddszernek nevezi szembedllitva azt a
kozlemény elsé részében alkalmazott és I. SCHUR altal hasznalt disz-
kriminans-moddszerrel. A ,,rezultins-mddszer” LukAcsnak és FEKETEnek
kozos tételére tamaszkodik, melyet egyszerii alakjaban igy lehet ki-
mondani: Csak véges szamu polinom lehetséges, melynek legmagasabb
fokti tagjaban az egyiitthatd egy rogzitett egész szam, valamennyi
egyiitthatdja egész szdm és valamennyi zérushelye egy véges inter-
vallumba esik, melynek hossza kisebb, mint 4.

LukAcs tudomanyos munkéssaga mellett nem vesztette el fogékony-
sagat a szazadforduld utan kibontakozé irodalmi és tirsadalmi kiiz-
delmek irant. Koranak kolt8i koziil elssorban Apy ENDRE versei all-
tak kozel hozza. De nemcsak a magyar irodalom érdekelte. Allandé
olvasdja volt példaul a ,,Fackel-nek, a bécsi KARL KrAUS folydiratanak,
melyet joforman maginak KrRAUsSnak irdsai toltottek ki. Erdekelték a
tarsadalmi problémak, melyek a szdzadfordul6 utdn a magyar fiatalsag
legértékesebb elemeit magukkal ragadtak. Amikor kitdrt a Karolyi-
forradalom, lelkesedéssel csatlakozott annak eszméihez. Nem sokaig
lelkesedhetett az 0j eszmék diadalaért. A haboru végével és az azutan
pusztité jarvany, az un. spanyol influenza, szedte aldozatait és ezek
kozott voltak LukAcs FERENC maga, felesége és kozeli baratainak koré-
b8l BAUER ERVIN felesége, a jelesi ron8, KAFFKA MARGIT és annak kisfia
is. A ,,gyulak’ minden igyekezete — KARINTHY FRIGYES nevezi igy ,,Uta-
z4s a koponyam koriil” ciml kényvében a bariti koriikhdz tartozd,
jelenleg Amerikaban €16 orvosokat: BARON GYULAT és HOLLO GYULAT —
hiabavalé volt. LukAcs FERENC hibés szive nem tudta lekiizdeni a rossz-

1*
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indulati betegséget és mikor halalat egy tigyetlen apolénd elarulta
feleségének, TERT TEKLA, aki kiilonben valdsziniileg meggyogyulhatott
volna, nem akart t6bbé meggy6gyulni. Férjével egyiitt kozos sirba
temették. Maradt utanuk egy arva gyermek, emlékiik barataik szivében
és azok az eredmények, melyekkel a tudomanyt gazdagitottak.

II. LukAcs FEreNC tudomédnyos munkassiga

1. Eine unstetige und differenzierbare Funktion (Mathematische
Annalen, Band 70, pp. 561 —562; 1911.)

LukAcs ebben a kozleményében olyan fiiggvényt szerkeszt, mely
a valds valtozé minden értékére értelmezve van, mindeniitt stirli hal-
mazban nemfolytonos, mégis mindeniitt siiri halmazban differencial-
haté.

A konstrukcié LiouviLLE kovetkezs tételére tamaszkodik: Ha «
n-edfoku algebrai szam, akkor megadhaté az M pozitiv konstans
ugy, hogy tetsz8leges p/q racionalis szamra fennall a kovetkezd egyen-
16tlenség:

p 1
?’4>va
Lukacs kovetkezGképpen definidlja az f(x) fiiggvényt:
irracionalis x-re f(x)=0,
a racionalis x =p/q pontban f(plg)=1/q4,

(g a nevezd legkisebb pozitiv értéke).

Azonnal lathatd, hogy a fliggvény periodikus (periodusa 1),
racionalis x-re nemfolytonos,
irracionalis x-re folytonos,
integralhato,
minden algebrai irracionalis helyen,

tehat mindeniitt siiri halmazban, differencialhatd és differencialhdnya-
dosa =0.

2. Eine Eigenschaft des Konvergenzkreises der Potenzreihen. (Archiv
der Mathematik und Physik, III Reihe, Band 23, pp. 34 —35; 1914.)
LukAcs indirekt mddszerrel bizonyitja be kovetkezd tételét: Egy hatvany-
sor valamennyi szelete valamennyi zérushelyének legalabb egy siirii-
sodési helye van a hatvanysor konvergenciakorén.

Ez a tétel, mint LUKACS maga is ramutat, a hatvanysor minden
értékhelyére ugyanugy all, nemcsak a zérusokra.
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LukAcsnakezt a tételét LANDAU is idézi konyvében: ,,Darstellung
und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie (II.
Auflage, 1929). Ez a tétel —eltekintve HURWITZ egy 1889-b8l szarmazd
tételétSl* els6 eredmény volt egy problémakorben, melyben a szin-
tén koran elhunyt ROBERT JENTZSCH koOzleménye volt a kovetkezs 1€-
pés.** Jentzsch kimutatja, hogy a (véges) konvergenciakér minden
pontja stirlisddési helye annak a ponthalmaznak, melynek elemei a
hatvanysor szeleteinek zérushelyei. OSTROWSKI, SZEGO GABOR, majd 1950-
ben Erd6s Pal és Turan Pal mas problémakorrel kapcsolva tovabb-
fejlesztik a Lukadcs—Jentzsch problémakért is.

3. FEJER 1908-ban bebizonyitotta, hogy az L-integralhato f(#, @)
fiiggvény Laplace-soranak maéasodrendli szamtani kozepei a fiiggvény
valamely folytonossagi pontjaban a fiiggvény értékéhez konvergalnak.
FEfR felvetette a kérdést, hogy divergalhatnak-e az elsSrendli kdzepek.
GRONWALL bebizonyitotta, hogy mar az els6rendi kozepek is konver-
galnak a fiiggvény folytonossigi pontjaiban.

GRONWALL tételét LUKACS egyszeriibben bizonyitotta be. A bizonyi-
tas francia nyelven 1913-ban a Comptes rendus des séances de I’ Académie
des sciences 156. kotetében jelent meg. A bizonyitds magyarul is meg-
jelent Lukacs doktori értekezésében.

4. A Laplace-sorrol. Doktori értekezés, 1914. Miutan az értekezés
I. fejezetében a Legendre-polinomok ismert tulajdonsigait egyszerii
bizonyitésokkal osszefoglalja, az értekezés II. fejezcteben LUKACs egy
egyszerli példan mutatja meg, hogy egy az egész egységgombon foly-
tonos fliggvény Laplace-sora a fiiggvény egy folytonossagi pontjaban
divergens lehet. A III. fejezetben kozli GRONWALL tételének egyszerii
¢és rovid bizonyitasat, mely mar egy évvel korabban megjelent a Comptes
Rendus-ben. A 1V. fejezetben a specialis

2 (2n+1)P,(cos )

sor k-adrend{i szdmtani kdzepeit vizsgalja meg. (y a fix (&,, po) pont
tavolsdga az egységgdmbon a valtozo (¥, ¢) ponttol.) P,(x) az n-edfoku
Legendre-polinomot jelenti. Ennek a vizsgalatnak az eredményére té-
maszkodik az értekezés f6 eredményét tartalmazo V. fejezet, melyben
LukAcs bebizonyitja, hogy az f(#, ¢) L-integralhaté fiiggvény Laplace-
sora a (#,, po) pontban minden 1/2-nél magasabb rendben GOsszegez-
het§ és Osszege megadja a fiiggvény értékét a (¥,, p,) pontban, ha a

* Mathematische Annalen, Band 33.

** Untersuchungen zur Theorie der Folgen analytischer Funktionen (Acta
Mathematica, 1916.).
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fiiggvény ott folytonos és a (¥,, o) pont antipodusidban /bizonyos
korlatozasoknak van alavetve (ha pl. ott korlatos).

A bizonyitasbol az is kideriil, hogy az 1-nél magasabb rendii ko-
zepek konvergenciaja egyenletes az egységgdmb minden olyan tarto-
manyaban, melyben a fentemlitett két feltétel egyenletesen teljesiil.
Végezetiil LukAcs minden 4-nél kisebb k-ra egyszerli fiiggvénypéldat
konstrudl, mely az egész egységgombon folytonos, de Laplace-soranak
k-adrendli kozepei egy folytonossagi pontban divergalnak.

5. Bemerkungen zu einem Konvergenzsatze des Herrn Landau
(Archiv der Mathematik und Physik, Band 23. pp. 367 —368; 1915.)

LukAcs ebben a rovid kozleményben LANDAU kovetkezd tételét
altalanositja: Ha Xa, valos tagokbdl allé sor Cesaro szerint r-edrendben
szummalhaté és na, alulrél korlatos, akkor a Xa, sor konvergens.

Lukécs kimutatja, hogy ha a komplex tagokbdl allo6 sor Cesaro
szerint r-edrendben szummalhaté, ¢s ha na, egy 7-nél kisebb nyilast
szogtartomanyban van, akkor a sor konvergens.

6. Uber die Bestimmung des Sprunges einer Funktion aus ihrer
Fourierreihe. (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Band
150, pp. 107 —112; 1919.)

Ezt a kozleményt LukAcs 1916-ban kiildte be a lapnak, de csak
halala utan jelent meg. LUKACS e cikkben a kovetkezd fontos tételt
bizonyitja be: Ha az a pontban az L-integralhatd f(x) fiiggvény ugrasa
D(a), azaz

lim (f(a+ 1) —f(a—1))=D(a),
t—>+0 3
akkor

s.(@)  D(a)
log n TE L

ahol s,(a) jelenti az f(x)-hez tartozé Fourier-sor konjugaltjanak rész-
letdsszegét az x =a helyen.

Ebbdl a tételbdl kovetkezik, hogy ha a fiiggvénynek az a pontban
ugrasa van, akkor a konjugalt sor az a pontban nem konvergalhat.
E tétel alapjan az f(x) Fourier-soranak konjugaltjabol kovetkeztet-
hetiink az f(x) fiiggvény ugrasainak nagysagara. (Idézve ZYGMUND:
Trigonometric series €s Sz. NAGY BELA: Valos fiiggvények ¢és fiiggvény-
sorok c. konyvében.)

7. Verschirfung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung
fiir rationale Polynome, (Mathematische Zeitschrift, Band 2, pp. 295 —
3035:71918.)

A kozlemény fG tételei a kovetkezSk: Ha f(x) valés polinom,
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melynek az a = x =b intervallumban M a maximuma és m a minimuma,
akkor

b

.« M—m i M—m
o x=M~———0,
e n(n+1) _b—ajf(x)d\ n(n+1)
P a
ha a fokszam 2n-+1 (paratlan); és
ideih
M—m 1 M—m
ety LAl AT e SM—-'————-
Ty —b-a_[f(x)dx"' CEE

ha a fokszdm 2n (paros).

Az egyenlGség jele csak specidlis polinomokra érvényes, melyeket
LukAcs a Legendre-polinomok, illetve azok derivéaltjainak segitségével
hataroz meg.

A kozlemény bevezetésében Lukécs idézi a nemnegativ polinomok
egy parameteres elGallitasarol szolo tételét, mellyel kozleménye tételeit
el8szor bizonyitotta be. Mégis ebben a cikkben a bizonyitds nem erre
a parameteres elGallitdsra tdmaszkodik, hanem Fejér egy modszerének
analogonjat -hasznalja.

A tétel és bizonyitdsa megtalalhatdé POLYA—SZEGG: Aufgaben und
Lehrsitze II. kotetének 96. oldalan is (108. és 109. feladat), a megol-
das a 297. oldalon.

8. Lukacs maga mar nem kozolhette a fenti kozleményben emlitett
modszerét, mely arra tamaszkodott, hogy a nemnegativ polinomokat
bizonyos parameteres alakban allitotta el8. Ez az el8allitis megtalal-
haté POLYA—SzEGG: Aufgaben und Lehrsatze I1. kotetében (82. oldalon
a 44., 45., 47. feladatok és azok megoldasa a 275. és 276. oldalakon).
Idézi tovabba SzeG6 GABOR Orthogonal Polynomials c. konyvében
(American Mathematical Society Colloquium Publications, XXIII. k-
tet, a 4. és 5. oldalakon; 1959).

Lukacs az n-edfokti valés polinomot a kovetkez6 alakban allitja
<l§:

I. Ha p(x)=0 a —1=x=1 intervallumban, -akkor

{A@)}P+ 1 —x»){B(x)}>, ha a. fokszam iparos;
B = {(1+x){C(x)}2+(l —x){D(x)}2; ha a fokszam paratlan.
II. Ha p(x)=0 x minden értékére, akkor
, p(x)={Ax)}*+ {B()}.
III. Ha p(x)=0 az x=0 (jobbrol) végtelen intervallumban, akkor
p(X)={A(X)}*+{B(x)}* + x[{C(x)}* + {D(x)}?].



Mindegyik el6allitasban A(x), B(x), C(x) és D(x) valds egyiitt-
hatdji polinomokat jelentenek €s az egyes tagok fokszama nem nagyobb,
mint p(x) fokszama.

9. SzeG6 GABOR 1922-ben a Mathematische Zeitschrift-ben német.
forditasban kiadta LuUKAcs doktori értekezését, LukAcs hagyatékabdl
vett kiegészitésekkel (pp. 250 —262).

®EPEHI] JIYKAY

J. baauut

Life and work of F. LUKACS

E. BALINT



Szasz Pal 60 esztendds

KARTESZI FERENC

SzAsz PAL, a matematikai tudomanyok doktora, a Budapesti
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem professzora 1961. jalius 11-én lett
60 éves. Egyctemiink Matematikai Intézete félszaz oktatdjanak tanitd-
mestere volt, egyetemi tanulményaik idején. Elmondhatjuk, hogy ma
mar volt tanitvanyainak 1égiényi serege szeretettel és tisztelettel fordul
a 60 esztendGs professzor felé, akit6l az analizis alapvetd ismereteit
tanulta. J6 er6ben dolgozik még ma is, élénk érdekl8déssel figyeli
sziikebb témakoreinek legijabb fejlGdését, s tobbet ir ma, mint fiatal
éveiben. Eppen ezért korai volna ‘matematikai munkéssagat teljességre
torekvé keretben ismertetni. Csupan egy-két szoval ismertetjilk egye-
temi pélyafutasat, és néhany jellemz8 vonassal felvazoljuk tudoméanyos
munkassagat.

¥ ok ok

Iskolai és egyetemi tanulmanyait Budapesten végezte, 1924-ben
kapta meg tanari oklevelét a matematika-fizika szakcsoportbél. Dok-
tori szigorlatot 1927-ben tett a matematikabol.

1924-t61 fogva — kiilonféle oktat6i fokozatok és kategdridk hosszit
skalajat végigjarva — lényegében véve a Budapesti Tudoményegyetem
oktatdjaként miikodik. — Az 1928/29. tanévet mint &sztondijas Ber-
linben toltétte a HumBoLDT Egyetemen. — Egyetemiink 1933-ban
magantanarra képesitette a ,,Kozelit6 processzusok™ c. targykorbél.
1943-ban egyetemi rendkiviili tanari cimmel tiintették ki.

- A Tudomanyos MinGsit§ Bizottsag 1952-ben a matematikai tudo-
manyok kandidatusavd, majd doktori disszertdciéjanak sikeres meg-
védése utan, 1957-ben a matematikai tudomanyok doktorava nyilva-
nitotta. Oktatdi és tudomanyos munkéssiga elismeréseképpen 1956-ban
a Népkoztarsasag Elnoki Tandcsa a ,,Szocialista Munkaért” Erdem-
€érem adomanyozasaval tiintette ki. 1958-ban egyetemi taniri kineve-
z¢st nyert.

¥ %k 3k

E Kkiils6 események és tények ismertetése utdn bens6bb képet
igyeksziink felvdzolni dolgos oktatéi és tudomanyos miikodése folya-
mardl.



Palyafutasanak legszerencsésebb koriilménye az volt, hogy kez-
dettdl fogva, 35 esztend6n at, FEJER LipOT mellett dolgozhatott. FEJER
nemcsak a matematika tekintetében volt mély hatéassal tanitvanyaira
és a kornyezetében €16 matematikusokra, hanem minden emberi vonat-
kozasban dont8 befolyast gyakorolt. Kedves kozvetlensége, bolcsessége,
ragyogd humora, sziporkazé szellemessége mindenkit lenyligozott. Be-
szélgetések soran a matematikai Otletek, gondolatok gazdag bdsége
buggyant ki belSle, s mindig merithetett azokbdl az, akinek kell§ ér-
zéke és tehetsége volt ahhoz, hogy meritsen.

SzAsz PAL elsGsorban a geometria axiomatikéja felé fordul foko-
zott érdekl8déssel, és abban bontakozik ki ©6nalld6 munkassaganak,
elért eredményeinek tilnyomo része. Mégis, nyilvan Fejér LipOT ha-
tasa alatt, valamint azért is, mert oktatéi munkakore az analizishez
kototte, az analizis korébe vagd dolgozatokat is produkalt, Eppen az
analizis témakdrébe tartozd tudomanyos munkéssiga az, ami nehezen
valaszthatd el oktatéi munkéssagatol.

Tébb mint két évtizeden at § vezette be a matematika—fizika szakos
tanarjeldlteket az analizis alapvet§ ismereteibe. Az ,,Analizis” c. targy
els6 és masodik tanévi elGadasait — részben FEJER LipOT neve alatt —
§ tartotta. Tehetségesebb hallgatdival a matematikai analizis kiilonféle
fejezeteit feldleld specialis elGadasok és szeminariumi munka keretében
foglalkozott. Hosszt analizis-oktatdi tapasztalatainak, alaposan felké-
sziil6 és aproélékos részletekig kicsiszold elGaddi tevékenységének gyii-
molcse ,,A differencial- és integralszamitas” c. tankonyve. (1935.)
Lényegesen atdolgozott és kibdvitett masodik kiadasa 1951-ben jelent
meg. :

Ez a konyv sokkal t6bb annél, mint amit szerény cime igér. A valds
és komplex valtozos fliggvények elméletének nem csupan az elemeivel
ismerteti meg az olvasot. Feloleli mindazt az anyagot, amelyet ezekbdl
a targykorokbdl az els6 harom tanév folyamén el§ szoktak adni. Ezen
feliil elvezet a klasszikus iranyu analizis legtijabb eredményeihez is.
Betekintést nyujt kiillonosen FEejER LipOT-nak és tanitvanyinak finom
vizsgalataiba. Ezek koziil tobb problémakor éppen SzAsz PAL kony-
vében nyerte elsd feldolgozasat. Ezért fejezte ki FesER LipOT a konyv
masodik kiadasahoz irt eldszavaban azt a véleményét, hogy ez a mi
S,bdarmely orszdgban meleg fogadtatdsra talalna.”

SzAsz PAL 1961-ig megjelent munkainak jegyzéke 60 dolgozatot
szamlal.

Nem célunk e dolgozatok eredményeit teljességre torekvSen ismer-
tetni, a benniik szerepl§ tételeket egyenként megfogalmazni. Csupan
SzAsz munkassaganak témakoreit és jellegét kivanjuk felvazolai. Ezt az
is indokolja, hogy SzAsz szivesen foglalkozik ismert tételek altalanosi-
tasaval, élesitésével, valamint egyes bizonyitasok egyszeriisitésével, fino-
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mitasaval, marpedig az ilyen jellegli munka lényegét és nehézségeit
szinte lehetetlen egy-egy tomor kivonatban érzékeltetni. Masik kedvelt
témakore, bizonyos axiomak szerepének pontos kideritése, és a hiper-
bolikus geometria axiomatikus felépitése, ugyancsak olyan jellegii dol-
gozatokban bontakozott ki, amelyeket kivonatszeriien aligha lehet is-
mertetni.

SzAsz PAL dolgozatait kissé durvan kategorizalva, beszélhetiink
az analizis korébe tartozd dolgozatairdl és a geometria alapjai néven
ismert targykorbe vagd dolgozatairdl.

Két okbdl is durva ez a kategorizalas. Van olyan dolgozata, mely-
ben az analizis korébe vagd fogalmak és a tiszta geometriai fogalmak
szétvalasztasa, vagy egyiittmiikodtetése alkotja a dolgozat mondani-
valéjanak lényegét (ilyen példaul a listankon a [4] sorszamon szerepld
dolgozata). Van olyan dolgozata, melyet FEJER LiroT emlékének szen-
tel, s FEJER miiveirdl szdl, illetve az § klasszikus vizsgilataihoz nyjt
adalékot. (Ilyenek példaul az [55], valamint a [32] és [57] sorszamu
dolgozatai.) Az egyik dolgozata pedig — mely a halmazelmélet CANTOR-
féle ekvivalenciatételének KoOnNiG-féle bizonyitasaval foglalkozik [51], a
mondott bizonyitast egyszer(ibbé és szemléletesebbé finomitva a KONIG
Denes-féle valtozatanal is —, mindkét kategorian kiviil esik.

Szam szerint 14 dolgozatat sorolhatjuk az elsé kategéridba. Ezek
koziil az [1], [2], [3], [5], [10], [24], [48], [53], [54], [57] dolgozatok a
Fesér LipOT altal is kiterjedten miivelt interpoldciéelméletbsl meritik
targyukat. Kiilonféle idevagd eredmények altaldnositasat, élesitéseit €s
egyes bizonyitasok egyszertisitését vagy finomitasat tartalmazzak. Az [55]
dolgozatdban megkisérli FEJER eredményeit — 12 targykor szerint
csoportositva — egy atfogé képben az olvasé elé tarni. A [32] dolgo-
zata FEJER LipOT-nak a trigonometrikus sorok elméletével kapcsolatos
vizsgilataihoz nydjt adalékot. Atmenetet alkotnak az analizis targyl
és geometriai dolgozatok kozott a [4], [26] és [56]. Ezekben az elemi
geometria modszereit az analizis korébe vagd kiilonféle téte&k és fel-
adatok bizonyitasara, illetve megoldasara alkalmazza. Mar ezeket a
dolgozatokat is jellemzi az, hogy a felhasznalt axiéméikat gondosan
elemzi, tovabba az egyszer(ibb tételek és elemi modszerek alkalmaza-
saval a bizonyitasokat lényegesen egyszeriisiti. — Ebben nemcsak
SzAsz egyéni izlése és hajlama érvényesiil, hanem FEJER hatésa is tiik-
roz8dik. Ismeretes, hogy FEJER szeretett geometriai képekben gondol-
kodni, és meghokkentGen elemi eszkozokkel a legmélyebb tételeket
tokéletesen elintézni. — Geometriai targyli dolgozatait viszont az anali-
zist miivel6 matematikus izlése is jellemzi minden olyan valtopontban,
ahol a geometriai kérdést kovetve, atvezet az Ut az analizis teriiletére.

Geometriai targyt dolgozatai az 6sszes dolgozatainak szamban,
terjedelemben és jelentGségben domindld részét alkotjak. Ebbe a kate-
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goriaba 45 dolgozata tartozik; javarészt a BoLyAl—LOBACSEVSZKIJ-féle
hiperbolikus geometria axiomatikus megalapozasaval és hézagtalan,
kifogastalanul szigort felépitésével kapcsolatos kérdésekkel foglalkoz-
nak. SzAsz PAL kétségteleniil a hiperbolikus geometria megalapozasa-
nak legtajékozottabb ¢és legtobbet publikald, kiilfoldi szakemberek aital
is elismert miivelGje hazidnkban. Ezt mutatja az is, hogy 1957-ben
meéghivtak a Berkeley-ben tartott, az axiomatikus mddszerrel foglal-
kozé symposionra. F&érdeme abban jelolhetd meg, hogy BOLYAI
JANOs miivét, valamint az annak nyoman elért késGbbi eredményeket
gy hozta kozelebb a mai matematikusokhoz, hogy a mai igényeknek
megfeleld formaban atdolgozta. (Megszigoritotta, kiegészitette, atren-
dezte.) FG8eredménye: a hiperbolikus sik koordindta-geometridjdnak, a
folytonossdgot, a térgeometridt és a projektiv geometridt elkeriilé fel-
épitése, ami dltal a hiperbolikus geometridnak egy jol dtgondolt, egyszertt
és elemi megalapozdsat adta.

Most geometriai dolgozatait részletezettebben csoportositjuk.

Elszigeteltebbek a tobbiektsl a [6], [7], [27], [38], [41], [60] dolgo-
zatok.

Ezek kozil a [6] annak a feladatnak a megoldasat adja, hogy
melyek azok a korbe beirt, a kor kdzéppontjat belsejiikben vagy kerii-
letiikén tartalmazé konvex n-szogek, amelyekre nézve az oldalak négy-
zeteinek az dsszege a legkisebb. A [7] dolgozatban, az axiomak szere-
pére valb tekintettel, KURSCHAK egy segédtételével foglalkozik. A [38]
dolgozataban 1j bizonyitdst ad BoLyAr FARKAS nevezetes poligon-
atdarabolasi tételére. Bizonyitasa fiiggetlen a teriilet fogalmatdl, az
egyenesszakaszok mérésétdl és a szakaszkalkulustol. A [41] dolgoza-
taban a hegyesszogili haromszég talpponti haromszdgére vonatkozéd
FAGNANO tételt, valamint a hegyesszogli hiromszdg magassagpontja-
nak és a talpponti haromszoge belsG szogfelezGi talalkozasi pontjdnak
azonossagit a parhuzamossigi axiématol fiiggetleniil bizonyitja be.
A [60] dolgozatban J. MOLLERUP egy a sikgeometridt a szogegyen-
16ség és szogegyenlStlenség fogalmatdl fiiggetleniil megalapoz6 dolgo-
zataval keriill kozvetett kapcsolatba. MOLLERUP régi axiomarendszerét
(1904-ben adta) FORDER (1947-ben) mddositotta; nevezetesen a harom-
szogek egybevagdsagardl szold eredeti axiomat gyongébbel helyettesi-
tette. Ez azonban a sikgeometria felépitését er@sen megnehezitette.
SzAsz két ForDER-féle segédtételre tamaszkodva, 12 jol megvalasztott
tételt vezet le, amelyekbdl az eredeti axiéma bizonyitott tételként ko-
vetkezik. Ezzel a FORDER-féle tArgyalas nehézségét 1ényegesen csokken-
tette. A [27] dolgozataban a modularis fiiggvények felsé félsikon vald
abrazolasanal fellép8 korharomszdghaldzat szerkezeti tulajdonsagait
— a szokasosnal egyszeriibben — az elemi geometria modszereinek
iigyes kezelésével targyalja. ;
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Mar az eddig felsorolt dolgozatoknak is kozos jellegzetessége az,
hogy az axiomatikus targyalds szigoruisagat és a mégis szemléletesnek
haté el6adasmodot szerencsésen tudja egybehangolni; a felhasznalasra
keriil6 axiomékat gondosan elemzi, a sziikségesnél erGsebb, vagy a
nem okvetleniil sziikséges axiomak felhasznalasat kovetkezetesen elke-
riili. Terjedelmében, jelentdségében is kiemelkedd els6 olyan geometria
dolgozata, amelyik mar a geometria alapjai korébe vag, a [8]. Ettél
kezdve vizsgalatainak fGteriilete egyre inkabb itt alakul ki.

SzAsz [8] dolgozata egy régi, BoLyAalr JANos miivével kezdddd,
azoéta sokak 4ltal és kiilonféle szempontbdl megvizsgalt és megoldott
problémaval (Gij szempontbdl tekintve) foglalkozik. Arrél a régebbi
kérdésr6l van szd, hogy miként lehet kimutatni, hogy bizonyos sik-
beli axiomak elfogadasa mellett vagy az euklideszi, vagy a hiperbolikus
sikgeometria érvényes; vagyis a sikgeometriaknak sikbeli axiomak alap-
jan val6 szétvdlasztdsa c. téma az, amihez SzAsz dolgozata csatlakozik.
O az euklideszi, a hiperbolikus és az elliptikus térgeometridk szétvd-
lasztdsdnak problémajat oldja meg. Evégbdl olyan axi6émarendszert
vezet be, mely 8 axidmaban az illesztkedésr8l, 5 axiomaban az elva-
lasztasrdl, 7 axiéméban az egybevagdsagrol, 1 axidomaban — mely
harom koziil valasztandd ki — egyetlen egyenes és hozza nem illesz-
ked6 egyetlen ponton atmend egyenesek viszonyardl, 1 axidémaban
pedig a folytonossagrél szél. A harom kiilonboz8 — mondjuk —
,.parhuzamossagi” axioma teljesiilését az el6z6 axiomak megengedik,
de a harom barmelyike a masik kettSt kizarja. Aszerint, hogy e szét-
valaszté hatasu axiomak melyikét fogadjuk el, hozzavéve még az utolsé
— lényegében DEDEKIND-féle —, folytonossagi axiomat is, rendre az
elliptikus, az euklideszi, a hiperbolikus geometria adddik.

Ett6l a dolgozattél fogva SzAsz PAL kutatisai egyre tobb szem-
pontbdl kiindulva és kiszélesedve a geometria alapjai problémakdoreibe
nyomulnak. Ha az imént ismertetett nyitanyszer(i dolgozatat is hozza-
tessziik, szam szerint 39 dolgozatar6l van szo. Ezeket tovabbi alkate-
goridkra bontani, csoportositani azért is nehéz, mert az Aatfedéseket
nem lehetne kikiiszobolni. Egy-egy téma tobb dolgozatban is, tjra
meg Wjra szerepel, persze mas-mas szempontbdl vizsgilva; s ha eszten-
d6k multan egy mas témakorben régebben vizsgalt témakorében hasz-
nosithaté felismerésekre jut a szerz8, szivesen visszatér régebbi téma-
jahoz. Egy-egy témakor ilyen tobbszori megforgatisa soran a rész-
vizsgilatok egy atfogdbb, szintetizalé jellegli dolgozattd érnek. Ilyen,
tobb régebbi vizsgalatat is hasznositd, atfogd jellegli dolgozata pél-
d4ul a tudoményos doktori fokozat elnyeréséért benytjtott és 1957-ben
sikeresen megvédett disszertacidja is [42]. Minthogy SzAsz PAL lanka-
datlan érdekl8déssel folytatja még kiilonféle szemponti vizsgélatait,
korai volna azokrdl atfogd képet ado, teljességre torekvé méltatast
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irni. Beérjitkk azzal, hogy néhany témakore megjelolésével, illetve né-
hany témakorben végzett vizsgalatainak felvazolasaval jellemezziik.

A [11], [12], [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [25], [30], [33],
[34], [35], [40], [58], [59] dolgozatok f&témaja a hiperbolikus trigono-
metria kulonféle elGallitasai (a klasszikus eszk6zok felhasznalasaval,
a kiilonféle modellek alkalmazasa kapcsan, a HiLBERT-féle végkalkulus
felhasznélasaval, a hiperbolikus sik koordinatageometridja ttjan, stb.).
Ilyen jellegii témakkal valé foglalkozasra az igen terjedelmes iroda-
lom gondos tanulmanyozisa késztette. Az irodalomban ugyanis sok
hézagos, nem eléggé egyszerli, részleteiben nem kell6képpen kidolgo-
zott, alapvetésében és moddszereiben nem a sziikséges mértékben tiszta,
targyalasmédjaban a lehet6ségekhez képest nem eléggé elemi jellegii
dolgozat szerepel. SzAsz PAL ezeket a fogyatékossagokat igyekezett
megsziintetni, s az eddigieknél jobbat adni. Kiemelkedd, hogy a trigo-
nometria folytonossagtol fiiggetlen levezetését, tovabba egy kifogasta-
lanul megalapozott kordinata-geometriabol vald levezetését is adta.

A [23], [28], [29], [36] dolgozatok a hiperbolikus geometria kiilon-
féle modelljeivel kapcsolatos kérdésekkel foglalkoznak (pl. a modell
szerepeltetése az euklideszi geometria és a hiperbolikus geometria vi-
szonyanak tisztazasa céljabol, az ellentmondéstalansag igazolasa végett,
egyes tételek levezetéséhez sziikséges, illetve mell6zhetS axidmak meg-
allapitasa érdekében).

A [22], [31] és [52] dolgozatok a hiperbolikus sik gdrbeiveinek a
rektifikdcidjaval foglalkoznak; az elsG kettd specidlisan az 6nmaguk-
ban eltolhaté vonalak rektifikacidjaval.

Dolgozatainak sulyponti csoportjat a [37], [39], [42], [43], [44],
[45], [46], [47] [49], [50] dolgozatai alkotjak. Ezek kozponti témaja
a hiperbolikus sik analitikus geometridjdnak a HILBERT-féle végkalkulus
alapjdan valo elemi felépitése. A f6téma kidolgozasa utani, a mondott
felépités eredményeit kiaknazé dolgozatai egyes axiomdknak a hiper-
bolikus geometria felépitésében jatszott szerepével foglalkoznak (és e
dolgozatok egyikében SzAsz a hiperbolikus triginometriat az analitikus
geometriabol vezeti le). Ezeknek a dolgozatoknak a leglényegét kiemel-
jik — némi problématorténeti bedgyazasban —, kissé részletesebben
felvazoljuk.

* % X

E szazad els6 évtizedében, HILBERT el6z6 kutatasainak hatisara,
megélénkiilt a matematikusok munkéja abban a problémakorben, hogy
az euklideszi és antieuklideszi geometriak felépitéséhez mely axiomakra
van okvetleniil sziikség, melyik axiémak helyettesithet8k gyéngébbek-
kel, és hogyan lehet a kialakitott axidmarendszerekre a kiilonféle geo-
metriakat szépen felépiteni. Talan nem tulzas azt allitani, hogy HILBERT-
nek a ,,Neue Begriindung der Bolyai—Lobatschefskyschen Geometrie’™
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(Math. Ann., 57, 1903) c. és HieLMsLEvnek a ,,Neue Begriindung der
Ebenen Geometrie” (Math. Ann. 64, 1910) c. szellemes €s mély alap-
.Otletli dolgozata az a két mii, mely a mondott problémakor tovabb-
fejlédésére legtartésabban kihatott.

HiLBERT az illeszkedési, rendezési és egybevagosagi axiomak mellé
egy a hiperbolikus geometrianak megfelel6 parhuzamossagi axidomat
vesz fel. Megmutatja, hogy a mondott, csupan a sikra vonatkozd axid-
mak alapjan, a folytonossdgi axiomdk felhaszndldsa nélkiil is lehetséges
a hiperbolikus geometria megalapozésa.

HieLMSLEV pedig azt mutatta meg, hogy a sikgeometria a folyto-
nossagi axidémak nélkiil, s6t az egyenesek egymést metszésének, vagy
nem metszésének valamilyen feltételezése nélkiil is felépithetd.

HiLBERT dolgozatdnak az alapdtlete az egyenesekhez rendelt végek-
kel valo szamolds volt, aminek a segitségével az egyeneshez Ujabb vége-
ket rendelt, mint koordinatakat, és (ezekkel a koordinatikkal) az egy
ponton atmend egyeneseket linedris egyenlet fejezi ki. E fundamentalis
tétel utdn, a hiperbolikus geometria e tételre tamaszkodo felépitését
két mondatban vézolja fel.

HieLmsLEv dolgozatanak az alapitlete az, hogy a tengelyes tiikro-
zések szorzataként az egybevagdsagok elGallithatdk és a sugarseregek
fogalma is definialhaté. Ennek a dolgozatnak a hatdsara kiviragzo
gazdag irodalom legérettebb mai szintézisét F. BACHMANN ,,Aufbau
der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff” c. konyve adja. A konyv
nyoman mar ujabb kutatasok folynak.

HiLBerT dolgozatanak hatdsa pedig SzAsz disszertacidjaban és a
legutoljara felsorolt 10 dolgozataban csticsosodott ki. Néhany esztendd-
vel ezel6tt, egy beszélgetés soran SzAsz PAL a széban forgé HILBERT-
féle dolgozat két utolsé mondatat idézte: ,,Miutan megallapitottuk,
hogy a pont egyenlete vonalkoordinatikban linearis, konnyen kovet-
kezik az egyenesparra vonatkoz6 specialis PAscAL-tétel és a perspek-
_tiv helyzet{i haromszogekrdl sz6l6 DESARGUES-tétel, valamint a projek-
tiv geometria tobbi tétele. Ezek utan a BoOLYAI—LOBACSEvVszK1-féle
geometria ismert képletei is nehézség nélkiil levezethetSk és igy ez a
geometria csupan az I. —IV. axidomak alapjan is felépithets.” Nyomban
hozzéafiizte, hogy vajon kell-e a projektiv geometrian atvezet§ keriilé
utat kiépiteni a széban forgd cél érdekében? S még azt is megjegyezte,
hogy a projektiv geometria itt nem kellGképpen elemi jellegével nem
éppen valik diszére a felépitésnek. Azdta publikalt dolgozataibdl ki-
deriilt, hogy SzAsz PALnak igaza volt!

SzAsz PAL evégbdl a kovetkezd axidmarendszert hasznalja a hi-
perbolikus geometria megalapozasanal. A HILBERT-féle illeszkedési (sik-
beli), rendezési és egybevagdsagi axiomakat, vagyis az I, II és III axio-
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macsoportokat. A HiLBERT-féle IV, hiperbolikus parhuzamossagi axioma
helyett pedig a kovetkezd két axiomat vezeti be:

IV. 1. Legyen a sik két kiilonb6z8 pontja P és Q, tovabba QY
valamely félegyenes a PQ egyenes egyik oldalan. Akkor mindig van
a PQ egyenesnek ugyanazon az oldaldn olyan PX félegyenes, mely
Q Y-t nem metszi, de a QPX < minden kozbiils6 PZ félegyenese metszi
ezt a QY félegyenest. ‘

IV. 2. Van a siknak olyan e, egyenese és ahhoz nem illeszkedd
P, pontja, hogy a P, ponthoz nem csak egy olyan egyenes illeszthetd,
mely az e, egyenest nem metszi.

A hiperbolikus geometria értelmében parhuzamos egyenessereg
kozvetitésével bevezeti a végtelen tdvoli pontokat — a HILBERT szerinti
,,végeket” —, igy minden egyenesnek két vége van. Felvesz egy O
cstcsponti derékszoget, a derékszog szarainak mint félegyeneseknek
a végét w-nak és e-nak nevezve, ezeket a végeket Kkitiinteti. A végkalku-
lust az ezektdl kilonboz6 végekre értelmezi. A végek pozitiv és negativ
osztalyat, valamint a végek Osszeadasat HILBERT szerint definialja.
A szorzat definicidjanak egyszeriibb kifejezése céljabol bevezeti a ko-
vetkezd$ tavolsagfiiggvényt:

Az o felé irAnyitott Ow egyenes OA darabjat az 4 végpont O-hoz
és w-hoz viszonyitott helyzete szerint elGjelezziik. Az elGjelzett OA4 =t
egyenesdarab 4 végpontjaban Ow-ra allitott mer&leges egyenes pozi-
tiv végét, a p véget a

1= E(1)

altal jeloljiik. Barmely p pozitiv vég egy és csak egy eldjeles ¢ egyenes-
darabhoz tartozik.

Igy'a p, és u, végek u,u, (sorrendli) szorzatan az E(t, +1¢,) véget
értjiik, vagyis :
E(ty)-E(ty) =E(t; +13)

Ezen az tton haladva a szorzéas fogalma a negativ végekre is ki-
terjeszthet8 és az w-t6l kiilonb6z6 minden végre érvényes miiveleti
szabalyok ad6dnak, melyekben az Ow egyenes masik vége a zérus,
az ¢ pedig a pozitiv egység szerepére emlékeztet. Az igy kialakitott
végkalkulusban — a négy alapmiiveletet tekintve — ugyanazok a
miiveleti szabalyok érvényesek, mint a rendes szamokkal valé szadmo- -
lasban. S6t az is kiadodik, hogy minden pozitiv végnek van pozitiv
négyzetgydke, mert az egyenesdarabnak az I—III axiémakbdl kovet-
kezGleg van felezGpontja, és E(f) =E (—;—)E (%) a szorzat definicidja
alapjan. S végiil értelmezhetSvé valik a végekre nézve a 9 <o (vagy
o>a) relacio is.
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Rovidség kedvéért SzAsz még harom mas tavolsagfiiggvényt is
bevezet:

EWN)+E(—1) E(t)—E(—1)

 SllRede il S E L B

EMW+E(—1)

A HiLBerT-féle végkalkulus e célszerii atdolgozéasa alapozza meg
a hiperbolikus sik k6zonséges pontjait és egyeneseit jellemz3§ ,, WEIER-
STRASS-féle homogén koordinatainak™ a bevezetését.

Ezek bevezetésének alapjaul SzAsz kovetkezG tétele szolgal:

A hiperbolikus stk pontjai és az w-tol kiilonbozé végekbdl dllo ama
(&, n, ) véghdrmasai kozt, amelyekre nézve a

E—n2—{2=1, {>0
kirovdsok teljesiilnek, egy-egyértelmii vonatkozds létesitheté. E vonatko-
zds ugy létesitheto, hogy a (t, o) vegyeskoordindtapdrral adott ponthoz a
E=S(0)+30%E(—1)
P n=okE(t)
{=C()+1a?E(r)
véghdrmast rendeljiik hozzd.
A (& n,0 és (&, 1, ) végharmasok definialta két pontra nézve

mindig
oS —a =L =0,
Célszerii az egyenes vonalkoordinatait az egyik vége felé iranyi-

tott egyenes jellemzésére bevezetni.

A ,,WEIERSTRASS-féle homogén vonalkoordinatak™ ugyancsak egy
(a, f, y) végharmast jelentenek, amelyek az w-tdl kiilonb6z8 A, és A,
végek meghatarozta, a 1, vég felé iranyitott egyenest a kovetkezd
moédon jellemzik : ,

Al —1 Ayt 4, AA,+ 1
il P B e e v T S e

ahol mindig

a2+ﬁ2_y2___1'

A koordinatazasnak a (¢, 6) =(0, 0) pontra és az w végi egyene-
sekre valé kiterjeszthetését megmutatva, beblzonylt_]a, hogy a pont és
egyenes illeszkedését az

af +pn—y(=0
egyenlet fejezi ki.

2 Matematikai Lapok
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Ez utan az elkeriilhetetleniil hossza ,,vazlat” utan a tovabbi ered-
mények kozlését mar rovidebbre vehetjiik.

Az eddigieket a sikbeli mozgas ¢és atforditas koordindtikkal vald
megfogalmazdsa, majd a pont- és vonalkoordinatak transzformaciés
formuldinak levezetése koveti. Azutan a pontnak ponttél egyenestSl
valo tavolsagat kifejez6 formulédk levezetése, majd a két egyenes kol-
csonds helyzetét kifejez8 formulakat allapitja meg. Mindezek lehetSvé
teszik a trigonometria f6 tételeinek egyszer(i levezetését, a hiperbolikus
sik mozgésainak és atforgatdsinak a végkalkulus segitségével valé ki-
fejezését és tanulmanyozéasat, a koraxiomanak tételként vald levezeté-
sét (a derékszogli haromszog oldalai kozt fennalld egyenletbdl).

A WEIERSTRASS-féle homogén koordinatakat kiterjeszti végtelen
tavoli és az idealis pontra is. (Az idedlis pontot a kozos merdleges
szelGvel rendelkez8 egyenessereggel definialja; vagyis a hiperbolikus
sikon valdsigos, végtelen tavoli és idealis pontokrdl beszélhetiink.)
A hiperbolikus sikgeometridnak a PoiNcarE-féle félsikkal valé azonos-
saga a folytonossagtol fiiggetlen — ezt KEREKJARTO B. bizonyitotta
be 1940-ben, de az & bizonyitdsa még egy 40 oldal terjedelmi{i dolgo-
zatot igényelt —, ezt a tételt SzAsz PAL roppant egyszeriien és roviden
bizonyitja be. Nala lényeges szerepet kap egy mesterséges euklideszi
sikgeometria (az euklideszi sikot a végtelen tavoli elemekkel bdvitve
gondoljuk), ennek pontjait a hiperbolikus sik valésagos, végtelen tavoli
és idealis pontjai jelentik.

k ok ok

Ismertetésiinket azzal a jokivansaggal zarjuk, hogy SzAsz PAL jo
egészségben, lankadatlan hévvel folytassa matematikai kutatomunkéas-
sagat. .

Szdsz Pal tudomanyos munkainak jegyzéke
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A matematika poézise
Problémak, tavlatok

Sz. SzoBoLIEV

Képzeljiik el egy pillanatra, hogy el6ttiink nem az Gjsag mai szima
fekszik, hanem az, amelyik koriilbeliil husz év mulva fog megjelenni.

Meg sem kiséreljiik, hogy tartalmara teljes pontossaggal el6re kovet-
keztessiink, hogy el6re megmondjuk, népiink milyen vj teljesitményei-
16l fognak az egyes tuddsitok beszamolni és milyen problémakat vetnek
majd fel ebben a mar nem is tavoli jovében az ujsagirok. Egyet azonban
teljes bizonyossaggal allithatunk mar ma: az 1981-ben megjelend 1ij-
sdgokban, akar az ,,Izvesztyijarol”, akar a ,,Szeljszkaja zsiznyrdl”, a
,,Komszomoljszkaja Pravdarél” vagy a ,,Literaturnaja Gazetardl” legyen
is sz6, a matematikdval valamilyen kapcsolatban levé anyag sokkal
tobb helyet fog elfoglalni, mint napjainkban. De nem azért, mert vala-
mennyi szerkeszt6 hirtelen kiilonos vonzalmat fog érezni az emberi
ismeretek ezen aga irant. Egyszeriien arrdl van szd, hogy ezt az élet
fogja igy kovetelni.

Manapsag a kiillonboz8 tudoméanyagak ,,matematizal6dasarél” szok-
tunk beszélni, arrdl, hogy a matematika egyre inkdbb olyan sajitos
cementté valik, amelyik a tudoméanyt egységes egésszé koti ssze. Hjszen
a tudomény nem Onmagaért létezik és nem is Snmagaért fejlédik.
Az elméleti kutatoé elgondoldsa és elgondoldsinak a mindennapi gya-
korlatban val6 bizonyos felhasznalasa kozotti tavolsdg rohamosan csok-
ken. A tudomany matematizalodasa — az élet matematizalodasa.

A Szovjetuni6 Kommunista Pértjanak programjiban olvashato,
hogy a kibernetikat, az elektronikus digitalis szamol6- és vezérlGberen-
dezéseket az ipari termelési folyamatokban, az épitSiparban, a tudo-
manyos kutatdsban, a tervezési és szerkesztési szamitidsokban, a kal-
kulaci6 és az iranyitas teriiletén széles korben fogjak alkalmazni. Mar
most gondoskodni kell arrél, hogy ez, a nép_javat szolgalé behatolds,
minél gyorsabban menjen végbe.

A Szovjetunié Tudoményos Akadémiaja Szibériai Tagozata Mate-
matikai Intézetének és Szamitastechnikai Kozpontjdnak munkatarsai
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legfontosabb feladatuknak a gyorsmiikodésii elektronikus szdmolo-
gépek egyre Gjabb tudomanyos és gyakorlati alkalmazasi lehetOsé-
geinek kidolgozasait — majd propagéalasat — tartjak.

Intézetiinkben nemrég kisebb kiallitast rendeztiink; néhany tablan
bemutattuk a Szamitastechnikai K6zpont munkéjat. Nem egészen egy
év alatt egyetlen géppel koriilbeliil szdz kiilonboz6 tipust feladatot
oldottunk meg. Hogy az olvasé az elvégzett munka terjedelmérdl
helyes képet nyerhessen, elég megemliteni — mint ez mar széles korben
ismeretes — az Osi maya irds megfejtését. Ennek az &si, torténelmi
rejtélynek a megoldasahoz ,,régi” kutatomoddszerekkel egy emberélet
munkéja lett volna sziikséges. Itt nem kell kiilonosebben hangsulyoz-
nunk az elektronikus szamitastechnika szerepének fontossagat kiilon-
boz8 egzakt tudomanyokban. Szeretnék itt most azzal foglalkozni,
milyen segitséget nyujt — ¢és nyujthat a jovében — a kibernatika a
természettudomanyok, a tarsadalomtudomanyok és a human tudoma-
nyok fejlédésében.

Kozismert, mennyire jelent8s a kémia mai allasa mellett az tgy-
nevezett rontgenspektroszkopiaval végzett analizis. A kozelmultban
egy-egy molekularis szerkezet feltarasdhoz egy egész év is kellett. Ebben
a vonatkozasban elGszér Moszkvaban, majd Novoszibirszkben meg-
kisérelték az elektronikus szdmitastechnika alkalmazasat. A gép, amely
rovid id6 alatt ,,végigprobalja” az atomok Osszes lehetséges kombi-
nacibit, fel sem sem mérhet§ médon megroviditi a kutatasi munkét.
Intézetiinkben V. I. BURGYINA, a fizikai ¢és matematikai tudomanyok
kandidatusinak, vezetésével dolgozo kutatdcsoport vegyészekkel egyiitt
ugynevezett kétdimenzidés molekuldris szerkezetek analizisére alkalmas
programot dolgozott ki; analég rendszert dolgoztak ki a bonyolultabb
— haromdimenziés — szerkezetek vizsgalatara is.

Intézetiink egyik szobéjanak ajtajan rodvid hirdetmény olvashaté:
,Itt tartjuk minden csiitortokon az alkalmazott kibernetikai szemina-
riumot. A legkozelebbi iilés témija — a szivbetegségek diagnosztikdja
elektronikus szdmoldgép segitségével.” A matematikai modszerek tér-
héditasa az orvostudomanyban, a biolégidban — a modern tudomany
egyik legérdekesebb jelensége.

A péciens panaszkodik a szivére, de az orvosok nem tudjak meg-
mondani, hogy mi a baja. Ilyenkor segitséget nyujthat a gép; elekt-
romos ,,agya’ az altala beszélt ,,nyelven™ tarolja az adatokat. A sziv-
miikodést abrazold gorbéket a gép matematikailag elemzi, megallapitja
a szemmel nem lathatd torvényszerliségeket €s rendellenességeket, ame-
lyek alapjan bizonyossaggal eldonthetjiik: a megvizsgalt személy beteg
vagy egészséges. Mas hasonlé példak is — amikor a gép ,,élesebb sze-
miinek” bizonyult a tapasztalt orvosnal — fordultak el6 a munka-
tarsainkbol 4116 és a Tudomanyos Akadémia Szibériai Tagozata Kisér-
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leti Bioldgiai és Orvostudomanyi Intézetének kutatdival egyiittmiikodd
csoport gyakorlataban. EgyelGre még csak az elsé lépéseknél tartanak,
de szamithatunk arra, hogy a kutatisi médszerek tokéletesitése 1dovel
lehet6vé fogja tenni, hogy minden esetben mefgelel6 pontossaga diag-
nozist allithassunk fel e

Nagyok a kibernetika alkalmazasanak tavlatai a human kutatisok
teriiletén is. A human tudomanyok — koztiik a torténelem, az archeo-
légia, a nyelvtudomany — mér most is igen kiterjedten alkalmazhat-
jak a szamitastechnika apparatusat. Nyilvanvald, hogy a kozeljov8ben
szamos egyszer{ibb miiszaki forditast elektronikus gépre bizhatunk majd
és meggySzGdésem, hogy azok a nyersforditas feladatat jol fogjak meg-
oldani.

A tapasztalat megmutatta, milyen nagy tavlatokat nyujt az elekt-
ronikus szamologepek alkalmazésa a nyelvtudoméanyban. Most, ami-
kor Szamitastechnikai K6zpontunk Alkalmazott Kibernetikai Osztalyé-
nak munkatarsai sajté ala rendezik a megfejtett maya szévegek har-
madik, azaz utolsé kotetét, maris 1j kutatdsokra gondolnak. Még sok
megfejtésre vard Gsi irott emlék akad. Aki olvasta T. HEYERDAHL nép-
szeri miiveit, az tudja, mi az a ,,rongo-rongo”. Ezek a titokzatos tab-
lak egy eltiint kultura emlékei, melyeket norvég tuddsok fedeztek fel
a tavoli Husvét-szigeteken. Ki a megmondhatodja, milyen értékes adato-
kat tartalmaznak az emberiség multjardl azok az Gsi tangut allambdl
szarmazo, eddig el nem olvasott kéziratok, melyeket annakidején még
Kozlov, a nagy orosz utazé talalt Kina teriiletén; vagy a kréta-mykenei
kultura idejébsl szdrmazd linearis a-irds (melyet a mar megfejtett
b-irast6l valé megkiilonboztetésiil neveznek igy)?

Remény van ra, hogy ha egy szép napon foldiink radidallomasai
a vilagegyetem mélyébdl valamilyen értelmes lény altal kiildott jelzé-
seket fognak felfogni, ugy azok megfejtésében az Gsi irdsos emlékek
kibetlizésében alkalmazott mddszerekhez hasonlék fognak segitséget
nyujtani.

Az elektronikus gépek segitséget nyujthatnak a nyelvtudoméinyi
kutatasok teriiletén, a nyelvek kozotti Osszefiiggések €s ,,rokonsagi kap-
csolatok™ felderitésében is, tovabba az irodalomtudomanyi jellegli ku-
tatomunkaban. Ismert A. N. KOLMOGOROV munkéssaga, aki mate-
matikai modszer segitségével kolt6i miiveket elemezett. Feltétleniil jelen-
tds lesz az elektronikus szamolégépek alkalmazasa az irodalmi szo-
vegek és zenei toredékek szerz6ségének megéallapitasaban. Minden ir6-
nal és zeneszerz6nél egyéni, kedvelt fordulatok, stilisztikai sajatossagok
“tapasztalhatok. Ezek tobbé-kevésbé felmérhetSk és kodolhatok. Ha az
elektronikus szamoldgép memoria-egységébe a megfeleld adatokat el-
helyezziik, valaszt kaphatunk arra, hogy az adott szerzének tulajdoni-
tott mii valoban téle szarmazik-e.
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A ,,Voproszi isztorii” c. folydirat 8. szamaban munkatarsunk,
V. A. Usztyinoy tollabol cikket kozolt ,,Az elektronikus matematikai
gépek alkalmazasardl a torténelemtudoményban® cimmel. (V. A. Usz-
tyinov a maya szovegek megfejtésével foglalkoz6 kollektiva egyik vezetd
tagja. Képzettségére nézyve torténész, aki masodik ,,szakmat™ sajatitott
el — a matematikdt. Amikor disszertacidja megvédésére késziilt, az
Intézetben még vita is tdmadt: a matematikai vagy a torténettudoma-
nyok kandidatusa cimet nyerje-e el Valentyin Alekszejevics.) A cikkben
Usztyinov a torténelmi kutatassal kapcsolatban egész sor olyan teriiletet
nevez meg, ahol az elektronikus matematikai gépek eredményesen alkal-
mazhatok. Ezek kozé tartozik a- paleografia, az archeoldgia és részben
a mult olyan emlékeinek osztilyozésa, amelyek alapjan megallapithat6
az egyes kultirak kolesonhatasa, a numizmatika stb.

A matematikdnak a huméan tudomanyok ,,birodalméaba’ val6 benyo-
mulésaval kapcsolatban természetesen felmeriil az elektronikus gépek
alkotoképességének kérdése is. Mar idéznek verseket, dallamok hangza-
nak el, amelyeknek elektronikus gép a szerzGjitk. EgyelSre azonban
még korai lenne ezen kisérletek valamennyire is komoly jelent&ségérdl
beszélni, még kevésbé a gépeknek koltSkkel és zeneszerzSkkel vald
barmilyen versengésér6l. Helyénvaldénak latszik itt A. N. Kolmogorov
szavait idézni: ,,...a tanulé automatik vagy a komponalé illetve
verset ir6 automatdk megtervezésénél néha az ember magasabb ideg-
tevékenysége és részben alkotd tevékenysége valddi jellegének rend-
kiviil leegyszertisitett elképzelésébdl indulnak ki.” A lirikusoknak igy
nincs mitdl tartaniok. Egyes kisegitd jellegili megbizasokat az elektronikus
gépek azonban valdsziniileg mar a kozeljovében képesek lesznek tel-
jesiteni — igy pl. zenei miiveket hangszerelni, opera- és szimfonikus
zeneszamokat zongorara atirni. . .

Nagy hasznot hajt az elektronikus szamitastechnika alkalmazéasa
a tarsadalmi-gazdasagi kutatasban, konkrét gazdasagi kérdések, ugy-
nevezett tomegcikk szétosztdsi problémak megoldasiban. A modern
matematika olyan teriileteinek felhasznalasaval, mint amilyen az ope-
raciokutatas, a jatékelmélet, egész gazdasagi, kulturalis agazatok leg-
jobb iranyitasanak moédszerei dolgozhaték ki, nem is emlitve az egyes.
iizemek optimalis termelési terveinek kidolgozéasat. A korszer(i termelés
bonyolult rendszerében néha valéban nehéz felkutatni és kihasznalni az
Osszes tartalékokat. Intézetiink (linearis programozasi modszerrel) kidol-
gozta a novoszibirszki teriileti népgazdasagi tanacs miiszergyaranak
optimalis tervét, amely a megadott felszerelés egy évre sz6lé teljes fog-
lalkoztatottsagat iranyozta elS. A termelés megndvekedett, elGzetes sza-
mitasok szerint ez mintegy 10- %ot tesz ki. Nem nehéz elképzelni, milyen
sokat jelentene a tervezés ilyen modszerének alkalmazisa orszigos.
méretekben.
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Munkankb6l még sok hasonld példat hozhatunk fel, el kell
ismerniink azonban azt is, hogy kapcsolatunk az ipar- és méginkabb a
‘mezdgazdasag — dolgozodival még tavolrdl sem megfelels. Ezt szemiinkre
vetik és igazuk van. A kozos ligy sikeréhez azonban a résztvevék mun-
kajanak koordindcidja sziikséges, ez pedig még nincs mindig meg.

Tudodsaink kezdeményezésére a novoszibirszki teriileti népgazdasagi
tanacsban nemrég szemindriumot tartottunk mérnokok és technikusok
szdmara az elektronikus szamologépeknek a termelésben valé alkalma-
zasarol. Az idén koriilbeliil hatvan fels6fokt képzettséggel rendelkezd .
szakember végez a Matematikai Intézetben esti tanfolyamot a matema-
tika és programozés kérdéseirdl.

Mindez azonban csupén csepp a tengerben. Mar most gondolnunk
kell a jovdre, de nemcsak a holnapra, hanem a holnaputénra is. A nép-
oktat4s 1j rendszere bebizonyitotta az életrevalosagat. A jové mérnokei
és technikusai tudatosabban valasztjak meg foglalkozésukat, miutan a
munka ,,izét” a népgazdasig valamelyik 4giban mar megizlelték. Nem
szabad szemet hunynunk azonban az el6tt a tény el6tt sem, hogy ugyan-
akkor szamunkra matematikusok szaméara, bizonyos nehézségek mutat-
koznak. A matematika irant hajlamot érz§ ifju elvégzi az iskolat, utdna
két-harom évig dolgozik vagy a hadseregben szolgal, majd elhatdrozza,
hogy tanulményait folytatja. Elfelejtett ismereteit természetesen felfris-
siti, elegend6 mértékben ahhoz, hogy végeredményben ne legyen rossz
mérndk beldle, de felmeriil a kérdés, vajon elegendG-e ez ahhoz, hogy
matematikus legyen ? Nem art elgondolkozni azon, hogy a matematikus-
nal a legtermékenyebb életkor koridbban kezd8dik, mint a legtobb
egyéb szakteriilet tuddsainal — azaz huszonkét, huszonharom, huszon-
négy éves korban . . . Hol itt a megoldas? Erdekes tavlatokkal kecsegtet
a matematikusokat-szamoldtechnikusokat képzd kdzépiskolak szervezése.
Nalunk Novoszibirszkben Iétesiilt egy ilyen iskola. A fels6bb matematika
alapjait ebben az iskolaban Intézetiink munkatarsai oktatjak. Ahhoz
azonban, hogy ezt a problémat megoldjuk, egész Novoszibirszkre nem-
csak egy, egyész Moszkvara pedig nem csupan két ilyen iskolanak kel-
lene jutnia. .. '

Miutan mar elkezdtem az utanpdtlas képzésének kérdéseirdl irni,
ezt a problémat még egy oldalrdl kell megvilagitanom, mely valészintileg
nemcsak a matematikusokat foglalkoztatja. Ha méar felmeriil a kérdés,
hogy az 1981. évi ujsagban a matematikaval 6sszefiiggd kérdések mek-
kora helyet foglalnak majd el, akkor azt kell mondanom, hogy vélemé-
nyem szerint a futballmérkGzésekrdl szold Oles beszamolokat Osszébb
fogjak szoritani. Nehezemre esik a labdartgas és altaldban a sport
ellen sz6lnom, minthogy magam is szeretek sielni €s uszni. De vajon,
nem keverednek-e nalunk dssze a fogalmak ? Minden ifjusagi Gjsag fela-
datanak véli, hogy a napi hireken kiviil a labdartigdsnak gyakran egész
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oldalt szenteljen. A czurkolok érzelemkitoréseir6l elragadtatassal sza-
molnak be.

Az egyik népi demokracidban szovjet baratsagi honapot tartottak.
Arrdl, hogy a baratsagi hénap megiinneplésében szovjet tuddscsoport is
részt vett, Ujsagjaink, minden részletezés nélkiil, minddssze egy sort
irtak, holott tuddsaink kiilféldi baratainknak szdmos el8adést tartottak,
melyek nagy érdeklédest keltettek. Labdartigbcsapatunk szereplésének
ezzel szemben tekintélyes terjedelmet szenteltek : részletesen beszadmoltak
arrél, hany golt 16ttek és ezek a gdélok a mérk8zés hanyadik percében
esteks ..

Félre a tréfaval; fiatalsdgunk egy része igy, enyhén szélva, nem
egészen pontos képetvkap arrdl, hogy mi az, ami fontos és mi az, ami
nem.

A Szovjetuni6 Tudomanyos Akadémidjanak teljes iilése, mely a
XXII. partkongresszus eredményeivel foglalkozott, ,,a tudomany és a
kommunizmus” jelszét irta zészlajara. A kommunizmus épitésében a
tudoményoknak, koztik a matematikdnak, hatalmas aktiv szerep jut.
Nem szabad torédniink egyes kiilf6ldi fantasztak sotét joslataival, akik
az embert elnyomé gépek eljovendd uralmardl beszélnek. A kibernetika
veliink egy sorban fog haladni, baratként, és lehetGvé fogja tenni, hogy
egyre tobb ,,durva” munkat végeztessiink gépekkel, és ezzel az emberiség
szellemi energidjanak kolosszalis készleteit a magasabb alkoté munka
szdmara szabaditsuk fel. A kommunista tarsadalomban a matematikusi
hivatas az egyik legelterjedtebb foglalkozés lesz Erre mar most fel kell

késziilniink.
Forditotta: KRAMER EDIT

MMOo93Usd MATEMATUKHA
C. Cobones

THE_POETRY OF MATHEMATICS

S. SOBOLEV



Szamelméleti megjegyzések, III.
Néhany additiv szamelméleti problémarol

ERDGS PAL

-

E cikkben néhany ujszer(i additiv szamelméleti probléméaval fogunk
foglalkozni, melyek talan nem érdektelenek, tovabba szokatlan, s nem
teljesen megoldott kérdésekre vezetnek.

E cikkben 1 =a, <a, < ... egész szamok sorozatét fogja jelenteni,
A(x)= 2 1 az a-k szamit jelenti x-ig. Az a; <a,< ... sorozatot

G4i=x

A-val fogjuk jelolni. Az A4 sorozat siirlisége akkor 0, ha lim 4 (x)/x =0,

ha lim sup 4 (x)/x =a, akkor a az A felsé siirlisége.
il
2

Ko6nnyli belatni, hogy ha A(x)= , akkor az

a+aj=a,, Ii<j<r

egyenlet megoldhatd, s a paratlan szamok (vagy az l%] és x kozotti
szémok) példaja mutatja, hogy ez az egyenlStlenség altalaban nem
javithat6. Marmost bebizonyitjuk a kovetkez§ tételt:

I. TETEL. Ha A olyan, hogy egyik a sem bonthaté fel csupa kiilon-
bozé a osszegére, akkor A siiriisége 0.

Feltételiink nyilvan azt jelenti, hogy
1) a=a,+a,+...+ta ,ij<i<..<i

egyenletnek semmilyen k és r-re sincsen megoldasa. Ebb6l viszont
nyilvan kovetkezik, hogy ha az

a+ ... +a,+a, r<k<eoo (r fix)

sorozatot A,-el jeldljiik, akkor az A4,, 0=r <o (A4,-al az 4 sorozatot
jeloljiik) sorozatok péaronként idegenek. Nyilvan tehat fennéll, hogy
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minden k-ra és x-re

) XE._% A;(x)= (k+ 1) A, (x).

Tovabba

3) Ak(x)zA(x— Zk'a,-> —k=A(x)— él'ai-—k.
i=1 i=

(2) és (3)-bodl
@ Ax)= R Z a;+ k.

Minthogy (4) minden k-ra fennall, azonnal nyerjiik, hogy lim A(x)/x=
=0, s ezzel tételiink be van bizonyitva. by

Ugyantgy belathato, hogy A siirtisége akkor is 0, ha az (1) egyen-
letnek csak véges sok megoldasa van. Ha feltessziik, hogy A(x)=cx
minden x> x,-ra, valdszinfinek latszik, hogy az (1) egyenlet x-nél
kisebb megoldasainak szama x-szel egyiitt nagyon gyorsan (talan expo-
nencialisan tart a végtelenhez,

Bizonyitasunkbdl nyilvan kdvetkezik, hogy ha az (1) csak 2=j=r

esetén nem megoldhatd, akkor A felsG siiriisége ST.ak = 1+4+kr,

0=k < - példija mutatja, hogy ez az ;'lllit.és nem élesithets.!
Most bebizonyitjuk, hogy az I. tétel bizonyos értelemben nem javit

haté. Ki fogjuk ugyanis mutatni, hogy ha f(x) - < tetszélegesen lassan,

akkor van olyan 4 sorozat, melyre az (1) nem oldhaté meg és vegtelen
sok x-re

AW> 755

Legyen ny <n, < ... elegend8 gyorsan ndvekedd sorozat (a ndve-
kedés rendjének meghatarozasa késGbb fog megtorténni, csak legyen
m.+1 >nf). Legyen tovabba a, =1 és tegyiik fel, hogy az m-nal nem
nagyobb ak-kat mar meghataroztuk. Az (m, 1,4 ,) intervallumba esd
a-k legyenek n? azon tobbszorosei, melyek a (2 /3 My 41, M4 y) intervallum-
ba esnek. Nyilvan

Np+1

f(nk+1)

1 Lasd az Amer. Math. Monthly 4268. szamu feladatat.
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ha az n, sorozat eléggé gyorsan tart a végtelenhez. 3 a,<ni<nyq

ai=ny
miatt konnyii belatni, hogy az (1) egyenletnek nincsen megoldasa, ezzel
allitasunk igazolva van.

Mais szempontbdl viszont az I. tétel élesithet§. Fennall ugyanis a
II. TETEL. Legyen A oly sorozat, melyre az (1) egyenletnek nincsen

megolddsa. Akkor 2 — konvergens, sét mindig

i=1 @

oo

S

i=1 a;

Az 1. tétel a 1I. tételbSl nyilvan kovetkezik, ti. mint ismeretes, ha
27 R PR akkor>n/‘a,,—>0, azaz A(x)/x—0. Konnyi
belatni tovabba, hogy ha f(n) > tetsz6legesen lassan, akkor van oly
A sorozat, melyre j; f(a,)]a, = = és (1)-nek nincsen megoldasa (lasd az

I. tétel nem javithat6sagat mutatd példat).

A 1I. tétel bizonyitisahoz az 1=j<c szamokat két osztalyba
soroljuk. Az els6 osztilyban vannak azon j-k, melyekre A(2/+1)—

— A== Nyllvan
). b

ahol X’-ben az Osszegezés azon a-kra van klterjesztve melyekre 2/ <
= =2t ¢sj veglgfut az elsG osztaly szamain.
Legyenek j, <j, < ... a masodik osztalyba es§ j-k, melyekre tehat

ir
(6) AQIr+ 1) — A(207) >i__i.
Egyszeriiség kedvéért legyen j[L] =t. (6) miatt, minthogy j, =k

S L]
@) A(2'+1) A(2‘)>-—-—: :

J
(%]
ha r=100.
Legyenek a; <a, < ... <a,. az els6 r? drb g;. (7) miatt a,.<2'*1.

2
>r
r?
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Alkalmazzuk marmost (4)-et, s legyen x =27-*1, k=72, Tgy kapjuk, hogy
r+1 rz

+

®) A(Z”“)<

2+ ])2I+ 1

][ ] azonban nyilvan nem kisebb, mint [ ] tehat ha r = 100, akkor

2

jrt 1
)2t = (u. 1t =j[L] =j,— [7]) Tehat (8)-bol, ha r=>100
N 2Jr+2
(€] Y <—35
(9)-bdl nyilvan, ha r =100
P

ahol > .-ben 2/r<g;=2/r+1, (10)-b8l nyilvan

L 1 2 4
r=101 a; r=
Végiil nyilvan
(12) ‘ S L E

2cgi=21+14;

(5), (11) és (12)-bbl végiil nyerjiik, hogy
1
2;: <=103.

103-at konnyfi lenne Iényegesen javitani, de a pontos konstanst nemr
tudom meghatarozni.

III. TéteL. Ha az A sorozat olyan, hogy (1)-nek nincsen megolddsa
akkor

(13) liminf A (x)/x V3-1/2 < oo,

=oo

Tételiink mutatja, hogy ha az I. tétel minden x-re nem is javithato,
de végtelen sok x-re sokkal élesebb egyenl&tlenség is fennall.

Ha (13) — nem lenne igaz, akkor nyilvan

a4y = o(kHTDIY azay S g o(RB+VND),
i=1
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Tehat, ha k= 10[x3-V5/2], akkor

X

(14) ij ai<5

i=1

minden elegendd nagy x-re. Tovabba, ha (13) nem igaz, akkor nyilvan
van tetsz8legesen nagy x, melyre

(15) A(x)—A(%) R

Legyen marmost x oly eléggé nagy szam, mely (14)-et és (15)-6t
kielégiti. Nyilvan (2), (14) és (15) miatt

et i Sl L) il S0

& [A {g o (%)] —k2>10[x3-V32)xV3-1r2_ 100 x3-V5= x,

ami lehetetlen, s ezzel tételiink be van bizonyitva.

Most konstrudlok oly A sorozatot, melyre A(x)=>cx’/” minden
x-re €s az (1) egyenletnek nincsen megoldasa.

Sorozatunkat rekurzioval konstrudljuk, legyen a, =1 és tegyiik fel,
hogy ay, a, . .. a;-ig mar megkonstrualtuk az A sorozatot ugy, hogy

az (1) egyenletnek ne legyen megoldasa. Legyen B;, ;=2 Za és

B’ B
(16) @ +1=1+1B;yy, lél_g_l:l'(;‘:l, azaz akiﬂéfl'(;vhrl.

Konnyii belatni, hogy az (1) egyenletnek most sincsen megoldasa. Legyen
ugyanis (Z,-ben j,=k;)

7 t 1]
{17 A +1= _Z'la,‘i+,s+ _Z;ajs=21+22-

Elészor kimutatjuk, hogy #, é[l%ﬂ]. Ha ugyanis ez nem lenne igaz,
akkor (16) miatt

151 t
21 E{_Z;(l +1B;+4) > (21>Bi+1 7

3
B4
= Qgyt1s

4 i
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ami (17)-nek ellentmond. #; é[é’iﬂ] és (16) miatt X, =¢,(mod B;,,),
azaz X, legkisebb pozitiv maradéka mod (B;,;) nem nagyobb, mint
[ B+ (16) miatt ay,+;=1(mod B, ,,) (17) miatt tehat X, = [1 B;,,].
Ez azonban X, = ;a =1 B;.,; miatt lehetetlen. Ezzel ellentmondasra

jutottunk, s beblzonyltottuk hogy (1)-nek nincs megoldasa. Legyen
marmost

2 - kit B;Z
a B%“]:akm’ By, =2 Zl’ar’ G +1=1+1Biyy, 1=1= l: 181]
kit re
(18) . 10
és konstrukcionkat tetszGlegesen folytathatjuk, s az igy nyert sorozatban
(1)-nek nincsen megoldasa.

Hatra van még A(x)-re alsé becslést talalni, ezt csak vazolni fogjuk.
(16)-bdl és (18)-bdl B;,, <Bf,,. Tehat (16) és (18)-bdl

2

A(B;+,)> ‘+1>(1o l’fZ)z/<

Tovébba, ha 1=T=[:B,,,], akkor ((16) és (18)-bél)

A B. 2/s
(19) A(TB; )= [% Bii1 |+ T> ( 1’62> +T
(19)-b8l egyszerii meggondolassal belathatjuk, hogy ha 7-t B2, nagy-
sagrendlinek valasztjuk, akkor lesz A(x) nagységrendje x-hez képest a
legkisebb. (16) és (18)-b6l B, ,=(1+0(1)) 2'0*61 ezért egyszerli szami-
téassal nyerjik (19)-bél, hogy minden x-re A(x)=cx?'7 s ezzel allitasunk
igazolva van.

Nem lenne érdektelen eldonteni, vajon a III. tételben szerepld
(/5—1)/2, s a példankban szereplS 2/7 javithaté-e? Pontosabban meg-
hatarozando6 azon o értékek felsé hatara B, melyekre van oly 4 sorozat,
hogy (1)- nek nincs megoldasa és minden x-re A(x)=>cx* Tudjuk, hogy

b1 <b, < ... egész szamok végtelen sorozata, tegyiik fel, hogy minden
k-ra melyre b, +b,+ ... +b,=x, fennall kB(x)<c;x (B(x)= 3 1).
bi=x
Létezik-e akkor egy oly A4 sorozat, melyre a, < ¢,b, minden r-re és melyre
(1)-nek nincs megoldasa? Ha kérdésiinkre a valasz igenld, tgy ez azt

jelentené, hogy (2) Iényegileg az egyetlen feltétel, melyet egy A sorozat-

. Felvethetjiik tovabbd a kovetkezS problémat: Legyen

3 Matematikai Lapok
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nak ki kell elégiteni, ha (1)-nek nincs megoldasa. Kiilonben az igenlé

- valaszb6l kovetkezne, hogy ﬁz—g, tgy gondolndm azonban, hogy

2

a valasz nem lesz igenld. :
P Médositsuk most az el8bb definialt 4 sorozatot a kdvetkezé modon :

; ki
(B,-H = Za, most is igaz)
(16’) ak +1——'1+1B‘+1+B;+1, l——l<B;+1, ak‘+‘ k(+[B‘+l]

Koénnyii belatni, hogy A(x) > ex* (x értékét konnyl lenne meghatarozni)
s az

s1 sz
1) 'Z1a": 21 a1 <ry<..<rg;lh<b<..l,; $1#8
= iI=

egyenletnek s, és s, semmilyen valasztasa mellett sincsen megoldésa.
Ezen 4llitds bizonyitasit csak vazolni fogjuk. Tegyiik fel, hogy (1°)-nek
mégis lenne megoldasa, s tekintsilk azt a megoldast, melyre s;+s5,
értéke minimalis. Tegyiik fel, hogy ezen egyenletben az eléfordul6 a-k
indexei mind nem nagyobbak, mint k;, ,, de k;ndl nagyobb indexdi a-k
még el8fordulnak (1”) ezen megoldasaban. Legyen u ily a (1) bal oldalan

%, osszeggel, svily a (17) jobb oldalan %, 6sszeggel, azaz ha Zl a;,= Zz'a, =
i=1 =2

=L, akkor L=X, + &, =%, +¢&,, ahol

Biyy

ki
(20) max ($y, §2) = ,:71 a,=

Ha u v, akkor (16)-b6l egyszerii szamitassal adodik [Z; —Z,|=B;.4;
ami (20) miatt lehetetlen. Ha u=v, akkor X, =X, =u (mod B;, ) miatt
nyerjiik, hogy ha X, #X,, akkor |Z; — %,|=B;,, ami megint ellent-
mond (20)-nak, Ha végiil £, =X,, akkor ha (1")-bsl elhagyjuk mindkét
oldalon az u=v k;nél nagyobb index{i a-kat, (1) egy 1ij megolddsdhoz
jutunk, mely s, + s, minimum tulajdonsagénak ellentmond.

Ezzel szemben viszont fennall a

IV. TéteL. Legyen A oly sorozat, hogy az (1”) egyenletnek nincs
megolddsa, akkor minden x-re

A(x) < Cx’ls,
ha C elegendé nagy abszolut konstans.

A TV. tétel mutatja, hogy az (1”) egyenletek joval élesebb becslést
adnak, mint az (1) egyenletek. .
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A 1V. tétel bizonyitdsahoz sziikségiink lesz a Linnik-féle nagy szita
Reényit6l vald é€lesitésére.
Lemma. Legyen a,<a,<...<a,=N egész szdmok sorozata,

0<f(p)<1, O(p)<1.
min f(p)/p=1, max Q(p)=0,

p<in'/s p<in'/s
Z(p, h)<p<%N‘/3> jelentse azon a—k szdmat, melyekre SeEee,
a;=h (mod p).
. Fennall
Z VA
2en~3 <

minden p €s /-ra, ha INQ?/zt p primszamtdl eltekintiink és ha a tébbi
p primszadmndl esetleg f(p) A értéktdl eltekintiink.

Ez a Linnik-féle nagy szita Rényi-féle élesitése.?) Alkalmazzuk e
]emmatf(p) =p/3, Q(p)=2, Z=CN>/ esetén. Ez esetben 1= %, Q=2
és lemmankbdl nyerjiik, hogy van legalabb egy olyan } N'/3>p > k N3
primszam, melyre

V4

(21) Z(p, I1)>2—p
legalabb %p maradékosztalyra. Jeldljik h,,h,,...h,, r> 2p azon
maradékosztalyokat, melyekre (21) fennall. Egyszer{i meggondolas mu-
tatja, hogy a hy +h, =0 (mod p) kongruencidnak legalabb [%] meg-
oldasa van, s ezért (21) miatt az '

a;+a;=0(modp), 1=i,j=Z
kongruencidnak legalabb

LEN S 2 2

® (&)'5-5-5m

megolddsa van. Az a;+a; Osszegek mind Kisebbek, mint 2N, ezért
legfeljeébb
2N

23 : £ <8N
(23) -

2 A. Rényi, On the large sieve of U. V. Linnik, Compositio Math. 8 (1950)
68—75.

3*
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a;+a;=m=0 (mod p) alakt szam létezhet. (22) és (23) miatt van két
olyan kiilénb6z8 m, =0 (mod p) és m, =0 (mod p) szam, melyekre az

(24 a;+a;=my=pn,;, a.+a,=my=phn,

2
egyenletek mindkettSjének legalabb —1?0_5 N2 megoldasa van. Ha C
elegend$ nagy, akkor ‘

€=
100

miatt a (24) egyenletek megoldasaibol az nypn, =n,pn, szamot el6
tudjuk allitani, mint a (24) egyenletek megoldésaibdl alkotott n,, illetve
n, tagu Osszegeket. Azaz az (1°) egyenleteknek van megoldasuk, s ezzel
tételiinket igazoltuk.

Valoszintinek latszik, hogy az /¢ kitev§ javithatd, s hogy a nagy
szitira a bizonyitasban nem lesz sziikség, de eddig ezeknek bizonyi-
tasai nem sikertiltek.

Teljesen mas problémara jutunk, ha (1’)-ben nem tessziik fel,
hogy ry #r,, azaz ha azt kérdezziik: maximélisan hany szam adhatd

——N’/3>8N*/s>max (ny, n,)

meg x-ig a4, <a,<...<a=x, ugy, hogy a Zsa,, g =0 vagy 1, ér-

tékek mind kiillonboz8k. Ha k~maximalis erteket C(x)-el jeloljik,
Moser és én®) bebizonyitottuk, hogy minden e-hoz van olyan x,, hogy
X = Xo-Ta

ogx

log log x

Cix )< Tog 2

+(l+ )

Régi problémam: igaz-e, hogy C(2"') =k+1? Nemrég Guy és Conway*)
talaltak olyan k-t, melyre C(2¥) >k + 1. Lehetséges, hogy minden x-re

logx+0(1)

Cx)=

Természetes tovabbi kérdések a fenti problémak multiplikativ analo-
gonjai: Vizsgilandok azon A sorozatok, melyekre az

S1 S2
(25) .]Ila,-j=‘]Za,j,11<...<lsl;ll<...lsz, Sy =8,
J= A

3 P, Erdés, Problemis and results in additive number theory, Colloque sur
la théorie des nombres Bruxelles 1955, 127—137 (lasd 136—137 oldalakat).

4 Conway és Guy eredménye, melyet egymastol fiiggetleniil taldltak. még nin-
csen publikdlva.
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egyenleteknek semmilyen s, #s, esetén sincsen megoldasa. Kénnyii
azonban belatni, hogy ha az A sorozat elemei a 2(2k + 1) alakd szamok,
oly % sfirliségii sorozatot nyeriink, melyre (25)-nek nincsen megoldasa.
Konny(i belatni azonban, hogy ha (25) nem oldhaté meg, akkor az
A sorozat sfirlisége egynél kisebb (s6t ez mar abbdl is kovetkezik, hogy
az a,-a,=a,; egyenletnek nincs megold4dsa). Nem tudom azonban el-
donteni, van-e minden &¢=>0-hoz olyan A4 sorozat, melynek sfirisége
nagyobb, mint 1 —¢ és melynél a (25) egyenletnek nincsen megoldésa?

3AMEYAHHMS 110 TEOPUM YUCEIL 11T

I1. Bppéwm
Mycts a, <az<..., A(X)= 2, 1 GeckoHeunas noCie0OBATENbHOCTb, ATS
ai=x .
KOTOpO#l paBEHCTBO
(l) (lkzml-{—...-{-a;r, h=..<5L<ks

He uMeeT pemieHns.. ABTOP [0Ka3bIBAET, 4TO

A(X) 1
S 0 u ut0 20— < 103.
X ai

[lanee, OH MOKA3KIBAET, 4TO COOTHOmEHne A(X)=o0(X) He MOKeT ObITb yayy-
LIEHO, OHAKO BCErja CyWECTBYeT Takasd MOCIEJ0BATeNbHOCTh X;— oo, s
KOTOPOi

@ Ax)<cx{V3-1n

C mpyroit CTOPOHEI, CyHmIeCTBYeT Takas NOCIef0BaTeNsHOCTh 4, A KOTOPOH
(1) nepaspemmmo, BCE e A(X)=cX " g1 mo6oro X. BO3MOKHO, 4TO COOT-
HOomeHne (2) MOKeT ObITh yJIYYIIEHO, OHAKO NOKa3aTeNlb, HABEPHSIKA, HE MO-
KeT ObITh MEHbIE YeMm 2/;.

PaccmoTpum Teneph Te mOC/IENOBaTENLHOCTH A, ANSI KOTOPBIX yPABHEHHE

=
(1) @, +ar,+ ot =@, ta,tota, h<..<lk,;
. ’
51782

HE paspemnMmo Aad a160ro BeIOOpa s #s.. TOrja CymecTByeT Takasi mocie-
AOBATEIBHOCTL A1 KOTOPON A(X)=>cX* gns nob0oro X ecid TOJAbKO o J0C-
TATO4YHO Mayoe uyucno. C Apyroé CTOPOHBI ABTOP MOKA3KIBAET, UCMOJb3YS YCH-
neane Penpu 6Gomsmoro pemera Jlumnuka, urto ecmm A Takoe, uto (1)) ue
HUMEET pEeLIeHusd, TOraa A(X)<CX5/“ Aag m1o6oro X, ecnmm Tonbko C focTa-
TOYHO OOabmAs abCcomoTHAsE KOHCTaHTa. MojkeT ObITh, YTO MOKa3aTelb 5/g
MOYKHO YJyYIIHTb, OJHAKO ABTOPY CHENaTh 3TOr0 HE Y/Ian0Ch,
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REMARKS ON NUMBER THEORY III.
P. ErDGs

Let  gi<ar<...,A(x)= 2 1 be an infinite sequence for which

ai=x
(€)) ac=a+...ta, h=<..<i<k

is not solvable. I prove that A(x)/x—0 and that

4
—<103.
Zaa e

Further I show that 4(x) = o(x) is best possible, but there always exists a sequence
x;— oo for which S

@) Ay <Cx{V3-172,

On the other hand, there exists a sequence A for which (1) has no solutions, but
A(x) = ex?l7 for every x. Perhaps (2) can be improved, but the exponent can certainly’
not be made smaller than 2/7.

Consider now the sequences 4 for which the equation

1) a,l+...+arsl=a1‘+...+a1’2, F1<..<rs; I‘<""‘2; S17£ 82

is not solvable for every choice of s; 7 s2. There exists such a sequence with 4(x) >
= cx* for every x if a is sufficiently small. On the other hand, I show by using Ré-
nyi’s strengthening of the large sieve of Linnik that if A is such that (1°) has no solu-
tions, then A(x)<cx’ls for every x if ¢ is a sufficiently large absolute constant.
Perhaps the exponent 5/6 can be improved, but I have not succeeded in doing this.
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Ujabb eredmények a diszkrét geometridban II.

HEPPES ALADAR ¢és MOLNAR JOZSEF

Cikksorozatunk?! els8 részében kizarolag sikbeli megoldott és meg-
oldatlan feladatok szerepeltek. Ebben a cikkiinkben figyelmiinket az
allandé gorbiiletii felilletekre forditjuk, pontosabban a gombfeliiletre,
az euklideszi sikra és a hiperbolikus sikra.? Emlitésre méltd ebben a
részben a korkonvexitas fogalma, valamint a mozaikoknak egy 1j
osztilya, a majdnem-szabalyos mozaikok, melyek bizonyos elhelyezési
probléméakban fontos szerepet jatszanak. A korkonvexitashoz kapcso-
16d6 elhelyezési problémak uj kutatasi teriiletet képviselnek.

Extremalis pontrendszerek a gombfeliileten

. Szamos viragfajta (pl. fumaria capreolata) pollenszemei gémb-

“alakuak. A pollenszem feliiletén lev8 apré nyildsok a plazma kijutdsat

szolgaljak. TAmMES [1] holland biolégus a nyilasok sajatos elhelyezkedé-
sét azzal a feltevéssel igyekezett megmagyarazni, hogy ezek ugy helyez-
kednek el, hogy valamennyi lehet8leg tivol keriiljon egymast6l. Az ezzel
kapcsolatban felmeriil§ geometriai probléma a kovetkezGképpen fogal-
mazhaté meg: Hogyan kell egy gimbin n pontot elhelyezni, hogy a
koztiik fellépé minimdlis tdvolsdg maximdlis legyen? |

Az erre a kérdésre vonatkozd eredmények koziil els6nek a Fries
ToTutol [2] szarmazd kovetkezd egyenlStlenséget emlitjiik meg:

Az egységgomb n pontja kozott fellepé minimadlis tdvolsdg

2
=4.-= oW ] y
_( cosec n—26>

EgyenlGség csak abban az esetben 1ép fel, ha n=3, 4, 6, 12, azaz,

1 Cikksorozatunk célja, hogy Fejes Toth konyvének [1] megjelenése Ota eltelt
idészaknak a konyv témakorébe vagd néhiny eredményét ismertessiik. (A szdgletes
zardjel a dolgozat végén levd irodalomjegyzék sorszamit adja.)

2 Cikksorozatunk utolsé részében (III. rész) térbeli eredményekkel fogunk
foglalkozni.
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ha a pontok egy f6korbe irt szabalyos haromszog, egy szabalyos tetra-
éder, oktaéder, vagy ikozaéder csuicspontjai. Az egyenlStlenség n-nek
nagy értékeire pedig pontos aszimptotikus becslést ad.

Erdekesnek tartjuk megemliteni a felvetett kérdéshez tartozé to-
vabbi eredményeket is. Az n=>5 eset megoldasit mar maga TAMMES
ismerte. Az n="7,8 és 9 esetet SCHUTTE és VAN DER WAERDEN [1] oldotta
meg 1951-ben. Els§ pillanatra taldin meglepd, hogy n=8-ra a meg-
oldast nem a gombbe irt kocka cstiicspontjai-szolgaltatjak, hanem a
4-oldalti archimedeszi antiprizma (1.4abra). DANZER kimutatta,® hogy

1. dbra 2. dbra

az n=11-re vonatkozé megoldashoz tugy jutunk, hogy az ikozaéder
12 csucspontja koziil az egyiket elhagyjuk. Ezekszerint az n=12 esetek
koziil megoldasra mar csak az n=10 var. Az erre vonatkozd sejtés
ScHUTTE-t6] ered (2.4abra).* Nemrég ROBINSON [1] igazolta VAN DER
WAERDEN 7 =24-re vonatkozd sejtését,> amely szerint az extremalis
pontrendszert a gémbbe irt (3, 3, 3, 3, 4) szimbolumu félig szabalyos
poliéder csucspontjai szolgaltatjak. Megemlitjik még, hogy bizonyos
n (n=10, 13,14,15,16 (ScHUTTE)®, 11,20, 32,42, 122 VAN DER WAERDEN
[1D,7 17, 18, 25, 33 (Jucovi¢[1]), 19, 21, 22, 30, 31 (BOorROczkYy K.—
GYORFFY JUDIT—KOLYA D.—STROHMAJER J.8)) ért€kekre ismeriink jo
elhelyezéseket, amelyek bizonyos esetben sejthetSleg a legjobbak.

A Tammes-féle problémat a kovetkezGképpen is megfogalmaz-
hatjuk:

Melyik az a maximdlis r=r(n) érték, amelyre az egységgombon
el tudjunk helyezni n r sugari kort?

Ezzel a probléméaval rokon a kovetkezd lefedési probléma:

3 Egy, még publikalatlan eredmény.

4 Az 4bra a pontok elhelyezését sikban illusztrilja sematikusan. Az 6sszekotott
pontparok egyenlé (minimalis) tavolsigra vannak egymadstol.

5, 6, 7 1d. Schiitte—van der Waerden [1].

8 Még nem publikalt eredmény.
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Melyik az a minimdlis r =r(n) érték, amelyre az egységgombit le
tudjuk fedni n r sugari kérrel?

E két probléma megoldasiban az n=3,4, 6, 12 értékre a korok
kézéppontjai azonos elrendezést mutatnak (Id. Feses TotH [1]).

A lefedési probléma irregularis megoldasai koziil csupan az n=5-
és n="7-re ismerjilk a megoldast. SCHUTTE [1] egy dolgozatiban ki-
mutatta, hogy ezekben az esetekben (éppen ugy mint n=6 esetben)
a korkozéppontok a kovetkez6képpen helyezkednek el: Két pont anti-
podalis, a tobbi e¢ két pont polarisan
helyezkedik el egyenletesen elosztva.
ScHUTTE megad egy extremalisnak igér-
kez6, meglehetosen szabalytalan elhelye-
zést n=28-ra (3. abra). Az n>=8(n=12)
esetben még csak sejtéseket sem isme-
riink.

Fejes TOTH egy dolgozatdban® a ko-
vetkez8 problémat vizsgalta:

Hogyan kell a gombon n pontot el-
helyezni gy, hogy a pontoknak egymads-
tol mért gombi tdvolsdgosszege maximadlis legyen?

Fries TOTH megadta az n=6 esetre a megoldast, tetsz8leges n
értekekre pedig becsléseket, valamint sejtéseket adott.

SPERLING bebizonyitotta FEsEs TOTH kidvetkezs sejtését:10 Paros n
esetén a legjobb elhelyezést a gomb kozéppontjara szimmetrikus.pont-
rendszerek és csak ezek szolgaltatjak. Paratlan n értékekre a fenti kér-
dés még nyitott. A sejtett optimélis elrendezés a kovetkezS: A pont-
rendszereknek-egy (esetleg iires) része centralszimmetrikus, a megma-
radt része pedig ugy helyezkedik el egy f6kordn, hogy barmely pont
altal meghatarozott két nyilt félkér ugyanannyi pontot tartalmaz.

3. dbra

Mozaikok

Mozaikon az 4lland6 gorbiiletii feliiletet teljesen betolts, egymasba
nem nyul6 sokszégeknek olyan halmazat értjitk, amelyben minden sok--
sz0g oldalahoz egyetlen tovabbi sokszog oldala csatlakozik. Ha egy
csucspontba futd élek kdzéppontjait az élek ciklikus sorrendjének meg-:
felelen oOsszekotjiik, akkor egy sokszoget nyeriink, melyet a cstics-
ponthoz tartozd csticsalakzatnak neveziink.

Dolgozatunkban szerepelni fognak a szabéalyos mozaikok, az archi-
medeszi félig szabalyos mozaikok és bizonyos ,,szabalytalan’ mozaikok,

9 Ld. Fejes Toth ]3].
10 1d. Fejes Toth [11], Sperling [1].
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4. dbra 5. dbra

6. dbra : 7. dbra
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9 : 10. Ghra

" 11. dbra ST,

13. dbra 15. dbra
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amelyeket majdnem-szabalyos mozaikoknak neveziink. Ezeket a mo-
zaikokat a kovetkezGkben roviden ismertetjiik.

Egy mozaik szabdlyos, ha mind lapjai mind cstcsalakzatai szaba-
lyosak. Konnyen kimutathatd, hogy egy szabalyos mozaik lapjai és
csucsalakzatai kongruensek. Ha a lapok p-szogek és a csucsalakzatok
g-szogek, akkor a mozaikot a {p, g} SCHLAFLI-féle szimbolummal je-
16ljiikk. A 4., 5., ill. 6. abra az euklideszi sik {3, 6}, {4, 4{, ill. {6, 3}
szimbolumu szabalyos mozaikjait abrazolja. A gombfeliilet, ill. hiper-
bolikus sik szabalyos mozaikjai koziil csupan az {5, 3}-at és a {7, 3}-at
mutatjuk be (7., 8., abra).

Egy mozaikot archimedeszi félig szabdlyosnak mondunk, ha sza-
balyos sokszogekbdl tevédik Ossze, cstcsalakzatai egybevagdéak azon-
ban nem szabalyosak. Az archimedeszi mozaikok jelolésére az
(ay, a, ..., a,) szimbolumot hasznaljuk, ahol a;, a,, ..., a, jelenti az
egy cslicspontban talalkozé sokszogek oldalszamat a sokszogek cik-
likus sorrendjében. Igy pl. a 9., 10., 11., 12., és 13. abra az euklideszi
sikon a (3,6,3,6), (4,8,8), (3,12,12), (3,3,3,4,4)
és (3, 3, 4, 3,4) mozaikot abrazolja.'!

Tekintsiink két koncentrikus r és R (r<R) su-
garu k és K kort. Majdnem-szabdlyos H(r, R) sok-
sz6gbn olyan sokszoget értiink, amely a K kérbe van
irva és oldalai legfeljebb egy kivételével a k kort
érintik (14. dbra.!2).

" Majdnem-szabdlyosnak neveziink egy mozaikot,
ha majdnem-szabdlyos H-sokszogekbdl tevodik 0sz-
sze.!3 Ilyen mozaikot illusztral a 15., 16., 17., 18., 19., 20. abra az
euklideszi sikon és a 21. abra a hiperbolikus sikon. A 15. abra érde-
kessége, hogy a félig szabalyos mozaikot feltiintet8 13. 4brdnal ,,sza-
balyosabb-nak tiinik. A 16 —19. abra ugyanazon egybevagé H-harom-
szogekbdl all.t4

14. dbra

11 Minden félig szabalyos archimedeszi mozaikhoz hozzad lehet rendelni a
duélisat, amelynek cstcsalakzatai szabalyosak, lapjai pedig egybeviagbak de nem
szabalyosak. Az archimedeszi félig szabdlyos mozaikok valamint dudlisaik képezik
a félig szabalyos mozaikokat.

12 1d. Molnér [2].

13 1d. Molnar [4].

Mivel minden szabalyos sokszog egyben H-sokszdg is, ezért a majdnem-sza-
balyos mozaikok magukba olelik a szabalyos-, az archimedeszi félig szabélyos-, vala-
mint a szabalyos sokszogekbdl 4116 nem szabdlyos mozaikokat is (15. dbra).

Minden egyenl6szaru sikbeli hdromszog nyilvan H-sokszog is. A 22. abra érde-
kessége, hogy csak latszélag majdnem-szabalyos mozaik. Ui. az dbra nagy ,,hdrom-
szoge” lényegében hatszog.

14 Bgybevagd H-otszogekbdl az euklideszi sikon nem lehet mozaikot késziteni.
Ui. a H-6tszog valamennyi szoge tompaszog és egybevagd tompaszogii otszogekbol
az euklideszi sikon nem lehet mozaikot késziteni (Id. pl. Bollobés [1]).

.
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A majdnem-szabalyos mozaikok teljes felsoroldsa még nyitott
kérdés.13

Megemlitiink a mozaikokra vonatkozé néhany szélsGérték prob-
1émat.

Tekintsiink a gombon n=2 f6kort! A f6korok a gombon egy
mozaikot hataroznak meg. - Felmeriilhet a kérdés, hogy a korok milyen
helyzetére lesz a mozaik legnagyobb éle minimdlis? Mivel egy f6kort
a tobbi legfeljebb 2(rn—1) részre bontja, ennélfogva barmely f6koron
van olyan él, melynek hossza =2n/2(n—1). Igy tchat a legnagyobb él
hossza I=mn/(n—1). FriEs TOTH [4] észrevette, hogy egyenlGség csak
a (3,k,3,k) (k=3,n=3; k=4,n=4; k=5,n=6) szimbblumi” mo-
zaikok esetén I€p fel (23., 24., 25. abra).

24 b ' s i

Nyitott kérdések: 1) Milyen értéket vesz fel lim nl, és nagy n esetén

SN—reo

hogyan jellemezheté az extremdlis mozaik aszimptotikus viselkedéseT

15 Ttt emlitjiik meg, hogy Maxapos egy nemrég megjelent dolgozatébén a hiper-
bolikus sik félig szabdlyos mozaikjainak osztdlyozasdval foglalkozott.
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2) Gomb helyett tekintsiik az eulidkeszi sikot és a fokorok szdmdt
helyettesitsiik az egyenesek siirtiségével.*® Vajon az extremdlis mozaikot
a (3,6, 3, 6) félig szabdlyos mozaik szolgdltatja?

Az el6bbi Feies TOTH-féle eredménnyel rokon HEPPES kovetkezs
eredménye [1]: Egy gombre irt 4 fokor dltal meghatdrozott 14 tarto-
mdny koziil a legkisebb teriiletli tartomdny teriilete akkor a legnagyobb,
ha a fokorok egy kuboktaéder hdlozatdt alkotjak (24.4bra).

A kovetkez6 Feies Torp-féle tételnek egy specidlis esete (eukli--
deszi) mar az el6z8 cikkiinkben is szerepelt.

26. dbra 27. dbra

28. dbra

Legyen M az dllando gorbiiletii feliiletnek olyan szabdlyos mozaikja,
melynek csiucsalakzata hdromszog, tovdbbd legyen ES M a mozaik n
lapjdanak (nem feltétleniil oOsszefiiggd) egyesitése. Az E tartomdnyt n
egyenld teriiletii konvex részre feloszté élrendszerek kozt legrovidebb ésszél-

16 1d. Fejes Toth [4].
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hosszal az a felosztds rendelkezik, mely az eredeti n lap éleit szolgdl-
tatjia (26., 27., 28. 4bra). Igen nehéznek latszik annak a sejtésnek
a bizonyitdsa, hogy ez a tétel a konvexitas kikotése nélkiil is érvényes.

Itt emlitjilk meg a kovetkez6 — MOLNAR-tdl szarmazo [4] — két
eredményt, mely allandé gorbiiletii feliileten levé Dirichlet cellak kerii-
letére ad becslést.t?

Ha egy dllando gorbiiletii feliileten levé — legaldbb hdrom pontbol
dllo — pontrendszer pontjai egymastol legaldbb 2r tdvolsdgra vannak,
akkor a pontrendszer bdrmely pontjdhoz tartozé Dirichlet cella keriilete
legaldbb annyi mint a majdnem-szabdlyos H(r, h) sokszog keriilete, ahol

" h jelenti hdrom r sugarii egymdst érinté kor hatvdnypontjdanak tdvol-
sdgdt valamelyik r sugari kor kozéppontjdtol.

Ha egy dllandé gorbiiletii feliileten levé — legaldbb hdrom pontbdl
dll6 — pontrendszer pontjai egymdstol legalabb 2r tdavolsdgra vannak és
bdarmely hdrom ponton dtmené kor sugara legaldbb t, akkor bdrmely
ponthoz tartozé Dirichlet cella keriilete legaldbb H(r, t) keriiletével
egyenlo.

E két tételben szerepld becslés sok esetben pontos. Igy pl. az utolsé
tételben szélsGértéket szolgaltatnak az Gsszes olyan pontrendszerek, me-
lyeknek Dirichlet cellai szabalyos (pl. 4., 5., 6., 7. és 8. abra), vagy
bizonyos majdnem-szabalyos mozaikot (pl. 16., 17., 18., 19. és 21. abra)
alkotnak.

Korrendszerek siiriisége

Dolgozatuikban 4llandé gorbiileti feliileten a gombfeliiletet, az
euklideszi sikot, ill. a hiperbolikus sikot értjiik.

Egy .megszamlalhaté sok korb6l all6 {K;} korrendszernek egy
4lland6 gorbiileti felilet 7' tartomanyara vonatkozd stir(iségén a
EKiNT

i
l6an értelmezziik egy korrendszer-
nek a gombfeliiletre vonatkozoé sii-
riségét is. Kiillonosen korelhelyezé-
sekkel és korfedésekkel fogunk fog-
lalkozni, vagyis olyan korrendsze-
rekkel, amelyeknél a 7' ,,tartomany!8
minden pontja legfeljebb egy kor-
29. dbra nek bels6 pontja (30. abra), ill.

hanyadost értjitk. Hason-

17 Egy pontrendszer egy pontjdhoz tartozo Dirichlet cellait azon pontok 0sz-
szesége képezi, melyek az adott ponthoz kozelebb vannak mint a pontrendszer tobbi
pontjahoz. (29. abra.)

18 A ,tartoméany’’ lehet az egész sik is.
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legalabb egy korhoz tartozik (31. dbra). Az elsS esetben kitoltési, a
masodikban lefedesi siiriiségril beszéliink.

ErtelmezhetS egy megszamlalhaté sok koérbél allé {K;} koérrend-
szernek az egész euklideszi sikra vonatkozo & kitoltési, ill. A lefedési
stirisége is, mégpedig a kovetkezSképpen:

fim 28 L1 K (R)

d=lim EEI000)

x® 5T Tke

ahol K(R) egy R sugaru kor, amelynek kozéppontja a sik egy rogzitett

‘

30. dbra 31. dbra

0 pontja. Hasonl6an értelmezhetd altalanosabb tartomanyok valamilyen
rendszerének siirisége is.'® Bizonyithatd, hogy 4, ill. A fiiggetlen az
0 megvalasztasatol.?® Ez egyszerlien kdvetkezik abbdl, hogy a

K(R+c)—K(R) 2Rc+c?
K(R) R

hényados konstans ¢ érték mellett nullihoz tart, ha R —~ oo,
Egy » gorbiiletli hiperbolikus sikon

. K(R+¢)—K(R) _
s K(R) .

Ezért egy korrendszernek az egész hiperbolikus sikra vonatkozo siirii-
ségét definialni nehezebbnek latszik.2! Ennek a kérdésnek a tisztizasat
szép feladatnak tartjuk.

Annak ellenére, hogy a hiperbolikus sikon a korsiirliség egységes
definiciéja még problémat jelent, mégis kimondhaték bizonyos ered-
mények.?? Ui. a nehézség megkeriilhetd pl. azaltal, hogy a hiperbolikus

eVx—1%0.

19 1d. Fejes Téth [1], 55-57.

20 Ezt természetesnek is érezziik.

21 1d. Fejes Toth [6]. 3

22 1d. Fejes Toth [6], [7], [8], [9], ill. Molnar [2], [3], [4].

4 Matematikai Lapok
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sikot olyan celldkra bontjuk, hogy minden egyes cellaban a' kit6ltési, |
ill. lefedési siirliség =d <1, ill. =D =1. Ekkor 6 és A barmely ,,értel-
es” definiciéja mellett d=d, ill. A=D.

Korelhelyezések konvex ,,tartomanyokban’’

Ismeretes THUE [1], ill. KERSHNER [1] eredménye, mely szerint az

euklideszi sikon — egymasba nem nyulé egybevagd korok sfirlisége

<————0 9069..., ill. a sikot lefed6 egybevagd korok siiriisége

V12

2%_1 209... . Feses TotH 1953-ban analég korlatokat adott —

alland6 gorbuletu feliileteken levé — egybevago korok kitoltési, ill.
lefedési stirliségre vonatkozodan.

Az euklideszi-, ill. hiperbolikus sikot nulla, ill. negativ 4llandé
gorbiileti felilletnek nevezve, FEies TéTH-nak a korkitoltésre vonat-
kozd eredménye. [6] a kovetkezGképpen fogalmazhatd meg:

Ha egy » gorbiiletii feliileten legaldbb hdrom egymdsba nem nyulé
r sugaru kor van, akkor ezeknek a feliiletre vonatkozo 6 siiriisége

3005ec£-——6
b=dt(@)=——— ,d*(6):lirréd*(a)=v%,

ahol cosec—n— =2cos Vur.®
Ez a tétel pontos korlatot ad egybevagd korok kitoltési stirtisé-
gére, ha a egész szam. A d*(a) korlat a-nak monoton novekvs fiigg-

vénye (32. abra),?* amelyre all, hogy lim d* (a)~l Feies TOTH

a-roo

egy dolgozatiban kimutatta, hogy a paraciklusok kltoltési stirlisége

23 d*(a) szemléletes jelentése: Harom egymdst érintd r sugari kor siirlisége
a hdrom kor centrumai 4ltal meghatirozott egyenldoldalii haromszogben (34. dbra).

27
— jelenti ezen egyenldoldali haromszog egyik szogét, s igy a interpretdlhaté mint
a

azon egybevigd egymdsba nem nyulé kordk szama, melyek egy ezekkel egybevagd
korhoz illeszthetdk. Az euklideszi sikon a =6, gdmbfeliileten a<6, hiperbolikus

sikon a=6.
24 |d. Krammer [1]. A d*(a) korlat grafikonunkban a vékonyan megrajzolt

szaggatott gorbevonal.
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3 A ; ~ RS PSS P

=-—.25 A 33. 4bran paraciklusoknak a = értéket szolgaltatd legsti-
T

riibb kitoltését latjuk.
d

0,90

32. dbra

Ezekbdl az eredményekbdl kovetkezik egyrészt, hogy a gomb nem
tolthet6 ki legalaibb harom egybevagd korrel olyan siirlin mint az

vagy végtelen sugaru) egybevagé korok kitoltési siirlisége mindig é? P

Egybevagd korok kitoltési siirliségére — a nem egész értékeire —
élesebb fels6é korlatot ad a kovetkez$ tétel (MOLNAR [2]):

25 Fejes Toth [7].
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Ha egy » gorbiiletti feliileten legaldbb hdrom egymdsba nem nyilo
r sugari kor van, akkor ezeknek a koroknek a feliiletre vonatkozo o
stirtisége

T
3cosec——6
a

o0=d(a)= e )
[a]—3—;arc tg {}/Zi_tg%cotg (1 —[Z—])n}
= li L
it e

n o
ahol cosec e 2cos Jxr.26

Induljunk ki a 37. abran feltiintetett legstirlibb korelhelyezésbdl.
r-t és ezzel egyiitt az a-t egy kissé ndvelve a~koroket mar nem tudjuk
szabalyosan elhelyezni, s igy varhato,
hogy a maximalis kitoltési siirliség csok-
ken. Igen meglepd, hogy ezt a jelensé-
get az el6bbi becslés olyan pontosan
irja le, hogy minden haromnal nagyobb
egész n értékre van n és n+1 kozé es8
olyan a érték, hogy d(a) <d(n) (32. abra).

Forditsuk most figyelmiinket a
korlefedési problémakra.

Feies TOrH-t6l [8] szarmazik a
kovetkezd tétel:

Ha egy » gorbiiletii feliiletet lega-
labb  hdrom r sugaru kor lefed, akkor
ezen koroknek a feliiletre vonatkozo A stirfisége

. D*@=lim D*(A>=%,

A=D*(4)=
ahol cotg% =V3cosVxr.

26 A tétel szemléletes megfogalmazasa: Az dllandoé gorbiileti feliileten tekint-
siink hdrom egybevdgd egymdst érinté kort. Legyen k ezek koziil az egyik és rajzol-
junk a hdrom kor kozéppontjan dt egy k-val koncentrikus K kort. Szerkesszilk meg
a K korbe irt sokszoget, amelynek oldalai legfeljebly egy kivételével a k kort érintik
vagyis e két korhiz tartozé majdnem-szabdlyos sokszoget. Akkor a k korrel kongruens
kéroknek a feliileten torténd semmilyen elhelvezésének siirfisége nem lépheti tul k
stirliségét e sokszogben (34. dbra).
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A D*(A) korlat az A-nak monoton csokkend fiiggvénye.?’

Ebbdl kovetkezik egyrészt, hogy a gomb nem fedhetd le legalabb
harom kongruens korrel olyan ritkin mint az euklideszi sik, masrészt,
hogy a hiperbolikus sikon elhelyezett (véges, vagy végtelen sugari)

egybevagd korok lefedési siirlisége mindig ;%.28

Mint mar lattuk korkitoltés esetén — MOLNAR-nak sikeriilt @ nem
egész értékeire — d* (a) helyett élesebb, nem monoton d(a) korlatot
7]

adni. Ezt ugy érte el, hogy az allandé B
gorbiileti feliiletet Dirichlet cellidkra bon /-."Y?'"\
\
\.“ 4 .
"'

totta és a slirliséget ezekben a cellakban ’
V4
‘ -, s,

VT
vizsgalta. Korlefedések esetén a Dirichlet N\ ,.‘L
cellakra valé felbontas nem vezet ered- &
ményhez, hiszen a Dirichlet celliban a le-
fedési slirfiség 1-hez tetszSleges kozeli érté-
ket vehet fel (35. abra). Korlefedések esetén
tehat egy — a kitSltéshez analég — nem
monoton D(4) korlat (D (A4) = D*(4)) meg-
adasa nyitott kérdés.

Erdekes problémakhoz és valtozatos 35. dbra
extremalis alakzatokhoz jutunk, ha 1ugy
igyeksziink a sikon minél tobb kort elhelyezni, hogy a korrendszer
bizonyos értelemben elég tagas legyen. Egyekorrendszernek valamely
korére vonatkoz6 tdgassdgan a kor kozéppontjatol mért azon tavolsa-
got értjiik, amelynél kozelebb nem keriilhet e kor és a korrendszer
barmely mas két korének hatvanypontja.

MoLNAR [3] tovabbi korlatokat adott a korkitoltési siirliségre
tobbek kozott abban az esetben, ha 1) a sugarak adott intervallumba
esnek és adottak a korrendszerek korokre vonatkozd tdgassagai,
2) adottak a sugarak, a kiilonboz6 korok aranyszamai, valamint a
korrendszernek a korokre vonatkozd tagassagai.

Ezen tételek kiillonosen gombfelilleten, ill. hiperbolikus sikon érde-
melnek figyelmet, ahol eddig — inkongruens kordk stirliségére vonat-
kozolag — semmilyen eredmény sem volt ismeretes. Megemlithetjiik,
hogy pl. euklideszi sikon a kapott 4j korlat abban az esetben, ha a
sugarak adottak, valamint a kiilonboz6 sugari korok aranyszamai is-
mertek, akkor bizonyos esetekben a FEjES TOTH—MOLNAR—FLORIAN-
féle korlatnal is jobb korlathoz vezet.2®

27 1d. Krammer [1].

28 1d. Fejes Toéth [9].

29 1d. eléz6 cikkiinket. Altalaban az uj korlat (36. dbran vastag vonal) nem
jobb a Fejes — Molnar — Florian-féle korlatnal (36. 4bran vékony vonal).
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Az 1) és 2) esetnek megfelel§ tételekben a szélsGértékeket kép-
visel§ korrendszerek valtozatos szabélyos, félig szabalyos és majdnem-
szabalyos alakzatokhoz vezetnek (az 1) esetben pl. 37., 38., 39., 40.,
41., 42., 43., 44., 45., 46. és 47. abra, a 2) esetben a 48., 49., 50., 51.,
52., és 53. abra).

Megemlitjiik még, hogy a 2) esetnek egy specialis aleseté¢hez fii-
z8dik a kovetkez6 eredmény:

Képzeljikk el, hogy rendelkezésiinkre all az euklideszi sikon ko-
roknek egy kimerithetetlen készlete, melynek sugarai az (e, 1) inter-
vallumba esnek. Ilyen korok segitségével kell az euklideszi sikot leg-

1ha

095F

D~

80 09, 08 |07 08 05 0% 03 AP Laf- @

36. dbra

stirlibben kitolteni ugy, hogy egy hatvanypont se keriiljon a hozza-
tartoz6é korkozépponthoz J2-nél kisebb tavolsagra, azaz a korrendszer-
nek barmely korére vonatkozd tagassiga, vagyis a korrendszer tdgas-
sdga 2. A ,Jegsiirlibb” korrendszer csupan egységkorokbdl 4ll, amelyek
kozéppontjai négyzetes racsot alkotnak (38. abra). Tehat hidba 4ll ren-
delkezésiinkre egy egész intervallum, a legslir(ibb elrendezésben egyetlen
sugarérték jut szerephez.

MOLNAR vizsgalatait [4] kiterjesztette olyan kitoltési problémakra is,
amelyeknél a kor szerepét végesszamt kor egyesitése, roviden korivsokszog
veszi at (54. dbra). A szélsGérteket képviselS elrendezések igen valtoza-
tosak. Ezekbdl egy parat bemutatunk. Igy pl. a 55. és 56. abra bizonyos
egybevagd egymasba nem nyuld korivharomszogek (,,10here™) legstir{ibb
elrendezését illusztralja az euklideszi sikon.3? Az 59.,60., 61.és 62.abran
olyan egybevagd korivsokszog legsiirlibb elrendezését latjuk, mely
a kongruens korok legsiiriibb elhelyezésébdl igy szarmazik, hogy egy

30 Az 58.4bra a ,,l6heréhez’* (57. 4bra) tartoz6 minimalis teriiletii ,,Dirichlet-
cellat” 4brazolja.
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39. dbra

40. dbra

38. dbra
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48. dbra 49. dbra
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52. dbra 53. dbra s
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korhalmazhoz hozzavessziikk barmely érint6 korharmasa altal alkotott
korivharomszoget. Konnyen belathat6, hogy az emlitett abrainkon sze-
repld vonalkazott korivsokszogekkel a sikot végtelen sokféleképpen

rr_

lehet legsiiriibben kirakni.3!

54. dbra

55. dbra 56. dbra

Megjegyezziik még, hogy a korivsokszogek szerepét bizonyos fel-
tételeket kielégit6 sokszogek vehetik at (69., 70., 71. abra).32
SEGRE €s MAHLER-tS] [1] szarmazik a kovetkez§ tétel:

Ha egy euklideszi sokszogben, melynek szogei 2Tn-na’l nem nagyobbak,

31 Mas tipusti extremdlis alakzathoz jutunk gombfeliileten pl. ha megfeleld
nagysagl egybevagd szabdlyos korivnégyszogekkel (63. 4bra), ill. szabdlyos koriv-
Otszoggel (64. dbra) ugy toltjiik ki a gombfeliiletet, hogy a korivsokszogek keriiletét
szolgaltatd korok kozéppontjai a (3, 3, 3, 3, 4) (65. abra), ill. (3, 3, 3, 3, 5) (66. dbra)
szimbdlumu félig szabalyos mozaik cstcspontjait alkossak. Tovabbi széls6érték
alakzatokat dbrazol a gombfeliileten sztereografikus vetiiletben a 67. és 68. 4bra.

32 A 69. és 70. abran egyenléoldali haromszogrendszer viltja fel a 55. és 56.
4bran szerepld ,,l0here” rendszert.
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egymdsba nem nyilé egybevdgo korok vannak elhelyezve, akkor a ko-

roknek a sokszogre vonatkozo stirfisége legfeljebb —n—=0,9069....

4V

63. dabra

65. abra 66. dbra

7

o

5

W

67. dbra 68. dbra

Ezt a tételt MoLNAR [3] az alland6 gorbiiletli felilleteken tobb
irdnyban Aaltalinositotta. A tartomany, amelyben az egymasba nem
nyulé korok vannak elhelyezve, az allandé gorbiiletdi feliilet olyan

x 2 R
sokszoge, melynek minden szoge = ?n A korrendszer siirliségére adott
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70. abra

69. dbra

> «
> < > «
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> < > <
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> 4 > <
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71. dbra

73. dbra

72. dbra
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fels6 korlat a kovetkez6 esetekre vonatkozik: 1) a korok egybevagéak,
2) a korok sugarai egyenként ismertek, 3) a sugarak egy adott inter--
vallumba esnek, 4) n fajta adott
sugard kor van.33

E tételek korollariumai ko-
ziil a kovetkezdt emlitjitk meg:

Ha egy dllando gorbiiletti fe-
liiletnek egy sokszogében, mely-

2
nek minden szioge é—;,egymds-

ba nem nyulo egybevdgo korok
vannak elhelyezve, akkor a kor-
rendszernek a sokszogre vonat-

74. dabra

pAES 3
kozo siiriisege é?.
Igy pl. barmely aszimptotikus sokszogben eclhelyezett egybevagé

korok rendszerének siirfisége =

Korkonvex ponthalmazokrol

Kiilénb6z8 problémakban valamely komplikalt strukturajia pont-
halmaz helyett gyakran tekintjik annak vagy a zart, vagy a konvex
burkat. E két miivelet bizonyos értelemben extremalisnak tekinthetd,
hiszen az elsd, melynél csupan végtelen kozeli pontokkal b&viil a hal-
maz, az eredeti halmaz szerkezetét ,,alig” valtoztatja meg, mig a ma-
sodik — a konvex burokképzés — radikalis valtozast képes elSidézni.4

A gyakorlatban célszerlinek mutatkozik olyan miivelet alkalma-
zasa, mely az emlitett két miivelet kozott atmenetet képez és olyan
ponthalmazhoz vezet, mely szerkezetileg a zart burok és konvex burok
kozott foglal helyet. Ilyen halmazosztalyt vezetett be HADWIGER [1]
1946-ban, ill. PERKAL [1] 1956-ban, az a-rendii-, ill. e-konvex fogalom
révén.3>

33: Hiperbolikus sikon az igy nyert tételek az elsé tételek, melyek korelhelye-
zési sfirliségre vonatkoznak korlatos tartomanyok esetén.

Tovabbi altalanositdsokhoz jutunk, ha korok helyett korivsokszogeket tekin-
tink (72., 73., 74. ébra).

34 Altaldban az eredeti ponthalmaz szerkezete megvaltozik, ha ,,tavoli’’ pon-
tokkal is bdvitjikk. Gondolunk pl. nem Osszefiiggd ponthalmaz konvex burkdra.

35 Egy zart ponthalmazt Hadwiger-féle értelemben a-rendi konvexnek mon=-
dunk, ha minden 4 <a sugari korlappal valé metszete egyszeresen Osszefiiggd. Egy
zart ponthalmaz Perkal-féle értelemben e-konvex, ha s-sugaru nyilt korlapok 0Osz-
szeségének komplementerje.



HADWIGER ¢s PERKAL eredményeihez kapcsolodva MOLNAR [1]
1960-ban — az alland6 gorbiiletii felilleteken —' bevezette a kdrkon-
vexitas fogalmat.3°

Egy zart ponthalmaz o-sugari kérkonvex, ha minden hatarpont-
jaban van p-sugarti tamaszkore.

MoLNAR a korkonvexitdsi fogalmat altalanosabban is kimondja,
amennyiben korok mellett para- és hiperciklusokat is tekintetbe vesz.3”

36 A korkonvexitasi fogalom tartalmazza a Perkal-féle e-konvexitds, a Had-
wiger-féle a-rendii konvexitas és a Mayer-féle [1] r-hiperkonvexitds fogalmat és kap-
csolatban van az A. D. Alexandrov-féle [1] PRV-halmazok, valamint a Resetnydk-
féle [1] 05 halmazok fogalméaval.

37 Pontosabban, Molndr a korkonvexitdsi fogalmat ajkovetkezoképpen vezeti
be: Az dllando gorbiiletii féliileten egy sugarsor barmely orthogondlis trajektoridja
(gémbon: kor, euklideszi sikon: kor, egyenes, hiperbolikus sikon: kor, paraciklus,
hiperciklus egyenes) a feliiletet két tartomédnyra bontja. Egy ilyen (hatdrpontjaival le-

75. dbra

78. dabra 80. dbra

zart) tartomdnyt ciklus tartomdnynak — roviden ciklusnak — neveziink. Ha a ciklust
hatérol6 vonal p-sugart kor, akkor a ciklust g sugart, ill. — g-sugart ciklusnak nevez-
ziik, aszerint, amint a ciklus konvex (75. dbra), vagy konkayv (76. abra). Célszeriinek
mutatkozik a tobbi ciklushoz is ,,sugarértéket” hozzarendelni, mégpedig a kovetkez6-
képpen: Legyen az euklideszi félsikra p = + oo (77. dbra), a hiperbolikus félsikra
@ = 1 20cc (78.4bra), a paraciklus altal hatérolt (zart) tartoméanyra o = + oo (79.4bra),
a hiperciklus 4ltal hatdrolt (zdrt) tartomanyra ¢ = -+ 2cc F a (80. abra), ahol a jelenti
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A korkonvex tartomanyok igen valtozatosak (81., 82., 83., 84.,
85. és 86b 4bra).?® Ertelmezhet§ egy tartomany (86a 4bra) g-sugart
korkonvex burka (36b abra). A 85. abra egy tartomanynak bizonyos
o sugarértékekhez tartoz6 korkonvex burkat abrazolja.

A korkonvexitas hasznos fogalomnak bizonyult és az elhelyezési
problémak vizsgalatiban 1j kutatési teriiletet nydjt. Errdl a teriiletrsl
szarmazo eddigi eredményekrdl szamolunk be a kovetkezd fejezetben.

85. dbra i . 86. dbra

a hiperciklusnak alapegyenesétdl valo tavolsagat. A p sugart ciklust roviden g-cik-
lusnak nevezziik.

Definici6: Egy zart ponthalmazt g sugarii kérkonvexnek neveziink, ha birmely
hatdrpontjahoz illeszkedik ¢ sugart tdamaszciklus, azaz olyan g-ciklus, mely illesz-
kedik a hatdrponthoz és nem tartalmaz belsejében ponthalmazbeli pontot.

38 A 83., ill. 84. abra olyan tartomanyokat abrazol, mely bizonyos e =a, ill. -
¢ = ¢ értékekre Perkal-féle e-konvex (de nem Hadwiger-féle a-rendii konvex), ill.
o sugaru korkonvex (de nem Perkal-féle e-konvex).

5 Matematikai Lapok



Elhelyezések korkonvex tartominyokban

Feses TOTH-t01 [10] ered a kovetkezs tétel:

] Ha az euklideszi sik egy konvex tartomdnydban legaldbb két egy-
mdsba nem nyulé egységnyi sugarii kor van elhelyezve, akkor ezeknek

a koroknek a tartomdnyra vonatkozo stiriisége <VT_2.

Azt a tartomanyt, mely két egymésba nem nyuld egységnyi sugaru
kér o-sugar kérkonvex burka, g-piskotdnak nevezziik (87. 4bra).
Tekintsiik ennek azt a két széEls6 esetét, mid6n az egységkorsk (88. abra),
ill. a o sugarti kordk érintkeznek (89. abra).3? E kétesetben a két egység-

88. dbra 89. dbra

90a dbra 90b dbra 90c dbra

. 35 Megemlitjiik, hogy az euklideszi, ill. hiperbolikus sik nem tolthetd ki
egybevagd p-piskotikkal a gombfeliilet viszont igen (90 a., b, ¢ abra).

\
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kornek a piskétara vonatkozé siirliségét di_ -, ill. di %val jeloljiik.4®
A fenti tételnek altalanositisa a kovetkezS tétel (MOLNAR [1]):
Ha az euklideszi sik egy Osszefiiggé o-sugarii korkonvex tartomd-
nydban legaldbb két egymdsba nem nyuld egységnyi sugarii kor van el-
helyezve, akkor ezeknek a koroknek a tartomdnydra vonatkozé stirtisége

0=——, ha @=g,

*Vlz
0=di_1, ha 1=90>g,
o=diR% i iha o =il

N

ahol 04=4776... a d%_ ="

Vs

egyenlet pozitiv gydke.

92. dbra

MOLNAR tovabbi tételekben [4] korlatot adott korkitoltési siirii--
ségre, ha 1) euklideszi sikon egy korkonvex tartomanyaban n fajta
kor van, ill. ha valamely allandé gorbiilet(i feliilet egy korkonvex tar-
tomanyaban 2) egyenld sugaru kérok vannak, ill. 3) » fajta kor van.4!

Koroknek korkonvex tartomanyokban torténd elhelyezéséhez kap-
csolddva, HEPPES ért el tovabbi eredményeket:42

R
© 4= :

VorF2g-+ 421 — g2 arc sin ——
ot 1+e
= 4] )
e :
= — 02) arc cos
A o/ T+20+ - 0 i
41 Bzek a tételek tovabb 4ltalinosithatok, ha korok helyett (91. dbra) kor-
ivsokszogeket szerepeltetiink (92. 4bra).

42 Eredményeirdl 1961. szept. 15-én a balatonvilagosi Geometriai kollokvi-
umon szamolt be.

5%
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K-tipusimak, ill. B-tipusinak neveziink egy tartomanyt akkor, ha
hataran kiviilrdl, ill. beliilr6l végiggordithets egy egységkor akadalytala-
nul, azaz Ggy, hogy éallandéan legyen a tartomany hataraval kozos
pontja és ne messe azt at.*3 Ilyen tartomanyokra igaz a kovetkezs tétel:

Ha egy K-tipusii tartomdnyban n egymdsba nem nyilé B-tipusii lapot
helyezziink el, akkor a tartomdny le nem fedett részének teriilete legaldbb

t
(n—1)t, ahol =

lohdromszog teriilete. -

hdrom pdronként érintkezo egységkor dltal kozrefogott

 E tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy a sik 7 teriiletii E-tipusﬁ
tartomanyokkal val6 kitoltésénél a siirliség legfeljebb T_j-;-—t 2
Az elhelyezett lapoknak nem kell egybevagdknak lenni. A becslés
szdmos esetben pontos, amint ezt néhdny kiragadott példaval (93., 94.,
95.,96.,97.,98a, b,99. abra) illusztraljuk is.

93. dbra

94. dbra 95. dbra

43 y. 0. Hadwiger [1].



96. dabra

98b dbra

i
it

(
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Konnyen adddik a fenti tételbdl a kovetkezd altalanosabb tartoma-
nyokra is alkalmazhato stiriiségbecslés:

Ha Ty a T tartomdnynak egy B-tipusii része, akkor a siknak T-vel

kongruens tartomdnyokkal valo kitoltésekor felléps siirfiség nem lehet

T ol 15bb.42
~B d

Befejezésiil megemlitjitk, hogy dolgozatunkban fGleg kitdltésre vo-
natkozé eredmények szerepeltek. A fedési probléméakkal kapcsolajban
csupdn annyit jegyziink meg, hogy kezelése joval nehezebbnek igér-
kezik, s ezen a teriileten még sok a tennivalo.

100a dbra 100b abra

42 Ez a korldt semmitmondd, ha értéke =1, de sok meglehetésen altaldnos
T esetében is pontos (100a, b abra).
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HOBBIE PE3YJILTATHI B IMCKPETHOW FEQOMETPUU. II

A. Xennem, . MouneHnap

B crarbe npusesens: Hanboiee 3HAYNTENLHBIE HOBBIE PE3yJIbTATHI M Npo6-
JEMBbI, OTHOCSIIIMECS K KPYI'y BONPOCOB, 3aTPOHYThIX B KHure JI. deitew-Tora
¥ KacaloUMecst MOBEPXHOCTH  MOCTOSHHOH KPMBH3HBL OHA COCTOMT M3 Crlefy-
IOUMX I71aB: IKCTPEMaJbHbIE CHUCTEMBI TOYeK, Moaanky, [110THOCTH CHCTEMBI
KpyroB, Pasmemiennsi KpyroB OTHOCHTENBHO RBBINYKIOH o6nactu, O kpyroro-
BRINYKJIBIX MHOMKECTRAX, Pazmemienns B kpyroBo-seinykioil oonactu. (Kpyro-
BO-BBINYKYBIM HAa3bIBACTCS MHOMKCCTBO TOYEK B IUIOCKOCTH, €CAM [ HEro
CyUIECTBYIOT OHOPHBIE OKPY)KHOCTH C MOCTOSIHHBIM DajMycOM, WMIrpAaIOLue Ty
K€ POJb KaK M ONOPHBIE NMPSIMBIE [/ BHINYKIBIX MHOMECTB.)

NEUERE ERGEBNISSE IN DER DISKRETEN GEOMETRIE II.

A. HepPPES UND J. MOLNAR

In dieser Arbeit werden einige wichtigere neue Resultate und Fragen aus dem
Problemkreis des Buches von L. Fejes Téth dargelegt, die sich auf Flichen kons-
tanter Kriimmung beziehen.

Die Arbeit ist in folgende Abschnitte aufgeteilt: Extremale Punktsysteme,
Mosaiken, Die dichte einer Kreislagerung Kreislagerungen in konvexen Gebieten,
Uber Kreiskonvexe Punktmengen, Lagerungen in kreiskonvexen Gebieten.



A komplex fiiggvénytan elemeinek
topologiai segédeszkozeirdl

CsAszAR AKOs:
Hajos Gyorgynek 50. sziiletésnapjara

1. A komplex fiiggvénytan elemeit targyalé tankonyvekben vagy
egyetemi el6adasokban rendszerint jelentGs didaktikai nehézséget okoz
az a koriilmény, hogy az elmélet alapjait szolgéltaté integraltételek
Iényegesen tdmaszkodnak a sik, illetSleg a gombfeliilet topoldgidjanak
olyan fogalmaira és tételeire, amelyek az olvasék vagy hallgatok eldtt
addigi tanulmanyaikbol altalaban nem ismeretesek. Egy-egy szabatosan
megfogalmazott tételnek bizonyitas nélkiil valé felhasznalisa mas targy-
korokben is gyakran elkertilhetetlen és igy indokolt esetben megenged-
het§ ugyan, itt azonban nem errdl van sz6, hanem egyfel§l szabatosan
nem definialt fogalmaknak alapvet§ szerepeltetésérdl, masfel§l topold-
giai tényeknek a szemléletre tamaszkodd ismételt alkalmazasarol.

Igy példaul mar az egyszeresen Osszefiiggl tartomany szokéasos
definicidja (olyan tartoméany, amely tartalmazza minden benne fekvd
egyszerli zart poligon belsejét) felhasznalja a (szabatosan rendszerint
nem bizonyitott) poligonokra vonatkozé Jordan-tételt, s a Cauchy-féle
integraltételnek egyszeresen Osszefiiggd tartoméanyra valé bizonyitasa
kozben ezenfelill arra is hivatkozni szokds (de bizonyitasa — nem is
egyszerli — rendszerint elmarad), hogy a sikban barmely egyszerii zart
poligonhoz megadhaték olyan, a poligon kiilsejét nem metsz6 harom-
szogek, amelyeknek keriiletét megfelel iranyitassal koriiljarva a poligont
egyszer koriiljarjuk, a poligonhoz nem tartozd oldalakat pedig kétszer,
ellenkezd iranyban futjuk be.

Masik példaként tekintsiik a Cauchy-féle integralformulanak kovet-
kez8 szokasos megfogalmazasat:

Ha f(z) reguldris az egyszerii, zdrt, rektifikdlhaté C gorbén s ennek
belsejében, z, pedig a gorbe belsejében fekszik, akkor

Z
fe=o| Lz,

2ni ) z—z,
a

ha C-t pozitiv irdnyban jdarjuk koriil.
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Az itt felhasznalt egyik fogalom, a C gorbe belseje, szabatosan
definialhat6, ha elfogadjuk (bizonyitdsara rendszerint nem keriil sor)
a Jordan-féle tételt legalabbis rektifikalhaté gorbékre, a pozitiv koriil-
Jjdrds fogalma azonban tobbnyire azzal a semmitmondd kitétellel kertil
elintézésre, hogy ez az a koriljaras, amelynel C belseje balkéz felé esik.
Ha a C gorbe rektifikalhatosagara s igy érintSjének majdnem mindeniitt
valé 1étezésére hivatkozva szabatos értelmet adunk a , balfelé esik™
kifejezésnek, megint csak el kell fogadni azt a tényt, hogy van ilyen
koriiljaras. Ami a tétel bizonyitasat illeti, rendszerint az egyszeresen
osszefuggo tartomanyokra vonatkoz6 Cauchy-féle integraltételre vezetik

\

N

1. dbra

)

vissza, mégpedig oly mddon, hogy C-t
és belsejét egy egyszeresen Osszefiiggd
tartomanyba foglaljak, amelyben f(z) re-
gularis (nem konnyii ennek lehetségét
bizonyitani), majd egy z, kozéppontu ki-
csiny K korvonalat két szakasz segitsé-
gével Osszekotnek C-vel s az abrardl le-
olvassik (szabatosan bizonyitani megint
nem egyszerii), hogy a K és C egy-egy
ivébdl és az Osszekotd szakaszokbdl Osz-
szetett zart gorbék belefoglalhatok egy-
egy egyszeresen Osszefiiggd résztartomany-
ba, amelyben f(z) regularis.

2. A most vazolthoz hasonld, vagy nehézkes topoldgiai meggondo-
lasok kozbeiktatasaval terhelt, vagy minduntalan a szemléletre (illetGleg
az éppen megrajzolt abra specialis viszonyaira) hivatkozé okoskodésok
jellemzik a komplex fiiggvénytan elemeit targyalé miivek tulnyomo
tobbségét.! A csekély szamu kivételt képez6 miivek (nem emlitve azokat,
amelyek a geometriai mddszercket teljesen mell6z6 Weierstrass-féle fel-
épitést kovetik s igy nélkiilozni kénytelenek a szabatos kritikaval ellen-
Grzott szemlélet jelentékeny heurisztikus erejét) arra a felismerésre ta-
maszkodnak, hogy a komplex fiiggvénytan integraltételeiben a dontd
szerep annak a kérdésnek jut, hogy az integracids utat szolgaltatd zart
gorbe az integrandusz szingularis helyeit megkeriili-e, illetSleg hdnyszor
keriili meg. A Cauchy-féle integralformulanak fenti megfogalmazasaban
példaul a C gorbe egyszerli zart voltinak mindOssze annyi a szerepe,
hogy az ilyen gorbe csupdn a belsejében fekvS pontokat keriili meg, s a
C gorbét azért kell pozitivan koriiljarni, hogy ezaltal a gorbe a z, pontot
(+ 1)-szer keriilje meg. Az elmélet ilyen felépitésénél eszerint a fGszerep
azon szam szabatos definiciéjanak ¢és tulajdonsagai szabatos igazolasa- ¢

1 Csaknem minden részlet szabatos kidolgozdsaval nyujtja ezt a felépitést
a kovetkezé munka: W. J. THRON, Introduction to the theory of functions of a comp-
lex variable (New York—London, 1953).
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nak jut, amely megmondja, hogy egy adott zart gdrbe egy adott (rajta
nem fekvG) pontot hanyszor keriil meg. Ezt a szimot nevezik a kérdéses
pont adott gorbére vonatkozd indexének.

Az index fogalma a szemlélet szamara éppen olyan kézenfekvd,
mint az egyszerii zart gorbe belsejének fogalma (igy mindenki azonnal
megeérti, hogy a 2. abran lathaté C gorbe az a pontot kétszer, a b pontot
egyszer, a ¢ pontot 0-szor keriili meg, vagyis nem keriili meg) Lényeges
kiilonbség viszont, hogy mig a Jordan-féle tétel
megfelel§ topoldgiai elSkészités nélkiil csak igen
koriilményesen bizonyithatd, addig az index defini-
cioja és felhasznélasra keriil§ tulajdonsagainak b .
igazolasa meglehetdsen egyszerii segédeszkozokkel
elvégezhetd, s6t tovabbi elényt jelent, hogy e se-
gédeszk6zok jorészt éppen abbdl az apparatusbol
keriilnek ki, amely a komplex fiiggvénytan felépi- S o
tésé¢hez egyébként is nélkillozhetetlen. Igy példaul
mindjart az index szabatos értelmezésére kinalkozik
tobbféle komplex eszkozdkre tamaszkodé moédszer is: a z, pontnak a
zart C gorbére vonatkoz6 indexe nem mdas, mint az iargz fiiggvény,

a

vagy a log z fiiggvény C menti megvéltozdsianak 271u_-szerese (amihez

persze sziikséges egy tobbértékii fiiggvény adott gdrbe menti megvalto-
zasanak szabatos értelmezése)?, vagy kihasznalva azt a koriilményt, hogy
tobbnyire csupan integraciés utakra vonatkozé indexek jatszanak sze-
repet s igy lehet a rektifikdlhaté zart gorbékre vonatkozé index értel-
mezésére szoritkozni, nem egyéb, mint

@1 ' l—f 42 vy

2ni Jz—2z,
C

Az index értelmezésére szolgdlé most emlitett mddszereket didak-
tikai szempontbdl jogosan lehet kifogasolni 6nkényességiik miatt, hiszen
els pillantasra semmi koziik sincsen a ,,megkeriilések szamanak’ szem-
léletes fogalmahoz, s csak utdlag deriil ki, hogy valoban rendelkeznek
az e fogalomhoz f(iz6d6 és szemléletiink altal megkovetelt tulajdonsé-
gokkal. Eppen ezért nem érdektelen az index-fogalom bevezetésének
alabb* bemutatott ama mddja, amely a ,,megkeriilési szam™ fogalménak

2 V. 0. S. SARs—A. ZYGMUND, Analytic functions (Warszawa— Wroclaw
1952), 186. o., vagy G. SANsONE—J. GERRETSEN, Lectures on the theory of function
ofa complex variable, I. (Groningen, 1960).

] 3V 0: ELY, AHLFORS, Complex analysis (New York—Toronto—London,
1953), 93. 0.
4 L. 4. pont.
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néhany a szemlélet altal megkovetelt tulajdonsagabdl indul ki, megmu-
tatja, hogy e tulajdonsagok a kérdéses szamot egyértelmiien meghata-
rozzak, s azutin tér csak ra arra, hogy a (2. 1) képlettel megadott szam
tényleg rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal. Ennek targyalasa kozben
a 3 alatt idézett miihdz képest néhany lényeges egyszeriisitést is sikeriil
elérniink. Mindennek elGkészitésére a 3. pontban a felhasznalt gorbe-
fogalom szabatos értelmezését s néhany ehhez kapcsolodé fogalmat fog-
lalunk Ossze.

3. Nevezziik (komplex sikbeli, iranyitott, folytonos) gorbének az
I=[0, 1] zart intervallumon értelmezett komplex értékli folytonos ¢
fiiggvényt. A ¢ gorbe képe a C,={¢p(#):0=t=1} komplex sikbeli pont-
halmaz (amely korlatos és zart), kezddépontja a @(0), végpontja a ¢(1)
pont. Azt mondjuk, hogy ¢ osszekoti a @(0) és ¢(l) pontokat, vagy
hogy ¢(0)-bél ¢(1)-be vezet.

"Ha ¢ gorbe és w az I intervallumon értelmezett szigorian monoton
novekvs, folytonos fiiggvény, melyre ®(0)=0 és w(l)=1, akkor a

(3.1 Y =p(o() (D)

képlet is egy ¥ gorbét hataroz meg, melyre C, = C,, ¥(0)=¢(0), ¥(1)=
=g(1). A ¢ és  gbrbéket ekvivalensnek mondjuk, ha taldlhaté hozza-
juk a (3. 1) képletet kielégitd, I-ben szigorian monoton névekvd, foly-
tonos o fiiggvény, melyre-n(0) =0, o(1)=1. Ilyenkor a ¢ ~ i szimbolu-
mot hasznaljuk. Kénny{i belatni, hogy a ~ relacid reflexiv, szimmetri-
kus és tranzitiv.>

Ha ¢ gorbe, akkor

(3.2) p*O=9(-1) (t€l)

is gorbét ad meg, melyre C,.=C,, ¢*(0)=g@(1), ¢*(1)=¢@(0). @*-rél
azt mondjuk, hogy ¢-bdl az irdnyitds ellenkezdre vdltoztatdsdval kelet-
kezik. Nyilvan (¢*)* =@ és @ ~\ esetén @* ~y*.

Ha ¢ gorbe és 0=a<b=1, akkor

(3. 3) Y(t)=qp(a+1(b—a)) (tel) A
is gorbe, melyre C, < C,, ¥(0) = g(a), ¥(1)= ¢(b). Ilyenkor azt mond-

juk, hogy ¥ részive p-nek.
Ha ¢ és ¥ két gorbe, melyekre ¢(1)=y/(0), akkor a

(21), ha 0=t=1,
x()={q)

3.4 :
=3 p(2(t—%), ha i=r=1

5% Logikusabb volna az e reldciora nézve képezett ekvivalencia-osztalyokat
nevezni gorbéknek, vagyis nem tenni kiilonbséget a csak a paraméterezés modjaban
kiilonboz6 gorbék kozott, ez az absztaktabb fogalom azonban a kezdének kony-
nyen okoz nehézséget.
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képlet is egy x gorbét ad meg, melyre C, = C,U C,, x(0) = @(0), x(1)=
=y(1). llyenkor azt mondjuk, hogy ¢ és y dsszefiizhets, s hogy a y
gorbe ¢ €s Y osszefiizése, képletben y=¢ v . Ha ¢ ~ @y, Y ~ 4, akkor
@vy ~ @, viy;. Vilagos tovabba, hogy

(@vi)* = P*vp*.

Az is konnyen belathatd, hogy érvényes a

(3.5) (@v)vi~ov¥vy)
asszociativ torvény.®

A @ gorbe egyszerii, ha 0=t <t,=1 esetén @(t;) = @(t,). A ¢
goérbe zdrt, ha @(0) = ¢(1). Végiil ¢ egyszerii zdrt gorbe, ha ¢(0) = ¢(1),
de 0=t,<t, <1 esetén ¢(t,) # @(t,).”

A ¢ gorbe rektifikdlhato, ha van olyan (veges) K korlat, hogy
Oty oo = =]-esetén

Z|‘P(fk) pt-1) | =K

Az 1lycn K korlatoklegklsebblke @ hosszusdga. Ha ¢ rektlﬁkalhato akkor
@* és @~y esetén ¥ is ilyen, tovabba ¢ minden részive is, €s @*, vala-
mint y hosszusaga egyenld ¢-ével. Ha ¢ és y rektifikalhato és ossze-
fiizhet6, akkor ¢ vy is rektifikalhaté és hosszlisiga egyenlé ¢ és Y
hossztisaganak Osszegével.

Rektifikalhato gorbék példaul a szakaszok. Ha a, b két komplex
szam, akkor ab szakaszon értjiik a

{ o(t)y=a+1tb—a) (tel)

képlettel értelmezett gorbét. Az aya, szakaszhoz az aja, szakaszt, majd
az igy keletkez6 gorbéhez az a,a, szakaszt, s igy folytatva végil az
a,_a, szakaszt hozzafiizve az el6z6k Osszeflizéséhez, az apa, ...a,
poligon keletkezik. Az a,_a, szakaszok a poligon oldalai, az a, pontok
a poligon csicsai. Ugyancsak q . ..a, poligonnak mondunk minden
olyan gorbét is, amely ekvivalens az imént értelmezett a, ... a, poli-
gonnal, Ha ¢ gérbe és 0=t, <t < ... <t,=1, akkor a ¢(to)p(?)) . ..
. @(t,) poligont ¢-be irt poligonnak mondjuk.

A kovetkez8kben gorbén egyelére mindig rektifikalhaté gorbét
értiink (anélkiil, hogy ezt kiilon hangsulyoznok minden alkalommal).
A beszédmdd egyszeriisitése kedvéért olyankor, amikor nem vezet félre-
értésre, nem tesziink kiillonbséget egy ¢ gorbe és ennek C, képe kozott;
azt mondjuk példaul, hogy egy z pont rajta fekszik ¢-n, vagy hogy ¢
athalad z-n, ha z€C,.

6 A gorbe értelmezésének 5 alatt emlitett modositasa esetén itt ~ jel helyett

= volna irhaté.
7 Ekkor tehat ¢ zart gorbe, de nem egyszer(i gorbe.
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4. Legyen ¢ zart gorbe és a¢ C,. Az a pont @-re vonatkozd indexe
az a szam, amely megmutatja, hanyszor keriili meg a ¢ gorbe az a
pontot. Ezt a szamot n(@, a)-val jelolve, az index szemléletes Jelentesebol
leolvashatok az alabbi tulajdonsagok:

@.1) p~Y, a¢ C,=C, esetén n(p, a)=n(y, a) (vagyis a megkerii-
Iések szama nem filigg a parametrizalas modjatol).

(4.2) Ha ¢, =@v{, g, =Y v ¢ két zdirt girbe és a¢C, =C,,
akkor n(p,, a)=n(p,, a) (vagyis a megkeriilések szama nem fiigg a zart
gorbe kezdSpontjanak megvalasztasatol).

(4.3) Ha ¢ és  két osszefiizhet6 zdrt gorbe, a¢ C,UC,, akkor
n(p vy, a)=n(p, a) +n(y, a) (vagyis @ és Y osszefiizése annyiszor keriili
meg a-t, mint ¢ €s Y egyiittvéve).

(4. 4) a4 C, esetén n(pv ¢*, a)=0 (vagyis egy gorbén oda-vissza
jarva egy pontot sem keriiliink meg).

(4.5) Ha () =a+re*™ (tel, r=0), akkor n(p, a)=1 (vagyis az
,,oramutatd jarasaval ellenkez8 irdnyban” koriiljart korvonal egyszer
keriili meg a kozéppontjit). _

(4. 6) ‘Ha o zart gorbe és egy poligon C, metszése nélkiil osszekoti
a-t és b-t, akkor n(p, a)=n(p, b) (vagyis a megkeriilések szdma nem
valtozik meg, ha a-t a gorbe atlépése nélkiill mozgatjuk).

(4.7) Ha a— <=, akkor n(p, a)~0 (vagyis a = pontot egyetlen zart
gorbe sem Kkeriili meg).

Ahhoz, hogy az index fogalméanak szabatos definicidjahoz jussunk,
meg kell még mutatnunk, hogy val6ban hozza lehet rendelni minden ¢ -
zart gérbéhez és minden rajta nem fekvS a ponthoz egy n(p, a) szamot
ugy, hogy a (4. 1)—(4. 7) allitasok teljesiiljenek, éspedig csak egyféle-
képpen. Kezdjitkk az utébbinak a bizonyitasaval, tegyiik tehat fel, hogy
értelmezve van a (4. 1)—(4. 7)-nek eleget tev6 n(gp, a) kifejezés.

(4. 8) Ha p(t)=a-+re* (11, r=0) és|b—a| <r, akkor n(p,b) =1.

Ez rogton adddik (4. 5) és (4. 6) alapjan.

(4.9) Ha az a pont a zdrt ¢ gorbe metszése nélkiil alkalmas poli-
gonokkal tetszélegesen tdvoli pontokkal dsszekothetd, akkor n(p, a) =0.

Valdban, legyen {b,} oly sorozat, hogy b, ~< és a és b, ¢ metszése
nélkiil poligonnal dsszekothets. Ekkor (4. 6) szerint n(q, a) =n(p, b,) €s
(4. 7) szerint n(p, b,)—~0.*

* HAINAL ANDRAStOl szdrmazik az az észrevétel, hogy (4.9) felhasznildsaval
a (4.4) tulajdonsidg levezethetd a (4.1) —(4.3) és (4.5) —(4.7) feltételekbdl (s igy

el is hagyhat6). Valéban, ha az @ pontnak Cp legkozelebbi pontjatol vald tavol-
siga € és a O=ro<1I1<...<Mm =1 felosztas ligy van megvdalasztva, hogy .a

&
[#x- 1, tx] intervallumoknak megfelel6 gy, részivek dtmérdje < ? , akkor @gvei be--
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(4. 10) Legyen ¢ egy ab szakasz, y egy b-bél a-ba vezets girbe,
C,NCy={a, b}, x=Yvp,c€Ca#c#b,oegydb szakasz, a #c#b,
C,NC,={c}. Ekkor n(x,z) o mentén c dtlépésekor (+1)-gyel vagy
(— D-gyel vdltozik meg aszerint, hogy a ¢ irdnydt ¢ irdnydba dtvivé
n-nél kisebb forgds pozitiv vagy negativ.

a+b

Bizonyitds. Legyen d= E 5 dds d+re',

A@)=d+ ret@tnn),
[_t(t) ok d+ rei(zz+ n+mt)

(tel), y=pnv @, 6=9¢*v i Ekkor z¢ C,UC, esetén (4.3), (4.1) és
(4. 2) alapjan

(4. 11) n(y, 2) +n(d, z)=n(yvé,z)=
=n((pv ¢*)v(Avp),2)=
=n(p Vv ¢*, 2)+n(d vy, 2).
Csakhogy (4. 4) miatt
n(pv ¢*, z) =0,

tovabba (4. 1), (4. 2) és (4. 8)
szerint n(Av u, z) =1, mihelyt
z eleget tesz a [z—d|<r fel-
tételnek. A tovabbiakban
ilyen z-kre szoritkozva tegyiik
példaul fel, hogy a ¢ iranyat
o iranyaba atvivé n-nél kisebb
forgas pozitiv (3. abra). Ekkor
(4.9) felhasznalasival a o
mentén c-t megel6z8 z pon-
- tokra- n(y, z) =0, a c-t kdve-
tékre pedig n(d, z)=0, igy
az cl8bbi z-kre (4. 11) szerint
n(, z)=1. Igy n(0, z) értéke
o mentén ¢ atlépésekor 1-rdl
O-ra valtozik.

3. dbra

e
lefoglalhatd egy #; koriili ? sugart korlemezbe, tigyhogy (4.9) miatt n(@r Vv @§, a)=0..

mdsrészt (4.1) —(4.3) ismételt alkalmazdsival konnyen adodik, hogy n(eve*, a)=
n

= 12 (@i i, a).
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Ismét (4. 3), (4. 1) és (4. 2) felhasznalasaval

n(y z)+n(d,z)=n(y v, z)=
=n((pv @) v(@Avy), 2)=n(pv o*, 2)+n(A vy, 2)

ha z#¢, d® g-n c-hez elég kozel van, s itt a jobb oldal elsé tagja 0, a
mésodik pedig nem valtozik ¢ 4tlépésekor (4. 6) értelmében. Igy n(y, z)
megvaltozasa (— 1)-szerese n(d, z) megvaltozasanak, azaz -+ 1. Hasonld
az okoskodas, ha a ¢ irAnyat ¢ irAnyaba viv8 n-nél kisebb forgas negativ.

(4.12) Ha g zdrt poligon és a{ C,, akkor n(yp, a) egyértelmiien meg
van hatdrozva és valos, egész szdm.

Valdéban, egy a-bdl kiinduld, ¢ egyik cstcsat sem tartalmazd és
egyik oldaldval sem parhuzamos félegyenesen elég messze menve n(g, z)
értéke véges szamu + 1 nagysagli ugras utan (melyeket ¢ és a félegye-
nes helyzete (4. 10) értelmében egyértelmiien meghataroz) s két-két
ugras kozott (4. 6) szerint nem valtozva (4. 9) miatt O-ra valtozik.

(4. 13) Ha o zdrt gorbe és a¢ C,, akkor minden g-be irt elég finom
¥ poligonra n(y, a)=n(y, a)

Val6ban, legyen ¢ =0 a-nak C, legk6zelebbi pontjatdl valé tavol-
saga s készitsiik el /-nek oly finom 0=17,<t; <...<t,=1 felosztasat,
hogy ¢ megfelel§ résziveinek atmérdje kisebb

legyen %-nél. Ha  jelenti a ¢ (ty)q(ty)...¢(2,)

poligont, akkor n(y, a)=n(p, a), mert (4 4) és
(4. 3) szerint

n(p,a) —n(, a)=n(p, a)+n(w* a),

s itt a jobb oldal értéke (4. 1), (4.2) és (4. 3)
ismételt alkalmazasaval

n

n(Qg, a),
4. abra kg; . 9)

ahol ¢, a @ gorbe [t,_,, t;]-hoz tartozé rész-
ivének és a @(#) p(#—,) szakasznak Osszefiizését jelenti. Viszont (4. 9)-
b6l konnyen kovetkezik, hogy n(gy, @)=0 (1=k=n), ami az allitast
adja.

(4. 12) és (4. 13) most mar kdnnyen szolgaltatja a kovetkez6 ered-
ményt:
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(4. 14) Ha n(p, a) minden zdrt ¢ gorbéhez és minden a¢ C, ponthoz
hozzdrendel egy szdmot és teljesiti a (4. 1)—(4.7) feltételeket, akkoy
ezdltal egyértelmiien meg van hatdrozva (és értéke valés, egész szdm)

Most mar csak azt kell belatni, hogy csakugyan van a (4. 1)—
(4. 7) kikotéseknek eleget tevé n(g, a) kifejezés. Tekintettel arra, hogy
a (4. 1)—(4. 4) tulajdonsagok a vonalintegral jol ismert tulajdonsagait
fejezik ki, s hogy ¢(f)=a+re*™ (t€1, r>0) esetén kozismerten

J L =%,
Z—Q
kézenfekvs az

(4.15) n(p, a):LJ L4

ot z—a
P
kifejezéssel kisérletezni. Ez tehat még (4. 5)-nek is eleget tesz. (4. 7) is
teljesiil, mert ha a-nak C, legkozelebbi pontjatdl valé tavolsaga r és

@ hosszusaga s, akkor ismert becsléssel |n (g, a)| 5-2—17—1- %—»0, hag oo,

Végiil (4. 6) igy lathaté be: a (4. 15) integral értéke tudvalevéleg a-nak
differencidlhaté fiiggvénye minden ¢-n rajta nem fekv8 a pontban,
¢spedig

in( a)_l_ dz

da"\ VY= mi | e—a)
@

Masrészt rogzitett a mellett

ERLS I &
(z=a)? 7 dzzra’

nugyhogy a zart ¢ gorbén vett integral értéke O:

Ln@9=0  (@4c).

Innen rogton adodik (4. 6) allitasa.

Megjegyzendd, hogy a (4. 15) képlettel az index tetsz8leges (nemcsak
zart) gorbére értelmezhetd, csak persze ekkor értéke nem lesz mar valds
€s egész szam, s ezzel szemléletes ,,megkeriilési szim™ jelentése is elvész.
Ezért beszéltiink mindig csak zart gorbére vonatkozod indexrdl, jollehet
tetszbleges gorbék felhasznéalasa az el6z8 fejtegetéseket némileg egysze-
risitette volna.

5. Az index (4. 15) alatti elGallitasat és az el6z6 pontban ismerte-
tett tulajdonsagait felhasznalva, s kiindulva a Cauchy-féle integraltételnek

6 ~Matematikai Lapok
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a Goursat—Pringsheim-féle eljarassal minden topoldgiai nehézség nélkiil
bizonyithaté kovetkezd alakjabol:
Ha f(2) reguldris egy kon‘uex, nyilt halmazon, akkor bdrmely e hal-

mazban fekvd ¢ zdrt gorbére ‘ f(2)dz=0,

koénnyen igazolhaté a Cauchyfféle integréltétel kovetkezs &ltalanos alakja.
Legyen ¢y,..., ¢, zart gorbe, ag U C,.- Azt mondjuk, hogy a

P1s.-5 Pp gOrbék az a helyet egyuttveve N—szer keriilikk meg, ha

N“_" 2 n((pk’ (1),
k=1

specialisan N=0 esetén e gorbék a-t egyiittvéve nem keriilik meg. Ha
mdrmost f(z) reguldris a C,,_halmazokon, valamint mindazon pontokban,
amelyeket a ¢, gorbék egyiittvéve megkeriilnek, akkor

> I f(D)dz=0.
k=1

Ebbél aztin konnyen nyerhetd a Cauchy-féle integralformula kovet-
kezd alakja:

Ha ¢y,..., ¢, zdrt gorbe, f(z) reguldris a C,, halmazokon, tovabbd
mindazon pontokban, amelyeket a ¢, gorbék egyiittvéve megkeriilnek,
végiil a z, pontban, melyet egyiittvéve N-szer keriilnek meg a ¢, gorbék,
akkor

f (Z)

Nf(zo) =+

Zm

Természetesen ahhoz, hogy ezekbol a tételekbsl tovabbi kovet-
keztetéseket lehessen levonni, példaul hogy a Laurent-féle sorfejtés 1éte-
zésének vagy a reziduum-tételnek bizonyitasara fel lehessen Gket hasz-
nalni, sziikség van arra, hogy egy adott pontnak adott zart gorbére
vonatkozé indexét kénnyen meg lchessen éllapitani. Meglepd, hogy az
integraltételeket az index fogalmara alapozd # és+ alatt idézett miivek
kozill AHLFORSéban erre a célra csak egy igen specialis konfiguracié
esetére vonatkoz6 lemma talalhaté,® SAKS és ZYGMUND miive pedig
annak megjegyzésére szoritkozik, hogy konkrétan adott esetben alkalmas
segédvonalak meghtizasaval és lényegében (4. 9) ismételt alkalmazasaval
lehet n(g, a) értékét meghatarozni.!®

8 L. AHLFORS 3 alatt idézett miivében, 114—116. o. S6t itt voltaképpen a valos
vonalintegrdlokra vonatkoz6 megfeleld tétel van bizonyitva.
9 I h. 94. o.
10 I. h. 188—189. o.
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fgy érdeklGdésre tarthat szamot a kovetkez$ egyszerli megjegyzés,
amely (4. 10)-et altalanositja s arra konnyen visszavezethetd:

(5.1) Legyen ¢ a ¢ zdrt gorbének egyszeres pontja (vagyis legyen
c€C, és pontosan egy t€[ értékre teljesiilion c¢= (1)) s tegyiik fel,
hogy c-ben q-nek van érintdje. Legyen o egy
a'b’ szakasz, c€C,, a’ #c#b’. Ekkor n(p, z)
o mentén c dtlépésekor (+1)-gyel vagy (—1)-
gyel vdltozik meg aszerint, hogy a ¢ girbe
c-beli (¢ iranyitasanak megfelelGlen iranyi-
tott) érintdjét o-ba dtvivé n-nél kisebb forgds-
$z0g pozitiv vagy negativ.

Bizonyitds. Fektessink at a ¢ ponton
két egyenest uigy, hogy a ¢ gorbe c-beli
érintGje az altaluk meghatarozott két szog-
tartomanypar egyikében, ¢ pedig mésikiban
haladjon. Legyen a és b C,-nek két olyan pontja, hogy ¢-nek a-t6l
c-ig terjed6 részive az emlitett szogtartomanyok egyikében, c-tél b-ig
terjedS részive pedig az ezzel atellenesben fekiidjék. Legyen a, és b,
a c-beli érintSnek két pontja az a-t, ill. b-t tartalmazé szégtartomany-
ban. Legyen gy, ill. p, @-nek a-bdl b-be vezetd, ill. b-b6l a-ba vezetd
részive, Yy, Y, és Y3 pedig jeldlje rendre az aay, a;b; és b,b szakaszo-
kat. Ekkor C,-nak barmely ¢@-n nem fekv6 z pontjara (4. 1), (4.2) és
(4. 3) alapjan a y =Yy v ¥,) vy jeldléssel

n(p,2)+n(xvet, 2)=n(p;ve,, 2)+n(xvet, 2)=
=n(p,vx,2)+n(pive,, 2).

Itt azonban (4.9) segitségével rogton lathatd, hogy a tekintetbe jovo
z-kre

5. dbra

n(yv i, z)=0,
tovabba (4. 4) miatt
n(pives,2)=0,

ugyhogy n(¢, z) megvéltozasa ¢ atlépésekor ugyanannyi, mintn(p, vy, z)-6.
Azonban (4.1), (4.2) és (4.3) szerint a (Y3 Vv @,) v = jeloléssel
n(py vy, z2)=n(wvy,, z), aminek megvaltozasa (4.10) alapjan éppen
az allitott értékii.

Marmost egy adott a¢ C, pontnak adott zart ¢ gorbére vonatkozé
indexét igy hatdrozhatjuk meg, hogy kiindulva egy elég tavoli b pont-
bol, melyre (4.9) alapjan n(gp, b)=0, oly b-bSl a-ba vezetd poligont
készitiink, amelynek csticsai nem fekiisznek C,-n, s melynek csak véges:
sok pontja kozos C,-vel, iigyelve arra, hogy a kézos pontok g-nek egy-

6%
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szeres pontjai legyenek s e pontokban ¢-nek legyen érintGje, amelyet
a poligon a kérdéses pontban atmetsz. Vilagos, hogy az alkalmazasok-
ban szerepl6 konkrétan megadott ¢ gorbék esetén ilyen poligon mindig
készithets. Marmost n(gp, z) a poligon mentén haladva annak C,-vel
valé metszéspontjai kozott allandd, a metszéspontokban pedig meg-
valtozasa (5.1) alapjan meghatarozhaté. Igy végil n(p, a) értékére
jutunk. (Pl. a 6. abran a megvaltozasok rendre +1, +1, —1, ugyhogy
n(p,a)=1)

6. Az el6bbi eredmények azt mutatjak, hogy a komplex fiiggvény-
tan integraltételéinek bizonyitasdhoz és alkalmazasahoz sziikséges topo-
16giai segédeszkozként az egyszeresen Osszefiiggé tartoméany és az
egyszerli zart gorbe fogalma helyett sze-
repeltethetd a zart gorbére vonatkozd in-
dex fogalma, amelynek értelmezése és
felhasznalt tulajdonsagai sokkal elemib-
ben targyalhaték, mint példaul a Jordan-
féle tétel. A kovetkez6kben megmutatjuk,

(7

s hogy az index fogalmara tamaszkodva

elGallithaté az integraltételeknek korab-

ban szokasos fogalmazasa is, s ehhez a

6 b Jordan-féle tétel helyett csupan egy ke-

vesebbet mondé (és konnyebben bizo-
nyithatd) allitast kell felhasznalnunk.

Fejtegetéseinkben felhasznaljuk a poligonokra vonatkozé Jordan-
tételt, amelynek a teljesség kedvéért ideiktatjuk egy igen egyszerii bizo-
nyitasit. Ez a kovetkezd elemi megjegyzésen alapszik:

(6. 1) Legyen o egy szakasz és ¢ =0. Ha az a és b pontokhoz taldl-
hatdk olyan a’, b’ € C, pontok, melyekre

la—d'|<e, |b—b|<e,

akkor az ab szakasz minden ¢ pontjahoz is taldlhato oly ¢’ €C, pont,
melyre
|e—c’|<e.

Valéban, ha c=a+t(b—a) (0=t<1), legyen ¢’ =da +t(b’—a’).
Vilagos, hogy ¢’ E'Ca és

le—¢'| :[a—a’+t(b—a)—t(b’—a’)| =l1-0(a—a)+tb-b) =
=(1—t|a—d|+t|b—b|<(1—-1t)e+te=e.

(6.2) Ha ¢ egyszerii poligon és a, b C,, akkor van a-bol b-be ve-
zeté és C,-t nem metsz6 poligon.
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Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy ¢ egyetlen cd szakaszbdl all.
Ha ezt az ab szakasz metszi, s a €s b a cd szakaszt tartalmazo egyenesen
fekszik, akkor legyen z tetszéleges ezen az egyenesen nem fekvGs pont.
Ha viszont a és b nincs a cd-t tartalmazé egyenesen, legyen z ennek
az egyenesnek egy cd-n kiviili pontja. Mindkét esetben megfelel a cél-
nak az azb poligon.

Legyen most ¢ az aqa,...a, poligon s tegyiik fel, hogy az Aallitas
bizonyitva van n—1 szakasz Osszeflizésével keletkezs .egyszerli poli-
gonra. Akkor van a-bdl b-be vezet§ és a;...a,-t nem metszé | poligon.
Ha ez nem metszi aya,-et, maris megfelel a célnak. Ha metszi, legyen
els6 aqa,-gyel kozos pontja ¢, az utolsé pedig d (esetleg ¢=d). Nyil-
van c¢#a, #d, ugyhogy megadhaté oly ¢=0, hogy aya,-nek egy a,-t,
c-t és d-t tartalmazo6 alkalmas o részszakaszdn barmely pontnak a,...a,
barmely pontjatoél vald tavolsiga =e. Legyen z az aqa, szakasz a,
fel6li meghosszabbitasan a,-t6l e-nél kisebb tavolsagra fekvé pont,
¢’ és d’ pedig a ¥ poligon a-tdl c-ig terjedd, ill. d-t6l b-ig terjed8 részén

c-t8l, ill. d-t8l e-nal kisebb tavolsagra fekvs pont, ¢’ #e¢, d' #d. (6. 1)
szerint a ¢’zd’ poligon minden pontja ¢ valamely pontjatdl e-nal kisebb
tavolsagra van, igy e poligon a...a,-t nem metszi. Eszerint a  a-tdl
c’-ig terjed§ részének, c¢’zd’-nek és y d’-t6l b-ig terjed§ részének Ossze-
flizésével keletkez6 poligon megfelel a célnak.

Igy az allitdas a ¢-t alkotd szakaszok szama szerinti teljes induk-
cidval adodik.

(6. 3) Legyen ¢ egy aga,...a, egyszerii zdart poligon (a,=a,), b az
apa, szakasznak egy pontja, a, #b #a,, b, és b, pedig a b-ben aya,-re
dllitott merédlegesnek két olyan pontja, hogy a byb, szakasznak C,-vel
b-n kiviil mds kozos pontja ne legyen. Ekkor bdrmely z¢ C, ponthoz.
taldlhato C,-t nem metszé és z-bol vagy by-ba, vagy b,-be vezeté poligon.
A jelolés vdlaszthato ugy, hogy n(g, by) =0 és n(p, by)= t1 legyen.
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Bizonyitds. Legyen  z-b8l b-be vezetS, az a,...a, egyszerii poligont
nem metsz3 poligon. Ilyen (6. 2) szerint létezik. Legyen ¢ y-nek aqa,-gyel
val6 els8 kozods pontja. Nyilvan a,#c#a,, ugyhogy van oly £>0,
hogy a bc szakasz barmely pontjanak a;...q, barmely pontjatél vald
tavolsaga =e. Legyen ¢’ a y poligon z-t8l c-ig terjed részén c-t6l
e-nal kisebb tavolsagra fekvd pont, ¢’ #c, b; a by és by pontok koziil
az, amely az a,a, szakaszon atfektetett egyenesnek ugyanazon az ol-
dalan fekszik, mint ¢/, végiil b’ a bb; szakasznak b-t6l e-nal kisebb
tavolsigra fekv8 pontja, b"#b. Ekkor (6. 1)-bdl kovetkezik, hogy a
c’b’ szakasz nem metszi ay...a,t, techat C -t sem, s igy y-nek z-t6l ¢’-ig
terjedd része, valamint ¢’b’ €s b'b; Osszeflizésével a kivant poligont
nyerjiik. (4. 6) alapjan eszerint n(p, z) a z¢ C, pontban csak az n(gp, b;)
értékeket veheti fel (i=1, 2), s igy (4.9) szerint e szimok egyike 0.
A jelolést Ggy valasztva, hogy n(p, by) =0 legyen, (4. 10) mutatja, hogy
"(‘Pa b 1) = i 1.

Sziikségiink lesz még a kovetkez§ segédtételre:

(6.4) Legyen ¢ egyszerii zdrt gorbe. Ekkor barmely 6 =0 szdmhoz
megadhatdk oly 0=ty <t <...<t,=1 osztépontok, hogy t; —t;_1<0J
(1=k=n) és hogy a beirt ¢(ty)p(ty)...p(t,) poligon egyszerii zdrt po-
ligon legyen.'!

Mérmost konnyen nyerhet6 a kovetkezd allitas:

(6.5) Ha o egyszerii zart gorbe, akkor a z§ C, pontokban n(p, z)
két értéket vesz fel, ezek egyike 0, mdsika + 1 vagy —1. Az elsé esetben
@-t pozitiv, a mdsodikban negativ kdriiljdrdsiunak mondjuk. Ha n(p, z) =0,
akkor azt mondjuk, hogy z @-nek kiilsejében van, ha pedig n(p, z) #0,
akkor azt, hogy z ¢-nek belsejében van.

Bizonyitds. Ha z¢ C,, akkor (4. 13) szerint minden g¢-be irt elég
finom ¥ poligonra n(g, z) =n(y, z), és (6. 4) szerint  valaszthato gy
is, hogy egyszer{i zart poligon legyen. (6.3) alapjan igy n(p,z)=0
vagy *+1. Ha n(p, z,)= +1, n(p,z,)= —1 volna, akkor elég finom
beirt egyszerii zart § poligonra n(}), z;) = + 1, n({, z;) = —1 ad6dnék,
ellentétben (6. 3)-mal. Igy n(g,z) legfeljebb két értéket vehet fel, és
tényleg fel is vesz két kiilonbozd értéket, mert a rektifikalhatésagbol
kovetkezik legalabb egy olyan pontnak a Iétezése, amelyben ¢-nek
van érintGje, s akkor (5. 1) biztositja oly pontok létezését, melyekben
n(p, z) (egymastol egy egységnyivel) killonbozs értékeket vesz fel.

Vilagos, hogy a Cauchy-féle integralformulanak az 5. pontban
~megfogalmazott alakjéabél (6. 5) segitségével kdvetkezik az 1. pontban

11 A bizonyitast illetéen 1. HAi0s GYORGY, A 99. feladat megolddsa, Mat.
Lapok 11 (1960), 363—364.
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emlitett alakja. Végiil az integraltételeknek egyszeresen Osszefiiggd tar-
tomanyokra vonatkozd alakjai konnyen nyerheték a kovetkez§ tétel
segitségével:

(6. 6) Legyen G nyilt halmaz az E komplex sikban. Ekkor a kovet-
kezd dllitdsok egyenértékiiek egymdssal;

a) Egyetlen G-ben fekvé zdrt gorbe sem keriili meg (E— G)-nek
egyetlen pontjdat sem;

b) minden G-ben fekvs egyszerii zdrt gorbe belseje is G-ben van;

¢) minden G-ben fekvd egyszerii zdrt poligon belseje is G-ben van;

d) E— G nem dllithato elé két kozos pont nélkiili zdrt halmaz egyesi-
tésekeént gy, hogy ezek egyike korlatos (és nem iires) legyen.

Bizonyitds. Az a)—b)—>c) mlphkacxok evidensek. c¢) —d) igazola-
sara tegyiik fel, hogy E—G=K\UF, ahol K és F zart, K0 korlatos,
KN F=0. Ekkor megadhaté oly ¢=0, hogy z;€K, z,€F esetén
|z, —z;| =e. Tekintsiink a sikban egy s-nal kisebb atmérdji négyzetek-
b6l allé racsot s a (zart) négyzetlapok koziil a K-t metsz8knek a K-t nem
" metsz8kkel kozos oldalszakaszait. Nevezziik ezeket hataréleknek. E ha-
tarélek nem metszik sem K-t, sem F-et, tehat teljesen G-ben vannak.
Barmely hatarélnek barmelyik végpontja még pontosan egy hatar-
élnek végpontja, kivéve, ha két K-t metsz6 négyzet két K-t nem met-
sz&vel csticsosan érintkezik (pl. a 9. abran az 1 és 3 jelli négyzet metszi
K-t, a 2 és 4 jelti nem metszi). Ilyenkor a kozos cstucshoz elég kozeli
(s igy G-ben fekvd) szakaszokkal Osszekotve a kérdéses két négyzet-
nek a kozods csticsot tartalmazd oldalszakaszait,

elérhet6, hogy az igy modositott hatarélek most _

is egyértelmiien csatlakozzanak egymashoz. Kiin-
dulva most mar a hatarélek koziil egy olyanbdl, 4
amely a valds tengellyel parhuzamos s pontjai- .
nak kozos képzetes része az ilyen hatarélek ko- % ! 2

z6tt maximalis, haladjunk tovabb az egyik irany-
ban az egymashoz csatlakozé hatarélek mentén.
Vilagos, hogy igy egy G-ben fekvd egyszerii zart 9. dbra
poligonhoz jutunk, amelynek egyik oldala a ki-

indulasul -valasztott hatarél, s hogy ez az egyszerii zart poligon meg-
keriili (4. 10) és (4. 9) folytan K-nak azokat a pontjait, amelyek a vizs-
galt hatarélt tartalmazé K-t metsz6 négyzethez tartoznak. Ez ellen-
tétben all c)-vel.

Végiil ha feltessziik, hogy ¢ zart gorbe, C,CG, s egy a€E—G
pontra n(¢, a) #0, akkor E — G azon z pontjai, melyekre n(yp, z) =n(p, a),
nyilvan (E— G)-nek zart részhalmazat alkotjak, s ugyanigy azok is,
amelyekben ' n(g, z) #n(p, a) (gondoljuk meg, hogy (4.6) szerint a
C,-hez nem tartozé pontok alkalmas kornyezetében n(p, z) éallandd).
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Az €el6bbi halmazt K-val, az utobbit F-fel jelolve, K#0, KN F=0
és E—G=KUF, tovabba K (4. 9) miatt korlatos is, ellentétben d)-vel.
Ezt kellett még belatnunk.

A (6. 6) tétel egymassal egyenértékii allitdsai teljesiilnek példaul,
ha G egy egyszerli zart gorbe belsejét jelenti, vagy altalanosabban,
azon pontok halmazat, amelyeket egy adott ¢ zart goérbe megkeriil
(ez a halmaz nyilt, mert n(p, z) dllandé a C,-hez nem tartoz6é pontok
alkalmas kornyezetében). Ez konnyen kovetkezik a két egymast nem
metsz8 zart gorbe helyzetét tisztazd kovetkezd tételbdl:

(6.7) Legyen ¢ és y zdrt gorbe, C,N Cy,=0. Ekkor n(g, z) értéke
Cy-n, n(Y, 2)-€ pedig Cy-n dllandd, s e két dllandd koziil legaldbb egynek
az értéke 0. Ha C,-n n(y, z)=0, akkor n(p, z) értéke minden  dltal
megkeriilt pontban ugyanakkora, mint C,-n.

Bizonyitds. Ha a, b€ C,, akkor y-nek a-bél b-be (vagy b-bdl a-ba)
vezet részivébe elég finom s igy C,-t nem metsz6 poligont irva (4. 6)
alapjan n(g, a)=n(¢, b) adédik. Hasonléan a, b€ C, esetén n(y, a) =
=n(y, b) :

Legyen most a a siknak oly tavoli pontja, melyre

n(p, ) =n, a)=0,

tovabba be C, s tegyiik fel, hogy n(gp, b) #0. Legyen ¢ az ab szakasz-
nak elsé olyan pontja, melyben nem teljesil az n(p, z)=n(), z) =0
egyenl8ség. Minthogy n(¢, z) a C,-n nem fekvd pontok kornyezetében
allando, azért c¢ C,, n(p,c)#0 lehetetlen, s ugyanilyen okbél nem
allhat c¢ C,, n(y, c) #0 sem. Tovabba c€ C, esetén c¢ C,, és n(p, c)=
=n(p, b) #0, tgyhogy c csak C,-hez tartozhat. Ekkor azonban n(, ¢) =
=n(y, a)=0, hiszen az ac szakasz nem metszi Cj-t.

Tegyiik fel végiil, hogy C,-n n(}, z) =0, s legyen a¢ C,, n(¥, a) #
#0,b€C,. Ekkor n(y, b)=0, s c-vel jelolve az ab szakasznak els6
olyan pontjat, melyben n(y, z) =n(, @) nem teljesiil, az el6z6h6z ha-
sonl6 meggondolassal c€ C, s az ac szakasz nem metszi C,-t, ugyhogy
n(p, a)=n(gp, c).

7. Befejezésiil megmutatjuk, hogyan hasznalhatdk fel az el6z6kben
targyalt fogalmak és eredmények az analitikus folytatas elméletében,
nevezetesen az Un. monodromia-tétel bizonyitasaban.

E célbdl a kovetkezdBket kell ismertnek feltételezniink az analitikus
folytatas fogalmaval kapcsolatban. Legyen f(z) egy G nyilt halmazon
korlatlanul folytathatd analitikus fiiggvény, vagyis legyen minden z€G
ponthoz hozzirendelve egy H(z) halmaz (az f(z) fiiggvény z-hez tar-
tozd fiiggvényelemeinek halmaza), s tegyiik fel, hogy ha ¢ egy a-bol
b-be vezetd G-beli gorbe (most és a tovabbiakban elejtjiik a rektifikal-
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hat6sag megszoritdsit s a gorbe fogalmat ismét a 2. pont elején meg-
adott értelemben hasznéljuk) és 4, € H(a), akkor egyértelmiien meg van
hatarozva egy F(¢, h,)€ H(b) elem (a /,-bol ¢ mentén vald analitikus
Sfolytatdssal nyert fiiggvényelem), s hogy a kovetkezd allitdsok telje-
siilnek erre az F operacidra:

(7.1) Ha ¢ és  két gorbe, o ~y, C,C G, a=qg(0)=y(0), akkor
F(@, h,)=F(Q), h,) minden h,c H(a) elemre.

(7.2) Ha ¢ egy gorbe, C,CG, a=q¢(0), b=g¢(l), h,c H(a) és
hb:F(q)a ha)a akkor ha: F((P’*: hb)'

(7.3) Ha ¢ és Y két gorbe, a=@(0), b=q@(1)=¥(0), h,€ H(a) és
h,= F(@, h,), akkor

F(‘P, hb) :F(‘P ¥ w’ ha)-

(7.4) Ha ¢ zart giorbe, ¢(0)=a, h,€ H(a) és C, belefoglalhaté egy
G-ben fekvo korlemezbe, akkor

F(p, h,)=h,.

Mérmost a monodrémia-tétel (Iényegében véve) azt mondja ki,
hogy ha G eleget tesz a (6. 6) tétel feltételeinek (azaz ha tartalma}za
minden benne fekvd egyszerii zart poligon belsejét), akkor (7. 4)-b6l
el lehet hagyni azt a kikotést, hogy C, befoglalhaté legyen G-ben fekvd
korlemezbe. A kényelmesebb beszédmod kedvéért nevezziink egy ¢
g0rbét megengedetinek, ha ¢ zart gorbe, C,C G, és ¢(0)=a, h,€ H(a)
esetén F(g, h,) =h,. Ezzel a terminoldgiaval élve azt kell (7. 1) — (7. 4)
alapjan bebizonyitanunk, hogy ha G tartalmazza minden benne fekvé
egyszerti zdart poligon belsejét, akkor minden G-ben fekvé zdrt gorbe
megengedett.

A bizonyitas elSkészitésére a kovetkez6 megjegyzéseket bocsatjuk
elére (ahol G egyeldre tetszdleges nyilt halmaz):

(7.5) Ha ¢ megengedett gorbe és ¢ ~s, akkor  is megengedett.

(7.6) Ha @ megengedett gorbe, akkor ¢* is megengedett. \

(7.7) Ha ¢ és Y két gorbe és v megengedett, akkor v ¢ is
megengedett. !

(7.8) Ha ¢ és Y két megengedett dsszeftizheté gorbe, akkor ¢ v
is megengedett.

(7.9) Ha ¢ és  két gorbe, tovabbd ¢ és @ vy megengedett, akkor
Y is megengedett.

A (7.5) allitas azonnal adodik (7. 1)-bél, (7. 6) pedig (7. 2)-bbl.
(7.7) belatasara legyen ¢(0)=vy/(1)=a, p(1)=y(0)=>b, hyc H(b), h,=
= F(¢*, hy). Ekkor (7.2) szerint h,= F(¢, h,), tovabba (7. 3) alapjan
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vy IPegengedett volta miatt

F(‘P’ hb) i F((P v ‘p9 ha) =ha’
s akkor ismét (7. 3) felhasznalasaval

FQY v @, hy) = F(@, hy) =h,.

(7. 8) rogtéon adddik (7. 3)-bol. Végil (7.9) feltételei mellett y is
nyilvin zart gorbe; legyen @0)=¢()=y )=y (1)=a, h,€H(a).
(7. 3) miatt, tekintettel ¢ és ¢ v megengedett voltara,

FW, h))=F(pvy, h))=h,,
amint allitottuk.

Nevezziikk most rdcsnak az olyan alakzatot, amely véges szamu
valés tengellyel és véges szamu képzetes tengellyel parhtuzamos egye-
nesbdl all, esticsnak a ricsot alkotd egyenesek egymadssal alkotott G-ben
fekv8 metszéspontjait, élnek a két szomszédos csucsot Osszekots és
G-ben fekv6 szakaszokat, rdcspoligonnak a véges szamu él Osszeftizé-
sével keletkez8 poligonokat, rdcsnégyszignek azokat a zart téglalapo-
kat, amelyeket két szomszédos valds tengellyel parhuzamos és két
szomszédos képzetes tengellyel parhuzamos racsbeli egyenes hatarol
(ezek tehat nem sziikségképpen fekszenek G-ben). Ha ¢ zart racspoli-
gon, O pedig racsnégyszdg, akkor (4.6) miatt n(p, z) alland6 O bel-
sejében és hataranak ¢-hez nem tartozé pontjaiban; ha ez az allando
nem 0, azt mondjuk, hogy ¢ megkeriili O-t. Ha Q egy G-ben fekvl
racsnégyszdg, akkor a hatarat alkotd éleket megfeleld iranyitassal 6sz-
szeflizve zart racspoligon keletkezik, amelyet Q peremének neveziink.

(7. 10) Ha @ egyszerii zdrt rdespoligon és minden ¢ dltal megkeriilt
rdcsnégyszog G-ben fekszik és peréme megengedett, akkor ¢ maga is
megengedett,

Bizonyitds. Teljes indukci6t alkalmazunk a ¢ altal megkeriilt racs-
négyszogek szama szerint. Ha ¢ az egyetlen Q racsnégyszoget keriili
meg! akkor (4. 6) és (4.9) felhasznalasival konnyen adédik, hogy a
O hataran fekvé négy €l mindegyike C,-nek része, ami nyilvan csak
ugy lehetséges, hogy ¢ azonos Q peremével. Igy ekkor az allitas igaz.

Legyen most ¢ egyszerii zart racspoligon, amely n racsnégyszoget
keriil meg, ezek G-ben vannak és peremiik megengedett, s tegyiik fel,
hogy az n-nél kevesebb racsnégyszoget megkeriild egyszerli zart racs-
poligonokra az allitds igaz. Legyen a a C,-n fekvé legnagyobb kép-

- zetes részii csucsok koziil a legnagyobb valos részii, b az a alatti, ¢ az
a-tél balra es8 szomszédos cstics. Vilagos, hogy az ab és ac szakaszok
C,-nek részei, éspedig, mondjuk, a ba ill. ac irdnyitassal. Az a, b, c
«csuicsokat tartalmazdé Q racsnégyszog negyedik csucsat d-vel jelolve,
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(4.9) és (4.10) alapjan konnyen adddik, hogy ¢ megkeriili O-t (Ggy-
hogy n=1 és QC G). Ha a db és dc élek is C,-n fekiisznek, akkor nyil-
van n=1 és az allitds ¢-re teljesiil. Ellenkez$ esetben jeloljitk -vel a
bac poligont, y-vel ama c-bdl b-be vezet§ egyszerii racspoligont, amely
@-nek részive, s gondoljuk meg, hogy (7.5) és (7.7)

szerint ¢ megengedett voltdhoz elegendS v y meg- r < ¢!

engedett voltat igazolni. Ha marmost ; jeloli a Q. vy
bdc poligont, tovabba ¢, =y vi,, akkor elegendd b
belatni, hogy ¢; megengedett, hiszen ebbdl és e

Tvinek a feltevés szerinti megengedett voltabdl
(7. 8) alapjan ¢, v (¥f v ) megengedett volta adédik, 10. dbra
s ebbdl (7.5) és (7.7) miatt a (W viDv(vy)
poligoné, innen viszont (7.9) értelmében (Y v y)-é, hiszen (7.2)-
bsl rogton kovetkezik, hogy Y, viyi megengedett.

A most végzett atalakitasok (4. 1)—(4.4) felhasznalasival azt is

mutatjak, hogy ha z valamely racsnégyszog belscjében fekszik, akkor

n((p’ z):n((pla Z)‘H’l(‘ﬁ’lk A/ l/’, Z)a

ugyhogy ¢; ugyanazokat a racsnégyszogeket keriili meg, mint ¢, ki-
véve O-t, amelyet ¢; mar nem keriil meg. Ha tehat ¢, egyszer(i zart
poligon, akkor az indukcitfeltevés folytin megengedett.

Ha ¢, nem egyszer(i zart' poligon, akkor d€C,. Jelentse y; €s x,
y-nek c-bél d-be vezetd, ill. d-bSl b-be vezetd részivét, ¢, a dc szakasz
és y, Osszeflizésével, ¢, a y, és a bd szakasz Osszefiizésével keletkezd
racspoligont. (7.5), (7.7) és (7. 8) alapjan ¢, megengedett volta ko-
vetkezik ¢, és @; megengedett voltabol.

Vilagos, hogy ¢, vagy a decd poligonnal azonos, vagy egyszerli
zart racspoligon, s hasonléan ¢ vagy dbd-vel azonos, vagy egyszerii
zart racspoligon, s hogy egy racsnégyszog belsejében fekvs z pontra

n(‘Pb 2)2”(?’2, Z)+n(q)3’ 2),

amibdl rogton kovetkezik, hogy a ¢, vagy ¢, altal megkeriilt racs-
négyszogeket @, is megkeriili, hiszen ha ¢, is, @; is egyszerii zart poli-
gon, akkor (4.9) és (4.10) folytin mindkett6 ugyanolyan (pozitiv)
koriiljarasa. Igy ¢, és @5 vagy (7. 2), vagy az indukcidfeltevés szerint
megengedett, amivel a bizonyitast befejeztiik.

(7.11) Ha ¢ egy G-ben fekvo, a koordindtatengelyekkel pdrhuza-
‘mos oldalu zdrt Q négyszog pereme, akkor ¢ megengedett gorbe.

Tekintsiik ugyanis a Q oldalain, valamint oldalainak felez&pont-
jain atfektetett, a koordinatatengelyekkel parhuzamos egyenesek al-
kotta ricsot. Ha az allitassal ellentétben @ nem volna megengedett,
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akkor (7.10) szerint az altala megkeriilt négy racsnégyszognek leg-
alabb egyike ugyancsak nem volna megengedett peremii. Az eljarast
folytatva kell6 szamu Iépés utan olyan nem megengedett peremii racs-
négyszoghdz jutnank, amely egy G-ben fekvé korlemezbe foglalhato,
ami (7. 4) szerint lehetetlen.

(7.12) Ha G tartalmazza a benne fekvs egyszerii zdrt poligonok
belsejét és ¢ zdrt rdcspoligon, akkor ¢ megengedett.

Bizonyitds. Legyen ¢ az a;_,a; élek Osszefiizésével keletkez§
aya,...a, racspoligon, a,=a,. Teljes indukciét alkalmazunk » szerint.

n legkisebb értéke nyilvan 2, s akkor ¢ (7. 2) folytin megengedett.
Tegyiik fel, hogy n=>2 s hogy az n-nél kisebb szamu €l Osszeftizésével
keletkez6 zart racspoligonok megen-
gedettek.

Ha van oly i és j, hogy i<j, a;=a;
és i2+(n—j)? #0, akkor az g;...a; rész-
poligon az indukciofeltevés folytén meg-
engedett, s ugyancsak megengedett az
Aj...Qydy .0 racspoligon is. Ebbdl (7. 5),
(7 7) és (7 8) alapjan adédik, hogy ¢
megengedett. Ha viszont az emlitett
tulajdonsagi i és j indexek nincsenek,
akkor ¢ egyszerli zart racspoligon, s
11. dbra igy (7.10) ¢és (7.11) szolgaltatja az

allitast.

(7.13) Ha G tartalmazza a benne fekvé egyszerii zdrt poligonok
belsejét és ¢ zdrt gorbe, C,C G, akkor ¢ megengedett.

Bizonyitds. Legyen ¢=0 oly kicsiny, hogy a C, barmely pontja
koriil ¢ sugarral rajzolt zart korlemez teljesen G-ben van. Valasszuk
meg a 0=t,<?t, <...<t,=1 osztépontokat ugy, hogy a ¢ gorbe
@(t—1)-b6l @(7,)-ba vezetd részivét ¢,-val jelolve, C, atmérGje e-nal
kisebb legyen (1 =k =n). Ekkor a ¢(#,) koriil ¢ sugarral készitett kor-
lemez tartalmazza C, -t is, és azt a y, poligont is, amely @(7)-bol
(1, 1)-be vezet és egy a valos tengellyel parhuzamos s egy a képzetes
tengellyel parhuzamos szakasznak Osszefiizésével all el6 (esetleg csak
egy ilyen szakaszbél all.) Tgy (7. 4) folytan ¢, v, megengedett. Ebbdl
(7. 5), (7. 6) és (7. 7) ismételt alkalmazasaval konnyen kovetkezik, hogy
Vv @ is megengedett, ahol ¥ a V,, ¥,_1, ..., ¥y Osszefiizésével kelet-
kezd poligont jelenti. Marmost a /-t alkotd szakaszokon atfektetett egye-
nesek egy racsot alkotnak, és Y nyilvan ekvivalens egy ehhez a racs-
hoz tartozd (zart) racspoligonnal. Igy (7. 12) szerint y megengedett,
s akkor (7.9) értelmében ¢ is megengedett.
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(7. 13) szolgaltatja a monodromia-tétel allitasat.!?

Megmutatjuk még, hogy az el6bbi gondolatmenet csekély kiegészi-
tésével a kovetkezd allitds is bizonyithatd, amely tetsz8leges nyilt G
esetére €rvényes:

(7.14) Ha ¢ rektifikdlhato egyszerii zdart gorbe, C,C G, és @ nem
keriil meg egyetlen G-hez nem tartozé pontot sem, akkor ¢ megengedett.'?

Bizonyitds. Legyen ismét ¢=>0 olyan, hogy a C, pontjai Kkoriil
¢ sugarral rajzolt korlemez G-ben fekiidjék. Készitsiikk el I-nek oly
0=ty<t, <..<t,=1 felosztisat, hogy a ¢ gorbe p(#.-,)-bll @(f)-ba

- vezet§ ¢, részivének atmérdGje %—nél kisebb legyen, és hogy ¢ (#,)@(#1)...

..q(t,) egyszerii zart poligon legyen (ez (6.4) alapjan megtehetd).
Legyen a,= @(t,) és jelolje b, az a,_qa, szakasz felezGpontjat. Legyen
tovabba n >0 oly kicsiny, hogy n <&, hogy tovabba az g - 10 szakasz
barmely pontja az a,_,a, szakasz barmely pontja-
tél n-nal nagyobb tavolsagra legyen, hacsak e két Guer
szakasz nem szomszédos (ahol aqa, ¢€s a,_ia, is
szomszédosnak szamit), végiil hogy a,_ b, Osszes
pontjai a,a,,, pontjaitdl és bya, pontjai a,_,a;—
pontjaitdl is x-nal nagyobb tavolsagra legyenek
(l1=k=n, a,,,=a,, a_1=a,_,). Osszuk most az
a,_ b, szakaszt is, a b,a, szakaszt is % -nél roévidebb
részekre s emeljiink mindegyik rész mint atfogé folé
a koordinatatengelyekkel parhuzamos befogéju derék-
szogl haromszoget, éspedig a,_.b, részei folé az
a,_,a, szakaszt tartalmazé egyenesnek azon az
oldalan, mely nem tartalmazza a;_,a,_,-et, b.aq,
részei folé pedig az emlitett egyenes azon oldalan, mely nem tartal-
mazza a,a, ., -et. Az igy nyert haromszdgek befogdinak Osszefiizésével
keletkez6 a;-bdl a;_,-be vezetS poligon legyen Y, (ha a,_,a, vala-
melyik koordinatatengellyel parhuzamos, akkor i, egyszeriien az
awa, - szakaszt jelenti). Konnyli meggy6z6dni arrdl, hogy a y,,
VY,—1, ..., Yy poligonok oOsszefiizése egy Y egyszerii zart poligon, s

12. dbra

12 Az itt alkalmazott gondolatmenet lényegében véve az dltalinos Cauchy-
tételre 8 alatt idézett bizonyitds megfelelé modositasaval all eld.

13 A retifikalhatosag kikotése itt nem Iényeges, s csak azért tettiik, mert az index
értelmezésében is rektifikalhaté gorbékre szoritkoztunk. Az altalanos eset targyaldsat
arra az észrevételre lehet alapozni, hogy tetszOleges (nem feltétleniil rektifikalhato)
zart @ gorbe és rajta nem fekvo a pont esetén n(yp,a) értéke ugyanakkora minden
@-be irt elég finom y poligonra, ami (4.13) mintdjara ldthatd be; ezt az értéket jelolve
n(p, a)-val, az index fogalmat tetszbleges zart gorbére kiterjeszthetjiik s ezt szerepel-
tethetjiikk (7.14)-ben.
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hogy C,, \JC,, benne van az g, koriil & sugérral rajzolt korlemez-
ben. Ekkor (7.4) folytdn ¢, vy, megengedett, s innen éppen 1gy,
mint (7. 13) bizonyitasaban, adddik, hogy W v ¢ is megengedett. Mas-
részt z§ C,U Cy, esetén (4.1), (4.2) és (4. 3) szerint

n((le/j, Z) = k;n; n((pkvll’kn Z),

s viszont (4.9) miatt n(p, vy, z)=0, mihelyt |z—a|=e, tigyhogy
C, C G figyelembe vételével z¢ G esetén n(p vy, z) =0. Minthogy ezekre
a z-kre (4.3) folytan
n(p vy, z)=n(p, 2) +n(y, 2)

és a feltevés szerint n(p, z) =0, azért ezeket y+ sem keriili meg. A ¥ ol-
dalain atfektetett egyenesek racsat felhasznalva (7. 13) bizonyitasahoz
hasonléan adédik, hogy i ekvivalens egy ehhez a racshoz tartozéd
r&cspoligonnal s akkor (7.5), (7.10) és (7. 11) értelmében megenge-
dett. EbbGl és v ¢ megengedett voltabol (7.9) alapJan kovetkezik,
hogy ¢ is megengedett.

Az analitikus folytatas elméletének mélyebb kérdései természete-
sen nem nélkiilézhetik a homotépia fogalmat és igy a komolyabb topo-
l6giai segédeszkozoket sem, egyszerlibb esetekben azonban az elGbb
. elemi uton bizonyitott allitisok is célhoz vezetnek.

O BCIIOMOTATEJBHBIX TOMNOJOTMYECKNX CPEJICTBAX
9JIEMEHTOB TEOPHUU ®YHKIOWU KOMIIJIEKCHOI'O INEPEMEHHOI'O

A. Yacap

Cratps COACPIKNT IMOJHBIE M BJAEMEHTAPHBLIE [AOKa3aTeJbCTBA TOMOJOIH-
4eCKHX ()akToB, HEOOXOAMMBIX 51 OOOCHOBAHUS TEOPHH AHANTHTHYECKHX (PyHK-
it (teopema m Gopmyast Komm, Teopema 0 MOHOApOMuEM ¥ T. A.). B atux
IOKa3aTe/NbCTBAX UCHOAB3YIOTCS TOJLKO 3JEMEHTHI TEOPUH TOYEUYHBIX MHOMECTB
" 06XOD,9{TC$I T€ TOMNOJOrnyeCKkue IMnOHATHUSI U PpesyabTaThl, KOTOPHLIE CTy}lEHTaM
BTOPOrO WJIM TPEThEro kypca (axyJIbTeTOB ECTECTBEHHBIX HAyK HE OOIICH3-
BecTHbl (Teopema YKoppana, romosorusi, roOMOTONNS ¥ T. J.)

SUR LES AUXILIAIRES TOPOLOGIQUES DES ELEMENTS
DE LA THEORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES

A. CsAszAr (Budapest)

L’article présente des démonstrations complétes et élémentaires des faits de
la topologie du plan qui sont indispensables pour fonder la théorie des fonctions
analytiques (théoréme et formules de Cauchy, théoréme de monodromie, etc.). Les
démonstrations n’utilisent que les éléments de la théorie des ensembles de points
et évitent les notions et les résultats de la topologie qui ne sont pas familiers aux
étudiants de la deuxiéme ou troisieme année des facultés des sciences (théoréme
de Jordan, homologie, homotopie, etc.).



Grafok ttjairol, koreirdl és hurokjairol

ANDRASFAI BELA

s

Az itt el6forduld grafelméleti problémak kombinatorikus jellegliek.
Legyenek adva pontok, amelyekbdl bizonyos parokat osszekotiink egy-
massal, a tobbit nem. Az igy Iétrejott alakzatot nevezziik grdfnak.
Az adott pontok a grdf pontjai, és az 6sszekot8 vonalak a grdf élei.
Az ebben a dolgozatban el6fordulé grafok mindig véges sok pontot
tartalmaznak, és barmely pontpart legfeljebb egy él kot ossze. A P és O
pontokat OsszekotS €lr6l azt is mondjuk, hogy P-hez és Q-hoz illesz-
kedik. Egy G graf pontjainak szaméat n(G)-vel, éleinek szamat v(G)-vel
¢és a P ponthoz illeszked§ élek szamat o (P)-vel jeloljiikk. o(P)-t P fokd-
nak is mondjuk.

A G grafot akkor mondjuk a G graf részgrdfjanak, ha pontjai
és élei G-nek is pontjai, ill. élei. ,

Ut (mégpcdig P\Pif) az olyan - graf, amelynck pontjai
P, P,,..P,(n=2, P;#P;i#] esetén) és €lei P, P,, P,P;, ..., P,_ P,
(A Py é P, pontok az ut vegpontjaz, a tobbi pont az ut belsé pontja.)

Kor az olyan graf, amelynek pontjai Py, P,,..., P, (n=3, P;#P;
p=7eseten)iesiéler PiPs iRy Pt iRy P Ba Ry Az n élti kort n-szb'g—
nek is mondjuk..

Hurok az olyan graf, amelynek pontjai Py, P;,..., P, (n=2, P;# P,
i#j esetén) és élei PyP,, P,P,,..., P,_{P, ¢s esetleg még P, P, (ahol k
az 1, 2,...,n—2 indexek valamelyike).

Ut, kor vagy hurok hosszdn éleinek szAmét értjiik.

Egy grafot dsszefiiggdnek neveziink, ha barmely P és Q pontjahoz
tartalmaz PQ-utat. Osszefiigg6nek mondjuk az egy pontbdl all6 grafot
is. Kétszeresen dsszefiiggd egy graf, ha egynél tobb éle van, és barmely
két éléhez létezik a grafban a két élt tartalmazod kor. EbbSl konnyen
kovetkezik, hogy a graf nemcsak 6sszefiiggs, hanem még egy tetszleges
pontjanak elhagyasa utan is osszefiiggd marad.

Egy grdf komponensei a maximalis osszefuggo részgrafjai, azaz a.
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G graf egy komponense G-nek olyan Gsszefiiggd részgrafja, amelyet G
mas Osszefiiggd részgrafja valddi részgrafként nem tartalmaz.

Konnyen belathato ([3], 9—10 old.), hogy ha egy G grafban van
olyan K; kor, amely tartalmazza G-nek e; és e, ¢lét és olyan K, kor,
amely tartalmazza G-nek e, és e; élét, akkor van G-ben olyan kor,
amely az e; és e éleket tartalmazza. Ennek alapjan ([3], XIV. 1.) bar-
mely graf éleinek a halmaza olyan osztalyokra esik szét, amelyek vagy
egy ¢lbdl allnak, vagy ha tobb €lbdl allnak, akkor az egy osztalyba
tartozo barmely két él a graf egy korén van. Kiilonb6z6 osztalyokhoz
tartozo két él nem fekszik a graf egy korén. A legalabb egy élt tartalmazd,
Osszefiiggl grdf egy tagjdnak nevezzilk az egy osztilyhoz tartozd élek-
bél és azok végpontjaibdl allo részgrafot. A tobb élt tartalmazod tagok
kétszeresen Osszefiiggd grafok. Egyszeriien belathatd, hogy két tagnak
legfeljebb egy kozos pontja lehet.

Teljes n-grdfnak az olyan grafot mondjuk, amelynek » pontja van
és barmely két kiilonb6z8 pontjat él koti dssze.

II.

TurAN vetette fel azt a kérdést, hogy egy » ponti grafban hany
él biztositja egy teljes k-graf l1étezését, és erre pontos valaszt adott [4].
Ugyancsak TURANtOl szarmazik az a kérdés, hany él biztosit egy graf-
ban legalabb / hosszusagu utat, kort vagy hurkot. Ezen problémak
egy részére ERDOS €és GALLAI adtak valaszt [2]. ZARANKIEWICZ azt
vizsgalta, hogy mekkora minimalis fokszam biztosit egy grafban egy
bizonyos nagysagu teljes grafot, és DIRAC foglalkozott azzal a probléma-
korrel, hogy mekkora minimalis fokszam biztosit egy grafban elegendd
hosszusaga utat vagy kort [1]. \

Ebben a dolgozatban szintén azzal a problémakorrel foglalkozunk,
hogy egy grafban milyen minimélis fokszam, ill. az élek szaméanak
mekkora nagysaga biztosit elegend8 hosszlisagt utat, kort vagy hurkot.
Az élek szamaval kapcsolatos problémat igy is at lehet fogalmazni:
legfeljebb mennyi éle lehet egy adott pontszamu, /-nél hosszabb utat,
kort, ill. hurkot nem tartalmazé grafnak? A legtobb élt tartalmazo
ilyen grafokat a probléma extrém grdfjainak nevezziik. A f6bb eredmé-
nyeink olyan feltételeket tartalmaznak, amelyek elegendG hosszlsaga
hurkok létezését biztositjak. Ezek az eredmények szintén csak részle-
gesek. Kozlésiikkel a figyelmet felhivni is szeretnénk e feladatkor meg-
oldatlan problémaira.

A targyalas folyaman tobb, e dolgozatban nem bizonyitott tételre
hivatkozunk. Ezek bizonyitasai vagy olyan egyszerfiek, hogy az olvasé
utmutatas nélkiil onmaga is konnyen megcsinalhatja, vagy pedig a cikk-
ben ko6zolt bizonyitasok gondolatait felhasznalva (— erre mindig utalni
fogunk —) rekonstrualhatja.
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A

El8szor most azzal a problémakorrel szeretnénk foglalkozni, hogy
mekkora minimalis fokszdm biztositja egy grafban az emlitett rész-
grafok létezését.

Egyszeriien belathaté DirRAC kovetkezd tétele ([1], 2. tétel):

1. TETEL. Ha egy grdf minden pontjdra o(P)=k =1, akkor létezik
a grdfban egy legalabb k +1 hosszii kor.

Azt,“hogy a tétel a lehetS legjobb, olyan graf mutatja, amelynek
tagjai teljes (k + 1)-grafok. Ilyen graf nem fartalmaz k + 1-nél hosszabb
kort. Az 1. abran lathaté graf ilyen k =3-ra.

A kovetkezd két tétel szintén DIRACtOL
szarmazik ([1], 3. és 4. tétel.)

2. TETEL. Ha egy G grdf minden pontjdra
o(P)=k=>1 és n(G)=2k, akkor létezik a G
grdfban olyan kor, amely G dsszes pontjdt tartal-
mazza. (Egy ilyen kért G egy Hamilton vona-

lanak neveznek.) 1. db
. abra

3. TETEL. Ha egy kétszeresen 0sszefiiggd
G grdf minden pontjira 9o(P)=k =1 és n(G)=2k, akkor Ilétezik a G
grdfban egy legaldbb 2k hosszu kor.

A 2. tétel bizonyitasat a 4. tételnek e dolgozatban k6zolt bizonyitasa
alapjan az olvasé konnyen elvégezheti. (A 2. tétel bizonyitdsa megta-
lalhato a Kozépiskolai Matematikai Lapok 1958. évi XVI. 2. szdmanak
44—45. oldalan is.) A 3. tétel bizonyitasat a 4. tétel bizonyitidsa utin
kozoljik.

Azt, hogy a 3. tétel a lehets legjobb, olyan graf mutatja, amelynek
pontjai Py, P,,..., Py, O1, Qs,..., O R=k=n—k) és élei az Osszes
RO ek (=12, 5 ki f=1,27, 8~ k).

Egyik tj eredményiink az alabbi 4. tétel, amelynek bizonyitdsdban
DirAcnak a 3. tételre adott bizonyitasi eljarasat hasznaljuk.

4. TETEL. Ha egy osszefiiggé G grdf minden pontjdra o(P)=k>1
és n(G)=2k+1, akkor létezik a G grdfban egy 2k +1 hosszit hurok.!

1 Konnyen beldthatd, hogy egy /41 hosszusagi hurok Iétezésébdl mindig
kovetkezik egy / hosszusagu ut létezése, és ha a minimalis fokszam =2, akkor egy
! hosszisagl ut 1étezésébdl kovetkezik egy /41 hosszlisagi hurok létezése. Ennek
alapjan a 4. tételt levezethetnénk egy Dirac, Erdds és Gallaitol szdrmazo, utakra
vonatkozé tételbdl ([2], (1.14)). A kozolt bizonyitdst azért vélasztottuk, mert az a
tétel 4llitdsanal olyan élesebb megallapitast igazol, amelyet a 3. tétel bizonyitdsanal
felhaszndlunk.

7 Matematikai Lapok



98

Bizonyitds: Legyen K=(Py, P,,..., P,, P;) G-nek egy maximalis
hosszu kore. Az 1. tétel szerint r=k + 1. Ha r =2k, akkor a tétel trivia-
lis. Ha r=2k, akkor G OsszefiiggGsége és pontjainak szama biztositja
a K kort tartalmazd, kivant hossz hurok létezését. Ha r <2k, akkor
valamivel tobbet bizonyitunk, ugyanis belatjuk, hogy r+/ (/=k) hosz-
szusagh hurok létezik G-ben.

Minthogy G 0sszefiiged és n(G) =2k +1, tartalmaz G olyan utat,
amelynek egyik végpontja K-hoz tartozik és mas pontja nincs K-n.

7 Legyen az ilyen utak koziil

g az egyik maximalis hosszu

Pest LZ(QOa Ql, ------ ’ lePr)
. (I=1), gs tegyiik fel az indi-
2 rekt okoskodashoz, hogy / <k.

/ Pe-t-t A Q,-hoz illeszkedd, le-
Pyt galabb k él mindegyike Q,-t
- csak K és L pontjaival kot-
2. dbra heti 6ssze, mert kiilonben L
s = : e———=—— mem volna maximalis. Qg-

hoz Iegfeljebb / kulonbozo QOQ‘ "8l illeszkedhet, tehat legalabb k—1
szama Qo P; (j#r) él van. De jnem veheti fel az 1, 2,..., L, r—1,r—2,.

S r—1 értékeket, mert ellenkezG esetben K-nak P,--t P,-re] b’sszekbtc’i
egyik ive /-nél nem hosszabb; és K-nak masik ive, L és Q,P; egyiitt
r-nél hosszabb kort alkot, ami K maximalis tulajdonsaganak ellent-
mond. Azt kaptuk tehat, hogy Q,-t legalabb k —/ él koti dssze K azon
P; pontjaival, amelyekre /+1=i és i=r—/—1. Ilyen P; pontnak kell
1éteznie, mert k —I=1. i legfeljebb r —/—1—I/=r—2/—1 értéket vehet
fel. O,-t nem kotheti ossze él K két szomszédos pontjaval, mert kiilon-
ben K-t a Qy-on at vezetd keriil8vel r+ 1 hosszlisaghi korré bSvithet-
ndk, pedig r-nél hosszabb kor nincs G-ben. Ennélfogva i-nek legalabb
2(k—1)—1 értéket kell felvennie. El&bbivel egybevetve kell, hogy

HE DSt Er 2 —1

legyen, amib8l 2k =r kovetkezik, ez pedig ellentmondés. Ezzel a 4.
tételt bebizonyitottuk.

Azt, hogy a tétel a lehets legjobb, k =3-ra az 1. abra grafja mutatja.

Most a 3. tételt bizonyitjuk. A bizonyitids hasonlé DIRAC bizonyi-
tasdhoz, de anndl, valamint az ERDOS és GALLAI éltal adott bizonyit4s-
nal [2] egyszeriibb. A bizonyitishoz célszerli bevezetni a kodvetkez§
fogalmat: Kornek egy hurjdn olyan utat értiink, amelynek a végpontjai
a korhoz tartoznak, de bels6 pontjai és élei nem.

P Ql'pr- K

Prt

A 3. tétel bizonyitdsa: Az 1. tétel szerint G tartalmaz kort. Az indi-
rekt okoskodashoz tegyiik fel, hogy G egy maximélisan hosszi K=
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=(Py, Py,..., P,, Py) kirére r =2k —1. K-nak nem lehet k — 1-nél hosz-
szabb hurja, mert kiilonben ezzel K-t r-nél hosszabb korré bdvithetndk,
hiszen K-nak barmely két pontja kozti egyik ivének hossza <k. Ugyan-
ugy, ahogyan a 4. tétel bizonyitasaban, belathatd, hogy K-hoz kapcsolo-
dik egy legalabb k hosszti ut. Legyen a K-hoz kapcsolddé maximélis
hosszi1 utak egyike L=(Q,, Oi,.... O;=P,) (=k). '
Ebben a bizonyitasban barmilyen indexszel vagy jellel _—" >~
ellatott P betiivel, ill. Q@ betiivel a K kor, ill. az L Gt . K
egy pontjat jeloljikk és egy N 1t két pontja koziil a na- - -
gyobb indexiit N-en magasabban fekvének mondjuk., ;
0(Qo)=k. A Qy-hoz illeszked§ élek Q,-tdl kiilon- > 6-0;/7,.,
boz8 végpontjai egyike sem lehet P; (i#r) pont, mert
kiilonben K-nak volna k — 1-nél hosszabb hirja; és ezért,
minthogy L maximalis, a Qy-hoz illeszked§ valamennyi [ (@,
€l masik végpontja L-hez illeszkedik. Legyenek ezek a. A
pontok Q;, Q;,..., @, (n=k; 1=ij<i,<...<i,=]). 0
Meg fogjuk mutatni, hogy létezik K-nak olyan M

n

htirja, amely a Q;,, Q,,,..., Q; pontok mindegyikét tar- L

talmazza. Minthogy n=k és a Q; (1=j=n) pontok “Qin-1

koziil legfeljebb egy lehet M végpontja, M hossza =k; :

ez pedig ellentmondas. Qe @iy
G kétszeresen Osszefiiggl, ezért létezik a PP, és

000, €leket tartalmazé K* kor. A Q, és Q, pontok Qs

a K’ kort két ivre bontjak, az egyik a Q,0; €él, a masik 3 Ll

egy W= 0,0,-ut. A Q,-bdl indulva el a W uton, az els6

K-n levs pont legyen P,, és a Q,-bdl indulva el a W uton,
az els6 K-n lev6 pont legyen P,. A W ut Q,P,-szakaszat jelolje L, =
=(Qo=Ri, R,..., P,) és a QP -szakaszat L5. Miutan a W 1t tartal-
mazza a K kor PP, élét, ezért L,-nek és Lj-nek nincs kozos pontja.
Legyen az L3 és a 0,0, él egyesitésébdl adédo Gt L, =(Q,=R1, R5,...
..., P,). Ha az L, és L, valamelyikének, pl. L;-nek az L-hez tartozo,
L,-en legmagasabban fekvS Q; pontja nem pontja az L it L*=Q; O,
szakaszanak, akkor legyen Q" a Q, folott L-en legalacsonyabban fekvd
- @y, (1=j=n) pont. Igy a fent emlitett M 1t a kovetkez6kbdl all: L,-nek
P,Q-szakasza, L-nek Q;Q,-szakasza, a Q,Q’ ¢l és L-nek Q' Q-szakasza,
Tartozzanak tehat az L;-en is és az L,-n is a legmagasabban fekvd,
L-hez tartozé pontok L*-hoz. Ekkor i,</l. Legyen Q, L,-en, Q,
L,-n, két olyan legmagasabban fekv8 pont, amely nem tartozik L*-hoz.
Tekintsiik L;-nek, ill. L,-nek Q, P, — ill. Q,, P, — szakaszat. E két
szakasznak L-en a Q,, ill. Q,, pontokon kiviil csak L*-on van pontja.
Ezen pontok kdziil legyen L-en a legalacsonyabban fekv8 pont Q,
(y=i,). Nem megy az altalanossag rovasara, ha feltessziik, hogy 0,
L,-nek Q,,P,-szakaszahoz tartozik. Legyen ekkor Q7 a Q,, folétt L-en

T*
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a legalacsonyabban fekvé Q;, (1=j=n) pont. Ekkor M a kdvetkez6kbdl
all: L,-nek P, Q, -szakasza, L-nek Q, Q,-szakasza, a 0,0" ¢él, L-nek
Q" Q,-szakasza €s L,-nek Q P -szakasza. Ezzel a 3. tételt beblzonyltot-
tuk.

B

Most azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy legfeljebb mennyi éle
lehet egy adott pontszamu, /-nél hosszabb utat, kort, ill. hurkot nem
tartalmazé grafnak, és melyek a probléma extrém grafjai.

Jeléljiik sorra az olyan grafok osztalyait, amelyeknek n pontjuk
van és rendre nem tartalmaznak /-nél hosszabb utat, kort, hurkot, igy:
_F(n,1),G(n,1), H(n,I). Ezen osztalyok extrém grafjai azok, amelyek a
legtobb élt tartalmazzék. Elszamukat igy jeldljiik: f(n, 1), g(n, 1), h(n, 1).
Célunk ezen f(n, 1), g(n, 1) és h(n, ) értékek vizsgalata. El6rebocsatjuk,
hogy ezideig csak bizonyos szamelméleti tulajdonsaggal rendelkezd
n-ekre ismeretesek az f(n, 1), g(n, 1), ill. h(n, I) fuiggvények pontos értékei
és az F(n, 1), G(n, 1), ill. H(n, /) osztalyok Osszes extrém grafjai.

ErDOs és GALLAI utakkal és korokkel foglalkoztak, mi a hurok
problémat targyaljuk. ERDOS és GALLAI Utra és kotre vonatkoz6 két
tétele ([2], (2. 6) és (2.7) tétel) igy hangzik:

5. TETEL. f(n, l)< Inl (I=1), és egyenloség akkor és csakis akkor
dll, ha n=q(l+1), és ekkor az F(n,l) osztaly egyerlen extrém grdfja
q szdamu teljes (I+ 1)-grdf komponensbél dll.

6. TETEL. g(n, )=3(n—1)] (I=2), és egyenloség akkor és csakis
akkor dll, ha n=q(l—1)+1, és ekkor a G(n,l) osztdly extrém grdfjai
a q szamu teljes l-grdf taghdl dllo ésszefiiggd grdfok.

E két tétel bizonyitasat nem ko6zoljitk, de a gondolatat felhasznal-
juk a 7. tétel bizonyitasaban, amely alapjan az 5. és 6. tételeket az olvasd
bizonyithatja.

7. TétEL. h(n, )=1in(l—1) (I=3), és az egyenléség akkor és csakis
akkor dll, ha n=ql; és ekkor a H(n,l) osztdly egyetlen extrém grdfja q
szdamui teljes I-grdf komponensbdl dll.

Bizonyitds. n-re vonatkozé teljes indukciét alkalmazunk. n = l-re
az allitas trivialis.
Ha 1 <n =1, akkor egyetlen n"pontu grafnak sem lehet /-nél hosszabb

hurokja. v(G) = (;) :n(nz_ D_ n(12_ 1)

all, ha G teljes /-graf. Tehat igaz a tétel, ha n=1.

, és az egyenlGség csak akkor
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Legyen n' =1, és tegyiik fel, hogy a tétel minden »’-nél kisebb n-re
igaz. Megmutatjuk, hogy ekkor » -re is igaz.

Legyen GEH (W, [). -

() Ha G nem osszefiiggd, akkor legyenek komponensei Gl, G300

,» G, (p=2), és legyen n(G;)=mn;. Ekkor ny+n,+...+n,=n", ny<n’
és G GH(n,, il 2 p) Igy a feltevés szerint v(G) v(G1)+

[—1 I— 1—1 —
..+v(Gp)§an+_nz—-+..‘+n ——c—7 1—, és az egyenl§-

D) £ 2
ség csak akkor all, hav(G,) =n; % (i=1,2,..,p),azaz, ha Gy, G,,...,G,

mind ‘teljes /-grafok. Tehat tételiink igaz n’-re is.
(f) Ha G osszefuggo akkor megmutatjuk, hogy G-nek van olyan

P’ csicsa, hogy Q(P’)< .. Mert ha ilyen nem volna, akkor akar

2
=2k —1, akar /=2k (k=2), G minden pontjara ¢(P)=k volna. Ha
=2k — 1, akkor n">1I miatt n(G) =2k, és igy, ha n(G) =2k + 1, akkor
a 4. tétel szerint G tartalmaz egy 2k + 1 hosszl hurkot, ha pedig n(G) =
=2k, akkor a 2. tétel szerint G tartalmaz egy 2k hosszi — tehat /-nél
hosszabb — kort, amely egyittal 2k hosszli hurok is. Ha [ =2k, akkor
n(G)=2k+1, és igy a 4. tétel szerint G tartalmaz egy 2k -+ 1 hosszd
— tehat /nél hosszabb — hurkot. Minden esetben ellentmondésra
jutottunk.

Ezek utan tegyiik fel, hogy Q(P/)é%, és legyen G’ az a graf,
amelyet G-b6l a P’ elvételével kapunk (P’ elvételén a P’ pont és a P’-
hoéz illeszked8 élek elvételét értjiikk). Ekkor G'€ H(n'—1,1). G’ nem
tartalmazhat teljes /-grafot, mert kiillonben G tartalmazna cgy =1

1
hosszi hurkot. Igy indukciés feltevésiink szerint v(G’)<(n —l)—

2
és ezért v(G):g(P’)+v(G’)<%+(n’—l)l—;—l:.n’ 1;1. Ezzel a

tételt bebizonyitottuk.

Amint mér emlitettiik, nem minden n-re sikeriilt %(n, /) pontos
értékét és az Osszes extrém grafokat megado tételt bizonyitani. Teljes
altalanossagban csupan sejtjiik a helyes tételt. Ennek egyes specidlis
eseteit bizonyitani is tudjuk, és néhany tovabbi eredményiink meg-
konnyitheti a teljes megoldast.,

Célszerii el6rebocsatani a kovetkezd specialis grafok definicioit:

Csillag az olyan graf, amelynek pontjai Py, Py,..., P, és élei PyPy,
PyPs,..., PyP,. (Csillag az egy pontbol allo graf is.)

Kettbscsillag egy graf, ha csillag, vagy olyan graf, amelynek pontjai
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Py, Py,..., Py Qo Q4,0 @y (m=1; n=1; és P;#(; minden i- és j-re)
&s 6lei PyQy, PoP;, PoPs,..., PoPrs 0601, 000s,..., 000, Valodi egy
kettdscsillag, ha nem csillag: '

G2k (Erdbs-féle grdf) (1=k<n) az olyan graf, amelynek pontjai
Py, P,,..., Py, Oy, Qy,..., Op—; s €lei az Osszes P,P; és P;Q; élek. (A 4.
abran G¢ lathat6.) Koénnyii ellendrizni, hogy GZ* maximalis kdrének

hossza =2k, G¥*¢ H(n, 2k +1) és v(G3) = (’5) +k(n—k). -

Nyilvanvaléan n=I-re h(n,l) a teljes n-graf élszama.
Az [=1,2,3 eseteket kiilon vizsgaljuk, ezek ugyanis a tobbitél
eltérd eredményt mutatnak. /=1-re trivialis a kovetkezs:

h(n, 1)=[%], és a H(n, 1) osztdly egyetlen 2
extrém grdfja az [-’2-’—] izoldlt élb6l — és ha n pd- " A
ratlan, még egy kiilondllo pontbol — dllo grdf.

I=2-re konnyen belathat6 a kovetkezs, Tu- o, 02
RANtOl szarmaz6 megallapitas: i de

h(n,2)=n—1, és a H(n,2) osztdly egyetlen
extrém grdfja az n pontu csillag.

8. Az /=3 EseT. Legyen n=q-3+m (0=m<3). Ha m=0, akkor
h(n,3)=n és a H(n, 3) osztdly egyetlen extrém grdfja q szdmi hdrom-
szog komponensbdl dll. Ha m=1 vagy 2, akkor h(n,3)=n—1, és a
H(n, 3) osztdly extrém grdfjai azok és csakis azok, amelyeknek van egy
és csakis egy kettdscsillag komponense, a tobbi komponensei — amennyi-
ben léteznek — mind hdromszigek.

Megjegyzés: A h(n, 3) értékének, valamint az m =0 esethez és az
n=4,5 é 7 értékekhez tartozé extrém grafok megadidsa TURANtOI
szdrmazik.?

- Bizonyitds; Minthogy a 7. tétel az m =0 esetet tartalmazza, tegyiik
fel, hogy m=1 vagy 2. Emellett legyen G a H(n, 3) osztaly egy extrém
grafja. G-ben kor csak haromszog lehet, és G barmely haromszoge
G-nek egy komponense. G’-t tigy kapjuk G-bdl, hogy elhagyjuk G Gsszes
haromszogét. Legyen n(G”) =n’. Ekkor G” a H(n’, 3) osztaly egy extrém-
grafja. Konnyen belathaté ([3], 1V. Satz 10), hogy egy kornélkiili, »’
pontot tartalmazé G” grafra v(G”)=n"—1 és egyenlGség csak akkor all,
ha G” Osszefiiggd. Jeloljiink G,-gyel egy n” pontbdl all6 csillagot. Ekkor
v(Gy)=n"—1és G, cH®,3). Igy, ha még G’ extrém tulajdonsagat is
figyelembe vessziik, adddik, hogy v(G")=n"—1 és G’ Osszefiiggs. Ha

2 Szébeli kozlés alapjan.
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G’ nem tartalmaz 2-nél hosszabb utat, akkor csak csillag lehet, ha tar-

talmaz, akkor legyen egy ilyen az 5. abra grafja. E graf pontjain kiviili

-pontbdl él vagy csak P-be vagy csak Q-ba mehet, €s igy kettGscsillag

alakul ki. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. :
[=4-re altalaban a kovetkezGt sejtjiik :

9. Legyen n=gql+m (0=m <), és jeloljiik a
q(l)+(m)=n(l— 1)—m(l—m)

2 2 9
kifejezést o(n, I)-lel. Ha G ¢ H(n,l), akkor
=a(n,l
T R V(@) =a(n, D),
5 hbra és egyenliség a kovetkezd két esetben €s csakis

akkor dll; f

(a) ha G q szamu teljes l-grdf és egy teljes m-grdf komponensbol
dll, .
+
(b) han=1,1=2k+1(k=2), mz%—l— és G z szamu (0=z=qg—1)
teljes l-grdf komponensbél és egy Gio* (W' =n—zl=(q—z)!+m) Erdjs-
grdf komponensbél dll.

A sejtéshez megjegyezzitk a kovetkezSket:

(o) Erdekes, hogy az extrém grafok kozott Erdds-graf csupan
paratlan [-re 1ép fel és akkor is csak a ,,kozépen fekv6™ két maradékra.

(B) Extrém graf az n=1 esetben mindig 6sszefiiggs, méaskor csupan
(b) esetén z=0 mellett.

(y) Trivialis, hogy a sejtés teljesiil n=/-re.

(8) Minthogy az (a) és (b) grafjaira v(G)=a(n,l), a 9. allitas
nélkiil is nyilvanvald, hogy a H(n, I) osztily minden G extrém grafjara
v(G)=a(n, ).

(e) A 7. tétel azt mutatja, hogy igaz a sejtés m=0-ra és v(G)=
n(l—1)
2

=

mindig all.
10. Most bizonyitjuk, hogy ha m=1 vagy m=I1—1, akkor igaz a
9. dllirds. Ekkor a(n, 1)=3’:1)2("_1), & megjegyezziik, hogy a (b)

i1
2

Bizonyitds. n-re vonatkozé teljes indukciét alkalmazunk. Ha n=/,
akkor n=m és n=1-re, ill. n=1—1-re a tétel trivialis. Legyen m =1, ill.

eset nem fordulhat el8, ugyanis /=5-re 2= =/-2,
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I—1 mellett n=1, G€ H(n, I), és tegyiik fel, hogy minden n-nél kisebb
pontszamra igaz az allitas. Megmutatjuk, hogy ekkor n-re is.
Ha G-ben létezik egy / hosszu, K, kor, akkor G-nek K -et tartalmazd
G* komponense K; pontjain kiviil mas pontot nem tartalmazhat. Legyen
G’ az a graf, amelyet G-bSl G* elhagyasaval kapunk. Ekkor n(G’)=
=n"=n—1, és igy n’-nek [-lel vald osztasa esetén is 1, ill. /— 1 a maradék.
Minthogy G’ EH (n’,1), indukcids feltevésiink értelmében v(G')=
(n 1)(1 es egyenldség az (a) esetben és csakis akkor all. Ennél-

(n'=1)(-1) L n=1)({=1)
TR (2) P,

és csak akkor all, ha G’-re (a) teljesiil, és G* teljes [-graf, amikor is (a)
teljesiil G-re.
Ha G-ben nem létezik / hosszuisagn kor, akkor nincs sziikség teljes

(n— 1)(1 1)

e st itt

fogvav(G)é ¢és az egyenl@ség akkor

indukciodra, ugyanis ekkor a 6. tétel szerint v(G) =——

az egyenlOség sem allhat, mert n>/=4-re az egyenlGség a 6. tétel szerint
csakis akkor allhat, ha G Osszefiiggd és minden tagja teljes (/ — 1)-graf;
ekkor viszont G-ben volna /-nél hosszabb hurok. Ezzel a 10. allitast
igazoltuk.

11. Megjegyezziik, hogy ugyanigy lehet bizonyitani titra vonatkozé,
hasonlo tételt n=g(/+ 1) +m mellett m=1, ill. [-re.

Az I=4,5 és 6 esetekre a 9. allitas bizonyithatd. Példaként / =5-re
bizonyitjuk is. A bizonyitdsban felhasznaljuk a kdvetkezdt:
12. SEGEDTETEL. Ha G a H(n,l) osztdly extrém grdfja és n>

e (l 22) + 1 (I=4), akkor G-ben létezik egy legaldbb I—1 hosszii kor.

Bizonyitds: Az indirekt okoskodashoz tegyiik fel, hogy G nem
tartalmaz /—2-nél hosszabb -kort. A 6. tétel szerint ekkor v(G)=
M 2 , 6és minthogy G extrém graf, v(G)=a(n, ). A két egyen-
n(l—1)—m(l—m) _(n—-1)(-2)
2 2, 2
mellett m egyetlen értékére sem 4llhat.

: I—
16tlenségbdl , ez pedig n> (72) +1

13. Az [=5 Eser. A 7. tétel és a 10. pont figyelembe vételével
elegend6 az Osszes olyan H(n, 5) osztalybeli extrém grafokat megadni,
amelyekre n az m =2 ill. 3 maradékokat adja. Mindkét esetben o (7, 5) =
=2n-—3. ‘

Bizonyitds. Legyen G a H(n, 5) osztily egy extrém grafja. Ekkor
G-nek minden n* pontot tartalmazé G* komponense a H(n*, 5) osztly
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extrém grafja, ennélfogva n* =5 esetén G* teljes n*-graf. G’ legyen az
a graf, amely G-bdl ugy keletkezik, hogy elhagyjuk G sszes, pontosan
5 pontot tartalmaz6é komponensét. Az n° pontot tartalmazd G” graf a
H(#', 5) osztalynak extrém grafja, és igy nem tartalmazhat 5-nél hosszabb
kort. De G nem tartalmazhat 4-nél hosszabb kért sem, mert ha igen,
legyen egy ilyen K’. Ekkor G"-nek a K’ kort tartalmazé komponensében
K’ pontjain kiviil mas pont nem lehet — mert kiilonben ez a komponens
tartalmazna 5-nél hosszabb hurkot —, ilyen komponens pedig nem
lehetséges G’-ben.

A 12. segédtétel szerint G” tartalmaz egy 4 hossza kort, vagy n' = 3.
Ha n” =3, akkor G’ teljes m-graf (m =2, ill. 3), ez pedig azt jelenti, hogy
G a 9. (a) grafja /=>5-re és m=2,ill, 3-ra. A tovabbiakban tehat felte-
hetjiik, hogy n’ >3, s6t ekkor m=2, ill. 3 miatt ' =7.

Most azt kell belatnunk, hogy G azonos a G4 Erd&s-graffal. Vizs-
galjuk e célbdl G” egy tetszleges G, komponensét. Ha n(G,) =n, =4,
akkor G, teljes n.-graf és v(G,)=2n,—2 mindig teljesiil. Ha pedig
n, >4, akkor egyuttal n, =6 is all, és a 12. segédtétel szerint G, tartal-
maz egy 4 hosszli, K kort. Legyenek G .-nek a K koér pontjain kiviili
pontjai Ry, R,,..., R, (y=2) (6. abra). Minthogy G, Osszefiiggd és
G, € H(n,, 5), G, nem tartalmazhat egyetlen R;R; élt sem. Tehat minden
Ri-hez (i=1, 2,..., y) tartozd ¢l mésik végpontja K-nak pontja. Egyetlen
R; pontot sem kotheti ssze él K két szomszédos pontjaval, mert kiilon-
ben G, tartalmazna 4-nél hosszabb kort; tehat o(R) =2 (i=1, 2,..., y).
Ha valamely i-re o(R;)=2, akkor a P, P, és Q,0, élek mindegyike

Q
@2

° ° . °, rt P

Ry~ Re Ry G 0 R Ry Ry
6. dbra 7. dbra

nem létezhet, mert kiilonben G, ismét tartalmazna 4-nél hosszabb kort.
Ha tehat a P\ P, és a Q,0, élek léteznek, akkor minden i-re o(R,) =1
és v(G,)=n,+2. Ez viszont ellentmond G, extrém tulajdonsidginak,
hiszen ha a P, P, és a QQ, élek koziil az egyik (legyen ez a 0,0, él)
nem létezik, akkor az R,P; (i=1, 2,..., y; j=1, 2) élek mind lehetsége-
sek, és igy v(G,) =2n, 5 (>n +2n.=6esetén). Haa P, P, ésa 0,0,
¢élek egyike sem leteznek akkor a Q(R)§2 miatt v(G,=2n, —4 volna,
ellentétben G, extrém tulajdonsagaval. Tehat azt kaptuk, hogy G, azonos.
a Gy Erd8s-graffal. (7. abra.)
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Még annak igazolasa van hatra, hogy G’ osszefiiggd. Az indirekt
-okoskodashoz tegyiik fel, hogy G, és G, G’-nek két kiilonb6z6 kompo-
nense. Pontszamaik legyenek ny, ill. n,, és egyiitt képezzék a G” grafot
(2=n(G")=n"=n, +n,). Az el6z6ek alapjan v(Gy) =2n, —2 ésv(G,) =
=2n, —2, és igy v(G”) =2n” — 4. Ez viszont ellentmond annak, hogy G”
a H(n”, 5) osztaly extrém gréfja, ugyanis () (101. oldal) szerint v(G”) =
=o(n”, 5)=2n"—-3.

Tehat azt kaptuk, hogy ha »'=7, akkor G’ a 9. (b) egy grafja
I=5-re és m=2, ill. 3-ra. Ezzel [=5-re a 9. allitast igazoltuk.

Be lehet latni, hogy az altalanos esetre vonatkozé sejtés igazolasa-
hoz elegendd a 9. allitAst csupan azokra a H(n,[) osztalybeli, Ossze-

fiigg8 grafokra bizonyitani, amelyekre mé—;1 és minden pontjukra

o(P)=m.
Ennek felhasznalasa lIényegesen megkonnyiti az /=4, 5 és 6 esetek
vizsgalatat, és ezen specialis esetek megoldéasainak ismeretében a 9.

Allitas bizonyithaté olyan m-ekre, amelyekre m=2 ¢és mé—l—;—z < wBE

viszont az dsszes maradékokat jelenti /= 8-ra. Tehat a 9. allitds /=8-ra
bizonyitott. Ugy latszik, hogy tjabb otletek felhasznalasa nélkiil ez a
korlat is 4tléphetd, de ezideig abbdl sem latszik a teljes megoldés lehets-
sége. :

Végiil az utak és a hurkok kapcsolatira vonatkozéan azt sejtjiik,
hogy

14. ha =3, akkor minden n-re a H(n, [+ 1) osztdly extrém grdfjai
azok és csakis azok, amelyek az F(n,l) osztdlynak extrém grdfjai.

Az nyilvanvald, hogy 14. nem all /= 2-re, hiszen — amint lattuk —
a H(n, 3) osztalynak az F(n, 2) osztalyba nem tartozé valddi kettSs-
csillag extrém grafja, és a H(n, 2) osztdlynak a csillag extrém grafja
(n=2-re) nem tartozik az F(n, 1) osztalyba.

A 14. allitassal viszont Osszhangban all az 5. és 7. tétel kapcsolata,
ill. a 10. és 11. pont kapcsolata.
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O NYTHAX, KPYTAX U METJYUX B F'PADPAX
B. Auppamdan

Ilpepmer cratbm — kpyr npo6iem npepnoxenHbiit Typauom u [Jupaxom
(cm. [1] u [2]), oTHOCSIMECS K BONPOCY KakbiM GONBINAM JIOBKHO OBITH YHCIO
pébep, COOTBETCTBEHHO MO KpaWHEHn Mepe Kakoi GOAbwIOoN A0MKHO OBITH CTe-
NeHb KaKA0# TO4KH B rpade G, copepykamuii n BepwuH (1 B KOTOPOH [ABE TOYKH
cpsizanbl HE Gojee 4yem oanuy pebpom), sl TOro, 4To6bl B rpaje CyuiecTso-
BaJIM NyTh, KPYr WIA NETAs COAeprkaimue O0/pllue YeM 3alaHHOe 4YuCiIo pPEGep.
(Ilernen s1BASIETCSI COBOKYNMHOCTb KPYra M OJHOTO MYTH MMEIOLIEr0 TOYHO OIHY
O0IYI0 C 3TUM KPYrOM TOYKY, Jlajiee Mbl CYMTAEM NeTIell OfMH KPYr WM NyTh
B camom ceGe.) B cBsiam ¢ oTMM aBTOpP AaeT AOKA3aTENLCTBO OAHOH TEOPEMBI
Jupaka ([1], Teopema 4), koTopoe siBasieTcsi 6071€€ KOPOTKHAM, YEM [JOKA3aTelb-
CTBA M3BECTHBIE [0 CHX NOP, AaJee OH BHICK33bIBAET OHY OGIIYI0 TMIIOTE3Y,
KOTOpasi ompenensieT MakCuManbHOe 3HauyeHnue uucna h(n, ) peGep copepyka-
merocst Brpae ¢ » BeplmmHaMH He MMEKLIero mneresn us Gonbume uem I pebep.
On Take 3apaer Bce ,,dKCTpemasbHble rpads’’, TO ecTs, BCe rpadel C BEp-
muHamy, coaepskawmme f(n,I) pé€Gep m B KOTOPBIX HET NETENb COAEPIKAIIHX
Goapiue, yem / peéep. CnpaBefaMBOCTH 9TOH TIMIOTE3bI OH NOKA3bIBAET [JIS
CleAyImuX YaCTHBIX C/IyyaeB a) n NPOM3BONBHO M /=2 wmm 3; 6) />3,
n=gqgl+m O=m<I) n m=0,1,...,/—1. CnpaBeliaBOCTb rHNOTE3H] JOKA3aHA
TaKKe npu ni060M 3HauyeHnu n Ay caydaeB 4=/=8. B xauecTBe mpumepa npu-
BE/IEHO 0Ka3aTeJbCTBO AJsl ciayyas /=>5.

UBER WEGE, KREISE UND SCHLINGEN VON GRAPHEN
B. ANDRASFAI

Vorliegende Arbeit befasst sicht mit jenem von Turdn und Dirac aufgeworfe-
nem Problemenkreis (siehe [1] und [2]), wie gross die Anzahl der Kanten eines n
Punkte enthaltenden Graphen, bzw. mindestens wie gross der Grad jedes seiner
Punkte sein muss, damit im Graphen ein Weg, ein Kreis oder eine Schlinge mit mehr
Kanten als eine vorgeschriebene Zahl vorhanden sei. (Eine Schlinge ist die Vereini-
gung eines Kreises und eines Weges, die genau einen Punkt gemeinsam haben; fer-
ner betrachten wir einen Kreis oder einen Weg an und fiir sich auch als eine Schlinge.)
Dabei geben wir auch einen kiirzeren Beweis als die bisherigen fiir einen Satz von
Dirac ([1], Satz 4); ferner sprechen wir eine allgemeine Vermutung aus, welche den-
jenigen maximalen Wert /(n, I) angibt, wieviele Kanten ein Graph mit » Punkten
enthalten kann, falls darin keine Schlinge vorkommt, die aus mehr Kanten als /
besteht, und zugleich auch sdmtliche ,,extreme Graphen’ angibt, d. h. sdmtliche
Graphen mit » Punkten, welche 4(n, /) Kanten enthalten, und keine Schlinge, die
aus mehr Kanten als / besteht. Die Richtigkeit dieser Vermutung beweisen wir fiir
die folgenden Spezialfille: a) beliebiges n und /=2 oder /=3; b) I=3, n=gql+m
O=m<Il)und m=0,1,..., I—1. Auch fiir beliebiges » und 4 = /=8 haben wir die
Richtigkeit der Vermutung nachgewiesen; als Beispiel wird hier der Beweis fiir den
Fall /=35 mitgeteilt. )



Komplex szamok hatvanyosszegeirdl

DANcs ISTVAN

1. A diophantikus approximaciok elméletének bizonyos irdnyu alta-
lanositasanal [1] dontd szerepet jatszik komplex szaimok hatvanyossze-
geinek a vizsgéalata. Tobbek ko6zott a kovetkezd extrémumfeladat vetd-
dik fel:

Legyenek z,, z,, ..., z, komplex szdmok (n=2), amelyekre |z,|=
=|z,|=...=|z,|. Tovibba a kovetkezd két feltevés valamelyikét fog-
juk hasznalni :

(%)) lzibest
(1:2) - =1

Legyen még s,=z}+z}+... +2z) (v pozitiv egész), és g(n)=n.
A kérdés az, hogy milyen z,, z,, ..., z, rendszere lesz a max |s,|

1=v=g(n)

értéke minimalis, és mi a minimum értéke, feltéve, hogy vagy az (1, 1),
vagy az (1, 2) feltevés teljesiil. — Természetesen minden g(n) valasztas
mellett mas-mas extrémum-feladattal 4llunk szemben. LegkézenfekvSbb
el8szor a g(n)=n eset vizsgilata. Ebben az esetben az (1, 2) feltétel
mellett a valasz viszonylag egyszeriien megadhaté [1]. E szerint (1, 2)
esetén
(13) min  max |[s,|=1

Z1,22,...2n 1=v=n
és extremalis rendszer pedig lényegileg véve (egységnyi abszolut értéki
szorz6tol eltekintve) csak egyetlen van.

Az (1, 1) feltétel mellett a valasz lényegesen nehezebb. A szélsG
értékre ezideig is csak becslések léteznek, s a pontos érték és az extre-
malis rendszer csak n=2 esetén ismeretes (Schweitzer Miklds emlék-
verseny 1956. 2. feladat). Az eredményeket roviden felsorolva: el6szor
TurAN PAL [1] a

max |s,| = dog2

— 2 - " becslést igazolta.
1=v=n l+%++1'; g
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Késébb DE BRruwN, illetSleg az 6 moédszerét némiképp moddositva
S. UcHiYAMA [6] bebizonyitotta, hogy bizonyos n-t61 kezdve, tetszs-
leges kis pozitiv e-ra

loglogn
l—g)———.
ITV{X bR logn

TURAN PAL sejtése az volt, hogy — az (1, 2) feltétel melletti eredmény-
hez hasonléan — megadhat6é egy olyan ¢, n-t6l fliggetlen érték, hogy
(1, 1) mellett

(1.4) max |s,|=c¢

1=v=n
minden n-re.

Ezt a sejtést ATKINSON igazolta [7], amennyiben c-re a ¢= % becs-
1ést nyerte. A bizonyitas kiindulasi alapja néala is DE BRUDN gondolata
volt, de Iényeges 1ij gondolatokat tartalmaz.

Az (1, 1) feltétel mellett — mint lattuk — sokkal nehezebb a kér-
désre valaszolni, mint (1,2) esctén. Remélhet6 viszont, hogy a
Zy, Z3, ..., Z,-Te adott Ujabb megkotés esetén, vagy a g(n)-t n-t6l fiiggben
nagyobbnak vélasztva konnyebb eredményhez jutni. Ez valoban igy
is van, Ha z,, z,, ..., z,-re azt a tovabbi megkstést tessziik, hogy z-vel
egylitt a komplex konjugalt_la is szerepeljen, akkor — mint azt
SCHWEITZER MIKLOS bebizonyitotta [1] —

min max |[s,|=1.
215%2,:+:2n 1 =v=n
A masik iranyban pedig J. W. S. CASSELs megmutatta [4], hogy
g(n)=2n—1 esetén a pontos extremalis érték meghatarozhatd, ameny-
nyiben
{1.:5) min max. s [=1
Z1,22,...2n 1Sv=2n—-1
és ez nem is javithaté, mert megadhato egy olyan zi, z3, ..., z} rend-
szer, amelyre

(1.6) lzZ1+...+zll<1l (v=1,2,...2n—2)

CASSELS az extremalis rendszert, illetve rendszereket nem hatarozta
meg. Az nyilvanvald, hogy a z; =1; z, =z3 =... =z,=0 rendszer extre-

malis. Nevezziik ezt a tovabbiakban trividlis rendszernek. Az (1, 3)
esetben kapott eredmény alapjan valdszinlinek latszott, hogy ez az
egyetlen extremalis rendszer. Ezért meglep6 az, hogy nemcsak hogy
mas extremalis rendszer is Iétezik, hanem kontinuumnyi sok lénye-
gileg kiilonboz6 van, ami ilyen jellegli feladatoknal még nem fordult
el6. Ilyen rendszereket fogunk megadni 2.-ben.
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CAsseLs [4]-ben megemliti, hogy (2n—1) helyett (4n—3)-at véve
mar csak a trivialis extremalis rendszer lézetik. Ezt javitjuk 3.-ban,
ahol CasseLs gondolatmenetének moddositasaval megmutatjuk, hogy

min max |s,| extremalis rendszere mar csak a trividlis, és
21,225,420 1=v=3n-3
ez a legjobb Aallitds, mert (3n—3) helyett (3n —4)-et véve mar a trivi-
alison kiviil kontinuumnyi sok lényegileg kiilonb6z8 extremalis rend-
szer van. Ezeket a rendszereket 4.-ben fogjuk meghatarozni.

Megjegyezziik, hogy mind (1, 4), mind pedig (1, 5) alkalmazhato
algebrai egyenletek kozelit6 megoldasanal, amennyiben (1,4) vagy
(1, 5) segitségével a legnagyobb abszolut értékii gyok abszolut értékére
nyerhetiink tetsz8keges, eldre meghatarozott relativ hibaju becslést [2, 3].

2. Legyen o n-tél fiigg8en elég kis pozitiv szam, és djn— 1. Ha z,-et
1-nek valasztjuk, z,, ..., z, pedig a kovetkez6 (n—1) db szam

1 2miv 2mip i
2D ot ge=ttdve <v.=1,2,..., P R 1,2 d)
akkor ezen z-k extremalis rendszereket adnak (1, 5)-re.
Ha ugyanis d1}, akkor nyilvan s; =1. Ha pedig j=4, 24, ..., Aer s d

2
akkor

;d 2nij v d i
Res; -—1+Re(a‘ -d Z (ez" 2+") )=1 —-Ea".

s

Tovabba nyilvan |Im s;|=(n—1) du«
Az utdobbi kettdt Osszevetve :
P <
s;|>=1—dad +2na?
Ebbdl pedig latszik, hogy ha o eléggé kicsi, akkor [s;/<1.
3. Az emlitett allitis a kovetkez8képp is fogalmazhaté:
Az (1, 1) feltétel mellett

3.1 max |s,|=1

1=v=3n-3

csak a trivialis extremalis rendszerre all fenn.
Az éltalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy z, =1. Tovabba
vezessitk be a kovetkez$ jeloléseket

g,=2z3+... +2z (v pozitiv egész)
és

3,2 r,=0,+0,
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Valamint
f(2)= jﬁz(z =% ="§:an2"“ 1-u
és
2n—-2
(3:3) f@)-fi2)= Ié'obﬁr,zz"-2 —B,

frjuk fel az els6 (3n—3) Newton—Girard formulat a (3,2) és (3, 3)
jeloléseknek megfelelGen a o, illetSleg az r, hatvanyosszegekre:

0,= —a,

0'2+a10'1= ""2a2

G T e taio, s d ot a, a0y =— (= 1)a,
0',,+a10',,_1+... +a,,_10'1=0
O3p-31T Q103541 ... +8,-102,-2=0
és
r{= _bl

r,+byry=—2b,

In-1tbify-2t ..+ by sty = —(r—1)by4
(3.5 :
Pan—2+b173p-3+ oo +b3y371= —(2n—2)b;, -,

"2:._—1+b1"2n—2+ veotbop-2ry =0

Tan-3t017 3p-aF oo + b3y, 1 =0.
Megéllapithatjuk, hogy a (3, 1)-et kielégitG rendszerekre
(3.6) Re 0,=0 azaz r,=0

W=1,2;53n=3)
Mésrészt ha 2 Re o,,=r,, =0 egy bizonyos vy-ra (1=v,=3n-3),

akkor egyben

3,7 gy, =0

N
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: ElGszor a (3, 6) észrevétel segitségével teljes indukcidval be fogjuk
- latni, hogy ri=r,=...=r,_,=0 és ebbll pedig a (3,7) észrevétel
alapjan (3, 4)-bdl valamennyi a@; nulla volta kovetkezik.

A teljes indukcié végrehajtasa el6tt megjegyezziik, hogy (3, 6)-bol
és (3,5)-b8l b;=0 (j=0,1, ..., 2n—2) kovetkezik. Ugyanis (3, 5)-b6l
ry =0 miatt b, =0; tovabba az el6z6bsl és r, =0-bol b, =0 és i.t.
Ebbdl nyilvanvald, hogy a (3, 5) egyenl8ségek bal oldalan 4116 vala-
mennyi tag azonos eldjelli, vagy 0, tehét az utolsé (n — 1) szam1 egyenld-
ségben sziikségképp minden tag nulla.

Az eddigi megjegyzések alapjan a teljes indukcié menete:

1° ry = —b,; =0, mert ellenkez8 esetben a (3, 5)-ben a bal oldalon
all6 tagok azonos elGjele miatt egyetlen b sem lenne 0, tehat r,b,,_, #0,
de az ellentmond (3, 5) (2n— 1)-edik egyenl8ségének.

2° Ha mar eljutottunk addig, hogy
bl =b2 = ees =bk:0

riy=ry=...=n=0 (k=n-—1), akkor rp ., = —(k+1) b, , =0 k&-
vetkezik, mert ellenkez8 esetben az 1°-ben mondottakhoz hasonldéan
b,#0, ha k+1|u és p=2n—2. Legyen u, a legnagyobb ilyen index,
akkor b, . ry; #0. Ez pedig ellentmond (3, 5) utolsé (n—1) egyenls-
sége valamelyikének, mert 2n—2<p,+k+1=3n-3.

4. Végil megmutatjuk, hogy

min max |s,|

Z1,22,...,2n 1=v=3n-4

lényegileg kiilonboz6 extremélis rendszerei pontosan meghatarozhatdk.
Az €l6z6 pontban alkalmazott okoskodassal belathatd, hogy a
széban forgd rendszerekre

al=0'2=...=a',,_2_=0, O'nZU"+1:...=U2,I_3=O
A=A =0 Z0y 3=
Y
2 és
5 D O2n-1=02p=... =03,4 =0
X4 (2% S xP- S y? = ()
A L = tovéibba
=L 0',,_1:—‘(’1"'1)0,,_1
3 )(2—77?7,\/+y2=0 O2n-2+0y-10,-1=0
Az utdbbibdl
an—lz_(n_l)au—l

1. dbra 0'2n—2=(n_1)'a§—1
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Mivel
max |s,|=1, tehat
1=v=3n-4
@1 [14+0,-12=1—(n—1)a,_,|>?=1
és
4.2) 1+ 02> =1+ (@~ Daz_(|>=1

a,-y=x+1iy jeloléssel rendezve (4,1) és (4,2)t, a kovetkezb
egyenlGtlenség-rendszert nyerjiik:

2
Ly e 2 <
(4.3) X n_1x+y =0

2
4 4 24,2 P et 2 =
“4.4) x*+y*+2x%y +n_1x g =0
Konnyen belathatd, hogy ezen egyenlGtlenségeknek két 7" és T’
tartomany x, y. pontjai tesznek eleget. (Abra). Vagyis végeredményben
egységnyi abszolit értékli szorzotdl eltekintve az extremalis rendszerek

azok, amelyekre z, =1, z,, ..., z, pedig gyoke a kdvetkez8 egyenletnek:
f@)=z""1+a .
ahol a=x+iy és (x,y)€T vagy T
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O CTENEHHbIX CYMMAX KOMIIUIEKCHBIX YUCEJ
C. aunu

U. B. C. Kaccennc noxasan [4] cnenyiouyio teopemy :
Ecaun 21y 2250005 Zn(N=2) KOMIIJICKCHBIE yncaa ‘TaKme,
1=|zi|=|z2|=...= 2z, TOTRA

. min max |zi+zi+..+zn|=1.
Z1y.032n 1=Sv=2n-1

41O

1y

Cucremy (zF, z%,..., z¥) COCTOSIUYI0 M3 KOMIUIEKCHBIX YMCE/I Ha30BEM 3KCTpe-
ManbHOMW, €CIM BHICYKASAHHBI AKCTPeMyM et pocrturaercsd. OueBwaHo, uTO
nas (1) cacrema (z1, 0,0,...,0) Oyner oakcrpemanbhoil. B nacrosmein crarne
aBTOP MOKasbiBaer, 4to st (1) KPOME NPUBEAEHHON CYLIECTBYeT ewme GecKo-
HEYHO MHOTO OKCTPEMaJbHbIX CHCTEM, @ C JAPYroil CTOPOHBI [Jisi PaBEHCTBA

min max  |zi+4..+z|=1
Z1,...,2n 1=v=3n-3

€/IMHCTBEHHON 3KCTPEMAILHON CHCTeMOll siasiercs (z1, 0,..., 0).

ON POWER-SUMS OF COMPLEX NUMBERS

I. DANCS

; J. W. S. Cassels proved [4] the following theorem.

If n=2 and the complex numbers zi, ..., z. are such that then
(1) min  max |z;+...+z;|=1.
z; 1=v=2n-1

He left open the question for which systems this min max is attained (beside _
the trivial (1,0, ...,0)). We show in this paper that (1) attained for infinitely many

systems, even the some holds for
min  max [zP+...+z=1
zj 1=v=3n—
whereas

min  max [2}+...+2=1
zy 1=v=3n-3

is attained only for the trivial system. Cassels himself proved the last assertion only for

2 min  max sz—}—...—{-z:]:l
\ zj1l=v=4n-3



Egy iizem:inyagtakare’kosségi probléma

HartMaN BELA

I. A probléma, amellyel ebben a dolgozatban foglalkozunk, gya-
korlati megfogalmazasi. Ennck ellenére nem keressiitk alkalmazhaté-
saganak lehetGségét és — a gyakorlati kontosben — pusztan az elmé-
leti kérdést targyaljuk. A megoldandd feladat a kovetkezd:

Egy auténak el kell jutnia elére megadott tavolsigban levs célba.
Az it azonban olyan, hogy kézben sehol nem vehet fel {izemanyagot;
ha tehat a tavolsag nagyobb, mint amennyit teljes tizemanyagkészle-
tének felhaszndlasaval meg bir tenni, valamilyen médon gondoskodnia
kell az lizemanyagutdnpdtlasrél. Ennek egyik kézenfekvé modja az,
hogy nem egymagaban indul ttnak, hanem hozza hasonlé autdk kisé-
retében. Az 6t kisér6 karavan tobbi tagja azonban nem hasznalja ki
teljes iizemanyagkapacitisat és ezért, mielStt visszafordulninak, a fel-
adat végrehajtasaval megbizott autonak at tudjak adni feleslegiiket.
A kisér6 autoknak, természetesen, mind vissza kell térnisk a kiindulési
pontra.

A kérdés most mar a kovetkezS: el tudja-e érni a feladat Vegre-
ha_;tasaval megbizott auté a kijeldlt célt, barmily tavol legyen is az;
ha igen, hany aut6bol allé karavant kell utnak inditani és milyen méd-
szer szerint kell azoknak az tizemanyagot atadniok és visszafordulniok,
'hogy a karavan osszfogyasztisa a minimalis legyen; végiil, hogy ez a
minimum jol meghatarozott, elerheto érték-e, vagy a kiilonb6z§ fo-
gyasztasok alsé hatara.

A dolgozatban meg fogjuk hatarozm a kovetend§ eljarast, mely-
nek segitségével az adott célt minimalis lizemanyagfogyasztassal érhet-
jik el; ezzel egyszersmind igenlS valaszt adtunk az elsé és harmadik
kérdésre is. Maga a megoldas nem 1j: Fing!, aki a probléma megol-

1 N. J. FiNg: The jeep-problem, Amer. Math. Monthly 54, (1947) 24—31.
Fine kissé mas megfogalmazasban targyalja a problémat, mint ez a dolgozat. Nila
a feladat végrehajtasival megbizott autd elézdleg lerak az it mentén (a ,,sivatagban™)
uzemanyagtartalyokat, melyeket késobb felhaszndl. Konnyii belatni, hogy a két
megfogalmazés ekvivalens: a kiséré autok a feladatot végrehajté autd eldbbi (tar-
talyelhelyezd) utjait helyettesitik. Az 4atfogalmaz4s lényegében csak a kiilonbozd
— iizemanyag-utanp6tld helyek kozti — utszakaszokbol 4116 sorozat atrendezését
jelenti.

'
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dasat el8szor publikalta, megemlit néhany matematikust, akik részleges
vagy teljes megoldast adtak. (Egyben azt is hozzateszi, hogy sem &,
sem azok nem tudjak, ki vetette fel el6szor a problémat.) FINE dolgo-
zata a megoldas elGallitasan kiviil ‘'egy aszimptotikus formulat ad a
megoldasra nagy tavolsagok esetén. A probléma altalanositdsdval nem
foglalkozik; ellenkezSleg, néhany korlatozo kikotésrdl tesz emlitést, de
az ezekre vonatkozé eredményeket csak bizonyitas nélkiil kozli.
FINE bizonyitasa rovid logikai megfontolas utan hosszabb szimo-
last igényel; az itt kozolt bizonyitas tisztan logikai tton, Ugyszélvan
szamolas nélkiil szolgaltatja az eredményt. Miel6tt a megoldast ilyen
médon elBallitanank, tegyitk pontosabba a probléma megfogalmaza-
sat, — az autOkaravannak mintegy matematikai modelljét nyujtva.
A karavan autdi teljesen egyformak. Az autok fogyasztasa egyen-
letes és csak a megtett Ut fliggvénye; semmilyen mas tényezd, igy sebes-
ség, - terhelés, emelkedS stb. nem befolyasolja. Nevezziik az autdk
fogyasztasat és az egy auto altal felvehet6 maximalis lizemanyagmeny-
nyiséget egységnyinek. Ezzel nem érintettiik az altalanossagot, csupan
a tavolsag egységét hataroztuk meg gy, hogy egységnyi az a tavolsag,
melyet egy autd teljes lizemanyagkapacitdsanak felhasznalasdval meg
‘tud tenni. A tavolsagot (ilyen egységekben mérve) jeloljiik x-szel.

Nyilvanvald, hogy vannak x tavolsagok, melyekre a feladat meg-
oldhaté (pl. ha x=1). Masrészt kézenfekvs az is, hogy a megadott
feltételek mellett autdkaravant inditva, azzal — valamilyen szisztéma
szerint — valameddig el tudunk jutni. A szisztémardl még nem tudunk
semmit. El&fordulhat, hogy egyes autdk iizemanyagfeleslege csak mas
kisér6 autok hazasegitéséhez kell és nem mozditja el6 kozvetleniil a
karavan elGrehaladasat. Allapodjunk meg abban, hogy ezeket is (ha
lesznek ilyenek) a karavannal egyiitt inditjuk és ahol az iizemanyag-
atadasnak torténnie kell, ott varakoztatjuk. (Ezzel egyértelmiien meg-
hatarozottd tettik a karavian autdinak szamat. Nem fordulhat el6
ugyanis, hogy egyes hazatért auték Ujboél megtoltve tartalyaikat mas
hazatér8k segitésére ismét elinduljanak.) Egyébként sem tudjuk, vajon
a karavantdl lemaradé autoknak azonnal vissza kell-e térniiik, vagy
talakozniuk kell mas lemaradé autékkal. Eppen ezért nem fogunk
visszaforduld, csak levdlo autokrdl beszélni. Azok a helyek, ahol ez
a levalas torténik, lesznek a levdldsi pontok (vagy levadldsi helyek). A le-
valé autdkat mas néven mint kiséré autokat emlegetjiik, kihangsilyozva
ezzel a feladatot végrehajtoé vezérauté kitiintetett szerepét. A karavan
altal megtett Giton azt értjiik, hogy a vezérautd ekkora utat tett meg,—
mig a kisér6 auték mind visszatértek a kiinduldsi pontra.

Keressiik most meg a megoldast.

A. Tegyiik fel, hogy valamely x tavolsagra vonatkozdan a felada-
tot — valamilyen szisztéma szerint — n autd segitségével megoldottuk.
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(A fogyasztasi minimumra még nem vagyunk tekintettel.) Kénnyti be-
latni, hogy ha a megoldast igy médositjuk, hogy barmely tutszakaszon
tobb auté megy (a tobbi szakasz valtozatlanul hagyasaval), mint erede-
tileg, ez a fogyasztds novelését eredményezi. A fogyasztds mértéke
ugyanis (egységvalasztasunk miatt) az Gt mértékével egyenld, az 6ssz-
fogyasztas tehat k autd esetén minden Ax utszakaszon k-Ax.2
} B. A kovetkez6kben allapitsuk meg, hogy adott (7= 1) szimuia ut6-
bdl allé karavan segitségével maximalisan milyen x tavolsigra (jelol-
jik ezt x,-nel) oldhaté meg a feladat és hogyan. Ez tobb 1épésben fog
torténni.

a) A karavin minden autéjanak tele tartdllyal kell indulnia. Tegyiik
fel ugyanis az allitds ellenkezdjét. Legyen az egyes autdk tartilyaban
V1s Y2, -5 Y, Uzemanyagmennyiség, y; =1, és legyen legalabb egy olyan

y, ahol nem teljesiil az egyenlGség. A > (1 —y;)=Y iizemanyagmeny-
=%

nyiség igy hatarozottan pozitiv lesz. De akkor taldlhatunk egy Ax ta-
volsagot, melynek megtételéhez oda n autd, vissza n—1 autd szamara
elegendd az Y iizemanyagmennyiség; nevezetesen Ax=Y(2n—1)"'.
Teletoltve a tartidlyokat Ax tavolsagra eljuthatunk, majd, az el8bb fel-
tételezett maximalis utat megtéve, innen az egész karavannal vissza-
térhetiink, tehat a ,,maximumot” Ax =0 tavolsaggal noveltiik. Igy
ellentmondasra jutottunk és ezzel allitasunkat igazoltuk.

b) A karavin valamennyi autdjdinak (eltekintve természetesen a ve-
zérautotol) idiresen kell visszaérkeznie, a kiinduldpontra. Ellenkezd eset-
ben ugyanis a maradék ilizemanyagmennyiség (legyen ez megint Y)
a hatdrozottan pozitiv Ax=cY tavolsaggal novelhette volna a maxi-
malisnak feltételezett x tavolsagot, ahol a konstans értéke lehet pl.
e=R2n—1)13

¢) A levdlasi pontokrdl valamennyi tovdabbinduld auténak tele tar-
tdllyal kell elindulnia. Ennek bizonyitasa kissé bonyolultabb, mint az
el6zgké és a kovetkezd allitasra timaszkodik : minden levdlé auté a lehetd-
ség szerint minél elobb vdljon le. Ha ugyanis (egy rogzitett megoldasbal ki-
indulva) Ax-szel el6bb valik le, ezzel 2Ax tizemanyagot megtakarit. Ezt az
iizemanyagot a karavan utteljesitményének novelésére lehet forditani, fel-
téve, ha at birja adni a tovabbhaladéknak. Ha ugyanis nala marad,

2 Ezzel korantsem bizonyitottuk azt, hogy ha adott x tdvolsigra vonatkozéan
a feladat »n aut6val megoldhatd, minden olyan 7z, autdval térténd megoldas, amelyre
n;=>n, tobb lizemanyagfogyasztast jelent. El6fordulhat ugyanis, hogy éppen a tobb
autd inditdsa tesz lehetségessé egy olyan szisztémat, melyben a késdbbi utszakaszo-
kon lényegesen kevesebb-autd megy, mint elobb, és ezzel megtakaritast értiink el.
Megoldasunk, természetesen, ezt a lehetdséget ki fogja zarni.

3 A késobbiek alapjan konny(i volna megmutatni, hogy a konstans értéke
ennél nagyobb is lehet; erre azonban egyaltaldn nem lesz sziikségiink.



18

ez, mint felesleg, a kiindul6pontra visszakeriil, ellentmondasban a b)
ponttal. Atadni azonban csak akkor tudja, ha a tovabbhaladé auték
tartalydba ez a 2Ax lizemanyagtobblet belefér. A levalas minél korabbi
voltanak ez szab hatart. EbbSl mar kovetkezik az eredeti allitas telje-
siilése is, hiszen a levalasi hely ott lesz, ahol a levald autd (vagy autok)
iizemanyagfeleslege éppen megtdlti a tovabbindulé autdk tartalyait.
Ilyen pont mindig van, hiszen az lizemanyag-fogyas az qGtnak folyto-
nos fiiggvénye. :

d) A levadldsi helyekre valamennyi tovdbbhalado kiséré autonak iire-
sen kell visszaérnie. A bizonyitasnal arra tdmaszkodunk, hogy a levalasi
hely (beszéljiink most egy rogzitett ilyenrél, de valamennyire igaz) az a
pont, amely el6tt tobb autdbol all a karavan, mint utana. Ha méarmost a
visszatérG autok erre a pontra lizemanyagot hoznak vissza, ezzel novelhet-
ték volna a karavan utteljesitményét b) szerint (éppuigy, mintha ez volna
a kiindulépont). Eléfordulhat azonban, hogy ez az lizemanyag az innen
valé visszatéréshez kell. Ez ugyanannyi, mintha a karavan utteljesit-
ményének a levalasi pont elStti, nem pedig utdna kovetkezd szakaszat
novelné. (Hiszen mindegy, hogy oda- vagy visszautban hasznéljuk-e
fel; ez az uzemanyag-maradék segit hozza, hogy ez a levalasi pont
itt legyen és ne hamarabb.) Ez pedig rosszabb felhasznalas, hiszen a
levalasi pont elStti részen tobb autdbodl all a karavan, tehéat az tizemanyag -
tobb részre oszlik, ezért kevesebb utnovekedést eredményez. A vissza-
téréshez sziikséges lizemanyag tehét a levalé autdkban kell, hogy legyen.
De nem lehet, hogy a tovabbhaladé karavan hagyja ott, hiszen akkor
nem tele tartallyal mennének tovabb a levalasi helyrél, — ellentétben
a ¢) ponttal.

e) A kiséro autoknak egyenként kell levdlniok. Tegyik fel, ellen-
tétben az allitassal, hogy a maximalis utat biztositd szisztéméaban vala-
hol két autd valik le egyszerre. Jeloljiik meg ezt a kettét az o és f in-
dexekkel. Tekintve a fogyasztas folytonos voltat, egyik, mondjuk az
o index{i méar elébb is atadhatta volna feleslegét. Ezt az x, pontban
tehette volna meg, mig az elGbbi, a feltétel szerint maximumot biztositd
metédusban ez is csak az x; levalasi pontban szakadt volna el a karavantol
(x,<xp). A két autéban leve lizemanyagmennyiség egylittesen elegendd
a karavannak az el8z8 levalasi pontig val6 visszatéréséhez, hiszen x;-bol
is elegend lett volna, a feltétel szerint. Most az x,-ba iiresen visszatérd
auték a f index{i autd iizemanyagkészletének felhasznalasaval halad-
nak visszafelé. Azt a pontot, ameddig ez a visszatér6 karavan el bir
jutni, jeloljik x3-gal. Amennyiben x7 = x,, készen is vagyunk. Az ellen-
kez8 esetben az « indexii autd xj-nal valjon csak le. Igy az o indexi
auté 2Ax iizemanyagmennyiséget megtakaritott, ahol Ax=x;—
—max (Xq, x}). Ez a pozitiv lizemanyagmennyiség azonban az utnove-
1ésére fordithatd, ellentétben a maximum elérésére tett feltevésiinkkel.
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Az a) —e) feltételek tehat sziikségesek ahhoz, hogy valamely szisz-
téma maximalis utat biztositson, — ha ilyen maximum egyaltalan 1éte-
zik. A kovetkezGkben meg fogjuk konstrudlni az ezeknek a feltéte-
leknek eleget tevd szisztémat, majd megmutatjuk, hogy az igy kapott
metddussal valoban nagyobb utat tehetiink meg, mint barmelyik ma-
sikkal, — maximum tehat létezik és feltételeink elegendGk is annak
biztositdsahoz. EI6bb azonban kimondunk még egy feltételt, mely meg-
konstrualandé maximumunk unicitdsanak biztositasdhoz lesz sziik-
séges.

f) Az iizemanyagdttoltés mindig a levdldsi helyeken, egyszerre tor-
ténik. Ha ugyanis egyes autéknak el6bb adnak at, azok—ellentétben a
¢) ponttal — nem tele indulndnak tovabb a levalasi helyr6l. Ha utana-
toltenének ezeknek is, ez lényegtelen bonyolitdsa volna az egyszerre
végrehajthatd attoltésnek. Ilyen utana-toltésre csak akkor lenne sziik-
ség, ha egyes autok mar el6bb teljesen kiiiriilnének. Ez azonban lehe-
tetlen, hiszen egyforma autdok egyforman tele indultak (nemcsak a ki-
indulasi pontrél: minden egyes levalasi helyrdl is), tehat egyik sem
iriilhet ki el6bb a méasiknal. Ugyanilyen megfontolasokkal belathatd,
hogy visszatéréskor is lehetséges az lizemanyagatadast tgy végrehaj-
tani, hogy az csak a levalasi helyeken torténjék.

C. Az elmondottakbdl szinte azonnal kovetkezik, hogy a maxi-
malis szisztéma konstrukcidjanal alkalmazhaté indukcidé. A karavan
{k+ 1)-edik autéval valé bd&vitése ugyanis nem zavarhatja meg a k
autdébol allé karavan metddusat, hiszen a (k+ 1)-edik levalasa (eld-
szor csak ez valik le az e) pont szerint) esetén a k tovabbhaladé auténak
tele kell lennie (c)) és ide (egy kivételével) iiresen kell visszaérniok (d)).
Tehat ugyantgy, (@), b)), mintha k aut6bdl allé karavan indulna —
innen.

Ezek szerint x; .y annyival lesz nagyobb x;-nal, amennyire a (k + 1)-
edik autd el tudja vinni az egész k autobdl allé6 karavant és onnan
(a vezérautd kivételével) vissza tudja hozni. Ez menet (k+ 1)-szeres,
jovet k-szoros fogyasztisnak felel meg. Osszesen 2k + 1 egyenlS részre
kell tehat osztani a (k+ 1)-edik auté tizemanyagéit és addig mehet ez
az autd a karavannal egyiitt, amig egy ilyen részt el nem fogyaszt.
Képletben:

gl
2k+1°

k=0, 1,2, ... behelyettesitésével kapjuk, hogy az n autébodl allé
karavan altal maximalisan megtehetd 1t

1) Xi+1— X =

| oy 1
Q) fum e it (n
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és az is rogton kiadédik, hogy a levalasi helyek (a céltol szamitvay
1. 1—|—%, 1+%+%, ... tavolsagban vannak. (2)-b8l #» minden hata-
ron tdl valé novelésével divergens sort kapunk, tehdt az igy megkonst=
rualt szisztémaval tetsz8legesen nagy tavolsiagok is elérhet8k.

D. Vegyiink most egy tetszdleges szisztémat az n autobol allé kara-
van kozlekedtetésére és hasonlitsuk ezt 6ssze a C. pontban megkonst-
rualttal. Illessziikk Gket egymadsra ugy, hogy a két ,,cél” (az a pont,
ameddig a vezérautd eljutott; jeldljik x,-val) egybeessen. Jeldljiik a
céltol mért x; tavolsdg masik végpontjat ugyancsak x;-vel (ez nem fog
félreértést okozni), és a kivalasztott tetszGleges: szisztéma levalasi he-
lyeit xi-vel, tehat x} az a pont, ahonnan mar csak i autd halad tovabb,
de odaig mégtobb jott.(i=1,2, ..., n;x,,ill. x, a kiindulépontokat jelentik.)
Jelentse Ax; illetSleg Ax;, az x; és x;_4, illet8leg x; és x;_, kozé es6

~szakaszokat. Itt nem kell teljesiilnie az e) feltételnek, elSfordulhat
tehat, hogy tobb x; egybeesik, azaz Ax;=0 is lehetséges. (Ax; mindig
pozitiv, értékét (1) szolgaltatja.)

Haladjunk a céltél visszafelé. Tegyiik fel, hogy Ax;=Ax], ha
l=i<k, de Ax;, mar hatarozottan kiillonbozik Ax;-t6l. Addig, amig
az egyenl8ség teljesiil, a két szisztéma lényegében azonos. A levalési
helyek ugyanis megegyeznek és x,-bél kiindulva konnyen megmutat-
hatd, hogy az autéknak tele tartallyal kell elindulniok rendre az &sszes
levalasi helyrdl, kiilonben nem tudnak elérni a kovetkezd levalasi he-
lyet, illetve a kisér§ autok nem tudnanak visszatérni,— és ide visszatérve
Osszes lizemanyagukat el is hasznaltak. Az attoltés mdodozataiban (az
attoltési helyek siiritésében) lehetnek csak kiilonbségek. Mivel azon-
ban ez sem a megtett utat, sem a fogyasztas mennyiségét nem befolya-
solja, nem tekintjilkk kiilonbozSknek azokat a szisztémakat, melyek
csak ebben térnek el.

Feltételiink szerint az x, pont mar nem esik egybe az x; ponttal.
Az nem lehet, hogy Ax,<Ax; legyen. Ezen a szakaszon ugyanis k
autd kozlekedik menet és k—1 autd visszajovet. Az Osszfogyasztas
tehat itt ((1) felhasznlasaval)

2k — DAx,>(2k — DAx, =1.

Az x;_{=xj_, ponttdl viszont, mint emlitettiik, k—1 auténak tele
tartallyal kell elindulnia, xj-nél tehat a k autoénak tébb, mint k egy-
ségnyi iizemanyaggal kellene rendelkeznie, — ami lehetetlen.
Illessziik most ismét Ossze a két szisztémat ugy, hogy x, €s xi
essenek egybe. Ezzel a C. pontban konstrudlt szisztémankat a cél ira-
nyaban eltoltuk. Tovabb haladva a kiindulépont felé, és az egész el-
jarast annyiszor megismételve, ahiny Ax;#Ax} szakaszt talalunk, vé-
giil a két kiindulépontot, x,-et és x/-t illesztjiik egybe. Kozben azonban
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a C. pontban konstrualt megoldast legalabb egyszer eltoltuk a cél
iranyaba (kiilonben valamennyi Ax;=Ax} lenne, ami a két szisztéma
egyezését jelentené); az altalunk konstrualt szisztémaval tehat adott
szamud autébdl allé karavan nagyobb utat bir megtenni, mint barmely
mas, ettél kiilonbozé szisztémaval.

Az a)—e) pontban adott feltételeink tehat elégségesek ahhoz, hogy
egy szisztéma maximalis utat biztositson. Lattuk azonban, hogy a le-
valasi pontok egyezése esetén két szisztéma még kiillonbozhet abban,
hogy az lizemanyagéttoltés milyen 1épésekben torténik. A mér kimon-
dott f) feltétel viszont éppen ezt szabalyozza és lehet8vé teszi, hogy
igy — a legegyszer{ibb attoltési médban megéllapodva — a B. pont
alatt felvetett kérdésre egyértelmii valaszt adjunk.

E. Foglalkozzunk ezek utan az iizemanyag-minimum kérdésével.
Vilagos, hogy a B. pont segitségével a C. pontban el8allitott megoldas
az x; tavolsagokra nézve valoban az lizemanyagminimumot szolgaltatja.
Barmelyik titszakaszon véve ugyanis tobb autot, A. szerint ez az iizem-
anyagfogyasztas novekedését vonna maga utan. Ezzel sehol nem tud-
nank csokkenteni az autok szdmit, mert minden lehetséges k auté-
szamra vonatkozdan (k=i) a karavan teljesitGképességét maximali-
san kihasznaltuk. Az x; tavolsadg megtételéhez i-nél kevesebb autd,
mint a ‘maximum B.—D. pontokban tortént konstrukcidjabdl latszik,
nem elég. Uzemanyagot ugy takarithatnink még meg, hogy az egyes
autdk tartalyait induldskor nem toltjiik tele: ekkor azonban, mint lat-
tuk, nem tudjuk a feladatot az x; tavolsagra megoldani.

Vegylink most tetszGleges x* tavolsagot. Ez nyilvan beleesik az
X; szigorian monoton noveked§ sorozattal, mint osztépontokkal meg-
hatirozott intervallumok valamelyikébe. (Tekintsiik ezeket az inter-
vallumokat feliilr6l zartnak, ha tehat x* =x;, akkor azt mondjuk, hogy
x* az (x;_q, x;) intervallumba esik.) A feladat megoldasahoz, ha x*
az (x,, x,+ 1) intervallumba esik, éppen n+1 autd sziikséges; n autd-
val ugyanis csak a nala rovidebb x, tdvolsdgra oldhaté6 meg a feladat,
n+1 autdval viszont megoldhaté még a néla nagyobb (vagy ugyan-
akkora) x, . ; tavolsagra is. Ennyi aut6 tehat kell, tobbet inditani viszont
(A. szerint) tobb fogyasztdssal jarna.

Az (n+ 1)-edik autd csak akkora tavolsagot kell, hogy megtegyen,
hoyg a maradék éppen x, legyen; ha kevesebbet menne, » autd nem
lenne elegendS a hatralevé 1t megtételéhez, ha tobbet, akkor az 1t
elején tobb autd menne a feltétleniil szokségesnél —és ez megint A.-nak
mondana ellent.

Az (n+ 1)-edik auto tehat a (céltél mért) x, levalasi pontig és onnan
vissza, a kiindulé pontig kell, hogy fedezze a karavan iizemanyag-
sziikségletét. Az ehhez feltétleniil sziikséges y, ., lizemanyagmennyiséget
kell a tartalyaban elhelyezniink és, ezzel névelve az n autd altal vitt
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n egységnyi lizemanyagot, kapjuk a feladat x* utra vonatkozé meg-
oldasahoz sziikséges minimalis {izemanyagmennyiséget. Képletben:

3) Vns1 =% —x) [+ D +n]=C2n+ D(* —x,) =1,
ugyanis
XK — Xy =Xy — Xy = .
s —"n+1 n 2n+1‘

Azt kaptuk tehat, hogy — ha az iizemanyagfogyasztasnak egy-
4ltalan Iétezik minimuma az tetszGleges x* tavolsagra nem lehet
mas, mint a (3) képlet segitségével nyert n+ y,,, izemanyagmennyiség.
Be kell még latnunk, hogy valdéban létezik miminum és ezzel a bizo-
nyitast be is fejeztiik. .

F. Legyenek valamely, az (x,, x,.) intervallumba esé x* tavolsag
esetén egy tetszGleges szisztéma levalasi pontjai az xi, x5, ..., X, pon-
tok (a céltol szamitva, ugyanugy, mint el6bb) és tekintsiik az x* hosszi-
sagli 0t egy olyan beosztasat, melynek osztépontjai az x; és x; pontok
Osszessége (i=n, j=m). Jeloljik ezeket x¢-vel (k=1,2,...,/, ahol
I=m+n). Tekintsitk most az Ut egy Axj szakaszit. Az eddig elmon-
-dottakbdl azonnal kovetkezik, hogy ha a tetszGlegesen valasztott szisz-
témaban a karavin ezen a szakaszon éppen p autobdl all, az altalunk
konstrualt szisztéma szerint viszont ¢ autobdl all6 karavan halad ugyan-
itt, teljesiil a p =q egyenl6tlenség. (Igy specialis esetként m=n is ki-
adédik.) Mivel cz minden szakaszra teljesiil, A. alapjan akarmelyik
szisztéma szerint haladva legalabb akkora lesz a fogyasztds, mint az,
amit az E. pontban nyertiink. EgyenlGség csak abban az esetben lehet-
séges, ha x; és x; paronként megegyeznek, — ekkor viszont a két szisz-
téma lényegében megegyez8. Az altalunk konstrudlt szisztéma tehat
valdban a minimumot szolgaltatja; nyugodtan nevezhetjiik tehat a prob-
léma megoldasanak.

A feladatot tehat megoldottuk és valaszoltunk a feltett kérdésekre.
Tetsz8leges x tavolsdgra meg tudjuk mondani, hogy a karavannak hany
autobol kell allnia* és mennyi lizemanyagot kell felvennie, hogy a ki-
tlizott célt elérje. A kodvetends, fogyasztasi minimumot szolgéltato el-
jaras ekkor (mégegyszer osszefoglalva)a kovetkezG: elindul a karavan,
a (2) segitségével meghatarozott (a célponttél mérve x; tavolsagokban
elhelyezkedd) pontokon mindig levalik egy autd, mely el6zéleg fel-
tolti a tobbiek tartalyat, de nem fordul vissza, hanem megvarja a késébb

4 Nagy tavolsdgokndl ez a szdm rettenetesen nagy lesz. A Fine éltal levezetett
asziptotikus formula ffgyelembevételével az auték széma és a (mértékszdmban ezzel
egyenld) sziikséges iizemanyag * novekedésével konstans faktortol eltekintve ugy
novekszik, mint e**.
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visszatérdket; egylitt térnek vissza és azoknak az tizemanyagsziikségletét
is 8 fedezi visszafelé. i
II. A problémanak sokféle altalanositasa kinalkozik. Néhanyat ezek
koziil BANKOVI GYORGYgyel egyiitt kidolgoztunk. A matematikailag leg-
érdekesebbeket késziild kozos dolgozatunkban publikalni is fogjuk.®
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5 A Magyar Tudomédnyos Akadémia Matematikai Kutaté Intézetének Koz-
leményeiben, angol nyelven.
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Néhany egyszeriien targyalhat6, valamint két, ezideig megoldatlan alta-
lanositasra azonban itt is kitérek.

1. A vezérauténak a cél feldl is elé tud jomni egy segité karavdn.
Konny{ belatni, hogy ennek a kisegit6 karavannak ugyanolyan szisz-
téma szerint kell eljarnia, mint a kisérének, azzal a kiillonbséggel, hogy
ez menet all eggyel kevesebb autébdl, mint visszatérében. Tekintve
“azonban, hogy két-két levalasi pont kozt mindig egy autd fedezi az
egész karavan iizemanyagfogyasztasat, kozombos, hogy egy tele autét
segitenek tovabb a kisérési szakaszon vagy egy iireset visznek magukkal.
Nyilvanvald, hogy az 8sszfogyasztas kevesebb lesz, mintha csak ki-
sérni lehetne a vezérautdt, hiszen ha csak egyetlen autdt inditunk is
szembe, ez a sziikséges kisérési tivolsagot (2) szerint i-dal csokkenti,
ez pedig mar n=>5 esetén is azt jelenti, hogy a kisér6 karavanban ket
autéval kevesebb elegend8. (Nagyobb autészam esetén még nagyobb a
megtakaritas.) Konnyli megmutatni, hogy a fogyasztds minimumat
akkor érjiik el, ha a kisérési tavolsagok nagyjabol egyforma hosszuak.
Pontosabban: ha x a megadott tavolsag, Tl szakaszon kisérve a
vezérautdt (és ugyanekkora szakaszon segitve a masodik karavannal)
minimumot nyeriink. (Legyen a kisérd karavan autéinak — E. szerint
meghatarozhaté — szama n; ekkor a.masik karavan is nyilvan n autd-
bél fog 4llni.) Ha azonban a karavanok Osszes autdi nincsenek tele,
ezt a minimumot nemcsak egy pontban nyerjiik, hanem egész szaka-

1
szon. Mas szoval, ha az s tavolsag nem egyenlé x, . -gyel (ez

2
jelenti azt, hogy a kisér8 karayan aut6i nincsenek tele), hanem Xx, és
X,+1 kOzé esik, mindossze annyi a megkotottségiink, hogy mindkét
kisér8 karavan legfeljebb n autébdl allhat és legalabb n—1 tele autot
kell tartalmaznia. Ezen beliil (az Osszfogyasztas valtozasa nélkiil) sza-

badon valaszthatjuk meg, hogy nagyobb tavolsdgon kisériink-e £ ;

(és ugyanannyival kevesebbet megyiink elé), vagy forditva. A bizo-
nyitas csak egyszer(i szamolast igényel, ezért nem részletezziik.

2. A kiséré autéknak nem kell visszatérniok a kiinduldsi pontra; a
kiiiriilt tartdlya autokat az Ut mentén hagyjuk.® Az eredeti gondolat-
menet 1ényeges egyszerfisitésekkel vihetd at erre az esetre, és igen kony-
nyen belathatd, hogy (2) ebben az esetben igy moédosul:

1
nél

1 1 1
X"=1+§‘+*3—+...+7.

6 Amennyiben a problémanak {irhajézasi alkalmazasat lehet taldlni, ez az eset
lesz érdekes: a hordozérakétat, felhasznalds ut4n, nyilvan ,.elhagyjuk az {irben”.
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A tetszbleges tavolsagra vonatkozé tizemanyagminimumot (azaz a (3)
képlet modositott alakjat) fel sem érdemes kiilon irni.

3. A feladatban nem egy, hanem tobb auté megadott célba vald elju-
tasat koveteljiik. Be fogjuk bizonyitani, hogy egy kisérd karavan inditasa
jobb technika, mintha egymastol fliggetleniil, kiilon kisér6 karavanokkal
segitenénk a célba az autodkat.

A bizonyitasnak csak egy részét, az eredeti bizonyitas C. pontjat
végezziik el erre az esetre. A tobbi lényegében valtoztatas nélkiil vihetd
at. Legyen a feladatban megszabott vezérauték szama k és keressiik,
milyen messze tud eljutni egy kn aut6bdl all6 karavan. Az i-edik kiséré
autét csatolva a karavanhoz, ez menet i-+k, visszatéréskor i autd
fogyasztasat kell, hogy fedezze; — a megtehet6 tavolsagot tehat

1
Xitk— Xitk—1= 2+k

tavolsaggal noveli. (k=1 esetén ez tartalmazza az (1) képletet, mint
specialis esetet.) Alkalmazzuk ezt az Osszefiiggést az i=1,2,..., (n— 1)k
esetekre; figyelembevéve, hogy az ut végén minden vezérautd teljes
iizemanyagkapacitdsanak megfelel6 tavolsagot bir futni, adédik

1 1 1
+

it g g ks S Y

Ez valéban nagyobb, mint a k fiiggetlen, n autébol all6 karavan
altal megtehetS ut. Osszevetve ugyanis (2)-vel (k=1):

—1—+71 -+ tE : >k } ek
k+2 k+22 7 k+k-2 k(1=+2) 3"
L -+ ! + ..+ . >k ! -——1-
k+(k+1)2 k+k(+22 7 k+2k2 k(1+4) -5°
1 % 1 2
k+[(n—2)k+1]12 k+[(n—2k+2]2
‘ 1 k 1 1

= DR2 HIF3G—1] =1’

ami allitasunkat bizonyitja.

4. A karavdnt alkoto autdk tartdlya kiilonbozé méretii. Ha csak a
vezérautd tartdlya mas, az csak az utolsé utszakasz hosszat befolyasolja,
hiszen minden el6z8 szakaszon mas autd fedezi az egész karavan fo-
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gyasztasat. (Legfeljebb, ha tul kicsi az a tartaly, egy-egy szakaszon
beliil tobb részletben kaphatja meg az tizemanyagot.) Eléfordulhat azon-
ban, hogy nincs elére kikotve, melyik auténak kell beérnie (tehat az
eltérd tartalyunak-e, vagy mésiknak), s6t, az is lehet, hogy az autdk
kozt tobbféle tartalyméretii is eléfordul; esetleg valamennyinek a tar-
talya kiilonboz8. Konnyli belatni, hogy ha egy tartily mérete g (az
altalunk egységnyinek nevezett tartalyhoz Viszonyitva) akkor az az ut-
szakasz, amelynek ez fedezi a sziikségletét, q-szorosara nyulik, illetve
zsugorodik. Nyilvanvald, hogy ez a valtozas annal kisebb, minél kisebb
szakaszt befolyasol. Ha tehat azt keressiik, hogyan érhetiink el maxi-
malis ttteljesitményt, olyan sorrendet kell az autok kozt megallapita-
nunk, hogy a legkisebb tartalyu autd valjék le elGszor, aztin nagysag
szerint a tdbbi, legvégén a legnagyobb. (Illetve, ha azt is szabadon
vélaszthatjuk, a legnagyobb tartalyu auté legyen a vezérauto).

5. Az autdk fogyasztdsa kiilonbozd.” Ennek az esetnek direkt tar-

gyalasanal érdekesebb annak figyelembevétele, hogy ez lényegében az

¢léz8, 4. pont alatti altalanositas dualja: egyforma fogyasztasu, kiilon-
boz8 tartalya auték egyforma tartalyd, kiilonboz6 fogyasztastiaknak
felelnek meg, mégpedig, természetesen, kisebb tartily nagyobb fogyasz-
tasnak és viszont. Mindkét esetben ugyanis a tele auté nem egységnyi,
hanem tS6bb vagy kevesebb utat bir megtenni. A levalasi sorrend itt
ugyanigy allapithaté meg, mint az el6bb. (Vildgos, a nagy fogyasztasu
auték minél kevesebbet menjenek.) Az (1), (2), (3) képletek itt nem
lesznek érvényesek. A paratlan harmonikus sor megbomlik, a nevezdket
egyenként kell kiszdmitani.

6. Az autdk tartdlyai is, fogyasztdasai is kiilonbézéek. Amennyiben
ilyen karavan autbinak levalasi sorrendjét akarjuk meghatarozni, varat-
lan nehézségekkel talaljuk magunkat szemben. Nézziik el6szor a kérdést
két autd esetén.

Valasszuk az egyik autd tartilyat és fogyasztdsit egységnyinek,
a masik tartalya legyen n, fogyasztisa pedig &. Irjuk fel a megtehetd
tavolsagot el@szor ugy, hogy az ,egység-autd™ legyen a vezérautd,
majd Ggy, hogy a maésik:

1 1 7

1,‘
2§+1+ <6+2Jr 5

Aszerint, hogy melyik egyenl&tlenség teljesiil, érdemes egyik vagy mésik
autét forditani vissza; egyenl8ség esetén kozombos a sorrend. Kife-

7 Bzen azt értjiik, hogy az.egyes autdk utszakaszonkénti fogyasztisa egymdastol
cltérd, de egyenletes és (ugyanidgy, ahogy eddig), semmilyen tényez6tdl nem fiigg.
Ebben a dolgozatban a valtozd fogyasztas kérdésével egyéltalin nem foglalkozunk;
annak targyaldsat teljesen a mdr emlitett késziilé dolgozatra hagyjuk.
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jezve (egyenlGség esetén) y-t, mint & fliggvényét, nyerjik:

152 4 1)
e

Ha a (&, n) pont ezen gorbe folott van, az egység-autdt, ha alatta, a
masikat kell visszaforditanunk.

A nyert eredmény ugyan clég egyszeri, de ha tobb autéra is meg-
probaljuk elkésziteni, stilyos szamitasi nehézségekkel talaljuk magunkat
szemben. Elvi nehézség latszélag nem 1ép fel, de explicite kiszamitani
példaul azokat a ,,feliileteket”, melyek a négydimenzids tér elsG tér-
negyedének hat részre osztasaval kijelolik, mikor melyik sorrend a leg-
jobb harom aut6 inditasa esetén, — ez annyira bonyolultnak tiinik, hogy
szinte érdemesebbnek latszik a konkrét esetekben az egyes lehetGségek
végigprobalgatésa. 5

Ez a probléma ilyenforman (az n =2 esettdl eltekintve) a legkevésbé
sem tekinthets elintézettnek. Mindenesetre a megoldast, gy latszik, a
fent vazolt uttdl eltér6 modon kell keresni.

7. Az eredeti feladatot nem autdknak, hanem helikoptereknek kell
végrehajtaniok. Ez a latszolag teljesen hasonlé probléma annyiban
kiilénbozik az eddig targyaltaktdl, hogy a helikopter (feltételezésiink
szerint) képes a levegGben lizemanyagot atadni és atvenni, de varakozni
(mint azt a megoldas szerint az autOknak kellett) nem tud. Mindjart
el6rebocsatom, hogy — tudoméasom szerint — ez a probléma is nyilt
még ez id§ szerint; néhany kisebb tavolsagtol eltekintve nem tudjuk
megadni a sziikséges lizemanyag minimumat €s a ,,jo”” metddust.

Tegyiik fel, hogy a helikopterek fogyasztasa €s sebessége egyenletes,
és a karavan valamennyi gépe egyforma. Legyen a fogyasztas és a tar-
taly mérete megint egységnyi. Az attoltésekre forditott id6t (pontosab-
ban: a gépeknek ez alatt, a leveg6ben allva torténd fogyasztasat) hanya-
goljuk el.

Inditsuk el az egész karavant egyszerre és (hasonldéan a probléma
autdkkal térténé megoldasdhoz) a kiindulé pontra visszatért gépeknek
tobbé ne kelljen felszallniok. Meg fogjuk mutatni, hogy ilyen médszer-
rel még az x =2 tavolsdgra sem oldhatjuk meg a feladatot, akarhany
gép all is rendelkezésiinkre.

Induljon el ugyanis egy n gépbdl allo karavan. Az el8szor levalo
gép, visszafordulasi helyéig (nem részletezziik, de konnyen belathato,
hogy itt is teljesiilnek az @) — f) pontok, — d) kivételével) n gép fogyasz-

utat tesz meg a kara-

tasat fedezi, visszafelé csak a sajatjaét, tehat =g
vannal egyiitt. A tobbi innen tele indul tovabb; a kovetkez§ vissza-
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1 L :
fordulénak 1 — SR lizemanyagmennyiségbdl kell gazdalkodnia, mert

egyediil kell megtennie az egész utat a kiindulasi pontig. Az n — 1 gépbdl
all6 karavan fogyasztasat fedezi tehat el6re-menet, a sajatjaét vissza, a

iizemanyagmennyiséget tehat n részre kell osz-

rendelkezésére allé 4
n+1

tania, — igy ez a gép is i utszakasszal juttatta el6bbre a karavant.

n-+

o Wt ol
Ugyanigy belathatd, hogy valamennyi visszaforduld gép i szakasz-

n—+
szal jarul hozza a megtett uthoz, a vezérgép pedig egységnyi utat tesz
meg. Az n gépbdl allo karavan ilyen modszerrel megtehetd maximalis
Utja tehat

x,=1+ R 3
ez pedig, mint lathatd, sohasem éri el a kett6t, n akarmilyen valasztasa-
val. (Nem is beszélve az lizemanyag minimalizalasarol.)

A kovetend6 moddszer tehat az lesz, hogy a visszaérkezett gépek
ismét lizemanyagot vesznek fel €s segitik a visszatérésben a késGbb
visszaforduldkat. n =4 esetén sikeriilt diszkutalni a kiilonbozd eseteket,
de ha a gépek szama nagy, a lehetSségek olyan valtozatos sokasagat
kell figyelembe venni (hany gép térjen vissza 6nalléan és hanyat segit-
siink, hany segitsen, karavanszeriien segitsenck-¢ vagy egyenként, stb.),
hogy valamilyen rendezd elv talaldsa nélkill ez reménytelennek latszik.
Az elmondottak illusztralasara ismertetjitkk azt a ,,menetrendet”, amely
szerint egy négy gépbdl allo karavan a maximalis utat képes megtenni.
Egységnyinek azt az id6t nevezem, amennyi alatt egy gép egységnyi utat
tesz meg. Az abran feltliintetett id6- és tavolsag-mértékszamok az egység
60-adrészeire vonatkoznak. A kis karikak az egyes gépeket jelentik, a
hozzajuk csatlakozo nyilak pedig az adott pillanatban, ill. helyen a
repiilési irdnyokat, illetve a fordulast (mely mindig egyben tizemanyag-
attoltést is jelent.).

Végiil néhany tajékoztatd szamadat. A kozolt ,,menetrend” mutatja,
hogy négy gép hat egységnyi fogyasztassal tudja megtenni azt az utat,

s 23 = : :
amelyrdl azt allitottuk, hogy maximalis. Ez az ut 1 +%tavolsag-egyseg.

A tovabbiakban csak az utak egységen feliili részének szamlalgjat irjuk
ki 60-as nevezdre vonatkozéan (akarcsak az abran), két tizedes pontos-
saggal.

Ha a négy repiil6 az autdokhoz hasonlé metddussal, tehat négy
egységnyi lizemanyag felhasznalasaval repiilt volna, csak 36 mértékszamu
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utat birt volna megtenni. Négy autd ellenben 40,57-et. Igaz, hogy négy
repiilé igy, hat egységnyit fogyasztva 46 mértékszamu utat tett meg, de
ha hat autét inditunk, az 52,69-et tett volna meg, mig hat repiils, az
eredeti metodussal (hat egységnyi fogyasztassal) csak 42,86-ot. Mint l4t-
juk, az eltérések mar a gépek ilyen kis szama esetén is meglehet&sen
nagyok.

[TPOBJIEMA CBEPE)XEHMS I'OPHOYET'O

B. Xaittman

B nepsoit yacTi CTaThu aBTOP AAET MHON MyTh pPeueHdst OAHOH NPOBGIeMbl,
paspemennoit gaitnom (Fine). 3apaua cocrout B caeayiomem. C HEKOTOPOi
6a3kl OTHPAaBASETCA ABTOKOJOHHA COCTOSIINAS M3 OJMHAKOBBIX MAIMH; OJHA
U3 MAalMH A0/DKHA AOCTUTHYTH LEIH, HaXOJJ,ﬂLLleﬁCﬂ HA 3a/JaHHOM pPacCCTOSIHHH,
A OCTaJbHBIM HY)KHO BEPHYTbCA Ha ncxopHyro 6asy. M3 ckonbkux mMaumms gomK-
Ha OBITH COCTaBJIEHA KOJIOHHA, CKOJBKO rOPIOYEro AO0/KHA B3ATh C COO0H Kay-
nasi mammHa (KOMMYeCTBO 9TO, KOHEYHO, OrPAHMYEH0), KAKOBBI TE MECTa Ha
KOTOPBIX MAWMHBI JODKHBI JKAATh WJIH C KOTOPHIX OHM JODKHBI MOBEPHYTHCA
Hasaj, 4yTo6sl pacxop roprouero Gel1 651 MO BO3MOMHOCTH MuUHUManbHeIM? Ha
9TH BONPOCHI aBTOp MUIET M AT OTBETH B MEpBON yacth crathi. Bo sropoii
4aCTH OH PacCMaTpMBAeT HEKOTOpbie 000OIIEHUS STOW 3ajadu; CTaTbs COAEp-
JKAT TAKOKE pemennsi 0000ueHui ¢ 1-oro no 5-oe, HO pemeHust 00O0OLIEHHbIX
3apa4 6-o#f u T-0ff OCTAIOTCS OTKPHTBIMH.

ON THE JEEP-PROBLEM

B. HAITMAN

In the first part of the paper we give a solution in a new way for some problem
solved by Fine. The problem is the following. From a base a caravan starts consist-
ing of cars of the same kind one of which has to come to an end in distance given
before. The others must return to the base. There are in question: the necessary num-
ber of the cars in the caravan, the amount of gasoline which is to be carried by each
of them (this amount is naturally limited), the suitable points where the cars must
stay or return to solve the task consuming gasoline in the least amount possible.
We can answer these questions correctly.

In the second part we give several generalizations of the problem; generali-
zations 1.—35. are solved in the paper, however, 6. and 7. ones are open problems.

9 Matematikai Lapok



Nicolas Bourbaki és a mai matematika

HeNrl CARTAN (Paris)!

NICOLAS BOURBAKI egy terjedelmes, francianyelvii matematikai tan-
konyv szerzje. Noha a mii els§ kotete mar 1939-ben megjelent, a teljes
mii korant sincs befejezve; mindeddig 21 kotet jelent meg tobb mint
3000 ‘oldal terjedelemben.? BOURBAKI tobb matematikai folydiratban is
kozolt dolgozatokat, tobbek kozott az ,,Archiv der Mathematik™ cimii
folydiratban is. Ezenkiviil egy szeminarium (az tigynevezett Bourbaki-
szemindrium) vezet§je Périsban: évenként haromszor az HENRI POINCARE
nevérdl elnevezett intézetben Franciaorszag és a kornyezd kiilfold neves
professzorai és kutatéi egy matematikaval foglalkozé konferencidra
gylilnek 6ssze. Ebben a szemindriumban eddig mintegy 150, a legkii-
16nbdzEbb matematikai témaval foglalkoz6 elGadas hangzott el. Az
elBadasok szdvege sokszorositott formaban matematikus korékben az
egész vilagon elterjedt.

Az ut6ébbi id6ben BOURBAKI neve egyre szélesebb ko6zonség elStt
valt ismeretessé. Igen sok ember tette fel maganak a kérdést: Kicsoda
tulajdonképpen Bourbaki? Miivei alapjan az a benyomasunk tamad,
hogy nem lehet olyan matematikus, mint a tobbi. Helyes értesiiléseket
szerezni fel6le nem konnyii, mert magyon kevés ember talalkozott vele
személyesen. Ha Onok ilyen értesiilések utan a napi sajtoban vagy az
egyes folydiratok BourBAkival foglalkozo6 cikkeiben kutatnanak, bizo-
nyara nagyon meglepddnének a sok egymasnak ellentmondé allitason;
ha pedig személyesen kérdeznének meg tekintélyes matematikusokat,
olyan sok titokzatos torténetet hallandnak, hogy még jobban megzava-
rodnanak, és végiil komolyan tennék fel a kérdést: ,,Létezik-e egydltald-
ban Nicolas Bourbaki?”’ Hogy ezt a talanyt megoldjuk, egy szavahihetd
egyénhez fordulunk, tudniillik Dr. GOTTFRIED KOTHE professzor urhoz,
a mainzi Gutenberg-egyetem volt rektorahoz. KOTHE ur a ,,Kutatok és

1 H. Cartan ezt a beszédet 1958 januar 8-4n mondta el a Nordrhein West-
falen tartomdny Kutatéi Munkakozosségének 76. iilésén Diisseldorfban.

> 1961-ben a megjelent kotetek szdma 26-ra ‘emelkedett. Tobb kotetnek mdr
masodik kiaddsa is megjelent. (A forditd.)
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természettudosok a mai Eurépaban™ cimii sorozatban tanulmanyozza
BourBAKI miivét, és azt irja: ,,Szerz6nk személyi adatai kissé bonyolultak
és titokzatosak™, de semmi tobbet.

Szerencsére egy gorog baratom lehetGséget nyujtott nekem ahhoz,
hogy a BOURBAKI nemzetség eredetét felfedjem. Ezért tudom ma Onok-
nek a kovetkez§ érdekes torténetet elmondani.

A monda szerint a XVII. szdzadban a krétai hazafiak a betolakodé
torokok ellen két testvér, EMNAUEL és NICOLAUS SKORDYLIS parancsnok-
saga alatt harcoltak. A két testvér olyan batran és hdsiesen harcolt,
hogy a torokok ,,VOURBACHI” elénévvel ruhaztak fel 6ket. VOURBACHI
annyit jelent, mint élharcos. EMANUEL és NICOLAUS biiszkén fogadta el
ezt a megtisztel6 melléknevet, amelyet késébb utddaik orokoltek. Ez
alatt a VOURBACHI név a gordg nyelvben BOURBAKI-vA valtozott (B
keriilt a v és y a ch helyébe). Emanuel egyik dédunokaja, névszerint
SAUTER BOURBAKI tobb mint szaz évvel kés6bb a Foldkozi-tenger ismert
tengerjardja volt. Abban az id6ben BONAPARTE tabornok Egyiptomban
harcolt. SAUTER BOURBAKIT Jerdme Bonaparte, Napdleon batyja azzal
az tizenettel kiildte Egyiptomba, hogy Napdleon a lehet6 leggyorsabban
térjen vissza Franciaorszagba, mert az idG allamcsiny végrehajtasara
alkalmas. Amint az ismeretes, Napdleonnak sikeriilt a hatalmat magahoz
ragadnia, de az mar talan kevésbé ismeretes, hogy Napoleon SAUTER
BoURBAKI iranti halabdl gondoskodott annak harom fia neveltetésérdl.
E harom fiu egyike, aki francia tiszt lett, apja volt a francia hadsereg
annak az ismert tibornokanak, CHARLES BOURBAKInak, aki az 1870/71-es
német—francia haboru alatt hadseregét atvezette a svajci hataron, hogy
az ne keriiljon német hadifogsigba. A tadbornok BouUrBAKInak volt egy
hiiga, aki NicoLAs BourBaki egyik unoké&jahoz ment feleségiil. A
BourBAKki csalad e két aganak 6sszefon6dasbol szarmazik — amint ezt
mondjak — a matematikus NicoLAs BOURBAKI, aki ma a Poldaviai
Kiralyi Akadémia tagja.

Gorog baratom e pontos kozlése ellenére csaknem valamennyi ma
¢l6 matematikus meg van gySz6dve arrél, hogy NicoLAs BOURBAKI
nem létezik; inkdbb azt hiszik, hogy a BOURBAKI név egy csoport fran-
cia matematikus fedSnevéiil szolgal. Ilyen véleményt képviselt nyilva-
nosan néhany évvel ezel6tt Boas ur, a ,,Mathematical Reviews” cimii
amerikai folydirat felel8s szerkesztGje az Encyclopaedia Britannica egyik
cikkében. Késébb az Encyclopaedia Britannica szerkesztSi kinos zavarba
keriiltek, amikor N1coLAs BOURBAKI alairasaval harcias levelet kaptak,
amelyben BOURBAKI kijelentette, hogy Iétezésének jogat senkit6l sem
tliri el kétségbevonni. Hogy BoAs tettét megbosszulja, BOURBAKI min-
denfelé azt terjesztette, hogy a matematikus BoAs nem létezik, hanem a
B. O. A. S. betiik csak a Mathematical Reviews szerkeszt6i egy csoport-
janak fed@nevéiil szolgalnak.

o*
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De most mar itt az ideje annak, hogy elhagyjuk a képzelet teriiletét.
Mondjunk le azon probléma megoldasardl, vajon NicoLAS BOURBAKI
¢él6 személy-e vagy sem, forditsuk figyelmiinket inkabb miivei felé,
amelyek biztosan léteznek. Mivel e miivek megalkotasdban személyesen
résztvettem, egy Kkicsit kényes beszélnem réluk, de remélem, hogy ezt
megbocsatjak nekem, és véleményem nem lesz thlsdgosan elfogult.

Az 1934/35 tanév téli szemeszterében egy kb. 10 fiatal francia
matematikusbol, akik csaknem valamennyien a périsi £cole Normale
-Supérieure hallgatdi voltak, allé6 csoport elhatarozta, hogy kozdsen
analizis-tankonyvet ir. Ez a tankonyv f6leg a francia egyetemeken
tanulé hallgatok szaméra késziilt volna. GOURSAT klasszikus francia
tankonyve mar nem felelt meg az Gj matematika kovetelményeinek;
ezért az ifjak olyan miivet akartak alkotni, amely ugyanezt a feladatot
toltotte volna be, mint GOURSAT miive annak idején, és ezenfeliil kielé-
gitette volna a huszadik szdzad matematikajanak kovetelményeit is.
Havonta egyszer gyliltek ssze egész Franciaorszagbol ezek az ifjak,
hogy a tervet megvitassak. Csakhamar vilagossa valt el6ttiik, hogy nem
szoritkozhatnak csupan a klasszikus analiZis tankonyvének megirasara.
Példaul az algebra, amely kiilonosen Németorszagbol kiindulé hatéasok
alatt (itt els6sorban a nagy matematikusra, Emmy Notherre és tanitva-
nyaira gondolok) atformalédott, megkezdte az egész matematika arcula-
tanak lényeges megvaltoztatasat. Igy fiatal matematikusaink fokrél-fokra
dobbentek ra arra, hogy tervezett vallalkozasukat milyen atfogéan kell
megalapozniok.

Egy kissé mas allaspont volt a kovetkezS: az utdbbi évtizedek
folyamin a matematika kiilonb6z6 4gai annyira megnéttek, hogy a
specializalodas csaknem valamennyi matematikus szdmara sziikségessé
valt. Csak olyan kivalésagok, mint DAviD HILBERT vagy HENRI POIN-
CARE tudtak a matematikat mint egészet uralni, az atlagos matematikus
szaméra tllsdgosan nehézzé valt tudomanyaganak attekintése és a mate-
matika kiilonb6z6 teriiletei kozotti belsé kapcsolatok megragadasa.

Elérkezettnek latszott az id6 arra, hogy e végzetes helyzet kikiiszo-
bolésére a matematika minden Iényeges teriilete egységes targyaldsban
keriiljon feldolgozésra, ez a targyalas ne tamaszkodjék elGismeretekre,
és tegye lehet6vé a kiilonbozs teriiletek kozos alapjainak megértését.
Fiatal francia matematikusaink elhataroztak, hogy e feladat megoldasat
magukra vallaljak. Csak az ifjusag képes ilyen merész elhatarozésra.
De ez az ifjlisag nem volt olyan meggondolatlan, hogy ne latta volna a
nehézségeket is. Kiilondsen nagyon vilagosan latta azt, hogy egy ilyen
vallalkozas meghaladja egy ember erdfeszitéseit. K6zos munkara volt
sziikség. De milyen mddszert valasszon ez a kozos vallalkozéas ? Altaldban
egy kozos munka megfogalmazasa a kovetkezd szabaly szerint torténik:
Minden munkatars a képességeinek legmegfelelSbb teriiletet veszi at,
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és kotelezi magat, hogy a miinek ezt a részét megirja. De ez a szabily
ebben az esetben pontosan az ellenkezgjét segitette volna el§, mint ami
kivanatos lett volna; tudniillik itt arrdl lett volna szé elsGsorban, hogy
el8szor a matematika minden 4gabdl ki kell valogatni az alapfogalmakat,
és csak kés6bb lehet a specialis tudomanydgakkal foglalkozni. Igy
sziikségessé valt, hogy mindenki mindenck elStt elfelejtse sajat szak-
teriiletét, és arra kényszeriilt, hogy mindent el8Irdl tanuljon meg. Sziik-
ségesnek latszott, hogy az Gsszes kérdést kozosen beszéljitk meg, és ennek
megfelelen a végleges megfogalmazas csak egy ilyen diszkusszid-sorozat
eredményeként johetne létre. Szitkségesnek latszott, hogy minden egyes
résztvevd javaslatokat tegyen, ezeket Osszehasonlitjuk és megbeszéljiik.
Igy végiil lehetetlen lesz felismerni, ki melyik részét alkotta az egésznek,
a mi valéban kozos mii lesz.

De most egy gyakorlati kérdés meriilt fel: egy konyvet altalaban
a szerz6 nevével kell megjelentetni. Nyomtassunk minden kotet elsé
oldalara egy hosszti sor szerz8t? Ez kényelmetlen lett volna. Ezért
elhataroztuk, hogy a kiadvany szdmara alnevet valasztunk. Miért valasz-
tottuk éppen NicorAs BourBAkI nevét? Senki sem tud koziiliink erre
a kérdésre teljes és pontos valaszt adni; a név kivalasztisa éppen e
,,k0z0s személyiségnek” els6 megnyilvanulasa.

BourBAk1 kezdettSl fogva az ugynevezett axiomatikus modszer
meggy6z8déses hive volt. Ezért alkalomadtin megbiraltak. De célja
elérése érdekében erre feltétleniil sziiksége volt. Ondk tudjak mit jelent
az axiomatikus médszer. Ez lényegében igen régi mddszer, mar Euklides
szolgaltatott rd példat. De az axiomatikus médszer modern formaban
csak a XIX. szazad vége felé valt ismeretessé, amikor DAvID HILBERT
kozzétette ,,A geometria alapjai”® cimii kival6 konyvét. KésGbb az
axiomatikus médszert a német iskola alkalmazta eredményesen a modern
algebrara, és a mOdszer ma mar atjarja az egész matematikat.

Mi is tulajdonképpen az axiomatikus médszer ? Hogy erre magya-
razatot nyerjiink, forduljunk egy igen elemi példahoz. Ha egy fiatal
tanul6 olyan egyszerii feladatokkal foglalkozik, amelyekben mértékegy-
ségként a kilogramm, a méter, a liter stb. fordulnak el8, a végkovetkez-
tetések sok esetben hasonldk. Ennek oka egyszerii: olyan algebrai kép-
leteket irhatunk fel, amelyek a mértékegységektdl (kg, m, [, stb.) fiigget-
lenill érvényesek; més szavakkal: kiilonboz8 problémak az algebra
egyetlen probléméajanak specialis eseteiként jelennek meg, és ennek az
egyetlen egy probléméanak a -megoldasa valaszt ad az Gsszes specialis
esetre is. _

Ez a rendkiviil elemi példa igen jellemz6 az axiomatikus moddszer
alkalmazasara. Mi torténik tudniillik a magasabb matematikiban? Az
a matematikus, aki egy bizonyitds végrehajtasat kisérli meg, mindenek
elStt azokra a jol meghatarozott matematikai objektumokra gondol,
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amelyekkel éppen abban a pillanatban foglalkozik. Ha mar most ugy
latja, hogy talalt egy bizonyitast és az Osszes végkovetkeztetését még
egyszer gondosan atnézi, azt veszi észre, hogy a bizonyitdsadban a tanul-
manyozott objektumoknak csak kevés jellegzetes tula_]donsaga jatszott
Jelentos szerepet. Igy tehat ugyanazt a bizonyitast olyan més objektu-
mokra is at lehet vinni, amelyek csak azokkal a tulajdonsagokkal ren-
delkeznek, amelyeket a bizonyités soran felhasznaltunk. Ebben rejlik az
axiomatikus médszer oly egyszerii alapotlete: aBielyett, hogy megmagya-
rAznank mely objektumokat akarjuk megvizsgalni, felsoroljuk azok
tulajdonsagait. Ezek a tulajdonsdgok, mint axiomék, az eljaras élére
keriilnek. Ezek utdn mar nem kell megmagyaraznunk, hogy mik ezek
az objektumok, amiket megvizsgalunk, hanem bizonyitdsunkat ugy
hajtjuk végre, hogy az Osszes, az axiomaknak elegettevé objektumokra
érvényes lesz. Most mar igen figyelemremélté az a tény, hogy ez igen
egyszerli otlet rendszeres alkalmazasa az egész matematika klasszikus
felépitését alapjaiban renditette meg.

Természetesen egy axiOmarendszer megvalasztdsa nem torténhet
teljesen onkényesen: kiillonb6z8 axiémarendszerekre felépitett elméletek
kiillonb6z6 modon érdekesek. A matematikaban pedig nincs olyan sza-
baly, amely eldontené, mi érdekes és mi nem. Csak a mar felépitett
elméletek mély ismerete, a problémak finom elemzése, vagy egy varatlan
intuicié teszi lehet&vé a kutatd szdmara, hogy célszerii axiémarendszert
valasszon. Egy ilyen rendszer akkor lesz célszer(i, ha kiilonbozd alkal-
makkor is hasznalhaté. Igy tehat felmeriil a kérdés, milyen fogalmakat
tekintsiink fontosaknak, alapfogalmaknak ? A matematika torténete arra
tanit, hogy e fogalmak koére a kutatok munkaja nyomdan jelentSsen
novekedhet. Példaul a topoldgikus tér fogalma egy fél évszazadig csi-
szol6dott, mig elnyerte ma hasznélatos definicidjat. Ez a mindnyajunk
elétt ismeretes fogalom RIEMANN, CANTOR, FRECHET, RiESz FRIGYES
és HAUSDORFF munkéja nyoman jott Iétre.

BOURBAKI tobbszor is €It azzal az alkalommal, hogy 1j fogalmakkal
gazdagitsa a matematikat. Ilyenek példaul az altalanos topoldgiaban a
filter és az uniform struktira fogalma; vagy a legijabb id6kbdl szarmazo,
a topolédgikus vektorterek osztalyozasénal szerepld ,tonneliert”-terek3,
a kvazi-teljes terek, a Montel-féle terek és masok.

Az axiomatikus rendszernek ma még vannak ellenzGi. Bizonyos,
hogy ha egy fiatal gyereknek az aritmetika szamitasi szabalyait akarjuk
megtamtam ugy sziikséges, hogy konkrét példakkal keltsiik fel figyelmét,
és arra késztessiik, hogy ezeken gondolkodjek Igy természetesen a
magasabb matematika tanulmanyozisanal is sziikséges, hogy el6bb

3 Altalanosan elfogadott magyar megfélelé’)je még nincs, talan az ,,alagut-
terek” Kkifejezéssel lehetne leforditani. (A ford.)
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konkrét esetcken keresztiill baratkozzunk meg a dolgokkal, és csak
utana térjiink at az altalanos és absztrakt vizsgalatra. Ha azonban arrol
van sz0, hogy a matematika atfogd targyalasat adjuk, és megvilagitsuk
kiilonboz6 teriiletei kozott fennalld kapcsolatait, minden esetben az
axiomatikus targyalasi médot kell alkalmaznunk mar csak azon egy-
szerli oknal fogva is, hogy ugyanazt a bizonyitast ne kelljen tizszer
megismételniink.

Az axiomatikus modszer kovetkezetes végigvitele sziikségképpen
arra kényszeritette BOURBAKIt, hogy teljesen Uj kapcsolatokat teremtsen
a matematika kiilonbozd teriiletei kozott. Lehetetlen volt megtartani a
szokasos klasszikus felosztast; analizis, differencialszamitéds, geometria,
algebra, szamelmélet, stb. Ezek helyébe Iépett a struktira fogalma,
amely lehet6vé tette az izomorfizmus definidlasat és ezen keresztiil a
matematika alapveté fogalmainak osztalyozasat. A struktura fogalmat
altalanosan megmagyarazni nagyon faradsagos munka, ezért inkabb
példakkal vilagitiuk meg: el&szor is 1€teznek algebrai struktirdk, ezeket
hozzarendelési utasitdsokkal értelmezziik (példaul a szamok Osszeadasa
egy ilyen utasitds, amelynek segitségével két szimhoz egy harmadikat
rendeliink ; ugyanez vonatkozik vektorok Gsszeadédséara, szamok szorza-
sara, vagy a geometriaban két forgatas kompozicidjara, stb.). Azt is
azonnal észre lehet venni, hogy ezek az utasitasok két- vagy tobbvaltozds
fiiggvények. Specidlis algebrai struktirak a rendezési struktirdk,; példaul
a valdos szamok halmaza rendezett, mert két kiilonb6z8 adott valds .
szam koziil az egyik mindig nagyobb mint a masik. Az egész szaimok
halmazara egy masik rendezési struktiirat nyerhetiink akkor, ha az a
egész szamot akkor nevezziik ,,nagyobbnak” a b egész szamnal, ha b
oszthaté a-val (deez a struktura nem olyan, hogy két adott egész szam
koziil az egyik mindig nagyobb mint a masik!). Ezenkiviil ismeriink
topologikus strukturdkat : egy halmazon azzal definialunk egy topologiat,
hogy alkalmas médon bevezetjiik a hatarérték vagy a kornyezet fogal-
mat, amely eleget tesz bizonyos, axidmaknak is nevezhets feltételeknek.
Ha példaul az E halmazon értelmezziik a tdvolsdg fogalmat [azaz azt a
fliggvényt, amely minden (A, B) pontparhoz egy nemnegativ valés sza-
mot, a d(A, B)=d(B, A) szdmot rendeli Uigy, hogy tetsz8leges hairom E
halmazbeli pontra fennalljon a d(4, C) =d(A4, B)+d(B, C)], akkor ez a
tavolsdg egy topoldgiat hataroz meg az E halmazban. Az E halmaz F
részhalmazat az E halmazbeli 4 pont ,,k6rnyezetének™ nevezziik akkor,
ha Iétezik olyan pozitiv &, hogy az 6sszes d(4, M) <e tulajdonsigh E
halmazbeli M pont az F részhalmazhoz tartozik. Az E halmazbeli
M,, M,, M,..., M,,... pontsorozat akkor tart 4-hoz; ha minden ¢=0-ra
az elegendd nagy index{i M, pontokra fennall a d(A4, M,)<e egyenlGt-
lenség.

Ilyen ,,egyszer(i” struktirakbol kiindulva a matematika olyan terii-
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leteire jutunk, ahol tobb ilyen egyszerli struktura osszekapcsolva for-
dul el8. ugy latszik, hogy ezek a legfontosabb teriiletek. Hogy ezeket
alaposan at tudjuk tekinteni, természetesen igen hasznos, hogy az alap-
vetd struktarakat jol ismerjiik. Elemi példat arra a helyzetre, amikor
tobb struktira parhuzamosan fordul el§ egy halmazban, a valds szamok
szolgaltatnak. A valds szamok halmazaban ugyanis haromf¢le struktira
fordul el8: egy algebrai struktira, amelyet szamitasi operacidkkal (6sz-
szeadas és szorzas) definidlunk; egy rendezési struktura, mert a valds
szamok kozott egyenlStlenségek allanak fenn, és végiil egy topoldgikus
struktdra, mert a hatarérték fogalmat is bevezethetjik. Ez a harom -
struktira egyméssal Gssze van kapcsolddva, igy a topoldgiat mintegy a
rendezés kovetkezményeképpen lehet definidlni; tovabba Osszefiiggések
4llnak fenn a rendezési és a szdmitasi operaciok kozott (két egyenlGt-
lenséget szabad tagonként Osszeadni, stb.). Mas példak tobb struktira
osszefonodasabol keletkezett esetekre: a topoldgikus csoportok, a diffe-
rencialhaté sokasagok, az analitikus terek, a nem folytonos transzfor-
macid-csoportok stb.

Miben 4ll teh4t a matematikanak struktira-clméleti alapon valé
felosztasa? A kovetkezd vilagos: ha példé.ul a topoldgikus terek elméle-
tének alapvet§ tételeit megtalaltuk, gy ezeket a tételeket az Osszes
specialis topologikus terekre alkalmazhatjuk. gy példaul BAIRE-nek a
teljes metrikus terekre vonatkozé tisztin topoldgikus jellegli tétele a
fels6bb analizis sok specialis kérdésére, kiilonosen az analitikus fliggvé-
nyek elméletére is alkalmazhaté.

Térjiink vissza 1935-be. Akkor hatarozta el BoURBAKI, hogy meg-
irja az egész matematika teljesen axiomatikus felépitését, és el8szor
— amint ezt 8 nevezte — ,,az analizis alapvet§ struktirdit” tanulma-
nyozta. Hogy a matematikanak ilyen felépitése ,,ex nihilo” lehetséges,
arrdl tobb — ha nem is az &sszes — matematikus meg volt gy6zédve;
de ez a meggy6z6dés nem alapulhatott tapasztalaton, mert ilyen kisér-
letet még soha senki nem hajtott végre. BOURBAKI sajatossaga talan
éppen abban all, hogy ezt a kisérletet végrehajtotta. O maga errdl 1948-
ban az amerikai ,,Association for Symbolic Logic” el6tt tartott elGada-
san igy nyilatkozott: ,,Nem elégedtem meg azzal a megallapitassal, hogy
egy ilyen vallalkozas lehetséges, hanem inkabb megkezdtem annak bizo-
nyitasat, éppen ngy, mint DIOGENES, aki a mozgas létezését azzal bizonyi-
totta, hogy lépett egyet; az én bizonyitasom az id6k folyaman egyre
teljesebb lesz parhuzamosan kényveim megjelenésével.”

E nagy tankdnyv ciméiil BOURBAKI ,,A matematika elemei’” cimet
valasztotta. Els6 pillantasra ez a cim igen szerénynek latszik, de val6ja-
ban igen becsvagyd, mert Euklides Elemeire emlékeztet.

Most megkisérliink valaszt kapni arra, hogy BOURBAKI hisz év
multdn mennyivel jutott kozelebb kitlizott céljahoz. A mi teljes terve
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tovabbra is ismeretlen marad, mert a mar megjelent 21* kotet teljes
egészében az elsd részhez, ,,Az analizis alapvetd struktirai” cimii rész-
hez tartozik. Ez az elsG rész tobb un. ,,konyvre” oszlik:

I. kdonyv: Halmazelmélet
II. k6nyv: Algebra
III. konyv: Altalinos topoldgia
IV. konyv: Egyvaltozds valds fliggvények
V. konyv: Topolégikus vektorterek
VI. kényv: Integralszamitas

A tovabbi konyvek felosztasa még bizonytalan. Minden egyes un.
konyv tobb fejezetet és szamos gyakorlo feladatot tartalmaz. A gyakorld
feladatok egy részét szdmos matematikus eredeti miiveibdl meritettiik,
de a szerzGket (legalabbis a gyakorlatoknal) sohasem idéztiik; éppen a
kozelmultban olvastam, hogy nagy megtiszteltetést jelent egy matema-
tikus szamara az, ha Boursaki ilymédon megrabolja.

A rendszer logikus kovetkezményeképpen a valds szamokat nem
allithattuk a tankonyv élére, azok csak a harmadik konyv negyedik
fejezeteként jelennek meg, tudniillik a valdés szimok elméletében mar
egyidejlileg haromféle strukturara van sziikség. BOURBAKI pedig az alta-
lanos kérdésektdl halad a specialis kérdések felé. Ezen oknél fogva a
val6s szamok értelmezése a racionalis szamok alapjan nala egy altalanos
konstrukcié specidlis eseteként jelenik meg, tudniillik egy topolégikus
csoport teljes bdvitéseként. (III. konyv, 111. fejezet); és ez a teljes bovités
egy uniform tér teljes bdvitésére vonatkozd elméletre vezetSdik vissza
(III. konyv, II. fejezet).

Az elsG rész Osszes konyve szigoruan logikus sorrendben koveti
egymast. Egy fogalmat vagy eredményt csak akkor szabad felhasznalni,
ha az egy el6z6 konyvben vagy fejezetben mar elGfordult. Igy tehat
konnyen belathatd, hogy ilyen szigorisagnak nagy ara van: ez tudni-
illik maga utdn vonja az el6addsmod bizonyos nehézkességét, és ez a
nehézkes mechanizmus kicsit riasztélag hat az olvaséra. A stilus nem
veszi kozvetleniil igénybe az olvasé képzeletét. A matematikai szoveg
tételek, allitdsok, lemmak stb. sorozatabdl 4ll; a szigortian szabatos
stilus éles ellentétben all a milt szizad végén uralkodé hagyoményos
francia stilus pontatlansagaval és homalyossagaval. De masrészt ez a
szigoru stilus bizonyos el8nydket is jelent: a f6eredmények vildgos és
preciz megszovegezését. Mar nem sziikséges egy hosszabb szovegrész
elolvasasa ahhoz, hogy egy bizonytalanul megfogalmazott allitds sza-
batos jelentését megallapitsuk. Ma mar vildgosan lathat6, hogy ez a
szabatos stilus egyre jobban és jobban hatol be a matematikai iroda-
lomba. '

4 1961 végén 26 kotet.
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Gyakorlati okok lehetetlenné tették, hogy a megjelent részek logikai
és id8rendi sorrendjét Osszeegyeztessiik. Igy példaul az I. konyv 1. feje-
zete, amely a formalis matematika teljes felépitését tartalmazza, a Soro-
zatnak csak tizenhetedik koteteként jelent meg, mert a szerzének fel
kellett mérni a kovetkezd kotetek sziikségleteit. Hogy az ebbdl fakado
nehézségek legalabb egy részét elkeriilje, BOURBAKI mar 1939-ben kiadta
az 1. konyv eredménytarat (,,Fascicule de résultats™), amely tartalmazza
a halmazelmélet mindazon jelolését és szabalyat, amelyekre a kovet-
kezd kotetekben sziikség volt. Ahogyan az tjabb kotetek egymasutan
megjelennek, ugy illeszkednek bele az egész mii megfelelS logikai helyére.

A ,,Notes historiques”> és a ,,Fascicules de résultats”’® cimii része-
ket kiilon kell megemliteni. Az egyes fejezetek végén gyakran taladlhato
torténeti attekintés; ez néha igen rovid, néha igen részletes. Minden
esetben az éppen targyalt kérdések Osszességére vonatkozik. A mi
tulajdonképpeni szovegében torténeti utalasok soha sincsenek. BOURBAKI
ugyanis a logikus felépitést6l valo legkisebb eltérést sem tliri meg. De
BOURBAKI szdvege és a matematika hagyomanyos targyalasmodjanak
kapcsolatai a torténeti fiiggelékben keriilnek megmagyarazasra, és ezek
a magyardzatok gyakran messze visszanyulnak a multba. A ,,Notes
historiques™ stilusa gyakran igen jelentGsen eltér BOURBAKI szigoru,
kanonikus stilusatél; talan a jov8 torténészei egyszer azon tdrik majd
a fejiiket, hogyan is johetett létre ez a nagy stilus kiillonbség?

Felmeriilt azonban egy tovabbi nehézség is: a terminoldgia kérdése.
Onok tudjik, hogy @j elméletek, Gj fogalmak 1ij terminoldgidra, Uj
jeldlésekre vezetnek. Ha semmiféle nyelvet nem beszéliink, nem tudunk
semmiféle fogalmat sem megmagyarazni: ¢és ezenfeliil beszéd nélkiil
nincs gondolat sem. A matematikaban igen gazdag nyelv és igen sok
jelolés all rendelkezésiinkre. E szazad elején a matematika legkiilonbo-
z8bb teriileteinek rohamos fejl6dése és az egyes szerzGk egymastol
fiiggetlen munkéja nyoman a terminolégiaban borzalmas ziirzavar kelet-
kezett. Ugyanannak a fogalomnak t6bb neve volt, és kiilonboz6 fogal-
mak viselték ugyanazt az elnevezést. BOURBAKI sziikségesnek tartotta,
hogy a terminoldgiat is megvaltoztassa és leegyszeriisitse, hogy a mate- .
matikat mint egységes egészet targyalhassa. E torekvésében egy BERG-
MANN nevii, a XVIII. szdzadban élt upsalai svéd vegyész vezette, akit
Lavoisier a kovetkez8képpen idéz: ,,Ne faites grace a aucune dénomina-
tion impropre; ceux qui savent déja entendront toujours; ceux qui ne
savent pas encore entendront plus t6t”.7 Igy BOURBAKI élesen meg-
kiilonboztetett olyan fogalmakat, amelyeket addig keresztiil-kasul hasz-

5 Torténeti megjegyzések.

6 Eredménytdr.

7 ,,Ne kegyelmezzetek semmilyen helytelen elnevezésnek; akik tudjik, ezutan
is megértik, akik még nem tudjik, kordbban meg fogjik érteni.”
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naltak; pl. ,,boule” és ,,sphére” (gomb és gombfeliilet). A ,,befedés” és
,,elhelyezés”’® fogalmara a francidban csak a ,,recouvrement” szoét ismer-
ték, BOURBAKI a ,,recouvrement” illetve a ,,revétement” szét hasznéilja.
Harmadik példaként hadd utaljak a ,,kompaktsag” fogalmara, amelyet
FRECHET valamint ALEXANDROFF—HOPF konyve més értelemben hasz-
nal, mint BOURBAKI. Ami Alexandroff-nal ,,bikompakt” az BOURBAKInAl
kompakt. Ezt az elnevezést hosszu ideig mérlegelték, ma mar azonban
az egész matematikai irodalomban — a Szovjetuniét kivéve — elterjedt.

Bizonyara most mar arra is kivancsiak, hogyan dolgozik gyakorla-
tilag BOURBAKI? A 8—10 résztvevdt szamlalé Gin. BOURBAKI-kongresszus
tagjai haromszor egy évben egy kicsi, csendes, a varosoktdl tavolfekvo
helyen jonnek &ssze. Két ilyen kongresszus egy-egy hétig, a harmadik,
amely a nyari sziinid6ben zajlik le, 14 napig tart. Atlagosan 7—38 orat
dolgoznak naponta, a tobbi id6t a sétaknak és az étkezéseknek szen-
telik. Ezeken a kongresszusokon tovabbi kotetek tervét beszélik meg,
és konkrét javaslatokat tesznek, ezek azonban még csak igen ideiglenes
jelleggel birnak. Minden targybdl egy arra kijelolt tag irasbeli besza-
molot készit (pl. osszefoglalas a kvadratikus formakrdl, a Lie-féle cso-
portokrol stb.). Ezt a beszamoldt késGbb sokszorositjak és minden tag-
nak kiosztjak. A kovetkez§ kongresszuson ezt a beszdmolét megtar-
gyaljak; a szoveget valaki hangosan felolvassa és mindenki kérdezhet,
javaslatokat tehet, stb. Igen gyakran el6fordul, hogy az Gsszes résztvevs
egyszerre beszél. A diszkusszid utan ko6zos munkéval Gj, részletes szo -
veg késziil; az egyes fejezeteket egy-egy, de most mar masik tag késziti
el. Ezutan ezeket a fejezeteket ismét sokszorositjdk és egy tovabbi
kongresszuson felolvassak és megtargyaljak, majd ismét mas tagokat
biznak meg egy-egy fejezet megszovegezésével és igy tovabb. ElSfordul-
hat, hogy tobb javaslat és valtozat utan az egész fejezetet elejtik; ebben
az esetben semmi sem keriil belSle nyilvanossagra, ez csak BOURBAKI
konyvtaraban van meg. Lehetséges, hogy néhany évvel késGbb meg-
sziiletik e fejezet egy egész 0 megfogalmazasa. Minden egyes tag szamara
barmikor nyitva all az a lehetség, hogy teljesen 1j javaslatot tegyen.
Ez a munkamédszer azzal jar, hogy a tankonyv mindenegyes fejezetét
Otszor, hatszor vagy esetleg nyolcszor irjak, vitatjak €s valtoztatjak meg.
Nagyon konnyen el tudjak képzelni, hogy ez rengeteg id6t emészt fel,

A kongresszus vitai mindig igen élénkek és hevesek. A hatarozato-
kat sohasem a tobbség elve alapjan hozzak, szavazatok Osszeszamlalasa
egyaltalaban nem is l1étezik! Minden hatarozat egyhangl dontés ered-
ménye, €s ez nem jon 1étre mindig konnyen. Ezenfeliill minden hatarozat
egy kés6bbi id6pontban tordlhetd vagy megvaltoztathaté. Minden

8 Az eredeti német szﬁveg-,,ﬁberlagerung” szavara dltalanosan elfogadott
magyar kifejezések még nincs. (A ford.)-
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tovabbi nélkiil konnyen érthetd, hogy az ellentétes vélemények igen
hevesen csapnak Ossze, annal hevesebben, minél kivalobb egyéniségek
vesznek részt ebben a munkaban. Példaként elegendd talain ANDRE
WEIL, CLAUDE CHEVALLEY és JEAN DIEUDONNE nevét megemlitenem.
Ennek ellenére a tapasztalat arra tanit, hogy lehetséges eredményeket
elérni. Lehet, hogy ezek nem a legjobbak, de mégis eredmények, és
ebben olyasféle csoda rejlik, amit koziiliink senki sem tud megmagyarazni.

Ilyen jellegli munka természetesen kiilonleges légkort kivan: ko-
zosségi szellemet és baratsagot, teljes nyiltsziviiséget és vidam kedélyt;
onzését mindenkinek hattérbe kell szoritania. Ez mindny4junk sziméra
kemény iskola.

Térjiink most vissza a fejezetek szvegére. Miutin n-szer megir-
tak ¢és megvitattak, a szoveg nyomdaba kerill. Ez a széveg személyes
otletek eredménye, de a végleges szovegben teljesen lehetetlen az egyes
tagoknak még csak a nyomat is felfedezni. A szdveget valdban NicoLAs
BOURBAKI irta, a stilus BOURBAKI kanonikus stilusa, és senki sem fe-
dezi fel benne X vagy Y tollat.

Mi haszna van ennek a roppant erdfeszitésnek? Bizonyos, hogy
minden tagnak alkalma nyilik, hogy tudésat kiszélesitse és kiegészitse.
Kétségen kiviil mindegyikiikrdl nyilvanvald, hogy a matematika leg-
kiilénboz6bb teriileteirdl vett problémak irant érdeklddik, és mégis
mindenki igen sokat tanulhat a masikt6l. De reméljiik, hogy ezen tiil
is van még valami, mert BOURBAKI nem akar csak egy oncélu vallal-
kozéas lenni. BOURBAKI sokkal inkdabb mas matematikusok segitségére -
akar sietni, és a matematika tovabbi elGrehaladasat megkdnnyiteni.
Itt van az alkalom, hogy feltegyiik a kovetkezé kérdést: Milyen befo-
lyasa van BOURBAKI miivének ma, és milyen lesz a j6v8ben? Az biztos,
hogy a BouUrBAKI-koOtetek nem olyan konyvek, amelyeket egy fiatal
didk kezébe adhatunk. De az a tapasztaltabb didk, aki a legfontosabb
klasszikus fogalmakat mar ismeri és tovabb Ohajtja magit képezni,
BouRrBAKI tanulmanyozasaval erds és tartds alapképzettséget szerezhet
maganak. BOURBAKI mddszere, amellyel az altalanosbol a specialis felé
halad, egy kezd§ szamara, aki még nem ismer elegend8en sok prob-
Iémat, ez az Ut kicsit veszélyes, mert azt hihetné, hogy az altalinos
maga egy cél. De BOURBAKI véleménye nem ez; BOURBAKI szimara
egy altaldnos megallapitas csak akkor bir 1étjogosultsaggal, ha az tobb
specialis problémara alkalmazhatd, és valéban id8t és faradsigot ta-
karit meg. Ilyesféle takarékossag pedig ma mar sziikséges. Amikor
BourBAK1 tagjai kotelességiiknek érezték, hogy mindent 1jbdl atdol-
gozzanak, azt abban a reményben tették, hogy ezzel a jov6 matemati-
kusai kezébe olyan eszkozt adnak, amely munkijukat megkodnnyiti és
elérehaladasukat elGsegiti. Ami ezt az utolsd szempontot illeti, azt
hiszem, a célt mar elértitk: ugyanis milyen gyakran veszem észre, hogy

/s
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azokat a fogalmakat, amelyeket annyi faradsaggal dolgoztunk ki, ma
a fiatalok (akik ezeket a fogalmakat BOURBAKI konyveibdl tanultak
meg) milyen kénnyedén és miivészi médon hasznaljak!

Az id8k soran és a fiatalabb nemzedékek révén az 1ij eszmék (ame-
lyekrdl BoURBAKT tudja, hogy nem egyediili képviseldjiik) egyre nagyobb
és nagyobb korokbe hatolnak be. A matematika alapjai megértésénck
ez az Uj utja-mddja arra hivatott, hogy a kozeli vagy tavolabbi joveo-
ben befolyasolja az egyetemi, s6t a kozépiskolai oktatdst is. Bizonyos,
hogy a matematika igazsagai Orokérvényliek, de veszélyes volna az
oktatist, még az elemi oktatast is, megmerevedni hagyni. Bizonyos
fogalmak, amelyeket ma altalanosan alapvetSknek ismeriink el, meg-
érdemlik, hogy mar a fiatal emberekkel is megismertessiik. Ez termé-
szetesen csak ugy torténhet, hogy allandéan konkrét példdkra hivat-
‘kozunk. Manapsig a matematika elemi oktatasa, mindenek elStt a
geometriaé, elképeszt6 médon még a gordg gondolatvilag befolydsa
alatt 4ll. Amilyen mértékben ez a gondolatvilag ma mar talhaladott,
olyan mértékben kellene az Uj eszmékeét az oktatdsban is bevezetni.
Természetesen balgasag volna mindent egyszerre felforgatni. Eppen Né-
metorszagban és Franciaorszagban vannak az oktatasnak olyan hagyo-
manyai, amelyeket részben tisztelni kell. De bizonyos fejlédés siirgs-
sen sziikségessé valt, és ma az a benyomasom, hogy ez a fejl6dés mindkét
orszagban mar a kiiszéb el6tt all. Ehhez a fejlédéshez talan BOURBAKI
is hozzajarult indirekt és igen szerény moédon.

T6bb mint hisz éve dolgozik BourBAkil. El tudnak képzelni, hogy
ez alatt nagyon megoregedett, és tagjainak dinamikéja elvesztette ere-
jét. De ez nem 1gaz' BoOURBAKI 0rokké él, és orokké fiatal marad: mint
az emberiség, O is allandéan tjjasziiletik. Az alapiték (az ugynevezett
,,membres fondateurs”), akiknek egyike Onok el6tt 4ll, fokozatosan
félrealltak, fiatalok alltak a helyiikre. Ezek az Gj tagok onként talal-
tak el BOURBAKI-hoz, egy szép napon a legénységhez csatlakoztak, és
egyesek ma mar a csoport legkitlin6bb vezetdi.

Mindezek ellenére nem maradhat titok az, hogy BOURBAKI ma
1jabb nehézségekkel kiizd: husz év alatt a matematika igen jelentSsen
megvaltozott (amiert talan részben BOURBAKIt is terheli a felel§sség).
Igy talin ma mar egyes fogalmak, amelyek BourBAKI konyvének alap-
jait képezték, egy kissé tulhaladottak. Majd ha BourBakl konyvének
els8, ,,Az analizis alapvetd strukturdi” cimii részét befejezi, talan kote-
lességének érzi majd, hogy mindent elSlr6l kezdjen el. De BOURBAKI
nem akar csak a matematika alapjaira szoritkozni. Mik ma a tervei?
Ezt nem szabad elarulnom. Egy biztos: ha a célok megvéltoznak, meg
kell valtoztatni a modszereket is. A végleges eredmény a jovs titka
marad. Errdl talan Gjabb 20 év milva beszélhetiink.

Forditotta: SCHARNITZKY VIKTOR.
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Grafelméleti széls6_értékekre vonatkozo problémakrol

BorLLoBAs BfLA és ERDGs PAL

E cikkben G{” n szogpontu (a tovabbiakban szogpont helyett rovi-
den pontot mondunk) s k élii grafot fog jelenteni, ahol hurkokat kj-
zarunk, s két pont legfeljebb: egy éllel lehet Gsszekotve (azaz egy és
két é1bdl allé koroket kizarunk). n(G) jelenti G pontjainak szamat és
v(G) G éleinek szamat. G —x jelenti azt a grafot, amelyet nyeriink,
ha G-bdl elhagyjuk az x pontot és a belSle kiinduld Gsszes éleket. Ha-
sonld értelemben hasznaljuk a G—{xy, ..., x;} jelolést is. xy-uton egy
olyan utat értiink, melynek az x és az y pont a két végpontja.

TUurRAN! még 1940-ben felvetette a kovetkez8 kérdést: Mekkora

az a minimalis k=k,;(n) szam, hogy minden Gy" graf tartalmazzon [
pontbdl 4all6 teljes részgrafot, azaz oly / pontot, hogy barmelyik ketts
Ossze legyen kotve egy éllel. TURAN e kérdésre preciz valaszt adott, s
tovabba felvetette a kovetkezd kérdést: Mekkora k=k(n) minimalis
értéke, hogy G\ biztosan tartalmazzon egy el8irt tipust részgrafot?
E kérdésekr8l az utobbi idSben tobb cikk jelent meg?, s e dolgozat
is egy ebbe a témakodrbe vald kérdéssel.fog foglalkozni.

ERDOS €s GALLAI a kovetkezd kérdést vizsgaltak: Mekkora &, =k, (n)
minimalis értéke, hogy G,((:) tartalmazzon két x,, x, pontot, melyek
r oly tuttal vannak &sszekdtve, melyeknek az x; és x, pontokon kiviil
nincsen kozos pontjuk? Konnyli belatni, hogy k, =n, ugyanis minden
G”, mint ismeretes (és trivialis), tartalmaz kort, egy kor barmely két
pontja két oly uttal osszekdthetd, melynek végpontjaikon kiviil nincs
mas kozds pontjuk. Masrészt viszont, ha n pont koziil egyet a tobbi-
vel osszekotiink, nyilvin oly G™-et nyeriink, melyben béarmely két
pont csak egy uttal kothetd Ossze.

Legyen marmost /(2n) =3n—1, f(2n+ 1) =3n+ 1. Konny{ belatni,
hogy k;(n) =f(n). Ugyanis BARTFAI® nagyon egyszeriien bebizonyitotta,
hogy minden G(f"&.) tartalmaz paros szdmu élbdl all6 kort és egyszeri
meggondolas mutatja, hogy bizonyitasa azt is adja, hogy minden G(f"(),.)
tartalmaz két pontot, mely harom paronként fiiggetlen uittal van ossze-
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kotve (azaz oly utakkal, melyeknek végpontjaikon kiviil nincsen kdzos
. pontjuk). Tekintsiink masrészt n haromszoget [xo, X»;— 1, X2;, | Si=n,
igy nyeriink egy Gua*'-et (azaz egy GGariiy_i-et), mely nem tar-
talmaz két pontot Osszek6tS harom fiiggetlen utat. Ha az [x,, X5, 1, X5,]

haromszogbdl csak az (x,, Xx,,- ) €It hagyjuk meg, nyeriink egy G5 5-et

(azaz egy G(fz('}),.)_l-et), mely nem tartalmaz két pontot Osszekot6 ha-
rom fiiggetlen utat, ezzel k;(n) =f(n) bizonyitisat befejeztiik. k,(n) ér-
tékét r >3-ra nem sikeriilt meghataroznunk, talan k,(3n+1)=6n-+1.
n egyetlen ko6zos ponttal bird tetraéder példaja mindenesetre adja, hogy
k,(3n+1)=>6n.

A G grafrol akkor mondjuk, hogy teljes topologikus r-szoget tar-
talmaz, ha G-nek van » olyan pontja: y;,y,, ..., ¥,, hogy barmely
kett6 Osszekothet oly utakkal, melyeknek végpontjaikon kiviil nincs
mas kozos pontjuk. Ezek szerint egy 'teljes topologikus haromszog
egyszerien egy kor, techat minden G tartalmaz teljes topologikus

haromszdget, s van oly G2, mely nem tartalmaz teljes topologikus

haromszoget. DIRAC* bebizonyitotta, hogy minden G5,_, tartalmaz tel-

jes topologikus négyszoget, de van oly s mely nem tartalmaz
teljes topologikus négyszoget. Analdg tétel teljes topologikus 6tszogre
nem ismeretes. Mindenesetre van oly Goe mely nem tartalmaz tel-
jes topologikus Otszoget. Hogy ezt belathassuk, tekintsiink egy n szog-
pontii maximalis €lszamu sikba rajzolhat6é grafot, ez csupa harom-
sz0gbdl all, s ezért Euler poliédertételébsl konnyen adddik, hogy e
grafnak 3n—6 éle van, s mint sikba rajzolhaté graf, mint ismeretes,
nem tartalmazhat teljes topologikus 6tszoget. Lehetséges azonban, hogy
minden G(3",),_5 tartalmaz teljes topologikus 6tszoget.

Egy teljes topologikus négyszoget a kovetkez6 modon lesz cél-
szerii elképzelniink: Egy K kor és egy x, pont, mely nincs a kordn,
s melybSl harom péaronként idegen tit vezet a K kor x,, x,, X3 pont-
jaihoz. Az x,, x, x,, x5 pontok egy topologikus teljes négyszdget haté-
roznak meg. TURAN, mint mar a bevezetés elején elmondottuk, bebizo-
nyitotta, hogy minden Gi”,

1 r n=3t+r
T\ R (2)+1 (0§r<3)’
tartalmaz teljes négyszoget — azaz oly speciélis teljes topologikus négy-
szoget, melyben a pontokat OsszekotS utak élek. Kérdezhetjiik, mar-
most, mekkora az a legkisebb /;(n) szdm, hogy minden Gﬁ%.., tartal-

maz egy oly K kort és egy x, pontot, mely nincs a kéron, s melyb6l
legalabb harom oly él indul ki, mely K szdgpontjaihoz vezet (ez az
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alakzat megint egy specialis teljes topologikus négyszdg). h,(n) értékét
egyel6re nem tudjuk meghatarozni, nincsen kizarva, hogy /5 (n) =2n—2
(azaz ha DirAc tétele szerint van teljes topologikus négyszdg, mindjart
a mi specialis teljes topologikus négyszogiink is el6fordulna grafunkban).

Jelentse Aaltalaban h.(n) azt a legkisebb szdmot, hogy minden
G,.,(,.) tartalmaz egy K kort, s egy x, pontot, mely legalabb r éllel van
Osszekotve a K kor x,, ..., x, pontjaival. r=3 esetén egyelSre nem
tudjuk 74, (n)-et meghatarozni, s igy csak #,(n)-nel foglalkozunk. Trivi-
alis mindenesetre, hogy 4, (n) =f(n), tudniillik az x,, x, pontokat nyil-
van harom figgetlen uttal lehet 6sszekotni (két Gt a K kor éleibdl all,
s a harmadik 0t az (x, x¢) s (x5, X,) €élekbdl). POsA sejtette’, hogy
hy(n) =f(n), s a tovabbiakban Pdésa ¢ sejtésére két bizonyitast fogunk
adni.

Megjegyezzitk még, hogy Pdsa [6] a kovetkezd érdekes tételt
bizonyitotta be: Minden GY.._ 5 tartalmaz egy olyan kort, melynek két
(nem szomszédos) pontja egy éllel van Osszekotve (azaz grafunk tar-
talmaz egy poligont egy atléjaval). Viszont létezik oly G-, mely
nem tartalmaz ily kort.

Bizonyitas nélkiil emlitjik még a kovetkez8 tételt: Legyen n=6,

akkor minden
2
£ RO ngh UL
G onl=— [4]+l :

tartalmaz oly teljes topologikus négyszoget, melynek 6t sszek6td ttja
€l s a hatodik két élbsl all. Konnyli belatni, hogy ez nem igaz mind-

egyik G -e és igy e tétel nem javithato.
TETEL.
: hy(n) =f(n).

Nyilvanvald, h,(n) és f(n) definici6jabdl, hogy h,(n)=f(n), s igy
csak azt kell bebizonyitanunk, hogy minden G(f"(),,) tartalmaz egy K kort,
S egy X, pontot, mely nincs a K koron, s melybdl legalabb két él vezet
a K korhoz.

Erre a tételre fogunk két blzonyltast adni.

Az els6 bizonyitas (épp Ugy, mint a masodik) teljes indukciot
hasznal. Ha a G graf tartalmaz egy kort s egy pontot, mely nincs a
koron, s mely legalabb két éllel van a kor pontjaival 8sszekdtve, rovi-
den azt fogjuk mondani, hogy a G graf tartalmaz alakzatot.

Indukcids feltevésiink marmost a kovetkezd:

Legyen 4=m<n. Minden Gy, tartalmaz alakzatot. Ha m pi-

ratlan, akkor minden G,(,,,)~ 1 vagy tartalmaz alakzatot, vagy minden
€l el6fordul egy haromszogben.

10 Matematikai Lapok
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Ko6nny{i belatni, hogy n=4-re indukcids feltevésiink teljesiil (ti.
f(4) =5). Ezért, hogy tételiinket bebizonyitsuk, csak annyit kell kimu-
tatn nk, hogy indukciés feltevésiinkb6l kovetkezik, hogy minden
G0, tartalmaz alakzatot, s ha n paratlan, akkor minden G¥ly-1 tar-

talmaz alakzatot vagy minden €l elfordul legalabb egy haromszogben.

Elssorban feltehetjiik, hogy a Gf(,,), és paratlan n esetén a Gf(,,) 1
graf nem tartalmaz elséfoku pontot ha ugyanis ily pont létezne, ennek
elhagyasa utan nyilvan egy GE Y =f(n—1) maradna, mely mduk-_
ciés feltevésiink szerint tartalmaz alakzatot s igy az eredeti graf is
tartalmaz alakzatot.

Viszont feltehetjilk, hogy a G(f"(’,,), ¢és paratlan n esetén a G(f'zf.,_t
graf is tartalmaz mésodfoku szégpontot. Ha ugyanis G grafunk min-
den szogpontja legalabb harmadfokt volna, akkor G™ grafunknak

legalabb 37n éle volna, ami 37'1> f(n) miatt lehetetlen.

Tegyiik fel elGszor, hogy n= 2u+1 ElGszor bebizonyitjuk induk-
cids feltevésiinkbdl, hogy minden G3|,+1 Y tartalmaz alakzatot. Legyen
ugyanis x, grifunknak masodfoku szogpontja. Hagyjuk el x,-t, s .a
beldle kifut6 két élt, ekkor egy G5~ ;-et nyeriink, mely indukciés fel-
tevésiink miatt tartalmaz alakzatot (f(2u) =3u—1).

Nehezebb lesz indukcids feltevésiink méasodik allitasanak bebizo-

nyitasa, amely szerint minden G(2"+1) vagy tartalmaz alakzatot vagy
minden éle el8fordul haromszogben.

ElsGsorban is feltehetjitk, hogy nem tartalmaz alakzatot
(kiildnben nincs mit bebizonyitanunk). Legyen x, grafunk masodfokd
pontja, s tegyiik fel, hogy x, az x; és x, pontok-
kal van élekkel Osszekotve. Tegyiik fel elGszor,
hogy az (x,, x,) €l el6fordul grafunkban. Ekkor
azonban x,-bél nem vezet x,-be oly, az (x;, x,)
élt6l kiilonboz6 ut, mely nem megy at az x, pon-
ton (kulonben grafunkban lenne alakzat). Tehat
grafunk igy abrazolhato:

G,-ben vannak G&'*"’—x, azon pontjai,

1. dbra melyek nem kothetSk Gssze x,-vel oly tttal, mely
nem megy at x-en.

Tegyiik fel elészor, hogy n(G,)=2t, n(G,)=2u—2t. Ez azonban
lehetetlen, mert indukcios feltevésiink szerint (kiilonben G, vagy G,
tartalmazna alakzatot)

G(2u+ )

y(G)=3t—2, v(Gy)=3u—3t-2,
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tehat
V(G ) =34+ v(G)+v(Gy)=3+3t—2+3u—3t—2=3u—1,

ami lehetetlen.
Feltehetjitkk tehat, hogy -

n(G)=2t+1, n(G,)=2u—2t—1, O<t<u.
Indukciods feltevésiink miatt (kiilonben van alakzat)
(6)) v(G)=3t, v(G,)=3u—3t-3.

(1)-ben azonban mindkét helyen egyenlség all (kiilorben megint

V(G52 V) <3u), ekkor azonban indukci6s feltevésiink szerint G, és G,

minden éle valamelyik haromszdgben el6fordul. De ekkor az I. 4bra

miatt G5'*" minden éle el6fordul valamelyik haromszogben, s ezzel

esetiinkben allitisunk be van bizonyitva.

Feltehetjitk tehat, hogy grafunkban az (x;, x,) él nem fordul el8.
El8szor igazoljuk, hogy a G’ =Gty — x, graf Osszefiiggs. Ha ugyanis
nem lenne az és Gi G’-nek tetszGleges komponense, G5 pedig G’-nek
a G;-hez nem tartozé pontjaibdl és éleibdl 4ll6 graf, akkor indukcids.
feltevésiink szerint

V(G =3u=2+v(G)) +v(G3)=3u—1.

Ez pedig lehetetlen. Feltehetjitk, hogy a G” grafban nincs oly kér, mely

az x, és x, pontokat tartalmazza (kiilsnben G5 -ben volna alak-
zat). Ekkor azonban egy ismert tétel szerint a G* graf-
nak van artikuldcidja, azaz olyan x; pontja, hogy
minden, az x,-b6l x,-be vezet§ Ut atmegy x;-on. (azaz Xon
’ , r . . il X &
x5 G’-nek elvalaszté pontja, artikulacidja). {
Létezik G’-ben két olyan 0Osszefiiggé Gy és G,
részgraf, melyeknek egyetlen ko6z6s pontjuk x;, G

X0

(i=1, 2) tartalmazza az x; pontot és G, —x; pontjait G4 & G
nem koti Ossze G’-beli él G, —x; pontjaival. Nyilvan 5 2k
2) n(G,) +7(G,)=2u+1.

(2) miatt feltehetjiik, hogy
3) n(Gy)=2t, n(G,)=2u—2t+1.

Indukciés feltevésiink miatt (kiilsnben G5+
@ W(G)=3t—2, v(Gy)=3u—3t.

Feltehetjiik, hogy (4)-ben mindkét helyen az egyenl8ség jele all (kiilon=

-ban volna alakzat)

10*
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ben v(G(32,,"+1’)<3u). Ez azonban nyilvan csak ugy lehetséges, hogy
G, minden éle G,-nek-valamelyik haromszogében eléfordul.

Tekintsiik marmost az x,, x;, X3, X, pontokat tartalmazé K kort.
A G,-bdl K tartalmazza az e, ¢€lt. ey el6fordul egy G,-beli harom-
szogben. Ennck élei legyenek eq, e,, e;. Ha ezen élekbdl K csak az
e,-et tartalmazza, akkor K, e,, e; alakzatot alkotnak, ha e;-et és e,-t
tartalmazza, akkor K, e; alkotnak alakzatot, s ez mar az Osszes lehet-
séges eset, mert K az e, e,, e; éleket egyszerre nyilvin nem tartal-
mazhatja. Tehat feltevésiinkkel ellentmondasra jutottunk, s ezzel az
n=2u-+1 esetre bizonyitasunkat befejeztiik.

Tegyiik fel marmost, hogy »n=2u. Indukciés feltevésiink segitsé-
gével be fogjuk bizonyitani, hogy minden G4, tartalmaz alakzatot.

Xo, X1, X, jelentése ugyanaz, mint az n=2u+1 esetben. Megint
két esetet kiilonboztetiink meg. Tegyiik fel el6szor, hogy az (xy, x,)
¢l el6fordul grafunkban. Mint az n=2u+ 1 esetben, ugy itt is (az 1.-es
4bra esetében vagyunk) feltehetjiik az altalanossag rovasa nélkiil, hogy
n(G,) =2t, n(G,)=2u—2¢t—1, ezért indukcios feltevésiinkbbl nyerjiik,
hogy

W(GEP ) =3+v(Gy)+v(Gy)=3u—1=3+3t—2+3u—3t—3=3u—2,
ami ellentmondés.

Tehat feltehetjiik, hogy (x;, x,) nem fordul el6 grafunkban. Ugyan-
ugy, mint az n=2u+1 esetben, nyerjiik, hogy a Gy —xo grafnak
van egy x, artikulaciés pontja (lasd 2. abra). Megint két esetet kell
megkiilonboztetniink. Az elsé esetben
®) n(Gy)=2t, 7n(G;)=2u—2t.

(5) azonban azonnal ellentmondésra vezet, mert indukci6s feltevésiink
miatt
v(G)=3u—1=2+v(G)+v(G,)=2+3t—2+3u—3t—2=3u—2,
ami lehetetlen.
Tegyiik fel tehat végiil, hogy
(6) n(G)=2t+1, n(G,)=2u—2t—1.
v(G)=3u—1=2+v(Gy) +v(G,)
miatt ez csak akkor nem vezet ellentmondésra (vagy alakzat 1étezé-

sére), ha
v(G,)=3t, v(G,)=3u—3t-3.

Ez esetben azonban G, és G, minden éle el6fordul egy haromszégben
és alakzat 1étezését az [x,, Xy, X3, X,] kOr 1étezésébll ugyantigy nyer-
jiik, mint n(G)=2u+1 esetben. Ezzel tételiink igazolva van.
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Megjegyezziik, hogy mddszeriinkkel konnyen nyerhetS, hogy ha

G2+ nem tartalmaz alakzatot, akkor csupa haromszogbdl 4ll, melyek
artikulaciokkal kapcsolédnak egyméshoz.

A tételiinkre adott méasodik bizonyitas a kovetkezd:

Mint az els6 bizonyitidsban, nevezziik most is ,,alakzatnak™ az
olyan részgrafot, amely egy korbdl és egy koron kiviili pontbol a kor
két kiillonbsz8 pontjahoz futd élbdl (roviden korbdl és fiilbdl) all

Be fogjuk bizonyitani, hogy ha Gy’-ban nincs alakzat, akkor

3 (5
kéf(n)—-lz[ (”2 1)].

Az allitas n=1, 2-re fennall.

Tegyiik fel, hogy igaz (n— 1)-ig. Indirekt mdédon bizonyitjuk, hogy
ekkor n-re is fennall. ‘

Ha ui. ez nem igaz, akkor van olyan G graf, melyre n(G)=n,

v(G) = P (’12— I)J +1 és melyben nincs alakzat.

(7) G Osszefiiggd és nem lehet elvalasztd pontja. Ugyanis, ha volna
G-ben két olyan G, és G, részgraf, melyeknek legfeljebb egy kozos
pontjuk van és amelyek egyiitt G minden ¢élét tartalmazzak, akkor a
n(G,)=k;, n(G,)=k, jeloléssel az indukcids feltevés miatt G-nek leg-
feliebb

[3(k1—1)]+[3(k2—1):|<|:3(k1+k2—2)]<[3(n—1)
2 R 2 i )

éle lehetne.
G-ben van masodfoku pont, hiszen az el6bbiek szerint els6éfokt
nem lehet benne, s nem lehet mindegyik legalabb harmadfoku sem,

3(n—1)]+1=[3n—1 3n+lj|.

mert G éleinek szama 3 3 < 5
G-ben nem lehet két masodfokt pont éllel dsszekotve. Ugyanis,
ha x, és x, ilyen pontok lennének, akkor G’ =G —{x, x,}-re n(G")=

=n—2 & v(G'):v(G)—3='[3(”2_3)

feltevésiink szerint G’, s igy G is tartalmazna alakzatot.

Vialasszuk ki G egyik mésodfoki pontjat: jeloljik x-szel, a ra
illeszkedd két él masik végpontjat pedig y, €s y,-vel. A G —x = G’ grafban
nem lehet két egymast nem metsz8 (azaz kozos bels6 pontot nem tar-
talmazd) y,y,-t, kiilonben G-ben lenne alakzat. G’ tehat nem tartal-
mazhatja az (y,, y,) élt, mert akkor y, és y, is elvalaszté pontja volna
G-nek. Ezért Menger tétele szerint van G’-ben az y; és y, pontokat
elvalaszté x, pont (artikulacid). Csak egy ilyen pont létezhet. Meg-

]+1 lenne, tehat indukcios
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mutatjuk ugyanis, hogy létezik G’-ben két egymast nem metsz§ x,y;-ut
(i=1,2). E célbdl tegyiik fel, hogy pl. i=1-re nem létezne két ilyen
ut. Ekkor két eset lehetséges:

a) Van G’-ben az y, és x, pontokat elvilaszté pont. Ez azért
vezet ellentmondéasra, mert akkor a G’ grafot az (y,, y,) éllel bévitve
olyan n—1 pontli grafot kapnank, melyben nem lenne alakzat. (Hi-
szen, ha lenne, ebben az (yy, y,) €l csak a fiil egyik éle Iehetne, kiilon-
ben G-ben is volna alakzat. A fiil méasik élét, és az alakzat korének
a fiil végpontjai altal meghatarozott ivét tekintve G” két olyan y, y,-ttjat
kapnodk, melyeknek csak egy k6z6s bels§ pontjuk volna.) Ez azonban
az indukciés feltevés szerint lehetetlen, mert ezen uj graf éleinek szama

72

b) Létezik G’-ben az (x,, y;) €l és ezen kiviil nincs mas x,y;-ut
G’-ben. Ekkor y, G-nek csak masodfoki pontja lehet (kiilonben y,
G-nek elvéalaszté pontja volna). Ez azért lehetetlen, mert x, €s y; éllel
Osszekotott méasodfokl pontok lennének.

Az elmondottak szerint

(8) G barmelyik x masodfokt pontjahoz egyértelmiien hozzatar-
tozik G —x-nek egy olyan x, pontja, amely az x-hez illeszkedd élek
x-t6] kiilonboz8 y; €s y, végpontjait G —x-ben elvalasztja, és létezik
G —x-ben két egymast nem metsz8 xpy;-ut (i=1,2). Az x, pontot
x konjugdltjanak nevezziik.

G most meghatarozott tulajdonségai alapjan bizonyitjuk, hogy

v(G)él::;n;l],

s ez ellentmond4s, hiszen

V(G):[Snz_l}

Elegendd kimutatnunk, hogy ha x, az x, x,, ..., x, mésodfokd
pontok konjugaltja és ezen pontokon kiviil nincs més olyan masod-
foku pont G-ben, amelynek x, konjugaltja volna, akkor az x,, x;, X,, ...,
x; pontok fokanak atlaga legalabb 3, azaz a pontok fokanak osszege
legalabb 3(k+1).

Go=G —x, graf Osszefiiggd, hiszen G-nek nincs elvalasztéd
pontja. Jeloljik az x;-hez (i=1, 2, ..., k) illeszked6 két él alkotta utat
o-vel, és nevezzilkk az oy, a5, ..., o utakat a-utaknak.

Legyen G'=Go—{x,, X5, ..., X3}, vagyis hagyjuk el G,-bol az
a-utakat, s jeloljik G’ komponenseit Gy, G,, ..., G;-lel. G’ szerkeze-
tér6l a kovetkezGket allapithatjuk meg:
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a) Egy o; ut két végpontja nem lehet ugyanazon G; komponens-
ben, mert ha igen, akkor e két pontot x, nem valasztana el G — x;-ben.

b) Nem létezhet a G; komponenseknek olyan G,, G,,, ..., G, ,=G,,
sorozata sem, melyben a G,, é G, ., (j=1,2,...,5—1) komponense-
ket G-ben egy-egy o-lit koti ossze. Ha ui. lenne ilyen sorozat, a kompo-
nensek Osszefiiggd volta miatt lenne Gy-ban olyan kor, melyben a-utak
is szerepelnek, s ez x, definicidja miatt ugyancsak lehetetlen. S5

¢) Minden G; (i=1,2,...,]) komponensben legalabb egy o-ut
végz8dik, hiszen G, mar Osszefiiggd.

Ezen harom tulajdonsagbdl az adodik, hogy ha a G; komponense-
ket pontokka, az a-utakat pedig élekké zsugoritjuk ossze, akkor G,-bol
egy fa keletkezik. Ebbdl kovetkezik, hogy /=k+1.

Ha G’ valamely G; komponensében csak egy o-utnak, pl. a;-nek
van végpontja, akkor G-ben az x, pontot legalabb két €l koti Ossze
G;-beli pontokkal. Ha ui. o;-nek Gj-ben lev8 végpontjat y-nal jeldl-
jiik, (8) szerint legalabb két, x;-en 4t nem mend, egymast nem metsz6
Xoy-ut van, s mivel ezen utak pontjai x, kivételével G;-ben vannak,
Xo-bol valoban legalabb két €l fut G;-hez.

Ha G’ valamely G; komponensében pontosan két «-utnak, pl.
o, és a,-nek van végpontja, akkor G-ben x,-t legalabb egy él koti Gssze
G;-beli ponttal. Hiszen ha nem lenne ilyen €l, G —x;-ben oy két vég-
pontjat 8sszekdtd utak xy-on kiviill még x,-n is Atmennének, s ez (8)
szerint nem é&llhat fenn.

Ezen két utébbi allitas felhasznalasaval x, fokszamara alsé becs-’
lést adunk: ‘

Ha v;-vel jeloljik G° olyan komponenseinek szamat, amelyekbe
i szamu o-ttnak esik végpontja, akkor x, fokszama legalabb 2v, +uv,.
Masrészt

I=k+1=v,+v,+... +v,

és
2k =v3 + 20, ... +-mivg,
Ezekbdl :
k+3=2v,4+v, —0v4,—205—... —(m—3)v,,
s igy
20, +vy, =k +3.

Az x, pont fokszdima ennélfogva legalabb k+3, s igy az
Xo» X1, -.-» X pontok fokanak Osszege legalabb 3k + 3.

Ezzel bizonyitasunkat befejeztiik.



152

- IRODALOM

[1] TurAN PAL, Egy grafelméleti szélsoértékfeladatrol, Mat. és Fiz. Lapok, 48 (1941),
436—452.

[2] P. ErDGs and T. GALLAL, On maximal paths and circuits of graphs, Math. Acad.
Sci. Hung. Acta 10 (1959) 337—356.

[3] BArTFAL, P.: Schweitzer verseny megoldas (Erdos graffeladatira) Mat. Lapok
11 (1960) 175—176 o.

[4] G. DirAc, In abstrakten Graphen vorhandene vollstindige 4-Graphen und ihre
Unterteilungen Mathematische Nachrichten, 22, (1960) 61 —85. lasd
még Erdés-Posa cikk, ibid. 2.

[5] Szbbeli kozlés.

[6] Math. Lapok, 127. feladat. XII- (1961) p. 254.

[7] K. CorrADI and A. HaNAL, On maximal number of independent circuits of
graphs, Math. Acad. Sci Hung. Acta (sajto alatt).

[8] P. ErRDGs and L. POsA, On the maximal number of disjoint circuits of a graph.
Math. (Sajto alatt).

[9] G. DirAC and P. ErDGs, On the maximal number of independent circuits
in a graph, Math. Acad. Sci. Hung. Acta (sajt6 alatt).

O 3AAYAX, OTHOCAIIUXCH K 9KCTPEMAJIbLHbIM
3HAYEHUSM B TEOPUU I'PADPOB

B. Boano6am, I1. dpném

[lycte G osmawaer rpad, cocrosiumii u3 » Bepmun u k pééep TaROH,

9T0 B HEM OTCYTCTBYIOT NETIHM M JIBOiHBIE PEOpA.
B crathe paccmaTpuBaOTCs ONpeeneHnsT MUHUMAIbHBIX 3HAYeHnit k = g(n)

TaKkuX, 4TO BCE rpadmel Gy copepykaT onpenenéHHbe noarpads! ¢ npegnucaH-

HbIMH CBOiicTBamMn. B Heii npuBejeHs! ABa noxasaTeanTBa creaywouleii TeOpeMBl,
npeanonaraemoit Jlaitomem [Mowa: -

[ycts f@m)=3m—1 n fCm+1)=3m+1(m=1,2,..). Kaxgpiit G}
(n=4) conepskut TaKoii NOArpad, KOTOPKI COCTOUT U8 OAHOTO Kpyra K, ua op-

HOil BepUIMHBI x HE Jexalen Ha K u u3 JByxX pédep, CBA3LIBAIOLIMX BEPLUHHY
x C AByMsl BepmuHamu kpyra K.

UBER GRAPHENTHEORETISCHE EXTREMALPROBLEME

B. BoLLoBAs UND P. ERDGs

Es bezeichne G{™ einen solchen Graphen, der aus # Knotenpunkten und 4 Kan-

ten besteht, und der keine Schlingen und mehrfache Kanten enthilt. Die Arbeit
beschiiftigt sich mit der Bestimmung solcher minimalen g () Werte, fiir die der Graph

G{t)y stets Teilgraphen mit gewissen vorgeschriebenen Eigenschaften enthélt. Die
Arbeit enthélt zwei Beweise fiir den folgenden, von L. Pésa vermuteten Satz:
Essei f(2m)=3m—1, f2m+1)=3m+1(m=1, 2, ...). Der Graph G{{),(n=4)

enthilt stets einen solchen Teilgraphen, der aus einem Kreis K, aus einem mcht
auf K liegenden Knotenpunkt x und aus zwei solchen Kanten besteht, die x mit zwei
Knotenpunkten von K verbinden.



Az 1961. évi Schweitzer Miklos
Matematikai Emlékverseny

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat ezévi Schweitzer Miklds
Matematikai Emlékversenyét 1961. november 18. és november 27. ko-
zott rendezte meg. A versenyen részt vehetett minden egyetemi és f6-
iskolai hallgato, tovabba azok, akik egyetemi vagy fGiskolai tanulma-
‘nyaikat 1961-ben fejezték be. A feladatokat az egyetemek és f8iskolak
matematikai tanszékei valamint a Tarsulat helyi tagozatai hirdették ki.

A verseny feladatai az alabbiak voltak:

1. Legyen a(#1) végesrendii csoportelem, tovibba e(=2) termé-
szetes szam. Bizonyitsuk be, hogy ha az

A=Y e Y

komplexus nem csoport, akkor barmely (2=)k(=e—1) természetes -
szamra .

L o utbes. O e Lk
kiilonbozik A-tdl.

2. Bizonyitsuk be, hogy egy R gylirii akkor és csak akkor egység-
elemes, ha barmely G R-modulus G trividlis részmodulusdnak és RG-nek
direkt Osszegeként all elS. (G trividlis részmodulusa G &sszes olyan
g elemének halmaza, amelyre minden € R esetén rg=0. RG az §sszes
rg (r € R, g € G) elemek 4ltal generalt részmodulust jelenti. Egy G R-modu-
luson olyan ,lineéris teret” értiink, amelynek ,,skaldristartoménya’ az
R, nem sziikségképpen egységelemes gyiirti; ha 1€R, akkor l.g=g
nem sziikségképpen teljesiil minden g€ G elemre.)

3. Legyen

f)=x"+ox"" 1+ ... + o n=1)

a K test felett irreducibilis polinom. Ekkor bizonyitsuk be, hogy a

Tl 0 B o e g
0 0 1 s S S e
0 0 0 Bt A

Uy —Oy_y —Op_y — -3 < ges oty
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matrixszal felcserélhets, 0-t6l kiilonb6z6 matrixok mind invertal-
hatok. :

4. Legyen f(x) a (0, 1) intervallumon értelmezett valés, vagy komp-
lexértékii integralhaté fiiggvény, f(x)|=1. A

3
o= [ fi)e-2mikdx
0

elemekbdl alkossuk meg az-n-edrendii
T= (tpq);;;li 0y T*= (tﬁq);,;io

matrixokat, ahol t,,=c,_,, t;,=c,_, (komplex konjugilt), majd ezek-
nek és matrix-hatvanyaiknak a segitségével az

E i T2 5 aines R4
™ E P w2
S= T*2 T* E Sl s’ bl

T*m—-1 T¥m-2 Txm-3, ., E

m-edrendli hipermatrixot, azaz (mn)?> szambdl allé6 matrixot (E az ~
n-edrendii egységmatrix). Mutassuk meg, hogy barmely természetes sza-
mok legyenek is »n és m, az S matrixnak csupa nem-negativ valds sajat-
értéke van. ;

5. Meghatarozanddk 0-t6l kiilonbdz8 valds (skalar) valtozék mind-
azon G masodrend{i regularis-matrix értékii fiiggvényei €s kétdimen-
zids vektorok mindazon f kétdimenzids vektor értékii fiiggvényei, ame-
lyekre minden kétdimenziés y vektor és minden masodrendii regula-
ris X matrix mellett érvényes

f(Xy) =G (det X) Xf(y)

(det X az X matrix determinansa).
6. Tegyiik fel, hogy az {a,} korlatos végtelen pontsorozatbol akar-
hogyan valasztunk ki konvergens {a, } részsorozatot, az {a,, ,,} soro-
zat is konvergal ugyanahhoz a hatérértékhez. Bizonyitand, hogy {a,}
vagy konvergens, vagy végtelen sok torlédaspontja van €s ezek
halmaza 6nmagaban siiri. Adjunk példit a mésodik esetre.
7. Meghatarozanddk a

Fu, Pu_, P
ox2 ' dy? " oxoy
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parcialis differencialegyenlet Osszes

u(x, ) =f(x)g(»)
alakban felirhaté megoldésai.

8. Legyen f(x) a [0, 4] szakaszon értelmezett, alulrél konvex diffe-
rencialhatd (a végpontokban természetesen egy oldalrdl differencial-
hato) fiiggvény, amelyre f(0)=0, f(3)=1, f"(0) =1 teljesiil. Terjessziik
ki f(x)-et a [0, 1] szakaszra a kovetkezSképpen: f(x)=f(1 —Xx), ha
x €(4, 1]. Mutassuk meg, hogy azok az x pontok, amelyekbdl az x, ., =
=f(x,) (xo=x, n=0,1,2,...) iteracioval képzett sorozatban vannak
egybeesS pontok, mindeniitt siir{i halmazt alkotnak a [0, 1] szakaszban.

9. Egy szabalyos pénzdarabbal végziink dobasokat; a pénz fel-
dobasat mindaddig folytatjuk, amig a dobasok eredményeinek soroza-
taban mind a fej, mind pedig az iras-dobasok szdma el nem éri a k
szamot (k=1, 2, ...). Jelolje v, az ehhez sziikséges dobidsok szamat.
Meghatarozandé a v, valdszinliségi valtozé eloszlasa, és a ‘},‘}/2—_ka
valoszintiségi valtozo hatareloszlasa, ha k — oo.

10. Végezziik el a sikban a parhuzamossagi axiomatdl fiiggetle-
niil vonalzéval és alapmértékkel (etalon) a kovetkez6 szerkesztést:

Merdleges félegyenes allitdsa az egyenes adott pontjaban, az egye-
nes megadott oldalan tgy, hogy a szerkesztés az elGirt félsikban marad.

* k%

Az 1. feladatot REDEI LAszLO, a 2. feladatot KERTESZ ANDOR,
a 3. feladatot ERDGS JENG és GYIRES BELA, a 4. feladatot SZOKEFALVI-
NAGY BELA, az 5. feladatot AcziL JANOs és HosszU MIKLOs, a 6. felada-
tot BARNA BELA, a 7. feladatot AczfL JANos, a 8. feladatot BARNA
BfLA, a 9. feladatot RENYT ALFRED, a 10. feladatot SzAsz PAL bocsa-
totta a Versenybizottsag rendelkezéséré. Az altaluk adott eredeti meg-
oldasok egyes részeit egyszerlisités végett tobb helyen felhasznaljuk az
alabb ismertetendé megoldasokban.

S

A kitlizott feladatokra 30 versenyz8 nyujtott be megoldast. A be-
érkezett 164 megoldés igen valtozatosan oszlik meg a tiz feladat kozott.
Ez azt mutatja, hogy a feladatok koziil egyesek lehetvé tették a részt-
vevek szdmanak novekedését az el6z6 évhez viszonyitva, masok pedig
moédot adtak a tobbi koziil kiemelkedd teljesitményekre. Szamos otle-
tes megoldas érkezett be, azonban tobb versenyz$ feladatmegoldasai
kozott el6fordulnak hibasak, vagy olyanok, amelyekben csupin kezdeti
Iépéseket tudott tenni. Megjegyezziik, hogy a dolgozatok egy részének
fogalmazdsa nem kell6en szabatos. A verseny, az emlitett hidnyossa-
goktdl eltekintve, igen sikeres volt.
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S

Az 1. dijat a Versenybizottsdg MAKKAI MiHALYnak, a budapesti
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem V. éves matematika szakos hallgato-
janak itélte oda. MAKKAI mind a tiz feladatot megoldotta. Megoldasai
dtletesek,. és arrdl tantiskodnak, hogy szerzGjiik igyekszik megtalalni a
problémik mélyebb oOsszefiiggéseit. KiemelendS a 3., 6., 7. feladat
otletes és szép megoldasa, ¢s figyelmet érdemlS altalanositasuk.

A Versenybizottsdg harom II. dijat adott. Ezeknek nyertesei
BOrOCzKY KAROLY, a budapesti Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem
V. éves matematika szakos hallgatéja, MALYUsz KARrROLY, a budapesti
Eotvos Lorand Tudomanyegyetem V. éves matematika szakos hallga-
téja, TusNADY GABOR, a budapesti E6tvos Lorand Tudoméanyegyetem
II1. éves matematika szakos hatlgatdja.

BOorROCZKY az 1., 2., 3., 5., 6., 7., 8., 9., 10. feladatra kiild6tt be
megoldast. Szép megoldast adott az 5. és 6. feladatra, és ezeket altala-
nositotta.

MALYUsz mind a tiz feladatra kiildott be megoldast. Elegans a
3., 4., 6., 9. feladat megoldésa, a 6.-at altalanositotta. Az 5. feladat
megoldasa hianyos.

TusNADY az 1., 2., 3., 5., 6., 7., 8., 9., 10. feladatra kiildott be
megoldast. Sz€p megoldasokat adott az 5. és 7. feladatra, az 5.-¢ élta-
lanosabb esetben is érvényes.

A III. dijat a Versenybizottsig HALAsz GABoRrnak, a budapesti
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem I11. éves matematika szakos hallgaté-
janak itélte oda. HALAsz mind a tiz feladatra kiildott be megoldast.
Szép megoldasokat adott az 5. és 7. feladatra, az 5.-é Altalanosabb
esetben is érvényes, a 7.-et altalanositotta. A 2., 4., 9. feladatra kiil-
dott megoldas nem fogadhato el.

A Versenybizottsdg :

AczEL JANOS
BARNA BELA
ERrRDOS JENG
GYARMATHI LASzZLO
GYIRES BELA
KERTESZ ANDOR
RAPCSAK ANDRAS

1. feladat

Tegyiik fel, hogy-az A={(1, «, a3,..., ¢~ 1) és a B=(l, o, a?*,...
..., ate= DKy komplexus megegyezik egymassal. Ekkor o¥~1 € 4 miatt van
olyan (0=)i(=e—1) egész szam, hogy o*~! =oi; vilagos, hogy i=>0,

s
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mert ellenkezd esetben ak~'=1 allna fenn és igy A csoport volna. Az
o csoportelem rendjét n-nel jelolve, ali-VDk¢c 4 miatt van olyan (0=)/
{='c —1)egész szam, Hogy o/ =~ R =gla-* =at=t.a-E=pg-E—qgr =1
vagyis "~ 1~ =1, Ez pedig lehetetlen, mert az n — 1 —/ természetes szam
kisebb az a rendjénél. Tehat A4 = B.

Bollobds Béla, Megyesi Ldszlo, Moricz Ferenc.

Az 1. feladatot megoldottak még: BOROCZKY KAROLY, ELBERT
ARrrAD, FiscHER PAL, GALAMBOS JANoOS, HALASzZ GABOR, KALMAR
Acota, KATONA GYULA, LosoNczi LAszLO, MAKKAI MIHALY, MA-
Lyusz KArRoLy, MEzEl FERENC, MIHALYFFY LASZLO, SARKOZI ANDRAS,
SzABADOS JOZSEF, SZANISZLO JOZSEF, SZODORAY ERZSEBET, SZODA
LAjos, TUSNADY GABOR.

2. feladat

Legyen elGszor R egységelemes gylirli és G tetszSleges R-modulus.
Ekkor G trivialis G, részmodulusanak és RG-nek direkt 6sszege. Ugyanis
egyrészt rg (r€R, g€G) csak ugy lehet eleme Gy-nek, harg=(1l-r)g=
=1:(rg) =0; masrészt barmely g(€G) elem elGallithaté egy Gy-beli és
egy-RG-beli elem Osszegeként, a g=(g—1-g)+ 1-g felbontas alapjan.

Megforditva, legyen most R olyan gyf{irii, hogy minden G R-modulus
trivialis részmodulusanak és RG-nek direkt Osszege. Ertelmezziik az
Osszes (r, n) (r € R, n racionalis egész szam) parok G halmazan az Gssze-
adast komponensenkénti Osszeadassal, az R-beli elemekkel valé szorzast
pedig az s(r, n) =(sr +ns, 0) (s € R) elGirassal. Ezéltal G-t R-modulussa
tettiik. Vilagos, hogy RG-t éppen az (r,0) (r € R) parok alkotjdk. A
G=G,+ RG (G, a G trivialis részmodulusa) direkt felbontas alapjan a
(0, 1) (€ G) par el8allithaté (0, 1) =(—e, 1)+ (e, 0) alakban ((—e, 1) € Gy,
(e, 0)€ RG), ahonnan tetszGleges r(€R) elemmel valo szorzéssal
(r—re,0)=(0,0) kovetkezik. tehat r—re=0, vagyis e jobboldali
egységeleme R-nek. Az e baloldali egységelem is R-ben. Ugyanis barmely
(r—er,0) (rcR) par eleme RG-nek, és s(r— er, 0) =(sr —ser, 0) =(0, 0)
miatt eleme Gy-nak is, tehat r —er =0.

Boroczky Karoly, Makkai Mihdly, Malyusz
Karoly, Simon Ldszlo, Tusndady Gdbor.

3. feladat

Legyen R a K test feletti K[x] polinomgy{ir{i. Az R gy{liri R-modu-
lusnak tekinthetd és az f polinom altal generalt (f)(< R) ideal ennek
részmodulusa; legyen G az R/(f) faktormodulus.
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A G R-modulus minden 0-t6l kiilonb6z8 endomorfizmusa (vagyis
G onmagaba val6 olyan operatorhomomorf leképezése, amely G-t nem
0-ba viszi 4t) invertalhaté. Ugyanis firreducibilitdsa miatt (f) maximalis
ideal R-ben, igy G-nek nincs valddi részmodulusa, tehat a G barmelyik
0-t6l kiilonb6z8 endomorfizmusa G-t 6nmagara képezi le és magja 0.

Vilagos, hogy a G R-modulus endomorfizmusai megegyeznek a G
K-vektortér onmagaba valoé olyan linearis leképezéseivel, amelyek fel-
cserélhet6k az x € R polinommal valé szorzas révén adédé g—-xg (g
végigfut a G elemein) leképezéssel.

Kénnyli belatni, hogy ennek a g—xg linearis leképezésnek a G
K-vektortér 1, x,..., x"~! (a &€ R polinomot tartalmaz6 R/(f)-beli mara-
dékosztalyt A-sal jeloljiik) bazisdra vonatkozé matrixa éppen a feladat-
ban el6fordulé matrix. EbbGl, el6bbi két megallapitasunk szerint a
feladat allitasa kovetkezik.

Makkai Mihdly

A 3. feladatot megoldottdk még: BOROCZKY KAROLY, HALASZ
GABOR, MALyusz KArRoLY, MEGYESI LAszLO, SzAsz Domokos, Tus-
NADY GABOR.

Megjegyzés: MAKKAI MIHALY a K[x] polinomgyfirti feletti modulu-
sok endomorfizmusait altalanosabb esetben is vizsgalja, és megallapitja,
hogy a feladatban foglalt allitds pontosan azokra a matrixokra érvényes,
amelyeknek a karakterisztikus polinomja K felett irreducibilis.

4. feladat

T a komplex szam-n-esek ¥, terének egy linedris operatorat hata-
rozza meg. Megmutatjuk, hogy ez az operdtor kontrakcidja ¥V,-nek
(vagyls barmely &(€V,) esetén || T¢| =| &]). A E(€V,) vektor kompo-
nensei legyenek &,,..., &,_;; ekkor, a Bessel-féle egyenlStlenség és
|fx)|=1 felhasznalasaval

n—1|n—1 2 n—1|n—-1 2
ITCP= 2| 2 twlel = 2 | 2 €-p¢
p=0|r=0 p=0|{r=0
1
n—1 n—1 : : 2
o Z’ f(x)Ze-Zmrxfr.eZntpxdx =
p=0 r=0
0
1
; n—1 2
éJ‘ f(x)Ze—Zm'rxér dxé —2m'rxér dx=|||€“2.
r=0
o
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Kozvetlen igazolhatd, hogy a feladatban szerepl S hipermatrix:
elGallithaté S= Q*DQ alakban, ahol

o R Ll i E 0 0 R )
O E T iR T E 0 I
s MR i & : : St St o
000 - «E T*m-1 T*m-2 Txm-3 , | |
E 0 Qiiess 0
N ke R e

{20 O i« «E=TFF

A T el6bb bebizonyitott tulajdonsadga miatt D-nek minden blokkja
pozitiv szemidefinit matrix, ezért D is pozitiv szemidefinit matrix, és
ebbdl kovetkezik, hogy S is pozitiv szemidefinit matrix, mert barmely
§(€ V) vektor esetén (SE, §)=(Q*DQO¢, &) =(D(Q%), 0 =0. Tehat
az S matrixnak csupa nem-negativ valds sajatértéke van.

Szokefalvi-Nagy Béla
A 4. feladatot megoldottak: MAKKAI MIHALY, MALYUSZ KAROLY.

5. feladat

1. Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy a szébanforgé fiiggvényegyenlet
megoldésai csakis a kovetkezd fiiggvénypérok lehetnek (és ezek nyilvan
megoldasok):

J(x)=0 és G(&) tetszdleges fiiggvény;

f(x)=1x és G(E)=E, ahol A tetszGlegesen rdgzitett szim és E az
egységmatrix. :

Legyen f(x) és G(£) megoldasa az

M S(Xy)=G(det X)Xf(»)

fiiggvényegyenletnek; az f(x)=0 trividlis esetet kizarjuk a vizsgalatbdl.
Megmutatjuk, hogy G(1)=E. Evégett alkalmazzuk (1)-et kétszer
egymasutan;

Sf(Xy) =f(EXy) =G(det E)EG (det X) Xf(») =G (1)G(det X) Xf(»).
Ezt Osszehasonlitva (1)-gyel,
() G(det X) Xf(y) = G(1)G(det X)X/ (»)
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kovetkezik. Legyen az f(y,) vektornak pl. az els6 komponense, f1(yo)
0

X
nullatdl kiilonbozd. (2)-ben elvégezve az y=y, és X =( 1)(x #0)

/) o
- xf1(Yo) xf1(¥o)
G“)(%fz(m il (%fz(J’o)).

x
_ (811 &12 " 40 911 912
G(l)_<821 gzz) Bl “(‘121 ‘122)

matrix elemeire minden x 0 szamnal

helyettesitést:

Igy a

| G 1
g11%f1 (J’o)+glz;./z(J’o)2411xf1(J’0)+‘112';f2(y0)
és

1
821Xf1 (Do) + 822 %fz (Vo) =421%f1 (Po) + ‘hz;fz(J’o)

teljesiil, tehat f;(y,) #0 miatt g,, =¢,, és g,; =¢,,. Hasonléan, (2)-be
0

y=yot ésX=| "1 0 -t helyettesitve, a g,, =¢1, €5 g22 =¢,, egyenld-
F AT \

K
séget nyerjiik. Tehat G(1) =[G(1)]?, ahonnan a G(1) matrix regularitésa
miatt G(1)=E kovetkezik.
Megmutatjuk, hogy f(0)=0. Ennek igazolidsahoz elegendS (1)-be

X

3 X0 . Xy
N=cml. 1 (‘):( 1 )
(."‘2) (0 ;) Ha ;,uz

4ll fenn minden x#0 szdmnal, tehat p, =p, =0.

X
u
p=0-t €5 X= (0 1 )-et (x#0) helyettesiteni; igy az f(0)= < ﬂ:)

vektorra

X1
X2
vektornak pl. az els6 komponense nullatél kiilénboz8. Helyettesitsiik

Megmutatjuk, hogy f(x)=4x €s G({)=E. Legyen az x=
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1
(1)-be az y=(0> vektort és sorban az
=% x . (1) X X11 1
Xy ok

matrixokat. Ekkor az f(<é>)=<jl> vektorral és a
2

/gll(xl) g12(xl))
\gn(xx) 822(xy)
matrixszal az alabbi 8sszefiiggések érvényesek:

X4 X1y 811(x1) 812(x1)\[*144
J :f(<x2>):G(xl)<xz)-x +/12> = <g21(x1) gzz(xi)>(x2}~1+}-z)’

G(xy)=

XiAq X141+ 4,
= = 1 .
fx) XAy + 4 | ) XA+ 5 1,
X1 X1
A két utobbi egyenlSség Osszevetésébsl A, =0 és f(x)= (iii:) =ik

mar kovetkezik, ha x #0. Ennek felhasznalasaval az els6 egyenlGségbsl
nyerjiik, hogy
3 811(x XAy +g1a(X )Xoy = X144
és
821(x X141 +822(X X241 = X34y
Mivel a két utobbi Osszefiiggés minden x, esetén fennall és 1, #0 (mert
f(x) nem azonosan 0),

g11(x) =1, g12(x))=0, g51(x1)=0, g,,(x;)=1,

vagyis G(x;)=F barmely x, #0 szamnal. Tekintve, hogy f(0)=0, a
keresett megoldas valoban f(x)=Ax és G(&)=E.
Aczél Janos—Hosszit Miklos

2. Megoldés. A feladat értelemszeriien altalanosithaté kétdimenzids
térr6l n-dimenziés térre (tehat a kétdimenziés vektorok szerepét n-di-
menziés vektorok, a masodrendli matrixokét pedig n-edrend{i matrixok
veszik at). Bebizonyitjuk, hogy tobbdimenzids esetben a szébanforgd
fliggvényegyenlet megoldasai ugyanolyan alakban adhaték meg, mint
€l6bb a kétdimenzids esetben.

11 Matematikai Lapok
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Legyen f(x) és G(&) megoldasa (1)-nek; az f(x)=0 trividlis esetet
kizarjuk a vizsgalatbdl.

Megmutatjuk, hogy béarmely y #0 vektorhoz van olyan A, szim,
amellyel f(y)=A4,y teljesiil. Tegyiik fel, hogy valamely y,#0 esetén
f(ro) =2y, egyetlen A szimnél sem 4ll fenn. Viligos, hogy barmely A
szamhoz van olyan X matrix, amellyel Xy, =y, és Xf(¥o) =f(1o) + A¥o
teljesiil és det X =1. Ezt az y,-t és X-et behelyettesitve fiiggvényegyenle-
tiinkbe,

J0) =f(Xyo) =G (X[ (o) = G(Df (o) + Aol = G()f (o) +2G (1) o

adédik. Ez azonban nem 4llhat fenn minden A-nal, mert G (1) regularitasa
és yo#0 miatt G(1)y, #0. ;

Megmutatjuk, hogy ha y #0, akkor f(y) #0. Evégett tekintsiink egy
- olyan y, =0 vektort, amelynél f(y,) #0 (f(0) =0 hasonldéan egyszeriien
igazolhatd, mint a kétdimenzids esetben). Vilagos, hogy barmely y #0
vektorhoz van olyan X reguldris matrix, amellyel Xy, =y teljesiil. Igy
(1)-et felhasznalva,

S =f(Xyo) =G(det X) Xf(yo) #0
kovetkezik.

Megmutatjuk, hogy ha az X matrixra det X=1 4ll fenn, akkor
minden y vektornal f(Xy) = Xf(y). Az (1) szetint det X' =1 esetén minden
y vektornal f(Xy)=G(1)Xf(y). Igy az X =F helyettesitéssel az el6z6
két részallitas alapjan A,y=G(1)A,y és 4,#0, ezért y =G(1)y, minden
y vektornal. Tehat G(1)=E, ahonnan

fXy) =G()Xf(y)=Xf(»)
kovetkezik.

Megmutatjuk, hogy az f(y) =4,y (y #0) Osszefiiggésben szerepld A,
fiiggetlen az y-tél. Legyen f(yo) =Ayo (o #0). Vilagos, hogy barmely
y#0 vektorhoz van olyan X matrix, amellyel Xy,=y teljesiil, s6t az
is feltehetd, hogy det X =1. Igy az el8z8 részallitas alapjan

JO) =f(Xyo) = Xf(yo) = XAyo =AXyo =4y,
vagyis A, =A.
Végiil megmutatjuk, hogy G(§)=E. Az (1) szerint, f(y) =2y (A#0)
felhasznalasaval, minden X regularis matrixnal és y vektornal
AXy =f(Xy) = G(det X)Xf(y) =G(det X)Xy

érvényes. Innen, 1#0 és X regularitasa miatt, G(det X) = E kovetkezik.
Tehat G(&)=E.
Tusnddy Gdbor
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Az 5. feladatot megoldottdk még: BORGCZKY KAROLY, GALAMBOS
JANOs, HALAszZ GABOR, KATONA GyULA, LosoNcCzi LAszZLO, MAKKAI
MiIHALY, SARKOGZI ANDRAS, SIMON LAszrLO, SZABADOS JOZSEF.

Megjegyzés: BOROCZKY KAROLY, HALASZ GABOR, MAKKAI MIHALY,,
SmMoN LAszrd megoldasa érvényes tobbdimenzids esetben is.

6. feladat

1. Megoldas. Legyen {a,} az egyenes pontjainak olyan sorozata,
amely rendelkezik a feladatban emlitett tulajdonsagokkal, és tegyiik
fel, hogy az {a,} torlédasi pontjai H halmazinak van o izolalt pontja.
Azt kell megmutatni, hogy lim a, létezik. Evégett tekintsiik az a-nak

n—co

egy olyan U kornyezetét, amely nem tartalmaz o-tdl kiildnb6z8 H-beli

pontot; legyen {a, } (n, <n,<...) az {a,} sorozat U-beli tagjaibdl 4llé

sorozat (egy sorozat két tagjat akkor is kiilénbdz8nek tekintjiik, ha

csak indexeik kiilonboznek). Viligos, hogy lim @, létezik és a-val
k=0

egyenld, igy a feladatban szerepld feltétel szerint lim a, , ; =o. Ezért az
k—*co

{a,.+1} sorozatnak legfeljebb véges szamu tagja nem tartozik U-hoz.
Ennélfogva az {a,, .} sorozat tagjai, legfeljebb véges szamu kivétellel,
eléfordulnak az {a,} sorozatban. Ebbsl kovetkezik, hogy az {a,}
sorozat legfeljebb véges szdmii tagot nem tartalmaz az {a,} sorozatbdl,.
tehat lim a, -val egyiitt lim g, is létezik.
k—oo n—>eo

Most példaként megadunk egy olyan sorozatot, amely eleget tesz

a feladat kovetelményeinek, és mégsem konvergens. Helyezziik egymas.

utin az
=L 0551 n—1 n n—1 Fi=i0
n n,' nl“" n ’ nl n - VRYS nl n

véges sorozatokat (n=1,2,...).. Az igy nyert {a,} végtelen sorozatboF
akarhogyan vélasztunk ki konvergens {a,} részsorozatot, az {a,, .}
sorozat is konvergal ugyanahhoz a hatirértékhez, mert a,¢s, esetén

1
|@m+1 —a,,,lé;. Ugyanakkor az {a,} sorozat nem konvergens.
Haldsz Gdbor, Kalmdr Agota, Kditai Imre

2. Megoldas. Legyen R kompakt metrikus tér. Bebizonyitjuk; hogy
ha R-beli pontok valamely {a,} sorozata rendelkezik a feladatban emlitett
tulajdonsiggal, akkor az {a,} sorozat torlédasi pontjai Gsszefiiggs (és
nyilvan zart, nem {iires) H halmazt alkotnak.

11*
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Evégett tegyiik fel, hogy H nem 0Osszefiiggé halmaz, vagyis hogy
H cl8allithatd két, kozos pont nélkiili nem-iires H, és H, zart halmaz
egyesitési halmazaként. Az R metrikus térnek van olyan U nyilt részhal-
maza, amelynek U lezartja nem tartalmaz H,-beli elemet és H, rész-
halmaza U-nak. Megmutatjuk, hogy az adott {a,} sorozatnak végtelen
sok a, tagja olyan, hogy @, € R\ U és a,+, €U. Tegyiik fel, hogy csak
véges szamu ilyen tulajdonsagi tagja van sorozatunknak. Ekkor vagy
R\ U vagy U tartalmazza a sorozat tagjait, legfeljebb véges szamu kivé-
tellel (mert kiilonben végtelen sok indexnél lépne ki sorozatunk az
R\ U halmazbél). Amde ez nem 4allhat fenn, mert ekkor vagy H, vagy
H, iires halmaz volna; ugyanis egy H; (ill. H,)-beli ponthoz konver-
galé sorozatnak végtelen sok tagjat tartalmazza az U (ill. R\ U) nyilt
halmaz. Legyen tehat {a,} (p;<p,<...) olyan végtelen részsorozata
az {a,}-nek, hogy minden k-nal a, € R\ U és a,, ., €U teljesiiljon. Mivel
R kompakt metrikus tér, az {a,, }-nak van {q,} (1, <n,=...) konver-
gens részsorozata. Ha marmost lim a,, € H,, akkor a feladatban szerepld

k=

feltétel szerint lim @, ,, € H,, ami lehetetlen, mert az {a,} sorozat
k-

konstrukciéja alapjan minden a,, ., tag eleme a H,-beli pontot nem
tartalmazé U zart halmaznak. Ha pedig lim g, € H,, akkor az U nyilt
ks 5

halmaz tartalmaz {a, }-beli elemeket, ami a, € R\ U (k=1, 2,...) miatt
lehetetlen. Tehat H csak Osszefiiggé halmaz lehet.
Makkai Mihdly

A 6. feladatot megoldottak még: BLEYER ANDRAS, BOLLOBAS BELA,
Boroczky KAROLY, ‘ELBERT ARPAD, KATONA GyuLs, MALyusz KA-
ROLY, MEGYESI LASzZLO, MORICZ FERENC, SARKOZI ANDRAS, SzAsz
Domokos, SzODA LAjos, Sz(Gcs J6zser, TUuSNADY. GABOR.

Megjegyzés: MAKKATI MIHALY azt is megmutatta, hogy egy kompakt
metrikus tér barmely nem-iires Osszefiiggd zart részhalmaza elGall vala-
mely, a feladatban emlitett tulajdonsagii pontsorozat Gsszes torlédasi
pontjainak halmazaként. A torlédasi pontok halmazanak &sszefiiggs vol-
tat BorROczKy KArRoLy, KATONA GYULA, MALYUSZ KAROLY, TUSNADY
GABOR is megallapitja. BoROCzKY KAROLY, MALYUsz KARoLY, SzUcs
JO6zser, TusNADY GABOR metrikus terekben végzik el a megoldast.

7. feladat

Bebizonyitjuk, hogy a szobanforgd differencidlegyenlet u(x, y)=
=f(x)g(py) alakban felirhaté6 megoldasai csakis az

u(x, y)=(cy + cyx)e**e”
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és

u(x, y) =(cy +cyy)e”e”
(a, ¢y, c, tetszOleges éﬁandék) fiiggvények lehetnek (és ezek nyilvan
megoldasok).

Legyen u(x, y)=f(x)g(y) tetsz8leges megoldasa differénciélegyen-
letiinknek; ezt a helyettesitést elvégezve, az

(M S @ +/(x)g" () —2f (x)g' () =0

Osszefiiggést nyerjitk. Legyen valamely y, helyen g(y,) #0 (az u(x, y=0
trividlis esetet kizarjuk a vizsgalatbol); az (1) egyenletet g(y,)-val osztva

egy 4 el

S (%) —2af" (x) + bf(x) =0 _
alaki egyenlethez jutunk. Innen f”(x)-et kifejezve és (1)-be helyette-
sitve, az

2 S(x)[g" () —b-gWM]=2f (x)[g’(¥) —a-g()]

Osszefiiggést kapjuk. Most ezzel az egyenlettel kapcsolatban két esetet
kiilénboztetiink meg. Legyen el8szor ¢’ (y) —ag(y)=0. Ekkor g(y)=
=ce”. Ezt behelyettesitve (1)-be:

S (x) = 2af"(x) +a’ f(x) =0,
ahonnan f(x)=(c; +¢,x)e™. Tehat ekkor u(x,y)=(c;+c,x)e™ e,
A méasodik esetben tegyiik fel, hogy g’(y) —ag(y) nem azonosan O.
Ekkor valamely y, helyen g'(y,) —ag(y,)#0; ezzel osztva (2)-t:
J (x) =uaf(x), ahonnan f(x)=ke**. Ezt behelyettesitve (1)-be:

g (») —2ag’ (») + o’g (») =0,
igy g(y)=(k, +k,y)e”. Tehat ekkor u(x, y) =(k, +k,y)e*e*>.
Losonczi Ldszlo

A 7. feladatot megoldottdk még: BoLLOBAS BfLA, BOROCZKY
KARroLY, ELBERT ARPAD, HALASZ GABOR, MAKKAI MIHALY, MALYUSZ
KAroLY, MEzEI FERENC, SARKOZI ANDRAS, TUSNADY GABOR.

Megjegyzés: HALASZ GABOR és MAKKAI MIHALY Altalanositasi
lehet8ségre is ramutatott.

8. feladat

Ha az x pontbdl az x,,, =f(x,) (xo=x, n=0,1,2,...) iteracio-
val képzett sorozatban vannak egybeesS pontok, akkor x-et ‘szingu-
laris pontnak mondjuk. (Szingularis pont példaul az x=% pont.)
Azt kell tehat bebizonyitani, hogy a szingularis pontok mindeniitt
stirli halmazt alkotnak a [0, 1] szakaszban. Tegyiik fel ennek az ellen-
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kez8jét, vagyis azt, hogy valamely (4,b) (0=a<b=1) szakaszban
nincs szingularis pont. Ekkor 4§ (a, ), vagyis f(x) monoton az (a, b)
_szakaszban, igy az (a, b)-beli x pontokhoz tartozé f(x) fiiggvényérté-
kek egy olyan (ay,b;) (0=a, <by=1) szakaszt alkotnak, amelynek
f(a) és f(b) a végpontjai (valamilyen sorrendben). Ezért a Lagrange-
féle kozépértéktétel szerint, felhasznalva az f(x) figgvény [0, 4] ill.
[, 1] feletti konvexitasat is, b, —a, =q (b — a) kovetkezik, ahol g =f"(0).
Az is vilagos, hogy az (a,, b;) szakaszban nincs szingularis pont (mert
egy (ag, by)-beli szingularis pont (a, b)-beli inverz képe is nyilvan szin-
guléris pont volna), igy az az eljaras, amellyel az (a, b) szakaszbdl az
(a,, b,) szakaszhoz jutottunk, megismételheté az (ay, b;) szakaszbol
kiindulva, s barmeddig folytathaté. Az n-edik 1épésben nyilvan olyan
(a,, b,) 0=a,<b,=1) szakaszt nyeriink, amelyre b, —a,=q"(b —a) all
fenn. Ez pedig nem teljesiilhet minden n-nél, mert g=>1.
Kadtai Imre, Simon LdszIo, Szdsz Domokos

A 8. feladatot megoldottdk még: BANKFALVI ZSOLT, BLEYER AND-
RAS, BOLLOBAs BELA, BOROCZKY KAROLY, ELBERT ARPAD, FISCHER
PAL, GALAMBOS JANOS, HALAsz GABor, KALMAR AcGoTA, KATONA
GYULA, MAKKATI MIHALY, MALYUSZ KAROLY, MEGYESI LAszLO, SZODA
Lajos, TusNADY GABOR.

Megjegyzés: GALAMBOS JANOs ¢s TUsSNADY GABOR valamivel erd-
sebb 4llitist bizonyitanak. BOROCzZKY KAROLY, MAKKAI MIHALY,
MAvLyusz KARoLy, TusNADY GABOR ramutat a feladat feltételeinek
egyszeriibbekkel valé helyettesithetGségére.

9. feladat

ElGszor meghatarozzuk a v, valdsziniiségi valtozé eloszlasat, va-
gyis a P(v,=n) valdszinliséget barmely n természetes szamnal. A fel-
adat szerint v,=n azt jelenti, hogy n dobas koziil vagy legalabb
k irds-dobas van és a fej k-adszor éppen az m-edik dobasnal jelent-
kezik, vagy pedig legalabb k fej-dobas van és az iras k-adszor éppen
az n-edik dobasnal jelentkezik. Ha n<2k, akkor természetesen
P(vp=n)=0, igy elegendd az n=2k esettel foglalkozni. Mivel annak
a valdsziniisége, hogy n dobas kozott legalabb k iras van és éppen

1 n—
2 \Fees
és mivel ugyanannyi a valdszinlisége a fej ¢s iras szerepének fel-
cserélésével el6allé eseménynek is, ezért n=2k esetén

1 n—1 -
P(Vk=”)=§,j'<k_l>- :

az n-edik dobésra érjiik el a k-adik fejet, -vel egyenld,
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MielStt ratérnénk a feladatban szereplé hatareloszlas kiszamita-
sara, a tovabbiak szempontjabdl célszerti alakban fejezziik ki a
P(v,<x) valosziniiséget, x=>2k esetén. Evégett tjabb valdsziniiségi
valtozékat vezetiink be. Jeldljiik p-val az ahhoz sziikséges dobasok
szamat, hogy éppen k fejet kapjunk; ui értelmezése hasonld, csupan
a fej és iras szerepét cseréljilk fel. Nyilvanvald, hogy

Py<x)=PQRk=pu<x)+PQRk=u<x)=
=2P(2k = p<x) =2[P (< X) — P (i, < 2K)].

A fej- és irasdobasok szimmetrikus szerepe alapjan vilagos, hogy
P(u,<2k)=1%, mert bizonyos, hogy egy dobassorozatban mar 2k-nal
kevesebb dobas kozott el6fordul legalabb k fej, vagy legalabb & irés.
Ezért x>2k esetén

Pv<x)=2P(uy<x)—1.
Ve —

T valdszintiségi valtozé hatareloszlasdnak meghataroza-

sit a kozponti hatareloszlas tételre vezetjiik vissza. Jeloljik ¢&;-vel
egy dobassorozatban az i—1l-edik fej elérése utan ahhoz sziikséges
dobasok szamat, hogy ismét fej jelentkezzék. Nyilvanvald, hogy
m=&+ ... +&, é &4, .., & teljesen fiiggetlen, } paraméterii geo-
metriai eloszlasu valésziniiségi valtozok. fgy a kozponti hatareloszlas
tétel szerint, felhasznélva azt, hogy az } paramétexii geometriai elosz-
las varhato értéke ¢és szorasnégyzete is 2-vel egyenl, a kovetkezd

Osszefiiggést nyerjilk x>0 (vagyis V2k-x + 2k > 2k) esetén:

v, —2k ) —
P < x ) =P(p<V2k-x+2k)=2P(u, <V2k-x+2k)—1=.
( = ) (et )=2P(s )

X 2
=2p _2k —1—»2— "—dt——l— : e 2 dt.
l/ : 21:

-Xx

Végiil, ha x=0, akkor természetesen P< ik x) =0.

Y2k

Makkai Mihdly
10. feladat

El8szor masik két szerkesztési feladatot oldunk meg, a parhuzamos-
sagi axiomatol fiiggetleniil, vonalzdval és alapmértékkel. :

1. Egyenes szognél kisebb szog szogfelez8je megszerkesztendd gy,
hogy a szerkesztés a szog szarai kozt maradjon.

Az adott szog szérain (ezekrdl feltehet§, hogy nem esnek egybe)
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az O csiesbdl kiindulva rakjuk fel kétszer egymas utin az alapmérté-
ket. Igy az OA,, A,A, és OB,, BB, szakaszokhoz jutunk. Az 4,B,
és A,B, egyeneseknek van M ko6z8s pontjuk. Valéban, 4; és B, nem
eshet az A,B; egyenesnek ugyanarra az oldalira, mert O és B, az
A,B, egyenes két kiilonb6z8 oldalan, O és A, pedig az 4,B; egye-
nes ugyanazon oldalan helyezkedik el. Vilagos, hogy M illeszkedik a
B,0A; 4 szogfelezGjére. Ugyanis az A,B, és A,B, egyeneseket tiik-
rozve a B,0A, < szdgfelezBjére,

& © ezek egymassal helyet cserélnek,

igy metszéspontjuk a tiikrézésnél

5 ; fixpont, tehat M illeszkedik a

& _— ' B,04,< szogfelezjére. Az M

S nem eshet egybe O-val, mert
5 / B,04, < nem egyenessz6g. Tehat

9 e az OM egyenes a keresett f szog-
felez6, és az is vildgos, hogy a
1. dbra szerkesztés az adott szog szarai

ko6z6tt maradt.

2. Egyenes szognél kisebb, O-t6l kiilonbozd szog csicsabol Kki-
indulé félegyenesnek a szogfelez8re vonatkozé tikdrképe megszerkesz-
tend6 1ugy, hogy ha a szobanforgd félegyenesek mind egy félsikban
vannak, akkor a szerkesztés is ebben a félsikban maradjon.

Az adott szdg szarain az O cstcsbol kiindulva rakjuk fel kétszer
egymds utdn az alapmértéket. Igy az O4,, A4, és OB, BB, szaka-
szokhoz jutunk. Legyen f a B,0A,< szogfelezGje és P az O-bdl ki-

indulé tiikrézendS félegyenesnek
B, valamely pontja (feltehets, hogy P
7 és A, az f-nek két kiilonbozé ol-

L5 dalan helyezkedik el; tovabba kis
zarhaté az az eset, amikor P illesz-
kedik az O A vagy OB, egyenesre).
Vilagos, hogy a PA; egyenesnek
van Q; kozos pontja f-el. A P

2. dbra pontot és a PA; egyenest f-re

tikrozve a P’ pontot és a P'B,

egyenest nyerjilk, mikozben a Q, fixpont, tehdt PA,-nek és P’B,-nek

van f-re illeszkedd kozds pontjuk (ti. Q,). Hasonléan kovetkezik, hogy

PA,-nek és P’'B,-nek van f-re illeszked8 Q, kozos pontjuk. A Q és Q,

nem eshet egybe, mert P nem illeszkedik sem az OA; sem az OB,

egyenesre. ‘Tehat a B;Q, és B,Q, egyenesek metszéspontjat dsszekotve

O-val, nyerjitk az OP félegyenes keresett tiikorképét, és az is vilagos,

hogy ha az 0A4,, OB,, OP, OF félegyenesek mind egy félsikban van-
nak, akkor a szerkesztés is ebben a félsikban marad.
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3. Végiil ratériink a feladatban kitliz6tt szerkesztés elvégzésére.
Az egyenes adott O pontja azt a és a, félegyenesekre osztja. Az egye-
nes megadott oldalin vegyiink fel egy O-bdl kiindulé b félegyenest;
feltehetd, hogy az (a, b) <1 hegyesszdg. Tekintsiink egy, az a és b kozott
futé c félegyenest. Legyen f; a (b,¢c)< szogfelezSje, @’ az a-nak f,-re
vonatkozé tiikkorképe, f, a (b, a,) < szogfelezGje, és a” az a’-nek f,-re

1
i
I
|
I
1
|
1
}
i
1
I
I
l}
I
1
I

b

a, [6) a

3. dbra

vonatkozé tiikorképe. Vilagos, hogy (a, c)<t =(b, @) és (b, a)) < =
=(a", a) <, igy (a, ¢)< =(a”, a;) <. Tehat a (c, a”)< szogfelezSje a
keresett merGleges félegyenes. Az elGbbiek alapjan a szerkesztés min-
den lépése elvégezhetS a kivant mddon, a megadott félsikban.

Szdsz Domokos

A 10. feladatot megoldottdk még: BLEYER ANDRAS, BOLLOBAS
BfLA, BorROCZKY KAROLY, HALASZ GABOR, KATAI IMRE, KORVIN GABOR,
MaxkAl MiHALY, MALYUsz KARoLY, MEzEl FERENC, SARKOZI AND-
RAS, SIMON LAszrO, SzODA LAjos, TusNADY GABOR.

CONCOURS COMMEMORATIF MIKLOS SCHWEITZER POUR
L’ ANNEE 1961

1. Soit a(# 1) un élément d’ordre fini d’un groupe, et e(=2) un entier. Démon--
trer que si le complexe
A=(l,a,0, ..., 0" ")
n’est pas un groupe, alors

(1, L ”")

est différent de A4, quel que soit I'entier Q=)k(=e—1).

2. Démontrer qu’un anneau R posseéde un élément unité si et seulement si
chaque R-module G est la somme directe du sous-module trivial de G et de RG.
(Le sous-module trivial de G est I’ensemble de tous ses éléments g pour lesquels rg =0
si rER. RG est le sous-module engendré par tous les éléments rg(reR, geG). On
. entend par un R-module G un ,,espace linéaire” dont le ,,domaine scalaire’® R est
un anneau ne possédant pas nécessairement un élément unité; si 1€ R, alors
1.g =g n’est pas nécessairement réalis¢é pour tout élément g€ G.)
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3. Soit
f)=x"+awx""'+...+an n=1)

un polynome irréductible sur le corps K. Démontrer que les matrices non nulles
-t commutables avec la matrice

0 1 0 0 a o =oil) 0

0 0 1 0 grsnid) 0

0 0 0 0 R ORA | 1
TUn e Qn- b T2 B~ = —

peuvent toutes s’inverser.
4. Soit f(x) une fonction définie dans I'intervalle (0,1) a valeur réelle ou comp-
lexe, intégrable, | f(x)|=1. Formons a partir des éléments
1

o [ FE)er T =dx
6 .
les matrices d’ordre n:

n-1

T= (’pq) T*=@* )

»g=0" pa’psa=0

OU tpg=~Cq-ps tFq=cp-q (complexe conjugé), et ensuite & 1’aide des puissances de
-ces matrices ’hypermatrice d’ordre m

E i T2 SO ot

T E & R e
S=| %2 T* E .. gm=3

}*m- 1 :Tv*m—Z :7**m—3 :_ :. é

«c’est-a-dire la matrice contenant (mmn)2 nombres (E est la matrice unité d’ordre n).
Démontrer que la matrice S n’admet que des valeurs propres réelles non-négatives
quels que soient les entiers m et n.

5. Déterminer toutes les fonctions G a variable réelle (scalaire) non nulle, &
valeur matricielle réguli¢re de second ordre et toutes les fonctions f des vecteurs a
deux dimensions a valeur vectorielle a deux dimensions, pour lesquelles

f(Xy) = G(det X)Xf(»)
avec chaque vecteur y & deux dimensions et avec chaque matrice réguliere X de
second ordre (det X signifie le déterminant de la matrice X).

6. Soit {a.} une suite de points bornée. Supposons que la suite partielle convergente
{an,} étant choisie d’'une maniére quelconque, la suite {an,+1} converge vers la méme
limite. Démontrer que la suite {a.} est ou bien convergente, ou bien elle posséde une
infinité de points d’accumulation formant un ensemble dense en lui méme. Donner
an exemple pour le second cas.

7. Déterminer toutes les solutions de I’équation différentielle partielle
02u  02u 02u
e e
0x2 0y2  Ox0y
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qui peuvent s’écrire sous la forme §

u(x, y) = f(x)g(»).

8. Soit f(x) une fonction définie dans I’intervalle [0, %] convexe par en bas, déri-
vable (aux extrémités dérivable d’un seul coté) et satisfaisant aux conditions:
f0)=0, fG)=1,f'(0)>1. Prolonger f(x) dans Iintervalle [0,1] de la fagon
suivante: f(x)=f(1—x) pour xe(4, 1]. Démontrer que I’ensemble des points X
formé par les points x pour les quelles la suite x.+1=Ff(x,) (xo=x,7=0,1,2,...)
obtenue par itération contient de points coincidents est partout dense dans
Pintervalle [0,1].

9. Jetons plusieurs fois une piéce d’argent réguliére (normale) et continuons
jusqu’a ce que dans la suite des résultats le nombre des piles ainsi que celui des faces
atteigne le nombre k (k=1, 2, ...). Désignons par v, les nombres des jets nécessaires.
Déterminer la distribution de la variable aléatoire v, et la distribution 2 la limite

k
de la variable aléatoire VLZT lorsque k— oo.

10. Indépendemment de 'axiome des paralléles effectuons dans le plan a I'aide
d’une regle et d’un étalon de base la construction suivante: a partir d’un point donné
d’une droite élever une demi-droite perpendiculaire a cette droite telle que la cons-
truction se situe dans le méme demi-plan que la perpendiculaire.
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Az 1961. évi Kossuth-dijjal Kkitiintetett
Tandori Karoly dolgozatainak jegyzéke

. Uber die Cesarosche Summiecrbarkeit der orthogonalen Reihen, Acta Sci.

Math., Szeged, 14 (1951—52), 85—95.

. Uber die Cesarosche Summierbarkeit der orthogonalen Polynomreihen, Acta

Acad. Sci. Math. Hungaricae, 3 (1952), 73—82.

. Bemerkung zur Divergenz der Fourierceihen stetiger Funktionen, Publicationes

Math:; 2'(1951--52), 191—-193:

. Ortogondlis polinomsorok Cesaro-szummdcidjardl, Kandidatusi disszertdcié

tézisei, Budapest, 1954., 10 o.

. Uber dle Konvergenz smgu]arer Integrale, Acta Sci. Math., Szeged, 15 (1953 —

54), 223—230.
Uber die Divergenz der Fourierreihen, Acta Sci. Math., Szeged, 15 (1953—
54), 236—239.

. Uber die Cesarosche Summierbarkeit der orthogonalen Polynomreihen II,

Acta Acad Scz Math Hungaricae, 4 (1954), 237—253.

srar

Matematikai és Fizikai Osztalyanak Kozlemenyez 5 (1955), 61—68.

. Uber die starke Summation von Fourierreihen, Acta Sci. Math., Szeged, 16

(1955), 65—173.

. Uber orthogonale Reihen, Acta Sci. Math., Szeged, 16 (1955), 74—76.
. Uber einen speziellen Banachschen Raum, Publzcatzones Math., 3 (1953—54),

263 —268.

. Fourier-sorok erds szumméacidjardl, 4 Magyar Tudomdnyos Akadémia Mate-

matikai ds Fizikai Osztdalyanak Kézleményei, S (1955), 457—465.

. Ortogondlis sorokr6l, 4 Magyar Tudominyos Akadémia Matematikai és Fizi-

kai Osztalydnak Kozleményei, 5 (1955), 477—479.

Quelques évaluations sur les fonctions orthogonales, Comptes Rendus de I’ Acad.
Sci., Paris, 244 (1957), 836—838.

Sur les moyennes de Cesaro des séries orthogonales, Comptes Rendus de I’ Acad.
Sci. Paris, 244 (1957), 993 —995.

Sur les constantes de Lebesgue des systtmes de fonctions orthogonales et
normées, Comptes Rendus I’ Acad. Sci., Paris, 244 (1957), 1128—1130.
Ortogonélis sorokr6l, Doktori értekezés tézisei, 1957. 7 o.

Uber die orthogonalen Funktionen. I., Acta Sci. Math.,Szeged, 18 (1957),
57—130.

Ortogonahs sorok szumméciojarol, A Magyar Tudomdnyos Akadémia Mate-
matikai és Fizikai Osztalydnak Kozleményei, 7T (1957), 397—402.

Uber die orthogonalen Funktionen II. (Summation) Acta Sci. Math., Szeged.
18 (1957), 149—168.

Uber die orthogonalen Funktionen III. (Lebesguesche Funktionen.), Acta Sci.
Math., Szeged, 18 (1957), 169—178.

Uber dxe orthogonalen Funktionen IV. (Starke Summation), Acra Sci. Math.,
Szeged, 19 (1958), 18—25.
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Uber die ofthogonalen Funktionen V. (Genaue Weylsche Multiplikatorfolgen),
Acta Sci. Math., Szeged, 20 (1959), 1—13.
Uber die orthogonalen Funktionen VI. (Eine genaue Bedingung der starken

- Summation), Acta Sci. Math.. Szeged, 20 (1959), 14—18.

25.
26.
27.
28.
29:
30.
31.
82
335
34.
35.
36.
3.

Uber die orthogonalen Funktionen VII. (Approximationssitze), Acta Sci. Math.,
Szeged, 20 (1959) 19—24.

Bemerkung zur Divergenz von trigonometrischen Reihen, Acta Sci Math.,
Szeged, 20 (1959), 25—32.

Uber die orthogonalen Funktionen VIIL. (Eine notwendige Bedingung fiir die
Konvergenz), Acta Sci. Math., Szeged, 20 (1959), 245—251.

Bemerkung zu einem Satz von Gy. Alexits, Acta Sci. Math., Szeged, 21
(1960), 12—14.

Ein Summationssatz fiir Orthogonalreihen mit monotoner Koeffizientenfolge,
Acta Sci. Math., Szeged, 21 (1960), 15—18.

Uber die orthogonalen Funktionen IX. (Absolute-Summation), Acta Sci.
Math., Szeged, 21 (1960), 292—299.

Uber ein Problem von G. Alexits, Acta Acad. Sci. Math. Hungaricae, 11
(1960), 429—433. 4

Bemerkung zu einem Satz von A. N. Kolmogoioff, Acta Sci. Math., Szeged,
22 (1961), 133—135.

Sur la convergence inconditionnelle des séries orthogonales, Comptes Rendus
de I'Acad. Sci Paris, 253 (1961), 928—929.

Uber die Divergenz der Orthogonalreihen, Publicationes Math., 8 (1961),
291 —307.

Uber das Konvergenzverhalten einer Klasse von Orthogonalreihen, Annales
Univ. Budapestiensis, 3—4 (1960/61), 15—18. (Alexits Gyorggyel kozos dolg.)
Uber Approximationen mit allgemeinen Orthogonalreihen, Annales Univ. Buda-
pestiensis, 3—4 (1960/61), 351—356.

Uber die orthogonalen Funktionen X. (Unbedingte Konvergenz), Acta Sci.
Math. Szeged. (Megjelenés alatt.)



Feladatrovat

Szerkeszti: HAJOS GYORGY

A feladatrovatnak szant kiildeményeket (az egyes feladatok meg-
oldasat kiilon lapon) a kovetkezd cimre kérjiikk: Bolyai Janos Mate-
matikai Tarsulat, Budapest, V. Szabadsag tér 17.

Kitiizott feladatok

128. Mutassuk meg, ilogy van olyan teljes metrikus tér, amelyben
zart gombok monoton csokkend sorozatinak metszete lehet iires is.

Csdszar Akos és Pdl Ldszlé

129. Bebizonyitandd, hogy ha a valésvaltozds, L-integralhatd f(¢)
fiiggvényre, tovabba a pozitiv M, b allanddkra

=——"——¢ b2
14 4n2x2

% j f(tye=idt

akkor minden pozitiv egész k-ra

oo

li j F()e—dt

-—ce

k _ixz

S e Stk
=1+ 4n2x2°

Turdn Pdl
130. Bizonyitsuk be, hogy az (n — 1)-edfokt

f(z):ao +alz+ ver +a"_12"_1

polinomnak az e2™i/" helyeken (k=0, 1, ..., n—1) felvett értékei akkor
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és csak akkor egyenl§ abszolut értékiiek, ha az

R R P

ay ay wvdg

(7 SSE) P S

matrix ortogonalis abban az értelemben, hogy barmely soranak vagy
oszlopanak egy masik sor, ill. oszlop konjugaltjaval valé skalaris szor-
zata 0. -

Corradi Keresztély

Megoldott feladatok

111. feladat. A sikbeli A;, A, hiromszdgek csticsain 4t a masik
héromszog megfelel§ oldalara merdlegest fektetiink. A-b6l kiindulva
ilyen médon a A;, A,-bél kiindulva pedig a A, haromsz6g oldalegyene--
seihez jutunk. Bizonyitsuk be, hogy e haromszdgek teriiletere A;:A, =
= A3 :A4 .

( Kdrteszi Ferenc)

1. Megoldds. Forgassuk el 90°-kal a A, haromszoget €s vele egyiitt
a A, haromszdget is. Minthogy A; oldalegyenesei parhuzamosak az
elforgatott A, oldalaival, hasonldéképpen az elforgatott A, oldalegyenesei
parhuzamosak A, oldalaival, elegend8 bebizonyitanunk, hogy a feladat
allitdsa helyes, ha benne merdleges helyett parhuzamos fektetésérdl van
sz6. Az aladbbiakban az igy moddositott Aallitast bizonyitjuk.

A Ty, T, terilletli 4,B,C,, A,B,C,
haromszogek csucsain at a masik ha-
romszog megfelel§ oldalaval parhuzamost rs
fektetve az (esetleg pontta fajuld) 4;B8;C;, :
A,B,C, haromszogekhez jutunk (1. 4bra).
Ezek az eredeti haromszégekbdl g,, ill.
0y aranyt parhuzamos hasonlésag (ho-
motécia) alkalmazasaval szdrmaznak, ol-
dalvektoraikra tehat pl. 4;B;=0,4,B,
€s A,B,=0,4,B; (az X-b6l Y-ba vezetd
vektort az alibbiakban is XY jeloli).

Tekintsiik a ey

. dbra

V=A1B1XB2C2 +A232XBlcl -

Cs

A

C2
Be

vektort. Ismételten felhasznalva, hogy parhuzamos vektorok vektorialis
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_ szorzata eltlinik, a kovetkez§ atalakitast végezhetjiik el:

v=A,B, X(ByAs+ A,C,)+(A,Cs + C4B,) X B,Cy =
=A,B; XB,A,+ CyB, XB,C; =
=ABy X B4, +(C1A4, + 4,B) X CyB, =
=A,B; X(ByAs+ CyBy)=AB; X Cydy =
=04(4,B, X C14,).

Eredményiink az eredeti haromszogek szerepét felcserélve a
v=0,(4,B, X C,4,) X

eredményt is adja. ~
Eredményeink alapjan

3Vl =l01|T1 = .| T5,

hiszen pl. |4;B; X C;A,|=2T;. Ebb8l mar kovetkezik a bizonyitandd
allitas helyessége is, mert ez jelolésiinkkel

T13T2:Q§T2: Q%T1
alakban irhatd.
Hajos Gyorgy

II. megoldds. A Ay, A, haromszdgek csticsain at parhuzamost fek-
tetink a mésik haromsz6g megfeleld oldalaval. Igy a A;, A, harom-
szogekhez jutunk. Az el8z8 megoldas els8 bekezdésére hivatkozva a
feladat allitasat ezekre a héromszogekre bizonyitjuk be.

Feltehetjiik, hogy A; és A, koziil pl. A, nem fajul el ponttd. Van
tehat olyan parhuzamos hasonlésag, amely a A, haromszdget A,-ba,
A4-et pedig valamely A haromszdgbe viszi 4t. Minthogy a hasonl4sag
a teriiletardnyokat nem valtoztatja meg, feladatunk a A;:A;=A;:A
aranypar bizonyitasa.

Két esetet kiillonboztetiink meg aszerint, hogy a péarhuzamosan

« hasonld6 A;, A haromszogeknek van-e hasonldésigi centrumuk, vagy
pedig eltolassal szarmaznak egymasbdl.

Ha Ay =4,B,C; A és A=ABC A hasonlésagi centruma O (2. abra)
és hasonlésaguk ardnya A, akkor A=A%2A, és

0A=)04,, OB=10B,, OC=10C,.

Ebbél kovetkezik, hogy (irdnyitott haromszdgek el8jeles teriiletérsl
szdlva ;
AOAIBI = OABI = OAIBI "{* A1B1A = OAlBl + A1B1C3 —
= 0A1C3 + 0C3B1 .
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Hasonlé indokoléassal
AOB;C,=0B,; A5+ 0A4,C,,
AOC A, =0C,B;+ OB;A4,.
Ezekbd8l Gsszeadassal
AAB,C; =A;3B;C;,

azaz Ay =1A; adédik, ami a vizsgalt esetben a feladat Allitasat bizo-
nyitja.

3. dbra

Ha A; és A cltolassal szarmaznak egymasbol (3. 4bra), akkor
A=Ay, s ezért (irdnyitott parallelogrammék el&jeles teriiletével dolgozva)

Al —A =A1BIBA +B1C1CB+ CIAIAC:().
Minthogy pl. 4,B;BA/2 = A,B,B=A,B,C;, egyenletiinkbdl 2-vel osztva
0=4,B,C3+B,Ci4;+ C1AB;=A; — A,

kovetkezik. Ezek szerint A;=A,, teht a A,:A;=A;:A ardnypar most
is helyes.
Gallai Tibor

A 111. feladat megoldédsat bekiildték még BoLLOBAS BELA és MOL-
NAR FERENC.

113. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kommutativ elrendezhetd
R gylir(i a eleme akkor és csak akkor pozitiv R minden elrendezésében, ha

G+ taxd)a=pi 4 oo +y2
ahol x4, ..., X,,, Y1, ..., ¥, az R gyfirii alkalmasan megvalasztott elemei.

(Griitzer Gyorgy és Schmidt E. Tamds)

12 Matematikai Lapok
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Megjegyzés. A feladat szovege akkor kifogastalan, ha benne ,,al-
kalmasan megvalasztott” elemek helyett ,,alkalmasan megvalasztott,
0-t61 kiilonb6z6™ elemekrdl van sz6. Ezt az alabbi megoldas is figye-
lembe veszi. '

( Szerk.)

Megoldds. Ha az a elem alkalmas megvalasztaskor kielégiti a
feladat egyenletét, akkor R minden elrendezésében a =0, hiszen Zx? =0
és Yy? >0 minden elrendezésben teljesiil.

Ha a semmilyen valasztaskor sem elégiti ki a feladat egyenletét,
akkor az R()/—a) gyfiriit tekintjiik, s bebizonyitjuk, hogy ez formalisan
valds (lasd pl. Rédei: Algebra I., 493. o.). Minthogy kommutativ gyi-
riir6l van sz6, R() —a) pozitiv magjat azok a Z(u;+v;) —a)* elemek
alkotjak, amelyekben nem minden u; és v; értéke 0. Gylir{ink pozitiv
magja valoban nem tartalmazza a 0 elemet, mert ha

St vV —a)?= 3w~ avf) +2V—aSup;=0,

akkor Zu%=aZv?, tehat az a-ra vonatkozo feltevés szerint valamennyi
7 —8Cs . —0:

; Minthlogy R(Y=a) formdlisan valds, R. E. JOHNSON tétele szerint
(lasd uo.) elrendezhet8. Egy ilyen > elrendezésben —a=()/—a)?=>0.
Ily médon R-nek olyan elrendezéséhez jutottunk, amelyben a<0. Ha
tehat @ minden elrendezésben pozitiv, akkor feltevésiink nem teljesiilhet,
azaz van olyan megvalasztas, amely mellett a kielégiti a feladat egyen~
letét.

/ Gritzer Gyérgy és Schmidt E. Tamds

115. feladat. A zart [0, 1] intervallumban értelmezett folytonos f(x)
fiiggvényre f(0)=0, f(1)=1, tovabba minden 0 <x-<1 értékhez talal-
haték olyan 0=x—h<x-+h=1 értékek, amelyekre

S)=3f(x—h)+f(x+ )]
Bizonyitsuk be, hogy f(x)=ux.
(Rényi Alfréd)

1. megoldds. Tekintsiik a g(x) =f(x) — x fiiggvényt. Ez is folytonos:
a [0, 1] intervallumban, g(0)=g(1)=0, és a feladat feltételei mellett

g(x)=Hg(x—h)+g(x+h)]

Minthogy g(x) folytonos, felveszi a maximumat, és van egy legkisebb:
X, hely, ahol ez bekovetkezik. Ha ez a maximum nem 0, akkor 0 <x, <1.
Ezért a megfelel6 & értékre

g(xo) =3[g(xo — ) +g(xo + A)].
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Ez azonban lehetetlen, mert x, megvalasztasa miatt g(x, —h) <g(x,) és
g(xo +h)=g(x,). Eszerint g(x) maximuma csak O lehet.
Ugyanigy adddik, hogy g(x) minimuma is 0, hogy tehét g(x)=0,
AZa7- 1) =X
Hetyei Gabor

II. megoldas. A feladat kovetkez8 altalanositasat bizonyitjuk be:
Legyen H egy korldatos zdrt halmaz az n-dimenzids euklideszi térben,
tovdbbd G H egy véges ponthalmaz. Ha H—G minden pontja két
H-beli pont 0sszekoté szakaszdnak belsé pontja, akkor G konvex burka
tartalmazza a H halmazt.

Elég azt bizonyitanunk, hogy ha egy hipersik tartalmazza a P€G
pontot, €és egy a hipersik altal hatarolt féltér tartalmazza a G ponthal-
mazt, akkor ez a féltér tartalmazza a H halmazt is (hiszen G konvex
burka ilyen félterek metszete).

Tegyiik fel, hogy van H-nak a féltérhez nem tartoz6 pontja. Tekint-
siik koziilitk azokat, amelyek a hipersikt6l legtavolabb vannak, s legyen
0 ezek kozill egy olyan, amely P-t6]1 maximalis tavolsagra van. H kor-
latos és zart volta biztositja, hogy ilyen Q pontrdl sz lehét. Minthogy
0O nem tartozhatik G-hez (hiszen nincs az ezt tartalmazd féltérben),
Q két H-beli pont 6sszekots szakaszanak belsG pontja. Mivel e szakasz
egyik végpontja sincs a hipersikté! O tavolsaganal nagyobb tavolsagra,
a szakasz a hipersikkal parhuzamos. Minthogy pedig a két végpont
egyike P-t61 PQ-nal nagyobb tavolsagra van, ez a végpont ellentmond
0 megvalasztasanak. Ez az ellentmondas allitdssunk helyességét bizo-
nyitja. A

A feladat a bebizonyitott allitasunk egy specialis esetét mondja ki:
H az (x, f(x)) pontok halmaza a kétdimenziés sikban (ez a halmaz
f(x) folytonossaga miatt zart), G a (0, 0), (1, 1) pontokbdl 4ll, tovabba
H — G minden pontja két H-beli pont Osszekotd szakaszanak a felezd-
pontja. A bebizonyitottak szerint valéban f(x)=x, mert G konvex
burka egy szakasz, és f(x) a [0, 1] intervallum minden pontjaban értel-
mezve van.

Bdrtfai Pdl

A 115. feladag megoldasat bekiildték még: AczéL JAnos, T. H.
BARTH, CsAszAR AKOS, DAROCZY ZOLTAN, DEAK ERVIN, Dux ERIK,
Haj6s GYOrRGY, HORVATH SANDOR, KOVARI TAMAS, KRALIK DEzsé,
KRAMLI ANDRAS, REvEsz PAL, SURANYI JANOs, Sz(ics JOzSEF, Sz(sz
PETER.

1. megjegyzés. A feladat 4llitisa nem helyes, ha nem koveteljiik
meg f(x) folytonossagat, s6t akkor sem, ha csak félig folytonossagat

12*
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koveteljiik meg. Ezt az

0, ha O0=x<1,
f(X)={

x, ha 3=x=1

fiiggvény bizonyitja.
; Dedk Ervin

I1. megjegyzés. A bekiildott megoldasok a feladat tobbiranyn alta-
lanositasat tartalmazzak. Javarésziiket felolelik, s6t tovabb altalanositjak,
a kovetkez§ észrevételek:

Az 1. megoldis g(x)-re vonatkozo okoskodasa azt is bizonyitja,
hogy a [0, 1] kdzben értelmezett g(x) fuggvény csak g(x)=0 lehet, ha
g(0)=g(1)=1, ha tovabba minden 0 <x <1 értékhez taldlhatok olyan
0=x,; =x <x,=1 értékek, amelyekre g(x,) és g(x,) kozrefogjak g(x)-et,
s vele egyenl6k csak akkor lehetnek, ha egyméssal is egyenl6k.

A II. megoldas valtozatlanul helyes, ha benne G nem véges, hanem
zArt ponthalmazt jelent. Alig van moédositasra szilkség akkor is, ha
benne nem két H-beli pont &sszekotd szakaszanak belsG pontjardl,
hanem olyan szimplexnek a csticsaitél kiilonboz8 pontjarél van szd,
amelynek a csucsai H-hoz tartoznak.

Szerk.

116. feladat. Meghatarozandok mindazok a val6és szamokbol allé
Ags Ats -.esAy sorozatok, amelyekre teljesiil a kovetkezd allitds: Ha az

1+a;x+a,x*+...+ax"=0

egyenletnek x; €s x, kéf egymastél nem feltétleniil kiilonboz6 valds
gyoke, akkor van a

Ao+ M@ x+ Ararx?+ ... + A,a,x"=0

egyenletnek az x; =x=x, feltételt kielégitd gyoke.
(Turdn Pdl)

Megjegyzés. A feladat szovegébdl értelemszeriien kovetkezik, hogy
benne n=2 és x; =x,. Hallgatélagosan fel van tételezve az is, hogy
valdsegyiitthatés polinomokrdl van csak szo.

Szerk.

Megoldds. A kovetelményt a
(1) : M=o+ Bk (k=0,1,...,n)

sorozatok elégitik ki, ahol « és ff az of =0 megszoritast kielégit allandok.
A trividlis «=p=0 esetet figyelmen kiviil hagyjuk. L
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a) Ha a {4} sorozat kielégiti a kovetelményt, és a
. pxX)=14ax+a,x*+ ... +a,x"
poliﬁomnak x=1 tobbszords gyodke, azaz
p()=1+a,+a,+...+a,=0,
p(D=a,+2a,+... +na,=0,
akkor a feladat kovetelményének teljesiilése miatt x =1 gyoke a
g(x)=Ao+Aax+ Aa,x%*+ ... + A,a,x"
polinomnak is, azaz
q()=Ap+ A +2a, +... +1,a,=0.

A lineéris algebra elemi tétele szerint ebbdl kovetkezik, hogy megfelels
o, B egyiitthatokkal

q(})=ap(1)+ﬂp’(l)

azonosan, azaz a,, a,,..., a, minden értékére teljesiil. Eszerint {1,} csak
(1) alaku sorozat lehet, s ekkor

q(x) =ap(x) + Bxp’(x).

b) A feladat kovetelménye nem teljesiil az (1) alak sorozatra, ha
oaff <0. Ezt p(x)=1—x? példija mutatja, mert ekkor

q(x) =a—(x +26)x?,

s ennek a polinomnak off <0 esetén nincs gydke a [ — 1, 1] intervallum-
ban.

¢) Ha az (1) alaku sorozatra of =0, akkor kielégiti a feladat kove-
telményét. Ez nyilvanvalé akkor, ha x; =x,, mert ebben az esetben
p(xy) =p'(x,)=0, tehat g(x,)=0 is teljesiil.

Legyen tehat x; <x, a p(x) polinom két egyszeres gydke. Feltehet-
jiik azt is, hogy ezek szomszédos gySkhelyek, hogy tehat p’(x,) és p’(x,)
ellentétes elSjelli. Ha tehat x, és x, egyezd elSjelii, akkor

q(xy) =Px,p'(xy), q(x;) =Px,p'(x;)

ellenkezd elGjeliiek, s ezért g(x)-nek van gyoke az (x;, x,) intervallum-
ban.

Mar csak az x; <0 <ux, esettel kell foglalkoznunk. Ekkor p(0) =1
miatt p’(x,)=>0, tehat x,p’(x,)<0. Ezért a

q(x)=pxp'(x1), - q0)=a
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értékek ellentétes elGjeltiek, és g(x)-nek van gyoke az (x4, 0) intervallum-
ban, tehat (x,, x,)-ben is.

Kdévari Tamds

A 116. feladat megoldasat bekiildték még: BARTFAI PAL, CsSASZAR
Axos, SURANYI JANOS.

I. megjegyzés. A feladatbeli polinom az n=2 esetben csak valds
egyiitthatés lehet. Ha a feladat komplex egyiitthatés polinomokra is
vonatkozik, akkor a megoldasban megadott sorozatok koziil n=3 ese-
tén csak a trivialis 4, =« (k=0, 1,..., n) sorozat felel meg. Ezt a

p(¥)=(1+ix)r(x)

polinom bizonyitja, ahol r(x) valés egyiitthatdju, s van legalabb két
pozitiv zérushelye, de minden valos zérushelye egyszeres. Ha a feladat
kovetelménye teljesiil, akkor a

q(x) = ar (x) + Bxr'(x) + ix(ar(x) + pxr'(x) + pr(x))
polinomnak el kell tlinnie egy pozitiv x helyen. Ezen a helyen tehat
) ; ar(x) + pxr’'(x) =0,
?3) x(or (x) + Bxr’ (x) + pr(x)) =0.
(2) figyelembevételével (3)-bol fxr(x) =0. Ha tehat f# #0, akkor r(x) =0
és ezért (2) értelmében r’(x) =0, ami lehetetlen. Eszerint valoban csak

p =0 lehetséges.
Csdszdr Akos

II. megjegyzés. Laguerre nevezetes elmélete, mely igen altalanos,
csupa valos gyokkel bird, fiiggvényosztalyokat ad meg (a Riemann-
sejtés megoldasa céljabol) végeredményben Rolle tételének szellemes
alkalmazasain alapszik (l. pl. Polya—Szeg6 ,,Lehrsdtze und Aufgaben
aus der Analysis”). A feladat azt fejezi ki, hogy egyik kézenfekvd
altalanositasi lehet§ség nem vezet valddi altalanositashoz.

Turdn l_"dl

' PROBLEMES PROPOSES

128. Démontrer qu’il existe d’espaces métriques complets dans lesquels la par-
tie commune d’une suite de sphéres monotone décroissante peut étre méme vide.

A. Csdszdr, L. Pdl
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129. Soit f(t) une fonction a variable réelle et intégrable L, M et b deux cons-
tantes positives. Démonter que si

& f f@Oe- et =g -t
27 . T 14-4n2x2 g

alors on a pour tout entier positif &
M¥* LA
e .
1 -} 4n2x2 . >
P. Turdn

=

1 i k, -ixt
lﬂ_[af(z) o~ ¥ty

130. Soit
f(z)=a0+alz+ e o B -
un polyndme de degré n— 1. Démontrer que les valeurs prises par f(z) aux points

z=e?™*"(k=0,1,2,...,n—1) sont égales en valeurs absolues si et sculement si
la matrice

Ao Q1 o5 iOn=g
ai d4az ... do
an-1 Qo an-2

est orthogonale dans le sens que le produit scalaire de chacune de ses lignes resp.
colonnes avec le conjugué d’une autre ligne resp. colonne est égal a zéro.

K. Corradi



Jelentés az 1961. évi Griinwald Géza-
emlékdij odaitéléséral

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat az 1961. évi Griinwald Géza-
emlékdij odaitélésre vonatkozo6 javaslattétel céljabol Sttaghi bizottsagot
kiildott ki, melynek tagjai: Csaszar Akos, Hajos Gyorgy, Kertész Andor,
Rényi Alfréd és Varga Ott6. A kikiildott bizottsag 1961. oktdber 23-4n
és 1961. november 1-én tartott {ilésein megvitatta az ElnGkség tagjait6l
érkezett javaslatokat és ennek alapjan egyhangtian a kovetkez8 hataro-
zatot hozta:

A Bizottsag gondosan tanulmanyozta a beérkezett nagyszdmu javas-
latot. Orommel allapitja meg, hogy ebben az évben is tobb fiatal
matematikus vehet8 szamitisba az emlékdij odaitélésénél. Alaposan
mérlegelve a javaslatba hozott matematikusok munkassagat, a Bizott-
sag ugy dontott, hogy az els6 Griinwald Géza-emlékdijat ebben az
évben nem adja ki, viszont masodik Griinwald Géza-emlékdijjal és
1000—1000 forinttal jutalmaz 5 matematikust. A Bizottsag reméli, hogy
dontése a jutalmazottaknak eddigi tudoméanyos munkassaguk elismerése
mellett 6sztonzésiil is szolgil tovabbi eredmények elérésére.

A Bizottsag masodik Griinwald Géza-emlékdijjal jutalmazza ApAM
ANDRAST, a MTA Matematikai Kutaté Intézetének tudomanyos mun-
katarsat algebrai és grafelméleti targyi dolgozataiért,

LEINDLER LASZLO aspiranst, ortogonalis sorokrél irt dolgozataiért,

MAKAI IMREt, a kiskunfélegyhazi Pet6fi Gimnazium tanarat diffe-
rencidlgeometriai targyt dolgozataiért, \

MoGYORODI JOzsEFet, a budapesti Eotvos Lorand Tudoményegye-
tem Matematikai Intézetének tanarsegédét valoszinliségszamitasi targyi
dolgozataiért, valamint

Vincze ENDREt, a miskolci Nehézipari Miiszaki Egyetem matema-
tikai tanszékének adjunktusat fiiggvényegyenletekrdl irt dolgozataiért.

A dijazottak munkéssagat az alabbiakban ismertetjiik:

ApAM ANDRAsnak tiz cikke jelent meg és tovabbi két dolgozata
van sajto alatt.

Négy dolgozataban, az [1], [3], [6], [8] szamuakban, az algebra és
a halmazelmélet hatarteriiletéhez tartozé kérdéseket vizsgal. Ezekben a
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halmazsorozatokkal kapcsolatos problémakat és altalanos algebrai kér-
déseket targyal.

To6bbi hat megjelent és két sajté alatt levé dolgozata a jelfogd-
érintkezSrendszerek elméletébsl meriti targyat. Kétpolusi elektromos
halézatokkal foglalkozik, ami matematikai szempontbdl a két kitiinte-
tett szogponttal rendelkez6 grafok és ezek részgrafjainak vizsgalatat
jelenti. Ilyen irdnyt grafelméleti vonatkozasu, részben topoldgiai jellegi
eredményeit a*[10] dolgozataban foglalja egybe. Az alkalmazasok szem-.
pontjabdl vizsgilatai azért jelentSsek, mert a megadott miikodési fel-
tételeknek eleget tevd, jelfogdk érintkezGibdl Osszetett aramkorsk meg--
konstrualasa terén ér el eredményeket. Ez a munkéssiga KuUzNYECOV
¢s TRACHTANBROT szovjet matematikusok munkassagahoz csatlakozik, és
eredményeiket tovabb is fejleszti.

Addm Andrds dolgozatainak jegyzéke

[1] On permutations of set products, Publ. Math. Debrecen, 5 (1957), 147—149_

[2] Kétpolusu elektromos hdlozatokrdl, I, MTA Mat. Kut. Int. Kozl., 2 (1957),
211—-218.

[3] A theorem on algebraic operators in the most general sense. Acta Sci. Math.
Szeged, 18 (1957), 205—206.

[4] Kétpolusu elektromos hdlézatokrol, II. MTA Mat. Kut. Int. Kozl.,, 3 (1958),
67—19.

[5] Kétpolust elektromos halozatokrol, III. MTA Mat. Kut. Int. Kozl., 3 (1958),

; 207—218.

[6] On the definitions of direct product in universal algebra. Publ. Math. Debrecen,
6 (1959), 303—310.

[7]1 Kétpolust elektromos haloézatokrél, IV. MTA Mat. Kut. Int. Kozl., 4 (1959),
183—190.

[8] On subsets of set products. Annales Univ. Budapest. (Sectio Math.), 2 (1959),
147 —149.

[9] Zur Theorie der Wahrheitsfunktionen. Acta Sci. Math. Szeged, 21 (1960), 47 —52.

[10 On graphs in which two vertices are distinguished. Acta Math. Hung., 12 (1961),
377—-397. -

LEINDLER LAszLé megjelent és sajtd alatt allo dolgozataiban fog-
lalt eredményei az éltalanos ortogonalis sorok konvergencia- és szum-
macidkérdéseivel kapcsolatosak és a Mensov-féle mdédszerek Tandori
Karoly altal tovabbfejlesztett és kifinomitott alakjanak szolgaltatjak
érdekes és fontos alkalmazasait. [1] dolgozatanak féeredménye 1ényegé-
ben azt mondja ki, hogy egy (a, b) intervallumon ortonormalt fiiggvény-
rendszer tagjainak abszolut értékei ,,mértékben” approximélhaték egy
ortonormalt polinomrendszer megfeleld tagjainak abszolut értékeivel,
ami szamos ismert tételnek Aaltalanositasat teszi lehet8vé. Ennek az
eredménynek a finomsagara mutat ra a [2] dolgozat, megmutatva, hogy
hasonlé tétel mar nem igaz abszolit értékek helyett magukra a fiiggvé-
nyekre. A [3] dolgozatban a majdnem mindeniitt valé (C, &) szummal-
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hatésaganak egy clégséges és monoton egyiitthatésorozat esetén sziik-
séges feltételét adja meg. Tandori az a=1 esetet targyalta; Leindler
megmutatja, hogy a Tandori-féle feltétel az o> 1/2 esetben is sziikséges
és elégséges, az a=1/2 és —1<a<1/2 esetekre pedig mdas, hasonld
alaku feltételt ad. A [4] és [S] dolgozatok is Tandori bizonyos eredményei-
nek altalanositasaval foglalkoznak.

Leindler LaszIlo dolgozatainak jegyzéke

[1] Uber die orthogonalen Polynomsysteme, Acta Sci. Math. 21 (1960), 19—46.
[2] Zur_ Frage der Approximation durch orthonormierte Polynomsysteme, Acta
" - Sci. Math. 22 (1961), 129—132.
[3] Uber die absolute Summierbarkeit der Orthogonalreihen, Acta, Sci. Math. sajté
alatt.
[4] Uber die starke Summierbarkeit der Orthogonalreihen, Acta Sci. Math. sajté
alatt.

[5] Bemerkungen zu Sétzen von K. Tandori, Publ. Math. Debrecen. sajtoé alatt.

Maxkar IMRE [1] dolgozatanak targya olyan tenzorok, illetve skalar-
invaridnsok meghatarozasa, amelyek folytonos médon tenzor-, illetve
vektormez8kt6l fiiggenek. [2] dolgozatiban meghatarozza az Osszes
olyan els6rendii komitanst, amelyek két adjungalt n-él megadasatol
fliggenek. Meghatarozza tovabba az emlitett két n-él segitségével értel-
mezhet§ linedris 6sszefiiggéseket is. [3] dolgozataban a Lie-féle derivalt
Golabtdl szarmazé altalanositasaval foglakozik. Skalarok, vektorok, és
sliriségek altalanositott Lie-derivaltjaira egyszer(i levezetési médot ad
meg. '

Makai Imre mindhdrom dolgozatanak targya — a differencial-
invaridnsok elmélete, a tér dsszefiiggési paraméterei, a Lie-derivalt fo-
galma — a differencidlgeometriai terek elméletében alapvet8 szerepet
jatsz6 problémakorhoz tartozik. A dolgozatok értékét noveli az, hogy
olyan modszereket alkalmaz, amelyek az eddigi vizsgalatokhoz képest
kevesebb fiiggvénytani feltételt kovetelnek.

Makai Imre dolgozatainak jegyzéke

[1] Uber die Invarianten die aus gewissen Tensoren gebildet sind, Publ. Math. Deb-
: recen, 7 (1960), 359—363.
[2] Uber geometrische Objekte, die aus adjungierten n-Beinen gebildet sind, meg-
; jelenik az Acta Math. Acad. Sci. Hung. 12. kotetében.
3] Uber die Liesche Ableitung der homogenen lincaren geometrischen Objekte,
megjelenik a Rozprawy Math. folyoiratban.

MoGYORODI JOzSEF figyelemremélté tudomanyos eredményeket ért
el egyrészt az atomreaktorokban lejatszodd neutronlassulasi folyamat
valoOszin(iségszamitasi targyalasa, masrészt a valdsziniiségszamitas hatar-
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eloszlastételeinek véletlen tagszamu valdszintiségi valtozokbdl allé Osz-
szegek hatareloszlasara vald kiterjesztése terén. Az elsé témakorrel fog-
lalkozik [1], [2], és [3] megjelent dolgozata, utébbival viszont [4] és [5]
sajto alatt leve dolgozata. A neutronlassulds folyamatat illetGleg Mogyo-
rédi Jozsef elsGsorban a neutron lelassulasaig torténd iitkozések sza-
manak, tovabba a neutronok altal ez idGpontig megtett uthossznak az
eloszlasat vizsgalja. Eredményei mind matematikai szempontbdl, mind
pedig gyakorlati vonatkozasban értékesek. A valdsziniségi valtozék
véletlen szamu tagbdl allé Osszegeivel kapcsolatban Mogyorddi Jozsef
azzal az esettel foglalkozik, amikor a tagok szama nem fiiggetlen maguk-
tol a tagoktol. Csatlakozva Anscombe egy tételéhez, egy sziikséges és
elegend§ feltételt ad meg, ilyen Osszegekre vonatkozd hatareloszlas-
tétel érvényességére. Az 5. dolgozatban Rényi Alfréd egy tételét alta-
lanositja. Az emlitett két dolgozatban foglalt elméleti eredményei gya-
korlati alkalmazasra talalhatnak a szekvencialis analizis, valamint a
Monte-Carlo médszerek teriiletén.

Mogyorddi Jozsef dolgozatainak jegyzéke

[1] Az atommagreaktorokban végbemend neutronlassitas-folyamattal kapcsolatos
valdszinliségszamitdsi problémakr6él, MTA Mat. Kut. Int. Koézl. 1
(1956) 337—348. (Németh Gézaval kozosen),

[2] Problems of Neutron Movements in Atomic Reactors According to the Theory
of Probability. Megjelent az 1958. évi genfi atomenergia kongresszus
kozleményeiben ,,P/1711 Hungary” jelzés alatt.

[3] Neutronok atommagreaktorokban valé mozgasanak val6szin{iségszamitasi prob-
léméai, MTA Mat. Kut. Int. Kézl. 3 (1958) 237—250.

[4] Limiting distributions for sums of a random number of independent random
variables, MTA Mat. Kut. Int. Kozl. 6 (1961) sajt6 alatt.

[5] Central limit theorem for the sum of a random number of independent random
variables. Acta Math. Acad. Sci. Hung. sajt6 alatt.

ViNczE ENDRE eddigi munkassaga — a sorelméleti, geometriai, ill.
miiszaki matematikai targyu [1], [15], [11], és [17] sz. dolgozatoktdl elte-
kintve — fliggvényegyenlet irdnyl és négy f6 kutatasi irAnyhoz sorol-
hat6:

1. A poliadikus csoportok visszavezetése kozonségesekre és a foly-
tonos valds leoszthaté multinér miiveletek meghatarozasa igen altalanos
feltételek mellett torténik meg a [2] és [4] sz. dolgozatokban.

2. A gazdasagossagi fiiggvényt bizonyos altalanos feltételek mellett
fliggvényegyenletrendszerekkel jellemzi és azok megoldasa -itjAn meg-
hatarozza a [3], [6], és [13] dolgozatokban.

3. Bizonyos ecloszlasfiiggvények (hibatorvények) altalanos jellem-

zését adja az [5] ,[9] és [16] dolgozatokban. E téren legjelentGsebb Rényi
kovetkez8 problémdjinak megolddsa: meghatirozandé a hibatorvény,
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ha adott, hogy a legvalészintibb érték a meérési eredmenyek milyen
fiiggvénye.

4. Legnagyobb jelentGséglieknek latszanak a Cauchy- fele és rokon,
valamint a trigonometrikus fiiggvényegyenletek és altalanositasaik meg-
oldasa komplexben, teljes altalanossagban, elemi mddszerekkel a [7],
[8], [10], [12], [14] és [18] dolgozatokban. Itt kiilondsen kiemelendS
egyrészt, hogy e tobb mint 100 éve vizsgalt témakor sok kérdésében az
els§ teljes megoldasokat adja, mert kivalé szerz8knek (pl. Vietoris) a
teljesség igényével felléps megoldasairdl is észrevette, hogy nem teljesek
és kiegészitette, (kijavitotta), majd altalanositotta Gket. Masrészt mind
a hazai, mind a kiilf6ldi szakemberek kérében nagy érdeklGdést keltett
j mbdszere, mely tobbek kozott alkalmas a Stephanos, Levi-Civita és

Vol

Staeckel 4ltal differencialhatésag, FenyG altal integralhatésag feltevésé-
vel részben vizsgalt

Fx+y) =f1(x)g1(r +f2(x) g2(») + ... + /(%) 8(»)

alaku fiiggvényegyenletek teljes elemi megoldasara a linearis fiigget-
lenség egy Ujszer( finit mértékének alkalmazasaval.
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Int. Kozl (sajté alatt).

[6] A gazdasdgossig szdmitdsdnak problémdjarél, Nehézipari Miiszaki Egyetem

- Kozl. Miskole, 5 (1960), 391—397.
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III b, 45—48.

[8] Uber die Verallgemeinerung der trigonometrischen und verwandten Funktio-
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(1960—61), 389 —404.
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Hosszii Miklgssal kozos)
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[11] Uber die geometrische Herleitung einer Resolvente der biquadratischen Glei-
chung, Zeitschrift angew. Math. und Mech. (sajtd alatt).

[12] Uber die CAUCHYschen Funktionalgleichungen mit komplexen Verander-
lichen, Acta Univ. Debrecen (sajtd alatt).
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schaftlichkeit, MTA Mat. Kut. Int. KozIl. 6 (1961), 313—321 — Hosszl
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[16] Miiszaki fogalom —matematikai tiikrozodés, Nehéziapri Miiszaki Egyetem Kozl.
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Jelentés a Beke Mand-emlékdij tizenegyedik
kiosztasarol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége bizottsdgot kiildott ki a Beke
Mané-emlékdij kiosztdsara. Ennek elnoke Hoédi Endre, tagjai: Gador Endréné,
Késedi Ferenc, Raisz Istvan, Surdanyi Janos, Széndsy Mihdly és Bereznai Gyula
eldado voltak. A bizottsag az emlékdij szabdlyzatinak megfeleléen megallapitotta,
hogy a dijak odaitélésével elsésorban a matematika tandrok tovibbképzésében vég-
zett kivald6 munkat és a matematikat népszeriisitd, szinvonalas el6addsok tartasat
kivanja jutalmazni. Fontos szempontnak tekinti a bizottsag a kiv4lé tandri munkat,
a jOo szakkori munkat, valamint a Bolyai Tarsulatban végzett szervezd munkat.

A fenti szempontok figyelembevételével a bizottsag 1961. majus 15-1 iilésén
a kovetkezd hatdrozatot hozta, amelyet az ElnOkség jovahagyott:

2000,—Ft jutalommal tiinteti ki a bizottsig Aczfr Jianos egyetemi tanart;
1000—1000 Ft-tal jutalmazza EGyep Antalt, a gyongyosi Vak Bottydn gimnédzium
tanarat, REMENYT Gusztavnét, a budapesti Sagvari Endre gyakorlé alt. iskola és
gimndzium tandarat, Szaso Jendt, a miskolci Zrinyi Ilona lednygimnazium tandrat
€és VARGA Sandort, a rackevei altalanos gimnazium tanarat.

Indokolds

Dr. AczfL Janos, a debreceni Kossuth Lajos Tudomdnyegyetem tanara, a
Bolyai Janos Matematikai Tarsulat elnokségi tagja, a debreceni tagozat alelnoke.
Lényeges szerepe volt a miskolci és a nyiregyhazi tagozat megalakitdsaban is.

Mint egyetemi tanar igen jo kapcsolatokat tart fenn a kozépiskolai tandrokkal,
résztvesz tovabbképzésiikben, a tovabbképzési napokon évrol évre tart résziikre
eldadast (pl. kipszeletekrdl, egyenlGtlenségekrdl és szélsdértékfeladatok megoldasa-
r6), az analizis fogalmainak és moddszereinek tiikrozédésérdl az iskolai anyagban,
stb.). Az 1959. julius 1-én a T4rsulat oktatasi osztdlydnak ankétjan tartott eléadasa
(Egyenl6tlenségek és alkalmazasuk szélsdértékfeladatok elemi megoldasara) rovidesen
nyomtatdsban is megjelenik. Ugyanezt az eldadast kiadtdk Jugoszldvidban és Svijc-
ban is. — A fiiggvényegyenletekrdl irt tankonyvének is az elemi felépités az egyik
erOssége, de egy a ,,matematikai ifjusdgnak” szint népszerii konyvecskéje is meg-
jelenik e targyr6l az NDK-ban (magyar forditdsit a Matematikai Lapokban kézolte.).

El6adasai kozvetlenek, vilagosak, jol érthetdek. A vélasztott problémak kozel
allnak a kozépiskolai tanarok érdeklddéséhez, elébbre viszik az iskolai munkat,
ugyanakkor tagitjdk a tandrok latokorét és elmélyitik ismereteiket. Igyekszik ezeket
mindig elemi, de nemrég felfedezett eredmények ismertetésével egybekotni. Aczél
Janos mindig készséggel tesz eleget a kozépiskoldval kapcsolatos barmely probléma
megyvitatdsara vagy eldadas tartdsara vonatkozé kérésnek és ezt mindig barati dnzet-
lenséggel a matematika irdnti szeretetbdl teszi.

Suranyi Janossal kozosen irt cikksorozata jelent meg néhdny évvel ezelbtt
a Kozépiskolai Matematikai Lapokban az egyenl6tlenségekrol, ahol feladatsorozat
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segitségével vezették végig az olvasot a fontosabb egyenldtlenségeken, azokat a Jen-
sen-egyenl6tlenség koriil egységes elv szerint épitve fel. E sorozat egyes részei el6z6-
leg francia és spanyol nyelven is megjelentek. — A magyar matematikai versenye-
ket eldadasban ismertette Romanidban és cikkben az Amer. Math. Monthly-ban.

Uj kezdeményezése a probléma-felvetd és részeredményeket is megvitaté meg-
beszélés a tarsulati eléaddsok utdn, amelyek nyomén az ifjii matematikus generacio-
bol sokan foglalkoznak az 6 témdajaval, valamint a debreceni ,,fiatalok klubja”, ahol
fiatal matematikusok Uj eredményciket a Bolyai Tarsulat keretében alapos megvi-
tatds ald bocsatjak, ami a fiatalokkal valo foglalkozas eredményes tj formdja.

EGYED Antal, a gyongyosi Vak Bottyan gimnazium tanara.

Igen j6 matematika tanar egyéniség: hatdrozott, kovetkezetes, szigord, de min-
den merevség nélkiil. Szakmailag jol képzett, dllandéan figyelemmel kiséri a szaktar-
gyaval kapcsolatos moédszertani kérdéseket, szakkonyveket olvas, részt vett a mult
évben megrendezett matematikai kongresszuson is.

Oriit eldre atgondoltsag, a logikus gondolkodédsra nevelés sokoldaltisaga jel-
lemzi. Targyat érdekesen, szinesen, de kelld tudoményos szinten tanitja. Az osztaly
minden tanuldjat bekapcsolja a kozos munkdba. A munkéra nevelést igen kovetke-
zetesen és j6 eredménnyel végzi. Tanitvanyait nyiltsdgra, Oszinteségre neveli. Noven-
dékei megbecsiilik, szeretik.

Az érdekl6dd tanulokat jol foglalkoztatja a matematikai szakkorben. A Kozép-
iskolai Matematikai Lapoknak sok jo feladatmegoldéja keriilt ki tanitvanyai koziil,
s csak a megyén beliil is két volt tanitvanya tanit mar kozépiskolaban.

Az iskoldban minden évben hizi versenyt rendeznek matematikdbol, ezeknek
a versenyeknek is 6 a f6 irdnyitéja.

Sok 6raban tanit a feln6tteknél is a dolgozd és levelezd osztalyokban. Ezeket
az Orakat is hatarozott kovetelmények, de a hallgatokhoz valé nagy alkalmazkodds
és veliik szemben tanusitott tiirelem jellemzik.

O a szakmai munkakozdsség vezetdje. JOl fogja Ossze a nagy iskola neveldit.
Az év elején kidolgozott munkaterv szerint havonta foglalkoznak médszertani, szak-
mai kérdésekkel.. Ebben az évben pl. megbeszéiték a felndtt-oktatds moddszertani
kérdéseit.

Sok iskolai munkéja mellett a tarsadalmi munkdban is igen aktivan vesz részt,
mint tandcstag és a varosi Hazafias Népfront elnoke.

ReMENYI Gusztavné, az E. L. T. E. Sagvari Endre gyakorl6 gimniziumanak
és 4ltaldnos iskol4djanak vezetd tanéra.

Munkaintenzitdsa szinte feliilmilhatatlan. Oktato . tevékenységét igen kitind
szakmai és pedagogiai képzettség, a tanitdsi 6rdk gondos megszervezése, a logikus
gondolkoddsra nevelés és nagyfoku lelkiismeretesség jellemzi. Munkédjaban a mate-
matika oktatas szinvonaldnak emelésére torekszik. Allandéan tanulményozza a mod-
szertani konyveket; a matematika tanitds terén Uj utakat keres; minden egyes 6ra
anyaginak 4taddsi moédja ujszerlien megoldand6 problémat jelent szimdra. Bemu-
tatd tanitdsai az Ora megtervezésének, levezetésének, a tanulokkal vald foglalkozé-
nak olyan mintaképei, amelyekbdl a leggyakorlottabb tandr is értékes otleteket merit-
het.

Orainak nagy erbssége a szemléltetés, valamint a vildgos, 4ttekintheté 4brak
hasznélata. Még mint a nyiregyhdzi Zrinyi Ilona leanygimndazium tanara, részt vett
az egri Pedagogiai Foéiskola Szabolcs-Szatmér megyei levelezd hallgatoéinak rend-
szeres eldkészitésében. Egyik tanitvianya Arany Ddéniel tanulmanyi versenyt nyert.
egy masik pedig ugyanezen a versenyen helyezést ért el. A Bolyai Jinos Matematikai
Tarsulat nyiregyhdzi tagozatinak rendezvényeit értékes eldadasaval gazdagitotta,
A Nyiregyhiza varos kozépiskolds didkjai korében rendszeresitett vin. kodzponti
szakkoron, valamint az egyetemi el6készitd tanfolyamokon egyarant eredményesen
tevékenykedett. A Matematika Tanitdsa c. modszertani lap feladatainak rendszeres
megolddja; ugyanez a lap a mozgasi feladatok grafikus megolddsdnak kérdéseivel
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foglalkoz6 cikkét folytatdsokban kozolte. Nyiregyhdzan az altaldnos és kozépiskola
ko6zotti atmenet zokkendmentesebbé tételének lehetségeit tanulmanyozta, s tapasz-
talatair6l beszamolt a nyilvdnossag elott. Tanitvanyai a szakkori foglalkozédsokon,
a hazi és iskoldk kozotti versenyeken, valamint a KML. pontversenyén ma is értékes
eredményeket érnek el.

Mint gyakorlé iskolai vezetd tandr, kivdld6 munkat végez a leendd tandrnem-
zedék szakmai és didaktikai képzésében. Lelkesedése, hivatdsszeretete, személyes
példaadasa nagy hatassal van a hozzad beosztott tanarjeloltekre. Oktatdo-neveld mun-
kdjan kiviil a matematikai ismeretterjesztés mas teriiletein is tevékenykedik.

SzABO Jend, a miskolci Zrinyi Ilona lednygimnazium tandra.

Egyetemi tanulmdnyait a kolozsvari Tudomanyegyetem matematikai-természet-
tudoményi kardan 1911—15. években végezte kivilé eredménnyel tgy, hogy az utolsd
években évi 800 koronds osztondijat is kapott. Mar egyetemi hallgaté kordban harom
matematikai targyu, féléves eldadasi jegyzetet adott ki sajat kidolgozdsaban.

Tanari szolgalatat 1916. szeptember 1-én kezdte meg a miskolci ref. fogimna-
ziumban, majd két év milva atkeriilt a miskolci lednygimndziumhoz, ahol azota
is megszakitds nélkiil tanit. 1943-ban megjelent Algebra c. 6sszefoglald jellegii mate-
matika konyve. 1947. aprilis 30-dn a VKM. soronkiviil eldiéptette és 1956. szeptem-
berében ,,Az oktatdsiigy kivalo dolgozéja™ cimet kapta.

Onmagat allandéan miivelve, oly j6l vezette tanitvanyait, hogy azok késdbb
is a legnagyobb hdldval és elismeréssel emlékeznek vissza viligos, nyugodt magya-
razataira, a kovetkezetes szamonkérésre és igazsdgos, a tanitvanyok valodi érdekét
szolgald osztilyozédséra.

Mind a matematika tandrok szakmai munkakodzdsségében, mind a tanul6k
matematika szakkori munkdjainak irdnyitdsaban egészen kivald eredményeket ért el.

1952. 6ta a Bolyai Jdnos Matematikai Tarsulat miskolci tagozatdnak alelnoke,
és tevékeny részt vesz a Térsulat ligyeinek intézésében. Evrél-évre tart nagyon értékes
eléadasokat a Tarsulat iilésein. Rendszeresen kozremiikodik a kdzépiskolai tanul-
manyi verseny és az Arany Déaniel matematikai verseny dolgozatait feliilvizsgild
bizottsag munkajaban.

Szabo Jend 45. esztenddn keresztiil végzett, kiemelkedGen jo matematika tanari
munkdéjanak elismeréseként nyeri el a Beke Mand emlékdijat.

VARGA Sandor, a rickevei dltaldnos gimndzium tandara.

1920-ban szerzett tanitéi oklevelet, majd elvégezte az é4llami polgari iskolai
tanarképz6t. 1955-ben a budapesti Eotvos Lordnd Tudomdnyegyetem hallgatéja
lett és kozépiskolai tandri oklevelet szerzett matematikabol.

Iskolai oktato-neveld6 munkdjat iddsebb kora ellenére is példamutaté pontos-
sdggal ¢és lelkiismereteséggel latja el. A matematikan kiviil abrazolé geometriat, ipari
rajzot és fizikat is tanit. Rendszeresen vezet szakkort is.

Pedagdgiai munkdja igen eredményes. Igényességével a tanuldkat maximalis
teljesitményre serkenti. A logikus gondolkoddsra neveléssel tanitvdnyai minden meg-
terhelés nélkiil sajatitjak el a matematikat.

Didaktikai eréssége a szemléltetés, a jo feladatmegold6 készség kialakitdsa és
a tanulok aktivizdlasa a matematika o6rakon. Szép falitablat készit a matematika
kiilonbozo fejezeteinek szemléltetésére. Megtanitja tanitvanyait arra, hogy a felada-
tok tobbféle megoldasat keressék. Ordira lelkiismeretesen felkésziil; 6réi tervszeriiek,
valtozatosak, a tanuldk szdméra érdekesek, élményszertick. Keriili a sablonos méd-
szerbeli és nevelési eljarasokat.

llandéan képezi magdt. Mint az iskolai szakmai munkakozosség vezetdje,
neveli fiatalabb kartarsait is. A tovabbképzési Osszejoveteleken mindig igen aktivan
vesz részt. A Matematika Tanitdsa c. folyodirat feladatrovatidnak meginduldsa 6ta
egyik legjobb megoldéja.

Négy évtizedes odaadé munkéjaért ez év tavaszan Kivald tanar-i kitiintetés-
ben részesiilt.



Tarsulati élet

DIFFERENCIAL, INTEGRAL ES FUGGVENYEGYENLETEK
KOLLOKVIUM

Balatonvildgos, 1961. szeptember 7—10

: A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a Magyar Tudomédnyos Akadémia IIL.
Osztalydnak tamogatasaval rendezte meg a ,,Differencial. integral és fliggvényegyen-
letek™ kollokviumat. A kollokviumon 23 magyar és 11 kiilfldi matematikus vett
részt 7 orszagbol (Roménia, Német Demokratikus Koztarsasag, Olaszorszag, Egyesiilt
Allamok, Lengyelorszag, Ausztria, Jugoszlavia). Az alabbiakban ismertetjiik a kollok-
viumon elhangzott, illetve bemutatott eldaddsokat. Az elbaddsokon kiviil érdekes
részben megoldott vagy megoldatlan problémakat is felvetettek a résztvevok.

AczEL JANOS:
Megjegyzések a fiiggvényegyenletekrol

Tobbek kozott a kovetkezd kérdések keriiltek targyalasra:

Matrixok invariansai, testek és gyiiriik affincsoportjanak homomorfizmusai, az
S1(X)g1 () +£2 (022 (¥) + ... +£(x)g.(¥) =0, fiiggvényegyenlet teljes megoldasa, kovet-
- keztetés bizonyos fiiggvényegyenletek megoldasainak -differencidlhatosdgara integ-
ralhatosagukbol. Kiilonbozo alkalmazasokat is emlitett az eldado.

ADLER th’)RGY:

Elliptikus- és parabolikus tipusi egyenletek és biharmonikus egyenlet
megoldasai gradiensének becslése

1.§. Elliptikus- és parabolikus tipusi egyenletek.
Egyszeriiség kedvéért a

Ou? 02u
(1) AME-—E+...+"—2=1‘(X1,...,X")
; (3x1 ax,,
és a P
2 Au—aa—l:zf(xx, i3y X t)

egyenletek vizsgalatara szoritkozunk, Az (1) egyenlet a (2) egyenlet specidlis esete,
igy részletesen csak a (2) egyenlettel foglalkozunk.

Legyen 2 az (xi,...,x,) tér (egyszerliség kedvéért korldtosnak feltételezett)
tartoméanya, X' pedig 2 hatdra, melyrdl feltételezziik, hogy eléggé sima.

13 Matematikai Lapok



194

Legyen u(x1, ..., Xn, t) a (2) egyenlet megoldésa az 2 X (0 <1t =T) hengerben
a kovetkezd kezdeti- és peremfelvételek mellett:

UKL, ovs Xn s O)=@(Xny 05, Xn) (X105 005 Xn)ER + Z
e, 55 X R) =Py Xonit) By e Xn s D)EES (0 == T0);

ahol a @ és a y fliggvényekrdl feltélelezziik, hogy eléggé reguldrisak.

Legyen a (&1, ... . &—1) a X felilleten alkalmasan véalasztott feliileti koordi-
natarendszer. A Z'x(0<t<T) henger-felilleten definidlt F(&1, ..., &a-1, ) fligg-
vényre bevezetjilk az alabbi jeloléseket:

MyF)= max |F|,
Ix(0=t=T)

M(F)= max
BIX(0=t=T)

a
0&:
0°F

b g PEE |

ax
i, ;Ex(0=t=T)
OF

M(F)= max |—|
x(0=t=T)| Ot

ﬂo(f)= max Ifl’
(Q+I)x(0=t=T)
of

'a_x;s

Legyen tovabba

pi(f)= max
B(Q+E) x(0=t=T)

mo(p)= max |@|,
Q+Z

3xi .
Ekkor lgrad u|-ra a kovetkezd becslés adhaté meg:

max |grad u| = domo(p) + A1mi (@) +
3) (Q+E)x (0=t=T) .

+BoM0(1R)+BxM1(1P) + B2 M(p)+(Ci VT4 C2T)Mi(p) + Dopeo( f)+ D1pas(£),

ahol Ao, A1, Bo, B1, Bz, Cy, Ca, Do és D, csak a X' feliilet alakjatol fiiggd, a tartomany
geometriai adataival a szerz6 altal explicite kifejezett dllandok. Az (1) egyenlet esetén

Ao':Al:Cx:Cz:O

m;(p)= max
LQ+E

veendo.

Kiegészitések

a) Ha a y peremfiiggvény a &; koordinatdk szerint kétszer pem differencidl-
hatd, de elsd derivaltjai K-egyiitthatés (K= 0) a-kitevés (0 <a= 1) Lipschitz-fel-
tételnek tesznek eleget, akkor(3)- ban M. (y) a g hianyadossal helyettesithetd.

b) Ha a p peremfiiggvénynek a & koordindtdk szerinti masodik derivéaltjai
nem korldtosak, de négyzetiikkel egyiitt abszolit integralhatéak a X feliileten, akkor

20 \2
M(p) a (%g;—) fiiggvények alkalmas integralkozepével helyettesitheto.
i J ,

) AAABILIL

i
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0
¢) p=0 esetén g(r)=max |f| és h(z)=max s fliggvényében aszimpt o=
Q+% Q+x | 0xi

3

tikus becslés adhaté k(7)== max |grad u|-ra.
Q+Z

2.§. Biharmonikus egyenlet
A

4) ! AAu=0

biharmonikus egyenlet esetében eredményeink csak a kétdimenzids esetre vonatkoz-
nak. Tehat ebben az esetben 2 az (x, y) sik tartomanya, melynek X hatargorbéjérol
feltételezziik, hogy eléggé sima. Legyen s a X' gorbe ivhossz-paramétere, v pedig belsé
normalisa. !

A (4) egyenlet u megolddsa tegyen eleget a kovetkezd peremfeltételeknek:

u(x,y)=o(x, y)
Ju(x, y) g (x, y)EZ,
R VeT g T(x, y)
v

ahol a p és a 7 fliggvényekrdl feltételezziik, hogy eléggé reguldrisak.
Ekkor |grad u|-ra a kovetkezd becslés adhaté meg:

Jdo

Os

ahol E, és E, csak a X gorbe alakjatol fiiggs, annak geometriai adataival a szerzé
altal explicite kifejezett. allandok.

max [grad u| = E; max
Q+E z

+ E, max |z,
z

L. BERG (HALLE):
A differencia egyenletekre vonatkozo operitor médszerrdl

A Mikusinszki-féle operitor szdmitishoz hasonlé elméletet Ilehet feldl-
litani olyan fiiggvényekre is, melyek fiiggetlen valtozéi csak, diszkrét értékeket vehet-
nek fel (1. pl. I. Feny6: Eine neue Methode zur Lésung von Differenzengleichungen
nebst Anwendungen. Periodica Polytechnica 3, 1959. 135.-0.); ez a Mikusinszki-féle
operatorszamitas egy egyszerii modelljének tekinthet6. Ebben a modellben nagyon
konnyen bizonyithatok olyan tételek, -amelyek az altaldnos operatorszdmitdsban
csak nehezen bizonyithatok, vagy pedig olyan tételek, amelyek az 4ltalanos
operatorszdmitdsban még nyitott kérdésként szerepeltek. Vannak olyan tételek,
amelyek az altaldnos operatorszamitasba csak utdlagosan, a ‘differenciaegyenletekre
vonatkoz6 elméletben valo felismerés utin vihetok 4t és taldltak olyanokat is, melyek-
nek analogonja az dltaldnos operatorszamitdsban nem is létezik. E jelenségekre vonat-
kozdlag bévebb adatok megtaldlhatok a Studia Matematicidban kdzeljovében meg-
jelend cikkben és egy kozeljovoben sajtéd ala keriild konyvben (,,Einfithrung in die
Operatorenrechnung” VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin).

13%
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BIHARI IMRE:

Az v +u+o(x)f(u, u’) =0 egyenlet megoldisainak aszimptotikus
viselkedése

Ismeretes, hogy az #’’ +u = o egyenlet megoldésai 2z szerint periodikusak és
az u’ +u-+o(x)u=o linedris egyenlet megoldasainak aszimptotikus viselkedésére
is szamos eredménnyel rendelkeziink, melyek periodikus fiiggvényt adnak meg
aszimptotikus értelemben. Felmeriil a kérdés, hogy milyen feltételek biztositjak
a fenti nemlinedris egyenlet megoldasainak hasonl6 viselkedését. Erre ad valaszt
a kovetkezd tétel.

Legyen x= o esetén p(x) folytonos és tartson 0-hoz 1-nél nagyobb rendben,

ha x— 4 oo. Legyen pl. p(x) =0 ha x - -+ oo. Legyen f(u, v)eLip (1) az uésv

=
minden korlatos tartomdny4ban és minden u, v, 4 értékre tegyen eleget a sg f(u, v) =
=sg u és f(Au, Av) = A f(u, v) feltételeknek. Akkor a fenti nemlinedris egyenlet minden
u(*) megolddsahoz tartozik egy aoo(7#0) €s egy 0.. konstans gy, hogy u=u(x)=

=@, sin(x +0d.) +0 (Lc) (x — o) legyen.

Kovetkezmény: az egyenlet minden megoldasa végtelen sokszor oszcilldl, az
() maximumainak a sorozata konvergens (a..-hez konvegril), a szomszédos zérus-
helyek tavolsiga a =-hez tart.

DAROCZY ZOLTAN:
Transzfinit segédeszkozok a fiiggvényegyenletek elméletében

Ismeretes, hogy G. Hamel [4] 1905-ben transzfinit segédeszkozok segitségével
meghatarozta az ¥

f&+») =) +f0)

Cauchy-féle fiiggvényegyenlet nem-folytonos megolddsait. Itt olyan fiiggvényegyen-
let problémakkal kivainunk foglalkozni, amelyek megoldasanal fontos szerepet jat-
szanak a Hamel-bazis segitségével megadhat6é additiv fliggvények.

1. Aczél J. [1] bebizonyitotta, hogy az
1) flax+by)=pf(x) +qf(y)  abpg#0

fiiggvényegyenletnek mérhetd megoldéasai csak a=p €és b= g esetben léteznek. Kér~
dés az, hogy ha az ismeretlen fiiggvényrol semmit sem tételeziink fel, akkor milyen
feltétel esetén létezik konstanstél kiilonbozé megolddsa (1)-nek. b=g=1 esetén
[2]-ben taldlhaté a megoldas. Eredményiink a kovetkezé: (1)-nek akkor és csak
akkor létezik konstanstol kiilonbozd megoldasa, ha létezik R(a, b) és R(p, q) kozott
olyan ¢ izomorfizmus, amelyre @(a)=p, @(b) = q teljesiil. (R(¢, 5) jeloli a racionalis
szamok testének a 7 és s elemekkel vald bovitését.)
2. S. Golab és A. Schinzel [3] bebizonyitottdk, hogy létezik az

(9] flx 4+l =fx)f(»)

fiiggvényegyenletnek nem trividlis-mikroperiodikus megoldisa. Ugyanezen eredményt
a Hamel-bazis segitségével kapjuk. Ez egyben példa arra is, hogy a Cauchy-féle egyen-
letnek létezik periodikus megoldéasa. [2].
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3. Az
3) S =fx)f ()

fliggvényegyenletrdl megmutatjuk, hogy 1étezik nem mérhetd megoldasa. Ez a meg-
old4sa (3)-nak egyben additiv is.
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W. Dijick: :

A sajitérték paraméterben kvadratikus tagot tartalmazé kozonséges
differencidlegyenletekkel kapcsolatos sajatérték problémakrol

Olyan kozonséges differencidlegyenletekre vonatkozd sajat érték probléméké
amelyekben a linearis taghoz egy olyan tag is jarul, amely a sajatérték paraméter
kvadratikusan tartalmazza, Kamke ismert modszerével targyalhatok. Az eldadés
ilyenszeri feladatok targyaldsanak alapgondolataival foglalkozik. Néhany ilyen prob-
lémdk sajat értékeire és sajat fiiggvényeire vonatkozo egyszerii tétel bizonyitdsa utdn
a szerzO a sajat értékek eloszlasanak kérdésével foglalkozik. A sajat értékek létezésének
bizonyitdsat egy variaciés problémara vezeti vissza. A linedris problémak sajat ér-
tékeivel valé Osszevetés alapjan a szerz6 olyan kovetkeztetéseket von le, amelyek
a gyakorlati matematikdban is fontos eredménynek tekinthetok.

FényEs TamAs—Kosik PAL:

Hovezeté rudakbdl allé rendszerekrol

Freud G. és Adler Gy. [1], [2], [3] dolgozataikban hdvezetési és diffuzids fel-
adatok megoldasaval foglalkoznak Osszetett peremfeltételek esetén. Freud Géza
[1] cikkében el nem hanyagolhaté hdkapacitasu hotartalyhoz csatlakozé egy irany-
ban végtelenitve véges rud esetét targyalja homogén feltételek esetén. Adler Gyorgy
[2] dolgozatiban hoétartdlyhoz csatlakozd két egyirdanyban végtelen hovezetd rud,
illetve két hotartalyt Osszek6td rud feladatat oldja meg homogén feltételek melett.
Freud Géza [3]-ban az [1]-ben targyalt feladatot 4ltalinositja inhomogén feltételek
esetére azzal a kikotéssel, hogy a rud kezdeti hdmérsékletének derivaltja a nulla
pontban nulla. Kosik Pal, Sallay Meldnia és Zimanyi Jozsefné [4] cikkiikben ezen
korlatozo feltevést elejtik.

Fényes Tamas ¢s Kosik Pal megoldjak az el nem hanyagolhatd hokapacitdsti
hétartdlyhoz csatlakoz6 tetszOleges (véges) szdmu véges, illetve végtelen hosszi
hévezeté rudakbol allé rendszer hdvezetési feladatat. A vizsgalt rendszer egyszerre
tartalmazhat véges hosszusdgi és végtelen hosszti rudakat. A problémat szerzdk
egy masodfaju Faltung-tipust integrdlegyenlet megolddsara vezetik vissza, melyet
a Mikusinszki-féle operatorszamitas segitségével targyalnak, ily modon a megoldast
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elballité végtelen sor az operatorszamitas egy ismert tétele alapjan egyenletesen kon-
vergens és ezaltal nincs sziikség konvergenciavizsgdlatokra. SzerzOk végiil bebizo-
nyitjdk a megoldasrendszer unicitasat.
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G: Ficuera (Olaszorszag):

A peremérték feladatok egy 4j osztalya és ezzel kapcsolatos
numerikus kozelitések

Tekintsiink egy altalanos linedris parcidlis mésodrend{i L(u)=f differenciél-
egyenletet az r dimenziés Descartes-féle x” térben. Feltessziik, hogy az L differen-
cidloperator az x" tér adott korlatos A tartomanyanak a lezardsaban elliptikus-
parabolikus tipust és az 4 tartomdny X hatdrdra vonatkoz6 alkalmas simasagi fel-
tételek mellett egy az L(u) =f egyenletre vonatkozé korrekt kitlizésii peremérték
feladatot vizsgilunk. Ez magédban foglalja a masodrendii teljesen elliptikus egyenletre
vonatkozé és az r-dimenzids hovezetési egyenletre vonatkozd klasszikus perem-
értékfeladatokat. A megoldasra a priori becsléseket adunk, tovabba unicitasi €s
exisztencia problémdkat vizsgalunk. Specidlis esetenként tekintiink egy kétdimen-
ziés homogén egyenletet és bebizonyitjuk, hogy barmely peremértékek mellett léte-
zik egy C=-be tartoz6 megoldas, amely eltiinik egy, az A4 belsejében fekvo tartomdny-
ban, amely fiiggetlen a peremértékektdl. Bemutatunk numerikus approximéaciokat,
amelyek ezt a koriilményt illusztraljak és H. N. Lieberstein-t6l szarmaznak, és hiba-
korldtokat adunk a kozelité megoldasra.

M. FrEcHET (Périzs):
Egy Fredholm-mag iterdlt magjainak sorozatirél

Kiilonboz6 kérdésekben, kiilénosen a Markov-lancok elméletében fontos egy
K(M, P) Fredholm-mag n-edik iteraltja, K,.(P, M), viselkedésének vizsgalata n nove-
kedésével, ahol M, P egy korlatosnak feltételezett ¥ tartomény két valtozd pontja.
Ezt a problémét két modszerrel oldotta meg az elvadod. Hely hiényéban itt csak az
elsot foglalja Ossze, mely az ortogonalis magok Goursat-tél szarmazé elméletén
alap521k Goursat szerint K,.(M, P) az A.(M, P)+E,.(M, P) alakban irhatd, ahol
A, és E, iterdlt magjai A(M, P) és E(M, P)-nek. Ervényes K(M, P)—= A(M, P) -+
-+E(M, P), ahol A(M, P) az egységnyi modulusti ,,fundamentalis allandékra vonat-
kozd fémagok™ Osszege.
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Be lehet bizonyitani, hogy ha valamennyi K, (M, P) korlatos V-n, egy bizonyos
indext6l kezdve, E (M, P) egyenletesen tart V-n zérushoz. Ezzel a K,-ek vizsgdlata
vissza van vezetve az A,-ek egyszer(ibb vizsgalatara. Goursat pontos kifejezést adott
az A,(M, P)-kre, mint n fiiggvényeire.

A mi céljainkhoz elég volt bebizonyitani egy mas moédszerrel, hogy

A PY= 3 (1) RenDMIY(P)
Jj= c,m

ahol Ry,..(n) polinom n-ben, és ahol k, m csak véges sok értéket vehetnek fel. A,-
nek ez a kifejezése lehetdvé teszi viselkedésének vizsgdlatat, amikor » valtozik.

Példékat lehet megadni, ahol K,.(M, P)-nek nincs hatdrértéke kozonséges érte-
lemben, ha n végtelenhez tart.

Sikeriilt ellenben az eldadonak bebizonyitania, hogy K, (M, P) mindig konvergal
kozépértékben (vagyis, hogy (Ki-+ K>+ ...+ K.)/n-nek van hatdrértéke) és hogy
ez a hatarérték egyenlé a K magnak azon fundamentdlis konstansra vonatkozo
fomagjaval, amely 1-gyel egyenld, vagy pedig ez a hatarérték 0, ha K, nem rendel-
kezik evvel a fundamentélis 4llandéval.

GAsPAR GYULA: ;

A determindnsfiiggvény egy uj karakterizacidja -

Tobbféle eljards ismeretes, amelyek a determindnst mint fiiggvényt bizonyos
tulajdonsagok segitségével jellemzik. Itt egy ilyen eljarast mutatunk be.

Legyen K végtelen integritastartomdny. A4, B, ... jelolik a K feletti n-edfoki
K, teljes matrixgy(irli elmeit.

X és Y sorkombindcidin értjik mindazon 2" szamu matrixot a K,-ben, amelyek-
benazi-ik sorazaz Xvagyaz Y i-iksora (i=1, 2, ... , #). Hasonl6 X és Y oszlopkom-
bindcidinak az értelmezése.

Ha a ¢ a K, nem-alland6 leképezése a K-ba, amelyik a kovetkez6 tulajdonsa-
gokkal rendelkezik:

6)) p(X+Y) =29(2),
) P(XY) = p(X)p(Y),
3) p(X) = t"p(X), (t€k),

ahol az (1)-ben az X és Y Gsszes Z sor- vagy oszlopkombindaciora vonatkozolag 6sz-
szegezni kell, akkor ¢ az X determindnsa.

Alkalmas mé6don vélasztott példikkal meg lehet mutatni, hogy az (l), 2),
(3) tulajdonsédgok egymadstol fiiggetlenck ebben az esetben.
GEszTELYI ERNG:

Az autodisztributivitas fiiggvényegyenletérdl

Is meretes, hogy ha az F(x,y) fiiggvény folytonos, mindkét valtozojaban szigoruan
m onoton névd, szimmetrikus, azaz F(x,y)= F(»,x) és balr6l autodisztributiv, azaz

Flx,F(»,2)) =F[F (x.y), F(x,2)},
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akkor van olyan szigortian monoton novd folytonos f(x) fiiggvény, hogy

Fe=f-1[F212).

Legyen
Fi(x,y) =F(x,y)
Fos1,(x,p) =F[x,Fu(x,)] n=1, 2, ...

Akkor érvényes a kovetkezo tétel:

Ha F(x,y) folytonos, mindkét viltozGjaban szigorian monoton ndvekvd, és ha
van olyan » természetes szam, melyre

(D Fu(x,y) =Fu(y,Xx)

teljesiil, akkor van olyan szigorian monoton névé folytonos f(x) fiiggvény, hogy

@ F(x',y)=f—1[ (1 = —‘i) () +'¢.1:/(y)]-
V2 P s

Ha az [1] tulajdonsé'g helyett azt gételezziik fel, hogy van olyan n termé-
szetes szdm, melyre F,(x,y) jobbrél autodisztributiv, vagyis

3) FalFu(x, y),21 = FulFa(x,2), Fu(y, 2)},

akkor van olyan f(x) szigortan monoton novo folytonos fiiggvény és olyan
0 <g <1 szam, hogy

(€ Fe,p) =f-11 — @) f(x) + af)]

M. GHERMANESCU (Bukarest):
Fiiggvényegyenletek automorf egyiitthatokkal

Ha F\(M) és F»(M) két fliggvényoperator, melyek az n-dimenzids euklidészi
tér D tartomanydban vannak definidlva és iterdltjaik Fi (M) = F,(F:~'(M))(k = 1,2),
melyekre érvényes F(F,) = F,(F,), akkor igazak a kovetkezd allitasok:

I. Ha A.(F>) = A (M), akkor az

(€Y Ao(M) f(F)+ A:(M) f(F~ 'y ... + A(M) f(F) =0
fliggvényegyenlet minden megolddsa eleget tesz a
) Bo(M) f(F3)+ B«(M) f(F;'~ ")+ ...+ BAM) f(F2) =0,

egyenletnek, ahol Bi(F:)= Bi(M).

II. Az (1) és (2) fuggvényegyenletek minden megolddsa ugyanazon feltételek
mellett eleget tesz a

(€)) ‘Det f*-m=0

fiiggvényegyenletnek is, ahol fU = f(Fi(F})=f(Fi(F}).
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S. Goeas (Krakkd):

Ekvivalencia-relacié és geometriai objektumok

—_— —
Tekintsiik egy egyenesen a PP, és a P3P4 vektorparokat, és azokat az R ekvi~
valencia-relaciokat, amelyek a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkeznek:

——

1) P.P.RP.P
—_ e e e
2) P1P2RP3P4:>P3P4RP1P1

3) Pl Pz RP3P4&P3P4RP5P6=>P1P1 R PsPg

xi=vel jelolve a P; pont koordinatajat és feltéve, hogy x4 = f(x1, x2, x3), olyan fiigg-
vényegyenletrendszert kapunk, amely ekvivalens azzal a rendszerrel, amelytt Kki-
elégit az a fiiggvény, amely megadja a transzformécios térvényt egy nem-differenci-
alis geometriai objektum szamara egy egydimenzids térben, melynek egyetlen kom-
ponense van.

A. Hamvovicr (Tasi): #
A Cauchy—Kowalewsky-probléma egy altalanositasaro6l

Tekintsiik az ‘ »

( ou Ou 0% Ov )
T e 3 A el i 4
/ ox' 0y’ ox’ dy

oy

ou Ou av 0v
o s e e I e b S
ox’ 0y’ ox’ oy’
rendszert, ahol az f és g argumentumaik analitikus fiiggvényei.
VlZSgd]juk ezen rendszer egy oly'm megoldasanal\ egzisztenciajat, mely eleget
tesz még a kovetkezod feltételeknek is:

u(x, ¥y 2, )lsy = @1 (%, s 2, 00)|s, = @2,

ahol §; és §» két analitikus hiperfeliilet, melyek bizonyos megszoritasoknak tesz=
nek eleget és @ €s @, két, ezen hiperfeliileteken definialt fliggvény. Ilymodon a karak-
terisztika fogalmanak egy daltaldnositisat kapjuk.

H. HornNIiCH (Bécs):

- Egzisztencia-tétel tobb mint két fiiggetlen valtozot tartalmazé
linearis, parcialis differencialegyenletek esetén

Bemutatunk egy olyan elsérendii linedris parcidlis differencidlegyenletekre
vonatkozd egzisztencia-tételt, melynél az egyiitthatékrol csak folytonossdgot téte-
leziink fel; a bizonyitdshoz t6bb mint két fiiggetlen valtozé esctén transzfinit mdukcno
sziikséges.
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Hosszt MikL6s (Miskolc):
Néhany linearis fiiggvényegyenletrb’l/
R. Bellman vetette fel az

1) fOe)Ff(x2)=F(x3), Xi = (Xio, Xi1,Xi25 eers Xin)y Xike = xi"’(t)lm 0.
x;(t)=x1(t)x2(t)

linearis fiiggvényegyenlet megolddsdnak probléméjat, ahol x;(#) valés fiiggvény,
Aczé] Janossal és E. G. Straus-szal kozosen irt dolgozatunkban a legiltaldnosabb
megoldast

@ S = 2 adyO), »())=log [xi(1),

alakban adtuk meg, ahol a;. tetszdleges additiv fiiggvény és ao fiigghet még sgn x, (0)-
t6l is. Aczél Janossal kidolgoztunk egy megoldédsi moédszert, mely hasonl6 altalano-
sabb esetekre is alkalmazhaté, midén pl. x;(¢) egy valés ¢ paramétertdl fiiggd mat-
rix, vagy pl. ha x:(z); x2(r) n-dimenzios vektor-vektor fiiggvény, tovabba (1)-t6l
eltéréen x;(f) =x; [x2(2)] Osszetett fliggvény. Az els6 esetben (2)-héz hasonlé meg-
oldasi formula érvényes: .

f(x1) = ao(log |det x10) +k21 a[tr z%-D0)], z(t)=x{@®)x:1()~ .

M. Krzyzanski (Krakko):

Nem korldtes egyiitthatojii-parabolikus tipusii parcialis
differencialegyenletekkel kapcsolatos problémak

Tekintsiik a‘

‘ m m
@) X 2 ai(t, x)llxl.xj-l-kz;bk , x)ut +c(t, )u—ul =0,
; 1j= =

-egyenletet, melynek a:;(z, x) egyiitthatoéi korlatosak

0<t<T,X(x1,.... xm)EE™ esetén és ahol a _Zla.j(t, X)Aid;
ij=

kvadratikus alak pozitiv definit. Tegyiik fel, hogy a b és ¢ egyiitthatok a

: [bi (2, X)| =-A1]x]| + By
c(t,x) = Az |x|2+ B2

egyenlotlenségeknek tesznek eleget, ahol A4; és B;(i=1,2) pozitiv dllandok. E, osz-
talynak fogjuk nevezni az |F(f, x)= M exp k|x|>2 egyenlOtlenségnek eleget tevd
F(t, x) fuggvények osztilyat, ahol M és. K pozitiv allandok, melyek dltalinosségban
az F fiiggvénytdl fiiggenek. Legyen u(¢, x) az (1) egyenletnek egy E, osztilybeli foly-
tonos megolddsa 0 =r=T, xee™ esctén és C2 osztalybeli ezen tartomdny belsejében.
Ha u(0; x)=0, teljesiil, akkor u(z, x) =0 0=¢=T, xee™1) esetén. Az alabb kovet-
kezd eredmények A. Szybiak és az eléadd kozos eredményei.

O<t= T, X (i by Xm)EET,
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Az (1) egyenlet olyan E,-osztalybeli u(#, x) megolddsa, amely =0 esetén kor-
latos, 0 <#=T7 esctén dltaliban nem korldtos: exp k|x|2 rendben néhet. De ha
c(t, x) =0 és (u(0, x)) = M, akkor [u(z, X)| = MO=r=Tesetén. Ha c(f, x) = — A|x[2+

+B(4=0) és (u(0, x))= M, akkor |u(f,x)|= ..., ahol A=0 y és » 4llandok.

M. Kuczma (Krakko):

\

Cauchy fiiggvényegyenlete tobbdimenzios terekben

A kovetkez6 kérdés keriil targyaldsra: Ha adva van egy f(x) additiv fiiggvény-
operdcié egy n-dimenzidés normalt vektortérben, mely értékeit egy Hilbert-térben
veszi fel és teljesiti az S n-dimenzi6s gombben az a-f(x)=A feltételt bizonyos
a-kra (a. b skaldris szorzat), kovetkezik-e ebbdl, hogy folytonos.

A vélasz nemleges, de be lehet bizonyitani, hogy f(x) két additiv fiiggvény-
operacio Osszegeként irhat6 fel: f(x) = fi (x) +/2 (x), ahol f (x) folytonos és a-f> (x) = 0.
Az a feltétel, hogy S gomb, természetesen lényegesen enyhithet6.)

S. KurerA (Z4grab):

Egy koszinusz fiiggvényegyenlet Banach-algebrikban és Banach-
algebrak-beli elemek gydkei

J
Az eldadas a kovetkezd két problémaval foglalkozott:

A) probléma. Meghatarozandok mindazon, az dsszes valds szamok R halma-
zan értelmezett mérhetd fliggvények, melyek értékei egy ‘valés, vagy komplex B
Banach-algebrdban fekszenek és minden ¢ és s-re érvényes (1)

@+ 9) +f(t—9)=2f)f(s), fO)=e.

B) probléma. Meghatarozanddk mindazon, egy X Banach-térben értelmezett
F fuggvények, melyek értékei B-ben fekszenek, és sugdron minden x, y-ra mér-
hetOk és eleget tesznek a

&) F(x +) + F(x—y)=2F(x) FO), FO)=e

fiiggvényegyenletnek. e a B-beli egységelem.

Az (1) fiiggvényegyenletet az eléadé a Glasnik Mat. Fiz. Astr. 13 (1958), 169—
189-beli cikkében tanulmanyozta és megoldotta azon feltevés mellett, hogy B elemei
végesrendii négyzetes matrixok. A Canadian J. Math. 12 (1960), 45—50-ben meg-
jelent cikkében B valamely Hilbert-téren értelmezett Osszes korldtos operatorok
algebraja volt. f gyenge folytonossagat feltételezve bebizonyitotta, hogy

70 :f cos ¢ Ade (A) =cos af,

ahol a egy #-t6l fiiggetlen normadlis operator. Ezt G. Maltese (Amer. Math. Soc.
Notices 7 (1960, 384) arra az esetre altalanositotta, amikor R tetszoleges lokdlisan
kompakt Abel-csoport. Tovabba az eload6é Studia Math. 19 (1960), 149 —158-beli
cikkében B valamely Y Banach-téren definidlt folytonos és linearis operatorok Banach-
algebrija volt. Feltéve, hogy Y reflexiv és szepardbilis, bebizonyitotta, hogy f-nek
egy intervallumon vald gyenge mérhetdségébdl kovetkezik annak R-en valé gyenge
(valojaban erds) folytonossaga. Ugyanezen dolgozatdban a (2) fiiggvényegyenletet
is vizsgalta. Feltéve, hogy B a komplex szdmok halmaza és hogy F folytonos, bebizo-
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nyitotta, hogy 1étezik egy X-et B-re leképezo additiv és folytonos A fiiggvényoperacio,
ugyhogy F(x)=cos A(x) minden X-beli x-re.

Ebben az cldadasban az altaldnos eset keriilt tirgyaldsra, vagyis az eléado
megoldotta az A) és B) problémdkat. Azelsd esetben 1étezik egy B-beli, 7-tol fiiggetlen
a elem gy, hogy

3) foO= g a*t>"|(2n)!

minden R-beli z-re. Ha 1) B valamely Hilbert téren definialt korlatos linedris opera-
torok egy Banach-algebrdja, 2) a (3)-beli @ elemnek B-ben van reguldris négyzetgyoke
és 3) f egyenletesen korlatos R-en, akkor

f= g (—1)"(td)*"/(2n)!,

ahol 4 egy Onadjungalt operatorhoz hasonlo.
A B) problémara vonatkozbéan bebizonyitotta, hogy

F(x)= %‘ A@)"2n)!

minden X-beli x-re, ahol az X-et B-re leképezé A akkor és csak akkor folytonos,
ha t-nek 0-hoz tartozésaval F(zx) x-re vonatkozban valamely gombben egyenletesen
e-hez tart. Ha valamely x-re |le—A(x)|| <1, akkor 4(x)— L(x)2, ahol az X-et B-re
leképezd additiv L fiiggvény folytonos, ha A is folytonos. L)

(3)-bdl lathatd, hogy 4altalaban f nem koszinusz, mivel a még reguldris is lehet,
anélkiil, hogy négyzetgyoke volna B-ben (P. R. Halmos—G. Lumer, Proc. Amer-
Math. Soc. 5 (1954), 589—595). Bebizonyitotta ellenben az eldadd, hogy barmely
B Banach-algebrat izometrikusan és izomorf modon be lehet agyazni egy masik
B’ Banach-algebrdaba ugy, hogy B barmely elemének mint B’ elemének tetszOleges

gyoke létezik B’-ben. Tovabba B beagyazhat6 egy B normaélt algebraba, melynek
barmely eleme B’’-befi tetszoleges gyokkel rendelkezik. Ezek a bcagyazasok a spekt-
rumot megtartjak.

MAKAI IMRE:

Fiiggvényegyenletek alkalmazasa a geometriai objektumok
Lie-derivacié-elméletében

Aczél J. és S. Gotab [1] munkdjukban valamely, az x, tér G tartomanyaban
értelmezett Q2 = {2,}(a=1, ..., N) homogén linedris differencidlgeometriai objektum
egy kontravarians v¥ (k=1, ..., n) vektortérre vonatkozé @ ={0,}(f=1,...,N)
Lie-derivaltjair6l a kovetkezoket tételezik fel: :

1° © és £ azonos tipustii objektumok,

2° ® mind az Q objektum, mind a v* vektortér elsérendii differencidlkomitdnsa-

Ha az X, tér x —X megengedett koordindtatranszformacioi esetén £ komponen-

€)) D= (N0, (@, B=1,...N)
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osszefiiggések adjak (Z;def% és a tovabbiakban ¢, f def jl, illetve itt késobb egy
X 0x; &

f(P)(PeG) fiiggvénynek az X koordinatarendszerben vett érJtékét f(P)-vel jeléljiik),

akkor a 2° feltétel szerint fenndlld

2 O, =f(Qx; 0123 v 00) (y=1,....N)
fiiggdséget a (2)-nek (1)-be vald helyettesitésével nyert
€)) £ @43 01245 V3 00 = FP(A)f6(Ra; 0,24 v 0:v9)

fliggvényegyenletrendszerbdl hatarozhatjuk meg.
Bizonyithaté (1. [2]), hogy (3) megoldasaként (2) példaul skaldarmezd esetén
(f, folytonossaganak feltételezésével) csak

4) O =g(R,L,2) (L 2 def y°5, Q)
alaku lehet (g(x,y)az y =0 helyen folytonos, tetszoleges fiiggvény),

8 kovaridns vektortér esetén (f, folytonossaganak feltételezésével) altalaban
(5) 0,=Ciuy,+C2v*0Oratiy;+ Csavu, (p=1, ..., n; Loty 96 v*Oatty, + a0,v%)

alaki (C1,C2,Cs, @ Voo, VV°0ralisy €5 V' (v'(alley +Uapv®) skaldrok tetszo-
leges fiiggvényei),

0 kontravaridns vektortér esetén Aaltalaban
(6) wY(def @) =cyu’ +cav'+es L’ (p=1,...,n; Lyu? 9f v0, " — u0.v")

alaku, ahol ¢y, ¢2, ¢35 az u”, v, Ovu” vektorok linedris fiiggdségét kifejezd ska-
larok tetszdleges fliggvényei.

(4), (5), (6) specialis esetében visszaadja a Lie-derivaltak klasszikus alakjat
(v. 0. [3], itt L,2,-val jelOlve), igy azok altalanositasanak tekinthetok.

IRODALOM

[1] J. AcziL und S. Goras, Funktionalgleichungen der Theorie der geometrischen
Objekte. Warszawa 1960.

[2] I. Makar Uber die Lieschen Ableitungen der homogenen linearen geometrischen
Objekte (megjelenés elott).

[3]1 A. NuenHuis, Theory of the geometric object, Univ. Amsterdam, 1952.

MATE LASzLO:
Absztrakt Cauchy probléma és operdtor félcsoportok -
Az absztrakt Cauchy probléma a kovetkez6: Adott egy B Banach tér és 4 a B-

ben értelmezett zart operator. Legyenek y(¢)(z = 0) fiiggvény értékei a B tér elemei.
A probléma: Keresend6 az

1) Y (6)=Ay(®)

egyenletnek olyan y(f) megoldédsa, amely y(0) = yo€B ,,kezdeti feltételt” elégiti ki.
Ha B az n-dimenzi6s euklidési térben, folytonos és korlatos fiiggvények Banach
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tere és A megfeleld differencidloperdtor, akkor a parcidlis differencidl egyenletek:
elméletének konkrét-Cauchy problémdjat kapjuk. Ebben all a probléma jelentGsége.

Legyen F az n-dimenzi6s térben értelmezett folytonos (de nem sziikségképpen
korlatos) fiiggvények osztilya a szokdsos topoldgiaval. Ekkor fontos kérdés a kivet-
kezd:Haaz(1) egyenletnek egyértelm(i megolddsa van B-ben (azazy (t)EB minden?=0-ra)
minden — az A differencidl operator értelmezési tartomanyaba es® — yo,eB kezdeti
feltétel mellett, akkor milyen feltételek mellett van biztositva yoEF (és yo¢B) (tehat
a végtelenben nem korldtos) kezdeti feltétel mellett (1) megoldasanak exisztencidja
és unicitdsa.

Az eldaddsban szerzd megmutatja, hogy hogyan lehet és milyen mérték-
ben Iehet, az operator félcsoportok elméletét ennek a probléméanak a' megolddsara
alkalmazni. A fontosabb eredmények a kovetkezok:

I. Legyen {I'(t), t=0} ,,erbsen folytonos™ operator félcsoport a B Banach tér-
ben, A az infinitezimdlis generdtor és R, = (A—A)~' (amely A= A, mellett mindig
létezik). Legyen tovabba F olyan Fréchet tér, amelyre B C F (halmazelméleti értelem-
ben) és B elemei az F-nek mindeniitt siir{i részhalmazat alkotjak.

Elkkor annak sziikséges €s elégséges feltétele, hogy I'(r) erésen folytonosan ki-
terjeszthetd legyen F-re az, hogy létezzen minden ||...|[x félnormara olyan nemcsok--
kend vi(7) hogy minden pozitiv e-ra

[|AR2x| [ = ve(N) + £,

hacsak AN =>n és 4> Ao(x, &) és xeB.

II. Ha I'(r)y y¢B nemcsak folytonos, hanem differencidlhaté is (jobbrél) £ = 0~
ban, és I'(r) generatora az A operator, akkor

Y (@) =Ay(@) y@)=y

absztrakt Cauchy probléma megoldasa I'(#)y és ez az egyetlen megoldis.
Az elbadasban felsorolt eredmények illusztrdldsira szdmos példa szerepel a
parabolikus ¢és hiperbolikus differencidl egyenletek korébol.

H. MicrEL (Halle):

Vizsgalatok valés fiiggvények folytonos monoton iterdcidcsoportjairol
differencidlhatésagi feltételek nélkiil

A szerzd az f fiigvény f'*! folyamatos monoton iterdltjaitél megkivanja,
hogy (pozitiv egész s-re a szokott egész rendii iterdlttal egyezzen meg és) eleget
tegyen az flsIflel — fls+nl fiiggvényegyenletnek.

. Tobbek kozott bebizonyitja, hogy véges sok raciondlis iteralt megoldésa nem
hatdrozza meg az fU°1,,, parameteres fiiggvényrendszert, de irraciondlisé igen és
mindkét esetben sziikséges és elégséges feltételeket ad meg arra,” hogy egy adojt
fiiggvény egy masik adott fiiggvénynek s-edik iterdltja-e.

D. S. Mitrivovic (Belgrad):
Néhany fiiggvényegyenletrdl
Az el6ad6 a ciklikus fiiggvényegyenletek (Id. pl. J. Aczél—M. Ghermanescu

—M. Hosszii, MTA Mat. Kut. Int. Kozleményei 5 (1960) 215-—221) néhdny nem
trivialis specidlis esetének megolddsat ismerteti.
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Mo6R ARTUR:

Projektiv invarians tenzorok képzése

«  Definicio. Projektiy znvm iansnak nevezziik azon P (Ev)(A—l r) geometriai
objektummezdt, amely a I'.l szimmetrikus affin eltoldsi parameterekbol és ennek E"
szerinti els6- mdsod- és magasabb rendu parcidlis differencidljaibél van képezve és
invaridns egy

alaki paramétertranszformdciéval szemben.

A projektiv Osszefiiggd terek elméletében lényeges szerepet jatszanak az un.
projektiv eltolasi paraméterek. Ezek egyuttal a legegyszeriibb projektiv invariansok
az (1) transzformacioval szemben. Fenndll ugyanis a kovetkezo tétel:

1. Tétel. A I''.5 affin eltoldsi paraméterekbdl csak a

1
(2) Hgv diffﬁv-— (651" 6”1“7)
o n+1

klasszikus projektiv eltoldsi paraméterek képezhetdk.

Konnyen igazolhatd, hogy a I',= I';, mennyiségekbdl nem képezhetd pro-
jektiv invaridns.

A kovetkezdkben a RE,; gorbiileti tenzorbdl kepezheto projektiv invaridnsok-
kal foglalkozunk. Fennall a kovetkezd

2. Tétel. A RE,s tenzorbdl képezett L, s tipusii projektiv invaridns ‘tenzor csak
a Weyl-féle gorbiileti tenzortdl fiigg.

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a @%,, tipusti projektiv invaridns-:
tenzort a (2)-vel adott projektiv eltoldsi paraméterekbol képezziik.

P. H. MULLER (Drézda):

A (J2I—AA— B)x=0 tipusii egyenletre vonatkozo sajatérték
problémakraol

A cimben szerepld egyenlet-tipusra vonatkozd sajatérték becsléseket ad a szerzo..
melyeket, ha
b

) b
Po)—4 [A(s, Do) di— fB(s, Do) dt=

tipusu integralegyenletekre alkalmazunk, akkor a linedris integralegyenletekre vonat-
koz6 ismert tételek 4ltaldnositdsainak foghatunk fel. Példaképpen megemlitiink
egy tételt, mely a kozismert ,,Schur-féle egyenlStlenség’ altaldnositasa:

Legyen A(s, t) egy négyzetével egyiitt integralhatd és B(s, r) egy Hermite-féle,
pozitiv (semi-) definit és folytonos mag. Akkor érvényes az aldbbi egyenlétlenség;

bb f b
Sakr= ”|A(s, 2 dsde+2 fB(s, £)ds.

A baloldali sszeghen minden sajatértéket annyiszor kell szimitisba venni, amennyi
az algebrai multiplicitdsa. Az egyenl8ségjel pl. érvényes akkor, ha A(s, t) egy Her-
mite-féle mag.
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F. Rap6 (Kolozsvar): '
Térbeli halozatok dltalanositasa

Az eldad6 a térbeli halozatokat ugyanolyan értelemben altalanositja, mint az
a sikbeli 3-hdlézatoknal szokdsos (Id. pl. G. Pickert, Projektive Ebenen, Berlin—
Gottingen — Heilderberg 1955, R. H. Bruck, A Survey of Binary Systems, Berlin—
Gottingen—Heidelberg 1958, J. Aczél—G. Pickert—F. Rad6, Mathematica
Cluj 2 (25), (1960), 5—24): a térbeli halozatokhoz ternér kvazicsoportokat
rendel. Ezeknél a regularitis kiilonbozd fajtdit definidlja és ezekre sziikséges
és elégséges feltételeket allapit meg, melyeknek madr ,,geometriai’ jelentésiik van,
tobbek kozott J. Aczél—V, D. Belousov—M. Hosszu (Acta Math. Acad. Sci. Hung.
11 (1960), 127—136) tételét felhaszndlva. Remélhetd, hogy ezekbdl a vizsgilatokbol
a Blaschke—Dubordieu-féle sejtés (Id. pl. W. Blaschke—G. Bol, Geometrie der
Gewebe, Berlin 1938) elemi bizonyitdsa nyerheto majd.

Ro6zsa PAL:
A Poisson-egyenlet kozelité megoldasarol

Ismeretes, hogy a ha Poisson-egyenletet racs-modszerrel kozelitjiik a kovetkezd -
differenciaegyenlet irhat6 fel:

20wi; —4(wisr i+ Wig+ 1+ Wizt + Wiy-1)—
—(th,_,wl +Wi—l,j+l +Wi-l,1-l+w|'+l,j—l): —hzgij-

Az egyenlet hibaja 46 nagysagrendii, ahol & a racstavolsag. (Lasd pl. L. V. Kantoro-
vics— V. I. Krilov: A felsébb analizis kozelité modszerei, 229. o.) Téglalap alakd
tartomanyra (homogén peremfeltételek esetén) G. N. Lance a differencidlegyenletet
algebrai egyenletrendszerként irja fel, amelynek egyiitthato-matrixat a kovetkezo-
képpen particiondlja (lasd G. N. Lance: Numerical methods for high speed compu-
ters, London, lliffe, 1960)

o : (8 R B ¢
=, | e (1 IR0 ety 2
M| -B A —].3...0 @ C=Hl0: 1700
R il D ()
: 10 d(@m—1

jeloléssel A = 20E — 4C és B=4E -+ C (E az egységmatrix). Az M hipermatrix inver-
talasara két modszert javasolunk.

1. Jelolje az M hipermatrix m-edrendii blokkjaibol, mint elemekbdl alkotott
n-rend(i hiperdetermindnst U, (A, B). Ervényes az alabbi rekurziés formula:

U+ 1(A,B) =AU«(A, B)—B2Ux-:(A,B) (Uo=E).
Egervary tétele értelmében (Acta Sci. Math. 15 (1954) 211 —222 o.):
M- 'adjM-{U; (A, B)-xE}
ahol adj M egyes blokkjai:
B’-'Ui-1(A, B)U.-;-1(A, B) i=j

(adjM);; = : it
B"_JUJ-j(A,B)Un—.'—l(A,B) i=].
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E modszer lényege az, hogy az (m—1)(n— 1)-edrendii M matrix inverzének
elballitdsdhoz csupdn s=min (m— 1, n — 1)-edrendli matrixokkal valé6 miiveletek
valnak sziikségessé (vo. E. Egervary, Acta Math. Ac. Sci. Hung. 11 (1960) 341 —361).

2). Arra valo tekintettel, hogy az invertdlandé matrix egyszerii kontinuans blok-
kokbol all6 kontinudns hipermatrix, az inverz egyes blokkjai (hiperbolikus fiigg-
vények segitségével) zart alakban eldallithaté. Mivel az igy ad6do blokkok kano-
nikus elddllitdsa ismert, a blokkok egyes elemei s=min (m— 1,n—1) tagi Osszeg
alakjaban explicite felirhatok. Legyen r{7> az M~' inverz hipermétrix i indexi
blokkjanak p, ¢ indexi{i eleme, ekkor (i =j esetén)

. pkm | qgkn
sin —— sin —
el med m m sh i% sh (n — j)
Prd -mk=1 2+cos£§ sh P sh nd,
m
ahol
kn
5—2cos— L i=1,2 4 nm—4
Chﬂkz—m ’
kn
2 4 cos — Dro=12 5 me—=T
m

(V6. Rozsa P., MTA Mat. Kut. Int. Kozl. 1 (1956) 593 —621.)

N. Teoporescu (Romdnia):

A globadlis areoralis (teriileti) differencialhanyados
és a Szoboljev-értelemben vett altalanositott Vecua féle
differencialhdnyadosrol

Legyen adva egy monogén fiiggvény (a), f(z) mely a komplex szimsik egy nyilt
O halmazin definidlva van. Tegyiik fel, hogy e fiiggvény areorilis differencidlhanya-

F
dosa <p(z)=% egy mérhetd EC O halmazon létezzék és hogy ¢(z)EL(E). Defi-
w

nidljuk a globdlis areoralis differencidlhdnyadosat f-nek az E halmazon mint a &
halmazit azon fliggvényeknek, melyek a ¢ fiiggvénnyel ekvivalensek a Lebesgue-
féle elmélet szerint.

Minden areordlis primitiv fiiggvény valamely A tartomanyon rendelkezik glo-
bélis areoralis derivalttal. Abban az esetben, ha a primitiv fiiggvények korlato-
sak, melyek az aldbbi formuldkkal jellemezhetok f(§)=h({)+Te vagy
Tp=_ 1 (20

MA v—_

dw ahol h(§) holomorf a 4 tartoményban, a T linearis operator
S E e o e )
T~ ' inverzének globdlis areoralis derivaltja: "
0}
D : e
A TB— linedris operator egy projekcio.
w
Az eldad6 megallapitja, hogy korldtos areordlisan primitiv fiiggvények globdalis are-

orélis differencialhdnyadosa, megegyezik a Vecua féle altalanositott ai derivalttal,
4

14 Matematikai Lapok
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amely egy Szoboljev értelemben vett dltaldnositott derivalt. A Vecua féle bizonyitd-
sok feltételeznek implicit moédon bizonyos megkotéseket, melyek a A tartoméany
peremére vonatkoznak, mely kikotések elhagyhatdk, illetve 1ényegesen enyhitheték
azéltal, hogy az areordlis derivéltak definiciojat kisebb mértékben médositjuk.

Vincze EnDRE (Miskolc)
‘Egy altalanosabb médszer a trigonometriai fiiggvényegyenletek
altalanositasanak megoldasara

Egy 4ltalanosabb modszert mutatunk be az
n
Fu+v)= 21 Gi(W)Hi(v)
i=

lipusu fiiggvényegyenletek megoldasara, mely az

Fi(z1) Faz1) ... Fu(z1)
Fx(za) Fz(Zz) F,.(zz)

FI(Z,-.) Fz(zn) e Fn(Zn)

=D(F1, F2, ... Fy)

tipusu fiiggvénydeterminansok felhasznaldsan alapul. Az Fi, F»,..., F, ismerete
ten (vagy részben adott) komplex fiiggvények.

Tétel. Legyen Q' a komplex szdmoknak egy, az dsszeaddsra nézve féicsoporto
alkoto halmaza. A Q' félcsoporton érvényes
F(u-+v) = G(wH(®»)+K@)L(»)
fiiggvényegyenlet legdltaldnosabb komplex megolddsai a kovetkezd fiiggvények:

(@) F)=Gw)=L(w)=0, H(u) és K(u) tetszéleges komplex fiiggvények;

@2) Fu)=HWw)=L (=0, G(u) és-K(u) tetszéleges komplex fiiggvények;

(a3) Fw)=0, Hu) =kiL(u), K(u)= —kiG(u), G(u) és L(u) tetszdleges komplex
fiiggvények ;

(@4) F(u) =kak3fo (w), Hu)=kiksfo(u), L) =ksf>(u), Gu) és K(u) tetszéleges
komplex fiiggvények a kiGu)-+K(u)=kksf>(u) megszoritdssal;

(as) F(u) = f>(@lkchf(u) + kashf (w)],

G W) = frWlkschf () + kashf W],

H(@w) = f2@)lkschf (u) + keshf )],

K@) = f2@lkschf (1) + ksshf (w)],

* L) = fo@lkochf W) + kioshf ()],

ki = kaks +kiko = kakes +kskio.
kz = k4k5 +k7k9 = kske +k7k10;

.
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@e) F(w) = f2lkif(w) +k-l,
Gu) = f2(lksf(w) +kal,
H(u) = f2@lksf(u) +kel,
K@Ww) = fr(@lk:f(w) +ks],
L) = fr(wlksf(u)+k1ol,

ksks+kiks =0,

kske+kikio=ki,
kaks—+ksks =k,
kake+kskio=lz;

ahol az f(u) és f(u) az

fu+v) = f@) +f @),

Lo t+v)=Lf2()f2(v)
CAucHY-egyenleteket kielégitd tetszbleges komplex fiiggvények, a k(j=1,2, ..., 10)
konstansok pedig tetszbleges komplex szimok a feltiintetett megszoritdsokkal. Meg-
olddsok tovabba mindazok a G, H, K, L és F fiiggvények, melyek az el6bbi megoldd-
sok barmelyikébdl gy dlinak eld, hogy a

G<H és K<L,

vagy
G+K ¢ HeL,

vagy
G—+L és K<H
fiiggvénycseréket végrehajtjuk. Mds megolddsok nincsenek.

*k%k

Az el6z6 szamunkban kozoltik a Geometriai kollokvium elbaddskivonatait.
Az eldadéscimek koziil az aldbbi eldadds kimaradt: SANDOR ISTVAN: A szférikus
gorbék egy analogonja a centroaffin geometridban. (Eléaddskivonat nem allott
rendelkezésiinkre.)

14*



Konyvismertetés

SzAsz GABOR:

BEVEZETES A HALOELMELETBE
(Akadémiai Kiad6é, Budapest, 1959.; 225 oldal)

A halbéelmélet az absztrakt algebranak egyik kiilonos és fontos dga, amelynek
a jelentésége, miként ezt a matematikdn beliil az algebrai, matematikai logikai, hal-
mazelméleti, mértékelméleti, topoldgiai, geometriai és ergodelméleti alkalmazasok, vala-
mint a fizikan beliil a kiilonféle elméleti fizikai el6fordulasok és alkalmazasok mutatjak,
messze tulnd az algebrdan. A halok jelentésége algebrai szempontbdl pedig tobbek kozott
abban 4ll, hogy barmely algebrai struktiira Osszes részstruktirdja, valamint Osszes
kongruenciareldcidja egyardnt egy-egy halot alkot. Olyan jellegii vizsgdlatoknal,
amelyekben az algebrai struktira elemei helyett csak a struktira részstrukturai jat-
szanak szerepet, nagy fontossdghoz jutnak a héalok. Ilyenkor célszerii a vizsgilatot
a részstrukturdk hdléja helyett egy absztrakt, bizonyos tulajdonsidgoknak eleget
tevo héaloban elvégezni. Ez a helyzet pl. csoportoknal a direkt szorzat mélyebb elmé-
letében (finomitasi stb. kérdések) vagy a gyfir(iknél az ideal-, ill. radikalelméletben.
Az algebran beliil a hal6elmélet egyébként hid a klasszikusabb struktiirdk (csoportok,
testek, gyfir(ik) elméletétdl az altalanos algebrai strukturak (univerzilis algebrik)
elmélete és mas modern 4gak felé. Bar a halok bizonyos specialis fajtdjanak, a Boole-
algebrdnak a fogalma és vizsgdlata mar tobb, mint szaz éves multra tekint vissza,
a héaloelmélet mégis csak a legutdobbi évtizedekben keriilt az érdeklédés koézéppont-
jaba, és indult meg kiilondsen gyors mértékii fejlodése. Eme torténeti okok mellett
van egy koriilmény, nevezetesen a hal6axiomaknak a nagy altaldnossaga és sajatos ter-
mészete, amely megmagyardzza azt, hogy miért ismeretes a csoport- és gyfirticlmélet-
hez képest viszonylag kevés igazan mély tétel a haloelméletben. Orvendetes azonban,
hogy a folytonos geometriak elmélete, egyes beagyazasi problémak, valamint egyéb
haloelméleti vizsgalatok mAar szolgdltattak példat mélyebb haldelméleti tételekre.
Az algebran beliili sajitos helyzetére és az algebran kiviili szertedgazé alkalmazasi
lehetdségek egyik okara pedig ravilagit a hal6fogalom kettés természete is, ti. a halo-
nak egyidejlileg algebrai struktiraként és részben rendezett halmazként val6é fel-
fogdsa.

A magyar matematikai életben a felszabadulas el6tt a haléelmélet — eltekintve
a budapesti sziiletési és kiilfoldre keriilt Neumann Janos nagy jelentdségli haléel-
méleti munkdssigitol — fehér foltnak szamitott, miként néhany mds matematikai
tudoménydg is. A felszabadulds utdn Fuchs Laszl6 bizonyos dolgozatai és egyetemi
eldadasai, valamint Szdsz Gabor dolgozatai jelezték az aktiv haloelméleti érdeklddés
hazai megindulasat, amelyekhez késobb a Gratzer—Schmidt kutatopar inten-
ziv munkdssaga csatlakozott. Legijabban mdsoknak a haléelmélettel kapcsolatos,
foleg a klasszikusabb struktirakrol sz6l6 eredmények hiléelméleti 4ltaldnositdsai-
célzb egyéb vizsgdlatai is eredményekre vezettek hazdnkban. A tovabbi hazai halot
elméleti kutatasok eldkészitése, valamint hazankban a hal6elméletnek més tudomany-
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4dgakban val6é hasznositisa végett hézagpotlonak szamitott Szdsz Gébor bevezetd
haloelméleti konyvének a megjelenése, és ez a konyv egyszersmind torténetileg a
legels6 magyar haloéelméleti konyv.

Szasz Gabor konyvének az anyagat — a teljességre valo torekvés igénye nélkiil —
az alabbiakban kisérlem megyvildgitani. I. Részben rendezett halmazok; lancfeltéte-
lek, Jordan— Dedekind lanckovetelmény, dimenziofiiggvény. II. A hélokrol altala-
ban; algebrai hal6axiéomak, dualitas, félhdalo, a halok kettds felfogdsa, a halbaxi-
6mak fiiggetlensége. 111. Teljes halok; feltételesen teljes halok, az algebrai strukturdk
részstrukturdinak a haloja, lezardsi miivelet, Galois-kapcsolat, topolégiai alkalma-
zasok. IV. Disztributiv és moduldris hélok; végtelen-disztributiv és teljesen-diszt-
ributiv halok, jellemzések a részhalokkal, kovetési feltételek, irreducibilis elemek.
V. A modularis halok osztdlyanak egyes specialis alosztdlyai; lokdlisan véges hosz-
szisagli halok, a hdlok értékelése, metrikus halok, komplementumos modularis
halok, alkalmazas projektiv terekre. VI. Boole-algebrak; standard eredmények,
teljes Boole-algebrak, kapcsolat a Boole-gytiriikkel, a relaciok algebréja, logikai
alkalmazasok, értékelt Boole-algebrak. VII. Félig-modularis halok; Birkhoff-halok,
ekvivalencia-relaciok, absztrakt linedris fliggdség, komplementumos félig-modu-
laris halok. VIII. Halo idealjai; idedlhato, reprezentaciok halmazgyiiriikkel, bedgya-
zasok. IX. Kongruenciarelaciok; kongruencidk, felcserélhetd ekvivalencia-reldcidk,
algebrai strukturak és halok direkt- és szubdirekt Osszetételei, Schreier-féle finomités,
kapcsolat a halok idedljai és kongruenciareldcidi kozt, neutralis elemek, centrum.

A fentiekbdl is lathato, hogy Szdsz Gabor konyve nagy anyagot 6lel fel, illetve
legalabb is vil4git meg utaldsok, gyakorlé feladatok és példak kozlésével. Az elmé-
letnek a vilagméretekben gyors fejlédése miatt, valamint a széleskor(i alkalmazisok
és legtijabb eredmények figyelembevétele miatt, masfel6él a pedagogiai szempontok
miatt és a konyvnek azelére megszabott kicsiny terjedelme miatt a szerzének a kényv-
irasnal kétségkiviil nehéz feladattal kellett megbirkoznia. A most megjelent konyve
végleges szovegét figyelembe véve a szerzo sikeresen oldotta meg az emlitett problé-
mat: az litkozo szempontok Osszeegyeztetését, mikozben — miként a szerz6 a konyve
eloszavaban is megjegyzi — a lektori és szerkesztéi munkan messze tulmend segit-
séget kapott az ott felsorolt matematikusoktél (Fuchs L., Grétzer Gy., Schmidt E. T.,
Szendrei J.). A konyv anyaga egyébként globalisan csaknem lefedi H. Hermes-nek
a szintén bevezetd hdloelméleti konyvét, eltekintve az utobbi konyv II1L. és V. fejezete
bizonyos §-aitél, de Szasz Géabor konyve aranylag mégis nagyobb anyagot vilagit
meg, és modernebb, mint Hermes kényve. M. L. Dubreil —Jacotin, L. Lesieur, R.
Croisot kozosen irt francia haléelméleti konyvének viszont csak az elsé harmada
az altalanos halbéelmélet, amely Szdsz Gabor és H. Hermes kényvéhez képest kicsi
elméleti anyagot ad, a francia konyv tobbi része tudvalevéleg algebrai és geometriai
alkalmazést nyujt. G. Birkhoff alapveto haloelméleti konyve pedic, mint monografia,
a kutatoknak késziilt, és kibOvitett, korszerisitett (harmadik) kiaddsa megjelenése
el6tt van.

Szdsz Gdabor konyve a jellegét tekintve tehat bevezetd konyv; a tankonyv és
monografia kozott az elébbihez all lényegesen kozelebb. Ennek megfelelden célja
az, hogy részben a haldelmélet jelenlegi allasarol és mindenképpen a bevalt fontosabb
fogalmakrol és modszerekrdl attekintheto képet nyudjtson a konyv olvasbjanak.
A konyv a megszabott terjedelem hatirain igvekszik az elmélet problémaira, legijabb
eredményeire, mas matematikai teriiletekkel valé kapcsolatra, az alkalmazisokra
is fényt vetiteni. Bar — a konyv jellegével dsszhangban — nincsenek a kdnyvben
exponalt nyitott problémdk, mégis sok utalas talidlhaté aprobetiis kiegészités, meg-
jegyzés, labjegyzet, a fejezetvégi gyakorlo feladatok formdjaban az elmélet wjabb
eredményeire vonatkozolag, amely azoknak az érdekét szolgalja, akik a haléelmélet-
ben jobban elmeriilni szindékoznak. Itt jegyzem meg, hogy nem 4rtott volna, ha a
szerz6 a gyakorl6 feladatok némelyikének a forrdsat is feltiintette volna. A kozolt
targymutato6 ¢és irodalomjegyzék elég bdséges. Az irodalmi utaldsok 4ltaldban ponto-
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sak, csak ott maradt el az eredmények szerzbivel kapcsolatban a részletesebb meg-
jegyzés, ahol az Ujrabizonyitasi hozzéajarulas vagy részleges, vagy — a szerzO szerint —
nem a lényeget érintd. Mindenesetre jovobeni kiadasnal ezt a kérdést tjra mérlegelni
kell, és feltétleniil pontosabb irodalmi utaldsok kivanatosak egy-egy eredmény bizo-
nyitdsainak roviditéseivel kapcsolatban. Célszer(i felvetni a konyv' bizonyos tételei
bizonyitdsainak esetleges tartalmi vagy megfogalmazasi lerovidithetoségét is, amellyel
a szerzonek egy esetleges jovobeni kiadasnal szintén érdemes megprobalkoznia (pl.
53., 60. és 83. tételek). A konyv targyaldsmodja végig vildgos, altaldban elegins,
tovabba egyszerii és elemi is, ugyhogy a konyvet az egészen kezd6k is megértik nagyobb
nehézség nélkiil. Segitségképpen a nehezebb gyakorlé feladatok megoldésa is meg-
talalhatd a konyv végén. A szerzOnek a viligos megértetésre vald torekvése nagyon
helyes. Kissé hosszi megszovegezésiinek vélem azonban mindjart eldl a 4. és 11. §-t.
A szovegezési roviditéssel, valamint a II. fejezetben a 10. és 13. §-nak az egymashoz
kozelebb hozédsdval (dualitaskérdések) egy esetleges késdbbi kiaddsnil terjedelem-
nyerés volna elérhetd, amelynek helyére az 1. fejezetben beiktatandé volna a Zorn-
lemmaénak kozvetleniil a kivalasztasi axiomabol vald egyik modern levezetése. Ezzel
a konyv még inkdbb didaktikussd és perspektivat nyujtéva valna. Ha az elso feje-
zetben a relacid targyaldsanal a végig elegendd r—=2 eset helyett az altalanosabb
eset is definidlva lett, célszerii lett volna rdmutatni arra is, hogy a relaci6 nemcsak
fiiggvényként, hanem szorzathalmaz részhalmazaként is felfoghat6, amely egyébként
trivialis, de megszokott ekvivalens definicié.

Mindent egybevetve megallapithatd, hogy a szerz6 konyvének a megjelenésével
a hazai matematikai szakirodalom érdekes és értékes bevezeto jellegii, egyszersmind
perspektivat nyujté konyvhoz jutott, amelyen latszik, hogy nagy munka van mogotte.

Szdsz Ferenc

SZAMOLJUNK EGYUTT! (V.—VI. OSZTALY)
SZAMOLJUNK EGYUTT! (VIL.—VIII. OSZTALY)

JO szolgalatot tett a Tankonyvkiad6 ennek a két konyvnek a kiaddsaval. Hasonlo
cimmel mar évek 6ta forgalomban van Vali Dezsoné Kkitiind konyve az also tagozat
szamtani anyagadhoz. Ennek a munkéanak a sikere buzditotta a kiad6t a most ismer-
tetendd két kotet megjelentetésére. Sziiloknek szélnak ezek a konyvek, akik szeret-
nének gyermekeiknek segiteni a szdmtan és a mértan tanuldsidban, de mar elfelejtet-
ték a fels6 tagozat anyaganak egyes részeit, vagy soha nem is tanultdk, vagy masképp
tanultdk, mint ahogy mostandban tanitjdk. A névtelenségbe burkol6z6 szerzok (0sz-
szes informacionk roéluk az, hogy ,,JRTA MUNKAKOZOSSEG”) jol fogtak meg
a dolgot: gyakorlati segédkonyvet irtak. Rovid néhany oldalnyi altalanos megjegy-
zések utdn pontrdl pontra végigmennek az anyagon. Kiemelik a tananyaggal és
megtanuldsaval kapcsolatos legfontosabb tudnivaldokat, mint példdul ,,A szdzalék
ugyanazt jelenti, mint a szazadrész” (VIL. —VIIIL. oszt., 22. old.), ,,Az egyenld neve-
z0jli tortek Osszeadasat, kivondsat eloszor ugy gyakoroltassuk, hogy a nevezdt
betiivel irjuk le”’ (V.—VIL. oszt., 51. old.; nem artott volna itt a nagyobb vildgossag
kedvéért magyarazatul egy ilyen konkrét példa: 2 heted +3 heted =5 heted). Fel-
soroljdk a tapasztalat szerint leginkabb el6forduld hibakat; pl. ,,a) A részletszor-
zatokat nem megfeleléen irja a gyerek egymads ald, b) nem ligyel az 1-gyel és 0-val
val6 szorzésra ...” (VIL.—VIL oszt., 31. old.). Végiil — ez teszi ki a konyv legna-
gyobb részét — kozlik a tankonyvek igen sok feladatanak megolddsi menetét, vagy
legalabb az eredményt, és hasznos tandcsokat adnak az egyes feladatok megoldasaval
kapcsolatban is; pl. ,,Vigydzat! Negativ szim négyzete plusz!” (VIL. —VIIL oszt.,
260. old.; mellesleg jobb lett volna itt a ,,pozitiv’’ sz6t haszndlni.)
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Kar, hogy ebbe a két hasznos segédkonyvbe becsuszott néhany egyaltalin nem
lényegtelen pontatlansag. gy példdul ezek a konyvek sem Ontenek tiszta vizet a po-
poharba a lassan mar hirhedtté valo ,,romboid-iigyben”. Igy nevezem rovidség ked-
véért a specialis hairomszog- és négyszog-fajtak 1j definicidival kapcsolatos sok huza-
vonat és értetlenséget. A megszokott fogalmaktol vald eltérés mindig zokkenSvel
jar. Azoknak sem lehetett konny(i dolguk, akik annakidején keresztiilvitték, hogy
az iskolakban a balnat ne a halak, a denevért ne a madarak kozé soroljak. (Az ellen-
€érvek ugyanazok lehettek: ,,Ha nekiink j6 volt gy, mért nem j6 a mai gyerekeknek
is”, ,,Ugy sokkal konnyebb megtanitani”, ,,Ilyen zavaros, értelmetlen dolgokat én
ugyan nem fogok tanitani’’). Nem mondom, hogy a most referalt két konyv a régi,
kovetkezetlen definiciok alapjan 4llna. Sok esetben éppen az ujabb, kovetkezetes
felfogast hangsulyozza, példaul: ,,A rombusz olyan deltoid, amelynek minden oldala
egyenld. ..” (VIL—VIIL oszt., 124. old.). Madsutt hatdrozatlanabb a fogalmazis,
pl. ,,Két-két egyenlé szomszédos  oldala van™ (ti. a deltoidnak; VII.—VIII. oszt.,
120. old.; jobb lett volna igy: ,,Van két-két szomszédos egyenld oldala’, vagy ,.Két
szomszédos oldala egyenld™, a masik kettd szintén). Ismét mésutt a régi definicié-
kat mondja ki, pl. ,,a téglalap szogei egyenldk, de oldalai nem egyenldk (VIL.—
VIII. oszt., 126. old.). Ahol felhivja a figyelmet, hogy valami megvaltozott a defini-
ciokban, ott csak ujabb zavart okoz. Az a tobbszor is szerepld megallapitds ugyanis,
hogy ,,A régebben romboidnak nevezett négyszoget most paralelogrammanak nevez-
zik” (VIL.—VIIIL oszt. 106. old.; l4sd még VI. oszt., 119. old.), teljes félreértésen
alapszik. Paralelogrammaénak régen is azt a négyszoget neveztiik, most is azt nevez-
ziikk, amelynek két-két oldala parhuzamos, fiiggetleniil att6l, hogy akar az oldalai,
akar a szogei egyenlok-e vagy nem. Csakhogy az iskoldinkban régebben uralkodo,
kovetkezetlen felfogds a paralelogrammat valahogyan ,,gyiijtéfogalomnak™ tekin-
tette (rendszerint “tobbesszamban mondtdk: ,,a paralelogrammadk’), szemben az
»egyedi” tipusokkal, mint péld4ul a trapéz (!). Ennek a felfogidsnak a nyomait mutat-
ja példaul ez az idézet: ,,1. A trapéznak és a paralelogrammdknak. 2. A derék-
szOgli hdromszognek. 3. A paralelogrammék és a deltoid.” (V.—VIL. oszt., 236.
old.). A sziilok tehat ebben a kérdésben nem kapjak meg azt a segitséget, amire sziik-
ségiik volna, sot joggal timad az itt olvasottak alapjan olyan érzésiik, hogy — ki
tudja, kiknek a hib4jabol — oda lett a geometria régi szép kovetkezetessége.

Nemcsak a mértani anyagrél alakulhat ki benniik ilyen vélemény. A szdmtan-
ban a szorzo és a szorzando6 helye koriil vannak zavarok. ,,3:8 az miért 24? — Mert
848 +-8 =24”, olvassuk egy helyen (V.—VI. oszt., 30. old.). Vagyis balrél irjuk a
szorz6t. Péar sorral alibb ezt olvassuk: ,,Kétjegy(i szam szobeli szorzdsakor eleve--
nitsiik fel az als6 tagozatban tanult eljarast. Pl. 28:3—(20 +8)-3 =20-3 +-8-:3—84.”
Itt mar jobbrol van a szorzéd. A 32. és 33. oldalon megint balrél, a 68. oldalon jobb-
r6l, és igy tovabb. A szamitds eredménye szempontjabol persze kozombds a sorrend,.
»esak™ a tiszta fogalmak kialakitdsat neheziti meg ez a bizonytalankodds, hiszen:
fogalmilag éppen nem mindegy az, hogy Osszeget szorzunk egy szammal, vagy
egy szamot Osszeggel, még kevésbé az, hogy tort szdmot szorzunk egész szammal,
vagy egész szamot tort szammal stb. Kiilondsen az V. osztalyos részben van ezen:
a téren nagy zavar.*

* A szerzok joggal mondhatjak erre: ,,Ugyanilyen zavar van ezen a téren az
V. osztdlyos tankonyvben is, amelyen pedig e konyvismertetés irdjanak a neve is
rajta van”. Ez eddig igaz is. E konyvismertetés ir6ja azonban szeretné megragadni
az alkalmat annak tisztdzdsdra, hogy ezekhez a kovetkezetlenségekhez a konyvon
feltiintetett egyik szerzdnek sincs semmi koze, ezek — szdmos mas, tobbnyire éppen
nem szerencsés valtoztatdssal egylitt — részben tudtukon kiviil, részben akaratuk
ellenére keriiltek be a tankonyvbe.



216

Visszatérve az ismertetett konyvekre, megemlithetnénk még néhdny kevéssé
szerencsés fogalmazast, elirast vagy hibat, pl. ,,A felcserélés és csoportosités is azonos-
sag” (VIL.—VIIL. oszt.,, 206. old.), ,,Jegyeztessiikk meg, hogy a kiemelés osztas!!>
VIL. —VIIL. oszt., 213. old.), ,,Mert oszthatd 2-vel, mivel paratlan szam” (V.—VI’
oszt., 145. old.). Felr6hatnank, hogy tulsigosan el6térben van: benniik a technika.
a ,,hogyan”, és a megérdemeltnél kisebb silyt kap az osszefiiggések megértése, a
,,miért”. De ne legyiink tilsdgosan nagyigényliek, és ne kérjiikk szimon egész mate-
matikatanitdsunk hibdit éppen ettdl a két, alapjaban helyes, sok sziilének nagy segit-
séget jelentd konyvtol. .
Varga Tamds
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