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Lukács Ferenc
BÁLINT ELEMÉR

í. Életrajza

Lukács Ferenc 1891. június 27-én született és még nem volt 28 
éves, amikor jelentékeny tudományos munkásság után 1918. novem­
ber 30-án befejezte életét. Matematikai tehetsége már 15 éves korában 
kezdett kibontakozni. Idősebb barátainak tanácsára első matematikai 
olvasmánya Cesäro „Elementares Lehrbuch der algebraischen Analy­
sis und der Infinitesimalrechnung” című, 1904-ben megjelent könyve 
volt. Minthogy szegény fiú volt és saját eltartásáról már gimnazista 
korában nagyrészt magának kellett gondoskodnia, idejének jelenté­
keny részét osztálytársak és kisebb fiúk tanítása vette igénybe. Ez az 
életmód az önálló gondolkodású ifjút korán tette érett emberré. Alig 
hagyta el a középiskola padjait, amikor megismerte Liouville tételét 
az algebrai számoknak racionális számokkal való megközelítéséről és 
erre a tételre támaszkodva — 19 éves korában — 1910-ben konstruált 
egy mindenütt sűrű halmazban nemfolytonos és mégis mindenütt sűrű 
halmazban differenciálható függvényt. (II. 1.)* Lukács e függvényét
I. J. Schoenberg 1959-ben újra felfedezte és közölte a The American 
Mathematical Monthly 66. kötetében (The integrability of certain func­
tions and related summability methodes című közleményében, pp. 
361 —375). Schoenberg megtudva Szegő GÁBORtol, hogy ezt a függ­
vényt Lukács már 1910-ben megszerkesztette és 1911-ben közzétette, 
az Am. Math. Monthly egy későbbi számában (p. 563) megjegyzi ezt 
és idézi Lukács 48 évvel korábban megjelent dolgozatát.

Lukács már gimnazista korában megismerkedett Riesz Frigyessel, 
aki akkor még mint középiskolai tanár Lőcséről Budapestre került és 
rövid ideig a III. kerületi gimnáziumban tanított, mielőtt Fejér Lipót 
helyén a kolozsvári egyetem tanára lett. Riesz Frigyes gyakran talál­
kozott a budai Vigadó kávéházban Lukács FerencccI és már akkor

* Az utalás a L ukács F erenc tudományos munkássága című II. részre vonat­
kozik: (II. 1.) jelenti az ebben a részben 1. pont alatt referált közleményt.
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észrevette Lukács matematikai tehetségét. Ez'az ismeretség akkor nem 
tudott mélyebb hatást gyakorolni LuKÁcsra, mert rövid idő után Riesz 
Kolozsvára távozásával megszakadt.

Lukács — mint egyetemi hallgató — Fejér LiPÓTnak, 1911 óta a 
budapesti egyetem tanárának szemináriumában ismerkedett meg a 
nála néhány évvel idősebb Pólya GYÖRGgyel és Fekete MiHÁLYlyal. 
A közöttük létrejött barátságból számos tudományos eredmény fa­
kadt. Fejér szemináriumában ismerkedtek meg Lukács és évtársai: 
Egerváry Jenő és Bródy Imre is.

Fukács tudományos munkássága Fejér hatása alatt bontakozott ki. 
1913-ban jelent meg egy Comptes Rendus cikke (II. 3.), melyben Fejér 
egy problémájának Gronwall által adott megoldását lényegesen egy­
szerűbben bizonyította be. Ez a bizonyítás Lukács 1914. évi doktori 
értekezésében magyarul és a disszertációnak SzEGŐtől származó fordítá­
sában — Lukács hagyatékából vett kiegészítéssel ■— németül is meg­
jelent (II. 4. és II. 9.). A doktori értekezés a Laplace-sor szummálható- 
ságával foglalkozik, tehát szintén Fejér dolgozataiból indul ki.

Lukács 1913-ban a nyarat Göttingenben töltötte. Sok magyar 
matematikus talákozott ezen a nyáron Göttingenben. Ketten: Haar 
Alfréd és Kálmán Tódor a göttingeni egyetem docensei voltak, a többi 
nyári vendég. Két orvostanhallgató is volt a magyarok között: Baron 
Gyula és Bauer Ervin, mindketten Lukács barátai. Az előbbi ma orvos­
tanár az Amerikai Egyesült Államokban, utóbbi 1919 után emigrált, 
néhány évi hányódás után Leningrádban telepedett le, ott mint bioló­
gus elismerést szerzett és a 40-es évek elején meghalt.

Göttingeni tartózkodása alatt Lukács megismerkedett Edmund 
Landau göttingeni egyetemi tanárral és ez az ismeretség is hatással 
volt Lukács tudományos munkásságára. 1915-ben jelent meg az Archiv 
der Mathematik und Physik című folyóiratban Lukács egy közleménye 
(II. 5.), melyben Landau egy sortételét általánosította.

1914-ben — egyetemi éveinek befejeztével — doktori vizsgája 
után Lukács a műegyetemen Kürschák József tanársegéde lett és ugyan­
ebben az évben meg is nősült. Felesége, Téri Tekla eredetileg nem volt 
matematikus, de férje mellett felébredt érdeklődése a matematika iránt. 
Tehetségét bizonyítja, hogy nemsokára egy érdekes geometriai tételre 
jött rá és azt be is bizonyította. Ez a tétel, mely a Pólya—Szegő: Auf­
gaben und Fehrsätze I. kötetében (a 105. és 277. oldalakon) megtalál­
ható, így hangzik: Azok a pontok, melyekből egy zárt, kettős pont 
nélküli görbe csillagszerűen látszik, konvex halmazt alkotnak. (Egy 
görbe valamely pontból csillagszerűen látszik, ha abból a pontból ki­
induló minden félegyenesnek a görbével egyetlen közös pontja van.)

Az első világháború kitörésekor Fukácsot is besorozták katoná­
nak, de szívbaja miatt rövid idő múlva leszerelték. Az első világháború



3

első. évében tette le Lukács doktori vizsgáját, de a gyakorló tanári 
évet nem vállalta és nem szerzett tanári oklevelet. 1916-ban küldte 
be Lukács a Crelle Journalnak egyik nagyon jelentős dolgozatát, mely 
azonban már csak halála után jelent meg (II. 6.) a következő címmel: 
Über die Bestimmung des Sprunges einer Funktion aus ihrer Fourier­
reihe.

Halála évében jelent meg Lukács egy másik fontos közleménye is: 
Verschärfung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung für ratio­
nale Polynome (II. 7.). Lukács ebben a közleménében utal egy tételére 
is, mely egy véges intervallumban jelet nem váltó polinomnak egy 
paraméteres előállításáról szól.

1923-ban, 5 évvel Lukács halála után jelent meg Fekete Mihály 
cikke a Mathematische Zeitschrift 17. kötetében (pp. 228 — 249), mely­
ben a transzfinit átmérő fogalmát vezette be. A közlemény címe: Über 
die Verteilung der Wurzeln bei gewissen algebraischen Gleichungen 
mit ganzzahligen Koeffizienten. A bevezetésben Fekete egy módszerre 
utal, melyet „barátjával, Lukács FerencccI együtt dolgozott ki” . Ezt a 
módszert, melynek alapgondolatában Lukács FERENcnek jelentékeny 
szerepe volt, Fekete rezultáns-módszernek nevezi szembeállítva azt a 
közlemény első részében alkalmazott és I. Schur által használt disz­
krimináns-módszerrel. A „rezultáns-módszer” LuKÁcsnak és FEKETÉnek 
közös tételére támaszkodik, melyet egyszerű alakjában így lehet ki­
mondani: Csak véges számú polinom lehetséges, melynek legmagasabb 
fokú tagjában az együttható egy rögzített egész szám, valamennyi 
együtthatója egész szám és valamennyi zérushelye egy véges inter­
vallumba esik, melynek hossza kisebb, mint 4.

Lukács tudományos munkássága mellett nem vesztette el fogékony­
ságát a századforduló után kibontakozó irodalmi és társadalmi küz­
delmek iránt. Korának költői közül elsősorban Ady Endre versei áll­
tak közel hozzá. De nemcsak a magyar irodalom érdekelte. Állandó 
olvasója volt például a „Fackel”-nek, a bécsi Karl Kraus folyóiratának, 
melyet jóformán magának KRAUSnak írásai töltöttek ki. Érdekelték a 
társadalmi problémák, melyek a századforduló után a magyar fiatalság 
legértékesebb elemeit magukkal ragadták. Amikor kitört a Károlyi­
forradalom, lelkesedéssel csatlakozott annak eszméihez. Nem sokáig 
lelkesedhetett az új eszmék diadaláért. A háború végével és az azután 
pusztító járvány, az ún. spanyol influenza, szedte áldozatait és ezek 
között voltak Lukács Ferenc maga, felesége és közeli barátainak köré­
ből Bauer Ervin felesége, a jelesí rónő, Kaffka Margit és annak kisfia 
is. A „gyulák” minden igyekezete — Karinthy Frigyes nevezi így „Uta­
zás a koponyám körül” című könyvében a baráti körükhöz tartozó, 
jelenleg Amerikában élő orvosokat: Baron Gyulát és Holló Gyulát—  
hiábavaló volt. Lukács Ferenc hibás szíve nem tudta leküzdeni a rossz-
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indulatú betegséget és mikor halálát egy ügyetlen ápolónő elárulta 
feleségének, Téri Tekla, aki különben valószínűleg meggyógyulhatott 
volna, nem akart többé meggyógyulni. Férjével együtt közös sírba 
temették. Maradt utánuk egy árva gyermek, emlékük barátaik szívében 
és azok az eredmények, melyekkel a tudományt gazdagították.

II. Lukács Ferenc tudományos munkássága

1. Eine unstetige und differenzierbare Funktion (Mathematische 
Annalen, Band 70, pp. 561—562; 1911.)

Lukács ebben a közleményében olyan függvényt szerkeszt, mely 
a valós változó minden értékére értelmezve van, mindenütt sűrű hal­
mazban nemfolytonos, mégis mindenütt sűrű halmazban differenciál­
ható.

A konstrukció Liouville következő tételére támaszkodik: Ha a. 
и-edfokú algebrai szám, akkor megadható az M  pozitív konstans 
úgy, hogy tetszőleges plq racionális számra fennáll a következő egyen­
lőtlenség:

If _  ___ 1__
q Я ^  M\q\" '

Lukács következőképpen definiálja az /(x ) függvényt: 

irracionális x-re f(x )  — 0,
a racionális x= p /q  pontban f(píq) =  l/«?"7,
(q a nevező legkisebb pozitív értéke).
Azonnal látható, hogy a függvény periodikus (periódusa 1),

racionális x-re nemfolytonos, 
irracionális x-re folytonos, 
integrálható,
minden algebrai irracionális helyen,

tehát mindenütt sűrű halmazban, differenciálható és differenciálhánya­
dosa = 0 .

2. Eine Eigenschaft des Konvergenzkreises der Potenzreihen. (Archiv 
der Mathematik und Physik, 111 Reihe, Band 23, pp. 34 — 35; 1914.) 
Lukács indirekt módszerrel bizonyítja be következő tételét: Egy hatvány­
sor valamennyi szelete valamennyi zérushelyének legalább egy sűrű­
södési helye van a hatványsor konvergenciakörén.

Ez a tétel, mint Lukács maga is rámutat, a hatványsor minden 
értékhelyére ugyanúgy áll, nemcsak a zérusokra.
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LuKÁcsnakezt a tételét Landau is idézi könyvében: „Darstellung 
und Begründung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie (II. 
Auflage, 1929). Ez a tétel — eltekintve Hurwitz egy 1889-ből származó 
tételétől* első eredmény volt egy problémakörben, melyben a szin­
tén korán elhunyt Robert Jentzsch közleménye volt a következő lé­
pés.** Jentzsch kimutatja, hogy a (véges) konvergenciakor minden 
pontja sűrűsödési helye annak a ponthalmaznak, melynek elemei a 
hatványsor szeleteinek zérushelyei. Ostrowski, Szegő Gábor, majd 1950- 
ben Erdős Pál és Túrán Pál más problémakörrel kapcsolva tovább­
fejlesztik a Lukács—Jentzsch problémakört is.

3. Fejér 1908-ban bebizonyította, hogy az L-integrálható /(/>, <p) 
függvény Laplace-sorának másodrendű számtani közepei a függvény 
valamely folytonossági pontjában a függvény értékéhez konvergálnak. 
Fejér felvetette a kérdést, hogy divergálhatnak-e az elsőrendű közepek. 
Gronwall bebizonyította, hogy már az elsőrendű közepek is konver­
gálnak a függvény folytonossági pontjaiban.

Gronwall tételét Lukács egyszerűbben bizonyította be. A bizonyí­
tás francia nyelven 1913-ban a Comptes rendus des séances de Г Académie 
des sciences 156. kötetében jelent meg. A bizonyítás magyarul is meg­
jelent Lukács doktori értekezésében.

4. A Laplace-sorról. Doktori értekezés, 1914. Miután az értekezés
I. fejezetében a Legendre-polinomok ismert tulajdonságait egyszerű 
bizonyításokkal összefoglalja, az értekezés II. fejezetében Lukács egy 
egyszerű példán mutatja meg, hogy egy az egész egységgömbön foly­
tonos függvény Laplace-sora a függvény egy folytonossági pontjában 
divergens lehet. A III. fejezetben közli Gronwall tételének egyszerű 
és rövid bizonyítását, mely már egy évvel korábban megjelent a Comptes 
Rendus-ben. A IV. fejezetben a speciális

2 4 2 n+ l)P„(cos y)

sor k-adrendű számtani közepeit vizsgálja meg. (у a fix (ß0, <p0) pont 
távolsága az egységgömbön a változó (#, q>) ponttól.) Pn(x) az и-edfokú 
Legendre-polinomot jelenti. Ennek a vizsgálatnak az eredményére tá­
maszkodik az értekezés fő eredményét tartalmazó V. fejezet, melyben 
Lu k á c s  bebizonyítja, hogy az f(&, <p) L-integrálható függvény Laplace- 
sora a (#0, <p0) pontban minden 1/2-nél magasabb rendben összegez­
hető és összege megadja a függvény értékét a (#0, (p0) pontban, ha a

* Mathematische Annalen, Band 33.
** Untersuchungen zur Theorie der Folgen analytischer Funktionen (Acta 

Mathematica, 1916.).
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függvény ott folytonos és a (í:)0, cp0) pont antipodusában bizonyos 
korlátozásoknak van alávetve (ha pl. ott korlátos).

A bizonyításból az is kiderül, hogy az ^-nél magasabb rendű kö­
zepek konvergenciája egyenletes az egységgömb minden olyan tarto­
mányában, melyben a fentemlített két feltétel egyenletesen teljesül. 
Végezetül Lukács minden j-nél kisebb k -ra egyszerű függvénypéldát 
konstruál, mely az egész egységgömbön folytonos, de Laplace-sorának 
k-adrendű közepei egy folytonossági pontban divergálnak.

5. Bemerkungen zu einem Konvergenzsatze des Herrn Landau 
(Archiv der Mathematik und Physik, Band 23. pp. 367 — 368; 1915.)

Lukács ebben a rövid közleményben Landau következő' tételét 
általánosítja: Ha valós tagokból álló sor Cesáro szerint r-edrendben 
szummálható és nan alulról korlátos, akkor a sor konvergens.

Lukács kimutatja, hogy ha a komplex tagokból álló sor Cesáro 
szerint r-edrendben szummálható, és ha na„ egy 7t-nél kisebb nyílású 
szögtartományban van, akkor a sor konvergens.

6. Über die Bestimmung des Sprunges einer Funktion aus ihrer 
Fourierreihe. (Journal für die reine und angewandte Mathematik, Band 
150, pp. 107-112; 1919.)

Ezt a közleményt Lukács 1916-ban küldte be a lapnak, de csak 
halála után jelent meg. Lukács e cikkben a következő fontos tételt 
bizonyítja be: Ha az a pontban az L-integráIható f(x)  függvény ugrása 
D(a), azaz

1 im (f(a  + 1) - f ( a  - t ) )= D  (a), 
t-> + o

akkor
s„ (a) D(a)
log n n

ahol f ia )  jelenti az f ( x )-hez tartozó Fourier-sor konjugáltjának rész­
letösszegét az x  = a helyen.

Ebből a tételből következik, hogy ha a függvénynok az a pontban 
ugrása van, akkor a konjugált sor az a pontban nem konvergálhat. 
E tétel alapján az f ( x ) Fourier-sorának konjugáltjából következtet­
hetünk az f(x )  függvény ugrásainak nagyságára. (Idézve Zygmund: 
Trigonometric series és Sz. Nagy Béla: Valós függvények és függvény­
sorok c. könyvében.)

7. Verschärfung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung 
für rationale Polynome, (Mathematische Zeitschrift, Band 2, pp. 295 — 
305; 1918.)

A közlemény fő tételei a következők: Ha f(x )  valós polinom,
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melynek az a ^ x ^ b  intervallumban M  a maximuma és m a minimuma, 
akkor

ь
M - m  1 f M - m
n (n + l) 6 — a j  n (n + l)

r
ha a fokszám 2и +  1 (páratlan); és

b

m +  T  i T _  f / W  &  =  M _  /¥ ~ n2  ,( я+ l ) 2 * - a J yV 7 ( и + 1 ) 2

ha a fokszám 2n (páros).
Az egyenlőség jele csak speciális polinomokra érvényes, melyeket 

Lukács a Legendre-polinomok, illetve azok deriváltjainak segítségével 
határoz meg.

A közlemény bevezetésében Lukács idézi a nemnegatív polinomok 
egy paraméteres előállításáról szóló tételét, mellyel közleménye tételeit 
először bizonyította be. Mégis ebben a cikkben a bizonyítás nem erre 
a paraméteres előállításra támaszkodik, hanem Fejér egy módszerének 
analogonját használja.

A tétel és bizonyítása megtalálható P ólya—Szegő : Aufgaben und 
Lehrsätze 11. kötetének 96. oldalán is (108. és 109. feladat), a megol­
dás a 297. oldalon.

8. Lukács maga már nem közölhette a fenti közleményben említett 
módszerét, mely arra támaszkodott, hogy a nemnegatív polinomokat 
bizonyos paraméteres alákban állította elő. Ez az előállítás megtalál­
ható Pólya—Szegő : Aufgaben und Lehrsätze II. kötetében (82. oldalon 
a 44., 45., 47. feladatok és azok megoldása a 275. és 276. oldalakon). 
Idézi továbbá Szegő Gábor Orthogonal Polynomials c. könyvében 
(American Mathematical Society Colloquium Publications, XXIII. kö­
tet, a 4. és 5. oldalakon; 1959).

Lukács az н-edfokú valós polinomot a következő alakban állítja
e lő :

I. Ha p(x)^Ó  & - l í x S l  intervallumban, akkor
({A(x)}2 + (1 — x 2){B(x)}2, ha a.fokszám páros;

PÍX) | ( i  4-x){C(.v)}2 +  (1 — x){ü(x)}2 - ha a fokszám páratlan.

II. Ha p(x) ^ 0 л: minden értékére, akkor
p(x) = {A(x)}2 + {B(x)}2.

III. Ha p(x) ^ 0 az (jobbról) végtelen intervallumban, akkor
p(x) =  {A(x)}2 + {B{x)Y + x[{C(x)}2 + {D{x)}2}.
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Mindegyik előállításban A (x), B(x), C(x) és D(x) valós együtt­
hatójú polinomokat jelentenek és az egyes tagok fokszáma nem nagyobb, 
mint p(x) fokszáma.

9. Szegő Gábor 1922-ben a Mathematische Zeitschrift-ben német 
fordításban kiadta Lukács doktori értekezését, Lukács hagyatékából 
vett kiegészítésekkel (pp. 250 — 262).

ФЕРЕНЦ ЛУКАЧ 

В. Б а ли нт

Life and work of F. LUKÁCS 

E. Bálint

/



Szász Pál 60 esztendős
K árteszi F erenc

Szász Pál, a matematikai tudományok doktora, a Budapesti 
Eötvös Loránd Tudományegyetem professzora 1961. július 11-én lett 
60 éves. Egyetemünk Matematikai Intézete félszáz oktatójának tanító- 
mestere volt, egyetemi tanulmányaik idején. Elmondhatjuk, hogy ma 
már volt tanítványainak légiónyi serege szeretettel és tisztelettel fordul 
a 60 esztendős professzor felé, akitől az analízis alapvető ismereteit 
tanulta. Jó erőben dolgozik még ma is, élénk érdeklődéssel figyeli 
szűkebb témaköreinek legújabb fejlődését, s többet ír ma, mint fiatal 
éveiben. Éppen ezért korai volna matematikai munkásságát teljességre 
törekvő keretben ismertetni. Csupán egy-két szóval ismertetjük egye­
temi pályafutását, és néhány jellemző vonással felvázoljuk tudományos 
munkásságát.

* * *
Iskolai és egyetemi tanulmányait Budapesten végezte, 1924-ben 

kapta meg tanári oklevelét a matematika-fizika szakcsoportból. Dok­
tori szigorlatot 1927-ben tett a matematikából.

1924-től fogva — különféle oktatói fokozatok és kategóriák hosszú 
skáláját végigjárva — lényegében véve a Budapesti Tudományegyetem 
oktatójaként működik. — Az 1928/29. tanévet mint ösztöndíjas Ber­
linben töltötte a H umboldt Egyetemen. — Egyetemünk 1933-ban 
magántanárrá képesítette a „Közelítő processzusok” c. tárgykörből. 
1943-bán egyetemi rendkívüli tanári címmel tüntették ki.

A Tudományos Minősítő Bizottság 1952-ben a matematikai tudo­
mányok kandidátusává, majd doktori disszertációjának sikeres meg­
védése után, 1957-ben a matematikai tudományok doktorává nyilvá­
nította. Oktatói és tudományos munkássága elismeréseképpen 1956-ban 
a Népköztársaság Elnöki Tanácsa a „Szocialista Munkáért” Érdem­
érem adományozásával tüntette ki. 1958-ban egyetemi tanári kineve­
zést nyert.

* * *
E külső események és tények ismertetése után bensőbb képet 

igyekszünk felvázolni dolgos oktatói és tudományos működése folya­
máról.
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Pályafutásának legszerencsésebb körülménye az volt, hogy kez­
dettől fogva, 35 esztendőn át, Fejér Lipót mellett dolgozhatott. Fejér 
nemcsak a matematika tekintetében volt mély hatással tanítványaira 
és a környezetében élő matematikusokra, hanem minden emberi vonat­
kozásban döntő befolyást gyakorolt. Kedves közvetlensége, bölcsessége, 
ragyogó humora, sziporkázó szellemessége mindenkit lenyűgözött. Be­
szélgetések során a matematikai ötletek, gondolatok gazdag bősége 
buggyant ki belőle, s mindig meríthetett azokból az, akinek kellő ér­
zéke és tehetsége volt ahhoz, hogy merítsen.

Szász Pál elsősorban a geometria axiomatikája felé fordul foko­
zott érdeklődéssel, és abban bontakozik ki önálló munkásságának, 
elért eredményeinek túlnyomó része. Mégis, nyilván Fejér Ljpót ha­
tása alatt, valamint azért is, mert oktatói munkaköre az analízishez 
kötötte, az analízis körébe vágó dolgozatokat is produkált, Éppen az 
analízis témakörébe tartozó tudományos munkássága az, ami nehezen 
választható el oktatói munkásságától.

Több mint két évtizeden át ő vezette be a matematika—fizika szakos 
tanárjelölteket az analízis alapvető ismereteibe. Az „Analízis” c. tárgy 
első és második tanévi előadásait — részben Fejér Lipót neve alatt — 
ő tartotta. Tehetségesebb hallgatóival a matematikai analízis különféle 
fejezeteit felölelő speciális előadások és szemináriumi munka keretében 
foglalkozott. Hosszú analízis-oktatói tapasztalatainak, alaposan felké­
szülő és aprólékos részletekig kicsiszoló előadói tevékenységének gyü­
mölcse „A differenciál- és integrálszámítás” c. tankönyve. (1935.) 
Lényegesen átdolgozott és kibővített második kiadása 1951-ben jelent 
meg.

Ez a könyv sokkal több annál, mint amit szerény címe ígér. A valós 
és komplex változós függvények elméletének nem csupán az elemeivel 
ismerteti meg az olvasót. Felöleli mindazt az anyagot, amelyet ezekből 
a tárgykörökből az első három tanév folyamán elő szoktak adni. Ezen 
felül elvezet a klasszikus irányú analízis legújabb eredményeihez is. 
Betekintést nyújt különösen Fejér LiPÓT-nak és tanítványinak finom 
vizsgálataiba. Ezek közül több problémakör éppen Szász Pál köny­
vében nyerte első feldolgozását. Ezért fejezte ki Fejér Lipót a könyv 
második kiadásához írt előszavában azt a véleményét, hogy ez a mű 
„bármely országban meleg fogadtatásra találna

Szász Pál 1961-ig megjelent munkáinak jegyzéke 60 dolgozatot 
számlál.

Nem célunk e dolgozatok eredményeit teljességre törekvőén ismer­
tetni, a bennük szereplő tételeket egyenként megfogalmazni. Csupán 
Szász munkásságának témaköreit és jellegét kívánjuk felvázolni. Ezt az 
is indokolja, hogy Szász szívesen foglalkozik ismert tételek általánosí­
tásával, élesítésével, valamint egyes bizonyítások egyszerűsítésével, fino­
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mításával, márpedig az ilyen jellegű munka lényegét és nehézségeit 
szinte lehetetlen egy-egy tömör kivonatban érzékeltetni. Másik kedvelt 
témaköre, bizonyos axiómák szerepének pontos kiderítése, és a hiper­
bolikus geometria axiomatikus felépítése, ugyancsak olyan jellegű dol­
gozatokban bontakozott ki, amelyeket kivonatszerűen aligha lehet is­
mertetni.

Szász Pál dolgozatait kissé durván kategorizálva, beszélhetünk 
az analízis körébe tartozó dolgozatairól és a geometria alapjai néven 
ismert tárgykörbe vágó dolgozatairól.

Két okból is durva ez a kategorizálás. Van olyan dolgozata, mely­
ben az analízis körébe vágó fogalmak és a tiszta geometriai fogalmak 
szétválasztása, vagy együttműködtetése alkotja a dolgozat mondani­
valójának lényegét (ilyen például a listánkon a [4] sorszámon szerepló' 
dolgozata). Van olyan dolgozata, melyet Fejér Lipót emlékének szen­
tel, s Fejér műveiről szól, illetve az ő klasszikus vizsgálataihoz nyújt 
adalékot. (Ilyenek például az [55], valamint a [32] és [57] sorszámú 
dolgozatai.) Az egyik dolgozata pedig — mely a halmazelmélet Cantor- 
féle ekvivalenciatételének KÖNiG-féle bizonyításával foglalkozik [51], a 
mondott bizonyítást egyszerűbbé és szemléletesebbé finomítva a K önig 
DÉNES-féle változatánál is —, mindkét kategórián kívül esik.

Szám szerint 14 dolgozatát sorolhatjuk az első kategóriába. Ezek 
közül az [1], [2], [3], [5], [10], [24], [48]', [53], [54], [57] dolgozatok a 
Fejér Lipót által is kiterjedten művelt interpolációelméletből merítik 
tárgyukat. Különféle idevágó eredmények általánosítását, élesítéseit és 
egyes bizonyítások egyszerűsítését vagy finomítását tartalmazzák. Az [55] 
dolgozatában megkísérli Fejér eredményeit —• 12 tárgykör szerint 
csoportosítva — egy átfogó képben az olvasó elé tárni. A [32] dolgo­
zata Fejér LiPÓT-nak a trigonometrikus sorok elméletével kapcsolatos 
vizsgálataihoz nyújt adalékot. Átmenetet alkotnak az analízis tárgyú 
és geometriai dolgozatok között a [4], [26] és [56]. Ezekben az elemi 
geometria módszereit az analízis körébe vágó különféle tétejek és fel­
adatok bizonyítására, illetve megoldására alkalmazza. Már ezeket a 
dolgozatokat is jellemzi az, hogy a felhasznált axiómákat gondosan 
elemzi, továbbá az egyszerűbb tételek és elemi módszerek alkalmazá­
sával a bizonyításokat lényegesen egyszerűsíti. — Ebben nemcsak 
Szász egyéni ízlése és hajlama érvényesül, hanem Fejér hatása is tük­
röződik. Ismeretes, hogy Fejér szeretett geometriai képekben gondol­
kodni, és meghökkentően elemi eszközökkel a legmélyebb tételeket 
tökéletesen elintézni. — Geometriai tárgyú dolgozatait viszont az analí­
zist művelő matematikus ízlése is jellemzi minden olyan váltópontban, 
ahol a geometriai kérdést követve, átvezet az út az analízis területére.

Geometriai tárgyú dolgozatai az összes dolgozatainak számban, 
terjedelemben és jelentőségben domináló részét alkotják. Ebbe a kate­
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góriába 45 dolgozata tartozik; javarészt a Bolyai—LoBACSEVszKiJ-féle 
hiperbolikus geometria axiomatikus megalapozásával és hézagtalan, 
kifogástalanul szigorú felépítésével kapcsolatos kérdésekkel foglalkoz­
nak. Szász Pál kétségtelenül a hiperbolikus geometria megalapozásá­
nak legtájékozottabb és legtöbbet publikáló, külföldi szakemberek által 
is elismert művelője hazánkban. Ezt mutatja az is, hogy 1957-ben 
meghívták a Berkeley-ben tartott, az axiomatikus módszerrel foglal­
kozó symposionra. Főérdeme abban jelölhető meg, hogy Bolyai 
János művét, valamint az annak nyomán elért későbbi eredményeket 
úgy hozta közelebb a mai matematikusokhoz, hogy a mai igényeknek 
megfelelő formában átdolgozta. (Megszigorította, kiegészítette, átren­
dezte.) Főeredménye: a hiperbolikus sík koordináta-geometriájának, a 
folytonosságot, a térgeometriát és a projektív geometriát elkerülő fe l­
építése, ami által a hiperbolikus geometriának egy jó l átgondolt, egyszerű 
és elemi megalapozását adta.

Most geometriai dolgozatait részletezettebben csoportosítjuk.
Elszigeteltebbek a többiektől a [6], [7], [27], [38], [41], [60] dolgo­

zatok.
Ezek közül a [6] annak a feladatnak a megoldását adja, hogy 

melyek azok a körbe beírt, a kör középpontját belsejükben vagy kerü­
letükön tartalmazó konvex и-szögek, amelyekre nézve az oldalak négy­
zeteinek az összege a legkisebb. A [7] dolgozatban, az axiómák szere­
pére való tekintettel, Kürschák egy segédtételével foglalkozik. A [38] 
dolgozatában új bizonyítást ad Bolyai Farkas nevezetes poligon- 
átdarabolási tételére. Bizonyítása független a terület fogalmától, az 
egyenesszakaszok mérésétől és a szakaszkalkulustól. A [41] dolgoza­
tában a hegyesszögű háromszög talpponti háromszögére vonatkozó 
Fagnano tételt, valamint a hegyesszögű háromszög magasságpontjá­
nak és a talpponti háromszöge belső szögfelezői találkozási pontjának 
azonosságát a párhuzamossági axiómától függetlenül bizonyítja be. 
A [60] dolgozatban J. Mollerup egy a síkgeometriát a szögegyen­
lőség és szögegyenlőtlenség fogalmától függetlenül megalapozó dolgo­
zatával kerül közvetett kapcsolatba. Mollerup régi axiómarendszerét 
(1904-ben adta) Forder (1947-ben) módosította; nevezetesen a három­
szögek egybevágóságáról szóló eredeti axiómát gyöngébbel helyettesí­
tette. Ez azonban a síkgeometria felépítését erősen megnehezítette. 
Szász két FoRDER-féle segédtételre támaszkodva, 12 jól megválasztott 
tételt vezet le, amelyekből az eredeti axióma bizonyított tételként kö­
vetkezik. Ezzel a FoRDER-féle tárgyalás nehézségét lényegesen csökken­
tette. A [27] dolgozatában a moduláris függvények felső félsíkon való 
ábrázolásánál fellépő körháromszöghálózat szerkezeti tulajdonságait 
— a szokásosnál egyszerűbben —  az elemi geometria módszereinek 
ügyes kezelésével tárgyalja.
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Már az eddig felsorolt dolgozatoknak is közös jellegzetessége az, 
hogy az axiomatikus tárgyalás szigorúságát és a mégis szemléletesnek 
ható előadásmódot szerencsésen tudja egybehangolni; a felhasználásra 
kerülő axiómákat gondosan elemzi, a szükségesnél erősebb, vagy a 
nem okvetlenül szükséges axiómák felhasználását következetesen elke­
rüli. Terjedelmében, jelentőségében is kiemelkedő első olyan geometria 
dolgozata, amelyik már a geometria alapjai körébe vág, a [8]. Ettől 
kezdve vizsgálatainak főterülete egyre inkább itt alakul ki.

Szász [8] dolgozata egy régi, Bolyai János művével kezdődő, 
azóta sokak által és különféle szempontból megvizsgált és megoldott 
problémával (új szempontból tekintve) foglalkozik. Arról a régebbi 
kérdésről van szó, hogy miként lehet kimutatni, hogy bizonyos sík­
beli axiómák elfogadása mellett vagy az euklideszi, vagy a hiperbolikus 
síkgeometria érvényes; vagyis a síkgeometriáknak síkbeli axiómák alap­
ján való szélválasztása c. téma az, amihez Szász dolgozata csatlakozik. 
О az euklideszi, a hiperbolikus és az elliptikus térgeometriák szétvá­
lasztásának problémáját oldja meg. Evégből olyan axiómarendszert 
vezet be, mely 8 axiómában az illesztkedésről, 5 axiómában az elvá­
lasztásról, 7 axiómában az egybevágóságról, 1 axiómában — mely 
három közül választandó ki — egyetlen egyenes és hozzá nem illesz­
kedő egyetlen ponton átmenő egyenesek viszonyáról, 1 axiómában 
pedig a folytonosságról szól. A három különböző — mondjuk — 
„párhuzamossági” axióma teljesülését az előző axiómák megengedik, 
de a három bármelyike a másik kettőt kizárja. Aszerint, hogy e szét­
választó hatású axiómák melyikét fogadjuk el, hozzávéve még az utolsó 
— lényegében DEDEKiND-féle —, folytonossági axiómát is, rendre az 
elliptikus, az euklideszi, a hiperbolikus geometria adódik.

Ettől a dolgozattól fogva Szász Pál kutatásai egyre több szem­
pontból kiindulva és kiszélesedve a geometria alapjai problémaköreibe 
nyomulnak. Ha az imént ismertetett nyitányszerű dolgozatát is hozzá­
tesszük, szám szerint 39 dolgozatáról van szó. Ezeket további alkate­
góriákra bontani, csoportosítani azért is nehéz, mert az átfedéseket 
nem lehetne kiküszöbölni. Egy-egy téma több dolgozatban is, újra 
meg újra szerepel, persze más-más szempontból vizsgálva; s ha eszten­
dők múltán egy más témakörben régebben vizsgált témakörében hasz­
nosítható felismerésekre ju t a szerző, szívesen visszatér régebbi témá­
jához. Egy-egy témakör ilyen többszöri megforgatása során a rész- 
vizsgálatok egy átfogóbb, szintetizáló jellegű dolgozattá érnek. Ilyen, 
több régebbi vizsgálatát is hasznosító, átfogó jellegű dolgozata pél­
dául a tudományos doktori fokozat elnyeréséért benyújtott és 1957-ben 
sikeresen megvédett disszertációja is [42]. Minthogy Szász Pál lanka­
datlan érdeklődéssel folytatja még különféle szempontú vizsgálatait, 
korai volna azokról átfogó képet adó, teljességre törekvő méltatást
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írni. Beérjük azzal, hogy néhány témaköre megjelölésével, illetve né­
hány témakörben végzett vizsgálatainak felvázolásával jellemezzük.

A [11], [12], [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [25], [30], [33], 
[34], [35], [40], [58], [59] dolgozatok főtémája a hiperbolikus trigono­
metria különféle előállításai (a klasszikus eszközök felhasználásával, 
a különféle modellek alkalmazása kapcsán, a HiLBERT-féle végkalkulus 
felhasználásával, a hiperbolikus sík koordinátageometriája útján, stb.). 
Ilyen jellegű témákkal való foglalkozásra az igen terjedelmes iroda­
lom gondos tanulmányozása késztette. Az irodalomban ugyanis sok 
hézagos, nem eléggé egyszerű, részleteiben nem kellőképpen kidolgo­
zott, alapvetésében és módszereiben nem a szükséges mértékben tiszta, 
tárgyalásmódjában a lehetőségekhez képest nem eléggé elemi jellegű 
dolgozat szerepel. Szász Pál ezeket a fogyatékosságokat igyekezett 
megszüntetni, s az eddigieknél jobbat adni. Kiemelkedő, hogy a trigo­
nometria folytonosságtól független levezetését, továbbá egy kifogásta­
lanul megalapozott kordináta-geometriából való levezetését is adta.

A [23], [28], [29], [36] dolgozatok a hiperbolikus geometria külön­
féle modelljeivel kapcsolatos kérdésekkel foglalkoznak (pl. a modell 
szerepeltetése az euklideszi geometria és a hiperbolikus geometria vi­
szonyának tisztázása céljából, az ellentmondástalanság igazolása végett, 
egyes tételek levezetéséhez szükséges, illetve mellőzhető axiómák meg­
állapítása érdekében).

A [22], [31] és [52] dolgozatok a hiperbolikus sík görbeíveinek a 
rektifikációjával foglalkoznak; az első kettő speciálisan az önmaguk­
ban eltolható vonalak rektifikációjával.

Dolgozatainak súlyponti csoportját a [37], [39], [42], [43], [44], 
[45], [46], [47] [49], [50] dolgozatai alkotják. Ezek központi témája 
a hiperbolikus sík analitikus geometriájának a Hilbert -féle végkalkulus 
alapján való elemi felépítése. A főtéma kidolgozása utáni, a mondott 
felépítés eredményeit kiaknázó dolgozatai egyes axiómáknak a hiper­
bolikus geometria felépítésében játszott szerepével foglalkoznak (és e 
dolgozatok egyikében Szász a hiperbolikus triginometriát az analitikus 
geometriából vezeti le). Ezeknek a dolgozatoknak a leglényegét kiemel­
jük — némi problématörténeti beágyazásban —, kissé részletesebben 
felvázoljuk.

* * *
E század első évtizedében, Hilbert előző kutatásainak hatására, 

megélénkült a matematikusok munkája abban a problémakörben, hogy 
az euklideszi és antieuklideszi geometriák felépítéséhez mely axiómákra 
van okvetlenül szükség, melyik axiómák helyettesíthetők gyöngébbek­
kel, és hogyan lehet a kialakított axiómarendszerekre a különféle geo­
metriákat szépen felépíteni. Talán nem túlzás azt állítani, hogy Hilbert- 
nek a „Neue Begründung der Bolyai—Lobatschefskyschen Geometrie"
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(Math. Ann., 57, 1903) c. és HjELMSLEVnek a „Neue Begründung der 
Ebenen Geometrie” (Math. Ann. 64, 1910) c. szellemes és mély alap- 
ötletű dolgozata az a két mű, mely a mondott problémakör tovább­
fejlődésére legtartósabban kihatott.

Hilbert az illeszkedési, rendezési és egybevágósági axiómák mellé 
egy a hiperbolikus geometriának megfelelő párhuzamossági axiómát 
vesz fel. Megmutatja, hogy a mondott, csupán a síkra vonatkozó axió­
mák alapján, a folytonossági axiómák felhasználása nélkül is lehetséges 
a hiperbolikus geometria megalapozása.

Hjelmslev pedig azt mutatta meg, hogy a síkgeometria a folyto­
nossági axiómák nélkül, sőt az egyenesek egymást metszésének, vagy 
nem metszésének valamilyen feltételezése nélkül is felépíthető.

H ilbert dolgozatának az alapötlete az egyenesekhez rendelt végek­
kel való számolás volt, aminek a segítségével az egyeneshez újabb vége­
ket rendelt, mint koordinátákat, és (ezekkel a koordinátákkal) az egy 
ponton átmenő egyeneseket lineáris egyenlet fejezi ki. E fundamentális 
tétel után, a hiperbolikus geometria e tételre támaszkodó felépítését 
két mondatban vázolja fel.

Hjelmslev dolgozatának az alapötlete az, hogy a tengelyes tükrö­
zések szorzataként az egybevágóságok előállíthatok és a sugárseregek 
fogalma is definiálható. Ennek a dolgozatnak a hatására kivirágzó 
gazdag irodalom legérettebb mai szintézisét F. Bachmann „Aufbau 
der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff” c. könyve adja. A könyv 
nyomán már újabb kutatások folynak.

Hilbert dolgozatának hatása pedig Szász disszertációjában és a 
legutoljára felsorolt 10 dolgozatában csúcsosodott ki. Néhány esztendő­
vel ezelőtt, egy beszélgetés során Szász Pál a szóban forgó H ilbert- 
féle dolgozat két utolsó mondatát idézte: „Miután megállapítottuk, 
hogy a pont egyenlete vonalkoordinátákban lineáris, könnyen követ­
kezik az egyenespárra vonatkozó speciális PASCAL-tétel és a perspek- 
tív helyzetű háromszögekről szóló DESARGUES-tétel, valamint a projek­
tív geometria többi tétele. Ezek után a Bolyai—LoBACSEVszKiJ-féle 
geometria ismert képletei is nehézség nélkül levezethetők és így ez a 
geometria csupán az I. —IV. axiómák alapján is felépíthető.” Nyomban 
hozzáfűzte, hogy vajon kell-e a projektív geometrián átvezető kerülő 
utat kiépíteni a szóban forgó cél érdekében? S még azt is megjegyezte, 
hogy a projektív geometria itt nem kellőképpen elemi jellegével nem 
éppen válik díszére a felépítésnek. Azóta publikált dolgozataiból ki­
derült, hogy Szász PÁLnak igaza volt!

Szász Pál evégből a következő axiómarendszert használja a hi­
perbolikus geometria megalapozásánál. A HiLBERT-féle illeszkedési (sík­
beli), rendezési és egybevágósági axiómákat, vagyis az I, II és III axió­



macsoportokat. A HiLBERT-féle IV, hiperbolikus párhuzamossági axióma 
helyett pedig a következő' két axiómát vezeti be:

IV. 1. Legyen a sík két különböző pontja P és Q, továbbá Q Y 
valamely félegyenes a PQ egyenes egyik oldalán. Akkor mindig van 
a PO egyenesnek ugyanazon az oldalán olyan P X  félegyenes, mely 
QY-t nem metszi, de a QPX< minden közbülső PZ  félegyenese metszi 
ezt a QY  félegyenest.

IV. 2. Van a síknak olyan e0 egyenese és ahhoz nem illeszkedő 
P0 pontja, hogy a P0 ponthoz nem csak egy olyan egyenes illeszthető, 
mely az e0 egyenest nem metszi.

A hiperbolikus geometria értelmében párhuzamos egyenessereg 
közvetítésével bevezeti a végtelen távoli pontokat — a Hilbert szerinti 
„végeket” —, így minden egyenesnek két vége van. Felvesz egy О 
csúcspontú derékszöget, a derékszög szárainak mint félegyeneseknek 
a végét cu-nak és e-nak nevezve, ezeket a végeket kitünteti. A végkalku­
lust az ezektől különböző végekre értelmezi. A végek pozitív és negatív 
osztályát, valamint a végek összeadását Hilbert szerint definiálja. 
A szorzat definíciójának egyszerűbb kifejezése céljából bevezeti a kö­
vetkező távolságfüggvényt:

Az со felé irányított Oco egyenes О A darabját az A végpont O- hoz 
és oj-hoz viszonyított helyzete szerint előjelezzük. Az előjelzett О A =  t 
egyenesdarab A végpontjában Oco-ra állított merőleges egyenes pozi­
tív végét, a p véget a

p = E(t)

által jelöljük. Bármely p pozitív vég egy és csak egy előjeles t egyenes­
darabhoz tartozik.

így a /Ti és p2 végek p lp2 (sorrendű) szorzatán az E(tt + t2) véget 
értjük, vagyis

E(t1)-E(t2)= E (t1+ t2)

Ezen az úton haladva a szorzás fogalma a negatív végekre is ki­
terjeszthető és az cü-től különböző minden végre érvényes műveleti 
szabályok adódnak, melyekben az Ош egyenes másik vége a zérus, 
az £ pedig a pozitív egység szerepére emlékeztet. Az így kialakított 
végkalkulusban — a négy alapműveletet tekintve — ugyanazok a 
műveleti szabályok érvényesek, mint a rendes számokkal való számo­
lásban. Sőt az is kiadódik, hogy minden pozitív végnek van pozitív 
négyzetgyöke, mert az egyenesdarabnak az 1—III axiómákból követ­

kezőleg van felezőpontja, és E ( t )  =  E  j • E  j a szorzat definíciója

alapján. S végül értelmezhetővé válik a végekre nézve a £> <  <r (vagy 
5 > í )  reláció is.
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Rövidség kedvéért Szász még három más távolságfüggvényt is 
bevezet:

E ( t ) + E ( - t )  E ( t ) - E ( - t )  Т ( л _ т - Е { - 0

( )  2 ’ ( )  2 ’ ( )  E(t) + E { - t Y

A HiLBERT-féle végkalkulus e célszerű átdolgozása alapozza meg 
a hiperbolikus sík közönséges pontjait és egyeneseit jellemző' ,,Weier- 
STRASS-féle homogén koordinátáinak” a bevezetését.

Ezek bevezetésének alapjául Szász következő tétele szolgál:
A hiperbolikus sík pontjai és az co-tól különböző végekből álló ama 

(£, t], 0  véghármasai közt, amelyekre nézve a

í 2- 4 2- í a =  i, { > 0

kirovások teljesülnek, egy-egyértelmü vonatkozás létesíthető. E vonatko­
zás úgy létesíthető, hogy a (t, o) vegyeskoordinátapárral adott ponthoz a

l£  = S{Í) + W E ( - t )
I »7 =  oE{t)
( C = C(t) + i a 2E(t) 

véghármast rendeljük hozzá.
A (£, t], 0  és (£', ú’, £0 véghármasok definiálta két pontra nézve 

mindig
o.

Célszerű az egyenes vonalkoordinátáit az egyik vége felé irányí­
tott egyenes jellemzésére bevezetni.

A ,,WeierstrASS-féle homogén vonalkoordináták” ugyancsak egy 
{a, ß, у) véghármast jelentenek, amelyek az co-tól különböző Áj és Á2 
végek meghatározta, a Aj vég felé irányított egyenest a következő 
módon jellemzik:

A jA2 — 1 n  Áj +  Я2 A j A2 +  1
a =  Aj — A2 ’ P ~  Aj -  A2 ’ У=  Aj — A2 ’

ahol mindig
a2 +  )32- y 2= l .

A koordinátázásnak a (/, <r) =  (0, 0) pontra és az со végű egyene­
sekre való kiterjeszthetését megmutatva, bebizonyítja, hogy a pont és 
egyenes illeszkedését az

+ ßrj - y £  =  0
egyenlet fejezi ki.

2 Matematikai Lapok
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Ez után az elkerülhetetlenül hosszú „vázlat" után a további ered­
mények közlését már rövidebbre vehetjük.

Az eddigieket a síkbeli mozgás és átfordítás koordinátákkal való 
megfogalmazása, majd a pont- és vonalkoordináták transzformációs 
formuláinak levezetése követi. Azután a pontnak ponttól egyenestől 
való távolságát kifejező formulák l̂evezetése, majd a két egyenes köl­
csönös helyzetét kifejező formulákat állapítja meg. Mindezek lehetővé 
teszik a trigonometria fő tételeinek egyszerű levezetését, a hiperbolikus 
sík mozgásainak és átforgatásának a végkalkulus segítségével való ki­
fejezését és tanulmányozását, a köraxiómának tételként való levezeté­
sét (a derékszögű háromszög oldalai közt fennálló egyenletből).

A WeierstrAss-féle homogén koordinátákat kiterjeszti végtelen 
távoli és az ideális pontra is. (Az ideális pontot a közös merőleges 
szelővel rendelkező egyenessereggel definiálja; vagyis a hiperbolikus 
síkon valóságos, végtelen távoli és ideális pontokról beszélhetünk.) 
A hiperbolikus síkgeometriának a PoiNCARÉ-féle félsíkkal való azonos­
sága a folytonosságtól független — ezt Kerékjártó B. bizonyította 
be 1940-ben, de az ő bizonyítása még egy 40 oldal terjedelmű dolgo­
zatot igényelt —, ezt a tételt Szász Pál roppant egyszerűen és röviden 
bizonyítja be. Nála lényeges szerepet kap egy mesterséges euklideszi 
síkgeometria (az euklideszi síkot a végtelen távoli elemekkel bővítve 
gondoljuk), ennek pontjait a hiperbolikus sík valóságos, végtelen távoli 
és ideális pontjai jelentik.

* * *
Ismertetésünket azzal a jókívánsággal zárjuk, hogy Szász Pál jó 

egészségben, lankadatlan hévvel folytassa matematikai kutatómunkás­
ságát.

Szász Pál tudományos munkáinak jegyzéke
I. Dolgozatok

1. Über einen Mittelwertsatz. Mathematische Zeitschrift 25 (1926).
2. A differenciálszámítás középértéktételével kapcsolatos kérdésekről. Matema­

tikai és Fizikai Lapok 33 (1927).
3. A differenciálszámítás egy általános középértéktételéről. Uo. 35 (1928).
4. Konvex és monoton függvényekről. Uo. 36 (1929).
5. A simuló paraboláról. Uo. 38 (1931).
6. Egy minimum-feladat a körbe beírt sokszögekre vonatkozólag. Uo. 42 (1935).
7. Megjegyzések Kürschák József egy munkájához. Uo. 47 (1937).
8. Az elliptikus, az euklidesi és a hiperbolikus geometria szétválasztása. Uo. 48 

(1941).
9. Ä hiperbolikus trigonometriáról. Uo. 48 (1941).

10. Az aequidistans interpolációról. Uo. 49 (1942).
11. Neue Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Ebene. Szegedi Acta 

12 (1950).
12. Verwendung einer klassischen Konfiguration Johann Bolyai’s bei der Herleitung 

de hyperbolischen Trigonometrie in der Ebene. Uo. 14 (1952).
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13. N. 1. Lobacsevszkij „Geometriai vizsgálatok a párhuzamosok elméletének köré­
ből” c. könyvéről. A MTA III. Osztályának Közleményei 2 (1952).

14. Neue Bestimmung des Parallelwinkels in der hyperbolischen Ebene mit den 
klassischen Hilfsmitteln. Szegedi Acta 14 (1952).

15. Neue Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie durch Verwendung der 
Grenzkugel. Acta Math. Hung. 3 (1952).

16. A hiperbolikus trigonometria különböző elemi előállításai. A MTA III. Osztá­
lyának Közleményei 3 (1953).

17. Beweis der Hauptformel der hyperbolischen Trigonometrie unabhängig von 
der Stetigkeit. Szegedi Acta 15 (1953).

18. A hiperbolikus trigonometria közvetlen előállítása a tér felhasználásával. A  MTA
III. Osztályának Közleményei 3 (1953).

19. A hiperbolikus trigonometria új előállítása a paraszféra felhasználásával. Uo. 
3 (1953).

20. A hiperbolikus trigonometria új síkbeli előállítása a klasszikus segédeszközökkel. 
Uo. 3 (1953).

21. Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Poincaréschen Halbebene. 
Szegedi Acta 15 (1954).

22. Über die Rektifikation des Kreises, des Grenzkreises und der Abstandslinie. 
Acta Math. Hung. 4 (1953).

23. Über die Hilbertsche Begründung der hyperbolischen Geometrie. Uo. 4 (1953).
24. Megjegyzés Fejér Lipót egy munkájához. Az Eötvös Loránd Tudományegyetem 

Természettudományi Karának 1952—53. tanévi évkönyve, 1954.
25. Über die Trigonometrie des Poincaréschen Kreismodells der hyperbolischen 

ebenen Geometrie. Acta Math. Hung. 5 (1954.)
26. Az elemi körmérésről. Matematikai Lapok 5 (1954).
27. A moduláris csoport geometriai interpretációjáról. A MTA III. Osztályának 

Közleményei 5 (1955).
28. Elementargeometrischer Beweis der Widerspruschsfreiheit der hyperbolischen 

Raumgeometrie mit Hilfe des Poincaréschen Halbraumes. Acta Math. Hung. 
5 (1954).

29. Elementargeometrische Herstellung des Klein-Hilbertschen Kugelmodells des 
hyperbolischen Raumes. Szegedi Acta 16 (1955).

30. Diverses presentations élémentaires de la trigonométrie hyperbolique. Acta 
Math. Hung. 5 (1954). Supplementum.

31. A ciklusívek rektifikációjáról. A MTA III. Osztályának Közleményei 5 (1955)

32. A 2  sinus-sor maradéktagjáról. Matematikai Lapok 6 (1955).
71—1 ^

33. A hiperbolikus trigonometria leolvasása a Poincaré-féle körmodellről. A MTA 
III. Osztályának Közleményei' 6 (1956).

34. A hiperbolikus trigonometria előállítása a Poincaré-féle félsík útján. Uo.
35. Hyperbolische Trigonometrie an dem Poincaréschen Kreismodell abgelesen. 

Acta Math. Hung. 7 (1956).
36. A Poincaré-féle félsík és a hiperbolikus síkgeometria kapcsolatáról. A MTA III. 

Osztályának Közleményei 6 (1956).
37. A hiperbolikus sík analitikus geometriájának independens elemi felépítése a 

Hilbert-féle „végkalkulus” alapján. (Előzetes közlemény). Uo.
38. Bolyai Farkas sokszögátdarabolási tételéről. Matematikai Lapok 7 (1956).
39. Begründung der analytischen Geometrie der hyperbolischen Ebene mit den 

klassischen Hilfsmitteln, unabhängig von der Trigonometrie dieser Ebene. Acta 
Math. Hung. 8, 139-157, 1957.

40. Die hyperbolische Trigonometrie als Folge der analytischen Geometrie der 
hyperbolischen Ebene. Acta Math. Hung. 8 159 — 161, 1957.

2*
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41. Ein elementargeometrischer Beweis von H. A. Schwarz vereinfacht und unab­
hängig vom Parallelenaxiom geführt, Acta Math. Hung. 8, 217—222, 1957.

42. A hiperbolikus sík analitikus geometriájának independens elemi felépítése, a 
Hilbert-féle végkalkulus alapján. Doktori értekezés, megvédve 1957. máj. 10.

43. Direct introduction of Weierstrass’ homogeneous coordinates in the hyper­
bolic plane on the basis of the end-calculus of Hilbert. (Előadás, a szerző távol­
létében felolvasva a Berkeleyban Calif, tartott „The axiomatic method in mathe­
matics” symposiumon, 1957. dec. 30.)

44. A  remark on Hilbert’s foundation o f the hyperbolic plane geometry, Acta Math. 
Acad. Sei. Hung. 9 2 9 -3 1 , (1958).

45. Neuer Beweis für die Darstellung der Bewegungen und Umwendungen der hyper­
bolischen Ebene mit Hilfe der Hilbertschen Endenrechnung. Annales Univ.
Sei. Budapest. Sectio Math. 1, 67 — 70 (1958).

46. New proof of the circle axiom for two circles in the hyperbolic plane by means 
of the end-calculus of Hilbert. Annales Univ. Sei. Budapest. Sectio Math. 1, 
9 7 -1 0 0  (1958).

47. Direct introduction of Weierstrass homogeneous coordinates in the hyperbolic 
plane, on the basis of the endcalculus of Hilbert. The Axiomatic Method etc., 
Summaries of Papers, University of California. Dept, o f Math. Berkeley, 56 — 63. 
(1958).

48. On a mean-value Theorem of Schwarz-Stieltjes. Acta Sei. Math. Szeged 19 
4 6 -5 0 . (1958).

49. Unmittelbare Einführung Weierstrassscher homogenen Koordinaten in der 
hyperbolischen Ebene auf Grund der Hilbertschen Endenrechung. Acta Math. 
Acad. Sei. Hung. 9 1 -2 8 , (1958).

50. Direct introduction of Weierstrass homogeneous coordinates in the hyperbolic 
plane, on the basis of the endcalculus of Hilbert. The Axiomatic Method etc., 
Amsterdam, 97 — 113, 1959.

51. A halmazelmélet ekvivalencia-tételéről. Matematikai Lapok 10 49—52. 1959.
52. Über die Rektifikation von Kurvenbogen im Poincaréschen Kreismodell der 

hyperbolischen Geometrie der Ebene. Annales Univ. Sei. Budapest, Sectio Math.
2 115-122, 1959.

53. Remarque sur un ouvrage de M. Léopold Fejér. Annales Univ. Sei. Budapest, 
Sectio Math., 2 151-155, 1959.

54. On quasi-Hermite-Fejér interpolation. Acta Math. Acad. Sei. Hung. 10 413 — 439,
1959.

55. Fejér Lipót (1880—1959). — MTA III. Oszt. Közleményei 10 103 — 147, 1960.
56. Einfache Herstellung einer Klasse von nirgends differenzierbaren stetigen Funk­

tionen auf Grund eines elementaren Satzes der analytischen Geometrie. — Publ. 
Math. 7, 1 - 9 ,  1960.

57. On a theorem of L. Fejér concerning trigonometric interpolation. — Acta Sei. 
Math. Szeged 21, 164-165, 1960.

58. Ein bequemer Weg zur Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie mit Hilfe 
der Grenzkugel. — II. Magyar Mat. Kongr. Előadáskiv. 1 (II), 65 — 66, 1960.

59. Einfache Herstellung der hyperbolischen Trigonometrie in der Ebene auf Grund 
der Hilbertschen Endenrechung. — Vortragsauszüge des. Österr. Mathemati- 
kerkongr. in Innsbruck, 44—45, 1960.

60. On Axioms of Congruence Due to H. G. Forder. — Monatshefte für Mathema­
tik, 65., 270 -  276, 1961.

II. Könyvismertetések

61. Karl Reinhardt, Methodische Einführung in die höhere Mathematik. Könyv- ,  
ismertetés, Szegedi Acta 9 (1939).
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62. Ernst Lindelöf, Einführung in die höhere Analysis. Könyvismertetés, Uo. 9 
(1940).

63. Gustave Verriest, Introduction a la géométrie non euclidienne par la méthode 
élémentaire, Könyvismertetés, Uo. 14 (1952).

64. R. Baldus — F. Löbell, Nichteuklidische Geometrie. Könyvismertetés, Szegedi 
Acta 17 (1956).

111. Könyvek

65. A differenciál- és integrálszámítás elemei. Az előszót írta Fejér Lipót. Budapest, 
1935. Franklin-Társulat.

66. A differenciál- és integrálszámítás alapfogalmai. Budapest, 1948/49. Diószegi 
Sokszorosító.

67. A differenciál- és integrálszámítás elemei. Teljesen átdolgozott és lényegesen 
bővített második kiadás. Az előszót írta Fejér Lipót. Budapest, 1951, Közokta­
tásügyi Kiadó Vállalat.
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A matematika poézise
Problémák, távlatok 

Sz. Szoboljev

Képzeljük el egy pillanatra, hogy előttünk nem az újság mai száma 
fekszik, hanem az, amelyik körülbelül húsz év múlva fog megjelenni.

Meg sem kíséreljük, hogy tartalmára teljes pontossággal előre követ­
keztessünk, hogy előre megmondjuk, népünk milyen új teljesítményei­
ről fognak az egyes tudósítók beszámolni és milyen problémákat vetnek 
majd fel ebben a már nem is távoli jövőben az újságírók. Egyet azonban 
teljes bizonyossággal állíthatunk már ma: az 1981-ben megjelenő új­
ságokban, akár az „Izvesztyijáról” , akár a „Szeljszkaja zsiznyről” , a 
„Komszomoljszkaja Pravdáról” vagy a „Literaturnaja Gazetáról” legyen 
is szó, a matematikával valamilyen kapcsolatban levő anyag sokkal 
több helyet fog elfoglalni, mint napjainkban. De nem azért, mert vala­
mennyi szerkesztő hirtelen különös vonzalmat fog érezni az emberi 
ismeretek ezen ága iránt. Egyszerűen arról van szó, hogy ezt az élet 
fogja így követelni.

Manapság a különböző tudományágak „matematizálódásáról” szok­
tunk beszélni, arról, hogy a matematika egyre inkább olyan sajátos 
cementté válik, amelyik a tudományt egységes egésszé köti össze. Hjszen 
a tudomány nem önmagáért létezik és nem is önmagáért fejlődik. 
Az elméleti kutató elgondolása és elgondolásának a mindennapi gya­
korlatban való bizonyos felhasználása közötti távolság rohamosan csök­
ken. A tudomány matematizálódása — az élet matematizálódása.

A Szovjetunió Kommunista Pártjának programjában olvasható, 
hogy a kibernetikát, az elektronikus digitális számoló- és vezérlőberen­
dezéseket az ipari termelési folyamatokban, az építőiparban, a tudo­
mányos kutatásban, a tervezési és szerkesztési számításokban, a kal­
kuláció és az irányítás területén széles körben fogják alkalmazni. Már 
most gondoskodni kell arról, hogy ez, a nép javát szolgáló behatolás, 
minél gyorsabban menjen végbe.

A Szovjetunió Tudományos Akadémiája Szibériai Tagozata Mate­
matikai Intézetének és Számítástechnikai Központjának munkatársai
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legfontosabb feladatuknak a gyorsműködésű elektronikus számoló­
gépek egyre újabb tudományos és gyakorlati alkalmazási lehetősé­
geinek kidolgozását — majd propagálását — tartják.

Intézetünkben nemrég kisebb kiállítást rendeztünk; néhány táblán 
bemutattuk a Számítástechnikai Központ munkáját. Nem egészen egy 
év alatt egyetlen géppel körülbelül száz különböző típusú feladatot 
oldottunk meg. Hogy az olvasó az elvégzett munka terjedelméről 
helyes képet nyerhessen, elég megemlíteni — mint ez már széles körben 
ismeretes — az ősi maya írás megfejtését. Ennek az ősi, történelmi 
rejtélynek a megoldásához „régi” kutatómódszerekkel egy emberélet 
munkája lett volna szükséges. Itt nem kell különösebben hangsúlyoz­
nunk az elektronikus számítástechnika szerepének fontosságát külön­
böző egzakt tudományokban. Szeretnék itt most azzal foglalkozni, 
milyen segítséget nyújt — és nyújthat a jövőben — a kibernatika a 
természettudományok, a társadalomtudományok és a humán tudomá­
nyok fejlődésében.

Közismert, mennyire jelentős a kémia mai állása mellett az úgy­
nevezett röntgenspektroszkópiával végzett analízis. A közelmúltban 
egy-egy molekuláris szerkezet feltárásához egy egész év is kellett. Ebben 
a vonatkozásban először Moszkvában, majd Novoszibirszkben meg­
kísérelték az elektronikus számítástechnika alkalmazását. A gép, amely 
rövid idő alatt „végigpróbálja” az atomok összes lehetséges kombi­
nációit, fel sem sem mérhető módon megrövidíti a kutatási munkát. 
Intézetünkben V. I. Burgyina, a fizikai és matematikai tudományok 
kandidátusának, vezetésével dolgozó kutatócsoport vegyészekkel együtt 
úgynevezett kétdimenziós molekuláris szerkezetek analízisére alkalmas 
programot dolgozott ki; analóg rendszert dolgoztak ki a bonyolultabb 
— háromdimenziós — szerkezetek vizsgálatára is.

Intézetünk egyik Szobájának ajtaján rövid hirdetmény olvasható: 
„Itt tartjuk minden csütörtökön az alkalmazott kibernetikai szeminá­
riumot. A legközelebbi ülés témája — a szívbetegségek diagnosztikája 
elektronikus számológép segítségével.” A matematikai módszerek tér­
hódítása az orvostudományban, a biológiában — a modern tudomány 
egyik legérdekesebb jelensége.

A páciens panaszkodik a szívére, de az orvosok nem tudják meg­
mondani, hogy mi a baja. Ilyenkor segítséget nyújthat a gép; elekt­
romos „agya” az általa beszélt „nyelven” tárolja az adatokat. A szív­
működést ábrázoló görbéket a gép matematikailag elemzi, megállapítja 
a szemmel nem látható törvényszerűségeket és rendellenességeket, ame­
lyek alapján bizonyossággal eldönthetjük: a megvizsgált személy beteg 
vagy egészséges. Más hasonló példák is — amikor a gép „élesebb sze­
műnek” bizonyult a tapasztalt orvosnál — fordultak elő a munka­
társainkból álló és a Tudományos Akadémia Szibériai Tagozata Kísér-
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leti Biológiai és Orvostudományi Intézetének kutatóival együttműködő 
csoport gyakorlatában. Egyelőre még csak az első lépéseknél tartanak, 
de számíthatunk arra, hogy a kutatási módszerek tökéletesítése idővel 
lehetővé fogja tenni, hogy minden esetben mefgelelő pontosságú diag­
nózist állíthassunk fel. . .

Nagyok a kibernetika alkalmazásának távlatai a humán kutatások 
területén is. A humán tudományok — köztük a történelem, az archeo­
lógia, a nyelvtudomány — már most is igen kiterjedten alkalmazhat­
ják a számítástechnika apparátusát. Nyilvánvaló, hogy a közeljövőben 
számos egyszerűbb műszaki fordítást elektronikus gépre bízhatunk majd 
és meggyőződésem, hogy azok a nyersfordítás feladatát jól fogják meg­
oldani.

A tapasztalat megmutatta, milyen nagy távlatokat nyújt az elekt­
ronikus számológépek alkalmazása a nyelvtudományban. Most, ami­
kor Számítástechnikai Központunk Alkalmazott Kibernetikai Osztályá­
nak munkatársai sajtó alá rendezik a megfejtett maya szövegek har­
madik, azaz utolsó kötetét, máris új kutatásokra gondolnak. Még sok 
megfejtésre váró ősi írott emlék akad. Aki olvasta T. Heyerdahl nép­
szerű műveit, az tudja, mi az a „rongo-rongo”. Ezek a titokzatos táb­
lák egy eltűnt kúltúra emlékei, melyeket norvég tudósok fedeztek fel 
a távoli Húsvét-szigeteken. Ki a megmondhatója, milyen értékes adato­
kat tartalmaznak az emberiség múltjáról azok az ősi tangut államból 
származó, eddig el nem olvasott kéziratok, melyeket annakidején még 
Kozlov, a nagy orosz utazó talált Kína területén; vagy a kréta-mykenei 
kúltúra idejéből származó lineáris а-írás (melyet a már megfejtett 
b-írástól való megkülönböztetésül neveznek így)?

Remény van rá, hogy ha egy szép napon földünk rádióállomásai 
a világegyetem mélyéből valamilyen értelmes lény által küldött jelzé­
seket fognak felfogni, úgy azok megfejtésében az ősi írásos emlékek 
kibetűzésében alkalmazott módszerekhez hasonlók fognak segítséget 
nyújtani.

Az elektronikus gépek segítséget nyújthatnak a nyelvtudományi 
kutatások területén, a nyelvek közötti összefüggések és „rokonsági kap­
csolatok” felderítésében is, továbbá az irodalomtudományi jellegű ku­
tatómunkában. Ismert A. N. Kolmogorov munkássága, aki mate­
matikai módszer segítségével költői műveket elemezett. Feltétlenül jelen­
tős lesz az elektronikus számológépek alkalmazása az irodalmi szö­
vegek és zenei töredékek szerzőségének megállapításában. Minden író­
nál és zeneszerzőnél egyéni, kedvelt fordulatok, stilisztikai sajátosságok 
tapasztalhatók. Ezek többé-kevésbé felmérhetők és kódolhatók. Ha az 
elektronikus számológép memória-egységébe a megfelelő adatokat el­
helyezzük, választ kaphatunk arra, hogy az adott szerzőnek tulajdoní­
tott mű valóban tőle származik-e.
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A „Voproszi isztorii” c. folyóirat 8. számában munkatársunk,
V. A. Usztyinov tollából cikket közölt „Az elektronikus matematikai 
gépek alkalmazásáról a történelemtudományban” címmel. (V. A. Usz­
tyinov a maya szövegek megfejtésével foglalkozó kollektíva egyik vezető 
tagja. Képzettségére nézve történész, aki második „szakmát” sajátított 
el — a matematikát. Amikor disszertációja megvédésére készült, az 
Intézetben még vita is támadt: a matematikai vagy a történettudomá­
nyok kandidátusa címet nyerje-e el Valentyin Alekszejevics.) A cikkben 
Usztyinov a történelmi kutatással kapcsolatban egész sor olyan területet 
nevez meg, ahol az elektronikus matematikai gépek eredményesen alkal­
mazhatók. Ezek közé tartozik a- paleográfia, az archeológia és részben 
a múlt olyan emlékeinek osztályozása, amelyek alapján megállapítható 
az egyes kultúrák kölcsönhatása, a numizmatika stb.

A matematikának a humán tudományok „birodalmába” való benyo­
mulásával kapcsolatban természetesen felmerül az elektronikus gépek 
alkotóképességének kérdése is. Már idéznek verseket, dallamok hangza­
nak el, amelyeknek elektronikus gép a szerzőjük. Egyelőre azonban 
még korai lenne ezen kísérletek valamennyire is komoly jelentőségéről 
beszélni, még kevésbé a gépeknek költőkkel és zeneszerzőkkel való 
bármilyen versengéséről. Helyénvalónak látszik itt A. N. Kolmogorov 
szavait idézni: . .  a tanuló automaták vagy a komponáló illetve
verset író automaták megtervezésénél néha az ember magasabb ideg­
tevékenysége és részben alkotó tevékenysége valódi jellegének rend­
kívül leegyszerűsített elképzeléséből indulnak ki.” A lírikusoknak így 
nincs mitől tartaniok. Egyes kisegítő jellegű megbízásokat az elektronikus 
gépek azonban valószínűleg már a közeljövőben képesek lesznek tel­
jesíteni — így pl. zenei műveket hangszerelni, opera- és szimfonikus 
zeneszámokat zongorára á tírn i.. .

Nagy hasznot hajt az elektronikus számítástechnika alkalmazása 
a társadalmi-gazdasági kutatásban, konkrét gazdasági kérdések, úgy­
nevezett tömegcikk szétosztási problémák megoldásában. A modern 
matematika olyan területeinek felhasználásával, mint amilyen az ope­
rációkutatás, a játékelmélet, egész gazdasági, kulturális ágazatok leg­
jobb irányításának módszerei dolgozhatók ki, nem is említve az egyes 
üzemek optimális termelési terveinek kidolgozását. A korszerű termelés 
bonyolult rendszerében néha valóban nehéz felkutatni és kihasználni az 
összes tartalékokat. Intézetünk (lineáris programozási módszerrel) kidol­
gozta a novoszibirszki területi népgazdasági tanács műszergyárának 
optimális tervét, amely a megadott felszerelés egy évre szóló teljes fog­
lalkoztatottságát irányozta elő. A termelés megnövekedett, előzetes szá­
mítások szerint ez mintegy 10-%ot tesz ki. Nem nehéz elképzelni, milyen 
sokat jelentene a tervezés ilyen módszerének alkalmazása országos­
méretekben.
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Munkánkból még sok hasonló példát hozhatunk fel, el kell 
ismernünk azonban azt is, hogy kapcsolatunk az ipar- és méginkább a 
mezőgazdaság — dolgozóival még távolról sem megfelelő. Ezt szemünkre 
vetik és igazuk van. A közös ügy sikeréhez azonban a résztvevők mun­
kájának koordinációja szükséges, ez pedig még nincs mindig meg.

Tudósaink kezdeményezésére a novoszibirszki területi népgazdasági 
tanácsban nemrég szemináriumot tartottunk mérnökök és technikusok 
számára az elektronikus számológépeknek a termelésben való alkalma­
zásáról. Az idén körülbelül hatvan felsőfokú képzettséggel rendelkező 
szakember végez a Matematikai Intézetben esti tanfolyamot a matema­
tika és programozás kérdéseiről.

Mindez azonban csupán csepp a tengerben. Már most gondolnunk 
kell a jövőre, de nemcsak a holnapra, hanem a holnaputánra is. A nép­
oktatás új rendszere bebizonyította az életrevalóságát. A jövő mérnökei 
és technikusai tudatosabban választják meg foglalkozásukat, miután a 
munka „izét” a népgazdaság valamelyik ágában már megízlelték. Nem 
szabad szemet hunynunk azonban az előtt a tény előtt sem, hogy ugyan­
akkor számunkra matematikusok számára, bizonyos nehézségek mutat­
koznak. A matematika iránt hajlamot érző ifjú elvégzi az iskolát, utána 
két-három évig dolgozik vagy a hadseregben szolgál, majd elhatározza, 
hogy tanulmányait folytatja. Elfelejtett ismereteit természetesen felfris­
síti, elegendő mértékben ahhoz, hogy végeredményben ne legyen rossz 
mérnök belőle, de felmerül a kérdés, vajon elegendő-e ez ahhoz, hogy 
matematikus legyen? Nem árt elgondolkozni azon, hogy a matematikus­
nál a legtermékenyebb életkor korábban kezdődik, mint a legtöbb 
egyéb szakterület tudósainál — azaz huszonkét, huszonhárom, huszon­
négy éves korban . . . Hol itt a megoldás ? Érdekes távlatokkal kecsegtet 
a matematikusokat-számolótechnikusokat képző középiskolák szervezése. 
Nálunk Novoszibirszkben létesült egy ilyen iskola. A felsőbb matematika 
alapjait ebben az iskolában Intézetünk munkatársai oktatják. Ahhoz 
azonban, hogy ezt a problémát megoldjuk, egész Novoszibirszkre nem­
csak egy, egyész Moszkvára pedig nem csupán két ilyen iskolának kel­
lene ju tn ia . . .

Miután már elkezdtem az utánpótlás képzésének kérdéseiről írni, 
ezt a problémát még egy oldalról kell megvilágítanom, mely valószínűleg 
nemcsak a matematikusokat foglalkoztatja. Ha már felmerül a kérdés, 
hogy az 1981. évi újságban a matematikával összefüggő kérdések mek­
kora helyet foglalnak majd el, akkor azt kell mondanom, hogy vélemé­
nyem szerint a futballmérkőzésekről szóló öles beszámolókat összébb 
fogják szorítani. Nehezemre esik a labdarúgás és általában a sport 
ellen szólnom, minthogy magam is szeretek síelni és úszni. De vajon, 
nem keverednek-e nálunk össze a fogalmak? Minden ifjúsági újság fela­
datának véli, hogy a napi híreken kívül a labdarúgásnak gyakran egész
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oldalt szenteljen. A szurkolók éizelemkitöréseiről elragadtatással szá­
molnak be.

Az egyik népi demokráciában szovjet barátsági hónapot tartottak. 
Arról, hogy a barátsági hónap megünneplésében szovjet tudóscsoport is 
részt vett, újságjaink, minden részletezés nélkül, mindössze egy sort 
írtak, holott tudósaink külföldi barátainknak számos előadást tartottak, 
melyek nagy érdeklődést keltettek. Labdarúgócsapatunk szereplésének 
ezzel szemben tekintélyes terjedelmet szenteltek: részletesen beszámoltak 
arról, hány gólt lőttek és ezek a gólok a mérkőzés hányadik percében 
estek. . .

Félre a tréfával; fiatalságunk egy része így, enyhén szólva, nem 
egészen pontos képertap  arról, hogy mi az, ami fontos és mi az, ami 
nem.

A Szovjetunió Tudományos Akadémiájának teljes ülése, mely a 
XXII. pártkongresszus eredményeivel foglalkozott, „a tudomány és a 
kommunizmus” jelszót írta zászlajára. A kommunizmus építésében a 
tudományoknak, köztük a matematikának, hatalmas aktív szerep jut. 
Nem szabad törődnünk egyes külföldi fantaszták sötét jóslataival, akik 
az embert elnyomó gépek eljövendő uralmáról beszélnek. A kibernetika 
velünk egy sorban fog haladni, barátként, és lehetővé fogja tenni, hogy 
egyre több „durva” munkát végeztessünk gépekkel, és ezzel az emberiség 
szellemi energiájának kolosszális készleteit a magasabb alkotó munka 
számára szabadítsuk fel. A kommunista társadalomban a matematikusi 
hivatás az egyik legelterjedtebb foglalkozás lesz. Erre már most fel kell 
készülnünk.

Fordította: К RÁMER EDIT

ПОЭЗИЯ МАТЕМАТИКИ 

С. Соболев

THE POETRY OF MATHEMATICS

S. Sobolev



Számelméleti megjegyzések, III. 
Néhány additív számelméleti problémáról

Erdős Pál

я

Е cikkben néhány újszerű additív számelméleti problémával fogunk 
foglalkozni, melyek talán nem érdektelenek, továbbá szokatlan, s nem 
teljesen megoldott kérdésekre vezetnek.

E cikkben 1 ^  ai <  a2 < . . .  egész számok sorozatát fogja jelenteni, 
A (x )  = 2  1 az számát jelenti x-ig. Az a 1< a 2< ••• sorozatot

űj ÉX
/4-val fogjuk jelölni. Az A sorozat sűrűsége akkor 0, ha lim A (x )/x  = 0,

X =  oo

ha lim sup A (x )/x  = a, akkor a az A  felső sűrűsége.
x  -j- 1

Könnyű belátni, hogy ha A (x) ^  '■ akkor az

a, +  a j —ar, i <y < r

egyenlet megoldható, s a páratlan számok |vagy az -y  és x  közötti

számokj példája mutatja, hogy ez az egyenlőtlenség általában nem

javítható. Mármost bebizonyítjuk a következő tételt:

I. T étel. H a A olyan, hogy egyik  a sem bontható f e l  csupa külön­
böző a összegére, akkor A sűrűsége 0.

Feltételünk nyilván azt jelenti, hogy

(1) ak =  ait +  ah +  . . . + a ir, íj< i2<  ... <i'r

egyenletnek semmilyen к és r-re sincsen megoldása. Ebből viszont 
nyilván következik, hogy ha az

a t +  . . .  + ar +  ak, r < к  <  «> (r fix)

sorozatot A r-el jelöljük, akkor az A r, ÖSr<«= (/40-al az A sorozatot 
jelöljük) sorozatok páronként idegenek. Nyilván tehát fennáll, hogy
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minden к-га és x-re

(2) ^ 2  Af(x )is(k  +  l)A k(x).
i = 0

T ovábbá

(3) Лк(х) =  a (^x - - k s A ( x ) -  Z a t - k .

(2) és (3)-ból

(4) A{x)tkrj^— + Z a i  + k.к  +  1 i= 1

Minthogy (4) minden k -ra fennáll, azonnal nyerjük, hogy lim A(x)/x = 
=  0, s ezzel tételünk be van bizonyítva. *=”

Ugyanúgy belátható, hogy A sűrűsége akkor is 0, ha az (1) egyen­
letnek csak véges sok megoldása van. Ha feltesszük, hogy A (x)> cx  
minden x > x 0-ra, valószínűnek látszik, hogy az (1) egyenlet x-nél 
kisebb megoldásainak száma x-szel együtt nagyon gyorsan (talán expo­
nenciálisan tart a végtelenhez.

Bizonyításunkból nyilván következik, hogy ha az (1) csak 2 ^ j = r
1

esetén nem megoldható, akkor A felső sűrűsége Ш —  .ak =  1 +kr,

0 s k < o o  példája mutatja, hogy ez az állítás nem élesíthető.1
Most bebizonyítjuk, hogy az 1. tétel bizonyos értelemben nem javít* 

ható. Ki fogjuk ugyanis mutatni, hogy ha f(x )  — °° tetszőlegesen lassan, 
akkor van olyan A sorozat, melyre az (1) nem oldható meg és végtelen 
sok x-re

A(x) x
Ж '

Legyen «i <  и2 <  . . .  elegendő gyorsan növekedő sorozat (a növe­
kedés rendjének meghatározása később fog megtörténni, csak legyen 
nk+i >wk)- Legyen továbbá al — 1 és tegyük fel, hogy az n*-nál nem 
nagyobb ak-kát már meghatároztuk. Az (nk, nk+l) intervallumba eső 
a-к legyenek ni azon többszörösei, melyek a (2/3 nk + l , nk + l) intervallum­
ba esnek. Nyilván

A ( n k + l )
nk + 1 nk+ 1

3 ni f(n k+1)

1 Lásd az Amer. Math. Monthly 4268. számú feladatát.
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ha az nk sorozat eléggé gyorsan tart a végtelenhez. ar ^ nl < nk + i
aiSnk

miatt könnyű belátni, hogy az (1) egyenletnek nincsen megoldása, ezzel 
állításunk igazolva van.

Más szempontból viszont az I. tétel élesíthető'. Fennáll ugyanis a

II. Tétel. Legyen A oly sorozat, melyre az (1) egyenletnek nincsen
°° 1megoldása. Akkor —  konvergens, sőt mindig 

i=l Я;
°° 1 

i = l  ö ;
103.

Az I. tétel a II. tételből nyilván következik, ti. mint ismeretes, ha
°o 1
У ---- с » , . . . ,  akkor n/a„—0, azaz A(x)/x — 0. Könnyű

i = 1 at
belátni továbbá, hogy ha /(и )-*-00 tetszőlegesen lassan, akkor van oly
A sorozat, melyre ^  /(a„)/a„ =  °° és (l)-nek nincsen megoldása (lásd az 

/1=1
I. tétel nem javíthatóságát mutató példát).

А II. tétel bizonyításához az 1 ^ / <0о számokat két osztályba 
soroljuk. Az első osztályban vannak azon j-k, melyekre A(2j+1) — 

2J— A ( Nyilván

(5) i
ahol X'-ben az összegezés azon a-kra van kiterjesztve, melyekre 2J <  
< f l jS 2i+1 és j  végigfut az első osztály számain.

Legyenek Л  < j 2 <  • • • a második osztályba eső j-k, melyekre tehát

(6) Аф'+ч-лт^Щ
J r

Egyszerűség kedvéért legyen y'[ ^j =  t. (6) miatt, minthogy j k^ k

2 fii]  2И
(7) A(2?+1) - A ( 2 0 > — — * — 5- > r *  

ha r > 100.
Legyenek ak < a2< . . .  < a r2 az első r2 drb a,. (7) miatt ari < 2 , + 1.



31

Alkalmazzuk mármost (4)-et, s legyen x  =  2 j r+1 , k — r2. így kapjuk, hogy

(8) A( Z a i + r2^ 2~  + (r2+ 1 )2 -к
I ~ Г  í  i = i  Г

у
j r — 7[л] azonban nyilván nem kisebb, mint — , tehát ha r >  100, akkor 

(r2 +  1)2Í+1 < ~ 2~  [u. i. t. —Л — ~2 ]• Tehát (8)-ból, ha r>100

2 Jr + 2
(9) A(.

(9)-bó'l nyilván, ha r> 1 0 0

a°) 2 ± r ±

ahol 2 'r-bcn 2ir^- ai^ 2 jr+í. (10)-ből nyilván

Ó D  2  Z  4 < i .r =101 a i  r =  101 У

Végül nyilván

(12) 2  ^ - < 1.

(5), (11) és (12)-ből végül nyerjük, hogy

2 -  <103.

103-at könnyű lenne lényegesen javítani, de a pontos konstanst nem 
tudom meghatározni.

III. T étel. Ha az A sorozat olyan, hogy (1 )-nek nincsen megoldása 
akkor
(13) lim infzfC xV x^-il/z^oo.

X  =  oo

Tételünk mutatja, hogy ha az I. tétel minden v-re nem is javítható* 
de végtelen sok x-re sokkal élesebb egyenló'tlenség is fennáll.

Ha (13) — nem lenne igaz, akkor nyilván

ak = o(k(í+I s)/2) azaz £  al = o(k(-3 + ̂ 12).
i = 1
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Tehát, ha к = 10[x,3_^5)/2], akkor

к  X

(14) 2i= 1 2
minden elegendő nagy x-re. Továbbá, ha (13) nem igaz, akkor nyilván
van tetszőlegesen nagy x, melyre

(15) Л(х) — > x (l 3_1)/2.

Legyen mármost x oly eléggé nagy szám, mely (14)-et és (15)-öt 
kielégíti. Nyilván (2), (14) és (15) miatt

X -  2  A i(x)= 2i=0

X

A \ x -  2  aj ) — г
j'= 1 A { x ~ k a) - k \ -

■ k 2 >  10 [x(3-l 5)/2]х(У5-1,/2 — 100 X3~l 5 >  X,

ami lehetetlen, s ezzel tételünk be van bizonyítva.
Most konstruálok oly A sorozatot, melyre A (x)> cx2h minden 

лг-ге és az (1) egyenletnek nincsen megoldása.
Sorozatunkat rekurzióval konstruáljuk, legyen ax =  1 és tegyük fel, 

hogy ax,a 2, . . .  ö^-ig már megkonstruáltuk az A sorozatot úgy, hogy
ki

az (1) egyenletnek ne legyen megoldása. Legyen Bi+Í = 2 ^ a r és
r =  1

(16) akl+l= l+ lB t+i, azaz aki + , ^ ~ ~  + 1.

Könnyű belátni, hogy az (1) egyenletnek most sincsen megoldása. Legyen 
ugyanis (S2-ben j s S  k t)

(17) aki+l= Zakl+rs+ Z“js=2i + 2i-
s =  1 s = 1

Először kimutatjuk, hogy tx ^  ^ lAA Ha ugyanis ez nem lenne igaz, 

akkor (16) miatt

2 i  = ;.Z ( i  +  » , +1) =* ^ 21) ^ i+15—
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в
ami (17)-nek ellentmond. í j S  - i± l  és (16) miatt I j s t ^ m o d  Bi + 1),

azaz legkisebb pozitív maradéka m od(5 ;+1) nem nagyobb, mint 
[ iß i+1]. (16) miatt aki+l= l  (mod Bi+U) (17) miatt tehát S2 >  [i -ß;+i]-

к  1
Ez azonban S2=  2 aj — i  b í + i miatt lehetetlen. Ezzel ellentmondásra 

j = i
jutottunk, s bebizonyítottuk, hogy (l)-nek nincs megoldása. Legyen 
mármost

ak =  ak‘+i’ Bi+ i= 2r2 ar> aki+l + l = l  + lBi+1, I ■-d ± -J
(18) *'+Ll° J
és konstrukciónkat tetszőlegesen folytathatjuk, s az így nyert sorozatban
(l)-nek nincsen megoldása.

Hátra van még A(x)-re alsó becslést találni, ezt csak vázolni fogjuk. 
(16)-ból és (18)-ból Bi+2 <Bi + i- Tehát (16) és (18)-ból

A(Bi + 2) ^ ^ t í ^ ( ± Bi + 2yis.

Továbbá, ha 1 S  T S  [^2?i+1], akkor ((16) és (18)-ból)

(19) A(TBi+2) ^ B f +í\  + T ^ ( ^ j  /S + T

(19)-bó'l egyszerű meggondolással beláthatjuk, hogy ha T-t B?+1 nagy­
ságrendűnek választjuk, akkor lesz A(x) nagyságrendje x-hez képest a

В  5
legkisebb. (16) és (18)-ból Bt+2 =(1 + o( 1)) — ezért egyszerű számí­

tással nyerjük (19)-ből, hogy minden x-re Л (х)> сх2/7 s  ezzel állításunk 
igazolva van.

Nem lenne érdektelen eldönteni, vajon a III. tételben szereplő 
( / 5 —l)/2, s a példánkban szereplő 2/7 javítható-e? Pontosabban meg­
határozandó azon a értékek felső határa ß, melyekre van oly A sorozat, 
hogy (l)-nek nincs megoldása és minden x-re A(x)>cx*. Tudjuk, hogy 

/ 5 - 12/7 —- — . Felvethetjük továbbá a következő problémát: Legyen

b1^ b 2< . . .  egész számok végtelen sorozata, tegyük fel, hogy minden 
k-ra melyre bx +  b2 + . . .  +bk^ x ,  fennáll k B (x )^ c tx (B(x) = У 1).

bi^x
Létezik-e akkor egy oly A sorozat, melyre ar <  c2br minden r-re és melyre
(l)-nek nincs megoldása? Ha kérdésünkre a válasz igenlő, úgy ez azt 
jelentené, hogy (2) lényegileg az egyetlen feltétel, melyet egy A sorozat­

3 Matematikai Lapok
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nak ki kell elégíteni, ha (l)-nek nincs megoldása. Különben az igenlő
1/5 — 1

válaszból következne, hogy ß = —- — , úgy gondolnám azonban, hogy 

a válasz nem lesz igenlő.
,  Módosítsuk most az előbb definiált A sorozatot a következő módon: 

=  У аг most is igazj

(16') ak.+i—l + lBi+1 + Bí+i , 1 S /< 2 ? í+i , aki+l =  flS(+jjBj4 J .

Könnyű belátni, hogy A(x) >  ex* (a értékét könnyű lenne meghatározni) 
s az

s, s2
(Г) 2 4 , =  2 ‘*iJ, r í < r2< . . .< r Sí; / i < / 2<

Í = 1  ! = 1

egyenletnek és s2 semmilyen választása mellett sincsen megoldása. 
Ezen állítás bizonyítását csak vázolni fogjuk. Tegyük fel, hogy (T)-nek 
mégis lenne megoldása, s tekintsük azt a megoldást, melyre Sy +  s2 
értéke minimális. Tegyük fel, hogy ezen egyenletben az előforduló я-к 
indexei mind nem nagyobbak, mint k i+l, de kr nál nagyobb indexű я-к 
még előfordulnak (T) ezen megoldásában. Legyen и ily я (Г) bal oldalán

s, s2
Ej összeggel, sv  ily я (V)  jobb oldalán E2 összeggel, azaz ha 2  ar, — 2  ai, =

i =  1 ' i =  2
= L, akkor L  = +  £,y =  E2 +  £2, ahol

(20) máx (£,y Л 2) = 2  «г =  Б х 1 •Г= 1 ^
На и Av, akkor (16')-ből egyszerű számítással adódik |S2 — Z2| £ 5 j+1, 
ami (20) miatt lehetetlen. Ha u=v, akkor Ex =  E2 =  m (mod Bi+1) miatt 
nyerjük, hogy ha E1^ E 2, akkor |Et — S2| Si?i+1, ami megint ellent­
mond (20)-nak. Ha végül = E 2, akkor ha (T)-ből elhagyjuk mindkét 
oldalon az u=v k rnél nagyobb indexű я-kat, (L) egy új megoldásához 
jutunk, mely s, + s2 minimum tulajdonságának ellentmond.

Ezzel szemben viszont fennáll a

IV. Tétel. Legyen A oly sorozat, hogy az (L) egyenletnek nincs 
megoldása, akkor minden x-re

A (x )< C xs'<,
ha C elegendő nagy abszolút konstans.

А IV. tétel mutatja, hogy az (Г) egyenletek jóval élesebb becslést 
adnak, mint az (1) egyenletek.
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3*

A IV. tétel bizonyításához szükségünk lesz a Linnik-féle nagy szita 
Rényitől való élesítésére. '

Lemma. Legyen a1< a 2 <a z ^ N  egész számok sorozata, 
0 < /(p )< l ,  6 0 0  < 1-

min f(p )/p  = г, max Q(p) = Q,
p < 1 jv‘/3  p < í n ' I  3

Z(^p,h){^p^—N ' ^  jelentse azon а —к számát, melyekre

ai = h (modp).
Fennáll

I p p Q(p)
minden p és /г-ra, ha 9NQ2/zr p  prímszámtól eltekintünk és ha a többi 
p  prímszámnál esetleg /(p )  h értéktől eltekintünk.

Ez^a Linnik-féle nagy szita Rényi-féle élesítése.2) Alkalmazzuk e 
lemmát/(p) =p/3, Q(p) = 2, Z  = CN5<6 esetén. Ez esetben t =  ö = 2 
és lemmánkból nyerjük, hogy van legalább egy olyan \  N 113 > p  >■ \  N Ч3 
primszám, melyre

(21) Z (p ,h )> ^ ~
2 P

legalább § p maradékosztályra. Jelöljük h1, h2, ... hr, r >  § p azon 
maradékosztályokat, melyekre (21) fennáll. Egyszerű meggondolás mu­

tatja, hogy a h1+h2 = 0 (mod p) kongruenciának legalább ~  meg- 
oldása van, s ezért (21) miatt az

+ üj = 0 (modp), 1 s i, j ^ Z  
kongruenciának legalább

(22) ( Z ) V . =  Z ^ C >
\2 p )  6 24p 12

megoldása van. Az összegek mind kisebbek, mint 2N, ezért
legfeljebb

2N(23) —  <  8V 2ö
P

2 A. Rényi, On the large sieve o f U. V. Linnik, Compositio Math. 8 (1950)
6 8 -7 5 .
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a. 4- aj — m =  0 (mod p) alakú szám létezhet. (22) és (23) miatt van két 
olyan különböző m j= 0 (modp) és m2 = 0  (mod p) szám, melyekre az

(24) щ +  aj = m1 =pn l , ar + as — m2 =pn2

C2egyenletek mindkettőjének legalább —— N 2h rnegoldása van. Ha C1UU
elegendő nagy, akkor

^ 77N 2i* >  8N 1!* >  max (nt , n2)

miatt a (24) egyenletek megoldásaiból az nlpn2= n2pnl számot elő 
tudjuk állítani, mint a (24) egyenletek megoldásaiból alkotott nl , illetve 
n2 tagú összegeket. Azaz az (1') egyenleteknek van megoldásuk, s ezzel 
tételünket igazoltuk.

Valószínűnek látszik, hogy az 5/6 kitevő javítható, s hogy a nagy 
szitára a bizonyításban nem lesz szükség, de eddig ezeknek bizonyí­
tásai nem sikerültek.

Teljesen más problémára jutunk, ha (l')-ben nem tesszük fel, 
hogy rí 9í r2, azaz ha azt kérdezzük: maximálisan hány szám adható

к
meg x-ig ау< а2< , . . ^ a kS x ,  úgy, hogy a Z  £iai> e. =  ° va8Y 1, ér-i — 1
tékek mind különbözők. На к  maximális értékét C(x)-el jelöljük, 
Moser és én3) bebizonyítottuk, hogy minden E-hoz van olyan x 0, hogy 
x  >  x0-ra

C(x) J o g x  
< log 2

log log л; 
log 2

Régi problémám: igaz-e, hogy C(2k) —k + 1 ? Nemrég Guy és Conway4) 
találtak olyan к-t, melyre C(2k)> k +  1. Lehetséges, hogy minden x-re

C(x) = logx  
log 2 + 0 (1).

Természetes további kérdések a fenti problémák multiplikativ analo- 
gonjai: Vizsgálandók azon A sorozatok, melyekre az

S í  S 2

(25) П  at = / 7 ű, , / i <  ... < /Sl; .../S2, st ^ s 2
3=1 3=1

3 P. Erdős, Problems and results in additive number theory, Colloque sur 
la théorie des nombres Bruxelles 1955, 127—137 (lásd 136 — 137 oldalakat).

4 Conway és Guy eredménye, melyet egymástól függetlenül találtak, még nin­
csen publikálva.



37

egyenleteknek semmilyen sx A s2 esetén sincsen megoldása. Könnyű 
azonban belátni, hogy ha az A  sorozat elemei a 2(2k + 1) alakú számok, 
oly i  sűrűségű sorozatot nyerünk, melyre (25)-nek nincsen megoldása. 
Könnyű belátni azonban, hogy ha (25) nem oldható meg, akkor az 
A sorozat sűrűsége egynél kisebb (só't ez már abból is következik, hogy 
az a1-ak= a l egyenletnek nincs megoldása). Nem tudom azonban el­
dönteni, van-e minden s >  0-hoz olyan A  sorozat, melynek sűrűsége 
nagyobb, mint 1 -  в és melynél a (25) egyenletnek nincsen megoldása ?

ЗАМЕЧАНИЯ ПО ТЕОРИИ ЧИСЕЛ. Ill 

П. Эрдёш

Пусть ni -< а2< , А ( Х ) =  2  1 бесконечная последовательность, дляüi^X
которой равенство

(1) nk = a(l +  . . . +űir, í i  <  . . .

не имеет решения. Автор доказывает, что

А (Х ) ^  1
---------- *- 0  и, что 2 —  <  ЮЗ.

X  си

Далее, он показывает, что соотношение А (Х ) =  о(Х ) не может быть улуч­
шено, однако всегда существует такая последовательность А'-.-оо, для 
которой
(2) А(Х,)<СХ^3~ ^ 1г
С другой стороны, существует такая последовательность А, для которой 
(1) неразрешимо, всё же А ( Х ) > с Х 2/7 для любого X. Возможно, что соот­
ношение (2) может быть улучшено, однако показатель, наверняка, не мо­
жет быть меньше чем 2/7.

Рассмотрим теперь те последовательности А, для которых уравнение

г, < ... </■*,;
(Р) а,-, +  dr2 4-... =a,i "böi2“Ь... /i < ... <  ls2;

S17ÍS2

не разрешимо для любого выбора s i ^ s i .  Тогда существует такая после­
довательность для которой Л (Х )> с Х * для любого X  если только а дос­
таточно малое число. С другой стороны автор показывает, используя уси­
ление Реньи большого решета Линника, что если А такое, что (1') не 
имеет решения, тогда А (Х ) <  С Х 5/б для любого X, если только С доста­
точно большая абсолютная константа. М ожет быть, что показатель 5/6 
можно улучшить, однако автору сделать этого не удалось.
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REMARKS ON NUM BER THEORY III. 

P. Erdős

Let at с а г  < . .  ., Л (х')=  2  I be an infinite sequence for which
at^x

(1) а* =  в(1 +  .. .+ а « г , i i < .

is not solvable. I prove that A (x)/x -*■ 0 and that

2 - <io3.
at

Further I show that А (x) =  о (x) is best possible, but there always exists a sequence 
for which

(2) /1 (> ,)< С хр  5 “ 1)/2.

On the other hand, there exists a sequence A  for which (1) has no solutions, but 
A (x )> c x 2h for every x. Perhaps (2) can be improved, but the exponent can certainly 
not be made smaller than 2/7.

Consider now the sequences A for which the equation

(1') + . . .  +  = a , t +  . . .+ a ts , h < . . . l s 2; str^Sz

is not solvable for every choice of Sit ^Sz. There exists such a sequence with A (x) >  
cx ‘ for every x  if a  is sufficiently small. On the other hand, I show by using Ré- 

nyi’s strengthening of the large sieve of Linnik that if A is such that (Г) has no solu­
tions, then Л (х )< сх 5/« for every x  if c is a sufficiently large absolute constant. 
Perhaps the exponent 5/6 can be improved, but I have not succeeded in doing this.



Űjabb eredmények a diszkrét geometriában II.
H  Ep p e s  A la d á r  és M o l n á r  J ózsef

Cikksorozatunk1 első részében kizárólag síkbeli megoldott és meg­
oldatlan feladatok szerepeltek. Ebben a cikkünkben figyelmünket az 
állandó görbületű felületekre fordítjuk, pontosabban a gömbfelületre, 
az euklideszi síkra és a hiperbolikus síkra.2 Említésre méltó ebben a 
részben a körkonvexitás fogalma, valamint a mozaikoknak egy új 
osztálya, a majdnem-szabályos mozaikok, melyek bizonyos elhelyezési 
problémákban fontos szerepet játszanak. A körkonvexitáshoz kapcso­
lódó elhelyezési problémák új kutatási területet képviselnek.

Számos virágfajta (pl. fumaria capreolata) pollenszemei gömb- 
alakúak. A pollenszem felületén levő apró nyílások a plazma kijutását 
szolgálják. T ammes [1] holland biológus a nyílások sajátos elhelyezkedé­
sét azzal a feltevéssel igyekezett megmagyarázni, hogy ezek úgy helyez­
kednek el, hogy valamennyi lehetőleg távol kerüljön egymástól. Az ezzel 
kapcsolatban felmerülő geometriai probléma a következőképpen fogal­
mazható meg: Hogyan kell egy gömbön n pontot elhelyezni, hogy a 
köztük fellépő minimális távolság maximális legyen ?

Az erre a kérdésre vonatkozó eredmények közül elsőnek a Fejes 
TÓTHtól [2] származó következő egyenlőtlenséget említjük meg:

Az egységgömb n pontja között fellépő minimális távolság

Egyenlőség csak abban az esetben lép fel, ha и =  3, 4, 6, 12, azaz,

1 Cikksorozatunk célja, hogy Fejes Tóth könyvének [1] megjelenése óta eltelt 
időszaknak a könyv témakörébe vágó néhány eredményét ismertessük. (A szögletes 
zárójel a dolgozat végén levő irodalomjegyzék sorszámát adja.)

2 Cikksorozatunk utolsó részében (III. rész) térbeli eredményekkel fogunk 
foglalkozni.

Extremális pontrendszerek a gömbfelületen
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ha a pontok egy főkörbe írt szabályos háromszög, egy szabályos tetra­
éder, oktaéder, vagy ikozaéder csúcspontjai. Az egyenlőtlenség и-пек 
nagy értékeire pedig pontos aszimptotikus becslést ad.

Érdekesnek tartjuk megemlíteni a felvetett kérdéshez tartozó to­
vábbi eredményeket is. Az n =  5 eset megoldását már maga Tammes 
ismerte. Az и =  7, 8 és 9 esetet Schütte és van der Waerden [1] oldotta 
meg 1951-ben. Első pillanatra talán meglepő, hogy n =  8-ra a meg­
oldást nem a gömbbe írt kocka csúcspontjai-szolgáltatják, hanem a
4-oldalú archimédeszi antiprizma (l.ábra). D anzer kimutatta,3 hogy

az 7? =  ll-re vonatkozó megoldáshoz úgy jutunk, hogy az ikozaéder 
12 csúcspontja közül az egyiket elhagyjuk. Ezekszerint az /7^12 esetek 
közül megoldásra már csak az и =  10 vár. Az erre vonatkozó sejtés 
ScHÜTTE-től ered (2. ábra).4 Nemrég Robinson [1] igazolta van der 
Waerden и =  24-re vonatkozó sejtését,5 amely szerint az extremális 
pontrendszert a gömbbe írt (3, 3, 3, 3, 4) szimbólumú félig szabályos 
poliéder csúcspontjai szolgáltatják. Megemlítjük még, hogy bizonyos 
n (n =  10, 13,14,15,16 (Schütte)6, 11,20,32,42,122 van der Waerden 
[l]),7 17, 18, 25, 33 (Jucovic [1]), 19, 21, 22, 30, 31 (Böröczky K.—  
Györffy Judit—Kólya D.—Strohmájer J.8)) értékekre ismerünk jó  
elhelyezéseket, amelyek bizonyos esetben sejthetőleg a legjobbak.

A TAMMES-féle problémát a következőképpen is megfogalmaz­
hatjuk :

Melyik az a maximális r = r(n) érték, amelyre az egységgömbön 
el tudjunk helyezni n r sugarú kört?

Ezzel a problémával rokon a következő lefedési probléma:

3 Egy, még publikálatlan eredmény.
4 Az ábra a pontok elhelyezését síkban illusztrálja sematikusan. Az összekötött

pontpárok egyenlő (minimális) távolságra vannak egymástól.
3, 6, 7 id. Schütte—van der Waerden [1].
8 Még nem publikált eredmény.



41

Melyik az a minimális r =  r(n) érték, amelyre az egységgömböt le 
tudjuk fedni n r sugarú körrel ?

E két probléma megoldásában az n — 3,4, 6 , 12 értékre a körök 
középpontjai azonos elrendezést mutatnak (ld. Fejes Tóth [1]).

A lefedési probléma irreguláris megoldásai közül csupán az n — 5- 
és n =  7-re ismerjük a megoldást. Schütte [1] egy dolgozatában ki­
mutatta, hogy ezekben az esetekben (éppen úgy mint и =  6 esetben) 
a körközéppontok a következőképpen helyezkednek el: Két pont anti- 
podális, a többi e két pont polárisán 
helyezkedik el egyenletesen elosztva.
Schütte megad egy extremálisnak ígér­
kező, meglehetősen szabálytalan elhelye­
zést n =  8 -ra (3. ábra). Az n > 8 ( n ? í l2 )  
esetben még csak sejtéseket sem isme­
rünk.

Fejes Tóth egy dolgozatában9  a kö­
vetkező problémát vizsgálta:

Hogyan kell a gömbön n pontot el­
helyezni úgy, hogy a pontoknak egymás­
tól mért gömbi távolságösszege maximális legyen ?

Fejes Tóth megadta az я ^ б  esetre a megoldást, tetszőleges n 
értékekre pedig becsléseket, valamint sejtéseket adott.

S pe r lin g  bebizonyította F ejes Tóth következő sejtését:10 Páros n 
esetén a legjobb elhelyezést a gömb középpontjára szimmetrikus pont- 
rendszerek és csak ezek szolgáltatják. Páratlan n értékekre a fenti kér­
dés még nyitott. A sejtett optimális elrendezés a következő: A pont- 
rendszereknek egy (esetleg üres) része centrálszimmetrikus, a megma­
radt része pedig úgy helyezkedik el egy főkörön, hogy bármely pont 
által meghatározott két nyílt félkör ugyanannyi pontot tartalmaz.

Mozaikok

Mozaikon az állandó görbületű felületet teljesen betöltő, egymásba 
nem nyúló sokszögeknek olyan halmazát értjük, amelyben minden sok­
szög oldalához egyetlen további sokszög oldala csatlakozik. Ha egy 
csúcspontba futó élek középpontjait az élek ciklikus sorrendjének meg­
felelően összekötjük, akkor egy sokszöget nyerünk, melyet a csúcs­
ponthoz tartozó csúcsalakzatnak nevezünk.

Dolgozatunkban szerepelni fognak a szabályos mozaikok, az archi­
médeszi félig szabályos mozaikok és bizonyos „szabálytalan” mozaikok*

9 Ld. Fejes Tóth ]3].
10 ld. Fejes Tóth [11], Sperling [1].

3. ábra



8. ábra
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amelyeket majdnem-szabályos mozaikoknak nevezünk. Ezeket a mo­
zaikokat a következőkben röviden ismertetjük.

Egy mozaik szabályos, ha mind lapjai mind csúcsalakzatai szabá­
lyosak. Könnyen kimutatható, hogy egy szabályos mozaik lapjai és 
csúcsalakzatai kongruensek. Ha a lapok p-szögek és a csúcsalakzatok 
g-szögek, akkor a mozaikot a {p, q} SCHLÁFLi-féle szimbólummal je­
löljük. A 4., 5., ill. 6. ábra az euklideszi sík {3, 6}, (4, 4{, ill. {6, 3} 
szimbólumú szabályos mozaikjait ábrázolja. A gömbfelület, ill. hiper­
bolikus sík szabályos mozaikjai közül csupán az {5, 3}-at és a {7, 3}-at 
mutatjuk be (7., 8., ábra).

Egy mozaikot archimédeszi félig szabályosnak mondunk, ha sza­
bályos sokszögekből tevődik össze, csúcsalakzatai egybevágóak azon­
ban nem szabályosak. Az archimédeszi mozaikok jelölésére az 
(ű j, a2, ••., a„) szimbólumot használjuk, ahol а1,а 2,--., ап jelenti az 
egy csúcspontban találkozó sokszögek oldalszámát a sokszögek cik­
likus sorrendjében. így pl. a 9., 10., 11., 12., és 13. ábra az euklideszi 

síkon a (3, 6, 3 ,6), (4, 8, 8), (3,12,12), (3, 3, 3, 4, 4) 
és (3, 3, 4, 3, 4) mozaikot ábrázolja.11 12

Tekintsünk két koncentrikus r és R (r< /?) su­
garú к és К  kört. Majdnem-szabályos H(r, R) sok­
szögön olyan sokszöget értünk, amely а К  körbe van
írva és oldalai legfeljebb egy kivételével а к  kört 
érintik (14. ábra.13).

Majdnem-szabályosnak nevezünk egy mozaikot, 
ha majdnem-szabályos //-sokszögekből tevődik ösz- 

sze.13 Ilyen mozaikot illusztrál a 15., 16., 17., 18., 19., 20. ábra az 
euklideszi síkon és a 21. ábra a hiperbolikus síkon. A 15. ábra érde­
kessége, hogy a félig szabályos mozaikot feltüntető 13. ábránál „sza- 
bályosabb”-nak tűnik. A 16 — 19. ábra ugyanazon egybevágó //-három­
szögekből áll.14

и  Minden félig szabályos archimédeszi mozaikhoz hozzá lehet rendelni a 
duálisát, amelynek csúcsalakzatai szabályosak, lapjai pedig egybevágóak de nem 
szabályosak. Az archimédeszi félig szabályos mozaikok valamint duálisaik képezik 
a félig szabályos mozaikokat.

12 ld. Molnár [2].
13 ld. Molnár [4].
Mivel minden szabályos sokszög egyben H-sokszög is, ezért a majdnem-sza­

bályos mozaikok magukba ölelik a szabályos-, az archimédeszi félig szabályos-, vala­
mint a szabályos sokszögekből álló nem szabályos mozaikokat is (15. ábra).

Minden egyenlőszárú síkbeli háromszög nyilván H-sokszög is. A 22. ábra érde­
kessége, hogy csak látszólag majdnem-szabályos mozaik. Ui. az ábra nagy „három­
szöge” lényegében hatszög.

и  Egybevágó H-ötszögekből az euklideszi síkon nem lehet mozaikot készíteni. 
Ui. a H-ötszög valamennyi szöge tompaszög és egybevágó tompaszögű ötszögekből 
az euklideszi síkon nem lehet mozaikot készíteni (ld. pl. Bollobás [1]).
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20. ábra 21. ábra
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A majdnem-szabályos mozaikok teljes felsorolása még nyitott 
kérdés.15

Megemlítünk a mozaikokra vonatkozó néhány szélsó'érték prob­
lémát.

Tekintsünk a gömbön n > 2  fó'kört! A fó'körök a gömbön egy 
mozaikot határoznak meg. Felmerülhet a kérdés, hogy a körök milyen 
helyzetére lesz a mozaik legnagyobb éle minimális ? Mivel egy fó'kört 
a többi legfeljebb 2(n — 1) részre bontja, ennélfogva bármely főkörön 
van olyan él, melynek hossza £ 2л/2(и — 1). így tehát a legnagyobb él 
hossza /й я /(и  — 1). Fejes Tóth [4] észrevette, hogy egyenlőség csak 
a (3, k, 3, k) (k — 3,n = 3; k  = 4 ,n= 4; k  = 5 ,n= 6) szimbólumú'mo­
zaikok esetén lép fel (23., 24., 25. ábra).

24. ábra 25. ábra

Nyitott kérdések: 1) Milyen értéket vesz fe l  lim ni, és nagy n esetén
tl-* o o

hogyan jellemezhető az extremális mozaik aszimptotikus viselkedései

15 Itt említjük meg, hogy Макаров egy nemrég megjelent dolgozatában a hiper­
bolikus sík féhg szabályos mozaikjainak osztályozásával foglalkozott.

22. ábra 23. ábra
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2) Gömb helyeit tekintsük az eulidkeszi síkot és a főkörök számát 
helyettesítsük az egyenesek sűrűségével.16 Vajon az extremális mozaikot 
a (3, 6, 3, 6) félig szabályos mozaik szolgáltatja?

Az előbbi Fejes Тотн-féle eredménnyel rokon FTeppes következő 
eredménye [1]: Egy gömbre írt 4 főkör által meghatározott 14 tarto­
mány közül a legkisebb területű tartomány területe akkor a legnagyobb, 
ha a főkörök egy kuboktaéder hálózatát alkotják (24. ábra).

A következő Fejes Тотн-féle tételnek egy speciális esete (eukli­
deszi) már az előző cikkünkben is szerepelt.

26. ábra 27. ábra

28. ábra

Legyen M  az állandó görbületű felületnek olyan szabályos mozaikja, 
melynek csúcsalakzata háromszög, továbbá legyen E Q M  a mozaik n 
lapjának (nem feltétlenül összefüggő) egyesítése. Az E  tartományt n 
egyenlő területű konvex részre felosztó élrendszerek közt legrövidebb összél-

16 Id. Fejes Tóth [4].
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hosszal az a felosztás rendelkezik, mely az eredeti n lap éleit szolgál­
tatja (26., 27., 28. ábra). Igen nehéznek látszik annak a sejtésnek 
a bizonyítása, hogy ez a tétel a konvexitás kikötése nélkül is érvényes.

Itt említjük meg a következő — MoLNÁR-tól származó [4] — két 
eredményt, mely állandó görbületű felületen levő Dirichlet cellák kerü­
letére ad becslést.17

Ha egy állandó görbületű felületen levő — legalább három pontból 
álló — pontrendszer pontjai egymástól legalább 2r távolságra vannak, 
akkor a pontrendszer bármely pontjához tartozó Dirichlet cella kerülete 
legalább annyi mint a majdnem-szabályos H(r, h) sokszög kerülete, ahol 
h jelenti három r sugarú egymást érintő kör hatványpontjának távol­
ságát valamelyik r sugarú kör középpontjától.

Ha egy állandó görbületű felületen levő — legalább három pontból 
álló — pontrendszer pontjai egymástól legalább 2r távolságra vannak és 
bármely három ponton átmenő kör sugara legalább t, akkor bármely 
ponthoz tartozó Dirichlet bella kerülete legalább H(r, t) kerületével 
egyenlő.

E két tételben szereplő becslés sok esetben pontos. így pl. az utolsó 
tételben szélsőértéket szolgáltatnak az összes olyan pontrendszerek, me­
lyeknek Dirichlet cellái szabályos (pl. 4., 5., 6., 7. és 8. ábra), vagy 
bizonyos majdnem-szabályos mozaikot (pl. 16., 17., 18., 19. és 21. ábra) 
alkotnak.

Körrendszerek sűrűsége
Dolgozatunkban állandó görbületű felületen a gömbfelületet, az 

euklideszi síkot, ill. a hiperbolikus síkot értjük.
Egy megszámlálható sok körből álló {Aj} körrendszernek egy 

állandó görbületű felület T  tartományára vonatkozó sűrűségén a

— hányadost értjük. Hason­

lóan értelmezzük egy körrendszer­
nek a gömbfelületre vonatkozó sű­
rűségét is. Különösen körelhelyezé­
sekkel és körfedésekkel fogunk fog­
lalkozni, vagyis olyan körrendsze­
rekkel, amelyeknél a T  „tartomány18 
minden pontja legfeljebb egy kör- 

29 . ábra nek belső pontja (30. ábra), Ш.

17 Egy pontrendszer egy pontjához tartozó Dirichlet cellát azon pontok ösz- 
szesége képezi, melyek az adott ponthoz közelebb vannak mint a pontrendszer többi 
pontjához. (29. ábra.)

ts A „tartomány” lehet az egész sík is.
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legalább egy körhöz tartozik (31. ábra). Az első esetben kitöltési, a 
másodikban lefedési sűrűségről beszélünk.

Értelmezhető egy megszámlálható sok körből álló {Kt} körrend­
szernek az egész euklideszi síkra vonatkozó S kitöltési, ill. A lefedési 
sűrűsége is, mégpedig a következőképpen:

<5 =  fim I K i^ K iR )
K(R) és A =  lim ZKiDKiR)

K(R)

ahol K(R) egy R sugarú kör, amelynek középpontja a sík egy rögzített

30. ábra 31. ábra

0 pontja. Hasonlóan értelmezhető általánosabb tartományok valamilyen 
rendszerének sűrűsége is.19 Bizonyítható, hogy <5, ill. A független az 
0 megválasztásától.20 Ez egyszerűen következik abból, hogy a

K(R + c )-K {R ) 2 Rc + c2
K(R) ~  R 2

hányados konstans c érték mellett nullához tart, ha — 
Egy v. görbületű hiperbolikus síkon

lim
R  —»OO

K(R + c )-K (R )  
K(R) = eV*c-  1 АО.

Ezért egy körrendszernek az egész hiperbolikus síkra vonatkozó sűrű­
ségét definiálni nehezebbnek látszik.21 Ennek a kérdésnek a tisztázását 
szép feladatnak tartjuk.

Annak ellenére, hogy a hiperbolikus síkon a körsűrűség egységes 
definíciója még problémát jelent, mégis kimondhatok bizonyos ered­
mények.22 Ui. a nehézség megkerülhető pl. azáltal, hogy a hiperbolikus

is ld. Fejes Tóth [1], 55-57.
20 Ezt természetesnek is érezzük.
21 ld. Fejes Tóth [6].
22 ld. Fejes Tóth [6], [7], [8], [9], ill. Molnár [2], [3], [4].

4 Matematikai Lapok
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síkot olyan cellákra bontjuk, hogy minden egyes cellában a kitöltésig 
ill. lefedési sűrűség 1, ill. Z) =-1. Ekkor d és A bármely „értel­
mes” definíciója mellett S ^ d ,  ill. Д ё Д

\

Körelhelyezések konvex „tartományokban”

Ismeretes Thue [1], ill. Kershner [1] eredménye, mely szerint az 
euklideszi síkon — egymásba nem nyúló egybevágó körök sűrűsége

Ti^ - —  = 0,9069..., ill. a síkot lefedő' egybevágó körök sűrűsége
r
271S - = =  =  1,209... . Fejes Tóth 1953-ban analóg korlátokat adott — 

У27
állandó görbületű felületeken levő — egybevágó körök kitöltési, Ш. 
lefedési sűrűségre vonatkozóan.

Az euklideszi-, ill. hiperbolikus síkot nulla, ill. negatív állandó 
görbületű felületnek nevezve, Fejes Тотн-nak a körkitöltésre vonat­
kozó eredménye [6] a következőképpen fogalmazható meg:

Ha egy y. görbületű felületen legalább három egymásba nem nyúló 
r sugarú kör van, akkor ezeknek a felületre vonatkozó ő sűrűsége

„ n * j  cosec-----6
<5 s  d* (a) = ----------%—-— , d* (6) =  lim d* (a) = = ,

Ü  6  a-» 6 у  12

ahol cosec — =  2 cos / х л 23 a
Ez a tétel pontos korlátot ad egybevágó körök kitöltési sűrűsé­

gére, ha a egész szám. A d* (a) korlát a-nak monoton növekvő függ-
3vénye (32. ábra),24 amelyre áll, hogy lim d*(a) — — .F ejes Tóth

о-.-. 7t
egy dolgozatában kimutatta, hogy a paraciklusok kitöltési sűrűsége

23 d*(á) szemléletes jelentése: Három egymást érintő r sugarú kör sűrűsége 
a három kör centrumai által meghatározott egyenlőoldalú háromszögben (34. ábra).
2 71

jelenti ezen egyenlőoldalú háromszög egyik szögét, s így a interpretálható mint 
a

azon egybevágó egymásba nem nyúló körök száma, melyek egy ezekkel egybevágó 
körhöz illeszthetők. Az euklideszi síkon a =  6, gömbfelületen a <  6, hiperbolikus • 
síkon a > 6 .

24 ld. Krammer [1]. A d*(a) korlát grafikonunkban a vékonyan megrajzolt 
szaggatott görbevonal.
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S — . 2 5  A 33. ábrán paraciklusoknak a —  értéket szolgáltató legsű-
71 П

rűbb kitöltését látjuk. * 3

32. ábra

Ezekből az eredményekből következik egyrészt, hogy a gömb nem 
tölthető ki legalább három egybevágó körrel olyan sűrűn mint az 
euklideszi sík, másrészt, hogy a hiperbolikus síkon elhelyezett (véges,.

33. ábra

3
vagy végtelen sugarú) egybevágó körök kitöltési sűrűsége mindig S  — .

TI
Egybevágó körök kitöltési sűrűségére —  a nem egész értékeire — 

élesebb felső korlátot ad a következő tétel (Molnár [2]):

25 Fejes Tóth [7].

4*
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Ha egy к görbületü felületen legalább három egymásba nem nyúló 
r sugarú kör van, akkor ezeknek a köröknek a felületre vonatkozó <5 
sűrűsége

ő^d(a)--
3cosec-----6a

[a] — 3 - ^ - arc tg j / 3  tg ~cotg  ( 1 —

d(6) =  lim d(a) = - =
a -*6 /12

ahol cosec —=  2 cos/% r.26 
a

Induljunk ki a 37. ábrán feltüntetett legsűrűbb körelhelyezésből, 
r-t és ezzel együtt az a-1 egy kissé növelve á-köröket már nem tudjuk

szabályosan elhelyezni, s így várható, 
hogy a maximális kitöltési sűrűség csök­
ken. Igen meglepő, hogy ezt a jelensé­
get az előbbi becslés olyan pontosan 
írja le, hogy minden háromnál nagyobb 
egész n értékre van n és n +1 közé eső 
olyan a érték, hogy d(a) <  d(n) (32. ábra).

Fordítsuk most figyelmünket a 
körlefedési problémákra.

Fejes TÓTH-tól [8] származik a 
következő tétel:

Ha egy к görbületü felületet lega­
lább három r sugarú kör lefed, akkor 

ezen köröknek a felületre vonatkozó Д sűrűsége

34. ábra

A ^D *(A ) =
/ l 2 cotg 6 

~ ~ A -  6
D* (6) =  lim D*(A)

A-> 6

2n
/2 7 ’

ahol cotg-^- =  /3 c o s /и г .

26 A tétel szemléletes megfogalmazása: Az állandó görbületi felületen tekint­
sünk három egybevágó egymást érintő kört. Legyen k ezek közül az egyik és rajzol­
junk a három kör középpontján át egy k-val koncentrikus К  kört. Szerkesszük meg 
а К  körbe írt sokszöget, amelynek oldalai legfeljebb, esy  kivételével a k kört érintik 
vagyis e két körhöz tartozó majdnem-szabályos sokszöget. Akkor a k körre! kongruens 
köröknek a felületen történő semmilyen elhelyezésének sűrűsége nem lépheti túl k  
sűrűségét e sokszögben (34. ábra).
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A D* (A) korlát az A -nak monoton csökkenő függvénye.27
Ebből következik egyrészt, hogy a gömb nem fedhető le legalább 

három kongruens körrel olyan ritkán mint az euklideszi sík, másrészt, 
hogy a hiperbolikus síkon elhelyezett (véges, vagy végtelen sugarú)

71egybevágó körök lefedési sűrűsége mindig ,28

Mint már láttuk körkitöltés esetén — MoLNÁR-nak sikerült a nem 
egész értékeire — d*(a) helyett élesebb, nem monoton d(a) korlátot 
adni. Ezt úgy érte el, hogy az állandó 
görbületű felületet Dirichlet cellákra bon­
totta és a sűrűséget ezekben a cellákban 
vizsgálta. Körlefedések esetén a Dirichlet 
cellákra való felbontás nem vezet ered­
ményhez, hiszen a Dirichlet cellában a le­
fedési sűrűség 1-hez tetszőleges közeli érté­
ket vehet fel (35. ábra). Körlefedések esetén 
tehát egy — a kitöltéshez analóg — nem 
monoton D{Á) korlát (Z>(Á)^.D*(A)) meg­
adása nyitott kérdés.

Érdekes problémákhoz és változatos 
extremális alakzatokhoz jutunk, ha úgy
igyekszünk a síkon minél több kört elhelyezni, hogy a körrendszer 
bizonyos értelemben elég tágas legyen. Egy# körrendszernek valamely 
körére vonatkozó tágasságán a kör középpontjától mért azon távolsá­
got értjük, amelynél közelebb nem kerülhet e kör és a körrendszer 
bármely más két körének hatványpontja.

Molnár [3] további korlátokat adott a körkitöltési sűrűségre 
többek között abban az esetben, ha 1 ) a sugarak adott intervallumba 
esnek és adottak a körrendszerek körökre vonatkozó tágasságai, 
2 ) adottak a sugarak, a különböző körök arányszámai, valamint a 
körrendszernek a körökre vonatkozó tágasságai.

Ezen tételek különösen gömbfelületen, ill. hiperbolikus síkon érde­
melnek figyelmet, ahol eddig — inkongruens körök sűrűségére vonat­
kozólag — semmilyen eredmény sem volt ismeretes. Megemlíthetjük, 
hogy pl. euklideszi síkon a kapott új korlát abban az esetben, ha a 
sugarak adottak, valamint a különböző sugarú körök arányszámai is­
mertek, akkor bizonyos esetekben a Fejes Tóth—Molnár—Florian- 
féle korlátnál is jobb korláthoz vezet.29

35. ábra

27 Id. Krämmer [1].
28 ld. Fejes Tóth [9].
29 Id. előző cikkünket. Általában az új korlát (36. ábrán vastag vonal) nem 

jobb a Fejes — Molnár — Florián-féle korlátnál (36. ábrán vékony vonal).
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Az 1) és 2) esetnek megfelelő tételekben a szélsó'értékeket kép­
viselő körfendszerek változatos szabályos, félig szabályos és majdnem- 
szabályos alakzatokhoz vezetnek (az 1) esetben pl. 37., 38., 39., 40.,
41., 42., 43., 44., 45., 46. és 47. ábra, a^2) esetben a 48., 49., 50., 51.,
52., és 53. ábra).

Megemlítjük még, hogy a 2) esetnek egy speciális alesetéhez fű­
ződik a következő eredmény:

Képzeljük el, hogy rendelkezésünkre áll az euklideszi síkon kö­
röknek egy kimeríthetetlen készlete, melynek sugarai az (e, 1) inter­
vallumba esnek. Ilyen körök segítségével kell az euklideszi síkot leg­

sűrűbben kitölteni úgy, hogy egy hatványpont se kerüljön a hozzá­
tartozó körközépponthoz j/2-nél kisebb távolságra, azaz a körrendszer­
nek bármely körére vonatkozó tágassága, vagyis a körrendszer tágas­
sága }/2. A „legsűrűbb” körrendszer csupán egységkörökből áll, amelyek 
középpontjai négyzetes rácsot alkotnak (38. ábra). Tehát hiába áll ren­
delkezésünkre egy egész intervallum, a legsűrűbb elrendezésben egyetlen 
sugárérték jut szerephez.

Molnár vizsgálatait [4] kiterjesztette olyan kitöltési problémákra is, 
amelyeknél a kör szerepét végesszámú kör egyesítése, röviden körívsokszög 
veszi át (54. ábra). A szélsőértéket képviselő elrendezések igen változa­
tosak. Ezekből egy párat bemutatunk. így pl. a 55. és 56. ábra bizonyos 
egybevágó egymásba nem nyúló körívháromszögek („lóhere”) legsűrűbb 
elrendezését illusztrálja az euklideszi síkon.30 Az 59., 60., 61. és 62. ábrán 
olyan egybevágó körívsokszög legsűrűbb elrendezését látjuk, mely 
a kongruens körök legsűrűbb elhelyezéséből úgy származik, hogy egy

30 Az 58. ábra a „lóheréhez'1 (57. ábra) tartozó minimális területű „Dirichlet- 
cellát” ábrázolja.





56

41. ábra

42. ábra
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43. ábra

46. ábra 47. ábra

44. ábra 45. ábra



48. ábra 49. ábra

50. ábra 51. ábra

52. ábra 53. ábra
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körhalmazhoz hozzávesszük bármely érintő körhármasa által alkotott 
körívháromszöget. Könnyen belátható, hogy az említett ábráinkon sze­
replő vonalkázott körívsokszögekkel a síkot végtelen sokféleképpen 
lehet legsűrűbben kirakni.31

Megjegyezzük még, hogy a körívsokszögek szerepét bizonyos fel­
tételeket kielégítő sokszögek vehetik át (69., 70., 71. ábra).32 

Segre és MAHLER-től [1] származik a következő tétel:
2 71Ha egy euklideszi sokszögben, melynek szögei —-nál nem nagyobbak,

31 Más típusú extremális alakzathoz jutunk gömbfelületen pl. ha megfelelő 
nagyságú egybevágó szabályos körívnégyszögekkel (63. ábra), ill. szabályos körív­
ötszöggel (64. ábra) úgy töltjük ki a gömbfelületet, hogy a körívsokszögek kerületét 
szolgáltató körök középpontjai a (3, 3, 3, 3, 4) (65. ábra), ill. (3, 3, 3, 3, 5) (66. ábra) 
szimbólumú félig szabályos mozaik csúcspontjait alkossák. További szélsőérték 
alakzatokat ábrázol a gömbfelületen sztereografikus vetületben a 67. és 68. ábra.

32 A 69. és 70. ábrán egyenlőoldalú háromszögrendszer váltja fel a 55. és 56. 
ábrán szereplő „lóhere” rendszert.

54. ábra 57. ábra 58. ábra

55. ábra 56. ábra
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61. ábra 62. ábra

59. ábra 60. ábra
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egymásba nem nyúló egybevágó körök vannak elhelyezve, akkor a kö-
71

röknek a sokszögre vonatkozó sűrűsége legfeljebb — ==0,9069....

63. ábra 64. ábra

65. ábra 66. ábra

68. ábra

Ezt a tételt Molnár [3] az állandó görbületi! felületeken több 
irányban általánosította. A tartomány, amelyben az egymásba nem 
nyúló körök vannak elhelyezve, az állandó görbületi! felület olyan

2,71sokszöge, melynek minden szöge ^  . A körrendszer sűrűségére adott



69. ábra 70. ábra

71. ábra

72. ábra 73. ábra
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felső korlát a következő esetekre vonatkozik: 1) a körök egybevágóak, 
2) a körök sugarai egyenként ismertek, 3) a sugarak egy adott inter­
vallumba esnek, 4) n fajta adott 
sugarú kör van.33

E tételek körollariumai kö­
zül a következőt említjük meg:

Ha egy állandó görbületű fe ­
lületnek egy sokszögében, mely- 

2tcnek minden szöge ^  — , egymás­

ba nem nyúló egybevágó körök 
vannak elhelyezve, akkor a kör­
rendszernek a sokszögre vonat-
, , „ „ , 3 74. ábrakozo sűrűségé S  — .71

így pl. bármely aszimptotikus sokszögben elhelyezett egybevágó
3

körök rendszerének sűrűsége S  — .71

Körkonvex ponthalmazokról

Különböző problémákban valamely komplikált struktúrájú pont­
halmaz helyett gyakran tekintjük annak vagy a zárt, vagy a konvex 
burkát. E két művelet bizonyos értelemben extremálisnak tekinthető, 
hiszen az első, melynél csupán végtelen közeli pontokkal bővül a hal­
maz, az eredeti halmaz szerkezetét „alig” változtatja meg, míg a má­
sodik — a konvex burokképzés — radikális változást képes előidézni.34

A gyakorlatban célszerűnek mutatkozik olyan művelet alkalma­
zása, mely az említett két művelet között átmenetet képez és olyan 
ponthalmazhoz vezet, mely szerkezetileg a zárt burok és konvex burok 
között foglal helyet. Ilyen halmazosztályt vezetett be H a d w ig e r  [1] 
1946-ban, ill. P erkal  [1] 1956-ban, az а-rendű-, ill. e-konvex fogalom 
révén.35

33 Hiperbolikus síkon az így nyert tételek az első tételek, melyek körelhelye­
zési sűrűségre vonatkoznak korlátos tartományok esetén.

További általánosításokhoz jutunk, ha körök helyett körívsokszögeket tekin­
tünk (72., 73., 74. ábra).

34 Általában az eredeti ponthalmaz szerkezete megváltozik, ha „távoli” pon­
tokkal is bővítjük. Gondolunk pl. nem összefüggő ponthalmaz konvex burkára.

33 Egy zárt ponthalmazt Hadwiger-féle értelemben а-rendű konvexnek mon­
dunk, ha minden A < a  sugarú körlappal való metszete egyszeresen összefüggő. Egy
zárt ponthalmaz Perkal-féle értelemben e-konvex, ha e-sugarú nyílt körlapok ösz- 
szeségének komplementerje.

«
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Hadwiger és Perkal eredményeihez kapcsolódva Molnár [1] 
1960-ban — az állandó görbületi! felületeken —■’ bevezette a körkon­
vexitás fogalmát.36

Egy zárt ponthalmaz g-sugarú körkonvex, ha minden határpont­
jában van g-sugarú támaszköre.

Molnár a körkonvexitási fogalmat általánosabban is kimondja, 
amennyiben körök mellett para- és hiperciklusokat is tekintetbe vesz.37

36 A körkonvexitási fogalom tartalmazza a Perkal-féle e-konvexitás, a Had- 
wiger-féle а-rendű konvexitás és a Mayer-féle [1] r-hiperkcnvexitás fogalmát és kap­
csolatban van az A. D. Alexandrov-féle [1] PRV-halmazok, valamint a Resetnyák- 
féle [1] Ой halmazok fogalmával.

37 Pontosabban, Molnár a körkonvexitási fogalmat ajkövetkezöképpen vezeti 
be: Az állandó görbületit felületen egy sugársor bármely orthogonális trajektoriája 
(gömbön: kör, euklideszi síkon: kör, egyenes, hiperbolikus síkon: kör, paraciklus, 
hiperciklus egyenes) a felületet két tartományra bontja. Egy ilyen (határpontjaival le­

zárt) tartományt ciklus tartománynak — röviden ciklusnak — nevezünk. Ha a ciklust 
határoló vonal g-sugarú kör, akkor a ciklust g sugarú, ill. — g-sugarú ciklusnak nevez­
zük, aszerint, amint a ciklus konvex (75. ábra), vagy konkáv (76. ábra). Célszerűnek 
mutatkozik a többi ciklushoz is „sugárértéket” hozzárendelni, mégpedig a következő­
képpen: Legyen az euklideszi félsíkra g =  +  со (77. ábra), a hiperbolikus félsíkra 
g — ± 2oo  (78. ábra), a paraciklus által határolt (zárt) tartományra g =  i  °° (79. ábra), 
a hiperciklus által határolt (zárt) tartományra g =  +  2°° +  а (80. ábra), ahol a jelenti

75. ábra 16. ábra 77. ábra

78. ábra 79. ábra 80. ábra
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A körkonvex tartományok igen változatosak (81., 82., 83., 84., 
85. és 86b ábra).* 38 Értelmezhető egy tartomány (86a ábra) ^-sugarú 
körkonvex burka (86b ábra). A 85. ábra egy tartománynak bizonyos 
q  sugárértékekhez tartozó körkonvex burkát ábrázolja.

A körkonvexitás hasznos fogalomnak bizonyult és az elhelyezési 
problémák vizsgálatában új kutatási területet nyújt. Erről a területről 
származó eddigi eredményekről számolunk be a következő fejezetben.

81. ábra

83. ábra 84. ábra

85. ábra

a hiperciklusnak alapegyenesétől való távolságát. A g sugarú ciklust röviden о-cik­
lusnak nevezzük.

Definíció: Egy zárt ponthalmazt g sugarú körkonvexnek nevezünk, ha bármely 
határpontjához illeszkedik g sugarú támaszciklus, azaz olyan о-ciklus, mely illesz­
kedik a határponthoz és nem tartalmaz belsejében ponthalmazbeli pontot.

38 A 83., ill. 84. ábra olyan tartományokat ábrázol, mely bizonyos e =  a, ill. 
g =  e értékekre Perkal-féle e-konvex (de nem Hadwiger-féle a-rendü konvex), ill. 
g sugarú körkonvex (de nem Perkal-féle e-konvex).

5 Matematikai Lapok
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Elhelyezések körkonvex tartományokban

Fejes Tórir-tól [10] ered a következő tétel:

Ha az euklideszi sík egy konvex tartományában legalább két egy­
másba nem nyúló egységnyi sugarú kör van elhelyezve, akkor ezeknek

na köröknek a tartományra vonatkozó sűrűségé <  -^== .

Azt a tartományt, mely két egymásba nem nyúló egységnyi sugarú 
kör g-sugarú körkonvex burka, q-piskótának nevezzük (87. ábra). 
Tekintsük ennek azt a két szélső esetét, midőn az egységkörök (88. ábra), 
ill. a q sugarú körök érintkeznek (89. ábra).39 E kéteseiben a kétegység-

39 Megemlítjük, hogy az euklideszi, ill. hiperbolikus sík nem tölthető ki 
egybevágó ^-piskótákkal a gömbfelület viszont igen (90 a., b, c ábra).

I
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, körnek a piskótára vonatkozó sűrűségét ill. dl~B-val jelöljük.40
A fenti tételnek általánosítása a következő' tétel (Molnár [1]): 
Ha az euklideszi sík egy összefüggő Q-sugarú körkonvex tartomá­

nyában legalább két egymásba nem nyúló egységnyi sugarú kör van el­
helyezve, akkor ezeknek a köröknek a tartományára vonatkozó sűrűsége

! 71 
~ f n ’

ha QSQo

ö ^ d U  и ha i =  e > e 0

őmdl~e, ha í,

ahol p0 =  4,76... a d \ - \ = ——  egyenlet pozitív gyöke.
j/12

91. ábra 92. ábra

Molnár további tételekben [4] korlátot adott körkitöltési sűrű­
ségre, ha 1) euklideszi síkon egy körkonvex tartományában n fajta 
kör van, ill. ha valamely állandó görbületű felület egy körkonvex tar­
tományában 2) egyenlő sugarú körök vannak, Ш. 3) n fajta kör van.41

Köröknek körkonvex tartományokban történő elhelyezéséhez kap­
csolódva, Heppes ért el további eredményeket:42

40 ^ x = ~ — - ~ - л ------ ---------- :------— >
fí?2 +  2q 3------b 2(1 — q2) arc s in --------

,Q -e_ nd 1 ------------------------------- -------------—
qÍ  1 +  2q + — +  2(1 — Q2) arc cos —- —  

№ 2 ( 1 +  Q
41 Ezek a tételek tovább általánosíthatók, ha körök helyett (91. ábra) kör- 

ívsokszögeket szerepeltetünk (92. ábra).
42 Eredményeiről 1961. szept. 15-én a balatonvilágosi Geometriai kollokvi­

umon számolt be.

5*
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К -típusúnak, ill. В-típusúnak nevezünk egy tartományt akkor, ha 
határán kívülről, ill. belülről végiggördíthető egy egységkör akadálytala­
nul, azaz úgy, hogy állandóan legyen a tartomány határával közös 
pontja és ne messe azt át.43 Ilyen tartományokra igaz a következő tétel:

Ha egy К-típusú tartományban n egymásba nem nyúló В-típusú lapot 
helyezzünk el, akkor a tartomány le nem fedett részének területe legalább

(n — l) í ,  ahol 1— három páronként érintkező egységkör által közrefogott

ívháromszög területe.

E tétel közvetlen következménye, hogy a sík T  területű B-típusú
Ttartományokkal való kitöltésénél a sűrűség legfeljebb у  ^.

Az elhelyezett lapoknak nem kell egybevágóknak lenni. A becslés 
számos esetben pontos, amint ezt néhány kiragadott példával (93., 94.,
95., 96., 97., 98a, b, 99. ábra) illusztráljuk is.

94. ábra 95. ábra

43 v. ö. Hadwiger [1].



96. ábra 97. ábra

98a ábra
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Könnyen adódik a fenti tételből a következő általánosabb tartomá­
nyokra is alkalmazható sűrűségbecslés:

Ha TB a T  tartománynak egy В-típusú része, akkor a síknak T-vel 
kongruens tartományokkal való kitöltésekor fellépő sűrűség nem lehet

——— nél több.*2 
TB + t

Befejezésül megemlítjük, hogy dolgozatunkban főleg kitöltésre vo­
natkozó eredmények szerepeltek. A fedési problémákkal kapcsolatban 
csupán annyit jegyzünk meg, hogy kezelése jóval nehezebbnek ígér­
kezik, s ezen a területen még sok a tennivaló.

99. ábra

100a ábra 100b ábra

42 Ez a korlát semmitmondó, ha értéke =£ 1, de sok meglehetősen általános 
T  esetében is pontos (100a, b ábra).
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НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ В ДИСКРЕТНОЙ ГЕОМЕТРИИ. II 

А. Хеппеш, Й. Мольнар

В статье приведены наиболее значительные новые результаты и проб­
лемы, относящиеся к кругу вопросов, затронутых в книге Л. Фейеш-Тота 
и касающиеся поверхности постоянной кривизны. Она состоит из следу­
ющих глав: Экстремальные системы точек, Мозаики, Плотность системы 
кругов, Размещения кругов относительно выпуклой области, О кругово­
выпуклых множествах, Размещения в кругово-выпуклой области. (Круго- 
во-выпукчым называется множество точек в плоскости, если для него 
существуют опорные окружности с постоянным радиусом, играющие ту 
же роль как и опорные прямые для выпуклых множеств.)

NEUERE ERGEBNISSE IN DER DISKRETEN GEOMETRIE II.

A. H eppes  u n d  J. M o ln á r

In dieser Arbeit werden einige wichtigere neue Resultate und Fragen aus dem 
Problemkreis des Buches von L. Fejes Tóth dargelegt, die sich auf Flächen kons­
tanter Krümmung beziehen.

Die Arbeit ist in folgende Abschnitte aufgeteilt: Extremale Punktsysteme, 
Mosaiken, Die dichte einer Kreislagerung Kreislagerungen in konvexen Gebieten, 
Über Kreiskonvexe Punktmengen, Lagerungen in kreiskonvexen Gebieten.



A komplex függvénytan elemeinek 
topológiai segédeszközeiről

C sászár  Á kos ■

Hajós Györgynek 50. születésnapjára

I
1. A komplex függvénytan elemeit tárgyaló tankönyvekben vagy 

egyetemi eló'adásokban rendszerint jelentős didaktikai nehézséget okoz 
az a körülmény, hogy az elmélet alapjait szolgáltató integráltételek 
lényegesen támaszkodnak a sík, illetőleg a gömbfelület topológiájának 
olyan fogalmaira és tételeire, amelyek az olvasók vagy hallgatók előtt 
addigi tanulmányaikból általában nem ismeretesek. Egy-egy szabatosan 
megfogalmazott tételnek bizonyítás nélkül való felhasználása más tárgy­
körökben is gyakran elkerülhetetlen és így indokolt esetben megenged­
hető ugyan, itt azonban nem erről van szó, hanem egyfelől szabatosan 
nem definiált fogalmaknak alapvető szerepeltetéséről, másfelől topoló­
giai tényeknek a szemléletre támaszkodó ismételt alkalmazásáról.

így például már az egyszeresen összefüggő tartomány szokásos 
definíciója (olyan tartomány, amely tartalmazza minden benne fekvő 
egyszerű zárt poligon belsejét) felhasználja a (szabatosan rendszerint 
nem bizonyított) poligonokra vonatkozó Jordan-tételt, s a Cauchy-féle 
integráltételnek egyszeresen összefüggő tartományra való bizonyítása 
közben ezenfelül arra is hivatkozni szokás (de bizonyítása — nem is 
egyszerű — rendszerint elmarad), hogy a síkban bármely egyszerű zárt 
poligonhoz megadhatók olyan, a poligon külsejét nem metsző három­
szögek, amelyeknek kerületét megfelelő irányítással körüljárva a poligont 
egyszer körüljárjuk, a poligonhoz nem tartozó oldalakat pedig kétszer, 
ellenkező irányban futjuk be.

Másik példaként tekintsük a Cauchy-féle integrálformulának követ­
kező szokásos megfogalmazását:

Ha f( z ) reguláris az egyszerű, zárt, rektifikálható C görbén s ennek 
belsejében, z0 pedig a görbe belsejében fekszik, akkor

f ^ = b ü
f i n dz,

ha C-t pozitív irányban járjuk körül.

z - z 0
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Az itt felhasznált egyik fogalom, a C görbe belseje, szabatosan 
definiálható, ha elfogadjuk (bizonyítására rendszerint nem kerül sor) 
a Jordan-féle tételt legalábbis rektifikálható görbékre, a pozitív körül­
járás fogalma azonban többnyire azzal a semmitmondó kitétellel kerül 
elintézésre, hogy ez az a körüljárás, amelynél C belseje balkéz felé esik. 
Ha a C görbe rektifikálhatóságára s így érintőjének majdnem mindenütt 
való létezésére hivatkozva szabatos értelmet adunk a „balfelé esik” 
kifejezésnek, megint csak el kell fogadni azt a tényt, hogy van ilyen 
körüljárás. Ami a tétel bizonyítását illeti, rendszerint az egyszeresen 
összefüggő tartományokra vonatkozó Cauchy-féle integráltételre vezetik

vissza, mégpedig oly módon, hogy C-t 
és belsejét egy egyszeresen összefüggő 
tartományba foglalják, amelyben /(z ) re­
guláris (nem könnyű ennek lehetőségét 
bizonyítani), majd egy z0 középpontú ki­
csiny К  körvonalat két szakasz segítsé­
gével összekötnek C-vel s az ábráról le­
olvassák (szabatosan bizonyítani megint 
nem egyszerű), hogy а К  és C egy-egy 
ívéből és az összekötő szakaszokból ösz- 
szetett zárt görbék belefoglalhatok egy- 
egy egyszeresen összefüggő résztartomány­
ba, amelyben /(z) reguláris.

2. A most vázolthoz hasonló, vagy nehézkes topológiai meggondo­
lások közbeiktatásával terhelt, vagy minduntalan a szemléletre (illetőleg 
az éppen megrajzolt ábra speciális viszonyaira) hivatkozó okoskodások 
jellemzik a komplex függvénytan elemeit tárgyaló művek túlnyomó 
többségét.1 A csekély számú kivételt képező művek (nem említve azokat, 
amelyek a geometriai módszereket teljesen mellőző Weierstrass-féle fel­
építést követik s így nélkülözni kénytelenek a szabatos kritikával ellen­
őrzött szemlélet jelentékeny heurisztikus erejét) arra a felismerésre tá­
maszkodnak, hogy a komplex függvénytan integráltételeiben a döntő 
szerep annak a kérdésnek jut, hogy az integrációs utat szolgáltató zárt 
görbe az integrandusz szinguláris helyeit megkerüli-e, illetőleg hányszor 
kerüli meg. A Cauchy-féle integrálformulának fenti megfogalmazásában 
például a C görbe egyszerű zárt voltának mindössze annyi a szerepe, 
hogy az ilyen görbe csupán a belsejében fekvő pontokat kerüli meg, s a 
C görbét azért kell pozitívan körüljárni, hogy ezáltal a görbe a z0 pontot 
(+  l)-szer kerülje meg. Az elmélet ilyen felépítésénél eszerint a főszerep 
azon szám szabatos definíciójának és tulajdonságai szabatos igazolásá­

1 Csaknem minden részlet szabatos kidolgozásával nyújtja ezt a felépítést 
a következő munka: W. J. Thron, Introduction to the theory of functions o f a comp­
lex variable (New York —London, 1953).

\
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nak jut, amely megmondja, hogy egy adott zárt görbe egy adott (rajta 
nem fekvő) pontot hányszor kerül meg. Ezt a számot nevezik a kérdéses 
pont adott görbére vonatkozó indexének.

Az index fogalma a szemlélet számára éppen olyan kézenfekvő, 
mint az egyszerű zárt görbe belsejének fogalma (így mindenki azonnal 
megérti, hogy a 2. ábrán látható C görbe az a pontot kétszer, a b pontot 
egyszer, a c pontot 0-szor kerüli meg, vagyis nem kerüli meg). Lényeges 
különbség viszont, hogy míg a Jordan-féle tétel 
megfelelő topológiai előkészítés nélkül csak igen 
körülményesen bizonyítható, addig az index definí­
ciója és felhasználásra kerülő tulajdonságainak 
igazolása meglehetősen egyszerű segédeszközökkel 
elvégezhető, sőt további előnyt jelent, hogy e se­
gédeszközök jórészt éppen abból az apparátusból 
kerülnek ki, amely a komplex függvénytan felépí­
téséhez egyébként is nélkülözhetetlen. így például 
mindjárt az index szabatos értelmezésére kínálkozik 
többféle komplex eszközökre támaszkodó módszer is: a z0 pontnak a 
zárt C görbére vonatkozó indexe nem más, mint az i arg z függvény,

vagy a log z függvény C menti megváltozásának “ -szerese (amihez2m
persze szükséges egy többértékű függvény adott görbe menti megválto­
zásának szabatos értelmezése)2 3, vagy kihasználva azt a körülményt, hogy 
többnyire csupán integrációs utakra vonatkozó indexek játszanak sze­
repet s így lehet a rektifikálható zárt görbékre vonatkozó index értel­
mezésére szorítkozni, nem egyéb, mint

2. ábra

( 2. 1)
1 Г dz

2ni J  z — z0 
c

3

Az index értelmezésére szolgáló most említett módszereket didak­
tikai szempontból jogosan lehet kifogásolni önkényességük miatt, hiszen 
első pillantásra semmi közük sincsen a „megkerülések számának” szem­
léletes fogalmához, s csak utólag derül ki, hogy valóban rendelkeznek 
az e fogalomhoz fűződő és szemléletünk által megkövetelt tulajdonsá­
gokkal. Éppen ezért nem érdektelen az index-fogalom bevezetésének 
alább2 3 4 bemutatott ama módja, amely a „megkerülési szám” fogalmának

2 V. ö. S. Saks—A. Zygmund, Analytic functions (Warszawa—Wroclaw
1952) , 186. о., vagy G. Sansone—J. G erretsen, Lectures on the theory of function 
of a complex variable, I. (Groningen, 1960).

3 V. ö. L. V. Ahlfors, Complex analysis (New York—Toronto—London,
1953) , 93. 0.

4 L. 4. pont.
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néhány a szemlélet által megkövetelt tulajdonságából indul ki, megmu­
tatja, hogy e tulajdonságok a kérdéses számot egyértelműen meghatá­
rozzák, s azután tér csak rá arra, hogy a (2. 1) képlettel megadott szám 
tényleg rendelkezik a kívánt tulajdonságokkal. Ennek tárgyalása közben 
a 3 alatt idázett műhöz képest néhány lényeges egyszerűsítést is sikerül 
elérnünk. Mindennek előkészítésére a 3. pontban a felhasznált görbe­
fogalom szabatos értelmezését s néhány ehhez kapcsolódó fogalmat fog­
lalunk össze.

3. Nevezzük (komplex síkbeli, irányított, folytonos) görbének az 
/= [0 , 1] zárt intervallumon értelmezett komplex értékű folytonos cp 
függvényt. A cp görbe képe a Crf — {99(f): 0 ^  í ̂  1} komplex síkbeli pont­
halmaz (amely korlátos és zárt), kezdőpontba, a cp(0), végpontja a cp(l) 
pont. Azt mondjuk, hogy cp összeköti a cp(0) és cp{ 1) pontokat, vagy 
hogy g>(0)-ból 99(1 )-be vezet.

Ha cp görbe és со az /  intervallumon értelmezett szigorúan monoton 
növekvő, folytonos függvény, melyre co(0 ) =  0  és co(l) =  l, akkor a

(3.1) ij/(t) 3= <p(co(t)) ( t e l )
képlet is egy ф görbét határoz meg, melyre Сф — Cv, ф(0) = cp(0), ф(1) =  
=  99(1). A cp és ф görbéket ekvivalensnek mondjuk, ha található hozzá­
juk a (3. 1) képletet kielégítő, /-ben szigorúan monoton növekvő, foly­
tonos со függvény, melyre-to(O) =  0, co(l) =  l. Ilyenkor а ср~ф szimbólu­
mot használjuk. Könnyű belátni, hogy a ~  reláció reflexiv, szimmetri­
kus és tranzitív.5

Ha cp görbe, akkor
(3. 2) cp*(t) =  99(1-/) ( t e i )

is görbét ad meg, melyre C(p» =  Ctp, 9 9 (̂0 ) = дэ(1), gp*(l) = 9 9 (0 ). cp*-ról 
azt mondjuk, hogy 99-ből az irányítás ellenkezőre változtatásával kelet­
kezik. Nyilván (99*)* =99 és ср~ф esetén ср*~ф*.

Ha cp görbe é s Oá a ^ c ó g i ^  akkor
(3.3) \l/(t) = <p(a + t (b-a) )  ( t el )
is görbe, melyre C^cC,,, ф(0) =  <р(а), ф(1) =  ср(Ь). Ilyenkor azt mond­
juk, hogy ф részíve 99-nek.

Ha <p és ф két görbe, melyekre <р(1) = ф(0), akkor a 

[99(20, ha
(3‘4) * (0 = Í 9-(2( í - i ) ) ,  ha 1

54 L og ikusabb  v o ln a  az e re lá c ió ra  nézve k ép eze tt ek v iv a len c ia -o sz tá ly o k a t 
nevezni gö rbéknek , vagy is nem  ten n i k ü lö n b ség e t a  c sak  a  param éterezés m ó d já b a n  
k ü lö n b ö z ő  g ö rbék  k ö z ö tt ,  ez az  a b s z ta k ta b b  fogalom  a z o n b a n  a  k e z d ő n e k  k ö n y - 
nyen  okoz nehézséget.
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képlet is egy x görbét ad meg, melyre Cz =  Cf UCt , x(0) =  99(0), ^(1) = 
=  i/t(l). Ilyenkor azt mondjuk, hogy f  és ф összefűzhető, s hogy а у 
görbe 99 és t/t összefűzése, képletben x = (P v Ф- Ha 99 ~ qpj, i/t ~  1j/t , akkor 
qsvi/í ~  Világos továbbá, hogy

(qs v i/r)* =  i/t* v 9 9 * .

Az is könnyen belátható, hogy érvényes a
(3.5) (^v^)vy~99v(^vy)
asszociatív törvény.6

A 99 görbe egyszerű, ha esetén 99̂ )  A A qp
görbe zárt, ha 99(0) =  qr(l). Végül 9 egyszerű zárt görbe, ha 99(C)) -  9O), 
de 0 esetén 99(H) ^  9(H)-7

A 99 görbe rektifikálható, ha van olyan (véges) £  korlát, hogy 
0 =  t0 <  H «= . . .  <  t„ =  1 esetén

J 1 lí9 (ht)— ^ ( h - 1) I —*= 1
Az ilyen A korlátok legkisebbike 99 hosszúsága. Ha 99 rektifikálható, akkor 
99* és 99 — t/z esetén \p is ilyen, továbbá 99 minden részíve is, és 99*, vala­
mint i// hosszúsága egyenlő 99-ével. Ha 99 és i/r rektifikálható és össze­
fűzhető, akkor 99 v t/t is rektifikálható és hosszúsága egyenlő 99 és ф 
hosszúságának összegével.

Rektifikálható görbék például a szakaszok. Ha a, b két komplex 
szám, akkor ab szakaszon értjük a

1 a(t)= a +  t(b —  a) (t£J)
képlettel értelmezett görbét. Az a0al szakaszhoz az axa2 szakaszt, majd 
az így keletkező görbéhez az a2a3 szakaszt, s így folytatva végül az 
a„_1ö„ szakaszt hozzáfűzve az előzők összefűzéséhez, az a0a1 . . . an 
poligon keletkezik. Az ak_ {ak szakaszok a poligon oldalú, az ak pontok 
a poligon csúcsú. Ugyancsak a0 . . .  an poligonnak mondunk minden 
olyan görbét is, amely ekvivalens az imént értelmezett a0 . . .  a„ poli- 
gonnal. Ha 99 görbe és 0 =  t0 < t1 < . . .  <  tn = 1, akkor a (p(to)<p(ti) • • • 
. .  . 99(í„) poligont cp-be írt poligonnak mondjuk.

A következőkben görbén egyelőre mindig rektifikálható görbét 
értünk (anélkül, hogy ezt külön hangsúlyoznék minden alkalommal). 
A beszédmód egyszerűsítése kedvéért olyankor, amikor nem vezet félre­
értésre, nem teszünk különbséget egy 99 görbe és ennek Cr képe között; 
azt mondjuk például, hogy egy z pont rajta fekszik 99-n, vagy hogy 99 
áthalad z-n, ha z£Cr

6 A görbe értelmezésének 5 alatt említett módosítása esetén itt ~  jel helyett 
=  volna írható.

7 Ekkor tehát <p zárt görbe, de nem egyszerű görbe.
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4. Legyen cp zárt görbe és a ([ C4. Az a pont g?-re vonatkozó indexe 
az a szám, amely megmutatja, hányszor kerüli meg a <p görbe az a 
pontot. Ezt a számot n(cp, a)-val jelölve, az index szemléletes jelentéséből 
leolvashatók az alábbi tulajdonságok:

(4. 1) <р~ф, a([ Ccp = Сф esetén n(cp, а) = п(ф, a) (vagyis a megkerü­
lések száma nem függ a parametrizálás módjától).

(4.2) На = <рчф, <р2 = Ф v (p két zárt görbe és Crpi = Crp2, 
akkor n{cpu a) = n(cp2, a) (vagyis a megkerülések száma nem függ a zárt 
görbe kezdőpontjának megválasztásától).

(4. 3) Ha cp és Ijj két összefűzhető zárt görbe, a (j C,p U Сф, akkor 
n(<p v ф, a) = n(cp, a) +  п(ф, a) (vagyis (p és ф összefűzése annyiszor kerüli 
meg a-1, mint cp és ф együttvéve).

(4.4) ö(f Crp esetén n(<p v <p*, á )= 0  (vagyis egy görbén oda-vissza 
járva egy pontot sem kerülünk meg).

(4. 5) Ha cp{t) — a +  re2nit ( t£ l , r > 0), akkor n(cp, a) = 1 (vagyis az 
„óramutató járásával ellenkező irányban” körüljárt körvonal egyszer 
kerüli meg a középpontját).

(4. 6) Ha cp zárt görbe és egy poligon Ct/ metszése nélkül összeköti 
а-t és b-t, akkor n(cp, a )—n(<p, b) (vagyis a megkerülések száma nem 
változik meg, ha а-t a görbe átlépése nélkül mozgatjuk).

(4. 7) Ha a ->», akkor n(cp, a) 0 (vagyis a °° pontot egyetlen zárt 
görbe sem kerüli meg).

Ahhoz, hogy az index fogalmának szabatos definíciójához jussunk, 
meg kell még mutatnunk, hogy valóban hozzá lehet rendelni minden cp 
zárt görbéhez és minden rajta nem fekvő a ponthoz egy n (cp, a) számot 
úgy, hogy a (4. 1)—(4. 7) állítások teljesüljenek, éspedig csak egyféle­
képpen. Kezdjük az utóbbinak a bizonyításával, tegyük tehát fel, hogy 
értelmezve van a (4. 1)—(4. 7)-nek eleget tevő n(cp, a) kifejezés.

(4. 8) Ha cp{t) =  a +  ге2ж1‘ (tZ l, r >0) és\b — a \< r, akkor n{cp, b) = 1.
Ez rögtön adódik (4. 5) és (4. 6) alapján.
(4. 9) Ha az a pont a zárt cp görbe metszése nélkül alkalmas poli- 

gonokkal tetszőlegesen távoli pontokkal összeköthető, akkor n(cp, a) =  0.
Valóban, legyen {bn} oly sorozat, hogy bn ■— °° és a és bn cp metszése 

nélkül poligonnal összeköthető. Ekkor (4. 6) szerint n(cp, a)=n(cp, bn) és 
(4.7) szerint п(ср,Ьф)-+ 0.*

* H ajnal AndrásíóI származik az az észrevétel, hogy (4.9) felhasználásával 
a (4.4) tulajdonság levezethető a (4.1) —(4.3) és (4.5) —(4.7) feltételekből (s így 
el is hagyható). Valóban, ha az a pontnak Cv legközelebbi pontjától való távol­
sága e és a 0 =  t0 <  t i  <  . . .  <  tn =  1 felosztás úgy van megválasztva, hogy a

e
[tk -íH Ű  intervallumoknak megfelelő cpk részívek átmérője akkor cpkv q>£ be­
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(4. 10) Legyen cp egy ab szakasz, ф egy b-ből a-ba vezető görbe, 
Су П = {a, b), 1  =  ф v cp, c£ Су, ат^ст^Ь, a egy a'b' szakasz, a' b', 
Ca П Crp = {c}. Ekkor n(x, z) a mentén c átlépésekor (+ 1  )-gyel vagy 
(— 1 )-gyel változik meg aszerint, hogy a cp irányát a irányába átvivő 
Tt-nél kisebb forgás pozitív vagy negatív.

Bizonyítás. Legyen d = a-̂ , a — d + re ix,

Á(t) = d+ rei<-x + nt>, 

p(t) — d+ rei(-a+n+ **)

€/), y —p s  cp, ö = cp*v X. Ekkor z { C ,U C „  esetén (4.3), (4. 1) és 
(4. 2) alapján

(4.11) n(y, z)+n(ő, z )—n{y v S, z) =

= n((cp v cp*) v (A v p), z) =

Csakhogy (4. 4) miatt
= n(<p v cp*, z) + n(A v p, z). 

n{cp v cp*, z) = 0 ,

továbbá (4. 1), (4. 2) és (4. 8) 
szerint n(A v p ,  z) =  1, mihelyt 
z eleget tesz a \z — d \< r  fel­
tételnek. A továbbiakban 
ilyen z-kre szorítkozva tegyük 
például fel, hogy a cp irányát 
a irányába átvivő я-nél kisebb 
forgás pozitív (3. ábra). Ekkor 
(4.9) felhasználásával a a 
mentén c-t megelőző z pon­
tokra- n(y,z) = 0, a c-t köve­
tőkre pedig n (ő ,z)= 0 , így 
az előbbi z-kre (4. 11) szerint 
n(5,z) = l. így n(ö, z) értéke 
о- mentén c átlépésekor 1-ről 
0-ra változik.

3. ábra

lefoglalható egy tk körüli — sugarú körlemezbe, úgyhogy (4.9) miatt n{cpk v rp f  a) =  0. 

másrészt (4.1) —(4.3) ismételt alkalmazásával könnyen adódik, hogy n(<p v <p*, a) =П
=  2  n(<Pkv (p&> a). í
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Ismét (4. 3), (4. 1) és (4. 2) felhasználásával

n(x, z)+ n(ő, z ) = n ( p á ,  z) =
= n((q> v cp*) v (Я v i/í), z) = n{(p v <p*, z) + n(Á v ф, z),

ha z ^ c ,  dfe (7-n c-hez elég közel van, s itt a jobb oldal első tagja 0, a 
második pedig nem változik c átlépésekor (4. 6) értelmében. így n(%, z) 
megváltozása (—l)-szerese n(ö, z) megváltozásának, azaz +1. Hasonló 
az okoskodás, ha a cp irányát a irányába vivő л-nél kisebb forgás negatív.

(4. 12) Ha (p zárt poligon és a $ Crf, akkor n(<p, a) egyértelműen meg 
van határozva és valós, egész szám.

Valóban, egy a-ból kiinduló, cp egyik csúcsát sem tartalmazó és 
egyik oldalával sem párhuzamos félegyenesen elég messze menve n(<p, z) 
értéke véges számú ±  1 nagyságú ugrás után (melyeket <jp és a félegye­
nes helyzete (4. 10) értelmében egyértelműen meghatároz) s két-két 
ugrás között (4. 6) szerint nem változva (4. 9) miatt 0-ra változik.

(4. 13) Ha cp zárt görbe és a f  Cv, akkor minden cp-be írt elég finom  
\jj poligonra п(ф, a)=n{cp, a).

Valóban, legyen e> 0 o-nak Cv legközelebbi pontjától való távol­
sága s készítsük el /-nek oly finom 0 =  t0 < / ! < . . .<  t„ =  1 felosztását, 

hogy cp megfelelő részíveinek átmérője kisebb
£

legyen ~ -nél. Ha «/r jelenti a ?>(f0)9>(íi)...(p(O
poligont, akkor п(ф, a) = n{cp, a), mert (4.4) és 
(4. 3) szerint

4. ábra

n{cp, a) a)=n{cp, а)+п(ф*, a),

s itt a jobb oldal értéke (4. 1), (4. 2) és (4. 3) 
ismételt alkalmazásával

n

2  n(<Pk,a),
k= 1

ahol cpk a cp görbe [?к_1; f*]-hoz tartozó rész­
ívének és a (p{tk)cf{tk_ l ) szakasznak összefűzését jelenti. Viszont (4. 9)- 
ből könnyen következik, hogy n(cpk,a ) = 0 (1 ^ k ^ n ) ,  ami az állítást 
adja.

(4. 12) és (4. 13) most már könnyen szolgáltatja a következő ered­
ményt :



81

(4. 14) На п(ср, а) minden zárt ср görbéhez és minden Cv ponthoz 
hozzárendel egy számot és teljesíti a (4. 1)—(4. 7) feltételeket, akkor 
ezáltal egyértelműen meg van határozva ( és értéke valós, egész szám) , 

Most már csak azt kell belátni, hogy csakugyan van a (4. 1)— 
(4. 7) kikötéseknek eleget tevő n(cp, a) kifejezés. Tekintettel arra, hogy 
a (4. 1)—(4. 4) tulajdonságok a vonalintegrál jól ismert tulajdonságait 

■ fejezik ki, s hogy cp(t) = a + ге2ж“ (t£ l, r> 0 )  esetén közismerten

dz------- — 2ni,z — a
<P

kézenfekvő az

(4.15) „ ( , , „ )  =
<P

kifejezéssel kísérletezni. Ez tehát még (4. 5)-nek is eleget tesz. (4. 7) is 
teljesül, mert ha a-nak Cv legközelebbi pontjától való távolsága r és

1 s<p hosszúsága s, akkor ismert becsléssel \n(<p, a)\ S - — ----- »0, ha a —
2 я  r

Végül (4. 6) így látható be: a (4. 15) integrál értéke tudvalevőleg ö-nak 
differenciálható függvénye minden <p-n rajta nem fekvő a pontban, 
éspedig

d  1 f dz

<P
Másrészt rögzített a mellett

_1____ d 1
(z — a) 2 dz z  — a ’

úgyhogy a zárt <p görbén vett integrál értéke 0:

^a n(cp,a) = 0 (aiC f).

Innen rögtön adódik (4. 6) állítása.
Megjegyzendő, hogy a (4. 15) képlettel az index tetszőleges (nemcsak 

zárt) görbére értelmezhető, csak persze ekkor értéke nem lesz már valós 
és egész szám, s ezzel szemléletes „megkerülési szám” jelentése is elvész. 
Ezért beszéltünk mindig csak zárt görbére vonatkozó indexről, jóllehet 
tetszőleges görbék felhasználása az előző fejtegetéseket némileg egysze­
rűsítette volna.

5. Az index (4. 15) alatti előállítását és az előző pontban ismerte­
tett tulajdonságait felhasználva, s kiindulva a Cauchy-féle integráltételnek

6 Matematikai Lapok
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a Goursat—Pringsheim-féle eljárással minden topológiai nehézség nélkül 
bizonyítható következő alakjából:

Ha f{z) reguláris egy konvex, nyílt halmazon, akkor bármely e hal­
mazban fekvő q> zárt görbére | f{z)dz — 0,

könnyen igazolható a Cauchy-féle integráltétel következő általános alakja.
n

Legyen (pk,..., cpn zárt görbe, a $  U  Azt mondjuk, hogy a 

cpi,..., (pn görbék az a helyet együttvéve IV-szer kerülik meg, ha
n

N =  2  n(cpk, a),
k =  1

speciálisan N = 0  esetén e görbék a-1  együttvéve nem kerülik meg. Ha 
mármost f(z) reguláris a CVk halmazokon, valamint mindazon pontokban, 
amelyeket a (pk görbék együttvéve megkerülnek, akkor

2  \ m d z  = Q.«
k = l j

<Pk
Ebből aztán könnyen nyerhető' a Cauchy-féle integrálformula követ­

kező alakja:
Ha (pn zárt görbe, f(z ) reguláris a Ccfk halmazokon, továbbá

mindazon pontokban, amelyeket a cpk görbék együttvéve megkerülnek, 
végül a z0 pontban, melyet együttvéve N-szer kerülnek meg a <pk görbék, 
akkor

N A z°) = iL í 2  f - ~ r dz-2.JÍI k =  1 J z  z 0
<Pk

Természetesen ahhoz, hogy ezekből a tételekből további követ­
keztetéseket lehessen levonni, például hogy a Laurent-féle sorfejtés léte­
zésének vagy a reziduum-tételnek bizonyítására fel lehessen őket hasz­
nálni, szükség van arra, hogy egy adott pontnak adott zárt görbére 
vonatkozó indexét könnyen meg lehessen állapítani. Meglepő, hogy az 
integráltételeket az index fogalmára alapozó 2  és^  alatt idézett művek 
közül AHLFORséban erre a célra csak egy igen speciális konfiguráció 
esetére vonatkozó lemma található , 9  Saks és Zygmund műve pedig 
annak megjegyzésére szorítkozik, hogy konkrétan adott esetben alkalmas 
segédvonalak meghúzásával és lényegében (4. 9) ismételt alkalmazásával 
lehet n{yp,a) értékét meghatározni. 1 0

s L. Ahlfors 3 alatt idézett művében, 114 — 116. o. Sőt itt voltaképpen a valós 
vonalintegrálokra vonatkozó megfelelő tétel van bizonyítva.

9 I. h. 94. o. 
io I. h. 188-189. o.
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így érdeklődésre tarthat számot a következő egyszerű megjegyzés, 
amely (4. 10)-et általánosítja s arra könnyen visszavezethető:

(5. 1) Legyen c a <p zárt görbének egyszeres pontja (vagyis legyen 
c 6 C,p és pontosan egy t £ I  értékre teljesüljön c = rp(tj) s tegyük fel, 
hogy c-ben cp-пек van érintője. Legyen a egy 
a'b' szakasz, c 6 C„, d  Ac A b'. Ekkor n(cp, z) 
a mentén c átlépésekor (+1  )-gyel vagy (— 1)- 
gyel változik meg aszerint, hogy a <p görbe 
c-beli {(p irányításának megfelelőien irányí­
tott) érintőjét o-ba átvivő n-nél kisebb forgás­
szög pozitív vagy negatív.

Bizonyítás. Fektessünk át a c ponton 
két egyenest úgy, hogy a 99 görbe c-beli 
érintője az általuk meghatározott két szög- 
tartománypár egyikében, a pedig másikában 
haladjon. Legyen a és b C^-nek két olyan pontja, hogy 99-nek a-tól 
c-ig terjedő részíve az említett szögtartományok egyikében, c-től b-ig 
terjedő részíve pedig az ezzel átellenesben feküdjék. Legyen a1 és bí 
a c-beli érintőnek két pontja az а-t, ill. b-t tartalmazó szögtartomány­
ban. Legyen <pu  ill. cp2 99-nek a-ból b-be vezető, ill. ú-ből a-ba vezető 
részíve, фг, ф2 és ф3 pedig jelölje rendre az aau albí és bfb szakaszo­
kat. Ekkor C„-nak bármely 99-n nem fekvő z pontjára (4. 1), (4. 2) és- 
(4. 3) alapján а % =  ( ф 1 v \j/2 ) v  •Аз jelöléssel

n(cp,z) + n(xv<pÍ, z) = n(<p1v<p2, z) + n(xvcpi,z) =

=  n ( < P 2 ' / X , z ) - \ - n ( < p * í 4 < p l , z ' ) .

Itt azonban (4. 9) segítségével rögtön látható, hogy a tekintetbe jövő' 
z-kre

továbbá (4. 4) miatt
n(xv(P*, z ) =  0 ,

« fa iv a l  >z) =  °,
úgyhogy n(rp,z) megváltozása c átlépésekor ugyanannyi, mint п{<р2 уу, z)-é. 
Azonban (4. 1), (4.2) és (4.3) szerint а (1Д3 v cp2) v \]/1 =co jelöléssel 
n(cp2 v 1 , z)=n(a> v \jj2, z), aminek megváltozása (4.10) alapján éppen 
az állított értékű.

Mármost egy adott a$ Cv pontnak adott zárt 99 görbére vonatkozó 
indexét úgy határozhatjuk meg, hogy kiindulva egy elég távoli b pont­
ból, melyre (4.9) alapján n(cp,b)—0, oly ó-bó'l a-ba vezető poligont 
készítünk, amelynek csúcsai nem feküsznek C?-n, s melynek csak véges: 
sok pontja közös C(/-vel, ügyelve arra, hogy a közös pontok 99-nek egy­

6*

5. ábra
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szeres pontjai legyenek s e pontokban 99-nek legyen érintője, amelyet 
a poligon a kérdéses pontban átmetsz. Világos, hogy az alkalmazások­
ban szereplő konkrétan megadott 99 görbék esetén ilyen poligon mindig 
készíthető. Mármost n(<p, z) a poligon mentén haladva annak C,,-vel 
való metszéspontjai között állandó, a metszéspontokban pedig meg­
változása (5. 1) alapján meghatározható. így végül n (f, a) értékére 
jutunk. (Pl. a 6. ábrán a megváltozások rendre + 1 , +1, —1, úgyhogy 
n((p, á) = 1.)

6. Az előbbi eredmények azt mutatják, hogy a komplex függvény­
tan integráltételéinek bizonyításához és alkalmazásához szükséges topo­
lógiai segédeszközként az egyszeresen összefüggő tartomány és az

egyszerű zárt görbe fogalma helyett sze­
repeltethető a zárt görbére vonatkozó in­
dex fogalma, amelynek értelmezése és 
felhasznált tulajdonságai sokkal elemib­
ben tárgyalhatok, mint például a Jordan- 
féle tétel. A következőkben megmutatjuk, 
hogy az index fogalmára támaszkodva 
előállítható az integráltételeknek koráb­
ban szokásos fogalmazása is, s ehhez a 
Jordan-féle tétel helyett csupán egy ke­
vesebbet mondó (és könnyebben bizo­
nyítható) állítást kell felhasználnunk.

Fejtegetéseinkben felhasználjuk a poligonokra vonatkozó Jordan- 
tételt, amelynek a teljesség kedvéért ideiktatjuk egy igen egyszerű bizo­
nyítását. Ez a következő elemi megjegyzésen alapszik:

(6. 1) Legyen a egy szakasz és £ >0. Ha az a és b pontokhoz talál­
hatók olyan a', b' 6 C„ pontok, melyekre

I a — a' I <  в, I b — b' I <  e,

akkor az ab szakasz minden c pontjához is található oly c' Ca pont, 
melyre

\c — c ' |< 6.

Valóban, ha c = a + t(b — a) ( 0 < í< l ) ,  legyen c'= a' + t(b '~ a ') . 
Világos, hogy c'ZC a és

\c — c'\—\a — a' +  t(b — a) — t(b' —a')\ =|(1 — t)(a — o') + t(b — b')\ S  

^ (1  — t)\a — a'\ + t\b — b'\ <(1 — t)e + te=e.

(6. 2) Ha 99 egyszerű poligon és a, b$ Cf , akkor van a-ból b-be ve­
zető és Cy-t nem metsző poligon.

6 .  á b r a
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Bizonyítás. Tegyük fel először, hogy cp egyetlen cd szakaszból áll. 
Ha ezt az ab szakasz metszi, s a és b a cd szakaszt tartalmazó egyenesen 
fekszik, akkor legyen z tetszőleges ezen az egyenesen nem fekvő pont. 
Ha viszont a és b nincs a cd-1 tartalmazó egyenesen, legyen z ennek 
az egyenesnek egy cd-n kívüli pontja. Mindkét esetben megfelel a cél­
nak az azb poligon.

Legyen most 99 az a$ax...a„ poligon s tegyük fel, hogy az állítás 
bizonyítva van n — 1 szakasz összefűzésével keletkező egyszerű poli- 
gonra. Akkor van a-ból ó-be vezető és at ...an-t nem metsző 1jj poligon. 
Ha ez nem metszi a0Gi"eb máris megfelel a célnak. Ha metszi, legyen 
első öoűj-gyel közös pontja c, az utolsó pedig d (esetleg c = d). Nyil­
ván c ^ a i ^ d ,  úgyhogy megadható oly e > 0, hogy ű0öj-nek egy ö0-t, 
c-t és d-t tartalmazó alkalmas 0  részszakaszán bármely pontnak a1 ...an 
bármely pontjától való távolsága =»e. Legyen z az a0a1 szakasz a0 
felőli meghosszabbításán ö0-tól e-nál kisebb távolságra fekvő pont, 
c' és d' pedig а ф poligon a-tól c-ig terjedő, ill. d-\ö\ b-ig terjedő részén

c-től, ill. d-tői £-nál kisebb távolságra fekvő pont, c '^ c ,  d '7±d. (6. 1) 
szerint a c'zd' poligon minden pontja 0  valamely pontjától s-nál kisebb 
távolságra van, így e poligon a1...an-1 nem metszi. Eszerint а ф a-tói 
c'-ig terjedő részének, c'zd'-nek és ф d'-tői ó-ig terjedő részének össze­
fűzésével keletkező poligon megfelel a célnak.

így az állítás a 99-t alkotó szakaszok száma szerinti teljes induk­
cióval adódik.

(6. 3) Legyen 9v egy a0al ...an egyszerű zárt poligon (an = a0), b az 
a()aí szakasznak egy pontja, а0 т̂ Ь A^ax, b0 és b1 pedig a b-ben a0a t-re 
állított merőlegesnek két olyan pontja, hogy a b0bt szakasznak Cq-vel 
b-n kívül más közös pontja ne legyen. Ekkor bármely z$_Cq ponthoz 
található C,p-t nem metsző és z-ből vagy b0-ba, vagy bx-be vezető poligon. 
A jelölés választható úgy, hogy n{cp, óo) = 0 és n{<p, ó,) = +  1 legyen.

7. ábra  8 . ábra



86

Bizonyítás. Legyen ф z-bői 6-be vezető, az a1...an egyszerű poligont 
nem metsző poligon. Ilyen (6. 2) szerint létezik. Legyen с ф-nek ű0űi-gyel 
való első közös pontja. Nyilván a0A c A a x, úgyhogy van oly £ >0, 
hogy a be szakasz bármely pontjának ax...an bármely pontjától való 
távolsága >£. Legyen с' а ф poligon z-től c-ig terjedő részén c-től 
£-nál kisebb távolságra fekvő pont, с' Ac, bt a b0 és 6, pontok közül 
az, amely az a0ax szakaszon átfektetett egyenesnek ugyanazon az ol­
dalán fekszik, mint c', végül V  a 66,- szakasznak 6-től 6-nál kisebb 
távolságra fekvő pontja, b' A  6. Ekkor (6. l)-ből következik, hogy a 
c'b' szakasz nem metszi ax...an-1, tehát C,f:-t sem, s így ф-пек z-tői c'-ig 
terjedő része, valamint c'b' és b'b{ összefűzésével a kívánt poligont 
nyerjük. (4. 6) alapján eszerint n(cp, z) a z$ CT pontban csak az n(rp, 6f) 
értékeket veheti fel (i =  1, 2), s így (4. 9) szerint e számok egyike 0. 
A jelölést úgy választva, hogy n{<p, 60) = 0  legyen, (4. 10) mutatja, hogy 
n(<p, 6i ) =  ± 1.

Szükségünk lesz még a következő segédtételre:

(6. 4) Legyen cp egyszerű zárt görbe. Ekkor bármely ö >  0 számhoz 
megadhatók oly Ö =  t0 <  tx < ... <  t„ = 1 osztópontok, hogy tk — tk- x <  <5 
( l á i S n )  és hogy a beírt (p{t0)<p{tl)...<p{tn) poligon egyszerű zárt po­
ligon legyen.11

■ Mármost könnyen nyerhető a következő állítás:
(6. 5) Ha <p egyszerű zárt görbe, akkor a z ^ C rp pontokban n(<p, z) 

két értéket vesz fel, ezek egyike 0, másika +  1 vagy —1. Az első esetben 
cp-t pozitív, a másodikban negatív körüljárásúnak mondjuk. Ha n(cp, z) =  0, 
akkor azt mondjuk, hogy z cp-пек külsejében van, ha pedig n(<p, z) ^0 , 
akkor azt, hogy z rp-nek belsejében van.

Bizonyítás. Ha z^C^,, akkor (4. 13) szerint minden 99-be írt elég 
finom ф poligonra n{<p, г) — п(ф, z), és (6. 4) szerint ф választható úgy 
is, hogy egyszerű zárt poligon legyen. (6.3) alapján így n{cp,z) — Q 
vagy ± 1 . Ha n(cp, z x) =  + 1 , n(<p, z2) =  — 1 volna, akkor elég finom 
beírt egyszerű zárt ф poligonra n(i//, z:) =  + 1, п(ф,г2) — —1 adódnék, 
ellentétben (6. 3)-mal. így n(cp,z) legfeljebb két értéket vehet fel, és 
tényleg fel is vesz két különböző értéket, mert a rektifikálhatóságból 
következik legalább egy olyan pontnak a létezése, amelyben 99-nek 
van érintője, s akkor (5. 1) biztosítja oly pontok létezését, melyekben 
n(cp, z) (egymástól egy egységnyivel) különböző értékeket vesz fel.

Világos, hogy a Cauchy-féle integrálformulának az 5. pontban 
megfogalmazott alakjából (6.5) segítségével következik az 1. pontban

n  A  bizonyítást illetően 1. Hajós György, A 99. feladat megoldása, Mat. 
Lapok 11 (1960), 363-364.
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említett alakja. Végül az integráltételeknek egyszeresen összefüggő tar­
tományokra vonatkozó alakjai könnyen nyerhetők a következQ tétel 
segítségével:

(6. 6) Legyen G nyílt halmaz az E komplex síkban. Ekkor a követ­
kező állítások egyenértékűek egymással;

a) Egyetlen G-ben fekvő zárt görbe sem kerüli meg (E — G)-nek 
egyetlen pontját sem;

b) minden G-ben fekvő egyszerű zárt görbe belseje is G-ben van;
c) minden G-ben fekvő egyszerű zárt poligon belseje is G-ben van;
d) E — G nem állítható elő két közös pont nélküli zárt halmaz egyesí­

téseként úgy, hogy ezek egyike korlátos (és nem üres) legyen.

Bizonyítás. Az a)-*b)— c) implikációk evidensek. c )—d) igazolá­
sára tegyük fel, hogy E —G = K'JF,  ahol К  és F zárt, K ?±0 korlátos, 
K ( j F = 0. Ekkor megadható oly r: >0, hogy z t £K, z 2 f  F  esetén 
Iz2—z1\ ^ b. Tekintsünk a síkban egy e-nál kisebb átmérőjű négyzetek­
ből álló rácsot s a (zárt) négyzetlapok közül a К-t metszőknek a K-1 nem 
metszőkkel közös oldalszakaszait. Nevezzük ezeket határéleknek. E ha­
tárélek nem metszik sem К-t, sem F-et, tehát teljesen G-ben vannak. 
Bármely határélnek bármelyik végpontja még pontosan egy határ­
élnek végpontja, kivéve, ha két К-t metsző négyzet két К-t nem met­
szővel csúcsosan érintkezik (pl. a 9. ábrán az 1 és 3 jelű négyzet metszi 
K-1, a 2 és 4 jelű nem metszi). Ilyenkor a közös csúcshoz elég közeli 
(s így G-ben fekvő) szakaszokkal összekötve a kérdéses két négyzet­
nek a közös csúcsot tartalmazó oldalszakaszait, 
elérhető, hogy az így módosított határélek most 
is egyértelműen csatlakozzanak egymáshoz. Kiin­
dulva most már a határélek közül egy olyanból, 
amely a valós tengellyel párhuzamos s pontjai­
nak közös képzetes része az ilyen határélek kö­
zött maximális, haladjunk tovább az egyik irány­
ban az egymáshoz csatlakozó határélek mentén.
Világos, hogy így egy G-ben fekvő egyszerű zárt 
poligonhoz jutunk, amelynek egyik oldala a ki­
indulásul választott határéi, s hogy ez az egyszerű zárt poligon meg­
kerüli (4. 10) és (4. 9) folytán K-nak azokat a pontjait, amelyek a vizs­
gált határéit tartalmazó K-1 metsző négyzethez tartóznak. Ez ellen­
tétben áll c)-vel.

Végül ha feltesszük, hogy cp zárt görbe, Crp c  G, s egy a dE — G 
pontra «(y, a) 5*=0, akkor E  — G azon z pontjai, melyekre n(yp,z) —n(rp,a), 
nyilván ( E - G )-nek zárt részhalmazát alkotják, s ugyanígy azok is, 
amelyekben n( f ,  z)^n(q>, a) (gondoljuk meg, hogy (4.6) szerint a 
Cv-hez nem tartozó pontok alkalmas környezetében n(<p, z) állandó).
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Az előbbi halmazt K-val, az utóbbit E-fel jelölve, K ^O , KC\E=Q  
és E —G = K(JF, továbbá К  (4. 9) miatt korlátos is, ellentétben r/j-veL 
Ezt kellett még belátnunk.

A (6. 6) tétel egymással egyenértékű állításai teljesülnek például, 
ha G egy egyszerű zárt görbe belsejét jelenti, vagy általánosabban, 
azon pontok halmazát, amelyeket egy adott у  zárt görbe megkerül 
(ez a halmaz nyílt, mert n{y,z) állandó a Cv-hez nem tartozó pontok 
alkalmas környezetében). Ez könnyen következik a két egymást nem 
metsző' zárt görbe helyzetét tisztázó következő tételből:

(6. 7) Legyen <p és ф zárt görbe, Cr, П C(// =0. Ekkor n(y, z) értéke 
Сф-п, n (ф, z)-é pedig C,f-n állandó, s e két állandó közül legalább egynek 
az értéke 0. Ha Сф-п п(ф, z) =  0, akkor n(y, z) értéke minden ф által 
megkerült pontban ugyanakkora, mint Сф-п.

Bizonyítás. Eta а, Ь£Сф, akkor ф-пск a-ból ó-be (vagy ó-ből a-ba) 
vezető részívébe elég finom s így Cv-1 nem metsző poligont írva (4. 6) 
alapján n{y, a)=n(y ,  b) adódik. Hasonlóan a, b £ Cv esetén п(ф, a) = 
= п(ф,Ь).

Legyen most a a síknak oly távoli pontja, melyre 

n(y, а) — п(ф, a) —0,

továbbá Ь£Сф s tegyük fel, hogy n(y, b) т*0. Legyen c az ab szakasz­
nak első olyan pontja, melyben nem teljesül az n(cp, z) =п(ф, z) = 0  
egyenlőség. Minthogy n(y,z )  a Cq-n nem fekvő pontok környezetében 
állandó, azért c$Cv , п ( у , с ) ^ 0  lehetetlen, s ugyanilyen okból nem 
állhat Сф, п(ф, c) ^ 0 sem. Továbbá с£Сф esetén Cv és n(y, c) =  
= n{y, b ) ^  0, úgyhogy c csak C,-hez tartozhat. Ekkor azonban n(ф, c) =  
= п(ф, a)=0, hiszen az ac szakasz nem metszi Сф-1.

Tegyük fel végül, hogy Cv-n п(ф, z )=  0, s legyen ű<j Сф, п(ф, а) ^  
?±0,bdCr . Ekkor п(ф, b) =0, s c-vel jelölve az ab szakasznak első 
olyan pontját, melyben п(ф, г)=п(ф, a) nem teljesül, az előzőhöz ha­
sonló meggondolással s az ac szakasz nem metszi Cv-1, úgyhogy
n(<p,á) = n(cp,c).

7. Befejezésül megmutatjuk, hogyan használhatók fel az előzőkben 
tárgyalt fogalmak és eredmények az analitikus folytatás elméletében, 
nevezetesen az ún. monodrómia-tétel bizonyításában.

E célból a következőket kell ismertnek feltételeznünk az analitikus 
folytatás fogalmával kapcsolatban. Legyen /(z) egy G nyílt halmazon 
korlátlanul folytatható analitikus függvény, vagyis legyen minden z€G  
ponthoz hozzárendelve egy #(z) halmaz (az /(z) függvény z-hez tar­
tozó függvényeiméinek halmaza), s tegyük fel, hogy ha cp egy o-ból 
ó-be vezető G-beli görbe (most és a továbbiakban elejtjük a rektifikál-
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hatóság megszorítását s a görbe fogalmát ismét a 2. pont elején meg­
adott értelemben használjuk) és ha£H(a), akkor egyértelműen meg van 
határozva egy F(cp, ha)£H(b)  elem (a ha-ból cp mentén való analitikus 
folytatással nyert függvényelem), s hogy a következő' állítások telje­
sülnek erre az F  operációra:

(7. 1) Ha cp és ф két görbe, cp ~  ф, Cv czG, a = cp (0) =  ф (0), akkor 
F(cp, ha) = F(f/, ha) minden ha f  H(a) elemre.

(7.2) Ha <p egy görbe, CvaG,  a = <p(0), b = cp(i), ha£H(a) és 
hb = F{(f,ha), akkor ha = F{<p*, hb).

(7. 3) Ha cp és ф két görbe, a = cp{0), b = cp(l) = ф(0), ha 6 H(a) és 
К  — F{<p, ha), akkor

F(f ,  hb) = F((p v ф, ha).
(7. 4) Ha cp zárt görbe, (p (0) =  a, hadH(a) és C,e belefoglalható egy 

G-ben fekvő körlemezbe, akkor
F(<P,ha) = h a.

Mármost a monodrómia-tétel (lényegében véve) azt mondja ki, 
hogy ha G eleget tesz a (6. 6) tétel feltételeinek (azaz ha tartalmazza 
minden benne fekvő egyszerű zárt poligon belsejét), akkor (7. 4)-ből 
el lehet hagyni azt a kikötést, hogy Cv befoglalható legyen G-ben fekvő 
körlemezbe. A kényelmesebb beszédmód kedvéért nevezzünk egy cp 
görbét megengedettnek, ha cp zárt görbe, C^czG, és <p (0) =  a, ha £ H(a) 
esetén F{cp, ha) —ha. Ezzel a terminológiával élve azt kell (7. 1)—(7. 4) 
alapján bebizonyítanunk, hogy ha G tartalmazza minden benne fekvő 
egyszerű zárt poligon belsejét, akkor minden G-ben fekvő zárt görbe 
megengedett.

A bizonyítás előkészítésére a következő megjegyzéseket bocsátjuk 
előre (ahol G egyelőre tetszőleges nyílt halmaz):

(7. 5) Ha cp megengedett görbe és <p ~  ф, akkor ф is megengedett.
(7. 6) Ha cp megengedett görbe, akkor cp* is megengedett.
(1.7) Ha cp és ф két görbe és сруф megengedett, akkor ф у cp is 

megengedett.
(7. 8) Ha cp és ф két megengedett összefűzhető görbe, akkor cp v ф 

is megengedett.
(7. 9) Ha cp és ф két görbe, továbbá cp és cp v ф megengedett, akkor 

ф is megengedett.
A (7. 5) állítás azonnal adódik (7. l)-ből, (7. 6) pedig (7. 2)-ből.

(7.7) belátására legyen <р(0) — ф(1)=а, cp(l) = ф(0) = Ь, hb£H(b), ha = 
= F{cp*,hb). Ekkor (7.2) szerint hb = F(cp, ha), továbbá (7.3) alapján
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<p v \p megengedett volta miatt
F ( f ,  hb) = F (c p  v ф, ha) = ha, 

s akkor ismét (7. 3) felhasználásával

Щ  v <P, hb) = F(q>, К) = К  ■
(7. 8) rögtön adódik (7. 3)-ból. Végül (7. 9) feltételei mellett t/z is 

nyilván zárt görbe; legyen <p(0) = (p(l) = \l/(0) = il/(l) = a, ha£H(á). 
(7. 3) miatt, tekintettel 99 és cp v \j/ megengedett voltára,

F (^ ,h a) = F(<pvil/,ha)= ha,
amint állítottuk.

Nevezzük most rácsnak az olyan alakzatot, amely véges számú 
valós tengellyel és véges számú képzetes tengellyel párhuzamos egye­
nesből áll, csúcsnak a rácsot alkotó egyenesek egymással alkotott G-ben 
fekvő metszéspontjait, eVnek a két szomszédos csúcsot összekötő és 
G-ben fekvő szakaszokat, rácspoligonnak a véges számú él összefűzé- 
sével keletkező poligonokat, rá csnégyszög n с к azokat a zárt téglalapo­
kat, amelyeket két szomszédos valós tengellyel párhuzamos és két 
szomszédos képzetes tengellyel párhuzamos rácsbeli egyenes határol 
(ezek tehát nem szükségképpen fekszenek G-ben). Ha 99 zárt rácspoli- 
gon, Q pedig rácsnégyszög, akkor (4.6) miatt n (c p , z) állandó Q bel­
sejében és határának 99-hez nem tartozó pontjaiban; ha ez az állandó 
nem 0, azt mondjuk, hogy 99 megkerüli Q-1. Ha Q egy G-ben fekvő 
rácsnégyszög, akkor a határát alkotó éleket megfelelő irányítással ösz- 
szefűzve zárt rácspoligon keletkezik, amelyet О peremének nevezünk.

(7. 10) Ha cp egyszerű zárt rácspoligon és minden cp által megkerült 
rácsnégyszög G-ben fekszik és peréme megengedett, akkor cp maga is 
megengedett.

Bizonyítás. Teljes indukciót alkalmazunk a 99 által megkerült rács­
négyszögek száma szerint. Ha 99 az egyetlen Q rácsnégyszöget kerüli 
meg;'akkor (4.6) és (4.9) felhasználásával könnyen adódik, hogy a 
Q határán fekvő négy él mindegyike Cv-nek  ̂része, ami nyilván csak 
úgy lehetséges, hogy cp azonos Q peremével. így ekkor az állítás igaz.

Legyen most 99 egyszerű zárt rácspoligon, amely n rácsnégyszöget 
kerül meg, ezek G-ben vannak és peremük megengedett, s tegyük fel, 
hogy az /z-nél kevesebb rácsnégyszöget megkerülő egyszerű zárt rács- 
poligonokra az állítás igaz. Legyen a a C,,-n fekvő legnagyobb kép­
zetes részű csúcsok közül a legnagyobb valós részű, b az a alatti, c az 
<z-tól balra eső szomszédos csúcs. Világos, hogy az ab és ac szakaszok 
Cv-nek részei, éspedig, mondjuk, a ba ill. ас irányítással. Az a, b, c 
csúcsokat tartalmazó Q rácsnégyszög negyedik csúcsát á-vel jelölve,
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(4. 9) és (4. 10) alapján könnyen adódik, hogy cp megkerüli Q-t (úgy­
hogy n ^  1 és Qcz G). Ha a db és de élek is Cr-n feküsznek, akkor nyil­
ván и =  1 és az állítás cp-re teljesül. Ellenkező esetben jelöljük t//-vel a 
bac poligont, x-vel ama c-ből 6-be vezető egyszerű rácspoligont, amely 
99-nek részíve, s gondoljuk meg, hogy (7. 5) és (7. 7) 
szerint (p megengedett voltához elegendő ф v /  meg­
engedett voltát igazolni. Ha mármost i//t jelöli a w v
bdc pohgont, továbbá yü = Z v , akkor elegendő ____  я ü
belátni, hogy megengedett, hiszen ebből és 
i//* v i/z-nek a feltevés szerinti megengedett voltából 
(7. 8) alapján 9̂  v (ф* v t/c) megengedett volta adódik, Ю. ábra 
s ebből (7.5) és (7.7) miatt a (i//x v i/zj) v (ф v ^) 
poligoné, innen viszont (7.9) értelmében (i/z v %)-é, hiszen (7.2)- 
ből rögtön következik, hogy фг уф* megengedett.

A most végzett átalakítások (4. 1) — (4. 4) felhasználásával azt is 
mutatják, hogy ha z valamely rácsnégyszög belsejében fekszik, akkor

n {cp, z) =  n (ipi, z) +  n (ф* v ф, z),

úgyhogy 9o1 ugyanazokat a rácsnégyszögeket kerüli meg, mint cp, ki­
véve Q-t, amelyet cp2 már nem kerül meg. Ha tehát <pt egyszerű zárt 
poligon, akkor az indukciófeltevés folytán megengedett.

Ha cpi nem egyszerű zárt'poligon, akkor d ^C x. Jelentse ~/i és y2 
j-nek c-ből d-be vezető, ill. c/-ből 6-be vezető részívét, <p2 a de szakasz 
és Xi összefűzésével, cp3 a y2 és a bd szakasz összefűzésével keletkező 
rácspoligont. (7. 5), (7. 7) és (7. 8) alapján cp2 megengedett volta kö­
vetkezik (p2 és (f 3 megengedett voltából.

Világos, hogy <p2 vagy a ded poligonnal azonos, vagy egyszerű 
zárt rácspoligon, s hasonlóan <p3 vagy dbd-vet azonos, vagy egyszerű 
zárt rácspoligon, s hogy egy rácsnégyszög belsejében fekvő z pontra

n(<Pi, z)  =  n(cp2, z ) + n { < p 3, z ) ,

amiből rögtön következik, hogy a <p2 vagy rp3 által megkerült rács­
négyszögeket cpi is megkerüli, hiszen ha cp2 is, cp3 is egyszerű zárt poli­
gon, akkor (4. 9) és (4. 10) folytán mindkettő ugyanolyan (pozitív) 
körüljárású. így <p2 és <p3 vagy (7. 2), vagy az indukciófeltevés szerint 
megengedett, amivel a bizonyítást befejeztük.

(7. 11) Ha cp egy G-ben fekvő, a koordinátatengelyekkel párhuza­
mos oldalú zárt Q négyszög pereme, akkor <p megengedett görbe.

Tekintsük ugyanis a Q oldalain, valamint oldalainak felezőpont­
jain átfektetett, a koordinátatengelyekkel párhuzamos egyenesek al­
kotta rácsot. Ha az állítással ellentétben cp nem volna megengedett,
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akkor (7. 10) szerint az általa megkerült négy rácsnégyszögnek leg­
alább egyike ugyancsak nem volna megengedett peremű. Az eljárást 
folytatva kellő számú lépés után olyan nem megengedett peremű rács­
négyszöghöz jutnánk, amely egy G-ben fekvő körlemezbe foglalható, 
ami (7. 4) szerint lehetetlen.

(7. 12) Ha G tartalmazza a benne fekvő egyszerű zárt poligonok 
belsejét és cp zárt rácspoligon, akkor cp megengedett.

Bizonyítás. Legyen cp az a;_ jű,- élek összefűzésével keletkező 
a0al ...an rácspoligon, an=a0. Teljes indukciót alkalmazunk n szerint.

n legkisebb értéke nyilván 2, s akkor cp (7. 2) folytán megengedett. 
Tegyük fel, hogy л > 2  s hogy az и-nél kisebb számú él összefűzésével

keletkező zárt rácspoligonok megen­
gedettek.

Ha van oly i és j ,  hogy i <  j ,  at = aj 
és i 2 +(n —j ) 2 9̂ 0 , akkor az a,...aj rész- 
poligon az indukciófeltevés folytán meg­
engedett, s ugyancsak megengedett az 
aj ...anal ...ai rácspoligon is. Ebből (7.5), 
(7. 7) és (7. 8) alapján adódik, hogy cp 
megengedett. Ha viszont az említett 
tulajdonságú i és j  indexek nincsenek, 
akkor cp egyszerű zárt rácspoligon, s 
így (7. 10) és (7. 11) szolgáltatja az 
állítást.

(7. 13) Ha G tartalmazza a benne fekvő egyszerű zárt poligonok 
belsejét és cp zárt görbe, C,f c  G, akkor cp megengedett.

Bizonyítás. Legyen £>0 oly kicsiny, hogy a Crf bármely pontja 
körül £ sugárral rajzolt zárt körlemez teljesen G-ben van. Válasszuk 
meg a 0 = t0 <  t l < . . .  <  tn =  1 osztópontokat úgy, hogy a cp görbe 

0-ből (p(L)-ba vezető részívét cpk-\al jelölve, CVk átmérője £-nál 
kisebb legyen (1 Ш к^п). Ekkor a cp(tk) körül £ sugárral készített kör­
lemez tartalmazza CVk-1 is, és azt а фк poligont is, amely cp(tk)-hól 
<p(tk-  i)-be vezet és egy a valós tengellyel párhuzamos s egy a képzetes 
tengellyel párhuzamos szakasznak összefűzésével áll elő (esetleg csak 
egy ilyen szakaszból áll.) így (7. 4) folytán cpk v фк megengedett. Ebből 
(7. 5), (7. 6) és (7. 7) ismételt alkalmazásával könnyen következik, hogy 
фчср is megengedett, ahol ф а фп, фп~\, .... фi összefűzésével kelet­
kező poligont jelenti. Mármosta ф-t alkotó szakaszokon átfektetett egye­
nesek egy rácsot alkotnak, és ф nyilván ekvivalens egy ehhez a rács­
hoz tartozó (zárt) rácspoligonnal. így (7. 12) szerint ф megengedett, 
s akkor (7. 9) értelmében cp is megengedett.

11. ábra
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(7. 13) szolgáltatja a monodrómia-tétel állítását.12
Megmutatjuk még, hogy az előbbi gondolatmenet csekély kiegészí­

tésével a következő állítás is bizonyítható, amely tetszőleges nyílt G 
esetére érvényes:

(7. 14) Ha <p rektifikálható egyszerű zárt görbe, Crp c  G, és <p nem 
kerül meg egyetlen G-hez nem tartozó pontot sem, akkor (p megengedett,13

Bizonyítás. Legyen ismét e> 0  olyan, hogy a Crf pontjai körül 
£ sugárral rajzolt körlemez G-ben feküdjék. Készítsük el /-nek oly 
0 =  fo< tx < .. .  <t„ =  1 felosztását, hogy a cp görbe ?>(**-i)'ből <p(tk)-ba

£
vezető (pk részívének átmérője —-nél kisebb legyen, és hogy
... gp (/„) egyszerű zárt poligon legyen (ez (6.4) alapján megtehető). 
Legyen ak =  ц,(tk) és jelölje bk az ak_ xak szakasz felezőpontját. Legyen 
továbbá t/> 0  oly kicsiny, hogy íj< s, hogy továbbá az ak- tak szakasz 
bármely pontja az al- xal szakasz bármely pontjá­
tól /7-nál nagyobb távolságra legyen, hacsak e két 
szakasz nem szomszédos (ahol a0ax és an_ ,a„ is 
szomszédosnak számít), végül hogy ak^ xbk összes 
pontjai akak + 1 pontjaitól és bkak pontjai ak- 2ak-i 
pontjaitól is t/-nál nagyobb távolságra legyenek 
(1 ^ k ^ n ,  an + 1 = ax, a _ 1=ö„_1). Osszuk most az
ak- xbk szakaszt is, a bkak szakaszt is -nél rövidebb

részekre s emeljünk mindegyik rész mint átfogó fölé 
a koordinátatengelyekkel párhuzamos befogójú derék­
szögű háromszöget, éspedig ak_xbk részei fölé az 
ak- xak szakaszt tartalmazó egyenesnek azon az 
oldalán, mely nem tartalmazza ak^ 2ak - i-et> bkak 
részei fölé pedig az említett egyenes azon oldalán, mely nem tartal­
mazza akak + 1-et. Az így nyert háromszögek befogóinak összefűzésével 
keletkező nfc-ból ak- x-bc vezető poligon legyen фк (ha ak_ {ak vala­
melyik koordinátatengellyel párhuzamos, akkor \j/k egyszerűen az 
akak_x szakaszt jelenti). Könnyű meggyőződni arról, hogy а ф„, 
t/t„_x, ..., il/x poligonok összefűzése egy 1̂ egyszerű zárt poligon, s

12 Az itt alkalmazott gondolatmenet lényegében véve az általános Cauchy- 
tételre 8 alatt idézett bizonyítás megfelelő módosításával áll elő.

13 A retifikálhatóság kikötése itt nem lényeges, s csak azért tettük, mert az index 
értelmezésében is rektifikálható görbékre szorítkoztunk. Az általános eset tárgyalását 
arra az észrevételre lehet alapozni, hogy tetszőleges (nem feltétlenül rektifikálható)

v zárt <p görbe és rajta nem fekvő a pont esetén n(ip, a) értéke ugyanakkora minden 
<jo-be írt elég finom y> poligonra, ami (4.13) mintájára látható be; ezt az értéket jelölve 
n{(p, a)-val, az index fogalmát tetszőleges zárt görbére kiterjeszthetjük s ezt szerepel­
tethetjük (7.14)-ben.
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hogy Cf t UCfa benne van az ak körül e sugárral rajzolt körlemez­
ben. Ekkor (7. 4) folytán <pk v фк megengedett, s innen éppen úgy, 
mint (7. 13) bizonyításában, adódik, hogy ф v 99 is megengedett. Más­
részt z^CpUC^ esetén (4.1), (4.2) és (4.3) szerint

n

п (< рч ф ,г) =  2  п{срк^фк, г ) ,
k= 1

s viszont (4.9) miatt n(<pk v фк, z)= 0 , mihelyt |z — ak\^ E ,  úgyhogy 
C ^ czG  figyelembe vételével z(j G  esetén n(rp v ф, z) =0. Minthogy ezekre 
a z-kre (4. 3) folytán

n((p v ф, z ) = n (c p ,  г )  +  п (ф , z )

és a feltevés szerint n ( c p ,z ) = 0 ,  azért ezeket ф sem kerüli meg. А ф ol­
dalain átfektetett egyenesek rácsát felhasználva (7. 13) bizonyításához 
hasonlóan adódik, hogy ф ekvivalens egy ehhez a rácshoz tartozó 
rácspoligonnal, s akkor (7. 5), (7. 10) és (7. 11) értelmében megenge­
dett. Ebből és ф v (p megengedett voltából (7. 9) alapján következik, 
hogy <p is megengedett.

Az analitikus folytatás elméletének mélyebb kérdései természete­
sen nem nélkülözhetik a homotópia fogalmát és így a komolyabb topo­
lógiai segédeszközöket sem, egyszerűbb esetekben azonban az előbb 
elemi úton bizonyított állítások is célhoz vezetnek.

О ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ СРЕДСТВАХ 
ЭЛЕМЕНТОВ ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО

А. Часар

Статья содержит полные и элементарные доказательства топологи­
ческих фактов, необходимых для обоснования теории аналитических функ­
ций (теорема и формулы Коши, теорема о монодромии и т. д.). В этих 
доказательствах используются только элементы теории точечных множеств 
и обходятся те топологические понятия и результаты, которые студентам 
второго или третьего курса факультетов естественных наук не общеиз­
вестны (теорема Жордана, гомология, гомотопия и т. д.)

SUR LES AUXILIAIRES TOPOLOGIQUES DES ELEMENTS 
DE LA THEORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES

Á. C sá szá r  (Budapest)

L’article présente des démonstrations completes et élémentaires des faits de 
la topologie du plan qui sont indispensables pour fonder la théorie des fonctions 
analytiques (théoréme et formules de Cauchy, théoréme de monodromie, etc.). Les 
démonstrations n’utilisent que les éléments de la théorie des ensembles de points 
et évitent les notions et les résultats de la topologie qui ne sont pás familiers aux 
étudiants de la deuxiéme ou troisiéme année des facultés des sciences (théoréme 
de Jordan, homologie, homotopie, etc.).



Gráfok útjairól, köreiről és hurokjairól
A n d r á s f a i B éla

I .

Az itt előforduló gráfelméleti problémák kombinatorikus jellegűek. 
Legyenek adva pontok, amelyekből bizonyos párokat összekötünk egy­
mással, a többit nem. Az így létrejött alakzatot nevezzük gráfnak. 
Az adott pontok a gráf pontjai, és az összekötő vonalak a gráf élei. 
Az ebben a dolgozatban előforduló gráfok mindig véges sok pontot 
tartalmaznak, és bármely pontpárt legfeljebb egy él köt össze. A P  és Q 
pontokat összekötő élről azt is mondjuk, hogy P-hez és ß-hoz illesz­
kedik. Egy G gráf pontjainak számát 7t(G)-vel, éleinek számát v(G)-vel 
és a P  ponthoz illeszkedő élek számát o(P)-vel jelöljük. g(P)-t P foká­
nak. is mondjuk.

A G' gráfot akkor mondjuk a G gráf részgráfjának, ha pontjai 
és élei G-nek is pontjai, ill. élei.

Út (mégpedig P^P^üt) az olyan gráf, amelynek pontjai 
P i ,P 2, ■ ■■, P„ (n = 2, Pí ^ P j i ^ j  esetén) és élei P1P2,P 2P3, Pn-iP „  
(A P, és P„ pontok az út végpontjai, a többi pont az út belső pontja.)

Kör az olyan gráf, amelynek pontjai Pu P2,..., Pn (и =  3, P ; ^ P j  
Í 7±j esetén) és élei P XP2, P2P3,..., P„_1Pn, P„PX. Az n élű kört n-szög- 
nek is mondjuk.

Hurok az olyan gráf, amelynek pontjai Pít P2,..., Pn (« S 2,
«Vy esetén) és élei P 3P2, P2P3,..., Pn- tPn és esetleg még P„Pk (ahol к 
az 1, 2,...,«  — 2 indexek valamelyike).

Út, kör vagy hurok hosszán éleinek számát értjük.
Egy gráfot összefüggőnek nevezünk, ha bármely P  és Q pontjához 

tartalmaz Pg-utat. Összefüggőnek mondjuk az egy pontból álló gráfot 
is. Kétszeresen összefüggő egy gráf, ha egynél több éle van, és bármely 
két éléhez létezik a gráfban a két élt tartalmazó kör. Ebből könnyen 
következik, hogy a gráf nemcsak összefüggő, hanem még egy tetszőleges 
pontjának elhagyása után is összefüggő marad.

Egy gráf komponensei a maximális összefüggő részgráfjai, azaz a
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G gráf egy komponense G-nek olyan összefüggő részgráfja, amelyet G 
más összefüggő részgráfja valódi részgráfként nem tartalmaz.

Könnyen belátható ([3], 9—10 old.), hogy ha egy G gráfban van 
olyan Ki kör, amely tartalmazza G-nek ex és e2 élét és olyan K2 kör, 
amely tartalmazza G-nek e2 és e3 élét, akkor van G-ben olyan kör, 
amely az ex és e3 éleket tartalmazza. Ennek alapján ([3], XIV. 1.) bár­
mely gráf éleinek a halmaza olyan osztályokra esik szét, amelyek vagy 
egy élből állnak, vagy ha több élből állnak, akkor az egy osztályba 
tartozó bármely két él a gráf egy körén van. Különböző osztályokhoz 
tartozó két él nem fekszik a gráf egy körén. A legalább egy élt tartalmazó, 
összefüggő gráf egy tagjának nevezzük az egy osztályhoz tartozó élek­
ből és azok végpontjaiból álló részgráfot. A több élt tartalmazó tagok 
kétszeresen összefüggő gráfok. Egyszerűen belátható, hogy két tagnak 
legfeljebb egy közös pontja lehet.

Teljes n-gráfnak az olyan gráfot mondjuk, amelynek n pontja van 
és bármely két különböző pontját él köti össze.

II.
Túrán vetette fel azt a kérdést, hogy egy n pontú gráfban hány 

él biztosítja egy teljes к-gráf létezését, és erre pontos választ adott [4]. 
Ugyancsak TuráníóI származik az a kérdés, hány él biztosít egy gráf­
ban legalább / hosszúságú utat, kört vagy hurkot. Ezen problémák 
egy részére Erdős és Gallai adtak választ [2]. Zarankiewicz azt 
vizsgálta, hogy mekkora minimális fokszám biztosít egy gráfban egy 
bizonyos nagyságú teljes gráfot, és Dirac foglalkozott azzal a probléma­
körrel, hogy mekkora minimális fokszám biztosít egy gráfban elegendő 
hosszúságú utat vagy kört [1].

Ebben a dolgozatban szintén azzal a problémakörrel foglalkozunk, 
hogy egy gráfban milyen minimális fokszám, ill. az élek számának 
mekkora nagysága biztosít elegendő hosszúságú utat, kört vagy hurkot. 
Az élek számával kapcsolatos problémát így is át lehet fogalmazni: 
legfeljebb mennyi éle lehet egy adott pontszámú, /-nél hosszabb utat, 
kört, ill. hurkot nem tartalmazó gráfnak? A legtöbb élt tartalmazó 
ilyen gráfokat a probléma extrém gra/jainak nevezzük. A főbb eredmé­
nyeink olyan feltételeket tartalmaznak, amelyek elegendő hosszúságú 
hurkok létezését biztosítják. Ezek az eredmények szintén csak részle­
gesek. Közlésükkel a figyelmet felhívni is szeretnénk e feladatkör meg­
oldatlan problémáira.

A tárgyalás folyamán több, e dolgozatban nem bizonyított tételre 
hivatkozunk. Ezek bizonyításai vagy olyan egyszerűek, hogy az olvasó 
útmutatás nélkül önmaga is könnyen megcsinálhatja, vagy pedig a cikk­
ben közölt bizonyítások gondolatait felhasználva (— erre mindig utalni 
fogunk —) rekonstruálhatja.

\
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A

Először most azzal a problémakörrel szeretnénk foglalkozni, hogy 
mekkora minimális fokszám biztosítja egy gráfban az említett rész­
gráfok létezését.

Egyszerűen belátható D irac következő tétele ([1], 2. tétel):

1. Tétel. Ha egy gráf minden pontjára Q (P )^k>  1, akkor létezik 
a gráfban egy legalább k + 1 hosszú kör.

Azt, hogy a tétel a lehető legjobb, olyan gráf mutatja, amelynek 
tagjai teljes (к  +  l)-gráfok. Ilyen gráf nem tartalmaz к  +  1-nél hosszabb 
kört. Az 1. ábrán látható gráf ilyen k =  3-ra.

A következő két tétel szintén DiracíóI 
származik ([1], 3 . és 4 . tétel.)

2. Tétel. Ha egy G gráf minden pontjára 
д(Р)Шк> 1 és n (G )^2k, akkor létezik a G 
gráfban olyan kör, amely G összes pontját tartal­
mazza. (Egy ilyen kört G egy Hamilton vona­
lának neveznek.)

1. ábra
3. Tétel. Ha egy kétszeresen összefüggő

G gráf minden pontjára o (P )^ k  >  1 és л (G) s  2k, akkor létezik a G 
gráfban egy legalább 2к hosszú kör.

A 2. tétel bizonyítását a 4. tételnek e dolgozatban közölt bizonyítása 
alapján az olvasó könnyen elvégezheti. (A 2. tétel bizonyítása megta­
lálható a Középiskolai Matematikai Lapok 1958. évi XVI. 2. számának 
44—45. oldalán is.) A 3. tétel bizonyítását a 4. tétel bizonyítása után 
közöljük.

Azt, hogy a 3. tétel a lehető legjobb, olyan gráf mutatja, amelynek 
pontjai Plt P 2,.'.., Pk, Qi, Q2,- -, Qn-k Ó- = k^S.n — k') és élei az összes 
P íQj élek (1= 1, 2,..., k; j =  1, 2,..., n —k).

Egyik új eredményünk az alábbi 4. tétel, amelynek bizonyításában 
DiRACnak a 3. tételre adott bizonyítási eljárását használjuk.

4. Tétel. Ha egy összefüggő G gráf minden pontjára q(P) i
és n(G) ^ 2 k +  1, akkor létezik a G gráfban egy 2k +  1 hosszú hurokT

•

1 Könnyen belátható, hogy egy / +1 hosszúságú hurok létezéséből mindig 
következik egy I hosszúságú út létezése, és ha a minimális fokszám ёё2, akkor egy 
/ hosszúságú út létezéséből következik egy / +  1 hosszúságú hurok létezése. Ennek 
alapján a 4. tételt levezethetnénk egy Dirac, Erdős és Gallaitól származó, utakra 
vonatkozó tételből ([2], (1.14)). A közölt bizonyítást azért választottuk, mert az a 
tétel állításánál olyan élesebb megállapítást igazol, amelyet a 3. tétel bizonyításánál 
felhasználunk.

7 Matematikai Lapok
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Qi-1
К

Pr-t

‘Pitt

‘Pr-l-t

Bizonyítás: Legyen K = (P1, P 2,..., Pn Л )  G-nek egy maximális 
hosszú köre. Az 1. tétel szerint r ^ k  + 1. Ha r> 2k, akkor a tétel triviá­
lis. Ha r = 2k, akkor G összefüggősége és pontjainak száma biztosítja 
а К  kört tartalmazó, kívánt hosszú hurok létezését. Ha r< 2k, akkor 
valamivel többet bizonyítunk, ugyanis belátjuk, hogy r + l ( /S k ) hosz- 
szúságú hurok létezik G-ben.

Minthogy G összefüggő és n (G )^ 2 k + \,  tartalmaz G olyan utat, 
amelynek egyik végpontja ЛГ-hoz tartozik és más pontja nincs K-n.

pe Legyen az ilyen utak közül
az egyik maximális hosszú
L = (Qo, ö i ) ...... > Qi — Pr)
(1=1), fis tegyük fel az indi­
rekt okoskodáshoz, hogy /<  k.

A QQ-hoz illeszkedő, le­
galább k  él mindegyike Q0-t 
csak К  és L  pontjaival köt- 

г. ábra heti össze, mert különben L
- .............. nem volna maximáüs. Q0-

hoz legfeljebb / különböző öoöi él illeszkedhet, tehát legalább k  — l 
számú Q0Pj (j + r) él van. De j  nem veheti fel az 1, 2,..., /, г — 1, r — 2,... 
..., r — / értékeket, mert ellenkező esetben ЛГ-nak P -1 P,-rel összekötő 
egyik íve /-nél nem hosszabb; és ЛГ-nak másik íve, L  és Q0Pj együtt 
r-nél hosszabb kört alkot, ami К  maximális tulajdonságának ellent­
mond. Azt kaptuk tehát, hogy Q0-t legalább k — l él köti össze К  azon 
Pt pontjaival, amelyekre / +  1 =  г és i S r  — / — 1. Ilyen Pf pontnak kell 
léteznie, mert k — l ^ l .  i legfeljebb r — l — 1— l = r — 21— 1 értéket vehet 
fel. ö o 't nem kötheti össze él К  két szomszédos pontjával, mert külön­
ben K-1 a Öo‘on ét vezető kerülővel r + l  hosszúságú körré bővíthet- 
nők, pedig r-nél hosszabb kör nincs G-ben. Ennélfogva г'-пек legalább 
2(k — l) — l értéket kell felvennie. Előbbivel egybevetve kell, hogy

2(fc —/)—l S r  —2/—1
legyen, amiből 2k  ̂  r következik, ez pedig ellentmondás. Ezzel a 4. 
tételt bebizonyítottuk.

Azt, hogy a tétel a lehető legjobb, k =  3-ra az 1. ábra gráfja mutatja. 
Most a 3. tételt bizonyítjuk. A bizonyítás hasonló Dirac bizonyí­

tásához, de annál, valamint az Erdős és Gallai által adott bizonyítás­
nál [2] egyszerűbb. A bizonyításhoz célszerű bevezetni a következő 
fogalmat: Körnek egy húrján olyan utat értünk, amelynek a végpontjai 
a körhöz tartoznak, de belső pontjai és élei nem.

A 3. tétel bizonyítása: Az 1. tétel szerint G tartalmaz kört. Az indi­
rekt okoskodáshoz tegyük fel, hogy G egy maximálisan hosszú ЛГ*=
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К

L* a < - ,

=  (/*!, P2,..., Pr, P \) körére — 1. A-nak nem lehet к — 1-nél hosz- 
szabb húrja, mert különben ezzel K-i r-nél hosszabb körré bővíthetnők, 
hiszen A-nak bármely két pontja közti egyik ívének hossza Ugyan­
úgy, ahogyan a 4. tétel bizonyításában, belátható, hogy K-hoz kapcsoló­
dik egy legalább к  hosszú út. Legyen a K-hoz kapcsolódó maximális 
hosszú utak egyike L =  ( ß 0, Qu ..., Qi = Pr) ( l^ k ) .
Ebben a bizonyításban bármilyen indexszel vagy jellel 
ellátott P betűvel, ill. ß  betűvel а К  kör, ill. az L  út 
egy pontját jelöljük és egy N  út két pontja közül a na­
gyobb indexűt N-en magasabban fekvőnek, mondjuk.

e(Q o )-k -  A ß 0-hoz illeszkedő' élek Q0-tól külön- : 
böző végpontjai egyike sem lehet Pt ( i^ r )  pont, mert 
különben L-nak volna k — 1-nél hosszabb húrja; és ezért, 
minthogy L  maximális, a ß 0-hoz illeszkedő valamennyi 
él másik végpontja L-hez illeszkedik. Legyenek ezek a 
pontok Qh, Qh,..., Qin ( n ^ k ;  1 = i\  < i2 < . . .

Meg fogjuk mutatni, hogy létezik K-tmk olyan M  
húrja, amely a Qti, Qh,..., Qin pontok mindegyikét tar­
talmazza. Minthogy n ^ k  és a ß iy (1 ^ j ^ n )  pontok 
közül legfeljebb egy lehet M  végpontja, M  hossza s к ; 
ez pedig ellentmondás.

G kétszeresen összefüggő, ezért létezik a Pl P2 és 
Q0Qi éleket tartalmazó K' kör. A Q0 és Q l pontok 
a K ' kört két ívre bontják, az egyik a ß 0ß i  él, a másik 
egy W=  ßoöi-u t. A ßo-bol indulva el a W utón, az első 
K-n levő pont legyen Pu, és a ß ,-böl indulva el a W  utón, 
az első K-n levő pont legyen Pv. A  W  út ß 0P u-szakaszät jelölje L 1 = 
=  (ß o — R u Rí., --, /*„) és a ß t/ ’„-szakaszát L'2. Miután а Ж út tartal­
mazza а К  kör P lP2 élét, ezért L t-nek és Lá-nek nincs közös pontja. 
Legyen az L'2 és a Q0Qi él egyesítéséből adódó út L2=(Q0 = R ’Í, R'í,... 
...,/*„). Ha az L l és L2 valamelyikének, pl. L t-nek az L-hez tartozó, 
Lj-en legmagasabban fekvő Qs pontja nem pontja az L  út L* = QinQt 
szakaszának, akkor legyen Q  a Qs fölött L-en legalacsonyabban fekvő 
Qi. (1 S j S n )  pont. így a fent említett M  út a következőkből áll: L t-nek 
i ’ußs'Szakasza, L-nek ß sß 0-szakasza, a Q0Q' él és L-nek ß 'ß r szakasza_

Tartozzanak tehát az Lr en is és az L2-n is a legmagasabban fekvő, 
L-hez tartozó pontok L*-hoz. Ekkor i„ <  /. Legyen Qtl L r en, Qu 
L 2-n, két olyan legmagasabban fekvő pont, amely nem tartozik L*-hoz. 
Tekintsük Lr nek, ill. L2-nek QtlPu -  ill. Q,2PV — szakaszát. E két 
szakasznak L-en a Qtl, ill. Qt2 pontokon kívül csak L*-on van pontja. 
Ezen pontok közül legyen L-en a legalacsonyabban fekvő pont Qy 

Nem megy az általánosság rovására, ha feltesszük, hogy Qy 
L2-nek ß f2/„-szakaszähoz tartozik. Legyen ekkor Q" a Qtl fölött L-en

Qi’Qíf

3. ábra

7«
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a legalacsonyabban fekvő Q4 (1 á f S n )  pont. Ekkor Ma. következőkből 
áll: Lj-nek PuQt -szakasza, L-nek g (1<20-szakasza, a Q0Q" él, L-nek 
ß "  (^-szakasza és L2-nek ß^/Vszakasza. Ezzel a 3. tételt bebizonyítot­
tuk.

В

Most azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy legfeljebb mennyi éle 
lehet egy adott pontszámú, /-nél hosszabb utat, kört, ill. hurkot nem 
tartalmazó gráfnak, és melyek a probléma extrém gráfjai.

Jelöljük sorra az olyan gráfok osztályait, amelyeknek n pontjuk 
van és rendre nem tartalmaznak /-nél hosszabb utat, kört, hurkot, így: 
F(n, /), G(n, /), H(n, /). Ezen osztályok extrém gráfjai azok, amelyek a 
legtöbb élt tartalmazzák. Élszámukat így jelöljük: f(n , /), gin, /), h(n, /). 
Célunk ezen f(n ,l) ,g {n ,l)  és h(n, /) értékek vizsgálata. Előrebocsátjuk, 
hogy ezideig csak bizonyos számelméleti tulajdonsággal rendelkező 
n-ekre ismeretesek az /(и, /), gin, /), ill. hin, /) függvények pontos értékei 
és az Fin, l), Gin, l), ill. Я (и ,/) osztályok összes extrém gráfjai.

Erdős és Gallai utakkal és körökkel foglalkoztak, mi a hurok 
problémát tárgyaljuk. Erdős és Gallai útra és körre vonatkozó két 
tétele ([2], (2. 6) és (2. 7) tétel) így hangzik:

5. Tétel, fin , l ) ё \nl (/fe l) , és egyenlőség akkor és csakis akkor 
áll, ha n = q i l+ l ), és ekkor az F in,l) osztály egyetlen extrém gráfja 
q számú teljes Ц +1  )-gráf komponensből áll.

6. Tétel, gin, /) ̂  Цп — 1)/ (/fe2), és egyenlőség akkor és csakis 
akkor áll, ha n = q il—l) + l, és ekkor a Gin, l) osztály extrém gráfjai 
a q számú teljes l-gráf tagból álló összefüggő gráfok.

E két tétel bizonyítását nem közöljük, de a gondolatát felhasznál­
juk a 7. tétel bizonyításában, amely alapján az 5. és 6. tételeket az olvasó 
bizonyíthatja.

7. Tétel, hin, l ) ^ \ n l l — 1) (/fe3), és az egyenlőség akkor és csakis 
akkor áll, ha n =  ql, és ekkor a Hin, /) osztály egyetlen extrém gráfja q 
számú teljes l-gráf komponensből áll.

Bizonyítás, и-re vonatkozó teljes indukciót alkalmazunk, и =  1-re 
az állítás triviális.

Ha 1 <  и =  /, akkor egyetlen и pontú gráfnak sem lehet /-nél hosszabb
, ^  /и) и(и—1) и(/ — 1) ,
hurokja. v(G)S Ы  = — ^— —— 2— ’ es az e8yenl°seg csa^
áll, ha G teljes /-gráf. Tehát igaz a tétel, ha n S /.
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Legyen « '> /, és tegyük fel, hogy a tétel minden «'-nél kisebb «-re 
igaz. Megmutatjuk, hogy ekkor rí-re is igaz.

Legyen G £ # (« ',/) . ' .
(a) Ha G nem összefüggő, akkor legyenek komponensei Gu G2,... 

...,G P 0 ^ 2 ) ,  és legyen n{Gl)=ni. Ekkor nt +n2 +  ... +np = rí, « ,< « ' 
és GidH(nh l) (i =  1, 2,...,p). így a feltevés szerint v(G) =v(Gx) + .. .

/ - 1 / - 1  / - 1 , 1- 1  , 
...+v(Gp) ^ n 1- j -  + n2——  + . . .+ np- j -  = n ~ 2 ~> es az egyenlő­

ség csak akkor áll, hav(G;) =  nt (7=1, 2 azaz,  ha Glt G2 ,...,G p

mind teljes /-gráfok. Tehát tételünk igaz «'-re is.
(/?) Ha G összefüggő, akkor megmutatjuk, hogy G-nek van olyan

P' csúcsa, hogy q (P') s  ^ Mert ha ilyen nem volna, akkor akár

/ =  2k — 1, akár l = 2k ( k s  2), G minden pontjára volna. Ha
l= 2 k  — \, akkor « '> /  miatt n(G )^2k , és így, ha 7 t(G ) s 2 k  + 1, akkor 
a 4. tétel szerint G tartalmaz egy 2k+  1 hosszú hurkot, ha pedig 7r(G) =  
=  2k, akkor a 2. tétel szerint G tartalmaz egy 2k hosszú — tehát /-nél 
hosszabb — kört, amely egyúttal 2k hosszú hurok is. Ha l= 2k, akkor 
7t ( G ) s 2/c + 1, és így a 4. tétel szerint G tartalmaz egy 2k +  l hosszú 
— tehát /-nél hosszabb — hurkot. Minden esetben ellentmondásra 
jutottunk.

Ezek után tegyük fel, hogy és legyen G' az a gráf,

amelyet G-ből a P' elvételével kapunk (P' elvételén a P' pont és a P'- 
höz illeszkedő élek elvételét értjük). Ekkor G 'dH (rí — 1, /). G' nem 
tartalmazhat teljes /-gráfot, mert különben G tartalmazna egy / +1

/ - 1hosszú hurkot. így indukciós feltevésünk szerint v(G')*=(rí — 1)— ,

és ezért v(G) =  e(P,) + v(G,) < —2~ +  («' —l j - y - = n ' - y —• Ezzel a 
tételt bebizonyítottuk.

Amint már említettük, nem minden и-re sikerült h(n, /) pontos 
értékét és az összes extrém gráfokat megadó tételt bizonyítani. Teljes 
általánosságban csupán sejtjük a helyes tételt. Ennek egyes speciális 
eseteit bizonyítani is tudjuk, és néjiány további eredményünk meg­
könnyítheti a teljes megoldást.

Célszerű előrebocsátani a következő speciális gráfok definícióit: 
Csillag az olyan gráf, amelynek pontjai P0, E,,..., P„ és élei P0Pi, 

P0P2,..., P0P„. (Csillag az egy pontból álló gráf is.)
Kettőscsillag egy gráf, ha csillag, vagy olyan gráf, amelynek pontjai

A
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P0 ,P u ... ,P m, Qo, Ö i,..., ö „ (w S  1; n s l ;  és P i^ Ö j  minden i- ésy-re) 
és élei P0 Q0, P0PU P0P2,..., P0Pm, QoQu Q0 Q2 őoön- egy
kettőscsillag, ha nem csillag.

G2fc (Erdős-féle gráf) ( l ^ k < n )  az olyan gráf, amelynek pontjai 
-P l, Л . Ö1. Ö2> -. ö„-* és élei az összes Р ;Р , és P.Ö., élek. (A 4.
ábrán Gf látható.) Könnyű ellenőrizni, hogy G2Í: maximáhs körének

hossza S2fc, G%k£H(n, 2k+  1) és v(G2*) =  + k(n — k). '
Nyilvánvalóan n ^  /-re h(n,l) a teljes и-gráf élszáma.
Az / =  1,2,3 eseteket külön vizsgáljuk, ezek ugyanis a többitől 

eltérő' eredményt mutatnak. / =  1-re triviális a következő:

/z(n, l) =  |^ - j ,  éí a H(n, 1) osztály egyetlen

extrém gráfja az | -^ | izolált élből — ás ha n pá­

ratlan, még egy különálló pontból — álló gráf.
/ =  2 -re könnyen belátható a következő, Tu- 

RÁNtól származó megállapítás:
h(n, 2 )= n  — l, és a H (n ,2 ) osztály egyetlen 

extrém gráfja az n pontú csillag.

P,

8. Az 1 = 3 eset. Legyen n = q-3+m  (ÖSffl<3). Ha m = 0, akkor 
h (и, 3) =  и és a H(n, 3) osztály egyetlen extrém gráfja q számú három­
szög komponensből áll. Ha m = 1 vagy 2, akkor h(n, 3)= n — 1, és a 
H(n, 3) osztály extrém gráfjai azok és csakis azok, amelyeknek van egy 
és csakis egy kettőscsillag komponense, a többi komponensei — amennyi­
ben léteznek — mind háromszögek.

Megjegyzés: A h(n, 3 ) értékének, valamint az m = 0 esethez és az 
и = 4 , 5  és 7  értékekhez tartozó extrém gráfok megadása TuráníóI 
származik.2

Bizonyítás: Minthogy a 7. tétel a z m = 0  esetet tartalmazza, tegyük 
fel, hogy m =  1 vagy 2. Emellett legyen G a H(n, 3) osztály egy extrém 
gráfja. G-ben kör csak háromszög lehet, és G bármely háromszöge 
G-nek egy komponense. G'-t úgy kapjuk G-ből, hogy elhagyjuk G összes 
háromszögét. Legyen n(G ')= n '. Ekkor G' a H(n', 3) osztály egy extrém­
gráfja. Könnyen belátható ([3], IV. Satz 10), hogy egy körnélküli, n' 
pontot tartalmazó G" gráfra v(G ")^n ' — 1 és egyenlőség csak akkor áll, 
ha G" összefüggő. Jelöljünk Gügyéi egy n’ pontból álló csillagot. Ekkor 
v(Gí)= r í  — 1 és Gl £ H (n , 3). így, ha még G' extrém tulajdonságát is 
figyelembe vesszük, adódik, hogy v(G') = n' — 1 és G' összefüggő. Ha

2 Szóbeli közlés alapján.

4. ábra
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G' nem tartalmaz 2-nél hosszabb utat, akkor csak csillag lehet, ha tar­
talmaz, akkor legyen egy ilyen az 5. ábra gráfja. E gráf pontjain kívüli 
pontból él vagy csak P-be vagy csak ß-ba mehet, és így kettőscsillag 
alakul ki. Ezzel a bizonyítást befejeztük.

/& 4-re általában a következőt sejtjük:

9. Legyen n = ql + m (0 és jelöljük a

f i)  lm) n (l—l) — m (l—m)
П 2] +  Ы ~  2 '

kifejezést a(n, l)-lel. Ha G 6H(n, /), akkor

v(G )^a(n , /),
A  P а  В

5. ábra és egyenlőség a következő két esetben és csakis
akkor áll;

(a) ha G q számú teljes l-gráf és egy teljes m-gráf komponensből
áll,

(b) ha n> l, / =  2k +  1 ( k ^ 2), m =  - és G z számú ( Ö S z á j -  1)

teljes l-gráf komponensből és egy G 'f1 fn' = n —zl = (q — z)l + m) Erdős­
gráf komponensből áll.

A sejtéshez megjegyezzük a következőket:
(a) Érdekes, hogy az extrém gráfok között Erdős-gráf csupán 

páratlan /-re lép fel és akkor is csak a „középen fekvő” két maradékra.
(ß) Extrém gráf az n s  / esetben mindig összefüggő, máskor csupán 

(b) esetén z =  0 mellett.
(y) Triviális, hogy a sejtés teljesül n S  /-re.
(<5) Minthogy az (a) és (b) gráfjaira v(G) =a(/i, /), a 9. állítás 

nélkül is nyilvánvaló, hogy a H(n, l) osztály minden G extrém gráfjára 
v(G) (n, /).

(e) A 7. tétel azt mutatja, hogj^ igaz a sejtés m = 0-ra és v(G )^
«(/ — 1) . ...S —̂ 2—- mindig all.

10. Most bizonyítjuk, hogy ha m — 1 vagy m — l —l, akkor igaz a

9. állítás. Ekkor се(и,/) =  —— ——, és megjegyezzük, hogy a (b)

eset nem fordulhat elő, ugyanis /ё5 -ге  2 g  — ^ /  — 2.

Bizonyítás, и-re vonatkozó teljes indukciót alkalmazunk. На и ё / ,  
akkor n= m  és n = 1-re, Ш. n =  / — 1-re a tétel triviális. Legyen m =  1, ill.
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/ —1 mellett « > /, G £H (n,l), és tegyük fel, hogy minden н-nél kisebb 
pontszámra igaz az állítás. Megmutatjuk, hogy ekkor и-re is.

Ha G-ben létezik egy / hosszú, Kt kör, akkor G-nek Kr et tartalmazó 
G* komponense Kt pontjain kívül más pontot nem tartalmazhat. Legyen 
G' az a gráf, amelyet G-bó'l G* elhagyásával kapunk. Ekkor n(G') =  
=  n' =  n — /, és így и'-пек /-lel való osztása esetén is 1, Ш. / — l a  maradék. 
Minthogy G'£H (n',l), indukciós feltevésünk értelmében v(G') ä

g  — — — —  es egyenló'ség az (a) esetben és csakis akkor áll. Ennél-

f  , ^ _ ( n ' - \ ) ( l - \ ) , f / j  ( И - 1 Х / - 1 )  . . „
fogvav(G)S------- - ---------b | 2 1 =  ------ 2-------  es az egyen'oseg akkor
és csak akkor áll, ha G'-re (a) teljesül, és G* teljes /-gráf, amikor is (a) 
teljesül G-re.

Ha G-ben nem létezik / hosszúságú kör, akkor nincs szükség teljes

indukcióra, ugyanis ekkor a 6. tétel szerint v(G)S —— ——, só't itt

az egyenlőség sem állhat, mert n > /& 4-re az egyenlőség a 6. tétel szerint 
csakis akkor állhat, ha G összefüggő és minden tagja teljes ( /— l)-gráf; 
ekkor viszont G-ben volna /-nél hosszabb hurok. Ezzel a 10. állítást 
igazoltuk.

11. Megjegyezzük, hogy ugyanígy lehet bizonyítani útra vonatkozó, 
hasonló tételt n = q(l+  l) +  m mellett иг =  1, ill. /-re.

Az / =  4, 5 és 6 esetekre a 9. állítás bizonyítható. Példaként / =  5-re 
bizonyítjuk is. A bizonyításban felhasználjuk a következőt:

12. Segédtétel. H a G a H ( n ,l )  osztály extrém gráfja és и=- 
í l - 2 ) 2

>  I ^ I + 1 (1 = 4), akkor G-ben létezik egy legalább l — 1 hosszú kör.

Bizonyítás: Az indirekt okoskodáshoz tegyük fel, hogy G nem 
tartalmaz / —2-nél hosszabb kört. A 6. tétel szerint ekkor v (G) ==

— ~K és minthogy G extrém gráf, v(G )sa(n, /). A két egyen­

l ő i  '  u "  1 n (l—\) —  m (l —  m) (и — 1)(/ —  2) ( / — 2 j2lotlensegbol ----------——------ - s - -------^ ----- ez pedig и >  — J +  1

mellett m egyetlen értékére sem állhat.
13. Az / =  5 eset. A 7. tétel és a 10. pont figyelembe vételével 

elegendő az összes olyan H(n, 5) osztálybeli extrém gráfokat megadni, 
amelyekre n az m — 2 ill. 3 maradékokat adja. Mindkét esetben а (и, 5) = 
= 2 n — 3.

Bizonyítás. Legyen G а //(и, 5) osztály egy extrém gráfja. Ekkor 
G-nek minden n* pontot tartalmazó G* komponense a H(n*, 5) osztály
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extrém gráfja, ennélfogva n* S  5 esetén G* teljes n*-gráf. G' legyen az 
a gráf, amely G-bó'l úgy keletkezik, hogy elhagyjuk G összes, pontosan 
5 pontot tartalmazó komponensét. Az rí pontot tartalmazó G' gráf a 
H(rí, 5) osztálynak extrém gráfja, és így nem tartalmazhat 5-nél hosszabb 
kört. De G' nem tartalmazhat 4-nél hosszabb kört sem, mert ha igen, 
legyen egy ilyen К . Ekkor G'-nek а К  kört tartalmazó komponensében 
K' pontjain kívül más pont nem lehet — mert különben ez a komponens 
tartalmazna 5-nél hosszabb hurkot —, ilyen komponens pedig nem 
lehetséges G'-ben.

A 12. segédtétel szerint G' tartalmaz egy 4 hosszú kört, vagy rí S 3 .  
Ha rí S3 , akkor G' teljes m-gráf (m = 2, ill. 3), ez pedig azt jelenti, hogy 
G a 9. (a) gráfja / =  5-re és m =  2, ill. 3-ra. A továbbiakban tehát felte­
hetjük, hogy и'=-3, só't ekkor m = 2, ill. 3 miatt и 'ё 7 .

Most azt kell belátnunk, hogy G' azonos a Erdó's-gráffal. Vizs­
gáljuk e célból G' egy tetszőleges Gx komponensét. Ha n(Gx)= nxS 4 ,  
akkor Gx teljes и^-gráf és v(Gx)S 2 n x — 2 mindig teljesül. Ha pedig

4, akkor egyúttal пх Ш6 is áll, és a 12. segédtétel szerint Gx tartal­
maz egy 4 hosszú, К  kört. Legyenek Gv-nek а К  kör pontjain kívüli 
pontjai R 1,R 2 ,. . . ,R y ( y ^ 2) (6. ábra). Minthogy Gx összefüggő' és 
Gx dH(nx, 5), Gx nem tartalmazhat egyetlen RtRj élt sem. Tehát minden 
Rrhez (/ =  1, 2,..., у ) tartozó él másik végpontja K-nak pontja. Egyetlen 
Rt pontot sem kötheti össze él К  két szomszédos pontjával, mert külön­
ben Gx tartalmazna 4-nél hosszabb kört; tehát g(Rt) S 2 ( i= í,2 ,.. . ,y ) .  
Ha valamely /-re =  2, akkor a PXP2 és ß i ö 2 élek mindegyike

6. ábra

nem létezhet, mert különben Gx ismét tartalmazna 4-nél hosszabb kört. 
Ha tehát а Р±Р2 és a Q i Q2 élek léteznek, akkor minden /-re q{R )̂ = 1 
és v(Gx) = nx -(-2. Ez viszont ellentmond Gx extrém tulajdonságának, 
hiszen ha a P,P 2 és a Q2 élek közül az egyik (legyen ez a QXQ2 él) 
nem létezik, akkor az R f j  ( i = l , 2 , . . . , y ; j = l , 2 ) élek mind lehetsége­
sek, és így v(Gx) = 2 nx — 3 (>nx + 2  nx ^ 6  esetén). Ha a P XP2 és a QXQ2 
élek egyike sem léteznék, akkor a q{RDS2  miatt v(Gx s 2 n x — 4 volna, 
ellentétben Gx extrém tulajdonságával. Tehát azt kaptuk, hogy Gx azonos 
a G*x Erdó's-gráffal. (7. ábra.)

7. ábra
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Még annak igazolása van hátra, hogy G' összefüggő. Az indirekt 
okoskodáshoz tegyük fel, hogy és G2 G'-nek két különböző kompo­
nense. Pontszámaik legyenek nu ül. n2, és együtt képezzék a G" gráfot 
(2S 7c(G")=n" = n1 + nf). Az előzőek alapján v(G1)^ 2 n 1 —2 és v(G2) ^  
^ 2 n 2 — 2, és így v(G") =  2n" — 4. Ez viszont ellentmond annak, hogy G" 
a H(n", 5) osztály extrém gráfja, ugyanis (S) (101. oldal) szerint v(G") =  

(n", 5)=2n" — 3.
Tehát azt kaptuk, hogy ha n'& 7, akkor G' a 9. (b) egy gráfja 

,/=5-re és m = 2, ill. 3-ra. Ezzel /=5-ге a 9. álhtást igazoltuk.
Be lehet látni, hogy az általános esetre vonatkozó sejtés igazolásá­

hoz elegendő a 9. állítást csupán azokra a H(n, l) osztálybeli, össze­

függő gráfokra bizonyítani, amelyekre és minden pontjukra

g (P )^m .
Ennek felhasználása lényegesen megkönnyíti az / =  4, 5 és 6 esetek 

vizsgálatát, és ezen speciális esetek megoldásainak ismeretében a 9.
1—2állítás bizonyítható olyan m-ekre, amelyekre m s 2  és m ^ —— . Ez

viszont az összes maradékokat jelenti /^ 8 -ra . Tehát a 9. állítás / ё  8-ra 
bizonyított. Úgy látszik, hogy újabb ötletek felhasználása nélkül ez a 
korlát is átléphető, de ezideig abból sem látszik a teljes megoldás lehető­
sége.

Végül az utak és a hurkok kapcsolatára vonatkozóan azt sejtjük, 
hogy

14. ha / ^ 3 ,  akkor minden n-re а H(n, /+ 1 ) osztály extrém gráfjai 
azok és csakis azok, amelyek az F{n, l) osztálynak extrém gráfjai.

Az nyilvánvaló, hogy 14. nem áll /s2 -re , hiszen — amint láttuk — 
a H(n, 3) osztálynak az F(n, 2) osztályba nem tartozó valódi kettős- 
csillag extrém gráfja, és a H(n, 2) osztálynak a csillag extrém gráfja 
( л ё  2-re) nem tartozik az F(n, 1) osztályba.

A 14. állítással viszont összhangban áll az 5. és 7. tétel kapcsolata, 
ill. a 10. és 11. pont kapcsolata.

Ez
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О ПУТЯХ, КРУГАХ И ПЕТЛЯХ В ГРАФАХ 

Б. Андрашфаи

Предмет статьи — круг проблем предложенный Тураном и Дираком 
(см. [ 1] и [2 ]), относящийся к вопросу какым большим должно быть число 
рёбер, соответственно по крайней мере какой большой должно быть сте­
пень каждой точки в графе G, содержащий л вершин (и в которой две точки 
связаны не более чем одним ребром), для того, чтобы в графе существо­
вали путь, круг или петля содержащие больше чем заданное число рёбер. 
(Петлей является совокупность круга и одного пути имеющего точно одну 
обшую с этим кругом точку, далее мы считаем петлей один круг или путь 
в самом себе.) В связи с этим автор дает доказательство одной теоремы 
Дирака ([1], теорема 4), которое является более коротким, чем доказатель­
ства известные до сих пор, далее он высказывает одну обшую гипотезу, 
которая определяет максимальное значение числа А (л, /) ребер содержа­
щегося в графе с л вершинами не имеющего петель из больше чем / ребер. 
Он также задает все „экстремальные графы”, то есть, все графы с вер­
шинами, содержащие Л (л, /) рёбер и в которых нет петель содержащих 
больше, чем / ребер. Справедливость этой гипотезы он показывает для 
следующих частных случаев а) л произвольно и / =  2  или 3; б) /= -3 , 
n =  q l + m  ( 0 ^ / л < / )  и т =  0, 1 , . . . , / —1. Справедливость гипотезы доказана 
также при любом значении л для случаев 4 ^ 8 . В качестве примера при­
ведено доказательство для случая 1=5.

ÜBER WEGE, KREISE U ND  SCHLINGEN VON GRAPHEN 

B. A n d rásfai

Vorliegende Arbeit befasst sicht mit jenem von Túrán und Dirac aufgeworfe­
nem Problemenkreis (siehe [1] und [2]), wie gross die Anzahl der Kanten eines n 
Punkte enthaltenden Graphen, bzw. mindestens wie gross der Grad jedes seiner 
Punkte sein muss, damit im Graphen ein Weg, ein Kreis oder eine Schlinge mit mehr 
Kanten als eine -vorgeschriebene Zahl vorhanden sei. (Eine Schlinge ist die Vereini­
gung eines Kreises und eines Weges, die genau einen Punkt gemeinsam haben; fer­
ner betrachten wir einen Kreis oder einen Weg an und für sich auch als eine Schlinge.) 
Dabei geben wir auch einen kürzeren Beweis als die bisherigen für einen Satz von 
Dirac ([1], Satz 4); ferner sprechen wir eine allgemeine Vermutung aus, welche den­
jenigen maximalen Wert //(л ,/) angibt, wieviele Kanten ein Graph mit л Punkten 
enthalten kann, falls darin keine Schlinge vorkommt, die aus mehr Kanten als / 
besteht, und zugleich auch sämtliche „extreme Graphen” angibt, d. h. sämtliche 
Graphen mit л Punkten, welche А(л,/) Kanten enthalten, und keine Schlinge, die 
aus mehr Kanten als l besteht. Die Richtigkeit dieser Vermutung beweisen wir für 
die folgenden Spezialfälle: a) beliebiges n und 1 = 2  oder 1 = 3 ;  b)  /> 3 ,  n =  q l + m
( 0 S m < l )  und m =  0,1........./ — 1. Auch für beliebiges л und 4 ^§/ä  8 haben wir die
Richtigkeit der Vermutung nachgewiesen; als Beispiel wird hier der Beweis für den 
Fall l =  5 mitgeteilt.
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Komplex számok hatványösszegeiről
D ancs István

1. A diophantikus approximációk elméletének bizonyos irányú álta­
lánosításánál [1] döntő szerepet játszik komplex számok hatványössze­
geinek a vizsgálata. Többek között a következő extrémumfeladat vető­
dik fel:

Legyenek z lt z2, ■■■, z„ komplex számok (n ^  2), amelyekre |zt | ё  
s |z 2| =  |z„|. Továbbá a következő két feltevés valamelyikét fog­

juk használni

( ( U )  W =1
(1, 2) . \z„\ = 1
Legyen még sv= z\+ z$  + ... + zv„ (v pozitív egész), és g(n) S  n.

A kérdés az, hogy milyen z1; z2, ..., z„ rendszere lesz a max |$v|
1 ̂ v^g(n)

értéke minimális, és mi a minimum értéke, feltéve, hogy vagy az (1, 1), 
vagy az (1, 2) feltevés teljesül. — Természetesen minden g(n) választás 
mellett más-más extrémum-feladattal állunk szemben. Legkézenfekvőbb 
először a g(ri) = n eset vizsgálata. Ebben az esetben az (1,2) feltétel 
mellett a válasz viszonylag egyszerűen megadható [1]. E szerint (1, 2) 
esetén
(13) min max |í v| =  1

z b z2,.. .z „  l ^ v ^ n

és extremális rendszer pedig lényegileg véve (egységnyi abszolút értékű 
szorzótól eltekintve) csak egyetlen van.

Az (1, 1) feltétel mellett a válasz lényegesen nehezebb. A szélső 
értékre ezideig is csak becslések léteznek, s a pontos érték és az extre­
mális rendszer csak n = 2 esetén ismeretes (Schweitzer Miklós emlék- 
verseny 1956. 2. feladat). Az eredményeket röviden felsorolva: először 
Túrán Pál [1] a

max |jv| ^
l^DSn

log 2 _
l  +  1 + . . . + i

becslést igazolta.
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Később De Bruijn, illetőleg az ő módszerét némiképp módosítva
S. U chiyama [6] bebizonyította, hogy bizonyos «-tői kezdve, tetsző­
leges kis pozitív e-ra

log log«max j v  ё  (1 — e )  — -- - - - - - - - - - - - - - - - - - .
l s v s  n log«

Túrán Pál sejtése az volt, hogy — az (1,2) feltétel melletti eredmény­
hez hasonlóan — megadható egy olyan c, «-tői független érték, hogy 
(1, 1) mellett

(1.4) m a x |ív|^ c
1 ^  v ^ n

minden «-re.
Ezt a sejtést Atkinson igazolta [7], amennyiben c-re а с ё  J becs­

lést nyerte. A bizonyítás kiindulási alapja nála is De Bruijn gondolata 
volt, de lényeges új gondolatokat tartalmaz.

Az (1, 1) feltétel mellett — mint láttuk — sokkal nehezebb a kér­
désre válaszolni, mint (1,2) esetén. Remélhető viszont, hogy a 
zt , z2, ..., z„-re adott újabb megkötés esetén, vagy a g(«)-t «-tői függően 
nagyobbnak választva könnyebb eredményhez jutni. Ez valóban így 
is van. Ha z1; z2, ..., z„-re azt a további megkötést tesszük, hogy z-vel 
együtt a komplex konjugáltja is szerepeljen, akkor — mint azt 
Schweitzer Miklós bebizonyította [1] —

min m a x |ív| ^ l .
'  z l , z 2 , . - - z n  1 =

A másik irányban pedig J. W. S. Cassels megmutatta [4], hogy 
g(«)=2« —1 esetén a pontos extremális érték meghatározható, ameny- 
nyiben

(1.5) min max |jv| =  l
z i ,z 2,.. .zn l ^ v ^ 2 n —1

és ez nem is javítható, mert megadható egy olyan z*, z*, ..., z*  rend­
szer, amelyre

(1.6) |zí +  . . .+ z J |< l  (» = 1 ,2 ,. . .  2« —2)

Cassels az extremális rendszert, illetve rendszereket nem határozta 
meg. Az nyilvánvaló, hogy a zt = 1; z2 = z 3 —... =z„ =  0 rendszer extre­
mális. Nevezzük ezt a továbbiakban triviális rendszernek. Az (1, 3) 
esetben kapott eredmény alapján valószínűnek látszott, hogy ez az 
egyetlen extremális rendszer. Ezért meglepő az, hogy nemcsak hogy 
más extremális rendszer is létezik, hanem kontinuumnyi sok lénye­
gileg különböző van, ami ilyen jellegű feladatoknál még nem fordult 
elő. Ilyen rendszereket fogunk megadni 2.-ben.
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C assels [4]-ben megemlíti, hogy (2n — 1) helyett (4я — 3)-at véve 
már csak a triviális extremális rendszer lézetik. Ezt javítjuk 3.-ban, 
ahol C assels gondolatmenetének módosításával megmutatjuk, hogy 

min max |s„| extremális rendszere már csak a triviális, és
Z j , Z 2 , . . . , Z n  l ^ v ^ 3 n — 3
ez a legjobb állítás, mert (3n — 3) helyett (3n — 4)-et véve már a trivi­
álison kívül kontinuumnyi sok lényegileg különböző' extremális rend­
szer van. Ezeket a rendszereket 4.-ben fogjuk meghatározni.

Megjegyezzük, hogy mind (1, 4), mind pedig (1, 5) alkalmazható 
algebrai egyenletek közelítő megoldásánál, amennyiben (1,4) vagy 
(1, 5) segítségével a legnagyobb abszolút értékű gyök abszolút értékére 
nyerhetünk tetszőkeges, előre meghatározott relatív hibájú becslést [2, 3].

2. Legyen a и-től függően elég kis pozitív szám, és d\n — 1. Ha z t -et 
1-nek választjuk, z2, ...,z„ pedig a következő (zz — 1) db szám

J_ 2 n i v  2 т / л  /  и — 1 \
(2.1) a ä .e2n-2 +ä.e ä ív =  1,2, /i=  1,2.......d j

akkor ezen z-k extremális rendszereket adnak (1, 5)-re.

Ha ugyanis d\j, akkor nyilván Sj =  1. Ha pedig j  =  d, 2d, . — -—:• d 

akkor
П — 1

( 1  ~ (  2niJ. \v\  d 4
Re Sj=  1 +  Re í a d •d 2  (e2n- z + d ) J  =  1 - • y ad •

£
Továbbá nyilván |lm ^ (n — 1) doíd 

Az utóbbi kettőt összevetve
1

líjl2g l - á 4 2n2ocd .

Ebből pedig látszik, hogy ha a eléggé kicsi, akkor |íy-| <  1.
3. Az említett állítás a következőképp is fogalmazható:
Az (1, 1) feltétel mellett

(3.1) max |í v|^ 1
l S v s 3 n - 3

csak a triviáhs extremális rendszerre áll fenn.
Az általánosság megsértése nélkül feltehetjük, hogy zt — 1. Továbbá 

vezessük be a következő jelöléseket

ffv =  z\ + .. .  +  zj (v pozitív egész) 
és
(3.2) rv = av+av
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Valamint

/0 0  =  f l ( z ~ Z j)=  2  V " ' 1“ "J = 2 Д=0
és

(3. 3) /00 -/00 =  2  V 2"~ 2 ~'ß •д=0

írjuk fel az első (3n — 3) Newton—Girard formulát a (3, 2) és (3, 3) 
jelöléseknek megfelelően a crv, illetőleg az rv hatványösszegekre:

=  -  «1 
°2 +  1 =  — 2a2

(3.4) "■ <bi-l +  öl°ii-2 +  ••• + an-2<Tl =  — («— 1)йя-1
<7n +  ai<Tn- 1+ ... + a„_1<r1 =  0

<T3 n - 3  +  a l <T3 n - 4  +  " . .  + a n - l ° ' 2 n - 2  =  0

és
n -  - b í

r2 + b1r1 = - 2 b 2

rn- i  +  b i r n- 2 +  •■■+bn- 2r 1 =  - ( / i - l ) 6 n_i
(3.5) i

—2 +  ^ i Gi,—3+ ••• + ^ - 3 h =  - ( 2 n - 2 ) 6 2„_2

г 2 л - 1  +  ^ 1 Г2я - 2  +  ••• + ^ 2n - 2 r 1 =  0  

Г3 Л-З + V 3n-4 +  ... + h 2 n- 2 r„ _ 1 =  0.

Megállapíthatjuk, hogy a (3, l)-et kielégítő rendszerekre

(3.6) Re <rv^O  azaz cvSO 

(v =  l, 2 ,..., 3n —3)
Másrészt ha 2 Re <7Vo =  rVo = 0 egy bizonyos v0-ra ( l s v 0s 3 n  — 3), 

akkor egyben

(3.7) <4 =  0
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Először a (3, 6) észrevétel segítségével teljes indukcióval be fogjuk 
látni, hogy rl = r2 = ...= r„_l = 0 és ebből pedig a (3,7) észrevétel 
alapján (3, 4)-ből valamennyi aj nulla volta következik.

A teljes indukció végrehajtása előtt megjegyezzük, hogy (3, 6)-ból 
és (3, 5)-ből bj ^ 0  (y' =  0, 1, ..., 2n — 2) következik. Ugyanis (3, 5)-ből 

miatt bl ̂ 0 ;  továbbá az előzőből és r2 S 0-ból ó2— 0 és i. t. 
Ebből nyilvánvaló, hogy a (3, 5) egyenlőségek bal oldalán álló vala­
mennyi tag azonos előjelű, vagy 0, tehát az utolsó (и — 1) számú egyenlő­
ségben szükségképp minden tag nulla.

Az eddigi megjegyzések alapján a teljes indukció menete:
1° rk — —b1= 0, mert ellenkező esetben a (3, 5)-ben a bal oldalon 

álló tagok azonos előjele miatt egyetlen b sem lenne 0, tehát rlb2n- 2 ^0 , 
de az ellentmond (3, 5) (2n — l)-edik egyenlőségének.

2° Ela már eljutottunk addig, hogy

b1 = b2 = .. .= bk = 0
ri ~ r 2 = . . .  =rk = 0  ( k ^ n  — l), akkor rk+l = - { k  + 1) bk+1 = 0  kö­

vetkezik, mert ellenkező esetben az l°-ben mondottakhoz hasonlóan 
bß^ 0, ha к  +1 \ц és ß ^ 2 n  — 2. Legyen ц0 a legnagyobb ilyen index, 
akkor bßо . rk+l ^0 . Ez pedig ellentmond (3, 5) utolsó (n — 1) egyenlő­
sége valamelyikének, mert 2н — 2 < ц 0 + к +  1 ^З и  — 3.

4. Végül megmutatjuk, hogy

min max ]j v|
z i ,z2, . . . , z n l ^ v ^ 3 n  — 4

lényegileg különböző extremális rendszerei pontosan meghatározhatók.
Az előző pontban alkalmazott okoskodással belátható, hogy a 

szóban forgó rendszerekre

a  l  ~ a г —••• — f f n - 2  = 0, Gn = <7n +  I = . . .  = (T 2„ _ j  = 0
al = a2 = ...= a n- 2 = 0

У /  és
/  , , э a 2 a 2 » „ а2л-1 =í72n = ••• =0'зп-4 = 0

^ 2 ' / гц2+ S ö
^  továbbá

----J------------------ ------------------- —  o-n- i =  - (и - 1 )а „ - 1
<72„-2+an-iO -n-i=0

\  Az utóbbiból

V i = - ( n - l ) V i  
h tóm tr2„_2= (n - l ) -ű ^ _ 1
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Mivel
max |s„ |^ l, tehát

l3vS3»-4

(4.1) |l + <TB -l|2 = | l ~ ( w — l)an - ll2 — 1 
és
(4.2) |1 + ff2n-2l2 =  |1 +  (й— l)aB -il2— 1

ö„_ ! = x  +  iy jelöléssel rendezve (4,1) és (4, 2)-t, a következő 
egyenlőtlenség-rendszert nyerj ük :

(4.3) x 2 ---- ^ -r r  + y2SOn — 1

(4.4) x 4 + y 4 + 2x2y 2 Л— —- x 2 ---- ——— v2 =. 0
n - 1 n — V

Könnyen belátható, hogy ezen egyenlőtlenségeknek két T  és T  
tartomány x, у  pontjai tesznek eleget. (Ábra). Vagyis végeredményben 
egységnyi abszolút értékű szorzótól eltekintve az extremális rendszerek 
azok, amelyekre z 1 = l, z2, ..., zn pedig gyöke a következő egyenletnek:

/(z )  =z"~1 +<2
ahol a — x  + i y  és (x, y )£ T  vagy T .
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О СТЕПЕННЫХ СУММАХ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ 

С. Данч

И. В. С. Кассельс доказал [4] следующую теорему:
Если z i ,  Z2 , . . . ,  z „ 0 i £ 2 )  комплексные числа такие, что

1 =  | z i |e |z 2| S . . . ^ z „ ,  тогда

min max \z \  +  z$ + . . .  +zX | =  1. (1)
Zj , Zjt l^v^2n—1

Систему (zf, z f , . . . ,  z f)  состоящую из комплексных чисел назовём экстре­
мальной, если вышеуказанный экстремум ею достигается. Очевидно, что  
для (1) система (z i, 0 ,0 ,. . . ,  0) будет экстремальной. В настоящей статье 
автор показывает, что для (1) кроме приведенной существует еще беско­
нечно много экстремальных систем, а с другой стороны для равенства

min max (z”+ ... +z».| =  1
l^v^3w—3

единственной экстремальной системой является (zt , 0 ,. . . ,  0).

ON POWER-SUMS OF COMPLEX NUMBERS 

I. D ancs

J. W. S. Cassels proved [4] the following theorem.
If n& 2 and the complex numbers Z i ,  ..., z„ are such that then

(1) min max |z* +  ...-t-2l!| =  1-Zj láv^2n-1
He left open the question for which systems this min max is attained (beside 

the trivial (1,0, ...,0» . We show in this paper that (1) attained for infinitely many 
systems, even the some holds for

min max |zy +  . . .+ z r i  =  l
Z j  1 ^  vS  3/1 — 4  n

whereas
min max izv +  ^ .- j -z r i^ l  

Z j  l ^ v ^ 3 n  — 3

is attained only for the trivial system. Cassels himself proved the last assertion only for

’ min max |гУ + . . .  | =  1
Z j  1 S v^ 4 k — 3 П



Egy üzemanyagtakarékossági probléma
H ajtman  B éla

I. A probléma, amellyel ebben a dolgozatban foglalkozunk, gya­
korlati megfogalmazású. Ennek ellenére nem keressük alkalmazható­
ságának lehetőségét és — a gyakorlati köntösben — pusztán az elmé­
leti kérdést tárgyaljuk. A megoldandó feladat a következő:

Egy autónak el kell jutnia előre megadott távolságban levő célba. 
Az út azonban olyan, hogy közben sehol nem vehet fel üzemanyagot; 
ha tehát a távolság nagyobb, mint amennyit teljes üzemanyagkészle­
tének felhasználásával meg bír tenni, valamilyen módon gondoskodnia 
kell az üzemanyagutánpótlásról. Ennek egyik kézenfekvő módja az, 
hogy nem egymagában indul útnak, hanem hozzá hasonló autók kísé­
retében. Az őt kísérő karaván többi tagja azonban nem használja ki 
teljes üzemanyagkapacitását és ezért, mielőtt visszafordulnának, a fel­
adat végrehajtásával megbízott autónak át tudják adni feleslegüket. 
A kísérő autóknak, természetesen, mind vissza kell térniök a kiindulási 
pontra.

A kérdés most már a következő: el tudja-e érni a feladat végre­
hajtásával megbízott autó a kijelölt célt, bármily távol legyen is az; 
ha igen, hány autóból álló karavánt kell útnak indítani és milyen mód­
szer szerint kell azoknak az üzemanyagot átadniok és visszafordulniok, 
hogy a karaván összfogyasztása a minimális legyen; végül, hogy ez a  
minimum jól meghatározott, elérhető érték-e, vagy a különböző fo­
gyasztások alsó határa.

A dolgozatban meg fogjuk határozni a követendő eljárást, mely­
nek segítségével az adott célt minimális üzemanyagfogyasztással érhet­
jük el; ezzel egyszersmind igenlő választ adtunk az első és harmadik 
kérdésre is. Maga a megoldás nem új: F ine1, aki a probléma megol­

1 N . J. F in e : The jeep-problem, Amer. Math. Monthly 54, (1947) 24—31. 
Fine kissé más megfogalmazásban tárgyalja a problémát, mint ez a dolgozat. Nála  
a feladat végrehajtásával megbízott autó előzőleg lerak az út mentén (a „sivatagban”!  
üzemanyagtartályokat, melyeket később felhasznál. Könnyű belátni, hogy a két 
megfogalmazás ekvivalens: a kísérő autók a feladatot végrehajtó autó előbbi (tar­
tályelhelyező) útjait helyettesítik. Az átfogalmazás lényegében csak a különböző 
— üzemanyag-utánpótló helyek közti — útszakaszokból álló sorozat átrendezését 
jelenti.

8«
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dását először publikálta, megemlít néhány matematikust, akik részleges 
vagy teljes megoldást adtak. (Egyben azt is hozzáteszi, hogy sem ő, 
sem azok nem tudják, ki vetette fel először a problémát.) Fine dolgo­
zata a megoldás előállításán kívül egy aszimptotikus formulát ad a 
megoldásra nagy távolságok esetén. A probléma általánosításával nem 
foglalkozik; ellenkezőleg, néhány korlátozó kikötésről tesz említést, de 
az ezekre vonatkozó eredményeket csak bizonyítás nélkül közli.

Fine bizonyítása rövid logikai megfontolás után hosszabb számo­
lást igényel; az itt közölt bizonyítás tisztán logikai úton, úgyszólván 
számolás nélkül szolgáltatja az eredményt. Mielőtt a megoldást ilyen 
módon előállítanánk, tegyük pontosabbá a probléma megfogalmazá­
sát, -— az autókaravánnak mintegy matematikai modelljét nyújtva.

A karaván autói teljesen egyformák. Az autók fogyasztása egyen­
letes és csak a megtett út függvénye; semmilyen más tényező, így sebes­
ség, terhelés, emelkedő stb. nem befolyásolja. Nevezzük az autók 
fogyasztását és az egy autó által felvehető maximális üzemanyagmeny- 
nyiséget egységnyinek. Ezzel nem érintettük az általánosságot, csupán 
a távolság egységét határoztuk meg úgy, hogy egységnyi az a távolság, 
melyet egy autó teljes üzemanyagkapacitásának felhasználásával meg 

4ud tenni. A távolságot (ilyen egységekben mérve) jelöljük x-szel.
Nyilvánvaló, hogy vannak x távolságok, melyekre a feladat meg­

oldható (pl. ha x ^ l ) .  Másrészt kézenfekvő az is, hogy a megadott 
feltételek mellett autókaravánt indítva, azzal — valamilyen szisztéma 
szerint — valameddig el tudunk jutni. A szisztémáról még nem tudunk 
semmit. Előfordulhat, hogy egyes autók üzemanyagfeleslege csak más 
kísérő autók hazasegítéséhez kell és nem mozdítja elő közvetlenül a 
karaván előrehaladását. Állapodjunk meg abban, hogy ezeket is (ha 
lesznek ilyenek) a karavánnal együtt indítjuk és ahol az üzemanyag­
átadásnak történnie kell, ott várakoztatjuk. (Ezzel egyértelműen meg­
határozottá tettük a karaván autóinak számát. Nem fordulhat elő 
ugyanis, hogy egyes hazatért autók újból megtöltve tartályaikat más 
hazatérők segítésére ismét elinduljanak.) Egyébként sem tudjuk, vajon 
a karavántól lemaradó autóknak azonnal vissza kell-e térniük, vagy 
talákozniuk kell más lemaradó autókkal. Éppen ezért nem fogunk 
visszaforduló, csak leváló autókról beszélni. Azok a helyek, ahol ez 
a leválás történik, lesznek a leválási pontok (vagy leválási helyek). A le­
váló autókat más néven mint kísérő autókat emlegetjük, kihangsúlyozva 
ezzel a feladatot végrehajtó vezérautó kitüntetett szerepét. A karaván 
által megtett úton azt értjük, hogy a vezérautó ekkora utat tett meg,— 
míg a kísérő autók mind visszatértek a kiindulási pontra.

Keressük most meg a megoldást.
A. Tegyük fel, hogy valamely x távolságra vonatkozóan a felada­

tot — valamilyen szisztéma szerint — n autó segítségével megoldottuk.
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(A fogyasztási minimumra még nem vagyunk tekintettel.) Könnyű be­
látni, hogy ha a megoldást úgy módosítjuk, hogy bármely útszakaszon 
több autó megy (a többi szakasz változatlanul hagyásával), mint erede­
tileg) ez a fogyasztás növelését eredményezi. A fogyasztás mértéke 
ugyanis (egységválasztásunk miatt) az út mértékével egyenlő', az össz- 
fogyasztás tehát к autó esetén minden Ax útszakaszon k-Ax.2

B. A következőkben állapítsuk meg, hogy adott (n Ш1) számúa utó­
ból álló karaván segítségével maximálisan milyen x távolságra (jelöl­
jük ezt x„-nel) oldható meg a feladat és hogyan. Ez több lépésben fog 
történni.

a) A karaván minden autójának tele tartállyal kell indulnia. Tegyük 
fel ugyanis az állítás ellenkezőjét. Legyen az egyes autók tartályában 
>’i , y 2, ■■■, У„ üzemanyagmennyiség, y t^ l ,  és legyen legalább egy olyan

„ П
y, ahol nem teljesül az egyenlőség. A ^  (1 — y d = Y  üzemanyagmeny-

1=1
nyiség így határozottan pozitív lesz. De akkor találhatunk egy Ax tá­
volságot, melynek megtételéhez oda n autó, vissza n — 1 autó számára 
elegendő az Y  üzemanyagmennyiség; nevezetesen A x=  Y(2n —l ) -1 . 
Teletöltve a tartályokat Ax távolságra eljuthatunk, majd, az előbb fel­
tételezett maximális utat megtéve, innen az egész karavánnal vissza­
térhetünk, — tehát a „maximumot” A x> 0 távolsággal növeltük. így 
ellentmondásra jutottunk és ezzel állításunkat igazoltuk.

b) A karaván valamennyi autójának (eltekintve természetesen a ve­
zérautótól) üresen kell visszaérkeznie, a kiindulópontra. Ellenkező eset­
ben ugyanis a maradék üzemanyagmennyiség (legyen ez megint Y) 
a határozottan pozitív Ax =  cF távolsággal növelhette volna a maxi­
málisnak feltételezett x távolságot, ahol a konstans értéke lehet pl. 
с =  (2и — l ) -1. 3

c) A leválási pontokról valamennyi továbbinduló autónak tele tar­
tállyal kell elindulnia. Ennek bizonyítása kissé bonyolultabb, mint az 
előzőké és a következő állításra támaszkodik: minden leváló autó a lehető­
ség szerint minél előbb váljon le. Ha ugyanis (egy rögzített megoldásból ki­
indulva) Ах-szel előbb válik le, ezzel 2Ax üzemanyagot megtakarít. Ezt az 
üzemanyagot a karaván útteljesítményének növelésére lehet fordítani, fel­
téve, ha át bírja adni a továbbhaladóknak. Ha ugyanis nála marad,

2 Ezzel korántsem bizonyítottuk azt, hogy ha adott x  távolságra vonatkozóan 
a feladat n autóval megoldható, minden olyan m  autóval történő megoldás, amelyre

több üzemanyagfogyasztást jelent. Előfordulhat ugyanis, hogy éppen a több 
autó indítása tesz lehetségessé egy olyan szisztémát, melyben a későbbi útszakaszo­
kon lényegesen kevesebb autó megy, mint előbb, és ezzel megtakarítást értünk el. 
Megoldásunk, természetesen, ezt a lehetőséget ki fogja zárni.

3 A  későbbiek alapján könnyű volna megmutatni, hogy a konstans értéke 
ennél nagyobb is lehet; erre azonban egyáltalán nem lesz szükségünk.
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ez, mint felesleg, a kiindulópontra visszakerül, ellentmondásban a b )  
ponttal. Átadni azonban csak akkor tudja, ha a továbbhaladó autók 
tartályába ez a 2Ax üzemanyagtöbblet belefér. A leválás minél korábbi 
voltának ez szab határt. Ebből már következik az eredeti állítás telje­
sülése is, hiszen a leválási hely ott lesz, ahol a leváló autó (vagy autók) 
üzemanyagfeleslege éppen megtölti a továbbinduló autók tartályait. 
Ilyen pont mindig van, hiszen az üzemanyag-fogyás az útnak folyto­
nos függvénye.

d) A leválási helyekre valamennyi továbbhaladó kisérő autónak üre­
sen kell visszaérnie. A bizonyításnál arra támaszkodunk, hogy a leválási 
hely (beszéljünk most egy rögzített ilyenről, de valamennyire igaz) az a 
pont, amely előtt több autóból áll a karaván, mint utána. Ha mármost a 
visszatérő autók erre a pontra üzemanyagot hoznak vissza, ezzel növelhet­
ték volna a karaván útteljesítményét b) szerint (éppúgy, mintha ez volna 
a kiindulópont). Előfordulhat azonban, hogy ez az üzemanyag az innen 
való visszatéréshez kell. Ez ugyanannyi, mintha a karaván útteljesít- 
ményének a leválási pont előtti, nem pedig utána következő szakaszát 
növelné. (Hiszen mindegy, hogy oda- vagy visszaútban használjuk-e 
fel; ez az üzemanyag-maradék segít hozzá, hogy ez a leválási pont 
itt legyen és ne hamarabb.) Ez pedig rosszabb felhasználás, hiszen a 
leválási pont előtti részen több autóból áll a karaván, tehát az üzemanyag 
több részre oszlik, ezért kevesebb útnövekedést eredményez. A vissza­
téréshez szükséges üzemanyag tehát a leváló autókban kell, hogy legyen. 
De nem lehet, hogy a továbbhaladó karaván hagyja ott, hiszen akkor 
nem tele tartállyal mennének tovább a leválási helyről, — ellentétben 
а с )  ponttal.

e) A kísérő autóknak egyenként kell leválniok. Tegyük fel, ellen­
tétben az állítással, hogy a maximális utat biztosító szisztémában vala­
hol két autó válik le egyszerre. Jelöljük meg ezt a kettőt az a és ß in­
dexekkel. Tekintve a fogyasztás folytonos voltát, egyik, mondjuk az 
a indexű már előbb is átadhatta volna feleslegét. Ezt az x a pontban 
tehette volna meg, míg az előbbi, a feltétel szerint maximumot biztosító 
metódusban ez is csak az x ß leválási pontban szakadt volna el a karavántól 
(xxrcxß). A két autóban levő üzemanyagmennyiség együttesen elegendő 
a karavánnak az előző leválási pontig való visszatéréséhez, hiszen xyból 
is elegendő lett volna, a feltétel szerint. Most az x^-ba üresen visszatérő 
autók a ß indexű autó üzemanyagkészletének felhasználásával halad­
nak visszafelé. Azt a pontot, ameddig ez a visszatérő karaván el bír 
jutni, jelöljük xí-gal. Amennyiben x * ^ x x, készen is vagyunk. Az ellen­
kező esetben az a indexű autó xí-nál váljon csak le. így az a indexű 
autó 2Ax üzemanyagmennyiséget megtakarított, ahol Ax — xß —
— max (xa, x%). Ez a pozitív üzemanyagmennyiség azonban az útnöve- 
lésére fordítható, ellentétben a maximum elérésére tett feltevésünkkel.
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Az a) — ej feltételek tehát szükségesek ahhoz, hogy valamely szisz­
téma maximális utat biztosítson, — ha ilyen maximum egyáltalán léte­
zik. A következőkben meg fogjuk konstruálni az ezeknek a feltéte­
leknek eleget tevő szisztémát, majd megmutatjuk, hogy az így kapott 
metódussal valóban nagyobb utat tehetünk meg, mint bármelyik má­
sikkal, — maximum tehát létezik és feltételeink elegendők is annak 
biztosításához. Előbb azonban kimondunk még egy feltételt, mely meg­
konstruálandó maximumunk unicitásának biztosításához lesz szük­
séges.

f )  Az üzemanyagáttöltés mindig a leválási helyeken, egyszerre tör­
ténik. Ha ugyanis egyes autóknak előbb adnák át, azok—ellentétben a 
c) ponttal — nem tele indulnának tovább a leválási helyről. Ha utána- 
töltenének ezeknek is, ez lényegtelen bonyolítása volna az egyszerre 
végrehajtható áttöltésnek. Ilyen utána-töltésre csak akkor lenne szük­
ség, ha egyes autók már előbb teljesen kiürülnének. Ez azonban lehe­
tetlen, hiszen egyforma autók egyformán tele indultak (nemcsak a ki­
indulási pontról: minden egyes leválási helyről is), tehát egyik sem 
ürülhet ki előbb a másiknál. Ugyanilyen megfontolásokkal belátható, 
hogy visszatéréskor is lehetséges az üzemanyagátadást úgy végrehaj­
tani, hogy az csak a leválási helyeken történjék.

C. Az elmondottakból szinte azonnal következik, hogy a maxi­
mális szisztéma konstrukciójánál alkalmazható indukció. A karaván 
{k +  l)-edik autóval való bővítése ugyanis nem zavarhatja meg а к 
autóból álló karaván metódusát, hiszen a (k + l)-edik leválása (elő­
ször csak ez válik le az ej pont szerint) esetén а к továbbhaladó autónak 
tele kell lennie (ej) és ide (egy kivételével) üresen kell visszaérniük (dj). 
Tehát ugyanúgy, (a), b)), mintha к  autóból álló karaván indulna — 
innen.

Ezek szerint xk+1 annyival lesz nagyobb xk-n&l, amennyire a (k +  1)- 
edik autó el tudja vinni az egész к  autóból álló karavánt és onnan 
(a vezérautó kivételével) vissza tudja hozni. Ez menet (k + l)-szeres, 
jövet к-szoros fogyasztásnak felel meg. Összesen 2k +1  egyenlő részre 
kell tehát osztani a (k +  l)-edik autó üzemanyagát és addig mehet ez 
az autó a karavánnal együtt, amíg egy ilyen részt el nem fogyaszt. 
Képletben:

ö )  *‘+1- * ‘ = 2k T T

к = 0, 1, 2,. . .  behelyettesítésével kapjuk, hogy az n autóból álló 
karaván által maximálisan megtehető út

, 1 1 1
:1 +  T + 5 +  - + 2^ T(2) (n = 1,2, . . . ) ,



120

és az is rögtön kiadódik, hogy a leválási helyek (a céltól számítva) 

1, 1+-^-, l + - y  +  -^-, ... távolságban vannak. (2)-ből и minden hatá­

ron túl való növelésével divergens sort kapunk, tehát az így megkonst­
ruált szisztémával tetszőlegesen nagy távolságok is elérhetők.

D. Vegyünk most egy tetszőleges szisztémát az n autóból álló kara­
ván közlekedtetésére és hasonlítsuk ezt össze a C. pontban megkonst- 
ruálttal. Illesszük őket egymásra úgy, hogy a két „cél” (az a pont, 
ameddig a vezérautó eljutott; jelöljük x0-val) egybeessen. Jelöljük a 
céltól mért хг távolság másik végpontját ugyancsak x,-vel (ez nem fog 
félreértést okozni), és a kiválasztott tetszőleges szisztéma leválási he­
lyeit xí-vel, tehát x\ az a pont, ahonnan már csak i autó halad tovább, 
de odáig még több jött. (i =  1,2,..., n;x„, ill.x,j a kiindulópontokat jelentik.) 
Jelentse Ax; illetőleg Axj, az xf és x ^ x, illetőleg л:- és x'i_ 1 közé eső 
szakaszokat. Itt nem kell teljesülnie az ej feltételnek, előfordulhat 
tehát, hogy több x t egybeesik, azaz Ax- =  0 is lehetséges. (Ax; mindig 
pozitív, értékét (1) szolgáltatja.)

Haladjunk a céltól visszafelé. Tegyük fel, hogy Ax; =  Ax-, ha 
1S  г <  A:, de Axk már határozottan különbözik Ax(-től. Addig, amíg 
az egyenlőség teljesül, a két szisztéma lényegében azonos. A leválási 
helyek ugyanis megegyeznek és x^ből kiindulva könnyen megmutat­
ható, hogy az autóknak tele tartállyal kell elindulniok rendre az összes 
leválási helyről, különben nem tudnák elérni a következő leválási he­
lyet, illetve a kísérő autók nem tudnának visszatérni,— és ide visszatérve 
összes üzemanyagukat el is használták. Az áttöltés módozataiban (az 
áttöltési helyek sűrítésében) lehetnek csak különbségek. Mivel azon­
ban ez sem a megtett utat, sem a fogyasztás mennyiségét nem befolyá­
solja, nem tekintjük különbözőknek azokat a szisztémákat, melyek 
csak ebben térnek el.

Feltételünk szerint az xk pont már nem esik egybe az x'k ponttal. 
Az nem lehet, hogy Axk<Ax^ legyen. Ezen a szakaszon ugyanis к 
autó közlekedik menet és к — 1 autó visszajövet. Az összfogyasztás 
tehát itt ((1) felhasznlásával)

(2к -  l)Axl >  (2к -  1 )Axk =  1.

Az xfc_ 1=jcj(_1 ponttól viszont, mint említettük, к — 1 autónak tele 
tartállyal kell elindulnia, x^-nél tehát а к  autónak több, mint к egy­
ségnyi üzemanyaggal kellene rendelkeznie, — ami lehetetlen.

Illesszük most ismét össze a két szisztémát úgy, hogy xk és x'k 
essenek egybe. Ezzel a C. pontban konstruált szisztémánkat a cél irá­
nyában eltoltuk. Tovább haladva a kiindulópont felé, és az egész el­
járást annyiszor megismételve, ahány Ахг A x■ szakaszt találunk, vé­
gül a két kiindulópontot, x„-et és x'-t illesztjük egybe. Közben azonban
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a C. pontban konstruált megoldást legalább egyszer eltoltuk a cél 
irányába (különben valamennyi Ax, =  Ax| lenne, ami a két szisztéma 
egyezését jelentené); az általunk konstruált szisztémával tehát adott 
számú autóból álló karaván nagyobb utat bír megtenni, mint bármely 
más, ettó'l különböző' szisztémával.

Az a)—e) pontban adott feltételeink tehát elégségesek áhhoz, hogy 
egy szisztéma maximális utat biztosítson. Láttuk azonban, hogy a le­
válási pontok egyezése esetén két szisztéma még különbözhet abban, 
hogy az üzemanyagáttöltés milyen lépésekben történik. A már kimon­
dott / ) feltétel viszont éppen ezt szabályozza és lehetővé teszi, hogy 
így — a legegyszerűbb áttöltési módban megállapodva — a B. pont 
alatt felvetett kérdésre egyértelmű választ adjunk.

E. Foglalkozzunk ezek után az üzemanyag-minimum kérdésével. 
Világos, hogy a B. pont segítségével a C. pontban előállított megoldás 
az Xj távolságokra nézve valóban az üzemanyagminimumot szolgáltatja. 
Bármelyik útszakaszon véve ugyanis több autót, A. szerint ez az üzem­
anyagfogyasztás növekedését vonná maga után. Ezzel sehol nem tud­
nánk csökkenteni az autók számát, mert minden lehetséges к  autó­
számra vonatkozóan ( k S i )  a karaván teljesítőképességét maximáli­
san kihasználtuk. Az x; távolság megtételéhez г-nél kevesebb autó, 

, mint a maximum B.—D. pontokban történt konstrukciójából látszik, 
nem elég. Üzemanyagot úgy takaríthatnánk még meg, hogy az egyes 
autók tartályait induláskor nem töltjük tele: ekkor azonban, mint lát­
tuk, nem tudjuk a feladatot az x; távolságra megoldani.

Vegyünk most tetszőleges x* távolságot. Ez nyilván beleesik az 
x,- szigorúan monoton növekedő sorozattal, mint osztópontokkal meg­
határozott intervallumok valamelyikébe. (Tekintsük ezeket az inter­
vallumokat felülről zártnak, ha tehát x* =  x;, akkor azt mondjuk, hogy 
x* az (хг_ ! ,х г) intervallumba esik.) A feladat megoldásához, ha x* 
az (x„,x„ +  l) intervallumba esik, éppen n + 1 autó szükséges; n autó­
val ugyanis csak a nála rövidebb x„ távolságra oldható meg a feladat, 
n + 1 autóval viszont megoldható még a nála nagyobb (vagy ugyan­
akkora) x„ + 1 távolságra is. Ennyi autó tehát kell, többet indítani viszont 
(A. szerint) több fogyasztással járna.

Az (n +  l)-edik autó csak akkora távolságot kell, hogy megtegyen, 
hoyg a maradék éppen x„ legyen; ha kevesebbet menne, n autó nem 
lenne elegendő a hátralevő út megtételéhez, ha többet, akkor az út 
elején több autó menne a feltétlenül szökségesnél —és ez megint A.-nak 
mondana ellent.

Az {n +  l)-edik autó tehát a (céltól mért) x„ leválási pontig és onnan 
vissza, a kiinduló pontig kell, hogy fedezze a karaván üzemanyag­
szükségletét. Az ehhez feltétlenül szükséges y„+1 üzemanyagmennyiséget 
kell a tartályában elhelyeznünk és, ezzel növelve az n autó által vitt
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n egységnyi üzemanyagot, kapjuk a feladat x* útra vonatkozó meg­
oldásához szükséges minimális üzemanyagmennyiséget. Képletben:

(3) yn+1 =  (x* - x„)[(n +  1) +  п]=(2и +  1)(x* - х „ ) ё 1 ,

ugyanis

* * - * и^ и+1- х я =  2^ Г Г

Azt kaptuk tehát, hogy — ha az üzemanyagfogyasztásnak egy­
általán létezik minimuma — az tetszőleges x* távolságra nem lehet 
más, mint a (3) képlet segítségével nyert n + yn + 1 üzemanyagmennyiség. 
Be kell még látnunk, hogy valóban létezik miminum és ezzel a bizo­
nyítást be is fejeztük.

F. Legyenek valamely, az (xn, xn+1) intervallumba eső x* távolság 
esetén egy tetszőleges szisztéma leválási pontjai az x í , x i ,  ...,*„  pon­
tok (a céltól számítva, ugyanúgy, mint előbb) és tekintsük az x* hosszú­
ságú út egy olyan beosztásúd melynek osztópontjai az x; és x) pontok 
összessége ( i ^ n , j ^ m ) .  Jelöljük ezeket x,"-vel (/c =  1,2, ...,/, ahol 
Ш т  + п). Tekintsük most az út egy Ax'í szakaszát. Az eddig elmon­
dottakból azonnal következik, hogy ha a tetszőlegesen választott szisz­
témában a karaván ezen a szakaszon éppen p autóból áll, az általunk 
konstruált szisztéma szerint viszont q autóból álló karaván halad ugyan­
itt, teljesül a p ^ q  egyenlőtlenség. (így speciális esetként m i§ ki­
adódik.) Mivel ez minden szakaszra teljesül, A. alapján akármelyik 
szisztéma szerint haladva legalább akkora lesz a fogyasztás, mint az, 
amit az E. pontban nyertünk. Egyenlőség csak abban az esetben lehet­
séges, ha xt és xj páronként megegyeznek, — ekkor viszont a két szisz­
téma lényegében megegyező. Az ^általunk konstruált szisztéma tehát 
valóban a minimumot szolgáltatja; nyugodtan nevezhetjük tehát a prob­
léma megoldásának.

A feladatot tehát megoldottuk és válaszoltunk a feltett kérdésekre. 
Tetszőleges x távolságra meg tudjuk mondani, hogy a karavánnak hány 
autóból kell állnia4 és mennyi üzemanyagot kell felvennie, hogy a ki­
tűzött célt elérje. A követendő, fogyasztási minimumot szolgáltató el­
járás ekkor (mégegyszer összefoglalva)a következő: elindul a karaván, 
a (2) segítségével meghatározott (a célponttól mérve x t távolságokban 
elhelyezkedő) pontokon mindig leválik egy autó, mely előzőleg fel­
tölti a többiek tartályát, de nem fordul vissza, hanem megvárja a később

4 Nagy távolságoknál ez a szám rettenetesen nagy lesz. A  Fine által levezetett 
asziptotikus formula ífgy elembe vételével az autók száma és a (mértékszámban ezzel 
egyenlő) szükséges üzemanyag * növekedésével konstans faktortól eltekintve úgy 
növekszik, mint e 2x.
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visszatérőket; együtt térnek vissza és azoknak az üzemanyagszükségletét 
is ő fedezi visszafelé.

II. A problémának sokféle általánosítása kínálkozik. Néhányat ezek 
közül Bánkövi GYÖRGYgyel együtt kidolgoztunk. A matematikailag leg­
érdekesebbeket készülő közös dolgozatunkban publikálni is fogjuk.5
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Néhány egyszerűen tárgyalható, valamint két, ezideig megoldatlan álta­
lánosításra azonban itt is kitérek.

1. A vezérautónak a cél felől is elé tud jönni egy segítő karaván. 
Könnyű belátni, hogy ennek a kisegítő karavánnak ugyanolyan szisz­
téma szerint kell eljárnia, mint a kísérőnek, azzal a különbséggel, hogy 
ez menet áll eggyel kevesebb autóból, mint visszatérőben. Tekintve 
azonban, hogy két-két leválási pont közt mindig egy autó fedezi az 
egész karaván üzemanyagfogyasztását, közömbös, hogy egy tele autót 
segítenek tovább a kísérési szakaszon vagy egy üreset visznek magukkal. 
Nyilvánvaló, hogy az összfogyasztás kevesebb lesz, mintha csak kí­
sérni lehetne a vezérautót, hiszen ha csak egyetlen autót indítunk is 
szembe, ez a szükséges kísérési távolságot (2) szerint (-dal csökkenti, 
ez pedig már n =  5 esetén is azt jelenti, hogy a kísérő karavánban két 
autóval kevesebb elegendő. (Nagyobb autószám esetén még nagyobb a 
megtakarítás.) Könnyű megmutatni, hogy a fogyasztás minimumát 
akkor érjük el, ha a kísérési távolságok nagyjából egyforma hosszúak.

x  — 1
Pontosabban: ha x a megadott távolság, —̂  - ■ szakaszon kísérve a

vezérautót (és ugyanekkora szakaszon segítve a második karavánnal) 
minimumot nyerünk. (Legyen a kísérő karaván autóinak — E. szerint 
meghatározható — száma n; ekkor a.másik karaván is nyilván n autó­
ból fog állni.) Ha azonban a karavánok összes autói nincsenek tele, 
ezt a minimumot nemcsak egy pontban nyerjük, hanem egész szaka-

X  - J -  1

szón. Más szóval, ha az —- — távolság nem egyenlő x„+ ,-gyel (ez

jelenti azt, hogy a kísérő karayán autói nincsenek tele), hanem x„ és 
xn+1 közé esik, mindössze annyi a megkötöttségünk, hogy mindkét 
kísérő karaván legfeljebb n autóból állhat és legalább n — 1 tele autót 
kell tartalmaznia. Ezen belül (az összfogyasztás változása nélkül) sza-

x  — 1
badon választhatjuk meg, hogy nagyobb távolságon kísérünk-e ———nél
(és ugyanannyival kevesebbet megyünk elé), vagy fordítva. A bizo­
nyítás csak egyszerű számolást igényel, ezért nem részletezzük.

2. A kisérő autóknak nem kell visszatérniök a kiindulási pontra; a 
kiürült tartályú autókat az út mentén hagyjuk.6 Az eredeti gondolat- 
menet lényeges egyszerűsítésekkel vihető át erre az esetre, és igen köny- 
nyen belátható, hogy (2) ebben az esetben így módosul:

nél

, 1 1 1 
* „ = 1 +  T  +  y + -  +  -

6 Amennyiben a problémának űrhajózási alkalmazását lehet találni, ez az eset 
lesz érdekes: a hordozórakétát, felhasználás után, nyilván „elhagyjuk az űrben” .
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A tetszőleges távolságra vonatkozó üzemanyagminimumot (azaz a (3) 
képlet módosított alakját) fel sem érdemes külön írni.

3. A feladatban nem egy, hanem több autó megadott célba való elju­
tását követeljük. Be fogjuk bizonyítani, hogy egy kisérő karaván indítása 
jobb technika, mintha egymástól függetlenül, külön kísérő karavánokkal 
segítenénk a célba az autókat.

A bizonyításnak csak egy részét, az eredeti bizonyítás C. pontját 
végezzük el erre az esetre. A többi lényegében változtatás nélkül vihető 
át. Legyen a feladatban megszabott vezérautók száma к és keressük, 
milyen messze tud eljutni egy kn autóból álló karaván. Az /-edik kísérő 
autót csatolva a karavánhoz, ez menet i + k, visszatéréskor i autó 
fogyasztását kell, hogy fedezze; — a megtehető távolságot tehát

1
x i+k — 2 i + k

távolsággal növeli. (& =  1 esetén ez tartalmazza az (1) képletet, mint 
speciális esetet.) Alkalmazzuk ezt az összefüggést az i =  1, 2,..., (и — \)k  
esetekre; figyelembevéve, hogy az út végén minden vezérautó teljes 
üzemanyagkapacitásának megfelelő távolságot bír futni, adódik

1 1  1
Xnk~  + k  + 2 + k + 4 + ” ’ +  k  + 2k(n— 1) '

Ez valóban nagyobb, mint а к  független, n autóból álló karaván 
által megtehető út. Összevetve ugyanis (2)-vel (fc >  1):

1 I 1 i 1 í
k + 2  + k + 2-2 + '" + k  + k-2 k{ \ + 2) ~  3 ’

1 1 1 1 1
k  + (k + l ) 2 + k + (k + 2)2 + " + k  + 2 k - 2 ^ k k ( l  + 4 ) ~ T ’

. 1

1 1
k  + [ (n -2 )k + l]2  + k + [(n -2 )k  + 2]2 +

1 i 1
+ к + [(п-1)к]2  > fc )t[l +  2 (n —1)] - 2и - Г

ami álhtásunkat bizonyítja.
4. A karavánt alkotó autók tartálya különböző méretű. Ha csak a 

vezérautó tartálya más, az csak az utolsó útszakasz hosszát befolyásolja, 
hiszen minden előző szakaszon más autó fedezi az egész karaván fo-
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gyasztását. (Legfeljebb, ha túl kicsi az a tartály, egy-egy szakaszon 
belül több részletben kaphatja meg az üzemanyagot.) Előfordulhat azon­
ban, hogy nincs előre kikötve, melyik autónak kell beérnie (tehát az 
eltérő tartályúnak-e, vagy másiknak), sőt, az is lehet, hogy az autók 
közt többféle tartályméretű is előfordul; esetleg valamennyinek a tar­
tálya különböző. Könnyű belátni, hogy ha egy tartály mérete q (az 
általunk egységnyinek nevezett tartályhoz viszonyítva), akkor az az út­
szakasz, amelynek ez fedezi a szükségletét, ^-szorosára nyúlik, illetve 
zsugorodik. Nyilvánvaló, hogy ez a változás annál kisebb, minél kisebb 
szakaszt befolyásol. Ha tehát azt keressük, hogyan érhetünk el maxi­
mális útteljesítményt, olyan sorrendet kell az autók közt megállapíta­
nunk, hogy a legkisebb tartályú autó váljék le először, aztán nagyság 
szerint a többi, legvégén a legnagyobb. (Illetve, ha azt is szabadon 
választhatjuk, a legnagyobb tartályú autó legyen a vezérautó).

5. Az autók fogyasztása különböző.1 Ennek az esetnek direkt tár­
gyalásánál érdekesebb annak figyelembevétele, hogy ez lényegében az 
előző, 4. pont alatti általánosítás duálja: egyforma fogyasztású, külön­
böző tartályú autók egyforma tartályú, különböző fogyasztásúaknak 
felelnek meg, mégpedig, természetesen, kisebb tartály nagyobb fogyasz­
tásnak és viszont. Mindkét esetben ugyanis a tele autó nem egységnyi, 
hanem több vagy kevesebb utat bír megtenni. A leválási sorrend itt 
ugyanúgy állapítható meg, mint az előbb. (Világos, a nagy fogyasztású 
autók minél kevesebbet menjenek.) Az (1), (2), (3) képletek itt nem 
lesznek érvényesek. A páratlan harmonikus sor megbomlik, a nevezőket 
egyenként kell kiszámítani.

6. Az autók tartályai is, fogyasztásai is különbözőek. Amennyiben 
ilyen karaván autóinak leválási sorrendjét akarják meghatározni, várat­
lan nehézségekkel találjuk magunkat szemben. Nézzük először a kérdést 
két autó esetén.

Válasszuk az egyik autó tartályát és fogyasztását egységnyinek, 
a másik tartálya legyen q, fogyasztása pedig £. írjuk fel a megtehető 
távolságot először úgy, hogy az „egység-autó” legyen a vezérautó, 
majd úgy, hogy a másik:

V
2£ +  l +  1

>  1
< £  + 2

Ц
T*

Aszerint, hogy melyik egyenlőtlenség teljesül, érdemes egyik vagy másik 
autót fordítani vissza; egyenlőség esetén közömbös a sorrend. Kife-

7 Ezen azt értjük, hogy az egyes autók útszakaszonként! fogyasztása egymástól 
eltérő, de egyenletes és (ugyanúgy, ahogy eddig), semmilyen tényezőtől nem függ. 
Ebben a dolgozatban a változó fogyasztás kérdésével egyáltalán nem foglalkozunk; 
annak tárgyalását teljesen a már említett készülő dolgozatra hagyjuk.
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jezve (egyenlőség esetén) 1 7 -t, mint £ függvényét, nyerjük:

5(25 +  1)
4 £ +  2 ’

Ha a (£, tj) pont ezen görbe fölött van, az egység-autót, ha alatta, a 
másikat kell visszafordítanunk.

A nyert eredmény ugyan elég egyszerű, de ha több autóra is meg­
próbáljuk elkészíteni, súlyos számítási nehézségekkel találjuk magunkat 
szemben. Elvi nehézség látszólag nem lép fel, de explicite kiszámítani 
például azokat a „felületeket”, melyek a négydimenziós tér első tér­
negyedének hat részre osztásával kijelölik, mikor melyik sorrend a leg­
jobb három autó indítása esetén, — ez annyira bonyolultnak tűnik, hogy 
szinte érdemesebbnek látszik a konkrét esetekben az egyes lehetőségek 
végigpróbálgatása. ^

Ez a probléma ilyenformán (az n = 2 esettől eltekintve) a legkevésbé 
sem tekinthető elintézettnek. Mindenesetre a megoldást, úgy látszik, a 
fent vázolt úttól eltérő módon kell keresni.

7. Az eredeti feladatot nem autóknak, hanem helikoptereknek kell 
végreliajtaniok. Ez a látszólag teljesen hasonló probléma annyiban 
különbözik az eddig tárgyaltaktól, hogy a helikopter (feltételezésünk 
szerint) képes a levegőben üzemanyagot átadni és átvenni, de várakozni 
(mint azt a megoldás szerint az autóknak kellett) nem tud. Mindjárt 
előrebocsátom, hogy — tudomásom szerint — ez a probléma is nyílt 
még ez idő szerint; néhány kisebb távolságtól eltekintve nem tudjuk 
megadni a szükséges üzemanyag minimumát és a „jó” metódust.

Tegyük fel, hogy a helikopterek fogyasztása és sebessége egyenletes, 
és a karaván valamennyi gépe egyforma. Legyen a fogyasztás és a tar­
tály mérete megint egységnyi. Az áttöltésekre fordított időt (pontosab­
ban : a gépeknek ez alatt, a levegőben állva történő fogyasztását) hanya­
goljuk el.

Indítsuk el az egész karavánt egyszerre és (hasonlóan a probléma 
autókkal történő megoldásához) a kiinduló pontra visszatért gépeknek 
többé ne kelljen felszállniok. Meg fogjuk mutatni, hogy ilyen módszer­
rel még az x  = 2 távolságra sem oldhatjuk meg a feladatot, akárhány 
gép áll is rendelkezésünkre.

Induljon el ugyanis egy n gépből álló karaván. Az először leváló 
gép, visszafordulási helyéig (nem részletezzük, de könnyen belátható, 
hogy itt is teljesülnek az a) — f )  pontok, — d) kivételével) n gép fogyasz­

tását fedezi, visszafelé csak a sajátjáét, tehát  ̂ utat tesz meg a kara­

vánnal együtt. Ä többi innen tele indul tovább; a következő vissza-
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fordulónak 1 — 1
üzemanyagmennyiségből kell gazdálkodnia, mert/2 +  1

egyedül kell megtennie az egész utat a kiindulási pontig. Az n — 1 gépből 
álló karaván fogyasztását fedezi tehát előre-menet, a sajátjáét vissza, a

üzemanyagmennyiséget tehát n részre kell osz-rendelkezésére álló

tania,

n +  l 

így ez a gép is 1
1 útszakasszal juttatta előbbre a karavánt.

Ugyanígy belátható, hogy valamennyi visszaforduló gép 1 szakasz-/2 +  1
szál járul hozzá a megtett úthoz, a vezérgép pedig egységnyi utat tesz 
meg. Az n gépből álló karaván ilyen módszerrel megtehető maximális 
útja tehát

. « —1
*- =  1 + Т Й Т ;

ez pedig, mint látható, sohasem éri el a kettőt, n akármilyen választásá­
val. (Nem is beszélve az üzemanyag minimalizálásáról.)

A követendő módszer tehát az lesz, hogy a visszaérkezett gépek 
ismét üzemanyagot vesznek fel és segítik a visszatérésben a később 
visszafordulókat. nS .4 esetén sikerült diszkutálni a különböző eseteket, 
de ha a gépek száma nagy, a lehetőségek olyan változatos sokaságát 
kell figyelembe venni (hány gép térjen vissza önállóan és hányat segít­
sünk, hány segítsen, karavánszerűen segítsenek-e vagy egyenként, stb.), 
hogy valamilyen rendező elv találása nélkül ez reménytelennek látszik. 
Az elmondottak illusztrálására ismertetjük azt a „menetrendet” , amely 
szerint egy négy gépből álló karaván a maximális utat képes megtenni. 
Egységnyinek azt az időt nevezem, amennyi alatt egy gép egységnyi utat 
tesz meg. Az ábrán feltüntetett idő- és távolság-mértékszámok az egység 
60-adrészeire vonatkoznak. A kis karikák az egyes gépeket jelentik, a 
hozzájuk csatlakozó nyilak pedig az adott pillanatban, ill. helyen a 
repülési irányokat, illetve a fordulást (mely mindig egyben üzemanyag­
áttöltést is jelent.).

Végül néhány tájékoztató számadat. A közölt „menetrend” mutatja, 
hogy négy gép hat egységnyi fogyasztással tudja megtenni azt az utat,

23amelyről azt állítottuk, hogy maximális. Ez az út 1 + — távolság-egység.

A továbbiakban csak az utak egységen felüli részének számlálóját írjuk 
ki 60-as nevezőre vonatkozóan (akárcsak az ábrán), két tizedes pontos­
sággal.

Ha a négy repülő az autókhoz hasonló metódussal, tehát négy 
egységnyi üzemanyag felhasználásával repült volna, csak 36 mértékszámú 9

9
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utat bírt volna megtenni. Négy autó ellenben 40,57-et. Igaz, hogy négy 
repülő' így, hat egységnyit fogyasztva 46 mértékszámú utat tett meg, de 
ha hat autót indítunk, az 52,69-et tett volna meg, míg hat repülő, az 
eredeti metódussal (hat egységnyi fogyasztással) csak 42,86-ot. Mint lát­
juk, az eltérések már a gépek ilyen kis száma esetén is meglehetősen 
nagyok.

ПРОБЛЕМА СБЕРЕЖЕНИЯ ГОРЮЧЕГО 

Б. Хайтман

В первой части статьи автор даёт иной путь решения одной проблемы, 
разрешенной файном (Fine). Задача состоит в следующем. С некоторой 
базы отправляется автоколонна состоящая из одинаковых машин; одна 
из машин должна достигнуть цели, находящейся на заданном расстоянии, 
а остальным нужно вернуться на исходную базу. Из скольких машин долж­
на быть составлена колонна, сколько горючего должна взять с собой каж­
дая машина (количество это, конечно, ограничено), каковы те места на 
которых машины должны ждать или с которых они должны повернуться 
назад, чтобы расход горючего был бы по возможности минимальным? На 
эти вопросы автор ищет и даёт ответы в первой части статьи. Во второй 
части он рассматривает некоторые обобщения этой задачи; статья содер­
жит также решения обобщений с 1-ого по 5-ое, но решения обобщенных 
задач 6 -ой и 7-ой остаются откритыми.

ON THE JEEP-PROBLEM 

В. H ajtman

In the first part of the paper we give a solution in a new way for some problem 
solved by Fine. The problem is the following. From a base a caravan starts consist­
ing of cars o f the same kind one of which has to come to an end in distance given 
before. The others must return to the base. There are in question: the necessary num­
ber of the cars in the caravan, the amount of gasoline which is to be carried by each 
of them (this amount is naturally limited), the suitable points where the cars must 
stay or return to solve the task consuming gasoline in the least amount possible. 
We can answer these questions correctly.

In the second part we give several generalizations of the problem; generali­
zations 1. —5. are solved in the paper, however, 6 . and 7. ones are open problems. 9

9 Matemat ikai Lapok



Nicolas Bourbaki és a mai matematika
H enri C a r t a n  (Paris)i

N icolas Bourbaki egy terjedelmes, francianyelvű matematikai tan­
könyv szerzője. Noha a mű első kötete már 1939-ben megjelent, a teljes 
mű koránt sincs befejezve; mindeddig 21 kötet jelent meg több mint 
3000 oldal terjedelemben.1 2 Bourbaki több matematikai folyóiratban is 
közölt dolgozatokat, többek között az „Archiv der Mathematik” című 
folyóiratban is. Ezenkívül egy szeminárium (az úgynevezett Bourbaki- 
szeminárium) vezetője Párisban: évenként háromszor az Henri Poincaré 
nevéről elnevezett intézetben Franciaország és a környező külföld neves 
professzorai és kutatói egy matematikával foglalkozó konferenciára 
gyűlnek össze. Ebben a szemináriumban eddig mintegy 150, a legkü­
lönbözőbb matematikai témával foglalkozó előadás hangzott el. Az 
előadások szövege sokszorosított formában matematikus körökben az 
egész világon elterjedt.

Az utóbbi időben Bourbaki neve egyre szélesebb közönség előtt 
vált ismeretessé. Igen sok ember tette fel magának a kérdést: Kicsoda 
tulajdonképpen Bourbaki ? Művei alapján az a benyomásunk támad, 
hogy nem lehet olyan matematikus, mint a többi. Helyes értesüléseket 
szerezni felőle nem könnyű, mert nagyon kevés ember találkozott vele 
személyesen. Ha Önök ilyen értesülések után a napi sajtóban vagy az 
egyes folyóiratok BouRBAKival foglalkozó cikkeiben kutatnának, bizo­
nyára nagyon meglepődnének a sok egymásnak ellentmondó állításon; 
ha pedig személyesen kérdeznének meg tekintélyes matematikusokat, 
olyan sok titokzatos történetet hallanának, hogy még jobban megzava­
rodnának, és végül komolyan tennék fel a kérdést: „Létezik-e egyáltalá­
ban Nicolas BourbakiV Hogy ezt a talányt megoldjuk, egy szavahihető 
egyénhez fordulunk, tudniillik Dr. Gottfried Köthe professzor úrhoz, 
a mainzi Gutenberg-egyetem volt rektorához. Köthe úr a „Kutatók és

1 H. Cartan ezt a beszédet 1958 január 8 -án mondta el a Nordrhein West­
falen tartomány Kutatói Munkaközösségének 76. ülésén Düsseldorfban.

2 1961-ben a megjelent kötetek száma 26-ra emelkedett. Több kötetnek már 
második kiadása is megjelent. (A fordító.)



131

természettudósok a mai Európában” című sorozatban tanulmányozza 
Bourbaki művét, és azt írja: „Szerzó'nk személyi adatai kissé bonyolultak 
és titokzatosak”, de semmi többet.

Szerencsére egy görög barátom lehetőséget nyújtott nekem ahhoz, 
hogy a Bourbaki nemzetség eredetét felfedjem. Ezért tudom ma Önök­
nek a következő' érdekes történetet elmondani.

A monda szerint a XVII. században a krétai hazafiak a betolakodó 
törökök ellen két testvér, Emnauel és N icolaus Skordylis parancsnok­
sága alatt harcoltak. A két testvér olyan bátran és hősiesen harcolt, 
hogy a törökök „Vourbachi” előnévvel ruházták fel őket. Vourbachi 
annyit jelent, mint élharcos. Emanuel és N icolaus büszkén fogadta el 
ezt a megtisztelő melléknevet, amelyet később utódaik örököltek. Ez 
alatt a Vourbachi név a görög nyelvben Bourbaki-vó változott (ß 4 
került a v és x a eh helyébe). Emanuel egyik dédunokája, névszerint 
Sauter Bourbaki több mint száz évvel később a Földközi-tenger ismert 
tengerjárója volt. Abban az időben Bonaparte tábornok Egyiptomban 
harcolt. Sauter Bourbakit Jerome Bonaparte, Napóleon bátyja azzal 
az üzenettel küldte Egyiptomba, hogy Napóleon a lehető leggyorsabban 
térjen vissza Franciaországba, mert az idő államcsíny végrehajtására 
alkalmas. Amint az ismeretes, Napóleonnak sikerült a hatalmat magához 
ragadnia, de az már talán kevésbé ismeretes, hogy Napóleon Sauter 
Bourbaki iránti hálából gondoskodott annak három fia neveltetéséről.
E három fiú egyike, aki francia tiszt lett, apja volt a francia hadsereg 
annak az ismert tábornokának, Charles BouRBAKinak, aki az 1870/71-es 
német—francia háború alatt hadseregét átvezette a svájci határon, hogy 
az ne kerüljön német hadifogságba. A tábornok BouRBAKinak volt egy 
húga, aki Nicolas Bourbaki egyik unokájához ment feleségül. A 
Bourbaki család e két ágának összefonódásból származik — amint ezt 
mondják — a matematikus Nicolas Bourbaki, aki ma a Poldaviai 
Királyi Akadémia tagja.

Görög barátom e pontos közlése ellenére csaknem valamennyi ma 
élő matematikus meg van győződve arról, hogy N icolas Bourbaki 
nem létezik; inkább azt hiszik, hogy a Bourbaki név egy csoport fran­
cia matematikus fedőnevéül szolgál. Ilyen véleményt képviselt nyilvá­
nosan néhány évvel ezelőtt Boas úr, a „Mathematical Reviews” című 
amerikai folyóirat felelős szerkesztője az Encyclopaedia Britannica egyik 
cikkében. Később az Encyclopaedia Britannica szerkesztői kínos zavarba 
kerültek, amikor N icolas Bourbaki aláírásával harcias levelet kaptak, 
amelyben Bourbaki kijelentette, hogy létezésének jogát senkitől sem 
tűri el kétségbevonni. Hogy Boas tettét megbosszulja, Bourbaki min­
denfelé azt terjesztette, hogy a matematikus Boas nem létezik, hanem a 
B. O. A. S. betűk csak a Mathematical Reviews szerkesztői egy csoport­
jának fedőnevéül szolgálnak.

9*
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De most már itt az ideje annak, hogy elhagyjuk a képzelet területét. 
Mondjunk le azon probléma megoldásáról, vajon Nicolas Bourbaki 
éló' személy-e vagy sem, fordítsuk figyelmünket inkább művei felé, 
amelyek biztosan léteznek. Mivel e művek megalkotásában személyesen 
résztvettem, egy kicsit kényes beszélnem róluk, de remélem, hogy ezt 
megbocsátják nekem, és véleményem nem lesz túlságosan elfogult.

Az 1934/35 tanév téli szemeszterében egy kb. 10 fiatal francia 
matematikusból, akik csaknem valamennyien a párisi École Normale 
Supérieure hallgatói voltak, álló csoport elhatározta, hogy közösen 
analízis-tankönyvet ír. Ez: a tankönyv főleg a francia egyetemeken 
tanuló hallgatók számára készült volna. Goursat klasszikus francia 
tankönyve már nem felelt meg az új matematika követelményeinek; 
ezért az ifjak olyan művet akartak alkotni, amely ugyanezt a feladatot 
töltötte volna be, mint Goursat műve annak idején, és ezenfelül kielé­
gítette volna a huszadik század matematikájának követelményeit is. 
Havonta egyszer gyűltek össze egész Franciaországból ezek az ifjak, 
hogy a tervet megvitassák. Csakhamar világossá vált előttük, hogy nem 
szorítkozhatnak csupán a klasszikus analíAs tankönyvének megírására. 
Például az algebra, amely különösen Németországból kiinduló hatások 
alatt (itt elsősorban a nagy matematikusra, Emmy Nötherre és tanítvá­
nyaira gondolok) átformálódott, megkezdte az egész matematika arcula­
tának lényeges megváltoztatását. így fiatal matematikusaink fokról-fokra 
döbbentek rá arra, hogy tervezett vállalkozásukat milyen átfogóan kell 
megalapozniok.

Egy kissé más álláspont volt a következő: az utóbbi évtizedek 
folyamán a matematika különböző ágai annyira megnőttek, hogy a 
specializálódás csaknem valamennyi matematikus számára szükségessé 
vált. Csak olyan kiválóságok, mint David H ilbert vagy Henri P oin­
caré tudták a matematikát mint egészet uralni, az átlagos matematikus 
számára túlságosan nehézzé vált tudományágának áttekintése és a mate­
matika különböző területei közötti belső kapcsolatok megragadása.

Elérkezettnek látszott az idő arra, hogy e végzetes helyzet kiküszö­
bölésére a matematika minden lényeges területe egységes tárgyalásban 
kerüljön feldolgozásra, ez a tárgyalás ne támaszkodjék előismeretekre, 
és tegye lehetővé a különböző területek közös alapjainak megértését. 
Fiatal francia matematikusaink elhatározták, hogy e feladat megoldását 
magukra vállalják. Csak az ifjúság képes ilyen merész elhatározásra. 
De ez az ifjúság nem volt olyan meggondolatlan, hogy ne látta volna a 
nehézségeket is. Különösen nagyon világosan látta azt, hogy egy ilyen 
vállalkozás meghaladja egy ember erőfeszítéseit. Közös munkára volt 
szükség. De milyen módszert válasszon ez a közös vállalkozás ? Általában 
egy közös munka megfogalmazása a következő szabály szerint történik: 
Minden munkatárs a képességeinek legmegfelelőbb területet veszi át,
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és kötelezi magát, hogy a műnek ezt a részét megírja. De ez a szabály 
ebben az esetben pontosan az ellenkezőjét segítette volna elő, mint ami 
kívánatos lett volna; tudniillik itt arról lett volna szó elsősorban, hogy 
először a matematika minden ágából ki kell válogatni az alapfogalmakat, 
és csak később lehet a speciális tudományágakkal foglalkozni. így 
szükségessé vált, hogy mindenki mindenek előtt elfelejtse saját szak­
területét, és arra kényszerült, hogy mindent elölről tanuljon meg. Szük­
ségesnek látszott, hogy az összes kérdést közösen beszéljük meg, és ennek 
megfelelően a végleges megfogalmazás csak egy ilyen diszkusszió-sorozat 
eredményeként jöhetne létre. Szükségesnek látszott, hogy minden egyes 
résztvevő javaslatokat tegyen, ezeket összehasonlítjuk és megbeszéljük, 
így végül lehetetlen lesz felismerni, ki melyik részét alkotta az egésznek, 
a mű valóban közös mű lesz.

De most egy gyakorlati kérdés merült fel: egy könyvet általában 
a szerző nevével kell megjelentetni. Nyomtassunk minden kötet első 
oldalára egy hosszú sor szerzőt? Ez kényelmetlen lett volna. Ezért 
elhatároztuk, hogy a kiadvány számára álnevet választunk. Miért válasz­
tottuk éppen Nicolas Bourbaki nevét? Senki sem tud közülünk erre 
a kérdésre teljes és pontos választ adni; a név kiválasztása éppen e 
„közös személyiségnek” első megnyilvánulása.

Bourbaki kezdettől fogva az úgynevezett axiomatikus módszer 
meggyőződéses híve volt. Ezért alkalomadtán megbírálták. De célja 
elérése érdekében erre feltétlenül szüksége volt. Önök tudják mit jelent 
az axiomatikus módszer. Ez lényegében igen régi módszer, már Euklides 
szolgáltatott rá példát. De az axiomatikus módszer modern formában 
csak a XIX. század vége felé vált ismeretessé, amikor David H ilbert 
közzétette „A geometria alapjai” című kiváló könyvét. Később az 
axiomatikus módszert a német iskola alkalmazta eredményesen a modern 
algebrára, és a módszer ma már átjárja az egész matematikát.

Mi is tulajdonképpen az axiomatikus módszer? Hogy erre magya­
rázatot nyerjünk, forduljunk egy igen elemi példához. Ha egy fiatal 
tanuló olyan egyszerű feladatokkal foglalkozik, amelyekben mértékegy­
ségként a kilogramm, a méter, a liter stb. fordulnak elő, a végkövetkez­
tetések sok esetben hasonlók. Ennek oka egyszerű: olyan algebrai kép­
leteket írhatunk fel, amelyek a mértékegységektől (kg, m, 1, stb.) függet­
lenül érvényesek; más szavakkal: különböző problémák az algebra 
egyetlen problémájának speciális eseteiként jelennek meg, és ennek az 
egyetlen egy problémának a megoldása választ ad az összes speciális 
esetre is.

Ez a rendkívül elemi példa igen jellemző az axiomatikus módszer 
alkalmazására. Mi történik tudniillik a magasabb matematikában? Az 
a matematikus, aki egy bizonyítás végrehajtását kísérli meg, mindenek 
előtt azokra a jól meghatározott matematikai objektumokra gondol,
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amelyekkel éppen abban a pillanatban foglalkozik. Ha már most úgy 
látja, hogy talált egy bizonyítást és az összes végkövetkeztetését még 
egyszer gondosan átnézi, azt veszi észre, hogy a bizonyításában a tanul­
mányozott objektumoknak csak kevés jellegzetes tulajdonsága játszott 
jelentős szerepet. így tehát ugyanazt a bizonyítást olyan más objektu­
mokra is át lehet vinni, amelyek csak azokkal a tulajdonságokkal ren­
delkeznek, amelyeket a bizonyítás során felhasználtunk. Ebben rejlik az 
axiomatikus módszer oly egyszerű alapötlete: ahelyett, hogy megmagya­
ráznánk mely objektumokat akarjuk megvizsgálni, felsoroljuk azok 
tulajdonságait. Ezek a tulajdonságok, mint axiómák, az eljárás élére 
kerülnek. Ezek után már nem kell megmagyaráznunk, hogy mik ezek 
az objektumok, amiket megvizsgálunk, hanem bizonyításunkat úgy 
hajtjuk végre, hogy az összes, az axiómáknak elegettevő objektumokra 
érvényes lesz. Most már igen figyelemreméltó az a tény, hogy ez igen 
egyszerű ötlet rendszeres alkalmazása az egész matematika klasszikus 
felépítését alapjaiban rendítette meg.

Természetesen egy axiómarendszer megválasztása nem történhet 
teljesen önkényesen: különböző axiómarendszerekre felépített elméletek 
különböző módon érdekesek. A matematikában pedig nincs olyan sza­
bály, amely eldöntené, mi érdekes és mi nem. Csak a már felépített 
elméletek mély ismerete, a problémák finom elemzése, vagy egy váratlan 
intuíció teszi lehetővé a kutató számára, hogy célszerű axiómarendszert 
válasszon. Egy ilyen rendszer akkor lesz célszerű, ha különböző alkal­
makkor is használható. így tehát felmerül a kérdés, milyen fogalmakat 
tekintsünk fontosaknak, alapfogalmaknak ? A matematika története arra 
tanít, hogy e fogalmak köre a kutatók munkája nyomán jelentősen 
növekedhet. Például a topológikus tér fogalma egy fél évszázadig csi­
szolódott, míg elnyerte ma használatos definícióját. Ez a mindnyájunk 
előtt ismeretes fogalom R ie m a n n , C a n t o r , F réch et , R iesz F rigyes 
és H a u sd o r f f  munkája nyomán jött létre.

B o u r b a k i többször is élt azzal az alkalommal, hogy új fogalmakkal 
gazdagítsa a matematikát. Ilyenek például az általános topológiában a 
filter és az uniform struktúra fogalma; vagy a legújabb időkből származó, 
a topológikus vektorterek osztályozásánál szereplő „tonneliert”-terek3, 
a kvázi-teljes terek, a Montel-féle terek és mások.

Az axiomatikus rendszernek ma még vannak ellenzői. Bizonyos, 
hogy ha egy fiatal gyereknek az aritmetika számítási szabályait akarjuk 
megtanítani, úgy szükséges, hogy konkrét példákkal keltsük fel figyelmét, 
és arra késztessük, hogy ezeken gondolkodjék. így természetesen a 
magasabb matematika tanulmányozásánál is szükséges, hogy előbb

3 Általánosan elfogadott magyar megfelelője még nincs, talán az „alagút- 
terek” kifejezéssel lehetne lefordítani. (A ford.)
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konkrét eseteken keresztül barátkozzunk meg a dolgokkal, és csak 
utána térjünk át az általános és absztrakt vizsgálatra. Ha azonban arról 
van szó, hogy a matematika átfogó tárgyalását adjuk, és megvilágítsuk 
különböző' területei között fennálló kapcsolatait, minden esetben az 
axiomatikus tárgyalási módot kell alkalmaznunk már csak azon egy­
szerű oknál fogva is, hogy ugyanazt a bizonyítást ne kelljen tízszer 
megismételnünk.

Az axiomatikus módszer következetes végigvitele szükségképpen 
arra kényszerítette B o u r b a k ü , hogy teljesen új kapcsolatokat teremtsen 
a matematika különböző területei között. Lehetetlen volt megtartani a 
szokásos klasszikus felosztást; analízis, differenciálszámítás, geometria, 
algebra, számelmélet, stb. Ezek helyébe lépett a struktúra fogalma, 
amely lehetővé tette az izomorfizmus definiálását és ezen keresztül a 
matematika alapvető fogalmainak osztályozását. A struktúra fogalmát 
általánosan megmagyarázni nagyon fáradságos munka, ezért inkább 
példákkal világítjuk m eg: először is léteznek algebrai struktúrák, ezeket 
hozzárendelési utasításokkal értelmezzük (például a számok összeadása 
egy ilyen utasítás, amelynek segítségével két számhoz egy harmadikat 
rendelünk; ugyanez vonatkozik vektorok összeadására, számok szorzá­
sára, vagy a geometriában két forgatás kompozíciójára, stb.). Azt is 
azonnal észre lehet venni, hogy ezek az utasítások két- vagy többváltozós 
függvények. Speciális algebrai struktúrák a rendezési struktúrák; például 
a valós számok halmaza rendezett, mert két különböző adott valós 
szám közül az egyik mindig nagyobb mint a másik. Az egész számok 
halmazára egy másik rendezési struktúrát nyerhetünk akkor, ha az a 
egész számot akkor nevezzük „nagyobbnak” a b egész számnál, ha b 
osztható a-val (de ez a struktúra nem olyan, hogy két adott egész szám 
közül az egyik mindig nagyobb mint a másik!). Ezenkivül ismerünk 
topológikus struktúrákat: egy halmazon azzal definiálunk egy topológiát, 
hogy alkalmas módon bevezetjük a határérték vagy a környezet fogal­
mát, amely eleget tesz bizonyos, axiómáknak is nevezhető feltételeknek. 
Ha például az E halmazon értelmezzük a távolság fogalmát [azaz azt a 
függvényt, amely minden (А, В) pontpárhoz egy nemnegatív valós szá­
mot, a d(A, B)=d(B, A) számot rendeli úgy, hogy tetszőleges három E 
halmazbeli pontra fennálljon a d(A, C) ё  d(A, B) + d(B, C)], akkor ez a 
távolság egy topológiát határoz meg az E  halmazban. Az E  halmaz F  
részhalmazát az E halmazbeli A pont „környezetének” nevezzük akkor, 
ha létezik olyan pozitív e, hogy az összes d(A, M )< e  tulajdonságú E  
halmazbeli M  pont az F  részhalmazhoz tartozik. Az E  halmazbeli 
M u M 2, pontsorozat akkor tart A-hoz, ha minden c >0-ra
az elegendő nagy indexű M„ pontokra fennáll a d(A, M„)<£ egyenlőt­
lenség.

Ilyen „egyszerű” struktúrákból kiindulva a matematika olyan terű-
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leteire jutunk, ahol több ilyen egyszerű struktúra összekapcsolva for­
dul elő. úgy látszik, hogy ezek a legfontosabb területek. Hogy ezeket 
alaposan át tudjuk tekinteni, természetesen igen hasznos, hogy az alap­
vető struktúrákat jól ismerjük. Elemi példát arra a helyzetre, amikor 
több struktúra párhuzamosan fordul elő egy halmazban, a valós számok 
szolgáltatnak. A valós számok halmazában ugyanis háromféle struktúra 
fordul elő: egy algebrai struktúra, amelyet számítási operációkkal (ösz- 
szeadás és szorzás) definiálunk; egy rendezési struktúra, mert a valós 
számok között egyenlőtlenségek állanak fenn, és végül egy topológikus 
struktúra, mert a határérték fogalmát is bevezethetjük. Ez a három 
struktúra egymással össze van kapcsolódva, így a topológiát mintegy a 
rendezés következményeképpen lehet definiálni; továbbá összefüggések 
állnak fenn a rendezési és a számítási operációk között (két egyenlőt­
lenséget szabad tagonként összeadni, stb.). Más példák több struktúra 
összefonódásából keletkezett esetekre: a topológikus csoportok, a diffe­
renciálható sokaságok, az analitikus terek, a nem folytonos transzfor­
máció-csoportok stb.

Miben áll tehát a matematikának struktúra-elméleti alapon való 
felosztása ? A következő világos: ha például a topológikus terek elméle­
tének alapvető tételeit megtaláltuk, úgy ezeket a tételeket az összes 
speciális topológikus terekre alkalmazhatjuk. így például BAiRE-nek a 
teljes metrikus terekre vonatkozó tisztán topológikus jellegű tétele a 
felsőbb analízis sok speciális kérdésére, különösen az analitikus függvé­
nyek elméletére is alkalmazható.

Térjünk vissza 1935-be. Akkor határozta el Bourbaki, hogy meg­
írja az egész matematika teljesen axiomatikus felépítését, és először 
— amint ezt ő nevezte — „az analízis alapvető struktúráit” tanulmá­
nyozta. Hogy a matematikának ilyen felépítése „ex nihilo” lehetséges, 
arról több — ha nem is az összes — matematikus meg volt győződve; 
de ez a meggyőződés nem alapulhatott tapasztalaton, mert ilyen kísér­
letet még soha senki nem hajtott végre. Bourbaki sajátossága talán 
éppen abban áll, hogy ezt a kísérletet végrehajtotta. Ő maga erről 1948- 
ban az amerikai „Association for Symbolic Logic” előtt tartott előadá­
sán így nyilatkozott: „Nem elégedtem meg azzal a megállapítással, hogy 
egy ilyen vállalkozás lehetséges, hanem inkább megkezdtem annak bizo­
nyítását, éppen úgy, mint D iogenes, aki a mozgás létezését azzal bizonyí­
totta, hogy lépett egyet; az én bizonyításom az idők folyamán egyre 
teljesebb lesz párhuzamosan könyveim megjelenésével.”

E nagy tankönyv címéül Bourbaki „A matematika elemei” címet 
választotta. Első pillantásra ez a cím igen szerénynek látszik, de valójá­
ban igen becsvágyó, mert Euklides Elemeire emlékeztet.

Most megkísérlünk választ kapni arra, hogy Bourbaki húsz év 
múltán mennyivel jutott közelebb kitűzött céljához. A mű teljes terve
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továbbra is ismeretlen marad, mert a már megjelent 214 kötet teljes 
egészében az első részhez, „Az analízis alapvető struktúrái” című rész­
hez tartozik. Ez az első rész több ún. „könyvre” oszlik:

I. könyv: Halmazelmélet
II. könyv: Algebra

III. könyv: Általános topológia
IV. könyv: Egyváltozós valós függvények
V. könyv: Topológikus vektorterek

VI. könyv: Integrálszámítás
A további könyvek felosztása még bizonytalan. Minden egyes ún. 

könyv több fejezetet és számos gyakorló feladatot tartalmaz. A gyakorló 
feladatok egy részét számos matematikus eredeti műveiből merítettük, 
de a szerzőket (legalábbis a gyakorlatoknál) sohasem idéztük; éppen a 
közelmúltban olvastam, hogy nagy megtiszteltetést jelent egy matema­
tikus számára az, ha Bourbaki ilymódon megrabolja.

A rendszer logikus következményeképpen a valós számokat nem 
állíthattuk a tankönyv élére, azok csak a harmadik könyv negyedik 
fejezeteként jelennek meg, tudniillik a valós számok elméletében már 
egyidejűleg háromféle struktúrára van szükség. Bourbaki pedig az álta­
lános kérdésektől halad a speciális kérdések felé. Ezen oknál fogva a 
valós számok értelmezése a racionális számok alapján nála egy általános 
konstrukció speciális eseteként jelenik meg, tudniillik egy topológikus 
csoport teljes bővítéseként. (III. könyv, III. fejezet); és ez a teljes bővítés 
egy uniform tér teljes bővítésére vonatkozó elméletre vezetődik vissza 
(III. könyv, II. fejezet).

Az első rész összes könyve szigorúan logikus sorrendben követi 
egymást. Egy fogalmat vagy eredményt csak akkor szabad felhasználni, 
ha az egy előző könyvben vagy fejezetben már előfordult. Így tehát 
könnyen belátható, hogy ilyen szigorúságnak nagy ára van: ez tudni­
illik maga után vonja az előadásmód bizonyos nehézkességét, és ez a 
nehézkes mechanizmus kicsit riasztólag hat az olvasóra. A stílus nem 
veszi közvetlenül igénybe az olvasó képzeletét. A matematikai szöveg 
tételek, állítások, lemmák stb. sorozatából áll; a szigorúan szabatos 
stílus éles ellentétben áll a múlt század végén uralkodó hagyományos 
francia stílus pontatlanságával és homályosságával. De másrészt ez a 
szigorú stílus bizonyos előnyöket is jelent: a főeredmények világos és 
precíz megszövegezését. Már nem szükséges egy hosszabb szövegrész 
elolvasása ahhoz, hogy egy bizonytalanul megfogalmazott állítás sza­
batos jelentését megállapítsuk. Ma m ár világosan látható, hogy ez a 
szabatos stílus egyre jobban és jobban hatol be a matematikai iroda­
lomba.

4 1961 végén 26 kötet.
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Gyakorlati okok lehetetlenné tették, hogy a megjelent részek logikai 
és időrendi sorrendjét összeegyeztessük. így például az I. könyv I. feje­
zete, amely a formális matematika teljes felépítését tartalmazza, a soro­
zatnak csak tizenhetedik köteteként jelent meg, mert a szerzőnek fel 
kellett mérni a következő kötetek szükségleteit. Hogy az ebből fakadó 
nehézségek legalább egy részét elkerülje, B o urbak i már 1939-ben kiadta 
az I. könyv eredménytárát („Fascicule de résultats”), amely tartalmazza 
a halmazelmélet mindazon jelölését és szabályát, amelyekre a követ­
kező kötetekben szükség volt. Ahogyan az újabb kötetek egymásután 
megjelennek, úgy illeszkednek bele az egész mű megfelelő logikai helyére.

A „Notes historiques” 5 és a „Fascicules de résultats” 6 című része­
ket külön kell megemlíteni. Az egyes fejezetek végén gyakran található 
történeti áttekintés; ez néha igen rövid, néha igen részletes. Minden 
esetben az éppen tárgyalt kérdések összességére vonatkozik. A mű 
tulajdonképpeni szövegében történeti utalások soha sincsenek. Bo urbaki 
ugyanis a logikus felépítéstől való legkisebb eltérést sem tűri meg. De 
B o u r b a k i szövege és a matematika hagyományos tárgyalásmódjának 
kapcsolatai a történeti függelékben kerülnek megmagyarázásra, és ezek 
a magyarázatok gyakran messze visszanyúlnak a múltba. A „Notes 
historiques” stílusa gyakran igen jelentősen eltér Bo u r b a k i szigorú, 
kanonikus stílusától; talán a jövő történészei egyszer azon törik majd 
a fejüket, hogyan is jöhetett létre ez a nagy stílus különbség?

Felmerült azonban egy további nehézség is: a terminológia kérdése. 
Önök tudják, hogy új elméletek, új fogalmak új terminológiára, új 
jelölésekre vezetnek. Ha semmiféle nyelvet nem beszélünk, nem tudunk 
semmiféle fogalmat sem megmagyarázni: és ezenfelül beszéd nélkül 
nincs gondolat sem. A matematikában igen gazdag nyelv és igen sok 
jelölés áll rendelkezésünkre. E század elején a matematika legkülönbö­
zőbb területeinek rohamos fejlődése és az egyes szerzők egymástól 
független munkája nyomán a terminológiában borzalmas zűrzavar kelet­
kezett. Ugyanannak a fogalomnak több neve volt, és különböző fogal­
mak viselték ugyanazt az elnevezést. B o u r b a k i szükségesnek tartotta, 
hogy a terminológiát is megváltoztassa és leegyszerűsítse, hogy a mate­
matikát mint egységes egészet tárgyalhassa. E törekvésében egy Berg­
m a n n  nevű, a XVIII. században élt upsalai svéd vegyész vezette, akit 
Lavoisier a következőképpen idéz: „Ne faites gräce á aucune dénomina- 
tion impropre; ceux qui savent déja entendront toujours; ceux qui ne 
savent pas encore entendront plus töt” .7 így B ourbak i élesen meg­
különböztetett olyan fogalmakat, amelyeket addig keresztül-kasul hasz­

5 Történeti megjegyzések.
6 Eredménytár.
7 „Ne kegyelmezzetek semmilyen helytelen elnevezésnek; akik tudják, ezután 

is megértik, akik még nem tudják, korábban meg fogják érteni.”
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náltak; pl. „boule” és „sphére” (gömb és gömbfelület). A „befedés” és 
„elhelyezés” 8 fogalmára a franciában csak a „recouvrement” szót ismer­
ték, Bourbaki a „recouvrement” illetve a „revétement” szót használja. 
Harmadik példaként hadd utaljak a „kompaktság” fogalmára, amelyet 
Fréchet valamint Alexandroff—Hopf könyve más értelemben hasz­
nál, mint Bourbaki. Ami Alexandroff-nál „bikompakt” az BouRBAKinál 
kompakt. Ezt az elnevezést hosszú ideig mérlegelték, ma már azonban 
az egész matematikai irodalomban — a Szovjetuniót kivéve — elterjedt.

Bizonyára most már arra is kiváncsiak, hogyan dolgozik gyakorla­
tilag Bourbaki? A 8—10 résztvevő') számláló ún. BouRBAKi-kongresszus 
tagjai háromszor egy évben egy kicsi, csendes, a városoktól távolfekvő 
helyen jönnek össze. Két ilyen kongresszus egy-egy hétig, a harmadik, 
amely a nyári szünidőben zajlik le, 14 napig tart. Átlagosan 7—8 órát 
dolgoznak naponta, a többi időt a sétáknak és az étkezéseknek szen­
telik. Ezeken a kongresszusokon további kötetek tervét beszélik meg, 
és konkrét javaslatokat tesznek, ezek azonban még csak igen ideiglenes 
jelleggel bírnak. Minden tárgyból egy arra kijelölt tag írásbeli beszá­
molót készít (pl. összefoglalás a kvadratikus formákról, a Lie-féle cso­
portokról stb.). Ezt a beszámolót később sokszorosítják és minden tag­
nak kiosztják. A következő kongresszuson ezt a beszámolót megtár­
gyalják; a szöveget valaki hangosan felolvassa és mindenki kérdezhet, 
javaslatokat tehet, stb. Igen gyakran előfordul, hogy az összes résztvevő 
egyszerre beszél. A diszkusszió után közös munkával új, részletes szö­
veg készül; az egyes fejezeteket egy-egy, de most már másik tag készíti 
el. Ezután ezeket a fejezeteket ismét sokszorosítják és egy további 
kongresszuson felolvassák és megtárgyalják, majd ismét más tagokat 
bíznak meg egy-egy fejezet megszövegezésével és így tovább. Előfordul­
hat, hogy több javaslat és változat után az egész fejezetet elejtik; ebben 
az esetben semmi sem kerül belőle nyilvánosságra, ez csak Bourbaki 
könyvtárában van meg. Lehetséges, hogy néhány évvel később meg­
születik e fejezet egy egész új megfogalmazása. Minden egyes tag számára 
bármikor nyitva áll az a lehetőség, hogy teljesen új javaslatot tegyen. 
Ez a munkamódszer azzal jár, hogy a tankönyv mindenegyes fejezetét 
ötször, hatszor vagy esetleg nyolcszor írják, vitatják és változtatják meg. 
Nagyon könnyen el tudják képzelni, hogy ez rengeteg időt emészt fel.

A kongresszus vitái mindig igen élénkek és hevesek. A határozato­
kat sohasem a többség elve alapján hozzák, szavazatok összeszámlálása 
egyáltalában nem is létezik! Minden határozat egyhangú döntés ered­
ménye, és ez nem jön létre mindig könnyen. Ezenfelül minden határozat 
egy későbbi időpontban törölhető vagy megváltoztatható. Minden

8 Az eredeti német szöveg „Überlagerung” szavára általánosan elfogadott 
magyar kifejezések még nincs. (A ford.)-
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további nélkül könnyen érthető, hogy az ellentétes vélemények igen 
hevesen csapnak össze, annál hevesebben, minél kiválóbb egyéniségek 
vesznek részt ebben a munkában. Példaként elegendő talán Andre 
Weil, Claude C hevalley és Jean D ieudonné nevét megemlítenem. 
Ennek ellenére a tapasztalat arra tanít, hogy lehetséges eredményeket 
elérni. Lehet, hogy ezek nem a legjobbak, de mégis eredmények, és 
ebben olyasféle csoda rejlik, amit közülünk senki sem tud megmagyarázni.

Ilyen jellegű munka természetesen különleges légkört kíván: kö­
zösségi szellemet és barátságot, teljes nyiltszívűséget és vidám kedélyt; 
önzését mindenkinek háttérbe kell szorítania. Ez mindnyájunk számára 
kemény iskola.

Térjünk most vissza a fejezetek szövegére. Miután n-szer megír­
ták és megvitatták, a szöveg nyomdába kerül. Ez a szöveg személyes 
ötletek eredménye, de a végleges szövegben teljesen lehetetlen az egyes 
tagoknak még csak a nyomát is felfedezni. A szöveget valóban N icolas 
Bourbaki írta, a stílus Bourbaki kanonikus stílusa, és senki sem fe­
dezi fel benne X  vagy Y  tollát.

Mi haszna van ennek a roppant erőfeszítésnek? Bizonyos, hogy 
minden tagnak alkalma nyílik, hogy tudását kiszélesítse és kiegészítse. 
Kétségen kívül mindegyikükről nyilvánvaló, hogy a matematika leg­
különbözőbb területeiről vett problémák iránt érdeklődik, és mégis 
mindenki igen sokat tanulhat a másiktól. De reméljük, hogy ezen túl 
is van még valami, mert Bourbaki nem akar csak egy öncélú vállal­
kozás lenni. Bourbaki sokkal inkább más matematikusok segítségére 
akar sietni, és a matematika további előrehaladását megkönnyíteni. 
Itt van az alkalom, hogy feltegyük a következő kérdést: Milyen befo­
lyása van Bourbaki művének ma, és milyen lesz a jövőben? Az biztos, 
hogy a BouRBAKi-kötetek nem olyan könyvek, amelyeket egy fiatal 
diák kezébe adhatunk. De az a tapasztaltabb diák, aki a legfontosabb 
klasszikus fogalmakat már ismeri és tovább óhajtja magát képezni, 
Bourbaki tanulmányozásával erős és tartós alapképzettséget szerezhet 
magának. Bourbaki módszere, amellyel az általánosból a speciális felé 
halad, egy kezdő számára, aki még nem ismer elegendően sok prob­
lémát, ez az út kicsit veszélyes, mert azt hihetné, hogy az általános 
maga egy cél. De Bourbaki véleménye nem ez; Bourbaki számára 
egy általános megállapítás csak akkor bír létjogosultsággal, ha az több 
speciális problémára alkalmazható, és valóban időt és fáradságot ta­
karít meg. Ilyesféle takarékosság pedig ma már szükséges. Amikor 
Bourbaki tagjai kötelességüknek érezték, hogy mindent újból átdol­
gozzanak, azt abban a reményben tették, hogy ezzel a jövő matemati­
kusai kezébe olyan eszközt adnak, amely munkájukat megkönnyíti és 
előrehaladásukat elősegíti. Ami ezt az utolsó szempontot illeti, azt 
hiszem, a célt már elértük: ugyanis milyen gyakran veszem észre, hogy

/
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azokat a fogalmakat, amelyeket annyi fáradsággal dolgoztunk ki, ma 
a fiatalok (akik ezeket a fogalmakat Bourbaki könyveiből tanulták 
meg) milyen könnyedén és művészi módon használják!

Az idők során és a fiatalabb nemzedékek révén az új eszmék (ame­
lyekről Bourbaki tudja, hogy nem egyedüli képviselőjük) egyre nagyobb 
és nagyobb körökbe hatolnak be. A matematika alapjai megértésének 
ez az új útja-módja arra hivatott, hogy a közeli vagy távolabbi jövő­
ben befolyásolja az egyetemi, sőt a középiskolai oktatást is. Bizonyos, 
hogy a matematika igazságai örökérvényűek, de veszélyes volna az 
oktatást, még az elemi oktatást is, megmerevedni hagyni. Bizonyos 
fogalmak, amelyeket ma általánosan alapvetőknek ismerünk el, meg­
érdemlik, hogy már a fiatal emberekkel is megismertessük. Ez termé­
szetesen csak úgy történhet, hogy állandóan konkrét példákra hivat­
kozunk. Manapság a matematika elemi oktatása, mindenek előtt a 
geometriáé, elképesztő módon még a görög gondolatvilág befolyása 
alatt áll. Amilyen mértékben ez a gondolatvilág ma már túlhaladott, 
olyan mértékben kellene az új eszméket az oktatásban is bevezetni. 
Természetesen balgaság volna mindent egyszerre felforgatni. Éppen Né­
metországban és Franciaországban vannak az oktatásnak olyan hagyo­
mányai, amelyeket részben tisztelni kell. De bizonyos fejlődés sürgő­
sen szükségessé vált, és ma az a benyomásom, hogy ez a fejlődés mindkét 
országban már a küszöb előtt áll. Ehhez a fejlődéshez talán Bourbaki 
is hozzájárult indirekt és igen szerény módon.

Több mint húsz éve dolgozik Bourbaki. El tudnák képzelni, hogy 
ez alatt nagyon megöregedett, és tagjainak dinamikája elvesztette ere­
jét. De ez nem igaz! Bourbaki örökké él, és örökké fiatal marad: mint 
az emberiség, Ő is állandóan újjászületik. Az alapítók (az úgynevezett 
„membres fondateurs”), akiknek egyike Önök előtt áll, fokozatosan 
félreálltak, fiatalok álltak a helyükre. Ezek az új tagok önként talál­
tak el BouRBAKi-hoz, egy szép napon a legénységhez csatlakoztak, és 
egyesek ma már a csoport legkitűnőbb vezetői.

Mindezek ellenére nem maradhat titok az, hogy Bourbaki ma 
újabb nehézségekkel küzd: húsz év alatt a matematika igen jelentősen 
megváltozott (amiért talán részben Bourbakií is terheli a felelősség), 
így talán ma már egyes fogalmak, amelyek Bourbaki könyvének alap­
jait képezték, egy kissé túlhaladottak. Majd ha Bourbaki könyvének 
első, „Az analízis alapvető struktúrái” című részét befejezi, talán köte­
lességének érzi majd, hogy mindent élőiről kezdjen el. De Bourbaki 
nem akar csak a matematika alapjaira szorítkozni. Mik ma a tervei? 
Ezt nem szabad elárulnom. Egy biztos: ha a célok megváltoznak, meg 
kell változtatni a módszereket is. A végleges eredmény a jövő titka 
marad. Erről talán újabb 20 év múlva beszélhetünk.

Fordította: Scharnitzky Viktor.
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Gráfelméleti szélső értékekre vonatkozó problémákról
Bollobás Béla és E rdős Pál

E cikkben G* n szögpontú (a továbbiakban szögpont helyett rövi­
den pontot mondunk) s к  élű gráfot fog jelenteni, ahol hurkokat ki­
zárunk, s két pont legfeljebb egy éllel lehet összekötve (azaz egy és 
két élből álló köröket kizárunk). n(G) jelenti G pontjainak számát és 
v(G) G éleinek számát. G —x  jelenti azt a gráfot, amelyet nyerünk, 
ha G-ből elhagyjuk az x pontot és a belőle kiinduló összes éleket. Ha­
sonló értelemben használjuk a G —{x1; ...,Xj} jelölést is. xp-úton egy 
olyan utat értünk, melynek az x és az у  pont a két végpontja.

Túrán1 még 1940-ben felvetette a következő kérdést: Mekkora 
az a minimális k = k l(n) szám, hogy minden G [ gráf tartalmazzon l 
pontból álló teljes részgráfot, azaz oly / pontot, hogy bármelyik kettő 
össze legyen kötve egy éllel. Túrán e kérdésre precíz választ adott, s 
továbbá felvetette a következő kérdést: Mekkora k= k(rí) minimális 
értéke, hogy G[n) biztosan tartalmazzon egy előírt típusú részgráfot? 
E kérdésekről az utóbbi időben több cikk jelent meg2, s e dolgozat 
is egy ebbe a témakörbe való kérdéssel fog foglalkozni.

Erdős és Gallai a következő kérdést vizsgálták: Mekkora kr = kr(n) 
minimális értéke, hogy G*? tartalmazzon két x t , x2 pontot, melyek 
/■ oly úttal vannak összekötve, melyeknek az x 1 és x2 pontokon kívül 
nincsen közös pontjuk? Könnyű belátni, hogy k 2=n, ugyanis minden 
G^'\ mint ismeretes (és triviális), tartalmaz kört, egy kör bármely két 
pontja két oly úttal összeköthető, melynek végpontjaikon kívül nincs 
más közös pontjuk. Másrészt viszont, ha n pont közül egyet a többi­
vel összekötünk, nyilván oly G(n)-et nyerünk, melyben bármely két 
pont csak egy úttal köthető össze.

Legyen mármost /(2и) =  3и — 1 ,/(2л+ 1) =  Зи + 1. Könnyű belátni, 
hogy k 3 (rí) =f{rí). Ugyanis Bártfai3 nagyon egyszerűen bebizonyította, 
hogy minden G /" ta rta lm az  páros számú élből álló kört és egyszerű 
meggondolás mutatja, hogy bizonyítása azt is adja, hogy minden G/()„) 
tartalmaz két pontot, mely három páronként független úttal van össze­
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kötve (azaz oly utakkal, melyeknek végpontjaikon kívül nincsen közös 
pontjuk). Tekintsünk másrészt n háromszöget [x0, x 2i- i , x 2i], l = i ^ n ,  
így nyerünk egy G(32n"+1)-et (azaz egy G /^+ ij-i-e t), mely nem tar­
talmaz két pontot összekötő' három független utat. Ha az [x0, x2n_1, x 2n] 
háromszögből csak az (x0, x 2n- i)  élt hagyjuk meg, nyerünk egy G(32„"l2-et 
(azaz egy G/22n)-i-et), mely nem tartalmaz két pontot összekötő há­
rom független utat, ezzel k 3(n)=f(n) bizonyítását befejeztük. kr (n) ér­
tékét r> 3-ra  nem sikerült meghatároznunk, talán к4(3и + 1) = 6n + 1. 
n egyetlen közös ponttal bíró tetraéder példája mindenesetre adja, hogy 
k 4.(3n + 1)>6и.

A G gráfról akkor mondjuk, hogy teljes topologikus r-szöget tar­
talmaz, ha G-nek van у olyan pontja: y lt y2, ..., yr, hogy bármely 
kettő összeköthető oly utakkal, melyeknek végpontjaikon kívül nincs 
más közös pontjuk. Ezek szerint egy teljes topologikus háromszög 
egyszerűen egy kör, tehát minden Gl'0 tartalmaz teljes topologikus 
háromszöget, s van oly G(„ -1, mely nem tartalmaz teljes topologikus 
háromszöget. Dirac4 bebizonyította, hogy minden G2l - i  tartalmaz tel­
jes topologikus négyszöget, de van oly G^n-з ,  mely nem tartalmaz 
teljes topologikus négyszöget. Analóg tétel teljes topologikus ötszögre 
nem ismeretes. Mindenesetre van oly G ^-e , mely nem tartalmaz tel­
jes topologikus ötszöget. Hogy ezt beláthassuk, tekintsünk egy n szög­
pontú maximális élszámú síkba rajzolható gráfot, ez csupa három­
szögből áll, s ezért Euler poliédertételéből könnyen adódik, hogy e 
gráfnak Зи — 6 éle van, s mint síkba rajzolható gráf, mint ismerete#, 
nem tartalmazhat teljes topologikus ötszöget. Lehetséges azonban, hogy 
minden (f3n-s  tartalmaz teljes topologikus ötszöget.

Egy teljes topologikus négyszöget a következő módon lesz cél­
szerű elképzelnünk: Egy К  kör és egy x0 pont, mely nincs a körön, 
s melyből három páronként idegen út vezet а К  kör x í , x 2, x 3 pont­
jaihoz. Az x 0, x 1, x 2, x 3 pontok egy topologikus teljes négyszöget hatá­
roznak meg. Túrán, mint már a bevezetés elején elmondottuk, bebizo­
nyította, hogy minden Gf0,

tartalmaz teljes négyszöget — azaz oly speciális teljes topologikus négy­
szöget, melyben a pontokat összekötő utak élek. Kérdezhetjük, már­
most, mekkora az a legkisebb h3(n) szám, hogy minden Gl"}„) tartal­
maz egy oly К  kört és egy лг0 pontot, mely nincs a körön, s melyből 
legalább három oly él indul ki, mely К  szögpontjaihoz vezet (ez az
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alakzat megint egy speciális teljes topologikus négyszög). h3 (n) értékét 
egyelőre nem tudjuk meghatározni, nincsen kizárva, hogy h3 (n) = 2n — 2  
(azaz ha D irac tétele szerint van teljes topologikus négyszög, mindjárt 
a mi speciális teljes topologikus négyszögünk is előfordulna gráfunkban).

Jelentse általában hr(ri) azt a legkisebb számot, hogy minden 
GÍ"(„) tartalmaz egy К  kört, s egy x0 pontot, mely legalább r éllel van 
összekötve а К kör х 3 , . . . , х г pontjaival. гШ3 esetén egyelőre nem 
tudjuk hr(n)-et meghatározni, s így csak h2 (n)-nel foglalkozunk. Trivi­
ális mindenesetre, hogy Л2(и) = /(”)> tudniillik az x t , x 2 pontokat nyil­
ván három független úttal lehet összekötni (két út а К  kör éleiből áll, 
s a harmadik út az ( x , , x0) és (x0, x2) élekből). P ósa sejtette5, hogy 
h2 (n) =  /(«), s a továbbiakban Pósa e sejtésére két bizonyítást fogunk 
adni.

Megjegyezzük még, hogy Pósa [6] a következő érdekes tételt 
bizonyította be: Minden G^h-s tartalmaz egy olyan kört, melynek két 
(nem szomszédos) pontja egy éllel van összekötve (azaz gráfunk tar­
talmaz egy poligont egy átlójával). Viszont létezik oly Cnl- 4, mely 
nem tartalmaz ily kört.

Bizonyítás nélkül említjük még a következő tételt: Legyen n ^ 6 , 
akkor minden И + 1

tartalmaz oly teljes topologikus négyszöget, melynek öt összekötő útja 
él s a hatodik két élből áll. Könnyű belátni, hogy ez nem igaz mind­
egyik G("2i-re és így e tétel nem javítható.

Tétel.
h»(n) =/(»)•

Nyilvánvaló, h2 (n) és f(n) definíciójából, hogy h2 (n) S /(n), s így 
csak azt kell bebizonyítanunk, hogy minden G tartalmaz egy К kört, 
s egy x0 pontot, mely nincs а К körön, s melyből legalább két él vezet 
а К  körhöz.

Erre a tételre fogunk két bizonyítást adni. .
Az első bizonyítás (épp úgy, mint a második) teljes indukciót 

használ. Ha a C gráf tartalmaz egy kört s egy pontot, mely nincs a 
körön, s mely legalább két éllel van a kör pontjaival összekötve, rövi­
den azt fogjuk mondani, hogy a G gráf tartalmaz alakzatot.

Indukciós feltevésünk mármost a következő:
Legyen 4 ^ т < л .  Minden G/"?,,) tartalmaz alakzatot. Ha m pá­

ratlan, akkor minden Gj$,o-i vagy tartalmaz alakzatot, vagy minden 
él előfordul egy háromszögben.

10 Matematikai Lapok
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Könnyű belátni, hogy n =  4-re indukciós feltevésünk teljesül (ti. 
/(4) 5). Ezért, hogy tételünket bebizonyítsuk, csak annyit kell kimu-
tatn nk, hogy indukciós feltevésünkből következik, hogy minden 
G%) tartalmaz alakzatot, s ha n páratlanakkor minden i tar­
talmaz alakzatot vagy minden él előfordul legalább egy háromszögben.

Elsősorban feltehetjük, hogy a G/(„), és páratlan n esetén a G("l,)_ i 
gráf nem tartalmaz elsőfokú pontot; ha ugyanis ily pont létezne, ennek 
elhagyása után nyilván egy G;"_1), Ш /(п — 1) maradna, mely induk­
ciós feltevésünk szerint tartalmaz alakzatot, s így az eredeti gráf is 
tartalmaz alakzatot.

Viszont feltehetjük, hogy a <?/(„), és páratlan n esetén a (j$ n)_ r 
gráf is tartalmaz másodfokú szögpontot. Ha ugyanis G<"> gráfunk min­
den szögpontja legalább harmadfokú volna, akkor G(n) gráfunknak

legalább ^  éle volna, ami ~^> /(n) miatt lehetetlen.

Tegyük fel először, hogy и =  2и+ 1. Először bebizonyítjuk induk­
ciós feltevésünkből, hogy minden G(32“+V ) tartalmaz alakzatot. Legyen 
ugyanis x 0 gráfunknak másodfokú szögpontja. Hagyjuk el A'0 - t ,  s a 
belőle kifutó két élt, ekkor egy G ^ -i-e t nyerünk, mely indukciós fel­
tevésünk miatt tartalmaz alakzatot ( f( 2 u) = 3u — 1).

Nehezebb lesz indukciós feltevésünk második állításának bebizo­
nyítása, amely szerint minden G32„“+1) vagy tartalmaz alakzatot vagy 
minden éle előfordul háromszögben.

Elsősorban is feltehetjük, hogy G3„“+11 nem tartalmaz alakzatot 
(különben nincs mit bebizonyítanunk). Legyen x 0 gráfunk másodfokú 

pontja, s tegyük fel, hogy x 0 az x 2 és x 2 pontok­
kal van élekkel összékötve. Tegyük fel először, 
hogy az (x j, x 2) él előfordul gráfunkban. Ekkor 
azonban x,-ből nem vezet x2-be oly, az (x1( x2) 
éltől különböző út, mely nem megy át az x 0 pon­
ton (különben gráfunkban lenne alakzat). Tehát 
gráfunk így ábrázolható:

Gj-ben vannak G3I“+n — x 0 azon pontjai, 
melyek nem köthetők össze x2-vel oly úttal, mely 
nem megy át x t-en.

Tegyük fel először, hogy n(G1) = 2t, n(G2) = 2u — 2t. Ez azonban 
lehetetlen, mert indukciós feltevésünk szerint (különben Gt vagy G2 
tartalmazna alakzatot)

1. ábra

V{Gx) ^ 2 t - 2 , v(G2) ^ 3 m — 3í — 2,
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tehát

v(G3«" +1}) = 3 +  v(Gx) +  v(G2) =  3 +  3í — 2 +  Зи — 3í — 2 =  3и—1,

ami lehetetlen.
Feltehetjük tehát, hogy

m(Gi) =  2/ + l ,  n(G2) = 2u — 2t — 1, 0

Indukciós feltevésünk miatt (különben van alakzat)

(1) v (G !)s3 i, v(G2) s 3 « - 3 í - 3 .

(l)-ben azonban mindkét helyen egyenló'ség áll (különben megint 
v(G3„u+1))<3n), ekkor azonban indukciós feltevésünk szerint Gí és G2 
minden éle valamelyik háromszögben előfordul. De ekkor az I. ábra 
miatt G32„“+1> minden éle előfordul valamelyik háromszögben, s ezzel 
esetünkben állításunk be van bizonyítva.

Feltehetjük tehát, hogy gráfunkban az (x3, л:2) él nem fordul elő. 
Először igazoljuk, hogy a G' = G\2UU + Í) — x 0 gráf összefüggő. Ha ugyanis 
nem lenne az és Gí G'-nek tetszőleges komponense, G'z pedig G'-nek 
a Gt-hez nem tartozó pontjaiból és éleiből álló gráf, akkor indukciós 
feltevésünk szerint

v(G(32uu+1)) =  3m s 2 +  v(GÍ) +  v(GÍ)s 3u- 1 .

Ez pedig lehetetlen. Feltehetjük, hogy a G' gráfban nincs oly kör, mely 
az x t és x 2 pontokat tartalmazza (különben G32uu+ 1}-Ьеп volna alak­
zat). Ekkor azonban egy ismert tétel szerint a G' gráf­
nak van artikulációja, azaz olyan x 3 pontja, hogy 
minden, az x r ből х 2-Ъе vezető út átmegy x3-on. (azaz 
x 3 G'-nek elválasztó pontja, artikulációja).

Létezik G'-ben két olyan összefüggő Gt és G2 
részgráf, melyeknek egyetlen közös pontjuk x 3, G;
( /= 1 ,2 )  tartalmazza az xt pontot és G1—x 3 pontjait 
nem köti össze G'-beli él G2—x 3 pontjaival. Nyilván
(2) ^(G t) +  7i(G2) = 2u - f  1.

(2) miatt feltehetjük, hogy

(3) 7c(G1) =  2í, n(G2) = 2u — 2t + 1.

Indukciós feltevésünk miatt (különben G(32„“+1)-ban volna alakzat)

(4) v (G j)^ 3í — 2, v(G2) ^ 3 m- 3 í.
Feltehetjük, hogy (4)-ben mindkét helyen az egyenlőség jele áll (külön-

io*
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ben v(G'32“+ u ) < З и) .  Ez azonban nyilván csak úgy lehetséges, hogy 
G2 minden éle G2-nek-valamelyik háromszögében előfordul.

Tekintsük mármost az x0, jq , x3, л:2 pontokat tartalmazó К  kört. 
А G2-ből К  tartalmazza az es élt. ex eló'fordul egy G2-beli három­
szögben. Ennek élei legyenek elt e2, e3. Ha ezen élekből К  csak az 
er et tartalmazza, akkor K, e2, e3 alakzatot alkotnak, ha q -e t és e2-t 
tartalmazza, akkor K, e3 alkotnak alakzatot, s ez már az összes lehet­
séges eset, mert К  az e1,e 2,e 3 éleket egyszerre nyilván nem tartal­
mazhatja. Tehát feltevésünkkel ellentmondásra jutottunk, s ezzel az 
n = 2 u + l  esetre bizonyításunkat befejeztük.

Tegyük fel mármost, hogy n=2u. Indukciós feltevésünk segítsé­
gével be fogjuk bizonyítani, hogy minden G(3„“i i  tartalmaz alakzatot.

x 0, x 3, x 2 jelentése ugyanaz, mint az и = 2и + 1  esetben. Megint 
két esetet különböztetünk meg. Tegyük fel először, hogy az (x t , x 2) 
él előfordul gráfunkban. Mint az n = 2 u + l  esetben, úgy itt is (az l.-es 
ábra esetében vagyunk) feltehetjük az általánosság rovása nélkül, hogy 
n(G1) = 2t, n(G2) = 2u — 2 t— 1, ezért indukciós feltevésünkből nyerjük, 
hogy

v(G(32„“i  i) =  3 +  v(Gj) +  v(G2) =  Зм — 1S  3 +  3í — 2 + 3« — 3í — 3 =  Зи — 2, 
ami ellentmondás.

Tehát feltehetjük, hogy (x2, x2) nem fordul elő gráfunkban. Ugyan­
úgy, mint az n= 2u+  l esetben, nyerjük, hogy a G32uul i —x0 gráfnak 
van egy x 3 artikulációs pontja (lásd 2. ábra). Megint két esetet kell 
megkülönböztetnünk. Az első esetben
(5) T tíG O ^ í, n{G2)= 2 u -2 t .

(5) azonban azonnal ellentmondásra vezet, mert indukciós feltevésünk 
miatt

v(G) =  Зи — 1 = 2 +  v(Gj) + v(G2) S  2 4- 3t — 2 +  3m — 3t — 2 =  Зи — 2, 
ami lehetetlen.

Tegyük fel tehát végül, hogy
(6) n(G1) = 2t + 1, n(G2) = 2u — 2 t—l.

v(G) =  3m —1 = 2 +  v(Gj) +  v(G2)
miatt ez csak akkor nem vezet ellentmondásra (vagy alakzat létezé­
sére), ha

v iG O ^ i ,  v(G2) =  3h —3t —3.
Ez esetben azonban G, és G2 minden éle előfordul egy háromszögben 
és alakzat létezését az [x0, x 3, x 3, x 2] kör létezéséből ugyanúgy nyer­
jük, mint n (G) = 2m -f 1 esetben. Ezzel tételünk igazolva van.
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Megjegyezzük, hogy módszerünkkel könnyen' nyerhető', hogy ha 
G(32u“+1) nem tartalmaz alakzatot, akkor csupa háromszögből áll, melyek 
artikulációkkal kapcsolódnak egymáshoz.

A tételünkre adott második bizonyítás a következő:
Mint az első bizonyításban, nevezzük most is „alakzatnak” az 

olyan részgráfot, amely egy körből és egy körön kívüli pontból a kör 
két különböző pontjához futó élből (röviden körből és fülből) áll. 

Be fogjuk bizonyítani, hogy ha G*n)-ban nincs alakzat, akkor

k ^ m -  - i = [ ^ y ^ ] .
Az állítás и =  1,2-ге fennáll.
Tegyük fel, hogy igaz (и — l)-ig. Indirekt módon bizonyítjuk, hogy 

ekkor n-re is fennáll.
Ha ui. ez nem igaz, akkor van olyan G gráf, melyre n(G)=n,

v(G) = ^  +1 és melyben nincs alakzat.

(7) G összefüggő és nem lehet elválasztó pontja. Ugyanis, ha volna 
G-ben két olyan G1 és G2 részgráf, melyeknek legfeljebb egy közös 
pontjuk van és amelyek együtt G minden élét tartalmazzák, akkor a 
n{G1) = k 1, 7i(G2) = k 2 jelöléssel az indukciós feltevés miatt G-nek leg­
feljebb

j~3(/ct -  1)~ + ~3(k2 - l ) ~ ^  ~ 3(kx + k 2 —2) j  s  |~3(и— 1) j  

éle lehetne.
G-ben van másodfokú pont, hiszen az előbbiek szerint elsőfokú 

nem lehet benne, s nem lehet mindegyik legalább harmadfokú sem,
„  . , Г з ( и - 1 ) 1  , Г з и - П  Гзя +  i lmert G eleinek szama ----------- +1 =  1 —-— -< ——— .

G-ben nem lehet két másodfokú pont éllel összekötve. Ugyanis, 
ha x x és x 2 ilyen pontok lennének, akkor G' =  G — {xt , x2}-re n(G') =

= n — 2 és v(G') =  v(G) — 3=  +  1 lenne, tehát indukciós

feltevésünk szerint G', s így G is tartalmazna alakzatot.
Válasszuk ki G egyik másodfokú pontját: jelöljük x-szel, a rá 

illeszkedő két él másik végpontját pedig y t és +2-veh A G — x  = G' gráfban 
nem lehet két egymást nem metsző (azaz közös belső pontot nem tar­
talmazó) + iJ2-út, különben G-ben lenne alakzat. G' tehát nem tartal­
mazhatja az (y \ , у 2) élt, mert akkor és y 2 is elválasztó pontja volna 
G-nek. Ezért Menger tétele szerint van G'-ben az y t és y 2 pontokat 
elválasztó x 0 pont (artikuláció). Csak egy ilyen pont létezhet. Meg­
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mutatjuk ugyanis, hogy létezik G'-ben két egymást nem metsző x0yr út 
(/= 1 ,2 ). E célból tegyük fel, hogy pl. /= l- re  nem létezne két ilyen 
út. Ekkor két eset lehetséges:

a) Van G'-ben az y r és x0 pontokat elválasztó pont. Ez azért 
vezet ellentmondásra, mert akkor a G' gráfot az (y l , y 2) éllel bővítve 
olyan n — 1 pontú gráfot kapnánk, melyben nem lenne alakzat. (Hi­
szen, ha lenne, ebben az (y1, y 2) él csak a fül egyik éle lehetne, külön­
ben G-ben is volna alakzat. A fül másik élét, és az alakzat körének 
a fül végpontjai által meghatározott ívét tekintve G' két olyan y 1y 2-útydt 
kapnók, melyeknek csak egy közös belső pontjuk volna.) Ez azonban 
az indukciós feltevés szerint lehetetlen, mert ezen új gráf éleinek száma
p ( n - l )

b) Létezik G'-ben az (x0, y\)  él és ezen kívül nincs más Xoj^-út 
G'-ben. Ekkor y k G-nek csak másodfokú pontja lehet (különben y k 
G-nek elválasztó pontja volna). Ez azért lehetetlen, mert x 0 és y k éllel 
összekötött másodfokú pontok lennének.

Az elmondottak szerint
(8) G bármelyik x  másodfokú pontjához egyértelműen hozzátar­

tozik G —x-nek egy olyan x0 pontja, amely az x-hez illeszkedő élek 
x-től különböző y t és y 2 végpontjait G — x-ben elválasztja, és létezik 
G —x-ben két egymást nem metsző x0yr út ( /= 1 ,2 ). Áz x0 pontot 
x konjugáltjának nevezzük.

G most meghatározott tulajdonságai alapján bizonyítjuk, hogy

Elegendő kimutatnunk, hogy ha x0 az x1,x 2, ..., xk másodfokú 
pontok konjugáltja és ezen pontokon kívül nincs más olyan másod­
fokú pont G-ben, amelynek x0 konjugáltja volna, akkor az x0, x , , x2, ..., 
xk pontok fokának átlaga legalább 3, azaz a pontok fokának összege 
legalább 3 (k +1).

A G0 =  G —x0 gráf összefüggő, hiszen G-nek nincs elválasztó 
pontja. Jelöljük az xr hez (/= 1 , 2, ..., k) illeszkedő két él alkotta utat 
ccr vel, és nevezzük az a 1 ;a2, ...,ock utakat a-utaknak.

Legyen G' = G0 — {x1; x2, ..., xk}, vagyis hagyjuk el G0-ból az 
а-utakat, s jelöljük G' komponenseit Gk, G2, ..., G,-lel. G' szerkeze­
téről a következőket állapíthatjuk meg:

s ez ellentmondás, hiszen
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a) Egy txj út két végpontja nem lehet ugyanazon Gf komponens­
ben, mert ha igen, akkor e két pontot x0 nem választaná el G — x,-ben.

b) Nem létezhet a Gj komponenseknek olyan Gri Gri, G rs = Grí 
sorozata sem, melyben a Grj és Grj+1 { j=  1, 2, ..., s — 1) komponense­
ket G-ben egy-egy a-út köti össze. Ha ui. lenne ilyen sorozat, a kompo­
nensek összefüggő volta miatt lenne G0-ban olyan kör, melyben a-utak 
is szerepelnek, s ez x0 definíciója miatt ugyancsak lehetetlen.

c) Minden G; 0 =  1 ,2 ,. . . , / )  komponensben legalább egy ot-út 
végződik, hiszen G0 már összefüggő.

Ezen három tulajdonságból az adódik, hogy ha a G{ komponense­
ket pontokká, az а-utakat pedig élekké zsugorítjuk össze, akkor G0-ból 
egy fa  keletkezik. Ebből következik, hogy I —k  + l.

Ha G' valamely Gf komponensében csak egy а-útnak, pl. aj-nek 
van végpontja, akkor G-ben az x 0 pontot legalább két él köti össze
G.-beli pontokkal. Ha ui. c^-nek Gr ben levő végpontját y-nal jelöl­
jük, (8) szerint legalább két, x t-en át nem menő, egymást nem metsző 
x0y-út van, s mivel ezen utak pontjai x 0 kivételével Gr ben vannak, 
x0-ból valóban legalább két él fut G;-hez.

Ha G' valamely G, komponensében pontosan két а-útnak, pl. 
oíi és a2-nek van végpontja, akkor G-ben x0-t legalább egy él köti össze 
Gr beli ponttal. Hiszen ha nem lenne ilyen él, G — Xj-ben két vég­
pontját összekötő utak x0-on kívül még x2-n is átmennének, s ez (8) 
szerint nem állhat fenn.

Ezen két utóbbi állítás felhasználásával x0 fokszámára alsó becs­
lést adunk:

Ha t’r vel jelöljük G' olyan komponenseinek számát, amelyekbe 
i számú а-útnak esik végpontja, akkor x0 fokszáma legalább 2vx +v2. 
Másrészt

és
l — к  + \  — t>x +Г2 +  ... + Vm

2 k = v t + 2 v2 + ... +tnvm,
Ezekből

s így
k  + 3 = 2vt + v2 — d4  —2t>5 —... — ( m  — 3)vm,

2vy +v2 ^ k  + 3.

Az x0 pont fokszáma ennélfogva legalább k  + 3, s így az 
x 0, x 1, . . . , x k pontok fokának összege legalább 3k + 3.

Ezzel bizonyításunkat befejeztük.
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О ЗАДАЧАХ, ОТНОСЯЩИХСЯ К ЭКСТРЕМАЛЬНЫМ 
ЗНАЧЕНИЯМ В ТЕОРИИ ГРАФОВ

Б. Боллобаш, П. Эрдёш

Пусть Gin) означает граф, состоящий из п вершин и к рёбер такой, 
что в нём отсутствуют петли и двойные рёбра.

В статье рассматриваются определения минимальных значений k = g ( n ) 
таких, что все графы Ĝ Z-, содержат определённые подграфы с предписан­
ными свойствами. В ней приведены два доказательства следующей теоремы, 
предполагаемой Ланошем П о ш а: -

Пусть f(2m) =  3m— 1 и f i l m  +  1) =  3/и -j- 1 (m =  1 , 2 ,...). Каждый G?(„) 
(и^ 4 )  содержит такой подграф, который состоит из одного круга К,  из о д ­
ной вершины х не лежащей на К и из двух рёбер, связывающих вершину 
х  с двумя вершинами круга К.

ÜBER GRAPHENTHEORETISCHE EXTREMALPROBLEME 

В. B ollobás u n d  P. E rdős

Es bezeichne Gin) einen solchen Graphen, der aus n Knotenpunkten und к  Kan­
ten besteht, und der keine Schlingen und mehrfache Kanten enthält. Die Arbeit 
beschäftigt sich mit der Bestimmung solcher minimalen gin) Werte, für die der Graph 
С*"’) stets Teilgraphen mit gewissen vorgeschriebenen Eigenschaften enthält. Die 
Arbeit enthält zwei Beweise für den folgenden, von L. Pósa vermuteten Satz:

Es sei f i l m )  =  lm  — 1, f i l m  +  1) — Im +  l(m =  1 ,2 ,...) . Der Graph G/"J)( n is 4 )  
enthält stets einen solchen Teilgraphen, der aus einem Kreis K,  aus einem nicht 
auf К  liegenden Knotenpunkt x und aus zwei solchen Kanten besteht, die x mit zwei 
Knotenpunkten von К  verbinden.



Az 1961. évi Schweitzer Miklós 
Matematikai Emlékverseny

A Bolyai János Matematikai Társulat ezévi Schweitzer Miklós 
Matematikai Emlékversenyét 1961. november 18. és november 27. kö­
zött rendezte meg. A versenyen részt vehetett minden egyetemi és fő­
iskolai hallgató, továbbá azok, akik egyetemi vagy főiskolai tanulmá­
nyaikat 1961-ben fejezték be. A feladatokat az egyetemek és főiskolák 
matematikai tanszékei valamint a Társulat helyi tagozatai hirdették ki.

A verseny feladatai az alábbiak voltak:
1. Legyen « ( 1) végesrendű csoportelem, továbbá e ( s 2 )  termé­

szetes szám. Bizonyítsuk be, hogy ha az
A = ( l ,a ,  a2, ..., ae_1>

komplexus nem csoport, akkor bármely (2 ^ ) k ( S e —1) természetes 
számra

(1, ock, a 2k, . .. ,  a ^ - 1 ^ )
különbözik A-tói.

2. Bizonyítsuk be, hogy egy R  gyűrű akkor és csak akkor egység­
elemes, ha bármely G Л-modulus G triviális részmodulusának és i?C-nek 
direkt összegeként áll elő. (G triviális részmodulusa G összes olyan 
g elemének halmaza, amelyre minden r£ R  esetén rg = 0. RG az összes 
rg(r£R, g£ G) elemek által generált részmodulust jelenti. Egy G 7?-modu- 
luson olyan „lineáris teret” értünk, amelynek „skaláristartománya” az 
R, nem szükségképpen egységelemes gyűrű; ha l g R, akkor 1 -g= g  
nem szükségképpen teljesül minden g£G  elemre.)

3. Legyen
f ( x ) - x n + oclx n- 1 +  ... +a„ (n ^ l)

а К  test felett irreducibilis polinom. Ekkor bizonyítsuk be, hogy a
0 1 0 0 • 0 0
0 0 1 0 • 0 0

0 0 0 0 • 0 1

' A, 1 - « „ - 2 — a n - 3  ’ • - « 2 - « 1
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mátrixszal felcserélhető, O-tól különböző mátrixok mind invertál- 
hatók.

4. Legyen f (x )  a (0, 1) intervallumon értelmezett valós, vagy komp­
lexértékű integrálható függvény, | / ( x ) |^ l .  A

í
ck= j f(x )e~ 2llikxdx 

■o
elemekből alkossuk meg az и-edrendű

T  —  ( t p q ) p , q  = 0 ,  T *  =  ( t p q ) p , q  =  0

mátrixokat, ahol tpq = cq- p, t*pq = cp_q (komplex konjugált), majd ezek­
nek és matrix-hatványaiknak a segítségével az

E T T 2 • . • у m—1
ptc E T  • . . у  m -  2

j -*2 y* E  • . . ym-3

1 y*m- 2 y*m-3 . • ■ E

m-edrendű hipermatrixot, azaz (mn)2 számból álló mátrixot (E  az 
и-edrendű egységmátrix). Mutassuk meg, hogy bármely természetes szá­
mok legyenek is n és m, az S  mátrixnak csupa nem-negatív valós saját­
értéke van.

5. Meghatározandók 0-tól különböző valós (skalár) változók mind­
azon G másodrendű reguláris-mátrix értékű függvényei és kétdimen­
ziós vektorok mindazon /  kétdimenziós vektor értékű függvényei, ame­
lyekre minden kétdimenziós у  vektor és minden másodrendű regulá­
ris X  matrix mellett érvényes

f ( X y )  =  G ( á t t X ) X f ( y )

(det X  az X  matrix determinánsa).
6. Tegyük fel, hogy az {a„} korlátos végtelen pontsorozatból akár­

hogyan választunk ki konvergens {a„k} részsorozatot, az {a„-fc+1} soro­
zat is konvergál ugyanahhoz a határértékhez. Bizonyítandó, hogy {a„} 
vagy konvergens, vagy végtelen sok torlódáspontja van és ezek 
halmaza önmagában sűrű. Adjunk példát a második esetre.

7. Meghatározandók a .

d2u ö2u _  82u
8x2 ^ ду 2 d x d y



parciális differenciálegyenlet összes
u(x, y) = f(x)g (y ) 

alakban felírható megoldásai.
8. Legyen f{x)  a [0, -j] szakaszon értelmezett, alulról konvex diffe­

renciálható (a végpontokban természetesen egy oldalról differenciál­
ható) függvény, amelyre /(0) =  0, / 0  =  1, f '(0 )  >1 teljesül. Terjesszük 
ki /(x)-et a [0, 1] szakaszra a következőképpen: f (x )= f( l  — x), ha 
x£(%, 1]. Mutassuk meg, hogy azok az x pontok, amelyekből az xn+i — 
—f(x„) (x0 = x, и =  0, 1, 2, . . .)  iterációval képzett sorozatban vannak 

egybeeső pontok, mindenütt sűrű halmazt alkotnak a [0, 1] szakaszban.
9. Egy szabályos pénzdarabbal végzünk dobásokat; a pénz fel­

dobását mindaddig folytatjuk, amíg a dobások eredményeinek soroza­
tában mind a fej, mind pedig az írás-dobások száma el nem éri а к 
számot {k = 1 ,2 ,...) . Jelölje vk az ehhez szükséges dobások számát.

v —2kMeghatározandó a vk valószínűségi változó eloszlása, és a - ■ * -
]/2k

valószínűségi változó határeloszlása, ha k-*°°.
10. Végezzük el a síkban a párhuzamossági axiómától függetle­

nül vonalzóval és alapmértékkel (etalon) a következő szerkesztést:
Merőleges félegyenes állítása az egyenes adott pontjában, az egye­

nes megadott oldalán úgy, hogy a szerkesztés az előírt félsíkban marad.
* * *

Az 1. feladatot Rédei László, a 2. feladatot Kertész A ndor, 
a 3. feladatot Erdős Jenő és Gyires Béla, a 4. feladatot Szőkefalvi- 
N agy Béla, az 5. feladatot A czél János és Hosszú Miklós, a 6. felada­
tot Barna Béla, a 7. feladatot A czél János, a 8. feladatot Barna 
Béla, a 9. feladatot Rényi Alfréd, a 10. feladatot Szász Pál bocsá­
totta a Versenybizottság rendelkezésére. Az általuk adott eredeti meg­
oldások egyes részeit egyszerűsítés végett több helyen felhasználjuk az 
alább ismertetendő megoldásokban.

* * *
A kitűzött feladatokra 30 versenyző nyújtott be megoldást. A be­

érkezett 164 megoldás igen változatosan oszlik meg a tíz feladat között. 
Ez azt mutatja, hogy a feladatok közül egyesek lehetővé tették a részt­
vevők számának növekedését az előző évhez viszonyítva, mások pedig 
módot adtak a többi közül kiemelkedő teljesítményekre. Számos ötle­
tes megoldás érkezett be, azonban több versenyző feladatmegoldásai 
között előfordulnak hibásak, vagy olyanok, amelyekben csupán kezdeti 
lépéseket tudott tenni. Megjegyezzük, hogy a dolgozatok egy részének 
fogalmazása nem kellően szabatos. A verseny, az említett hiányossá­
goktól eltekintve, igen sikeres volt.
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Az I. díjat a Versenybizottság Makkai MiHÁLYnak, a budapesti 
Eötvös Lóránd Tudományegyetem V. éves matematika szakos hallgató­
jának ítélte oda. Makkai mind a tíz feladatot megoldotta. Megoldásai 
ötletesek* és arról tanúskodnak, hogy szerzőjük igyekszik megtalálni a 
problémák mélyebb összefüggéseit. Kiemelendő a 3., 6., 7. feladat 
ötletes és szép megoldása, és figyelmet érdemlő általánosításuk.

A Versenybizottság három II. díjat adott. Ezeknek nyertesei 
Böröczky Károly, a budapesti Eötvös Lóránd Tudományegyetem
V. éves matematika szakos hallgatója, Mályusz Károly, a budapesti 
Eötvös Lóránd Tudományegyetem V. éves matematika szakos hallga­
tója, Tusnády Gábor, a budapesti Eötvös Lóránd Tudományegyetem
III. éves matematika szakos hallgatója.

Böröczky az 1., 2., 3., 5., 6., 7., 8., 9., 10. feladatra küldött be 
megoldást. Szép megoldást adott az 5. és 6. feladatra, és ezeket általá­
nosította.

Mályusz mind a tíz feladatra küldött be megoldást. Elegáns a
3., 4., 6., 9. feladat megoldása, a 6.-at általánosította. Az 5. jfeladat 
megoldása hiányos.

Tusnády az 1., 2., 3., 5., 6., 7., 8., 9., 10. feladatra küldött be 
megoldást. Szép megoldásokat adott az 5. és 7. feladatra, az 5.-é álta­
lánosabb esetben is érvényes.

A III. díjat a Versenybizottság Halász GÁBORnak, a budapesti 
Eötvös Lóránd Tudományegyetem III. éves matematika szakos hallgató­
jának ítélte oda. Halász mind a tíz feladatra küldött be megoldást. 
Szép megoldásokat adott az 5. és 7. feladatra, az 5.-é általánosabb 
esetben is érvényes, a 7.-et általánosította. A 2., 4., 9. feladatra kül­
dött megoldás nem fogadható el.

A Versenybizottság :

A czél János 
Barna Béla 
Erdős Jenő 
Gyarmathi László 
Gyires Béla 
Kertész Andor 
Rapcsák András

1. feladat

Tegyük fel, hogy az A = ( 1, a, a2,..., ae_1) és a B — ( 1, a \  a2*,... 
..., komplexus megegyezik egymással. Ekkor a k~1 £ A miatt van
olyan (0 ^ ) í ( rg e _  i) egész szám, hogy ак- 1 = aik; világos, hogy г > 0,
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mert ellenkező esetben ak-1 =  l állna fenn és így A csoport volna. Az 
a csoportelem rendjét n-nel jelölve, a(i~1)k£A  miatt van olyan (0S ) / 
( ~ e — 1) egész szám, hogy ai = a(i_1)*t= a i'i-a_>;= a t_ 1-a_t =  a _1 = a n_1, 
vagyis a" “ 1 _' =  1. Ez pedig lehetetlen, mert az n — 1 — / természetes szám 
kisebb az a rendjénél. Tehát A AB.

Bollobás Béla, Megyesi László, Móricz Ferenc.
Az 1. feladatot megoldották még: Böröczky Károly, Elbert 

Á rpád, Fischer Pál, Galambos János, Halász Gábor, Kalmár 
Ágota, Katona Gyula, Losonczi László, Markai Mihály, MÁ- 
lyusz Károly, Mezei Ferenc, Mihályffy László, Sárközi A ndrás, 
S zabados József, Szaniszló József, Szodoray Erzsébet, Szóda 
Lajos, Tusnády Gábor.

2. feladat

Legyen először R egységelemes gyűrű és G tetszőleges /^-modulus. 
Ekkor G triviális G0 részmodulusának és i?G-nek direkt összege. Ugyanis 
egyrészt rg (r£R, gLG) csak ágy lehet eleme G0-nek, harg =  (l-r)g  =  
=  l-(rg)=0; másrészt bármely g(£G ) elem előállítható egy G0-beli és 
egy-J?G-beli elem összegeként, a g = (g — Lg) + Lg felbontás alapján.

Megfordítva, legyen most R olyan gyűrű, hogy minden G /Lmodulus 
triviális részmodulusának és J?G-nek direkt összege. Értelmezzük az 
összes (r, rí) (r í  R, n racionális egész szám) párok G halmazán az össze­
adást komponensenkénti összeadással, az fóbeli elemekkel való szorzást 
pedig az s(r, rí) — (sr +  ns, 0) (s £ R) előírással. Ezáltal G-t /ómodulussá 
tettük. Világos, hogy RG-1 éppen az (r, 0) (r£R)  párok alkotják. A 
G = G0 + RG (G0 a G triviális részmodulusa) direkt felbontás alapján a 
(0, 1) (£ G) pár előállítható (0, 1) =  (— e, 1) +  (e, 0) alakban ((— e, 1) € G0, 
(e, 0)dRG), ahonnan tetszőleges r(£R)  elemmel való szorzással 
( r - r e ,  0) =  (0, 0) következik, tehát r — re = 0, vagyis e jobboldali 
egységeleme Я-nek. Az e baloldali egységelem is J?-ben. Ugyanis bármely 
(r — er, 0) (r£R)  pár eleme JÍG-nek, és s(r — er, 0) =  (ír — ser, 0) =  (0, 0) 
miatt eleme G0-nak is, tehát r — er = 0.

Böröczky Károly, Mákkal Mihály, Mályusz 
Károly, Simon László, Tusnády Gábor.

3. feladat

Legyen R а К  test feletti K[x] polinomgyűrű. Az R gyűrű J?-modu- 
lusnak tekinthető és az /  polinom által generált ( / ) (^ Л )  ideál ennek 
részmodulusa; legyen G az R/(f)  faktormodulus.
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A G Л-modulus minden 0-tól különböző' endomorfizmusa (vagyis 
G önmagába való olyan operátorhomomorf leképezése, amely G-1 nem 
0-ba viszi át) invertálható. Ugyanis/irreducibilitása miatt ( /)  maximális 
ideál Л-ben, így G-nek nincs valódi részmodulusa, tehát a G bármelyik 
0-tól különböző' endomorfizmusa G-t önmagára képezi le és magja 0.

Világos, hogy a G Л-modulus endomorfizmusai megegyeznek a G 
Л-vektortér önmagába való olyan lineáris leképezéseivel, amelyek fel­
cserélhetek az x £ R  polinommal való szorzás révén adódó g-*xg (g 
végigfut a G elemein) leképezéssel.

Könnyű belátni, hogy ennek a g —xg lineáris leképezésnek a G 
Л-vektortér 1, x,..., x"~1 (a A € A polinomot tartalmazó A/(/)-beli mara­
dékosztályt /z-sal jelöljük) bázisára vonatkozó mátrixa éppen a feladat­
ban előforduló matrix. Ebből, előbbi két megállapításunk szerint a 
feladat állítása következik.

Makkai Mihály
A 3. feladatot megoldották még: Böröczky Károly, Halász 

Gábor, Mályusz Károly, Megyesi László, Szász Domokos, Tus- 
nády Gábor.

Megjegyzés: Makrai Mihály a K[x] polinomgyűrű feletti modulu­
sok endomorfizmusait általánosabb esetben is vizsgálja, és megállapítja, 
hogy a feladatban foglalt állítás pontosan azokra a mátrixokra érvényes, 
amelyeknek a karakterisztikus polinomja Л  felett irreducibilis.

4. feladat

T  a komplex szám-n-esek F„ terének egy lineáris operátorát hatá­
rozza meg. Megmutatjuk, hogy ez az operátor kontrakciója F„-nek 
(vagyis bármely £(GF„) esetén || T£,\\ ^ ||£ ||) . A £ ( í  F„) vektor kompo­
nensei legyenek £0,..., ekkor, a Bessel-féle egyenlőtlenség és
|/(x)| S 1 felhasználásával,

n — 1 n— 1 1ccs n-  1

l № = 2p=0 2  i p A r
r =  0

=  2  
P= o

2 < V - P£ r  r = 0
í

n- 1
=  2  

P =  0

f 2
f{x) %  e~2nirx!ir-e2nipxdx

J  r = 0  0

2

1 1
r n- 1 2 Г n — 1

f (x )  2  e - 2nirxZr dx== 2  e~2nirx£rJ0 r  = 0 •
0

r — 0 d x = m 2.
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Közvetlen igazolható, hogy a feladatban szerepló' S hipermatrix 
előállítható S= Q *D Q  alakban, ahol

f  E  T  T 2 • • 7 'm — 1 \ / Е  0 0 • 0 \
0 E T • • 7’m - 2

, Ö* =
T* E 0 • 0

V 0 0 0 • • E у  J 1*  m -  1 у ’*  m  - 2 2 " * m - 3  . • e J
(E 0 0 • • о л

D = 0 E — T*T  0 • • 0
.

V O 0 0 • • e—t*t)
A T  előbb bebizonyított tulajdonsága miatt D-nek minden blokkja 
pozitív szemidefinit matrix, ezért D is pozitív szemidefinit matrix, és 
ebből következik, hogy S  is pozitív szemidefinit matrix, mert bármely 
l ( €  Vmn) vektor esetén ( s £  Ö = (Q*DQÍ, £) = (D(QQ, QQ*s0. Tehát 
az S  mátrixnak csupa nem-negatív valós sajátértéke van.

Szőkefalvi-Nagy Béla

A 4. feladatot megoldották: Makrai Mihály, Mályusz Károly.

5. feladat

1. Megoldás. Bebizonyítjuk, hogy a szóbanforgó függvényegyenlet 
megoldásai csakis a következő függvénypárok lehetnek (és ezek nyilván 
megoldások):

/(* ) =  0 és (?(£) tetszőleges függvény;
f (x )  = Xx és G(g) = E, ahol X tetszőlegesen rögzített szám és E  az 

egységmátrix.
Legyen f(x )  és G(£) megoldása az

(1) f{Xy) =  G(det X)Xf(y)

függvényegyenletnek; az f(x)  = 0 triviális esetet kizárjuk a vizsgálatból.
Megmutatjuk, hogy G (l)= £ ’. Evégett alkalmazzuk (l)-et kétszer 

egymásután:

f(Xy) =f(EXy) = G(det E)EG{det X)Xf(y) = G(l)G(det X)Xf(y).

Ezt összehasonlítva (l)-gyel,

(2) G(det X)Xf(y) = G(l)G(det X)Xf(y)



160

következik. Legyen az f ( y 0) vektornak pl. az első komponense, / j(k 0)

I х °\nullától különböző. (2)-ben elvégezve az y = y 0 és T  = l 1 |( х ^ 0 )

helyettesítést:
xfi  (ко)

(7(1) 1
f i  (ко)

í  Xf l  (ко)

így a

G(l) = ífll S12
^21 S22

matrix elemeire minden x ^ O  számnál

és [G(l)j
/#11 9 o \  
\ 9 г1 9 2 2 /

és
gi i* /i (ко) +  g 12 ^ /2  (ко) =  9i íXfi (ко) +  9 12 —/2 (ко)

g2 lXfl (ko) +  g22 ̂ / 2  (ko) =  42 lXfl (ko) + 922 ̂ /2  (ко)

teljesül, tehát/j(ko) ^  0 miatt gl í = qíí és g2i =  92i - Hasonlóan, (2)-be
/  Ok)

k=ko-t és X -
\  У

1 0 -t helyettesítve, a g 12 = q 12 és g22 =  922 egyenlő­

séget nyerjük. Tehát G(1) =  [G(1)]2, ahonnan a G(l) matrix regularitása 
miatt G(1)=E  következik.

Megmutatjuk, hogy /(0 ) =  0. Ennek igazolásához elegendő (l)-be
(x  0 \

к =  0-t és JE=| 

vektorra
0

x )
-et (x^O ) helyettesíteni; így az /(0)

(x  0 \
=  G(1) 0

x )

XPi
=  1

:Pi

áll fenn minden x ^ O  számnál, tehát Hi=fi2 — 0.

Megmutatjuk, hogy /(x )  =  áx -és G (£,)=£. Legyen az x

vektornak pl. az első komponense nullától különböző. Helyettesítsük
1
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(l)-be az y = | ‘ ) vektort és sorban az

X =
Xj 0
X, 1

1 \

*  = 1 + x 2

mátrixokat. Ekkor az / ( ( ^ ) )  =  vektorral és a

G (xl) = (  £h Ot ) ^12(^r)
^ 22(^1)

mátrixszal az alábbi összefüggések érvényesek:

/ (x ) = / ( (  M) = C(.v1)
A'j^i \
x 2^l +^2)

íg lÁ X i)  £ l2 (* l)V * A  \
\ £ 2 l ( * l )  g 2 2 ( x 1) J \ X 2X 1 +  X2J ’

/(* ) =
fXi* 1 \ /

| ,  Л * ) = 1
—1~ Л2

x 2̂ i H— -—~ A2

A két utóbbi egyenló'ség összevetéséből 12= 0  és /(x )  =  [ j l^ 1j =/.tx

már következik, ha x A 0. Ennek felhasználásával az első egyenlőségből 
nyerjük, hogy

és
Sn(*i)-M i + g 12(x1)x2l 1 = х 1Л1 

g2 i(x i)x lÁ1 +g2 2(x i)x2Ai = x 2k í .

Mivel a két utóbbi összefüggés minden x2 esetén fennáll és A, ^ 0  (mert 
f(x)  nem azonosan 0),

gu(x i) =  l, g i2(^i)=0 , g2i(xl) = 0, g22 (^i) =  l,
vagyis G(x1) = £’ bármely X i^O  számnál. Tekintve, hogy /(0 )= 0 , a 
keresett megoldás valóban f(x )  = Xx és G(^) = E.

Aczél János— Hosszú Miklós
2. Megoldás. A feladat értelemszerűen általánosítható kétdimenziós 

térről и-dimenziós térre (tehát a kétdimenziós vektorok szerepét «-di­
menziós vektorok, a másodrendű mátrixokét pedig и-edrendű mátrixok 
veszik át). Bebizonyítjuk, hogy többdimenziós esetben a szóbanforgó 
függvényegyenlet megoldásai ugyanolyan alakban adhatók meg, mint 
előbb a kétdimenziós esetben.

11 Matematikai Lapok
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Legyen f ( x ) és G(£) megoldása (l)-nek; az f(x)  = í) triviális esetet 
kizárjuk a vizsgálatból.

Megmutatjuk, hogy bármely y ^ O  vektorhoz van olyan Xy szám, 
amellyel f { y ) —Xyy  teljesül. Tegyük fel, hogy valamely y 0 # 0  esetén 
f{y0)=-Xy0 egyetlen X számnál sem áll fenn. Világos, hogy bármely X 
számhoz van olyan X  matrix, amellyel X y0 —y 0 és Xf{y0) =  / ( y 0) +  Xy0 
teljesül és det X = l .  Ezt az y 0-t és X-et behelyettesítve függvényegyenle­
tünkbe,

f(y0) = f(X y0) = G(\)Xf(y0) = G(l)[f(y0) +  Xy0] =  G (l)/(y0) +  XG(l)y0

adódik. Ez azonban nem állhat fenn minden A-nál, mert G(l) reguláritása 
és miatt G(l)yO7^0.

Megmutatjuk, hogy ha y?±0, akkor f (y )  ^ 0 . Evégett tekintsünk egy 
olyan y 0 ^  0 vektort, amelynél f ( y 0) ^  0 (/(0) =  0 hasonlóan egyszerűen 
igazolható, mint a kétdimenziós esetben). Világos, hogy bármely yXO  
vektorhoz van olyan X  reguláris matrix, amellyel Xy0 = y  teljesül. így
(l)-et felhasználva,

f (y )  = /(T > 0) =  <?(det X )X f (y 0) * 0
következik.

Megmutatjuk, hogy ha az X  mátrixra det X =  1 áll fenn, akkor 
minden у  vektornálf{Xy)=Xf(y); Az (1) szerint det X  = 1 esetén minden 
у  vektornál f(Xy) — G{\)Xf(y). így az X  = E  helyettesítéssel az előző 
két részállítás alapján Xyy = G(l)Xyy  és Xy X  0, ezért у  =  G(l)y, minden 
у  vektornál. Tehát G(l) =  £) ahonnan

f (Xy) = G(l)Xf(y) = Xf(y)
következik.

Megmutatjuk, hogy az /(>’) =  Xyy  (у X  0) összefüggésben szereplő Xy 
független az y-tól. Legyen f ( y 0) = Xy0 (y0 ^  0). Világos, hogy bármely 
y j í  0 vektorhoz van olyan X  matrix, amellyel Xy0 =y  teljesül, sőt az 
is feltehető, hogy det X  =  1. így az előző részállítás alapján

f(y)  =/(A>0) =  ШУо) =  « Т о  =  кХуо = Xy,
vagyis Xy —X.

Végül megmutatjuk, hogy G(£,) = E. Az (1) szerint, f ( y )  — Xy (X 0) 
felhasználásával, minden X  reguláris mátrixnál és у  vektornál

XXy =f(Xy)  =  G(det X)Xf(y) = G(det X)XXy

érvényes. Innen, X ^ 0  és X  regularitása miatt, G(det X) = E  következik. 
Tehát G(£) = E.

Tusnády Gábor
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Az 5 . feladatot megoldották még: Böröczky Károly, Galambos 
János, Halász G ábor, Katona Gyula, Losonczi László, Makrai 
Mihály, Sárközi András,' Simon László, Szabados József.

Megjegyzés: Böröczky Károly, Halász Gábor, Makrai Mihály, 
Simon László megoldása érvényes többdimenziós esetben is.

6. feladat

1. Megoldás. Legyen {a„} az egyenes pontjainak olyan sorozata, 
amely rendelkezik a feladatban említett tulajdonságokkal, és tegyük 
fel, hogy az {a„} torlódási pontjai H  halmazának van a izolált pontja. 
Azt kell megmutatni, hogy lim an létezik. Evégett tekintsük az a-nak

П~*оо

egy olyan U környezetét, amely nem tartalmaz a-tól különböző' //-beli 
pontot; legyen {a„k} (nt < ...)  az {a„} sorozat U-beli tagjaiból álló 
sorozat (egy sorozat két tagját akkor is különbözőnek tekintjük, ha 
csak indexeik különböznek). Világos, hogy lim a„k létezik és a-val

k-+  °=
egyenlő, így a feladatban szereplő feltétel szerint lim a„k+l= a. Ezért az

k-+  °o
{ö„fc+1} sorozatnak legfeljebb véges számú tagja nem tartozik U-hoz. 
Ennélfogva az {ank+l\ sorozat tagjai, legfeljebb véges számú kivétellel, 
előfordulnak az {a„J sorozatban. Ebből következik, hogy az {a„k} 
sorozat legfeljebb véges számú tagot nem tartalmaz az {an} sorozatból, 
tehát lim a„fc-val együtt lim an is létezik.

k—*oо П ->оо

Most példaként megadunk egy olyan sorozatot, amely eleget tesz 
a feladat követelményeinek, és mégsem konvergens. Helyezzük egymás, 
után az

J  0 1 n —1 n n — 1 1 o}
‘L; I" í ; ■ ■ ■ I 3 I 3 . . . ,  , - f( n . n n n n n n )

véges sorozatokat (n = 1,2,...).. Az így nyert {a„} végtelen sorozatból 
akárhogyan választunk ki konvergens {a„k} részsorozatot, az {a„ft+1} 
sorozat is konvergál ugyanahhoz a határértékhez, mert am £sn esetén

Iam + 1 — ат\ ш ~ . Ugyanakkor az {a„} sorozat nem konvergens.

Halász Gábor, Kalmár Ágota, Kátai Imre

2. Megoldás. Legyen R kompakt metrikus tér. Bebizonyítjuk, hogy 
ha /?-beli pontok valamely {an} sorozata rendelkezik a feladatban említett 
tulajdonsággal, akkor az {a„} sorozat torlódási pontjai összefüggő (és 
nyilván zárt, nem üres) H  halmazt alkotnak.

í*
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Evégett tegyük fel, hogy H  nem összefüggő halmaz, vagyis hogy 
H  előállítható két, közös pont nélküli nem-üres H í és H2 zárt halmaz 
egyesítési halmazaként. Az R  metrikus térnek van olyan U nyílt részhal­
maza, amelynek U lezártja nem tartalmaz H 2-beli elemet és H l rész­
halmaza í/-nak. Megmutatjuk, hogy az adott {a„} sorozatnak végtelen 
sok a„ tagja olyan, hogy a „ £ R \ Ü  és an+1£U. Tegyük fel, hogy csak 
véges számú ilyen tulajdonságú tagja van sorozatunknak. Ekkor vagy 
R \ Ü  vagy U tartalmazza a sorozat tagjait, legfeljebb véges számú kivé­
tellel (mert különben végtelen sok indexnél lépne ki sorozatunk az 
R \ Ü  halmazból). Ámde ez nem állhat fenn, mert ekkor vagy H t vagy 
H2 üres halmaz volna; ugyanis egy H t (ill. / / 2)-beli ponthoz konver­
gáló sorozatnak végtelen sok tagját tartalmazza az U (ill. R \ U ) nyílt 
halmaz. Legyen tehát {aPk} (pí <p2< ■ ■ ■) olyan végtelen részsorozata 
az {a„}-nek, hogy minden ífc-nál apk4 R \ U  és aPk+1 £U  teljesüljön. Mivel 
R kompakt metrikus tér, az {aPk}-nak van {a„k} (nl <n2 < .. .)  konver­
gens részsorozata. Ha mármost lim a„k 6 H2, akkor a feladatban szereplő

k~* oo
feltétel szerint lim a„k+í £ H 2, ami lehetetlen, mert az {ank} sorozat

k~* oo
konstrukciója alapján minden a„k+l tag eleme а Я 2-ЬеН pontot nem 
tartalmazó Ü zárt halmaznak. Ha pedig lim a„k(2H í, akkor az U nyílt

k~* oo

halmaz tartalmaz {an([}-beli elemeket, ami a„k£ R \ U  (k=  1, 2,...) miatt 
lehetetlen. Tehát H csak összefüggő halmaz lehet.

Makkai Mihály

A 6. feladatot megoldották még: Bleyer A ndrás, Bollobás Béla, 
BÖRÖCZKY KÁROLY, ELBERT ÁRPÁD, KATONA GYULA, MÁLYUSZ KÁ­
ROLY, M egyesi László, Móricz Ferenc, Sárközi András, Szász 
Domokos, Szóda Lajos, Szűcs József, Tusnády Gábor.

Megjegyzés: Markai M ihály azt is megmutatta, hogy egy kompakt 
metrikus tér bármely nem-üres összefüggő zárt részhalmaza előáll vala­
mely, a feladatban említett tulajdonságú pontsorozat összes torlódási 
pontjainak halmazaként. A torlódási pontok halmazának összefüggő vol­
tát Böröczky Károly, Katona Gyula, M ályusz Károly, Tusnády 
Gábor is megállapítja. Böröczky Károly, Mályusz Károly, Szűcs 
József, Tusnády Gábor metrikus terekben végzik el a megoldást.

7. feladat

Bebizonyítjuk, hogy a szóbanforgó differenciálegyenlet u(x,y) = 
=f(x)g(y)  alakban felírható megoldásai csakis az

u(x, y)=z(cí + c2x)eaxeay
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és
u(x, у) = (су +  c2y)eayeay

(a, e j , c2 tetszőleges állandók) függvények lehetnek (és ezek nyilván 
megoldások).

Legyen u(x, y)=f(x)g(y)  tetszőleges megoldása differenciálegyen­
letünknek; ezt a helyettesítést elvégezve, az

0 )  f"{x)g(y) +f(x)g" (y) -  2 f  (x)g’ (у)  = 0
összefüggést nyerjük. Legyen valamely y 0 helyen g(y0) ^  0 (az u (x ,y  = 0 
triviális esetet kizárjuk a vizsgálatból); az (1) egyenletet g(y0)-vai osztva 
egy

f "  (x) -  2 a f  (x) +  bf(x) =  0
alakú egyenlethez jutunk. Innen /"(x)-et kifejezve és (l)-be helyette­
sítve, az
(2) f (x )■ [g (y) -  b-g(y)] =  2 / (x)[g'(y) -  a-g(y)]

összefüggést kapjuk. Most ezzel az egyenlettel kapcsolatban két esetet 
különböztetünk meg. Legyen először g '(y )—ag(y) = 0. Ekkor g(y) = 
= ceay. Ezt behelyettesítve (l)-be:

f "  (x) -  l a f  (x) + a2f(x )  =  0,
ahonnan f (x )  = (c1 +c2x)eax. Tehát ekkor u(x, y) = (cí + c2x)eaxeay. 
A második esetben tegyük fel, hogy g'(y) — ag(y) nem azonosan 0. 
Ekkor valamely y 1 helyen g'(y1) — ag(y1) ?±0; ezzel osztva (2)-t: 
f ' ( x ) —af(x), ahonnan f(x )  = keJX. Ezt behelyettesítve (l)-be;

g"(y) -  2y.g'(y) +  a2g(y) = 0,
így S(y) =  (ki +  k 2y)eay. Tehát ekkor и(x, y) =(k, + k 2y)exye*x .

Losonczi László

A 7. feladatot megoldották még: Bollobás Béla, Böröczky 
Károly, Elbert Árpád, Halász Gábor, Markai Mihály, M ályusz 
Károly, Mezei Ferenc, Sárközi András, Tusnády Gábor.

Megjegyzés: Halász Gábor és Makrai Mihály általánosítási 
lehetőségre is rámutatott.

8. feladat

Ha az x pontból az x„+1=/(x„) (x0= x , n=  0, 1,2, ...) iteráció­
val képzett sorozatban vannak egybeeső pontok, akkor x-et szingu­
láris pontnak mondjuk. (Szinguláris pont például az x  = \  pont.) 
Azt-kell • tehát bebizonyítani, hogy a szinguláris pontok mindenütt 
sűrű halmazt alkotnak a [0, 1] szakaszban. Tegyük fel ennek az ellen-
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kezőjét, vagyis azt, hogy valamely (a, b) (0 ̂  a <  £ ä  i) szakaszban 
nincs szinguláris pont. Ekkor | $ ( ö, b), vagyis f (x )  monoton az (a, b) 
szakaszban, így az (a, ó)-beli л: pontokhoz tartozó f(x )  függvényérté­
kek egy olyan (a1, by) szakaszt alkotnak, amelynek
f(á) és f(b) a végpontjai (valamilyen sorrendben). Ezért a Lagrange- 
féle középértéktétel szerint, felhasználva az f(x )  függvény [0, Ц ill. 
[i, 1] feletti konvexitását is, b1 — ak ^  q(b — a) következik, ahol q = f '( 0). 
Az is világos, hogy az (ak, Ьк) szakaszban nincs szinguláris pont (mert 
egy (a1, áj-beli szinguláris pont (a, ó)-beli inverz képe is nyilván szin­
guláris pont volna), így az az eljárás, amellyel az (a, b) szakaszból az 
(ű i j &í) szakaszhoz jutottunk, megismételhető' az (a1, bY) szakaszból 
kiindulva, s bármeddig folytatható. Az n-edik lépésben nyilván olyan 
(an, b„) (0 ^ í /„ < i„ §  1) szakaszt nyerünk, amelyre b„ — an^q"(b — a) áll 
fenn. Ez pedig nem teljesülhet minden n-nél, mert q>  1.

Kátai Imre, Simon László, Szász Domokos
A 8. feladatot megoldották még: Bánkfalvi Zsolt, Bleyer A nd­

rás, Bollobás Béla, Böröczky Károly, Elbert Árpád, Fischer 
Pál, Galambos János, Halász Gábor, Kalmár Ágota, Katona 
Gyula, Markai M ihály, Mályusz Károly, Megyesi László, Szóda 
Lajos, Tusnády Gábor.

Megjegyzés: Galambos János és Tusnády Gábor valamivel erő- 
sebb állítást bizonyítanak. Böröczky Károly, Makrai Mihály, 
Mályusz Károly, Tusnády Gábor rámutat a feladat feltételeinek 
egyszerűbbekkel való helyettesíthetó'ségére. 9

9. feladat

Először meghatározzuk a valószínűségi változó eloszlását, va­
gyis a P(yk = n) valószínűséget bármely л természetes számnál. A fel­
adat szerint vk = n azt jelenti, hogy и dobás közül vagy legalább 
к  írás-dobás van és a fej /t-adszor éppen az л-edik dobásnál jelent­
kezik, vagy pedig legalább к  fej-dobás van és az írás fc-adszor éppen 
az и-edik dobásnál jelentkezik. На л<2к, akkor természetesen 
P(vk =  и) =  0, így elegendő az n ^ 2 k  esettel foglalkozni. Mivel annak 
a valószínűsége, hogy и dobás között legalább к  írás van és éppen

az и-edik dobásra érjük el a &-adik fejet, ^  -vei egyenlő,
és mivel ugyanannyi a valószínűsége a fej és írás szerepének fel­
cserélésével előálló eseménynek is, ezért n ^ 2 k  esetén
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Mielőtt rátérnénk a feladatban szereplő határeloszlás kiszámítá­
sára, a továbbiak szempontjából célszerű alakban fejezzük ki a 
P(vk< x) valószínűséget, x> 2 k  esetén. Evégett újabb valószínűségi 
változókat vezetünk be. Jelöljük Avval az ahhoz szükséges dobások 
számát, hogy éppen к  fejet kapjunk; цк értelmezése hasonló, csupán 
a fej és írás szerepét cseréljük fel. Nyilvánvaló, hogy

P(vk< x)= P (2ks  ̂  <  x) + P (2 k S цк -= x) =
=  2P(2k ̂ ц к< х) = 2 [Р(цк < x ) -P ( /r* <  2 k)].

A fej- és írásdobások szimmetrikus szerepe alapján világos, hogy 
Р(цк^2 к )  = %, mert bizonyos, hogy egy dobássorozatban már 2k-nál 
kevesebb dobás között előfordul legalább к  fej, vagy legalább к  írás. 
Ezért x > 2 к  esetén

P(yk^x)  =  2P(jik< x ) - \ .
у  2 fc,

A k __ - valószínűségi változó határeloszlásának meghatározá-
\ AK

sát a központi határeloszlás tételre vezetjük vissza. Jelöljük £r vel 
egy dobássorozatban az i — 1-edik fej elérése után ahhoz szükséges 
dobások számát, hogy ismét fej jelentkezzék. Nyilvánvaló, hogy 

= + . . .  +<!;*, és f j, ...,£ k teljesen független, \  paraméterű geo­
metriai eloszlású valószínűségi változók. így a központi határeloszlás 
tétel szerint, felhasználva azt, hogy az \  paramétexű geometriai elosz­
lás várható értéke és szórásnégyzete is 2-vel egyenlő', a következő 
összefüggést nyerjük x > 0  (vagyis \2 k-x  + 2k> 2k)  esetén:

P <  X ĵ = P(v*< fÜc-x  +  2k) =  2P{iik<  /2 k-x  +  2k) -  1 =

= 2p ( * ± * ~ x) - 1 ~ 2 - L  fe4A-l * ГЛл.
V У ы  J  Í 2 T tJ  ] / 2 n  J

—  OO — X

Végül, ha r á ö ,  akkor természetesen P | — = x )= 0 .
\  Í2 k  ■ )

Makkal Mihály

10. feladat

Először másik két szerkesztési feladatot oldunk meg, a párhuzamos- 
sági axiómától függetlenül, vonalzóval és alapmértékkel.

1. Egyenes szögnél kisebb szög szögfelezője megszerkesztendő úgy, 
hogy a szerkesztés a szög szárai közt maradjon.

Az adott szög szárain (ezekről feltehető, hogy nem esnek egybe)
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az О csúcsból kiindulva rakjuk fel kétszer egymás után az alapmérté­
ket. így az OAt , A XA 2 és OBl , B lB2 szakaszokhoz jutunk. Az A lB2 
és A 2Bt egyeneseknek van M  közös pontjuk. Valóban, A 2 és B2 nem 
eshet az A 2B Í egyenesnek ugyanarra az oldalára, mert О és B2 az 
A 2Bl egyenes két különböző' oldalán, О és A t pedig az A 2B2 egye­
nes ugyanazon oldalán helyezkedik el. Világos, hogy M  illeszkedik a 

szögfelezőjére. Ugyanis az A tB2 és A 2B, egyeneseket tük­
rözve a B l OA1 <í szögfelezőjére, 
ezek egymással helyet cserélnek, 
így metszéspontjuk a tükrözésnél 
fixpont, tehát M  illeszkedik a 
B,OA{ <  szögfelezőjére. Az M  
nem eshet egybe O-val, mert 
BlOAl <  nem egyenesszög. Tehát 
az OM  egyenes a keresett /  szög­
felező, és az is világos, hogy a 
szerkesztés az adott szög szárai 
között maradt.

2. Egyenes szögnél kisebb, O-tól különböző szög csúcsából ki­
induló félegyenesnek a szögfelezőre vonatkozó tükörképe megszerkesz­
tendő úgy, hogy ha a szóbanforgó félegyenesek mind egy félsíkban 
vannak, akkor a szerkesztés is ebben a félsíkban maradjon.

Az adott szög szárain az О csúcsból kiindulva rakjuk fel kétszer 
egymás után az alapmértéket. így az OAt , A 1A 2 és Otít , BÍB2 szaka­
szokhoz jutunk. Legyen /  a Bl OA1<I szögfelezője és P az O-ból ki­

induló tükrözendő félegyenesnek 
valamely pontja (feltehető, hogy P 
és А у az / - nek két különböző ol­
dalán helyezkedik el; továbbá kw 
zárható az az eset, amikor P  illesz­
kedik az OAt vagy 0B 2 egyenesre). 
Világos, hogy a PA1 egyenesnek 
van Qi közös pontja /-el. A P 
pontot és a PA2 egyenest /-re 
tükrözve a P' pontot és a P'BX 

egyenest nyerjük, miközben a fixpont, tehát PAX-nek és P'BX-nek 
van /-re illeszkedő közös pontjuk (ti. Qt). Hasonlóan következik, hogy 
PA2-nek és P'B2-nek van /-re illeszkedő Q2 közös pontjuk. A Qx és Q2 
nem eshet egybe, mert P nem illeszkedik sem az OA1 sem az OBt 
egyenesre. Tehát a BÍQ1 és B2Q2 egyenesek metszéspontját összekötve 
O-val, nyerjük az OP félegyenes keresett tükörképét, és az is világos, 
hogy ha az OAx, ОВг, OP, OP' félegyenesek mind egy félsíkban van­
nak, akkor a szerkesztés is ebben a félsíkban marad.
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3. Végül rátérünk a feladatban kitűzött szerkesztés elvégzésére.
Az egyenes adott О pontja azt a és at félegyenesekre osztja. Az egye­

nes megadott oldalán vegyünk fel egy O-ból kiinduló b félegyenest; 
feltehető', hogy az (a, b) <  hegyesszög. Tekintsünk egy, az a és b között 
futó c félegyenest. Legyen / j  a (b, c) <  szögfelezője, a' az a-nak /j-re 
vonatkozó tükörképe, f 2 a (b, я ,) <  szögfelezője, és a" az я'-пек / 2-re

vonatkozó tükörképe. Világos, hogy (я, c) <  — (ó, a') <  és (ó, a') <  =  
= (a", így (a .c )<  =  (a", a t)< [. Tehát a (c, a")<  szögfelezője a 
keresett merőleges félegyenes. Az előbbiek alapján a szerkesztés min­
den lépése elvégezhető a kívánt módon, a megadott félsíkban.

Szász Domokos
A 10. feladatot megoldották még: Bleyer A ndrás, Bollobás 

BÉLA, BÖRÖCZKY KÁROLY, HALÁSZ GÁBOR, KÁTAI IMRE, KORVIN GÁBOR, 
Markai Mihály, Mályusz Károly, Mezei Ferenc, Sárközi A nd­
rás, Simon László, Szóda Lajos, Tusnády Gábor.

CONCOURS COMMÉMORATIF MIKLÓS SCHWEITZER POUR 
L’ ANNÉE 1961

1. Sóit a( ?í 1) un élément d’ordre fini d’un groupe, et e ( =g2) un entier. Démon- 
trer que si le complexe

A =  ( l , a ,  a1 * 1 2, . . . .a * - 1)
n’est pás un groupe, alors

< l ,a \  a2k, ...,a<‘ - l)ky

est différent de A, quel que sóit l’entier (2 ^ = )k (^ e  — 1).
2. Démontrer qu’un anneau R posséde un élément unité si et seulement si 

chaque Л-module G est la somme directe du sous-module trivial de G et de RG. 
(Le sous-module trivial de G est l’ensemble de tous ses éléments g pour lesquels rg — 0 
si r e R .  RG est le sous-module engendré par tous les éléments rg(reR, geG). On 
entend par un Л-module G un „espace linéaire” dönt le „domaine scalaire” Л est 
un anneau ne possédant pás nécessairement un élément unité; si 1 e  Л, alors 
\ . g = g  n’est pás nécessairement réalisé pour tout élément g e G . )

3. ábra
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3. Sóit
Д х )  =  х" +  а1Хп Ч - ...+ а „  (л ^  1)

un polynome irréductible sur le corps К. Démontrer que les matrices non nulles 
et commutables avec la matrice

í  0 1 0 0 ■ 0 0 \0 0 1 0 ■ 0 0

0 0 0 0 • 0 1
V — a„ — a„-! — a„ -2 —a„-3 • • — a2 — ai /

peuvent toutes s’inverser.
4. Sóit f(x )  une fonction définie dans l’intervalle (0,1) ä valeur réelle ou comp- 

lexe, intégrable, |/ ( x ) |= : l .  Formons ä partir des éléments

oü tpq =  c , - p, tp4 =  cp - g (complexe conjugé), et ensuite á l’aide des puissances de 
ces matrices l’hypermatrice d’ordre m

ÍE T f i . T m - í\
j 1* E T rjpm -  2

T* E rprn — 3

'rp*rr -2 rp̂ fm - 3 • к  /

c’est-ä-dire la matrice contenant {mrí)2 nombres (E est la matrice unité d’ordre rí). 
Démontrer que la matrice S  n’admet que des valeurs propres réelles non-négatives 
quels que soient les entiers m et n.

5. Déterminer toutes les fonctions G ä variable réelle (scalaire) non nulle, á 
valeur matricielle réguliére de second ordre et toutes les fonctions /  des vecteurs ä 
deux dimensions ä valeur vectorielle ä deux dimensions, pour lesquelles

f(Xy)  =  C(det X)Xf(y)
avec chaque vecteur у  ä deux dimensions et avec chaque matrice réguliére X  de 
second ordre (det X  signifie le déterminant de la matrice X).

6. Soit {a„} une suite de points bornée. Supposons que la suite partielle convergente 
{a„k} étant choisie d’une maniere quelconque, la suite {a„k+ 1} converge vers la mérne 
limité. Démontrer que la suite {a„} est ou bien convergente, ou bien eile posséde une 
infinité de points d’accumulation formant un ensemble dense en lui mérne. Donner 
un exemple pour le second cas.

7. Déterminer toutes les solutions de l’équation différentielle partielle

d 2u d 2u 
dx2 + dy2

8 2u
dxdy

1
Ck =  í f ( x ) e - 2n,kxdx  

ö
les matrices d’ordre n:

T = ( t pq)n~1 . T * = ( t*
y P q J P iQ =  0 v p q ' p > q = 0



171

qui peuvent s’écrire sous la forme 1

u(x, у) — f(x)g(y).

8 . Sóit f(x )  une fonction définie dans l’intervalle [0, Jr] convexe par en bas, déri-
vable (aux extrémités dérivable d’un seul cőté) et satisfaisant aux conditions: 
/(0 )  =  0, Prolonger f (x )  dans l’intervalle [0,1] de la fagon
suivante: f(x ) — /(1  — x) pour xe(-}, 1]. Démontrer que l’ensemble des points X  
forme par les points x  pour les quelles la suite x „+ 1  — f(x„) (x0 =  x, n =  0 , 1 , 2 ,...) 
obtenue par itération contient de points coincidents est partout dense dans 
l’intervalle [0 ,1].

9. Jetons plusieurs fois une piece d’argent reguliere (normale) et continuons 
jusqu’ä ce que dans la suite des résultats le nombre des piles ainsi que célúi des faces 
atteigne le nombre к (k =  1 ,2 ,...) . Désignons par Vk les nombres des jets nécessaires. 
Déterminer la distribution de la variable aléatoire vk, et la distribution ä la limité

Vk — 2  к
de la variable aléatoire y — lorsque k -*  oo.

10. Indépendemment de l’axiome des paralleles effectuons dans le plan ä l’aide 
d ’une régle et d’un étalon de base la construction suivante: ä partir d’un point donné 
d’une droite élever une demi-droite perpendiculaire á cette droite telle que la cons­
truction se situe dans le mérne demi-plan que la perpendiculaire.
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37. Über die orthogonalen Funktionen X. (Unbedingte Konvergenz), Acta Sei. 
Math. Szeged. (Megjelenés alatt.)



Feladatrovat
Szerkeszti: H ajós györgy

A feladatrovatnak szánt küldeményeket (az egyes feladatok meg­
oldását külön lapon) a következő címre kérjük: Bolyai János Mate­
matikai Társulat, Budapest, V. Szabadság tér 17.

Kitűzött feladatok

128. Mutassuk meg, hogy van olyan teljes metrikus tér, amelyben 
zárt gömbök monoton csökkenő sorozatának metszete lehet üres is.

Császár Ákos és Pál László

129. Bebizonyítandó, hogy ha a valósváltozós, Z,-integrálható /( í)  
függvényre, továbbá a pozitív M, b állandókra

-1-  \ f( t)e ~ ixtdt — T~?~^e~bx2,2n 1 +  4n2x 2

akkor minden pozitív egész k-ra

1 Г Mk - —*2
Á- f ( t f e - ixtdt k .2 n J 1 +  4n2x 2«/

Túrán Pál

130. Bizonyítsuk be, hogy az (n — l)-edfokú 

/(z ) =  a0 + a1z + ... + a„_ 1z"_1

polinomnak az e2nkiln helyeken (k = 0, 1, ..., n — 1) felvett értékei akkor
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és csak akkor egyenlő abszolút értékűek, ha az

( a0 a2 ... a„-i >
ai a2 ... а о

V a„_i a0 ... an _ 2 '

mátrix ortogonális abban az értelemben, hogy bármely sorának vagy 
oszlopának egy másik sor, ill. oszlop konjugáltjával való skaláris szor­
zata 0.

Corradi Keresztéiу

Megoldott feladatok

111. feladat. A síkbeli A1;A2 háromszögek csúcsain át a másik 
háromszög megfelelő oldalára merőlegest fektetünk. Aj-ből kiindulva 
ilyen módon a A3, A2-ből kiindulva pedig a A4 háromszög oldalegyene­
seihez jutunk. Bizonyítsuk be, hogy e háromszögek területere Aj :A2 =  
=  A3 :A4.

(Kárteszi Ferenc)

/. Megoldás. Forgassuk el 90°-kal а A2 háromszöget és vele együtt 
a A4 háromszöget is. Minthogy A3 oldalegyenesei párhuzamosak az 
elforgatott A2 oldalaival, hasonlóképpen az elforgatott A4 oldalegyenesei 
párhuzamosak Aj oldalaival, elegendő bebizonyítanunk, hogy a feladat 
állítása helyes, ha benne merőleges helyett párhuzamos fektetéséről van 
szó. Az alábbiakban az így módosított állítást bizonyítjuk.

A Tl ,T 2 területű АЛВ1С1, A2B2C2 
háromszögek csúcsain át a másik há­
romszög megfelelő oldalával párhuzamost 
fektetve az (esetleg ponttá fajuló) A3B3C3,
A4B4C4 háromszögekhez jutunk (1. ábra).
Ezek az eredeti háromszögekből q2, ill. 
öj arányú párhuzamos hasonlóság (ho- 
motécia) alkalmazásával származnak, ol­
dalvektoraikra tehát pl. A 3B3 = q2A2B2 
és A4B4 = q1A1B1 (az Af-ből F-ba vezető 
vektort az alábbiakban is X Y  jelöli).

Tekintsük a , „1. abra
v = A 1B 1X B 2C2+ A 2B2X B iC1

vektort. Ismételten felhasználva, hogy párhuzamos vektorok vektoriális-
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szorzata eltűnik, a következő átalakítást végezhetjük el:

\  = X (B2A 4 +  A4C2) +  (A2C4 +  C4B2) X ß jC , =
=  A ^ B i  X B 2A 4 +  C 4B 2 X -ö,C,
— A iBl X B2A4 +  (C^Ai -4- A^Bj) X G4B2 =
= A lBl X (B2A 4 +  C\B2) =  Л ji?, X С4Л4 =
=  (Л ji?j X С, Л,).

Eredményünk az eredeti háromszögek szerepét felcserélve a
v =  q2{A2B2 X C2A 2)

eredményt is adja.
Eredményeink alapján

=  10,1^ =  1021^,
hiszen pl. \AíB í 'ACíA í \ = 2 T 1. Ebből már következik a bizonyítandó 
állítás helyessége is, mert ez jelölésünkkel

T ,- T 2 = q\T 2. q\ T x
alakban írható.

Hajós György

II. megoldás. А Д ,, A2 háromszögek csúcsain át párhuzamost fek­
tetünk a másik háromszög megfelelő oldalával. így a A3, A4 három­
szögekhez jutunk. Az előző megoldás első bekezdésére hivatkozva a 
feladat állítását ezekre a háromszögekre bizonyítjuk be.

Feltehetjük, hogy A3 és A4 közül pl. A3 nem fajul el ponttá. Van 
tehát olyan párhuzamos hasonlóság, amely a A2 háromszöget A3-ba, 
A4-et pedig valamely A háromszögbe viszi át. Minthogy a hasonlóság 
a területarányokat nem változtatja meg, feladatunk a A1:A3=A 3:A 
aránypár bizonyítása.

Két esetet különböztetünk meg aszerint, hogy a párhuzamosan 
* hasonló A j, A háromszögeknek van-e hasonlósági centrumuk, vagy 

pedig eltolással származnak egymásból.
Ha Aj = A 1B 1C 1 л  és A = A B C A  hasonlósági centruma О  (2. ábra) 

és hasonlóságuk aránya A, akkor A=A2Aj és

О А =ЛОА1, ОВ = Ю В у, O C ^ lO C i .

Ebből következik, hogy (irányított háromszögek előjeles területéről 
szólva

W A lB1 = OABt = OAlB1 +  Aj Äj Л =  О A 1Bi + A 1B1C3 =
=  О А ± С 3 -p O C 3B 1 .



177

Hasonló indokolással
XOB^C^ = OBtA 3 +  OA3Ct ,
XOC1A1 = OCí B3 +  OB3A !.

Ezekbó'l összeadással
ÁA1B1C1 = A 3B3C3,

azaz Д3 =  ÁA, adódik, ami a vizsgált esetben a feladat állítását bizo­
nyítja.

Ha A 1 és A eltolással származnak egymásból (3. ábra), akkor 
Л = A i, s ezért (irányított parallelogrammák előjeles területével dolgozva)

At — A = A 1B 1BA + B1C1CB  +  C1A 1AC = 0.

Minthogy pl. A lB1BA/2 = A l BíB — A lB l C3, egyenletünkből 2-vel osztva
0 — A^Bi C3 +  Bí ClA3 + C^Ay B3 = Aj — A3

következik. Ezek szerint A ^ A j ,  tehát a A1:A3=A 3:A aránypár most 
is helyes.

Gál Iái Tibor

A l i i .  feladat megoldását beküldték még Bollobás B éla és M ol­
n á r  F e r e n c .

\
113. feladat. Bizonyítsuk be, hogy a kommutatív elrendezhető 

R gyűrű a eleme akkor és csak akkor pozitív R  minden elrendezésében, ha

(xf -F • • • + xi)a  = y f  +  • • • +y*,

ahol x lt xm, y í , . . . ,yn az R  gyűrű alkalmasan megválasztott elemei.

(Grátzer György és Schmidt E. Tamás)

12 Matematikai Lapok
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Megjegyzés. A feladat szövege akkor kifogástalan, ha benne „al­
kalmasan megválasztott” elemek helyett „alkalmasan megválasztott, 
0-tól különböző” elemekről van szó. Ezt az alábbi megoldás is figye­
lembe veszi.

( Szerk.)

Megoldás. Ha az a elem alkalmas megválasztáskor kielégíti a 
feladat egyenletét, akkor R  minden elrendezésében a >0, hiszen I,xf > 0  
és minden elrendezésben teljesül.

На a semmilyen választáskor sem elégíti ki a feladat egyenletét, 
akkor az R i f ^ a )  gyűrűt tekintjük, s bebizonyítjuk, hogy ez formálisan 
valós (lásd pl. Rédei: Algebra I., 493. o.). Minthogy kommutatív gyű­
rűről van szó, R(]f — a) pozitív magját azok a 'L(ui+viy —á)2 elemek 
alkotják, amelyekben nem minden щ és vt értéke 0. Gyűrűnk pozitív 
magja valóban nem tartalmazza a 0 elemet, mert ha

2 (Mf + Vif̂ a)2 = 2 (ul~ avi) +  2 a Z V i  =  0.
akkor En3=aSr?, tehát az a-ra vonatkozó feltevés szerint valamennyi 
Wj =  0 és vt = 0.

Minthogy R ( f — a) formálisan valós, R. E. Jo h n so n  tétele szerint 
(lásd uo.) elrendezhető. Egy ilyen >- elrendezésben — a =  (('—a)2> 0. 
Ily módon R-nek olyan elrendezéséhez jutottunk, amelyben a < 0 . Ha 
tehát a minden elrendezésben pozitív, akkor feltevésünk nem teljesülhet, 
azaz van olyan megválasztás, amely mellett a kielégíti a feladat egyen­
letét.

I Grdtzer György és Schmidt E. Tamás

115. feladat. A zárt [0, 1] intervallumban értelmezett folytonos f ( x ) 
függvényre /(0) =  0, /(1 ) =  1, továbbá minden 0 1 értékhez talál­
hatók olyan 0 S x - Ä < x + A g l  értékek, amelyekre

f (x )  =  M f ( x  -  h) + f ( x  + A)].

Bizonyítsuk be, hogy f (x )  = x.
(Rényi Alfréd)

I. megoldás. Tekintsük a g ( x ) = f ( x ) - x  függvényt. Ez is folytonos 
a [0, 1] intervallumban, g (0 )= g (l)= 0 , és a feladat feltételei mellett

g (x) =  i[g (x — h )+ g (x  + A)].
Minthogy g(x) folytonos, felveszi a maximumát, és van egy legkisebb 
x 0 hely, ahol ez bekövetkezik. Ha ez a maximum nem 0, akkor 0 <  x0 <  1. 
Ezért a megfelelő h értékre

g(*o) =  i[g(xо -  A) +  g(x0 + A)].
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Ez azonban lehetetlen, mert x0 megválasztása miatt g(x0 — h) <g(x0) és 
?(^0 +  / i)S ? ( r0). Eszerint g(x) maximuma csak 0 lehet.

Ugyanígy adódik, hogy g(x) minimuma is 0, hogy tehát g(x) =  0, 
azaz f (x )  = x.

Hetyei Gábor

II. megoldás. A feladat következő általánosítását bizonyítjuk be: 
Legyen H  egy korlátos zárt halmaz az n-dimenziós euklideszi térben, 
továbbá GczH egy véges ponthalmaz. Ha H —G minden pontja két 
H-beli pont összekötő szakaszának belső pontja, akkor G konvex burka 
tartalmazza a H  halmazt.

Elég azt bizonyítanunk, hogy ha egy hipersík tartalmazza a P£G  
pontot, és egy a hipersík által határolt féltér tartalmazza a G ponthal­
mazt, akkor ez a féltér tartalmazza a H  halmazt is (hiszen G konvex 
burka ilyen félterek metszete).

Tegyük fel, hogy van Я-пак a féltérhez nem tartozó pontja. Tekint­
sük közülük azokat, amelyek a hipersíktól legtávolabb vannak, s legyen 
Q ezek közül egy olyan, amely P-től maximális távolságra van. Я  kor­
látos és zárt volta biztosítja, hogy ilyen Q pontról szó lehet. Minthogy 
Q nem tartozhatik (7-hez (hiszen nincs az ezt tartalmazó féltérben), 
Q két Я -beli pont összekötő szakaszának belső pontja. Mivel e szakasz 
egyik végpontja sincs a hipersíktól Q távolságánál nagyobb távolságra, 
a szakasz a íúpersíkkal párhuzamos. Minthogy pedig a két végpont 
egyike P-től PQ-nál nagyobb távolságra van, ez a végpont ellentmond 
Q megválasztásának. Ez az ellentmondás állításunk helyességét bizo­
nyítja.

A feladat a bebizonyított állításunk egy speciális esetét mondja ki: 
Я  az (x ,f(x))  pontok halmaza a kétdimenziós síkban (ez a halmaz 
f{x) folytonossága miatt zárt), G a (0, 0), (1, 1) pontokból áll, továbbá 
H —G minden pontja két Я -beli pont összekötő szakaszának a felező­
pontja. A bebizonyítottak szerint valóban f (x )= x ,  mert G konvex 
burka egy szakasz, és f (x )  a [0, 1] intervallum minden pontjában értel­
mezve van.

Bártfai Pál

A 115. feladat megoldását beküldték még: A czél  Já n o s , T. H. 
B a r t h , C sászár  Á k o s, D aróczy  Z o l t á n , D eák E r v in , D u x  E rik , 
H ajós G y ö r g y , H o r v á t h  Sá n d o r , K ő v á r i T am ás, K rá lik  D ezső , 
K rámli A n d r á s , R évész  P ál , Su r á n y i Já n o s , Sz ű c s  József, Sz u sz  
PÉTER.

I. megjegyzés. A feladat állítása nem helyes, ha nem követeljük 
meg f (x )  folytonosságát, sőt akkor sem, ha csak félig folytonosságát

12*
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követeljük meg. Ezt az

/(*)==

függvény bizonyítja.

ha
ha i ^ x = l

Deák Ervin

II. megjegyzés. A beküldött megoldások a feladat többirányú álta­
lánosítását tartalmazzák. Javarészüket felölelik, sőt tovább általánosítják, 
a következő észrevételek:

Az I. megoldás g(x)-re vonatkozó okoskodása azt is bizonyítja, 
hogy a [0, 1] közben értelmezett g(x) függvény csak g (x )= 0  lehet, ha 
g(0) = g ( l)  =  1, ha továbbá minden 0 < x <  1 értékhez találhatók olyan 
O ^ r ^ K X j S l  értékek, amelyekre g(x t) és g(x2) közrefogják g(x)-et, 
s vele egyenlők csak akkor lehetnek, ha egymással is egyenlők.

А II. megoldás változatlanul helyes, ha benne C nem véges, hanem 
zárt ponthalmazt jelent. Alig van módosításra szükség akkor is, ha 
benne nem két //-beli pont összekötő szakaszának belső pontjáról, 
hanem olyan szimplexnek a csúcsaitól különböző pontjáról van szó, 
amelynek a csúcsai H -hoz tartoznak. •

Szerk.

116. feladat. Meghatározandók mindazok a valós számokból álló 
A0, k x, •••,/„ sorozatok, amelyekre teljesül a következő állítás: Ha az

1 + atx  + a2x 2 + ... + anxn = 0

egyenletnek x l és x 2 két egymástól nem feltétlenül különböző valós 
gyöke, akkor van a

A0 +  A1alx  + k2a2x 2 +  • • • +  knanxn = 0

egyenletnek az feltételt kielégítő gyöke.
(Túrán Pál)

Megjegyzés. A feladat szövegéből értelemszerűen következik, hogy 
benne « s 2  és x 1S x 2. Hallgatólagosan fel van tételezve az is, hogy 
valósegyütthatós polinomokról van csak szó.

Szerk.

Megoldás. A követelményt a
(1) kk = a + ßk  (fc =  0, 1..... rí)

sorozatok elégítik ki, ahol a és ß az aß s  0 megszorítást kielégítő állandók. 
A triviális a = ß = 0 esetet figyelmen kívül hagyjuk. ^
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a) Ha a { /J  sorozat kielégíti a követelményt, és a

p{x)=  \+ a 1x  + a2x 2+ ... +anx n 
polinomnak x = l többszörös gyöke, azaz

p (X ) = 1 + + a 2 +  ••• +
p \ \ ) = a l + 2 a2 +  ... +  na„ =  0,

akkor a feladat követelményének teljesülése miatt x =  1 gyöke a

# (x ) =  /l0 +  2 1ű1x  +  /Í2a2;,<:2 +  ... +  /lnanx n

polinomnak is, azaz

q(l) = l 0 +Хга̂  + X2a2 +. . .  +  Xna„ =  0.

A lineáris algebra elemi tétele szerint ebből következik, hogy megfelelő' 
a, ß együtthatókkal

9.(1) =  05P(1)+M 1)
azonosan, azaz s „  a2,--., a„ minden értékére teljesül. Eszerint {Xk} csak
(1) alakú sorozat lehet, s ekkor

q(x) = яр (x) +  ßxp'(x).

b) A feladat követelménye nem teljesül az (1) alakú sorozatra, ha 
aß<0. Ezt p(x) = l — x 2 példája mutatja, mert ekkor

q(x) = a — (a +  2ß)x2,

s ennek a polinomnak a/i < 0  esetén nincs gyöke a [ — 1, 1] intervallum­
ban.

c) Ha az (1) alakú sorozatra aß S  0, akkor kielégíti a feladat köve­
telményét. Ez nyilvánvaló akkor, ha x 1—x 2, mert ebben az esetben 
P(x i ) =p'(x i) = Q, tehát q{x{) = 0 is teljesül.

Legyen tehát x 1c x 2 a p(x) polinom két egyszeres gyöke. Feltehet­
jük azt is, hogy ezek szomszédos gyökhelyek, hogy tehát p'ipcß) és p'(x2) 
ellentétes előjelű. Ha tehát x x és x 2 egyező előjelű, akkor

q(x i)= ßx iP ,(x1), q(x 2)=ßx2P'(x 2)

ellenkező előjelűek, s ezért </(x)-nek van gyöke az (хь  x2) intervallum­
ban.

Már csak az x 2 <  0 < a'2 esettel kell foglalkoznunk. Ekkor p(0) — 1 
miatt p '(x i)> 0 , tehát x lp'(x1) <0. Ezért a

q(x i) = ßx iP'(x i), q(0) = oc
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értékek ellentétes előjelűek, és <7 (x)-nek van gyöke az (х1г 0) intervallum­
ban, tehát (xjjXjj-ben is.

Kővári Tamás

A 116. feladat megoldását beküldték még: Bártfai Pál, Császár 
Ákos, Surányi János.

I. megjegyzés. A feladatbeli polinom az n = 2 esetben csak valós 
együtthatós lehet. Ha a feladat komplex együtthatós polinomokra is 
vonatkozik, akkor a megoldásban megadott sorozatok közül пшЗ  ese­
tén csak a triviális A* =  a (k =  0, 1,...,«) sorozat felel meg. Ezt a

p(x) =  (l +  ix) r O)

polinom bizonyítja, ahol r(x) valós együtthatójú, s van legalább két 
pozitív zérushelye, de minden valós zérushelye egyszeres. Ha a feladat 
követelménye teljesül, akkor a

q(x) — y.r(x) +  ßxr'(x) +  ix(ar(x) + ßxr'(x) +  ßr(x))

polinomnak el kell tűnnie egy pozitív x helyen. Ezen a helyen tehát

(2) ar(x) + ßxr'(x) = 0,
(3) x(ar(x) + ßxr'(x) + ßr(x)) = 0.

(2) figyelembevételével (3)-ból ßxr(x) = 0. Ha tehát ß ^0 , akkor r(x)=Q 
és ezért (2) értelmében r'(x)= 0, ami lehetetlen. Eszerint valóban csak 
ß = 0 lehetséges.

Császár Ákos

II. megjegyzés. Laguerre nevezetes elmélete, mely igen általános, 
csupa valós gyökkel biró, függvényosztályokat ad meg (a Riemann- 
sejtés megoldása céljából) végeredményben Rolle tételének szellemes 
alkalmazásain alapszik (1. pl. Polya—Szegő „Lehrsätze und Aufgaben 
aus der Analysis”). A feladat azt fejezi ki, hogy egyik kézenfekvő 
általánosítási lehetőség nem vezet valódi általánosításhoz.

Túrán Pál

PROBLÉMES PROPOSÉS

128. Démontrer qu’il existe d’espaces métriques complets dans lesquels la par­
tié  commune d’une suite de spheres monotone décroissante peut étre mérne vide.

A. Császár, L. Pál
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129. Sóit f { t )  une fonction á variable réelle et intégrable L, M  et b deux cons- 
tantes positives. Démonter que si

1 F M  ,
—  f( t)e  - dt S -------------- e - bx ,2 n j  1+4л2Х2

alors on a pour tout entier positif к

1 f „ M k -4-S
2 л  У  1 +  4л2х2

P. Túrán

130. Sóit
y(z) —űo +  űiz+  ... + a „ -  íz"-'

un polynőme de degré n — 1. Démontrer que les valeurs prises par /(z)au x  points 
z  =  e2nikln(k =  0 , 1, 2 , ..., n — 1) sont égales en valeurs absolues si et seulement si 
la matrice

Clo Ű1 ... C in -  1 
Q i Ö2 . .. Clo

cin - 1 Clo ... Cin-2

est orthogonale dans le sens que le produit scalaire de chacune de ses lignes resp. 
colonnes avec le conjugué d’une autre ligne resp. colonne est égal ä zéró.

K. Corradi



Jelentés az 1961. évi Grünwald Géza- 
emlékdíj odaítéléséről

A Bolyai János Matematikai Társulat az 1961. évi Grünwald Géza- 
emlékdíj odaítélésre vonatkozó javaslattétel céljából öttagú bizottságot 
küldött ki, melynek tagjai: Császár Ákos, Hajós György, Kertész Andor, 
Rényi Alfréd és Varga Ottó. A kiküldött bizottság 1961. október 23-án 
és 1961. november 1-én tartott ülésein megvitatta az Elnökség tagjaitól 
érkezett javaslatokat és ennek alapján egyhangúan a következő' határo­
zatot hozta:

A Bizottság gondosan tanulmányozta a beérkezett nagyszámú javas­
latot. Örömmel állapítja meg, hogy ebben az évben is több fiatal 
matematikus vehető számításba az emlékdíj odaítélésénél. Alaposan 
mérlegelve a javaslatba hozott matematikusok munkásságát, a Bizott­
ság úgy döntött, hogy az első Grünwald Géza-emlékdíjat ebben az 
évben nem adja ki, viszont második Grünwald Géza-emlékdíjjal és 
1000—1000 forinttal jutalmaz 5 matematikust. A Bizottság reméli, hogy 
döntése a jutalmazóttaknak eddigi tudományos munkásságuk elismerése 
mellett ösztönzésül is szolgál további eredmények elérésére.

A Bizottság második Grünwald Géza-emlékdíjjal jutalmazza Á d á m  
A n d r á s t , a MTA Matematikai Kutató Intézetének tudományos mun­
katársát algebrai és gráfelméleti tárgyú dolgozataiért,

L ein d le r  L ászló  aspiránst, ortogonális sorokról írt dolgozataiért,
Makai Imréí, a kiskunfélegyházi Petőfi Gimnázium tanárát diffe­

renciálgeometriai tárgyú dolgozataiért,
Mogyoródi JózsEFet, a budapesti Eötvös Loránd Tudományegye­

tem Matematikai Intézetének tanársegédét valószínűségszámítási tárgyú 
dolgozataiért, valamint

V in c z e  E n d r é í , a miskolci Nehézipari Műszaki Egyetem matema­
tikai tanszékének adjunktusát függvényegyenletekről írt dolgozataiért.

A díjazottak munkásságát az alábbiakban ismertetjük:
Ádám ANDRÁsnak tíz cikke jelent meg és további két dolgozata 

van sajtó alatt.
Négy dolgozatában, az [1], [3], [6], [8] számúakban, az algebra és 

a halmazelmélet határterületéhez tartozó kérdéseket vizsgál. Ezekben a
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halmazsorozatokkal kapcsolatos problémákat és általános algebrai kér­
déseket tárgyal.

Többi hat megjelent és két sajtó alatt levő dolgozata a jelfogó­
érintkezőrendszerek elméletéből meríti tárgyát. Kétpólusú elektromos 
hálózatokkal foglalkozik, ami matematikai szempontból a két kitünte­
tett szögponttal rendelkező gráfok és ezek részgráfjainak vizsgálatát 
jelenti. Ilyen irányú gráfelméleti vonatkozású, részben topológiai jellegű 
eredményeit a [10] dolgozatában foglalja egybe. Az alkalmazások szem­
pontjából vizsgálatai azért jelentősek, mert a megadott működési fel­
tételeknek eleget tevő, jelfogók érintkezőiből összetett áramkörök meg­
konstruálása terén ér el eredményeket. Ez a munkássága K uzn y ec o v  
és T r a c h t a n b r o t  szovjet matematikusok munkásságához csatlakozik, és 
eredményeiket tovább is fejleszti.

Adám András dolgozatainak jegyzéke

[1] On permutations of set products, Publ. Math. Debrecen, 5 (1957), 147 — 149.
[2] Kétpólusú elektromos hálózatokról, I, MTA Mat. Kút. Int. Közi., 2 (1957)

211-218.
[3] A theorem on algebraic operators in the most general sense. Acta Sei. Math.

Szeged, 18 (1957), 205-206.
[4] Kétpólusú elektromos hálózatokról, II. MTA Mat. Kút. Int. Közi., 3 (1958),

67 -7 9 .
[5] Kétpólusú elektromos hálózatokról, III. MTA Mat. Kút. Int. Közi., 3 (1958),

207-218.
[6 ] On the definitions of direct product in universal algebra. Publ. Math. Debrecen,

6  (1959), 303-310.
[7] Kétpólusú elektromos hálózatokról, IV. MTA Mat. Kút. Int. Közi., 4 (1959),

183-190.
[8 ] On subsets of set products. Annales Univ. Budapest. (Sectio Math.), 2 (1959),

147-149.
[9] Zur Theorie der Wahrheitsfunktionen. Acta Sei. Math. Szeged, 21 (1960), 47—52. 
[10 On graphs in which two vertices are distinguished. Acta Math. Hung., 12 (1961),

377-397. •

Le in d l e r  László  megjelent és sajtó alatt álló dolgozataiban fog­
lalt eredményei az általános ortogonális sorok konvergencia- és szum- 
mációkérdéseivel kapcsolatosak és a Mensov-féle módszerek Tandori 
Károly által továbbfejlesztett és kifinomított alakjának szolgáltatják 
érdekes és fontos alkalmazásait. [1] dolgozatának főeredménye lényegé­
ben azt mondja ki, hogy egy (a, b) intervallumon ortonormált függvény- 
rendszer tagjainak abszolút értékei „mértékben” approximálhatók egy 
ortonormált polinomrendszer megfelelő tagjainak abszolút értékeivel, 
ami számos ismert tételnek általánosítását teszi lehetővé. Ennek az 
eredménynek a finomságára mutat rá a [2] dolgozat, megmutatva, hogy 
hasonló tétel már nem igaz abszolút értékek helyett magukra a függvé­
nyekre. A [3] dolgozatban a majdnem mindenütt való (C, a) szummál-
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hatóságának egy elégséges és monoton együtthatósorozat esetén szük­
séges feltételét adja meg. Tandori az a =  l esetet tárgyalta; Leindler 
megmutatja, hogy a Tandori-féle feltétel az a >1/2 esetben is szükséges 
és elégséges, az a =  1/2 és — l < a < l / 2  esetekre pedig más, hasonló - 
alakú feltételt ad. A [4] és [5] dolgozatok is Tandori bizonyos eredményei­
nek általánosításával foglalkoznak.

Leindler László dolgozatainak jegyzéke

[1] Über die orthogonalen Polynomsysteme, Acta Sei. Math. 21 (1960), 19 — 46.
[2] Zur Frage der Approximation durch orthonormierte Polynomsysteme, Acta

Sei. Math. 22 (1961), 129-132 .
[3] Über die absolute Summierbarkeit der Orthogonalreihen, Acta, Sei. Math, sajtó

alatt.
[4] Über die starke Summierbarkeit der Orthogonalreihen, Acta Sei. Math, sajtó

alatt.
[5] Bemerkungen zu Sätzen von K.. Tandori, Publ. Math. Debrecen, sajtó alatt.

Makai Imre [1] dolgozatának tárgya olyan tenzorok, illetve skalár- 
invariánsok meghatározása, amelyek folytonos módon tenzor-, illetve 
vektormezőktől függenek. [2] dolgozatában meghatározza az összes 
olyan elsőrendű komitánst, amelyek két adjungált и-él megadásától 
függenek. Meghatározza továbbá az említett két и-él segítségével értel­
mezhető lineáris összefüggéseket is. [3] dolgozatában a Lie-féle derivált 
Golabtól származó általánosításával foglakozik. Skalárok, vektorok, és 
sűrűségek általánosított Lie-deriváltjaira egyszerű levezetési módot ad 
meg.

Makai Imre mindhárom dolgozatának tárgya — a differenciál­
invariánsok elmélete, a tér összefüggési paraméterei, a Lie-derivált fo­
galma — a differenciálgeometriai terek elméletében alapvető szerepet 
játszó problémakörhöz tartozik. A dolgozatok értékét növeli az, hogy 
olyan módszereket alkalmaz, amelyek az eddigi vizsgálatokhoz képest 
kevesebb függvénytani feltételt követelnek.

Makai Imre dolgozatainak jegyzéke

[1] Über die Invarianten die aus gewissen Tensoren gebildet sind, Publ. Math. Deb­
recen, 7 (1960), 359-363.

[2] Über geometrische Objekte, die aus adjungierten «-Beinen gebildet sind, meg­
jelenik az Acta Math. Acad. Sei. Hung. 12. kötetében.

[3] Über die Liesche Ableitung der homogenen linearen geometrischen Objekte,
megjelenik a Rozprawy Math, folyóiratban.

Mogyoródi József figyelemreméltó tudományos eredményeket ért 
el egyrészt az atomreaktorokban lejátszódó neutronlassulási folyamat 
valószínűségszámítási tárgyalása, másrészt a valószínűségszámítás határ-
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eloszlástételeinek véletlen tagszámú valószínűségi változókból álló ösz- 
szegek határeloszlására való kiterjesztése terén. Az elsó' témakörrel fog­
lalkozik [1], [2], és [3] megjelent dolgozata, utóbbival viszont [4] és [5] 
sajtó alatt levő dolgozata. A neutronlassulás folyamatát illetőleg Mogyo­
ródi József elsősorban a neutron lelassulásáig történő ütközések szá­
mának, továbbá a neutronok által ez időpontig megtett úthossznak az 
eloszlását vizsgálja. Eredményei mind matematikai szempontból, mind 
pedig gyakorlati vonatkozásban értékesek. A valószínűségi változók 
véletlen számú tagból álló összegeivel kapcsolatban Mogyoródi József 
azzal az esettel foglalkozik, amikor a tagok száma nem független maguk­
tól a tagoktól. Csatlakozva Anscombe egy tételéhez, egy szükséges és 
elegendő feltételt ad meg, ilyen összegekre vonatkozó határeloszlás- 
tétel érvényességére. Az 5. dolgozatban Rényi Alfréd egy tételét álta­
lánosítja. Az említett két dolgozatban foglalt elméleti eredményei gya­
korlati alkalmazásra találhatnak a szekvenciális analízis, valamint a 
Monte-Carlo módszerek területén.

Mogyoródi József dolgozatainak jegyzéke

[1] Az atommagreaktorokban végbemenő neutronlassítás-folyamattal kapcsolatos
valószínűségszámítási problémákról, MTA Mat. Kút. Int. Közi. 1 
(1956) 337—348. (Németh Gézával közösen),

[2] Problems of Neutron Movements in Atomic Reactors According to the Theory
of Probability. Megjelent az 1958. évi genfi atomenergia kongresszus 
közleményeiben „P/1711 Hungary” jelzés alatt.

[3] Neutronok atommagreaktorokban való mozgásának valószínűségszámítási prob­
lémái, MTA Mat. Kút. Int. Közi. 3 (1958) 237-250 .

[4] Limiting distributions for sums of a random number of independent random
variables, MTA Mat. Kút. Int. Közi. 6  (1961) sajtó alatt.

[5] Central limit theorem for the sum of a random number o f independent random
variables. Acta Math. Acad. Sei. Hung, sajtó alatt.

ViNCZE Endre eddigi munkássága — a sorelméleti, geometriai, ill. 
műszaki matematikai tárgyú [1], [15], [11], és [17] sz. dolgozatoktól elte­
kintve — függvényegyenlet irányú és négy fő kutatási irányhoz sorol­
ható:

1. A poliadikus csoportok visszavezetése közönségesekre és a foly­
tonos valós leosztható multinér műveletek meghatározása igen általános 
feltételek mellett történik meg a [2] és [4] sz. dolgozatokban.

2. A gazdaságossági függvényt bizonyos általános feltételek mellett 
függvényegyenletrendszerekkel jellemzi és azok megoldása útján meg­
határozza a [3], [6], és [13] dolgozatokban.

3. Bizonyos eloszlásfüggvények (hibatörvények) általános jellem­
zését adja az [5] ,[9] és [16] dolgozatokban. E téren legjelentősebb Rényi 
következő problémájának megoldása: meghatározandó a hibatörvény,
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ha adott, hogy a legvalószínűbb érték a mérési eredmények milyen 
függvénye.

4. Legnagyobb jelentó'ségűeknek látszanak a Cauchy-féle és rokon, 
valamint a trigonometrikus függvényegyenletek és általánosításaik meg­
oldása komplexben, teljes általánosságban, elemi módszerekkel a [7],
[8], [10], [12], [14] és [18] dolgozatokban. Itt különösen kiemelendő 
egyrészt, hogy e több mint 100 éve vizsgált témakör sok kérdésében az 
első teljes megoldásokat adja, mert kiváló szerzőknek (pl. Vietoris) a 
teljesség igényével fellépő megoldásairól is észrevette, hogy nem teljesek 
és kiegészítette, (kijavította), majd általánosította őket. Másrészt mind 
a hazai, mind a külföldi szakemberek körében nagy érdeklődést keltett 
új módszere, mely többek között alkalmas a Stephanos, Levi-Civita és 
Staeckel által differenciálhatóság, Fenyő által integrálhatóság feltevésé­
vel részben vizsgált

f (x + y )  =fx(x)gy(y + f2(x)g2(y) + ... + f l(x)gn(y)

alakú függvényegyenletek teljes elemi megoldására a lineáris függet­
lenség egy újszerű finit mértékének alkalmazásával.

Vincze Endre dolgozatainak jegyzéke

[1] A monoton sorozat fogalmának egyik általánosítása, Nehézipari Műszaki Egye­
tem Közi. Miskolc, 1 (1957), 317—326.

[2] Über die Charakterisierung der assoziativen Funktionen von mehreren Ver­
änderlichen, Publ. Math. Debrecen, 6 (1959), 241—253.

[3] Über das Problem der Berechnung der Wirtschaftlichkeit, Acta Techn. Acad. Sei.
Hung. 28 (1960), 3 3 -4 1 .

[4] Verallgemeinerung eines Satzes Uber assoziative Funktionen von mehreren
Veränderlichen, Publ. Math. Debrecen, 8  (1961) 68—74.

[5] Über die Charakterisierung des GAUSSschen Fehlergesetzes, M at. MTA Kut.
Int. Közi. (sajtó alatt).

[6 ] A gazdaságosság számításának problémájáról, Nehézipari Műszaki Egyetem
Közi. Miskolc, 5 (1960), 391-397.

[7] Über die Verallgemeinerung der komplexen logarithmischen Funktion und
der EULERschen Relation, II. M. M at. Kongr. Kiadványai 2 (1960), 
I l lb , 4 5 -48 .

[8 ] Über die Verallgemeinerung der trigonometrischen und verwandten Funktio­
nalgleichungen, Ann. Univ. Sei. Eötvös Budapest Sectio Math. 3 —4 
(1960-6П , 389-404 .

[9] Über den wahrscheinlichsten Wert, Acta Math. Acad. Sei. Hung, (sajtó alatt —
Hosszú Miklóssal közös).

[10] A komplex változós trigonometriai függvényegyenletek megoldása, néhány
alkalmazása és általánosítása, Miskolc 1961. 1 — 137. A NME kiad­
ványa.

[11] Über die geometrische Herleitung einer Resolvente der biquadratischen Glei­
chung, Zeitschrift angew. Math, und Mech. (sajtó alatt).

[12] Über die CAUCHYschen Funktionalgleichungen mit komplexen Veränder­
lichen, Acta Univ. Debrecen (sajtó alatt).



189

[13] Über die Verallgemeinerungen eines Funktionalgleichungssystems der Wirt­
schaftlichkeit, MTA Mat. Kút. Int. Közi. 6 (1961), 313 — 321 — Hosszú 
Miklós-sal közös).

[14] A D ’Alembert—Poisson függvényegyenlet egyik általánosítása, Mat. Lapok
XII, 1 - 2 ,  18 -31

[15] Ein neuerer Beweis der Divergenz der Reihe £  1/p, Nehézipari Műszaki Egye­
tem Idegennyelvű Közi. Miskolc (sajtó alatt).

[16] Műszaki fogalom—matematikai tükröződés, Nehéziapri Műszaki Egyetem Közi.
Miskolc (sajtó alatt — Hosszú Miklóssal közös).

[17] Maróbefogószerkezetek vizsgálata, Nehézipari Műszaki Egyetem Közi. Miskolc
. (sajtó alatt — Kuszmann Károllyal közös).

[18] Über die Lösung der Funktionalgleichung /[>' + xg(y)] =L[h(x), k{y)], Arm.
Polen. Math, (sajtó alatt).



Jelentés а Веке Manó-emlékdíj tizenegyedik 
kiosztásáról

A Bolyai János Matematikai Társulat Elnöksége bizottságot küldött ki а Веке 
Manó-emlékdíj kiosztására. Ennek elnöke Hódi Endre, tagjai: Gádor Endréné, 
Késedi Ferenc, Raisz István, Surányi János, Szénásy Mihály és Bereznai Gyula 
előadó voltak. A bizottság az emlékdíj szabályzatának megfelelően megállapította, 
hogy a díjak odaítélésével elsősorban a matematika tanárok továbbképzésében vég­
zett kiváló munkát és a matematikát népszerűsítő, színvonalas előadások tartását 
kívánja jutalmazni. Fontos szempontnak tekinti a bizottság a kiváló tanári munkát, 
a jó szakköri munkát, valamint a Bolyai Társulatban végzett szervező munkát.

A fenti szempontok figyelembevételével a bizottság 1961. május 15-i ülésén 
a következő határozatot hozta, amelyet az Elnökség jóváhagyott:

2000,—Ft jutalommal tünteti ki a bizottság A c z é l  János egyetemi tanárt; 
1000—1000 Ft-tal jutalmazza E g y e d  Antalt, a gyöngyösi Vak Bottyán gimnázium 
tanárát, R em ényi Gusztávnét, a budapesti Ságvári Endre gyakorló ált. iskola és 
gimnázium tanárát, Szabó  Jenőt, a miskolci Zrínyi Ilona leánygimnázium tanárát 
és V arga  Sándort, a ráckevei általános gimnázium tanárát.

Indokolás

Dr. A c z é l  János, a debreceni Kossuth Lajos Tudományegyetem tanára, a 
Bolyai János Matematikai Társulat elnökségi tagja, a debreceni tagozat alelnöke. 
Lényeges szerepe volt a miskolci és a nyíregyházi tagozat megalakításában is.

Mint egyetemi tanár igen jó kapcsolatokat tart fenn a középiskolai tanárokkal, 
résztvesz továbbképzésükben, a továbbképzési napokon évről évre tart részükre 
előadást (pl. kúpszeletekről, egyenlőtlenségekről és szélsőértékfeladatok megoldásá­
ról, az analízis fogalmainak és módszereinek tükröződéséről az iskolai anyagban, 
stb.). Az 1959. július 1-én a Társulat oktatási osztályának ankétján tartott előadása 
(Egyenlőtlenségek és alkalmazásuk szélsőértékfeladatok elemi megoldására) rövidesen 
nyomtatásban is megjelenik. Ugyanezt az előadást kiadták Jugoszláviában és Svájc­
ban is. — A függvényegyenletekről írt tankönyvének is az elemi felépítés az egyik 
erőssége, de egy a ,,matematikai ifjúságnak” szánt népszerű könyvecskéje is meg­
jelenik e tárgyról az NDK-ban (magyar fordítását a Matematikai Lapokban közölte.).

Előadásai közvetlenek, világosak, jól érthetőek. A választott problémák közel 
állnak a középiskolai tanárok érdeklődéséhez, előbbre viszik az iskolai munkát, 
ugyanakkor tágítják a tanárok látókörét és elmélyítik ismereteiket. Igyekszik ezeket 
mindig elemi, de nemrég felfedezett eredmények ismertetésével egybekötni. Aczél 
János mindig készséggel tesz eleget a középiskolával kapcsolatos bármely probléma 
megvitatására vagy előadás tartására vonatkozó kérésnek és ezt mindig baráti önzet­
lenséggel a matematika iránti szeretetből teszi.

Surányi Jánossal közösen írt cikksorozata jelent meg néhány évvel ezelőtt 
a Középiskolai Matematikai Lapokban az egyenlőtlenségekről, ahol feladatsorozat



segítségével vezették végig az olvasót a fontosabb egyenlőtlenségeken, azokat a Jen- 
sen-egyenlőtlenség körül egységes elv szerint építve fel. E sorozat egyes részei előző­
leg francia és spanyol nyelven is megjelentek. — A magyar matematikai versenye­
ket előadásban ismertette Romániában és cikkben az Amer. Math. Monthly-ban.

Űj kezdeményezése a probléma-felvető és részeredményeket is megvitató meg­
beszélés a társulati előadások után, amelyek nyomán az ifjú matematikus generáció­
ból sokan foglalkoznak az ő témájával, valamint a debreceni „fiatalok klubja” , ahol 
fiatal matematikusok új eredményeiket a Bolyai Társulat keretében alapos megvi­
tatás alá bocsátják, ami a fiatalokkal való foglalkozás eredményes új formája.

E gyed Antal, a gyöngyösi Vak Bottyán gimnázium tanára.
Igen jó matematika tanár egyéniség: határozott, következetes, szigorú, de min­

den merevség nélkül. Szakmailag jól képzett, állandóan figyelemmel kíséri a szaktár­
gyával kapcsolatos módszertani kérdéseket, szakkönyveket olvas, részt vett a múlt 
évben megrendezett matematikai kongresszuson is.

Óráit előre átgondoltság, a logikus gondolkodásra nevelés sokoldalúsága jel­
lemzi. Tárgyát érdekesen, színesen, de kellő tudományos szinten tanítja. Az osztály 
minden tanulóját bekapcsolja a közös munkába. A munkára nevelést igen követke­
zetesen és jó eredménnyel végzi. Tanítványait nyíltságra, őszinteségre neveli. Növen­
dékei megbecsülik, szeretik.

Az érdeklődő tanulókat jól foglalkoztatja a matematikai szakkörben. A Közép­
iskolai Matematikai Lapoknak sok jó feladatmegoldója került ki tanítványai közül, 
s csak a megyén belül is két volt tanítványa tanít már középiskolában.

Az iskolában minden évben házi versenyt rendeznek matematikából, ezeknek 
a versenyeknek is ő a fő irányítója.

Sok órában tanít a felnőtteknél is a dolgozó és levelező osztályokban. Ezeket 
az órákat is határozott követelmények, de a hallgatókhoz való nagy alkalmazkodás 
és velük szemben tanúsított türelem jellemzik.

Ő a szakmai munkaközösség vezetője. Jól fogja össze a nagy iskola nevelőit. 
Az év elején kidolgozott munkaterv szerint havonta foglalkoznak módszertani, szak­
mai kérdésekkel. Ebben az évben pl. megbeszélték a felnőtt-oktatás módszertani 
kérdéseit.

Sok iskolai munkája mellett a társadalmi munkában is igen aktívan vesz részt, 
mint tanácstag és a városi Hazafias Népfront elnöke.

R eményi Gusztávné, az E. L. T. E. Ságvári Endre gyakorló gimnáziumának 
és általános iskolájának vezető tanára.

Munkaintenzitása szinte felülmúlhatatlan. Oktató tevékenységét igen kitűnő 
szakmai és pedagógiai képzettség, a tanítási órák gondos megszervezése, a logikus 
gondolkodásra nevelés és nagyfokú lelkiismeretesség jellemzi. Munkájában a mate­
matika oktatás színvonalának emelésére törekszik. Állandóan tanulmányozza a mód­
szertani könyveket; a matematika tanítás terén új utakat keres; minden egyes óra 
anyagának átadási módja újszerűén megoldandó problémát jelent számára. Bemu­
tató tanításai az óra megtervezésének, levezetésének, a tanulókkal való foglalkozá- 
nak olyan mintaképei, amelyekből a leggyakorlottabb tanár is értékes ötleteket merít­
het.

Óráinak nagy erőssége a szemléltetés, valamint a világos, áttekinthető ábrák 
használata. Még mint a nyíregyházi Zrínyi Ilona leánygimnázium tanára, részt vett 
az egri Pedagógiai Főiskola Szabolcs-Szatmár megyei levelező hallgatóinak rend­
szeres előkészítésében. Egyik tanítványa Arany Dániel tanulmányi versenyt nyert, 
egy másik pedig ugyanezen a versenyen helyezést ért el. A  Bolyai János Matematikai 
Társulat nyíregyházi tagozatának rendezvényeit értékes előadásával gazdagította, 
A Nyíregyháza város középiskolás diákjai körében rendszeresített ún. központi 
szakkörön, valamint az egyetemi előkészítő tanfolyamokon egyaránt eredményesen 
tevékenykedett. A  Matematika Tanítása c. módszertani lap feladatainak rendszeres 
megoldója; ugyanez a lap a mozgási feladatok grafikus megoldásának kérdéseivel
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foglalkozó cikkét folytatásokban közölte. Nyíregyházán az általános és középiskola 
közötti átmenet zökkenőmentesebbé tételének lehetőségeit tanulmányozta, s tapasz­
talatairól beszámolt a nyilvánosság előtt. Tanítványai a szakköri foglalkozásokon, 
a házi és iskolák közötti versenyeken, valamint a KML. pontversenyén ma is értékes 
eredményeket érnek el.

Mint gyakorló iskolai vezető tanár, kiváló munkát végez a leendő tanárnem­
zedék szakmai és didaktikai képzésében. Lelkesedésé, hivatásszeretete, személyes 
példaadása nagy hatással van a hozzá beosztott tanárjelöltekre. Oktató-nevelő mun­
káján kívül a matematikai ismeretterjesztés más területein is tevékenykedik.

Szabó  Jenő, a miskolci Zrínyi Ilona leánygimnázium tanára.
Egyetemi tanulmányait a kolozsvári Tudományegyetem matematikai-természet­

tudományi karán 1911 — 15. években végezte kiváló eredménnyel úgy, hogy az utolsó 
években évi 800 koronás ösztöndíjat is kapott. Már egyetemi hallgató korában három 
matematikai tárgyú, féléves előadási jegyzetet adott ki saját kidolgozásában.

Tanári szolgálatát 1916. szeptember 1-én kezdte meg a miskolci ref. főgimná­
ziumban, majd két év múlva átkerült a miskolci leánygimnáziumhoz, ahol azóta 
is megszakítás nélkül tanít. 1943-ban megjelent Algebra c. összefoglaló jellegű mate­
matika könyve. 1947. április 30-án a VKM. soronkívül előléptette és 1956. szeptem­
berében „Az oktatásügy kiváló dolgozója” címet kapta.

Önmagát állandóan művelve, oly jól vezette tanítványait, hogy azok később 
is a legnagyobb hálával és elismeréssel emlékeznek vissza világos, nyugodt magya­
rázataira, a következetes számonkérésre és igazságos, a tanítványok valódi érdekét 
szolgáló osztályozására.

Mind a matematika tanárok szakmai munkaközösségében, mind a tanulók 
matematika szakköri munkájainak irányításában egészen kiváló eredményeket ért el.

1952. óta a Bolyai János Matematikai Társulat miskolci tagozatának alelnöke, 
és tevékeny részt vesz a Társulat ügyeinek intézésében. Évről-évre tart nagyon értékes 
előadásokat a Társulat ülésein. Rendszeresen közreműködik a középiskolai tanul­
mányi verseny és az Arany Dániel matematikai verseny dolgozatait felülvizsgáló 
bizottság munkájában.

Szabó Jenő 45. esztendőn keresztül végzett, kiemelkedően jó matematika tanári 
munkájának elismeréseként nyeri el а Веке Manó emlékdíjat.

V arga  S á n d o r , a  ráckevei á l ta lá n o s  g im názium  ta n á ra .
1920-ban szerzett tanítói oklevelet, majd elvégezte az állami polgári iskolai 

tanárképzőt. 1955-ben a budapesti Eötvös Loránd Tudományegyetem hallgatója 
lett és középiskolai tanári oklevelet szerzett matematikából.

Iskolai oktató-nevelő munkáját idősebb kora ellenére is példamutató pontos­
sággal és lelkiismereteséggel látja el. A matematikán kívül ábrázoló geometriát, ipari 
rajzot és fizikát is tanít. Rendszeresen vezet szakkört is.

Pedagógiai munkája igen eredményes. Igényességével a tanulókat maximális 
teljesítményre serkenti. A logikus gondolkodásra neveléssel tanítványai minden meg­
terhelés nélkül sajátítják el a matematikát.

Didaktikai erőssége a szemléltetés, a jó feladatmegoldó készség kialakítása és 
a tanulók aktivizálása a matematika órákon. Szép falitáblát készít a matematika 
különböző fejezeteinek szemléltetésére. Megtanítja tanítványait arra, hogy a felada­
tok többféle megoldását keressék. Óráira lelkiismeretesen felkészül; órái tervszerűek, 
változatosak, a tanulók számára érdekesek, élményszerűek. Kerüli a sablonos mód­
szerbeli és nevelési eljárásokat.

Állandóan képezi magát. Mint az iskolai szakmai munkaközösség vezetője, 
neveli fiatalabb kartársait is. A továbbképzési összejöveteleken mindig igen aktívan 
vesz részt. A Matematika Tanítása c. folyóirat feladatrovatának megindulása óta 
egyik legjobb megoldója.

Négy évtizedes odaadó munkájáért ez év tavaszán Kiváló tanár-i kitüntetés­
ben részesült.



Társulati élet
D IF F E R E N C I Á L , I N T E G R Á L  É S F Ü G G V É N Y E G Y E N L E T E K

K O L L O K V IU M

Balatonvilágos, 1961. szeptember 7—10

A Bolyai János Matematikai Társulat a Magyar Tudományos Akadémia III. 
Osztályának támogatásával rendezte meg a „Differenciál, integrál és függvényegyen­
letek” kollokviumát. A kollokviumon 23 magyar és 11 külföldi matematikus vett 
részt 7 országból (Románia, Német Demokratikus Köztársaság, Olaszország, Egyesült 
Államok, Lengyelország, Ausztria, Jugoszlávia). Az alábbiakban ismertetjük a kollok­
viumon elhangzott, illetve bemutatott előadásokat. Az előadásokon kívül érdekes 
részben megoldott vagy megoldatlan problémákat is felvetettek a résztvevők.

A czél János:

Megjegyzések a függvényegyenletekről
Többek között a következő kérdések kerültek tárgyalásra:
Mátrixok invariánsai, testek és gyűrűk affincsoportjának homomorfizmusai, az 

f t  (x)g 1 (y) + h  (x)gi (y) + ... +f„ (x)gn (>’) =  0 , függvényegyenlet teljes megoldása, követ- 
• keztetés bizonyos függvényegyenletek megoldásainak differenciálhatóságára integ­
rálhatóságukból. Különböző alkalmazásokat is említett az előadó.

A dler G yörgy :

Elliptikus- és parabolikus típusú egyenletek és biharmonikus egyenlet 
megoldásai gradiensének becslése

1. §. Elliptikus- és parabolikus típusú egyenletek.
Egyszerűség kedvéért a

du2 82u
( 1)

г)“ = а д + -  +  а д
és a

du
(2 ) Au — a-—= f ( x i ,  

d t

egyenletek vizsgálatára szorítkozunk. Az (1) egyenlet a (2) egyenlet speciális esete, 
így részletesen csak a (2 ) egyenlettel foglalkozunk.

Legyen ü  az (x j ,... , x„) tér (egyszerűség kedvéért korlátosnak feltételezett) 
tartománya, E  pedig Q  határa, melyről feltételezzük, hogy eléggé sima.
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•xdÍLttt
1

Legyen u(xi , ... , x n, t)  a (2) egyenlet megoldása az Í2 x  (0 <  í 3= Г) hengerben 
a következő kezdeti- és peremfelvételek mellett:

« ( X l ,  . . . , X n , 0 )  =  q > ( X i ,  : . . , X „ )  (xi, x„)eQ +  2  
u{xi, ..., x„, г ) = у ( х i , . . .,xn,t ) (xi, ...,xn,t)e2  x ( O S í á r ) .

ahol a <p és a yi függvényekről feltéfelezzük, hogy eléggé regulárisak.
Legyen a ( f i, ... , f n - 1) a 2  felületen alkalmasan választott felületi koordi­

nátarendszer. A 2 x ( 0 ^ t ^ T )  henger-felületen definiált F(fi,  ... , fn- i ,  0  függ­
vényre bevezetjük az alábbi jelöléseket:

Mo(F) =  max |F|,
£x(OSÍS Г)

dF
M i(F )=  max

i;Sx(O sisT ) Öfi
d*F •

M 2(F )=  max . -- - ,
i,j;Ex(OSIST) ÖfiŐfj

ŐFI
M t(F )=  max — . 

t x ( O s t s r )  Ő t

Legyen továbbá
ß o ( f ) =  max | / | ,

( í !+ I )x (0 S ls r)

3/1
F i ( / ) =  max — L

i ; ( Q  +  I )  x ( O ^ í ^ T )  C7a : í |

mo(sp)= max |p|,Í2 + L
- . |3«p|mi(?))= max —  . í;íí + S |to  I

Ekkor |grad w|-ra a következő becslés adható meg:

max |gradM |^^0m0(9?) +  4iWi(9?) +(3) (Í2 + X)x(0^í^r)
+  BoMobp) +  BiMiiip) +  B2M 2{xp) +  (C i F f +  СгГ)М,(у>) +  D o M f )  + Dt/J, i ( / ) ,

ahol A0, A i, Во, Bt, B2, Cu  C2, D0 és D, csak a 2  felület alakjától függő, a tartomány 
geometriai adataival a szerző által explicite kifejezett állandók. Az (1) egyenlet esetén

Ao —- A 1 == С 1 —- C2 —— 0
veendő.

Kiegészítések
а) Ha a y> peremfüggvény a fi koordináták szerint kétszer pem differenciál­

ható, de első deriváltjai X-együtthatós (X >  0) a-kitevős ( 0 < a i  1) Lipschitz-fel-

tételnek tesznek eleget, akkor(3)-ban M 2 (y>) а — hányadossal helyettesíthető.

b) Ha a ip peremfüggvénynek a f i  koordináták szerinti második deriváltjai 
nem korlátosak, de négyzetükkel együtt abszolút integrálhatóak a 2  felületen, akkor

M 2 (w) a (-Jz~wz-\ függvények alkalmas integrálközepével helyettesíthető. KOSiOíjJ



195

I d fc) y> =  0 esetén g(t)  =  max | / |  és h{t) — max - — függvényében aszimpt о* 
Íl + E i;í2 + E I OXi

tikus becslés adható k ( t )  =  max |grad и |-ra.
П + Е

2 . §. BiKarmonikus egyenlet 
A

(4) A A u - 0

biharmonikus egyenlet esetében eredményeink csak a kétdimenziós esetre vonatkoz­
nak. Tehát ebben az esetben £3 az (x,y) sík tartománya, melynek 2  határgörbéjéről 
feltételezzük, hogy eléggé sima. Legyen s a 2  görbe ívhossz-paramétere, v pedig belső 
normálisa.

A (4) egyenlet и megoldása tegyen eleget a következő peremfeltételeknek:

it(x, y) =  a(x, y) j 
du(x, y) ( x ,y ) e 2 ,
~  -= « * ,,)  I

ahol a q és a r függvényekről feltételezzük, hogy eléggé regulárisak.
Ekkor |grad u|-ra a következő becslés adható meg:

да
max |grad u\ i max —— 1-Ez max |т|,
Íl+E E OS E

ahol Ei és E2 csak a 2  görbe alakjától függő, annak geometriai adataival a szerző' 
által explicite kifejezett állandók.

L. Berg (H alle):

A differencia egyenletekre vonatkozó operátor módszerről

A Mikusinszki-féle operátor számításhoz hasonló elméletet lehet felál­
lítani olyan függvényekre is, melyek független változói csak. diszkrét értékeket vehet­
nek fel (1. pl. I. Fenyő: Eine neue Methode zur Lösung von Differenzengleichungen 
nebst Anwendungen. Periodica Polytechnica 3, 1959. 135. 0 .);ez a Mikusinszki-féle 
operatorszámítás egy egyszerű modelljének tekinthető. Ebben a modellben nagyon 
könnyen bizonyíthatók olyan tételek, amelyek az általános operátorszámításban 
csak nehezen bizonyíthatók, vagy pedig olyan tételek, amelyek az általános 
operátorszámításban még nyitott kérdésként szerepeltek. Vannak olyan tételek, 
amelyek az általános operátorszámításba csak utólagosan, a differenciaegyenletekre 
vonatkozó elméletben való felismerés után vihetők át és találtak olyanokat is, melyek­
nek analogonja az általános operátorszámításban nem is létezik. E jelenségekre vonat­
kozólag bővebb adatok megtalálhatók a Studia Matematicában közeljövőben meg­
jelenő cikkben és egy közeljövőben sajtó alá kerülő könyvben („Einführung in die 
Operatorenrechnung” VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin).

13*
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Bihari im re:

Az u" + u+ g(x)f(u, и') =  0 egyenlet megoldásainak aszimptotikus
viselkedése

Ismeretes, hogy az и" + u  =  о egyenlet megoldásai 2si szerint periodikusak és 
az u" + u + e ( x )u  =  o lineáris egyenlet megoldásainak aszimptotikus viselkedésére 
is számos eredménnyel rendelkezünk, melyek periodikus függvényt adnak meg 
aszimptotikus értelemben. Felmerül a kérdés, hogy milyen feltételek biztosítják 
a fenti nemlineáris egyenlet megoldásainak hasonló viselkedését. Erre ad választ 
a következő tétel.

Legyen x >  о esetén q (x) folytonos és tartson О-hoz 1-nél nagyobb rendben,

ha x-+  + ° ° .  Legyen pl. Q (x) =  0 j -  J ha x -»  + o ° .  Legyen/(и , v)eLip (1) az и és v

minden korlátos tartományában és minden u, v, A értékre tegyen eleget a sg fiú, v) =  
=  sg и és f(?.u, Av) =  A fiú, v) feltételeknek. Akkor a fenti nemlineáris egyenlet minden 
«(*) megoldásához tartozik egy <Zoo ( Ф 0 ) és egy 0 «. konstans úgy, hogy и =  u(x) =

=  da, sin(x + á„ ) + 0  |-^J (x->- oo) legyen.

Következmény, az egyenlet minden megoldása végtelen sokszor oszcillál, az 
(«) maximumainak a sorozata konvergens (a„,-hez konvegrál), a szomszédos zérus- 

' helyek távolsága a я-hez tart.

D aróczy Zoltán:

Transzfinit segédeszközök a függvényegyenletek elméletében

Ismeretes, hogy G. Hamel [4] 1905-ben transzfinit segédeszközök segítségével 
meghatározta az

f ( x + y ) = f ( x ) + f ( y )

Cauchy-féle függvényegyenlet nem-folytonos megoldásait. Itt olyan függvényegyen­
let problémákkal kívánunk foglalkozni, amelyek megoldásánál fontos szerepet ját­
szanak a Hamel-bázis segítségével megadható additív függvények.

1. Aczél J. [I] bebizonyította, hogy az

(1) f ( a x  + b y ) = p f ( x )  + q f (y )  abpq ^  0

függvényegyenletnek mérhető megoldásai csak a —p  és b — q esetben léteznek. Kér" 
dés az, hogy ha az ismeretlen függvényről semmit sem tételezünk fel, akkor milyen 
feltétel esetén létezik konstanstól különböző megoldása (l)-nek. b =  q = \  esetén
[2] -ben található a megoldás. Eredményünk a következő: (l)-nek akkor és csak 
akkor létezik konstanstól különböző megoldása, ha létezik Ria, b) és R ip ,q)  között 
olyan <p izomorfizmus, amelyre <piá)=p, tpib) =  q teljesül. (/? (í, s) jelöli a racionális 
számok testének a t  és ä elemekkel való bővítését.)

2. S. Gohib és A. Schinzel [3] bebizonyították, hogy létezik az

(2) f [ x + y f i x ) ] = f i x ) f i y )

függvényegyenletnek nem triviális-mikroperiodikus megoldása. Ugyanezen eredményt 
a Hamel-bázis segítségével kapjuk. Ez egyben példa arra is, hogy a Cauchy-féle egyen­
letnek létezik periodikus megoldása. [2 ].
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3. Az
(3) f [ f (x )y ] = f (x ) f (y )

függvényegyenletről megmutatjuk, hogy létezik nem mérhető megoldása. Ez a meg­
oldása (3)-nak egyben additív is.
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W. D ück:

A sajátérték paraméterben kvadratikus tagot tartalmazó közönséges 
differenciálegyenletekkel kapcsolatos sajátérték problémákról

Olyan közönséges differenciálegyenletekre vonatkozó saját érték problémáké 
amelyekben a lineáris taghoz egy olyan tag is járul, amely a sajátérték paraméter 
kvadratikusán tartalmazza, Kamke ismert módszerével tárgyalhatok. Az előadás 
ilyenszerű feladatok tárgyalásának alapgondolataival foglalkozik. Néhány ilyen prob­
lémák saját értékeire és saját függvényeire vonatkozó egyszerű tétel bizonyítása után 
a szerző a saját értékek eloszlásának kérdésével foglalkozik. A saját értékek létezésének 
bizonyítását egy variációs problémára vezeti vissza. A lineáris problémák saját ér­
tékeivel való összevetés alapján a szerző olyan következtetéseket von le, amelyek 
a gyakorlati matematikában is fontos eredménynek tekinthetők.

Fényes Tamás —Kosik Pál:

Hővezető rudakból álló rendszerekről

Freud G. és Adler Gy. [1], [2], [3] dolgozataikban hővezetési és diffúziós fel­
adatok megoldásával foglalkoznak összetett peremfeltételek esetén. Freud Géza
[1] cikkében el nem hanyagolható hőkapacitású hőtartályhoz csatlakozó egy irány­
ban végtelenítve véges rúd esetét tárgyalja homogén feltételek esetén. Adler György
[2 ] dolgozatában hőtartályhoz csatlakozó két egyirányban végtelen hővezető rúd, 
illetve két hőtartályt Összekötő rúd feladatát oldja meg homogén feltételek melett. 
Freud Géza [3]-ban az [!]-ben tárgyalt feladatot általánosítja inhomogén feltételek 
esetére azzal a kikötéssel, hogy a rúd kezdeti hőmérsékletének deriváltja a nulla 
pontban nulla. Kosik Pál, Sallay Melánia és Zimányi Józsefné [4] cikkükben ezen 
korlátozó feltevést elejtik.

Fényes Tamás és Kosik Pál megoldják az el nem hanyagolható hőkapacitású 
hőtartályhoz csatlakozó tetszőleges (véges) számú véges, illetve végtelen hosszú 
hővezető rudakból álló rendszer hővezetési feladatát. A vizsgált rendszer egyszerre 
tartalmazhat véges hosszúságú és végtelen hosszú rudakat. A problémát szerzők 
egy másodfajú Faltung-típusú integrálegyenlet megoldására vezetik vissza, melyet 
a Mikusinszki-féle operátorszámítás segítségével tárgyalnak, ily módon a megoldást
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előállító végtelen sor az operátorszámítás egy ismert tétele alapján egyenletesen kon­
vergens és ezáltal nincs szükség konvergenciavizsgálatokra. Szerzők végül bebizo­
nyítják a megoldásrendszer unicítását.
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G. Fichera (Olaszország):

A peremérték feladatok egy új osztálya és ezzel kapcsolatos 
numerikus közelítések

Tekintsünk egy általános lineáris parciális másodrendű L ( u ) = f  differenciál­
egyenletet az r dimenziós Descartes-féle xr térben. Feltesszük, hogy az L  differen­
ciáloperátor az xr tér adott korlátos A tartományának a lezárásában elliptikus­
parabolikus típusú és az A tartomány 27 határára vonatkozó alkalmas simasági fel­
tételek mellett egy az L(u) =  /  egyeijletre vonatkozó korrekt kitűzésű peremérték 
feladatot vizsgálunk. Ez magában foglalja a másodrendű teljesen elliptikus egyenletre 
vonatkozó és az /--dimenziós hővezetési egyenletre vonatkozó klasszikus perem- 
értékfeladatokat. A megoldásra a priori becsléseket adunk, továbbá unicitási és 
exisztencia problémákat vizsgálunk. Speciális esetenként tekintünk egy kétdimen­
ziós homogén egyenletet és bebizonyítjuk, hogy bármely peremértékek mellett léte­
zik egy C°°-be tartozó megoldás, amely eltűnik egy, az A belsejében fekvő tartomány­
ban, amely független a peremértékektől. Bemutatunk numerikus approximációkat, 
amelyek ezt a körülményt illusztrálják és H. N. Lieberstein-től származnak, és hiba­
korlátokat adunk a közelítő megoldásra.

M. Fréchet (Párizs):

Egy Fredholm-mag iterált magjainak sorozatáról

Különböző kérdésekben, különösen a Markov-láncok elméletében fontos egy 
K (M ,P )  Fredholm-mag n-edik iteráltja, K„(P, M ),  viselkedésének vizsgálata n növe­
kedésével, ahol M, P  egy korlátosnak feltételezett V tartomány két változó pontja. 
Ezt a problémát két módszerrel oldotta meg az előadó. Hely hiányában itt csak az 
elsőt foglalja össze, mely az ortogonális magok Goursat-tól származó elméletén 
alapszik. Goursat szerint K„(M ,P)  az A„(M, P )+ E „ (M ,P )  alakban írható, ahol 
A„ és E„ iterált magjai A (M, P) és E(M,P)-nek. Érvényes K(M, P) =  A (M, P) +  
+ E (M ,P ) ,  ahol A(M, P) az egységnyi modulusú „fundamentális állandókra vonat­
kozó főmagok” összege.
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Be lehet bizonyítani, hogy ha valamennyi K „(M ,P)  korlátos V-n, egy bizonyos 
indextől kezdve, E  (M , P) egyenletesen tart V-n zérushoz. Ezzel а K„-eк vizsgálata 
vissza van vezetve az /l„-ek egyszerűbb vizsgálatára. Goursat pontos kifejezést adott 
az A„(M,P)-kre, mint n függvényeire.

A mi céljainkhoz elég volt bebizonyítani egy más módszerrel, hogy

P) =  Z  ß j Y - 2  Rk,m(n)Xk(M ) Y„(P)
j  =  1 k,  m

ahol Rk,m («) polinom «-ben, és ahol k ,m  csak véges sok értéket vehetnek fel. A„- 
nek ez a kifejezése lehetővé teszi viselkedésének vizsgálatát, amikor n változik.

Példákat lehet megadni, ahol K„(M, Épnek nincs határértéke közönséges érte­
lemben, ha n végtelenhez tart.

Sikerült ellenben az előadónak bebizonyítania, hogy K„(M,P)  mindig konvergál 
középértékben (vagyis, hogy (Ki +  K 2 +  ... +  K„)/n-nek van határértéke) és hogy 
ez a határérték egyenlő а К  magnak azon fundamentális konstansra vonatkozó 
főmagjával, amely 1-gyel egyenlő, vagy pedig ez a határérték 0, ha K„ nem rendel­
kezik evvel a fundamentális állandóval.

G áspá r  G y u l a : у

A determinánsfüggvény egy új karakterizációja

Többféle eljárás ismeretes, amelyek a determinánst mint függvényt bizonyos 
tulajdonságok segítségével jellemzik. Itt egy ilyen eljárást mutatunk be.

Legyen К  végtelen integritástartomány. A, B, ... jelölik а К  feletti «-edfokú 
K„ teljes mátrixgyűrű elmeit.

X  és Y  sorkombinációin értjük mindazon 2” számú mátrixot a ÁL-ben, amelyek­
ben az j-ik sor az az X  vagy az Y  i'-ik sora ( /= 1 ,2 ,  . . .  , rí). Hasonló X é s Y  oszlopkom­
binációinak az értelmezése.

H a a y a  K„ nem-állandó leképezése a K-ba, amelyik a következő tulajdonsá­
gokkal rendelkezik:

(1) <p{X+Y)=X<p{Z),

(2) <p(XY) =  <p(X)rp(Y),

(3) <p(tX) =  f'<p(X), (tek),

ahol az (l)-ben az X  és Y  összes Z  sor- vagy oszlopkombinációra vonatkozólag ösz- 
szegezni kell, akkor <p az X  determinánsa.

Alkalmas módon választott példákkal meg lehet mutatni, hogy az (1), (2),
(3) tulajdonságok egymástól függetlenek ebben az esetben.

G e s z t e lYi E r n ő :

Az autodisztributivítás függvényegyenletéről

Ismeretes, hogyha az F(x,y) függvény folytonos, mindkét változójában szigorúan 
m onoton növő, szimmetrikus, azaz F(x,y) =  F(y,x) és balról autodisztributív, azaz

F[x,F(y,z)]= F[F(x,y),F(x,z)\,
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akkor van olyan szigorúan monoton növő folytonos f (x )  függvény, hogy

Р(х,у ) = / - ^ Щ М  .

Legyen
Fi (x ,y )  =  F (x , y )

F„ + , , (x ,y )  =  F[x,F„{x,y)} n =  1, 2, ...

Akkor érvényes a következő tétel:

Ha F (x ,y) folytonos, mindkét változójában szigorúan monoton növekvő, és ha 
van olyan n természetes szám, melyre

(1) Fn( x , y )  =  F „ ( y ,x )

teljesül, akkor van olyan szigorúan monoton növő folytonos f ( x )  függvény, hogy

(2) F ( x ,y )  = f -  '|íl - ■---) f(x )  + *' f ( y ) \  ■
\  y2J ff J

Ha az [1] tulajdonság helyett azt (tételezzük fel, hogy van olyan n termé­
szetes szám, melyre F „(x ,y )  jobbról autodisztributív, vagyis

(3) F„ [F„ (x, y \  z] -  F„ [ F J x . z), F„(y, z)],

akkor van olyan f ( x )  szigorúan monoton növő folytonos függvény és olyan 
0  <  q <  1 szám, hogy

(4) F (x,y) = / -  4(1 — <?)/(*) +  <if(y)]

M. G hermanescu (Bukarest):

Függvényegyenletek automorf együtthatókkal

Ha F i(M ) és F2( M ) két függvényoperátor, melyek az и-dimenziós euklidészi 
tér D tartományában vannak definiálva és iteráltjaik F i ( M )  =  Fk(F i~ 1 (M ) ) (k  =  1,2), 
melyekre érvényes F i (F2) =  F2 (Fi), akkor igazak a következő állítások:

I. Ha Ak(F2) =  Ak (M), akkor az 
\

(1) A a( M )  f (F ? ) - \ -  A i ( M ) f ( F " ~ " f - \ -  ■■■ +  A u (M )  f(FC) =  0
függvényegyenlet minden megoldása eleget tesz a

(2) B o (M )f (F Í 'Y +  B i ( M ) f ( F ?  -•)+... + B , m ) f ( F 2) = 0, 
egyenletnek, ahol Bk(F t)  =  B k (M ) .

TI. Az (1) és (2) függvényegyenletek minden megoldása ugyanazon feltételek 
mellett eleget tesz а ч

(3) D et/" -fc- m =  0 

függvényegyenletnek is, ahol f u =  /(F j(F j))  = /(F j(F Í)) .
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S. Got/^B (Krakkó):

Ekvivalencia-reláció és geometriai objektumok

Tekintsük egy egyenesen a P ,P 2 és a P3P4 vektorpárokat, és azokat az R ekvi­
valencia-relációkat, amelyek a következő tulajdonságokkal rendelkeznek:

1) RP,íi

2) P tP 2 R Pi Рл = > Л ? 4 »  Pi Pi

3) p 7p 2 r  p7p 4 & P i h  r  p s p 6=*p 7p 2 r  p Ip 6

xrvel jelölve а Р, pont koordinátáját és feltéve, hogy xa =  fix  и x2, X3), olyan függ­
vényegyenletrendszert kapunk, amely ekvivalens azzal a rendszerrel, amelytt ki­
elégít az a függvény, amely megadja a transzformációs törvényt egy nem-differenci­
ális geometriai objektum számára egy egydimenziós térben, melynek egyetlen kom­
ponense van.

A. Haimovici (Ia§i): r

A Cauchy—Ко walewsky-probléma egy általánosításáról

Tekintsük az .

[ du du d& dv )
/ ( x , y , z , . . . , „ , v , . . . J  =  0 ,

í du du dv dv )
.....“■’ ■ T X T , ......t x  T ,-  - r ° -

rendszert, ahol az /  és g argumentumaik analitikus függvényei.
Vizsgáljuk ezen rendszer egy olyan megoldásának egzisztenciáját, mely eleget 

tesz még a következő feltételeknek is:

u(x, y, z, ...)|Sl =  <ply ,v(x, y, z, ...)[s2 =  <p2,

ahol Sí és 5 2 két analitikus hiperfeliilet, melyek bizonyos megszorításoknak tesz­
nek eleget és (fi és <p2 két, ezen hiperfelületeken definiált függvény. Ilymódon a karak­
terisztika fogalmának egy általánosítását kapjuk.

H. Hornich (Bécs):

- Egzisztencia-tétel több mint két független változót tartalmazó 
lineáris, parciális differenciálegyenletek esetén

Bemutatunk egy olyan elsőrendű lineáris parciális differenciálegyenletekre 
vonatkozó egzisztencia-tételt, melynél az együtthatókról csak folytonosságot téte­
lezünk fel; a bizonyításhoz több mint két független változó esetén transzfinit indukció 
szükséges.
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H o s s z ú  M ik l ó s  (M isk o lc ):

Néhány lineáris függvényegyenletről

R. Bellman vetette fel az

(1) f i x i ) + f i x 2) — f i x 3), Xi — (Xio,Xn,Xn,...,Xin),  X,fc =  XÍk)(/)|t = o.
X 3 ( t )  =  X l ( t ) x 2 ( t )

lineáris függvényegyenlet megoldásának problémáját, ahol x t ( t )  valós függvény. 
Aczél Jánossal és E. G. Straus-szal közösen írt dolgozatunkban a legáltalánosabb 
megoldást

П
(2) f i x i ) =  2  Оь[у1к)(0)], y (0  =  log |* i(0 |,

k =  0

alakban adtuk meg, ahol ak tetszőleges additív függvény és a0 függhet még sgn x i (Ol­
tói is. Aczél Jánossal kidolgoztunk egy megoldási módszert, mely hasonló általáno­
sabb esetekre is alkalmazható, midőn pl. Xi(t) egy valós t paramétertől függő mát­
rix, vagy pl. ha Xi{t), x 2(t) л-dimenziós vektor-vektor függvény, továbbá (l)-től 
eltérően X3Ít) =  Xi [x2(01 összetett függvény. Az első esetben (2)-höz hasonló meg­
oldási formula érvényes:

П
/ ( x i)  =  a0(log |detx i0|) +  2 tfk[trz'k~ l>(0 )], z (/) =  x í(r)* i(0 -1.

k =  1

M. K r z y z a n s k i (Krakkó):

Nem korlátos együtthatójú-parabolikus típusú parciális 
differenciálegyenletekkel kapcsolatos problémák

Tekintsük a

(1)
m  m

2  Cili it, * ) « * . „ . +  2  Ьк if, x) U í: + c i t ,x )u  —  U i  =  0 ,
i , j  — 1  1 J  k=  2 k

egyenletet, melynek a,ji t ,x )  együtthatói korlátosak

0 <  t  < T ,X ix i , . . . ,  xm)eem esetén és ahol a 2  auit, x)XtXj
i , j  =  1

kvadratikus alak pozitív definit. Tegyük fel, hogy a bk és c együtthatók a

\bkit, x ) \ =  Ai\x\-\-Bi 
c i t ,  x ) ^ = A 2  \ x \ 2  +  B 2

0<Г<Г, XÍXí xm)eem,

egyenlőtlenségeknek tesznek eleget, ahol A t és fl, ( /— 1,2) pozitív állandók. E2 osz­
tálynak fogjuk nevezni az |F(í, x ) ^ M  exp k\x\2 egyenlőtlenségnek eleget tevő 
Fit, x) függvények osztályát, ahol M  és К  pozitív állandók, melyek általánosságban 
az F  függvénytől függenek. Legyen и it, x) az (1) egyenletnek egy E2 osztálybeli foly­
tonos megoldása 0^> r g  t , xeem esetén és C2 osztálybeli ezen tartomány belsejében. 
На ы(0, x ) is0 , teljesül, akkor и it, x )s? 0  0 ^ t  =  T, x£emi)  esetén. Az alább követ­
kező eredmények A. Szybiak és az előadó közös eredményei.
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Az (1) egyenlet olyan £ 2-osztálybeli и it, x) megoldása, amely t =  0 esetén kor­
látos, 0 < í 3 i j  esetén általában nem korlátos: exp k\x\2 rendben nőhet. D e ha 
c(t, x) 3= о és (íz (0, X)) Ш M, akkor ]u(t, x)\ esetén. Ha c(t, x ) S  —A\x\2+
+  B ( A >  0) és (m(0, x))^=M, akkor \u(t, x)\ S  ... , ahol Д > 0  у  és v állandók.

M. K uczma (Krakkó):

A következő kérdés kerül tárgyalásra: Ha adva van egy f ix )  additív függvény­
operáció egy »-dimenziós normált vektortérben, mely értékeit egy Hilbert-térben 
veszi fel és teljesíti az S  и-dimenziós gömbben az a-fix) Ш A feltételt bizonyos 
a-kra (a. b skaláris szorzat), következik-e ebből, hogy folytonos.

A válasz nemleges, de be lehet bizonyítani, hogy f ix )  két additív függvény­
operáció összegeként írható fel: f ix )  = / ,  (x) + / 2 (x), ahol / ,  (x) folytonos és a f 2 (x) =  0. 
Az a feltétel, hogy S  gömb, természetesen lényegesen enyhíthető.)

S. K urepa (Zágráb):

Egy koszinusz függvényegyenlet Banach-algebrákban és Banach- 
algebrák-beli elemek gyökei

Az előadás a következő két problémával foglalkozott:
A ) probléma. Meghatározandók mindazon, az összes valós számok R  halma­

zán értelmezett mérhető függvények, melyek értékei egy valós, vagy komplex В 
Banach-algebrában fekszenek és minden t és .v-rc érvényes (1)

В) probléma. Meghatározandók mindazon, egy X  Banach-térben értelmezett 
F  függvények, melyek értékei ß-ben fekszenek, és sugáron minden x, >'-ra mér­
hetők és eleget tesznek a

függvényegyenletnek, e a B-beli egységelem.
Az (1) függvényegyenletet az előadó a Glasnik Mat. Fiz. Astr. 13 (1958), 169— 

189-beli cikkében tanulmányozta és megoldotta azon feltevés mellett, hogy В  elemei 
végesrendű négyzetes mátrixok. A Canadian J. Math. 12 (1960), 45—50-ben meg­
jelent cikkében В  valamely Hilbert-téren értelmezett összes korlátos operátorok 
algebrája volt. /  gyenge folytonosságát feltételezve bebizonyította, hogy

/( í )  =  J" cos t A de (A) =  cos at,

ahol a egy r-től független normális operátor. Ezt G. Maltese (Amer. Math. Soc. 
Notices 7 (1960, 384) arra az esetre általánosította, amikor R  tetszőleges lokálisan 
kompakt Abel-csoport. Továbbá az előadó Studia Math. 19 (1960), 149 —158-beli 
cikkében В  valamely Y  Banach-téren definiált folytonos és lineáris operátorok Banach- 
algebrája volt. Feltéve, hogy Y  reflexív és szeparábilis, bebizonyította, hogy /-nek 
egy intervallumon való gyenge mérhetőségéből következik annak R-en való gyenge 
(valójában erős) folytonossága. Ugyanezen dolgozatában a (2) függvényegyenletet 
is vizsgálta. Feltéve, hogy В a komplex számok halmaza és hogy F  folytonos, bebizo-

Cauchy függvényegyenlete többdimenziós terekben

f i t  + s ) +  f { t  - s )  =  2f i t ) f is ) ,  fiO) =  e.

(2) Fix + y )  +  Fix - y )  =  2Fix) Fiy),  Fi0) =  e
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nyitotta, hogy létezik egy X-et B-re leképező additív és folytonos A függvényoperáció, 
úgyhogy F(x) — cos A (x) minden X-beli x-re.

Ebben az előadásban az általános eset került tárgyalásra, vagyis az előadó 
megoldotta az A) és B) problémákat. Az első esetben létezik egy ß-beli, /-tői független 
a elem .úgy, hogy

(3) / ( / )  =  2  a"t2"l(2n)\• о

minden Л-beli /-re. Ha 1) В valamely Hilbert téren definiált korlátos lineáris operá­
torok egy Banach-algebrája, 2) a (3)-beli a elemnek ő-ben van reguláris négyzetgyöke 
és 3) /  egyenletesen korlátos R-en, akkor

/(0  =  2 ( - iy W 7 (2 / t) ! ,о
ahol d  egy önadjungált operátorhoz hasonló.

A B) problémára vonatkozóan bebizonyította, hogy

F ( x ) =  2  A (xY I(2n)\  о
minden X-beli x-re, ahol az X-et B-re leképező A akkor és csak akkor folytonos, 
ha /-nek 0-hoz tartozásával F(tx) x-re vonatkozóan valamely gömbben egyenletesen 
e-hez tart. Ha valamely x-re ||e — А(х)Ц <  1. akkor A(x) — L(x)2, ahol az X-et B-re 
leképező additív L függvény folytonos, ha A is folytonos.

(3)-ból látható, hogy általában /  nem koszinusz, mivel a még reguláris is lehet, 
anélkül, hogy négyzetgyöke volna ß-bcn (P. R. Halmos —G. Lumer, Proc. Amer- 
Math. Soc. 5 (1954), 589 — 595). Bebizonyította ellenben az előadó, hogy bármely 
В  Banach-algebrát izometrikusan és izomorf módon be lehet ágyazni egy másik 
B' Banach-algebrába úgy, hogy В bármely elemének mint B' elemének tetszőleges 
gyöke létezik ß'-ben. Továbbá В beágyazható egy B" normált algebrába, melynek 
bármely eleme B"-beli tetszőleges gyökkel rendelkezik. Ezek a beágyazások a spekt­
rumot megtartják.

M a kai I m r e :

Függvényegyenletek alkalmazása a geometriai objektumok 
Lie-deriváció-elméletében

Aczél J. és S. Golab [1] munkájukban valamely, az x„ tér G tartományában 
értelmezett £2 =  {Д „ }(а =  1 , . . . ,  N )  homogén lineáris differenciálgeometriai objektum 
egy kontravariáns vk( k =  1 ,. . . ,rí) vektortérre vonatkozó © =  {©„}(/3 =  1 ,. . . , N )  
Lie-deriváltjairól a következőket tételezik fel:

1° © és Q  azonos típusú objektumok,
2 ° 0  mindaz Q  objektum, mind a vk vektortér elsőrendű differenciálkomitánsa- 
Ha az X„ tér x -» x  megengedett koordinátatranszformációi esetén Q  komponen­

seinek transzformációját az

(1) Q, =  FZ(%ÜQß (a, ß = l ,
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( öx‘ 3fA'j'M—— és a továbbiakban d j f cief ,—, illetve itt később egy 
' cxJ. OXj _ л

f(P)(PeG)  függvénynek az x  koordinátarendszerben vett értékét /(P)-vel jelöljük , 
akkor a 2 ° feltétel szerint fennálló /

(2 ) © T= / V(Í2 „; d j í i . ;  vk; d,vk) ( y = l , . . . , N )

függőséget a (2 )-nek (l)-be való helyettesítésével nyert

(3) /v (ß«; d j ü . ;  vk; =  8jí2 .;  vk; d ,vk)

függvényegyenletrendszerből határozhatjuk meg.
Bizonyítható (1. [2]), hogy (3) megoldásaként (2) például skalármezö esetén 

(fy folytonosságának feltételezésével) csak

(4) 0 = g ( £ 2 ,L y í2 )  (L v ß d efvad„í2)

alakú lehet (g(x,y)  az ,y =  0  helyen folytonos, tetszőleges függvény),

Ü kovariáns vektortér esetén ( / 7 folytonosságának feltételezésével) általában

(5) 0 y =  C iUv +  C2Vad íaUyi +  C3a vUy (y  =  1, ..., n; L vuy vadauy -\-uad yv°)

alakú (C i, С г.С з, a vaua, vavbd[aUbi és vb(v“laí(b) +  «iidv“) skalárok tetsző­
leges függvényei),

Í2 kontravariáns vektortér esetén általában

( 6 ) Wv (def 0 V) =  Cl Uy +  C 2 Vy +  Сз L,,uy (y  ' 1, ..., n\ LyUy jgf v°da uy — u“davy)

alakú, ahol c i ,c 2 , c 3 az uy, v y, d vuy vektorok lineáris függőségét kifejező ska­
lárok tetszőleges függvényei.

(4), (5), (6 ) speciális esetében visszaadja a Lie-deriváltak klasszikus alakját 
(v. ö. [3], itt Lvßy-val jelölve), így azok általánosításának tekinthetők.

IRODALOM

[1] J. A czél und S. Got-дв, Funktionalgleichungen der Theorie der geometrischen 
Objekte. Warszawa 1960.

[2] I. Makai Über die Lieschen Ableitungen der homogenen linearen geometrischen 
Objekte (megjelenés előtt).

[3] A. N ijenhuis, Theory o f the geometric object, Univ. Amsterdam, 1952.

Máté László:

Absztrakt Caufchy probléma és operátor félcsoportok

Az absztrakt Cauchy probléma a következő: Adott egy В Banach tér és A a B- 
ben értelmezett zárt operátor. Legyenek y (t )( t  5  0) függvény értékei а В tér elemei. 
A probléma: Keresendő az

( 1) y'(t) =  Ay(t)

egyenletnek olyan y(t)  megoldása, amely у  (0) = y 0eB  „kezdeti feltételt” elégíti ki. 
На В  az и-dimenziós euklidési térben, folytonos és korlátos függvények Banach
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tere és A megfelelő differenciáloperátor, akkor a parciális differenciál egyenletek: 
elméletének konkrét Cauchy problémáját kapjuk. Ebben áll a probléma jelentősége.

Legyen F  az «-dimenziós térben értelmezett folytonos (de nem szükségképpen 
korlátos) függvények osztálya a szokásos topológiával. Ekkor fontos kérdés a követ­
kező  : Ha az (1) egyenletnek egyértelmű megoldása van ß-ben (azazy (r)sßmindenr &0-ra) 
minden — az A differenciál operátor értelmezési tartományába eső — y 0eB  kezdeti 
feltétel mellett, akkor milyen feltételek mellett van biztosítva y 0e F  (és уофВ) (tehát 
a végtelenben nem korlátos) kezdeti feltétel mellett ( 1) megoldásának exisztenciája 
és unicitása.

Az előadásban szerző megmutatja, hogy hogyan lehet és milyen mérték­
ben lehet, az operátor félcsoportok elméletét ennek a problémának w megoldására 
alkalmazni. A fontosabb eredmények a következők:

I. Legyen { f ( / ) , t S 0 }  „erősen folytonos” operátor félcsoport а В Banach tér­
ben, A az infinitezimális generátor és R>. =  (Я—Л) ' 1 (amely Д >  Xn mellett mindig 
létezik). Legyen továbbá F  olyan Fréchet tér, amelyre В CF(halmazelméleti értelem­
ben) és В  elemei az F-nek mindenütt sűrű részhalmazát alkotják.

Ekkor annak szükséges és elégséges feltétele, hogy Г  (t) erősen folytonosan ki­
terjeszthető legyen F-re az, hogy létezzen minden ||...||fc félnormára olyan nemcsök­
kenő Vfc(í) hogy minden pozitív s-ra

||A-Ä3*||fcÄ №(A0 +  e,
hacsak XN >  n és Я >  X0(x, e) és xeB.

II. На Г(!)ууфВ  nemcsak folytonos, hanem differenciálható is (jobbról)/ =  0- 
ban, és Г (1 ) generátora az A operátor, akkor

y'(t) =  A y(t)  y ( o ) = y

absztrakt Cauchy probléma megoldása r ( t ) y  és ez az egyetlen megoldás.
Az előadásban felsorolt eredmények illusztrálására számos példa szerepel a  

parabolikus és hiperbolikus differenciál egyenletek köréből.

H. M ic h e l  (Halle):

Vizsgálatok valós függvények folytonos monoton iteráciőesoportjairól 
differenciálhatósági feltételek nélkül

A szerző az /  fügvény f ls] folyamatos monoton iteráltjaitól megkívánja^ 
hogy (pozitív egész 5-re a szokott egész rendű iterálttal egyezzen meg és) eleget 
tegyen az = yt* + o függvényegyenletnek.

Többek között bebizonyítja, hogy véges sok racionális iterált megoldása nem 
határozza meg az f lsl[x] paraméteres függvényrendszert, de irracionálisé igen és 
mindkét esetben szükséges és elégséges feltételeket ad meg arra,' hogy egy adojt 
függvény egy másik adott függvénynek s-edik iteráltja-e.

D. S. M it r in o v ic  (Belgrád):

Néhány függvényegyenletről
Az előadó a ciklikus függvényegyenletek (ld. pl. J. Aczél—M. Ghermanescu 

— M. Hosszú, MTA Mat. Kút. Int. Közleményei 5 (1960) 215—221) néhány nem 
triviális speciális esetének megoldását ismerteti.
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M o ó r  A r t u r :

Projektív invariáns tenzorok képzése

Definíció. Projektív invariánsnak nevezzük azon P A(f )(A =  1 . . , r) geometriai 
objektummezőt, amely a TJy szimmetrikus affin eltolási paraméterekből és ennek f" 
szerinti első- másod- és magasabb rendű parciális differenciáljaiból van képezve és 
invariáns egy
(1) - r í v  =  n y +  6ltpv +  d>V,

alakú paramétertranszformációval szemben.
A projektív összefüggő terek elméletében lényeges szerepet játszanak az ún. 

projektív eltolási paraméterek. Ezek egyúttal a legegyszerűbb projektív invariánsok 
az (1) transzformációval szemben. Fennáll ugyanis a következő tétel:

1. Tétel. A r f ,  affin eltolási paraméterekből csak a

(2) n i y def П , ---- í— (<5£n y +  <5?r:y)и +  1
klasszikus projektív eltolási paraméterek képezhetők.

Könnyen igazolható, hogy а Г* =  Г\*  mennyiségekből nem képezhető pro­
jektív invariáns.

A következőkben a Rf.,,, görbületi tenzorból képezhető projektív invariánsok­
kal foglalkozunk. Fennáll a következő

2. Tétel. A R íyö tenzorból képezett 0 Í , Ö típusú projektív invariáns tenzor csak 
a Weyl-féle görbületi tenzortól függ.

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha а Ф1уй típusú projektív invariáns 
tenzort a (2 )-vel adott projektív eltolási paraméterekből képezzük.

P. H. M ü l l e r  (Drezda):

A (A2/ — XA — B )x  = 0 típusú egyenletre vonatkozó sajátérték 
problémákról

A címben szereplő egyenlet-típusra vonatkozó sajátérték becsléseket ad a szerző, 
melyeket, ha ь ь

k2q>(s) — k  j A(s,t)ip{t)dt— j B{s,t)<p{t)dt =  0
a a

típusú integrálegyenletekre alkalmazunk, akkor a lineáris integrálegyenletekre vonat­
kozó ismert tételek általánosításainak foghatunk fel. Példaképpen megemlítünk 
egy tételt, mely a közismert „Schur-féle egyenlőtlenség” általánosítása:

Legyen A (s, t)  egy négyzetével együtt integrálható és B(s, t) egy Hermite-féle, 
pozitív (sémi-) definit és folytonos mag. Akkor érvényes az alábbi egyenlőtlenség:

ъ ъ ' ь
2 lA il2 == ) j \A{s,t)\2dsdt +  2 |5 ( í , / ) d i .

a  a a

A baloldali összegben minden sajátértéket annyiszor kell számításba venni, amennyi 
az algebrai multiplicitása. Az egyenlőségjel pl. érvényes akkor, ha A (s , t )  egy Her­
mite-féle mag.



208

F. R a d ó  (Kolozsvár):
Térbeli hálózatok általánosítása

Az előadó a térbeli hálózatokat ugyanolyan értelemben általánosítja, mint az 
a síkbeli 3-hálózatoknál szokásos (Id. pl. G. Pickert, Projektive Ebenen, Berlin — 
Göttingen —Heilderberg 1955, R. H. Bruck, A Survey of Binary Systems, Berlin — 
Göttingen—Heidelberg 1958, J. Aczél —G. Pickert—F. Rad'ó, Mathematica
Cluj 2 (25), (1960), 5 — 24): a térbeli hálózatokhoz ternér kvázicsoportokat 
rendel. Ezeknél a regularitás különböző fajtáit definiálja és ezekre szükséges 
és elégséges feltételeket állapít meg, melyeknek már „geometriai” jelentésük van, 
többek között J. Aczél —V, D. Belousov—M. Hosszú (Acta Math. Acad. Sei. Hung. 
11 (1960), 127—136) tételét felhasználva. Remélhető, hogy ezekből a vizsgálatokból 
a Blaschke —Dubordieu-féle sejtés (ld. pl. W. Blaschke —G. Bol, Geometrie der 
Gewebe, Berlin 1938) elemi bizonyítása nyerhető majd.

R ó zsa  P á l :

A Poisson-egyenlet közelítő megoldásáról

Ismeretes, hogy a ha Poisson-egyenletet rács-módszerrel közelítjük a következő 
differenciaegyenlet írható fel:

20Wíj — 4(w; +1 j  -j- Wí j + 1 -T Wi - 1 ,j j- Wi,j-1) —
— (*Vi + 1 ,j+ i +  Wi- 1  tj + 1 +  Wi- 1 , j - 1 j -n ’» i , j - t ) =  — №gij.

4

Az  egyenlet hibája h6 nagyságrendű, ahol /; a rácstávolság. (Lásd pl. L. V. Kantoro- 
vics —V. I. Krilov: A felsőbb analízis közelítő módszerei, 229. o.) Téglalap alakú 
tartományra (homogén peremfeltételek esetén) G. N. Lance a differenciálegyenletet 
algebrai egyenletrendszerként írja fel, amelynek együttható-mátrixát a következő­
képpen particionálja (lásd G. N. Lance: Numerical methods for high speed compu­
ters, London, Iliffe, 1960)

м  =

А - В  0 ... 0 ' 
- В  А —В ... 0

О
(2 С =

0  1 0  ... - 
1 0  1 ...
0  1 0  ...

О
( 2

0 ... - В  А . (и — 1 - . . . 1 0 . ( т -

jelöléssel A =  20E — 4C és В =  4E + C  (E az egységmátrix). Az M hipermátrix inver- 
tálására két módszert javasolunk.

1. Jelölje az M hipermátrix m-edrendű blokkjaiból, mint elemekből alkotott 
n-rendű hiperdeterminánst U„ (A, B). Érvényes az alábbi rekurziós formula:

Uic+ i(A,B ) =  AUic (A, B) -  B2U„ - , (A, B) (U 0 =  E).

Egerváry tétele értelmében (Acta Sei. Math. 15 (1954) 211—222 о.):

M " 1 adj M -{UT 1 (А, В)-лЕ}<

ahol adj М  egyes blokkjai:

, IBJ~ 'Ui - 1 (А, В ) U „_j- 1 (А, В) /==,
(В'"JU i-i(A , B )U „ -i-  i(A, В) i S j .
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E módszer lényege az, hogy az (m — l)(n — l)-edrendű M mátrix inverzének 
előállításához csupán s =  min (m — 1 , n — l)-edrendű mátrixokkal való műveletek 
válnak szükségessé (vő. E. Egerváry, Acta Math. Ac. Sei. Hung. 11 (1960) 341—361).

2). Arra való tekintettel, hogy az invertálandó mátrix egyszerű kontinuáns blok­
kokból álló kontinuáns hipermátrix, az inverz egyes blokkjai (hiperbolikus függ­
vények segítségével) zárt alakban előállítható. Mivel az így adódó blokkok kano­
nikus előállítása ismert, a blokkok egyes elemei s =  min (m — l,n  — 1) tagú összeg 
alakjában explicite felírhatok. Legyen r fp‘̂  az M 1 inverz hipermátrix ij indexű 
blokkjának p, q indexű eleme, ekkor (i 5= j  esetén)

ahol

ркл qkn 
_ , sin ——- s in -----

1 у  m m sh i&k sh ( « — j)&k
m k = i ,  . kn  sh &k sh n&k

2  -+- cos — * 
m

chdfc =

kn
5 — 2 cos —  m

кл
2  - f  cos —  

m

i, / = 1, 2 , ..., n — 1

p , q — 1, 2 , ..., m — 1 .

(Vő. Rózsa P., MTA Mat. Kút. Int. Közi. 1 (1956) 593-621 .)

N. T eodorescu (Románia):

A globális areorális (területi) differenciálhányados 
és a Szoboljev-értelemben vett általánosított Vecua féle 

differenciálhányadosról

Legyen adva egy monogén függvény (a ),/(z) mely a komplex számsík egy nyílt 
О halmazán definiálva van. Tegyük fel, hogy e függvény areorális differenciálhánya- 

DF
dósa 9?(z) = ----  egy mérhető £ c O  halmazon létezzék és hogy w(z)eL(E). Defi-

Dco
niáljuk a globális areorális differenciálhányadosát / - nek az E halmazon mint а Ф 
halmazát azon függvényeknek, melyek a <p függvénnyel ekvivalensek a Lebesgue- 
féle elmélet szerint.

Minden areorális primitív függvény valamely A tartományon rendelkezik glo­
bális areorális deriválttal. Abban az esetben, ha a primitív függvények korláto­
sak, melyek az alábbi formulákkal jellemezhetők f ( 0  — h(S)+Tq> vagy

T<p =  — — I (P- V1- dot ahol hCQ) holomorf a A tartományban, a T lineáris operátor
M  J v —c4

T~1 inverzének globális areorális deriváltja:
Dw

A  T  lineáris operátor egy projekció.
Dw

Az előadó megállapítja, hogy korlátos areorálisan primitív függvények globális are-

orális differenciálhányadosa, megegyezik a Vecua féle általánosított — deriválttal,
oz

14 Matematikai Lapok
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amely egy Szoboljev értelemben vett általánosított derivált. A Vecua féle bizonyítá­
sok feltételeznek implicit módon bizonyos megkötéseket, melyek a A tartomány 
peremére vonatkoznak, mely kikötések elhagyhatók, illetve lényegesen enyhíthetők 
azáltal, hogy az areorális deriváltak definícióját kisebb mértékben módosítjuk.

V in c z e  E n d r e  (Miskolc)

Egy általánosabb módszer a trigonometriai függvényegyenletek 
általánosításának megoldására

Egy általánosabb módszert mutatunk be az
П

F (m +  v) =  2  G,{u)Hi(v)
i= 1

lípusú függvényegyenletek megoldására, mely az

F í ( z í )  F 2 ( z i )  

F i(z2) F2(z2)
FAzi)
F„(z2) =  D(Fi, Fi, . . . F„)

Fi(z„) F2(z„) ... F„(z„)

típusú függvénydeterminánsok felhasználásán alapul. Az Fi, F i , . . . , F„ ismeret­
ten (vagy részben adott) komplex függvények.

Tétel. Legyen Q' a komplex számoknak egy, az összeadásra nézve félcsoporto 
alkotó halmaza. A Q' félcsoporton érvényes

F(u+v) =  G(u)H{v) +K(ü)L  (v)

függvényegyenlet legáltalánosabb komplex megoldásai a következő függvények:

(a0  F(u) =  G (it) =  L(u) =  O. H(u) és K(u) tetszőleges komplex függvények',
(a2) F(u) =  H(u) =  L (u) =  O, G(u) és К  (и) tetszőleges komplex függvények;
(a3) F (« )= 0 ,  H(u) =  k,L(u), K{u) — — kiG(u), G(u) és L{u) tetszőleges komplex 

függvények;

(a*) F(u) =  k 2k 3f 2(u), H(ií) =  k ik 3f 2{ti), L(ii) =  k3fi(u),  G{u) és K(u) tetszőleges 
komplex függvények а к  i G (и) +  К  (и) — k2k3f 2{u) megszorítással;

(a5) F(u) =  f 2 (u)[k 1 chf(u) +  k 2shf (r/)],
G(u) =  f 2(u)[k3chf{u) +  k 4shf(u)],

, H(u) =  f 2(u)[k,chf(u) +  k6shf(u)\,
K(u) =  f 2(u)[k7chf(u) +  ksshf(u)],

• Lili) =  f 2 (u)[k9clif(n) +  k íoshf(u)],

ki — kifksf-kjk^  =  k 3ke~\~k3kio. 
k 2 =  k 4k 3 -\-k2k 3 =  к 3кб ~\~к~]кю;
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(a.) F(u) =  f 2(u)[kIf(u) + k 2], 
G(u) — / 2  (u)[k3f(u) + к л], 
Щи) =  f 2(u)[k Щи)+к„],
к  (и) = миж ьт +к»],
к  (и) =  f 2(u)[k4f(u) +Á [ о],

к3к$ -Ь ктк<) —О, 
к $ к в  ~Ь к -jkio — k i , 

к4к5 +  как? —ki,  
к 4к в - \ -  k s k  io  =  k z ',

ahol az /(и ) és f 2 («) az

f(u  +v) =  f(ü)  + /(«), 
/ 2 ( m + v ) = / 2 ( m ) / 2 ( v )

Cauchy-egyenleteket kielégítő tetszőleges komplex függvények, a kj(J =  7, 2, . . .  ,10) 
konstansok pedig tetszőleges komplex számok a feltüntetett megszorításokkal. Meg­
oldások továbbá mindazok a G, H, K, L és F függvények, melyek az előbbi megoldá­
sok bármelyikéből úgy állnak elő, hogy a

vagy

vagy

G **■ H és К  <-»- L, 

G-n- К és H ^ L ,  

G ++L és K + + H

függvénycseréket végrehajtjuk. Más megoldások nincsenek.
★  **

Az előző számunkban közöltük a Geometriai kollokvium előadáskivonatait. 
Az előadáscimek közül az alábbi előadás kimaradt: Sá n d o r  Is t v á n : A szférikus 
görbék egy analogonja a centroaffin geometriában. (Előadáskivonat nem állott 
rendelkezésünkre.)

14*



Könyvismertetés
Szá sz  G á b o r :

BEVEZETÉS A HÁLÓELMÉLETBE
(Akadémiai Kiadó, Budapest, 1959.; 225 oldal)

A hálóelmélet az absztrakt algebrának egyik különös és fontos ága, amelynek 
a jelentősége, miként ezt a matematikán belül az algebrai, matematikai logikai, hal­
mazelméleti, mértékelméleti, topológiai, geometriai és ergodelméleti alkalmazások, vala­
mint a fizikán belül a különféle elméleti fizikai előfordulások és alkalmazások mutatják, 
messze túlnő az algebrán. A hálók jelentősége algebrai szempontból pedig többek között 
abban áll, hogy bármely algebrai struktúra összes részstruktúrája, valamint összes 
kongruenciarelációja egyaránt egy-egy hálót alkot. Olyan jellegű vizsgálatoknál, 
amelyekben az algebrai struktúra elemei helyett csak a struktúra részstruktúrái ját­
szanak szerepet, nagy fontossághoz jutnak a hálók. Ilyenkor célszerű a vizsgálatot 
a részstruktúrák hálója helyett egy absztrakt, bizonyos tulajdonságoknak eleget 
tevő hálóban elvégezni. Ez a helyzet pl. csoportoknál a direkt szorzat mélyebb elmé­
letében (finomítási stb. kérdések) vagy a gyűrűknél az ideál-, ill. radikálelméletben. 
Az algebrán belül a hálóelmélet egyébként híd a klasszikusabb struktúrák (csoportok, 
testek, gyűrűk) elméletétől az általános algebrai struktúrák (univerzális algebrák) 
elmélete és más modern ágak felé. Bár a hálók bizonyos speciális fajtájának, a Boole- 
algebrának a fogalma és vizsgálata már több, mint száz éves múltra tekint vissza, 
a hálóelmélet mégis csak a legutóbbi évtizedekben került az érdeklődés középpont­
jába, és indult meg különösen gyors mértékű fejlődése. Eme történeti okok mellett 
van egy körülmény, nevezetesen a hálóaxiómáknak a nagy általánossága és sajátos ter­
mészete, amely megmagyarázza azt, hogy miért ismeretes a csoport- és gyűrűelmélet­
hez képest viszonylag kevés igazán mély tétel a hálóelméletben. Örvendetes azonban, 
hogy a folytonos geometriák elmélete, egyes beágyazási problémák, valamint egyéb 
hálóelméleti vizsgálatok már szolgáltattak példát mélyebb hálóelméleti tételekre. 
Az algebrán belüli sajátos helyzetére és az algebrán kívüli szerteágazó alkalmazási 
lehetőségek egyik okára pedig rávilágít a hálófogalom kettős természete is, ti. a háló­
nak egyidejűleg algebrai struktúraként és részben rendezett halfnazként való fel­
fogása.

A magyar matematikai életben a felszabadulás előtt a hálóelmélet — eltekintve 
a budapesti születésű és külföldre került Neumann János nagyjelentőségű hálóel­
méleti munkásságától — fehér foltnak számított, miként néhány más matematikai 
tudományág is. A felszabadulás után Fuchs László bizonyos dolgozatai és egyetemi 
előadásai, valamint Szász Gábor dolgozatai jelezték az aktív hálóelméleti érdeklődés 
hazai megindulását, amelyekhez később a Grätzer — Schmidt kutatópár inten­
zív munkássága csatlakozott. Legújabban másoknak a hálóelmélettel kapcsolatos, 
főleg a klasszikusabb struktúrákról szóló eredmények hálóelméleti általánosításai- 
célzó egyéb vizsgálatai is eredményekre vezettek hazánkban. A további hazai hálót 
elméleti kutatások előkészítése, valamint hazánkban a hálóelméletnek más tudomány­
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ágakban való hasznosítása végett hézagpótlónak számított Szász Gábor bevezető 
hálóelméleti könyvének a megjelenése, és ez a könyv egyszersmind történetileg a 
legelső magyar hálóelméleti könyv.

Szász Gábor könyvének az anyagát — a teljességre való törekvés igénye nélkül — 
az alábbiakban kísérlem megvilágítani. I. Részben rendezett halmazok; láncfeltéte­
lek, Jordan —Dedekind lánckövetelmény, dimenziófüggvény. II. A  hálókról általá­
ban; algebrai hálóaxiómák, dualitás, félháló, a hálók kettős felfogása, a hálóaxi­
ómák függetlensége. III. Teljes hálók; feltételesen teljes hálók, az algebrai struktúrák 
részstruktúráinak a hálója, lezárási művelet, Galois-kapcsolat, topológiai alkalma­
zások. IV. Disztributív és moduláris hálók; végtelen-disztributív és teljesen-diszt- 
ributív hálók, jellemzések a részhálókkal, követési feltételek, irreducibilis elemek. 
V. A moduláris hálók osztályának egyes speciális alosztályai; lokálisan véges hosz- 
szúságú hálók, a hálók értékelése, metrikus hálók, komplementumos moduláris 
hálók, alkalmazás projektív terekre. VI. Boole-algebrák; standard eredmények, 
teljes Boole-algebrák, kapcsolat a Boole-gyűrűkkel, a relációk algebrája, logikai 
alkalmazások, értékelt Boole-algebrák. VII. Félig-moduláris hálók; Birkhoff-hálók, 
ekvivalencia-relációk, absztrakt lineáris függőség, komplementumos félig-modu­
láris hálók. V ili. Háló ideáljai; ideálható, reprezentációk halmazgyűrűkkel, beágya­
zások. IX. Kongruenciarelációk; kongruenciák, felcserélhető ekvivalencia-relációk, 
algebrai struktúrák és hálók direkt- és szubdirekt összetételei, Schreier-féle finomítás, 
kapcsolat a hálók ideáljai és kongruenciarelációi közt, neutrális elemek, centrum.

A fentiekből is látható, hogy Szász Gábor könyve nagy anyagot ölel fel, illetve 
legalább is világít meg utalások, gyakorló feladatok és példák közlésével. Az elmé­
letnek a világméretekben gyors fejlődése miatt, valamint a széleskörű alkalmazások 
és legújabb eredmények figyelembevétele miatt, másfelől a pedagógiai szempontok 
miatt és a könyvnek az előre megszabott kicsiny terjedelme miatt a szerzőnek a könyv­
írásnál kétségkívül nehéz feladattal kellett megbirkóznia. A most megjelent könyve 
végleges szövegét figyelembe véve a szerző sikeresen oldotta meg az említett problé­
mát: az ütköző szempontok összeegyeztetését, miközben — miként a szerző a könyve 
előszavában is megjegyzi — a lektori és szerkesztői munkán messze túlmenő segít­
séget kapott az ott felsorolt matematikusoktól (Fuchs L., Grätzer Gy., Schmidt E. T., 
Szendrei J.). A könyv anyaga egyébként globálisan csaknem lefedi H. Hermes-nek 
a szintén bevezető hálóelméleti könyvét, eltekintve az utóbbi könyv III. és V. fejezete 
bizonyos §-aitól, de Szász Gábor könyve aránylag mégis nagyobb anyagot világít 
meg, és modernebb, mint Hermes könyve. M. L. Dubreil—Jacotin, L. Lesieur, R. 
Croisot közösen írt francia hálóelméleti könyvének viszont csak az első harmada 
az általános hálóelmélet, amely Szász Gábor és H. Hermes könyvéhez képest kicsi 
elméleti anyagot ad, a francia könyv többi része tudvalevőleg algebrai és geometriai 
alkalmazást nyújt. G. Birkhoff alapvető hálóelméleti könyve pedig, mint monográfia, 
a kutatóknak készült, és kibővített, korszerűsített (harmadik) kiadása megjelenése 
előtt van.

Szász Gábor könyve a jellegét tekintve tehát bevezető könyv; a tankönyv és 
monográfia között az előbbihez áll lényegesen közelebb. Ennek megfelelően célja 
az, hogy részben a hálóelmélet jelenlegi állásáról és mindenképpen a bevált fontosabb 
fogalmakról és módszerekről áttekinthető képet nyújtson a könyv olvasójának. 
A könyv a megszabott terjedelem határain igyekszik az elmélet problémáira, legújabb 
eredményeire, más matematikai területekkel való kapcsolatra, az alkalmazásokra 
is fényt vetíteni. Bár — a könyv jellegével összhangban — nincsenek a könyvben 
exponált nyitott problémák, mégis sok utalás található apróbetűs kiegészítés, meg­
jegyzés, lábjegyzet, a fejezetvégi gyakorló feladatok formájában az elmélet újabb 
eredményeire vonatkozólag, amely azoknak az érdekét szolgálja, akik a hálóelmélet­
ben jobban elmerülni szándékoznak. Itt jegyzem meg, hogy nem ártott volna, ha a 
szerző a gyakorló feladatok némelyikének a forrását is feltüntette volna. A közölt 
tárgymutató és irodalomjegyzék elég bőséges. Az irodalmi utalások általában ponto­
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sak, csak ott maradt el az eredmények szerzőivel kapcsolatban a részletesebb meg­
jegyzés, ahol az újrabizonyítási hozzájárulás vagy részleges, vagy — a szerző szerint — 
nem a lényeget érintő. Mindenesetre jövőbeni kiadásnál ezt a kérdést újra mérlegelni 
kell, és feltétlenül pontosabb irodalmi utalások kívánatosak egy-egy eredmény bizo­
nyításainak rövidítéseivel kapcsolatban. Célszerű felvetni a könyv bizonyos tételei 
bizonyításainak esetleges tartalmi vagy megfogalmazási lerövidíthetőségét is, amellyel 
a szerzőnek egy esetleges jövőbeni kiadásnál szintén érdemes megpróbálkoznia (pl. 
53., 60. és 83. tételek). A  könyv tárgyalásmódja végig világos, általában elegáns, 
továbbá egyszerű és elemi is, úgyhogy a könyvet az egészen kezdők is megértik nagyobb 
nehézség nélkül. Segítségképpen a nehezebb gyakorló feladatok megoldása is meg­
található a könyv végén. A szerzőnek a világos megértetésre való törekvése nagyon 
helyes. Kissé hosszú megszövegezésünek vélem azonban mindjárt elől a 4. és 11. §-t. 
A  szövegezési rövidítéssel, valamint a II. fejezetben a 10. és 13. §-nak az egymáshoz 
közelebb hozásával (dualitáskérdések) egy esetleges későbbi kiadásnál terjedelem­
nyerés volna elérhető, amelynek helyére az I. fejezetben beiktatandó volna a Zorn- 
lemmának közvetlenül a kiválasztási axiómából való egyik modern levezetése. Ezzel 
a könyv még inkább didaktikussá és perspektívát nyújtóvá válna. Ha az első feje­
zetben a reláció tárgyalásánál a végig elegendő r =  2  eset helyett az általánosabb 
eset is definiálva lett, célszerű lett volna rámutatni arra is, hogy a reláció nemcsak 
függvényként, hanem szorzathalmaz részhalmazaként is felfogható, amely egyébként 
triviális, de megszokott ekvivalens definíció.

Mindent egybevetve megállapítható, hogy a szerző könyvének a megjelenésével 
a hazai matematikai szakirodalom érdekes és értékes bevezető jellegű, egyszersmind 
perspektívát nyújtó könyvhöz jutott, amelyen látszik, hogy nagy munka van mögötte.

Szász Ferenc

SZÁMOLJUNK EGYÜTT! (V .-V I . OSZTÁLY) 
SZÁMOLJUNK EGYÜTT! (V II .-V ili .  OSZTÁLY)

Jó szolgálatot tett a Tankönyvkiadó ennek a két könyvnek a kiadásával. Hasonló 
címmel már évek óta forgalomban van Váli Dezsőné kitűnő könyve az alsó tagozat 
számtani anyagához. Ennek a munkának a sikere buzdította a kiadót a most ismer­
tetendő két kötet megjelentetésére. Szülőknek szólnak ezek a könyvek, akik szeret­
nének gyermekeiknek segíteni a számtan és a mértan tanulásában, de már elfelejtet­
ték a felső tagozat anyagának egyes részeit, vagy soha nem is tanulták, vagy másképp 
tanulták, mint ahogy mostanában tanítják. A névtelenségbe burkolózó szerzők (ösz- 
szes információnk róluk az, hogy „ÍRTA MUNKAKÖZÖSSÉG”) jól fogták meg 
a dolgot: gyakorlati segédkönyvet írtak. Rövid néhány oldalnyi általános megjegy­
zések után pontról pontra végigmennek az anyagon. Kiemelik a tananyaggal és 
megtanulásával kapcsolatos legfontosabb tudnivalókat, mint például „A százalék 
ugyanazt jelenti, mint a századrész” (VIE—VIII. oszt., 22. old.), „Az egyenlő neve­
zőjű törtek összeadását, kivonását először úgy gyakoroltassuk, hogy a nevezőt 
betűvel írjuk le” (V,—VI. oszt., 51. old.; nem ártott volna itt a nagyobb világosság 
kedvéért magyarázatul egy ilyen konkrét példa: 2 heted+ 3  heted =  5 heted). Fel­
sorolják a tapasztalat szerint leginkább előforduló hibákat; pl. „a)  A  részletszor­
zatokat nem megfelelően írja a gyerek egymás alá, b) nem ügyel az 1-gyel és 0 -val 
való szorzásra . . . ” (VI. —VII. oszt., 31. old.). Végül — ez teszi ki a könyv legna­
gyobb részét — közük a tankönyvek igen sok feladatának megoldási menetét, vagy 
legalább az eredményt, és hasznos tanácsokat adnak az egyes feladatok megoldásával 
kapcsolatban is; pl. „Vigyázat! Negatív szám négyzete plusz!” (VII.—VIII. oszt., 
260. old.; mellesleg jobb lett volna itt a „pozitív” szót használni.)
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Kár, hogy ebbe a két hasznos segédkönyvbe becsúszott néhány egyáltalán nem 
lényegtelen pontatlanság. így például ezek a könyvek sem öntenek tiszta vizet a po- 
pohárba a lassan már hírhedtté váló „romboid-ügyben”. Így nevezem rövidség ked­
véért a speciális háromszög- és négyszög-fajták új definícióival kapcsolatos sok huza­
vonát és értetlenséget. A  megszokott fogalmaktól való eltérés mindig zökkenővel 
jár. Azoknak sem lehetett könnyű dolguk, akik annakidején keresztülvitték, hogy 
az iskolákban a bálnát ne a halak, a denevért ne a madarak közé sorolják. (Az ellen­
érvek ugyanazok lehettek: „Ha nekünk jó volt úgy, mért nem jó a mai gyerekeknek 
is”, „Ügy sokkal könnyebb megtanítani”, „Ilyen zavaros, értelmetlen dolgokat én 
ugyan nem fogok tanítani”). Nem mondom, hogy a most referált két könyv a régi, 
következetlen definíciók alapján állna. Sok esetben éppen az újabb, következetes 
felfogást hangsúlyozza, például: „A rombusz olyan deltoid, amelynek minden oldala 
e g y e n lő . . .” (VII.—VIII. oszt., 124. old.). Másutt határozatlanabb a fogalmazás, 
pl. „Két-két egyenlő szomszédos oldala van” (ti. a deltoidnak; VII.—V ili. oszt., 
120. old.; jobb lett volna így: „Van két-két szomszédos egyenlő oldala”, vagy „Két 
szomszédos oldala egyenlő”, a másik kettő szintén). Ismét másutt a régi definíció­
kat mondja ki, pl. „a téglalap szögei egyenlők, de oldalai nem egyenlők ”(VIL — 
VIII. oszt., 126. old.). Ahol felhívja a figyelmet, hogy valami megváltozott a definí­
ciókban, ott csak újabb zavart okoz. Az a többször is szereplő megállapítás ugyanis, 
hogy „A régebben romboidnak nevezett négyszöget most paralelogrammának nevez­
zük” (V II.—VIII. oszt. 106. old.; lásd még VI. oszt., 119. old.), teljes félreértésen 
alapszik. Paralelogrammának régen is azt a négyszöget neveztük, most is azt nevez­
zük, amelynek két-két oldala párhuzamos, függetlenül attól, hogy akár az oldalai, 
akár a szögei egyenlők-e vagy nem. Csakhogy az iskoláinkban régebben uralkodó, 
következetlen felfogás a paralelogrammát valahogyan „gyűjtőfogalomnak” tekin­
tette (rendszerint többesszámban mondták: „a paralelogrammák”), szemben az 
„egyedi” típusokkal, mint például a trapéz (!). Énnek a felfogásnak a nyomait mutat­
ja például ez az idézet: „1. A trapéznak és a paralelogrammáknak. 2. A derék­
szögű háromszögnek. 3. A  paralelogrammák és a deltoid.” (V .—VI. oszt., 236. 
old.). A szülők tehát ebben a kérdésben nem kapják meg azt a segítséget, amire szük­
ségük volna, sőt joggal támad az itt olvasottak alapján olyan érzésük, hogy — ki 
tudja, kiknek a hibájából — oda lett a geometria régi szép következetessége.

Nemcsak a mértani anyagról alakulhat ki bennük ilyen vélemény. A számtan­
ban a szorzó és a szorzandó helye körül vannak zavarok. „3-8 az miért 24? — Mert 
8 +  8 + 8  =  24”, olvassuk egy helyen (V.—VI. oszt., 30. old.). Vagyis balról írjuk a 
szorzót. Pár sorral alább ezt olvassuk: „Kétjegyű szám szóbeli szorzásakor eleve­
nítsük fel az alsó tagozatban tanult eljárást. Pl. 28-3— (20 +8)-3 =  20-3 + 8 -3— 84.” 
Itt már jobbról van a szorzó. A 32. és 33. oldalon megint balról, a 6 8 . oldalon jobb­
ról, és így tovább. A számítás eredménye szempontjából persze közömbös a sorrend, 
„csak” a tiszta fogalmak kialakítását nehezíti meg ez a bizonytalankodás, hiszen 
fogalmilag éppen nem mindegy az, hogy összeget szorzunk egy számmal, vagy 
egy számot összeggel, még kevésbé az, hogy tört számot szorzunk egész számmal, 
vagy egész számot tört számmal stb. Különösen az V. osztályos részben van ezen 
a téren nagy zavar.*

* A szerzők joggal mondhatják erre: „Ugyanilyen zavar van ezen a téren az 
V. osztályos tankönyvben is, amelyen pedig e könyvismertetés írójának a neve is 
rajta van”. Ez eddig igaz is. E könyvismertetés írója azonban szeretné megragadni 
az alkalmat annak tisztázására, hogy ezekhez a következetlenségekhez a könyvön 
feltüntetett egyik szerzőnek sincs semmi köze, ezek — számos más, többnyire éppen 
nem szerencsés változtatással együtt — részben tudtukon kívül, részben akaratuk 
ellenére kerültek be a tankönyvbe.
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Visszatérve az ismertetett könyvekre, megemlíthetnénk még néhány kevéssé 
szerencsés fogalmazást, elírást vagy hibát, pl. „A felcserélés és csoportosítás is azonos­
ság” (VII.— VIII. oszt., 206. old.), „Jegyeztessük meg, hogy a kiemelés osztás!!’“ 
VII.—VIII. oszt., 213. old.), „Mert osztható 2-vel, mivel páratlan szám” (V. — VI’ 
oszt., 145. old.). Felróhatnánk, hogy túlságosan előtérben van bennük a technika, 
a „hogyan”, és a megérdemeltnél kisebb súlyt kap az összefüggések megértése, a 
„miért”. De ne legyünk túlságosan nagyigényűek, és ne kérjük számon egész mate­
matikatanításunk hibáit éppen ettől a két, alapjában helyes, sok szülőnek nagy segít­
séget jelentő könyvtől.
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Hajós György 50. születésnapjára

<

R édei László

Az elmúlt év nyarán a Matematikai Lapok szerkesztője felkért, 
hogy a Matematikai Lapokban cikket írjak H ajós G yörgy  munkás­
ságáról, abból az alkalomból, hogy 1962. február 21-én tölti be 50. élet­
évét. E megtisztelő felhívásnak nagy örömmel igyekszem eleget tenni. 
Részletesebben csak legkiemelkedőbb alkotásáról fogok szólni, amely 
ugyanis a véges abelcsoportok elméletével kapcsolatos, egyéb munkás­
ságát csak röviden érintem.

Az algebrának modern elmélete a véges csoportok vizsgálatával 
vette kezdetét. Mégpedig G alois az algebrai egyenletek elméletét kap­
csolatba hozta a véges csoportokkal, egyben látnoki szemmel felismerte 
ezek egyetemes jelentőségét, s megkezdte öncélú vizsgálatukat. A véges 
csoportok elmélete főleg B u r n sid e , F r o b e n iü s , I. Sc h u r  és Sylow  
kutatásai által a századforduló idején igen magas fokot ért el. Ezután 
néhány évtizedig úgy látszott, hogy további jelentékeny fejlődés nem 
várható. Mégis azután P h . H all nevezetes eredményeket ért el a fel­
oldható csoportok vizsgálatával, s R. Br a u e r  új mozzanatokat hozott 
a véges csoportok reprezentációelméletébe, végül pedig az utolsó két 
évtized a további kitűnő kutatók egész sorával meghozta a véges cso­
portod elméletének új felvirágzását. Ennek betetőzéseként született 
meg napjainkban Th o m pso n  és F eit ragyogó, még publikálatlan vizsgá­
lata, amelyben bebizonyítják Burnside sokat ostromolt sejtését, hogy a 
páratlan rendű csoportok feloldhatók. Elmondhatjuk, hogy ez az ered­
mény századunk tudományának egyik legjelentősebb ténye, amelynek 
következményeként ugyanis most már reményteljes közelségbe került a 
véges csoportok strukturaproblémájának megoldása.

A véges csoportokon belül az Abel-féléknek erősen kitüntetett 
szerep jut. Ezeknek strukturaproblémáját teljesen felderítette már 
F robeniüs és Stickelberger  1879-ből származó alaptétele. Ezzel, s a 
D irichlet által már korábban kifejtett karakterelmélettel és dualitástétel­
lel a véges abelcsoportok elmélete, mint mondani szokás, teljes befe­
jezettséget nyert, amellyel több mint 60 évig büszkélkedhetett. Ez a

15 Matematikai Lapok
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befejezettség azonban csak látszat volt, amelynek hamisságát H ajós 
G yörgy alkotása derítette ki.

Hajós György Budapesten született, egyetemi tanulmányait a pesti 
egyetem bölcsészeti karán végezte. A kiváló matematikus hallgatók ko­
rán, már egyetemi tanulmányaik befejezésének ideje körül szokták meg­
szerezni doktorj oklevelüket. Hajós György is hallgató korában 
elkészült egy nagyáltalánosságú s éppen nem könnyű determináns­
elméleti vizsgálatával, amelyet szándékozott doktori disszertációnak 
benyújtani, azonban Fejér L ipót, aki egyik cenzora lett volna, úgy 
nyilatkozott, hogy tőle nagyobb teljesítményt vár. Érdekes ez a minden 
doktoranduszával szemben alkalmazott szigorú mérték annak a Fejér 
L iPÓTnak részéről, aki a tanárvizsgákon közismert enyheséggel kezelte 
hallgatóit. Fejér LiPÓTnak nyilván az volt a célja, hogy Hajós G yör- 
GYöt általa felismert tehetségének megfelelő, nagy alkotásra buzdítsa. 
Mint látni fogjuk, Hajós FEJÉRnek hozzáfűzött reményeit újabb disz- 
szertációjával nemhogy beváltotta, hanem minden várakozáson túl 
felülmúlta.

Minkowskinak a lineáris egyenlőtlenségrendszerről szóló sokat al­
kalmazott, nagyfontosságú tétele kimondja, hogy ha a

Zi=ailx 1 + ...+ a inxn ( f - 1
valós együtthatójú lineáris alakok determinánsa 1, akkor az

IéíN i, - , IUS1
(diophantosi) egyenlőtlenségrendszernek van nemtriviális, azaz nem 
csupa zérus x t , . . . ,xn egész számokból álló megoldása. A tétel akkor 
is igaz, ha a szereplő S  jeleket egy kivételével <  jellel helyettesítjük. 
Csupa <  jel általában nem vehető, mint azt a

£1 =  x u
£2 =  <*21*1+*2,

L  =  anlx + . . .  + а лп_ 1Х„ _ 1  +  *„

egyszerű példa mutatja. Persze hasonló igaz akkor is, ha itt az .v-ek 
helyébe 1 determinánsú egész együtthatós homogén lineáris helyet­
tesítéssel új változókat hozunk be. M inkowski híres sejtése szerint 
fordítva, minden más esetben a tétel csupa <  jellel is igaz, e sejtését 
azonban csak n=  3 esetre sikerült bizonyítania, holott a kérdés nagyon 
is szívügye volt, róla két ízben írt (Geometrie der Zahlen, 1896, 105 о. 
és Diophantische Approximationen, 1907, 28 о.), s végül is sejtésének 
bizonyítását problémaként tűzte ki.

M inkowski után sokan megpróbálkoztak a sejtés bizonyításával, 
így Furtwängler, Mordell, Perron és Siegel, hogy csak a leghíre-
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sebbeket említsem. Közülük legtöbb eredményt Perron ért el, aki 
négy terjedelmes dolgozatban n ^ 9  esetre kimutatta a sejtést. Mindezek 
a nagy erőfeszítéssel nyert, aránylag csekély sikerű kísérletek a sejtés­
nek rendkívüli nehézségére mutattak.

Hajós, mint majdnem mindegyik elődje, a sejtésnek már Min­
kowski által is ismert geometriai alakjából indult ki, amely röviden 
úgy szól, hogy az л-dimenziós euklidesi térben minden egyszeresen 
térfedő kockarács oszlopozott (azaz tartalmaz egész, lapokkal illeszkedő 
kockapárt). Ezután azonban elődjeitől merőben eltérő úton haladt, s 
első jelentős sikere abban állt, hogy a sejtésnek egy véges jellegű, tisz­
tán algebrai, meglepő és alakilag igen egyszerű ekvivalens átfogalma­
zását nyerte. Ennek ismertetése céljából, s részben a későbbiek kedvé­
ért, bevezetünk néhány egyszerű fogalmat.

Mindvégig legyen megadva egy G véges abelcsoport. 0(H)  jelölje 
H véges halmaz számosságát, amelyet H  rendjének nevezünk, ha H  
valamely algebrai struktúra, például csoport, о (a) jelölje a végesrendű 
csoportelem rendjét. Ha A l t . . . ,A k a G-nek komplexusai (azaz nem­
üres részhalmazai), akkor szokás szerint

A 1...Ak

szorzat jelölje az a1.4.ak elemek komplexusát, ahol а (i= 1, ..., к). 
На А 1...Ак minden eleme csak egyszer áll elő oc1...ak alakban (ос^А^, 
akkor az A 1...Ak szorzatot direkt szorzatnak nevezzük s

A t X . . . X A k
módon is jelöljük. Nyilván

0 ( A l X . . . X A J =  0 ( A t). . .0(A,),

s bármely A k...Ak komplexusszorzat akkor és csak akkor direkt, ha 

0 ( A 1...Ak) = 0 ( A 1)...O(Ak).

Közbevetőleg jegyezzük meg, hogy a véges abelcsoportok klasz- 
szikus elmélete a

G — H 1 X ... X H k (Hy, ..., Hk csoportok)

felbontásokat vizsgálja, s az elméletnek (Frobenius—Stickelberger- 
féle) alaptétele azt mondja ki, hogy létezik G-nek olyan direkt felbon­
tása, amelyben minden tényező még hozzá ciklikus csoport. Továbbá 
azt is jegyezzük meg, hogy az alaptétel által G-nek összes olyan direkt 
felbontásai is ismeretessé válnak, amelyekben a tényezők (tetszőleges) 
csoportok.

15*
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Szimplexnek nevezünk egy komplexust, ha elemei 1, a, ae_1 
(e^2 ), ahol szükségképpen о(а)Ше. Jelöljük ezt a szimplexet (a)e-vel. 
Akkor

0 (  (<x)e)  =  e.

Jegyezzük meg, hogy (a)c akkor és csak akkor (ciklikus) csoport, ha 
о (a) =  e.

j Ezekután a MiNKOWSKi-féle sejtés HAJÓstól származó ekvivalens 
átfogalmazása következőképpen szól: G-nek minden

G — S k X  ...X  Sk (S1} Sk szimplexek)

szimplexfelbontásában legalább egy tényező csoport.
Aki ezt az átfogalmazást először hallja, azt hinné, hogy az átfogal­

mazott sejtés helyessége könnyen megvizsgálható, azonban nagyot csa­
lódik. Hajós az átfogalmazást 1938-ban a Matematikai és Fizikai La­
pokban megjelent nevezetes doktori disszertációjában közölte, ahol ha­
sonló átfogalmazás útján (amire később visszatérek) bebizonyította, 
hogy Minkowski sejtésének geometriai alakja az úgynevezett több­
szörösen térfedő kockarácsok esetére nem érvényes. Abban az időben 
az eredeti MiNKOWSKi-féle sejtésnek általa nyert átfogalmazását még 
nem tudta bebizonyítani. i

Mintha ma volna, olyan élénken emlékezem most is arra az él­
ményre, amelyet számomra Hajós doktori disszertációjának olvasása 
jelentett. Bevallom, hogy akkor egyszersmind megütköztem azon, hogy 
Hajós nem számolt le végképpen a MiNKOWSKi-sejtéssel, ha már egy­
szer — mint gondoltam — a biztosan célravezető utat megtalálta. 
Nem tudtam ugyanis elképzelni, hogy a véges abelcsoportokról szóló 
fenti elegáns állítás bizonyítása komoly akadályokba ütközhet, pedig 
a nehézségek igen nagyok voltak, s HAJÓsnak doktori disszertációja 
után még három évig tartó fáradságot okoztak.

A tételnek egyik érdekessége, hogy igen sok további átfogalmazást 
enged meg, s így bizonyításához sok út kínálkozik, amely azonban 
csak ígéri, de nem hozza meg a sikert. A nehézségeknek legjobb ecsete- - 
léséül hadd mondjam el magának HAJÓsnak erről szóló későbbi keletű 
anekdotáját: „Abban az időben — úgymond — 'ha bementem egy 
házba, ahol a harmadik emeleten volt dolgom, akkor a lépcső alján 
így szóltam magamhoz: amíg felérsz, csinálsz egy ansatzot.” Hadd 
mondjam el azt is, hogy végre is nem lépcsőházban, nem is íróasztal 
mellett, hanem az utcán, séta közben jött rá a helyes bizonyítási öt­
letre. így született meg 1941-ben Hajós híres tétele, amely szerint M in­
kowski sejtésének fenti csoportelméleti átfogalmazása, s így maga a 
sejtés is igaz, amivel Hajós magának és a magyar tudománynak nagy 
érdemeket szerzett.
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A bizonyítás igen nehéz és rendkívül érdekes. Lényeges benne 
mindenekelőtt az a mozzanat, hogy struktúrabővítést vesz segítségül, 
mégpedig a bizonyítás az adott csoport gyűrűjében történik. A bizo­
nyítás tengelyét alkotja egy igen mélyen járó zérusosztó vizsgálat a 
mondott gyűrűben. Végül pedig legmeglepőbb, hogy a bizonyítás leg­
csekélyebb mértékben sem támaszkodik az alaptételre, s ennek fel- 
használása által rövidítés nem érhető el benne. Ez más szóval azt je­
lenti, hogy Hajós tétele megrendítette a véges, abelcsoportok alap­
tételének addigi egyeduralmát és ezzel megindította eme csoportok 
klasszikus elméletének modem elméletté való kibővítését. E modern 
elméletnek teljes elnevezése: a véges abelcsoportok Frobenius—Stickel- 
berger—D irichlet—HAJÓs-féle elmélete.

Persze nem történt meg máról-holnapra annak felismerése, hogy 
Hajós tételével új elmélet vette kezdetét. Nem mintha a tétel nagy 
értéke nem volna azonnal nyilvánvaló, hiszen általa állt elő a Minkowski 
sejtés bizonyítása. Mégis a tétel iránti nemzetközi érdeklődés csak 
lassan bontakozhatott ki, mert H.AJÓsnak arról szóló (idegennyelvű) 
dolgozata a világháború dúlásának közepette, 1942. elején jelent meg. 
A háború befejezése után már egyre több hír érkezett Hajós alkotá­
sának élénk külföldi visszhangjáról. Ezután is azonban időbe tellett 
annak felismerése, hogy Hajós tételének legnagyobb jelentősége talán 
nem is a MiNKOWSKi-sejtéssel fennforgó kapcsolatában, hanem még 
inkább magára a véges abelcsoportoknak elméletére kifejtett hatásában 
nyilvánul meg.

Gyakran mondjuk, hogy egy-egy elmélet jelentős eredménnyel 
„gazdagodott” . Legtöbbször úgy van ezzel, hogy az illető elmélet ezt 
a gazdagodást nagyobb megrázkódtatás nélkül elviseli, de előfordul, 
hogy miatta kénytelen helyét átadni egy új elméletnek. A következők­
ben rámutatok arra, hogy Hajós tétele valóban kényszerítő erővel 
eredményezte a véges abelcsoportok hagyományos klasszikus elméleté­
nek átalakulását új elméletté. • ,

Célom érdekében néhány észrevételt teszek Hajós tételéről. Isme­
retes, hogy a hajdani Eötvös Loránd Matematikai és Fizikai Társulat 
Hajós GYÖRGYnek nagy teljesítményéért odaítélte a Társulat 1942. évi 
egyik König Gyula jutalmát. (Ez az alkalom a Társulat történetében a 
König Gyula jutalom tekintetében kivételes volt. Ezt a jutalmat 
ugyanis a Társulat az alapító levél szerint két évenként szokta egy-egy 
kutatónak odaítélni, de abban az évben kettős jutalmazás történt, az 
egyik jutalmat Hajós György, a másikat Szőkefalvi-Nagy Béla 
kapta.) König Dénes, a Társulat akkori titkára, a jutalmazással kap­
csolatban engem kért fel Hajós munkásságának ismertetésére. (Lásd 
Mat. és Fiz. Lapok, 49 (1942), 1—16.) E munka közben igyekeztem 
a tételre olyan bizonyítást találni, amely az alaptételen nyugszik, hi-
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szén akkor még hittem az alaptétel mindenhatóságában. Hasonló pró­
bálkozásokat később is végeztem, _s a sok sikertelenség egyre inkább 
valószínűsítette előttem Hajós tételének az alaptételtől való független­
ségét. Próbálkozásaim végre 13 év múltán azzal a fordított sikerrel 
jártak, hogy második bizonyítást nyertem a tételre, amely a Hajós- 
félétől lényegesen eltérő, azzal körülbelül egyenlő nehézségű és szintén 
az alaptételtől távol fut le. Ezért e második bizonyítás is nagy mérték­
ben növeli a két tétel függetlenségének valószínűségét. Újabban sike­
rült ezt a valószínűséget az alábbi által még tovább fokozni.

Ismét hangsúlyozom Hajós tételének azt a megkapó sajátságát, 
hogy egész sereg ekvivalens átfogalmazása lehetséges, amelyek vala­
mennyien a tételnek egy-egy új, érdekes arcát mutatják be. Két ekvi­
valens átfogalmazásról már szó volt, a diophantosi egyenlőtlenség­
rendszereket illető MiNKOWSKi-féle sejtésről és ennek geometriai alak­
járól. Egy további, érdekes átfogalmazás bizonyos újfajta zétafügg- 
vények pólushelyeiről szól, amely zétafiiggvényeket éppen Hajós tétele 
kapcsán fedeztem fel. Hálás feladat volna a tétel összes átfogalmazásai­
nak összegyűjtése, amelyekkel a kutatók eddig találkoztak, de itt közü­
lük még csak azt óhajtom megemlíteni, amelyikre imént céloztam, s 
amely egyszerűen a dualitás elvének alkalmazásával, azaz végelemzés­
ben az alaptétel felhasználásával áll elő (tekintetbe véve még a tételnek 
Hajóstól származó egyszerű redukcióját arra az esetre, amikor a szó- 
banforgó szimplexek prímszimplexek, azaz elemeik száma prímszám). 
Mégpedig ezen az úton Hajós tétele a következő igen érdekes „lefe­
dési” tételbe megy át: Ha

0{G)=pí ...pk (P i , .~ ,pk prímszámok)
és J7j, ..., Hk, H[,  ..., H'k olyan részcsoportjai G-nek, hogy

H[ pi indexű részcsoportja H r nak (i— 1, ..., k),

ha továbbá a H t H[ (cülönbséghalmazok lefedik G-t, kivéve ennek 
egységelemét, azaz ha

Ű ( # ;\ # / )  =  G \ l ,
i = 1

akkor H ít ..., Hk között G is előfordul. Szép ebben a lefedési tételben, 
hogy fogalmazása igen egyszerű, s benne többé nem G elemeiről, csupán 
részcsoportjairól van szó, s így Hajós tételének egyik, teljesen újszerű 
alakját szolgáltatja. Az ember azt gondolná, hogy könnyen bizonyít­
ható tételre bukkant, mégis a tételnek közvetlen bizonyítása még abban 
a viszonylag igen egyszerű esetben sem sikerült, amikor G csupa p2 
invariánsokkal bíró p-csoport. Ezen nem is lehet csodálkozni, hiszen a
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véges abelcsoportok részcsoportjait illető .összetettebb jellegű állítások 
bizonyításához éppen a dualitás felhasználása szokott célravezető lenni, 
azonban jelen esetben erről az útról le kell mondani, hiszen a dualitás 
ismételt felhasználásával megint csak Hajós tételének eredeti alakjához 
jutnánk vissza, azaz circulus vitiosus állna elő. Ezek miatt Hajós téte­
lének lefedési tétel alakja is erős érv amellett, hogy a tétel független az 
alaptételtől. Ettől a tárgytól annak a sejtésnek kimondásával búcsúzom, 
hogy Hajós tételének lefedési tétel alakja G helyében a nemkommutatív 
véges csoportokra is igaz.

Rámutatok továbbá Hajós tételének alaptétel jellegére, ami abban 
áll. hogy belőle, mint más helyen már korábban is megjegyeztem, egy­
szerű korolláriumként nyerhetők az összes

G = i»! X ... X 5/t (Sx,  ..., Sk szimplexek) 

szimplexfelbontások. Mégpedig, ha veszünk olyan

G = G0 >̂ ...Z2Gk = 1

leszálló részcsoportláncot, amelyhez csupa ciklikus G^JG,- faktorcso­
port tartozik, s veszünk mindegyik G;_ t \ G ,  különbséghalmazból olyan 
a ; elemet, amellyel az osztály generálja a Gi^ 1/Gi csoportot, akkor 
érvényes

G = (ai)eiX...X(a*)ek,
у ahol e; =  OiGi-x/G,), s fordítva G-nek minden szimplexfelbontása 

előáll ezen az úton.
Már az eddigiekben több oldalról megvilágításba került Hajós 

tételének érdekessége, utolsónak tartogattam azt a további, következ­
ményéiben fontos, meglepő észrevételt, hogy Hajós tétele és az alaptétel 
egymásnak bizonyos értelemben logikai duálisa. Tekintsünk rögzített 
G-t, fussa be © az összes

G =  S1X . . . X S k
szimplexfelbontásokat, jelölje S  a S-ben szereplő bármelyik tényezőt, 
végül jelölje S azt az állítást, hogy S  csoport. Akkor az alaptétel az 
3 , V logikai kvantorok által így fejezhető ki:

(3 © )(V S)§
(azaz: létezik olyan 3 ,  amelyben minden S  csoport). Dualizáljuk ezt 
a formulát, vagyis cseréljük fel a kvantorokat:

(V©)(3 S )S
(azaz: minden S-ben létezik olyan S, amely csoport). Ezzel éppen 
Hajós tétele állt elő, s ebben áll a két tételnek bejelentett (logikai)
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dualitása. Ebből azt a következtetést kell levonni, hogy Hajós tétele 
szorosan kapcsolódik a véges abelcsoportok klasszikus elméletéhez, 
mégpedig egyenesen ennek alaptételéhez, hiszen ennek logikai duálisa.

Az elmondottak szerint Hajós tétele több tekintetben egyenrangú 
az alaptétellel, mert ennek közeli rokona, t. i. logikai duálisa, nincs az 
alaptételnek alárendelve, mert ennek segítségével nem bizonyítható, 
uralkodik az összes szimplexfelbontások felett, mert mindezeket szol­
gáltatja, igen jelentős kapcsolatai vannak (diophantosi egyenlőtlenségek, 
többdimenziós geometria, a véges abelcsoportok zétafüggvényei és lefe­
dési kérdései stb.), végül igen magas polcon áll, mert csak igen nehéz, 
rejtett utakon bizonyítható. Ezekután semmi kétség nem fér ahhoz, hogy 
Hajós tételét is minden tekintetben megilleti az alaptétel elnevezés: az 
egyik a Frobenius—STiCKELBERGER-féle, a másik a HAJÓs-féle alap­
tétel, vagy ha úgy tetszik, a véges abelcsoportok elméletének első, ill. 
második alaptétele.

Ezekután napnál világosabb, hogy Hajós alaptétele a véges abel­
csoportok azelőtti klasszikus elméletének lényeges kibővítését jelenti. 
Kérdés mármost, hogy miben kell megjelölni az új elmélet alapfelada­
tát. Mint már említettük, a klasszikus elmélet alapfeladata a

(1) G — X ... X H k {Hí,. . . ,  Hk csoportok)

felbontások vizsgálata. A mondottak szerint az új elméletben további 
alapfeladatként fellép a

(2) G — X . .. X Sk ( ő j , Sk szimplexek)

felbontások vizsgálata. Lehetséges-e azonban megállni az (1) és (2) 
felbontásoknál? Nem lehet, mert (1) és (2) csupán egy-egy (heterogén) 
speciális esete a
(3) G =  A 1X . . . X A k (A1, . . . ,A k komplexusok)
felbontásoknak, amelyek az (l)-nek és (2 )-nek természetes, legszűkebb 
közös általánosítását képezik, s ezért a véges abelcsoportok modern 
elméletének alapfeladatát szükségképpen az összes (3) alakú direkt 
felbontások vizsgálatában kell látni.

Hajós valóban meg is kezdte ezeknek a (3) alakú felbontásoknak 
vizsgálatát 1950-ben megjelent érdekes két dolgozatában, s így az új 
elmélet megindítása kétszeresen neki köszönhető.

Ez az elmélet ma még nagyon távol áll a befejezettségtől, de H ajós- 
on kívül már eddig is több kutató résztvett kiépítésében (de Bruijn, 
Sands, Szele és alulírott). Ennek a kialakulóban levő elméletnek nagy 
vonzóereje problémájának nehézségén kívül a matematika több külön­
böző ágával fennforgó összefüggések (az elméletnek az eddig említet­
teken kívül több érdekes kapcsolata van például az algebrai szám-
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elmélettel is). Bizonyos, hogy a jövőben egyre több kutató fog a vizs­
gálatokba belekapcsolódni és az elmélet jelentősége egyre nagyobb 
arányokban fog kibontakozni.

Hajós vizsgálatai valójában a véges abelcsoportok elméletének 
további kibővítését is célozzák, amiről röviden még szólnom kell. A G 
csoportot a szokott módon beágyazzuk a G gyűrűjébe, amelyet [ój-vel 
jelölünk. G-nek К  komplexusa esetén jelölje К  azt a [G]-beli elemet, 
amely К  elemeinek összege. Akkor Hajós alaptétele [G]-ben kifejezve a

G = S 1...Sk (Sk, ..., Sk szimplexek)
alakú faktorizációkról szól. Maga Hajós máris ebben az átfogalmazás­
ban végezte alaptételének bizonyítását. Bizonyításában a [G] gyűrű 
használata nem is mellőzhető, s ezért Hajós vizsgálatai azt a tanulságot 
is nyújtják, hogy a G csoportot illető egyes kérdések esetleg a [G] gyűrű­
ben vizsgálandók. (így Hajós alaptételének tőlem származó bizonyítása 
is támaszkodik erre az elvre.) Itt említem meg továbbá, amiről fent 
már szóltam, hogy Hajós doktori disszertációjában az /--szeresen tér- 

/ fedő kockarácsok vizsgálatát az általánosabb

rG = S k ... Sk
faktorizációkra vezette vissza. Mint segédtétel fellépnek Hajós vizsgá­
lataiban egyéb olyan faktorizációs kérdések, amelyek a [G] gyűrű ele­
meit illetik. Az ezirányú végcél tehát, amelyet Hajós vizsgálatai a véges 
abelcsoportokat illetően kijelölnek, a [G] gyűrű [G]* multiplikativ struk­
túrájának teljes kivizsgálásából állna, ami azonban, mondani sem kell, 
rendkívül súlyos feladat.

A véges csoportok elméletében a jövő kutatói elé valóban csodás 
perspektívák tárulnak, egyrészt ugyanis az egyszerű csoportok kérdésé­
ben Thompson és Feit által elért eredmény következtében, másrészt az 
abelcsoportok elméletében Hajós által végzett vizsgálatok nyomán. 
Jóllehet a véges csoportok elméletében az egyszerű csoportok és az 
abelcsoportok két erősen divergens kutatási irányt jelölnek ki, mégis 
teljesen indokolt e két problémakör egymás mellé állítása, mert bennük 
az újabb időknek a véges csoportokat illető két legnagyobb jelentőségű 
eredménye született meg.

Nem volna teljes Hajós alaptétele jelentőségének méltatása, ha 
említés nélkül hagynám a végtelen abelcsoportok elméletére gyakorolt 
hatását, mégpedig Fáry István és Fuchs László végeztek egy-egy ' 
érdekes idevágó vizsgálatot.

Ezt a rövid ismertetést Hajós György tisztelt és kedves barátomnak 
születésnapi gratulációul szánom, s ez alkalomból az olvasó előtt rá 
akartam mutatni ama alkotásának nagyszerűségére, amely őt hazánk 
nagy tudósai közé iktatja.
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Többi alkotásának részletes méltatásába nem bocsátkozom, hanem 
errenézve megelégszem irodalmi munkássága jegyzékének csatolásával, 
amelyből az olvasó látja, hogy Hajós G yörgy a tiszta és alkalmazott 
matematika sok ágában végezte eddigi kutatásait, s hogy kutatásai 
mellett kiterjedt oktató jellegű irodalmi tevékenységet is kifejtett, főleg 
a matematikai versenytételek körül, Bevezetés a geometriába c. könyve 
pedig mind didaktikailag, mind sok új kutatási eredményt nyújtó tar­
talmában kitűnő alkotás. Jegyzékbe foglalt irodalmi munkásságán kívül 
megemlítendő HAJÓsnak a Matematikai Lapok Feladatrovatában való 
számos szereplése, mint a feladatok kitűzője vagy azok megoldója, 
amely rovatnak egyben szerkesztője is. Megemlítendő még, hogy Hajós 
G yörgy többirányú, értékes közéleti tevékenységet folytat, így közel 
tíz éve a Magyar Tudományos Akadémia Matematikai és Fizikai Tudo­
mányok Osztályának titkára, s az Acta Mathematica Academiae Scien- 
tiarum Hungaricae folyóiratnak megindulása óta főszerkesztője.

Hajós GYÖRGYnek 50. születésnapja alkalmából a magyar matema­
tikusok nevében is a legjobbakat kívánom, így többek között, hogy sok 
öröme legyen a véges abelcsoportok általa megindított modern elméleté­
nek teljes kiépülésében, ami most már csak kellő számú jó munkatárs 
és idő kérdése.
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Számelméleti megjegyzések IV.

Extremális problémák a számelméletben, I.

Erdős Pál

E cikkben tárgyalandó problémák természetét legjobb lesz egy pél­
dával illusztrálni. Még 1933-ban találtam a következő' tételt. Ha a x < . . .  
... < a n+1 =2n, n + 1 egész szám 2n-ig, akkor mindig van közülük kettő, 
úgy, hogy egyik többszöröse a másiknak, viszont n +  1, и +  2. 2n 
mutatja, hogy megadhatunk n számot 2/z-ig, úgy, hogy egyik se osztható 
a másikkal. Az én eredeti bizonyításom kissé komplikált volt, de VÁzso- 
nyi Endre, Wachsberger Márta, Lázár D ezső és Túrán Pál egyszerű 
bizonyításokat találtak. E cikkben tárgyalt problémák mind ilyen ter­
mészetű számelméleti szélsőérték feladatok lesznek — némelyikük köny- 
nyű, majdnem középiskolás nívójú — mások igen nehéz megoldatlan 
kérdések. A bizonyításokat csak akkor (és akkor se mindig) fogom 
közölni, ha még sehol se jelentek meg, de lehetőség szerint utalni fogok 
a kérdések irodalmára, melyeket közvetlenül a problémák diszkussziója 
után fogok megadni. Teljességre természetesen a problémák felsorolásá­
ban s az irodalmi utalásokban nem tarthatok igényt, s főleg oly prob­
lémákat fogunk csak diszkutálni, melyekkel én magam is foglalkoztam. 
E cikk első részében olyan szélsőértékfeladatokra fogunk szorítkozni, 
amelyekben a számok véges intervallumban vannak, e megkötések 
nélkül a problémák természete teljesen megváltozik.

c, Cj, c2, ... pozitív abszolút konstansokat fognak jelölni, ax, a 2, ..., 
. . . ,b1 ... mindig pozitív egész számokat, rövidség kedvéért e cikkben 
„szám” mindig pozitív egész számot fog jelölni, exp z — e: jelölést fogjuk 
használni.

Az egyszerűbb problémák egy része megjelent az American Mathe­
matical Monthly problémarovatában és Erdős—Surányi „Bevezetés a 
számelméletbe” című könyvében.

Az előbb említett egyszerű kérdéssel kapcsolatos a következő, sok­
kal nehezebb kérdés: Legyen aY < . . .  olyan, hogy egyik se oszt-

k 1ható a másikkal. Mekkora £  — maximuma (/c értéke nem fix) ?
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E feladat teljes megoldása, az extrém sorozat és a maximum meghatá­
rozása itt reménytelennek látszik. Behrend bebizonyította, hogy

(1) ' 2  — <  1̂ log «/(log log л)1/*.
;=i «i

Behrend azt is kimutatta, hogy az (1) által adott nagyságrend nem javít­
ható. Én bebizonyítottam, hogy

(2) max 2  — =  (1 +  o(1) )t=— —-гт/.i f i ü l  v '  (27r-log log л) /г

Amer. Math. Monthly 44 (1937), 120. Lásd még T ú r á n  P á l , A z egész 
számok bizonyos számsorozatairól, Középisk. Mat. Lapok 1954, IÍI.
2. p. 33—41. F. B eh r e n d , On sequences of numbers not divisible one 
by another, London Math. Soc. Journal 10 (1935) 42— 45. P. E r d ő s , 
On the integers having exactly /с-prime factors, Annals of Math. 49 
(1948), 53—66, lásd 61. és 62. oldalt.

Az e cikkben tárgyalandó kérdések egy része meg van említve 
„Some unsolved problems”, Publ. Math. Inst. Hung. Acad. Sei. 6 
(1961) 221—254 című cikkemben.

1. На ал < .. . <  ап S  2л olyan, hogy egyik se osztható a másikkal, 
akkor min ax = 2k, ahol 3fc<2«<3* + 1. Ámer. Math. Monthly 46 
(1939), 240. Emma Lehmer megoldása.

2. Legyen at < ... < а„^ 2 л , akkor

min [ö( , űj] S  6 -- +  1 ha n Ф 4.
i Ф j  _ “  _

Amer. Math. Monthly 65 (1958), 47. C. R. Phelphs megoldása.
Kérdezhető továbbá, hogy legfeljebb hány szám adható meg л-ig 

úgy, hogy bármely kettő legkisebb közös többszöröse nagyobb legyen, 
mint cn. c bizonyos speciális értékeire ezt megoldottam, de általános 
megoldásom egyelőre nincsen.

3. Legyen -=... < ö„^2n . Fennáll

/14 / 4 38n( 1) max (a,, a}) > - - c .

38I — nem javítható.
Amer. Math. Monthly 44 (1937), 394. E feladatra nem érkezett 

megoldás.
Jelölje általában f(d, ri) azon számok maximális számát л-ig, hogy 

bármely kettő legnagyobb közös osztója ^ d. Legyen < . . .  < a ,,
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l=f(d,ri) egy ilyen sorozat, amelyről még feltesszük, hogy egyik aí se 
helyettesíthető egy nála kisebb a[ számmal (azaz, hogy a ,, a i - l , a / ,  
af+í, . . . , a l már nem elégíti ki feltételeinket). Nyilvánvaló, hogy ily 
tulajdonságú a l < ...  < ö, sorozat létezik. Továbbá nyilvánvaló, hogy ha 
at előfordul sorozatunkban, akkor я; minden osztója is előfordul, (ha 
ugyanis t\di nem fordulna elő, akkor a1, . . . , a i- 1, t, ai+1, a, is 
kielégítené feltételeinket). E feltétel azonban extrém sorozatunkat már 
meg is határozza. Sorozatunk tartalmazza az (1 ,2d) intervallum összes 
számait és & > 2-re a ((k — l)d, kd) intervallum összes olyan számait, 
amelyeknek legkisebb prímfaktora ^ к . Ezzel f(d ,  n)-et meghatároztuk.
(l)-et ennek alapján könnyen bebizonyíthatjuk. Megjegyezzük még, 
hogy az at sorozat a (d2, n) intervallumokban csak prímszámokat tartal­
mazhat.

4. Legyen ^ < „ . < ( 1̂ «  olyan, hogy egyik a sem foglaltatik a 
többi sorozatában. Fennáll k S n ( n ) ,  ahol я(и) az и-nél nem nagyobb 
prímszámok számát jelenti.

5. Jelöljef ( a k, ...,ak;ri) azon тШп számok számát, melyek vagy 
valamelyik a többszörösei, vagy valamelyiknek osztói. Akkor, ha mind­
egyik a и-nél nem nagyobb

'fiflu . . . ,а * ;и ) ,ё / ( 2, ..., p k;n )

azaz függvényünk akkor maximum, ha a ; ahol p t az г-edik prím­
szám.

Amer. Math. Monthly 60 (1953) 717. Szekeres György megoldása.
6. Ha öj <  . . .< ű t S ii olyan, hogy at + aj 9í ar, akkor max& = 

n +  ]
2 ‘
Ezek mind feladataim voltak az American Mathematical Monthly- 

ban. 4. és 6. egészen könnyűek, 5. a legnehezebb.
6-tal kapcsolatban megemlítem a következő tételt, melyet nemrég 

bizonyítottam be, s mely e folyóiratban fog megjelenni: Legyen ax < . . .  
olyan sorozat, hogy egy a se összege csupa különböző más л-пак.

Akkor ^  — <  103, 103 biztos erősen javítható, a pontos határ meg-
i űj

állapítása azonban nem lesz könnyű.
7. Legyen a1< .. .< a k^ n  olyan, hogy bármely i ^ j  számpárra 

[я,, cij] > л . Sejtettem, hogy

k 1 31
(1) á s “ »
egyenlőség csak, ha n =  5 és at = 2, а2 = Ъ, a3 = 5.
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E sejtést Schinzel és Szekeres bebizonyították, a bizonyítás nem 
3 31egyszerű. — -el — helyett (1) könnyen bizonyítható.

Schinzel és Szekeres bebizonyítják azt is, hogy minden s >  0-hoz és 
n>w0-hoz van oly < .. .  <ak^ n ,  melyre [а;, а 7]> и  minden i ^ j -re és

(2) 1-E-/ Í=s 1 &i
k 1Sejtem azonban, hogy ha n> n0(s), akkor У — < l+ e .  Talán

i = l  ű ;  '

n >  n0 -ra
k 1

i = l  ö ;

Schinzel és Szekeres bebizonyítják, hogy minden ;; > 0-hoz van oly 
n0, hogy ha и > и 0, akkor van oly

(3) ax < .. .  <ak^ n ,  [a£, aj] > n  ha i ^ j

úgy, hogy azon számok száma и-ig, amelyek egyetlen ű-val sem oszt­
hatók, kisebb, mint ей. Ez, mint könnyű belátni, valamivel élesebb, 
mint (2).

Ezzel kapcsolatban felvethető a következő kérdés: Legalább hány 
olyan szám van и-ig, mely a (3)-at kielégítő sorozat egyetlen tagjával 
sem oszthatók? E számok számára nem tudok alsó becslést. Ha még 
feltesszük, hogy /о с и ,  akkor kérdezhetjük, hogy legalább hány oly 
d ^ n  szám van, mely legalább egy a-nak valódi osztója. Az alsó becslés 
természetesen c-től fog függni. Itt talán az [а;,йу]>и a gyengébb 
Oiidj feltétellel helyettesíthető.

A. Schinzel and G. Szekeres, Sur un probleme de M. Paul 
Erdős, Acta Szeged 20 (1959), 221—229.

31(l)-et 2-vel — helyett kitűztem az Amer. Math. Monthlyban
3

58 (1951), 345. R. S. Lehman --v e i (sőt még valamivel élesebben) bizo-
31

nyitotta. — bizonyítása azonban úgy látszik, lényegesen nehezebb.

8. Jelölje rk(n) azon számok maximális számát и-ig, melyek nem 
tartalmaznak к  tagú számtani sort. Ismeretes, hogy

(1) i/(]og"),'/2< r 3(n ) < C 2 И/log log И.

rk(n) = °(n) /о З - г а  nincsen bebizonyítva!
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(l)-ben az alsó határ BEHRENDtől való, a felsó' határ Roth-íóI. 
Nagyon érdekes lenne a határokat (l)-ben szűkíteni, valamint rt(«)-et 
főleg felülről — megbecsülni.

F. A. Behrend, On sets of integers which contain no three terms 
in arithmetical prpgression. Proc. Nat. Acad. Sei. USA 32(1946) 331— 
332.

K. F. Roth, On certain sets of integers, London Math. Soc. 
Journal 28 (1953) 104—109.

Lásd még Túrán Pál a bevezetésben idézett cikkét.
9. Legyen cp{k)= ±1. Mekkora

max
d , m

m

2
7 = 1m,d^n

<p(dJ) F(n)

minimuma, ha q> (k) végigfutja az összes ±1 értékeket felvevő függvé­
nyeket. Könnyen belátható, hogy F(n) <  c, log n, s valószínűleg F(n) =» 

c2 log и, de még az sincsen bebizonyítva, hogy F(n) и-el együtt vég­
telenhez tart. ■ *

A 8. és 9. problémák összefüggnek Van der Waerden tételével, 
amely szerint minden к-hoz van oly /(k), hogy ha /(k)-ig a számokat 
beosztjuk két részre, akkor legalább az egyik rész tartalmaz k-tagú 
számtani sort. Van den Waerden — ugyanúgy, mint minden későbbi 
bizonyítás —■ nagyon rossz felső becslést nyer /(k)-ra. RADÓval bebizo­
nyítottuk, hogy f (k)>((k  — l)2k)'/2 és nemrégen W. Schmidt bebizo­
nyította, hogy / ( k ) > 2k~Cik'/2Xo&k'. Nagyon kívánatos lenne /(k)-ra jobb 
alsó és főleg felső becslést találni.

Ramsay ismert tételéhez hasonlóan (lásd pl. P. Erdős and G. 
Szekeres, A combinatorical problem in geometry, Compositio Math. 
2(1935) 463—470) a következő kérdést vethetjük fel: Jelentse / (k , I) 
azt a legkisebb egész számot, hogy ha /(k , /)-ig az egész számokat két 
részre osztjuk úgy, hogy az első rész nem tartalmaz к-tagú számtani 
sort, akkor a második rész tartalmaz /-tagú számtani sort. Érdekes 
lenne /(k , /)-re nem túl rossz alsó és felső becslést találni. (Triviális 
felső becslés /(k , /) < /(/), ha k s  /). Különösen érdekes lenne /(3 , /)-re 
becsléseket találni.

További kérdés (melyet Van der Waerden is tárgyal) a követ­
kező: Megbecslendő az a legnagyobb g3(n) szám, hogy a számokat 
g3(n)-ig n részre lehet osztani úgy, hogy egyikük se tartalmazzon három 
tagú számtani sort, Van der Waerden azonban csak nagyon rossz felső 
becslést kap g3(ri)-re, de jobb tudtommal nem ismeretes.

Még a következő elemi kérdést szeretném megemlíteni, melyre ta­
lán könnyű lesz válaszolni. Legyen A egész számok egy tetszőleges 
sorozata, f 3(A) jelölje az T-ban foglalt háromtagú számtani sorok
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számát. Legyen A(n) és B(n) az (1, rí) intervallum számainak két diszjunkt 
osztályra való bontása. Mekkora/3 (A(n)) + f 3(j5(n) minimuma? Ugyan­
ez kérdezhető' f k(A(n)) +fk(Bin̂ ) összegre is (ahol f k(A) az A-ban fog­
lalt к  tagú számtani sorok számát jelenti.)

Varnavides bebizonyította (Roth tételének segítségével), hogy ha 
az A(n) sorozat tagjainak száma >  c4n, akkor / 3 (A(n>) >  c5n2, de f 3 (A(n>) 
minimumának meghatározása nem lesz könnyű.

/ з (A) az x + j  =  2z megoldásainak számát jelenti, ahol x, y, z  A 
elemei. Ugyané kérdések vizsgálhatók más egyenletre például az x + y  = z 
esetén.

ScHüRtól való a következő tétel: Ha a számokat az (1, en!) inter­
vallumban n részre osztjuk, akkor legálább az egyik részben az x + y  = z 
egyenlet megoldható, en! valószínűleg lényegesen javítható és ha A (rí) 
jelenti azt a legkisebb egész számot, melyre a tétel igaz marad, akkor 
valószínűleg igaz, hogy Hm A(rí)íln = C<°=. Triviális, hogy A(n)> 2n

tl = 00
(и ё2 ) és e becslés könnyen javítható.

Ebbe a kérdéskörbe való Túrán publikálatlan eredménye: Ha az 
íi5m S 5 /! +  3 számokat beosztjuk két részre, akkor legalább az egyik 
részben

x + y  =  z, x < y < z

megoldható. 5n +  3 nem javítható.
Kettőnél több osztályra nem ismeretes analóg tétel.
B. L. van der Waerden, Beweis einer Baudet’schen Vermutung, 

Nieuw Archiv Viskunde (2) 15 (1928), 212—216. Lásd még R. Radó, 
Studien zur Kombinatorik, Math. Zeitschrift 36 (1933), 424—480, és 
Khintchjne „A számelmélet három gyöngye” című könyvét, mely 
orosz eredeti mellett német és angol fordításban is megjelent.

P. Erdős and R. Radó, Combinatorial theorems on classifications 
of subsets of a given set, Proc. London Math. Soc. (3) 2 (1952) 438—439. 
W. Schmidt bizonyítása még nem lett publikálva, lásd Amer. Math. 
Soc. Notices, június, 1961, 261 oldal.

I. Schur, Jahresbericht der Deutschen Math. Ver. 25 (1916) 114. 
P. Varnavides, On certain sets of positive density, London Math. 

Soc. Journal 34(1959), 358—360.
10. (lásd 4. és a bevezetést). Legyen ... < a , ^ n  egész számok 

oly sorozata, hogy egy a sem foglaltatik к  vagy kevesebb a szor­
zatában. Mekkora / maximuma? Jelöljük / maximális értékét f (k ,  n)-el. 
Bebizonyítottam, hogy

( 1) n(n) +Cj
пгВ

(log rí)2< / ( 2, rí) <  7i(n) + c2
ríB

(log rí)2

16 Matematikai Lapok
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és úgy látom, hogy módszeremmel k >  2-re adódik, hogy 
„2/2*+1 „2/2*+1 

(2) п (п )+ с ^ о ^ п Г ^ Л к ’ n)<7l(n)+c<") ö o g ^ ’

(2) -vel azonban itt nem foglalkozunk. A bevezetésben tárgyalt kérdés

adja, hogy / ( 1,и)== > azonban f ( k ,n ) pontos meghatározása
már к = 2-re is reménytelen feladatnak látszik. Talán nem lesz remény­
telen bebizonyítani, hogy létezik oly c konstans, melyre

n 2 / 2 k + l  /  n 2 / 2 k  + l \

(3)

de (3) bebizonyítása nekem már к = 2-re se sikerült.
P. Erdős, On sequences of integers no one of which divides the 

product of two others and on some related problems. Mitteilungen 
des Forschungsinstitutes für Math, und Mech. Tomsk 2 (1938), 74—82.

11. A 10. alatt idézett cikkben a következő tételt is bebizonyítom: 
Legyen ak < ... <ay^ n  olyan sorozat, hogy az а{ау szorzatok mind 
különbözők, akkor
(1) у  < 7г(л) +  схпг1* 

és egy alkalmasan konstruált sorozatra

(2) у  >  n (n) +  c2n3/4/(log n f '2.

Sikerült bebizonyítanom, hogy (2) adja a helyes nagyságrendet, ugyanis 
fennáll

(3) у <  я (и) +  c3 —---- rjr .v '  J (log ny!2

(3) bizonyításával, mely komplikált, itt nem foglalkozunk. 
Általánosabban legyen ű ,< . . .< a f tS /! egész számok oly soro­

zata, hogy az ah ...air, l ^ r S k  sorozatok mind különbözők. Mekkora 
yk maximuma? к > 2-re e kérdést nem vizsgáltam. (Itt tulajdonképpen 
két különböző kérdést kapunk, aszerint, hogy megkívánjuk, hogy az 
а-к mind különbözőek legyenek vagy nem, valószínű azonban, hogy 
ez yk nagyságrendjét nem nagyon fogja befolyásolni.)

Legyen ax «=... <a2 = n olyan sorozat, hogy a

(4) f lap ,  £; =  0 vagy 1
Í=1
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szorzatok mind különbözőek. Mekkora Z Ynaximuma? Bebizonyítot­
tam, hogy
(5) Z <  л(и) +2и2/з.

Nem lehetetlen, hogy Z maximuma meghatározható. Legyenek ugyanis 
az e-k a p2‘ alakú számok, ahol p végigfut a prímszámokon és t s T ,  
ahol p 2T Шп<р2т + 1. Könnyű belátni, hogy erre a szorzatra a (4) alatti 
számok mind különbözők, s talán erre a sorozatra éretik el Z maximuma. 
Ha ez igaz, úgy (5) helyett Z<n(n) + cn'^/log n is igaz.

(Megjegyzés a korrektúránál). P ósa és én megjegyeztük, hogy 
Guy és C o n w a y  példája miatt (lásd 26-ik probléma) a fenti példa nem 
adhatja Z  maximumát; Z<n(n) +cn'/2llog n valószínűleg igaz lesz.

- £Ha (4) helyett azt tesszük fel, hogy az összes ][  af, 0 ^ a ; < o°
i = 1

szorzatok mind különbözőek, akkor könnyű belátni, hogy m axZ áit(n).
Most még vázolom (5) bizonyítását. A ■ következő lemmára lesz 

szükségünk: Minden m S /i számra fennáll m = х ы) -y<m) ahol x(m) 
vagy prímszám vagy x <m) ^ и 2''3 és y(m) S  n2'K A lemma egyszerű és 
bizonyítását az olvasóra bízzuk (a lemma bizonyítása a 10. alatt idé­
zett cikkben található.)

Az a ;, 1 s i s Z  számokat állítsuk elő xUi)-y(ai) alakban. Az x(oi) 
és y(ai) számokat képzeljük pontokkal helyettesítve és az a ; számnak 
feleltessük meg az x<ai) és y(a,) pontokat összekötő élt. Ilymódon egy 
páros körüljárású gráfot nyerünk (azaz egy olyan gráfot, melyben 
minden zárt vonalnak páros sok éle van). E gráf szögpontjainak száma 
legfeljebb л(л) +  2п2/з. (Ugyanis az x(m) számok száma < n(n) +  n2''3 
és az у*™’ számok száma á n !,)). Egy jólismert (és majdnem triviális) 
tétel szerint, ha egy gráf éleinek száma nem kisebb, mint a szögpontok 
száma, akkor a gráfnak van zárt vonala. Ha tehát Z S k(«) +  2«4}, 
volna, akkor páros körüljárású gráfunknak volna egy mondjuk 21 
élű zárt vonala. Legyenek a zárt vonalban előforduló élek ah , aÍ2l. 
Ekkor azonban nyilván fennáll

Ezzel (5) igazolva van. A 10. alatt idézett cikkben egy élesebb lemmát 
is bizonyítok, melyből (5) helyett Z<n(n) + cn2/3/(logn)2 nyerhető.

Teljesen más természetű problémára jutunk, ha (4) helyett azt 
tesszük fel, hogy

I l- 1

(6)

16*
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csak akkor lehetséges, ha It =  l2. (6) nyilván teljesül, ha az а-к a ponto­
san 2-vel osztható számokon futnak végig. Lehetséges, hogy itt max Z >  
> « ( 1—e) minden 8=-0-ra, ha «=-«0(e).

12. Legyen ях < ...  óx < ... < 0 Л, g « , tegyük fel, hogy az
dibj szorzatok mind különbözők. Mekkora az xy szorzat maximális 
értéke? Lehetséges, hogy xy  -<ckn2/log«. Ha e becslés helyes, úgy 
már a helyes nagyságrendet adja, mint ezt a következő példa mutatja:

Yl fi
Legyenek az а-к az ---nél kisebb pfímszámok és a b-k az — és n közötti

számok. Én azonban csak azt tudom bebizonyítani, hogy xy <  c2n2/(\ogn) 3
13. Legyen ax < ... <аХ1 Шп olyan sorozat, hogy minden m-re az 

m — aflj egyenletnek /-nél kevesebb megoldása van. Mekkora x, maxi­
mális értéke? 11. alatt e kérdést 1—2-re tárgyaltuk, /> 2  esetén a kér­
dés sokkal nehezebb. Jelentse nk{rí) azon számok számát и-ig, amelyek­
nek (к + 1 )-nél kevesebb különböző prímfaktoruk van. Ha
(1) ' x >  (1 +'e)nk(n)
és и=-и0(е) elegendő nagy, akkor van oly m, melyre az m —a fay egyen­
letnek legalább 2k megoldása van. (1) bizonyítása igen komplikált és 
itt nem foglalkozunk vele. (l)-ből könnyen levezethető, hogy ha 
ak <  a2 < .. ■ végtelen sorozat olyan, hogy minden elegendő nagy szám 
afij alakba írható, akkor minden Ar-hoz van oly nk, hogy az nk = a-fij 
egyenletnek k-nál több megoldása van. E kérdés additív analogonja 
régi sejtésünk Turánnal: Legyen óx < ... oly sorozat, hogy minden 
elegendő nagy szám bi + bj alakba írható. Van-e akkor minden k-hoz 
oly nk, hogy az nk =  bt +  bj egyenletnek k-nál több megoldása van? 
E kérdés igen nehéznek látszik.

Még a következő tételt szeretném bizonyítás nélkül kimondani: 
Legyen x > n  loglog«/log n — cx «/(log«)2 akkor, ha cx elegendő kicsi, 
van oly m szám, melyre az m —afij egyenletnek legalább három meg­
oldása van. E tétel nem marad igaz, ha cx helyett elég nagy c2 abszolút 
konstanst veszünk. A bizonyítás nem egészen egyszerű, s itt nem fog­
lalkozunk vele.

14. Legfeljebb hány szám adható meg и-ig, hogy ne legyen közülük 
k,  melyeknek páronként ugyanaz a legnagyobb közös osztójuk? k =  3 
esetén se tudok erről a kérdésről érdemleges eredményt.

E számok maximális számát jelöljük Ak(n)-e 1. Schinzel a napok­
ban közölte velem, hogy bebizonyította:

A 3(n) <  cn logloglog «/log «.
L. Moser ugyancsak a napokban közölte velem a következő kérdést: 
Maximálisan hány szám adható meg и-ig, hogy bármely k-nak külön­
böző legyen a legnagyobb közös osztója. Jelöljük e maximumot Bk(n)-e 1.
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Moser kimutatta, hogy Bk(n) >exp(ct log n/loglog и). Könnyű belátni 
továbbá, hogy 5 t (72)<exp ((1 +  e) log 2, logn/loglog n) s talán

log 5 fc(n )Ioglogn ,
. log и ■ log 2 = I -

Triviáhs, hogy Ak(n) g* Bk(n), s így Schinzel és Moser eredményeiből 
nyerjük, hogy

exp (c3 log и/log log n)-cA2 (n) <  - - l0f l0g log ” .log n
Sejtelmem sincs, hogy mi A 3(n) valódi nagyságrendje.

A cikk megírása után bebizonyítottam, hogy minden e> 0-ra és 
k-ra, ha

(2) Л ( « ) < -------77T —\ v  4 •exp ((log «)/2_<j
(2) bizonyítását vázoljuk. Legyen l —Ak{n) oly maxi­
mális sorozat, melynek nincsen к  eleme, melyeknek páronként ugyanaz 
a legnagyobb közös osztójuk. Minden at egyértelműen uivi alakba 
írható, ahol ut minden prímfaktora nem nagyobb, mint exp((log и),/2) 
és Vi minden prímfaktora nagyobb, mint exp((log rí)'h).  Jelölje p t a 
legkisebb exp((log n)1/2)-nél nagyobb prímszámot. Fix г/, mellett leg­
feljebb

(3) r ^ h l  +  1L Piui J
vt lehetséges, ha ti. egy p t hosszúságú intervallumban к vt lenne, akkor 
ezek páronként relatív prímszámok lennének, s a megfelelő' a-knak 
páronként W; lenne a legnagyobb közös osztója, ami lehetetlen. Ha 
viszont p iU ^n ,  akkor az 1/; =  аг И;= 1  esetleg lehetséges, s ez az oka
(3) -ban a + 1 összeadandónak. (3) miatt

A M = i ^ z (  +(4) 1 VL Piui J /

s  м р ( ( Г о *  " )» ) Z  J  +  * ( » ,e x p ( C lo g  » )» ) ) , '

ahol ф(х,у)  jelenti, hogy hány olyan szám van x-ig, melyeknek minden 
prímfaktora S j .  De Bruijn 2 0  alatt idézett cikke miatt

( 5 )  Ш  e x p  ( ( l o g  . ) » ) - =  2  ■

(3)

(4)

(5)
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továbbá

(6) П (i + T^-rj^iog и.
(2), (4), (5) és (6)-ból azonnal következik. Lehetséges, hogy (2) már 
nincsen messze Ak(n) valódi nagyságrendjétől.

15. Maximálisan hány szám adható meg и-ig, úgy, hogy bármely 
kettő legkisebb közös többszöröse S h legyen?

Sejtem, hogy az extremális sorozat tagjai a következő számok:

éS ( 2 )  < 2 -/ - (2n),/\
Könnyű bebizonyítani, hogy 3n’/2-nél kevesebb ily szám adható meg 

1 3
/2-ig, sejtésem azonban n'/2-c t adna.

16. Mekkora lehet k  = k(n), ha van oly m S n ,  hogy az m, m + 1, ..., 
m + k számok mindegyike legalább egy k-nál nagyobb prímszámmal 
oszthatók? Nem nehéz bebizonyítani, hogy k(n)>exp((log и),/2-£) min­
den e > 0-ra, ha и > и 0(е). Érdekes, hogy k(n)-re nincs elfogadható 
felső becslésem. Valószínűnek látszik, hogy k(n)=o(ne) minden s>0-ra.

17. Sylvester és ScHURtól való a következő tétel: Legyen nS k ,
akkor az n + 1, . . n +  к  számok legalább egyike osztható egy k-nál 
nagyobb prímszámmal. Jelölje f (k )  azt a legkisebb egész számot, hogy 
f(k) k-nál nagyobb egymásután következő szám szorzata mindig oszt­
ható legalább egy k-nál nagyobb prímszámmal. Bebizonyítottam, hogy 
f(k)<Cykl\ogk. R a n k in  egy tételéből következik, hogy /

f ik )  >  c2 log к loglog к  loglogloglog k/(logloglog к)1.

Lehetséges, hogy f(k)  valódi nagyságrendje (log к)2, ennek eldöntése 
azonban nagyon nehéz lesz. L. M oser a napokban közölte-velem, hogy

k- i 3 к
bebizonyította, hogy ha n > k ,  akkor [J (n + i) mindig tartalmaz —-nél

i = 0 *
nem kisebb prímfaktort. 3 .4  és 8.9 mutatja, hogy ez nem javítható 
(k nagy értékeire természetesen javítható ez).

Nyilvánvaló, hogy /(2 ) =  2 és könnyű belátni, hogy /(3 )= /(4 )  =  3. 
Nemrég U t z  bebizonyította, hogy /(5 )=  ... =/(10) = 4. Az f i k )-ra vo­
natkozó kérdések összefüggnek az egymásután következő prímszámok 
közötti különbségre vonatkozó kérdésekkel és azon kérdéssel, hogy 
hány olyan egymásután következő szám van, melyeknek mindegyike 
osztható egy k-nál nem nagyobb prímszámmal.

P. E r d ő s , On a theorem of Sylvester and Sc h u r , Journal Lon­
don Math. Soc. 9 (1934) 282—288.
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P. Erdős, On a theorem of Sylvester and Schur, Nieuw Arch. 
Wisk. 3 (1955) 124—128.

R. A. Rankin, The difference between consecutive prime numbers, 
Journal London Math. Soc. 13 (1938) 242—247.

W. R. Utz, A conjecture of Erdős concerning consecutive inte­
gers, Amer. Math. Monthly 68 (1961) 896—897.

L. Moser bizonyítása még nincsen publikálva.
18. Az ж # !  < .. .  < ö, á n  + k  számsorozatot akkor nevezzük tel­

jesnek, ha (űj, aj) =  1, 1 és minden m-hez п < т ^ п  + к van
oly ar, melyre (m, ar) >  1. Jelölje f(n, k), illetve F{n,k) / minimális 
illetve maximális értékét. Könnyű belátni, hogy

min f(n , k )= 2  minden A>ra.n
Ugyanis, ha n = k \  — 1, akkor k\  és ÄJ-H teljes rendszert alkotnak és 
f(n, k) nyilván nagyobb, mint 1. max f{n, k), min F(n, к) és max F(n, к)n n n
meghatározása illetve megbecslése lényegesen nehezebb feladat, mely­
nek teljes megoldásától messze vagyok.

Összefügg e kérdésekkel, hogy к egymásután következő szám kö­
zött legfeljebb hány olyan lehet, melyeknek minden prímfaktora k -nál 
nagyobb. Sokkal nehezebb kérdés, hogy к egymásután következő szám 
között hány prímszám lehet. Sejthető, hogy legfeljebb n(k) azaz 
n(n + k) = n(n) + n(k), de ez csak к kis értékeire van bebizonyítva. 
Hardy és Littlewood után jelöljük

g(y) =  lim sup (п(х + у) — п(х)).
X-*°°

Sejthető, hogy lim sup e(y) =  o°„;de még az se ismeretes, hogy y > y 0-ra
y-*°°

p ( y ) S 2 (azaz hogy lim inf(/;fc+1 —pk) < =°). Hardy és Littlewood
. k—*°о

sejtették, hogy ha y > y 0, akkor

e ( ^ ü t y -

Másrészt Brun módszerével bebizonyították, hogy q (y) <  су/log y. 
Jelölje hn(k) az n -- x^-n  + к  intervallumban levő azon számok számát, 
melyek egyetlen A;-nál kisebb prímszámmal sem oszthatók. H ardy és 
Littlewood sejtették, hogy

q (k) =  max h„(k).n
Valószínűnek látszik, hogy lim (7t(iy) — e(y)) =  °°.

у  —► oo
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G. H. H a r d y  and J. E. L ittlew o o d , Some problems of p^rtitio 
numerorum III: On the expression of a number as a sum of primes, 
Acta Math. 44 (1923) 1—70, lásd 52—70. oldalt.

Hasonló prímszámokra vonatkozó sejtések találhatók a követ­
kező' cikkben: A. S c h in z e l  et W. S ier pinsk i, Sur certaines hypothe­
ses concernant les nombres premiers, Acta Arithmetica 4 (1958) 185—■ 
207.

Most néhány kongruenciarendszerekre vonatkozó problémát fo­
gunk diszkutálni.

19. Egy űj(mod и ) , 1 < n Y < ... kongruenciarendszert akkor 
nevezünk lefedőnek, ha mindegyik szám ezen kongruenciák valamelyi­
két kielégíti. Könnyű bebizonyítani, hogy к minimális értéke 5 és hogy 
0(mod 2), 0(mod 3) 1 (mod 4), 5(mod 6), 7(mod 12) lefedő kongruencia­
rendszert alkot.

Felvethető mármost a következő kérdés: Legyen и, tetszőleges 
egész szám, létezik-e oly lefedő kongruenciarendszer, melynek legkisebb 
modulusa és mekkora k = f ( n í) maximális értéke. Davenport és én 
konstruáltunk lefedő kongruenciát, melyre Иц = 3  ez nem nehéz, de / ( 3) 
értéke már nem ismeretes. ní = 4  és n1— 6 esetre D ea n  Sw ift  konstru­
ált lefedő kongruenciákat, ez már lényegesen nehezebb, és ny =  8 esetre 
Selfrid g e . A z általános kérdés nincsen megoldva, és nem is látszik 
könnyűnek. Kérdezhető még, mekkora g(n1) = n k minimális értéke. 
Könnyű belátni, hogy g(2)= 12, valószínűleg g(3 )=  120. (Ez nem igaz, 
a stockholmi nemzetközi matematikai kongresszuson egy kolléga em­
lítette, hogy g(3) értékét meghatározta, de se g(3) értékére se a 
kolléga nevére nem emlékszem.)

Nem ismeretes, vajon van-e oly lefedő kongruenciarendszer, mely­
nek minden modulusa páratlan. Itt nyilván még sok kérdés vethető 
fel, de ezeknek megfogalmazását az olvasóra bízzuk.

k 1
20. Sejtettem, hogy minden lefedő kongruenciarendszerre 2? —‘=-1.

4 i =  1
E sejtést M irsky  és N ew m a n n  bebizonyították s S. Stein  egy általá­
nosabb tételt bizonyított be.

Nevezzük az a,(mod и;), 1 < n í < .. .  <nk kongruenciarendszert ide­
gennek, ha nincs oly szám, mely közülük egynél több kongruenciát tud 
kielégíteni. S. St e in  sejtette, hogy ha az ^(m od nt), l á z S k  rendszer 
idegen, akkor mindig van oly 0 < u ^ 2 k szám, mely ezen kongruenciák 
egyikét sem elégíti ki, 2i_1(mod 2‘), l ^ i ^ k  példája mutatja, hogy 2k 
biztosan nem javítható. Most a következő sejtést fogalmazom meg 
(mely az imént említett M irsky— N ew m a nn  tétel miatt élesebb, mint 
STEiNé). Legyen

( 1) ö; (mod п;), 1S  i á  к
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oly kongruenciarendszer, hogy van oly szám, mely ezen kongruenciák 
egyikét se elégíti ki. Akkor már van oly ily tulajdonságú и szám, melyre 
0 <  и =  2k. E sejtés helyett azonban csak a következőt tudom bebizo­
nyítani: Minden k -hoz létezik egy legkisebb A (k), melyre teljesül a 
következő: Ha (1) oly kongruenciarendszer, melyhez van oly szám, mely 
ezeknek egyikét se elégíti ki, akkor már van oly ily tulajdonságú szám, 
melyre 0 < u S A (k ) .  A (k )-ra azonban nem tudok explicit becslést.

Most térjünk vissza Stein sejtésére. Először is vázoljuk a következő 
tétel bizonyítását:

Legyen

(2) ö; (mod и;), l ^ i ^ k

idegen rendszer. Akkor

*L 1 1
<3) , i n r ' ~

A bizonyítás M irsky—Newmann módszerét s teljes indukciót 
használ, к = 1-re a tétel nyilván igaz. Tegyük fel, hogy (k — l)-re (3) 
fennáll, be fogjuk bizonyítani, hogy k -ra is igaz. Ha nk ^ 2 k, úgy állí­
tásunk indukciós feltételünkbó'l azonnal következik.

Minthogy a (2) rendszer idegen, könnyen belátható, hogy

1  ̂ xai
(4) 7

ahol új < ó 2 <  végigfut azon számokon, melyek a (2) kongruencia­
rendszer egyetlen kongruenciáját se elégítik ki, továbbá a bj sorozat 

k 1sűrűsége 1 — У  — . A (4) alatti azonosság nyilván |x| <  1-re érvényes.
i=i nt

Legyen mármost x =  ^1 — ~ ' j e 2’,i,"k, ahol N —°°. A baloldal mindegyik
X ü k  X ° k

tagja, kivéve ------, korlátos marad, ---------- abszolút értéke viszont,l - x nk 1 — X a " k

Nmint azt könnyű belátni, (1 +  o(l)) — alakú, ezért a (4) alatti kifejezés
n k

Nbaloldalának abszolút értéke (1 +  o(l)) —. A jobboldal abszolút értéke
^к

viszont nyilván legfeljebb

(5)



* ’ )
(5) könnyen igazolható az elemi analízis eszközeivel ((a b: sorozat 

k 11sűrűsége 1 — У — .
i-i n j

Ezért tehát

/  * 1 \  N  ‘ 1 1 ,N  [ 1 - 2  — I s -  azaz £  — +  — S l ,
V i = 1 «i/ nk if i Щ nk

k 1 1ami ик <  2* miatt azt jelenti, hogy У — < 1 — -т , s ezzel (3) iga-
i = l  И;  2 K ^

zolva van.
Bizonyításunk azt is adja,hogy (3)-ban csak n; =  2‘, l á i 'S k  esetén 

lehet egyenló'ség. 2i_1 (mod 2‘), 1 к  mutatja, hogy egyenlőség tény­
leg lehetséges.

(3)-ból könnyen nyerjük, hogy van oly u S k  2k szám, mely a (2) 
kongruenciák egyikét se elégíti ki. Hogy ezt beláthassuk, megjegyezzük, 
hogy azon 1 2k számok száma, melyek a (2) kongruenciák egyikét
se elégítik ki, nagyobb, mint *

<6) t2*-i([f] + i ) a 0
(3) miatt. Ezért tehát legalább egy к  2l -nál nem nagyobb szám van, 
mely a (2) alatti kongruenciák egyikét se elégíti ki.

Stein sejtese к 2k helyett 2k-t állít. Úgy hiszem, hogy ennek bizo­
nyítása az itt használt módszer javításával lehetséges lesz.

S. K. Stein, Unions of arithmetic sequences, Math. Annalen, 134 
(1957 =  58), 289=294.

Erdős Pál, Egy kongruenciarendszerekről szóló problémáról, Mat. 
Lapok 3 (1952) 122— 128.

21. S. STEiNnal a következő kérdést vetettük fel: Legyen a;(mod и*), 
n1 < . . .  <  nk S  v idegen kongruenciarendszer, mekkora к  maximális 
értéke? Jelöljük к maximális értékét/(x)-el. Sejtjük, hogy
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( 1 ) lim /(x)/x =  0 ,X-*oo

de ed d ig .( 1 ) bebizonyítása nem sikerült, nem tartom lehetetlennek 
azonban, hogy ( 1 ) könnyen lesz bizonyítható.

STEiNnal bebizonyítottuk, hogy minden £>0-ra, ha .x=-x0 (e)

(2) /(X )"  exp ((log x )1/2+£) ‘
(2) bizonyítását vázolom (a részletes bizonyítás Halberstam s Roth 
számsorozatokról szóló könyvében fog megjelenni). Legyen pr a leg-



kisebb, exp (log x)1/2-nél nagyobb prímszám, és nl < n 2 -<... az x-nél 
kisebb, pr-tö\ különböző négyzetmentes számok, melyeknek legnagyobb 
prímfaktora p r. Legyen

Hj=PlI PifPrí í 'i<
ahol z'j, ..., /, végigfut az összes r-nél kisebb számokon, melyekre itj<x  
Legyen továbbá

\
(3) cij = 0(modph), a j^ p i '^ im o d p ;) ,  1 < £ < /, űj =:/?;, (modpr),

A (3) alatti kongruenciák а} maradékosztályát mod ttj nyilván egyértel­
műen meghatározzák. Továbbá könnyű belátni, hogy az ^(m odn,) 
kongruenciarendszer idegen. Az ríj-к száma x-ig nyilván egyenlő azon

— -nél kisebb négyzetmentes számok számával, melyeknek minden 
Pr
prímfaktora kisebb mint p r. de Bruijn egy tételéből könnyen nyerhető, 
hogy ezeknek száma minden e > 0-ra, ha x > x0(e) nagyobb, mint 
x(expp((log x),/2+c) ) -1 , s ezzel (2) igazolva van. Nincsen kizárva, hogy 
(2) már a helyes nagyságrendet adja /(x)-re, azaz talán minden s > 0-ra

(  exp ((log x)1/2_£) ) '
Stein még á következő kérdést vetette fel: Legyen a;(modя;), 

1 S « ,^ x  oly kongruenciarendszer, hogy minden szám x-ig ezen kongru­

enciák valamelyikét kielégíti. Mekkora У  ~  minimális értéke? E prob-
■ и;

léma kétféleképpen értelmezhető, megkívánhatjuk, hogy а и,-к mind 
különbözőek legyenek, vagy e feltételtől eltekintünk. Jelöljük a második

esetben У  — minimális értékét Z)(x)-el, Hutchinson bebizonyította,
г И;

hogy minden x-re Z>(x)>2^2—2 és lim Dx = 2\2 — 2. Az a;(mod л,)
x - * ° °

számtani sorok pedig ily alakúak: /(m od(x— p)), l ^ i ^ p  és
Г /  V T \x(mod (p +  0), 1 S i ^ x —p, - ahol p =  l l — y l x  уа8У

V  Í 2 \  1p =  I 1— — J x  + 1 , Ha feltesszük, hogy a nr к mind különbözők,

akkor a kérdés nincsen elintézve. (írásbeli közlés alapján.)
Ezzel kapcsolatban a következő elemi kérdést vetettem fel: Tekint­

sük az
(4) a;(mod n +  i ) ,  1 S i á n

243
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kongruenciákat. Legfeljebb hány oly 2/í-nél nem nagyobb szám lehet­
séges, mely e kongruenciák valamelyikét kielégíti. Először azt hittem,

[3/21
, de Schönheim ezt megcáfolta. HANANival később bebizo- 

á j  2n 1
nyitottuk, hogy a (4) alatti kongruenciákat 2/r-ig legfeljebb n +  —
szám elégítheti ki, s hogy ej határ el is érhető. Ezen állítások bizonyítását 
vázolni fogjuk.

Először kimutatjuk, hogy e határ nem javítható. Nyilván a (4) alatti 
kongruenciák mindegyike úgy választható, hogy legalább egy oly 2n-nél 
nem nagyobb szám létezzen, mely őt kielégíti, de egyetlen más (4) alatti 
kongruenciának se tesz eleget, viszont legfeljebb két ily szám lehetséges, 
s célunk, hogy a (4) alatti kongruenciákat úgy válasszuk meg, hogy lehe­
tőleg sok olyan legyen közülük, melynek két ily szám tesz eleget. Ez, 
mint könnyű belátni, azt jelenti, hogy к  maximális értékét kell meghatá­
rozni, melyre vannak az (1, rí) intervallumban oly ax, ..., ak\ bí , ..., bk 
számok, melyekre az а г +  6,- számok mind különbözőek és а; + Ь ^ п  
(ui. az a ;(mod (и +  ő,)) kongruencia ekkor olyan, hogy két oly 2n-nél 
nem nagyobb szám van, mely neki eleget tesz s egyetlen más kongruen­
ciának sem tesz eleget). Azonban feltételeink azt jelentik, hogy

2  (ai + bi) = rn + n — 1 +  . . . +И — k + l = k n —

másrészt

i*'s CT),! ЦТ)
Tehát

kn ^k(k+  l ) +  ^ ^ 2

2n  — 1
amiből egyszerű számítással adódik, hogy к ^  — . Könnyű

belátni viszont, hogy ^— lehetséges, legyen ui. mindig a{ =  i,
2 n —11

1 =  i =  — j —  . Ha n =  3m — 1, akkor bi=2m—2i, ha l s / í m -  1
és b i= 2m — 1 — 2j ha i = m + j,  — ha n = 3?n, akkor az а-к
és b-k definíciója ugyanaz. Ha végül n — 3m + l akkor ő; =  2m — 2г + 1 
ha l á / S m  és bi = 2m — 2j + 2 ha i = m + j,  1 S j ^ m .  Könnyű belátni, 
hogy űj +  ő iS n  és az ai + bi összegek mind különbözők s ezzel tételünk 
be van bizonyítva. »
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N. G. de  Ór u ijn . On the number of positive integers and free 
of prime factors £ у . Nederl. Acad. Wetensch. Proc. Ser. A. (Indiga- 
tiones Math.) 54 (1951) 54—60.

21. Jelölje h(n, к) azon számok maximális számát n-ig, melyek 
közül nem lehet kiválasztani k  + 1 számot úgy, hogy ezek páronként 
relatív prímszámok legyenek. Könnyű belátni, hogy

( 1) h{n, 1) -  .

Jelentse A(n,k)  azon számok számát n-ig, melyek a 2, 3, pk 
prímszámok valamelyikének többszörösei. Könnyű belátni, hogy 
h (n ,k )^ A {n ,k )  és sejtem, hogy

(2) Ji (n, k) = A (n, k)

de (2) csak к  2-re van bebizonyítva.
Előttem ismeretlen, valószínűleg Newmantól való a következő 

meglepő sejtés: Legyen ax < .. .  < д и + 1 S2n, n +  1 szám, akkor mindig 
van közöttük kettő, melyre

(3) ' (ait aß = 1, a ^ n .

A nehézség az a ^ n  feltételben van. Tudtommal e sejtés még nincsen 
elintézve. E kérdéssel kapcsolatos D. N ew m an  szép sejtése (melyből (3) 
következne): Minden л-hez és trt-hez van az 1 ,2 ,. . . ,«  számoknak egy 
oly i(1m>, ..., ;̂ m) permutációja, melyre

(4) (r, m + 1, l ^ r S n .

E sejtésből (3) azonnal következne, m = n  esetre kellene alkalmazni.
Ela e sejtés nem igaz, vagy ha bizonyítása hosszabb ideig nem fog 

sikerülni, a következő kérdést lehetne vizsgálni: Legyen 1 
. . .< a r^ n ,  létezik-e oly < .. .  < ó rs 2n melyekre (а;, 0;) =  1,
1 =  i =  r ? E kérdés már csak azért sem érdektelen, mert, mint könnyű

TIbelátni, a (3) alatti sejtés már r =  -- esetén is következne, sőt, még

azt is fel lehetne tenni, hogy (a;, l s i s j ^ r .
h'{n, 1) jelentse azon ax < . . .  <  ak számok maximális számát, 

melyekre
(5) (aí; а;-)>1, l ^ i s j - ß k  de (a1, . . . ,a k) =  1.

Sejtettem, hogy h'(n, 1) egyenlő azon számok számával n-ig, melyek 
a 6, 10, 15 számok valamelyikének többszörösei.

W atson  azonban ezt megcáfolta. Ellenpéldája a következő (írás­
beli közlés): Legyen uk = 3 .. .p k az első к páratlan prímszám szorzata.
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Legyen továbbá
иг^ п < г /,+1.

Watson sorozata S n  a következő számokból áll:

(6) 2x ahol (x, nr) =  1, l S x S - ”- 

és

(7) jwr ,
«Г

Könnyű belátni, hogy az a-к (5)-öt kielégítik (sőt van három a, 
melyeknek legnagyobb közös osztója 1) és hogy ha n > « 0(e), akkor

/„> -^ (1 —e). Vázolni fogjuk az ennél élesebb (C az Euler-féle cons-

tanst jelöli)
n e~cn (  n \

" 2 21oglogn + \  log log n )

bizonyítását. A bizonyításhoz felhasználjuk Tchebicheff következő jól 
ismert tételeit
(9) ti (x) -c c,x/log x

(10) сх2^ П р
P 1 S X

és Mertens tételét, mely szerint (C az Euler féle konstans)

Jelöljük a (6)-ot kielégítő számok számát U-val. Eratosthenes szi­
tájából nyerjük, hogy (pt végigfut a pr-nél nem nagyobb páratlan prím­
számokon)

(12) Ч?Мй-*[&М^Ь-'+
(10)-ből p r < c 3 log n, tehát (9)-ből r —o(logn). (11) és (12) miatt végül 
nyerjük, hogy

(13) C/=V - T T _ r -----+ 0( l — T ~ )2 2 log log n \  log log n )
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(7) -nek legfeljebb pr + l szám tesz eleget, pr+i < 2 p r miatt pr + l < c 4 log n 
és ezzel (8) be van bizonyítva.
, Bebizonyítjuk mármost, hogy ha n > n 0, akkor

(14) h\n, 1) =  /„,

azaz nagy л-re Watson sorozata adja extrém feladatunk megoldását. 
A bizonyítást részletezzük, mert nem látszik érdektelennek, hogy extrém 
feladatunk megoldása explicit módon megadható.

Legyen tehát < ...  < bs^ n ,  s = h'(n, 1) egy oly sorozat, mely (5)-öt 
kielégíti, s melynek h'(n, 1) eleme van (azaz melynek maximális számú 
eleme van).

Legyenek dx < . . . < í/Si a bt sorozat páros elemei és . . .< e S2 a 
b{ sorozat páratlan elemei. (5) miatt s2 = 1 (mert különben (ő ,,..., bs) >  1),

Lemma 1. +  2s2 — ^  • (5) miatt е; ± 1 ^ г /у és ег+1>е( +  2.
Ezért minden er nek megfeleltethetünk két páros számot (ei + l)-et és 
(ei — l)-et, különböző' e-khez különbözők a megfelelő páros számok. 
Továbbá e páros számok különböznek a d-ktől és nem nagyobbak,

mint я +  1 azaz í 1+ 2 s,2^  ~ Y ~  > am* Lemma 1. állítása.
Lemma 1. és (8) miatt feltehetjük, hogy

(15) s2 «= 10n/loglogn.

Ha ugyanis (15) nem volna igaz, akkor Lemma 1-ből

n 1
s = s1 + s 2 S — ------10n/loglog«</„

(8) miatt, ami lehetetlen, minthogy a bt sorozat extrém tulajdonsága 
miatt i 1+ j 2= ig /„ .

Tegyük fel először, hogy e, =  o(mod ur), l ^ r ^ s 2 (azaz sorozatunk 
páratlan számai mind többszörösei nr-nek). Ez esetben nyilván st ^  U 
(ui. (tf; , иг) >  1, azaz a d-k kielégítik (6)-ot). Tehát nyilván s l + s2 = ln 
és egyenlőség csak akkor, ha a bt ^ ... c b s a Watson-féle sorozat. 

Feltehetjük tehát, hogy van oly j, melyre

e j ^ o (mod ur).

Nyilván (di, ej) >  1, 1 S  ^ s2 . Jelölje mármost A(ej,n)  azon páros szá­
mok számát и-ig, melyek nem relatív prímek Cy-hez. Nyilván

(16) s ^ A i e j ,  и).



Lemma 2. Legyen c5> 0  elegendő kis abszolút konstans. Fennáll

A t e j , n ) * A ( « r , n ) ~  (logn)2Cfoglogn . (A (u r , r i )=  U).

Legyenek ql ej prímfaktorai. Nyilván k ^ r  (ui. ur+1 >ri).
Eratosthenes szitájából nyerjük ugyanúgy, mint (12)-ben, hogy

<17) ^ (е' ' ' , , = Н - ( Ы - 2 Ш + г Ш ” " +

„ (az összegezésekben l ^ i ^ k  és it ^ i 2 stb.). Továbbá minthogy u\\ej

h U  -k ) a  n  (■ - %  -  - L )  -  h U  -i ) ! ü ± p h a ,
/ . 0 4  i = 1 k  q‘ ' i = 1 V  Pr+J i= A  Pi /P r+ l iP r-1)\ ioj

az utolsó egyenlőtlenség pr+1 < 2pr<2c3 logn következménye. (17) és 
(18) miatt

о «  ^ . ■ о « Ы ж ( , - й ) ( , + т а  Я
A:Sr =  o(log«) miatt í) 2k (17)-ben elhanyagolható. Mertens tételéből 
(azaz (ll)-ből) (12) és .(19) miatt Lemma 2. következik.

Minthogy ln> U  = A(ur, rí), Lemma 2-bőlkövetkezik, hogy ha téte­
lünk nem lenne igaz, akkor legalább

(20) ____ - С- - П______
(lóg n)2 log log n

páratlan számnak kell sorozatunkban előfordulni.
Lemma 3. Azon számok száma и-ig, melyeknek legalább 10 loglog n

különböző prímfaktoruk van о [ (I0g /г)  ̂I ’ jelentse n különböző
prírtifaktorainak számát. Fennáll

(20) 2n logn >  2 d ( k ) >  Z 2v(k) > £ (/i)2lolo8lo8">£(n)(logn)5,
t  =  l  k = l

248
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ahol E («) jelenti azon m számok számát и-ig, melyekre v(m) = 10 loglog n.
(21) -ből Lemmánk azonnal következik.

Lemma 3-ból és (20)-ból következik, hogy ha tételünk nem igaz, 
akkor sorozatunkban van egy páratlan szám e) , melyre v(e'j) <  
<  10 loglog n. Nyilván (e'j, dt) >  1, minden 1S j ^ s x -re, ezért (17) miatt 
p  végigfut e'j prímosztóin

í  ! ^  A (e'j, n) =S П ̂ 1 -  j  J  +  exp (log log ri).

Minthogy azonban v(e'j)< 10 loglog n, Mertens tételéből ((ll)-ből)), 
nyerjük, hogy

П  ( 1 p  )  ^  log log log n ’

és ezért végül

n n(22) — c9-.— -.— -.----- .2 log log log n

(22) miatt, ha tételünk nem lenne igaz, akkor « > « 0 esetén fenn­
állna, hogy

egfl
Sl 2 log log log n

(23) azonban (15)-nek ellentmond s ezzel tételünk igazolva van. 
Könnyen belátható, hogy bizonyításunk azt is adja, hogy elegendő

nagy «-re a WATSON-féle sorozat az egyetlen extrém sorozat.
Kérdezhetők még, hogy hány szám adható meg «-ig úgy, hogy 

bármely három legnagyobb közös osztója > 1, de van négy közülük, 
melyeknek legnagyobb közös osztója 1. Könnyű belátni, hogy ezeknek

Yl
maximális száma (1 + o(l)) — , de e kérdéssel nem foglalkozunk.

23. Legyen «=... l. N(n ; a, b) jelentse az (a, b) inter­
vallumba eső x-ek számát. Van der Corput az x t , ..., x„ sorozat diszkre­
panciáját D (x x, ..., x„)-et következőképpen definiálja:

D (x t , ..., x„) — max \(b — a ) —N(n;a,b)\.

Van der CorputíóI való a következő szép sejtés 

(1) lim min ( т а х ( /) (х 1; ..., Xj))=
n-+oo 0 ^ x i < . . .  < x n ^  1 1 s i g n

17 Matematikai Lapok
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Van Aardenne—Ehrenfest (l)-et bebizonyította. Roth ezt lényegesen 
élesítette. Tétele szerint

Cj(log 7 i)^-= min ( max(£>(*!, ..., x ,) )< c 2  log«.
< ... <Xn̂  1

Roth valószínűnek tartja, hogy a felsó' korlát c2  értékétől eltekintve 
pontos.

Talán érdekes a következő kérdés, melyet tudtommal még nem 
vizsgáltak: Legyen z t , . . . , z n n pont az egységgömbön. S  legyen az 
egységgömb egy tetszőleges gömbsüvege, F(S) S  felszíne és N(n. S ) a 
gömbsüvegre eső z-к számát jelenti. Legyen

D(zi, ..., zn) — max \N(n, S ) - ^ ~ .

Igaz-e, hogy van egy /(и), melyre lim f(n) =  °° és

D(zlt  ..., z„)>/(n)

z1; ..., z„ minden választása mellett teljesül?
Van Aardenne—Ehrenfest, On the impossibility of a just distri­

bution, Indag. Math. 11 (1949) 264—269.
K. F. Roth, On irregularities of distribution, Matematika 1 (1954) 

73—79.
24. SzEKERESsel vizsgáltuk a következő kérdést: Legyen 1 = 0 ! =  ... 

... s e ,  tetszőleges számsorozat.
n

M(a.y, . . . ,an) = max J J ( \ - z a‘) ,/(« ) =  Min M (at , ..., ű„).
|z I = 1 i = 1

Bebizonyítottuk, hogy f(n)l!" -* 1 és hogy minden л-re Nem­
rég Atkinson kimutatta, hogy/(«) <  exp(cn,/2 log«)./(«) = /2 я  valószínű­
leg nagyon messze van f(n) valódi értékétől, de talán Atkinson felső 
becslése már közel van a pontos határhoz.

n
P. Erdős and G. Szekeres, On the product [ J ( l —za«), Acad. 

Serbe des Sei. 13 (1959) 29—34.
F. V. Atkinson, On a problem of Erdős and Szekeres, Canadian 

Journ. Math. Bull. 4 (1961) 7—13.
25. Legyen nt < и 2 *= ••• — x  és ^(и^с<р(я2) < ... < (p(nk), ahol

cp(n) az Euler-féle cp függvényt jelenti. Mekkora к maximális értéke? 
Valószínűnek látszik, hogy e maximális érték n(x), de ennek bebizonyí­
tása igen nehéz lesz, mert könnyű belátni, hogy ez ekvivalens a következő
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igen mély sejtéssel: Minden p prímszámra a (p2 — p, p2) intervallumban 
van prímszám. ч

Hasonló kérdés vethető' fel más számelméleti függvényekre is, így 
például d(n)-re és <т(и)-ге (d(n) n osztóinak számát, <y{n) n osztóinak 
összegét jelenti). d{n) esetén nincsen plauzibilis sejtésem, a(ri) esetén x 
nagy értékeire, mint azt könnyű belátni, к maximális értéke 7r(x)-nél 
nagyobb, de igen valószínűnek látszik, hogy e maximum nem lehet 
sokkal nagyobb, mint n(x), de e kérdést nem tisztáztam.

Most még néhány additív számelméleti kérdést akarok diszkutálni.
26. Legfeljebb hány oly < . . .  < ű kS x  adható meg, hogy az

к

£; =  0 vagy 1i= 1
összegek mind különbözők legyenek. Jelölje F(x) к maximális értékét.

log x2 hatványai mutatják, hogy F(x) ä  l +  ----- . Másrészt L, MosERrel
log 2J

bebizonyítottuk, hogy minden e >  0-ra ha x > x 0(e)

log x
Talán T(x) =  -— - + 0(1), de e kérdés eldöntése nem lesz könnyű. 

lO g  z

Ha x  = 2‘, kérdeztem, lehet-e F(2l) s l + 2 .  Ezt nemrég G uy és 
Conway egymástól függetlenül igenlően megválaszolták. Nem ismeretes 
azonban, hogy lehet-e E (2 ')S /+ 3 .

P. E r d ő s , Problems and results in additive number theory, Colloque 
sur la théorie des nombres, Bruxelles (1955), 136—137.

Guy és Conway példái még nincsenek publikálva.
27. Legfeljebb hány oly ax -<... < u t ^ x  adható meg, hogy az at +  aj 

összegek mind különbözők legyenek. E probléma SíDONtól való. Jelöljük 
к  maximális értékét / 2(x)-el. TuRÁNnal bebizonyítottuk, hogy

(1) / 2 (x )< x 'ó +  **.

Singer kimutatta, hogy végtelen sok x-re / 2(x) =-x1/2 és hogy minden 
e >0-ra, ha x > x 0(fi) / 2(х)> (1  — ejx'^. Lehetséges, hogy / 2(x) =  
= x'/2 + 0 (  1), de ez nehéznek látszik.

Jelölje általában f r(x) azon számok maximális számát x-ig, hogy a 
belőlük alkotott r tagú összegek mind különbözők legyenek. f r(x) vizs­
gálatának kérdése is Sidontól való. Bőse nemrég kérdezte, hogy igaz-e 
az (l)-nek megfelelő

/~ (x )< (l +  o(l))x,/-
egyenlőtlenség, de e kérdést már r=  3-ra se tudjuk eldönteni.

17*
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Erdős—Túrán, On the problem of Sidon in additive number 
theory and on some related problems. Journal London Math. Soc. 
16 (1941) 212—215.

J. Singer, A theorem in finite projective geometry and some app­
lications to number theory, Trans. Amer. Math. Soc. 43 (1938) 377—- 
385.

E probléma jellege teljesen megváltozik, ha végtelen sorozatokat 
megengedünk. További érdekes kérdéseket tárgyal. A. Stöhr össze­
foglaló cikke: Gelöste und ungelöste Fragen über Basen der natürlichen 
Zahlenreihe I. és II. Journal für die reine und angewandte Math. 194 
(1955) 40—65 és 111—140.

28. Legyen rl , rk oly maradékrendszer mod и, hogy az
к

Z W i ,  e, =  0 vagy 1
i — 1

összegek csak akkor többszörösei /г-nek, ha minden е; =  0. Jelölje h{n) 
к  maximális értékét. Valószínűleg igaz, hogy /г (zz) <  си1/2, de csak a h (n) <  
< с 2и1_Сз egyenló'tlenséget tudom bebizonyítani, s ennek részletezésével 
itt nem foglalkozom.

29. Legyen 1 <  ... < й„ ^ 2 и n szám és legyenek < . . .  < 0 Я a
többi 2n-nél nem nagyobb számok. Mk jelölje az at =bj — к megoldásai­
nak számát

=  min max M k
- 2nsJcs2n

ahol a minimumot az összes 1 S űj < .. .  < a„^2n  sorozatra kell venni. 
Nagyon egyszerűen bebizonyítottam, hogy M (n) ís  ̂ Scherk ezt

I 1 — и-re élesítette és Swierczkowski ^ — b и;ге végül l . 
\  V 2 j  3 .
Moser nagyon szellemes és egyszerű módon bebizonyította, hogy

Y lM in) >  — (n — 1) és hosszabb számításokkal ezt még (4— 15,/2)1/2 (n — 1)- 

re élesítette.
Sejtettem, hogy M (n> = , de ezt valószínűségszámítási módsze­

rekkel megcáfoltam, ugyanakkor Selfridge, Motzkin és Rolston 
elektronikus számológép segítségével kimutatták, hogy M ( 15) =  6 amiből 
könnyen adódik, hogy végtelen sok н-re M (n) ^ 0 ,4  n. Moser ezen egyen­
lőtlenséget még kissé élesítette, de M {n] pontos értéke, vagy akár 
lim M ^ /n  nem ismeretes.

П -* OO
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L. Moser, On the minimal overlap problem of Erdős, Acta Arith- 
metica 5 (1959) 117—119.

P. Erdős, Über einige Probleme der additiven Zahlentheorie, 
Journal für die reine und angew. Math. 206 (1961) 61—66.

30. Czipszer eltolási problémája. Legyen 1 < . . .  -<a„. Jelölje
Nk slz a i+к  = cij megoldásainak számát, és legyen

ЛГ(") —max min Nk,
4 —n^k-^n

ahol a maximumot az összes 1  sorozatra kell venni.
Czipszer bebizonyította, hogy

[n \ _r. , n — 1

A felső határ azonnal adódik a

2  Nk = n(n— 1)
k = - n  
к ф  0

egyenlőségből. Az alsó határt a következő példa adja: at = i ha i s  — ,

ал =2п — i, ha y < i s « .  A felső határ (1 — c) ~  -re javítható, ha meg­

jegyezzük, hogy к  értékeire melyek n-he? és —и-hez közel vannak. Nk 
kicsiny (ti. nem nagyobb, mint n — k). Lehetséges, hogy az alsó határ 
pontos.

31. Legyen 1 < й1< . . . < я/[^ й oly sorozat, hogy 1 nem állítható 
elő, mint csupa különböző a reciprok értékeinek összege. Mekkora к

к

maximális értéke? Lehet-e k = n  — o{rí)2 Mekkora 2 ^ l ai maximális
i= 1

k 1értéke? Mint a prímszámok példája mutatja, 2  ~  log log n nagyság­
a i  ö;

rendű lehet, de könnyen lehetséges, hogy

2  “  =  o(logn).
i= 1 &i

33. Több érdekes additív számelméleti extrém problémát vizsgál 
Rohrbach, itt most csak egyet említek. Jelentse h {rí) к  legkisebb értékét, 
melyre van oly O S űj < .. .  <ak sorozat, hogy minden и-nél nem nagyobb 
szám űj +dj alakban előállítható. Könnyű belátni, hogy h{rí) S 2 n 1/2 + 0 (1) 
és Rohrbach sejti, hogy h{rí) = 2n'/l + 0{\). Triviális, hogy h(n') > (2ii)'/2 
s ezt Rohrbach /г(и)>(1 +с)(2«)1/г-ге javította. A legélesebb eredmény

*
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Jelenleg MosERtől való. Hasonló kérdés vethető' fel at — üj előállítására is.
H. R oHrb a c h , Ein Beitrag zur additiven Zahlentheorie, Math. 

Zeitschrift, 92 (1936) 1—30.
L. M oser, On the representation of 1,2, ..., и by sums, Acta 

Arithmetica 6 (1960) 11—13.
34. Mekkora к  minimális értéke, melyre van oly ay < . . .  <  ak ̂  n 

sorozat, hogy minden 2 < т ё л  szám p + at alakba írható, ahol p prím­
szám ?

L o ren z  bebizonyította, hogy k < c í (log n)3 s ezt én k < c 2 (log и)2 -re 
élesítettem. A prímszámtételből következik, hogy к  nem lehet 
(1 + o (l)) logn-nél kisebb, s ennél jobb alsó becslés nem ismeretes. 
Könnyen lehet, hogy к  <  c3 log n.

A problémát a prímszámok helyett természetesen más sorozatokra 
is fel lehet vetni, például könnyű bebizonyítani, hogy van oly 
ал < . . .  <ak^ n  sorozat, melyre k < e 4«l/2 és minden 2 ^ m S n  szám 
at + r2 alakba írható. L. Moser egy publikálatlan eredménye szerint 
viszont к  >  1,03 п'/г.

P. E r d ő s , Some results on additive number theory, Proc. Amer. 
Math. Soc. 5 (1954), 847—853, lásd még P. E rd ő s , Problems and 
results in additive number theory, Colloque sur la théorie des nombres, 
Bruxelles (1955) 127—137.

ЗАМЕЧАНИЯ ПО ТЕОРИИ ЧИСЕЛ. IV. 

П. Эрдёш

Автор рассматривает разные экспериментальные задачи в теории чисел. 
В этой обзорной статье он дает несколько примеров этих задач, некоторые 
из них довольно простые, другие более трудны и еще не решены.

Максимальное число целых чисел таких что

ни одно из них не является делителем остальных, есть и — Это до­

казать просто, однако автор не сумеет определить максимальное значение 
* 1

величины У  — . Другая очень трудная задача —  это определить (или
i - I ai

оценить) максимальное число г* (и) целых чисел 1 S a ,  < . . .  п сово­
купность которых не содержит арифетическую прогрессию от к  элементов. 

Каким является максимальное значение от к в последовательностик
1 g a i  <  Ű2 < . . .  <  ак ^ и , где все произведения П а ‘‘ (е, =  0, или 1) разны?> = 1 1
Вероятно, что к — л(п) +  о 

что к  <  л(ч) +  сп2!}.

однако автору удалось только показать,
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Пусть обозначает Ак(п) максимальное число целых чисел не превос­
ходящих п таких что среди них не существует чисел имеющих попарно 
тот же самый наибольший общий делитель. Требуется определить (оценить) 
Ак(п). Наилучшие результаты:

«
Ак (и) < -----—---- гг—- •

exp ](log n ) i~ c

Гипотеза Штейна: Пусть /л =  а, (mod«,); т  < « 2 < . . . < пк, 1 =  / =  Л:, причем 
нет такого числа, которое удовлетворяло бы двум из этих сравнений. Тогда 
существует целое число т, 0 < « г ? = 2 к, для которого /и ^ о , (m od«,) для 
всех í ( í Si-^kk).  Автор сумеет доказать это для условия m S k 2 k . Может 
быть, что гипотеза Штейна остается в силе если мы только предпологаем, 
что сущесвует целое число N,  такое, что N  =  a, (m od«,), l g í S к.

REMARKS ON NUMBER THEORY, IV.

P. Erdős

The author investigates several extremal problems in number theory. In this 
summary I just give a few examples of the problems considered, some are quite 
simple, others are difficult and unsolved problems.

The maximal number of integers o i < . . . < O k  =  n so that no one divides the

other is « — — . This is quite simple, but I can not determine the maximal value 
2

к . 
of

;=l at
Another very difficult problem is to determine (or estimate) the maximal value 

rk(«) of integers l S o . < . . . < i i i S n  which do not contain an arithmetical prog­
ression of к terms.

What is the maximal value of A: in a sequence 1 S n , < . . . < 0 /t =  « where all
k Í пУг )products J1 a f t , s, =  0 or 1 are different. It is probable that к =  л(п) +  0 -------  ,

t= i ‘ l  log « ;
but 1 can prove only к <  л{п) +  си2/э.

Denote'by Ak(n) the maximum number of integers not exceeding n so that there 
are no к  of them which have pairwise the same greatest common factor. The best 
known results are ,

exp (c log n/loglog «) <  Ak («) < ------ —----- v _ ■ •
exp [(log«)'h £]

Conjecture of Stein: Let a,-(mod «,) « ( < « 2- < . . . -<«k, 1 ~ i = . k  be such that 
no number satisfies two of the above congruences. Then there is a number m g 2 k 
for wich /« ^  a; (mod и;) for all 1S  i =  &. I can prove this for m t= k 2 k. Perhaps 
Steins conjecture remains true if we only assume that there exists an integer N  for 
which IV ̂  a I (mod я;), \ ^=i~fsk.

t ) -



A topológikus algebrákról és gyűrűkről I.

Szá sz  F e r e n c

1. §. Bevezetés

A dolgozat címében szereplő szakterületet az alábbiakban szeretném 
ismertetni úgy, hogy igyekszem azt a benne kevésbé járatosabb olva­
sókhoz is közelebb hozni. Az ismertetés során általában mellőzöm a 
teljes, részletes, szigorú bizonyításokat, mert egyrészt a cikk korlátozott 
terjedelme, másrészt a szakterület gazdag anyaga miatt erre nem volna 
technikai lehetőség. A cikk megírásánál főleg azt tartottam szem előtt, 
hogy felhívjam a figyelmet ennek a világviszonylatban már elég fejlett, 
hazai viszonylatban azonban aránylag még elég elmaradott szakterület­
nek fontosságára és érdekességére. A topológikus gyűrűk és speciálisan 
a normált gyűrűk, Banach-algebrák tanulmányozásától nemcsak az 
idevágó hazai elméleti kutatások fejlesztése, hanem a nagyszámú (főleg 
matematikán belüli) alkalmazás is várható. Ez utóbbi szempont miatt 
is kívánatos a topológikus gyűrűk és Banach-algebrák közelebbi megis­
merése és e területen a hazai intenzívabb kutatások beindulása.

A topológikus algebrának és a topológikus gyűrűnek a fogalma úgy 
merül fel, mint egyfelől a topológikus tér fogalmának másfelől pedig 
a megfelelő algebrai fogalmaknak: az algebra és gyűrű fogalmának a 
természetes egybekapcsolása, miközben megköveteljük, hogy az elő­
forduló algebrai műveletek az adott topológiában folytonosak.

A z olvasó  sz á m á ra  n e m  keletkezik  fé lreé rtés a b b ó l, h o g y  a z  „a lg eb ra”  sz ó  
több je len tésű . A z  a lg e b ra  je len ti á lta lá b a n  m a g á t az  a lg e b rá t, m in t  a  m a tem a tik a i 
tu d o m á n y o k  egyik  á g á t ,  m ásfe lő l sp eciá lisan  je le n ti az  o ly an  g y ű rű k e t, am elyekben  a  
gyűrűm űveleten  k ív ü l m ég  értelm ezve van  e lem ek n ek  ska láris (v a ló s  vagy  kom plex) sz á­
m o k k a l való  sz o rz á sa  is , a  m ely  szorzat sz in té n  a  gyűrűk  elem e. N ém ely  szerző sz o k ta  
a lg eb rán ak  nevezn i a z  á lta lá n o s  a lgebra i s tru k tú rá t  is. A  to v á b b ia k b a n  a lgeb rán  a  
sk a lá ris  o p e rá to r- ta r to m á n n y a l és op e rá to r-sz o rz á ssa l e llá to tt g y ű rű k e t értjük , és a  d o l­
g o z a t c ím e így is é r te n d ő .

Ebből látszik, hogy a dolgozat címében szereplő fogalmak a topo­
lógia, funkcionálanalízis és gyűrűelmélet határterületéhez tartoznak. Ez 
a tény lehetővé teszi általánosabb eredmények, elegáns módszerek és 
nagyszámú alkalmazás elérését. Mindezek vonatkoznak általában a 
topológikus gyűrűkre, az alkalmazások pedig főleg a Banach-algeb- 
rákra.
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A topológikus gyűrűk elméletének a fő célja struktúratételeknek és 
reprezentációs tételeknek a megállapítása. Sajnálatos tény azonban az, 
hogy az elmélet nagyszámú eredménye közt éppen az ilyen jellegű téte­
lekből van kevés. Nagyon sok eredmény arra vonatkozik, hogy egyfelől 
a topológiai megszorítások, másfelől a gyűrűelméleti megszorítások és 
feltételek hogyan tükröződnek a topológikus gyűrűkön általában, vagy 
pedig speciális topológikus gyűrűknek bizonyos osztályain.

Gyakori eset az is , hogy az elmélet egy és ugyanazon részéhez a'különféle mate­
matikusok különféle irányokból, pl. főleg algebrai, vagy főleg topológikus néző­
pontból közelednek, pl. a BANACH-algebrákhoz R ic k ä r t  [206], illetve N a jm a r k  
[169], de minthogy ezekhez a gyűrűelmélet, topológia, funkcionálanalízis, mérték­
elmélet felhasználása végülis mind egyaránt szükséges, és az eredményekben is sok 
a  közös, ezért a  nézőpontok nem élesen különbözők.

Az elm élet e red m én y ei kö z t v a n n a k  egészen á lta lá n o s  eredm ények . A sp e c iá li­
sa b b  e redm ényeket p e d ig  célszerű to v á b b  m eg k ü lö n b ö z te tn i. így  tárgyaln i fo g u n k  
ered m én y ek e t egy rész t a  to p o lóg ikus ferde te stek rő l, az  értéke lése lm é le trő l és r o k o n  
k é rd ése k rő l, m ásrész t a  b ik o m p ak t és lo k á lisa n  b ik o m p a k t g y ű rű k rő l, h a rm a d ré sz t 
vegyes je llegű , n em  fe lté tlen  m etrikus, speciális to p o ló g ik u s  gyűrű k rő l, n egyedrész t 
ped ig  a  BANACH-algebrákról. Ö rvendetes, hog y  az  a lk a lm a z á so k b a n  is o ly  fo n to s  
BANACH-algebrákra v o n a tk o zó lag  m á r  v iszonylag  tö b b  s tru k tú ra té te l és re p re z e n ­
tác ió s  té te l ism eretes , m in t á lta láb an  a  to p o ló g ik u s  g y ű rű k re  nézve.

A topológikus gyűrűk általánosságban, explicit módon, elsőnek 
D. van Dantzig [42], [43] téziseiben, ill. dolgozatában lettek definiálva 
és vizsgálva, amely természetesen nem jelenti azt, hogy korábban nem 
vizsgálták a matematikusok’a topológikus gyűrűknek egészen speciális 
eseteit. Ilyen speciális esetként említendők a HENSEL-féle p-adikus szá­
mok, amelyek fogalmát Kürschák József általánosította. Kürschák 
[143]. dolgozata ugyanis megadja az abszolút értéknek és a p-adikus 
számoknak a közös általánosítását, éspedig a testek értékelésének a 
fogalmát. Később a testek értékelés-elmélete körül és ennek különféle 
alkalmazásai: algebrai számelmélet, algebrai függvények tana, algebrai 
geometria körül igen figyelemreméltó terjedelmű szakirodalom alakult 
ki. Ez jellemzi tehát a topológikus gyűrűk előfutárának, a nagyon spe­
ciális p-adikus számtestnek és általánosításainak, az értékelt testeknek 
az előtörténetét. Vizsgálták később az értékeléselmélet különféle álta­
lánosításait és azok alkalmazásait is. Az általánosabb, már említett 
D. van DANTZiG-féle tézisek és eredmények pedig a topológikus gyűrűk 
vizsgálatának egy másik irányát kezdeményezték, nevezetesen a bikom­
pakt és lokálisan bikompakt testeknek, gyűrűknek a tanulmányozását. 
A gyűrű terének bikompaktsága vagy lokális bikompaktsága helyett 
általánosabb topológiai feltételekkel is végeztek vizsgálatokat. Különö­
sen bevált e vonatkozásban a korlátosság fogalma, amely Safarevics 
[208] dolgozatában található meg először. Nagy szerephez jutnak az ún. 
lineárisan topológizált bikompakt gyűrűk is, amelyeknél a gyűrű zéru­
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sának teljes környezetrendszere speciális részstruktúrákból áll (Zelinsky 
[249], [250], [251], Leptin [146], Ballier [21]). A topológikus gyűrűk 
elméletében további, éspedig nagyon természetes irányzat az, hogy a 
diszkrét gyűrűk elméletéből ismert eredményeket igyekeznek átvinni a 
topológikus gyűrűk esetére. Az ilyen jellegű, továbbá a topológikus, de 
nem feltétlenül metrikával topológizált gyűrűkről szóló egyéb eredménye­
ket „vegyes eredményeknek” nevezzük, és ezeket e dolgozatban külön 
részben fogjuk ismertetni. (Lásd pl. Kaplansky [111], Arens—Kap- 
lansky [12], Ikushima [8 8 ], Kowalsky [137], Maharadze [153], [154], 
Szele [223], Gacsályi [63] vagy G illman [74]). — Fontossága miatt 
kiemelendő a topológikus gyűrűk elméletének egy jól kiépített, s*zép 
alkalmazásokban gazdag és lényegében a funkcionálanalízishez tartozó 
ága, a normált gyűrűknek, a BANACH-algebráknak az elmélete, amely­
nek fejlődése általában a topológikus gyűrűkéhez képest bizonyos 
önállóságot mutat. A kiépítettségre pedig jellemző, hogy a topológikus 
gyűrűkről szóló cikkek közül eddig kb. hat-hétszer több cikk jelent 
meg a BANACH-algebrákról, mint a metrika nélküli gyűrűkről. Az el­
múlt negyedévszázadban Gelfand, N ajmark, Rajkov, Silov valamint 
munkatársaik és tanítványaik munkássága révén a normált gyűrűkkel 
kapcsolatos szovjet iskola igen jelentős eredményeket ért el, amelyek­
hez több más állam matematikusai is igyekeztek csatlakozni. Gelfand 
és munkatársainak iskolája előtt speciális normált gyűrűket, éspedig 
a HiLBERT-tér bizonyos operátorainak a gyűrűjét vizsgálta Murray— 
von Neumann [164] és von N eumann [173]. Ezek a dolgozatok igen 
értékes eredményeket tartalmaznak, és külön jelentőségük az, hogy 
beindították később a normált gyűrűk általánosabb tanulmányozását 
és vizsgálatát. Gelfand előtti normált gyűrűs, előfutár cikkekként 
említhető meg még bizonyos tekintetben Stone [220], N agumo [168] 
és Hebroni [81] cikke.

Ez az ismertetés a fentebb említett kutatási irányzatoknak meg­
felelően több részre fog bomlani: 1 . topológikus ferdetestek és értékelés­
elmélet; 2. lokálisan bikompakt-és hasonló jellegű gyűrűk; 3. vegyes 
kérdések (topológiák bevezetése, diszkrét eredmények topológiai meg­
felelője, radikálok, Wedderburn—MALCEV-féle felbontások, Stone- 
terek, duális gyűrűk stb.); 4. normált algebrák és BANACH-algebrák. 
Miként a legtöbb felosztásnál szokásos, ez a felosztás sem abszolút 
egyrétűen fedi le az eredményeket, mert általában e részek szorosan 
összefüggnek és a 3. rész körülhatárolása nem elég határozott. Ebben 
az ismertetésben a BANACH-algebrákkal kevésbé részletesen foglalko­
zunk, mert róluk egy későbbi füzetben terv szerint külön, részletesebb 
ismertetés fog megjelenni, és ezért e helyen csak a klasszikus, régebbi 
eredmények szerepelnek a BANACH-algebrákról, ugyanis ennek az első 
ismertetésnek a terjedelme korlátozott.
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A csatolt irodalomjegyzék szintén ebben a szellemben készült, hiszen sokszáz 
cikk jelent meg a BANACH-algebrákról, és előzetes becslés szerint is a Banach-algcb- 
rák eddigi teljes cikklistája legalább negyven nyomtatott oldal volna. A  topológikus 
de nem feltétlen metrikus gyűrűkről azonban igyekeztem minél több cikket tartal­
mazó (de korántsem teljes) listát összeállítani. A mellékelt listában szerepel néhány 
olyan munka is, amelyek nem tartoznak a topológikus gyűrűkhöz, de elősegítik azok 
tanulmányozását, ill. velük kapcsolatban áHnak. A mellékelt lista, amely a kezdők 
vagy aspiránsok és más érdeklődők számára talán nem bizonyul közömbösnek és 
hiábavalónak, természetesen sok olyan cikket is tartalmaz, amelyek e referátumban 
nem kerülnek konkrét idézésre, ill. részletes tárgyalásra. Ezenkívül viszonylag kevesebb 
cikk szerepel az értékeléselmélet régebbi irodalmából, és megjegyzendő, hogy az 
1961. és 1962. éveket illetően a lista globálisan nem teljes. Érdemes a figyelmet fel­
hívni a régebbi irodalommal kapcsolatban Koethe [134] és Lorch [148] referátumára 
és az ezekben felsorolt munkákra, valamint az ide kevésbé tartozó témákkal kapcso­
latban D unford [48], Taylor [226] és H yers [87] referátumaira is. Külön kiemelendő 
K aplansky [112] frappáns referátuma az 1948 előtti topológikus gyűrűk irodalmá­
ról. A BANACH-algebrákkal kapcsolatban pedig N ajmark [169], G illman—Jerison 
[75], H ille—Philips [86], R ickart [206] könyveire, valamint K aplansky [122], 
[125] és Mackey [151] jegyzeteire hivatkozhatunk.

2. §. Előkészítő megjegyzések

A modern algebrai szükséges fogalmakat (csoport, gyűrű, ideál, 
jobbideál, egységelem, zérusosztó stb.) ismerteknek tételezzük fel (lásd 
az egyetemi anyagon és v a n  der  W ae r d en  ismert algebra könyvén 
kívül általában R edei [194], gyűrűelméletét illetőleg pedig Jacobson [96] 
könyvét, valamint N ajmark  [169] könyvének II. fejezetét). A topoló­
gikus terek elméletéröl e lapok hasábjain jelent meg C sá szá r  Á kos 
„A topológikus tér fogalmáról” (I., 8 (1957) 37—60; II., 8 (1957) 
211—231; Ili., 9 (1958) 37—63) c. három részes ismertetése, amelynek 
átolvasása igen tanulságos előkészület a topológikus gyűrűkhöz is. 
A topológikus terekre vonatkozó könyvek közül K elley [131] és Ko- 
w a l sk y  [139] könyvei bevezetést nyújtanak a halmazelméleti topológia 
elemeibe, és az utóbbi (végig filteres tárgyalásmód mellett) a hetedik 
fejezetében a topológikus algebrai struktúrákról is említést tesz alkal­
mazásképpen. Sem K o w alsk y  könyve, sem v a n  der  W a e r d en  „Al­
gebra” c. könyve 1959-es kiadásának II. kötete nem kívánja meg a 
topológikus algebrai struktúráktól, hogy terük Tj-tér legyen.

To-terű topológikus csoportoknál bármely normálosztó szerinti faktorcsoport 
újra Г0-terű topológikus csoport, viszont Ti-terű topológikus csoportok esetében 
pontosan a zárt normálosztók szerinti faktorcsoportok lesznek Ti-terű topológikus 
csoportok a kvociens-tér topológiájában. Bármely Ti-terű csoport szükségképpen 
r 2-terű is. Lásd pl. Pontrjagin [186] könyve harmadik fejezetét.

A topológikus csoportokhoz szükséges alapvetés céljára P ontrja­
g in  [186] említett könyve mellett még B o u r b a k i [37] és W eil  [238] 
könyve olvasható haszonnal. Ebben a referátumban szereplő gyűrűk
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mind 7\-terűek, tehát r 2-terűek azaz HAUSDORFF-terűek is lesznek. 
Tehát lényegében van Dantzig definícióját követjük: Topológikus gyű­
rűn egy olyan gyűrűt értünk, amely egyszersmind HAusDORFF-tér, és 
amelyben a — b és ab együttesen folytonosak я-ban és ó-ben. (Van 
Dantzig a definícióban megszámlálhatósági megszorítást is tett, ezt 
a feltételt azonban már régóta nem kívánják meg a definícióban.) 
Topológikus algebra olyan topológikus gyűrű, amely egy topológikus 
ferdetest, mint a skalárisok operátortartománya felett egyszersmind 
topológikus vektortér (Bourbaki [38]), és a skalárissal való operációk 
is folytonosak. Normált algebrán olyan normált (valós vagy komplex) 
lineáris teret értünk, amely egyszersmind olyan algebra is, amelyben

( * )  • \Wb\\ ||a||-11*11
teljesül. BANACH-algebrán komplett normált algebrát értenek, ahol a 
komplettség, mint szokásos, azt jelenti, hogy minden CAUCHY-féle 
alapsorozatnak van az algebrában határértéke.

G elfand [64], általánosabb feltételek mellett pedig Arens [10] vizsgálta, hogy 
( ^  ) helyett mikor elegendő a normált algebrában a . b folytonossága, hogy ugyanazt 
a fogalmat kapjuk vissza.

A gyűrűk P e r u s — Jacobson radikáljának az egyik definíciójához 
(lásd Jacobson [96]) célszerű bevezetni az aob = a + b + ab újabb 
műveletet. Ha aob  = 0 akkor b az я-пак jobbkváziinverze, és kvázi- 
inverze, ha egyidejűleg aob = boa = 0 teljesül. A jobbkváziinverzzel 
(kváziinverzzel) rendelkező' elemeket jobbkváziregulárisnak (kvázi- 
regulárisnak) nevezzük. Egy jobbideál jobbkvázireguláris, ha min­
den eleme jobbkvázireguláris. Egy ilyen jobbideál minden elemé­
nek van (kétoldali) kváziinverze is. Az A gyűrű J  radikálja 
az összes kvázireguláris jobbideál összege, amely egybeesik az összes 
kvázireguláris balideál összegével. Világos, hogy а о  művelet mellett 
a kvázireguláris elemek csoportot alkotnak, amelynek О az egység­
eleme. Ha A topológikus gyűrű és a kváziinverz képzése folytonos 
művelet, akkor ez a csoport topológikus csoport. A re n s  [10; 626 oldal] 
módszerével, amely egyébként az elemi analízis módszere, könnyen 
belátható, hogy BANACH-algebrában a kváziinverz képzése folytonos 
művelet. A lokálisan bikompakt, zérusosztómentes topológikus gyűrűk­
ben a kváziinverz folytonos és a kvázireguláris elemek halmaza nyílt 
halmaz K a p l a n sk y  [113, I. rész 8. tétele] szerint. Megmutatható pél­
dával [113], hogy a zérusosztómentesség szükséges, viszont [10] szerint' 
bármely komplett metrikus tqpológikus algebrában is folytonos a 
kváziinverz. Az egységelem pótlására vezette be Seg al  [213] a reguláris 
(más elnevezéssel moduláris) jobbideál fogalmát. Egy R jobbideál 
moduláris az A gyűrűben, ha van olyan e£A  elem, hogy minden x d A
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esetén x  — exd R. B anach  algebrában minden reguláris maximális jobb­
ideál zárt. Általánosabban ez igaz az un. ß  ..-gyűrűkben is (K aplan sk y  
[108]), amelyekben a jobbkvázireguláris elemek halmaza nyílt. Hasonlóan 
egy topológikus gyűrű Q-gyűrű, ha a balkvázireguláris elemek halmaza 
nyílt.

Megmutatható, hogy a J  JACOBSON-radikál a moduláris maximá­
lis jobbideálok metszete, és hogy J  olyan kétoldali ideál, hogy J  minden 
kvázireguláris jobb- és balideált tartalmaz és az A/J  faktorgyűrűben О 
a radikál. Továbbá О ..-gyűrűkben a radikál zárt. Ha a jobbkváziregu­
láris elemek halmaza zárt, akkor [108] szerint a radikál ugyancsak 
zárt. Bikompakt topológikus gyűrűkben a jobbkvázireguláris elemek 
halmaza zárt, ezért az előzó'ek szerint a radikál is zárt. Elsó'nek K a p ­
la n sk y  és H. R u b in  közösen szerkesztett olyan normált gyűrűt [108], 
amelyben a radikál nem zárt. Ennél egyszerűbb K a pla n sk y  egyik 
késó'bbi példája arra, hogy a radikál nem zárt.

Legyen ugyanis A a p-adikus egészek P  gyűrűje felett az összes olyan végtelen 
mátrix gyűrűje, hogy bármelyik mátrix bármelyik sorában csak véges sok elem külön­
bözik nullától. Legyen /1-ban O-nak U„ egy általános környezete: az összes olyan 
mátrix halmaza, amelyeknél az első n sor végig csupa 0. A teljes környezetrendszerre 
vonatkozó kikötések nyilván teljesülnek. A radikál tartalmazza az összes olyan mát­
rixot, amelyeknek egyszerre csak véges sok oszlopában és véges sok sorában vannak 
zérustól különböző elemek, és ezek az elemek />-veI mind oszthatók. Ha etJ jelöli a 
mátrixegységeket, akkor nyilván p {e  12+ е 2э + е з 4 +  е 45 +  ■■■) a radikál lezártjában 
fekszik, de nincs a radikálban, mert ez a mátrix nem kvázireguláris, a radikálnak 
pedig minden eleme kvázireguláris (ideált generál).

Egy gyűrű radikálgyűrű, ha egybeesik a radikáljával. Ilyen pl. a 
páratlan nevezőjű és páros számlálójú törtek gyűrűje, amelyben a pá­
ros egész számok részgyűrűje féligegyszerű. Jones—Lumer [102] közös 
dolgozata adott meg egy kritériumot: Egy A  radikálgyűrű bármely 
részgyűrűje akkor és csak akkor radikálgyűrű, ha minden a € A elemhez 
létezik olyan egészegyütthatós p(x)  polinom, hogy p(á) = o, p(ó) = o 
és p{ —1)= — 1. Egy olyan Banach-algebrában, amely radikálgyűrű, 
minden topológikusan zárt részalgebra szintén radikálgyűrű.

Diszkrét gyűrűk esetében hasznos fogalom a Br o w n—M cCoy- 
féle radikál is (Radicals and subdirect sums, Amer. Journ. Math. 69 
(1947) 46—58), amely a gyűrű összes reguláris (moduláris) maximális 
kétoldali ideáljának a metszetével esik egybe. >

Vizsgálták többen, hogy ez a radikál topológikus gyűrűkben milyen feltételek 
mellett zárt. Erre-а problémára a vegyes eredmények tárgyalásánál még visszatérünk. 
Az (asszociatív) gyűrűk esetében sokfajta radikál ismeretes, ezek megfelelőit eddig 
sajnos csak speciális radikálok és speciális topológikus gyűrűk esetében vizsgálták.

A topológikus gyűrűk tanulmányozásánál hasznos és fontos foga­
lom a jobbkorlátosság, balkorlátosság és korlátosság fogalma, amelyet
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Safarevics [208] vezetett be. Az A topológikus gyűrű S  részhalmaza 
jobbkorlátos, ha létezik о bármely U környezetéhez o-nak olyan V 
környezete, hogy S V Q U  (Ez a feltétel filter-apparátussal [37], [139] 
még egyszerűbben kifejezhető.) A balkorlátosság duális módon definiál­
ható. Egy halmaz akkor korlátos, ha egyszerre bal- és jobbkorlátos. 
Ennek a fogalomnak nagy szerepe van a bikompakt gyűrűkről szóló 
bizonyos eredmények általánosításánál, valamint az értékeléselmélet 
topológikus módszerekkel való tárgyalásánál az ún. „F-típusú” ferde­
testekkel kapcsolatban (lásd Kaplansky [109]).

Minden bikompakt részhalmaz korlátos, és sok algebrai problémánál a korlá­
tosság pótolja a bikompaktságot. Ha egy topológikus gyűrűben a kváziinverz foly­
tonos, akkor az bármely korlátos halmazon egyenletesen folytonos, továbbá bármely 
polinom bármely korlátos halmazon szintén egyenletesen folytonos.

Ezek azok az általános fogalmak, amelyek többször előfordulnak, 
ezért őket célszerű volt előkészületképpen külön megbeszélni. Egyéb 
speciális fogalmakat később ott fogunk értelmezni és tárgyalni, ahol 
erre alkalmilag szükség lesz. Azt azonban kiemeljük, hogy lineáris 
terek (vektorterek) operátortartománya mindig a komplex vagy a va­
lós test lesz a továbbiakban.

3. §. Topológikus ferdetestek, értékeléselmélet és rokon kérdések

Ferdetesteken a nem feltétlen kommutatív testeket értjük (de meg­
engedjük a kommutatívokat is). Ebben a paragrafusban említést te­
szünk a normált ferdetestekkel, továbbá az értékeléselmélettel és a 
lokálisan bikompakt ferdetestekkel kapcsolatos eredményekről és az 
ezekre vbnatkozó más, általánosabb eredményekről.

Mazur [158] közzétette — bizonyítás nélkül — azt a meglepő 
eredményt, hogy a komplex számtest felett maga a komplex számtest 
az egyetlen olyan BANACH-algebra, amely ferdetest.

Ez az eredmény önmagában is fontos és érdekes, és jelentőségét még jobban 
aláhúzza az a tény, hogy a felhasználásával bizonyította be később a szovjet normált- 
gyűrűelméleti iskola azt a fontos reprezentációs tételt, hogy bizonyos A kommutatív, 
egységelemes, radikálmentes Banach-algebrák izomorfok egy В bikompakt halmazon 
folytonos komplex függvényeknek egy algebrájával. (Itt В lényegében az A algebra 
összes maximális ideáljának a halmaza.) Ez az utóbbi tény pedig magában hordozza 
annak a ténynek egy elegáns bizonyítását (N. W iener , Tauberian theorems, Ann. 
Math. 33(1932) 1 — 100; és The Fourier integral and certain of its applications,

Cambridge Univ. Press, 1933), hogy ha egy c„e<nt abszolút konvergens trigonomet-
П = — oo

r ik u s  so r  sehol n e m  tű n ik  el, ak k o r a so r  ö sszegének  a re c ip ro k a  is k ifejthe tő  a b sz o lú t 
k o n v erg en s tr ig o n o m e tr ik u s  sorba. Ez és h a so n ló  a lk a lm a z á so k  a BANACH-algebrák-
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kai kapcsolatban e referátum későbbi paragrafusában, valamint terv szerint egy 
későbbi referátumban még említésre kerülnek.

Mármost visszatérve Mazur tételére, megjegyzendő, hogy Gel- 
fand [64] is bebizonyítja 1941-ben Mazur eredményét. Gelfand bi­
zonyítása a számértékű vektorfüggvényekre kiterjesztett komplex függ- 
vénytani LiouviLLE-tétel alkalmazásán alapul, és miként ezt Lorch 
[148] megjegyzi, hasonló eredményhez jutott korábban Taylor [226] is. 
Az eredmény Gelfand—Mazur-tétel néven terjedt el. Erre a tételre 
később elemi bizonyításokat is adtak. A rezolvens halmaz és a spekt­
rum vizsgálatával a Taylor—GELFAND-féle bizonyítás az ARENS-féle
[10] általánosított formában a következőképpen foglalható össze. Egy 
A komplex, lineáris, egységelemes algebrában az x £ A  elem spektruma 
az összes olyan Я skalár halmaza, amelyekre az x  — X.e különbségnek 
nincs reciproka (e az A egységeleme). A spektrum komplementer hal­
maza a komplex számsíkon a rezolvens halmaz. Mármost az ARENS-féle 
feltételek azok, hogy A a komplex test felett olyan egységelemes topo- 
4lógikus lineáris algebra, amelyben az inverz képzése folytonos művelet, 
és amelyhez létezik a komplex funkcionáloknak egy totális rendszere: 
azaz minden o A x £ A  elemhez van olyan /  funkcionál, hogy f(x)  A o. 
Ez utóbbi feltétel teljesül pl. akkor, ha A + konvex lineáris tér. Meg­
állapítható, hogy A minden elemének van nem üres spektruma. Ellen­
kező esetben ugyanis létezik olyan x£A ,  hogy képezhető (x — Xe)~1, 
és tetszőleges /kom plex funkcionállal képezhető a g(X) — /( (x  — Xe)~1) 
komplex függvény. Igazolható, hogy g(X) egész függvény, amely ana­
litikus, és lim g(2)— o. Ezért az általánosított Liouville-féle tétel alap-

A-»==
ján g(2) azonosan o. Minthogy /  tetszőleges, és a funkcionálok rend­
szere A felett totális, ezért (x — Xe)~1=o ahonnan e = o tehát ellent­
mondás adódik. Ezért bármely x elem spektruma nem üres. Legyen 
most A ferdetest, ekkor x spektruma csak úgy nem üres, ha x  = Xe, 
amely éppen a Gelfand—Mazur-féle tétel.

A valós test feletti olyan Banach-algebrák, amelyek egyszersmind 
ferdetestek, a fenti módszer egyik variánsa szerint a valós, komplex 
vagy kvaterno-ferdetest egyikével izomorfok. — Egy x elemet topoló- 
gikus zérusosztónak nevezünk a" normált algebrában, ha van olyan 
y„ nem-zéró-sorozat, hogy xy„-*o vagy y nx->-o. Mármost érvényes 
Silov [216], Arens [10] és R ickart [205] eredményeinek a következő 
élesítése (Kaplansky [114], [115]): topológikus zerusosztó nélküli nor­
mált algebra a valós test felett vagy a valós, vagy a komplex test, vagy 
pedig a kvaterniók ferdeteste. Ennél az eredménynél sem az egység­
elem létezése, sem a komplettség nem szerepel a feltételek közt. Továbbá, 
ha A egy NEUMANN-reguláris BANACH-algebra (azaz minden af_A elem­
hez létezik a BANACH-algebrában olyan x£A,  hogy a =  axa), akkor A
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véges dimenziójú algebra [114]. Ezzel kapcsolatban megjegyzendő, hogy 
A rens— K a p l a n sk y  [12] szerint egy lokálisan bikompakt csoportnak 
a csoportalgebrája pontosan akkor lesz NEUMANN-reguláris, ha a cso­
port véges.

• Továbbá I. Seqal a doktori értekezésében (Yale University 1940) gyengén regu­
lárisnak nevezte az A gyűrűt, ha minden XyíO  elemhez van olyan у  7= о elem, hogy 
y x y  = y. (A gyenge regularitás ekvivalens azzal, hogy minden nem zérus főbalideál 
tartalmaz nem zérus idempotenset. Ezért a  NEUMANN-regularitásból folyik a gyenge 
regularitás. Viszont létezik olyan végtelen dimenziójú (tehát nem NEUMANN-reguláris) 
BANACH-algebra, amely gyengén reguláris. (Egyébként egy X  bikom pakt Hausdorff- 
téren folytonos összes valós függvény C(X) BANACH-algebrája pontosan akkor lesz 
gyengén reguláris, ha Y-ben minden nyílt halmaz tartalmaz egy nyílt és zárt halmazt.)

Minthogy a topológikus lineáris terek összefüggöek, kérdezhető, hogy milyen 
összefüggő topológikus testek léteznek. Más vonatkozásban ugyanez a kérdés merült 
fel Baer—Hasse [20] dolgozatában is 1932-ben. D ieudonné [46] 1946-ban konstruált 
a komplex számtestben egy olyan összefüggő valódi résztestet, amelyik nem a valós 
számtest. Kapuano [126] pedig topológikus 1-dimenziójú olyan résztestet konstruált 
a komplex számtestben, amely természetesen szintén nem a valós számtest.

Mazur egy tétele szerint egy, az R  valós testet tartalmazó olyan 
К  normált test, amelynek az N  normája az R testen vett abszolút érték 
folytatása, szükségképpen vagy maga R  vagy a C komplex számtest. 
(Lásd még Aurora [17] cikkét). Mármost Silvio Aurora [18] elejti 
azt a feltételt, hogy R^=K és gyengíti a normáról tett MAZUR-féle fel­
tételt is, amelyet Aurora csak a prímtest egy részhalmazára szab ki 
megszorításnak. Eredménye az, hogy К  eme általánosabb esetben C 
egy résztestével lesz algebrailag izomorf. Aurora [17] általánosítja 
Ostrowski egy tételét is azzal, hogy megmutatja a következőt: На К  
topológikusan összefüggő normált test, és N(x2) = (N(x))2 minden 
x  6 К esetén, akkor К  izomorf a Q (valós test feletti) kvaternio-ferde- 
test egy résztestével. Aurora [19] megmutatja, hogy az előbbi multip­
likativ tulajdonságot elegendő ugyanazon állításhoz megkövetelni A-nak 
egy olyan В részhalmazán, amely egyrészt sehol sem sűrű А-ban, más­
részt x t , x2, ..., Xj esetén N(x1x 2---xi) = N(x1)N(x2) ■■■ A(x;) harmad­
részt pedig x £ B  és у  dК  esetén N(...xy...) = N(...yx...)  teljesül.

A Gelfand — MAZUR-tételhez hasonló eredmények kimondása és bizonyítása 
szerepel még Zelazko [246] cikkében. Vilhjalmur Ögmundson [183] a Erobenius- 
tételnek nemasszociatív, normált, valós test feletti, végesfokú algebrákra való általá­
nosítására ad új, eléggé elemi bizonyítást.

Kürschák [143] egy К  test értékelését úgy definiálta, mint egy 
nem-negatív, valós értékű \a\ függvényt, a £ K, ahol \a\ = o pontosan csak 
a = o esetén teljesül, és érvényes |aű| =  [a|-|ó| valamint \a + b\ ^  |a| +  |h|. 
Ez a fogalom úgy jö tt létre, mint a p-adikus számoknak és a komplex 
számok abszolút értékeinek a közös általánosítása. Ostrowski [179] 
megmutatta, hogy az előző két eset valamelyikével bizonyos értelem-
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ben ekvivalens egy általános értékelés is. Egy értékelt К  test ugyanis 
az archimedesi esetben izomorf a komplex számok egy résztestével, 
ahol az értékelés lényegében a közönséges abszolút érték, míg a nem­
archimedesi esetben a /;-adikus értékeléssel eleget tesz egy még élesebb 
\a + b\ ^ m ax  (|ű|, |ft|) „háromszög-egyenlőtlenségnek” is. Bár az al­
gebrai számelméletben célszerű az összes értékelést tekinteni, mégis 
O st r o w sk i struktúra-tételében főleg a nem-archimedesi eset érdekes. 
Kr u l l  [140] észrevette ugyanis, hogy az előbbi élesített háromszög­
egyenlőtlenséggel pótolt értékelés-axiómák közt az értékek Г tartomá­
nyában nincs szerepe az összeadásnak, ezért Г szerepében vehető egy 
tetszőleges, rendezett ABEL-csoport. Az így általánosított értékelés ré­
vén is értelmezhető Á'-ban test-topológia. Először vizsgálták azt az 
esetet, amikor Г a racionális egész számok additív csoportja (lásd T eich- 
m üller  [228] és M acL a n e  [152]), majd általánosabb Г esetére K a p - 
la n sk y  [107] ért el bonyolult eredményeket. Cohen [40] hasonló vizs­
gálatot végzett el a lokális gyűrűk esetében.

Ezek a gyűrűk tudvalevőleg olyan egységelemes és ideálokra nézve maximum­
feltételű gyűrűk, amelyekben csak egyetlen maximális valódi ideál van. Ennek a kitün­
tetett ideálnak a hatványait célszerű a 0 teljes környezetrendszeréül venni, ha e rend­
szerre teljesülnek a környezet-axiómák. Régebben további axiómákat is hozzávettek 
a lokális gyűrű definíciójához. Az értékeléselmélet, a lokális gyűrűk és általánosítá­
saik körül nagy szakirodalom alakult kk >

Az értékeléselméletben gyakran vannak olyan bizonyítások, ame­
lyek nem használják ki teljesen, hogy a testben értékelés is adva van, 
hanem csak bizonyos enyhébb topológiai feltételeket elég kihasználni. 
Ilyen feltétel K aplansk y  [109] dogozatában a topológikus testnek a 
következő tulajdonsága: Ha S  korlátos Á'-ban és van 0-nak olyan 
U környezete, hogy U(~) S  üres (azaz 0^ S), akkor S~1 is korlátos A-ban. 
Az olyan ferdetesteket, amelyekben ez a feltétel teljesül, K aplansky  
[109] nyomán „ F-típusúaknak” fogjuk nevezni.

B o u r b a k i [37] könyvében az 57. oldal 13. példánál a ferdetesteknek ez az osztálya 
egyébként már 1942-ben röviden tárgyalva lett. Egy F-típusú komplett topológikus 
К  ferdetest felett bármely véges dimenziójú topológikus vektortér szükségképpen 
К  véges sok példányának a szorzatterével van topológizálva. Továbbá F-típusú algeb­
ra iig  zárt topológikus testnek a komplett lezárása ugyancsak F-típusú topológikus 
test. Érdemes megvizsgálni a kérdést, hogy egy F-típusú topológikus testnek egy 
tetszőleges végesfokú algebrai bővítése topológizálható-e úgy, hogy a bővítés szintén 
F-típusú legyen, ugyanis a kvadratikus bővítések esetére [109] szerint erre igenlő a 
válasz. Továbbá [109] szerint a valósan értékelt testek F-típusúak, és van bennük a 
nullának olyan környezete, amely csupa topológikusan nilpotens elemből áll. Z elinsky  
[247] a nem-archimedesi módon értékelt testeket hasonlóan jellemezte. Bármely ren­
dezett test a rendezési topológiában F-típusú. Viszont nem triviális kérdés, hogy a 
racionális számtest minden F-típusú topológizálása feltétlenül értékeléssel van-e 
megadva? H a b ic h t  [80] a valósan zárt testek felett vizsgálta a polinómokat, és K a p­
lansky  [110] ezt általánosította a F-típusú testek feletti polinomokra.

18 Matematikai LapoK
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Carruth [39] értékeléselméleti módszerekkel vizsgálta, hogy egy 
К  test mikor lesz analitikusan izomorf egy hatványsorokból álló test­
tel, miközben Kaplansky bizonyos korábbi eredményeit (amikor Kap- 
lansky a testek karakterisztikájára megszorítást tett) általánosította 
karakterisztika-feltételek nélkül. Jaffard [97] tárgyalja hálószerűén ren­
dezett csoportban a „fiiét” fogalmát, amely a testek értékelésének egy 
általánosításánál jelentős.

Legyen ugyanis G  hálószerűén rendezett csoport, és G+ a pozitív elemek halmaza 
a nullával együtt. Legyen a  =  b  akkor és csak akkor, ha bármely X e G r elemre az 
пПх =  0 és br\x =  0 feltételek egymással ekvivalensek. Ekkor G* felbomlik a =  
reláció alapján ekvivalenciaosztályokra, amelyeket „fi!et”-eknek nevezünk. Legyen 
а е я  és ekkor á g i  azt jelenti,hogy а Лх =  0 esetén b nx =  0 is teljesül az összes 
x e G *  elemre. J a ffard  [98] a féligrendezett ABFL-csoportokhoz a KaurL-féle mód­
szerrel a féligértékelt testeket rendeli hozzá. Egy К  féligértékelt test pontosan akkor 
lesz topológikus test, ha G hálószerűén rendezett, és van hozzá maximális „fiiét” .

Zelinsky [250] olyan komplett topológikus testeket ad meg, ame­
lyek nem értékelésből származnak. D ürbaum [49] bevezeti a „Fast­
ordnung” fogalmát. Ez egy К test olyan О részhalmaza, amely zárt 
a szorzásra, továbbá 0£O , 1 £0 ,  — 1 és van olyan z £ 0  hogy 
z (0  +  0).Q О. На (p а К test értékelése, amely nem feltétlen archimedesi, 
akkor a <p(x)^ 1 feltételt kielégítő x £ K  elemek Aí-ban maximális Fast- 
ordnung-ot alkotnak. Továbbá minden maximális „Fastordnung” egy 
alkalmas értékelésnél éppen az egészek halmaza. Bármely „Fastordnung’' 
bármely ferdetestben invariáns a belső automorfizmusokkal szemben. 
Kowalsky és Dürbaum [51] újra igazolják e módszerrel Fleischer 
[58], [59] eredményeit, hogy egy К  topológikus ferdetest pontosan akkor 
értékelhető, ha 1. К  egy F-típüsú ferdetest; 2. К  multiplikativ kommu- 
tatorcsoportja korlátos a topológiában. A bizonyítás felhasználja, hogy 
К  lokálisan bikompakt, továbbá К  környezetbázisa az összes x- U hal­
maz rendszere, ahol xp^O, x £ K  és U Fastordnung A'-ban. Minden 
x £ K  elemhez van olyan y£_K hogy x U Q Uy és minden у-hoz van olyan 
z hogy UyQzU. Itt a F-típus további feltételeket szab ki még U-ra. 
Egy topológikusan nilpotens elemek nélküli topológikus К ferdetest. 
pontosan akkor értékelhető egy (nem feltétlen kommutatív) rendezett 
csoporttal, ha AT tartalmazza a 0-nak egy invariáns korlátos környezetét.

K o w alsky  [138] Stone-félének nevezi az olyan К topológikus ferdetestet, amelyre 
a C*(x, K)  gyűrűbeli bármely M  maximális ideállal C*(X, K)/M  érvényes, 
ahol C*(X K) az összes olyan függvények gyűrűje, amelyek az X  topológikus teret 
а К  test egy korlátos részhalmazára képezik le. Mármost G o l d h a b e r —W olk  [79] 
eredményét általánosítva K ow alsky  megmutatta, hogy egy K-tipusú ferdetest pon­
tosan akkor STONE-féle, ha lokálisan bikompakt.

Krull [142] rendszeresen összefoglalja a testek különféle topolo- 
gizálási eljárásait. Warner [234] igen általános eredményei a lokálisan 
bikompakt testek értékelésgyűrűjére is adnak alkalmazást.
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Fuchs László [62] megadta az értékeléselmélet egy általánosítá­
sát, miközben a v(a) értékelés-függvény axiómái közt a háromszög­
egyenlőtlenséget azzal az axiómával helyettesítette, hogy ha v(a)^v(c)  
és v(b)^v(c)  akkor legyen v(a — b)^v(c) .  Ez olyan értékeléseket szol­
gáltat, amelynél az érték-csoport féligrendezett. Integrálisán zárt gyűrű­
nek az értékcsoportja lineárisan rendezett csoportoknak egy szub- 
direkt összege. Rees [198] egy A NoETHER-féle integritástartományon 
az /  nemnegatív valós függvényt homogén filtrációnak nevezi, ha 
f i x  y) — min (f(x),f(y)),  továbbá f(x-y)  &/(.v) +f(y)  és f ( x n) =  n-f(x). 
Létezik bármely /  homogén filtrációhoz Л-nak а К  hányadostestén 
diszkrét értékeléseknek olyan v„ sorozata, hogy minden О ^ а в А  elem 
esetén ( 1 ) vn(a) nemnegatív egészszámú többszöröse az (w(n ) ) “ 1  szám­
nak, ahol m(n) az n-től függő' egész szám és f(á) =  lim in fvn(a). H a /  
racionális értékkészletű, akkor f (á)=  lim vn(a). Többek közt Cohn és

П —too
Mahler [41] a pseudonértékéléseket is vizsgálták. Ezek olyan w(a) 
nemnegatív valós függvények egy A gyűrűn, hogy h (0 )—0, továbbá 
w(a = b)^w (á) + w(b) és w(ab) w(a)-w(b). Ha w(a — b)S. 
^m ax {w(a), w(b)), akkor a pseudo-értékelés nem-archimedesi.

Bizonyos pseudokonvergenciát tárgyal T a i [224] az értékelt testek perfektsé- 
gére vonatkozó szükséges és elégséges feltételében, míg Verhoeff [230] pedig po(i- 
nomok segítségével mutat meg egy kapcsolatot egy nem-archimedesi értékelt testben 
a pseudokonvergencia és az értékben való konvergencia közt. W r ig h t  [240] a nem- 
asszociatív esetben tárgyalja az értékeléseket.

A valós számok, komplex számok és a p-adikus számok előbbi 
példáival kapcsolatban természetes dolog azt kérdezni, hogy milyen 
lokálisan bikompakt testek léteznek. Egymástól függetlenül van Dant- 
zig [42] és Pontrjagin [185] végeztek ilyen vizsgálatokat. Pontr­
jagin megmutatta, hogy a lokálisan bikompakt és összefüggő ferde­
testek csak a valós, vagy komplex testtel vagy pedig a kvaterniók ferde­
testével lehetnek izomorfok. Dantzig azonban csak a kommutatív 
esetet tárgyalta. Pontrjagin pedig először (pl. [186] könyve első kiadá­
sában is) felhasználta a második megszámlálhatósági axiómát, de ké­
sőbb [185]-ben a nélkül bizonyította be a tételt.

Minthogy az egyszerű gyűrűk vagy összefüggőek, vagy pedig tel­
jesen nemösszefüggőek, célszerű tárgyalni a teljesen nemösszefüggő 
lokálisan bikompakt ferdetesteket is. A kommutatív, teljesen nem­
összefüggő és lokálisan bikompakt testek esetében Pontrjagin azt 
találta, hogy ezek izomorfok vagy a p-adikus számoknak egy véges­
fokú bővítésével (ezek a 7r-adikus testek, amelyeknek olyan további 
véges bővítéseit vizsgálta Safarevics [209], amelyeknek a л-adikus 
alaptest feletti GALOis-csoportja véges p-csoport), vagy pedig izomorfok 
egy véges test feletti formális hatványsoroknak a testével (ezek a z-adikus
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testek). Jacobson [93] kiegészítette ezt az eredményt a nemkommuta- 
tív eset vizsgálatával, és megmutatta, hogy ekkor végesrangú ciklikus 
algebrát kapunk a 7t-adikus vagy a z-adikus test felett.

Pontrjagin [183] dolgozatából kiderül, hogy lokálisan bikompakt ferdetes­
tekben érvényes az első megszámlálhatósági axióma, és Jacobson [93] ezt az axiómát 
mégis- megköveteli. Otobe [182] újra kimutatja, hogy az első megszámlálhatósági 
axióma megkövetelése felesleges. Később a második megszámlálhatósági axióma is 
fáradtság nélkül volt nyerhető a bizonyításból.

Safarevics [208] jellemzést adott azokról a testekről, amelyeknek 
van olyan értékelése, amely az eredeti topológiát adja vissza. A problé­
mában szereplő feltételek a lokálisan bikompakt testek esetében köny- 
nyebben megfogalmazhatók, és így a PoNTRJAGiN-féle struktúratétel 
szerint a kérdés az értékelés-elmélet egyik kérdésére redukálódik. Az ér­
tékeléselmélet módszereivel aztán meg lehet oldani a SAFAREVics-féle 
problémakört. A nemkommutatív esetben ehhez újabb nehézségek csat­
lakoznak (Kaplansky [109]). Megjegyzendő, hogy az összefüggő és 
teljesen nemösszefüggő eset egészen azonos mederben is tárgyalható. 
Ez utóbbi érdem Braconnier [33] bizonyításából fakad, aki megjegyzi, 
hogy x-*-ax{a^ 0 ) egy lokálisan bikompakt topológikus ferdetest addi­
tív csoportjának homeomorf automorfizmusa. Ez a leképezés a Haar- 
mérték egyértelműsége miatt minden mértéket egy v(a) pozitív valós 
számmal szoroz, és igazolni lehet, hogy v{á) tényleg értékelés, és az 
értékeléselmélet alkalmazható.

K rull [141] vetette fel még 1936-ban azt a kérdést, hogy tekinthető-e értékelés- 
gyűrűnek (valamely alkalmas értékelésben) bármely olyan egységelemes integritás­
tartomány, amely a hányadostestében teljesen integrálisán zárt és amely primér 
gyűrű. N agata  [166] foglalkozott 1952-ben e kérdés megoldásával, miközben úgy  
vélte, hogy sikerült neki olyan mondott tulajdonságú integritástartományt konstru­
álnia, amely nem értékelésgyűrű a Mnyadostest egyetlen értékelésében sem, és hog y  
ezzel sikerült negatív irányban K rull problémáját megoldania. R ibenboim [200] 
észrevette 1956-ban, hogy Nagata ellenpéldája nem jó, ezért konstruált Ribenboim 
egy helyes ellenpéldát K rull problémájának a megoldására. Ugyancsak R ibenboim 
vizsgálta egy másik [199] korábbi dolgozatában annak szükséges és elégséges felté­
telét, hogy a mondott tulajdonságú integritástartományok értékelésgyűrűk legyenek.

A lokális bikompaktság a ferdetestek terére vonatkozólag gyen­
gíthető a lokális korlátosság feltételezésével. Legyen К  lokálisan kor­
látos ferdetest, amely minimális abban az értelemben, hogy rajta nem 
létezik gyengébb lokálisan korlátos testtopológia. Legyen továbbá a 
multiplikativ, kommutátor csoport korlátos. Akkor — miként ezt 
Fleischer [59] is megmutatta, — a topológia értékeléssel adható meg. 
Bármely lokálisan korlátos topológia egy minimálissá gyengíthető. :— 
A szorzás asszociativitásának a gyengítésével, elhagyásával vagy más 
feltételekkel való pótlásával érdekes nemasszociatív testek lépnek fel,
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amelyek: közül némelyik a geometria alapjaival függ össze. (Lásd pl. 
K olm ogorov  [136], K oeth e  [134].)

Ruth Moufang munkásságának a szempontjából különösen az alternatív 
ferdetestek érdekesek. Az Összefüggő eset hasonló az asszociatív ferdetestekébez, a 
teljesen nem. összefüggő eset bonyolult és még nincs kivizsgálva teljesen, bár ez kap­
csolatban állónak látszik a я -adikus és z-adikus számok feletti Cayley—D ickson 
algebrákkal. Itt Braconnier [33] módszere szintén alkalmazhatónak látszik. E mód­
szerrel kapcsolatban jelent meg a lokálisan kompakt asszociatív ferdetestekről W eiss— 
Zierler [239] cikke is.
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О ТОПОЛОГИЧЕСКИХ АЛГЕБРАХ И КОЛЬЦАХ, I. 

Ф. Сас

ON TOPOLOGICAL ALGEBRAS AND RINGS, I.

F. Szá s z



Egy, a komplex számok hatvány összegeire vonatkozó 
szélsőérték-feladat és annak egy alkalmazása

Gallai Tibornak, 50. születésnapjára

T ú rán  P ál

1. Legyenek bx, b2, ■■.,bn, z t , z2, ..., zn komplex számok, v egész 
szám, mely egy előírt I  intervallumban változhatik. Mint e sorok írója 
észrevette, a «

' V П
max 2  bjz) 
ver j=i

-ra vonatkozó, szisztematikusan felvetett minimumfeladatok megoldása 
a matematika látszólag rendkívül távoleső fejezeteit tudja összekap­
csolni.* Egyik első ilyen feladat a

bí = b2= ... =  bn= f, / : 1 S r S «
esetre vonatkozik és azt kérdezi, hogy

(1.1) Zj =  max \zj\ =  1
i =1... n

normirozás mellett mikor lesz

max \z\+z% + ... +  z*|
v =  l , 2 .......n

minimális és mi e minimum értéke? Még távol állunk e feladat teljes 
megoldásától, bár lényeges haladást jelentett A t k in so n** azon ered­
ménye, mely szerint (1.1) mellett

*j
(1.2) min max \z \-\- ... +z*| .

~ „ _ 1 П

* Ennek egy első megfogalmazását „Eine neue Methode in der Analysis und 
deren Anwendungen” c. könyvemben adtam meg; egy lényegesen továbbfejlesztett 
alakja az Interscience Tracts sorozatban megjelenendő angolnyelvű kiadás.

** F. V. A tk in s o n , ”On sums of powers of complex numbers”, Acta Math. 
Hung. T. XII. Fasc. 1 -2 .  (1961) p. 185-1888.
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Orientációképp jegyezzük meg, hogy, mint azt a

(1.3) Zi = í, z2 = z 3= ...=z„ = 0

értékrendszer mutatja, M „ s  1, továbbá, hogy, mint C assels* meg­
mutatta, ugyancsak az (1. 1) normirozás mellett

(1.4) MÍá£min max •jzj’+ ..."+ z j| =  1
Z j  v = l , 2 , . . . , 2 n - l

és itt, mint D a n c s** megjegyezte, az egyenló'ség „igen sok” (zt , z2, ..., 
z„)-értékrendszcrre érhető el.***

Az előbb említett feladatokban a z^-változókra csak egy normirozó 
megkötést tettünk. Utóbbi időkben kiderült, hogy oly feladatok is 
jelentőséggel bírnak az alkalmazásokban, melyeknél a normirozáson 
felül a változókra megkötéseket rovunk ki.**** Persze, ilyen megkötések 
számtalan módon választhatók; ezek kiválasztásánál szelektáló elv csak 
az kell, hogy legyen, hogy a) őket egy szándékolt alkalmazás suggallja 
és b) lehetőleg elegánsan tárgyalható legyen. (1.2) és (1.4) szerint az 
ott definiált minimax-ok 1 fölé nem kerülhetnek. Viszont ezek alkal­
mazása algebrai egyenletek közelítő megoldására felveti azon kérdést, 
milyen mellékfeltételek mellett lehet e minimaxokat mégis 1 fölé hozni; 
persze, e mellékfeltétel olyan kell, hogy legyen, hogy adott esetben 
teljesülése verifikálható legyen. E dolgozatban megmutatjuk, hogy, ha a 
( z l+ z v2 + ... + zJJ) hatványösszegeket röviden .st,-vel jelöljük, akkor n =  2k 
esetén az
(1.5) st = s2 = ... =  í t =  0 

és n = 2k +  1 esetén az

(1.6) Sí = s2= . . .= s t  = 0
mellékfeltétel mindkét követelményt kielégíti. Az alkalmazás tehát al­
gebrai egyenletek gyökeinek eloszlására fog vonatkozni, tehát egy oly

* J. W. S. C assels, ”On the sums of powers of complex numbers”, Acta 
Math. Hung. T. VII. Ease. 3 - 4 .  (1956) p. 283-289.

** Megjelenés alatt a Mat. Lapokban.
*** Az (1,2) alatti tételre ill. az M„ ̂  1 egyenlőtlenségre vonatkozólag meg­

jegyzem, hogy nem ismeretes olyan numerikus 0 <  & <  1, hogy minden pozitív egész 
n-hez létezik oly (zIn, z2„ , ..., z„„)-értékrendszer, hogy (1.1) mellett

max íz, +  ... +  z*| s  A
V= 1, П

**** L. pl. S. KNAPOWSKi-val íro tt  ’’C o m p ara tiv e  p rim e -n u m b er th eo ry ”  c ím ű  
nyolc  d o lg o za tb ó l á lló  so ro z a tu n k a t, m ely  az  A c ta  M ath . H u n g .-b a n  fog m eg je lenn i.



281

19 Matematikai Lapok 

/

témakörre, melyben Gallai Tibor fiatalabb éveiben sok szép, publi­
kált és publikálatlan eredményt ért el (pl. disszertációjában*).

\2. Fennáll tehát a következő' két tétel (melyek persze összefoglal­
hatók volnának az [x]-függvény felhasználásával, de melyet itt elkerülen­
dőnek tartok.)

J. t é t e l . n = 2k esetén az (1. 1) normálás és az (1. 5) mellékfeltétel 
mellett

” ‘\ . , Т . . , г15-| = ( т т т + т т 2 +  :- '+ ^ )  ;

az egyenlőség jele csakis akkor érhető el, ha z1, z 2, ■ ■ z2k a

( 2 k  1 \  2  к  - 2  fc-v

2  7 )* “ -  2  — = o
v = t + l V /  v=t+l  V

egyenlet gyökei.

II. tétel. Ha n = 2 k + l, az (1. 1) normálás és az (1. 6) mellékfel­
tétel mellett

(  1 1 1 V 1
mm max К  =  , , , +  , v - +  ••• + 0L T T ) 5v=fc+i 2k + i \ k +  I k  + 2 2k +  1/

az egyenlőség jele csakis akkor érhető el, ha zlf z2, ■■■, hk+i a

(
2 k  + l  1 \  2 k +  1 - 2 k  + 1 — v

2  7 W 1-  2  = o

egyenlet gyökei.
Mivel a két tétel bizonyítása teljesen parallel halad, elég a 2. tételt 

igazolni. Tekintsük az
(2.3) F(z)Mz2k + 1+ aiZ2k + . . . +a2k+i = 0
egyenletet, melynek zx( =  1), z2, ..., z2k+í gyökei. Ekkor a N ewton— 
G irard formulák értelmében

J l  + Й !  = 0  
Sj +  ö jS! + a 2 =  0

(2. 4)
s 2k+l + a l s 2k +  ••• + a 2ks i +  (2k +  l ) a 2k+1 =  0.

* „Valós zéróhelyekkel bíró polinomokról,” Matern, és Fizikai Lapok, 46 
(1939) p. 3 1 -5 7 .



282

Az (1. 6) mellékfeltétel következtében ebből szuccesszive következik, 
hogy ' - \
(2.5) ax = a2 = ... =  a* =  0.

Tekintsük (2. 4)-nek v-ik egyenletét, ahol к +  1 v ̂  2k +  1. Vegyük 
észre, hogy ezen egyenletben az első és utolsó tagtól eltekintve minden 
tag 0, vagy (2. 5), vagy (1. 6) miatt. Tehát ezen v-kre

svav= -----v

és így az jF (z) =  0 egyenlet a

(Z- b) z k + 1 k  + 2 -  2 k* 2 k + l _U

alakot ölti. A zt =  l normális miatt ebből

(2-7) 2  * = 1 ,
v = f c +1 v

amiből
f  2ü + l  1 )  2 k  +  l  ~

(2.8) 2  -  max |sv| S  2  - v =  1
(v  = fc + l  v  J  V = fc+1......2 k + J . v = k+  1 v

tényleg. Az egyenlőség jele (2. 7)-ben nyilván csak akkor állhat fenn, ha
/  2fc+l A - 1

s k  +  í  = s k  +  2  —  ••• =  s 2 k  +  l  =  ( 2 ~ )  e ‘“
\ v  =  *t + 1 V /

és (2. 7) miatt a =  0. Vagyis az extremális rendszer csak a (2. 2) egyenlet 
megoldásrendszere lehet; csak azt kell még belátni, hogy e megoldás­
rendszer (1. l)-et kielégíti. Hogy z x = 1, az (2. 2)-ből nyilvánvaló. Hogy 
belássuk, hogy a (2. 2) egyenlet többi gyökei is a zárt egységkörbe 
esnek, osszunk le (2. 2)-ben a (z — 1) gyöktényezővel; így a többi gyök 
kielégíti az

( щ + ^ и т т ) (г!‘ + ' !‘ ' 1 + - + ' ‘и
»

+  ( k i 2 +  +  2 к + т ) ^ -1 +  (k  +  3 +  ■” + 2 k + l ) Z" 2+  "• +

+  2 k + l  =  °
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egyenletet. Ennek gyökei azonban Kakeya tétele miatt tényleg a zárt 
egységkörbe esnek.

Érdekes feladat lenne n = 3k esetén megoldani a megfelelő extre- 
mumfeladatot, ha a mellékfeltétel

(2.9) Sl = s2= ... = sk= 0.
3. Most térjünk rá az I. és II. tételek alkalmazására. Legyen a 

megoldandó egyenlet

(3.1) z 2k +  ak+1z k~ 1+ a k+1z k- 2 +  . . . + a 2k =  0
\

alakú. Ekkor a gyökök első' *k hatványösszegét a N ewton—Girard 
formulák alapján meghatározva (1. 5) nyilván teljesül. Ha e hatvány­
összegek erl 5  a2, ..., <r2k, akkor alkalmazva az idézett könyv német 
kiadásának 108—109. oldalain található gondolatmenetet adódik a 
következő

III. tétel. Ha a  (3. 1) egyenlet z x , z 2 , z lk gyökeire

\z l\ — \zl\ — ••• — \z2k\ >
akkor

(3.2) ' 2  - •2к L  v=T+i v
max |<TV| V

v = ü + 1.... 2fc

Továbbá

IV. tétel. Ha a

(3.3) z 2k+1 +  ak+1z k +  ak+2z k- 1+  . . . + a 2kz +  a2k + 1 =  0 

egyenlet z x, z 2 , ..., z2k+1 gyökeire

\z l  \ — 12г1 — ••• — l z 2 k +  11
akkor

(3.4) _ J _ »  — J ü J -------
2 t + ' ~  шах

v = fc+l... 2t+l
Az általános esetben könyvem idézett gondolatmenetéből az ott 

felhasznált hatványösszegtételemet Atkinson erősebb egyenlőtlenségével 
helyettesítve az adódik, hogy ha a

(3.5) f ( z ) M z n +  a xzn~ 1 +  ... +a„ =  0

19*
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egyenlet gyökeinek v-edik hatványösszege a 2 és gyökei z y , ..., z„,< ahol 

\z i\ — 1гг! — ••• — lznl>
akkor

(3. 6) -  ^ ------— -----r  =  6,11 -L
max |<7V| v

v= 1, 2,..., n

míg A tk in so n  tétele helyett C assels (1.4) tételét alkalmazva

(3.7) ^ --------- kl1 1' Г й» .
max |<7V| v

v= 1, 2 , 2n — 1

(3. 2) és (3. 4)-ben a felső korlát nem javítható, (3. 6)-ban az alsó, (3. 7)- 
ben egyik sem. Érdekes feladat volna (3.2) és (3 .4)-ben az alsó 
korlát javítása.

Persze, a reciprok egyenletre térve |zj-re állanak fenn analóg egyen­
lőtlenségek.4

4. A (3. 6) és (3. 7) egyenlőtlenségek a numerikus alkalmazásban 
nem direkt, hanem /(z) /r-ik GRAEFFE-transzformáltjára alkalmazandók; 
ha <7V„ a ,u-ik GRAF.FFE-transzformált gyökeinek v-ik hatványösszege 
(mely /(z) együtthatóiból az első három alapművelettel nyerhető), akkor 
(3. 6), ill. (3. 7)

‘4 1 )  > ‘ l
max |(TV̂ |V

' v = l  >
Ш.

(4.2) ( I f - ---------- H Ű -------
4 7 í 1)55

max |or Iv
( , V = 1  2и— 1  '

egyenlőtlenségekbe mennek át. így a körgyűrű az |z| =  1 körvonalhoz 
tetszőleges közeire zsugorítható, ha /л-t (csupán n-tői és a kívánt precíz- 
ségtől függően!) elég nagynak választjuk. A gyakorlatban nehézséget okoz 
azonban — speciális új gépektől eltekintve — az, hogy a G raeffe- 
transaformáltak együtthatói /í-vel gyorsan nőnek. Emiatt teoretikus cél 
a körgyűrűt, esetleg speciálisabb egyenlettípusok esetére szűkíteni. А III. 
és IV. tételek ezirányú eredmények.
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5. Az ötöd-, ill. hatodfokú egyenleteknél a (3. 3), ill. (3. 1) típus a 

(5.1) z5 + a3z2 +  aAz +  a5 = 0,
ill.
(5. 2) z6 +  aAz2 + asz + a6-  0

alakokat jelentik. Mint jólismert, az általános ötöd-, ill. hatodfokú 
egyenletek legfeljebb harmadfokú egyenletek megoldása után ilyen alakra 
hozhatók (persze GRAEFFE-transzformáció bevetése esetén az (5. 1), ill. 
(5. 2) alakra hozás a GRAEFFE-transzformáció elvégzése után alkalma­
zandó). Hogy csak másodfokú egyenlet megoldása kelljen, ahhoz csak a

(5. 3) z6 +  a3z3 + aAz2 + a5z + a6 0

normálalak elegendő'. Ez pedig azon általános feladathoz vezet az 
előbbiek alapján, hogy, ha n = 2k, akkor mi

(5.4) max |sv|
v = l , 2  2 к

minimuma, ha az (1. 1) normálás mellett

(5.5) j 1 = ^ 2 = . . . = í f c _ 1  =  0?

Előbbi gondolatmenet ismétlése arra vezet, hogy az (1. 1) normálás tel­
jesülése mellett sk,s k+1, .. . ,s2k között az egyetlen megszorítás az

(5- 6) k T l + k  +  2  +  - " + 2 k - l ~ k ^ W

reláció. Rögzítve ebben egyelőre sk-1 nyerjük, hogy

max |Jt| J  I  i )  1 1 - f +  J *  .
v =  fc +  l , . . . ,2fc \ v  =  f c + l  V  /  &

Ha rövidség kedvéért

(5Л) (  I  j )  l = A,
Vv =  fc+1 V /  —

akkor tehát

(5.8) min max |í v| s m i n  max I к  |ю|, 1 — a> + ^ -  ).

A minimax értéke kissé hosszadalmas diszkusszióval persze könnyen 
meghatározható volna; nehezebbnek látszik annak eldöntése, hogy az 
extremális értékeknek megfelelő polinom gyökei |z| ^  1-be esnek. Mivel
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azonban a minimax ,4-nál csak igen kevéssel kisebb, itteni céljainknak
A

megfelel a következő becslés. Ha [co| — ̂ » akkor a max nyilván

На | ф р

tehát 

(5. 9)

S A .
/

akkor a belső max

min max |j v| = A \ 1 — —
Z j  v  =  k , k + l ,  . . . , 2 k  \  &

Ebből, mint előbb, adódik az 
V. tétel. Ha a

z2k + akzk + ak+ízk~1 + + a 2k- 1z + a 2k= 0
egyenlet gyökeinek v-ik hatványösszege crv, akkor a z k maximális abszolút 
értékű gyökre az

- k i
2 k ~  i

max |c7v| v
v  =  k , k  +  í ..... 2  к

2 Л ____1____

к 2k2
( ahol A az (5. 7) alatti érték) egyenlőtlenség áll.

Itt az egyenlőség jele egyik helyen sem érhető el.
Az általános esetben z"~1 együtthatója egyszerű transzformációval 

0-á tehető. Ez a tény a (3. 6)—(3. 7) alattinál kisebb relatív-hibájú kör­
gyűrűk megtalálásának lehetőségét veti fel a következő két szélsőérték- 
feladat megoldása után. *

I. Mi
min max | z í + . . .+zj|

zj v = 2,3,... ,n

ha az (1. 1) normálási feltétel mellett az íj  =  0 mellékfeltételt is kiköt­
jük?

II. Mi N
min max |z£ + ... + zvn\

Z j  v = 2,3 2 n - l

ha az (1. 1) normálási feltétel mellett az í j  =  0 mellékfeltételt is kiköt­
jük?

Fenti eredmények az algebrai egyenlet legnagyobb, ill. legkisebb 
abszolút értékű gyöke abszolút értékének közelítő meghatározására vonat­
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koztak. Ezen tételek azonban módot adnak arra is,/ hogy magukat a 
gyököket is közelítőleg meghatározzuk, éspedig előírt relatívhiba mellett 
csak ettől és n-től függő szám újépésb en. Erre más helyütt fogok vissza­
térni.

ОБ ОДНОЙ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ КАСАЮЩЕЙСЯ 
СТЕПЕННЫЕ СУММЫ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ,

С ПРИЛОЖЕНИЕМ

П. Туран

В более ранных заметках автор осуществил применимость своих ме­
тодов (построенных на цепи связанных между собой .минимум —  максимум 
задач) между другим, к приближенному решению алгебраических уравне­
ний. Следуя этим идеям автор решил следующую задачу. Если 
комплексные числа с нормализацией max \zj\ =  1, тогда, если обозначить

J
через сумму z* +z*-{-... +zvn, требуется наити величину

М„ =  min max |sv|
> Zj  V = 1

с дальнейшим добавочным условием

s 1 — s 2 — •.. — Уг n I =* 0.

В этой статье показано, что, например, в случае п =  2к + 1  мы имеем:

2 к  + 1 1
М2к+1- (  2  -

\ v  =  k  + 1 ”

причем знак равенства имеет место тогда и только тогда, если числа z,  
являются корнями уравнения

2 к  +  1 1 \  2 k  +  l  v 2 k +  1 —V
2  7  ) ‘2‘+1-  2  ^ г - = ° -

\ = к  + 1 v )  ,• v=fc + 1 v

Упоминается применение к распределению корней алгебраических уравне­
ний частного вида.

ON a n  e x t r e m a l -p r o b l e m  c o n c e r n i n g  p o w e r -s u m s  o f  c o m p l e x
NUMBERS WITH AN APPLICATION 

P. T ú r á n

In previous notes the author realised the applicability of his methods 
(relying on a coherent chain of minimax problems) among others to the approxi­
mative solution of algebraic equations. Along this line of ideas the following prob-
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lem is solved. If z  , ..., z„ are complex numbers with the normalisation max \z}\ =  1 
then with the notation j v =  zH - +  zjj what is i

M„ =  min max | i v|
Z j  v = l .......n

under the further side-condition

Si =s2 = . . . :
■'КГ07

It is shown in this paper that e. g. in the case n =  2k + 1  we have

Mzk+ l :

equality if and only if the zj ’s are zeros of the equation

(  2k+l A “ 1

- Ц . т )  :
г zeros of the equatk

( 2k + i  i \  2k + l  z2fc + 1- v
T  ~  z2k + I -  У  ---------- ==0 .

v - T t l  V J  v = f t l  *An application to the distribution of roots of algebraic equations of special form 
is indicated.

/



Másodrendű közönséges differenciálegyenletek 
egy osztályának differenciálgeometriai vizsgálata

Farkas M iklós

Jelen dolgozatban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy milyen 
esetekben tekinthetők bizonyos másodrendű differenciálegyenletek integ­
rálgörbéi valamely Riemann-tér geodetikus vonalainak. A felvetett kérdés 
megoldását jól kezelhető, a gyakorlatban, konkrét differenciálegyenlet 
vizsgálatánál könnyen alkalmazható kritériumok alakjában nyerjük és e 
kritériumok alkalmazását néhány elemi példán be is mutatjuk. Érdekes 
eredményt kapunk arra nézve is, hogy a feltételek teljesülése esetén 
milyen Riemann-térrel van dolgunk. A szóban forgó differenciálegyenlet­
típus jelentőségét az húzza alá, hogy általános másodrendű differenciál­
egyenletek megoldásai az esetek jelentős részében jól approximálhatók 
a tárgyalt differenciálegyenlet-típus megoldásaival. A kapott eredmények 
tehát, mint erre később rámutatunk, felhasználhatók általános másod­
rendű differenciálegyenlet approximativ megoldásainak kvalitatív vizs­
gálatára.

Régóta és többen foglalkoztak azzal a kérdéssel, hogy milyen fel­
tételek mellett transzformálható egy általános

y" — Л х > У> / )

másodrendű differenciálegyenlet az y " = 0 alakra: 1. [11] és [lj. Bér- 
wald posthumus dolgozatában bebizonyítja: ennek szükséges és elég­
séges feltétele az, hogy a differenciálegyenlet

y" =  Ay'3 + 3By'2 +  3 Cy' + D

alakú legyen, ahol az А, В, C, D együtthatók x és у  függvényei, és 
А, В, C, D kielégítsenek egy két egyenletből álló másodrendű parciális 
differenciálegyenletrendszert; 1. [1] 10. §. Berwald idézett dolgozatából 
kitűnik, hogy az általunk felvetett általánosabb problémának sem lehet 
megoldása az előbbinél általánosabb típusú egyenlet esetében. Mi ebben 
a dolgozatban az A =  0 speciális esetnek megfelelő egyenlet vizsgálatára 
szorítkozunk.
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L. P. Ejsenhart, O. Veblen és T. Y. Thomas vizsgálták többek 
között azt a kérdést, hogy valamely и-dimenziós affin-összefüggő tér 
geodetikus vonalai milyen feltételek mellett tekinthetők egy Riemann-tér 
geodetikus vonalainak, vagyis affin-összefüggő terek metrizálhatóságá- 
nak problémáját; 1. [6], [12], [10]. A metrizálhatóságra több szükséges 
és elégséges feltételt találtak, az együtthatókra vonatkozó explicit krité­
riumokat azonban nem adtak, aminthogy ilyenek felírása tetszőleges n 
dimenziószám esetén lehetetlennek is látszik:

Tudomásom szerint a jelen dolgozatban felvetett kérdést eddig nem 
vizsgálták. Ez meglepő, különösen ha figyelembe vesszük, hogy a variá­
ciószámítás inverzproblémáját, mellyel a szóban forgó kérdés közeli 
rokonságban van, két dimenzióban már Darboux (1. [4] 604—609. §), 
három dimenzióban pedig J. Douglas (1. [5]) megoldotta. Itt ragadom 
meg az alkalmat, hogy kifejezzem köszönetemet Varga Оттопак érté­
kes útbaigazításaiért, azért a segítségért, amelyet az első kézirat hiá­
nyosságainak kiküszöbölésében nyújtott.

Tekintsük a

d l  +  +  ’) ( % )  = 0

differenciálegyenletet, melyet az elsőrendű deriváltban kvadratikus másod­
rendű differenciálegyenletnek nevezünk. Tételezzük fel, hogy az (1) 
egyenletben szereplő p, q és r függvények folytonos elsőrendű parciális 
deriváltakkal rendelkeznek. Vezessük be a

(2) t= x , x l = x ,x 2—y

jelöléseket. Az (1) egyenletet a következő, vele ekvivalens rendszer alak­
jában írhatjuk

^  =  0 dt2
(3)

d2x 2 . . , /Л сЛ 2 '  dx1 dx2 , ?. ( d x 2\ 2
ж + ' & г - ^ Ы  +  *<*,> = o -

Nyilvánvaló, hogy a (3) differenciálegyenletrendszer azon kétdimenziós 
affin-összefüggő tér kanonikus paraméterezésben adott geodetikus vona­
lait meghatározó differenciálegyenletrendszernek tekinthető, melynek 
átviteli mennyiségei az x 1, x 2 koordinátarendszerben

r í 1= r b = r ^ = r L = o

r 211= p (x 1, x 2), r 212 = r 22 1 = i q ( x \ x 2), T 222 = r{xx, x 2).
<4 )



291

Ennek belátására csak össze kell vetnünk a (3) rendszert az affin-össze- 
függő terek kanonikus paraméterezésben adott geodetikus vonalait meg­
határozó

(5)
d2x l . dxJ dxk 
dt2 + Jk dt ' dt ~

differenciálegyenletrendszerrel. Ismeretes továbbá, hogy a (4) átviteli 
mennyiségekkel meghatározott afíin-összefüggó' tér az egyetlen olyan tér, 
melynek geodetikus vonalai kanonikus paraméterezésben (3) t-tó'l függő' 
megoldásai; 1. [9] 406. o.

1. Tétel. A A (3) differenciálegyenletrendszer megoldásai akkor és 
csak akkor lesznek egy Riemann-tér (pszeudoriemann-tér) kanonikus para­
méterezésben adott geodetikus vonalai, ha az (1) egyenlet együtthatói 
kielégítik a

(6) § U 2 j lcy ex

< 7 >

parciális differenciálegyenletrendszert.
Bizonyítás. Annak szükséges és elégséges feltétele, • hogy a átvi- 

teh mennyiségek valamely Riemann-tér metrikája által generált affin- 
összefüggést határozzanak meg, a

( 8)

parciáhs differenciálegyenletrendszer olyan gik megoldásának létezése, 
mely kielégíti a
(9) gik =  Ski detgit^O
feltételeket; 1. [10]‘215. о. Ha a (8) rendszer megoldásait szolgáltató 
gik tenzor pozitív definit kvadratikus alakot határoz meg, a a tér 
tulajdonképpeni Riemann-tér, ha nem, akkor pszeudoriemann-tér.

A (8) rendszer esetünkben a (4) összefüggések alapján a

( 10)

( 11)
dg i2 
dx1

dgu
dx1 -ZgiiP,

= j g l 2 q + g22P,

dg a
dx2 = g i2q

dg 12 
dx2

1=gi2 ^ ~ 2  g22q
d g  2 2 
dx1 — g 22q!

dg 22 
dx2 1g22r( 12)
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alakot ölti, ahol a (9) feltételek közül az elsőt már figyelembe vettük. 
A (12) egyenletrendszer, mely (10)-től és (ll)-től függetlenül oldható 
meg a

alakban is írható. A megoldhatóság szükséges és elégséges feltétele a

ill. a (2) jelölések figyelembe vételével a (6) egyenlet fennállása. Ha fel­
tételezzük, hogy (6) teljesül és (12)-t már megoldottuk, felírhatjuk annak 
a feltételét, hogy a (11) rendszer megoldható jACOBi-féle rendszer legyen 
(1. [8] 48. o.) Eredményül a (6) és (7) egyenleteket kapjuk. Végül felté­
telezve, hogy g12-1 már meghatároztuk, a (10) rendszer megoldhatósá­
gának szükséges és elégséges feltétele

összefüggést kapjuk, amiből (7) következik.
Az integrálhatóság (6) és (7) feltételeinek teljesülése biztosítja tet­

szőleges kezdeti feltételeket kielégítő g ik megoldásrendszer létezését. 
Világos, hogy a g ik-к kezdeti értékei oly módon adhatók meg, hogy
(9) második feltétele teljesüljön. E feltétel teljesülése egy pontban a 
gik megoldások folytonossága következtében maga után vonja e fel­
tétel fennállását a pont bizonyos környezetében. Ezzel állításunkat 
bizonyítottuk.

Vizsgáljuk most azt a kérdést, hogy amennyiben a (6) és (7) feltéte­
lek fennállnak, vagyis (3) egy Riemann-tér geodetikus vonalainak dif­
ferenciálegyenletrendszere, ahol í kanonikus paraméter, milyen követ­
keztetést tudunk levonni a szóban forgó térre nézve. A következő meg­
lepő eredményre jutunk:

S In ff22 _  51ng22_ ,
dx1 ’ dx2

Sq ? Sr 
dx2 dx1’

vagyis a deriválást elvégezve

Ha felhasználjuk a (11) egyenleteket, a
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2. Tétel. Amennyiben a (3) egyenletrendszerre teljesülnek a (6) és 
(7) feltételek, tehát, ha (3) integrálgörbéi egy Riemann-tér (pszeudo- 
riemann-tér) geodetikus vonalai és ebben a térben t kanonikus paraméter, 
a szóban forgó tér csak lokálisan euklidesi, (pszeudoeuklidesi) lehet.

Bizonyítás. Tegyük fel ugyanis, hogy teljesülnek a (6) és (7) feltéte­
lek és írjuk fel a tér görbületi tenzorát

m —  drfi I y  q  t  P  _  dTjlf ^

R k̂i дхк +ГкРГ,‘ дх1 Г,РГк‘ (f,k, i ,q ~  1,2).

Figyelembe véve a (4) összefüggéseket könnyen látható, hogy a görbületi 
tenzor komponensei közül kizárólag az

Rlii=-R\u 0 =  1, 2)

komponensek lehetnek zérustól különbözó'k:

dp 1 8q 1 ,
x l “ = a ? + r r - 2 W - 4  ч

R2 dq 8Г
122 2 8x2 dx1'

A (6) és (7) feltételek teljesülése miatt az utóbbi komponensek is azono­
san zérussal egyenló'k, amivel állításunkat igazoltuk.

A 2. Tétel megfordítása általában igaz. Ha egy affin-összefüggő 
tér görbületi tenzorának komponensei azonosan zérussal egyenló'k, a (8) 
rendszer teljesen integrálható, vagyis a tér Riemann-tér; 1. 7. 81. o.

Végeredményben tehát az együtthatóknak csak elsőrendű parciális 
deriváltjait tartalmazó (6) és (7) egyenletek fennállása szükséges és 
elégséges ahhoz, hogy (3) megoldásai egy lokálisan euklidesi tér kano­
nikus paraméterezésben adott egyenesei legyenek, vagyis (1) megfelelő 
koordinátatranszformációvál a

de2
alakra legyen hozható.

A (3) rendszer megoldásai nemcsak a (4) összefüggésekkel definiált 
affin-összefüggó tér, hanem minden vele projektív ekvivalens affin- 
összefüggó tér geodetikus vonalainak tekinthetők. A (4) affin-összefüggó 
térrel projektív ekvivalens terek f  ')k átviteli mennyiségei a (4) átviteli 
mennyiségekkel a következőképpen függnek össze

г jk  — r ‘jk +  őlj f k +  ö'k<p j ,

ahol 6) a Kronecker-szimbólum és <pk tetszőleges vektor.

\
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Eredményeinkből következik, hogy a (6) és (7) feltételek teljesülése 
esetén a (4)-vel projektív ekvivalens és metrizálható terek állandó gör- 
bületűek. Ugyanis egy Riemann-tér akkor és csak akkor projektív 
euklidesi, ha állandó görbületű (1. [7] 97. o.) Projektív euklidesi terek 
metrizálhatóságának feltételeire'nézve 1. [7] 98. o.

Kapott eredményeink az

általános másodrendű differenciálegyenlet approximativ megoldásainak 
vizsgálatát is lehetővé teszik, ha feltételezzük, hogy /  az /  változóban 
analitikus és /  szerinti első és második deriváltjával együtt x  és у  sze­
rint folytonosan differenciálható. E feltételek teljesülése esetén ugyanis 
az/függvény;/ szerint haladó konvergens Taylor-sorba fejthető, melynek 
másodfokúnál magasabbfokú tagjait elhagyva a (13) egyenletnek (1) 
típusú approximációját nyerjük.

Valószínűnek látszik, hogy a gyakorlati szempontból fontos három- 
dimenziós esetben, vagyis a

egyenletrendszer esetében, ahol F  és G az y' és z' változójuk másod­
fokú polinomjai, is sikerül (6) és (7)-hez hasonló explicit kritériumokat 
találni, továbbá az, hogy ez az eset már nem „elfajuló” olyan értelem­
ben, hogy a 2. Tételnek megfelelő tétel nem áll fenn.

Eredményeink alkalmazását két elemi példán mutatjuk be.
1. Példa. Tekintsük az

differenciálegyenletet, ahol p, q, r zérustól különböző állandók és '  az 
x  független változó szerinti deriválást jelöli. Vizsgáljuk azt a kérdést, 
hogy milyen feltételek mellett lesznek e differenciálegyenlet megoldásai 
valamely euklidesi sík egyenesei.

Az előbbiek alapján a p, q, r állandóknak ki kell elégíteniük a (6) 
és (7) feltételeket. (6) azonosan fennáll tetszőleges p, q és r állandók 
esetén, (7) pedig a következő alakot veszi fel

(13) У" =  f i x ,  y ,  / )

d2 у
J x 2  =  ^ (x, У, z, / ,  z') 

d2z
j ~ 2  = G(x , y, z , y ,  z')

(14) y" + p + q y '+ ry ' 2= о

Arp = q2.(15)
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(14) megoldásai tehát akkor és csak akkor tekinthetők valamely eukli- 
desi sík egyeneseinek, ahol x kanonikus paraméter, ha az együtthatók 
között fennáll a (15) feltétel, vagyis

4 r
és (14) a következő alakban írható

(16) y"=  - l ( q + 2 r / ) 2

A (10), (11), (12) egyenletekből álló parciáhs differenciálegyenletrend-
q 2

szer, ahol most q, r állandók és p = —  elemi úton integrálható. Az
N ^Г

egyszerű de kissé hosszadalmas számítást mellőzzük és csak az ered­
ményt közöljük:

gii = C ) ^ 2eqx+2ry + C2 ^  e2X+ry + c3
q

Q  — x  +  ry
g l 2  =  g 2 1 = C Í ~ - r eq X + 2 ' y  +  C2 e 2

g 22 =  Cieqx+2ry,
ahol x  1, c2, c3 tetszőleges állandók. A g ik metrikus tenzor determinánsa

Sl1 812 = e * x+2ry (cf c3 — c|) >  0
£ 2 1  S22

minden (x, y) pontban, ha pl. az állandókat a következőképpen választ­
juk

C\ — 1, c3 = 1, c2 =0.
Ebben az esetben a sík tulajdonképpeni euklidesi sík, melynek ívelem- 
négyzete az (x, y) görbevonalú koordinátarendszerben

ds2= ( ^ - 2eqx+2ry+ l^í/x2 +  y  eqx+2rydxdy + eqx + 2rl,dy2.

A (16) differenciálegyenlet megoldásai e sík egyeneseit szolgáltatják. 
A (16) differenciálegyenlet könnyen megoldható, a megoldások ismere­
tében megadható olyan (£, ц) koordinátarendszer, melyben a metrikus- 
tenzor komponensei állandók és a (16) egyenlet a

^  =  0 
d ?

alakot veszi fel.
\< •
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2. Példa. Tekintsük az
(17) y" + a(x)y' +b(x)y = f{x)

általános másodrendű lineáris differenciálegyenletet és tegyük fel, hogy 
' az a{x), b(x) és f ix )  függvények folytonosan differenciálhatok. A (17) 

egyenletet (l)-el összehasonlítva látjuk, hogy jelen esetben

P (x,y)  =  b ix )y - f ix ) ,  q ix,y) = a(x) 

r ix ,y ) = 0.

A (6) feltétel azonosan teljesül, (7) pedig a következő alakot veszi fel

> (18) 4bix) =  a2 (x) +  2a' (x).

A (17) egyenlet megoldásai tehát akkor és csak akkor egyenesei egy 
euklidesi síknak, ahol x kanonikus paraméter, ha együtthatói kielégítik 
a (18) differenciálegyenletet. Mivel a (18) feltétel az /(x ) függvényt nem 
tartalmazza, ha a (17) egyenlethez tartozó homogén lineáris egyenlet a 
kívánt tulajdonságú, (17) is az.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ОДНОГО КЛАССА ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА - -
-л.

М. Фаркаш

Автор исследует вопрос, при каких условйях представляют решения 
дифференциального уравнения

(А) у" + р (х , у) +  q(x, у )у ' +  г(х, у )у '2 =  О

геодезические линии риманова пространства двух измерений, и доказывает, 
что необходимое и достаточное условие существования римнова простран­
ства, геодезическими линиями которого" в канонической параметризации 
являются интегральные кривые уравнения (А), может быть представлено 
вследующей форме:

В дальнейшем доказано, чго если коэффициенты уравнения (А) удовлет­
воряют условиям (В),-тогда пространство есть локально евклидово (псев- 
доевклидово).

В качестве приложения результатов даются некоторые простые примеры.

DIFFERENTIAL GEOMETRIC INVESTIGATION OF A CERTAIN CLASS 
OF SECOND ORDER ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

M. F arkas

In the present paper author investigates the question under which conditions 
are the solutions o f differential equation

(A) y" + p (x , y) -\-q(x, y )y  +  r(x, y )y '2 =  0

the geodesics of a two dimensional Riemann-space and proves the theorem, that 
there exists a Riemann-(pseudo-Riemann) space the geodesics o f which in canonical 
parameter are the solutions of (A) if and only if the conditions

dq dr 
8~y =  2 8x

hold. However if the conditions (B) hold, the space in question is locally euclidean 
(pseudo-euclidean). There are presented some simple examples as applications of 
the abovementioned results.

20 Matematikai Lapok
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A K„ determináns és alkalmazásai

K un  K u n  M árton

Az alábbiakban egy érdekes és széleskörűen alkalmazható deter­
mináns típussal, a

« 1 1 - 1 0 0 ... 0

« 2 1 « 2 2 - 1 0 ... 0

« 3 1 « 3 2 «зз -1 ... 0

« л - 1 , 1 «и-l, 2 « л - 1 , 3 - 1

«Л1 « л  2 « л З «ml

determinánssal foglalkozunk, amely — a — 1-ékből álló diagonálistól 
eltekintve — egyúttal kvázidetermináns* is. (Nevét is e szó kezdőbetű­

jéről vettük.) A továbbiakban e determináns elemein csak az ^  
számú aik elemet értjük.

I. A K„ determináns tulajdonságai

A K„ determinánsnak a determinánsok általános tulajdonságain 
kívül sok érdekes és használható tulajdonsága van, amelyek a Vander- 
monde-féle és más speciális determinánsoknál szélesebbkörű felhasz­
nálásra teszik alkalmassá.

* Megjegyzés; „Az a ik (i, k  =  l,  2...n) elemek kvázideterminánsa alatt az 
a lií-au1...a„,n alakú szorzatok összegét értjük, ahol i i , i i . . . in az 1,2,  ... n elemek 
egy permutációja és az összeg a lehetséges permutációk mindegyikére kiterjesztendő. 
A kvázidetermináns tehát a közönséges determinánstól abban különbözik, hogy az 
egyes szorzatok, tekintet nélkül az indexek permutációinak jellegére, a saját előjelük­
kel adandók össze.” (Lásd: irodalom [1])



299

1. Tulajdonság: A Kn determináns kifejtésében a tagok saját elő­
jelükkel szerepelnek.

Ugyanis állításunk Ky -re igaz és ha feltesszük, hogy К„._у-ге igaz, 
akkor Aj.-nek az utolsó oszlop szerinti

Кя= К '- 1'+*ппКп_ 1 ... (A)

kifejtése alapján K„- y -re is (ez ugyanolyan alakú, mint Kn_ x és csak az 
utolsó sorban különbözik tőle) és így Kn-re is igaz.

2. Tulajdonság: K„ kifejtésében az 1 ,2 ,.. . ,«  tényezős szorzatok

száma sorjában (” q ' j , (” 1 ••• (« _  l) ■ Ugyanis Kn kifejtése
1, 2, n tényezős szorzatokból áll. H a állításunk K„_ ,-re igaz, akkor 
(A) szerint az 1,2 ... n tényezős szorzatok száma sorjában

« - ,-b e i ,  ( " ö 2). ( " T 2)> (П2 2) — ( « - ! ) •

О Г _ ,-Ь « п  0, ( " ö 2). ( " T 2) • • . ( " :  j ) .  ( Г г ) -

Tehát Кя-Ъеа >), f T :') ,  { " f ')  ... (» =  >), ( » I  |) .

De állításunk A^-re igaz, tehát Kn-re is igaz.
Ebből következik, hogy a kifejtés tagjainak száma: 2n_1.

3. Tulajdonság:

K„ =  <x„nKn_1 +cc„ + .. .  +an2K1 +<xní.

Ugyanis e kifejezés AT„-nek az utolsó sor szerinti kifejtése.

4. Tulajdonság: Ha a Kn determinánsban az egyes oszlopok elemei 
egyenlők, akkor

K„ =  a ii(a22 +  l)(a33+  !)—(«,» + !)•
Az egyes sorok elemeinek egyenlősége esetén

K„ = («и + l)(a22 + l)".(a„-1,n-i + 1)алв-
Ez a szorzatalakra hozáskor rögtön látható.

5. Tulajdonság: Ha Kn-ben az aik elemek helyébe 1 -et írunk, akkor 
a kifejtés tagjainak számát kapjuk.

Ez a 4. és 2. tulajdonság alapján triviális. (Lásd: irodalom [2]).

20*
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6. Tulajdonság: Kn-ben az aik elemhez tartozó algebrai aldetermi- 
náns két determináns szorzatából áll. Azaz

« 1 1 -  1 0  . . 0 * i + l , i + l - 1 0 . .  0

A i k  —
* 2 1 * 2 2 - 1  . . 0

•
* i + 2 ,  i +  1 * í  +  2 ,  i + 2 - 1 . .  0

* 4 - 1 , 1  * 4 - 1 , 2 . . .  « * _ l. fc—1 « ^ n , i +  1 * « , i  +  2 *«»

Ha az aik elemhez tartozó algebrai aldeterminánst részletesebben fel­
írjuk

Aiu=(-0
uw

H 0 ---0  

0̂ 21 ^22 ~  ̂ 0

0 - - - - - - --------- ---------------------------------------------- 0
0 .......v - .............................................. -0

n  ______________________  _____ —  - ............- - ПU и»

о - - - - - - ------------ i .......................................0

^k.l ö k,2 °4,k-l - 1 , о ........... ---------------------------------------- 0
- ч 1

<*И.1 °h-l,2 ' "  °Ul,M < * и , ы ---------  ; 0  0  ° " ' °
0(

^io.k.i 1 ° 4 ы  o - o  
1 v-

04 I*2,i J u2,Ul a u2,u2 1

____________h - ________ - -Ч  -1
«Ш Wn2 0 п,М ^ п . к И  <*Ы Ö rv*2 ' « n n

akkor állításunk helyességét közvetlenül beláthatjuk. Ugyanis a fődia- 
gonálisban levő' —1 elemek száma: i — k.

7. Tulajdonság: Kn kifejtése akkor és csak akkor homogén kifejezés, 
ha elérhető, hogy Kn-ben minden aik elem m(i — k + 1) fokszámú homogén 
kifejezés legyen.

Ugyanis, ha Kn-et az utolsó oszlop szerint kifejtjük

au  — 1 0 .. 0 * n 1 
, 

О . . .  0

II

*21 *22 ~~ 1 ■..  0

4- a —
*21 *22 ~  1 . . .  0

*«-2 ,1  * n  — 2,2 ••• - 1 *«-2,1 *«-2 ,2  ••• - 1

a /ii; &п2 * т  У'пn— 1 *«-1,1 *«—1,2 * « - ! , « - !
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és feltesszük, hogy állításunk a második determinánsra -re) igaz 
és ennél a„„-el az utolsó sorra beszorzunk — ami által a homogénitás 
megmarad —, akkor mindkét determináns megfelelő elemei azonos 
fokszámúak lesznek. Tehát az első determináns is és így Kn is homogén. 
De állításunk Kl -rc igaz, tehát igaz Kn-re is.
/

Definíció: Kn sarokmatrixainak nevezzük azokat az

«11 *12 ■ *11

* i  +  l , l * 1 + 1 , 2  • • * i + l , I

« n i « „ 2 • * „ ;

mátrixokat, amelyeket K„-ből úgy kapunk, hogy kihagyjuk az első i — 1 
sort és az utolsó n — i oszlopot.

Az S 1 sarokmatrix azonos az első oszloppal, az S„ pedig az utolsó 
sorral. A'j.-ben n sarokmatrix van.

8. Tulajdonság: Ha Kn-ből képezzük bármely sarokmatrix elemeinek 
algebrai aldeterminánsaikkal való kompozícióját, akkor a Kn determináns 
értékét kapjuk.

Az S t és Sn sarokmatrixokra állításunk triviális.
Si sarokmatrix esetén képezzük Kn-nek az utolsó n — i + l  sora 

szerinti Laplace-féle kifejtését.

*« - 1 0 ai,i- 1 - 1 ..0
II « i  +1,1 Ki + l , i + l  ••• 0

Ki- 1 +
ai + l ,i- l * 1 + 1 ,  i + 1 .. 0 К

« » i *«.1+1 ••• *nn *n,i— 1 * « , i +  1

ai2 - 1 . 0 * i l - 1 0

+ . . + 1 ,2  * i + l , i + l . 0
^ 1 + * 1 + 1 , 1 a i + l , i + l 0

a « 2 a n , i + l *». * n l a n , i + l •• a««

A'többi tag zérus. Látható, hogy az i számú n — i + 1-ed rendű deter­
mináns mindegyikében az S t sarokmatrix i oszlopából egy és csak egy 
oszlop fordul elő. Tehát, ha e determinánsok mindegyikét ezen oszlopok 
szerint kifejtjük, akkor a 6. tulajdonság alapján felismerhető, hogy e 
kifejtésben S t minden eleme a saját A"„-beli algebrai aldeterminánsával

* ̂  íT
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van megszorozva. Tehát e kifejtés nem más, mint Af„-nek az Sj sarok- 
matrix -szerinti kifejtése.

A 8. tulajdonság alapján triviálisak a K„ determináns alábbi tulaj­
donságai :

9. Tulajdonság: Egy sarokmatrix elemei Kn kifejtésében nem szor­
zódnak egymással.

10. Tulajdonság: K„ kifejtésének minden tagjában az S ( sarokmatrix 
egy és csak egy eleme fordul elő.

11. Tulajdonság: Ha egy sarokmatrix minden eleme zérus, akkor a 
Kn determináns értéke is zérus.

12. Tulajdonság: Ha egy sarokmatrix minden elemét egy X számmal 
megszorozzuk, akkor az egész K„ determináns is megszorzódott X-val.

13. Tulajdonság: Ha egy sarokmatrix elemei előjelet váltanak, akkor 
Kn is előjelet vált.

14. Tulajdonság: Ha egy sarokmatrixnak vannak m tagú összegből 
álló elemei, akkor K„ m számú K„ alakú determináns összegeként állítható 
elő.

II. A K„ determináns alkalmazásai

Az alábbiakban bemutatjuk a Kn determináns alkalmazhatóságát.
A felsorolt tulajdonságok alapján K„ determinánssal igen egyszerű 

és áttekinthető' alakban írhatók fel a leggyakoribb kifejezések is, mint pl. 
a", (a± b)n, n\, l /и!, (J) stb. Továbbá cosm.v (Lásd: irodalom [3]). 
Továbbá végtelen K„ determinánssal az e és л és más nevezetes számok.

Főleg a binomiális együtthatókkal és faktoriális számokkal képezett 
K„ determinánsokkal fejezhető ki igen sok, egyszerű kifejezés. Pl. a 
Bernoulli és Euler-féle számok. (Lásd: irodalom: [3], [4], [5], [6], [7]).

Az и-ed fokú racionális egész függvény (Lásd: irodalom [8], [9]) 
és a 4. tulajdonság alapján annak gyöktényezős alakja is kifejezhető 
Kn determinánssal.

Kn determináns a kontinuáns is, amellyel a lánctörtek и-ik közelítő - 
törtjét szokás kifejezni. Ha a kontinuánsban a{ és bt elemek helyébe 
1-et írunk, akkor a kifejtés tagjainak számát megadó, a Fibonacci-féle 
számokat definiáló Kn determinánst kapjuk. (Lásd: irodalom [10]).

Mielőtt rátérnénk az analízis területén történő alkalmazásokra, előre 
bocsátunk két olyan tételt, amelyeket a továbbiakban felhasználunk.
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1. Tétel: Ha a(z) tetszés szerinti, egy tartományban n + l-szer 
differenciálható függvény, akkor

а - 1 0 0
а '> а - 1 0
а" 2а' а - 1

0
0
0

dz a(n-1) ("j 1ja(n_2) (” 2 ... - 1

a(n) ( l ) a<"_1) 2̂ ja(n_2) ... a

а - 1 0 0 .. 0
а' а —1 0 0
а" 2а' а - 1  .. 0

3 1

("7 ( " 7 Г а(п~3) .. . - 1

а(Я+1) (” 7')«<■> ( " Í 1} а(п_1) .. (и +  П ,
1 п J«

Bizonyítás: Jelöljük a baloldali determinánst K„-e 1, a tőle csak az 
utolsó sorban (mely sor Kn+1 utolsó sora) különböző jobboldali deter­
minánst ß„-el és fejtsük ki Kn-et az utolsó sora szerint.

Kn — aK„-j +  [;J_  jj a'K„-2 + ... +  |j j  а(в_1)АГ0 +  а(и).

Differenciálva és 0 = aKn — aK ~=

=  « ^ n- i +  í и Z ------- f ^ j^ a (',_1)ír0+ á w J  —aÄ",,

kifejezést hozzáadva

f í = a X - 1 +  ( „ " i ) « . - 2 + . . .  +  (í)  «(и)*о +  «<n+I) +  а«(л) -  «А.

+  и (Kn - 1  +  аК„-!) +  _I j а (Kn— 2  +  ccKn- 2) +  ...+ oĉ "-  ̂ (Äo+ ocATq).

Tegyük fel, hogy állításunk и —1-ig igaz. Akkor

K :+ a K v= Q v + «Kv= K v+1 (v =  0, 1,2, ... (и- l ) .
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' •
Ugyanis Q + a К  az utolsó oszlop szerinti kifejtése Kv + 1 -nek. Tehát 

. Kn = « Х - i  + [n n_ ] ) a X - 2  + -■ +  f i ] * n>K0 + a<"+ « - y.Kn ~

+  o>.Kn + [и_  I j x'Kn_ 1 ~b _ 2] +  ■•• + (l) a("~ 1>-^i +  aa(n)

=  (" +  !) « X - 1 +  (” Í  1) « Х - 2  + . . .  +  (" |  l ) a(")K0 +  « (Я + =  Q ,

Ugyanis az utolsó összeg azonos g„-nek az utolsó sora szerinti kifejté­
sével. Azonban állításunk n =  1-re igaz. Tehát minden и-re igaz.

2. Tétel: Legyen f(z )  valós, vagy komplexváltozós, egy bizonyos 
tartományban nem zérus és n-szer differenciálható függvény. Akkor

log'/(z) - 1  0 0 ... 0
log"/(z) log'/(z) - 1  0 ... . 0
log"7(z) 2 log"/(z) log7(z) - 1  ... 0

/(">(z)=/(z)
log(- « / ( г )  (Л ! 2) log(" -27(z) | И2 2j log("-37(z) ... 1

logf"7(z) [/2J ] j log^-^/Cz) (/?2 ! j logf" -27(z) ... log7(z 

Bizonyítás. Állításunk n =  1-re igaz. Ugyanis 

/ ( z )  =  /(z) log7(z).

Jelöljük a fenti determinánst Kn-e 1 és tegyük fel, hogy állításunk n — 1-ig 
igaz. Azaz

- ß '-» ( z )= A z )K H- 1.

Differenciálva, az (1) tétel szerint

/<">(Z) =/(z) [A£_!+ /:„ _ !  10g7(z)] = /(z ) [&,-1 +  Ä . log' /(z)].

Ez AT„-nek az utolsó oszlop szerinti kifejtése: tehát

f<»(z)= f(z)Kn.
Q. e. d.
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E tétel segítségével kimutathatják, hogy bármely függvény Maclau- 
rin-sora Kn determinánssal kifejezhető. Ugyanis

!íu -Г  о о . . .  о
j. W2 2 1 0 . . .  0

v = 0 V! v = o V!  ....................................* *........................................

и о - 1 , 1  Mu - 1 , 2  u v — 1 , 3  • • • — 1

u v l  u v2 u v3  . . .  l lvv

- ahoi % = Q _ J ) io g » -* * i> / ( 0 ) . ( ^ 11' ^ ' ; ; iv)  . .

A 7. tulajdonság alapján
wn z —1 0 0 . . .  0
u21z2 u22z —1 0 . . .  0

= / ( 0) 2  — “3iz3 “32Z “33Z ” 1 • ■ • 0

Mt,_ljlzc- 1 nv- u lzv- 2 M„_li3zv- 3. . . - 1  
uvlzv Uv2Zv ~ * «„jZ”- 2 . . ,u vvz

Minthogy a 3. tulajdonság alapján e determináns-tagú sor részletösszege 
egyetlen oly K„

Mltz —1 0 0 . . .  0
u21z2 u2z —1 0 . . .  0
M31Z3 M32Z2 U-^2 Z  —1 . . .  0

З Д = Д 0 )  ......................................................................
uvlzv í/„2zv- 1 uv3zv~2 . . . umz - 1  

1 1 1  
1 2! • (i>-l)! v\

determinánsba foglalható össze, melynek ez a részletösszeg az utolsó 
sor szerinti kifejtése, tehát /(z) Maclaurin-sora oly

z log'/(0) - 1  0 0
z2log"/(0) z log '/(0 ) - 1  0 ...

f >z>~ z3log"'/(0) 2z2 log"/(0) zlog '/(0) - 1  ...

végtelen determinánssal egyenlő, melynek értéke az/(0),/(0)/2!,/(0)/3! ... 
vei szorzott sarokaldeterminánsok összege.
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Ugyanígy, h a /(0 ) helyébe/(a)-1 és z helyébe z - a - t  teszünk, akkor 
f(z ) Taylor-sorát kapjuk K„ determinánssal kifejezve.

Két hatványsor hányadosa is kifejezhető K„ determinánssal. Isme­
retes (Lásd: irodalom [2]), hogy ha

a(z) = a0 + a1z + a2z2 + ... 
b(z)=  1 +Z>íz +  é>2 Z 2 +  . . .  ,

akkor
a0 v  1 0 0 ... 0
a1 bl — 1 0 ... 0

^ ^  =  c0-t-c1z + c 2z2 + ...-ben cv — ai b2 bí — 1 ... 0
b(z)

Qv őv_ 1 ... bi
ahol bt = —b í . A 7. és 3. tulajdonság alapján

a0 - 1 0  0 ... 0
atz 6jZ —1 0 ... 0

a(z) aiz2 b2z2 btz  - 1  ... 0
é f c T Í ”  ...................................... (*)•

a„z" ó„z” ő„_1z',_1 ... btz —1 
0 1  1 .., 1 1

Ha a(z) és b(z) n és m-ed fokú racionális egész függvények és 
n> m , akkor ha a fenti végtelen К  determináns sarokaldeterminánsai 
n — m indextől kezdve mind eltűnnek, a(z) osztható ó(z)-el, különben 
nem.

Ha a(z) = 1, akkor (B) alapján rögtön Kn determináns alakba írhat­
juk b(z) reciprokát is.

K„ determinánssal kifejezhetők a végtelen (vagy véges) szorzatok és 
sorok is. Ugyanis a 4. tulajdonság alapján triviális az, hogy bármely 
П (1 +  m„) végtelen szorzat végtelen Kn determináns alakba írható.

Ennek alapján könnyen belátható az is, hogy minden olyan 
végtelen sor is, amelynek egyik részletösszege sem zérus, olyan végtelen 
K„ determináns alakba írható, amelyben az egyes oszlopok elemei 
egyenlők és az elemek értékei sorjában

Wt W3 Ua
а и  =  mi > <x2 2  = ~~> а з з =  : > a 4 + =  : : •••Ui u2 - f  u2 иi -к и2  4~

Az áttekinthetőség szempontjából jó szolgálatot tesz a Kn deter­
mináns a lineáris differenciálegyenletek elméletében is.
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{

K„ determinánssal áttekinthetően fejezhető ki a

H(y) = y M + Pí (z)y(" -V  + P2 (z)y(n~ 2) +  ... +  P„ (z)y =■= 0
homogén lineáris differenciálegyenlet' n — 1-ed rendű tag nélkülivé 
transzformált

+ Q2(z)u(n~2) + ... +  Q„ (z) и =  О 
alakjának együtthatói is. Vagyis

- 1 0  0 ... 0
n

-  — - 1  0 ... 0 и и

—2— - 1  ... 0n u n

p b ~ l> ^ v - l ^ Flv~2> ^ v - l ^ P ^ " 2» _ j

Ugyanis, ha bevezetjük az у  =  и exp ^ — ~  dzj helyettesítést, akkor 

а 2. tétel alapján a Leibnitz-szabály szerint

- ^ 1  - 1  0 ... 0
n „

" (n\ ^ 1 ^>1 1 П
J'(", = , l 0W !í(“' V) _  -  ° *  " >

P ^ " 1) f v - l | f i v~2) Л
И I 1 J n n

_ 1  0 ... 0 
n

» (n —l\ P 1 1 Г)
^ «  = 2  _  U t- ,) T  1 -  °  e ,v — 1 к /

p(v~ 2) tv — 21P(1V~3) Pl
« V 1 У «
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yOi-v+D— [ M(„-v + i> +  | "  j  +  ^  u ("-v>-+  .. .

- i s ^

- t J pi<>-

/ » - » ) =  [M(» -v )+  . . . ] e

-  j~f Pldz /y  = ue "

Ha most ezeket sorjában 1, P1} P2, ... Д -el megszorozva összeadjuk, 

akkor — n(n-v) szerint rendezve és exp ^ — -  J p j  dzj -vei végigosztva — 
H(y)- ra a

Д  ( v ) ^ v - l  +  '(v I Í ) a ^ - 2 +  -  +  +  ‘ j p . - i ^ o  +  p j

kifejezést kapjuk, ahol w(n-vl) együtthatója — minthogy y (n), y u ~l), ... 
kifejezéseiben látható Kn_1, Kn_2> ••• determinánsok a fenti Qn deter­
mináns sarokaldeterminánsai — nem más, mint a Qn determináns 
utolsó sor szerinti kifejtése.

A K„ determináns célszerűen alkalmazható a homogén lineáris 
differenciálegyenletek általános megoldásának előállításánál is.

Ha a H {y) homogén lineáris differenciálegyenlet általános megol­
dását a z  =  0 reguláris helyen kifejtett

y(z)=  2  an+vzn + v
v= —n

hatványsor alakban keressük, akkor az an+v együtthatókat K„ deter­
minánssal a megoldás konvergencia — és más — problémájának vizs­
gálatára alkalmas

an + v~
1

(й + v)!

Оо - 1 0 0  . .. 0

«10 «11 - 1 0... . .. 0

«20 «21 «22 - 1  . .. 0

«v —1,0 « v -1 .1 « v - 1 ,2  -.. - 1

«v, 0 «v,l «v, 2 « vv
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áttekinthető alakban kapjuk, (Lásd: I. [12]) ahol

1,0 = -  Д  [í.'S i +  ([) H ’- ,  í \  +  ...+ ([)  J”í’ - 1'> ] A n

4
Ha a 7. tulajdonság alapján zr+1-el beszorzunk az aik elemekre, akkor 
az y(z) sor részletösszege a 3. tulajdonság szerint egyetlen oly K„

NoоÖ - l 0 0 ... 0
<xl0z2 au z - 1  0 ... 0
« 2 0 Z 3 a21z2 «22z -  1 ... 0

0ivOZV+1 avlzv « V2 ZV_ 1 ••• - 1

s„ -iO )
z n - l zn~1 zn-1
n\ (n + 1)! (n + v)!

determinánsba foglalható össze, amelynek ez a részletösszeg az utolsó 
sör szerinti kifejtése. Tehát a H(y) homogén lineáris differenciálegyenlet 
általános megoldása egy oly végtelen ^  determinánssal állítható elő, 
amelynek értéke az x(z), zn~l/n\, zn~1/(n + 1)! ...-vei szorzott sarok- 
aldeterminánsok összege.
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ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ Kn И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ  

M. Кун Кути

В этой статье речь идет об одном широко применимом типе опреде­
лителей, а именно об определителях вида

a n - 1 0  . 0
a 2 i

K n =  . . . .
a „ -

0.22 - 1  . . 0

, 1  a „ - 1 , 2 . - 1
a „ , i O n, 2 a„,„

и об их применений. Автор доказывает 14, отличающиеся от общих свойств 
определителей, такие свойства определителя К„, которые ее сделают под­
ходящей для применения в более широком круге вопросов чем это имеет 
место для определителей Вандермонда и для других специальных видов 
определителей. Он показывает, что определитель К„ очень удобна для 
выражения сумм и произведений; следовательно также применима для 
легко обозримого выражения самых часто встречающихся формул. Далее, 
он показывает, как применить определитель К„ выражению бесконечных 
произведений, рядов, к разложению функций в ряд, к выражению част­
ного двух степенных рядов и, наконец, к преобразованию линейного диф­
ференциального уравнения порядка л и к  непосредственной записе его 
общего решения.

DIE DETERMINANTE Кп UND IHRE ANW ENDUNGEN  

M. Kun K uti

Dieser Artikel behandelt die spezielle Determinante '

a n - 1 0 ... 0
Ű2 1 0 2  2 - 1 ... 0

a„-i 1 a„ - 1 ,2 - 1
an, i O n ,2 O nn

und einige Anwendungen. Aus diesen heben wir eine Darstellung der Lösung der 
allgemeinen linearen Differentialgleichung л-ten Grades an einer regulären Stelle 
hervor.



Feladatrovat

Szerkeszti: Hajós G yörgy

A feladatrovatnak szánt küldeményeket (az egyes feladatok meg­
oldását külön lapon) a következő címre kérjük: Bolyai János Matema­
tikai Társulat, Budapest, V. Szabadság tér 17.

Kitűzött feladatok

131. Legyenek/j, f 2, ...,/„  valamilyen intervallumban adott, (n — 1)- 
szer differénciálható függvények. Bizonyítsuk be, hogy W (f \ , f2, ...,/„) 
Wronski-féle determinánsukra

W \W (fu f 2), W(Ju f 2), ..., W {fu f nj \ ^ f r 2W (fu f 2,
Fenyő István

132. Az f(x )n+g(x)n — h(x)n polinomegyenlet valamely megoldá­
sát triviálisnak mondjuk, ha van olyan cp(x) polinom, amelyre /(x) =  
=  a<p(x), g(x) — b(p(x), h(x) = c<p(x) és a" + bn = c". Igazoljuk, hogy ha 
я ё З ,  akkor polinomegyenletünknek csak triviális megoldása van. Ha­
tározzuk meg az n = 2 esetben a polinomegyenlet valamennyi megol­
dását. Fried Ervin

133. Legyen /(и) a természetes számok halmazán értelmezett komp­
lex értékű, teljesen multiplikativ számelméleti függvény, amelyre 
\f(n)\ =  1, továbbá a prímszámokat p-vel jelölve

v  1/ '  — <  oo.
S(p)*-lP

Bebizonyítandó, hogy

2 — = 0 .
П= 1 W

Corradi Keresztély
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Megoldott feladatok

118. feladat. Egy konvex и-szögét véges sok háromszögre bontunk 
fel. Bebizonyítandó, hogy legalább 2n — 3 olyan szakasz vari, amely 
kétszer szerepel a háromszögek és az и-szög oldalai között.

( Gallai Tibor)

I. megoldás. A P konvex и-szöget a páronként egymásba nem 
nyúló H x, háromszöglapokra osztjuk fel (/£2). A háromszög-
lapok csúcsai közül nevezzük jó csúcsoknak azokat, amelyek csúcsai 
a P, idomok közül mindazoknak, amelyeknek határán
helyezkednek el, a többieket pedig rosszaknak. A jó csúcsok száma 
legyen cx, a P belsejében levő' rossz csúcsoké c2, a P  határán levó'ké 
c3. Legyen végül e a csúcsokat összekötő azon szakaszok száma, ame­
lyek legalább egy / / r nek oldalai.

A P külsejéből és a háromszöglapokból álló alakzatra Euler té­
tele szerint

(1) / +  1 + Cj +  c2 +  c3 =  e + 2.

A z e számú szakasz közül azok nem szerepéinek kétszer Р ,Н Х,..., H t 
oldalai között, amelyekre ezeknek az idomoknak egyik oldalát a rajta 
elhelyezkedő rossz csúcsok felosztják, éspedig ha egy ilyen oldalt к  
rossz csúcs oszt fel, akkor k + t ^ 2 k  „rossz él” keletkezik. A rossz 
élek száma tehát S 2 (c 2+ c 3), a „jó éleké” pedig

(2) 1 e jS e - 2 ( c 2 + c3).

Ha egy rossz csúcsok, amely egyik háromszöglap valamely ol­
dalának belső pontja, összekötünk H t átellenes csúcsával, akkor B-nek 
újabb felosztásához jutunk. A felosztás e módosításakor l és e helyébe 
eggyel nagyobb szám, c2 helyébe pedig eggyel kisebb szám lép. Ezt az 
eljárást c2-ször megismételve oly alakzathoz jutunk, amelyben e + c2 
szakasz mindegyike kétszer szerepel-/+ c2 háromszöglap és egy (и +  с3)- 
szög oldalai között (az utóbbi B-ből keletkezik, ha oldalait a rajtuk 
levő rossz csúcsokkal felosztjuk). így tehát

, ' 3 (/ +  c2) +  (и +  c3) =  2(e +  c2).

Ha (l)-ből és (3)-ból /-et kiküszöböljük, az

e — 2 ( c2 + c3) =  2и — З + З ^ !  — и)

( 3 )
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eredményhez jutunk. P  konvexitása miatt P csúcsai; nyilván mind jó 
csúcsok, s ezért ct ^ n .  Erre, valamint (2)-re való tekintettel utolsó 
egyenletünkbó'l

ej ä  2 n -  3 ,

tehát a feladat állítása következik.
Az okoskodásból következik, hogy egyenló'ség akkor és csak akkor 

állj ha P belsejében csupa rossz csúcs van, ha továbbá P  és а H t három­
szögek bármely oldalán legfeljebb egy rossz csúcs található.

Császár Ákos

II. megoldás. Az első' megoldás elnevezéseit és jelöléseit használjuk. 
Jelölje továbbá cr a rossz csúcsok számát (azaz: cr = c2 + c3), f  pedig a 
P, H í, ■■■, He idomok oldalai közül az olyanoknak a számát, amelyek 
nem szerepelnek a jó élek között.

Az ilyen oldalak mindegyike tartalmaz (vagy a belsejében, vagy 
a végpontjai között) rossz csúcsot, továbbá minden rossz csúcs hároih 
ilyen oldalon van rajta, ti. kettőnek végpontja, egynek pedig belső 
pontja. Ezek szerint f S 3 c r, és a P, Hx, . . . ,H e idomok oldalszámának 
összegére

(4) n + 3l — 2ej + /=  2cj + 3c r.

A háromszögek valamennyi szögének összege ln. E szögek egyesí­
tésekor (P konvexitása miatt) minden rossz csúcsnál egy-egy egyenes­
szög, P minden csúcsánál pedig P ott elhelyezkedő szöge keletkezik, 
így tehát

In i- crn + (n — 2)n,
azaz

l — cr ^  n — 2.

(4) felhasználásával tehát

2ej ё и  +  3(/ — cr) ё  4 и =  6, 

ami a feladat állítását bizonyítja.
Czipszer János

A 118. feladat megoldását beküldte még Hajós György.

Megjegyzés. A feladat szerzője, Gal/ai Tibor a feladat kitűzése 
után bizonyítással együtt beküldte a feladat állításának a következő 
általánosítását: Ha egy n-szöget háromszögekre bontunk fel, és az n-szög 
szögei közül a legalább 18Q°-osak száma m, akkor legalább 2« — 3 — 3m

21 Matematikai Lapok
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olyan szakasz van, amely kétszer szerepel a háromszögek és az n-szög 
oldalai között.

Ez közvetlenül kiolvasható a közölt első megoldásból, hiszen az 
n-szög 180°-nál kisebb csúcsai mind jó  csúcsok, s ezért cl ^ n  — m, 
ebből pedig a teljes megoldást változatlanul hagyva az utolsó lépésben

ej v-' 2« — 3 — 3m

következik. Ha ugyanezt a második megoldás módszerével akarjuk be­
bizonyítani, erősebb módosításra van szükség.

Szerk.

119. feladat. Egy «-dimenziós derékszögű parallelotopot olyan 
egybevágó derékszögű parallelotopokra akarunk felbontani, amelyek­
ben az egy csúcsból induló élek hosszmértékei adott ax, a 2, ■■■, a„ egész 
számok. Milyen feltételt kell ezeknek a számoknak kielégíteniük ahhoz, 
hogy a felbontás csak akkor legyen lehetséges, ha párhuzamos parallelo- 
topokkal is megvalósítható (amikor a felbontásban szereplő parellelo- 
topok párhuzamos élei mind egyenlők).*

(N. G. De Bruijn, Amsterdam)

Megoldás. Bebizonyítjuk, hogy a feladat feltételét csak azok az 
egész számok elégítik ki, amelyeknek mindegyike osztója a nála nagyob­
bak mindegyikének, tehát azok, amelyek nagyság szerinti elrendezé­
sében mindegyik osztója a rákövetkezőnek. A bizonyítást több lépésben 
végezzük el.

a) Először azt állítjuk, hogy egy bt , ...,bn élű В parallelotop csak 
akkor bontható fel 1, ..., 1, a élű A parallelotopokra, ha a osztója 
a bx, ..., b„ egész számok valamelyikének. Erre két bizonyítást adunk.

1. А В parallelotopot egységkockákra vágjuk fel, és minden kockát 
n koordinátával jellemzőnk, amelyek megadják, hogy a parallelotop 
valamelyik sarkában összefutó lapok -síkjaitól számítva rendre hánya­
dik rétegben helyezkedik el a kocka. А К  kockákat aszerjnt osztályoz­
zuk, hogy koordinátáik s(K) összege melyik maradékosztályhoz tar­
tozik mod a. Akárhogyan helyezkedik is el valamely A-val egybevágó, 
В  felbontásban szereplő oszlop, az ezt alkotó kockák közül mindig 
egy-egy tartozik a maradékosztályok mindegyikéhez. Ebből követ­
kezik, hogy ha В  felbontható A-val egybevágó oszlopokra, akkor В  
kockái közül mindegyik maradékosztályhoz ugyanannyi tartozik. Ezt a 
számot ú-vel jelöljük.

Vő. a 109. feladattal. Megoldásait lásd XII. évf. 110—112., 254—255. o.
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Tekintsük az

F(x) = IJ  ( l+ x  + x 2 + .. :xb‘ ~1) = 2  xSm
1=1  • S e j

polinomot. Ha x helyébe valamely a primitív a-adik egységgyököt 
helyettesítünk, akkor a fenti megállapítás szerint

F(oc) = b(l +  a +  a2 + ... + a a_1) =  0.

Ebből következik, hogy F(oc) szorzatalakjában valamelyik tényezőnek 
el kell tűnnie, hogy tehát valamely i értékre

1 +  a +  oc2 +  ... + а Ь;_1 =  0,

ami oc primitív gyök volta miatt azt jelenti, hogy bt többszöröse a-nak.
2. Valamivel általánosabban most azt bizonyítjuk be, hogy ha a 

kockáinkból összerakott, A-val egybevágó oszlopokhoz egy-egy egész 
számot rendelünk, és minden kocka esetében az ezt tartalmazó oszlo­
pokhoz rendelt egész számok összege 1, akkor is igaz, hogy a osztója 
valamelyik ó;-nek. Eredeti állításunk az a speciális eset volt, amikor 
hozzárendelt számként csak 1 (és 0} szerepelt. Mondhatjuk, hogy most 
is В egyszeres lefedéséről van szó, de a lefedésben az egyes oszlopok 
különféle, pozitív vagy negatív multiplicitással vesznek részt.

A bizonyítást a dimenziószámra vonatkozó teljes indukcióval vé­
gezzük. Nyilvánvaló, hogy az állítás 1-dimenzióban helyes. Feltesszük, 
hogy akkor is helyes, ha a dimenziószám n — l.

Feltesszük, hogy bt nem többszöröse а-nak. Legyen a bv hosszú­
ságú él 5-nek L  lapjára merőleges. Kockáinkat egységvastagságú, 
L-lel párhuzamos rétegekbe soroljuk, és e rétegeket L-től kezdve sor­
számozzuk. Tekintsük egyrészt azokat a rétegeket, amelyek sorszáma 
=  0(moda), másrészt azokat, amelyek sorszáma =1 (mod a). A bx-re 
vonatkozó feltevés miatt a második rétegcsoportban eggyel több réteg 
szerepel.

Ebből következik, hogy ha L-те azonos vetületet adó koékák ese­
tében az első és a második rétegcsoportbeliekhez tartozó multiplici­
tásokat külön-külön összeadjuk, és a második összegből az elsőt le­
vonjuk, akkor minden esetben (L  minden (n — l)-dimenziós kockájára) 
1 lesz az eredmény. Változatlanul igaz marad ez akkor is, ha az (a 
hosszúságú élükkel) L-re merőleges oszlopok multiplicitását figyelmen 
kívül hagyjuk, hiszen minden ilyen oszlop egy-egy első és második 
rétegcsoportbeli kockát tartalmaz. A maradó multiplicitások L-lel pár­
huzamosan elhelyezkedő oszlopoktól származnak. Ha tehát ezeket az 
egyes rétegcsoportokon belül elhelyezkedő oszlopokat merőlegesen L-re

21*
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vetítjük, a vetület multiplicitásául második rétegcsoportbeli oszlop ese­
tében az eredeti multiplicitást választjuk, első rétegcsoportbeli oszlop 
esetében pedig azt ( — l)-gyel megszorozzuk, és azonos vetületű oszlopok 
vetületéhez ezeknek a részben megváltoztatott multiplicitásoknak az 
összegét rendeljük, akkor L-nek olyan lefedéséhez jutunk, amilyenről 
a bizonyítandó állítás szól (azaz L  minden kockájára az ezt tartalmazó 
oszlopvetületek multiplicitásának az összege 1). Eszerint az indukciós 
feltevés alkalmazható a b2, ..., bn élű, (n — l)-dimenziós L  parallelo- 
topra, s ezért a valóban osztója a b2, ...,ó„ számok valamelyikének.

b) Bebizonyítjuk, hogy ha A élhosszaira

aikzl—K ,

és 5  felbontható A-val egybevágó parallelotopokra, akkor В minden 
élhossza A más-más élhosszának többszöröse, azaz a felbontás pár­
huzamos parallelotopokkal is megvalósítható.

Ezt ismét a dimenziószámra vonatkozó teljes indukcióval bizonyít­
juk. Az állítás 1-dimenzióban nyilvánvalóan helyes. Feltesszük, hogy 
helyes az (n — l)-dimenziós esetben is.

Minthogy A felbontható 1, ..., 1, an élű oszlopokra, В is felbontható 
. ilyenekre. Ezért a) szerint В egyik élhossza, pl. bn többszöröse a„-nek.

В felbontásakor 5-nek bx, ... ,b n^ l élű lapját A különféle lapjai 
borítják be. Mindezek a lapok felbonthatók al , ..., an^ í élű lapokra, 
hiszen ahol an is szerepel a lap élei között, és pl. a ; (1 hiányzik,
ott ai\a„ miatt az a„ hosszúságú él felosztásával kívánt nagyságú lapok­
hoz juthatunk. Ezek szerint В említett lapjára alkalmazható az induk­
ciós feltevés, s eszerint bx, ...,b„^x valóban más-más szám többszörö­
sei az alt  számok közül.'

c) Már csak azt kell bebizonyítanunk, hogy ha A élhosszai nem 
elégítik ki feltételünket, ha tehát pl. ax < a 2 és ax\a 2, akkor van olyan 
В  parallelotop, amely, felbontható A-v al egybevágó parallelotopokra, 
de В  élhosszai mégsem többszörösei más-más számnak A élhosszai 
közül. Azt állítjuk, hogy az ax + a2, axa2,a 3, ...,a n élű В parallelotop 
ilyen.

В valóban felbontható A-val egybevágó parallelotopokra, hiszen 
а В élei által kifeszített, ах+ а2, аха2 oldalú téglalap kettévágható 
egy ах,а ха2 és egy а2,а ха2 oldalúra, ezek mindegyike felbontható 
<2,, a2 oldalú téglalapokra, és ez a felbontás 5-nek A-val egybevágó 
parallelotopokra való felbontásához vezet.

Igazolnunk kell végül, hogy az ах+а2, аха2, а3, .... ап számok 
nem többszörösei más-más számnak az ах, а2, a3, ..., an számok kö-
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zül. Azt vizsgáljuk, hogy a y + a 2 hány elem többszöröse ebben a két 
sorozatban. Ha az első sorozatban a l +  a 2 mellett még к  ilyen elem 
szerepel (k& 0), akkor a második számsorozatban csak ez а к  elem -' 
ilyen, hiszen feltevésünk következtében a L +  a 2 nem többszöröse az 
a y , a 2 , a va2 számok egyikének sem. Eszerint az első sorozat mondott 
k+  1 eleme nem lehet a második sorozat más-más elemének többszö­
röse, hiszen a 1 +  a2 osztója csak ugyanilyen tulajdonságú számnak lehet 
a többszöröse, és к  + 1 szám nem rendelhető hozzá kölcsönösen egy­
értelmű módon к  számhoz.

Katona Gyula és S zász Dom okos

A 119. feladat megoldását beküldte még Hajós G yörgy.

120. feladat. Egy и-edrendű kvadratikus ortogonális mátrix minden 
eleme 1 vagy —1. Mutassuk meg, hogy az 1-esek és ( —l)-esek számá­
nak különbsége nem lehet n in -nél nagyobb.

(Corradi K ereszté ly)

M egoldás. Jelölje S  a mátrix valamennyi elemének az összegét. 
|«Sj tehát éppen a vizsgált különbséggel egyenlő.

1
Legyenek я1г..., a„ a mátrix и-dimenziós sorvektorai. Az e =  (l,..., 1) 

vektort is bevezetve
S  =  (ax + ... +  a„)-e, 

és ismert egyenlőtlenség alapján

S2 =  [ai +  • • • +  a„) • e]2 s  (aj +  ... +  a„)2e2.

A mátrix ortogonalitása miatt zVy esetén а ;а7 = 0’, s így 

(ai + ••• +a„)2 = a?+... + a 2 =  «2.

Egyenlőtlenségünkből tehát e2 = n miatt

S 2S n 2m,

azaz |5 |^ и / и  következik.
H etye i Gábor

A 120. feladat megoldását beküldték még Császár Á kos, Czipszer 
János, H ajós György, K ővári Tamás.
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121. feladat. Legyen c pozitív valós szám, továbbá al <a2< ... 
természetes számok. Bizonyítsuk be, hogy a

a2a2...a n ( _1 л ^
K  = — ^ L A  •••)

elemekből alkotott bt , b 2, ... sorozat nem tarthat pozitív határértékhez.
(Erdős Pál)

Megoldás. Ha c S l ,  akkor nyilván ->-<*>. Legyen tehát o l .  
Tegyük fel, hogy a feladat állításával ellentétben bn^ - A ^  0. Ebbó'l 
ellentmondásra következtetünk.

Legyen d„ = an — an- 1. A feltételezett konvergencia következtében

b n    ̂I
c“n~a„-i cd„

Ebből an -> °°~miatt következik, hogy s hogy ezért

cdn
Ezek szerint

ndn-i n d  cdn~ 1 ci d Icdn_i-dn — ~___ n - c____  iltL_I 1
cdn ß„ - 1 a„ - 1 Le"" cd"J

tehát dn^ í —dn->-0. Ez azonban, egész számokról lévén szó, ellentmond 
a fenti <•/„ °° eredménynek.

Megjegyezzük, hogy az , a2, ... sorozat monotonitását nem hasz­
náltuk fel, csak azt, hogy ezekre a természetes számokra

Fáy Árpád

A 121. feladat megoldását beküldték még Császár Ákos, Horváth 
Sándor, Máté Attila.

122. feladat. Vizsgáljuk meg, hogy az

x* = 2 ky p +  z2
egyenlet mely természetes k, p  számokra oldható meg természetes 
számokkal.*

(Bártfai Pál és Szlanka Imre)

* Lásd a 106. feladatot és megoldásait, XII. évf. 105 — 106. o. Itt említjük, 
hogy а II. megoldásban használt első helyettesítés d 2 =  cp + l s a baloldali kitevő 
sajtóhiba folytán lemaradt.
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Megoldás. A vizsgálatot а k =  0 esetre is kiterjesztjük. Bebizonyít­
juk, hogy az egyenlet nem oldható meg, h a /7 =  0 (mod 4) és к  pá 1 (mod 4), 
minden más esetben viszont megoldható.

a) Eló'ször a megoldhatónak mondott esetekkel foglalkozunk. 
Abból indulunk ki, hogy ha x, y , z  valamely к  és p  mellett kielégíti 
egyenletünket, akkor az egyenlet к  és p  +  4 mellett, valamint к + 4 
és p  mellett is megoldható, mert

(xy)4 =  2kyp+4 +  (zy2)2,
(2x)4 = 2k+4y p +  (4z)2,

Elég ezért а к  <4, p  ̂ 4  esetekkel foglalkoznunk.
Ha p  páratlan, akkor egyenletünk a 106. feladat II. megoldása 

szerint minden к  értékre megoldható. így tehát csak ap  =2, к  =  0, 1, 2, 3 
esetek, valamint a p =  4, к  = 1 eset megoldhatóságát kell belátnunk. 
Ez az

54 = 242 +  72 = 4-122 +  72,
34 = 2-42 +  72 = 8-22+  72 =  2-24 + 72 

egyenlőségekből látszik.
őj Rátérünk a megoldhatatlannak m ondott esetekre. Ha egyen­

letünk p  =  4q  és valamely к  mellett megoldható, akkor

x 4 = 2k{yq)4 + z 2,

vagyis az egyenlet к és p  =  4  mellett is megoldható. Ezért a megold­
hatatlanság bizonyításakor a p  — 4 esetre szorítkozhatunk.

Ha egyenletünk к  £ 4  és p  =  4 mellett megoldható, akkor

x4 =  2‘ - 4(2y)4 +  z2
miatt megoldható a k —4 és p  =  4 értékekre is. Eszerint már csak a 
p  — 4, к =  0, 2, 3 eseteket kell tekintenünk. Elég tehát arra az ismert 
tényre hivatkoznunk, hogy az

x 4= y4 + z2, x 4 =  4y4 +  z2, x 4 — 8y4 +  z2

egyenletek egyike sem oldható meg természetes számokkal (lásd D ick­
son, History o f the theory o f  numbers II, 615—618, 628—629. o.). Emlí­
tést érdemel, hogy az első egyenlet megoldhatatlanságát Fermat bizo­
nyította be, s hogy az első kettőé EuLERnél is szerepel.

Császár Ákos
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PROBLEMES PROPOSES

131. Soient f í ,  f i ,  des fonctions données et («—1) fois dérivables dans
un intervalle. En désignant par W (fi,f2, ...,/„ )  le Wronskyen de ces fonctions, 
démontrer que \

W [W {f„  f i ) ,  W V u f i) , .... W (fu /„)] = / ; ' V ( / „ / 2 ,

I. Fenyő

132. On dit qu’une solution de l’équation polynómiale f (x )n-fg(x)" =  h(x)n 
est triviale s’il existe un polynőme <p(x) tel que fix )  =  a<p{x), g (x )=  b<p(x), 
h(x) =  crp(x) et an- fb n — c'\ Vérifier que si « S 3 , alors notre équation polynö- 
miale n’a que des solutions triviales. Pour n =  2 determiner toutes les solution de 
l’équation polynómiale.

E. Fried

133. Sóit f(n) une fonction définie sur l’ensemble des entiers positifs, ä valeur 
complexe, totalement multiplicative vérifiant les relations: \f(n)\ =  1, et en désignant 
par p  des nombres premiers,

2  — <
Ш Ф - i p

Prouver que ,

Ä = o .
К. Corradi

I
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Hírek

Külföldi utazások

Anglia

Aczél István és Szelezsán János a Magyar Tudományos Akadémia kiküldetésé­
ben 1961. X. 3 —12-ig részt vettek Londonban egy, az elektronikus adatfeldolgozással 
foglalkozó szimpóziumon és ezzel egyidejűleg rendezett elektronikus számológép 
kiállításon.

Ausztria

Az Osztrák Matematikai Társulat a Bolyai János Matematikai Társulattal 
közösen 1961. XI. 15 —18-ig valószínűségszámítási és matematikai statisztikai kollok­
viumot rendezett Eisenstadtban. A  magyar matematikusokat Aczél János, Bánkövi 
György, Bártfai Pál, Bőd Péter, Csáki Endre, Csáki Pál, Csiszár Imre, Fisoher János, 
Gyires Béla, Medgyessy Pál, Mogyoródi József, Palásti Ilona, Prékopa András, 
Rényi Alfréd, Révész Pál, Sarkadi Károly, Tankó József, Vincze István és Ziermann 
Margit képviselték. A magyar résztvevők részéről az alábbi előadások hangzottak e l:

Aczél János: A  feltételes valószínűség megalapozása.
Bánkövi György: Egydimenziós térkitöltési problémákról.
Bártfai Pál: Síkgörbéken értelmezett valószínűségeloszlások entrópiája.
Csáki Endre—Vincze István: Bolyongási problémákról.
Csáki Pál: Megjegyzések az általánosított maximál-korrelációról.
Csiszár Imre: Egy információelméleti konvergencia-fogalom a valószínűség­

eloszlások terében.
Fischer János: Egyes valószínűségszámítási távolságfogalmak topológikus és 

metrikus tulajdonságairól.
Gyires Béla: A centrális határeloszlástétel egy általánosításáról.
Medgyessy Pál: A sűrűségfüggvények alakjának jellemzéséről.
Mogyoródi József: Független valószínűségi változók véletlen tagszámú össze­

geinek határeloszlásai.
Palásti Ilona: Azon fák számának eloszlásáról, amelyek egy kromatikus véletlen 

gráf izolált részgráfjai.
Prékopa András: Sztochasztikus mátrixokról.
Rényi Alfréd: Véletlen információ akkumulációja.
Révész Pál: Birkhoff 111, problémájának valószínűségszámítási megoldása és 

ennek alkalmazása az ergodelméletben.
Sarkadi Károly: Élettartam kísérletekkel kapcsolatos becslési problémákról. 
Tankó József: A hosszinvariancia fogalma a stacionárius folyamatok elméleté- 

ben.
Vincze István: Véletlen tagszámú összegek határeloszlás tételeiről.
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Csehszlovákia

Szilágyi Zoltán akadémiai egyezmény keretében 1961. X. 9 —XI. 19-ig Cseh­
szlovákiában volt tanulmányúton.

A csehszlovák Műszaki és Természettudományi Egyesületek Szövetsége 1961. 
XII. 13 —15-ig gyógyszerészek és gyógyszervegyészek részére statisztikai tanfolyamot 
tartott, amelyen meghívás alapján Fischer János vett részt és „Beavatkozások időbeli 
hatásának statisztika analízise szélsőérték segítségével” címen előadást tartott.

A Nemzetközi Matematikai Unió és a Csehszlovák Tudományos Akadémia 
1961. IX. 1—8-ig Prágában „Általános topológia és annak alkalmazásai a modem  
analízisben és algebrában” témakörből szimpóziumot rendezett. A  magyar matema­
tikusokat a szimpóziumon Bognár Mátyás, Császár Ákos, Császár Ákosné és Erdős 
Pál képviselték. A magyar résztvevők részéről az alábbi előadások hangzottak el: 

Bognár Mátyás: „Bemerkungen zum Kongressvortrage Stetigkeitsbegriff und 
abstrakte Mengenlehre von F. Riesz”,

Császár Ákos: “Complétion et compactification d’espaces syntopogenes”, 
Erdős Pál: “On the topological product of discrete /-compact spaces”.

Dánia
\

Szüsz Péter 1961. IV. 9 —VII. 14-ig a koppenhágai egyetem meghívására Dániá­
ban tartózkodott. Koppenhágában 4 előadást tartott a diofantoszi approximáció 
metrikus elméletéről, majd egy előadást Aarhusban.

Franciaország
■ i--

A Francia Számítástechnikai Társaság 1961. X. 17 —20-ig Párizsban rendezte 
meg II. kongresszusát, amelyen a magyar matematikusokat Békéssy András, Dömölki 
Bálint és Kis Ottó képviselték.

Kanada

Grätzer György 1961. III. 4—IX 15-ig a Canadian Research Council meghívására, 
a Kingstoni Queen’s University-n volt tanulmányúton, közben — VIII. 15—IX. 
9-ig részt vett Montrealban a kanadai Matematikai Kongresszuson.

Kína

Juvancz Ireneusz akadémiai egyezmény keretében 1961. októbertől 3 hónapos 
tanulmányúton volt Kínában. Pekingben és Sanghajban előadássorozatokat tartott 
biometriai módszerekről. ___

Lengyelország

Szüsz Péter akadémiai egyezmény keretében 1961. IX. 28—X. 28-ig Lengyel- 
országban volt tanulmányúton.

A Lengyel Tudományos Akadémia 1961. X. 2 —6-ig Krakkóban differenciál­
geometria konferenciát rendezett, amelyen meghívottként Aczél János, Moór Arthur, 
Soós Gyula és Varga Ottó vettek részt és tartottak előadást.

Moór Arthur — a differenciálgeometria konferenciát követően — akadémiai 
egyezmény keretében 1961. X. 6 —31-ig tanulmányúton vett részt Lengyelországban. 
Krakkóban „A nem lineáris invariáns differenciálról” és „A rekurrens kovariáns 
differenciálról” , Varsóban „A Finsler geometria megalapozásáról” címmel szeminá­
riumi előadásokat tartott.
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Sarkadi Károly akadémiai egyezmény keretében 1961. X. 23—XI. 11-ig Lengyel- 
országban volt tanulmányúton. Varsóban „Mérésed mintavételi terv kiválasztása az 
előző minták eredménye alapján” címen előadást tartott.

Ádám András a Lengyel Tudományos Akadémia meghívása alapján 1962. 
IV. 25—V. 9-ig Varsóban tartózkodott. A Lengyel Tudományos Akadémia Matemati­
kai Intézetében „Logikai műveletek ismétlésnélküli monoton szuperpozícióiról” és 
„Áttekintés a jelfogó — érintkező — rendszerekkel kapcsolatos bizonyos matematikai 
vizsgálatokról” címmel előadást tartott.

NDK

A berlini Német Tudományos Akadémia 1961. X. 19 — 20-ig tartotta Magde- 
burgban a statisztikai minőségellenőrzés problémáival foglalkozó VI. konferenciáját. 
A magyar matematikusokat Dukáti Ferenc, Sarkadi Károly, Vas Györgyné, és Vincze 
Endre képviselték. A konferencián Dukáti Ferenc és Vincze Endre előadást tartot­
tak.

Daróczi Zoltán a Halle-i Egyetem meghívására 1962. III. 15—23-ig tanulmány­
úton vett részt és „Charakterisierung der Entropien positiver Ordnung und der Shan- 
nanschen Entropie” címmel előadást tartott.

Dénes József akadémiai egyezmény keretében 1962. III. 19—IV. 2-ig Berlinben 
és Rostockban volt tanulmányúton. —

A berlini Német Tudományos Akadémia 1962. III. 20—23-ig a kibernetika 
matematikai és műszaki vonatkozásaival foglalkozó konferenciát rendezett Berlin­
ben, amelyen meghívás alapján Kalmár László és Muszka Dániel vettek részt. Muszka 
Dániel „Ä gépjármű közlekedés automatizálásának néhány elvi kérdése'.’ címmel 
előadást tartott.

Német Szövetségi Köztársaság

Freud Géza a Giessen-i Egyetem meghívására 1961. V. 1—VIII. 22-ig „Orto­
gonális polinomok” címmel előadásokat, „Approximációoelmélet” címmel szeminá­
riumokat tartott.

Szusz Péter — Dániából jövet — 1961. VII. 14 —31-ig Giessenben tartózkodott 
és az Egyetemen előadást tartott.

Varga Ottó 1961. IX. 25—29-ig részt vett az Oberwolfachban rendezett geomet­
riai konferencián és „Állandó görbületű és nem euklideszi terek összefüggése” cím­
mel előadást tartott.

Kertész Andor 1961. X. 2 2 —28-ig részt vett az Oberwolfachban rendezett 
gyűrűelméleti konferencián és „Artin-féle gyűrűk” címmel előadást tartott.

Surányi János a bonni és a münsteri egyetem Matematikai Intézetének meghí­
vására 1961. XII. 3 —10-ig a Német Szövetségi Köztársaságban tartózkodott és 
„A matematikai logika eldöntésproblémájának redukciójáról” címmel előadást tar­
tott.

Révész György 1961. X. 27 — 1962. I. 26-ig UNESCO ösztöndíjjal a bonni 
Egyetem Alkalmazott Matematikai Intézetében és a darmstadti Technikai Főiskola 
Gyakorlati Matematikai Intézetében volt tanulmányúton.

Románia

Hosszú Miklós akadémiai egyezmény keretében 1961. X. 30 —XI. 24-ig Romániá­
ban volt tanulmányúton.

Kalmár László 1962. V. 8 —15-ig Romániában tartózkodott a magyar és román 
matematikusok közötti szorosabb tudományos együttműködés megbeszélése céljá­
ból. Bukarestben felkérésre a következő előadásokat tartotta:
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Olyan elektronikus számológépekről, amely programozás nélkül, matematikai 
és logikai formulák alapján működik.

Automatikus számológépek egy algebrai elméletéről.
Gödel és Church tételeinek filozófiai jelentőségéről.
Matematikai és nyelvi struktúrák.

Szovjetunió

Gergely József 1961. XII. 30—1962. I. 13-ig a Szovjetunióban volt tanulmány­
úton.

Bognár János 1962. IV. 24—V. 16-ig akadémiai egyezmény keretében a Szovjet­
unióban volt tanulmányúton. Odesszában és Kievben indefinit metrikájú térben 
önadjungált operátorok négyzetgyökéről szemináriumi előadást tartott.

USA

Bognár Mátyás és Révész Pál 1961. X. 23—27-ig meghívás alapján részt vettek 
New-Orleansban az ergodelméleti szimpóziumon.

Révész Pál: „Egy véletlen ergod-tétel és ennek alkalmazása a Markov láncok 
elméletében” címmel előadást tartott.

Doktori és kandidátusi értekezések vitája

1. Molnár József „Körelhelyezések állandó görbiiletű felületeken” c. doktori 
értekezését 1961. XII. 21-én védte meg. Opponensek voltak: Erdős Pál akadémikus, 
Hajós György akadémikus és Fejes Tóth László a MTA lev. tagja.

2. Gyires Béla „Függvénymátrixokkal generált Toeplitz-féle mátrixokról” c. 
doktori értekezését 1962. I. 18-án védte meg. Opponensek voltak: Rényi Alfréd 
akadémikus, Szőkefalvi-Nagy Béla akadémikus és Túrán Pál akadémikus.

3. Adler György „A Au — au't =  f  egyenlet megoldásai gradiensének becslése”  
c. kandidátusi értekezését 1962. II. 9-én védte meg. Opponensek voltak: Freud Géza  
a matematikai tud. doktora és Makai Endre a matematikai tud. doktora.

4. Bognár János „Vizsgálatok az indefinit metrikájú terek elméletéből” , c. 
kandidátusi értekezését 1962. II. 21-én védte meg. Opponensek voltak ̂ Császár Á kos 
a matematikai tudományok doktora és Czách László a matematikai tudományok 
kandidátusa.

5. Soós Gyula „A Finsler-féle fibrált terék elméletéhez” c. doktori értekezését 
1962. V. 24-én védte meg. Opponensek voltak: Varga Ottó a MTA lev. tagja, Rap- 
csák András a matematikai tudományok doktora és Moór Arthur a matematikai 
tudományok kandidátusa.

324

1.

2 .

3.
4.



Jelentés а Веке Manó emlékdíj tizenkettedik 
kiosztásáról

A Bolyai János Matematikai Társulat Elnöksége által kiküldött bizottság elnöke: 
Aczél János, tagjai Gádor Endréné, Hódi Endre, Varga Sándor és Reményi Gusz- 
távné előadó voltak. A bizottság az emlékdíj szabályzatának megfelelően megálla­
pította, hogy a díjak odaítélésével elsősorban a matematikát népszerűsítő könyvek 
és cikkek írását és ilyen tárgyú előadások tartását kívánja jutalmazni. Az elbírálásban 
fontos szempontnak tekinti a bizottság a kiváló tanári és szakköri munkát, a tanári 
továbbképzést és a jó módszerek kialakítását elősegítő írói és előadói működést, 
továbbá a Bolyai Társulat keretében végzett szervező munkát,

A bizottság e szempontoknak megfelelően az 1962 március 19-én, illetve június 
22-én tartott ülésén az alábbi határozatot fogadta el, amelyet az Intézőbizottság 
jóváhagyott:

A bizottság 2000 Ft jutalommal tüntette ki dr. Erdős Pált, a Magyar Tudományos 
Akadémia rendes tagját; 1000 —1000 F-ttal jutalmazta Horvay Katalint az Eötvös 
Loránd Tudományegyetem ábrázoló geometriai tanszékének adjunktusát; Krix 
Mártont, a bajai Tóth Kálmán leánygimnázium tanárát; Lengyel Ferenc budapesti 
általános iskolai szakfelügyelőt és Trebiczky Saroltát, a keszthelyi Vajda János 
gimnázium tanárát.

Indokolás ' ■

E r d ő s  P a l  a Magyar Tudományos Akadémia rendes tagja. Annak ellenére, 
hogy csak az év kisebb részét tölti Magyarországon, mindig szívesen eleget tesz a 
Bolyai János Matematikai Társulat nemcsak tudományos, de matematika-népszerű­
sítő előadások tartására vonatkozó felkéréseinek is. Élénken érdeklődik a Társulat 
„Ifjúsági Matematika Kör”-ének munkája iránt. Ennek keretében is, valamint Buda­
pesten kívül vidéken is a tanárok továbbképzésében és a matematikai délutánok 
rendezvénysorozatában több előadást tartott. Ezek mindig igen nagy érdeklődést 
keltettek és nagy matematikai és pedagógiai hatásúak voltak.

Előadásai élénkek, közvetlenek, magukkal ragadják a hallgatókat. Ennek for­
rása Erdős Pál egyéniségében rejlik: ilyen élénk, közvetlen, magávalragadó az ő 
— matematikusok közt is egyedülállóan népszerű — személyisége is. Előadásai 
rendkívül gazdagok elemien megfogalmazható kérdéskörökben elért, gyakran tőle 
származó, vagy általa kezdeményezett irányban felfedezett újabb eredményekben és 
további nyitott problémákban. Az egyedülálló problémagazdagság jellemző igen 
termékeny tudományos munkásságára is: mintegy 400 cikket írt, érdekes módon 
több mint 80 társszerzővel, köztük olyannal is, aki még általános iskolai tanuló. 
Ebből is látszik, — ami különben is köztudomású — hogy rendkívül sok matemati­
kussal van közvetlen személyes kapcsolata szerte a világon. Egyénileg is igen inten-
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zíven foglalkozik tehetséges fiatalokkal, akik közt általános iskolai, középiskolai 
tanuló és egyetemi hallgató egyaránt megtalálható.

A legutóbbi években végzett matematika-népszerűsítő publikációi közül kiemel­
jük a Középiskolai Matematikai Lapokban 1962-ben (XXIV. kötet 15. szám) meg­
jelent cikkét: „Néhány elemi geometriai problémáról”, valamint Surányi Jánossal 
közösen írt könyvét: „Válogatott fejezetek a számelméletből” , mely az utóbbi évek 
egyik legszebb eredménye a matematika népszerűsítése terén. Ezek és általában nép­
népszerűsítő tevékenysége nem egyedi jelenség Erdős Pál gazdag matematikai munkás­
ságában, hanem annak szerves része.

H orvay K atalin  az Eötvös Loránd Tudományegyetem ábrázoló geometriai 
tanszékének adjunktusa. Magas óraszámú egyetemi elfoglaltsága mellett 1957 óta 
rendszeresen tanít középiskolában is, hogy személyes tapasztalatai alapján nyújtson 
segítséget a középiskolai matematika és ábrázoló geometria oktatás színvonalának 
emeléséhez. A tanárok továbbképzése érdekében gyakran tartott előadást a Bolyai 
János Matematikai Társulat vidéki tagozataiban. Világos, gondosan felépített elő­
adásai nagy segítséget nyújtottak a matematika tanároknak az iskolai anyag tanításá­
hoz. Előadott diákoknak középiskolai matematikai délutánokon, tanároknak pedig 
a Fővárosi Pedagógiai Szeminárium és a Központi Pedagógus Továbbképző Intézet 
tanfolyamain. A Tudományos Ismeretterjesztő Társulat József Attila szabadegyetemén, 
és a Magyar Szovjet Barátsági Hónapok alkalmával rendezett előadás-sorozatokon 
is részt vett a matematika népszerűsítésében. A Központi Pedagógus Továbbképző 
Intézetben tartott több előadása nyomtatásban is megjelent, és sajtó alatt van három 
matematika népszerűsítő cikke. Az előkészületben levő régóta nélkülözött geometriai 
példatár térgeometriai részét írja. Több tankönyv' és szakköri füzet bírálója volt. 
Több éven át tagja volt a tanulmányi versenyek központi bizottságainak, saját tanít­
ványainak részvétele óta mint kerületi bizottsági tag vesz részt a versenydolgozatok 
felülbírálásában. Az iskolai matematika tanítás jobb, korszerűbb módszereinek 
kidolgozásával tudományos szinten foglalkozik. Kísérleteket végez a vektorok közép­
iskolai tanításával kapcsolatban. Munkaidejét nem kiméivé, minden hozzá fordulónak, 
diáknak és tanárnak egyaránt szívesen nyújt segítséget, útmutatást. Tanítványaival 
megkedvelteti a matematikát, és igen következetes, magas színvonalú tanári munkájá­
nak eredményeképpen azok megbízható, alapos tudásra tesznek szert.

K ríx M árton a bajai Tóth Kálmán leánygimnázium tanára. Szakmai felké­
szültsége kiváló. „A Matematika Tanítása” feladatainak sikeres megoldója. Tanítási 
módszere igen eredményes. Jó eredményét óráinak tervszerű kihasználásával, a tanu­
lók maximális aktivizálásával, változatos, jól átgondolt módszerével, az óratípusok 
megfelelő variálásával éri el. Tanítványai a tárgyat szeretik, a tananyagot jól megér­
tik, matematikai készségüket sikeresen fejleszti. Mind a szaktárgyakkal, mind az 
5 +  1-es oktatással kapcsolatos nevelési, koncentrálási lehetőségek meglátására és 
azok gyakorlati megvalósítására vonatkozó gondolatai és tapasztalatainak átadása 
nagy segítséget nyújtanak nevelőtársainak. A matematikai szakkör vezetését gondos 
előkészülettel, példamutató aktivizáló tevékenységgel látja el. A  szakköri tagoknak 
a feladatmegoldás területén jó képzést nyújt. A Középiskolai Matematikai Lapok 
feladatainak megoldatásával jól készíti elő tanítványait az egyetemre és a közép­
iskolai tanulmányi versenyekre. Gyakran kerül tanítványa a döntőbe. A felnőtt- 
oktatás területén az Agrártudományi Egyetem megbízásából a levelező hallgatók 
matematikai előkészítését végzi, ugyancsak jó eredménnyel. Fiatalabb kartársait 
nemcsak tanácsaival, hanem a kölcsönös óralátogatásokat követő óraelemzéssel is 
segíti.

L engyel F erenc a budapesti általános iskolai szakfelügyelő gárda egyik leg­
képzettebb tagja. Két fontos — jelentős részében munkások lakta — kerületben 
(IX, XX) irányítja szívügyeként az általános iskolai matematika tanítást. Alapos 
pedagógiai és szakmai tudásáért, tárgyilagosságáért, józan tanácsaiért és mindig 
kollegiális útmutatásaiért kerületeiben közmegbecsülésnek örvend. A XX. kerületben
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különösen élénk és eredményes munkaközösségi munkát szervezett. A  geometriai 
terepmérések tényleges végrehajtásának lelkes szószólója; a budapesti pedagógusok 
továbbképzésében évröl-évre erről a témáról és metodikai vonatkozásairól előadást 
tartott. Maga is ügyes és ötletes terepmárő eszközöket készített.

A  matematika tanítás eredményességének, helyzetének és színvonalának meg­
állapítására sokoldalúan alkalmazza az általa felügyelt kerületben a felmérés mód­
szerét. 1953/54-ben és 1954—55-ben a munkás tanulók oktatási és tanulási problémái­
nak felderítésére végzett felmérést. Erről készített tanulmánya adta elsősorban alapját 
az ez évben kapott „Az oktatásügy kiváló dolgozója” kitüntetésnek. Az 1957/58. 
tanévben a IX. és XX. kerület összes iskolájára kiterjedő felmérése elsősorban az 
általános iskolában elérhető ismeretek és készségek felderítését célozza. Felméréseit 
mélyreható elemzés követi. A Matematika Tanítása 1960/61 évfolyamában tanul­
mánya jelent meg a szakfelügyelői eredményvizsgálat módszereiről. Az 1960/61. 
tanév második felében a Művelődésügyi Minisztérium külső munkatársaként köz­
vetlenül is részt vett az általános iskola új tantervével kapcsolatos megyei ankétok 
megszervezésében és irányításában. Tagja az új tanterv kidolgozásával foglalkozó 
tantárgyi bizottságnak és a felsőoktatási reformbiozttságnak is.

A matematika tanítás korszerűsítésének lelkes híve. Jelentős részt vállalt az új 
általános iskolai tankönyvek megírásából. Az V. osztályos tankönyv kéziratának 
egyik változatát Jász Alajosnéval együtt jó eredménnyel készítette el. Megbízást 
kapott a VI. és VII. osztályos tankönyvek megírására is.

Trebiczky Sarolta a keszthelyi Vajda János általános gimnázium tanára. 
Hosszú pedagógiai gyakorlattal rendelkező tanár. Működése során sok értékes és 
hasznos tapasztalatot szerzett. Tanári pályáját a zalaegerszegi állami polgári iskolában 
kezdte. Innét került a 40-es évek elején Keszthelyre. Az iskolák államosítása után az 
általános leányiskola igazgatója lett. Később megbízták az általános iskolák mate­
matika-fizika szakos nevelőinek szakfelügyeletével. Rátermettsége, alapos tárgyi 
tudása, példaszerű iskolai munkája növelték tekintélyét ezen a munkaterületen is. 
Tanítványaival szemben következetes, igazságos és megértő nevelőnek bizonyult. 
A nevelők tárgyilagos, előremutató bírálatai miatt szerették. Az általános iskolákban 
szerzett tapasztalatait jól értékesítette gimnáziumi tanári működése során. 1960. óta 
tanít jelenlegi munkahelyén. Szakmai munkájának jellemzői; a szemléletes magyará­
zat, kapcsolatok keresése a gyakorlati élettel, pontosságra nevelés. Az új pedagógiai 
eljárásokat is eredménnyel alkalmazza. A számonkérés új módja után kutat, az órán 
való gyakorlásra sok időt fordít, a kiváló tanulókkal szakkörben foglalkozik.

A Bolyai János Matematikai Társulat munkájában az 50-es évek eleje óta vesz 
részt. A Társulat veszprémi tagozatának létrehozásában, majd annak minden munkájá­
ban tevékenyen működött közre. Mindkét hazai matematikai kongresszuson jelen 
volt. Jelenleg példamutató tanítási munkája mellett a Keszthely—Sümeg—Tapolca 
középiskolai matematika tanárai részére szervezett munkaközösségben is eredményes 
munkát végez. Elindította a közeli iskolák közötti tapasztalatcsere mozgalmat. Több 
előadást tartott általános es középiskolai tanárok számára. • ^



Társulati élet

A Bolyai János Matematikai Társulat Budapesti Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től, 1961. december 31-ig.

Január 14.
Schmidt E. Tamás: Síklapokkal határolt testek egymásba-darabolhatóságáról. 

Középiskolai matematikai délután.

Január 20.
1. Gagyi Pálffy A ndrás: A függvények konvexségének egyszerűbb algebrai fel­

tételei.
2. Filmösszeállítás az I. és II. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiáról. (A felvétele­

ket Bollobás Béla és Mezei Ferenc készítették) Az Ifjúsági Matematikai Kör 
előadása.

Február 11.
Scharnitzky Viktor: Egyenletek közelítő megoldása.

Középiskolai matematikai délután.

Február 24.
Bollobás Béla: Feladatok a konvex tartományok köréből.

Az Ifjúsági Matematikai Kör előadása.

Február 24.
Az NDK-ból kapott oktatófilmek bemutatása.

a) „Potenzfunktionen I; y  =  ax2” oktatófilm és állóképsorozat,
b) „Trigonometrische Punktbestimmung” oktatófilm és állóképsorozat,
c) a „Nichteuklidische Geometrie” c. filmsorozatnak a pszeudoszféra geometriáját 
tárgyaló része.

Február 24.
SCHWEITZER MIKLÓS MATEMATIKAI EMLÉKVERSENY

eredményhirdetése és díjak kiosztása. A versenyfeladatok megoldásait Corrádi 
K eresztély ismertette.

Március 17.
Szilárd Károly: Kvázikonform leképezésekről. Legyen f iz )  =  u(x, >■) +  iv(x , y) 
a  z  =  x +  iy komplex változó komplex értékű függvénye, ahol и (x, y) és v (x ,y )
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valós függvényei az jc és у  valós változóknak és a következő elliptikus kvázilineáris 
elsőfokú parciális differenciálegyenlet-rendszernek tesznek eleget:

dv du du
d y  =  a d~x +  bííy

dv du du
~ F x = c dx +  d d y '

a, b, c és d  az x, у, и és v fólytonosan differenciálható függvényei és
( b  +  c \ 2

ad~ [ ~ i r )  > a
Ez a differenciálegyenlet-rendszer általánosítása a Cauchy—Riemann-féle egyenlet­
rendszernek és az f(x ) =  u-\-iv  függvények az analitikus függvények általánosítá­
sainak tekinthetők. Az a, b, c és d  koefficiensekre nézve elég gyenge megszorítások 
mellett az /(z )  =  и +  iv függvénycsaládra sok olyan tételt lehet kimondani és bebi­
zonyítani, amelyeknek az analogonjai az analitikus függvények családjára ismerete­
sek. (Pl. a kis és a nagy Picard-féle tétel, Koebe torzítási tétele, stb.) A megfelelő 
egyrétü leképezések elmélete — általánosítása a konform leképezések elméletének.

Az utóbbi 30 évben további általánosítások lettek ismeretesek, főképp Grötzsch, 
Lavrentyev, Bers, Schabat, Pfluger, Ahlfors, Beurling, Móri és az ő követőik révén. 
Az elmélet kezdeményezőjének Beltramit tekinthetjük, akinek első ezirányú munkája 
1867-ben jelent meg. A század elején szintén jelentek meg ily irányú munkák S. 
Bernstein-től és D. Pompeiu-tól. Ezek azonban csak kb. 30 év múltán találtak vissz­
hangra.

Március 18.
R ábai Imre: Algebrai és geometriai tételek igazolása.

Középiskolai matematikai délután.
• l

Március 24.
N áray Szabó G ábor: A Thales-tétel térbeli általánosításáról.

Az Ifjúsági Matematikai Kör előadása.

Március 24.
Szösz Péter: Kuzmin egy tételének általánosítása.

Előadó a következő tételt bizonyította be: m0( k i , k 2, x). Legyen r adott ter­
mészetes szám, (kj, k2 =  0 , 1 , . . . ,  r — 1) kétszer folytonosan diffferenciálható függ­
vények, amelyek a következő feltételeknek tesznek eleget

m0(k i, k 2, 0 ) =  0 ,

2  Wo(ki, k 2, 1) =  1 , 
k i . k 2

mo(k i ,k 2,x ) = 0 ,  ha (k i,k 2i/ ) > l .

Legyenek az {mn{k i, k 2,x )}  (« =  1 ,2 , ...) függvénysorozat tagjai definiálva az 

rn„+ i(k i,k2, x ) — £  j"i«jí'(0 , k i, y j  — m „|s(/), k i, y ^ y j j  j

22 Matematikai Lapok
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rekurziós formulával, ahol s(l) 0 és r — 1 között fekvő egész szám, amely az

s(l) =  k 2 — lkl (mod r)

kongruencia által van meghatározva. Akkor fennáll a

m'n(ku k 2, x) -  (c (r )- t  log 2 ))' ‘ — J—  =  0(q”),
1 -p  X

ahol q egy 1-nél kisebb, csak r-től függő állandó, továbbá

c(r) — r2 / 7 ( 1
Pír

Mint e tétel alkalmazása adódik többek között a következő tétel: Legyen a irracio­
nális szám, . . .a  lánctört kifejtésének közelítő nevezői. Akkor majdnem
minden a-ra fennáll, hogy

1 v  r(p{k, r)
hm — Z  1 =  " , ' •n-n» n «síi c(r)(k, r)

B v  =  k  (mod r)

Az előadáson ismertetett eredmények azóta megjelentek az Acta Arithmetica-ban. 
VII. (1962) 149-160. old.

Április 12.
В. H. N eum ann  (Anglia): Sylowsche Sätze in unendlichen Gruppen.

Április 14.
F reud G é z a : Interpolációs eljárások négyzetes konvergenciájáról.

Erdős és Túrán, majd Balázs és Túrán vizsgálatait folytatva, az előadó olyan 
interpolációs eljárások súlyozott középben való konvergenciáját bizonyítja, amely­
nek alappontjai a súlyhoz tartozó ortogonális polinomok gyökéi. A súlyfüggvényről 
(eloszlásfüggvényről) csak annyit tesz fel, hogy azt a momentumai egyértelműen 
meghatározzák, ami akkor is teljesülhet, ha az eloszlás* szupportja nem korlátos.

Április 15.
L ajos Sá n d o r : A Fibonacci-féle számokról.

Középiskolai matematikai délután.

Április 21.
G. Zappa (Firenze): Sur les compléments normaux des sousgroupes de Hall dans 

les groupes finis.
(Hali-féle alcsoport normális komplementeréről véges csoportban.)

Legyen G egy véges csoport és Я  egy valódi alcsoportja. Ha Я  rendje és indexe 
G-ben relatív prímek, akkor H-t G-ben Hali-féle alcsoportnak nevezzük. G-nek 
N  normálosztója normális komplementerje H-nak, ha G =  HN  ahol H  n ,V =  1. 
Frobeniustól kezdve többen foglalkoztak azzal a problémával, milyen feltételek 
mellett van Я-пак normális komplementerje (Frobenius, Baer, Thompson, Kochen- 
dörffer).

Előadó ezzel a kérdéssel kapcsolatban igazolja a következő tételt:
Legyen G egy véges csoport és H  G-nek egy Hali-féle feloldható alcsoportja. 

Legyen R  Я-пак (bal- vagy jobb-) olyan reprezentáns-rendszere, hogy x ~ lRx =  R  
minden x e H -ra (feltéve, hogy ilyen létezik). Tekintsük G azon alcsoportjait, amelyek 
rendjében csak olyan prímszámok lépnek fel, mint amelyek Я  rendjében találhatók.
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Ha bármelyik ilyen alcsoport megtalálható //-ban vagy H  valamelyik konjugált- 
jában, akkor H-nak van normális komplementerje.

A tétel utolsó feltétele nem hagyható el, mert erre az ikozaedorcsoport mutat 
ellenpéldát.

Április 28.
A lexits G yörgy útibeszámolója.

Klubest. v
Május 12.
Az Országos Matematikai Verseny feladatainak megbeszélése.

Az Ifjúsági Matematikai Kör összejövetele.

Május 13.
Csébfalvi K ároly: Érdekes gyakorlati szélsőérték feladatok.

Középiskolai matematikai délután.

Május 16.
M. D. D onsker (Egyesült Államok): Boundary value problems, functional space 
integrals, and Volterra variational equations.

A  MTA Matematikai Kutató Intézetével közös rendezésben.

Május 19.
Aczél János: Egy geometriai-algebrai probléma elemi analitikus megoldása.

Az előadás részletes szövege a Bolletino deli’ Unione Matematica Italiana (3) 
15 (1960) 479 —484-ben jelent meg.

Május 22.
G. Vránceanu (Román Népköztársaság): Groupes d’holonomie des espaces á 

connexioh affine.

Május 26.
A. D. Wallace (Egyesült Államok): Periodicity and Related Properties of Semi- 

groupes.

Június 10.
Az Arany D ániel verseny eredményhirdetése és díjkiosztása. A versenyfeladatokat 

Lőrincz Pál ismertette.

Augusztus 14 — 19.
Z. P. D ienes és Varga Tamás előadássorozata matematikaoktatási kísérletekről. 

Augusztus 30.
Z. P. D ienes (Anglia): A képzelet felhasználása a matematika tanításában. 

Szeptember 16.

Vincze István: A valószínűségszámításról és néhány alkalmazásáról. I. 
Középiskolai matematikai délután.

Szeptember 29.
Beszámoló a III. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiáról.

A versenyek lefolyását H ódi Endre, a Diákolimpia Előkészítő Bizottságának 
titkára, a feladatokat a versenyzők ismertették. Az Ifjúsági Matematikai Kör ülése.

22
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Október 7.
ViNCZE István: A valószínűségszámításról és néhány alkalmazásáról. II. 

Középiskolai matematikai délután.

Október 20.
Adler G yörgy: Harmonikus függvények becslése vegyes típusú peremfeltételek 

esetén.
Az előadó — általánosítva O. A. Olejnyik egy előző eredményét (lásd [3]), és 

bizonyos értelemben kiegészítve C. Pucci általában meg nem konstruálható segéd­
függvényekre támaszkodó becslését —, a következő tételt bizonyította be: (a tétel 
szabatosan megfogalmazott feltételeit lásd az előadó [1] dolgozatában):

Tegyük fel, hogy az n dimenziós tér Q  tartományának 27 felszíne elég reguláris, 
és 27 =  2 7 ,+ 2 7 2 +  273, ahol 27,, £ 2 és 273 ugyancsak elég regulárisak. Az u{P) 
függvény legyen harmonikus ű-ban és folytonosan differenciálható (£2 -f- 27)-ban, 
továbbá tegyen eleget a következő peremfeltételeknek:

u(P) =  0, ha P e l 7,

és

Ö(P)
8u(P)

d v
— b (P )u (P )= 0 , ( a b > 0), ha P e £ i

du(P)
d v

= y(P), ha P  6  273,

ahol v a 27 belső normálisa. Akkor

í  a b  I
m ax \u \S:A  \n, r,L , |27,|, |272|, |273|, sup *— > SUP — sup \y\, 
n - s  V z2 b z2 a )  i 3

ahol r és L  a tartomány alakjától függő állandók (durván szólva r 27 maximális gör­
bületét, L  pedig Q  „elnyúltságát” méri), |27í| pedig a 27, felületdarab felszíne.

Az előadó az A függvényt explicite meghatározta; A alakja függ attól, hogy 
271 üres halmaz-e, vagy sem.

IRODALOM

[1] Adler Gy.: Maggiorazione déllé funzioni armoniche con condizioni al contorno
di tipo misto. A t ti della Accad. déllé Sei. di Torino 95 (1960—61).

[2] Olejnyik, O. A.: Ob usztajcsivosztyi zadacsi Nyejmana (Neuman-a). Uszpehi
Mat. Nauk 11 (1956) 223-225.

{3] Pucci C .: Maggiorazione della soluzione probléma al contorno di tipo misto, 
relativo a equazione a derivate parziali, lineare, del secondo ordine. 
Rendicionti deli' Accad. Naz. dei Liticei, serie VIII. vol. XIII., fasc. 
6 (1952) 360-366 .

Október 20.
Szidarovszky Ferenc: Magasabbrendű számtani sorok.

Az Ifjúsági Matematikai Kör előadása.

Október 27.
F reud G éza; Hamburger—Stieltjes-féle momentum függvények.

(Lásd. Debrecen december 19. előadás.)
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November 3.
L. M ichler (Magdeburg): Über die Bedeutung des Gruppoids in der Galoisschen 

Theorie. ,

November 10.
Feladatmegoldások.

Kitűzött feladatok megbeszélése, az Ifjúsági Matematikai Kör ülése.

November 11.
Kürschák József verseny.

November 15.
Bakos T ibor: Egyenletek közelítő megoldása.

Előadás a Fővárosi Pedagógiai szemináriummal közös rendezésben, tanárok szá­
mára.

November 17.
G raetzer György: Fél év Kanadában.

Klubest.

November 22.
Pálmay Lóránt: Közelitő számítások. I.

Előadás a Fővárosi Pedagógiai Szemináriummal közös rendezésben, általános 
iskolai tanárok számára.

November 24. Császár Ákos: Megemlékezés S. Stoilow-ról.
Az Eötvös Loránd Tudományegyetem Matematikai Intézetével közös rendezésben

November 25.
H orvay K atalin: Kúpszeletekkel kapcsolatos feladatok,

Középiskolai matematikai délután.

December 1.
Sonnevend G yörgy: Szerkesztések csak körző használatával.

Az Ifjúsági Matematikai Kör előadása.

December 1.
A dler G yörgy: A  burkoló 'görbe fogalmának általánosításáról.

Az előadó a burkológörbe fogalmát — bizonyos irányban — a következőképpen 
általánosította (a definíció tetszésszerinti dimenziószámra minden további nélkül 
kiterjeszthető):

Legyen f(x , w) xé&  és ive® értékekre definiált függvény, ahol 31 és 58 két 
tetszésszerinti számhalmaz. Az y = f { x ,  w) görbesereg 2 l* c 3 l halmazon vett bur­
koltjának azon (x, у ) (xeSt*) pontok összességét nevezzük, amelyekhez létezik olyan 
elegendő kicsiny e{x, _v )> 0  szám, hogy

у  =  inf / ( x, w)i
y-E<f(x,  w)<y + e

vagy

у  =  sup f(x , w).
y-E<f(x,  VV)<y + £

4
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A definíció egyik előnye, hogy vonatkozik olyan esetekre is, midőn a burkolót a 
görbesereg egyedeinek a csúcsai írják le, és ilyen esetben is analitikus tárgyalást 
tesz lehetővé, amint azt az előadó példákon megmutatta. A  definíció egy másik 
előnye, hogy a burkológörbe

8 f{x , w)
- Л - —=  0ow

feltételi egyenletét olyan esetekben is triviális módon szolgáltatja, midőn a klasszikus 
levezetés nem is érvényes.

December 8.
Máté László: Mikusinszki-féle logaritmusok problémájáról.

Az 1961. évi Grünwald Géza díj kiosztása.

December 9.
Molnár Ern ő : Bizonyítás húrnégyszögek módszerével.

Középiskolai matematikai délután.

December 15.
Az 1961. évi Kürschák József verseny eredményhirdetése és díjkiosztása.

A versenyfeladatokat H ajós G yörgy ismertette.

December 22.
A Schweitzer Miklós matematikai emlékverseny eredményhirdetése és díjkiosztása. 

A versenyfeladatok megoldását Erdős Jenő ismertette.

Az Ifjúsági Matematikai Kör kétnapos összejövetele:

December 29.
G álfi László: Matematika a sakktáblán.

Feladatmegoldások.
(A kitűzött feladatok megbeszélése R eiman István vezetésével.)

December 30.
T. Sós Vera: Kombinatorikus geometriai problémák.
K unszt Zoltán: Az inverzió és alkalmazásai.

Ünnepi szakköri ülések

Március 13.
Eötvös József gimnáziumban.
H ámori M iklós: Szovjet eredmények a matematikában.

Március 14. <
Teleki Blanka leánygimnáziumban.
Lévárdi László: Anyagi pontrendszer súlypontja fogalmának felhasználása geo­
metriai és algebrai feladatok megoldásánál.
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Március 16.
Szabó József Geológiai Technikum.

Ünnepi szakköri ülés: Az aritmetikai és algebrai, feladatok viszonya a gyakor­
lathoz.

Március 21.
Apáczai Csere János Gyakorló Gimnázium.

II. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiász Előkészítő Bizottságának feladataiból.

Március 21.
Bolyai Fonó- Szövő- és Hurkolóipari Technikumban.
H orvay K atalin: Anyagi pontrendszer súlypontja fogalmának felhasználása geo­

metriai és algebrai feladatok megoldásánál.

Március 22.
Móra Ferenc leánygimnáziumban.
H ardy Zsigmond: II. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiász Előkészítő Bizott­

ságának feladataiból.

Március 22.
I. László gimnáziumban.
Ünnepi szakköri ülés: Feladatmegoldások.

Március 24.
József Attila Gépipari Technikumban.
Ünnepi szakköri ülés: Feladatmegoldások.

Március 27.
Rákóczi Ferenc gimnázium.
T olnai Jenő: A II. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiász Előkészítő Bizottságá­

nak feladataiból.

Március 28.
Petőfi Sándor gimnáziumban.
R eményi G usztáv: A H. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiász Előkészítő Bizott­

ságának feladataiból.

Március 30.
Ságvári Endre gyak. leánygimnázium.
H ódi Endre: A II. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiász Előkészítő Bizottsá­

gának feladataiból.

Április 12.
Piarista Gimnáziumban.
Ünnepi szakköri ülés: A II. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiász Előkészítő 

Bizottságának feladataiból.

Április 14.
Steinmetz Miklós gimnáziumban.
Ünnepi szakköri ülés: II. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiász Előkészítő Bi­

zottságának feladataiból.
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Április 19.
Kossuth Lajos gimnázium.
Ünnepi szakköri ülés.

Április 24.
Általános Gimnázium Nagykáta. ,
R eményi G usztáv: A II. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiász Előkészítő Bi­

zottságának feladataiból.

Október 24.
Székesfehérváron.
R eményi G usztáv: A közelítő számítások tanításáról.

A Bolyai János Matematikai Társulat Szegedi Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től 1961. december 31-ig.

Február 11.
F reud G éza: Hézagos Fourier sorokról.

Az előadás a Math. Zeitschrift c. lapban sajtó alatt levő „Über trigonometrische 
Approximation und Fouriersche Reihen” c. dolgozat 4. fejezetének anyagából 
állt. *

Március 4.
A czél János: A hálózatok (Gewebe) algebrai elméletéről.

Az előadás az alábbi dolgozat tartalmát ismertette: J. Aczél—G. Pickert—F. Radó: 
Nomogramme, Gewebe und Quasigruppen, Mathematica (Cluj) 2 (25) (1960) 
5 -2 4 .

Március 22.
E rdős Pál: Additív számelméleti problémák.

Legyen a t , a 2 , . . .  a l n - i  egész szám. Akkor mindig található közülük n, me­
lyeknek összege n többszöröse. E tételt Ziv és Ginsburg Haifa-i matematikusokkal 
együtt bizonyította be az előadó. E tételnek csoportelméleti kapcsolatai is vannak.

Április 17.
В. H. N eumann (Anglia): Das Halbgruppenkranzprodukt.

Április 25.
G. Zappa (Firenze): Le probleme de Hughes dans les groupes.

Május 20.
Császár Ákos: Az approximativ határértékről.

Az előadó ismertette a Haupt—Pauc-féle approximativ topológiát, az approxi­
mativ határértéknek és limes halmaznak ezen alapuló definícióját, továbbá Maty- 
szák, Kulbacka és Naugebauer tételeit, s rámutatott arra, hogy a valós függvénytan 
klasszikusnak mondható területein milyen haszonnal jár általános topológiai mód­
szerek alkalmazása.

Május 13.
Schmidt E. Tamás: Kompaktul generált hálók.

A komplett L  háló a elemét kompaktnak nevezzük, ha r S K f c ;  АеЛ)-Ь01 
x  =5 V(xj.; X eA j adódik а Л-пак valamely véges Л' részhalmazára. Az L háló kom­
paktul generált, ha komplett és minden eleme kompakt elemek egyesítése. Az előadás
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főtétele: Egy L háló akkor és csakis akkor izomorf valamely algebrai struktúra 
összes kongruenciarelációinak hálójával, ha kompaktul generált. Az előadó ezután 
ezen tétel élesítésével foglalkozott és korolláriumként nyerte B. Jonsson néhány té­
telét. Az előadás eredményei Grätzer Györggyel közös eredmények.

Szeptember 14.
K ertész Andor: Nemkommutatív csoportok szerváns csoportjairól.
G. Vranceanu (Román Népköztársaság): Réduction a la forme canonique, de 

deux formes quadratiques, dönt aucune n’est définie positive.

Szeptember 21.
Erdős Pál: Néhány gráfelméleti problémáról.

Szeptember 23. Johannes Böhm: Zu Coxeter’s Integrations-Methode in Räumen 
konstanter Krümmung.

November 16.
Steinfeld O tto: Prímtényezős felbontások részben rendezett félcsoportokban.

Az előadó két szükséges és elégséges feltételt ismertetett arra vonatkozóan, 
hogy egy kőmmutatív részben rendezett (multiplikativ) félcsoportban mindegyik 
elem egyértelmű módon felírható legyen prímelemek szorzataként. Az eredmények 
alkalmazhatóak pl. egy kommutatív gyűrű ideáljainak részben rendezett (multipli­
kativ) félcsoportjára.

November 16.
Bódi Béla (Szovjetunió): Félcsoport és gyűrű kereszt szorzatairól.

A Bolyai János Matematikai Társulat Debreceni Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től 1961. december 31-ig.

Január 15.
Barna Béla : Valós függvények iterációjáról. \  ’

Egy példa bemutatása, majd megoldatlan problémák ismertetése.

Február 14.
Pollák G yörgy: Euklideszi- és főosztályhalmazok.

Február 22.
F azekas K atalin: A háromszög nevezetes vonalai és pontjai. Előadás a Fazekas 

gimnáziumban.

Március 3.
M oór Arthur: Folytonos transzformációs csoportok objektumai.

Csoportobjektumnak nevezünk egy olyan függvényrendszert, amely az ob­
jektumok transzformációs törvényeinek tesz eleget egy bizonyos transzformációs 
csoportra nézve. Egyes transzformációs csoportok jellemezhetők alkalmas objek­
tumokkal. Végül szükséges és elegendő, feltételt állapított meg az előadó azon 
transzformációs csoportokra, amelyekre nézve а ко- és kontravariáns vektorok 
megegyeznek.

Március 16.
M erza József: Felületi görbék kísérő triéderei és alkalmazásuk. Fiatalok klubja.

Felületi görbékhez kétféle módon csatolhatunk affin kísérő triédert, ha a gör­
bét egyszer, mint térgörbét, másszor mint a felületen haladó görbét tekintjük. Az első
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típusú triéder már régóta ismeretes, míg a második esetben eddig kielégítő meg­
oldás nem született. Az előadásban második típusú triéder megoldása történt, majd 
annak segítségével a felületi görbéhez, mint térgörbéhez tartozó invariánsok kife­
jezését adta felületi mennyiségek segítségével. Az erre vonatkozó számítások elvég­
zése révén több — eddig formálisan értelmezett affin geometriai invariáns nyert 
szemléletes geometriai interpretációt. Az előadásban mind a hiperbolikus, mind 
a parabolikus affin geometriai vizsgálatok megtalálhatók.

Március 21.
R ózsa Pál: Rekurzív eljárás lineáris differenciálegyenletek megoldására.

Egy kvadratikus mátrixot akkor nevezünk Hermite-féle normál alakúnak, ha 
1° felső háromszögmátrix, azaz a főátló alatt minden eleme 0,
2° a főátlóban minden eleme 1, vagy 0,
3° ha a főátló egy eleme 1, akkor ebben az oszlopban az összes többi elem 0, 
4° ha a főátló egy eleme 0, akkor ebben a sorban minden elem 0.
Megadható egy egyszerű algoritmus, amellyel egy tetszőleges mátrix véges 

számú lépésben Hermite-féle normál alakra hozható. Az Hermite-féle normál alak 
jelentősége abban áll, hogy automatikusan szétválasztja egy egyenletrendszer isme­
retlenek szabad és kötött ismeretlenekre.

Egy Ax +  Bx =  f( í)  alakú állandó együtthatójú lineáris differenciálegyenlet­
rendszer megoldására, szinguláris A mátrix esetén, egyszerű redukciós, eljárás adó­
dik. Ugyanis, ha az egyenletrendszer együtthatóiból alkotott mátrixokat egyetlen 
[ABf(r)] alakú mátrixnak tekintjük és ezt Hermite-féle normál alakra hozzuk, akkor 
ezzel az egyenlet szétesik egy algebrai és egy differenciálegyenletrendszerre. Az al­
gebrai egyenletrendszer explicit alakban adódó megoldását felhasználva, a differen- 
ciálegyenletrendszer-ismeretleneinek a száma redukálható. Véges számú lépéssel 
így olyan differenciálegyenlet-rendszert nyerünk, amelynek az együtthatómátrixa 
már nem szinguláris, tehát az ismert módon megoldható.

Március 22.
G esztelyi Ernő: Középiskolai versenyfeladatok megoldása. Matematikai délután a 

Fazekas gimnáziumban.

Április 11.
Szőkefalvi-Nagy Béla: Invariáns Banach közepek csoportokon.

A G-topológikus csoporton értelmezett korlátos, folytonos h(x) függvények 
halmazát jelöljük C(Gj-vel. Ha Y e G ,  jelöljük /?v(x)-szel a h(y ~ 'x) függ­
vényt. A C(G)-n értelmezett L[h] számértékű operációt „balról invariáns Ba- 
nach-középnek“ nevezzük, ha 1. L  lineáris, 2. L  pozitív (azaz pozitív függvényhez 
pozitív számokat rendel), 3. L[c] =  c, ahol c konstans, 4. L[hy]= L [h ] műiden 
h e  C(G) és yeG  esetén. Az előadás ismertette egy — Dixmiertől származó — 
szükséges és elégséges feltételeit ilyen operáció létezésének s bemutatta a balról 
invariáns Banach-közép fogalmának felhasználását a csoportelőállításelméletben.

Március 23.
Barna Béla: A matematika tanításával kapcsolatos kérdések.

Tanári továbbképző előadás.

Április 14.
В. H. N eumann: Gruppeneinbettungssätze.

Április 19.
K ántor Sándor: Feladat megoldás vagy technikája.

Matematikai délután a Fazekas gimnáziumban.
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Április 21.
G esztelyi Ernő: Disztribúciókról.

Az előadásban a Mikusinski-féle operátorfogalom ismertetéséről és a disztri­
búció fogalmának J.,Korevaar által adott értelmezéséről volt szó. Az előadó egy 
bizonyítását adta Fenyő István azon eredményének, amely szerint minden a (O, °°) 
intervallumon értelmezett disztribúció azonosítható egy Mikusinski-féle operátorral.

Április 24.
F azekas Katalin: Anyagi pontrendszer súlypontjának felhasználása.

Matematikai délután a Kossuth Gyakorló Gimnáziumban. л  
Április 24.
M ucsa János: Az algebrai feladatok viszonya a gyakorlathoz.

Május 2.
Ercsi K atalin: Anyagi pontrendszer súlypontjának felhasználása geometriai fela­

datok megoldására.
Matematikai délután Berettyóújfalun.

Május 6.
T úrán Pál: A prímszámok eloszlása különböző maradékosztályokban.

S. Knapowskival közös eredmények, amelyek kibővítve az Acta Math. Hung.-ban 
jelennek meg “Comparative prime-number theory I—'VIII.” címmel.
T úrán Pál: A. Zygmund egy problémájáról.

Oly explicit / ( x ) ~  2  (öv c o s  Lx +  b v sin lvx) függvény konstrukciója, melyre 

/v+1- / v > / ; 0(v =  l ,2 ,  ...) és melyre q >  6-ra /(£ £ ,(0 , 2jt), de 0 < a <  b <  2я-ге
/  É Lq{a, b).
Május 22.
K árteszi Ferenc: A grafikus terek. <

Június 5.
Szép Jenő: Véges csoportok kvázi normálosztóiról.

A kvázinormálosztó fogalmát O. Ore vezette be. Véges csoportok esetében egy 
kvázinormálosztó létezéséből az illető csoport szerkezetére messzemenő következte­
tés vonható. így pl. ha Q nem triviális kváziinormálosztó a G végescsoportban és A  
maximális Q-ban levő normálosztója G-nek, akkor 1. Q/N  nilpotens, 2. \Q/N\ minden 
d  prímtényezőjéhez tartozik G-nek egy p  indexű normálosztója.

Június 15.
Barna Béla: Valós függvények iterációjáról.

Egy példa bemutatása, majd megoldatlan problémák ismertetése. Fiatalok 
klubja.

V á n d o r g y ű l é s .

Június 29. \  i
Megnyitó.
G yires Béla: A közelítő számításokról. .

Június 30.
Vikár István: Közelítő számítások az általános iskolában.
B akos T ibor: Közelítő számítások a középiskolában.

I
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А ВЕКЕ MANÓ emlékdíj kiosztása.
A czél János: A z analízis fogalmai és módszerei a középiskolai matematikaanyag 

tükrében.

Július 1.
Barna Béla: A л -számról.
Török Sándor : Nomogrammok és egyéb számítási segédeszközök a középiskolában. 
Zárszó.

Augusztus 22.
Z. P. D ienes: (Anglia): A matematikai képzelet tudatos kialakítása.

Szeptember 16.
S. K urepa (Zágráb): Az általánosított kör területe.

A TIT-tel közös előadás.

Szeptember 16.
S. K urepa (Zágráb): Functional equations in linear spaces.

Szeptember 18.
G. Vranceanu (Román Népköztársaság): Lokálisan euklideszi terek affin össze­

függéséről.

Október 25.
Szenássy Barna: König Gyula halálának 50. évfordulója elé.

1963. április 8-án lesz König Gyula halálának 50. évfordulója. Az előadó König 
Gyula jelentősebb matematikai eredményeit ismertette, majd számos olyan problémára 
hívta fel a figyelmet, amelyek tudománytörténeti szempontból vele kapcsolatban még 
feldolgozásra várnak.

Október 25.
Erdélyi Mária: A transzcendens számokról.

Tanári továbbképző előadás.

Október 26.
D aróczy Zoltán: A középértékekről.

Matematikai délután.

Október 31.
Szabó Árpád : Az euklideszi axiómarendszer kialakulása.

November
Erdős Jenő: Válogatott számelméleti problémák.

Tanári továbbképző előadás.

November
K ántor Sándor: Az idei Kürschák verseny feladatai.

Matematikai délután.
December 4.
Makai Imre: Ű jabb eredmények geometriai objektumokról.
December 13.
Szénássy Barna: Három klasszikus szerkesztési problémáról.

Tanári továbbképző előadás.
December 19.
F reud G éza: A Hamburger—Stieltjes-féle momentumprobléma egyértelműsége.

*
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Legyen a(x) egy az egész valós tengelyen értelmezett nem fogyó függvény, f  az 
a(x) egy folytonossági helye. Egy Riesz Marcelltől és Nevanlinnától származó tételt 
részben kiegészítve, előadó bebizonyította, hogy a(x)-et akkor és csak akkor határozza

meg ugráshelyektől eltekintve egyértelműen a f i n —  J x”da(x),n  —  0 ,1 ,2 ,... momen­

tumok sorozata, ha 2  P k(£ )  =  00> ahol { p k(x)} az a(x) eloszlásfüggvényhez tar- 
k  = о

tozó normált ortogonáhs polinomok sorozata. Bizonyítása lényegesen eltér Riesz és 
Nevanlinna bizonyításától.

A Matematikai Lapok XI. évfolyam 4. számában közöltük a debreceni tagozat 
1960. év folyamán megtartott előadásait. A  felsorolásból az alábbi előadások kima­

radtak, ezeket itt pótlólag ismertetjük: 1

Szeptember 18.
Balogh Tibor : Matrix értékű sztochasztikus folyamatok. I.

Az előadó kandidátusi disszertációjának eredményeit ismertette. Olyan sztochasz­
tikus folyamatokat vizsgált, amelyeknél a valószínűségi változók véges rendű mát­
rixok. Az ilyen folyamatok kovariáns függvénymatrixát előállította. A továbbiakban 
Szegő Gábor egy tételsorozatának mátrixokra történő általánosítása alkalmazása­
ként egy speciális paramétermodellben elért eredményeit ismertette. Fiatalok Klubja 
előadás.

Október 16.
K ántor Sándor: Mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható függvények kon­

strukciója.
Olyan konstrukciót adunk meg, amellyel az összes mindenütt folytonos, sehol 

sem differenciálható függvény előállítható, azaz a paraméterek alkalmas megválasztá­
sával a konstrukció éppen az adott függvényt szolgáltatja.

A konstrukció alapgondolatát Geöcze Zoárd függvénye szolgáltatta.
Egy pontban négyféle Dini-féle szám maximumának és minimumának különb­

ségét Z)(x)-szel jelölve, a D(x)  függvényről megállapítható, hogy tetszőleges s =- 0-hoz 
van olyan folytonos és nem differenciálható függvény, amelynél D ( x ) < e  mindenütt 
sűrűn elhelyezkedő x-ekre.

Az olyan folytonos és nemdifferenciálható függvény konstrukciója, amelynél 
D(x) >  к  >  0, lényegesen egyszerűbb.

November 7.
K ertész A ndor : Csoportok szerváns részcsoportjairól.

Ismeretes, hogy az Abel-féle csoportok elméletében milyen fontos szerepet tölt 
be a szerváns részcsoportok fogalma. Az előadó általánosította ezt a fogalmat a 
nemkommutatív csoportok esetére a következőképpen: A G csoport valamely 11 
részcsoportját (G-ben) szerváns részcsoportnak nevezte, ha bármely olyan véges sok 
ismeretlent tartalmazó H  feletti egyenletrendszer, amely G-ben megoldható, Я-ban 
is megoldható. Kimutatta, hogy az Abel-féle csoportok elméletének szerváns rész­
csoportokra vonatkozó számos tétele átvihető az általános csoportelméletbe. Többek 
között érvényes Kulikov tételének következő általánosítása: Ha H  a G szerváns 
normálosztója és Я  centruma korlátos elemrendű, akkor Я  G-nek direkt faktora.

November 24.
G esztelyi E rnő : A differenciálszámítás egy megalapozása a középiskolában. 

Tanári továbbképző előadás.
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November 29.
Balogh Tibor: Mátrix-értékű sztochasztikus folyamatok. II.

December 18.
Aczél János: Az analízis elemei a középiskolában.

Tanári továbbképző előadás a Kossuth Lajos Gyakorló Gimnáziumban.

December 16.
Aczél János: Kéttagú geometriai transzformációcsoportok auto-endo és homomor- 

fizmusainak elemi meghatározása.
Az előadó elvégezte az

/(лги, yu +  v) =  f ix , y) f(u , v) 
gixu, yu +  v) =  g(x, y ) f iu,  v) + g iu , v)

függvényegyenletrendszer elemi megoldását, anélkül, hogy az / ,  g  függvénypárról 
bármilyen regularitási feltételt kötött volna ki (folytonosságot sem). Ezt és hasonló 
egyenletrendszereinknek hasonló elemi módszerekkel adott teljes megoldását alkal­
mazta a címben szereplő probléma teljes megoldására. Rámutatott általánosítási le­
hetőségekre és a lineáris geometriai objektumok elméletével való analógiára.

A Bolyai János Matematikai Társulat Borsodi Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től december 31-ig

Február 10.
Kiss Barna: A kombinatorika elemei.

Diákelőadás a Gépipari Technikumban, Miskolc.

Február 14.
D ömötör Ferencné: Az analízis elvi alapjai.

A Diákszakosztály előadása a Herman Ottó Gimnáziumban, Miskolc.

Február 15.
Hosszú Miklós: Dinamikus programozás.

Az előadó R. Bellman munkái alapján ismertette a dinamikus programozás 
néhány alapfeladatát és a velük kapcsolatos függvényegyenletek felírását és az egyen­
letek megoldásának általános módszerét vázolta.

Március 8.
Kozák Imre: Vékonyfalú csövek képlékeny alakváltozása.

A Műszaki Szakosztály rendezésében.

Március 10. >
Salánki József: Elektronikus számológépek.

A Diákszakosztály előadása a József Attila Gimnáziumban, Ózd.

Március 14.
Kiss Barna: Elsőfokú egyenletek, egyenletrendszerek.

A Klubszakosztály rendezése a Kossuth Leánygimnáziumban, Miskolc.

Március 17.
Törő Béla: A differenciál és integrálszámítás elemei.

A Diákszakos~táiy rendezése az Általános Gimnáziumban, Szerencs.

Március 17.
Huszthy László: Lineáris és parabolikus interpolációk.

A Diákszakosztály előadása a Bányaipari Technikumban, Miskolc
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Kiss Barna: Szemelvények az egyetemi felvételi vizsga matematikai anyagából.

A Klubszakosztály rendezése a Zalka Máté Gépipari Technikumban.

Március 1 23.
Szabó Á r p á d : A matematika története.

A Középiskolai Oktatási Szakosztály rendezése a Földes Ferenc Gimnáziumban, 
Miskolc. Г

Március 23.
Szabó Jenő: Gondolatod egy érettségi írásbeli feladat megoldása közben.

A Középiskolai Oktatási Szakosztály előadása a Földes Ferenc Gimnáziumban, 
Miskolc.

Március 24. I
Szabó Á rpád: A }2-röl.

A Diákszakosztály előadása a Gépipari Technikumban, Miskolc.

Március 24.
Salánki József: Nomográfia elemei, egyszerűbb nomogrammok készítése, bemuta­

tása és használata.
A Klubszakosztály rendezése a Rákóczi Gimnáziumban, Sárospatak.

Március 28.
Hosszú Miklós: Az aritmetikai és algebrai feladatok viszonya a gyakorlathoz.

A Klubszakosztály előadása a Közgazdasági Technikum Ipari Tagozatában^ 
Miskolc.

Március 29.
Fónyad Zoltán: Algebrai és aritmetikai feladatok viszonya a gyakorlathoz.

A Diákszakosztály előadása a Kohó- és Öntőipari Technikumban, Miskolc.
Március 30.
Vincze Endre: Az aritmetikai és algebrai feladatok viszonya a gyakorlathoz.

A Klubszakosztály rendezése a Bányaipari Technikumban, Miskolc.
Március 31. _ (
Aczél János: Egy geometriai-algebrai probléma elemi analitikus megoldása.

Az előadó a kétparaméteres folytonos csoportok tetszőleges (nem feltétlen foly­
tonos) endomorfizmusait határozta meg elemi módszerrel.
Április 12.
Törő Béla: Az aritmetikai és algebrai feladatok a gyakorlatban.

Klubszakosztály rendezése a Közgazdasági Technikumban, Ózdon.
Április 13.
Gyulay János: A matematika történetének általános iskolai vonatkozásai.

Az Általános iskolai Szakosztály rendezése a Hermann Ottó Leánygimnáziumban, 
Miskolc.

Április 14.
Szarka Zoltán: A  kiegyenlítőszámítás elemei.

A Diákszakosztály előadása a Bányaipari Technikumban, Miskolc.
Április 14.
Obádovics J. Gyula: Feladatok a műszaki egyetemi felvételi vizsga matematikai 

anyagából.
A Klubszakosztály előadása a Zrínyi Hona Leánygimnáziumban, Miskolc.
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Április 14.
Burány J ános: Egyetemi felvételi feladatok.

A Klubszakosztály előadása a Kilián György Gimnáziumban, Miskolc.

Április 14.
Berkes R udolfné: Az aritmetikai és algebrai feladatok viszonya a gyakorlatban' 

A Klubszakosztály rendezése a Közgazdasági Technikum Kereskedelmi Tagozatá­
ban, Miskolc.

Április 14.
Batár Z oltán: Feladatok az egyetemi felvételi vizsga matematikai anyagából.

A  Klubszakosztály előadása a Földes Ferenc Gimnáziumban, Miskolc.

Április 14.
Vincze E ndre: Az aritmetikai és algebrai feladatok viszonya a gyakorlatban.

A Klubszakosztály előadása a Közgazdasági Technikumban, Sátoraljaújhelyen.

Április 14.
Kiss Barna: Szemelvények az egyetemi felvételi anyag példáiból.

A  Klubszakosztály rendezése a Kossuth Gimnáziumban, Sátoraljaújhely.

Április 14.
Kiss Barna: Gömbháromszögtani alapismeretek és gyakorlati alkalmazásuk.

A  Klubszakosztály előadása a Rákóczi Gimnáziumban, Sárospatak.

Április 14.
Hosszú M iklós: Elektronikus számológépek elemeinek ismertetése.

A Klubszakosztály rendezése a Bocskai Gimnáziumban, Szerencs.

Április 14.
N ikodémusz A n t a l : 1. A z  1960. évi b u k a re s ti  m a tem a tik a i o lim pia v á lo g a to tt 

fe la d a ta ib ó l. 2. A ritm e tik a i és a lgeb ra i fe la d a to k  v iszonya a  g yakorla tban .
A  Klubszakosztály rendezése az I. László Gimnáziumban, Mezőkövesd.

Április 19.
G áspár G yula: A függvény határértéke és a  differenciálhányados.

A Középiskolai Oktatási Szakosztály rendezése a Földes Ferenc Gimnáziumban, 
Miskolc.

Április 19.
Batár Zoltán: Műveletek komplex számokkal.

A  Klubszakosztály rendezése a Mezőgazdasági Technikumban, Putnokon.
Április 26. ,
Bed a G yula: Az anyag dinamikus viselkedésére vonatkozó vizsgálatok.

A Műszaki Szakosztály rendezése.
Május 10.
O bádovics J. G yula: Számológépek.

A  Tudományos Szakosztály rendezése.
Május 11. ,
Vincze Endre: Nomogramok készítése és használata.

A Diákszakosztály előadása a Kilián György Gimnáziumban, Miskolc.
Május 17.
T evan G yörgy: Az indukciós hevítés számításának matematikai kérdése.

A Műszaki Szakosztály előadása.
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Május 19.
Burány  János: Kombinatorika és valószínűségszámítás elemei.

A  Diákszakosztály előadása a Felsőfokú Tanítóképző Intézetben, Sárospatak.

Május 19.
V in cze  En d r e : Aritmetikai és algebrai feladatok viszonya a gyakorlathoz.

A  Klubszakosztály előadása a Mezőgazdasági Technikumban, Sátoraljaújhely.

Május 24.
B atár Z oltán titkári beszámolója a Műszaki és Természettudományi Egyesületek 

Szövetsége klubjában.

Törő Béla: Beszámoló az NDK-ban 1960 augusztus 1—30. eltöltött termelési 
gyakorlatról.

Salánki József: Beszámoló csehszlovákiai tanulmányutamról.

N ikodémusz A n t a l : Beszámoló lengyelországi tanulmányutamról.

Szeptember 3.
Stanislav G olab: Lie deriváltak és geometriai objektumok komitánsai. I.

Az előadó a Lie-deriváltak fogalmának történeti kialakulásával foglalkozott, 
továbbá ennek alkalmazásaival a geometriában. Rámutatott általánosabb terekben 
is az általánosítás lehetőségeire.
Szeptember 4.
M akai I m re: Lie deriváltak és geometriai objektumok komitánsai. II.

St. Golab előadásához kapcsolódva egyes speciális esetekben, pl. vektorok, 
tenzorok esetén vizsgálta a derivált értelmezhetőségét, és általános képleteket adott 
arra nézve, hogy e deriváltak mitől függenek.

November 2.
G áspár G yula és R aisz Iván : Néhány nevezetes gyakorlati vonatkozású differen­

ciálegyenlet.
A Középiskolai Oktatási Szakosztály rendezése a Földes Ferenc Gimnáziumban, 
Miskolc.

November 10.
H uszthy Lá szló : Függvények előállítása méréssel meghatározott pontok alapján. 

A Műszaki Szakosztály előadása.

November 15.
Kiss Barna: Egyenletek ekvivalenciája.

A Diákszakosztály előadása a József Attila Gimnáziumban, Ózd.

November 28.
B atár Z oltá n : Matematikai érdekességek.

A Diákszakosztály előadása a Közgazdasági Technikum Ipari és Mezőgazdasági 
Tagozatában, Miskolc.

November 30.
O bádovics J. G y ula : Elektronikus számolóberendezések.

A  Középiskolai Oktatási Szakosztály előadása a Rákóczi Gimnáziumban, Sáros­
patak.

December 6.
Salánki József: A kibernetika alapelvei.

A  Középiskolai Szakosztály rendezése a Földes Ferenc Gimnáziumban, Miskolc.

23 Matematikai Lapok
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December 12. /  /
Szarka Zoltán: A  végtelen fogalma.

A. Diákszakosztály előadása a Mikovinyi Sándor Bányaipari Technikumban, 
Miskolc.

December 13.
G yulay János: A matematika tanításának története.

Az Általános Iskolai Szakosztály rendezése a Herman Ottó Leánygimnáziumban, 
Miskolc.

December 13.
Kiss Barna: Elsőfokú egyenletrendszerek megoldása determinánssal.

A  Diákszakosztály előadása a Gépipari Technikumban, Miskolc.

December 13.
Batár Z oltán: Matematikai érdekességek.

A Diákszakosztály előadása a Herman Ottó Leánygimnáziumban, Miskolc.

December 14. *
H uszthy László: Egyenlőtlenségek.

A  Diákszakosztály előadása a Zrínyi Ilona Leánygimnáziumban, Miskolc. 

December 15.
N ikodémusz A ntal: Geometriai gradiens számítása nem homogén közegben.

A Műszaki Szakosztály előadása.

December 22.
Szász Ferenc: A főjobbideálokra nézve minimumfeltételű gyűrűk.

Az előadás első részében ismertetésre kerültek a gyűrűelméleti fogaknak és az 
ezek között levő alapvető összefüggések. (Gyűrű, ideál, jobbideál, balideál, műveletek 
ideálokkal, nilideál, nilpotens ideál, zérusosztó, nilpotens és idempotens elemek, 
radikál típusok).

Az előadás második részében az Artin-féle (azaz az összes jobbideálra nézve 
minimum-feltételű) gyűrűk fogalma és fontos tulajdonságai szerepeltek (niljobb- 
ideálok, klasszikus radikál, Téligegyszerű Artin-féle gyűrűk, Noether, Wedderburn — 
Artin, Goldman—Fuchs —Szele tételei, az Artin-féle gyűrűk additív csoportja).

Az előadás harmadik részében ismertetve lettek a főjobbideálbkra nézve mini­
mum-feltételű gyűrűk, amelyek elméletének az egyik anyaga a MTA III. Oszt. Köz­
leményei 11 (1961), kötet 135 — 177 oldalak közt nyomtatásban megjelent. Megemlí- 
tendők eme gyűrűosztályban többek között az egyszerű gyűrűk több ekvivalens 
jellemzése, a Wedderburn—Artin-féle tételek általánosítása, a Harada—Kovács-féle 
kritérium élesítése, továbbá a radikáloknak, operátortartományként való hatásnak, 
az additív csoportnak és egyéb kérdéseknek a vizsgálata, valamint megvilágítandó 
példák szerkesztése és problémák felvetése.

A Bolyai János Matematikai Társulat Pécsi Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től december 31-ig

Március 8.
Szabó Árpád: Négyzetgyökvonás az ókorban.

Március 8.
Szabó Árpád : A matematika rendszerének kialakulása.
Május 17.
G ádor Endréné: A függvénytan tanításának időszerű kérdései.
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Május 31.
Szász Ferenc: A középiskolai algebrai tananyag a modem algebra tükrében. 

október 4.
Matematikai délután I —II. gimh. tanulók részére. Havonta kétszer folyamatosan. 

Tartja: Danis Pál.

Október 4.
Matematikai délután III—IV. gimn. tanulók részére. Havonta kétszer folyamatosan. 

Tartja: Székely Frigyes.

' Október 16.
Achátz Imréné: Kamatos kamatszámítás tanítása.

November 31.
Fejér Lipót emlékverseny.

December 13.
Bóka István: Térgeometriai tételek bizonyításai. Szerkesztési feladatok megoldásai.

A Bolyai János Matematikai Társulat Veszprémi Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től 1961. december 31-ig

Március 22.
Továbbképzési nap a keszthelyi Vajda János Gimnáziumban.

Gádor Endréné : Feladatmegoldások.
Molnár Ferenc: Körzővel elvégezhető szerkesztések az inverzió felhasználásával. 
Pálmay Lóránt: Feladatmegoldások,

Július -
A IV. Nemzetközi Matematikai Diákolimpia írásbeli versenyei a Veszprémi Vegy­

ipari Egyetem helyiségeiben.

Október 31.
Pálmay Lóránt: Vektorok tanítása szakköri foglalkozás keretében.

Előadás tanárok részére a tapolcai gimnáziumban.

December 18.
Reiman István: Elemi térmértani feladatok (szerkesztésigés bizonyítási feladatok) 

Előadás tanárok számára Sümegen, a Kisfaludy Sándor Gimnáziumban.

December 6.
Klubest.

A Bolyai János Matematikai Társulat Egri Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től 1961. december 31-ig

Március 29.
Schopp János: Parabolaszerkesztések.

Előadás tanárok számára.

Április 17.
E rdősi József: Bevezetés a négydimenziós tér geometriájába.

Előadás tanárok és főiskolai hallgatók részére.

23
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Április 21.
Jakab Albert: 1. Aritmetikai és algebrai feladatok viszonya a gyakorlathoz.

2. Anyagi pontrendszer súlypontjainak felhasználása geometriai feladatok megoldá­
sára.
Középiskolai délután a Szilágyi Erzsébet Leánygimnáziumban.

Április 29.
Kapás István és bodó Zoltán tanulók feladatmegoldásokat ismertettek. 

Középiskolai délután a Dobó István Gimnáziumban.

Május 11. '—''
Fuchs László: Az egész számoktól a hiperkomplex számokig.

Előadás tanárok és főiskolai hallgatók számára. \
Május 25. '
Perge Imre: A  függvényfogalom előkészítése az általános iskolában.

Előadás tanároknak a füzesabonyi általános iskolában.

Június 1. I
Strommer Gyula: Szerkesztések a hiperbolikus síkon párhuzamos élű vonalkával. 

Október 20.
Továbbképzési nap a Központi Pedagógustovábbképző Intézettel közös rendezésben 
a Heves megyei középiskolai tanárok számára:
Hajós György: A térmértan középiskolai tanításával kapcsolatos problémák. 
Pálmay Lóránt: A közelítő számítások a gimnáziumi anyagban.
Kiss Péter: Matematika szakköri foglalkozás.
Reményi G usztávné: Középiskolai matematikai szakkörök tematikája.

Október 28. /
Varga Tamás: Matematikai logika.

December 8. %
Reiman István: A  hiperbolikus geometria projektív modelljei.

Előadás tanárok és főiskolai hallgatók számára.

A Bolyai János Matematikai Társulat Győri Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től 1961. december 31-ig

Február 1.
Maróth R ezső: A matematika tanításának megyei tapasztalatai és a további 

tennivalók. Továbbképzési nap.
I

Március 1. ‘
Gallai Tibor: Téglalapoknak különböző négyzetekkel való ifedese és a Kirchhoff- 

féle egyenletek.
Az Eötvös Loránd Fizikai Társulattal közös rendezés.

Március 22.
Molnár Ernő: Az aritmetikai és algebrai feladatok viszonya a gyakorlathoz. 

Előadás tanároknak a Révai Miklós Gimnáziumban.

Március 27.
Barabás Sarolta: Anyagi pontrendszer súlypontjának felhasználása geometriai 

feladatok megoldására.
Előadás diákoknak a Kazinczy Ferenc Gimnáziumban.
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Március 28.
N émeth Béláné: Anyagi pontrendszer súlypontjának felhasználása geometriai fela­

datok megoldására. ,
Szakköri előadás diákoknak a Mosonmagyaróvári Kossuth Lajos Áll. Ált. Gimná­
ziumban.

Április 26. *
CÍvlmay Lóránt: Egyetemi felvételi vizsgák tapasztalatai.

Előadás tanárok számára.

Szeptember 29.
Molnár József: Közelítő számítások a középiskolában.

Előadás tanárok részére Mosonmagyaróváron.
I t

November 28.
Molnár Ernő: Bizonyítás a húrnégyszögek módszerével.

Előadás diákoknak a Révai Gimnáziumban.

November 23. . •
Kárteszi Ferenc: A matematika oktatásának korszerűsítése.

Előadás tanároknak.

November 29.
Kárteszi Ferenc: Az 1961. évi Kiirschák verseny feladatai.

Előadás tanároknak és diákoknak.

A Bolyai János Matematikai Társulat Soproni Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től 1961. december 31-ig

Január 5. V
Kardos László: A valószínűségszámítás szerepe a technikában.

A Gépipari Tudományos Egyesülettel közös rendezésben.

Január 13.
Szabó Á rpád: A rendszeres görög matematika kialakulása.

Február 7.
Maróth R ezső: A matematikatanítás időszerű problémái.

Február 16.
Hódi Endre: A középiskolai matematika néhány gyakorlati alkalmazása 

Április 21.
Rózsa Pá l: Néhány érdekes kapcsolat differencia és differenciálegyenletek között. 

Szeptember 28.
Molnár József: Közelítő számítások a középiskolában.

Október 27.
Vincze István: Beszámoló a Berkeley-i valószínűségszámítási szimpóziumról. 

December 7.
Molnár Ferenc: Körzővel elvégezhető szerkesztések.

t
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A Bolyai János Matematikai Társulat Szolnoki Tagozatának előadásai 
1961. január 1-tól 1961. december 31-ig

Március 24.
Vincze Sándor: Kibernetika és matematikai logika kapcsolata.

Április 10.
Továbbképzési nap a Központi Pedagógus Továbbképző Intézettel közös rendezésben. 
Horvay K atalin: Elemi geometriai feladatok bizonyítása vektorokkal.
Molnár József: Közelítő számítások a középiskolákban.

A Bolyai János Matematikai Társulat Nyíregyházi Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től 1961. december 31-ig

Január 30.
Lakatos István: Gondolkodásra nevelés az általános iskolai matematikatanításban. 

Előadás a Felsőfokú Tanítóképzőben, Nyíregyházán.

Február 20.
Bereznai Gyula: Feladatmegoldások.

Előadás a Kölcsey Ferenc Leánygimnáziumban, Nyíregyházán.

Március 23.
K ovács Magdolna: Anyagi pontrendszer súlypontjainak felhasználása geometriai 

feladatok megoldásában.
Diákelőadás az Általános Leánygimnáziumban, Kisvárdán.

Március 28.
Ökrös István: Aritmetikai és algebrai feladatok viszonya a gyakorlathoz. 

Diákelőadás a Budai Nagy Antal Ált. Gimnáziumban, Nagykállóban.

Március 29.
Galsi Isméria: Anyagi pontrendszer súlypontjának felhasználása geometriai felada­

tok megoldására.
Diákelőadás Nyíregyházán, a Kölcsey Ferenc Leánygimnáziumban.

Március 30.
Szabó Á rpád: A deduktív matematika kialakulása.
Szabó Á rpád: A rendszeres matematika kialakulása.

A  TIT-tel közös előadás.

Március 31.
Kollmann Katalin: Anyagi pontrendszer súlypontjának felhasználása geometria 

feladatok megoldására.
Diákelőadás a tiszalöki gimnáziumban.

Április 27.
Bereznai Gyula: A  III. Nemzetközi Matematikai Diákolimpia feladatainak ismer­

tetése. . *

Május 5.
Vincze Endre: Nomogramrnok szerkesztése.

A  TIT-tel közös előadás a Bessenyei Klubban.

Október 17.
Bereznai Gyula: Térmértani szerkesztések.

1 ’
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November 22.
L ipa  András: Az általános iskolai tanterv matematikai vonatkozásai.

December 13.
Román Ilona: Óratípusok a matematika tanításában.

A Bolyai János Matematikai Társulat Szombathelyi Tagozatának előadásai 
1961. január l-től 1961. december 31-ig

Március 11.
A П. Nemzetközi Matematikai Diákolimpia feladataiból.
Czapáry Endre: А П. Nemzetközi Matematikai Diákolimpia feladataiból. 

Diákelőadás a Nagy Lajos Gimnáziumban.

Március 17.
K önyves T óth Kálmán: Gondolatok a tantervi geometriai anyag felépítéséhez. 

Bolyai Farkas műveiből.

Március 27.
Heigl István: Az 1961 évi középiskolai tanulmányi verseny feladatai matematiká­

ból.
Diákelőadás a Kölcsey Ferenc Áll. Ált. Gimnáziumban, Körmenden.

Március 28.
Bokor Géza: A  II. Matematikai Diákolimpián kitűzésre nem került feladatok. 

Diákelőadás a Nagy Lajos Gimnáziumban.

Március 28.
Bognár Stefánia: A II. Nemzetközi Diákolimpia feladataiból.

Előadás a Balogh Ádám Gimnáziumban, Vasváron. #

Március 28.
Könyves Tóth Kálmán: A II. Nemzetközi Diákolimpia Előkészítő Bizottságának 

feladataiból.
Diákelőadás Kőszegen a Jurisich Miklós Gimnáziumban.

Március 31.
Mikos József : A II. Nemzetközi Diákolimpia Előkészítő Bizottságának feladataiból. 

Március 31.
Varga Árpád: Feladatok megoldása.

Diákelőadás a szombathelyi Nagy Lajos Gimnáziumban.

Május 11.
Gádor Endréné: A függvénytan tanításának problémái,
Hódi Endre: Az Arany Dániel verseny feladataiból.

Augusztus 24.
Bokor Géza: Feladatok a matematika tanításban az 1961—62-es tanévben. 
November 17.
Heigl István: A  számok tudománya.

Diákelőadás a Kölcsey Ferenc Gimnáziumban, Körmenden.
November- 22.
Jónás Márton: Komplex számok.

Előadás a Nagy Lajos Gimnáziumban, Szombathelyen.
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December 1.
Heigl István: Számrendszerek.

Diákelőadás a Vasvári Áll. Ált. Gimnáziumban.

December 13.
K önyves Tóth Kálmán: Néhány számelméleti probléma. Előadás Sárváron 

Tinódi Gimnáziumban.

A Bolyai János Matematikai Társulat Kecskeméti Tagozatának előadásai 
1961. január 1-től 1961. december 31-ig

Március 11.
Szabó Árpád: Az Euklides előtti görög matematika.

* .1

November 17.
R eiman István: A  térmértani elemek tanításának problémáiról.

1
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Könyvismertetés
K rekó Béla:

LINEÁRIS PROGRAMOZÁS

(Közgazdasági és Jogi Kiadó, Budapest, 1962, 411 old.)

1957-ben jelent meg az első magyar nyelvű könyv a lineáris programozásról 
(Krekó—Bacskay: Bevezetés a lineáris programozásba*) és ez akkori hivatását be­
töltve, már évekkel ezelőtt teljesen elfogyott.

A korszerű matematikai módszerek felhasználása a gazdasági problémák meg­
oldására az utóbbi években hazánkban is egyre jelentősebb szerephez jutott, és ennek 
megfelelően egyre nagyobb igény mutatkozik e módszerek megismerése iránt. E 
matematikai módszerek egyik fontos csoportját alkotják a lineáris és nem lineáris 
programozási módszerek. Krekó Béla könyve a ma már hazánkban is elég széles 
körben elterjedt lineáris programozás feldolgozását nypjtja főleg közgazdászok szá­
mára.

A könyv tartalmát tekintve nagyobb anyagot ölel fel, mint a régi, mert a szerző 
ebben a könyvben ismerteti az azóta elért eredmények égy részét is, és egy teljes feje­
zetet szentel a legkülönbözőbb területekről vett feladatoknak.

A könyv első része több, alkalmasan választott példán keresztül bemutatja a 
lineáris programozás módszereit matematikai bizonyítások nélkül. Az ismertetett 
eljárások (egyszerű, kétdimenziós problémák grafikus megoldása; a szállítási probléma 
pontos és közelítő megoldása; a szimplex módszer; a dualitás felhasználása a lineáris 
programozási feladatok megoldásának egyszerűsítésére;'a parametrikus programozás; 
a konvex programozás) helyességét — ahol ez lehetséges volt — a szerző heuriszti­
kusán gazdasági indoklással támasztotta alá. A szerző nyilvánvaló célja az volt, hogy 
az az olvasó is, aki nem óhajt a mélyebb matematikai összefüggésekkel megismerkedni, 
megtanulhassa a lineáris programozás technikáját.

A könyv második része a lineáris programozással kapcsolatos matematikai 
ismereteket tartalmazza. Egy-egy fejezet foglalkozik a halmazelmélet, a lineáris tér, 
a mátrixok, továbbá a lineáris egyenletrendszerek megoldása alapvető ismereteivel, 
tételeivel és a lineáris programozás szempontjából fontos egyéb tulajdonságaival. 
A második rész olvasása csak középiskolai előképzettséget igényel, mert a szerző 
minden, a középiskolai anyagot meghaladó ismeret teljes és részletes tárgyalását 
adja ebben a részben. Ezeknek a matematikai ismereteknek a birtokában a figyelmes 
olvasó most már könnyen megérti a következő fejezetekben tárgyalt szimplex mód­
szer, szállítási probléma és parametrikus programozás elméletét is. Külön fejezet 
foglalkozik a játékelmélet és a lineáris programozás kapcsolatával valamint a lineáris 
programozás geometriai hátterével.

A harmadik rész gyakorlati alkalmazásokat tartalmaz. A feladatok egy részét 
a magyar népgazdaság által felvetett konkrét problémák alkotják, másik részét a 
külföldi irodalomban található alkalmazási problémák közül válogatta össze a szerző.

*A könyvet a Matematikai Lapok 11 (1960) kötete a 222—223 oldalán ismertette.
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A függelékben a szerző König Dénes egy gráfelméleti tételét, ennek a tételnek 
Egerváry Jenő nevéhez fűződő általánosítását és e tételnek a hozzárendelési probléma 
megoldására való felhasználását (amely a' szakirodalomban „magyar módszer” néven 
ismeretes) ismerteti.

A  szerző a feldolgozott anyagot nem matematikusok számára is közérthető 
módon, helyenként igen részletesen mutatja be. Az anyagnak különböző szinten való  
kétszeri bemutatása (I. rész és II. rész) szükségképpen átfedéseket eredményezett. 
A  könyv stílusa könnyen érthető, világos.

Az elég bonyolult matematikai szöveg és a táblázatok szedését a nyomda jó l 
oldotta meg. Hasznos ötletnek mutatkozik a többnyelvű tartalomjegyzék közlése is.

Reméljük, hogy a közgazdász szakemberek számára az egyre nagyobb számban 
jelentkező problémák megoldásában nagy segítséget nyújt Krekó Béla új, igen hasznos 
könyve.

Scharnitzky Viktor

/
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A Bolyai János Matematikai Társulatba belepni szándékozók 
forduljanak a Társulat elnökségéhez (Budapest, V., Szabadság tér 17. 
Telefon: 311— 793). Közlésre szánt dolgozatok (lehetőleg gépírás­
sal s a lap egyik oldalát használva) a lap szerkesztőségéhez ugyan­
oda küldendők.

Kérjük cikkíróinkat, hogy amennyiben különlenyomatra tartanak 
igényt, cikkük kefelevonatának visszaküldésekor ezirányú kívánsá­
gukat a kért különlenyomatok számának megjelölésével feltétlenül 
jelentsék be.

Különböző külföldi természettudományos, műszaki, orvosi stb. 
szakfolyóiratok 1953—1954. évi vegyes számai a Posta Közponii 
Hírlap Iroda V., József Attila u. 3. sz. alatti lapüzletében példá­
nyonként megvásárolhatók.

Felhívjuk olvasóink figyelmét, hogy lapunk régebbi számai 
kaphatók a Posta Központi Hírlap Iroda V., József Attila-u. 3 
szám alatti Újságboltjában.
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