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Beszamolo a MT E SZ III. kozgyiilésérol.

Ez év junius 21—22-¢én tartotta a MTESZ III. kozgyiilé-
sét. A kozgyfilés az egyesiiletek és a szovetség bels élete mel-
lett elsGsorban a miiszaki és természettudomanyos értelmiség
munkajaval ¢és feladataival foglalkozott abban a harchan, amely
hazdnk szocialista ipari orszagga valé atalakitasaért folyik.
Kiilonos sullyal targyalta a kozgyiilés a MTESz szerepél a
miiszaki és természettudoményos értelmiségnek a Part iranyi-
tasaval a szocializmus épitésére vald mozgositasban.

A kozgyilést Osztrovszki Gyorgy : ,,A miiszaki értelmi-
cég, tudoméanyos egyesiileteink munkaja és feladatai otéves
terviinkben” c. nagyjelent6ségii el6adasa vezette be. Az el6-
adas az otéves terv elso fe'ében elért fejlodésiink ismertetése
utan ratért a MTESz munkajara és feladataira. Legfontosabb
kérdésekként a hazai alapanyagbazis kiszélesitését és energia-
hordozéink racionalis felhasznalasat jelolte meg. Dionto fel-
adatként emlitette gépgvartasunk fejlodésével kapcesolatban
a nehéz és sok munkat igényld fizikai munka gépesitésének
¢s villamositasanak, a miiszerezésnek ¢és automatizalasnak
kérdéseit. Ramutatott tobbek kozott a minéségjavitas és az
iizemszervezés néhany problémaéjara.

Foglalkozott az eldadas a természeltudomanyok terén
foly6 ideolégiai hare fontossagaval, a kritikai szellem fejlesz-
tésével és a szovjet tapaszta'atok széleskorii felhasznalasaval
Komoly hiényossagként értékelte az eléadé azt, hogy az elmé-
leti egyesiiletek (koztiik a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat)
és a tobb' tagegyeciilet kozott a lkapesolat még igen laza. Az
elmélet bizonyosfoku lebecsii'éseként értékelte, hogy Tarsu-
latunc felhivasara eddig mindossze négy ipari egyesiilet vetett
fel elméleti vonalon megoldandé feladatot.

Eloadasa tovabbi részében az elgado kifejtette az elot-
tiimk allo feladatokat. Ramutatott azon probiémakra, melye-
ket az Gtéves terv hatralévé részének sikeres befejezése allit
elénk. Kiilonos érdeklodést vaitott ki a I1. 6téves terv elokészi-
1 Matematikal Lapok — 9-33 o
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tése néhany kérdésének felvetése. Az elbadas targyalta a II.
otéves terv clorelathato jellemz6 vonésait: uj nyersanyagok
komplex értékesitését, a gépesités, villamositas és automati- -
zalas nagyfoku kiterjesztését, tekintve, hogy munkaerdsziikség-
letiinket a II. otéves tervben csak ilyen mddon biztosithatjuk
a gyartasi ¢nkéltség leszoritasat az .iparilag fejlett orszagok
szinvonalara.

Az el6adast hosszu vita kovette. A vitaban felszélalt sza-
mos miiszaki vezets. Igen érdekes volt a Rakosi Matyas Miivek
miiszaki igazgatdjanak felszolalasa, aki a szovjet tapasztala-
tok alapjan egyes teriileteken megkétszerezett termelési és
komoly méreti anyagtakarékossagi eredményekrol szamolt be.

Gazda Géza hozzaszélasaban foglalkozott egyes mérnokok

munkéasujitokat elnyomo torekvéseivel, amelyek abbol addd-
nak, hogy munkateriileteikhez tartozo talalmanyokra és javas-
latokra ezen mérnokoknek, véleményiik szerint, maguknak
kellett volna reajonniok. Megemlitette az altala elniditott
mozgalom legf6bb akadalyat, az iizemi sovinizmust, amelynek
kovetkeztében egyes gyarak hulladékanyagait mas gyarak
vagy Kkisipari szovetkezetek, melyek fel tudnak azt hasznalni,
nem kapjak meg.
‘ Nagyjelentoségii volt Bird Ferenc felszolalasa, aki ramu-
tatott ‘néhany orszagos jelentéségii miiszaki probléma fel-
dolgozasanak fontossagara, melyben az egyesileteknek, koz-
titk az elméleti egyesiileteknek is szoros egyiittmiikodésére van
sziikség.

Megemlitette, hogy a legkivalobb miiszaki értelmiségieket
még nem népszerisitjiilk annyira, amennyire ezt eredményes
munkajuk utan megérdemelnék. Kiemelte a fiatalok nagyobb-
mértékii bevonasanak fontossagat a szovetség és a tagegyesiile-
tek munkéajaba.

Tarsulatunktol Kalmar Laszl6 a szegedi tagozat elnoke
¢s Rényi Alfréd a Tarsulat fétitkara szoitak hozza a vitahoz.
Mindketten ramutattak az elméleti és miiszaki egyesiiletek kozti
kapcsolat megszilarditasanak fontossagara.

Tobb hozzasz6lé foglalkozott azzal a nagyaranyu onzetlen
segitséggel, melyet a Szovjetuniotol kapunk. Kifejtették, hogy
a Szovjetunié miiszaki tapasztalatainak atadasa és a nalunk
jaro és most is nalunk dolgozé szovjet miiszaki értelmiségiek
segitsége nélkiil nem foghattunk volna hozza hatalmas alkota-
saink felépitéséhez. Szembeallitottak ezzel és példakkal mutat-
tak meg, hogy a kapitalista iizemek eltitkoljak talalmanyaikat,
szabadalmaikat és gyartasi eljarasaikat.
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A kozgytlés egyhanguan koszonetét fejezte ki a nalunk
jart, itt dolgoz6 szovjet miiszaki értelmiségieknek.

A kozgyiilési vita eredményes volta mellett komoly hi-
baként kell megemliteniink, hogy egyes felszolalok hosszasan
fejtegették sziikebb szakteriiletiik, egyesiiletiik, iizemiik, spe-
cialis problémait, minek kovetkeztében az egész szovetség mun-
kajat érint6 kérdések megtargyalasara a Szévetség munkéjé-
nak megvitatasara, a hibak feltarasdra nem maradt elég idé.
Hianyossag volt, kiilonosen a kozgyiilés els6 napjan, a kritikai
szellem gyengesége is.

A fotitkari beszamolo és az azt koveto vita utan a szovet-
ség uj elnokcégébe Tarsulatunkbol Csaszar Akost, valaszt-
manyaba Fenyo Istvan, Kalmar Laszlo és Rényi Aliréd tag-
tarsainkat valasztottak be.

A kozgytilés Tarsulatunkat eredményes munkajaért zasz-
loval, Hoédi Endre és Rényi Alfréd lagtarsaml\at ol\lewllel és
emlékéremmel jutalmazta.

Meg kell emliteniink, hogy a l\ozgyules segltette az egyes
egyesuletek kiildottei kozti kozvetlen kapesolat kialakitasat
és -elmélyitését. Személyes beszélegetések utjan is téobb olyan
ipari problémaval ismerkedtink meg, melyek megoldasahoz
matematikai modszerek alkalmazasa sziikséges.

A kozgyiilés nagy jelentésége, hogy feltarta a miiszaki
¢s természettudoményos értelmicég szerepét és feladatait ha-
zank szocialista épitomunkajaban és megmutatta alkotomun-
kanlknak az egyes egyesiiletek egymasrautaltsagabol kiovetkezo
egyittmiikédésében, az allami szervekkel és tizemekkel valo
szoros kapcsolataban, a gazdag szovjet tapasztalatok atvételé-
ben és az idealista vilagnézet €s a kozmopolitizmus elleni
ideologiai harc fokozasaban rejlé hatalmas fejlodési lehetd-

ségeit.
A MTESz 111. kozgyiilése altal kittizott feladatok végre-
hajtasa — mint azt a kozgyiilés hatarozata kiemeli — minden

magyar mérnok, technikus és tudoményos dolgozo becsiiletbeli
igye, mert ezzel a szocializmus épitésének gyorsitasat, hazank
erejének novelését, a Szovjetunio vezette béketabor erdsitését
segitjilkk eld.

1=*



A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat ankétje
az analizis tanitasarél a természettudomanyi karokon.

Trta : Avesirs GYORGY

A Kozoktatastugyi Minisztérium felkérésére jan. 26-an és
27-én Tarsulatunk sziitkeblkorti ankétot tartott az analizistanitas
anyaga ¢és modszere targyaban. Az ankét célja nem annyira
hatdrozatok hozatala volt, mint a legeredményesebb oktatési
modszer kialakitdsa elvi kérdések megvitatasa alapjan. Mivel
egyetemi oktatasi feladataink a felszabadulds elGttiek sokszorosara
novekedtek, és célkitlizéseink is teljesen megvaltoztak, még
egyaltalaban nem tisztazédtak az analizis tanitdsanak szem-
pontjai. Célszerlinek latszik tehat, ha a vitdban kialakult, vagy
még ki sem alakult nézetek szemléjével megkezdjiik a Matematikai
Lapok hasdbjain is a vita folytatasat. Kérjik olvaséinkat,
szOljanak hozza ehhez a fontos kérdéshez, keressék fel véleményiik-
kel a szerkeszt8séget és ezzel segitsék az egyetemi matematika-
oktatas teriiletén is épiteni a szocializmust. Aldbbiakban az ankét
misodik napjan elhangzott elvi jelent6ségli vitat ismertetjiik,

Kiindul6pontként at kell tekinteniink a rendelkezésre allo
s a természettudomanyi karok szamara szambajové analizis-
konyveinket. Ez igen fontos, mert helyesen jegyezte meg a vita
soran SZOKEFALVI-NAGY Biina, hogy igen sokat veszit eredményes-
ségébdl az olyan tanitas, amely onmagaban esetleg helyes mod-
szert kovet ugyan, de annyira eltér a forgalomban levé konyvektsl
hogy a vizsgara késziil6 hallgato képtelen a tankoényvet hasznalni,
mert ha azt el6addsi jegyzetével 0Osszeegyeztetni probalja,
egyiket vagy masikat teljesen fel kell forgatnia, hogy a megfelelé
részek oOsszhangba keriiljenek. Az tehat, hogy milyen koényvek
4linak rendelkezésiinkre, bizonyos értelemben meghatarozza a
jelenleg legeredményesebb oktatdsi médszert, legalabb is atekin-
tetben, hogy tanitdsunk menetének lehetévé kell tennie az
atlaghallgatok szamaéra is a konyveknek az el6adassal parhuzamos
hasznalatat.
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A magyar nyelvli analizis-kéonyvek koziil GREBENCSA —
Novoszerov, SzAsz PAL és BERMANT ismert mfivei johetnek
szamitasba. Utébbi azonban elsésorban a magas szinvonalt
miiszaki oktatas szamara készilt és ez ki is vilaglik a konyv tar-
talmabol. Bermant kiting konyvét tehat a természettudoméanyi
karokat illetéen figyelmen kiviil hagyhatjuk.

SzAsz PArn, A differencidl- és integralszamitas elemei cimii
munkajanak er6sen bévitett mésodik kiadasa tulajdonképpen
szintén nem tankonyv, mar csak terjedelménél és anyaginal
fogva sem. (A két kotet osszesen 1301 oldal és tartalmazza a
komplex fiiggvénytan elemeit is.) Mivel azonban ez a m{i minden-
esetre ,,Cours d’Analyse” jellegii, feltétleniil egyetemi segéd-
konyvnek kell tekinteniink, épp ezért az ankét résztvevsi nem
tekinthettek el téle. A vita sordan majdnem teljes egyhangusag-
gal az a nézet alakult ki, hogy SzAsz konyve igen preciz, fogalom-
alkotédsai és bizonyitasai kifogastalanok, az abrak és a kivalasztott
példak is szépek : bnmagaban a konyv minden oldala j6, — ennek
ellenére egészében a konyv mégsem sikeriilt teljesen. F6 hibaja,
hogy az egyes részek nem egy egységes elv szervesen Osszefiigg6d
részeinek a kifejtései, mert egyes részletek nem sziikségszertien
meriilnek fel, hanem gyakran egymastol elvalasztva, oncéltan
szerepelnek. Példaképp emlithetnénk a CseBrsEv polinomok
bhevezetését (IT. kotet, 30.1.) : ,.A cos ¢ = @ helyettesités mellett

1 sin (n + 1
(_ ) cos nip="T.(2), r———(éifn;;*fzg = LLIRE)

(' =100 2,)

ahol 7 ,(x) és U,(x) raciondlis egész fiiggvények*. Kevéssel
alabb igy folytatédik a konyv : ,,Az (1) alatti 7 (), 7' (), . . .

T, (), ...illetve U, (x), U, (x), .., U, (®),... racionalis egisz
- fiiggvényeket CSEBISEV-polinomoknak nevezziilk. — Ebbdl

bizony nehezen érti meg az, aki még sohasem taldlkozott a
(Cser1sEV-polinomokkal, miért éppen ezeket a polinomokat emel-
jik ki a raciondlis egész fiiggvények népes csaladjabol. Ez persze
kés6bb kideriil, ha az olvasé valéban megtalalja azt a heiyet,
amelynek alapjan sikeriil belatnia, hogy ezekre a polinomokra érde-
mes tobb figyelmet forditania, mint egy vaktaban kiragadott
ortogondlis polinom-rendszerre. A konyvnek ez az onali6 ré-
szekre valé széthullasa az elsé-, masodéves hallgatd szamdra
nchézzé teszi a matematikai tartalom megértését. Ehhez a
nehézséghez hozzajarul a kényvnek szinte a skolasztika hataran
jaré merev — bar gondos magyariazatokat tartalmazé — meg-
irasi mddja. De a szerzb keresni is latszik a skolasztikus jel-
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leget. KEgyébként nem is lehetne megmagyardzni az olyan
archaizalo nyelven irt szoftizések tomegét, mint példaul : ,,adat—
van akarmilyen kis p07itiv “vagy ,.ebbd! latjuk, miszerint...
vagy pedig az olyan 50 év elétti latinos helyesirdst mint constans,
incommensurabilis, stb. Joggal allapitottak tehat meg az ankét
résztvevdi, hogy Szisz PiL konyve noha az érettebb mate-
matikus szamara értékeket tar fel. még részekre bontva sem szol-
galhat az egyetemi analizis-oktatas dlap]aul és elhibazott az olyan
elsadds, amely Szisz konyvére probalja épiteni az analizis
egyetemi oktatasat.

Marad tehat a GREBENCSA —NOVOSZELOV: Matematikai
analizis cimfi konyv, amelynek I. kotete magyar forditdsban
mar megjelent. Abban . mindenki egyetértett, hogy ez a mii
preciz, megfontolt, alapos pedagogiai tuddssal és érzékkel megirt
munka, amely még a szemléletes fogalmak jol értheté bevezeté-
séndl is keresi a korszeri tudoményos szemlélettel valéd kapesola-
tokat. Beldle kiindulva tehat nagyon is lehetséges az els6 két
évben szerzeft matematikai ismereteket tovabbfejleszteni akéar
a realis, akar a komplex fiiggvénytan mai irdnyai felé. Tekintet-
tel arra, hogy ez a konyv egyszersmind egyetemi hivatalos tan-
konyviink is, a mondottak alapjan szinte kézenfekvs volna
minden tovabbi vita nélkiil elfogadni alapnak., és az elBaddst
modszertanilag is GREBENCSA -—NOVOSZFLOV munkajanak meg-
felelGen felépiteni.

_ Béarmennyire indokoltnak latszik ez a megallapitds, az ankét
résztvevdi nem helyezkedtek egyértelmfien erre az dllispentra.
A vélemények kétfelé oszlottak. Az egyiket elssorban KALMAR
LAiszro képviselte.

KarLmAr hangstlyozta, hogy a helyesen felépitett elGadas-
nak mindig valamilyen altalinos érd-kességii, konkrét problé-
mabol kell kiindulnia és ennek megoldasa soran, mintegy sziik-
séges segédeszkozként, fokozatosan kell bevezetnie a mate-
matikai fogalmakat. Ha nagyszamu, megfelel¢ példat is targval-
nak az el6adason, akkor ezek a fogalmak vildigosabba valnak,
az ellenpéldak és az anyagban valé el6haladds nyoman pedig a
hallgatéban felébred az exaktsig iranti igény. Teljes exakt-
sagra csak akkor torekszik KarnmARr, ha az arravald igényt mar
sikeriilt felébresztenie a hallgatoban. Ennek az elvnek az érvé-
nyesiilése kedvéért széttagolja az anyagot: tobb lépésben és a
régebben tanult fogalmazis bdvitésével targyalja az egyes rész-
leteket Ggy, hogy néhany nehezebb fogalom végleges megfogal-
mazasa esetleg csupan a késébbi targyalis soran torténik meg.

SurANYIJANOS hangstlyozta, hogy tekintettel kell lenni a
hallgatok el6képzettségének hidnyaira, és hogy ezen hidnyok
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kikiiszobolésében minél nagyobb segitséget nyuajtsunk, nagyobb
stlyt kell  fektetni = az osszefoglalasokra. Elmondotta, hogy
KarLmiAr didaktikai modszereit jo eredménnyel alkalmazta.

A misik allasponton [6v6k (Aczin, ALEXITS, CsAszAR, HaJ0s,
RENYI és SZOREFALVI-NAGY BELA) egyetértettek ugyan KaumMARr
pedagdgiai elveivel (fokozatossag, exaktsagra valé igény fel-
keltése. stb.), de csak az elveivel, nem pedig ezek metodikai
megvaldsitasaval. Bar allaspontjuk részletkérdésekben kiilonbo-
zott, megegyeztek abban, hogy szerintilk KaumMAr az elavult moéd-
szerekkel szemben, mintegy ezek reakcidjaképp tulzésba viszi
elvileg helyes tanitdsi modszerét. KaLmMAr tulzasai a kiilonbozo
vélemények szerint a kovetkezdk:

1. A fokozatossag kedvéért teljesen széthontja az anyagot,
aminek kovetkeztében olyan alapvetd fogalmak, mint példaul
a hatarérték fogalménak végleges kialakitésa, csak a mdsodik
évbhen fejez6dik be. Ennek kovetkeztében az el6adis csupan
egészében ad vildgos képet az analizisr6l. Ha tehat egy didk
valamelyik ponton atmenetileg elveszti a fonalat, nem képes tobbé
bekapesolodni az el6adasba.

2. Béarmilyen fontos is a fogalmak minél mélyebb megér-’
tése. ez nem egyediili célja az analizis tanitdsanak: stlyt kell
helyezni bizonyos foka differencidldsi és integraldsi, altaldban
szamolastechnikai készség kialakitasira is. Ezt az elvet KALMAR
mobdszere nem tartja eléggé szem el6tt.

3. Az el6adds szerkezetileg annyire eltér a (GREBENCSA-
Novos :gLov konyvtél, de mas konyvektdl is, hogy az atlagos
hallgaték szaméra alig teszi lehetdvé a konyv alapjan valé készii-
lést vagy poétlast.

4. KALMAR rendszere nem mindenben segiti el6, hogy a
hallgatok a matematikai gondolkodasmodrol vilagos és helyes
képet alkossanak maguknak, mert nem nytjt elég alkalmat a
hallgatoknak. hogy egy kitfizott cél elérése érdekében megfeszit-
sék szellemi képességeiket.

Az ankét azt hatdrozta végii, hogy ajanlatos volna, ha
Karmir elfaddsait GrEBENCSA-NoVOszELOV konyve szellemé-
ben &talakitana, kiilonos figyelemmel az itt elhangzottakra.
Remélhet6, hogy ezen az Giton sikeriil neki az analizis oktatdsdra
olyan médszert kidolgoznia, amely matematika-oktatédsunk jelen-
legi fejlédési fokan a legeredményesebben alkalmazhato, és
ezért az analizis minden oktatoja szaméira egységesen ajanlhato.

Foglalkozni kell azzal a tervvel is, hogy Kalmar Laszl6
egy analizis tankényvet irjon, amelyben elgondolasait kiforrott
alakban magvaldsitja.



Ugyanakkor azonban, amikor az anként résztvevéi tobbsége
KALMAR analizis-oktatasi modszerével szemben a fenti kifogaso-
kat emelte, egyszersmind azt is leszogezte, hogy KALMAR mdd-
szerével nem lehet SzAsz PAL konyvét szembedllitani, mert ez
utobbi modszertanilag elmaradottabb allaspontot képvisel; ebben
a szellemben tanitani tehat KarmAiz moddszeréhez képest retro-
grad 1épést jelentene, épp ezért az értekezlet ezzel a lehetéség-
gel nem is foglalkozik.

%

Igyekeztem a lefoiyt vita lényeges tartalmat nagy vonés
sokban hiien vazolni. Ezek utidn pedig induljon meg a kérdés
nagy fontossigdhoz mélté nyilvanos vita a Matematikai Lapok
hasabjain. Els6 hozzaszélasként a magam alldspontjat szeretném
ismertetni.

Szerintem a kérdést csak tarsadalmi vonatkozésaiban lehet
targyalni. Nem feledkezhetiink meg arrél, hogy minden targy
hozzajarul a hallgatd vilagnézetének a kialakitdsdhoz, nem-
csak eredményeket tanit tehat, hanem jellemet is alakit, nevel is.
Ha valakinek az analizis tanulményozisa alapjan bizonyos
gondolkodasmédja fejlédik ki, akkor ezt a mindennapi életben,
nem-matematikai kérdések megitélésében is alkalmazza, vagyis
a tanulmanyok az illet6 emberi magatartasat is befolyasoljak.
Ezt kiilonosen az egyetemi tanaroknak kell figyelembe venniok,
mert hallgatéik nagy tobbsége tandrként fog miikédni, évtize-
dekig serdiilGket fog nevelni. Dont6 fontossagt tehat, hogy a
leendd tanarok milyen gondolkodast embert vallanak idedljuk-
nak. Ennek az idealnak a kialakitasdhoz pedig mi is hozzdjaru-
lunk egyetemi oktatdsunkkal. Az analizis oktatdsianak problé-
maja tehat nemcsak a matematika , ,beliigye, hanem az oktatas
hatdsai kovetkeztében tarsadalmi kérdés is. Vizsgaljuk meg
tehat, mit remélhetiink e tekintetben az analizis oktatasi méod
szerének helyes megvalasztasatol.

1. El kell érniink azt, hogy a hallgaté a tudoményon beliil
is megtanuljon dialektikusan gondolkozni, vagyis az egyes pro
lémakat ne egymastol elszakitott, legfeljebb lazan dsszekapesolédo
ismeretek halmazanak tekintse, ,,hanem 0osszefiiggd, egységes
egésznek, melyben az egyes targyak, jelenségek szervesen kapcso-
l6dnak, egyméstol fliggenek és egymdast feltételezik.” (Sztélin:
A dialekt kus és torténelmi materializmusrol.) Az ilyen matema-
tikai szemlélet kialakuldsanak eldfeltétele, hogy a hallgats telje-
sen elsajatitsa a differencidlds és integrdlas, a sorokkal valé bands,
sth. technikdjdt, és akkor ne a technikai nehézségekre, hanem
azok konnyed legydzése utdn a lényeges dsszefiiggésekre fordit-
hassa figyelmét.
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2. Bl kell érniink azt, hogy a munkéasosztdly, a dolgozé
parasztsdg és a halad6 értelmiség gyermekei koziil kikeriild
hallgatok erds akarattal igyekezzenek a szocializmust épiteni.
Az ilyen akarat kialakulasat az analizis oktatdja azzal segiti
el6, hogy felkelti hallgatéiban az erdfeszités sziikségességének
az érzését. Eldaddsait tehat ugy vezeti, hogy azok kovetése
megkivanjon egy bizonyos foku koncentralodast gondolkoddasbeli
feszes magatartast, a hallgatil képzettségénel: és emttsegenelc meg-
felelé erdfeszitést. Csak az a tanar tud majd szocialista ontudata
didkokat nevelni, ali hallgaté koraban maga is megszokta, hogy
a legcsekélyebb redlis cél elérése is bizonyos keménységet, bizo-
nyos fokt koncentralt eréfeszitést kivan. Nem minden tarsadalom
szaméra az tehat a legjobb egyetemi tanitas, amelynél az oktato
nyaktor6 mutatvanyokkal elkendézi a kérdés lényegében leJlo
nehézségeket. A munkasosztalyvezette, szocializmust épité téar-
qadLlom szamdra az a legjobb mobdszer, amely éppen annyira
konnyiti meg a hallgaté munkdjat, amenm/ire ez valdban szitkséges
az dtlagos hallgaté szdmdra. Minden ezen tilmend konnyités,
orvossagos kanallal valé adagolas elpuhit, lazitja a hallgato
onfegyelmét.

3. El kell érniink azt, hogy a hallgaté kritikai gondolkodésn,
materialista vildgnézetli emberré valjék. Az ilyen szemlélet
kialakuldsat az analizis vanitdsa azzal tdmogatja, hogy problé-
mak felvetése, és jokor alkalmazott ellenpéldak révén a lehets-
séghez képest elég koran felkelvi az exaktsadgra vald igényt.
El6nyben kell tehat részesiteni az olyan bizonyitdsokat, amelyek
az altalanos elvek szerepét kidomboritjak és kozvetleniil a kitfi-
zott célhoz vezetnek. Nem a szellemesen iigyes fogasok segitségé -
vel elért rovidebb bizonyitdsok a leﬂkonnyebben megérthetdk,
hanem azok, amelyek a probléma lényegében rejlé dltaldnos elvet
vildgitiak meg, mégha ezaltal a bizonyitas hosszabba is vilik.
A képletek koriili kaprazatos iligyeskedés keresése formalista
szemléletre, a polgari tarsadalom élvezethajhaszod lart pour
I'art gondotkoddsmédjira nevel, az altalanos és exakt elvek alkal-
mazasahoz valé ragaszkodas pedig kozelebb hoz a szocialista
tarsadalom tudomanyos, széles tavlata, dialektikus materialista
vilagnézetéhez.

Mindebbdl levononi azt a kdvetkeztetést, hogy mai taras-
dalmi fejlédésiink soran az analizist leghelyesebb olyan modszer-
rel tanitani, amely f6 vonaldban és lényegében GREBENCSA-
NovoszerLov Matematikai analizisét koveti. Tekintve azonban,
hogy didkjaink ma még nem rendelkeznek olyan el6képzettséggel,
mint a szovjet didkok, az eldadd helyes pedagégiai készségének
kell meghatdroznia azt az anyagot, amelyben ettol eltér. Ezenfeliil
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természetesen minden el6add egyéniségéhbdl is fakadnak olyan
varidnsok, amelyck el6adasdnak egyéni szinét és zamatjav meg-
adjék. Mindez azonban nem jeletheti azt, hogy lényegesen mast
és dontéen mdasképp adjunk el§, mint ami a GREBENCSA-NO 0-
SZELOV konyvben van. Nem helyes ezt az anyagot teljesen fel-
forgatni, és nem helyes a konyv exaktsagi kovetelményeit lénye-
gesen leszallitani. A

Kétségtelen, hogy kozépiskolai matematika-oktatasunk még
mindig meglévs hidnyai, még inkabb a szakérettségi tanfolyamok
rovid képzésiideje, az atiranyitisok tobbszor hibas végrehajtasa,
vagy az esti egyetemet ldtcgaté hallgatok nappali elfoglaltsaga
és kicsi Oraszama rendkiviil megneheziti az analizis el6adbinak
a feladatat. Denem az a feladatunk, hogy a nehézségeket el panaszolva
megmagyardzzuk, miért engediink a kovetelményekbol, hanem az, hogy
a megléve  nehézségek ellenére s érjitk el a lkitdizott céll: a
mumkdas- és dolgozéparaszt-hallgatok megfelelé ismeretekkel rendel-
kez6 matematibussd vald. neveléséi. Ennek a célnak az elérésére
pedig modszeriink csakis az lehet, hogy eldadisaink soran foko-
zatosan bizonyos eréGfeszitésre neveljitk 6ket. Természetes, hogy
ott, ahol a nehézségek kiilondsen nagyok, ideiglenesen megkdnnyit-
hetjiik az els6 lépésel\et de nem olyan mértékben, hogy a val6ban
helyes és exakt igazsdg csak honapok, vagy félévek mulva deriil-
jon ki. L°g091szerubb az analizis anyagit mérlegelve, kiemelni
a dontd részeket és ezek minden oldalrdl vald megwlagltasaval
megtanitani a hallgatékat a legfontosabb kérdésekben wvalo
biztos vdjékozédasra. Kiilondsen eleinte lényeges. hogy sok
gyakorlatot tartsunk és miel6bb elérjiik a képletek biztos technikai
kezelését.

Végiil még azt, hogy ne tévesszen meg benniinket az értelmi-
ségi csaladok gyermekeinek gyakran nagyobb verbalis készsége!
Ez konnyen azt a latszatot kelti, mintha a problémdk lényegét
is jobban értenék. De ez csak latszat! Ha nem vagyunk tiirelmet-
lenek, biztosan elérjiik, ‘hogy a munkds- és dolgozoparaszt csala-
dok gyermekei ugyanoiyan el6addkészség birtokaban szerezzék
meg okleveliiket, mint a gyermekkortél kezdve konnyedebb fogal-
mazashoz. szokott értelmiségi szarmazastak.

Az analizis oktatdsanak metodikdja tekintetében tehat
az az allaspontom, hogy exakt és hatdrozott gondolkoddsra nevelve,
lényegében a Grebencsa-Novoszelov kényv menetét elfogadva tanitsuk
az analizist a természettudomdnyi karokon.



L. V. Kantorovies modszere absztrakt terekben értelimezett
nemlinedris egyenletek megolddsara

Irta: FEnyS ISTVAN

Mindenki elétt ismert, hogy mig az els6foktt egyenletek meg-
oldasa igen egyszerii feladat, addig a magasabbfoki egyenletek
megoldasa nehéz probléma. S6t 6todfoki és ennél magasabbfokit
egyenletek megoldasa_ altaliban csak kozelité értékek végtelen
sorozata hatarértékeként irhaté fel. Hasonldo a helyzet a transz-
cendens egyenleteknél, ezek megoldasa is altalaban csak kozelitoé
értékek végtelen sorozata segitségével valik lehetségessé. Ugyan-
ilyen a helyzet az egyenletrendszerek terén: mig a linedris egyenlet-
rendszerek megoldasa elvileg semilyen nehézséghe nem iitkozik,
addig a magasabbfokt, vagy transzcendens egyenletrendszerek
megoldasa altalaban igen kemény feladat.

Sok szemponthd6l hasonléd jelenséget lehet tapasztalni a fligg-
vényegyenletek teriiletén is. Mig pl. bizonyos fajtdjiu kozonséges.
vagy parcialis linearis differencialegyenleteket meg.tudunk oldani,
addig a nemlinearis differencidlegyenletek megoldasira altalanos
moédszerekkel nem rendelkeziink, s6t ezek megoldasa elég gyakran
.reményteleniil’* nehéznek latszik. Ugyanez a helyzet az integral-
egyenletekkel is (ezek olyan egyenletek, melyekben az ismeretlen
fiiggvény integraljel alatt is szerepel): mig a linedris integral-
egyenletek elmélete meglehetdsen részletekbe menden kidolgozott
elmélet, addig a nemlinedris integrilegyenletek megoldaséra
szolgdlé moédszerek csupin az egyenletek meglehetésen sziik
korére vonatkoznak. Azonban éppen ez az analdgia adott a mate-
matikusoknak nagyon lényeges és meglepSen uj gondolatokat
nemlinedris fiiggvényegyenletek megoldaséara.

A kozonséges nemlinedris egyenletek megoldasara tobb mod-
szert ismeriink, melyek lehet6vé teszik sorozatos megkozelitéssel
a gyokok meghatarozasit. B modszerek kozott egyik leghaszndl-
natobb a Niwron-féle modszer. E modszer lényege a kovetkezs:
ha a megoldand6 egyenlet P(z) = 0 alaka és P(x) differencidl-
hat6 fiiggvény, akkor P(x)-et helyettesitjiik érintGjének egyenleté-
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vel, tehat egy els6fokt egyenlettel, vagyis olyannal, melyet kénnyt
megoldani. Ezt az els6fokt egyenletet megoldjuk és kapunk
megoldasként egy x, értéket. Kz természetesen altaldban nem lesz
a kitlizott egyenlet megolddsa. De most P(x)-et ismét helyette-
sitjik az x, pontban hizott érintGjének egyenletével, tehat egy
masik elséfoki egyenlettel, melyet megoldunk, és igy egy x, értéket
kapunk. Folytatva az eljarast az a, ponthoz tartozé érintével
potoiva P(x)-et és az érinté egyenletét 0-va téve, kapunk egy
xy szamot s.i. t. Tlyenképpen az z,, z,, ... szdmok egy végtelen
sorozatat kapjuk, mely, ha P(x) bizonyos tulajdonsdgokkal ren-
delkezik, konvergens és a P(x) = 0 egyenlet gyokéhez konvergil
(magara az eredeti modszerre nézve 1. Réxy1 AurrED cikkét [8]*).

Miutan a Nawron-féle gyokkozelité modszer a gyakorlat-
ban nagyon jol bevalt és az egyenletek igen tdg csoportjira jol
alkalmazhaté, felmeriil a gondolat: nem lehetne-e ezt a mddszert
valahogyan atvinni egyenletrendszerekre és fiiggvényegyenletekre?
Nem lehetne-e a fiiggvényegyenleteknél is — éppen tgy, mint
a kozonséges egyenleteknél — az eredeti fiiggvényegyenletet
potolni egy linedris egyenlettel és igy sorozatosan az eredeti egyenlet
olyan kozelité megoldasait nyerni, melyek minden hatéron tal
jobban és jobban megkozelitik az eredeti egyenlet megoldéasait?
Bz a kérdésfeltevés anndl inkdbb jogosult, mert hiszen lattuk,
hogy a linedris egyenletrendszerek és linearis fiiggvényegyenletek
sokszor konnyen megoldhatok.

Csakhogy a gondolat kivitelezésénél rogton az elején nehézség
meriil fel. Kspedig: a Nawrox-eljarasnal az érinté egyenletével
helyettesitettiik az y = P(x) fiiggvényt. Az érinté egyenletének
felivasdhoz pedig ismerni kell P(x)-nek z szerinti differencial-
hanyadosat! Ezen az tGton valé haladishoz az els§ 1épés tehat
valamilyen fiiggvénytdl fliggd kifejezés, . n. operator differencial-
hanyadosanak definidlasa. Ez csak az els§ 1épés, de hogy ezt a
kozonséges egyenleteknél kovetett lépések kovethessék, olyan
differencialhianyados fogalmat kell megalkotni, mely a kozonséges
differencialhanyados legf6bb tulajdonsagaival rendelkezik.

Az elsé 1épést — a differencialhanyados fogalmanak altalano-
sitasat — M. FrRECHET tette meg [11]; ezt a fogaimat a tovabbi
lépésekre alkalmassa 1. V. Kaxtorovics leningradi professzor
([1].[2], [3]) tette.

A differencialhdanyados fogalmanak megallapitasa utan alaki-
lag ugyanolyan linearis fiiggvényegyenlet irhaté fel, mint az
érinté egyenlete. Ez az esetek nagy tobbségében megoldhatd.

* A szamok a cikk végén taldlhaté irodalomjegyzékben feltiintetett
dolgozatokra vonatkoznak.
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mialtal a fiiggvényegyenlet egy kozelité megoldasat nyerjiik.
Most az eljaras ugyanugy folytathaté, mint a kozonséges egyen-
leteknél. Ennek az eljardsnak hasznalhatosagi korét, az eljaras
konvergenciajanak koriilményeit L V. KaANTOROVICS és tanitvanyai
tisztaztak ([1], [2], [3], [4].[5]. [6]. [7D). 4

Ezzel a munkassigukkal a matematikanak, fizikanak és a
technikdnak felmérhetetlen szolgalatot tettek, mert a nemlinedris
egyenletrendszerek és nemlinearis fiiggvényegyenletek nemcsak a
tiszta‘* matematika szempontjabél fontosak, hanem megoldasuk
nélkiilozhetetetlen a modern atomfizika, a rugalmassagtan, rezgés-
tan, a hidrodinamika stb. szempontjabdl is.

L. V. KantTorovics mddszere rendkiviil édltalanos és az
egyenletek igen széles skdldjara vonatkozik. Hogy gondolatainak
teljes horderejét és széleskor(i alkalmazhatosigat megérthessiik,
ismerniink kell az 0. n. altaldnos Banacu-féle tér fogalmat és
az operatorok fogalméat ebben a térben. Itt arrél van szd, hogy
n darab egymasutan felirt szamot (egy szam n-est), vagy egy
zart intervallumban folytonos fiiggvényt, vagy egy intervallum-
ban négyzetével egyiitt integralhat6 fiiggvényt s.i.t. egy ,tér"
.pontjanak fogunk tekinteni és definialjuk két ilyen ,pont*
kozti tavolsagot. -

Pontosabban a kovetkez6r6l van szo: valamilyen elemek
halmazat (pontok, komplex szamok, folytonos fiiggvények sth.)
altalaban térnek fogjuk nevezni. Ez a tér linedris, ha elemei kozott:
az osszeadds miiveletét definidljuk és két elem Osszege megint
a halmaznak, a térnek eleme, tovabba a tér barmely elemét egy
szammal megszorozva, ijbél a tér egy elemét nyerjiik. Pi. ha a tér
elemei a (0, 1) zart interval. umon értelmezett folytonos fiiggvények,
akkor ez linearis tér, mert két fiiggvény osszege. f(x) + g(x) is
folytonos fiiggvény és cf(x) is az, ahol ¢ allandé: Valéban ez a
kozonséges térnek is tulajdonsaga: két ponthoz az origébol hazott
vektor osszege ismét egy vektor, melynek végpontja ennek a tér-
nek egy pontjat definidlja és egy vektort, egy (valos) szammal
megszorozva Ujbol egy vektort kapunk. Feltessziik, hogy a tér
elemeire értelmezett ,osszeadds rendelkezik a kozonséges ossze-
addsra vonatkozé alapvet§ tulajdonsigokkal, azaz kommutativ
és asszociativ és a konstanssal valo szorzésranézve disztributiv.
azaz, ha f és g a tér két eleme, ¢ és d két szdm, akkor ¢(f + g) =
=cf +cg és (¢4 d)f =cf+ df, tovabba, hogy c(df) = (cd)f,
végiil, hogy a tér tartalmaz egy nulla-elemet, amelyet O-nak
jelolink és amelyre f+4 0=/f, és 0-f =0 tovabbd 1:f = f!

A tér normdlt, ha minden eleméhez egy || f ||-el jelolt valos,
nemnegativ szam tartozik (az elem normaja) tugy, hogy a kivet-
kezd tulajdonsigok teljesiiljenek: :
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a) || f|| = 0, akkor és esak akkor, ha f= 0,
b) barmely ¢ valés vagy komplex szdmra
llefll="Tlel-1I£]l-

o) lf+gll=llTli+1lgll.
Az [ és g elemek tévolsigan az ||f— ¢ || szamot értjiik.
A ¢) tulajdonsig az tgynevezett , haromszig egyenlétlenség,
amely azt fejezi ki, hogy a 0, f és g cstcsokkal bir6 ,,hdromszog*
egyik oldala legfeljebb akkora, mint a két mésik két oldal ssszege.
A mi kozonséges teriink vektorai is rendelkeznek ezekkel
a tulajdonsiagokkal, ha norma gyanint a vektor abszolut értékét
tekintjik.
Végiil egy teret teljesnek neveziink, ha a Cauvcay-féle konver-
gencia kritérium megfelelGje teljesiil:

Valahényszor az fy, f,. ... [, ... elemek végtelen sorozatara
'lgm |i—fll=0, =

akkor van a térnek olyan f eleme, hogy

}(im”fk-f”=0.

A kozonséges tér vektorai nyilvanvaléan rendelkeznek ezzel a

tulajdonsaggal is.

; A lineéris, normalt és teljes tereket, melyek tehat a mi realis
teriink hirom jellegzetes sajatsigdval birnak, BaNacH-féle térnek
hivjuk.

Minden olyan mfivelet, mely ezen absztrakt tér egy pontjé-
hoz egy masik absztrakt tér egy elemét rendeli hozza, a tér egy
operatora. Vagyis az operitor egy ilyen absztrakt térben értel-
mezett figgvény. Tulajdonképpen arrél van sz6, hogy a kozon-
séges differencialszamitas bizonyos tényeit az ilyen altalanositott,
absztrakt terekre is kiépitsiik. . £5°
; Magukkal az absztrakt, Baxacu-féle terekkel nem foglal-
kozunk részletesen, mert ezekre vonatkozé alapdefiniciok és alap-
fogalmak megtalalhaték a lap nemrégen megjelent egyik cikkében,
melyet SzOKEFALVI-NAGcy Bfina irt, agy, hogy e tekintetben
e cikkben foglaltakra kell utalnunk az olvasét [9].

Miel6tt tulajdonképpeni tiargyunkra térnénk, még fel kell
hivni az olvasé figyelmét az eljards 4ltalanos moédszerére. A vals-
sagos vilaghol elvonatkoztatott fogalmak koziil egy csoportbha
foglaljuk mindazokat, melyeknek valamely szempontbél kozés
tulajdonsaguk van. fgy példaul a ,tér* fogalma ald vonjuk mind-
azokat a dolgokat (pontokat, komplex szdmokat, n dimenzids
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vektorokat, fiiggvényeket stb.), melyek a kozonséges értelemben
vett tér tulajdonsigaival rendelkeznek valamilyen szemponthol.
Példaul abbol a szemponthdl, hogy ,pontjai‘ kozott a tavolsag
fogalmat gy lehet megallapitani, hogy a haromszogegyenlétlen-
ség érvényes legyen. Meglatjuk, hogy ezekben a terekben értel-
mezett fiiggvények differencidlszamitdsa formai szempontbol
ugvanaz, mint a kozonséges differencidlszamitas. Ez az egyetlen
helyes — dialektikus — daltalanositds, az a moddszer, melyrél
‘MArx azt mondja ,az értelmes altalanositas Gtja“. Ezt az utat
kovették a mi esetiinkben is a szovjet matematikusok és a kovet-
kezd sorokban litni fogjuk, hogy mennyire sokoldalt és gazdag
eredményre vezelett eljarasuk.

1. A Banach-terek linearis ¢s hilinearis operaiorai.

Ha van olyan eldiras, mely az X Banacs-tér minden x elemé- ¢
hez egy masik Y tér valamely y elemét rendeli hozzd, akkor azt
az elbirdst az X térben értelmezett operdtornak nevezziik. Jele:

Y= Plx) (e X! e

Mikor félreértést6l nem kell tartani, néha a zarojelet el is hagyjak
© és az operatort egyszertien igy jelolik:

y=P-x
Linedrisnak nevezzilk az X tér U operatorit, ha
1° barmely két x; és x, elemre
Uleyy + 5 %) = ¢4 U(xy) + ¢y Uly) .
ahol ¢; és ¢, két tetszdleges valos szam,
2° létezik olyan x-tdl fuggetlen ¢ > 0 szam, hogy
U@ || <e¢liz||

Azt a legkisebb ¢ szamot, melyre a 2° alatti feltétel az X tér min-
den a« ¢lemére teljesiil, az U operator normajanak nevezzik.
Jele: || U ||. Tehat

U@ = [T |zl

Az U linearis operator inverzén az Y tér U—1-gyel jelolt linearis
operatorat értjiilk, melyre

U=y,

ahol y az Y tér barmely eleme Természetesen inverz operator
nem mindig létezik.
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Alabb fel fogjuk hasznalni Baxacm kovetkezd jolismert
tételét [10], melyet azonban nem bizonyitunk be:

Legyen U az X tér valamely linearis operatora, mely az
X teret onmagara, vagy annak egy részére képezi le; jelolje K a tér
azonossagop:ratoerat, tehat azt a miiveletet, mely bdrmely x elem-
hez onmagat rendeli. Akkor az

E—-U
linedris operdtornak van inverze, ha || U || < 1 és
1
1 el et | B oy et
1—||U|

Ha V az X térnek olyan linearis operdtora, mely az x elemtd
linearis modon figg, akkor V-t bilinedris operdtornak nevezzik
T hat V az x elemet a linedris operatorck terének egy elemébe visz
at, vagy masképpen, a V operator értelmezési tartomanya az X tér,
képtartomanya pedig az X-ben értelmczett linedris operatorok
tere. V(x) ezek szerint linearis operdtor, melyet valamely 2’ € X
elemre alkalm:szhatunk. Tehat a V operator az X tér egy (z, 2')
elempérjat az Y egy elemébe viszi 4t. Az eldbbiek szerint

(1) V@) -2 [| | V@) |-l || <Dl ]| ||2']

ahol D > 0. Azt a legkisebb D > 0 szdmot, melyre (1) teljesiil,
a V bilinearis operator normajanak nevezzik.

>

2. Opera‘orok differenciaihin;adosa

Hogy Niwrox moédszerét Baxacu terekbe atvihessiik, értel-
mezniink kell a terek operatorainak differencidlhanyadosat.
A Banacu-terekben a differencidlhanyados fogalmat elGszor
M. FriicHET alkotta meg [11]. Mig a nyugati tudbsok kezében
25 éven it a FrEcHET-féle definici6 semmi jelent8s eredményt
nem hozott, addig a szovjet kutaték, elsGsorban L. V. Kan-
TOROVICS $s munkatdrsai, FrEcHET gondolatibdl elindulva a
tiszta és alkalmazott matematika jelentfs eredményeit hoztak
felszinre. A kovetkez6kben a differencidlhdnyadosnak nem az
eredeti, FriicauT-féle, hanem annak L. V. KaNTorROVICStOl szar-
mazod, kissé modositott alakjat adjuk. i

Legyen P(x) az X tér egy — nem sziikségképpen linedris —
operatora. Azt mondjuk, hogy P(x) az x helyen differencidlhato,
lha létezik olyan P’(x)-el jelolt linedris operdtor, hogy barmi is
legyen a /x€ X elem, a

| Pz + dx) — P(x) — P'() - dz || < || dz ]« (]

Az ||)
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egyenlétlenség érvényes, ahol & (||dz||) -0, ha || a|| — 0.
Ezt a P'(x) linearis operdtort a P differencidlhinvadosanak
nevezziik.

Ha P(x) linearis, akkor a

P(x'+ dz) — P(x) = P(dx)

kiilonbség fiiggetlen x-t6l, azért a P’ linearis operator sem fiigghet
2-t8l Linedris operdtor differencidlhdnyadosa tehdat az értelmezési
tér minden elemére ugyanaz.* Hasonlé médon lathaté be az a nyilvan-
val6 tény, hogy az X tér elemeitdl fiiggetlen operdtor (vagyis a
konstans) differencidlhdnyadosa 0.

Megeshet. hogy P’(z) az z-nek 0jbél differencialhat6 operdtora.
P’(x) differencialhanyadosat mdsodik  differencidlhdnyadosnak
nevezziik. P'(z) linedris operator, melynek differencidlhanyadosa
a definicié szerint ismét olyan linearis operator, melyet a & € X
elemre alkalmazva az X tér egy linedris operatorit kapjuk. Ezért
tehat P”(x) az X tér egy bilinearis operatora.

A fenti definicié alapjan konnyen igazolhaték a kozonséges
differencialszamitas jolismert szabalyai. Ezek koziils kiemeljik a
kovetkez6t: ha U az Y tér egy linedris operitora és P tetszdleges
differencialhaté operator, akkor

[UP(x)] " = U[P(2)].
A differencialszamitas kozépértéktételének analogonja is kimond-

hat6: ha P differencialhato operdtor, akkor az x és iz elemekhez
mindig lehet taldlni olyan 0 <@ < 1 szamot, hogy

|| Pl + ) — P@) || = || P(@) || - || 4= |

’

ahol
z=ux+ Odzx.

Ha pedig P”(x) is létezik, akkor érvényes a

|| P(@ 4 dx) — P(x) — P’(x) || == || P”(z) || || 22 |?

DO |

egyenlet, ahol x = x + Odz és 0 <O<1.

- Ezt a két tételt nem bizonyitjuk be. Az elsé tétel valamivel
enyhébb alakjat M. KEr~NER [13] allitotta fel. A kimondott két
allitas LouszTERNIK egy tételének felhaszndldsdval konnyen
bizonyithat6 [14].

¥ Bz annak a joélismert ténynek az altaldanositésa, hogy a linedris
fiiggvény differencidlhdnyadosa allandé.
2 Matematikai Lapok — 9-33
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Példikat az operatorok differencidlhanyadosara az alkal-
mazésok keretében mutatunk be.

3. A Newton-féle szukeessziv approximéciés eljaras
Banach terekhen '

Legyven P(z) az X Bawacn-féle tér egy kétszer differencial-
haté operatora, amely az X teret az Y tér egy részére képezi le.
-A probléma abban all: megkeresendé az X tér azon x eleme,
melyre a
(1) P(x) =0
egyenlet teljesiil.

E probléma megolddsanak KanTorovics-féle moédszere a
kovetkez6ben 4all: meghatdrozzuk el8szor az (1) egyenlet egy
X, ,.kozelité megoldasat‘ és ettdl kiindulva egymasutan szamitjuk

ki az z,, 25, ..., %, ... kozelitéseket, éspedig az =z, kozelités
kiszémitdsa a
(2) P(ag) + P’(xg) - (1) — @) = 0,

x,-re nézve linzaéris egyenletbdl torténik. Ha P’(2,) linearis operator™
nak van inverze P’(zy)~1, akkor a (2) egyenletbdl

(3) xy = xy — P’(xg)71 - P(,)

adédik. x, ilymédon meghatarozott értékének segitségével képez-
ziilk x,-re vonatkozé kovetkezd linearis egyenletet
P(y) + P(2) (@ — @) = 0
Feltéve, hogy P’(x,) inverze is 1étezik, kapjuk, hogy
Ty = 2y — P'(2,)7 P(%,) ,
8. 1. t.

Ezéltal az egymasutani koézelitések egy xg, 24, . . ., @,, . . . Vég-
telen sorozatat kapjuk. Ha a P operator bizonyos kovetelmények-
nek eleget tesz és ha az x, ,els6 kozelitést'* alkalmasan vélasztjrk
meg, akkor az el6bb leirt médszerrel az @y, @5, ..., 2, ... tovabbi
kozelitések kiszamithaték és ezek végtelen sorozata konvergens,
hatarértéke pedig az (1) egyenlet egyik megoldésa.

L. V. KANTOROVICS erre vonatkozd alapveto tétele ([17; [3]) a
kovetkezbképpen hangzik:

1. tétel.

Ha a P(x) kétszer differencidlhato operdtorhoz lehet taldlnt
olyan x, € X elemet, hogy teljesiiljenek™a kovetkezé feltételek

1° Iy = P’(zg)~
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tnverz operdator létezzék és

(4) I o] = B

2°(5) 1T Plxg) || < 0y

3" a (8) alatt megadoll kornyezetben P'(x) létezik és” ott %
(6) |1 P@) || < K

4°(7) b =Bt K ;

akkor az xy, x4, . .-., Xy, ... Sorozat konvergems és hatdrértéke az

(1) egyenlet megolddsa. Az x megolddsnak az x, kezdeti elemtdl valé
, tavolsdgdt* megadja az

=1 =2k
(8) --Hx—uﬂgwmowz—vh~—ﬁ%
0
egyenlotlenség. A konvergencia sebességére az
1 n—1
(6) o, —2l < TP (2hy)* %
egyenlétlenséy ad felvildgositdst.
Ha a (6) feltétel a T
1 1—25h
(10) | — @ || < L(hg) 1o = +~~Vh——~° Wo
0

tartomdnyban is érvényes, akkor a-leirt eljdrdssal nyert megoldds
a-nek ebben a kornyezetében az egyetlen. :

A kimondott tételben a (7), (8) és (10) alatt szerepls allandok
nem javithatok. Ez példaval bizonyithaté. Legyen X a valés
szamok tere, egy elem (szdm) norméja a szam abszolit értéke.
Tekintsiik ezt a mdasodfoki egyenletet

P(x)=%x2——x+h=0 (h >0)
Ha 2y, = 0, akkor
1
P'(xy) = P'(0) = — 1, tehat || Iy || = : =
| P'(o) |

P(xo) = P(0) = h; HT o P@e) |l = B = 1,

0

fgy
ho=h -

%
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A szobanforgo egyenlet gyokei:
po=1+)1—20 -

Ezek csakis akkor valdosak, ha h < L és

2 .
ok
2wy | = |2y = 2220,
Misrészt az A
i 1 1—2
|22y = |o] < LEVI=20

tartomanyban az egyenletnek pontosan egy gyoke van.

A tétel teljes bizonyitisit nem végezziik el, ez til messzire
vezetne. E tekintetben L. V. Kaxtorovics egyik dolgozatira
utalunk [4] Itt csupan a tétel legf6bb allitdsdnak egy, az eredeti-
nél valamivel egyszer{ibb bizonyitdsat adjuk.

ElGszor is a tétel kikotései biztositjak az @y, @,, .. . 2, ..«
sorozat tagjainak exisztenciajat. Ehhez csak azt kell beltni,
hogy a P'(z;); P'(x,), ... linedris operatorok inverzei léteznek
és véges normajuk van.

Hogy z, létezik, az nyilvanval6, de akkor
P'(@,) = P'(xo) — [P'(wo) — P'(2,)]

kifejezésben kiemelhet§ P’(z,) (ezt megtehetjiik, mert P’(x,)
inverzének létezését feltettiik), azt kapjuk, hogy
(11) Pllay) = P'(ao) [ E— 1"y [P'(wo) — P'(2))]].
A jobboldalon a szogletes zardjelben 1évé linedris operator inverze
BawacH idézett tétele alapjan biztosan létezik, mert
|| I'o[P'(xg) — P'(xy) ]Il < 1.
Ugyanis alkalmazva az operatorokra vonatkozé kozépértéktételt
azt kapjuk, hogy
| P'(mg) — P'(zy) || = [| P"@) [| [|21— 20| £ K |[2o — 24 ||
x =z, + 0 (x; — %) O B <k
Igy
UL [P (o) — P'(@)] || < || Fo || - [| P'(wo) — P'(=y) || =

S BoK||zp — 2, || -
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Tovabba , definicidja alapjan
xy — gy = — Iy P(z,)
ezért :
|21 — @0 || = [| T'o P(@o) || < 0 -
Tehat

' / 1
|| o [P'(xg) — P'(%1)] || £ By K 1o = % = X
fgy tehat P’(z,)-nek van inverze és ez:

(12) Iy=Plx)=[E — I [P'(xg) — P'(2)) ] 171 7. *
S6t, az idézett Banacu-féle tétel alapjan

1
13 P’ —1|| = 74 §B =
(13) [[P'@) |l = ||1y]] O I T [P (@) — P 1|

B, _ .8
1—BonoK 1—hy

T 1

VAN

- Ezzel tehat kimutattuk azt, hogy I'; = P'(z,)~! létezik, ami
x, 16tét biztositja. Ugyanigy lehet bizonyitani azt, hogy P’(z,)~?,
P'(z5)~, . . . linearis operatorok is léteznek és ezek normai (13)
mintdjara a

(14) T, || = Plz)2 || < -Br=1 _ B,
| e

gyenlétlenséggel becsiilheték meg.

Az eljards konvergencidjanak bizonyitasédra azt mutatjuk ki
hogy a tétel 1°, 2°, 3° és 4° feltételei érvényesek maradnak akkor is
ha az x, elemrél az x; elemre térink at.

A 2° kikotés analogonja fenndlldsdnak igazoldsira meg kell
vizsgalnunk a I', P(z,) kifejezést. E célbdél vegyiik figyelembe
I’y (12) alatt megallapitott kifejezését:

(15) ||y P(xy) || = || E —FO[P,(xO) — P'(z,)] 7 - I'y P(,) H =
1

= o ho- || Lo Plzy) || -

* Itt alkalmaztuk azt a nyilvanvalé és kozismert szabalyt, hogy
(A4,B)yrt ="Bri. A=Y

ahol 4 és B linearis operatorokat jelentenek.



22

| I'gP(z,) || alkalmas megbecslese céljibol tekmts‘uk a kovetkezs
operatort 4 F

F(x) =z — I'y P(x)
F(xy) =, — 'y P(z,),
és ebbdl
— I'yP(z,) = F(x,) — 2, .
x, definfcidja szerint

@y = xq — Iy P(xg) = F(x,)
igy tehat
(16) —'I'y P(x,) = F(x,) — F(z,).
Kozelfekvé az a gondolat, hogy ||I',P(z,) || megbecslesexe a

kozépértéktétel analogonjét hasznaﬂ]uk Ehhez meg kell jegyezni,
hogy az F operator differencidlhaté és az

¥ |P@=E—T,Pe); F'@=—I,P@

Flg) =E —T'yP'(xg) =E — P'(zg) ' P(x)) =E —E =0
egyenletek ervenve@el\ Ezek figyelembevételével (16) ilyen alakba
irhato
— g P(wy) = F(wy) — F(xg) — F'(w) (v — @) .

Alkalmazzuk a kozépértéktétel mar idézett analogonjat, igy a
kovetkezd becsléshez jutunk

17 P@) [l = 5 117 @ [ ]2 — v I =
= 2 1ToP @) || |22 — 2o |2 < 5 Bo K 1 = o,

Visszatérve tehat (15)-re, azt kapjuk, hogy

a7 T2 PE) IS 2 oo =11
Ugyanilyen médon bizonyithaté be a
(18) [ "y P(xs) ”é’;“ 1__17&1 hyny = n,,
|| s Plzg) || < % . Wi dls =N 5y 5
e
“FHP(x) H = l —}—‘ h.n—l’]n—l =Rl
5 T T
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egyenldtlenségsorozat, ahol

(19) hiy=B,Kny, hy=ByKis ..., h,=B,Kiy,
A 4° kikotés megfelelSje is érvényes, ha az x, elem helyett
rendre az &y, &y, - - -, T, . - . elemeket tekintjiik. Mert
: B Sk
hy—=iBy K= (B et s o s
1 1 /1 e ho D h 0=
2
e Aty
2 (1 — hy)? ;
és teljesen hasonléan
(20) hn=1—~——7l—;‘———1——§l. {n=X152 8 .
o ST TR
Az %, %y, . . ., @, . . . kOzelit&sorozat konvergencidjanak bebizonyi-

tasahoz meg]egyezzuk hogy a definicié szerint

Zpi1— % = _FnP(xn)
tehat ;

(21) Hxn'—xn+1“= HFnP(xn)” =g
“Végeredményben azt kell igazolni, hogy

||x,,+k—x,,|[-.0 (k=1,2,3,...)
ha n — co. Ehhez felhaszndljuk a (21) alatti egyenldtlenséget:
%tk — 20 || S || #ntk — Zasr—i || +  Brtror— Tatp—a || + -
(22) + H xn+1— Zn ” = ’/n+k—1+ Hn+k—2 + LA + Hn

" Itt a jobboldal 0-hoz tart, mert a (18) és (20) alatti egyenletek
felhasznalasaval nyerjiik az

I—=V1I=2%
Nt 1N (g 1) = lin+1 ‘—“V ntl

hn+1

1_V ol "
U <1—h T 1 e B T
9 in J hn

10 1
2u~hp

= "nN(hn) =
azonossagot, ebbdl pedig
In = ln N(hn) — la*1 N(hn+1)
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kovetkezik. (22) jobboldala tehit igy irhato:
i e s e S SRR e '1n"rl§—1N(hn+k-—1)-_ Wn+ x N(hnii) +
+ Nntk—2 N(Ppti—2) — Vn+ k1N (Ppig—y) + .. . +
S i ) N(hn) = '1n+1N(hn+1) Feil g N(hn) =

1 Y 12 Ry
(23) = - ~-~Vh Xz 2y, ¢
Masrészt viszont
1 3 1
Bl s G ISR R g R D (2h4)* :—1— (2 hy)22
2 (1—h,y)2 2 2

és igy
1 4 Vll‘in—l

AN

Nin Hay St ytin gy Shy shpytp s < ... =<

1 2= -
£ hpy hn—?. . ho o = 55 (2700)2 ; (2 ho)zn S (2}”0)'/0 =

1 n—1
n

§2 (2ho)® 0o~

(22) és (23) felhasznalasaval az

1 s
(24) H x,,+k —_— an § é;;; (2h0)2" 1 Yo

egyenlétlenséghez jutunk. A jobboldal viszont tart a 0-hoz’

ha » -0, mert 2i,< 1.

Ezzel tehat a _
e
n—0

elem létezése be van bizonyitva. Hatra van még annak a bebizonyi-

tdsa, hogy ez a limes az (1) egyenletnek valéban megolddsa.

Az e’jiras alapjan az z, és x,., elemek eleget tesznek ennek az

egyenletnek: g
P(a‘n) s Pl(wn) (xn'f‘l I 177:) ¢



Ebbél kovetkezik a
| P(a) || < [P/ @a) |] | #ne 1 — 20 ||

egyenl6tlenség. (21) és (24) alapjan a jobboldali kifejezés masodik
tényczbje tart a zérushoz. Az els6 tényezs korlitossiga pedig a
kovetkezdképpen lathaté be:

| P'(2a) || = || P’ (o) + P'(xa) — P'(2o) || < |
+ || P'(za) — P'(=0) || = [| Pl(=o) || + || P (&)
| P(@o) {] + K || @ — 2o ] -

P'(z,) || +

x,,-—onS

.

Ez utébbi » minden értékére korlatos. Tehat

lim || P(x,) [| = 0,

amib6l P folytonossdga miatt P(x) = 0 kovetkezik.

Az 1. tétel egyéb allitdsait nem bizonyitjuk be, ezek szuk-
cessziv approximéciéra vonatkozé hasonlé kozismert tételek szo-
késos bizonyitdsmenetének gondolatain alapszanak.

Hangstlyozzuk, hogy L. V. Kanxrmorovics leirt modszere
nem csupan exisztenciatételt szol!galtat, hanem konkrét esetben
bonyolult egyenletek kozelité megolddsara hasznalhaté. A soro-
zatos kozelités haszndlatdval elkovetett hiba az I. téfel szerint
meghbecsiilheté. Eppen a gyakorlati felhaszndihatosdg szempontja-
b6l hdrom megjegyzést tesziink:

Az elso arra vonatkozik, hogy az (5) alatti feltétel sok eset-
ben a gyakorlatilag jobban kezelhetd

() - 1 P(o) |1 < n,
feltétellel- potolhato. Mert
[ T Plzo) || < || L' ||+ [| Pao) | < Buy =n,,

tehat 5, helyébe 5, By-at kell helyettesiteni. Ekkor a (7) alatti
feltevés ilyen modon irhato:

(7) ho= By K jg= B2 Ky <

O | =

A madsodik megjegyzés azt a gyakorlatilag néha kényelmetlen
tényt kiiszoboli ki, hogy a kimondott tételben a (6) egyenlGtlen-
ségnek olyan (a (8) alatt megadott) tartoméanyban kell teljesiilnie,
melynek hatéara fiigg a (6) alatt szereplé K korlattol.
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Miutén 0 < by < — , ezért

RO | =

} R el
N(hg) 2o = —Vk—-o No =20y
0

Tgy tehat az 1. tétel 3° kikotése potolhaté a kovetkezs, a 3° alatti
kikotésnél ugyan tobbet kovetel§, de a gyakorlatban sokszor
mégis jobban kezelhetd kikotéssel:

3”° [|P"(x) || £ K az ||z — x,|| < 2y, kornyezetben.

A harmadik megjegyzés a KaNTOROVIC3-féle eljaras egy gya-
korlatilag, az eredetinél még jobban kezelhet6 modositésira
vonatkozik. Ennek a modositott e'jardasnak az analogonja, mint
a Newron-féle gyokkozelité eljarasnak egy valtozata valds,
kozonséges egyenletekre mar régebben ismeretes volt.

Az eredeti Kantorovics-féle moédszer azt kivanja, hogy
minden n értékre x,,-re meg kell alkotni ezt a linearis egyenletet:

P(z,) + P'(%,) (Xnt1 — @) = 0

Habar az I. tétel biztositja P'(z,)~* (n =1,2,...) operatorok
létezését, de ezek képzése gyakorlati szdmitisoknal sok veszdéd-
séggel jar. Ezért az eredeti eljaras helyett célszerli a kovetkezs
egyenletsorozatot tekinteni:

(26). " P(x,) + P (1p) @ngy—7,):= 0 (=207 152500 )

Ennél ugyanis x,, kiszdmitisa az z, ismeretében mindig ugyan-
annak a [I', operatornak a segitségével torténhet.

A (25) egyenlettel definialt eljardsnal az egyes kozelitéseket
jeloljiik g, &5, &,, .. ., &,, . .. betiikkel. A szbébanforgé modositott
eljards konvergencidjara vonatkozik a

11. tétel.
Ha az 1. tétel feltevéser teljesiilnek azzal a mddositdssal, hogy
I
hy < —
g
akkor a (25) egyenlettel definidlt xo, &, &5, .. ., 5. . . . elemsorozat

konvergens és,
lim E,, = x* >

N=>00
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ahol x* az (1) egyenletnek az a megolddsa, melyet az eredeti elidrds
-szolgdltat. A konvergencia sebességét jellemzi kovetkezd becslés :

en—2* || < (1 —VT—=2h)" [|wo—a* || .
E tétel egyik bizonyitisinak gondolatmenete a kovetkezs:
megvizsgaljuk, hogyan viselkednek az
Fle)=2 — I'yP(x)

operator altal transzformalt elemek, t.i. ezek lesznek a széban-
forgd algoritmus egyes elemei. Erre vonatkozik az alabbi segéd-
tétel, melyen az egész bizonyitas alapszik: z egy tetszéleges elem,
melyre az

(26) || @ — mo|| < N(ho) uo
egyenlGtlenség teljesiil, akkor
- (27) | Fl@) — a* || < (1 — V1T —2Rg) ||z — 2* || -

is érvényes. :
Mivel ugyanis P(x*) = 0, ezért F(x*) = x*, ennek folytan
a kozépértéktétel megfeleldjét alkalmazva, az

| F@) ~— a* || = || Fx) — Fla*) || < [| F@) || || # — a* ||
; t=z+0(@*—2);, 0<600<1,

egyenlétlenséget kapjuk. Lattuk, hogy F'(z,) = 0, ezért ugyancsak
a kozépértéktételt alkalmazva, azt kapjuk, hogy

I F'@ || = F'@) — Fo) || < [| F'@) || [|2 — 20 || =
=[[ToP"@) |||l — 20 || < By K max. (||& — @, |, || &* — 2, ||)

£ By K g N(hy).= 1 — )1 —2h, .

Ez val6ban igy van, mert egyrészt x az x és x* , kozott” van,
tehat xynak z-t6l, vagy a*-to6l valo ,tévolsiga* nagyobb mint
xo-nak z-t6l valo tavolsaga, masrészt || x — z, ||-ra vonatkozik (26)
és ugyanezen korlat alatt marad || a* — =, || is. gy tehdt (27) igaz.
Ennek segitségével a II. tétel bizonyitasa igen konnyd.

Nyilvanvaléan igaz &, = x;. Alkalmazzuk (27) egyenl6tlen-
séget egymas utan x = z,, * = z;, * = &,, . . . elemekre.

[y — * || < (1 = V1 = 2h) || 2o — 2* ||
182 — 2% [| £ (1 —V1—2h) || &, — 2* || <
< (1= V1 —2ho) || 2 — 2* ||
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185 — o* || < (1 — V1= 2hg) ||y — o* || =
< (1—YT= 20 |2y — o* |

S e by i ine . s i T | s Vet S o S i i et U ke D e S

Latjuk, hogy a jobboldal akkor és csak akkor konvergal a zérus-
hoz az n minden hatdron tul valé névelésével, hogyha
1
ho < 5

4. Alkalmazisok
a) Kozinséges egyenletek megoldasa

Az X tér legyen a valos vagy komplex szdmok tere és az
x szam normajan értjik annak abszolat értékét P(z) legyen vala-
milyen kétszer differencialhaté fuggvény. Akkor az 1. tétel
alkalmazasaval kimondhatjuk, ha létezik olyan z, szdm, hogy

ho= IP(xo)_lKgl_
A 2 fg) 2 2
ahol K:max]P”(x)l az lx_xolél'"v2—2ho P(x,)
by | P'(wo) |

tartomanyban, akkor a P(x)-re alkalmazott NEwroN-féle eljaras
konvergens-és a
E(a) =10
egyenlet egyik gyokéhez konvergal.
Ha figyelembe vessziik az I. tételhez fliz6tt masodik meg-
jegyzést, ugy a kovetkezd allitast kapjuk: Ha valamely x, szimnak
az

)i o | Pla) |

(1) e — | < 2 P'(xo)‘l
kornyezetében

! P(wO) TTAY J

(2) | P__'(xo)g P (x) ! = =

teljesiil, akkor az x, kezddértékkel alkalmazott NEWTON-féle algo-
ritmus a P(x) = 0 egyenletnek az (1) alatti kérnyezetében lévs gyoké-
hez konwergdl.
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Lassunk egy példat: megoldandé az
z-lnx= — 0,145

egyenlet. Itt
Plx) =« -Inx -+ 0,145

P@x)=Inz+1
b ok
P(z) = -
A kezdGérték legyen x, = 0,2. Akkor
|2 — 2| < 2 lM =2-0,196 = 0,0392,
P'(z,)

vagyis az a kornyezet, melyben (2)-nek teljesiilnie kell
0,1608 < z < 0,2392 .
Ebben a tartomanyban valéban
!—P (o) P (x,)| = Ll < 0,4603 < E
| P'(z¢)? S 2

Ebbo6l kovetkezik, hogy a szébanforgé egyenletre alkalmazott
NewToN-féle eljaras konvergens.

b) Tobbismeretlenes ezyenletrendszerek

Alkalmazzuk KaxTorovics moédszerét a kovetkezd alaki
n ismeretlenes egyenletrendszer megolddsara:

(1) ol ¥ - Yy =0 =02, i)
2® jelentsék az ismeretleneket, f; adott, mésodik parcidlis
differencialhanyadosokkal egyiitt folytonos fiiggvények.

Az X tér legyen az z = (2@, 2@ ,... a®™) n szdmbél 4llé
rendszerek tere, melyben az z elem normajat az

2 J}= maxy{ | 2™ |55 ., Ja®] ),
gyenlet definidlja. E tér P operatora legyen ez az operator:
YO = fi(aW, 2@, ., ™), :

mely tehit az z = (2@,...,2™) elemet az y= (y®,...,y"
elembe viszi at. Ha ||y |-t ugyantgy definidljuk, mint || ||t
akkor a P operitor az X teret sajitmagira, vagy annak egy részére
képezi le.
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Ennek az operatornak a differencidlhdnyadosét valamely x,
helyen a kévetkezd médon hatdrozzuk meg:

e+ Ao, afp) - ), P, )=
of of
2 ) P 5 T R i
(axu)loﬁx +...+[ax(n)]ozlx + v(da®, Ax®, . .. Az),

Y

ahol -
| Az2® |

-0, ha ||dz|| > 0 (k=1,2,...,2).

Ha egy matrixnak egy, itt szobanlévé szamrendszerrel vald szor- -
zatdt ugyantgy definialjuk, mint ahogy 4ltaldban méitrixnak vek-
torral val6 szorzatat szokds definidlni, akkor az el§bbibél lathato,
hogy a P’(z,) linedris operitor a kiovetkezd matrix

Ach o
N x® [, | 92® |, B ) S

9 | (.9t ( Sfn

G20 [, (02 |, |82 ]
Ennek a maétrixnak Az = (42@, ..., Az2™) elemmel valé szor-
zata ugyanis olyan Ay = (4yW, ..., Ady™) clemet ad, melynek
filx + dx) — f,(x) -t6] valo eltérés> v(4z), ahol v(4z) = || Az|| ¢(Ax)
alakban irhaté; &(4z) — 0, ha || dz|| - 0.

Tegyiik fel, hogy a P’(z,) matrix determininsa zérustdl
kiilonbozd, ennek értékét D-vel, n — 1-edrendii aldetermindnsait
a szokdsos Dy-val jeloljiikk. Akkor, mint ez a determinansok
elméletébdl ismert,

P (o)t =Ty =

DsDugs o Dy

Ennek norméajara a

n D[
I' || < max VLL‘g B
I ol I=r=n ey lDI e

becslés érvényes. A P(xy) normdjit pedig a
HP(xO) ” e lg?sx |f,-(x(0‘), a s x(()")) i £2 Yo

relacié szolgéltatja.
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KanTorovics modszerének a P operdtorra valé alkalmaza-
sahoz sziikséges a P masodik differencidlhdnyadosinak ismerete.
Ez az el6bbiek szerint az a bilinearis operitor, melynek az =
és y elemre val6 alkalmazasaval

:z=_{‘: L

x® 2™ (t=1,2,...2)
i=1 k=1 G G i

elemet nyerjiik.
Feltéve, hogy 2 bizonyos tartomanyban

2f;
. | 2D Ga®) | :
akkor
PG s mas S 5 Tk | cmpe 1.
1= 7?1 kfl 8x(7) 0,’1,'(1‘)

Ha most alkalmazzuk I. tételt, igy nemlinearis egyenletrend-
szerek megoldisira a kovetkezd Allite st kapjuk:

Ha az
fi(z®, x(2), Ry iss)
egyenletrendszerhez lehet taldlni olyan P, xl?, ..., o elemet,
hogy a kovetkezs feltételek teljesuljenck:
1° Pl -, ) | < e
20, P WAL P ko
ﬁx(k) ol /
és
1 n
max —— 2 I‘Dikl é B
| &8 e
3°. A|lz—ay || = 2 Bong ;
artomdnyban
_f‘_"’_f._ T
G2 D G2k
& By Lt < —;
akkor az

i=-_1,2,...,n]

(2) f=f?, ... o®] +2 ( (,)] 20 @l <2l =0 (k= 1.2,:.5m
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linedris egyenletrendszerbdl egymds utdn meghatdrozott

(@0, . .., ) :
elemsorozat a szobanforgo egyenletrendszer eqy megolddsrendszeré-
- hez konwvergal.

Az egyenletrendszerekre vonatkozd egészen mas tételt
kapunk, ha X és Y tér gyardnt az n dimenziés euklidesi teret
(R,-et) valasztjuk. Ebben tudvalévéen az z= (2@,..., ™)
- vektor normajat igy definidliuk:

[|2 || = Va2 4 a@2 4= 4 gm2.
Az 1. tételb6l kozvetlenil kovetkezik a kovetkezd:
Ha az (1) alatti egyenletrendszerhez lehet taldlni olyan

ORI A )

értékrendszert, hogy a kovetkezo feltételek teljesuljenck:

(9/:} 'ni()

(9x" ol1

e, D=1

’
€S

1 i i 3
> B'D?]z <B
l_D‘ {: - lkl 0

1
> (S 1= r) s
i=1

Az I. tétel dltal definidalt tartomdnyban

g° V < s fi - % <K
- [BEElwwl] s
4°. k0=B01]oK§%,

akkor a (2) alatti egyenletrendszerbdl egymdsutan meghatdrozott
(i) o)

n dimenzids vektorsorozat az (1) egyenletrendszer egyik megolddsdhoz

konvergal.

Hogy mennyire értékes az egyenletrendszerekre vonatkozo
ilyen két kilonboz8 tétel feldllitisa, az abbdl latszik, hogy
konkrét alkalmazéascknal el6fordulbat, hogy mig az egylk tétel
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nem vezet eredményre, addig a méasik nagyon is jél hasznélhato.
Ezt az allitdsunkat egy, Oszrrovszrii-t6l szdrmazé példan
mutatjuk meg [15]. : y

Megoldandé az
fl@, y) =222 —y2—1=0
flwy) =ay?—y—4 =0
kétismeretlenes egyenletrendszer. Elsé kozelitésnek vegyiik az
b x=12 y=17
értékrendszert.
F(1L,2; 1,7) = — 0,434; f,(1,2; 1,7) — 0,1956,

Alkalmazzuk erre a kezd6értékparra az egyenletrendszerekre
vonatkozé els6 tételt. A D determindns értéke

e D = 97,95

%] It
dz | 9 ) o

Masodrend{i determindns aldetermindnsai a determinans
elemei,. tehé,t

és

max max

i=1,2"

=9,404 .

’

| Dy| < 9,404
De, akkor '
1 2 2+9,404 ;
max -— _ ~ . ~ 4
1sis2 | D| 1(%1 Du| = 3 :

o O
Szamitsuk ki 7ot .
max | |[f,(1,2; 1,7)|,|fy(1,2; 1,7)| | = max (0,434 ; 0,1956) = 0,434

|f1lo £ 0434, |fy]o < 0,434,
tehat

7 =0,434 .

A mésodik deriviltak a 0 <2 <1,3;0<y<1,8 négyszoghen
kisebbek, mint 15,6, tehit L = 15,6. fgy tehat

16 - 2.0,434- 1 1
By 16:04042:0434-186 _ (000 1
97,952 2

Ez azt jelenti, hogy (1,2; 1,7) kezdéértékekkel az elsé tétel nem
alkalmazhaté.
» 3 Matematikai Lapok — 9-33
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Megmutatjuk, Hogy ugyanezen kezdéértékek mellett a mé-
sodik tétel viszont alkalmazhaté. Ekkor ugyanis

R4 wtgd
4,913 9,404

-1

|

Ennek a matrixnak a normija, mint az a matrixck elméletébsl
ismeretes, az abszolut értékben legnagycbb sajatérték négyzet-
gydke. Ezt a kiovetkez8 mascdfcka egyenlethél kell kiszdmitani:

Iy

2 2 2 2

h- 8,64 +73,4 + 4,913% + 39,404 g _l_ ey

D2 D2
Ebbésl _ '
> Jlmax = 0:0121 3
tehat :
B =||T,|| = J0,012] = 0,11
No = V(“’:l_xo)2 + (Y1 — %)? = Vsz | A

Az,

g (B 2 [

fo(1,2; L7) + {g—g’]o Az + [%;—2]043/ =0
egyenletrendszer numerikus adatokkal igy hangzik:
8,64 Ax — 3,4 Ay — 0,434 =0
4,913 Az + 9,404 Ay + 0,1956 = 0 .
Ennek megoldésa
A%y = 2, — 24 = 0,0349; Ay, = y; — yo = — 0,0390,
tehst '

e = //0,0349% 4 0,039% ~ 0,0524

ugyanugy, mint az elébb

1 e
K < (15,6 + 22 + 2.9,722 1 14,042)* = |/631,72 ~ 25,14 .

Igy :
ho= 0,11-25,14 - 0,0524 — O"l5<§’

vagyis a masodik tétel alkalmazhato.



c) Nemlinearis intezralegyenletek

Alkalmazzuk KANTOROVIOS modszerét az

(1) a(s) = | K[s,t, a(t)] dt
0

alakt integralegyenletekre. X és Y terek gyanant tekintsik a
[0,1]-ben definialt folytonos fiiggvények terét, C' fiiggvényteret
(definiciojat 1. [9] alatti cikkben), ennek operatora a

1

@) Pla) = afs) — | K[s, t, w(t)] d¢ ,
0

altaldban nemlinedris fiiggvényoperator. Az (1) egyenlet a
B(x) =0

alakba is irhat6. Alkossuk meg P differencialhanyadosat:
1

Pla 4 Ax) — P(x) = a(s) + Aa(s) — | K [s, ¢, (t) + Aw(t)] dt —
/ ,

1

ek VR 6ol = Aae) —
g J

0

A R )
ox

1
— | Aw(t) - e(s, t Aw(t)) dt,

0
ahol &(|| 42 |) - 0, ha |[4z|| - 0. Ebbdl kiévetkezik, hogy
0K |[s,t, a(t)]

dx

magu integraloperitor kiilonbsége. Az eddigiekhez hasonlé gon-
dolatmenettel lehet belatni, hogy P’'(x) az a bilinedris integral-
operator, melyet a Ax és Ay fiiggvényekre aklalmazva a kivet-
kezé fiiggvényt nyerjiik:

P'(z) linearis operator az E azonossigoperator és a

e .
P (%) Az Ay =j o [g;:ux(ﬂ] Aw(t) Ay(2) dt
0

KaxTorovics modszere abban all, hogy egy alkalmas x(t) fiigg-
vénybdl kiindulva egymasutdn meghatarozzuk az x,(t), @,(t), . . -
3%



36 A
fiiggvényeket, éspedig ha x, mar ismert, akkor ,, kiszdmitdsira
ez a linearis integralegyenlet szolgal: ;

1

xn(s) e _(‘)K [8: l (U,,(t)]dt == (xn+1 S0 wn) 3

1

i JM [ talt) — 2a(®)] dt = 0.
dx

0

Ez tehat azt jelenti, hogy minden lépésnél egy linearis, méasod-
rend{i FREDHOLM-tipust integralegyenletet kell megoldani.
Az els8 1épésben megoldandé integrilegyenlet magja a

K (s, 1, (1))
dx

= G(s, 1)

kétvaltozos fiiggvény. Tegyiik fel, hogy x, olyan fiiggvény, hogy
G(s, t)-nek 1 nem sajatértéke, akkor G-nck van FreEpHOLM-féle
regolvense, melyet R(s, t)-vel jeloljink. A G mag szerepel abban
az integralegyenletben is, mely P'(xg)-t fejezi ki:

1
Plag) @ =y = a(s) — | G(s, 1) alt) dt.
3 0
Az el6bbi feltevés mellett ebb6l x kiszamithato, éspedig
2 1
w(8) = y(s) + | Ris, ) y(t) de.
0
Ennek a kifejezésnek a segitéségével konnyen megbecsiilhetd
P'(zy)~! = I' y normdja, ugyanis a
1
max |z (8) | = |« || £ max |y(s) |+ max IJIR(s,t)l |y(t)| dt <
0=g=1 0=s=1 0=s=1 3

g : 1
< ||y || + max |y(t)| - max IlR(s, t)| dt =
0=t=1 0§s§10

5 8
= (1 4 max E)[IR(-%:, t) Idt)'lly Il
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egyenldtlenséghdl kovetkezik, hogy
e
|72 B maxIIR(s, ) | dt.
0=s=
0

1

1R, 0 @t <-4 0<s<1),

0

akkor érvényes a

|IToll <1+ 4 = B,

egyenldtlenség.

A (1) tipusG integrilegyenletek megoldasira az 1. tétel a
kovetkezd allitdst szolgiltatja (annak az els6 hozzaf(izott meg-
jegyzés szerinti valtozata):

Ha az (1) alatti integrdlegyenlethez taldlhaté olyan x(s) [0,1]-
“ben folytomos figgvény, hogy a kivetkezd négy feltétel teljesiljon:

L LR L) B
ox :

mag R(s, t) resolvense létezik és

1°. A

1
| |R,t)jdt< 4 (0<s<1)
0

1

2°, | 24(8) — (! K(s, t. aglt) dt | < n)
3°. Az alabbi (3) alatti tartomdnyban
az—KMﬂ’éK 0<s,t<1
I 1
74°. ho=(A+ 1)1 K £ —;-,

akkor az (1) alatti integrdlegyenletre alkalmazott KANTOROVIOS-féle
eljdrdas konvergens és az (1) egyenlet megolddsdt szolgaltatia, mely az

3 -l =l = Nho) (4 + 1)

tartomanyba esik. : ‘
Az algebrai-egyenletrendszerekkel teljesen analég médon lehet
bebizonyitani egy masik, ugyvancsak az (1) egyenletre vonatkozd
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tételt, ha X és Y terek gyanant nem a ', hanem a négyzetiikkel
egyiitt integralhaté fiiggvények terét, az L? fiiggvényteret tekintjiik
(definiciéjat 1. [9] alatti cikkben). Az alabbi tétel részletes bizonyi-
tasaval nem foglalkozunk, ez az eddigiek alapjan kénnyen elvégez-
het8, alkalmazva az I. tételt. Itt csupan a linearis integralopera-
torokra kell néhany megjegyzést tenniink, melyek nélkiilozhetet-
lenek a szébanforgd tétel helyes megértéséhex.

Legyen G(s, t) szimmetrikus mag, melynek sajatértékei (egy-
szeresen szamolva) Ay Ay, ..., Ay, A /; sajatértékhez tartozo
normalt sajatfiiggvény lecyen qr,-(t) Feltetele77uk hogy a }¢;(t)}
ortonormélt rendszer teljes (ha nem volna az, egészitsiik ki teljes
rendszervé és a k.egészité fiiggvényekhez a 4 = oo sajitértéket”
rendeljiikk hozza). Tekintsiilk a kovetkez6 linedris operatort

18 =47 ,
y=Uuy=m@—jm&nmnM (4)

% (
Akkor mint isxnere};es. . y

PSR 0L /()

z?] )\i
és
w(s)~ & gils);  Y(8) ~ > nigils),

=1 ST

ahol '

1 1

& = | als) qulo) dss =0f Y(5) puls) ds.

A (4) egyenletet, szorozzuk meg p;(s)-sel és integraljunk s szerint
(0 és 1 hatarok kozott):

1-F

m=§_“¢@awnw j“ ) K(s, 0) ds| a(t) dt —

0

f«p sde =51 |

Igy tehat az (4) alatti operator norméajanak négyzete a kovetkezd:

oI =y ir= Sne= 31— ses 1 Sse= s,

: i=1 =1 i
ahol

1_l|.
; A.‘A

ll

L = lim sup

i— oo
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Tehat
Iuji<L.
Ha | G(s,t)| < A (0<s,t=< 1), akkor nyilvan |4; | 2711 és gy
IUls1+4.

A mar tobbszor idézett Banacu-féle tételb6l [10] kovetkezik,
hogy ha || U || < 1, akkor (4)-nek van inverze. Ez biztosan bekovet-
kezik, ha L < 1. Konnyfi az inverz operdtor norméjanak egyik
fels6 korlatjat megallapitani.

Az y = U(z)-b6l ugyanis szimboélikusan ¢ = U—(y) kovetkezik

és ezért
3y L
2
p-3]
Ai

U1y <L, =limsup ————
p 1—> 0 1__

o0

Ho@~ll = Hxllz‘ 5""— =

i = L 3 uf=Li||yll.
=1

ennélfogva

Ha toérténetesen G(s, ) nem szimmetrikus, akkor szorozzuk meg
(4)-et G(s, u) x(w)-val és integraljunk s és w szerint. Ezaltal a
kovetkezd egyenletet kapjuk:

jJIG(s u) () du ds = ” G(s, u) (s) x(u) ds du —
i o |

= f J f G(s, w) G(s, t) a(u) x(t) ds dt du .

Vegyiik figyelembe, hogy (4) egyenlet szerint

1

_“ Gls, u) x(u) du = x(s) — y(3)

0

fgy

1

fx (8) y(s) ds —J‘ y(8)2 ds = jf G(s, u) 2(s) z(u) ds du —~
0 00 -

11
— [ ets, w65, 1) 2(w) w(t) du dt ds .
00

cw_..‘__

L)
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Ismét hasznaljuk fel a (4) egyenletbol hogy

Yy(8) = x(s) — ‘G(s w) x(w) du, .

Eziltal az
1

D |
- (D) f:z:(er)2 ds — JJG(s w) x(w) x(s) du ds — i y(s)2 ds =
0 = 00

g &k N i ! 3
= || s, w) as) w(w) ds du — [ | [ (s, w) Gs, 1) au) «(t) ds dt du
00 000 -

‘egyenlethez jutunk. Ezt a kévetkezbképpen is irhatjuk:

1 1

1 L 5 5 |
Jutor = [t — [ [ |0, 0 + 6t 0) —

— ' G(s, t) G(s, u) ds] z(w) x(t) dt du
0 : :

] .
#(u, 1) = G(u, 1) + G(t, w) — | Gls, 1) Gls, u) ds
5 ‘
szimmetrikus mag az el6bbi moédon teijessé kiegészivett orto-

normalt sajatfiuggvényrendszere } q;(s){, a hozzétartozo (kiegé-
szitett) sajatértékrendszer .7, akkor (5) alapjin

~ <> = S 1 Yo
lyl=3= -5 2 = 31— msm So_yeae
< i

l—- I=

Er\(ényes, tehat

1|U||§N:lir_nsupV|

Ha N <1, akkor U~ létezik és az elgbbi okoskodashoz teljesen
hasonlé médon

{U—l =5 im su '—1:
: i—>o0 P

e

.111'

Ezek utén térjink vissza az (1) alatti nemhneans mtegralegyenlet
megoldasarol szolé, mar jelzett tétel kimondaséhoz, mely igy
hangzik: :
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Ha az (1) eguenlethez lehet taldlni olyan x4 € L% fuggvényt,
hogy az aldbbi feltételel teljesiljenek:
1° A K[s. t, 2o(t)] magnak 1 nem sajdtértéke.

T 1
2? ‘ lwo(s) - [ K(s, t, 24(t) dt]2 ds < )2
0 0

3° hiE L W oy SR R
!1'—’/‘n|

ahol 7, jelenti a° :
6‘K [8) t: xo(t)] A G(s t)
: S i

mag n-edik sajdtértékét, ha pedig G szimmetrikus; ha pedig G nem
szimmetrikus, akkor teljesillion a

)

s
|1 — 4,
feltétel, ahol A, (n = 1,2,...) jelenti a
L

o, 1) e G - O 6) | 6, 5) G(u, t) du

0
szimmelrikus mag sajdtértékeit,
|02 K(s, t, u)
o

minden véges u mellett

4° <K (0=st=1)

I

5° A BRI

D | =

akkor a KANTOROVIC3-féle processzus konvergens és ez (1) egyik
megolddsdt adja.

d) Sajatértékieladatok

~ A tekintetbe vett sajatértékfeladatok a kiovetkezékben alla-
nak: Legyen A a HiLBERT-tér egyik teljesen folytonos, izolalt
sajatértékekkel biré linedris operatora [9], akkor meghatdrozando
e tér azon x eleme, melyre a

(1) : it — Ax =0
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egyenlet tel]esul Hogy feladatunk egyértelmii legyen, norméljuk

z-et tgy, hogy
(2) Aoy =

legyen.* Tehat feladatunk igy fogalmazhato meg: meghatarozandé
az az x clem, és A szam, hogy az (1) és (2) feltételek teljesiiljenek.
Sokan ezt a feladatot linearisnak tekintik, holott ez nem az,
hiszen egyszerre kell a A sajatértéket és az a sajatfiiggvényt meg-
hatarozni.

X és Y tér gyanant tekintsiik az [xJ parok terét. Ez linearis
A

tér. Egy szammal val6 szorzds és osszeadds miveletét a kovetkezo-
képpen definialjuk

(2]  [cx
A ch

xI] 5 (mzl T (xl—{—xz
()‘1, Ay A1+ 2,

Normalt a tér, a norma definicidjat a

-1

egyenlet szolgaltatja. Konnyl belatni, hogy ez a tér teljes.

c -

Ha e tér P[ x operatoranak azt az operatort tekintjiik, mely

(s

Az — iz

@) — 1]

az ( ; ] elemet az elembe viszi at,** akkor eredeti
.

feladatunk megfogalmazhat6 tgy, 5

hogy meg kell hatarozni azt az (‘:] elemet, melyre a

(3) P {”f ) =0
egyenlet teljesiil.

* (@, y) jelenti két elem skalaris szorzatat.
! i
** A (2) feltételt célszer(ibb 5 [(x, ) — 1] = 0 alakba irni, igy élesebb

feltételeket kapunk.
A kovetkezokben az eredetinél valamivel eg}welubb de kevésbbé
éles eredményre vezetd szamitdst kozliink.
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Erre az egyenletre is alkalmazhat6é L. V. KanTorovics méd-
szere, ha a P differencialhanyadosat sikeriilt megallapitani. E cél-
b6l képezziik a kovetkezs kifejezést:

el 2he
A+ AL A
(Ax—i—AA:(:——);x—)\Aw—A)‘x—A)‘A:v)

Av— Az ‘
% [(z, z) + 2(x, dz) + (4=, Ax) — 1] ) =

% [(z,2)— 1]

_ ((4—iB) do— dsa) | (T £l
‘ (z, Azx) J ;[Ax,Ax] -

Ebbo! lathato, hogy P"’_‘ J linedris opertor, melyet (jf)
/A {
elemre alkalmazva, a

P x) Ax]_ (A— AE) Az — Adx
[a (AA “( (@, A) ]

x

tor, ezt nagyon kénnyfi igazolni.
Teljesen hasonl6 eljarassal szamithaté ki, hogy

P”[x] (AxJ (Ay L [—— Ap - Ax — Ay - A2
2 42 A,l’ (Az, Ay) J
Kiindulunk a szébanforgé probléma egy alkalmas kozelité

(wq, Ag) megoldasabol és a Ax és AL korrekcidkat a kovetkezd
linedris egyenletbdl szamitjuk ki:

, P‘xo s P’[%) (Az] v
4g) Ao) L A4
P :L‘o) : (Ax] LS P[xo]
Ao) 42 Ao
kovetkezik. Ezt az egyenletet masképpen irva, az

((A S Ael) Am — Ry AR) 1(A — ko) zo
(2o, A2) ) S g [(zo, ) — 1]

kifejezést kapjuk. Hogy ez [jx]-re nézve valoban linedris opera-

amibdl
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egyenlethez jutunk, ami azt jelenti, hogy a Az figgvény és a
A4 szam az alabbi egyenletrendszerbél szamithaté ki:
(4') (A—29E)Ax — 2y Ah = — (A — Ay E) z,
2(wq, Ax) = — [(2o, %) — 1]
Ebbél Az és A4 meghatirozdsa utan kapjuk az
2, =&, A% Ay = Ao+ 44

elempart. Ezzel megismételjiik az eljarast és igy jutunk az x,., A,
rendszerre, s. i. t. X ’

A konvergencia kérdésének eldontésére alkalmas Kan-
TOROVICS tétele. A P’ inverz operatort tgy kapjuk, hogy a (4) alatti

egyenletrendszert Az-re és Ai-ra megoldjuk. E megoldds normé4jé-
bol lehet || I, ||-t kiszamitani.

: ST
”P A ]
1 .
el6bbiek szerint a BuNJakovVszKII—ScHWARTZ-féle egyenlétlenség
alkalmazisdval egészen konnyli szamitassal a

P,,(m} (Ax] (Ay] 2___ w [—- Au Az — Ay Ai‘)
) [44) (A y Az, Ay

= (dw, Ay)® + (Ax Au + Ay AX, Au Az + Ay AX) <
< (4w, Ax) (Ay, Ay) + (Au)? (Aw Az) + (AR)* (dy Ay) +

+ 2|44 |- | Au | V{d=, A7) (dy, Ag) < 2 H("“’) g (4’/]
. Ax Au

eredményt nyerjiik. :
- Tgy tehat { P"[ Ji
S A

megbecsiilése a 'ktjvetkez()'képpen torténhet: Az

2

2

=¥z

A TI. tétel alapjan allithatjuk tehat, hogy ha

1 5 ( Ax] L )

| |42 2)2

akkor az elébbi algoritmus konvergens és a probléma egy sajat-
fiiggvényét és sajatértékét szolgiltatja.

Befejezésiil megemlitjiik, hogy Kanrtorovics modszere jol
alkalmazhat6 differencidlegyenletekre és differencidlegyenletrend-
szerekre, integrodifferencidlegyenletekre, nemlinearis differencil-
egyenletekre is. Ezekkel most nem foglalkozunk, ez tdl messzire
vezetne.

r

=]
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A kimondott tételektsl eltérs alaka és tartalmi tételek is
felallithatok, melyek azonban ugyancsak a differencialhanyados-
nak absztrakt terekben valé értelmezésén alapszanak. Ezek is jol
felhasznalhatok gyakorlati szamitdsok céljaira (1. pl. MISzZROVSZK 1T
dolgozatat [5]).

; L. V. Kantorovics moédszere nagymértékben altalanosit-
hat6é [4], amennyiben a NEwTON-féle iteraciés eljards az eddig
‘emlitett terektdl eltérs szerkezetti terekbe is atvihetd

A tér normalasa félig rendezett terek elemeinek segitségével
lehet&vé teszi, hogy az elébbiekben kimondott alaptételt rovideb-
ben és tomorebben lehessen megfogalmazni és ez az Gj megfogal-
mazas a tételnek nagymértékii élesitéséhez is vezetett.
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METO ] JI. B. KAHTOPOBUWYA PEWEHUS HEJIMHENHbIX
YPABHEHWI B OBCTPAKTHbIX [MPOCTPAHCTBAX

Mmrsan daué.

Cratbsi snakoMuT ¢ Metojom JI. B. Kanroposmya pewenust
YPaBHEHUN oMnpefesiéHHbIX B NMpocTpaHcTBax banaxa. CyumHoCTb
METO/la 3aKJIUaeTcsl B TOM; UTO IEPEHOCHUT H3BECTHbIH urepa-
uuoHHbIM MeroA HbloToHa B npocrpadcersa Banaxa. Meroj -
JICTPUPYeTes Ha npumepax YacTo BCTPeuaIuxcsl B NPUKJIaHOM
MaTeéMaTukKe. .
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PaGora coaepur usjoxeunue meroga JI. B. Kauroposuua
st peuieduii ypaBHeHUHM B mpocTpaHcTBax Banaxa. CylibHOCTH
METOJ]a COCTOUT B TIPUMEHEeHUH o0IlenusBecTHOro meroaa Hreworona
B npoctpaHcTee BaHaxa.

METHODE DE L. V. KANTOROVICH POUR LA SOLUTION
DES EQUATIONS NONLINEAIRES CONSIDEREES DANS
DES ESPACES ABSTRAITS

L’article s’occupe de la methode de L. V. KaANTOROVICH
pour la solution des equations dans les espaces de Banach. Cette
methode généralise la méthode d’iteration de Newrton. On
illustre cette méthode par plusieurs exemples des matema-
tiques appliquées.

E. Fexv6



Néhany planimetriai osszefiiggés
sztereometriai iton valdé levezetése

frta : KirTeszr FERENC

A jelen dolgozat jol ismert geometriai Osszefiiggéseket tar-
gyal. Az a célja, hogy bemutasson egy, a tanitisban bevalt méd-
szert. Az ébrazolé geometria I. éves (egyetemi) tananyagdbol
az illeszkedési, osszekotési és metszési tételek alapos kidolgozasa
az egyik stlyponti kérdés. Sokak szerint nehéz ezt a fejezetet
vonzovéa tenni. Pedig éppen ez a tananyagrész alkalmas arra,
hogy megmutassuk a hallgatésdgnak, hogy csekély elSismeretre
épitve is mennyire érdekes Osszefiiggéseket tudunk egyszertien
levezetni.

Bizonyos planimetriai dsszefiiggések targyalisa egyszer{ibb
és - bevezetése koraibb tanitési periédusban valik lehetségessé,
ha sztereometriai meggondolasok alkalmazdsat is megengedjiik.*
A planimetria onallé megalapozasa, a tisztan planimetriai esz-
kozokkel valo felépitése esak kés6bbi tanitdsi periédusban valik
érdekessé. (Az ilyen felépitésben esetleg bonyolultabb tételt
axioméanak kell elfogadtatni és egyszerii tételek bizonyitasa
hosszabb el6készitést kovetel, s igy a tanitds soran kés6bb keriil
sorra. Bz a kezdd szaméara természetellenesnek latszik, az érdek-
16dését csokkenti.) Talan kevesen tudjik, hogy LoBACSEVSZKIJ,
a nagy geométer, a nevelés és a tanitias kérdéseiben is uttoro
szellem volt. gy példdul a kezdSk szdméra tartott bevezetd,
elemi geometriai el6addsaiban a planimetriat, és sztereometriat
nem valasztotta szét, s6t tudatosan, de igen természetes médon
és jozan viszonyban egyiitt tartotta. Mdodszerét kortarsai helyte-
lennek és tudomanytalannak nyilvanitottak. — Ma méar mésként
latjuk ezt a moédszertani kérdést. A tanitds elsé periddusdiban

* Bolyai Jdnos az ,,Appendiz‘‘-ben remek példat mutat arra, miképen
lehet planimetriai tételt viszonylag révid tton, sztereometriai meggondo-
lasok révénlevezetni.Ilyen példéul az ,, A ppendiz‘‘-ben az ) a :(Ob = sin «:
sin 8 levezetése (abszolut sinus-tétel). .
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LoBAcsEvszELy moédszere a helyes, a tanulé érdekl6dését is-
jobban megragadja.

Az 4brézol6 geometria tanitasa sordn is minduntalan fel-
ismerésre kindlkoznak olyan planimetriai osszefiiggések, amelyek
tisztén planimetriai iton nehezebben kozelithet6k meg. Erdemes
ezeket észrevétetni, tudatositani, s6t még ha kiilon id6 raaldo-
zdsdt jelenti is, moédjaval, érdemes néhany ilyen osszefiiggés
részletesebb targyalasat beiktatni. Ott célszerii az ilyen tanitasi
epizod, ahol a tulajdonképpeni tananyag 6nmagéban kevésbbé
érdekes.

Abrazold geometriai elSaddsaim egyik ilyen epizédja az
illeszkedési, Osszekotési és metszési feladatok targyaldsa soran
szokott szerepelni, midén mér az idealis térelemek bevezetése
utan a parhuzamossagi feladatokat a metszési és Osszekotési
feladatokkal hozzuk egy kalap ala. Tehat a projektiv geomet-
riai szemlélet kialakitasa soran. Errél szol a jelen dolgozat.

1. § A kocka projektiv alkata

A szabalyos hexaéder (kocka) a négyzetnek megfelel6 tér-
beli metrikus alakzat. Ha a négyzet metrikus tulaJdonqagaltol
eltekintiink, a kozonséges és idealis térelemek kozott pedig nem
tesziink ku]onbseget akkor a négyzetet projektiv értelemben
tekintjiik. Projektiv értelemben a tetszéleges, de kollinearis
hirmast nem tartalmazé négy pont, ill. egy négyzet négy csucs-
pontja aequivalens pontalakzatok. A megfelel6 térbeli kérdés
nem ilyen egyszerii. A térben nyolc tetszéleges pont, ill. egy
kocka nyolc esticspontja, nem aequivalens pontalakzatok. Hiszen
a kocka cstcspontjainak kolesonos helyzetét metrikus kirovéso-
kon feliill bizonyos illeszkedési kirovésok is megkotik. (A lapjai
négyszogek, szogletei triéderek stb.) Kiséreljik meg a kocka
nyolc cstcspontjanak projektiv értelemben megfelel6 pont-
nyolcast jellemezni.

A kockat hat négyzetlap hatdrolja, szogletei triéderek. Ezt
akar a kocka definicidéjanak tekinthetjiik. Vegyiik azt a polié-
dert, amelyet hat négyszog hatérol, s szogletei triéderek. Olyan-e
az igy definialt poliéder csticspontjainak az illeszkedési rendje,
mint a kocka cstcspontjaié ?

Ellenpéldan mutatjuk meg, hogy 4ltaldban nem . olyan.
Az A4,, A4, A, A, pontok legyenek egy.szabalyos tetraéder
csticspontjai. A tetraéder 4,4, élének A,, ill. A,-hez kozelebbi
harmadol6 pontjat jeloljik Ak, , il Ay-val. Az A3A4,,A4,34,,,
ill. A;,4,,4,,4,, téglalap sikja egy-egy ékalakli részt vag le
.a tetraéderbdl. A maradék olyan poliéder, amelyet két téglalap
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és négy trapéz hatarol, s szogletei triéderek. Ez a poliéder emlé-
keztet a kockdra, azonban més illeszkedési rendet valésit meg.
‘Ugyanis a kocka szemkozti csticsait 6sszekoté atlos egyenesek
egy pontban taldlkoznak, viszont a szébanforgé maradék poli-
éder atlosegyenesei egy torznégyszog oldalegyeneseit alkotjak.

Ha a poliédernek 6 lapja, 8 csticsa, 12 éle van és lapjai
négyszogek, szogletei pedig triéderek, tovabbd az atlosegyenesei
egy pontban metszik egymdst, akkor a cstespontjai olyan
illeszkedési rendet valésitanak meg, mint a kocka csticspontjai,
(Ilyen poliéder példaul a parallel-epipedon.)

A 2. dbra olyan poliédert szemléltet, amelynek felépitése
a kovetkezd illeszkedési kirovdsok szerint tortént. (Az A, S
A,, A, cstespontokkal szemben rendre
a B,, B, B, B, cstcspontok vannak.)
4 A poliéder 6 lapi, 8 csicspotja van, lap-

R :

-

Ca

jai négyszogek, szogleter triéderek, a szemkozti csicsait Gsszekitd
egyenesek (dtlésegyenesek) eqy pontban, a Ci-ben taldlkoznalk.

A poliéder felépitésére tett kirovasoknak az a kovetkezménye,

hogy a szemkozti lapjai centrdlisan perspektivek egy-egy — a
C-t6l kilonboz6 — O, pontra nézve is. A perspektivitdshan

megfelel6 csticspontokat a poliéder ama négy éle koti ossze,
4 Matematikai Lapok
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amelyek nem élei a szobanforgo, szemkozti négyszogeknek.
A C4, Oy, Cg, Oy centrumok nem esnck egy sikba és nincs kozottiik
hiarom, egy egyenessel Osszekotheté pont.

Az 1. abrédn a parallelepipedon esetében, a C'; pont szerepét
a kozéppont, a O, Cj, O, szerepét a nyilakkal jelolt irdnyok
(idealis pontok) toltik be. Elegendé az egyik szemkozti négyszog-
parra megmutatni, hogy valoban perspektivek. Példaul a €,
_ centrumra nézve az A,B,A,;B; és BjA3B,4,. A poliéder egyik
lapsikjan vanmak az A4,B, B,A; egvenesek, tehat van kozos
pontjuk. Az A4,B, egyenes pedig nincs a szébanforg6 lapsikon,
tehat egy kozos pontja van ezzel a sikkal. Az 4, B,, A,B; egye-
nesek két atlos egyenes altal kifeszitett sikban vannak, tehét
van kozos pontjuk. A B, A4, és 4,B, egyeneseknek szintén van
kozos pontjuk, mert a poliéder lapsikjaban vannak. Mindezek-
b6l az kovetkezik, hogy az A,;B, egyenesnek az A,B, B,A,
egyenesck kozos pontjaban kell metszenie a két utobbi egyenes
kifeszitette lapsikot. Ugyantigy lathaté be, hogy ezen a metszés-
ponton a B;A, egyenesnek is at kell mennie.
i A kovetkez6kben a kockaval megegyez6 projektiv alkata
poliédert hexaédernek mnevezziik, vagyis hexaéderen a széban-
forgd kirovasoknak eleget tevs, hatlapt poliédert értjiik. Ez a
poliéder a teljes négyszog térbeli megfelel6jének tekinthetd.
A poliéder cstcspontjainak a C,, U, C,, C, dtléspontok linedris
kovetkezményei. A hexadédernek még egy érdekes tulajdonsagat
érdemes megemliteni. Amint az abran is lathatd. cstcspontjai
és atléspontjai harom olyan pontnégyesbe foglalhatok, amelyek
érdekes kolesonos helyzetben vannak. Nevezziik el e pontnégye-
sek altal kifeszitett tetraédereket A, B, € tetraédernek. (Jobban
szemlélteti ennek a harom tetraédernek a helyzetviszonydt a
3. 4bra, bar a parallelepipedon esetében a C,, C; C, pontok
idedlis elemek.) : j

Ezeknel a tetraédereknek barmely ketieje négyféleképen per-
spektiv: a perspektivitisok centrumar pedig a harmadilk tetra-
édernek csucspontjar. Bzt még tgy is fogalmazhatjuk, hogy a
hirom tetraéder barmelyikének barmelyik cstcspontjabol a
masik két tetraéder egymasba vetithets. Tehdt az A, B, € tetra-
éder tridsz tizenkét perspektivitast indukal. .

Jelolje példaul a

a. {AIA2 As A,
PR A B

azt a perspektivitast, amelyik szerint, d4,, By; Ay, By; Ag, Bg; Ay
B, az egyméashoz rendelt pontparok és a perspektivitds cent-
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ruma a (5. E jelolés szerint most tablazatba foglaljuk a széban-
forgd 12 perspektivitast :

4o (BiB:BiB) 5 (OCCC | 4 _(Ardadsdy)
T 10404040y © o 14,4.4,4,)" 77 | ByByB,B, |
Ay= B,B,B;3B, ,  By= 010,050, vq____{A1A2A3A4

05010, s A4,4,4,4, | ByB,B,B,
:1 — ‘B1B2B3B4 : B = .01020304 / C = (A1A2A3A4 X
Ve 0.0s 1% Ap4.4, 4507 T (BB BB, )
TR B,B,ByB, b 10,050, s (A A;444, \
N AO000, A A AT BB

Béar a hexaéder cstcspontjai és atléspontjai alkotta kon-
figuraci6 o6nmagaban is érdekes pontalakzat, nem elemezziik
tovabb.

2. § A Dandelin-hatszog

Egy a hexaéder &ltal szarmaztatott torzhatszog tanulmaé-
nyozasat vessziik sorra. Egyel6re, a konnyebb elképzelés cél-
jabol, nem az &ltala-
nos hexaéderbsl in- § Bf 3 A,
dulunk ki. B

Tekintsiink egy
derékszogili  parallel-

epidont s téréljitk két 4 2
szemkozti csticspont-
ja a beldlik kiindul6d
6 éllel egyiitt. A meg- ~[18:

maradé élek egy kii-

lonos torzhatszoget al- / - 1
kotnak az abran vas- B‘ \A
tag vonallal ki is emel- 2 6 AN
tiink egy ilyen torz- 3. dbra

hatszoget. A poliéder-
bél vald szarmaztatdas folytan tiistént belathat6, hogy a hatszog
a kovetkezs tulajdonsagokkal rendelkezik :

1. A szemkozti csicspontjait Osszekotd egyenesek a hatszog
f6atloi egy pontban taldlkoznak. Az dbran azA,B,A,B, A;By egye-
nesekrél van szo, talalkozasi pontjuk a C; kozéppont.

2. A szemkozti lapjai pdrhuzamosak. Az abrén az A,B,A,
és ByA;B;, ByA3B, és AyBy4,, A3B A, és ByA,B; sikparok- .
A% '
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rél van szd és ezek a hexaédernek is a szemkozti lapsikjaibol
alkotott parok.

C. 3. A szemkozti élek
parhuzamosak. Az ab-
ran az A,B, és B;4,,
B,Azés A,B;, A,B;,
és BgA, egyenespa-
rokrél yan sz6.

Allapitsuk  meg,
hogy az altalanos torz-
hatszogre nézve mi-
‘képpen médosulnak az
1.,2.,3.tulajdonsagok.

Az 5. abrabdl tiis-

. tént kiolvashato, hogy
a vastag vonallal Kki-
emelt 4,B,4;8,4,8,

.=
-

5. dbra 6

torzhatszog f6atloi az A,B,A,By;B,A, B,A; cstcspontok meg-
hatarozta 4altalanos hexaéderben atlosegyenesek, tehat a hexa-
éder &ltal indukélt C; pontban talalkoznak. Tehat az 1. tulaj -
. donség nemcsak parallelepipedonra nézve jellemzd.
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1. A hexaéderbdl szdrmaztatott torzhatszog fodtléi egy pontban
talalkoznal.

A 2. és a 3. tulajdonsag élek és lapok parhuzamos allasa-
val fiigg ossze, tehat a téridom és az idealis sik viszonyabol foly6 .
tulajdonsagokrdl van sz6. Az 5. abraval szemléltetett hexaéder
esetében az idedlis sik szerepét a C,C4C, hiromszog sikja veszi at.
Nevezziik roviden yp, siknak. A 2. és 3. tulajdonsdgoknak meg-
feleltetett 77. és I11. tulajdonsagokat az altalanos hexaéder, ill.
a bel6le szdrmaztatott torzhatszog és a p, sik viszonyanak segit-
ségével kell kifejezniink.

II. A hexaéderbdl szdrmaztatott torzhatszog szemkozti lapjar
eqy Sstkon taldlkoznak. Méasszoval a szemkozti sikok alkotta lap-
sikparok rendre a Cy0,, C,C, C,C; egyenesekben taldlkoznak

III. A szemkozti élei pedig pdaronként egy sik pontjaiban
metszik egymdst. Mésszéval a torzhatszég szemkozti oldalai
paronként rendre a C,, C, C, pontokban talilkoznak.

A szobanforgd torzhatszoget DaxpELIN-hatszognek nevez-
ziik. DANDELIN vette észre elGszor, hogy ez a térbeli idom milyen
. lényeges szerepet tolt be a sztereometria bizonyos kérdéseinek

egyszerll targyaldsa szempontjabdél. A DaNDELIN-hatszoget ugy
definidlhatjuk, hogy a -hexaéder két szemkozti csicspontjat ki-
hagyé élek alkotjik.

Az [., I1., 1II. tulajdonsigok bérmelyike alkalmas arra,
hogy a DaxpuriN-hatszoget a hexaédert§l fiiggetleniil definidl-
juk. Ugyanis, ha egy torzhatszog, a felsorolt hdrom tulajdonsdg

barmelyikével rendelkezik, rendelkezik a mdsok kettével is.

' Ez konnyen bebizonyithatd, nem részletezziik. Elegendd
azt bizonyitani, hogy ha barmelyik tulajdonsidgot feltételezziik,
akkor a hatszog egy meghatarozott pontpart indukal, amelyet
a hatszog szogpontjaihoz csatolva, egy hexaéder nyole csices-
pontjat nyerjiikk. (A torzhatszog egyik koriiljardsa mentén A4,
B, C, D, E, F-fel jelolve a szdzpontokat, az 4 BC, CDE, EF A
sikhdarmas kozos pontja az egyik, a BCD, DEF, FAB sikhiarmas
kozos pontja a mdsik kiegészité cstiespont.)

Ebben az értelembenaz 7.. 7., IT1. tulajdonsagot a DANDELIN -
hatszog meghatdrozé tulajdonsigénak nevezziik.

& & 3.§ A DANDELIN- hatszig vetiilete és sikmetszete

Akéar kozonséges, akdr idealis pontbol vetitink pontot és
egyenest sikra, a pont képe pont, az egyencs képe egyenes (ha
az egyenes illeszkedik a vetitépontra, akkor ponttd zsugorodik
a képe). Ha egy pont és ng egyenes egymashoz illeszkedd, akkor
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a képiik is egymashoz illeszkedd. Tehat a vetités, altalaban
mondhatjuk, mind az egyenoqvonalusavot mind az illeszkedést
atorokiti a képre.

" Ebbél tistént kovetkezik, hogy a DANDELIN-hatszog vetii-
lete olyan hatszog, melynek szemkozti szogpontjait o6sszekotd
egyen sek (f6atlok) egy pontban metszik egyméast. Meg kell emli-
teniink, hogy e sikbeli hatszog szemkozti szogpontjain mit ér-
tiink, hiszen a torzhatszog vetiilete igen valtozatos forméakra
vezethet.

A DaxprriN-hatszog ¢stiesait az oldalak mentén haladva gy
jarjuk végig, hogy mmdeﬂvtk csticspontjan egyszer megyiink at
S Vlsszate1un1\ a knndulo pontba. Ugyanezt a végigjarast, a
vetiiletnek egy végigjarasa dbrazolja. Ennek a mentén sor-
szamozva a csucspontokat, az 1. és 4., a 2. és 5., a 3. és 6. sz0g-
pontok a szemkozti szdogpontok.

Az olyan sikbeli hatszoget, melynek f8atléi egy pontban
taldlkoznak BRriANcHON-haiszognek nevezziik.

Tehdat a ,D‘-\‘\'DELI.\'-h(LtSZ(')'gn(?IC‘ BriaxcaonN-hatszog a vetilete
(képe).

Folmeril a kérdés, milyen hatszog csticspontjaiban metszi
egy sik a DaxbDrrin-hatszog oldalegyeneseit?

A parallelepipedon esetében konnyen adjuk a valaszt.
(3. abra.) Az abran a vastagon rajzolt 1 2 3 4 5 6 hatszog szem-
1élteti a parallelepipedon sikmetszetét. Minthogy két parhuza-
mos siknak két parhuzamos egyenes a sikmetszete, a szoban-
forgd hatszogmetszet olyan, hogy a szemkozti oldalai parhuza-
mosak.

Az altaldnos hexaéder esetében a sikmetszet idedlis elemei-
nek szerepét (5. abra) a C,0,C, haromszog sikjanak az elemei
veszik at.

Nézziik csak példaul a metszet szemkozti oldalegyenesei
koziil az 12, 45 part. A w metsz8sik az 4,B, 4,5, B,4,B; szem-
kozti lapsikokat ebben az egyenesparban metszi. Azért ennek
az egyenesparnak a kozos pontja a szébanforgé két lapsiknak
is kozos pontja és igy ez a P, kozos pont a lapsikpar C,C, met-
szésvonalanak is pontja. Ugyantgy lathaté be, hogy a 23, 56,
ill. 34, 61 egyenespar P,, ill. P; kozos pontja a C,C,, ill. O5C,
egyenesen van. Viszont a P pontok a m és C,(',C, sik kozos pont-
jai, tehat e két sik metszésvonalan, a p egyenesen vannak.

Eszerint a sikmetszet olyan hatszog, melynek a szemkozti
oldalai egy egyenesen metszik egymadst.
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Az olyan hatszoget, amelynek szemkozti oldalai paronként
egy kollinearis pontharmas pontjaiban taldlkoznak, PAscar-
hatszégnek nevezziik.

Tehdat a DaxDrLIN-hatszog sikmetszete PASCav-hatszoqg.

4. § A torzhatos vetiilete és sikmetszete

Ha p,. ps, ps; paronként kitérs egyenesek, akkor barmelyi-
kitknek barmelyik pontjabol egy egyenes hazhaté, me'y a mésik
kett6t.metszi. A harom p egyenest egyarant metsz6 g egyenesek
barmely ketteje egyméashoz viszonyitva kitéré. Mert, ha példaul
a ¢, és ¢, nem volndnak kitérék, akkor a p,p,q,9, négyoldal a
¢19s sikban volna, tehat p, és p, nem lehetnének kitérsk.

Ha a pdronként kitéro
P Por Ps egyenesek mind- sd,
eqyikét a paronkent Litérd /

G Gss Qs egyenesek mind- P B

i &) 2 3 b

egyike metszi, akkor az dlta-

luk  képzett alakzatot torz-

hatosnak nevezziik.
Nevezziik a qq,=M;,

pontot racsponinak. A torz-

hatosnak 9 rdcspontja van:

My My, M,y:
Moy Moy Myy;

M31! M32: ﬂ133‘

Tekintsiik az M,;, My, M, -
racspontokat. Ha ezeket a ;
9 racspontbdl toroljik, ak- . 0. dbra

kor a maradék 6 pont egy :

Daxpurin-hatszog csticspontjait képezi, melynek a p és ¢ egye-
nesek az oldalegyenesei. egyik koriiljarasa mentén az egymés-
utan kovetkezs csticspontok az

My, My, My, My, My, My, majd ismét az M, rdcspont.

Az dbrén az M,, M,, M, ricspontok kihagyisa utédn fenn-
maradé Daxprnin-hatszoget duplavonallal koriilrajzoltuk és
csticspontjait sorra

Ay, By, Ay, By, Ay, By

mal betliztiik. Konnyen belathato, hogy ez valéban Daxprrix-
hatszog. Példaul abbol, hogy féatloi, az

A,B,, A,B,, A3B;
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egy pontban metszik egymast. Komplanarisak nem lehetnek
(mert akkor a 9 récspont egy sikban volna). Viszont paronként
metszik egymést, mert

A\B, és A,B, egyenesek a p, és g,,
A,B, és A,;B, egyenesek a p, és ¢,
A;B; és A B, egyenesek a py és ¢,

(metsz6 egyenesek) altal kifeszitett sikban vannak.

Osszefoglalva: a torzhatos hat egyenese DaxDELIN-hatszig
hat oldalegyenesének tekintheld.

Ennek kévetkeztében a torzhatos vetiilete Baraxcmox-
hatoldal, a sikmetszete pedig Pascar-hatszog.*

5. § A hurhatszog és az érintéhatoldal

A k kor 1 pontjan két olyan egyenes megy at, mely a rajz
sikjat 45°-0s s:ogben metszi és a rajz sikjira es6 merdleges
vetiilete éppen az I ponthoz tartozé érinté. A két egyenes koziil

. ’

7. dabra

* A milt szdzadban kedvelt kérdés volt a Pascal-hatszéghéz tartozé
60 Pascal-tengely létesitette konfiguracié vizsgédlata. A torzhatos 18
4tlés egyenesének konfigurécidja, egyszer(i sztereometriai meggondoldsok
alapjén, a térbeli illeszkedési axiomaknal tobb eldismeretet fol nem hasz-
nélva, kéonnyen tisztazhato. (A torzhatos atlosegyenesén MM m = dix-m
egyenest értjiilk, ha ¢ 5~ 1, k£ m). A torzhatos kozvetitésével a 60 tengely
indukélta konfigurdcié vizsgalatit (elemi) sztereometriai meggondolésoi
segitségével lehet végrehajtani.

Ha > siknak egy Pascal-hatszége az 1 2 3 4 5 6, akkor vesziink
egy hiperboloidot, melynek X.val val6 sik metszete 4tmegy e hat szogponton-
Tekintsiik e hat ponton dtmend alkotékat. (6 alkoté az egyik, 6 alkoto
a mésik sereg eleme.) Ezek az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontokat leszdmitva, 30 récs-
.pontot tliznek ki a hiperboloidon. E 30 rédcspontot Dandelin-féle récspont-
hatosokra bonthatjuk. Ezen az uton a 60 tengely konfigurdciéjanak (sik
geometriai) kérdését, a 30 racspont szerkezetének (térgeometriai) kérdésére
lehet atjatszani.
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a jobbra emeslkedd6t jeloljitk p,-gyel, a balra emelked 6t ¢,-gyel.
Aszerint, hogy e ketté koziill melyiket abrazolja az 1 ponthoz
tartozé érint6, a takaro félegyenest szaggatott vonallal rajzoljuk
meg.

Képzeljiik el, hogy a ¢, egyenest agy forditjuk el (az O-ban
rajz sikjara allitott meréleges egyenes koriil), hogy az 1 pont
2-be keriiljon. Akkor a g, egyenes atmegy ¢s-be, melynek

5 a vetiilete. Ha a Py egyenest forgatjuk el u(ry, hocry 1 a 3-ba
kerulJon akkor p; atmegy p,-ba, melynek p} a vetiilete.

No most.a vetiiletbsl is konnyen elképzelhets, hogy milyen
a P1, qa Py egyenesek kolesonos helyzete.

Minthogy 1B = 2B éspy,q, :
egyarant a B felé emelkednek,
mégpedig 45°-0s szdgben, nyil-
vanvalo, hogy p;, ¢, (a rajz B
pontja folott) metszik egymast.
Ugyanigy q,, ps is metszik egy-
mast- (a rajz C pontja alatt).
Viszont a p| és ph vetiiletek A4-
ban csak keresztezik egymast, de
a térbeli p,, p;egyenespar kitérs.
Hiszen a rajz 4 pontjahoz vi-
szonyitva, az'egyik alatta, a ma-
sik folotte vonul.

Viélasszunk a koron, tetszé-
legesen, hat pontot. Ezek az
1, 2, 3, 4, 5, 6. Ezekben az érin-
téket tekintsiik valtakozva g és p jellegli egyenesek vetiiletének. A

§..dbra

dhs s b 65 b, Pl Pl
egyenesek az A} B, Ay B} A, B érint6hatoldal oldal euye-
nesei és 1 2 3 4 5 6 egy hurhatszodg szdgpontjai.
Az el6z6 abrahoz fiizott magyarazat alapjan tiistént be-
lathato, hogy q1, ¢s, ¢=: P Pas Pg €2y torzhatost alkot. E torz-

hatos 9 récspontja kozil egy Dixpzuin-hatszog valik ki,
melynek cstcsait a vetiilet

Aq,‘ Bé!.-‘dée B,l’ A’?‘ B{B :
pontjai képviselik.
A Daxpauin-hatszog vetiiletére és sikmetszetére vonat-

kozo tetel szerint kimondhatjuk, hogy @ kor hirhatszoge Pascav-
hatszog ¢s érintéhatoldala Brraxcaox-hatoldal. .
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BbIBOJI HEKOTOPbLIX TIJIAHUMETPUYECKUX
COOTHOIIEHMHA C TMOMOIIO CTEPEOMETPUU

Hacrosiniasg pabota 3aHUMAETCs OAHMM BOIPOCOM METOAUKH
npenofiaBadusi. Peub MAST 0 TOM, UTO ACKa3aTeJILETBO HEKOTOPHIX
TEOPEM TUIAHUUMETPUM NOPU  TIOMCHIM  CTEPEOMETPHUECKUX Pac-
CYIKACHUH NPeLie, YeM YMCTO IJIAHUMET PHUECKOE I0KA3ATEJIbCTBO UX.

Tak, Hanpumep, LWECTUYTOJbHUK, B KOTOPOM IpsiMbie, CBSI-
3bIBAIOIIHE TTPOTHUBOIIOJIOXKHbIE BEPIIMHbI, BCTPEUalTcsi B OAHOM
TOYKe, MaéT u Jejo JAckasatenabctsa TeopeMm [lackans um Bpuan-
wena. B To >Ke Bpemsi oH [aéT BOBMOXKHOCTb 9JIEMEHTAPHOIO
H3YUEHUsS TUIepOoJIMUecKoro rumnepoosion/a.

Suom Gosin 'co3HATeIIbHO MPHMEHSIJI CTEPEOMETPHUUYECKHE pac-
CYIKIEeHUsST, UTOObl KOPOTKHUM TMYTEM TITPOCTO BLIBECTI T'EOMETPUI)
runepooaudeckoi tockoeru, a H. W. Jlobaueckii, ypjauHo
COBMECTUB TUTAHMMETPHUI0 U CTEPEOMETPHI0, BbipaboTall MeTol,
XOPOIIO TPUMEHsIEMbIM Py o0yueHWH HauuHapuxces. Ero co-
BPEMEHHHKH He MOHSIJIU MPeuMy1llecTB 9Toro mMeroja. Takum odpa-
30M HacTosillasg paboTa SBJSETCS OJAHUM IMPUIIOYKEHHEM METO/M-
yeckux NpuHUHnoB Bosin 1 JlodauescKoro.

&, KArToHcH

~

SOME PLANIMETRIC RELATIONS OBTAINED THROUGH
STEREOEMTRIC WAY.

This paper discusses a diddctic-methodic problem. It shows
that certain planimetric relations are casier obtainable through
the stireometric way than by purely planimetric methods. For
example, a polyhedron bounded by six quadrangles and having
the property that the straight lines connectingthe opposite
vertices meet in one point, rises the idca of an elementary proof
of the famous theorems of Pascal and Brianchon. Also, it
suggests an elementary method for discussing the hypzrboloid.

J..Bolyai consciously made use of sterecometric ideas in
deriving the hyperbolic plane geomctry in a short and simple
manner. Luckily connecting the planimetry and stereometry.
N. J. Lobatchevsky elaborated a didactic-methodic process
which proved to be very fruitful in teaching beginn-rs. His
contemporaries did not understand the advantages of this method.

To sum up, the present paper is concerned with an appli-
cation of the methodic principles of Bolyai and Lobatchevsky.

F. KARTESZI



A haromszoghiz irt korok sugaraira vonatkozé
egyenlitlenségekrol

frta: Vieror Tuisavrr (Tennie, Franciaorszag)
|

E lapok feladatrovatanak Frses ToTH LAszLO dltal kitlizott
8. feladata a haromszoghoz irt korok sugarainak elsd és negyedik
hatvanykozepére vonatkozé allitasok bizonyitasat kivanta. E fel-
adatra kozolt, Has6s Gyoaytdl szarmazb megoldas (I. évf. 313 —
316 1.) a feladat eredeti allitasdn tulmenden a hozzairt korok
sugarainak n-edik hatvanykozepeire vonatkozé hatirokat adott
meg. Kz a megoldas analitikus eszkozoket haszndl. Az n = 2

esetre vonatkozd eredménye
3 + o, = 9; 4
(1) 57 < l ; < V3 r,
ahol r a haromszog koré irt kor sugardt, o,, 0,, o, pedig a hozzairt,

korok sugarat jelenti.

Célunk, hogy az (1) egyenlGtlenséget régebben is ismert
eredményekbél levezessiik. Elsg felére két levezetést is adunk.
CUsak elemi geometriai szamoldssal bizonyitott allitdsokra tamasz-
kodunk s igy az alabbiak (1)-nek elemi bizonyitasat adjak.

1. Egy haromszog koré irt és beirt korének » és ¢ sugarara
s a haromszog s félkeriiletére vonatkozoéan

(2) 8t — 2(2r* + 10rp — ¢f 2)'st 4 o(4r + 0P =<0

és egyenldség csak egyenlGszara haromszogekre all. Ezt az egyen-
16tlenséget ‘R. SonpaT mondotta ki ( Nouwvelles Annales de Mathé-
matiques (1890), 1593. feladat; megoldotta E. LEMOINE, u. o.
(1891), 44* 1.; kiegészitette N., u. o. (1908), 558 1.). Méasrészt jol
ismert, hogy '

(3) : r =

[

{l

s itt egyenl8ség csak szabalyos haromszogre all. (2) és (3) egytittes
teljesiilése egyben elégséges feltétele is annak, hogy adott 7, o, s
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értékekhez taldlhaté legyen hdromszog. A (2) egyenl6tlenség
s*-re vonatkozolag két hatart szab, melyeknek egyike
(4) 82 < 2r2 4 10rp — ¢ + 2(r — 29) V?T—Trg
Ha felhasznaljuk az ismert s konnyen igazolhat()
0a0s + 020 + 050, = &, .
Oa T 05 T 0 =4r +o

osszefiiggéseket, a bizonyitand6 (1) egyenl6tlenség elsé felét a
kovetkezd alakban frhatjuk: ' <

272 < 4(()3 - g% - ()cz) =4 [(0, + 0p + 0,)* — 25%] =
, = 4[4 + o) — 267,
azaz :
(5) 8s2 < 37r2 + 32rg + 40%.

Allitasunk helyessége abbol kovetkezik, hogy (5) jobboldala
(4) jobboldaldnak nyoleszorosinal nagyobb, azaz

3712 4 32rg + 42 = 1612 + 80rg — 8% + 16(r — 20) 7% — 2rg.
Ez az egyenl6tlenség ugyanis a kovetkezs alakban frhato:

(r — 20) [2r 4 3(r — 29) + 16(r —}/7* —2rg)] = 0

s itt az elsé tényezd és a masodik tényezének egyetlen tagja sem
lehet negativ. Minthogy a masodik tényezd elsé tagja mindig
pozitiv s az els6 tényezl csak szabdlyos hiromszogre tiinik el,
azért (1)-ben is ecsak szabdlyos haromszog esetén 4ll egyenlGség.

2. Kiindulunk az ismert
S s et ol o Al ol e o e
tig? - b2 2 - OM?2 — 972
- osszefiiggésekbdl, ahol @, b, ¢ a hdromszog oldalait, OM pedig
a koriilirt kor kozéppontjanak s a magassdgpontnak tavolsagat
jelenti. Ezekbdl az egyenletekbdl
bt a=ur s o
(1) elsG felének 4dllitdsa tehat
27

—4_7'2 = T2 — o2 + OM2,



aza'z : 3
(r2 — 49?) + 4 OM2 > 0,

Ez igaz, mert a baloldal egyik tagja sem lehet negativ. Egyenl6-
ség csak szabalyos haromszogre all, mert ez mindkét tagra vonat-
kozban az elt{inés feltétele.

3. Az el6z6 pontban idézett elsG egyenletnek kovetkezménye

\3+\b+gc < 16x2

s éppen ez (1) masodik felének allitasa.

COOTHOWEHMWSA MEMY PAIWUYCAMbI OKPY)KHOCTEH
KACAIOIIMX CTOPOH TPEYI'OJIbHUKA

OTnen 3a/lay HaCTosAUIero JKypHaJa HOMCCTHH' pemeHue o/-
HOW 3ajaun, npuHauiexamtee [°. Xadomy W colepikaiiee ro-
MHMO pellleHusl 3a/laun M JpKasaTesbeTBo HepaseHctsa (1). 3/ech
r 0003HayaeT pajnyc BIMCAHHOM OKPYXXHOCTH, & o0, 0p 0. Pa-
JUychl OKPYXKHOCTEH, BHEUIHE KacalolPXCsl C TPeyroJIbHUKOM.
JlokasaTenbCTBO MPUMEHSIJI0 aHaJUuTUYecKHe MeTo/kl. Hacrosiuias
CTaTbhsd BBLIBOJAWUT 3TO HEPABEHCTBO W3 H3BECTHBIX (’.OOTHOI.IIeHHﬁ,
JA0Ka3aHHbIX 9JIEMEHTAPHbIMA TIE€OMETPHUUECKUMH BbIUHCIIEHHUSIMH.

- B. TABO

SUR QUELQUES INEGALITES RELATIVES AUX RAYONS .
DES CERCLES EXINSCRITS A UN TRIANGLE

Parmi les résolutions des questions proposées dans ce
journal est parue la solution de M. G. Hai6s dans laquelle il
a demontré — surpassant P"énoncé de la question no. 8. —
Pinégalité (1),ou r désigne le rayon du cercle circonscrit, g,, 05,
. les rayons des cercles exinscrits & un triangle. Sa démon-
stration se sert des renforts analytiques. Le travail présent
montre que (1) découle aussi de quelques inégalités connues qui
sont établies par les considérations appartenantes 3 la géométrie
élémentaire.

V. THEBAULT



. Aspiransképzés a matematika terén

Felemelt 6téves terviink nemesak hatalmas feladatokat &llit
a tudomanyos kutatds elé, hanem minden erkélesi és anyagi
tamogatdst megad ahhoz, hogy tuddsaink és kutatéink gondtala-
nul, minden idejiiket a kutatasnak szentelve, teljesiteni tudjak
nagvszabasu tudoményos terveiket.

A tudoméanyos munka teriiletén éppugy, mint a gzoclahz—
must épité gazdasidgunk minden dgaban, a legf6bb érték az ember.
Tudoményos terveink végrehajtasdnak, kultirforradalmunk sike-
res tovabbvitelének zaloga a jolképzett, néphez hii kutato- és
oktatégarda. Tudoményos kaderutianpétlasunk tervszerii els-
készitésére hozta létre 1950-ben Nepkoztarsasagunk — Partunk
kezdeményezésére, a Szovjetunié példaja nyoman — az aspiran-
tura intézményét. -

Az aspirans leendd tudoés és pedagbégus. A felszabadulds elStt
sok kiizdelem, nélkiilozés és magarahagyatott tapogatdédzas,
sok meddé kisérlet jellemezte annak a fiatalnak a tudomanyos
erbfeszitéseit, aki a dolgozé nép soraibél kiemelkedve, a tudo-
manynak kivinta szentelni életét. Ezzel szemben az aspirdnsok
osztondijban s egyéb kedvezményekben részesiilnek, amelyek
lehet6vé teszik szamukra, hogy harom éven keresztil anyagi
gondoktol mentesen, vezets kutatéink és kivalé tudoésaink egyi-
kének tervszerli iranyitdsaval és segitségével olyan magas tudo-
manyos képzettségre tegyenek szert, amellyel azutin segitGtarsai,
tovabbfolytatéi lehetnek vezetéik tudomanyos és pedagdgiai
munkdassiganak, tudomanyos terviink megvalésitasanak.

A matematikus- aspirdnsok — a tobbi tudoméanydgak aspi-
ransaihoz hasonléan — tudoméanyiguk valasztott teriiletén, az
illet6 matematikai diszciplina egyik kivalé tudésa mellett dolgoz-
nak. Munkajuk stlypontjat az egyéni terv alapjan torténé szak-
mai tovabbtanulds s 6nall6 kutatémunka képezi. Emellett gon-
dosan tanulményozzak a marxizmus-leninizmus kérdéseit, tovibba
a Szovjetunié élenjaré matematikusainak eredményeit, hogy
azokat kutatémunkéjukban alkalmazzak. Mindegyik matemati-
kus aspirans egyetemi oktatémunkét is végez, ami leendd f6isko-
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Jai munkdssdgra késziti eld. Tanulmanyair6l idékozben vizsga-
kon, tudomanyos kutatasairél pedig tudomanyos értekezésben,
az 0. n. kandiddtusi disszertaciéban szamol be. Kandidatusi
allé bizottsdg iil Ossze, s nyilvanos vitdban kell eléttiilk megvé-
denie azt. Hzzel elnyeri a kandidatusi tudomanyos fokozatot.
A kandidatusi fokozatot elnyert aspirdns népi demokraciank tudoés
tarsadalménak megbecsiilt tagja lesz, aki el6tt széles perspek-
tivaban tdrulnak fel az 6ndllé tudoményos kutatdas s az egyetemi
oktatéas legkiilonbozébb, megoldasra varo feladatai.

A matematikus aspirdnsok valasztott témdéi szorosan kap-
csolédnak a matematikai és alkalmazott matematikai kutatds
aktualis probléméihoz. fgy Brum Or16 topoldgiai kérdésekkel,
Fopor Giza mértékelmélettel, FRET TaAMAS numerikus és grafikus
modszerekkel és a matematikai gépekkel foglalkozik, KERTESZ
AxpoRr csoportelméleti és algebrai tanulmanyokat folytat, MuD-
GYESSY PAL valoszintliségszamitassal, PAL LAszro Gyorey funkcio-
nalanalizissel, PAszTor ISTVAN valds fiiggvénytannal, PREKOPA
ANDRAS a sztochasztikus folyamatokkal, REnvr Karé
komplex fiiggvénytannal, R6zsa PAL differencidlegyenletek elmé-
letével és matematikai gépekkel, STEINFELD O1T6 algebraval,
Taxporr KArony Fouriersorokkal és approximacioelmélettel,
ZTERMANN MarGiT matematikai statisztikaval foglalkozik.

" Vildgosan litnunk kell azt, hogy dolgoz6 népiink részérél
igen nagy aldozatot jelent annak bizonyitasa, hogy az aspiran-
sok anyagi gondoktél mentesen egyediil esak tudoményos fejls-
désiikon és tovabbképzésiikon dolgozhatnak hdrom évig. Eppen
ezért az aspirdnsoknak igyekezniok kell ezt az el§legezett bizalmat
kiérdemelni.



Ertesit(s a Beke Mani emlékdij alapitasarsl

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat az elmalt évben
Bere Max6-r6l elnevezett emlékdijat alapitots. Aldbbiakban
kozoljik az emlékdij szabdlyzatit és a dij elsd alkalommal
val6 kiosztasarol szolo beszémolot.

A Beke Mané Emlékdij Sza'alyzata

1. Népkoztarsasagunk robamosan novekedd kulturdlis szin-
vonala a matematika oktatisaval és népszeriisitésével szemben
egyre fokozottabb igényeket témaszt. Ezért a matematika-
oktatdsi és népszeriisité munka serkentése és tamogatisa célja-
bél a Bolyai Janos Matematikai Téarsulat emlékdijat alapit,
melyet BEKE MANOROL a kivalo tudésril és a ‘magyar mate-
matika-oktatas egyik mesterérél és uttordjérél nevez el, aki
tankonyveivel és munkassagaval is jelentésen hozzajarult a mate-
matikai tudoméany fejlesztéséhez és a matematikai ismeretek
hazdnkban valé elterjesztéséhez.

2. Az emlékdij egy Osszegben, esetleg megosztva is kiadhato.

3. A Bexr Man6 emlékdij a szocializmus épitését elGsegitd,
eredményes matematika-oktatasi, vagy népszeriisit6 munkédkra
adand6 ki; matematika-oktatasi és népszerlisité munkéssdgon
ilyen targya konyvek irdasa, el6addsok tartdsa és egyéb hasonld
céla kozérdekli tevékenység értendd. A dij kiaddsa minden év
decemberében torténik 1951 decemberétél kezdédéen. Minden-
kor lehet6ség van a dijak megosztéséra vagy esetleg ki nem adé-
sara.

4. A dij kiosztasara val6 javaslatot Ottagt bizottsdg hozza,
melynek elnokségét és négy tagjat évrél-évre a Téarsulat Elnok-
sége kiildi ki. A bizottsdg sz6tobbséggel dont. A bizottsdg sajat
kebelébdl valasztja meg elndkét és eladojat, aki a dij odaitélé-
séhez a bizottsag szdmara javaslatot tesz és részletes indokolast
készit.

5. A bizottsdg nem jutalmazhatja sajit tagjat.
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6. A bizottsag javaslatat az Elnokség hagyja jova, az Elnok-
ség altal jovahagyott déntés a Matematikai Lapokban jelenik
meg. a jutalmazottak munkassigdnak részletes ismertetésével
egyiitt.

A BOLY AI JANOS
MATEMATIKAI TARSULAT
ELNOKSEGE

A Beke Mano-dij elsé kiosztisa

A BerE MaNO-dij kiosztasara kikiildott bizottsig javaslata
alapjan a Tarsulat Elnoksége 1951. dec. 12-i iilésén a kovetkezd
hatarozatot hozta:

A Beke Mand-dij célja, hogy az oktatds és a matematika
népszeriisitése terén elért kivalé eredményeket minden évben
egyszer megjutaimazza. Els6 izben ez év december 21-én, Sztdlin
elvtars sziiletésnapjan kivanja a Bolyai Janos Matematikai Tar-
sulat ezt a dijat kiosztani.

A jutalom odaitélésénél a kovetkezs szempontokat tartja
szem el6tt a Tarsulat:

A matematika tudoménya alapveté eszkdz a természet-
tudomdnyos mfiveltség megszerzéséhez. Sziikség van arra, hogy
a matematikdt megismerjék, megszeressék és megtanuljik a
dolgozok \széles tomegei. A szocializmus épitése, a szocialista
iparositds nem nélkiilozheti a matematika tudomanyénak alapos,
lelkiismeretes oktatasat és népszerfisitését.

Népi demokriciankban a matematika oktatéinak és nép-
szer{isitdinek tisztaban kell lenniok azzal, hogy a matematika
nem oOncéli jaték, nem ,elmesport’ és nem is esupan ,,formalis
képzést™ elGsegité tantargy, mint ahogy a Horthy-korszak
tanterveiben és tantervi utasitdsaiban szerepelt. A mi matematikai
oktatasunk dontd szempontja a matematika és az élet, a mate-
matika és a valosidg szoros kapesolatanak megismertetése. A kon-
krét gyakorlati alkalmazasokra akarjuk a matematikat tanulok
figyelmét irdnyitani. Ez természetesen nem azt jelenti, hogy a
matematika tudoméanyat a szlik prakticizmus alapjén értékel-
jik, hiszen nyilvdnval6, hogy a gyakorlati alkalmazas, vagy. '
akar az alkalmazis lehet6sége sem mutatkozik meg mindig
kozvetleniil. Ebb6l az is kovetkezik, hogdy a matematika és az
élet kapesolatidnak hangstlyozdsa semmiképpen sem jelenti azt,
hogy elhanyagolhaténak tartjuk a matematika tanitisnak -azt
a feladatat, hogy fegyelmezett gondolkodasra, oOsszefiiggések
felismerésére és helyes kovetkeztetésre tanitson meg.

D Matematikai Lapok — 9-3
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Az elmondottak alapjan olyanokat kivan a Tarsulat a BERE
Mano6-dijjal kitiintetni, akik a fenti szempontok szerint tanitjak
és népszeriisitik a matematikat.

A matematika oktatéinak és népszeriisitéinek is hozza kell
jarulniok az 1j értelmiség kialakitasahoz. A szocializmus épité-
sének hatalmas feladatai az értelmiség — els@sorban a: miiszaki
értelmiség — mennyiségi és mindségi képzése terén rendkiviili
stallyal jelentkeznek. Kettds feladat all a matBmatika oktatdi
el6tt. A fiatal munkas- és dolgozé paraszt szarmazasa kozép-
iskolai és egyetemi hallgatok oktatasa és a rendes iskolaskoron
mar tal lev6 munkas- és dolgozé paraszt ifjaknak az értelmiségi
foglalkozésra el6készité (szakérettségi) tanitdsa. Olyan oktato-
kat tiintetiink ki tehat, akik ezeken a teriileteken kivald ered-
ményt értek el, munkdjukat lelkesen, az iigy iranti odaaddssal
végzik és ezzel komoly szolgilatot tesznek szocializmust épité
népi demokracianknak.

Ezeknek alapjan a Bolyai Jdnos Matematikai Tarsulat
1951. évben a Beke Manoé-dijjal a kovetkezéket tiinteti ki :
Gaprrar TiBor mfiegyetemi tanart, 3000 forintos dijjal.

Garpatr TiBor kozépiskolaban kezdte tanari miikodését.
Mint kozépiskolai tanar faradhatatlanul dolgozott, hogy tanit-
vanyai a matematikidban és fizikdban ne csak felilleten mozgd
tudast sajatitsanak el, hanem mélyebben behatoljanak a targyba.
Kiilonos képessége, hogy a tehetséget csirajaban észreveszi és
mindent elkévet, hogy Lkibontakoztassa. Emellett nemecsak
tehetséges tanitvanyaival, hanem a kozepesekkel és gyengékkel
is tgy foglalkozott, hogy azok a matematikiban a szokasos
kozépiskolai szinvonalnédl joval magasabb fokot értek el.Egyik
szerzéje volt az 10j, els6 és masodik osztalyos kozépiskolai

matematika tankényvnek. A konyv — minden meglevé hibéja
ellenére — kétségteleniil pozitivan értékelends, féleg, mert 1j

utat, j modszert mutat a matematika oktatasaban. Hatdsa
rendkiviil nagy, mert az Gj moédszert kovetik mar orszagszerte
a matematika-tanarok. Garrar TiBor gazdag tapasztalatait és
kival6 pedagégiai modszerét felhasznalta a konyv megirdsanal.
Jelenleg a Miiszaki Egyetem egyik matematikai tanszékének
vezetGje. Nagyszamu, f6leg munkas- és dolgoz6 paraszt szérma-
zast tanitvanyainak Kkivalé oktatéja, rendkivili pedagégiai
érzékkel és faradhatatlan szorgalommal igen j6 eredményt ér
el hallgat6inal. '

Megjegyzendd, hogy Garrai TiBor kivalé kutaté matematikus
is, bar a Bere Mano(-dij odaitélésénél nem ezt a szempontot
tekintettiik iranyadénak.
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1000 —1000 forinttal jutalmazza a Tarsulat a kévetkezéket :

G¥mEST JozsEF. Vidéki matematika-tanar volt; kivald
oktatdsi modszerét tanartarsainak is atadta, s6t most, hogy Buda-
pestre, a Kisérleti Fizikai Intézetbe keriilt, szabad idejében
tovabb folytatja vidéki tanartarsaival valéo foglalkozast. Tevé-
keny részt vesz a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat életében,

hasznos és lelkes munkéat végez a Népszeriisité Bizottsdgban.

Népszerti matematikai konyv megirdsan dolgozik, amely a mate-
matikdnak a gyakorlati élettel valé kapcsolatdval foglalkozik.

MagraNczy Bfra. Debrecenben, a 15. szamu Koh6- és
Gépipari Technikumban, ezenkiviil a 27. szdma Kohé- és Gép-
ipari Technikum esti tagozatan és a debreceni szakérettségis
tanfolyamon tanit. Kit{in6 szaktudassal rendelkezik és igen jo6
pedagdgiai modszerrel dolgozik. Kivalo el6adoi képessége van.
Igen jol fegyelmez, tanitvianyai szeretik, bar komoly kéve-
telményeket tamaszt velilk szemben.

Nevromm Gyuna. Kozépiskolai tandr. Kitling pedagogiai
modszerét bizonyitja, hogy kivalé matematikusok egész sorat
nevelte ki és tanitvanyai gyakran szerepelnek a kiilonbozé
matematikai versenyek nyertesei kozott. A matematikai korok
megalakitasaban és munkajaban, valamint a Kozépiskolai Lapok
szerkesztésében tevékeny részt vesz.

So6s PAuna. Szegeden szakérettségis tanfolyam fiiggetleni-
tett matematika tanara. Kivalé szakmai tuddsa és kivalo peda-
gogiai készségili tanar. Minden munkéat szivesen, pontosan és
kitlin6en végez. Tanitvanyai szeretik, osztalyaban rend és fegye-
lem van. A felszabadulas utdn egyike volt azoknak, akik megin-

 ditottdk a Kozépiskolai Matematikai Lapokat és az akkori

anyagi és szervezési nehézségek -ellenére is igen eredményes
munkat végzett.

5%



Ertesités a Griinwald Géza emiélkdij alapitasarol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége gy hata-
rozott, hogy a fiatalabb magyar matematikusok 6nall6 tudo-
ményos munkara val6 oOsztonzésére, valamint a magyar nyelvii
matematikai irodalom fejlesztése érdekében enilékdijat alapit.
A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége az emlék-
dijat GRUNWALD GEzArol. a kivalé magyar matematikusrol
nevezi el, aki a Lagrange- és Hermite-interpolaci6, valamint a
Fourier-féle kettés sorok elméletében maradand6 értékii ered-
ményeket ért el, és akit kommunista meggy6z6édése miatt a
fasisztak biintetétaborba hurcoltak és meggyilkoltak. A GRUN-
waALD GEza-emlékdij szabalyzata a kovetkezd :

1. A GRUNWALD ' G¥za-emlékdij elsSizben 1952-ben, és azt

kovetGen évente keriil kiadasra. ;
: 2. Az emlékdijban barki részesithetd, egyetemi tanarok,
a tudoményok doktorai azok kivételével, akik a tudomanyok
doktora fokozat elnyerésére palydzatot adtak be. (A 184/1951.
X. 16/MT. sz. rendelet 9. §-a értelmében benytjtott feliilvizsgalati
kérelmek nem esnek a 2. pontban foglalt megszoritas ald.)

3. Emlékdijban olyan magyar nyelvii dolgozat részesithetd,
amely a dij kiaddsdnak évében jelent meg, vagy keriilt sajto
* al, valamint olyan is, amelyet szerz§je az emlékdij tekintetében
valo elbirdlds végett a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnok-
sége altal évente megszabott hatariddig kéziratban benytjtott.
Emlékdijban részesithet6 olyan dolgozat is, amellyel szerzdje
a kandidatusi fokozat elnyerésére palyazott, vagy amellyel a
kandidatusi fokozatot az illeté évben elnyerte. Nem akaddlya
az emlékdijban val6 részesitésnek, ha a magyar nyelven benyj-
tott dolgozat az illet§ évben egészben vagy részben mdr idegen
nyelven megjelent. :

4. A Bolyai Janos Matematikai Térsulat Elnoksége fenn-
tartja magdnak a jogot, hogy egyes években a jutalmazandd
dolgozatok targykorét megszabja. Ezt az elhatarozast azonban
a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Elnoksége a 3. pontban
emlitett beadasi hatarid§ el6tt legalabb 6 honappal kozzétenni
koteles.
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5. A dolgozat elbiralasat egy legalabb ottaga bizottsag
végzi, melyet a Tarsulat Elnoksége kiild ki, s melynek tagjai
csak egyetemi tanarok és a tudomanyok doktorai lehetnek.
A bizottsag sajat kebelébdl elnokot valaszt. A hatdrozathozatal
egyszerd szétobbséggel torténik. Szavazategyenl6ség esetén az
elnék szavazata dont. Ugyancsak a bizottsag valasztja el6ado-
jat is, aki a bizottsdg hatarozatér6l az Elnokség szdmara részle-
tesen indokolt jelentést készit.

6. A GRUNWALD GEza emlékdijra szant évi 5000 forintos
Osszeget a bizottsag egészben vagy részben is felhaszndlhatja,
azzal egy, vagy tobb dolgozatot is jutalmazhat, azonban egy
szerz6é 3000 forintnal magasabb jutalmat nem kaphat.

7. Az emlékdij kiosztdsinak az illet6 évre vonatkozé fel-
tételei és a dij odaitélésérsl szélé jelentés a Tarsulat folyodiratd-
ban, a Matematikai Lapokban lekozlendék.

Eziton hiviuk fel mindazokat, akik ebben az évben a Grimwald
Géza emlékdijra pdlydzni kivinnak, hogy elbirdlds végett a még
meg nem jelent dolgozatuk gépelt kéziratat 1952. december 31-ig
juttassak el a Bolyai Jdanos Matematikai Tdrsulat Elnokségének
( Budapest. V., Redltanoda-u. 13—15). Ezévben a dolgozat tirgy-
korét a Bolyai Janos Matematikai Téarsulat Elnoksége nem koti
meg.
A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat ezzel az emlék-
dijjal is el6segiteni kivanja hazdnkban a matematikai kutatés
tovabbi fejlédését.

A BOLYAI JANOS MATEMATIKAI
TARSULAT ELNOKSEGE



TARSULATI ELET

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat budapesti eléado iilései

1951.

1951.

szeptember 20. FENYO IsTvAN: Matematika és dialektikus
materializmus. — Pedagdégus-tovabbképzs el6adds.
szeptember 22. RENYI ALFRED: Az Alkalmazott Matemati-
kai Intézet altal tijabban megoldott néhdny problémarol.
Az el6add a kovetkezd harom problémardl beszélt, amelye-
ket az Alkalmazott Matematikai Intézet valdszinlség-
szamitasi és matematikai statisztikai osztalya nemrégiben
az el6ad6 vezetésével megoldott:

1. Automata gépek csavarokat gyartanak; idénként a gép
egyik alkatrésze eltorik, és attol kezdve a gép selejtes
csavarokat készit. A gyartas ellendrzése tugy torténik,
hogy egy ellendr alland6 id6kozokben végigjarja a gépeket.
Kiszémitando, hogy milyen id6kozokben kell az ellenérnek
az egyes gépeket megnéznie, hogy a selejtszdzalék egy

megadott hatart ne haladjon meg? (A problémaval az
intézet a godollsi Arammérégyar felkérésére foglalkozott.)

2. A szovigépek fordulatszamat novelve., novekszik a
miikods gépek idGegységenkénti termelése, azonban ugyan-
akkor novekszik a fonalszakadasok szama és igy a gépallasok
ideje is. Meghatarozand6 az optimalis fordulatszdm, azaz
amelynél a tényleges termelés maximalis. (A problémaéval
az intézet a Konnyfipari Minisztérium megbizasabol fog-
lalkozott, a sziikséges lizemi adatfelvételeket az intézet
a Kistextben végezte el.)

3. Véletlen torésnek kitett gépalkatrészekre vonatkozolag
kiszamitand6 egy adott idStartam alatt sziikséges torések
ill. alkatrész-cserék szama, és ennek alapjan oiyan tarta-
lékolasi ¢és utdnrendelési iitemterv készitends, amely
biztositja, hogy alkatrészhidny miatt a termelés ne 4ll-
jon le, ugyanakkor azonban ne tartalékoljon az iizem feles-
legesen sok alkatrészt és ezzel ne vonja el azokat mads
uzemek eldl.
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El6ado roviden vazolta a harom probléma megoldasat,
amelyek valdszinfiségszamitasi targyalasa egymassal szo-
ros kapcsolatban all, mégpedig mindharom probléma az
exponencialis elosz!as alkalmazasaval oldhato meg: Az elsd
és harmadik problémanal az alkatrészek ,.élettartama’,
a masodik problémanal egy szovigép szakaddsmentes
mikodési ideje tekintheté jo kozelitéssel exponencialis
elosztdst valdsziniségi véltozénak.” Ezzel kapesolatban az
el6add- ramutatott arra, hogy ha egymé,s utan kovetkezd
események kozotti id6k filiggetlenek és exponencidlis
eloszldstak, akkor egy rogzitett idészakaszon torténd
események szama Poisson eloszlast kovet.

. szeptember 29. Szamelméleti ankét. A

Az ankét targya a tudomdnyegyetemi tanterv algebrai
és szamelméleti el6addsokra vonatkozé részének atdolgo-
zasa, illetve kiegészitése volt. A beérkezett két tematika-
tervezet megtérgy&lésa utin az ankét javaslatot fogadott
el, mind a négy évforyam szobanforgo eldadasainak anya-
gara vonatkozdlag, melyet azutdn a Kozoktatdsiigyi
Minisztérium is magdéva tett.

. oktober 5. Szovjet klubest. MEDGYESsY PAL: Szovjet mate-

matikusok a matematika elvi kérdéseirél.

Az el6adé ismerteti A. N. KoLMoGcorov ,, Matematika‘: eimii
cikkét a Nagy Szovjet Fnclklopcdjabol valamint A. D.

_ ALexANDROV, F. F. NaciBiN és N. P. SArovaTov cikkeit,

amelyek részben a matematika egyes elvi kérdéseivel,
részben a matematika kozépiskolai tanitasaval kapcsolatos
kérdésekkel foglalkoznak a dialektikus materializmus meg-
vilagitisaban.

oktéber 13. SzEp JENG: Véges egyszerli csoportok egy uj
jellemzése.

Az el6adé megmutatja, hogy egy véges egyszerii csoport
akkor és csakis akkor egyszer(i, ha nincsen olyan valédi

alcsoportja, mely a csoport minden alcsoportjaval fel-
cserélheto.

Utdlag kideriilt, hogy ez az eredmény O. ORE egy korabbi
dolgozataban mar megvan.

oktober 18. ViNcze IsTvAN: A matematika alkalmazdsai.
Pedagogus-tovabbképzs elGadas.

oktober 20. 1951. évi Scawsrrzer MikLOS matematikai
emlékverseny eredményhirdetése. A verseny eredményét
TurAN PAL ismertette.
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. november 2. Szovjet klubest. PREKOPA  ANDRAS ismerteti

B. V. GNYEGYENEKO és A. N. KoLmocorov , Fiiggetlen
val6szintiségi valtozok 0Osszegeinek hatareloszlasai“ ec.
munkajat. ‘
november 3. SzELE TiBor: Egész dlfferenmahanyodosu
szdmelméleti fliggvények.

Sziikebb, illetve tagabb értelemben vett szamelméleti
fiuggvényen olyan fiiggvényt ertve, amelynek értelmezési
tartomanya a nemnegativ egész szamok, illetve az Osszes
egész szamok halmaza, értékkészlete pedig tetsz6leges
egész szamokbol all: az el6add meghatarozza az Osszes
olyan sziikebb és tagabb értelemben vett szamelméleti
fﬁggvenyt amelynek barmelyxk differenciahanyadosa
egész szam. Ezek a fiiggvények gy is jellemezhet6k, hogy
az egész szdmok gylirfijének barmely maradékosztaly-
gytirtijében is egyértékii fiiggvényt indukélnak.
november 2 —3 —4. Konferencia Pécsett a Kozoktatasiigyi
Minisztériummal és az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulattal
kozos rendezésben.

HorrMaNN TIBOR: A fémek szerkezete.

Hopr ENDRE: Az analitikus geometria tanitasa.

Varca DEzsG: Geometriai szerkesztések.

. november 4—5—6. Konferencia Balatonfiireden. A Koz-

oktatasiigyi Minisztériummal és az Eotvos Lorand Fizikai
Téarsulattal kozos rendezésben.

HorrmManN TiBor: A fémek szerkezete.

Bizim GyOrGy: Az 1951. évi Arany Daniel kozépiskolai
matematika tanuléverseny néhéany érdekesebb feladatanak
ismertetése.

MoLNAR JOzsSEF: Geometriai szerkesztések.

GEmEst J6zsEF: Az analitikus geometria tanitésa.

Bor PAL: Az aj III. oszt. gimn. fizika tankonyv problémai.
JeeEs KArRoOLY: Néhény ajszer(i hazilag elkészithets kozép-
iskolai fizikai demonstraciés eszkoz. (Bemutatéssal.)

november 10. VArgA O116: Szovjet eredmények a diffe-
rencidlgeometridban. (Teljes terjedelemben kazolve lapunk
2. évf. 3—4. szadmaban.)

november 17. KuUrscHAK J6z-EF matematikai tanul6-
verseny eredményhirdetése és dijkiosztasa.

Has6s Gyoray: Megjegyzések a versenyfeladatokhoz.
november 22. LériNcz PAr: Formalizmus a tanitds soran. —
Pedagbdgus-tovabbképzd elGadas.
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december 7. Szovjet klubest. Varea Tamis ismerteti
Bracvyisz: A kozépiskolai matematikatanitds modszertana
ciml konyvét.

december 10. Unnepi iilés Jorpan KArorynak, a Tarsulat
diszelnokének nyolcvanadik sziiletésnapja alkalmabdl. Jor-
dan Kiaroly matematikai munkéssigat RENYI ALFRED
ismertette.

. december 21. A BERE MaNO emlékdij kiosztdsa. A jelentést

az emlékdij odaftélésérdl és kiosztasarol lapunk e szamaban
kozoljiik.

. januar 24. Hop1 ExprE: A feladatmegolddsok szerepe a

formalizmus elleni kiizdelemben. — Pedagogus-tovabb-
képz6 el6adas.

januar 26—27. Analizis ankét.

januar 4—5—6. Konferencia Gyoérott a Kozoktatasiigyi
Minisztériummal és az Eotvos Lorand Fizikai Tarsulattal
kozos rendezésben.

RNy ALFrED: A formalizmus elleni harc a matematika
tanitasaban.

Hai6s GYoray: Az 1951.évi KURSCHAR JOzZSEF matematikai
tanuléverseny feladatai.

CserS ArPAD: Bemutaté kisérletek.

Hopr Expre: Kozépértékek, egyenldt]enségek, sz€éls6-
értékfeladatok elemi megoldasai.

Boros Jinos: Mértékrendszerek és fizikai torvenyek
Horrmaxy TiBor: A fémek szerkezetérdl.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szegedi eldadé iilései

1951. oktdéber 27. AczEL JANO0S: A vektorok skaldris és vektorialis

1951.

SZOTZAsarol.
Fuggvenyegyenletek segltsegevel bizonyitja az el6ado,

‘hogy bizonyos egyszer(i feltevések mellett a vektorokat

csak a szokdsos médon lehet szorozni, s hasonlét bizonyit
be komplex szdmokra vonatkozodlag is.

november 10. Fopor GEza: Binir reldciokrol.

Legyen M a [0, 1] zart intervallum. Definidljunk egy y =
= @(x) fuggvényt, ahol x, y € M, amely kontinuum sok
értéket is felvehet minden z-re. Tegyiik fel, hogy x = ¢(z)
egyenlet sohasem.teljesil. Ha sem x= g(x), sem y = ¢(x)



egyenlet nem t-ljesiil, akkor az x ésy elemeket fiiggetlenek-

nek nevezziik. Jelolje jg(x){ adott z-re a ¢(x) értékek

halmazat. Tegyiik fel tovabba, hogy z€ jp(z){. Kérdés,

hogy van-e az M-nek egy pozitiv mértékéi K részhalmaza,

amelynek elemei paronként fiiggetlenek. Az eléadé bizo-

nyitja, hogy

1. ha g(x) = d(2) }{¢(x)| ésha van olyan f(x) > 0 mérheté

fiiggvény ugy, hogy f(x) < g(x) minden =z-re, akkor van
pozitiv. mértékit mérhet6 halmaz.

2. ellenpélda megkonstrualdsaval. hogy nincs mindig pozi-
tiv mértéki fiiggetlen halmaz.

3. pozitiv kiilsé mértékii figgetlen halmaz mindig létezik.

. november 15. KEREsSzZTURY JENG: A nyomdaipar mérték-

rendszere és betfitipusai.

. december 1. Klubest. Taxporr KArory: N. 1. AHIJEZER

., EBléadasok az approximacié elméletérsl c. konyvének
ismertetése.

Bevezet6ben az el6adé az approximécitelmélet kifejls-
dését és feladatat ismertette, ezutin Amiimzer konyvé-
nek f6bb eredményeit véazolia, kiillonosen azokat, ame-
lyek akar targyi, akar moédszertani szemponthdl Gjak.

. december 2. RENYT ALFRED: Mérhetd fiiggvények approxi-

macidja. Az elBadé ismertette egy 1j valds fiiggvénytani
tétel bizonyitasat, amely tételt PURANSzRY LAgossal kozosen
talalt. Ramutatott arra, hogy a bizonyitas alapgondolata
alkalmazhat6 a WEIERSTRASS-féle approximdcio-tétel
Stone-féle altalanositdsanak igen egyszerfi moéddon vald
bebizonyitasara is.

. december 6. KERESZTURY JENG: Kéziratok, szedés, korrek-

tura.

janudr 12. CsisziAr Axos: Egyvaltozos fiiggvények appro-
ximativ novekedése.

Osztalyozzuk az z-tengely pontjait aszerint, hogy az f(z)
figgvény B, [f(x) > f (2,)], E.[f(x) = f(z,)] stb. nivohalmazai-
nak az z, pontban jobb-, illetve baloldali kiilsé fels6 stirti-
ségiik pozitiv, vagy zérussal egyenls. Az igy elall6 kiilon-
féle lehetséges tipusok koziil némelyik kivételesnek tekint-
hetd, éspedig részben azért, mert rajta az f(z) fiiggvény
értékkészlete legfeljebb megszamlalhatd. Mérhetd fiigg-
vényekre szoritkozva lényegesen élesebb allitisok mond-
hatok ki.
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A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat veszprémi eléadé iilései

1951.

1951.

szeptember 21. CsiszAr Akos: A mérték nélkiili geometria.
Grafok elmélete. Feliileti topologia.

november 8. Frjes To6TH LAszrLo: Matematikai pillanatfel-
vételek.

Ismeretterjeszté eladas a matematika kiilonbozé teriile-
térdl szdrmaz6d eredményeirsl (sik- és térbeli geometriai
széls6érték problémak, Archimedesi félszabalyos testek,
Gavuss-féle gorbe, politopok sth.) Vetitett képekben.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat miskolei el6adé iilései

1951.

oktober 5—6-an tartott évnyitod el6adasok.

Konoz KArorLy: A matematikdval kapcsolatos ideoldgiai
kérdések.

FrTrO JANOS: A Bolyai Tarsulat eddigi munkaja, és munka-
terve az 1951 —52-es évre.

BorBELY SAMU: Mozgéisi problémék a matematikaban és a
technikai valésagban.

Kiss JAnvos: Néhany gyakorlati szélsé-érték feladat elemi
megoldasa.

SzeLEcz FERENC: Minimalis felilet(i trapéz-csatorna meg-
hatérozasa.

Parar Acoston: Alkalmazott matematika a kozépiskolai
anyagban, gyakorlati példak kapcsan.

KArTeszt FERENC: A matematika tanitdasdval kapesolatos
ideolégiai kérdések.

Bepe Lasos: A Kozoktatasiigyi Minisztérium és a Bolyai
Térsulat matematikai oktatési konferencidja, és a tanirok
feladatai a jobb matematikatanitas érdekében.

Prrriorn Gfza: Sikmértani feladatok térmértani meg-
oldésa. ;
Moricz IsTvAN: A szoveges feladatok jelentGsége és
tipusai.

DARKO Bfra: A végtelen sorok tanitésarol. .

Raisz IvaAn: A Heron-féle haromszog szamok szerepe a
matematika tanitdsdban.

SzaB6 JENG: Egyenlet-megoldasok.
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1951.

1951,

1951.

1952.

GAsPAR GyvuLna: A kozépiskolai matematika anyag csoport-
elméleti vonatkozasai.

Vincze ISTVAN: A matematika miiszaki és egyéb alkalma-
zasaval kapesolatos ideologiai kérdések.

AcziEL JAinos: Elmélet és gyakorlat egysege a szovjet
matematikaban.

Prrricn GBza: Mihelyvazlat-készités.

Tor6 BfiLa: Kombinalt szarazfoldi és vizi szallitds.
GArr JozsEr: Elektrotechnikai kordiagrammokrol.
Tora FrERENC: Szijattételek.

november 9. RENYI ALFRED: Az Alkalmazott Matemati-
kai Intézet &ltal megoldott hdrom, a valbszinfiségszami-
tdssal kapesolatos ipari problémdrol.

1
Dux Erik: Az s sor divergenciajanak wjabb bizonyita-
sarol.
november 24. FIrRTRO JANos: Hogyan hidaljdk 4t a szadm-
tan és az algebra kozti szakadékot a Szovjetunié tiz-
osztalyos iskola osztalyai soran. (Pedagbégus-tovabbképzé
el6adas.)*
november 16. Szovjet klubest. AcziL JANOS: PERELMAN:
,Zanimatelnaja geometrija i algebra” cim@i konyvének
ismertetése.

januar 25. és 1951. december 7. Klubest. (A megjelent
tagsag kotetlenebb formaja beszélgetése.)

Technikus eléaddsok.

1951.

1951.
1952.

1952.

ll-én

november 12. FIRTKO JANos: Grafikonok, fﬁggvények és
abrazolasok.

november 26. TEvaN GyOrey: Logarléc kezelésérdl.

januar 11. ZimonyI JANos: Evolvens geometria I. (Az evo-
luta szarmaztatésa, milyen szerepe van a fogaskerekek
fog-profiljanak készitésénél.)

januar 28. Hosszt MigLOs: Képletek olvasasa, az algebra
eleme;j.

* Ez az eldadés ~megismétlédott december 10-én Ozdon, december
Sérospatakon, és 17-6n Mezékévesden.
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A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat debreceni elGadé iilései

1951.

1951.

1951.

1951.

1951.

1951.

oktéber 3. RENYI ALFRED: A valoszin{iségszamités néhany
gyakorlati alkalmazasa.

Az el6adé az 5 éves terv soran felvet6dott harom kiilonbozé
természetii, matematikai szempontbél azonban lényegében
egyforma valdszintiségszamitdsi problémat ismertetett,
melyeket a Magyar Tudoméanyos Akadémia Alkalmazott
Matematikai Intézete oldott meg.

oktéber 31. VARGA Orrd: A derivalt matrixok geometnal
értelmezése p-vektorok segitségével.

Az el6add egy matrix derivaltmatrixat azoknak a p-vek-
toroknak rendezett sémajaként allitja eld, amelyek az
eredeti matrixhoz tartozé vektorokbol szarmaztathatok.
Bzen elGallitas alapjan a derivalt matrixokra vonatkozo
tételek p-vektorok segitségével geometriailag szemléletes
bizonyitast nyernek.

november 8. ALexits Gyorey: Ujabb eredmények a Fou-
RIER-sorok konvergenciajanak és divergenciajanak néhany
kérdésében.

Az el6ad6 vsszefoglald képet nytjt a Fourier-sorok kon-
vergencia és divergencia probléméival kapcsolatos legtijabb
vizsgalatokrol, tobbek  kozott Wryn, KorMocorov
SzELIVERSzZTOV, PLESSZNER, Hincsin, Mexsov, RabDi-
MACHER, SALEM, ZvaMUND, valamint sajat eredményeirdl.

november 23. SzfNAssy Barva: A kozépiskolai anyagba
beilleszthet6 néhany matematikai versenyfeladat. (Peda-
gogiai Szakosztaly el6adasa.)

november 28. SzELE TiBor: Testek automorfizmusai.
Az el6ado6 ismertette az algebrai testek automorfizmusaira

- vonatkoz6 kutatasok jelenlegi allasat. Ramutatott a pro-

bléma geometriai jelentéségére. Végiill meghatarozta a valds
szamtest, a komplex szamtest és a kvaterni6-test oOsszes
automorfizmusat. /

november 8. EcERVARY JENG: Testek lehfilése valtozd
homérsékletti kozegben. h

(Ezt az el6adast egy kovetkezd szamunkban egész terje-
delmében kozolni fogjuk.)
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A Bolyai Janos Matemat'ﬂiai Tarsulat péesi eliado iilései

1951.
1951.

1951.

1951.

oktober 25. DomBt Bira: Az Aprrn-Rurrint tétel.

oktober 31. Szovjet klubest. SELENYI GEza H. STEINHAUS:
., Matematikai kaleidoszkép c. kinyvét ismerteti.

Az eléadé a Pedagobgiai Féiskola elsé éves hallgatoinak
tanulményaival kapcsolatos példdkat ragadott ki. Ramu-
tatott a sakkndl szereplé kombinatérikus osszefliggésekre
és geometriai transzformaciokra. A raciondlis és irracionélis
szamokkal foglalkozott, az egész szdmok racsaval és az
aranymetszéssel kapesolatban. Néhdny példit targyalt
még . a tiikrézési transzformdicitkkal, a szadmelmélettel
és a topologiaval kapesolatban., Megemlékezett az orosz és
szovjet matematikusoknak e teriileteken végzett munkas-
sagaroél.

december 15. Tarics Lagos: Valoszintiségszamitas és
néhiny gyakorlati alkalmazésa.

Az el6adas a legelemibb valészinliségszamitasi tételeket
ismertette és kizdrélag ezekre épitve megoldott két, az
iparban fontos szerepet jatsz6 problémat. Mindkettd tobb
gép egyidejli miikodésével kapesolatos. Az egyik tobb
hegeszt6gép egyidejli hasznalaténal a téplalé dramforras
helyes méretezését, a masik egy texilizemben egy munkds
feliigyeletére bizott tobb szovégép optimélis szamanak
meghatarozasat szolgaltatta.

december 16. SzirerLy GABor: Tobbgépes rendszerrel
kapesolatos valésziniliségszamitasi problémék.

Az el6ado ismertette az Alkalmazott Matematikai Intézet-
nek a Kistextben lefolytatott vizsgalatainak eredményét,
mely vizsgalatok tobbgépes rendszer optimalis fordulat-
szamanak meghatarozasira vonatkoztak.



MATEMATIKAI ES SZEMELYI HIREK

Szovjetunioé

Ivixy Marvesevios ViNogrADOV akadémikus, a vilaghir(
szovjet matematikus 1951 szeptember 14-én toltotte be hat-
vanadik életévét. Ebbdl az alkalombél a Moszkvai Matematikai
Tarsulat melegen iinnepelte és disztagjava valasztotta.

o

A Moszkvai Matematikai Tarsulat 1951 szeptember 18-i
iilése foglalkozott a Vilag Béketandcsinak a békeegyezmény
megkotésére vonatkoz6 felhivasaval. Ezzel kapcesolatban A. G.
Kuros a csoportelméleti eredményeirél ismert vilaghiri szovjet
matematikus a kovetkezGket mondotta:

,,A szovjet nép nem akar habortit. A szovjet emberek a békés
épités hatalmas feladataival foglalkoznak, a kommunista tar-
sadalom épitésének feladataival, amelyeket a nagy Sztdlin jelolt
ki. Mi matematikusok nem akarunk és nem is akarhatunk héabo-
rat, el6szor is azért, mert szovjet emberek vagyunk, akik arra
torekszenek, hogy minél erételjesebben vegyék ki résziiket a
kommunizmus alapjainak hatalmas épit6 munkdjabél, masod-
szor mint tuddsok, akik jél tudjak, hogy a habort soha sem ked-
vez a tudomény fejlédésének, harmadszor mint olyan emberek,
akik gyermekeik jovGjére gondolnak.” A. G. Kuros ramutatott
arra, hogy minél intenzivebben dolgoznak a szovjet matematiku-
sok a szovjet tudomany békés fejlesztésén, annal jobban erésitik
a béke hatalmas taborat, amelynek élén a Szovjetuni6 all.

sk

Az Uszpehi Matematicseszkih Nauk c. folybirat megemlé-
kezik arr6l, hogy NIna KArRrLovNA BaRri, a kival6 szovjet mate-
matikus 25 éve fejt ki eredményes tudomanyos munkéssagot
a moszkvai egyetemen, 1935 6ta mint ennek az egyetemnek
professzora. N. K. BArr tudoményos munké4jat mint aspirdns
kezdte- meg, eldszor N. N. LvzIN tanitvdnyaként dolgozott,
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késébb f6ként D. E. Mensovval mikodott egyiitt. N. K. Barr
egyike azoknak a szovjet néknek, akik nagyszerii eredménye-
ket értek el a tudomény terén.

*

A moszkvai egyetem matematika-torténeti szeminariuma
eddig négy kotet matematikatoérténeti tanulmanyt adott Kki.
A tanulmanyok egy csoportja Eukripgs ,,Elemei*-vel foglalkozik;
V. N. Morobst és L. E. Majszrrov tanulményaikban ramutat-
nak, hogy teljesen téves az az elterjedt felfogds, hogy EvkLIDES
platonista volt, és kimutatjak, hogy ismeretelméleti kérdésekben
EukvLipES ARISTOTELRS tanitdsai alapjan allott. A tanulmanyok -
egy mdsik csoportja LoBacsevszkiy kevésbbé ismert munkdival
foglalkozik. A tanulmdnyokbél kitfinik, hogy LOBACSEVSZKLI
a geometria terén elért zsenidlis felfedezésein kiviil a matematika
mas agaiban is értékes eredményeket ért el, igy példaul a trigono-
metrikus sorok konvergencidjara, algebrai egyenletek kozelité
megolddsdra vonatkozolag. B. V. GNYEGYENKO tanulmanya
ismerteti LoBACSEVSzZKIJ igen érdekes valészintiségszamitdsi
eredményeit. LoBACSEVSZKIJt mint ismeretes, rendkiviili mérték-
ben foglalkoztatta az a kérdés, hogy a haromszogek szogosszegére
vonatkozd rendkiviil pontos (csillagédszati) megfigyelésekkel lehet
csak eldonteni, hogy a valésdgban az euklidesi vagy pedig nem-
euklidesi geometria érvényes-e? A szogmérések hibajanak kérdése
_ vezette 6t bizonyos valésziniiségszamitasi problémak megoldasara
(pl. egy intervallumban egyenletes eloszlast fiiggetlen val6szi-
niiségi valtozok dsszege eloszlasinak meghatarozasara). K. A.
RiuBNnyIROV (aki tagja volt az I. Magyar Matematikai Kongresz-
szuson résztvevd szovjet delegiciénak) egy igen alapos tanul-
ményban foglalkozik a varidciészamitas kialakulasaval, és ezzel
kapecsolatban L. EULER munkdssdganak uttord szerepével. A sz6-
banforgé matematikatorténeti kotetek ismertetése soran az Usz-
pehi Matematicseszkih Nauk c. folydiratban V. F. RoGACSENKO
hangsilyozza, hogy a Pért és a Kormdany ismételten rdmutattak
a tudoméany torténetének hatalmas nevelS erejére, és ezzel kap-
csolatban aldhtizza a matematika-torténeti kutatédsok tovabb-
fejlesztésének jelent6ségét, tovabbd megemliti azt, hogy a
népi demokratikus orszdgok matematika-toérténetének feldolgo-
zdsa terén is még igen sok teends van.

A szovjet matematikusok kozul 1952-ben a kovetkezok kaptak
Sztalin dijat:

SzercEs Nyirrovics MERGELIAN, az Orminy Sz. Sz. K.
Tudoményos Akadémidja Matematikai és Mechanikai Szektora-
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nak munkatarsa, ,,A konstruktiv fuggvenytcm egyes kérdései
cimi dolgozataért.

SzERGEJ MimasrLovics Nyikonszkis (aki tagja volt az I.
Magyar Matematikai Kongresszuson résztvevs szovjet delegicio-
nak), a Szovjetuni6 Tudomdnyos Akadémidjanak V. A.
SzryEKLOVrél elnevezett intézetének munkatarsa, a ,,Véges Kki-
tevGjli egész fiiggvényekre vonatkozo egyenlGtlenségek és alkal-
mazasaik a tobbvaltozoés, differencidlhaté fiiggvényeknek elméle-

tében c. dolgozataért. Dolgozatai a Sztyeklov intézet kiadvanyai
kozott jelentenek meg, 1951-ben.

Csehszlovakia

A Csehszlovak Kozponti Matematikai Intézet (Ustredni
Ustav Matematicky) 1950. évi jalius 1-én létesiilt. Az Intézet
jelenleg a kovetkezd csoportokra tagozddik:

1. Elméleti matematika csoportja, vezet6je CECH EDUARD
professzor, aki egytuttal az Intézet igazgatdja.
2. Technikai matematika csoportja, két részlegre tagolédik,

melynek vezetdi KNIcHAL ViADIMIR és VYCICHLO FRANTISEK
professzorok.

3. Matematikai statisztika csoportja, vezetGje Novak JosE¥
professzor.

4. Matematikai gépek csoportja, vezetSje SvoBopa ANTO-
NIN docens.

5. Elemi matematika csoportja, vezetGje ZELINKA RUDOLF
tanar.

A csehszlovik Iskolaiigyi Minisztérium a Kézponti Matemati=
kai Intézet elemi matematikai csoport;anak kozremiikodésével
uj tankonyveket adott ki az elemi- és kozépfokt iskolak, valamint
gimnaziumok részére. A gimnidzium mind a négy osztélyénak tan-
konyvét Ceon EDUARD, a kivalé topologus, a Kozponti Matemati-
kai Intézet igazgatéja irta.

Sikerrel alkalmazzédk Csehszlovdkidban a matematikai sta-
tisztikai médszereket az ipari minéségellenérzésben, mind gydr-
tds kozben, mind a készdru atvételénél.

Az utolsé két év sorén jelent meg oseh nyelven Vosraci
JARNIK professzor , Differencidlszamitds” ¢. miivének els6 kotete,
ugyancsak az ,Integralszamitds” c. konyve elsé kotete.

A csehszlovak gimndziumok negyedik oszté,lyanak tananyagéi-
ban jelentés hely jut a valészinfiségszamitasi és matematka
statisztikai alapismereteknek.

6 Matematikai Lapok — 9-3
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Harzai hirek

Kossuth-dijasaink: Az 1952. évben népkoztarsasdgunk Kos-
suth-dijjal tiintette ki TurAN PAL egyetemi tanart. az analfzis
egy nagyjelent&ségili 1j modszerének kidolgozasaért, VArRGA OTTO
egyetemi tanirt a differencidlgeometria terén végzett munka-
jaért, kiilonos tekintettel a FinsLir-terekre vonatkozé kutatd-
saira, SzE LE TIiBOR egyetemi docenst az ABgrr-féle csoportok

. elméletére vonatkozdé strukturdlis vizsgalataiért, kiilonos tekin-

tettel a testelmélettel valdé analdgiak felfedezésére.
Kossuth-dijasaink munkdassidgénak részletesebb ismerteté-
sére kovetkezd szamunkban keriil sor.
*

A Magyar Tudomdnyos Akadémia 1951. évi nagygyiilése
alkalmab6él a matematikai allandé bizottsag december 13-dn
és 14-én nyilvinos el6adé iilést tartott. SZOREFALVI Nacy Bfra,
a M. Tud. Ak. lev. tagja, az analizis terén hazankban elért f6bb
eredményekrdl szamolt be; SzeLeE TiBor docens az absztrakt
algebraban elért eredményeket ismertette; KArLmArR LAszro, a
M. Tud. Ak. lev. tagja, el6adasaban a matematika alapjaival
kapesolatos tijabb eredményekkel foglalkozott; Has6s GyoOray,
a M. Tud. Ak. lev. tagja, a geometria terén elért ijabb eredmé-
nyeket ismertette; TURAN PAr, a M. Tud. Ak. lev. tagja, sajat
modszerének Gjabb alkalmazéasairél szamolt be; RENYTI ALFRED,
a M. Tud. Ak. lev. tagja a valészinliségszamitas hazai ered-
ményeit ismertette. C. KURATOWSKI, a nagygyfilés alkalméabél
hazédnkban tartézkodd lengyel delegacié vezetéje, a Lengyel
Allami Matematikai Intézet munkajat ismertette. Az el6adé-
iilések teljes anyaga a M. Tud. Ak. Matematikai és Fizikai Osz-
talyanak Kozleményeiben jelent meg.

*

A Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkesztésében igen
hathatés tamogatast kapott a Bolyai Térsulat a Kozoktatds-
igyi Minisztériumtél. A jovében a Lapokat a Minisztérium és
a Tarsulat kozosen adja ki. A Minisztérium a szerkeszt&bizottsig
egyik tagjat, NEURoMM GyvuLa kartarsat egyéb munkatél fel-
mentve,a Lapok szerkesztésével bizta meg felel6s szerkeszt6i minG-
ségben, akit a Tarsulat részérdl a szerkesztGbizottsag és SURANYI
JANos, mint f6szerkeszté tovabbra is tdmogat munkajaban.
A Lapok a jév6ben havonként fognak megjelenni. Az Gj évfolyam-
ban osztalyonként dijazott pontverseny indul a megfejték
kozott; ezenkiviill tobb mas Gjitds fogja a Lapokat hozzafér-
het6bbé tenni és megkedveltetni a tanuloifjusaggal.
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A felszabadulas 6ta megjelent matematikai targyi
kionyvek jegyzéke

Akadémiai konyvkiadd:
A. J. HincsiN: A statisztikai mechanika analitikus méd-
szerei. 96 o. 1951,
PirER R.: Rekursive Funktionen. 206 o. 1951.

B. V. GnyeeyENko és A. N. Kormocorov: Fiiggetlen
val6sziniiségi valtozok Osszegeinek hatdreloszlasai. 256 o. 1951.

L. I. Gurexmanger: Blektromos modellek. 320 o. 1851.

N. I. Aswezer: El6addsok az approximécié elméletérsl.
284 o. 1951.

I. G. Prrrovszriy: Eléadasok a kozonséges  differencidl-
egyenletek elméletérsl. 151 o. 1951.

N. I. LoBacsEvszkiy: Geometriai vizsgalatok a parhuzamos
egyenesekrél. 188 o. 1952.

Szikra konyvkiado:

Arexits Gy. —FenyS I.: Matematika és dJalektlkus mate-
rializmus. 124 o. 1948.

G. N. BERMAN: A szdmolds és a szdmok. 38 o. 1950.

Tankdinyvkiado:
Egyetemi tankdonyvek:

I. M. ViNogrADOV: A szdmelmélet alapjai. 140 o. 1951.

N. M. GsuoxTER—R. O. Kvzmin: Fels6 matematikai példa-
tar. I—II. 238 + 2356 o. 1951.

A. F. BERMANT: Matematlkal analizis. T—IL. 472 + 368 o.
1951.

M. K. GreEBEN0SA—Sz. I. NovoszerLov: Matematikai ana-
lizis. I. 483 o. 1951.

ZiciAny F.: Abrazolé geometria. I—II. 392 o. 1951.

Avexirs Gy.—FenyS 1. Matematika vegyészeknek. 355 o.
1951.

Kozépiskolai tankdonyvek:

Garpat T.—Pérer R.: Matematika, (kozépiskola I. oszt.)
1. kiadés. 418 o. 1949. — II. kiadas 346 o. 1951.

6*



84
Garrar T, —PETeErR R.-—-Torna1Jd.: Matematika, (kozépiskola
IT. oszt.) 341 o. 1950.

Garrar T.—PrETER R.—SurRANYI J.—ToLNar J.: Mate-
matika, (kozépiskola  II. oszt.) II. kiadads 246 o. 1951.

Garrar T.—Ho6pr E.—PfTter R.—SzaB6 P.—Torwar J.:
Matematika, (kozépiskola III. oszt.) 320 o. 1951.

CsapAa I.—KrRATOFILL D.—TorNAl J.—VArRga T.: Mate-
matika (tanitéképz8 IV. oszt.) 237 o. 1951.

Szakkori fﬁzetek:

KArrEszt F.: Az oll6 geometridja. 68 o. 1949.
Kirteszt F.: A kocka. 42 o. 1949.

SurANyI J.: Hasonlésag és szerkesztés. 55 o. 1949.
KArTrszt F.: Szabdlyos testek. 47 o. 1951.

FoLop B.: Szamitsd ki! 66 o. 1951.

Sza kpéldatarak:

DALLos L.—Szarar B.—Urar V.. Szamtani szakpéldatar
gépészeknek. 30 o. 1950.

Haxtos I.—TagAcs T.—Visst G.: Szamtani szakpéldatar
vegyészeknek. 21 o. 1950.
TorLNar J.: Szamtani szakpéldatér. 46 o. 1950.

Kozoktatdsigys konyvkiadd:
V. M. Bracyisz: A kozépiskolai matematikatanitas méd-
szertana. (Szoc. nevelés konyvtara 34. kotet) 592 o. 1951.

CsicsieIN: A szamtantanités modszertana. (Szoc. nevelés
konyvtara 35. kotet.) 386 o. 1951.

N. N. NvikIirviN: Szoveges feladatok az é,lfalénos iskolé-
ban. (Szoc. nevelés konyvtara 2. kotet.) 127 o. 1950.

A kozépiskolai matematikatanitas kérdései. (Eladassorozat.)
97 o. 1950.

A. Sz. PosorLko: A szamtantanitds méciszcrtana,. 422 o.
1951.

Szisz P.: Differencil- és integrélézémités elemei. I—II.
1309 o. 1952.

JE. Sz. BEREZANSZKAJA: Szamtani feladatok. 320 o, 1952.



85

Egyetemi nyomda:

PETER R.: A szdmok vildga. (Uj nevelés konyvtara 9. sz.)
144 o. 1948.

Kirreszi F.—ERpSst J.: A tér megismerése. (Uj nevelés
konyvtara 10. sz.) 184 o. 1948.

Munkatudomdnyi és Racionalizdldsi Intézet:

- HaJ6s Gy.. A munka- és idSelemzés matematikai segéd-
eszkozei. 103. o. 1948.

Hungdria konyvkiads:
G. N. BErMAN: A szdmok tudomanya. 159 o. 1950.

Miivelt Nép konyvkiado:
H. SteEINHAUS: Matematikai kaleidoszkép. 150 o. 1951.
J. I. PERELMAN: Szérakoztaté algebra. 231 o. 1952.

Mérnoke Tovabbképzé Intézet:

EeeErVARY J.: A mechanika differencialegyenleteirél, kiilo-
nos tekintettel a gépszerkezettan és szilardsagtan feladataira.
61 o. 1948.

JorpaN K.: Elliptikus fiiggvények és alkalmazasaik. 32 o.
1950.

SzeNTMARTONY T.: A matematikai statisztika a musmkl
gyakorlatban. 114 o. 1950.

SzeNTMARTONY T.: Vektor- és tenzorszdmitas.

OrPLATEA GY.: Vélogatott fejezetek a matematikab6l. 55 o.,
1951.

Népszava kiado:

SATTLER T.-NE: Szdmtan és mértankonyv idGelemzbk részére.
240 o. 1950.

SERES I.: Ipari szamtan és mértan. 29 o. 1948.

SErEs I.: Vasipari példatar. 9 o. 1949.

Sors L.: Szamol6 abrak készitésének gyakorlati médszerei.
52 o. . ;



FELADATROVAT

A feladatrovatnak szant kiildeményeket a kovetkezd cimre
kérjiik: Bolyai Janos Matematikai Téarsulat, Budapest, V. Redl-
tanoda-u. 13—15. Az egyes feladatok megoldasat kiilon lapon
kérjiik. Nem zédrkézunk el olyan feladat kozlése el§l sem, amelynek
megoldésat bekiilld6je nem ismeri.

Sajtohibak az el6z6 szémunkban kitizott feladatok szove-
gében: A 44. feladatban a 3 jel alatt helyesen 7 = 2 4ll, viszont
a 46. feladatban a 3 jel alatt helyesen ¢ = 1 4ll. Az ut6bbi
feladat egyenletében a masodik binomiélis egyiitthatéban n +- ¢
alatt I 4ll (ez némely lappéldanyban lemaradt),

Kitiizitt feladatok
47. Legyen f(x) a (0, 1) intervallumban fogy6, pozitiv fiigg-
1

vény, melyreff(x) dx = + oo. Jelentsen E olyan mérhetS hal-
-~ ‘

mazt, melynek stirfisége a 0 pontban 0, és jelolje £, az £ halmaz.
nak (A, 1) intervallumba es8 részét. Kimutatandé, hogy

liin inf Il(x) dx / I f(z) da = 0.
2 : ( Blum O#6)

48. Mi annak feltétele, hogy egy valoés egyiitthatos algebrai
egyenletnek legyen harom egy egyenesbe esé gyoke.

(Obldth Richdrd )*

49. Bizonyitand6, hogy ha a,, a,, ... pozitiv taga sorozat
és a, +£2’— - ‘;—" + ... konvergens, akkor taldlhaté olyan

* A szerzd a foladat megoldését nem ismeri.
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N4, Mg, ... indexsorozat, amelyre =, ,/n, — 1 és e iy s
konvergens. (Erdos Pdl)

50. Adva van n + 2 pont az egységsugarn n-dimenziés gdomb
felilletén s ezek kozott nines ketts, melyeknek tivolsiga |/2-nél
kisebb. Bizonyitand6, hogy akkor legaldbb 2n-féleképen vélaszt-
haté ki koziiliik kett§, melyeknek tavolsiga J2.

( Hajés Gyorgy)
51. Mutassuk ki, hogy minden » természetes szamra
1 (m!)2

n+k+1 (2nF 1)
( Turdn Pdl)

52. Legyen p tetszésszerinti torzsszam. Jelolje C(p") a p™-edik
egységgyokok multiplikativ csoportjat és jelolje C(p>) valamennyi
p-edik, p*-edik, p*-edik, . .. egységgyok multiplikativ csoportjit.
Bizonyitandd, hogy minden Abel-féle csoport homomorf médon
leképezhet8 a O(p*) csoportok (k=1,2,3,...,0) valamelyi-
kére. ( Szele Tibor)

53. Legyen H az n dimenzids tér egy tetszésszerinti E hal-
mazan értelmezett és ott alulr6l félig folytonos fiiggvénybél allo
halmaz. Bebizonyitandé, hogy ki lehet valasztani H-b6l véges
vagy megszamlalhaté sok fiiggvényt agy, hogy e fiiggvények
fels6 burkol6ja H valamennyi fiiggvénynek fels6 burkol6ja legyen.
Fiiggvények fels6 burkoléja azt a fiiggvényt jelenti, melynek
értéke minden helyen az e helyhez tartozé fiiggvényértékek felsé
hatdra. (A + o0 és — oo is lehet fiiggvényérték.) :

( Gehér Istvin)

N (— 1)k ("
=0 k)

Megoldott feladatok
27. feladat. Legyen f(z) a (0, 1) intervallumban fogyé, pozitiv
1

fiiggvény, melyre f f()dx = + oo és /l—; < C f(z). Jelentsen
g 0

E olyan mérheté halmazt, melynek a 0 pontban a sfirfisége 0,
és jelolje E, az E halmaznak (h, 1) intervallumba esd részét.
1

Kimutatandd, hogy A — 0 esetén _[ f(z) dx és f f(x) dz integralok
E h
hényadosa 0-hoz tart. : (Csdszdr Akos)
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1. megoldas, Tekintsiik az

- 1 1=
zk:(%’z_k, (k=l,2,..‘)

intervallumokat s legyen

F, = | (@) da.
i
Az f(x)-re vonatkozé kirovisok miatt
(1) Fit+Fat.. .+ Fp+...

pozitiv taga divergens sor és

@ Fon— [0 de<0 [f20)de = [j)ay = B,.
k41 g1 iy

Jelolje E és i) kozos részét By s legyen
I, = | @) d.
Eyp

Az E-re és f(x)-re vonatkoz6 kirovasok miatt

feerd 1
p i) s [Elog)]
(3) uk=7k<~w T SOOGS0 20
il & 2

Shal E‘O, %‘

il
az F halmaz s a lO, ?’ intervallum kozos részét
jeloli. ]
A feladat altal vizsgalatra kit{izétt hanyados, ha h az ix
intervallumhoz tartozik, nyilvdn kisebb mint

Il+"'+Ik+1=’lel+-"+'lka+ Iy, Lo
F,+...+ F, F,+ ...+ F, F,+ ...+ F,
A jobboldal elsé tagja CavucHY ismert tétele szerint 0-hoz tart,

mert az (1) sor divergens és (3) miatt 5, — 0. (Ellenkez esetben
ugyanis volna olyan & > 0 szdm, melyre végtelen sok k& mellett

(4)
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AZAZ
(e—n) Fy+ ..t (E—m) Fe <O
Ez azonban lehetetlen, mert elég nagy k-ra ), — 0 miatt

(e — ) Fr> ‘2£‘Fk

s igy (1) divergenciaja folytdn az
e—m)Fi+ .-+ (ex—m) Fr + - -
sor -+ oo-hez tart.)

(4) jobboldaldnak masodik tagja is 0-hoz tart, mert erre (2)
mijatt
41 Liv:y 0 Liya _C
e LS e
Wb il il o Fagr

Tehat a vizsgalt hédnyados is 0-hoz tart.

'}k+1 - 0.

Kralikk Dezsd

11. megoldds. Ha ¢(x) az E halmaz karakterisztikus fiiggvénye,
azaz értéke 1 vagy 0 aszerint, amint z az E-be tartozik, vagy nem,
akkor az KE-re vonatkozé feltevések igy fogalmazhaték meg:
e(x) LeBrscuEr-integralhaté és

h
(5) lim —I—J e(x)de = 0.
h—0 h
0

Azt kell bizonyitani, hogy ha f(z) a (0, 1)-en értelmezett olyan
pozitiv, fogy6 fiiggvény, ame]yre

1

(6) Im | f(x)de = + o
h—0 .
és
<
™ 3| <ot
akkor

1

Qy =[ e(z) f(x) dx / j/(.’t) dx — 0, ha h — 0.
h

h
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Mi ezt nemcsak az £ halmaz karakterisztikus fiiggvényére, hanem
minden olyan nemnegativ, integralhaté e(z) fiiggvényre be fogjuk
bizonyitani, amelyik az (5) feltételt kielégiti.
Adjunk meg tetszés szerint egy ¢ > 0 szamot. Az H(x) =
X
=je(§) d§ jelolést haszndlva, (5) szerint taldlhaté olyan j =
0
= 5 (¢) > 0 szam, hogy E(x) < ¢ 2, mihelyt 0 <2 < . Leg\yen
h egy 1/2-nél kisebb pozitiv szam. Jelolje f,(x) azt a fiiggvényt,
melynek értéke f(), ill. 0 aszerint, amint z <, ill. x > .
Kétszeri parcidlis integraldssal .
U]

n n
[ e@ f@)dz = — [ (Bw) — B dfy@) < — | Bea) df, @) <
h

h h

< —e|zdf (@) =ehfh) + ¢ | f@) de.
h

h
Minthogy pedig (7) felhasznalasaval
2h 1
hih) < Chf(2h) < C | f@) dz < © | fa) da,
5 h h

azt kapjuk, hogy

1

| et@) f@) dw <& (€ + 1) (@) du + [ e(2) f(@) d
h n

h
és igy

1
[ o) f(x) dx
@ mAC T e

I f(x) dx
A

Ha rogzitett ¢ és y mellett & zérushoz tart, a fenti tort (6)
miatt 0-hoz tart. Elég kis » értékekre tehat

050, <=l0+2).
Ez azt jelenti, hogy @, — 0, mert & tetszéleges volt.
Szokefalvi-Nagy Béla
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A 27. feladat megoldasét bekiildotte még Brum O116 é8
SArrADT KAROLY.

Megijegyzés. A 217. feladat allitasa kovetkezménye D. Faaye-

JEV egy tételének, mely fiiggvényeknek szinguldris integrallal val6

el6allitasara vonatkozik, lasd: Matyematyicseszkij Szbornyik (2)
1 (1936), 351368 1.

Szokefalvi-Nagy Béla

98. feladat. Az n — 1,2, 3, ... szdmokra értelmezett f(n)
fiiggvény monoton novekvé és relativ prim a, b szdmpéarra

f(a b) = f(a) + f(b).
Bizonyitando, hogy f(n) = clog n. ( Erdés Pdl)

1. megoldds. Nyilvan f(1) = 0. Feltehetjiik, hogy = >1
mellett f(n) > 0, mert negativ a monotonitds miatt nem lehet
s ha egy n-re f(n) =0 volna, akkor ebb8l a monotonitist is
kihasznalva kovetkeznék, hogy ez minden n-re is fennall s igy
a feladat 4llitdsa ¢ = 0 értékkel teljesiil. Ha f(n) szigorG mono-
tonitdsat feltételezziik, akkor még erre a megjegyzésre sincs
sziikség. :

Tegyiik fel, hogy az 1-nél nagyobb a és b egészszdmra
f(a)/log @ < f(b)/log b. Ennek lehetetlenségébsl a feladat allitésa
kovetkezik. Jelentse ¢ azt a szamot, melyre

d(a) = f(a) — cloga = 0.
Feltevésiink szerint tehat d(b) > 0. Minthogy f(a) pozitiv,
c:>0;
a) Kimutatjuk, hogy d(n) felilr6l korlatos. Ha (a, m) = 1
és m < n < am, akkor
(I): d(n) = f(n) — clog n < fla m) — ¢ log m = d(m) + f(a).

Legyen a, = a* + 1. Kimutatjuk a d(a;) sorozat korldtossdgat,
amib8l (1) szerint d(n) korlatossidga is kovetkezik, minthogy
a;,., <aa; Ugyanezen egyenltlenség és (a,a;) = 1 felhasz-
. nalaséval

d(a; 1) — d(a;) = f(a;,,) — f(@;) + clog Z’% "
aay

a:

=< /(a)+clog;%=clog ?
i
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A kapott egyenlStlenségeket i = 1,2, ..., k — 1 értékekre ossze-
gezve
k—1 lal
d(a;,) — d(a,) < clog H———cl g - 2
= ¢lo - 14 : <clog|1 .
ot G WA

s igy d(a;) valéban korlatos.

b) Kimutatjuk, hogy d(n) feliilrél nem korlétos. Ez az ellent -
mondés feltevésiink lehetetlenségét bizonyitja. Legyen b, — bk — 1.
Minthogy b;,, >bb; és (b,b) =1,

Bbros) = BB Hbirs) — JB) & ¢ 10g 2

bx+1

2 f(b) + ¢ log gt = d(b) + clog 7

b1+1

141
A kapott egyenlStlenségeket ¢ = 1,2, ...,k — 1 értékekre ossze-
gezve
d(by) = d(by) = (k — 1) d(b) + ¢ log 1] -
i=1 i+1
=iby
= L= (k— 1)d(b) +

bk 1 1
+clogﬁ (1 —EJ > (k — 1) d(b) + clog(l —5]'

gy d(b) > 0 kovetkeztében a d(b,) sorozat feliilrl valoban nem
korlatos. Sds Vera

I1. megoldds. Az aldbbiakban latin kisbetiik pozitiv egész-
szamokat, latin nagy betiik raciondlis szamokat, gorog kisbetiik
pozitiv valos szamokat jelentenek. Nevezziik az 4 = —qR B = —g—

[(p,q) =1, (r, 8) = 1] szamokat relativ primeknek, ha a p, ¢,
r, 8 szamok paronként relativ primek.

Lemma. Legyenek A, A, ..., 4, adott szdmok. Azon
pozitiv raciondlis szdmoknak, amelyek az A4,, 4,,..., 4, sza-
mok mindegyikéhez relativ primek, a halmaza mindeniitt séird.

Ennek bizonyitasa végett nyilvan elég megmutatni, hogy ha
0 <a<f és az (a, B) intervallumban nincs egészszam, akkor
van (a, f)-ban az 4, 4,, ..., A, szdmok mindegyikéhez rela-

n
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tiv prim szam. Legyen A, =§, (o) = Tl =10 207,55 ) 08
legyen q olyan nagy primszdm, amelyre (8 — a) ¢ >
>Pg. - Paqy---qa Ekkor g —a <1 miatt egyszersmind ¢ >
> Py.--Pnqy---qy tehdt g relativ prim a p;, ¢; szdmok mind-
egyikéhez, tovabbd az (a g, f¢q) intervallumban van a
Py Pnqy---q, szdmhoz, tehdt a p;,, ¢; szdmok mindegyikéhez

p

relativ prim p szam. Akkor 7 az (a, ) intervallumba esik és p

és g relativ primek, kiilonben 2 egészszam volna. Q. e. d.

A tétel bizonyitdsa végett terjesszik ki az f(x) fiiggvény
értelmezését pozitiv raciondlis X szamokra agy, hogy ha X = 2,
(p, q) = 1, akkor f(X) = f(p) — f(g) legyen. Ha X egészszém,
ez az eredeti fiiggvényértéket adja, mert nyilvin f(1) = 0.

Az f(X) fiiggvény is ‘monoton névekvs. Ha u. i. 4 < B és

az A, B szdmok relativ primek, s ha ezekre 4 _-g, B=~£,

(p.q) =1, (r,8) =1, akkor ps <gqr, tehat f(ps) < flgr),
vagyis
f(p) + f(s) < f(g) + f(r), Hp) — Ha) < f(r) — (s),

azaz f(A) < f(B). Ha pedig A és B nem relativ primek és 4 < B,
akkor a lemma értelmében van oly C' szam, mely relativ prim
A-hoz és B-hez s melyre 4 < C < B. Akkor az el6bbiek szerint
f(4) < f(C) < [(B).

~ Ha A és B relativ primek, akkor nyilvan f(4 B) = {(4) +
+ 1(B).

A monotonitds miatt minden a-ra létezik az f(a — 0) és
fle. + 0) hatérérték és f(a — 0) < f(a + 0). Megszdmlalhat6é sok
a kivételével itt az egyenléségi jel érvényes, mindenesetre van
olyan a, melyre f(a — 0) = f(a + 0). A lemma értelmében van
olyan {4,{, }B,} szdmsorozat, hogy A, alulrol, 4, B, feliilrél
konvergil a-hoz s 4, és B, relativ primek. Ekkor f(4,) = f(a. — 0)
f(4,) + {(B,) = f(a + 0),tehét f(B,) — 0,s minthogy B, feliilr6l
1-hez tart, azért f(1 4 0) = 0. Ha most B tetszlleges pozitiv
szdm, van a lemma szerint oly }C,{, }D,!| sorozat, hogy C,
alulrél, C, D, felilr6l konvergal p-hoz, s C, és D, relativ
primek. Minthogy D, ekkor feliilr§l 1-hez tart, azért f(C,) —
f(B — 0), 1(C, D,) = [(C,) + f(D,) > .f(B + 0) ésf(D,) — 0 foly-
tan f( — 0) = f(B + 0). Vagyis f(X) kiterjesztheté egy minden
pozitiv &-re értelmezett folytonos f(§) fiiggvénnyé.
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Minthogy tetszé6leges & és y-hoz a lemma értelmében taldl-
haték oly }4,!, }| B, sorozatok, hogy A, — & B, =y, s A, és
B, relatiy primek, azért f(€) -+ f(;) = f(E ). E figgvényegyen-
letrdl pedig ismeretes, hogy egyetlen folytonos megoldasa f(£) =
= clog &. Csdszdr Akos

A 28. feladat megoldésat bekiildotték még: Brum O116,
Has6s Gyoray, KO6vArt Tamis, SArRrkapr KArony, TarAics
Lagjos. ;

35. feladat.* Adva van n + 2 pont az egységsugara n-dimen-
zi6s gémb feliletén. Bizonyitandé, hogy van kozottik ketts,

melynek tévolsidga |/2-nél nem nagyobb.
(H. Davenport és Hajés Gyorgy)

1. megoldas. Az allitds kétdimenziéban trividlis, n-re vonat-
koz6 teljes indukciéval bizonyitjuk. Jobb attekintés kedvéért
az indukciés okoskodast elGszor 2-r6l- 3-ra végezziik el. Tehat
a haromdimenziés gomb feliiletén adott 5 pontbél indulunk ki.

Legyen 8 e pontok egyike (északi sark). Az S kozéppontt
félgomb (északi félteke) hatéra (az egyenlité) egy kétdimenzios
,,gémb*“. Ha a tobbi 4 pont valamelyike a mondott félgombén
vagy hataran van (egyenlitén vagy felette), akkor S-t61 mért
tavolsdga }/2-nél nem nagyobb. Legyen tehét mindegyikilk e
félgombon kiviil (déli féltekén). Feltehetjiik, hogy az S-sel dia-
metridlisan atallenes D pont (déli sark) a 4 pont kozott nem
szerepel, mert akkor D-nek s a 4 pont koziil barmely mésiknak
tavolsiga )/2-nél kisebb.

A mondott 4 pont mindegyikét egy-egy f6koriv (délkor fve)
koti ossze S-sel, s ez a félgomb hatarkorét (egyenlitét) egy-egy
pontban metszi. fgy e kétdimenziés gomb feliletén elhelyez-
kedd 4 pontot kapunk. Ezek kozott (az indukcids feltevés értel-
mében) van kettd, A4, és B,, amelyeknek tavolsiga legfeljebb
V2. Allitjuk, hogy a 4 pont kéziil az a kettd, A és B, amelyekbdl
A, és B, keletkezett, sincs egyméstél |'2-nél nagyobb tavolségra,

Tekintsiik ugyanis a D 4, B, gdmbhiromsziget. Minthogy
ennek oldalai negyedf6kornél nem hosszabbak (két félmeridian
és negyedegyenliténél nem hosszabb egyenlitéiv), a gdémbharom-
sz8g cstesai koriil elhelyezett félgombok mindegyike lefedi a
teljes gombhdromszoget s fgy az A pontot is. Tehdt A-nak a
gdmbharomszog csiicsaitdl mért tavolsadgainak egyike sem nagyobb

*V. 6. 20. feladat és megoldésai (IT. évf. 76 —77. 1)
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V2-nél; vagyis az A kozéppontu félgomb is lefedi a teljes gomb-
hédromszdget s igy a B pontot is. Tehat az 4 és B pont tavolsiga
J/2-nél valéban nem nagyobb.

Ezzel az indukciés okoskodast befejeztitk. Bar 3 dimenzi6ra
szdvegeztilk okoskoddsunkat, ez valtoztatis nélkiil helytalls
marad n dimenziéra is. Az egyetlen felhaszndlt s szemléleten
alapulé tény ugyanis az volt, hogy egy félgbmb a teljes gomb-
haromszoget tartalmazza, ha annak mindharom cstcsat tartal-
mazza. E tény abbdl kiévetkezik, hogy ha egy félgomb egy fél-
kornél rovidebb fékorivnek mindkét végpontjat tartalmazza,
akkor tartalmazza a teljes f6korivet is, s ez a dimenzidészdmtol
fiiggetleniil igaz. Ugyanis barmely két f6kor felezi egymast s igy
a két végponton athalad6 fékorbél a félgomb egy teljes, a két
pontot is tartalmazé6, félkorivet tartalmaz.

Aczél Jdanos

II. megoldds. A 20. feladat II. megoldasdnak mintéjara
a feladat allitasa igy fogalmazhaté: Az n-dimenzids térben adott
8,8, ...,8,, , vektorok kozott van ketté, melynek skaldris
szorzata nem negativ. Ez az allitds n = 1 esetben nyilvin igaz,
feltételezhetjiik tehat, hogy helyes (n — 1)-re is.

Feltehetjiik, hogy a;a,,, <0 (1 =1, 2,...,n 4 1), mert
kiilosnben ninecs mit bizonyitani. Legyen a;, = b, 4+ ¢;, ahol b, L
L a,., é ¢]la, .. Minthogy ¢;a,,, =2a;8,,, <0, tehit ¢,=
= — B;a,,, ahol B, > 0. Kovetkezbleg e;¢, = f;,a2,, > 0.

by, by, ..., b, 1 vektorok az a,,,-re meréleges (n — 1)-
dimenzids tér vektorai s igy az indukcios feltevés miatt koziilik
kettére b;b, = 0. Ekkor azonban

a‘-_a" = b,' bj + c,~ c)' > 0,
ami allitdsunkat bizonyitja. Szele Tibor

A 35. feladat megoldasit bekiildotték még: Brum OT116,
CsiszAr Axos, K6virr Tamis, Vincze ISTVAN.



PELDAROVAT
( Kozépiskolai anyagot kiegészité példak)
Szerkeszti: VARGA TaAaMAs

Bekoszontd.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat igyekszik minél tobb
oldalrél segitséget nyuajtani az altaldnos és kozépiskolai tanar
tagtarsak munkajahoz. Ilyen segitségnek szanjuk lapunknak
ezt a most indulé rovatat is.

Rovatunkban nem akarjuk tallépni a kozépiskolai tananyag
kereteit: olyan feladatokat fogunk kit{izni, amelyek a tananyaghoz
tartoznak, vagy azzal szoros dsszefiiggésben vannak, de nehezebb,
kevésbbé ismert, vagy a kozépiskolaban elhanyagolt kérdésekhez
kapecsol6dnak. Ilyen ismertetéjelek alapjan szokas kivalasztani
a matematikai szakkorok anyagat is — valéban, rovatunk egyik
célja az, hogy anyagot, szempontokat, otleteket adjon a kartar-
sak szakkori munkéjiahoz. Azt akarjuk, hogy azok a pedagbgusok,
akik résztvesznek a feladatok megoldasdban, ne érezzék ezt kiilon
tehernek, hanem inkdbb segitségnek munkajukhoz.

Kapcsolatban akarunk maradni a pedagbgusok szakmai
tovabbképzésének anyagival is. Nem egy feladat megoldasat
meg fogja konnyiteni a Kartarsak szamadra, ha tajékozottak az
egyéni tanulds anyagaban, tobbek kozdtt a Bracyisz matematikai
moédszertana altal felvetett kérdésekben. Megforditva is: a fel-
adatok megoldéasa lehet8vé fogja tenni, hogy a Kartarsak az ott
felvetett problémakban aktiv munkajuk révén alaposabban
elmélyiiljenek.

A pedagbgusok most, a munkdsosztdly példajat kovetve,
harcba szalltak munkajuk mingségének alland6é javitasaért.
Nem kozombos, hogy feladatmegoldé készségiikk milyen szin-
vonalon van, és mit tesznek ennek a szinvonalnak az emeléséért,

A megoldasokat kérjiik a Tarsulat cimére (Bp. V, Reédltanoda-
utca 13 —15.) bekiildeni. A boritékra irjuk ra feltinGen: PELDA-
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ROVAT. Minden megoldast kiilon lapra irjunk. Tomér, vilagos,
egyszerii megoldasokat varunk. Lapunkban kozolni fogjuk
minden feladatnak egy vagy tobb megoldasat és az 6sszes helyes
megold6k nevét. Varunk kozlésre szant feladatokat is, lehetoleg
megoldassal egyiitt. =

1. Mint ismeretes, a régi egyiptomiak 3 -+ 4 4 5 egyenls
részre osztott kotéllel tliztek ki derékszogeket. Bizonyitsuk be
ennek az eljarasnak a helyességét. (PyrHAGORAS tételébdl ez nem
kovetkezik!) .

2. SteinHAUS: ,,Matematikai kaleidoszkép* c. konyvének elsé
lapjan bemutatja, hogyan lehet egy négyzetet egyenlGoldala
haromszéggé étdarabolni. Kozelitsilk meg ennek az atdarabolés-
nak az alapgondolatit a kovetkezéképpen: -

1° Daraboljunk at egy parallelogrammat olyan parallelo-
grammava, amelynek

a) egy oldala ugyanakkora, mint az eredeti parallelogram-
méé, egy szoge pedig adott;

b) egy oldala adott;

c) egy oldala és egy szige ddott

2° Daraboljunk &t egy egyenlGoldalis haromszoget parallelo-
grammdva, majd ezt a fenti médon négyzetté.

3° Egyszertisitsilk a megoldast Ggy, hogy az idomokat
minél kevesebb darabra kelljen szétvagni.

3. a) Abrazoljuk a kovetkezs fiiggvényeket:

y= Vg & +]/[E o = VE=F - 1r;

y=15 (@ + 12 — 0,5) (x = 1)2; Y=z + |2

~ b) Milyen feltétel mellett tudunk egy torottvonalat egyetlen
algebrai kifejezéssel (fiiggvénnyel) jellemezni?

¢) Trjuk fel az adott feltételnek eleget tevé torsttvonalak
egyenletét !

(Hogy az egyértelmiiséget biztositsuk, a négyzetgyok értékét
mindig pozitivnak vessziik.)

4. Adva van a sikban négy pont. Szerkessziik meg az Osszes
olyan koroket, amelyek mind a négy ponttél egyenl6é tavolsag-
ban haladnak! (Hogyan fiigg a megoldédsok szdma a pontok
helyzetéts1?)

Beliildési hatdridé: a lap megyelenésétol szamitott 1 honap.
7 Matematikai Lapok — 9-33



KONYVISMERTETESEK

Szasz  Pal: A differencial- ¢és
integrilszamitas elemei, (teljesen &at-
dolgozott ¢és lényegesen bévitett
mésodik kiadds. Budapest, 1951,
Kozoktatasugyi Kiadovallalat,
XVI+ 703, VIII + 606 oldal.)

A legutébbi évekig terjedelmére
nézve igen szerény magyar mate-
matikai irodalomnak egyetlen téren
vannak szémottevé hagyomanyai,

s ez az analizis teriilete. Nem te-
kintve'az egyetemi eléadédsok anya- .

géhoz tobbé-kevésbbé szorosan kap-
¢s0l6d6 tankoényveket, nem hidnyoz-
tak irodalmunkban az olyan mivek
sem, amelyek a tankényveknél ter-
jedelemben ¢és elmélyiiltségben egy-
arédnt tébbet nyujtanak, és ekként
az analizissel valé els6 ismerkedésen
mér Aatesett hallgatét az analizis
egyes specidlis fejezeteivel foglal-
kozé monogrifidk és publikacick
tanulményozésiig elvezetik. Az ilyen
miire leghelyesebben a francia
,,Cours d’Analyse‘‘ elnevezés alkal-
mazhaté, minthogy ez a miifaj
legtisztabban éppen a francia iro-
dalomban alakult ki, ahol tébb mint
fél évszédzad Ota szinte néhény
évenként jelennek meg ilyen jellegt
munkék, illetdleg latnak napvila-
got régebbi ilyen munkéaknak ujabb
kiaddsai. Hasonl6é szerepet toltot-
tek be irodalmunkban Konie Gvu-
LA, BExE Maxé, és SzAhsz:- PAn
kényvei, melyek nagy mértékben
hozzéjérultak ahhoz, hogy a ma-
gyar matematikusok jelentés része
az analizis kiilénbo6zé fejezeteit va-
lasztotta kutatési teruletiil.

Minden magyar matematikus, de
a matematikéaval foglalkozok szé-
lesebb rétegei is Oszinte o6rémmel

fogadjék, hogy ezen haladé hagyo-
manyaink folytatdsaként Sz4isz PArn
konyve 1uj, bdévitett és gyokeresen
atdolgozott kiadésban hosszas véra-
kozés utén végre megjelént. Nem
is helyes tulajdonképpen ujra valé
megjelenésrél beszélni, mert az elsé
kiadés anygét a szerzé olyan jelen-
tés mértékben kib6vitette és a
tartalomra nézve véltozatlan fejeze-
teket is olyan mélyrehatéan &t-
dolgozta, hogy batran beszélhetiink
egészen uj miirél, mely az el6zének
felhasznalasaval, de a szerzé gazdag
eléadoi tapasztalatainak értékesi-
tése mellett att6l mégis fiiggetlenitil
irédott.

Tartalmi tekintetben az els6 ko-
tethez képest a leglényegesebbnek
az a valtozds tekinthetd, hogy a
kényv a tobbszoros integralokat és
a komplex waltozés fiiggvénytan
elemeit targyalé egy-egy fejezettel
boviilt. Mindkét gyarapodds jelen-
tés mértékben noéveli a munka
értékét s igy azokat nagy oréommel
kell fogadnunk. Az anyag elrendezé-
sében fokozottan érvényesult a lo-
gikai szempontok szerint oOsszetar-
toz6 témék egylittes térgyaldsénak
elve. Igy tobb olyan térgy, amely
az elsé kiadésban tébb részlethen
keriilt bemutatésra, most egységes
elbadasban szerepel. Nem térgyalja
pl. a jelen kiadés kiilén a folytonos
fiiggvények integrédljat, hanem rég-
ton a RiemMaANN-integralt ismerteti.
Nem téargyalja kiilon — "a valés
szémfogalom bevezetése el6tt —
a raciondlis tagu szémsorozat hatér-
értékének fogalméat, hanem el6bb
a valés szdmok tulajdonségait tar-
gyvalja, s azutan tér ré4 a hatér-
érték elméletére.



Valtozatlanul megmaradt a
konyvnek az a jellegzetes vondasa,
hogv az egyes tételek illusztralasara
és alkalmazéséra szolgalo példdkat
ugyanolyan gondosan részletezi,
mint -az &ltalanos elmélet ered-
ményeit, s igy a targyalt anyagot
és annak alkalmazésait nem vélaszt-
ja kiilon, hanem egy egységbe fogja
ossze. Bér ez a targyalasmod két-
ségtelentl megévja az olvasét attél
a hibat6l, hogy a gazdag példa-
anyagban val6 elmélyiilést elmu-
laqsza mésrészt viszont az ered-
mények kozotti tdjékozédast bizo-
nyos mértékben megneheziti. Bizo-
nyéra segitett volna ezen a nchéz-
ségen -az egyes paragrafusoknak
cimeklk el valo ellatasa, illetoleg ezek-
nek a cimeknek az illeté paragrafus
élére valé édllitdsa (minthogy ezek
a cimek esupdn a tartalomjegyzék-
ben vannak feltiintetve).

Az elsé fejezet mindjart a valds”

szémok bevezetésével kezdddik. Az
elsé kiaddastol eltéréen, ahol a
Cantor-féle mddszert kovette, a
szerzd most a pozitiv valés szémokat
mint végtelen tizedestorteket értel-
mezi s ezen definicié alapjén mu-
tatja meg ismert tulajdonségaikat.
Igen szerencsésnek kell tartanunk
ezt a kevésbbé elvont és gyorsan
célhoz vezetd eljérdst, melyet a
szerzé elészor egyetemi elbaddsai-
ban dolgozott ki. Ugyancsak sok
elonnyel jar az a korilmény, hogy
a szamhalmaz fels6 hatarara vo-
natkozé tételt rogton a valds szé-
mok bevezetése utédn taldljuk, ugy
hogy ez a hasznos fogalom kezdet-
t6l fogva rendelkezésre all. Tovabbi
jelentés egyszeriisités az egyenes-
darabok mérésének a végtelen ti-
zedestortekre alapitott elmélete,
szemben az elsé kiaddsban alkal-
mazott lanctértekkel. A szamtani,
geometriai és harmonikus kozép-
érték kozotti egyenlStlenség és a
kormérés elméletének téargyaldsa
utin a monoton sorozatok hatér-
értékének fogalmiat vezeti be a
szerz6 s azt boOséges példékkal
illusztrélja. Ezutdn keril sor a figg-
vényfogalom bevezetésére s az egy-
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valtozés ~ fiiggvény hatarértékének
fogalméra. Erre épiill a folytonos
fuggvény fogalma, s ezutan a zéart
intervallumban folytonos fiiggvé-
nyek alaptulajdonsagai. Most kovet-
kezik a szdmsorozat hatérértékének
fogalma, mint a fliggvény hatér-
értékének specidlis esete, majd a
tobbvaltozés értékrendszerekkelkap-
csolatos fogalmak és a tébbvéaltozos
fiiggvény hatérértékére és folyto-
nossagara vonatkozé tudnivalék ke-
riillnek sorra. Taldn helyesebb lett
volna itt a tartomény szé helyett a
ponthalmaz elnevezést hasznélni,
tekintve, hogy csaknem egyontetii
megallapodas ma mar tartoményon
nyilt ¢s osszefiiggd ponthalmazt
érteni.

A mésodik fejezet a differencidl-
héanyados fogalméanak bevezetése és
geometriai jelentésének megheszé-
lése utédn alkalmazésként a polino-
mokra vonatkozé Tavror-formulat
és annak alkalmazésait térgyalja.
Majd a fiiggvények menetének vizs-
gélatédra vonatkoz6 ismert szabé-
lyok kovezkeznek, mégpedig a szo-
késostél eltérden a kozépértéktétel
felhasznédlasa nélkiili targyaldsban.
Csak ezutén keriil sor a kozépérték-
tételekre és a Tavnor-formula ma-
radéktagjara. Ehhez csatlakozik a
parcidlis derivalt fogalménak be-
vezetése és a tébbvéaltozés fliggvény
lokdlis szélséértékének létezésére vo-
natkozoé sziikséges feltétel ismer-
tetése és alkalmazdasai. Most kovet-
kezik a Riemann-féle integral-foga-
lom bevezetése és alaptulajdonsa-
gainak targyaldsa, majd a korldtos
varidcioja fluggvények tulajdonsa-
gainak ismertetése s az integral-
szamitds két kozépértéktétele. Hz-
utdn tér rd a szerzd a hatérozatlan
integral fogalméra s a hatérozott
integrallal valé kapesolatdra. Az
integralszamitasnak a teriiletek szé-
mitasdra val6é alkalmazasaval kap-
csolatban részletes targyaldsra keriil
a Jorpan-féle teriiletfogalom, a
sokszogek teriiletmérését ismertnek
tételezve fel, s a kiils6 és belsé
teriiletet a szokdsos moédon ve-
zetve be.
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A harmadik fejezetben kerul sor
az elemi fiiggvények bevezetésére
és tulajdonsiagaik ismertetésére. Elo-
szor a természetes logaritmust ve-
zeti be a szerzb a

3 .
) J‘dt
O X = —
& t
:

képlet segitségével, s az eX fugg-

_vényt ennek inverzeként értelmezi.

majd a hatvanyozas miiveletét az

ab = eb loga (g > 0)

képlet alapjan Altaldnositja tetszés
szerinti kitevére. Ezutdn az arc tg o
fuggvény féértékét vezeti be. geo-
metriai okoskodéssal igazolva a

képletet s ismertnek téve fel a
tangens-fiiggvény geometriai jelen-
tését. Ezutédn azonban az
X
dt
1+ ¢
0

(arc tg @)

képletb6l kiindulva a geometria
eredményeinek felhasznélasa nél-
kil értelmezi a szerzé az arctgw
fiiggvény tobbi értékeit, ezen tobb-
értékl fiiggvény inverzeként a tgx
fiiggvényt, majd a félszég tangen-
sére vonatkozé képletek alapjan
a sinz és cosa fuggvényeket. Ez
a targyalds ugyan valamivel nehéz-
keseb%, mint a trigonometrikus
fuggvényeknek hatvénysoraikkal
val6 értelmezése, de sokkal kézvet-
lenebbiil hozhaté kapcsolatba ezen
fiiggvények geometriai jelentésével.
Mar e helyen targyalasra keriil a
Riemann-féle lemma és a Fou.
rier-féle sorok elméletében oly nagy
szerepet jatsz6 mnéhény trigono-
metrikus osszegképlet. E fejezethez
csatlakozik azutdn a L’HoSPITAL-
féle szabaly, a Cavcmy-féle fiugg-
vényegyvenletek. s az eddigieknek

- gai.

igen sok, nagyrészt geometriai al-
kalmazésa.

A negyedik fejezet tulnyomod ré-
szét az integrdlszémitds technikéjé-
nak ismertetése alkotja, itt keril

haté sik- és térgorbék elmélete,
valamint a forgési felilletek fel-
szinének szémitasa. Fuggelékként
— a részlettortekre valé bontas
elméletéhez csatlakozva — a komp-
lex szdmok bevezetése utédn az
algebra alaptételének igen Levés
segédeszk ozt hasznalé ARGAND—
Cavcuy-féle bizonyitdsit taldljuk.

Az 6t6dik fejezet a végtelen sorok
elméletével foglalkozik. Bevezeté-
sul szolgdlnak a Cavcmy-féle s az
azok. altalanositd=at képez6 Tome-
uirz-féle hatérértéktételek. Ezutan
kovetkezik a konvergens és diver-
gens sor fogalménak bevezetése s a
konvergens sorok alaptulajdonsa-
Majd az elemi fiiggvények
hatvénysorainak ismertetése keril
sorra, mégpedig a TavLor-féle
egyiitthatoképlet felhaszndlasa nél-
kiil. Ezutan térgyalja a szerz6 az
abszolit konvergens sorok tulaj-
donségait, valamint a pozitiv taga
sorokra vonatkozé konvergencia-
kritériumokat. A (Cesaro-féle érte-
Jemben vett) szummabilis sorok
és a Harpy —Lanpavu-féle TAUBER-
tipusu tétel targyaldsa utédn a
konvergens sorok szorzasara vonat-
kozo tételek ismertetése kovetkezik.
Némi egyszer(isodést okoz e rész-
ben az elsé kiaddshoz képest a
Torrrirz-féle hatarértéktétel fel-
hasznéldsa. Ezutan a hatvanysorok
tulajdonsagainak térgyaldsdra tér
a szerz0, kiegészitve az elsé kiadas
megfelel6 pontjat a Cavcmy—Ha-
pamarp-féle tételnek s az ABrL- és
Froeenius-féle folytonossagi tétel-
leknek ismertetésével. Ide csatla-
kozik a Tavror-sor- fogalménak
bevezetése és a binomidlis sor tér-
gyvaldsa. Majd az egyenletes kon-

vergencia fogalméval és az egyen-

letesen konvergens sorok tulaj-
donségaival ismerkediink meg, s az
EvuLer-féle osszegképletnek és al-
kalmazdsainak ismertetése zarja be

tovédbbé targyaldsra a rektifikél-

_—



a gazdag anyagot nyujté fejeze-
tet.

A hatodxk fejezet a LAGRANGE-
féle interpolaciérél, a Simpson-féle
kozelité Lkvadraturarél, az Her-
uire-féle interpolaciérél, a Csesr-
swv-féle polinomokrél, az ortogondlis
polinom-sorozatokrél, a Jacosi-féle
polinomokrél, a trigonometrikus. po-
linomokrél, végiill BERNSTEIN és
Marxov tételeir6l sz6l6 pontokat
foglalja magéban. Ezen részek 16-
nyegében az elsé kiadas megfeleld
részeinek valtozatlan atvételei.

Mig az eddigi fejezetek inkabb
az anyag elrendezésében és méd-
szertani tekintetben tartalmaztak
lényeges valtozasokat, addig a most
kovetkezd fe]ezetek anya.gana,k te-
kintélyes része 1j. Igy mindjart
a hetedik fejezetben a FouUriEr-
sorokrol széls, lényegében vélto-
zatlan pont utéan bemutatésra keriil
ARzEL\ tétele az egyenletesen kor-
latos fuggvénysorozatok integréld-
sdrél, majd ennek felhasznéldsdval
beblzonut_]a a szerz6 RIEMANN,
CanTor és Dv Bors-REyMOND té-

teleit az daltaldnos trigonometrikus-

sorokrél. A kovetkezd, interpolacio-
sorozatokrél sz6l6 pont anyaga is
teljesen 1j; ebben FaBernek a
Lacrance-féle interpoléciéra  vo-
natkozé tételén és GruNnwarLp Gé-
zénak a lépcsOparaboldkra vonat-
kozé tételén kivil egyes specidlis
alappont-sorozatok vizsgélata sze-
repel. Ugyancsak 1j Fesfrnek a
Laierance-féle parabolaknak Lie-
scarrz-feltételnek eleget tevd fiigg-
vény esetén valo konvergencidjara
vonatkoz6 tételének ismertetése, va-
lamint Fritr, Erpds és TuriN
kiilénféle kvadratura-tételeinek be-
mutatésa. A felsorolt részek azért
is killonésen érdekesek, mert szé-
mos eredmény van benniik ismer-
tetve, mely eddig még egyaltalan

nem nyert feldolgozast. A fejezetet

a gamma-fiiggvény elméletének az
elsé kiaddshoz képest lényegesen
kibévitett targyaldsa zéarja le.

A nyolcadik fejezet. elsé -része a
masodrendli linearis differencidl-
egyenletek elméletét fejti ki, bele-
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értve a megoldésok létezésének
Prcarp-féle bizonyitasit is. A feje-
zet maésodik része az improprius
integrélok tulajdonsigait ismerteti.

A kilencedik fejezet a kettds
integralok elméletével és kiilonféle
alkalmazésaival kezdddik, majd a
hérmas integralok alkalmazdsait
mutatja be. Mar itt szerepel a polar-
koordinatédkra val6é Aattérés szabé-
lya, mig az éltalanos integraltransz-
formécié elmélete csak késébb, a
tébbvéltozés differencidlhato fugg-
vények tulajdonsdgainak ismertetése
utédn. keriil sorra. A Srownz-féle
differencidlhatésdg fogalméanak be-
vezetése utdn a vegyes parcidalisok
egyenlt’jségére “ vonatkoz6 YouNeg-
féle tétel és a tobbvéltozés TAYLOR-
formula tédrgyaldsara tér a szerzd,
majd a vonalintegrdlok tulajdonsi-
gait és a kvadratura-probléméval
val6 kapcsolatukat ismerteti. A zéart
gorbe menti integral eltiinésére vo-
natkoz6 alaptételt a Cavcmy-féle
integréiltételre vonatkozé Goursat-
féle bizonyitds mintdjara bizonyitja
be. Az implicit fuggvényekrdél szélé
pontban kiemelend6 az implicit
fiiggvényrendszerre vonatkozoé tétel-
nek CARATHEODORYtG] szdrmazé in-
dukciémentes bizonyitdsa. Ezutéan
alkalmazaskép a feltételes szélsd-
értékek felkeresésére szolgalé La-
erange-féle eljards ismertetése ko-
vetkezik, majd a tobbszorés in-
tegralok transzformaciéjanak elmé-
lete s a felszinszamitéas legegyszeri(ibb
esetének bemutatdsa, ramutatva a
Scawarz-féle ellenpélda kapcsén az
itt felmeriil6 oridsi nehézségekre.

. A tizedik fejezet tartalmazza a
komplex véltozés fiiggvénytan ele-
meit. A folytonosség és differencial-
hatoség fogalmanak bevezetése és
az elemi fiiggvények értelmezésének
komplex valtozora valé Kkiterjesz-
tése utdn a komplex valtozés fligg-:
vény integrdljénak értelmezése ko-
vetkezik. Az integral létezésének s
aztdn a Cavcmy-féle alaptételnek
bizonyitasédnal a val6s vonalintegré-
lokra vonatkozd, el6zdleg mér tér-
gyalt' eredményeket hasznilva fel.
az alaptétel kovetkezményeiként a
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Cavucry-féle integralformuldkat és
MorERrA tételét ismerteti a szerzo.
Ezutdan a komplex taga sorok
tulajdonsdgait targyalja, a hatvany-
sorok alapveté sajatsfgain Kkiviil
az ABEL—STOLZ ¢és FROBENIUS-
féle folytonossigi tételeket is be-
mutatja. Ezutdn a TAvLor- és
a Lauvrent-féle sorba valo fejtésre
vonatkozo tételek, majd a szingu-
léris helyek osztdlyozésa s a Liov-
VILLE- 68 CASORATI— WEIERSTRASS-
féle tételek kovetkeznek. A PARSE-
var-formula & a Cavcuy-féle becs-
lési ' formula bemutatésa utan a
maximum elvét, majd a ScHWARz-
féle lemmat ismerteti a szerzo,
majd a Jensex-féle-egvenldtlenség
CararaioporYtS] és Fr GRrRt6] szar-
maz6 bizonyitésat mutatja be. A
reziduum-tétel ¢s kiterjedt alkal-
mazdasai kovetkeznek ezutéan, majd
a regularis fuggvény inverzét eléalli-
t6 Laceraxce-féle megfordité sor
s alkalmazéskép a LEGENDRE-
féle polinpmok generator-soraval
kapesolatos kérdések targyalasat
nyujtja a szerzé. Végil a végtelen
szorzatok alaptulajdonsagainak is-
— mertetése és az elemi filiggvények
nevezetes végtelen szorzatainak be-
mutatésa ,zérja a gazdag fejezetet.

Bérmilyen hossztra nyult is a
konyv anyagénak ez, a csupin a
viltoztatasoknak 1 idomboritiséra
szoritkozo ismertetése, mégsem volt
lehetséges ramutatni benne akér
valamennyi ujonnan felvett ered-
ményre, akdr valamennyi olyan
moédszertani Gjitdsra, amely a jelen
kiadésnak értékét a hozzaérté sze-
mében fokozza. Meg kell mind-
amellett emlitentink néhény olyan
szempontot is, amelynek tekinteté-
ben a viltozdst nem tartjuk sze-
rencsésnek, illetéleg hidnyoljuk az
els6 kiadasban kovetett modszer-
nek megjavitésat.

fgy helyesnek tartottuk volna az
elsé kiadas sok tekintetben nehéz-
kes stilusét, még a szoéveg tomorse-
gének felaldozé,sa aran is, kénnyebb
ben olvashatéva tenni. Helytelen-
nek tartjuk azt is, hogy tobb eset-
ben a szerzd az egyes tételeknek

altalanosan elterjedt egyszert bizo-
nyitésit kevesebb segédeszk 6zt meg-
kivan6, de hosszadalmasabb meg-
gondolasokkal helyettesiti. Kiemel-
jik ebben a tekintethen az egyvél-
tozos folytonos fliggvények alap-
tulajdonsagainak Borzaxo— WEIER-
sTrAss-tétel nélkiili bizonyi-tasat,
az _exponencidlis és logaritmus-
fiiggvény végtelenhez tartésanak
rendjére vonatkozo  allitdsoknak
a harmonikus soron keresztiil valé
igazolasat, a fliggvények  mo-
notonitési- viszonyaira vonatkozé
szabélyoknak a Laerangu-féle ko-
zépértéktétel felhasznalasa nélkili
targyaldsat, az elemi fuggvények
Tavror-sorainak eldallitdsat stb.
Kiulénésen indokolatlannak taldl-
juk az’ilyen eljérast al kor, amikor
a szokésos moédszernél felhasznalt
segédeszkozt a konyv amugyis téar-
gyalja. Igen sok esethen hianyoljuk
azutén az egyes tételek jelentoségé-
nek kidomboritésira, osszefiiggé-
seik aldhtzaséra, alkalmazési lehe-
toségeikre ramutatéd osszekotd szo-
vegeket. Logikai szempontbol az
ilyen 1. n. Laxpau-stilus persze Kki-
fogéastalan, de me feledjitk el, hogy
Laxpau konyveiben az egyes feje-
zetek élén az illetd fejezet tartalmét
bizonyitdsok mnélkiill ismertetd, a
targykor torténetét és fejlodésének
iranyét kidomborité o6sszefoglalé-
sok édllanak! Ilyen osszefoglalisok
nélkiill az egyes fejezetek féered-
ményei f6lotti attekintés, kiillonosen
a részletesen kidolgozott szémos
példa kovetkeztében, rendkiviil ne-
hézzé valik.

Tgyekeztiink ismertetésiinkben
Szisz PArn e hatalmas munkéjdnak
jelent6ségét  matematikai  irodal-
munkban, hibdinak feltiintetése mel-
lett is, megfelel6en ecsetelni. Be-
fejezésiil legyen talin szabad Frifr
Lirémnak az el6széban irt sorait
idézniink: , Mélyen meg vagyok
gy6zédve arrol, hogy Szasz Pal
mivének ez az tujabb kiaddsa is
barmely orszégban meleg fogad-
tatdsra taldlna.’

/

/ Csdszdr Akos



Falesz Mihaly és tarsai

(Széljegyzetek Berezanszkaja ,,Szam-
tani feladatok és gyakorlatok gyfijte-
ménye‘‘ c. konyvének magyar fordita-
séhoz.)

Matematikatanitisunk fejlddésében
egy-egy szovjet konyv magyar nyelvii
megjelenése fontos allomast szokott
jelenteni.Gondoljunk csak Nyikiryix
,Szoveges feladatok megolddsa az
altalanos iskolaban” cimd, egyszerti
nyelven megirott, de egyszertiségében
is mélyrehatd, nagy tavlatokat nyitod
konyvére. Vagy gondoljunk Bragyis ;
mfivére, A kozepiskolai matematika-

tanitds modszertanira, amely hdéna-"

pok alatt matematikatanarok ezreinek
valt dllanddan forgatott kézikonyvévé.

Nem ismerjiik azokat a szemponto-
kat, amelyek BEREZANSZKAJA most
megjelent konyvének kiadisakor fel-
meriiltek. Ha a moddszertani felépi-
tést nézziik, erre vonatkozodlag sokkal
tobbet mond a pedagdgusoknak
Csicsrain  példdkkal is gazdagon
illusztralt konyve, ,,A szimtantanitas
modszertana’’, vagy akar Bracvis:
konyvének idevagd fejezetei. Egy
ilyen konyv kivalasztasaban tehat
elsGsorban a szoveges feladat-anyag
jatszhatott szerepet. Olyan felada-
tokra van sziiksége a pedagdgusok-
nak, amelyek jol tiikrozik a vildgot,
didaktikailag jol beillenek a tan-
anyagba, valtozatosak nemcsak targyi,
hanem logikai vonatkozisban is,
a lehetéség szerint gyakorlati jel-
leglieck, de nem dlgyakorlatiak, a
gyakorlat lényegtelen részletkérdé-
seit6l nincsenek agyonkomplikalva és
mégsem hamisitjadk meg a valdsagot.
Berezanszkaja sok tekintetben jél
bevilt konyvének ezek éppen nem a
legerésebb oldalai. Bragyisz példaul
ezt irja réla: ,,. .. sok benne az algya-
korlati feladat, azaz olyan feladat,
amely beszél ugyan a gyakorlati élet
kérdéseirsl, de azokat egyaltaliban
nem dugy tiinteti fel, mint ahogy a
valdsigban felvetédnek. Olyan valo-
ban gyakorlati feladat, amely az élet-
ben csakugyan el6fordul, kevés van
benne, és ezek is tobbnyire egy-
kaptafira oldhatok meg”. (135. lap.)
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Ezért talan még siirgetObb szilkség
lett volna olyan konyvek kiadasira,
mint pl. V. A. IgNarvev. N. L -
IenaryEv és Ja, A. Sor targyi és
logikai vonatkozasban egyarant érté-
kes Feladatgyiijteménye, vagy V. A.
IeNaTyEv, Sz. A. PoNomARjOV éS
JE.. N. Ospumovszrkaja Kkonyve, a
szamunkra egészen 1j miifajt jelentd
Szobeli feladatok ¢és gyakorlatok

- gyiijteménye.

Berezanszkaja konyve mégis jo se-
gitség lett volna pedagdgusaink sza-
mara, ha ... ha nem éktelenitenék
el a magyar kiadast stlyos forditasi
hibék.

Neézziik:- a konyvet el6lr6l. Helyi-
ertéktablazattal kezdSdik, majd erre~
vonatkozd egyszerti példik kovetkez-
nek, ilyenek mint: ,,Hahy szdzas van
egy millioban?” stb. Ember legyen
a talpan, aki az ilyenek forditdsaban
hibat kovet el. A konyv forditdjanak
azonban (nem tudjuk, ki az, a neve
nem szerepel a kOnyvon)! ez mégis
sikeriilt, ,,Milyen helyi értékd szam
elézi meg a kovetkezO szamokat:
23, 138, ...” olvassuk mindjart a 8.
feladatban, A kérdésre nehéz volna
valaszolni: 22 kétjegy(i, 137 hirom-
jegyd szam, minden jegyiiknek mds a
helyi értéke. Berezanszkaja egysze-
riibb problémara gondolt: a szamok
els6 jegyét megel6z6 helyi értéket
tudakolta. (Az elsé szamnal: szdza-
sok, a mdsodikndl: ezresek.)

A 12. feladat végén szaznyolcvan-
ezer trillid kilencvenezret kell leirni a
tanuldknak szdmjegyekkel. Sajnos, a
helyiértéktablizat ehhez nem nyujt
neki segitséget, mert az csak billiokig
terjed. Szorakozott volt a konyv
szerz6je? Nem, inkdbb a forditd volt
szorakozott: a konyv els6 lapjan
helyesen forditotta az orosz TpUJLINOH
szOt billionak, két lappal késGbb

viszont mar helyteleniil forditotta

ugyanazt a szot trillionak, Szérako-
zottsaga megbosszulja magat a ko-
vetkez6 oldalon, ahol megtudjuk,
hogy ,a hozzink legkdzelebb es6
csillag 41 trilli6 km-re van’. Erre
akarmilyen népszerdi  csillagaszati
munka racafol: a Tejutrendszer sok-
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millié csillaga, mird lényegesen ko-
zelebb van hozzank.

Lapozzunk egyet. A 26. feladatban
szomorti tényekrdl értesiiliink :
,,1037-ben a Szovjetunid kolhozaiban
12 000 000 szarvasmarha, 5 300 0oo
disznd, tovabba 18 700 coo juh és
kecske volt. Hirom évvel késSbb
ezekb6l 5600000 szarvasmarha,
2500 000 disznd, 7 00o ooo juh és
kecske maradt.” Jarvany tizedelte
meg igy a nagy honvédd habortt meg-
el6z0 években a Szovjetunid kolho-
zainak allatdllomanyat? Vagy taldn
ellenséges  szabotazscselekmények?
Nem, egyik sem. Csupan a forditéd
nem volt tisztaban a Bcero sa 3 roja
po otoro kifejezés értelmével, amely
szerint harom évvel elébb (azaz 1934~
ben) még csak 5 600 000 szarvas-
marha, stb. volt a kolhozokban.

Két lappal arrébb ezt olvassuk:
»1932-ben a . Szovjetuniéban 2 694
millid méter gyapjuszovetet szottek,
1937-ben 754 millié méterrel tobbet.
Tervbevették, hogy 1950-ben 1238
millié méterrel tobbet fognak széni,
mint 1937-ben..." Jelentéktelennek
latszo forditdéi tévedés pamutszovet
(xJionuaTobymarkuasi TKaub) helyett
ﬁyapjﬁszévetet irni. De ha a konyvet

asznald pedagdgus, vagy tanuld
elolvassa a Szovjetunié gyapjiszovet-
(azaz wepcranasi Tkaub) termelésére
vonatkozo ijabb adatokat, furcsa képe
lesz a szovjet textilipar tervteljesité-
seérol.

Két feladattal alabb megint egy
meglepd adat {iti meg a szemiinket:
,»1040-ben vasuti, vizi €s orszaguti
forgalomban km-enként 482 800 mil-
1i6 tonna terhet szallitottak...”
Kilométerenként kozel fél billio,
folydméterenként majdnem félmilli-
4ard tonna? Hiszen ekkora nyomdst
egy dttest feliilete el sem bir! Sét
nemcsak az tttest feliilete, a Fold
szilird kérge is beszakadt volna
ekkora terhelés mellett! Szerencsére
a szornyd katasztréfa elmaradt, mert
az Osszes forgalom mnem 482 8oo
millié tonna/km volt, ahogyan a szo-
veget a forditd értelmezte, hanem
482 800 millié tonnakilométer (azaz
a tonndk sziménak és a megtett

km-ek szamanak szorzata teszi ki az
Osszes szallitott drukra egytittvéve ezt
a hatalmas szdmot).

A 9. oldalon szavakban megfogal-
mazott szampélddk kezdddnek. A
magyar szoveg itt altalaban fiiggetlen
az orosztol, de azért rendszerint a
magyarnak is van tobb-kevesebb
értelme. Pl.:

76/b az orosz eredetiben: Melyik az
a szam, amely 19 gri-gyel kisebb,
mint 30 303 ¢s 8393 kiilonbsége?

76/b a magyar valtozatban: Melyik
nagyobb és mennyivel a kovetkezd
szamok  koziil: 19911, 30 303,
83937
De el6fordul, hogy a magyar valto-
zatnak egyaltaldn nincs is értelme,
Példaul:

86/a az eredeti szovegben: Az egyik
osszeadand6 70-nel novekedett. Mit.
kell tenniink a mdsik 6sszeadandéval,
hogy az Osszeg go-nel novekedjék?
38-cal novekedjék? 29-cel csokken-
jen? valtozatlan maradjon?

86/a a magyar valtozatban: Az
egyik Osszeadandd 70. Mikor novek-
szik az Osszeg g9o-re? Mikor csokken
38-ra? Mikor csokken 29-re? Mikor
marad valtozatlan?

Eléfordul az is, hogy magyar val-
tozatnak a negativ szamok kdrében
volna értelme, csak a pozitiv szimok
korében nincs. Példaul:

113. Két szam kiilonbsége 3 789,
a kisebbitend6 2 go6. Mekkora a ki-
vonandd ?

114. Két szam kiilonbsége 12 037,
a kisebbitendé 7 963. Mekkora a
a kivonando?

Sajnos, a tanuldk ebben az osztaly-
ban (V. altalanos) még csak a pozitiv
szamokat ismerik.

Pir lappal odébb megint egy érde-
kes szamadat: ,,135. A mérlegen
6 340.q burgonya volt. Ebbdl elkild-
tek az egyik iizletnek 2965 g-t,
a masiknak pedig 568 g-val keveseb-
bet, mint az elsének. Hiny q bur-
gontya maradt a mérlegen?”’ Képze-
jilk csak el azt a mérleget, amelyen
elfér egy hosszu, megrakott teher-
vonat burgonyarakomanya. Az ere-
detiben persze mérlegrél sz6 sincs,
hanem na ckiape , azaz raktiron van



ennyi burgonya. A fordito egyszertien
beirta az elsé eszébejutd szdt, ami
szerinte beillett a szovegbe.

A kovetkezb oldalon egy feladatban
ezt olvassuk: , A papanyidak 1937.
majus 21-én szalltak partra az Eszaki
Sarkon’’. Kik ezek a papanyidak?
Valami exotikus néptorzs? Vagy
talin a nagy szovjet sarkkutato,
Papanyin tudomdinyos expediciéjit
illette a fordité ezzel a furcsa névvel?

Egy lappal odébb megint taldlunk
egy csodabogarat. ,Falesz Mihaly
gordg matematikus idOszdmitdsunk
elétt 585. majus 28-ra josolta a nap-
fogyatkozast,” Az eredetiben daiec
MuneTckuil, azaz miletosi Thales all,
A fordité hajdani . valdé Horvath
Istvanhoz - mélté buzgalommal -ma-
gyaritotta meg a derék gordg bolcs
nevét, '

A kovetkezd két lapon szampéldik
sorakoznak. Ezeket a fordité helyesen
forditotta., Utédna, sajnos, megint jon
egy szOveges feladat: ,,Egy traktor
4tlag 1 800 ha foldet mitivel meg”.
Ilyen traktorokat gyartani nem volna
kifizet6dé dolog. Az orosz szdveg
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hozzatette: ,,... egy idényben’; a
magyar valtozatbdl ez kifelejtidott.

Folytassuk a példakat? Taldn csak
még egyet:

»,211, Hat eziistkanalat visiroltak,
amelyeknek sulya 40 gr, és 12 eziist-
kanalat, amelyeknek a stilya 23 gr volt
darabonként., Mennyit kerestek az
eladdk, ha egy gr eziistért 1 rubel 5
kopeket kaptak, és 8k az egészért 550
rubelt fizettek.”

Maganszektor? Eladoi jutalék? Szé
sincs rola. Egyszerd forditéi mellé-
fogds. Az orosz szovegben szerepld
cpaya  sz6 nem ,eladot’” jelent,
hanem ,,visszajaré pénzt’’. Ennek
megfelelden. az eredeti szovegnek
egészen mds az értelme, mint a for-
ditdsnak: a kérdés"az, mennyi pénz
jar vissza 550 rubelbdl, ha 1 gramm
eziist ara 1 rubel 5 kopek.

A 320 oldalas konyv 24. oldaldn
jarunk és felesleges is, hogy tovibb
menjiink. Az olvasé hamarabb kime-
riilne, mint az idézetek.

Mi a véleménye minderrdl az illeté~
kes szerveknek? =
Varga Tamds

FELHIVAS

A Gazdasigi és Miiszaki Akadémia palydzatot hirdet Alta-
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A Bolyai Jdnos Matematikai Tdarsulatbabelépni szindékozok
forduljanak a Tdrsulat elnokségéhez (Budapest V., Redltanoda-
utca 13—15. Tel. 187—330.). Kozlésre szant dolgozatok (leheto-
leg gépirassal s a lap egyik oldaldt hasznalva) a Lap szerkesz-
toségehez ugyanoda kuldendak (Budapest V., Redltanoda-utca
13—15.).

- Kérjik akkzromkat hogy amennyiben kildnlenyomatra tar-
tanak igényt, cikkiik kefelevonatdnak visszakiildésekor eziranyd
kivansdgukat a kért kilénlenyomatok szamanal* meg;elolesevel
feltétleniil jelentsék be. :

Kedves Olvasonk!

. A Matematikai Lapok c. folyoirat mégjelenésének idopontja tech-
nikai okok kovetkeztében — nem egy esetben — viltozott. Ez_a folyo-
irat kiildésében zokkeno6t okozott, mert vallalatunknak nem all modja-
ban minden alkalommal értesitést kiildenie' el6fizetSinek a meg-
jelenésrél. A folyodirat zavartalan megkiildése érdekében kérjilik tehat,
hogy az el6fizetési dijat ('/» évre. 10.— Ft) rendszeresen és elére a
Posta Kozp. Hirlapiroda 61.256. sz. csekkszamlajara befizetni szives-
kedjék.

Megjegye'zzuk azt is, hogy az elmult évtol eltéroen — a folyo
évben csak egyfajta eléfizetési ar van. A példapyszamonkénti vasar-
lasi ar pedig magasabb, mint az gl6fizetési ar.

Tankdnyvkiads Vallalat
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Bolyai Jinos

frta: Aiexits Gyoray

Bolyai Janos 150 évvel ezelott, 1802 dec. 15-én sziiletett
Kolozsvart, Mar zsenge gyermekkoraban feltiint rendkiviili
matematikai képessége. Apja, Bolyai Farkas tanitvanya volt
a marosvasarhelyi kollégiumban, 1818-t601 kezdve pedig a béesi
hadmérnok: akadémia tanuloja. Amikor 1823-ban, — alig 21 éves
koraban — alhadnagyként Temesvarra kerilt, elkiildte apjanak
azt a matematika torténetében hires levelet, amelyben megirta,
hogy ,semmibdl egy 1j, mas vilagot teremtettem”. Mint azota
tudjuk, ekkor fedezte fel a mnem-euklideszi geometria egyik
alapvet6 tételét: ez az 1831-ben-megjelent Appendix 29. §-anak
a lényege. Az Appendixet abban az idében Gausson kiviil senki
semn értette meg. A tudoményos tisztdnlatas még nem emelke-
dett olyan fokra, hogy a mem-euklideszi geometria felfedezésé-
nek egész vilagszemléletiinkre kihaté voltat a tudomanyos koz-
vélemény kellgen értékelni képes lett volna. Gauss, mint isme-
retes, egy levelet irt Bolyai Farkasnak, amelyben elismerte
ugyan az Appendix értékét, ugyanakkor azonban parhuzamot
vont az Appendix és sajat kiadatlan és részben befejezetlen
kutatasai kozott. Ez a szokatlan prioritasi igény méltan ban-
totta Bolyai Jéanost, aki épp abban az idében, 1832-ben a kato-
nai palyan is valsagba jutott; 1833-ban nyugdijba kiildték,
mint masodosztalyd mérnokkari kapitanyt évi 280 forint illet-
ménnyel. A betegeskedé Bolyai Janos tehat 31 éves koratol
fogva halalaig arra volt karhoztatva, hogy ilyen, ¢supdn a leg-
szerényebb sziikségletek kielégitését megengeds jovedelembdl
tengesse életét. Hosszu ideig, 12 évig, Domaldon lakott, egy

kicsiny, primitiv falueskaban, ahol még a 120 év elstti kis-

varosi kultura sem hatolt be, de még itt sem sorvadt el teljesen
matematikai alkotasvagya. Egyv lipesei palyazatra elkiildte
Responsio néven ismert munkajat, amelyben a komplex szamok
elméletét dolgozta fel olyan — mondhatniank modern — szellem-
ben, amely abban az idében (1837) messze ttlhaladta kora tudo-
méinyos felfogasat. Kortarsai természetesen a Responsiot sem

8 Matematikai Lapok
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értették meg, 1846-t61 Marosvasarhelyt lakott, ahol azonban
senkivel sem tudott kapecsolatot talalni, mert halado eszméit
visszoutasitottak az ottani félig feudalis, félig kispolgari gon-
dolkodéast értelmiségiek. 1850 és 1855 kozottt még dolgozott
a metematikai térelméletét megalapozé ,Raumlehre” eimi
miivén, de akkor mar betegeskedése nagyon elgyengitette s igy
csak egy toredék maradt utana. Ennek ellenére a toredékes
munka is igen jelentds, perspektiviat megnyito gondolatokat
tartalmaz: itt kezdi meg egy 1j, s esupan az 6 haldla utan
kifejlédott tudomanyag, a felilletek topolégidjanak a megala-
pozasat. Mindenkit6l elhagyottan halt meg 1860 januar 18-an.

Bolyai Janos szomoru élete nem csupan egy langész egyéni
dramaja, hanem a tarsadalom belsé harcaibol fakado tragedia.
A polgari torténetiras mindezt nem ismerte és nem is ismer-
hette fel, mert akkor egyszersmind le kellett lepleznie a tokés
gazdalkodason alapulé tarsadalom ellentmondasait is,

Sorsanak szerencsétlen alakulasa tulajdonképpen mar akkor
megkezdsdott, amikor apja kénytelen volt 6t a béesi hadmér-
noki akadémiara kiildeni, Bolyai Farkasnak ngyanis nem volt
elég pénze fia tanittatasara, ezért nagybirtokos arisztokratatél
kellett tamogatast szereznie. A reakeiés arisztokracia pedig
a béesi katonaiskolaba menni szandékozo tehetséges ifjakat
szivesen tamogatta, mert azt remélte, hogy ott esaszarhti kato-
vatiszteket nevelnek beldliik s ezzel gyengitik a ,,rebellis” kis-
és kozépnemesek sorait. De Bolyai Janosnak mem kellett a
csaszari tisztek rettenetes korlatoltsagu élete. Matematikusnak
sziiletett, tehat matematikaval akart foglalkozni — és 17 éves
koratol kezdve minden szabad idejében azzal is foglalkozott.
Ez volt Bolyai Janos és az akkori osztalytarsadalom kozotti
els6 osszeiitkozés, Ennek pedig sziikségszeriien létre kellett
jonmie ahban a tarsadalomban, amely egy rendkiviili langész
megélhetését legfeljebb azzal volt képes biztositani, hogy helyet
adott neki az nralkodoé osztaly elnyvomé szervezetében, a katona-
tisztek kozott, de cserébe természetesen az wuralkodd osztaly
feltétel nélkiil; kiszolgalasat és zsenidlis gondolatai hattérbe
szoritasat kovetelte tole.

Bolyai Janos korszakalkoto felfedezése, az abszolut geo-
metria, Bolyai életében nem talalt megértésre. Ennek oka, hogy
az 0 koraban Magyarorszagon nem volt az exakt matematikai
kutatasnak megfelel6 tarsadalmi talaja. A matematikai kutatas
értékeléséhez és fejlesztéséhez ugyanis a termelési modnak
olyan fokon kell allnia, hogy a tarsadalomnak legalabb egy
befolyasos rétege érdekelt legyen a matematika haladasaban.
Ilyen tarsadalmi réteg pedig esak fejlett, vagy legalabb evo-
teljesen fejlédé gyaripar mellett johet létre. A 19. szazad elso
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felében viszont Magyarorszagon szinte semmilyen gyaripar sem
volt, ennek kovetkeztében a matematikai kutatés esak néhany
szakember mellékes szorakozasa lehetett. Bolyai nagyszeri
alkotasa tehat — ugyantgy mint Lobacsevszkijé — sziikség-
szeriien belefulladt az értetlen kozony posvanyaba.

Bolyai Janos rovidesen rajott, hogy a kozte és a kornyezete
kozotti surlodasok okai a tarsadalom szerkezetének a mélyébol
fakadralk, Allandéan radikalis tarsadalmi reformokon torte a
fejét, szamos feljegyzést készitett egy megirando Udvtanhoz,
amely szerinte megmutatta volna az egészséges fejlédés utjat.
A megmaradl szorvanyos feljegyzésekbsl lathaté, hogy Bolyai
e téren is merészen haladé eszméket taplalt. Udvtana jegyzetei-
b6l az utopista szocializmus egyik valtozatanak korvonalai
bontakoznak ki. Tobbek kozt azt fejtegeti, hogy a termelést
kozosen, munkamegosztasos alapon kell végezni, a termékek
elosztaséinak pedig az emberi egyenloség elve szerint kell tor-
ténnie, Az egyén rendelje magat ala a kozosség sziikségletei-
nek, mert ,semmiféle egyéni iidv nmem létesithetd vagy mnem
allhat fenn a koziidv nélkiil”, Bolyai haladé gondolkodos, uto-
pista forradalmar volt. Tarsadalmi reformeszméinek haladé
volta abban all, hogy az uralkod6 osztallyal szembefordult és
a dolgozok jolétét kereste. Ugyanakkor természetesen — a tobbi
ismert utopistahoz hasonléan — fantasztikus elképzelések tut-
vesztojébe keveredett, ami nem csoda: hiszen a fejlédé kapita-
lizmus ellentmondasai még nem voltak elég élesek ahhoz, hogy
a tarsadalom mozgasat szabalyozo anyagi eréket vilagosan
felismerhette volna. Epp ezért az utépistak — és koztitk Bolyai
Janos is — ,a szocializmus megvalositasat a vilag hatalmasai-
tol vartak... — irja Sztalin, Ok toérvényekkel, myilatkozatok-
kal, maganak a népnek (a munkasoknak) a segitsége nélkiil
akartak megteremteni a boldogsagot.

A szabadsaghare riadéja Bolyai Janost is magaval ragadta.
Betegeskedése miatt mem tudott ugyvan a haretérre menni —
pedig azt szerette volna —, de 1848 oktoéber 30-an résztvett egy
bizalmas katonai tanacskozason, ahol — Deak Farkas erdélyi
torténetiro napléja szerint — ,,... egy tiszta szabatos tervvel
allott els, mely ... egész Erdély megtisztitasat magaban fog-
lala”, Bolyai haditervének elfogadasat — Deak szerint — a
}lonvedﬁégbe beférkozott reakeiosok akadalyoztak meg. ,Bolyai
pedig visszatért a “maganyéletbe, melyet csak e pillanatban
hagyott volt el.. 3

Bolya1 Janos matematikai alkotasianak a mnagysagat feles-
leges matematikusok elétt fejtegetni. Annyit azonban meg kell
emliteniink, hogy az 6 — és Lobacsevszkii — kutatasai don-
totték meg a matematikai és fizikai tér fogalmanak azonos-

8*
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sagarsel taplalt évezredes elsitéletet. A Bolyai — Lobacsev-
szkij — féle geometria deritette fel, hogy a matematikai tér

altalanosabb a fizikai térfogalomnal: magaban foglalja ugyan
a fizikait, de annal tobbet is tartalmaz, Bolyai Janos ezzel
a felfogasaval utat nyitott az absztrakt tér eszméje szamara,
amelyet teljes altalanossagban els6ként Fréchet és Riesz
Frigyes fejtett ki, majd Hausdorff, Hilbert és szamos mas
kutato fejlesztett tovabb. Bolyai langeszii felfedezésével tehat
végsé fokon Osszefiiggnek a matematika és a fizika modern
elmiéletének legfényesebb fejezetei.

Bolyai ¢s Lobacsevszkij felfedezései bebizonyitottak, hogy
a fizikai tér matematikailag tobbféleképpen is leirhato, vég-
legesen osszeztzta Kant idealista térelméletét. A Bolyai —
Lobacsevszkij — féle geometria tehat erds fegyvert szolgalta-
~ tott a materialista vilagnézet szamara, De Bolyai geometriai
eszméi egyéhként is lényegiikben materialista tartalmuak, mert
a vilag objektiv létéhsl indulva ki, szembefordulnak az anyagi
tények onkényes magyarazataval. Bolyai a téliink fiiggetlen
anyagi valosag legjobb megismerési modjat keresi.

Bolyai Janos forradalmar alkoté volt. Mint kutaté mate-
matikus és mint a tarsadalom problémai irant érdeklédé ember,
egyvarant elutasitotta a haladast gatlo dogmakat, merészen
kereste az Gjat és ha egy gondolat helyességét felismerte, tor-
hetetleniil ragaszkodott hozza, akarmennyi eléitéleten kellett
is keresztiillgazolnia. Ezt a forradalmi merészséget nem tudta
neki megboesatani az uralkodo osztalyhoz dorgolédzé meg-
hunyaszkodok hada. Ezért rontotta meg ennek az o6riasnak az
életét egy esomo kiesinyes torpe. De Bolyai bizott benne, hogy
az emberiségre ,leg-alabb a’ 2000-ik év betelése el6tt... eljo-
vend (az udv) oraja”. Ez a szilard meggydézédése és langeszi
feltedezése emeli 6t szamunkra a nagyok kozott is a legnagyob-
bak kozé. Mi, akik megértiik azt a kort, amelyrél Bolyai almo-
dott, tudjuk, hogy az 6 kiizdelmei is hozzajarultak fejlédésiink-
hoz. S a felszabadult magyar matematikusok Bolyai Janos
sziiletésének szazotvenedik évforduléjan mély tisztelettel és
forré szeretettel hajtjak meg a legnagyobb magyar matema-
tikus elétt a hddolat zaszlajat.



Jordan Kiroly matematikai munkassagarél*

frta: Rénvi ALFRED

Nem konnyii feladatra véllalkoztam, amikor elvallaltam, hogy
a mai iinnepi alkalommal, amikor osszegyiiltiink, hogy megiinne-
peljiik Tarsulatunk koztiszteletben all6 diszelnokének, JORDAN KAROLY-
nak 80-ik sziiletésnapjat, beszdmoljak tudomdnyos munkassdgarol.
JORDAN KAROLY munkdinak jegyzéke 69 munkat tartalmaz, ezek
kézott tobb terjedelmes konyvet. Tudoméanyos munkassaga kiterjed
a matematikdn kiviil a meteorologia, a geofizika és a kémia
teriiletére. Aldbbiakban szinte kizar6lag matematikai munkair6l
fogok beszélni, azok koziil is elsésorban a valésziniiségszdmitas
korébe vago munkairdl. JORDAN KAROLY f6 érdeklodési kore egész
€letében a valdsziniiségszamitds és a matematikai statisztika volt,
egyéb iranyt kutatdsai mind ehhez kapcsolédnak, — igy a diffe-
renciaszamitds és az interpolacié terén végzett kutatdsai a valo-
sziniiségszamitdsi vizsgdlataihoz kapcsolédnak, s6t még a fiatal
kordban Fiedlerrel egyiitt irott, konvex és egyéb z-tipustinak neve-
zett gorbékre vonatkozé munkai [4], [5], [6], [7], [8]** is a geo-
metriai valoszinfiségek vizsgélatabol vették eredetiiket. Miel6tt mun-
kainak és fobb eredményeinek ismertetésére ratérnénk, néhany szot
kivanok szolni tanulmanyairél és élettorténetérél. JORDAN KAROLY
Budapesten sziiletett 1871. december 16-dn. Kozépiskolait Buda-
pesten, egyetemi tanulményait Pdarisban az Ecole Monge-on,
Ziirichben a Polytechnikumon, ahol vegyész oklevelet nyert, tovabba
Manchesterben és Genfben végezte. A genfi egyetemen 1895-t61
1898-ig mint tandrsegéd és magantandr miikodott, majd vissza-
térve Budapestre az egyetemen foldrengéstani, csillagaszati és
matematikai tanulmdnyokat végzett. Doktori oklevelét Genfben
nyerte el, kémiai targyt disszerticidjaval [1]. 1906-t6l 1913-ig a
Budapesti Foldrengés Szamolo Intézet vezet6je volt. Ebbol az id6-
bol szdrmazik a foldrengési hullimok terjedésére vonatkozo érte-
kezése [3]. Az els6 vilaghabort alatt mint meteorolégus miikodott.

* A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat altal Joroan Kirory 80. sziiletés-
napja alkalmabdl 1951. december 16.-an rendezett iilésen tartott eldadas.
** A szamok a cikk utdn kozolt jegyzékre vonatkoznak.
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A valoszinliségszamitas alkalmazasa a meteorologidban egyik ked-
velt témdja: ezzel foglalkoznak [2], [28], [51], [64] és [66] dolgo-
zatai. 1920-t61 kezdve tartott el6addsokat a budapesti Kozgazda-
sagi Egyetemen, ahol 1923-ban magantanari képesitést, 1933-ban
rendkiviili tandri és 1940-ben nyilvanos rendes tandri cimet nyert.
Eldadasait ma is folytatja a Miiszaki Egyetemen. Munkdssédga elis-
meréséiil a Magyar Tudoményos Akadémia 1947-ben levelezd tag-
java valasztotta.* A felszabadulds el6tt csak kevés elismerésben
volt része. 1928-ban matematikai munkéssagdért az Eotvos Lorand
Matematikai és Fizikai Tarsulat KONIG GyuLA jutalommal tiintette
ki. Ez alkalommal Szucs ADOLF ismertette munkassagat; ismerte-
tésébol,** amely a Math. és Phys. Lapokban jelent meg, idézem a
kovetkez6 -mondatokat:

»a valosziniiségszamitds és a vele kapcsolatos problémak
foglaltdk le els6sorban JORDAN KAROLY figyelmét. Erdekltdése két-
iranyu: egyrészt az alapfogalmak feldllitisa és a fotételek éltalanos
levezetése foglalkoztattdk, masrészt régi és tj valoszinfiségi problé-
mak szamitasra j6l haszndlhaté alakban valé megolddsa. Emellett
teljesen urrd lett az alkalmazasok igen széles teriiletén, a mate-
matikai statisztikiban, amely 1j problémainak felvetését sugalmazta
és egyuttal alkalmat adott neki a taldlt megolddsok gyakorlati
értékének bebizonyitasara.“

Magam részér6l JORDAN valdsziniiségszamitasi munkaib6l a
kovetkezd harom jellemz6 vonast emelem ki: 1. munkdi a val6-
szinliségszamitds klasszikusai eredeti munkdinak behat6 tanulma-
nyozason alapuld, mélyrehaté ismeretér6l taniskodnak és munkas-
sagaban hatérozott enciklopédikus torekvések tapasztalhatok: JORDAN
.mindig arra torekszik, hogy munkaiban Osszegezze, egyszeriisitse
és ezek alapjan kiegészitse €s tovabbfejlessze a val6szinfiségszamitas
nagy klasszikusainak, igy MOIVRE, MONTMORT, BAYES, a BERNOULLIak,
PoissoN - és LAPLACE munkdit. Elmondhatjuk, hogy a valdsziniiség-
szdmitds klasszikus elmélete JORDAN munkdiban tetopontjdt érte el.
2. JorDAN enciklopédikus torekvései mellett igen éles kritikdval és
az alapvetd kérdések vildgos és logikus felvetésével foglalkozik
eléddeinek munkdival. Ennek kovetkeztében, mig konkrét probléma-
felvetésben és vizsgalatainak tdrgykorében JORDAN munkdssiga a
‘valosziniiségszamitas klasszikus elmélete korében marad, kritikai
megjegyzeseivel a valoszinliségszamitas wjabb fejlodeésct is elosegi-
tette. Amint mar egyszer alkalmam volt erre ramutatm bizonyos

rrrrrr

* Ezen eldoadds elhangzdsa ota 1951. éprlhs 4.-én, felszabadulasunk
iinnepén a Magyar Népkoztarsasag Elnoki Tanacsa JorpaN KAiroLyt a Magyar
Népkoztarsasagi Erdemrend V. fokozatéval tiintette ki.

** Szucs A.: Jelentés az 1928, évi Konic Gvura jutalomrél. Math. és
Phys. Lapok 1929. 61—69. o.
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elméletének egyik alapgondolatdnak csirajat megtalaljuk JORDAN
egyes cikkeiben. Hasonloképpen érdekesek és értékesek JORDAN
kritikai megjegyzései ujabb statisztikai iranyokr6l, mint példaul a
PEARSON-féle y*-moOdszerrél. A statisztikdban ma a halado és
reakcids irdnyzatok kozotti harc szempontjabdl feltétleniil pozitiven
értékelend6k JorDANnak a BAvEes-féle modszerre vonatkozd meg-
jegyzései. Ezekrdl aldbbiakban részletesen be fogok szamolni.
3. JORDAN valoszinfiségszamitdsi munkdinak harmadik jellemz6
vonasat abban latom, hogy egyrészt allandéan szem elétt tartotta
a gyakorlati alkalmazéasokat, széles természettudomanyos érdekl6-
désére és képzettségére tamaszkodva, ugyanakkor pedig behatban
foglalkozott azzal is, hogy az elméleti eredményeket a numerikus
szamolasra minél alkalmasabb formaba ontve a gyakorlati alkal-
mazasokat el6segitse. Ez a torekvése csatlakozik ahhoz a jellem-
vonasahoz, hogy JORDAN vérbeli tanar: 32 éves tanari miikodése
mellett dsszes munkéiban érezhetd az a torekvés, hogy a targyalt
kérdéseket minél vildgosabban, kozérthetobben adja el és ezzel a
megértést és alkalmazast biztositsa. Ezzel egyben arra is ra kiva-
nok mutatni, hogy az enciklopédikus torekvés ndla nem oncél,
hanem azért igyekszik Osszefoglalni és egyszeriisiteni az elbtte elért
eredményeket, hogy azok megértését és sikeres felhaszndldsat minél
hathatésabban el6segitse.

Rétérek ezutdn JORDAN néhany konkrét eredményének ismer-
tetésére, anélkiil természetesen, hogy teljességre torekednék. A valo-
szinliségszamitds klasszikus problémakorének jellemzd kifejezés-
moédja az ,urnaprobléma“. (Szocs A. megallapitisa szerint az urna-
problémék ugyanazt a szerepet jatsszak a valOszinliségszamitdsban,
mint a geometridban az abrdk. Ehelyett azt mondanam, hogy az
urnaproblémdk a matematikai modellek iskolapéldai.) Ezt a probléma-
kort altalanositja JORDAN [29] dolgozata, amelyben tobbek kozott
a kovetkezé kérdést veti fel: a POLYA—EGGENBERGER-féle problé-
manal,* azaz amikor minden kihtizott golyéval egyiitt 7 ugyan-
olyan szinii goly6t tesziink vissza az urndba, mi a val6sziniisége
annak, hogy piros golyot el6szor a k- 1-ik hiizdsra hizzunk ki?
Bevezetve a generatorfiiggvényt, amely ez esetben hipergeometrikus
fiiggvény segitségével fejezhetd ki, kiszamitja a momentumokat €és
azok Osszefiiggéseit. Erre a problémdra egy BRODI IMRE dltal fel-
vetett fizikai probléma vezette JORDANt. Ebbél kiindulva altaldno-
sitja a problémat arra az esetre, amikor az urna Kkett6nél tobb

* Ezt a problémat helyteleniil tulajdonitjdk PoLya Gyoreynek és F.
EGGENBERGERNeK, ugyanis a problémat A. A. Markov joval elobb — mar 1917-
ben felvetette és megoldotta. 1. A. A. Mapkos, O HeKOTOPBIX MNpefeIbHBIX
(opmynax mcumcneHmn BeposTHocTei, MsGpanneie Tpyap:, 1951, Axapemus
Hayx CCCP, 575—585 0. A problémat tehat helyesen Markov-féle problémanak
kellene nevezni.
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szinli golyot tartalmaz. A generatorfiiggvények ez esetben . n.
LAURICELLA-féle tobbvaltozds hipergeometrikus fliggvények.
Szdmos dolgozata vonatkozik kozelit képletek nyerésére ismert
valdsziniiségszamitasi képletekre. Ilyen példdul a Poisson-féle pro-
bléma: egy kisérletet n-szer egymdsutan hajtunk végre, az i-ik
kisérletnél az A esemény valészinlisége p;, mi a valdsziniisége,
hogy az A esemény az n kisérlet koziil & kisérletnél kovetkezik be?
Ha p; nem fiigg i-t6l, a jolismert BERNOULLI-féle binomidlis el-
oszlast nyerjiik. A szobanforgd kifejezést JorDAN a- Gi(f x) =
dk
at"
taggal jo kozelitést ér el [24]. A Gi(Z, x) polinomok az x=1,2,...

—t

— €'t * =_(e't") polinomok szerinti sorba fejti ki és mar néhdny

diszkrét értékkészleten ortogondlisak a ¢ = ex' sulyfiiggvényre

vonatkozolag. Az 1,2,..., N helyekb6l all6 halmazon ortogonalis
polinomokkal foglalkozik tobb mas munkdjaban és ezeket felhasz-
nalja a legkisebb négyzetek elve alapjan polinomokkal valo leg-
jobb kozelités olyan meghatirozédsara, ahol ha a pontossig nem
kielégitd és emelni kivanjuk a fokszdmot, gy csak egy uj tagot
kell hozzavenniink a kifejtéshez. Ezek a polinomok mar CSEBISEV
elott ismeretesek voltak és az ¢ 4ltalanos elméletébdl specidlis
esetként adédnak.

Hasonléképpen foglalkozik a polinomidlis eloszlas kozelité-
sének kérdéseivel is. A konkrét valosziniiségi problémdk koziil,
amelyekkel JorDAN foglalkozott, megemlitem még SIMMONS egy
tételére vonatkoz6 dolgozatét [60], a PoINCARE-féle képlet éltaldno-
sitasat [48], a MONMORT—MOIVRE tételre vonatkozd cikkét [14].
Attérek ezutdn a valészinfiségszamitas elvi kérdéseire vonatkozod
dolgozataira; [18], [31], és [36] sz. dolgozatai foglalkoznak ezzel
a témdaval. JorRDAN leglényegesebb megallapitisa, hogy a valo-
szinliségszamitds klasszikus elmélete, amely az egyenld valészinii-
ségli esetek leszamlaladsan alapszik, lényegeében halmazelméleti tar-
talma : kiilonboz6 halmazok elemszamdra vonatkozé tételekbdl all,
amelyek a valésziniiségszamitasi interpretaci6tol fiiggetleniil érvénnyel
birnak. Ez a megéllapitasa azért jelentds, mert 6 volt az els6, aki a
valoszinliségszamitds pusztin matematikai elméletét kiilonvalasz-
totta az eredmények interpretaci6javal kapcsolatos bonyolult isme-
retelméleti kérdésektol. Bar kétségtelen, hogy ezen kérdések meg-
oldasat nem keriilhetjiik el és igen helytelen is volna elkeriilni
probdlni, annak hangsitilyozdsa, hogy a valdszinfiségszamitasban is
modszertanilag  kiilonvalaszthaté . a matematikai apparatus €és az
interpretacié kérdése, azért sziikséges, mert ez felveti az interpre-
tacié sziikségességét és a matematikai apparatus alkalmazhatésaga
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megvizsgalasanak nélkiilozhetetlenségét. Lényegében KOLMOGOROV
is ezt teszi, azzal az igen lényeges eltéréssel, hogy nem
szoritkozik a klasszikus elméletre, hanem azt messzemen®en alta-
lanositja. JorDAN alldspontja materialista allaspont, bar ez nala
nem teljesen tudatos. Inkdbb Osztonosen, de azért mégis teijes
hatdrozottsaggal elutasitja a valdsziniiség és gyakorisag Osszekeve-
résére iranyuld machista, pozitivista kisérleteket, igy elsésorban
Mises elméletét. [36] munkajaban ramutat MiSES elméletének néhany
alapvetd fogyatékossagédra: arra, hogy Mises felteszi, hogy a
gyakorisag ingadozasai nem sziinnek meg a kisérletek szamanak
novelésével és hogy MISES csak végtelen sok Kkisérlet esetében
adja a valosziniiség definicidjat, mig valéjaban mindig csak véges-
sok kisérlet all rendelkezésiinkre. JORDAN dllaspontja nem teljesen
kovetkezetes: 0 tulajdonképpen a szubjektiv valdsziniiségfogalom
hive, ugyanis az objektiv valdsziniiségfogalmat azonositja MISES
elméletével, ezért biralja. Az emlitett harom cikk koziil az els6ben
[18] haromféle val6sziniiségfogalmat kiilonboztet meg: a matema-
tikai valosziniiségfogalmat, az empirikus valdszinfiséget (= gyakori-
sag) és a filozofiai valdszinfliséget (= szubjektiv valdsziniiség, vara-
kozids mértéke). Ezt a felfogast természetesen nem fogadhatjuk el;
kétségtelen, hogy itt JORDAN bizonyos mértékig az akkoriban (és
nyugaton még ma is) divatos pozitivista aramlatok befolydsa ala
keriilt, bar sokkal kevésbbé, mint altaldban kortarsai. Lényegében
a szubjektiv valosziniiségfogalom mellett foglalt éllast [49] dolgo-
zataban is, ahol azt irja, hogy ,a statisztikus ugyanabban a hely-
zetben van, mint a természettudos, aki csak azt dllapithatja meg,
hogy megfigyelései Osszhangban vannak az elméletével, de soha
azt, hogy elmélete helyes“ é€s idézi PLANCK mondasat,* aki szerint
az igazi természetr6l valami bizonyosat kimondani tudni kozismer-
ten lehetetlen.

Abban az id6ben, amikor JORDAN emlitett dolgozatai késziil-
tek, és abban a légkorben, amelyben 6 — és mindenki mas —
€lt — nehéz volt ezekben a kérdésekben helyesen tajékozodni;
nemcsak 0, mas nagy tudosok is olykor a pozitivista irdnyzatok
befolydsa ala keriiltek. De kétségteleniil nagy érdeme JORDANnak,
hogy sok elvi kérdésben hatdrozottan helyes allaspontot foglalt el.
Vonatkozik ez példaul a Baves-féle tétellel kapcsolatos vitdkra.
Az ugynevezett ,okok valosziniiségének“ tételét igen sokat tamad-
tak, €liikobn R. A. FISHERrel. JORDAN ezen a ponton nem Keriilt a
divatos aramlatok hatdsa ald. Emlitett munkdjaban, miutin a valo-
sziniliségszamitds matematikai elméletének halmazelméleti felépitését

* M. Pranck, Neubahnen der Physikalischen Erkenntniss, Leipzig, 1916,
24. 0. ,Da miisste man von der wirklichen Natur etwas mit Sicherheit aussagen
konnen was doch anerkanntermassen griindlich ausgeschlossen ist.“
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ismertette, a kovetkezoket dllapitia meg: ,Lattuk, hogy a vazolt
eljardssal valamennyi valosziniiségtétel, az annyira vitatott okok
valosziniiségének tételét és a kivetkeztetési tételt is beleértve, kifogas-
talanul levezethetd, tigy, hogy azokhoz kétség nem férhet. Ha azon-
ban a tételeket gyakorlati problémakra alkalmazzuk, akkor az ered-
mény helyessége attol fiigg, hogy a rendelkezésre &ll6 adatok meg-
felelnek-e a kiinduldsi feltételeknek“. Ez a megallapitis messze
felette all elvi szempontbol az ugyanebben az iddben divatos angol-
amerikai statisztikai iskola allaspontjdnak és teljesen megegyezik
Sz. N. BERNSTEIN idevagd megallapitasaival, melyeket legutobb
H. STEINHAUS fejtett ki igen meggy6zOen, a BAYES-médszer védel-
mében alcimii dolgozataban.* Nyilvanvald, hogy a BAYES-médszerre
vonatkozé dallasfoglalasédval JORDAN élesen szembekeriilt a FISHER-
féle iskolaval. Allaspontjanak konzekvencidit messzemenden le is
vonta [49] dolgozatiban. Ebben a dolgozatban a y* probaval kap-
csolatban megjegyzi, hogy ,béar ezt a prébat igen széles korben
alkalmazzdk, nincs olyan j6l megalapozva, mint altaldban hiszik.“
Ramutat arra, hogy a modszer kifogastalan megalapozasa csak a
BAves-féle tétel segitségével torténhet és ez igen visszds meg-
vilagitasba helyezi FISHER iskolajat, amely a x* mddszert elfogadja
és a BAYES-modszert, amelyen alapszik, €élesen elutasitja.

Ugyanakkor JORDAN ramutat, hogy a FisHER-féle maximalis
valosziniiség (maximal likelihood) elve szintén ekvivalens a BAYES-
féle modszerrel. Itt emlitem meg, hogy JoRDANnak az a gondolata,
hogy egy hipotézis valdsziniiségérol képet kapunk, ha megnézziik,
hogy ezen hipotézis mellett a bekovetkezett esemény valdsziniisége
hogyan viszonylik a lehetséges egyéb események koziil a maxi-
malis valdsziniiségiinek a valdsziniiségéhez, az a gondolat, hogy
a kis valo6sziniiségli események sziikségképpen bekovetkeznek, mert
vannak esetek, ahol a lehet6ségek szamanak nagy volta miatt min-
den lehetdség igen kicsiny valosziniiséggel bir, azonban olyan ese-
mények, amelyek valdsziniisége nemcsak énmagéban véve Kicsiny,
hanem Kkicsiny a lehetséges egyéb események valosziniiségeihez
képest, ritkin kovetkeznek be. Ennek alapjian vezette be a ,meg-
lepdség mértékét“, amelyrél a tavalyi akadémiai nagyhéten tartott
el6adaséaban tett emlitést [67].

Attérek JorRDANnak a valoszinliségszamitdsban alkalmazott
matematikai apparatusra vonatkoz6 munkaira és eredményeire. Els6
helyen a differenciaszamitast emlitem meg, amelyet igen nagy
anyagot felolel6 monografidjaban rendszerezett és sajat eredme-
nyeivel is gazdagitott. Megemlitem, hogy ezt a konyvét [53] a
szerzb tudta és engedélye nélkiil Amerikaban 1jbol kiadtak néhany

* H. Stemnnaus, Quality Control by Sampling. (A plea for Baves’s rules)
Colloguium Mathematicum II (1951) 98—108. o.
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éve [61]. Az el6szoban CARVER, az Annals of Math. Statistics
alapitéja a kovetkezoéket irja: ,JORDAN professzor differenciaszami-
tasrdl irott konyve hosszii éveken keresztiil — elsOsorban statisz-
tikusok részére — ennek a targykornek klasszikus kézikonyve
marad.“ A konyv tartalmabdl kiemelem a STIRLING-féle szamok
részletesen kidolgozott elméletét (amely egyébként cikk formajaban
is megjelent a Tohoku Journal-ban), tovabba JorRDAN ©Onall6 ered-
ményei koziil kiemelem a BooLE-féle polinomok bevezetését, és egy
uj interpolaciés formulét, amely tablazatok szerkesztésénél bir kiilo-
nos jelent6séggel. JORDAN ennek segitségével kimutatta, hogy a
kozhasznalatban 1€év6 tablazatok feleslegesen részletesek végiil pedig
az EULER—MACLAURIN formula 1j bizonyitdsat, és altalanositasat ;
az 6 bizonyitdsa a legtermészetesebb ut, amely egyben tébbet is ad.

Nem tértem ki JORDAN munkassdgénak olyan részeire, amelyek
erbsen vitathatok, igy példaul a trendszamitasra vonatkozé dolgo-
zataira [37], [38], amelyek matematikai része ugyan vitan feliil all,
azonban a kozgazdasagi alkalmazdsai igen problematikusak. Nem
beszéltem eddig Matematikai statisztika cimii magyarnyelvii kony-
vérdl [19], amely az elsé ilyentdrgyti magyarnyelvii munka* és
mint ilyen, nagy jelentGséggel birt, amely bovitett kiaddsban 1927~
ben francidul is megjelent [25] D’OCAGNE el6szavaval. Ebbél az
eloszobol egy mondatot kivanok csak kiemelni: ,Szembetiinik —
mondja a kozelit6 mddszerekre vonatkozélag — hogy ha szerzot
ezekben a fejtegetéseiben kovetjiik, hogy 6 gyakorlatban kiprébalta
azokat a modszereket, amelyekrél beszél ..., ez kiilonleges értéket
ad munkéjanak“. ,Ugyanakkor azonban a tapasztalt gyakorlati ember
egyben szakképzett teoretikus is.“

JorRDAN KAROLY ma is aktiv tudomanyos munkassagot fejt ki :
a felszabadulas 6ta nyolc dolgozata [60], [62], [63], [64], [66], [67],
[68], [69] és egy konyve [65] jelent meg. Tudoméanyos munkaja
mellett résztvesz a Magyar Tudomanyos Akadémia munkajaban is,
tobbek kozott, mint a Meteorolégiai Allandé Bizottsdg elndke.

Az elmondottakbdl is kit{inik JORDAN munkassaganak jelent6s-
sége. Kiilon ki kell hangsilyoznom, hogy évtizedeken keresztiil a
valoszinliségszamitas €és matematikai statisztika szinte egyediili
szakavatott képvisel6je volt hazankban, akinek igen nagy érdemei
vannak ennek a tudomanyagnak nemcsak fejlesztése, hanem ter-
jesztése terén is. Magam a valdsziniiségszamitassal a Szovjetunio-
ban ismerkedtem meg és hazatérve, amikor az Alkalmazott Mate-
matikai Intézet valdsziniiségszamitasi és matematikai statisztikai

* Megjegyzem itt, hogy az els6 Magyarorszagon kiadott, magyar szerzotol
szarmazo €s a valészinliségszamitassal foglalkozd munka a debreceni Hatvani
IstvAn ,Introductio ad Principa Philosophiae solidioris“ cimii Debrecenben,
KArrar GerceLy nyomdajiban 1757-ben megjelent munkéja, amelynek ,De pro-
babilitate“ cimii III. fejezete (259—296. 0.) foglalkozik a valdsziniiségszamitéssal.
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osztalyanak kialakitasara torekedtem és munkatirsakat kerestem,
ilyeneket eleinte szinte kizdr6lag csak JORDAN tanitvanyai korében
talalhattam. JORDAN KAROLY matematikai munkassaga sokkal nagyobb
megbecsiilést érdemel, mint amiben a felszabadulas el6tt része volt.
Amikor ma 0Osszegyiiltiink, hogy megiinnepeljiilk JORDAN KAROLY
80-ik sziiletésnapjat és ebbdl az alkalomb6! munkassaganak jelen-
tosségével foglalkozunk, nemcsak kedves kotelességet teljesitiink,
hanem a mult mulasztasait is igyeksziink pétolni.

Ismertetésemet, amely nem lehetett kimeritd, inkdbb csak
vazlat JoRDAN munkdassdgarol, azzal zarom, hogy a Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat nevében szivbél gratuldlok JORDAN KAROLY-
nak 80-ik sziiletésnapjan és kivinom, hogy még sok éven at foly-
tassa jelent6és tudomanyos munkdjit a magyar tudomany javara,
annak a magyar tudomanynak a javdra, amelynek 6 mér sok meg-
becsiilést szerzett az egész vildgon, annak a magyar tudomanynak
a javara, amelynek ma minden képviseldje, id6sebbek és fiatalok
egyarant, vallvetve hazdnk boldog jovOjének, a szocializmusnak az
épitésén dolgozik.

Jordan Kiaroly tudomanyos munkainak jegyzéke

1. Dédoublement de P'acide butanoloique 2. et recherches sur les dérivés
actifs de cet acide. 76 o.
Etude numérique sur la formule transformée de MM. Thorpe et Riicker.
(Genéve, 1895) 15 o.

. A valdsziniiségi szamitas alkalmazasa meteorologiai viszonyainkra. (Afmos-

phaera 1904. 1I) 8 o.

. La propagation des ondes sismiques. (Revue générale des Sciences pures
et appliquées. Paris 1907) 21 o.

Contribution a la géométrie des courbes convexes et de certaines courbes
qui en dérivent. (Fiedlerrel egyiitt) (Comptes Rendus 154. 1912) 4 qQ.

. Contribution a I'étude des courbes convexes fermées et de certaines cour-
bes qui s’y rattachent (Fiedlerrel egyiitt) (Paris, 1912. Librairie scienti-
fique A. Hermann & Fils). 72 o.

Courbes Orbiformes (Fiedlerrel egyiitt). Archiv der Mathematik und Physik
1. 1912.) 10. o.

.Ona partic)ular case of closed convex curves. (Fiedlerrel egyiitt) (Tohoku

Math. Journal. VI. 1. 1914.) 79 o.

. Zart konvex gorbékkel kapcsolatos gorbékrdl. (Fiedlerrel egyiitt. (Matema-

tikai és Fizikai Lapok. 1915. T—8. fiizet) 22. o.

. A kod. (Természettudomdnyi Kozlony, CXXXI—CXXXII. 1918. Bp.) 11 o.

. Sur une série de polynomes dont chaque somme partielle représente la

meilleure approximation d’un degré donné suivant la méthode des moin-
. dres carrés. (Proceedings of the London Math. Soc. 2. 20. 1921.) 29 o.
11. Eszlelések .eredményeinek torvénybefoglalasa polynomok segélyével. (Mate-
matikai és Fizikai Lapok XXIX. kotet. 1922.) 15 o.
12. Eine Vereinfachte Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate. Mete-
orglzo)gen-Tagung auf dem Hohen Sonnblick, (Meteorologische Zeitschrift
1922) 1 o.
13. On the Inversion of Bernoulli’s Theorem. (Philosophical Magazine, 14. 1923)
4 o.
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14. On the Montmort-Moivre Problem. Acta Scientiarum Mathematicarum 1.
kotet 3. fiizet 1923. Szeged) 4 o. =

15. On a New Demonstration of Maclaurin’s or Euler’s Summation Formula.
(Tohoku Math. Jaurnal. XXI. 3, 4. 1922). 4 o.

16. Sur la théorie des erreurs d’observation. (Rendiconti, 1923. 47. Palermo)

3 o.

17. On Daniel Bernoulli’s ,Moral Expectation* and on a new conception of
expeclation American Math. Monthly 31. 1924) 8 o.

18. On probability (Physico-Mathematical Society of Japan, 1Il. 7. 1925) 14 o.

19. Matematikai Statisztika. (Budapest, Athenaeum Irodalmi és Nyomdai R. T.
Természet és Technika 4.) 316 o.

20., 21., 22. Calcul des probabilités. Formules nouvelles pour comparer deux
probabilités a posteriori. (Comptes Rendus, Paris, 1926. 182.) 7 o.

23. Sur la probabilités des épreuves répétées le théoreme de Bernoulli et son
inversion. (Bulletin de la Société Math. LIV. 1926. 1—2) 37 o.

24. On Poisson’s and Lexis’s Problem of Probability of Repeated Trials (Phi-
losophical Magazine, 11}, 1927) 5 o.

25. Statistique Mathématique (L’Ecole Polytechnique 1927, Paris) 344 o.

26. Sur un cas généralisé de la probabilité des épreuves répétées. (Comptes
Rendus, Paris 1927, 184) 3 o.

27. Les Mathématiques Appliquées a la statistique. (Tirage a Part de l'article
paru dans les 3—4, 1926. de la Revue de la Société Hongroise de Sta-
tistique) 9 o.

28. A korrelaciéos modszerek alkalmazasa a meteorologiaban. (1927, , Iddjdrds )
8 o.

20. Sur un cas généralisé de la probabilité des épreuves répétées. Acta
Scientiarum Mathematicarum 1. kot. 1V. tiiz. 1927, Szeged) 18 o.

30. Korosy relativintenzitasi koefficiensei. (Magyar Statisztikai Szemle 1927.
$E5821)00 0.

31. A valdsziniiségszamitas alapfogalmai. (Matematikai és Fizikai Lapok 34.
kotet, 1928)) 28 o.

32. Les coefficients d’intensité relative de Korosy. Revue de la Société Hong-
roise de Statistique, 1927, 3—4 sz. Budapest) 16 o.

33. Sur une formule d’interpolation dérivée de la formule d’Everett. (Metron,
1928, Roma) 6 o.

34. Sur des polynomes analogues aux polynomes de Bernoulli et sur des for-
mules de sommation analogues a celle de Maclaurin—Euler. Acta
Scientiarum Mathematicarum Szeged 1929. 1V. kotet. 3. fiizet) 22 o.

35. A matematikai reménységrol. (Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok,
VI. évfolyam 1922. Bp.) 9 o. :

36. Végetlen valoszinliség és természeti torvény. (Athenaeum, 1929. 5—6. fiizet)

16,

37. A trendvonal kiszamitdsa a legkisebb négyzetek elmélete alapjén. (Orszagos
Gazdasagstatisztikai és Konjunktarakutato Bizottsag Kozleményei. Tanul-
mdnyok 1. sz. Bpest, 1930.) 48 o.

38. Sur la détermination de la tendance séculaire des grandeurs statistiques
par la méthode des moindres carrés. Journal de la Société Hongroise
de Statistique, 1929. 4. sz.) 35 o.

39. Megjegyzés a ,Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok* 598. sz:}mﬁ
valoszintliségszamitasi feladatdhoz (Kozépiskolai Matematikai és Fizikai
Lapok VII. 1930.) 6 o.
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40.
41.

42,
43.

44,
45.

46.
47.

Sur une formule d’interpolation (Atti del Congresso Internazionale dei
Matematici, Bologna 1928) 23 o.

Approximation and graduation according to the principle of least squares
by orthogonal polinomials. (Annals of Math. Stat. 1932, U. S. A.) 101 o.

On Stirling’s numbers. (Tohoku Math. Journal, 317. kot. 1933 Japan) 25 o.

Interpolation without printed differences, in the case of two or three inde-
pendent variables. (Hodsgon, London) 9 o.

Problema delle prove ripetute a piu variabili indipendenti. (Giornale dell’In-
stitutio Italiano degli Attuari 1933. 1V. 3.) 20 o.

Inversione della formula di Bernoulli relativa al problema delle prove
ripetute a piu variabili. (Giornale dell’Institutio Italiano degli Attuari
1933. 1V. 4)) 11 o.

Sur I'emploi des moyennes géométriques et arithmétiques. (Journal de la
Société Hongroise de Statistique. 1934. 1—2.) 11 o.

Teoria della perequazione e dell’approssimazione. (Giornale dell’Institutio
Italiano degli Attuari 1934. Roma, V. 1.) 29 o.

. Le théoréme de probabilit¢ de Poincaré, généralisé¢ au cas de plusieurs

variables indépendantes. (Acta Scientiarum Mathematicarum. Szeged,
VIL 2. 1934) 9 o.

. On Approximation and on test criteria bi the x2 test and by Bayes’ The-

orer;.) ( gurnal de la Société Hongroise de Statistique, 1937. Budapest,
1—2. 0.

. Sur I'approximation d’une fonction a plusieurs variables. (Acta Scientiarum

Mathematicarum. Szeged. 1937. VIII. 4.) 21 o.

. A korrelaciészamitds alkalmazasa a meteorologiaban. (Iddjdrds, 1937. 5—6.

szam. Budapest) 23 o.

. Critique de la corrélation au point de vue des probabilités. (Conférence

Internationale de Sciences Mathématiques organisées a [I'Université de
Genéve. 1938) 19 o.

. Calculus of finite differences. (Budapest, 1939) 655. o.
. A differenciaszamitas szerepe a statisztikiban (Magyar Statisztikai Szemle,

1939, XVIL évi. 11. sz.) 4 o.

. Az ismétléses varidciokrol. (Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok,

1939, XV. évi. 1939. Budapest) 8§ o.

. Problémes de la probabilité des Epreuves répétées dans le cas général.

glgulletin de la Société mathématique de France, 193. sz. Paris. 1926),
o.

. Le role du calcul des différences finies en statistique. (Journal de la

Société Hongroise de Statistique, 1939. 4. sz. Bpest) 8 o.

. A korrelacié szamitasa 1. (Magyar Statisztikai Szemle, 1941. 1. sz.) 47 o.
. Remarques sur la loi des erreurs. (Acta Scientiarum Mathematicarum,

Szeged, 1941. X. 2.) 23 o.

. Complément au théoréme de Simmons sur les probabilités. (Acta Scienti-

arum Mathematicarum. Szeged, 1946. XI. 1—2.) 10 o.

. Calculus of Finite Differences (masodik kiadas, Chelsea Publishing Com-

pany, New York 1947) 652 o.

. A légnyomas ¢és hémérséklet kozotti kapcsolat janudr és jilius hoban.

(,lddjdrds“ 1948. 52. kotet, (Rona Zsigmonddal) 10 o.
Note on Approximation and Graduation by orthogonal Moments. (Hunga-
rica Acta Mathematica, 1. 4. 1949. Budapest) 6 o.

. Peri6dikus menetet mutatd észlelések megkozelitése trigonometrikus fiigg-

vénnyel. (,Id6jdrds“ 1949. 53. kotet.) 6 o.

. Elliptikus fiiggvények és alkalmazasuk. (A Mérniki Tovdbbképzd Intézet

kiadvdnyai, Matematika 5. sz. 1950. Bp.) 31 o.






Egy kongruenciarendszerekrol sz616 problémarol

frta: Erp6s PAL

Az
(1) x=a(modn), 1<m<n<..<m

kongruenciarendszert nevezziik lefed6 rendszernek, ha minden egész
szam az (1) kongruencidk koziil legaldbb az egyiket kielégiti. Mi-
elott az ezekre vonatkozd kérdések diszkutalasaba belekezdenék,
talan megmutatom, hogyan jutottam ezekre a kérdésekre.

A dolgozatban p, g, p;, ¢; primszamokat fognak jelenteni, 7(x)
pedig a primszamok szamét x-ig; ¢, ¢, ... pozitiv abszolit kon-
stansok.

RomaNOvV még 1934-ben kimutatta, hogy a 2'+p(p>0,!
pozitiv egész) alaku szamoknak pozitiv siiriiségiik van. Mas sz6-
val: létezik olyan ¢,, hogy x-ig a 2'-p alakban irhatd6 szamok
szama nagyobb, mint ¢,x. ROMANOV bizonyitdsa, bar elemi, mélyebb
segédeszkozoket igényel és itt csak azt kivinom megjegyezni, hogy
RomaNov tétele fbleg azért érdekes, mert aranylag kevés 2'-4p
alaku szam van. Pontosabban; ha f(n) jelenti az n = 2' -} p egyen-
let megolddsainak szamat, akkor

x

’ f(n) <cox.

Marmost ROMANOV, egy még 1934-ben hozzdm intézett leve-
lében, azt kérdezte: igaz-e, hogy minden elegendden nagy paratlan
szam 2'--p alakban irhat6? Kimutattam, hogy ez nem igaz, s6t:

létezik olyan, csupa pdratlan szdmbol dllo, szdmtani sor, mely-
nek egyetlen pozitiv tagja sem dllithato el 2'--p alakban.

A bizonyitashoz felhasznaljuk BANG érdekes tételét: Legyen
1 < n==6 tetszbleges egész szam. Akkor van olyan p, hogy

(2) pl2"—1 ésp y2"—1, hal=m<n.

A tovabbiakban az ilyen tulajdonsaggal rendelkez6 p prim-
szamot (tobb ilyen is lehet) n-hez tartozd primszdmnak fogjuk
hivni.
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Legyen marmost adva egy (1) lefed6 rendszer, melyben n; == 6,
1 =i=k és legyen p; az ni-hez tartozd primszamok valamelyike.
Ekkor ezen p:-k (2) értelmében mind KkiilonbozOk. Tekintsiik a
kovetkezd kongruenciarendszert:
t=2%modp), 1=i=k;
(3) — " +2 nz+1 ny+3
t=2"""42"" 41 (mod 2"%7).
Mivel el6bbiek szerint a p;-k mind kiilonboz6 paratlan primek,
a (3) rendszer megoldhatd. Ezen kongruenciarendszert kielégitd ¢

szamok nyilvdn mind paratlanok és egy 2" IT p, differenciaju szam-
tani sort alkotnak. Azt éllitom, hogy

(€)) t==2'+p; l egész szam, [ = 0.
Mivel az (1) kongruenciarendszer lefedd, tehat legaldabb egy i-re
l=a; (mod n;).
Viszont p; definicioja szerint 2“=1 (mod p;), tehat
A=2%=t¢ (mod p)).

Vagyis {—2' mindig oszthaté a p,,p,,..., px primszdmok
valamelyikével. Mivel max p; < 2" (1 =i = k), tehat (4) bizonyi-
tasdhoz elég lesz kimutatnunk, hogy

: [t—2! > 2™,

Ennek bizonyitdsdra van sziikség a (3) alatti utolso feltételre,
mely szerint
(5) t—2 =24 2" 2141 (mod 2™*7).
Ha [ = n,+3, akkor 2’=0 (mod 2"*?%), tehat

P gt o s O

Ha pedig 0 =/ = n: + 2, akkor (3) masodik kongruenciajabol
t= 2424 1) agaz t—2'= 21> 2%

Bizonyitadsunk befe]ezésehez mar csak azt kell belatnunk,

hogy van olyan lefedé rendszer, melyre n;==6. llyen rendszer
példaul :

0(mod 2), 0 (mod 3), 1(mod 4), 7(mod 8), 11 (mod 12), 19(mod 24).

A lefedd kongruencxarendszerekre vonatkozd legérdekesebb
probléma a kovetkezd :

Legyen A tetszOleges szdm; létezik-e olyan lefedd rendszer,
melynél A<n <n<...<m.

Amennyiben a vdlasz e kérdésre igenld, akkor azonnal belat-
hat6, hogy ha r tetszbleges egész szdm, tigy mindig van végtelen

9 Matematikai Lapok
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sok f egész szam, mely nem 2'4-a, (! egész szam, [ =0) alakg,
ahol a, kiilonb6z6 primfaktorainak szima = r. Ugyanis akkor meg-
adhaté r-+1 darab kongruenciarendszer

x=a (mod n?”), fE=ir =1
x=Egn (mod n®), 1=i=k;

x=al  (modnf™) 1=i=ku,
melyekre

2 2 g +1
6<nl<i <@ <P <. e i<l

Elégitse ki ¢ a kovetkez6 kongruencidkat:
t=2%" (modp®), l=i=k, 1=s=r+1,

ahol pf” jelenti az n{’-hez tartozé primszamok valamelyikét. Pon-

tosan tigy, mint az r—1 esetben belathat6, hogy minden egyes

s-re (1 =s=r+1) van olyan p{, hogy
t—2'=0 mod p".

Tehat (—2")-nek legalabb r1 darab primfaktora van.

Azonban azon sejtés bizonyitdsa, hogy a feltett kérdésre a
valasz igenld — nem latszik konnyiinek. DAVENPORT ¢€s én kon-
strualtunk olyan lefed6 rendszert, melyre n,=3. Egy ilyen rend-
szer a kovetkezd:

0 (mod 3) 11 (mod 15)
0 (mod 4) 7 (mod 20)
0 (mod 5) 10 (mod 24)
1 (mod 6) 2 (mod 30)
6 (mod 8) 34 (mod 40)
3 (mod 10) 59 (mod 60)
5 (mod 12) 98 (mod 120)

Néhany perc alatt meggy6z6dhetiink arrol, hogy e rendszer
valoban lefedd. Valosziniileg ez a legegyszeriibb lefedd rendszer,
melyre n, >2 (azaz ha n, > 2, akkor a modulusok szama = 14 €s
- a legnagyobb modulus = 120).

DEAN SwirT konstrudlt egy lefed6 rendszert, melyben n, =4,
k =38, n=1440.

Ha az

(6) x=a; (mod n,); I =fi=Fk

rendszer lefed6, akkor
k

2

1
i=1 I;

v

1
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Ugyanis legyen f(N) azon N-nél nagyobb szamok szdma,
melyek kielégitik az x=a; (mod n;) kongruenciat. Akkor

JIN) = n—+ 1.
Mivel (6) lefedo rendszer, tehat
k
© >N ik=n,
vagyis
; L > Th | _ﬁ
= () Tt N

€s, mivel N-et tetszblegesen nagyra vélaszthatjuk, tehat
k

—'—1—21.

= 4y | O
Ha (6) lefedd rendszer és
;-
¥
=1 1
akkor minden egész szdm pontosan egy (6) alatti kongruenciat
elégit ki.
Tegyiik fel ugyanis, hogy vannak olyan egész szamok, ame-
lyek legalabb két (6) alatti kongruenciat kielégitenek, pl. az
x_a‘1 (mOd n’l)’ 1 g e k o .
- — i
x=a, (modn); | T wh=h Lk

kongruenciakat és legyen f,(N) azon N-nél nem nagyobb szimok
szama, melyek ezeknek eleget tesznek. Akkor

M) = o1
és, (7)-el egybevetve
N N
=1H—+k (n,ln;,—l);N’
k
1 1 144
ZIT: n,ln,z—T>]
Azt sejtettem, hogy ha a (6) alatti rendszer lefedd, akkor
k
®) >,

i=1 M
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vagyis a rendszer nem egyszeresen fedi le az egész szdmokat. Ezt
azonban nem tudtam bebizonyitani. (8)-ra MIRSKY €s NEWMANN a
kivetkez$ szellemes bizonyitast talalta (ugyanezt a bizonyitast
talalta késébb DAVENPORT és RADO is):

Tegyiik fel, hogy (6) lefedé rendszer és Z 2 = 1. Akkor,

mint mar lattuk, minden egész szam pontosan egy (6) alatti kon-
gruenciat elégit ki. Akkor

=3
i 3odee > o ad o S B
1=0,1,2,3, ... t=a,(mod n,) t=a, (mod 1) t=a;, (modn;)
Ha |z| < 1, akkor
24 : N 490 2%
X == 2% +za£+n,+ ,Z“:*“"z-.{- g :
t=a; (mod n;) L ==20

és (9)-bol
(10) i

volna. Ez azonban nem lehetséges, mert ha z-vel a sugar mentén

2mi

24 20 1

o -t PR

—n T i1—zm % 1—z

kozelediink e "-hoz, akkor (10) jobboldala korlatos marad, mig a

baloldal végtelenhez tart. (T. i. z ;k — oo, a baloldal tobbi tagja
pedig korlatos marad.) Ez az egyszeru és szellemes bizonyitas
talan alkalmas annak megmutatdsara, milyen jol hasznalhat6 az
analizis mddszere a szamelméletben.

Eddig egyikiinknek sem sikeriilt (8)-ra teljesen elemi bizo-
nyitast adni.

Meg kell jegyeznem azt, hogy ha lefedé rendszeriink végtelen

sok kongruenciat tartalmazhat, akkor (8) nem marad igaz. Ellen-
példa: az

(11) x=2*1—1 (mod 2¥); k=174

rendszer lefed6 és minden egész szam csak egyet elégit k1 ezen
kongruencidk koziil. Ugyams ha az a szamot a kettes szamrend-
szerben felirva az els6 O az (n—1)-edik helyen &ll, akkor

n-2

i i e R ke R L REPRE Sy o r=n t=i=s;
t=0

a_ n 1 1+211A

g=2""==1 (mod:2");

tehat a rendszer lefed6. Ha valamely a szim két (11) alatti kon-
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gruenciat elégitene ki, akkor
a=2FA,+2"1—1 =2'A,+ 21 —1
volna és, k <[ mellett, >
2A,+1=2"%2A,+1)
lenne, ami lehetetlen.
Ugyanakkor (8) nem javithaté, mert pl. az
x=2*1—1 (mod 2 I'=t¢
x=2'—1 (mod 3.2"-2)
x=2W—1 (mod3.2")
x=32"—1 (mod 3.2)
kongruenciarendszer lefedd és

1-3
B T G S R i
P g 32 g v

ami 1-hez tetszéleges kozel lehet.

DAVENPORT megijegyzése szerint ha n, >2, akkor (8) talan ,
javithato, de ez a kérdés nem latszik konnyiinek.

Diszkutdljunk még egy ide tartozé problémat! Egy lefedd
rendszert nevezziink primitivnek, ha egyetlen kongruencia sem feles-
leges, azaz ha elhagyjuk az x=a; (mod n;) kongruencidk barme-
lyikét, a megmarado rendszer nem lefed6. Be fogjuk bizonyitani,
hogy rogzitett &k mellett csak véges sok olyan primitiv lefed6 rend-
szer létezik, melynek & darab modulusa van.

lIA

L

Legyen
x=a; (mod n,), I=isk
valamely primitiv lefed6 rendszer. Ha kimutatjuk, hogy
(12) ni < (k—i+1)[n,ny, ..., 0]

([ni, ns, ..., nia] az ny, ..., n;y szamok legkisebb kozos tobbszo-
rosét jelenti), akkor mar kovetkezik, — mivel nyilvanvaléan n, < k
—, hogy n; egy felsé korlat alatt marad, vagyis allitdisunk igaz.
Bizonyitsuk be (12)-t.

Mivel kongruenciarendszeriink primitiv, tehat van olyan ¢
szam, hogy

t=Ea; (nodn), 1 =ji=1—1
Ez azt jelenti, hogy ha

u=t (mod [n,, ny, ..., ni.]),
akkor ,
u==a; (mod n), l=j=i—1.
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Ha tehat f(N)-nel jeloljiik azon, N-nél nem nagyobb szdmok szé-
mat, melyek nem tesznek -eleget az

x=a; (mod n;), =gy
kongruencidk egyikének sem, akkor
A o S 1.

[Ill, »eiey 115_1] il
Ezért (lasd (7) bizonyitését)

1
—+ Miv1 + +— [nl,nz,...,n,:,]] g
illet6leg
k—i+1 £ . 1 .
n; [nl,ng,...,ni_l]

A k darab kongruenciabol all6 primitiv lefedd rendszerre n*
pontos maximumat nem tudom meghatarozni.

OB OJIHO¥ MNPOBJIEME O CUCTEMAX CPABHEHUM
M. 3PAEILL

Cucrema cpasuennii (1) Ha3bIBAETCs MOKPBIBAIOWICH CHCTEMON, ecam s
BCSKOrO LEJI0r0 4YMC/Ja BBHIMOJHSETCS MO KpaiHed Mepe OJHO M3 CpaBHeHMit
cucremnt (1). ABTOop AoKaseiBaeT cieaywoulyro Teopemy: CymiecTByer apudmern-
yeckas MPOrpPeccHsi M3 HEYETHBIX LEJbIX YHCEJ, HU OJMH YIeH KOTOPOro He
MOXXET ObITh NpeAcTaBieH B Bupe 2! - p rae [-HaTypanbHOE YMCIO M pP-NpoCcToe
yucno. Jlanee apTop manaraeT psiA BONPOCOB OTHOCSIIMECS] K MOKPHIBAKLINM
CcUCTEMaM M MpeiaraeT HeKOTOPhIE HepaspeuIeHHbIe MPOGJeMbl.

ON A PROBLEM CONCERNING CONGRUENCE SYSTEMS
P. Erpnés

We call the congruence system (1) overlapping, if each integer satisfies
at least one of the congruences (1). By making use of such systems, the
author proves the following theorem: There exists an arithmetic progression
consisting of odd integers none of which can be represented in the form 24 p
(p natural prime, | natural integer). Furthermore, a number of questions rela-
ting to overlapping systems is discussed and several unsolved problems are
proposed.



Gépalkatrészek és felszerelési targyak
torzskészletének valdsziniliségszamitdsi
meghatdrozasa

irta: Rényi ALFRED és SzenTMARTONY TIBOR

Gépalkatrészek vagy felszerelési targyak, melyek egyidében
rendszerint tobb példanyban vannak igénybevéve, az igénybevétel
kovetkeztében elobb vagy utobb, véletlenszeriien eltornek vagy elkop-
nak. Ezek a tartalékkészletbOl Fkicserélésre keriilnek s igy ez a
készlet el6bb vagy utobb potldsra szorul. A pétlas ideje alatt ter-
mészetesen tijabb cserékre is sor keriilhet.

A termelés folyamatossdga s a tervszerli gazdilkodas szem-
pontjabol nézve igy a kovetkez6 kérdés meriil fel: mekkora a széban-
forgo alkatrészfajtara nézve az a legkisebb vagy torzskészlet, amelyre
ha a tartalékkészlet leapad, készletp6tld rendelés vélik sziikségessé?
Mégpedig ugy, hogy a potlas ideje alatt a termelés folyamatossaga
megszabott kockdzat mellett biztositottnak tekinthet6. A torzskészlet
elobbi értelmezésébdl mar kovetkezik, hogy — ha mas természetii
gazdasagi szempontok nem teszik sziikségessé nagyobb készlet
tartdsat — a mindenkori rendelés darabszdma a torzskészlet darab-
szdmdval megegyezik.

A felvetett kérdés fontossiga mellett hatarozottan meglepo,
hogy a torzskészlet nagysigara az eddigi gyakorlat és a valo-
szinliségszamitasnak megujitdsi elmélet* néven ismert fejezete
egyarant tobbé-kevésbbé nyers atlagszamitassal csak olyan becslést
ad, amely a kockazat kiszamitdsdra nem ad lehetdséget. Ezzel szem-
ben az itt kozolt ujabb meggondoldsok az ingadozasokat okozo
koriilményeket egyrészt kiilon-kiilon, masrészt a maguk {feljessége-
ben is behato valosziniiségszamitasi mérlegelés targyava teszik. Igy a
torzskészletre — szabatosan koriilirt s a gyakorlatban ellendrizhet6
feltételek mellett — megbizhatésdgi hatdrokat szolgaltatnak. Elméleti
szempontbdl érdekes, gyakorlati szempontbol pedig — tgy véljiik

* Lasd Jorpan KArovry cikkét a Matematikai Lapok 1951. évi 4. szdma-
ban, tovabb4d W. FeLLEr cikkét (Annals of Math. Statistics 12 (1941) 243—267).
On the integral equation of renewal theory, valamint L. Doos cikkét (Renewal
theory from the point of view of the theory of probability (Transactions Amer.
Math. Soc. 63 (1948) 422—438). .
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— jelentds, hogy a kovetkezkben, igen természetesnek latszo fel-
tételek mellett, bebizonyitott egyszerii 1j hatdrok a gyakorlatban
alkalmazottndl lényegesen kisebbek.

Illyen médon dolgozatunk eredményei lehetdséget nyajtanak a
torzskészlet olyan meghatarozasara, amely gyakorlatilag teljes mér-
tékben biztositja a termelés folyamatossagat, ugyanakkor azonban
elkeriili a felesleges tartalékolast és ilyenmodon nagyosszegfii meg-
takaritast tesz lehetévé az eddig hasznalt eljarasokhoz képest.
Anélkiil, hogy itt az eredmények gyakorlati felhasznilasanal fel-
meriil6 egyéb szempontokra kitérnénk, megjegyezziik, hogy a tar-
gyalt probléma (a folyamatos termelést biztosité minimdlis torzs-
készlet meghatdrozasa) ebben a formajiban a szocialista iparban a
tervgazdalkodds soran meriil csak fel. Hiszen ha egy iizem vala-
mely alkatrészbol feleslegesen nagy torzskészletet tart, azaz feles-
legesen sokat tartalékol, ezzel a feleslegesen tartalékolt alkatrészeket
mas iizemek el6l vonja el; a kapitalista kézben 1év6 tizem vezet6jét
ez nyilvan nem igen érdekli, ezzel szemben a szocialista tervgaz-
dalkodasban az ilyen jelenség megengedhetetien.

A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy az itteni meggondo-
lasok a potldsi idé ingadozdsdt is figyelembe veszik. A tapasztalat
szerint ugyanis a poétlasi id6 még akkor is ingadozo, ha az alkat-
rész elballitisdban mar kiegyensilyozottsagra lehet szamitani, vagy
ha a pétlas az alkatrészt eldallitd tizem készaru-raktarabol torténik.

Az eddigi gyakorlat és elmélet vazolasa el6tt szogezziik le a
a fobb mennyiségek jeloléseit. Jelentse egy bizonyos alkatrészfajtara
vonatkozolag /

a az egyidejiileg igénybevett alkatrészek szamat,

k a torzskészletnek s igy a mindenkori rendelésnek darab-
szamat, jelentse tovabba

t az id6t egy tetszblegesen vdlasztott idéponttol szamitva

T=1/v az alkatrészfajta védrhatd élettartamat,

p a potlasi id6 varhato értékét,

. § pedig a poétlasi id6 szorasat.

Utobbi négy mennyiséget ugyanabban az idéegységben sza-
mitjuk, amely id6egység vdlasztisa egyébként tetszOleges.

1. Az eddigi gyakorlati szabdly szerint a k torzskészletet biz-
tonsagi okokbol ama darabszam kéfszeresének kell venni, melyre
mint csereszaimra a torzskészlet p potlasi ideje alatt atlagban szé-
mitani lehet.

Mivel egyetlen igénybevett alkatrész esetén az id6egységben
atlag 1/7, egyidejiileg miikod6 a alkatrész esetén pedig atlag a/T
cserére keriil sor, e szabaly szerint

S
(1) k=25
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Ennek az egyszerii szabalynak a biralata is egyszerii. Még ha
a kiilonboz6 igénybevételbsl €s anyagmindségbol, valamint a pot-
lasi id6 ingadozdsdbdl adodé szorastol el is tekintiink és a torzs-
készlet dtlagos értékére a nyers atlagokkal nyert ap/T értéket el is
fogadjuk, ennek biztonsdgi okokbdl valo keétszerezésére a legcse-
kélyebb matematikai indokolds sem talalhaté. Kiilonben is a biz-
tonsag fogalma viszonylagos és csak a kockdzat megadasaval valik
tartalmassa.

2. A megujitdsi elmélet médot ad az atlagos csereszdm sza-
batos kiszamitasara, de ennél tobbet nem nyujt. Jelentse m(t) a ¢
idopontban miikodo alkatrészek szamat, i1(0) az alkatrészfajta leg-
alabb 6 ideig valé hasznalhatdsdganak valészinfiségét és c(f) a f
id6épontig mutatkoz6 Osszes csereszamnak, mmt valosziniiségi val-
tozénak vdrhato értékét. Akkor

m(t) — m(O) h(t) 1 | h(t—6) dc (o),

ahol a jobboldal els6 tagja a t—0 kezd6 idépontban, a masodik
tag pedig a t id6pontig csere utjan beiktatott alkatrészekbdl a ¢
idépontig még miikodoknek varhaté szdmat szolgiltatja. Esetiink-
ben m(t) = m(0)=a éllando, tigyhogy adott, de differencidlhato-
nak feltételezett /-nal parciélis integréléssal az ismeretlen c(¢)

fliggvényre
t
a—ah(t)+E(t)+ [c(@) h'(t—0)db
0

adodik; mert nyilvan A(0)=1, mig ¢(0)=0. Ez a konvoliicios
els6foki  Volterra-féle integralegyenlet Laplace-transzformdcidval
tudvalevéen megoldhatd. Tegyiik fel példaul, hogy — a tapasztalat
szerint sokszor bevdlt médon — az alkatrészfajta élettartamanak
eloszlasfiiggvénye exponencidlisan fogy6, tehat h(f) — e pozitiv =
mellett. Ekkor az alkatrész ¢ id6 alatti elhaszndloddsdnak valo-
szinlisége H(t)=1—e " és igy az alkatrész vdrhato élettartama:

T:ff dH (t)———ftﬁ'(t)dt:fzte‘"dtz 315
Q=g Y 0

Illy h(t) mellett most mar integrdlegyenletiinket Laplace-transzfor-
mécioval a kovetkez6képpen oldhatjuk meg: bevezetve a

o«

é(z)z‘[ c(t)edt

0
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jelolést nyerjiik, hogy

a a = — z
Fon b +C(z)+C(z)(z+T —1),
tehat hogy
~ ar a
C=am =gt
Ebbol a c¢(t) fiiggvény mar meghatarozhatd, mégpedig
0%
Ugyanis

| te*”dtzzl,;, tigyhogy ‘ c(t)e*dt = C(2).
0 0
Az igy nyert ¢(t) integralegyenletiinket valéban kielégiti.

A megujitasi elmélet szerint tehat a szamu egyidejiileg igénybe-
vett, élettartamdban exponencidlis eloszldsfiiggvenyii és T varhat6
élettartamti alkatrésznél az allandd p poétldsi id6 alatt a csereszam
varhato értéke

&) e(p)= £,

amint azt a feltételek tiizetesebb koriilirdsa nélkiil a gyakorlat atlag-
szamitasa is megadta. A csereszdm, mint valésziniiségi valtozo
szOrasara azonban itt sem deriil fény.

3. A tiizetesebb valdsziniiségszdmitdsi vizsgdlat céljabol tegyiik
fel egyelore, hogy a-=1, vagyis, hogy egyidejiileg csak egy alkat-
rész van igénybevételnek kitéve. Ez az alkatrész egy id6 milva
eltorhet, ha azonban nem is torik el, bizonyos K kopasi id6 utdn
kopas miatt kicserélend6. A torési valdsziniiségre nézve ‘indokolt
az a feltevés, hogy ha az alkatrész a ¢ id6pontig még nem tort el,
ezen feltétel mellett annak valésziniisége, hogy a (f, ¢+ 4t) id6-
kozben eltorik, (d7-ben magasabbrendii tagoktol eltekintve) Jt-vel
aranyos, tehat 7, 4¢. Ha tehat F(f) jelenti a torésig eltel6 idotar-
tamnak mint val6szinfiségi valtozénak az eloszlasfiiggvényét, azaz *
F(t)= V{torési ido < t}, akkor

F(t+4t) = F(t) +[1 —F(t)] u 4t + o(4t).
fgy a 4¢—0 hataratmenettel kapjuk, hogy F’(t) = =,[1 — F(t)], vagyis

* A kovetkezOkben V{...} a zardjelben all6 esemény val6szinfiségét
jeloli.
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az F(0)=0 kezdo feltételt figyelembevéve kovetkezik, hogy
F(t)=1—e™!,

tehat a torésig elteld id6 exponencidlis eloszlasi. A 2. pontban
mondottaknak megfeleléen paramétere: =, —1/7,, a 7, vdrhato
torési idd reciprok értéke. Az exponencialis eloszlds szorasa — mint
ismeretes — szdmszeriileg megegyezik a varhaté értékkel, azaz a
torési id0 szordsa szintén 7,-gyel egyenld.

Ha most még a K kopasi id6 utdn feltétleniil bekdvetkezd

cserét is figyelembe vessziik, akkor az alkatrész ¢ idén beliili cse-
réjének, elhasznalodasanak val6sziniiségét illetéen a

F(t) V=K
fion ha t$>K

eloszlasfiiggvényre jutunk. Igy az alkatrészfajta élettartamdnak vdr-
hato érteke

H(t) =

* K
T— [tdH(@) | tH/(t) dt 4 Ko — T,(1 —e ),
0 0

ahol w=K/T, €és szdrdsa, mint az egyszeriien kiszamithato,
o0=T,)1—2uer—e2¢,
Mivel ezek szerint az élettartamnak

O _ J1—2uer—e2n
T 1==p-

relativ szordsa nagy, ha u > 1, azaz ha a kopasi id6 a vérhaté
torési idénél nagyobb, az a nyers szamitds, amely szerint az id6-
egységben 1/T s igy a t id6 alatt atlag ¢/7 cserére szamithatunk,
megbizhatatlan. A pontos szamitds, mely a csereszam eloszlasanak
szovevényes volta miatt bizonyos fogasokat igényel, a ¢ id6 alatti
csereszam c(t) varhaté értékére valéban egy bonyolult nem-folytonos
fiiggvényt szolgaltat, melynek ugrashelyei K egészszami tobb-
szorosei. Ez ugyan nagy u és f értékek mellett a nyers atlagérték
koriil jar, kiilonben azonban gyakorlatilag csak elére -elkészitett
grafikonok segitségével kezelhet6. Mindenesetre a széras s ezzel
kapcsolatban kiilonbdzd kockazati megbizhat6sdgi hatirok meg-
allapitisa 1ujabb bonyodalmakat okoz, bar a normalis eloszlassal
val6 megkozelithetéség révén végeredményben a szamitasok gya-
korlatilag kozelitéleg elvégezhetok. ;

A mindennapi gyakorlat érdekeit szemmeltartva azonban kiva-
natosnak mutatkozott egy olyan elméletet kidolgozni, amely — még
elfogadhat6 feltételek mellett — a torzskészlet megallapitdsira egy-
szerlibb szamitidssal adodé megbizhat6sagi hatdrokat ad.
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4. Az egyszeriisitett uj elmélet els6 megdllapitasa az, hogy
ha a torési és kopdsi ido egyardnt T, és T, vdrhato értékii expo-
nencidlis eloszldst mutat

(3) F(t) — 1 —eUT1 g G(l‘) — ] —p-¥Ty

eloszlasfiiggvénnyel, akkor az alkatrész elhaszndloddsa, élettartama
ugyancsak exponencidlis eloszldst

T\T
4 A et
@ TR
vdrhato értékkel. Ha ugyanis H(f) annak a valosziniisége, hogy a
torés és kopas két egymast kizar6 oka miatt az elhasznalodas
bekovetkezik, tehat az alkatrész vagy eltorik, vagy ha nem torik
el, akkor elkopik, tigy

H{t)=F({)+[1—F@®)]G({)—

1
(5) o l_e_"nTl —*—e"/Tl(l—e_"‘Te) By l_ei, (—,11—T+ 7—2-)’
azaz
(6) H(t)=1—e"T,

ahol 7" (4) altal van definialva.
E feltevés jogosultsaganak ellenérzése és 7 megéllapitasa
gyakorlatilag igen egyszeriien elvégezhetd, erre azonban itt nem
tériink ki. Teljesiilése esetén, vagyis a cserélt alkatrészek egymasra
kovetkezd 7— 1/T paraméteres - exponencidlis eloszlasu igénybe-
vétele mellett, egy a radidaktiv bomlasok és a sorétzaj vizsgalatanal
jolismert meggondoldssal nyomban megallapithato, hogy a t ido
alatti cserék c(t) szdma t/T vdrhato értékii Poisson-eloszldssal bir,

vagyis
sdcnee L e
(7 Vi{c(t) =n} =7 {;T) = o (T) e
Ugyanis jelentse 7, (f; 7) annak a valosziniiségét, hogy egy

(a, a-+t) idbintervallum alatt n szdmii cserére van sziikség. Akkor
At-ben magasabbrendii tagoktol eltekintve

A ' At
®) st 44 TV =t T) e +otanlt; 1= 7

azaz atrendezve

©) a1t + 4 T)—7tun (8 T) 7, (t; T)— 7t (t; T)
At I
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és igy, elvégezve a 4t — 0 hataratmenetet, kovetkezik, hogy

0t (t; T)  w(t; T)—7,a(t; T)
40 BEL A T :

Mivel feltevésiink szerint 7t,(f; T) = e 7, ezt a differencialegyenletet
sukcesszive megoldva kovetkezik, hogy

] t n ‘_L‘
(11) 7.(t; T):m(T) e,

Ismeretes, hogy a Poisson-eloszlas szorasnégyzete szamszeriileg
megegyezik a varhatd értékével, azaz jelen esetben a ¢ id6 alatti
cserék szdméanak szorasa |t/7.

Ha még meggondoljuk, hogy a f=p potlasi id6 a gyakor-
lathan az alkatrésznek 7 varhaté élettartamahoz képest nagy és a
Poisson-eloszlds nagy p/T paraméternél a p/T" kozépértékii és |/ p/T
szérasu normdlis eloszldst kozeliti aszimptotikusan meg, akkor az
alkatrészfajta torzskészletére a

o
(12) k—T-{—VVT

(fels6) megbizhatosagi hatar adddik. Mégpedig » =2, illetve v —3
esetén 2,28, illetve 0,14°/, kockazattal.

: Ha pedig ily alkatrészbdl egyidejiilleg a darab keriil igénybe-
vetelre, akkor ez az érték igen egyszerlien modosul. Nevezetesen,
ha a kiilonboz6 igénybevétel miatt az egyébként egyforma alkat-
részek élettartamai kiilonbozbek: T,..., T. és az igénybevételek
egymastol fiiggetlenek, akkor p id6 alatti csereszamuk varhato érté-
kének és szdrasnégyzetének

P i 4250 H*ﬂ
Tl—i-...-f—Tu _p(T1—|—...+Ta — T,

OsszegezGdése folytan (12) csak annyiban modosul, hogy 7 helyébe

T, keriil. gy specidlisan a 7, —...—T,— T esetben
_a ][
(13) k= T —|-—VV T
adodik. Az alkatrészfajta torzskészletére igy nyert érték azonban

mar vV a—;,g w20 , vagyis 7* < 37—@ esetén, tehat a gyakorlatban

mindig, jelentékenyen kisebb az eddig alkalmazott (1) értéknél.

5. Az egyszeriisitett elmélet most mér a pdtldsi idé ingado-
zdsdndl mutatkozo viszonyokba is betekintést enged. Legyen ugyanis
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— egyeldre 1jbol @ =1 alkatrész igénybevételénél — a ¢ potlasi
id6 p varhatd értékii, s szérasnégyzetii, P(f) eloszlasfiiggvényii
valosziniiségi valtoz6. Vagyis

,'J:ftdp(t) és s‘l=fm(t—p)2dP(t)=ffgdp(f)—l’z-

Akkor a csereszamnak a pétlasi idore vonatkozd valdsziniiség-
eloszlasa

ary ,(T) = | m(t; T)dP(t),

vagyis 7,(f; T)-nek a pétlasi idére vonatkozo varhatéd értéke. Mivel
az n- és a t-szerinti kozépérték-képzés nyilvan felcserélheto, vég-
eredményben a csereszdm varhatd értéke:
St Fae
M(c)—af FdP()—£.
Hasonld indokoléssal

2

M(cg)=ﬂiT+(%ﬂdP(t)=l’T..+ il o

T2

mert ¢*-nek n-szerinti varhato értéke, mint ¢ kezd6pontra vonatkozd
n-szerinti mésodrendii nyomatéka, a ¢ csereszdim n-szerinti /T
varhatd értékének és |t/T szordsanak négyzetosszege a masod-
rendii nyomatékokra vonatkozd jolismert tétel szerint.

Ugyanezen tétel szerint most mdr a csereszam teljes szoras-
négyzete:

Ml MO — M@0 B S4E B %

T2

A valtozé pétlasi id6 alatti csereszam —‘;’: kozépértékétol

V%—I——T—z— szOrasa w-szeresével valo eltérésének valdsziniiségérol

tiizetesebb képet természetesen csak a poétlasi idd eloszldséanak
kozelebbi ismereténél adhatunk. Azaz a

P l/g g

torzskészlet altal nyujtott biztonsdg meghatarozasahoz tovabbi fel-
tevések sziikségesek (lasd a 6. pontot).
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Ha a darab egyidejiileg igénybevett, 7, ..., 7, varhat6 élet-
tartamu alkatrészt vizsgdlunk a kozépértékek és szorasnégyzetek
Osszegezése folytan

L o P s
{15 "‘T,‘L”VTJLT;a
addédik az
ol S e AR
/R R i > Tl A

*

értékkel. Specialisan 7, = ... = 7T, esetén

ap g
(16) k_T—}-vVa(L;;_[_ T-z)'
A kockédzat kimutatasahoz itt is ismerni kell a p6tlasi id6 eloszlasat,
6. A potlasi id6 eloszlasaként gamma-eloszldsként ismert
s ST i Y S
Tl )=
siirliségli eloszlast véve, melynél m, e és ¢ pozitiv, a pétlasi ido
kozépértéke illetve szorasnégyzete ‘

M - m p
=—illetve §'=——=2_,
2 o o o

tm~le~at

Forditva, ha a pétlasi id6 ily kozépértékii és szorasnégyzetii gamma-
eloszlast mutat, akkor csak

s — = m:-l

paraméterii lehet. Mivel a gamma-eloszlasok kiilonbozd « és m
mellett igen kiilonboz6 alakiak, nem jelent kiilonosebb onkényt
annak feltevése, hogy a potlasi ido ilyen eloszlassal bir. Az ilyen
eloszlasti potlasi idére vonatkozdan azonban a csereszam eloszlasa
az n=0, 1, ... értékkészleten (11’) szerint

001 t ; ‘7"‘ o™ m-1_-a
H"(T;“’m)=ofﬂ(7)e fI'(m)t oot gy

_1 n
=(m i )q"(l =gy,

tehat a Pascal-féle vagy negativ binomidlis eloszlis a q — 1—+l,,ﬁz
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5T értékkel. Err6l pedig tudjuk, hogy olyan nagy m és kis ¢
145

Sd
értékeknél, melyekre mgq mar nem Kkicsiny, a normdlis eloszlast
kozeliti meg. Esetiinkben ez nyilvan akkor kovetkezik be, ha p7/s*
nagy. Ekkor ugyanis

9

v g sl

:————:————z£
1="9+pT T T
p

m

s ez az érték, a csereszam varhato értéke — egy miikodd alkat-
résznél — a gyakorlatilag jelentés esetekben természetesen nagy.
llyenkor tehat a (14)—(16) alatt megadott hatarok, melyek az
allando potlasi idére nyert (12), (13) alattiakkal kozel megegyez-
nek, mar »=2 illetve 3 esetén 2,28 illetve 0,14°/,-0s kockazatiunak
tekinthetok.

A gamma-eloszlas feltevése itt csak annyiban bir jelentdség-
gel, hogy ilyen eloszldas mellett a csereszam eloszldsa konnyen
kiszamithato explicit alakban. A végeredményre azonban ez a fel-
tevés kevés befolydssal bir és igy az, ami ebben a feltevésben
onkényes, a végeredményt igen kevéssé befolyasolja.

Osszefoglalds: Ha egy alkatrészfajtabol egyidejiilleg a szamu
alkatrész van igénybevételnek kitéve, az egyes igénybevett alkat-
részek varhato élettartamai 73,..., 7., tovdbba a pdétlas atlagos
idotartama p, szordsa s, ugy a torzskészlet meghatarozasara a

o He e
(17) beo +”VT,+ T2
képlet szolgal, ahol
T*z *i‘——l——]— ’ T”: _1—1___—1
ISR T
£ T, T3+ g T,

és » értéke aszerint valasztandd meg, hogy mekkora kockézat
engedhetd meg; »-——3 altaldban gyakorlatilag kielégit, mert
0,14°/-0s kockazatnak felel meg. Illusztricioként egy szampéldat
kozliink: ha az igénybevett alkatrészek szdma a = 100, ezek atlagos
élettartamai egyenlOk: 7= 30 nap, vagyis 7,=0,3 nap, 7,,=3
nap, tovabba az atlagos pétlasi idé6 p==20 nap, szérasa s=6 nap,
gy »=3 (azaz 0,14°/, kockazat) mellett k=92. Azaz 92-ben
allapitva meg a torzskészletet, 39 év alatt kb. egyszer fog csak
el6fordulni, hogy a készlet a rendelt 1j alkatrészek beérkezte elbtt
kifogy. A bevezetésben emlitett, a gyakorlatban eddig hasznalatos
szamitéasi eljards szerint 133 alkatrészt kellene tartalékolni.
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Latjuk tehat, hogy a megtakaritds igen jelentékeny. A kozolt
szamitasi eljarast természetesen a gyakorlatban fellépd, de a dol-
gozatban figyelembe nem vett egyéb tényez6k kozrejatszdsanal meg-
felelden moddositani kell. Az ilyen modositdsok sziikségét feltétleniil
meg Kkell vizsgélni. Az is természetes, hogy a szdmitisban szerepl6
T, p, s mennyiségeket gondos statisztikai adatfelvétellel kell meg-
allapitani. ‘Ezeket a szempontokat figyelembevéve kivanatos, hogy
az az lizem, amely ezt a modszert alkalmazni kivanja, a Magyar
Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetéhez for-
duljon, ahol e kérdésekben részletes felvilagositast nyerhet.

Budapest, 1952. VII. 10.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.

OINPEJEJEHUE HEOBXO/IUMOTO KOJ]VI“IECTBA 3ATMACHbIX
YACTE/ C MOMOLIbIO TEOPMY BEPOATHOCTHU

A. Pennu u T. Canurmapronu

B paGore pewaercss npu NOMOUM TEOPHH BEPOSITHOCTH CAEAYIOWIAs
© 3ajaya: JieTaib MAUIAHBI TIOJIBEPYKEHA H3HOCY M JIOMKE, TaK 4YTO MPOJOIKH-
TEALHOCTL €€ TOAHOCTH SABASIETCS CIyYailHONW BEIMYHMHON C NOKA3ATENbHBIM
3aKOHOM pacnpepenenus u cpennum snauennem T. Ilpepnonoskum, 4TO OAHO-
BPDEMEHHO HCTOJAL3YIOTCS @ jerasneil. Bpems 3amennr (Bpems OT 3akasa fo
NOJy4YeHHs HOBOIl JeTanu) TOXKE PacCMaTpPHBAETCS KAk CiydaiHasi BeIMYHHA
€O CpefiHMM 3HAUYEHHEM p u ¢ aucnepcuei s. Torpa KOAMYECTBO 3aNacHBIX YacTel,
nanHoe gopmynoit (16) npp »=2 u »=23 COOTBETCTBEHHO, JOCTATOYHO JJIs
TOTO0, 4T0OKI O6ECeYnTh HENPEPLIBHOCTL MPOU3BOACTBA € pucKoM 2,280/, i 0,149/,
coorsercteenHo. [Ipn aTtom mnpeanonaraercsi, 4T0 BPEMsi 3aMEHbI MMEET pac-
npenenenne tuna I.

WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORETISCHE BESTIMMUNG
VON RESERVEN IN MASCHINENTEILEN
UND AUSRUSTUNGSGEGENSTANDEN.

A. Renvr und T. SzZENTMARTONY

Gegeniiber der durch die Faustregel (1) sowie der durch die Erneue-
rungstheorie gelieferten Wert (2) wird gezeigt, daB bei a gleichartigen, gegen-
iiber Bruch und Abniitzung mit dem Mittelwert (4) exponential verteilte
Lebensdauer zeigenden Maschinenteilen eine Reserve (13) die Kontinuitit des
Betriebes sichert. Und zwar bei konstanter Ersetzungszeit p und » — 2 bzw.
3. mit einem 2,28 bzw. 0,14"/,-igen Risiko. Bei um den Mittelwert p mit der
Streuung s schankender Ersetzungszeit gilt (16) statt (13). Und zwar z. B. bei
einer I'-Verteilung der zeigenden Ersetzungszeit mit demselben Risiko.

10 Matematikai Lapok



Pozitiv polinomok
%

Irta: SzokeraLvi-Nacy Bfra

1. Az analizisben gyakran sziikséges, hogy a vizsgalt fiigg-
vényeket olyan alakban allitsuk el6, amelyb6l a fiiggvények bizo-
nyos tulajdonsagai kozvetleniil kitinnek. A leggyakrabban arra van
sziikség, hogy a fiiggvény alakjabdl az el6jele leolvashato legyen.

Els6 példaként hozzuk fel azokat a P(x) polinomokat, ame--
-yeknek minden valds x helyen nem-negativ valos szdm az értékiik:

(1) P(x)=0.

Ez a tulajdonsaga nyilvanvaléan megvan minden olyan polinom-
nak, amely valamely valds egyiitthatos polinom négyzetével, vagy
ilyen négyzetek Osszegével egyenld, azaz amelynek az alakja

(2 P(x) = [QX)F + QM)+ +[Qu)]
ahol a Q-k valds egyiitthatds polinomok.

Mutassuk meg; hogy ezzel ki is meritettiikk a szobanforgo
polinomosztalyt, azaz, hogy minden olyan polinom, amely eleget tesz
az egész x-tengelyen az (1) feltételnek, el6allithato a (2) alakban.
A bizonyitds egyszeriien adodik abbdl, hogy az (1) feltételnek ele-
get tevd P(x) polinomnak a valos zarohelyei feltétleniil pdros mul-
tiplicitasnak, és hogy minden a-bi (b=-0) komplex zéréhellyel
egyiitt ennek konjugdltja, a—~bi is zéréhely, mégpedig azonos
multiplicitassal. Ennek kovetkeztében ugyanis a P(x) gyoktényezds
felbontdsa ilyen alakra hozhato:

P(x)= A L1 (x—eoy T] (x—a;—bji) (x—a;+ bji) =
— ALl x—a) Ll [c—a) + 8],

ahol az A, ¢, a;, b, mennyiségek valosak és A =0, azaz A= B".
A maésodik szorzat szogletes zarojeleit felbontva, adddik a (2) alaki
eloallitas.

Erdekes megjegyezni, hogy a (2) jobboldaldn szerepldé neégy-
zetek szdma mindig lecsokkenthetd ketfdre, vagy esetleg egyre*®

* Lasd: G. PoLva—G. Szecd, Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis.
1. (Berlin, 1925) 82, 275.
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Amikor ugyanis az el6bbi szorzatel6allitasban a szogletes zar6jelek
kozt allo kéttagu négyzetosszegeket Osszeszorozzuk, tijra egy két-
tagu négyzetosszegre juthatunk; ehhez csak a kovetkezd algebrai
azonossagot kell ismételten alkalmaznunk:

(P’ +¢) (P +8)=(pr+4-qsy+(ps—qr).

2. Hasonld tétel érvényés trigonometrikus polinomokra is
(FEJER LIPOT és Riesz FRIGYES tétele)*. Eszerint, ha minden valos
X-re
3) T(x) =a,+a, cos x -+ b, sin X 4a, cos 2x b, sin 2x -+ --- 4

. —“+an cos nx+ b, sin nx = 0,
akkor 7'(x) el6allithaté a kovetkezd alakban:

) T(x) = [S@F+[Sx)F

ahol S(x) és S(x) valos egyiitthatés trigonometrikus polinomok:
S(x) =@, & cos x| B, sin X+ - - - -} @, COS mx - B, sin mx,
§(x) = —f£CcosX+a sinx—...—@B, COSmx-4 a, sin mx.

E tétel Riesz éltal adott bizonyitdsdnak alapgondolata, hogy
az EULER-féle 0Osszefliggések alapjan a komplex exponencialis
alakra tériink at:

n -
T(x) e Z Al;e' SN e-inx 2 Ah_”ez.h ;r',
k=-n h=0
azutan pedig a

2n

<ol
Z Ah -n Zh
h=0

kozonséges polinom gyoktényezés felbontdsat vizsgaljuk. A bizo-
nyitast nem részletezziik.

3. Térjiink vissza a kozonséges polinomokra, és most olyan
polinomokat vizsgaljunk, amelyek az x-tengely valamely véges
szakaszan pozitivok:

(5) PX)>0+ha a=x=b
Egy ilyen P(x) polinomnak val6s zérohelyei csak az [a, b] szaka-
szon Kiviil lehetnek, komplex zérohelyei pedig azonos multiplici-
tasu, egymashoz konjugalt parokban Iépnek fel; ennélfogva a P(x)
gyoktényezOs felbontdsa ilyen alakra hozhato:

©6) PX)=AIllGx—a)l]@~—x) II(x—r)+d)

* Lasd: L. Fejer, Uber trigonometrische Polynome, Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, 146 (1915), 53—82.

>

10*
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ahol
A>0,a,<a, $,>0b, y. és 0, valosak, d,==0.

Forditva, nyilvdnval6, hogy minden polinom, amely ilyen
modon elballithato, eleget tesz az (5) feltételnek.

4. Egy masik, igen érdekes és haszndlhatd eldallitist adott
az () feltételnek eleget tevd polinomokra F. HAUSDORFF, a momen-
tumproblémarol irt nevezetes dolgozatdban *. Bebizonyitotta ugyanis
a kovetkezd tételt:

Ha a P(x) polinom az [a,b] szakaszon pozitiv, akkor eld-
dllithaté a

P()= 2 uf (x—a)" (b—x)""

m=0

alakban, csupa pozittv u) egyiitthatéval; az s itt barmely elég nagy

egész szdmot jelenthet.

A bizonyitasban egyszer(ibb irdsméd kedvéért szoritkozzunk
a [0, 1] szakasz esetére; a tetszéleges™ [a, b] szakasz esete erre az
x = a -+ (b—a)& helyettesitéssel visszavezetheto.

A tétel bizonyitdsa végett elészor is azt lassuk be, hogy ha
az s egész szam legalabb akkora, mint a

(7) Px)=a,+a;x+ .-+ +apx*

polinom fokszama, akkor P(x) eléallithato a

(H(\)) P(X) = Z ugz)xm (1 =% x)s— m
m=0

alakban, ahol az u%) egyiitthatokrol egyelore természetesen semmi
tobbet nem allithatunk.

Ehhez elég megmutatnunk, hogy minden x* hatvanyfiiggvény
el6allithatd ebben az alakban, hacsak k = s. Ez azonban nyilvan-
vald, hiszen

¥ PTet (1= =2 3 (T — =
o Z (,,f:lli)x"‘(l 5L i

m—k
* Lasd: F. Havsporrr, Summationsmethoden und Momentfolgen. I, Mathe-
matische Zeitschrift, 9 (1921), 74—109. Az 1. n. StieLTjes-féle momentumprob-
1éma, amellyel Hausporrr dolgozata is foglalkozik, a kovetkezd: Keresendd az
a< x < b szakaszon értelmezett olyan monoton nem-fogyé m(x) fiiggvény,
amelyre az

b
[ xtdm(x) = p* (k=0,1,2,...)
a

egyenletek mindegyike teljesiil; a p; mennyiségek adottak.

-
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Ebbél adodik a (H®) eléallitas az

s 3 S'—'k
S !
egyiitthatokkal; ezek a (7) alatti kanonikus el6allitis a; egyiittha-
toinak nem-negativ egész egyiitthatds linedris kombinacioi.

A (H®) elballitas egyértelmiten van meghatirozva, azaz a most
megszerkesztetten kiviil tobb ilyen eldéllitisa ugyanannak a P(x)
polinomnak (ugyanazon s mellett) nincsen. Ehhez elég azt belatni,
hogy ha

Z 'l’g;?xm (] __x)s—m = O,

m=

akkor
=0 (m=0,1,...,9).

Tegyiik fel ennek az ellenkez8jét, és legyen +? a 0-t6l kiilonbozd
egyiitthatok koziill az els6. Ekkor x"-rel végigoszthatunk és. azt
kapjuk, hogy

vs:)xm—r(l __x)s—m —0.
m=0
Az x=0 helyen a baloldal minden tagja O-va vélik az elso6t ki-
véve, és igy adddik, hogy :

1 'E'S) = 07
(5)

ami feltevésiinknek ellentmond. Tehat mindegyik v, egyiitthatd O,
és ezzel a (H®) eldéllitas unicitdsat bebizonyitottuk.

Vizsgaljuk meg, milyen kapcsolat van ugyanannak a polinom-
nak a (H®) és (HE¢) elballitasaiban fellépd egyiitthatoéi kozott.
Az ut6bbi el6allitis az eldbbibdl tugy hozhaté létre, hogy ezt
[x (1 —x)]-szel atszorozzuk: ennélfogva

: S —=aQ +u® - (m=1,2,...,5)
és
S =uf, o =u?.

b

Ezekb6l az Osszefiiggésekbdl nyilvanvald, hogy ha a (H®)
elddllitas egyiitthatoi mind pozitivok, akkor a (H¢™) eldallitasé is
mind pozitivok, és ennélfogva a (H¢*) elbéllitasé is, és igy tovabb,
azaz ekkor minden (H¢) el6allitis egyiitthatoi pozitivok (k=
=12 A0

Ha a P(x) polinom els6foka és a [0, 1] szakaszon pozitiv,
akkor mar a (HW) el6allitis egyiitthatdi is pozitivok. Valéban, ekkor

P(x) = u’x+ u (1 —x),
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ahol
' =P(1)>0, A =P) =0,

Tekintsiink most egy olyan madsodfoki polinomot, amely az
egész x-tengelyen pozitiv, azaz legyen

P(x)=a-+2bx+cx* (@>0,c>0, ac—b*>0).

Ha s = 2, akkor ennek a polinomnak a (H®) elballitisa a kovet-
kez6 :

P(x):a[x+(1_‘x)]s—*—sz[X—!—(l——x)]sq+cx2[x_|_(1_x)]s—:'z:
:Z*(s——‘z)_!—[s(s—l)a+2rﬁ(s——l)b+

s=o m!(s—m)!
+m(m—1)c]x"(1—x)"".

Azt kell belatnunk, hogy ha s elég nagy, akkor az m=0, 1, ..., s
értékek mindegyikére

s(s—1)a-+2m(s—1)b+m(m—1)c > 0.

Ennél tobb is elérhetd, t. i., hogy ez az egyenl6tlenség az m-nek
minden valds értékére teljesiiljon. A szoébanforgéd kifejezés ugyanis
az m-nek masodfokd polinomja, melynek az m hatvanyai szerint
rendezett alakja:

s(s—1)a—+2sb—2b—c)m-+cm*=A-+2Bm-+Cm’,
és ez a polinom elég nagy s-re pozitiv definit, mert ekkor
A=s(s—1)a>0, C=c>0
és '

AC—B*=s(s— l)ac—(sb—b— %—)-:

— 2(ac—b) + s b+ bc—ac)—(b +%)'> 0.

Ezek utén tekintsiink egy tetszésszerinti olyan P(x) polino-
mot, amely a [0, 1] szakaszon pozitiv. Ez felbonthat6 a (6) alak-
ban els6- és masodfokd tényeztk szorzatdra, melyek koziil az els6-
foktiak a [0, 1] szakaszon, a mdasodfokuak pedig az egész x-ten-
gelyen pozitivok. Az elézéek szerint e tényez6k mindegyikének van
pozitiv egyiitthatés (H®) elballitisa, tényezénként esetleg mds és
mas s-sel. Ezeket osszeszorozva, eljutunk a P(x) egy olyan (H®)
eléallitasdhoz, amelynek szintén minden egyiitthatéja pozitiv.

5. HAUSDORFF tételét tobbvaltozés polinomok esetére is ki
lehet terjeszteni. Szoritkozzunk egyeldre kétvaltozoés P(x,y) poli-



145

nomokra, és tegyiik fel, hogy
PGS0 2x=10=3=1
Legyen P(x,y)-nak az x-re vonatkozélag a fokszama n, azaz legyen

P(x,y)=a,(»)+a(Mx+--- +a.(y)x",

ahol az a.(y) egyiitthatok az y véltozo polinomjai. Ha s = n, akkor
P(x, y)-nak az x-re vonatkozolag van (H®) elballitasa:

P(x,y)= 2 un(3) x"(1—x)"";
m=0
az uf) egyiitthatok az ak(y) egyiitthatok (egész egyiitthatos) linea-
ris kombindcioéi lévén, maguk is az y polinomjai.
HAUSDORFF tételébol - kovetkezik, hogy ha y, az y-nak a

[0‘ 1]-be esd tetszéleges értéke, akkor talalhaté y,-hoz egy olyan
Sy terméizetes szam, $, = n, hogy az

u§ (), uf”(),..., u(»)

fiiggvények az y, helyen mind pozitivok. E fiiggvények polinomok,
tehat folytonosak lévén, pozitiv az értékiik az y, egy bizonyos kor-
nyezetében is. De akkor az y,-nak ebben a kornyezetében poziti-
vok a s-ndl nagyobb s-ekhez tartozd (H®) eldéllitisok egyiitthatoi,
azaz az

u(») (C= 5 =0, 1,55

polinomok is.

Az y-nak a [0, 1] szakaszba es6 Osszes lehefséges y, értékei-
hez ilyen m6don hozzarendelt kornyezetek egyiittvéve lefedik ezt a
szakaszt. BOREL tétele szerint kivélaszthaté véges sok y, érték tgy,
hogy az ezekhez a fenti médon tartozé kornyezetek szintén lefedik
az egész [0, 1] szakaszt. Jeloljiik az ezekhez az y, értékekhez tar-
toz6 s, szamok legnagyobbikat s,-gyel. Ekkor tehat az egész [0, 1]
szakaszon

(8) a5’ () >0 (m=0,1,...,s).

Alkalmazzuk HAUSDORFF tételét most az y-nak ezekre a poli-
nomjaira. Minthogy véges sokan vannak, taldlhatunk egy olyan s,
természetes szdmot, hogy e polinomok mindegyikének a (H©)) el6-
allitaisaban szereplé egyiitthatok pozitiv szamok. Igy eljutunk az
eredeti kétvaltozds polinomnak egy olyan

P(x,y)= 2" 2w x™(1—x)" " y"(1—y)*™

my=0 my=0

eléallitisahoz, amelyben az 6ssze.§ egyiitthatok pozitiv szamok.
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.

Ugyanennek a gondolatmenetnek a megismétlésével eljutha-
tunk a Kétviltozos esetrdl a haromvaltozosra, és igy tovabb. Ervé-
nyes tehat HAUSDORFF tételének a kovetkez6 altalanositasa:

Ha az r-vdltozés P(x,, ..., X,) polinom a
) =yt 0=

egyenldtlenséggel jellemzett r-dimenzids ,kockdban“ mindeniitt pozi-
tiv értékii, akkor elddllithato a kovetkezd alakban:

Pl X )= 2 S S ) ook § i o PR § BN
m;=0 My
ahol az Osszes egyiitthatok pozitiv szdmok.*
A (9) kocka esetér6l nyilvanvaldé modon attérhetiink tetszés-

szerinti
aléxlébl, g a,.§x,§b,.

r-dimenzios ,téglatest esetére.

6. HAUSDORFF tételének az imént adott altaldnositisihoz a
BoRreL-féle lefedési tétel felhaszndldsaval jutottunk el. Kivanatos
lenne egy olyan, elemibb bizonyitast taldlni rd, amely nem hivat-
kozik a BOREL-féle tételre. Az eredeti, egy valtozora vonatkozo
tételre is kivanatos volna egy olyan bizonyitast kidolgozni, amely
nem hivatkozik a polinom gyoktényezés felbontdsara, hiszen akar-

melyik (H®) eléallitas u® egytitthat6i a polinom a; egyiitthatéinak
egész egyiitthatés linedris kombindaciéi 1évén, kiszdmitdsukhoz nem
sziikséges a gyokok ismerete. :

MOJIOYKUTEJIBHBIE MHOT'OYJIEHBI
Bena C.-Happ

Kasapiit MHOrO4IeH, 51 KOTOporo P(x) = 0 npu 11000M BEIIECTBEHHOM X,
paBeH CyMMe KBaJpaTOB MHOTMOWIEHOB C BELIECTBEHHBIMH KO3(duumeHTamu.
Kawpplii TpuroHomerpuyeckuit MHOrowies, ana koroporo T(x)=0, rawke
SIBJISIETCST CYMMO KBafpaTOB /BYX TPHUTOHOMETPHYECKMX MHOTOUIEHOB C Be-
IIECTBEHHBIMM KO((hHLUMEHTAMN; 9TH MHOIOYJICHBI TPUIOHOMETPUYECKH COMpsi-
»KEHHBI (Teopema daepau Puca). Kakapiit muorounen aast koroporo P(x) >0

* Ennek a tételnek éppen olyan haszna lehet pl. a tobbvaltozos momen-
tumprobléma megoldasaban, mint az eredeti Hausporrr-féle tételnek az egy-
valtoz6s momentumproblémaéban. A tébbvaltozés momentumprobléma targya-
lasaban. eddig egy komplikaltabb alaki elballitisra tdmaszkodtak, lasd: T. H.
HiLpEBRANDT—I. |. ScHOENBERG, On linear functional operators and the moment
problem for a finite interval in one or several dimensions, Annals of Mathe-
matics, (2) 34 (1933), 318—328.

-
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Ha otpeske 0 < x =<1, MOKeT ObITb NPEJCTABIEH MPH AOCTATOYHO OOIBLIOM
- -

s B Buge P(x) = 3 ulx"(1—x)"™" npn nomomm noaoxuTenbHbIx KO-
m—0 K

enToB (Teopema Xaycpopa). ITta Teopema MOKET ObiTh 060GuIEHa HA Cryvail

mo6oro uucna mepemenHsix. Jlo6Goil mHoro4neH P(xy, X,, ..., X,), KOTOpbii

nojouTeneH Ha ,kyoe“ 0 =x; < 1(i=1, 2, ... r) MOKeT ObITb NPEICTAB/IEH B

ClenyIoleM Buje:

e Sy
N o= §y—
2 o 2 1 uml s xrlm (l—xl)s‘ iy L x:?lr(l_xr)sx 1n..T

my=—0 my=0 ~

rae Koa(hpuumeHTeI—nonokuTeabsl.  [10 X0y 10KasaTenbCTBA MPHMEHSETCS
Teopema Bopens, skenatenpHO HaiiTH 60Jjiee dIEMEHTAPHOE [0Ka3aTeabCTBO.

Polynomes positifs
B. Sz.-Nacy

Tout polynome P(x) tel que P(x) =0 sur tout laxe réel, est égal a la
somme des carrés de deux polynomes a coefficients réels. De méme, tout
polynome trigonométrique 7°(x) tel que Tgx) = O sur tout 'axe réel, est la somme
des carrés de deux polynomes trigonométriques a coefficients réels, conjugués
P'un a l'autre au sens trigonométrique (théoréme de Fejir—RiEsz). Tout polynome
P(x) tel que P(x) >0 pour 0 =< x < 1, peut étre représenté, pour des entiers s
assez élevés, sous la forme .

P(x) = Z Hxit (=it

m=0

ot tous les coefficients sont positifs (théoréme de Hausdorff). On rappelle la
démonstration de ce théoréme, puis on le généralise 2 un nombre quelconque
de variables :

Tout polynome P(xy,...,Xr) qui est positif dans le ,cube“ 0 < x; < 1

(i=1,...7), peut étre représenté, pour des si assez élevés, sous la forme
8y Sr
| n gy . 8. -
P(xll %8y xl') e Z e E llml. ey m,-xll'l(l —xl)e' ml. .. x’rn’ (l—xl‘)er il
my=0 my=0

avec des coefficients tous positifs.

Ce théoréme peut étre utile p. ex. dans le probléme des moments a
plusieurs variables.

Dans la démonstration on fait usage du théoréme de recouvrement de
Borer ; une démonstration élémentaire serait préférable.



Egy polinom irreducibilitdsardl

irta: Seres Ivin

I. ScHuR vetette fel a kovetkezd problémat:
Legyen adva az F(y)=y""+1 polinom és y helyébe irjuk

az y= f(x)= ]] (x—a;) szorzatot, ahol a,,a,,...a, egymastoi

kiilonb6z6 racmnahs egész szamok, n és L kozonséges egész szam.
Irreducibilis marad-e az F(f(x))—G(x) polinom, mint az x poli-
nomja ? (Irreducibilitason azt értjiik, hogy nem talalhaté két, H(x)
¢és I(x) raciondlis-egész-egyiitthatds, nem konstans polinom, ugy-

hogy a
G(x)= H(x)-1(x)
ﬁsszefﬁgge&fennalljon )
CHUR feladatahoz hasonlét bxzonyltunk legyen adva az

F(»)=y""+1 polinomba helyette51tendo y= ]] (x—a:)) szorzat.

E szorzat tényezodinek szama L =2", (m >O) és minden a; paros
legyen, vagy minden a; paratlan racionalis egész szam. A bizo-
nyitand6 tétel azt mondja, hogy G(x) irreducibilis. Nem kivanjuk,
hogy minden a; egymastdl kulonbozzek Ez SCHUR altalanos fogal-
mazasaban sziikséges.

Példaul az a, — @, —a; (itt L =3 § 2"), 2" =2 esetben
G(x) =(x—a)’+ 1 =[(x—a)’+ 1][(x—a)' — (x—a)* +1].

G(x) tehat reducibilis. Hasonl6 a helyzet L==2" mas értékeire.

Tételiinket a ScHONEMANN-EISENSTEIN tétel segitségével bizo-
nyitjuk.

Ez a tétel azt mondja, hogy a /(x)=cCnX" 4 Cn1X"" 1+
+...+cax+c, racionalis egész-egyiitthatds algebrai polinom irre-
ducnblhs ha
: 1. a legmagasabb foku tag egyiitthatja valamely p prim-

szammal nem oszthato,
2. a tobbi egyiitthaté ezen p-vel oszthato,
3. az abszolut tag p*-tel nem oszthato.
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Nézziik elobb azt az esetet, amikor L=—1. Ez esetben
GX)=(x—a)"+1.
Nevezziik az x—a-t z-nek. Nézziik, hogy az (x—a)*"'-}-1=2"" |
+ 1= k(z) irreducibilis-e, mint z polinomja.
A k(z) polinom helyett nézziik a k (2) = [(z— 1)+ 1"+ 1=
= (u+1)"+1—R,(u) fiiggvényt, mint a z—1=u polinomjat.
A SCHONEMANN-EISENSTEIN tétel alapjdn bebizonyitjuk, hogy
R, (u) irreducibilis. Ugyanis
R.(u)=(u+41)"41=u""+2n8S,(u)+2, ahol S,(u) egész

egyiitthatés 2"—2 foku polinom. Ugyanis (,2() paros, ha k=1,

2,...2"—1.

R,(u) kielégiti a SCHONEMANN-EISENSTEIN tétel kovetelmé-
nyeit. (A legmagasabb foku tag egyiitthatéja 1, az abszolut tag 2==0
(mod 4) és 2nS,(u) a tobbi tag Osszege. Ez utobbi minden egyiitt-
hatdja pedig oszthatéo 2-vel.)

L
Nézziik ezek utan a G(x)=[[//[ (x—a)J""+1 polinomot, ha
1=1

.,

minden a; paratlan szam, L = 2"; n és m kozonséges egész szam.

G(x)= [i]:?(x—a,-)]‘l"—i— 1=(x41""41 (mod 2).

(Megjegyezziik, hogy a kongruenciat csak az egyiitthatok 2-vel valé
oszthatosdga szempontjabol hasznaljuk, merta Schonemann-Eisenstein
tétel is csak az egyiitthatokra allit fel kovetelményeket.)
Ez azt jelenti, hogy G(x)=(x-+1)*""-1-+27(x), ahol
T(x) =t.x"+t,.1x ' . ..+ t,. Allitjuk, hogy 7'(x) racionalis-egész-
egyiitthatds algebrai polinom, amelynek abszolit tagja ¢, = 0 (mod 2).
Ugyanis

I, Nal
G(O)—([Ia,-) +1=1""4+14+2T(0)
3 871
és igy
L.y

[ 1a| —1=21.

s=—1 ‘ '
A szogletes zardjelben paratlan-szamnak pl. 2k--1-nek a 2"-edik
hatvanya all. Igy irhat6 24, —[(2k+ 1) —1][(2k+ 1)*""' 4-1]=0

(mod 4).
Tehédt 2f,=4+, ahol v racionalis egész szam.
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G(x)-re osszegezve az elmondottakat: (x+ 1)*"™ 41 egyiitt-
hat6i mind kielégitik a SCHONEMANN-EISENSTEIN tétel feltételeit. Ezt
nem rontja a 27(x) sem, amelynek abszolit tagja 4v. (Végered-
ményben G(x) abszolut tagja 4v-+2 és ez ==0(mod 4)). Tehat
G(x{ irreducibilis..

Nézziik azt az esetet, mikor minden a; paros és L=—=2"

: & L .
G)= I x—ay"+1= [ [(x—D—(@—=DF +1
az x—1 = u helyettesitésével
G(x)= G‘(u):il_:l [4—(@—1DF" 1.

Itt mindegyik a;—1 paratlan és, igy G°(u) az el6bbiek szerint
irreducibilis, tehat irreducibilis maga G(x) is.
Altalanositas :

L
Legyen f(x)— [/ ¢i(x) oly polinomok szorzata, amelyek
=1}

mindegyike
1. k-ad fokda,
2. a legmagasabb fokiti tag egyiitthatoja paratlan szam,
3. az abszolut tag pératlan szam,
4. a tobbi egyiitthatd paros szam,
5. a tényez6k szama: L =2" (m racionalis egészszam).
Akkor F(x)=[f(x)]*"+1 irreducibilis.
A bizonyitds az elmondottakbdl nyilvanvalo.
Budapest, 1952. marcius 24.

O HENPUBOJMMOCTH OJJHOIO MHOI'OYJIEHA
U. llepenr.

IlycTh @; MOCAENOBATENHHOCTh YETHBIX MM HEYETHBIX yncen. WX uncao -
i 2
—2", Torga muorounen F(x) = J] (x—a;)*™ rl, Henpueopum B moxe paumo-
=}

HANBLHLIX YuCel. ITOT BONPOC SIBASETCS 4YacTHLIM caydaem zagaun M. Hlypa.

UBER DIE IRREDUZIBILITAT EINES POLYNOMS.

% I. SERESS.

Es wird mittels dem Schénemann-Eisenstein’schen Satze der folgende
i

Spezialfall eines I. Schur’schen Problems erledigt. Es bedeute f(x)= >"(x - a)
s=21

und L =2", wo die Zahlen a; entweder alle gerade, oder alle ungerade sind.

Dann ist das Polynom [f(x)** -1 im Korper der rationalen Zahlen irredu ibel-

-



Hogyan tanitsuk a szdmtant az &dltaldnos iskola
alsé osztalyaiban?

frta: Licemt Bera

(Az oktatas és nevelés kérdései I. Kozoktatasiigyi Kiadovallalat Bp. 1951)
c. konyv ismertetése

Sok panasz hangzott el az utébbi években a matematika-
tanitas eredménytelenségével kapcsolatban az altalinos iskola alsd
osztélyaitdl a kozépiskolakon keresztiil az egyetemekig. A kétség-
teleniil mutatkozo hianyossagok okat — a haborti okozta kiesésen
kiviil — legféképpen a matematikatanitds eddigi modszereinek
elégtelenségében kell - keresniink. A habora és a felszabadulast
kijvetd els6 esztendbk megroviditett tanévei alatt els6dleges kér-
désként a tantervi anyag legdontobb részeinek dtadasa keriilt elé-
térbe, a modszer kérdése egészen héttérbe szorult. Pedagégusaink
kisigényfiek lettek mind a megtanitand6 anyag, mind a tanitas
modszere tekintetében. Nagyjaban ilyen maradt a helyzet akkor is,
mikor az orszag gazdasagi fejlédése rohamléptekben kezdett elére-
haladni, s igy kultdralis életiink, ezen beliil oktatisunk erdés elma-
radast mutatott gazdaséagi fejlddésiink mellett. Csak fokozta a nehéz-
ségeket a tankonyvek szinte évrdl-évre torténd cseréje s az a
koriilmény, hogy a lassanként a matematika tanitisa teriiletére is
bearamlo 10j szellemmel pedagdgusaink sok esetben nem tudtak
mit kezdeni. Mig az tjjal szemben bizalmatlanok voltak, addig
haladé pedagdgiai hagyomdnyainkat is elhanyagoltak.

A fejlddésnek azonban be kellett kovetkeznie. A pedagégia
munkasainak feladataira az M. D. P. 1I. Kongresszusa iranyitotta ra
legélesebben a reflektorfényt. A tanitds szinvonaldinak megjavitdsa
most mar orszagos kérdéssé lett. S mikozben tankonyveink leg-
alabb is a viszonylagos stabilitds dllapotiba jutottak, helyesen
ragadta meg a K. M. a pedagogia teriilettn a dontd lancszemet,
a modszer és a modszeres segitség kérdését. A konyv, melyet
roviden ismertetni kivanok, gyakorlati uton ad feleletet a szamtant
tanit6 pedagégusnak arra a gyakran felvetéd6 kérdésére, hogy
hogyan tanitsa a szdmtan egyes egységeit.

Az 1. kotet az altalanos iskola alsé négy osztalya szam-
tani anyaganak stlyponti részeit dolgozza fel mddszeresen. Igen
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helyesen tartozkodik az altaldnos elméleti fejtegetésektol. Ezekre az
elméleti kérdésekre feleletet taldlnak pedagogusaink a mar eddig
is kedveltté valt NyikiTyIN és a nydr folyaman magyar kiadasban
is megijelent PCSOLKO-tdl szdrmaz6é matematikatanitassal foglalkozo
szovjet miivekben. ;

A mii osztdlyonkint targyalja az anyagot. Végigvonul benne
a logikus gondolkoddsra vald nevelés és a szamoldsteclinika fej-
lesztésének helyes egysége. Igen nagy gondot fordit a szamkép
helyes kialakitasara, mely az eredményes tovabbhaladas dont6 fak-
tora. Helyesen alkalmazkodik a tanulo szellemi fejlédéséhez, ezért
kezdetben kiilonosen nagy silyt helyez a sokoldalti, minden érzék-
szervet foglalkoztatd szemléltetésre. Csak néhdny a felhozott szem-
léltetési lehetdségek koziil: a tanuldk ujjai, szdmologép, a tanterem
biatorai, pélcikak, palcikakotegek, korongok, domindlapok, teke-
jaték, vadgesztenye, kartonbdl kivagott gyiimolcsok, rajz, szamora,
tapsolas, néma szamolas stb., stb. A szemléltetést azonban mindig
az absztrakcié koveti mar az elsd osztalytol kezdve. A kiilsé szem-
léltetés szerepe is mind hatrdbb szorul a tanuldk értelmének fej-
16désével.

Kiilonos hangstlyt kap azon részek feldolgozésa, melyek a
szovjet matematikatanitds tapasztalatai alapjan keriiltek hazai tani-
tasunk anyagédba. Igy a zdrojelek haszndlata, mely mai tanitisunk-
ban mar az els6é osztalytol szerepel. Ezzel a kérdéssel szemben is
nagy volt a nevel6k tandcstalansiaga, melyet tobbek kozott éppen
ez a modszertani konyv hivatott eloszlatni.

Masik ilyen kérdés az u. n. tipusfeladatok tanitdsa. Ezek
helyes modszeres felépitése a IV. osztdly anyagaban hat csoport-
ban keriil sorra. Helyesen mutatja be az egyes mddszeres 1épése-
ket, az abrazolas alkalmazasat és a tobbféle megoldas lehet6ségét.

Nagy gondot fordit az 0Osszetett, vagyis tobbmiiveletes fel-
adatok targyaldsara, mint olyan teriiletre, melyet régi formalista
tanitisunk meglehetésen elhanyagolt. Kiilonosen jo és hasznos lesz
pedagégusaink szamara a ,Szoveges feladatok megoldasa“ c. feje-
zet (134—137. old.). Ha ezt a kartarsak megszivlelik, nagy l€épést
tehetiink elére a logikus gondolkodasra val6é nevelés terén.

Ugyanezt a célt szolgalja az onallo feladatkészitésre nevelés
modszere. Itt is megmutatja a konyv azt a helyes utat, melyen a
pedag6gusnak tanitvanyat vezetnie kell, hogy helyesen felismerje
a mennyiségek kozott 1évo Osszefiiggéseket, a felismert Osszefiig-
gések alapjan maga tudjon helyes kérdést felténni, adatok alapjan
feladatot szerkeszteni, vagy a feladat szerkesztéséhez sziikséges
adatokat megallapitani. Mindezekkel elésegitjiik a tanuldk feladat-
megoldo képességét, mert aki feladatot- onalléan tud szerkeszteni,
az hasonld feladatokat onédlléan meg is tud oldani.
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A sok tanulsdgos gondolatb6él megemlithetjiik még a ,bon-
tast“, mely, hogy gy mondjam, szimelméleti alapot ad a tanul6k-
nak, mikor a szamok Kkiilonboz6 mddon torténd felbontdsival a
szamok felépitését tudatositja. Sulyt helyez az . n. forditott sz6-
vegezesli feladatok targyaldsara is, melyeknél a szoveg latszolag
mas miiveletre mutat, mint az a részletesebb vizsgalatnal Kkitiinik.
Néhany oratervet is kozol, melyben egy ora helyes metodikai fel-
épitését mutatja be.

Ki kell még emelnem azokat a — habar nem tul gyakran
el6forduld — segitd megjegyzéseket, melyekkel a konyv az osztat-
lan iskoldk nevel6i felé fordul.

Segitséget jelent ez a mddszeres mii, mely sok, jO eredmé-
nyeket elérd, gyakorlati pedagogus, lelkiismeretes, kozos munkaja-
nak eredménye. Segitség a varosokban, méginkabb a falvakban, de
leginkabb az osztatlan iskoldkban miikodé nevelok szdmara. A
gyakorlati munkdban, orszagos viszonylatban széles érdeklédésre
tarthat szimot. Remélhetd, hogy ez a szovijet tapasztalatokra épiilt,
hazai viszonyokra késziilt els6 matematikatanitasi modszertan segiti
pedagbgusainkat abban, hogy a matematikai konferencidn véllalta-
kat teljes egészében megvalosithassak.



FELADATROVAT

Szerkeszti: Hajos Gyoray

A feladatrovatnak szant kiildeményeket a kovetkez6 cimre
kérjiik : Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, Budapest, V., Redl- -
tanoda-utca 13—15. Az egyes feladatok megoldasat kiilon lapon
kérjiik. Nem zarkézunk el olyan feladatok kozlése el6l sem, amely-
nek megoldasat bekiild6je nem ismeri.

Helyesbitésként kozoljiik, hogy a 46. feladatban a = jel alatt
helyesen i=0 all (az el6z6 szdm sajtohibajavitdsa is hibas volt).

El6z6 szamunk megjelenése eldtt a 28. és 35. feladat meg-
oldasat bekiildotte még GEHER LASZLO.

Megoldott feladatok

29, feladat. Az ABC 4 oldalai (szokott elrendezésben) a, b, c,
keriilete k, teriilete £. Jelolje A,, B,, C; a B, C, A pontoknak rendre
C, A, B pontokra vonatkozo tiikorképét. Legyen a,'=— AA,, b= BB,,
¢, = CC,. Bizonyitando, hogy

a,be+-ab,c+abe, = 4kt.

(Obldth Richdrd)

A,
a
L
a, .,
a
b c kci

A B

b b,
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Megoldds. Az AC,C4 teriilete 2f, mert teriiletét felezi a CB
stilyvonal. Kovetkezbleg bc, = 4f (mert egy hdromszog két oldala-
nak szorzata a teriilet kétszeresénél kisebb nem lehet) és igy
abe, = 4at. Hasonl6an a,bc = 4bt és ab,c = 4ct. Ezeknek az egyen-
16tlenségeknek Osszeaddsaval a bizonyitando allitast kapjuk.

Egyenléség a végeredményben csak akkor allhat, ha mind-
harom tekintetbe vett haromszog derékszogli. Ez pedig THALES
tétele szerint azt jelenti, hogy az eredeti hdromszog oldalai péaron-
ként egyenlok. Egyenl6ség tehat csak szabdlyos haromszogre All.

Fried Ervin

A 29. feladat megoldasat bekiildotték még: ACZEL JANOS,
BLum OtT10, FRIED ViLmOS, GEHER LAszLO, HAJjos GyORGy,
LajTHA GYORGY, SURANYI JANOS, TEKSE KALMAN.

30. feladat. H a tér nem egy egyenesbe esd véges sok
pontjanak halmaza. Bizonyitsuk be, hogy nincs a térben egynél
tobb H-hoz nem tartoz olyan pont, amelyb6l a H halmaz pontjai
felé irdnyuld egységvektorok Osszege nulla.

(Szbkefalvi-Nagy Gyula)

Megoldds. A feladat allitasan tilmenden azt bizonyitjuk, hogy
nincs két //-hoz nem tartozé pont, amelyekre vonatkozoan a szd-
banforg6 egységvektorok osszege egyenld. |

Legyen O, és O, két H-hoz nem tartoz6 pont s legyen Pegy
pontja H-nak. Jelolje d az O,-b6l O,-be vezeté vektort, e, és e,
az O,-bél, ill. O,-bol P felé iranyul6 egységvektort, p, és p, pedig
az O\P, ill. O,P tavolsag hosszat. E jelolésekkel

d=p.e,—p:e,
és igy

d(e—e)—(p+p) (1—ee)=LF L2 e, ey =0,

Itt egyenl6ség csak akkor dllhat, ha e, —e, s ekkor P az 0,0,
egyenesen van. Minthogy ez H valamennyi pontjara nem kovet-
kezhetik be, H pontjaira Osszegezve

d(Ze,—3e) >0,
tehat valoban Ze, 4= Je,.
. ; Kévdri Tamds
A 30. feladat megoldasat bekiildotték még: CsAszir Axos,
Dux Erik, FriED ERrvVIN, HAJOS GYORGY, SARKADI KAROLY, SOS VERA.

Megjegyzés. Ha a H halmaz P,, P,, ..., P, pontjaihoz pozi-
tiv 2,,4,, ..., 4, szdmokat rendeliink s egységvektorok helyett az e

11 Matematikai Lapok
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pontok felé iranyul6, rendre 4,,4,...,4, hosszisagi vektorokat
tekintiink, akkor is valtozatlanul helyes a feladat allitisa s annak
a fenti megoldasban kimondott dltalanositisa. Ennek bizonyitasa-
hoz elegend6 az egyes pontokra kapott egyenlStlenségeket Ossze-
gezés eldtt rendre a 4,, 4,, ..., 4, szdmokkal beszorozni.

Dux Erik

32. feladat. Egy haromszog nem egyenl6oldali s oldalainak
aranya racionalis. Bizonyitandd, hogy a sik egyrétiien beborithatd
ezzel egybevagd haromszogekkel olyan modon, hogy a haromszog
végtelen sokféle allasban szerepel. '

(Kdrteszi Ferenc és Hajos Gyorgy)

Megoldds. Kiindulunk abbél az ismert ténybdl, hogy a 7-vel
kommenzurabilis hegyesszogek koziil csak 60° cosinusa racionalis.*
Legyen ugyanis « olyan hegyesszog, mely z-vel kommenzurébilis
s melynek cosinusa raciondlis. Ekkor z = cos e--isin « algebrai
egészszam, mert komplex egységgyok. Minthogy 2z kielégiti a
2’—2zcos e+ 1=0 egyenletet, ennek az egyenletnek valamennyi
egyiitthatéja raciondlis egészszam, ugyanis: a vezéregyiitthato 1,
valamennyi egyiitthato racionalis, az egyenlet irreducibilis ¢és egyik
gyoke algebrai egészszam. Tehdat 2 cos e egészszam, ami hegyes-
szogek koziil csak 60°-ra teljesiil. !

Mivel a feladatban szereplé haromszog oldalainak aranya
raciondlis, szogeinek cosinusa is raciondlis. Minthogy a haromszog
nem egyenloldalu, legkisebb szoge 60°-ndl kisebb s igy ez az «
szog n-vel inkommenzurdbilis. Ha tehat ugy boritjuk be a sikot
haromszogekkel, hogy ezek kozott egy hdromszog s abbol e, 2¢«, 3e, ...
szogekkel valo elforgatassal keletkez6 haromszogek mind szerepel-
nek, akkor a siknak ilyen beboritdsa végtelen sokféle allast harom-
szoget tartalmaz. Bizonyitjuk, hogy a sik igy beborithato.

Az adott hdromszog oldalai és szogei szokott elrendezésben
a,b,¢c, By (alegkisebb szog «). Jelolje T, e haromszog valamely
helyzetét. E haromszoget @ szogének felezOjére tiikrozve 7, harom-
szoghoz, ezt 1ijbdl y szogének felezbjére titkrozve a T, haromszog-
hoz jutunk, majd ismételten valtakozva a @ és y szogek felezbire
vonatkozo tiikrozéssel a T, Ty, T, Ts, ... haromszogeket kapjuk.

Minthogy 7, haromszog § és y szogének felezoi Lz(,éH— y) szoget

zarnak be, 7, a T,-bol g+ y=mn—a szogli elforgatdssal keletke-
zik; ugyanigy keletkezik 7.-bél T,, T,-bdl T, stb. Azt mondjuk,
hogy egy az adott haromszoggel egybevagd haromszog Ti-hely-

* V. 6. SANpOorR Gyura: A 12. feladat masodik megoldasa, Mat. Fiz. .
Lapok 50 (1943), 183 1. (Szerk.) .
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zetii, ha oldalai rendre 7; oldalaival parhuzamosak. A megallapi-
tottakbol kovetkezik, a Taiio-helyzetii hdromszogek a 7u,-helyze- -
tiiekb6l (az el6bb szerepeltetettel ellenkezd irdnyban vald) e szogii
elforgatassal keletkeznek. A feladat &llitisat bizonyitjuk tehat, ha
kimutatjuk, hogy a sik beborithato Ti-helyzetii (i=0,1,2,...)
haromszogekkel és mind e helyzetek szerepelnek a beboritisban.

A Ti €s Tora hdromszogek @ szogeinek szarai egybeesnek.
Ezért mindazok a P:; parallelogrammak, melyeknek oldalai e sza-
rakkal parhuzamosak és hosszuk az a és ¢ oldalnak is egész-
szami tobbszorose, egyrétlien beborithatok 7u,-helyzetii és 7Tsj.-
helyzetii haromszogekkel is. by

A Ty €s Toipo hdromszogek y szogeinek szdrai egybees-
nek. Ezért mindazok a P,y parallelogrammadk, melyeknek oldalai
e szarakkal parhuzamosak és hosszuk az a és b oldalnak is egész-
szamu tobbszorose, egyrétiien beborithatok 7u.i-helyzetit és 7spo-
helyzetli haromszogekkel is. .

Valasszunk egy P, parallelogrammat. Vélasszunk egy olyan
P, parallelogrammat, mely P,-t belsejében tartalmazza, mégpedig
ugy, hogy P-nek T)-helyzetii hdromszogekkel valé beboritdsakor
P, keriilete egy beborité haromszoget se messen. P, igy nyilvan
megvalaszthato, hiszen P, oldalait tetsz6legesen nagyra valaszthat-

1
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juk és Pynak, valamint barmely ‘P;-nek T;-helyzetli hdromszogek-
kel valo beboritdsdndl egymdsbol eltolassal keletkezd haromszog-
racsok haromszogei szerepelnek. Valasszuk meg hasonldéan a
P,, P,, ... parallelogrammaékat tigy, hogy P belsejében tartalmazza
Pt és Py -nek Ty, -helyzetii haromszogekkel vald beboritisa ese-
tén Py keriilete a beborit6 haromszogeknek egyikét se messe. A
P,, P,, P,, ... parallelogrammak megvalasztidsabol kovetkezik, hogy
Py..1-nek P, parallelogrammdn kiviil es6 része, a Py.— Py tarto-
many is beborithaté 7;..-helyzetii haromszogekkel.

Boritsuk be Pt T,-helyzetii haromszogekkel, a P,—P, tar-
tomanyt 7,-helyzeti haromszogekkel és altaldban Py — Py tarto-
manyt 7yi-helyzetli haromszogekkel. Minthogy a Py, Py, Py, ...
parallelogrammasorozat minden irdnyban korlatlanul kiterjed, igy a
teljes sikot beboritottuk és kivant tulajdonsagt beberitast talaltunk.

A mellékelt abra 2:3:4 oldalardnyti haromszog esetében
szemlélteti szerkesztésiinket. Az abran még a P, parallelogramma
is szerepel. Az abra szerkesztésénél az egyes parallelogrammakat
a lehetd legkisebbre valasztottuk. :

Sarkadi Kdroly

33. feladat.* Bizonyitand6, hogy az egészszdmoknak egy -
A halmazéhoz csak akkor taldlhato két egészszambol &llo B hal-
maz ligy, hogy minden egész szam egy és csak egyféleképpen
legyen A és B egy-egy elemének Osszegeként felirhatd, ha mind-
azok az egész szamok, amelyek nem allithatok el6 A két elemének
kiilonbségeként, ugyanannak az egész szamnak paratlan tobbszorosei.

(Rényi Alfréd)

Megoldds. Tegyiik fel, hogy A és B a feladatban megkove-
telt tulajdonsaggal rendelkezik. Az altalanossdg megszoritdsa nél-
kiil feltehetjiik, hogy B elemei O és b. Legyenek A elemei ay, @, ...
Jelolje D azoknak az egészszamoknak halmazat, amelyek nem allit-
hatok eld A két elemének kiilonbségeként. Legyen D legkisebb
abszolut értékii elemeinek egyike d,. Allitjuk, hogy D-t d;-nak
paratlan tobbszorosei alkotjak.

Ha d egy eleme D-nek, akkor barmely c egészszammal kép-
zett ..., c—2d,c—d, c,c-+d, c-+2d,...sorozatnak minden masodik
eleme tartozik A-hoz. Ha ugyanis két szomszédos elem mindegyike
A-hoz ftartoznék, ill. egyikiik sem tartoznék A-hoz, akkor e két
elem a; és a;, ill. a;+b és a;-+b alakban volna irhat6 és igy d
kiilonbségiik a feltevéssel ellentétben mindkét esetben A két ele-
mének kiilonbsége volna.

* A feladat eredetileg hibas szoveggel jelent meg (II. évf. 68. 1.), kés6bbi
szamunk a helyes szoveget kozolte (II. évi. 289, 1).
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Ebb6l mar kovetkezik, hogy d,-nak minden péaratlan tobb-
szbrose D-nek eleme. Bizonyitanunk kell még, hogy D minden
eleme d,-nak paratlan tobbszorose.

Tegyiik fel, hogy d eleme D-nek, viszont nem paratlan tobb-
szOrose di-nak. Taldlhato tehét s egészszam ugy, hogy |d—2sd,| <
< |dy|. Ez d, definici6ja miatt ellentmond annak a ténynek, hogy
d—2sd, is eleme D-nek. Ha ugyanis e szim «@;—a; alakban volna
- irhato, azaz d— (a;+ 2sd,)—a; lenne, akkor d maga is A két ele-
mének kiilonbsége volna, hiszen a fentiek szerint a;--2sd, is A-
hoz tartozik. A kapott ellentmondas bizonyitja a feladat allitisanak
helyességét.

A feladat eredeti kitiizésében szerepld szoveg hibas, mert ha
pl. A a péros természetes szamokbdl all, éppen 1-nek paratlan
tobbszorosei nem éllithatok el6 A két elemének kiilonbségeként, s
mégsem taldlhato kivant tulajdonsagu kételemii B halmaz.

 Blum Otté

A 33. feladat megolddsat bekiildotték még: GEHER LASZLO,
Hajos GyORrGY, SARKADI KAROLY, SOS VERA, SzUsz PETER.

34. feladat. Az a,,a,, ... pozitiv elemii sorozat nem tartal-
maz végtelen monoton csokkend részsorozatot. Bizonyitandd, hogy
barmely A értékhez csak véges sokféle x;,x,, ... nem-negativ
egészszamokbol all6 sorozat taldlhaté ngy, hogy

(1) A, X+ QXet... = A.
Erdos Pdl

Megjegyzés. A feladat szivege nyilvan gy értend6, hogy az
a, sorozat még tagabb értelemben monoton csokkend végtelen
részsorozatot, azaz olyat sem tartalmaz, melyben a rakovetkezd ele-
mek rendre nagyobbak vagy egyenlok. Sziikebb értelemben mono-
ton csokkené sorozatokat, azaz olyanokat szerepeltetve, melyekben
a rakovetkez6 elemek rendre nagyobbak, a feladat éllitdsa nyilvan
nem is igaz. Az alabbi megoldasokban ,monoton“ mindeniitt
tagabb értelemben monotont jelent. :

1. megoldds. Tegyiik fel, hogy adott A mellett végtelen sok
x, sorozat elégiti ki (1)-et. j

Az a, sorozatnak van a pozitiv als6 korlatja, mert ellenkezd
esetben volna O-hoz tartd (sziikebb értelemben) monoton csokkend

végtelen részsorozata. (1) alapjan tehat x,+x, ... = %. Ez azt

jelenti, hogy az x, sorozatban %-nél tobb elem nem lehet 0-tol
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kiillonbozd s ezek értéke legfeljebb‘% lehet. E feltételeket kielégité

szamhalmaz csak véges sokféle van. Minthogy pedig (1)-et vég-
telen sok x, sorozat kielégiti, ezek kozott végtelen sok olyan van,

amelyeknek O-t6l kiilonb6z6 elemei ugyanazon y,, s, ..., ¥s Szé-
mok. Ez azt jelenti, hogy a
2) oni+6:94...+bsys = A

- egyenlet rogzitett y-értékek mellett végfelen sokféle kivdlasztdssal
elégithet6 ki az a, sorozatbol vdlasztott b,,0,,...,bs értékekkel.
Tekintsiik e megolddsoknak egy végtelen sorozatat.

A (by, ..., b,) értékrendszereknek e sorozatdban szereplé b,
értékeknek sorozatibdl (melyben akér végtelen sokszor ismétlodd
elemek is szerepelhetnek) kivalaszthaté monoton novekvd végtelen
részsorozat. E sorozat ugyanis sziikebb értelemben monoton csok-
kend végtelen részsorozatot nem tartalmazhat, mert akkor az a, sorozat
is tartalmazna ilyet. Viszont bdrmely sorozat tartalmaz vagy mono-
ton novekvd, vagy sziikebb értelemben monoton csokkend végtelen
részsorozatot, hiszen: ha valamely ¢, ¢;, ... sorozat nem tartalmaz
sziikebb értelemben monoton csokkend részsorozatot, akkor bar-
mely ¢;, Cii1, ... szeletében van legkisebb k; elem s az igy adodo
k; elemek sorozata monoton nd. :

Tekintsiik most mar a (2)-t kielégit6 (b,, b,, . .., bs) értékrend-
szerek sorozatdnak olyan végtelen részsorozatat, melyben szerepld
b, értékek monoton novekvd sorozatot alkotnak. Ebb6l a részsoro-
zatb6l 1jbol kivéalaszthatunk olyan végtelen részsorozatot, melyben
a b, értékek sorozata is monoton nd. Ezt az eljarast folytatva a
(2)-t kielégité .(b,, b,,. .., b;) értékrendszereknek olyan végtelen
sorozatahoz jutunk, amelyben a b, b,,, .., b, egyiitthatok mind-
egyike monoton novekvé sorozatot alkot.

Minthogy azonban valamennyi értékrendszer kielégiti (2)-t s
az abban szerepld y-értékek rogzitett, nem-negativ szdmok, az egyik
rendszer elemei csak gy lehetnek a masik rendszer elemeinél
rendre nagyobbak vagy egyenldk, ha mindannyian egyenldk ; | hi-
szen kiilonben (2) baloldalaba helyettesitve az egyik értékrendszer
nagyobb helyettesitési értéket adna mint a masik, pedig (2) szerint -
mindkét esetben A a helyettesitési érték. A sorozatos kivalasztas-
sal kapott értékrendszersorozat tehat azonos értékrendszerekbdl all.
E rogzitett (b, b, ..., by) értékrendszer elemeinek mindegyike véges
sokszor szerepel az a, sorozatban, mert az a, sorozat még tidgabb.
értelemben monoton csokkend részsorozatot nem tartalmaz. Igy ez
a (b, b,...,,b) értékrendszer is csak véges sokféle kivdlasztdssal
nyerhet6 az a, sorozatbél. Ellentmondasra jutottunk s ezzel a fel-
adat allitdsat bizonyitottuk.

: Rényi Alfréd
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1. megoldds. Tekintsiink két szdmhalmazt, melyek egyenld
elemeket is tartalmazhatnak s melyeknek egyikébdl sem vélaszthato
ki monoton csokkent végtelen részsorozat. E szdamhalmazokat S
és T, elemeiket pedig s; és #; jeloli. Jelolje tovabba ST az
Si, t:, Si+1; szamokbol 4ll6 szdmhalmazt. Ez a halmaz is tartalmaz-
hat egyenl6 elemeket, ha t. i. ugyanahhoz az értékhez tobbféle titon
is eljutunk. Allitjuk, hogy S+ T sem tartalmaz monoton csikkend
végtelen részsorozatot.

Egy monoton csokkend részsorozat ugyanis a feltevés szerint
csak véges sok s; €s #; elemet tartalmazhat s igy ezek elhagyasa-

val — ha dllitisunkkal ellentétben léteznék monoton csokkend
részsorozat — végtelen
(3) Ssth=s+h=...

sorozathoz jutnank. Itt s; és s;, valamint # és t;, nem feltét-
lentil kiilonbozd elemei S-nek és 7-nek, de s; és s;, vala-
mint #; és f; egyszerre (ugyanazon i, j indexeket szerepeltetve)
nem jelolhetnek azonos elemeket. S-nek minden egyes eleme csak
véges sokszor léphet fel (3)-ban, hiszen egyébként a mellette allo
t; értékek mar sziikségképpen 7-nek kiilonboz6 elemei volnanak s
mégis monoton csokkend sorozatot alkotndnak. Feltehetjiik tehat,
hogy a (3) sorozat S-nek és 7-nek megannyi kiilonbdz6 elemét
szerepelteti, mert egyébként a (3) sorozatban S-nek ugyanazon ele-
mét szerepeltets, véges sok s;+4# koziil csak egyet-egyet tartva
meg, majd ugyanezt T-re is végrehajtva, kivant tulajdonsagu soro-
zathoz jutnank.

Az s, 8., ... sorozat (mint azt az I. megoldasban is lattuk)
tartalmaz monoton novekvd vagy sziikebb értelemben monoton
csokkend végtelen részsorozatot. E részsorozat elemei mellett (3)-
ban 7T elemeinek monoton csokkené végtelen részsorozata kell,
“hogy élljon. Amde T ilyen részsorozatot nem tartalmaz s igy alli-
tasunk ellenkez6jének feltételezése lehetetlen.

Minthogy az S 7 halmazmiivelet asszociativ, indukcidval
definialhat6 az S, + S, +-. .. -+ S halmaz is. Az S-+ 7 halmazra bizo-
nyitott tétel ismételt alkalmazasaval adodik, hogy az S,+ S,+...+ Sk
halmaz sem tartalmaz monoton csokkend végtelen részsorozatot, ha
az §; halmazok egyike sem tartalmaz ilyet. Jelolje kS az
S+ 8:+...+ S halmazt, ha az S; halmazok mindegyike S-sel
azonos. Ha tehat S nem tartalmaz monoton csokkend végtelen
részsorozatot, kS sem tartalmaz.

A bizonyitottakbdl a feladat llitisa most mar konnyen adddik.

A feladatban szereplé a, sorozatnak van a pozitiv alsé kor-
latja, mert kiilonben tartalmazna monoton csokkendé nulisorozatot.
Ezért az (1)-et kielégitd x, értékekre x,+x,-4... <k, ha k olyan
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egészszam, melyre ka > A. Jelolje S az a, sorozat elemeinek hal-
mazat. Az a,x,+a,Xxs-... szamok tehat mindannyian kS elemei.
E halmaz azonban a fentiek szerint nem tartalmaz monoton csok-
kend részsorozatot s igy végtelen sok egyenld elemet sem. Ezért
(1)-nek csak véges sok megoldadsa lehet.

Blum Oftto

III. megoldds. Ha az a,, b., ..., [,, sorozatok egyike sem tartal-
maz monoton csokkend végtelen részsorozatot, akkor az @, bn+-...
... 1, sorozat nem lehet monoton csokkend. Ugyanis e sorozat tar-
talmaz olyan végtelen részsorozatot, melyben az els6 tagok monoton
novekvd sorozatot alkotnak (lasd [. megoldas), és mivel az a,
sorozat még tagabb értelemben monoton csokkend végtelen rész-
sorozatot sem tartalmaz, tartalmaz olyan végtelen részsorozatot is,
melyben az elsé tagok szigorian monoton ndnek. EbbOI ajbol
kivalaszthaté olyan végtelen részsorozat, melyben a masodik tagok
is szigortian monoton ndnek, és e kivalasztast folytatva -az
@,+b,+ ...+ 1, sorozatnak olyan végtelen részsorozatahoz jutunk,
melyben a tagok mindegyike s igy maga a sorozat is szigortian
monoton novekszik. Monoton csokkend sorozat azonban nem tar-
talmazhat szigortian monoton névekvd részsorozatot, ezért az eredeti
sorozat sem lehet monoton csokkend.

Az a, sorozat elemeinek van pozitiv als6 korlatjuk s igy az
(1)-et kielégitd értékekre x,-+x.+ ... csak véges sokféle értéket
vehet fel (lasd az el6z6 megoldasokat). Elegend6 tehat rogzitett &
mellett bizonyitani, hogy (1)-nek nincsen végtelen sok az

(4) x1+x2+...::k

feltételt kielégit6 megolddsa.

. Ezt k-ra vonatkozo teljes indukci6val bizonyitjuk. A k=1
esetben az allitds igaz, mert az a, sorozatban nincs végtelen sok
egyenld elem. Feltessziik, hogy az dllitdis a k—1 értékre is igaz.

Az a,x,+ a,x,+ ... értéket a (4) feltevés mellett aj a5 ... +ax
alakban irjuk, ahol ~a; éppen x.-szer szerepel sszeadandOként. Ha
(1)-nek végtelen sok (4)-et kielégité megolddsa van, igy az

ai+at...+a=A

egyenlet megoldasainak egy végtelen sorozatéhoz jutunk. Ebben a
sorozatban a/ nem jelentheti végtelen sokszor az a, sorozatnak
ugyanazt az elemét, mert akkor az indukcids feltevéssel ellentétben
Ah—af végtelen sokféleképpen volna (k—1)-tagi Osszegként fel-
irhato.

Tehdt az a! sorozatok mindegyike az a, sorozat elemeibdl
all s azok mindegyike csak véges sokszor ismétlodhetik. Ezért az
a/ sorozat sem tartalmazhat monoton csokkend végtelen részsoro-






PELDAROVAT

- Szerkeszti: Varca Tamas

A megoldasokat kérjiikk a Tarsulat cimére (Budapest, V.,

. Realtanoda-utca 13—15.) bekiildeni. A boritékra irjuk ra feltiinden:

PELDAROVAT. Minden megoldast kiilon lapra irjunk. Tomor,

vilagos, egyszerii megoldasokat varunk. Lapunkban kozolni fogjuk

minden feladatnak egy vagy tobb megoldasat és az Osszes helyes
megoldok nevét. : :

6. Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket :

VD= D )= L fe

. 7. Irjuk fel egyetlen algebrai kifejezéssel azt a fliggvényt,
amely a-tol b-ig nincs értelmezve, masutt az értéke c.

8. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:
/2 +5x—2— )2+ 5x—0—1.
9. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
Ja+x+)a—x a

Varx—Va—x X%

10. Adva van két haromszog, irjuk egyiket a masikba. (Pon-
tosabban : keressiink az ABCa a,b ill. ¢ oldalan rendre egy-egy
olyan D', E’ ill. F’ pontot, hogy a D'E’F;i egybevago legyen az
adott DEFs-gel. ;

11. Adva van két haromszog. Irjunk az egyikbe a mésikhoz
hasonl6 haromszoget, ugy hogy a ,bels6“ haromszog egyik csticsa
a ,kiils6“ haromszog Kkeriiletének elére megadott pontjara essék.

12. Adva van két négyszog. Irjunk egyikbe a masikhoz hasonlot.

13. Milyen haromoldalu a) csonkagulak koré, b) csonkagulakba
lehet gombot irni. (Egy gdombrol akkor mondjuk, hogy egy poliéder
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1952.

TARSULATI ELET

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat budapest1
eléadéiilései

janudr 24. Hobpi ENDRE: ,A feladatmegoldasok szerepe a
formalizmus elleni kiizdelemben.“ — Pedagdgus-tovabb-
képz6 eldadas.

januar 26—27. Ankét az analizis oktatésérc')l a természet-
tudorhanyi karokon.

februar 8. Klubest az MTESz Szovjet Miiszaki Folydirat- és
Koényvolvasojaban. TANDORI KAROLY AHIJEZER: ,El6-
adasok az approximacié elméletébdl“ cimii munkdjat
ismertette.

februar 16. Az 1951. évi SCHWEITZER MIKLOS matematikai
emlékverseny eredményhirdetése és dijkiosztisa. A ver-
senyfeladatokat SZELE TIBOR ismertette.

februar 21. SURANYI JANOS: ,Az algebra tanitdsdnak kezde-
teir6l.“ Pedagégus-tovabbképzd elbadas.

marcius 1. DENEs PETER: ,Az x"-y"— 22" hatarozatlan
egyenletr6l.“ A fenti egyenletrél eddig ismert volt, hogy
n—=23,4,5 kitevoknél és ezek tobbszoroseinél nincs
nem trivialis egész megoldasa. Az eléad6 moédszereket
ismertetett, melyekkel a kérdés bizonyos feltételeket kielé-
git6 torzskitevikre eldonthetd és kimutatja, hogy pl.
300—1g 40 torzsszam fteljesiti e feltéleleket.

aprilis 10. MAKAI ENDRE: »Bizonyos differencialegyenleteket
kielégito fuggvényeknek egy monotonitasi tulajdonsaga-
r6l.“ R. G. CookE egy dolgozatdban kimutatta, hogy
—1-nél nagyobb indexii Bessel-fiiggvények 2 szomszé-
dos nem-negativ gyOkhelye kozott vett integraljanak
abszolat értéke monoton csokken, ha a gyokok - oo
felé tartanak. Az eldadé ezt az allitisat Cooke modsze-
rét6l eltér6 uton részben tjra bebizonyitotta, tovabba a
BESSEL-fiiggvények gorbéinek alakjara vonatkozo kiilon-
boz6 allitasokat igazolt.
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1952. aprilis 23. VARGA TAMAS: ,Egyenletek diszkusszidja a kozép-
iskolakban.“ — ,Egyenl6tlenségek.“ — Pedagogus-
tovabbképz6 elbadas.

1952. aprilis 24. és 25-én. KURT SCHRODER (Berlin): Neuere
Entwicklungen der Mechanik der Kontinua. El6adas két
részben. :

1952. majus 5. TANDORI KArROLY és FReuD GEza: ,Ortogonalis
polinomok szerinti sorfejtések CESARO-féle szummalhato-
sagarol.“ Az el6adé bebizonyitotta, hogy ha egy orto-
gonalis €s normalt polinom rendszer egy (a, b%y inter-
vallumon egyenletesen korldtos, akkor minden a stly-
fiiggvényre vonatkozolag négyzetesen integralhaté fiigg-
vény kifejtése e polinomok szerint (a,b)-n majdnem
mindeniitt (C, 1)-szummadlhaté. Ha a fiiggvény még ezen
az intervallumon folytonos is, akkor a kifejtése egyen-
letesen szummalhato, feltéve, hogy a stlyfiiggvény ezen
az intervallumon korlatos. FREUD GEzA az el6bbihez
csatlakozo el6adasaban bebizonyitotta, hogy egy orto-
gondlis polinomkifejtés mar akkor is abszolut (C, 1)-
szummalhato a § helyen, ha egyediil a & helyen a {P,(x)}
normalt ortogonalis polinomok sorozata eleget tesz az
el6bbinél altalanosabb

> Py 0w

k=0

feltételeknek és

a+h .

| 7 —1r wtyat — o(|)).

Ebb6l SzEGO egy lemmajanak felhasznalasaval kovet-
kezik, hogy ha az (e, ) részintervallumban w(x) = m >0,
akkor minden a w(x) sulyfiiggvényre vonatkozdlag L*—
integralhato fiiggvény ortogondlis polinomsora («, £)-ban
majdnem mindeniitt er6sen (c, 1)-szummaélhato.

1952. méjus 16. KERTESZ ANDOR tarsulati klubesten KULIKOV leg-
tijabb csoportelméleti eredményeir6l szamolt be.

1952. majus 17. ALEXITS GYORGY : ,Periodikus fiiggvények FEJER-
kozepekkel valé approximécidjanak nagysagrendjérol.«
El6ad6é bebizonyitotta, hogy valamilyen LipscHiTz-felté-
telnek elegettevd, periddikus fiiggvényekre vonatkozo
BERNSTEIN, AHIJEZER, valamint el6adénak a konjugalt
sor FEJER-kozepeivel valé approximaciojara vonatkozé
tételei Osszefoglalhatok egyetlen approximacios tételbe,
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amely az emiitett eredményeken - tilmend eseteket is
tartalmaz. Modszerével targyalhaté tovabba bizonyos
esetekben a FOURIER-sor részletosszegeivel valo approxi-
macié és egyes pontokban valé approximéacié problé-
“.maja is. : ;

1952. majus 30. Ankét a matematikai szovegek szedésével kapcso-
latos problémakrol, a Papir és Nyomdaipari Miiszaki
Egyesiilettel kézos rendezésben.

1952. junius 23. MIKOLAS MIKLOS: ,Analitikus fiiggvények zérus-
helyeinek eloszlasarél.“ — Az eléadé bizonyos iranyban
altalanositja RouCHE klasszikus tételét, megadva egy
egyszerii. alakt kritériumot, melynek teljesiilése esetén
valamely tartomanyban analitikus két fliggvény zérus-
helyeinek szama itt megegyez6. Alkalmazasként konnyen
kezelhett feltételek adodnak, melyek biztositjak, hogy
egy akarhanyadfoku algebrai egyenletnek egy elbirt szog-
tartomanyba megadott szamu gyoke essék.

1952. junius 24. A miiegyetemi matematikai verseny eredmény-
hirdetése és dijkiosztdsa. A verseny feladatait CSASzAR
Akos és ZIGANY FERENC ismertették.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szegedi’
eldadé iilései

1952. februar 23. REDEI LAszLO: ,Az elemi osztok tételének alta-
lanositasa.“ Legyen A valamely matrix egy R egység-
elemes kommutativ gyftirii folott. Jelolje ¥, az A-nak
k-adrend@i aldeterminansai altal generalt R-beli idealt
k=0,1,...;9=1).

Akkor :

k' 9y Fer £ S ' g E0 AR S

ahol k" az 1,..., k legkisebb kozos tobbese. A £’ kon-
stans ,pontos“, azaz a tétel ,éles“. Ha kiilonosen R
euklidesi gyfiri, tehat 9 — di(€R) fbideal, akkor A’
helyébe 1 is irhato, (azaz fennall d7/d . d;.1), ez ugyanis
az elemi osztok tételének ismert velejaroja.

1952. aprilis 8. SzENDREI JANOS: ,Modern algebrai fogalmak.“ -
— Pedago6gus-tovabbképzd eléadas. :

1952. aprilis 19. BERECZKI ILONA: ,MARKOV az elemi fliggvény
fogalmanak kiterjesztésével kapcsolatos problémajanak
megoldasa.“ Az el6ad6 megmutatja, hogyha az elemi
fiiggvények fogalmat tgy modositjdk, hogy az elemi
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fliggvények deffiniciéjaban az x |-y, x—y, x, y, x/y fiigg-
vények helyett olyan aritmetikai fiiggvényosztaly alkal-
mazasat engedjiik meg, amelyhez van olyan p és £,
hogy a fiiggvényosztily barmely « elemére:

a(x,y,...) < max (3,x,,..)vk

valamint a szumma és produktumképzés alapjaul szol-
gal6 x+y és xy fiiggvények helyett pedig olyan két
valtozos  aritmetikai = fiiggvényosztaly engedjiik meg,
amelynél van olyan g, hogy a fiiggvényosztaly barmely
@ elemére: ;

B(x,y) < max (3x)y max (3, )

akkor sem meritheti ki az igy kapott fiiggvényosztaly a
rekurziv fiiggvények osztalyat. MArkov-féle probléma
megolddsa az el6bbi altalanos tétel specidlis esetként
adodik. - :

majus 3. TANDORI KAROLY : Ortogonalis polinomsorok FEJER-
féle szummaciojarol.
Konferencia a Kozoktatasiigyi Minisztériummal kozos
rendezésben, a kovetkez6 eloadasokkal :

majus 3. S00s PauLa klubesten a pythagorasi szamharma-
sokat ismertette.

majus 4. HODI ENDRE: Szempontok a térmértan tanitasahoz,

LORINCZ PAL: Formalizmus a szemléitetésben és a fel-
adatokban.

VARGA TamAs: Algebrai kifejezések és egyenletek fiigg-
vényszerii targyaldsa.

majus 19. KERTESZ ANDOR: , ABEL-féle csoportok direkt fel-
bontasa.“ Egy tetszéleges szdmossagti ABEL-féle p-csoport
akkor és csak akkor bomlik fel ciklikus csoportok direkt
Osszegére, ha tartalmaz olyan maximalis fiiggetlen elem-
rendszert, amelyben egyetlen elem sem cserélhetd ki
nagyobb szdmossigl elemmel. Ebbol a tételbél kovet-
keznek KuLikov, BAER és PRUFER ismert felbontasi
tételei. ;

Bolyai Jinos Matematikai Térsulat debreceni
elGadéiilései :

februar 13. SzELE TIBOR: Jelentés az 1951. évi , SCHWEITZER
MikLOS orszagos matematikai versenyr6l.“
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1952. aprlhs 26. DENES PETER: ,KUMMER egy sejtésének bizonyi-
tasa.“ El6ado blzonylt]a KUMMER kovetkez6 sejtését :
Ha ¢ = ¢(&) és o= (§) a p paratlan primszamhoz
tartozd korosztasi test p-hez relativ prim egész szamai,
ahol & primitiv p-edik egységgyok, tovabba

¢ = ¢, (mod p"*')

és a k racionalis egész szdm nem oszthato (p—1)-el,
akkor

gkp” 9 I\p 9
d™ log ¢.(e) 2 log ¢ (e”) (mod p+).

d" =0 di?

1952. junius 21. Hajos GyOray: ,A Gauss—BONNET-féle tétel
altalanositasa.“ Az eldadé ij bizonyitast ad a GAUSS—
BoNNET-féle tételre. A tétel egy forgd terekre és forgd
vektorokra vonatkozo altaldnosabb allitas kozvetlen kovet-
kezményeként adédik. Az altalanositott tétel tobb j ered-
ményt nyujtd alkalmazasat is bemutatja az el6ado.

A Bolyai Jianos Matematikai Tarsulat miskolei
eldadoiilései:

1951. februar 1. PETRICH GEzA : Klubesten tartott el6adast : ,,Szovjet
abrazold geometria tankonyvekrdl és a szovjet dbrazolo -
geometria oktatasrol.“

1952 méjus 9. TURAN PAL: ,Trigonometrikus egyenl6tlenségek.”
Eléad6 ismertette a trigonometrikus egyenlétlenségekre
vonatkozo alapvet® BERNSTEIN-féle tételt, ennek altala-
nositasat majdnem periddikus polinomokra és ennek
megfordltasat jelenté Bonr-féle tételt, mely szerint ha

h(x)—Z(Cvcosl x-+d, sin 4,x)-re (0< /1<1.1<l <
e < l)z; és Sup Ih(X)!—M akkor

z valés

sup [h’(x)l > 3,iM

« valds

El6ad6 elemi bizonyitiast ad azon, részint kevesebbef,
részint tobbetmondo tételre, hogy ha pl. & egy olyan

valés hely, melyen |A(§)| = T(T)M’ akkor

Pk b 1
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1952. méjus 20. GASPAR GYULA: ,Vektorszamitas affin terekben.“
Klubest. ;

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat pécsi e!Gadéiilései:

1952, februar 15. RENYI‘ALFRED: »A formalizmus elleni harc a
matematika tanitisaban.“

1952. majus 8. VINCZE ISTVAN: ,A valdszinifiségszamitis néhény
gyakorlati alkalmazasardl.“

1952. méjus 24. KALMAR LAszLO: ,A végtelen szabatos fogalma.«

1952. jilius 25. ACHATZ IMRENE ismertette LARICSEV: ,Algebrai
feladatok gyiijteménye“ c. munkajat.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat veszprémi
eloaddoiilései:

1952. majus 10. AczEL JANOs: J. A. PERELMAN szovjet matematikus
matematika-népszerfisit6 munkai.

1952. méjus 15. SzeLE TiBOR: Egyenletek algebrai megoldhat6-
siga. Az eldadé a GaLois-féle bizonyitas formaja titjan
bizonyitja azt a tételt, hogy az dltalinos n-edfoki
egyenlet n >4 esetén gyokjelekkel nem oldhaté meg.

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat -egri elGaddéiilései:

KONFERENCIA a Kozoktatdsiigyi Minisztérium, a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulat és az Eotvos Lorand Fizikai
Tarsulat kozos rendezésében.

1952. februdr 29. A pedagbégusok kétéves tovabbtanulisa masodik
ciklusanak zarokonferencidja a kozépiskolai matematikai
és fizikai szakon.

Az Eotvos Lordnd Fizikai Térsulat helyi tagozatanak
iinnepélyes megalakuldsa.

Eldadést tart: Szamost GEza : Az atommagfizika tjabb :

eredményei.“

1952. marcius 1. TURAN PAL: ,A fiiggvényfogalom bevezetésérol.“
HoOD1 ENDRE: Az irracionalis szamokrol.“

HorrFMANN TIBOR: , Az osszefiiggd anyag szerkezete.“
1952. marcius 2. GALLAI TIBOR: ,Sikbeli problémak térbeli meg-
oldasarol.“
VERMES MIKLOS : ,,Bemutatd kisérletek.“
1952. junius 10. PREKOPA ANDRAS: , Az integralfogalom fejl6dése.“

12 Matematikai Lapok

Bk e dets i e

\
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A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat gy6ri elSadéiilései:

KONFERENCIA a Kozoktatasiigyi Minisztérium, a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulat és az Eotvos Lorénd Fizikai
Tarsulat egyiittes rendezésében.

1952. januar 4. A pedagogusok kétéves tovdbbtanuldsa masodik
ciklusanak zarokonferencidja a kozépiskolai matematika
és fizika szakon. :

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat helyi tagozatanak
iinnepélyes megalakuldsa.

1952. januar 5. RENYI ALFRED: ,A formalizmus elleni harc a mate-
matika tanitasaban.“ :

Hajos GYORGY: ,Az 1951. évi KURSCHAK JOZSEF mate-
matikai tanuléverseny feladatai.
CsekO ArPAD: ,Bemutato kisérletek.*

1952. januar 6. HOopr ENDRE: ,Kozépértékek, egyenlétlenségek,
szélsbértékfeladatok elemi megoldédsa.“

BOROS JANOS: ,Mértékrendszerek és fizikai torvények.“
HorrFMANN TIBOR: ,A fémek szerkezetérol.“
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A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulatba belépni szdndékozok
forduljanak a Tdrsulat elndkségéhez (Budapest V, Redltanoda-utca
13—15. Telefon: 187—330). Kizlésre szdnt dolgozatok (lehetbleg
gépirdssal s a lap egyik oldaldt haszndlva) a Lap szerkesztiségéhez
ugyanoda kiildenddk (Budapest V, Redltanoda-utca 13—15).

Keérjiik cikkirdinkat, hogy amennyiben kiilinlenyomatra tartanak
igényt, cikkiik kefelevonatdnak visszakiildésekor ezirdnyi kivdnsd-
gukat a keért kiilonlenyomatok szdmdnak megjelilésével feltétleniil
jelentsék be.
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Bolyai Jdnes, a tudomdny nagy forradalmédra

A magyar tudoményos €let az elmult napokban iinnepelte meg
BOLYAI JANOS, a lingeszii magyar matematikus sziiletésének 150.
éviordul6jat. Ez az évforduld nemcsak a magyar tudomény, hanem
egész dolgoz6 népiink iinnepe. Valoban, BOLYAI JANOS neve jog-
gal hazafias biiszkeséggel toltheti el minden magyar ember szivét.
Biiszkék lehetiink arra, hugy a magyar nép, amelyet BOLYAI kora-
ban kiils6 €s belsd elnyomoi kulturdlis elmaradottsagban igyekez-
tek tartani, ilyen nagy tuddst adott a vilagnak, aki forradalmi fel-
fedezésével 0] fejezetet nyitott meg a tudomany torténetében. BOLYAI
JANOS egyike azoknak, akik a legtobb dicsdséget és megbecsiilést
szerezték a magyar névnek. BOLYAI fomiive, az , Appendix“, amely-
ben 1ij geometridjat, az igynevezett nem-euklidesi geometriat, ki-
dolgozta, 121 éve jelent meg; azéta azon az titon, amelyen BOLYAI
ebben a miivében elindult, a matematika hatalmas lépéssel jutott
tovabb. A matematikinak ez a fejlodése tette lehetévé, hogy elmé-
lyitsiik ismereteinket a térr6l, amelyben éliink, és ezéiltal elmé-
lyitsiik ismereteinket az egész vilagegyetemrol. A tudonianyos vilag
BOLYAI JANOSban ennek a fejlédésnek egyik meginditojat tiszteli.

A maga koraban BOLYAI miivét csak kevesen értették meg,
éppen gondolatainak forradalmi tjszeriisége kivetkeztében. GAUSS,
ennek a kornak legnagyobb tekintélyii matematikusa, akit a ,ma-
tematikusok fejedelmének“ is meveztek, egy baratjaghoz — GER-
LINGhez — 1832-ben irott levelében ezt irta az Appendixrbl: E
napokban Magyarorszagrol egy, a nem-euklideszi geometriat tar-
gyal6 kis miivet kaptam ... ezt a fiatal matematikust, Bolyait,
elsbrangi langésznek tartom.“ GAusS ezt a véleményét azonban
nem hozta nyilvinossigra. BOLYAI JANOSnak az 6t megilletd elis-
merést a tudomdnyos vilag csak haldla utin adta meg. Miivét sza-
mos eurdpai nyelvre leforditottdk; franciaul eldszor 1867-ben,
olaszul 1868-ban, németiil 1872-ben, angolul 1895-ben jelent
meg. A Szovjetuniéban tavaly adték ki az Appendixet orosz nyei-.
ven. Ennek a kiadasnak elészavaban B. F. KAGAN moszkvai pro-
fesszor az egész tudomanyos vildg kialakult véleményét fejezte ki,
amikor megillapitotta, hogy: ,A magyar nép biiszkeségét, BOLYAI
JANOST, joggal szdmithatjuk a vildg tudomanyénak klasszikusai
kozé.“

12 Matematikai Lapok
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BOLYAl JANOSsal egyidejiileg és  tole teljesen fiiggetleniil
NIKOLAJ IVANOVICS LOBACSEVSZKI] orosz matematikus ugyanarra
a felfedezésre jutott. A két zsenidlis matematikus élete és felfogasa
egyébként is sok parhuzamot mutat. Els6 pillanatra rendkiviil meg-
lepben hat, hogy egy problémat, melynek megoldédséval a legkiva-
16bb matematikusok, igy még az dkorban a gorog FROKLOS, a
kozépkorban a perzsa OMAR KHAYAM, az arab NASZIREDDIN, az tj-
korban Eur6paban SACCHERI, WALLIS, LAMBERT, LEGENDRE €s <0-
kan mésok sikerteleniil probalkoztak, egyidejiileg és egymdstol
fiiggetleniil két matematikus is megoldjon. llyen eseta matematika
torténete sordn azonban tobb alkalommal is el6fordult. llyen esetre
utalt BOLYAI FARKAS, Janos apja, amikor egy, fidhoz intézett leve-
lében azt irta: ,Némely dolgoknak tigysz6lvin megvan a maguk
epochdja (korszaka) amidén azutdn tobb helyt egyszerre taléltat-
‘nak.“ Ezek a jelenségek érthet6vé valnak, ha figyelembevessziik,
hogy a legnagyobb tudoményos felfedezéseknek az elofeltételeit év-
szazados fejlodés teremti meg, s amikor egy nagy tudomanyos fel-
fedezés megsziiletésének tarsadalmi és tudomanyos el6feltételei
megvannak, tigy konnyen eléfordulhat, hogy azt ugyanakkor tébb
tudésnak sikeriil megoldani. Ahhoz tehat, hogy megértsiilk annak
mélyebb okait, miért fordulnak el6 gyakran ilyen esetek, a tudo-
many torténetét a torténelmi materializmus alapjén a tarsadalom
torténetének részeként kell vizsgalnunk, az egyes tudoményos fel-
fedezéseket pedig az illetd tudomany dialektikus fejlédési folya-
matanak lancszemeiként kell tekinteniink. Kétségtelen, hogy BOLYAI
¢s LOBACSEVSZKI] koraban mar megérett az id6 a nem-euklidesi
geometria megsziiletésére. Ezt bizonyitja, hogy '16bb mas mate-
matikus, igy tobbek kozott GAuss is mar kozel jutott a nem-euk-
lideszi geometria felfedezéséhez. A dontd 1épést azonban csak
BOLYAI és LOBACSEVSZKI] tették meg.

BOLYAI csak 1848-ban hallott elészor LOBACSEVSZKIJrol és
miivérdl. LOBACSEVSZKI] viszont élete végéig nem tudott BOLYAIrol.
Mindkét tudos teljesen elszigetelten, kortarsaitol meg nem értve
dolgozott. Mindkett6jiik szaméra nagyjelentdségii lett volna, ha
tudomanyos egyiittmiikodés alakulhatott volna ki kozottiik. Ami
abban a korban nem volt lehetséges, az ma megvalosult: a szov-
jet és magyar tudomany egyiittmiikodése egyre szorosabba valik
és ennck az egyiittmiikodésnek a magyar matematikusok rendkiviil
sokat koszonhetnek. Annak a hatalmas tdmogatisnak, melyet a
magyar matematikusok a Szovjetuniétol éllandoan kapnak, egy
jabb megnyilvanulasa, hogy a Szovjetunié két vilaghiri tudosat
kiildte el hozzank a most lefolyt BOLYAI-iinnepségekre.

BOLYAI JANOS tobb volt, mint nagy tudé6s: a tudomany for-
radalmara volt. ,A tudomany“ — mondotta Sztilin elvtirs —
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»fejlodése soran nem kevés olyan béator embert ismer, aki semi-
lyen akadallyal nem tor6dve, mindennel dacolva Ossze tudta torni
a régit és tudott ujat alkotni.“ BCLYAI JANOS ezeknek a bator em-
bereknek a sordban is a legnagyobbak egyike volt. Valéban for-
radalmarnak kellett lennie ahhoz, hogy kétezer év hagyomdnyait °
félretéve, teljesen 1j tton keresse a parhuzamossdg problémajanak
megoldasat. Nem riasztotta el elddeinek sikertelensége sem. Ami-
kor 1820-ban els6é probalkozédsait apjanak megirta, az 6va intette
attol, hogy ezzel a kérdéssel foglalkozzék (amellyel fiatalabb kora-
ban maga Farkas is sikerteleniil probdlkozott). ,A parallellakat
{parhuzamosakat) azon az tton ne prébald“ — irta BOLYAI FAR-
KAS — ,tudom én azt az atat mind végig, megmértem azt a fene-
ketlen €jszakat én is és az életemnek minden vildgossaga, minden
Orome kialudt benne.“ Janost ezek a szavak nemhogy elriasztot-
tak volna, hanem éppen megerdsitették elhatdrozdsat, hogy meg-
probalkozzék azzal, ami eddig senkinek sem sikeriilt. ,Ahelyett,
hogy elriaszttattam volna, érdekl6désem csak megélénkiilt“ — ezt
a feljegyzést taldljuk ezzel kapcsolatban BOLYAI JANOS emlékira-
taiban. A tér tudomédnyanak megoldatlan problémdjidban azonban
els6sorban nem annak nehézsége, hanem annak a {udomény fej-
16dése szempontjabol vald jelentésége volt az, ami Janos szenve-
délyes érdeklodését felkeltette. ,A tudomanyban“ — irja egy fel-
jegyzésében — gy, mint magdban a kozonséges életben, mindig
arrol van sz0, hogy sziikséges és kozhaszni, de még homalyos
dolgokat kell6en tisztdzzunk.“ Azon a meggy6z8désen volt, hogy
nem az a tudos feladata, hogy ,a tudomdnyt lethargikusan, csak
az orokolt allapotban hagyja“, ,bizony nem ebben all az élet, a
munkdlkodas és az érdem“ — mondotta.. Azon a véleményen volt,
hogy a tud6s hivatdsa abban &ll, hogy minden erejével szenvedé-
lyesen torekedjék az igazsdg megismerésére, hogy ezzel az embe-
riség haladéasat vigye eldbbre. Amikor nagyszerii felfedezését meg-
tette, Gigy érezte, hogy ezzel ,az emberi sors lenditésének“ egy
dontd l1épése tortént meg.

BOLYAI JANOSnak a matematikira vonatkozé nézetei forradal-
miak voltak a maga kordban. A matematika targyardl és feladata-
rol alapjiaban materialista nézeteket vallott. Mutatja ezt az a meg-
allapitasa, hogy ,csakis olyan dolgok és igy csakis olyan meny-
nyiségek lehetnek a (jozan) kutatds targyai, amelyek val6ban meg-
' vannak (pl. ha anyagiak, a testi vagy kiils6 vildig részei, vagy
legaldbb elgondolhatok és lehetségesek).“ BOLYAI JANOSnak ez a
mondasa ma is fegyveriil szolgilhat a matematika terén az idealista
nézetek elleni harcban. Az idealista felfogds szerint ugyanis a ma-
tematika. dnkényesen alkotja fogalmait és 6nkényesen valasztja meg
ezekre vonatkozé alapfeltevéseit. Ennek az idealista felfogdsnak a

12*
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téves volta legnyilvanvalobban ott mutatkozik meg, hogy ez a fel-
fogds nem képes megmagyarazni azt, miért alkalmazhatok a ma-
tematika modszerei olyan fényes sikerrel a természettudomanyokban
és a technikdban, az emberiségnek a természet és a tarsadalom
megismerésére és atalakitasara iranyuld gyakorlati tevékenységében.
Ezt csak a matematika targyanak materialista felfogdsa magyaraz-
hatja meg, melyet ENGELS a kovetkezOképpen fogalmazott meg :
»A tiszta matematika targyat a reélis vildg térbeli formdi és meny-
nyiségi viszonylatai, vagyis nagyonis redlis anyag alkotja. Hogy ez
az anyag igen elvont alakban jelenik meg, az csak feliiletesen fed-
heti el a kiils6 vilagbol valo eredetét. De hogy ezeket a formakat
és viszonylatokat a maguk tisztasigdban. tanulméanyozhassuk, tel-
jesen el kell Oket vonatkoztatnunk tartalmuktél, mint olyantol,
amely a targy szempontjabol lényegtelen.“ Az idealizmus felfogasa
szerint a geometria targyat a tér veliink sziiletett fogalmanak vizs-
galata képezi. Ezt a felfogast BOLYAl kordban KANT képviselie a
leghatarozottabban. KANT szerint a tér (és hasonloképpen az idd)
a valésagban nem léteznek, csak a mi elképzelésiinkben, mint
gondolkodasunk formdi. Ezzel kapcsolatban Lenin a kovetkezOket
irta: ,A materializmus elismeri az objektiv val6sag, azaz a moz-
gasban 1évo anyag tudtunktol fliggetlen Iétezését és ezért elkeriil-
hetetleniil el kell ismernie az id0 és tér objektiv valosagat is,
eltérben mindenekel6tt a kantizmustol, mely ebben a kérdésben az
idealizmus. oldalan all, az id6t és teret nem objektiv valosagnak,
hanem az emberi szemlélet formdinak tekinti.“ (Materializmus és
Empiriokriticizmus, 172. o0.) KANT felfogasédnak téves voltat éppen
BOLYAI és LOBACSEVSZKI] felfedezése cafolta meg legviligosabban.
Azzal, hogy megmutattidk, hogy tobb kiilonboz6 geometriai rend-
szer épithetd fel, nyilvdnvalova valt, hogy szemléletiink tobb kiilon-
bozO elképzelést képes alkotni a térrél és csak a tapasztalat dont-
heti el, hogy ezek mennyiben alkalmasak a valosagos tér tulajdon-
saganak leirdsara. A geometria torvényei tehat nem veliink sziile-
tett szemléletiinket tiikrozik, hanem ugyantigy mint minden mas
tudomanyos torvény, az anyagi vildg torvényszeriiségeit. llyen médon
tehat BOLYAI és LOBACSEVSZKI] felfedezése a materializmus nagy
gyozelme volt. Erdekes megijegyezni, hogy GAuss is hatarozottan
allast foglalt KanTnak a térre vonatkoz6 helytelen idealista felfogasa-
val szemben. Egy munkajaban kijelentette, egy matematikai megjegy-
zésével kapcsolatban, hogy , az vildgosan bizonyitja azt, hogy a térnek
a mi szemléleti médunktodl fiiggetlen, redlis jelentésége kell, hogy le-
gyen.“ Gauss tehat ugyantgy meg volt gy6zodve KANT felfogdsdanak
helytelenségérdl, mint BOLYAI és LOBACSEVSZKI]. Azzal is tisztdban
volt, hogy KANT felfogdsara BOLYAI felfedezése donto csapdst mért. Az
Appendix elolvasasa utdn BOLYAI FARKAShoz irt levelében megdl-
lapitja, hogy az a tény, hogy két egyenrangti geometria létezik és
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pusztan logikai tton nem lehet eldonteni, hogy a valésagban me-
lyik érvényes, csak tapasztalati uton, ,a legvildgosabb bizonyitéka
annak, hogy KAnNTnak nem volt igaza, midén azt allitotta, hogy a
tér csak formdja a mi szemléletiinknek.“ GAuss tehat vildgosan
felismerte a nem-euklideszi geometria vildgnézeti jelentdségét, for-
radalmi materialista tartalmat és ez lehetett a dontd oka annak,
hogy a reakci6 uralmanak éveiben a nem-euklideszi geometridra
vonatkoz6 sajat gondolatait nem fette kozzé és nem allt ki nyil-
vanosan BOLYAI és LOBACSEVSZKI] felfedezése mellett. GAUSS Ova-
tos éllaspontjaval 0Osszehasonlitva még fokozottabban meg kell
becsiilniink BOLYAI JANOS és LOBACSEVSZKI] bator, harcos allas-
foglaldsat. A tér létezésének kérdésében tehat BOLYAI hatarozottan
materialista allaspontot foglalt el. BOLYAI JANOS harcos materialista
allasfoglalasat tiikrozi-a kovetkezd kijelentés is, amelyben Kkifeijti,
hogy miért hatdrozta el magat arra, hogy a geometridban a ha-
gyomanyokkal szakitva uj ttra lép.. ,...Minthogy azt tartottam,
hogy a természetet nem szabad dbrdndok sziilte agyrémek szerint
formdlni, hanem akarnunk kell észszeriien és természetes modon
az igazsagoi, vagy magat a természetet latni.“ Ugyanakkor azonban
bizonyos mértékben kora metafizikus gondolkodasinak hatdsa alatt
allott. Ez nyilvanult meg abban, hogy ugy tette fel a kérdést,
hogy a val6sdgban az euklideszi geometria, vagy azaltala felfede-
zett nem-euklideszi geometria érvényes-e. Ma mar tudjuk, hogy a
kérdés feltevése ebben a formdban nem helyes. Azéta mind a
geometria, mind a fizika jelent6sen tovabbfejlédott és az jabb
tudomanyos eredmények azt mutatjak, hogy a val6sagos tér szer-
kezete fiigg az anyagnak a térben valdé elhelyezkedésétol. A tér
szerkezetének leirdsdra sziikség van olyan geometriai rendszerekre
is, amelyeket még BOLYAI nem ismert. A geometridnak az a fej-
I16dése azonban, amelyet BOLYAI és LOBACSEVSZKI] meginditott, olyan
tovdbbi geometridk felfedezéséhez vezetett, amelyek alkalmasak a
tér bonyolult szerkezetének leirdsara. Ezeknek az tijabb geometridk-
nak elméleti fizikai és csillagaszati vizsgalatoknal nagy jelentdsé-
gilk van. Ez természetesen nem valtoztat azon a tényen, hogy a
mindennapi életben fellépd geometriai problémdk megoldasara a
klasszikus euklideszi geometria, amelyet a kozépiskoldkban tanita-
nak, teljes mértékben alkalmas. Ugyanis az ettél valé eltérések
csak csillagdszati méretek esetében valhatnak szamottevokké. ™
Az elmondottak vilagosan mutatjik, hogy BOLYAI JANOS nem-
csak a matematikaban volt forradalmar, hanem ezen tilmendleg a
halad6 emberi gondolkodas forradalmara volt, aki felfedezésével
dontd csapast mért az idealista filozofidnak a térre vonatkozo hely-
telen nézeteire. Az elmondottak azt is mutatjak, hogy a matema-
tika alapvetd problémai mar BOLYAI kordban is elvalaszthatatlanul
osszefonodtak bizonyos ideologiai kérdésekkel, hogy a matematika
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ugyantigy, mint mds tudomdanyok, a halado6 és reakciés vilignézet,
a materializmus és idealizmus egyik harctere. Ezt bizonyitja egyéb-
ként a matematika egész torténete is. Ma ez az ideoldgiai harc a
matematika terén még fokozodott. Ennek kovetkeziében a mate-
matikus sajat tudomanyanak alapveté kérdéseiben is csak tgy
tajékozodhat helyesen, ha minél alaposabban igyekszik a tudoma-
nyos vilagnézet, a dialektikus materializmus elsajatitisira. A ma-
gyar matematikusok, amikor a dialektikus materializmus alapjan
igyekeznek szaktudomanyuk dont6 elvi kérdéseiben allast foglalni,
ezzel BOLYAI JANOS hagyatékat fejlesztik tovabb. Ugyancsak BoLyAl
JANOS nyomén jarnak a magyar matematikusok akkor is, amikor
arra torekszenek, hogy szakitva a matematika Oncélisdganak tév-
eszméjével a matematika gyakorlati alkalmazasain keresztiil el6-
segitsék a szocializmus épitését. Hiszen BOLYAI JANOS abban latta
a tudomany feladatat, hogy ,sziikséges és kozhasznti kérdésekkel
foglalkozzék. A magyar matematikusok BOLYAI JANOS nyomén ha-
ladnak akkor is, amikor a matematika még megoldatlan nagy
problémdival foglalkoznak. A magyar matematikusok az utobbi év-
tizedekben jelent6s eredményeket értek el, amelyek koziil elsé helyen
kell emliteniink RIESZ FRIGYESnek éppen a térfogalom tjabb fejlodése
szempontjabol jelentds vizsgdlatait, valamint FEJER LIPOT jelentOs
kutatasait. Tovabbi munkankhoz is er6t ‘merithetiink nagy példa-
képiinknek, BOLYAI JANOSnak, a tudomanyos igazsagért harcolo,
évezredes elbitéletekkel batran szembeszdllo langeszii matematikus-
nak, a tudoméany nagy forradalméranak emlékébol.

Rényi Alfréd



Szovjet eredmények
az algebrai szamtestek elméletében

(A Bolyai Jinos Matematikai Tarsulatban 1950, marcius 18-an
tartott elbadas)

Irta: FoLpes IsTvAN

Miel6tt ismertetésem tulajdonképpeni targyara ratérnék, a zavar-
talan olvashatosag biztositasa céljabol emlékezetbe szeretném idézni
a szdvegben szerepld algebrai és szamelméleti fogalmak definicioit
és a reajuk vonatkozd fontosabb tényeket.

Bizonyos elemeknek egy (véges vagy végtelen) halmazat
csoportnak nevezziik, ha

1. értelmezve van egy miivelet, amely az elemeknek barmely,
meghatarozott sorrendben vett a, b parjahoz egyértelmiien hozza-
rendeli a halmaz valamely elemét, melyet a és b szorzatinak
neveziink és ab-vel jeloliink;

2. a csoportmiivelet asszociativ: a(bc) = (ab)c;

3. létezik pontosan egy olyan e elem (egységelem), hogy bar-
mely a elemre vonatkozélag ae—ea=a;

4. barmely a elemnek megfelel egy és csak egy olyan a™!
elem (a inverz eleme), melyre vonatkozolag aq'=a'a=-e.

A csoportmiiveletnek nem kell kommutativnak lennie; azokat
a csoportokat, amelyekben a miivelet kommutativ, vagyis barmely
a, b elemparra vonatkozolag ab-= ba, ABEL-féle vagy kommutativ
csoportnak nevezziik.

Ha a csoport elemeinek szdma véges, a csoportot végesnek,
ha pedig az elemek szdma végtelen, a csoportot végtelennek nevez-
zitk. Egy véges csoport elemeinek szdma a csoport rendje. Vala-
mely a csoportelem rendje alatt azt a legkisebb / kitevSt értjiik,
melyre @' =e.

Egy G csoportr6l azt mondjuk, hogy a H csoportnak homo-
morf kepe, vagy roviden azt, hogy homomorf H-hoz, ha H
minden elemének olyan mddon felel meg G-nek pontosan egy
eleme, hogy G minden eleme megfelel /H legalabb egy ele-
mének, tovabba ha a H csoport a és b elemének a G csoport
@, illetve &’ eleme felel meg, akkor ab-nek a’b’ felel meg. Ha a
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homomorfizmus értelmében H két kiilonbdzd elemének mindig G
két kiilonbozd eleme felel meg, akkor a homomorfizmusvonatkozas
mindkét irdnyban fennall és akkor izomorfizmusrél beszéliink.
Automorfizmus alatt egy csoportnak oOnmagéra vald izomorf leké-
pezését értjiik.

Valamely G csoport olyan nem iires g részhalmazat, melynek
elemei a c$bportmiivelet értelmében maguk is csoportot alkotnak,
a G csoport alcsoportjdnak nevezziik. G rendje a g rendjének
tobbszorose; a g alcsoport indexe alatt G és g rendjeinek hanya-
dosat értjiik; ezt (G/g)-vel jelolhetjiik. Az e egységelem dnmaga
egy E alcsoportot képez.

Azt mondjuk, hogy G valamely a €és b eleme konjugalt
egymdssal, ha G-ben Ilétezik egy oly o elem, hogy a —obo'.
Az igy értelmezett konjugaltsag nyilvan szimmetrikus, reflexiv és
tranzitiv, tehat osztalyképz6 relacio. ;

Ha o a G csoport valamelyik eleme, «; (i = 1, 2,..., n) pedig
egy g alcsoport elemei, akkor a oe;0°! elemek megint csoportot
fognak alkotni, melyet ogo~'-vel jeloliink; g-t és ezen ogo-' al-
csoportokat egymas konjugdltjainak fogjuk nevezni. Normdloszto,
vagy invaridns alcsoport alatt olyan alcsoportot értiink, mely kon-
jugaltjaival azonos.

Jelentse g a G-nek egy normalosztojat. A G csoport ¢ €s
elemeir6l azt mondjuk, hogy g-re vonatkozolag kongruensek, ha
g-ben van olyan x elem, hogy ex=Fg; az igy értelmezett kon-
gruenciarelacio osztalyképz6; az dltala definidlt osztélyokat g mellék-
osztdlyainak nevezziik. Ha egy A mellékosztaly osszes elemeit
megszorozzuk egy B mellékosztaly Osszes elemeivel, akkor a nyert
szorzatok megint egy C mellékosztilyt alkotnak, melyet A €és B

«szorzatanak neveziink. Az igy értelmezett miiveletre nézve a mellék-
osztalyok csoportot alkotnak, mely homomorf G-vel; ez G-nek a
& normalosztéjahoz tartozé faktorcsoportja, melyet G/g-vel jeldliink.
A G csoport valamely részhalmazat akkor nevezziik a g normal-
osztohoz tartozé mellékosztalyok reprezentdnsrendszerének, ha mind-
egyik mellékosztalybdl pontosan egy elémet tartalmaz.

Ha egy G csoport alcsoportjaibdl lehet egy olyan GG, D. . -
DG, = E sorozatot osszeallitani, hogy mindegyik alcsoport tOrzs-
szamindex{i normalosztéja a megelézének, akkor G-t feloldhato
csoportnak hivjuk.

Egy G csoport a g és g’ csoportoknak direkt szorzata, ha G elemei
¢és az (a€ g, be g’) elemparok kozott olyan kolcsonosen egyértelmii
megfelelés all fenn, hogy ha A € G az (a, b), B € G pedig az (o', b)
parnak felel meg, akkor AB megfelel (aa’, bb’)-nek. G rendje ekkor
g 6s g’ rendjeinek szorzata. Minden véges ABeL-féle csoport ciklikus
{vagyis egyetlen elem hatvanyaib6l all6) csoportok direkt szorzata; e
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ciklikus csoportok general6 elemeinek rendszerét az ABEL-féle csoport
badzisdnak nevezziik.

Ha a G csoport homomorf egy K test elemeib6l all6 mat-
rixok valamely csoportjaval, akkor ezen matrixokrol, illetve az altaluk
meghatarozott linedris transzformacickrol azt mondjuk, hogy a G
csoportnak egy n-edrendil elddllitdsdt szolgaltatjdk. A G csoport
valamely elballitisanak értelmében a csoport minden egyes elemének
egy matrix felel meg, melynek nyomét (a f64tl6 elemeinek Osszegét)
karakternek nevezziik; egy ilyen %(o) karakter a G csoport ¢ elemei-
nek olyan fiiggvénye, mely egymdssal konjugalt csoportelemekre
egy és ugyanazon értéket veszi fel.

Ha 2/ szamu xi' és x'(A=1,2,...,0) szimbolumokbol
formalisan képzett x7x%...xJ sorozatokat tekintiink, ahol s;=
+1 vagy —I1, 4 pedig az 1,2,...,/ szdmok koziil valamelyik
tetszblegeset jelentheti (i—1,2,..., k); ha tovdbba megallapodunk
abban, hogy két ilyen sorozatot akkor és csak akkor tekintiink
egymassal azonosaknak, ha x;'x;' vagy xz'x}' betolddsa vagy
torlése 4ltal az egyik sorozat 4tmegy a masikba, tigy e sorozatok -
az ,egymasutanirds“ miiveletére nézve csoportot alkotnak, melyet
szabad csoportnak hivunk: az x; szimb6lumok a szabad csoport
generdtorai.

Gyiiri alatt elemeknek olyan halmazat értjiik, melyekre vonat-
kozolag két miivelet van értelmezve; az egyik miiveletre nézve,
melyet 0sszeaddsnak neveziink, a halmaz elemei kommutativ cso-
portot, a gyfirii u.n. additiv csoportjat alkotjak, mig a masik mf-
veletre, az u. n. szorzdsra nézve csak az asszociativitds és az
Osszeadasi miivelettel valo mindkét oldali disztributivitds van kikotve.
Egy gyfir(t azon elemeinek 0Osszességét, melyek mindegyik elem-
mel a szorzdsra nézve is kommutélnak, a gyfirii centrumdnak hivjuk.
A gylirit kommutativnak hivjuk, ha a szorzas kommutativ. Minden
gyiiriiben van pontosan egy O zéruselem (az additiv csoport egy-
ségeleme), melyre a -+ 0—a, hol @ a gyiir{i bArmelyik elemét jelentheti.

Ferde testnek egy olyan gyfirlit neveziink, melynek O-t6l
kiilonboz6 elemei a szorzasmiiveletre vonatkozdlag is cscportot,
a ferde test u. n. multiplikativ csoportjat alkotjak; ha a multipli-
kativ csoport kommutativ, akkor festrol beszéliink. Minden ferde
testben van pontosan egy 1 egységelem (a multiplikativ csoport
egységeleme), melyre a-1=1.a=a, hol a a test barmely elemét
jelentheti.

Egy olyan R gyfiriit, melynek elemeire nézve értelmezve van
valamely K test* elemei dltal valé szorzds olyan médon, hogy ha

/
* Test helyett barmilyen, egységelemet tartalmazd gyifiriit is tekinthetiink.
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acR, beR, ecK, BECK, akkor
1. wa€R,
2eald=—aq;
3. e(a+b)=ca+tab,
4. (a+p)a=ea+Ba,
5. (ef)a= a(Ba), a(ab) = (xa)b, a(ab) = (aa)b,
6. l.a=a,
algebrdnak, vagy hiperkomplex rendszernek neveziink a K test folott..

Ha R minden @ eleme egyértelmiien allithaté el6 egy
i, U, ...;u,€R bdzis elemei 4ltal az

(1=—‘(t1u1—f—. . .—I—anu.,,

alakban, hol @, ..., @, €K, ugy R egy n-edrangu véges algebra K
folott. A baziselemekre vonatkozolag felirt szorzdsi szabdlyok éltal
a szorzés nyilvdn teljesen meg van hatarozva az algebra barmely
elemeire nézve. :

Jeloljiik e;-vel azt az n-edrendii métrixot, melyben az i-edik
sor és a j-edik oszlop keresztezddésében allo elem 1, a tobbi
elem pedig 0. Nyilvan

it —=Cny exen—=0_ (j==1).

Tekintsiik egy K test folott azt az algebrat, melynek bazisa az n
szamu e;(i,j—=1,2,...,n) elemekbol all. Ezt az algebrat feljes
mdtrixgyirinek nevezziik a K test fslott, mivel egy n-edfokil |||l
matrix igy irhato: ||aal|=_> ewea (€€ K).

i,k

Jelentsék s/, ..., Sn egy' véges G csoport elemeit és vegyiik
ezeket baziselemeknek, vagyis. képezziik az =

Sy + S, ~i— ) + @, Sy

alaku kifejezéseket, hol e egy K test badrmely szdma lehet(i=1,2,...,n).

Az s; biziselemekre nézve a szorzdsi szabdlyok a G csoport struk-

taraja dltal vannak adva. fgy egy n-edranga algebrat nyeriink,
melyeta G csoport K-ra vonatkozo csoporlgyiiriijének,vagy FROBENIUS-

algebrajanak hivunk és G-K-val jeloiiink.

Minden algebrdhoz konstrudlhatunk vele mindkét gyfirii-
miiveletre nézve homomorf matrixgyfiriit, vagyis valamely K test {olotti
teljes matrixgyfiriinek egy részalgebrajit; ez utdbbit az adott algebra
egy elddllitdsanak nevezziik. Egy el6éllitas, az u. n. reguldris elddllitds
kozvetleniil nyerhetd a baziselemek szorzastiblazatébol, vagyis az

ujie = > wyy formulak rendszerébél, hol vix € K. Az algebra vala-
mely a = > «u; elemének a reguldris eldallitisban megfeleld matrix
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az au,,au,,...,au, elemek bdaziseldéllitasaiban fellépd egytitt-

hatokbol van képezve: ez a métrix a kovetkezd lesz: > yie; (itt
{a sor-, k pedig az oszlopindex). A csoportok eldallitaselmélete a
csoportgyfirli segitségével visszavezethet6 az algebrak el6allitas-
elméletére.

Egy A algebra valamely a elem3t nilvotensnek nevezziik, ha
1étezik egy olyan e kitevl, hogy a*=0. Egy a elem [ényegesen
nilpotens, ha minden x€ A-ra ax és xa nilpotensek. A lényegesen
nilpotens elemeinek Osszessége egy (kétoldalu) idealt képez, melyet
A radikdljdnak neveziink. (Jobb-, -illetve balidedl alatt olyan B
részalgebrdt értiink, melyre BA € B, illetve ABS B; kétoldali idedl
esetében mindkét feltétel egyidejiileg teljesiil). Ha A radikélja ==(0),
(vagyis az az ideal, mely egyediil a O elembol &ll), akkor A-t fél-
egyszerimek nevezziik. Egyszeriinek akkor mondunk egy algebrat,
ha nem tartalmaz 6nmagatol és (0)-tdl kiilonbozo kétoldali idealokat..
Ki lehet mutatni, hogy minden egyszerii algebra félegyszerii, ha
eltekintiink egy trivialis kivételt6l, nevezetesen az elsdrangti null-
algebra esetétol (melynek bazisa egyetlen u elembdl all és u. u = 0);
tovabba minden félegyszerii algebra egyértelmiien bonthato fel egy-
szerfi algebrak direkt Osszegére (egy A algebra akkor direkt dsszege
egy B és egy C algebranak, ha minden eleme egyértelmiien allithato
elo B és C egy-egy elemének dsszegeként), minden egyszerii algebra
pedig teljes matrixgylirii egy ferde test folott (WEDDERBURN).

Algebrai szdm alatt egy raciondlis egész egyiitthatds algebrai
egyenlet egyik (valos vagy komplex) gyokét értjiik. Konnyen Kimu--
tathat6, hogy az algebrai szamok Osszessége, akarcsak a raciondlis
szamok Osszessége, testet alkot.

Ha képezziik bizonyos «,, @, ..., @, algebrai szamoknak olyan
racionalis kifejezéseit, melyeknek egyiitthatoi raciondlis szdmok, az
igy nyert szamok Osszessége testet fog alkotni, melyet R(«,, e, ...,
«,)-¢el jeloliink €s azt mondjuk, hogy ez az algebrai szdmiest az
@, @, ..., a, szamoknak az R raciondlis szamtesthez valé adjunk-
cidja éltal szarmaztathat6. Algebrai szdmoknak egy algebrai szém-
testhez val6 adjunkcidja, vagyis ezen szdmok olyan racionalis kife-
jezéseinek képzése, melyekben az egyiitthatok a kérdéses algebrai
szamtestb6l vannak véve, megint algebrai szamtestet szolgdltat.

Jeloljiink most k-val, ill. K-val két szamtestet. Ha kc K,
akkor azt mondjuk, hogy k részfeste K-nak, K pedig bdvitése k-nak.
Ha K minden szdma eleget tesz egy olyan algebrai egyenletnek,
melyek egyiitthatéi k-hoz tartoznak, akkor K-tk algebrai bovitésének
nevezziik. Ebben az esetben K minden eleme egy k-ban irreduci-
bilis egyenletnek is eleget tesz, vagyis egy olyan egyenletnek, mely-
nek egyiitthatoi k-hoz tartoznak és amelynek tobbtagtija nem bonthato-
fel két masik olyan polinom szorzatdra, melynek egyiitthat6i szintén
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k-hoz tartoznak ; ez az irreducibilis polinom a kérdéses szam Altal
egy allandé tényez6tol eltekintve egyértelmiien van meghatarozva.
Ha K valamennyi szdmdnak esetében ezen k-ban irreducibilis poli-
nomok foka korlatos, akkor K-t a k véges algebrai bovitésének
nevezziik; ellenkezd esetben a bovités végfelen. Véges bovités ese-
tében az emlitett polinomok fokszdmainak maximumat a K test
k-ra vonatkozo relativ fokdnak nevezziik és igy jeloljiik : (K/k). Egy
szamtestnek a raciondlis szamok testére vonatkozo relativ foka a
test abszolil foka.

Ha K-nak k-ra vonatkozd relativ foka n, akkor K-ban létezik
olyan e szam, hogy K= k(e), vagyis K-ban van olyan szam, hogy
K ennek a szamnak k-hoz val6 adjunkcitja 4ltal szadrmaztathat6. Egy
ilyen « szam egy n-edfoku, k-ban irreducibilis egyenletnek tesz
eleget.

- Ha K,c K ¢s K, K,, akkor (KJ/K)) = (K./K,) (Ky/K)).

Tekintsiink egy K— k() testet, ahol « egy olyan n-edfoki
egyenletnek tesz eleget, melynek egyiitthatdi a & algebrai szamtesthez
tartoznak. Jeloljiik ezen e%yenlet gyokeit e=eW,a?,.. ., a™-nel.
A k(eW), k(a®), ..., k(a™) testeket K-nak k-ra vonatkozd relativ
konjugdltjainak nevezziik. Ha ezek egybeesnek egyméssal, akkor
K-t k-ra vonatkozolag relatlv GaLois-féle testnek hivjuk.

Ha p€ K, tgy @ raciondlis kifejezése e-nak a k-bol vett
egyiitthatokkal : #— R(e«). Akkor az R(«®) szamokat a ¢ szdm k-ra
vonatkozo relativ konjugdltjainak nevezziik. Ha §€ k, akkor (és csak
akkor) @ megegyezik Osszes konjugéltjaival. A § szam Osszes rela-
tiv konjugaltjainak szorzatat 8 (k-ra vonatkozd) reiativ normdjdnak
hivjuk és Ng(8)-val jeldljiik.

A raciondlis szamok testére vonatkozdlag relativ konjugalt
szamokat vagy testeket abszolut konjugdltaknok, a red vonatkozé
relativ normat pedig abszolut normdnak nevezziik.

Legyen a K test a k-ra vonatkozdlag relativ GaLois-féle. A K
testnek k-ra vonatkozo relativ automorfizmusai alatt olyan T leké-
pezéseket értiink, melyek K minden egyes e« szamat K-nak egy
masik szdmaba olyan modon viszik at, hogy

Ta = Tp-bol kovetkezik =g,
Te—=e, ha a¢€k,
T(e+B8)=Ta+Tp, T(ef)=Tea.Ts.

Ki lehet mutatni, hogy ha 8= R(«), akkor T8 = R(a?) és
mivel egy ilyen leképezés mindenesetre automorfizmus, ebbol kovet-
kezik, hogy (az identikus leképezéssel egyiitt) (K/k) relativ automor-
fizmus létezik; ezek egy © csoportot képeznek, melyet a K test k-ra

vonatkozo relativ GALOIS-csoporijanak neveziink. Ha G kommutativ,
akkor K-rél azt mondjuk, hogy k-ra vonatkozolag relativ ABEL-féle.
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A Gavrois-elmélet alaptéfele azt allitja, hogy a K test k-ra
vonatkozd & relativ GALois-csoportja minden g alcsoportjdnak meg-
felel egy k (kc k' K) test abban az értelemben, hogy k" a K test
azon szamaibol all, melyek invaridnsak a g alcsoport leképezéseivel
-szemben ; megforditva, minden k'(kck’'c K) testnek megfelel a
(& csoportnak egy g alcsoportja abban az értelemben, hogy ga &
azon leképezéseibdl all, melyekkel szemben k" szdmai invaridnsak.
Ez a g alcsoport K-nak A’-re vonatkoz6 relativ. GaLois-csoportja.
Ahhoz, hogy &’ relativ GALois-féle bovitése legyen k-nak, sziik-
séges €s elégséges, hogy g konjugdltjaival egybeessék, v.i. hog
g normaloszto legyen; akkor A’-nek k-ra vonatkozo6 relativ GALOIS-
csoportja izomorf a G/q faktorcsoporttal.

A direkt GaLois-probléma abban all, hogy egy k test vala-
mely adott K Gavrois-féle bovitésének algebrai €s aritmetikai
sajatsagait megdllapitsuk, ami kimeritéen eszkozolhetd a relativ
Gavois-csoport segitségével; a megforditott GavLois-problémdban
annak megallapitasidra toreksziink, hogy léteznek-e és ha igen,
akkor melyek egy adott & test azon GALois-féle bovitései, melyeknek
k-ra vonatkozo relativ GaLois-csoportja izomorf egy adott csoporttal.

Egy @ szamot algebrai egész (vagy roviden egész) szamnak
neveziink, ha eleget tesz egy olyan, a raciondlis szamok testében
irreducibilis x"+4a,x* '+ ... 4a,=0 egyenletnek, melyben az
egyiitthatok racionalis tgész szamok. Ki lehet mutatm, hogy egy
test egész szamainak Osszessége gyfiriit alkot.

Legyen a K test abszolit foka n; ennek egész szdmai az
osszeadasra mint csoportmiiveletre vonatkozélag ABEL-féle csoportot
alkotnak, melynek n elembo6l all6 bdzisa van, ami azt jelenti, hogy
létezik a K testben n szamu olyan e, @, .... @, egész szam, hogy
a K test minden egész szama az X @, -+ Xo@+--- -+ X, alakban
allithat6 eld, ahol az x; egyiitthatok raciondlis egész szamok.

Egységnek nevezziik egy testnek yalamely olyan egész szamat,
melynek reciprok értéke is egész.

Egy k algebrai szdmtest valamely idedlja alatt a test szamainak
egy olyan a Osszességét értjikk, melyre vonatkozolag

1. ha ect, akkor Ze€a, ahol 4 a test barmely egész szamat
jelentheti ;

2. ha e€a és. g€a, akkor e+ pg€q;

3. léterik egy olyan w==0 egész szam, hogy minden «¢€a-ra
pa egesz.

Egy idealt egész idedinak neveziink, ha minden szama egész
szam. ;

Ha adva van egy k test szamainak egy olyan «,,«,,..
halmaza, hogy létezik egy p==0 szdm, mellyel e halmaz barmely
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szamat megszorozva mindig egész szamot kapunk, akkor a 4,e;
+ A+ --. szdmok, ahol a 4-k a test tetszleges egész szamai
lehetnek, egy idedlt képeznek, melyrdl azt mondjuk, hogy az «,, «,, . . .
szamok 4ltal van generdlva. Ezt az idedlt a kovetkez6képpen jeloljiik :
. {@, @,...). Nyilvdn minden ideal bizonyos szdmu eleme altal gene-
ralhaté. Egy idedlt fdidedlnak neveziink, ha egyetlen elem 4altal
generalhato.

Egy a és egy b idedl szorzata az az idedl, mely az Osszes
« 8 szamok halmaza altal van generdlva, hol e €a és #€b. Prim-
ddedlnak olyan egész idealt neveziink, mely nem allithato el6 két
masik (1)-t6l kiiionbozé egész idedl szorzataként. Minden idedl
egyértelmilen allithaté el6 az pi'p*-..P;” alakban (DEDEKIND), ahol
p;-k primidedlokat, az x;-k pedig pozitiv vagy negativ racionalis egész
szamokat jelentenek. Egy a idedl akkor és csak akkor osztdja egy
masik b idealnak (v. i. 1étezik oly egész ¢ idedl, hogy b= ac)pha a ma-
gabanfoglalja b-t. A mondottak alapjan a legnagyobb kozos osztd
€s a legkisebb kozos tobbszoros elmélete egész idedlokra vonat-
kozolag éppen tigy targyalhatd, mint raciondlis egész. szamokra.
Egy szdm ¢és egy idedl oszthatésdgdra vonatkozé allitdsokban a
szam helyett az altala generalt f6ideélt kell érteni.

Egy test 0sszes (egész és tort) idedljai a szorzdsra vonatkozdlag
kommutativ csoportot alkotnak, melyen beliil a féidealok normal-
0sztot képeznek. Ez utdbbinak mellékosztalyait idedlosztdlyoknak
nevezziik ; az idedlosztdlyok képezik az Osszes idedlok csoportjanak
a foidedlok invaridns alcsoportjdhoz tartozo faktorcsoportjat; ez
utobbi csoport mindig véges.

Ha K a k-nak valamely véges algebrai bovitése, akkor k egy a
idedljanak szdmai K-ban egy U idealt generdlnak; ki lehet mutatni,
hogy akkor k-nak minden olyan szama, mely A-hoz tartozik, egyuttal
a-hoz is tartozik; tovdbba ha K-ban a b€k szamai B-t generaljak,
akkor ab szamai AVB-t generaljidk. Ezért HILBERT és HECKE nyoman
a-t és A-t egymassal azonosaknak lehet tekinteni, jollehet kiilonbozé
testekhez tartoznak; meg kell azonban jegyezni, hogy K-ban vannak
olyan idealok, melyek k egyik idedljaval sem azonosithatok. Ha 2 € K,
akkor 9 azon szamai, melyek k-hez tartoznak, k-ban egy a idealt képez-
nek, melyb6l K-nak az imént mondottak értelmében leszarmaztathaté
idealja. kiilonbozhetik A-t6l, de A mindenesetre osztdja lesz ennek
az igedlnak, mely a-val azonosithaté. Ha 2 minden szimat ugyanazon
k-ra vonatkoz6 relativ konjugdltjaval helyettesitjiik, akkor<({ egyik rela-
tiv konjugaltjat nyerjiik. 9 0sszes relativ konjugéltjai oszt6i a-nak.
Ezek szorzata a k testnek egy idedlja lesz, melyet A, mint a K test
ideilja k-ra vonatkozd relutiv normdjanak neveziink €és Ng(2)-val
jeloliink. A raciondlis testre vonaikozO relativ norma az abszolit
norma.
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Ha U primidedl, akkor a is primidedl és N (W) =0af; az f
kitevd A-nak k-ra vonatkozod relativ foka.

Legyen p a k testnek egy primidedlja; ha ezt K-ban tekintjiik,
ott nem lesz sziikségképpen primidedl, hanem altalaban felbomlik
primidealok szorzatara:

p=Pr-.- By,

Tegyiik fel, hogy ha a k--a vonatkozolag n-edfoki és N

abszolat fokii K test egész szamainak egy bézisa az

CryQryee.y N
szamokbol all és ezeknek k-ra vonatkozd relativ konjugéltjait
jeloljiik &, &, ..., & -el (i=1 s N) hol «{” =a;; jelentse
tovabbd b,(j=2,3,...,n)a (e’ —a, e’ —as, ..., —ay) ide-

alt; akkor K-nak k-ra vonatkozo relativ differense alatta D= [ ['b,

=2
szorzatot, relatlv diszkrimindnsa alatt pedig a relativ differens
0 = Nxi(D) relativ normdjat értjiik. © a K, d pedig a k testnek

egy idealja. '
A tovibbiakhoz sziikségiink lesz az idedlosztily fogalmanak
kovetkez6, H. WEBER-t6l szdrmazé altalanositdsara. Egy kozdnséges
értelemben vett, ,abszolit“ 1dealosztaly az osszes foidedlok H,
alcsoportjanak valamely mellékosztilya "a test Osszes (egész és tort)
idedljainak A végtelen ABEL-féle csoportjdban. A sugdridedlosztdly
vagy roviden sugarosztély fogalmdhoz innen azéltal jutunk el, hogy
definidlva egy H{"™ sugarat, mint az 5sszes olyan (e) féidealok cso-
portjat, melyekre «=1 (mod m)* és « totdlpozitiv (vagyis « Osz-
szes valos konjugdltjai pozitivek), ahol m a testnek egy egész
idedljat jelenti, nem a H, alcsoportnak, hanem egy H sugarnak
- képezziik a mellékosztilyait, vagy pedig még altalanosabban egy
sugarnak tobb, egymdissal egyiittesen csoportot alkoté mellék-

osztélyaihoz tartozo Osszes idedlok H™ csoportjanak képezziik a
mellékosztilyait a test Osszes, m-hez relativ primidedljainak A™
csoportjaban. Ezeket a mellékosztalyokat nevezziik sugarosztalyoknak.

Ha most H™ egy ilyen értelemben a & testben (mod m) defi-
nidlt idedlcsoportot jelent, tigy WEBER nyomdn a k testnek egy K
algebrai bovitését akkor nevezziik a k test H™ idealcsoportjahoz
tartoz0 osztdlytestének, ha K a k-ra vonatkozolag relativ - GALols-
féle €s a k test valamennyi olyan (abszoliite) elsdfoki p primidealjai
. koziil, melyekre p ¥ m, azok és csak azok esnek szét K-ban elso-

* Ez azt jelenti, hogy ¢ —1= % , hol 7,6 egész szamok, y oszthat6é

Mi-gl és ¢ relativ prim m-hez.
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foku primidealokra, melyek a H"™ idedlcsoporthoz tartoznak. TAKAGI
bebizonyitotta (1920), hogy egy k test minden H™ idedlcsoport-
jahoz tartozik egy egyértelmiien meghatarozott K osztélytest (exisz-
tenciatétel). Ez k-ra vonatkozolag sziikségképpen relativ ABEL-féle

6s a red vonatkozd relativ GALOIs-csoportja izomorf a H™-hez
tartozé sugdrosztdlyok csoportjaval, amib6l kovetkezik, hogy K-nak

a k-ra vonatkozo relativ foka egyenld H'-nek A™-re vonatkoz6
indexével (mely mindig véges szam). Ezenfeliil TAkaGI azt is be-
bizonyitotta, hogy megfordltva barmely k-ra vonatkozélag relativ
Abel-féle K test osztalyteste k-nak egy K altal egyértelmiien meghata-

rozott H™ idedlcsoportra nézve (megforditasi tétel). Lathatjuk ebbél,

hogy miben all az osztalytestelmélet jelentdsége. TAKAGI tételei lehetévé,,
teszik egy adott algebrai szdmtest Osszes ABEL-féle bovitéseinek
teljes attekintését egyediil idealosztalyainak ismerete alapjan. Ebben
az értelemben irja CHEVALLEY az osztélytestelmélettel foglalkozd utolséd
dolgozatanak (1939) bevezetésében : ,L’objet de la théorie du corps
de classes est de montrer comment les extensions abéliennes d’un
corps de nombres algébriques & peuvent étre déterminées par des
éléments tirés de la connaissance de k lui-méme; ou, si 'on veut
présenter les choses en termes dialectiques, comment un corps
posséde en soi les éléments de son propre dépassement (et ce, sans
aucune contradiction intern&!“).*

A masik alapvetd jelentdségii probléma, melyre az osztaly-
testelmélet valaszt ad, a kovetkezd. Olyan altaldnos felbontasi sza-
bélyt talalni, mely lehetové teszi, hogy a priori jellemezziik egy k
test 0sszes olyan primideéljait, melyek egy meghatarozott moédon
bomlanak fel k-nak egy adott K ABEL-féle bovitésében. Erre a kér-
désre vonatkozik TAKAGI kbvetkez6 tétele : ha egy m-hez relativ prim p
primidedl szamara f a legalacsonyabb olyan hatvanykitev6, melyreq’ a
H"™-hoz tartozik, akkor p a k-nak a H""-hoz tartozo osztalytestében
olyan B primidedlokra bomlik fel, melyeknek k-ra vonatkozo6 kozos
relativ foka f. A p/m primidedlokra vonatkozdlag is létezik egy
hasonlé felbontési tétel.

A Takaci-féle tételek allitdsainak helyességét (a megforditasi
tétel kivételével) a kozonséges értelemben vett idedlosztilyok esetére
mar HILBERT sejtette és FURTWANGLER bebizonyitotta (107).

TAkAG! azon tétele, melynek értelmében K-nak a k-ra vonat-

koz6 relativ GALOIS-csoportja és a & test H™ szerinti idealosztdlyainak
csoportja (vagyis a G—A™/H"™ faktorcsoport, ahol A™ a k test dsszes
m-hez relativ prim idealjainak csoportja, H™ pedig k-ban az az
idealcsoport, melyhez K mint osztlytest tartozik) izomorf egymassal,

® C: CuevaLLey, La théorie du corps de classes, Annals of Mathematics,
Vol 41. No 2, p. 394. 1940.
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lényeges kiegészitést nyer az . n. ARTIN-féle reciprocitasi tétel
altal; ez a tétel ugyanis megadja, hogy a két csoportban melyek
azok az elemek, melyek az izomorfizmus értelmében megfelelnek
egymasnak. Hogy ezt a tételt megfogalmazhassuk, definialnunk kell
az 0. n. ARTIN-féle szimbdlumot. ‘

Tekintsiik a k alaptestnek egy olyan p primidedljat, mellyel
K-nak a k-ra vonatkoz6 b relativ diszkrimindnsa nem oszthaté és
legyen B a (k-ra vonatkozoOlag relativ GaLois-féle) K test azon
primidedljainak egyike, melyekre p a K-ban felbomlik. A relativ
GaLois-féle testek HILBERT-féle elmélete szerint K-nak k-ra vonatkozd
® relativ GaLois-csoportjdban létezik egy P dltal egyértelmiien
meghatédrozott oy leképezés, melyre vonatkozolag minden egész
A€ K-ra

AY® = gy A (mod P),

ahol N az abszolut (vagyis a raciondlis szamtestre vonatkozo)
normat jelenti. Ha 7" a & csoportnak egy tetszbleges eleme, akkor
innen kovetkezik, hogy minden egész A€ K-ra

mivel azonban A-val egyiitt nyilvdn 7A is végig futja K Osszes
egész szamait, vilagos, hogy

ory = ToaT :
Ha 7 atfutja & 0Osszes leképezéseit, akkor 7 atfutja p Osszes
torzsosztéit K-ban, ory pedig & azon elemeinek osztalyat, melyek
op-vel konjugaltak; ezt az osztilyt < ogq >-vel jeloljiik. Minden
p 4 b-hez ilyen modon G-nek egy (egymdssal konjugalt elemekbél

all6) osztdlya van hozzarendelve. [-—l{Bk
4 :
‘[i.—k] / = { oy » pedig az ARTIN-féle

szimbolum ; egy p primidealr6l akkor mondjuk, hogy a & csoport

leképezéseinek € osztalydhoz tartozik, ha (ﬂ) =G.

= oy a FROBENIUS-féle

¥
/’
/

. ‘K/k’
botum, ()
szimbolum g \

p

Az ARTIN-féle éltaldnos reciprocitasi tétel (1926) mar most a
kovetkez6t allitja: Ha K a k-nak relativ ABEL-féle bovitése a &
relativ GALOIS-csoporttal, akkor a TAKAGI-féle megforditasi tétel értel-
mében az osztalytestvonatkozés altal K~hoz a k alaptestben egyértel-
miien hozzérendelt sugérosztalycsoport és K-nak k-ra vonatkozo relativ
Gavrois-csoportja kozti izomorf megfelelést tigy kapjuk meg, hogy
egy olyan C sugdrosztilyhoz, mely egy p ¥ d primidedlt tartalmaz,

a (—K;/k) ARTIN-szimbdlumot rendeljiik hozzd. (Itt d a K testnek *

13 Matematikai Lapok
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k-ra vonatkozo relativ diszkrimindnsat jelenti; ismeretes, hogy min-
den sugarosztdlyban végteleniil sok primideal van, tehat olyan is
van, melyre p 4 ).

Valamely C sugérosztdlyhoz tartozo p primidedlok halmazat
az ARTIN-féle reciprocitdsi tétel értelmében ugy is lehet jellemezni,

mint azon p primidedlok halmazat, melyekre a (ﬁ—k—) ARTIN-szim-

bolum K-nak a k-ra vonatkozé relativ GALOIS-csoportjdnak egy és
ugyanazon fix o leképezését jelenti (egy relativ ABEL-féle test
esetében & kommutativ, tehat osztalyai mindannyian egy-egy elembdl
allnak), hol K a k test azon H®™ idedlcsoportjahoz tartozé osztily-
testét jelenti, melynek egyik mellékosztailya a C sugarosztaly.
Megforditva is barmely a k-ra vonatkozolag relativ ABEL-féle K
bovités osztilyteste A-nak valamely H™ idealcsoporthoz tartozéan
és az ARTIN-féle reciprocitdsi tétel szerint k azon p primidedljainak
K]

—ﬁli) egyenlé egy fix o-val, egybeesik azon
(m)

Osszessége, melyekre (

p-k Osszességével, melyek H
lydhoz tartoznak.

A Takaci-féle exisztenciatételbdl kozvetleniil levezethetd a
szamtani haladvanyra vonatkoz6 DIRICHLET-féle tétel azon altala-
nositasa, hogy egy k algebrai szamtest barmely WEBER-féle sugar-
osztalydhoz végteleniil sok primidedl tartozik. Ezt az allitast az
elébbiek értelmében gy is megfogalmazhatjuk, hogy a & testben

egy ¢s ugyanazon fix mell¢koszta-

végteleniil sok olyan primideél van, melyekre (—I%ZC—J =0, hol Kak

testnek egy relativ ABEL-féle kibovitése, & ezen bovités k-ra vonatkozo
relativ foka, o pedig K k-ra vonatkoz6 relativ GALOIS-csoportjanak
egy fix leképezése.

Mindezt azért bocsajtottam elére, hogy N. G. CSEBOTARJOV kovet-
kez6 nagyijelentdségii felfedezését a kelld megvilagitasban lathassuk és
jelent6sége kidomborodjék. CSEBOTARJOV 1926-ban bebizonyitotta,
hogy egy k algebrai szamtestnek végteleniil sok olyan primidealja
van, mely k valamely tetszoleges K GALOIS-féle bovitése k-re
vonatkozd & relativ GALoIs-csoportja leképezéseinek valamely adott
¢ osztilydhoz tartozik., ARTIN a rdla elnevezett dltalanos recipro-
citdsi tétel bizonyitdsanal nemcsak CSEBOTARJOV ezen eredményét
hasznalta fel, hanem bizonyos korosztasi testek* adjunkcidjanak

2mi

* A raciondlis szdamok R testéhez e ¥ adjunkcidja )altal nyert szamtes-
27

teket korosztasi testeknek hivjuk (p torzsszam), Egy R(e'_P)test regularis, ha
idealosztalyainak szama nem oszthato p-vel.
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CSEBOTARJOV bizonyitdsdban alkalmazott modszerét is. Mind a
reciprocitdsi  tétel, mind a CSeBOTARJOV-féle tétel bizonyitdsa
viszonylag konnyen elvégezhetd, ha a relativ GALOIS-csoport leké-
pezéseinek osztdlyai helyett ilyen osztédlyoknak bizonyos aggregéatu-
mait tekintjiikk, melyeket FROBENIUS ,Abteilung“-oknak nevezett;
az ezekre vonatkozd, a CSEBOTARJOV tételével analog Aallitast mar
FROBENIUS bebizonyitotta (1895), azonban nem tudott tovabb jutni.
ARTIN a reciprocitasi tétel bizonyitdsdban eredetileg szintén ott akadt
meg, hogy nem sikeriilt ezeket az aggregatumokat az egyes leképe-
zésosztalyokka feloldania; CSEBOTARJOV bizonyitidsa aztan ugy-
szOlvan kezébe adta a modszerrel egyiitt a kész eredményt is.
CsEBOTARJOV tételének bizonyitdsdt DEDEKIND is. sikerteleniil kisé-
relte meg, ami szintén dokumentélja a probléma nehézségét.
_ CsEBOTARJOV tételének az elébbinél sokkal élesebb fogalmazast
lehet adni egy ,sfirfiségi“ tétel alakjaban. Miként az elemi szdm-
elmélet DIRICHLET-tételét, tigy el6bb emlitett Aaltaldnositdsat is a
kovetkezOképpen lehet megfogalmazni, mint sfirtiségi tételt : Ha H™
a k test idealjainak egy a fentebb véizolt mdédon szdrmaztathaté
csoportja (tehat egy sugdr, vagy egy sugar bizonyos mellékoszta-
lyainak komplexuma), # pedig ezen csoport indexe a k Osszes,
az m-hez relativ prim idedljainak csoportjara vonatkozoélag, akkor

egy H™ szerinti C sugarosztilyhoz (vagyis H™ valamelyik mellék-
osztalydhoz) tartozé p primidedlok halmazanak sﬁrﬁsége%, ami

per definitionem annyit tesz, hogy
: 1 L

L

2 N NG

lim o
1 log sll 24 ZN:PY X

PEk

(a sfirfiségnek ilyen értelmezését DiriICHLET-féle siirliségnek nevezziik;
altaldban egy k test p primidedljainak valamely P halmazarol akkor
mondjuk, hogy rendelkezik egy d(P) DIRICHLET-sfir(iséggel, ha a
1

2 Ny
d(Py— lim 22

s s—1
hatarérték létezik, mikor s a valos szamokon at feliilr6l kozeledik
1-hez). A fentebb mondottak értelmében utébbi allitisunkat még
ugy is kifejezhetjiik, hogy egy k test azon p primidealjainak sfirfi-

sége, melyekre (KT/I{) =0, egyenld % -val, ahol K, h és o a fentebbi
jelentéssel birnak. x

13#*
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Felmeriil ezek utdn a kérdés, vajjon egy tetszOleges, k-ra
vonatkozolag relativ GaLois-féle K test esetén is van-e a k azon p

primidealjainak siiriisége, melyekre (ﬂ) egyenlo a K-nak a k-ra

vonatkozé relativ GALOIs-csoportja egy adott < o> — G leképezés-
osztalyaval, és ha létezik ez a sfir(iség, mivel egyenl6? A CSEBOTARJOV~-
féle siirliségi tétel szerint ez a siirliség mindegyik € osztilyra nézve

létezik és egyenld —;--vel, hol ¢ a € osztily, g pedig a & csoport

elemeinek szamat jelenti.

Mint méar emlitettem, FROBENIUS ezt a tételt abban a gyengébb:
alakjaban tudta csak bebizonyitani, hogy az osztilyok helyett
»Abteilung“-okat tekintett (ezeket igy nyerjiik, hogy ha nem csu-
pan egy o elem Osszes konjugdltjait, hanem o-val egyiitt o azon
hatvanyait is vesszilk, melyeknek o-val egyenld rendjiik van és ezek
osztélyait egyesitjiik).

Az ARTIN-féle altalanos reciprocitasi tétel elnevezését az indo--
kolja, hogy egy olyan alakra lehet hozni, mely specidlis esetként
magaban foglalja a raciondlis egész szamok négyzetes maradékaira
vonatkozd Gauss-féle, valamint a reguldris korosztdsi testekre
vonatkoz6 EISENSTEIN-féle és KUMMER-féle explicit reciprocitési tételt,
valamint ezek altalanositasait. Nevezetesen az dltalanos reciprocitdsi
tétel HILBERT—HASSE-féle alakjaban a kovetkezOkép irhatd, mely az.
emlitett klasszikus reciprocitasi formuldkhoz hasonld alaku :

« p’)‘_ ((c,p’)

(_[J’_)‘_(z, {! p /)
Itt « és @ egy az n-edik egységgyokoket tartalmazod k testnek két
tetsz6leges olyan szamat jelentik, melyek egymashoz és n-hez
relativ primek; a baloldalon all6 szimbélumok az u. n. n-edik
hatvanymaradékszimbolumok; ezek a négyzetes maradékok klasz-
szikus elméletébdl ismert LEGENDRE-féle, vagy helyesebben a JAcOBI-

féle szimbolumok altalanositdsai és igy definialhatok: ha p a &
testnek egy primidedlja, akkor legyen

(HE4)7 - 5

V. i (—;L—) az az n-edik egységgyok, mellyel az |« szam a(

leképezés alkalmaval megszorzodik. Ha pedig 0= f/p., akkor
I‘:l



193

(« et (e} fe : =, :
legyen t?)— y ( ), (FJ—( @ ) Az igy definidlt szimbolum

Pl E—
elnevezését az teszi indokoltta, hogy akkor és csak akkor ((—;)fl,ha

1étezik oly b€ k szam, hogy
«=0b"(mod p).

A reciprocitési tétel el6bbi alakjdban a jobboldalon all6 1. n. megforditd
faktor tényez6i az 0. n. HILBERT-féle normamaradékszimbdélumok®.
Ez utdbbiakra vonatkozik az algebrai szamelmélet terén tett tijabb

* A normamaradékszimbolum definiciojahoz elére kell bocsatanom a
kovetkezoket :

Két (mod n,), illetve (mod My) a fenti értelemben definialt H™), illetve
H™) ideélcsoportot egymadssal egyenloknek fogunk tekinteni, ha az 1-hez és
My-hoz relativ prim idedlok koziii ugyanazokat tartalmazzdk; ezt indokolttd
teszi az a koriilmény, hogy ha H™) és H™) ebben az értelemben egyenldk egy-

méssal, akkor a H ™ szerinti idedlosztalyok csoportja izomorf a H™ szerinti
idedlosztalyok csoportjaval. Ezen megallapodasunk kovetkeztében valamely

(mod m,) definialt #™ idealcsoporttal egyenld idedlcsoportokat mindig definiél-
hatunk kiilonb6z6 M modulusokkal (pl M, barmely tobbszorosével megtehetjiik

ezt). Mindezen modulusok tobbszorosei egyiknek koziiliik, melyet a H™) idealcso-
port vezérének (Fiihrer, conducteur) neveziink. Ha egy k testnek valamely K ABeL-

féle bovitése osztilyteste k-nak egy | vezérhez tartozé H® idealosztalyra
vonatkozolag, akkor a K bovités altal a & alaptestnek ilyen modon egyértel-

‘milen meghatérozott f idealjat K vezérének nevezziik.
A normamaradékszimbolum ezek utin a kovetkezO8képpen definidlhato :
ha p a k testnek egy primidealjat, 2 pedig egy tetszdleges szamat jelenti, akkor

jelentse fy a p idedl legmagasabb kitevdjii olyan hatvanyat, mellyel f oszthaté
és definialjuk a g, szamot a s
Lo =1 (mod ), =1 (mod L)
é _ .
feltételek altal (egy « szam akkor kongruens 1-el (mod M), ha «— 1 oszthatd

mM-el, vagyis olyan két y és d egész szam hanyadosaként irhato: a—l=%:

hogy y oszthaté M-el és J relativ prim Mi-hez; ez a Hasse altal bevezetett
multiplikativ kongruencia fogalma, mely azzal az eldnnyel rendelkezik, hogy
két érvényes kongruencidb6l megfelel6 oldalaik osztasa altal megint érvényes

kongruencia adédik). Ha p nem osztéja f-nek, az elsd feltétel azzal helyette-
sitendd, hogy % legyen relativ prim p-hez. Legyen most (4)) =pbb, hol b
relativ prim p-hez. Akkor b nyilvdn relativ prim {-hez, amibél Taxaci egyik

tétele alapjan (mely szerint a K-nak k-ra vonatkozé D relativ diszkrimindnsa és
az f vezér ugyanazon primidedlokkal oszthatok) kévetkezik, hogy b relativ

K{)k )Amm-szimbolum értelmezve van. A (LPK—]

prim d-hoz is, gy hogy a(
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felfedezések egyik legjelent6sebbje: I. R. SAFAREVICS egy 1949-bem

«,

J

megjelent dolgozatidban az szimbolumnak egy explicit Kife-

jezését adta meg az « és @ szamok é&ltal; HASSE és ARTIN korabbi
kisérletei ilyen formula levezetésére csak részleges eredménnyel
jartak és ennek kovetkeztében csak igen koriilményes modon sikeriilt
egyes konkrét esetekre vonatkozolag a klasszikus reciprocitési tételek
altalanositasaihoz eljutni azaltal, hogy az « és # szdimok minden
(mod n) kiilonboz6 megengedett értékeire esetrol-esetre meg lehet

hatarozni a [ (a’p ‘3) megforditd faktor értékét a normamaradék-
2 p/n

szimb6lum definicidja és ismert tulajdonsiagai alapjan. SAFAREVICS
felfedezése teljes és végleges megoldasat adja az explicit altalanos
reciprocitasi torvények problémadjanak és egyuttal lehetdséget nyujt
az osztalytestelméletnek egy eddiginél természetesebb és atlatszobb
felépitése felé (1. SAFAREVICS referatumat az I. Magyar Matematikai
Kongresszus anyagéaban).

Az osztalytestelmélet fejlodésének ARTIN reciprocitdsi tétele uj
impulzust adott. HASSE és HERBRAND kezdeményezéseit kovetve és
egyes eredményeit felhaszndlva, CHEVALLEY teliesen atépitette az
elméletet (1933); ndla a TakaGI-féle exisztenciatétel bizonyitasat
megelozi a megforditasi tétel bizonyitdsa, melynél ARTIN reciprocitasi
tétele mintegy mellékeredményként adédik; ezzel az éatrendezéssel

Hasse-féle normamaradékszimbolum definicidja : (‘6’.:){‘,{) = ( ﬁ'pK ) = ( Kb(k ) ;

az elnevezés arra utal, hogy akkor és csak akkor ﬂ’K) =1, ha létezik oly

BEK szam, hogy 8= Ng(B) (mod fy) (ha ez fennall, akkor g a p primideal:
tetszdleges hatvanyara, mint modulusra nézve is normamaradék). A hatvany-

maradékszimbolum definicidjaval analég médon mér most a (_ﬁﬁ_:l/_/i) = (—ﬂ—;—}

HiLeerr-féle normamaradékszimbolumot igy definialhatjuk : (L(Va)) Ve =
< L p

n

- (“}’Ta) Je; ez a szimbolum tehat azt az n-edik egységgyokot jelenti, mellyel

a (L(Va)) leképezés alkalmaval Va megszorzodik. (Itt ¢, ¢ a k test tetszo-
P
leges szamai, p pedig egy tetszoleges primidedlja). Erre a szimbolumra nézve

is érvényes az az allitas, hogy akkor és csak akkor ( %} =1, ha létezik oly

BEk (Ja) szam, hogy #= N, (j7)(B)(mod £,).
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sikeriilt TAxAGI elképesztden hosszadalmas és bonyolult eredeti
bizonyitisait 1ényegesen lerdviditeni. CHEVALLEY emellett arra tore-
kedett, hogy a bizonyitasbol lehet6séghez képest kikiiszobblje a transz-
cendens elemeket, nevezetesen az &ltalanositott C- és L-fliggvények
elméletét (ezen transzcendens moédszereknek a szadmtani haladvany
torzsszamaira vonatkozo klasszikus DIRICHLET-féle tétel bizonyitasa
a paradigméja.) Mdsrészt CHEVALLEY felhaszndlta a lokalis testek
(vagyis a p-adikus szamtestek* algebrai bdvitései) altala direkt
iton (az algebrai szdmtestek elméletétél fiiggetleniil) felépitett osz-

*) Egy K festr6l azt mondjuk, hogv egy értékeléssel van ellatva, ha K-nak
osszes a elemeire értelmezve van egy valds ¢(a) fiiggvény, mely a kovetkezd
tulajdonsagokkal rendelkezik :

1. (@) >0, ha a0, @ (0)=0,
2. p(ab)=g(a) p(b)
3. p(a+0) < g(a)+ ¢ (b).

Innen frividlisan kovetkezik még, hogy ¢(£ 1)=1 és |p(@)—¢(b)| <
~¢(a—0b). Az igy értelmezett értékelés, mely KOrscHAktOl szarmazik, az
abszolit érték fogalmanak altalanositasa.

Tekintsiik a racionalis szamok R testét. Vilasszunk egy p torzsszamot;
minden 0-t6l kiilonboz6 a raciondlis szam pontosan ,egyféleképpen irhat6 az

== % pr alakba, hol s és ¢ nem oszthatok p-vel. Akkor a g (a)=p 7, ¢(0)=0

fliggvény R-nek egy értékelését definidlja, melyet p-adikus értékelésnek hivunk.
Algebrai szamtesteknek valamely p primidealjuk segitségével az elébbivel teljesen
analég médon nyerhetd értékelései a p-adikus értékelések.

Egy értékelt K testnek lehet konstrudlni egy olyan értékelt bovitését,
melyben minden olyan {a»} sorozatnak van hatarértéke (a kérdéses értékelés
értelmében), mely eleget tesz a Caucny-féle konvergenciakritériumnak :

pla,—a,)<e ha p>n(e), g>n(e), e>0 tetszdleges.

Az ezen tulajdonsaggal rendelkezd, . n. fundamentalis sorozatok (kommutativ)
gylirlit képeznek, melyben az

‘P(aP)<E: ha p>n(£)

feltételnek megieleld, . n. nullsorozatok egy idedlt alkotnak. Egy gyfirfinek
valamely idealja szerinti maradékosztalyai (egy ilyen maradékosztalyhoz az
dsszes olyan szamok tartoznak, melyek egymassal az idedlra nézve kongruensek,
v.i. kiilonbségeik az idealhoz tartoznak) megint gyfiriit képeznek, éppiigy, mint
ahogy egy csoportnak valamely normalosztéja szerinti mellékosztalyai (maradék-
osztalyai) megint csoportot adnak. Mar most konnyen-ki lehet mutatni, hogy
a fundamentalis sorozatok gyfir(ijének a nullsorozatok idealja szerinti maradék-
osztilyainak K, gyfiriije test. Mivel egyazon maradékosztilyokhoz csupa
olyan fundamentélis sorozat tartozik, melyek egymastol csak nullsorozatokkal
kiilonboznek, a Ky testet a kovetkezO értékeléssel lathatjuk el: ha a ennek
egy olyan eleme, melyhez tartozo egyik tetszoleges fundamentalis sorozat { a» },
akkor, mivel a fentemlitett | (a,)— ¢ (a,)| < ¢(a,—a,) egyenlétlenség folytan
¥ (a,) is fundamentalis sorozat, azért tehat egy valds @ szamot definial ; akkor
legyen ¢(a) =w. A Ky test felfoghaté, mint K bovitése, ha K valamely a elemét
identifikaljuk Ky azon elemével, mely az q, q, a,... sorozatot tartalmazza ; nyil-
vanvald, ho %(p most definidlt értékelése K eredetileg adott ¢ értékelésének
folytatasa. Kimutathat6 tovabba, hogy Ky mar nem bdvithetd ujabb fun-
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talytestelméletét. Ennek az elméletnek targya a p-adikus szam-
testek relativ ABEL-féle bOvitéseinek vizsgdlata. Itt ugyan hidnyzik
a kozvetlen megfelelés az alaptest bOvitései és 1dedlosztalyai
_ kozott (egy K test per definitionem akkor osztalyteste a k lokalis
testnek, ha képezve a k zérustol kiilonbozé szdmainak A multip-
likativ csoportjdban azon szamok altal alkotott H alcsoportot,
melyek valamely K-hoz tartozd szdmnak k-ra vonatkozd relativ
normdi, az (A/H) index egyenld a (K/k) relativ fokkal; ki lehet
mutatni, hogy az ily médon definidlt osztalytestek 0sszessége megint
egybeesik a relativ ABEL-féle bovitések Osszességével); mind-
amellett a lokalis osztalytestelmélet mégis az algebrai szdmtestek
osztalytestelméletével analdg torvényszeriiségeken épiil, csakhogy
ezek a torvényszeriiségek a lokalis elméletben sokkal egyszeriibben
fogalmazhatok meg, mint a ,véges“ osztdlytestelméletben, ami nagy-
részt azzal fiigg Ossze, hogy egy lokalis testben csak egy primideal
van. Abbdl a célbol tovabba, hogy az algebrai szdmtestek végtelen
ABEL-féle bévitéseit is vizsgalhassa, CHEVALLEY bevezette az tigyneve-
zett idéle fogalmat (1936). Ha & egy véges foku algebrai szamtest, akkor
k mindegyik p primidedljahoz tartozik k-nak egy k, p-adikus perfekt
bbvitése. k, zérustdl kiilonbozé szamainak multiplikativ csoportjét
ky-vel jeldlve, legyen G az Osszes ky-k direkt szorzata. G barmely

a eleme tehat a, koordinatdival van meghatdrozva, hol 0.6k, O
azon elemei, melyekben majdnem minden p-re vonatkozolag a, egy
p-adikus egység, a k ideéle-jei. A. M. MERKULOV disszertacitja
(1947) mar most jelentékenyen egyszer{ibb alapokra fekteti az idele
elméletét és az osztalytestelmélet felépitésénél nem hasznalja fel
a lokalis testek altalanos elméletét; ezen kiviil az 1. n. différentielle
fogalmanak bevezetését is elkeriilhet6vé teszi, mely az idele-ek
végtelen ABEL-féle csoportjanak egy karaktere és igen koriilményes
targyalast igényel.

Az algebrai szamtestek elméletében a legnagyobb horderejii
probléma jelenleg bizonyara az osztilytestelméletnek az altalanos

damentalis sorozatok hozzacsatolasaval, mert Ky elemeibdl képzett barmely
ilyen sorozatnak van Kp-ben hatarértéke. Ezt gy fejezziik ki, hogy Ko perfekt
bévitése K-nak a ¢ értékelésre vonatkozolag. Igy ha K-nak a racionalis R
testet vessziik az abszolit értékkel, mint értékeléssel: ¢(a)=|a|, a val6s
szamok testét kapjuk, mint perfekt bovitést; R-nek egy p-adikus értékelésével
pedig a Hense-féle p-adikus szdmok R, testét kapjuk. Ennek elemei a p-adikus
szamok. Ha w(a) = — log @ (a), - akkor egésznek egy olyan a p-adikus szamot
mondunk, melyre w(a) > 0; azon a szamok dsszessége, melyekre w(a) > 0, az
R, test egyetlen primidedljdt képezi. Azok az a ssamok pedig. melyekre
w(a) =0, az R, test egységei. A p-adikus szamtestek algebrai bovitései a
lokalis testek. Henser Kimutatta, hogy egy p-adikus szamtest, vagyis egy k
algebrai szamtestnek valamely p primidealjaval képezett p-adikus értékelesére
vonatkozo kp perfekt bovitése k-nak R,-hez val6 adjunkcidja altal szarmaz-
tathatd, hol p/p; eszerint kp lokalis test.
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relativ GaLois-féle bovitésekre valo kiterjesztésében all, ami ez
utobbiakba ugyanazt a mély betekintést nyujtand, amit az osztaly-
testelmélet eddigi alakjdban a relativ ABEL-féle bovitésekre nézve
nyujtott. Ebben az irdnyban a legnagyobb nehézség abban nyilvénul,
hogy nehéz az idedlosztily fogalmat tgy altalanositani, hogy ezen
osztalyok csoportja ne legyen kommutativ. Mindamellett az altalanos
GaLois-féle bovitések aritmetikai torvényszeriiségeire, nevezetesen.
az idealoknak az ezen kibovitésekben érvényes felbomldsi tételeire
vonatkozélag, miként azt ARTIN megmutatta, messzemend értesiilé-
seket lehet szerezni az altalanos reciprocitasi tétel alapjan, az altala
bevezetett altaldnositott L-fliggvények elméletének felhasznéldsaval;
HAsSE erre vonatkozoan a kovetkezoket irja: ,Es ist ausserordentlich
erstaunlich, dafl das ARTIN-sche Reziprozititsgesetz, das doch seiner -
Herleitung und Bedeutung nach ganz in der Theorie der Abelschen
Zahlkorper wurzelt und als das Fundamentaltheorem dieser Theorie
angesprochen werden kann, seine Reichweite auch dariiber hinaus,
auf die Theorie der beliebigen Galoisschen Zahlkorper erstreckt*;*
ebben az irdnyban még messzebb jutott el R. BRAUER, az ugy-
nevezett indukalt karakterekre vonatkozo hires tételének alkalma-
zasaival. Egy masik at, melyen az altaldnos relativ GaLois-féle
testeket meg lehet kozeliteni, a lokdlis osztilytestelméleten at vezet.
CHEVALLEY imént emlitett eredményei arra mutatnak, hogy az algebrai
szamtestek osztalytestelmélete, vagyis az algebrai szamtestek relativ
ABEL-féle bovitéseinek elmélete (Klassenkorpertheorie ,,im Grossen*)
felépithett a lokalis osztalytestelmélet (Klassenkorpertheorie ,im
Kleinen“) alapjan; SAFARevICs fent emlitett munkdja is ennek a
programmnak tovabbi kiépitését teszi lehetdvé azdltal, hogy a lokélis
@ p
P )
lumnak egy tisztdn p-adikus meghatarozasat sikeriilt megadnia.
Vérhat6 tehat, hogy az algebrai szamtestek osztilytestelméletének a
nem ABEL-féle boOvitésekre vald kiterjesztése is visszavezethetd lesz
a lokalis osztilytestelmélet ugyanilyen iranyu altalanositisara. Ezért
jelentések SAFAREvICS azon eredményei (1947), melyek a lokalis
osztalytestelmélet ilyen altaldnositdsdnak tekinthetok.

SAFAREVICS bebizonyitotta, hogy egy p-edik egységgytkoket
nem tartalmaz6 és a raciondlis szamtest #, p-adikus perfekt bovi-
tésére vonatkozdlag n,-edfokt lokalis test tsszes olyan GALOIS-féle
bovitései, melyeknek foka p valamilyen hatvanya (az ilyen bovitéseket
roviden p-bovitéseknek nevezziik) kolcsonosen egyértelmii vonat-
kozasban édllnak az n,4- 1 generatoros ' szabad csoport azon nor-

szimbo-

osztalytestelméletben fundamentélis szerepet jatszo (

* 'H. Hassk, Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der
‘Theorie der algebraischen Zahlkorper, II. rész, 123. old. (1930).
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malosztoival, melyeknek indexe p valamely hatvanya, ahol az egy-
mashozrendelés olyan, hogy ha egy p-bévités megfelel egy N
normalosztonak, akkor relativ GALoOis-csoportja izomorf az Z/N
faktorcsoporttal. Ebb6l kozvetleniil kovetkezik, hogy egy p-csoport
akkor és csak akkor lehet a & test valamely p-bévitésének relativ
GaLois-csoportja, ha legfeljebb n,-}-1 generatorral eldallithato.
SAFAREVICS azon kiilonboz6 p-bovitések szamat is megadja, melyek-
nek adott p"-rendii relativ GALOIS-csoportjuk van: ha d az adott
pr-edrendii G csoport minimdlis szdmu generatorainak szdma és «
ezen csoport automorfizmusainak szama, akkor, (ha d < n,--1), ezen
bévitések szama

1 ;
X (2g+1) (n-d) gt 1 ng+1 oz oyt B d-1
o » D p)--(p p).

Végiil SAFAREVICS még egy bedgyazasi tételt is ad: ha adva van két
p-csoport: G és G, valamint a G-nek egy homomorf leképfzése G-re,
tovabba G generdtorainak a szdma (és kovetkezéleg G generato-
rainak a szdma is) < n,-+1, akkor & minden olyan K bovitéséhez,
melynek relativ GaLois-csoportja G, lehet talalni k-nak egy oly K
bévitését a G relativ GaLois-csoporttal, hogy KoK és a G~ G

természetes homomorfizmus- egybeesik a G és G kozti elére meg-
adott homomorfizmussal.

Az algebrai szamtestek egységeinek elméletében alapvetd ered-
ményeket ért el GYELONYE, aki ezen eredményeit a diofantikus
analizisre is alkalmazta. Ezek az eredmények ossze vannak foglalva
B. N. GYELONYE és D. K. FAGGYEJEV kz0s monografidjaban, melynek
cime: ,A harmadrendii irracionalitdisok elmélete“. Az itt kozolt
modszerek, miként azt GYELONYE tanitvanyainak vizsgdlatai egyre
jobban mutatjak, messzemenden alkalmazhatok magasabb fokii testekre
is. Ezeknek a médszereknek alapjaul a kovetkezd geometriai elgondolas
szolgdl. Minden n-edfokt e« algebrai szdmhoz hozza lehet rendelni
az n-dimenzios térnek egy pontjit olyan értelemben, hogy ezen
pont »-edik koordinatija e »-edik konjugéltjat jelenti, ha ez valds;
a-nak két egymassal konjugdlt komplex konjugdltja helyett pedig
ezek kozos valos, illetve a pozitivnek vett képzetes részét kell venni,
monoton fogy6 sorrendben osztva dket szét a megszamozott dimenziok
kozott. Egyazon test egész e-inak megfeleld pontok egy racsot alkot-
nak, mert minden egész algebrai szam Osszege és kiilonbsége is
egész. Két pont szorzata alatt azt a pontot értve, melynek koordi-
natdi a tényezOk megfelel6 koordinatainak szorzatai, a szorzds sem
vezet ki a rendszerbdl. Ezen geometriai konstrukcid segitségével
GYELONYE és FAGGYEJEV, valamint tanitvanyaik sikerrel tanulma-
nyoztdk az algebrai szamtestek egységeit és idedljait. Késobh
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GYELONYE a rdcsoknak ezt az elméletét egy olyan geometriai elmé-
letté fejlesztette ki, mely magdban foglalja a GALOIS-elmélet altalano-
sitdsat algebrai testek direkt Osszegeire.

Az emlitett monogréafidban megtaldlhatok a kubikus testekre
vonatkozo elemi eredmények levezetései az imént vazolt racselmélet
alapjan (TSCHIRNHAUSEN-transzformdcio, az egész szamok bazisdnak
megkeresése, primszamok felbomldsa primidedlokra, osztilyszam
meghatarozasa), tovabba a harmad- és negyedfokti testek klasszi-
fikacioja és tabularizdcidja, valamint a biner kubikus formak elmé-
lete (szintén a geometriai targyaldsmoéddal). A kubikus testek egy-
ségeinek meghatdrozdsara szolgdl6 VORONOJ-féle algoritmus szintén
levezethett a racsok elmélete alapjan, tigyszintén a THUE—SIEGEL-
tétel (mely szerint az f(x,y)=m diofantikus egyenletnek csak
véges sok megolddsa van, hol f(x,y) egy irreducibilis harmadfoki:
forma), ahol a megoldasok szdmara fels0 korldt is nyerhet6 annak
V. A. TArTAKOVSZKI) 4ltal adott kiélesitelt alakjaban. GYELONYE ezen:
felil egy algoritmust is ad meg az f(x, y) =m egyenlet megoldasa
szamara arra az esetre, ha f(x, y) irreducibilis kubikus forma nega-
tiv diszkriminanssal; pozitiv diszkrimindns esetén az f(x,y)=m
megoldasainak szdma SIEGEL szerint = 18, ha a diszkriminans elég
nagy m-hez képest; GYELONYE modszere |f(x,y)| < m megolddsai-
nak szdmdra ugyanezen feltétel mellett = 15-6t ad.

' GYELONYE és FAGGYEJEV levezettek egy igen fontos aszimp-
totikus formulat is. Az n-dimenzids térben fel kell rajzolni az osszes.
n-edfokti és o szignaturdju* algebrai egész szamoknak megfelel®
pontokat. Ezek egy diszkrét sokasagot alkotnak, koziiliik az r sugart
és 0 kozéppontt hiperszféraba es6knek szama

n (n41) n(ntl)
= ol #5062 ), hol v, s5="const.

GYELONYE és FAGGYEJEV vizsgdltdk az elébbivel analdg aszimpto-
tikus formuldkat abban az esetben is, ha csak azon pontokat raj-
zoljuk fel a térbe, melyeknek megfeleld szamok definidl6 (karak-
terisztikus) egyenleteinek (GALoIS-csoportja egy elére megadott
csoport. Harmadfoki szdmok esetén négy ilyen csoport, negyedfokiiak
esetén pedig tiz csoport lehetséges (l. erre vonatkozélag GYELONYE
referitumat az I. Magyar Matematikai Kongresszus anyagdban).

GYELONYE és FAGGYEJEV a megforditott GALOIS-problémaval
kapcsolatban még a kovetkezOket is bebizonyitotta. Legyen adva egy,
a raciondlis szamok testére vonatkozolag GaALois-féle k& test F
Gavois-csoporttal és egy @ csoport egy 9N normalosztéval, melyre

* Valamely algebrai szam szignatirdja alatt valés konjugaltjai eldjeleinek-
rendszerét értjiik. Ha a szignatira csupa -} jelbdl 4ll, akkor a kérdéses szamot
totdlpozitivnak hivjuk (I. fentebb).
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% ~ 3, vagyis & az F-nek az I boOvitd csoporthoz tartozéd

ScCHREIER-féle bOvitése. A bedgyazas feladata abban 4ll, hogy k-t
agy kell boviteni K-va, hogy ennek GALOIS-csoportja izomorf legyen
©-vel, vagyis hogy k a K-nak az %i-hez tartozé részieste legyen.
‘GYELONYE és FAGGYEJEV bebizonyitottdk, hogy ez a feladat meg-
-oldhaté barmely & esetén, hacsak 9t kommutativ és & szemidirekt
bévitése az ¥ csoportnak N 4ltal, vagyis a & csoport N szerinti
mellékosztalyainak egy reprezentansrendszere tgy valaszthatdo meg,
hogy ®-nek egy az F-el izomorf §” alcsoportjat képezze, tgyhogy
G =FN; itt MnF)=e, de F és N elemek szerint nem fel-
cserélhetok. (Egy & csoport 9t dltal vald Osszes bovitései (Erwei-
terung) SCHREIER szerint azéltal hatarozhatok meg, hogy F minden
egyes o eleméhez hozzarendeljiik az 9t csoport valamely S, auto-
morfizmusat, § minden o, v elemparjahoz pedig N-nek egy Co .
elemét olyan modon, hogy teljesiiljenek az

(A B)NG s A‘\‘UB’\.O', (A \IG)'\‘t__._ (ASU r)(‘c. ‘ ANJ = A"n- 1.’
Ca, 2 Cur.() PN CSG C

690 0.1

relaciok; itt A és B az It csoport tetszbleges elemeit jelentik,
A% pedig N azon elemét, melyre az S, automorfizmus az A-t leké-
pezi; A" © jelentése a kovetkezd: A“o®— o AL Ss 6y ¢ 010
mek rendszerét az 9t csoport §-hez tartozo faktorrendszerének hivjuk.
A & bbvités elemeinek az AS, szimbolumokat vehetjiik (A€RN),
egy AS, és egy BS. szimbolumot akkor és csak akkor tekintve
.azonosaknak, ha A= B és o= 7; &-ben a csoportmiivelet defini-
«cidja a kovetkezs:

A SU'BSy e ABSG Co. 3 SGI .

Egy (S,) automorfizmusrendszerrel ellatott (C,, .) faktorrendszer és egy
(7,) automorfizmusrendszerrel ellatott (D,,.) faktorrendszer akkor és
csak akkor szolgaltat egymassal izomorf bovitéseket, ha minden o €F
elemhez van oly A, €9t elem, hogy minden A € Ni-re A™ — A,A™ A" (v.
i.az automorfizmusok rendszerei ekvivalensek) és D, , = A,A;? Cy, s Agr
(v. i. a faktorrendszerek ekvivalensek). Ha mind az automorfizmusok,
mind a faktorok rendszere ekvivalens az egység (azonos) auto-
morfizmussal, ill. egységelemmel, akkor a kibovitést direkinek
nevezziik. Ekkor (& az 3§ és 9t csoportok direkt szorzata lesz.
Szemidirekinek akkor nevezziik a bdévitést, ha az automorfizmusok
rendszere nem ekvivalens, de a faktorrendszer ekvivalens az egy-
séggel, ami annyit tesz, hogy az A, A;°Cs, . A;; = 1 rendszer megold-
hat6. Itt is lehet az 9 szerinti reprezentinsrendszer elemeit agy
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megvalasztani, hogy azok alcsoportot alkossanak). Ezek a tételek

a feloldhaté csoportoknak sokkal tidgabb osztilyaira vonatkozdlag

teszik lehet6vé a megforditott GaLoiS-probléma megoldasat, mint
ScHoLz és REICHARDT régebbi eredményei.

Az elmondottakbél kovetkezik, hogy egy k GALois-féle testnek
mindig van (végtelen sok) K szemidirekt kibovitése egy tetszoleges
ABEL-féle bovité N normaloszténak és egy tetszbleges automor-

fizmus-rendszernek megfelel6leg. Ha a bovités nem szemidirekt,

akkor nem minden $§ csoporttal biré k test bdvithetd igy ki, vagyis
agyazhato be egy az F-nek egy (tetszélegesen) adott N segitségével
nyert &-vel, mint GALois-csoporttal bird testbe. Nem szemidirekt
bovitések létezésére (tetszoleges k és (& esetére) csupan harom
sziikséges feltételt adott FAGGYEJEV, melyek azonban egyenként elég-
séges feltételek is, ha a forditott GaLoIs-probléma megoldhatésagat a
priori feltételezziik. Ezek koziil az els6nek megfogalmazasahoz sziikség
van a & Xk ,keresztezett szorzat“ (verschranktes Produkt, crossed
product, ckpeuiedHoe npou3genenue) fogalmédnak bevezetésére. Ez

egy gyiirli, melynek elemei a > u,x, formalis 6sszegek, hol x,€k,

o
az u,~k pedig szimbdlumok, melyek egymassal, valamint a &

elemeivel a kovetkezd szabaly szerint szorzodnak :

ua‘ Uaj === U(;l Gyy XlUg— ugxa,

hol x° a k azon eleme, mely x-bdl a ¢ automorfizmus alkalmaza--

saval keletkezett. Konnyii kimutatni, hogy ez a keresztezett szorzat
egy félegyszerii algebra a raciondlis szamok R teste folott és benne
foglaltatik, mint részalgebra az 9.k csoportgyfir{i, mivel k¥ GALOIS-

csoportja ?5;;—5% lévén, k azon elemek Osszessége kell legyen a K

bovités elemei koziil, melyek az N Osszes leképezéseivel szemben

invariansak: x€k-ra és y€d-re x¥=x, tehat y €di-re u, kommutal
minden x€ k-val. FAGGYEJEV feltételei a kovetkezok :

1. A k testnek egy & GALOIs-csoportti testbe val6 bedgyazhatosa-

gahoz sziikséges, hogy a & X k keresztezett szorzat eldéllithato legyen
az R testb6l vett elemekkel biré g-edrendii matrixokkal (ahol g a
& rendje), ugy, hogy ebben az elddllitaisban azok a matrixok,
melyek az .k csoportgyiirii elemeinek felelnek meg, az Ji.k-nek
egy, a reguldris eloallitissal ekvivalens* eldallitasat adjak.

* Két eloallitast akkor mondunk egymadassal ekvivalensnek, ha létezik
egy olyan T matrix, hogy ha a gyfirli valamely tetszoleges o elemének, az egyik

eloallitisban megfeleld matrixot As-val, a mdsik eldallitasban neki megfelels:

métrixot pedig Bs-val jeloljiik, akkor mindig Ag = TBsT .
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2. A beagyazhatosaghoz sziikséges, hogy %i.k-ban létezzék g
szamu olyan [/, elem, (o€ ®), hogy

120, =154 € yEN-re L=y,

3. Ha N kommutativ, akkor a & X k algebrédnak teljes matrix-
gyiiriinek kell lennie sajat centruma felett.

Egyetlen eléadas keretében természetesen nem torekedhettem
arra, hogy a targyalt témakorhdz tartozd osszes szovjet eredmé-
nyeket ismertessem; ehelyett meg kellett elégednem szemelvények
bemutatdsaval. Ugy vélem azonban, hogy ezek egymagukban is
meggy6z6en dokumentaljak azt, hogy a szovjet matematikusok az
algebrai szamelméletben éppen olyan nagyjelent6ségii eredményeket
értek el, mint a matematika tobbi agaiban.

COBETCKUE PE3YJbTATHI B TEOPUM MOJIEN
AJITEBPAUYECKUX YUMCEN

W. denvnem

B cratbe uanokeunl Teopema miaotHoctn H. I'. YeGorapesa u ee CBssb
¢ obmmm 3akoHOM B3aumHocTH Aptuua, pa6oret WU. P. Illadaperuuya u A. M.
Mepkyn0Ba 1O COBPEMEHHOMY PA23BHTHIO TEOPHM TNOJEH KJacCOB, a TaKKe
reomerpuyecknin merop B. H. [enone u. [I. K. dajpneesa u ero npuMeHEHHs K
pasHbIM NPOOJEMaM TeOpnH ajJreGpaHyecKkHx umucea, OCOGEHHO K PEIIeHHIO
©obpatHo# 3amayu I'anya.
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SOWJETISCHE ERGEBNISSE IN DER THEORIE
ER ALGEBRAISCHEN ZAHLKORPER

I. F6LDES

Der Artikel behandelt den Tschebotarjowschen Dichtigkeitssatz und
seinen Zusammenhang mit dem allgemeinen Artinschen Reziprozitdtsgesetz,
die Arbeiten von I. R. Schafarewitsch und A. M. Merkulow beziiglich der
modernen Entwicklung der Klassenkorpertheorie, ausserdem die von B. N. Delau-
nay und D. K. Faddjejew entwickelte geometrische Methode und ihre Anwen-
dungen fiir verschiedene Probleme der Theorie der algebraischen Zahlen, ins-
besondere fiir die Lésung des umgekehrten Galoisschen Problems.



Mit kdszonhet a magyar matematikatanitas
a Szovjetuniénak ?*

A szovjet pedagégia eredményei ma mar oktatdsunk szdmos
teriiletén éreztetik hatdsukat. Kiilonosen szembet{inben mutatkozik
meg ez a matematika tanitdsa terén. A rendkiviil gazdag és fejlett
szovjet matematikai didaktika eredményeinek még csak egy Kkis
toredéke valt nalunk szélesebb korben ismertté, de ez is elég
volt ahhoz, hogy pedagogusaink felismerjék, mi az, ami ben-
niik tjszerfi, és amire a mi iskoldinknak is siirgls sziikségiik van.
A szovjet matematikai didaktika — bar &llandoan fejlodik és val-
tozik — alapelveiben mér elég hatdrozottan kialakult rendszert,
meég pedig az dvoddk szdmtani foglalkozdsaitdl az egyetemi mate-
matikaoktatdsig egységes rendszert alkot. Az aldbbiakban konkrét
példdkon fogjuk bemutatni, hogyan hatott a szovjet didaktika ma-
tematikatanitdsunkra, és melyek azok az alapelvek, amelyeket ne-
kiink is magunkéva kell tenniink, ha nem akarunk elmaradni a
szovjet matematikatanitds eredményeit6l.

Ii

Aki mostanaban 6vodainkba ellatogat, azt tapasztalja, hogy
a gyerekek érdekes, tjszerii jatékokat jatszanak. Példdul az 6vénd
felmutat egy kartyat, amin nyolc pont van — a gyerekek kiraknak
az asztalra ugyanannyi palcikat. Azutian felmutat egy masik kartyat,
mondjuk 6t ponttal — a gyerekek elvesznek az el6ttik 1évo pal-
cakbol annyit, hogy 6t maradjon az asztalon. Megfigyelik, mennyit
vettek el, mennyi maradt. Es az egész jaték nagyon tetszik nekik,
nagyokat kacagnak hozzd. Ha ‘megkérdezziik az 6vonot, miféle
jatekok ezek, mirevalok, honnan lehetne bd&vebben tajékozodni
felolilk — BLEHER konyvére fog hivatkozni. (Szervezett foglalko-
zds az Ovodaban; eredeti orosz cime: ,Didakticseszkije igri,
»Didaktikai jatékok“). Ez a konyv csak 1950-ben jelent meg, de

* Ez az elbadds az 1952. évi Magyar-Szovjet Baratsagi Honap alkalma-
val hangzott el Budapest, Szeged, Pécs, Gydr, Eger és Miskolc varosokban.
Az eldadas szovegét készitd munkakozdsség tagjai : Cser ANDOR, FULOPP BELa,
Lorincz PAr, Varoa Tamis. Az elbadas nem terjeszkedik ki az egyetemi és -
iskolai matematikaoktatds kérdéseire.
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alig két év leforgasa alatt dvoddinkban és évondképzdinkben egy-
arant a legszélesebb korben népszeriivé vélt. SzerzOje a szovjet
6voddk tapasztalatait foglalta dssze és egészitette ki, elsésorban a
jatékos szamtan- €s mértantanitds terén. A Szovjetunidban az isko-
lazas a hétéves korral kezdddik; az iskolakoteles kor el6tti 3—7
éves gyerekek nevelését fejlett 6vodahalézat biztositja. Az dvodak-
ban olyan ismereteket és készséget szereznek meg a gyerekek jaté-
kos formaban, amelyek késObb az iskolai tanulast nagyon meg-
kdnnyitik szamukra. A kényv anyagdnak jorésze a mi kissé mas
viszonyaink kozott is alkalmazhaté és ha az eddiginél szélesebb
korben elterjed, egy-két év milva nagyon megkonnyiti a még
mindig ,nehéz“ targynak tartott szdmtan tanitasat az 4ltalanos
iskola els6 osztalyaban.

1L

Milyen segitséget kaptunk a Szovjetuni6tdl az altaldnos iskolai
szamtantanitas terén? Amilyen szerepet BLEHER konyve tolt be az
dvodakban, ugyanolyan tttord szerep jutott NYIKITYIN ,Szoveges
feladatok megoldasa“ c. konyvének 4ltaldnos iskoldinkban. Ez a
kOnyv mar magyarnyelvii megjelenése el6tt hatott szdmtantanita-
sunkra: hatdsadt mutatjdk az altaldnos iskoldk I—VII. osztalyainak
Gj szamtankonyvei. NYIKITYIN konyvébdl és az ugyancsak NYIKITYIN
iranyitdsa alatt késziilt I—IV. osztidlyos szamtani példatarakbol
tanultuk meg helyesen értékelni a miiveletek és a szoveges felada-
tok szerepét a szamtantanitisban. Azelott a szoveges feladatok
hatalmas értelemfejlesztd jelentdségét tavolrél sem ismertiik fel
eléggé. Kialakult egy olyan kozfelfogds — sokan nyiltan is hangot
adtak neki — hogy az elemi (az altalanos iskola alsé tagozata)
tanitsa meg jol a négy alapmiiveletet, els6sorban az egyszeregyet,
és akkor a szamtantanitds terén lényegében mar be is toltotte
hivatdsat. A szoveges, . n. targyi feladatoknak inkabb csak az a
szerep jutott, hogy a szdmokkal val6 absztrakt miiveleteket konkrét

-formaba oltoztessék. A szovjet didaktika, els6sorban NYIKITYIN
emlitett konyvei tették el6ttiink vildgossd, hogy a szoveges felada-
tokban ezen ttlmenéleg Oridsi lehet6ségek rejlenek. Lényeges sze-
repiik ott kezdédik, amikor mar nem magatélértet6dd, hogy milyen
miiveletek segitségével adhatunk valaszt a feltett kérdésre, hanem
éppen ennek az eldontése kivan fejtorést, logikus gondolkozast.
NyikiTYiN konyvének és a szovjet szamtani példataraknak az elsd
tanulsdga az volt a szdmunkra, hogy ezeknek a logikus gondol-
kozast kivand feladatoknak a megolddsa nem valami véltozatlan
adottsdg kérdése, nem egyes otletesebb emberek kivéaltsdga, hanem
fejleszthetd képesség. Nemcsak az egyszeregyre lehet valakit meg-
tanitani, hanem arra is, hogy rendszeresen, logikusan gondolkoz-
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zék. A masodik tanulsig pedig az volt, hogy a logikus gon-
dolkozéds képessége nincs semmiféle megvaltoztathatatlan korhatar-
hoz kotve — példaul, mint egyesek allitottak, a serd{il6korhoz —
hanem okkal-m6ddal mar az dltalanos iskola elsd osztalyaban el
fehet kezdeni a fejlesztését. : :

liusztrdljuk a mondottakat egy példaval. Hol, milyen élet-
korban kell tanitani az ilyen feladatok megoldasat, mint:

»Harom egyforma edénybe 18 liter tej fér.

Mennyi tej fér két ilyen edénybe ?“ ‘

Nalunk az ilyenek azel6tt — Iényegében, kevés kivételtsl
eltekintve — 12 éves korban keriiltek el6, nagy csinnadrattaval,
sokszor elég sok formalitds kiséretében, mint ,harmas-szaballyal,
vagy mint ,tobbségrdl tobbségre valé kovetkeztetéssel“ megoldhatod
feladatok. A szovjet tankonyvekben ez a feladat az els6 osztalyban
(7 éves korban) szerepel, és ilyen feladatok attdl kezdve rendsze-
res kovetkezetességgel ismétlodnek végig minden egyes szamkorrel
és szdmfajtdval kapcsolatban. Természetesen nemcsak ilyen tipust
feladatokat talalunk a szovjet alsé osztdlyos szamtankonyvekben,
és nem is csak egy-két ,besulykolt“ tipust, hanem az ©sszetett
feladatok szinte kimerithetetlen gazdagsagat. (Kevés tipus besuly-
kolasa — ez azoknak az idedlja, akik a latszatra szép, pattogd
orat szeretik!) Az egyenletes szinvonal biztositisa és a tiilzasok
kikiiszobolése végetta szovjet tanterv — és ennek nyomdn mar a mi
tanterviink is — megadja a normét, olyan formaban, hogy pél-
daul az els6 osztidlyban két miivelettel megoldhatd feladatokat
lehet adni, a masodik osztdlyban hdrom, a harmadikban négy
miivelettel megoldhaté feladatokig lehet és kell is eljutni. Normat
ad azonkiviil a tanterv arra is, hogy milyen fokig kell eljutni a
- feladatok megoldasaban. Példaul a masodik osztily végén mar a
tanito segitsége nélkiil oOsszefiiggben el kell mondani a feladat
megoldasianak menetét, a harmadik osztily végén pedig mar el
kell tudni késziteni elére a feladat megoldasanak tervét! Latjuk
ebbdl, milyen nagy szerepet juttat a szovjet didaktika a fudatos-
sdgnak. Két-harom-négy feladattipus esetén még tobbé-kevésbbé
el lehet érni azok gépies megoldasat a feladat megértetése nélkiil is
(mint nalunk tették azel6tt a harmasszabaly, az aranyos osztds, a
szazalékszamitis feladattipusaival), de a sokféle feladat mar arra
kényszeriti a megolddt, hogy vilagosan képzelje maga elé a feladat
mondanival6jat, teljes tudatossdggal hatoljon a probléma mélyére.

[11.

A szovjet konyvekbdl megtanultuk helyesen értékeinia szove-
ges feladatok és miiveletek szerepét a szamtantanitisban. Nem
jelenti-e ez a szoveges feladatok elGtérbedllitdsat, a miiveletek hat-

4 Matematikai Lapok
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térbe szoritisat? Egydltalin nem! Hidba tudja valaki eldonteni,
hogy egy feladatot milyen modon, milyen miiveletek egymdsutani
alkalmazasaval kell megoldani, ha nem tudja elvégezni magukat a
miiveleteket. A szovjet didaktika a maguk igazi helyére allitotta a
szoveges feladatokat — elsOrendii céljukul annak eldontését tiizte
ki, hogy milyen mfiveleteket milyen sorrendben kell elvégezni —
nem szoritotta azonban hattérbe a miiveleteket sem, sot ezeket is
~a maguk igazi helyére dllitotta.

A szoveges feladatokhoz hasonléan a miiveletekben is a fuda-
fossdgot juttatja a szovjet didaktika dontd szerephez. Ennek fel-
ismerése €és a mi viszonyainkra valé alkalmazdsa mér eddig is
Iényeges valtozisokat idézett el szamtantanitdsunkban, bar kétség-
telen, hogy az tutnak még csak a kezdetén vagyunk.

A kérdés kozelebbi megvilagitdsa céljabdl lassunk egy példa-
sorozatot az 1947-es kiadast falusi elsbosztdlyos konyvbol, és
utana egyet a szovjet didaktika elvein felépiilt - ma hasznalatos elso-
osztalyos konyvbol:

L 942=11 9+3=12 9+4=13
194+2=21 194 3=22 19+4+4=23
294 2= 294-3= 294-4 =
3942 = 3943 = 39+4+-4=
4942 — 4943 — 4944 =
59+42= 59+3= 59+4=
69+2= 6943—= 6944 —
1942 = 7194 3= 719+4=
894-2= 89+3= 89+4=

és igy tovabb, végig az egész 221. lapon, egészen 89 47 = 96-ig.

Nyllvanvalo a torekvés a minél gyorsabb automatizalasra,
arra, hogy a ,29-43“ kép- vagy hangérzet kozvetleniil kivaltsa a
#32¢ reakciot. Ezt persze konnyebb elérni — legalabbis bizonyos
" hatarok kozott —, mint azt, hogy szamkép, szamélmény alapjan
alaposan végiggondolva, a miiveletet tudatositva, maguk jussanak
el az eredményig. Az automatizald tanitds latszatra szebb, gordii-
1é cenyebb orat is eredményez. Csak éppen nem gondolkoz6 em-
bereket, hanem két labon jar6 gépeket, sot, gépalkatrészeket *hoz
létre. Marpedig a szocializmusnak nem gépemberekre, hanem a
gépeket irdnyito, javito és konstrudld magasabb intellektusi em-
berekre van sziiksége.

Méltanytalanok lennénk, ha nem dallapitandnk meg: nalunk is
mar joideje sok haladd torekvés mutatkozott ebben az iranyban;
példaul a szamok és miiveletek elképzeltetése, szamkorongok
szamképek, kombindcios falitablak, stb. mar a tudatosités irdnyaba
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tett 1épések voltak. De a szovjet didaktika segitsége nélkiil soha-.
sem tudtuk volna legyiirni az ezzel parhuzamosan miikod6 reak-
cids erbket.

II. Lassunk most a fenti példdkkal szembedllitva néhany pél-
dat az aj elsés konyvbol. (240. lap):

1: 184 1—18 51105 6+3—6417
1257 —12 5-}14—3 54+7—5+17
6--12— 6 T4 8—T 9+4+9—94-1

2. T liveg beféttet megettiink, még van 8 iiveggel. Hany iiveg
befottiink volt ? i

. s B JO% T, G, N S S G Sl [ e
OO e SEE T e T A (e
B ==12 0 .18 . b=u13' 15
LB 18 S sl ST 10 I B

Mir ennyi is elég ahhoz, hogy ramutassunk az tjrendszer(
szamtantanitds néhany alapelvére.

1. Feltiinik mindenekel6tt a valtozatossdg, a formagazdagsag.
Emlékezziink vissza a szoveges feladatokrol mondottakra: ott is a
feladattipusok sokfélesége biztositja azt, hogy ne lehessen egy-két
mechanikus szabalyt betanulni, hanem a feladat 1ényeges mondani-
valojat kelljen tudatosan megragadni. Ugyanezt érjiik el a szam-
példak ezernyi valtozataval is, igy a tobb miiveletbol Osszetett
példakkal (elsé példacsoport), a miiveletek kiilonféle megfordita-
saival (3. példacsoport; ezek tulajdonképpen egyszerii egyenletek,
a pontok helyébe ugyanolyan erbvel x-et is irhatndnk); ugyanezt
szolgalndk a zarodjeles feladatok is — ezek azonban most sajnos
a konyv 0Osszeadasi-kivonasi részébdl kimaradtak és csak az elsds
konyv szorzasi-osztasi részében bukkannak varatlanul eld.

2. A mechanikus ismétlédés szellemi tunyasdgra, unalmas
mechanizalasra vezet. A fervszerii ismétlésre azonban, éppen a tuda-
tositas elérése végett, sziikség van. Az 1. példacsoport egy-két pél-
déjanak megoldasa utan mar derengeni kezd a gyerekek elbtt,
majd egyre jobban tudatosodik benniik a szabélyszerliség : az ered-
mény mindig a kozéps6 szam. Ha pedig a tanuloknak a szamok-
rol és miiveletekrdl vildgos, konkrét elképzelésiik van — és ezt az
€l6z0 honapok munkdjaval mér biztositani lehet — akkor ez nem
valami csodalatos, véletlen torvényszeriiség lesz a szdmukra, hanem
megértik az okat is. (,Ami el6szor volt, azt a végén elvettem, csak
az maradt, amit kozben hozzdadtam“ — taldn nem tudjik ilyen
formaban megfogalmazni, de igy él benniik az elképzelés.) Ezek-
utdn a harmadik oszlop eltéré szabdlya is érthetd lesz a szamukra
(pl. 6+3—6+-7 ugyanannyi, mint 3+ 7, vagyis 10).

14*



3. A szoveges feladat nem véletleniil el6zi meg a 3. pelda-
csoportot, hanem tervszeriien késziti azt eld. (Kozelebbrél a” 3.
példacsoport harmadik oszlopaban l1év0 példakat.) Ezt is a szovjet
didaktikatol tanultuk: a szoveges feladatoknak és a szampéldaknak
szerves egységet kell alkotniok, egyiknek segitenie kell a maésikat.

Mindezek az elvek nem csak az els@ osztilyos, nem is csu-
pan az als6tagozati, vagy akdr az altalanos iskolai szamtantani-
tasra vonatkoznak, hanem 4thatjdk az egész szovjet matematika-
" fanitast. A szovjet matematikatanitds legf6bb erlssége €ppen az,
— s ezen a ponton vagyunk t6le ma még a legtdvolabb — hogy
teljesen egységes felépitésii, harmonikus rendszert alkot az 1. osz-
talytol (s6t, mint lattuk, még el6bbrdl) a X.-ig és tovabb, a 7 éves,
s6t annal fiatalabb kortol a 17 éves korig és azon is tal. Az
vsszetett zarojeles példakban mar oft rejlenek a késébbi algebrai
kifejezések, a miiveletek megforditasaiban (kipontozott vagy x-es
példakban) a késdbbi algebrai egyenletek, a sziveges feladatok-
ban a késObbi szoveges egyenletek. Ugy épiteni fel a mate-
matikatanitast, hogy az elsé osztdlyos szamtanban csirdjaban mar
ott legyenek az algebra alapgondolatai és egyenletesen, torés nél-
kiil vezessen innen az ut az algebrdhoz és tovabb, méghozza
olyan ut, amelyet mindenki végigjarhat, nemcsak egyes kivaltsa-
gosak — ezt a szovjet didaktikatol tanultuk. Ezt a célt ma mar
vilagosan latjuk, bar megvalositadsatol még elég tavol allunk.

Iv. -
Miel6tt tovabbmennénk, tisztazzuk — esetleges félreértések
elkeriilése végett — a tudatositds és a mechanizalds viszonyat. Ez

a kettd természetesen nem all egymassal feloldhatatlan ellentétben !
Jal tudjuk a szovjet didaktikibol — nemcsak a matematika mod-
szertanabodl, hanem az altalanos didaktikdbdél is — hogy ezek a
megismerés kiilonbdz6 4llomasai. A tudafos ismeretet mar szabad,
s6t, kell is mechanikus készséggé alakitani, hiszen ez nyitja meg
az utat az el6tt, hogy egyre ujabb és (ijabb ismeretek tudatosod-
hassanak (kiilonben még az érettségin is az ujjukon szdmolnak ki
a didkok a 8 T-et). Viszont csak a tudatos ismerefet szabad
mechanikus készséggé tenni, még pedig azt is ugy, hogy vissza-
felé mindig nyitva maradjon az at, mindig tudatositani tudjuk, mit
csindlunk. Az Gt a készséghez a tudatossagon keresztiil vezessen !
Ezen a téren kovettiik el mi-a szovjet didaktikaval valo megismer-
kedés eldtt a legtobb hibat. (Gyakran persze arra is sziikség van,
hogy nem eléggé tudatos készségeket utolag tudatosabba tegyiink;
példaul a miiveletek egyes Iépéseit, amelyeket a miiveletek meg-
tanitasakor nem tudtunk kelloképpen tisztdzni, utélag kell vilagossa
tenni ; utélag kell tudatositanunk a tizes szamrendszer felépitését
is, amely nélkiil sok miiveleti 1épés értelmetlen szabdly marad.)
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Lassuk most egy példan, hogyan nytil a szovjet didaktika a
miiveletek tanitisdnak kérdéséhez az altalanos iskolak (hétosztilyos
iskoldk) fels6 osztalyaiban. LatszOlag egyszerii tanterv-technikai
kérdés, valdjaban elvi jelentdségli probléma: az egész-szimok,
kozonséges tortek és tizedestortek tanitisanak sorrendje. Nem aka-
rom az egész kérdést ismertetni, mindnyajan olvashatjuk CsicsiGIN
modszertanaban (81—84. lap). Csak a legfontosabbat emelem Kki:
az egész-szamokkal és tizedestortekkel valé miiveletek egyiittes
(parhuzamos) tanitdsa puszta formai hasonldsagot emel ki és sza-
balyok mechanikus tanitdsira csabit, a tizedestorteknek az egész-
szamoktol elvdlasztott, a kozonséges tortekre alapozott tanitisa
pedig a lényeg megértését, a miiveletek lépéseinek igazi tudatosi-
tasat teszi-lehetévé. Egész-szamok, kozonséges tortek, tizedestortek
— ez a sorrend kovetkezetesen ismétlédik a szovjet iskolaban,
éppen a mondott okok miatt. A Ill. osztalyban mar -minden mii-
veletet tudnak a tanulok, széban és irdsban, millios szamkérben;
megtanuljak még a legegyszeriibb kozonséges tortek Osszeadasat
¢€s kivonasat is (a tizedeket is kozonséges tort jeloléssell). A V.
osztaly legfontosabb feladata az egész-szamokkal val6 miiveletek-
nek, az alapmiiveletek osszefiiggéseinek tudatositdsa; azutan kovet-
kezik a kozonséges tortek ismétlése, majd ezekre alapozva — de
véletleniil sem az egész-szamokkal parhuzamosan! — a tizedes-
tortek Osszeaddsa, kivondsa, egész-szimmal valo szorzasa, osztisa.
Az V. osztilyban pedig 1jbol magasabb fokon el6lrdl kezd6dnek
az egész-szamokkal val6 miiveletek (hdrom héten at), utdna a
szamelméletre alapozva a kozonséges tortek teljes elmélete, majd
ezutan mint specidlis eset, a tizedestortekkel valé miiveletek.

Amikor ezt a rendszert elvi alapon a magunkéva tettiik, akkor
nyomban felmeriilt egy gyakorlati, tantervi nehézség: a mi V. osz-
talyosaink még nem eléggé érettek a szamelméleti ismeretek elsa-
jatitasara — egy évvel fiatalabbak, mint a szovjet V. osztdlyosok
— de az egész-szamokkal valé miiveletek ismétlése lépéseinek
tudatositdsa, barmilyen fontos is, nem adja ki az egész év anya- -
gat. Ezért atmeneti megoldasként, ANCIFEROV Kitiind modern Arit-
metikdjat véve alapul, az egész-szdmok és kozonséges tértek ele-
mei utdn vettitk sorra a tizedestortekkel valo valamennyi miiveletet,
a kovetkezd osztilyra hagyva a szdmelmélet és a kozonséges tor-
tek altalanos targyaldsat. Hogy mi lesz a végleges megoldas — az
még nyitott kérdés. Egy azonban biztos, az egész-szamoknak és
ptizedesszamoknak“ formdlis analdgian alapuld Osszehazasitasa a
tudatositias atjat akadalyozo, fejlédésellenes tendencia és el6bb-
utébb teljesen a multé lesz.
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Roviden ismertetiink még egy olyan, az 4ltalanos iskoldk
fels6 osztilyaiba tartozd kérdést, amely szintén a szovjet didaktika
fényénél tisztazodott el6ttiink. Ez a szdzalékszdmitds tanitidsanak
kérdése. Nem kell sokat bizonyitgatni, hogy a szdzalék =- szazadrész,.
tehat 10Q nevezOjii tort, vagyis tizedestirt, (pl. 7°/,=T/100 =0,07) ;
hogy egy szamnak a 7°/,-at venni azt jelenti: a szdm T7-szazadré-
szét venni, ez pedig a torttel vald szorzas definicidja szerint azt
jelenti: a szam 0,07-szorosat venni. Csodélatos, hogy ezek az egy-
szerli fogalmak mennyire Osszekeveredtek, még értelmes, képzett
emberek fejében is! Azaz, hogy nem is csoddlatos — egyszerii
kovetkezménye annak a fogalmi ziirzavarnak, amit az egész-sza-
mokkal és tizedestortekkel vald, formdlisan anal6g, de elvileg
kiillonb6zd miiveleteknek az Osszekeverése okozott. Csak igy érthetd:
meg az, hogy miutin a VI. osztilyban megtanitottuk (ha ugyan
csakugyan jol megtanitottuk) a torttel valé szorzas alapgondolatat
— azt, hogy itt két miiveletet, egy szorzast és egy osztast szorzds
néven egyesitiink — a kovetkezd osztadlyban arra kényszeritettiik
6ket, hogy siilyedjenek vissza egy alacsonyabb fokra és egy szam
valahdny szézadrészét ne szorzéssal szdmitsdk ki, hanem kétlépé-
ses kovetkeztetéssel, amit aztdn esetleg (horribile dictu!) még kép-
letbe is siiritettiink. A szovjet didaktika — tobbek kozt CsICSIGIN
és BrAGYISZ moédszertana — utmutatisa nyomadn tisztdzodott elot--
tiink, hogy a szédzalékszamitds hirom alapfeladata koziil

a) a szazalék (vagy madsszoval szazalékérték) kiszamitasa 100
nevezOjli tizedestorttel (a szdzaléklabbal) vald szorzast jelent,

b) az bsszeg kiszamitiasa 100 nevezdjii tizedestorttel (a sza-
zaléklabbal) valo osztast jelent,

¢) végiil a szazaléklab kiszdmitdsa egyszerfien az 1. n. 0sz-
szeggel valo osztist jelenti, (az eredmény, ha tetszik, atszamithato-
‘/-os formdba, ami 100-zal vald szorzast jelent).

Persze konnyebb a dolog, ha példaképpen nem a kamatra
hivatkozunk, hanem a normateljesitésre, (az ,0sszeg“ ilyenkor a
norma): akinek a. normaja 35 minkadarab, a teljesitménye pedig
42, annak a teljesitmény-szdzaléka

42 6

35 321,22120/0.

VL

Mit koszonhet a magyar kozépiskolai matematikatanitas a
Szovjetunionak ?

A szovijet kozépiskoldk matematikatanitdsarol hosszti idon
keresztiil nagyon keveset tudtunk. Tisztdban voltunk azzal, hogy a
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Szovjetunidban lényegesen magasabb a matematikatanitds szinvo-
nala, mint nalunk (sok szovjet dsztondijasunk tantskodhatik err6l).
Tudtuk, milyen anyagot végeznek el a tizosztélyos iskoldkban és milyen
feladatokat oldanak meg, hiszen ismertiik a szovjet tankdnyveket. Nem
tudtuk azonban, hogy miért éppen ezt az anyagot, miért éppen ilyen
feladatokat — nem ismertiik az egésznek a problematikajat. BRAGYISZ
modszertani konyve (,A kozépiskolai matematikatanitds modszer-
tana“) adott errdl eldszor egységes attekintd képet. Erdekes meg-
emliteni, hogy ez a konyv — amely a Szovjetuniéban is az els6é
a kozépiskola matematikai anyagdnak minden dgara kiterjeszked'oh
mddszertani kézikonyv — olyan lelkes fogadtatdsra talalt orosz-
nyelvii megjelenése alkalmabol, hogy par hét alatt valosaggal szét-
kapkodtak. Magyarorszagra konyvkereskeddi titon egyetlen példany
sem jutott mar beldle. Ugy jutott el mégis egy példany, hogy az
éppen eldkészités alatt allo els6 kozépiskolai matematika tandri
konferencian tartandd el6addshoz sziikség volt valami konyvre,
amely a szovjet kozépiskolai matematikaoktatist ismerteti; ezért a
Moszkvaban tartdzkodd magyar kultardlis kiildottség egyik tagjat
telefonon megkérték, hogy szerezzen be egy ilyen targyu konyvet.
BrAGYISz miive Moszkvaban torténetesen még éppen kaphaté volt
— igy érkezett el Magyarorszdgra az a példany, amelynek alapjan
azutan a forditas elkésziilt. Ma mar ez a konyv sokezer példany-
ban forog kozkézen, sokezer pedagdgusnak nemcsak el6irt szakmai
egyéni tanuldsi anyaga, hanem egyben dllandé olvasmanya, allan-
ddan forgatott kézikonyve. Joggal éllapitotta meg Tarsulatunk f6tit-
kara, RENYI ALFRED egy el6addsédban, hogy amidta ez a konyv a ma-
tematika-tanarok kezébe keriilt, azéta mintha kicserélodtek volna.
Uj tavlatok nyiltak meg el6ttiik, 1j szempontbdl szdlnak hozzd a
a problémdkhoz, matematikai és didaktikai kérdések egész sora
tisztdzodott el6ttiik.

BraGvisz konyve tehat megmutatta szimunkra a matematika-
tanitas modszerének és e modszer fejlesztésének Oridsi perspekti-
vajat, de természetesen sok maddszertani kérdésben nem mondja ki
az utols6 szot.

A konyv végén taldlhaté bird'at figyelmeztet arra, hogy ez a
mii egyaltalan nem mentes a hibaktol (fegyiik hozzd : a birdld cikk
sem mentes a hibaktol). Kétségtelen azonban, hogy ez az els6
osszefoglald kép, amelyet az irdnytmutatd szovijet matematikatani-
tasrdl kaptunk, a mi matematikatanitisunk el6bbrevitelének maris
szamottevl tényezdjévé valt. Ezt a képet még szdmos részletében
ki kell egésziteni. Meg kell alaposan ismerniink a jelenleg hasz-
nalatos szovjet tankonyveket (KiszeLjov Aritmetikaja, Algebrdja ¢és
Geometriaja, RiBKIN Trigonometridja, tovibba a megfelel6 feladat-
gyiijtemények). Meg kell ismerniink majd az egyeldre csak proba-
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kiadasban megjelent «j tankonyveket (ANDRONOV és BRAGYISZ
Aritmetikaja, ALEKSZANDROV €5 KOLMOGOROV Algebraja, FAGGYEJEV
és Szominszki] Algebrdja, GLaGOLEV Geometridja, BERMANT és
LjusztyErRNIK Trigonometridja stb.). Fel kell hasznalnunk iskolai
munkankban mindenekel6tt azokat a szovjet tankonyveket, amelyek
mar magyar forditdsban is rendelkezésiinkre dallnak, els6sorban
LAriCSEV kitiin Algebrai Feladatgyiijteményét.

Meg kell ismerniink azokat a modszertani miiveket is, ame-
tyek a Bragvisz felvetette problémakat egy-egy specidlis teriileten
beliil részletesebben is kifejtik. Ilyen példaul BArszukovnak, a
Matyematyika V Skole c. folyodirat szerkesztdjének magyarra mar
hosszabb ideje leforditott, sajndlatos modon még meg nem jelent
miive ,Az els6fokin egyenletekrdl“. Vagy ilyen ARNOLD kimerith
részletességii konyve ,A hatvany, gyok és logaritmus tanitasarol“
(sajnos ma még ez is csak oroszul olvashato). Ezek a konyvek,
tovabba a folyoiratok (elsésorban a Matyematyika V Skole és az
Izvesztyija Akagyemii Pedagogicseszkih Nauk) moédszertani cikkei
nemcsak kiegészitik, hanem részleteiben helyenkint modositjak is
majd azt a perspektivat, amelyet BrAGYISz konyvébdl kaptunk.
Mégis ez a konyv jelenti szamunkra a matematika tanitdsa terén
a legnagyobb hatarkovet, ez nyitotta rd a szemiinket szamos elha-
nyagolt, elfelejtett, vagy mindeddig fel sem meriilt problémara.

Lassunk most — inkdbb csak szemelvényképpen — néhany
ilyen problémat.

VIL

Az altalanos iskolaban és a kozépiskolaban egyarant nagyon
elhanyagoltuk a kdzelitd szdmitdsok kérdését. Aruld jele ez annak,
hogy matematikatanitisunk elszakadt a valdsagtol. MérGeszkozeink
toké'etlensége folytin minden mért adat kozelit6 pontossagt, de
kozelitd pontossdgti a legtobb szamlalds utjan kapott adat is. A
gyakorlatban még a tobbé-kevésbbé pontos adatokat is tovabb
kerekiljiik, egyrészt mert nincs sziikségiink egy-két tizedesjegynél
(vagy értékes jegynél) nagyobb pontossagra, mdsrészt mert a sok
jegy sok szamolasi munkat kivin, és ez nagyobb hibaforrést jelent,
mint ha sajit jészantunkbol, elére megfontolt szandékkal kerekitiink.
A mindennapi élet, a technika, a statisztika, a természettudoma-
nyok nem élnek meg kozelité szamitisok nélkiil, — mégis hany
munkaora pazarolodik el feleslegesen, pusztan azért, mert a kere-
kitést csak Osztonos, spontdn mdodon végezziik, és nem tudatosi-
tunk néhany mar 12—13 évesek szamdra is jol érthetd szabalyt.
Félreértések elkeriilése végett: nem a kozismert korlatolt pontos-
sagl szorzds €s osztds mechanikus megtanitasar6l van sz0, hanem
annak tudatositdsarol, hogy meghatdrozott pontossagti adatokkal
szamolva a miivelet eredményében hany jegy lesz megbizhato. Nem
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ismertetjiik a kérdést részletesen — megtaldljuk BrRAGYISZ mOdszer-
tananak 197—206. lapjan — csak egy, a mindennapi é€letbdl veti
példat emlitiink.

Egy gimnaziumi negyedik osztdlyban tortént dolgozatirds
oran. A Fold tomegét kellett kiszdmitani a tanuldknak a kovetkezd

adatok alapjan:

Fold sugara R = 6371 km,
t= 3,14
Fold siirlisége — 5,5 g/cm®.

A tanulok egyrésze — félve, hogy a logaritmussal valé sza-
molast elhibazza — kozvetleniil végezte el a miiveleteket, minden
miiveletnél minden jegyet megtartott és eredményiil egy 17 jegyii
szamot kapott. Mondanom sem kell, hogy legtobb esetben nem-
csak a jegyek voltak hibdsak, hanem a nagysagrend is, mert leg-
alabb egyszer eltévesztették a tizedesvesszd helyét; amellett eltol-
tottek a feladat megoldasaval majdnem egy Orat és a tobbi fel-
adathoz hozza sem kezdtek.

Pedig a szamitast 5—10 perc alatt elvégezhették volna, ha
tudnak néhany olyan egyszerii szabalyt, mint pl. hogy a szorzat-
ban annyi értékes jegy megbizhat6, amennyi a legkevésbbé pontos
(legkevesebb értékes jegyet tartalmazd) tényeztben van, és a koz-
beesé szamitdsokban elég ezen feliil egy-egy tartalékjegyet meg-
tartani. Természetesen az ilyen esetekben nem a didkok hibasak,
hanem a tandr, még akkor is, ha unos-untalan emlegeti: ,Csak a
szitkséges pontossaggal szamoljunk!“ Nem elég ezt emlegetni €s
nem elég egyes példakban ad hoc tdtmutatisokat adni: altalanos
osszefiiggéseket kell tudatositanunk, és tisztdznunk kell, hogy a
megbizhatatlan jegyek megtartisa nemcsak felesleges, hanem egye-
nesen karos.

Egy-két év mulva, a szovjet didaktika twtmutatisa nyoman
talan mar nem csak az 5. és 6. elhibdzott jegyet fogjuk piros tin-
tival alapottyogtetni, hanem els6sorban a feleslegesen pontos, nem
megbizhatd jegyeket. Ha egydttal radszoktatjuk tanitvanyainkat az
eredményeknek fejszamolds utjan valé becslésére, akkor nemcsak
a szamolas termelékenysége, de még a pontossdga és megbizhatd-
saga is emelkedni fog.*

VIIL

Egy masik, mar az algebra korébe tartozé kérdés, amelyrol
beszélniink kell, az algebrui kifejezések azonos dtalakitdsai. - A
szovjet didaktika — igy tobbek kozott BRAGYISZ' médszertana és

* Bovebb tdjékoztatdst ad a kozelitd szadmitasokrol Braayisz orosznyelvl
konyve : ,Szredsztva i szposzobi elementarnih vicsiszlenyij“.
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a Matematika v. Skole idevdg6 cikkei — irdnyitottik a figyel-
miinket arra, hogy a formalizmus veszélyét csak akkor keriilhetjiik
el, ha ragaszkodunk ahhoz, hogy az algebrai kifejezéseket fiigg-
vényeknek kell tekinteniink. Hogy ezt tudatossa tegyiik a tanuldk-
ban, dbrazolnunk kell szdmos egyvéltozos fiiggvényt — esetleg
tobbvaltozdsokat is ugy, hogy tobbi valtozoiknak konstans értékeket
adunk. fgy vildgos lesz az azonos atalakitis igazi értelme: nem
»miivelet, nem is érthetetlen jatékszabalyok alkilmazisa, hanem
olyan atalakitas, amely a fiiggvénynek csak a leirt alakjat valtoz-
tatja meg, magat a fiiggvényt, vagyis a fiiggvénynck az egyes
helyeken felvett értékeit nem (legfeljebb modositja az értelmezési
tartomanyat). Egy azonossdg két oldalan tehat azonos fiiggvények
llanak — olyan fiiggvények, amelyeknek a képe (gorbéje, feliilete,
stb.) egybeesik. Amig az algebrai kifejezéseket betiik konglomera-
tumanak tekintettiik és formalis jatékszabdlyok utjan alakitgattuk
at, addig egyre-masra kovetiink el olyan hibdkat — nemgsak tanit-
vanyaink, de mi magunk is — hogy egy ilyen fiiggvényt, mint

VaO—xP+Vx—2),

igy alakitottuk at:
=]l—x+tx—2=—1,

holott ez a fliggvény —oo-t6l - oo-ig mindeniitt pozitiv, csak
+1 és -2 kozott konstans, masutt linedris. Mindez magatol érte-
t6d6 lesz a szamunkra ¢s tanitvanyaink szdmdra is, ha megszok-
juk, hogy az algebrai kifejezéseket ne formdlisan kezeljiik, hanem
fiiggvényeknek tekintsiik, a lehet6ség szerint abrazoljuk, elképzeljiik.

Természetesen azt a valés szamok korében szokasos meg-
allapodast is tisztaznunk kell, hogy a négyzetgyok értékét, ha elébe
mis elbjelet nem irunk, pozitivnak tekintjiik. Ezzel a megallapo-
déassal éllanddéan éliink — példaul akkor is, amikor a masodfokd
egyenlet gyokképletében

+VF—4ac
irunk (ha a J— jelébe beleértenénk mindkét elGjelet, akkor elég
volna elé¢ - jelet irni). Hogy ez mégis mennyire nem tudatos
tanitvadnyainkban,* arrél konnyen meggy6zOdhetiink a . kovetkezd
modon : irjuk fel valamelyik fels6é osztdlyban a tablara
- a,haa=0
R AN
Vg =laf— =q,:ha d'=0,
azutan kérjiink meg egy atlagos didkot, mondja meg, helyes-e ez,

* Annak ellenére, hogy a II. gimndziumi tankdnyv ezt kiilén kiemeli!
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ha igen, miért, ha nem, miért nem. (Ehhez természetesen nemcsak
a négyzetgyok pozitivitdsara vonatkozé megallapodassal kell tisz-
tiban lennie, hanem az abszolut érték definicidjaval is: pozitiv
szam abszolat értéke maga az illetd szam, negativ szam abszolit
értéke a szam ellenkez6 eldjellel véve.)

IX.

Megtanultuk a szovjet didaktikatol, hogy a fiiggvény fogal- -
mara alapozva, fiiggvényszerii targyalasban kell tanitanunk nemcsak
az azonos atalakitasokat, hanem az egyenlefek és egyenletrendsze-
rek megoldasat is. Kiizdeniink kell az ellen, hogy a didkok az
egyenletrendezést, akarcsak.az azonos atalakitdsokat, formalis sza-
balyok alkalmazasanak tekintsék. Az egyenlet gyOkei: azok a
helyek, ahol az egyenlet két oldalan allo fiiggvények egyenld érté-
keket vesznek fel (a gorbéknek kozos pontjuk van). Az egyenlet-
rendezés: olyan jabb egyenletek elbdllitisa, amelyeknek a.gyokei
megegyeznek az eredeti egyenlet gyokeivel (,egyenértékii egyen-
letek“) és amelyek koziil az utolsor6l kozvetleniil leolvashatjuk a
gyokoket. Ha ilyen atalakitis nem lehetséges (pl. kozben négyzet-
reemelést kell végrehajtanunk , akkor annyit koveteliink meg az
egyenletekt6l, hogy ha nem is mind egyenértékiiek, legalabb mind-
egyik kovetkezménye legyen a megel6zonek, azaz tartalmazza annak
mindegyik gyokét — de azonkiviil esetleg mds . n. ,hamis gyo-
koket“ is. Az utObbiakat behelyettesités utjan konnyen kiselejtez-
hetjiik. Mindezeket a kérdéseket egészen vilagossa tehetjiik, ha az
egyenleteket — kiilon a jobb- és baloldalukon all6 fiiggvényeket
— abrazoljuk. Példaul az, hogy az

5 1
: +(x—2) (x+3) x—2

egyenletnek a megoldds végeredményeként adodo x,=-+2 és.
x,— —2 koziil csak az utébbi gyodke, az el6bbi nem, egycsapésra
vilagos, szemléletes értelmet nyer, ha az egyenlet baloldalat (eset-
leg némi azonos datalakitdas utdn) dabrdzoljuk. Olyan hiperbolat
kapunk, amely az x-tengelyt egyetlen pontban, az x==—2 pontban
metszi. Persze, ném kell késdbb is minden egyenletnél elvégezni

=0

‘az abrazolast; ez nagyon meglassitand a munkat. Egy-két szem-

léltetés elég ahhoz, hogy ezek a fogalmak vildgossa, tudatossa val-
janak a tanulékban. Ha ezt megtesszilkk — akkor kézzelfoghato
értelmet nyer tobbek kozott a O-val val6 osztas tilalma. Ha viszont
elmulasztjuk — akkor mindig lesz benne valami misztikus, érthe-
tetlen.

Az egyenletek fiiggvényszerii tirgyaldsdnak, ahogyan azt a
szovjet didaktikatél megtanultuk, van egy méasik oldala, egy masik



216

értelme is: betiis egyenletek és egyenletrendszerek megoldasakor
tudatositanunk kell, hogy mind az eredeti egyenlet két oldala,
- mind az &talakitds kozben kapott egyenletek két oldala, mind pedig
az eredményiil kapott kifejezés a benniik szereplo betiik fiiggve-
nyei. Meg kell tehdt vizsgalnunk a kapott megoldast abbdl a szem-
pantbol, hogy ezeknek a fiiggvényeknek kiilonboz6 értékei mellett,
vagy értelmetlenné valasa esetén milyen esetek lépnek fel; a betiik
bizonyos értékeinél a megoldas értelmét veszti, vagy éppen végte-
len sok megoldds 1ép fel, amelyek kozott esetleg bizonyos Ossze-
fiiggés van, ha egyenletrendszer gyokeirdl van sz, stb. Ezt nevez-
ziik az egyenletek, ill. egyenletrendszerek diszkusszidjanak. Efelé
egyeldre csak az els6 1épéseket tehetjiik meg. De ezeket siirgbsen
meg is kell tenniink.

X.

Ugyancsak tavolabbi problémét vet fel, de mar ma is elgon-
dolkoztaté az az t, amelyet BrAGYISZ a komplex-szamok beveze-
tésére ajanl. A szokasos ut — amely szerint a negativ szam addig
értelmetlennek tekintett négyzetgyokét egyszerre szamnak kezdjitk
nevezni €és szamolunk vele — konnyen jarhat valami misztikus
mellékzongével (,szdm, amely nincs és mégis van“). Holott a
komplexszamok ugyanugy a valdsagot tiikrozik, mint a valds szam!
Erdemes tehdt mindjart a komplex szimok bevezetésekor ezt emelni
ki, €s az uj szamokat, mint a sik pontjainak, vagy ami ugyanaz,
az origobol a sik pontjaihoz htizott vektoroknak a halmazat értel-
mezni. Ezekre a szdmokra ugyantgy definidlni tudjuk a miivelete-
ket, mint az egy egyenesbe esd kiilonféle iranyq és nagysagu
vektorokra, azaz a pozitiv és negativ valosszamokra. A miiveletek
tulajdonsagai is véltozatlanok. Viszont az 1ij szamkorben mar nega-
tiv szamokbol is tudunk négyzetgyokot vonni. — Erdekes meg-
-emliteni, hogy a komplex-szimok ilyen bevezetésének gondotatat
-a kozelmultban BraaGyisztol fiiggetleniil felvetette SZELE TIBOR is.*

XL

, Ratériink annak ismertetésére, hogy mit koszonhet a magyar
geometria-oktatds a Szovjetuni6nak. Ezt a kérdést jol megvilagit-
hatjuk azzal, ha 0Osszehasonlitjuk a tavaly érettségizett hallgatok
geometriai tudasat egy mai kozépiskolai tanuld ismeréteivel. El6b-
bick annyira le vannak maradva, hogy olyan feladatokat sem képe-
sek megoldani, amelyeket I. vagy Il. osztilyos tanuld jatszva meg-
old. Nem beszélve a leggyengébbekrol, akiknek probléma egy

* A komplex szamok bevezetése vektoralgebrai alapon. Matematikai
Lapok 1. éviolyam, 5. szam. (1950).
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haromszoget szerkeszteni adott 3 oldalabol, az atlagra is az jel-
lemz6, hogy érettségi utidn csak egy csekély toredékiik tud mond-
juk két ponton atmend és adott egyenest érinté kort szerkeszteni.
Bar ezek a hallgaték mar a felszabadulds utin kezdték gimna-
ziumi tanulményaikat, mégis azt lehet mondani, hogy a geometriat
egyaltalaban nem tanultdk. A felszabadulds el6tt annyira nem volt -
geometria-oktatds, hogy még utdna is éveknek kellett eltelni, mig
komolyan megindulhatott. Ez csak akkor tortént meg, amikor a
szovjet példa nyomdn a geometria a tantervben megfelel6 helyet
és oraszamot kapott, szovjet tapasztalatokra tdmaszkodva elkésziil-
tek az uj tankonyvek és magyar nyelven is megjelentek a szovijet
szakkonyvek, didaktikai cikkek, moddszertani kézikonyvek, melyek
a tandrok tovdbbképzéséhez adtak segitséget.

A megindult fejlédés eredményei lemérhetok a Kozépiskolai
Matematikai Lapok feladatmegoldédsain._ is. Egyre tobb megoldés
érkezik a geometriai feladatokra, eleinte csak az als6bb osztalyok-
bol, késtbb a felsébbekbdl is.

Osszehasonlitva mai geometria-oktatisunkat a multbelivel,.
megdllapithatjuk, hogy egész mai geometria-oktatasunk a szovjet
tapasztalatok felhaszndlasanak koszonheti kialakuldsét és fejlodését.

A szovjet eredmények felhasznaldsa egyrészt fontos elvi kér-
déseket tisztazott, masrészt a gyakorlati munkdhoz konkrét segitsé-
get nyujtott. A legfontosabb elvi kérdés az: miért kell geometriat
tanitani. A materialista vilaignézet szerint tuddsunk a természet
megfigyelésébol, megértésébol fakad. A természetet a matematika
segitségével érthetjiik meg és tudjuk céljaink szerint atalakitani,
ehhez pedig a geometriai ismeretek nélkiilozhetetlenek. Gondoljunk
akar egy gép megszerkesztésére, akar egy épiilet és a benne lezajlé
munkafolyamatok megtervezésére, egy banya feltdrdsara, stb. —
mindezekhez sziikség van konkrét geometriai tények, tételek isme-
retére, csakiigy, mint a geometria tanitdsa sordn kialakul6 térszem-
1életre. A szerkesztési feladatok megoldasa ezenkiviil 6nall6 logikus
gondolkozasra is nevel, amely nem potolhatd semmiféle sémaval,
vagy formalizmussal. Arra szoktatja ez a tanulokat, hogy keressék,
felfedezzék az osszefiiggéseket, egyszoval dialektikusan gondolkoz-
zanak.

A tanitas céljainak tisztdzasan tdlmenden kiilonosen sokat
koszonhetiink a szovjet tudomdnynak azért, mert az eredményes
tanitds modszerére vonatkozd -gazdag tapasztalati anyagat rendel-
kezésiinkre bocsdtotta. Nem térhetiink itt ki minden oktatési kér-
désre, ill. annak minden részletére, hiszen ez kotetekre terjedne,.
megelégsziink azzal, hogy néhdny kérdést kiemeljiink.

A szovjet didaktika megallapitja, hogy a geometria tanitasat
egy eldkészitd (propedeutikus) fokozattal kell kezdeni, amely alatt
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szemléletesen, a torténeti fejlodés ttjat kovetve kell tanuldinkat
megismertetniink a legfontosabb geometriai fogalmakkal és tények-
kel. Az ezt kOvetd rendszeres fok a kozépiskoldban a geometria
euklidesi fejlédési szakaszat koveti, azonban tovabbra sem nélkii-
lozheti a szemléltetés segitségét. A szovjet iskola a modellekkel
szemléltetésrl fokozatosan tér ré a puszta szerkesztésekre, majd
maganak a sze€rkesztésnek is csak gondolatban elvégzésére. A fej-
16dés utja nalunk is ez kell, hogy legyen, egyel6re azonban tanu-
16ink elOismereteinek hidnya miatt a szemléltetést €s szerkesztést
még a magasabb osztdlyokban is végezniink kell. Erdekes kérdés,
hogy a térmértan tanitdsat miképpen kapcsoljuk 0Ossze a sikmér-
tannal. Ezek merev szétvalasztasa, kiilonosen kezd® fokon semmi-
esetre sem helyes, hiszen a valdsdgos vilag alakzatai mind tér-
alakzatok, a sikmértaniak ezekbél elvonatkoztatissal jonnek létre.
A fuzionizmus mértékére nézve a szovjet tankonyvek nincsenek
teljesen egységes allasponton, ennek a kérdésnek a megvizsgaldsa
most van kialakuloban. Nagyon érdekesek N. F. CSETVERUHINnak
a térmértani vetiileti rajzok és az azokbdl kiolvashaté sikmértani
Osszefiiggések felhasznaldsara vonatkozo példai {ellipszis targyalasa
a korok affin kapcsolata alapjan); ez a teriilet még kevéssé van
kidolgozva, pedig a kozépiskolai geometriai tanitds értékes anya-
gava fejlédhet. A mi geometriai oktatdsunknak van még egy ezt
megel6z0 feladata, az, hogy kartdrsaink megismerkedjenek a helyes
térmértani rajzok készitésének alapelveivel. Ezidoszerint még tan-
konyveink is tele vannak hibas dbrédkkal, melyek nemhogy el8se-
gitenék a térszemlélet kialakuldsit, hanem azt egyenesen hatréltat-
jak. A szovjet tankonyvek tantisiga szerint ezek a hibak a szovjet
oktatasban is el6fordulnak, mi sajnos még nem tartunk a hibak
kikiiszobolésénél. : :

Az eddigiekben csak kiragadtunk néhdny gondolatof, hogy
legalabb valamennyire érzékeltessiik azt a hatalmas segitséget, amit
a szovjet tapasztalatok felhaszndldsa nyujt. A részletekrél nem
beszélhetiink, de nem mehetiink el sz6 nélkiil azok mellett az érde-
kesnél érdekesebb gyakorlati feladatok mellett, melyeknek a szovjet
szakirodalom kimerithetetlen kincsestdra. Kivanatos volna, hogy
ezek a feladatgyiijtemények is megjelenjenek magyar forditdsban
és igy necsak a Kozépiskolai Matematikai Lapok révén ismer-
kedhessenek meg kartarsaink és didkjaink egy-egy érdekesebb ver-
senyfeladattal, hanem mindennapi oktatdsi munkankban is _minél
tobb, a szocializmus épitésének szellemét sugarzé feladatot hasz-
nilhassunk fel.

XIL

Kiilon beszéliink -még arrél a jelentds segitségrol, amit a
gyakorlattal valo kapcesolat elmélyitésére: vonatkozo szovjet tapasz-
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talatok atvétele jelentett a szamunkra. Szovjet példa nyoman
geometriatan'tisunkban egyre nagyobb szerepet juttatunk a sza-
badban valé mériseknek. Ezek a foglalkozdsok éltalanos iskolai és
gimnaziumi fokon egyarint kozvetlen élménnyé teszik a tanulok
szamara ast, hogy a geometria és a matematika tobbi 4ga nem
elvont ,tételek rendszere“, de nem is csupan magasrendii szoéra-
kozast biztosité feladatok gyiijteménye, hanem a gyakorlatban fel-
hasznalhato, a valoésig megvéltoztatasanak eszkoze. Ezen az élmé-
nyen til a tanulok gyakorlatot is szereznek a legegyszerlibb me--
z6gazdasagi, geodéziai, mérnoki, hadédszati €rdekességii mérések-
ben. Ezen a téren is még csak az els6é lépéseknél tartunk, nagy
sziikség van pedagoégusaink bator kezdeményezésére.

A Szovjetunio Gtmutatisa nyoman matematika-kdnyveink fel- -
adatanyagaban is igyeksziink mind jobban a gyakorlat felé¢ for-
dulni. Hosszd, tobb éves, ‘talan évtizedes gyiijtdmunkara lesz itt
sziikség, hiszen a kovetelmények elég szigoriak. A felvetett gya-
korlati problémaknak nem szabad olyan technikai részleteket tar-
talmazni, amelyek elhomadlyositjak az illusztraland6 elméleti kérdést
és természetesen nem tartalmazhatnak a tanulok tudasan tilmend
elméleti kérdéseket sem. Azonkiviil, hogy a tankonyvekben felhasz-
nalhatok legyenek — lehetdség szerint ardnyosan kell eloszlaniok
a kozépiskolai matematika egyes fejezetei kozt (ez a legstilyosabb
kovetelmény). A gyakorlati feladatok gyiijtése a Bolyai Tarsulat és
a Kozoktatasiigyi Minisztérium iranyitdsa mellett mar megkezd6-
dott. Pedagégusaink eddig tobb, mint 200 olyan feladatot gyiijtot-
tek Ossze, az ipar, a kozlekedés és a mezdgazdasag korébdl, amely
az altalanos és kozépiskolai oktatisban felhaszndlhat6 lesz.

Egy masik jelentds kezdeményezésrdl is beszdmolhatunk itt,
amely egyik textilipari technikumunk matematikai tanira, DALLOS
LAszLO részérdl indult ki. O tanitvanyait vonja be a textilipar
korébe esd gyakorlati feladatok készitésébe. Példaképpen ldssuk
LAzAr KAroLy III. c. osztdlyt tanulo egyik feladatat:

»Egy lanchurkol6 gép aruhengerének sugara 5 cm. Milyen
hossza aru tekeredik rd 30 fordulat alatt, ha az 4ru vastagsiga 1

mm ?“ A feladata 100z, 1027t, 104, ..., 1587z szamtani sor 6sz-
szegezésére vezet; eredménye : :
Su—= (100”+2158”) 30 _ 38707 ~ 12150 mm — 12,15 m.

Ebben az irdnyban is a Szovjetunio, a szovjet didaktika, szov-
jet pedagogusok tapasztalatai mutattak el6szor utat. NYIKITYIN a
Szoveges feladatok megoldaséban beszamol arrdl, hogyan vonjik
be a szovjet pedagégusok tanitvdnyaikat a feladatkészilésbe. Rész-
letesen foglalkoznak ezzel a kérdéssel a szovijet folyéiratok is (lasd
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pl. a Nacsalnaja Skola 1951. évi 8. szdmaban KuzZMENKO cikkét :
A szamtani alkotomunka tapasztalataibol). Mint latjuk, a szovjet
példa ezen a téren is visszhangra talalt pedagdgusaink korében.
. Végigmentiink a matematika édltalanos és kozépiskolai anya-
gan, és bemutattunk néhany példat matematikatanitasunknak azok-
10l a teriileteirdl, amelyeken kiilonosen nagy valtozdsok tutjat nyi-
totta meg a szovjet tapasztalatok érvényesitése. Természetesen
matematikatanitisunk nemcsak részleteiben valtozik meg, és fej-
16dik tovabb_1j ttakon: megvaltoznak azok az elvi alapok is,
amelyeken az egész didaktika felépiil. Ezt mi sem mutatja jobban,
mint az, hogy a matematikat tanité pedagégusok — altalanos és
kozépiskolaiak egyardnt — mar harmadik esztendeje évrdl-évre
konferencidkon gyiilnek egybe, hogy itt kozos megbeszéléseken
tisztazzak matematikatanitasunk elvi kérdéseit és az ezekbdl levon-
hatoé gyakorlati kovetkeztetéseket.
Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a Szovjetuni6 segitsége -
ma mar matematikatanitisunk minden teriiletére kihat. Ennek a
segitségnek a “kovetkeztében a mult kiros oroksége, a formalizmus,
a gyakorlattol valo elzarkozas és a burzsod osztily-iskola tobbi
velejar6ja egyre inkdbb kiszorul a matematika-6rakrol. A szamtan-
orak ma mar nem a taposémalom egyhangtisagaval telnek el; de
nem is valami félelmes, ijesztd, érthetetlen ismereteket tanulnak ott
dolgoz6 népiink gyermekei, hanem a gyakorlat céljait szolgdald, a
logikus gondolkozast fejlesztd, érdekesebbnél érdekesebb problé-
makat felvetd tudoméanyt. Nem akarjuk elhallgatni, -hogy még sok
adossagunk van — az altalanos iskolai alsé és felsd tagozatok és
a kozépiskoldk matematika-tanitdsa még korantsem alkot harmo-
nikus egységet, nem segiti egymast tigy, ahogy kellene; sok tanar
tanitja még a matematikat az €lettdl elvonatkoztatva. Pedagogusaink
tbbbsége azonban felismerte és mind nagyobb mértékben igénybe
is veszi a Szovjetuniotol kapott segitséget, sot, sajat kezdeménye-
zéseivel is hozzdjarul ahhoz, hogy a matematika a szocialista em-
ber kialakuldasdnak és a szocializmus épitésének eszkozévé valjék.



0. J. Smidt kozmogoéniai elméletérsl
(Els6 kozlemény)

Irta: FoLpes IstvAn

Bevezetés

SMIDT akadémikus kozmogoniai elméletérdl mar szamos ismer-
tet6 cikk jelent meg magyar nyelven, amit ezen elméletnek a ter-
mészettudomanyok korét messze talhalado, vilagnézeti jelentGsége
a legnagyobb mértékben indokolttd és sziikségessé tett. E cikkek
azonban legnagyobbrészt teljesen népszeriisito €s leir6 jellegliek.
- A Fizikai Szemle legktzelebbi szdmaiban megjelend ismertetés ugyan
teljes attekintést igyekszik -adni az elmélet alapeszméirél ¢€s
bel6liik levezethetd eredményeirdl, azonban helysziike miatt a
szerzOknek el kellett tekinteniok azoknak a levezetéseknek a bemu-
tatasatél, melyekbdl a Smidt-elmélet értelmében a bolygok kialaku-
lasdahoz vezetd folyamatoknak, 0. m. részecskék rajénak a Nap
altal tortént kaptaciojanak (magavalragaddsanak) €s a kaptalt rajban
kondenzacids gocok fokozatos kialakuldsanak lehet0sége kivetkezik.
Ennek kovetkeztében az emlitett cikkb6l az olvas6 nem nyerhet
kielégitd tajékoztatist a Smidt-elmélettel Osszefiiggd matematikai
problémak természetérél, ami anndl sajndlatosabb, mivel ezt az
elméletet éppen az jellemzi, hogy a régebbieknél sokkal nagyobb
terjedelemben hasznalja fel a matematika modszereit; targyalas-
mddjanak ez a felfokozottan matematikai jellege adja meg tobbek
kozott a Smidt-féle kozmogoOnianak a megbizhatésag és hitelesség
azon fokat, melyet a Naprendszer keletkezésére és fejlédésére vo-
natkozo osszes eddigi vizsgalodasok nélkiiloztek: a posztulalt
folyamatok bekovetkezésének a lehetdsége, valamint a Naprendszer
osszes lényeges megfigyelhet6 jellemvonasait kifejez6 tényeknek az
elméletb6l levezethetd eredményekkel vald pontos kvantitativ egye-
zése itt ki van mutatva. Hogy SmipT elméletének értékét €s a
Naprendszer kozmogonidjanak korébe tartozd tobbi hipotézisekkel
szemben megnyilvanulo folényét felbecsiilhessiik, feltétleniil sziiksé-
ges tehat, hogy teljes egészében ismerjiik az elméletben felhasz-
nalt matematikai apparatust; ez egyuttal annak is el6feltétele, hogy
az elmélet még tisztazando kérdéseinek megoldasaban kozremiikod-
hessiink.

15 Matematikai Lapok



A jelen cikk tirgya a tisztdn gravitacios kapticids folyamatok
elméletének ismertetése; két tovabbis kozleményben a fizikai ténye-
z6k (pl. fénynyomas, mechanikai energidnak atalakuldsa hoévé) altal
befolyasolt kaptaciot, tovabbd a kaptalt raj tovabbi fejlédési folya-
matit szandékozom ismertetni, melyben a nem mechanikai faktorok
lényeges szerepet jatszanak. Ilyenforman ezek a cikkek és a Fizikai
Szemlében megijelend ismertetés egymast kolcsondsen kiegészitve
egyiittesen a bolygok keletkezésére vonatkozé Smidt-elméletnek a
lehettséghez képest teljes targyaldsat fogjak adni.

I

Tekintsiik n szamu, m,, my, ..., m,  tomegii P, Py, ..., Py
tomegpont mozgasat, melyek a Newton-féle torvény szerint vonzzak
egymast. Ha a mozgas tugy folyik le, hogy a ¢ id6 minden értéke
mellett (tehat a multban és a jovében egyarant) a Py, Py,..., Pai
pontok mindannyian egy olyan gomb belsejében maradnak, melynek
sugara egy elegendben nagy rogzitett R mennyiség, kozéppontja
pedig egybeesik a tomegpontok rendszerének tomegkozéppontjaval,
akkor a rendszer mozgasat stabilisnek fogjuk nevezni (ez az u. n.
Lagrange-féle értelemben vett stabilitds). :

Jeloljik a P; és P; tomegpontok tavolsagat ry;-vel. HiLmi
terminologidjat kovetve, a rendszer mozgasat f— -+ oo (illetve
f — — oo) esetén feljesen instabilisnek fogjuk mondani, ha i és j
minden értékére

rg(t) = o0, ha t— + oo (illetve t—— o0)  (i,j=0, I;.. ., n—1).

A mozgas instabilis, ha legalibb egy olyan i, j értékpar létezik,
melyre
r(t)— oo, ha t—+ oo (illetve — — o),

- Félstabilisnek t— - oo (illetve t — — oo) esetén pedig akkor fogjuk
nevezni a mozgast, ha létezik oly R>0 szam, hogy az id6 min-
den £>0 (illetve £<0) értéke mellett az r;; tavolsdgok- koziil legalabb
az egyik eleget tesz az r;(f)<R feltételnek; az az r; tavolsag,
mely ezen feltételt kielégiti, kiilonbdz6 idopontban mas és mas
P; és P; pontok altal lehet realizdlva. A félstabilis mozgasok kozott
kiilonosen fontos szamunkra az az eset, mikor a P, Py, ..., P
pontok rendszerén beliil létezik egy stabilis részrendszer.

A vizsgélatunk targyat képezé kérdést mar most a kovetkezo-
képpen vethetjiik fel:

Lehetséges-e a P, P,, ..., P,.1 tomegpontokbol dllo rendszer-
nek olyan mozgdsa, mely feljesen instabilis, ha t—— oo és fél-
stabilis, ha t— - oo; kiilonleges figyelmet érdemel az az eset, mikor
a mozgds félstabilis jellege abban jut kifejezésre, hogy az n tomeg-
pontbol dllo rendszeren beliil létezik egy stabilis részrendszer.
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Tekintettel arra, hogy egy tisztdn dinamikai rendszer esetében
(v. i. ha a Lagrange-féle fiiggvényben nem lépnek fel a sebessé-
gekre vonatkozolag els6fokii tagok) barmely megoldésban ¢ helyébe
—t helyettesitése altal megint megoldast kapunk, nyilvanvalo, ho
a most felvetett kérdést a kovetkez6képpen is megfogalmazhatjui):

Lehetséges-e rendszeriinknek egy olyan mozgdsa, mely { — — oo
esetén félstabilis (sot esetleg stabilis részrendszert tartalmaz), t — - oo
esetén pedig teljesen instabilis.

Mindkét megfogalmazds esetében arr6l van sz6, vajjon a
mozgasnak a f tengely egyik -irdnydban teljesen instabilis jellege
megengedi-e azt, hogy a masik iranyban félstabilis legyen, vagy
éppenséggel stabilis részrendszerek Iéphessenek fel ? Harom tomeg-
pont esetére vonatkoztatva az utébbi kérdés a kaptacionak, vagyis
eredetileg egymastol fiiggetleniil mozg6 témegpontokbdl egy stabilis
osszetartozd par képzodésének, illetve a kaptacios folyamat meg-
forditisanak, v. i. egy eredetileg Osszetartozé par szétvaldsdnak
problémajat adja.

Mindenekel6tt kimutatjuk, hogy ha egy n szédmia tomegpont- -
b6l allé rendszer i energiadlland6ja negativ, akkor egy f— — oo
esetén teljesen instabilis mozgas nem kapcsolodhatik egy ¢— - oo
esetén félstabilis mozgdssal; ebben az esetben tehdt a benniinket
érdekld kaptacios jelenségek nem kovetkezhetnek be. Azt a tényt,
hogy héarom tomegpontbol &ll6 rendszerben nem kovetkezik be
kaptacio, ha h<O0, eloszor ]. CHAzY bizonyitotta be 1929-ben;
kés6bb (1932) egy masik dolgozatot is publikalt, melyben meg-
kisérelte a kaptacid lehetetlenségét a h >0 esetre is kimutatni; ez a
bizonyitds nem szigorti, mégis jelentékenyen hozzajarult azon nézet
elterjedéséhez, hogy kaptici6 nem csak két, hanem harom test
esetében sem lehetséges. Ennek kovetkeztében a kaptacios folya-
matok hosszti idon &t teljesen kiszorultak a kozmogoéniai kovetkez-
tetésekbol.

1. tétel. Jelentse r(t) atomegpontok kolcsonds tdvolsdgai

koziil azt, amelyik a t idopontban a legkisebb :
r(f) = min {r;(?)};
ha h<0, akkor létezik egy olyan C>O0 dllando, hogy t minden
értékére
r()<C.
. . 2 £ e MMy

Bizonyitas. A rendszer erbfiiggvénye* U=2 g

tehat a kinetikus energiat 7T-vel jeldlve '
n—1

* Az egész cikkben mindeniitt 3= D' és J* =

=0 0<i<ji=n-1

Wl

15%
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- Uf: T_):,Vﬂl.'lnj :/l,
Tij
mivel 7 = 0, azért tehat
m;m;
Tij

ugy, hogy ha /h<0, akkor

S
—

+h=0,

s T 111 = 'h|
e R sl ’

ri
sk,
r(t)

> mim; = h|,

tehat

Xt mim;
r(t)j}_ ;_I’li L.

Ezaital tételiink bizonyitya van és igy nyilvanvalo, hogy kaptacios
folyamatok nem kovetkezhetnek be, ha A£<0, hiszen ez ut6bbiak-
nal a rendszer mozgdsanak f— — oo esetén teljesen instabilisnek
kellene lennie, ami a most bizonyitott tétel értelmében nem lehet-
séges, ha h<0. Ki lehet azonban mutatni (CHAzY), hogy egyes r;
tavolsagok korlatlan novekedése bekovetkezhetik, ha /2 <O.

Tekintsiik most a h>0 esetet. Bebizonyitjuk a kovetkezo,
JACOBI-t6l szdrmazo tételt :

2-tétel. Ha h>0, akkor létezik legaldbb egy olyan i, j
értékpdr, hogy :

rij— oo, ha t —- oo (vagy t— — o).

A bizonyitdis az 1. n. Lagrange-Jacobi-féle egyenl6ségen
alapul, mely a kovetkezoképpen vezethetd le:

Vonatkoztassuk a rendszer mozgdsit egy oly x, y, z koordi-
natarendszerre, melynek tengelyeinek irdnya valtozatlan marad,
origoja pedig dllandban egybeesik a rendszer tomegkdzéppontjaval;
tekintsiik a rendszernek tomegkozéppontjara vonatkozo J tehetet-
lenségi nyomatékat :

J=Zmr?,
ahol
ri=xt+y 4 7.
Differencidljuk ezt az egyenldséget kétszer ¢ szerint:

di ’ T ’r ’ 2 /i
d—t{=22m,—(x.-x$ +yiyl f izl + x4y 4 2P
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Figyelembe véve a mozgas

d2x,~_‘ oU d'ly;_‘__oU dzl;w gl
m;mj—f '(;}7", m,,FF—HNW, m; e 02 (I»'--O, ],...,fl—])

egyenleteit és az energia megmaradasat kifejezo

% Xmi(xF + Y22y =U+h
integralt, ezt az egyenl6séget a kovetkezO alakba irhatjuk:
d? __,\,(‘ aU ‘()U 4 AiIU~
ar 22\ gy Ny, e AU,
Azonban az U erdfiiggvény —1 dimenziéji  homogén fiigg-
vénye az X;,y:,2: (i=0, 1,..., n—1) valtozoknak, tehat EULER egy
ismert tétele szerint

vf,, 0U ol w4 S R
H(x’ aXi 2 0y & Dz 2

Ennek felhasznalasaval nyerjiik a

L e
4 = 2U+ 2h)

egyenl6séget, melyet harom tomegpontra LAGRANGE, az altalanos
esetben pedig JAacoBi vezetett le; ez az egyenlség igen fontos
szerepet jatszik az égi mechanikdban és a statisztikus mechanika-
ban (virialtétel). . :

Integraljuk most ennek az egyenldségnek mindkét oldalat
kétszer egymas utan O-tol ¢>0-ig:

: T~ 1)+ 2| (Ut 2hyt,

JO—J O+ 1) 12| [ (U+2ndtat.

00

Mivel U>0, azért

| J(t)>J(0) + ] (O)t -+ 4_U‘hdtdt,

vagyis ' :

; J(@®) >J )+ ] (0)t+2ht,

tehat ha h>0, akkor
J()— o<, ha t— - oco(vagy t— — o0),
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ami nem volna lehetséges, ha valamennyi r;(¢) tavolsag korlatos
volna, mivel akkor az Osszes tomegpontoknak a tomegkozéppont-
tol valé r.(t) tavolsdgai is és ennek kovetkeztében J(¢) is korlatos
volna. A most bizonyitott tétel dllitisa a #=0 esetre is konnyen
kiterjeszthetd.

JAcoBl tétele arra mutat rd, hogy a h>0 esetben a mozgas
mindenesetre instabilis, és pedig mind a negativ, mind a pozitiv
i-tengely iranyaban. Ez az dllitis nem zdrja ki sem a teljes insta-
bilitast, sem stabilis részrendszerek létezését. G. F. HiLM1 kovetkez6
két tétele pedig éppen arrdl tajékoztat, hogy bizonyos feltételek
mellett mind az egyik, mind a masik mozgastipus valéban bekd-
vetkezhetik ¢ — - oo (vagy f— — o) esetén, ha A>0.

3. tétel. Ha a P, P,,..., P... tomegpontokra vonatko-
20lag a t=0 idopontban fteljesiilnek az

(1 s(0)>0,
s : 8M*
2 5(0) > )
feltételek, ahol
s(f) = min %}is,
M
M=,
M’ —2mm;, M’ -~ min 3_”1’”_:;;1 2

akkor
r(t)— oo, ha t— 4 oo,
tehat a tomegpontok kozti Osszes tavolsdgok korlatlanul noveked-
nek, ami az 1. tétel szerint csak akkor kovetkezhetik be, ha ~A>0.
A bizonyitashoz sziikségiink lesz a kovetkezd, HiLMIt6l szar-
mazé egyenlbtlenségre :
A
3) r®)=r(©)+sO)t— | | % atat, na to.
00
Ennek levezetése céljabol vezessiik be az . n. Jacobi-féle
koordinatakat. Ezeket a kovetkezoképpen definidljuk. Jelentsék
§,m,G a P, pont koordinatéit egy olyan derékszogii koordinata-
rendszerben, melynek orientaci6ja nem valtozik és origéja allandéan
egybeesik Py-al; &, 7, §, jelentsék a P, pont koordinatait egy olyan
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derékszogli koordinatarendszerben, melynek origoja egybeesik P,
és P, tomegkozéppontjaval, stb.; végiil &1, 7n-1, &n1 jelentse Pys
koordinatait egy olyan rendszerben, melynek origéja egybeesik P,
P,...,P.s €s P, tomegkozéppontjdval; az Osszes emlitett koor-
dinatarendszerek megfeleld tengelyei legyenek egymassal parhuza-
mosak. Konnyen igazolhat6,* hogy a mozgas differencidlegyenletei
ezekben a koordinatdkban a kovetkezOképpen irhatok :
428 2 gt il ol s oW Ee

(4) [l,—JF——a?, [.t;—d—fr—m, Wi dFr ——E(ll’-— 1,2,...,11—1)

hol

Mol
my+m,’
__(me+m)my

my—+my,~+m,’

=

= (m0+m1 + s o +mn-:.’.)m“,]
My~ + ... - ma
az energiaintegral pedig a kovetkezd alakot olti:

o

n-1

1 ) 9 P )
%) 5 2 ME L) = U-th

5 Tekintsitk most a P, pont relativ mozgasat Pi-hoz képest.
Z

rm=8+n4+&
identitast kétszer differencidlva

falo+ ro=5§& + mn + e e ne o

Mivel r;i a P, pontnak P,-ra vonatkoztatott sebessége radidlis kom-
ponensének a négyzete, &+ n*+4 L pedig a teljes relativ sebesség
négyzete, nyilvan

ra < & +n 457,
tehat

Talo = 5 & -+ + 5,5

A (4) mozgasegyenletek felhasznalasaval ez az egyenlGtlenség igy
irhato : _
g 0U ou

Talo = }(t — 7
SEs “y & “ 0M

2 +§1‘;—g).

* L. pl. Wintner, The Analytical Foundations of Celestial Mechanics,
§ 384—386. :
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Jeloljiik [-el a P, pontot a P, ponttal 0sszekotd egyenes iranyat;
akkor az el6bbi egyenl6tlenség a kovetkezé alakot veszi fel:

el («31 aU  m U & OU)_ 1 oU

To 05 o 0m ' Ta 0&) w ol

Ha a &, s, %, ..., 8.1, M1, L1 Jacobi-koordinadtak értékeit allan-
d
ol
pont helyzetét P,-hoz képest meghatatozo &,1.,L koordinatak
értékeit valtoztatjuk meg, akkor a kozvetlen geometriai szemlélet
alapjan belathato, hogy a Jacobi-koordinatak ilyen megvaltoztata-
sanak az r; tavolsagoknak olyan megvéltozdsai felelnek meg, melyek
abszolut értékre nem lehetnek nagyobbak, mint a P,P, tavolsig
megvaltozasa. Ezért

ddéaknak veéve (a miivelet jelentésének megfeleléen) csak a P,

Al .
T ey
tehat -
gl S MMM 0Ty Nt mam,
al e VR e o Pl o
Figyelembe véve, hogy
m,m . m;m; .
= 0 L i A b '»-:fM,
m, - m, { m;+m; \

ey M
BTN (ol
tovabba, hogy minden ¢ idépontban
r@=min{r;O} =ry(® (¢j=0,1,...,n—1),

azt talaljuk, hogy :

o M*
rﬂl X 9
; 7
Két izben integralva ezt O-t6l egy pozitiv t-ig

2O
’ M
rOl(t)érM(O)*i‘rm(O)f‘—‘J I—;._)‘ dtdf,
N (‘l l‘)
ahonnan a fortiori
i i =

rou(t) = r0)+ s(O)t—jf

00

M*
r2

-dtdt.

e it s et~ o |




229

Mivel azonban a P, és P, pontoknak a rendszer barmely két tomeg-
pontjat vehetjiik, eredményiinket igy is irhatjuk:
t 3

~ *

ry(f) = f(0)+s(0)t_.’.[M

r'.!

didi=(i.j=0,1,..5";n=1).
y¥ A 00 i
Azonkiviil 7(f) minden idépontban megegyezik legalabb egy r;(f)-
vel, tehat
t

1
r(t) > r(0) -+ s(0)t— ‘ fff dtdt,
. 00
mialtal a Hilmi-féle egyenl6tlenség be van bizonyitva.
Ezek utan térjiink at a 3. tétel bizonyitdsara. A (2) feltétel-
b6l kovetkezik, hogy

s(0)  4M*
2 s
; de akkor (1) alapjan minden ¢ > O-re
r(0) . s(0) aM* 4M* s(0) .|
©® S+ oo T 20 '8 (.‘ +70) ’) -
i

“Tovabbé nyilvan

t

AR e AM = 4+ _4_1!‘
- J (5(2—0) 3 S—(ZOZ t) s(0)(r(0) + s(0)) ' r(0)s(0)’

M*dtdt AM* s(0),) = 4M’
JJ?@Yﬁ@ﬁ?"?@7mﬂ1+ﬁmq+vwnmﬂ'
00 ( 2 + 2 t)
Ezért (6) a kovetkezoképpen irhato:
$.-1
r©). -s(0), ¢ M'dtdt
(1) 2tz || e e
} J Eoe.

Mivel r(0)>0, azért elegendéen kicsiny pozitiv ¢ értékekre
r(0) , s
® s Wy
Tekintsiik azon * =0 szamok Q halmazat, melyek azzal a tulaj-

donsaggal rendelkeznek, hogy (8) minden #*-nal nem nagyobb,
nem negativ ¢-re vonatkozolag teljesiil. Ha Q korlatos, akkor ©

jelentse Q felsé hatarat, ellenkezd esetben pedig legyen 7= <.



Kimutatjuk, hogy = nem lehet véges; tegyiik ugyanis fel.
hogy = véges értékkel bir, akkor

©) rt)> (_(23) i S(TO) t, ha 0<t<m,
és
(10) O fi2(1>+s<70>

Mésrészt (7) alapjan

r©) s(©) . r M'dtdt
et ST L el f—po,
R [

de akkor (9), (10) és (11)-bol

(0)
-

T

s M
o ~‘] = et

Ha most a (3) egyenldtlenséget a = = id6pontra vonatkoztatjuk,
akkor innen és a (12) egyenl6tlenségbol :

0, s©),
Sk

(12)

00

r(r)>

kovetkezik, ami ellentmond (10)-nek. Eszerint v = oo, vagyis (8)
minden #>0-ra teljesiil, de akkor

f(f)—»co, ha t—+ oo,

tehat a tétel be van bizonyitva.

Ha a dinamikai folyamatok reverzibilitisara hivatkozva ennek
a tételnek az allitdsat a £ —— oo esetre vonatkozdlag atfogalmazzuk,
azt talaljuk, hogy ha /71>0, akkor lehetségesek olyan mozgésok,
melyek f—— oo esetén teljesen instabilisek. Az 1. tételb6l azon-
ban az kovetkezik, hogy f—— oco-re teljesen instabilis mozgasok
csak akkor Iéphetnek fel, ha h >0, a 2. tétel pedig azt mondja,
hogy ha h>0, akkor a mozgds az id0 valtozasanak mindkét ira-
nyaban instabilis (bizonyitds nélkiil emlitettiik, hogy ugyanez az
allitis akkor is helyes, ha h=0). A multban teljesen instabilis
mozgisok eszerint semmiesetre sem mehetnek at a jovében stabilis
mozgasokba. Ha tehat egy f ——oo-re teljesen instabilis mozgas
egyaltalan vezethet asszocidci6s folyamatokra, ha f— - oo, tigy az
esetleg keletkezd stabilis rendszerek’ az n tomegpontbdl all6 rend-
szer tagjainak legfeljebb csak egy részét foglalhatjdAk magukba.
Felmeriil azonban a kérdés, vajjon egy mozgas teljesen instabilis

—



231

multja a beléle folyd =0 feltételnél fogva nem zarja-e ki akar
csak stabilis részrendszerek kialakuldsat is? Erre a kérdésre n=3
tomegpontbdl allé rendszerek esetében HiLmi kovetkezd tétele adja
meg a valaszt:

4. tétel. Ha h>0 és létezik egy oly R>0 szdm, hogy

(13) 0(0)>2R,
a9 0'(0)>0,
(15) 5 0(0)<7(0),
(16) 5 0(0)<7a0),
X ___Sﬂ 2 2momy
54 O~ @ m T @R

ahol M= my-+m,-+m,, o(t) pedig a P, pontnak a P, és P, pon-
tok tomegkozéppontjdtél mért tdvolsdgdt jelenti, akkor

o(t) = oo, ha t - oo,
mig minden t > 0-re
Tmn<R
marad.

Tekintsiik azon t* >0 szamok Q halmazat, melyek azzal a
tulajdonsdggal rendelkeznek, hogy a

(18) o(t)>2R
(19) ’(®>0

(20) | 5 0O<1.(0
(21) v—12~9(t) <Tin(?)

feltételek minden ¢*-ndl nem nagyobb, nem  negativ t értékre tel-
jesiilnek. A o(f), 0'(f), ro(f) és ru(f) fiiggvények folytonossagabol
és a (13)—(16) feltételekbsl kovetkezik, hogy a Q halmaz egy
intervallum, melynek hossza >0. 1

Vizsgaljuk elészor rendszeriink mozgasat a £ € Q halmazon. A

e=8+m+5
azonossagot kétszer differencidlva 4
00" + o =5E + oy + 58+ 8 0+ &

-
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mivel o” a P, pontnak a P, és P, pontok tomegkozéppontjara
vonatkoztatott relativ sebessége radidlis komponensének a négyzete,
- mig &+ 4-L7 a teljes relativ sebesség négyzete, nyilvan -
=8+l + &7
tehat S 2l
: 00" Z&E + e’ + L8
‘Az (4) mozgasegyenletek felhasznalasaval

SR sl aU)
00" = 1 (Ez 0§2+7/20n2+€2 FYoy
Ha a P, és P, pontok tomegkozéppontjait a P, ponttal 6sszekdtd
. egyenes iranyat /-el jeloljiik, akkor

st (Eg oU | m aU ggau) 10U
g | T et et S e
w\ e a& 0 0%, 0 9l M 0l
Mivel egyszerii geometriai meggondoldsokbdl kovetkezik, hogy
0l Al |
Tl | 2 |,
azeért
oU __ mmy or,  mymy, o1, _ mym, _ mym,
gl Cc . ol T | e I Ios
€s ennek alapjan ik
A i 171@3)
R sy \ e )
majd (20) és (21) figyelembevételével, mivel , — @—JLM’M—
o 4AM ;
Tt e ety
o

Ezt az egyenlbtlenséget 20-val megszorozva és 0-t6l egy
t€ Q idopontig integralva ;

8M 8M
22 e — = 02(0)—
5 S =R Ok )
tovabba a fortiori
, SRR 7 T 4
23 ; ;l *0)——=;
(23) = 'O~ 5

megint 0-t6l egy f€ Q-ig integralva

@4) o= 00+ | 031
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Hivatkozzunk most a (4) energiaintegralra :
15

. 1,u,-(S?“’+nH—Q?):UJrh;
ezt a
E+n’ 4+ =0
cs
&1+ 8 20"
evidens Osszefiiggések felhasznalasaval a kovetkezOképpen alakit-
hatjuk at:

2mm * 2m,m; 2mgym;
- &llglThy > 0" —2h— LRt LI
r()l r12 rm
vagy
2mym, _2mgym 2m }rz., 2mym; 2m,m
(25) w ot A b LT 0 Y; ___2h___ 8 LA 0 2_ 0 1_

o R s T R
Masrészt a (1 7) és (22) egyenlétlenségek alapjan
0*— —h———p-——2>0

és a fortiori

Figyelembe véve, hogy u,M == msm,~m,m,, az utébbi egyenlbtlen-
ségbbl a kovetkezOt kapjuk:
2mym, 2mym, 2m,m,

B =2 ——pr= —

1
3 70
Ebbd] és (20)—(21)-bél

. 2m,m, 2mym, 2mym,
a0 —2h— 3 e .
T [P R

Ezt (25)-el egybevetve kapjuk, hogy

2m,m, 2mym,

e R >:0;

ahonnan
(26) - ra<R
kdvetkezik. 6y



Jelentse megint = a Q halmaz fels6 hatdrat, ha Q korlatos
és legyen 7= oo az ellenkezd esetben. Mindaz, amit eddig leve-
zettiink, csak #<w-ra vonatkozodlag érvényes, de ha kimutatjuk,
hogy 7 = oo, akkor eddigi eredményeinkbdl kovetkezni fog, hogy
a (24) egyenlétlenség minden £ >0 értékre nézve fenndll.

Tegyiik fel, hogy = véges értékkel bir. Akkor {=7-ra a

=0 Co0 L e(n)=2R

128 ‘ ¢'(1)=0,

(29) 1 0()=ru(), X
@0 3 0= ru(o)

egyenibtlenségek koziil legaldbb az egyiknek teljesiilnie kell. A
(13),.(17) és (24) egyenlétlenségekbd! kovetkezik, hogy

e(r)29(0)+]/"e'2(0)—§—(’(‘,1)-:>e(0>; 2R

tehat (27) nem kovetkezhetik be. Tovabbd o’ (f) folytonossagabol,
valamint a (17) és (23) egyenl6tlenségekb6l
PP
(0=} ¢*(0)——= >0,
o= eo—g
tehat (28) sem lehetséges. Végiil az r,(¢) fiiggvény folytonossaga-
bol és a (26) egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy
1
() = R< - 0(0)
Masrészt a geometriai szemlélet mutatja, hogy

Q(T) Sy 7% (7) ~+I'n (T), @(T) = rfrl(T) G = fm('L')-
A két utébbi egyenlStlenségbdl

Fo@<r(e), e <ru(a),

tehat (29) és (30) sem kovetkezhetik be, tigy hogy ©— o, de
akkor (24) minden f>0-ra érvényes és ezért
o(f) —>oec, ha t— 4 oo,

Ezéltal a tétel be van bizonyitva. Altaldnositdsa n>3 témegpont
esetére eddig még nem sikeriilt.



235

HiLmi most bizonyitott két tétele ©nmagaban természetesen
még nem adja meg a valaszt arra a kérdésre, vajjon egy olyan
mozgas, mely a multban teljesen instabilis volt, a jovOben stabilis
részrendszerek képzOdésére vezethet-e. Mivel nyilvanvaléan lehet-
séges a kezdeti adatokat tigy megvalasztani, hogy kiilon a 3. tétel,
illetve kiilon a 4. tétel feltételei teljesiiljenek, e tételekb6l minden-
esetre kovetkezik, hogy ha h>0, akkor egyrészt lehetséges olyan
mozgas, mely a {—— oo irdnyban teljesen instabilis, masrészt
lehetséges olyan mozgdas is, melynél { — -+ oo esetén stabilis rész-
rendszerek lépnek fel; azonban annak kimutatisira, hogy ez a
kétféle viselkedésmod egyazon mozgéasban kapcsolodhatik egymas-
sal, mint annak két aga, a numerikus integracio moédszereihez
kell folyamodnunk, miként azt SMIDT is tette. Harom egymassal
megegyez6 tomegli tomegpont mozgasdnak differencidlegyenlet-
rendszere egy keresett partikuldris megoldasanak kezdeti feltételeit
sikeriilt ugy megvalasztania, hogy a numerikus eljarassal egy
bizonyos (véges) idointervallumon meghatdrozott megoldas Kkeét
tomegpont asszociacios folyamatdnak volt tekinthetd. Ezen megol-
dasszakasz kezdetére a (negativ idGiranyra vonatkoztatott) 3. tétel,
végére pedig a (pozitiv idéiranyra vonatkoztatott) 4. tétel premisz-
szai teljesiilnek, tigy hogy ezen tételek alapjan HiLmi 1948-ban ki
tudta mutatni, hogy a SMIDT dltal egy évvel kordbban konstrudlt
példa akkor is kaptacios folyamatot reprezentdl, ha a mozgast az
egész (végtelen) idbtengely mentén tekintjiik, vagyis a kapticio
fogalmat a fenti definicionak megfelel6 értelemben vessziik. Ezéltal
a kaptacié lehetdségének ténye szigortian be van bizonyitva.

Most hatra van még, hogy a puszta lehetdségen tilmenden a
kaptacios folyamatok bekovetkezésének pozitiv valdszinliségét is
kimutassuk. Ez a kérdés rendkiviil fontos, mert ezen mulik a kap-
tacios folyamatok kozmogoniai jelentésége.

Tekintsiik harom tomegpont mozgasanak fazisterét. Ha az
m, és m, tomegpontok relativ mozgédsat tekintjiik az m,-ra vonat-
kozolag, a fazistér egy 12 dimenzios euklideszi tér lesz, melynek
koordinataiként a &, 7., &, &, ms, &, Jacobi-féle koordinatékat és a
hozzdjuk konjugalt impulzuskoordinatikat vehetjiik. Jeloljiik E-vel
a fazistér azon pontjainak halmazat, melyeknek koordinatai eleget
tesznek a (negativ idSirdnyra vonatkozd) 3. tétel, #’-vel pedig azon
pontjainak halmazat, melyeknek koordinatai eleget tesznek a (pozitiv
id6irdnyra vonatkozo) 4. tétel premisszdinak. A SMIDT &ltal konstrualt
megoldasszakaszt a fazistérben egy olyan gorbeiv reprezentalja, mely-
nek kezd6pontja E-hez, végpontja pedig <-hez tartozik. A 3. és 4.
tételek premisszdinak analitikus alakjabdl, valamint abbél, hogy az
ry, rl;, valamint az s, o és ¢’ mennyiségek, mint a fazistér koor-
dinatdinak fiiggvényei (a koordinatik kezd6pontjatol eltekintve)
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folytonosak, kovetkezik, hogy mind az E, mind az # halmaz nyilt.
Ezért a differencidlegyenletrendszerek megolddsainak a kezdeti
értékekt6l vald folytonos fiiggésére vonatkozd altaldnos tételekb6l
kovetkezik, hogy a Smidt-féle példa kezddpontjanak egy bizonyos
olyan G kornyezete is az E halmazhoz tartozik, melynek Osszes
pontjaibol az & halmazba atvezetd, tehat kapticiés folyamatot rea-
lizdlo fazisgorbék indulnak ki. Mivel a G halmaz nyilt, azért
mértéke >0, mialtal allitisunk be van bizonyitva.

S 3
O KOCMOT'OHUYECKOH TEOPHUMU 0. 0. HHIMUATA

N. denwppemn

Wsnaratorca paGorel I'. . XuabMi 06 yCTOHUMBBIX M TOAYYCTOHYHBBIX
ABHXXEHUSIX B 3a7a4€ N Tes, B CBS3H C BONPOCOM BO3MOMKHOCTH 3axBara.

UBER DIE KOSMOGONISCHE THEORIE VON O. J. SCHMIDT

I. Forpes

Es werden die Arbeiten von G. F. Hilmi iiber stabile und halbstabile
Bewegungen im n-Korperproblem im Zusammenhange mit der Frage der
Méglichkeit des Einfanges besprochen.



1952. évi Kossuth-dijasaink munkdssiga

A Matematikai Lapok minden évben kozlik
az azévi Kossuth-dijasok dolgozatainak jegyz(két. Ezt az alabbiakban adjuk.

Turan Pal dolgezatainak jegyzike

1. Uber das zweite Hauptproblem der ,Factorisation Numerorum¥ (Szekeres
Gyorggyel), Acta Litt. ac Scient. Szeged 6 (1933), p. 143—154.
2. On a problem in the elementary {heory of numbers (Erdés Pallal), Amer.
Math. Monthly 41 (1934), 608—611.
3. Az egészaszémok primoszt6irol, Matematikai és Fizikai Lapok (1934) p.
103—130.
4. On a theorem of Hardy and Ramanujan. Journ. of the London Math. Soc.
9 (1934) p. 274—276.
5. Uber die arithmetischen Mittel der Fourierreihe. Journ. of the London Math.
Soc. 10 (1935) p. 277—280. :
6. Uber einige Verallgemeinerungen eines Satzes von Hardy und Ramanujan.
Journ. of the London Mata. Soc. 11 (1936) p. 125—133.
7. Ein zahlentheoretischer Satz. (Erdds Pallal), Mitt. Forsch. Inst. fiir Math.
und Mech. Tomsk (1935), p. 101—103.
8. Uber die Vereinfachung eines Landauschen Satzes. (Erdds Pallal) Mitt. der
Forsen. Inst. fiir Math. und Mech. Tomsk. (1935) 144—147. ;
9. On some sequences of integers, (Erdds Pailal) Journ. of the London Math.
. Soc. 11 (1936) p. 261—=264.
10. On Interpolation I. (Erdés Péllal), Ann. of Math. 38 (1937), p. 142—155.
11. Uber die Primzahlen der arithmetischen Progression |. Acta Litt. ac Scient.
Szeged 8 (1937) p. 226—235.
12. Uber den Blochschen Satz. (Griinwald Gézaval), Acta Litt. ac Scient. Szeged
8 (1937), p. 236—240.
13. Egy szélsoertékieladat a determinans-elméletben (Szekeres Gyorggyel), Math.
és Term.-Tud. Ertesité (1937), p. 796—806.
14. Uber Interpolation. (Griinwald Gézaval), Annali Scuola Norm. Sup. di
. Pisa (1938) p. 137—146.
15. Uber die monotone Kcnvergenz der Cesaro-Mitfel ber Fourié- und Potenz-
reihen. Proc. of the Cambr. Phil. Soc. 3% (1938), p. 134—143.
16. On Interpolation Il. (Erdds Pallal), Ann of Math. 39 (1938) p. 702—724.
17. Uber die Parfialsummen der Fourierreihe. Journ. of the London Math.
. Soc. (1938) p. 278—282.
18. Uber die Ableitung von Polynomen. Compositio Math. (1939) p. 88— 95.
19. Uber die Primzahlen der arithmetischen Progression Il. Acta Litt. ac. Scient.
Szeged 9 (1939) p. 187—192.
20. On uniformly dense distribution of certain sequences of points. (Erdds
Péllal), Ann. of Math. Vol. 41 (1940) p 162—173.
21. Determinansokra vonatkoz6 szélsbértékfeladatok. Math. és Term.-Tud. Erte-
sité. 1940) p. 95—105.
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30.
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32.
33

36.
3
38.
39.
40.

41,
42,

43.
44.
45.
46.
47.
48.

s

On Interpolation III. (Erdds Pallal), Ann. of Math. Vol. 41 (1940) p. 510—553.

Uber die Verteilung der Primzahlen 1. Acfa Litt. ac Scient. Szeged. (1941)
p. 81—104.

Egy grafelméleti szélsosrtékfeladatrol. Math. és Fiz. Lapok (1941) p 436—452.

On a problem of Sidon in additive number-theory and on some related
probleTs. (Erdés Pallal). Journ. of London Math. Soc. 16 (1941) p.
212—215.

Uber die Wurzeln der Dirichletschen L-Functionen. Acta Litt. ac Scient.
Szeged. T. X. (1943) p. 188—201

. On rational polynomials, Acta Univ. Szeged, (1946) p. 106 —113.

On a theorem of Littlewood. Journ. of the London Math. Soc. (1946) p.
268—275.

. Sur la theorie des fonctions gquasi-analitiques, Comptes Rendus Paris,

(1947), p. 1750—1752.

On the gap-theorem of Fabry. Hungarica Acta Math. (1947) Bd. 1. 21—29.

On gRiergggn’s hypothesis. Acad. de Sciences de i'URSS Bull. (1947) p.
197—262.

On pYC)wer-series whose coefficients form a multiply monotonic sequence.
Low Immanuel emlékkonyy. (1947) p. 300—305.

On some approximative Dirichlet polynomials in the theory of the zeta-
function of Riemann. Det Kgl. Danske Videnskabernes Selskab. Mat.-
Fys. Meddelelser. Bd. XXIV. no. 17. (1948) p, 1 - 36.

. On certain exponential sums. Indagationes Math. Vol. X. fasc. 2. (1948)

p. 343—352.

. On the strong summability of the Fourier-series. Journ. of Indian Math.

Soc. Vol. XII. (1948), p. 8—12.

On some new questions on the distribution of prime-numbers. (Erdds
Pallal) Bull. of Amer. Math. Soc. Vol. 54 (1948) p. 371—378.

On some examples in the theory of power-series. Bull. of Amer. Math.
Soc. Vol. 54 (1948) p. 932—936.

On a problem in the theory of uniform distribution. (Erd6és Pallal) Inda-
gationes Math. Vo'. X. fasc. 5. (1948) p. 370—378 ¢és 406—413.

On £l));sc;(;(t)es-ﬂarriot’s rule. Bull. of Amer. Math. Soc. (1949) Vol. 55 p.
797—800.

On the distribution of real-roots of almost-periodical polynomials. Publ.
Math. Debr. T. L. Fasc. . (1949) p. 38—41.

Megemlékezés. Matematikai Lapok (1949) I 1. fiizet p. 3—16.

Remark on a theorem of Fejér. Publ. Math. Debr. T. . Fasc. 2. (1949)
p. 95—97.

Fejér Lﬁi(r)wét matematikai munkassaga. Malematikai Lapok (1949) 1. 3. fiizet.

. 160—170.

Onpa new method in the Analysis with applications. Casopis pro pest mat.
a fys. roc. 74 (1949) p. 123—131.

On the distribution of roots of polynomials. (Erdos Pallaly Ann. of Math.
Vol. 51 (1950) p. 105—119.

On the theory of mechanical quadrature. Acta Szeged (1950) T. XII. pars
A. p. 30—37. ,

A szamelmélet jabb eredményei a Szovjetunidban. Math.” Lapok (1950)
L. 4. fiizet, p.-243—266.

On the remainder-term of the prime-number formula 1. Acfa Math. Acad.
Scieni. Hungaricae. T. I. Fasc. 1. (1950) p. 48—63.

49. On the zeros of the polynomials of Legendre. Casopis pro pest mat. a

50.

fys. roc. 75 (1950) p. 113—122.
On the remainder-term of the prime-number formula. II. Acta Maith. Hung.
T. I Fasc. 3—4. (1950) p. 155—166.
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51.
52.
53.

61.
62.

65.

66.
67.

68.
69."
70.

239

On approximative solution of algebraic equations. Publ. Math. Debr. T.
Il Fasc. 1. (1951) p. 26—42.

A note on Fermat’s conjecture jJourn. of the Indian Math. Soc. Vol. XV.
Part A (March-June) 1951 p. 47—50.

On a certain point of the kinetical gas theory. (Egervary Jendvel) Studia
Math. (1951) p. 170—180.

. On Carlson’s theorem in the theory of zeta-function of Riemann. Acfa

55.

Math. Hung. T. 1l. Fasc. 1—2. (1951) p. 39—73.

Magasabbfokii algebrai egyenletek kozelitdé megoldasardl. Magy. Tud. Akad.
Mat. és Fiz. Oszt. Kozleményei 1. 1. fiizet (1951) p. 279287,

. A kinetikus gazelmélet bizonyos kérdéseirdl. (Egervary Jendvel). Magy.

57.

Tud. Akad. Mat. és Fiz. Oszt. Kozl. 1. 3—4. fiiz. (1951) p. 3(3—314.
Két bizonyitas Janossy Lajos egy tételére. (Rényi Alfréddal) A Magy. Tud.
Akad. Math. és Fiz. Oszt. kozl. 1. kot 2 4. fiiz. (1951) p. 369—370.

. A fiiggvényfogalom bevezetésérol. Lifografalt K M. kiadas. (1951)
59.

. On an application of the typical means in the theory of zeta-function of

Az egész szamok bizonyos sorozatairél. Litografalt K. M. kiadas. (1952)

Riemann. Comm. du Sém. Math. de I’Univ. de Lund. Tome suppl. ded.
a M. Riesz (1952) p. 239—252.

On a trigonometrical sum. Megjelenés alatt a H. Steinhaus jubileumi kotet-
ben a Studia Math. e. folyoiratban.

On a property of lacunary power-series. Megijelenés alatt az Acta Univ.
Szeged-ben.

. Az analizis egy modszerének tijabb alkalmazasairdl, A Magy. Tud. Akad.

Mat. és Fiz. Oszt. Kozl 1. kotet (1952) p. 145—153.

. Az analizis egy 1j modszerérdl és annak alkalmazésair6l. (Uber eine neue

Methode der Analysis und ihre Anwendungen.) Konyv, megjelenik ma-
gyarul és németiill a Magy Tud. Akadémia kiadasaban.

Sur lalgébre fonctionnelle. Sajté alatt az I. Magyar Magyar Math. Kon-
gresszus kiadvanyédban.

On the theory of graphs. Sajt6 alatt a Collog. Math. c. lengyel folyéiratban.

On a new analytical method and its applications. Sajté alatt az Ann. de la
Societé Polonaise c. foly6iratban.

A second note on Fermat's conjecture. (Dénes Péterrel). Sajté alatt az
Acta Math. Hung.-ban.

On D. Bernoulli—Lobatshewski—Graeffe’s method, (Rényi Alfréddel). Sajto
alatt az Acta Math. Hung.-ban.

On a problem of K. Zarankiewicz. (Turdn Veraval és Kévari Tamdssal).
Sajt6 alatt a Collog. Math.-ban.

Szele Tibor dolgozatai

. Kombinatorikai vizsgalatok az irdnyitott teljes graffal kapcsolatban. Mate-

 matikai és Fizikai Lapok, 50 (1943), 223—256.

. Uber die endlichen Ordnungszahlen zu denen nur eine Gruppe gehort. Com-

mentarii Math. Helvetici 20 (1947), 265—:67.

. Ein Beweis des Rufﬁni-Abelschen Satzes. Commentarii Math. Helvetici. 20

(1947), 268 2609.

. Algebraisch-zahlentheoretische Betrachtungen iiber Ringe. I. (Rédei Laszloval

kozosen.) Acta Math. Uppsala, 79 (1947), 231—320.

. Ein Satz iiber die Struktur der endlichen Ringe. Acti Sci. Math. Szeged,

11 (1948), 246—250.

., Eine kennzeichnende Eigenschaft der Schiefhorper. Ccmmentarii Math.

Helvetici, 22 (1949), 115—116.



7. Uber die direkten Teiler der endlichen Abelschen Gruppen. Commentarii
Math. Helvetici, 22 (1949), 117—124. -

8. Unegggnég?lisgéion de la congruence de Fermat. Matematisk Tidsskrift, B,
| , 97—59.

9. Die Abelschen Gruppen ohne eigentliche Endomorphismen. Acta Sci. Math.
Szeged, 13 (1949), 54—56.

10. Neuer vereinfachter Beweis des gruppenthzorischen Satzes von Hajos.
Publicationes Math. Debrecen, 1 (1949), 52—62.

11. Sur la décomposition des groupes abéliers. Compfles rendus, Paris, 22%
(1949), 1052—1053. :

12, Zur Theorie der Zeroringe. Math. Annalen, 1 21 (1949), 242—246.

13. Algebraisch-zahlentheorische Betrachtungen iiber Ringe. II. (Rédei Laszldval
kozmen) Acta Math. Uppsala, 82 (1950), 209—241.

14. Uber die Abelschen Gruppen mit nullteilerfreiem Endomorphismenring.
Publicationes Math Debrecen, 1 (1949), 89—9l.

15. Uber die Klassifikation der quadrat;schen Formen. Publicationes Math.
Debrecen 1 (1950), 189—192.

16. Die Ringe ersten Ranges. (Rédei Ldszldval kozosen.) Acta Sci. Math.
Szeged, 12/A, (1950), 18—29.

17. Die Ringe ohne Linksideale. Buletin Stiintific, Bucuresti, 1, (1950), 783—789..

18. Dit;? guglcxééllichc Quaternionengruppe. Buletin Stiintific. Bucuresti 1, (1950),

19. On Zorn’s lemma. Publicationes Math. Debrecen, 1, (1950), 254—256.

20. Uber drei wichtige Gruppen. (Szélpal Istvannal kozosen) Acta Sci. Math.

: Szeged, 13, (1950), 192—194.

21. Elemi geome’man problémak megoldasa vektorokkal. (A kozépiskolai mate-
matikatanitas kérdései. A szoc. nevelés kiskonyvtara. 4. sz. 75—93.)

22. Ein Analogon der Korpertheorie fiir Abelsche Gruppen. Journal f. d. reine
u. angew. Math. 188, (1950), 167—192.

23. Sur les groupes ayant un sous-groupe parfait. Bull. Sci. Math. Paris 74,
(1950), 207—2009.

24 Perlgiixsclée zyklische Differenzenmatrizen. Acta Math. Uppsala, 84, (1951),

: 181—187.

25. A komplex szadmok bevezetése vektoralgebrai alapon Matematikai Lapok,
1, (1951), 349—362.

26. Gruppﬂntheonsche Beznehungen hei gewxssen Ringkonstruktionen. Math.
Zeitschrift, 54, (1951), 168—180.

27. On glr%cst sums of cyclic groups. Publicationes Math. Debrecen, 2, (1951),
76—

28, Ein Zerfillungssatz fiir radikalfreie Ringe. — Megjelenés alatt az I. Magyar
Matematikai Kongresszus anyagaban.

29. On a theorem of Pontrjagin.” Acta Math. Hung. 2, 1951), 121—123.

30. On abelian groups with commutative endomorphism. ring. (Szendrei Janossal
kozosen ) — Megijelenés alatt az Acta Math Hung. 2. kotetében.

31. On abelian groups every endomorphic image of which is a direct sum-
mand. (Kertész Andorral kozosen.) Acta Sci. Math. Szeged, 14, (1952),

Y 157—166

32. On orderable skew fields. — Megjelenés alatt a Proc. Amer. Math. Soc.
3. kotetében.

33. On direct decomposition of abelian groups. — Megjelenés alatt a /. London’
Math. Soc. 27. kotetében.

34. Beszamolo a hazankban foly6 absztrakt algebrai kutatasokrol. Megjelenés
alatt az Akadémiai Osztdlykozleményekben

35. Introduction of complex numbers as vectors of the plane. (Fuchs Laszléval
kozosen.) Megielenés alatt az Amer. Math. Monthly 59. kotetében.

-




36.
37.

i
»

17.
18.
19.
20.
21.

22,
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Az egységgyokok multiplikativ csoportjarél, — Megjelenés alatt az Akadé-
miai Oszidlykozleményekben.

On direct sums of cyclic groups with one amalgamated subgroup. — Meg-

. jelenés alatt a Publ. Math. Debrecen 2. kotetében.

. Ujabb szovjet eredmények az absztrakt algebra teriiletén. (Fuchs Laszl6val

kozosen.) — Megjelenés alatt a Matematikai Lapokban

Varga Otté dolgozatai

. Beitridge zur Theorie der Finslerschen Riume und der affinzusammenhiin-

gende Rdume von Linienelementen. Lotfcs, Prag, 84 (1936), 1—4.

. Integralgeometrie 3. Croftons Formeln fiir den Raum. Math. Z. 40

(1935), 384—405.
Integralgeometrie 8. Uber Masse von Paaren linearer Mannigfaltigkeiten im
projektiven Raum P,. Rev. Mat. Hispano-Americana, 1935, 241—279,
Integralgeometrie 9. Uber Mittelwerte an Eikorpern. Mathematica 12,
65—80. W. Blaschke-val kozosen irt dolgozat.

. Integralgeometrie 19. Mittelwerte an dem Durchschnitt bewegter Fldchen.

Math. Z. 41 (1936), 768—784.

. Integralgeometrie 24. Uber die Schiebungen im Raum. Math, Z. (1937),

710—736. L. Berwalddal kozosen irt dolgozat.
Uber die Integralvarianten; die zu einer Kurve in der Hermiteschen Geo-
metrie gehoren. Acta Sci. Math. Szeged, 9 (1939), 88—102.

. Zur Herleitung des invarianten Differentials in Finslerschen Rdumen. Mo-

natshefte f Math u. Phys 50 (1941), 165—175.

. Zur Differentialgeometrie der Hyperfldchen in Finslerschen Rdumen. Deutsche

Math. 6 (1941), 192—212.

. Az invarians differencial megallapitdsa a Finsler-féle terekben. Mat. és Fiz.

Lapok, (1941), 423—435.

. Zur Begriindung der Minkowskischen Geometrie. Acta Sci. Math. Szeged

10 (1943), 149—163.
A Finsler-féle geometria felépitése a Minkowski-féle simulé mértékmeg-
hatarozassal Mat. és Term. Ert. 61 (1942), 14—21.

. Az allandé gorbiileti Riemann-féle terek egyik jellemzési modjarol. Mat, és

Fiz. Lapok, 50 (1943), 34—39.

. Linienelementenriume, deren Zusammenhang durch eine beliebige Trans-

formationsgruppe bestimmt ist. Acta Sci. Math. Szeged, 11 (1946), 55—62.
Uber eine Klasse von Finslerschen Ridumen, die die nichteuklidischen ver-
allgemeinern. ‘Comm Math. Helv. 19 (1946), 367—380.

. Uber die Losung differentialgeometrischen Fragen in der nichteuklidischen

Geometrie unter gleichzeitiger Verwendung homogener und inhomoge-
ner Koordinaten. Hung. Acta Math. 1 (1948).
Vektorfelder, deren kovariante Ableitung lings einer vorgegebenen Kurve
verschwindet Hung Acta Math. 1 (1948).
ber affinzusammenhingende Mannigfaltigkeiten von Linienelementen ins-
besondere deren Aquivalenz. Publ. Math. Debrecen, 1 (1949), 7—I17.
Bemerkung zur Arbeit des Herrn A. Dinghas ,Zur Metrik michteuklidischer
Riume“. Math. Nachrichten. 2 (1949), 386—388.
Affinzusammenhingende Mannigfaltigkeiten .von Linienelementen, die ein
. Inhaltsmass besitzen. Proc. Acad. Amsterdam, 52 (1950), 316—22.
Uber den Zusammenhang der Kriimmungsaffinoren in zwei eindeutig auf-
einander abgebildeten Finslerschen Raumen. Acta Sci. Maih Szeged, 12
. (1950), 132—135,
Uber das Kriimmungsmass in Finslerschen Riumen. Publ. Math. Debrecen,
1 (1950), 116—122,
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23. Az integralgeometria alkalmazésai a geometriai optikaban. Elhangzott az
Akadémia nagyheti eléadassorozataban. A MTA Mat. és Term. tud.
Osztdly Kozl 1. (1951), 192—201. ’

24. Normalkoordinaten in allgemeinen Riumen und ihre Verwendung zur Be-
stimmung sdmtlicher Differentialinvarianten. Megjelenik az elsé Magyar
Matematikai Kongresszus anyagaban. »

25. Anwendung von P-Vektoren auf derivierte Matrizen. (Kozosen Gyires
Bélaval.) Publ. Math. Debrecen, 2, fasc 2, (1952), 137—145.

26. Szovjet eredmények a differencidlgeometridban. (Matematikai Lapok, 11. évi,
3—4. sz. 190—218 o.

27. Eine geometrische Charakterisierung der Finslerschen Rdume skalarer und
konstanter Kriimmung (Akadémiai székfoglal6, megjelenik az Ac/a Math.
Acad. Sci. Hungaricae-ban).



Az 1951. évi
Schweitzer Miklés matematikai verseny

$ frta: SzeLe Tisor
a versenybizottsag eléaddja

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1949-ben és 1950-ben
mar kétizben rendezte meg a Schweitzer Miklos emlékversenyt. Az
1950-es verseny tapasztalatai alapjan az 1951-es versenyt is gy
rendezte meg a Térsulat, hogy a versenyzik egy heti gondolko-
dasi id6t kapjanak a feladatok megoldasara. A kitiizott feladatok
1951 december 1-én 13 o¢rakor nyertek kifiiggesziést az aldbbi
matematikai intézetek hirdet6tabldin: 2

1. Budapesti Eotvos Lordnd Tudomdnyegyetem Matematikai
Intézete.
Budapesti Miiszaki Egyetem I. sz. Matematikai Tanszék.
Budapesti Miiszaki Egyetem II. sz. Matematikai Tanszék,
Budapesti Miiszaki Egyetem IIl. sz. Matematikai Tanszék.
Budapesti Miiszaki Egyetem IV. sz. Matematikai Tanszék.
. Budapesti Miiszaki Egyetem Villamosmérnoki Matematikai

Do

Tanszék
7. A Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matemati-
kai Intézete. '
8. A Kozgazdasagi Egyetem Matematikai Tanszéke.
9. Allami Miiszaki Foiskola, Budapest.
10. Allami Pedagogiai Foiskola, Budapest.
11. Allami Pedagdgiai Foéiskola, Szeged.
12. Allami Pedagdgiai Féiskola, Pécs.
13. Allami Pedagogiai Foiskola, Eger.
14. A Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Intézete.
15. A Debreceni Tudomanyegyetem Matematikai Intézete.
-16. A Miskolci Nehézipari Miiszaki Egyetem Matematikai
Tanszéke. .
17. A Veszprémi Nehézvegyipari Miiszaki Egyetem Matema-
tikai Tanszéke.
A megoldasok benyujtasanak, illetve postdra addsénak végsd
hatarideje december 8. volt. A versenyen résztvehetett minden egye-
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temi vagy foéiskolai hallgatd, tovdbba mindazok, akik az egyetemet
vagy fOiskolat 1951-ben fejezték be.
A verseny tételei a kovetkezok voltak:

1. Bizonyitsuk be, hogy ha a harmonikus sornak olyan tagjait
valasztjuk ki, amelyek konvergens sort alkotnak, akkor a kivalasz-
tott tagok az eredeti sorban zérus sfiriiséggel helyezkednek el.

2. Valés szamokbol all6 S=(s,,s,,..., Su,,...) sorozatok
bizonyos H halmazara legyen értelmezve egy f(S) valos értékii
fiiggvény, amelyet a sorozat kvdzilimeszének neveziink. Feltessziik,
hogy az § sorozattal egyiitt S’ = (s, S5, - . ., Sus1, . . .) is @ H halmaz-
hoz tartozik, tovabba, hogy ha az S=(s,, S, ..., 8,,...) és T =
= (4, by, t, ...) sorozatok H-hoz tartoznak, akkor S- T = (s,+
+t1,82+t2,-I..,Sn+tn,...) és ST=(SII‘1,S2f2,...,Snf,,,...) iS
mindig H-hoz tartozik. Ezenfeliil’ az f(S) fiiggvényre teljesiilnek
még a kovetkezok:

a) Ha-S==(c,c, ..., ¢;..-); akker KSY<¢.

b) Nemnegativ tagokbol all6 H-beli S sorozatra f(S)=0.

c)  fEET)=F(S)+AT)

d) F(ST) = [S)H(D).

e) f(S") = K(S) \
Bebizonyitand6, hogy e feltételek teljesiilése esetén a H halmazho
tartoz6 barmelyik S sorozat kvézilimesze csak S egyik torl6dasi
helye lehet.

3. Tekintsiik az x = x, pontbdl kiinduld és az x,. = f(x.)
képlettel értelmezett iteraciés sorozatot, ahol f(x)=4x—4x’.
Megillapitand6, hogy a [0, 1] zart intervallum mely x, pontjaibél
kiindul6 iterdciés sorozatok konvergensek és mi a hatarértékik,

4. Bebizonyitandd, hogy az

i 1 x—1 S L o 5 .02 Sl D
CoxeED 2ol 31x3(3x 1)

(x—1)2x—1)(3x—1)
41x'(4x+1)

végtelen sor minden pozitiv x értékre konvergens. Osszegét F(x)-el
jeloljiik. Meghatdrozandd

lim F(x) és lim F(x).
z—>+0 x>+

o. Egy téban a halak 18°/-a harcsa, 2°/,-a kecsege és 80°/,-a
egy€éb halfajtdkhoz tartozik. Kihaldszunk 10 halat, s ezek koziil a
harcsak szamat x-el, a kecsegék szdmat y-nal jeloljiik. Megéllapi-

X
tando az ——
ando az 1k

hdnyados vérhatd értéke.
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6. A tenniszben minden labdamenet azzal végzédik, hogy a
két szembenallo fél egyike egy pontot szerez. Jdfékot az nyer, aki
elobb szerez legalibb négy pontot tigy, hogy ellenfelének ugyan-
akkor még legalabb kettével kevesebb pontja van. A jdtszmdt pedig
az a fél nyeri meg, aki elébb nyer legalabb hat jatékot gy, hogy
cllenfelének addig legalabb kettdvel kevesebb jatékot sikeriilt csu-
pan nyernie. Az 0sszes pontoknak legalabb hany szazalékat nyeri
meg egy jatszma sordn a gyoztes fél?

7. Legyen f(x) olyan polinom, amelyre f(0)= 0, tovabba

f(b)—f(a)
b—a

mindig egész szam, valahdnyszor a és b kiilonbozd egész szamok.
Van-e az ilyen tulajdonsagt polinomok kozott olyan, amelynek
nem mindegyik egyiitthatdja egész szam?

8. Jelentsen n hdromndl nagyobb egész szamot. Bebizonyi-
tand6, hogy az Osszes, pozitiv egész tényezljii x,x,...x. szor-
zatok legkisebb kozos tobbszorose kisebb n!-ndl, ha x,+ Xo--- +
4+ = 1.

9. Vilasszunk ki bizonyos kongruencidkat a végtelen sok

x==2m® mod (2m—1), Pl =123

kongruencia koziill. Mikor van és mikor nincs a kivélasztott kon-
gruenciaknak kozos megoldasa?

10. Legyen f(x) egész egyiitthat6ji polinom, p pedig torzs-
szam. Jeloljiik z,,...,2,1-€el a (p—l)—edik egységgyokoket. Bizo-
nyitsuk be, hogy

F@) @) . f2-) =) f2)... f(p—1) mod p.

11. Bizonyitsuk be a kovetkez6t: Természetes szdmok bar-
mely n, r parjahoz taldlhat6 olyan f(x) egész egyiitthat6jii n-edfoka
polinom, hogy minden olyan legfeljebb n-edfokit g(x) polinom
irreducibilis (a raciondlis szamtestben), amelyre az f(x)—g(x)
polinom egyiitthatdinak abszolat értékei r-nél nem nagyobb egész
szamok.

12. Nevezziik szdmelméleti fiiggvénynek az olyan fiiggvényt,
amelynek értelmezési tartomanya az Osszes egész szamok halmaza,
és értékkészlete is e halmazba esik. Vannak-e olyan f,(x), fi(x),
fo(x), ... szamelméleti fiiggvények, amelyekre igaz, hogy bérmely
F(x) szamelméleti fliggvény pontosan egyféleképpen el6allithato

Ex)— 2 afi.(x)

alakban, ahol a,,a,, a,, ... egész szamok?



13. Egy 2n-edrendii determindnsnak csak azok az elemei
killonbbznek zérustol, amelyek sor- és oszlopindexének kiilonbsége
n-nel oszthaté. Hany tagbdl all a determinans teljes kifejtése?

14. Egy véges kommutativ csoport sszes elemének szorzata
mikor egyenl6 a csoport egységelemével és mikor nem ?

15. Forgassuk a 2—x, y =0 egyenest egyenletesen a z-ten-
gely koriil ugy, hogy kozben az egyenes és a z-tengely metszés-
pontja egyenletes mozgést végezzen.

a) Meghatarozand6 az a forgdsfeliilet, amelyre a keletkezo
torzcsavarfeliilet lefejthetd (azaz izometrikusan leképezhet6).

b) Megallapitandd, hogy a torzcsavarfeliilet tengelye és alkotoi
a lefejtésnél a forgasfeliilet milyen vonalaiba mennek at?

16. Egy feliiletet geodetikus vonalak két seregének mind-
egyike egyrétiien fed be. A két sereg vonalai egymast dlland6 szog
alatt metszik. Bebizonyitandd, hogy ekkor a feliilet lefejthet6 a sikra.

17. Bizonyitsuk be, hogy a projektiv sikot egy zart poligon
akkor és csak akkor osztja két részre, ha van oly egyenes, ame-
lyet a poligonnak paros szamu hatarolé szakasza metsz. (A poligon
hatérol6 szakaszai kozott a véges szakaszokon Kkiviil lehetnek olya-
nok is, amelyek a végtelenen keresztiil zarodnak.)

A versenyen 26 versenyzd vett részt és osszesen 160 meg-
oldast nyujtott be. A verseny eredménye rendkiviil sikeresnek mond-
hat6. Noha a bizottsdg jonak latta a versenyzési kedv fokozdsa
érdekében néhany konnyebb feladat kitiizését is, a feladatoknak
tobb mint fele kétségteleniil szamottevé er6proba volt a verseny-
z0k szamara. Ennek ellenére szdmos valtozatos és otletes megoldds
érkezett be a nehezebb feladatokra is, ligyhogy a bizottsagnak
komoly gondot okozott a legjobb versenyzok rangsoroldsa még a
dijazottak, illetve dicséretben részesitettek szamanak felemelése mel-
lett is. A bizottsdg megdllapitja, hogy a verseny ilyen nagymértékii
sikere Orvendetes jele annak, hogy azok a széleskorii és nagysza-
~béasu torekvések, amelyek hazdnkban az utébbi évek sordn a mate-
matikai oktatds szinvonaldnak emelése €s eredményességének foko-
zasa érdekében — jelentékeny részben éppen a Bolyai Jdnos Mate-
matikai Térsulat kezdeményezése nyomdn — érvényesiiltek, mar
eddig is gyiimolcsozdknek bizonyultak.

A versenybizottsdg a dijazottakra, illetve dicséretben részesi-
tettekre vonatkozolag a kovetkezOképpen dontott. Az elsé dijat
Kdvdri Tamdsnak, az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem Termé-
szettudomanyi Kara IV. éves hallgatéjanak itélte oda. Kovari dol-
gozata a 9. és 17. feladat kivételével valamennyi feladat teljes, kifo-
gastalan és kitlin6en megfogalmazott megoldédsat tartalmazza, s a
9. és 17. feladatra adott megolddsa is majdnem teljes. Kiemeli a
bizottsdg, hogy K&vari szdmos feladat megoldasaban messze tiil-
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ment a Kkitfizott célon, élesitéseit, illetve dltalanositisait advan a
problémanak. Ugyes ellenpéldakat is konstrualt. — A masodik dijat
Gehér Ldszlonak, az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem Természet-
tudomanyi Kara IIl. éves hallgatojanak itélte a bizottsag. Gehér
dolgozataban a 4., 15., 17. feladat kivételével az Osszes feladatra
helyes megoldast ad, s részben a 4. feladatot is megoldja. Gehér
megoldasait is igen figyelemreméltd matematikai érzek, Otletesség
és tigyesség jellemzi. — A bizottsaig két harmadik dijat is adott
ki, éspedig Kdrolyhdzy Frigyes és Sos Vera részére, akik ugyan-
azon egyetem 1V. éves hallgatdi. Karolyhéazi Frigyes dolgozata az
1.,-2, 3,:5,, 7,8, 10, 12, 13., 15, 16., 17. feladatra, mig Sos
Veraé az - 1.,:2,735: 5,060,708 10,115 12,713, 4., 15, 16;
feladatra tartalmaz igen szép, teljes megoldasokat. Ezenfeliil Sos
Vera a 17. feladatot is majdnem teljesen megoldotta.

A bizottsag tobb feladat kiilonosen iigyes, otletes, illetve alta-
lanositott megoldasaért dicséretben részesitette az alabbi verseny-
zO0ket: Kis Oftté és Liptik Tamds, a budapesti Eotvos Lorand
Tudoményegyetem Természettudoményi Kardnak hallgatdi, Kertész
Andor aspirans és Sods Gyula egyetemi gyakornok, a debreceni
Tudomanyegyetem Természettudoményi Karanak volt, illetve jelenleg
IV. éves hallgat6i, Hosszt Miklds miskolci miiszaki egyetemi tanar--
segéd, Kordnyi Addim és Pintér Lajos, a szegedi Tudomanyegye-
tem Természettudomanyi Kardnak II. éves, illetve volt hallgatoi.

Megemliti a bizottsdg, hogy Kis Ofto dolgozata majdnem
egyenld értékii a harmadik dijjal jutalmazott dolgozatokkal, tgy-
hogy megfelel6 lehet6ség esetén a bizottsdg 6t is harmadik dijban
részesithette volna. Végiil kiemelend6nek tartja a bizottsdg Ldszlo
Zoltdn 1. éves debreceni matematika-fizika szakos hallgaté dolgo-
zatat, akinek teljesitménye igen figyelemremélto ahhoz képest, hogy -
Laszl6 a versenyen vald részvétele idején még csupdn alig néhany
hénapja folytatott egyetemi tanulmanyokat.

A versenybizottsag:

Barna Béla
Gyarmati Ldszlo
Gyires Béla
Rapcsdk Andrds
Szele Tibor
Széndsi Barna
Varga Oftto
A feladatok megolddsai a kovetkezok:
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1. feladat
I. megoldas. Legyen a kivalasztott konvergens részsorozat

0

> al’ ahol @, < a@n.(n=1,2,3,...). Ekkor tetszblegesen eldirt

n=1 Un
pozitiv e-hoz megvalaszthatd a N = N(#) természetes szim tigy,
hogy
ST | &
(1 R
( ) n:ZNI+I ay = 2
legyen. Megmutatjuk, hogy ekkor

(2) : K=2N
esetén mindig
k

teljesiil, ami éppen az igazoland6 eredmény. Amde (2) alapjén
k—Nz= -, igyhogy (1) szerint :

WG Bl
2055 eay Ay

1 &
+~-+E;<-2—.

Gehér Ldszlo
Kdrolyhdzi Frigyes
Kordnyi Addm
Liptdk Tamds

II. megoldas. Bontsuk fel a harmonikus sort a j61 ismert
modon 2,2, 2% 2% ... tagli szakaszokra:

(1+—é~)+(—§+%)+(%+%+%+—é—)+---+

1 1
I Te e Tl N
+(2,,_1+1 +2n)+
s tegylik fel, hogy a kivalasztott részsor nem zérus-siiriiségfi.
Ekkor van olyan &, pozitiv szam, hogy végtelen sok szakaszon
lesz az onnan kivalasztott tagok relativ siirlisége = &, E végtelen
sok szakasz barmelyikébdl kivalasztott tagok Osszege nem kisebb,
mint

2n--l O.Ln:ﬁ)_
2 2
ugyhogy a kivalasztott sor divergens.

?

Hosszu Miklos
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III. megoldas. (Ezt a megoldast Rényi Alfréd professzor
bocsatotta a bizotisdg rendelkezésére.) A kivalasztott részsor

: < €1
4 k.
@) o~
alakban irhatd, ahol e. értéke O vagy 1. Jeloljiik s.-nel a részsor
=
n_"k:l k

n-edik részletdsszegét, o.-nel pedig az elsd n részletosszeg szam-
tani kozepét:
1 ,
Ty =z—-—n—(s,-:— oo - 88).
Ekkor

("+1)Sn——no,.—(n+1)( _|_ o S J

L L R )——e,+e2+---_+en,
agyhogy %(e1 4. e,,)=(1 +%)sn—on.Minthogya(4)alatti sor

foltevésiink szerint konvergens, lim (s,—0,) =0, azaz

n-»xn

lim ~L—"+—ni~€l— = lim (s, — 0,,) + lim ‘;—"—_- 0.

Ez pedig éppen az igazoland¢ éllités.

Megjegyzés. Kovdri Tamds és Sos Vera a feladat megoldasan
tiulmenve azt is megmutattdk, hogy a tétel nem igaz a harmonikus
sornal (bizonyos értelemben) gyengébben divergdlé sorra. Neveze-

tesen: ha 2—;— monoton fogy6, pozitiv tagokbdl all6 olyan diver-

gens sor, amelyre %—» oo, akkor a sornak van nem zérus-siirii-
ségii konvergens részsora. KoOvari Tamds egyszerii és iigyes pél-
daja szerint a
=y
= nlogn
sornak van olyan konvergens részsora, amelyre
U(N)
SN 2
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végtelen sok N értéknél teljesiil, U(N)-nel az alapul vett sor elsd
N tagja koziil kivalasztott tagok szamat jeldlve. A kivalasztott tagok
indexeinek sorozata legyen:

< 7 e Wi I i R ey PR S N
B LT e H ) Sl e TR
Ekkor nyilvan :
U(2-3% - E Sl
2.3" - N
viszont a kivalasztott tagok Osszege
© 1 ® 3¢ Prren

> 3 2 =5 22 g e a0y
et %(3" +k)log 3"+ k) ,,2;‘1 3" log 3" 10g3 —t
Az 1. feladatot megoldotta még: Fried Ervin, Hordczi Ferenc,
Kertész Andor, Kis Olté, Pintér Lajos.

N

2. feladat

A feladat megoldoi valamennyien észrevették, hogy a feladat
4llitasa a kitlizott forméban, egy tovabbi feltétel kikotése nélkiil, nem
igaz. Kovdri Tamds ellenpéldaja: Tekintsiik az 0sszes olyan pozitiv
_ fokii f(x) polinomok halmazat, amelyek valamennyi egyiitthatéja
nemnegativ egész szam, s alljon a H halmaz az Osszes

S: f(1), £(2), 1@), - -

sorozatokbol. Definidljuk tovabba a kvazilimeszt gy, hogy ez bar-
mely H-beli sorozatra O legyen. Ekkor valamennyi kitiizott feltétel
teljesiil. (Pl. egy S sorozattal egyiitt S” is benne van H-ban, mert
J(x)-el egyiitt fyx—}—l) is a tekintett polinomok kozé tartozik. Az
a) feliélel viszont azért teljesiil, mert nincsen olyan sorozat
H-ban, amelyre a) vonatkoznék.) A tétel allitisa azonktan nyilvédn
nem igaz.

Helyessé vélik a tétel, ha feltesszitk még, hogy a (—1, —1,
—1,...) sorozat benne van H-ban. Ezt Fried Ervin, Kovdri Tamds
és Sos Vera vette észre. A feladat tobbi megold6i azt az er6sebb
kikotést tették, hogy H tartalmazza a (¢, ¢, ¢, ...) sorozatot, barmely
< valés szamra.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy van olyan S = (s, S, Ss,...)
H-beli sorozat, amelynek f(S) = o kvazilimesze nem torlddasi helye
S-nek. Ekkor az S sorozat elejér6l véges szdmu tagot elhagyva,
a megroviditett sorozat barmely s, tagjara

(1) lsx—0]| > s,
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ahol ¢ alkalmas pozitiv szdm. Jeldljitk "a (szintén H-hoz tartozd)
megroviditett sorozatot ugyancsak 5= (s, $,, s, ...)-el. Ekkor (1)
barmely n természetes szamra teljesiil. Legyen most « olyan termé-
szetes szam, hogy ;

2) ue>2.
Ekkor (1) alapjan |us,—uo|> 2, azaz [uo] = v-re*
|us,—uv|>1,
3) (us,—vy—1>0 (n=1,2,3,.:)
Abbol a feltevésiinkbol, hogy a —E = (—1, —1, —1,...) sorozat

benne van H-ban, kovetkezik, hogy (—E)-(—E)=(1,1,1,...)=E
is, tovdbba e két sorozattal egyiitt az (a, a, a,...) sorozat is eleme
H-nak barm:ly a egész szam esetén. Ennélfogva az uS-}(—v,
—u, —,...) sorozat is benne van AH-ban, valamint ennek 6nma-
gaval valé szorzata is. Az utdbbi sorozat kvazilimesze feltevéseink
- szerint (no—v)* < 1, 1évén v = [uo}. Ennélfogva a (3) szerint csupa
pozitiv tagokbol all6 H-beli ((us.—wv)*—1) sorozat kvazilimesze
(uo—vy’—1 <0,
_ellentétben a b) kovetelménnyel. Ez az ellentmondas bizonyitja a
tétel helyességét.
: Kovdri Tamds
A 2. feladatot megoldotta még: Fried Ervin, Gehér Ldszlo,
Hajnal Andrds, Hosszu Miklos, Kdrolyhdzy Frigyes, Kis Oftto,
Liptdk Tamads, Pintér Lajos, Sos Vera.

3. feladat

Megoldas. Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy 0 =x =1
esetén 0 = fix) = 1, ugyhogy a [0, 1] intervallum valamely pont-
jabol kiindulé iterdcié nem vezet ki ebbdl az intervallumbol.

Ha mér most az (x,) iterdciés sorozat konvergal a § szam-
hoz, akkor lim x, = lim X,.; = § miatt

E=4E—4,
ugyhogy §:==0, vagy g:%_ Ennélfogva egy iterdciés sorozat

csak O-hoz, vagy %—hez konvergélhat.
Trividlisan konvergensek az olyan sorozatok, amelyeknek vala-
melyik tagja O, vagy % Ahhoz, hogy az x, pontbdl kiinduld ite-

* [x]-el az x-nél nem nagyobbd ezisz szimok legnazyobbikat jeldljiik.
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rdcids sorozat ilyen legyen, sziikséges és elegendd, hogy x, a
z, =0 vagy z(,:—‘z— pontbhdl kiinduld és a

1+V1—2,

Lyl == AL T D
rekurziv képlettel értelmezett inverz-iteraciés sorozat egyik tagja
legyen. — Megmutatjuk, hogy az emlitett, trivialisan konvergald

sorozatok mar ki is meritik az 6sszes konvergens iteracids soro-
zatok halmazat. Pontosabban: ha az (x.) iteraciés sorozat egyik
tagja sem O, akkor x, nem konvergilhat 0-hoz, és hasonlé meg-

allapitds érvényes O helyett %-re is.

Tegytik fel, hogy az (x.) iterdciés sorozat egyik tagja sem O,
és legyen

1) (1 P P —i—
Ekkor
9 3
Qi< Tx,,,
0 < 4x2 < 3x,,
agyhogy e
() Xn < 4Xn—4 X0 = Xni1.

Amennyiben az (x,) sorozat 0-hoz konvergalna, akkor a sorozatnak
majdnem minden tagja teljesitené (1)-et, s igy (2)-t is; ut6bbi
azonban azt jelentené, hogy a pozitiv tagokbdl allé (x,) sorozat
egy helytél kezdve szigorian monoton névekvs, ami lehetetlen a
sorozat 0-hoz konvergaldsa miatt.

Tekintsiink most olyan (x,) iteracids sorozatot, amelynek tagjai

kozott nem fordul eld % Ekkor attériink az
3) %=m—%

sorozatra, amelyet az
3 Engi : 3y
Vi1 +—4‘=4 (J’n‘l"—‘}‘) —4(J’n+7) ’
azaz

@ Yorr=—4Yn— 27,
rekurziv képlet értelmez. Megmutatjuk, hogy
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(5) >|y"‘”$>lyn[; ha O<|yn‘<_4
Legyen el6bb
1
0<yn<4-

Ekkor (4) szerint |Yusi|=—|2¥x|.|2pa+ 1] > |2y.| > |pa], tugyhogy
(5) helyes ebben az esetben. — Legyen most

1
g ot 0.

Ekkor 4y.-el atszorozva azt kapjuk, hogy
—=9.>4¥:>0,
y,, = 4y?l "}‘ 2yn, e '—yn—H >

azaz Y..1 >—y,. Ennélfogva, minthogy most y, <0, (5) ebben az
esetben is igaz.

Tegyiik fel marmost, hogy az (x,) iteraciés sorozat %-he:

konvergél, jollehet egyik tagja sem 3 Ez azt jelentené, hogy a

4°
megfeleld (3) alatti y, sorozat majdnem minden tagja teljesiti az
(5) alatti masodik egyenlbtlenséget, és y,— 0. Ez viszont az (5)
alatti els6 egyenldtlenség miatt nyilvan lehetetlen. Ezzel a fenti
allitas bizonyitasat befejeztiik.
Bogndr Jdnos.
A 3. feladatot megoldotta még: Gehér Ldszld, Hajnal Andrds,
Hosszii Miklés, Kawasz Gyula, Kdrolyhdzy Frigyes, Kis Ofto,
Kovdri Tamds, Sos Vera, Szdsz Ferenc. ;
Megjegyzés. Fischer Jdnos, a budapesti Eotvos Lorand Tudo-
manyegyetem Természettudomanyi Karénak Il. éves hallgatdja, ver-
senyen kiviil bekiildott megoldasa az iteracids sorozat tagjainak
alabbi independens elballitasan alapul: ha x,= sin’«,, akkor
X, — sin?2"«,.
: 4. feladat
" Megoldas. Legyen
(g
X
Ekkor : :
£ g A )&+ n

17 Matematikai Lapok N



Tekintsiik eldbb az x = 1 esetet. Ekkor 0 <§=1, s igy
(g)_§~§—1 'g—z } E—n+1 | 1 1
e T

» e
n—1 n o n
Ennélfogva .

() & 1

(" ) Y

Ez azt jelenti, hogy az (1) sor a 0 =& =1 intervallumon egyen-
letesen konvergens, tigyhogy

lim F(x) — lim G(©) = GO) = 1.

x>+ ®

Legyen a tovabbxakban 0<x< 1, azaz 1 < § < oo. Tekintstik
ekkor 0 =y =1 mellett az

@) yﬁ"‘(l——}’)gzg0 g ( 5) e

sort. Megmutatjuk, hogy ez béarmely, 1-nél nagyobb rogzitett &
érték esetén y-ra nézve egyenletesen konvergens.

(e:-) M0 ) WL o o B L o B 5 e o
N non—1 " n—[g 1 : 2 g
|E—n+1f
" n—[g—1
miatt ugyanis (lévén a jobboldal utolsé n—[§]—1 szamn ténye-
z0je 1-nél nem nagyobb pozitiv szam)
(5') o 8] )]
n n(n—1)’
ahol C(§) értéke nem fiigg n-t6l és feltessziik, hogy n= &+ 2.

Mivel ilyen médon megmutattuk, hogy a (2) sor egyenletesen kon-
vergens, tagonként integrélhatunk'

flyg“(l——y)gdy=§ (—1)"( )fym ‘dy ~-—-Z(—~1) ( )n+5

n==0

<

'Ebbbl kovetkezik, hogy az (1) sor O < x < 1 esetén konvergens, és

F(x) = G® = §Iy€ (1 —y)idy.
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Legyen most N olyan egész szam, hogy N = &—1 < N+ 1. Ekkor
Jrra—ypay = [ pa—yyay = [P ay— L,
0 0

ugyhogy

LGIERL S

Qazaz
lim F(x) = lim G() — .
a->+0

Kovdri Tamds.
A 4. feladatot megoldotta még Kis Otté, tovabba a gamma-
tiggvény alkalmazasaval Liptdk Tamds.

5. feladat

Megoldas. Annak val6szinfisége, hogy 10 kihtizott hal koziil
x harcsa, y kecsege, z egyéb fajta legyen,

6 S i
xIpiz1? 9
18 2 $eo 7
ahol p = 700 9= 700" "= 100 A kérdéses varhato érték tehat
1917 T
e 2V Ry
p >’ 10! pr—lq;/blr:_

G (=D (y+1)12!
a0
Ha itt (x—1,y-1, 2) folvenné valamennyi olyan szimharmas érté-

két, amelynek tagjai 10 osszeget ad6 nemnegativ egész szamok,
akkor az Gsszegzés eredménye a polinomiélis tétel szerint

P T
q(p+q+r) 3

lenne. Ki vannak azonban zarva azok a szamhéarmasok, amelyekben
¥+ 1=0. Az ezeknek megfelel6 tagok Osszege:

10
£ —1—0'-— Kol - o P, io
q k.—_-okl(l()——k)!pr —“‘q-(P-f‘l') X

Y b
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Ennélfogva a keresett varhaté érték:

,f]i 5 % (p4-r)°— .f’i (1—(p+ ") — 9 (1—0-98") — 1.62.
Kdrolyhdzi Frigyes.

Megjegyzés. Balogh Tibor megoldasa altalanosabb, mert fol-
tételezi, hogy a halastoban végesszama hal van. Ha a halak szama
100n, akkor a kérdéses varhatd értékre a

' 98n—1
18n (1_ ( ?0 ))
100
2n+1 ( mn)
" eredményt kapja. Ennek hatarértéke n— oo esetén ugyanaz, mint
a fenti megoldas eredménye, amelyben hallgatélag feltételezziik,
hogy a halastoban végtelen sok hal van.
Az 5. feladatot megoldotta még: Gehér Ldszlo, Kis Otto,
Kovdri Tamds, Liptdk Tamds, Sos Vera.

6. feladat

Megoldas. Tegyiik fel, hogy A nyeri a jatszmat B ellen m:n
jatékaranyban és

A szerez az altala nyert jatékokban a,-} ... +a.=—=a,

A szerez az altala vesztett jatékokban aj+-...4-a, =a’,

B szerez az 4ltala nyert jatékokban b,+ ... b, = b,

B szerez az altala vesztett jatékokban &+ ...+ b, =8
pontot. Az osszes lehetséges

s a-t-a ol 1
atdFb+b | bFb
A ] +3 ata

hanyadosok inf / alsOhatarat keressiik. Ennek meghatarozasa nyil-
van ekvivalens feladat a
N e

K=areo
hanyadosok sup K fels6 hatdrdnak kiszamitasaval. Olyan jatszma
esetében, amelyet A m:(m—2) jatékaranyban nyer, éspedig ugy,
hogy az éltala nyert m jaték mindegyikét 4:2 pontaranyban nyeri,
mig a vesztett m—2 jatszmat mind 0:4 pontaranyban veszti, a K
hanyados értéke

4(m—2)+2m 3m—4
K:' L. e -
4m 2m
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Ennélfogva K értéke tetszélegesen megkozelitheti alulrol %-et,
tgyhogy

1) sup K = %
Megmutatjuk masfeldl, hogy
2) sup K = %

Ebbdl a célbdl nyilvan elegendd, ha a K> 1 esetekre szoritkozunk,
s ekkor felhasznaljuk azt a tényt, hogy 1-nél nagyobb értékfi tort
szamlal6jabol és nevezdjébol ugyanazt a (nevezdnél kisebb) szamot
kivonva, a tort értéke mindig no.
Mivel b} = a;—2 (=l 2 anl
]<K: (bl+"'+bn)-l_(b:’z+"'+b1’n) <=
(al—l— i) +am)+(a; + XS +a;l)
= (bl + ot +brt)+(al'“}_ Yo +am)'—2m =
(al'k"‘+am)+(a{+"'+a:t) K
(bi—a)+ - +(b—ai)+a—2m
e .
Itt az utolso elbtti tort szamlalojabol és nevezdjébdl levontuk a’~t.
Mivel tovabba b,—a. =4 (i=1,2,...,n), azt nyerjiik, hogy
in +a—2m
a ;

Itt a=a,+ --- +a, = 4m, tgyhogy a jobboldalon all6 tort szam-
1416jabol és nevez6jébdl a nemnegativ a—4m szamot kivonwa

4n--2m
4m

adddik. Innen pedig n = m—2 figyelembevételével:
4(m—2)+2m b 6m—8 3

[IA

K=

K=

Ezzel (2) helyességét is megmutattuk. (1) és (2) szerint
sup K = %,
s igy
1 1

_inf e

ol

Tm:r:;
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Ennélfogva egy tenniszjatszma sordn a gybéztes fél legalabb 40" -at
megnyeri az Osszes pontoknak. 40°/-nal okvetleniil tobbet kell
nyernie, de nyerhet tetszélegesen kevéssel tobbet 40°/,-nal.
: Gehér Ldszlo
Kertész Andor
Liptdk Tamds

A 6. feladatot megoldotta még: Balogh Tibor, Bogndr Jdnos,
Hajnal Andrds, Hordczi Ferenc, Hosszi Miklos, Kis Otto, Kovdri
Tamds, Ldszlo Zoltdn, Mddi Erzsébet, Pintér Lajos, Sos Vera.

7. feladat

Megoldés; Van olyan polinom,-amely rendelkezik a feladatban:
el6irt tulajdonsédgokkal. Ilyen példaul

1 :
() = 5 (x*—x),
mert
fO)—f@ (a+b)(@+b—1)
b—a 2 ;
nyilvan egesz szam, ha a és b tetszéleges, egymastol kiillénbozd
egész szamok.

Konnyili megmutatni, hogy az eldirt tulajdonsagokkal bir6
polinomnak legalabb negyedfokiinak kell lennie.

" Gehér Ldszlo
Koévdri Tamds
Sos Vera

A 17, feladatot megoldotta még: Fried Ervin, Kdrolyhdzy Fri-
gyes, Kis Otto, Sdrvdri Pdl.

8. feladat
Megoldas. Legendre ismert formulaja szerint
sllet.
(1) w— I 1

ahol p az osszes torzsszdmokon fut végig. (Nyilvan elegendd az
n-nél nem nagyobb torzsszamokra szoritkoznunk.) Megmutatjuk

masfel6l, hogy a feladatban szereplé szorzatok legkisebb kozos.
tobbszorose

(2) 17 plﬂ-
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Ebbdl mar vildgos a tétel helyessége, mert n > 3 esetén [%I =1

s igy ekkor (2) valodi osztoja (1)-nek.

Annak igazoldsa céljabol, hogy a feladatban szerepl szor-
zatok legkisebb kozos tobbszorose (2)-vel van adva, tekintsiink egy
ilyen x,...x, szorzatot, s legyen p“|x;, p%*! ¥ x;. Nyilvan

pPh oo - p* = n,
s mivel p* = «p (az egyenldségjel csak « =1 vagy p— =2
esetén érvényes), :
plet --+ta)=n a+ .. ta= l%]
Ezzel megmutattuk, hogy a tekintett x,...x. szorzatok barmelyi-

kében a p torzsszam kitevoje legfeljebb I%J — Hogy viszont van
olyan szorzat, amelyre e kitevd pontosan [ %], azt

e S0 JBSp o agns S g
p » 1 k
véalasztas mutatja. Igazoltuk ilyen médon, hogy az 6sszes tekintetbe-
jovd x,...x. szorzatok legkisebb kozods tobbszordse a (2) alatti
szam. :
Kordnyi Addm

A 8. feladatot megoldotta még: Bogndr Jdnos, Fried Ervin,
Gehér Ldszl6, Hajnal Andrds, Hendzik Istvan, Hosszi Miklds,
Kawasz Gyula, Kdrolyhdzi Frigyes, Kis Otto, Kovdri Tamds, Ldszlo
Zoltdn, Liptdk Tamds, Pintér Lajos, Sés Vera, Vasvdri Béla.

9. feladat
Megoldas. Mivel
2m*=m mod (2m—1)
a feladatban szerepld kongruencia
7 xX=m mod (2m—1)

alakban irhat6. Ez pedig 2x=2m =1 mod (2m—1) miatt, s mivel
a 2m—1 modulus paratlan szdm, ekvivalens a

(1) 2x=1 mod (2m—1)

kongruenciaval.



Marmost megmutatjuk, hogy a feladatban szereplé kongruencia-
rendszernek akkor és csak akkor van kdzos megoldasa, ha a kiva-
lasztott kongruencidk szdma véges.

a) Legyen a kivalasztott kongruencidk szama véges és rend-
szeriink alljon a

2x=1 mod (2m;—1)

21 mod (2m,—1)
kongruencidkbol. E kongruenciarendszernek nyilvain megoldasa

M1
o BT

, ahol
M= (2m,—1)...2m,—1).

b) Legyen most a kivédlasztott kongruencidk szama végtelen.
Ekkor nincsen kozds megoldasa a végtelen sok (1) alaka kivalasz-
tott kongruencianak, hiszen egy x = x, kozos megoldds létezése
azt jelentené, hogy a 2x,—1 5 0 szam végtelen sok kiilonbozd
természetes szammal oszthato.

Gehér Ldszlo
Kertész Andor
Liptak Tamds

A megoldasnak csak az a) részét adtdk meg: Kdrolyhdzy
Frigyes, Kis Otto, Kordnyi Addm, Kdvdri Tamds, Sos Vera.

10. feladat

Megoldas. Mivel a p torzsszam-modulus szerinti maradék-
osztalyok testet alkotnak, a feladat allitidsdnak helyessége kovetkezik
az alabbi altalanosabb tételbol:

GF(pr) legyen p"=r elemii véges test. E test 0-t6l kiilon-
boz6 elemei legyenek &-— @, @, ..., @1, ahol & a test egység-
eleme. Ekkor barmely egész egyiitthatoju f(x) polinom esetében
&f(x) mar GF(p")-beli egyiitthatokkal biré polinom, és érvényes az

(1) ef(@). . . f(r1) = ef (@) . - ()

osszeftiggés, ahol z,,...,2,.1 az (r—1)-edik egységgyokoket jeloli.
Ennek az &ltalanosabb tételnek bizonyitdsa céljabol tekintsitk

az yi, ..., ¥~ hatarozatlan elemeket. Ekkor f(3)...f(y,-1) szim-

metrikus polinomja az y,, ..., », 1 hatdrozatlan elemeknek, tigyhogy

a szimmetrikus polinomok elméletének alaptétele szerint fennall egy

) F) S (yr) =S(s1, ..., Sp1) ="+ tusl  +v
alakta azonossag, ahol S az y-ok s,..., s, elemi szimmetrikus
kifejezéseinek polinomja, és ¢ =0, u,» egész szamok. Helyettesit-
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stink (2)-ben y; helyébe 2;-t, (—=1,2, ..., r—1). Mivel ekkor

Sy ="vrr b g Sy == (=1
azt nyerjiik, hogy
3) f@)- - . fz1) = u(—1)" 4. )
Masfeldl, minthogy «,, ..., az x*'—e& =0 egyenlet gybkei a
GF(p") testben, (2)-b6l y; = «: helyettesitéssel
4) ef(@). .. ef (1) = u(—e)" +ve

adodik. (3) és (4) alapjan (1) helyessége nyilvanvalo.
Kertész Andor

Megjegyzés. Kovdri Tamds észrevette, hogy a feladat éaltala-
nosithato olymdédon, hogy az f(z)...f(z, 1) kifejezés helyett
2y, ...,2,1 tetszOleges szimmetrikus egész kifejezését vessziik,
amelynek egyiitthat6i egész szamok, vagy olyan tortszamok, melyek
nevez6i nem oszthatok p-vel. Természetesen a feladatnak ez az altala-
nositisa a fenti moédon véges testekre is atviheto.

A 10. feladatot megoldotta még: Gehér Ldszlé, Kdrolyhdzy
Frigyes, Kis Otto, Kévdri Tamds, Sos Vera.

4 A Kinig—Rados-féle determindnstétel alkalmazasaval: Kordnyi
ddm.

II. megoldas. (Ezt a megoldast Turdn Pdl professzor bocsa-
totta a bizottsag rendelkezésére.) A feladatban szerepl6 kongruencia
baloldalan az

) € g()—xri—I
polinomok, jobboldalan pedig az
) & g @)= (x—1)(x—2)--(x—p-+1)

polinomok rezultinsa all. Mivel pedig jol ismert tény, hogy a g(x)
és g*(x) polinomok megfelel6 egyiitthatéi kongruensek egymassal
mod p, a két rezultins is olyan determinanssal adhat6 meg, ame-
lyek megfelelé elemei kongruensek egymassal mod p. Ennélfogva
ugyanez all a rezultinsok értékére, tehat a feladat allitisa igaz.

11. feladat
Megoldas. Azt kell megmutatnunk, hogy van olyan
(1) f()=ax"+a,;x""'+ .- +a.
egész egyiitthatoji polinom, amelyre az dsszesen (27--1)
) (ay+e)x" + (a,+e)x '+ ... +(a.+en)

e+l

szamti
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polinomok mindegyike irreducibilis, ha az

(3) Chre (em €1, 0 ny eu)
»vektor“ komponensei minden olyan egész értéket felvesznek,

amelyekre
lex| = r (=051, 00n),

Az igy el6allo (2r4-1)""" szamu & vektor mindegyikéhez rendeljiink
hozza egy-egy p. tOrzsszamot, s e=-& esetén legyen p.==p, .
Eisenstein kritériuma alapjan csak azt kell beldatnunk, hogy vannak

olyan a,, ai, ..., a, egész szamok, amelyekre az dsszesen (2r - l)"'H
szamu €s egyenként n -1 kongruenciabdl allé :

a,+e,=1 (mod p.)

a,-1-e =0 (mOd pf)

a, | + €n-1 E.0 (mOd p;)

ant-e, =p. (mod p?)
kongruenciarendszer teljesiil. Ez azonban nyilvanvald, mert a felirt
kongruenciarendszerek 7-edik kongruencidi barmely rogzitett / esetén
olyan (2r--1)""" szamu kongruenciabol all6 rendszert alkotnak,
amely a kinai maradéktétel szerint megoldhaté az a; ismeretlenre.

Kévdri Tamds
Sos Vera

A 11. feladatot megoldotta még a Perron-féle irreducibilitasi
kritérium alkalmazasaval Gehér Ldszlo. .

12. feladat

Megoldas. Van olyan fiiggvényrendszer, amely teljesiti a
feladat kovetelményeit. Az egyik legegyszeriibb ilyen rendszer a
kovetkezo:

il har ek
f2L-71(x)-‘—*;0 ha xsk k= 1,2,3,_...);
\1, ha x=—k
f-.)h(x):_go e ixk =02 ),

A 12. feladatot megoldotta: Gehér Ldszlo, Hajnal Andrds,
Hosszii  Miklds, Kdrolyhdzy Frigyes, Kis Ofté, Kordnyi Addm,
Kévdri Tamds, Liptik Tamds, Pintér Lajos, Sos Vera.



13. feladat

Megolddas. Bebizonyitjuk, hogy a feladatban leirt tulajdon-

sagokkal bir6 determindns teljes kifejtése 2" szamua tagbdl all.
Specidlis esete ez az allitds a kovetkezonek: ha egy 2n-edrendi
determindns barmely soraban és oszlopidban pontosan két O-t6l
kiilonboz6 elem all, olyan elrendezésben, hogy a determinans nem-
zérus elemei négyenként egy-egy olyan téglalap csucsait alkotjik,
amelyek oldalai parhuzamosak a determinans soraival, illetve osz-

lopaival, akkor a determindns teljes kifejtése 2" szamu tagbol all.
Ez utobbi allitds igazolasa céljabol tekintsiik egy ilyen determindns
teljes kifejtésének tetszoleges tagjat. Ez 1gy keletkezik, hogy a
determindns n szdm@ olyan soranak mindegyikébdl, amely sorok
0-tol kiilonbozd elemei egylittvéve az Osszes oszlopokat lefoglaljak,
. tetszblegesen kivélasztunk egy-egy nem-zérus elemet, s ezek szor-
zatat megszorozzuk a determindns tovabbi soraibol mar csak egy-
féleképpen valaszthato elemekkel. Mivel az igy adodo lehetdségek

szama 2", allitisunk igazolast nyert.
Kertész Andor

A 13. feladatot megoldotta még: Balogh Tibor, Bogndr Jdnos,
Csuri Jozsef, Gehér Ldszlo, Hajnal Andrds, Hordczi Ferene, Hosszti
Miklos, Karvasz Gyula, Kdrolyhdzy Frigyes, Kis Otto, Kordnyi
Addm, Koévdri Tamds, Ldszlé Zoltdn, Liptdk Tamds, Mddy Erzsé-
bet, Merza Jozsef, Sdrvdri Pdl, Sos Vera, Vasvdri Béla. ‘

Megjegyzés. Hajos Gyorgy professzor hivta fel figyelmiinket
arra, hogy az el6bbi feladat allitisdnak a kovetkezd lényeges alta-
lanositasa szarmazik Konig Dénestol, ,Grafok és alkalmazésuk a
determindnsok és halmazok elméletére“ cimii dolgozatiban (Math.
Term. Ert. 34, (1916), 104—119 old.): Ha egy determinans bar-
mely sordban és oszlopaban pontosan két O-t6l kiilonbozé elem all,
akkor a determinans teljes kifejtésében a tagok szama 2-nek any-
nyiadik hatvdnya, ahany ciklusba foglalhatok a determinans nem-
zérus elemei olyan modon, hogy egy ciklus barmely két szomszédos
eleme vagy azonos sorban, vagy azonos oszlopban all. — Bizo-
nyitas: Nyilvanval6, hogy az emlitett ciklusok egyértelmiien meg
vannak hatdrozva. Béarmely ciklushoz egy jol meghatarozott alde-
terminans tartozik, amely t.i. a ciklusban szerepl0 elemek egyikét
sem tartalmaz6 sorok és oszlopok torlése ttjan keletkezik a teljes
determinansbol. Laplace tétele szerint a teljes determindns meg-
egyezik a ciklusoknak ilyen médon megfeleltetett aldeterminansok
megfeleld elbjellel vett szorzatival. Egy-egy aldetermindns pedig
nyilvan pontosan két kifejtési tagot ad. Ebbol kovetkezik Konig
Dénes tételének helyessége.



14. feladat

Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy egy véges kommutativ csoport
vsszes elemének szorzata akkor és csak akkor nem egyenlo a
csoport egységelemével, ha a csoport pontosan egy 2 rendii elemet
tartalmaz. (Ez a feltétel nyilvan tigy is fogalmazhato, hogy a csoport
paros invaridnsainak szdma egy.) Tovabb4, ha a csoport pontosan
egy 2 rendii elemet tartalmaz, akkor a csoport Osszes elemeinek
szorzata megegyezik ezzel a 2 rendii elemmel. Mindez kovetkezik
az alabbi két allitasbol:

a) Egy véges kommutativ csoport 0sszes elemeinek szorzata
egyenlé a csoport 2 rendii elemeinek szorzataval.*)

b) Ha egy véges kommutativ csoport egynél tobb 2 rendii
elemet tartalmaz, akkor a csoport 6sszes 2 rendii elemeinek szorzata
egyenld a csoport egységelemével.

Az a) dllitds helyessége kozvetleniil viligos abbol, hogy egy
csoportelem akkor €s csak akkor kiilonbozik az inverzétol, ha az
elem rendje 2-nél nagyobb. Eszerint ugyanis nyilvdnval6, hogy
véges kommutativ csoportban a 2-nél nagyobb rendfi elemek szor- .
zata az egységelem.

A b) allités igazolasa céljabal tekintsiink olyan véges kommutativ
- csoportot, amely egynél tobb 2 rendii elemet tartalmaz, s legyen
€1, ...,Cr lehetd legkevesebb szdmui olyan 2 rendii elem, hogy a csoport
barmely 2 rendii eleme felirhaté a ¢, . .., ¢, elemek koziil vett elemek
szorzataként. Allitjuk, hogy ekkor az osszes cfi...c» (O =k =1,
i=1,2,...,r) elemek mind kiilonbozOk. Ez valéban igy van, mert
két, nem azonos k,, ..., k, kitevérendszerhez tartoz6 cki . .. - szorzat
egyenl6ségeébol az kovetkeznék, hogy valamelyik ¢; kifejezhet6 volna
téle kiilonboz6é c-k szorzataként, ami a ¢, ..., ¢, elemek minimalis
szamossagara vonatkozo kikotésiink értelmében lehetetlen. Ennél-
fogva a csoportnak pontosan 2" szamu 2 rendii eleme van, s ezek
szorzata egyenlé a csoport egységelemével, mert mindegyik ¢;
nyilvan 2" szamu ¢i'...c" szorzatban szerepel 1 Kitevivel, és
foltevéstink szerint r > 1.

Kertész Andor

A 14. feladatot megoldotta még: Gehér Ldszl6, Hajnal Andrds,
Hosszit Miklos, Kiss Ofté, Kordnyi Addm, .Kévdri Tamds, Liptdk
Tamds, Pintér Lajos, Sos Vera.

*) Ha nincsen a csoportnak 2 rend(i eleme, akkor e szorzaton a csoport
egységelemét kell érteniink.



15. feladat

Megoldas. (Ezt a megoldast Varga Otté  professzor bocsé-
totta a bizottsdg rendelkezésére.) Az izometrikus leképezés egzisz-
tenciaja a kovetkez6 altaldnosabb tételbdl kovetkezik:

Ha egy feliilet olyan egyparaméteres folytonos izometrikus
leképezési csoporttal rendelkezik, amely a feliiletet 6nmagdra képezi
le, akkor a feliilet lefejtheté egy forgdsi feliiletre.

Legyenek u' és u” a feliilet Gauss-féle paraméterei. Az egy-
paraméteres folytonos csoport mindig megvalaszthaté Ggy, hogy a
paraméterekben transzlacios csoport legyen. Tehat:

=i
u® = u*+4-k.

A k=c vonalak ekkor a folytonos leképezés pélyagorbéi. A
leképezés izometrikus voltdbol kovetkezik, hogy az els6 alap-
forma koefficiensei u*-t6l fiiggetlenck. E vonalak orthogondlis
trajektoridi geodetikus vonalak, és az u'-c vonalakkal egyiitt
geodetikus parallelkoordindtarendszert alkotnak. Ez abbol kovet-
kezik, hogy egy rogzitett u' = ¢ vonallal geodetikusan parhuzamos
vonalakat az izometrikus folytonos transzlaciés csoport egymasba
viszi at, tehat a tobbi u' = ¢ vonalakkal esnek Ossze.

Ezt a vonalsereget tij koordinatakként vezetjiik be:

i — u

= g(u', u*).
Ha a
(F(ul, ul) —C
. egyenlet az orthogonalis trajektoridkat adja, akkor
ﬁl = H‘,
(]) ‘ P e ﬁ;’("l, UQ) ey (P(ul’ le)

parallelkoordinatak lesznek. A ¢ fiiggvény az orthogondlis meg-
hatarozo

Gopdut =0

differencialegyenlet integralja. Itt g,, és g., az els6 alapforma egyiitt-
hatoi :
Ez viszont nem mas, mint

(2) o, w)=u+ 2 gy,
J oo
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Az (1) és (2) transzformaciok

s,y | °
i, i,
] gfll
Bl e |
o 43 Bn
filggvénymatrixanak az inverzét
a( ) . 1 0
w, u
S
(@, i) =

adja. Innen kdvetkezik, hogy

( B — g (@) —Z2T) __ £:(T)gn(@)—gh(T)

! gu(@) 2u(@) '
) ( Ln=gn(a), ;
: 8712 o g—zl =0.
Az els6 alapforma tehat
QQ___ _1- dﬁ,z 1(—@‘.
@ (2] = @[22 +gutan (42

E képletbdl ismét kitiinik az, hogy &' és a* geodetikus parallel-
koordinatak, tovabba az is, hogy (4) valamilyen forgasfeliilet alap-
forméja. Valdban, ha

x, = g(@),
x; = h(a')
az [x,, x;] sikban fekvé meridiangtrbe egyenletét adja, akkor az

x, == g (") cos &*
(5) % X, = g(a") sin &*
X; == h(a)
forgasfeliilet elsé alapformaja
- 4 g0 4 ()
lesz, ahol
K B i df
(e €s. A = JF

Ha tehat a g-t és h-t ugy valasztjuk meg, hogy
g’2 +h'2=§ 1 és
g=gn
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legyen, akkor a két feliilet (4) és (6) alapformédja azonos, tehat a
két feliilet izometrikusan van egymasra vonatkoztatva.
(3)-bol g-re és h-ra a
g=Vg=
{6 g ST G
6) Bas [ ]/4(g11'g22 gh)—gn dif
4 40,

kifejezéseket kapjuk.
A feladatban szerepl6 feliilet elddllitasa:

X ==-COS'U’,
(7) Xy ==’ sin u*,
Xe=U=EcH::

Az u' = dllandé gorbék a felillet 6nmagéra vald folytonos
izometrikus leképezésénél tényleg pdalyagorbék. Ennél a feliiletnél

@) gu=2, go="0, gu—@@)+c,
tigyhogy (6')-bél a
©) h=—u és g=V|@r+c,

helyettesitéssel az
xN—Xg= ¢

egyenlboldali hiperbola egyenletét kapjuk, tehat a feliilet egy-
kopeny(i forgasi hiperboloid. Ha (2)-be a (8)-nak megfeleld érté-
keket helyettesitjiik be, akkor az

PR g : ¢ ‘ G e Ei
(10) P=u +J @y ¢ du' = u*+ arctg 7

kifejezést kapjuk. Ennek alapjan az egymashoz rendelt feliileti
pontokat az ugyanazon paraméterekhez tartozd (5) és

: 3 g i
X, = iI' COs (uz —arctg =

: 1
(7) X, = i’ sin (ﬁﬁ—arctgu?

k o it
X;=0 ¢ (ug——arctg i

képletek adjak. :

A (7) csavarfeliileten az alkotokat az u*= allando egyenle-
tekkel jellemzett egyenesek képezik. Ezeknek (9) miatt az



e i7! ;
X, = J(@)*+ ¢’ cos (z -} arctg -%—J ==(.COS ¥—II' Sin x,
e i7t )
Xy = J (@) + ¢ sin ( x4 arctg HTJ == (. 8in x— ' Cos x,
S5 : =t
egyenlettel rendelkez6 alkotok felelnek meg. A csavarfeliilet ten-
gelyét az @' =0 paraméterérték adja. Ennek viszont (5) és (9)

alapjan a hiperboloid
X, =*=C COS I,

Xa==C S >
Xa—=10
egyenletii torokkore felel meg. .

A forgasi hiperboloid nem az egyetlen olyan feliilet, amelyre
a csavarfeliilet lefejthet6. Ez abbol kovetkezik, hogy egy forgas-
felillethez o' vele izometrikus forgdsfeliilet tartozik. Legyen

Xy = g" (") cosu™;
(5" == smn”,
X, =0

valamilyen mas forgasi feliilet. Ha e két feliilet egymdsra izomet-
rikusan leképezhetd, akkor a Gauss-féle gorbiilet invariancija
miatt a leképezésben parallelkoroknek parallelkdrok, merididngor-
béknek merididngorbék felelnek meg. Innen az kovetkezik, hogy

o= % (u'),
nr= ' Ge).
Ha az (5’) feliilet els6 alapformajanak a koefficienseit roviden a
(11) gu(@) = K@y +g @y,
(@) = g* (@)
kifejezésekkel, s ugyanezeket az (5’) feliileten
(12) ghu™) = F @y + g @y,
G ()= g™ (u™)
kifejezésekkel jeloljiik, akkor a feltételezett izometria miatt

% dl *1 2 N
(13a) £n (d—zlzl) == 21 5
és Z )
' L du® Y
(13‘)) ) EIT) = gn.



(13a)-bol meghatérozhatjuk az u"' = u"(u') fuggvényt Mivel
u* csak u’-nak fuggvenye és gﬁ(u*’(u‘)) és gz,(a‘) csak az

i

allandéval egyenl6. Ha ez l’_, akkor
:'ﬂgﬂ(a‘)r
és igy (13b) alapjan
g (u(@)) —r-g@),
(14) u”:irl?’-}-s.
A (11) képlet alapjan
g @)y + h” (™ (@)y = g’ (@) + k' (@),
s innen (14) szerint
h(@) = 1 @) | V" @)-(T—P)+ k@) dar

Az az (5) forgasi feliilet, amely az (5) forgasi felmetre izo-
metrikusan leképezhet6, sziikségképpen

xf = rg(a) cos'(;— TR s) :

&9 7 X; = rg(u") sin (% H"+s) :

xi= |} gn (A=A P @)di
alakii. De a oo! (5”) alaku forgasi feliilet az (5) alatti feliiletre
izometrikusan tényleg leképezhetd, amint ezt elemi szamitassal
kdnnyen igazolhatjuk.
Ha g és h helyébe a (9) alatti kifejezéseket helyettesitjiik,
akkor a merididngtrbe egyenletét az

xo=rVi'+¢
—?
x_”/ e e
N
képlet adja.

A 15. feladatot megoldotta: *Kdrolyhdzy Frigyes, Kovdri
Tamds, Sos Vera, Soés Gyula.

18 Matematikai Lapok
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16. feladat

I. megoldas. Tekintsiink a feliileten egy olyan geodetikus
vonalakbdl allé négyszoget, amely egy 7 nagysagu feliiletdarabot
hatarol. A feltevések miatt e zart gorbe minden csiicspontjdban
a kiilso6 szog sr/2 nagysagl, kovetkezésképpen a Gauss—Bonnet-
féle tételt alkalmazva

45@ yds = ' ' xdo.
De a y geodetikus gorbiilet geodetikusok mentén zérus, s igy

— l ‘zdo—O
Hizzuk ossze a 7T tartomanyt egy pontra, akkor azt kapjuk, hogy
x=20.

Ezért a feliilet sikra képezhetd le.
Geheér Ldszlo
Kdévdri Tamds
Sés Vera

II. megoldas. A két sereget u'-, ill. u’-paramétervonalakként
vezetjiik be. Ekkor a geodetikus vonal

d*u“ N Rt du*duf
ds® Lo T T
differencialegyenletébdl az «'-—allando, illetve u®—= allandé geo-
detikus vonalakra
I'y=g""Is2=0,
) I =g% I =0
11—-g ATol ==
adodik. A feltevésekb6l kovetkezik tovabbd, hogy

2
(2 82 _ cogtem,
; i Sufa

Az (1) egyenletrendszer részletesen

( d &1 o 089 ()b 29
(1’) s 29% 21 Lo o g:- Y 0,

e 0L 0L Ly 08 il

’\ g“l'2 aul + 2 aul gll au2 _-0
alakba irhat6. (2)-t u* szerint differencidlva a

0812 dgn 08 i
) 2 e 8n8n— e Guln— 4 Engn—0
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Kifejezést kapjuk. Ha (3)-bol 282 g5 982 snarst (1)-be be-
L au ou®

helyettesitjiik, a

082 'gngzz_ ggn
au i &gn Y s 0;
d&n L£1:8s 08»
ot gy YT Sy
egyenleteket nyerjiik, melyekbd6l :
70gll P
gEr: )
£s
agzz__
Yo =0
Az elsO alapforma ezekutan _
g5 Al o o5 (du1 - s du' du’
(4) (F)—gu(U) WJ +2Vgu Vg cos - —r- +
Afdu)
+ gn(u )(7,"

alakban éllithato elé. Az
x = | Vgn@)du,
xz=."deu’
helyettesitéssel (4) a

dsY (dx\ dx; dx; . (dx)
Setudl |0 et 1) s e
(dt) (@ )+ eos oG- T A (_dt)
alakba megy at, mely nem mas, mint Descartes-féle ferdeszogii
koordinatarendszerben az euklideszi sik ivelemképlete.
Koévdri Tamds
Sods Gyula

17. feladat

{ Megoldas. (Ezt a megoldast Hajos Gydrgy professzor bocsa-
totta a bizottsdg rendelkezésére.) Vetitsiik a projektiv sikot egy
rajta kiviiles6 pontb6l e pont koré irt gomb feliiletére. Igy a sik
barmely pontjdnak a gomb két, diametrdlisan atellenes pontja felel
meg. Ha a pont a sikban végigfut egy zart poligonon, akkor a
pontparok a gombodn ugyancsak zart gorbét irnak le. Mégpedig
vagy egyetlen zart gorbe keletkezik a gombon a pontpar mozga-

18*
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sakor, vagy pedig két, diametralisan atellenes elhelyezkedésii gorbét
ir le a pontpar. A gombon igy el6allo — egy vagy két darabbol
allo — zart gorbe éppen akkor nem valasztja el egymastél a gomb
egyetlen diametrdlisan atellenes pontparjat sem, — azaz barmelyik,
nem a gorbén elhelyezked6 pontpar akkor és csak akkor viheto at
folytonos mozgéassal egy masik megadott s ugyancsak nem a gorbén
* fekvd pontparba anélkiil, hogy a pontpidrmozgas kozben a gorbére
1épne, — ha a gorbe egyetlen zdrt vonalbdl dll. Ez tehat annak
sziikséges és elegend6 feltétele, hogy a poligon ne ossza két részre
a projektiv sikot.

Tekintsiik elébb azt az esetet, amikor-a gorbe a gombon két
darabbdl éll. A projektiv sik valamely egyenesének a gombon egy
fokor felel meg. E fokornek a gorbével kozos pontjai a gombon
diametralisan atellenes pontparokat alkotnak. Konnyen belathatjuk,
hogy most a kozos pontparok szama paros. Elegend6 ugyanis a
fokornek a két gorbe egyikével valé kozos pontjait tekinteniink s
mivel ez a gorbe zart gorbe, ugyanannyiszor megy a fokor ,folé“,
ahanyszor ,aldja“ siillyed. [gy a metszéspontok széma ebben az
esetben valoban paros (természetesen foltételezve, hogy a fékornek
nincsen kozos ivdarabja a gombi poligonnal). Ha tehdt a sikbeli
poligon két részre osztja a projektiv sikot, akkor mindig paros
szamu metszéspontja van barmely olyan egyenessel, amelynek nin-
csen kozos szakasza a poligonnal.

Most vegyiik azt az esetet, amikor a gorbe a gombon egy
darabbol all. Szemeljiik ki a gorbe két, diametralisan atellenes
olyan A, B pontparjat, amely nem fekszik az egyenesnek megfelel&
fokoron. Ekkor A a fokorrel hatarolt egyik félgombon, B pedig a
masik félgombon fekszik. A fékor és a gombi gorbe metszéspont-

parjainak megszamolasanal elegend a gorbe egyik AB ivére szo-
ritkoznunk, hiszen a masik iv éppen az atellenes pontokban metszi °
a fokort. A kiszemelt egyik iv viszont nyilvan pératlan szamti pont-
ban metszi a fokort, mert hiszen az egyik félgomb valamely pont-
jabél indul el, s utjat a masik félgombon végzi. Ennélfogva a
projektiv sikot két részre nem oszt6 poligont a sik barmely olyan
egyenese paratlan szamt pontban metsz, amelynek nincsen kozos
szakasza a poligonnal.

A 17. feladatot megoldotta: Kdrolyhdzy Frigyes €s Soos Gyula.
— Majdnem teljes megoldast adott ra: Kévdri Tamds és Sds Vera.



Matematikai folyéirataink

frta: SzénAssy BArNA

A mult szazad els6 felében a magyar matematikat nemzetkozi
stllyal BoLYAI FARKAS ¢és BoLyAl JANOS képviselték. Ugy gondol-
nank ezek alapjan, hogy e korban matematikai életiink sulypontja
Erdélyben, kozelebbr6l a Bolyaiak varosdban, Marosvéasarhelyt volt.
Kordntsem ez a helyzet. BoLyAl FARKAS mint tandr, igen csekély
eredményeket ért el,” nem teremtett maga koriil liiktetd6 matematikai
¢életet, BOLYAI JANOS ,uj, mds vilagat® pedig BoLvyAl FARkAson
kiviil ndlunk akkor senki sem értette meg. Mindketten elmultak
anélkiil, hogy matematikai életiinkre a legszerényebb kozvetlen
hatast is gyakoroltdk volna.

Amennyiben a mult szézad els6 felében ©ndll6 magyar mate-
matikai életrdl egyaltaldban beszélhetiink, annak kozpontjai az
egyetem, illetve a t6iskolak révén Pest, Debrecen, illetve Séaros-
patak voltak. Az 1830-ban alapitott Magyar Tudomanyos Akadémia
— vagy amint az els6 idokben nevezték, Magyar Tudos Tarsasag —
tagjai is foként e harom intézmény tandrai koziil keriiltek ki az
els6 évtizedekben, és a szervezettebb magyar matematikai életnek
kétségteleniil az Akadémia volt a meginditéja. Csaknem egy fél-
évszazados, kevés sikerrel, anndl tobb csalédédssal, anyagi nehéz-
ségekkel szegélyezett ut megtételére volt sziiksége az Akadémianak,
amig matematikai életiink valamelyest behozhatta évszazados elma-
radottsagat, és mig elérkezett az id6 tartalmasabb matematikai
targyn folyéiratok kiaddséra. ;

Pedig joszandéka kisérletekben még a mult szazad elsf felé-
ben, s6t az abszolutizmus kora alatt sem volt hiany néhany hala-
dobb szellemii tudésunk révén. Sajnos, a kiilsé és bels6, a Habs-
burg és a feuddlis elnyomas kovetkeztében a matematika irant nem
volt érdeklodés, s igy szélesebb rétegekhez ezek a kisérletek nem
jutottak el, az orszdg matematikai miiveltségét tehat vajmi kevéssé

1 Brassar SimueL ezzel kapcsolatban igy ir: ,Nagy eszii és tudoményos
férfin soha kevesebb sikert, mint Borvar oktatdsaval nem aratott“. L. Brassar:
Emlékbeszéd Bovrvar Farkas felett. Az Erdélyi Mizeumegylet kiadvanyainak
{Il. kotete. Kolozsvar, 1886. 233. o.



274

]

emelték. Az Akadémia elsd, polihisztor'matematikusai (GYORY SANDOR,
Nvirl ISTVAN, BITNICZ LAJOS, VALLAS ANTAL, KEREKES FERENC és
mésok) munkassagaban egyetlen maradand6 értek, hogy felismerték
a magyar matematikai élet végzetes elmaradottsagat, az egységes
magyar matematikai szaknyelv megteremtésének sziikségességét, a
matematikanak a miiszaki tudomdnyokban elfoglalt fontos szerepét,
és ilyen természetli gondolataikat tobb értekezésben részletezték.
Amit ezeken feliil irtak, nem tekinthetjiik 6nall6 tudomanyos mun-
kanak, csupan néhany, abban a korban igen népszerii matematikai
probléma (a kor négyszogesitése, magasabbfokii egyenletek meg-
oldasa, a komplex szdmok) magyar nyelven el6szor torténd kozlé-
sének. Mindezen értekezések kozzétételére a Tudos Tarsasag elébb
kétévenként, késébb — foként az abszolutizmus alatt — egyre
ritkibban megijelend Evkonyve adott teret. .

Amig az Evkonyvek tudomdnyos értékii dolgozatokat kozol-
tek, a tudomanyos jelz6t természetesen azon idék mértéke szerint
mérve, addig a Tudoés Tarsasdg eredeti céljanak megfeleléen rogton
az elsO idokben iparkodott a tudomanyokat népszeriisiteni is. Az els6
magyar nyelvii folyoirat, mely ilyen konnyen érthetd, népszerisitd
cikkeket kozolt, a , Tudomdnytdr“, melyet az Akadémia 1834-ben
inditott meg. Ennek anyagat elsdsorban forditott cikkek adték, ezek
kozott elvétve matematikai targyat is taldlunk. A maga kordban
kétségteleniil nivosnak nevezheto folyoirat csak csekélyszami olvaso-
hoz jutott el, és a kozonség részvétlensége miatt Oridsi rafizetések
utan kénytelen volt az Akadémia 1844-ben besziintetni a lap kiadasat.

Tudomdnyos jellegii folyoiratot 1840-t61 kezdve adott ki az
Akadémia , Erfesité“ cimmel. Ez évenként tiz fiizetben jelent meg
és foként az Akadémia miikodésével kapcsolatos eseményeket, az
iiléseken elhangzott emlékbeszédeket, el6addsokat kozolte, vegyest
minden szakosztily korébdl. Késobb, 1860-ban hdarom részre osz-
tottdk a folydiratot és kiilon fiizetekben jelentek meg a matematikai
és természettudomanyi osztalyt érintd kozlemények.

Akadémiai, s6t orszagos viszonylatban is ezekben az években
matematikai életiink mélypontjat érte el. Az Akadémia iilésein
ugyanis évtizedeken keresztiil két tudosunk, GyORI SANDOR és
VALLAS ANTAL képviselte lényegében a matematikat és az osztaly-
iiléseknek az 6 hozzaszélasaik és eldaddsaik adtak olykor némi
matematikai jelleget. 1850-ben azonban az abszolutista Kormany
VALLAS ANTALt magyar miiegyetemet kovetel6 egyik ropirataért és
mas hasonld természetii irasaiért megfosztotta egyetemi katedrajatol.
Ez a haladé gondolkodasu tuddsunk ekkor emigraciéba vonult és
Amerikdban fejezte be életét. Elvesztése stlyosan €rintette a magyar
matematikat. Sok igazsagot mondanak azok a szavak, hogy ezen
évek matematikai termése ,csak néhany elavult gyonge tankonyv
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még inkabb elgyongiilt dtdolgozasa, melyeknek nyelvezete se nem
nemzetkozi, se nem magyar“.*

1860-ban még egy modositast Iéptetett életbe az Akadémia a
természettudomanyok hathatésabb felkaroldsa érdekében. CSENGERY
ANTAL javaslatdra ugyanis kiilon matematikai és természettudomanyi
bizottsag alakult. A bizottsdgnak az volt a feladata, hogy felkutassa
e tudomdnyok magyar vonatkozasait €s irdnyitsa a felmeriilt pro-
~ blémak feldolgozédsat, nehogy tovéabbra is ,idegen tudosok jarjanak
hazdnkba folfedezési utazdsokra, mint egészen miiveletlen, barbar
népek orszagdba“.”’ Bdr a bizottsdg tagjai kozott voltak olyanok;,
kik matematikai kérdésekkel is foglalkoztak (PETZVAL OTTO, KRUSPER
ISTVAN & SzZTOCZEK JOZSEF) az altaluk 1861-ben meginditott folyo-
iratban, a , Mathematikai és Természettudomdnyi Kozlemények“-ben
egyetlen matematikai targyt értekezést sem taldlunk. E ténynek két
oka is van. Az egyik, hogy a ,matematikai“ jelz6 ellenére kizér6lag
természettudomanyi kérdések tartoztak a bizottsag hataskorébe, mas-
részt az ezen idok szegényes matematikai eredményeinek kozlésére
boven elégségesnek bizonyult az ,Ertesito.

A magyar matematikanak ez a meddd korszaka azonban nem
tartott sokaig, mert a termel6erdk alakuldsa egyre tobb matematikai
ismeretet kovetelt. Csakhamar feltiintek VEsz JANOS ARMIN, id. SziLy
KALMAN, VALYl GyuLa, ScHOLTZ AGOSTON, tovabba a Bolyaiak
utdn a mult szazad kétségteleniil legnagyobb magyar matematikusai,
HunyaDY- JENO és KONIG GyuLA. Az Akadémia iilései is egyre
tartalmasabbak lettek, és a bemutatott értekezéseket 1867-t01 kezdve
kiilon fiizetekben adték ki. 3—4 év anyaga azutan kotetekbe filizve
,Ertekezések a Mathematikai Tudomdnyok korébol“ cimmel Kkeriilt
az olvasok kezébe. Foként HUNYADY, VEsz, KONIG és SziLy nevé-
vel taldlkozunk sokszor e kiadvanyban.

A fenti neveknek mar a puszta felsoroldsa is biztositék arra,
hogy az ,Ertekezések“ tobb értékes tanulméanyt tartalmaznak —
tobbek kozott HunvADynak a determindnsokra vonatkozé néhdny
nagyjelentoségii eredményét — azonban matematikai  életiink fejlo-
désére hatranyos megszoritast jelentett az, hogy az ,Ertekezések“-
ben csak akadémiai tag kozolhette vizsgdlatainak eredményeit. Mas-
részt a mélyebb matematikai eldismereteket igényl6 tanulmanyok
abban az id6ben val6ban csak néhdny olvaso figyelmét kothették
le. Eppen a matematikai tudoméanyok népszerfisitésének, szélesebb
korokkel valé megismertetésének a vagya inditotta a miiegyetem
kivalo professzorait, hogy sajat kebeliikben és csak a sajit erejiikre
tamaszkodva inditsanak meg egy konnyebben értheté matematikai

Konig Gyura: Hunvapy JENG emlékezete. Akadémiai Ertesitd. 1L k.

1891, 4. o
3 Matematikai és Természettudomanyi Kozlemények, 1. k. Pest, 1861. ViI. o.
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jellegli folyoiratot. A kezdeményezést természetszeriileg vallalta a
mfiegyetem tandri kara, mert HUNYADY, SziLy és KONIG révén ez
az intézmény szamitott akkor hazdnkban az Akadémia mellett
matematikai téren legtobbet. A ,Miegyetemi Lapok“ c., havonként
megjelend folyoGirat elsd fiizete 1876-ban hagyta el a sajtot, és
rovidebb, konnyen érthetd matematikai, természettudomanyi, vala-
mint technikai targyt értekezéseket kozolt. A tanulmanyokon kiviil
konyvbiralatok, kiilonféle iddszerii beszdmoldk és matematikai fel-
adatok szerepeltek a folydirat hasabjain. Az olvasok kiilonosen a
feladatbkat fogadtidk nagy érdeklédéssel, a megoldok pedig elso-
sorban a kozépiskolai tandrok és az egyetemek hallgatdi koziil
keriiltek Kki.

Matematikai €letiink akkori helyzete miatt azonban még ez a
kezdeményezés is korainak bizonyult. A Miiegyetemi Lapoknak is
az lett a sorsa, mint az Akadémia kiaddsdban régebben megjelent
Tudomanytaré : anyagi nehézségek miatt harom évfolyam (harminc
fiizet) utdn kénytelen volt a szerkeszt6bizottsdg a kiadvanyt besziin-
tetni. A magyar matematika akkori helyzetére vonatkozélag aligha
taldlhatunk beszédesebb sorokat, amelyekkel a szerkeszt&bizottsag
elbticstizott a kisszamu, de lelkes olvasétabortél: ,Mondanivalo.
E fiizettel a Mfiegyetemi Lapok befejezi pdlyafutdsat. Mathematikai
foly6irat, tigy latszik, nalunk még nem élhet meg anyagi segély
nélkiil. Persze, ha a mathematikianak ndlunk csak félannyi olvaséja
lenne, mint a mennyi fanifdja van, maskép dllana a dolog.“*

E balsikerii kisérlet utan ismét az Akadémia tette meg az els6
kezdeményezd lépést. Anndl is inkdbb megtehette ezt, mert kiilon-
féle alapitvanyok és némi kormédnytimogatds ttjan anyagi helyzete
a multhoz képest sokat javult, masrészt a kiegyezés utdn a jeles
matematikusok egész sora vonult be az Akadémia IIl. osztilyaba.
Illyen adottsigokra tamaszkodva az Akadémia Mathematikai és
Természettudoméanyi Osztalya 1882-ben meginditotta a , Mathema-
tikai és Természettudomdnyi Ertesito“ c. folyoiratot. Ennek kiadésat
papirtakarékossagra hivatkozva 1941-ben sziintette be a kormany-
zat, ugyanakkor, amikor selejtes napilapok és folyoiratok szdzainak
megijelenését még engedélyezték.

A lap, elészava abban jeloli meg a célt, hogy benne ,06néllo
mathematikai és természettudomanyi vizsgdlodasok eredményeit
soroljak fel“.® A nyolctagti szerkesztébizottsagban minden érdekelt
tudomany (matematika, elméleti és kisérleti fizika, kémia, zoologia,
botanika, mineraldgia és geoldgia) képviseltette magat. A mate-
matikai szempontok érvényesitését a meginditistol egészen 1912-ig
munkélkodd bizottsdgi tag, KONIG GyuLA személye biztositotta, aki

4 Mfiegyetemi Lapok, IIl. k. 1878. 316. o.
5 Mathematikai és Természettudomanyi Ertesit, 1. k. 1882-83. 1. o.
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» ezen id6 alatt egyidejiileg az Ertesité szerkesztését is végezte. Mind
_szaktuddsa, mind hatalmas munkabirdsa alapjan mindenképpen
hivatott volt erre a munkara.

Hosszti id6k folyaman az Ertesité hasabjain — azt mond-
hatjuk — minden jelentésebb magyar matematikai eredmény nap-
vilagot latott. Egyarant helyet kaptak a folydiratban a milt szdzad
jeles magyar matematikusai, a mar tobbszor emlitett HUNYADY JENG
és KONIG GyuLa, valamint a differencidlegyenletek egyik legkivalobb
magyar miivel6je, VALYl GyuLA mellett a szazadfordul6 és napjaink
ismertebb szaktudosai csaknem kivétel nélkiil. Nehéz volna csak
hozzavetblegesen is leirni azokat a lényegesebb matematikai ered-
ményeket, melyek legeldbb az Ertesité hasabjain jelentek meg.
A két Bolyai elismertetése terén is potolta a mialt mulasztisait az
Ertesitd, mert itt jelentek meg SziLy KALMAN és a német PAUL
STACKEL" Bolyaiakr6l sz6l6 tanulményai.

Az Ertesitd hasabjain tuddsaink magyar nyelven széltak az
olvasohoz, a kozolt dolgozatoknak még rovid idegennyelvii kivo-
natat is hidba keressiik a lapban. A nalunk elért tudoméanyos ered-
ményekrdl a kiilfold csupan egy vildgnyelven megijelen6 folyoiratbol
értesiilhetett volna, mely egyidejiileg a folyoiratok cserekapcsolata-
nak Kkiépitését is lehetdvé tehette. E célok elérése érdekében
EOTVOS LORAND, SzABO JOzSEF, SziLy KALMAN, THAN KAROLY és
KoniGg GyuLa akadémiai tagok 1883-ban el6terjesztették az Akadémia
egyik {ilésén azon javaslatukat, hogy inditsanak meg egy német-
nyelvii tudomanyos folydiratot. A felterjesztés paentosan el6irja a
folydirat céljat is: ,E folyoirat kozolni fogja mindazon értekezések
¢s kozlemények forditisat, melyek a III. osztaly Ertesitjében meg-
jelennek, valamint azon hasonlé iranya cikkeket, melyek a tobbi
tudomanyos tarsulatok kiaddsaban, vagy egyéb iranyt szaklapok-
ban napvilagot lattak; egyuttal feladata leend ismertetni mindazt,
a mi a mathematika és természettudomdnyok terén hazankban tor-
ténik; jelentést tenni a folyamatban levd tudoményos vizsgélatokrol,
irodalmi jelenségekrél sat...., egyuttal a folyoiratb6l annyi pél-
danyt bocsatanak az Akadémia rendelkezésére, a mennyi az Akadé-
miaval csereviszonyban all6 kiilfoldi tudomanyos intézetek és a IIl.
osztaly kiiltagjai szdmara sziikséges“.® Ilyen el6zmények utan —
joval késdbb ugyan — 1894-ben inditotta meg az Akadémia elsé
idegennyelvii matematikai folyoiratunkat ,Mathematische und natur-
wissenschaftliche Berichte aus Ungarn“ cimmel.

A mult szazad vége felé indult meg hazankban a matema-
tikusok szervezettebb élete is. A pesti matematikusok 1885-ben
EOTVOS LORAND, HUNYADY JENO, KONIG GYULA, SCHOLTZ AGOSTON

6 Akadémiai Ertesitd, 17. k. 1883. 31—32. o.
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és SziLy KALMAN kezdeményezésére maganjellegii tarsasagba tomo-
rilltek, és a ,Mathematikai Tarsasag“ gyakran tartott @sszejovete-
leket. Ezen Osszejovetelek programmjat foként ismeretterjeszté els-
adasok tették. ,Nem voltak e tarsasagnak sem elnokei, sem alap-
szabdlyai és Osszejoveteleiket egy kozonséges vacsorazéd asztaltarsa-
sagtol csak az iinnepélyes fekete tabla jelenléte kiilonboztette meg“.”
Az egyre népszeriibb és szinvonalasabb osszejovetelek néhany év
mulva arra lelkesitették a tarsasag tagjait, hogy a kozos munkaba
a fizikusokat is kapcsoljak be, és az Osszejovetelek anyagat egy
rendszeresen kiadando folydiratban tegyék kozzé. Az dOhajtast csak-
hamar tett is kovette, és a folydirat meginditasira a létesitend6
tarsulat nem is vart a formalis megalakulasig. A , Mathematikdi és
Physikai Lapok“ els6 fiizete BARTONIEK GEZA és RADOS GUSZTAV
szerkesztésében 1891 juniusaban mar meg is jelent.

A folyoirat els6 fiizete alkalmat adott arra, hogy a létesitend6
tarsulat céljat, programmjat minél szélesebb korok tudomaséara hoz-
hassdk, és ezaltal minél tobb tarsulati tagot toborozhassanak. Miutan
az egyesiileti alapszabalyokat 1891 augusztus 21-én joévahagytdk,
jo el6készités utdn ugyanezen év november 5-én sor Keriilt a
»Mathematikai és Physikai Tdrsulat“ megalakitasara. Hogy ekkor
az id6 mar valoban megérett egy, a matematikusokat €s fizikusokat
vsszefogo egyesiilet 1étesitésére, misem bizonyitja jobban, mint az,
hogy a Tarsulatnak rogton a megalakuldskor 298 tagja volt, de
rovid két év alatt ez a szdm kozel 400-ra emelkedett. A Mathe-
matikai és Physikai Lapok els6 fiizeteinek 560 kinyomott példanya-
bol pedig 405-re jelentkezett elofizetd!

A folyoirat céljat maga EOTVOs jelolte meg az elso fiizet
bekoszontdjében : ,,CzEélunk nem a tudomany népszeriisitése s nem
is 6nallé tudomanyos dolgozatok kozlése: mdasok sikerrel vallal-
koztak mar e feladaiok teljesitésére. Mi tudomanyosan ismertet6
czikkek alakjaban fogjuk megadni a szakembernek azt a taplalékot,
melyre sziiksége van, ha haladni akar...“ Majd igy folytatja: ,A
fiizetek elsé lapjait ©nallé czikkek foglaljak el. Ezekben a tudo-
many haladasat ismertets — hosszabb, vagy rovidebb — dolgo-
zatokat kivanunk kozolni, valamint olyan kozleményeket, melyek a
mathematikanak és physikdnak, mint iskolai tantargyaknak egyes
részleteit a tanitast eldmozdité 1j alakban fejtik ki.“ A bevezetd
még leszogezi, hogy a lapnak kozéputat kell elfoglalnia az Akadé-
‘mia tisztin tudomanyos és a Természettudomanyi Tarsulat tisztdn
népszeriisitd kiadvanyai kozott. Legfobb célja tehat a kozépiskolai
matematika-fizika szakos tanarok tudasanak és latokorének fokozasa.

7 Konia Dines: Az Eotvos Lorand Matematikai és Fizikai Tarsulat elsé
otven éve. Mat. és Fiz. Lapok, 48. k. 1941. 8. o.
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Meghatodva nézegetjiik a Mathematikai és Physikai Lapok
sok nehéz, vészterhes id6t atélt, megsargult fiizeteit. Az anyagi
nehézségek, a gazdasagi valsagok sokszor glizsba kototték, a szer-
keszt6ség csak az Akadémiatol kapott némi tamogatast, allam-
segélyt az els6 vilaghaborti végéig nem sikeriilt elérnie. Az alapi-
taskor tervbevett évi nyolc fiizet is olykor két év alatt megjelent
egyetlen lapra csokkent. Az els6 vilaghabori tavoli csatamezdin
kiizd6 matematikusok dolgozatainak nyomdai korrekciojat sokszor
végezték el a semmiféle aldozattél vissza nem riado itthoni kar-
tarsak, de az is tobbszor megtortént, hogy az értekezés mar csak
posthumus munkaként jelenhetett meg, mert a szerzé id6kozben a
fronton elesett. Atvészelte a lap a két vilaghdaboru kozotti idok
gazdasagi kriziseit is, mignem a masodik vildghdbora szamos kultir-
ellenes kormanyintézkedése visszavonhatatlanul megalljt parancsolt
a szerkesztdknek és a betiiszed6knek egyardnt.

A foly6irat cikkirdi kozott vildghirli matematikusok mellett
olyanokat is talalunk, akik esetleg csak egyetlen szellemi termékiiket
ontették betlibe a lap hasabjain. Ott taldljuk FELIX KLEIN hires
yerlangeni programm®-jat, BoLyAr JANOS Appendix-ét magyar fordi-
tasban, vagy Gaussnak a feliiletekre vonatkozo hires vizsgalatait;®
itt jelent, meg 1902-ben FEJER LIPOT hires doktori értekezése, mely
j utakat tort a Fourier-sorok elméletében, és amelyhez csatlakozo
gazdag irodalom ma mér csaknem éttekinthetetlen; és RIESZ FRIGYES-
nek az integralfogalomra és mas természetli problémékra vonatkozo
nagyjelenttségii vizsgalatai koziil hany jelent meg legelébb a szerény
kiilsejii magyar lapban! A kozolt tanulminyok egy részét azoéta
természetesen mar messze thlszarnyaltik az ujabb kutatdsok, meg-
jelenésiik idejében azonban tjak, id6szeriiek voltak.

Hosszu és felesleges volna minden jelent6sebb eseményt
megemliteniink, mely a Mathematikai és Physikai Lapok életében
bekovetkezett,” egy azonban bizonyos: elismerést érdemeglnek azok,
akik faradsagot nem ismerve és megbirk6zva minden nehézséggel,
a lap utjan emelték az orszag matematikai kultirajanak szinvonalat.
HuNnvyADY JENO, az egyik alapité mar nem érhette meg faradoza-
sainak gyiimolcsét, 1889 december 26-d4n meghalt anélkiil, hogy
lathatta volna az altala oly sokat tervezgetett folyoirat egyetlen
szamat 1is. A Tmagyar matematikai kutatdsok ezen nagy alakjinak,
a determinansok egyik legkivalobb szakért6jének emberi portréjat
emelkedett stilusban rajzolta meg a kartars és jobarat: KONIG GyuLA

8 Mindhdrom tanulmany teljes forditdsa megtalalhaté a Math. és Phys.
Lapok 1897-ben megjelent 6. kotetében. Az akkori szerkesztd, Rapos Guszriv
nagyvonalii munkajanak bizonyitéka az a tény, hogy pl. KLeiv ,erlangeni pro-
gramm®-janak a magyar forditds megjelenéséig csupan egy olasz és egy francia
forditasa volt. :

9 L. erre vonatkozdlag a 7. jegyzetben emlitett tanulmanyt.
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abban a beszédben, melyet az Akadémia egyik iilésén tartott.'
Kétségtelen, hogy matematikai életiink mult szazadvégi nagy fel-
lendiilése jorészt az 6 érdeme.

Véltoztak id6k folyamédn a lap szerkeszt6i is, de azokat a :

mély nyomokat, melyeket KONIG GyuLA munkdssaga nyomott mate-
matikai életiinkre, ezek a személyi valtozasok sem tudtik eltiin-
tetni; matematikusaink jorésze még ma is kozvetleniil, vagy kozvetve
tanitvanyanak vallja magat. " Mindkettjiik neve elvalaszthatatlanul
dsszeforrott az egyetemes magyar tudomanyos fejl6déssel.

A lap szerkesztésének matematikai részét a megindulastol
1914-ig RADOs GuszTAv végezte, aki mind a meginditds koriil,
mind a szerkesztdi munkdval, valamint gazdag tudomanyos ered-
ményeivel kimagasloé érdemeket szerzett. 1914-ben — tehdt a leg-
nehezebb id6kben — vette &t a szerkesztést FEJER LIPOT és minden
akadalyon keresztiil vezetve mar ardnylag konszolidalt koriilmények
kozott adta at e munkat 1932-ben utédjanak, a tragikus sorst
KoniG DeNEsnek. Kiilondsen FEJER LIPOT munkaja elé gordiilt sok
nehézség, az elsd vildghdborii semmiként sem kedvezett a szép
elképzelések valéravaltasanak. A tavoli frontok a legkivalobb munka-
tarsakat szdlitottak el, koziiliik a lap fizikai részének szerkeszt6jét,
ZEMPLEN (GyOzOt 37 éves kordban az olasz harcmez6n, Asiagonal
sirba is tették 1916 janiusaban; nemsokdra — 1916 novemberé-
ben — kovette 6t GEOCZE ZOARD, a felszinmérés kivald6 mestere,
a lap egyik . legszorgalmasabb munkatirsa. ‘A sok megprobaltatas
mellett még anyagi nehézségekkel is sulyosbitott években valdban
hallatlan szivossagra €s tigyszeretetre volt sziikség, hogy a lap egy-
altalaban életben. maradhasson, s6t 1918-ban még Oromiinnepet is
tilhessen — EOTVOS LORAND 70. sziiletésnapjat. Ez alkalommal egy
kiilon 184 oldalas Eotvos-fiizetet is kiadtak, melyben tobb tanul-
many ismerteti legnagyobb fizikusunk életét és tudomanyos mun-
kassagat. -A szép kiadvany mar csak a haldlos agyon Keriilhetett
EoTvos kezébe — 1919 aprilis 8-an el is hunyt a nagy fizikus,
aki a magyar matematikai €let megszervezése, fellenditése és tdmo-
gatdsa koriil is eléviilhetetlen érdemeket szerzett.

A fasizmus masodik vilaghdborti alatti sokmillié aldozatai
kozott a Lapoknak szamos lelkes munkasat is ott talaljuk;™ szép
reményekre jogosito fiatalokat és gazdag eredményeket elért, kifor-
rott tudésokat egyarant. Legtobbjiiket fegyverteleniil kiildték a keleti

10 L. a 2. jegyzetet.

1L V. 6. KaLMAR LAszLo: Jelentés az 1936. évi Konic Gyura-jutalomrol.
Math. és Phys. Lapok,” 1938. 45. k. 1. o.

12 L. részletesebben TurAn PAr: Megemlékezés. Matematikai Lapok I. k.
1950. 3—15. o.

e |
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front aknamezOire, vagy a kiilonféle halaltaborok gazkamraiba.
1943-ban a Matematikai és Fizikai Lapok szerkesztOsége is meg-
kapta a tovabbi megijelenést betiltd rendelkezést, a nyilas terror
alatt pedig a szerkesztd KONIG DENES onként vélasztotta a halalt
a megalaztatds és elhurcolds helyett.

KoNic GyuLAnak fentebb emlitett érdemei mellett a kdzép-
iskolai matematikai-oktatds is sokat koszonhet, mert a malt szazad
hetvenes éveiben késziilt gimnaziumi tanterv és a hozzdadott rész—
letes utasitds algebrai része az 6 miive volt. Késébb ugyan sziik—
ségessé valt ennek a tantervnek az atdolgozdsa, abban az id6ben
azonban kétségteleniil egyik legsikeriiltebb europai terv volt. A jo
tanterv mellett kozépiskoldink képzett matematika szakos tanarok—
kal is rendelkeztek, hiszen tandraink legnagyobb része HUNYADY,
KONIG és a Kolozsvart miikodd VALYl GYULA €s SCHLESINGER LAjos
eldaddsait hallgatta. A képzett tandrok €s a jo tanterv eredménye-
ként a mualt szdzad végének kozépiskolai matematika oktatisa a
kor koriilményeihez képest magas szinvonalon allott, és az a lelke~
sedés, mely a kor tudosait eltoltotte, nem hagyta kozombosen a
kozépiskolai tandrsigot sem. E lelkesedésnek volt az eredménye,
hogy a gybri dllami féredliskola fiatal tandra, ARANY DANIEL —
kinek nevét jelenleg a kozépiskolai tanuldifjisdg egyik orszagos
matematikai tanuléversenye viseli — 1894-ben meginditotta a
,Kozépiskolai Mathematikai Lapok“-at.” Ez a sok vihart kiallott,
nehéz palyat befutdé lap aztin lényeges moddon hozzajarult a fiatal
matematikai tehetségek kikutatdsahoz, adottsdgaik kifejlesztéséhez.
A kozépiskolai anyaghoz csatlakoz6 cikkeivel és tetszetts feladatai-
val minden id6ben lekototte a matematika irdnt érdekl6dd tanulo-
ifjasagot. 2

Szazadunk huszas éveiben a matematikai dolgozatok publi-
kalasara mar kevésnek bizonyult az Akadémia €és az Eotvos Tar-
sulat kiadvanya, megérett az id6 egy olyan folyoirat €letrehivasara
is, mely els6sorban kiilfold felé, tehdt vilagnyelveken tovéabbitja a
magyar eredményeket. E folydirat meginditasdra a kolozsvari mate-
matikusok atkoltozése révén legerdsebbé valt vidéki matematikai
eentrum, Szeged vallalkozott. A folyéiratnak ,Acta Litterarum ac
Scientiarum Universitatis Hungaricae Francisco-jJosephinae“ cimmel
megijelent els kotete az 1922—23. években kiadott értekezéseket
gyiijtotte Ossze, hogy aztdn évrdl-évre mintegy harmadfélszaz oldal
terjedelemben ismertesse matematikusaink vizsgalatait. A szerkesztés
munkajat elébb a két vilaghir(i szegedi matematikus, HAAR ALFRED
és Riesz FRIGYES, majd az el6bbinek 1933 marcius 16-an bekovet-

13 A folydirat részletesebb torténetére vonatkozélag 1. OsLATH RicHARD:
A kozépiskolai matematikai lapok és a matematikai versenyek multjarél. Kozép—
iskolai Mathematikai Lapok, Uj sorozat, II. k. 1949—50. 3—7. o.
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kezett korai halala utdn RIESZ FRIGYES és KEREKJARTO BELA végez-
ték. A folyoirat 1938—40. években megjelent fiizeteit magabafoglalé
9. kotete a megvaltozott , Acta Scientiarum Mathematicarum* cimet
viselte, és ma vilagszerte ezzel a cimmel ismerik a matematikusok
a ,Szegedi Actat.“

A lap aranylag rovid palydja alatt is komoly elismerést vivott
ki. Az igen valtozatos targykorokbdl kikeriilt cikkek szerzdi tekin-
télyes szamban szegediek, azonban alig van olyan tudomanyosan
dolgozo magyar matematikus, kinek ne jelent volna meg tanulméanya
e folyoiratban. A két vilighdborti kozotti fasiszta idékben kiilfoldre
vandorolt és ma is kiilf6ldon miikodé matematikusok — FEKETE
MIHALY, NEUMANN JANOS, RADO TIBOR, RIESZ MARCELL, SzASZ
0110, SZEGO GABOR, ERDOS PAL, POLYA GYORGY, SZEKERES
GYORGY €s a tobbiek mellett igen gyakran taldlkozunk a leg-
fiatalabb magyar matematikusok nevével is. A lap nagy tekintélyét
minden szonal ékesebben bizonyitja azoknak a vilaghirti kiilfoldi
matematikusoknak kordntsem teljes felsoroldsa, akik id6k folyaman
tanulmanyt kiildtek az Actanak: CSEBOTARJOV, BERNSTEJN, CARA-
THEODORY, JULIA, SCHAUDER, DIEUDONNE, JARNIK, MENSOV, PERRON,
HADWIGER, HASSE, MORDELL, BERWALD, CARTAN, SKOLEM, FRECHET,
SIERPINSKI, SAKS és a tobbiek nevét mindenki hallotta, aki csak
valamelyest is ismeri a modern matematikai eredményeket.

* *
*

Az 1943—44-es évekig a fent vazolt fokot érték el mate-
matikai folyoirataink, a haborti utolsé éveiben azonban leallitottak
mindegyik kiad4dsit — néhany éven keresztiil egyaltaldban nem
keriilt ki hazai nyomdabdl matematikai értekezés.

A felszabadulds aztin 1j korszakot nyitott. A szdz sebbdl
vérz0 orszag tudoményos élete elébb csak tapogatdzva indult meg,
de megindult. Matematikai folyoirataink is tjra kezdték életiiket a

- megvaltozott tarsadalmi rendnek megfeleld 1j szinnel és tartalommal.

Uj szerkesztok — KALMAR LASZLO, Sz.-NAGY BELA, Sz.-NAGY
GyuLA, REDEI LAszLO és Riesz FRIGYES — irdnyitdsa mellett leg-
elobb 1946-ban a Szegedi Acta kezdte meg munkdjat, rogton
legels6 kotetében mintegy mementoként kozolve a habort aldozataiul
esett CSILLAG PAL, LAZAR DEZSO és SCHWEITZER MIKLOS egy-egy
posthumus értekezését is. E kotetnek mélté folytatdsa az 1950-ben
kiadott kétkotetes ,Fejér—Riesz Emlékkonyv“, mely igen gazdag
anyagéaval bizonyitja, hogy a haborti megtépazhatta ugyan a magyar
matematika fajat, de elpusztitania nem sikeriilt! :

Ugyancsak 1946-ban indult meg a Tudoméanyos Akadémia
védnoksége alatt EGERVARY JENO akadémikus szerkesztésében a
»Hungarica Acta Mathematica“ c. folyéirat, mely mintegy Ossze-
kotd kapocs volt az Akadémia héboruel6tti és az tjjaszervezett
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Magyar Tudomanyos Akadémia most megjelené folyoirata kozott.
A lap fiizetei mindossze egy kotetet tesznek ki, mely az 1946—49.
kozott megjelent értekezéseket* tartalmazza. Az ebben a kotetben
szerepld 17 tanulmany tekintélyes része fiatalabb magyar matema-
tikusok alkotasa és méltéan igazolja, hogy matematikdnk utanpot-
lasban nem szegény.

1947-ben megindult a ,Kozépiskolai Mathematikai Lapok“ 1j
sorozatanak I. évfolyama is és — fOként SURANYI JANOs fOszer-
kesztd agilitisa révén — egyre szélesebb olvasokozonséghez jut el
mind bel-, mind kiilf6ldon. 1949-ben pedig a Bolyai Janos Mate-
matikai Tarsulat inditotta meg TURAN PAL felelds szerkesztése és
HAJjOs GYORGY, KALMAR LAszLO, RENYI ALFRED ¢és SzELE TIBOR
szerkesztése mellett a Mathematikai és Physikai Lapok folytatasa-
nak tekinthet6 ,Matematikai Lapok“-at, azonban az el6bbivel 0ssze-
* hasonlitva némileg mas céllal és foként mas szellemben. Ez a lap
mar ,nem elégedhet meg pusztin azzal, hogy a Matematikai €és
Fizikai Lapok jelentds multjanak folytatéjdva vélik, hanem azon
tal is kell mennie, mert a rohamléptekkel fejlédé magyar dolgozé
tarsadalom a matematikusokkal szemben is nagyobb igénnyel lép
fel, mint a haléd6 kapitalizmus igajaba fogott, felszabadulas el6tti
értelmiségi réteg“™ — mondja ALExITS GYORGY, majd kifejti, mily
fontos, hogy az objektiv vildig matematikai szemlélete az olvasok
vérévé valiék. A mualttdl eltéréleg a folydiratnak szélesebb olvaso-
réteghez kell szélnia és at kell hidalnia azt a mély szakadékot,
mely a miltban a matematikdt tudomanyosan miivelok €s a mate-
matikat oktatok kozott egyre mélyiilt. ,Aprobb cikkek, megoldando
problémdk egymdas utdn kovetkezd sorozatival megvildgithatja azo-
kat az Osszefiiggéseket is, amelyeken keresztiil a matematikai ,apro-
munka“ beleilleszkedik a nagy problémdk megszabta gondolatok
keretébe.“

Atlapozva a lap eddig megjelent fiizeteit, megallapithatd, hogy
a szerkesztok tervszeriien haladnak a kitlizott célok elérése felé.
A programm menetkdzben bdviilt azzal, hogy egész cikksorozat
ismerteti a kiilonféle szovjet matematikai iskolak jelentds eredményeit.

1950-t61 kezdve a Magyar Tudomdnyos Akadémia hivatalos
idegen nyelvii matematikai lapja az ,Acta Mathematica Academiae
Scientiarum Hungaricae“, melynek bevezet6je hangsiilyozza, hogy
kozel akar lenni a dolgozokhoz, a szocializmust akarja épiteni.
A megjelen6 cikkek a matematika minden agét felolelik, de a foly6-
irat gondoskodik arrél is, hogy kidomborodjék az elmélet és a
gyakorlat egysége. A HAjOs GYORGY szerkesztésében megjelend, kiil-

14 Arexits Gyoray: Célkitlizéseink. Matematikai Lapok, I. k. 1950. 1. o.
18-, - 0:=2."0:
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sejében is mutatos, tartalmaban pedig értékes folyoirat valdban
mélto arra, hogy Akadémiank munkdjat kiilfoldon igazolja. Az alig
kétéves folydirat nemzetkdzi sikerét mutatja, hogy mar most is
kivalo kiilfoldi szerzok is kozlik benne legajabb kutatasaikat.

A Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai és Fizikai
Osztalyanak ; Kozleményei“, mint a Ill. osztilynak magyar nyelvii
folyoirata 1951-t6] kezdve jelenik meg. Az els6 kotet az Akadémia
125 éves fenndlldsa alkalmadval tartott Unnepi Hét, a masodik kotet
pedig az 1951. évi nagygyiilés anyagat tartalmazza. A rendkiviil
gazdag anyagot felolel0 vaskos kotetek — melyek szerkesztési
munkajat RENYI ALFRED végezte — szamos olyan matematikai és
fizikai tanulmanyt kozolnek, melyek megvilagitjadk e tudomdnyok
Gijabb tjait, tovabba osszefiiggd képét adjdk a magyar matematikai
kutatasok legiijabb eredményeinek.

Budapest és Szeged utdn 1950-ben a harmadik matematikai
kozpont, Debrecen is meginditott egy évenként két fiizetben meg-
jelend idegen nyelvii matematikai folyoGiratot RENY! ALFRED, SzELE
TIBOR €és VARGA OTTO szerkesztésében. A magyar matematikai
lapok ezen Benjaminja, a ,Publicationes Mathematicae“ maris nagy
népszeriiségnek Orvend és alaposan kiépitett cserekapcsolatai utjan
is nagy er6t képvisel az egész Tiszantil matematikai életének
emelésében.

#* *
*

Aki a Magyarorszagon megjelent matematikai értekezések
hidnytalan képét meg akarja rajzolni, hézagos munkat végez, ha
csak az eddig felsorolt folydiratokat nézi 4t. Idok folyaman ugyanis
a kiilonféle iranya szaklapok is kozoltek ©nallo matematikai érte-
kezéseket, s6t béven taldlunk ilyirdnyt tanulmanyokat a kozép-
iskoldk évvégi értesitbiben és az egyes tudoményos tarsulatok év-
konyveiben is. A teljes bibliografia bizonyara segitséget nyujtana
kiilonféle kutatisokban és eredménnyel is jarna,' hisz a mondottak
igazolasaul csak azt emlitjiik meg, hogy pl. GEOCzZE ZOArDnak a
felszinmérés kérdésérol szold és alapvetd jelentdségii eredményeket
tartalmaz6 els6 dolgozatai a szdzad elején az ungvari alredliskola
értesitdiben jelentek meg.

Most megjelend matematikai folydirataink jovéje és tovébbi
fejlodése gazdag eredményeket igér, mert a milthoz képest Ossze-
hasonlithatatlanul jobbak a tudoményos munka és a publikdlds

16 Az 1901—1925. kozotti években magyar szerzOktd! barmily nyelven
megjelent értekezéseket GAspAr ILona: A magyar matematikai irodalom biblio-
grafidja (Budapest, 1930) c. konyve felsorolja. E szerint ezalatt a 25 év alatt
1897 magyar matematikusokt6l szarmazé tanulmény és konyv jelent meg. 1d6-
szerfi lenne az 1926—1950. évek adatait tartalmazo bibliografia osszeallitisa.
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lehetdségei. A kozelmiltban életbeléptetett tudomanyos fokozatok
mar nemcsak iires cimet, hanem jelentds anyagi tdmogatast is jelen-
tenek; a kiilonféle jutalmazasok, tudoményos osztdndijak, az aspi-
ranttira intézménye pedig f6ként a fiatalabb kutatdkra hatnak serken-
tbleg és biztositjdk az utdnpétldst a matematikusok tdbordban is.
Ugyanakkor a jol felszerelt intézetek, konyv- és folyoirattarak ttjan
nagymértékben megjavultak a tudomanyos kutatas kiils6 felté-
telei is. Ha ehhez még hozzédvessziik, hogy a szovjet matematika
nagyszerii -eredményei uj szint adtak matematikai életiinknek, az
egyre inkabb kiépiil6 személyi kapcsolatok pedig még ezenfeliil is
nagy segitséget jelentenek, akkor biztosak lehetiink abban, hogy a
magyar matematika nemcsak megérizni, hanem jelentds mértékben
oregbiteni is fogja azt a tekintélyt, melyet hosszu és szivos munki =
aran a vildg elott maganak kiharcolt.

19 Matematikai Lapok



FELADATROVAT

Szerkeszti : Hajos Gyoray

A feladatrovatnak szant kiildeményeket a kovetkezd cimre
kérjiik : Bolyai Janos Matematikai Térsulat, Budapest, V., Realtanoda-
utca 13—15. Az egyes feladatok megoldasat kiilon lapon kérjiik.
‘Nem zarkézunk el olyan feladat kozlése el6l sem, amelynek meg-
oldasat bekiilddje nem ismeri.

El6z6 szamunk megijelenése el6tt a 29. feladat megoldasat
bekiildotte még CORRADI KERESZTELY és a 33. feladat megoldasat
CsAszAR Axos.

Kittizott feladatok

54. Milyen 2, komplex szdmokbdl kiindulva ad adott komplex
a mellett a

173
2l = 7 (Zn +a)

iteracié konvergens sorozatot? -
Riesz Frigyes

- BB. Igaz-e, hogy k==1,2,3,... mellett

“ (e"‘zr—e ~’TH) ;CPS.Zk”xg dx =0 ?
g sin 2kztx
: Barna Beéla

56. Bizonyitsuk be, hogy ha a p primszam osztéja egy
x*4+ay* és egy u'—av’ alaki szamnak, akkor 4n+1 alaku.
(Valamennyi betii egészszamot jeldl, (x, y) = (2, v) =1.)

Obldth Richdrd

57. Bizonyitand6, hogy ha egy (dnathatolas-nélkiili) poliéder
minden lapszoge konvex, azaz 180°-nil kisebb, akkor a poliéder
is konvex, azaz barmzly két pontjanak Osszekotd tavolsagat tartal-
mazza.

Hajos Gyorgy



Megoldott feladatok
31. feladat. Ha az F(2)=b,+b,2+...+b.2" polinom

minden nullhelye a 2=x4-iy siknak x=0 félsikjaban van, akkor
valamennyi Jensen-kozepe, vagyis az

Rk(F)=b0+§bv(1 -—%)(1 —%) T (»1 _r= )z

k
(Ovis=0p12=...=0)
polinomok ugyanevvel a tulajdonsaggal rendelkeznek.

(Turdn Pal)

Megoldds. Az altalanossag csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy

F@) = I+ 8),

ahol valamennyi g, valés része nem-negativ.
talakitjuk a vizsgdlt polinomokat.

x 5 e
Rk(F)=bo+§buk(k—l) N (e 1)(;—) =
7 2 k[' ’k\)k k ’ (k)k—v]
*(7) bo(? +v§lb,k(k——l)...(k—: +Di5] |
Ha tehat a w=—12(~ és P(w)=w* jelbléseket vezetjiikk be, akkor

Ry(F)= % [66P(W)+b,P (W) ...+ ka(;")(w)]. :

Minthogy pedig P(w)-nek k-nal magasabbrendii derivéltjai eltiinnek,
masrészt » >n mellett b, =0,

R(F)= i [0.P(8) + 6,P' (W) + . .+ b, PO w))

A D differencidloperatorral valé szimbolikus szdmolds hasznalata
mellett tehat

Ru(F)= 5 FD)P(W) = & [] (D) - P(w).

Mivel pedig z és w valds részének elGjele megegyezik, azt kell
bizonyitanunk, hogy

(O+8)(D+8) . .. (D +B)PW)=0,
ha w valds része pozitiv.

19*



Elegend6 a kovetkezt segédtételt bizonyitanunk: Ha egy f(w)
polinomnak megvan az a tulajdonsdga, hogy f(w)=:0, hacsak w
valos része pozitiv, ha fovdbbd f valos része nem-negativ, akkor a
: (D +R)f(w) =1 (w)+ Bf(w)
fiiggvény is rendelkezik az emlitett tulajdonsdggal. Ugyanis P(w)
nyilvan rendelkezik a szerepld tulajdonsiggal, s igy a segédtétel
szerint a D -3, operatorok egymasutini alkalmazasa e tulajdon-
sagot meghagyja.

Segédtételiinket indirekt uton bizonyitjuk. Legyen

m

fw)=A l{(w + ),
legyen «,, «,, ..., «, és § valos része nem-negativ, tovabba

F (W) +Bf(we) =0,

és w, valds része pozitiv. E feltevésekb6l ellentmondasra kovet-

keztetiink. «,, @,, . . ., &, €s w, valos részére vonatkozo feltevéseinkbol
F(wo)==0 kovetkezik. Igy tehat
"(w, S 1
S Pl

f(wﬂ) 2 r=1 w0+ y :

Ez azonban lehetetlen, mert feltevéslink szerint a baloldal valés
része nem lehet pozitiv, viszont a jobboldal valamennyi tagjanak
pozitiv a valés része, hiszen w,-}-e, valds része pozitiv.

Ezzel a feladat allitdsat bizonyitottuk. Megjegyezziik, hogy ez
az allitas akkor is helyes, ha abban a negativ félsik helyett a pozitiv
félsik szerepel. Ez a feladat Aallitasabol konnyen levezethetd, s
bizonyitdsunk egyszerii atirdsaval kozvetleniil is igazolhato.

: Rényi Kato
36. feladat. Bizonyitsuk be, hogy béarmely rendezett meg-

szamlalhat6 halmazhoz talalhat6 a nagysag szerint rendezett racionalis.
szamoknak hasonl6an rendezett részhalmaza.

(Szele Tibor)

Megoldds. Legyenek az adott rendezett megszamlalhato halmaz
elemei :

(L o PR
Rendeljiink a;-hez tetszbleges r, racionalis szamot. Ha az a,, a,, . .. , a.
ielemekhez mar rendeltiink hasonléan rendezett ry, r,, ..., . racio-

nalis szamokat, akkor a,,;-hez tetszésszerinti olyan r,.: raciondlis
szamot rendeliink, amelyik az r, rs, ..., r. szamokhoz ugyanolyan
rendezési viszonyban van, amilyenben a,., van az @, a,,..., Q.
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elemekhez. Ilyen r,,, biztosan talalhatd, mert sem legkisebb, sem
legnagyobb racionalis szam nincs, s mert barmely két raciondlis
szam kozott van tovabbi racionalis szam.

Ilyen modon az adott halmaz valamennyi eleméhez egy-egy
racionalis szamot rendelhetiink. A hozzarendelt

Ty, Tay gy oe

raciondlis szdmok halmazanak nagysdgszerinti rendezése a hozza-
rendelés elbirdsa miatt az adott halmazéhoz hasonlo.

Gehér Ldszlo

A 36. feladat megoldéasat bekiildotték még: CsAszArR Akos,
Hajos GyOrGYy, Koncz KArRoLy, KOVARI TamAs, KRALIK DEZSO,
RENYI KATO, SARKADI KAROLY, VINCZE ISTVAN.

Megjegyzés. A 36. feladat tétele altalanosabban kimondva,
bizonyitéssal egyiitt szerepel HAUSDORFF: Grundziige der Mengenlehre
{Teubner, 1914) c. munkdban a 99. lapon.

Blum Oftto

38. feladat. Egy x, helyen a valds f(x) fiiggvénynek tigabb
€rtelemben vett maximuma, ill. minimuma van, ha van x,-nak olyan
kornyezete, melyben f(x) = f(x,), ill. f(x)=f(x,). Bizonyitando,
hogy a tagabb értelemben vett széls6értékek az y-tengelyre vetitve
'‘megszamlalhaté halmazt adnak.

(Gehér Istvdn)

I. megoldds. Jelentse E, azon a helyek halmazat, melyekre

{x—a|= % esetén f(x) = f(a).

Az E, halmaz l%, ‘—D—':—l] intervallumba es6é pontjaihoz (p egész)

nem tartozhatik kiilonbozo fiiggvényérték, mert E, definiciéja szerint
e fiiggvényértékek egyike sem lehet a masikndl nagyobb. Ezért
E, e részének képe az y-tengelyen legfeljebb egyetlen pont lehet.
Igy a teljes E, halmaz képe is megszamlalhaté. Azonban E, + E,+-. . .
éppen a tidgabb értelemben vett maximumok helyeinek halmaza,
ezért e halmaz képe is megszamlalhato.

Ugyanigy okoskodhatunk a tdgabb értelemben vett minimu-
mokra. Az adodo két halmaz egyesitése is megszamlalhaté halmazt ad.

Csdszdr Akos

/l. megoldds. Ha y szerepel a tigabb értelemben vett maxi-
‘mumok kozott, ennek definicidja szerint hozzarendelhetiink egy
-olyan, raciondlis szimokkal hatérolt (a, b) intervallumot, melyre igaz,
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hogy f(x) e kdzben felveszi az y értéket, de nagyobb értéket nent
vesz fel. .

Kiilonb6zd y értékekhez kiilonbdzd intervallumokat rendeliink
igy, mert ugyanabban az intervallumban nem lehet a fliggvénynek
tobb abszolut maximuma.

Minthogy a raciondlis hatdrd intervallumok halmaza meg-
szamlalhato, igaz ez e halmaz részhalmazdra, s a tdgabb értelemben
vett maximum-értékeknek ezzel egy-egyértelmii vonatkozésba hozott
halmazara is.

Ugyanez all a minimum-értékek halmazara, s a kett6 egye-
sitett halmazara is.

Krdlik Dezso

I11. megoldds. Monoton filggvényre a feladat allitisa nyilvan
igaz, hiszen ennek akkor van csak tigabb értelemben vett sz€ls6-
értéke, ha egy szakaszon éllandd, s kozos pont nélkiili szakaszok
halmaza megszamlalhato.

Jelolie M(a, b) az f(x) fiiggvény altal az (a, b) kozben felvett

~értékeknek fels6 hatarat. Az M(a, x) fiiggvény (a=x) nyilvan
monoton nd. Tehdt megszamlalhaté sok tagabb értelemben vett
szélsGértéke van. ’

Ha f(x)-nek az x, helyen tigabb értelemben vett maximuma
van, és (x,—&, X, &) kozben f(x,)-ndl nagyobb értéket nem vesz
fel, akkor az (x,—&, X,) kozben valasztott raciondlis r szdmra igaz,
hogy M(r, x) az (x,, X,+ &) kozben allando. Tehat f(x,) tigabb érte-
lemben vett maximuma az M(r, x) fiiggvénynek. ;

Minthogy megszamlalhaté sok racionalis r szdm van, s mind-
egyik M(r, x) fiiggvénynek megszdmldlhat6 sok tdgabb értelemben
vett maximuma, azért mindezek halmaza s igy f(x) tdgabb értelemben
vett maximumainak halmaza is megszamlalhato.

Ez igaz a minimumokra is, mert ezek —jf(x) maximumai.
Ezért a szélstértékeknek egyesitéssel ad6d6 halmaza is meg-
szamlalhato.

Sarkadi Kdroly

A 38. feladat megoldasat bekiildotték még: BLum OTTO,
GEHER LAszLO, HAjos GYORGY, KOVARI TAMAS.

Megjegyzés. A 38. feladat Allitdsat altalanosabb formaban
bizonyitassal egyiitt adja HAUSDORFF: Grundziige der Mengenlehre
(Teubner, 1914), 363. 1.

Blum Otto



PELDAROVAT

Szerkeszti: Varca TamAs

A megoldasokat kérjiik a Tarsulat cimére (Budapest, V., Reél-
tanoda-utca 13—15.) bekiildeni. A boritékra irjuk ra feltiinden :
PELDAROVAT. Minden megoldast kiilon lapra irjunk. Tomor,
vilagos, egyszerli megolddsokat varunk. Lapunkban k&zolni fogjuk
minden példanak egy vagy tobb megoldasat és az Osszes helyes
megoldok nevét. Kozlésre szant példakat is szivesen fogadunk.

Kitizott példak
15. Bontsuk tényezokre :
x54-x+1.
16. Bontsuk tényezdkre :

X4 x4 1,

(A tényezbkre bontast ugy értjiik, hogy a kifejezéseket x racionalis
egyiitthat6ju, legaldbb els6foki polinomjainak szorzataként kell el6-
allitani.)

17. Oldjuk meg:

+ e 1 o8
Q(x—}— 3)(x+ 3.)(x+ 3)(1 x)—4x(x - 3-J'

18. Legyenek egy haromszog oldalai a < b <¢, szdgei ennek
megfeleléen ¢ < < y. A hdromszog magassigi pontja a) melyik
oldalhoz, b) melyik csticshoz van legkozelebb ?

19. Szerkessziink derékszogii haromszoget atfogoja és a derék-
szbghtz tartozd szogfelezdje alapjan.

20. Szerkessziink egy olyan egyenlészaru haromszoget, amely-
nek alapegyenese egy elére megadott szog egyik szdra, csiicsa a
sz0g masik szdrara esik, szarai pedig két, a szOg szarai kozott
megadott ponton mennek at. ;

21. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder két magassagvonala
metszi egymast, akkor a masik ketté is metszi egymast. Hataroz-
zuk meg ennek alapjan annak feltételét, hogy a tetraéder magas-
sagvonalai mind egy pontban messék egymast.

22. Egy egyenes egy derékszogii lapszog mindkét lapjaval
30°-0s szoget zar be. Hany fokos sziget zar be a lapszog élével ?

23. Egy torznégyszog érint egy gobmbot. Bizonyitsuk be, hogy
az €rintési pontok egy sikban vannak.

Bekiildési hatdridé : a lap megjelenésétd!l szamitott 2 honap.



TARSULATI ELET

Beszamold
a Tarsulat altal a Magyar-Szovjet Baratsagi Hénap
keretében rendezett eléadasokrol

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat ez évben is megrendezte
a Magyar-Szovjet Baratsagi Honappal kapcsolatos el6adasait, melyek
célja a szovjet matematikai eredmények, illetve a matematika tani-
tasanak a Szovjetunidban haszndlt modszere széleskorii ismertetése
és népszeriisitése. Az el6adasokat elég széles rétegek bevonasaval
tartottuk meg, voltak a legtijabb szovjet matematikai eredményeket
ismertetd klubesték, egyetemi tanszemélyzet és hallgatésag, kozép-
iskolai tandrok és kozépiskolds didkok szamara tartott eldadasok.
Mindezeket megtartottuk az 0sszes tagozatok varosaiban, tehidt Buda-
pesten, Szegeden, Debrecenben, Pécsett, Veszprémben, Gy6rott, Eger-
ben és egy, két mas varosban is. Itt mindjart meg kell jegyezniink,
hogy a baratsdgi hénap kapcsan olyan helyeken is voltak eléada-
sok, ahol még eddig a Tarsulat nem miikodott, pl. Hatvanban és
Keszthelyen, amit a tarsulati élet fejlodése szempontjabdl is kiemel-
ked6 eredménynek tekintiink. A Veszprémi Tagozat pl. 5 el6adast
tartott kiilonb6z6 vidéki varosokban, részben a Természettudomanyi
Térsulattal kozos rendezésben. A tagozat eldadasait osszesen 1000
érdekl6d6 latogatta. Annak érdekében, hogy az el6adoknak meg-
felel6 anyag élljon rendelkezésére, sokszorositott sillabuszokat készi-
tettiink és pedig négyfélét, a kiilonbozd el6addsok természetéhez
mérten. Ezek a kovetkezOk: ,Mit koszonhet a magyar matematikai
élet a Szovjetuni6bnak?“, szerkesztette FucHs LAszLO, az elndkségi
tagok kozremiikodésével, ,Mit koszonhet a magyar matematika-
tanitds a Szovjetunionak ?“ szerkesztette VARGA TAMAs, tobbek
kozremiikodésével, ,Matematikai modszerek felhaszndldsa a Szovijet-
unié nagy természetatalakito munkalataiban®, szerkesztették FENYO
IsTVAN, SzeEKELy GABOR €s tobben masok, végiil ,Feladatmeg-
oldasok*, osszedllitotta szintén tobbek segitségével VARGA TAMAS,
NATANSZON egy konyve alapjan. Az els6 egyetemek szamara, a
misodik pedagbgusok, az utolsd kettd pedig kozépiskolasok sza-
mara késziilt. A term3szetatalakitassal kapcsolatos, matematikai mod-
szerekrBl sz016 elfadast egy-két tizemben is szerettiik volna meg-
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tartani, azonban ez szervezési nehézségek miatt ez évben még nem
sikeriilt.

Az egész orszag teriiletén 62 el6adéast tartottunk, mintegy
4000 hallgat6 részvételével. Az el6addsok altaldban nagy érdeklddést
keltettek, amit a latogatottsdg, valamint a hozzaszolasok és az el6-
adokhoz intézett kérdések bizonyitanak. Itt kiilon ki kell emelniink
a QGyori Tagozat egyik eldéadasat, melyet a gy6ri Dugonics-utcai
munkésszalloban tartottak meg. ,A matematika szerepe a Szovjet-
unié természetatalakitd munkalataiban“ c. eléadashoz a 26 fonyi
hallgatosag korébol 7-en szoltak hozzd. A hallgatok valamennyien
fizikai dolgozok voltak és a hozzaszolasok ennek megfelelden
gyakorlati jellegfiek. A kozépiskolak koziil kiilon ki kell emelniink
a budapesti Epiiletgépészeti Technikumot, ahol kiilon erre a célra
szépen feldiszitett teremben iinnepélyes keretek kozott folyt le az
elbadds a jelenlévk, mintegy 70—80 f6 nagy érdeklddése kizepette.
Nem egy vidéki tagozatban a helybeli tagtarsak igen &ldozatkész
munkét folytattak tobb eldadds megtartdsanak elvallalasaval. Tobb
helyen az M. Sz. T. kikiildottei is megjelentek.

Nyugddtan mondhatjuk, hogy Tarsulatunknak a Baratsagi
. Honappal kapcsolatos munkaja jelentds fejlédést hozott mind a
szovjet eredmények ismertetése, mind pedig a tarsulati élet szem-
pontjabol. Megéllapithattuk, hogy tudomdnyos és pedagdgiai téren
egyarant boven van mit tanulnunk a szovjet matematikusoktél és
tovabbra is torekedniink kell arra, hogy minél jobban megismerjitk
nagyszerii eredményeiket. Meg kell jegyeznilnk, hogy a szovjet
matematika ismertetése a Tarsulatban alland6éan és rendszeresen
folyik Budapesten és a vidéki tagozatokban havonta egy-egy klub-
este keretében.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a Magyar-Szovjet
Baratsigi Honap folyaman megtartott elcadasai

Budapesten

I. Tudomdnyos Szakosztdly kiozponti eldadoiilései

1952 mércius 14. Klubeste az MTESz Szovjet Miiszaki Folyoirat-
és Konyvolvasojaban. RENYI ALFRED szovjet eredménye-
ket ismertet a lancreakciok elméletérdl. Az el6ado6 ismer-
tette B. A. Szevasztyanovnak az Uszpehi Matyematyicsesz-
kih Nauk 1951. évfolyamanak 6. szdmdban megjelent
Osszefoglalo cikkét a lancreakciok valosziniiségszamitasi
elméletérol, !

1952 marcius 22. Fgjes TOTH LAszLO: ,Konvex testek elmélete
terén elért szovjet eredményekr6l.“ Uriszon, Luszternyik,



Snyirelman, Delone, Zsitomirszki, A. D. Alekszandrov,
Libermann, Olovjanisnyikov, Cohn-Vossen és mas szovjet
matematikusoknak a konvex testek elméletébe vagoé
eredményeinek ismertetése, kiilonos tekintettel a Brunn-
Minkowski-féle egyenlétlenség gondolatkdrében, valamint
a geodetikus vonalak és feliiletek hajlitdsdnak elméleté-
ben elért eredményekre.

1952 maércius 29. FucHs LAszLO—SzeLE TiBOR: ,Az absztrakt
algebra terén elért szovjet eredményekrol.“
SzeLe TiBOR méltatta a szovjet algebrai iskola legtijabb
eredményeinek rendkiviil nagy jelent6ségét a modern
algebra mai fejlodésében és kidomboritotta O. Ju. Smidt
és A. G. Kuros szerepét a szovjet algebrai kutatdsok iranyi-
tasaban. Néhany kiilondsen nagyfontossdgi szovjet ered-
ményt emlitett meg a modern algebra kiilonbdz6 agaibot
(Pontrjagin, Csebotarjov, Malcev, Csernikov, Szuskevics,
Golfand, Fjodorov), majd részletesen ismertette azokat
az eredményeket, amelyeket A.G.Kuros, L. Ja. Kulikov
és Sz. V. Fomin az Abel-féle csoportok szerkezetére
vonatkozé kutatisokban legtijabban elértek.
FucHs LAszLO a csoportfogalom 4ltaldnositisa terén
elért jelent6s szovjet eredmények koziil foként A. K.
Szuskevich és A.l. Malcev idevags tételeit ismertette.
Gyiirielméleti vonatkozdsban A. I. Uzkov, 1. M. Gelfand
és V. A. Andrunakijevics, a lattice-elméletbdl pedig A. G.
Kuros és V.l Glivenko eredményei a legjelent6sebbek.

11. Egyetemi és foiskolai eloaddsok

1952 marcius 3. VINCZE ISTVAN: ,Szovjet matematikusok szerepe
a valdszinliségszamitds megalapozésa terén.“ Elbadas
a Kozgazdasagi Egyetemen.

1952 marcius 18. ToLNAl JENO: ,Feladatmegoldasok.“ Elbadas a
Pedagdgiai Foéiskolan.

1952 marcius 24. CsAszArR Akos: ,Mit koszonhet a magyar mate-
matikai élet a Szovjetunionak ?“ Elbadas az Eotvos
Lorand Tudomdanyegyetem Természettudomanyi Karan.

1952 marcius 26. AczeL JANos: ,Elmélet és gyakorlat egysége a
szovjet matematikaban.“ Eldadds a Miiszaki Egyetemen.

IlI. Eldadds pedagogusok szdmdra

1952 marcius 12. BORBELY GYORGYNE: ,Mit koszonhet a magyar
matematikai oktatds a Szovjetuniénak?“ El6adas kdzép-
iskolai tandrok szdmara a Pedagégustovabbképzs Inté-
zetben.
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1952 marcius 13. LIGETI BELA: ,Mit kdszonhet a magyar mate-
matikaoktatds a Szovjetuniénak ?“ El6adas 4ltalanos
iskolai tandrok szaméra a Pedagégustovabbképzé Inté-
zetben.

IV. Kozépiskolai eloaddsok

1952 marcius 11. GEMESI JOzSEr: ,Szovjet matematikusok“. EIl6-
adas a Corvin Métyds gimnaziumban.

1952 marcius 22. BirO IMRE: ,Feladatmegolddsok.“ Eldadas az
I. sz. Epiiletgépészeti Technikumban.

1952 marcius 18. GADOR ENDRENE: ,SzélsOérték feladatok elemi
megolddsa.“ Eléadas a Veres Palné gimnaziumban.

1952 marcius 26. ERDOsSI JOzser: ,A szovjet matematikaoktatas.
hatisa a magyar matematikaoktatasra.“ El6adas a Jozsef
Attila gimnaziumban.

1952 marcius 27. NEukomm Gyura: ,Feladatmegoldasok.“ EI6-
adas a Rakoczi Ferenc gimnaziumban.

1952 marcius 29. GALLAl TIBORNE: ,Feladatmegoldasok.“ Elbadéas
a Fiirst Sandor gimnaziumban. -

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat szegedi tagozatanak
: el6adasai

1952 februar 16. Soos PauLa: ,A szovjet matematikai oktatas
modszertani kérdései.“ (Pedagogus elbadés)

1952 februdr 26. és marcius 8. BAkos TIBOR: ,Matematikai olim-
pidszon a Szovjetunidban.“ I.—II. (Kozépiskolai el6adés)

1952 marcius 1. So6s PauLa: ,Mit koszonhet a magyar mate-
matikaoktatds a Szovjetuniénak?“ (Pedag6gus el6adas)

1952 marcius 22. KALMAR LAszLO: ,Markov tjabb vizsgalatai az
asszociativ rendszerekr6l.“ (Klubest) A. A. Markov:
Nyevozmozsnoszty nyekotorih algoritmov v teorii asszo-
ciativnih szisztyem cimii dolgozatanak (Dokladi Akagyemii
Nauk SzSzSzR, 77 (1951), 19—20) ismertetése. EIG-
készitésiil ismertette az eldadd A. A. Markov harom el6z6
dolgozatanak eredményét is hasonld targyrdl, valamint
emlitette az algoritmus fogalménak Markov-féle szabatos.
definiciojat.

&1
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Bolyai Janos matematikai tdrsulat debreceni tagozatinak
eloadasai

1952 februdr 22. BARNA BELA: ,Matematikai olimpidszok a Szovjet-
uniéban és a versenyszellem felhaszndldsa az oktatéi
munkaban.“ (Pedagdgus eldadas)

1052 februar 23. SzeLe TiBor: ,Ujabb szovjet eredmények a
modern algebra tertiletén.“ L. méarc. 29.-i Szele—Fuchs
elbadés. !

1952 marcius 8. RENYI ALFRED : , Szovjet eredmények a matematikai
statisztika teriiletén.“ El6adé roviden ismertette a mate-
matikai statisztika feladatdt, mddszereit, tovabba a vald-
szinfiségszamitassal val6 kapcsolatat. Ramutatott néhany
ezzel kapcsolatos elvi kérdésre. Ezutin réviden ismer-
tette Bernstein, Szluczkij, Romanovszkij, Gnyegyenko,
Kolmogorov, Szmirnov és masok matematikai statisztikai
eredményeit, kiilondsen kidomboritva a szovjet nem-para-
méteres modszert a nyugati paraméteres statisztikai mod-
szerekkel szemben.

1952 marcius 4. SZENASSY BARNA: ,Mit koszonhet a magyar
matematikai élet a Szovjetunionak ?“ Eldadas a Fazekas
Mihély gimnaziumban kozépiskolai didkok szdmara.
1952 marcius 7. GYARMATHI LAszLO: ,Szovjet geometriai ered-
- mények.“ Elbadas a hajdiiszoboszI6i altalanos gimna-
- ziumban kozépiskolai didkok szamara.

1952 marcius 21. VARGA OTT6: ,Ujabb szovjet geometriai ered-
mények.“ (Klubest.) El6adé az 1. n. klasszikus moszkvai
geometriai iskola eredményei kozill kiilondsen Efimov,
Finikov, Bjusgensz és Luzinnak a feliiletek lokalis defor-
maciokra, ill. a Peterson-féle transzformacidkra vonat-
koz6 eredményeit ismertette. A modern differencidlgeo-
metriai iskola eredményei koziil tobbek kozott Kagan,
Rasevszkij és Sapirotol szarmazé subprojektiv terekre
vonatkozo vizsgélatokat ismertette, tovdbba beszamolt
G. F. Laptyev, V. Vagner és masoknak a holonomia
csoportra vonatkozo eredményeir6l. Beszdmolt tovabba
az affin Osszefiiggd terek bedgyazasi problémdjanak
G. F. Laptyevtdl szarmazo megoldasar6l. Tovabbiak soran
V. Vagnernek az anholonémia rendszerre vonatkoz6 vizs-
galatait mutatta be. Azonkiviil V. Vagnernek a Finsler-
terekre vonatkozé vizsgélatairél adott attekintést. Ismer-
tette a larmadik geometriai iskola eredményeit, amely
iskola a nagybani geometria vizsgdlataival foglalkozik.
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Itt elsésorban A: D. Alexandrov konvex feliiletek belsé
geometrigjara vonatkozd konyvére tért ki. Ismertette
tovabba Pogorolovnak azokat a vizsgélatait, amelyek a
Poincaré-féle sejtésnek nagymérvii altalanositéasat tartal-
mazzak. Végiil beszamolt Olovjanyicsnyikovnak azon
kutatdsair6l, amelyek a konvex polyéderek meghataro-
. zasara vonatkozo klasszikus Cauchy-féle tétel koré cso-
portosulnak.

1952 marcius 25. RAPCSAK ANDRAS: ,Matematikai mddszerek fel-
hasznédldsa a Szovjetunio természetitalakité munkalatai-
ban.“ Elbéadds a Csokonai Mihdly gimnaziumban kozép-
iskolai diakok szdmadra. i

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat miskolei tagozatinak
+ elGadasai

1952 marcius 4. SZARKA ZOLTAN: ,Matematikai modszerek felhasz—-
nalasa a Szovjetunié természetatalakité munkalataiban.“
Eléadds a Vamos Ilonka ledanykozépiskolaban, didkok
részére..

1952 marcius 6. GATI JOZSEF: ,Matematikai modszerek felhasz-
naldsa a Szovjetunié természetatalakit6 munkalataiban.“
Eléadas a villamosipari techmkumban kozépiskolai didkok
szamdra.

1952 marcius 11. TOrRO BELA: ,Matematikai modszerek felhasz-
nalasa a Szovjetunio természetatalakit6 munkalataiban.“
Elbadas a diosgy6ri Kilidn gimndziumban, kozépisko-
lasok szamara.

1952 marcius 14. MORICZ ISTVAN: B. G. Kuznyecov : ,Lobacsevszkij
élete“ c. konyvének ismertetése. (Klubest)

1952 marcius 17. DOMOTOR FERENC: ,Mit koszonhet a magyar
matematikaoktatds a Szovletumonak ?“ El6adas a saros-
pataki reformatus gimnaziumban pedagégusok és didkok
szamara.

1952 marcius 22. ERDELYI LASzLO: ,Mit koszonhet a magyar
matematikaoktatds a Szovjetuniénak ?“ (Pedagdgus el6-
adas)

1952 marcius 22. Raisz IvAN: A ,Matyematyika v skolje“ c.
szovjet kozépiskolai folybirat €és a szovjet matematikai
olimpidszok ismertetése.“ (Kozépiskolai délutin)
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Bolyai Janos Matematikai Tarsulat pécsi tagozatanak
eléadasai

1952 marcius 7. NAGY FERenC: ,Mit kdszonhet a magyar mate-
matikaoktatds a Szovjetuniénak ?“ Elbadéas a Nagy Lajos
gimnaziumban pedagdégusok szamara.

1952 marcius 17. SELENY! GEzA: ,Feladatmegoldasok.“ Kozép-
iskolai eloadds a Nagy Lajos gimniziumban.

1952 marcius 20. NAGY FERencC: ,A. N. Kolmogorov szovjet aka-

"~ démikusnak a Nagy Szovjet Enciklopédiaban megjelent,
»,Matematika“ c. tanulmanyanak ismertetése.“ (Klubest)

1952 marcius 25. SELENYI G%:zA: ,Matematikai médszerek felhasz-
ndldsa a Szovjetuni6 természetatalakité munkalataiban.“
Kozépiskolai el6adas a Janus Pannonius gimnaziumban.

1952 marcius 27. NAGy FERENC: ,Mit koszonhet a magyar mate-
matikai élet a Szovjetuni6nak ?“

1952 marcius 28. Kovics MARGIT: ,Feladatmegoldasok.“ Kozép-
iskolai eldadas a Ledwey Kldra gimnaziumban.

1952 marcius 29. DomB1 BELA: ,Mit koszonhet a Pedagogiai F6-
iskola a Szovjetuniénak a matematika terén?“ Elbadas
foiskolai hallgatok szamara.

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat veszprémi tagozatanak
eloadasai

1952 marcius 13. Fgjes TOTH LAszLO: ,Szovjet eredmények a
konvex testek elméletében.“ 1. marc. 29.-i bp.-i el6adas.
1952 marcius 14. SUTTO KALMAN: ,Hogyan haszndljik fel a mate-
matikat a Szovjetuni6 természetatalakitd terveiben ?“
Kozépiskolai el6adas a papai 4lt. lednygimnaziumban.
1952 marcius 17. FAy LAszLO: ,Matematikai modszerek felhasz-
naldsa a Szovjetunid természetatalakité munkalataiban.“
Kozépiskolai el6adas a veszprémi vegyipari technikumban.
1952 marcius 18. MARKO JOZSEF: ,Matematikai médszerek felhasz-
ndldsa a Szovjetunio természetatalakito terveiben.“ Kozép-
iskolai délutan a pédpai mezdgazdasdgi éllattenyésztési
technikumban. _
1952 marcius 18. BEREND IVAN: Lobacsevszkij geometridja. Kozép-
iskolai délutin a veszprémi altaldnos gimndziumban.

1952 marcius 21. Szepesl TIBOR: ,, Matematikai modszerek felhasz-

naldsa a Szovjetuni6 természetatalakito terveinél.“ Kozép-
iskolai délutdn a keszthelyi gimnaziumban.
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1952 marcius 22. ERHARDT LAjoS: ,Matematikai modszerek fel-
hasznilasa a Szovjetuniéd természetatalakité terveiben.®
Kozépiskolai el6adds Siimegen.

1952 marcius 25. DEKANY MIHALYNE: ,Matematikai modszerek
felhaszndlasa a Szovjetunié természetatalakit6 munkala-

. taiban.“ Kozépiskolai délutin a veszprémi vegyipari
technikumban.

1952 madrcius 29. ERHARDT LAjos: ,Matematikai mddszerek alkal-
mazasa a Szovjetunio természetatalakitdé munkalataiban.“
Kozépiskolai el6adds a sfimegi gimnaziumban.

1952 éprilis 2: GAL TINKA: ,Matematikai mddszerek alkalmazasa
a Szovjetunio természetatalakité munkalatainal.“ Kozép-
iskolai el6adas a veszprémi tanitOképzdben.

Bolyai Janos Matematikai Tarsulat gydri tagozatanak
eloadasai

1952 marcius 12. FALUDI FERENCNE: ,Matematikai mddszerek fel-
hasznaldsa a Szovjetunié természetatalakit6 munkalatai-
ban.“ (Klubest) ‘

1952 marcius 15. SZELIANSZKY FERENC: , Feladatmegoldasok.“ Kozép-
iskolai délutédn.

1952 marcius 21. SzeLIANSZKY FERENC: ,Matematikai modszerek
felhasznalasa a Szovjetunid természetatalakitdé munkéla-
tainal.“ Kozépiskolai délutdn a gy6ri Révai gimnaziumban.

1952 marcius 26.”KArRTESzI FERENC: ,Lobacsevszkij munkassaga-
nak méltatasa.“ (Tudomanyos el6addiilés)

1952 marcius 28. SAMSON LAszLO: ,Matematikai- médszerek fel-
hasznaldsa a Szov;etumé természetatalakité munkalatai-
ban.“ Eléadas a gy6ri Dugonics-utcai munkasszélloban.

Bolyai Jinos Matematikai Tarsulat egri tagozatanak
eloadasai

1952 marcius 9. PALLOS EMiL: ,Mit koszonhet a foiskolai mate-
.matikai oktatds a Szovjetunionak ?“ El6adas a Pedagogiai
Foéiskolan.

1952 marcius 16. HARTLY DomoxoOs: ,Matematikai mddszerek fel-
hasznalasa a Szovjetunio természetatalakité munkalatai-
ban.“ Kozépiskolai eléadds a hatvani vegyipari techni-
kumban.

1952 marcius 20. Bekest PAL: ,Egyszerii maximum-minimum fel-
adatok.“ El6adds a Szakérettségis Tanfolyamon.



1952 marcius 30. JArROsI ANDRAs: ,Feladatmegolddsok.“ Kozép-
iskolai el6adads az egri Dobo Istvan alt. gimnaziumban.
1952 aprilis 2. DARVAS ANDORNE: ,Matematikai moddszerek fel-
hasznalasa a Szovjetunié természetatalakito munkalatai-
ban.“ Kozépiskolai délutin az egri tanitoképzé intézetben.

Bolyai Jinos Matematikai Tarsulat soproni tagozatinak
elGadéiilése

1952 majus 3. A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat Soproni Tagoza-
tanak tinnepélyes megalakuldsa. El6adast tartott CSASzAr
Akos: A topolégia néhany kérdésérdl. Graf-elmélet.
Feliiletek topol6gidja. Hurkolt térgorbék.




MATEMATIKAI ES SZE_I}iELYI HIREK

Dr. WALEK KAROLY a soproni egyetem tanara, Tarsulatunk
soproni tagozatdnak koztiszteletben allé elnoke, 1952 szeptember
3-an szivszélhiidés kovetkeztében elhunyt. Aldbbiakban kozoljiik
néhany életrajzi adatat:

Dr. WALEK KAROLY Pécsett sziiletett 1878. szeptember 13-an.
Atyja gépkezeld volt a pécsi szénbanyaknal. A pécsi foredliskola
elvégzése utan (itt egyiitt tanult Fejér Lipottal) a selmeczbanyai
Banyészati és Erdészeti Akadémiara keriilt a banyamérnoki osztalyra.
A végbizonyitviny megszerzése utdn Nagybanyara Kkeriilt banya-
gyakornoknak 1900-ban. 1901 novemberében Selmeczbanyara
helyezik at az Akadémia matematikai tanszékére és megbizzak a
tanarsegédi teenddk ellatdsaval. 1903-ban leteszi a banyamérnoki
allamvizsgit és tanarsegéddé nevezik ki. 1905-bén a miincheni
tudomanyegyetem bolcsészeti fakultasdra kiildik tovabbképzés cél-
jabol és 1908-ban summa cum laude doktorrd avatjak Miinchenben.
1910-ben fbiskolai rendkiviili tandrrd, a kovetkez6 évben féiskolai
rendes tanarra nevezik ki. 1918-ban a selmeczbanyai fdiskolaval
Sopronba keriil és itt miikodik élete végéig."Amikor a Banyamérnoki
¢s Erdomérnoki Foiskolat beleolvasztjak a Miiegyetembe, (1934)
egyetemi nyilvanos rendes tanarra nevezik ki. Az 1935—1936. évben
az itteni osztily dékanja volt (Selmeczbdnyan a Banyaszati és
Erdészeti Féiskoldn haromizben volt a banyamérnoki osztaly dékanja),
1945—1948-ig a Didkjoléti Hivatal igazgatoi teendoit latta el.

Walek Kéroly személyében a soproni egyetem, Tarsulatunk
és az egeész magyar matematikai élet odaadé pedagdgust és magas
képzettségli szakembert vesztett el, aki igen eredményesen 42 éven
keresztiil fejtett ki szinvonalas tanari tevékenységet. Munkassdgat
a matematika alkalmazasaiban val6 alapos jartassag és hivatdsanak
szeretete jellemezte.

Alabbiakban kozoljiik Walek Karoly tudomanyos munkéinak
jegyzékét.

Dr. Walek Karoly tudominyos munkdinak jegyzéke.

Bindre kubische Transformation und .Complexe. Doktori értekezés a
miincheni tudomanyegyetem ' bolcsészeti karan. Megjelent Selmeczbanyéan,
Joergesnél 1908-ban.

.

20 Matematikai Lapok
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2 Anwendung der Vektorrechnung auf die Snellius’sche Vierecksaufgabe.
Ostrerreichische Zeitschrift fiir Vermessungskunde XXIX. (1931).

A Pothenot-féle feladat megoldasa vektorokkal. Banyaszati és Kohaszati
Lapok, LXV. (1932). 406—439. o.

Vektoranalytische Behandlung der Markscheideraufgaben. A Banyamérnoki
és Erdémérnoki Foiskola banyaszati és kohaszati osztdlyanak kozleményei.
V. kotet (1933).

Einige besondere Punktbestimmungsaufgaben in Vektorieller Behandlung-
Osterreichische Zeitschrift fiir Vermessungskunde. XXXIII. (1935).

Zur Aufgabe iiber die Bestimmung der kiirzesten geradlinigen Verbindung
dreier Windschiefer Raumgeraden. A banyaszati és kohaszati osztaly kozle-
ményei, 1X. kotet (1937).

Kiirzeste Verbindung dreier Grubenstrecken innerhalb eines begrenzten
Grubenraumes. A banyaszati és kohdszati osztaly kozleményei, X. kotet (1938).

Dr. Mihalovits Janos emlékezete. Banyaszati és Kohaszati Lapok, 1938.
éviolyamaban.

Lobacsevszkij és a nem-euklideszi geometria. Banyaszati és Kohaszati
LLapok 1951. évfolyamaban.
Bevezetés a fizikai-kémiai folyamatok matematikajaba. A Mérnoki Tovabb-

képzo Intézet kiadvanya, 1952.
ke
I3

Felhivjuk Tagtarsaink figyelmét arra, hogy megjelent ALEXITS
GyoORrGY konyve ,Bolyai Jdnos“ cimmel, a Miivelt Nép kiadasaban,
ara 850 Ft. A nagy érdeklodéssel vart konyv ismertetésére késGbb
visszatériink. ™

Megjelent Sz. A. JANOVSZKAJA: ,Lobacsevszkij halado eszméi®
¢. munkaja. Akadémiai ‘Kiad6 kiadvanya 15.— Ft. '

Ugyancsak az Akadémiai Kiadé kiadasiaban jelentek meg
I. P. NATANSON: Konstruktiv fiiggvénytan és P. Sz. ALEXANDROV :
Bevezetés a halmazok és fiiggvények dltaldnos elméletébe c. munkéja,
elobbinek 80.— Ft, utdbbinak 45.— Ft az ara.

; Megijelent Bolyai Janos Appendixének 1j kiadasa, KARTESZI
FERENC -bevezetésével, megjegyzéseivel és kiegészitéseivel, az Aka-
démiai Kiad6 kiadasaban. Ara 30 Ft.

% %*
*

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat tagjai kozil 1952
november 7.-e, a Nagy Oktoberi Szocialista Forradalom 35-ik év-
forduldja alkalmabol Kitiintetésben részesiiltek a kovetkezOk :

SurANY! JANOs, docens, Eotvos Lorand Tudomdnyegyetem
TTK, Magyar Népkoztarsasagi Erdemérem, aranyfokozat.

VINCZE ISTVAN, a Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott
Matematikai Intézetének igazgatohelyettese, Magyar Népkoztarsasagi
Erdemérem, aranyfokozat.

GaLLAl TIBORNE miiegy. adjunktus, Magyar Népkoztarsasagi
Erdemérem, eziistfokozat. ,
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RAPCSAK ANDRAS, docens, debreceni Kossuth Lajos Tudomany-
egyetem, Magyar Népkoztarsasagi Erdemérem, eziistfokozat.

* *
*

VARGA TAMAs és ELTETO Lajos VII. osztalyos mértankonyv-
tervezetiikkel 1. dijat nyertek a Kozoktatdsiigyi Minisztérium tan-
konyvpélyazatan.

1952 dszén a kovetkezok lettek matematikus aspirdnsok:

KOvArl TAMAs Eotvos Lordnd Tudoményegyetem Matematikai
Intézet, SOs VERA Eotvos Lorand Tudoményegyetem Matematikai
Intézet, KRALIK DEzSO Miiszaki Egyetem, III, Matematikai Tanszék,
MoOR ARTUR Debreceni Tudomanyegyetem Mat. Int., So6s Gyura
Debreceni Tudoményegyetem Mat. Int., PINTER Lajos Szeged,
Bolyai Matematikai Intézet, PukANszky LAjos Szeged, Bolyai Mate-
matikai Intézet. Levelezd aspirdnsok: HODI ENDRE Eotvos Lorand
Tudoményegyetem Matematikai Int., TOROK ANTAL Magyar Tudo-
manyos Akadémia Alk. Mat. Int. ®

* *
*

A Magyar Tudoméanyos Akadémia altal a Bolyai Janos Mate-
matikai Tarsulat kozremiikodésével rendezett iinnepi {ilésszak elo-
adasair6l és egyéb eseményeirl legkozelebbi szdmunkban adunk
részletes ismertetést.



Perelman : Szérakoztaté Geometria és Szorakoztaté Algebra
¢. konyveirol
irta: AczeL Jinos

A matematika népszeriisitésének bo
irodalma van az egész vildgon, nalunk
is tobb matematikai népszerisitd konyv
jelent meg.

Altaldban az altalunk eddig ismert
matematika-népszerfisité konyvek tobb-
féle célt tliztek maguk elé. Egy résziik
bevezetdiil kivant szolgalni a matematika
bizonyos fejezeteibe, ilyenek voltak Co-
lerus, Sztrokay, Niklitschek stb., elret-
tentd példa képpen emlithetd konyvei,
mig a fogyatékossagaik ellenére is jol
sikeriilt, tanulsadgos ilyen természetfi
munkak kozt emlithetok pl. Beke Man6
konyvecskéje a differencial és integrél-
szamitasrol, Karteszi szakkori fiizetei és
Péter Rozsa: Jaték a végtelennel cimfi
konyve. Mas népszeriisitd miivek a ma-
tematika kiilonboz6 konnyebben meg-
kozelithetd részeibol Osszevalogatott
mozaikok. Itt még tobb fércmiivet
sorolhatnank fel, egy példa Csizik Gyula:
Szamok és mennyiségek cimii ,miive“;
jol sikeriilt érdekes konyvecske Konig

énes: Matematikai mulatsagok, vagy
magasabb szinvonalon Rademacher—
Toeplitz* és Dorrie tobb eldismeretet
megkoveteld miivei. — Mindezek messze
elkeriilik annak érdemleges targyalasat,
hogy a matematika a természet
megismerésének is tudomanya, hogy a
matematikianak fontos  alkalmazasai
vannak. Az alkalmazédsokkal megint mas
népszerfisitdé miivek foglalkoznak, ezek-
nek altalaban nem a legsikeriiltebb val-
fajai a kiilonb6z6 szakmak részére na-
lunk is kiadott matematikai segédkony-
vek, mig egyik legjobb ilyen iranyt

* Uber Zahlen und Figuren. Fordit6 ezt ,A
szamok és testek“-nek forditotta, a szerzoket pe-
dig Rademaher és Teplicnek irta.

munkénak tekinthetjiik Hajos Gyorgynek
A munka- és idéelemzés matematikai
segédeszkozei cim(i konyvét. A mozaik-
szer(i Osszevalogatast az . n tiszta ma-
tematikan Kiviil részben az alkalmazésok
korébol is végzi Steinhaus Onyorti
Matematikai kaleidoszkép cimfi mifive,
viszont annak problémai az atlagos ol-
vas( szamara nehezek.

Italdaban az jellemzi a matematikai
népszeriisité irodalom nagy tomegét, és
ebbdl a legkivalobb miivek is csak rész-
ben emelkednek ki, hogy egyrészt vagy
dilettantizmus vagy arisztokratizmus
az alapfelfogdsuk, masrészt vagy dssze-
fiiggben és nem mindig egyenletes érde-
kességgel targyalnak egy vagy tobb
anyagrészt vagy pedig csak elszigetelten,
gyakran feliiletesen érintenek sok apro
kérdést, tobbnyire vagy teljesen elbeszéld
jellegek, vagy csak feladatokat tartalmaz-
nak, esetleg megoldds megjelolése nél-
kiil, végiil a matematikdnak vagy csak
elméleti vagy csak gyakorlati kérdései-
vel foglalkoznak. <

A masutt metafizikusan kezelt ellen-
téteknek dialektikus egységét, a népsze-
riiségnek és szinvonalnak, az os-zefiig-
gésben targyalasnak és a legérdekesebb
részek kiemelésének, a leird részeknek
és a feladatoknak, szamitdsoknak és
kisérleteknek, az elméletnek és a gya-
korlatnak impozdns egységét talaljuk
meg Perelman itt ismertetendd és a tobbi
népszeriisitdé munkaiban is.

Ennek megmutatasara azt hiszem a
legmeggy6z0obb lesz, ha roviden ismer-
tetem e konyvek tartalmat, csak néhany
helyen emelve ki beldliik bévebben egy-
egy részletet is.

Mindkét konyvben rovid leiré ré-
szek, problémak és megoldasaik szerves




egységben, valtogatjdk egymast. Egy-egy
focim alatt szamitdsok és kisérletek
(mérési moddszerek), horizontalisan ha-
sonlé természetli, vagy vertikalisan foly-
tatolag Osszefiiggd kérdések valtogatjak
egymast, de a legtobb kérdés, vagy
kérdéscsoport ondlloan is értheto.

A |, Szdrakoztaté geometria“ Geo-
metria szabadban cimfi els6 részének els6
fejezete terepen, erddben végzett tavol-
sag- és magassagmeghatarozasi felada-
tokkal kezdoédik, majd képletet ad, mely
egyarant érvényes hasab, henger, giila,
kip, csonkagila, csonkakiip, goémb,
gombréteg, gombszelet, parallelogram-
ma, trapéz, haromszog teriiletének ill.
kobtartalmanak kiszamitasara. Ez a kép-

let: —’-(;—(bl -+4b, 4 by) ahol h a magas-

sag, by az alsé b, a kozépso b, a felsd
keresztmetszet nagysaga. A képlet a
Simpson-féle kozelito integralasi eljaras-
nak Kepler-féle hordészabalynak is ne-
vezett legegyszer(ibb esete, mely els6-,
masod- és harmadfokid integranduszra
tudvaléyben pontos eredményt ad. Az
elsd fejezet fatorzsek szélességmérése
modszerének és néhany biol6giai meny-
nyiségi viszonynak leirasaval zarul.

A masodik fejezet folyok szélességé-
nek, tiloldalukon 1évé méreteknek, se~
bességﬁknek, vizhozamuknak meghata-
rozasara ad meg részben Kkisérleti, rész-
ben geometriai, részben egyenletmegol-
dasos modszereket, majd a vizben hul-
lamzaskor keletkez6 koroket, kozos
érintépari koroket, korhullaim terjedését
targyalja, végiil pedig egy adott alland6
sebessegli ¢és szélességli folyon a két
parttol bizonyos tavolsagra 1évé pontok
legrovidebb kombinalt vizi és szarazfoldi
Osszekotését oldja meg geometriai titon,
gy, hogy a folyon valé atkelés irdnyat
£s nagysagat megad6 vektorral eltolja az
innensé parton 1évé pontot és az igy
kapott pontnak a tilsé parti ponttal valo
egyenes Osszekotésének tilparti része
adja a valédi legrovidebb tt tilsé parti
részét is, ami mar az egész utat is meg-
adja,

A harmadik fejezet (geometria a me-
z0n) a latszblagos nagysag és latdszog
(hold, tavolban 1évé ember, fotomontazs,
térkép, egyszerli eszk6zok latdszog mé-
résére, tlizérségi mérések, latas élessége,
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nap kiilonbozd nagysaga és sebessége
az ég kiilonboz6 pontjain, arnyék, taveso,
felhdmagassag megallapitisa, fényképe-
zéssel torténd magassagmeghatarozas, és
egyéb feladatok kérdéseivel foglalkozik).

A negyedik fejezet (geometria az titon)
a lépésekkel, szemmeértékkel méréssel,
lejté-hajlas, kapossag, kip kobtartalma
szamitaséaval, kanyarok sugaranak sza-
mitdsos megallapitasaval (korszeletb6l
korsugar) vizdomborulat magasséaga (su-
garbol korszeletmagassag) megallapita-
saval foglalkozik.

Az otodik fejezet (trigonometria kép-
letek és tablazatok nélkiil), a szogfiigg-
vények elemi meghatarozasat adja fokon-
ként, majd négyzetgyokvonasra ad koze-
lit6 modszert ugy, hogy a mindig ko-
vetkez6 maradékra kapott masodfoki
egyenletb6! a négyzet elhanyagoldsaval
csindl els6fokat; utdna a szinuszbdl
hatdrozza meg elemien a szoget. A tri-
gonometriat a nap magassaganak, folyon-
tali tavolsagoknak meghatarozasara al-
kalmazza, majd a csak korzo segitségével
val6 szogmérés modszerét ismerteti.

A hatodik fejezet a latéhatar meg-
allapitasaval foglalkozik léghajorol, hajo-
rol, amoszkvai egyetem tornyarol, vastiti
sinekr6l; villamlas észlelési tavolsaga
meghatarozasanal, holdnal, csillagoknal.
Ez a fejezet is néhany ilyen természetii
kitlizott feladattal zarul.

A hetedik fejezet Robinson tajékozo-
dasat irja le szigete foldrajzi helyzetérél
és méreteirdl.

A masodik rész cime: Valésag és
tréfa a geometriaban. Ezen beliil a nyol-
cadik fejezet (Geometria a homalyban)
Majnrid: Tengerész fit cimii regényébdl
kiindulva a hordd-kobtartalom meghata-
rozasat adja és azt is targyalja, hogy
miért készitik domborira a hordodkat
majd, tobb a sotétség altal okozott tér-
beli tévedés lehetOoségét mutatja meg,
és az emberi hosszisigmértékeket is-
merteti (1ab, arasz, ujj). A fejezet az
egyiptomi 3,4, 5, oldalu derékszogii ha-
romszog bemutatasaval végzodik.

A kilencedik fejezet (régi és tij dolgok
a korrol) eloszor = kiszamitdsanak tor-
ténetével foglalkozik, majd a geometriai-
val6sziniiség-meghatarozassal  kapcso-
latos kisérleti kiszamitdsat mutatja
meg. A tovabbiakban a kor rektifikéci
jara és kvadraturajara mutat kozelitb
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modszereket. Az egyenliton megtett titnal
fejink és labunk altal megtett ufak
kiilonbségét ill. az egyenlitére kifeszi-
tett drot megroviditését szamitja ki, majd
a hatszoges korracsbol kiindulva lekere-
kitési és gordiilési (ciklois, epi- €s hipo-
ciklois) problémakat targyal. Itt is kiilon
kiemelem azt a — "a paralleltartomany
gondolatat tartalmazé — feladatot, hogy
‘tobb egyenld sugarii dobra Kifeszitett
hajtoszij hossza hogyan hatarozhaté meg
a tengelytavolsagokbol és a dob suga-
rabol. Ez a hossz a (konvex alakzatban
elhelyezett) tengelyek tavolsagosszegé-
nél mindig ép egy szijdob keriiletével
nagyobb. Itt targyalja a konyv a tobb egy-
idejii mozgast végzo testek utjat (pl.
foldforgas és repiilogép) és azt a fela-
datot, hogy hogyan kell a varjtiinak egy
korsot dontenie ahhoz, hogy a benne
félig 1évo vizet elérje.

A tizedik fejezet (szamitas €és mérés
nélkiili geometria) a korzonélkiili szer-
kesztésnek, a lemezstilypont meghataro-
zasanak, a szogharmadolé eszkozoknek,
a korosztasnak, szabalyossokszogek ko-
zelitd szerkesztésének, az adott szamu
visszaverodés utan az adott helyre érkezd
billidrdgolyonak és vele kapcsolatban
az attoltési feladatok abrazolasanak, az
egy vonallal hiizhaté abraknak (grifok),
*a kaliningradi (konigsbergi) hidaknak és
néhany geometriai jatéknak, tréfanak,
kisérietnek targyalasat adja.

A tizenegyedik fejezet (nagy és Kki-
csiny a geometridban) féleg hosszak,
teriiletek és kobtartalmak osszehason-
litasat adja, tovabba feltiinGen nagy vagy
kicsiny mennyiségekre vezetd geometriai
feladatokat,

A tizenkettedik fejezet ,geometriai
okonomia“ cimen geometriai szélsGér-
tékfeladatokkal foglalkozik és pedig egy
legrovidebb utra vonatkozé feladat utan
az izoperimetrikus probléma Steiner-féle
targyaldsat adja, majd egy a szamtani és
mértani kézép moddszerének tovabbfej-
lesztésén alapulé modszert, (Id. alabb).
Végiil egy deszkafeliilet-6sszeallitasi szél-
soerték feladattal és a fény-visszavero-
dési ut minimum-probléma (két falu
kozti legrovidebb 1t folyo érintésével)
titkrozéses geometriai megoldasaval feje-
zi be a fejezetet és egyittal az egesz
konyvet.

A | Szbrakoztato algebra“ cimii

konyv elsé fejezete az otodik mennyi-
ségtani miivelet cimmel a hatvanyozast
targyalja; kiilonb6zo, hatvanyozas atjan
nagy szamokra vezetd feladatokat sorol
fel, ezeket a szokottnal sokkal alaposab-
ban targyalja, pl. annak megéllapitasa
mellett, hogy a harom 9-essel felirhato
legnagyobb szam 9%° megemliti, hogy
sem 2-eseknél sem 3-asokndl nem ez a
helyzet, ott 222 ill. 3% a legnagyobb,
csak 4-t6] kezdve adja a hatvanyozas
iteralasa a legnagyobb eredményt, mig
pl. a négy kettessel felirhat6 legnagyobb
szam 227

Az algebra nyelve cimii masodik fe-
jezet egyenletekkel foglalkozik, f6 ér-
aeme, hogy mindeniitt igen vilagosan
allitja fel az (egy vagy tobbismeretlenes)
egyenletet; egy tablazattal, melynek bal-
oldala a feladat egyes részeit szavakkal,
jobboldala ugyanazt az algebra nyelvén
tartalmazza. Sok ¢érdekes szoveges fela-
datot tartalmaz ez a rész, melyek sordn
arra is felhivja a szerz6 a figyelmet, hogy
tobbismeretlenes egyenletre vezefo fela~
dat gyakran egyismeretlenes egyenlettel
is megfogalmazhat6 és, hogy gyakran
egyenlet felallitdsa nélkiil is megoldhatok
a feladatok. Sor Keriil egyenletek reduk-
cidjara elsofoku egyenletté és ellentmon-
do, valamint nem-fiiggetlen egyenletek
targyalasara is. T6bb mozgési stb. példa
utdn az atlagsebességgel kapcsolatban
a harmonikus kozép bevezetésével és
egyenletmegoldo gép illetve grafikus el-
jaras megemlitésével zarul a masodik
fejezet.

A harmadik fejezet (az algebra, mint a
szamtan és mértan segitétarsa) azt mutat-
ja meg, hogy az algebrai azonossagok,
hogyan segitenek aritmetikai és geomets
riai feladatok gyorsabb megoldasahoz
(a>— b= (a - b).(a— b) alkalmazasai,
hatvanyszamok végzddése, oszthatésag
11-gyel és 19-cel, pythagorasi szamok,
at--4 osszetett szam volta, tetszéssze-
rinti szama konzekutiv Osszetett szam,
primszamok végtelen szama, relativisz-
tikus sebesség, bonyolultabb korbeli
adatok kiszamitasa stb.).

A negyedik fejezet diofantikus egyen—
letek, (hatarozatlan egyenletek) pozitiv
egész megoldasainak megkeresését mu-
tatja be sok szép példan a szokott mod-
szerekkel, Targyal tobbvaltozos és ma-



gasabbfoki diofantikus egyenleteket is,
igy megemliti a nagy Fermat-féle problé-
mat is.

Az o6todik fejezet a hatodik matema-
tikai miivelettel, a gyokvonassal foglal-
kozik. Tobb, gyokvonasra vezetd feladat
mellett felhivom a figyelmet pl. az
x=* — 3 feladatra, mely az x3 =y trans-
formécioval az y» = 32 egyenletre vezet

3
és megoldasa y —3, x=13. A fejezet
néhéany algebrai alokoskodast is tartal-
maz, melyek a gyokvonas tobbértékiisé-
gén alapszanak.

A hatodik fejezet masodfoki egyen-
letekkel foglalkozik. A szoveges feladat
matematikai megfogalmazasat és meg-
oldasat itt is mindig behelyettesitéssel
valo ellenérzés koveti. Erdekesek a fiig-
goleges hajitassal, kiilonboz6 erejii hang-
szorok egyensiilyi helyével, néhany kon-
zekutiv négyzet- ¢és kobszam osszegé-
vel kapcsolatos feladatok.

Rendkiviil érdekes és fontos a hato-
dik fejezet azon két része, mely két, a
szokasostol eltérd, rendkiviil szellemes
elemi modszert ismertet szélsGérték-
feladatok megoldasara. Ezeket egy-egy
jellemz6 példan szeretném bemutatni.

Az egyiket talan széls6értékfeladatok
yforditott menetii megoldasanak“ nevez-
ném, ugyanis tgy tesz, mintha ismerné
a minimumot és abbol masodfoki egyen-
let megoldasa utjan kifejezi a valtozot
és megallapitja, mi az allitolag ismert, de
valéban még ismeretlen minimum leg-
kisebb olyan értéke, melynél a valtozo
mennyiség még létezik (valos) vagyis a
diszkrimindns még nem negativ. Pél-
danak vegyiik azt a feladatot, hogy egy
vasttvonaltél 20 km-re fekvé varostol
hogyan kell utat vezetni a vastitvonalhoz,
melynek a vasuttal valo érintkezési pont-
janal atrakodd allomas létesitendo, ahol
a rendszeresen egy iranyb6l 0,8 km/min
sebességli vonaton érkezd arut atrakjak
0,2 km/min sebességii kocsikra tigy, hogy
az Osszes szallitds ideje a lehet6 leg-
kisebb legyen. A megoldas érdekében
eloszor tegyiik fel, hogy az aruk mind
a szomszédos, a varosnak a vastitvonalra
valé V vetiileti pontjatél @ km tavolsag-
ban 1évo kiindulé allomasrol jonnek és
jeloljiilk x-szel a létesitendd atrakodo-
4llomas tavolsagat- a varos V vetiileti
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pontjatol. Akkor a yasuti szallitds tavol-
a kocsin valo

szallitas utja x4~ 207, ideje BL(;Z‘m'

h @ o A0 s 1
Igy 08 —}-T minimumat  ke-

saga a—x, ideje E—=.
2 g ’ .l 0,8 2

ressiik; jeldljiik ezt m-mel: (L(%t—i—

+ mw«b%——m m, a—x-+4}x21-400 =
—08m Ha 08m—a=—k akkor

16Ge3-H-400) = (et ), Lo~ B
+-6400— k2 =0, x - k- V16 k2—06000

x-nek csak akkor van (valos) értéke, ha
16k2=96000 tehat k2 legkisebb megen-

gedhetd értéke 6 =6000; k==(0,8 m-a)

legkisebb megengedhetd értéke; k-
— /6000, ebbdl nyerhetd m legkisebb
érték is. Ehhez x = !(—1—1_59 = l%:
==5.16 kmm tartozik: ilyen tavolsagban
kell lennie a varos vetiileti pontjatol az
atrakod6 allomasnak. Ez fiiggetlen a
kiindulé allomas a tavolsagatol, tehat
az igy létesitett atrakodé allomas ebbol
az iranybol akarhonnan érkezé aruk
szempontjabol a legkedvezobb helyzetii,
a legrovidebb széllitasi Osszid6t bizto-
sitja.

A masik meglepd elemi szélsoérték-
szamitasi moddszer a szamtani-mértani
kozép egyenlbtlenség egyiitthatos alkal-
mazasaval dolgozik. Ezt egy olyan pél-
dan szeretném bemutatni, mely egyike
azoknak, ahol éppen nem gondoltuk
volna, hogy a feladat masképp, mint
differencialszamitdssal megoldhato volna
és melyet ez a modszer elemien megold.
Az a oldali négyzetalakii badoglap négy
sarkabdl hogyan kell négy egybevagd
négyzetet levagva felhajtassal a legna-
gyobb kobtartalmi nyitott tartalyt, dobozt
eloallitani. A doboz magassaga x, alapja
(a—2x) oldald négyzet, kobtartalma
(a—2x).x, ennek maximumat keressiik.

Azt eddig is tudtuk, -hogy a mértani-
szamtani kozép egyenltlenség alkalma-
zésaval - dllandé Osszegii szamok szor-
zatanak maximumat megkapjuk, éspedig




308

éppen a szobanforgd szamok egyenld-
seégekor.

Azonban a mi (@a—2x)%x szorzatunk-
- ban a tényezdk 0Osszege (a—2x)2+ x
illetve (a —2x)+(a—2x)+x=2a—3x
nem allandé. Perelman egyszerii otlete
abban all, hogy az egyik tényezét egy
allandoval megszorozza (igy az egész
szorzat szorzodott ezzel az &llandoval
¢és eftél annak maximum-helye nem
valtozik), tgy, hogy most mér allandd
legyen a tényezOk Osszege: (a—2x)2x
ugyanott maximalis, ahol 4.(a—2x)2x—=
—=(a—2x)(a—2x).4x ¢és e szorzat
tényezGinek  Osszege mar allando:
(@a—2x)+(a—2x)-+4x=2a tehat ez
a szorzat ott maximalis ahol tényezdi
egyenlok a—2x=a—2x-—=4x, 6x=aq,

x~»=%-nél, tehat akkor kapunk maxi-

malis kobtartalmat, ha a négyzetbol
minden oldal két végén annak egy-egy
hatodat vagjuk le és a maximalis kob-

tartalom - @® Ezt az egyszerii oOtletet,

27
amely rengeteg kérdést tesz elemien
megoldhatova, ilyen tisztan megfogal-
mazva €s kovetkezetesen alkalmazva
még masutt sem lattam.

Hogy ez a két modszer szélsoérték-
feladatok milyen gazdag sokaségat teszi
elemien megoldhat6va, amelyekrél eddig
azt hittiik, hogy tipikusan csak differen-
cialszamitassal oldhatok meg, errdl azt
hiszem a kovetkezd puszta felsorolas is
meggvoz: két merdlegesen haladd vonat
minimalis tavolsaga, kombinalt vizi és

. szarazfoldi szallitas legolcsobb megol-
dasa, legnagyobb térfogatii, vagy sulyu
(lehetne legnagyobb teherbirast stb.)
gerenda adott ronkbdél, legnagyobb felii-
let(i papirsarkany, adott teriiletii leg-
kisebb keritéshossza folddarab és for-
ditva, régi fal legolcsobb kiegészitése
1ijja, legnagyobb keresztmetszetii csator-
na, adott korlapb6l készitheté legna-
gyobb tolcsér, legélesebb megvildgitds,
legnagyobb teriiletli haromszog, harom-
szogbol kivaghaté legnagyobb téglalap,
kiipbdl kiesztergalhat6 legnagyobb hen-
ger stb. szerepel Perelman példai kozt.

A hetedik fejezet haladvanyokkal
foglalkozik, a szamtani haladvany 6sszeg-
képletének mértani megindokolasat és a
mertani haladvany oOsszegképletét azo-
nos atalakitdsokkal levezetve is tartal-
mazza, valamint tobb szoveges példat
szamtani és mértani haladvanyokra és
Osszegeikre.

A nyolcadik fejezet a hetedik mennyi-
ségtani mfivelet cimmel logaritmussza-
mitasrél szél. A logaritmus értelmezése
utan a négyzetes-, majd logaritmus-tablak
rovid torténete kovetkezik és a fejezet
tovabbi soran néhany meglepé példan
mutatja be, hogy hol mindeniitt szere-
pelhet a logaritmus: biivészmutatvanynal
(szamkitalalas), gazdasagi udvarban, csil--
lagédszatban, villanyviladgitasnal (nagyobb
hoéfokon izz6 kryptongéaz fénymennyiség-
kibocsatasanak megnovekedése), kama-
tos-kamatozasndl. Ez utébbi kapcsan
bevezeti az e szamot. A fejezet és vele:
a konyv is egy logaritmusos alokosko~

dassal |2>3 mert 21g % =lg (%)2 -

—lg % >lg :? =3 %) €s annak meg-

mutatasaval zarul hogy harom 2-essel
és matematikai jelekkel minden egész
szam el6allithatd

(pl. 3= —2log 2log ]’W}

Azt hiszem mar ez a rovid ismer—
tetés is, de még inkabb Perelman kony-
veinek elolvasdsa mindenkit meggyoz
arrol, hogy itt rendkiviil értékes és ér-
dekes, sot izgalmas miiveket ismertiink
meg, melyek az olvasas élvezetén kiviil
komoly hasznot is hajtanak mindenki-
nek: a matematika mivel6je kitiino,
szellemes matematikai otleteket, a ma-
tematikat tanul6 a matematika tobb
dgéba valo kitlinG bevezetést, a mate-
matikat oktat6 ragyogo pedagdgiai méd-
szereket, példakat, gyakorlati feladatokat,
a matematikat alkalmazé mérnok és
technikus a matematika gyakorlati al-
kalmazéasanak tanulsagos példait kapja
ezekbdl a konyvekbol.
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- A Bolyai Janos Matematikai Tdrsulatba belépni szdndékozok
Jorduljanak a Tdrsulat elnokségéhez (Budapest V, Redltanoda-utca
13—15. Telefon: 187—330). Kozlésre-szdnt dolgozatok (lehetdleg
gépirdssal s a lap egyik oldaldt haszndlva) a Lap szerkesztéségéhez
ugyanoda kiildendék (Budapest V, Redltanoda-utca 13—15).

- Kérjiik cikkirdinkat, hogy amennyiben kiilonlen yomatra tartanak

igenyt, cikkiik kefelevonatanak visszakiildésekor ezirdnyu kivdnsd-
gukat a kért kiilonlenyomatok szdmdnak megjelolésével feltetlenlzl
ﬁetentsek be.
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