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SZAMTANI SOROZATOT NEM TARTALMAZO
HALMAZOK

PACH PETER PAL

1. Bevezetés

Ebben a cikkben a polinommaédszer egy ujszert alkalmazéasat mutatjuk be, melynek
segitségével bizonyos csoportokban haromtagi szamtani sorozatot nem tartalmazé
halmazok elemszamaéara a kordbbiaknal lényegesen erdsebb felsé korldt adhatd, to-
vabba a moddszernek az elmult hénapokban mar més alkalmazasai is sziilettek.
Az egyik ilyen eredmény a népszeri SET jaték sokdimenziés valtozatahoz kapcso-
16dik.

A SET jédtékot 81 kértyalappal jatsszdk, mindegyiken egy, kett§ vagy harom
szimbo6lum szerepel, ami haromféle lehet, a szinére szintén harom lehetdség van, és
a kitoltés modja is haromféle lehet. Mindegyik kombindcidhoz pontosan egy kar-
tyalap tartozik, igy adédik a 3* = 81 kartyabdl allé készlet. Harom kértya ,set™et
alkot, ha mind a négyféle tulajdonsigra (darabszdm, forma, szin, kitoltés) teljesiil,
hogy az adott tulajdonsigra vagy mindharom lapon egyforma, vagy az adott tu-
lajdonsagra mindharom lapon kiilonboz6. A jatékot hagyomanyosan gy jatsszak,
hogy 12 kartyalapot kitesznek az asztalra, és a jatékosok célja set-et taldlni a la-
pok kozott. Elképzelheté ugyanakkor, hogy 12 lap koziil semelyik harom nem alkot
set-et, ebben az esetben — miutan hosszas szemlélodés utan sem talal senki sem set-
et — Ujabb lapokat helyeznek az asztalra a mar ottlévé lapok mellé. Természetesen
vetddik fel a kérdés, hogy legfeljebb hény lap esetén képzelheto el az, hogy koziilitk
semelyik hdrom nem alkot set-et. Pellegrino [10] bebizonyitotta, hogy a kérdésre
a vélasz: 20. Ha a SET jatékot gy mddositjuk, hogy ne csak 4, hanem n tulaj-
donsag legyen, akkor a kérdés valdjdban ugy is megfogalmazhatd, hogy a harom
elemi test feletti n-dimenzids vektortérben, vagyis Fy-ben legfeljebb hany vek-
tor valaszthaté ki tgy, hogy semelyik haromra ne teljesiiljon, hogy akarhanyadik
koordinataikat is tekintjiik, vagy harom egyforma, vagy harom kiilonb6zo értéket
latunk. Ezzel szintén ekvivalens, ha azt koveteljitkk meg, hogy semelyik harom kiva-
lasztott vektor Gsszege ne legyen 0, vagy azt, hogy ne tartalmazzon (affin) egyenest
a halmaz. Az eddigiekkel szintén egyenértékii — F5 esetében — az, hogy semelyik
hérom elem ne alkosson szamtani sorozatot.

Ebben a cikkben ezt a legutébbi dtfogalmazast fogjuk vizsgalni, vagyis szdm-
tani sorozatot nem tartalmazé részhalmazok elemszamara mutatunk majd felsé
becslést; azonban mielStt ratérnénk F5-re, a kérdést a Z} csoport esetében fogjuk
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vizsgalni. A cikknek a célja az j mddszer bemutatdsa, igy részletes bizonyitasok
helyett az alapotletek ismertetésére toreksziink, a teljes bizonyitdsok (valamivel
altaldnosabb tételekre) Zj-re a [4], F§-re a [5] cikkekben olvashatdk.

2. El6zmények

A szamtani sorozatot nem tartalmazdé halmazok lehetséges méretének vizsgalata
az additiv kombinatorika egyik fontos kérdése. Roth hires eredménye [11,12] sze-
rint ha az A C {1,2,...,n} halmaz nem tartalmaz hdrom hosszi szdmtani soroza-
tot, akkor |A| = O(n/loglogn). Szdmos javitds utdn a jelenlegi ,rekordot” Bloom
tartja, aki beldtta [2]-ben, hogy |A| = O(N(loglog N)*/log N) is igaz. Nem ne-
héz meggondolni, hogy Roth probléméja lényegében ekvivalens azzal a kérdés-
sel, hogy Z,-ben, vagyis az n elemi ciklikus csoportban legfeljebb mekkora le-
het egy harom hosszi szamtani sorozatot nem tartalmazé halmaz mérete. Tet-
sz6leges G véges Abel-csoport esetén jeldlje r3(G) a legnagyobb, hdrom hosszi
szédmtani sorozatot nem tartalmazé A C G halmaz méretét. Roth eredeti kérdése
r3(Zy) vizsgélatdval egyenértékil, igy természetes r3(G)-t mas véges csoportok ese-
tén is nézni. A pdratlan rend Abel-csoportok esetében Brown és Buhler [3], vala-
mint téliik fiiggetleniil Frankl, Graham és Rodl [6] belattak, hogy r3(G) = o(|G]).
Meshulam [8] ezt r3(G) < 2|G|/rk(G)-re javitotta, ahol tk(G) a G Abel-csoport
rangjat jeloli, specidlisan, G = ZI -re ez az eredménye az r3(Zr) < 2m™/n felsd
becslést adja. Ezt az eredményt csak hosszabb, 17 éves sziinet utdan sikeriilt meg-
javitani, amikor Bateman és Katz [1] beldttdk, hogy r3(Z%) = O(3"/n'*¢), ahol
€ > 0 egy abszolut konstans. Pédros rendi Abel-csoportok esetén Lev [7] igazolta
a r3(G) < 2|G|/rk(2G) becslést, ahol 2G = {2¢: g € G}. A G = Z} esetben San-
ders [13] ezt r3(Z%) = O (4™ /n(logn)®)-re javitotta (ahol € > 0 egy abszolit kons-
tans).

3. Szamtani sorozatot nem tartalmazoé halmazok

Azt vizsgéljuk tehdt, hogy kiilonb6z6 véges csoportokban mekkora részhalmazt le-
het tgy kivédlasztani, hogy az ne tartalmazzon hirom hosszi (nemkonstans) szdm-
tani sorozatot. Az el6z6 fejezetben emlitett eredmények bizonyitasa szinte kivé-
tel nélkiil a Fourier-analizist, és az igynevezett striségnioveld modszert hasznalta,
az altalunk bemutatott eljards azonban a polinommddszer egy ujszerti alkalma-
zasa. A polinommaddszerrel szamtalan teriileten elért eredmények ellenére ezidaig
az ilyen tipusu problémdkndl (a test kicsi, a dimenzié pedig nagy) nem sikeriilt vele
eredményt elérni, a legtobben az eredmények tovabbi javulasat a Fourier-analizisre
alapulé moédszerek fejlesztésétdl vartak. Azonban idén sikeriilt ezen a teriileten &t-
torést elérni, és a polinommddszer egy Gjszerii alkalmazdsdval r3(Z}) értékére a ko-
rabbiakndl sokkal erésebb, ,exponencidlisan” kicsi fels6 becslést adni. A médszert
és a bizonyitast tartalmazé [4] cikk méjusban keriilt fel az arXiv-ra, majd ezt kove-
toen sorra sziilettek tjabb és tjabb eredmények a mddszer tovabbi alkalmazasaval
kozeli és kevésbé kozeli teriileteken.
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ElSszor Z} esetét vizsgdljuk meg. Az alapdtlet a kovetkezé lemma:

1. lemma. Tegyiik fel, hogy n > 1 és d > 0 egész szamok, P egy n-valtozés multi-
linearis polinom az T test felett, melynek foka legfeljebb d, és A C F" egy halmaz,
melynek méretére |A| > 2 Zogigd/z () teljesiil. Ha P(a —b) = 0 teljestil barmely

a,b € A (a #b) esetén, akkor P(0) = 0.

El6szor is megjegyezziik, hogy a lemmat a kételemii Fy testre fogjuk majd
alkalmazni, és mivel Fo-ben minden elem idempotens, ezért az Gsszes Fy — Fy
fliggvény el6all, mint egy multilinearis fiiggvényhez tartozo polinomfiiggvény.

A lemma bizonyitdsa csak elemi linedris algebrat hasznél. A P(a—b) polinomra
gondolhatunk tdgy is, mint egy 2n-véltozés (multilinedris) polinomra. Ez a poli-
nom olyan monomok 6sszege, melyek mindegyike egy (F-beli) egyiitthatd, vala-
mint néhdny a; és néhdny b; szorzata (ahol az a; és b; szamok az a,b € FY vek-
torok koordindtai). Az a; és b; valtozokbdl egyiittesen sem szerepelhet egy tag-
ban d-nél tobb, hiszen a P polinom foka legfeljebb d volt. Csoportosithatjuk te-
hat a tagokat a kovetkez6 modon: el6szor felsoroljuk azokat, amelyekben az a;-
kbdl legfeljebb d/2 szerepel, és ezeket csoportokba rendezziik aszerint, hogy ponto-
san melyik a;-k szorzata alkotja ezt a részt. A megmaradé monomok mindegyi-
kében tobb mint d/2 darab a; szerepel, igy ezekben a b;-k szdma mindenkép-
pen kevesebb, mint d/2 lesz, ezeket a b;-s rész szerint csoportositjuk. Egy pél-
dén illusztrélva: legyen n = 4, d = 3 és P(x) = x12223 + x124 + 21 + 24 + 1. Ekkor
P((I — b) = (Cl,l — bl)(ag — bg)(ag, — bg) + (Cl1 — bl)(a4 — b4) + (a1 — bl) + (a4 — b4) +1.
Az el6bb vézolt csoportositast elvégezve:

P(a—b)=1-(=bibabs + b1by — by —bs+ 1)+ ai(b2bs —bs+ 1) +
+ as(b1bs) + as(bibe) + as(—by + 1) + (a1a2a3 + ajaq) - 1 +
+ (—agas3)by + (—aqas)bs + (—araz)bs + 0 - by.
Erre az el6allitasra ugy is gondolhatunk, mint egy csak a-tol és egy csak b-t0l fiiggd

vektor skaldris szorzata:
P(a —b) = u(a)v(b),

ahol
u(a) = (1, a1, az, a3, a4, a1a2a3 + a1a4, —a2a3, —a1a3, —a1az,0)

és
v(b) = (—b1babs +b1by — by — by +1,bobg — by + 1,b1b3,b1ba, —b1 +1,1,b1, b2, b3,b4).

Altaldnos esetben az u(a) vektor elsé ,fele” a legfeljebb d/2-foku, csak a;-k szorza-
taként kapott monomok felsoroldsa, v(b) mésodik fele pedig a legfeljebb d/2-foku,
csak b;-k szorzataként kapott monomok felsoroldsa. Az u(a) vektor mésodik felét
és a v(b) vektor els6 felét pedig tugy .,toltjiik ki”, hogy az u(a)v(b) skaldris szorzat
éppen P(a — b)-t allitsa eld; itt természetesen figyelni kell arra is, hogy az olyan
monomokat is csak egyszer kapjuk meg, melyekben mind az a;-s rész, mind a b;-s
rész legfeljebb d/2 tényezds.
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Az §ltaldnos esetben ebbdl az adddik, hogy P(a — b) = u(a)v(b), ahol az u(a),
v(b) vektorok F?"-ben vannak, ahol m = 2 o0<i<d/2 (). A lemma feltétele szerint
|A| > 2m, amib8l azonnal kivetkezik, hogy P(0) = 0, kiilsnben az u(a),v(a) vek-
torrendszer biortogonalis rendszert alkotna, azonban egy ilyen rendszer elemszama
legfeljebb akkora lehet, mint a tér dimenzidja.

Legyen most A C Z} egy olyan halmaz, ami nem tartalmaz harom hosszi
(nemkonstans) szdmtani sorozatot. A Z7 csoportban az involicick az F = {0,2}"
részcsoportot alkotjak, amely izomorf F5-nel. Minden F szerinti mellékosztaly rep-
rezentalhaté egy {0, 1}"-beli vektorral. Az, hogy A-ban nincs harom hosszt (nem-
konstans) szdmtani sorozat, azzal ekvivalens, hogy az a + ¢ = 2b egyenletnek nin-
csen (kiilonbozé szamokbdl 4ll6) megolddsa A-ban. Azért is érdemes az F' szerinti
mellékosztalyokat tekinteni, mert az, hogy b melyik mellékosztélyba tartozik, meg-
hatarozza 2b értékét, ami rdadasul egy F-beli elem lesz. Mindez azt is jelenti, hogy
a-nak és c-nek ugyanabba a mellékosztalyba kell esnie, ha az egyenlet teljesiil.
Hasonl6 megfontolasokbol adédik, hogy a legnagyobb szamtani sorozatot nem tar-
talmaz6 Z%-beli halmaz mérete, vagyis r3(ZY}) értéke éppen annyi, mint amennyi
a kovetkez6 kérdésre a valasz:

1. probléma. Legyen minden x € F§-re A(x) C FY, tovabbd legyen Z = {z eFy .
A(z) = 0}. Legfeljebb mekkora lehet ZmG]Fg' ‘A(x)‘, ha tudjuk, hogy Umemg\z T+
A()FA(w) € 27 (Itt o+ A(w)FA() = {w+y+2: .2 € Ax), y # 2}, vagyis +
a megszoritott dsszeghalmazt jelsli.)

Célunk tehat az 1. problémaban szerepld feltételnek eleget tevé halmazrend-
szerek Osszméretét feliilr8l becsiilni. Minden z-re |A(z)| < 2", és 6sszesen 2" lehe-
téség van z-re, igy Y |A(z)| < 2"-2" = 4" (mindez azzal a trividlis megdllapitdssal
egyenértékil, hogy az A halmaz mérete legfeljebb 4™, hiszen A C Z7). Ahhoz, hogy
er6sebb becslést kapjunk, egy olyan jellegli allitasra van sziikségiink, hogy: ,,Csak
kevés x-re lehet A(z) nagy.” Az llitds preciz megfogalmazdsdhoz vezessiik be a bi-
naris entrépia fliggvényt:

H(z) := —zlogyx — (1 — ) logy(1 — ).

A H fiiggvény segitségével hatékonyan becsiilhetd a binomalis egyiitthatok tsszege
a kovetkezé mddon:

. 5 (7)<

0<i<z

érvényes barmely n > 1 egész szdm és 0 < z < n/2 valds szdm esetén. Az §llitds
a kovetkez6képpen szol:

2. allitas. Tegyiik fel, hogy n > 1 és az {A(z) : « € F}} halmazrendszer eleget

tesz az 1. problémédban szereplé feltételnek. Legyen 0 < e < 1/4 tetszbleges. Ekkor
az olyan x-ek szdma, melyekre |A(x)| > 9nH(0.5-e)+1 Joofeljebh 27H (2€)

4
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Az allitas bizonyitdsa az 1. lemmara épiil. Tegyiik fel indirekten, hogy az &l-
litds hamis, ekkor a T' = {x :A()| < Q”H(O’S*E)“} D Z halmaz méretére |T| <
2n — 9nH(29) Tegyen d = n — [2en]. Legyen P a legfeljebb d-edfokn (Fy feletti)
multilinedris polinomok altal alkotott vektortér. P-ben a legfeljebb d-edfokd multi-
linedris monomok bézist alkotnak, igy ennek a vektortérnek a dimenzidja dimP =
Z?:o (7;) Felhaszndlva, hogy a Pascal-hdromszog n-edik sordban a binomaélis

egyiitthatok dsszege 2™, az (1) becslés segitségével megmutathatd, hogy ez nagyobb,

mint 2" — 2nH(2e);
d n [2en]—1 n
—9on _ n _ onH(2e) ]
Z() > (i)>2 2" 5 ||
i=0 1=0

Legyen ¢ : P — F2" az a linedris leképezés, amely minden P-beli vektorhoz (po-
linomhoz) azt a vektort rendeli hozzd, amelynek koordindtdi a T-beli elemeken
felvett értékek. Mivel a képtér dimenzidja legfeljebb |T| < dim P, ezért a leképe-
zés magtere nem csak a nullvektort tartalmazza, vagyis létezik olyan legfeljebb
d-edfoki nem azonosan 0 multilinearis P polinom, ami 7-n eltiinik: P|, = 0. Le-
gyen most a ¢ T tetszéleges. Miutdn a + A(a)+A(a) C Z C T, ezért Pla+z) =0,
ha z € A(a)+A(a). Mivel a ¢ T, ezért alkalmazhat6 az 1. lemma, és azt kapjuk,
hogy P(a) = 0 is teljesiil. Ebbé&l azonban P = 0 kovetkezik, és ez az ellentmondds
mutatja, hogy a kiindulasi feltevésiink hamis volt. Ezzel igazoltuk a 2. allitast.

A 2. 4llitasbdl a kovetkezd becslés vezethet6 le:

3. tétel (Croot, Lev, Pach). Han > 1és A C Z} nem tartalmaz 3 hosszii szamtani
sorozatot, akkor

|A| <47,
ahol
1
v = max{Q(H(1/2 —e)+H(2)): 0<e< 1/4} ~ 0,926,

és igy |A| < 3,62".

Térjiink most rd a SET jatékhoz is kapcsol6dd kérdésre, vagyis annak vizs-
galatdra, hogy mekkora lehet r3(FYy). Megjegyezziik, hogy barmely mds véges F,
test esetén r3(IFy)-re hasonl6 becslés nyerhetd. Ezt az eredményt az [5] cikk tartal-
mazza. Az 1. lemma szerepét itt a kovetkez6 allitds veszi at, ami teljesen analdg
médon igazolhato:

4. lemma. Tegyiik fel, hogy n > 1 és d > 0 egész szamok, P egy n-valtozos polinom
az [F3 test felett, melynek foka legfeljebb d, és minden valtozéban legfeljebb 2 a foka.
Tovabba legyen A C FY egy halmaz. Ha P(a+b) =0 teljesiil barmely a,b € A
(a # b) esetén, akkor P(2a) = 0 is teljesiil legfeljebb 2f (n,[d/2]) elem kivételével,
ahol f(n, D) az olyan legfeljebb D-edfokii n-vdltozés monomok szdma, amelyekben
minden valtozé foka legfeljebb 2.
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Szémunkra az lesz fontos, hogy mivel F3 barmely x elemére 23 = x, ezért
az Osszes Fy — Fy fliggvény eléall, mint egy olyan polinomhoz tartozé polinom-
fliggvény, melyben minden valtozé foka legfeljebb 2, ezért szoritkozhatunk az ilyen
polinomokra. Ezekhez a polinomokhoz paronként kiilonb6z6 polinomfiiggvény tar-
tozik. Megjegyezziik, hogy ezek koziil a legfeljebb D-edfokiiak szdma f(n,D) =
> aivj<p (1) (”;21), ami a multilinedris polinomok szdmshoz hasonléan hatéko-
nyan becsiilheto; a szamitdsokat most nem részletezziik.

Mig Z, felett a problémat eloszor le kellett ,forditani” Fy feletti kérdéssé, hogy

test felett dolgozhassunk, itt erre nincsen sziikség.

5. allitas. Ha A C F%} nem tartalmaz 3 hosszu szdmtani sorozatot, akkor barmely
0 < d < 2n esetén

|Al < 2f(n, [d/2]) + f(n,2n —d —1).

Legyen B=2%x A={2a: a € A}. Legyen P a legfeljebb d-edfoki, minden
egyes valtozoban legfeljebb mésodfoki n-valtozés polinomok vektortere. Ezen beliil
legyen Py < P az az altér, amely a B komplementerén azonosan 0 polinomokat
tartalmazza. Legyen ¢ : Py — FZ az a linedris leképezés, amely minden Po-beli
vektorhoz (polinomhoz) azt a vektort rendeli hozzd, aminek koordinitdi a B-
beli elemeken felvett értékek. Mivel a ¢ linedris leképezés képtere legfeljebb |B|-
dimenzids, ezért a dimenziotétel szerint

(2) dimPy >dimP — |B| = |A| — (3" = f(n,d)) = |A] — f(n,2n —d — 1).

Masrészrol viszont, mivel A nem tartalmaz 3 hosszi szdmtani sorozatot, ezért
A+ A C B, hiszen, ha a’ +a” = a teljesiilne valamely a,a’,a” € A (a’' # a’') mellett,
akkor a,a’,a” nemkonstans szamtani sorozatot alkotna. Igy a 4. lemma szerint
Po minden eleme eltiinik az egész F5-en legfeljebb 2f(n, [d/2]) pont kivételével.
Mivel egy k-dimenzids altér mindig tartalmaz olyan vektort, amelynek legaldbb k&
nemnulla koordinatdja van, ezért ebbdl az kovetkezik, hogy

(3) dim Py < 2(n, [d/2]).

Az 5. llitas rogton addédik (2) és (3) egyenldtlenségekbdl. Az optimélis valasztas d
értékére d = [4n/3], amibél azonnal kovetkezik az aldbbi eredmény:

6. kovetkezmény (Ellenberg, Gijswijt). Ha n>1 és A CF} nem tartalmaz
3 hosszi szamtani sorozatot, akkor

|A] < c- 2,756,
ahol ¢ > 0 konstans.
Erdemes megfigyelni, hogy F2 esetében az 4j gondolat az, hogy egyetlen B-n

eltiind polinom kivalasztasa helyett az Osszes ilyen tulajdonsigd polinom &ltal
alkotott alteret kell tekinteni.
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4. Tovabbi alkalmazasok

A [4] cikkben szereplé dj médszer alapétlete tehdt az, hogy dimenzié megfontold-
sok alapjan tudunk venni egy nem til nagy fokszdmui (nem azonosan 0) polinomot,
ami egy alkalmasan vélasztott halmazon eltiinik, majd alkalmazzuk az 1. lemmat.
A modszernek a méjusi kozzététele 6ta méar szamos tovabbi alkalmazésa sziiletett
— ezek az eredmények egyelore az arXiv-on olvashaték —, amik koziil most az Erdés—
Szemerédi-féle ,napraforgd-sejtés” megolddsat emeljiik ki. Azt mondjuk, hogy h&-
rom halmaz napraforgét alkot, ha koziiliik barmely kettonek ugyanaz a metszete.
Egy F halmazrendszert napraforgé-mentesnek neveziink, ha semelyik harom F-beli
halmaz nem alkot napraforgét. Az Erdés—Szemerédi-féle napraforgé-sejtés szerint
ha F egy olyan napraforgé-mentes halmazrendszer, melyben az {1,2,...,n} halmaz
bizonyos részhalmazai szerepelnek, akkor alkalmas ¢ < 2 konstans mellett |F| < ¢™.
Ilyen ¢ < 2 konstans létezése a 6. kovetkezménybdl is addédik, azonban Naslund és
Sawin [9] a mddszer kozvetlen alkalmazdsival megmutattdk, hogy ¢ = 1,89 vélasz-
tas mellett mar teljesiil a sejtés.

Ko6szonetnyilvanitas. A munkdt az OTKA PD115978 és K108947, valamint
az MTA Bolyai Janos Kutatéi Osztondija tamogatta.
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A BOLYAI-KEPLET HIPERBOLIZALASA

VARGA JANOS

Mott6: Elhagyva félszéget, s kitevdt,
és hiperbolikussd téve 6t.

Bevezetés

E mddszertani tanulmany célja, hogy az Appendiznek a hiperbolikus geometridval
kapesolatos hires képletérdl (1) megmutassa, hogy a ldtszattal ellentétben valdjdban
ez is hiperbolikus (2), — ami ezek utdn egydltaldn nem meglepd — ugyanakkor kézvet-
len, egészszdges — nem félszdges — dsszefiiggést vezessen le a pdrhuzamossdgi szdg
(u) és a pdrhuzamossdgi tdvolsdg (x) kézitt, és ezzel egyiitt annak formailag is egy-
szertibb alakjdt dllitsa eld azdltal, hogy kikiszoboli a képlet bal oldaldbdl a félszdget
tartalmazo tortet és a jobb oldaldbdl a kitevdt gy, hogy kézben matematikai tar-
talma nem vdltozik, igy lehetévé téve annak egyszeribb alkalmazdsdt. A mdsik fontos
cél, hogy megadja a pdrhuzamossdgi sz0q dsszes szogfiigguényének az ismert szakiro-
dalmakban eddig nem tdrgyalt eqyszeri levezetését és alakjdt, bizonyitva, hogy azok
mindegyike szintén hiperbolikus, tovdbb segitve ezdltal a (2) f6dsszefiiggés tobbeéli
alkalmazdsdt.

1993. november 3-an Bolyai Janos-emléktabla avatasra keriilt sor Temesvaron,
a Bolyai utcdban, annak az épiiletnek a faldn, amelynek helyén &llt egykor az a tiszti
lakas, ahol Bolyai Janos 1823. november 3-an ezeket a sorokat irta: ... semmibdl egy
Uj, mas vildgot teremtettem.” Tor6é Tibor professzor javaslatéra, Bolyai hires levele
keltezésének 170. évforduldjan felavatott 100 cm x 160 cm méreti dombormi &t
nyelven adja a vilag tudomaséra a nemeulideszi geometria felfedezésének tényét.

Ezen az emléktdblan is 1athaté az alabbi dbra és olvashaté az APPENDIX hires
képlete, a Bolyai altal S-rendszernek nevezett — késébb hiperbolikusként emlege-
tett — geometria alapdsszefiiggése, amely a parhuzamossigi szog (u) és a parhuza-
mossdgi tdvolsdg (x) kozotti kapesolatot irja le. Bolyai munkéjdban is igy szerepel.

(1) ctg 5 = ek,

u = parhuzamossagi szog (ahol a két egyenes — Q és a — ,elpattan” egymastil);
x = parhuzamossagi tavolsag;
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1. dbra: A Bolyai-féle pdrhuzamossdg [2, 107. old.]

e = az Euler-féle szdm (e = 2,718281828...)%;
k = a hiperbolikus teret jellemz6 pozitiv valés szam.

(A torténeti hiiség kedvéért meg kell jegyezni, hogy Gauss a parhuzamossdgot
ugyanugy értelmezte, mint Bolyai Janos.)

Sajnos a hiperbolikus egyenesek szemléltetésére az 1. abran lathaté euklide-
szi geometria szerinti abrazolds hiperbolikus geometriai dbraként teljesen hibas,
rendkiviil megneheziti az j parhuzamossagi fogalom vizualis felfogasat, mivel ez
alapjan nem lehet belatni, hogy a P pontbdl egyre nagyobb u szog alatt induld @
egyenes ugyan miért ,pattanna” el az a egyenestol, mikor az abra, és térszemléle-
tiink szerint is — igaz, a T ponttdl jobbra, egyre messzebb — de mindig metszeni
fogja azt. (Lam-lam, a tehetetlenség univerzélis — nem csak tomegekre érvényes! —
torvénye a gondolkodas teriiletén, igy a matematikdban is érvényes és miikodik.
Nehezen szabadulunk meg az euklideszi beidegz6déstél. Ez még olyan neves ma-
tematikusokkal is megtortént, mint Saccheri, Lambert, Taurinus, vagy Bolyai Far-
kas. ,Lambert pl. elismerte, hogy a hdromszogre vonatkozé o+ 8+ v < 180° (2R)
feltevésbol kiinduld kovetkeztetései soran nem sikeriilt ellentmondéasra bukkannia,
mégis kijelentette, hogy az euklideszi geometria az egyediil lehetséges. Némelyik
megjegyzése olyan mélyre hatol, hogy ha nem riad meg sajat eredményeitol, egy 1j
térelmélet megteremt&je lehetett volna [2, 16. old.].”)

E képlet szerint, ha z — 0, akkor 3§ — 45°, u — 90°. Hasonléképpen, ha
k — oo, akkor is u — 90°. Az euklideszi geometridban a parhuzamossigi szog
u = 90° barmely z-re, ezért a fenti két eredmény igy értelmezhetd: a hiperbolikus
stkon ,kicsiben” (z — 0) kozelitSleg az euklideszi geometria érvényesiil, és a hiper-
bolikus geometria kozeledik az euklideszi geometridhoz (amit Bolyai 3 rendszernek
nevezett) ha annak dllanddja, k — oo.

Az (1) osszefiiggés ,szépséghibdja”, hogy nem kozvetleniil a parhuzamossigi
sz0g (u), hanem csak a parhuzamossdgi ,félszég” (u/2) és parhuzamossigi tévol-
sag () kozotti kapesolatot fejezi ki — pedig ez volna a célszer(ibb —, és ugyanakkor
nem hiperbolikus.

1Szerzé sejtése, amit bizonyitani nem tud, hogy az e szdmjegyei kozott a ,,18281828” szdmso-
rozat csak egyszer fordul eld.
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A kor keriilete a hiperbolikus geometridban Bolyai jellésével [5, 182. old.]:
O, =27k - ctgu. Ime, a példa, hogy Bolyai is a képlet teljesszoges valtozatat hasz-
nalja.

Vezessiik le a kozvetlen kapcsolatot kifejez6 Gsszefiiggést, vagyis hatarozzuk
meg ctgu értékét. A trigonometria félszogekre vonatkozd ismert dsszefiiggése szerint
[3, 408. old.]
cto? ¥
ctgu = gy — -

i

2ctg g
ebbe az (1) szerinti dsszefiiggést behelyettesitve

2z
ek —1
ctgu =

z
a szamlalot és a nevezot e~ k-val szorozva

e
tgu = ——— =sh
ctgu 3 s

Tehat megkaptuk az alabbi keresett Osszefliggést:

z
2 tgu =sh —.
(2) ctgu =sh

A mottéban megfogalmazottak tehdt megvaldsultak, a (2) osszefiiggés bal ol-
daldn nincs tort (félszog), jobb oldaldn nincs kitevd, matematikai tartalma teljesen
megegyezik az eredeti Osszefliggésével, és raaddsul hiperbolikus, ami természetesen
varhato is volt, mivel a hiperbolikus geometria egyik fontos 6sszefliggésérol van szo.
A formula tovdbb mar nem egyszertisithetd.

Az atalakitott Osszefiiggés diszkutaldsa:
ha z — 0, vagy k — oo, akkor £ — 0, sh — 0, igyctgu —0, u=90°
(/2 ~ 1,57);

ha z — oo, vagy k — 0, akkor ¥ — oo, sh ¥ — oo, igy ctgu — oo, u = 0°.

8

(2) alapjéan konny(i beldtni, hogy ha x novekszik, akkor — mivel shz szigo-
rian monoton novekvo fiiggvény — ctgu is novekszik, vagyis — mivel ctgu szigo-
rian monoton cstkkend fiiggvény — u csokken. A hiperbolikus geometridban tehat
a nagyobb parhuzamossigi tdvolsdghoz (z) kisebb parhuzamossagi szog (u), kisebb
parhuzamossagi szoghtz nagyobb parhuzamossagi tavolsdg tartozik [2, 144. o.]:

k= , amelyben K = Gauss-gorbiilet (K < 0).

-

k-val dsszemérhet6 tavolsagokon nehéz felismerni, hogy a geometria nem euklideszi.
A kiilonb6z6 Gauss-gorbiilet hiperbolikus sikok, terek hasonléak, akar a kiillonboz6
sugaru gombok. Ez a & mennyiség a hiperbolikus geometria természetes hosszegy-
sége, amit a hiperbolikus geometria paraméterének is neveznek. Tébbnyire ebben
a mértékegységben mérik a tavolsagokat, mert igy egyszeriibbek lesznek a képletek.

10
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A (2) Osszefiiggésbol u-t kifejezve a padrhuzamossigi szog explicit alaku fiigg-
vényét kapjuk:
u = arcctg sh r_ ctg!sh z
k k

/2 , 3 -1 .
(angol frésmdéddal: cot (smh (%))
Esetleg ezt a format is lehetne népszeriisiteni, bar a jobb oldal els6 ranézésre

kissé Osszetettnek tlinik.

Néhany k esetre abrazoljuk az u(z) fiiggvényt www.wolframalpha.com segit-
ségével.

2. dbra: A pdrhuzamossdgi szog k-tol vald fiiggése

A 2. dgbrin y=wu(z). A parhuzamossigi szog(u) néhdny szamitott értékét
az 1. tdbldzat mutatja

G k U Megjegyzés
0,000 000001 1,570 796 327 urT/2
0 1,570 796 326 u=m/2
20 | 0,000000010 | 1,81899-10 '2 u—0
20 1 4,12183-107°
20 1000 4,1223-107°
20 1000000 | 4,122284-10"3
20 100 000 000 0,391 005 438
20 | 1000000000 1,332810839 | wu—m/2

1. tdbldzat: A pdrhuzamossdgi sz6g (u) néhdny szdmitott értéke

A fenti tdbldzat u oszlopdt a BJMT Graphic Calculus (GC) programjdval
hatdroztuk meg f(x) = arcctgsinh z/k fiiggvény megaddsaval.

Fentieken felbuzdulva vezessiik le a parhuzamossédgi szog Osszes tobbi szog-
fiiggvényét is. ctgu = sh  fentiek szerint levezetett Osszefiiggés alapjan az alabbi
derékszogli haromszog konstrualhatd, melynek atfogéja a Pitagorasz-tétel alapjan

J1+sh® T
+s "

11



“16-1-beliv’ — 2017/3/8 — 11:30 — page 12 — #12 EF

[~

i
h_
i

3. dbra

fgy i
Sh %

/ 2z
1+sh” £

mivel az ismert hiperbolikus dsszefiiggés szerint ch? £ —sh

CcCosu =

sh Z sh Z x
cosU = gz R
VP —sh® 2 sh?s i
tehét
T
3 cosu = —.
3) ”
(2) alapjén
cosu z
ctgu = — =sh —,
sinu k
innen
. cosu
sinu = ——,
sh %
ebbe (3) alapjan cos u-t behelyettesitve
sh
sinu = % = Ch% = azaz sinu = 1
_sh%_ sh ¢ _ch%’ _ch%’
t 1 t 1
u= = azaz U= .
& ctgu  shf’ & sh %

Nézziink egy szampéldat a fentiekben hiperbolizalt (2) dsszefiiggés alkalmaza-
sara. A kor keriilete a hiperbolikus geometridban Bolyai jelolésével [5, 182. old.]:
O, = 2wk - ctgu. Ebbe (2)-t behelyettesitve

3 O, = 27k - sh %
Felhasznalva, hogy shxz = £ '7267‘ )
F—ek roor
(4) Or=27rk-%:77k'ek_e_k'

12
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»2Gauss a nemeuklideszi geometriat tekintve is remek felfedezésekre jutott, igy
joggal tekintjiik 6t e geometria egyik felfedezdjének. Erdekes, hogy 1831. julius
12-én irt levelében mar szerepel a (4) szerinti Osszefiiggés. Arrdl azonban nincs
adat, hogy miképpen vezette le ezt a kifejezést. A k konstansra pedig mar korabbi
leveleiben utalt [2, 27-28. old].”

(Ennek ellenére nem tekintjiikk 6t a nemeuklideszi geometria megalkotdjanak,
mivel azt teljes mélységében nem dolgozta ki és nem publikélta.)

Hatdrozzuk meg ez alapjan a kor keriletét az euklideszi geometridban.

Bolyai Jénos kimutatta, hogy ha az altala felfedezett geometridban (vagy aho-
gyan & nevezte: S-rendszerben) k értéke a végtelenhez tart, akkor az euklideszi
geometria (vagy ahogyan & nevezte: X-rendszer) Osszefiiggéseit kapjuk. (A torté-
neti hiiség kedvéért meg kell jegyezni, hogy Gauss Bolyaitdl fiiggetleniil is tudta,
hogy efféle képletek esetén ha k — oo, akkor a nemeuklideszi geometridban ér-
vényes Osszefliggések atmennek az euklideszi geometria megfelel6 Osszefiiggéseibe,
valamint azt is, hogy ha egy alakzat képletben szerepl6 méretei az ismeretlen k-hoz
képest elenyészben kicsinyek — pl. esetiinkben r — 0—, akkor is d4tmegy a képlet 4l-
litastartalma az euklideszi képletbe.) A keriilet meghatdrozasahoz tehat az aldbbi
hatarértéket kell kiszamolni:

K:lim27r~k~sh£:27r'|oo'0|:27r~ S’C:‘O‘:

lim
k— o0 k—oco +
Bernoulli-L’Hospital-szabalyt alkalmazva
y

ch 7 1\’ T
=27 lim k,-()~r:27r-limch-r=27r~1-7‘:27‘7rzd-7r,
k—m(%) k k—oo  k

ami valéban a kor keriilete az euklideszi geometridban. A mérnckck inkabb ezt
az alakot haszndljdk, mert mérhetd adatot (d) tartalmaz, ellentétben a sugdrral,
ami kozvetleniil nem mérheto.

Osszefoglalé

Fentiekben a bevezetOben ismertetett Osszes kitizott célt megvaldsitottuk, bebizo-
nyitottuk az Appendix hires képletének hiperbolikus voltat gy, hogy az raadasul
még formailag is egyszeriibbé — teljesszoglivé — valt, levezettiik a parhuzamossagi
sz0g szakirodalmakban nem térgyalt Osszes szogfiiggvényét, melyek sszefoglaléan
az aldbbiak:

1 T 1

t t h
, cosu= —, u = , ctgu=sh-—.
ch & sh &

k

sinu =

|
EE

z
k

Ezekbol jol 1atszik, hogy mindegyik szogfiiggvény hiperbolikus. Mivel a hiperboli-
kus geometria egy helyes Osszefiiggésébdl kiindulva, az euklideszi geometria Gssze-
fliggéseinek felhaszndlasdval a hiperbolikus geometria tjabb, helyes ¢sszefiiggéseit

13



“16-1-beliv’ — 2017/3/8 — 11:30 — page 14 — #14 EF

kaptuk, akkor ebbdl logikailag kovetkezik, hogy az euklideszi geometria levezetések
sordan felhasznalt Osszefiiggései a hiperbolikus geometridban is érvényesek. Mivel
mindkét geometridban érvényesek, igy ebbdl viszont az kovetkezik, hogy egyben
az abszolut geometria Osszefiiggései is, mivel az a mindkettOben érvényes tételeket,
Osszefiiggéseket tartalmazza.
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ALTERNATIV UTAK AZ ELEMI FUCGVENYEK
ELMELETEBEN

GECSE FRIGYES

Maér az altalanos iskolaban a tanulék megismerkednek a fiiggvények fogalmaval és
legegyszeriibb példaival. A fliggvények bevezetése a hozzdrendelésen mint alapfo-
galmon nyugszik. A természet, a mindennapi élet, a tudomany dgai boséges lehets-
séget nyudjtanak e fogalom alapszintii magyarazatara. A kozépiskolaban a fliggvé-
nyek tanitasara tobb figyelmet forditanak, bevezetik az uin. elemi fiiggvényeket, de
korrekt definicidkat, bizonyitasokat objektiv okok miatt csak nagyon ritka esetben
alkalmaznak. A fels6bb oktatasban csak kivételes szakokon foglalkoznak ezen fiigg-
vények megalapozasaval és részletes tanulmanyozasaval. fgy a szakemberek t6bbsé-
gének csak homalyos elképzelése lehet e fontos fliggvények elméletérdl. Szerintiink
a matematika kezdeti fogalmait és allitasait mindenképpen sziikséges szilard ala-
pokra helyezni. Ilyen célt kovettiink, amikor a [2, 3] tanulmanyokat irtuk. Most
az ismert elemi fiiggvények problémainak egzakt megolddsaval fogunk foglalkozni.
Tobb uton elindulva definidljuk az exponencialis, logaritmus-, hatvany-, trigono-
metrikus, hiperbolikus fiiggvényeket, megalapozzuk ezek tulajdonsagait, elvégezziik
a sziikséges Osszefiiggések bizonyitasat, és néhany alkalmazasra is kitériink.

A fliggvények bevezetésére miiveleteket, sorozatok hatarértékét, hatvanysorok
Osszegét és fiiggvényegyenleteket haszndlunk. Nem tamaszkodunk mélyebb, az ana-
lizisben targyalt fogalmakra és tényekre, de ismertnek tekintjiik az induktiv és
rekurziv médszereket, a hatarérték és folytonossag alapjait, a kolcsonosen egyértel-
miség és az inverz fliggvény fogalmat, a sorok konvergenciajat és tsszegének f6bb
tulajdonsagait.

A tanulmdny szorosan kapcsolddik a Matematikai Lapokban megjelent [1]—
[3] munkdhoz, segédeszkozként ajanljuk a [4]- [7] konyveket, amelyekben tovabbi
ismereteket szerezhetiink.

Az exponencidlis- és hatvanyfiiggvény bevezetése a rendérelv

alkalmazasaval

Az [1], [3] tanulményokban t6bb probléma megolddsaban alkalmaztunk a valds szé-
mok kétoldali megkozelitésére specidlis sorozatokat. fgy a valds kitevéjii hatvany
bevezetésére és tulajdonsagainak bizonyitasara ajanlottunk egyszeri médszert a ko-
vetkezOképpen.

15
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Legyen z valés szdm, p egy 1-nél nagyobb természetes szdm, ¢ = ¢(z) pedig
olyan természetes szam, hogy ¢ = 0, ha x < p, és p? < z < p?t! hax > p. Az egész-
rész segitségével vezetjiik be az

n

(1) Un (2) := up(z,p) == [2p"]p™", vn(z) :=vp(2,p) :=un(z) +p

—n

sorozatokat a Z_, :={k € Z | k > —q} halmazon. Ezek az = valés szdm tizedes
tortjével kapcsolatos olyan kétoldali raciondlis kozelitései, melyekre igaz, hogy

< 1 = 1 =
Un(2) < x < vy (), nhﬁn;(} Un () nl;ngo vp(z) = x,

(un(2)) monoton névekvd, (v,(z)) monoton csékkend sorozat Q-ban, és

Un(—2) = —un(x), haxp™ € Z, up(—2) = —v,(x) ha xp" ¢ Z; n € Z_,.

1. definicié. Egy pozitiv a valds szam z kitevdji hatvdnydnak a kovetkezd szamot
nevezziik:

a® = lim a¥®.
n— oo

[3]-ban és [4]-ben belattuk, hogy

a® = lim a*@® = lim ¢*“@P1) — lim avn(:c,pz)’
n—roo n—r oo n—oo

és raciondlis x esetén a” megegyezik a rekurziv modon és gyok dltal bevezetett raci-
onalis kitevGji hatvannyal. Ezek utan definidlhatjuk az exponencidlis- és hatvdny-
fiigguényt a megfeleld hozzdrendelési szabéllyal: z — a%, x € R; z — 2%, z € RT.
A hatvanyfiiggvény kiterjesztésével késobb foglalkozunk. Az elemi fliggvények tar-
gyaldsat mésképpen 1. [13]-ban.

1. gyakorlat. a) Igazoljuk, hogy a* =sup{a” |r <z, r € Q} =inf{a" | r > z,
r € Q}.

b) Bizonyitsuk be a hatvany ismert tulajdonsdgait a fenti definicié alapjan.

Példa. Bemutatjuk az (a®)? = o™ egyenl8ség bizonyitdsat tetsz6leges pozitiv z,y
esetén. Vegyiik figyelembe, hogy a raciondlis kitevojli exponencidlis fiiggvény foly-
tonos, és u,(ry) < up(z) - vk(y), ha z > 0, n,k € N*. Ekkor a > 1 esetén

a® = lim aun(a:y) < lim aun(z)vk(y) — lim (aun(w)>vk(y) _ (aw)uk(y)
n— oo n— 00 n— 00

Innen hatdrdtmenettel kapjuk (mikor & — 00), hogy (a®)¥ > a®¥. A forditott egyen-
16tlenség hasonléképpen igazolhat6 v, (zy) > u,(z) - vi(y) alapjdn. Az &llitds kiter-
jesztése a 0 < a < 1 esetre trivialis.
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Az exp fiiggvény definiciéja sorozattal és sorral

A [3] és [4] munkéban alkalmazott mddszereket kivetjiik, exp-pel jelsljiik az e alapi
exponencialis fiiggvényt, ahol

1 n 1 n+1
(2) e= lim (1 + ) = lim (1 + )
n—o00 n n—00 n

az Euler-féle szdm. Ezen sorozatok konvergencidja legegyszeriibben az (1 + h)" >
1+nh (h € R, h > —1, n € NT) Bernoulli-egyenlStlenséggel bizonyithaté a kovet-

n n+1
kezéképpen. Legyen e,, = (1 + %) s o= (1 + %) " , n € NT. Ekkor
n+2
In . n (n+1)2 _n(1+1)"+2>
forr n+1\n(n+2) Con+1 n(n + 2)

1
> <1+>:1.
n—+1 n

Ennélfogva az (f,) sorozat csokkend és korldtos alulrdl 1-gyel, ezért a (2) alatti
masodik hatarérték létezik. Mivel e,, = 25 fi,, ezért a (2) alatti mindkét hatarérték
létezik és egyenld, méghozza 1 < e < 4.

Ugyanilyen egyszertien bizonyithat6 a kovetkezd egyenléség minden olyan (¢, )
szamsorozatra, melyre lim ¢,, = O:

3) lim (14 c—”)n ~1.

n—oo n

Valdéban, bizonyos no-t6l kezdve |c,| < 1, és

(o) () = (1 (2))

Ezt és a Bernoulli-egyenloséget alkalmazva kapjuk, hogy

n n n -n 1
1+cn§(1+c—) s(l—c—) < .
n n 1—oc,

A renddrelv szerint innen a (3) egyenldség kovetkezik.

2. definicié. Adjuk meg az (e,(x)) sorozatot a kdvetkezSképpen: e, (z) :=
(1+2)", neNt, zeR.

1. tétel. Minden valds x esetén bizonyos no(x)-tél kezdve az (en(x)) sorozat
pozitiv, monoton novekvd, és létezik az alabbi pozitiv hatarérték:

(4) tim (1+5)".

n— 00 n
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Bizonyitas. A fenti jelolésekkel e, (1) = e,, és

lim e,(0) =1, lim e,(1)=e.

n—oo n—o0

Legyen x # 0 és n > ng(z) := [|z|] + 2. Vildgos, hogy e,(z) > 0; igazoljuk,

hogy ent1(z) > en(z). Mivel h = TG > L teljesiil az 1+ h)("H) >14

h(n + 1) Bernoulli-féle egyenlétlenség, ezért

+1 n
en+l<x>:<1+x<n+n1>" (14 7)< (panens YT ke

en(x) 1+an-t n n>+n+nr+zx n

_ (1 T e n—l—x> 1 T n+x_1
B (n+1)(n+z) n n+x n

A bizonyitottak alapjan az ((en(x))_l), n > ng sorozat pozitiv és monoton

P , , . . -1 . . s .
csokkend, ezért 1étezik a lim,,_, o (en (a:)) =: a véges nemnegativ hatarérték. Mi-
-1

vel a fentiekben x értéke tetszdleges volt, ezért 1étezik a lim,, oo (en(—x)) =:b
véges nemnegativ hatérérték is. Alkalmazzuk a (3) egyenldséget, amikor ¢,, = —%2:
1 "
ab= lim — = lim (1- % =1.
n—oo e (z)e,(—x) n—roo n2

A kapott a > 0, b > 0, ab = 1 6sszefiiggésekbdl nyilvan kovetkezik, hogy a > 0,
b >0, és lim, o e,(z) = % >0. n

3. definici6. A (4) hatdrértékre vezessiik be az exp x jelolést, és definidljuk jra,
a korabbitol eltéréen az exp : R — R fiiggvényt az = — expx, x € R hozzarende-
1éssel; {gy exp(z) = expx. Az exp fiiggvényt e-alapi vagy standard exponencidlis
fiigguénynek nevezziik. Az exp fliggvény két definicidéjanak ekvivalens voltat az alab-
biakban az 1. allitasban igazoljuk.

2. tétel. Az exp fiiggvény a kovetkez6 tulajdonsdgokkal rendelkezik:

1. exp0=1,expl =e.
2. expx > 0 minden x € R esetén.
3. expx > 1+ x minden x # 0 esetén.
4. expx — 400, ha r — +00.
5. exp(—z) = (expx)” " minden z-re.
6. expx — 0, ha x — —o0.
7. exp(x +y) = (expx)(expy), ha z,y € R.
8. Az exp fiiggvény szigoriian monoton névekve.
9. Az exp fiiggvény folytonos.
10. Rexp =10, +00].

e
od]
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11. Az exp fiiggvény injektiv, az inverz fiiggvénye szigortian monoton névekvs és
folytonos.

12. Fennall az alabbi egyenl6ség:

-1
5) i SPT 1

z—0 €T

=1.

Bizonyitds. A részletes bizonyitds megtaldlhat6 [4]-ben. Az allitdsok tobbsége
a 3. definicié és az 1. tétel egyszerii kovetkezménye, itt csak néhany allitas igazoldsat
mutatjuk be.

A 7. llitas bizonyitdsa a (3) egyenldség alapjdn torténik.

A 8. allitas a 7. allitas kovetkezménye, mert z1 < x9, d = xo —x1 esetén expd >
1, és expxy < (expxi)expd = exp(z1 + d) = exp zs.

A 9. allitas igazoldsara lassuk be az 1., 3. és 5. éllitdsok alapjan, hogy

1
(6) 1+Z<expz§17, z € |—00,1].

Innen hataratmenettel kapjuk, hogy lim,_,gexp z = 1 = exp 0, és tetszoleges x-re

lim exp(z + 2) = ( lim exp x) lim expz = expx lim expz = exp T.
z—0 z—0 z—0 z—0

A 10. &llitas az exp fliggvény novekedésének és folytonossiganak kovetkezmé-
nye.

A 11. 4llités igaz a folytonos, szigorian novekvé fliggvényekre.

Az (5) egyenl6séget a renddrelv alapjan kapjuk, figyelembe véve, hogy (6)
szerint
expr — 1 1 1 expr — 1

1< < ,ha 0<z<l1; és < <1, haz<0 ®
x 1—2x 1—2z T

Az exp fiiggvény definidlhaté hatvanysorral is, de tulajdonsdgai egyszeriibben
vizsgalhaték a fenti mdédszerrel. A teljesség kedvéért kozoljiik az alabbi tétel bi-
zonyitdsdt, hasonlé mdédszer [8]-ban is megtaldlhaté ([8]-ban 1. a 11. feladatokat,
ahol t6bb allitdsunk bizonyitasa megtaldlhaté sorozatokra geometriai médszerrel;
1. a [12] tanulményt is).

3. tétel. A

2

-1 =z
(7) ;:k + T TRESTRaEE

sor konvergens minden valds x esetén, és az 0sszege exp x.
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Bizonyitas. Rogzitsiik tetsz6legesen x értékét, és vezessiik be a (7) sor
r oz xk
Sk(x) =1+ = 1 + 5 +. ﬁ
részletosszegét. Azt kell igazolni, hogy limy_, o, Sk(2) = expx. A Newton binomidalis
képlet alapjéan
n(n—1) x? e
en(x):<1+ ) _qpynz )—+...+7—:

1'n 2! n? n! nm

1 2 1 2 -1 n
—tqat(1- ) (1) (1-2). (12 r
n) 2! n n n n!

Vezessiik be az ap, = (1 — 7) (1 — 7) (1 - = ) k, , 1 <k < njeloléseket, és
végezziink becslést feliilrél. Rogzitett |x| értéknél valasszuk meg k és n értékét ugy,

hogy |#| < k < n legyen. gy |ax| < lﬁ és

k41| = |ak| I*E < |*||
a =la ag
ht b n)k+1 kk’

2
T
ool < lagsa 1 < Jaul 1
3
sl < lagsal ) < faul L

Ez igy tovabb folytathatd, ezért

Jo| | = |z|
lagi1| + |agye| + .- + |an| < |ax] + +...+ <

k k2 kn—k
|z| < |fﬂ|>1 |ak| - 2| s
< — _— = < .
ol k k—lz| = kl(k—|z|)
Ezek alapjan
‘m|k+1
(8) ’en(.r)_(1+w+a2+..+ak>‘:‘ak+1+.+an|<m.
Minthogy
. . zk . zF
nl;n;oen(x) =expx és nl;ngoak =00 klingo k!(|k|— |$D =0,

ezért (8)-bdl hatdrdtmenettel, mikor n — oo, majd k — oo, megkapjuk a kivént
eredményt:

‘< | |k‘+1
TRk 2])

2. (emelt szintli) gyakorlat. Elfogadva az exp fiiggvény 1j definiciéjat a (7) sor
Osszegével bizonyitsuk be a 2. tétel allitasait az 1. tétel felhasznédlasa nélkiil.

|expx — Si(x) hm |Sk(z) — expz| =0, kli_g)lo Sp(r) =expz. W
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Az exponencialis-, logaritmus- és hatvanyfiiggvények

4. definicié. Az exp fiiggvény inverz fliggvényét — amely létezik a 2. tétel 8. dllitdsa
szerint — természetes logaritmusnak nevezziik, és az In szimbélummal jeloljiik.

A 2. tétel alapjan az In: RT — R fliggvény szigortian névekvd és folytonos,
értéke az z helyen: In(x) = Inz.

5. definicid. Legyen a olyan valds szdm, hogy a > 0, a # 1. Az z — exp(xzIna),
z € R hozzarendeléssel kapott fiiggvényt a alapi exponencidlis fligguénynek nevez-
ziik és exp,-val jeloljiik; exp, (z) helyett az exp, =, a® szimb6lumokat is hasznaljuk.

Minthogy expl = e,Ine = 1, ezért exp, = exp és 1¥ = exp(z1lnl) = exp(x-0) =
1, de ez utdbbi fiiggvénnyel nem foglalkozunk, ez egy konstans fiiggvény.

6. definicié. Legyenek b és = pozitiv valds szdmok. A fentiek szerint

exp(zInb) = exp(lnz®) = 2,

igy az 1. szakaszban értelmezett  — 2® hatvanyfiiggvényre 1j definiciét nyertiink.

1. allitas. A hatvdny- és a-alapu exponencialis fiiggvények fent bevezetett kiilon-
boz6 definiciéi ekvivalensek. Fennallnak az alabbi egyenléségek:

(o) n
Ina
a® = exp(zlna) = lim ¢*® = lim " = E Qm", z €R.
n—00 n— 00 n!
n=0
Bizonyitéds. Az a szdm x kitevéji hatvénydt jeloljiik megfeleléen a®-szel az 1.
szakasz definicidja szerint és exp(xlna)-val az 5. definici6 szerint. Mivel az exp
fiiggvény folytonos, és alkalmazhat6 a 3. tétel, ezért minden valds z-re

a® = lim ¢"® = lim exp (un(z)Ina) = exp( lim w,(z)Iln a) =
n—oo n—o0 n—oo
_ _ N (ma)"
=exp(zlna) = Z e [
n=0

Az exp és exp, fiiggvények tulajdonsdgai hasonléak, a 2. tétel altalanositasa
szinte trividlisan elvégezhetd. A teljesség kedvéért kozoljitk a tételt, a bizonyitast
6nallé munkéra ajanljuk.

4. tétel. Legyenek a, b egytdl kiilonboz6 pozitiv valds szamok és x,z € R. Az exp,
fiiggvénynek a kovetkez6 tulajdonsagai vannak:

1. Dexp, = R, Rexp, = 0, 400,

2. exp, 0=1, exp,1=a.

3. exp,(—2) = (exp, )"

4. exp,(x 4 2) = (exp, z)(exp, 2), exp,(r — z) = (exp, z)(exp, z) "
)

—1
. €XPgp = €XP, - €XPy, €XPpa = (exp,)(exp,) -
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(ax)z = a%% = (az)z

Az exp, fiiggvény szigorian névekvd, ha a > 1, és szigorian csokkend, ha
0<a<l.

Ha 0 < a < b, akkor a® < b® pozitiv x esetén, és a® > b negativ x esetén.

. Az exp, fiiggvény folytonos.
10.

limy 400 a® =0, limy s _a® =+00, hal <a <1;

limg 400 a® = +00, lim,,_a® =0, haa > 1.

Az exp, fiiggvénynek a # 1 esetén létezik inverz fiiggvénye, amely folytonos és
szigorian névekvd, ha a > 1, valamint szigorian csékkend, ha 0 < a < 1.
Fennall az alabbi egyenlGség:

Coat—1
lim
x—0 x

=Ina.

7. definicié. Az a-alapi exponencidlis fliggvény inverzét a-alapt logaritmusfiigg-
vénynek nevezziik és a log, szimbdélummal jeloljitk; a = e és a = 10 esetén az In,
illetve lg jeleket haszndljuk. A [4] munkéhoz hasonléan tételbe foglaljuk ezen fiigg-
vény tulajdonsagait.

5. tétel. Legyenek a, b, u, v, x pozitiv szamok, de a # 1, b # 1, tovabba c, z valds
szamok, de ¢ # 0. Ekkor

1.

S gt N

a log, : RT — R fiiggvény folytonos és szigortian monoton, mégpedig névekvd,
ha a > 1, és csokkend, ha 0 < a < 1;

exp, olog, = idg+, log, oexp, = idg, azaz a'°%* = x, log,(a?) = z;
log,1=0, log,a=1, log, =In;

log, (uv) = log, u + log, v, log, (%) =log, u —log, v, log,(u?) = zlog, u;
log, u = (log, u)(log, a) ", log, b= (logya)~", log,. u = 1log, u;

log, z <log,z, ha a <b, x <1; log,x >log,x, ha a <b, x> 1; itt a, b
ugyanazon |0, 1[ vagy |1, 4oco[ intervallum elemei;

Fenndll az alabbi egyenlGség:

lim log,(1+ x) 1

0 x Ina’

Bizonyitas. A legtobb allitas a logaritmusfiiggvény definiciéjanak és az exponen-
cialis fiiggvény tulajdonsagainak kovetkezménye, csak egyesek igazolasat mutat-
juk be.

4.

5.

22
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Legyen log, u = x, log, v = y. Ekkor a® = u, a¥ = v, uwv = a®a¥ = a* 1V, % =
a” Y, u* = (a”)” = a®*, ahonnan z +y = log,(uw), z —y =log, (%), 2

log, (u*). Ez megegyezik a bizonyitandé egyenl6ségekkel.

3 <
I

Az elsé egyenlSséget az u = a'°8« * azonossag logaritmaldsaval kapjuk a 4. sza-
bély szerint. A méasodikat az els6bdl kapjuk v = b helyettesitéssel. A harmadik
bizonyitdsa u # 1 esetén:

1 1

1
= = == 71 .
log,(a¢)  clogya ¢ a ¥

log,. u

Ha u = 1, akkor az egyenldség azonos 0 = 0-val.
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6. Legyena < b < 1ésx < 1. Ekkor az z-alapi log,, logaritmusfiiggvény szigorian
monoton csokkend, ennélfogva

1 - 1
log,a " log,b

log, x = = log, x.

A t6bbi esetben a bizonyitas hasonld.

7. A 4. tétel 12. éllitdsa szerint lim,_,o % =Ina, és az x = log, (1 +t) helyet-

tesitéssel
.a®—1
a®*—1=t; Ina=lim =lim ——.
=50 x t—0 log, (1 +t)
Innen a 7. 4llitds ad6dik (hiszen a # 1, Ina # 0): lims_,¢ w = ﬁ [ ]

Eddig az x — 2® hatvanyfiiggvényt csak pozitiv x, b értékeknél definialtuk.
Terjessziik ki most ezen fiiggvényt a leheté legaltaldnosabb médon, ahogyan az z°
kifejezésnek észszerii értelem adhato.

8. definicié. Hatvdnyfiigguénynek nevezziik azt az R legb6vebb részhalmazén ér-
telmezett H (vagy részletesebben Hy) fiiggvényt, amelynek hozzérendelési szabdlya
x > ¥, pozitiv x esetén 2° = exp(bInz), egyes b értékek esetén pedig a hozzarende-
lést paros vagy nemparos modon terjesztjiik ki nempozitiv z értékekre, ahogyan azt
részletesen az aldbbi tételben adjuk meg. A raciondlis b szamot nem egyszertisithetd
b= " alakban frjuk fel, ahol m,n € Z, n > 0.

6. tétel. A H hatvanyfiiggvény f6bb tulajdonsdagai a kévetkezdk:
. Hab=0, akkor H(z) =1, = € Dy =R\ {0}.

2. Ha b > 0; m, n paratlanok, akkor Dy = Ry = R és H paratlan, szigoruan
novekveo.

—_

3. Hab > 0; m paros, akkor Dy =R, Ry = Rg = [0, 4o00[ és H pédros, szigoriian
névekvé R -on.

4. Hab < 0; m, n pdratlanok, akkor Dy = Ry = R\ {0} és H pdratlan, szigoriian
csékkend RY-on, lim, 0.0 H(z) = +00.

5. Ha b < 0; m pdros, akkor Dy =R\ {0}, Ry = R" és H pdros, szigoriian
csékkend RY-on, lim, o H(x) = +o0.

6. Ha b < 0 és m pdratlan, n paros vagy a irraciondlis, akkor Dy = Ry = R™ és
H szigorian csokkend, lim, o0 H(z) = +00.

7. Ha b >0, m paratlan, n paros vagy b irracionalis, akkor Dy = Ry = RS‘ és
H szigorian novekva.

8. Minden b esetén H folytonos; ha b < 0, akkor 0 masodfaji szakadasi hely; ha
b # 0, akkor H lesziikitése R -ra szigortian monoton bijekcié és H(1) = 1.

9. Fennédll az alabbi egyenl6ség:

b
lim 7(1 +ao) —1 =
x—0 €T

b.
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Bizonyitas. A hatvany korabban bebizonyitott tulajdonsigai alapjan minden 4l-
litas egyszertien ellendrizhets. Az utolsé egyenlGséget a 4. és 5. tétel alapjan kapjuk
meg a kovetkezoképpen:

(1 —|—:1:)b -1 - (exp (bIn(1 +z)) — 1)bln(1 +x)

li =
aclir%) T x—0 bx ln(l =+ 117)
bIn(1 -1
PTG LI G k)) Bk T e ) P
z—0 bln(l + x) z—0 T

A [4] kényvben szdmos kérdésre részletesebb informdciét kaphatunk, megis-
merkedhetiink a grafikonokkal, egyenletekkel, egyenltlenségekkel és hatarértékkel
kapcsolatos feladatok megolddsi médszereivel is.

Figgvényegyenletek

A fliggvényegyenletek tanulméanyozdsaval a matematika egyik fontos dgazata fog-
lalkozik [9]. Szamos egyenlet megoldédsa a [10] konyvben is megtaldlhats. Az aldb-
biakban a fent targyalt fiiggvényeket olyan egyenlettel irjuk le, melyben a fiiggvény
az ismeretlen egy megadott fiiggvényosztalyban (dltaldban ez folytonos fiiggvények
osztilya egy adott kezdeti feltétellel). Kezdjitk néhény egyszerti, az dltaldnos isko-
laban ismert fiiggvénnyel.

Az f(x) = ¢, x € R konstansfiiggvény meghatdrozhaté gy is, mint az f(z) =
flaz), (a € R\ {1}) fiiggvényegyenlet megolddsa az f: R — R tipusi folytonos
fiiggvények osztalydban az f(0) = ¢ kezdeti feltétellel. Valéban, egyrészt az f(x) = ¢
konstansfiiggvény folytonos, f(z) =c = f(az) és f(0) = c¢. Mésrészt, ha f megol-
désa a feladatnak, akkor |a| > 1 esetén minden z-re

= (5) =1 (5) = =1 (%)

és f folytonossdga miatt f(z) = lim, o f(za™™) = f(0) =c. Ha 0 < |a| < 1, ak-
kor az f(x) = f(a"z) egyenléséget haszniljuk. Tehat a konstansfiiggvény a meg-
fogalmazott feladat egyetlen megoldasa. De itt a fiiggvényegyenlet a paramétert
tartalmaz, igy a konstansfiiggvényre végtelen sok fiiggvényegyenletet talaltunk.

2. allitas. Az f(x) =cx, x € R, ¢ # 0 egyenes ardnyossdg fiiggvénye (méaskép-
pen homogén linedris fiiggvény) definidlhaté mint az f(x +vy) = f(x) + f(y) fiigg-
vényegyenlet megoldasa a folytonos f: R — R tipusu fiiggvények osztalyaban
az f(1) = c feltétellel. Az f~1 : R — R inverz fiiggvény létezik és folytonos.

Bizonyitas. Csak az egyértelmiiséget igazoljuk, a tobbi allitds nyilvdnvald. Legyen
f a feladat megolddsa. Minden = € R esetén f(z) = f(z +0) = f(z) + f(0) miatt
f(0)=0; f(z+ (—2)) = f(z) + f(—z) = f(0) = 0 miatt f(—z) = —f(z). A teljes
indukcié szerint f(nz) =nf(x), és f(%) = Lf(x), n € N*, ezért minden r = L

T n
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raciondlis szdm esetén f(rx) =rf(x), f(r) =rf(l) =cr. Az f folytonossiga ko-
vetkeztében
f(x) = lim f(up(z)) = lim cuy(z) =cz. W

n— oo n—r oo

3. gyakorlat. Oldjuk meg az f(f(x + 1)) = f(f(x) + 1) fiiggvényegyenletet a li-
nedris tortfiiggvények osztélydban, ha f(0) =1

4. gyakorlat. frjunk fel fiiggvényegyenletet:
a) az egészrész-fiiggvény lesziikitésére [0, 2]-re;

b) az sgn jelfiiggvényre (sgn(0) = 0; sgn(z) =1, ha « > 0; sgn(z) = —1, ha
x < 0);
)

az f(x) = %xz — 12 — 3 mésodfoki fiiggvényre.

¢ 1 8

7. tétel. Minden 1-t4l kiilénb6z6 pozitiv a szam esetén létezik pontosan egy olyan
folytonos f : RT — R tipust fiiggvény, amelyre minden z,y € R esetén f(vy) =
f@)+ f(y) és f(a) = 1. Ez a fiiggvény a log,,.

Bizonyitds. Az 5. tétel szerint a log, fliggvény eleget tesz a tétel feltételeinek,
ezért csak az egyértelmiiséget kell bizonyitani. Legyen f: RT — R olyan tet-
széleges folytonos fiiggvény, amelyre f(xy) = f(z) + f(y) és f(a) = 1. Minthogy
fla) = f(a-1) = f(a) + f(1), ezért f(1) =0. Ha z € RT és k pozitiv egész szdm,
akkor indukciéval igazolhat6, hogy f(2*) = kf(z). Tovabba 0 = f(1) = f(27%2%) =
F5) + () miatt f(z5) = —f(*) = —kf(2), tehat f(z*) = kf(), f(a*) =
kf(a) = k minden egész k-ra. Hasonléan minden pozitiv egész m és tetszbleges
egész k esetén

L= f(@) = F((Va)") =mf(a®). f(a%) =

Legyen x tetszlleges valds szam, és adjuk meg az 1. szakaszban bevezetett
un(x)-et olyan nem egyszeriisithetd % alakban, amelyben k,,m, € Z, m, >0

minden pozitiv egész n esetén. Ekkor (9) szerint felirhatjuk az aldbbi egyenldsége-
ket:

(10) f(a“”(x)) =up(z), nez’.

Vegyiink hatdrértéket a (10) egyenléség mindkét oldaldn, amikor n — oo, figye-
lembe véve az u,(x) sorozatnak az els6 szakaszban kozolt tulajdonsigait, vala-
mint azt, hogy az f, exp, fiiggvények folytonosak. fgy kapjuk, hogy f(a*) = z. Ha
a® = z, akkor  =log,, z, és f(z) = log, z tetsz6leges pozitiv valds z-re. M

5. gyakorlat. Igazoljuk, hogy a 7. tételben a folytonos megszoritas f-re felcserél-
hetd szigorian monoton feltételre.
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8. tétel. Minden 1-tdl kiilbnb6z6 pozitiv a szam esetén létezik pontosan egy olyan
folytonos f : R — R tipusi fiiggvény, amelyre minden z,y € R esetén f(z +vy) =
f@)f(y) és f(1) = a. Ez a fiiggvény az exp,.

Bizonyitas. A 4. tétel szerint az exp, fiiggvény eleget tesz a tétel feltételének.
Legyen f is ilyen tulajdonsdggal rendelkez6 fiiggvény. Nézziik a g =log,of : R - R
Osszetett fiiggvényt, amely folytonos,

g(z+y) =log, (f(z+y)) =log, (f(x)f(y)) =log, f(z)+log, f(y) = g(x) + g(y)

és g(1) =log, (f(1)) =log,(a) = 1. A 2. 4llitds szerint g(z) = z, hiszen g(z) = cz,
1=g(1) = ¢- 1. Innen kovetkezik, hogy f azonos a log, fiiggvény inverzével, azaz
exp,-val. W

9. tétel. Minden olyan folytonos f: Rt — R fiiggvény, amelyre az f(xy) =
f(@)f(y) azonossdg érvényes, hatvdnyfiiggvény, azaz létezik olyan pozitiv b szdm,
hogy f: x> 2%, x € RT,

Bizonyitds. Az eléz6 tétel bizonyitdsdhoz hasonléan a g(z) = log, f(a®), x € R
segédfiiggvényt hasznaljuk (¢ >0,c#1,a>1). ®

Megjegyzés. A 7.-9. tételek lehetéséget adnak arra, hogy az exponencialis-,
loogaritmus- és hatvanyfiiggvényeket fiiggvényegyenletekkel definialjuk.

6. gyakorlat. Ha az f : R — R tipusu fiiggvényre teljesiilnek az f(z+y) = f(x)+
f), f(zy) = f(z)f(y) azonossdgok, akkor f(x) = cx, x € R, ahol ¢ = 0 vagy ¢ = 1.
Igazoljuk ezt az f folytonossdgdnak kikotése nélkiil (beldtva, hogy f szigorian
novekvé)!

7. gyakorlat. Oldjuk meg az alabbi fiiggvényegyenleteket megadott kezdeti felté-
tellel a polinomfiiggvények osztdlyaban:

a) f(z) =2f(x+1)+ f(z+2) =0, f(1)=0,

b) zf(z+1) = (z+1)f(z), f(1)=10.

Trigonometrikus fiiggvények

A kozépiskolaban a trigonometrikus fiiggvényeket geometriai mddszerrel tanitjdk.
Ennek megalapozasival nem foglalkozunk. A koszinusz fiiggvény bevezetését ha-
romféle mdédszerrel oldjuk meg: sorozat segitségével, hatvanysorral és fiiggvény-
egyenlettel. Az [1] és [11] munkék tervét kovetjiik, a részletek és bizonyitdsok ott
megtaldlhatok kisebb valtozasokkal. A 7w szamot az alabbi hatarértékkel definidljuk:
(11) m:= lim 2"/2 — 27,1,
n—oo

a (1,,) sorozat rekurziv megaddsa: 7o = 0, 7,41 = %\/2 + 27, n € N. Az [1] cikkben
és a [11] konyvben megtaldlhat6 ezen sorozat konvergencidjanak bizonyitdsa, illetve
a definicié geometria alapi magyardzata.
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[1]-hez hasonléan definidljuk a (C,,) : N x N — R kétszeres sorozatot:

Co,n =1, Cl,n = Tn, Ck+1,n = QTan’n — Ck—l,n, nkeN, k>0.

A fentiekben a fliggvények bevezetésében gyakran tdmaszkodtunk a racionalis
szdmok halmazdra. Ezen halmaz szerepét most egy specidlis {1, halmaz tolti be,
amelyet egy pozitiv v paramétertdl fiiggden vezetiink be a kévetkezéképpen:

wn = wn(y) =727", neN; Q= {kw, |neNkeZ}; Q:=Q,N]0,9[.

Felhivjuk az Olvasé figyelmét, hogy a [11], [1] munkdkban a jelolések kissé
eltérnek egymastdl, az [1] cikk feltételeiben a 3-t v-ra cseréltiik, itt [1] jeloléseit
kovetjik.

Az Q. halmaz zirt az Osszeadds, kivonds, egész szammal és %—del torténd

szorzas miiveletekre, valamint sfirli R-ben. Most is az (1)-tipusu sorozatokat al-
kalmazzuk azzal a kiilonbséggel, hogy p~" helyett w,-t hasznalunk, a jel6lést nem
valtoztatjuk, csak p helyett -t irunk:

Un (X) = up(z,7) := [x(wn)_l]wn, Up = (2) = vp(2,7y) = up(z) + wn, n €N

Ezen sorozatok az (1) sorozatokkal hasonlé tulajdonsdggal rendelkeznek, tagjaik
az ), halmaz elemei. Az €2, halmazon megadunk egy Cos, fliggvényt a

Cosy (kwn (7)) == Cosy ( — kwn (7)) = Cln, k,n€N

egyenldségekkel. A Cos, fiiggvény folytonosan kiterjesztheté az R halmazra a ko-
vetkezéképpen (a kiterjesztett fliggvényt cos,-val jeloljiik):

(12) nh_)rréo Cosy (un(z,7)) = nh_)n;o Cosy (vn(z,7)) =: cosy(z), = €R.

Az [1]-ben igazolt megfeleld allitasokat tétel formdjdban fogalmazzuk meg.

10. tétel.

1. A cosz fiiggvény azonos a geometridbdl ismert klasszikus cos fiiggvénnyel;

cosy () = cos (27;96) , x€eR
2. Acos, a
(13) Clz+y)+Cx—y) =2C()C(y)
D’Alembert—Poisson-fiiggvényegyenlet egyetlen megolddsa olyan Cj ~(R) fiigg-

vényosztalyban, amelynek elemei az R-en definidlt valds fiiggvények az f(y) =
0, valamint az f(xz) > 0 feltétellel, amikor 0 < x < 7.
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Ezek szerint a cos fliggvényre két 1j definiciot alkalmazhatunk, amelyek ekvi-
valensek a geometridbdl ismert definiciéval. A sin fiiggvény definidlhaté a sinzx :=
cos (x — g), x € R egyenldséggel. A (13) egyenlet alapjan kénnyen igazolhatdk a cos
és sin tulajdonsdgai [4], [11], pl. a cos pdros, a sin pératlan fiiggvény, mindkettd
2r-periodikus, fennéllnak a sin? z + cos? z = 1, 2sin® z = 1 — cos 2z azonossagok.

8. gyakorlat. Adjunk meg olyan trigonometrikus fiiggvényt, amely megoldésa
az f(z — 1)+ f(z) + f(z + 1) = 0 fiiggvényegyenletnek az f(3) =1 kezdeti felté-
tellel.

Az exponencidlis fiiggvényhez hasonldan a cos, sin fiiggvények is megadhatdk

hatvanysorral.

11. tétel. Az aldbbi hatvanysorok konvergensek minden x € R esetén, és dsszegiik
cos x, illetve sin x:

e x2n 372 .’174 xQn
14 1) —1- S
(14) nZ:O( ) G ST SRy o TRUEEE
00 2n+1 3 5 2n+1
1 B N Y (s S I
(15) n2=:0( N G s T e AT FEV e T

Bizonyitas. Néhany ismert allitdst kozliink a sorok konvergencidjardl.

Ha a sor tagjai nem negativak, akkor a konvergencia kritériuma a részletossze-
gek sorozatanak korlatossaga.

Egy sor biztosan konvergens, ha a tagjainak abszolitértékével megadott sor
konvergens.

Egy a1 +as + a3z + ... sort Leibnitz-tipusunak neveznek, ha egy bizonyos ng-
t6l kezdve |an11| < |anl, anant1 < 0éslim, o a, = 0. Minden Leibnitz-t{pusi sor
konvergens, valamit az S Gsszegére és az S, = a1 + . .. + a, részletosszegére fennall
az |S — Sp| < |an+1] egyenlbtlenség.

A (14), (15) sorok Leibnitz-tipusiak minden x értékénél, mert pl. (2n+1)(2n+

2) < 22 esetén
£C2n+2 x2n ] x2n
lim

(2n + 2)! = o)’ nee (2n)! =0.

Jeloljiik a (14) sor osszegét Cos x-szel, és igazoljuk, hogy az x — Cosz, z € R
fuggvény folytonos minden zo helyen. Tetszdleges pozitiv e-ra adjuk meg az ng
természetes szamot gy, hogy teljesiiljenek az alabbi egyenl6tlenségek:

n g
(2n0 +1)(2no +2) > (Jzo| +1)%,  (Jzo| +1)*" ™ < (2n0 +2)l5.

Az v — S, (z)=1— ””2—? + % -+ (fl)n% polinomfiiggvény folytonos
az xo helyen, ezért létezik olyan § € ]0;1[, hogy |x — zp| < 0 esetén |Sn0 (x) —

Sn0($0)| < %
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Mindezeket figyelembe véve alkalmazhatjuk a Leibnitz-tipusi sor Gsszegére
kozolt becslést, és azt kapjuk, hogy

| Cos(z) — Cos(zo)| <
< [ C08(z) — Sy (@)] + [y () = Sy (@) + | S (20) — Cos(ao)] <

RN e
~ (2no+2)! 3 (2ng +2)! — (2no + 2)! 3 3 '

Ennélfogva a Cos fliggvény folytonos xg-ban, igy R-en is. Minthogy Cos(0) = 1,
a folytonossdg kovetkeztében Cos(z) >0 az x =0 egy bizonyos kirnyezetében.
A Leibnitz-tipusu sor dsszegére kozolt becslést alkalmazva kapjuk, hogy Cos(2) =
1-2+ % —...<1-2+ % < 0. Legyen A azon a pozitiv szamok halmaza, ame-
lyekre Cos(z) > 0, ha 0 < x < a. Ha = := sup A, akkor a Cos folytonossdga miatt
Cos(yo) = 0.

Igazoljuk, hogy a Cos fiiggvény a (13) egyenlet megoldédsa a Co -, (R) osztaly-
ban.

Az 1+ %? + i—? +...+ % + ... nem negativ tagi sor konvergens minden

x esetén (a S(z) 6sszeghez), mert ezen sor S, (z) := 1+ %T + % +...+ % rész-
letOsszegei korlatosak

50(@) < Smt(@) + 2 (14 e L ) oS @)+
n\T) X Ong—1\T (2n0)' 2 22 e ] = POng\T

kovetkeztében, ha (2ng + 1)(2ng + 2) > 222 és n > ny.

Alkalmazzuk a Newton binomidlis képletét és a Th, = > (—l)iﬂ% je-
16lést, ahol az sszegzés Y jele olyan i,j értékekre hat, amelyekre 0 <4, j < 2n,
2n < i+ j < 4n. Igy kapjuk a kovetkez6 Osszefiiggéseket:

é(SQn(x +y) + San(x — y)) =

_ 1 2 2 1 4 4 2,2 4
_1—5(95 +y)+4!<x +<2>xy +yt )+ +

1 4 4
+ o (x4n + (;)xm—zyz + (I)x4n—4y4 _‘_..._~_y4n> _

P a2iy?
=Y (-1 ﬂWé]’)! =: Q2n,
itt a Q2 Osszegben 0 < 4,7 <2n,i+4 7 < 2n;
2n 2 2n 2
19 Su@snw = (21" G) (Z (1) ) = Qan + T

(SQ"(x + y) + SQn(x - y)) + Ty,

N | =

Son(7)San(y) =
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Minthogy a Ts,, kifejezésben ¢ > n vagy j > n, ezért

li_>m Ty, = S(x) -0+ S(y) - 0=0.
Ennek figyelembevételével (16)-bdl hatardtmenettel megkapjuk a sziikséges egyen-
16séget:
2 Cos(z) Cos(y) = Cos(x + y) + Cos(z — y).

Tehat a Cos fiiggvény a (13) egyenlet megoldasa a Cy -, (R) osztalyban. Lassuk be,
hogy 70 = §. A fent emlitett becslést alkalmazzuk a (14) sor Osszegére Si(z) altal,

amikor |z| < 1: ‘ Cos(z) — (1 - z—;)‘ < Z—T. Innen z = 22 # 0 esetén

2 _
lim 1 — Cos(2z) _

z
(17) Ea 250 22:2

1 — Cos(2z)
222

_1’§

Teljes indukciéval kénnyen igazolhaté [11], hogy a (13) egyenlet Cj -, (R)-beli meg-
olddsdra C(wy,) = Tn, n € N. A kordbbiak alapjin felirhaték a kovetkezé egyenls-
ségek:

as) 1—Cos(2wn)  1—Cos(wn—1) (1 —7_1)22"F1 (,/7227,112”)2

2w? 2w2 42 2%

n

A (11), (17) és (18) egyenlSségek kovetkeztében lim, oo 7V2_§Z)HT =1 és

270 = m. A 10. tétel 2. allitdsa figyelembe vételével kapjuk, hogy Cos = cosz = cos.

A 11. tétel 2. allitdsdnak bizonyitdsat végezziik el 6nélléan (ez [11]-ben meg-
talalhat6). Utmutatdsként kozoljik, hogy a Sin®(z) = 3 (1 — cos(2z)) egyenléség
bizonyitasdval kell kezdeni a fent hasznalt médszerrel, ahol Sinz a (15) sor Gsszege,
ebbdl a | Sin(x)| = |sin(x)| egyenldség kivetkezik. Ez alapjan a Sin(z) = sin(z)
egyenldség bizonyitdsa egyszerd a [0, 2] intervallumon. Indukeciés mddszerrel ezt az
egyenldséget kiterjesztjiik az egész szdmtengelyre a Sin(2z) = 2 Sin(z) cos(z) egyen-
16ség figyelembevételével. B

A tovabbi trigonometrikus fiiggvények definicidja a megszokott médon torté-
nik:
sinx ST

7r co
tgx = —— xGR\{§+kW|kEZ}, ctgx.f@, x € R\ {kr|k € Z},

cosz’

1 1
secx i = ——, meR\{E—FkﬂkeZ}, cosecx := ——, x € R\ {kr|k € Z}.
cos T 2 sinz

Az drkuszfiiggvényeket mint inverz fiiggvényeket definidljuk a sin, cos, tg, ctg

fliggvények lesziikitésére vonatkozéan megfeleléen a [—g, g], [0, 7], ]—g, 3 [, 10, ]
intervallumokra [11].
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Ezen fliggvények tulajdonsagairdl, a trigonometria feladatairdl és legegysze-
riibb alkalmazdsairdl a [11] kényvben olvashatunk. Sziikségesnek tartjuk egy fontos
allitasrol, a

sinx

(19) lim

x—0 X

=1

egyenléségrol néhany megjegyzést tenni. A geometridn alapulé eléaddsokban ez
kénnyen bizonyithatd, csakigy mint a (15) egyenléség alkalmazdsdval. De szinvo-
nalas eldaddsokban elvirhaté egy kozvetlen analitikus bizonyitds. A [11] kényvben
ezt az egyenlGséget bebizonyitottuk a szakasz elején alkalmazott moédszerrel.

Hiperbolikus fiiggvények
A hiperbolikus fiigguények bevezetésére is szamos lehet&ség nyilik. Az exponencialis

fliggvények ismeretében a legegyszeriibb ut az alabbi explicit képletekkel addédik
(a jelolések és elnevezések ismertek, x értékei értelemszertien vélasztottak):

et — g% e +e %
shr = ——, che i = ———,
2 2
shx et —e 7T chz e +e "
thz = =———  cthz:= = +

chx e*+e %’ shz e —e 2’

A sh, ch fiiggvények egyszerien megadhatdk hatvdnysorokkal is a (14), (15)
sorok alapjan:
3 .5 4

T x 2
—+=+=+4..., chz=14+—-+"—=+...,

she =1+ 371 T35 21 "l

ezek konvergensek az R halmazon.

A hiperbolikus fiiggvények koziil csak a ch fliggvény nem injektiv, igy sziik-
ség van a ch |[07 ool leszikités alkalmazasara. Ezutan bevezethetjiik a hiperbolikus
fliggvények arsh, arch, arth, arcth inverz fiiggvényeit, melyeknek kozos neviik drea-
fiiggvények. Ezek megadhatdk az aldbbi képletekkel is [4]:

arsh;vzln(x—i— x2—|—1), r € R; archlen(x—i—\/xQ—l), z € [1,400[;

1.1 1 1

arthz = 3 In %, x €]-1,1[; arcthx = 3 In %, x € |—00, —1[U]1, 400 .
A fenti képletek segitségével konnyen megallapithaték a hiperbolikus- és areafiigg-
vények tulajdonsigai, segédeszkozként a [4] konyvet is hasznédlhatjuk.

Az [1] cikkben bebizonyitottuk, hogy a ch fiiggvény definidlhaté tgy is, mint
a (13) alatti D’ Alembert—Poisson-fiiggvényegyenlet egyetlen megolddsa a folytonos
[+ R — R fiiggvények Cp,1(R) osztélydban, amelyekre f(1) = H =: 3(e+e™ 1) tel-
jesiil.
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Alkalmazasokrol diéhéjban

Az egyszeril gyakorlati feladatok tobbsége olyan egyenletek, egyenlétlenségek és
ezek rendszereihez vezetnek, amelyek megoldédsai elemi fliggvényekkel adhaték meg.
A kozépiskolai matematika, fizika szamos példat tartalmaz ennek aldtamasztasara.
A bonyolultabb feladatok differencidl-, integral- és fiiggvényegyenletekkel oldhatdok
meg, amelyek ismeretlen fliggvényeket, azok derivaltjait és integréljait tartalmaz-
zdk. A fent bebizonyitott 4. tétel 12., 5. tétel 7., 6. tétel 9. dllitdsa és a (19) képlet
segitségével konnyen megtaldljuk az elemi fliggvények derivaltjanak képleteit. Pél-
ddul (19) alkalmazésaval kapjuk, hogy
sin(z + h) —sinz ~ 2sin % cos @

./ .
S (r) = lim = 11m ———— = COST.
( ) h—0 h h—0 h

J6l ismerjiik a fiiggvények egyszerii transzforméciéit az argumentumra alkal-
mazott 6sszeadds, szorzas stb. miiveletekkel, amelyek nagyban segitik a fiiggvények
elemzését. A fels6 matematikdban hasonlé médszerek messzemend éltaldnositasai-
val lépten-nyomon talalkozunk. Pl. a trigonometrikus és exponencidlis fiiggvények-
kel képzett Fourier-, Laplace-transzforméaciok a matematika legfontosabb médszere-
ihez tartoznak, nemcsak fontos feladatok megoldasanak lehetéségét, de 1j elméletek
sziiletését is nekik koszonhetjiik.

Az elemi fiiggvények kiterjesztése komplex tartomanyokra létrehozta a fiigg-
vényelmélet klasszikus valtozatdt, az analitikus fiiggvények elméletét, amely nélkiil
elképzelhetetlen a modern matematika, fizika és szdmos természettudomanyi aga-
zat. Ezért is tartottuk sziikségesnek az elemi fiiggvények részletesebb és egységes
ismertetését.
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TARSULATI ELET - 2015

Szele Tibor-emlékérem

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat Szele Tibor-emlékérem bizottsaga
a 2015. évi érmet Rényai Lajosnak itélte oda.

Indoklas: Rényai Lajos 1979-ben szerzett matematikus diplomat az ELTE
TTK-n. A diploma megszerzése 6ta az MTA SZTAKI a f6allasi munkahelye. Emel-
lett 1994 6ta oktat a BME-n, ahol 2001-t61 2014-ig az Agebra Tanszék vezetGje volt,
jelenleg egyetemi tandar. Irdnyitasaval tortént az alkalmazott matematikus szak
Algebra és alkalmazdsai szakirany kidolgozasa, amelynek anyagaban egyiitt van
jelen a logika, a klasszikus algebra és a szamitastudomaény is.

Eddig 122 tudomaéanyos és felsGoktatasi kozleményt jelentetett meg, ezen fe-
lil két konyvnek, 3 konyvfejezetnek a tarsszerzéje, egy tovabbi kotetnek pedig
tarsszerkesztéje. Fiiggetlen hivatkozasainak szama 780 folott van. Nagy stulyt he-
lyez a tudomanyos eredmények népszeriisitésére is; 10 ilyen jellegii irasa van, és
2005. december 12-én emlékezetes el6adast tartott a Mindentudas Egyetemén is
Elliptikus gorbék — a geometridtdl a titkos kommunikdcidig cimmel. T6bb més f6-
rumon, példaul a Ratz Laszlé-vandorgytilésen, a Kossuth Klubban, a Galilei Féru-
mon, a Hajés-versenyen, a Kutaték Ejszakéjzin, a Bolyai Tarsulat Kiildottgytilésén,
a KoMalL Ifjusagi Ankétjan és az Informatika OTDK-n is tartott népszeriisité elo-
adéasokat.

Fontosabb tudoményos eredményei kozott kiemelendd, hogy polinom ideji
moédszerek kidolgozasdval megalapozta a véges dimenzids asszociativ algebrdk al-
goritmikus elméletét, az dltalanositott Riemann-sejtés feltételezésével determinisz-
tikus polinom idejii algoritmust adott véges testek feletti korlatos foku polinomok
felbontdsara.

Meghatarozé szerepet jatszott a BME egyik legnépszer(ibb szakiranya, a mii-
szaki informatika alapképzésnek a kialakitdsdban, majd oktatdsaban. Az Ivanyos
Gaborral és Szab6 Rékdval 1998-ban irt Algoritmusok cimi egyetemi tankonyvet
kollégdk és didkok egyarant nagyra értékelik.

A utébbi években Tapolcai Janossal és Lendiilet-kutatécsoportjaval kommuni-
kacios mérnoki feladatokbdl szarmazé matematikai problémaékon is dolgozott, en-
nek eredménye egyebek kozott az Internet Optical Infrastructure cimi, 2015-ben
a Springer kiadénal megjelent konyv.

Roényai Lajos eredményes a tudomanyos utanpdtlas nevelésében is. Ivanyos
Gabor 1996-ban szerzett a témavezetésével kandidatusi cimet. Tanitvanyai koziil
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Bodon Ferenc és Hegedlis Gabor 2006-ban, Felszeghy Balint 2008-ban, Mészéaros
Tamdés pedig 2015-ben szerzett PhD tudoményos fokozatot. Ivanyos Gabor 2010-
ben megszerezte az MTA doktora cimet is, és jelenleg az MTA SZTAKI tudoma-
nyos tanacsaddja és a BME cimzetes egyetemi tanara. Hegedlis Gabor az Obudai
Egyetem docense, Bodon Ferenc és Felszeghy Balint nemzetkozi pénziigyi cégeknél
toltenek be fontos pozicidt, Mészaros Tamés pedig posztdoktori Gsztondijas lesz
Berlinben.

Roényai Lajos nagy elméleti tudassal rendelkez6 kutatd, aki sokréti matema-
tikai ismereteit eredményesen alkalmazza szamitastudoményi problémék vizsga-
latdban is. A szakmai utanpétlas nevelésében egyetemi oktatéként, tudoményos
témavezetOként és sikeres szakkonyvek szerzojeként is kiveszi a részét.

Beke Mandé-emlékdij

A Beke Mané-emlékdij bizottsag 2016-ban a Beke Mand-emlékdij mésodik
fokozataban részesiti Dr. Okérdi Péterné tanarnét, Schultz Janos tandr urat,
Udvarhelyiné Béres Irma taniarnét, FAbian Istvanné tanarn6t, Csikdsné
Vo6rés Marianna tanarnét, Lutzné Feszt Edit tandrnét, Gosztomné Ivsics
Eszter tanarnot és Kis Gabort.

Dr. Okérdi Péterné (sziil: Kulcsar Katalin) 1973-ban szerezte diploméjat
az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karanak matematika—
fizika szakdn. Szakmai életpdlydja teljes egészben a Budapesti Berzsenyi Déniel
Gimndaziumhoz koti. Itt érettségizett, itt volt palyakezdo, és itt valt érett tanarra.
Kivaléan felkésziilt pedagdgus. Kiemelkedd szerepe volt az 1993-t61 megujuld és
hatosztalyossa valé specidlis matematika tantervii osztaly kialakitdsaban, miikod-
tetésében.

Szinte minden évben jutottak be tanitvanyai a Varga Tamas Matematikaver-
seny, az Arany Dédniel Matematikaverseny dontéjébe, és ugyanigy nagy szamban
és eredményesen vettek részt az Orszdgos Kozépiskolai Tanulményi Versenyen és
a KoMaL feladatmegold6 versenyeken is. Emellett didkjai szép teljesitményt nytj-
tottak az érettségin és felvételi vizsgakon egyarant.

Nemcsak sajat tanitvanyai korében volt fontos szamaéara a tehetséggondozas,
a versenyek. Kezdetétol fogva tagja a Matematika Hatdrok Nélkiil verseny magyar
szervezébizottsaganak.

Egész palyafutdsat a pedagogiai alazat, a gyerekekért és a tanarokért valé tenni
akards, a szakmai igényesség jellemezte és jellemzi a mai napig. Generaciok kertiltek
ki a Berzsenyi falai koziil, akiknek életre sz6lo ttmutatdst adott emberségbodl,
emberi tartasbol, tudasbél. Munkdjéanak elismeréseként 2004-ben Graphisoft-dijat,
2008-ban Aranykatedra Emlékplakettet kapott.

Dr. Okordi Péterné elhivatottsaga, kiemelkedd pedagégiai, szakmai munkéja,
kimagaslé tehetséggondozo tevékenysége és eredményessége alapjan mélté a Beke
Mané-emlékdijra.

Schultz Jdnos diploméjat 1994-ben szerezte a szegedi Jézsef Attila Tudomény-
egyetem matematika—fizika szakan. Ugyanebben az évben palyakezddként keriilt
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a szegedi Radnoti Miklés Kisérleti Gimnaziumba, ahol magas szintli tudasat azota
is kamatoztatja a specidlis matematika tagozat munkajaban és a kiilonb6z6 kor-
osztalyoknak tartott versenyelOkészité szakkorckon. 2007 éta rendszeres eléaddja,
az Erdés Pal Matematikai Tehetséggondozo Iskolanak.

Tehetségfelismerd és tehetséggondozd tevékenységének koszonhetéen tanitva-
nyai koziil tobben a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia és a K6zép-Eurdpai Ma-
tematikai Didkolimpia magyar csapatianak tagjai voltak. Tanitvanyai koziil sokan
kiemelked&en szerepeltek a Varga Tamds Matematikaversenyen, az Arany Déniel
Matematikaversenyen, az Orszagos Kozépiskolai Tanulményi Versenyen és mas or-
szagos illetve nemzetkozi tanulmanyi versenyeken. Tanitvanyai a Kozépiskolai Ma-
tematikai Lapok feladatmegold6 versenyében tobb feladattipusban is rendszeresen
az élen allnak.

A matematika oktatasdval kapcsolatos tevékenysége még ennél is szélesebb
kort. Tarsszerzoje a Maxim Kiad6 gondozasaban megjelent ,Ut a tuddshoz” tan-
konyvesalad magas szinvonali matematika-tankonyveinek, tobb magas szinvonala
matematikai versenyfelkészité és tehetséggondozd feladatgyiijteménye is ismert.
Schultz Janos tanar ur két éve tagja a matematikai OKTV II. kategdria verseny-
bizottsaganak.

1999-ben és 2008-ban Graphisoft-dijat kapott, 2007-ben Ericsson-dijban része-
siilt, 2015-ben pedig Szeged Ifju Tehetségéért dijjal jutalmaztak munkéjat.

Schultz Janos folyamatosan kiemelked6 pedagogiai, szakmai munkaja és kima-
gaslo tehetséggondozd tevékenysége, illetve annak eredményessége alapjan mélté
a Beke Mané-emlékdijra.

Udvarhelyiné Béres Irma a Juhdsz Gyula Tandrképzé Foiskola matematika—
fizika szakan végzett. A f&iskola elvégzése utan Szegeden elOszor a Zalka Maté
Altaldnos Iskoldban, 1985-t6] a Makkoshdzi Altaldnos Iskoldban dolgozott, ahol
az iskolavezetés felkérte az emelt éraszamiu matematikaoktatas, a matematika ta-
gozat megszervezésére, szakmai kidolgozasara. 1990-t6l a szegedi Gutenberg Janos
Altaldnos Iskoldban a matematika tagozat vezetéjeként folytatta munkajat. Az in-
tézményben az 6 vezetésével dolgoztak ki a matematika tagozat specialis tantervét,
tanmenetét, melynek hatdsara hamarosan tanitvanyai egyre jobban teljesitettek,
a varosi, megyei és orszagos versenyeken is.

A tehetséggondozas elkotelezett pedagdgusava valt. Tanitvanyai évek 6ta ered-
ményesen szerepelnek 13 kiilonb6z6 matematikaversenyen. Tanuléinak tehetséggon-
dozasat mar alsé tagozatban elinditja, és ezt folytatja a felsé tagozat matematika
szakkori foglakozdsain, ahol a didkok lelkesen késziilnek a kollégand iranyitasaval
kiilonb6z6 matematikaversenyekre, megmérettetésekre.

Iskolan kiviili tevékenységeivel is a matematika megszerettetésén faradozik.

A Bonifert-versenyre valé felkészités mellett a kezdetektol bekapcsolédott
a szervezésbe, és a bekiildott feladatok javitasdba. Csongrad Megyei Matematika és
Fizika Tanarok Alkoté Mihelyének tagjaként 1991-t61 1999-ig részt vett a szervezet
altal nyaron megrendezett 7 napos Nemzetkozi Matematika Fizika tdbor munka-
jaban. 2000-t0l az Ifju Tehetségekért Jovonk Erdekében Egyesiilet munkajaban
a tehetségek kibontakoztatasaért végez faradhatatlan munkét.
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1988-ban a Makkoshdzi Altaldnos Iskola kivalé pedagodgusa kitiintetést, 2010-
ben Bolyai Matematika Csapatverseny Csongrad megyei tanari fédijat kapta meg.

Udvarhelyiné Béres Irma példas, igényes munkavégzése a matematika tani-
tésa irdnti elkotelezettsége, a tehetséggondozasban elért kivdlé eredményei alapjan
mélté a Beke Mané-emlékdijra.

Fdbidn Istvdnné 1982-ben végzett a Bajai Tanitoképzo Foiskolan. Palyakezdo
pedagégusként a Kecskeméti Belvarosi Zrinyi Ilona Altaldnos Iskoldban kezdett
tanitani, ahol megszakitds nélkiil immar 34 éve dolgozik a sziil6k és gyermekek
legnagyobb érémére.

Magas szinvonali pedagégusi munkajabol is kiemelkedik a matematika tani-
tasa.

A gyermeki érdeklodést felkeltve, egyénre szabott haladési tempédval, tigyes
munkaszervezéssel és végtelen lelkesedéssel tudta és tudja elérni, hogy osztalyai-
bol ne csak 1-2 szerencsés gyermek tapasztalja meg a matematika adta 6romoket
és a versenyek izgalmat. Ennek eredményeként tobbszor kapraztatta el a megye
pedagégusait az eredményhirdetéseken azzal, hogy osztdlyabdl 3-5 tanuld is a dija-
zottak kozott szerepelt. A tartésan és sok tanuléval elért sikeres matematikatanitas
megalapozta sok-sok gyerek jovéjét, és hozzdjarult az iskoldja hirnevéhez.

Fébidn Istvanné tevékenyen részt vett abban a munkaban, amely iskoldjabdl
elinditotta a ma mér orszagos szintli Zrinyi Ilona Matematikaversenyt.

Tehetséggondozd tevékenysége kimagaslé. Példaértékii hogy a Zrinyi Ilona
Matematikaversenyen orszagos 2., 4., 5., és 9. helyet hoztak el egyazon évben
tanitvanyai. Példaértékii, hogy Fabian Istvanné Zsuzsa 1igy tanitja alsé tagozatban
a matematikat, hogy tanuldi évek 6ta orszagos 1-10. helyezéseket érhetnek el rangos
matematikaversenyeken.

Fébian Istvanné gyermekcentrikussaga és példaértékli tehetséggondozd tevé-
kenysége alapjan méltéd a Beke Mand-emlékdijra.

Csikésné Vorss Marianna 1987-ben a bajai Tanitoképzé Foiskola elvégzése
utan egykori iskoldjaban, a kalocsai Enek-Zenei Altalanos Iskolaban kapott tanito6i
allast.

Oréira elhivatottan késziil, erdssége a differencialas és a tanuldkkal valé egyéni
foglalkozas és a versenyeztetés.

Mindig harmadik-negyedik osztalyban tanit, altaldban minden tantargyat, de
volt t6bb olyan tanév, amikor tantargycsoportokat hoztak létre, s O a matematikat
tanitotta tobb osztalyban is.

2009-ben az iskolavezetés felkérte az alsé tagozatos munkakozosség vezetésére,
mellyel egy id6ben iskolai versenyeket inditott, hogy azok a tanuldk is versenyez-
hessenek, akiknek nagyobb versenyeken nincs esélyiik a gyézelemre. Sikerélményhez
jutds, rutinszerzés, megmérettetés volt a cél.

Munkakozsség-vezetOként bevezette az iskoldban a Kenguru, a Bataszéki és
a Kalmar Laszl6 matematikaversenyt, melyek szervezését is o) maga végzi. Evek
Ota az iskola minden matematikaversenyét koordinalja 2—12. évfolyamig.
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Tanitvéanyai rendszeresen az orszag élmezdényében szerepelnek a Zrinyi Ilona,
a Harmatcsepp, a Dugonics Andras, a Kalmar Lészlé, a Bétaszéki, a Kenguru,
a Bécs-Kiskun megyei matematikaversenyeken, valamint a Genius Logicus Nem-
zetk6zi matematikaversenyen.

2010 6ta az iskola igazgatohelyettese. Ezt a feladatat is nagy odaadéassal,
lelkesedéssel végzi.

Csikésné Voros Marianna felkésziiltsége, elhivatottsaga és tehetséggondozd
tevékenysége alapjan mélt6é a Beke Mand-emlékdijra.

Lutzné Feszt Edit a Ho Si Minh Tandrképz6 Foiskoldn végzett 1979-ben,
matematika—fizika szakon, ahol oktatastechnolégusi képesitést is szerzett. 1981 6ta
dolgozik a Solymari Hunyadi Matyds Német Nemzetiségi Altalanos és Alapfoki
Miivészeti Iskolaban.

Folyamatosan fejlesztette szakmai tudasat, 1994-ben az ELTE TTK-n szami-
tastechnika szakos tanari diplomat is szerzett.

Osztalyfonockként, igazgatohelyettesként, a mindségbiztositasi fejlesztési team
vezetdjeként sokoldali eredményes munkat végzett.

Kiilonosen jelentGs az a tevékenysége, amelyet a tanuldk és pedagdégusok mun-
kajanak folyamatos mérése, értékelése, fejlesztése érdekében fejtett ki.

Szakmai tevékenysége is kiemelkedd. Matematika-fizika-informatika szakos ta-
narként tanuléit eredményesen tanitja, és hosszu id6 6ta eredményesen késziti fel
a kiilonboz6 szakmai versenyekre. Az altala szervezett természettudoményos pro-
jektek, kisérletek, versenyek kiilonosen népszertiek a tanulék korében.

Egész szakmai munkdjat, pedagogiai tevékenységét athatja a kollégakkal vald
eredményes egyiittmiikodés és az iskolavezetés segitése. Szakmai életutjat a folya-
matos tanulds, tovabbképzési lehetdségek kihasznélasa, a fejlédés érdekében végzett
munka jellemzi.

Lutzné Feszt Edit felkésziiltsége, elhivatottsiga, munkaja és tehetséggondozo
tevékenysége alapjan mélt6é a Beke Mand-emlékdijra.

Gosztomné Ivsics Eszter 1992 6ta tanit a Pécsi Miivészeti Gimnédzium és
Szakkozépiskolaban. 2010 éta a Csanyi Alapitvany mentora.

Gosztomné lIvsics Eszter igazi pedagdgus személyiség. A tanitdst egységben
kezeli a tdmogatassal, segitéssel. Mindig észreveszi, ha valaki lemarad, vagy ha
tobbre volna képes.

Senki sem kéri, utasitja 6t, hogy munkaidé utdn maradjon egy-egy didk ked-
véért, aki a kimerité szakmai munka vagy lelki terhek miatt nehezen tart lépést
a tarsaival. Mégis marad, mert szamitanak ré.

Nem csupan a felzarkéztatashoz elengedhetetlen a tobbletmunka. A kiemel-
ked6 képességii tanuldk egyéni fejlesztése, adott esetben versenyeztetése ugyanigy
aldozatot kovetel a tehetségsegit6tol. Gosztomné Ivsics Eszter ebben is eredményes.
Szdmos névendéke jutott mar el megyei és orszagos versenyek dontdibe. Koziiliik
sokan dobogés helyezést értek el.

A sikereket rdadasul a legkiilonb6zébb érdeklédésti és szakmai orientacidji
tanuldokkal érte el: képz6- és iparmiivész novendékekkel, zenészekkel, tancosokkal,
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dramasokkal, kilencediktdl egészen a végzds éviolyamokig. A Zipernowsky megyei
versenyen, szinte minden évben dobogds helyezést, de az orszagos Zrinyi Ilona
Matematikaversenyen is kiemelked6 eredményeket érnek el tanitvanyai.

Gosztomné Ivsics Eszter elhivatottsiga, odaadé munkaja és tehetséggondozo
tevékenysége alapjan mélté a Beke Mand-emlékdijra.

Kis Gdbor tanulményait a debreceni Fazekas Mihdly Gimnéziumban végezte
specialis matematika tagozaton, majd a Kossuth Lajos Tudomanyegyetemen foly-
tatta. Jelenleg informatikusként dolgozik.

Kis Gabor a Fazekas Mihdly Gimnazium tanaraival 1993 és 1998 kozott iskolai
tdborokat szervezett. Ezekbdl a tdborokbdl nétt ki és onallésodott a Medve Sza-
badtéri Matematikaverseny és a Medve Matektaborok jelenleg is virdgzo sorozata.

A Medve Szabadtéri Matekverseny kategéridkra bontott csapatverseny.
A résztvevik dllomésrol dllomésra haladnak és feladatokat oldanak meg. Helyes va-
lasz esetén féallomashoz, helytelen esetén pedig mellékallomashoz irdnyitjak Sket.
A helyezést a megoldott féfeladatok szama, illetve az arra forditott idé donti el.
E konstrukcié szellemi atyja Kis Gabor.

A Medve Matektaborok elsédleges célja nem a versenyfelkészités. A foglal-
kozasokon egy-egy matematikai témat dolgoznak f6l, melyeket logikai vetélkeddk,
versenyek, készségfejlesztd foglalkozdsok is szinesitenek. A szakmai tartalom 1é-
nyegében Kis Gabor &tleteibdl és kezdeményezéseibol kristalyosodott ki a jelenlegi
forméjaban.

1999 és 2011 kozott Kis Gébor a rendezvények szervezésében is oroszlanrészt
vallalt. Ezeket ma mar A Matematika Osszekot Egyesiilet koordinalja, hiszen a ren-
dezvények évente tobb ezer didkot mozgatnak meg.

s

Kis Gébor a matematika népszertisitésében, elmélyitésében elért kimagasld
eredményei alapjan mélté a Beke Mandé-emlékdijra.

Griinwald Géza-emlékérem

2015-ben a Griinwald Géza-emlékéremre tiz felterjesztés érkezett. Mind a jeloltek
tudomanyos munkassiga, mind pedig az oktatési és kozéleti tevékenységiik rendki-
vill magas szinvonalat képviselt. Ez méltéan titkrézi a Griinwald-emlékérem tudo-
manyos és tarsadalmi presztizsét. Annak ellenére, hogy a Bolyai Tarsulat dontése
értelmében a bizottsag 6t jeloltet honoralhatott, az elmult évek egyik legnehezebb
feladatanak bizonyult a rendkiviil erés mezonybdl a dijazottak kivalasztasa. Kiilon
oromiinkre szolgdl, hogy lehetdségiinkben &llt az orszag kiilonbozo egyetemeinek,
illetve kutatdintézeteinek munkatarsait kitiintetni. A bizottsag szavazati alapjan
az idei dijazottak a kovetkezék: Gehér Gyorgy Pal, Maga Péter, Nagy Zol-
tan Loérant, Pach Péter Pal, és Szokol Patricia.

Indoklas: Gehér Gyorgy Pdl 1987-ben sziiletett, 2010-ben szerzett matemati-
kus diplomat a Szegedi Tudomanyegyetemen, majd 2015-ben PhD fokozatot ugyan-
ott Kérchy Lészl6 témavezetésével. Jelenleg a Szegedi Tudoményegyetem Bolyai
Intézetének adjunktusa.
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Gehér Gyorgy Palnak 8 megjelent és 5 elbirdlas alatt lev6 dolgozata van. Leg-
tobb eredményét a funkciondlanalizis teriiletén érte el. A klasszikus szegedi ha-
gyomanyokat folytatva aszimptotikusan nem-eltiing operatorok elméletét kutatta,
amelyek doktori disszertaciéjanak alapjat képezték. Jellemezte a kontrakciékbdl
aszimptotikusan nyerhet6 pozitiv operdtorokat, illetve altalanositotta a Székefalvi-
Nagy hasonlosagi tételt. 2013-t6l a Molnar Lajos professzor dltal vezetett ,,Lendii-
let” kutatécsoport munkajaban is részt vesz, ahol a funkciondlanalizis egy masik
teriiletén, a megdrzési problémaékkal kapcsolatban folytatott eredményes kutataso-
kat. Az Aleksandrov-féle konzervativ tdvolsag probléma kapcsdn az eddig ismert
leger6sebb eredményt adta a kétdimenzids esetben. Nagy érdeklédést valtott ki
a matematikai fizikdban fontos szerepet jatszo, nevezetes Wigner-tételre adott 6t-
letes, 4] bizonyitésa is. Uj metrikus jellemzését adta valds szigorian konvex és belsd
szorzat tereknek. Emellett érdekes tételeket bizonyitott a klasszikus geometria te-
riiletén is.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Gehér Gyorgy Pal a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Maga Péter 1985-ben sziiletett, az E6tvos Lorand Tudoméanyegyetemen szer-
zett matematikus diplomat 2009-ben, majd a Central European University-n dok-
toralt 2013-ban Harcos Gergely témavezetésével. Ezutan 2 évig Gottingenben
Valentin Bromerrel dolgozott posztdoktori kutatoként. 2015 szeptemberétol
a Rényi Intézet MTA posztdoktori 6sztondijas munkatarsa.

Maga Péter 8 dolgozatot publikalt. Kezdetben valds analizissel foglalkozott
Keleti Tamés témavezetésével. Késobb érdeklodése a szamelmélet, azon beliil is
az automorf formdk elmélete felé irdnyult. Doktori disszertaciéjaban altalanos szub-
konvex becslést igazolt szamtestek feletti csavart moduléris L-fiiggvényekre, amely
a Dirichlet L-fiiggvényekre vonatkozo klasszikus becslések analogonjanak tekint-
het6. Ezen eredményhez a neves Kuznyecov-formula egy jelentos altalanositasat
adta. Ezutan a szubkonvexitasi probléméval szoros rokonsidgban allé szuprémum
problémaéval foglalkozott, ahol nem az automorf L-fiiggvények becslése a cél, hanem
az automorf formédk pontonkénti becslése. TetszOleges dimenzids projektiv sikok-
bol szarmazé Lie-csoportokra bizonyitott olyan becsléseket, amelyek korabban csak
véges sok Lie-csoportra voltak ismertek. Legijabb munkéiban fontos klasszikus té-
teleket terjeszt ki a 2 dimenziésrdl a 3 dimenzids esetre, példaul hatékony felsd
becslést ad a Ramanujan-sejtést megsérté automorf formék gyakorisagéra.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Maga Péter a Griinwald Géza-emlék-
éremben részesiil.

Nagy Zoltan Lorant 1985-ben sziiletett, 2008-ben szerzett az Eotvos Lorand
Tudoméanyegyetemen matematikus, majd 2013-ban matematika tanari diplomat.
2015-ben védte meg az ELTE-n doktori disszertaciéjat, amelyet Szényi Tamés és
Kaérolyi Gyula témavezetésével irt. 2011 és 2014 kozott a Rényi Intézet fiatal kuta-
tdja, jelenleg az MTA-ELTE Geometriai és algebrai kombinatorika kutatécsoport
tagja.

Nagy Zoltan Lorantnak 12 dolgozata jelent meg nemzetkozi folyodiratokban.
Erdekl8désének kozéppontjaban az extremalis és az additiv kombinatorika, vala-
mint a véges geometriak allnak. Munkaiban eredményesen 6tvoz kiilonb6z6 algebrai
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modszereket eredeti kombinatorikus gondolatokkal. Sikeresen vizsgdlt extremdlis él-
stirtiségre vonatkozo Turdn-tipusu grafelméleti problémakat. Az additiv kombinato-
rika teriiletén nivés munkaiban véges testekben, illetve ciklikus csoportokban vizs-
gl zér6-osszeg tipusu problémakat. Az algebrai kombinatorika teriiletén is fontos
eredményeket bizonyitott a Selberg-tipusi integralokkal kapcsolatban, amelyek koz-
ponti szerepet jatszanak a véletlen matrixok elméletében. Tarsszerzdivel 1j, frap-
pans bizonyitast adott a Dyson-sejtés g-analdgjara, illetve a Morris-azonossagra.
Legfontosabb eredményében pedig igazolta a Forrester-sejtést, amelyet kordbban
csak igen specidlis esetekben sikeriilt bizonyitani.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Nagy Zoltan Loérant a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Pach Péter Pdl 1985-ben sziiletett, 2009-ben szerzett matematikus diplomat
az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetemen, majd 2012-ben doktori fokozatot ugyanitt,
Szab6 Csaba témavezetésével. Jelenleg a Budapesti Miiszaki Egyetem Szamitéas-
tudomanyi és Informéacidelméleti Tanszékének adjunktusa.

Pach Péter Palnak 14 dolgozata jelent meg nemzetkozi folyodiratokban. Mind
a kutatasban, mind pedig az oktatasban és a tehetséggondozéasban kiemelked6 telje-
sitményt nyujt: tagja a Kozépiskolai Matematikai Lapok szerkesztébizottsdganak,
a Kiirschak Jozsef-verseny bizottsdganak, emellett didkolimpiai felkészité szakkoro-
ket is tart. Kutatési érdekl6désének kozéppontjaban a kombinatorika médszereinek
és eszkoOzeinek a szamelmélet, univerzalis algebra és a modellelmélet teriiletén valé
alkalmazdsa 4all. Szerzétarsaival egyiitt a véges részbenrendezett halmazok Fraissé-
limeszére igazolta Thomas véges nyelvek folotti homogén struktiarakra vonatkozo
sejtését. Meghataroztak egy adott dbécé feletti szavak félcsoportjaban a Simons-
ekvivalencia-osztdlyok aszimptotikus szamat. Legijabb munkédjiban az altalano-
sitott multiplikativ Sidon-halmazokkal foglalkozik: k és n fiiggvényében nagysag-
rendileg meghatérozta az {1,2,...,n} halmaz legnagyobb olyan részhalmazdnak
elemszamat, amelyben az ay ...ar = by ... bg egyenlet nem oldhaté meg kiillonboz6
elemekkel.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Pach Péter P4l a Griinwald Géza-emlék-
éremben részesiil.

Szokol Patricia 1986-ban sziiletett, 2010-ben szerzett matematikus diplomat
a Debreceni Tudomanyegyetemen. Doktori disszertdcidjat, amelyet a Debreceni
Tudomanyegyetemen készitett Molnar Lajos és Bessenyei Mihaly témavezetésével,
a kozeljovoben fogja megvédeni. Jelenleg a Miskolci Tudomanyegyetem tanarse-
gédje, valamint a Debreceni Tudoményegyetemen is 6raado.

Szokol Patricianak 7 dolgozata jelent meg, és tovabbi két dolgozata kertilt
benyujtasra nemzetkozi folydiratokhoz. Kutatasaiban elsésorban operatorok, il-
letve fliggvények kiilonbozé strukturainak megdrzési problémait vizsgalja. Emellett
a konvex és nem-sima analizis teriiletén fontos szerepet jatszo szeparacios tételekkel
kapcsolatban is ért el szép eredményeket. Tarszerzbivel egytitt leirast adott a stiri-
ségoperatorok terének azon transzformacidira, amelyek megorzik a kvantum relativ
entrépiat, illetve ezt az eredményt sikeriilt dltalanositaniuk a kvantum f-diver-
gencia specidlis eseteire is. Vizsgalta az dltalanositott eloszlasfiiggvények terének
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Kolmogorov—Smirnov izometridit, a pozitiv definit matrixok metrikai és differen-
cidlgeometriai tulajdonsdgait, illetve a maéatrixalgebrdk ferde-morfizmusait. Téma-
vezetOjével egyiitt meghataroztak fiiggvényterek bizonyos részalgebrdinak pozitiv
részei kozotti bijektiv, egy adott kozép norméjat megérzo leképezések dltaldnos
alakjat is.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Szokol Patricia a Griinwald Géza-emlék-
éremben részesiil.

Farkas Gyula-emlékdij

A Bizottsdg, a beérkezett javaslatok alapjan 2015-ben négy Farkas Gyula-emlék-
dijat adoményozott. A dijazottak: Bekéné dr. Racz Anett, Dénes Attila,
Nagy Adrienn és Szalkai Balazs.

Indoklas: Bekéné dr. Rdcz Anett 2007-ben szerezte meg programtervezo
matematikusi diplomajat hallgatéi emlékérem kitiintetéssel a Debreceni Egyetem
Informatikai kardn. Ezt kovetéen 2010-ig az Informatikai Tudomanyok doktori is-
kola nappali tagozatos doktorandusza volt. 2010-ben kezdett tanarsegédként dol-
gozni a Debreceni Egyetem Alkalmazott Matematika és Valdszintiségszamitas tan-
székén. PhD fokozatat 2012-ben szerezte meg. Ebben az évben sziiletett gyermeke,
akinek gondozasaval toltotte az ezt koveto két évet. 2014 szeptemberétdl adjunktus-
ként folytatta egyetemi munkajat. Oktatasi tevékenysége kozéppontjaban az opera-
cidkutatas all, ezen beliil tanterveket korszertisitett és oktatasi anyagokat dolgozott
ki. Szakmai rendezvények és konferencidk szervezésében is részt vett.

Kutatési teriilete az operdcidkutatés, és ehhez kapcsoléddan specialis fiiggvény-
optimalizalasi médszerek kidolgozasa magfizikai szamitasokhoz. Az elobbi teriileten
legjelent&sebb eredményeit bizonyos egész értékii optimalizalasi feladatokra alkal-
mas un. ,sugar-maédszer” kidolgozasdban érte el. A kidolgozott eljarast valés prob-
lémakon tesztelte, amelyek soran a piacvezetd optimalizald solver, az IBM CPLEX
teljesitményét jelentésen megnovelte. Ez iranyu kutatasait kiterjesztette altalanos
vegyes egészértéku feladatokra is.

Kutatasainak masik, magfizikai szamitasokhoz kapcsolodé tertiletén, az un.
szorasmatrix kiszamitasaval foglalkozott. Kivalé programozdi, programtervezoi
technikdval rendelkezik, és kell6 mélységben megismerkedett a vonatkozé magfizikai
feladatokkal és az azokban fellép6 numerikus szamitasi problémékkal.

Szerzétarsaival elért eredményeirdl nemzetkozi konferencidkon, illetve vezetd
folyodiratokban, tgy mint a Physical Review, szamolt be.

Dénes Attila 1982-ben sziiletett Békéscsaban. 2005-ben matematikus diplo-
mat, majd 2011-ben doktori fokozatot szerzett a Szegedi Tudoméanyegyetemen. FEzt
kovetéen az Eurdpai Kutatési Tandes (ERC) dltal tdmogatott EPIDELAY kutatd-
csoportban dolgozott az Szegedi Tudoméanyegyetem Bolyai Intézetében. 2014-ben
OTKA posztdoktori észtondijat nyert.

Kutatasi teriilete elsésorban a populdcidédinamika nemlinearis modelljei, ebbol
12 publikécidja sziiletett. Ezen beliil innovativ eredményeket ért el nem-autoném
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rendszerek stabilitdsi tulajdonsagainak vizsgédlatdban, és teljes analitikus leirast
adott tobb nemlinearis rendszer globalis attraktorarol.

Kisérleti matematikai és népszertisitési tevékenysége kozott megemlitendo,
hogy szamitégépes algoritmust készitett kaotikus dinamikai rendszerek attrakto-
rainak és vonzasi tartomédnyainak vizualizalasara.

Alkalmazési szempontbdl kiemelkedo az un. SIR tipusu jarvanyterjedési model-
lekkel kapcsolatos vizsgédlata, ezen beliil a tomegrendezvények jarvanykockazataval,
illetve az ebola terjedésével foglalkoz6 modellek elemzése.

Nagy Adrienn 1983-ban sziiletett Oroszlanyon. Egyetemi tanulményait a bu-
dapesti E6tvos Lorand Tudoményegyetem programtervezd matematikus szakan vé-
gezte. Diplomamunkdjit 2007-ben védte meg U'j tipust pivot maodszerek numeri-
kus 0sszehasonlitdsa a linedris programozdsban cimmel. Doktori tanulményait 2007
szeptemberében kezdte meg az ELTE Matematikai Doktori Iskola Alkalmazott Ma-
tematika programjaban Illés Tibor és Kovacs Margit témavezetésével. Doktori ci-
mét az On the theory and applications of flexible anti-cycling index selection rules
for linear optimization cimil disszertacidjanak sikeres megvédése utan itélték oda
neki 2015-ben.

Nagy Adrienn 6 érdeklddési teriilete az operacidkutatas, és ezen beliil a pivot
algoritmusok ciklizaléds elleni technikdi, végességiik bizonyitasa, és az algoritmusok
numerikus hatékonysdganak a vizsgalata, valamint hatékony 1j pivot algoritmusok
kifejlesztése a linedris optimalizalds szamos teriiletére. Kivalo programozoéi képessé-
geit tobbszor is kamatoztatta kutatasai soran. Tobbek kozott elkészitette a megen-
gedettséget novel6 szimplex algoritmusoknak az egyik legjobb MATLAB implemen-
taciéjat. Egyik témavezetdjével kozos dolgozataban lefektette a pivot algoritmusok
szamitogépes Osszehasonlitasinak minden eddiginél atfogdbb alapelveit.

Az operécidkutatds teriiletén szerzett komoly elméleti tuddsa, modellezé kész-
sége és kivalo programozoéi ismeretei, valamint gyakorlatorientalt gondolkodésa ré-
vén Nagy Adrienne a magyar operacidkutatds XXI. szdzadi fiatal generaciéjanak
kiemelked6 személyisége.

Szalkai Baldzs kivételes tehetségli matematikus, aki mér az egyetemi éveit
megel6zben is szamos versenyt nyert meg, illetve elokeld helyezést ért el. Kiemelend6
a 2008-ban rendezett OKTV-n elért két, egyidejli els6 helyezése matematika, il-
letve informatika teriiletén. Az ELTE matematikus szakan 2011-ben Szent-Gyorgyi
Albert-6sztondijat kapott, 2012-ben pedig elnyerte a ELTE TTK Kar Kivalo
Hallgatéja cimet. Eredményesen szerepelt szamos nemzetkozi ACM és BME
Challenge24 programozoi versenyen is.

Két kiemelendd kutatasi teriilete az Uin. metagenomika, illetve az emberi agy
Osszekottetéseinek gréfelméleti elemzése. A metagenomika a kornyezetiinkben és
a szervezetiinkben él6 mikrobak tarsulasaival foglalkozik. Kifejlédéséhez az a ki-
sérleti felismerés vezetett, hogy sokkal tobb baktérium él veliink és koriilottiink,
mint azt korabban gondoltuk. A metagenomok tanulmanyozasa segithet eddig még
ismeretlen miikkodésti emberi fehérjék illetve enzimek funkcidjanak felfedezésében.
Szalkai Baldzs f6szerepet jatszott egy olyan nem-trividlis bio-informatikai eszkoz,
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az un. metagenomikus teleszkop létrehozasaban, amellyel ezek a vizsgalatok haté-
konyan elvégezhetdk.

Az emberi agy Osszekottetéseinek vizsgalatat Szalkai Baldzs jo minéségl dif-
fuziés MRI felvételek alapjan, egy tun. traktografia nevi eljardssal elééllitott gra-
fok elemzése alapjan végezte el. Ennek eredményeképpen sziiletett egy publikusan
elérhet6 webszerver (http://braingraph.org), amelynek programozasa és a vizu-
alizaciés komponens megalkotdsa Szalkai Baldzs munkdja. A dijazott vilagviszony-
latban is uttoro tevékenységet végzett a nemek agygrafjainak osszehasonlitasaban.
Tobbek kozott megmutatta, hogy szamos grafelméleti paramétert tekintve a néi
agy ,, jobb osszekottetésekkel” rendelkezik, mint a férfiak agya. A fenti eredmények
felkeltették a média érdeklodését is: €16 TV interjuk és szamos egyéb megjelenés is
ezt igazolja.

Rényi Katé-emlékdij

A Rényi Kat6-emlékdij I. fokozataban részesiilt Bodor Bertalan, az ELTE végzett
matematikus MSc szakos hallgatéja, Kovacs Istvan, a BME végzett matematikus
MSc szakos hallgatéja és Mészaros Andras, az ELTE végzett matematikus MSc
szakos hallgatdja.

Indoklas: Bodor Bertalan az [1-3,5] dolgozatokban a primelemi test fe-
letti végtelendimenziés vektortér reduktjait karakterizalja, tehat azokat a struk-
turakat, amelyeknek a relaciéi az eredeti struktirakban elsérendben definialhatok.
Részben sikeriilt lefrni a megszamlalhaté atommentes Boole-algebra reduktjait is
([4,6]). A [7] dolgozat a véges, egyszerli, irdnyitatlan, silyozott gréfokon jatszott
Pirates-and-Treasure jatékot elemzi, elsésorban komplexitdaselméleti szempontbdl,
ahol a két jatékos hajoi az élek mentén mozognak a szigetek (csticsok) kozott, és
osszegylijtik az elrejtett kincseket.

Bodor Bertalan dolgozatai:

[1] Bodor Bertalan, Kalina Kende: A projektiv tér reduktjai, Matematikai Lapok, 20
(2014), 14-19.

[2] Bodor Bertalan, Kalina Kende: Az F5° vektortér reduktjai, Matematikai Lapok, 20
(2014), 20-28.

[3] Bodor Bertalan, Kalina Kende: Az F}’ vektortér reduktjai pdratlan primek esetén,
Matematikai Lapok, 20 (2014), 29-56.

[4] Bodor Bertalan, Kalina Kende: Boole-algebrak funkciondlis reduktjai, Matematikai
Lapok, 20 (2014), 57-72.

[5] B. Bodor, K. Kalina, Cs. Szabé: Permutation groups containing the infinite linear
groups and reducts of infinite dimensional linear spaces over the two element field,
benyujtva.

[6] B. Bodor, K. Kalina, Cs. Szabé: Functional reducts of Boolean algebras, benytjtva.

[7] P. Arendds, Z. Bldzsik, B. Bodor, Cs. Szabé: On the complexity and topology of
scoring games: of Pirates and Treasure, benyujtva.
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Kovdcs Istvdn egyik kutatési témaja sikbeli fedések felbonthatésaganak vizs-
galata. Itt a {6 kérdés az, hogy adott sikbeli alakzathoz van-e olyan k szdm, hogy
minden, az alakzat eltoltjaibdl all6 k-szoros fedés felbonthaté két fedésre. A szdmos
korabbi (pozitiv és negativ) eredmény mind nyilt halmazokra vonatkozott. Kovécs
és Toth Géza zart, kozéppontosan szimmetrikus konvex sokszogekre igazolta a fenti
szdm 1étezését ([1]). Kovdcs azt is beldtta, hogy minden m szédmra és P sokszogre,
amely konvex vagy konkav, de nincsenek parhuzamos oldalai, a sik nem felbonthato
mdédon m-szeresen lefedhetd P homotetikus példdnyaival ([2]).

Kovacs masik munkateriilete a szamitogépes geometriai tervezés és a digitalis
alakzatrekonstrukcié. Ez utébbindl mért ponthalmazokbdl kell tokéletes mérnoki
modelleket 1étrehozni. Kovacs munkéaja itt arra iranyult, hogy a mérnoki hatarold
feliiletei kozott fenndlld relacick (parhuzamos, merdleges stb.) felismerésével a mo-
dellt megjavitsa.

Kowvdcs Istvdn dolgozatai:

[1] 1. Kovécs, G. Té6th: Multiple coverings of the plane with convex polygons, Flect.
Journ. Comb., 22/1 (2015), P1.18.

[2] 1. Kovédcs: Indecomposable coverings with homotetic polygons, Disc. Comp. Geo.,
53 (2015), 817-824.

[3] I. Kovécs, P. Salvi, T. Vérady: Applying geometric constraints for perfecting CAD
models in reverse engeneering, Graphical Models, (2015), megj. alatt.

[4] 1. Kovécs, T. Varady: Reconstructing swept surfaces from measured data, 14th IMA
Conference on Mathematics on Surfaces (2013), 327-344.

[5] 1. Kovédcs, T. Vérady: Applying engeneering constraints in digital shape reconstruc-
tion, Proc. CESCG (2014).

[6] 1. Kovacs, T. Vérady: Perfecting 3D computer models constructed from measured
data, Proc. GRAFGEO (2014).

[7] 1. Kovécs, T. Vérady: Case studies for fitting B-spline curves with constraints, Proc.
WAIT (2015).

[8] Kovécs I., Varady T.: S6port feliiletek rekonstrukcidja mért adatok alapjan, KEPAF
Képfeldolgozdk és Alakfelismerdk 9. orszdgos konferencidja (2013), 1-14.

[9] Kovécs 1., Salvi P., Varady T.: Struktirélis adatsajatossidgok érvényesitése CAD mo-
dellek rekonstrukcidja sordn, KEPAF Képfeldolgozok és Alakfelismerdk 10. orszdgos
konferencidja (2015).

Mészdros Andrds a Sperner lemma kovetkezd altalanositasaval foglalkozott.
Legyen X n elemi halmaz, amit X = X; U X5 U X3 alakban particiondlunk,
| X;| = ni. Jelolje f(n1,n2,ns) = max|F|-t, ahol F X részhalmazaibdl 4ll6 rend-
szer, hogy nincs A, B € F, amire A C B és B — A C X; valamelyik i-re. Végiil

f(n) = n1+£121§>7§3:nf(n1,n2,n3)~

f(n) értékére az

1,036 < lim 27

L < 1,131
nmoo (13
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becslés volt kordbban ismert. Mészdros az [1] dolgozatban ezt a kovetkezére javi-

totta:
1,05 < lim @ < 1,072.

== (13))

A bizonyitdashoz Olson hires 6tletét haszndlva definidl egy algebrét, az adédé
bonyolult képleteket integrélassal kozeliti, hasznalja a linedris programozas dua-
litas-tételét, végiil szamitégépes programot készit.

[2] cikkében igazolja, hogy ha ¢ primhatvany, adott egy 2(q — 1)-szeresen
élosszefiiggd graf, akkor a graf éleit tetszés szerint iranyitva, az igy kapott grafban
van ¢ diszjunkt élhalmaz, melyek mindegyike minden iranyitott vagast lefog.

Meészdros Andrds dolgozatai:

[1] A. Mészéros: New bounds for 3-part Sperner families, Moscow Journal of Combina-
torics and Number Theory, 5 (2015).

[2] A. Mészaros: A note on disjoint dijoins, benyujtva.

Patai Laszlé Alapitvany dija

A Bolyai Janos Téarsulat elnoksége altal kikiildott bizottsdg tgy dontott, hogy
a Patai Alapitvany dijat 2015-ban Bazsé Andréasnak, a Debreceni Egyetem
adjunktusdnak és Tassy Gergelynek, a Veres Péter Gimnazium tanaranak itéli
oda.

Indoklés: Bazsé Andrds a Debreceni Egyetem matematikus szakdn szerzett
oklevelet 2006-ban, majd 2010-ben védte meg Binomial Thue equations, ternary
equations and their applications cimii Ph.D. értekezését. Els¢ cikke 2007-ben je-
lent meg norma forma egyenletek megolddsaiban eléforduld szamtani sorozatokrol.
Késobb téarsszerzokkel az Ax™ — Bx™ = C' alaku egyenletek megoldasat vizsgélta,
amely vizsgalatok mély komputer szdmelméleti szamitasokat, tovabba a Fermat-
sejtés megoldasaban hasznalt modularis médszer alkalmazasat is igényelték. Egy
tovabbi cikkében Faulhaber tételét altalanositva meghatarozta bizonyos polinomok
Osszes felbontdsat. Szamos eredménye szdl specidlis alakt diofantikus eredmények
megoldasszamardl. Idén jelent meg a J. Number Theory cimi Gjsdgban azon ered-
ménye, mely szerint bizonyos specialis médon kapott polinomok egytitthatéi kife-
jezhetok az els6faju Stirling-szamokkal, tovabba a masodfaju r-Whitney-szamok
segitségével.

Tassy Gergely 2010-ben diploméazott az ELTE alkalmazott matematikus és
matematikatanari szakan, 2009 éta a budapesti Veres Péter Gimnazium tanara.
Didkkoraban orszégos els6 helyeket ért el a Zrinyi Ilona, az Arany Déniel, a ma-
tematika OKTV, az informatika OKTV versenyeken. A Kozép-Eurépai Informa-
tika Didkolimpiarodl, valamint a Nemzetkozi Informatikai Didkolimpiarol egyarant
bronzéremmel tért haza. Az ELTE-n tobb éven at volt Koztdrsasagi 6sztondijas.
2006 és 2013 kozott rendszeresen vezetett gyakorlatokat az ELTE matematikus és
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a BME mérnokhallgatéi szamara. Munkajaban nagy hangsilyt fektet a tehetség-
gondozasra: iskoldjaban gimnazista kora éta szakkort vezet, tandrként és szerve-
zO0ként bekapcsolédik tehetséggondozd taborokba, és a tehetséges tanuldk intenziv
versenyfelkészitése mellett id8t szakit a lemaraddk felzérkéztatésara is. Evek ota
segiti Pésa Lajos taborait, és a MaMuT tabort. A Bolyai Csapatverseny informa-
tikai hatterének felelése. Rovatvezetéként dolgozott az Abacus-nak, és munkatédrsa
volt a KoMal-nak is. Részt vesz a Pazmény Péter Katolikus Egyetemnek késziilo
tehetséggondoz6 anyag kidolgozasaban. Sikeres eldadasokat tartott az ELTE-n
a Tandrklubban. 2011-ben Junior Prima dijat kapott a Magyar Oktatas és Kozne-
velés kategoriaban.
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JELENTES A 2015. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2015. oktéber 22. és 2015. november 2.
kozott rendezte meg a 2015. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt.
A versenyen kozépiskolai tanuldk, egyetemi és féiskolai hallgatdk, valamint 2015-
ben egyetemet vagy f6iskolat végzettek vehettek részt.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a verseny megrendezésére a kovetkezd
bizottsdgot kérte fel: Kérchy Ldszld (elnsk), Nagy Gdbor Péter (titkar), B. Szend-
rei Mdria, Czédli Gabor, Fodor Ferenc, Gehér Gyérgy Pdl, Hajnal Péter, Hat-
vani Ldszlo, Kincses Janos, Kramli Andrds, Krisztin Tibor, Mardti Miklés, Major
Péter, Makay Géza, Molndr Lajos, Mdricz Ferenc, Nagy-Gyorgy Judit, Pap Gyula,
Rést Gergely, Szabo Ldszlo Imre, Totik Vilmos, Vas Gabriella, Vigh Viktor, Wald-
hauser Tamds, Zdadori Ladszlo.

A versenybizottsdg 11 feladatot tiizott ki, ezekre 18 versenyzé Gsszesen 102
megoldast nyudjtott be, amik koziil 86 volt 1ényegében hibatlan. Az alabbi Gsszesitd
tablazat jelzi az értékelhet6 megoldédsokat.

| | [1]2[3[4]5]6[7[8]9]10[11]

Agoston Péter ELTE o | o °

Agoston Tamaés ELTE | e | o | @ S N R A Y
Csizmadia Gabor | ELTE °

Damaésdi Gabor ELTE | e | o | @ ° o | o

Dolecsek Maté ELTE o | o °

Fehér Zsombor ELTE o | e ° o | o

Frankl Noéra ELTE | e | o | o | o | @ °

Kaprinai Baldzs SZTE ° °

Kusz Agnes ELTE .

Maga Balazs ELTE | o oo o .

Mészdros Andras | ELTE | e | e | e | e | e | o |0 | e | @ °
Nagy Donat ELTE | e (e | e | o |0 | 0o | o |0 e .
Nagy Janos ELTE | e | e | o | o | 0o |0 o o e

Poér Mark ELTE [ e | o | @ R

Seress Déaniel ELTE ° ° .

Tardos Jakab ELTE | o | @ o | o °

Williams Kada RMG °

Zilahi Tamés ELTE ° o | o
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A versenybizottsig a kovetkezd sorrendet dllapitotta meg:

1. dijban és 80 000 Ft pénzjutalomban részesiilt Nagy Janos (ELTE) az 1-10.
feladatok hibatlan, valamint a 11. feladat 1ényegében helyes megoldasaért.

I1. dijban és fejenként 40 000 Ft pénzjutalomban részesiilt Mészaros And-
ras (ELTE) az 1-9. és a 11. feladatok helyes megolddsdért, valamint Nagy Donat
(ELTE) az 1-9. feladatok hibatlan és a 11. feladat 1ényegében helyes megolddsaért.

ITI. dijban és fejenként 20000 Ft pénzjutalomban részesiilt Poér Mark
(ELTE) az 1-3. és 5-9. feladatok helyes megolddsdért, valamint Agoston Tamas
(ELTE) az 1-3. és 5-8. feladatok hibdtlan megolddsaért, tovabba a 9. feladat
lényegében helyes, de t6bb hibat tartalmazé megoldasaért.

Kiemelt dicséretben részesiilt Damasdi Gabor (ELTE) az 1-5. és 7. fel-
adatok helyes megoldasaért, tovabba a 8. feladat lényegében helyes megolddsaért,
illetve Frankl Néra (ELTE) az 1-5. feladatok és a 8. feladat helyes megoldasaért.

Dicséretben részesiilt Fehér Zsombor (ELTE) a 2., 3., 5., 7. és 8. feladatok
helyes megolddsaért; Maga Balazs (ELTE) az 1., 3., 4., 5. és 8. feladatok helyes
megolddsaért, illetve Tardos Jakab (ELTE) az 1., 2., 4., 5. és 8. feladat helyes
megoldasaért.

A versenyt a Morgan Stanley Magyarorszag Elemz6 Kft. tdmogatta, ezért
a versenybizottsag koszonetét fejezi ki.

A feladatok és megoldasaik

1. feladat (Kit{iz6: Totik Vilmos). Legyen K az R® zirt egységgémbjének egy
zart részhalmaza gy, hogy az egységgomb-feliilet hirjainak egy siirii rendszere
diszjunkt K-tol. Igazoljuk, hogy van az egységgémb-feliileten egy olyan strii H
halmaz, hogy H barmely két pontjat ésszekété hur diszjunkt K-tol.

1. megoldas. Legyen S az egységgomb-feliilet, és legyen Iy, I1, ... az S topologia-
janak egy bazisa.

A feltevésbél kovetkezik, hogy ha U,V C S nyiltak, akkor van olyan P € U
pont és olyan Vi C V nyilt halmaz, hogy Vi C V és Vi minden pontja ldthaté P-bél
abban az értelemben, hogy az 6ket 6sszek6té hur diszjunkt K-t6l. Ebbdl kovetkezik,
hogy ha V' C S nyilt, akkor van olyan @ € V, hogy @Q-bdl egy strd nyilt halmaz
latszik. Valéban, alkalmazzuk az elézét U = Iy-lal és V-vel, majd U = I;-gyel és
Vi-gyel stb. A Vj-k metszete nem fiires, és ha () a metszetben van, akkor @-bdl
minden [; valamelyik pontja latszik, tehat a (Q-bdl lathaté pontok halmaza stirt és
nyilt.

Ezek utdn egyesével valasszunk Q1,(Qs,... pontokat ugy, hogy minden V-
re a Q1,...,Qn pontok latszanak egymdsbdl és egy G slrli nyilt halmazbdl is.
Ekkor az eléz6t V = G N Iny-nel alkalmazva kapunk egy olyan Qn4+1 € Gy N Iy
pontot, amibdl egy Hy sliri nyilt halmaz latszik, és legyen a kovetkez6 1épésben
GN+1 =Gy NHy.
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A H ={Q1,Q2,...} halmaz nyilvdn megfelel a feltételeknek.

Tobb versenyzd megolddsa alapjdn

2. megoldas. Legyen S a gombfeliilet. Az aldbbiakban mindig S-en dolgozunk, igy
a ,nyilt” jelz6 az S topoldgidjaban értendd, és ,, gomb” alatt is az S egy gémbsiivegét
értjik.

A feladat feltételébdl kovetkezik, hogy ha U,V nyilt halmazok, akkor van-
nak olyan U’, V' nyilt gombok, hogy lezértjaikra U’ C U, V' C V igaz, és az U'-
bél, illetve V'-bél kivélasztott barmely pontparra az éket 6sszekotd hir diszjunkt
K-t6l. Ezt iterdlva adoédik, hogy ha Uy,...,U, nyilt halmazok, akkor vannak
olyan Uj,...,U! nyilt gébmbok, hogy lezartjaikra 7]’ C U; igaz, és ha j # k, ak-
kor az UJ'-—bél, illetve U}-bdl kivalasztott barmely pontparra az Sket dsszekotd hur
diszjunkt K-tél. Valéban, ha ezt mar (n — 1) halmazra tudjuk, akkor alkalmazzuk
az &llitast az Uy,...,U,—_1 halmazokra, igy kapjuk az U7,...,U)_; gomboket, de
a jobb érthetéség kedvéért irjunk ezek helyett Vi,...,V,_1-et. Most alkalmazzuk
a két halmaz esetét a V; és U, valasztassal, igy kapjuk a V{, U;, ; gémbdket, majd
alkalmazzuk a két halmaz esetét a Vo és U, ; halmazokra, igy kapjuk a V3, U, »
gomboket. Ezt folytatva, az utolsé 1épésben a két halmaz esetét alkalmazzuk a V,,_1
és Uy, ,,_1 halmazokra, amivel kapjuk a V;, U;, ,, gomboket. A Vi, Vy,... V4, U, ,
rendszer (nevezziik ezeket Uy, ..., U/ -nek) kielégiti a feltételeket.

Legyen A = {a, as, ...} egy kiilonbszé pontokbdl allé, S-ben siiril sorozat, és
legyen B; az a; koriili 1/j sugard gémb. n-szerinti rekurziéval konstrudlunk olyan
Bipn, 1 <4 <n, gomboket, hogy B; , € B;,—1 C--- C B;; C B;, mindegyik B, j
lezartja is még benne van B; ;_1-ben, és tetszolegesen kivalasztva 1-1 pontot a B; ,,
halmazokbdl (azaz sszesen n pontot felvéve) egy K-t6l diszjunkt hdrrendszert
kapunk. Azt is megkoveteljiik, hogy B; ,, lezdrtja nem tartalmazza a,1-et semelyik
1 <7 < n-re.

Ha n =1, akkor legyen egyszerien B;; C B; olyan gémb, amely nem tar-
talmazza az as pontot, és amelynek még a lezartja is része Bi-nek. A rekur-
zi6hoz tegyiik most fel, hogy valamely n-re mar minden 1 <i < (n—1) esetén
ismerjitk a B;,—1 halmazokat. Legyen B olyan gémb, hogy a lezartja része
B,,-nek, és diszjunkt a B;,—1, 1 <i<n —1, halmazoktdl (ilyen van, hiszen a,
nincs a B; ,—1, 1 <14 < n— 1, halmazok lezdrtjaban, és B,, kozéppontja a,,). Ekkor
az Uj; = Bj ,_1, U, = B}, valasztéssal alkalmazzuk a megoldéas elején mondottakat,
és legyen B, = U}, 1 <j <n—1,¢és B, = U, Tovabb sziikitve a B; , gobmboket
azt is el tudjuk érni, hogy a,+1 egyik lezartjanak se legyen eleme.

Ezzel a B, ,, halmazokat rekurziv médon definidltuk, és legyen h; € NS, B, .
Ez a metszet, mint egymasba skatulyazott kompakt halmazok metszete, nem iires,
igy h; létezik. Alh’tjuk, hogy a H = {hq, ha, ...} halmagz siir{i, és a pontjait 6sszektd
hiarok diszjunktak K-tél. A H halmaz sirtisége vildgos, hiszen minden n-re az a,
pont 1/n-sugart kérnyezete (amely B,,) tartalmazza a h, pontot. Mésrészrol, ha
J # k és n > max{j, k}, akkor a Bj;, és By, halmazok léteznek, és barmely két
pontjukat 6sszekdtd hur diszjunkt K-tol, mérpedig h; € B;,, és hy € By .

Maga Baldzs megolddsa
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2. feladat (Kit{iz6: Tardos Gébor). Legyen {z,} a van der Korput sorozat, azaz ha
a pozitiv egész n bindris alakjan =", ;2" (a; € {0,1}), akkor z,, = Y, a;27 1.
Legyen V' a sikbeli (n, x,,) pontok halmaza, ahol n pozitiv egész. Legyen G az a graf,
melynek csucshalmaza V', és amelyben két kiilonbozé csiicsot, p-t és q-t akkor és
csak akkor kotjiik ossze éllel, ha van olyan — a koordinatatengelyekkel parhuzamos
dlldsi — R téglalap, melyre RNV = {p, q}. Igazoljuk, hogy G kromatikus szdma
véges.

Megoldas. Néhany egyszer(i megjegyzéssel kezdjiik. A graf egy (n,x,) csticsit azo-
nosithatjuk n bindris felirdsdban a szamjegyek sorozatdval, amelyet kezd$ 0-kkal
végtelen sorozatta egészitiink ki. Azaz grafunk csucsait kodoljuk azon (ai);’io 0-1
sorozatokkal, amelyek véges sok 1-est tartalmaznak. A pozicidkat ugy képzeljitk
mint a helyi értékeket a bindris felirdsban. Azaz a sorozat balra végtelen. Két po-
zicié koziil az elsé a bal oldalibb, vagyis amelyik indexe nagyobb. Az (a;) és (b;)
kiilonb6z6 sorozatoknak megfelel6 pontok elsé koordinatdjanak nagysdg szerinti
rendezését az els6 eltérd bitjilkk donti el (az olvasat balrdl jobbra torténik, azaz
az elsd eltérd bit pozicidja a legnagyobb i index, amelyre a; # b;). Annak a pont-
nak lesz nagyobb az elsé koordinatédja, amelyik 1-est tartalmaz az elsé eltérés he-
lyén. Hasonléan egyszer(i, hogy az (a;) és (b;) kiilonb6z6 sorozatoknak megfeleld
pontok mésodik koordindtajanak nagysag szerinti rendezését az utolso eltérd bit-
jik donti el. Annak a pontnak lesz nagyobb a masodik koordinataja, amelyik 1-est
tartalmaz az utolso eltérés helyén.

Gréafunkban két csics ((a;) és (a;’)) akkor és csak akkor nem &sszekotott, ha
van olyan csics ((b;)), amelyet (a;)-val és (a;")-vel els6 eltérésiik szerint dsszevetve
kozéjiik esik, és hasonldan kozéjiik esik az utolsé eltérés szerinti Osszevetésben.
Ekkor azt mondjuk, hogy (b;) bizonyitja (a;) és (a;") nem Ssszekdtottségét.

Vegyiink két tetszbleges csucsat grafunknak, illetve az ket leiré két balra
végtelen sorozatot. Ennek lesz egy els és utolso eltérése. Ez vagy egybeesik (aOw
és alw, ahol « egy balra végtelen 0-1 sorozat, mig w egy véges 0-1 sorozat) vagy
nem esik egybe (a0k0w és alk'lw, illetve alklw és alk'Ow, ahol k és k' hossza
ugyanaz az { természetes szam, esetleg 0).

A bizonyitas elso lépéseként azonositjuk grafunk néhany ,nem élét”:
e a00w és allw nem Gsszekotott. Valoban, a0lw bizonyitja ezt.

o u=a0k0w és v = alk'lw nem Osszekotdtt, ha , k' hossza £ és k # 1¢. Va-
16ban, a01°0w bizonyitja ezt.

o u=0a0k0w és v =alklw nem Osszekotdtt, ha k, k" hossza £ és k' # 0.
Valéban, a10°1w bizonyitja ezt.

o u=0alklw és v = alk'Ow nem Osszekotdtt, ha k, k" hossza ¢, és k, k' # 0.
Valéban, a10‘1w bizonyitja ezt.

o u=0alklw és v = alk'Ow nem Osszekotdtt, ha k, k' hossza ¢, és k, k' # 1°.
Valéban, a01°0w bizonyitja ezt.

A fenti megjegyzések utdn a lehetséges Gsszekotott csicsparok kédparjaira
a kovetkez6 lehet6ségek vannak:
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e alw és alw,
e 010w és al0flw (¢ > 0),
o a00f1w és all0w,

o 011w és al0f0w.

Ezek val6jaban élei is grafunknak, de ennek igazolasara nincs sziikség a bizo-
nyitas befejezéséhez.

Vegyiik észre, minden esetben a két csics elsé koordinatai kozotti szamszer(i
kiilsnbség a {2",2"(2™ —3),3-2" | n,m € N} halmazbdl keriil ki. Elemi szdmelmé-
let adja, hogy ez nem lehet 7-tel oszthaté. Tehdt az (n,x,) csicsot n (mod 7)-tel
szinezve egy jo szinezést kapunk hét szinnel.

T6bb versenyzé megolddsa alapjdan

3. feladat (Kit{iz6: Zadori Laszlé). Legyen A véges halmaz és — olyan binér reldcié
A-n, hogy barmely a,b,c € A esetén, ha a # b, a — ¢ és b — ¢, akkor a — b vagy
b — a. Legyen B C A minimélis arra a tulajdonsdgra nézve, hogy bdrmely a € A\ B
elemhez létezik b € B 1gy, hogy a — b vagy b — a. Tegyiik fel, hogy A-nak legfeljebb
k olyan eleme van, hogy koziiliik semelyik ketté sincs — relacioban. Bizonyitsuk
be, hogy B legfeljebb k elemti.

Megoldas. Bevezetjiik a kovetkezo jelolést: a ~ b akkor és csak akkor, ha a — b
vagy b — a. Legyen B = {b1,...,b, }. Belatjuk, hogy m < k. A B-re kir6tt feltételek
szerint tetsz6leges i < m-re vagy létezik b, € A\ B, amelyre b; ~ b és b}, » b; minden
J # i-re, vagy kiilonben b; ~ b; minden j # ¢-re. Feltehetd, hogy ha i <[, akkor
b;-hez van az elézdekben leirt b}, egyébként pedig nincs.

Minden ¢ < I-re vegyiink egy a fenti feltételeket kielégitd b;-t. Tetszleges i < I-
re legyen b a b; és b; koziil az, amelyikbe megy a mdésikbdl él. (Ha b; — b} és
b — b; is teljesiil, akkor b} = b;.) Vilagos, hogy barmely i < j < l-re b # b}, hiszen
bi,bj € B, b, b € A\ B, b; # b; és b # b

Megmutatjuk, hogy minden ¢ # j, 4,j <1 esetén b; - bj. Tegyiik fel, hogy
bi — b}. Legyen {15,005} = {b;, )}, ekkor persze b7 — b%. Hasonléan vilagos, mint
az elébb, hogy b} # b7. Tehat by, b7 és b; harom paronként kiilonb6zd eleme A-nak,
melyekre a feladat elsé mondatédban szerepld feltétel szerint b} ~ b7 is teljesiil. fgy
a haromelemii {b}, 7,05} C {b;, b}, b;, b} halmaz barmely két eleme kozott van él,
ami ellentmond annak, hogy b; ~ b., minden s # t-re, ha s <.

Kaptuk tehdt, hogy minden ¢ # j, i,j < l-re b; - b7. Vildgos, hogy az I-nél
nagyobb indexd b;-k kozétt nem megy él. Mivel a {b1,...,b;,b],..., b} és {bi41,

.., b} halmazok diszjunktak, és nincs kézottiik él, ezért az m-elemt {b7, ..., b},
b1, .-, by} halmaz semelyik két eleme sincs — reldciéban, és igy m < k.

Tobb versenyzé megolddsa alapjdan
4. feladat (Kit{iz6: Ruzsa Imre). Legyen aq,as, ... pozitiv egész szamok olyan so-

rozata, hogy a1 = 1, és barmely p primszamra a1, as, . .., a, teljes maradékrendszert
alkot modulo p. Bizonyitsuk be, hogy lima,,/n = 1.
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Megoldas. Elészor belatjuk, hogy minden p primszamra teljesiil, hogy

{ala"'vap}:{]-v"'vp}'

A feltétel miatt a; # a; minden i # j egész szdmparra. Jelolje p; az i-edik primsza-
mot.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy vannak olyan m > 0, ¢ > 0 egészek, amelyekre
m < p; < ap,. Feltehetd, hogy m a legkisebb egész, amely ezt teljesiti, valamint

Pi—1 <m < p; < an,

valamely ¢ > 1-re. Mivel minden n < p;_i-re a, < p;_1,1gy {a1,...,ap, ,} ={1,...,
Pi-1}

Ha a,, < pi—1 + p;, akkor p; € {am — a1,am —az,...,0m —ap, ,} = Dy, ami
nem lehet, mivel {a1,...,ap,} teljes maradékrendszer modulo p;.

Tehat a,, > pi—1 + p; > 2p;—1 + 1. Alkalmazzuk a kovetkezd tételt:

Tétel (Sylvester—Schur). Ha n > k > 0 egész szdamok, akkor azn+1,...,n+k
szamok valamelyikének van k-nal nagyobb primosztdja.

Ez alapjan, mivel a,, —p;—1 > pi—1, létezik j > 4, amelyre p; osztja valamelyik
D,,-beli szdmot, igy a1, ..., a,, nem lehet teljes maradékrendszer modulo p;, ami
ellentmondds, tehét beléttuk, hogy {a1,...,a,} = {1,...,p} minden p primszamra.

Tehat azt kaptuk, hogy hat > 1ésp,—1 <n < p;, akkor p;—1 < a,, < p;, és igy
Pici _On _ Di
Di n Pi-1
A bizonyitas befejezéséhez elegendd beldtni, hogy
lim 2ol — g,

n—oo pn
A primszamtétel kbvetkezménye a kovetkezd

Allités. Minden e > 0 esetén van olyan n. > 0, hogy ha n > n., akkor van prim n
és n(1 + ¢) kozott.

Tehat minden p,, > n. esetén p;% < 1+ ¢, amibdl kovetkezik az allités.
Tobb versenyzé megolddsa alapjdin
5. feladat (Kit{iz6: Pelikan Jézsef). Legyen n > 1 esetén f(x) =a™ + 2" 1 +

2" 2+ ...+ 22 + 2+ 1. Mely n pozitiv egész szamokra taldlhatdk olyan g(z), h(x)
valds egyiitthatds, n-nél alacsonyabb foki polinomok, amelyekkel f(x) = g(h(m)) ?

Megoldas. Vilasz: ilyen g, h polinomok semmilyen n-re sem léteznek. Tegyiik fel
ugyanis, hogy lenne megfelel$ g, h, deg(g) = k, deg(h) = ¢ (k,£ < n). Legyenek g
komplex gyokei 11,79, ..., rg. [ gybkei a komplex (n+ 1)-edik egységgyskok, kivéve
az l-et. f = g o h miatt ezek k darab f-es csoportra oszlanak, a j-edik csoportban
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levs egységgyokokre h az r; értéket veszi fel, mas széval ezek h(zx) —r; gyokei.
A h(z) —r; polinomok csak a konstans tagban kiilonboznek, igy zt~1 egyiitthatéja
mindegyikben ugyanaz. Ez azt jelenti, hogy a j-edik csoportban levé ¢ darab
egységegyok osszege ugyanaz minden j-re. De mivel a széban forgé n darab (n+ 1)-
edik egységgyok Osszege —1, a k csoport mindegyikében az egységgyokok Osszege
—% lenne. Ez azonban lehetetlen, hiszen az egységgyokok algebrai egészek, —%
pedig k£ > 1 miatt nem az.

A kitiizé megolddsa

6. feladat (Kit(iz6: Peter Miiller és Nagy Géabor Péter). Legyen G az ) véges
halmazon haté permutaciécsoport. Legyen S C G olyan, hogy 1 € S és barmely
x,y € Q elemekhez pontosan egy o € S elem létezik, melyre o(x) = y. Mutassuk
meg, hogy ha az S\ {1}-beli elemek konjugdltak G-ben, akkor a G csoport 2-
tranzitivan hat Q-n.

Megoldas. A G csoport hat az € x Q halmazon a g(a, ) = (g9(a), g(3)) hatéssal,
legyenek ennek palydi Ry = {(w,w) |w € Q}, Ry, ..., R,. Belatjuk, hogy n = |Q]-ra
|R1| = n(n — 1) (és persze emiatt r = 1), ez éppen azt jelenti, hogy G kétszeresen
tranzitiv (2-n.

Legyen «, 8 € Q és s € S olyan, hogy s(«) = 8. Ekkor s bijekciéba allitja R,
azon elemeit, amiknek elsé tagja o, Ry azon elemeivel, amelyek els6 tagja 5. Ry ele-
meit n részhalmazba sorolhatjuk az els6 elemiik szerint. Az el6z6 megjegyzésiink
szerint barmely két ilyen halmaz azonos elemszamu, és igy n osztja R, elemszamat.

Legyen s € S egy rogzitett elem és legyen s ciklusfelbontdsdban (aq,aq,. .., ax)
egy ciklus. (Itt 2 <k <n a ciklus hossza, s(a;) =a;y1 az i =1,2,...,n egé-
szekre az ap41 = ay jeloléssel.) S\ {1} elemei eldéllnak s-nek G-beli elemmel
valé konjugéltjaként; legyenek ¢y =1, co,...,cp—1 olyan G-beli elemek, amikre
S={1}U {cjscj_1 |1<j<n-—1}. Ha (a1,a2) € R, valamely 1 <m < r-re, ak-
kor (a;,a;y1) € Ry, minden 1 <4 < k-ra, mert s~ 1(ay, az) = (a;,a;11). Mivel a ¢;
elemek is G-ben vannak, ezért minden 1 <i<k-raés1<j<n-—1l-re

(cj(a;), cj(aiv1)) € R

Ezek valéban k(n — 1) kiilonbozd elemét fogjdk R,,-nek adni, mivel ha
(ej(a), ¢j(air)) = (cjr(air), ¢ (air41))

lenne (i,7) # (i',7") esetén, akkor a cjscj_l és cj/scj_,l S-beli permutécidk értéke
az v = c;(a;) = ¢ (ai) helyen y = ¢;(a;41) = ¢;(ai41) lenne, ami ellentmond a fel-
adat feltételének.

fgy s ciklusfelbontasanak minden k hosszii C ciklusdhoz hozzarendelhetjitk
(Q2x )\ Ro egy k(n —1) elemli He halmazat gy, hogy létezzen olyan m, amelyre
Ho C Ry (2% Q)\ Ry = He, mert minden «, € Q, a # 8 parra van olyan
t= cjscj_1 € S, hogy t(a) =, és ekkor (a,3) € He arra a C ciklusra, amiben
cj_1 () szerepel. Az elemszdmok vizsgdlatdbol adédik, hogy ez diszjunkt unié. Ebb8l
viszont kovetkezik, hogy minden 1 < m < r esetén R, el6all néhany H¢ diszjunkt
uniéjaként. Specidlisan, R; elemszama n — 1 t6bbszorose.
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Mivel n és n — 1 relativ primek, és mindkett6 osztéja |R1|-nek, ezért a szorza-
tuk is osztdja | Ry |-nek. Kovetkezésképpen |Ry| > n(n — 1), viszont |R1| < n(n —1)
trivialis, igy készen vagyunk.

Nagy Dondt megolddsa

7. feladat (Kit{iz6: Bezdek Andrés, Fodor Ferenc, Vigh Viktor és Zarnécz Tamads).
A hdromdimenziés, origé kézéppontii egységgomb S? hatdran egy w szélességii sé-
von egy w szélességi, origora szimmetrikus gémbdvet értiink. Mutassuk meg, hogy
Iétezik olyan ¢ > 0 konstans, amelyre minden pozitiv egész n esetén S? lefedhetd
n darab egyforma szélességii sdvval 1igy, hogy minden pontot legfeljebb ¢ - \/n sdv
tartalmaz.

1. megoldas.

Lemma. Legyen 0 < w < w/2, és P1, Py, ..., Py, egy maximalis (telitett) pontrend-
szer S?-n 1gy, hogy barmely két pont (gémbi) tdvolsaga legalabb w. Ekkor
4 32

(1) S <ms

E.
Bizonyitas. Rajzoljunk minden P; kéré w/2 (goémbi) sugard k; (gombi) kort, és
w (gémbi) sugari K; (gombi) kort. A P;-k vélasztdsa miatt a k; korok diszjunk-
tak, a K; korok pedig lefedik S2-t. A k; korok teriilete ¢, = 4w (1 — cos(w/2)) /2,
a K; korok teriilete T,, = 4w (1 — cosw)/2 (specidlis gomboévek). Mivel a k; korok
diszjunktak, mig a K; korok lefedik S2-t, igy

m-t, <4drm <m-T,,

ahonnan m-re rendezve

2 << 2
—<m< —— .
1—cosw ~ — 1—cosw/2

Felhasznalva, hogy 0 < z < 1 esetén 22/4 < 1 — cosx < 22/2, adédik a lemma
allitasa. W

Legyen most n > 4 adott, és legyen w = 4v/2//n. Tekintsiink egy a lemma
feltételeinek eleget tevé maximalis Py, Pa, ..., Py, pontrendszert, igy n/8 < m < n.
Most egészitsiik ki a Py, Ps,..., P, pontrendszert P;, Ps,..., P, pontrendszerré
agy, hogy a Py, P, ..., P, pontok mindegyikét legfeljebb még hétszer megismétel-
jik. Ez n/8 < m miatt lehetséges. Végiil tekintsiik azt az n sédvot, amelyek kozép-
fokorének pélusa valamely P;, és amelyek (gombi) szélessége 2 sin w.

Ezek a savok egyrészrdl lefedik a gdmbot; ugyanis ha X € S2 nem lenne lefedve,
akkor az X poélusi, 2sinw széles Sx sdvban nem valasztottunk volna P; pontot,
ami ellentmond a Py, Ps, ..., P, pontrendszer maximalitdsanak.

Maésrészrél egy X € S? pont pontosan annyi sdvban van benne, ahdny P;
(1 <i < n) pontot tartalmaz S ; jelolje ezt nx, ezt szeretnénk feliilrél becsiilni. Eh-
hez el6szor becsiiljitkk meg, hogy a P, ..., Py, pontok koziil mennyit tartalmaz Sx;
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jeloljiik ezt a szamot mx-szel. Vegyiik észre, hogy ha P; € Sx, akkor a P; kozép-
pontd, w/2 sugari k; kornek tobb mint a fele is Sx-be esik. A konstrukcié miatt
ezek a korok diszjunktak (1 < < m), teriiletiik ¢, = 27 (1 — cos(w/2)).

Az eddigiek szerint, a korok diszjunktsdga miatt mx - t,/2 < 4w sinw, ahol
a jobb oldalon Sx (gdémbi) teriilete &ll. Innen kapjuk, hogy w < 7/2 esetén

Asi 1
my < ——BY 2 956v3 . V.
1—cos(w/2) = <

Vildgos, hogy nx < 8mx, igy a megadott konstrukcié minden n > 4-re miikodik
(c = 2048+/2), amibdl az allitas kovetkezik.

T6bb versenyzé megolddsa alapjdan

2. megoldas. Vazolunk egy masodik megoldést, amely a kit{izottnél jéval erésebb,
¢-In®n felsd korldtot bizonyit. A becslések tovabbi finomitdsdval az Inn tényezd
kitevéje még tovabb csokkenthetd, ezt az érdekl6d6 olvaséra bizzuk.

Legyen n adott, elegendSen nagy, a = Inn/n. Legyen Q1,...,Qn € S? egy
maximélis pontrendszer dgy, hogy barmely kettd (euklideszi) tévolsdga legaldbb
/2. Ekkor az elsé megoldés lemmaéjahoz hasonléan N < 500/a? = 50012/ In® n.

Vélasszunk az S2-rél a normalizélt felszinmérték szerint egyenletesen, egymés-
t6l fliggetleniil X1, ..., X,, véletlen pontokat, és tekintsiik az X; polusi, y = 100«
(euklideszi) félszélességli S; sdvokat (1 < i < n). Megmutatjuk, hogy elég nagy n-re
pozitiv valésziniiségli az az esemény, hogy ezek a savok lefedik S?-t és minden pont
legfeljebb In® n-szer fedett. Ebbél az allités kovetkezik.

Ehhez eldszor megbecsiiljiik, hogy mi annak a valdszintisége, hogy a vélasztott
sévok nem fedik le S2-t. Jelolje S; az X; pélusti 99« (euklideszi) félszélességii savot.
Ekkor

P(S; savok nem fedik S*-t) < P(3Q; amit az S; sévok nem fednek le )
< N -P(Q1-t nem fedik az S; sévok)
=N-P(Q¢50)"
= N(1 - 99a)"
<5001 —99Inn/n)" -n?/In*n

< n797

f— 3

ha n elegenden nagy.
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Masodszor azt becsiiljiik, hogy van k-szorosan fedett pont. Ehhez jelolje Sj'
az X; pélusi 101a (euklideszi) félszélességli savot.

P(3P € S? amit az S; savok legaldbb k-szor fednek)
< P(3Q; amit az S sdvok legalabb k-szor fednek)
< N -P(Qi-t az S sdvok legalabb k-szor fedik)

k
<N. (n> (101lnn>
- k n

500n2 n* /101lnn\"*
< . :
~ In’n k!

n

Most legyen k = In® n, és hasznaljuk a k! > (k‘/2)k/2 becslést.

P(3 P € S? amit az S; savok legalabb In® n-szer fednek)

~ In’n k!

_ 500n2 nk <101lnn)k
n

_ 500 (1011n )™ "

- 2 n3n
n*n (18 2)" "

? —In"n
<500- (101v2)"™ " p2 - (Inn)~ """/

In®n 2
101v2
<500.<?\[> 4n7
Inn Vinnhnn

Mivel mindkét valészintiségre adott fels6 becslés nyilvanvaléan 0-hoz tart,
amint n tart végtelenbe, ezért elég nagy n-re pozitiv valdszintiséggel egyik sem
kovetkezik be. Ezt akartuk igazolni.

Nagy Jdnos megolddsa alapjin

8. feladat (Kit(iz6: Dar6ezy Zoltan és Totik Vilmos). Igazoljuk, hogy az

® -l (5Y)-rvm)| =0 nweo)

fiiggvényegyenlet minden folytonos megoldasa konstans.

1. megoldas. Legyen M (z,y) = /2y, N(z,y) = ZEL. Ezekre a szdmtani-mértani
kozepek kozotti egyenlStlenség miatt M(x,y) < N(z,y) ha = # y.

Elegend6 igazolni, hogy f konstans minden [a,b] C (0, 00) intervallumon. Te-
gyiik fel, hogy nem ez a helyzet. Ekkor az f értékkészlete [a, b]-n egy nem elfajuld
intervallum, és legyen A ennek egy olyan eleme, amely kiilonbézik f(a)-tdl is és
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f(b)-t6l is, és amely az f-nek nem lokélis szélséértéke. (Van ilyen A, mivel béarmely
valds fiiggvény lokalis szélséértékeinek halmaza megszamlalhato, 1d. a [P. Komjath
and V. Totik, Problems and Theorems from Classical Set Theory, Problem Books
in Mathematics, Springer, 2006.] konyv 5. fejezetének 9. probléméjat). Tegyiik fel
pl.,, hogy f(a) < A. Akkor az

{z €la.b] | f(x) > A}

nem {ires halmaz, és legyen zy ennek legkisebb eleme. Nyilvdnvaléan f(xg) = A és
a < zg < b (az A vélasztdsa miatt), tovabbd f(z) < A minden a < z < z¢-ra.

Legyen 6 > 0 olyan kicsi, hogy zo — 6 > a és xg+ d < b teljesiilnek. Mivel
f(z) < A, és ezért f(x) < A az xp ponttdl balra, ugyanez nem &llhat fenn az x( egy
jobb oldali kérnyezetében (kiilonben A lokélis maximum-érték lenne), igy vannak
tetsz6legesen kicsi 0 < € < § szdmok, amelyekre f(xg+¢) > A. Egy ilyen 0 < ¢ <
0-ra legyen x = xg — ¢, y = xg +&. Ezekre f(z) < A < f(y), és mivel M(z,y) <
N(z,y) = zo szintén igaz, f(M(x, y)) <A= f(N(x,y)) is teljesiil. Tehat ezekre
az x, y értékekre a (2) fiiggvényegyenlet nem 4ll fenn, és ez az ellentmondés igazolja,
hogy f valéban konstans kell, hogy legyen.

A kitlz6k megolddsa

2. megoldas. Tegyiik fel indirekt médon, hogy f : (0,00) — R folytonos és kielégiti
a fiiggvényegyenletet, de valamely 0 < u < v-re f(u)# f(v). Legyen a = sup {z |
0<z<wv, f(x) = f(u)}. Brre u < a, f folytonossdga miatt f(a) = f(u), és a < v.
Hasonl6an, a b= inf {y | a <y, f(y) = f(v)} szdmra igaz, hogy b < v, f(b) = f(v)
és a <b.

Ezek szerint taldltunk egy [a,b] C (0, 00) zért intervallumot, amire f(a) # f(b)
és (a,b)-n f nem veszi fel sem f(a)-t, sem f(b)-t. A fiiggvényegyenletet a-ra és b-re
felirva kapjuk, mivel f(a) — f(b) # 0, hogy f(“TH’) = f(\/%) Legyen ez a kozos
érték t. Az el6z6k szerint ez kiilonbozik f(a)-tdl és f(b)-t6l.

Legyen by = b és by+1 = 24/a - b, — a minden n nemnegativ egészre. Ekkor n
szerinti teljes indukcidval trividlisan lathato, hogy b, > a; a b, sorozat szigorian
monoton csékkend (mert by, 1 < by, ekvivalens v/a - b, < “+2b“ -vel, ez pedig a szam-
tani és mértani kozép kozotti egyenlStlenségbdl kivetkezik, mivel b, > a). Ha (8 ezen
(monoton cstkkend, alulrél korldtos) sorozat hatdrértéke, akkor § = 2+/a - 8 —a, és
innen kapjuk, hogy 8 = a.

Teljes indukciéval belatjuk, hogy f(%) =t. Ez n = O-ra teljesiil, és tegyiik
fel, hogy ezt az egyenlséget valamilyen n-re mér beldttuk. A b,11 szadm definicidja
% =+/a- by, és a fiiggvényegyenlet szerint

@) = 10)] [(va5) - (5| o

De itt f(by,) # f(a), hiszen a < b, < b, tehét

o= () < pvam = ()

miatt

58



“16-1-beliv’ — 2017/3/8 — 11:30 — page 59 — #59

fenn kell, hogy alljon, amivel igazoltuk az indukcids 1épést.

Azonban f (%) =t minden n-re ellentmond f folytonossdganak, hiszen

: _ : : +bn _
limy, 00 bp = @ miatt lim, o “5™= = a, de

t= lim f (azb") # f(a).

T6bb versenyzé megolddsa alapjdin

9. feladat (Kit{izé: Totik Vilmos). Egy G C C tartomdnyon értelmezett u fiigg-
vényre legyen Z(u) az u zérushelyei halmazdnak 1 sugari kornyezete. Igazoljuk,
hogy minden K C G kompakt halmazra van olyan C konstans, hogy ha u tetszé-
leges valos harmonikus fiiggvény G-n, amely eltiinik a K valamelyik pontjaban,
akkor

sup |u(z)| < C sup  |u(z)].

zeK z2€Z(u)NG
Megoldéas. K kompaktsiga miatt van olyan 1 > § > 0 és T, hogy barmely z,w € K
Osszekotheto legfeljebb T' hosszu toréttvonallal, amelynek minden pontja legalabb
0 tavolsagra megy a G hatdratol. Minden z, w € K parra rogzitsiink egy ilyen L, ,,
torottvonalat.

Legyen w € K olyan, hogy u(w) = 0; legyen

g= sup |u(z)
z€Z(u)NG

)

és z € K tetszbleges. Ha z € Z(u), akkor |u(z)| < g; egyébként L, ,,-n z-bol w felé

haladva van egy legels6 olyan 2’ pont, amely Z(u)-ban van. Ha t tetszéleges pont
L, 1, amely z és 2’ kozott van, akkor a t pont 6 sugard Ds(t) kornyezetében u-nak

nincs zérushelye (kiilénben ¢ € Z(u) lenne § < 1 miatt), ezért u vagy pozitiv, vagy
negativ Ds(t)-ben. Pl. a pozitiv esetben (a negativ eset (—1)-gyel val6 beszorzdssal
kaphatd) a As(t) zart korlapon w-ra felirva a Poisson-formuldt kapjuk, hogy ha
th =t +re?, |r| < 8, akkor

u(t)) = - /277 0 —rf u(t + 5ei)de
Yo Joo 02 — 261 cos(6y — €) + 12 ’

és mivel az integrélban |ri| < 0/2 esetén

1 _6-m 5% —r? 52 —r? 52 —r?

- = < < =
37 0+p1  02+20r +1r? T 82 —20ricos(by — &) + 1P T 62— 20r; + 13

- (5+7"1
d—p1

<3,

illetve ugyancsak a Poisson-formula miatt

2m
u(t) = i/ u(t + de'®)d¢
0

2
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is fenndll, az u pozitivitasa adja, hogy

1
Lult) < u(ty) < Bu(t)
(itt lényegében a klasszikus Harnack-egyenl6tlenséget igazoltuk).

Kovetkezményként kapjuk, hogy
1/9 < u(th)/u(ty) <9

minden ¢}, t5 € Djjo(t)-re. Valasszunk tg = z, t1,.. ., tg, tpy1 = 2’ pontokat az L. .,
gorbén a z és 2’ kozott ugy, hogy t; és tj41 tdvolsiga a gorbén mérve /2, kivéve
esetleg a 32’ tdvolsagot, amely lehet ennél kisebb is. Ekkor egyrészt ’u(tj_H) / u(tj)‘
< 9 minden j-re, mésrészt |u(tk+1)| < g, tovabba k < T/(§/2), és ezekbdl

[u(z)| < go™/0/241

adodik. Mivel ez barmely z € K-ra igaz, ez az egyenlStlenség igazolja az allitast.

Tobb versenyzd megolddsa alapjdn

10. feladat (Kit{iz6: Molndr Lajos). Legyen f: R — R folytonosan differenci-
alhatd, szigoruan konvex fiiggvény. Legyen tovabba H komplex Hilbert-tér, A és
B pedig ¢nadjungalt korlatos linedris operatorok H-n. Bizonyitsuk be, hogy ha
f(A) — f(B) = f'(B)(A — B), akkor A= B.

Megoldas. A feladat megolddsanak 6 eszkoze a spektraltétel, a tovabbiakban erre
vonatkozo alapismereteket hasznélunk.

Adjungilva az f(A) — f(B) = f'(B)(A — B) egyenldséget, azonnal adddik,
hogy f/(B)A = Af’(B). Ismeretes, hogy felcserélhetd énadjungélt operatorok foly-
tonos fiiggvényei is felcserélhetéek. Ezért g(f'(B))A = Ag(f/(B)) teljesiil minden
folytonos ¢ fiiggvényre, igy az f’ szigorian monoton névekvé folytonos fiiggvény
inverzére is, amibdl adddik, hogy A és B felcserélhetdek.

Legyen az A spektralmértéke az R Borel-halmazainak o-algebrdjan FE, a B-é
pedig F. Az A, B felcserélhetésége miatt F, F' értékei, mint projekcidk is felcserél-
hetoek.

Tegyiik fel, hogy A, u olyan valds szamok, melyekkel

E(A=1/nA+1/n)) - F((u—1/n,u+1/n)) #0  (neN).

Nyilvdnval6an ekkor A € o(A) és p € o(B) teljesiil (o(-) jeldli a spektrumot). Le-
gyen E, :=E((A—1/n,A+1/n)), F, := F((u—1/n,u+1/n)). A fentiek miatt
minden n € N esetén 1étezik x,, € ran(E,) Nran(F),), ||z,| = 1 vektor. Kénnyen l4t-
hatd, hogy n — oo esetén ||(A — AI)Ey|| = 0 és ||(B — ul)F,,|| = 0, s ezért Az, —
Az, — 0és Bz, — px, — 0. Standard médon adddik, hogy g(A)x, — g(A\)z, — 0és
9(B)x, — g(p)z, — 0 igaz minden g folytonos valds fiiggvényre (polinomokra egy-
szerll szamolds, utana pedig g-t egyenletesen approximaljuk polinomokkal a spekt-
rumokon). Mivel

f(A)xn - f(B>xn = f/(B)(Axn - an)v
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ezért

[f(A)xn — f(B)zn — f(N)zy + f(ﬂ)xn} + (f()‘) - f(ﬂ))xn =
= [f/(B)(Axn — Bz, — Az, + an) + (/\ - ,U) (f/(B) - f/(l‘))zn] +

+ (A=) f ().

Tudjuk, hogy ez minden n-re teljesiil, és a szogletes zardjelben levé tagok normaban
nulldhoz tartanak. Mindkét oldal bels6 szorzatat véve x,-nel és n-nel végtelenhez
tartva kapjuk, hogy

) = f(u) = /() (A= p).
Ebbdl viszont a szigoru konvexitds miatt adédik a A = p egyenléség. Tehat, ha
A # p valds szédmok, akkor 1étezik olyan € > 0, hogy

E(()\*E,/\#»E)) 'F((ﬂ*5vﬂ+€)) =0,

azaz E((A—¢e,A+¢)) és F((u—e,pu+¢)) merélegesek (pontosabban képtereik
merdlegesek) egymadsra.

Azt allitjuk, hogy E((—o0,t]) = F((—00,t]) teljesiil minden ¢ valds szdmra.
Ebbol mar kovetkezni fog, hogy F = F, sigy A = B. Az allitas belatasdhoz legyenek
m, M olyan valés szamok, hogy o(A) Uo(B) C (m, M). Nyilvdn elég megmutatni,
hogy E([m,t]) = F([m,t]) teljesiil minden m <t < M esetén. Az egyenl8séghez
pedig elég belatni a kapcsolodd kétirdnyu egyenlétlenséget. Megmutatjuk, hogy
E([m,t]) < F([m,t]) fennall minden m < ¢ < M esetén. Ehhez tekintsiink egy tet-
széleges t < t' < M szédmot, és rogzitsiink egy t' < p < M szdmot. Minden A € [m, t]
esetén létezik olyan ex > 0, hogy E((A—ex,A+¢€1)) és F((u—ex, pn+ex)) merle-
gesek egymasra. Kompaktsigi megfontolasbol kapjuk, hogy taldlhatéak A1, ... A\, €
[m, t] szdmok gy, hogy [m,t] C UE_, (A —ex;, Aj +ex,), és E((Aj —ex,, Aj +er,))
merdleges F((,u— g, ,u—i—a))—re (j=1,...k),ahol € := min(ey, . ..e). Innen kénnyen
adédik, hogy F((u— €, pu+€)) merdleges E([m, t])-re. Mivel ez minden p € [t/, M]
szammal igaz, ezért egy twjabb hasonlé meggondolds adja, hogy F([t',M]) és
E([m, t]) merdlegesek egymésra minden ¢ < t’ < M esetén. Emiatt pedig F'((t, M])
és E([m,t]) is merélegesek egymdsra, ami pontosan azt jelenti, hogy E([m,1]) <
F([m,t]) teljesiil. Innen kapjuk az &llitdst.

Megjegyezziik, hogy a feladatban szerepld, az f fiiggvény derivaltjanak foly-
tonossagara vonatkozo feltétel elhagyhato, az kovetkezik f differencidlhatésagabdl
és konvexitasabol.

A kitliz6 megoldadsa

11. feladat (Kitlizé: Nagy Béla, Totik Vilmos és Varga Tamds). Egy [0,1] C
E C [0,00) véges sok zart intervallumbdl 4116 halmazra inditsunk egy kétdimenzids
Brown-mozgést valamely x < 0 pontbdl, amely akkor alljon meg, ha FE egy pont-
jdba ér. Legyen p(x) annak a valdszintisége, hogy ez a megdllds [0, 1]-en térténik.
Igazoljuk, hogy p(x) novekszik a [—1,0) intervallumon.

61



“16-1-beliv’ — 2017/3/8 — 11:30 — page 62 — #62

Megoldas. Legyen E C R véges sok intervallumbél 4116 halmaz, és egy x € R\ E
pontbdl inditsunk egy Brown-mozgast, amely akkor alljon meg, ha E egy pontjaba
ér. Ismeretes Kakutani tétele, hogy F-n ennek a megallasi valészintiségnek az el-
oszldsa ugyanaz, mint az x pontnak a C\ E halmazra vett harmonikus mértéke,
és ez ugyanaz (ld. [E. B. Saff and V. Totik, Logarithmic Potential with Exter-
nal Fields, Springer Verlag, Appendix 3]), mint az 2 pontba helyezett egységnyi 4,
pontmérték E-re vett Bal(d,, E') un. balayage-mértéke. Ez utébbi az egyetlen olyan
valészintiségi p mérték E-n, amelyre igaz, hogy valamilyen ¢ konstanssal minden
z € E pontra

/ log |+ — t|du(t) = log |z — 1] + c.
E

Legyen a feladatbeli F halmaz a [0, 3] intervallumnak része. Ismeretes (1d. pl. a
fenti konyvben a (4.47) formuldt), hogy a d, balayage-mértéke a [0, 5] intervallumra
(azaz az x pont harmonikus mértéke a C \ [0, 8] tartomédny hatdrdn) a

dps(t) 1 1 Ja(z—B)
dt wlr—1] \Jit-p)

stirtiségmértékkel adott mérték. Egyszerli szamolds adja, hogy itt a jobb oldal
minden ¢ € [1, 8] esetén z-ben csokken (¢ € [1, B]-ben egyenletesen), ha x € [—1,0).

A balayage-mérték definiciéjabol azonnal adddik, hogy

Bal(d,, E) = pix 1oha / Bal(6¢, E) dp (t).
[0,6\E

Itt a feltevés szerint [0,5]\ E = (1,5] \ E, ezért annak a valdszintisége, hogy
a Brown-mozgds [0, 1]-en kiviil 4ll meg a kovetkez6:

Bal(6,, B) (E\ [0,1]) = e (EN (1, 8]) + /(1 | Bl B (20 (18] dia (),

Az integrandus fiiggetlen z-t6l, és az a mérték, ami szerint integralunk, az csok-
ken z-ben a [—1,0) intervallumon, igy a masodik tag csokken z-ben, ugyanigy, mint
az els6 tag (az elébb mondottak alapjan). Emiatt p(z) (= 1 —Bal(é,, E)(E\ [0,1]))
novekszik a [—1,0) intervallumon.

A kitlz6k megolddsa

Problems of the 2015 Miklés Schweitzer Memorial Competition
in Mathematics

Problem 1. Let K be a closed subset of the closed unit ball in R? such that
a dense system of chords of the unit sphere is disjoint from K. Verify that there
exists a set H such that H is dense in the unit sphere, and the chords connecting
any two points of H are disjoint from K.
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Problem 2. Let {z,} be the van der Korput sequence, that is, if the binary form
of the positive integer n is n =Y, a;2° (a; € {0,1}), then 2, = >, a;27""!. Let V
be the set of points (n,z,) in the plane, where n is a positive integer. Let G be
the graph for which the set of vertices is V, and two different vertices p and ¢ are
connected by an edge if and only if there is an axis-parallel rectangle R satisfying
RNV = {p,q}. Prove that the chromatic number of G is finite.

Problem 3. Let A be a finite set and let — be a binary relation on A such that
for any a,b,c € A,ifa #b, a—cand b — ¢, then a — b or b — a. Let B C A be
minimal regarding the property that to each element a € A\ B there corresponds
b€ B with a — b or b — a. Assume that A has at most k elements among which
no two elements are related by —. Prove that B has at most k elements.

Problem 4. Let aj,as,... be a sequence of positive integers such that a; =1,
and for any prime p the numbers aq,as,...,a, form a complete residue system
modulo p. Show that lima, /n = 1.

Problem 5. For n > 1 write f(z) = 2" + 2" !+ 2" 2+ ...+ 22+ 2 + 1. For which
positive integer n can one find polynomials g(x),h(z) with real coefficients and
degree less than n such that f(z) = g(h(x)) holds?

Problem 6. Let G be a permutation group acting on the finite set Q). Let S C G be
such that 1 € S and for any z,y €  there is a unique o € S with o(z) = y. Show
that if the elements of S\ {1} are conjugated in G, then G acts doubly transitively
on €.

Problem 7. Let S? denote the unit sphere centered at the origin in three-
dimensional Euclidean space. A zone of width w on S? is an origin-symmetric
spherical segment of width w. Show that there exists a constant ¢ > 0 such that for
any positive integer n the sphere S? can be covered by n zones of the same width
in such a way that each point is contained in at most ¢ - \/n zones.

Problem 8. Prove that all continuous solutions of the functional equation

5@ - 1] |1 (552) - 1) =0, swe 000

are constant.

Problem 9. Consider a harmonic function w defined on a domain G C C and
denote the neighborhood of the zeros of u with radius 1 by Z(u). Prove that for
each compact set K C G there exists a constant C' such that if » is any harmonic
function on G which vanishes at a point of K, then

sup [u(z)| <C sup  |u(2)].
zeK z€Z(u)NG

Problem 10. Let f : R — R be a continuously differentiable, strictly convex func-
tion. Further, let H be a complex Hilbert space and A, B be bounded, selfadjoint
linear operators on H. Prove that if f(A) — f(B) = f/(B)(A — B), then A = B.
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Problem 11. Consider a two-dimensional Brownian motion starting from =z < 0
inside C \ E where [0,1] C E C [0,00) consists of finitely many intervals and stop
it if it hits E. Denote by p(z) the probability that it stops at a point of [0, 1]. Prove
that p(z) is increasing on [—1,0).
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VICCES KEPEK

KATONA GYULA

Az alabbi jopofasagokat talaltuk. Ezek allitolag amerikai didkok dolgozataibdl
valék. Némelyik magyarra nem is lefordithaté. Példaul az, amelyik az ,,expand” sz
kétértelmiiségén alapszik. J6 mosolygast kivanunk hozzajuk!

Batoritjuk a kollégakat, hogy ha hasonlé vagy egészen mas természetii mate-
matikai humort taldlnak, kiildjék el nekiink.

3. Find x.

3cm

Ne T

After explaining to a student through Solving equation by one Blondie:
various lessons and examples that: .
isinx =7

um 1 _ o
x->8 x-s

I tried to check if she really understood 1 ol

that, so I gave her a different example. A S;Y(x =
This was the result:

LIM 1 = .

x>5 X-5 Sie =6
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