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ATLAGTERJATEKOK: OPTIMALIS VEZERLESTOL OPTIMALIS
TRANSZPORTIG

MESZAROS ALPAR RICHARD

Jelen dolgozatunkkal egy rovid betekintést nytdjtunk az (jonnan beveze-
tett atlagtérjatékok elméletébe. Ezen rendszerek optimadlis vezérléssel vald
megfogalmazdsa és a Nash-tipusu egyenstlyi fogalmak elemzése utén, az opti-
maélis transzport modern elméletét felhasznélva targyalunk néhany un. vari-
aciés rendszert. Lokdlis kapcsolattal ellatott atlagtérjatékok gyenge meg-
oldédsainak létezését és unicitdsat mutatjuk be. Az alkalmazott mddszerek
az optimalis transzport probléma in. Benamou—Brenier-megfogalmazasabdl
meritkeznek.

1. Bevezetés

Az tlagtérjatékok (ang. mean field games, a tovdbbiakban réviden MFG) elmé-
letét nagyjabdl egyidejiileg J.-M. Lasry és a Fields-dijas P.-L. Lions ([17, 18, 19])
francia matematikusok, valamint M. Huang, P.E. Caines és R.P. Malhamé ([14])
Kanaddban dolgozé mérnokok vezették be. Késobb Lions par éven keresztiil a
parizsi College de France intézményben mutatta be ([20]) az elmélet tovabbi fejls-
dését. Tulajdonképpen Lions tekinthet6 az elmélet atyjanak. 2006 6ta az elmélet
folyamatosan béviil ijabb és jabb eredményekkel (14sd a tovabbi hivatkozasokat),
amelyek nagy mértékben a francia és olasz parcidlis differencidlegyenletek és opti-
malis vezérlés elméletek iskolaiban tevékenykedd neves kutatéknak koszonhetoek.
Példaul, MFG rendszerek tanulmanyozaséara kifejlesztett numerikus moédszereket
az [1, 2, 10, 16] dolgozatokban mutatnak be; MFG rendszerek gyenge megolddsai
a [7, 8, 9] dolgozatban keriilnek tanulméanyozésra, stb.

Az atlagtérjatékok valéjaban olyan differencidljatékok!, ahol a jatékosok szdma
nagyon nagy, tart végtelenhez. Az elmélet alapotlete és elnevezése valdjdban a sta-
tisztikus fizikdban és mechanikdban is megtalalhaté atlagtér modellekbdl szarma-
zik. Ha a Bolzmann-, vagy Vlasov-egyenletek szdrmaztatdsira gondolunk (folyto-
nossagi hatarértékbdl) lathats, hogy az 4tlagtér elmélet nagyon hasznosnak bizo-
nyul abban, hogy a részecskék mozgdsat (helyzetét, sebességét) tigymond &tla-
golva, egy parcidlis differencidlegyenlet-rendszerrel frjuk le. Igy a tébb millid,

LOlyan jatékok, ahol a jatékosok dinamikéjat kozonséges (sztochasztikus) differencislegyenle-
tek irjék le.
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2 MESZAROS ALPAR RICHARD

millidrd kozénséges differencidlegyenletbdl allé rendszer megolddsa helyett (ame-
lyek megadndk minden részecske pédlydjat), egy parcidlis differencidlegyenletekbél
allé rendszert tekintiink, ahol az egyik f& valtoz6 a részecskék siirlisége (a ma-
sik 4ltaldban a sebességiik). Természetes az is, hogy nem puszta elegancidbdl
valasztjuk a masodik megkozelitést, hiszen szinte azonnal belathaté, hogy az elsé
kivitelezése (példaul numerikusan) szinte lehetetlen. Ha csak az N—test problé-
maéra gondolunk a newtoni/hamiltoni mechanikdban, régtén érezheté a probléma
nehézsége mar N = 2,3,...,10 esetén is. A fenti problémakor esetén N ~ 10'8
nagysagrendli problémakrol beszéliink.

Visszatérve az MFG rendszerekhez megjegyezziik, hogy ezek a jatékok nem
atomi jatékok, vagyis minden jatékosnak a jaték teljességéhez vald egyenkénti
hozzéjarulasa elhanyagolhato. Mas szdval, egy jaték soran nem az egyének opti-
malis palyajanak megadasan, hanem a populdcié silirliség-evolicidjanak tanulmé-
nyozasan van a hangsuly.

Jelen dolgozatunkkal egy rovid betekintést szeretnénk nytujtani ezen szines
elméletbe. Az MFG-elmélet végs6 soron a parcidlis differencidlegyenletek elméle-
tébe tartozik, de szoros kapcsolatban all az optimalis és sztochasztikus vezérléssel
és az optimalis transzport elmélettel. Nem utolsésorban mély valdszinliségsza-
mitdsi megkozelitései is vannak. A dolgozat célja, hogy néhédny ilyen kapcsola-
tot bemutassunk és elemezziink. Melléktermékként rovid betekintést nyijtunk az
optimalis transzport Ujszeri elméletébe, amely alkalmazhatésaga néhany variaciés
MFG-rendszer (gyenge) megolddsainak tanulmdnyozasaban is megtalalhato.

Egy MFG-rendszer altalaban a kovetkez6 kapcsolt Hamilton-Jacobi-Bellman
(a tovabbiakban roviden HJB) és Fokker-Planck (a tovdbbiakban réviden FP)
egyenletekbdl allé parcidlis differencidlegyenlet-rendszert jelenti

—Owu(t,z) — vAu(t,z) + H(z,Vu(t,z)) = f(z,m(t, x)), [0,T) x T¢
dim(t, ) — vAm(t,z) — div (V,H (x, Vu(t, z))m(t,z)) = 0, (0,T] x T¢, MFG)
m(0,z) =mo, u(T,z)=g(x), T

Ebben a rendszerben az u véltozo jelenti egy tipikus {igynok nyereségfiiggvényét,
és az m valtozé a populacié slriiségét adja meg. A rendszer bemeneti adatai az
f, g fiiggvények, a H hamiltoni fiiggvény, a v > 0 valés paraméter, valamint mg az
iigynokok kezdeti stiriségfiiggvénye. A jaték T > 0 ideig tart, és jelen esetben a
T? := R%/Z% teren torténik. A késSbbiekben részletesen elemezziik ezen bemeneti
adatokat.

A dolgozat felépitése a kovetkezo: A 2. fejezetben az MFG-rendszerek eredeti
optimalis vezérlés alapi megkozelitését vazoljuk. Ebbol a megkozelitésbdl 1at-
hat6 a Nash-egyenstlyi fogalom is. A 3. fejezetben réviden vazoljuk az optimélis
transzport elmélet f6bb alappillérét. Itt bemutatjuk a Monge-, illetve Kantorovich-
problémadkat, Brenier tételét, McCann interpolacidjit és a Wasserstein-terek szer-
kesztését. Tovabba megadjuk az un. Benamou-Brenier dinamikus formulaciét,
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amely a Wasserstein-tér differencidlgeometriai elemzéséhez és geodetikusok értel-
mezéséhez vezet. A 4. fejezetben teremtjiik meg a kapcsolatot az optimaélis transz-
port Benamou—Brenier-formuliciéja és az MFG-rendszerek varidciés megkozelitése
kozott. Parcidlis differencidlegyenletek optimélis vezérlésére és a konvex analizis-
bol ismeretes Fenchel-Rockafellar-tipusi tételekre alapozva, igazolni lehet varia-
ciés MFG-rendszerek gyenge megoldasainak 1étezését és parcidlis uniciatat.

2. MFG-rendszerek optimalis vezérlés alapt megfogalmazasa

Ebben a fejezetben alapul véve J.-M. Lasry és P.-L. Lions bevezet6 munkait
(ldsd [17, 18, 19]), valamint a késébbiekben P.-L. Lions 4ltal tartott el6adds soro-
zatot ([20]), megadjuk néhdny MFG-rendszer lefrdsdt. Az altaldnossig megsér-
tése nélkiil a T¢ = R4/Z4 (d > 2) téruszon dolgozunk (peremfeltételek elkeriilése
végett). A tovabbiakban, egy T?-n értelmezett fiiggvény azt jelenti, hogy a fiigg-
vény Re-n értelmezett és Z¢ periédikus.

Tekintsitk a kovetkezd sztochasztikus differencidljatékot: adott egy N > 1
tigynokbél 4116 populdcié. Az ligynokok szabadon mozoghatnak Td—n JO,T] id6-
intervallum alatt. Az i—edik {igynok, aki a ¢ idépillanatban az x* € T® pontban
tartozkodik tekinti, a kdvetkezd sztochasztikus vezérlési problémat

ui(t,a') = inf]E{/t L(X'(s),a'(s))+/ (Xf(s),Nl_lz(sz(s)) ds+g(X¢(T))}, (1)

i#]

dX'(s) = a'(s)ds + V2vdBi(s), s € (t,T] é X'(t) =a'

feltételekkel. Ebben a probléméban L : T xR¢ — R egy adott Lagrange-fiiggvény;
f:T4xP(T) — R (itt P(T¢) a T Borel-halmazain értelmezett valészintiségi mér-
tékek terét jelsli) adott fiiggvény képezi a kapcsolatot a jatékosok kozott és egyben
az n. tizemeltetési koltséget; g : T — R szintén egy adott fiiggvény, amely a jaték
v€gsd koltségét képezi. Lathatd, hogy minden iigynok optimalizalasi problémaéja
fligg a tobbi ligynoktél, ezek empirikus mértéke szerint. Tovabba v > 0 egy valds
paraméter, v = 0 esetén determinisztikus (elsérendli) modellrél beszéliink, vala-
mint a B~k i € {1,..., N} fiiggetlen d—dimenziés Brown-mozgasok T¢-n. A fenti
probléméban 6, az x € T? pontban vett Dirac-delta mértéket jeloli.

Formélisan dolgozva, az empirikus mértékek konvergencidja mellett (a ¢ idépil-
lanatban a populdcié slirliségét megad6 valdszintiségi mértékhez),

1
N_1 Z dxiey = m(t,-) € P(T?), a gyenge — * topolégidban, amint N — +oo0,
i#£j

a fenti optimalizaldsi probléma felirhaté barmely tipikus iigynok esetén, bemend
valtozdként hasznédlva az ligynokok siirtiségét. Igy ez a probléma felirhaté az in-
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4 MESZAROS ALPAR RICHARD

dexek elhagyasa utan a kovetkezo alakban:

) =il { [ L(X(6),0(60) + £ (X(6)m(s, X(6) ds 49 (XD}

dX(s) = a(s)ds + V2vdB(s), s € (t,T] é X(t) =z

feltétellel. A bemeneti fiiggvények bizonyos regularitédsi feltételei mellett a szto-
chasztikus vezérlés elmélete biztositja az optimalis a* vezérlések létezését mindkét
fenti probléma esetén (fgy mindkét probléméban az inf valdjdban min). Tovabba
a* visszacsatolas (feedback) formédban, az a*(¢, x) := -V, H (x, Vu(t, z)) formuld-
val adott, ahol a H : T?xR¢ — R hamiltoni fiiggvény az L masodik véltozd szerint
vett Legendre—Fenchel-transzformaltja. Tovabba az u értékfiiggvény formélisan
megold egy Hamilton—Jacobi—Bellman-tipusi egyenletet, mig a populacié stri-
sége, amely az m(t,-) := Law (X (¢)) formuldval adott, egy Fokker—Planck-egyenlet
szerint fog véltozni, a formadlisan felirt optimdlis a* vektormez6 szerint. Ezt
kénnyen beldthatjuk az Ito-kalkulust haszndlva. Az imént hasznilt Law-jelolés
a kovetkezéképpen értelmezhetd: egy T9-n értelmezett Y valdszintiségi véltozoé
esetén, Y torvénye a p:= Law(Y') valészinliségi mérték, uh.

[, #@ @) = Eev)

minden ¢ : T? — R folytonos fiiggvény esetén.
A fentiek alapjan az MFG-rendszer egy kapcsolt HIB- és FP-egyenletekbél allé
rendszer:

—owu(t, ) — vAu(t,z) + H(z, Vu(t,z)) = f(x,m(t, x)), [0,T) x T4
oym(t,x) —vAm(t,z) — div (V,H (x, Vu(t, z))m(t,z)) =0, (0,T] x T4,
m(0,z) =mg, u(T,z)=g(x), T

Minden esetben ismeretes az 1ligynck populacié kezdeti konfiguricidja, az
mo € P(T?) valészintiségi mérték.

A figyelmes olvasé észrevehette, hogy bizonyos értelemben ,csalas” tortént a
fenti rendszer szarmaztatdsa soran. Valdban, hiszen az u értékfiiggvény értelme-
zése soran sziikség van m-re, mint bemeneti adatra, késobb pedig m-et az optimalis
trajektoria segitségével (m(t,-) := Law(X (t))) — amely fiigg m-t6l — értelmeztiik.
Valdjaban a csalds azzal magyarazhatd, hogy a fenti rendszer megoldésa egy Nash-
egyensulyt is kédol a jatékban.

Pontosabban, a kovetkezo6 torténik a rendszer szarmaztatasa sordn: az optima-
lis vezérlés probléma esetén a tipikus iigynok ,el6rejelzi” a populacid siriiségének
véaltozasit, m(t,-)-et. Ennek segitségével meg tudja hatdrozni az optimélis paly&-
jat, valamint az optimalis vezérlést, a*-t. Ez alapjan értelmezni tud egy 1j valo-
szintiségi mértéket, mint m(t,-) := Law(X (t)), amely az FP-egyenlet megolddsét
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ATLAGTERJATEKOK 5

fogja eredményezni. Ha az elérejelzés helyes volt, vagyis m = m, akkor Nash-
egyensulyrdl beszéliink, valamint (MFG)-nek van megolddsa. Ebben az esetben az
m valdésziniiségi mérték egyben megkozelité Nash-egyensilyként is szolgal véges,
de nagy szdmmal rendelkezd (1) tipusti differencidljatékok esetén.

A fenti (MFG) rendszer megolddsdnak létezése nehéz kérdésnek bizonyul.
Abban az esetben, amikor a kapcsolatot jelenté f fliggvény nem lokélis és regu-
larizal6 (példdul az m—szerinti fiiggés valamilyen konvoliciéval adott) Lasry és
Lions igazoltdk (ldsd [17, 18, 19, 20]) az erds megoldasok létezését (és bizonyos
monotonicitasi feltételek mellett az unicitdsat is), els6rendi (v = 0) esetén is,
tobbnyire fixpont alapu eljarasokat hasznalva. Az elébbi elorejelzés-eljards is uta-
las a fixpontos megkozelitésre, de ez csak regularizalé operator esetés kivitelezhetd.

Lokélis fiiggvények esetén, amikor f nem regularizdl (példdul f(xz,m) = m®,
ahol o € R adott hatvdny), a 1étezés kérdése sokkal mélyebb. Itt megemlitenénk
példdnak D. Gomes és munkatdrsai munkéjét ([12]), akik a kovetkezd rendszert
tanulmanyoztak:

—Owu(t, ) — Au(t,x) + H(z, Vu(t,z)) = m(t,x)*,
om(t,z) — Am(t,z) — div (V,H (z, Vu(t,x))m(t,x)) = 0, (0,T] x T,
m(0,x) = mo, u(T,z)=g(x), T

Néhény strukturalis feltétel mellett, H szubkvadratikus 1+1/(d+1) < v < 2 ndve-
kedéssel a mésodik valtozéban, 0 < o < a~, ahol a, egy felsé korldt, ami konk-
rétan kiszdmolhaté a tobbi paraméter fiiggvényében, és mg,g € C°(T?), a fenti
lokélis rendszernek létezik egyértelmili klasszikus megolddsa. Az eredmény iga-
zolasara a szerzOk Gagliardo—Nirenberg-tipusi interpoléacids eljarasokat és egyéb
PDE-témakorben hasznélatos a priori becsléseket hasznalnak.

Ez a dolgozat is azt igazolja, hogy altaldnos esetben még mindig nagyon keveset
tudunk a lokalis kapcsolattal ellatott MFG-rendszerekrol. Tovabba elGrevetiti azt
a tényt is, hogy kiilonb6z6 gyenge megoldasok 1étezésére sokkal tobb remény lehet.
Egy nagyon hasznos elmélet, amely MFG-rendszerek tanulmanyozasabal is segitsé-
glinkre lesz, az optimdalis transzport elmélet. Ezen elmélet elemeit a kovetkezOkben
vazoljuk.

3. Optimalis transzport eszkoztar
Az optimélis transzport elmélet alapjait Gaspard Monge francia matematikus
tette le 1781-ben (lasd [27]). Matematikai nyelvezettel ez a probléma a kovetke-

z6képpen fogalmazhaté meg: adott p és v, a d-dimenziés Lebesgue-mértékre (£%)
nézve abszolit folytonos (jel: u,v < L£%) valészintiségi mérték Ren, f, illetve g
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stiriségfiiggvényekkel, vagyis u = f - L4 és v = g - L 1igy, hogy
flx)da = / g(z)dz = 1.
Rd Rd

Talaljuk meg azt a (mérhetd) T : R? — R? leképezést amely az f siirtiséget a g-be
transzportdlja (jel: Ty f = g) és kozben optimalizalja a transzportaldsi koltséget,
azaz

T € argmin {/R o — S@)|f(2)de : Suf = g} . (MP)

A fenti probléma esetén, ha létezik optimalis T, ezt optimdlis transzport leképe-
zésnek nevezziik. Az (MP) problémaét természetes médon megfogalmazhatjuk dlta-
lanos valdsziniiségi mértékek esetén (nem feltétleniil kell megkovetelni az abszolit
folytonosséagot).

A tovdbbiakban egy (X,d) lengyel (teljes, szepardbilis metrikus) tér esetén
jeloljitk az X Borel-halmazain értelmezett valészinliségi mértékek terét P(X)-szel.
Nemkompakt X esetén megkiilonboztetjiik a P,(X) tereket (1 < p < +oo, véges
p—edrendi momentummal rendelkez6 mértékek), amelyeket a kovetkez6képpen
értelmezhetiik: legyen zg € X egy tetszOleges rogzitett pont. Ekkor

P (X) i {ﬂ € P(X) /Xd(xo,x)p du(z) < —l—oo}.

Nyilvanvaléan, ha X kompakt, akkor P(X) ekvivalens P,(X)-szel bédrmely
1 < p < 400 esetén.

A mi esetiinkben altaldban X = R? X = Q, ahol Q C R? egy kompakt hal-
maz, X = T¢ a d-dimenziés térusz (T¢ := R?/Z%), vagy X = M, egy kompakt
Riemann-sokasdg. Mivel sok eredmény kijelentése esetén nem jelent plusz eréfeszi-
tést absztraktabb terekkel dolgozni, ezért mi is altalanosan lengyel terekkel fogunk
dolgozni. Viszont legtobbszor sajatosan az euklidészi keretek kozott maradunk.

Most nézziik, mit is jelent pontosabban egy mérhet6 leképezés esetén a , transz-
portacié” fogalma. Legyenek XY lengyel terek, T : X — Y mérhetd, és u € P(X).
Ekkor P(Y) 5> v :=Typ (v a p mérték T leképezés dltal vett transzport mértéke,
vagy ang. push-forward-ja) azt jelenti, hogy barmely B € B(Y) Borel-halmaz
esetén v(B) = u(T~1(B)). Ez a feltétel tesztfiiggvényekre térve azt jelenti, hogy

/ o(T(z)) du(x) = / o(y)dv(y), Y ¢:Y — R korldtos estén.
p's Y

Visszatérve Monge problémdjdhoz elmondhatjuk, hogy (MP) teljes dltaldnos-
sagaban tobb mint 150 évig megoldatlan maradt. Nagyon egyszerti beldtni, hogy
a fenti problémanak nem mindig létezik megolddsa. Ennek érdekében tekintsiik
példéaul az X =Y = R és pu := g, valamint v := %61 + %62 esetet, ahol §, az
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x pontban vett Dirac-delta mértéket jeloli. Ebben az esetben a Tupu = v felté-
tel iires, hiszen egyetlen leképezés sem létezik, amely ,széthasitand” a 0—ban levo
tomeget.

Tekintsiink egy mdsik példat (lasd [32]): Legyenek

X=Y=R? A={-1} x[0,1], B={0} x [0,1] és C = {1} x [0,1]

1 1
fiiggdleges szakaszok. Legyenek tovdbbd = H'L B és v := §J{l LA+ 55{1 LC,

ahol ' L D az 1-dimenziés Hausdorff-mértéknek a D H'-mérheté halmazra vals
lesziikitését jeloli. Ekkor nyilvén léteznek T : R? — R? mérhetd leképezések .h.
Typ = v, de kénny beldtni, hogy nincsen optimalis megoldésa az (MP) problémé-
nak. Valéban, ennek érdekében szerkessziik a kévetkezo transzport leképezéseket:
Legyen n € N, és osszuk fel a B szakaszt 2n részre gy, hogy minden kis szakasz
hossza 1/2n legyen. Legyenek ezek a szakaszok fentrdl lefele haladva (B;)icq1,...,2n}-
Osszuk fel tovdbbd az A és C szakaszokat n részre gy, hogy minden kis szakasz
hossza 1/n legyen. Legyenek ezek a szakaszok fentrdl lefele haladva (A;)ie(1,... n}s
illetve (Cy)ieq1,....n}- Ekkor szerkesszitk meg a T;, : B — AU C darabonként affin
leképezéseket, amelyek a Bo; 1 szakaszokat A;-be, valamint a Bs; szakaszokat a

C;-be viszik &t, minden i € {1,...,n} esetén. Minden ilyen leképezés koltsége az
L . wo 2 2 2
(MP) problémaban kisebb, vagy egyenls, mint > ;" 5=1/1+ (1)" = \/1 + ()"

Ha n — 400, akkor ez a koltség tart 1-hez, és nyilvanvalo, hogy ha létezik optiméa-
lis transzport leképezés, akkor ennek koltsége nem lehet kisebb, mint 1, hiszen a
B pontjai legaldbb 1 tdvolsdgra vannak az A és a C pontjaitdl is. Masfel6l belat-
hato, hogy a T,, leképezéssorozatnak nem létezik pontonkénti hatarértéke, hiszen
az esetleges T hatarértékre egyidejiileg kellene teljesiiljon, hogy T'=T; és T = Ty,
ahol Ty (z) = x + ey, To(z) =7 —e; és e; = (1,0)7 € R?, ami természetesen lehe-
tetlen. Mas szdéval, ebben az esetben is az optimalis leképezés szét kellene hasitsa
a B pontjaiban levo tomegeket. Vegyiik észre, hogy 7, — %Tl + %Tg, gyenge
értelemben, amibdl az is latszik, hogy (MP) nem bizonyul stabilnak a transzport
leképezések gyenge konvergencidjat illetGen.

Monge probléméjat teljes dltaldnossagaban L. Kantorovich orosz matemati-
kus és Nobel-dfjas kozgazdasz vélaszolta meg 1942-ben (lisd [15]). O az (MP)
probléma egy kovetkezo relaxalt valtozatat tekintette. Térjiink vissza az abszt-
raktabb kérnyezetbe, legyenek X és Y (nem feltétleniil kompakt) lengyel terek,
ésc: X XY = RU {+o0} egy tetszleges alulrdl félig folytonos és alulrdl korls-
tos koltségfiiggvény (az euklidészi esetben c(z,y) = |x — y| az el6bb felirt (MP)
probléma koltségfiiggvénye), és tekintsiik a kovetkezd problémét:

inf{/XXyC(w,y) dy(z,y) = v € H(u,l/)}7 (KP)

ahol II(p,v) :={y e P(X xY) : (mM)py=p, (V)py=v}ésn®: X xY = X,
valamint 7¥ : X XY — Y a kanonikus projekcidk. Konnyen beldthaté, hogy (KP)
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esetén a feltétel soha nem lehet iires, hiszen barmely p € P(X),v € P(Y) esetén
uw®v € Il(p,v). Valéban, hiszen a pu ® v szorzatteren értelmezett méték x szerinti
projekcidja p, és y szerinti projekcidja v.

Az is kénnyen igazolhatd, hogy a (KP) probléménak mindig van megolddsa. Ez
a tény belathato alkalmazva a varidcioszamitas direkt modszerét. Ehhez elegendd
igazolni, hogy barmely (v,)n>1 minimalizal6 sorozatnak van gyenge-x konvergens
részsorozata, a gyenge hatdrérték megengedhet$ megoldds valamint, hogy az (KP)
probléméaban szerepl6 funkcional alulrdl félig folytonos az imént emlitett konver-
gencidra nézve. Ha megkovetelnénk, hogy az X és Y terek kompaktak legyenek,
akkor a minimizalé sorozat szekvencidlis kompaktsidga a (szekvencidlis) Banach—
Alaoglu-tétel kovetkezménye lenne. Valéban, hiszen kompakt téren értelmezett
folytonos fiiggvények tere szepardbilis, és P(X x Y) része ezen tér dudlisanak.
Viszont &altaldnos esetben, ha az X és Y terek nem kompaktak, ez a megkozeli-
tés nem hasznalhaté. Ekkor egy mélyebb eredmény, Prokhorov tétele fogja ered-
ményezni a szekvencidlis kompaktsdgot, hiszen a minimalizalé sorozat Gn. szik
(ang. tight) mértéksorozat. A funkciondl alulrdl félig folytonossdga a gyenge-x
konvergenciara nézve egy jol ismert eredmény, amely a c fliggvény alulrdl félig
folytonossaganak és alulrdl korlatossaganak kovetkezménye.

A (KP) probléma ~ optimalizdl6jat optimdlis transzport terimek nevezziik.
A kapcsolat az (MP) és (KP) problémak kozott konnyen felfedezhetd: ha 1éte-
zik optimalis T leképezés az (MP) esetén, akkor v := (id,T)xp optimalis terv a
(KP) esetén.

3.1. Kantorovich-potencial, Wasserstein-terek és Brenier tétele

Konvex analizisben haszndlatos dualitasi technikdk segitségével felirhatjuk a
(KP) probléma dudlisit a kovetkez6képpen:

sup{ [ o + [ v

(DP)
o € Col(X), 1 € Col(Y) bs (x) + () < (), ¥(z,y) € X x Y},

ahol Cy(X) az X-en értelmezett folytonos és korldtos fiiggvények terét jeloli.

A (DP)-ben haszndlt ¢ és 1) fiiggvényeket Kantorovich potencidloknak nevez-
ziik. Szintén konvex analizisbdl ismert Rockafellar tételének segitségével igazol-
haté, hogy léteznek az optimaélis ¢, ¢ fiiggvények, valamint min (KP) = max (DP).

X =Y = R esetén kiilonos jelentdséggel birnak a c(z,y) = |z — y|P alaki
koltségek (1 < p < +00). Ebben az esetben értelmezhetjiik minden u, v € P,(R)
esetén az un. Wasserstein-metrikat, mint

Wyl =mind [ - ypasten sy e
Rd xR4
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W, metrizalja a valészinfiségi mértékek gyengye-* topolégidgjat. A (P,(RY), W,)
teret Wasserstein-térmek nevezziik. Természetesen ezen terek megszerkeszthetéek,
ha (R?, |z — y|) helyett egy altaldnos (X, d) metrikus teret tekintiink.

Az elmult 25-30 évben az optimalis transzport elmélet Oriasi fejlédésen ment
keresztiil. Valéjaban Y. Brenier és R. J. McCann voltak azok, akik lefektették az
elmélet mai arculatdnak alapjait. A kovetkezOkben ismertetjiik Y. Brenier tételét
az optimalis transzport leképezések 1étezésérol és jellemzésérdl.

3.1. TETEL. (Y. Brenier, 1987, [5]) Legyenek pu,v € P(Q), ahol Q C R?
kompakt.  Tekintsiik tovdbbd a c(xz,y) := h(z — y) koltségfiiggvényt, ahol
h:Q — RU{+oo} egy szigorian konvex fiiggvény. Ekkor létezik egy opti-
mals v € P(Q x Q) terv a (KP) probléméaban. Ha u < L£¢, akkor vy egyértelmt,
létezik egy egyértelmii T optimadlis transzport leképezés az (MP) problémédban
és v = (id,T)xp. Tovabbd, léteznek o, : Q@ — R optimdlis Kantorovich-
pontencidlok a (DP) problémdban és

T(z) :=x — (Vh)"Y(Ve(z)).

Megjegyzés.

(i) A fenti tétel eredetileg a c(z,y) = |z — y|* koltségfiiggvényre volt meg-
fogalmazva, de kiillondsebb nehézség nélkiil felirhaté minden

c(z,y) = hz —y)
alaku fiiggvényre a megadott feltételekkel (1dsd [11]).

(i) A tétel feltételei koziil a u < L9 feltétel (u abszolit folytonos a
d—dimenziés Lebesgue-mértékre nézve) kicserélheté arra, hogy
1(A) = 0 barmely A C Q, ahol A Hausdorff-dimenzidja (d — 1) (lasd
[11]).

(iii) Y. Brenier tételét megfogalmazhatjuk kompakt Riemann-sokasigok
esetében is, ahol a koltségfiiggvény c(x,y) = d?(x,y), és d a soka-
sdgon értelmezett Riemann-tavolsag. Ez az eredmény R. J. McCann
nevéhez flizédik (lasd [24]).

3.2. Benamou—Brenier-formul4cié és geodetikusok (P,(R?),W,)—ben

J.-D. Benamou és Y. Brenier egy dj formuldciét adtak az (MP) és (KP) optimé-
lis transzport problémaknak (lasd [4]). Otletiik a folyadékmechanikabél ered. Pon-
tosabban a folyadékmechanikdban ismeretes n. euleri modellek ihlették a kuta-
tékat a kovetkezd probléma felirdsara. Adott pu,v € P,(RY) esetén tekintsiik a
kovetkezd problémat

1
inf {/ /d |’Ut|2dpt(l')dt : atpt + V- (Ptvt) = 0, pPo =MW, p1 = I/} . (BB)
0 JR
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A fenti probléméban az optimalizélds minden (p, v) id6fiiggé (a [0, 1] idSinterval-

lumon) mérték és vektormezd pdros szerint torténik, amelyen gyenge megolddsét

képezik a felirt folytonossagi egyenletnek a p kezdeti és v végsé peremfeltételekkel.
Ismét konvex analizisbeli technikdkat hasznélva igazolhatjuk, hogy

W22 (1, v) = min (BB),

ahol Wy (-, -) a fentebb bevezetett Wasserstein-metrika.

A (BB) probléma megolddsa sordn szerkesztiink egy optimélis mértékgorbét
[0,1] 2t — py € P(Q) és egy vektormez6t, amelyek megoldanak egy folytonossigi
egyenletet. A t — p; gorbe Osszekoti a p és v mértékeket gy, hogy kozben
kinetikus energidt, in. hatdst (ang. action) minimalizal. Ebbél a szempontbdl a
pr gorbét geodetikus vonalak tekinthetjiik a Wasserstein-térben. Természetesen
a (BB) problémét megfogalmazhatjuk &ltaldnosan barmely W, (1 < p < 400)
metrika esetén.

A geodetikus vonalakat méasképpen is értelmezhetjiik, R. J. McCann interpo-
ldcidja segitségével. Tételezziik fel, hogy p < £ és v < L (&ltaldnos esetben a
traszport leképezések helyett transzport tervekre kell térni), valamint tekintsiik a
kvadratikus esetet. Ekkor egyértelmiien 1étezik egy optimalis transzport leképezés
T, megoldasa az (MP) probléménak. Ertelmezziik minden ¢ € [0,1] esetén a

Ty := (1 — t)id 4 ¢T

leképezést és a
pr = (Ti)#H

gorbét. Ez a gorbe egy geodetikus vonalat eredményez, amely Gsszekoti a p és
v mértékeket, valamint a megfelelé v; vektormezovel — amelyet megadhatunk a
v := (T —id) o T;"* formuldval — megoldésa a (BB) probléménak. Ezzel a szer-
kesztéssel R. J. McCann eredeti motivacidja egy 1j konvexitasi fogalom bevezetése
volt. Ha funkciondlokat értelmeziink a Wasserstein-téren, és optimalizalasi felada-
tokat szeretnénk megoldani ezen funkciondlok segitségével, jogosan fogalmazzuk
meg a kérdést, hogy melyik lenne a legtermészetesebb konvexitasi fogalom ezen
keretek kozott. Erre a kérdésre a mar emlitett [23] dolgozat adja a valaszt, amely
ilyen geodetikusok mentén vett konvexitast értelmez, amit a szerz6 elmozdulds
konvezitdsnak (ang. displacement convexity) keresztel.

Ebben a szovegkornyezetben megemlitjiik F. Otto munkéjat is (lasd [28]), aki
els6k kozott fogalmazta meg a Wasserstein-terek ezen jellegii differencidlgeometriai
vonzatait. fgy a szakirodalom mai alldspontja szerint nyilvanvald, hogy a val6szi-
niliségi mértékek Wasserstein-tere, (P,(X), W,) ebbél a szempontbdl egy végte-
len dimenzids sokasagnak tekinthetd, amelyet differencialis struktirdval lathatunk
el. Ez a meglatas kaput nyitott a metrikus mértékterek egzotikus strukturainak
mélyebb megismeréséhez. Itt megemlitenénk idézés nélkiil f6ként C. Villani,
J. Lott, K.-T. Sturm, L. Ambrosio, N. Gigli, G. Savaré és masok munkait, amelyek

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



ATLAGTERJATEKOK 11

robbanadsszertien kezdik feltarni ezt a 20 évvel ezel6tt még szinte ismeretlennek vélt
vildgot. Manapsdg példaul (Ricci) gorbiilet fogalommal tudunk elldtni metrikus
mértéktereket és héfolyamot tudunk értelmezni ugyanitt. Es mindezt az optimalis
transzport elméletnek kdszonhetden.

Az optimadlis transzport elmélet mélyrehaté naprakész eredményeit megtalaljuk
a Fields-dijas C. Villani két monografigjdban (lasd [31, 32]), L. Ambrosio, N. Gigli
és G. Savaré monografidjaban (lasd [3]), valamint a F. Santambrogio monografid-
jaban (lasd [30]).

4. MFG-rendszerek variaciés megfogalmazasa: kapcsolatok
Benamou-Brenierrel

Ebben a fejezetben egy masik szempontbdl vizsgaljuk meg az MFG-rendszereket.
Az eddig bemutatott optimadlis vezérlés alapti megfogalmazas, valamint a kiilon-
boz6 PDE-technikdk alkalmazasa mellett az (MFG) tipusi rendszerek hozzdrendel-
het6k variacidészamitashoz kapcsolédé probléméakhoz.

Valéban, formélisan az (MFG) rendszer felfoghat6, mint a kovetkez6 varidcids
probléma optimalitési feltétele:

(m,}ﬂ%g’cp /OT /Td {m(t,x)L (:1:, m) + F(I,m(tvgj))} dedt—+

(2)
/ g(x)m(T, x) dz,
Rd

ahol

Kp:={(m,w) € Xp x Yp : Oym — vAm + div(w) =0, m(0,2) =mo},
és F(x,m) := / f(z,s)ds, valamint mg € L>(T9), amely teljesiti az mg > 0
0

és moda = 1 feltételeket. A fenti probléméaban felirt funkciondl val6éjaban az
Td
(MFG) rendszer energiafunkcionéljanak tekinthetd.

Itt az X p és Yp terek fiiggvénytereket jelolnek, amelyek természetesen fiiggenek
az L Lagrange-fiiggvény és az F' novekedésétl. A Kp halmaz definicigjaban vett
Fokker—Planck-egyenletet a megfel6 gyenge értelemben terkintjiik. A késobbiekben
részletezziik ezen terek tulajdonsagait, valamint tovabbi részletek megtalalhatoak
a [7] és a [8] dolgozatokban.

A fenti probléma a Fokker—Planck-egyenlet egy optimélis vezérlési feladatdnak
tekinthets. A figyelmes olvasé ezen probléma olvasédsa sordn felismerheti a kapcso-
latot az imént emlitett Benamou-Brenier-formulaval (14sd (BB)). Valéban, v =0
és f = 0 esetén, valamint L(z,p) = H(z,p) = |p|* megvélasztdsival majdnem
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a (BB) probléméhoz jutunk. Pontosabban, ahhoz, hogy az {gy megfogalmazott
probléménak értelme legyen, egy végsd siirtiséget (mgp € P(T?)) is meg kellene
adni. Ebben az esetben a rendszer egyenletei (mivel nincsen kapcsolat a kett6
kozott) kiilon-kiilon is megoldhatdak.

Lathato, hogy az el6z6 szemléltetés teljes mértékben formalis. El6szor is, egy-
altaldn nem vildgos, hogy a fenti probléménak létezik-e megolddsa (ez természete-
sen kapcsolatban van az Xp x Yp tér megvélasztdsaval). Mdasodszor, ha igazolni
is tudjuk a létezést, utdna sem vildgos a optimalitasi feltételek szdrmaztatasa.
Gyakorlatilag, sziikségiink lenne a fenti funkcional Gateaux-szubdifferencidljanak
a felirdsara. Ez viszonylag nehézkes kérdésnek bizonyul. Idofiiggetlen problémak
és viszonylag regularis mértékek esetén, hasonlé funkciondl szubdifferencidljanak
jellemzése megtaldlhaté a [26] dolgozatban.

Az optimalitasi feltételek levezetése és a létezés igazoldsa érdekében bevezet-
jiik a (2) probléma dudlisdt (konvex analizis értelemben). Tekintsiik a kvetkezd
problémat:

inf /0 » F*(z,a(t,z)) dadt — / u(0, x)mo(z) dz, (3)

(u,a)eKp Td

ahol
Kp:={(u,a) € Xp x Yp : —0wu(t,z) — vAu(t,z) + H(z, Vu(t,z)) = alt, ),
w(T,z) = g(x)},

és az F'* az F fiiggvény masodik valtozdja szerint vett Legendre—Fenchel-transzfor-
maltja. Ez a probléma a viszkézus Hamilton—-Jacobi-Bellman-egyenlet optimalis
vezérlési feladatanak tekinthetd.

Innen is latszik, hogy az MFG-rendszerekben szereplé HJB-, valamint FP-
egyenletek valéjaban egymds dudlisai. A kozelmultban f6ként P. Cardaliaguet és
munkatdrsai nagy mértékben tanulmanyoztak hasonlé tipusi problémaékat (14st [7,
8,9)). fgy elmondhatjuk, hogy ebben a kontextusban valamelyest sikeriilt az MFG-
rendszerek gyenge megolddsainak vizsgalata, mélyebb megértése. A kovetkezékben
szemléltetjiik P. Cardaliaguet és P. J. Graber gyenge megolddsait.

4.1. P. Cardaliaguet és P. J. Graber gyenge megoldasai

P. Cardaliaguet és P. J. Graber tobbnyire els6rendii rendszereket tanulméanyoz-
tak, de a gondolatmenet miikodik &ltalanosabb, méasodrendii rendszerek esetén is
(last [9]). Ezért a tovdbbiakban mi is elsérendii rendszereket tekintiink, vagyis
v =0 (a bemutatott eredmények megtaldlhaték a [7, 8] dolgozatokban).

Tekintsiik a kovetkezo feltételeket:

1. (Feltételek a kezdeti és végs6 adatokra.) Legyen mg egy folytonos valészi-

niiségi mérték T¢—n, amely abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve,
és mg > 0. Tovabba legyen g : T — R Lipschitz-folytonos.
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2. (Feltételek a Hamilton-i fiiggvényre.) Legyen H : T? x R? — R folytonos
mindkét véaltozoban, konvex és differencidlhaté a maéasodik véltozéban, és
VpH folytonos mindkét valtozéban. Tovdbba H novekedése szuperlinearis
a gradiens valtozéban: létezik r > 1 és C' > 0 th.

1 c
- C<H < Zlp|” 4
rclp\ C<H(z,p) < . Ip|" + C, (4)

H*(z,-) az el6bbi feltételek miatt teljesiti a

1
r'C

’ « C r
lgI" —C < H*(z,q) < —lq" +C (5)
T

feltételt, ahol r' az r konjugdltja, vagyis 1/r + 1/r" = 1.

3. (Feltételek a kapcsolatot teremtd fiiggvényre.) Legyen f folytonos

T? x (0, +00)—n, szigoriian névekvé a méasodik valtozéban, és f(xz,0) = 0.
Tovabba teljesiiljon a kovetkezd novekedési feltétel: létezik C' > 0és g > 1
dh.

1
6|m|q_1 —C < f(z,m) <Clm|T™  +C, Ym > 1, (6)

ahol a kapcsolatot az r és a ¢ kozott az r > max{d(q—1), 1} feltétel képezi.
Hasonlé novekedési feltétel fogalmazhaté meg az F' fiiggvényre is:

1
E|m|q—C§F(x,m)§C|m|q—|—C, Ym > 1. (7)

A fenti feltételek mellett P. Cardaliaguet f6bb eredményei a kovetkezdk: legyen
Xp x Yp:=LY(0,T) x T¢) x L*((0,T) x T%RY).
Legyen Kp azon (u, ) € BV ((0,T)xT%) x L*((0,T) x T%) parok halmaza, amelyre
Vu € L"((0,T) x T4 R?), u(T,-) < g trace értelemben, ay € LP((0,T) x T%)
(p=q*), ue€ L>®((t,T) x T?) minden ¢ € (0, T) esetén és
—Owu+ H(z,Vu) < a,

disztribtcié értelemben.
Ekkor a (2) probléménak van megolddsa a Kp halmazon, valamint a (3) prob-
lémanak van megoldésa a Kp halmazon, és a dualités teljesiil. Pontosabban

min (2) =— min (3).

A dualitasbdl konnyen levezetheték az optimalitési feltételek, amelyek a kovetkezd
MFG-rendszert eredményezik.
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4.1. Definicio. (MFG-rendszer gyenge megolddsai) Az
(u,m) € BV((0,T) x T%) x L((0,T) x T%)

az (MFG) rendszer gyenge megolddsa, ha

1. Vue L"((0,T)xT4) és mf(x,m), mH*(x,—V,H(z,Vu)) és mV,H (x, Vu)
integralhatdak;

2. wu teljesiti az elsérendii HJ-egyenlGtlenséget
—Owu+ H(z,Vu) < f(x,m)
disztribicié értelemben, az u(t,-) < g peremfeltétel teljesiil trace értelem-
ben, valamint teljesiil a kovetkez6 egyenléség
T
/ m(t, z){H (xz, Vu(t,z)) — Vu(t,z) - V,H(z, Vu(t, x))
Td
— f(z,m(t,x))} dedt
= [ {o@)m(T.2) — u(0.z)mo(a)}

3. m megoldésa a folytonossédgi egyenletnek
oym — div (mV,H(x,Vu)) =0, ((0,T) x T%) —ben, m(0,-) =mq
disztribuicié értelemben.

A fenti értelmezésbol konnyen levezetheté a HJ-egyenlet kdvetkez6 felirdsa:
(78tu)ac + H(l’, Vu(t, l’)) = f(xa m(tv Z))

m—majdnem mindenhol ((0,7)xT¢)—ban, ahol (—d;u)>® a —J;u mérték Lebesgue-
mérték szerinti abszolit folytonos részét jeloli. A [8] f& eredménye a kovetkezd
tétel:

4.1. TETEL. (Létezés és parcidlis unicités)

(i) Legyen (m,w) € Kp egy minimizalé a (2) problémdban és (u,«) € Kp
minimizalé a (3) probléméaban. Ekkor (u,m) az MFG-rendszer gyenge
megolddsa a 4.1 értelmezés értelmében. Tovabbd a(t,z) = f(xz, m(t, x))
majdnem mindenhol.

(ii) Forditva, ha (u,m) gyenge megolddsa az MFG-rendszernek, akkor
létezik w, ¢ tth. (m,w) € Kp minimalizdlé a (2) problémdban, és
(u, @) € Kp minimalizalé a (3) problémdban.
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(iii) Ha (u1,m1) és (u2,ms2) két gyenge megolddsa az MFG-rendszernek,
akkor my = mg majdnem mindenhol, és u; = us majdnem mindenhol
az {my > 0} halmazon.

Lathato, hogy a fenti tétel segitségével meg tudjuk alapozni a lokalis kap-
csolattal elldtott rendszerek (gyenge értelemben vett, de alapos) szdrmaztatdsat.
Tovabba megjegyezziik azt is, hogy az ilyen értelemben vett gyenge megoldasok
globdlis regularitdsa (ami sziikséges lenne ahhoz, hogy kovetkeztessiink arra, hogy
ezek a megolddsok val6jdban klasszikus megolddsok) egyel6re nyflt kérdésnek bizo-
nyul ebben a témakorben.
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MEAN FIELD GAMES: FROM OPTIMAL CONTROL TO OPTIMAL TRANSPORT

ALPAR RICHARD MESZAROS

With the present paper we provide a short survey to the recently introduced theory of Mean
Field Games. After the optimal control formulation of these systems and the analysis of Nash-
type equilibria notions, we use the modern theory of optimal transportation to describe some
Mean Field Games via a variational characterization. With the help of the so-called Benamou-
Brenier formulation of the optimal transportation problem we study the existence and unicity of
weak solutions of some Mean Field Game systems with local couplings.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



Alkalmazott Matematikai Lapok 33 (2016), 19-25.

A VEGES SZOHOSSZBOL ADODO KORLATOZAS HATASA |
GEOMETRIAI ADATOKBOL SZAMITOTT SZAMJEGYVEZERLESU (NC)
PROGRAMOK SZERKESZTESENEL

DR. VOROS GABOR

1. Bevezetés

A 32 bites széhossziisdgu lebegépontos dbrazolds esetén (1 bit eldjel, 7 bit
karakterisztika, 24 bit mantissza) a reprezentcié pontossiga 2724, azaz 107".
Jéllehet az dbrazolhaté legnagyobb és legkisebb szdm 49,2 10'8, a pontossigon a
kovetkezoket kell érteni:

— Azonos karakterisztikdk esetén két, M hosszisdgu (esetiinkben 24 bites)
mantissza Osszeadasakor tilcsordulas keletkezik, és az eredményt egy bittel
jobbra kell 1éptetniink (a bindris tortvessz6 a bal oldalon van). Amennyi-
ben ez a bit zérus értékli volt, hibat nem kovettiink el, logikai 1 esetén
viszont +2~M nagysigu hiba 1ép fel attdl fiiggden, hogy a szédm pozitiv,
vagy negativ volt-e. Ennek a hibanak a szérasnégyzete 62 = 2=M /2.

— Amikor pedig két M bites mantisszaji gépi szét osszeszorzunk, az eredmény
2M (esetiinkben 48) bites mantisszdju gépi sz6 lesz. Mivel az dbrézolds
miatt az eredményt Ujbol M bitszamra kell visszaléptetniink, hibat kove-
tiink el, amelynek szérdsnégyzete 07 = 272M /12.

2. A jelenség

Geometriai adatokbdl szdmitott szdmjegyvezérlési (NC) programok szerkesz-
tésénél (elemszamitaskor) a bevezetében korvonalazott csonkitdsi hibak csak akkor
okoznak nehézséget, ha egy adott szamitasi médszerrel meghatarozott kérpontok
egy ezt kovetd masik modszerrel (a koron fekvés ellendrzésekor) a megengedett
hibat meghaladva is eltérést jeleznek a kor keriiletétol.
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3. Elemzés

Két kor metszése esetén a metszéspont a kdvetkez6k szerint szamithato:

ahol C,D a sugarak
G, H az egyik kor kozéppontjanak z, y koordinatéja
IJ a masik kor kozéppontjanak x, y koordinatdja
X, Y a keriileti metszéspontok
T a kozéppontok tavolsaganak négyzete

Ha bevezetjiik a kovetkezo jelolést:

R=1-G, (1)
akkor
R/\/T az « szog koszinusza,
valamint
S=J—-H (2)
esetén

S/NVT az a szog szinusza.
T értékét Pithagordsz tételével S és R-bol szamithatjuk:

T=25%+R. (2a)
A [@Q — G, H — X,Y] hdromszdgben
C*=U?-T+V?%.T, (P1)
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mig a [@Q — I, J — X, Y] hdromszégben
D?*=(1-U?-T+V?.T. (P2)
A (P1) jelli egyenletbél kivonva (P2)-t kapjuk:
C?-D*=U?>T-T+2-U-T-U?-T,

igy o ,
- D2+ T
U=—-—_—- "7 3
2T (3)

V:i\/%sz2 (4)

Ez egyben az elrendezés diszkriminansa: U? > T?/2 esetén a két kornek nincs
egyetlen kozos pontja sem.

A keresett metszéspont X koordinatajat az alabbi abra szerint hatarozhatjuk
meg;

és (P1)-bél:

X:G—&—U-\/Tcosoz—V-\/Tsinoz,

de
cosa=R/NT & sina = S/VT.

gy

X=G+U-R-V-S (5)
hasonlé okoskodéssal kapjuk, hogy

Y=H+U-S+V-R. (6)

Amennyiben a két kor

(X -G)?*+ (Y -H)?*=0C?
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illetve
(X —D)?+ (Y —J)*=D?

egyenleteibdl a fenti geometriai jelentéstartalomtdl fiiggetleniil fejezziik ki X, Y
értékeit, ezeket mintegy 50 %-kal tobb elemi miivelet révén kaphatjuk csak meg
az (1)-t6l (6) jelli szamitasokkal szemben (l4sd Fiiggelék).

Ezutan kovetkezik a koron fekvés ellendrzése: megmunkéldskor minden NC
mondat kezd6 és végpontjara nézve Osszevetés torténik a megadott kozéppontra
nézve, azaz az 1-jelii kor esetén:

VIXT-G2+Y1-H?2-/(X-G)2+(Y —H)2=1

vagy

VX -G2+Y -H2-C=49

értékét a szerszamgép mechanikai pontossdgnak figyelembe vételével allapitjuk
meg (a gyakorlatban ez 3-5 mikron szokott lenni).
Végezziik most vizsgdlatunkat csak pozitiv szamokra.
A korlatozott bitszam hatdsa igy nyilvdnul meg, hogy egy adott A érték helyet
egy A’ szerepel és
A=A+ Aa,

ahol Aa-val jeloltiik a csonkitdsi hibat.
Most mér (5) és (6) ezzel a formalizmussal dtirhaté:

X=X"+Az=G+ (U + Au) - (R + Ar) — (V' + Av) - (§' + As),
Y=Y +Ay=H+ (U + Au) - (S + AS) — (V' + Av) - (R + Ar).

Amennyiben a helyzetet ugy egyszerusitjiik, hogy Ar = As = 0 legyen, akkor
R =R és S’ =8,
igy frhaté

X' +Az=G+U - R-V'-S—Av-S+ Au-R,
Y +Ay=H+U -S—V'-R+Av-R+Au- S,

azaz

Ar=—-Av-S+ Au- R,
Ay=Av-R+ Au-S.
Amennyiben R > S akkor el6fordulhat, hogy Ax > 0 és Ay < 0. fgy arra a

meglep6 kozbenso eredményre jutunk, hogy pozitiv szdmok esetén is eléfordulhat,
hogy csonkitott érték (pl. Y’) nagyobb lesz az elméletileg pontos értéknél (V).
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4. A probléma

A jelenség fellépésének sziikséges feltétele, hogy példaul a 2-jelii korre

A=/I-X —Ax)2+(J-Y' +AY)2 + /(I - X")2+ (J-Y')?

az altalunk megadott (példdul 3 mikron) értékii hibahatért meghaladja. A prob-
léma az, hogy hogyan lehetne megadni azoknak az elrendezéseknek C, D és /T
értékeitol fiiggd halmazat, melyre nézve a fenti Osszefiiggés teljesiil.

Ezen szamhalmaz ismeretében remélhet6 lenne, hogy a helyesbités is korrekten
elvégezhetd.

5. Heurisztikus helyesbités

Az elvi kritérium hidnydban az X', illetve Y’ értékeket a kovetkezSk szerint
helyesbithetjiik:

A (9)-b6l kapott A értékével D-t D-re mddositjuk:
D = D — A szerint,

azaz ellenkezOen véltoztatjuk meg, mint amit a ,,tallovés” okozott.

Ezek utan 1jbdl dtszamitjuk a (3)-t6l (9) dsszefiiggéseket, de most mér D-vel D
helyett. Szerencsés esetben remélhetd, hogy A 1j értéke kisebb lesz a megengedett
hibahatarnél.

6. A probléma heurisztikus megkeriilése

A vildgszerte alkalmazott médszer a nagyobb bitszamu széhossz bevezetése (64
bites lebegépontos dbrazolas). Ilyenkor a csonkitdsok abszolut értékének nagysdg-
rendekkel kisebb volta miatt az NC-gyakorlatban hasznalt eddigi értékek esetén a
jelenség nem lépett fel.

A probléma elvi megolddsanak hidnydban azonban nincs kizarva, hogy a je-
lenség fellépése nagyobb széhossz esetén se fordulhasson elé. Lehetséges azonban,
hogy ekkor ez mar a mérnoki gyakorlat szamara érdektelenné is vélik, ezért a jelen
sorok szerzGje tovabbi vizsgdlatok folytatasanak lehetOségére hivja fel az érdek-
16d6 Olvasé szives figyelmét. Javasolhaté az tjabban ,divatos” kaotikus jelenség-
ként torténd kezelés is, hisz a jelenség determinisztikus és a ,kdoszt” nem filozdfiai
értelemben hasznélva meghatarozhatok lennének a kaotikus attraktorok.
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7. Fiiggelék
A metszéspontok kiszdmitasa pusztan algebrai médszerrel az

(X -G+ (Y —H)?=C? (A)
(X —D)?+ (Y —J)*=D? (B)

egyenletrendszer megoldasat jelenti.
Elvégezve a négyzetre emeléseket, majd (B)-t kivonva (A)-bol:

2X(I -G)+G* —I?=C* - D*(Y —H)* + (Y — J)%,

ebbdl
X=R+S5"Y, (©)

ahol

I?-G*+C?-D?+J% - H?
= D
R 21— G) (D)
és
H-J

- < E
S=1—¢ (E)

(C)-t behelyettesitve (A)-ba
Y2(1—S%) +Y(2RS —2J —25G) + R* —2RG + G* + H* — C*? = 0.
Ha bevezetjiik hogy,
T=RS—-J-SG (F)
és
W =R?-2RG +G*+ H* - C? (G)

azt kapjuk, hogy

T+ JT?— (148 W

Y 1452 (H)

A (C)-t6l (G)-ig terjed egyenletek 17 szorzdst, 3 osztdst és 19 6sszeaddst /kivondst
frnak eld, szemben az (1)-t6l (6)-tal, ahol 9 szorzds, 2 osztés, 10 Osszeadas/kivonds
szerepel, amit bizonyitani kellett.
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Meg kell még jegyezni, hogy a megvalésité programban egy dontést kell végezni,
hogy I — G nem nulla-e? Amennyiben igen — azaz Y tengellyel parhuzamos egye-
nesen fekvd kézéppontok esetén — egy, az X /Y -ra nézve szimmetrikus kifejezéseket
ado levezetést kell haszndlnunk. Itt a nevezSben J — H fog szerepelni, amellyel
a szamolds mar elvégezhet6. J — H nulla esetén két koncentrikus korrél van szd,
amelynek nyilvan nincs, vagy — egybevagdsaguk miatt — végtelen sok kézos pontja
van.

(Beérkezett: 2015. december 6.)

DR. VOROS GABOR

Az SzKI nyugalmazott villamosmérnoke

1036, Budapest, Uszély utca 12

dvg@kabelnet.hu vagy eddig vorosg37@gmail.com

EFFECTS OF TRUNCATION IN CALCULATING DATA
FOR NUMERICALLY CONTROLLED MACHINE TOOLS

DR. GABOR VOROS

Truncation errors can cause a problem in dispatching geometrical data for NC machine tools.
I. e: calculations of intersection points give a result of off-the-circle result with final checks. In our
practice the permissible difference was 3 microns and mantissa-length of floating point data was
24. In metal working, the generally accepted method is to apply longer word-lengths. Pointing
out that even with this, theoretical occurance can not be excluded, we give a heuristic method
of solving the problem. Finally, with a hint, we call the attention toward further development
with chaotic attractors.
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KARBANTARTASI PROJEKTEK MATRIX ALAPU TERVEZESE

KOSZTYAN ZSOLT TIBOR, PRIBOJSZKI-NEMETH ANIKO, KOVACS ZOLTAN

Az iitemezési feladatok koziil az egyik legnehezebb probléma, amikor
egy projekt soran a tevékenységek id6-, koltségigényei mellett a projekt
minéségi paramétereit harmonizalnunk kell egymédssal. Feltételezziik, hogy
az 1d6-koltség és a karbantartas esetében a rendszerelemek javito-megel6zo
tevékenységek hatdsaként fellép6 megbizhatésag novekedése kozott vala-
milyen fligg-vénykapcsolat 1étesitheté. Ha pl. egy projektet révidebb idé
alatt kell elvégezni, akkor az tobbletkoltséget igényel. Ugyanigy tobbletkolt-
séggel jarhat egy magasabb rendszer szintii megbizhatésag elérése. A szak-
irodalom ezeket a problémdakat time-cost-quality trade-off problem (TCQTP)
problémaosztalyba sorolja, ahol ebben a példaban a mindségi paraméter a
rendszer megbizhatdsdganak novekedése lesz. Amennyiben az id6, a koltség
és a minéség kozott az un. atvaltdsi fliggvény diszkrét, akkor ez a prob-
léma bizonyitottan NP-nehéz feladat. Cikkiinkben bemutatjuk, hogy a meg-
el6z6 karbantartasi projekt is kezelheto és visszavezethet6 ilyen problémava,
ugyanakkor ehhez ki kell terjeszteniink az eredeti problémaosztalyra kifej-
lesztett médszerek alkal-mazasi kereteit. Egy karbantartdsi projekt ugyanis
tartalmazhat, s6t legtobbszor tartalmaz is korfolyamatokat. Egy megelézé
karbantartasi projekt célja, hogy egy rendszer berendezési elemeit javitva a
rendszer megbizhatdsagat novelje, ugyanakkor egy meghatarozott minimalis
megbizhatdsagi, vagy rendelkezésre dllasbeli javulashoz dltaldban nem fogjuk
valamennyi berendezéselemet javitani, hanem ebbdl ki kell vélogatni azokat a
javité megel6zo6 tevékenységeket, melyek az elvart minimélis megbizhatésag-
javulas érdekében elengedhetetlenek. Eppen ezért a hagyomdanyos haldter-
vezési médszerekkel szakitva olyan métrix alapt mddszerek alkalmazdsa felé
fordulunk, melyek képesek kezelni a bizonytalan tevékenység-el6fordulasokat
és a bizonytalan tevékenységkap-csolatokat is, ezaltal kiterjesztve az eredeti
problémat sztochasztikus haléstruktiurdk kezelésére is.

1. Bevezetés

A berendezések komplexitasa folyamatosan né, ezzel parhuzamosan a karban-
tartas targykore mara mar nemcsak a berendezések allapotdnak megoOrzésével és
helyredllitdsaval foglalkozik, hanem kiterjedt a berendezések egységeire is. A gaz-
dasagi kényszer és a megbizhatésaggal szembeni kovetelmények arra 6sztonzik a
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vallalatokat, hogy noveljék a termel6 berendezéseik megbizhatésagat, ugyanakkor
ésszerlisitsék a karbantartdsi és javitasi koltségeket és az tizemfenntartds hianyos-
sdgaira visszavezetheté hibakat. A nagyobb karbantartasi feladatok in. karban-
tartdsi projektekbe szervezheték. Ezek a karbantartdsi projektek (idé-, koltség- és
eréforras)korlatok kozé szoritjdk a teriilet szakembereit. A lehetd legrividebd idd
alatt kell a lehetd legnagyobb mértékben javitani a rendszer megbizhatdsdgdt vagy
a rendelkezésre alldsdt ugy, hogy a felhasznalt kioltségeink minimdlisak legyenek.

A feladat komplexitdsat mutatja, hogy egyszerre kell megoldanunk egy pro-
jektkivélasztasi (project screening) és egy, a tevékenységek 1d6-koltség-minbség
paraméterei kozotti dtvaltasi problémdt (time-quality-cost trade-off problem): bar
valamennyi berendezéselem megbizhatésagéanak javitdsiara meghatarozhaté egy
vagy tObb javito-megel6zé tevékenység, még egy Un. nagyledllds esetén — ami-
kor szinte valamennyi berendezéselemet feliilvizsgaljuk — sem fogjuk az Osszes
lehetséges javito megel6z6 tevékenységet végrehajtani. Az els6 kérdés, amit ilyen-
kor meg kell vélaszolnunk, hogy egy adott koltség- és idékeret esetén vajon mely
tevékenységeket kell/lehet majd végrehajtani?

A tevékenységeket altalaban tobbféleképpen is meg lehet valdsitani, melyekhez
kiilonbo6z6 koltség, idé és mindségi paraméterek rendelheték. A projektmenedzser-
nek e paraméterek figyelembevételével kell egyensulyoznia, hogy valamennyi javito-
megel6z6 tevékenységet a(z id6-, koltség)korldtokat nem tillépve végre tudja haj-
tani/hajtatni.

A feladat specialitdsa, hogy itt az in. mindségi (quality) paramétert a megbiz-
hatdséagi értékek javulasabdl fogjuk szadmolni, ami nem trividlis feladat. A rend-
szert lefré in. meghizhat6ségi diagram (angolul: Reliability Block Diagram, révi-
ditve: RBD) akdr teljesen mds struktirat is kovethet, mint amilyen struktirét
maga a karbantartdsi projekt kovet. Egy berendezés elemhez altalaban tobb
javité-megel6z6 tevékenység is rendelhetd, melyek hatasara névekedhet a berende-
zés elem megbizhatdsaga és ezaltal a rendszer megbizhatdsiga is, vagy egy mésik
szamitasnal a rendszer rendelkezésre allasa. Egy berendezéselem minden 6nallé
karbantartdsi egységet képezd géprész, melynek/melyeknek meghibdsodédsa sordn
a karbantartds helyszinén azt/azokat tovdbb nem bontjdk.

Ebben a tanulmanyban olyan, a kutatdsunk soran kifejlesztett méatrix alapu
karbantartds-tervezési médszert (Matrix-based Maintenance Management Method
= M*) mutatunk be, amelyet sikerrel lehet alkalmazni berendezések karbantarta-
sanak tervezésére. Célunk, hogy a mddszer alkalmazasaval atlathatébba, egysze-
riibbé tegyiik az egyébként is bonyolultnak tiné karbantartas-tervezést. Tessziik
mindezt gy, hogy a maximalizalt rendszermegbizhatdsag elérése érdekében torek-
sziink a berendezésegységek minél magasabb megbizhatdsagara is amellett, hogy
a vallalat altal tamasztott koltség- és idéterven beliil maradjon az eredményként
kapott karbantartdsi projektvéltozat/-struktiira.
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2. Szakirodalmi attekintés

Mivel a javasolt mdédszer kombinalja az tn. atvaltasi modszereket a projekt-
kivalasztasi eljarasokkal, igy e fejezetben elsOsorban e teriileteket tekintjiik at.
A legtobb koltség-id6 atvaltasi probléma mar 6nmagaban is altaldban kombinato-
rikus, in. NP-nehéz feladat (14sd: 2.1. alfejezetet). A feladatot tovdbb bonyolitja
a megbizhatdsagi paraméterek meghatarozasa, illetve ezek tervezés soran torténé
figyelembevétele, igy ezzel a teriilettel is kiilon foglalkozunk a 2.2. alfejezetben.
A karbantartds- és projekttervezésnek egy matrix alapi modell szolgaltat keretet.
A 2.3. alfejezet bemutatja, hogy hogyan lehet a projekttervezési eljarasokat egy
matrixos modellben kombinalni.

2.1. Id6-koltség atvaltasi modszerek

Az id6- és koltségesokkentési eljarasok mar tobb mint 6tven évre tekintenek
vissza. Az els6k kozott még Fulkerson [13] foglalkozott olyan feladatokkal, ahol a
tevékenységek idGtartama és a koltségigénye kozott feleltetett meg egy folytonos
figgvényt. Feltételezte, hogy amennyiben egy tevékenységet rovidebb idé alatt
kell végrehajtani, akkor ahhoz t6bb emberi eréforras, dragabb technolégia, vagyis
tobb (kozvetlen) koltségigény fog tarsulni. A probléma e véltozatdt folytonos
koltség-id6 atvaltési problémanak, angolul Continuous Time-Cost Trade-off Prob-
lem (CTCTP) nevezik. A nyolcvanas évekig nagyon élénk kutatds folyt ezen a
teriileten. Az id6- és koltségigények kozott nemesak linedris [18], hanem konvex
[2], [26], s6t konkév [11] fiiggvénykapesolatokat is tudtak kezelni.

A folytonos &atvaltdsi problémak &ltaldban nagyon gyorsan megoldhatok.
A linedris id6-koltség atvaltasi problémékat visszavezetve minimélis koltségii folya-
mokra kozel linedris futdsidében végrehajthaté algoritmusokat kaphatunk (lasd
pl. [15], [16], [29]).

A valdsagot azonban sokkal jobban modellezi az atvaltdsi probléma diszkrét
valtozata. Nehezen elképzelhet6 ugyanis folytonos fiiggvény a tevékenységek id6-
tartama és pl. az emberi eréforrassziikséglet kozott. Ugyanigy nehézkes folytonos
fiiggvényekkel jellemezni egy koltségesebb, de id6takarékosabb technolégia alkal-
mazasanak hatasat.

A diszkrét modellben tgynevezett végrehajtasi médokat hatarozunk meg.
Ehhez tartoznak id6- és koltségadatok. Altaldban itt is feltételezziik, hogy a
végrehajtasi idétartam csokkentése tobbletkoltséggel jar (1dsd az 1. tablazatot).
Mindkét véltozat esetén szamos célfiiggvényt hatdroztak meg a legegyszeriibbektél
(pl. legrovidebb, legkisebb koltségigény(i projektterv megaddsa) egészen a komp-
lex, adott koltségigényt nem tillépd, lehetd legrovidebb, vagy éppen az adott ido-
szitkségletet nem tullépd, lehetd legkisebb koltségl projektterv meghatarozasdig
[10]. Szemben azonban a folytonos eset gyors megoldési lehetéségeihez képest, ez
a probléma ilyen komplex célfiiggvények esetén néhany specidlis tipusu projekt-
hélét leszdmitva NP-nehéz [9].
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1. tablazat. Atvaltasi modellek

A problémat tovabb bonyolitja, ha az id6- és koltségigényeket a pontos érté-
kek helyett csak intervallumon tudjuk becsiilni [12]. Ekkor az idétartamok és a
koltségigények kozotti osszefiiggéseket egy pont helyett pl. egy szérasellipszissel
jellemezhetjiik (14sd az 1. tablazatot).

A karbantartasi projekteknél a tevékenység-idétartamokat és a koltségigényeket
elére meg kell becsiilniink, ugyanakkor ilyen esetekben nehezen értelmezhetd a
tevékenységek és az idGtartamok kozotti folytonos fliggvénykapcsolat; éppen ezért
az atvaltasi probléma diszkrét valtozataval foglalkozunk. Ugyanakkor az id6- és
koltségadatok mellett a rendszermegbizhatdsdg novekedésével, mint a projekt egy-
fajta minéségi paraméterével foglalkozunk, de mint azt lathatjuk, e ,minéségi”
paraméter tevékenységekhez val6 rendelése korantsem trivialis feladat.

Egy karbantartdsi projekt esetén a minéségi paraméter a berendezések vagy
berendezéselemek megbizhatdosaganak, vagy mas szamitasok esetén rendelkezésre
allasdnak (varhatd) javuldsaként értelmezheté. Ugyanakkor ezeket a tevékenysé-
geket berendezéselemekhez kell rendelniink. A rendszer megbizhatésaganak javu-
ldsat pedig a megbizhatosagot leiré megbizhatésagi diagram segitségével jelle-
mezhetjiik, aminek a struktirija a karbantartasi projekt strukturajatol jelentos
mértékben eltérhet. FElképzelhetd, hogy egy alacsony megbizhatdsagu rendszer-
elem jelent6s mértékii javitasa sem fogja a rendszer megbizhatdsagat szamotte-
vOen emelni, hiszen, ha pl. egy alacsony megbizhatésagi elem meghibdsodésakor
egy tartalékrendszer a feladatokat atveszi, akkor ez kisebb mértékii zavart okoz,
mintha egy jéval magasabb megbizhatésdgu, de tartalék rendszerrel nem rendel-
kezb berendezés elem esik ki, és veszélyezteti a teljes rendszer miikodését. A tar-
talékbeépitési tevékenység még az egyszeriibb eset, mert mind a koltségek, mind
pedig a megbizhatésdg varhatd javuldsa jol jelezheto elore. Az egyéb, példaul meg-
hibasodéast megel6z6 beavatkozasoknal a koltségek még viszonylag jo kozelitéssel
(bar sokszor csak a berendezés megbontdsa utan), a vdrhaté megbizhatdsdg azon-
ban nehezebben adhaté meg. Eppen ezért a javasolt modellben a mindségjavulas
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kiszamitasa soran a megbizhatdésigi diagramot is figyelembe kell venniink, ahogyan
arra a 2.2. fejezetben részletesen is kitériink.

1996-ban Babu és Suresh [1] voltak az els6k, akik azt javasoltdk, hogy az idGtar-
tam és koltségigény kozotti kapcesolatok mellett a minGség-koltség és minbség-ido
relaciokat is értelmezzék. A problémat idé-koltség-mindség atvaltasi probléma-
ként hatdroztdk meg (angolul: Time-Cost-Quality Trade-off Problems, réviditve:
TCQTP). A modelleknél nemcsak azt feltételezik, hogy az idétartam roviditése
kozvetlen koltségnovekménnyel jar, hanem azt is, hogy a magasabb minéség el-
érése is altaldban maés, dragabb technolégiat igényel.

E problémakor leggyakrabban alkalmazott diszkrét véltozata (DTCQTP) is
NP-nehéz feladat, hiszen maga a diszkrét id6-koltség atvaltasi feladat is NP-nehéz,
ezért a legtobb kutatd ([35],[31]) igyekezett valamilyen heurisztikus kozelité meg-
oldédst adni a probléma kezelésére.

Valamennyi itt bemutatott modell abbdl indul ki, hogy a projekttervek, illetve
a projektet megadd logikai haléstruktirak valtozatlanok. Ugyanakkor a karban-
tartasi projektek esetén még az un. nagyleallasok esetén sem fogjuk valamennyi
lehetséges javité megel6zd tevékenységet elvégezni. Ki kell ezek koziil valasztani
azokat tevékenységeket, amelyek végrehajtdsa utan egy kivant rendelkezésrealldst,
vagy egy rendszermegbizhatosagi szintet el tudunk érni, de emellett nem lépiink til
egy adott koltségkeretet, rdaddsul mindezeket a javitasokat a folyamatos termelés
fenntartasa érdekében a lehet6 leghamarabb végre is tudjuk hajtani.

A feladat megoldasahoz el6szor tehat el kell tudnunk dénteni, hogy mely tevé-
kenységeket milyen sorrendben hajtjuk végre, végiil pedig valasztanunk kell a meg-
valdsitasi alternativak koziil.

Cikkiinkben egy 1j moddszert javaslunk, amely segiti a projektmenedzserek
munk&jat abban, hogy mely tevékenységek megvaldsithatdk egy adott szilikos kolt-
ség- és idOkeret kozott. Kombindljuk a tevékenységek kivalasztasat a hagyoma-
nyos atvaltasi modellekkel, 1étrehozva egy 1j feladatosztalyt, melyet hibrid atval-
tasi problémaknak neveztiink el. Ezek koziil most a diszkrét valtozatra mutatunk
egy példat, melynek neve angolul: Hybrid Discrete Time-Cost-Quality Trade-off
Problem (HDTCQTP). Maga a feladatosztdly sokkal b&vebb, mint amit most cik-
kiinkben koriil tudunk jarni. Lehet6ségiink most csak a megeléz6 karbantartési
projektek vizsgalatara szoritkozik, melynek angol neve: Preventive Maintenance
Project Scheduling Problem (PMPSP).

2.2. Komplex rendszerek megbizhatésaga

A megbizhat6sédgi blokkdiagrammal (angolul: Reliability Block Diagram, rovi-
ditve: RBD) &ltaldban a rendszer megbizhatdsdgat (angolul Total System Relia-
bility, roviditve: TSR) hatarozhatjuk meg, amit a tovabbiakban gy értelmeziink,
mint a helyes miikodés valdsziniisége egy adott iddintervallumban. Hasonldan,
a megbizhatésagi blokkdiagram segitségével szamithatd ki a rendelkezésredllas,
amely megmutatja, hogy egy adott idéintervallum mekkora hanyaddaban miikodo-
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képes a rendszeriink. A rendszerelemeket kétallapotunak tekintjiik, de ez a mdéd-
szer szempontjabdl nem jelent megkotést, mert a valdszintiség helyett kiterjesztett
megbizhatésagkoncepcid, példaul kapacitaskihasznalds is alkalmazhaté lenne.

Az RBD megmutatja, hogy milyen logikai kapcsolat van a rendszer miikodésé-
hez sziikséges elemek kozott. A blokkdiagramnak is szdmos valtozata ismert (1dsd
pl. Gertsbackh [14], illetve Idhammar [17] monogréfidit). A modelliinkben minden
berendezéselemrol feltessziik, hogy barmely masiktol fiiggetleniil miikodik. Egy
rendszerelem lehet akar egy egész részrendszer, egy részegység, komponens vagy
barmilyen més része a rendszernek.

Az egyszeri RBD-k soros vagy parhuzamos elemekbél, vagy ezek kombinécio-
ibél épiilnek fel [28].

A blokkdiagram médszer sordn az i-edik blokk: r; : R — [0,1] megbizha-
tésdgi fliggvényének ismeretében hatarozzuk meg a miiszaki rendszerek megbiz-
hatésdgat, modelliinkben mindvégig feltételezve, hogy az egyes rendszerelemek
meghibdsodasa egymastol fliggetlen.

A teljes rendszer TSR : RS‘ — [0, 1], eredd megbizhatdsdgi fiiggvénye, amely
adott t € R{ idépontban értelmezheté. Az eredé megbizhatésag szdmitdsanak
gyorsasaga fiigeg a rendszer komplexitdsatol. A legegyszeriibb eset, ahol csak ES,
illetve VAGY kapcsolatok fodrulnak el6, mert ekkor a szorzasi szabdly alkalmaz-
hat6. ES kapcsolat esetén a rendszer miikédéséhez valamennyi berendezéselemének
miikodOképes allapotban kell lennie. Ekkor

n
TSR(t) = [[ri(0).
=1
A VAGY kapcsolat esetén a rendszer miikodéséhez elég, ha egy részrendszer at
tudja venni a miikodés feladatait. Ekkor n parhuzamos blokk elrendezése esetén:
n
TSR(t)=1- ] (1 —ri(t))
=1
Osszefiiggéssel hatdrozhaté meg a rendszer megbizhatdsaga.

Természetesen nem minden rendszert tudunk ilyen egyszerii alapelemekkel le-
irni. Gyakran el6fordul, hogy olyan rendszereket kell modellezni, amikor is nem
lehet a rendszert ES-VAGY alrendszerekre szétbontani, ekkor segithet az un. igaz-
sdgtdbdldval [25] vagy a mikddési dtvonalak mddszerével torténd rendszermegbizha-
t6sdg-szdmolds [32], vagy a még szdmoldsigényesebb szimuldcids eljarasok [24].

Az igazsigtébla (angolul: Event Space Method, roviditve: ESM) szerinti eredé-
szémitéds [36] azon alapul, hogy kétéllapoti — miikodé és meghibdsodott — eleme-
ket feltételezve, meghatarozzuk a rendszer miikodését eredményez6 allapotkom-
bindcidk valdsziniiségének Osszegét. A mddszer nagy elénye, hogy gyakorlatilag
barmilyen rendszerstruktira esetén meghatarozhaté a rendszer eredd megbizha-
tésdga. Még a rendszerelemek megbizhatésdg szempontjabdl vald fiiggetlenségét
sem hasznaljuk ki. Ugyanakkor nagy hatranya az eljardsnak, hogy valamennyi
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rendszerelem miikédés/nem miikédés kombindcigjat szamba kell venni. Ez pedig
n elem esetén 2™ lehetséges (miikodési- vagy hiba)allapotot jelent.

A miikodési ttvonalak médszere (angolul: Path-Tracing Method, roviditve:
PTM) az igazsagtabldhoz hasonlité eljards [32]. A PTM sordn a ,miikodési” utak
valészintiségeinek unidjat vessziik alapul. Ebben az esetben az utak metszetei-
nek levondsara is sziikség van, hogy a teljes rendszerre szamolt megbizhatdésdg ne
tartalmazzon redundans adatokat. Ebbol addédéan legrosszabb esetben itt is 27
lehetséges kombindaciot kell szdmba venniink.

A dekompozicids eljards (angolul: Decomposition Method, réviditve: DCM,
lasd az 5. dbran lathat6 pszeudo kdédot) a fentiekkel ellentétben egy gyors eljaras,
amely a teljes valoszinliség elvét alkalmazza. ElsO 1épésként kivalaszt egy in. kulcs-
elemet. Mivel a kulcselem megvélasztasatdl fiigg a moédszer szamitasigénye, ezért
célszerli olyan kulcselemet valasztani, amelyik legna-gyobb fokszamu berendezés-
elem a megbizhatésdgi diagramban. Jelslje rogzitett ¢ > 0 esetén P(S) = TSR(t)
az S (teljes) rendszer miikodési valésziniiségét. Jelolje P(K) egy K C S kulcs
elem miikodési valésziniliségét ugyanebben ¢ > 0 rogzitett idépontban. Ekkor a
teljes valdszintiség elve szerint TSR(t) = P(S) = P(S|K)-P(K)+ P(S|K)- P(K),
ahol P(K) jeloli a K kulcselem hibds miikodési valészintiségét, P(S|K) pedig az S
rendszer miikédési valoszintiségét, ha feltételezziik, hogy K C S kulcselemiink mii-
kodoéképes allapotban van. A kulcselem kivélasztdsa utdn, ha a hélézat ES-VAGY
kapcsolédési elemekre bonthatd, akkor ezeket az elemeket Gsszevonjuk, igy ha-
tarozva meg a rendszer meghizhatésagat; mig ha nem egyszerlsitheté a héldzat,
akkor ujabb kulcselemet vélasztunk. A mddszert a teljes megbizhatésig meg-
hatdrozasdig ismételjiik. A mddszer pszeudo kédja megtaldlhaté a Mellékletben
(5. dbra).

A bemutatott médszerek nem csak abban segithetnek, hogy meghatarozzuk
a rendszer megbizhatésagat, hanem abban is, hogy egy-egy berendezéselem javi-
tdsa utan mennyivel né a rendszer megbizhatosaga. Modelliinkben az egyszeriiség
kedvéért egy statikus mo-dellt alkalmazunk, ahol tehat ¢ > 0 értékét rogzitjiik,
ugyanakkor egy kovetkezo cikkben bemutatjuk, hogy a megbizhatésagestkkenést
hogyan lehet felhasznalni az Gn. prediktiv karbantartds soran, ahol mar a megbiz-
hatésdg idébeli valtozasat is figyelembe vessziik.

2.3. Matrix alapu projekttervezés

A berendezések megbizhatésdganak, rendelkezésre allasanak novelésére javito-
megel6z6 tevékenységeket hatdroznak meg. A tevékenységek meghatdrozasanak
alapja lehet egy 1in. hibamdd és -hatds elemzés (angolul: Failure Mode and Effect
Analysis, roviditve: FMEA), ahol az egyes hibamdédokhoz javité megel6zé tevé-
kenységeket rendelhetiink. Az eredeti FMEA modellben még egy hibamddhoz egy
javité-megel6zo tevékenység tarsult, ugyanakkor ezt a megkotést szamos tovabb-
fejlesztés feloldotta (részletes &ttekintést olvashat az olvas6é Sutrisno és Lee [34]
dolgozatéban).
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A javité-megelézd tevékenységekbdl allithatjuk dssze a karbantartdsi projek-
teket. Ezek a projektek azonban specialis szerkezetiiek, merében eltérhetnek a
hagyomanyos, pl. épitési, beruhazasi projektektdl.

A legfontosabb eltérés, hogy itt a legritkdbb esetben fog megvalésulni, hogy
valamennyi javité-megel6z6 tevékenység megvalosul. Ez aldl nem kivétel sem a
nagyleallds, sem az id6szakosan elvégzett un. fovizsgalat sem.

A masik fontos eltérés, hogy a karbantartasi projektek esetén nagyon sokszor
fordul eld, hogy bizonyos tevékenységeket tjra és tjra el kell végezniink egészen
addig, ameddig a kivant berendezésmegbizhatdsagi szintet el nem érjiik.

A lehetséges visszatérések, mint korfolyamatok kezelése még nem igényelné
feltétlen a métrixos tervezést, hiszen nagyon koran, a hatvanas évek végén Prits-
ker [30] tanulmdnydban mdr kezelte ezt a problémédt, de bizonyos javité-megel6z8
tevékenységek elhagyhatdsaga mar kikényszeriti a halds tervezési eljarasok meg-
haladésat.

A hal6s tervezési eljarasoknal mar a kifejlesztésiik soran gondoltak arra, hogy
a hélds terveket majd métrixok tdroljak [6]. Ekkor a szomszédsdgi matrix segitsé-
gével jelolhet6k a tevékenységek. A matrix celldiban 16vé tevékenységekhez pedig
rendelhetdk id6- és koltségadatok is. Kifejezetten matrixos projekttervezési mdd-
szer kidolgozdsa Steward [33] nevéhez kothetd. Itt mar nem megjelenési forma a
matrix, hanem a tervezés eszkoze. A métrix celldi nem a tevékenységeket, hanem
a tevékenységek kozotti kapcsolatokat jelenitették meg. Az igy kapott négyzetes
szomszédsdgi métrixot Dependency Structure Matrix (réviden DSM) mdédszernek
nevezték el.

Amig a DSM-matrix egy determinisztikus rendszert, illetve projektek esetén
halé strukturat feltételezett, ahol a tevékenységek kozotti kapcsolatokat szigord
rakovetkezési kapces-olatokként tekintettiik, a tovabbfejlesztéseként javasolt Nume-
rikus DSM (NDSM) métrix [39] mar képes volt modellezni a rakdvetkezési kap-
csolatok fontossagat, illetve valdszinliségét is.

Elséként Kosztydn és mtsai [20] mutattak rd arra, hogy ha valészinliségek-
ként kezeljiik a rakovetkezési relacidkat, akkor attdl fiiggben, hogy egy rakovetke-
zést betartunk vagy elhagyunk, kiillonbozé héléstrukturat, illetve ezeket jellemzo
DSM-matrixokat fogunk kapni. Az igy kapott strukturakat projektstrukturaknak
nevezték el. A médszert, amellyel ezeket meg lehet hatarozni, pedig sztochasztikus
haldtervezési eljarasnak (angolul: Stochastic Network Planning Method, réviditve:
SNPM) [22].

Azokat a kapcsolatokat, amelyek valésziniisége kisebb, mint egy, de nagyobb,
mint nulla, bizonytalan kapcsolatoknak nevezziik. Ha megadjuk ezek val6szint-
ségeit, akkor meg tudjuk hatdrozni a lehetséges projektstrukturak bekovetkezési
valészintliségeit is [22]. A modell nagy elénye a hagyoményos hdlétervezési eljé-
rasokhoz képest, hogy itt nem sziikséges valamennyi lehetséges alternativa hélé-
strukturdjat meghatarozni, hanem egyetlen, in. SNPM-métrixban jelolni lehet a
biztos és a bizonytalan kapcsolatokat is.
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2. tablazat. Project Domain Matrix

A médszer tovdbbfejlesztéseként egy un. projekt szakértéi matrix segitségé-
vel [21] (angolul: Project Expert Matrix, réviditve: PEM) mér a bizonytalan
tevékenység-el6fordulasok is modellezheték. Az ilyen bizonytalan tevékenység-
el6fordulasokat és bizonytalan kapcsolatokat tartalmazd projekttervek esetén el6-
szor arrdl kell donteniink, hogy mely tevékenységet fogjuk végrehajtani [19]. Ered-
ményiill SNPM-maétrixszal jellemezhet6 un. projektvdltozatokat kapunk. A méasodik
fazisban a korabban ismertetett modszerekkel kell arrél donteniink, hogy a tevé-
kenységeket milyen sorrendben hajtjuk végre.

A matrixalapu projekttervezési eljardsokat nem csak logikai tervezésre, hanem
iitemezésre [7], [27], valamint koltség- és erdforrdstervezésre is alkalmaztdk [3], [38],
(4], [23].

A modellezéshez az n x n -es logikai strukturat leiré métrix mellé tovabbi
oszlopokat, in. domain-eket hataroztak meg az id6-, koltség- és eroforrasadatok
jelolésére. Az ilyen maétrixokat angulul Domain Mapping Matrixoknak (DMM)
nevezték el a kutaték [8]. A PEM madtrix id6-, koltség- és eréforrdsadatokkal valé
kiterjesztése az tin. Project Domain Matrix (PDM) [23].

A PDM-matrixbdl négy valtozatot hataroztak meg attdl fliggéen, hogy a bizony-
talan tevékenység-eloforduldsokat, illetve tevékenységrelacidkat szamszerisitjiik,
vagy sem (specified PDM/ semi-specified PDM); illetve hogy az id6-, koltség- és
eréforrasadatoknak tobb alternativajat is meghatdrozzuk-e, vagy sem (determinis-
tic PDM/ non-deterministic PDM) [23].
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A javasolt PDM-métrix minden esetben négy részmétrixot, in. domain-t tar-
talmaz. Az elsé n x n -es részmétrix a logikai kapcsolatokat (Logic Domain, LD)
irja le egy PEM-matrix segitségével. A moddszer alkalmazdsihoz nem sziikséges
a logikai kapcsolatokat és a tevékenységeket szamszeriisiteni. Elegendd csak azt
meghatarozni, hogy a tevékenység-el6fordulasok, illetve a kapcsolatok biztosak
(,X7-szel jelsljiik) vagy bizonytalanok (,,77-lel jeloljiik). Az iires celldk felelnek
meg annak, ha két tevékenység kozott nem értelmeziink rdkovetkezési relaciot.

A tevékenység-eléfordulasokhoz, illetve a kapcsolaterdsségekhez kiilonb6z6
szdmszerisitett adatokat tarsitunk. Ezek lehetnek pl. a tevékenység/kapcsolat-els-
forduldsok valésziniiségei pl. hasonl6 projekteket alapul véve. Lehetnek fontossagi
vagy prioritasi értékek is. Mi a most javasolt modelliinkben eltekintiink attol, hogy
ezeket az értékeket szamszerisitsiik, igy a PDM nem szamszertsitett valtozatat
hasznéljuk fel az altalunk javasolt modellben.

A kovetkezd részmétrix (Time Domain, TD) a tevékenységek idStartamat mu-
tatja. Ha minden tevékenység idOtartamat egyetlen szammal jellemezziik, akkor
az id6adatokat determinisztikusnak tekintjiik. Lehet6ség van azonban kiillonb6zé
megvaldsitasi alternativakhoz tartozé idéadatokat is megadni. A 2. tdblazat utolsod
oszlopaban ezek koziil csak a minimalis, illetve a maximaélis idétartamot jeloltiik.

A harmadik részmdtrix (Cost Domain, CD) a tevékenységek kozvetlen koltségét
jellemzi. A koltségek is lehetnek determinisztikusak, ekkor egy tevékenységhez
csak egyetlen koltségalternativat rendeliink. Hasonléan a tevékenységekhez, itt is
lehet akar tobb koltségigényt is rendelni egyetlen tevékenységhez, modellezve, hogy
a tevékenységek kiilonboz6képpen, ebbdl adéddan pedig kiilonbozo koltségigénnyel
hajthaték végre. A koltségigényeket itt tdgabban, nem megujulé eréforrasként is
lehet értelmezni.

A PDM-modell utols6 részmétrixa a megujulé eréforrdasokat tartalmazéd rész-
métrix (Resource Domain, RD). Ha r db eréforrassal rendelkeziink, akkor deter-
minisztikus esetben r oszlopbdl all ez a részmatrix. Itt is lehet6ség van azonban
egy-egy alternativahoz kiilonb6z6 eréforras-igényt rendelni.

Kosztyan [23] a javasolt métrixmodellen til egy polinomidlis rend{, gyors algo-
ritmust is javasolt szamszerisitett determinisztikus PDM-matrixok kiértékelésére.
A médszer kihasznalta, hogy minden bizonytalan tevékenység-elofordulds esetén
két lehetséges alternativa kozott kell dontentink, nevezetesen: vagy megvaldsitjuk,
vagy elhagyjuk a tevékenységet a projektbdl. Minden 1épésnél ki lehet szami-
tani, hogy mi a legkisebb koltségli projektterv (a kotelez6kon kiviil minden még
bizonytalan tevékenység-el6fordulds elhagydsa), mi a lehetd legrévidebb projekt-
terv (minden (még) bizonytalan kapcsolat felolddsa és a tevékenységek legkorabbi
id6pontra vald iitemezése) [19]. Ha a két lehetséges alternativa koziil barmelyik-
nél teljesiil, hogy a korlatként szabott minimalis koltségigényt a lehetd legkisebb
koltségigényti projektvaltozat is tullépi, akkor azt a dontési dgat nem érdemes
tovabbértékelni, mert a kitlizott korldtokon beliil nem valésithaté meg a pro-
jekt. A mddszerrd] részletesen olvashat Kosztydn [23] tanulménydban. Ebben
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az esetben a tevékenység-eloforduldsokhoz és kapcsolaterdsségekhez rendelt pont-
értékekkel lehetett meghatarozni a projektvaltozatok és projektstruktirak pontér-
tékeit, koltség- és eréforrdsigényeit. Polinomialis rendben lehetett meghatarozni az
els6 N legvalésziniibb, legfontosabb, legrovidebb, vagy éppen legkisebb koltséggel
rendelkez6 projektterveket anélkiil, hogy sziikség lett volna valamennyi projekt-
terv meghatarozasara. Jelen cikkiinkben azonban olyan projekttervekkel foglal-
kozunk, amelyekben a projekttervben szereplo tevékenység-el6fordulasokhoz nem
feltétleniil tudunk pontértéket rendelni. Ezek alapjan a projektvaltozatok pont-
értékeit sem tudjuk meghatarozni. A karbantartdsi projektterv osszedllitasandl
javito-megel6z6 tevékenységeket hajtunk végre, amelyek kiilonboz6 technologia-
val, kiillonb6z6 koltség- és idoigényekkel jarhatnak, tehat a 2. tablazatban bemuta-
tott PDM-matrixok koziil a nem szamszeriisitett nem determinisztikus valtozatot
kell alkalmaznunk, illetve megbizhatésagi blokkdiagramot, a berendezéselemekhez
rendelhetd javito-megel6z6 tevékenységet és a be-csiilt megbizhatésagnovekedést
beépitve tovabbfejleszteniink.

Ha tobbfajta logikai strukturat kell 6sszekapcsolnunk, akkor ki kell 1épniink a
korabban targyalt n x m -es tobb részmaétrixot tartalmazo Gsszetett matrixok adta
lehetéségek korébél. Az ilyen tipusu modellezési problémak kezelésére fejlesztet-
ték ki az un. Multi-Domain Matriz-ot (MDM). Itt lehetség van pl. egy projekt
esetén a szervezeti hierarchia, a feladatstruktira és az iitemterv osszekapcsola-
sara. Danilovic és Browning [8] tanulménya azonban még mindig fix kapcsolato-
kat és tevékenység-el6fordulasokat feltételezett. Ahogyan azt a kordbbiakban méar
emlitettiik, a karbantartasi projekt a legritkdbb esetben tartalmaz minden javité-
megel6z6 tevékenységet. Ebbél adéddéan a Danilovic és Browning altal javasolt
megoldasok nem alkalmazhatdk a karbantartési projekt korrekt leirasara.

3. Karbantartasi projektek matrixos tervezése

Miel6tt a javasolt matrix alapu eljarast ismertetnénk, elészor a 3.1. fejezetben
a feladat matematikai lefrasat adjuk meg. A probléma modellezését egy matrix-
modell segitségével valdsitottuk meg, melynek részletes ismertetését a 3.2. feje-
zetben térgyaljuk. A probléma megoldasdra javasolt algoritmus harom fazisbol
all, melynek elsé két fazisa polinomidlis rendben vezeti vissza a megel6z6 karban-
tartasi feladatot a diszkrét id6-mindség-koltség atvaltasi probléméra, mely mar
megoldhaté egyrészt a kordbban mér kifejlesztett eszkozokkel (1dsd: 2.1. fejeze-
tet), mésrészt az dltalunk javasolt megolddssal is.

3.1. A karbantartasi probléma meghatarozasa

A probléma egy un. hibrid id6-koltség-minéség atvaltdsi probléma (Hybrid
Time-Cost-Quailty Trade-off Problem, HTCQTP) diszkrét valtozatdnak egy spe-
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cidlis aleseteként tekinthetd. Jelen cikkben ezt a megel6z6 karbantartds-tervezési
feladatot (angolul: Preventive Maintenance Project Scheduling Problem, réviditve:
PMPSP) formalizaljuk, mely mint latni fogjuk, a diszkrét id6-minéség-koltség
atvaltasi probléma (DTCQTP) 4ltaldnositasaként tekinthets. A formalizmus meg-
adasanal kihasznaljuk, hogy a megvaldsitas matrixok segitségével torténik, igy az
absztrakt megadason kiviil a matrixos lefrast is ismertetjiik.

3.1. Definicié. Jelolje K := {ki,ka,...,k,} a berendezések véges halmazdt.
A megbizhatdsagi diagram szomszédsigi métrixat megadd z X z métrixot jelolje
K €{0,1}#>=.

A megbizhatdsagi diagramrol feltételezziik, hogy egyszeri graffal jellemezhetd
(tobbszoros élt és hurokélt nem tartalmaz), ebbdl adéddan a szomszédsdgi matrix

atloja 0 értékeket tartalmaz, melyet a késébbiekben felhasznalunk a kritikussagi,
megbizhatésagi vagy rendelkezésre alldsi adatok jelolésére (lasd: 3.2. fejezetet).

3.2. Definicid. Jelolje R : K — [0, 1] a berendezés(elem) megbizhatdsagi fiige-
vényét. Jelolje tovdbbd TSR(K) € [0, 1] a teljes rendszer megbizhatdsagat.

A megbizhatdsigi fiiggvény jelen esetben egy rogzitett ¢ > 0 idépontban mu-
tatja az R; = R(k;) rendszerelem megbizhatdsdgat. Abban az esetben, ha ez a
megbizhatdsagi érték egy tgynevezett cr; kritikus megbizhatésagi érték ald esik,
akkor a berendezéselem javitdsiara mindenképpen sziikség lesz (lasd: 1. 4bra).

3.3. Definicid. Jelolje A := {a1,...,an} n elemil véges halmaz a berende-
zéselemek megel6z6 karbantartdsahoz kapcsolhaté javito-megelézd tevékeny-
ségek halmazat.  Jeldlje a bizonytalan tevékenység-el6forduldsok halmazat
A={ay,...,a,} C A, valamint A = A\ A a kotelezéen végrehajtandé javito-
megel6zo tevékenységek halmazat.

3.4. Definicid. A = (A, <,~,X) struktirat hibrid projekttervnek nevez-
ziik, ahol (<, ~, ) bindris reldcidkat Va;,a; € A,7 # j esetén a kovetkez6képpen
értelmezziik.

(1) a; < aj = a; és a; koz6tt szigoru rakodvetkezési relacié &ll fent. a; a
kdvetd, mig a; a megel6z6 tevékenység

(2) a; ~aj = a; nem koveti a; tevékenységet

(3) a; M a; = késébbi dontés eredményeként a; kovetni fogja a;-t, vagy nem. A
dontés eredményéig az ilyen kapcsolatot bizonytalan kapcsolatnak nevez-
ziik.

Amennyiben a bizonytalan kapcsolatok szdamossaga ‘/T ‘ akkor a lehetséges pro-
jektvaltozatok szama: 2141, A tevékenységeket és kapcsolataikat egy n x n-es PEM

métrix reprezentdlhatja (14sd: 2.3. fejezetet).
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3.5. Definicid. Jelolje 2 (A) := {S CA:AC S} a projektvaltozatok hal-
mazat. A halmaz egy elemét a kivalasztott projektvaltozatnak nevezziik:

S € =(A).

Egy kivalasztott projektvaltozat mar nem tartalmaz bizonytalan tevékenység-
el6forduldsokat. Egy S = (5, <, ~, X) métrix-reprezentacijat egy SNPM mdtrix
irja le (1dsd: 2.3. fejezetet). Mivel sem a bizonytalan tevékenység-eléforduldsokat,
sem pedig a bizonytalan kapcsolatokat nem szamszertisitjiik, igy a matrixreprezen-
taciokban a biztos kapcsolatokat jelolheti ,X” illetve 1-es, a bizonytalan kapcso-
latokat, illetve bizonytalan tevékenység-elofordulasokat ,,7” illetve 0,5. A matrix-
reprezentacidkban azokat a kapcsolatokat /tevékenységeket, melyeket elhagyunk a
projektbdl, jeldlje iires cella, ,0” vagy 0.

3.6. Definicid. X = (S,<,~) struktirdt projektstruktirianak neveziink,
ahol S € 2 (A) egy kivélasztott projektvaltozat.

Egy projektstruktira mér nem tartalmaz bizonytalan kapcsolatokat. A pro-
jektstruktira logikai tervének métrixreprezenticiéja egy szomszédsagi vagy DSM-
matrix.

Az iitemezési és kiilonosen az atvaltasi problémékndl nagyon gyakran felteszik,
hogy a tevékenységgraf, amit itt a projektstruktira jellemez, nem tartalmaz kort.
Ezt itt ugy irhatnank le, hogy < relacié részben rendezés S halmazon. Ugyan-
akkor mdr a kezdeti métrixtervezési médszerek (lasd: Steward [33]) is modellezték,
detektéltak (1dsd: Xiao és mtsai [37]), illetve egynél kisebb valészintiségli visszacsa-
toldsoknal fel is oldottak (lasd: Kosztyén [23]) az ilyen visszacsatolasokat. Eppen
ezért mi most csak az egyszertiség kedvéért tessziik fel, hogy egy projektstruktira
mar nem tartalmaz koroket.

A javasolt algoritmus soran minden bizonytalan tevékenység-el6fordulasrél don-
tiink, hogy megvaldsitjuk vagy sem (1. fézis, ldsd: 3.3. fejezetet). Ezutdn pedig
minden bizonytalan kapcsolatrél hatdrozunk, hogy eldirjuk (soros megvaldsitds),
vagy sem (parhuzamos megvaldsitds). A mddszert egészen addig folytatjuk, amed-
dig egyetlen bizonytalan kapcsolat sem marad a modelliinkben (2. fdzis, ldsd:
3.3. fejezetet). Vagyis az eredményiil kapott, a projekttervet leir6 métrixrepre-
zentacié mar egyetlen ,,7” szimbdlumot sem fog tartalmazni.

3.7. Definicié. Tegyiik fel, hogy minden a € A := {aj,as,...a,} tevékeny-
séget m € Z* médon tudunk végrehajtani. Tegyiik fel tovdbbd, hogy min-
den tevékenységhez Osszesen r-féle er6forrdst rendelhetiink, akkor minden
a € A tevékenységre vonatkoz6 végrehajtasi moédok r + 3-asokkal irhatok le:
My = {(ta,Cas ARasTaysTags - -5 Tay) : 1,2,...,m}, melyek tartalmazzik a végre-
hajtési méd id6- (t,,), illetve koltségigényét (c,), valamint a javité-megeléz6 tevé-
kenység adott berendezés elemre gyakorolt megbizhatdsag-novekedését (AR, ), ezen
kiviil pedig az eréforrds-sziikségleteket (rq,,Tays- -5 Ta, )-
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Megjegyzés. Jelolje egy a; € A tevékenység v,w € {1,2,...,m} végrehaj-
tasi mddjainak iddigényét: t;,,%j., koltségigényét: cjy,cjy, erdforrdsigényeit
leir6 vektort: rj,,r;,, valamint a tevékenység hatdsara jelentkezd megbizhatdsag-
novekedést: ARj,, AR;,. Az atvaltasi feladatokndl dltalaban feltételezik, hogy
tiv < tjw €setén Cjy > Cjy, Tjy > Tjy valamint AR, < ARj, teljesiil, vagyis az
id6beli rovidités, potldlagos (kozvetlen) koltségnovekménnyel (14sd: 1. tdblazatot),
illetve pétlélagos erdforras-névekménnyel jar, mikézben a révidebb id6 alatt kisebb
mértékben lehet novelni a berendezéselemek és ezaltal a rendszer megbizhatdsa-
gat. Ugyanakkor latni fogjuk, hogy ezt az Gsszefiiggést a javasolt algoritmusunk
soran sehol nem hasznéljuk ki. Csak annyit varunk el, hogy a kiilonb6zé médokat
tekintve az id6-, er6forras- és koltségigények korlatosak legyenek. Tovabba lehes-
sen meghatarozni a minimalis és maximalis sziikségleteket, valamint a minimalis
és maximalis megbizhatésagnovekményeket.

Miutdn meghatdroztuk, mely tevékenységeket hajtjuk végre (1. fizis), valamint
azt is megéllapitottuk, hogy milyen sorrendben hajtjuk ezeket végre (2. fazis), ki
kell valasztanunk hogy a tevékenységeket milyen médon hajtjuk végre (3. fazis).
Eredményiil egy tigynevezett projektiitemtervet kapunk, amely tartalmazza a vég-
rehajtando tevékenységeket és a végrehajtas modjat.

3.8. Definicid. Tekintsiink egy X = (S, <, ~) projektsttuktiirdt, ahol S € E (A)
egy kivédlasztott projektvaltozat. A projektiitemterv azon a € S tevékenysé-
gekre vonatkozé ido6-, koltég-, erdforrasigények, illetve a javité-megel6zo tevékeny-
ség okozta megbizhatésagjavulasok halmaza, Ty = {84 :a € S} ahol s, € M,.

3.9. Definicié. Egy rogzitett X = (9, <, ~) projektstruktirira vonatkozd T
projektiitemtervre a projekt teljes koltsége (Total Project Cost, TPC) a
projektiitemtervben szereplo tevékenységek koltségigényeinek Osszegeként tekint-

=) —
heté: C( S X) B Z(c,t,AR,rl,...,rr):sa , a€S,s4 €M, C.

Hasonléan kiszamithaté az &+ atfutdsi ideje (Total Project Time, TPT),
melyet jeldljon t(?> x), valamint a rendszer megbizhatésiganak (Total System
Reliability, TSR) noévekménye, a rendszer K berendezéseire, melyet jeloljon
ATSR (K,?X). Jeltlje tovdbba riax (?X) az erdforrds-maximumokat tartal-
mazé r elem@ vektort. (A fliggvények szdmitdsait az 5. és 7. pszeudo kdédok
tartalmazzak.)

A bevezetett jelolésekkel mar megfogalmazhaté a megel6z6 karbantartasi pro-
jekttervezési probléma.

”» e

1. Probléma. (a) Megel6z6 karbantartistervezési probléma (Preven-
tive Maintenance Project Scheduling Problem, PMPSP), legrévidebb at-
futdsi idejii projektiitemterv keresése: Legyen K := {ki, ko, ..., k,} egy vé-
ges, berendezéselemeket tartalmazé halmaz. Legyen tovdbbd A := {a1,as,...,an}
véges tevékenységeket tartalmazé halmaz. Jelolje S € Z(A) egy kivdlasztott
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projektvdltozatot S C A, valamint jeloljon X = (S, <, ~) egy projektstruktirat.
A projektstruktira egy lehetséges projektiitemtervét jeldlje T Legyen C. >0
a koltség, C; > 0 az id6, C, > 0 pedig az er6forraskorldt vektora. Jelolje
tovabba 1 > Carsgr > 0 az eléirdsként tekinthet6é minimélis rendszermeghizha-
tosag-novekményt.

argmin (s x) (1)
feltéve, hogy
o(Fx)<Ce
Timax( 3 x) < Cr
1> ATSR(K, ?;\g) > CaTsr

A fenti feladat sordn azt az s x projektiitemtervet kell meghataroznunk, ahol
a koltség- és erdforraskorldtokat figyelembe véve, egy minimélis rendszermeghbiz-
hatésdg-novekményt elérve a javito-megel6z6 tevékenységeket a lehetd legrovidebb
id6 alatt tudjuk elvégezni. Mivel a gyakorlatban ez a feladat szokott a leggyak-
rabban eléfordulni, hiszen a folyamatos miikddéshez a legfontosabb, hogy minél
rovidebb id6 alatt sikeriiljon a karbantartasi projektet végrehajtani, ezért a tovab-
biakban mi is ezzel a feladattal foglalkozunk. Ugyanakkor a bemutatott mddsze-
riink alkalmas az adott korlatokat betarté legkisebb koltséggel rendelkezo, vagy
éppen a legnagyobb rendszermegbizhatésdg-novekményt elérd projektterv megha-
tarozasara is. Ekkor a feladatok a kovetkezOképpen irhatdk le.

2. Probléma. (b) Megel8z§ karbantartés-tervezési probléma (Preventive Ma-
intenance Project Scheduling Problem, PMPSP), legkisebb kéltségili projekt-
iitemterv keresése:

argmin ¢(5 x) (2)
feltéve, hogy
tFx) < C
Timax (¥ x) < Cy
1> ATSR(K, S x) > Carsr
3. Probléma. (c) Megel6z§ karbantartds-tervezési probléma (Preventive Ma-

intenance Project Scheduling Problem, PMPSP), legnagyobb rendszermegbiz-
hatésag-névekménnyel jaré projektiitemterv keresése:

argmax ATSR(K, 5 ) (3)
feltéve, hogy
(S x) < C
C(?x) < C.
Tmax(% x) < Cy
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Lehetoség van tovabbd un. tobb célfiiggvény szerint is megfelelé in. Pareto-
optimalis megoldast talalni. Ezzel azonban csak egy kés6ébbi tanulmanyunkban
foglalkozunk részletesebben.

3.2. A matrix alapt modell felépitése

A javasolt M* (Multi-domain Maintenance Management Matrix) matrix modell
Osszesen 7 részmétrixot (domaint) tartalmaz.

1. Block domain (BD): egy z X z matrix, ahol z a berendezéselemek szdméat
adja meg. A részmdtrix a megbizhatésigi blokkdiagram (RBD) métrixrep-
rezentacioja, ahol az atldk tartalmazzak a kritikussigi, megbizhatésagi vagy
rendelkezésre allds értékeit. Legyen B;; egy celldja BD részmatrixnak, ahol
i # j esetén B;; = 1 jelenti a megbizhatdsdgi diagramban két berendezéselem
kozotti kapcsolatot. f;; = 0 pedig azt jelenti, hogy a két berendezéselem
kozott megbizhatdsdgi szempontbdl nincs kapcesolat. A diagondlis értékek
0 < R(k;) = r; = By < 1 a berendezéselemek megbizhatdsdg-értékei lesznek.

2. Equipment-task mapping domain (ED): egy z X n-es (atvéltdsi)
matrix, ahol n a javito-megel6zé tevékenységek, z pedig a berendezésele-
mek szamat jeloli. ED (rész)matrix egy elemét jelolje: e;; (1 = 1,2,..., 2;
j=12,...,n). Az 1>¢;; > 0 egy a; javité-megel6z6 tevékenység relativ
hatasat mutatja egy k; berendezéselem megbizhatosiagara. Egy berendezés-
elemhez t6bb javité-megel6z6 tevékenységet is rendelhetiink, de egy javito-
megel6z6 tevékenység csak egy berendezés-elemhez tartozhat.

3. Increase of reliability domain (ID): egy m X n-es métrix, ahol n a tevé-
kenységek szdma, mig m a lehetséges megvaldsitasi modok szdma. Legyen
1>nw>0(G=12...,n w=12,...,m) az ID métrix egy celldja.
Ekkor n;, azt mutatja, hogy ha egy a; javité-megeléz6 tevékenységet jw
modon valésitunk meg, akkor az mennyivel novelheti a berendezéselemek
megbizhatésagat. Ekkor egy k; berendezéselemre vonatkozé megbizhato-

n
sdgnovelés a kovetkezOképpen szadmithaté: AR(k;) = Z&:ﬂ?juw Egy a;
J:=1
tevékenység végrehajtasabdl ered6 minimalis, illetve maximélis megbizha-
tosag novekedést jeldlje: "™ = maxy, 1y, illetve 7™ = miny, 9;,,. Jelolje
ARumax = {n"™, 5, ... ¥}, illetve AR o= {n{"™, n5"™, ... n""} a
maximalis megbizhatésdg-névekmény vektorokat.

4. Logic domain (LD): egy n X n -es métrix, ahol n a javité-megel6z8 tevé-

kenységek szama; A;; (4,7 = 1,2,...,n) az LD (rész)mdtrix egy celldja.
A diagondlis (N, i = 1,2,...,n) elemek reprezentaljak tevékenység-eléfor-

duldsokat. 0 jelenti, ha nem valésitjuk meg a tevékenységet, 0,5 jeloli a
bizonytalan tevékenység-elofordulast, 1 pedig a biztos tevékenységmegvald-
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sitdst. A diagonalison kiviili celldk (\;;,7 # j) reprezentaljdk a tevékenysé-
gek kozotti kapcesolatokat, ahol 0, jeloli a rakovetkezési kapcsolat hidnyat,
1 a rédkovetkezési kapcsolat meglétét. 0,5 pedig a bizonytalan kapcsola-
tot mutatja. Ebben a modellben nem adunk tovabbi pontértékeket sem a
tevékenység-el6fordulasoknak, sem a kapcsolaterésségeknek.

5. Time domain (TD): egy n x m -es mdtrix, ahol n a javité-megel6zd te-
vékenységek szamat, m pedig a végrehajtdsi médok szamét jeloli. 7, > 0
cellaérték jeloli a w médon végrehajtandd a; tevékenység idSigényét. Jeldlje

egy a; tevékenység maximalis, illetve minimalis idSigényét 7;"** = maxy, Tjuw,
illetve ijin = miny, 7jy. Jelolje tovabba toay 1= [T, T, L TR és
Copin 1= [FPR RN 7N 5 maximdlis/minimalis iddigényeket tartalmazé
vektort.

6. Cost domain (CD): egy n x m -es métrix, ahol n a javité-megel6z6 tevé-
kenységek szamat, m pedig a végrehajtdsi médok szadmét jeloli. (j, > 0
cellaérték jeloli a w mddon végrehajtandé a; tevékenység koltségigényét.
Jelolje egy a; tevékenység maximalis, illetve minimdlis koltségigényét
G = maxy, Gu, illetve CJ‘»“i“ = miny, (j, Jeldlje tovdbba

c 7[ max ,~max max] é Co 7[ min ~min min]
max 1 » 52 s Sn ; €S Cmin = 1 5 Go PIIIPE S

a maximdlis/minimdlis eréforrds-igényeket tartalmazé vektort.

7. Resource domain (RD): egy n x rm -es matrix, ahol n a javité-megeléz6
tevékenységek, r a (megijuld) erbforrds-igények, m pedig a végrehajtési
moédok szamét jeloli. A matrix els6 m oszlopdban az els6, a méasodik m
oszlopdban a maésodik, az r-edik m oszlopaban az r-edik eréforrdsoknak a
tevékenységek egyes végrehajtdsi modjaihoz tartozd igényeit jeloljiik.

A hét részmatrix elhelyezkedését mutatja az 1. dbra egy példan keresztiil felté-
telezve, hogy a kritikus beavatkozasi érték valamennyi berendezéselemre cr = 0, 5.
Mivel az 1. dbran a k4 berendezés-elemre R(ky) = 0,4 < cr, ezért a k4 megbizha-
tésdgat mindenképpen javitani kell. Ebbol adéddéan az as tevékenységet minden-
képpen el kell végezniink, hogy a minimélis 0, 5-6s megbizhatésagi értéket elérjiik.

Megbizhatésagi szempontbdl a ks és ks berendezéselem parhuzamosan van
csatolva egymassal, e két elemmel pedig sorosan az Osszes tObbi rendszerelem.
Az abran bejelolt 2 miikodési ut adhaté meg. Ebbdl addéddéan a rendszer megbiz-
hatésaga:

TSR = R(k1)R(ks)(1 — (1 — R(k3))(1 — R(k1)))R(ks)R (k).

3.3. A javasolt algoritmus bemutatasa

A javasolt algoritmus (melynek angol neve Preventive Maintenance Project
Scheduling Algorithm, PMPSA, 14sd: 6. dbran lathaté pszeudo kédot) valamennyi
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1. dbra. Megel6z6 karbantartds-tervezés matrix alapi modellje

fazisdban kihasznaljuk, hogy az elérhet6, id6-, koltség-, eréforras- és maximalis
megbizhatésagi értéket anélkiil kiszamithatok, hogy az Gsszes lehetséges projekt-
valtozatot meg kellene hataroznunk.

Legtobb koltségiink akkor keletkezik, ha valamennyi javité-megel6z6 tevékeny-
séget végrehajtjuk, és ezek koziil is a legkoltségesebb alternativat valasztjuk (Cpax)-
Legkevesebb koltségli projektvéltozatot az a projektterv adja, ahol csak a kote-
lez6 tevékenységek szerepelnek a projekttervben és itt is a legkevésbé koltséges
alternativét valasztjuk (Chin)-

Nagyon hasonléan a koltségekhez, amennyiben a tevékenységek varhatoé ha-
tasdt meg tudjuk hatdrozni, akkor becsiilhet6 a maximalis megbizhatdség-javulas
(ATSRuax)- Ezt az értéket itt is akkor érhetjiik el, ha valamennyi javité-megel6z6
tevékenységet végrehajtjuk. Ha csak a kotelezbkre szoritkozunk, akkor a minimélis
megbizhatdsdg-javuldst (ATSRumin) fogja jelolni.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



KARBANTARTASI PROJEKTEK MATRIX ALAPU TERVEZESE 45

Az id6sziikséglet szamitasahoz a fentieken kiviil a tevékenységek kozotti kapcso-
latokat is figyelembe kell venniink. A legrévidebb projekttervet akkor kapjuk,
ha valamennyi bizonytalan tevékenységet késobbi projektbe iitemezziik at, vagyis
ebbdl a projektbdl elhagyjuk és valamennyi, technolégiailag nem koételezé kapcso-
latot feloldunk és a tevékenységek végrehajtdsat parhuzamositjuk (Tinin). Ezzel
szemben a leghosszabb dtfutdsi idét (Tiax) valamennyi tevékenység végrehajtdsa
és valamennyi tevékenységkapcsolat betartdsa fogja eredményezni.

Ha a tevékenységeket a legkorabbi idépontra iitemezziik, akkor az er6forras-
igények maxi-mumét (rpmax) akkor kapjuk, amikor valamennyi bizonytalan tevé-
kenységet végrehajtjuk, de valamennyi bizonytalan kapcsolatot feloldjuk (pér-
huzamos végrehajtds) és a megvaldsitdsi médok koziil azt vélasztjuk, ahol az
eréforras-igény maximadlis. Ugyanigy a legkevesebb eréforrds-igény (rmin) akkor
keletkezik, ha valamennyi bizonytalan tevékenység-el6fordulast elhagyjuk ebbdl a
projektbdl (pontosabban dtiitemezziik egy kés6bbi, masik projektbe), a kotelezd
tevékenység-el6forduldsok kapcesolatait azonban meghagyjuk (soros végrehajtas),
és az er6forras-igények koziil a minimalisakkal szamolunk.

Az els6 és a masodik fazisban mindig két lehetséges alternativa koziil véalasz-
tunk, nevezetesen az els6 fazisban: megvaldsitjuk, vagy elhagyjuk (atiitemezziik) a
tevékenységet, illetve a masodik fazisban: eléirjuk, vagy feloldjuk két tevékenység
kozott a kapcesolatot. Ebbdl adéddan a dontési fank, amit be kell jarnunk, egy spe-
cialis bindris fa lesz. Valamennyi dontési g esetén ki tudjuk szamitani a lehetséges
legkisebb, illetve legnagyobb idé-, koltség-, erdforrasigényeket, illetve a minimé-
lis, maximélis rendszermegbizhatosag-novekményt, feltéve, hogy a tevékenységeket
megvalositjuk, vagy elhagyjuk. Ekkor tehdt a dontési fank egy dn. bindaris kupac
lesz (binary heap). A fa tetején meg tudjuk mondani, hogy mi az a legkisebb
id6-, koltség-, erdforrasigény, amelyet biztosan igényel barmely projektvaltozat.
Egy tevékenység megvaldsitasardl, vagy elhagyédsardl dontve szintén ki tudjuk sza-
molni a legkisebb idé-, koltség-, illetve erdforrasigényt, vagy éppen a maximalis
rendszermegbizhatdésag-novekményt.

Nagyon fontos, hogy minden dontés utdn is egy M4 matrixreprezentacidt
kapunk, viszont az elsé fazisban minden 1épésben eggyel csokken a bizonytalan
tevékenységek, a mésodikban a bizonytalan kapcsolatok szama. Oket a dénté-
siinknek megfeleléen vagy elhagyjuk, vagy el6irjuk.

A javasolt médszer a projektvaltozatok kiértékelése soran azokat az alternati-
vakat részesiti elényben, amelyek célfiiggvény értéke kedvezobb.

Mivel minden dontés utan meg tudjuk mondani az elérheté legnagyobb rendszer-
megbizhatésig-néovekményt, illetve minimalis ido- és koltségigényt, a kovetkezo
vagasi szabalyokat hatarozhatjuk meg az elsé két fazisra.

1. Szabdly. [TSR_CUT] Ha egy projektvaltozatra szamolt maximélis rend-
szermegbizhatdsag-novekmény kisebb, mint a korldtként tdmasztott eldirt meg-
bizhatésag novekmény: ATSRuyax < Carsr , akkor sem az adott,sem az ebbol
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szarmaztathaté projektvaltozatok, sem pedig a projektvaltozatbol szarmaztathatd
projektstruktirdk nem megengedettek.

2. Szabdaly. [TPC_CUT] Ha egy projektvéltozat minimé4lis koltségigénye ma-
gasabb, mint a koltségkorldt: Cnin > C. , akkor sem az adott, sem az ebbdl
szarmaztathato projektvaltozatok, sem pedig a projektvaltozatbdl szarmaztathatd
projektstruktirdk nem megengedettek.

3. Szabaly. [TPT_CUT] Ha egy projektvaltozat vagy egy projektstruktira
minimalis id6igénye magasabb, mint az idékorldt: Ty, > Cy , akkor sem az adott
projektvaltozat /projektstruktiira, sem az ebbdl szérmaztathaté projekttervek nem
megengedettek.

Eréforrdsokra azért nem hatarozunk meg ilyen vagési szabalyt, mert itt erd-
forrds-simito eljarast a harmadik fazisban fogunk végezni. A legkorabbi idépontra
iitemezett tevékenységek esetében a maximélis eréforrasigényen mind egy kiegyen-
litési, mind pedig er6forras-simitasi algoritmussal csokkenteni lehet. Ennek szami-
tési igénye ugyanakkor sokkal magasabb, mint pl. az iitemezésé. A mddszer elsé
fazisanak szemléltetésére tekintsiik az aldbbi példat.

3.1. Példa. Legyen adott a megel6z6 karbantartdsi terv métrixos iitemterve
(2. dbra). A feladat, hogy a karbantartdsi projektet a legkordbbi idépontban
végezziik el tigy, hogy a rendszer meghizhatésidga minimalisan 10%-ot ndvekedjen
(Carsr =0,1), de a koltségigényként tdmasztott 40 e $-t ne 1épjiik tiil (C. = 40).
A feladatot 3 karbantartéval és 2 gépbeéllitéval kell elvégeztetniink (Cr = [3,2]7).
Feltétel. hogy a megbizhatdsigi diagramtol fiiggetleniil minden berendezéselemnek
legaldbb 0, 5-6s megbizhatiségi értéket el kell érnie (er = 0, 5).

Mivel a célfiiggvény a lehet6 legrovidebb projektatfutasi id6 megtalalasa, igy
az elso fazisban azokat a projektvaltozatokat részesitjiikk elonyben, amelyek keve-
sebb tevékenységet tartalmaznak. Tehdt minden 1épésben, ha a tevékenység a
kritikus uton van, akkor igyeksziink a tevékenységet elhagyni a projektbol, mert
ekkor kapunk révidebb atfutdsi id6t (ldsd: 2. dbra); ugyanakkor, ha az igy kapott
matrixra szamolt legnagyobb rendszermegbizhatdsag-névekménnyel jaré projekt-
véaltozat megvaldsitdsa sem tudja garantalni a 10%-os megbizhatésdg-névekményt,
akkor ezt az agat, illetve valamennyi aldgat ki kell venniink a dontési fabdl. Vagyis
a 2. dbra példdjan ag tevékenység megvaldsitdsa mellett dontiink.

Bar az algoritmus soran a legjobb megoldas megtaldlasara toreksziink, sziik-
ség lehet a masodik, vagy épp harmadik legjobb megoldas megtalalasara. Eppen
ezért a lehetséges legrovidebb atfutasi idoket egy rendezett BUFFER halmazban
taroljuk.

A mdsodik fazisban arrél dontiink, hogy a tevékenységeket milyen sorrend-
ben hajtjuk majd végre. Fontos megjegyezni, hogy mivel mar dontottiink arrol,
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hogy egy tevékenységet végrehajtunk-e vagy sem, ezért azok minimdlis és maxi-
malis koltségvonzatat, illetve a rendszer megbizhatosdganak minimalis és maxima-
lis névekményét a tevékenységek végrehajtdsi sorrendje (a javasolt modelliinkben)
nem befolyédsolja. Eppen ezért elegendo csak a minimélis és maximalis lehetséges
tevékenységidéket kiszamolni. Ehhez pedig elegend6 a logikai tervet és az idGigé-
nyeket tartalmazé részmatrix (14sd: 3. dbra) megaddsa.

A célfiiggvénynek legmegfelelobb projektstruktira meghatarozasakor csak a
3. vagasi szabalyt alkalmazhatjuk. A masodik fazis végére mar egy projektstruk-
turat kapunk, ahol a cél a célfiiggvénynek leginkabb megfeleld, a korlatokat nem
tullép6 projektiitemterv meghatarozasa. Ebben a fazisban mar az ismert diszkrét
id6-mindség-koltség atvaltasi problémat kell megoldanunk, mely sajnos NP-nehéz
feladat [9]. Ugyanakkor, ha nincs til sok lehetséges alternativank, akkor az elsé
két fazisban ismertetett gondolatmenetet tovabbvihetjiik, nevezetesen: minden
lépésben dontiink arrdl, hogy egy adott tevékenységet a lehetséges médok koziil
melyikkel valésitjuk meg. A dontési fdban minden csicsnak (kivéve az utolséd (n-
edik szinten 1évéket)) m gyermeke van, hiszen minden tevékenységet m-féleképpen
oldhatunk meg.

Minden pontban kiszdmitjuk az elérhetd legkisebb/legnagyobb dtfutdsi ideji,
koltségigény(l, valamint a legkisebb/legnagyobb rendszermegbizhatésdg-novek-
ményt eredményez6 projektterveket.

Az 1., 2., 3. vagasi szabalyokat alkalmazva egy adott célfiiggvénynek leginkabb
megfelel6 projektiitemtervet kapunk.

Az eredményiil kapott iitemtervre végziink el egy eréforras-simitéast. Ha ered-
ményiil egy, a korldtokat nem tdllépé megolddst kapunk (jelen esetben ez
r = [3,1]7, amely nem lépi til a C, = [3,2]7 korldtot), akkor ezt a projekttervet
javasolhatjuk a karbantartok szaméra (ldsd: 4. dbra). Ha az er6forris-tervezés
nem vezet eredményre, akkor vissza kell 1épniink a kovetkezo legjobb megoldésra
és ott kell elvégezniink ujra az ertforras-simitast.

4. A javasolt algoritmus komplexitasa

Az els6 két fazisban kihasznéljuk, hogy mindig csak két lehetséges alternativa
koziil kell valasztanunk, nevezetesen megvaldsitjuk vagy elhagyjuk a bizonytalan
tevékenységeket, illetve a madsodik fazisban el6irjuk vagy feloldjuk a bizonyta-
lan kapcsolatokat. A dontési fa minden dgdn meg tudjuk mondani, hogy mi a
leghosszabb/legrividebb atfutdsi id8; legkisebb/legnagyobb projektkoltség; legki-
sebb/legnagyobb megbizhatésdg-névekmény, anélkiil, hogy valamennyi projekt-
valtozatot, illetve az ezekbol eredeztethetd projektstruktirat meghatdroznank.
A vagasi szabdlyok segitségével pedig azokat a projektvaltozatokat, illetve az
azokbol szarmaztathaté projektstruktiurdkat ki sem kell értékelni, amelyek egy
minimélis (idé-, koltség-, megbizhatésdg-névekmény-) korldtot nem elégitenek ki.
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4. dbra. Optimélis iitemterv meghatarozdsa (3. fézis)

Az els6 két fazisban anélkiil tudunk eljutni egy projektstruktiuraig, hogy a dontési
faban vissza kellene 1épni. Ha a bizonytalan tevékenységek szama u, a bizonytalan
kapcsolatok szdma pedig v, akkor O(u + v) 1épésben kaphatunk egy projektstruk-
turdt. A harmadik fazis diszkrét atvaltdsi probléma (ldsd: De és mtsai [9]) és a
legtobb eréforras-tervezési feladat (1dsd: Brucker és mtsai [5]) mar igazoltan NP-
nehéz feladatok, ahol a javasolt mddszerek mellett szamos heurisztikus mddszert
is alkalmazhatunk [5].

5. Osszefoglalis
A javasolt modell dltaldnositja a hagyoményos id6-minéség-koltség atvaltasi

problémat, kiterjesztve azt bizonytalan tevékenység-eléforduldsok és bizonytalan
kapcsolatok kezelésének lehetéségével. Egy O(u + v) algoritmus (ahol u a bizony-
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talan tevékenységek, v pedig a bizonytalan kapcsolatok széma) vezeti vissza a
javasolt karbantartas-tervezési probléméat egy hagyoményos atvaltasi problémara.
Ugyanakkor meg kell jegyezni, hogy a karbantartas-tervezés a rendszer megbizha-
tésdgardl egy statikus allapotot feltételez, holott az akar a végrehajtas ideje alatt is
valtozik, valtozhat. Egy el6rejelz6 rendszer és a javasolt médszer kombinalasa mar
nem csak a megel6z8 (preventive), hanem az in. prediktiv karbantartds-tervezés
eszkoztarat is gazdagithatna. Ennek bemutatdsara ugyanakkor majd csak egy
kovetkezd tanulményban keriilhet sor.

6. Ko8szonetnyilvanitas

A kutatés a Uj Nemzeti Kivalosag Program tamogatasaval késziilt.

Koszonetiinket fejezziik ki tovdbbd az MTA-PE Regionalis Innovécids és Fej-
16déstani Halézati Kutatécsoport kollégdinak cikkiinkhoz adott jobbitéd javaslata-
ikért.

A. Melléklet

I funetion [BD,R]:-=0(BD,R
while i<|R
I than: eler
B R R R =
and
while i<|R
if num Find(BO(i, :)1=1 then:
IF:i=rinci(BD(4, s
if numel(find(BD(IF, : then:
RiIF - ~RIIJ - -RiIJ 1 a t t
BD,R] i=spiBED{ {1.. R} “{IJ(1 s 11w BRI} IJ +RITL..IR IJ
e
mnd
it
and
and
return |[BOD R
function [BD,R]: MIBD, R
for 1: to | F | I Loy leavolit 1
if BO[:, 4 then: |BD,R|: k i BO RN LR R «s IR
for i1 ke |F 1 elch i
if | ol then: |[BD,R]|: K BD « Rl v vo IR R vl R
BD,R) :=o0 |BD, R
ko 2 ma pgma m (B0, 1}, sum(BD,
BO, R : k Tecamp (BD wo IRIE el o IRIIN SRITL. IR
funetion Lo BD, R
BD, tar] : MIBD, R
end

5. dbra. Pszeudo kéd. Rendszermegbizhatésag kiszdmitasa soros-parhuzamos
Osszevonassal és dekompoziciés modszerekkel
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1 function MMS:-minTPT_Frofs

Lt (W, MAS, dUration, Cue, CreCe O0JDTCOTE]

2 glebal buffer //minimilis &tfutds=si idSket tartalmazd ren tt halmaz
i [i,7]r=impact [ED,90)//Lisd 3. a pazeudakédot

4 if iz0 and =0 then:

- ID(i,J]:=0 //Kapcaalat elhagydsa

B min, TPT(LED), min(MB) ] //bypi=min[T0)

7 WAX St =TPT (LD, max (TD) 1 /[ gyt =max [TD)

a AF mazmr=durstion and minsgcedurstion Bhem:

] MEe=ninTFT FrojfStruct W MAs, durstion, Curs CreCo 0] CTCOTE]
10 else: //Atfutdsi idék eltirctlisa

11 if minsdbuffer then: buffer:-buffer.=ins:

12 (i, 1)=1 //Kapesolat eldirdaa

i3 mins t=TFT[|ZD], min [TD) } 3

14 mass, t T[], masx (PO |

15 Af maxs>=curation apd mins<=duration them:

16 Mi8:=minTFT_FrojStruct M4, W8, duration, CuesCes Cos o] DTCOTF)
17 mlam: //Abfutési iddk eltarotlisa

1a if mins;dbuffer then: buffer:-buffer. mins

19 elae: if [TD,CD,ID]-! TP (MM, ChrsCes objOTCOTP is feasible tham : ME:-MlS M
20 Deturn MME //obiTCTE a CTOOTE célfiggvénye

21 funation ME:-FProiScen (M, MR, SC0RE, Capy Cia
22 global BUTFER

23 Lr=grogmax (max (D)) // et =max (TD)

20 Af (#0 then:

28 LD{i, {)1:=0 //Tevékenyadq elha
28 i Ripapi1 | WD, di ag [ED) +ED* [[add D)), "Araeel )T
Crino t =TPC (Ledfag (LD} |, min (80) ) / /Guint=min{CD)
FTEDL &ia(TR] ) / ains=nln{TD)
(LD, s (D) ) F gt = | TD)

30 =, B0l Tl 808 AR =Cy, then:
il Mia:

cF alsm //Atfuths

L ¥ BUFFER then: BUFFER: - BUFFER. 7, .

23 =l //Tevéken aldlrdsa

1] R IBD, ¢l &g |BD) HED* ([cll ag [LD) 1. *Arpgy) ) ") = TSR (IO, i ag (BO) )

L] Cyani 1= TF cllag (D) |, min(@D) | //Guint=min |0}

L Trang 1=TPT(IZBI, min(TB) ] 7/ Buin in (9D

37 Traut 1 = TPT (LD, max {TO) |/ Guus b =it (TD)

1] Lf T CRE BBl Tep<ms0 £ 'y BB Tein v Bl Al = Cy then:
1] MAE: - fro] Soen (M, MeE

4 alsa: /7 Atfutdal ldék elcdrotlésa

a1 if Ty ¥BUNTER then: BUFFER:- BUFTER ../ T .

LE aloa: Mis: Mis bl

41 return His

44 funation BME=FMPEF ML, Cun Do s Do pobd
4% global BUFFER,buffer

46 BUTTER: =TFT{|LD|, min (PO} |/ Cini=2ln | TO]
47 SCEMARIOS =& //FProfe 1

CTF,n)

Zarak halmazis

48 Mg =@ //Projektstruktirdk halmazs

49 1i=1

50 stractureas=0

Lkl do

52 SCENARTOSs- SCENARIOS . Fro | Scer M4, SCENARIOS, BUFFER|
53 ECEMARIC- SCEMARIOS | | | /iFrajekt
54 buffar:=TET(LO), min{PB)] ¢/ tmnt=nin|{TD]

- Fe=1

&G do

57 POMs-FDMe/minTPT_FrojsStroct (BCENARIO, Mis, buffer (], Cu. .00 OTCQTF)
58 Ji=141

28 structures:=structures+l f{PE ktstruktira
gl while i<~ |buffer| amd structures<en:

&l ir=i+l

62 while [<-|BUFFER|:
53 peturn PDMs

6. abra. Pszeudo kéd. Javasolt algoritmus a karbantartis-tervezési probléma
(PMPSP) megolddséra
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1 function tpt:=TPT(LD k)=
2 n:=|e|

3 EET:=0 //Earliest Start Time = Legkorabbi kezdés

4 EFT:=t //Earliest Finish Time = Legkoribbi befejezés
5 Af ID(f,i}>0 then: //if task may be completed
6

7

a

9

for i:=1 te (n-1j:
for ji=i+1 to ot
AL LDi4, fi>0 then: //Ha a tevékenységek kOzOtt van kapcsolat
Af EFT(i)>EST(j) then:
10 EST () :=EFT (1}
11 EFT (1) :=BST(f)+L(})
end

13 and
14 end

16 end

19 return max (EFT)

1% funotion tpcoi=TPC(TASKS,o): //TASKB: LD részmitrix diagonalisa o: koltségvektor

20 ni=|a|

21 tper=0

22 for l:=1 to m

23 Af TABKS (i)==1 then:
24 tper=tpetail)

28 nd

26 and

27 return tpe

28 function rMAX:=maxres (DEM,t,R)

29 ni=|TI

30 EFTi=0 //EBT: n elemd véktor null vector
11 EFT:=t

32 for J:=1 te (n-1) @

i f | for ji=(i+l) ton 3

L] ir DaEM(L, 1) >0

3% Af EST(])<EFT({] then:

16 EST(]) :=EFT(1)

37 EFT(]) :=EST(f1=£(]

L] end

3% and

L] end

41 end

42 BP:=sart (union (EST,EFT)) //Az erdforrids-figgvény t8réspontjainak meghatérozésa

BP| JiTOréspontok szama

45 ri=IRil, 3} //Erdforrasok szama

1% RESFUMC:=zeéros (b, ) J/Erotorrasigények meghatirozésa
46 for =1 to b :

a7 RESFURC (1, 2 }=sum (R (find( (EST<=BP (1) ) S (EFT-BP(1) )}, 2}, 1)
48 end

49 return max (RESFURC) '

20 function [[, §]:=Impect (LD, TD
51 IMEACT:=0 : i:=0 z j=0 : n:=I1LDI(z,di}1

52 for I:=1 te n-

5 for Ji=i+l to n:

54 dependency:=LD{I, T

55 if LD(F, <1l and LD{I,J1>0) then: //bizomytalan kapcsclat
56 DI, =1

57 Taua 3=TPTILD], max (TD) } /ot =maxm (TD)
58 taim 7= TETILDL, min (TD) ) £/ tmaz=min (TDH
59 LD (I, J) 2=0

&0 L 3= TPTHLD], max (TD) § £/ ez =max (TDH
€1 Tuio2=TPTILD), min (TO) ) 7/ taint=min (T
62 if IMPACT? | bmaa = tauw! them:z

[ %] fzmI 2 fimd o IMPACTI= (L, —Coua)
&4 end

€5 Af TMPACT> | bapa-tasm) them:

&6 da=T 1 Ji=J @ IMPACT:={fuun—taim)
&7 &nd

68 and

€9 end

] end

71 return [i, ]

7. dbra. Pszeudo kéd. Segédfiiggvények: atfutdsi idé (TPT), koltségigény
(TPC), maximalis eréforrdsigény (maxres) szdmitdsa, csics kivdlasztdsa (impact)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



54

[1]

2]

[6]

7]

(8]

[9]

(10]

(11]

(12]

(13]

(14]

(15]

[16]

(17)

KOSZTYAN ZSOLT TIBOR, PRIBOJSZKI-NEMETH ANIKO, KOVACS ZOLTAN

Hivatkozasok

BABU, A. AND SURESH, N.: Project management with time, cost, and quality considera-
tions. European Journal of Operational Research 88(2) (1996): 320-327.

BERMAN, E. B.: Resource allocation in a pert network under continuous activity time-cost
functions. Management Science 10(4) (1964): 734-745.

BROWNING, T. AND EPPINGER, S.: Modeling impacts of process architecture on cost and
schedule risk in product development. Engineering Management, IEEE Transactions on
49(4) (2002): 428-442.

BrOWNING, T. R.: Managing complex project process models with a process architecture
framework. International Journal of Project Management 32(2) (2014): 229-241.

BRUCKER, P., DRExL, A., MOHRING, R., NEUMANN, K., AND PEscH, E.: Resource-
constrained project scheduling: Notation, classification, models, and methods. European
Journal of Operational Research 112(1) (1999): 3-41.

CAMARA, A. W.: An aumtomated pert/cpm production scheduling appilcation on the uni-
vac 1. Technical report, DTIC Document (1968).

CHEN, C.-H., LiNnG, S. F., AND CHEN, W.: Project scheduling for collaborative product
development using { DSM}. International Journal of Project Management 21(4) (2003):
291-299.

DanNiLovic, M. AND BROWNING, T. R.: Managing complex product development projects
with design structure matrices and domain mapping matrices. International Journal of
Project Management 25(3) (2007): 300-314.

DE, P., DunNEg, E. J., GHOSH, J. B., AND WELLS, C. E.: The discrete time-cost tradeoff
problem revisited. European Journal of Operational Research 81(2) (1995): 225-238.

DE, P., DunNE, E. J., GHOsH, J. B., AND WELLS, C. E.: Complexity of the discrete time-
cost tradeoff problem for project networks. Operations Research 45(2) (1997): 302-306.

FALK, J. E. AND HorOWITZ, J. L.: Critical path problems with concave cost-time curves.
Management Science 19(4-part-1) (1972): 446-455.

FeENnG, C., Liu, L., AND BURNs, S.: Stochastic construction time-cost trade-off analysis.
Journal of Computing in Civil Engineering 14(2) (2000): 117-126.

FuLkersoN, D. R.: A network flow computation for project cost curves. Management
science 7(2) (1961): 167-178.

GERTSBAKH, I.: Reliability Theory - With Applications to Preventive Maintenance. Sprin-
ger Berlin (2000).

GOLDBERG, A. AND TARJAN, R.: Solving minimum-cost flow problems by successive appro-
zimation. In Proceedings of the Nineteenth Annual ACM Symposium on Theory of Com-
puting, STOC ’87,(1987), pages 7-18, New York, NY, USA. ACM.

GOLDBERG, A. V.: An efficient implementation of a scaling minimum-cost flow algorithm.
Journal of Algorithms 22(1) (1997): 1-29.

IDHAMMAR, C.: Preventive Maintenance, Essential Care and Condition Monitoring Book.
IDCON inc. (1999)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



(18]

(19]

20]

(21]

(22]

23]

[24]

[25]

[26]

27)

(28]

29]

(30]

(31]

32]

(33]

(34]

(35]

KARBANTARTASI PROJEKTEK MATRIX ALAPU TERVEZESE 55

KELLEY, J. E.: Critical-path planning and scheduling: Mathematical basis. Operations
Research 9(3) (1961): 296-320.

KOSZTYAN, Z.: Madtriz alapi stratégiai projekttervezési eljardsok. SZIGMA 44(1-2)
(2013): 65-94.

Ko0SzTYAN, Z., FEJES, J., AND Kiss, J.: Sztochasztikus hdléstruktirdk kezelése projektiite-
mezési feladatokban. SZIGMA 39(1-2) (2008): 85-103.

KOSZTYAN, Z. AND Kiss, J.: Pem—a new matriz method for supporting the logic planning of
software development projects. In DSM 2010: Proceedings of the 12th International DSM
Conference, Cambridge, UK, 22-23.07. (2010)

KoszTYAN, Z. AND Kiss, J.: Stochastic network planning method. In Elleithy, K., editor,
Advanced Techniques in Computing Sciences and Software Engineering (2010), pages 263—
268. Springer Netherlands.

KoszTYAN, Z. T.: Ezact algorithm for matriz-based project planning problems. Expert
Systems with Applications 42(9) (2015): 4460-4473.

KovAcs, Z.: Karbantartdsi stratégidk monte carlo optimalizdldsa. Szigma XXXIX. (2008):
185-198.

KovAcs, Z. AND VITEK, M.: Rendszer-megbizhatésdg szdmitdsa igazsdgtabldzat alkalma-
zdsdval. Min8ség és Megbizhat6sdg 4 (1991): 43-44.

LAMBERSON, L. R. AND HOCKING, R. R.: Optimum time compression in project scheduling.
Management Science 16(10) (1970): B-597-B—606.

MINOGUE, P. ET AL.: "gantt-like” dsms. In DSM 2011: Proceedings of the 13th International
DSM Conference.(2011)

MOUBRAY, J.: Reliability-Centered Maintenance. Second edition. Industrial Press, Inc.; 2
Revised edition. (1997)

ORLIN, J. B.: A faster strongly polynomial minimum cost flow algorithm. Operations
Research 41(2) (1993): 338-350.

PRITSKER, A. A. B.: GERT: Graphical evaluation and review technique. Rand Corporation.
(1966)

Ranivi, M. AND IRANMANESH, H.: Multi objective particle swarm optimization for a disc-
rete time, cost and quality trade-off problem. World Applied Sciences Journal 4(2) (2008):
270-276.

SHIKER, M.: Some methods of calculating the reliability of mized models. Journal of Babylon
University 21(3) (2013): 770-774.

STEWARD, D. V.: The design structure system- a method for managing the design of
complezx systems. IEEE transactions on Engineering Management 28(3) (1981): 71-74.

SUTRISNO, A. AND LEE, T.: Service reliability assessment using failure mode and effect
analysis (fmea): survey and opportunity roadmap. International Journal of Engineering,
Science and Technology 3(7) (2011): 25-38.

TAREGHIAN, H. R. AND TAHERI, S. H.: On the discrete time, cost and quality trade-off
problem. Applied Mathematics and Computation 181(2) (2006): 1305-1312.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



56 KOSZTYAN ZSOLT TIBOR, PRIBOJSZKI-NEMETH ANIKO, KOVACS ZOLTAN

[36] WaNG, Y.-M. AND ELHAG, T.: Fvidential reasoning approach for bridge condition assess-
ment. Expert Systems with Applications 34(1) (2008): 689-699.

[37] X1a0, R., CHEN, T., AND TAO, Z.: Information modeling and reengineering for product
development process. International Journal of Management Science and Engineering Ma-
nagement 2(1) (2007): 64-74.

[38] YaN, H.-S., WANG, Z., AND JIANG, M.: A quantitative approach to the process modeling
and planning in concurrent engineering. Concurrent Engineering 10(2) (2002): 97-111.

[39] YASSINE, A., FALKENBURG, D., AND CHELST, K.: Engineering design management: An in-
formation structure approach. International Journal of Production Research 37(13) (1999):
2957-2975.

(Beérkezett: 2016. janudr 28.)

KOSZTYAN ZSOLT TIBOR

PRIBOJSZKI-NEMETH ANIKO

KOVACS ZOLTAN

Pannon Egyetem

Gazdasagtudoményi Kar

Menedzsment Intézet

Kvantitativ Mddszerek Intézeti Tanszék és Ellatasi Lanc Menedzsment Intézeti Tanszék
8200 Veszprém, Egyetem utca 10.

{kzst,nemethani kovacsz} Qgtk.uni-pannon.hu

MATRIX-BASED MAINTENANCE MANAGEMENT
ZsoLt TIBOR K0OSZTYAN, ANIKO PRIBOJSZKI-NEMETH, ZOLTAN KOVAcCs

In this paper a new problem, namely: preventive maintenance project scheduling problem
is specified. This problem integrates the structures of system reliability and the sequences of
the preventive maintenance tasks. Since in a preventive maintenance project scheduling prob-
lem usually not all equipment will be maintained, the problem specify a flexible project, which
consist not only mandatory but also supplementary tasks. The proposed algorithm reduce the
preventive maintenance project scheduling problem to a traditional discrete time-quality-cost
trade-off problem within a polynomial time. The proposed algorithm is able to rank all the
feasible project plans according to the predefined preferences of scores like time and cost. The
developed matrix based methods and proposed exact algorithm may be important and essential
components of a project expert system supporting strategic decision makings particularly in case
of large, complex flexible maintenance projects.
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A REZGO HUR IRANYITASA

HORVATH MIKLOS

Két belsé pontban eréhatasnak aldvetett, a végpontokban rogzitett, kez-
detben nyugalmi allapotban 1év6 hir lehetséges mozgasdallapotait vizsgédljuk.
Ismert, hogy a véges id6 alatt elérhetd Gsszes mozgasallapot el6all (elegen-
déen nagy) régzitett idd alatt is. Jelen dolgozatban megkeressiik a minimalis
idot, amely alatt a hdr az Gsszes lehetséges mozgésallapotba atvihet6. Meg-
mutatjuk, hogy a kérdés egyszerii szerkezetli, soronként legfeljebb 4 nem-
nulla elemet tartalmazé matrixok rangjdnak vizsgédlatdra vezethetd vissza.
A dolgozat 3. részében megfogalmazott nyitott kérdés vizsgalatdhoz a kozép-
iskolai ismeretanyag is elegendo.

1. Bevezetés
Tekintsiik a kovetkezd egyenletet:

Y (2, 1) = Yoo (2, 1) + 6(x — ar)uy (t) + 6(x — az)usa(t), (1)
0<z<1, 0<t<T.

TItt y(z, t) jeloli a [0, 1] szakaszon kifeszitett hir « pontjdnak a nyugalmi dllapotbdl
(azaz y = 0-bdl) vald transzverzélis kitérését a t idépontban. A 0 < a1 < az <1
bels6 pontokban irdnyitjuk a hirt a négyzetesen integralhatéd valds wuq(t), us(t) €
Ly(0,T) fiiggvényekkel. A hur két végpontja rogzitett, tehét

y(0,8) = y(1,1) = 0. (2)

A megfigyelés kezdeti ¢ = 0 pillanatdban a hur nyugalomban van, azaz minden
pontjanak pozicidja és sebessége is nulla:

y(x,0) = ye(z,0) = 0. (3)
A T > 0id6 alatt elérheté mozgédsallapotok halmaza

R(T) = {(y("T)>yt('7T))|u1a Uz € L2(07T)}
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Nyilvanval6, hogy az R(T) halmaz T fiiggvényében monoton né, hiszen ha ¢ = 0-
tél egy adott értékig az uq, us irdnyi tds nulla, akkor a hir nyugalomban marad,
és ezutan (idéeltolédassal) barmely kisebb T-hez tartozé mozgéséllapot elérheté.
Joé Istvan [6] dolgozatdban tobbek kozott igazolta, hogy ha ay és ag racionilis,
azaz

p1 b2

ap=—, az==—, (p1,p2,q) =1,

q q
tehdt p1, pe és ¢ legnagyobb kozos osztdja 1, akkor 2(q — 1)/q < Ty < T» esetén
R(Th) = R(Tz). Jelen dolgozat célja a legkisebb olyan Tp megaddsa, amelyre
To < Ty < Ty esetén R(Ty) = R(T:). Ezt a minimadlis elérési id6t jellemezziik
lineéris algebrai eszkozokkel.

A kérdéssel kapcsolatos kordbbi kutatdsok kozott elészor emlitsiik meg a Jod
[5] dolgozatot, melynek egyik eredménye szerint ha csak egy bels pontban ira-
nyitjuk a hurt, akkor a minimalis elérési id6 Ty = 2 irraciondlis pont esetén, és
To = 2(¢—1)/q, ha p/g-ban irdnyitunk, ahol (p,q) = 1. Castro [2] egyetlen mozgé
pontban vizsgélta a hir irdny{tdsdt. Tobb szerzé vizsgalta a végpont(ok)ban ird-
nyitott hir mozgasallapotait. Hansen és Zuazua [3] két darabbdl Osszetett hurt
vizsgalt, ahol az illesztési pont nyugalmi helyzetbdl valé kitérése az iranyitas. II’in
és Moiseev [4] az egyik végpontban a kitérési sebességgel irdnyitott hurt vizsgél-
tak, és megkeresték a minimalis norm&ju kontrollt. Végiil megemlitjitk Avdonin
és Edward [1] dolgozatét, ahol véges sok belsé pontban a hirhoz témegpontokat
ragasztunk, és az egyik végpont kitérése az iranyitas. Tobbek kozott megmutatjik,
hogy elég hosszi id6 alatt minden, megfeleld fiiggvénytérbe tartozé mozgasallapot
elérheto.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. A fenti, részben heurisztikus problémafel-
vetés pontos megfogalmazasat és ekvivalens atalakitasait adjuk meg a 2. részben.
Ez nagyrészt a [6] cikkben is megtaldlhaté anyag, melyet a kénnyebb olvashatdség
érdekében itt is attekintiink. A 3. rész tartalmazza az 1j eredményeket, azaz
Ty jellemzését linearis algebrai eszkozokkel, tovabba diszkutdljuk a Tp-ra adhatéd
explicit képleteket, megfogalmazva nyitott kérdéseket is.

2. A feladat pontos megfogalmazasa és ekvivalens atalakitasai

Az (1) mésodrendii differencidlegyenlet Dirac-deltdkat is tartalmaz, tehat kozon-
séges értelemben y legfeljebb elsérendi differencidlhatdsagat varjuk. Legyen z(z,t)
egy tetszoOleges fliggvény a

z(x,t) € C*([0,1] x [0,T]), 2(z,T) = z(x,T) =0, (4)

tulajdonsdgokkal. Szorozzuk be az (1) egyenletet z-vel, és integréljunk 0 < z < 1-
ben és 0 < t < T-ben is. Formdlisan kétszeres parcidlis integraldst alkalmazva
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az egyik, illetve masik valtozéban a kilép6 tagok eltiinnek az y-ra és z-re kirdtt
kezdeti- és peremfeltételek miatt, ezért a kovetkez6 egyenlet adddik:

1 T
/ / y(x,t)[zee(z,t) — 2ge(x, t)] dt dzx
0 oT (5)
_ / [(an, t)ua () + =(az, s ()] dt.

0

Mivel ez az egyenlet nem igényli y simasagat, és implicit mdédon tartalmazza az
y-ra kirétt kezdeti- és peremfeltételeket is, kézenfekvd az aldbbi értelmezés:

2.1. Definicid. Az (1), (2), (3) rendszer megolddsin olyan y € Lo([0,1]x
x[0,T)) figgvényt értiink, mely tetszdleges, a (4) kikitéseket kielégitd z(x,t) figg-
vény esetén eleget tesz az (5) egyenletnek.

A valtozok szétvalasztiasdnak ismert médszerét alkalmazzuk: a
z(z,t) = sin(nmz) - b(t), be C*([0,T7), b(T) = (T)=0
fiiggvényt helyettesitjiik (5)-be. A kovetkez6 allitds adddik:

2.1. TETEL. (Jod [6]) Az (1), (2), (3) rendszernek létezik pontosan egy,
a 2.1. Definici6 szerinti y € Ly([0,1] x [0,T]) megolddsa. A megoldds szinuszos
sorfejtése az x valtozéban

o0

yla,t) = Z cn(t) sin(nrmz), (6)

n=1
ahol az egyiitthatok
! sin(nm(t — 7))
— " gn(7)dr,
- gn(T)dT 7
gn(t) = 2[sin(nmay )uq (t) + sin(nrag)ua(t)].

cn(t)

o

A sor barmelyik valtozéban egyszer tagonként differencidlhato:

o0

yi(z,t) = Z c (t) sin(nmz),

n=1

Yo (z,t) = Z nwe, (t) cos(nmwz).
n=1

Mindhédrom sorfejtés konvergens Lo([0, 1] x [0, T])-ben és bdrmely régzitett t esetén
Ly([0,1]-ben is. Végiil az y(x,t) megoldds benne van a H'([0, 1] x [0, T]) Szoboljev-
térben.
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A tétel bizonyitdsa megtaldlhaté [6]-ban, azt nem ismételjiik itt meg, de néhdny
megjegyzést tesziink. A (7) képletet derivélva kapjuk, hogy

a(t) = /01 cos(nm(t — 7)) gn(T) dr. (8)

Innen elészor is latszik, hogy ¢, (0) = ¢}, (0) = 0, ahonnan (3) kovetkezik. A (8)
képlet azt is mutatja, hogy ¢}, is abszolit folytonos, a masodik derivélt Ls-ben
van, és ¢! = n’n?c, + g, teljesiil majdnem minden ¢ € [0, 1]-re. Ez az egyenlet

(formédlisan) az (1) képlettel ekvivalens. Ugyancsak a (7) formula szerint

ahonnan a Cauchy—-Bunyakovszkij—Schwartz-egyenltlenség alkalmazdsaval lathato,
hogy )", |cn| egyenletesen korldtos t-ben, és emiatt a (6) sor abszolit és egyen-
letesen konvergens [0,1] x [0, 7]-n. Ebbdl pedig kivetkezik, hogy y egy folytonos
fliggvény, amely nulla a hir végpontjaiban.

A sorfejtések miatt az R(T) halmazok novekedése helyett vizsgdlhatjuk az
Osszes lehetséges ¢, ¢, egyiitthaté-sorozatok halmazénak novekedését is. Ez az
otlet a kovetkezo éllitashoz vezet:

len(t)] < % H /O t sin(nar)uy (t — ) dr| + ‘ /O t sin(nar)us(t — 1) dr

2.1. LEMMA. ([6]) Legyen

A {(S?H(Wal)%imﬂ in > 1},
sin(nmaz)

és jelolje B(T') a A halmaz momentumterét a két komponensii komplex Lo térben,

s = {( (S e (1)) |(2) e aomie

A B(T) momentumtér névekszik T-ben, és B(Ty) = B(T») pontosan akkor, ha
R(T1) = R(T3).

Bizonyitds. Elészor is vegyiik észre, hogy

n

T
A (T) +inme,(T) = / ety (t)dt,
0
gn(t) = 2[sin(nmay )uq (t) + sin(nwag)us(t)].

Két valds sorozat, ¢, és ¢}, helyett egyetlen komplex sorozatbdl, ¢, (T) +inmwc, (T)-
bél is rekonstrualhatok az y(., T), y:(., T) fuggvények. A fenti képlet szerint ilyen-
kor csak n > 1 jelenik meg az exponencialis fiiggvény kitevGjében. Ha errdl atté-
riink a komplex Lo tér momentumterére, akkor minden nemnulla index megjelenik
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a kitevében. A

(e (T) + inmwen(T)) + (¢, (T) — inme,(T))

:4/T s%n(nwal) gint. Ry dt,
o sin(nmag) Ry

(e (T) + inmen(T)) — (c,(T) — inmen(T))

)
=i [ { (ot ) ()

képletek azt mutatjak, hogy a komplex Lo és a valdés Lo fenti momentumterei
egymasbdl rekonstrudlhatok, és az egyik pontosan akkor béviil, amikor a masik.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

Erdemes itt megjegyezni, hogy mivel a 271/2¢"" fiiggvények ortonormalt
bézist alkotnak Lo(0,2;C)-ben, ezért T > 2-re a B(T) momentumtér az n # kq
koordinatakon vett teljes komplex ¢ tér lesz. Emiatt a minimalis elérési id6 az a
legkisebb Tj) < 2 érték lesz, amely folott B(T') az n # kq koordindtdkon vett teljes
komplex {5 teret kiadja.

3. A minimalis elérési id6 jellemzése

A tovébbiakban sziikségiink lesz az alabbi fogalomra.
3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a H Hilbert-térben a Hy,..., Hy alterek
erGsen fiiggetlenek, ha van olyan 0 < ¢ konstans, hogy barmely h; € H; vektorokra

[Py + -+ Al = c(lhall + -+ [[hn]]) - (9)

Ez valéban erdsebb a linedris fiiggetlenségnél, mert (9) miatt hy + -+ + hy = 0-
bol hy = -+ = hy = 0 kovetkezik. Heurisztikusan a fogalom azt jelenti, hogy
barmelyik altér pozitiv szoget zar be a tobbi altér Gsszegével, vagyis nincsenek
benniik ,majdnem pédrhuzamos” vektorok. Nyilvan felteheté (és a nemtrividlis
esetekben sziikségszer(l), hogy ¢ < 1. Az is vildgos, hogy ha Hy,..., Hy erésen
fliggetlen, akkor Hqy és Ho + - -+ + Hp is er0sen fiiggetlen, hiszen

[y + (ha + -+ hn)l| Z c(lhall + - + [lan[D) = e ([Pl + (lh2 + - - + hn ) -
3.1. LEMMA. Ha H; és Hy erdsen fiiggetlen zart alterek H-ban, akkor

a)
Ipyhall > cllhal| Vhi € Hi,  |prholl > c|lha| Vho € Hy

ahol pl a H ortokomplementer alterére, H -re valo meré']eges vetités, és

s s s
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b) Van olyan 0 < 6 < 1 szdm, mégpedig § = /1 — ¢%, hogy
[p2hall < 6llhall Vha € Hy,  lprholl < éllha|l Vha € Ha,

ahol p; a H;-re valé merdéleges vetités.

¢) Ha Hy és Hs erésen fiiggetlen, nem feltétleniil zdrt alterek H-ban, akkor
Hi + Hy = H.

Bizonyitds. a)-t és b)-t elég csak az egyik szereposztdsban igazolni.
pyh1 = hy — pohy miatt |p3hy|| > c(||hi||+|lp2h1l]) > c|/h1|| bizonyitja a)-t. Mivel
1A ]1* = lIp2hall? + [Ipz hall® = lIp2hall® + €|[ha|?, ezért [p2ha]|* < (1 = ¢*)|[mlf?,
ami bizonyitja b)-t. A c)-ben feltehetd, hogy a Hp, Ho alterek zdrtak, mert
EL = HZ-L, és a definiciébdl lathatéan a Hy, Hs alterck is erdsen fliggetlenek.
Legyen h € H tetszOleges vektor. Teljes indukciéval kénnyen igazolhatd, hogy

h = p1(pop1)"h + p1 (h+ paprh + - - + (p2p1)"h) (10)
+p3 (prh+ -+ pi(pap1)” 'h) .

Valéban, n = O-ra h = p1h + pi-h, mésrészt

p1(p2p1)™h = (p2p1)™ ' h + py p1(papr)”h
= p1(p2p1)" " b+ pi (p2p1)" T B+ py pr (p2p1) "
A Db)-beli becslések miatt (10) jobboldaldn az elsé dsszeadandé norméban 0-hoz

tart, a masik két 6sszeadanddban pedig a véges Osszegek norméban konvergalnak,
ezért limeszben kapjuk a

o0 (oo}
h=pth g b, W= (papn)™h B = 1> (papn)"h
n=0 n=0
eldéllitdst, amely bizonyitja c)-t is. ad

A momentumterek vizsgalatahoz sziikségiink lesz a kovetkezo allitasra:

3.2. LEMMA. Legyen W;, i =1,..., N véges sok erGsen fiiggetlen zart altér a
H Hilbert-térben és legyen p; a W;-re valé merdleges vetités. Akkor tetszileges
h; € W; vektorokhoz megadhaté olyan h € H vektor, hogy p;h = h;, i =1,..., N.

Bizonyitds. Mivel W; és Lin(W;, j # i) erésen fiiggetlenek, az eléz6 lemma c)
pontja szerint minden ¢-re

H = Wi+ (Lin(W;, j #4))* = Wk + 0. W
Ennek megfeleléen minden h;-nek létezik egy h; = hi +hi*, hfe Wi,

hi* € ﬂj#WjJ- felbontdsa. Nyilvdn p;h; = 0 és p;h;* = 0, ha i # j. Ezért
h; = p;h; = p;h}*, és akkor h = Zj h;* valasztassal p;h = p;h;* = h;. O
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Lathato, hogy a A rendszerben a (sin(nmay),sin(nmas))” vektorok parhuzamo-
sak, ha n = £(2kq+ j) vagy n = £(2kq+ 2q — j) alakid egy rogzitett 1 < j < g—1
mellett. Jeloljiik Vj-vel a

py = {7}

rendszer &dltal kifeszitett zart alteret az Lo(0,T'; C) térben. Végiil legyen
W, = <S?H(J:7Tp1/Q)>Vj_
sin(jmpa/q)
3.3. LEMMA. A A; rendszer momentumtere az L(0,T;C) térben a komplex
Uy tér, ha T > 2/q, és Uy valédi részhalmaza, ha T < 2/q.

Bizonyitds. Bar a hasonlé allitdsokat a Riesz-bazisok elméletének felhasznalasa-
val szokds bizonyitani, mi inkdbb egy elemi indokldst mutatunk. Legyen f €
L3(0,2/q;C), és legyen fo = fl,1/q), f1(t) = f(t+1/q). Akkor az f momentu-
mait megadd integral

2/ 4 1/q
/ e/ CRIEDTL £ (1) dt = / Rl g (1) dt,
0 0

g1 (t) = eFT™ fo () + X1 (1))

Az €2kt rendszer konstans norméaji ortogonalis bazis Lo(0,1/q; C)-ben, ezért
pontosan akkor kapjuk a teljes fo momentumteret, ha g, és g_ két tetsz6leges
eleme lehet Lo(0,1/q; C)-nek. A g. fiiggvényeket az fy, f1 fliggvényekbdl kapjuk
a
gre I = fo 4 €TI0y,
g_eijﬂ't — fO + e—ijrr/qf1
linedris egyenletrendszerrel. Mivel T' = 2/q esetén (fo, f1) tetszbleges La-beli pér
lehet, és az egyenletrendszer megolddsa barmely Lo-beli (g4,9-) par esetén egy
Lo-beli (fo, f1) pér, ezért ilyenkor a momentumtér a teljes ¢5. Emiatt nyilvan

maximélis a momentumtér T > 2/¢-ra is. Ha viszont T' < 2/q, akkor f; mdr nem
valaszthatd tetszolegesen, és emiatt a momentumtér is kisebb lesz. ad

A A; altal kifeszitett V; altérbeli fiiggvények egyszertien jellemezhetdk:
3.4. LEMMA. Legyen T > 2/q. Akkor
Vi ={f € L2(0,T;C)| (11)
f(t+2/q) = 2cos(mj/q) f(t+1/q) — f(t) m.m. t-re}.
Ha pedig f € V; és k > 2, akkor m.m. t € (0,1/q)-ra

e+ bja) = I g 1jq) - RUEZ T g
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Bizonyitds. Mivel az e2#74¢ fiiggvények altal kifeszitett tér az osszes 1/¢-periodikus
Lo-beli fiiggvénybél all, ezért nyilvan

Vi = {e"™ gy + e 7™ gy| g1, go 1/g-periodikus Lo-beli fiiggvény.}

Tlyen alakban minden L2 (0,2/q; C)-beli fiiggvény el6all: az el6z6 bizonyitds jelolé-
sével fo = eIt gy 4+ e gy f = UT/9. Uty 4 e~UT/4. it g, hefut minden
Lg—beh (fo, fl) péI‘t A

(z - eij”/(I) (z - e_ij”/q) =22 —2cos(jm/q)z + 1

azonossaghol kiovetkezik, hogy (11) teljesiil minden ¥ gy + =™ g, alaki fiigg-
vényre. Ez egyuttal bizonyitja (12)-t is k = 2-re. Nagyobb k esetén teljes indukcidt
alkalmazva kapjuk, hogy

f+(k+1)/q) =2cos(jm/q) f(t +k/q) — f(t+ (k—1)/q)
: sin(jkr/q) ,  sin(j(k —1)7/q)
pestinto) |G~ S
[$Mﬂk—”WM)1$Mﬂk—”ﬂqu
sin(j7/q) sin(j7/q)
_ sin(j(k + Dm/q) +sin(j(k — 1)m/q)
sin(jm/q)
_ sin(jkm/q) + sin(j(k — 2)7r/q)f
0

o sin(j7/q) o
B sin(j(k — 1)7/q) ht sm(].(k: - 2)7/q) fo
sin(j7/q)

sin(jm/q)
_ sin(j(k+ r/q) _ sin(jk/q)
= ft+1/q) Snn/2) (t).

sin(j7/q)

h

a

3.5. LEMMA. Ha a W; alterek linedrisan fiiggetlenek valamilyen T-re
H = Ly(0,T;C?)-ben, akkor erésen fiiggetlenek is.

Bizonyitds. A linedris fliggetlenség azt jelenti, hogy ha valamilyen f; € Vj-vel

qg—1 . .
51n(]7rp1/q))
F;(t)=0 mm. te (0,T)re, F;(t)=1[ . . fi(0), 13
0 .10, £ = (G o )
akkor f; =0mm., j =1,...,¢ — 1. Az el6z6 lemma szerint az f;-k kifejezhetok

az fio = filoa/q, fini(t) = fi(t +1/q), 0 < t < 1/q figgvényekkel, ezért (13)
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minden ¢ € (r/q, (r+1)/q) esetén egy egyenletpart ad. Ha k/q < T < (k+1)/q és
f = (fjo0 fj,l)g;%, akkor a (13) egyenletrendszer (0,7 — k/q)-n a Cf = 0,
(T —k/q,1/q)-n a C*f = 0 alakban {rhatd, ahol a C' és C* métrixok ¢-t6l fiigget-
lenek (és C' a C* két sorral val6 bévitése). A W;-k fiiggetlensége miatt C'f = 0-nak
és C* f = 0-nak is csak f = 0 a megolddsa, ezért van olyan § > 0, hogy

q—1 g—1
ICF2 >8> (Ifiol + 15115, 1CTF2 =8 (I fi0l* + |fial?)
j=1 j=1

Az els6 becslést integralva (0,7 — k/q)-n, a mdsodikat (T — k/q,1/q)-n, majd
Osszeadva azt kapjuk, hogy

[ ZFJ’||2L2(0,T;<C2) > 52 1£i1Z000.2/q) = 1 Z 1£i01700.1)

C2 2
> e Y I L0y > 72 (1B lom)

ezért az erfs fiiggetlenséget igazoltuk ¢ = y/ca/(¢ — 1) konstanssal. O

A minimalis elérési idére a kovetkezo6 jellemzést adhatjuk:

3.6. LEMMA. T az a legkisebb érték, amelyre a

W, = <Sin(j”p1/Q)>Vj, j=1,...q—1 (14)

sin(jmpa/q)
alterek linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak Lo (0, T; C?)-ben minden T > Ty-ra.

Bizonyitds. Léattuk, hogy Tj a legkisebb id6, amely mellett minden 7' > Ty-ra
a A exponenciélis rendszer Lo(0,T;C?)-beli momentumtere a g-val nem oszthaté
indexeken befutja az £ teret. A 3.3. lemma szerint a (14) altereket kifeszité A-beli
vektorok momentumtere ¢ lesz, ha T' > 2/q, és ilyenkor az alterekben vannak
olyan vektorok, melyek éppen egy elbirt f2-beli momentumsorozatot adnak. Ha
a (14) alterek linedrisan fiiggetlenek valamilyen T-re, akkor a 3.5. lemma szerint
erésen fliggetlenek is, ezért a 3.2. lemma szerint ilyen T-re a teljes A rendszer
momentumtere is befutja ¢»-t, hiszen h és p;h skalaris szorzata egy Wj-beli fligg-
vénnyel ugyanaz. Tegyiik fel most, hogy a W; alterek linedrisan 6sszefiiggék. A

= (o)

jeloléssel élve ez azt jelenti, hogy a ¢-val nem oszthaté n indexeken 1étezik egy
nem azonosan nulla {c, o} € fo sorozat, amelyre > cnopn = 0 (és az Gsszeg
Ly(0,T;C?)-ben konvergens). Akkor viszont barmely h € Lo (0, T; C?)-re

0= <h7 ch,0§0n> = nglv @n>’
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azaz minden momentumsorozat meréleges {c, o }-ra, és akkor a momentumtér nem
lehet maximalis. O

A dolgozat {6 eredményének kimondasdhoz vezessiik be a kovetkezo linedris
egyenletrendszert. Valasszunk f; € V; fiiggvényeket, és vezessiik be az

q—1

T, = Zsin(jﬂp/Q)fj,m
;i (15)

Yp = Zsin(jﬂp/Q)fj,l

Jj=1

jeloléseket, ahol fj0 = fil(0,1/q), fi.1(t) = fi(t +1/q), 0 <t < 1/q. Vegyiik észre,
hogy az (fj,O);]‘;i — (xp)g;i és (ijl)?;% — (yp)zq,;i hozzarendelések kolcséndsen
egyértelmiiek. Valéban, ha

q—1

Zozjsin(jwp/q) =0 p=1,...,q—1,

j=1
akkor a p(t) = g;} o sin(jt) egy olyan, legfeljebb ¢ — 1-edfoku trigonometrikus
polinom, melynek gytke van az dsszes wk/q pontban, tehét [0, 27)-ben van legaldbb
2q — 1 gyoke, ezért ¢ =0, vagyis oy = --- = ag—1 = 0.
Az aldbbiakban minden egyenlet egy egyenletpart jelent, ahol p* helyébe minden
elofordulasakor pi-et, illetve minden el6forduldsakor po-t kell helyettesiteni:

[0] p- =0,
1 » =0
(A) [ ] yp )
2] Yp 1+ Yp—1 =0,
[k] Yp*+k—1 + Yp*—k+1 — Tp*4k—2 — Tp*—k42 = Oa k 2 3.

Az x,, y, valtozdk definici¢jabdl lathatd, hogy

o =2q=0, T_p = —Tp, Tgpp = —Tq—p;

(B)
Yo ="Y¢=0, Y=p = —VYp, Yg+p = —Yg—p-

Létjuk, hogy a (B) redukcié figyelembe vételével az (A) egyenletrendszer az
T1y. 3 Tqg—1,Y1,---,Yg—1 Valtozdkat tartalmazza. Az egyenletrendszer matrixa
egyszerl szerkezetii: soronként legfeljebb négy £1 elemen kiviil csak nullakat tar-
talmaz, és a nemnulla értékek is szabdlyosan helyezkednek el. Heurisztikusan azt
lehet mondani, hogy két ¢ — 1 hosszisidgu diszkrét hur p; és ps pontjabdl egy
egységnyi jel szimmetrikusan tovdbbterjed mindkét irdnyba, és (B) szerint a hir

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



A REZGO HUR IRANYITASA 67

hatérdhoz érve a jel ellentétes fazisban verédik vissza. A dolgozat f6 eredménye,
hogy a keresett minimélis elérési id6 attdl fiigg, milyen k esetén lesz az (A), (B)
egyenletrendszernek csak a nullvektor a megolddsa, vagyis mikor lesz az egyenlet-
rendszer matrixanak rangja a maximalis 2q — 2:

3.1. TETEL. Tekintsiik azt a linedris egyenletrendszert az mi,...,Tq_1,
Y1s- -, Yq—1 valtozdkra, amely az (A)-beli [0],[1],..., [k] egyenletpdrokbdl adddik
a (B) figyelembe vételével. Az a minimadlis Ty elérési id6, amely f6l6tt R(T) mar
nem né tovabb, megadhaté Ty = (ko + 1)/q alakban, ahol kq a legkisebb olyan k
érték, amelynél a (B) szerint mddosi tott (A) linedris egyenletrendszernek csak a
nullvektor a megolddsa. Az R(T,) halmaz mér tartalmazza a hir dsszes, véges id6
alatt elérheté mozgasallapotat.

Bizonyitds. A 3.6. lemma szerint azt kell vizsgadlnunk, milyen T-re lesznek a W
alterek linedrisan fiiggetlenek Lo (0, T'; C?)-ben. Legyen tehat f; € V;, és vizsgaljuk
a -

Zsin(jﬂp*/q)fj =0 mm, p* = { Pl (16)
j=1 D2
egyenletpart. A t id6t felosztva 1/q hosszti szakaszokra az fjo = fil(0,1/q)
fint) = f;(t+1/q), 0 <t <1/q jelolésekkel az aldbbi egyenletek adédnak:
qg—1
Tpr = Z sin(jmp*/q) fio =0,
j=1
qg—1
ypr = Y _sin(jmp*/q) fi1 =0,
j=1
a k > 2 indexekre pedig a 3.4. lemma szerint trigonometrikus azonossagok alkal-
mazasaval az adédik, hogy

Z sin(mp* Ja) (Si{ﬂ(jfm/q) gy, — S0G 0= Dr/g) fm)

sin(j7/q) sin(jr/q)

— cos(j(p* — k)m/q) — cos(j(p* + k)7/q)

sin(j7/q)
cos(j(p* —k+1)m/q) —cos(j(p* +k—1)7/q)

i sn(j/a) b

fin (17)

R,
|
L1

<.
I
—

Mivel

q—1 q—1 . 1
21y = 2zsin(j77p/Q>fj,0 = Z sl — U/ ) — costy(p + Un/4) fio0;

= sin(jm/q)
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és hasonléan y,-re, ezért (17) ekvivalens az

Yp k1 + Ypr ki3t FUpr ko1 — (Tpr—pyo + Tpr s+ + Tpryp2) =0

egyenletparral, ami a 2-vel kisebb k esetére felirt hasonl6 egyenletpar miatt ekvi-
valens az

Yp* —kt1 + Ypr4k—1 — (Tpr—kt2 + Tpryp—2) =0

egyenletpdrral. Vagyis az (A) egyenletrendszer adédik, és nyilvédnvaléan a (B)
azonossagok is teljesiilnek. Ha k/q¢ < T < (k + 1)/q, akkor a [0], [1],...,[k-1]
egyenletek a teljes [0, 1/q] szakaszon teljesiilnek, [k] pedig a [0, T — k/q| szakaszon.
Nézziik elészor a k < ko, k/q < T < (k+1)/q esetet. Akkor a T —k/q <t <1/q
értékekre vett x,, y, véltozékra csak a [0], [1],. .. ,[k-1] egyenletek teljesiilnek, ezért
vannak olyan x,,, y, nem mind nulla konstansok, melyek kielégitik [0], [1],...,[k-1]-
et. Legyen 0 < t < T — k/gra fio = fj1 =0, T —k/qg <t < 1/q esetén
pedig fio, fj1 legyenek az z,, y, megolddsnak (15) szerint megfelel6 nem mind
nulla konstansfiiggvények. Akkor a fentiek szerint megkapjuk a (16) egyenletnek
egy nemtrividlis megoldasat, azaz a W; alterek nem fiiggetlenek, emiatt az R(T)
halmaz ilyen T-re nem maximdlis. Most legyen k = ko, és T = (ko — 1)/q vagy
k > ko. Akkor minden 0 < ¢t < 1/¢-hoz tartozé x,, y,-re teljesiilnek a ((B)
szerint médositott) [0], [1],...,[k] egyenletek, vagyis csak x, = y, = 0 a megoldas,
és emiatt a (16) egyenletnek csak trividlis megolddsa van. Ez azt jelenti, hogy
a W; alterek linearisan fliggetlenek, akkor pedig a 3.6. lemma szerint barmely
T > (ko +1)/g-ra az R(T) halmaz maximalis lesz. A bizonyitast befejeztiik. O

A tétel pontos leirdsit adja a minimalis elérési idének. A kritérium nem nagy
p1, P2 €s q értékekre papiron konnyen szamolhato, illetve barmely p1, po, g ese-
tén kénnyen programozhaté a (médositott) [0], [1],...,[k] egyenleteknek megfeleld
matrix rangjanak vizsgalata. Ugyanakkor érdekes lenne egy explicit formula, mely
p1, p2 és q fiiggvényében megadja ko-t. Ez szamos speciilis esetben meghataroz-
hato, ezekbol bemutatunk néhanyat, teljes dltalanossagban viszont nem ismert.

Vezessiik be az
U =Yp — Th—1, kEZ
véltozdkat. A (B) szerint
U_fy = Thy1 — Y-
Nyilvan uy, 2¢-periodikus, de valdjdban 2¢g—2 fiiggetlen 1j valtozdt ad meg, melyek-

bél az x, yi valtozdk egyértelmiien kifejezheték, és az (A) egyenletrendszer tovabb
egyszerlsithetd:
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3.7. LEMMA. Az ij uy valtozokbdl a korabbi valtozok felirhatdk az

k-1
TR = zul—k+2j =Uk—1 +Up—3+ -+ Uik,
§=0
o (18)
Yk = Zu2fk+2j =up +Up—2+ -+ U2
§=0
alakban. Specidlisan
qg—1
Zui+2j =0 Vi, (19)
=0

azaz a paratlan indexii u-k és a paros indexii u-k Gsszege is 0, igy valéjaban 2q — 2
fiiggetlen uy, véltozdt definidltunk. Az dj védltozokkal az (A) egyenletrendszer a
kévetkezd alakot 6lti a p/q, (p + s)/q pontpér esetén:

p—1 _ pts—1 _
0 Zj:() Ur—pta2j =0, Zj:o Ur—p-st25 = 0,

|

—1 -1
] Z?:o uz—pt2;j =0, Zé’ié’ U2—p—st2;5 = 0,
]

1
()4
2 Up+1 = U—p+1, Upts+1l = U—p—s+1,
[k] Up+k—1 = U—p+k—1, Uptstk—1 = U—p—s+k—1; k> 3.
Bizonyitds. Definicié szerint ug = —x_1 = 1 és up = y;. FEzzel a (18)

egyenleteket k = 1-re megkaptuk. Nagyobb k esetén teljes indukcioét alkalmazunk
az T = U1—k + Yk—1, illetve az yi = up + x,_1 formuldk alapjan. fgy megkapjuk
(18)-at, specidlisan az =, = y, = 0 egyenletek miatt (18)-bdl (19) is addédik. Az
(A’) rendszerben [0] és [1] az x, = xpys = 0 és yp = Ypys = 0 egyenletek (18)
szerinti atirdsa, [k| pedig az eredeti egyenletpar yp«igx—1 — Tpr4r—2 = Tp*—kt2 —
Yp* —k+1 alakra hozdsabdl kovetkezik. O

Az 4j (A’) egyenletrendszer annyiban egyszeriibb, mint az (A), hogy a > 2
indext egyenletek két valtozd egyenlGségét allitjak. A kovetkezdkben azt vizsgal-
juk, melyik [k] esetén taldljuk az els6 redundédns egyenletet. A [k] egyik egyenletét
akkor nevezziik redundédnsnak, ha kifejezhet6 [k] mésik egyenletébél és a [0]-[k — 1]
egyenletekbél a 2¢g-periodikussdg és (19) figyelembe vételével.

3.8. LEMMA. a) Ha az (A’) egyenletrendszerben [ki]| egyik egyenlete redun-
dans, akkor a k > ki indexti egyenletparok megfelels egyenlete is redundans lesz.
b) Ha el6szor [k1]-ben van redundéns egyenlet, akkor

2q — ky — 2
To(p,pﬂ%f): -k -2
q

q q
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Bizonyitds.

p—1 pt+s—1
a) A [2] egyenletpér [0] miatt ekvivalens a Z u3—pt2; =0, Z U3—p—st2j =0
§=0 §=0
egyenletekkel.  Hasonldéan ldthaté teljes indukciéval, hogy [k] ekvivalens a
p—1 p+s—1
Zuk_p+2j = 0, Z Uk—p—s+2j = 0 egyenletparral. Vagyis ekvivalens at-
§=0 §=0

alakitds utan [k] egyenleteit ugy kapjuk, hogy [0] egyenleteiben minden indexet
megnoveliink k-val. Emiatt ha [k] egyik egyenlete kifejezheté nem késébbi indexti
mas egyenletekkel, akkor az indexek eltolasdval kapott kés6bbi egyenlet is redun-
dans lesz. Megjegyezziik, hogy a véltozok indexben vett 2¢-periodikussidga és a
(19) egyenletek is invaridnsak az indexek eltoldsdra.

b) Tudjuk, hogy elég nagy [k] esetén a [0]-[k] egyenletrendszernek csak a null-
vektor lesz a megolddsa. Az a) szerint ha k; az elsé redundédns egyenlet, akkor
k1 < k < ko-ra [k] egyik egyenlete lesz redundéns, k > ko-ra pedig mindkettd.
Osszesen 2q — 2 fiiggetlen egyenlet kell az egyértelmii megoldhatéséghoz, ebbdl
k1 — 1-ig van 2k, utdna kell még 2q — 2k, — 2, tehat az utolsé informéaciét hordozé
egyenlet indexe ko = 2qg — k1 —3. Mivel tudjuk, hogy Ty = (ko+1)/g¢, a bizonyitast

befejeztiik. O
A fenti apparatussal s = 1 és s = 2 esetére fogjuk a minimélis elérési id6t
meghatarozni.
3.9. LEMMA.

(p p+1> <2p 2q2p2)
To | =, —— | =max | =, —FF——|.
q q q q

Bizonyitas. Az eléz$ lemma miatt azt kell megmutatni, hogy 2p < 2q — 2p — 2
esetén az els6 redunddns egyenlet indexe k1 = 2p. Az egyenletrendszer

[0] S g2 =0, P _ju_pio; =0,

[].] Zf;é U2—pt2j = 0, Z;}:O Ul—pt2j = 0= U_p = 0, Up+1 = 0,
[2] Uptl = U—pt1, Upt2 =U—p S U—p =0, upyo =0,

3] Uptz = U—pt2, Upt3 = U_pt1 & Uz—p = 0, Upy3 =0,

(47

2p — 2] usp-3=1up_3, Usp_2=1Up 4 up_3=0, uzp_o =0,

2p — 1] ugp—2 =Up—2, U3p—1 = Up_3 S Up_2 =0, uzp_1 =0,

[Zp] U3p—1 = Up—1, U3p = Up—2 <= Up—1 = O, Ugp = 0.

A [0] els6 egyenletére tekintettel [2p — 2]-b6l és a korabbi egyenletekbél u,—1 =0
kovetkezik; hasonléan [0] mésodik egyenletébdl [2p — 1] szerint uw, = 0. Ezért
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[2p] els6 egyenlete redundans. Amint l4ttuk, a [0]-[2p — 1] Gsszesen 4p egyenletébél
levezethetd, hogy a —p és 3p—1 kozotti indexti 6sszes ugp, = 0. Vagyis 4p egyenletbdl
4p ismeretlent meg lehet hatarozni, ezért ezen 4p egyenlet kozott csak akkor lehet
redundéns, ha a 4p valtozé nem mind fiiggetlen, vagyis ha —p +2¢ — 2 < 3p — 1,
azaz 4p > 2q — 1, tehat 2p > ¢, de ez ellentmond a 2p < 2q — 2p — 2 feltevésnek. O

Az s = 2 esetben a kovetkezOképpen kapjuk az optimélis elérési id6t. Az dllitast
olyan alakban mondjuk ki, amely kiemeli a p <+ ¢ — p — 2 szimmetriat.

3.10. LEMMA. Legyen Ty = To(p/q, (p + 2)/q).
a) Ha p pdros és ¢ — p — 2 pdratlan, akkor Ty = max(2p/q, (2¢ — 2p — 2)/q).
b) Ha p pdratlan és ¢ — p — 2 pdros, akkor Ty = max((2p +2)/q, (2q — 2p — 4)/q).
¢) Ha p és q—p—2 is pdratlan, akkor To = max(2p/q, (2¢—2p—4)/q) hap # q—p—2
é6sTo=(2p+2)/q=(2¢—2p—-2)/q=1,hap=q—p—2.

Bizonyitds. Most is megkeressiik az els6 redundans egyenletet.

[0] Zé:é u1-py2; =0, Zp+é U—1—pt2j =0 U_p_1 + Upp1 =0,

[1] Zé);é uz—pi2;j =0, p+0 U—p+2j =0 & U_p+Upi2 =0,

2] ups1 =u—p1, Upys =U_p1 S Up1FUu1p =0, Upys + Upp1 =0,
[B] Upta = U—pt2, Uppd =U_p S Up_p +U_p =0, Upya + Upyo =0,

2p+1} & Up— 2+up—0 U3p+2+U3p—0

(4 [2p 3] © up_g+up—a =0, ugp_o + ugp—a =0,
2p—2] < up 5 +up-3=0,u3, 1 +us 3=0,
2p—1] © up_g +up—2 =0, ugp + ugp—2 =0,
(2p] S Up—3 + Up—1 = 0, uzpy1 +usp—1 =0,
[

[

2p+2] © up_1 + upt1 =0, ugps3 + uspy1 = 0.

Legyen elészor p paros. Akkor [0] illetve [1] elsd egyenlete felirhatd

(up—1 + tp—3) + (up—5 + up—7) + -+ + (uz—p + u1-p) = 0,
(up + up—2) + (Up—a + up—6) + -+ + (ua—p + u2—p) =0

alakban. Ezért a [4], [6],..., [2p — 4] egyenletekbdl kapjuk, hogy up—1 +up—3 =0,
emiatt [2p] elsé egyenlete redunddns. Most nézziik csak a [0]-[2p — 1] egyenleteket.
A 2], [4],...,[2p—4], [2p—2], 2p—4], [0], [2], [4], .., [2p—4], [2p—2] egyenletekbd]
kapjuk, hogy

u—p—l = _ul—p = u?)_p = ... = up—5 = —up_3 = up—l = —up+1

Up4+3 = —Upys5 =+ = —U3p—3 = U3p—1-
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Hasonléan a [3]a [5]7 cee 7[2p - 3]7 [2]7 - 1]7 [2]7 - 3}7 [1]5 [3]a KRN [2]7 - 5}7 [2p - 3]7
[2p — 1] egyenletekbdl kapjuk, hogy

u*p = —u27p = ’u,47p = e . = up74 = —up72 = U’p = —up+2
= Uppdq = 0 = UZp_q4 = —U3p_2 = U3p.

Vagyis a [0] —[2p — 1] 4p egyenletébél a —p — 1 és 3p kozti indexli 4p + 2 valtozdk
alterébdl két szabadsagi foku rendszer maradt. Emiatt a [0]—[2p — 1] egyenletek
kozott csak akkor lehet redundans, ha nem mind a 4p+ 2 valtozé fiiggetlen, vagyis
ha —p—1+2¢—2 < 3p, 4p > 2q — 4, azaz p > q — p — 2. Mivel paros p-re ¢
paratlan, ezért p # q — p — 2, ezzel beldttuk:
29 —2p—2

. .

Ha p < ¢ — p — 2 péros, akkor Ty =

Legyen most p paratlan. Akkor [0], illetve [1] elsd egyenletének alakja

Up—1 + (Up—3 +up—5) + -+ (uz—p +u1—p) =0,
up + (up—g +up—g) + -+ (ug—p +uz—p) = 0.

Ezért [2p — 2]-bél up—1 = 0, [2p — 1]-b8l u, = 0 kovetkezik. A pdros indexi
egyenleteket el0szor csokkend, aztan nové sorrendben figyelembe véve kapjuk, hogy

0= Up—1 = Up—3 = Up—5 = "= U_p—1 = Upy] = Upy3 = *** = U3p+1,
és hasonléan egy indexszel eltolva
0=1up =1up_—2 ="+ = ugpio.

Innen kovetkezik, hogy [2p + 2] els§ egyenlete redunddns. Mésrészt a [0] —[2p + 1]
4p + 4 egyenletébdl megkaptuk, hogy az u_,_1 és uspio kozti 4p + 4 véltozd
mindegyike nulla. Vagyis [0]—-[2p + 1]-ben nem lehet redunddns egyenlet, ha a
valtozok fiiggetlenek, azaz —p — 14 2q — 2 > 3p + 2, masképpen ha p < g—p— 3.
Ezzel igazoltuk:

2q —2p—4
. .

Ha p < ¢ — p — 3 pératlan, akkor Ty =

Végiil legyen p = ¢ — p— 2 pératlan. Akkor [2p] els6 egyenlete redundédns. Ugyanis
3p+1=2q—p— 3 miatt

Uspy1 +Usp—1 = U—p-3 +U_p—5 = —(U—p—1 + U1—p +  + U2g—p-7)
= —[(u—p-1+urp) + -+ (Up—s + up-3) + up1
+ (up+1 + Up+3) R (U3p75 + ’U,3p73)] =0.
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Midsrészt ha [2p — 1]-ben is lenne redunddns egyenlet, akkor [0] —[2p + 1]-ben leg-
feljebb 4p + 1 = 2q — 3 fiiggetlen egyenlet volna, marpedig lattuk, hogy ezekbdl az
egyenletekbdl kovetkezik, hogy mind a 2¢ — 2 valtoz6 egyenld nulldval. Vagyis ez
esetben az elsé redundédns egyenlet [2p]-beli, ezért

To=02¢-2p—-2)/qg=(2p+2)/qg=1.

A fentiekbdl a lemma allitdsai mar konnyen adédnak. Valéban, ha p péaros és
q—p—2 paratlan, akkor p #q—p—2ésp < qg—p—2esetén Ty = (2¢—2p—2)/q,
p > q—p—2 esetén pedig To = (2¢ — 2(q — p — 2) — 4)/q = 2p/q, ahonnan a
lemma a) §llitdsa kovetkezik. Ha p pdratlan és ¢ — p — 2 péros, akkor szintén
pFAq—p—2é&p<qg-—p—2esetén Top = (29 —2p—4)/q; p > q—p—2
esetén pedig Tp = (2¢ — 2(q —p —2) — 2)/q = (2p + 2)/q, amibél b) kovetkezik.
Végiil ha p és ¢ — p — 2 is paratlan, de nem egyenlok, akkor p < g — p — 2 esetén
To = (29—2p—4)/q; p > q—p—2 esetén pedig Ty = (2¢—2(q—p—2)—4)/q = 2p/q,
ap=q—p— 2 esetet pedig mar lattuk. Ezzel a c) is igazoldst nyert, amivel a
bizonyitast befejeztiik. ad

Hivatkozasok

[1] S. A. AVDONIN AND J. EDWARD: Ezact controllability for a string with attached masses,
IMA Preprints, Minnesota (2015).

[2] C. CASTRO: Ezact controllability of the 1-d wave equation from a moving interior point,
ESAIM: COCV 19 (2013), no. 1, 301-316.

[3] S. HANSEN AND E. ZUAZUA: Ezact controllability and stabilization of a vibrating string
with an interior point mass, STAM J. Control and Optim. 33 (1995), no. 5, 1357-1391.

[4] V. A. IL'IN AND E. I. MOISEEV: Optimization of the boundary control of string vibrations
by an elastic force on an arbitrary sufficiently large time interval, Diff. Equ. 42 (2006),
no. 12, 1775-1786.

[5] I. Jo6: On the reachability set of a string in two interior points, Acta Math. Hung. 49
(1987), 203-211.

[6] 1. JoO: The control of a string in two interior points, Periodica Math. Hung. 22 (1991),
no. 1, 15-25.

(Beérkezett: 2016. mdrcius 29.)

HORVATH MIKLOS

Matematika Intézet, Analizis Tanszék

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudoményi Egyetem
H 1111 Budapest, Miiegyetem rkp. 3-9.
horvath@math.bme.hu

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



74 HORVATH MIKLOS

THE CONTROL OF VIBRATING STRINGS
MIKLOS HORVATH
We investigate the reachable movement states of a finite string, fixed at the endpoints, with
zero initial state and controlled in two interior points. It is known that all states reachable in

finite time can be obtained in a fixed finite time Tp. In this paper we give a simple linear algebraic
characterization of the minimal reachability time Tp.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



Alkalmazott Matematikai Lapok 33 (2016), 75-91

MATEMATIKAI KOZGAZDASAGTANROL MATEMATIKUSOKNAK

SIMONOVITS ANDRAS

Kulcsszavak: matematikai kozgazdasdgtan, optimalizalds, egyensiily, dina-
mika, korményzati beavatkozas.

Koszonetnyilvanitas: Héldsan koszonom Freud Rébert és Lazar Eszter
értékes megjegyzéseit.

1. Bevezetés

Gondtalan gyermekkorat maga utan hagyva minden ember gyakorlati kozgaz-
dész lesz. Rovid tdvon: adott drak és jovedelem mellett, hajlamait és izlését
kovetve eldonti, hogy a kiilonféle termékek (és szolgaltatasok) kozott hogyan osztja
el a jovedelmét. Hosszabb tavon: ugy valaszt foglalkozast, hogy képességeinek
megfelel6 jovedelmet érjen el, és ugy vesz fol hitelt, illetve ugy takarékoskodik,
hogy élete minél kellemesebben teljen.

Ebben a cikkben viszont az elméleti kozgazdasagtant, azon beliil is a matema-
tikai médszert mutatjuk be érdekl6d6 matematikusoknak. Modellek segitségével
megprobéljuk megmagyarazni, néha elérejelezni, hogy miért igy dont az egyén.
Sot, az egyénrol az egész tarsadalomra kiterjesztve a modelleket, elemezziik a kiala-
kulé piaci arakat és jovedelmeket. A politikusok tandcsadéjava szegddve még azt
is vizsgalhatjuk, hogyan érdemes a korméanyzatnak az addk és transzferek révén
a jovedelemek eloszlasat médositaniuk. Megjegyezziik, hogy a kvantitativ koz-
gazdasagtannak létezik egy masik valfaja: az dkonometria, amely a matematikai
statisztika megfelel6en médositott eszkozeivel probalja meg feltarni a kozgazdasag-
tanban érvényesiilo statisztikai szabalyossagokat. Ez utobbival nem foglalkozunk.

A matematika hasonlé szerepet jatszik a kozgazdasigtanban, mint a természet-
tudomanyokban: nyelv. Csupan a modellezett jelenségekrol sz6l6 ismeretek bizony-
talanabbak, és a beavatkozasi célok és eszkozok erkolesi tartalma kétségesebb itt,
mint ott.

A cikk szerkezete a kovetkezO: a 2. szakasz az egyéni dontések elméletét ismer-
teti, statikus és dinamikus nézépontbdl. A 3. szakasz a tobbszereplos dontések
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egyensulyat vazolja: el6szor statikus, majd dinamikus valtozatban, megkiilon-
boztetve a sok és a kevésszerepldés eseteket. A 4. szakasz a korményzati beavat-
kozds legegyszeriibb modelljeit vazolja. Az 5. szakasz vézolja a torténetet, mig
a 6. szakasz megprébal néhdny kovetkeztetést levonni. Révid hivatkozasjegyzék
zarja a cikket.

Szandékosan a torténeti Osszefoglalasra halasztottam az irodalmi hivatkoza-
sokat, és nagyon megtartéztattam magam a hivatkozdsokban, mert nem hiszem,
hogy az atlagolvaso cikkem elolvasasa utan megveszi a tobbszéaz-oldalas konyveket,
hogy részletesebben is tdjékozdédjon a kérdéskorrol.

2. Egyéni fogyasztasi dontések

Ebben a szakaszban el0szor az egyéni fogyasztdsi dontések statikus, majd dina-
mikus modelljét mutatjuk be.

2.1. Statikus megkozelités

Statikus modelliinkben egyetlenegy fogyaszté egyetlen idészaki vasarlasi don-
téseit vizsgaljuk. Legegyszerlibb esetben a fogyaszté jovedelme az m > 0 valds
szam; az n természetes szdm adja a vasarolhatéd termékek szamat, ést=1,2,...,n
az egyes termékek indexét. Legyen x; az i-edik termékbdl vésarolt mennyiség és
p; > 0 az egységar (mindketten valds szdmok). Els6 kozelitésben feltehetjiik, hogy
a fogyaszté minden jovedelmét elkolti:

> piri =m. (1)
i=1
Vektoridlis irasmoddal:

x=(z1,T2,...,2Tpn) és p=(p1,p2,--,Dn)s
valamint
p-z=m. (1)

Itt 1ép fel az els6 kérdés: hogyan ossza el a fogyaszté a jovedelmét az egyes ter-
mékek kozott? Egy koznapi fogyasztd nagyon egyszerli valaszt ad erre a kérdésre:
legyen (a;) egy n-elemii valés sorozat, elemeinek osszege 1:

Zai =1. (2)

Jovedelme «; részét kolti az i-edik termékre:

=Y 12 n (3)
Di
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Ha a stlyok értelmesen vannak megvalasztva, és a jovedelemhez képest az arak
is realisak, akkor ez a szabaly alkalmas a fogyaszt6i dontés leirdsara. Mutatja, hogy
az egyes termék fogyasztdsa a jovedelemnek novekvd, az arnak viszont csokkend
fliggvénye. Azt is tiikkrozi, hogy az izlésnek szerepe van a fogyasztasi déntésben:
rogzitett jovedelem és arak mellett egyesek tobbet esznek, masok tobbet isznak,
megint masok tobbet utaznak. Természetesen ez a leirds nem tiikrozi a keresztdr-
hatdst: ha az alma ara emelkedik, akkor a narancs fogyasztasa né.

A féaramu kozgazdasdgtan a fogyaszté statikus dontését optimalizdlasra vezeti
vissza. Az optimalizalandé fliggvényt hasznossdgfiiggvénynek nevezik, amelyrol
csak annyit tesznek fol, hogy a fogyasztasi vektor skalarértékii, folytonosan diffe-
rencidlhatd, szigortian névekvd és szigortian konkév fiiggvénye, jele U(x). A szi-
goru konkavitasnal csak egyetlen bels6 maximum létezik. Feltessziik, hogy

U(x1,. . 2i-1,0,Ti41, ..., Ty) = —00, i=1,...,n.

Ezt az U fiiggvényt kell az (1) korldt mellett feltételesen maximaliz&lni.

A Lagrange-féle médszer segitségével a kovetkezd sziikséges (és elégséges)
feltételt kapjuk a belsé optimumra. Legyen A # 0 egy valés szdm, és legyen
L(z)=U(x) — Ap- .

2.1. TETEL. Az (1) feltétel mellett az U(x) — max feladat * megolddsa kielé-
giti a kovetkez6 egyenletrendszert:

U/(z*) = \pi, i=1,2,...,n. (4)

K2

Bizonyitas. L (x*) = 0. O

2.1. Példa. A kozgazdasdgtanban nagyon elterjedt a logaritmikus hasznosséag-
fiiggvény:

U(xly s 71:”) = Zai logxiv
i=1

ahol teljesiil (2). (4) segitségével konnyen beldthatd, hogy az optimdlis ardnyokat
éppen (3) adja, és A = 1/m.

A hasznossagfiiggvény azért népszerli a kozgazdasigtanban, mert az egyéni
dontések kaotikus vilagdba rendet visz. Ugyanakkor kétséges, hogy az egyének
képesek-e ilyen bonyolult feladatokat megoldani (az én III. éves matematikus hall-
gatéim tobbsége képtelen erre). Még inkédbb problematikus az elméleti eredmények
gyakorlati megvaldsitasa: a szandékoltndl tobbet esziink, és kevesebbet kirandu-
lunk.

2.2. Dinamikus megkozelités

Eddig statikusan vizsgalédtunk, most ratériink a dinamikus vizsgalatra. Maxi-
malis egyszerliségre torekedve, most csak a Osszes fogyasztds idébeli alakuldsat
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vizsgaljuk. Diszkrét idében vizsgdlédunk, ahol az idészakok (hénap, év stb.)
szama T > 1 természetes szam, indexiik t = 1,2,...,7T. Eltekintiink az infl4-
ci6tol, és feltessziik, hogy fogyasztonk t-edik idészaki jovedelme my, és fogyasztasa
c¢. Eltekintiink attdl a kiilonbségtél, amely megtakaritdsunk és hiteliink utén fize-
tett kamatlab kozott 1étezik. Idében is egységesnek tekintjiik és R-rel jeloljiik a
kamattényez6t (=1+kamatldb). Feltéve, hogy a dolgozé elére ismeri a jovedelmi
palyajat, nem kap és nem hagy 6rokséget, egyetlen egyenletbe tomorithetjiik kolt-
ségvetését. Ehhez a jovedelem és a fogyasztas un. jelenértékére van sziikség:

T T
PVim]=> mR™" 6 PV[]=) R (5)
t=1 t=1

Figyeljiik meg, hogy az elsé kifejezés — (m;) Laplace-transzforméltja — az a jove-
delem, amelyet ha életpdlyank elején egy Gsszegben elhelyeznénk a bankunkban,
és T db szamlara tennénk, akkor a t-edik idGszak végére a t-edik szamléan éppen
myRT'R! = m,; friss jévedelem allna a rendelkezésiinkre. Hasonléan, a masodik

kifejezés t-edik tagja éppen ¢;R7'R' = c¢;, s ez a nevezett idészak fogyasztasi
koltsége. Egyensilyi feltételiink szerint a két jelenérték azonos:
PV[m]| = PV]c]. (6)

A varidcidészamitashoz hasonléan a fogyasztas dinamikus elméletében a hasznos-
sdgfiiggvényt idében additivnak feltételezik:

T
Uler,...,or) = Zut(ct),
t=1

ahol u,(+) egy szigorian névekvé és szigorian konkav fiiggvény. Tovébbi egyszerii-
sitésként feltételezik, hogy a t-edik idészaki hasznossdg csupan abban kiilonbozik
az 1. id6szakétdl, hogy a jelenértékhez hasonléan leszamitoljak az un. leszdmitoldsi
tényezduel, jele § € (0, 1]:

T
Ulery. . or) = Z(;tu(ct), (7)

ahol u(-) egy szigordan novekvd és szigordan konkédv fliggvény: wu(0) = —oo.
Felhivjuk az Olvaso figyelmét, hogy valamilyen okbdl a diszkrét idejii modellek-
ben a kozgazdédszok elfelejtették negativ eljellel ellatni a t kitevot, ennél fogva
minél kozelebb van az 1-hez a leszamitolasi egyiitthatd, annal kevésbé szamitol le
a fogyaszto.

Elokészitésiink végére érve kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

2.2. TETEL. A (7) hasznossédgfiiggvényt az (5)—(6) egyensiilyi feltétel mellett
maximalizalo (c}) fogyasztasi palya kielégiti az iin. Euler-egyenletet:

u/'(¢}) = 6Ru (¢ 1), t=1,2,...T—1. (8)
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Megjegyzés. Az Euler-jelz6 a folytonos idejli variacidszdmitas Euler—Lagrange-
egyenletének els6 szerzojére utal.

Bizonyitds. Az 1. tétel gondolatmenetét alkalmazva a Lagrange-fiiggvény

T
Lciy...,er) = Z[(stu(ct) — AR

t=1
és a stacionaritési feltétel

0=Li(ct,...,cr) =6 (ct) — ARTY, t=1,2,...T.
Atrendezve: 6! Rtv/ (ct) = A és Osszehasonlitva a t + 1-edik id8szak hasonld feltéte-
lével adddik (8): A = u/(co). O

A (8) feltétel eléggé nehézkesnek latszik. Az azonban kiolvashaté beldle, hogy
a 0 R szorzat értéke kulcsszerepet jatszik a fogyasztasi palya alakuldsaban.

2.1. KOVETKEZMENY. Ha dR = 1, akkor a fogyasztds id6ben dllandd: ¢; = cy;
ha dR > 1, akkor a fogyasztas id6ben né: ciy1 > c¢; s végiil ha R < 1, akkor a
fogyasztas idében csokken: ci41 < cy.

Megkonnyiti a 2.2. tétel megértését, ha megint a logaritmikus hasznossag-
fliggvényen szemléltetjiik allitasunkat.

2.2. Példa. Legyen az iddszaki hasznossdgfiiggvény u(x) = logz. Ekkor a (8)
feltétel explicitté vélik: 1/c; = 0R/ciy1, azaz cir1 = 0Rey, azaz ¢y = (OR) ey,
Visszahelyettesitve az (5)—(6) korldtba:

T

16T
p =) R'0R) ey = —r h §#1
V[m] ; (6R)" "1 A= a #1,
ahonnan az optimalis fogyasztasi palya
1-0)R
= PV[m]% és = (OR)" et t=1,...,T.

Ezt a gondolatmenetet gyakran alkalmazzak a nyugdijmodellezésben. Példaul
a leszamitolasi egyiitthaté kicsiny értékével indokoljdk a kotelez6 nyugdijrendszer
bevezetését, illetve a kamattényez6 nagy értékével magyarazzak a magannyugdij-
rendszer folényét a tb-nyugdijrendszerrel szemben. A dolog nem ilyen egyszerii: a
valésdgban a fogyaszté csak rovid tdvon rovidlatd, a 3., ..., T-edik idGszakra mar
nem diszkontal. Csak az a gond, hogy 1 idészak elteltével a holnapbdl ma lesz, és
ujra kezdédik a leszdmitolas. Hasonld gondot okoz, hogy az elméleti modellekben
gyakran szerepld 10 szdzalék koriili redl-kamatldbak (R =1,1) csak alkotéik fejében
léteznek. Végiil nem igaz, hogy ugyanannyi kamatot fizet a fogyaszt6 1 forintnyi
tartozasaért, mint 1 forintnyi betétéért.
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3. Egyenstly

Eddig egyetlen fogyasztdval szamoltunk, méarpedig a valdésdgban tobb fogyasztd
(és a cikkben altaldban elhanyagolt termeld) 1ép kolesonhatdsba a piacon. Hérom
esetet vizsgalunk ebben a szakaszban: a piaci egyensily statikus modelljét, az
egyliittélé nemzedékek dinamikus modelljét és a stratégiai gondolkodést is figye-
lembe vévé nem kooperativ jatékelmélet Nash-egyensiilyat.

3.1. Piaci egyensily

Visszatériink a 2.1. szakasz statikus modelljéhez, de egy helyett r fogyasztoval,
indexitk h = 1,...,r. Foltessziik, hogy olyan sokan vannak, és egyenként olyan
kicsi a silyuk, hogy egyéni dontéseik nem hatnak a piac allapotara. Roviden meg-
ismételjiik és altaldnositjuk az ottani definiciékat és fogalmakat, majd djabbakat
vezetiink be.

A h-adik fogyaszté jovedelme my, > 0 valés szam, a tovabbiakban is az n
természetes szam adja a vasarolhato termékek szamat, és i = 1,2,...,n az egyes
termékek indexét. Legyen z; ; az i-edik termékbdl a h-adik fogyaszté altal vasarolt
mennyiség és p; > 0 az egységdr (mindketten valés szdmok). Ismét feltessziik, hogy
a h-adik haztartds minden jovedelmét elkolti:

n
E pimi,h:mh, h:L...,T‘.
i=1

Vektoridlis irasmoddal:
h - h _
" = (T1h, T2, Tup) b8 pexTt =my.

Feleslegesnek tartjuk a 2.1. pont optimumszamitdsanak megismétlését, helyette
bevezetjiik a cseregazdasdgot, amelyben nem termelnek, csak cserélnek. Feltessziik,
hogy kezdetben a h-adik dolgozé vagyona a® = (a1,hy- -+, an,p) POzitiv elemi vek-
tor és a dolgozé csere utjan 2" fogyasztsra torekszik. Termelés hijan a csere-
gazdasagban teljesiilnek a kovetkezé mérlegegyenletek: minden termékbdl az
Osszvagyon = Osszfogyasztas, azaz

a; = X;, i=1,...,n; (9)

ahol . )
a; :Zai,h, és X; :inyh 7= 1,...,n. (10)

h=1 h=1

Pontosabban: megengedjiik, hogy az egyes termékekbol a vagyon nagyobb
legyen, mint a fogyasztds, de azoknak a terméknek az ara O kell hogy legyen.
Képletben:

aiZXi, i:l,...,n; (9/)
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ha a; > Xx;, akkor p; = 0. (9)

Kérdés: van-e olyan n x r-dimenziés X = (x; ) fogyasztdsmatrix, amely min-
den héztartdsnak optimalis, és teljesiti a (9)—(10) mérlegegyenleteket? A vélasz-
hoz egyelore eltekintiink a mérlegegyenletektdl, és valtozonak tekintve a korabban
adottnak vett p arvektort, bevezetjiik az egyes termékekre vonatkozd piaci tilkeres-
leti figgvényt; z;(p), amely az Gsszfogyasztasi tervek és az 6sszvagyon kiilonbsége:

zi(p) = xi(p) — a;, i=1,...,n.

Vegyiik észre, hogy most a jovedelmeket is az arvektor definialja: my, = p - a”(p).
Ezek segitségével felirhatjuk az egyéni tiilkeresleti fiiggvényeket is: 2" (p) = z"(p)—
—a"(p). Erdekes, hogy ekkor az (1) egyenlet helyére a

p~zh(p):0, h=1,...,r (11)

1ép.

Ha béarmilyen pozitiv p skalarral beszorozzuk az arakat, akkor a jovedelmek is
ugyanezzel a skalarral szorzodnak meg, tehat az egyensily szempontjabdl az arszint
kozombos. A késObbiek miatt célszerii lesz alkalmasan normélni az arvektort:
az drak Osszegét vesszitk 1-mek: Y I p; = 1, azaz az drvektor egy n-dimenzids
szimplex. (Mdsik alternativa: az utolsé 6sszetevot vessziik 1-nek: p, = 1, de nem
éliink ezzel.)

Egyensilynak neveziink egy olyan (p*, X (p*)) hipermatrixot, amelyre (9)—(11)
egyszerre teljesiil, tovabbd z;(p) = 0.

3.1. TETEL. Ha a z(p) piaci tulkereslet—ar-fiiggvény folytonos, akkor létezik
legaldbb egy egyenstiilyi p* drvektor és hozzatartozé X (p*) fogyasztédsi matrix.

Bizonyitds. A bizonyitas alapgondolata egyszerii: az arvektorok n-dimenzids
szimplexét folytonos fiiggvénnyel leképezziik e szimplexbe, s ekkor a nevezetes
Brouwer-féle fixponttétel (1911) értelmében létezik legaldbb egy fixpont. Csak azt
kell belétni, hogy e fixpont éppen az egyensilyi ar. Sziikségiink lesz egy vektor
pozitiv részének a jelolésére: zy = (z14,...,2n).

Léssuk a vazolt leképezést:

/ T( ): p+2+(p)

p = FEPROI ahol 1 = (1,...,1).

Konny(i belatni, hogy a T(p) leképezés a n-dimenzids szimplexet ugyanabba a
szimplexbe folytonosan képzi le, létezik tehat egy fixpont, pl. p*.

Legyen I(p) azon indexek halmaza, amelyre a piaci tulkereslet pozitiv: z; > 0,
ha i € I(p). Ha ez nem iires halmaz, akkor a T'(p) leképezés emeli ezen termékek
arat, és csokkenti a tobbiét. A piaci egyensiilyban nincsenek ilyen termékek: I(p*)
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iires halmaz, és a konstrukcié miatt a p* egyensulyi arvektor T' fixpontja. De a
megforditas is igaz: ha van fixpont, akkor az egyensilyi arvektor. Valéban: jelolje
a T'(p) nevezbjét A, ekkor a fixpont-egyenletet rendezve:

Af=pi+ 2 (0%), i=1,2,....n

Beszorozva mindkét oldalt p}-gal, 6sszeadva a kapott egyenleteket, és felhasznalva,
hogy az egyéni kéltségvetési korlatok miatt p*2*(p*) = 0, adédik \p*? = p*?, azaz
A = 1. Visszahelyettesitve a fixpont-egyenletbe: z;y(p*) = 0. a

A tételt leforditva a hétkoznapok nyelvére, azt kaptuk, hogy kedvezé koriilmé-
nyek kozott a piac optimalisan osztja el a javakat az emberek kozott. Ezt lattuk,
amikor a ,tervgazdasigbol” révid idore kiruccantunk a piacgazdasagba, ahol min-
dent lehetett kapni, csak elég pénz kellett a vonzd aruk megvasarolasihoz.

De ez a tétel sulyos feltevésekre épiil, és ha azokat elmozditjuk, akkor
a tétel kicsorbul. Csak a legfontosabb problémaéakat jelezziik, tdvirati stilusban.
a) Feltettiik, hogy az egyes piaci szereplék sulya kicsi, és mindenki elfogadja
a piaci arakat olyannak, amilyenek. Ezzel szemben a valdésdgban olyan Orids-
véllalatok is miikodnek, amelyek szinte szabadon alakitjdk az araikat (Microsoft,
hollywoodi filmipar stb.). b) Feltettiik, hogy minden szereplének van annyi kezdé-
vagyona, amely elfogadhat6 megélhetést biztosit a szamara. Kiilonosen a haboruk
idején mutatkozik meg e feltevés életidegensége, ahol jegyrendszert kell bevezetni,
nehogy a jobbmoduak az Osszes élelmiszert felvasaroljak a szegények orra eldl.
c) Foltettiik, hogy az egyes szereplék dontései nem befolyasoljak mésok életét.
Ezzel szemben a kozosségeknek torvényekkel kell megakaddlyozni, hogy a kornye-
zetszennyezd véllalatok koltségtakarékossag cimén tonkretegyék a koriilottitk élok
életét. d) Foltettiik, hogy az embereknek teljes informdaciéjuk van a vésdrolt ter-
mékekrol és szolgaltatdsokrdl. A valdésdgban azonban a beteg csak azért bizhat
meg vakon az orvosban, mert az allam oklevéllel igazolja az orvos szakértelmét.
Hasonl6 aszimmetrikus informécio jellemzi a beteg és a biztosité viszonyat, s ez
indokolhatja a kotelez6 allami egészségbiztositas bevezetését.

3.2. Az egyiittélé nemzedékek modellje

A 2.2. pont id6ben kiterjesztette a 2.1. szakasz statikus modelljét, mikézben
elhanyagolta a termékvildg sokszintiségét. Ehhez hasonldéan a 3.2. szakasz id6ben
kiterjeszti a 3.1. szakasz tobbszerepl6s statikus modelljét, de kozben visszatér az
egytermékes vildgba. A lényeg: kiillonboz6 életkoru nemzedékek élnek egytitt.

Legyen t = 1,2,... az id6szakok indexe, és a = 1,2 az életkoré (fiatal, idés),
gyakorlatilag 30 év hosszusagu id6szakokkal dolgozva. Ekkor a jovedelmeket id6tol
fiiggetlennek, de életkortol fiiggonek vessziik: my és mo. Bevezetjilkk a t-edik
id6szak (s;) megtakaritdsdnak ¢ 4+ 1-edik id6szakra vonatkozé kamattényezdjét:
Ryy1, valamint az id6- és életkorfiiggd fogyasztédst: (c1,4, c2,1+1)-t. (A kamattényezd
indexe azért t + 1 és nem ¢, mert szokds szerint nem a kezdd, hanem a zaré
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id6szakkal jelolik a két idészakot 6sszekotd kamattényezdt.) Ekkor a fogyasztdsi
egyenletek definicié szerint

€1t =M1 — 5¢ és Cot41 = Mo + Rysq. (12)

Eltekintiink a halalozési kockazattdl, azaz mindenkinek egységesen 2 idoszaknyi
felnétt életet adunk. Foltessziik még, hogy minden anya v > 0 lanyt sziil, ahol v
szintén valds szém. (Ezt gy kell elképzelni, hogy az anydkon beliil vannak 0, 1,
2 stb. szamu gyermeket sziilok, és az igy ad6dé nagy nevezoji raciondlis szamot
valésnak tekintjiik. Apdkrol és fiaikrdl kiilon nem beszéliink, de &k is léteznek.)
Ha ragaszkodunk a korabban véazolt cseregazdasidghoz, akkor a t-edik idGszakbeli
Osszes megtakaritdsok egyenlege 1 fiatalra vetitve 0; és a (12) mésodik egyenletében
szerepld idoskori R;s; megtakaritast 1 idoszakkal visszaddtumozzuk:

VSsy = Rtflstfl. (13)

Lemondva az optimalizaldsrol, csupan azt tessziik fol, hogy az s; megtakaritas
adott fiiggvénye az R, kamattényezének: s; = s(R;). Foltessziik, hogy létezik
olyan Rp > 0 szédm, amelyre a megtakaritds eltiinik: s(Rp) = 0. Behelyettesitve
(13)-ba, egy elsérendii nemlinedris differenciaegyenlet kapunk az egymést kovetd
kamattényezokre:

vs(Ry) = Ri—18(Ri—1), t=1,2,..., Ry adott. (14)

Kimondhatjuk a kovetkezo tételt.

3.2. TETEL. a) Az egyiittél6 nemzedékek modelljében adott s(-) megtakaritdsi
fiiggvény esetén a kamattényez6-dinamikat leiré (14) rendszernek dltaldéban két
dllandésult dllapota van: s(Rp) = 0, ahol nincs megtakaritds, és ahol a kamat-
tényezé egyenls a gyermekszammal: R = v. b) A két allandésult dllapot koziil
egyik vagy masik lehet lokdlisan aszimptotikusan stabil. Példaul Rp < v esetén
Rp lokalisan aszimptotikusan stabil.

Bizonyitds. a) Vegyiik észre, hogy a (14) egyenlet mind Rp-re, mind Rg = v-re
fonndll, tehat mindkett6 dllanddsult dllapot.

b) Az implicit fiiggvény tétele szerint megfeleld feltevések mellett létezik (14)
megolddsa: R; = f(R:;—1). Behelyettesitve (16)-ba, és derivdlva R;_; szerint:
vs'(f(Re—1))f'(Ri—1) = s(Ri—1) + Ri—18'(Ri—1), azaz 0 < f'(Rp) = v/Rp <1 -
a lokalis stabilitas elégséges feltétele. |

Megjegyezziik, hogy elvont szinten e modell a tbh- és a magannyugdijrendszert
stilizalja. A magédnrendszer hozama nyilvdn Rp, a tb-rendszer bels§ hozama
pedig v. Sokan ennek az egyszerli Osszefiiggésnek az alapjan részesitik el6ny-
ben egyiket vagy masikat. A valésidgban azonban a korabbi korményzatok nem
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a semmibdl teremtettek egy Uj rendszert. Példaul a hazankban 1998-2010 ko-
z0tt fendlld kotelez6 magannyugdijrendszerbe terelt maganjarulékok hidnyoztak a
tb-nyugdijrendszerbdl, ezért kellett ket allami forrdsbdl pétolni.

Kiemeliink még egy kritikus feltevést: a dolgozé egy iddszakra (30 évre) elére
ismeri a kamattényezot, ezt nevezik tokéletes eléreldtdsnak vagy altaldanosabban,
raciondlis vdrakozasnak. Logikusnak tind feltevés, de a valdésdgban gyakran nem
teljesiil. Példaul akik 2004 és 2008 kozott Magyarorszagon svéjci frank alap jelza-
loghitelt vettek fol, azt tételezték fel, hogy stabil forintarfolyam mellett megmarad
a svajci frank kamatldb elénye a forinttal szemben. Ma mar tudjuk, hogy az ellen-
kezOje tortént. Nem nehéz kiszdmolni, hogy mi torténik maiv varakozés esetén,
amikor az el6z6 idOszak tényleges kamattényezojét vetitik ki a jovore. Persze, ez
30 év tavlataban durva feltevés, de éves idOszakra térve méar nem.

3.3. Nash-egyensuly

Eddig eltekintettiink attél, hogy a szereplok esetleg olyan nagy silytak lehet-
nek, hogy hatdsuk nem hanyagolhato el a kolcsonhatdsi modellben. Most a jaték-
elméletbe kiruccanva, egy olyan helyzetet vizsgalunk, ahol kevés jatékos szerepel,
és ezek figyelembe veszik dontéseik egymasra gyakorolt hatasait.

Legyen a jatékosok szama n > 1, indexiik ¢ = 1,2....,n, stratégiahalmazuk
S; a d;-dimenziés tér részhalmaza, elemeit pedig nevezziik a megfelel6 jatékosok
stratégidinak: s; € S;. Az elemzési problémat az jelenti, hogy mindegyik jatékos
hasznossagat nemcsak sajat, hanem a tobbi jatékos stratégidja is befolyasolja.
Leegyszertisiti a jeloléseket, ha kiilon jelolést vezetiink be a ,,tobbi” stratégia vekto-
rara, s igy a hasznossagfiiggvényekre:

S—i =81y y8i-1,8i41s--5Sn) és w;(81,8-4).

Egy (s7,...,s)) stratégiavektort Nash-egyensiulynak nevezziik, ha egyik jatékos
sem javithat hasznossdgdn azaltal, hogy eltér sajat Nash-stratégiajatol, feltéve,
hogy a tobbi jatékos ragaszkodik a Nash-stratégidhoz. Képletben:

ui(sy,s%;) > ui(sq, s*;), ha s; € 5, i=1,...,n.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a) a Nash-egyensily definiciéjdban burkoltan
megjelenik a raciondlis varakozas, ugyanis minden jatékos a tobbi jaték egyensulyi
stratégidjat varja, és vdrakozdsa beteljesiil; b) egy jatéknak lehet t6bb egyensilya
is, és ¢) ha legaldbb két jatékos eltér az egyensilytdl, akkor ezeknek a jéatékosoknak
néhet a hasznossaga.

3.3. TETEL. Ha az S; stratégiahalmaz a d;-dimenziés euklideszi tér kompakt
és konvex részhalmaza, az wu; hasznossagfiiggvény folytonos, és s;-ben konkav
(i=1,...,n), akkor létezik legaldbb egy Nash-egyenstily.

Bizonyitds. A bizonyitds a mar emlitett fixponttétel halmazértékii fiiggvé-
nyekre torténd Kakutani-féle dltaldnositdsdn (1941) alapul. Tegyiik f6l, hogy
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bi(s—;) € S; halmazértékii leképezés a tobbi jatékos s_; € S_; stratégidjira adott
legjobb vdlaszok halmaza. Megfelel¢ technikai feltevések mellett e halmazok nem
iiresek. Nash-egyensily esetén s} € b;(s* ;). Definidljuk a

b(s) = (bi(sis5-i))i

Osszetett leképezést, amely az Sp X --- x S, halmazt képezi le 6nmagaba. Konnyl
belédtni, hogy a Nash-egyensily a b leképezés fixpontja: s* € b(s*), marpedig ilyen
fixpont létezik. O

Egyik legegyszeriibb jatékelméleti példa az in. éremparositas, amelybdl kideriil,
hogy Nash-egyensuly szarmaztatasahoz sziikség lehet az eredeti stratégiahalmazok
radikalis bovitésére.

3.1. Példa. Erempérosités. Két jatékos lerak az asztalra egy—egy azonos pénz-
érmét, amelynek értéke 1 egység. Ha azonosat raknak (FF vagy II), akkor az
1. jatékos nyeri el mindkét érmét; ha kiilonboz6t raknak (FI vagy IF), akkor a
2. jatékos nyeri el mindkét érmét. Ez egy nulladszegii jaték: us = —uq. Ha csak ez
a két (in. tiszta) stratégia létezne, akkor nem létezne Nash-egyenstily. Erdemes
tehdt béviteni a stratégidk terét a kevert stratégidk bevezetésével: egy s; € [0,1]
valés szammal jelolt stratégia azt jelenti, hogy az i-edik jatékos s; valdsziniiség-
gel jatssza Fejet, és 1 — s; valdszintiséggel az Irést. Belathaté, hogy az 1. jatékos
varhaté nyeresége

u1(81,82) = 5182+ (1 —51)(1 — s2) — s1(1 — s2) — (1 — s51)89.

Az s1 lokélis optimumat a parcidlis derivalt gyoke adja:

%ul(sl,@)252—1+32—1+52+52:O, azaz sy =1/2.

1

Furcsa, hogy az 1. jatékos lokalis optimuma csak a 2. jatékos valasztasatol fiigg, de
a jaték szimmetridja miatt a 2. jatékos optimalitdsi feltételébdl adddik az 1. jatékos
lokalis optimuma is: s = 1/2. A sarokpontokat mér kizdrtuk, ezért egyetlenegy
Nash-egyensily létezik, és ott mindkét jatékos foldobja a sajat érméjét, és teljesen
a véletlenre bizza a vélasztast.

Csak technikai érdekességii példank utdn most vazolunk egy gyakorlatban is
nagyon fontos példat, amely fényt vet az autépiaci vagy olajpiaci oridsok kiizdel-
mére, valamint arra, hogy bizonyos feltételek mellett minél tobb vallalat verseng
egymassal, annél olcsébban jutnak a vevok a termékhez.

3.2. Példa. Oligopoljaték. Legyen az egymassal versengd véllalatok szama n,
indexiik ¢ = 1,...,n. Homogén terméket allitanak eld, kapacitaskorlat nélkiil. Ha
(q1,- -+, Gqn) nemnegativ elemi valés vektor a véallalatok termelési vektora, akkor az
Ossztermelés Q = g1+ - -+qp. A 2.1. szakaszban vézolt ¢;(p;) kereslet—ar-fiiggvény
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makrovéltozata @ = D(P), s ennek inverzeként bevezetjiik az inverz keresleti
fiiggvényt, méghozza linedris valtozatban: P = a— 5Q), ahol a, 5 > 0. Tegyiik fol,
hogy minden vallalat koltségfiiggvénye azonos, és homogén linedris: ¢; mennyiségii
termék el6allitasi koltsége vq;, ahol 0 < v < « az egységkoltség. A véllalatok tgy
valasztjak meg sajat kibocsatasukat, hogy sajat profitjukat maximalizaljak, de
az arfiiggvényen keresztiil a tobbi véllalat Gsszegzett dontése, Q_; = @ — ¢q; is
befolyasolja profitjukat:

mi(qi, Q—i) = (P(qi, Q—i) — 7)Gi-
Behelyettesitve a linearis arfiiggvényt és Q = q; + Q_;-t:
mi(qi, Q—i) = [ —v — B(ai + Q—i)a;-

Adottnak véve a Q_;-t, az i-edik vallalat profitfiiggvényére a kovetkezd maxima-
lizalasi feltétel adédik:

0= 07100 @-0) = —Bai o~ — Blas + Q1)

Visszahelyettesitve Q_; = Q — ¢;-t az optimalitasi feltételbe,
OZ*BQerCY*’Y*ﬂQa

azaz minden vallalat ugyanannyit termel: () = ng;, azaz n-fels6 indexszel jelolve
az n-vallalatos Nash-egyensulyt:

n_ =7 n_(a_’Y)n e n_Ol—f—’Yl’L
T8t Y T Bmry Pr=-m

Tanulsdg: minél tobb (hatékony) véllalat verseng, anndl jobban kozelit az dr a
koltséghez, azaz anndal kisebb a profit.

A jatékelmélet szamos irdnyba fejlédott, ezek ismertetése kiilon tanulméanyokat
igényelnek. Itt csupan még egy egyszerl jatékot mutatunk be, amelyben a valédi
jatékosok nem a szakemberek &ltal elképzelt hasznossagfiiggvényt maximalizaljak.

3.8. Példa. Ultimatumjaték. Két jatékosunk van, és a bird letesz az asztalra
100 db otforintost. Az els6 id6északban az 1. jatékos bejelenti igényét az dtforinto-
sokra (0 < s1 < 100), és a 2. idészakban a 2. jatékos vagy elfogadja az ajinlatot
(s2 = 100 — s1) vagy felboritja az asztalt, és senki sem kap semmit sem. Koénny(i
belatni, hogy egyetlenegy Nash-egyensily létezik: s7 = 99 és s5 = 1, de a kisérletek
soran a 2. jatékos altaldban 20-30 Gtforintosra tart igényt.
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4. Adoézas és jovedelemujraelosztas

Eddig csak a piaci szerepl6k kolcsonhatasat vizsgaltuk, csupan megjegyzésben
utaltunk arra, hogy gyakran sziikség lehet a piac korméanyzati befolydsoldsara.
Példaul ha a legkisebb keresetli dolgoz6 piaci jovedelme nagyon kicsi, akkor a
korményzat adét vet ki, és alapjovedelem fizetésével djra elosztja a jovedelmeket.

Jé kozelitéssel feltehetjiik, hogy csak a dolgozdk fizetnek személyi jovedelem-
adét. A nédlunk megvaldsult, matematikai értelemben valéban aranyos adéval sza-
molva, ahol egy 0 és 1 kozotti valds 6 az addkulcs, egy w a teljes munkaid6ért jaro,
roviden teljes havi bérii, havonta [ idét dolgozd egyén wl kereset utdn Gwl addt
fizet. (Nem érdemes 6rdban mérni a munkaid6t, egyszer(ibb, ha a maximaélis 176
orat tekintjiik egységnek.)

A gyermekektdl és a nyugdijasoktdl itt eltekintiink, és feltessziik, hogy az ado-
zds egyetlen célja: minden dolgozénak azonos alapjovedelemmel (jele: b) kiegészi-
teni addzas utani piaci jovedelmét.

Kiszemelt dolgozonk fogyasztasa

c=(1—-0)wl+b.
A lehetd legegyszeriibb hasznossagfiiggvénnyel dolgozunk:
Ul(e,1) = 2¢ — wi. (15)

Magyarazat: a fogyasztast duplan vessziik figyelembe, viszont minden dolgozd
6dzkodéasa a munkatol a munkaidé négyzetével aranyos, és az ardnyossagi tényezo
éppen w, a teljes havi bér.

4.1. TETEL. Adott addkulcs és alapjovedelem esetén minden dolgozé optimalis
munkakinélata
*=1-6.

Bizonyitds. Behelyettesitve a fogyasztast (15)-be, a hasznossigfiiggvényt egy-
valtozdssa tettiik:

Ull] = 2[(1 — O)wl + b] — wi?. (16)
Az optimélis munkakindlat U'[l] = 2(1 — §)w — 2wl = 0-b6l mér kozvetleniil
adddik. 0

Megjegyzések. A 4.1. tétel modellje tilzottan egyszeri. 1. Nem veszi figye-
lembe, hogy a valésdgban gyakran lehetetlen folyamatosan valtozé hosszisagi
részmunkat vallalni. 2. Elhanyagolja a csalddfenntarté férfi és a gyermeknevel6
no helyzete kozti kiilonbséget. 3. Elsiklik az adémordl folott, amely az addkulcs
mellett szintén befolyasolja az addelkeriilés mértékét. Ennek ellenére fontos rész-
igazsagot kifejez: nagyobb addkulcshoz egyébként valtozatlan koriilmények kozott
kisebb munkakindlat tartozik, ezért a kormanyzatnak célszerii elkeriilnie a munka
tiladoztatasat.
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Orszagos szinten a dolgozdk kereseteloszldsat egy F' eloszlasfiiggvény irja le, és
olyan mértékegységben szamolunk, hogy a teljes havi bér varhaté értéke egység-
nyi legyen: Ew = 1. Ekkor az alapjovedelem b = 6(1 — 6). Behelyettesitve az
addkulestdl fiiggd munkakinédlatot és alapjovedelmet (16)-ba, adédik

u(f) = (1 — 0)%w +20(1 — 0). (17)

(Itt megkiilonboztetésiil frunk U(-) helyett u(-)-t.)

Tegyiik f6l, hogy a kormanyzat a legkisebb hasznossagfiiggvényti, esetiinkben
a minimalbért dolgoz6 hasznossagéat akarja maximalizélni, akinek teljes havi bére
0 < wy, < 1.

4.2. TETEL. Modelliinkben a tdrsadalmilag optimdlis addkulcs

1—wy

0*

< (18)

1
C2—w, 2

Bizonyitds. (17)-be behelyettesitve w = wy,-et és derivdlva a fiiggvényt, az
optimalisi feltétel

0=1u'(0)/2=—wn(1—-0)+(1-0)—4. (19)
(19) gyoke valéban (18). a

Megjegyzés. A 4.2. tétel nagyon bolcsen azt sugallja, hogy minél nagyobb a
keresetegyenl6tlenség, amelyet itt 1 — w,,, mér, anndl nagyobb az optimalis adé-
kulcs. Ugyanakkor e tétel még a 4.1. tételen is tulmegy a valésag egyszeriisitésében.
Példaul a modellezett kormanyzat csak a legrosszabb helyzetliek helyzetének javi-
tasat tiizi ki célul, és ezzel tulléhet a célon. Errdl szdl a kdvetkezd tétel.

A tarsadalmi jolét korményzati maximalizdlasa helyett egy tomegdemokréci-
aban a valaszték hatdrozzak meg az egyensulyi adékulcsot. Ehhez sziikségiink van
a medidnszavazd fogalmara: legyen a dolgozdk F'(w) kereseti eloszldsa folytonos,
ahol F'(w) a w-nél kevesebbet keresSk ardnya a dolgozé népességben. Jelolje w®
a medidankeresetet, amelyre teljesiil, hogy F(w®) = 1/2. Azaz ugyanannyi dol-
goz6 keres w°-nal kevesebbet, mint amennyi tobbet. Fo6ltessziik, hogy két part
vetélkedik a szavazatokért: egy baloldali part magasabb (6;) addkulcesal, és egy
jobboldali part alacsonyabbal (6r): 0 < g < 0, < 1. A w keresetii szavazé arra
a partra szavaz, amely altal igért addkulcsnal a jéléte nagyobb, mint a mésiknal.
(17) alapjén a w keresetii dolgozé pontosan akkor szavaz balra, ha

uw, 0] > ulw, Og). (20)
(17) értelmében (20) ekvivalens a kovetkezd egyenldtlenséggel

(1 - HL)Qw + 29L(1 — GL) > (1 — GR)Z’LU + 293(1 — GR)
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A 4.1. tétel értelmében [v6. (18)] a w keresetli dolgozé szdméra szdmdra optimélis
addkules )
—w
0 = —. 21
(w) = 53— (21)
Mindkét part olyan addkulcsot javasol, amely gyézelemmel kecsegtet.

4.3. TETEL. A kétparti modellben mindkét part Nash-egyensiilyra térekszik,
amelyben a medianszavazo valasztdsa jut érvényre:

QL = 93 = H(wo).

Bizonyitds. Konnyen beldthat6, hogy (21)-ben a 6(w) addkules a w kereset
szigortan csokkend fliggvénye. A baloldali part megszerzi a dolgozok szegényebb
felének a szavazatait, ha 6(w®)-t javasol, és a jobboldali part megszerzi a dolgozék
gazdagabb feléét, ha 6(w®)-t javasol. Ha barmelyik péart ettdl eltér, a mésik part
elcsdbithatja a méasik part szavazéi hozza kozel es6 részét. O

Megjegyzések.

1. Ugy tlinhet, hogy e modell elfajult, hiszen mindkét part ugyanazt a koz-
politikédt javasolja. A valésdgban gyakran eléfordul azonban, hogy mindkét péart
kozépre hiiz, emiatt a szavazas nagyon kiegyenlitett, és csak mésodlagos kérdések
dontik el a véalasztas eredményét.

2. Természetesen az is gyakori, amikor nem két nagy part van, hanem toébb
kisebb; vagy nem egy, hanem tobb kérdés jatszik kozponti szerepet, és ilyenkor
mas modelleket kell alkalmazni.

5. Torténeti vazlat

Nem akartam torténeti részletekkel elvonni a figyelmet az elmélet logikdjardl,
de a vazlat végére érve helyénvalonak latszik a torténet vazoldsa. Daniel Berno-
ulli volt taldn az els6 gondolkodd, aki 1735-ben a szentpétervari paradoxon elem-
zése kozben rdbukkant a logaritmikus hasznossagfiiggvényre. A kozlekedésmérnok
Cournot (1838) bevezette a keresleti fiiggvényt, és két versengd vdllalat esetén
meghatarozta az egyensilyi megolddst. A hasznossdgfiiggvényen alapuld egyéni
és piaci elemzés uttoérdje Walras (1874/77) volt, aki az dltaldanos egyensulyelmélet
szamos kérdését vazolta, de az akkori matematika és a kozgazdasagtan fejletlen-
sége miatt a szabatos targyalds lehetetlen volt. A fixponttétel felhasznédlasaval
Neumann (1928) bizonyitotta be a nulladsszegli kétszemélyes jétékok alaptételét.
Samuelson (1947) monografidja hatarkd volt a matematikai kozgazdasdgtan fejls-
désében. A fiiggetlen hasznossdgfiigegvényti, sokszemélyes jatékelmélet kialakitdsa
Nash (1951) érdeme. Arrow és Debreu (1954) cikke tartalmazta az éltaldnos
egyensilyelmélet els§ szabatosan bizonyitott tételét. Samuelson (1958) fedezte
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fol az egyiittélé nemzedékek modelljét. Arrow (1963) mdr részletesen elemezte,
hogy az aszimmetrikus informécié és a moralis kockdzat miatt mennyire csorbul
az altalanos egyensulyelmélet érvényessége az egészségiigyi szolgdltatasok terén.
Az optimélis adézéds klasszikusa Mirrlees (1971), a medidnszavazo elméletét Black
(1948) dolgozta ki, és csirdjaban tartalmazta a Nash-egyensilyt.

6. Kovetkeztetések

Egyes szam els6 személyre valtok. Lehetlennek tiing feladatra vallalkoztam:
diohéjban bemutatni a matematikai kézgazdasagtant matematikusoknak. Nagyon
visszafogtam magam: csak néhany alapveté modellt korvonalaztam. Prébaltam
hangstilyozni a modern féaramu kozgazdasagtan egyik alapvetd sajatossagat: min-
dent az egyéni optimalizaldsra vezet vissza; s ebbdl a mikromegkdozelitésbol kisérli
meg levezetni a makroszinten megvaldsulé egyensulyt. A tobbtermékes statikus
modell eredményeit szembesitettem az egytermékes dinamikus modellével. Hang-
silyoztam a kevés- és sokszereplos modellek kozti kiilonbséget.

Ugyanakkor réviden igyekeztem utalni az alkalmazott modellek korlataira: pél-
daul az egyén képtelen kiszamitani az optimélis dontést, az egyensuly létezését
szavatold feltevések szdmos piacon nem &allnak fenn, ezért az egyenily vagy nem
optimalis vagy nem is létezik. A piaci rendszert mindig kiegésziti egy korményzati
szféra, amely példaul az adorendszeren keresztiil befolyasolja a piac miikodését.
Az adérendszer optimalitasa is vizsgalhatd, méghozza nem is egyféleképpen: mést
ad a tarsadalmi jolétet maximalizald tervezés és megint mést a két part versengése.

Csak néhdny alapvets cikk szerepel a hivatkozasi listan. Az itt leirtak zome
megtalalhato a legtobb emelt szintl tankonyvben. Ajanlom a wikipédia mathema-
tical economics cimszavat, amely nem ennyire szabatosan, de nagyobb ivben tar-
gyalja a kérdést. Kiilon felhivom a figyelmet két tovédbbi konyvre: Keynes (1936)
a Nagy Vialsag mélypontja utdn elméletileg is megmagyarazta, hogy az elégtelen
kereslet tomeges munkanélkiiliséghez vezet. Kornai (1971) monografiija nemzet-
kozileg is az els6k kozott mutatott ra az altalanos egyensulyelmélet korlataira.
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This survey outlines the elements of mathematical economics for mathematicians. We int-
roduce the static and the dynamic models of optimal consumption. We extend these models
from one to many decision-makers, considering also the theory of strategic interaction: game
theory. Pure market models are extended by government intervention. Appreciating the results,
we point out unsolved problems.
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AZ UTVONALTERVEZO ALGORITMUS TORTENETI ATTEKINTESE,
KULONOS TEKINTETTEL AZOK TURISZTIKAI CELU
ALKALMAZASAIRA

APATHY M. SANDOR

Kevés rémesebb érzést tudok elképzelni, mint eltévedni egy idegen varos-
ban, f6ként, ha nyelvi akaddlyok miatt még segitségkérésre sem igen van
lehetdségiink. Az id6k sordn megannyi ttvonaltervezé eljards sziiletett, és
taldn ezek sziiletésében is hasonlé élmények jatszhattak kozre. Cikkiink célja
a jelenleg haszndlatos turisztikai és széllitasi céld utvonaltervezé algoritmu-
sokig vezeto, helyenként rogos, és kitéroktol sem mentes tudoméanyos tt rovid
bemutatdsa. A legrévidebb 1t probléméjatdl inditva tudoméanytorténeti dtte-
kinténket lathatjuk, ahogyan a szertedgazd problémadakat egyesiti a linedris
programozas technikdja, majd ratériink az utazéiigynok feladatra, valamint
az abbdl kifejlodé széllitdsi és ttvonaltervezési problémékra koncentrélva.
Mivel a 60-as évektdl kezdve igen megnovekedett a kiilonféle utvonaltervezési
eljarasok szama, gy Osszefoglalénkat mindinkabb a turisztikai megolddsokra
szikitjiik, hogy tartani tudjuk a terjedelmi kereteket.

Kulcsszavak: Team Orienteering Problem, Route Planning, Heuristic
Algorithm, Tourism JEL kéd: C60, C61, Z32

1. Bevezetés

Az okostelefonok koraban megannyi titvonaltervezd alkalmazés all rendelkezé-
siinkre, hogy kirdnduldsaink megtervezésében segitségiinkre legyen. Egy 3 napos
ut tervezése papiron, akar csak egy Budapest méretli varosban is komoly kihi-
vast jelent, és nem kevés munkaodrat. Egy ilyen utat kevés személyes informécio
megosztasa aran kalkulalni képes algoritmus, nyilvanvaléan temérdek tervezge-
téssel toltott orat takarithat meg a felhasznalok szaméra, akik azon faradoznak,
hogy azt a néhany pihenésre szant napot a szamukra leginkdabb élvezetessé tegyék.
Jelen cikk célja annak bemutatdsa, hogyan jutott idaig ez a tudoméanyteriilet a
legrovidebb 1t problémajatol, mely mér az Oskorban is foglalkoztatta elodeinket
az élelem lel6hely és a taboruk viszonylataban. Mint azt latni fogjuk, a linearis
programozési technika kifejlédése egységes keretet nytujtott a korabbi szertedgazo
kombinatorikus optimalizalasi feladatok megoldasanak, melyeket korabban kiilon
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kezeltek. Ennek kialakuldsdban egy sor magyar tudds vett részt, akik munkdassa-
ganak kiilon figyelmet szenteliink a cikkben. Az 50-es, 60-as évek megannyi olyan
eredménnyel szolgélt az operacidkutatds teriiletén, mely addig sohasem latott mo-
don gyorsitotta fel a teriilet fejlodését. Hogy terjedelmi kereteinket tartani tudjuk,
a korai eredmények ismertetése utan az utazéiigynok probléméra forditjuk figyel-
miinket, valamint az abbdl kifejl6dé turisztikai és szallitmanyozési céli eljarasokra.
Az utolsé szakaszban a turisztikai utvonaltervezé problémak néhany kiterjesztését
mutatjuk be, illetve az azokra adott megoldasokat, szamossagukra vald tekintettel
a teljesség igénye nélkiil.

2. Legr6videbb ut problémaja

Az udtvonaltervezd algoritmusok szakirodalma messzire nyulik vissza, hiszen
mar az 6skorban is foglalkoztatta elodeinket, akarcsak az allatokat, hogyan tud-
nak a leggyorsabban, vagy leginkdbb energiatakarékos médon eljutni az élelem-
vagy vizforrashoz. Els6 emlitést érdemlé mérfoldkove a labirintusbdl valé kiju-
tast megoldé mélységi keresés algoritmusa (Depth-first search), mely Trémaux
nevéhez fizédik. Az eljaras lényege, hogy adott pontbdl ugy jarjunk végig egy
grafot, hogy addig megyiink elére a csomépontokon, mig lehetséges, majd vissza-
lépiink az elsé olyan csomdpontig, ahol elagazas volt, stb. Ez tehat egy mohé
algoritmus, mely lokalis optimumokon keresztiil reméli elérni a globalis optimumot.
A mélységi bejards moddszerér6l Wienernél olvashatunk elészér 1873-ban [96].
A legrovidebb utakra adott megolddsok tovabbi torténeti attekintése el6tt kovet-
kezzen egy definicid.

2.1. Definicid. (legrovidebd it irdnyitatlan grdfon) Legyen G(V, E) irdnyitat-
lan graf, V a csticsok, E az élek halmaza, mig P = (v1,v9,...,0,) € VXV XXV
ugy, hogy v; szomszédos v;11-gyel V1 < i < n, igy P egy n hosszu Ut vy és v,
kozott. Legyen e; ; élkdltség v; és v; csicsok kozott, valamint az éleken legyen
adott f : E — R élkoltség fuggvény. Ekkor vy és v* kozott (ahol vy = w1 és
v* = v,) a legrévidebb it az, ami minden lehetséges n-re minimalizalja az aldbbi
kifejezést:

n—1

> fleiir):

i=1

Az irdnyitott grafok esetén csupdn annyi a kiilonbség a definiciéban, hogy iré-
nyitott e; ; éleket koveteliink meg a szomszédos v; és v; csticsok kozott. Irdnyitott
grafokra az 50-es években két megoldds is sziiletett. Ezen eljardsokban kozos az
alabbi, Ford [38] altal leirt &ltaldnos forma:

Legyen adott G(V, E) irdnyitott grafon az f : E — R élkoltség fiiggvény, és két
csucs kozotti tavolsdgot definidld fiiggvény, d : E x E — R. Ekkor egy adott s
csticsbdl egy masik cstcsig tartd it hosszat az alabbiak szerint kalkulaljuk: legyen
d(s) = 0és d(v;) = oo V v; € V/s. Valasszuk (vj, v;) élt, ahol d(v;) > d(v;) +
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+ f(vj,v;) és legyen d(v;) := d(vj) + f(v;,v;), majd folytassuk ezt addig, amig
mar nem taldlunk ilyen élt. A két mddszer kozotti kiillonbség ott van, ahogyan az
iteraciéban a kovetkezo élt kivalasztjuk:

A Bellman-Ford algoritmusban minden iteraciéban végigmegyiink az éleken,
mig el nem fogynak, dsszesen maximum |V| darab iterdciéban. Ezt a mdédszert
(vagy ezzel ekvivalens mddszert) irt le egymastdl fiiggetleniil Shimbel 1955-ben
[79], Bellman 1958-ban [5] és Moore 1959-ben [66]. Shimbel telefonhélézatok
matrix reprezentacidjan igyekezett megoldani a legrovidebb 1t problémjat.

A Dijkstra altal 1959-ben kozzétett algoritmusban [29] mindig a legkisebb d(v;)
értékhez tartozé (vj, v;) élt vélasztjuk, igy minden él legaldbb egyszer kivalasz-
tasra kertiil, ha nincsenek negativ élkoltségek. Ezzel ekvivalens megoldast irtak
le Leyzorek et al. [62], a Case Institute of Technology kutatéi is 1957-es riport-
jukban, és Shimbel korabbi eredményének komplexitasan is tudtak javitani
javaslatukkal. Hasonld, és csak kicsit lassabb algoritmus az 1958-ban Dantzig
cikkében megjelent médszer [25], amely szerint azt az élt kell vélasztani a
kovetkez6 1épésben, amelyre a d(v;) + f(v;,v;) érték minimalis.

Mint lathaté az évszamok kozelségébdl is, a korszak igen termékeny volt, a
megoldasok pedig kis tilzassal egyszertiek, hiszen tobb kutatd egymastdl fiigget-
leniil is ekvivalens eredményre jutott. A korszakrdl bévebben Schrijver cikkében
olvashatunk [78].

Rovid kitéro erejéig meg kell emliteniink a témaéaval kapcsolatosan a mini-
malis feszitéfa problémadt, mely egy Osszefiiggd, irdnyitatlan grafban a legkisebb
Osszélkoltségli feszitéfat keresi. (Feszitéfa alatt azt a fat értjik, amely a graf
Osszes csucsat tartalmazza, élei a graf eredeti élei, és minden csicsbol, minden
cstcsba pontosan egy 1t vezet). A problémdara mar 1926-ban adott egy megoldést
Boruvka [9], melynek egy egyszer(isitett valtozatat frta meg Jarnik 1929-es leve-
lében Boruvkdnak, majd 1930-ban cseh nyelven cikk formdjaban is megjelent [53].
Am ez feledésbe meriilt, és t6le fiiggetleniil Prim 1957-ben [71], valamint Dijkstra
1959-ben ismét megalkottdk az eljarast [29], ezzel sikeriilt javitaniuk Kruskal 1956-
ban megjelent megolddsanak szdmitdsigényén [60], melyet Boruvka nyomén irt.
Az eljarés igen egyszer(i (Prim-algoritmus): legyen G(V, E) 6sszefiiggd, irdnyitat-
lan graf, valamint jelolje A a keresett feszitéfa csicsainak halmazat, mig B az
élek halmazat. Els6 lépésként valasszunk tetszoleges csticsot V-bdl, majd toéroljiik
V-bél, és keriiljon A-ba. Vilasszuk ki a legkisebb élkoltségii (v, v;) élt ugy, hogy
v; € Véswv; € A. A kivéalasztott (v, v;) élt tegyiik 4t B-be, és v;-t torsljik V-bdl,
és tegyiik A-ba. Ha mar G graf minden csiicsa A-ban van, akkor megkaptunk egy
olyan feszit6fat (tehdt nem feltétleniil egyértelmii megolddshoz jutunk), melynek
éleit B tartalmazza. Ennek az eljarasnak igen nagy szerepe van tobbek kozott
koziizemi halézatok telepitésében.Rovid kitérd erejéig meg kell emliteniink a té-
maval kapcsolatosan a minimalis feszitofa problémat, mely egy Gsszefiiggd, irdnyi-
tatlan grafban a legkisebb 6sszélkoltségli feszitéfat keresi. (Feszitéfa alatt azt a fat
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értjiik, amely a graf Osszes csucsat tartalmazza, élei a graf eredeti élei, és minden
csicesbdl, minden csicsba pontosan egy 1t vezet). A probléméra mar 1926-ban
adott egy megoldast Boruvka [9], melynek egy egyszeriisitett véltozatdt irta meg
Jarnik 1929-es levelében Boruvkanak, majd 1930-ban cseh nyelven cikk form&ja-
ban is megjelent [53]. Am ez feledésbe meriilt, és tole fiiggetlentil Prim 1957-ben
[71], valamint Dijkstra 1959-ben ismét megalkottdk az eljardst [29], ezzel sikeriilt
javitaniuk Kruskal 1956-ban megjelent megolddsédnak szémitdsigényén [36], melyet
Boruvka nyomén irt. Az eljards igen egyszerti (Prim-algoritmus): legyen G(V, E)
Osszefiiggd, irdanyitatlan graf, valamint jelolje A a keresett feszitéfa csticsainak hal-
mazat, mig B az élek halmazat. Elso 1épésként valasszunk tetszoleges csticsot
V-bél, majd toroljiik V-bol, és keriiljon A-ba. Valasszuk ki a legkisebb élkolt-
ségll (v;,v;) élt gy, hogy v; € V és v; € A. A kivélasztott (v;,v;) élt tegylik
at B-be, és v;-t toroljiik V-bol, és tegyiik A-ba. Ha mdr G graf minden csicsa
A-ban van, akkor megkaptunk egy olyan feszitéfat (tehdt nem feltétleniil egyér-
telmi megolddshoz jutunk), melynek éleit B tartalmazza. Ennek az eljardsnak
igen nagy szerepe van tobbek kozott koziizemi haldzatok telepitésében.
Visszatérve a legrévidebb it probléméahoz, Dijkstra algoritmusa utédn sok heu-
risztikus megoldés sziiletett a teljesitmény javitdsdra. (A heurisztika minden eset-
ben egy fliggvény, mely rangsorolja a lehetséges megolddsokat az elérheté infor-
méciok alapjan, ezzel segitve a tovdbblépésnél a gyorsabb dontést). Taldn a leg-
ismertebb ttkeresé algoritmus, az A* (A-star) is ekkor sziiletett 1968-ban a Stan-
ford Research Institute-ban, mely az els6 legjobb keresési (best-first search) elja-
rast hasznélja heurisztikaként minden iterdciéban [68], hogy a leheté leghamarabb
megtaldlja az optimdlis utat, 14sd Hart et al. [51]. Egyéb heurisztikus megoldé-
sok, mint példdul a B* (B-star) [7] vagy a kétirdnyu keresés (bi-directional search)
és Tarjannak [39], Fibonacci-halmokon (F-heaps) alapuld, 4j adatstruktirdjuk-
nak koszonhetden. A halézatok bonyolultsdganak névekedésével nehezen tudta az
informatika fejlédése tartani a versenyt, igy 2005-ben a 9. alkalommal megrende-
zett Dimacs Challange [98] nevii tudoményos verseny a legrévidebb 1t téméjaban
irta ki palydzatat, és mintaadatként rendelkezésre bocsdtottdk az USA akkori tel-
jes uthalozatanak grafjat. A verseny igen sok 1j eredményt generdlt, koziiliik is
kiemelkedd a Karlsruhe Institue of Technology csapata altal publikalt cikkek sora.
A rovidség kedvéért csak egyet, Geisberger et al. [46] cikkét emelném ki, akiknek
érdeme abban rejlik, hogy a korabbi eredményeket javitani tudtdk azzal, hogy a
keresés soran nem preferalt elemeket elozetesen eltdvolitjak a grafbol. Eljarasuk-
nak a roviditési rangsor (contraction hierarchy) nevet adték. Gyorsabb megoldé-
suknak azonban igen komoly elokalkulacié az ara. Ennek kivéaltasara tett kisérletet
Delling et al. [27] RAPTOR nevii algoritmusa, mely egydltaldn nem igényel elékal-
kulaciot, és mivel nem Dijkstra-algoritmusan alapszik, minden utat maximum egy-
szer vesz figyelembe iterdcionként. Az el6kalkuldcidk elhagyasdval az algoritmus
alkalmassa valt online alkalmazasokban vald felhaszndlasra, hogy Pareto-optimalis
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utakat kalkuldljon tomegkozlekedési halézatok felhaszndléi szaméra. 2013-as cik-
kében Dibbelt et al. [28] kozzétettek Connection Scan nevii algoritmusukat, mely
bar nem sokkal gyorsabb, mint a RAPTOR, de lényegesen egyszeriibb, mindamel-
lett képes kezelni komplex eseteket is, példaul a varhaté késéseket, és ezt figyelembe
véve kalkulalja a felhasznalok varhaté érkezési idejét. A témakorben a 90-es évek
kozepéig megalkotott algoritmusokat részletesen targyalja Cherkassky et al. [20],
kiilonos figyelmet forditva azok szamitasigényére.

A legrovidebb Ut probléméra adott megolddsok torténeti dttekintése utdn tér-
jiink ra az utvonaltervezé eljarasok gyakorlati problémékon valé alkalmazasaira.

3. Utvonaltervezd eljarasok

Az egyik els6 ttvonaltervezd alkamazés az utazéiigynok probléma (Traveling
Salesman Problem, réviden TSP), melyet el6szor az 1930-as években Karl Menger
formalizdlt, és adott rd megolddst [64]. Lényege, hogy az iigynsknek adott telep-
helyeket kell felkeresnie, és dénteni csak arrdl tud (az élkoltségek ismeretében),
milyen sorrendben teszi ezt, hogy a lehetd legkisebb koltséggel jarja korbe a telep-
helyeket. Tehat minimalis 6sszkoltségii Hamilton-kort keresiink a grafon. Birkhoff
[8] munk4janak koszonhetéen lehetévé valt a hozzdrendelési feladatok megoldasa
linearis programozasi feladatként, melyet Dantzig, Fulkerson és Johnson alkal-
mazott elséként a TSP megoldaséra [24]. 1954-es cikkiikben olyan mddszereket
vezetnek be, mely ma kombinatorikus optimalizalas alapjat képezik, mint példéul
a metszosikok moédszere. Fontos megemliteniink, hogy a kombinatorikai és grafel-
méleti alapok megteremtésébdl olyan magyar tehetségek vették ki résziiket, mint
Kénig Dénes a paros grafok ekvivalencia tételével [59], majd tanitvanya, Gallai
Tibor fiiggetlen- és lefogé halmazokrdl szdl6 tételével [40], és Egervary Jend, aki
altalanositotta a Kénig-tételt [31], majd késébb a szallitdsi feladat kapcsén is elért
6n4ll6 eredményt [32]. A magyar grafelméleti iskola jelentdségét az is j6l mutatja,
hogy Kuhn Magyar-mddszernek nevezte el az Egervary munkéja nyoman megalko-
tott, ma is alapvetd eljardasat a hozzarendelési feladat kombinatorikai megoldasara
[61]. A témakoér tudomdanytorténeti hatterét bévebben Schrijver dolgozta fel [77].

A kés6bbiekben is javarészt ipari és gazdasagi motivacidk vezérelték a kuta-
tasok fokuszat, igy alakult 6nallé témakorré a szallitméanyozas tervezését segitd
jarmi ttvonaltervezési probléma (Vehicle Routing Problem, réviden VRP), mely
egy teherszallitéo flotta jarmiiveinek telephely koézpontu koratjainak optimaliza-
lasat célozza id6- és kapacitdskorlatok mellett. A probléma els6é formalizalasara
Dantzig és Ramser 1959-es cikkében keriilt sor [26]. Kés6bb ennek tobb véltozata
alakult ki: jarmi{i utvonaltervezési probléma id6ablakokkal (Vehicle Routing Prob-
lem with Time Windows, réviden VRPTW), a korlatozo feltételek kib6viiltek a
meglatogatando célallomasok nyitvatartasi idejével, vagy éppen a kapacitaskorla-
tos jarmi utvonaltervezési probléma esetén a szallitéeszkoz kapacitas korlatjaval
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(Capacitated Vehicle Routing Problem, réviden CVRP), de tobb példat lathatunk
a feltételek konnyitésére is: a tobbutas jarmi utvonaltervezési probléma esetén a
teherautdék akdr tobb korutat is tehetnek (Vehicle Routing Problem with Multiple
Trips, roviden VRPMT), vagy nem feltétleniil sziikséges az 0t végén a telephelyre
visszatérniiik a nyilt jarm{ Gtvonaltervezési probléméaban (Open Vehicle Routing
Problem, réviden OVRP). Mivel a probléma NP-nehéz, igy az id6k soran megannyi
kozelité modszer sziiletett, ezek egyik jellemzé irdnya a heurisztikus megoldasok
kore:

Genetikus algoritmusok, melyek utdnozzdk a mikrobioldgusok altal megfigyelt
DNS-lanc javitasdnak mechanizmusat, és az elsé fazisban - jellemzGen mohé
algoritmus segitségével - elkésziilt utakat varidljak cserék és eltolasok soroza-
taval. Az algoritmus futasi ideje erdsen fiigg attél, milyen megéllasi értéket
allitanak be az algoritmusban (vagyis hédny olyan random prébét tehet az algo-
ritmus egymads utdn, ami nem javitotta a célfliggvény értékét, miel6tt Gj helyen
prébal javuldst elérni az algoritmus), ldsd Chang és Chen [17].

A hangya kolénidk mddszere (ant colony system) a hangydk ,motivécids elja-
rasat” igyekszik utdnozni: tudvalevs, hogy a hangyak feromonok segitségével
kommunikalnak egyméssal. Amennyiben egy hangyanak hosszu utat kell meg-
tenni az élelem forrasaig, ugy egyre gyengiil a feromon jel, amit maga utan
hagy. Ha azonban sikeriil rovid utat talalnia, ez a jel er6s marad, igy mind
tobben jarnak majd a megtaldlt rovid uton. Ezt a logikat alkalmaztak Bulln-
heimer et al. [12] VRP feladat megolddséra.

A szimulélt lehiilés (simulated annealing) egy sztochasztikus technika, mely
minden 1épésben dont - megfelelé kritériumok mellett -, hogy egy mésik alla-
potba lépjen-e at, vagy helyben maradjon. A kohdaszatbdl vett kifejezés arra
utal, ahogyan a fémet ellenérzott koriilmények kozott felhevitik, majd vissza-
hiitik, hogy a szerkezetét erGsitsék, és a benne taladlhaté zarvanyokbdl minél
tobb eltlinjon. Ezzel az eljarassal keres globdlis optimumot VRPTW feladatra
Czech és Czarnas [23].

A tabu keresés (tabu search) megolddsok a memdéridban téroljdk azokat a meg-
oldasokat, melyek korabbi iterdciékban tesztelve lettek és valamilyen el6re meg-
allapitott szabdly miatt tilt6 listara keriiltek (egy idére). Az eljardst példaul
Briysy és Gendreau alkalmazta VRPTW megolddséra [11].

A 2-opt altaldban mas algoritmusokkal kombindlva jelenik meg a megoldasok-
ban. Lényege, hogy olyan 1ut, mely keresztezi sajat magat, ugy legyen atren-
dezve, hogy ne legyen benne keresztez6dés. Az algoritmus leirasat els6ként
Croes adta 1958-ban a TSP megolddsira [22].

A 3-opt olyan lokalis keresési (local search) algoritmus, mely a grafon, vagy
uton 3 szomszédos cstcsot torol, majd ezeket minden lehetséges mddon ujra-
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rendezve igyekszik az optimélis utat, vagy utakat megtaldlni. Az algoritmust
elséként Lin formalizdlta 1965-ben [57].

A Lin-Kernighan-algoritmus a 2-opt és 3-opt eljarasok altalanositisa, melyben
mindkét algoritmust adaptivan alkalmazzuk az dtvonalakon. A Lin és Kernig-
han [58] 4ltal 1973-ban alkotott algoritmus az egyik leghatékonyabb eljards a
TSP megoldédsara.

Mindemellett egzakt algoritmusok is sziilettek:

Korlatozds és szétvélasztds (branch and bound) egy kombinatorikus optimali-
zacios eljaras, szétvilasztds szakaszaban a keresési halmazt diszkrét halmazokra
bontja bizonyos szabalyok alapjan, majd a korlatozas szakaszban az egyes hal-
mazokat ,ritkitja”, ezzel gyorsitva fel a keresést a brute-force megoldasokhoz
képest, 1dsd Bektas et al. [6]

A végas és szétvalasztds (branch and cut) eljards egészértékii linedris programo-
zési (Integer Linear Programming, réviden ILP) feladatok megolddséra szolgal,
melynek keretében el6szor a korlatozas és szétvalasztas algoritmust hasznaljuk
az LP feltételeinek konnyitésére, majd metszosikok modszerével sziikitjiik azo-
kat, hogy az optimumhoz kozelebb jussunk. Jé példa ennek alkalmazédsara
VRP feladat megolddsdban Pessoa et al. [69].

Az egzakt algoritmusok szamitdsigénye gyakran csokkenthetd olyan eljarasok-
kal, melyek egyszerii megfontolasok alapjin az irrelevans csticsokat, vagy csics-
kombindcidkat eleve torlik. Erre jé példa Lu et al. [63] Trip-Mine algoritmusa,
ahol a cstcsok koltség-profit alapi rendezésével, valamint méar idében el nem
érhetd csucsok torlésével leroviditik a vizsgalando esetek szamaét. fgy a vizsgalt
,brute force” algoritmus (mely 12 cstics kalkuldldsa esetén mar majdnem 1 6rés
futdsi id6t produkdl, hiszen 12! esetet kell leszdmldlnia) helyett javasolt eljérds
néhany ezred masodpercre csokkenti annak futasidejét.

Mivel a VRPTV formalizdlhaté egyenletrendszerként, igy a probléma LP fel-
adatként valé megoldésa is lehetséges, lasd Rousseau et al. [75].

Az utazéiigynok problémabdl kifejlddé modellek masik dga a tajfutd prob-
léméja (Orienteering Problem, réviden OP), vagy més néven a szelektiv utazé-
iigynok probléma (Selective Traveling Salesman Problem, roviden STSP), ahol az
egyes iigyfelekhez mar profitot rendelnek, és az {igynokot szorité idékorlaton be-
lil a legnagyobb Gsszprofitot kell begyiijtenie az utja soran az iigyfelek megla-
togatdsdval. Az elnevezés 1996-ban Chao et al. [18] cikkében szerepel, de mar
1984-ben megjelent Tsiligirides-nél [88], ahol a TSP-ben az iigynoknek nincs elég
ideje, hogy az Osszes varost megldtogassa egyediil. Cikkében olyan sztochaszti-
kus algoritmust alkalmaz az optimélis utvonal kozelité megoldasara, mely min-
den iteracioban Monte-Carlo-médszerrel keresi a kovetkezé csticsot, a tavolsag és
a begyfijthetd profit fiiggvényében. A probléméat mar formalizdlta Kataoka és
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Morito 1988-ban [55], 4m 6k még maximalis gy{ijtési probléma (Mazimum Collec-
tion Problem) néven hivatkoztak rd. A témérdl bévebben Feillet et al. dsszefoglald
cikkében olvashatunk [35]. Az OP megfogalmazdsat az A.1. fiiggelék alatt talaljuk.
Mar a kezdetektol ismert volt ennek a technikdnak a természetjarasban és altala-
ban a turizmusban valé alkalmazhatdésdga, hiszen az OP elnevezés is a téjfutasbol
ered, ahol a versenyzOknek egy térkép és egy iranytli segitségével kell felkeresni az
elore kijelolt pontokat a lehetd legrovidebb idén beliil. Innen datalhaté a tudo-
manyag sport és turizmus teriiletén torténd hasznositasa, és terjedt ki nem csak
a természetjdrdsra, de a vdrosnézésre is. Ennek jé példdja Wang et al. [95], ahol
a legérdekesebb latvanyossdgokat latogatja végig a turista a szallodabol indulva,
és a nap végén oda visszaérkezve. Golden, Levy és Vohra megmutattak, hogy az
OP NP-nehéz [49], igy az erre adott egzakt megolddsok csak viszonylag kis szdmu
csics esetén lehetséges. Ramesh et al. [73] korldtozds és szétvélasztds algorit-
must hasznal, mellyel egzakt megoldast ad akar 150 csucsot tartalmazoé grafra is,
mig Fischetti et al. [36] cikkiikben brach-and-bound eljardssal akar 500 csticsra is
egzakt megolddst tudnak adni. Ramesh és Brown [72] 4 fazisbdl 4ll6 heuriszti-
kus megoldést adnak az OP-re, melyben a 2-opt és 3-opt eljardsokat alkalmazzdk.
Ennél jobb eredményeket ad Chao et al. [18] 5 1épésbél all6 megoldésa, mely mohé
algoritmust, sztochasztikus eljarast és opt-2 algoritmust 6tvozve épiti fel az utvo-
nalat. A fenti heurisztikus megolddsok komoly hatranya, hogy kénnyen be tudnak
ragadni egy lokélis optimumba, melyet Gendreau et al. [48] tabu search megolddsa
hatékonyan hidal 4t. Mivel az eredmények turisztikaban torténd felhasznaldsa igen
nagy figyelmet kap, igy cikkek sora foglalkozik azok térinformatikai bedgyazasdval
is (mobil applikdcick formdjaban), erre j6 példat taldlunk az OP esetére Souffriau
et al. 2008-as cikkében [80]. A tdjfuté probléméja idéablakkal (Orienteering Prob-
lem with Time Windows, réviden OPTW) az OP &ltaldnositdsa, ahol a csicsokhoz
nyitvatartasi idéket rendeliink. Az OPTW leirdsat az A.2. fiiggelék alatt adjuk
meg. Els6ként Kantor és Rosenwein [54] adtak rd megolddst 1992-ben. Elsd 1épés-
ben gy illesztenek be az utvonalba 1j csicsokat, hogy ne titkozzon idékorlatba,
és az egységnyi id6koltségre eso fajlagos profit a leheto legnagyobb legyen. Ezutan
mélységi keresési algoritmussal allitanak el6 utszakaszokat, majd flizik dket Ossze,
elhagyva a nem megvaldsithato elemeket. Mivel az idéablakok miatt az OP-nél
hatékonyan alkalmazhaté opt-2 és opt-3 algoritmusok OPTW esetén nem hasz-
nalhatoéak, igy annak egzakt megolddsara mas eljarasra van sziikség. Az azonban
igaz, hogy az OPTW megoldasira hasznalt eljaras alkalmazhaté az OP megoldé-
sdra. Ezt megmutatjak Tricoire et al. [87] 2010-es cikkiikben. Righini és Salani
2009-es cikkében cite72 kétiranyd dinamikus programozdasi megoldéast javasol: a
kezd6- és végesicstdl egyszerre kezdik el az it felépitését, végig ellendrizve, hogy
megvaldsithaté-e az egyes lépésekben javasolt megoldds, ha a két szakaszt Ossze-
kapcsolnank.

Az OP egy természetes kiterjesztése a tdjfuté csapat probléma (Team Ori-
enteering Problem, réviden TOP), ahol a turista ,feladata”, hogy P nap alatt a
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rendelkezésére all6 id6ben a lehet6 legtobb (szaméra érdekes) ldtvanyossdgot meg-
latogasson, és minden nap végén visszatérjen a szélloddjiba, (ez igen hasonlit a
VRPTW-ben megfogalmazott feladathoz). Ezt elészor Butt és Cavalier formali-
zalta 1994-ben [13], ahol egy toborzasi feladat megolddsara alkalmaztdk. A TOP
megfogalmazasat az A.3. fiiggelék alatt taldljuk. Az egzakt megolddsok koziil
igen hatékonyan miikodnek az oszlopgenerald algoritmuson [4] alapulé eljardsok.
Ekkor LP feladatként oldjuk meg a feladatot, de redukéljuk a dimenzidk szamat a
gyorsabb futdsi id6 érdekében, melyre jé példa Butt és Ryan 1999-es cikke [14], ahol
akar 100 cstucsra is egzakt megoldast kaphatunk viszonylag révid id6 alatt. Késébb
Boussier et al. [10] alkalmazta az oszlopgenerdlé algoritmust, de mar kombindlva
a korlatozas és szétvalasztas eljarassal, hogy javitsanak az algoritmus teljesitmé-
nyén. A heurisztikus megolddsok koziil a legkorabbi a mar az OP kapcsan ismer-
tetett Chao et al. [18] cikkében szerepld 5 1épcsds eljards kis atalakitdssal: itt az
elsd P legjobb utat listdzzuk ki eredményiil [19]. Tang és Miller-Hooks [84], vala-
mint Archetti et al. [3] is tabu keresés eljarast alkalmaz a TOP megolddséra, mig
Ke et al. [56] hangya kolénidk mddszerét javasolja cikkében. Az elsé 1épésben 4
eljarast is teszteltek, amivel egy megvalésithaté eljarashoz lehet jutni. Kozii-
likk az utakat szekvencidlisan felépit6 algoritmus bizonyult a leghatékonyabbnak.
Az egyes iteraciékban elkésziilt megoldast 2-opt algoritmussal javitjdk, majd kiegé-
szitik annyi csticcsal, amennyi az idokorlatba belefér. Vansteenwegen et al. két heu-
risztikus eljarast is kifejlesztett. Mind az irdnyitott lokalis keresés (Guided Local
Search, réviden GLS) [90], mind a ferde véltoz6 szomszéd keresés (Skewed Variable
Neighborhood Search, réviden SVNS) [92] eljardsok ugyanazokon a lépéseken ala-
pulnak: egy kezdeti eljarasbdl kiindulva ,, gyengébb” ttszakaszokat torliink, illetve
kisebb utszakaszokat illesztiink Gssze, majd az igy kapott Ut Gsszprofitjat igyekszik
javitani cserékkel, illetve a menetidoket csokkenteni, és 1j pontokat beilleszteni
a megtakaritott id6 terhére. Az SVNS mds sorrendben varidlja ezeket a 1épése-
ket, és igy joval megelézi a GLS-t. A TOP id6ablakokkal dltalanositott véltozata
a tjfuté csapat probléméja id6ablakkal (Team Orienteering Problem with Time
Windows, réviden TOPTW), melynek lefrdsat az A.4. fiiggelékben adjuk meg.
A TOPTW-re adott megolddsok koziil Vansteenwegen et al. [91] iterdlt lokalis
keresés algoritmusa (Iterated Local Search, réviden ILS) messze a leggyorsabb, bar
akadnak eljarasok, melyek atlagosan kicsivel jobb megoldast adnak. Ilyen példéul
Gambardella et al. [41] hangya kolénidk mddszerén alapul eljdrdsa. Tricoire et
al. [87] a TOPTW egy altaldnositdsdra, a tébbperiédusos, tobb idéablakos tajfuté
probléméjara (Multi-Period Orienteering problem with Multiple Time Windows,
roviden MPOPMTW) ad heurisztikus megoldast valtozdé szomszéd keresé eljards-
sal (Variable Neighborhood Search, réviden VNS) [50] eljardssal, mig az utvonal
megvaldsithatésaganak ellendrzésére egzakt algoritmust javasolnak. Ez esetben
az egyes telephelyeknek napok kozott valtozo lehet a nyitvatartasi ideje. Kisér-
leteik alapjan 100 cstcs és 2 megtervezendd Gt esetén nagyjabdl 1 perc alatt jut
megoldésra, mig Vansteenwegenék ILS algoritmusaval ez 1 masodperc.
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4. Az utvonaltervezo eljarasok néhany kiterjesztése

A fent ismertetett modelleknek tobb lehetséges altalanositdsa létezik, melyek

koziil a teljesség igénye nélkiil néhanyat megemlitiink az aldbbiakban:
Az id6fiiggh téjfuté probléméja ( Time-dependent OP, roviden TDOP) lényege,
hogy az egyes élkoltségek idOben valtoznak. Jol irja le ez a modell azt a gyakor-
lati problémat, hogy napszakonként eltér6 a varosi kozlekedés mindsége: val-
tozik a forgalom és a tomegkozlekedési eszkozok jaratsirlisége is. Ez talan
akkor érint benniinket legkevésbé, ha csak gyalogosan kozlekediink a véros-
ban, bar a lampédk beéllitdsai még igy is id6ben véltozé mdédon befolyésolja
menetidénket, 14sd Fomin és Lingas [37]. Verbeeck et al. [94] hangya kolénidk
médszerét kombinalta lokélis kereso eljardsokkal a TDOP megoldédsara. Kordb-
ban Abbaspour és Samadzadegan [1] adnak kozelité megolddst a TDOPTW-re
genetikus algoritmus segitségével. Az ILS jé kompromisszumot nyujt gyorsasig
és pontossag kozott, de minden csiicsot kiilon kezel. Az idéfiiggs, idéablakos
tajfutd csapat probléméja (Time-dependent Team Orienteering Problem with
Time Windows, roviden TDTOPTW) megolddsa a hagyomdnyos ILS méd-
szerrel mar nem lenne hatékony, igy Garcia et al. [43] el6kalkuldcids eljardssal
visszavezeti TOPTW feladatra, majd ILS algoritmussal oldja meg azt. Egy
masik mddszert is kidolgoztak, mely nem él az idObeni fiiggés elimindlasdval,
am helyette a tomegkozlekedés menetrendjére tesznek periodicitasi feltevése-
ket (mely kordnt sem realisztikus). Gavalas et al. [44] javasolja az egyméshoz
kozel es6 pontok egyiitt kezelését a probléma egyszertisitése érdekében, melyhez
k-kozép klaszterez6 (k-means clustering) eljardst alkalmaznak. Athéni helyszi-
neket és tomegkozlekedést modellezé kutatasukban klasztereken alapulé heu-
risztikus eljarasukat tovabb fejlesztve 3 algoritmust is adnak a TDTOPTW
kozelitésére, melyek az idéablakok mellett kezelni tudjak az idében valtozo uti-
koltségeket és a tomegkozlekedési menetrendet is [45]. Az eljarasaik hatranya,
hogy nem veszik figyelembe az Gjabb csiicsok ttvonalba térténé beillesztésénél
a kovetkezo helyszin varakozasi idejében okozott valtozast, mikor a beillesztés-
r6l dontenek.

Az 4ltaldnositott tajfuté probléméja (Generalized Orienteering Problem, révi-
den GOP) abban kiilénbozik az OP-t6l, hogy célfiiggvénye nem pusztén a
cstucsokban begy(ijtheté profitok Osszessége, hanem altaldnosabb, nemlines-
ris Osszefiiggés a pontok kozott. Lehet példaul az egyes helyszinek véltoza-
tossdgdt extra profittal értékelni (példdul a negyedik mizeum meglétogatdsa
helyett egy park felkeresése esetén), vagy bizonyos kiegészit6 helyszinek megte-
kintése, példaul Glasgow-ban Mackintosh mizeumma alakitott hazanak meg-
latogatdsa utdn érdemes felkeresni az altala tervezett Willow Tearooms enteri-
6rjét. Schilde et al. [76] cikkében a turistdk kiilonleges igényeit prébélja lefrni
nemlinedris célfiiggvényekkel. Az Aurigo nevil alkalmazas |[97] titvonaltervez
algoritmusa igen egyszer(i, hiszen csak az épp adott tartézkoddsi hely egy r
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sugaru kornyezetében keresi a kovetkez6, legnagyobb profiti pontot, de a profi-
tok adaptiv médon, dinamikusan keriilnek meghatarozéasra a felhasznalo izlése,
valamint a mar meglatogatott pontok fiiggvényében.

Cikkek sora foglalkozik olyan modellekkel, ahol az egyes élekhez profitok
vannak rendelve. Amennyiben a csiticsokhoz nincs, csak az élekhez, azt a
szakirodalomban él titvonaltervezS probléma (Arc Routing Problem, roviden
ARP) néven taldljuk. A feladat, hogy két adott pont kozott a lehetd legtobb
profitot begytijtve haladjunk &t éleken, melyeknek koltség vonzata is van.
Souffriau et al. [81] példdul az észak-flandriai uthélézaton tesztelte biciklis titvo-
naltervez6 mohd véletlenszeri adaptiv keresési eljarasukat ( Greedy Randomized
Adaptive Search Procedure, réviden GRASP) eljérdsat, mely el6bb mohé algo-
ritmussal jut egy kezdeti megoldéshoz, majd azt javitja a kovetkezd 1épésben
lokalis keresési eljardssal. Muyldermans et at. [67] az OP-t kiegészitve élekhez
rendelt profitokkal formalizalta az altaluk altalanos utvonaltervezési probléma-
nak (General Routing Problem, roviden GRP) nevezett feladatot, majd adott
rd egzakt megoldéast opt-2 és opt-3 algoritmusok felhasznalasdval. A feladat
gyakorlati jelent6sége a turisztikai céli ttvonaltervezésben az lehet, hogy ez-
altal a szebb, latvanyosabb dtvonalakat, mint példaul a sugarutak vagy folyo-
partok, elényben részesithetjiik.

Ha az OP-ben egyes csticsokat kotelez6vé tesziink, az az altaldnos téjfuté prob-
lémaban (Generalized Orienteering Problem, réviden GOP) egy szélsOséges
alesetnek tekinthetd (végteleniil nagy profitokat rendelve bizonyos csticsokhoz).
Gendreau et al. [47] ilyen eljdrdssal biztositja, hogy a legfontosabb l4tnivaldk
minden egyedileg tervezett tirautban benne legyenek.

Amennyiben az egyes csiicsokndl begytijthetd profitok értéke elére nem ismert,
csupan azok eloszlasarél van tudomdasunk, az OP-ben megismert feladatunk
annyiban médosul, hogy az 6sszprofitunk varhato értékét kell maximalizdlnunk,
melyet sztochasztikus profitd tdjfuté probléma (Orienteering Problem with Sto-
chastic Profits, rtéviden OPSP) néven taldlunk a szakirodalomban. Példdul II-
han et al. [52] genetikus algoritmust adott az optimum kozelitésére, valamint
egy egzakt megoddst is, melyben a sztochasztikus célfiiggvényt vele ekviva-
lens, determinisztikus célfiiggvényre cserélik, majd sulyozott Gsszeg eljarassal
(weigthed sum method) [86] oldjék meg a feladatot.

A csicsokndl gytlijthetd profitok értéke lehet id6ben véltozd, de ismert érték.
Ez foleg szallitasi feladoknal fordul elo, ahol a késedelmes kiszallitds biintetés-
sel jarhat. Erre adott eljardst Erkut és Zhang [34], ahol a szallitdsi feladatot
id6fuggd dijazdsti maximdlis gylijtési probléma (Mazimum Collection Prob-
lem with Time Dependent Rewards, réviden MCPTDR) modellel irta le, és a
profitok id6ben linedrisan csokkentek. Ezt egészértékii programozasi feladat-
ként kezelték, melyre korlatozas és szétvalasztas algoritmussal és egy mohd
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algoritmussal adtak kozelité megoldast. Ennek tobb ttra felirt valtozatara
(Multiple Tour Mazimum Collection Problem with Time-Dependent rewards,
roviden MTMCPTD) ad megoldédst Tang et al. [85], akik hibaelhdrité szere-
l6csoportok kiszallasait optimalizalasara tabu keresés algoritmust adtak koze-
lit6 megoldasként. A turizmusban olyan gyakorlati esetekben fordulhat eld,
mikor egy kiallitas valamely részlege csak sziikebb latogatasi idében érheto el, és
annak zarva tartisa esetén a cstucsnal gyijthetd profit értéke kisebb, vagy mint
Erdogan és Laporte cikkében [33], ahol az adott ponton toltétt id6tdl figg a
beszedheto profit.

A TOPTW egy masik altaldnositisa a szelektiv jarmi dtvonaltervezési prob-
léma id6ablakokkal (Selective Vehicle Routing Problem with Time Windows,
roviden SVRPTW), ahol két 1j korldtot vezethetiink be: a jarmiivek nem csak
idokorlatokkal birnak, de tavolsdgkorlattal is, valamint a rakteriikbél adodé
kapacitaskorlattal. Ezt tetszélegesen értelmezhetjiik turistakra is, akik egy
bizonyos tavolsag megtétele utdn elfiradnak, valamint anyagi lehetéségiik is
véges, igy nem tudnak naponta egy adott 6sszegnél tobbet elkolteni a neveze-
tességeknél megvaltandé belépdjegyekre. Boussier et al. [10] kordbban emlitett
egzakt algoritmusa erre a problémara is megoldast ad akar 100 cstics és 10
megtervezendo Ut esetére is.

Ennek egy specidlis valtozata a kapacitaskorlatos téjfuté csapat probléma
(Capacitated Team Orienteering Problem, roviden CTOP), ahol csak egy extra
kapacitdskorldttal (pénziigyi korldt) egészitjilk ki a TOP modelljét, lasd
Archetti et al. [2].

A turizmusban el6fordulé gyakorlati problémébdl fakad a szélloda valasztd téj-
futé probléma ( Orienteering Problem with Hotel Selection, roviden OPHS), ami
a TOP feladat kibévitve azzal, hogy egy adott halmazbdl széllast kell véalasz-
tani az utakhoz (ahol azok kezd8dnek és végzédnek), 14sd Divsalar et al. [30].
Castro et al. [15] a TSP-t egésziti ki szdllodavélasztdssal (TSPHS), melyre ILS
és egy specialis genetikus algoritmus kombindaciéjabdl allé heurisztikus megol-
dast adnak cikkiikben.

Kiilon emlitést érdemel még az utvonaltervezo feladatok egy specidlis csaladja,
mely a turistak gyakorlati utvonaltervezé feladatait kivanja megoldani, és gyak-
ran kotheté mobil alkalmazasokhoz, és ebbdl adéddéan kis szamitasigényt elja-
rast kivan. Elnevezése, a turistaut tervezési probléma (Tourist Trip Design
Problem, roviden TTDP), Vansteenwegen és Van Oudheusden 2007-es cikké-
bél szdrmazik [89]. A TTDP legegyszer(ibb modellje az OP, és gyakorlati jelen-
téséget tulajdonithatunk annak minden kiterjesztésének. A TTDP megolda-
sok részletes attekintését olvashatjuk Gavalas et al. [45] Gsszefoglalé cikkében.
A mobil eszkozokre késziilt alkalmazéasok jé példaja Sylejmani és Dika cikke
[83], ahol Bécs turisztikai ldtvanyossdgain tesztelték tabu search alapi heu-
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risztikus algoritmusukat. Garcia et al. [42] a TDTOPTW megolddséra tesz-
nek javaslatot heurisztikus algoritmusukkal, mely személyre szabott profitokkal
latja el az egyes csucsokat a felhaszndlé preferencidinak megfelelGen.
A TDTOPTW mobil alkalmazdsokra tervezett megolddsok koziil Souffriau et
al. [82] ILS algoritmussal adott kozelitése az egyik leghatékonyabb.

Az utvonaltervezd eljardsok egy mashova kevéssé beilleszthet6 példaja De
Choudhury et al. [21] cikke, akik ,kozosségi kenyérmorzsdknak” (social bread-
crumbs) nevezett informécié alapjdn épitenek turattvonalakat. Az interne-
ten (Facebook, Flickr stb.) megosztott fotdk és egyéb bejegyzések gylijtése és
szisztematikus valogatasa alapjan, Osszeegyeztetve a felhasznélé elére kinyilva-
nitott preferencidival. Mivel a fotékhoz id6bélyegek (timestamp) is tartoznak,
igy Popescu és Grefenstette [70] kordbbi munkdja alapjan mér lehetéség nyilt
az egyes helyszinek latogatasi idejének, illetve a koztitk megtett it menetide-
jének becslésére is. Hasonléan kozosségi adatokon alapszik Letchner et al. [36]
munkdja, akik helyi lakosok autés GPS adatai alapjan jobb ttvonalat tudtak
javasolni az atutazdknak, mint amit barmilyen dtvonaltervez6 adott, mert 6k
egy eddig fel nem hasznélt informécidt épitettek a tervezésbe: a tapasztalatot.
A dolgozatban bemutatott utvonaltervezési problémak kozotti kapesolatot a B
fliggelékben szemléltetjiik

Az utvonaltervez6 algoritmusokrdl bovebb 6sszefoglalét Vansteenwegen et al. cik-

s 2 e s

1S.

5. Befejezés

A fentiekben ismertetett problémdkon és azokra adott megoldasok bonyolult-
sagan lathatjuk, miként valtak az idok soran egyre inkabb életszertivé és ponto-
sabba a modellek. Az eddigi problémak kiterjesztésének, valamint az dijabb ttvo-
naltervezé eljardsoknak csak a fantézia és a rendelkezésre all6 eszkozok szamitasi
teljesitménye szabhat hatart. Nem kétséges, hogy még a mi életiinkben tobb nagy-
sagrenddel nagyobb bonyolultsagu feladatok megolddsanak lehetiink szemtanui.
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A.1. fiiggelék: Az Orienteering Problem formalizalasa

Legyen adott egy G(V, E) graf, amelynek minden v; csiicsdhoz egy m; nemne-
gativ profitérték van rendelve, melyet az iigynok megkap, ha meglatogatja a v;
csticsot, valamint v; és v; cstcsok kozotti e;; élhez t;; élkoltséget rendeliink, ami
a tavolsdg megtételéhez sziikséges id6. A feladat T4, 1d6 alatt maximalis pon-
tot Osszegytijteni ugy, hogy minden cstcs legfeljebb egyszer latogathaté meg. A
kezd6- és a végpont fix, és gyakran meg is egyeznek egymadssal. Jeldlje tovabba
h;, hogy az i-edik cstcs hanyadik lépésben keriil sorra az uton, valamint 7;; ér-
téke legyen 1, ha az i-edik csics utdan a j-edik kovetkezik az dton, és 0 kiilonben.
Ugyan fontos szerepet jatszik az egyes csucsok kivalasztasdban az ott toltendd
id6 is, 4am ezt gyakran nem szerepeltetik a modellben, inkabb szétosztjak a csics
elStti és utani élekre (jellemzden fele-fele aranyban). Ekkor az OP formalizaldsa a
kovetkezéképpen alakul:

hi—hj+1<(N-1)(1—7y); Vij=2...,N
29<hi<N; Vi=2,...,N
TZ‘J‘E{O,l} Vi,j=1,...,N

Az egyes sorok jelentése a kovetkezd:

1. A célfiiggvény: a cstucsoknal begylijtott profitok dsszege legyen maximalis.
2. Az it az 1l-es cstcsnal kezdddik, és az N-ediknél ér véget.

3. Az ut Osszefiiggd, és minden csicsot csak legfeljebb egyszer latogatunk
meg.

4. Betartjuk az idékorlatot.

és 6. egylitt garantédlja, hogy ne legyenek korck az utban, Miller-Tucker-
Zemlin javaslata alapjan [65].

7. A 7  értékkészlete 0 vagy 1.
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A.2. fiiggelék: Az Orienteering Problem with Time Windows
formalizalasa

Az OP-nél leirtaktSl annyiban tér el az OPTW, hogy minden csticsot csak
az [0y, C;] nyitvatartési ideje alatt lehet megldtogatni, és jeloljiik s;-vel az i-edik
csucshoz valé megérkezés idépontjat. Ekkor az OPTW leirhaté az alabbi médon:

N—-1 N
max Z ZTQ'TZ‘J

=2 j=2
N N—-1
ZTI] = Z TiN — 1
j=2 i=1
N N-1
=Y T <l Vk=2,...,N-1
Jj=2 i=1
N-1 N
Z ZTi]tU < Tma:v

J
Si tij*5j+]-<M(]-*Tij); V’L,]ZL,N
OlészéC’l Vi:1,...,N
TijE{O,l} Vi, j=1,...,N

Léthat6, hogy az OP-hez képest csupén a kormentesség feltétele valtozott (itt
M egy nagy konstans értéket jelol), valamint kiboviilt a nyitvatartdsi id6 korlat-
javal a feltételrendszer.

A.3. fiiggelék: A Team Orienteering Problem formalizélasa

Legyen adott egy G(V, E) graf, amelynek minden v; csicséhoz egy i nemne-
gativ profitérték van rendelve, melyet az iigynok megkap, ha meglatogatja a v;
csticsot, valamint v; és v; cstcsok kozotti e;; élhez t;; élkoltséget rendeliink, ami
a tavolsag megtételéhez sziikséges id6. A feladat T4, 1d6 alatt P darab iigynok
szamara maximalis pontot Gsszegyijteni ugy, hogy minden csucs legfeljebb egyszer
latogathaté meg. A kezdé- és a végpont fix, és gyakran meg is egyeznek egymassal.
Jelolje tovabbd h;p, hogy a p-edik utndl az i-edik cstics hanyadik lépésben keriil
sorra az Uton, valamint 7;;, értéke legyen 1, ha a p-edik itndl az i-edik csics utan
a j-edik kovetkezik az uton, és 0 kiilonben. Legyen O;p értéke 1, ha a p-edik uton
az i-edik csicsot meglatogatjak, és 0 kiillonben. Ekkor a TOP megfogalmazhaté a
kovetkezdképpen:
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P N-1
maxz Ti0ip

p=1 i=2

N N-1
IS DI
p=1j=2 p=1 i=1

p=1

N N-1

ZTkij Tikp = Okp; VE=2,...,N—-1;, Vp=1,...,P
=2 i1

N-1

hip—hjp-f-lg(N—l)(l—Tijp); Vi,j=2,...,N; Vp:].,,P
2< hyy <N; Vi=2...N; ¥p=1.. P
Tijp,eiPE{O,l} Vi,j=1,....,N; Vp=1,....P

Az egyes sorok jelentése a kovetkezd:

1. A célfiiggvény: a csucsokndl begyijtott profitok Gsszege legyen maximalis
az Osszes utat figyelembe véve.

Minden 1t az 1-es csucsnal kezdddik, és az N-ediknél ér véget.
Minden csticsot csak legfeljebb egyszer latogatunk meg.
Minden 1t egyenként Gsszefiiggd.

Betartjuk az idékorlatot.

A T S

és 7. egyiitt garantdlja, hogy ne legyenek koérck az uitban, Miller-Tucker-
Zemlin javaslata alapjan [65].

8. A 7, és Oy értékkészlete 0 vagy 1.

A 4. fiiggelék: A Team Orienteering Problem with Time Windows
formalizalasa

A TOP-nél leirtaktél annyiban tér el a TOPTW, hogy minden cstcsot csak az
[0;, C;] nyitvatartasi ideje alatt lehet meglatogatni, és jeloljik s;,-vel a p-edik 1t
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sordn az i-edik csiicshoz torténé megérkezés idépontjat. Ekkor a TOPTW leirhaté

az aldbbi modon:

P N-1
maxz mi0ip
p=1 =2
P N P N-1
D2 =2 D Ting =P
p=1j=2 p=1 i=1

p=1

N N—-1

ZTk]p: ZTikp_gkpa Vk—Q,
j=2 i=1

N-1

SipFtij —Sjp S M(1—755); Vi,j=1,...,N; Vp=1,...,P

OigsipéCi; Vizl,...7N; Vp:1,...7P

Tijp,Gipe{O,l} Vi,j=1,...,N; Vp=1,...,P

Léthat6, hogy az OP-hez képest csupén a kormentesség feltétele valtozott (itt
M egy nagy konstans értéket jelol), valamint kib6viilt a nyitvatartdsi id6 korlat-

javal a feltételrendszer.
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B fiiggelék: Az utvonaltervezd feladatok csaladja
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A SURVEY ON ROUTE PLANNING ALGORITHMS,
FOCUSING ON ITS TOURISTIC APPLICATIONS

SANDOR M. APATHY

There are few worse situations I could imagine than getting lost in a foreign city. It is even
worse if the language barriers keeps us away from the chance of getting help. These experiences
might have inspired many Researchers on the field of Route planning algorithms. The aim of
this paper is to briefly present the cumbersome research efforts that lead to the recent touristic
and transportation related algorithms. We start our survey from the Shortest Path Problem to
show how the wide range of route planning problems were unified by the technique of Linear
Programming, then a far-reaching set of transportation and travelling problems will be introduced
that unfolded from the Traveling Salesman Problem. To keep the extent of the survey at a
reasonable level our focus is narrowed more to the Touristic solutions due to the growing number
of specific routing methods from the early ’60s.

Keywords: Team Orienteering Problem, Route Planning, Heuristic Algorithm, Tourism JEL
code: C60, C61, Z32
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