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KEMIAI KINETIKA, AHOGY AZT LATNI KELL ES LEHET

(Személyes megjegyzések To6th Janos munkdirdl)

ERDI PETER

1. Palyakép kozelrdl

Janossal bardtasagba akkor keriiltem, amikor szivbéli bardtnémnek, Sz. Marinak,
sikerrel kezdett udvarolni. Szakmai kapcsolatba pedig akkor, amikor azzal keresetem
meg, hogy a kémikusi neveltetésem kovetkeztében matematikai ismereteim finoman
szOlva hidnyosak, és lenne-e kedve segiteni az akkor (nagyrészt Sipos Tamads altal) irt, az
osszetett kémiai reakcidk sztochasztikus szimuldcids program elméleti alapjait megértetni
veliink. Volt. Az elsG 6t évben igyekeztiink mindent elolvasni ami a formalis reakcio-
kinetika targykorben a keziinkbe keriilt, s élményeinkbdl le is adtunk két ,,olvasénaplot”
1973-ban és 1974-ben. Noha a monografidk ,,A kémia tGjabb eredményei” kotetben jelen-
tek meg, harom, illetve négy évet aszalodtak az Akadémiai Kiad6ban [6, 28]. A formadlis
reakcidkinetika fejlédésében dontd volt az 1972-es év, amikor megjelentek az elsd alta-
lanos, bizonyithat6 és bizonyitott tételek kinetikai differencidlegyenletek megoldasainak
kvalitativ tulajdonsdgair6l [15, 10], tovabba Kurtz a kémiai reakcidk sztochasztikus és
determinisztikus modelljei kozotti kapcsolatokat szabatosan elemz6 cikke. Janost elbi-
volte a targyalds szépsége, és az eredmények dtlathatésdga. Késdbb én kissé, de nem
igazdbdl, hiitlen lettem a reakcidkidkinetikdhoz, de Jdnos munkdassdgét figyelemmel ko-
vettem. Ebben a cikkben par olyan témakort emelnék ki, amelyekben Janosnak kiilonle-
gesen egyedi meglatdsai voltak.

2. Sztochasztikus Kinetika

7 2z

Az ezerkilencszdzhatvanas évek masodik felében egyetemre jark alapvetd élménye
volt, hogy kezdtiink szdmitégépeket latni. Ilyen szavakat tanultunk: rendszer, modell,
szimuldcié. Hamarosan észrevettiik, hogy megjelentek a kémiai reakciok sztochaszti-
kus szimulacidjara haszndlt programokrol az elsS publikaciok [18, 21]. Ezek a szimul4ci-
ok arra voltak jok, hogy a kémikusok altal elképzelt mechanizmusokban szerepld kémiai
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komponensek mennyiségének id6beli lefutdsat a mennyiségek fluktudcidjaval egytitt alli-
tottak eld. Janos mutatta meg nekiink Rényi Alfréd [22] cikkét, amely az els6 olyan mun-
ka, ahol két komponensbdl kiindulé elemi reakciét is tartalmazé modell — nem kozelitd —
megolddsa szerepel, ,,ezért ezt tartjuk a targykor elsé 1ényeges cikkének™ [28], 273. o.

2.1. Modellkeret és sztochasztikus szimulacio

Janos magyardzta el, hogy a részecskeszdm ingadozasat is leirni tud6 természetes
keret a folytonos idejii diszkrétallapotterdi sztochasztikus modell, igy definidlni kell a &
sztochasztikus vektorfolyamatot, a vektor dimenzidja az 0sszetett kémiai reakciéban sze-
repld belsd (azaz id6fiiggd) komponensek szdmdval azonos.

Ph:=PE@®)=n

annak a val6sziniisége, hogy a részecskeszam vektor egy adott ¢ idSpontban n, P, (¢) pedig
az ido6fiiggd abszolit eloszlasfiiggvény. Ezen eloszlasfiiggvény idébeli valtozasat, feltéve,
hogy a kémiai reakciot ugré Markov-folyamatnak tekintjiik, a Kolmogorov-egyenlettel
(a fizikusi irodalomban ,,master equation”, alapegyenlet) irjuk le:

= APy(1). 1
" AR() M)

Az (1) egyenlet linedris differencial-differenciaecgyenlet, ahol A specidlis szerkezetét
a sztochiometria hatdrozza meg. Az infinitezimdlis dtmenetval6sziniiségek adjdk meg
(egységnyi id6re) az n’ és n ugrds valészintiségét.

% = Zn/[ann’Pn(t) — aynPa(t)]-

Az egyenlet jobb oldaldnak elss tagja az Osszes tobbi n’ dllapotbdl valé dtmenetet ad-
ja meg (,,nyereség”), mig a masodik tag a tovdbbi dllapotokba valé dtugrdsbol szarmazo
»vesztességet”. Az egyenlet megoldésa a rendszerrdl praktikusan minden informacidt tar-
talmaz, de megoldasokat zart alakban csak nagyon korlatozott esetekre lehet kapni. Gyak-
ran megelégsziink az elsé két momentum idofiiggvényeinek meghatdrozasaval, vagy a
diszkrét dllapotteri folyamatot folytonos dllapotteriivel (azaz diffiziés folyamattal) koze-
litjiik.

Mi azonban csak annyit tudtunk akkor, hogy szimul4cidval a sztochasztikus folyamat
realizécioit lehet elééllitani, és persze (de az akkori gépeken nem nagyon (pontosabban
sz6lva nagyon nem) volt ra lehetdség) szdmos realizacidbdl az id6fiiggd eloszlasfiigg-
vényt kozelitleg meg lehet konstrudlni. El6szor 1ényegében atvettiik a [18] algoritmust
[S5, 23, 24]. Egy rogzitett id6pillanatban az egyes elemi reakcidk lejatszoddsi valészini-
sége (kissé pongyoldn fogalmazva) a reakcid sebességi dllandéja és a reaktansok részecs-
keszdmanak szorzatdval, tovabba az eltelt idével ardnyos. Janos formalizélta, és a mate-
matikai kultirdnak megfelel6en irta le a modellt. Mindenkinek van egy bandlis torténete,
hogyan mulasztotta el, hogy szdrnydra kapja a vildghir. Janos ugyanis érezte, majd tudta,
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hogy az alkalmazott szimulécids eljards kozelités. ,,Eddig hiilyeséget csindltunk. Figyel-
jetek, itt van Doob [3] konyve, van itt a 244. oldalon egy tétel. Ez a tétel azt mondja, hogy
az az id6, amig nem torténik semmi (azaz a varakozasi id6), amig a rendszer egy rogzitett
allapotban van, exponencidlis eloszldsu, és az eloszlds paramétere lényegében az elemi
reakcidk végbemenési valdsziniiségeinek Osszege. Ezen az alapon egzakt szimuldcidkat
fogunk tudni csindlni.” Diplomamunkdsa, Hars Vera, 1976-ban implementalta és tesztel-
te az algoritmust, el is késziilt a szakdolgozata. Miért, miért nem, ez most mar mindegy,
az algoritmusrdl semmi tobbet nem publkidltunk. Dan Gillespie kozolt két cikket, Doob
emlitése nélkiil [12, 13], amelyekre egyiitt tizezer idézet van. Azzal kissé vigasztal6d-
hatunk, hogy Patrick Hanusse mar 1973-ban egy majdnem ilyen algoritmust kozolt [14].

Lehet, hogy Janos legfontosabb cikkét diplomamunkasaval, Aranyi Péterrel irta [1].
Tobbszor hallottam amerikai kollégaktol, hogyha eredményiik akkor nagyobb nyilvanos-
sagot kap, ma klasszikus lenne. Az egy enzim és néhany szubsztrat molekulat tartalmazé
kis rendszer sztochasztikus modelljének pontos megoldésat el6allitottak a generatorfiigg-
vény mddszer valamilyen véltozatdval, és megmutattik, hogy a varhat6 érték 20-30%-kal

is eltérhet a determinisztikus modell szolgaltatta eredménytél.

Egy masik nagy, Janost erdsen érdeklS témakor a sztochasztikus modellek staciona-
ris eloszlasaval kapcsolatos. Koriilbeliil igy fogalmazott: Mig egy matematikus szimara
nyilvanvald, hogy Osszetett kémiai reakcidk sztochasztikus modelljében a staciondrius
eloszlas igen ritkan lesz Poisson-eloszlas, addig fizikusok és fizikai-kémikusok, f6ként
Prigogine [20] azon lep6dnek meg, hogy a staciondrius eloszlas idénként nem Poisson-
tipusu [7, 30]. Janos irdnyitotta a Torok Turullal valé kooperaciét. Tobbek kozott meg-
adtdk az egycsticsusag egy elégséges feltételét, Medgyessy Pal egy tételét ([19], 146. o.)
dltalanositva, elégséges feltételt arra, hogy a staciondrius eloszlds Poisson-eloszlas
legyen, majd ebben a lapban foglaltuk 6ssze, amit akkor hdrman egyiitt tudtunk [31].

A determinisztikus modellbeli multistacionaritas és a sztochasztikus modellben fel-
1ép6 multimodalitas kapcsolata is izgatta Janost. Az olvashaté volt [2], hogy a naiv
varakozassal ellentétben, nemkinetikai modellben nincs minden esetben teljes megfelelés
az egyensulyi pontok és a staciondrius eloszlas széls6értékeinek elhelyezkedése kozott.
Janos korantsem trivialis példakkal illusztrélta, hogy kis rendszerekben mind a négy kom-
binacio el6fordulhat, azaz uni- €s multistacionaritas tarsithaté uni- €s multimodalitashoz
is [9]. Azt azért belattuk, és monografidankban be is vallottuk [8] 144. o, hogy Werner

Ebelingék [4] szebben demonstréltik a térfogat csokkenése dltal indukalt &tmeneteket.

2.2. Minden egyéb Parizsban

Janos gyakran latogatta meg Parizs szivében a hamarosan csaladi baratunkka valt sta-
tisztikus fizikust, Michel Moreaut, és a matematikus Bernard Gaveauval egyiitt szép dol-
gozatokat frtak, példdul a reakcié-diffizids rendszerek termodinamik4jardl, informécids
potencidlrdl, nszervezddd kritikalitasrol, diszkrét és folytonos modellek kapcsolatardl.
Ebben a cikkben [11] példaul arrdl van szd, hogy a sebességi dllandoknak a diszkrét és
folytonos modellekbdl valé becslése hogyan divergdl a térfogat valtozasaval.
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3. A reakciokinetika direkt és inverz problémaja

A kémia reakciok modellje adott, ha ismert (i) az 6sszetett kémiai reakci6 vagy mecha-
nizmus struktirdja, (ii) a reakciéban végbemend folyamat dinamikdja. A direkt feladat a
folyamatbdl szarmaztatott mennyiségek szadmitdsa.

Janos megfogalmazasdban: Direkt feladatot oldunk meg példaul akkor, amikor kine-
tikai differencidlegyenletek megoldasat hatarozzuk meg analitikusan vagy numerikusan,
vagy a megolddsok kvalitativ tulajdonsagait vizsgéljuk, vagy amikor egy Osszetett kémiai
reakcid sztochasztikus modelljét szimuldljuk. A direkt feladatok minden 1épésének meg-
oldésa az inverz feladatok megolddsat szolgdlja: a formadlis reakcidkinetika alkalmazha-
tosdga végsd soron abban 4ll, hogy segitségével a mért adatokbol kovetkeztetéseket von-
hatunk le valamilyen (nem feltétleniil kémiai) folyamat mechanizmuséara vonatkoz6an.
A legfontosabb és legnépszer(ibb inverz feladat a reakcidsebességi dllandok becslése.

Janos sziikséges és elégséges feltételt adott arra, hogy egy polinomidlis differencidl-
egyenlet-rendszer egy Osszetett kémiai reakcié determinisztikus modellje legyen. Sok-
szor van sziikség arra, hogy valamilyen tudomédnydgbdl (akdr més természettudomény-
bol, akar a differencidlegyenletek kvalitativ elméletébdl) kivalasztunk egy olyan polino-
midlis differencidlegyenlet-rendszert, amely a vizsgalt bioldgiai, vagy biokémiai jelen-
ség szempontjabdl relevans sajatossagokkal bir. Sziikség volt olyan tételekre, amelyek
segitségével megvizsgalhatd, hogy a differencidlegyenlet-rendszer realizdlhat-e forma-
lis Osszetett kémiai reakcid segitségével. Janos bemutatta ezeket a tételeket, és tobbek
kozott ezen lapban publikalta [29, 27], el6szor Hars Veraval éltalanositott rekeszrendsze-
rekre, majd teljes altaldnossagban is.

4. Nagy rendszerek reakciokinetikaja: osszevonas

A reakcidkinetika modelljei a gyakorlati alkalmazasok (égés, anyagcsere stb.) esetén
allhatnak néhdny tucat-, vagy esetenként akar néhdny ezer egyenletbdl. Ilyenkor az eredeti
modell helyett torekedhetiink egy olyannak a vizsgélatdra, amelyben kevesebb valtozé
van, hogy szdmitastechnikai szempontb6l konnyebben kezelhetd modellt kapjunk, amely
rdadasul a folyamat lényegét jobban kiemeli. A valtozék szdmdnak csokkentésére sok
modszer ismert, a mult szdzad hatvanas évei 6ta egyre jobban kidolgozott egyik ilyen
eljards az Aris, Wei és Kuo 4ltal kezdeményezett linedris és nemlinedris 6sszevonas.

Ha van egy N dimenzids x vektor, ahol N nagyon nagy, a kinetikét pedig

x =Kx
adja meg. Linearis dsszevonason azt értjiik, hogy van egy

X =Mx

linedris transzformacid. A transzformaci6 akkor pontos, ha az 6sszevont valtozé is ha-
sonlé alaku
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£ = K&

egyenlettel irhat6 le. K MxM méretli métrix.
Janos taldn négy nyarat t61tott Princetonban, Herschel Rabitz laboratériumdban, és az
osszevondssal kapcsolatban egy sereg feladatot fogalmaztak és oldottak meg:

(i) az 6sszevonas (linedris és nemlinedris, kozelitd és pontos) definicidja;
(i1) sziikséges és elégséges feltételek az sszevonhatdsagra;

(iii) az Osszevono fliggvény konstrukcidja pontosan, kozelitéleg, mellékfeltételek
figyelembe vételével;

(iv) az 6sszevonds hatdsai a megoldédsok kvalitativ tulajdonsagaira.

Két eredményt emlitek itt meg: Polinomidlis jobb oldal esetén a linedris dsszevonds
nem noveli a jobb oldal fokszdmat. (Pozitiv) invaridns halmazok képe Osszevondsnal
pozitiv invaridns halmaz, staciondrius pont képe staciondrius pont, periodikus palya képe
periodikus pélya. Janos latdsmddjara és stilusara is jellemzd idézettel folytatom: ,,Ellen-
példak mutatjdk, hogy azért a kép nem annyira rézsds: Az X +Y —2Y, Y +Z — 2Z,
Z + X — 2X Ivanova-reakciébdl az anyagfajtdk koncentracidjanak osszeaddsaval kons-
tans megolddsokkal bir6 egyenletet kapunk, és a X — 2X,Y — X +2Y, X — X +2Z,
Z — Y + Z reakci6 indukalt kinetikai differencidlegyenlete ugyan koordindtdnként mo-
noton megolddsokkal bir, mégis 6sszevonhaté a h(p,q,r) := (p — q,p — r) fiiggvénnyel
a harmonikus oszcillator (nemkinetikai!) egyenletévé, amelyiknek minden megoldédsa
periodikus.”

A sok szép eredmény koziil tovabbi tdjékozodas kiinduldpontjaként azt a cikket adom
meg [17], amely a pontos nemlinaris dsszevonas feltételeit adja meg.

5. Egyebekrdl még rovidebben

A zérodeficiencia-tétel biiviletében. Janos munkdssdgat erdsen befolydsolta Fein-
berg korai [10] és késébbi munkassaga. Az egész arrdl sz6l, hogy mit is lehet mondani
egy Osszetett kémiai reakcidhdl6zat ismeretében olyan kvalitativ tulajdonsagokrdl, mint a
pozitiv egyensulyi pontok 1éte, egyértelmiisége és stabilitdsa. Minden reakcidérendszerhez
hozzarendelhetd egy deficiencidnak nevezett nemnegativ egész szam, a zérd deficiencia
tétel pedig olyasmit mond ki, hogy gyengén reverzibilis és zér6 deficiencidju tomegha-
taskinetikdju reakciohalézatoknak a sebességi dllandok numerikus értékeitdl fiiggetleniil
van, és éppen egy, és stabil pozitiv egyenstlyi pontja. Janos didkok sokasdgat vezette be
a matematikai szigorral felépitett elméletbe, azt fejlesztette, kedvencével a Mathematica
segitségével programcsomagokat készitett stb.

Igen szépek a Turing-instabilitdssal kapcsolatos eredményei is. Itt kimerészkedett a
parcidlis differencidlegyenletek vildgaba, hiszen reakcid-diffizi6 rendszerekre vonatkozé
allitasokat tettek Szili Lacival k6zos munkaikban. Ezek legfontosabbjaként megmutat-
tak [25, 26], hogy a Turing-féle instabilitds sziikséges feltétele a keresztgatlas jelenléte.
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Janos rengeteg mindent vett észre. Itt példdul azt, hogy a kdzhiedelemmel szemben, ami
azt sejteti, hogy nemlinedris kinetikai rendszerekben a diffizié idében staciondriustérbe-
li struktirat indukalhat, Turing példdja éppenhogy linedris, de nemkinetikai (hiszen van
benne negativ kereszthatés [29], azaz x' = —y jellegii tag).

Nincs itt a vége, nem futunk el véle.

6. Koszonetnyilvanitas

Halas vagyok Téth Janosnak a sokéves barati és szakmai kapcsolatért, segitségéért,
tandcsaiért. Megkoszonom Péta Gyorgynek és Vizvari Béldnak a kézirat 4tolvasasat,
értékes megjegyzéseiket. Ha volt olyan, amit nem vettem figyelembe, azon is elgon-
dolkoztam, a felel6sség természetesen ez enyém.
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CHEMICAL KINETICS AS YOU CAN AND MUST SEE IT

PETER ERDI

The paper reviews Janos Téth’s rich works on chemical kinetics with the eye of the beholder, i.e. a close
collaborator and friend. Chemical kinetics is a prototype of nonlinear science. Traditionally chemical systems
can be characterized by concentrations of the species, and the temporal evolution is governed by (generally
mass action type) kinetic differential equations. These equations are examples of deterministic models. In
certain situations, mostly in small systems, the state is better characterized by the number of molecules (or
other species), and the temporal change is not deterministic, but stochastic. Janos contributed both to theory
and fields of applications of the deterministic and stochastic chemical kinetics. Some historical remarks to
stochastic simulation of chemical reactions, to the nature of the stationary distributions, and an example about
the full stochastic descripiton of the Michaelis-Menten reaction for small systems is mentioned. Two more
topics Janos contributed, namely the inverse problem of chemical kinetics and the lumping of large systems are
briefly mentioned.
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AUTOKATALITIKUS FRONTREAKCIOK KONVEKTIV INSTABILITASANAK
NUMERIKUS VIZSGALATA

BABA PETER, HORVATH DEZSO, TOTH AGOTA

A siirliség- és a feliileti fesziiltségkiilonbség kovetkeztében kialakulé konvekcid
hatdsat tanulmanyozzuk a jodat-arzénessav autokatalitikus frontreakciéban. Bemutat-
juk, hogy a feliileti fesziiltség valtozasa tovabb médositja a kizarélag stirtiségkiilonb-
ség miatt torzult front alakjat és terjedési sebességét. A reakcié-diffizié-advekcid
egyenletek numerikus megolddsa révén kapott eredményeink j6 egyezést mutatnak a

kisérletiekkel.

1. Bevezetés

A miiszaki- és a természettudomanyok, azon belill is a kémiai tudomanyok, egyre
népszeriibb eszkdze a numerikus dramldstani modellalkotds. A kémiai technolégidban
a kiilonboz6 ipari folyamatokban, példaul a keveréses tankreaktorok optimalizdldsaban,
kiemelked6 szerep jut ezen modelleknek. A kémiai reakcidk lejatszédasa sordn a reak-
tansoktdl eltérd fizikai tulajdonsdgokkal rendelkez6 termék keletkezik. Folyadékfazisban
ezért a kémiai Osszetétel valtozdsa miatt a kiillonbozd fizikai paraméterekben kialakul6
gradiensek konvektiv dramldsokat indukélhatnak, melyeknek jelent&s hatdsa lehet maga-
ra a reakciora is.

Munkénkban a konvekcidnak az autokatalitikus frontreakcidkra gyakorolt hatdsat
mutatjuk be. Ezen reakcidk jellemzdje, hogy a reakcidban képz6dd termék mennyisége
befolydsolja a keletkezésének sebességét. Amennyiben a reakciét egy nem kevert edény-
ben jatszatjuk le, akkor az 4talakulds egy vékony zéna mentén jatszodik le jelentSs sebes-
séggel. A hatdrvonalat reakcidfrontnak hivjuk, amely addig halad el6re a folyadékfazis-
ban, amig rendelkezésre dllnak reaktdnsok. A front terjedési sebességét a reakcid kiilon-
boz6 transzportfolyamatokkal torténd kolcsonhatdsa szabja meg, amit a legegyszerlibb
esetben (diffizié) az autokatalitikus komponensek diffiziéallandéja szabdlyoz. Homo-
gén kozegben a front dllandé sebességgel halad és dlland6 alakkal rendelkezik, mikdzben
a reakciéfront mentén — a front két oldaldnak eltér6 fizikai tulajdonsdga miatt — megkoze-
litéleg alland6 gradiens all fenn, amely az egész kozeg mozgasat is képes lehetévé tenni,
torzitva az allandé frontalakot és médositva a front terjedési sebességét is.

2

Folyadékfazisu reakcidkban a siirliség az egyik olyan fizikai paraméter, amelynek

véltozdsa dramlast kelthet. A folyamatok sordn valtozhat a siirliség az anyagi mindség,
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illetve a kémiai Osszetétel valtozasa vagy a reakcioban keletkezé hé miatt [1]. A folya-
dékaramlas kialakuldsa mindig a front terjedési irdnyatél és a siirliségvaltozas eldjelé-
tol fiigg. Egy fiiggbleges csében alulrdl inditott sikfront esetén a siirliség reakcidé sordn
torténd csokkenése instabil rétegzddés kialakuldsdhoz vezet, és a felhajtéerd miatt egy
fliggbleges irdnyu dramlds alakul ki, egy eldrehaladé és lemaradd szegmensekkel jelle-
mezhet$ cellds szerkezetet eredményezve. A fliggblegesen lefelé haladd front azonban
végig stabil rétegz6dést hoz létre, azaz a kezdetben sikfront alakja nem valtozik. Ennek

2

az ellenkez6je igaz abban az esetben, ha a reakcié soran a stirliségvaltozas pozitiv, tehat a
termékoldat siirlisége novekszik. Tovabbd vizszintes csében a csé egyik oldaldn inditott
front a sliriséggradiens el6jelétd] fiiggetleniil minden esetben instabil rétegz6dést alakit
ki, amelynek hatdsdra olyan konvektiv dramlds indukdlédik, ami egy vizszintesen terje-
do6, aszimmetrikus alakzatot hoz 1étre. A fenti, kizarélag stiriségkiilonbség miatt fellépd
stabilitasvesztést Rayleigh—Taylor-instabilitdsnak nevezik.

Nyitott folyadékfelszin alkalmazdsakor a feliileti fesziiltség valtozdsa is indukdlhat
folyadékaramlast. A siirliségvéltozashoz hasonldan a vizszintesen terjedd front mentén
kialakul6 éles gradiens megsziintetésére irdnyul6 er6k ébrednek. A hatarfeliileten azon-
ban - ellentétben a stirtiségkiilonbséggel — sosem 1étezik stabil rétegz8dés, az instabilitast
csak az azt 1étrehozé intenziv mennyiségben kialakul6 homogén eloszlds sziinteti meg.
Ebben az esetben a folyadék mindig a kisebb feliileti fesziiltséggel rendelkezd rész feldl a
nagyobb feliileti fesziiltséggel rendelkezd rész felé dramlik, ami mintegy magdra hizza a
kornyezetében elhelyezkedd folyadékrészt. Ezen fenti jelenség a Marangoni-instabilitds.

Mivel a jodat-arzénessav reakciéban mind a stirtiség [2, 3], mind a feliileti fesziiltség
valtozhat [4, 5], a reakcid térbeli lejatszatdsakor mindkét instabilitds egyszerre tanulma-
nyozhaté. Munkdnkban el6szor a vizsgalt reakcidt, majd az alkalmazott kisérleti rendszert
mutatjuk be. A 3. fejezetben a rendszer szimuldciéjdra épitett modellt, a 4.-ben pedig a
modell egyenleteinek numerikus megoldésdra alkalmazott algoritmust ismertetjiik. Végiil

a szimulécio és a kisérletek soran kapott eredményeket értékeljiik és hasonlitjuk ossze.

2. A jodat-arzénessav reakcio
Jelen tanulmdnyban a joddtionok és az arzénessav kozott kialakuld autokatalitikus
frontreakcié sordn indukdlt konvektiv dramldsok szimuldcidjdra épitett numerikus
modellt mutatjuk be. A reakcid két f6 Iépésre bonthatd. Az elsében, a Dushman-reakciéban
[6], a jodat- €s a jodidionok savas kozegbeli kdlcsonhatdsa sordn jod keletkezik
105 +51I" +6H" = 3L +3H,0. (1)
A reakci6 empirikus sebességi egyenlete

r = (ki + kI ])I7]JIO5][H]?,

ahol k; = 4,5-10° dm’/(mol’s) és ky = 4,5-10% dm'?/(mol*s). A keletkezd jod egy
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gyors reakciéban (Roebuck-reakcid) [7] oxiddlja az arzénessavat arzénsavva
H3AsO3 +1; + HO = 21" + H,AsO, + 3H"

az r, = k3[Io][H3AsO3]/([I"][H"]) empirikus sebességi egyenlet szerint, ahol
k3 =3,2-1072 mol/(dm?s). A két reakcidlépés koziil az (1) egyenlet szerinti Dushman-
reakcié a sebességmeghatarozé 1épés.

A reaktdnsok kezdeti koncentracidjanak ardnyétol (R = [H3AsOz3]o/[105 |o) fiiggden
a termékelegy Osszetétele is mds lesz [8]. Amennyiben az arzénessav van sztochiometriai
feleslegben, azaz R > 3, Ggy a jod csak dtmeneti termék és az Osszes jodation gyakorlati-
lag jodidionna redukalédik

105 +3H3As03 =1~ +3H,AsO, +3H" . )

Jodatfelesleg esetén (R < 2,5) az arzénessav teljes mennyisége arzénsavvd oxidaldodik,
mig a jodation jédda redukalédik

210; +5H3AsO3 =1, + 5H2ASOZ +H,O0+ 34t . 3)

Ezen két kezdeti Osszetétel kozott a termékoldat minden esetben tartalmaz jédot és jodid-
ionokat. Az R = 8/3 sszetételnél [9] a {8 jodtartalmd termék a trijodidional, + 1~ = Iy
egyensuly alapjan

3105 +8H3As03 =15 +8H,As0, +H,O+6H' .

A kisérletek sordn az altalunk alkalmazott kezdeti Osszetételnél (R = 2,8) a bruttd
reakcidt a (2) és a (3) brutt6 egyenletek linedris kombindcidjaként lehet felirni és a termék
oldatrész arzénsavat, trijodidiont, és hidrogéniont tartalmaz

5105 + 14H3As03 = 21" +15 + 14HAsO; + 12H" + H,0 . )

A trijodidion disszocidcidja sordn jod molekula és jodidion keletkezik. A termékben meg-
jelend jodid- és hidrogénionok a reakcid autokatalitikus komponensei, ezért vizes oldat-
beli diffiziéjuk hatdrozza meg a front haladasi sebességét.

A reakci6 lejatszoddsa sordn az oldat sirlisége csokken, és mivel a jod feliiletaktiv
molekula, az oldatban a feliileti fesziiltség is hasonl6 véltozast mutat [4]. A jodat-arzénes-
sav rendszerben a reakciébodl szdrmazé hé elhanyagolhat6, tehdt mind a stirliségvaltozas,
mind a feliileti fesziiltségben tapasztalhat6 kiillonbségek az oldat 6sszetételében bekovet-
kez6 valtozas eredményei.

3. Kisérleti rendszer

A kisérletek sordn a reaktdnsoldat 12,9 mmol/dm? koncentraci6ji kalium-jodat oldat-
b6l és 36,1 mmol/dm?® koncentricidji arzénessav oldatbdl 4llt, ami az R = 2,8 ardnynak

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



132 BABA PETER, HORVATH DEZSO, TOTH AGOTA

felel meg. Ezt az oldatot dramoltattuk két parhuzamos plexilap kozé, mely lapokat szin-
tén plexibdl késziilt tavtartd lemez tartott dllandé tdvolsagra egymastdl. Az igy kialakitott
reakcidcella hossza 50 cm, magassaga a nyitott kisérletek esetén 1,2 cm, mig a zart elren-
dezés esetén 0,2 cm. A cella szélességét 0,5 cm és 1,0 cm kozott valtoztattuk. Nyitott
elrendezés sordan két tovabbi plexilap keriilt beépitésre a cella falai mentén 0,2 cm-es
magassagig, melyek a folyadékfelszin gorbiiletmentességét biztositottdk. A front inicia-
lizalasa két fliggbleges elrendezési, parhuzamos, 0,25 mm atmérdjt platina elektréddal
tortént. Az elektrodakra 3,5 V nagysagu fesziiltséget kapcsolva az andd feliiletén hidro-

génionok keletkeznek, melyek elinditjdk a reakciéfrontot (14sd az 1. dbrat).

1. abra. A nyitott celldban haladé reakciéfront sematikus dbrdzoldsa, ahol p, a reaktdnsok

stirlisége, p; a termék strtisége, v, a reaktansok feliileti fesziiltsége, v, pedig a termék
oldatrész feliileti fesziiltségét jeloli.

zo 2

A termékben jelenlévd jod sotét szine kivald indikatora a front aktudlis helyzetének
és alakjanak. A front tér- és id6beli viselkedésének leirdsdhoz 3—5 masodperces interval-
lumokkal fényképfelvételt készitettiink. A késziilt felvételek sziirkeségi skala értékeinek
hosszanti, a front terjedési irdnydba esd inflexids pontjai adtdk a front aktudlis pozicid-
jat. A front terjedési sebességét az atlagos frontpozicié idébeli véltozasdbdl nyertiik a
frontpozicié-id6 gorbe linedris szakaszara illesztett egyenes meredekségeként.

4. Az alkalmazott modell
A rendszer numerikus szimuldci6ja sordn az aldbbi egyenletek keriilnek megoldds-

ra. Els6ként a komponensmérleg-egyenlet, amely tartalmazza a vizsgélt i. komponens —
jodidion, jodation, valamint a hidrogénion — koncentracidéjanak az advekciébol, diffizid-
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bol és a lejatszodo reakcidkbol szarmazd valtozasat

a .
% + uVe; = D,‘VZC,' + viry,

ahol v; az i. komponens sztochiometriai egyiitthatdja a (4) egyenletben. A jodidion és

a jédmolekula diffizédllandéjanak Dy- = Dy~ =2- 1072 m? /s, mig a hidrogénionénak
Dy =4-107% m? /s értékeket valasztjuk [10]. A komponensek advekciéjanak szdmitasa
a (6) Navier—Stokes-egyenletbdl kapott sebességértékek alapjan torténik. Az egyenlet

megolddsa sordn a koncentraciomezdre zérd-gradiens tipusu peremfeltételt alkalmazunk.
A kozegmozgést az inkompresszibilis kontinuitdsi és a momentumegyenlet a

Vi = 0 5)
oi . __ M2 VP P
— +u-Vi = —Viy- — + — 6
ot Po b0 | po® ©

alakban frja le, ahol u a folyadékdramlds sebessége, m a dinamikus viszkozitds,
p = po+ p1c1 az oldat slirlisége, po a reaktansoldat kezdeti stirlisége, p pedig a nyomés.
Az (5) és a (6) egyenletekben alkalmazzuk a Boussinesq-kozelitést, amelynek értelmében

.

a folyadék siirliségét a gravitacids tag kivételével allandénak tekintjiik, mivel a kisérleti
rendszeriinkben kis mértéki az 6sszetétel miatti siriségvaltozas.

A folyadék tapad a falhoz, igy a sebességmez$ esetén minden vektor komponen-
sére dlland6 (nulla) értékd peremfeltételt alkalmazunk a szabad felszin esetét kivéve.

A Marangoni-hatés szimulaciéjahoz a modellezett térrész felsd felszinének sebességér-

tékeire a
oi dy
Z_ (2 )y
0z (dq) 1,

osszefiiggést hasznaljuk, ahol ¢ az autokatalizator jodidion koncentracidja, mivel a reak-
ciéban kis mennyiségben keletkez6 feliiletaktiv jod koncentriciéja a képzddott jodidion
koncentracidjaval ardnyosnak tekinthet6 [11].

A nyomasmez4 szamitasa soran kizarélag az oldat dsszetételének valtozasabol ad6déd
stiriségvaltozassal szamoltunk. Ennek segitségével a gravitacids tagban a felhajtéer6bol
szdrmazé kozegmozgast tudjuk meghatdrozni. A nyomdsértékekre peremfeltételként a

7 2

hidrosztatikai nyomdsnak megfeleld értékeket alkalmaztuk a
i-Vp = p(i-g)

egyenlet szerint, ahol 7 a peremhez tartozé norméalvektor.

5. A reakcio-diffizio-advekcio modell numerikus megoldasa

A két instabilitds hatdsdnak egyiittes modellezéséhez a nyilt forraskdddal rendelkezd
OpenFOAM programcsomagot [12] hasznaljuk, amely véges térfogat térbeli diszkretiza-
ci6t alkalmaz. A programcsomaghoz tobb megoldé algoritmus érhetd el attdl fiiggéen,
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hogy milyen hidrodinamikai problémat szeretnénk megoldani. Az dltalunk készitett meg-
0ld6 rutin a PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators) [13] és a SIMPLE (Semi-
Implicit Method for Pressure-Linked Equations) médszereket 6tvozd, PIMPLE nevet
viseld és az inkompresszibilis fluidumok tranzeins dramldsanak modellezésére alkalmaz-
haté modulon alapszik, és egyben tartalmazza a komponensmérleg-egyenlet megolddsa-
nak implicit Euler-médszerét.

Az algoritmus a Navier—Stokes-egyenlet megolddsa sordn operdtor-szétvalasztassal
el6bb egy semi-implicit prediktor 1épésben, majd tobb korrektor 1€pésben kozeliti a nyo-
mas (p) és a sebesség (i) értékeit. A konnyebb kezelhetség érdekében az egyenletekben
a nyomast a hidrosztatikai nyomdssal korrigdljuk, bevezetve a

p I =
Prgh=—_——P&7r
* Po

egyenlettel definidlt p,g,-t, amellyel a p nyomadst fejezziik ki a (6) egyenletben, ahol
p’ = p/po- Ennek kvetkeztében a nyomdsra vonatkozd peremfeltétel is az

iV = —(i-Vp')(g-F)

alakra médosul. Az eljarasban ezen peremfeltételek megfelels bedllitdsa utdn a (6) egyen-
let diszkretizasdval el6allo

M-u; = _Vprgh _g'?vp/

algebrai egyenletrendszert oldjuk meg semi-implicit médszerrel Ggy, hogy az M matrix-
ban csak a f6atloban 1év6 sebesség értékeket tekintjilk ismeretlennek, a tobbit explicit
mddon fejezziik ki az

A-uj —H(ui) = =Vprgy — (8- 7)Vp' ©)

egyenletnek megfeleléen, ahol A az M matrix diagondlis elemek egyiitthatéit, a H pedig az
off-diagonalis elemeket tartalmazé matrix. Mivel az A matrix diagondlis, annak egyszerfi
invertdldsa miatt ] szdmithat6 a (7) egyenletbdl az

uf =A™ (H(us) ~ Vprgn — (- H)VP') ®

értelmében.

Az igy kapott sebességmez6bdl (1)) a korrektor 1épésben el6szor a nyomasmez6t
szamithatjuk ki, figyelembe véve az (5) egyenletben szerepld kontinuitasi kritériumot,
amelynek értelmében a (8) egyenlet divergencidjanak el kell tlinnie a korrigalt sebesség-
mezGre, azaz

V(AT Vpiy) = VAT (Hw) - (3-F)Vp')] - )

A korrigdlt nyomdsmez&bdl mar a korrigdlt sebességmezd is egybdl szdmithat6 az

ui* = A (H(uf) = Vi, — (8-7)VP') (10)
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felhaszndldsdval. A (9) és a (10) egyenletekbdl all6 korrektor 1€pés tetszdleges szdmban
megismételhets, de esetiinkben egy ismétlés is mar kellGen pontos sebesség- és nyomas-
értéket szolgdltat, azaz a

V(AT Vpr) =V I[AT (H ) — (-H)V')] an
u" = A" (H(u") = Vi, — (- H)VP) (12)

1

egyenletek megolddsai tekinthet6k az iterdcids 1épéshez tartozé 1j értékeknek
(ﬁ*** ~ ﬁn+l és p** ~ pn+l)'

A szamitdsokat egy 350 x 30 x 75 téglatest elembdl 4ll6 hdromdimenzids tomb-
ben végezziik, amely egy 15 mm X 5-10 mm X 2 mme-es fizikai térrészt reprezental.
A megoldé rutin az id6 szerinti derivéltakat implicit Euler-médszerrel fejezi ki 5-107° s
hosszisagu id6lépcsdkre. A gradienseket és a Laplace-operatorokat linedris interpolaciot
alkalmaz6, a divergencidkat pedig upwind [14] sémadkkal kozelitjikk. A kapott algebrai
egyenletek megolddsa prekondiciondlt bikonjugélt gradiens mddszerrel torténik, ahol a
prekondicion4lé matrixot nem teljes LU-felbontdssal [14] hatdrozzuk meg 10~!2 nagysa-
gt hibahatarral a sebesség-, a nyomas- és a koncentracidértékekre egyforman.

6. Eredmények

A kiilonboz6 gradiensek altal keltett folyadékaramldsok hatdsdra a frontalak torzu-
14s4bol tudunk kovetkeztetni. Kisérleteinkben a termék oldatrészben jelenlévé jod sotét
szine rajzolja ki, mig szamitdsaink sordn a komponensegyenletek megoldasabdl kapott
j6d koncentracideloszlasa adja meg adott idGpillanatban a front alakjat.

A zart folyadékfelszinnel végzett kisérletek a kizarélag a stiriséggradiens altal keltett
konvekcid vizsgalatdra adnak lehetséget, mig a nyitott felszinnel rendelkez6 celldnal
a Rayleigh-Taylor és a feliileti fesziiltség kiilonbségébdl adédé Marangoni-instabilitds
egylittes hatdsa vizsgalhato.

Az elsé esetben a fiiggbleges orientacidju inicidlast kovetéen egy atmeneti id6 utan
5,4 mm/min sebességgel terjedd stabil frontalak jon 1étre, és a kezdetben fiigg6leges front
a terjedés irdnyaba dol, ugyanis a reakcid sordn bekovetkezd stirtiségcsokkenés miatt fel-
hajtéerd indukalddik, igy a kisebb siirliségli termék oldatrész a reaktdnsokat tartalma-
z6 oldatrész folé igyekszik elhelyezkedni, mig a reaktdnsok a termékelegy ald csisznak.
Mindez egy balrdl jobbra haladé reakciéfrontndl az 6ramutaté jardsaval megegyezd kon-
vekcids gylirl keletkezését tdmasztja ald. A front haladdsa miatt enyhén aszimmetrikus
alakzat kissé torzul a fels fal lassité hatdsa miatt, és a zart celldban (1d. a 2. (a) dbrat) a
front csucsa a cella felsé fala alatt koriilbeliil 0,25 mm-rel helyezkedik el. A 2. (b) dbran
szemléltetett modelleredmények a kialakul6 frontalakok és a front terjedési sebességének
(25 mm/min) tekintetében nagysdgrendi egyezést mutatnak a kisérleti iton meghatdrozott
értékekkel.

A 3. dbran lathat6 nyitott felszin esetén a feliileti fesziiltségbeli véltozas a frontalak

tovabbi torzulasat eredményezi a folyadék felszinén, kozvetleniil a folyadék-gaz hatar-
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2. dbra. A zart celldban kialakulé alland6 frontalak (a) és a szimuldcié eredményeként
kapott frontalak a sebességmezdvel (b) az 5 mm széles cella esetén. A sotét szin a jodot
tartalmazé termék oldatrészt jeloli, mig a vildgos teriilet a friss reaktansokat tartalmazaéét.

feliileten. A termék oldatrész feliileti fesziiltsége lecsokken a benne taldlhat6 jod miatt,
és igy azt a nagyobb feliileti fesziiltséggel rendelkez6 reaktans oldatrész magara hizza.

7 oz

A felszinen tehat egy tovabbi er6 ébred, amely tovabbi folyadékmozgast indukal hozza-
adddva az egyébként is jelen 1év6 felhajtéerdbdl ered6 konvekcidhoz. Ezzel 6sszhangban
a nyilt felszinnel rendelkez6 celldban a front kétszer gyorsabban terjed az 5 mm széles

cellaban, mint zart elrendezés esetén.

Osszefoglaldsként elmondhaté, hogy az dltalunk 1étrehozott modellel sikeriilt rekonst-
rudlni a kisérleti eredményeinket. A folyadékdramlds numerikus leirdsara szolgél6, kom-
ponensmérlegen alapulé modellbe épitettitk be az autokatalitikus reakcié kinetikajat le-
ir6 egyenleteinket. Numerikus szimulacidval a stirtiségkiilonbségbdl adédé Rayleigh—
Taylor-instabilitds mellett, a kizarélag nyitott elrendezés esetén, a feliileti fesziiltség gra-
diense miatti Marangoni-instabilitds hatdsat is sikeriilt kimutatni. Az {gy megalkotott
modell és a hasznalt algoritmus segitségével, megfelelé pontossaggal és viszonylag kis
szamitasi igénnyel végezhetd el hasonlé reakcid-diffizio-advekeid rendszerek szimulaci-

dja.
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3. dbra. A nyitott celldban kialakul6 dllandé frontalak (a) és a szimuldcié eredményeként
kapott frontalak a sebességmezdvel (b) az 5 mm széles cella esetén. A sotét szin a jodot
tartalmazé termék oldatrészt jeloli, mig a vildgos teriilet a friss reaktansokat tartalmazaéét.
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NUMERICAL STUDY OF CONVECTIVE INSTABILITY ARISING
IN AUTOCATALYTIC FRONT REACTIONS

PETER BABA, DEZs® HORVATH, AGOTA TOTH

We have investigated the density and surface tension driven convection in the autocatalytic reaction of
iodate and arsenous acid. We have shown that the change in surface tension will further modify the front shape
and velocity as the result of bouyancy. The numerical results of reaction-diffusion-advection equations are in
good agreement with the experimental ones.
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ALTALANOSITOTT HDMR-MODSZER ALKALMAZASA
KORRELALT BIZONYTALAN PARAMETEREK HATASANAK
VIZSGALATARA

VALKO EVA':2, VARGA TAMAS!:2, ALISON S. TOMLIN?,
BUSAI AGOTA!, TURANYI TAMAS!

A HDMR- (High Dimensional Model Representation) médszert széles
korben alkalmazzak korreldlatlan paraméterekkel rendelkezé modellek globa-
lis érzékenységanalizisére. Egyes modellek esetén azonban a modell paramé-
tereit olyan mérési eredmények alapjan hatarozzak meg, amelyek kovetkez-
tében a paraméterek értékét korreldltan kapjuk meg. A HDMR-mddszer egy
altalanositasat mutatjuk be, amelynek soran a Rosenblatt-transzformacié se-
gitségével korreldlt paraméterminta alapjan fiiggetlen paramétereket allitunk
el6. A mddszer alkalmazdsaval kiszamithatjuk az 6sszes korrelalt és feltéte-
les érzékenységi indexet. Az elkészitett szdmitégépes program pontossdgat
egyszerll linedris modelleken teszteltiik, majd elvégeztiik egy optimalizalt
szintézisgdz-égési modellel szamitott gyulladasi id6k érzékenységanalizisét.
Az égési modell esetén az érzékenységi eredmények megmutattik a paramé-
terek kozotti korrelacidk jelentés hatdséat, és hogy a korrelacidkon keresztiil
a legtobb vizsgalt paraméternek kozel azonos hatdsa van a modelleredmény
szérasara. Emellett a feltételes érzékenységi indexek alapjan azonosithatéak
azok a paraméterek, amelyek a sajat hatdsaikon keresztiil vannak jelentés
befolyéssal az eredmény szérasara, tehat onmagukban is fontos szerepet jat-
szanak az égési folyamat szimuldcidja sordn.

1. Bevezetés

A részletes reakciémechanizmusokon alapulé égési modellek rendszerint sok
paramétert tartalmaznak. Valamennyi paraméter értékét mérések vagy becslések
alapjdn hatdroztak meg, és emiatt az értékiik bizonytalan. A bizonytalansdgana-
lizist széles korben haszndljdk az égéskémidban [1, 2]. A bizonytalansdganalizis
célja a szimulaciés eredmények bizonytalansaganak szamitasa a modellparaméte-
rek bizonytalansiganak fiiggvényében. A globdlis érzékenységanalizis modszerei

IE6tvos Lordand Tudomdnyegyetem (ELTE), Kémiai Intézet, Budapest
2MTA-ELTE Komplex Kémiai Rendszerek Kutatélaboratériuma, Budapest
3School of Chemical and Process Engineering, University of Leeds, Leeds, UK
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alkalmasak arra is, hogy azonositsuk, hogy az egyes paraméterek bizonytalansa-
ga az egyes szimuldciés eredmények mekkora bizonytalansigat okozza. A modell
paramétereinek egy részét kozvetlen mérésekkel hatdrozhatjdk meg. Az égéské-
midban ilyen kozvetlen mérésekkel hatdroznak meg egyes sebességi egyiitthatokat
vagy termodinamikai paramétereket. A kozvetlen mérések statisztikus és sziszte-
matikus hibdinak kiértékelése alapjan becsiilheté a modellben taldlhaté paramé-
terek bizonytalansiga [3]. Az igy becsiilt paraméterbizonytalansigok fiiggetlenek,
mert ezeket a paramétereket kiilon-kiilon mérésekkel hataroztak meg. Az égés-
kémia terén eddig elvégzett bizonytalansdganalizisek sordn (1d. példaul [4]-[9]) a
modellparamétereket mindig korreldlatlannak tekintették.

Kozvetett méréseknek hivunk olyan méréseket, amelyek értelmezése kizard-
lag tobbparaméteres modellek felhasznaldsaval végzett szamitdsok alapjan lehet-
séges. Az égéskémidban jellemz6 kozvetett mérések a gyulladdsiidé-, a lamindris
langsebesség- és a koncentraciéprofil-mérések. Az égéskémiai modellek megalko-
tdsdhoz mindig felhasznaljdk kozvetett mérések eredményét is, emiatt ezeknek a
modelleknek a paraméterei mindig korrelaltak. A modellek fejlesztésének hagyo-
manyos moédja, hogy ha egy 14j kozvetlen mérés eredménye alapjan megvéltoz-
tatnak egy paramétert, akkor prébalgatas alapjan tobb m&s paramétert is meg-
valtoztatnak gy, hogy a modell tovabbra is jol adja vissza a kozvetett mérési
adatokat. Ennek az eljardsnak egy szisztematikusabb mddja a reakciémechaniz-
musok optimalizdcidja (14sd példdul [10]-[13]), amelynek sordn az égéskémiai mo-
dellek reakcidkinetikai és termodinamikai paramétereit kisérleti adatokhoz illesz-
tik. Az tjabb ilyen mechanizmusoptimalizaciés munkdk sordn meghataroztik a
paraméterek kovarianciamatrixat is. Sheen és Wang példaul etilén és n-heptan
égési modellek optimalizacidja soran kiszamitottak az illesztett paraméterek kova-
rianciamatrixat [14]-[16]. Munkdikban A Arrhenius-paramétereket, valamint m
iitkozési hatékonysdgi paramétereket illesztettek. Turdnyi és munkatdrsai [17]-[22]
kib&vitették ezt az eljardst egyes fontos elemi reakcidlépések A, n és E Arrhenius-
paramétereinek és m litkozési hatékonysagi paramétereinek illesztésével, valamint
ezen paraméterek kovarianciamétrixat is meghataroztak. Ezen munkdk nyomén
tobb fontos égéskémiai modell ismert, ahol a paraméterek k6zos bizonytalansagarol
is vannak kvantitativ ismereteink. Emiatt sziikséges olyan 1j globalis érzékenység-
és bizonytalansaganalizis médszerek fejlesztése, amelyekkel lehetséges ezen infor-
mécidk figyelembe vétele.

Jelen cikk egy olyan 14j globdlis érzékenységanalizis mddszert mutat be, amely
segitségével figyelembe lehet venni optimalizacids eljarasbdl szarmazé korrelalt
modellparaméterek bizonytalansaganak hatasat. A médszert el6szor egyszerii line-
aris modelleken mutatjuk be, majd egy szintézisgaz-levegé-elegy gyulladési ideje
szimuldciéjanak példajat targyaljuk.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



ALTALANOSITOTT HDMR-MODSZER ALKALMAZASA 141

2. A felhasznalt mdédszerek
2.1. A HDMR globalis érzékenységanalizis-mddszer

Az érzékenységanalizis célja annak meghatdrozdsa, mekkora hatdsa van az
egyes modellparaméterek bizonytalansaganak a modell eredményének bizonyta-
lansdgara. A lokdlis érzékenységanalizist rendszeresen hasznéljak égési modellek
vizsgdlatdra [23]. A lokélis médszerek legnagyobb hitranya, hogy a paraméterek
rogzitett névleges értékénél tudjuk csak a paraméterek érzékenységét vizsgdlni.
A nemlinedris egyiittes hatdsok feltérképezésére nincs lehetdség, és a kapott érzé-
kenységi egyiitthatok csak a vizsgdlt pontra jellemzOk a paramétertérben. Glo-
balis érzékenységanalizis hasznalatakor azonban a paraméterek egyiittes eloszla-
sanak megfelel6en minden paraméter értéke tetszolegesen valtozhat, ily médon a
paraméterértékek egyiittes eloszlasdnak terében tudjuk alkalmazni az érzékeny-
séganalizist. A bizonytalansiganalizisen alapuld eljardasok célja annak feltérké-
pezése, hogyan valtozik a modelleredmény bizonytalansaga a modellparaméterek
bizonytalansdganak fiiggvényében. A globalis érzékenységanalizis magdban foglal-
ja a globdlis bizonytalansidganalizist is, ugyanis mindkett6 informéaciot szolgaltat
a modelleredmény bizonytalansagarol, mig az el6bbi megadja az egyes modellpa-
raméterek bizonytalansaganak hozzajaruldsat is az eredmény bizonytalansagahoz.
To6bb eljards ismert globdlis érzékenység- és bizonytalansiganalizisre [2]. Ezek a
modszerek kiilonboznek szamitdsigényben és a szolgaltatott informéaciok jellegében.

Az érzékenységanalizis mddszerei koziill a HDMR- (High Dimensional Model
Representation) médszer [24]-[26] szamos elénnyel rendelkezik. A mddszernek szé-
mos véaltozata létezik; ezek kozill a véletlen mintavételezésen alapulé (random
sampling) RS-HDMR-mddszerrel foglalkozunk.

Jelolje a modell paramétereinek vektordt x = (x1,xo,...,x,), a szimuldcids
eredményt pedig f(x), ahol (f : R®™ — R). Tekintsiik a modell eredményét, mint
a paraméterek un. hierarchikus sorfejtését

FR) =fo+ ) filw)+ D filwiz)+-+ froon(r, 2o, 20), (1)

i=1 1<i<j<n

ahol fy a modell eredményének dtlaga adott minta mellett; az f;(z;) : R = R
egyvaltozés fiiggvény adja meg az i-edik paraméter egyedi hozzdjaruldsit az f(x)
értékéhez, mig fij(z;, ;) : R? — R az i-edik és a j-edik paraméterek egyiittes
hatdsa a f(x)-re, és {gy tovdbb. A nulladrendii, els6rend(i, mésodrendii stb. kom-
ponensfiiggvényeket tehat rendre fo, fi, fi; stb. jeloli. Jelen munkéban az (1)
egyenletben megadott hierarchikus sorfejtést a masodrendii tagok utan csonkol-
tuk, igy a modelleredmény egy kozelitését kapjuk. Amennyiben a modell paramé-

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



VALKO EVA, VARGA TAMAS, ALISON S. TOMLIN,
142 BUSAI AGOTA, TURANYI TAMAS

terei fiiggetlenek, a megfeleld6 komponensfiiggvények egyértelmiien és optimalisan
meghatdrozhaték ortogonalis polinomok fiiggvényeként:

O;
)= > ajie(w) (2)

T'i—l
fij(@i zy) Z Z BV G ()97 (),
r;=1 q]_l

ahol O; és O;; a polinomok rendjét jeloli, mig o, 5;; a megfeleld ¢; és ¢; bazisfiigg-
vények egyiitthatéi. Ezek az egyiitthaték az RS-HDMR-médszer alkalmazésaval
szamolhatdk, adott minta és szimulacio esetén.

Jelolje V' a modelleredmény szordsnégyzetét, V; pedig f(x)-nek az i-edik para-
méter okozta megfeleld feltételes szérasnégyzetét, tovabbd V;; az x; és x; paramé-
terekhez tartozo feltételes szérasnégyzetet. Jelolje E, illetve V egy véletlen mennyi-
ség varhat6 értékét, illetve szorasnégyzetét meghatdarozé operdtort. Az els6- és
maésodrendi érzékenységi indexeket a kovetkezdképp definidljuk:

Sy =Vi/V=V(E(f(x)|z:))/V(f(x)) és Sij = Vij/V = V(E(f (x)|zi, z;)) /V(f(x)).

Amennyiben pontos illesztést tudtunk elérni, a (2) egyenletben megadott kompo-
nensfiiggvényekkel felirt hierarchikus sorfejtés jél adja meg a modell eredményét,
és ekkor a megfelel6 érzékenységi indexek Osszege egyhez kozeli.

Az i-edik paraméter teljes hatdsat a modelleredményre a kovetkez8képp defi-
nialjuk:

Gtotal — g, JrZS” +- - =EV({fx)|z1,. s Tim1, Tig1, - 20)) /V(f(X)).
J#1

Az Sfoml teljes érzékenységi index az i-edik modellparaméter hozzédjaruldsat
méri a modell szérasnégyzetéhez, beleértve tehat x; 6néllé hatasat az eredmény
szorasnégyzetére, valamint az 6sszes tobbi valtozoval vett egyiittes magasabbrendi
hatasat.

Ha a modellparaméterek fiiggetlenek, akkor a korabban emlitett ortogondlis
bézisfiiggvények, valamint a megfelel$ egyiitthaték optimélisan és egyértelmiien
megvalaszthaték. A (2) egyenletet felhaszndlva, a feltételes szérdsnégyzetek, vala-
mint a megfelel6 érzékenységi indexek a kovetkezéképpen szamithatdk:

O;

Si=Y (aj")*/V

Oi; Oy

Z Z ﬁn%

r;=1qg;=1
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O;

Oi; Oy
Sfotal _ Z (a?)Q + Z Z 5:;47 /V

7“7;:1 ’r‘i:1 qj:1

Ez az eljards nem alkalmazhaté akkor, ha a modellparaméterek nem fiigget-
lenek. Ebben az esetben ugyanis az egyértelmiiség sériil, igy a megfeleld ay, f5;;
egylitthaték mar nem alkalmasak az érzékenységi indexek szdmitdsdra [27].

Munkank sordn Mara és Tarantola [28] javaslata alapjan szamoltunk érzékeny-
ségi indexeket korreldlt paramétert modellekre az in. dekorreldcids eljarast alkal-
mazva. Hasonlé megkozelitéssel dolgoztak kordbban Zhou és munkatdrsai is [29)].
Az édltalunk kidolgozott Gj mddszer a Rosenblatt-féle dekorreldciés eljaras alkalma-
zasa utdn RS-HDMR-moddszert hasznal a korreldlt és a korreldlatlan érzékenységi
indexek meghatdrozasara. A korabbi munkékkal ellentétben a korrelalt paraméte-
reket tartalmazé modellek globalis érzékenységanalizisét nem csak egyszerii teszt-
példédkon, hanem egy valds égéskémiai modellen is alkalmaztuk, és értelmeztiik
a megfelel6 érzékenységi indexek jelentését. A modszert Matlab programnyelven
fejlesztettiik, a GUI-HDMR nevii program (Ziehn és Tomlin [30, 31]) kiterjesztésé-
vel. A mddszer tetszéleges, abszolit folytonos eloszlastu egyiittes paramétereloszlas
mellett alkalmazhaté. Mivel az altalunk vizsgélt égéskémiai modell paramétereire
egyiittes normalis eloszlast feltételeziink, ezért csak ennek az esetnek a targyald-
saval foglalkozunk.

2.2. A Rosenblatt-féle dekorrelaciés eljaras

Mara és Tarantola [28] a Rosenblatt-féle transzformdcids eljardst [32]
javasolta korreldlt minta korreldlatlanitasdra. Az eljaras célja egy n-véaltozos
abszolit folytonos eloszlas transzformalasa egy n-dimenziés hiperkockan
egyenletes eloszlasuva. Tekintsiink egy abszolut folytonos eloszlasfiiggvényhez
(F(x) = F(z1,22,...,2,) : R" 5 R) tartozé6 véletlen vektort, jelolje ezt
X =(X1,Xs,...,X,) € R". Legyen

X = (Z1,T2y...,Tn) = Tx =T(z1,22,...,Ty),
ahol a T transzforméciot a kovetkezéképp értelmezziik:
ﬂZP(Xl §$1)=F1($1) (5&)
Ti=P(X; <zi| Xy =21, Xo=20,..., Xi 1 =251) =
= Fi($i|x17 e ,J)i_l),i = 1,2, N

ahol Fy, Fs,. o F, : R — R a megfelelo feltételes eloszlasfiiggvények.
Ekkor az X = TX véletlen vektor egyenletes eloszlast az n-dimenzids hiper-
kockén, tovabba
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P {K <z,i=1,... ,n} = / . /doann(acn|:zcn,17 conyxy) . de Fy(zq) =
{XIXi<z3}
Tn T1 n
://dﬂ...dﬁznmﬁ-, ahol 0<7;<1,i=1,...,n.
00 i=1
Tehit az X1, X, ..., X, valtozdk fiiggetlenek, valamint egyenletes eloszldstiak

a [0, 1] intervallumon. Ez a transzformdcié explicit egyenletekkel kifejezhetd, ha F
tobbvéltozés normélis eloszlas m varhatéérték-vektorral, valamint C = {¢;; } kova-
rianciamétrixszal. Legyen CP = {{¢;;} : 4,7 = 1,...,p < n}, ennek megfelelden
|Cl;| a {cij} elemhez tartozé aldetermindns a C” métrixon beliil, valamint |CP|

Cp méatrix determindnsa. A transzformalt paraméterek a kovetkezd egyenletek
alapjan szamithatok:

= d (M) (6a)

€L
Cil

ahol @ a standard normalis eloszlasfiiggvény, amely tehat a normalis eloszldst
egyenletes eloszlassd transzformélja. A ¢ standard normaélis eloszlasfiiggvény alkal-
mazasa nélkill a transzformalt mintank egyiittes normalis eloszlast kovet, és a
transzformélt paraméterek korreldlatlanok. Az egyiittes normalis eloszlasfiigg-
vénynek megfeleléen az RS-HDMR-mddszer hasznalatdhoz bazisfiiggvényként Her-
mite-polinomokat hasznaltunk.

2...mn (6b)

i—1
7, =0 l‘i—mi‘i‘Z(
J=1

2.3. A transzformalt paraméterek érzékenységi indexeinek értelmezése

A transzformalt =7, 73, . .., T, paraméterek tehat a fentiek alapjan tobbvalto-
z6s standard normalis eloszlast kovetnek, és a megfelel6 1j paraméterek korrela-
latlanok. A transzformalt paraméterekhez tartozé mintara alkalmazzuk az RS-
HDMR-médszert, és ennek segitségével szamitjuk a megfelel6 érzékenységi index-
eket. Felmeriil a kérdés, hogyan értelmezziik a transzformalt minta alapjan szami-
tott érzékenységi indexeket, amelyek tehat az j paraméterekhez tartoznak. Mit
is jelentenek ezek az indexek az eredeti paraméterekre nézve?

Az els6 paramétert standard normalizaltuk, azonban a tobbi valtozé korreld-
ciéjanak hatdsit nem csatoltuk le a valtozordl, igy az x; paraméterhez tartozd
S1 érzékenységi index értéke megegyezik az els6 transzformdlt paraméterhez tar-
tozé érzékenységi index, St, értékével. Az igy kapott érzékenységi index tehat az
r1 paraméter hatasat méri a modelleredmény bizonytalansagara, ahol a paraméter
értéke az Osszes tObbi paraméterrel vett korreldciéjanak megfeleléen valtozik.
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Az {gy definidlt érzékenységi indexet nevezziik az x; paraméterhez tartozd kor-
relalt érzékenységi indexnek, valamint értelmezziik a korrelalt teljes érzékenységi
index fogalmét is: S%Ot‘” = Giotal — gGeorrtotal Ay eljirast minden paramé-
terre megismételve az Osszes korreldlt teljes érzékenységi index meghatarozhato.
Ezen korrelalt teljes érzékenységi indexek tehat ravilagitanak az egyes paraméterek
modelleredményre gyakorolt hatasara, amikor a paraméter értékei az Gsszes tobbi
valtozdval vett korrelaciés hatasuknak megfelel6 tartoméanyon beliil valtozhatnak.
Amennyiben egy paraméter jelentds hatdssal van a modelleredmény bizonytalan-
sagara, elvarjuk hogy a hozzd tartozd korreldlt teljes érzékenységi index egyhez
kozeli értéket vegyen fel. Azonban egy paraméter egyhez kozeli korrelalt érzékeny-
ségi indexébdl még nem vonhatunk le kivetkeztetéseket a paraméter fontossagat
illetéen. Abban az esetben, ha egy a modell szempontjabdl jelentéktelen véltozd
er0sen korrelalt egy valéban fontos valtozdval, a korrelalt érzékenységi index értéke
egyhez kozeli, ez azonban nem tiikrozi a paraméter valodi jelentéségét.

A sorozatos transzformdcidk célja ezek utan a paraméterek korreldlatlanita-
sa. Ezek az egymdst kovetd 1épések a paraméterek sorrendjétol fiiggetleniil el-
végezhetdk, azaz n paraméter esetén a dekorrelacios eljardas masodik 1épésében
(n — 1) paraméterbél kell kivdlasztanunk a kovetkez&t. Az eljards mésodik 16pésé-
ben nyert paramétert indexeljiik 2-vel, és az ahhoz tartozé érzékenységi indexeket
jelolje S5. Ez az érzékenységi index megmutatja az xo paraméter hatdsanak nagy-
sdgat a modelleredmény bizonytalansagara, amikor az xo paraméterrél lecsatol-
juk az x, paraméterrel vett korrelaciéjanak hatasat. Az eredeti paramétereinkre
nézve tehat S5 = Sy_1, azaz az igy kapott érzékenységi indexet mint feltételes
érzékenységi indexet értelmezziik. Ezek utan kiszamithatjuk a masodik paramé-
ter teljes érzékenységi indexét az elsé paraméterrel vett korrelacié hatdsa nélkiil:
Gtotal — Gtotal A dekorrelaciés eljaras lépéseinek megfeleléen minden egyes 16-
pésben feltételes érzékenységi indexet hatarozunk meg. Ezek koziil kiemelend6 az
utolsé 1épésben kapott érzékenységi index szerepe és jelentésége. Az utolséd, n-edik
lépésben az x,, paraméterrol lecsatolva az 6sszes tobbi paraméterrel vett korrela-
cié hatdsat, majd erre a valtozéra alkalmazva az RS-HDMR-médszert, megkapjuk
az x, paraméter hatdsinak nagysagat a modelleredmény bizonytalansagara, ha a
paraméterrél lecsatoltuk a tobbi valtozd korrelacidja okozta hatést. Ezt az érzé-
kenységi indexet korrelalatlan érzékenységi indexnek nevezziik, és a tovdbbiakban
az alabbi jelolést alkalmazzuk: S, _(,_1)—.._o_1 = Sp""". Ertelmezhetjﬁk ennek
a korreldlatlanitott valtozonak a teljes érzékenységi indexét is. Erre az értékre
a tovdabbiakban mint korreldlatlan teljes érzékenységi indexre fogunk hivatkozni
(Stotal — S;Of‘(lﬁhl)f_.f%l = Guncorr-tot) “amely tehdt az n-edik paraméter hatd-
sat méri az dsszes tobbi véltozd korreldcibja okozta hatds nélkiil [28]. Megjegyez-
ziik, hogy a korrelalt teljes és a korreldlatlan teljes érzékenységi indexek értéke
fliggetlen a dekorrelacids eljaras koztes 1épéseinek sorrendjétol.

Fiiggetlen paramétereket tartalmazé modellek esetén egy paraméter fontossaga
jellemezhet6 egyetlen érzékenységi indexszel. Korreldlt paramétereket tartalmazé
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modellek esetén a korreldlt és korrelalatlan teljes érzékenységi indexek, valamint
a koztes feltételes érzékenységi indexek is szolgaltatnak informéciét egy valtozd
fontossagarol, és mindezek figyelembevételével tudunk csak kovetkeztetést levonni
egy paraméter szerepérél a modellben.

Ha az eljarast fliggetlen paraméterek esetén alkalmazzuk, akkor a megfeleld
korrelalt, korreldlatlan és feltételes érzékenységi indexek értéke elvileg megegyezik.
Ez esetben ugyanis a dekorreldcids eljaras egyes 1épései soran a megfelel6 valtozok-
rél nem kell a mas valtozdékkal vett hatast lecsatolni, igy a kiszamitott érzékenységi
indexek azonosak. Numerikus szamitasok esetén azonban még fiiggetlen paramé-
terek mellett is egy véletlen mintageneralds sordn a valtozok kozott korrelaltsag
fedezheto fel, amely a mintaszam novelésével csokkenthets. Ez eredményezhet fiig-
getlen véaltozok esetén is eltérést a fenti érzékenységi indexek szamitott értékeiben.
Ezért is fontos az érzékenységi indexek konvergencidjanak vizsgélata a mintaszam
fiiggvényében.

Ebben a kézleményben az egyszertiség kedvéért csak a korreldlt teljes (S¢or7-tot)
és korreldlatlan teljes (Spneormtot) érzékenységi indexek vizsgalatat mutatjuk be.
Amennyiben egy adott ¢ paraméterhez tartozé korrelalt és korreldlatlan teljes érzé-
kenységi index is kozel nulla, akkor a paraméter biztosan nem fontos. Ha a para-
méter korreldlt érzékenységi indexe egyhez kozeli, akkor az adott x; paramétert
fontosnak tekintjiik. Ha ugyanakkor az x; paraméterhez tartozo korrelalatlan érzé-
kenységi index nullahoz kozeli, akkor levonhatjuk azt a kivetkeztetést, hogy a para-
méter fontossaga mas paraméterekkel vett korrelaciojabol kovetkezik. Végezetiil,
ha egy paraméterhez tartozd korreldlatlan érzékenységi index értéke egyhez kozeli,
a paraméternek jelentés egyedi hatasa van a modell eredményére.

3. Szamitasi eredmények

A kifejlesztett Matlab program pontossaganak és hatékonysdgdnak bemutata-
sara olyan linearis modellek érzékenységi indexeit szamitottuk ki, amelyeknél ezek
az indexek analitikusan is szamithatok. Az analitikus megoldds szamitdsi médjat
Valké és munkatdrsai cikkének [33] fiiggeléke tartalmazza. A mddszert alkalmaz-
tuk egy szintézisgdz-levegé-elegy égését leiré modellre is.

3.1. Modell analitikus megoldassal

Az els6 teszt sordn egy linedris modellt vizsgaltunk, ahol a modelleredményt
leiré fiiggvény f(x) = 221 + 3z2 + 5xz. A modell hdrom paraméterérdl, xy, xo, r3-
rol feltessziik, hogy standard normélis eloszlast kovetd, egyméssal korreldlatlan
paraméterek. A harom paraméter kovarianciamatrixat jelolje Cgp, amely
ebben az esetben egy 3 x 3-as egységmatrix. Megmutathatd, hogy a keresett korre-
lalt, valamint korrelalatlan teljes érzékenységi indexek szamithaték az
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i? /50 képlettel. Mivel a paraméterek
korreldlatlanok, a korreldlt és korreldlatlan teljes érzékenységi indexek meg kell
hogy egyezzenek. Ahogy az 1. tdblazatban lathato, az altalunk fejlesztett program
visszaadta az analitikus megoldast 102 abszolit pontossiggal 10000-es mintaszdm
mellett.

A kovetkezo tesztpéldédkban az f(x) = x1+x2+x3 linedris rendszert vizsgéltuk.
A modellt meghatdrozé harom paraméterrél feltessziik, hogy eloszldsuk egyiittes
normalis eloszlast kovet. A vizsgalt harom kiilonbozoé esetben a paraméterek kozti
korrelécié értékét valtoztattuk; az egyiittes eloszlasokat megadd kovarianciamat-
rixokat jel6lje rendre Cy, Cy és Cs.

Sitotal—uncorrelated _ Sfotal—correlated _

1 0,5 0,1
Ci=|05 1 01

0,1 0,1 1

1 -0,3 0,3
Co=| -0,3 1 -0,6

0,3 -0,6 1

1 —0,4 —0,4
Co=| -04 1 -0.4

-0,4 —0,4 1

A modell linearitasdbdl kovetkezik, hogy az egyes paraméterek korrelédlt, vala-
mint teljes korrelalt érzékenységi indexei megegyeznek, ezért csak a korrelalt teljes,
valamint korrelalatlan teljes érzékenységi indexeket mutatjuk be az 1. tablazatban.

Co Cl
ANALITIKUS NUMERIKUS ANALITIKUS NUMERIKUS
Sicorr,tot Szlnco'r'r,tot Sicorr,tot S;u,ncor'r,tot Sicorr,tot Szyncorr,toz Sicorr,tot S;J,nco'rr,tot
z1 0,180 0,180 0,179 0,179 0,582 0,170 0,581 0,169
z2 0,320 0,320 0,322 0,318 0,582 0,170 0,588 0,170
z3 0,500 0,500 0,499 0,502 0,327 0,224 0,326 0,222
CQ CS
ANALITIKUS NUMERIKUS ANALITIKUS NUMERIKUS
Sico'r"r,tot S;J,nco'rr,tot Sicor'r,tot S;u,nco'r'r,tot Sico'rr,tot Szy,ncor'r,tot Sico'rr,tot Szy,ncorr,tot
z1 0,556 0,493 0,563 0,497 0,067 0,778 0,074 0,789
z2 0,006 0,347 0,005 0,337 0,067 0,778 0,055 0,761
zs 0272 0,347 0,283 0,344 0,067 0,778 0,072 0,782

1. tablazat. A négy tesztesethez tartozd, analitikusan és numerikusan szédmitott
érzékenységi indexek.
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A miésodik példéban (C; kovarianciamétrixhoz tartozé eset) minden paramé-
ter fontosnak tekinthetd, és a paraméterek kozti korrelacié hatdsdnak fontossagat
a korreldlt teljes érzékenységi indexek jelentos nagysaga mutatja. Mind a harom
valtozd korreldlatlan teljes érzékenységi indexe 0, 1-nél nagyobb, ami arra enged
kovetkeztetni, hogy mind a harom paraméternek jelentos egyedi, 6nallé hatasa
van a modelleredmény bizonytalansdgdra. A harmadik példdban (Cq kovariancia-
matrixhoz tartozé eset) a paraméterek kozti negativ korreldcié hatdsaként a mé-
sodik és harmadik paraméterhez tartozé korrelalatlan teljes érzékenységi indexek
nagyobbak, mint a korreldlt teljes indexek. Az utolsé példéban (Cs kovariancia-
métrixhoz tartozd eset) a modell, valamint a kovarianciamétrix szimmetrigjabol
adoddan ugyanazokat a korreldlt, valamint korreldlatlan teljes érzékenységi index
értékeket varjuk mind a hdrom paraméterre. A korreldlt és korrelalatlan teljes
érzékenységi indexek kozti kozel 0, 7-es eltérést a paraméterek kozti nagy korre-
laci6é indokolja. Ahogy a tablazatbdl latjuk, ebben az esetben minden paraméter
egyformén fontos, és kiilon-kiilon vett egyéni hatdsuk a modellre jelentGs.

A bemutatott négy linedris teszt jOl tiikkrozi a kiilonbozo feltételes érzékenységi
indexek vizsgdlatdnak fontossdgdt. Bemutattunk olyan példdkat (1d. a C; kova-
rianciamdtrixhoz tartozé esetet), ahol nagy korreldlt teljes érzékenységi indexek
mellé joval kisebb korreldlatlan teljes érzékenységi indexek tarsultak, amik tehat
azt tiikrozik, hogy a paraméter csak méas paraméterekkel vett korrelacidéja révén
fontos a modellben. Forditott esetet mutattunk be a negyedik példdban (1d. a
C3 kovarianciamatrixhoz tartozé esetet), ahol a nagy korreldlatlan teljes érzé-
kenységi indexek ravilagitottak az egyes paraméterek jelentéségére, valamint arra,
hogy a paramétereket tekinthetjiik ,,egyforméan fontosnak” a modell szempontjabdl.
A példak arra szolgdltak, hogy hangsilyozzuk, pusztan a korrelalt, vagy korrelé-
latlan teljes érzékenységi index ismeretében nem vonhatunk le kévetkeztetéseket
egy adott paraméter fontossagat illetéen még a legegyszeriibb linearis modellek
esetében sem, hanem az érzékenységi indexek egyiittes vizsgalata sziikséges.

3.2. Gyulladasi id6 vizsgalata szintézisgaz-levegd égési modell
alkalmazasaval

Kiszamitottuk a korrelalt és korrelalatlan érzékenységi indexeket egy sztochio-
metrikus szintézisgaz-levego-elegy gyulladasi ideje modelljének felhasznaldsdval.
A szintézisgdzt (CO és Hy elegye) gyakran készén vagy biomassza részleges oxi-
dacigjaval allitjak el6. A szimulacids koriilmények a Kalitan és munkatarsai dltal
végzett mérések egyikének felelnek meg [34], amelyek sordn a gyulladési id6t az
OH-gyok kemilumineszcencia jele idészerinti derivaltjanak maximumaként hata-
roztdk meg. A kisérlet kezdeti koriilményei T = 1092K, p = 1,0atm, ¢ = 1,0
voltak, és a tiizeldanyag Osszetétele [Hy]/[CO] = 4/1 volt. A gyulladdsi idk
szimulaciéjat homogén, adiabatikus modell alapjan végeztiik.

A szimuldcidk soran a Varga és munkatarsai altal kozolt szintézisgaz-égési mo-
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dellt [35] hasznaltuk. A modell fejlesztése sordn 55 paramétert optimalizéltak,
koztitk 18 elemi reakciélépés av = In A, n, és ¢ = E//R Arrhenius-paramétereit és
5 harmadiktest litkozési hatékonysagi paramétert. A paraméterek illesztése 554
adatkészlet 7195 kisérleti adatpontja alapjan tortént. Egy adatkészlet azokat a
mérési pontokat tartalmazza, amelyeket egy méréssorozatban, ugyanazon a készii-
léken mértek. Minden olyan paramétert illesztettek az optimalizacié soran, amely
a rendelkezésre allé kisérleti adatok alapjan kell6 pontossiggal meghatarozhaté
volt. Az illesztett paraméterek kovarianciamdtrixdt a [35] kozlemény elektronikus
mellékleteként kozolték.

A szamitott teljes érzékenységi indexek konvergencidjat folyamatos mintaszam
novelés mellett vizsgaltuk. 50000, 100000, 150000, 200000, 250000, valamint
300000 elemti egyiittes normalis eloszlast kovetd, a kovarianciaméatrix alapjan gene-
ralt mintak alapjan vizsgaltuk az adott mintaszam mellett és a 300000-es minta-
szam mellett kapott érzékenységi indexek abszolit eltérését. Az abszolit eltérések
maximumat adott mintaszam mellett az 1. abran lathatjuk.

0.1
] korrelalt teljes érzékenységi index
—-—--korrelalatlan teljes érzékenységi index
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1. abra. Az z-tengelyen megadott mintaszammal és a 300000-es mintaszammal
szamitott érzékenységi indexek legnagyobb abszolut eltérései korrelalt teljes
indexekre (fekete) valamint korreldlatlan teljes indexekre (piros szaggatott).

A szimuldcidkat a CHEMKIN-II programcsomag SENKIN programja [36] segit-
ségével végeztiik el. Az integralasi abszolit (ATOL) és relativ (RTOL) hibahatd-
rokat alacsony értékre allitottuk be (ATOL = 1,0 x 1072°, RTOL = 1,0 x 107%9),
hogy kicsi legyen a numerikus hiba. A szimulaciés eredmények alapjin meghata-
roztuk a korreldlt és korrelalatlan érzékenységi indexeket. A paraméterek minta-
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vételezését, a szimulaciok Osszedllitasat és az érzékenységi indexek szamitasat egy
sajat fejlesztésii, Optima nevii MATLAB program [20] segitségével végestik el.

Reakcié Paraméter Reakcié Paraméter
1 CO+OH=CO2+H InA 29 OH+H,=H+H>0 n
2 CO+OH=CO2+H n 30 OH+H,=H+H>0 E/R
3 CO+0OH=CO2+H E/R 31 H202+H=H2+HO In A
4 H+0,=0+0H In A 32 H202+H=H2+HO n
5 H+0,=0+0H n 33 H>O05+H=H>+HO> E/R
6 H+02=0+0H E/R 34 | 20H(+M)=H202(+M) LP_In A
7 |H+O02(+M)=HO2(+M)| LP_InA 35 | 20H(+M)=H202(+M) LP.n
8 |H+O2(+M)=HO2(+M) LP.n 36 | 20H(+M)=H202(+M) | LP_E/R
9 |H+O2(+M)=HO2(+M)| m_Hs 37 CO+02=C02+0 In A
10 | H4O2(+M)=HO2(+M)| m_H20 38 CO+02=C02+0 E/R
11 |H+O2(+M)=HO2(+M) m_Ar 39 | CO+HO2=CO2+0OH In A
12 |H+O2(+M)=HO3(4+M)| m_CO2 | 40 | CO+HO2=CO2+OH n
13 O+H,=H+OH InA 41 | CO+HO2=CO2+0H E/R
14 O+H,=H-+OH n 42 2HO2=H202+02 In A
15 O+H.=H+OH E/R 43 2HO2=H202+02 E/R
16 HO2,+H=20H InA 44 |HCO(+M)=H+CO(+M)| LP_In A
17 HO2.+H=20H E/R 45 |HCO(+M)=H+CO(+M) LP_n
18 | HO24+OH=H>0+0, InA 46 |HCO(+M)=H+CO(+M)| LP_E/R
19 | HO2+OH=H20+0 n 47 | HCO(+M)=H+CO(+M) m_Ar
20 | HO2+OH=H20+0- E/R 48 | HCO(+M)=H+CO(+M) m_He
21 | H+OH+M=H,0+M InA 49 HCO+H=CO+H2 In A
22 | H+OH+M=H,0+M n 50 20H=0+H>0 In A
23 | H+OH+M=H,0+M E/R 51 20H=0+H,0 n
24 | H+OH+M=H,0+M m_He 52 20H=0+H20 E/R
25 H+HO2=H3+02 InA 53 2H+M=H3+M In A
26 H+HO>=H5+0> n 54 2H+M=H>+M n
27 H+HO2=H3+0- E/R 55 2H+M=Hy+M E/R
28 OH-+H2=H+H-20 InA

2. tablazat. A szintézisgdz-modell paraméterei

A vizsgédlt modell paramétereit, valamint azok sorszamat a 2. tdblazatban
foglaltuk Ossze. A megfelel6 korreldlt, valamint korreldlatlan teljes érzékenységi

indexek értékeit a 2. és 3. abrdkon mutatjuk be.

Az dbrakon lathaté, hogy a

legtobb paraméter korrelalt teljes érzékenységi indexe hasonld értékekkel rendel-
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2. dbra. A szintézisgaz-égési modell 55 paraméterének korrelalt teljes

érzékenységi indexei. A paraméterek szamozasat a 2. tabldzat tartalmazza,
illetve a megfelel6 reakciélépéseket az abra tetején adtuk meg.

kezik, mig a korreldlatlan teljes indexek értékei csak bizonyos paraméterek ese-
tében jelentések. Az elébbi azt mutatja, hogy a paraméterek kozotti korrelaci-
0k miatt majdnem minden paraméter hasonlé mértékben jarul hozza a modell-
eredmény szorasnégyzetéhez. A korreldlatlan teljes érzékenységi indexek alapjan
vizsgalhatjuk, hogy melyek azok a paraméterek, amelyeknek nem elhanyagolhato
6nallé hatasuk van a modell eredményére, ezek pedig informéciét szolgaltatnak
az egyes elemi reakciok fontossiagardl. A 3. dbrardl leolvashatd, hogy a kovetke-
z6 reakcidlépések paraméterei mutatkoznak fontosnak a korreldlatlan teljes érzé-
kenységi indexek alapjan: H+0O,=0+0OH, H+0s+M=HO>+M, O+H;=H+OH,
HO;+H=0OH+OH, H+HO>=H>+05, OH+Hy;=H+H50 és CO+05=C0O45+40.

Elvégeztiik a szimuldlt gyulladasi id6 lokalis érzékenységanalizisét a modellben
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3. dbra. A szintézisgdz-égési modell 55 paraméterének korreldlatlan teljes

érzékenységi indexei. A paraméterek szamozdsat a 2. tablazat tartalmazza,
illetve a megfelel6 reakcidlépéseket az abra tetején adtuk meg.

szereplé egyes elemi reakcidlépések A Arrhenius-paraméterei szerint. A lok&lis
érzékenységi egyiitthatokat az Snl°¢ = 9InY/dInp; egyenlet alapjan szamoltuk,
ahol Y a szimuldlt eredmény és p; az i-edik A Arrhenius-paraméter a modell-
ben. Az eredmények a 4. dbran lathatdak, és Gsszhangban vannak a korreld-
latlan teljes érzékenységi indexek alapjan azonositott fontos reakcidékkal, vala-
mint a szintézisgdz égési mechanizmusardl rendelkezésre allé kémiai ismeretekkel.
A H+02=0H+H és O+Hy=H+OH reakciok a legfontosabb lancelagaz6 1épések
a szintézisgdz égése soran. A H+Os+M=HOs+M reakcié a legfontosabb inhi-
biciés 1épés, mivel a H+O;=0OH+H reakcioval verseng a H-atomokért és HOo-
gyokot termel, amely sokkal kevésbé reaktiv a H-atomnal. A H+HO,=Hs+04 és
CO+4+05=C05+40 reakcidk fontos lanckezdo 1épések, és a OH+Ho=H+H50 reak-
cié fontos lancfolytato 1épés.
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4. dbra. Az egyes reakcidlépések A Arrhenius-paramétereinek normalt lokalis
érzékenységi egyiitthatoi a szimuldlt gyulladasi idékre. Az dbran a hét
legnagyobb abszolit értékii egytitthatd lathato.

4. Osszefoglalas

A legtobb, eddig kidolgozott globalis érzékenységanalizis-modszer csak korreld-
latlan paraméterek esetén alkalmazhaté. Kidolgoztak méar néhany olyan médszert
is, amely alkalmazhaté korreldlt modellparaméterek hatdsainak vizsgdlatdra [27]-
[29]. Ezen médszerek alkalmazhatdsdgat eddig csak egyszeril, kevés paraméterrel
rendelkezO, mesterséges modelleken mutattdk be. Munkédnk soran kifejlesztettiink
egy 1j globalis érzékenységanalizis mddszert, amely alkalmas korrelalt paraméterek
vizsgdlatdra. Ez a mdédszer a Rosenblatt-transzformécio [28, 32] és egy optimalizalt
RS-HDMR-mdédszer [26] egyiittes alkalmazdsén alapul. A médszer pontossagat és
hatékonysagat egyszerii, analitikus megoldassal rendelkez6 példakon mutattuk be,
majd a mintaszdam fiiggvényében a megfeleld érzékenységi indexek konvergenci-
ajat vizsgaltuk. A tesztpélddk soran numerikus szamitdssal tizezres mintaszam
mellett 1072 abszolit pontossiggal tudtuk reprodukdlni az analitikusan szdmi-
tott érzékenységi indexek értékét. Végezetiil egy olyan szintézisgaz-levego égési
modellt vizsgaltunk meg érzékenységanalizissel, amelyben 55 paraméter korrelalt
bizonytalansdgat ismertiik. Ebben az esetben 50, 100, 150, 200, 250, valamint
300 ezer mintan alapuld vizsgalat soran térképeztiik fel az érzékenységi indexek
értékének konvergenciajat, és ennek alapjan becsiilve 300 ezres mintaszam esetén
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1073 nagysdgrend{i abszolit pontossigot tudtunk elérni. Csaknem valamennyi
megvizsgalt paraméter esetén a szamitott korreldlt teljes érzékenységi index kozel
azonos. Ebbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a modellben csaknem min-
den megvizsgalt paraméter fontosnak tekinthet6, mivel az erds korrelaltsag miatt
az egyes paraméterek megvaltoztatdasa az Osszes tObbi paraméter megvaltozasat is
magaval vonja. Ezzel ellentétben egyes sebességi paraméterek korrelalatlan teljes
érzékenységi indexe nagy, mig a tobbi paraméteré nagyon kicsi. Az el6bbi para-
méterek azok, amelyeknek onalléan, a tobbi véltozdval vett korrelacigjuk nélkiil
is jelent6s hatdssal vannak a modelleredményre. A kiugréan nagy korreldlatlan
teljes érzékenységi indexszel rendelkez6 paraméterek olyan reakcidlépéseket mu-
tatnak fontosnak, amelyeket a szintézisgiz égési mechanizmusarol rendelkezésre
all6 kémiai ismeretek alapjan is fontosnak tartunk. A lokalis érzékenységanalizis
is ugyanezeket az elemi reakcidlépéseket mutatja fontosnak.
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INVESTIGATION OF THE EFFECT OF CORRELATED UNCERTAIN RATE
PARAMETERS USING A GENERALIZED HDMR METHOD

Eva VALKGH5, TaMAs VARGA®®, ALISON S. ToMLING, AcoTa Busar, TamAs TURANYI?

The High Dimensional Model Representation (HDMR) method has been widely applied to
obtain global sensitivity indices of uncorrelated model parameters. However, in some models the
parameters had been determined from experimental data in such a way that these parameter
values are correlated. A generalization of the HDMR method is presented here, which uses the
Rosenblatt transformation on a correlated model parameter sample to obtain a sample of inde-
pendent parameters. The method provides a full set of both correlated and marginal sensitivity
indices. The accuracy of our computer code was tested on simple linear test cases. Also, igniti-
on delay times predicted by an optimized syngas-air combustion model were investigated using
this new global sensitivity analysis tool. In the case of the combustion model, the significant
effect of parameter correlations was demonstrated. According to the correlated total sensitivity
indices, all investigated parameters had almost identical influence due to the correlations. Using
uncorrelated total sensitivity indices, the parameters that are influental on their own right on
the combustion process could be identified.

4Institute of Chemistry, Eotvos Lordnd University (ELTE), Budapest, Hungary
SMTA-ELTE Research Group on Complex Chemical Systems, Budapest, Hungary
6School of Chemical and Process Engineering, University of Leeds, Leeds, UK
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A MICHAELIS-MENTEN-KINETIKA DETERMINISZTIKUS ES
SZTOCHASZTIKUS MODELLJEI

LENTE GABOR

Toth Janos 70. sziletésnapja tiszteletére.

Ez a rovid osszefoglalé kozlemény a kémiai reakcidkra enzimek &ltal
gyakorolt gyorsité hatds matematikai modelljeit mutatja be. Az erre a cél-
ra legelterjedtebben haszndlt Michaelis—-Menten-kinetika értelmezésében az
enzim és szubsztratja kozotti megfordithaté adduktumképzédést kovetben
egy irreverzibilis, termékképzodéshez vezetd reakcid szerepel. A kémiai séma
t6bb kiilonb6z6 matematikai modellt generdl. A determinisztikus megkoze-

séges, nemlinedris differencidlegyenlet-rendszerrel irjuk le. A cikk ismerteti
ennek az analitikus megoldaséra tett kisérleteket, illetve széles kérben hasz-
nélt, zart formaja kozelité megoldésait. A sztochasztikus megkozelités nagy
szamu, de linedris kozonséges differencidlegyenletet hasznal. Ennek analiti-
kus megoldédsa viszonylag konnyen megadhaté arra az esetre, amikor csak
egyetlen enzimmolekula van jelen a rendszerben. Az ennél dltaldnosabb ese-
tekre kozelité megoldasi médszerek ismeretesek.

1. Bevezetés

Az enzimek rendkiviil fontos szerepet toltenek be bioldgiai rendszerekben. Haté-
suk révén a szervezetben nélkiilozhetetlen kémiai reakciok gyorsulnak fel, amelyek
mésként csak mérhetetleniil lassan mennének végbe. Az is eléfordul, hogy egy
enzim két reakcié csatoldsa révén olyan folyamat megvaldsuldsat teszi lehetévé,
amelyek ezen csatolds nélkiil a termodinamika torvényei alapjan tiltottak lenné-
nek.

Az enzimek folyamatokat gyorsité hatasanak kvantitativ leirdsa mar egy év-
szazada alapvetd kérdésnek szamit a biokémidban. Leonor Michaelis és Maud
Menten 1913-ban publikéltak egy azdéta klasszikusnak szamité cikket [24], amely-
nek lényege egy, az enzimek kinetikai hatasat viszonylag nagy altalanossaggal leiré
egyenlet felfedezése volt. Egy bo évtizeddel késébb George Edward Briggs és John
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Burdon Sanderson Haldane az egyenletet molekularis alapokon értelmezték, vagyis
kémiai magyardzatot adtak ré részecskék szabalyszerii kolcsonhatasat feltételezve
[5]. Erdekes médon ezen tény ellenére manapsdg a tankonyvek és a szinvonalas
kémiai szakirodalom gyakran Michaelis—-Menten-mechanizmusként emliti a magya-
razatot is.

Ebben a magyariazatban négy anyagfajta szerepel: az enzim eredeti forméja
(E), az atalakitand6 molekula vagy szubsztrat (S), az enzim szubsztréttal koleson-
hatdsban 1év6 forméja (ES) és a termékmolekula (P). A séméban sszesen harom
reakcié szerepel a kovetkezOk szerint:

E+S 4 ES
ES "L E+S (1)
ES *2 B4Pp

Ez a jelolésméd a kémia reakcidkat nyilakkal reprezentélja, a kiindulasi anyagok
a bal oldalon, a termékek pedig a jobb oldalon taldlhaték. Egy kis gyakorlattal
egy ilyen sémabol az altala generdlt matematikai modellek kénnyedén felirhatok.

Az itt bemutatott sémédban harom folyamat szerepel. Az els6 az enzim és a
szubsztrat kozotti asszocidcid, amelynek terméke az ES-sel jelolt enzim-szubsztrat
adduktum. A mésodik ennek a lépesnek a pontos megforditasa, vagyis ES disszo-
ciacidja az 6t alkoté részecskékre. A harmadik 1épés a lényegi termékképzbdés:
ebben a folyamatban keletkezik a végtermék és visszamarad az enzim eredeti alak-
ja, amely aztdn Uj szubsztratot kothet meg. Vegyiik észre, hogy az enzim két
formajara nézve a teljes séma zart, igen kevés enzim is nagy mennyiségii termék
keletkezését okozhatja. Ezért kémiai értelemben a folyamatban az enzim a katali-
zator szerepét jatssza.

Ez a cikk a Michaelis—Menten-kinetika két tipusi matematikai modelljeit
mutatja be: a reakcidkinetikdban szokasos determinisztikus és a jéval ritkabb,
de valdjaban ebben az esetben szintén nagyon fontos sztochasztikus megkozeli-
téstieket.

2. Determinisztikus megkozelités

A reakcidkinetika hagyoményos, determinisztikus megkozelitésében az egyedi
anyagfajtdk koncentracidjat irjak le az id6 fiiggvényében [12, 18]. A koncentrécidt
az ido folytonos fliggvényének tekintik, ezeket kozonséges differencidlegyenletekbél
lehet meghatdrozni. Az (1) séma dltal generalt differencidlegyenlet-rendszer alakja
a kovetkezo:
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A5 ES] + ki [BS)
——= =~k [E][S] + k1 [ES] + ko[ES]

L2 — B [E][S] — k1 [ES] — ko [ES]

Ezt az egyenletet sebességi egyenletnek hivjak. A reakcidkinetikdban a derival-
tak jelolésére a d/dt formalizmus hasznalata szinte kizdrélagos, taldn azért, mert
a fiiggetlen valtozok cseréje gyakran hasznos eljards az egyenlet megoldésa soran.
Az ismeretlen fiiggvények ([E], [S], [ES] és [P]) nem egyszeriien nemnegativ valds
szamok, hanem fizikai mennyiségek, amelyeknek dimenziéjuk van. A koncentra-
ci6 esetében a fizikai dimenzié az anyagmennyiség és a térfogat hanyadosa. Két
fizikai mennyiség Osszeadasat és kivondsat csak akkor lehet értelmezni, ha dimenzi-
6juk azonos. A dimenzidk egyezésének analizise a fizikai mennyiségeket tartalmazo
egyenletek helytallésaganak fontos tesztje.

A (2) egyenletrendszerbdl els6 rénézésre nem magétoél értet6ds, hogy hét para-
métere van. A sebességi dllanddk (k1, k_1, ko) nyilvanvaléan paraméterek, ezeket
maga az egyenlet is feltiinteti. Ezekkel kapcsolatban két megjegyzést is érdemes
tenni. Az els6 az, hogy ki és k_; egymastdl fiiggetlenek annak ellenére, hogy
olyan kémiai reakcidk sebességi allandéi, amelyek egymads pontos megforditdsai.
A maésik észrevétel az, hogy ezen paraméterek dimenzidja nem azonos: k_1-é
és ko-é az 1d8 dimenzidjanak reciproka (elsérendil sebességi allandd), mig ki-é
a koncentracié és az id6 szorzatdnak reciproka (mdsodrend®i sebességi allandd).
Maga a feladat lényegében kezdetiérték-probléma, igy a négy kezdeti koncentracié
([Slos [Elo, [ES]o és [P]o) is a paraméterek kozé tartozik. Az enzimkatalizis tipikus
eseteiben [ES]g = [P]o = 0, [S]o > [E]o, k—1 > ka2 és k1[S]o > ko is teljesiilnek;
ezeket a tulajdonsidgokat a gyakorlatban a megoldasok keresésénél idénként fel is
hasznaljak.

Itt kell még megemliteni, hogy a (2) egyenletrendszer a sebességi egyenletek
abba a nagy jelent&ségli csoportjaba tartozik, amelyeket tomeghatas tipusinak
neveznek. Ezek lényege, hogy minden eléfordulé reakcié sebessége egyenesen ard-
nyos a benne szerepl6 anyagok koncentracidjaval, s az ardanyossagi tényez6 a sebes-
ségi allandoé, ez fliggetlen minden koncentraciotol.

Vegyiik észre, hogy a (2) egyenletrendszerben a tagok két fiiggetlen linedris
kombinéciéja is nullat ad:
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d)S] d[ES] d[P]

w Ta e 7O
d[E]  dES]
dt * dt =0

Ezen egyenletek integrélis alakjdban a tényleges koncentracidk szerepelnek a
derivaltak helyett, s szerepeltethetck benniik a kiindulasi koncentraciok. Ezt az
alakot mérlegegyenleteknek szokas nevezni, mert a kémiai tomegmaradds torvényé-
vel vannak szoros kapcsolatban, s abbdl a differencidlegyenletek ismerete nélkiil,
pusztan a kiilonbo6zé részecskék osszetételébél levezethetdk:

[S] + [ES] + [P] = [So + [ES]o + [Plo = ©2

[E] + [ES] = [E]o + [ES]o = @. (3)

A mérlegegyenletek dltaldban lényegesen egyszerisitik a sebességi egyenlet meg-
oldasat, mert segitségiikkel néhdny koncentracié linearis kapcsolatba hozhaté a
tobbivel, igy a differencidlegyenlet-rendszerben szereplo egyenletek szama csok-
kenthetd.

Szintén a megoldas konnyitését szolgdls eljards a dimenziémentes alakra vald
transzformélds. Ennek lényege az, hogy a paraméterekkel val6 szorzassal vagy osz-
tassal olyan 1j fiiggetlen és fiiggd valtozdkat hozunk létre, amelyeknek mar nincs
fizikai dimenzidja. Ezt az eljardst skdldzdsnak is lehet nevezni [18], mert lényegé-
ben a koncentraciénak, illetve az idének keresiink olyan skéalat, amely a paramé-
terértékekkel van osszefiiggésben. A (2) egyenletrendszer dimenzidémentesitéséhez
célszerll j mennyiségek a kovetkezdk:

[ES] [P]

f:Ta 9267

CRQ kg o

=tk L 1= 2
T 25 @ kgj k27 (b [9)

Ezekkel a dimenziémentes valtozdkkal és allanddkkal a mérlegegyenleteket is
felhaszndlva a (2) egyenletrendszer a kiovetkezd alakra hozhaté:

Y —ao-nO—1-9 @+

T 4)
dg (
o=

fgy az eredeti sebességi egyenletet lényegi informéaciovesztés nélkiil olyan alak-
ra transzformdltuk, amelyben az ismeretlen fiiggd valtozok szdma kettére (f és
g), a paraméterek szdma pedig Stre csokkent (a, 3, ¢, valamint f és g kezdeti
értéke). Valbjdban a két csokkenés fiiggetlen egymdstdl: az egyenletek szdma a
mérlegegyenletek révén csokkent (ezekbdl kettd van), a paraméterek szdma pedig
a skdldzds miatt (id6- és koncentracidskédldt vezettiink be). A dimenzidémentes
koncentraciéfiiggvényekre a skaldzds miatt mindig teljesiil, hogy 0 < f < ¢ és
0<g<1
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Itt kell megjegyezni, hogy a szakirodalomban nagyon ritkan hasznaljék éppen
ezt az alakot, kiilonosen a ¢ fiiggvény definicidja és hasznalata nem szokdsos, mert
a (2) egyenletrendszer jobb oldalain a [P] koncentracié sehol nem jelenik meg.
Ennek ellenére a jelen szerzé szerint ez nagyon is logikus vélasztds, két okbdl
is: egyrészt a kisérleti technikdk tilnyomé tobbsége dltaldban éppen a P anyag
koncentraciovaltozasara érzékeny, masrészt errol a fiiggvényrol eleve biztos, hogy
monoton novekve, s ez a tény segitheti a megoldasi eljarasokat.

A (4) differencidlegyenletnek jelenleg nem ismert a teljes megolddsa,! noha a
paraméterek ismert értékeire numerikus moédszerekkel rutinszeriien, kell6 pontos-
saggal megoldhaté. Mivel g monoton fliggvény, az id6 kikiiszobolésével az f és g
fliggvények kozotti kapcesolat is kereshet6 a kovetkezd differencidlegyenlettel:

df «
= SG=N=f=g) = (B+1) (5)

Ezen differencidlegyenlet megolddsa sem ismert, viszont lehet6vé teszi a meg-
olddsok kvalitativ, a két véltozé fazisterében torténé tanulmanyozdsat [6].

Egy modell kvalitativ ismeretéhez dltalaban hozzatartozik a széls6érték-kiala-
kulas lehetGségeinek tisztazasa is. Az f fiiggvény 7 szerinti masodik derivaltja a
kovetkezdképp szamolhatd ki:

2
T =Y 20y +ag—ad—a—p-1) a6~ f
T dr

Az f és ¢ — [ a kordbban megéllapitottak szerint nem lehetnek negativak.
igy ha f-nek 7 szerinti elsé derivaltja nulla, akkor ugyanazon a helyen a méasodik
derivéltja nem lehet pozitiv. Ez azt bizonyitja, hogy ha f-nek van szélséértéke,
akkor az maximum, amibdl azonnal kovetkezik, hogy f-nek nem lehet egynél tobb
szélsOértéke. A tobbi fliggvény szélséértékeirdl a kovetkezd megallapitdsokat lehet
tenni: [P] novekvd fiiggvénye az idének, [ES] idéfiiggésében legfeljebb egy maxi-
mum lehet, [E] idéfiiggésében legfeljebb egy minimum lehet, [S] id6fiiggésében
pedig legfeljebb egy maximum lehet (a tipikus [ES]o = 0 esetben [S] szigortian
monoton csokkend fiiggvény).

Gyakorlati szempontbdl hasznos a (4) egyenlet kozelité megolddsait is keresni,
amelyeknek az a jellemzGje, hogy kiilonbségiik a tényleges megoldasndl altalaban
kisebb, mint a rendszer tanulmanyozasdhoz hasznélt kisérleti modszerek jellem-
70 hibaja. Az els6 kozelito Osszefiiggést az teszi lehet6vé, hogy a tipikus kezdeti
feltételek kozott szerepel az S és E anyagok kezdeti koncentracidja kozotti nagy
kiilsnbség, amely biztositja, hogy 1 > f mindig teljesiil. Igy a (4) és (5) egyenle-
tekben is szerepl6 (1 — f — g) tagban az 6sszeadanddk szama csokkenthetd:

I-f-g~(1-g).

1Ha a sziveg azt irja, hogy egy egyenlet megolddsa nem ismert, ez nem pusztédn annyit jelent,
hogy a szerz6 nem talédlta leirt megolddsnak nyomat a szakirodalomban, hanem egyuttal azt is,
hogy sem a sajat eréfeszitések, sem a Mathematica program nem taldltak ilyet.
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A (4) és (5) egyenletekbél ezen egyszeriisités utdn létrejové differencidlegyen-
leteknek sincs ismert megoldasa.

A kovetkez6 egyszerlisitési lehetdséget steady-state kozelitésnek (vagy Boden-
stein-elvnek) nevezik, s alkalmazdsi lehetGségeinek kiterjedt szakirodalma van [4,
12, 18, 21, 23, 35]. A mddszer lényege, hogy a paraméterek bizonyos megfelels
tartomdnydban a (4) egyenletben az els6 derivalt értékét nullanak tekintjiik:

O0=a(¢—-f)1—g)—(B+1/f

fgy a két fliggd valtozot kozvetlen kapcsolatba hoztuk egyméssal, ebben az
esetben f kifejezhetd gy, hogy csak g fiiggvénye legyen:

ap(l —g)

f:a—i-ﬁ—&—l—ag'

Ezt nevezziik az f fliggvény steady-state kozelitésének, ezt a tényt néha az
fss jelolés haszndlataval emelik ki. Ennek segitségével a (4) differencidlegyenlet-
rendszer egyetlen, szeparalhatd, kozonséges differencidlegyenletre vezetheté vissza:

dg  ag(l-g)

dr  a+pB+1-ag (6)

Ez az egyenlet ekvivalens a klasszikus Michaelis-Menten-egyenlettel [24], amely-
nek legelterjedtebb, dimenziémentesitést nem tartalmazo felirdsi formaja a kovet-
kez6:

dlP] _ ks[EJo[S]

Wik—}vij’fz+[s]'

(7)

Szokasos még bevezetni a vy, maximalis reakciésebesség és Ky Michaelis-
allandé nevili paramétereket a kovetkezdk szerint:

k_i+k
Umax = k2[E]07 KM - % (8)

Mindez azért célszerii eljards, mert a paraméterek koziil a kezdeti koncent-
racidkat a kisérletez6 lényegében szabadon allithatja be (tehdt értékiiket ismeri),
a maradék harom sebességi allanddt viszont a kisérleti adatokbdl kell meghata-
rozni. Olyan esetekben, amikor a steady-state kozelités hasznalhatd, nincs remény
mind a hdrom sebességi dllandé kiilon meghatdrozdsdra, csak a (8) egyenletben
bemutatott két paraméterkombinacié férhetdé hozza.

A (6) egyenlet analitikus megolddsa viszonylag egyszerien megadhaté zart
alakban a Lambert W-fiiggvény felhaszndlasaval [29]:

p+1 (0‘(1 = 90) La(1—go—o7)/(B+1)
g=1- w ea1=g0=¢7 .
a B+1
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Itt a go jelolés a g fiiggvény kezdeti (vagyis 7 = 0 helyen felvett) értékét jelenti.
Ennek az egyenletnek az S részecske koncentracidjara irt alakja a kévetkezd [18]:

[S} = KMW (E_i]oe([s]ﬂ_vxl1axt)/KM) . (9)
M

A (2) sebességi egyenlet megolddsdnak Taylor-sorat viszonylag kénnyti eldalli-
tani, mert egymast kovetd derivdldsokkal a magasabb rendii differencidlhanya-
dosok t = 0-ban felvett értékei elérhetdk [18] az dsszefiiggés fokozatos derivélasival.
Az ilyen sorba fejtés kiilonosen egyszert, ha a kezdeti koncentraciok némelyike
nulla, s ez éppen a tipikus helyzet a Michaelis—-Menten-kinetika esetében. fgy
példdul [ES] Taylor-soranak els6 néhany tagja a tipikus [ES]o = [P]o = 0 kezdeti
feltételek mellett a kovetkezEképpen adhaté meg:

[ES] = ka[Elo[Slot — 2 [Elo[Slo(ka [Elo + k1 [Slo + k_y + k2)E>+

2
L}

+ [Elo[Slo(2kT[E]o[Slo + (k1[E]o + k1[Slo + k-1 + k2)*)t3+ ...

A P anyag koncentracidjara vonatkozo sorfejtésben az els6foku tag nulla:

k1ks
2

ik
6

[P] = [Eo[S]ot” [E]o[S]o(k1[E]o + k1[S]o + k_1 + k2)t> + ...

fgy bizonyos esetekben, kiilontsen kicsi reakciéid6knél, a Taylor-sorok elsé
néhany tagjanak polinomként valdé haszndlata is a megoldas elfogadhaté kozeli-
tését adhatja a gyakorlat szamara.

3. Sztochasztikus megkozelités

Ez a kozlemény tobb lehet6ség koziil valasztva a folytonos idot és diszkrét
allapotokat felhasznald sztochasztikus megkozelitési moédot hasznalja, mert ez &all
legkozelebb a széles korben elfogadott részecskealapi kémiai anyagszemlélethez.
Ennek matematikdjat Erdi Péter és Téth Janos [12], majd késébb Erdi Péter
és a jelen szerz6 [13] konyvei nagy részletességgel ismertették. Meg kell emliteni,
hogy a témakérnek elsésorban Téth Janos és Erdi Péter munkéjénak készonheten
jelent8s magyar nyelvii eredeti szakirodalma is van [10, 11, 27, 32, 33, 34, 16].

A szokésos, determinisztikus kinetikai megkozelitésben az egyes részecskék kon-
centracidjat adjuk meg az id6 fiiggvényeként. A koncentracidkat folytonosnak
feltételezziik, noha az atomelméletbdl vilagos, hogy ez az anyag részecsketermé-
szete miatt nem kifogdstalan lefrdsmdéd [20]. Ennek ellenére a folytonos kozelités
a problémédk nagy részére mégis megfelel, mert a kémia tobbnyire olyan nagy
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részecskeszamokkal dolgozik, amelyeknél az ebbdl a feltételezésbol szarmazd elté-
rések sokkal kisebbek, mint a kisérleti mdédszerekben rejld, elkeriilhetetlen hibak.
A CDS-megkozelités a koncentrécidk helyett allapotokrdl nyilatkozik, amelyeket
az egyes molekulaszdmok megadasdval azonositunk. A kévetkez6kben s a szubszt-
rat (S), e az enzim (E), es az enzim-szubsztrat adduktum (ES), p pedig a termék
(P) molekuldinak szdmdat jelenti majd. Ezen a ponton feltétleniil ki kell emelni,
hogy s, e, es és p csupan természetes szamok és nem fiiggvények.

Az egyszeriiség kedvéért a tovabbi gondolatmeneteket azokra a mar emlitett
tipikus kezdeti feltételekre irjuk fel, amikor kezdetben sem ES, sem P nincs jelen
(eso = 0 és pg = 0). Igy a (3)-ban megadott determinisztikus mérlegegyenlettel
analég sztochasztikus Osszefiiggések a kovetkezok:

es =eg — e, p=28)—8—ey+e. (10)

A CDS-megkozelitésben a mérlegegyenletek az dllapottér méretét korlitozzéak.
A lehetséges allapotok szama (M), a (10) diofantoszi egyenletrendszer megoldésai-
nak szama. Elemi kombinatorikai gondolatmenettel M értékére a kovetkezo képlet
vezethetd le [7]:

M:<80—62—0+1>><(60+1).

A képlet a sg > eg esetben hasznélhatd, ez a tipikus kezdeti feltételeknél telje-
siil. Ha sg < eg, akkor egy teljesen analég képletet lehet megadni sg és eg felcse-
rélésével.

A sztochasztikus kinetikdban a determinisztikus sebességi egyenlet szerepét
az alapegyenlet (vagy vezéregyenlet) veszi at. Vegyiik észre, hogy egy éllapot
azonositdasdhoz a (10) mérlegegyenletek miatt elegendd az s és e molekulaszamokat
megadni, ha az sy és ey paraméterek értéke ismert. fgy egy adott allapot valo-
szinliségét megadd idéfiiggvényt jelolhetjitk P ;-vel. Az alapegyenlet alakja a
Michaelis—Menten-kinetika esetében a kévetkez6képpen adhaté meg [1, 2, 3, 7, 8,
9, 14, 15, 17, 19, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 36, 37]:

dPe s
Tt’ = —[k1es+ (k_1 + K2)(eo — €)] P s+
+ K1 (6 + 1)(8 + 1)Pe+1,8+1 + /1,1(60 — e+ 1)Pe,1’571+ (11)
+ I{Q(eo —e+ ].)Pe,1’5.
Az egyenletben szerepl6 sztochasztikus sebességparaméterek a determiniszti-
kusakbdl a kovetkezé médon hatarozhaték meg:

liliklNA/V, R_1 :k_l, KZQZkQ.

A (11) differencidlegyenlet-rendszer tomoren matrixformalizmussal is felirhatd.
Ehhez elészor egy x(e, s) rendezéfiiggvényre van sziikség, amely minden dllapothoz
egy egyedi pozitiv egész szamot, vagyis sorszamot rendel kihagyasok nélkiil. Ennek
egy lehetséges alakja:
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(so—s—ey+e+1l)(eg+1)—e, hae<s

(so—s—eo—i—e—l—l)(eoﬁ—l)—%—e, ha e > s.

x(e, s) =
fgy a (11) differencidlegyenlet-rendszerben szerepld tagok sorba rendezhetdk
egyetlen P vektor elemeiként, s az alapegyenlet ezzel a kovetkez6 forméba irhaté
at:
dp
dt
A (12) képlet az alapegyenlet igen tomor felirdsmddja, a benne szerepld ©
matrix elemeit atmeneti valoszinliségeknek is szokas nevezni. Mivel az egyenlet
linearis, a megoldésat is fel lehet irni a matrixokon értelmezett exponencialis fiigg-
vény hasznalataval a kovetkezd alakban:

OP. (12)

P = exp(01)Py.

Ezen megoldas haszndlata a jelenleg szokédsos szamitastechnikai hatérrel M
néhany ezret nem meghaladé értékeire megvalésithatd, mi tobb, numerikus szami-
tdsokban egyenesen kivanatos is. Vegyiik észre, hogy a CDS-megkozelitésii szto-
chasztikus alapegyenlet mindig linearis differencialegyenlet-rendszer, tehat elvi-
leg akar analitikusan is megoldhaté, s ilyen szempontbdl kedvezobb sajatsagu a
determinisztikus kinetika gyakran nem linedris differencidlegyenlet-rendszereinél.
Az dllapotok és igy az egyenletek szima azonban nagyon nagy, a CDS-modellekben
ez a nehézségek 6 forrasa.

Ha ez enzimmolekuldk kezdeti szdma 1 (e = 1), az alapegyenletet Ardnyi és
T6th dltal publikdlt médszerével [1], generdtorfiiggvények hasznalatdval meg lehet
oldani. A generdtorfiiggvény alakja a kovetkezd:

so—1+e

Ge(z,t) = Y 2°Po(t).

s=0

A képletben z segédvaltozo, értéke komplex szam is lehet. Az alapegyenletet a
generatorfiiggvénnyel a kovetkezd parcialis differencidlegyenletbe lehet transzfor-
malni:

9G.(2,1)
ot

0Geq1(2,t) 0G(z,1)
0z B P (13)
— (ko1 + K2)(1 — €)Ge(z,t) + (ko1 + £2)2(2 — €)Ge—1(2,1).

=kr1(e+1)

Ezzel a médszerrel a (11) képletben bemutatott 2sg + 1 (ez M értéke akkor,
ha ey = 1) kozonséges differencidlegyenletet két parcidlis differencidlegyenletté
alakitottuk, hiszen e csak a 0 és 1 értékeket veheti fel. A (13) egyenletrendszer
megolddsa viszonylag kénnyen megtaldlhaté [1]:
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Go(z,t) = Ter-1(z=1)/r1 ,—rat _,_f k-1 + K2 elritra)t
K_12 + Ko
2 oo r n 7 49n
L3S |2 (k2 (:)AE )z A
i=1 n=0 L —Ai K (14)
Gl(Z,t) — F(fl) _ fefn,l(zfl)/nlefngt _ fef(nlJrnQ)t_
2 o) r n T qn+1
(n) | k2 — (K2 + )\z(' ))Z Ay
- Z Z I ) e
i=1n=0 L -\ i

A ¢, mennyiség definicidja a kovetkezd:

. )\gn))\gn) + (K)l +Kk_1+ Iﬂ;g))\gn) + K1Ko2
k1(ka + /\z(-n))

an

A )\; dllanddk értékeit egy kovetkezd mésodfoki egyenlet gyokeiként lehet kiszé-
molni, s alakjuk a kovetkez6:

RO —wi(n+1) =K1 — Ky \/[fﬂ(n—s— 1) 4 ki1 + ka)® — dk1ka(n + 1)
=
2 2

N _ —rn 1) — ko — ko N \/[Hl(n +1) + K1 + Ko)® — dkika(n + 1)
1 - .
2 2

Erdekes (de persze nem véletlen) egybeesés, hogy ezek a A; dllandék éppen
a (12) egyenletben szerepld © métrix sajitértékei. A (14) egyenletben szintén
szerepld I' allanddkat a kezdeti értékekbdl lehet kiszamolni:

Végiil az egyedi P, s allapotvalésziniiségi fiiggvényeket a kovetkezoképp lehet
megadni a generatorfiiggvénybol:

Pes - laSC‘;(C(ZI’t).
k sl 0z
MeglehetOsen sok tovabbi munka foglalkozik az ey = 1 specidlis esettel, ezt a
szakirodalom néha egyenzimmolekulds kinetika néven is emliti [8, 9, 15, 19, 25,
31, 36, 37]. A tipikus kezdeti koriilmények ilyen rendszerekben olyanok, hogy
csak az atalakulatlan szubsztratmolekuldk és az enzim alapalakja van jelen, vagyis
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P 5,(0) =1, és P. (0) = 0 minden més allapotra. Ezen feltételek mellett a P 4,
és Py 5,1 fliggvényeket kiilonosen konnyti zart formédban megadni:

so—1 1
P1 s = — ()\; 01) ) + 1:1501) e)\gsofl)t ?\5301) ) + l(flSol) e)\(2s0—1)t
7 S0~ S0~ So— s0—
)\1 ’ - )\2 )\1 _ /\2 0
)‘(So_l) )\(So_l) (so—1)
Py o1 = _( 2 + K150) (A + /{150)6)\1 0oV,

AT =28 )k
A5 4 k1so) AP + kiso) Y

+
OV V)

Kisérleti eredményekkel valé 6sszehasonlitdasra sokat hasznéljak az els6 termék-
molekula keletkezéséhez sziikséges varakozasi id6t (7,) [15]. Ennek varhaté értékét
a kovetkez6 képlet adja meg:

(1) = / T (—8Pus(t) _ dPosa () g miso Rt p
bt 0 dt dt KR1K2S0 ’

Ez az egyenlet a kordabban, a determinisztikus megkozelitésnél mar definidlt Ky
Michaelis-allandé és [S] szubsztratkoncentracié felhasznédldsaval érdekes 1j alakra
irhaté at:

1 _ ka[S] ' (15)
(rw)  En+[S]

A (15) osszefiiggést a szakirodalom idénként egyenzimmolekulds Michaelis—
Menten-egyenletként emliti [15], ezzel is felhivva a figyelmet a (7) determiniszti-
kus Michaelis-Menten-egyenlettel valé analégiara. Ez az analégia azonban ebben
az esetben puszta véletlen egybeesésnek tarthaté. A determinisztikus kinetikdban
a (7) egyenlet csak a steady-state kezelésmdéd bevezetése utdn jon létre, vagyis
érvényessége a sebességi allandok lehetséges kombinacidinak kis részére korlato-
z6dik. Ezzel szemben a sztochasztikus (15) egyenlet a sebességi dllanddk érté-
kére vonatkozé semmiféle megkotést nem feltételez. A (15) egyenletet nézve akdr
még kisértést is érezhetiink arra, hogy a szamléléban eg-val valé szorzassal kiter-
jessziik egynél tobb enzimmolekulat tartalmazé rendszerekre, azonban az altalano-
sitas valgjaban igy nem lehetséges, ebben az esetben az Gsszefiiggések mar sokkal
bonyolultabbd valnak [7].

A sztochasztikus modellekben is lehetséges a determinisztikus steady-state koze-
litésnek megfeleld mdédszert hasznélni [7, 21, 26, 28]. Ennek egy elényds mddszere
annak feltételezése, hogy a P, , eléallithat6 egy csak a termékmolekulak szamatol
(p=s0—s+e—ep) és az id6tol fiiggd R, fuiggvény, illetve egy csak az allapot-
ra jellemz6 Se, , mennyiség szorzataként (itt es az enzim-szubsztrat adduktumok
molekuldinak szdma, es = eg — e):
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Ezzel az 1j mennyiséggel a (11) alapegyenletet a kovetkezd formdaba alakitjuk
at: IR
TtP = kgapflRpfl — k)gapRp.
Az egyenletben szerepel az a, 1j mennyiség, amely az ES molekuldk szaméanak
vérhaté értéke akkor, ha éppen p (= sg—s—eg+e) termékmolekula (P) van jelen a
rendszerben. Az R, fiiggvényrdl konnyen belathatd, hogy azon P, ; valészintiségek

Osszege, amelyekhez azonos p molekulaszam tartozik:

min(eq,s0—p)

R, = E P so+e—p—eo-
=0

Az a,-vel jelolt varhaté értéket S-bél kiindulva lehet meghatarozni:

min(eq,s0—p)

ap = E 1S5 p-

=0

Az ilyen kozelitést hasznalé munkdk eltéré képleteket hasznalnak S és a,
szamolasara. A legegyszeriibb megkozelitéseknél S haszndlata nem is feltétle-
niil sziikséges, ekkor a, (nem kifogastalan) szdmoldsi mdédszere a determinisztikus
Michaelis—-Menten-egyenleten alapul [26, 21]:

o — eo(so —p)
p= — T
so =Pk S

Az eddig publikaltak koziil taldn az a legmegalapozottabb gondolatmenet,
amelyben S értékeit feltételes egyensilyi valdszintiségekként adjuk meg a statisz-
tikus termodinamika eszkoztardval, allapotdsszegeken keresztiil [7]:

(eo) (so—p)! (ml-&-fsz)_
i /) (so—p—i)! K1

min(ep,s0— e so—p)! K_1+k2 )
Sopih o) (c0) (ool (k)

Az a, mennyiség szamolasara alkalmas képlet igy a kiovetkezd alakot 6lti:

Sip=

P

min(eg,s0—p) - (e (so—p)! Ko1tka )
Doy eTh Z(io) (soo—p;ii)! ( ;1 2)

ap = — =
min(eg,s0— e so—p)! K_1+kK
SR (7) piy (S

1F1 (7 min(eo, So 7p) + ]-, |60 — S0 +p| + 17 -
)

H71+H2>

K1

= min(ep, g — p : P
1K1 (- min(eq, so — p), leo — so + p| + 1, —#)

K1
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Az 1F; jelolés a konfluens hipergeometrikus fiiggvényt jelenti. Maga a képlet
egyébként fiiggetlen forrdsbdl, a mésodrendii reakcidk sztochasztikus leirasabol is
ismeretes [22]. Az a, mennyiség szérdsa a kovetkezSképp adhaté meg:

K
Oa, = \/C;fv]\[[l\:I — (€0 —ap)(s0 —p — ap)-

Az enzim-szubsztrét adduktumok (ES) és termékek (P) molekulaszdmanak vér-
haté értéke és szdérdsa (természetesen ezek az idé fiiggvényei) is egyszertien kiszé-
molhatdk:

(es) = zﬂ: a; R;
i=0

50

Oes = | O [(02,; + [a:]2)Ri] — [(es))?

=0

{p) =) iR
=0

S S 2
O'p(t) = zo:iZRi - <ZO: ZR1> .
=0 =0

Az els6 termékmolekula keletkezéséig elteld varakozdsi id6 (7,) varhaté értéke
is megadhaté ezzel a kozelitéssel, s ez joval Gsszetettebb, mint a (15) egyenlet
egyszeri szorzasa egp-lal:

1

Koo '

(Tw) =

A (11) alapegyenlet masféle kozelité megolddsa adhaté meg a binomidlis koze-
lités segitségével [17]. Ennek lényege, hogy a kiilonbozé részecskék eloszldsat min-
dig binomidlisnak tekintjiik:

w _ _
Pézzproz — ( ) (1 _ 6)w+e 60660 [
’ ey — €

(16)
( 50 ) ﬂ_s+eo—e(1 . ﬂ_)so—s—eo—&-e.

S+ey—e

Ebben a képletben két 1j id6fuiggvény szerepel, m és e. Az el6bbi definicidja:
_ — t
S K_1+ Ko W SoKR1 exp Iﬁ:l(SO €ok2 ) )
Sok1 K_1+ K2 K_1+ K2
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A W jel a (9) képlethez hasonldéan a Lambert W-fiiggvényt jelenti. Az e fiigg-
vényt csak tobb egymast koveto egyenlettel lehet viszonylag tomoren leirni, ezek-
ben megadjuk a (16) egyenletben szerepel$ w mennyiség definici6jdt is:

w = min(ep,ep + s — e)

)\1 1 _ e()\27)\1)’i1t

= a/\z/)\l — e(A2=A1)K1t

eo + mSsg N K_1 + Ko N \/(eo + 780+ k_1 + k2)? — degmsg

)\ =
! 2 2k 2

e+ TSg  K_1 + Ko \/(eo + 7So + K1 + K2)? — degTso
+ - :
2 2K 2
Az eredeti kozleményben [17] szerepld részletes analizis szerint ezek a kozelitd

képletek minden, a gyakorlat szamara fontos paraméterérték mellett a tényleges
megoldas elfogadhato kozelitését adjak.

Ay =
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DETERMINISTIC AND STOCHASTIC MODELS OF MICHAELIS-MENTEN KINETICS

GABOR LENTE

This short review article gives a summary of the mathematical models used to describe the

enzymatic acceleration effects on certain chemical reactions. Michaelis—Menten kinetics is usu-
ally interpreted by a reversible adduct formation reaction between the enzyme and its substrate,
followed by the irreversible formation of the product. This chemical scheme gives rise to different
quantitative mathematical models. In the deterministic approach, simultaneous non-linear ordi-
nary differential equations are used to characterize the concentrations of the four participating
species. The possibilities of obtaining exact analytical or approximate, but explicit solutions are
discussed. The stochastic approach defines a huge set of linear ordinary differential equations for
the probabilities of possible states. A full symbolic solution is given for the case when there is
only a single enzyme molecule present in the system, and a number of approximation methods
are discussed for more complicated initial conditions.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



Alkalmazott Matematikai Lapok 33 (2016), 175-190

MEGOLDOTT ES MEGOLDATLAN FELADATOK
AZ OSZCILLALO REAKCIOK ELMELETEBEN

POTA GYORGY

Az 1un. oszcilldlé reakciékban — allandé hémérséklet, nyomas és térfo-
gat mellett, jél kevert, azaz térben homogén rendszerben — nagyszamu helyi
széls6érték jelentkezik bizonyos anyagok koncentracio-idé gorbéin, a rendszer
gyakorlatilag periodikusan viselkedik. Anyagaramlasra nézve zart rendsze-
rekben e periodicitas csak atmeneti, egy bizonyos idétartam utan megsziinik,
és a rendszer lényegében monoton médon egyensilyhoz tart. Anyagaramlds-
ra nézve nyitott rendszerben azonban a periodikus viselkedés csillapitatlanul
folytatédhat mindaddig, amig az anyagaramlas fenndll. E jelenség elméleti
tanulményozédsihoz a leiré autoném differencidlegyenlet-rendszer megoldasa-
inak vizsgdlata sziikséges. Ennek soran azonban — a rendszer nemlinearitdsa
miatt — a megoldasokat csak ritkan tudjuk zart alakban elééllitani. Végtelen
sok helyi széls6érték — periodikus viselkedés — esetén a periodikus megoldasok
felléptének feltételeit vizsgalhatjuk. Véges szdmu helyi szélsGérték esetén a
feladat a széls6értékek szamanak becslése lehet és annak vizsgédlata, hogyan
fligg ez a szam a paraméterektdl és a kezdeti feltételektdl.

Itt néhany korabbi elméleti vizsgalatot tekintiink &t az oszcillacids reak-
cidkkal kapcsolatban. Meghatdrozott feltételek mellett igazoljuk, hogy a
periodikus viselkedés létrejottéhez uin. autokatalitikus reakcid sziitkséges, és
kimutatjuk a periodikus viselkedésii reakciéosémak unicitasat.

Bemutatunk néhany olyan vizsgdalatot is, amely — a megfelel6 differencidl-
egyenlet-rendszer megolddsaval nyerheté — koncentracié-idé gorbék szélséér-
tékeinek szdmara vonatkozik.

Kitériink altalunk megoldatlannak ismert feladatokra is abban a remény-
ben, hogy ezek felkeltik az olvasok érdeklédését.

1. Bevezetés
Az allandé hémérsékletli, nyomésu és térfogati — emellett jol kevert, azaz

térben homogén — kémiai reakciérendszerekben az egyik legérdekesebb jelenség
az un. oszcillalo reakcidk fellépése. Az oszcillalé kémiai reakcidkban bizonyos
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anyagfajtdk koncentracié-idé goérbéin szamos helyi szélsoérték jelentkezik, a rend-
szer gyakorlatilag id6ben periodikusan viselkedik. A periodikus koncentraciéval-
tozdsokat periodikus szin-, vezetGképesség-, potencial- stb. valtozasok kisérhe-
tik, amelyek révén a jelenség kisérletileg észlelhetové és vizsgalhatova vélik. Jol
ismert, jellegzetes és latvanyos példa az 1950-es években felfedezett és azdta vizs-
gélt Belouszov—Zsabotyinszkij-reakcié (réviden BZ-reakcid), amelynek videdja — a
hozz4 tartozé kémiai alapokkal egyiitt — példdul a [9] hivatkozdsban megtekintheté.

A BZ-reakcidt és a kordn megismert egyéb oszcillalé reakcidkat eleinte kisérleti
miitermékeknek vélték, mert a termodinamika II. fétételének megsértését — egy-
fajta 6rokmozgdt — lattak benniik. Kideriilt azonban, hogy anyagaramlédsra nézve
zart rendszerekben a periodikus koncentriciovaltozasok csupdn iddlegesek, addig
tartanak, amig a monoton fogyo kiindulasi anyagok koncentracidjanak csokkenése
eléggé naggya nem valik. Ezutan a periodicitds megszlinik, s a rendszer — legfel-
jebb néhény tovabbi szélséérték utdn — monoton tart az egyensulyi allapotdhoz.
Anyagaramlasra nézve nyilt rendszerben ugyanakkor az elfogyé kiindulasi anyagok
potolhatdk, s igy itt a periodikus koncentraciévaltozasoknak nem kell eltinniiik,
azok csillapitatlanul folytatodhatnak egészen addig, amig az anyagaramlas tart.

Az oszcillalé kémiai reakcidk kisérleti észlelése (kés6bb mar bizonyos értelemben
vett ,tervezése”) 1okést adott a kapcsol6dé elmélet kifejlesztésének is. Itt — a konk-
rét kisérleti rendszerek leiraséan tul — elsésorban az volt a feladat, hogy megallapit-
suk, altalaban — azaz konkrét anyagoktdl fiiggetleniil — milyen reakcidk, ,vissza-
csatoldsok” sziikségesek az id6ben oszcilldlé koncentracidk megjelenéséhez. (Ezen
a teriileten a szerzok jelentls része a ,visszacsatolds” szot inkdbb metaforikusan
hasznalja, és arra a hatésra utal vele, amelyet a rendszer strukturaja, a koncent-
raciék megvaltozdsa a reakcidsebességre gyakorol.)

Minthogy a reakcidkinetika — ezen beliil az oszcillalé reakcidk — leirasdhoz auto-
ném kozonséges differencidlegyenlet-rendszereket hasznalunk, a periodikus viselke-
dés elméleti vizsgélatahoz természetesen kindlkozott a differencidlegyenletek kvali-
tativ elmélete. Ennek alapvetd eszkoztara a XX. szdzad mésodik felére lényegében
készen varta az alkalmazokat (lasd példaul [20]). Ez utébbiak aztén — meglehetd-
sen tekintélyes szamban — meg is érkeztek, és aligha kétséges, hogy nagy szerepet
jatszottak a kvalitativ elmélet tovabbi fejlédésében.

Ugyanakkor az oszcillalé viselkedésmdd lefrdsa — elvben — gy is lehetséges,
hogy nem a koncentraciék periodikus valtozésat vizsgaljuk, hanem a rajtuk fellépo
helyi széls6értékek szamat. Ez anyagaramlisra nézve zart rendszerekben lehet
érdekes, ahol a periodicitas csak id6leges és a fennalldsa alatt is inkabb kozelito
jellegii. Az ilyen vizsgalatokhoz ismereteink szerint nem 4all rendelkezésre dltalanos
elmélet, igy az eredmények is jéval szerényebbek.

A kovetkezOkben — egy kordbbi el6addsom [29] kiegészitésével — néhdny olyan
eredményt és ezekhez kapcsolédo megoldatlan problémakat mutatok be, amelyek a
sajat vizsgdlataimhoz kapcsolédnak. Tudni kell, hogy palyam kezdetén, az 1980-as
évek elején 2 honapos belfoldi 6sztondijat tolthettem el Téth Janos és kutatotarsa,
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baratja, Erdi Péter miihelyében. Ebbdl sokéves — igy hiszem, kolcsonosen inspirald
— szakmai kapcsolat sziiletett. Erdekes, hogy kozosen mégis csupan egy megjelent
munka szerzdi listdjdban szerepeliink [5], de a dolgozatokban szerepld koszonet-
nyilvanitasban — féleg részemrol — sokkal jobban &llunk. Mindenesetre a kovetkez6
témak — szamos egyéb mellett — Téth Janost és szerzétarsait is érdekelték és — a
teljesség igénye nélkiil — igyekszem is utalni az idevagd eredményeikre.

2. A reakcidkinetika differencialegyenletei

Az allandé hémérsékletii, nyomasa és térfogati, jol kevert reakcidkinetikai
rendszereket

&= £(c); c(0) = co

alaki, valamely W C R¥ nyflt halmazon értelmezett kezdetiérték-feladat irja le.
Itt ¢ a koncentracidk, f pedig a reakciésebességek K-dimenzids vektora. Az esetek
nagy tobbségében f nemlinedris fliggvény, és emiatt képlettel kifejezheto, zart ala-
ki megoldést csak ritkdn taldlunk. Kapdra jon tehat, hogy a differencidlegyenletek
kvalitativ elméletének segitségével valamit mondhatunk a megoldasok viselkedésé-
r6l a rendszer megoldasa nélkiil is.

Ebben a cikkben — a vizsgélt teriilet céljainak megfeleléen — in. reakcidkineti-
kai modellekkel foglalkozunk. Ezek jellemzbje, hogy eleget tesznek ugyan a kémiai
reakciék idobeli lejatszodéasat leird alapveto reakcidkinetikai torvényszeriiségeknek,
de nem kapcsolédnak konkrét anyagfajtakhoz (példaul kénsav, H'-ion, etil-alkohol
stb.), elvben tébbféle anyagfajta-egyiittessel is megvalésulhatnak. Ennek megfele-
16en az anyagfajtakat konkrét kémiai képlet helyett csupan nagybetiikkel jeloljiik.
Elofordulhat az is, hogy egy-egy modell megalkotéi a nagybetiikhoz eredetileg
konkrét anyagfajtakat rendeltek, de esetiinkben ezt nem kell figyelembe venni.

A kémikus egy-egy konkrét esetben a lejatsz6do kémiai reakcidk és azok sebes-
ségi egyenletének felsoroldsdval kezdi, ezekbdl dllitja fel a rendszert (,,pl. lombikot,
reaktort, él6lényt stb.-t” [3]) leiré differencidlegyenlet-rendszert. Példdul az

X+Y — 27; vy = kizy
A+Y — 2Y+7Z; vo = koay
X+7Z — P v3 = ksxz

Y = Q; vy = kyy

egyirdnyu reakciéknak (—) és — a kisérletekb6l ismert vagy csupén feltételezett —
sebességi egyenleteiknek (v, vq,vs,v4) az

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



178 POTA GYORGY

T =—v; —v3 =—kizy — k3xz
y=—v1 +v2 — vy = —kizy + kaay — kgy
Z = 2v1 +vo —v3 = 2k12y + koay — kszz
p=wv3 = kzxz

q.:’U4:k4y

differencidlegyenlet-rendszer felel meg, amelyben z, y, 2z, p és ¢ rendre az X, Y,
Z, P és Q anyagfajtak ismeretlen koncentracié-ido fiiggvényei; ky, ko, ks, kg > 0 az
in. sebességi egyiitthatok, amelyek matematikailag allanddk; végiil a az A anyag-
fajta koncentrécidja, amelyet ebben az esetben kiilsé anyagbetdplaldssal allandé
értéken tartunk, ezért nem irtunk fel a-ra kiilon differencidlegyenletet. Ezeket az
egyenleteket egészitjiik ki a kezdeti feltételekkel.

Figyeljiik meg, hogy a jobb oldalakon a negativ eléjelii tagokban mindig meg-
jelenik az a véltozd, amelyet a bal oldalon differencidlunk. (Az els§ egyenletben
példdul nem léphetne fel —ksy vagy —kgzy alaki tag.) Ez dltaldnos szabdly, és
matematikai szempontbdl talan ez a ,reakcidkinetikai differencidlegyenlet” legegy-
szerlibb ismérve.

Megjegyezziik, hogy a reakcidkinetika egzakt matematikai elméletként is fel-
épithetd, ezzel kapcsolatban ldsd példdul a [6, 38, 4] munkdkat referencidikkal
egylitt.

3. Hany oszcillalé modell van?
3.1. A két valtozd koncentracié esete

A legfeljebb méasodrendu reakcidkat és két valtozé koncentracidéju anyagfajtat
tartalmazo reakcidkinetikai modelleket dltalanossagban az

T =ag+ a1r + ay + a3x2 + asxy + a5y2

1
G = by + bry + bax + b3y® + bayx + bsa> S

differencidlegyenlet-rendszer irja le, ahol z és y a valtozé koncentraciok, az ag, . . . , as
és by, ..., by egylitthaték pedig allanddk, amelyekre

agp, a2, as, b07 b27 b5 > 07

tovabba
a3, b3 <0

teljesiil. A maradék aq,aq, b1, by egyilitthatok pozitivak, negativak és nullak egy-
arant lehetnek. A kiilonféle reakcidkat tartalmazé modellek esetében az egyiittha-
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tok kiilonféle részhalmazai zérusok. Példaul az

A —- X V1 :kla
X - W ngkgl‘
X+Y — 2Y vs = ksxy

reakcidrendszert leird differencidlegyenletek — amennyiben A és W koncentracidja
allando —

T = ag+ a1x + asxy

Yy = bazy,

ahol
a0:k1a>0, a1:—k2<0; a4:—k:3<0; b4=k‘3>07

a fel nem tiintetett tobbi tag egyiitthatéja pedig nulla.

A két dimenziéban érvényes Bendixson-kritérium [10] segitségével sikeriilt iga-
zolni [19, 14], hogy az (1) rendszernek csak akkor lehet pozitiv periodikus megol-
désa (amely a pozitiv koncentrdcidk oszcillaciéjanak megfelel), ha a rendszerben
a1, a4, by, by valamelyike pozitiv. Ha ugyanis aq,aq,b1,bs <0, de az (1) rendszer-
nek van pozitiv periodikus megoldédsa, akkor — a Bendixson-kritérium értelmében
oQ

opP
B (L Y) T afy(a:,y) = a1 + 2a3x + asy + by + 2b3y + by (2)

kifejezés — ahol P és @ rendre (1) elsé és mésodik egyenletének a jobb oldala
— a pozitiv sitknegyedben nem el6jeltarté. Ez azonban — az eléjelek miatt — csak
akkor lehetséges, ha a (2) kifejezésben szereplé dsszes egyiitthaté nulla. Ha (2)-ben
barmelyik egyiitthaté kiilonbozik nullétél, gy (2) jobb oldala mindeniitt negativ
lesz a pozitiv sitknegyedben, ami kizarja a pozitiv periodikus megoldas 1étezését.
Az (1) rendszer tehét

&= ag + asy + asy®

y = bo +b21’+b51’2

alaki, ennek azonban — a nemnegativ jobb oldalak miatt — nem lehet periodikus
megoldasa. Ez az ellentmondés igazolja az allitést.

Kémiai nyelven arrél van szd, hogy pozitiv periodikus megoldas felléptéhez
a reakciérendszerben jelen kell lennie egy tn. autokatalitikus reakciénak, amely
példaul a kovetkezd alaku lehet:

A+X — 2X; v =kiax
X4+Y — 2X vy =koxy

és/vagy
B+Y — 2Y; w3 =ksby
X4+Y — 2Y; vy = kyxy.
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Itt az A és B anyagfajtdk koncentracidja feltevés szerint allandé.

Linedris stabilitasvizsgalattal [11] sikeriilt bebizonyitani, hogy az (1) rendszer
porzitiv staciondrius pontjai koziil a csomdk és a fékuszok mindig stabilisak [8, 12,
37).

A Bendixson-kritérium altaldnositdsanak tekintheté Dulac-kritérium [10] segit-
ségével végiil azt is meg lehetett mutatni [25], hogy ha az (1) rendszernek van
pozitiv periodikus megoldasa — azaz a pozitiv siknegyedben zart trajektéridaja —,
akkor a rendszer

T = a1x + asxy

(3)

Y = by + bayx

alakid. Az egyiitthatok kiillonbozé eldjelkombinaciéit végigvizsgalva kideriilt az is,
hogy a pozitiv periodikus megoldés 1étezéséhez vagy (a) a; > 0, ag < 0, by < 0 és
by > 0, vagy pedig (b) a1 <0, ag > 0, by > 0 és by < 0 sziikséges.

A Dulac-kritérium alapjén elegendé egyszerii szamolassal beldtni, hogy ha az
ai, a4, by, by egytitthatékon kiviil mas egyiitthaté is kiillonbozik nullatol, gy a pozi-
tiv negyedben a

{5 <P>+3<Q)] ()= —20 % 0 0y by by by bsw
ox \ zy oy \ xy 2y x? oy 2 ylz y? oz y?
kifejezés elbjeltarté (negativ). Ez kizdrja pozitiv periodikus megoldds 1étezését.
Itt P és @ ismét rendre (1) els§ és mdsodik egyenletének jobb oldala. (Az (1)
rendszer specidlis eseteire nézve lasd az [1, 41, 42, 31] hivatkozasokat.)

Ismeretes, hogy a (3) rendszernek minden (a) vagy (b) feltétel szerinti egyiitt-
hato-egyiittesre van pozitiv periodikus megoldasa; azonban a pozitiv negyedben
a stacionarius allapotot végtelen sok zart trajektoéria Oleli koriil, amelyek nem
w-hatarhalmazai egyetlen mas trajektorianak sem, azaz egyikiik sem az alkalma-
zésokban nagyon keresett hatérciklus [13]. Igy az (1) rendszernek lehet ugyan zart
trajektéridja a pozitiv negyedben, de az nem lehet hatéarciklus.

Kémiai szempontbdl a (3) rendszer az (a) és (b) feltételekkel egyiitt rendre
megfelel a

A+X — 2X; v = kiax
X+Y — 2Y; vo = koxy
_>

Y P; vz = k3y

és az
A+Y — 2Y; vy = kiay
Y+ X — 2X; vo = koyx
X = P; vz = k3x
modellek kinetikai differencidlegyenleteinek, feltéve, hogy A koncentracidja
allandé. Lathatd, hogy az X és Y anyagfajtak jelolésének felcserélésével a két
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modell atmegy egymasba, és mindkét esetben a jél ismert Lotka—Volterra-féle
klasszikus modellel [18, 40] van dolgunk.

Kémiai nyelven azt mondhatjuk tehat, hogy a legfeljebb méasodrendii reakcio-
kat és két valtozd koncentraciéju anyagfajtat tartalmazé modellekben az egyetlen
oszcillator a Lotka—Volterra-modell, hatarciklusos oszcillacié pedig nem léphet fel.

Schuman és Té6th [32] mds — mélyebb — matematikai médszerrel bizonyitottak
az elébbi allitdsokat.

Téth és Hars [33] a kovetkezd kérdést vetik fel: Legyen adva az

T=x—aY; Y=Y —Y
Lotka—Volterra-tipusi rendszer
E=—mn=¢ (4)

linearizalt alakja. Mi az a legegyszeriibb kétvaltozos kinetikai tipusu differencidl-
egyenlet-rendszer, amely a (4) alakot 6lti, ha valamelyik staciondrius pontja koriil
linearizaljuk? A ,legegyszeriibb” fogalmat természetesen alkalmas mddon defini-
aljak. Valaszuk szerint a legegyszertibb ilyen rendszer egyértelmiien a Lotka—Vol-
terra-rendszer. Ugyanezt a kérdést megvizsgéljak az un. kétdimenziés Explodator-
rendszer esetében is, tovabba mddszert javasolnak el6irt tulajdonsagu kinetikai
rendszerek konstrukciéjara.

3.2. A hirom valtoz6 koncentracio esete

Ha nem kettd, hanem harom valtozé koncentraciéji anyagfajtat engediink meg,
akkor a reakcidkinetikai modelljeinket harom valtozés autoném differencidlegyenlet-
rendszerek fogjak leirni. Amint az kozismert, a Bendixson- és a Dulac-kritérium
nem altaldnosithaté ketténél tobb dimenzidra kiegészité feltételek nélkiil, igy
ebben az esetben lényegesen nehezebbnek tiinnek a bemutatott kétdimenzids eset-
hez hasonlé vizsgalatok.

Viszonylag egyszertien vizsgalhaté volt azonban az

T =ag+ a1z + agy + azz + a4y + asxrz + agyz + a7:£2 + a8y2 + a9z2

1§ = by + b1y + box 4 bz + bazy + bsyz + bgxz + bry? + bgx?® + byz? (5)
z=co+c1z2+ cox + c3y + cuxz + c5yz + cgry + 0722 + 08z2 + 09y2
rendszer, amelyre
ap, az, a3, ag, as, ag > 0
b07 b27 b37 b67 b87 b9 2 0
€05 €2, €3, C6, 8, C9 > 0

ar,br,cr <0
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és

AP+BQ+CR=0 (7)
teljesiil, ahol A, B és C nem csupa zérus allanddk, P, @ és R pedig rendre (5) elsé,
masodik és harmadik egyenletének a jobb oldalat jelentik. Az tin. Demidowitsch-

kritérium [2] helyes sikbeli vdltozata alapjdn sikeriilt igazolni [26], hogy e rend-
szerben nem lehet a pozitiv térnyolcadban zart trajektéria, ha

a1, a4, 0as S 0
b1,b4,b5 <0

c1,¢4,c5 < 0.

Ez kémiai nyelven azt jelenti, hogy a periodikus koncentraciévaltozasok felléptéhez
autokatalitikus reakcid, példaul

A+X — 2X; v1 = k1ax
X+Y — 2Y; vo = koxy
X+7Z — 27 vy = ksxz

jelenléte sziikséges (az A anyagfajta koncentrdcidja — azaz a — édllandd). Ez a
megallapitds eredetileg Motovénak koszonhet6 [19].

Az emlitett sikbeli Demidovitsch-kritérium alapjan ki lehetett mutatni [26] azt
is, hogy ha az (5)—(7) rendszernek van pozitiv periodikus megolddsa — azaz a
pozitiv térnyolcadban zart trajektoriaja —, akkor a rendszer

T = a4xy + a5z
Y = byzy + bsyz

Z =422 + C5Y2
alaki, amely tartalmazza az

X+Y — 2Y; v1 = kixy
Y+7Z — 27 vg = koyz
7Z+X — 2X; v3 = kaxz

modell

T =—kixy + ksxz
Y = kizy — kayz (8)
z=—ksxz + koyz

i+y+i=0
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kinetikai differencidlegyenleteit. Ismeretes [43, 39], hogy a (8) differencidlegyenlet-
rendszernek — k1, ko, k3 minden pozitiv értékére — valéban van pozitiv periodikus
megoldasa.

Kémiai szempontbdl az (5)—(6) egyenletek masodrendii reakciékbdl 4116 modell-
eket frnak le, amelyek azonban — (7) miatt — anyagdramldsra nézve zdrtnak tekint-
heték. Az igy fellépé pozitiv periodikus megolddsokat a kémikusok jelentés része
matematikai miterméknek tekinti, tehat ezekkel a vizsgdlatokkal a zart rendszer-
ben ,szabalytalanul” fellépé oszcillalé reakciémodellekre kapunk inkdbb felvildgo-
sitast.

Megvizsgaltuk [26] azt az esetet is, amikor az (5)—(7) egyenletek szerinti, zart
kémiai rendszert anyagdramlasra nézve nyiltta tessziik, aramldsos reaktorban en-
gedjiik a reakcidkat lejatszodni. Matematikailag az

Lii':P-l-ko(.’)So—l‘)
9 =Q+ko(yo—y)
2=R+]€0(20—Z)

rendszert vizsgdltuk, amelyben P, @ és R ismét rendre az (5) rendszer jobb oldalait
jelentik tovabba
kO > Oa Z0, Yo, 20 > 07

és xo, Yo, 2o legalabb egyike nem nulla. Ebben a rendszerben — anyagaramlédsra
nézve nyitott jellege miatt — a pozitiv periodikus megoldasok kémiailag mar ,lega-
lisak” lehetnek. Ezzel egyiitt matematikailag igazolhatd, hogy a rendszernek nincs
pozitiv periodikus megoldasa.

Kémiai szempontbdél azt mondhatjuk tehdt, hogy ha aramldsos reaktorban
megjelené periodikus koncentraciévaltozasokat modelleziink, akkor a modellnek
legalabb négy valtozd koncentracidja anyagfajtat kell tartalmaznia.

A Demidovitch-kritériumhoz és annak — a sikbeli valtozatot nem érinté —
Schneider-féle korrekci6jdhoz [30] illeszkedik Téth Jénos tobbdimenziés Bendixson-
tipusu tételekkel kapcsolatos dolgozata [34].

3.3. Megoldatlan feladatok

Legjobb ismereteim szerint mdig megoldatlan az a feladat, hogy az (5)—(6)
rendszernek — immaér a (7) feltevés nélkiil — melyek azok a részrendszerei, amelyek-
nek van pozitiv periodikus megolddsuk. Ez a feladat alighanem a jov6 kutatoira
marad. Erdekes lenne, ha kideriilne, hogy nem is olyan nehéz, mint amilyennek
latszik. Az oszcillaciés viselkedés olyasfajta unicitdsa, mint amelyet a kétdimenzids
esetben lattunk, itt aligha johet szdba, mivel tobb haromvaltozés reakciomodellt
ismeriink, amelyekben a periodikus viselkedésmdéd — numerikusan vagy formalis
matematikai titon — bizonyitva van. A (8) modell mellett ilyen példaul a nevezetes
Oregonétor-modell [7], vagy az Explodédtor-modell [21].

Alkalmazott Matematikai Lapok (2016)



184 POTA GYORGY

Fontos lenne az is, hogy a kémiai, biokémiai oszcillaciok tervezésére vonatkozd
— rendszerint a ,visszacsatolds” fogalmaval megalkotott — fizikai elveket egzakt
matematikai elméletekké forméljuk at. El6fordul egyébként, hogy egy-egy szerzé
a sajat vizsgdlatait abszolutizdlva megalapozatlanul mond ki altalanos feltételeket
a kémiai oszcillacid megjelenésére nézve. Téth Janos a multistacionaritds és az
oszcillacid kozotti vélt kapesolatokat birdlja, tévhiteket oszlat el [35].

Téth Jénos Simon Péterrel kézosen irt — az alkalmazasokra is kitérd — tankony-
ve [36] pedig remélhetdleg szdmos 1j kutatét toboroz a teriiletnek.

4. A széls6értékek szama

Anyagaramlasra nézve zart rendszerekben az idével megszting, kozel periodikus
viselkedés, vagy akar a csupan néhany széls6értéket mutaté koncentraciéo—idé gor-
bék is érdekesek lehetnek. Ez indokolja, hogy a koncentracié—id6 gorbéken fellép6
széls6értékek szamat megprobaljuk meghatarozni vagy megbecsiilni. Ha a kinetikai
differencidlegyenletek megoldasat zart alakban elé tudjuk allitani, akkor a széls6-
értékek szamat a derivéltak vizsgalatdaval megprobalhatjuk meghatarozni. Nincs
azonban garancia arra, hogy a benniinket érdeklé esetben a megoldast zart alakban
el6 tudjuk &llitani, rdadasul a megoldas analitikus vizsgalata nagyon bonyolult is
lehet.

4.1. Els6rendii rendszerek

Az un. els6rendii reakciérendszerekben a leiré kinetikai differencidlegyenlet-
rendszer alakja
¢ = Kc, (9)

ahol ¢ a koncentréicidk vektora, K pedig a sebességi egyiitthatékat (és esetleg a
sztochiometriai egyiitthatékat) tartalmazé matrix. A linedris differencidlegyenle-
tek elmélete [23] alapjén (9) megolddsa felirhaté a

J
cr(t) = Pei(t)ed’ k=1,2,... K (10)
j=1

alakban, ahol A, Ao,..., Ay a K matrix rendre mq,mo,...,m y multiplicitasu
kiilonbozd sajatértékei, Pyi(t), Pra(t),. .., Prs(t) pedig rendre legfeljebb mq — 1,
mo — 1,...,my — 1 fokszdmu polinomok. Ha — termodinamikai elvek és a tapasz-
talat alapjan — elfogadjuk, hogy anyagaramlasra nézve zart rendszerben csillapodé
oszcilldcié nem léphet fel, akkor a sajatértékek valésak. Az anyag megmaraddsa, az
egyensilyi koncentraciok 1étezése miatt az egyik sajatérték nulla, a tobbi negativ,
a nulla sajatértékhez tartozé polinom pedig egyszerii allandéra redukalodik.
Ezek utdn egy szellemes lemma segitségével megvizsgélhatjuk a (10) koncent-
raci6—id6 fiiggvényeket [24]. Eredményiil azt kapjuk, hogy — anyagéramlédsra nézve
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zart rendszerben — mindegyiken legfeljebb K — 2 helyi széls6érték léphet fel, ahol
K a rendszert felépitd anyagfajtdk szdma (tehat (9) dimenzidja).

s

Itt tehét a koncentracio—ido6 gorbéken fellépo szélsoértékek szama nem noveked-
het egy korlat f6lé akkor sem, ha a kezdeti koncentraciékat tetszéleges mértékben
megnoveljiik.

4.2. A nemlinedaris eset

A zért alakban eléallitott megoldds vizsgalatanak korlatai sejlenek fel az

A — X, v = kla
2X — P vy = kox?

modell esetében, amelynél az a, © koncentraciokra

a=—-v1 = —ka
T =0 — 2uy = k1a — 2kox?
a(0) =ag >0
z(0)=0

érvényes. Az X anyagfajta koncentrécidjara tehat

JJ(t) = k‘laoe_klt — 2k52$2(t)
2(0)=0

teljesiil, amelynek analitikus megoldédsa egy Bessel-fiiggvényeket tartalmazd, bonyo-
lult kifejezés [3, 16]. Ha azonban észrevessziik, hogy

#(t) = —k2age ™t — dkox(t)i(t)

alapjan a helyi szélséérték € helyén — (€) = 0 miatt — (&) = —k?age "¢ < 0,
akkor kovetkezik, hogy tetszéleges helyi szélséérték csak helyi maximum lehet.
Ezzel — egyszerti iton — jelentdset 1éptiink elére az z megoldas gorbéjén fellépd
helyi széls6értékek szdmdnak becslésében. [28]

Mindez természetesen nem jelenti, hogy ne kellene torekedniink a zart alaku
megoldasok eléallitaséra.

Ha nem tudjuk a megoldast zart alakban el6allitani, vagy ennek vizsgalata
nehézkes, hasznosnak bizonyulhat egy ilyen — viszonylag egyszerti — tétel is [22]:

Legyen a valds, és legyen f(x)-nek Z szdmu zérushelye a 0 < x < +oo inter-
vallumban. Ekkor az

af(z)+ f(x)
fliggvénynek ugyanitt legaldbb Z — 1 zérushelye van.
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E tétel egy egyszerii altalanositdsat a magasabb rendii derivaltakra alkalmaz-
va sikeriilt megadni [27] a t&bb helyi széls6érték felléptének bizonyos sziikséges
feltételeit a kovetkez6 rendszerben:

i(t) = kopoe """ — af(x(t))y" (t) — ag(x(t))

y(t) = (C =0)f(z(t)y"(t) + (c = b)g(x(t)) — kay(?) (1)
z(0) =

y(0) =

ahol kg, pg,a,b,c > 0 éllanddk, ¢ — b > 0, n > 1 pozitiv egész; feltettiik, hogy
£(0) = ¢(0) = 0, tovdbba f'(z) > 0, és ¢’(x) > 0, ha = > 0.

Megallapithaté volt, hogy a (11) kezdetiérték-feladat tetszdleges pozitiv (z,y)
megoldasa esetén

k
(a) k—o < n, ha z-nek egynél tobb helyi széls6értéke van;
2

k

b) -2 < 1, ha y-nak ketténél tobb helyi széls6értéke van.
k
2

Kémiai szempontbdl (11) a

P - X v = kop

aX +bY — cY; vy = f(x)y™, e¢>bn>1 (12)
aX — (c—b)Y; vy = g(x)
Y = Q vy = kay

tipusi modelleket irja le anyagdramlasra nézve zart rendszerben. A (12) egyenletek
{a=b=1; c=2; n=1; f(z) =kix; g(x) = ksx}

esetén megadjdk példdul a klasszikus Lotka-modellt [17] a nem katalizalt 1épéssel
egylitt, az

{a=10=2; c=3; n=2; f(z) =kiz; g(x) = ksz}

esetben pedig a teljes Autokataldtor-modellt (lasd [15] a referencidkkal egyiitt).
Ha az el6bbi (a) és (b) egyenl8tlenségek a < jellel teljesiilnek, akkor — a (12)
reakciokbol szemléletesen is lathatéan — a P kiindulasi anyag fogyasa kismértéki, a
rendszer kozel van a nyitott allapothoz, amelyben P elfogy6 mennyisége bearam-
lassal pétlédik, s igy koncentracidja dllandé marad. Ha ez az anyagaramlésra

nézve nyitott allapot csillapodé vagy csillapitatlan oszcillacidval jar, k—o kicsiny

értéke anyagaramlas nélkiili, zart rendszerben varhatéan kedvez a szélséértékek
megjelenésének. Igy érthetd meg az (a) és (b) egyenlétlenségek kémiai tartalma.
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4.3. Megoldatlan feladatok

Ismereteim szerint megvalaszolandé kérdés maradt, hogy melyek azok a kine-
tikai tipusu differencidlegyenlet-rendszerek (és a hozzdjuk kapcsolédé reakcidkine-
tikai modellek), amelyekben a megolddsok gorbéin véges szdamu helyi széls6érték
léphet fel, s a széls6éértékek maximalis szama a kezdeti értékektdl és az egyéb para-
méterektol fiiggetlen. Itt nyilvan szélesebb osztalyok azonositdasara kell gondolni.
A mintédt a kordbban targyalt elsérendii kinetikai rendszerek szolgéltathatjak. Fel-
vethet6 az is, hogy egy-egy modellben vagy modellcsoportban a paraméterek és a
kezdeti feltételek milyen kombindcidja sziikséges és/vagy elegendé meghatérozott
szamu helyi széls6érték felléptéhez. Erre az el6bb targyalt nemlinearis eset adhat
mintat.

Még érdekesebb kérdés, hogy melyek azok a kinetikai tipusu differencidlegyenlet-
rendszerek (és a hozzdjuk kapcsolddd reakcidkinetikai modellek), amelyekben a
megolddsokon — adott paraméterek és kezdeti értékek esetén — véges sok helyi szél-
s6érték mutatkozik ugyan, de a szélsGértékek szama a kezdeti értékek alkalmas

megvalasztasaval korlatlanul nohet.
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SOLVED AND UNSOLVED PROBLEMS IN THE THEORY OF OSCILLATORY REACTIONS

GYORGY POTA

In the oscillatory reactions — when the reaction system is well-stirred, that is, spatially
homogeneous, moreover its temperature, pressure and volume are constants — the concentration
vs. time curves of some species exhibit a large number of local extrema — temporal periodicity
appears in the system. In the systems that are closed to matter inflow and outflow this peri-
odic behaviour is only transitional; it ceases after a time period and the system — essentially
monotonously — tends to its equilibrium state. In the systems, however, that are open to matter
inflow and outflow the undamped periodic behaviour can continue until the end of the matter
transport.

For the theoretical study of an oscillatory reaction we investigate the associated autonomous
kinetic differential equation system. However, this system is usually non-linear so we can only
rarely present its solution in a closed form. In the case of infinitely many local extrema that
correspond to periodic behaviour, we investigate the conditions of the appearance of a positive
periodic solution. In the case of finitely many local extrema we can try to estimate the number of
the local extrema and the dependence of the latter on the parameters and the initial conditions.

Here we survey some earlier theoretical results on oscillatory reactions. Under appropriate
conditions we show that the prerequisite of strictly periodic behaviour is the presence of an
autocatalytic reaction and that there is an unique reaction scheme that produces strictly periodic
concentration changes.

We also survey some results on the number of local extrema that can be assumed by the
solutions of the corresponding kinetic differential equation system.

We also present some — to our best knowledge unsolved — problems in the hope that these
will interest the readership of this journal.
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