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Szazotven évvel ezel6tt, 1860. janudr 27-én halt meg Bolyai Janos, a magyar ma-
tematika és dltaldban a magyar tudoméany legnagyobb alakja. Az 6 emlékére adjuk
ki ezt a kotetet, mely bizonyara csupan egyike lesz a megemlékezo kiadvanyoknak.
Ugy gondoljuk, helyénvald, hogy egyben megemlékezziink apjarol, Bolyai Farkas-
rél, aki szintén vildghirti matematikus és polihisztor volt, tovabba a nemrég elhunyt
Kiss Elemérrol, a Bolyai-kutatdas mar életében klasszikussa valt egyéniségérol.
Szomoru kotelességiink, hogy legalabb az el6széban megemlékezziink a Bolyai-
irodalom maésik klasszikusarél, Vekerdi Laszlordl, aki néhany héttel ezelott hagyott
el benniinket, és akinek a temetése éppen Bolyai Janos haldlanak szazotvenedik
évforduléjan tortént.

Kotetiink, a fentieken kiviil, matematikatorténeti Gjdonsdgokat, geometriai és
kisebb részben fizikai iranyokrdl sz6l6 munkékat tartalmaz. A Bolyaiaknak az ana-
lizishez kapcsol6dé kéziratairdl szamol be Kiss Elemér és Szabé Péter Gabor dolgo-
zata. Sajnalatos aktualitdst is ad a munkéanak Kiss Elemér kozbejott halala. A 2006.
augusztusi Bolyai-tabor eléaddi még egyiitt latogathattdk meg 6t marosvasarhe-
lyi lakasan, el6adasat személyesen mar nem tudta megtartani. Kedves feleségével,
Agival7 orommel fogadta latogatdit, atadta nekik munkéjanak frissen megjelent 1j
kiadasat. Négy nappal késébb hunyt el.

Bolyai Farkas sorelméleti vizsgalatairdl Sandor Joézsef és Olah-Gal Rébert dol-
gozata a szakértOknek is sok tjdonsaggal szolgdl. Sz6 esik benne a kor neves szemé-
lyiségérol, Szasz Karolyrol, akivel Janos, késébb Farkas is egytittmiikodott. Szabd
Péter Gabor és Olah-Gal Robert dolgozata Bolyai Farkast, mint fiat levélben ta-
nité atydt mutatja be. A kockakett6zés tun. déloszi problémajit — a kor akkori
szintjén — kozelité szerkesztésekkel, korzén, vonalzon kiviili tobbleteszkozok hasz-
nélataval mutatta be. Ismeretes, hogy Bécsben Bolyai Janos a szogharmadolason és
a kornégyszogesitésen kiviil foglalkozott e nevezetes szerkesztési problémaval is. Ma
mar persze tudjuk, hogy ezek a problémak euklideszi szerkesztéssel nem oldhatok
meg.

Szab6 Péter Géabor 1j eredménye Bolyai Janos biivos négyzet probléméjat
altalanositja.

Weszely Tibor dolgozata Bolyai Farkas hires , kudarcat” eleveniti fel. 1804 szep-
temberében és 1808 decemberében két levelet is irt egykori egyetemi baratjanak
Karl Friedrich Gaussnak, melyekben az euklideszi parhuzamossdgi axiomét vélte



bebizonyitani. Figyelemre mélté Gauss elso valaszlevelének barati hangneme, mely-
ben ramutat Farkas hibdjara. A mésodik levélre Gauss mar nem valaszolt. Ekkor
keletkeztek a Bolyai Farkas-féle helyettesit6é axiomak, melyekre Farkas még élete vé-
gén is visszatért. Ebbol a kudarcbdl fakadt fidhoz irt aggddd levele: .. .. az Istenért
kérlek! hagyj békét a parallélaknak . ..!”

Bolyai ,,ujj més vilaga’-hoz kapcsolddik ifj. Boroczky Karoly tanulménya a hi-
perbolikus tér diszkrét geometridjardl. Fejes Téth Léaszlé koriil magyar geométerek
nemzetkozi hirti iskolaja alakult ki az 1950-es évektdl kezdédéen. Tagjai a hiperbo-
likus geometria jéval nehezebben megkozelithetd teriiletén is vizsgaltak a klasszi-
kus és tjszerti témakoroket. Egészen napjainkig vezet benniinket a szerzd, idészeri
megoldatlan problémékat is emlitve.

Molnar Emil, Prok Istvdn és Szirmai Jend dolgozatdnak témaja kozel all
az el6z6 dolgozatéhoz: olyan kovezésekrél szdl, melyek egy paramétertol fiiggd
poliédersereg egybevagd példdnyaival szabdlyosan (azaz egy szimmetriacsoport sze-
rint) toltik ki a teret. A paraméter kezdeti értékére kordbbrol ismert euklideszi
térkovezést kapunk, a tovabbi végtelen sok egész értékre viszont hiperbolikus tér-
kovezést. Szamitogép segiti a szemléltetést, ami kapcsolddik napjaink kutatdsi méd-
szereihez és eredményeihez.

A kovetkez6 két dolgozat differencidlgeometriai jellegli. Oldh-Gél Rébert dol-
gozata a hiperbolikus sik euklideszi térbe torténd, metrikusan hii bedgyazhatdsaga-
6l sz6l. J6l ismert a Beltrami-féle traktrix-feliilet (két trombita’feliiletnek egy kor
menti dsszeragasztdsdval), melyen kicsiben (lokdlisan) a hiperbolikus sik metrikus
viszonyai érvényesek. A feliilet éle viszont ,szingularitast” jelent a bedgyazasban,
mely a haromdimenziés euklideszi térben nem is sziintetheté6 meg. Maig nincs vég-
leges megolddsa a teljes hiperbolikus sik (szingularitdsmentes) bedgyazhatdésdgdrol
sz016 Blanusa-problémanak.

Szenthe Jénos dolgozatdnak Riemann hires habilitdcids el6addsa (1854) a ki-
induld pontja. Bolyai Janos 4j hiperbolikus geometridja, mint allandé negativ gor-
biiletii tér a Riemann-geometridnak specidlis esete. A szerz6, sajit eredményeit is
beleszove, rovid attekintést ad a Riemann-geometriardl és tovabbi altalanositasai-
rél.

A differencidlgeometriai terek és a modern fizikai térelméletek kapcsolatat te-
kinti 4t Toré Tibor ismerteté tanulmanya, mely a Bolyaiak filozofikus meditécidi-
bél indul ki a koriilottiink 16vé fizikai tér (,az {ir”) természetérdl, és eljut Einstein
yalmahoz” a fizika geometrizalasanak mai programjahoz. A t6bb Nobel-dijjal is ju-
talmazott kutatasokon kiviil persze még kérdéses iranyok is csabitjak a mai fizikust
és matematikust.

A 150. évfordulé alkalmébdl 2010. januar 27-én Bolyai Janos eredeti sirjét
kopjafival jelolték meg a marosvasarhelyi reformatus temetSben. Olah-Gal Rébert
és Bandi Arpad kezdeményezésére szamos marosvasarhelyi személyiség alapitott igy
1j emlékhelyet a XIX. szédzad legnagyobb magyar matematikusanak, ahogy errél
Weszely Tibor beszamol a Természet Vilaga 2010. februari szamaban.

Budapest, 2010. mdjus 20.



KISS ELEMER, 1929-2006

PREKOPA ANDRAS

Ha Csikszeredébdl délkeleti irdnyba a féiton elindulunk, az Olt volgyében haladva
eljutunk Csikszentmértonba, és ha ott az északkeleti iranyd melléktutvonalon ha-
ladunk tovabb, akkor Csikbankfalva és Csikszentgyorgy utan eljutunk Csikména-
sagba. A telepiilés nevét roviden Ménasagnak, vagy az ékezetet elhagyva, Mena-
sdgnak is mondjdk. A név egyesek szerint a malnds, masok szerint a ménes szébdl
ered. Orban Balédzs lelkesen ir a Taploca volgyében, havasok kozé rejtett, maga-
nyos székely falurdl, mely freskékkal diszitett miiemlék templomérdl nevezetes.
Tovabbi nevezetessége az, hogy idevaldsi a kivalé matematikus Kiss Elemér, a
Bolyai-kutatas klasszikusa, a Magyar Tudoméanyos Akadémia kiilsé tagja. Bras-
soban sziiletett, 1929. augusztus 25-én, am a csaldd csak rovid ideig élt a nagy-
varosban, magukat ménasigiaknak tartottak, ott éltek az anyai felmendk, ott volt
tanité az édesapa, hosszi idén at. Elemér egész életében rajongva szerette a termé-
szetet, gyerekkordban sokat barangolt a Ménasagot kornyezo6 hegyekben. Egyébként
is sportos ember volt, életének utolsd éveiben is rendszeresen gyalogturazott, sizett
a marosvasarhelyi Somosteton, és mashol, a hegyekben. Négy évvel ezelGtt egyiitt
végigjartuk az erdélyi Bolyai-emlékhelyeket, pillanatok alatt felkiszott Domaldon
Bolyai Jdnos édesanyjénak, Arkosi Benké Zsuzsannénak egy magas dombtetén 1évo
sirjdhoz. A 2006 tavaszan elvégzett silyos gyomormiitét utdn, amikor masok mar
tudtak, hogy nincs remény életének megmentésére, feleségével hosszi gyalogturat
tett Csiksomlyén. Ilyen allhatatos volt a tudomanyos munkédban is. Haldla el6tt
néhany nappal, dgyban fekve diktélta utolsé, ,,Bolyai Janos szdmelméleti eredmé-
nyeinek utédélete” cimili dolgozatat, melyet a szintén matematikus felesége vetett
papirra. A dolgozat keltezése 2007. augusztus 18, az eredeti terv szerint masnap,
19-én kellett volna az abban foglaltakrdl el6adast tartania egy Marosvasarhelyen
rendezett tudomanyos konferencian. Az elkésziilt kézirat alapjan az eléadast masva-
laki megtartotta, Kiss Elemér mar nem tudott felkelni az 4gybdl. Augusztus 23-4n
halt meg, 25-én, 77. sziiletésnapjan temettitk el Marosvasarhelyen, nem messze
a Bolyaiak sirjatdl, akik koziil elsésorban Janos oly sokat foglalkoztatta.

Eletének f8bb dllomésai a kovetkezok. 1936-1940 kozott a ménasagi elemi isko-
laba jart, majd 1940-1948 kozott a Csikszeredai Katolikus Fégimnazium tanuléja
volt, ott is érettségizett. Fzt kovette a kolozsvari Bolyai Egyetemen eltoltott ha-
rom év, 1948-1951 kozott, melynek végén matematika-fizika szakos tanari diplomat
szerzett. Az egyetem elvégzése utan tiz éven &t tanitott matematikat a négysziz
éves, hirneves, marosvasarhelyi Bolyai Farkas Elméleti Liceumban, egy év megsza-



kitéssal, amikor Szaszrégenben tanitott. 1961-1978 kozott adjunktus volt a maros-
vasarhelyi Pedagégiai Féiskolan, mely 1978-ban Uzemmérnoki Intézetté alakult,
ahol azutdn docensként miikodstt 1990-ig. Az intézmény 1990-ben Petru Maior
néven egyetemmé alakult, ett6l kezdve Kiss Elemér ennek volt az egyetemi ta-
nara 1999-ben bekovetkezett nyugdijazasaig; 19761985 kozott tanszékvezetd volt.
Uténa is tanitott még az egyetemen harom évig. Kézben megalakult az erdélyi ma-
gyar nyelvi Sapientia Egyetem, melynek Kiss Elemér 2001-ben professzora lett. Itt
tanitott haldlaig.

1974-ben a kolozsvari, akkor mar Babeg-Bolyai néven miik6do egyetemen ma-
tematikai doktoratust szerzett. 1962—1965 kozott tagja volt a Roméniai Matema-
tikai Tudoméanyos Térsasag vezet&ségének. Husz éven at tagja volt a kolozsvari
székhelylt Matematikai Lapok szerkesztObizottsaganak, a lapnak alapité tagja is
volt. 2001 méjusaban a Magyar Tudomanyos Akadémia kiilsé taggd valasztotta,
2006 tavaszan Marosvéasarhely diszpolgara lett.

Kutatémunkajanak els6 szakaszaban algebraval foglalkozott, ebbdl irta doktori
disszertaciojat is. Eredményei nemzetkozi viszonylatban is jelentosek. Altalanosi-
totta a gyliri centruméanak a fogalmat, majd ennek segitségével megszerkesztette
a nemkommutativ gylrik egy fontos osztalyat, melyben a kommutativ gytriik
tobb fontos tulajdonsdga érvényes. Sziikséges és elégséges feltételt adott algebrai
egyenletek kozos gyokeinek 1étezésére, és altalanositotta Hurwitz egy fontos tételét.
Bevezette a félmodulusok koidedljanak a fogalmat, melyet méasok is eredményesen
hasznaltak. Ennek segitségével sikeriilt a félmodulusok kategéridjaban az egzakt
sorok létezését biztositani és tanulmanyozni. A t6bb mint szédz publikdcidja koziil
az els6 harmincban szdmolt be algebrai vonatkozastu eredményeirdl.

Legjelent6sebb tudoményos eredményei a Bolyai-kutatdssal kapcsolatosak.
Bolyai Janos a nemeuklideszi geometria felfedezésével forradalmasitotta a mate-
matikat, hatassal volt az egyetemes emberi gondolkodasra az axiomatikus médszer
széles korii elterjedése révén és mas maédon is. Felfedezését értetlenség, ledorongo-
las fogadta, ezért az 1831-ben megjelent Appendixen kiviil mast nem publikalt, &m
hatrahagyott tizennégyezer oldal kéziratot. Ebb6l haromezer a matematikat tartal-
mazdk szama. Mint ismeretes, évekkel Bolyai Janos 1860-ban bekovetkezett halala
utdn az Akadémia a kéziratokat Marosvésarhelyrél Pestre hozatta, ahol azokat egy
akadémiai bizottsag negyedszazadon at vizsgalta, csekély eredménnyel. Néhany,
viszonylag konnyen olvashaté kéziratot németre forditottak, melyek elemzését az-
utdn a német Stéckel végezte el, és tette kozzé cikkekben és egy 1913-ban németiil,
majd egy év mulva magyarul is megjelent, a két Bolyairdl sz6lé monografidban.
A Teleki Tékaban elhelyezett kéziratok rendezésére és a nem matematikai jellegiiek
feldolgozasara a masodik vilaghabort utan keriilt sor, a matematikai jellegliek tl-
nyomé részének azonban még az elolvasasa sem tortént meg a huszadik szézad
végéig. Az elszantsag és a szakértelem Kiss Elemér személyében taldlkozott. A kéz-
iratok tobb mint tizéves, a legaprébb részletekbe mend, szakszerti tanulmanyozasa
révén kimutatta, hogy azokban olyan tudoményos eredmények, , matematikai kin-
csek” talalhaték, melyek djak voltak a maguk koraban, és melyekkel Bolyai évti-
zedekkel megelézte azokat, akiknek az eredményeket késébb tulajdonitottak. Ilyen



pl. az a kozismert szamelméleti tétel, melyet Jeans harmincnégy évvel Bolyai ha-
ldla utan kozolt és ma tankonyvanyag. Ezzel megdolt az a nézet, hogy Bolyai az
Appendixben foglalt eredményein kiviil érdemlegeset a matematikdban nem alko-
tott, leszamitva a komplex szamok elméletének a megalapozasat, melyrél szl irdsa
régdta ismeretes volt.

A Bolyai kéziratoknak mar az elolvasasa is rendkiviil nehéz. Bolyai feljegyzé-
seit gyakran nem tiszta papirra irta, hanem olyanra, ami éppen rendelkezésére allt:
kisfianak mar teleirt iskolai fiizetébe, szinlapokra, boriték hatlapjara és sajatos, ne-
hezen kovethetd jeloléseket, terminoldgiat hasznalt. Ezekbdl izelitét kaphatunk, ha
fellapozzuk Kiss Elemérnek a kutatdsi eredményeit tartalmazdé, 1999-ben megje-
lent ,Matematikai kincsek Bolyai Janos hagyatékabdl” cimli konyvét, ami maga is
matematikatorténeti gyongyszem. A konyv angolul is megjelent, a vildg minden je-
lent6s konyvtaraba eljutott, és fontos szerepet tolt be a magyar kulturélis értékek
nemzetkozi megismertetése terén. A konyvon kiviil tobb tucat, részben nemzet-
kozi forumokon publikélt cikkben is beszamolt eredményeirdl. A nem matematikai
tartalmu kéziratokat is tanulményozta, és olyan, addig nem ismert Bolyai levele-
ket talalt, melyek az apa és fiu személyes kapcsolatat helyezik 1j megvilagitasba.
Elmondhatjuk, Kiss Elemér lényegesen gazdagitotta a Bolyai Janossal kapcsola-
tos ismereteinket. Bolyai Jdnos 4j, emberi arcat évtizedekkel ezel6tt Benkd Samu
rajzolta meg. Kiss Elemér munkéssaga teljessé tette a képet, a magyar tudomany
legnagyobb alakja matematikusi arculatanak a teljes kori feltarasa révén, mikozben
felfedezései Bolyai Janos emberi arculatdnak a jobb megismeréséhez is hozzasegi-
tettek. 2002-ben, amikor Bolyai Janos sziiletésének 200. évforduléjat tinnepeltiik
Budapesten egy nemzetkozi tudoményos konferenciaval, Kiss Elemér volt az egyik
féel6add, aki meghivott eldaddként akkoriban Eurdpédt és Amerikat is bejarta, hogy
kutatasi eredményeir6l beszamoljon. Tudomanytorténeti felfedezései alapvetd fon-
tossaggal birnak, és joggal szereztek szamdra nemzetkozi hirnevet. Felesége, Agi,
hiiséges tarsa volt, nem csak az élet viszontagsagai kozott. Matematikusként hoz-
zaérté médon segitette férje Bolyaiakkal kapcsolatos kutatasat.

Ezen a ponton érdemes megjegyezni azt, hogy a Bolyaiakrol, féleg a régebbi
szépirodalomban kialakitott kép, els6sorban Benké Samu és Kiss Elemér munkés-
sdganak betudhatdan, szinte teljesen elavult. Apa és fia, mindketten indulatos em-
berek lévén, gyakran civakodott, 4&m kapcsolatukat elsésorban az egymas iranti
nagyrabecsiilés és a gyongéd érzelmek sokkal inkabb jellemezték. Jéllehet Janos
élete utolsd szakaszaban ugyanabban a varosban, Marosvasarhelyen lakott, mint
apja, mégis megromlott egészségi allapotuk miatt gyakran inkabb leveleztek egy-
massal, mintsem vallalkoztak volna a hosszu gyalogitra, hogy személyesen beszéljék
meg a matematikai problémakat és a napi dolgokat. Ezek a levelek is el6keriiltek
a faradhatatlan kutatémunka kozben, és taniskodnak a két zseni egymashoz vald
viszonyarol.

Kiss Elemér dolgozatai kozott a fent emlitetteken kiviil szamos egyéb, érdekes
mil taldlhatd, egy résziik alkalmazdsi jellegii. Apja, a ménasigi tanits, szabad
idejében méhészkedett, és Elemér kedvenc olvasmanyai kozé tartozott apjanak egy
méhészeti szakkonyve. Ennek hatasara kezdett foglakozni a méhek épitkezésének



geometriai problémdival. Két dolgozata is megjelent e témakorbol, egy fiatalkori és
egy tizenhat évvel ezel6tti. Alkalmazasi szempontbdl igen érdekes az a dolgozata
is, amelyet Szentpéteri Jozsef orvosprofesszorral kozosen irt a fogak csicsainak
mozgasarol a ragéas folyamata alatt.

Kiss Elemérnek nem csak a tudomanya, de embersége is példamutatd volt.
Onzetlen volt a tanitvanyok nevelésében, az ismeretek ataddsdban, és habitusét
paratlan szerénység jellemezte. Igaz, Fejér Lipot szavaival élve, neki volt mire sze-
rénynek lennie. Egy alkalommal Levente fidnal, csaladja korében toltottem vele
egy estét, és egy széval sem emlitette, hogy néhany nappal azel6tt Marosvasér-
hely varosa diszpolgarava fogadta. Haldla silyos veszteség a nemzetkozi Bolyai- és
matematikatorténeti kutatas szdmara. Személye és munkdssaga vilagito faklya lesz
generaciok szamara.



A MATEMATIKAI ANALIZIS PROBLEMAI A KET
BOLYAI KEZIRATOS HAGYATEKABAN!

KISS ELEMER, SZABO PETER GABOR

Bolyai Farkas és Bolyai Janos kéziratos hagyatéka nagy részének a kozelmultban
tortént feltardsa ravilagitott a szamelmélet és — Bolyai Janos esetében — az algebra
teriiletén végzett — eddig nem ismert —, sikeres munkassdgukra [12, 22]. Igen hasz-
nosnak bizonyult a két matematikus kéziratainak egyiittes tanulményozasa, jegyze-
teik 6sszehasonlitasa. fgy sikeriilt feltérképezni tobb olyan matematikai problémat,
ahol vizsgalataik taldlkoztak [22].

A két Bolyai — apa és fit — életiik folyamdan szdmos levelet véltottak egymaés-
sal. A levelek hiien mutatjak be a két tudés matematikus mindennapi gondjait és
az Oket foglalkoztaté tudomanyos problémaikat. Igaz, hogy az 1990-es évek koze-
péig megismert levelek (mivel feldolgozdik nem voltak matematikusok) csak elvétve
tartalmaznak matematikai szovegrészeket. Csak a kéziratos hagyaték ujbdli atvizs-
galdsa soran keriiltek elé azok a matematikai tartalmu levelek, amelyeket olvasva
értesiilhetiink az Oket foglalkoztatoé kérdések nagy részérol. Tulzds nélkiil mond-
hatjuk, hogy minden problémé&jukat megirtdk egymasnak, vagy — miutan ismét egy
varosban laktak — megbeszélték egymassal. Tudomanyos gondolataikat kicserélték,
egymas eredményeit elismerték. Nem volt versengés kozottiik. Emlékezziink csak
arra, hogy Bolyai Janos mér a nevezetes temesvéri levélben ko6zos gondolkodasra
kéri apjat a binomidlis sorral kapcsolatban: ,Errdl a matéridrol még értekezddink;
negativ exponensekre is majd megprobdaljuk” (1565/17).

A két Bolyai kézirataiban gyakran taldlkozunk a matematikai analizis targyko-
rébe tartozo feljegyzésekkel is. Meglehet, hogy az analizishez f(iz6d6 vizsgalatokkal
nem értek el olyan latvanyos eredményeket, mint mas teriileten, mégis ugy véljiik,
érdemes és sziikséges feltérképezni a matematika e fejezetéhez tartozé gondolatai-
kat is.

A rendkiviil tehetséges Bolyai Jédnosban igen koran feltiint a matematika
iranti fogékonysdga. Gyermekkordban — akar késébbi élete folyamén is — termé-
szetesen a matematika minden &ga érdekelte. Bolyai Farkas 1816. &prilis 10-én
Gausshoz irt levelében olvashatjuk: ,Az én (13 és 1/4) esztendds fiam. .. kedveli
a differencidl- és integrdlszamitdst és rendkivil készséggel és konnyedén szamol ve-
liik. .. ” [6, 81. old.]. A Bécsben tanulé fidt — 1818. szeptember 10-én — pedig {gy
biztatja: ,Olvasd ... FEulert, La Croiz. Traité Elémentaire du Calcul differentiel et

LA kutatds egy részét az Arany Janos Kozalapitvany tdmogatta.



intégral, La Grange Théorie des Fonctions etc.” [6, 99. old.]. Csak megjegyezziik,
hogy Lagrangenak ezt a konyvét Bolyai Janos még 53 éves koraban is ,nézegette”
[12, 181. old.]. Bolyai fiatal kordban magatdl taldlta, hogy

lim (1 + k) =P
m— 00 m

(1389/1). A mar emlitett temesvari levél haromnegyed részében a binomiélis sor-
rél értekezik. Domaldrél 1844-ben tudatja apjaval, hogy , Az integrdalszamitdsban
is tomérdek g, kénnyd, tiszta tanom wvan...” [12, 151. old.]. Kéziratainak olda-
lain gyakran olvashatunk az analizissel kapcsolatos kijelentéseket: ... derék tanok
mellett. .. hiba volt az integrdltanban is nagyon sok.” (194/5) vagy ... az integrdl-
szamidtdsban tobbet, kimeritdbbet szdndokolok adni. .. ” (1032/13Y).

Széndssy Barna doktori disszertaciéjdban [23] méar 1937-ben ramutatott
Bolyai Farkas infinitézimalis gondolataira, majd kés6bb ezekrdl a ré jellemz6 ala-
pos, részletes beszdmoldkat kozolt nevezetes két konyvében [24, 150-155. old.] és
[25, 139-144. old.]. A tanulményokat Bolyai Farkas konyvei [2, 3, 4] alapjan irta.
Amint Szénéssy megallapitja Bolyai Farkas eredeti kutatésai az analizis terén f6kép-
pen a végtelen sorok konvergencidjival kapcsolatosak. Széndssy nem olvas(hat)ta
Bolyai Farkas és Bolyai Janos kéziratait. Talan ez lehet az oka annak, hogy disszer-
taciéjanak 7. oldalan megjegyzi: ,,Bolyai valdsziniileg nem ismerte Cauchyt, kinek
nevét meg nem emliti miveiben”. Ugy gondoljuk, hogy Széndssy Barnanak ezt a
mondatat kiegészithetjiik, pontosithatjuk. Bolyai Janos kézirataiban szamos alka-
lommal emliti Cauchy nevét, tébbek kozott apjahoz 1844-ben irt egyik levelében is
[12, 152. old.]. De Cauchy neve Ettingshausen kényvében is el6fordul [9, 165. old.],
ezt a konyvet viszont Farkas is ismerte. A [4, 175. old.]-ben {gy ir: ,....nézze a ta-
nulé a derék Ettingshausent.”.

A Bolyaiak ismerték egymas munkait, s az analizissel foglalkozé {rasaikban is
tobb kozos problémaval foglalkoztak. Bolyai Janos szamos esetben hivatkozik apja-
nak a Tentamenben kozolt eredményeire. Példdul: ,,a mind egyjegyt izekbdl [tagok-
bél] dllié sor m-edik ize = u,, sn bdrmely nagy pozitiv szdm, még ha m™u,, — 0 is,
abbdl sem kovetkezik az, hogy a sor véghatdros [konvergens|. Az Olivier* ismertetd
jele [kritériuma] conversdja [forditottja] elsietett s hamis lévén a Tentamen 1. da-

2Ki volt Olivier? Benks Samu [6, 311. old.] azt irja, hogy Olivier August (1829-1876) svajci
matematikus. O azonban nem lehet, mert Bolyai Farkas 1848. janudr 18-an azt irja Gaussnak:
»Mintegy 17 évvel ezeldtt kiildtt nekem egy volt tanitvdnyom Bécsbdl (valdsziniileg Ettingshausen
novendékeként) egy céduldt ezzel a felirdssal: A sorok konvergencidjdnak Olivier dltal djonnan
felfedezett kritériuma” [6, 202-203. old.]. Tehdt Bolyai 1831-ben kapta a céduldt, akkor az emlitett
Olivier August 2 éves volt. 1843-ban is [4, 375. old.] azt irja Bolyai Farkas, hogy Olivier kritériumé&t
»eqy hajdani kedves tanitvdnyom Bécsbdl irta volt, azéta sehol emlitve nem taldltam, de Burg
Matematikdjdban (melyet magdt még nem ldttam) meg van mutatva” (Burg, A. [6, 305. old.])
Misik helyen [4, 379.old.]: ,megkapvin a Burg kényvét...”. Sain Mdrton ,Nincs kirdlyi ut!”
c. kényvének 705. és 827. oldaldn szerepel Olivier, Theodore (1793-1853), akit Sain a sorok
elméletével foglalkozé matematikusok kozé sorol. A 'Lexikon bedeutender Mathematiker’ szerint
Th. Olivier geométer volt. Abrazolé geometriai kényvet irt. Ezt {rja Florian Cajori is [8, 296. old.].
K. Knopp [13, 175. old.] egyik ldbjegyzetében Olivier L.-rdl ir, aki a Crelle-féle folySirat 1827.
Bd. 2., S. 34-ben kozdlte a kritériumdt. Széndssy is L. Olivier-t ir [23, 23. old.], valésziniileg



rabja [I. kotete] 308. lapjdn, mint Atydm is megmutatta rakvdn elmésen oly sort
dssze, hol a sor tagjai a 0-hoz tartanak, de a sor dsszege — 00.” (711/1)

A Tentamen 1. 308. oldaldn valéban megtaldljuk az ,elmésen” sszerakott sort,
ez pedig az

(1) i ly
sty

vagyis a harmonikus sor. A sor divergencidjanak bizonyitasdt a Tentamen I. 152—
153. oldalédn végzi el Bolyai Farkas.

Bolyai Janos apjatdl kiilonb6z6 médon bizonyitja be ugyanezt a kovetkezd
gondolatmenettel (26/8): ha (1) konvergens, azaz

Lyl o
2 3
lenne, akkor
(2) 1+1+1+...+1+1+...:1+1+1+...+1(1+1+1+...):
3 5 2 4 3 5 2 2 3
SIS S
3 5 2
alapjan
NI SV N
3 5 2 2 4 6

adodik, ami lehetetlen, mert ha tagonként Gsszehasonlitjuk az 6sszegeket

1 1 1 1 1 1
2 371 5°7%
a bal oldalon 1évék mind nagyobbak, mint a jobb oldalon 1évék. Erdemes ezt 6ssze-
vetni a [19, 21-23. old.]-ben taldlhaté bizonyitassal. Latjuk, hogy Bolyai ,megtaka-
ritja” a (2)-beli felbontds jogossdgdnak indokldsét.

Jol ismert tény, hogy a harmonikus sorrél Nicole Oresme (1323-1382) bizo-
nyitotta be el6szor, hogy divergens. A Bolyaiak is tudtdk ezt. Valészintileg Mon-
tucla [18] kényvébdl, amelyet mindketten olvastak (Montucla Oresmet koényvének
II. kotetében a 663. oldalon emliti), de egészen biztosan Gauss és Ettingshausen
konyveiben is olvastak ugyanezt.

Széndssy Barna megjegyzi [25, 141. old.], hogy Bolyai Farkas ,mind az Olivier
- mind a Burg-kritérium nem elegendd voltanak igazoldsdra ellenpéldaként emliti a
végtelen sorok torténetében fontos szerepet jdatszo

3) Z n ljg n

Knopp alapjan. Es valéban & az, Louis Olivier, egy a személyében ma is kutatott matematikus
(I. H.K. Sgrensen (2006), Louis Olivier: A Mathematician Only Known Through his Publications
in Crelle’s Journal During the 1820s, Centaurus 48(3), pp. 201-231.).




divergens Abel-féle sort. Nem tudjuk nyomon kévetni, hogy Bolyai éndlldan bukkant-
e erre az ellenpélddara?” Bolyai Farkas kéziratos hagyatékdban szerepel egy Ossze-
fiiggd 9 oldalas tanulmdny (BF 52/1-5) sorok konvergenciakritériumairdl ,,Egy kis
értekezet Fels6bb Rendeletre” cimmel. A harmonikus sorra vonatkozo példa ott is
szerepel, mas pl. a Montucla-kritériummal egytitt.

Széndssy a munkéjiban [25, 145. old.] szinte kizdrdlag a Tentamen 2. kiadd-
séra [3] hivatkozik. Kiilonds, hogy ebben a kiaddsban t&bb olyan rész van, ami nincs
meg az elsé kiadésban [2]. Ugy tiinik ezeket a 2. kiadés sajté alé rendezéi a [4)-
bol vették at, ui. Bolyai Farkas elismeri, hogy az utébbi ,kinyvben igen sok nincs
meg a Tentamenbdl, bdar némely jobban van...” [4, 359. old.]. Bolyai Farkasndl [4,
379. old.]-ben taldljuk meg a (3)-as példdt. Ez a munka 1843-ban jelent meg, Gauss
pedig a Bolyai Farkasnak 1848. aprilis 20-i levelében emliti a sort, tehat hajlunk
afelé, hogy Bolyai Farkas onalléan taldlta. Ugyanakkor igazat kell adnunk a Tenta-
men 2. kiadédsa [2] sajté ald rendezdinek abban, hogy Bolyai Farkas nem ismerhette
Abelnek a Crelle Journalban 1828-ban megjelent cikkét [1]. Hisz az Olivier-féle kri-
tériumrdl is egyik Bécsben tanulé didkja (valdszintileg Jakab Lajos) téjékoztatta
[6, 202—203. old.]; [4, 375. old.] 6t. A Crelle folyéiratrél Bolyai Janos szémos kéz-
iratdn szol (332/5, 456/6,...), egyik 1855-ben apjdnak irt levelében is megemliti
[12, 181. old.]. Tehat Farkas is hallott réla, 4m matematikai {résaiban a folydirat
cimét sehol sem talaltuk meg®. A Teleki Tékéban sincsenek meg a Crelle szdmai.
Amint sikeriilt kimutatnunk [12, 67-68. old.] Bolyai Jénos is a Crelle folydiratnak
csak az 1831 és 1832-es szamaibdl kapott parancsnokatdl ,a derék” Zittatdl kol-
csonbe. Az 1820-as évfolyamokbdl nem lattak a Bolyaiak. A Burg kritériumrél sem
a publikdciébdl, hanem Burg kényvébél szerzett tudomdst [4, 379. old.].

Azt, hogy Bolyai Janos kéziratai analizis targyu feljegyzéseket is tartalmaznak,
mar az 1872. marcius 17-én keltezett és Kénig Gyula, Vész Janos Armin, Hunyady
Jend éltal elkészitett Akadémiai Bizottsagi jelentés is jelzi [16, RAL 1249/1872].
A bizottsdg tagjai észrevették a sorok- és integralokkal kapcsolatos irasokat (kiilo-
nos, hogy nem tintek fel szamukra a szamelméleti és algebrai jegyzetek, igaz, hogy
SNyelv és irdsi nehézségek miatt a bizottsdg eddig még nem volt képes az Osszes
kéziratot dttanulmdnyozni.”) Bolyai sziiletésének 100. évforduléja alkalmaval Ko-
lozsvarott 1903. janudr 15-én rendezett iilésen pedig Schlesinger Lajos emlékbeszé-
dében megjegyzi, hogy ,,Bolyai Janos azt az integrdlt, melyre a tetraéder kobositése
vezet, elemi fligguényekkel igyekszik kifejezni.”

A Bolyai Jénos kézirataiban taldlhaté analizis targya feljegyzések féképpen
az integralok és a végtelen sorok elméletéhez flizOdnek. Leggyakrabban az ellipti-
kus integrallal az [ w dz, [«™(1—z)"dz, [ % dx tipust integralokkal,
tovdbba a hipergeometrikus és mas sorokkal foglalkozik. Irdsaiban dllanddéan hi-
vatkozik Vega [26], Lacroix [14], Euler [10], Lagrange [15], Gauss [11] és Ettings-

38zily Kalman (1884) ,,Adatok Bolyai Farkas életrajzdhoz” c. dolgozatdban viszont megemliti,
hogy 1855-ben Bolyai Farkas levelet irt gr. Teleki Ferencnek, melyben téle, ha megvan, a Crelle
Journal 10-ik és 19-ik kotetét rovid hasznalatra kéri: ,Ha Ngodnak jdr Crells Journal: méltoz-
tassék rovid iddre bekildent a 10. és 19. bandot.”. A levél teljes terjdelmében elolvashaté Szily
dolgozatdnak C mellékleteként.
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hausen [9] miiveire. Sajnos bizonyitdsait nem mindig fejezi be, szdmos alkalommal
megelégszik egy-egy odavetett gondolattal, probalkozassal.

Az elliptikus integralok nagy gondot okoztak Bolyai Janosnak. Volt id6 ami-
kor ugy gondolta, hogy a feladat megoldasa sikeriilni fog. Magabiztosan ir errol
(1361/1,1v,2): ,Jelen feladat megfejtése is a Nagy La Grange a Theorie des. . .-
ban és mdsok, sét maga Gauss dltal is lehetetlennek dllittatott. .. Gauss is e tdrgyra
a végtelen sorokra utasitott. .. noha egy nagyon csinos és eredeti modjdt az ellipszis
hossza dltaldnos meghatdrozdsanak kulcsdat aldbb kézbesitendem. La Grange eqy mii-
vének ugy lattam ily cimét: Integration. .. de melyet magdt nem kaphattam meg s
nem is tudhatni a cimbdl, hogy mi modon s mennyiben viszi véghez ezen integrdldst.
Ezen okbol. .. méltdn remélhetni miszerint a kévetkezd egyszerii és csinos dltalam
megaddsa modja ezen integrdlnak a szélesebb értelemben nagyon helyesen az al-
gebrai fiiggu.hez szdmithatd [hatrdbb megjegyzi, hogy a Nagy Euler {télete szerint
is], trigonometrikus fiigguvények algebrai figgvényei dltal a tokélyt kedveld Tisztelt

Olvaso elétt nem lesznek unalmasak. . ., melynek eléaddsdhoz régtin hozzdifogok.
Ha a az ellipszis fél nagytengelye, b a fél kistengelye. . ., akkor ismeretesképpen
eqy iwének hossza
a2 — 22
@) = / o

és ugyanilyen lesz a hiperbola tvének képlete. ..

Ezen oly hires ugynevezett integrale ellipticumnak lehetd egyszeri kifejezésétdl
fligg a jelen feladat megfejtése.”

A tovdbbiakban a = 1-et véve — ,mi az dltaldnossiag minden csékkenése nélkil

megeshetik” — az
a + bt + ct?
xTr = _—
D+ qt + rt?

helyettesitéssel prébalkozik és igen bonyolult kifejezésekhez jut.

Bolyai Jénos kéziratainak még szdmos oldalan (pl. 165/6, 19; 226/1; 544/20,
22; 536/11, 14Y, 18") megtaldljuk az elliptikus integral kiszamitdsdval vald ,baj-
l6ddsait”. A 26/8 oldalon példdul ezt irja: ,az elliptikus integrdl megaddsdt sor
0sszegzése dltal is jo lesz megkisérteni.” Probalkozasai nem hoztak sok sikert, mert
egy 1853-as évszamot viseld papirlapon (1373/9Y) még mindig azt frja: ,a (4)-et
meg kell kisérteni helyettesitéssel”.

Mivel ismeri az In (1+z) sorba fejtését, ha x € [—1, 1], azonnal felirja (143/4) az

In(1+x) z? 28
/fd:v—x—2—2+3—2—...+0

értékét, bar egy alkalommal (137/9) az

a+ bz
c+dz

11



valtozécserével is probalkozik.

Az Euler-féle fol z™(1 — 2™)" dx (1399/2%;1270/5,5) és [z™e " dx (400/6)
integralokkal Vega [26, 557. old.] és Ettingshausen [9, 351. old.] kényvében taldl-
kozott, amint ezt pontosan meg is jegyzi. Exponencidlis fiiggvények integraljaival
Bolyai Farkas kézirataiban is taldlkozunk, a (BF 101/1) jelzet(i lapon Laplace neve

mellett az -
// e+ ds dy
0

kiszamitasakor. Bolyai Farkas itt felhasznalva, hogy

° n 1
/ e—s(l-‘rw ) ds =
0 14‘$n

o0 o0 o0
/ dw/ 6_5(1+‘”")d8=/ - T

Bolyai Janosndl két helyen (446/117, 794/4) is megtalaljuk az eléggé bonyolult
1+2¢—¢?
/ T oV q(1—q?*)dq
(1+4?)
integralt azzal a megjegyzésel, hogy ezt tudom bizonyos modomon integrdlni — mit
mds nem tud”.

Megjegyzi (1243/1), hogy az

kapja, hogy

/ dz _ 1 LC
(Va+yex)®  Vacte

képletrdl ,a sok érdemi Ettingshausen a 343. lapon nem is dlmodik. . . ”. Ez a képlet
valéban hidnyzik az Ettingshausen dltal a [9, 342-344. old.]-ban felsorolt formulak
koziil.

Az

xa—l
(5) / 1= dz
tipusid integralokra kiilonb6z6 sorok Osszegének meghatarozasakor bukkan Bolyai

Jénos. A kovetkez6kben bemutatunk néhdnyat ezek koziil az dltala vizsgalt felada-
tok koziil.

1. A legegyszeri(ibb példa (1227/7Y; 1422/1): ha

o xa+1 $a+2
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akkor

ulixafl_kxa_‘_ :xail’
1—2x
de )
x a—2 a—3 1
= - —xr—1
1—-= * v * Jr1_357
tehat . ) )
¢ x4 T
= — — —..—— —x—1In(1 —2x).
TS a2 g —r-n{l-2)

2. Tobb oldalon megtaldljuk Bolyai szerint ,a Leibniz dltal foltaldlt” (dm va-
16jaban mér a skét James Gregory (1638-1675) altal is ismert [7])

E—1_1+1_1+ —2 L_FL_’_L_'_
4 3 5 7 7 "\1-3 5.7 9.11 7

osszeget. EbbAl kiindulva megkérdezi (1222/2), hogy mennyi

x3+x7+w11+ ba ol <1
=+ — a |z .
YT13 7 Ton T
Eszreveszi, hogy

zy’ — B 1

21—t

és ha y' = p-t helyettesit, akkor a

o - p__ T

x 1-—z*

differencidlegyenlethez jut, amelynek megolddsa (itt [9, 382. old]-ra hivatkozik):

1
p=y’=x<k+/1_m4 d:n>.
Innen pedig

x? 2?1 1+z 2 1
yk2+<88>ln(1_x)+(4+4>arctg(x)+C.

Bolyai megjegyzése: ,,De mdr itt az a baj, hogy mivel ha x =0 ugy y =0 s s
k hatdrozatlan marad.”

3. Hasonlé médon az

13



sor esetén (1222/2") kapja, hogy

R
b xpix(l—x‘l)’

amelynek megoldasa

P (o Vi (L) e (o) +
=—— ———|n —+ = Jar x .
4 222 8 8x2 1—2z 422 4 &

(Bolyaindl ¢ helyett 1 (In el6tt) és 1 helyett 3 (arctg eldtt) van.)

4. Az

o xa+2m xa+4m

aat2) latrzmat2m+2) | (atdm)atdm+2)

y:

sor esetén (1222/3) a
4 § — ﬁ
PP =1 —gem

egyenlethez jutunk, amelynek megoldasa

1 xa-i—l
Itt csak addig jut el, hogy
k 1 s 1 2ot
=———-—— [ ——d = | ———d=x.
Y= o2 2932/1—9627" $+2/1—x2m v
Ezt mar nem folytatja az dltaldnos esetben, hanem csak az a =1 és m =4

értékekre oldja meg. Bonyolult képletet kap.
5. Ha

l’a+b xa-}-(m-i—l)b ‘,Ea+(2m+1)b

a(a+b) * (a+mb)[a+ (m+1)b] M (a +2mb)[a+ (2m + 1)b] *

y:

xa—‘—(nm—i—l)b

ey

* (a+mnmb)[a+ (nm+1)]

(1222/47) akkor a fentiek alapjan (az y’ = p helyettesitéssel)
1-b xa+b—2

/ _
P z DT 1 gmb

b1 xafl .

amelynek megoldasa
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y értékét mar nem szamitja ki.

6. Szdmos alkalommal taldlkozunk a kéziratokban (példdul 652/7; 1201/7;
1296/1; 1404/1) az

xa xa-&-b

x

“= ;+a+b+ a+2b+'”+a+mb+'”
sorral (b = 1-re az 1. példét kapjuk), ahol a és b pozitiv egész szdmok. Bolyai meg-
jegyzi (1404/1), hogy ez a sor minden |z| < 1-re konvergens, ha pedig b pératlan,
akkor z = —1-re is. Szandékozik — mondja — a fenti sor Gsszegének kiszamitdsa a
konvergencia esetén. Az

a+2b a+mb

X

u =t gt

szintén konvergens sor, amelynek Gsszege

xafl
1—zb’
teh&t
xa—l
u= 7bdx.
1—2x
De 1 1—nb
‘,L,llf L . L xaf —n
b:_xalb_l,a12b_”._xa1nb+ —.
1—2z 1—2z

Feltételezziik, hogy a—1 > béshogya—1—nb>0,demara—1—(n+1)b <0,
ekkor a — nb legaldbb 1, tehat a — b,a — 2b, ..., a — nb koziil egyik sem nulla.

Akkor
xa—b xa—Zb xa—nb xa—l—nb
=— — - = — dz.
b a—b a—2b a —nb /xb—l v
Haa=sbn=r—1,akkora—1—-nb=a—-1—(r—1)b=0b—-1, és

xaflfnb xbfl 1 b

Hab> 2, akkor 2° — 1= (z —1)(z —r)(x —7?) ... (a =" 1), PP =1, 1 + 7+

3 : vz . . a—1—nb , .
r2 4+ ... +r~1 =0, itt Gauss Disq. ar. mfivére hivatkozik; s az F——— brésztortre

, s s e L o s . 12 qa ’
valé bontdsdban az x — r? nevezdjii torthoz tartozé szamlalé ~-, s fgy

po-l-nb 17 q a 2a F(b=1)a
Cab—1 :b[l—x r—x+r2—x+”'+rb—1—a:]
és
pa-b pa—2b pa—nb
YTTa—b a—26 7 a—mb

1
% ln(l—x)+r“ln(r—x)—|—r2aln(r2—x)—i—...—l—r(b_l)“ln(rb_l—x)}.
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7. Bolyai Janos prébélkozik az

/ a®dx
x
kiszdmitdséval, amelyrél megjegyzi (704/6), hogy ,,. .. eddig a matematikusok a tri-

gonometrikus fligguények dltal, algebrailag ugyan kitehetetlennek [megoldhatatlan-
nak| tartottak”. Eldszor

/ a® dx a® n Ina / a® dx ;
= — -e
xm (m—1Dzm1  m-1) am-1

szdmitja ki, de nem folytatja tovabb. A feladatot minden bizonnyal Lacroix [14,
275-277. old.] kényvében ldtta. Ugyanitt megjegyzi, hogy ,az [ ln(;%x) dzx integrdlt

azonnal meg lehet adni zﬁ:;nn ln(l—x)—i—ﬁfmdx...
Gauss . )
1+ aﬂx+a(a+ JB(B + )932+...
L.y 1-2-9(y+1)

hipergeometrikus sordt is tobb helyen (1336/1; 375/11) emlegeti. ,Nagyon elmés-
nek”, ,fényes taldlmdnynak” nevezi. Nem foglalkozik részletesen a sorral, mivel
— amint megjegyzi — azt Ettingshausen kimeritéen targyalja [9, 56. old.]

Végiil megemlitjiik néhany, a targyhoz tartozé fogalomnak a Bolyai Janos-
féle elnevezését: integral (6sony), konvergens (véghatdros), jele A (Bolyai Farkas
»kozelitének” mondja), divergens (szétfutd), jele V, kritérium (ismertetd jel), el-
lipszis (kis nyomkor vagy kerekdék), hiperbola (fut-kér vagy mentelék), parabola
(nyul-kor), abszcissza (al-ut), ordindta (f6-ut), fékusztavolsdg (gyupont-tav vagy
kificamodvény) trigonometrikus fiiggvény (kor-fiiggony), tag (iz). (Bolyai Farkas a
hatdrértékre hasznalja a széjbecs kifejezést is.)
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BOLYAI FARKAS SORELMELETI
VIZSGALATAIROL ES A HOZZA
KAPCSOLODO FEJLEMENYEKROL

SANDOR JOZSEF, OLAH-GAL ROBERT

1. Bevezetés

Bolyai Farkas matematikai tevékenységének érdekes és hasznos része az, amely
a végtelen sorokkal foglalkozik. Konyveinek ezen kérdéseket vizsgald részeibdl is
kitlinik kritikai érzéke és a végtelen iranti vonzalma.

Végtelen sorok és veliik kapcsolatban 6sszegiik probléméi mar a gérogoknél is
felvetédtek, de a valaszok tobb mint két évezreden &t sokszor pontatlanok vagy
tévesek voltak. Ennek az a magyardzata, hogy még hidnyzott a végtelen sorok
konvergencidjanak ma elfogadott értelmezése. A végtelen sorok konvergencidjanak
értelmezése egyidds a hatérérték Bolzano (1817) és Cauchy (1821) &ltal adott defini-
cidjdval, valamint Abel (1826) egyik értekezésének a megjelenésével. Cauchy és Abel
hosszu tépelodés utan baratkozott meg azzal a gondolattal, hogy a részlettsszegek
sorozatanak hatarértékét tekintsék egy végtelen sor ,,6sszegének”. Elgondolasukat
csak hosszabb idé multan fogadtak el.

Bolyai Farkas hatramaradt frasaiban és konyveiben f6leg pozitiv tagi sorok-
kal foglalkozott. Amint Széndssy Barna felhivja figyelmiinket [33], habdr Bolyai
Farkas Tentamenjének els6é kiaddsaban (1832-1833) t6bb helyen is szerepelnek
végtelen sorok, az értékes gondolatok tobbségét azonban az ,Errata’ tartalmazza.
Az Errataban levd javitdsokat és kiegészitéseket Bolyai Farkas folyamatosan tette
kozzé 1844-ig, és csatolta a Tentamenhez, sszesen 50 oldal terjedelemben. A Ten-
tamen masodik kiadasa alkalméval a szerkeszték kihagytdk az els6 kiadas hibés
részeit (Bolyai Erratdja alapjan), ugyanakkor a megfelel6 helyre beillesztették a
kiigazitasokat, és a Bolyai altal folyamatosan kozolt djabb eredményeket.

Bolyai Farkas ismerte a harmonikus soroknak N. Oresme-féle (1323-1382) di-
vergenciabizonyitdsat. Olvashatta Montucla konyvébdl [19], de Kiss Elemér szerint
[16] taldlkozott vele Gauss és Ettigshausen miiveiben is [12]. Egyik Bécsben tanuld
didkja révén tdjékozédott L. Olivier [21] kritériumérdl, mig A. Burg [9] osztrak
matematikus kritériumdrdl, ahogy frja az ,Arithmetica eleje” bévitett (1843) ki-
adasdban, annak konyvébdl értesiilt. Bolyai Tentamenjében taldlhaté J. Montucla
kritériumanak kritikaja is.
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A tovabbiakban célunk lesz kozelebbrdl megvizsgdlni ezeket a kritériumokat is.

Bolyai Farkas két legfontosabb eredménye a sorok elméletében az tn. ,logarit-
mikus skala” felfedezése, illetve egy, a ,Raabe-kritérium”-mal ekvivalens kritérium
bizonyitésa.

A logaritmikus skdla, melyet A. de Morgannak tulajdonitanak [20] (és kés6bb
O. Bonnet és J. Bertrand is felfedezett (lasd [8], [17])), azt &llitja, hogy aszerint,
hogy konvergens vagy divergens az a sor, melynek altalanos tagja n%” ugyanazon a
eselztében konvergens vagy divergelzns az a sor is, melynek altaldnos tagja #, vagy
wiaa vagy altalanosabban PRNARP IR ahol | =logn, Iy =logl, ..., l; =logl;_1,
és I, egynél nem kisebb!.

Bolyai Farkas legfontosabb konvergenciakritériumdra Széndssy Barna [33]
hivta fel a figyelmet. Ez a kritérium igy szo6l: jelolje az =™ alaku tort azt a ténye-
z6t, amelyre a, 1 - ™ = a,. EbbSl: m = n — naa—il Ekkor

1. Ha 3k > 1: m > k, akkor a sor konvergens;

2. Ha m <1, akkor a sor divergens;

3. Ham > 1, de lim,,_,oo m = 1, akkor a sor viselkedésérél semmit nem mondha-
tunk. Kis altalanositassal lathato, hogy ez a kritérium a Raabe-féle kritérium-
mal ekvivalens ([23]), azaz,
ha n(aiﬁ — 1) > k > 1, akkor a sor konvergens;

ha n( dn_ 1) < 1, a sor divergens.

An+41

Szénassy Barna szerint indokolt lenne erre a kritériumra a ,,Raabe—Bolyai-
kritérium” vagy ,Raabe-Bolyai Farkas” elnevezés. Megjegyezziik, hogy a Raabe-
kritériumot nagyon sok helyen ,Raabe-Duhamel” kritériumként is ismerik.

2. Az Olivier, Burg és Montucla kritériumokral

A végtelen sorokra vonatkozik L. Olivier aldbbi kritériuma [21]:

1. Allitas (Olivier). Legyen a, > 0, szigortian csékkend sorozat. Ekkor )~ -, an
sor pontosan akkor konvergens, ha B

(1) lim na, =0.

n—oo

Hogy ebbdl az (1)-es feltételbdl nem kovetkezik a sor konvergencidja, Bolyai
Farkas a ) -, @ sor példdjaval mutatta ki. Valdszintileg Bolyai Farkas nem
ismerte Abelnek 1828-ban megjelent cikkét [1], ahol a fenti divergens sorral is fog-
lalkozik. Amint Kiss Elemér megjegyzi [16], ezt a sort mér 1843-ban megtaldljuk

Bolyai Farkasnél, pedig Gauss, 1848. aprilis 20-an irott levelében emliti neki ezt a

INemrég Sandor Jézsef és Henrig Krag Sgrensen felfedezték, hogy a logaritmikus skéla 1énye-
gében mar megtaldlhaté Abel kézirataiban J. Sdndor and H. K. Sgrensen, On an unpublished
convergence criterion of N. H. Abel, Octogon Math. Mag., 15 (2007), no. 1, 164-167.
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sort. Habér, Széndssy Barna szerint [33] ... .. teljesen bizonyossdggal ugyanis nem
ismertek az Osszes olyan szalak, amelyek Bolyait a kiilféld tudoméanyos koéreivel
Osszekapcesoltdk”, mégis . .. nem vethetjiik el Bolyai Farkas onéllésdgat” (Kiss Ele-
mér [16]).

A Burg-kritérium els6 megfogalmazdsa az alabbi [9]:

2. allitas (Burg). Legyen a,, > 0, szigorian csokkend. Ekkor -, -, a, pontosan
akkor konvergens, ha -

. AnGn+1
(2) lim ——"tL — .

Ebben az esetben is a,, = @ véalasztassal mutatta ki Bolyai Farkas (2) nem
elegendd voltat a sor konvergenciajara.

Bolyai Tentamenjében megemliti még az aldbbi, Montucla ,kritériumot”,
amelyrol Széndssy Barna ezt irja: ,egyébként az irodalomban alig taldlhato...”.
(Ezt Luciano Floridi olasz matematikatorténész is aldtdmasztja, aki jél ismeri Mon-
tucla életét és munkdssagat [14].)

3. allitas (Montucla). Legyen a,, > 0, szigortiian csokkend. Ekkor )", -, a, akkor
és csak akkor konvergens, ha -

(3) (27 (an+1 - an+2)
Gp — An41

> Ap42

(vagy mdsképpen mondva: barmely hdrom, egymds utdni a, b, ¢ tagjdra igaz a
. ” ” (.. a(b—c)
kovetkezé egyenlbtlenség: === > c).
n—(n—1) _ .

Bolyai Farkas az a, = ”?_1 + "2_22 +... + —5n=r— példa segitségével mutatja

ki, hogy habér (3) teljesiil, a sor divergens.

Montucla életérél és munkdssagardl ldsd [28], jelenlegi reneszanszardl pedig
lasd a [32] és [14] munkékat.

Végiill még megemlitiink egy kritériumot, melyet Bolyai Janos kéziratai ko-
z6tt fedeztiink fel nemrég. Ez a ,BJ-299/1Y” kézirat, amelynek valdszinfileg Bolyai
Farkas kéziratai kozé kellene keriilnie. Ebbol a kéziratbdl tudjuk meg, hogy Szdsz
Kdroly az aldbbi kritériumot talalta:

1

4. allités (Szasz). Ha a, > 0, szigoriian novekvd, akkor ) -, — akkor és csakis
= n

akkor konvergens, ha
(4) lim (ap4+1 — an) = +o0.
n—oo

Valéjdban (amint Bolyai Farkas is megjegyzi fenti {résdban) ez a kritérium
ekvivalens a ,,Burg-kritériummal”. Valéban, legyen a,, = bi, ahol (b,,) szigorian
névekv8. Ekkor ani1 —an = =%, és ha (4) teljesiil, akkor kénnyen l4thatd,
hogy (2) is igaz. Forditva, (2)-bdl kovetkezik (4). Ezért a 4. éllitdst Burg—Szasz-
kritériumként is emlithetjiik.

by —bnt1
b
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3. Olivier kritériumardl

Az 1. allitas helyett az alabbi allitds érvényes:

1. tétel (Olivier). Ha a,, > 0, (a,) szigorian csékkend, és )", -, a, konvergens,
akkor (1) igaz. B

Ennek a tételnek legismertebb bizonyitasa a maradéksorozat vizsgdlataval tor-
ténik. Vannak azonban természetesebb, de kevésbé vagy egyaltalan nem kozismert
bizonyitdsok is.

1. bizonyitas. (Knopp [18]) Legyen s, = a1 + a2 + ... + a,,. Mivel (a,) csokkend,
agy nagy < apt1 + ...+ asp = Son — Sp. Tehdt 2nasg, < 2(s2, — Sy,), és mivel a sor
konvergens, lim,, ..o S2, = lim,, s s, = 0, azaz
(5) lim 2nas, = 0.
n—o0

Miésfeldl, hasonléan okoskodva, (n+1)azn41 < Gpg1+. ..+ 0y, = S2ng1— 5n,
tehét (2n+ 1)agn+1 +asnt1 < 2(san+1 — Sn) — 0, han — oo. Mivel ag, 11 — 0, Ggy
kapjuk, hogy
(6) lim (2n 4+ 1)agp+1 = 0.

n— oo

(5) és (6) alapjan marmost adédik (1). m

2. bizonyitas (Cesaro [8], [11]). Alkalmazzuk a ,,Stolz—Cesaro” hatérértékszamitdsi

kritériumot:

Tn4+1—Tn :l
)

Ha y,, > 0, (y) szigorian névekvo, y, — 0o (n — 00) és lim,,— 00 oy

akkor

(7) lim 2% =1

n—oo yn

tetsz6leges (2,,), (yn) valés szémsorozatokra, ahol [ € R = R U {+o0}.
Legyen most

(8) Tp = — — N, Yn = —

ahol s, = a; +as + ...+ a,. Mivel a sor konvergens, és (a,,) szigorian cstkkend,
gy yn /00 (n— 00).
Tovabb4

Tptl — T T
9) T =, == =5, — nay,.
Yn+1 — Yn Yn

Mivel s, — s (véges), ugy (7) alapjén (s, — na,) — s, azaz na, — 0, vagyis
(1) érvényes. m
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1. megjegyzés. Cesaro (vagy Stolz—Cesaro) tételének altaldnositdsérdl lasd [30].

3. Bizonyitas. Az 1. tétel kovetkezik egyes mads, ismert kritériumokbdl is. Pél-
dédul, ,,Cauchy kondenzdcids kritériuma” szerint ([8], [17], [18], [4]) ha a,, > 0, szi-
gortan csokkend, akkor Y o an és Y o, 2"asn ekvikonvergensek. Most az els6
sor konvergens, igy a méasodik is az. J4l ismert azonban, hogy ekkor 2"agn —
0, ha n — oo. Innen mér kovetkezik (1) is, hiszen (a,) szigorian csokkend 1é-
vén, véve a 2F < n < 281 intervallumot, kovetkezik, hogy age > a, > aqr+1, azaz
ka5, > 2%a, > 2%age 6s 2%a, < nay, de 2%a, > %nan, tgyhogy mindenképpen,
ha k — oo, akkor n — o0 és na, — 0. R

Olivier kritériumdrdl és néhdny alkalmazdsardl lasd a [26] konyvet is.

Olivier kritériuménak aldbbi altaldnositasai érvényesek:
2. tétel. Ha a, >0, és >, -, a,, konvergens, akkor

%2 + ... + nan
(10) im D202 A

n—00 n

Bizonyitas. Legyen s, = a1 + as + ... + a,. Belatjuk el6szor is, hogy érvényes az
aldbbi azonossag:

(11) =5

n

a1+ 2as + ...+ nay, _(31—1—32—1—...—1—3”1)
n n .

Valéban,

a1 +2ay+...+na, =a1+as+ ... +a,+
as + ...+ ap+

+anp=n8, —(s1+82+...4+ 8p-1).

Innen adddik (11).
Most, ha s, — s (n — o0), akkor Cauchy egy jél ismert tétele alapjin

S1+ 82+ ...+ 8,1 S1+ S+ ...+ 81
— 5, azaz —
n—1 n

azaz (11) alapjan kovetkezik (10). =

1. kévetkezmény (1. tétel). Valdban, a; > an,...,an—1 > a, alapjén a; + 2as +
oot nap > a(l14+2+...4n) :anw.

¢ n(n+1) +2as+...4na, n(n+1) i

Igy =l < t2@edednin (), agzaz “5-— — 0, ahonnan azonnali, hogy
anpn — 0 (n — 00).
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2. megjegyzés. Egy > ., a, sort ,(C)-konvergensnek” (Cesaro-konvergensnek)

neveziink, ha (m) konvergens, ahol s,, = a1 +az+...4+a,. A (11) relacié

alapjan Olivier kritériumédnak alabbi megforditasat talaljuk:

2/, tétel. Ha na, — 0, a, > 0 tetszbleges, és a sor C-konvergens, akkor a sor
konvergens is.

Bizonyitds. Valéban, mivel Cauchy tétele alapjén (11)-ben a bal oldal null-

hoz tart, Ugy lim, oo (s, —0p) =0, azaz lim, o S, = lim, o 0, ahol o, =
S1+S2+...+Sn—1 ]
n—1 .

3. megjegyzések.

1. Nehezebb eljarassal kimutathato, hogy a 3. tételben na,, — 0 helyett elegend6
feltenni, hogy az (na,) sorozat korldtos.

2. Mivel (10) bizonyitdsa a (11) azonossdgon alapul, a 2. tétel érvényes tetsz6leges
(an) komplex szdmsorozatra (nem csak a, > O-ra). Legyen a, = 2. Ekkor a
2. tétel alakja az alabbi:

2", tétel. Ha 'y, ., %= konvergens, akkor

by+by+ ...+ by,
(12) lim A2t o

n—oo n
ahol (b,) C C tetszbleges komplex szdmsorozat.

Most az a,, = by, —bp—1 (n > 1), by = 0 helyettesitést végezve a (11) azonossig-
ban, mivel s, = a1 +as+...+a, =by+(ba—b1)+...+ (bp, —bp_1) = by, nyerjiik a

(13)

n

b1 +2(ba —b1) +...+n(by, —by_1) _p <b1+b2+...+bn1>
" n

azonossagot,.

A (13) relaciénak egy azonnali kévetkezménye:
3. tétel. Ha n(b, — b,—1) — 0 (n — o0), akkor

by +ba+ ...+ b, -0
- = 0.

(14) i [on—

n—r oo

Valdéban, a feltétel alapjan Cauchy tételébdl a bal oldal hatdrértéke (13)-ban
nulla (Cauchy tétele: Ha b, — b, akkor 2tbtetbe o (0 — 00); ldsd még [10]).
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2. kovetkezmény (Cauchy forditott tétele). Ha n(b, — by—1) — 0, és

bi+bo+...+ by
lim 202t ¥ g

n—00 n

akkor

(15) lim b, = b.

n—oo

4. megjegyzés. Olivier kritériuméval (1. tétel) adhaté egy tétel n(b, — b,—1) — 0
(n — o0) teljestilésére is.

Valéban, tekintsiik a Y, <, (bn—1 — by) végtelen sort, ahol 0 < b, < by—1. Ez a
sor konvergens, hiszen (by —ba) + (by — b3) + ...+ (bp_1 —by) = by — by, < by. Mivel
a sor pozitiv tagu, még feltéve azt, hogy =, = b, _1 — b,, altal adott sorozat szigo-
rdan csokkend, Olivier kritériuma alapjin nxz, — 0, azaz n(b,—1 — b,) — 0 (tehat
n(by, —bp_1) = 0isigaz). Mivel 2,41 < &y, <= (b —bpt1) < (bp—1—bn) <= b, <
%, az el6bbi feltétel éppen a (b,,) sorozat szigoru konvexitdsara redukalédik:

4. tétel. Legyen b, > 0, szigorian csékkend, szigorian konvex szamsorozat.
Ekkor

(16) lim n(b,—1 —b,) =0.

n—oo

A tovabbi eredmények elérése érdekében sziikségiink lesz egy jol ismert segéd-
tételre:

1. lemma (Abel-transzformécié). Tetszbleges (ay,), (by) komplex szdmsorozatokra
érvényes a

n n—1
(17) > arby =Y (ar — ar41)Br + an By
k=1 k=1

azonossag, ahol By, = by +bs + ... + by.

Bizonyitas.
arby + agbs + ... + ap_1by—1 + apb, = a1 By + ax(Bs — By) +
+as(Bs—Ba)+ ...+ ap-1(Bn-1 — Bn—2) + an(B, — Bp—1) =
= Bi(a1 — a2) + Ba(az —ag) + ...+ Bp—1(an-1 — ayn) + Bpan,

és (17) bizonyitva van. ®

24



3. kovetkezmény. Ha (a, B,,) konvergens szamsorozat, ahol B, = by + by + ...+
by, akkor a ), -, anby, és

(18) Z(an — Gnt1)Bn,

n>1
sorok ekvikonvergensek.

Valéban, ha lim,, . a, B, = [ véges, akkor

n n—1
Z aiby,  vagy Z(a’f — ap41) B
k=1 k=1

hatérértékei 6sszehasonlithatdk (17) alapjén.

Az aldbbi eredmény Olivier tételét teszi teljessé (bizonyos értelemben):

5. tétel. Tegyiik fel, hogy a, — 0, és (a,) szigorian csokkend. Ekkor ) ., a,
pontosan akkor konvergens, ha na, — 0 (n — o), és a Y., <, n(an — ant1) sor is
konvergens. -

Bizonyitas. Ha ) ., a, konvergens sor, ahol (a,) szigorian cstkkend, Olivier
kritériuma (1. tétel) alapjan na, — 0. Most (18)-ban véve b,, = 1-et (n > 1), kap-
juk, hogy B, =n, éshogy >, >, an és ), 5 n(ay — ant1) ekvikonvergensek (mivel
an — 0). Igy > n>11(an — any1) is konvergens.

Forditva, mivel a,, — 0, az el6bbiek alapjan, ha )" -, n(a, —an11) konvergens,
akkor >~ o, a, is az lesz. W N

A 2. tételben lattuk, hogy > -, %= konvergencidja mit eredményezhet. Ha
még feltessziik azt, hogy (a,) szigorian csokkend, egy Olivier tipusi eredményt
kapunk:

6. tétel. Legyen (a,) szigordan csokkend, pozitiv szémsorozat. Ha 2721 @ kon-
vergens, akkor

(19) lim a,logn = 0.
n— oo

Qn

n ) is az. Cauchy kondenzacids

Bizonyitas. Mivel (a,,) szigorian csokkend, gy (
kritériuma alapjan >, -, 5= és >, 2’“%’“ = > > aor ekvikonvergensek. Ha az
elsd tehdt konvergens, a masodik is az lesz. Mivel (agr ) sorozat k szerint szigorian
csokkend, Olivier kritériuma (1. tétel) alapjan kage — 0, azaz (log2*)ase — 0, ha
k — oco. Mivel a (log n) sorozat szigortian névekvd és (a,) szigorian csokkend,
innen (19) azonnal kovetkezik. ®

A (18) alapjan, az 5. tételhez hasonléan igazolhat6 az alabbi:
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7. tétel. Legyen a,, "\, 0 (n — 00). Ekkor ) -, %* sor pontosan akkor konvergens,
ha a,logn — 0 (n — 00), és a > (an — any1)logn sor is konvergens.

Az Olivier-kritérium 2. (Cesaro-féle) bizonyitdsdnal a Stolz—Cesaro-tételt al-
kalmaztuk. Ez a tétel azonban altaldnosabban is ismert (14sd pld. [8], [17]):

2. lemma (Altaldnositott Stolz—Cesaro-tétel). Tegyiik fel, hogy

Yn S Hoo  (n— 00).

Ekkor

. xr — T — T — T
< lim =2 < Tim =% ShmM

lim Intl = On
T Yn+1 — Un Yn Yn Yn+1 — Yn ’

(20)

ahol lim, illetve @ a legkisebb, illetve legnagyobb torléddsi pontokat jelslik (néha
lim = liminf és lim = limsup jelolést is haszndljuk).

Ennek egy azonnali kévetkezménye az, hogy ha (u,,), (v,) pozitiv tagi sorok,
és >, ~1 Un divergens, akkor

Un

li

Un

(21)

ahol U, =u1 +us+ ...+ up, Vo, =v1 +v9+ ...+ vy,

Valéban, y, = V,, oo esetre alkalmazhaté (20). Példdul, az (nu,) sorozatot
véve figyelembe, v, = % véalasztdssal, a harmonikus sor diverencidjabdl, (21) alap-
jan, mivel V,, =1+ 1 + % +...+ L ~logn (han — o), ldsd pl. [4], a kévetkezdt
nyerjiik:

U, — U,

(22) lim nu, <lim < lim

lim < lim nu,,.
logn logn

Sn

Most alkalmazzuk a (20) reldciét az @, = 2* —n, y, = {%ﬂ esetre, ahol (a,)

szigoruan csOkkend, nulldhoz konvergdlé szamsorozat. fgy nyerjiik az alabbi altala-
nositott Olivier-kritériumot:

8. tétel. Ha a,, \, 0 (n — o0), és s,, = a1 +as + ...+ a,, akkor

(23) lim s,, < lim (s,, — na,) < lim (s, — na,) < lim s,,.

Sajatosan, ha (s,) konvergens, azaz lim s,, = lim s,,, akkor azt nyerjiik, hogy
lim (s, — na,) 1étezik és egyenld lim s,,-nel. Innen mar na, — 0 kovetkezik.

Mivel ha " -, ay divergal, akkor lim (s,, — na,) = 400 kévetkezik (23)-bdl,
az aldbbi felirdst tehetjiik:
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8'. tétel. Haa, \,0 (n — 00), és > oo a, =1 € R, akkor

nl;rr;o ($n — nay) = 1.

Valéban, ha [ véges, akkor éppen Olivier kritériumat kapjuk; mig, ha [ = +oo
(azaz a sor divergens), akkor s, — na,, — oo adédik. Olivier kritériumdnak masfajta
altalanositasat adja az aldbbi:

9. tétel. Legyen a, \, 0 (n — 00) és (x,,) egy tetszbleges valds szamsorozat. Téte-
lezziik fel, hogy n>10nTn konvergens sor. Ekkor

(24) anX, =0 (n— o0),
ahol X,, = x1 +2x2+ ... +x,.
Bizonyitas. Legyen s, = > ,_, zxax (so = 0). Mivel egy sorozat konvergencidjét

véges szamu tag nem valtoztatja meg, feltételezziik, hogy s, — 0 (n — o0). Legyen
€>06s |sy] <& han>MeNT.

Ha most S = sup {|s,| : n € N}, akkor

n
Sk — Sk—1 S 1 1
X | SO [ 5 (L L]
k=1 ak n Zhen Ak G+l
1 1 1 1 a
<e+a,S Z < —)+6an Z ( —)Ss—i—S 4,
1<ken \OR+1 Ok M<ken \Ok+1 Ok am

ahol felhasznéltuk a fenti jeloléseket és azt, hogy (an) szigorian csokkend. Mivel
an — 0 (n — o), innen kapjuk, hogy lima,|X,| < 2. Véve e — 0-t, az allitds
kovetkezik, mert |ap X, = 0 < ap X, =0 (n = 00). W

4. kbvetkezmények.
1. Hax, =1 a9. tétel éppen az 1. tételt adja.

2. Véve x,, = L-et, mivel X, =1+ 5+ 1 +...+ L ~logn (han — o), vissza-
nyerjiik a 6. tételt. Megjegyezziik, hogy az a,, = i jeloléssel, innen 107% — 0,
azaz lobgn — oo kovetkezik. Mivel (logn) /' oo, Ugy az altaldnositott Stolz—

Cesaro-kritérium alapjén (ldsd (20)) kovetkezik, hogy

10g(1+%) > 1m@:+oo.

Mivel nlog (1 + %) = log (1 + %)n — loge = 1, tigy innen imn (b, 11 — b,) =
o0, vagyis: ha b, /00 (n = 00), és 3,5, 7y konvergens, akkor

(25) limn(b,y1 — by) = +o00.
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Mivel (n 4 1)by1+1 — nby, = n(bps1 — by) + bpt1, az ennél gyengébb
(25')

Jim. [(n + Dbpi1 — nbn] = 400
Osszefiiggés is kovetkezik. (25') partikuldris esete egy késébbi eredménynek.
Végezetiil, Olivier kritériuméval kapcsolatosan harom megjegyzést tesziink.
Abel egy 1828-as dolgozatdban ([1]) kimutatta az aldbbi eredményt:

3. lemma (Abel). Ha ", -, a, divergens (a, > 0), akkor >, -, == is divergens,
ahol s, =a1+as+ ...+ an. B

An41
Sn

log (1+ 221 ) < 2282 Mivel 14 2258 = 2241 gy 2241 > Jog s, ) — log sy, tehdt

Sn Sn

Bizonyitéds. A log (1 + z) <z (z > 0) egyenl6tlenséget alkalmazzuk = = -re:

n n

> S > (g spi1 —logsg) = log s, 41 — log s1 — oo,
=1k k=1

mivel s,41 — 0co. W

Ezt felhasznalva Abel bebizonyitotta a kovetkezé tételt:

10. tétel (Abel). Nem Iétezik olyan ® fiiggvény, hogy

(26) d(n)a, -0 < Zan konvergens.
n>1

Bizonyitas. Ha létezne ilyen ® fiiggvény, tekintsiik a > < an =), < % sort.
n2 >

Mivel ®(n)a, — 1, igy a feltevés alapjan a ) -, F(my SOr divergens. Ezért a
3. lemma alapjan ugyancsak divergens lesz a

' an_ _ 1
2= 2 2 B o

Sy
n>2 n>2 °n—1

m=1 $(m)
SOT iS.

Azonban ®(n)a, = m — 0, ha n — 0o, az el6bbi divergencia alapjan.
Igy egyrészt ®(n)al, — 0, mésrészt > n>o ap divergdl, ami ellentmond a feltevésnek.

H. K. Sgrensen ddn matematikus és torténész tiizetesen megvizsgalta ([29],
[15]) tgy L. Olivier életrajzdt és munkassagdt, mint Abel alapvetd cikkének hatterét
és fontossagat. Abel mondotta volt: ,,olvassatok a mestereket!” Lasd még M. Goar
[15] cikkét is.

Maésodik megjegyzésiink Olivier forditott tételére vonatkozik. Mivel Olivier
kritériumanak létezik Stolz—Cesaro tételére alapozott bizonyitdsa, Stolz—Cesaro
forditott tételével ilyen eredményeket is nyerhetiink. Stolz—Cesaro forditott tételére
adtak kritériumokat pl. [3], [36], [5] dolgozatokban.

Az egyik ilyen tétel példaul igy szol [3]:
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4. lemma. Legyen y, / oo, UZ% > K > 1 (ahol K 4llandd), és tegyiik fel, hogy
(27) lim — =1.

Tnt+l—Tn — l
Yn+1=Yn :

Alkalmazva y,, = i (ahol an \, 0) és x, = 2= — n-re (27)-et, az aldbbi ered-
ményt nyerjiik:

Ekkor lim,,_,

11. tétel. Legyen a, \, 0 (n — 00), =%~ > K > 1, ahol K &llandé. Ha (s, — nay,)

7 ant1 —
sorozat konvergens, akkor Y -, ay sor is konvergens.

A [36], illetve [5] dolgozatokban az erés K > 1 feltétel gyengébbekkel van
helyettesitve.

Utols6 megjegyzésiink az un. ,statisztikus konvergenciaval” kapcsolatos. 1951-
ben H. Fast [13] bevezette a statisztikusan konvergens sorozat fogalmat. Azt mond-
juk, hogy (a,) statisztikusan konvergdl a-hoz (jelben lim-stat a,, = a), ha Ve > 0,
esetén A(e) = {n: |a, —a| > €} halmaz aszimptotikus siirtisége nulla, azaz

(28) A(4) = lim T3 va(k) =0,
k=1

ahol x4 az A halmaz karakterisztikus fiiggvénye: xa(k) =1, k € A, és xa(k) =0,
k¢ A.

2003-ban T. Salat és V. Toma [13] kimutattak, hogy Olivier kritériuma ér-
vényben marad, ha a sorozat monotonitasi feltételét elhagyjuk, de a klasszikus
konvergenciat statisztikus konvergenciaval helyettesitjiik:

12. tétel (Salat-Toma). Ha a, > 0 és > n>1an konvergens, akkor

(29) lim-stat (na,) = 0.

4. Burg, Szasz és Montucla kritériumairdél

Amint lattuk, a Burg (2. 4llitds) és Szdsz (4. allitds) ,kritériumok” ekvivalensek.
Ezek lényegében azt &llitjak, hogy ha a, > 0 szigortian novekvd (Szdszndl taldn
ez a kovetelmény sem szerepel), akkor > -, é pontosan akkor konvergens, ha
limy, o0 (An41 — apn) = +00.
A 4. &llitasndl emlitett dokumentumban Bolyai Farkas kimutatja ennek a
kritériumnak a helytelenségét is. Elszor véve a, = n(n + 1)-et, nyilvén a,, ' oo,
1

) 1 LT = ey _
és En21 o konvergens, és lim,, oo (Ang1 — an) = 4o00. Mésfeldl, a, = ——— Togn 1€ 8%

Abel-sor konvergens, és mégis itt is lim,, o0 (an41 — ayn) = +00. Valéban,

(n+1)log (n+1) — nlogn =log (n+1) + n[log (n + 1) — log (n)] — oo,
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mert

1 1\"
nlog(l—i—)zlog(l—l—) —1, és log(n+1)— oo.
n n

Egy azonnali kritérium adhat6, ha az A&ltaldnositott Stolz—Cesaro-tételt

(2. lemma) alkalmazzuk. Legyen anli konvergens, ahol a, /' oco. Ekkor

Olivier kritériuma alapjan nai = =0, azaz 7* — +00 (n — 00). Alkalmazva
n n

a (20) relaciét y, = n, r, = a, esetében, lim (a,,1 — a,) > M% = +oo adddik.
Tehat igaz a
13. tétel. Ha a,, /* o0, és (an41 — a,) felilrél korldtos, akkor
1
(30) > —
n>1 "

sor divergens.

Valéban, ha )" - ai konvergens lenne, akkor lim (a,.1 — a,) = +0o adédna,
ami a feltevés alapjan nem lehetséges.

13’. tétel. Ha a, oo, és 27«21 ai konvergens, akkor

(31) lim (an41 —a,) = +oo.

n—oo
A kovetkez6kben felhasznaljuk az aldbbi eredményt ([25]):

5. lemma. Ha a,, > 0, szigorian névekvd, és y_ -, ai divergens, akkor
>1 a,

1
(32) Z (n+1)

a — na
n>1 n+1 n

is divergens.

5. kévetkezmény. Ugyanazon feltételek mellett,
1

(33) n(ant1 — an)

n>1
is divergens.

Valéban, (n + 1)an+1 — nap = n(ane1 — an) + app1 > n(ans1 — an)-

Teh4t ha anl 7“&%11_%)
sziikségiink lesz (lasd 16. tétel).

1 . ;o .
konvergens, akkor }, -, .= is az. Erre kés6bb is
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14. tétel. Legyen (a,) szigorian névekvd, a, > 0, és tegyiik fel, hogy
1
= n(ant1 — an)

konvergens. Tegyiik fel tovabbd, hogy (a,) szigorian konvex szdmsorozat. Ekkor

(34) lim (ap4+1 — an) = +00.

n— oo

, tehdt ap4q —

Bizonyitas. Mivel (a,) szigorian konvex sorozat, a, < “t=t7*tL

Qp > Qp — Gp_1 > 0. Igy {n(an+1 — an)} is szigorian novekvo lesz, azaz

Ui =an)

Olivier kritériuma alapjan lim,, s, nm =0, azaz (34) kovetkezik, mi-

szigortian csokkend.

vel apy1 —an, >0. W

Most kimutatjuk, hogy még egy plusz feltételt kiréva a 13’. tételben (31)
megjavithatd.

an
n

15. tétel. Tegyiik fel, hogy a, >0, a, / 0o, és (
3. -, - konvergens, akkor (34) igaz.

n>1 a,

) novekvo sorozat. Ekkor ha

Bizonyitas. A 13. és 13'. tételek bizonyitdsdban l4ttuk, hogy ha a, > 0, a, oo,
és Yo ai konvergens, akkor (%“) — 00. Most, mivel b, = %= altaldnos tagi
sorozat monoton névekve, ugy b, 41 > b, vagyis ‘::—:11 > %= Innen azonban an11 —

anznT“an—anz(l—&-%)an—an:

(34) reldcié érvényes. ®

an
"

Igy any1 — an — oo is igaz lesz, azaz a

Montucla ,kritériuma” (3. 4llitds) is szoros kapcsolatban van a Burg—Szdsz és

Olivier tipusi kritériumokkal. Valéban, (3)-ban a, helyett ——-et téve, (3) 1ij alakja

an
1 1 1
ap \ An+41 An 42 1
>

1 1 Ap+2 ’

[e7% anJrl

azaz Gpt2 — Apy1 > Ant1 — Gy lesz, vagyis az 4j alakja a kritériumnak” az aldbbi:

»Ha a, > 0, szigoruan névekvo, akkor Zn21 ai pontosan akkor konvergens, ha

(35) (an)

szigorian konvex szamsorozat”.
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El6szor megjegyezziik, hogy itt is megfelelék Bolyai Farkasnak a ,,Burg-
Szdsz kritériumara” adott ellenpélddi. Valéban, mivel f(z) =x(z+1), x >0 és
g(z) = zlogx fiiggvények masodrendii derivaltjai f”(z) =2>0, ¢"(z) =2 >0,
ugy e fiiggvények szigorian konvexek 1évén, nyilvdn az (n(n + 1)) és (nlogn) so-
rozatok is szigorian konvexek lesznek. Az aldbbi segédtételt a [25] dolgozatban is
alkalmaztuk.

6. lemma. Ha u,, > 0, (uy,) csokkend, és ), -, u, divergens, akkor

= Un+1
lim —~+L
Un

(36) =1.

Valéban, a divergencia miatt a hanyadoskritériumbél kapjuk, hogy lim ""“ >
< 1, frhatjuk, hogy lim “2+L < 1, és (36) kovetkezik.
Montucla krlterlumaval kapcsolatos az alabbl tétel:

un+1

1. Mésfeldl, mivel
16. tétel. Legyen (a,) szigorian névekvd, szigorian konvex pozitiv szdmsorozat,
és tegyiik fel, hogy

— Aa,
li 1
(37) im Aoy <1,

(ahol Aay, = any1 —ap). Ekkor a ) <, ai sor konvergens.

Bizonyitas. Ha Zn>1 divergens lenne, az 5. lemma (33) kovetkezménye alap-
jan yo o m is dlvergens. Mivel (a,) szigordan konvex, Ugy (ani1 — an)

szigorian novekvo, tehat a (n(anH - an)) sorozat is szigoruan névekvo lesz. Igy

esetére, lim — 28— — 1 adédik. Innen

alkalmazva a 6. lemmat u,, = CESyN

1
o n(ant1—an)
mar lim A%:L =1, ami (37) alapjdn lehetetlen. ®

Az aldbbi segédtétel [25]-ben taldlhatd:

7. lemma. Ha (x,) pozitiv, szigorian névekvd szamsorozat, és a » sor

1
n>1 zv
divergens valamilyen v > 1 esetén, akkor

(38) limx,41 — 2z, = 0.
Ha a sor konvergens 0 < v < 1 esetén, akkor
(39) lim (2,41 — ) = +00.

Bizonyitds. A teljesség kedvéért példdul megmutatjuk (38) bizonyitdsat. Mivel
(Tpe1—xpn) >0, 4gy lim (2,41 — 2,) = a > 0. Ha a > 0 lenne, akkor kapndnk olyan
ng természetes szamot, hogy n > ng-ra (Tp41 — @n) > . Innen z,,41 > @y, + @,
Tno42 = Tng + 20, ..., Ttk > Tny + ka (k> 1), dgyhogy a Zk21 m sor
konvergens lenne a > k>1 m sorral valé 6sszehasonlitas alapjan, hiszen v > 1-
re az utoébbi sor a jél ismert >, - k% Riemann-sor alapjan konvergens.

(39) bizonyitésa hasonléan torténik. m
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Az aldbbi lemma az elsd szerzd egyik nem publikdlt, régebbi irasai kozt taldl-
hat6 meg [27].

8. lemma. Legyen (x,) szigorian névekvd szamsorozat, a, > 0. Tegyiik fel, hogy
Dot ai sor divergens, és hogy lim a,,(xn+1 — ) > 0. Ekkor
(40) lim z, = +oc0.

n— oo
1 P rane
Ha a ZnZl o sor konvergens, és lim,, o0 apn (Tnt1 — xn) < 00, akkor

(41) lim z, < oco.

n— o0
Bizonyitas. Ha [ = lim a,(znt1 — 2n) > 0, akkor Ve > 0, In.: ha n > n, akkor
an(xn—i-l - xn) > [ —e¢. Legyen € = é

Ekkor n > ne. =np-ra xp41 — 4 > L

2an "’

alkalmazdsdval, 6sszeadds utan kovetkezik, hogy Tyn,4p+1 > é(% +..ot 1+ )
"o no P

Ha p — o0, a sor divergencidjabdl kovetkezik, hogy x, — 0o, ha n — oco. Ezzel (40)

bizonyitva van. (41) kimutatdsa hasonléan térténik. m

ahonnan n=ng,ng+1,...,n0+p

1

Most legyen x,, = aj = a)), hol \ = % € (0,1). Ekkor a 7. lemma alapjin a
kovetkezd eredményt jelenthetjiik ki.

17. tétel. Legyen a,, > 0, (a,,) szigoriian névekvd szdmsorozat, és tegyiik fel, hogy
létezik A € (0,1) dgy, hogy

(42) lim (ay ., —ap) > 0.

n—oo

Ekkor a y L sor konvergens. Ha létezik p > 1 tigy, hogy

n>1 a,

(43) lim (ah,, —af) < oo,

n— oo

akkor a sor divergens.
. sy . A 1 , , T 1
Bizonyitas. Mivel z;, = a,,, hol v = 1, ezért A € (0,1) estén v > 1. Igyha )’ - o

sor divergens lenne, a feltevés alapjan a 7. lemm&bdl (38) kovetkezne. Ez viszont
ellentmond a (42) feltevésnek. A mésodik rész bizonyitdsa hasonléan térténik. m

18. tétel. Legyen (a,,) pozitiv szdmsorozat, és tegyiik fel, hogy létezik egy szigorian
névekvd, feliilrél korldtos (x,,) szdmsorozat ugy, hogy

(44) lim an(zpy1 —xy) > 0.

n—oo

1
Ekkor a ), - sor konvergens.
Ha Ilétezne olyan (y,) szigorian névekvéd, feliilr6l nem korldtos szdmsorozat,
melyre

(45) lim an(xn-‘rl - In) < o0,
n—o0

akkor a' )", ., -+ sor divergens.
>1 a,
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Bizonyitas. Hasonlbéan torténik a 8. lemma figyelembe vételével, mint a 17. tétel
bizonyitdsa. ®

5. megjegyzések.

1. A 17. és 18. tételben adott kritériumok mésok, mint a j6l ismert Kummer-
kritérium (lasd pl. [8]), amely szerint, ha létezik egy (p,) pozitiv szdmsorozat
ugy, hogy >, <, pi sor divergens, és

(46) hm< o —pn+1> >0,

An+41

akkor ) ., a, konvergens (a, > 0); mig ha a (46)-ban ugyanazon kifejezés
lim-ja negzz‘m'v7 akkor a sor divergens.

2. Nemrég J. Tong [28] azt a meglepd felfedezést tette, hogy az ilyen jellegii krité-
riumok sziikséges és elégséges feltételt adnak a pozitiv sorok konvergencidjara.

19. tétel (Tong). Legyen a, > 0.

(1) >°,>1 an pontosan akkor konvergens, ha létezik olyan (p,) pozitiv szamsorozat

és ¢ > 0 valds szam, hogy p, a“il — Pn+1 > ¢, barmely n > 1-re.

(2) >°,>1 an pontosan akkor divergens, ha létezik olyan (p,) pozitiv szdmsorozat,
hogy Enz 1 p1L divergens és p,

ke

An
An+1

— Pn+1 <0, n > 1-re.

Nyilvan ezek a kritériumok csak elméleti szempontbdl jelentések és nem adnak
valaszt az Olivier, Burg vagy Montucla-féle specidlis esetekre.

5. Fiiggelék

1. Abelnek tulajdonitjdk az egyik hires monddst: ,olvassatok a mestereket”. Ez
az &llitds ma mar Abelre is nagyon érvényes. Az aldbbiakban megmutatjuk Abel
médszerét annak igazolasara, hogy a anz m sor divergens. Ezt a legtobb
tankonyv méasképp igazolja (pl. integralkritériummal stb.). Pedig Abel mddszere
az igazi! (Erdds Palt parafrazélva, ez a bizonyitds ,a konyvbdl van” [2]). Erdemes
tehdt tovdbbra is tanulmanyozni Abel [1] dolgozatat (1dsd még [30], [25]).

Abel a bizonyitasban kétszer alkalmazza az x > O-ra érvényes

(*) log(1+z) <z

egyenlGtlenséget. Legyen el6szor x = % a (*)-ban. Innen % > log (1 +n) —logn,

tehdt log (n+ 1) < logn+ L. Logaritmélva ezt az egyenldtlenséget, loglog (n+1) <
log (%) = log (M) + loglogn = log (1 + #) + loglogn.

nlogn nlogn
1

Alkalmazzuk most mdsodszor a (%) egyenlStlenséget x = Togn Te- Igy a

1
loglog (n+1) <
nlogn

+ loglogn
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egyenlStlenséget nyerjitk. Osszegezve ezeket n = 2,3, ..., m-re, kovetkezik, hogy
loglog (m+1) < Y 1", ngk + loglog?2, és innen mar a bizonyitds kész, hiszen
loglog (m + 1) — oo, ha m — co.

2. Miutdn Abel megcafolta Olivier tételét (tehdt, hogy a forditottja nem igaz:
arra adta azt a végtelen sort, az @ atalanos taggal), 1828-ban, Abel cikke utdn
megjelent Olivier-nek egy egy oldalas jegyzete [22].

Ebben a jegyzetben elismeri, hogy Abelnek igaza van, és megjegyzi, hogy a
végtelen mennyiségeket masképp kell kezelni, mint a végeseket. Javasol is egy méasik
tételt, a sajat tételének forditottjara. Mégpedig:

Ha (ay,) csokkend sorozat, és n(ay, + az, + asn + . . .) tart a nulldhoz, ha n tart
a végtelenhez, akkor a sor konvergens. A bizonyitdst Olivier nem adja meg, de az
eredmény igaz!

Valéban, legyen R, a végtelen sor maradéktagja: R, = an+1 + Gpio2+ ... =
(ant1+ ...+ aon)+ (azpt1+ ...+ azn) + ... < nas, +nas, + ..., mivel a sorozat
monoton csokkend. fgy a feltevés alapjan R, tart a nulldhoz, ha n tart a végtelen-
hez. Ez pedig azt jelenti, hogy a végtelen sor konvergens.

3. Az alabbi irat Bolyai Janos kéziratai kozott van, de e sorok irdinak véleménye
szerint ez Bolyai Farkas kézirdsa és igy at kellene tenni Bolyai Farkas kéziratai kozé!
(Az iratnak nincs kozvetlen koze Bolyai Janoshoz, annél tobb Bolyai Farkashoz és
Szdsz Kérolyhoz!)

BJ-299/1v

»92. K. dllitdsa, ha %, % egymds utdni izek kozosen, s, b—a — 00, a sor kézelito,
kiilonben tdvozo.

Okadat ez, a Karli irdsdban: Mert, hab=a+gq, § = H%,
1 1 :

a . . T 1. , . )
L — 1, tehdt ¢ — 5; az —az a sorjel 3 : - = ¢ — 5; mely nem igaz, mikor a sor jel

27 a
1 1 1 . 2 n(n+1 _ . .
5=, 3T 5 — 1; 5 ¢ éppen 7(n+(1)(n_~)_2) = Tizf s igy

s az dllittatik, hogy

x — 1; példdul 5,55, 51,---ban x = —

3
1_ 1z a _ azx _
p= ks =2 =z —1.

NB. Az irt sorkozelités jel idettisek azzal a mit H. L, a Burg Mathesiébdl ir.”

A kézirat masik oldaldn ez &ll, valészintileg Szasz Karoly {rasa:

Q ol

,,frd meg Bolyainak, hogy a mely demonstratiot hibdsnak taldlt igen is az, de
nem az enyém, hanem a tanitvanyomé. Szébeli eléadds rosszul érte, ebbdl eredet de-
ductidja, mert azon tdrgyaldsra én nem adtam volt irast. A magam demonstratidjat
elkildom alkalom szerint. A pesti jutalomnak tdrgydrol nem tudok semmit.”
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BOLYAI FARKAS KEZIRATA
A KOCKAKETTOZES PROBLEMAJAROL

SZABO PETER GABOR, OLAH-GAL ROBERT

A budapesti Akadémiai Konyvtar Kézirattaranak Bolyai-gy{ijteménye tobb olyan
levelet és levéltoredéket is 6riz, amelyeket a két matematikus Bolyai, apa és fia, egy-
koron egymds szdmdra frtak [1]. Bolyai Farkasnak , A’ Cubus dupplicatioja régen
hires volt” kezdetli (K 22/128 jelzetszdmu) kézirata 1914-ben Szab6 Péter (1867—
1914) matematikatandr hagyatékabdl keriilt a gylijteménybe. E négyoldalas tanul-
many a hires ékori gorog szerkesztési problémaéaval, a kockakettozéssel foglalkozik.

A kockakettézés problémaéja egy élével megadott kocka ismeretében egy olyan
kocka élhosszusaganak euklideszi értelemben vett megszerkesztését kivanja, mely-
nek térfogata kétszerese lesz az eredeti kocka térfogatanak. Az euklideszi szerkesz-
tés csak korzo és egyéllii egyenes vonalzé hasznalatat engedi meg. A korzot adott
kozéppontu, s két adott pont tavolsdgaval azonos sugara kor megrajzoldsara, a vo-
nalzét két adott ponton adthaladd egyenes szakasz meghuzasara hasznalhatjuk. Mar
az 6korban ismert volt t6bb olyan tin. nemeuklideszi szerkesztési eljaras, amely a
korz6 és vonalzé mellett més tovabbi eszkozt (pl. sikban megrajzolt kipszelete-
ket) is felhasznalt a konstrukciéban. Ismert a problémédnak korzét nem haszndld
csak un. betolé vonalzd segitségével valé nemeuklideszi értelemben vett megoldésa
is. Fontos azonban hangsilyozni, hogy ezek a szerkesztések az eredeti euklideszi
értelmében nem megoldasai a feladatnak, hiszen nem csak a megengedett eszk6zo-
ket hasznaljak. Tobb mint két évszazada tudjuk, hogy euklideszi szerkesztéssel a
kockakett6zés probléméaja megoldhatatlan az euklideszi geometriaban.

Valészint, hogy a Bécsben tanulé Bolyai Jéanos levélbeli felvilagositast kér-
hetett apjatdl a kockakettézés matematikatorténeti hatterérdl, illetve altalaban a
hdrom 6gorog szerkesztési feladatrdl (a kockakettdzésrodl, a szogharmadoldsrol és a
kornégyszogesitésrél). Bolyai Farkas az aldbbi levelet kiildhette el fidnak Bécsbe.
Ezt abbdl gondoljuk, hogy Bolyai Janos maga is gét betiikkel papirra vetette ez-
zel a problémakorrel kapesolatos gondolatait [3, 4], és féleg kadettsége alatt {rt g6t
betlis német irassal; kés6ébb nyugdijazdsa utdn attért a latin betiire, még a német
nyelvi feljegyzéseiben is.

Bolyai Janos diakkori szogharmadolasi vizsgalatat mar Paul Stéckel ismer-
tette [5], de kockakett8zési jegyzetére csak a kozelmiltban deriilt fény [3]. Szerves
folytatasa az, mondhatni szeminarizdlasa a jél megértett, most bemutatandé Bolyai
Farkas el6adasnak. A jelen dolgozatban Bolyai Farkasnak, ezt az eddig kordbban
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nem publikélt {rasat értelmezziik és tessziik betiihiven kozzé. A levélben szerepld
abrakat az eredeti formé&jukban hagytuk. A szoveg konnyebb olvashatésdga kedvé-
ért az idegen vagy ma méar nem hasznalt kifejezések magyar megfelel6it tobb helyen
ldbjegyzetben hozzuk.

Az autogréf irat kibetiizott formédban:

,§ 1. A’ Cubus dupplicatioja! régen hires volt; Problema Deliacumnak? hivtak;
Egy pestis alkalmatossagdval azt felelte az Oraculum, hogy meg nem szilinik, mig
az Delius® Apollo Oltérat (mely Cubus volt) meg nem kettoztetik. Térték fejéket,
Plato ’s mésok; ’s észre is vették, hogy arra két media proportionalis* kell 1 és 2
kozt; mert ha az elsének oldala =1, a’ két akkoraé /2, mely ha = z, tehdt 1: z = 2 :
22 = 2?2 : (23 = 2). Taldltak is kiilomboz6 instrumentumokat® ennek végbe vitelére.
Ha tetszik a Pacqult Euclidesibe megnézheted. Azutan két parabola altal vitték
véghez az itt legelébb leirando modon; ’s més akarmely két Conica Sectioval® is, ’s

més modon is tsak egy Curvaval” is.

Legyen ABC paraboldnak x az abscissija, y az ordinatdja, p a’ parametere;
ADC paraboldnak u az abscissija, z az ordinatéja, ¢ a’ parametere; Tehat 32 = pz;
2?2 = qu és minthogy z = , u = y; tehdt 22 = qy. Tehdt p:y =y 2;ésy:x =2 : q.
Tehdt hap=1,"sq=mn;lessz 1 :y=y:y2 =y%: (y* =n). Bsigy y = /(¢ = n).
Tehdt az y oldalu cubus nszer akkora, mint az (p = 1) oldalu. [1. dbra].

\ ¢ . ® d,dg.
\ TE “n

»m M"’c t.¢

1. dbra

NB. Olvasast érdemelnek az it ki-huzottak is.®

Ta kocka kettSzése

2déloszi probléménak

3Délosz (mai nevén Dilosz) gorog sziget

4kozéparanyos

5 eszkozoket

Skupszelettel

7gorbével

8 A kézirds alapjan kés6bbi bejegyzésnek tiinik ez a mondat.
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Jegyzés. Tulajdonképpen geometrie construdlni valamit, azt teszi, megszam-
lalhato” ollyan munkakkal vinni véghez, mellyek koézzill mindenik vagy az rectét
vonni'®, vagy az circulust irni'!. Tehdt magst a’ parabolat se lehet igy, mert oda
megszamlalhatatlan'? ollyan munkak kellenének, tsak egy darab minden pontjainak
megadasara; nem is lehet a’ rectdan ’s circuluson kiviil to6bbet irni geometrie, sem
radix cubicat!® kivonni, quadratat® perse lehet a’ media proportionalis dltal, s6t a’
mit nem lehet is arithmetice, 2b41 is ki lehet vonni, a’ hypothenusa!®, melynek cat-
hetussai'® egyenlék, az. A’ praxisral” a’ calculus accuratabb'® a’ Constructional;
a’ theoridba szép. A’ régiek sokkal hatrabb is 1évén az Analysisbe construdlni pro-
béltak az aequatiokat'®. Sokat bajlodtak a’ trisectio angulival?? is; de az is cubica
aequatiora?! vezet, a’ mint aldbb meg-irom; tehat proprie geometrice nem const-
rualhatd; hanem meglehet algebraica vagy ugy nevezett geometrica curvékkal, a’
mellyeknek algebraica az aequatiojak, meglehet transcendensekkel is.

A’ régiek a’ rectat ’s circulust, nevezték loca plananak a’ conica sectiokat loca
solida, a’ tobbit loca linearia. A’ loca solida név onnan van, hogy a’ Conus Sectioja-
bol hoztak ki a Conica sectiokat. Locus geometricusnak azt a’ lineat vagy superfici-
est?? hivjak, melybe egy indefinita aequationak®® minden valorai?* végzodnek (egy
bizonyos hatértol véve). Illyen a’ parabola y? = pznek. Ilyen a’ circulus mind azon
AA0k?® apexeinek?®, mellyeknek basissok?” ab, szembe levo szegletek®® = k; illyen
a’parallela de az azon egy basison allo egyenlé AAoknak; a’ két locus geometricus
egybe taldlkozik, a’ hol a’ circulus és recta vagjdk?® egymast. [2. dbra]

§ 2. Des Cartes volt a’ legelsé a’ ki a’ Curvékra applicélta®® az aequatiokat,
és szarnyakat adott a’ felsébb Mathesis mezejére. Ugyan6 tanitotta a’ fels6bb
aequatioknak generaliter constructiojat kovetkez6 modon: mely szerint rectakkal

9itt: véges sok

10egyenest hiizni

Hkort rajzolni

12itt: végtelen sok

13%k6bgyskot

lnégyzetgyskot

154tfogd (Erbs a gyant, hogy az ,atfogd” kifejezésnek Bolyai Farkas volt az elterjesztéje, és taldn
a megalkotéja is. Lasd [2, 392-395. old.])

16pefogbi

17gyakorlatra

18pontosabb

egyenleteket

20sz3gharmadolassal

2lharmadfoki egyenletre

22feliiletet

23hatérozatlan egyenletnek

24értékei, gyokei

25¢riangulumok (haromszogek)

26 csiicsainak

27alapjuk

28sz6gek

29 metszik

30alkalmazta
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2. dbra

meg adodnak mind a’ realis radixok®'; vagy az abscissakkal, vagy az ordinatakkal,
a’ mit a’ dolog rendeltetik. Két f& mod van.

§ 3. Vagy egy Curvéval ’s az Abscissak linéajdval estek tsak, vagy két Curvéval.

I. A’ mi az els6t illeti: Vannak valami linéak, mellyeket neveznek lineae generis
parabolice; a’ Definitiojak az: A’ mely linédnak aequatioja y = o+ Sz +yx? + 53 +
...+ ox™ azt nevezik n gradusu paraboldnak. A’ kozoénséges 2dik gradusu; mert
legyen AK B az AB az axis®?, A az Abscissék feje, parametere p; tehdt BK? = pAB.
Legyen mar O az abscissdk feje, s’ z az ordinata; lessz (b+ )% = pz + a; tehat

z = =axb? e’ ynely vildgos hogy a’ felsd forma ald illik; mert o = _“;'b2;
8= %; v = %; Ha a’ figurdba b = Onak tétetik, ’s a is = 0, tehat A és O eggyiivé
esnek, akkor z = %2; a=0;8=0v= %, ’s ha p = 1, tétetik, v = 1. [3. dbra]
- F - -~ : - :
8. abra
Vétessék mar ugy is, hogy tsak b legyen = 0, a pedig nem; tehat lessz z =
—a + x%; tehdt az O pontnak, a’ hol z = 0, megfelelé z lessz = —a; vildgos az is,

hogy 2 addig né, mig —aval zerot tsindl, azt vigja a’ curva az Abscissarum lineét.
[4. dbra]

Ezen parabola nemii linédknak sok koz tulajdonsagok van. Mennek két dggal
in oo, sehol vissza nem térve. A’ recta is az, ha Bdn kiviil minden coefficiens®3
zérus, a’ recta az elsé gradusu parabola. Hajlasaiknak leg-nagyobb szama n — 1 az
n gradusunak; nem azt teszi hogy annyi van, hanem, hogy legfeljebb annyi. A koz

31lvalés gyokok
32tengely
33egyiitthatéd

41



4. dbra

paraboldnak 2 — 1 hajldsa van, a rectdnak 1 — 1; minden abscissanak akér positiv
akar negativ felel meg realis ordinata egy, és az n6 in oo, minden ordinatanak n
szamu abscissa felel meg, a mellyek kozziil lehetnek imaginaridk is. Kepler elmésen
caracterizalja a koz parabolat ’s hyperboldt. Parabola brachia non ut hyperbola
expandit, sed contrahit ab ooto, completu, semper plus quidem complectens, at
semper numius appetens; cum hyperbola, quo plus actu inter brachia complectitur,
hoc plus etiam appetat®*. Jegyezd meg azt is, hogy parabola minden gradusu (vagy
ordoju) van, de perse hogy nem minden linea aequatiojit lehet a felsé forméra
huzni. Ha érkezem teszek a’ végin a linédk ordéival egy kis jegyzést. Most a’
tzélomhoz vissza térek.

§ 4. Ha egy n gradusu aequatiot kell resolvalni, mely legyen ™ + Az~ 1. .. +
Jx' + Kx° = 0, construdlni kell egy ollyan parabolat, melynek aequatioja iy = ax® +
Bz +yx? ...+ pz" "t 4+ ox™ ’s minthogy a, B3,7... ollyanok a’ mellyeket szabadon
lehet venni, eggyeztetni kell a’ két aequatiot, ’s fel-téve o =1, A=p;... J =0,
K = «, ki-kell keresni mekkoraknak kell venni a’ gorog coefficienseket, hogy éppen a
fel-adott aequatio fejezodjék ki. Akkor yt= 0 kell tenni; Az irt linea az Abscissarum
linéat, a’ hany realis valora van az aequationak, annyiszor vagja, s azon vAagas
pontjaiig vett abscissdk az aequatioba x helyibe téve, yt nulla teszik; tehat azon
zek (a’ mint lesznek az abscissdk fejétol két felé positiv vagy negativ) rddixai az
aequationak. A’ mely radix tsak imaginaria vagy impossibilis, az tsak algebrai valor,
tehat annak nem felel meg altal-vagas pontja.

fgy hét lehet a cubica paraboldval is nsuplicalni a’ Cubust. Aequatioja annak
ez; y = a+ fr + yx? + dz3. Tsak ezt kell megfejteni 22 —n =0 (a’ mint feljebb
megmondatott) tehdt ezt a’ lineat kell construdlni y = —n + 2; a 'hol a = —n,
B8=0,v=0, § =1, hdrom radixa van ezen aequationak 0 = 23 — n, de tsak egy
realis radix cubicdja van nnek; x pedig = /n; ez a’ radix meg-adodik az egy altal
vagas pontjaval, az abscissdk fejétdl addig vett ab abscissaval; és ez lessz az n akkor
a cubus oldala.

Jegyzés. A’ parabola nemii linednak construdlni perse akdr hdny pontjat lehet,
mert geometrice multiplicalni®®, kovetkezésképpen egész potentiskra® emelni is,

34 A parabola a karjait nem tgy térja szét, mint a hiperbola, hanem 6sszehtizza a teljes végte-
lenségbél. Igaz ugyan, hogy egyre tobbet dlel at, de egyre kevésbé tarul szét. A hiperbola azonban,
minél t6bb van ténylegesen a karjai kozott, egyre inkdbb széttdrul. (Kényves Téth Kdlmén fordi-
tésa).

35sz0rozni

36hatvanyokra
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dividalni®” is lehet, tsak radixot nem lehet vonni quadratan feljiil. Multiplicélni s
dividalni quarta proportionalis keresése altal lehet; a’ multiplicatioba az egész egy
dolog lefolydsa alatt azon egy Unitas®® 4ll el6l, a’ divisioba a’ divisor 4ll eldl, az
Unitas masodik helyt. De kénnyebb modon tsinalni igy tanitatik.

Légyen E az Abscissdk [...] légyen EF (mind a kétfelé continudlva)3? ’s
unitdasnak vétetve; ’s ahoz képpest tétessenek fel a, 5,7, ...egymds utan; az a pont
ahol a’ hol a’ legfelsébb (irt A) végzodik, neveztessék Anak, az also vége, mely felsd
a’ kovetkezO gra nézve, legyen B ’s ugy tovabb. Ha mar meg kell kapni a @ pontrol
emelt perpendicularisnak mint ordinatdnak nagysdgat; vonattassék AG parallela
E Fhez, szintugy bh, ci; meghataroztatnak b, ¢ pontok. GB, hC' rectak altal; ’s
1bdl Dhez vont recta megadja d pontot az ordinata véginek. fgy lehet megkapni az
ordinata végét, xnek vége akdrhol vétessék Ftdl akar jobb akdr bal felél. [5. dbra]
Ezt igy lehet megmutatni. Ha jé ez a mod az n gradusu paraboléra, j6 az n + 1
gradusura is. Mar meg-kell mutatni a Minort is, s a Majort is. Az els6 gradusura
ugymint a’ rectara, 's a’ masodik gradusura kénnyd megmutatni.

5. dbra

BK =1, KG =3, BH = x; Tovibbd BK : KG = BH : Hb; tehat bH = Sx;
ésigy y = a+ Bx = a+ Bz +vx? + 62 ... az az illik ezen forma ald, ha a’ tébb
coefficiens = 0. [6. dbra] Meg lehet a’ 2dik gradusra is konnyen mutatni. De mér a’
majorra mutatom meg.

Legyen S egy az irt modon talalt pont, melyrdl igaz, hogy SQ = a + bz + cx? +
dz? ... tehdt mivel itt a’ Cbél EFhez vont parallelik ahol (a + 8) = CE 4ll az a
helyett, ha azon feljiil kovetkezve vannak téve egymds utan -, d,...; tehat ha igaz
a’ torvény SQrol, igy SQ = (a + B) +yx + d2% + ... . De dT |...] proportionalis
(DM = 1)hez (MN = ST = SQ — «); és whez; tehat 1:x = B+ vz + 2% : fr +
a2 .. 4+ 628 ... Bs gy (dT + FQ = dQ) = o+ B + yx + 627 ... . Tehat Srdl
helyes a’ constructio a’ % pontra. [7. dbra.]

37 osztani

38egység
39meghosszabitva
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De meg kell jegyezni, hogy ha valamelyik a’ Coefficiensek kozziil = 0; legyen
felteszen y = —n + 23 = —n + 0z + 022 + 123; ekkor x = —n; ezt le-felé kell venni;
legyen = ED; =0, v=0 de maradjanak ott a’ betiik, ugy hogy DC = és
C B = ~ mint-egy folyjanak egy pontba; azutan kovetkezik A =1 = EF, azt B bdl
Aig mint posiociot felfelé kell transferalni; s a’ betiilk megtartva, éppen ugy kell
meg-kapni az ¢ pontot a’ hol 8’ % van, ’s a @ lesz az ordindta. . . [8. dbra]

§ 5. II. Mar menyek a’ masik modra, hogy kellessék két Curviaval meg-fejteni
a’ fels6bb egyenletet. Mikor két linea egymast vagja, vagy éppen azon egy az
ordinatajat, vagy legaldbb a’ tetejek eggyiitt végzodik. Legyen azon esetre eggyiké
y, @ masiké z, és z functioja ynak; ’s y is z is functioja xnek; tehit z = ¢(y),
y = f(x), z= F(x); Az els6bél ’s utols6bdl y megint egy bizonyos functioja znek,
legyen ¢ (x); tehat f(x) = v¢x; Ezen aequatio, melybe mdar nints az elimindlt y,
ordinaltatva, a’ hdanyadik gradusu lessz, annyi algebraicus valora van benne az xnek,
mellyek lehetnek imposibilisek is, a realis vélorokat pedig (a’ mint positivok vagy
negativok ’s a’ mekkordk) mind kimutatjdk az abscissik azoknak fejétdl véve azon
pontokig, mellyekrdl emelt ordinatak, azon Curvaknak egymast vagasa pontjaiba
végzodnek. Minthogy, ha y functioja xnek, x is az ynak, tehat ha x eliminédltatik a’
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8. dbra

két indefinita aequatiobol, hogy definita legyen, akkor a’ vagas pontjairol botsatott
ordinatak a’ radixok; a’ mint a’ kdvetkez6 példa mutatja.

Ttt is perse (mint feljebb) a’ fel-adott megfejtendd egyenletet eggyeztetni kell;
az-az minekutdnna mind az mind az irt f(x) = ¢(z), ordindltattak, a’ Coefficien-
seket egyenl6itvén, ki-kell keresni az f(x) = ¢(x)be 1év$ csuszdsokat, hogy azon
Curvék, a’ tzélra construdltassanak; melyhez ritka szemesség s egybe nézés kell.
Tovabba ollyan két linea kell, a’ mellyek vaghassak egymast annyi pontba, a’ hany
gradusu a’ meg-fejtendé egyenlet; biquadraticara elég a’ parabola s circulus, a’
mint mindjart le-irom. Egy m ordoju linea nem vaghatja tobb pontba az n ordo-
jut mnszernél. Neveztetik pedig m ordojunak egy linea, ha az aequatiojanak egy
terminussaba sem menyen tobbre; mnél sem az ynak sem az xrnek exponense, sem
az x és y exponenseiknek summaja, de valamellyikbe menyen mre. Az 2di ordinis
linédnak generalis aequatioja az y = o + Bz + vy + dzy + xx? + A\y? . Nints tobb
a’ Conica Sectioknal, a’ Circulust is oda értve; van demonstralva Késtnerbe is.

Jegyezd meg ezt a’ sort 1.) a; IL.) bx,cy; 111.) da?, exy, fy?; IV.) gz3, ha’y, iy’x,
ky3; s igy tovabb. Az elsé rangt linea (mely a’ recta) tart az equatiojdba a’ 11561
valamely terminusa a’ masodik rangu a IIldikbdl sziikség, hogy tartsa valamely

terminust; a’ 3dik rangu a’ IVbdl s ugy tovabb, de egyik sem tarthat egy terminust
is a kovetkezOkbol. (x)10

Meg nézheted annak is demonstratiojat, vagy ha kivanod, le irom; de meg
értheted: miért nevezik azon lineat m + n ordojunak, melynek aequatiojdba z™y™
van. A f6 idea ez. Akdrmely algebraica curvira nézve, ha véltozik az abscissdk
linedja, feje, ’s az ordindtdk szeglete (maga a’ curva ott maradvdn) nem bajos
az aequatiojat meg taldlni, mivé valtozik. S meg-tetszik, hogy akkor az elébbi
z hellyibe a + x vagy y hellyibe b+ y j6, vagy x hellyibe cx, y hellyibe y + gz,
z hellyibe z + %y; y hellyibe sy — %ty; Es {gy latszik, hogy a’ substitutioba az
és y exponensei megmaradnak; de megeshetik, hogy fel-teszem z hellyibe jévén

40(x),Olvasd meg Segner, Cursus Mathematic Pars Secunda pag. 432 [...]” (Bolyai Farkas
labjegyzete a kéziraton.) E kotet szerz8je Segner Jdnos Andrés (1704-1777) magyarorszagi szar-
mazasi matematikus, fizikus és orvos.
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T+ %y, tehat 22 hellyibe lessz z2 + Z—zyQ + %xy; igy lehet x™re konnyen érteni
(%)% . De megint a’ tzélra térek.

§ 6. Paraboldval ’s circulussal construalni a’ biquadratica aequatiot, s a’ Cubi-
cat is igy lehet akar az ordinatakkal, akar az abscissidkkal advan meg a’ radixiokat.

Viéagja AM parabolat KM circulus, melynek centruma G; a’ parabola or-

dinatdja y, a’ circulusa y —c; a’ parabolaba y? = px, a’ circulusba (y —c)? =
2

r2 — (b— x)?; a’ parabola abscissija x, a’ circulusé b — x, a’ paraboldbol z = o
mellyet substinalva a’ circulus aequatioba x elimindlédik, ’s lessz ha ordinalodik.

v+ p2) 2 — 2%y +p2 ) B
—2pb +c2=0

Legyen a’ biquadratica aequatio mellyet meg kell fejteni z* + Bz2 4+ Cz+ D =
0; Tsak a’ coefficienseket kell eggyeztetni, fel-téve B = p? — 2pb, C = 2p’c; D =
p?(b? + c® — r?); ’s ha ki-jonnek p, b, ¢, r, az altal meg-adédik a’ circulus centruma,
ra diussa, ’s a’ hany valosdgos radixa lessz az aequationak, annyi helyt vagja a’
parabola a’ circulust, ’s az ordinatdk meg-adjdk a’ radixokat. [9. dbra]

4
'8

9. dbra

A’ mi a’ Cubicat illeti. Legyen r2 = b? + ¢2; akkor a’ circulus vagja a’ parabolat
A vertexbe; tehat y =0, és ez radixa az aequationak, mert akkor az utolsé tag
=0, s a’ tobbi is mind 0; tehiat y — 0 = 0 az egyik factor melybdl all az aequatio;
kovetkezésképpen lesz
3 + a2
y — 2a’c = 0;
—2ab

Ezt egyeztetni kell egy ollyan cubica aequatioval, melynek a masodik tagja el-
enyésztetett. Tétessék p? — 2pb = B; —2p?c = C; s hatdroztassanak meg p, b, C;
de két aequatio van, ’s harom ismeretlen; tehat eggyiket fel kell venni; vétessék p
azért, hogy osztan egy parabola mas cubica aequationak meg-fejtésére is szolgal.
Vétethetik p unitdsnak is; Tehat b = % — g; c= —%. Tehat meg-adoédik a’ circulus
centruma, s onnan a vertexig lesz a radix. Olvasd még Késtnert, Analysis der
endlichen grossen III. Auflage, pag. 342.”

41 ugyan ott tovabb” (Bolyai Farkas ldbjegyzete a kéziraton)
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Régota ismert az a feljegyzés Bolyai Janos kéziratos hagyatékabdl, amelyen
Bolyai az egyenl6 oldalu hiperbola segitségével osztott fel harom egyenld részre
egy szoget [5]. Szintén jél ismert, hogy Bolyai Jénos az Appendixben — ahogy az
a mil eredeti cimében is szerepel — az un. S-rendszerben (a Bolyai-Lobacsevszkij-
féle geometridban) megmutatja, hogy lehetséges a kor geometriai négyszogesitése.
A kozelmiltban feldolgozott Bolyai-kéziratok arrdl tesznek tanusagot, hogy mind
Bolyai Jénos (1. BJ 1114/2, 2v) [3, 4], mind Bolyai Farkas behatéan tanulmanyozta
a kockakett&zés feladatat is, vagyis a Bolyaiak mindhdrom hires gorog szerkesztési
problémaéval eredményesen foglalkoztak.
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nyos Akadémia. 1. kot.: A két Bolyai élete és miivei. pp. 235-236.

Péter Gabor Szabd, Réobert Olah-Gal: Farkas Bolyai’s manuscript on
the cube duplication

In this paper Farkas Bolyai’s manuscript on a famous Greek problem of antiquity
is published. This problem is the duplication of the cube. Farkas Bolyai’s work
is a part of a letter to his son Janos, who studied in Vienna. Farkas is shortly
summarized the history of the problem and described some approaches based on
conic sections and curves. The text is interesting along with mathematical subject
in linguistic point of view too.

The original manuscript is in the Bolyai’s Collection of the Library of the
Hungarian Academy of Sciences in Budapest.
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BOLYAI JANOS BUVOS NEGYZETENEK EGY
ALTALANOSITASAROL

SZABO PETER GABOR

Blivos négyzetnek nevezziik az olyan négyzetes szamtablazatot, amelyben minden
sorban és oszlopban, valamint a két atléban allé elemek 6sszege azonos. Ezt a kons-
tans értéket szokas , blivos Osszegnek” is mondani. Bolyai Janos Marosvéasarhelyen
Orzott kéziratos hagyatékaban Kiss Elemér Bolyai-kutaté egy 3 x 3-as nem szokvé-
nyos biivis négyzetet taldlt [2]. Bolyai biivos négyzetének érdekessége, hogy benne
hérom szabadon valaszthatd érték x, y és b segitségével hatarozhatjuk meg a tobbi
elemet (1. dbra). A kéziratlapjanak végén Bolyai felveti, hogy &ltaldnositsuk az
elébbi 3 x 3-as bilivos négyzetet tetszbleges n x n-es négyzetre. Ennek egy lehetsé-
ges modjat itt mutatjuk.

84 I ’

Ya i o Q=3
e o ILL

X |9 ’é_f‘. Ay

xf" IAA’ l-&-l &

Lisd ¥ J‘t/ﬂ{b(hk j

1. dbra. Bolyai Jdnos biivos négyzete
Tekintsiik az aldbbi olyan n x n-es szamtéblazatot (n > 3), amelynek n(n — 2)

elemét szabadon valaszthatjuk, és ezen elemeket a b betiijellel, valamint a helyiiknek
megfelel6 indexparral jeloljiik. A tobbi 2n darab elemet a-val és a hozza tartozo
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indexekkel jeloljiik. Legyen tovabba B a tédblazathoz tartozd blivos Gsszeg.

bi1 bi2 .. bin—1 Q1in
bn—2,1 bn—2,2 R bn—Q,n—l an—2.n
n-1,1 | bn—12 | -+ | bn—tn—1 | Gn-1n

anl an2 cee Apon—1 Ann

Szamitsuk ki az a-val jelolt értékeket a b-vel jelolt szabadon valaszthaté elemek
segitségével a kovetkez6 mddon:

1. 1épés. Hatarozzuk meg az utolsé oszlop els6é n — 2 elemét:

n—1
an:B—Zbij, ahol (1<i<n-—2).
j=1

2. lépés. Hatdrozzuk meg az utols6 sornak a 2.-t6l az (n — 1)-dik eleméig tarté

értékeit:
n—1

nj :B—Zbij, ahol (2<j<n-1).
i=1
3. 1épés. Hatarozzuk meg a bal alsé sarokban 1év6 elemet az a1, segitségével,
valamint az alapjan, hogy az atléban all6 elemek Gsszege B kell, hogy legyen:

n—1 n—1 n—1
an1 =B — a1, — E bin—it1 =B — <B - E blj) - E bin—it+1 =
i=2 j=1 i=2
n—1 n—1
= g bij — g bin—it1-
j=1 i=2

4. 1épés. Hatarozzuk meg az a,,_1,1 elemet az el6bb kiszdmolt a,,; felhasznalasaval:

n—1 n—1 n—2

an-11 = _anl_zbzl—B Zb1]+zbznz+l Zbil-
=1

5. 1épés. Hatérozzuk meg az a,_1,, elemet az elébbi a,,_1,; segitségével:

n—1,n = B — An—-1,1 — g bnfl,j =

n—1 n—1 n—2 n—l
- <B — Z bij + Z bin—it1 — Z bil) - Z bn1j =
j=1 i=2 i=1 Jj=2

n—1

2_: szn z+1+zbzlfzbn 1,5+
j=1
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Az eddigi 1épések egyértelmiiek voltak abban az értelemben, hogy egyetlen
szamoldsi szabaly generalta a soron kovetkezd 1j érték meghatdrozdsat. Ahhoz
azonban, hogy a végeredményként adédé tablazat valéban bilivos négyzet legyen,
sziikséges az is, hogy az utolsé lépésben kiszamolandé a,, elem is egyértelmi
legyen. A vizsgdlat tdrgyéat itt az jelenti, hogy mivel az an,, meghatdrozdsira
harom méd is kinalkozik, hiszen az utolsé oszlopban, az utolsé sorban, valamint az
atléban all6 elemek 6sszege is B, igy fontos ellendrizni, hogy az altalunk vizsgélt
négyzetben a harom szdmoldsi méd ugyanazt az értéket adja-e. Ez persze fiiggeni
fog a B értékétol, de pont ezek az egyenlOségek fogjdk magét a bilivos Osszeget is
igy meghatarozni. Lassuk hat az utolsé 1épést!

6. 1épés. Hatdrozzuk meg az a,, elemet.
6.1. Az atléban all6 elemek alapjan:

n—1

Opn = B — Z bi;.
1=1

6.2. Az utolsé oszlopban 4llé elemek alapjén (az a,—1,, elemet szdndékosan kiilon
frva):

n—2

Opn = B — Up—1,n — § Qip =
i=1

n—1 n—1 n—2 n—1 n—2 n—1
a0 SR IIRES SRS SORVES 3 C15 o)}
j=1 =2 i=1 j=2 i=1 j=1

6.3. Az utols6 sorban 4116 elemek alapjén (az a,; elemet szandékosan kiilon frva):

—B_anl_zanJ—B Zb1]+zbzn z-l—l_Z( sz])

A harom szamitds soran kapott értékeknek azonosnak kell lenniiik. Ellendrizziik
eloszor a 6.2. és 6.3. esetben kapottakat. Konnyen lathatd, hogy az els6 harom tag

n—1 n—1
B=> "bij+ > bin-it1
=1 i—2

azonos a két kifejezésben, tehat ezeket elhagyhatjuk. Igazolandd, hogy

n—2 n—1 n—2 n—1 _
_Zbil+zbn1,j_z<3_zbij> = Z( Z@g)
i=1 j=2 i=1 j=1 j=2
Mindkét oldalhoz adjunk (n — 2)B-t:
n—2 n—1 n—1 n—1
_szl+zbn 1]"‘2 blj b
=1 j=1 j=2 i=1
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A bal oldalon 4ll tehdt

n—2 n— — n—1 n—2 n—1 n—2 n—1
Z Z bir 4D bno1j =D D bij =Y b+ bu1j—bp11=
i=1 j=1 i=1 j=2 i=1 j=1 i=1 j=1
- - n—1 n—1 n—1 n—1
:ZZ Zbll_bn 11—2 me szl—z b2]7
i=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=2

ami {gy mar lathatd, hogy egyenld a jobb oldallal. Mivel a 6.1 esetben is ugyanezt
kell, hogy kapjuk, mint a 6.2. és a 6.3. esetekben, igy ez csak gy kovetkezhet be, ha

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
B—an‘ ZB—ZbU-FZbi,nﬂ‘H —Z (B— Z%‘),
i=1 Jj=1 =2 j=2 =1

vagyis

n—1 n—1
1

n—1 n—1 n—1
( Z bzz + Z bzg Z bli + Z bi,n—i+1) .
j=2 i=1 =2

Az 6sszegeket tanulmanyozva egy kis egyszertisitési lehetdségiink is van

n—1 n—1
(szz+z szj"_zbzn 2+1>

=2 j=2

i=

vagy még egyszeriibben

1 n—1 n—1
B = — Z (bii + Z bi; + bi,niJrl)-

i=2 j=2

Ellendrzésként lassuk mit ad a biivos 6sszegre levezetett altalanos formula a Bolyai
Janos &ltal is vizsgalt n = 3 esetben.

n—1 n—1
1
B = Z (bii + Z bij + bi7n—z‘+1> = bag + bag + baa = 3ba2,

n—2 i=2 =2
vagyis a 3 X 3-as blivos négyzet esetén a tabldzat kozepén 1évo szdm haromszorosa
adddik, ahogyan természetesen Bolyaindl is (az & jeloléseit haszndlva 3b). A bii-
vOs Osszeg tanulmanyozasa tovabbi érdekes észrevételeket eredményezhet. Lathato
példaul, hogy B pontosan azoktdl az elemektdl fiigg, amelyek nincsenek a biivos
négyzet peremén, vagyis amely elemek indexei kézott nincs 1 és n.

Befejezésiil megemlitjiik, hogy Kiss Elemér egyik munkdjdban azt is leirta [3],
hogy Bolyai blivos négyzetének kozlése utdan Dénes Jézsef felhivta a figyelmét Jack
Chernick egy 1938-ban bizonyitott Bolyaiéhoz nagyon hasonld vizsgdlatéra [1].
Chernick a maga biivis négyzetét abbdl a célbdl kozolte, hogy megmutassa minden
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3 x 3-as biivos négyzet hdrom valtozoval szerkeszthet6. Vegyiik észre, hogy ugyan-
ezt Bolyai Janos is a maga biivis négyzetének megadasaval megmutatta, illetve
a fentiek alapjan éppen az 6 példdjat altalanositva azt is lathatjuk, hogy minden
n X n-es bivds négyzet n(n — 2) wvdltozéval szerkeszthetd (n > 3). Megmutathatd,
hogy n(n — 2) darab véaltozd itt sziikséges is az dltaldnos esetben. Chernick szintén
eljutott ehhez az allitashoz, habar a bizonyitasaban az 6 konstrukcidéja mas, mint
a fenti.

Irodalom
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Péter Gabor Szabé: On a generalization of the magic square of Janos
Bolyai

Janos Bolyai constructed a general 3 x 3 magic square using 3 variables. In this
paper we presented a generalization of this result for the case n x n (n > 3). We
proved that the magic square of order n constructed by n(n — 2) variables. This
proof based on Bolyai’s example and it is different from Chernick’s proof.
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BOLYAI FARKAS MASODIK DOLGOZATA
A PARHUZAMOSOK ELMELETEROL

WESZELY TIBOR

Bolyai Farkas egyike a vildg azon matematikusainak, akik 2000 éven at az euklide-
szi parhuzamossagi axiéma bebizonyitdsan faradoztak. Erre a torekvésre az adott
okot, hogy Euklidész (kb. i.e. 330-275) Elemek cimii miivének elején felsorolt axi-
omak és posztulatumok azonnal belathatd egyszeriu kijelentései kozott, a parhu-
zamossagi axioma valahogy eliitott a tobbitél. A bonyolultabb megszovegezése is
sokakban kételkedést ébresztett. Vagyis, nem tekintették ,azonnal beldthaté’-nak,
mint ahogyan azt a bizonyitas nélkiil elfogadott alapigazsagoktdl dltaldnosan elvar-
tak. fgy voltak akik azt hitték, hogy Euklidész itt egy bizonyithatd tételt sorolt az
axiomak kozé. Fz a kérdés a 18. szazadban a gottingai egyetemen is a sokat vita-
tott vizsgalandé kérdések kozé tartozott ott, ahol ebben az idében Bolyai Farkas
és Carl Friedrich Gauss didktarsak voltak. Amikor Farkas 1804-ben a marosvasér-
helyi reformétus kollégium matematika-fizika-kémia professzora lesz — mely stétus
hallgatélagosan a tudomanyos kutatédst is elvarta — 1jbdl eloveszi a parhuzamos
egyenesek kérdését, amelyet annakidején az egyetemi évek alatt Gauss-szal tar-
gyaltak. Rovidesen megirja ,A parhuzamosak elmélete” cimii els6 tudoméanyos dol-
gozatat, melyet az 1804. szeptember 16-an Gausshoz irt leveléhez csatol. A nagy
német matematikus, még azon év november 25-én vélaszol, melyben kozli, hogy
baratja melyik allitdsdval nem ért egyet. Ugy tlinik, hogy Farkas ezutan hossza-
san tépelddott ezen a kérdésen, mert ezzel kapcsolatban csak 1808. december 27-én
irt levelében tér ki részletesebben ujra, mely leveléhez ,,A parhuzamosak elméleté-
nek toldaléka” cimi mésodik dolgozatat mellékeli. Ebben is, akarcsak az els6ben,
az Euklidész altal az axiémak kozé sorolt, parhuzamosokra vonatkozé kijelentését
probélja bizonyitani. Arra torekszik, hogy a Gauss éltal jelzett kifogasokra adjon
valaszt, de a cél érdekében, érdekes médon, nemcsak kizarélag matematikai, hanem
mar szinte filozéfiai kormonfont érveket is felhaszndl. Ma mar tudjuk, hogy Farkas
akkori faradozasa, akarcsak 2000 éven at e téméval foglalkoz6 tobbi matematikus
tarsaé, hidbavalé volt, mivel ennek az ,axiémanak” igaz vagy nem igaz voltat, egy
vele ekvivalens kijelentés allitdsanak vagy tagadasanak a felhaszndlasa nélkiil nem
lehet eldonteni. Gauss az utébbi levélre mar nem vélaszolt. Erdekes7 hogy a késébbi
Bolyai kutatdk, akik Farkas parhuzamosokra vonatkozé vizsgalataira is részleteseb-
ben kitértek, csupan az els6é dolgozataval foglalkoztak kisebb-nagyobb mértékben,
mig a masodikat, a legtobb esetben, még meg sem emlitették. Ha esetleg emlitést
tettek réla, csupan annyit jegyeztek meg, hogy ez is egy sikertelen prébélkozasa
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volt Farkasnak, melyre Gauss valasza is elmaradt. Taldn emiatt is érdekes lenne
Bolyainak ebbe a dolgozataba kissé részletesebben bepillantani.

Amint a mésodik dolgozatdnak a cime is jelzi, az ebben kifejezett gondola-
tok szorosan kapcsolédnak az elsé dolgozat tartalmahoz. Igy ennek megértéséhez
sziikséges roviden felvazolni az els6 dolgozat f6bb gondolatait és eljarasait.

Akarcsak a parhuzamosokkal foglalkozd szamos elédje, Bolyai Farkas is szilar-
dan hitte, hogy a parhuzamossiagi axioma nem fiiggetlen a tobbi axiématol, vagyis
azokbdl levezethets. Tehat csak a bizonyitdsat kell megkeresni. E témaval foglal-
koz6 matematikusok jelentOs része tigy prébalta ezt a kérdést megoldani, hogy nem
direkt a parhuzamossigi axiéma kijelentését (mely szerint: ha két sikbeli egyenest
egy harmadikkal metsziink, akkor ez a két egyenes a metsz6 egyenes azon oldalan
taldlkoznak, ahol a keletkezett két bels6 szog Osszege kisebb mint két derékszog),
hanem ezen axiémaval ekvivalens, esetleg konnyebben kimutathaté allitast igye-
keztek bebizonyitani. Innen pedig mar csak egy 1épés a parhuzamossagi axiéma
igazolasa. Egy ilyen ekvivalens allitas, melyet dolgozataban Bolyai Farkas igazolni
akart az, hogy: egy egyenes tdvolsigvonala szintén egyenes. Vagyis: a sikban egy
egyenestdl, az egyenes altal meghatarozott egyik félsikban talalhaté ugyanolyan
tavolsagra 1évé pontok egy egyenesen vannak. Bolyainak az els6 dolgozataban ko-
zOlt bizonyitasi kisérlete roviden a kovetkezd.

Legyen d egy adott egyenes és rajta az M N szakasz (1. dbra).

P
L
/—|\d

M Q@ N

1. dbra

Az M N szakasz @ felez6pontjaban felveszi a d egyenesre meréleges QP sza-
kaszt. Nevezziik az M N és QP egyenes szakaszokbdl Gsszetett forditott T alaku
merev alakzatot T-nek. Ezt a T-t most ugy tekinti mint egy ,, geometriai mozgat-
haté”-t, és ennek M N szakaszat a d egyenesen csusztatja végig az egyenes mindkét
irdnydban. A P pont &ltal leirt gorbét L-lel jeloli, mely nyilvan nem més, mint a
d egyenes tavolsdgvonala. Farkas azt akarja bebizonyitani, hogy az L egyenes. Bizo-
nyitasadban a reductio ad absurdum mddszerét alkalmazza, melynek alapjan felteszi,
hogy L nem egyenes, és innen ellentmondéshoz akar jutni.

Koriilményes és aprélékos bizonyitas utan kimutatja, hogy ha L nem egyenes,
akkor a 2.a) vagy 2.b) dbrdk altal jelzett alakok koziil az egyik kell, hogy legyen,
melyekbe akkor az AB, BC,CD,... egyenl6 hurokbdl all6 ABCD ... dombori
torottvonal frhatd, melyet Il-vel jelol.

Mindkét esetben ez a 3. dbrdn lathaté helyzetbe hozhatd, ahol ezutén felveszi
az AB hur K¢ felezd merélegesét (melyrél kimutatja, hogy ez az L tdvolsdgvonal
szimmetriatengelye is), valamint a hir K felez6pontja koriil forgé g egyenest. Ezt
a q egyenest ugy forgatja a K pont koriil, hogy rendre atmenjen az L-be irt II t6-
rottvonal B,C, D, ... cstcspontjain. Kissé hosszadalmas eljardssal kimutatja, hogy
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a) b)

2. dbra
®
L
D
q
C
K
A — B

3. dbra

a ra kovetkezo be nem futott csicspont a g-hoz viszonyitva a K¢ félegyenest tar-
talmazo félsikban van, ,,tehdt ¢ mindig szoget ir le a K koriil és ennyivel kozelebb
jut a K¢ egyeneshez”. Majd tovabb folytatja Bolyai: ,,Ezért a ¢-t az el6irt médon
addig mozgatjuk, mig K¢-be jut”. Ez pedig nyilvan azt jelenti, hogy K¢ szim-
metriatengelyi mivoltat is figyelembe véve, az L 6nmagaba visszatérd vonal, vagyis
Farkas megfogalmazasat idézve: ,Eszerint L-nek — ha feltételezziik réla, hogy nem
egyenes — onmagédba visszatéronek kell lennie”. Amint Bolyai is hangsulyozza, ez
valéban ellentmondashoz vezet, mert ekkor a d egyenes két kiilonb6z6 @ pontjaban
(1. dbra) d-re emelt merdleges taldlkozna egymadssal. Az viszont mér abszolit tétel
(vagyis a parhuzamossigi axiémétdl fiiggetleniil bizonyithatd), hogy ugyanarra az
egyenesre annak két kiilonb6z6 pontjdban emelt merdleges nem metszi egymast.
Tehéat — vonja le a kovetkeztetést Bolyai Farkas — az L csak egyenes lehet, és ezzel
Euklidész parhuzamossagi axiémaja is bizonyitast nyert.

Es most nézzitk meg Gauss 1804. november 25-én irt valaszat:

,Dolgozatodat nagy érdeklodéssel meg figyelemmel olvastam at, és igazan gyo-
nyorkodtem a valédi alapos elmeéledben. De te nem iires dicséretemet varod, amely
némileg részrehajlonak latszanék mar azért is, mert a te eszmemeneted sokban ha-
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sonlit az enyémhez, amelynek alapjan hajdan e gordiuszi csoménak kibontésat
megkiséreltem, és mindeddig hidba préobaltam.

Te csak Gszinte nyilt {téletemet kivanod. Ez pedig az, hogy a te eljarasod
engem még nem elégit ki. Megprébalom, hogy a botranykozas kovét, melyet még
benne taldlok (és amely ismét a szirtek ama csoportjahoz tartozik, amelyeken az
én kisérleteim mindeddig hajétorést szenvedtek), oly tisztdn amennyire t6lem telik,
megmutassam.

Van még mindig reményem, hogy ama szirtek valamikor még az én életem vége
elott atjarast engednek. Nekem azonban egyelére mésféle dolgom van, hogy most
rea sem gondolhatok, és hidd el nekem, hogy szivbdl oriilnék, ha engem megeléznél
és sikeriilne neked, hogy legy6zz minden akadalyt. En aztén a legbensébb 6rommel
megtennék mindent, hogy a te érdemed — amennyire t6élem telik — érvényesiiljon és
a kelld vildgossagba helyezkedjék. Mindjart ratérek a dologra |...]

Valamennyi t6bbi kovetkeztetés ellen nincsen semmi lényeges kifogdsom: ami
nem gy6zott meg engem, csupan a XIII. cikkelynek okoskoddsa. Te ott egy vég-
nélkiil folytatott II, vagyis KBCDE ... vonalat képzelsz (4. dbra), amely csupa
egyenes és egyenlé KB, BC,CD stb. darabokbdl &ll, és ahol a KBC, BCD,CDE
stb. szogek egymassal egyenloek, és be akarod bizonyitani, hogy II elébb-utébb tl
fog menni a K¢-n.

K B q

4. dbra

E véghdl a K Boo = q egyenest gy mozgatod azon oldal felé, amelyen a II
fekszik, a K koriil, hogy egymésutan a IT egyik csicsatol annak kovetkezé csiicsdhoz
jusson. Helyesen megmutatod, hogy ¢ amint fokozatosan a B,C, D, ...-n megy at,
mindig koézelebb jut K p-hez; mindezek ellen semmi kifogas sem lehet. De folytatod:
»Ezért a ¢-t el6éirt médon addig mozgatjuk, mig Kp-be jut stb.«, és ez az a
kovetkeztetés, amelyet nem tudok atlatni. A te okoskoddsodbdl az én belatdsom
szerint még nem kovetkezik, hogy az a szog, amelyet a ¢ a K¢-hez kozeledve a
IT egyik cstcsatol a masikig haladva leir, nem fogyhat annyira, hogy barmennyire
is ismétlodnek ezek, a g altal leirt szog ne lehessen akkora, hogy a ¢-t a K¢-be
hozza. Ha be tudndd példaul bizonyitani, hogy a BKC, CKD, DKFE stb. szogek
egymaéssal egyenloek, a dolog mindjart tisztdban volna. De ez a tétel igaz ugyan,
amde aligha bizonyithaté a parhuzamosok elméletének feltételezése nélkiil |...].
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Még mindig lehetne tehat attdl tartani, hogy BKC, CKD, DKE stb. szogek
fokozatosan fogynak. Ha ez (csak példa kedvéért) geometriai haladvdny szerint
torténnék, tigy, hogy CKD = ¢yBKC, DKE = 92 BKC stb. (ahol v kisebb 1-nél),
akkor valamennyi kozeledés 6sszege, barhanyszor is folytatjuk ezeket, mégis mindig
kisebb maradna, mint ﬁBK C, és ugyanakkor ez a hatdrérték is mindig kisebb
lehet, mint a BKp derékszog.

Oszinte {téletemet kérted: én szolgaltam vele és ismételve biztositlak arrol,
hogy majd szivbol 6riilnék, ha minden nehézséget lekiizdesz.”

Gauss vilagos valaszahoz mi csak annyit fliznénk hozzd, hogy az abban ta-
lalhaté abra némileg kiilonbozik Bolyai Farkas eredeti dolgozataban lev6 abratol.
Arrdl van ugyanis szd, hogy Bolyai az AB hur felez6 merdlegesét nevezi K p-nek,
Gauss pedig ezt a merdlegest a hir A kezdOpontjaban veszi fel, amely pontot azo-
nositja K-val. A lényegen azonban ez semmit sem valtoztat, mindezt inkdbb az
esetleges félreértések elkeriilése érdekében emlitettiik meg.

Gauss éleslatasat tiikroz6 véleménye minden bizonnyal elszomoritotta Farkast.
E téméaval kapcsolatos 1jboli dolgozatat csak négy év utdn, az 1808. december 27-én
irt leveléhez csatolva kiildi el Gaussnak. Ennek, valamint az azelétti (1807. decem-
ber 18) Gausshoz irt leveleinek tartalma ékesen bizonyitja, hogy Farkas az eltelt
négy év alatt rengeteget bajlédott ezzel a problémakorrel. Ebben a masodik dol-
gozatdban, mely a matematikai szakirodalomban ,A pdrhuzamosok elméletének
toldaléka” cimmel valt ismertté, Gauss észrevételeire igyekszik valaszolni. Tovabba
is azt probalja bizonyitani, hogy az emlitett ¢ egyenes leir egy akkora szoget, hogy
tillépjen a Kp-n. Az L gorbe alakjara vonatkozo6 elsé dolgozatbeli bizonyitasait
igyekszik még mélyebb részletességgel tdrgyalni (mint példdul: ,L-nek valamely
egyenessel nem lehet hdrom kiilénboz6 kézos pontja” stb.), majd az utols6 részben
ratér a kifogasolt allitasanak er6szakolt igazolasara. Erdekes, hogy a méasodik dolgo-
zatdban szerepld rajza, az els6 dolgozatdban valamint a Gauss vélaszaban taldlhaté
abrak otvozete. Farkas tovabbra is megtartja az L gorbe egyik szimmetriatengelyét
képez6é K¢ egyenest (5. dbra), amely az L M B hirjanak felez6 merélegese, de a
mozgd q egyenest mar nem a K pont koriil, hanem a Gauss altal kézolt M hur-
végpont koriil forgatja ugy, hogy ez rendre athaladjon a II toréttvonal B, C, D, ...
cstcspontjain, melyek egyben az L pontjai is.

Amint az el6bbiekben emlitettiik, ez nem valtoztat a lényegen, csakhogy itt
maér a ,q a K¢-be jut” helyett a ,,q a Kp-n tilmegy” kifejezést kell, hogy hasznélja.

Mivel ennek az allitasnak a helyességére vonatkozd bizonyitasi kisérlet képezi
a dolgozat leglényegesebb részét, ami Bolyai masodik dolgozatdban sajnos némi
érthetetlenségre is okot ad, tgy gondoljuk, hogy lényegi ismertetés helyett, sokkal
helyesebb, hitelesebb és meggy6z6bb ha a szerzé szé szerinti eredeti eszmefuttatisat
kozoljiik. Ugyanakkor dgy gondoljuk, hogy ennek elolvasasa utan taldn magyara-
zatot is alkothatunk magunknak arrdl, hogy mi volt az egyik ok Gauss valaszanak
elmaradédsahoz. Tehat fme, a dolgozat befejez6 részét képezd XX. cikkely eredeti,
teljes szovege:

»XX. Minthogy ez a szdg (melyet z-nek akarunk nevezni) egyidejiileg egyenld
azzal a szoggel, melyet ¢ az M B hurral alkot (5. dbra), vég nélkiil folytonosan
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novekedik, az vagy annyira névekedik, hogy ¢ a K¢ oo-en tulmegy, és akkor, ha
az eddig mondottakat a T-bol kiindulé mésik részre alkalmazzuk, az L vonalnak
mind az MTBC ... része, mind a BTMR... része majd tilmegy K¢ oo-en, és
igy K¢ oco-ben vagy két rész taldlkozik, vagy pedig K¢ oco-nek a T-n kiviil még két
kozos pontja lesz L-el, és igy L visszatért; vagy pedig z-nek van olyan A hatara,
amelyhez kozelebb jut minden megadhaté mennyiségnél, amelyet azonban nem ér
el soha azalatt, mig ¢ az L mentén M koriil forog. Legyen akkor B-ben x = A
[az 5. dbra esetében A = 0] és a mindig ujabb és djabb ndvekményei legyenek
a, B3,7,6,... A novekmények a folytonossdg torvénye szerint keletkeznek ugyan,
gy hogy barmely kettd kozott még szdmtalan més van. Ezen a mdédon [az z-re| az
A4+a+B+v+6+... végtelen sor szarmazik, amelynek Gsszege hatarértékiil a \-t
birja, azaz, amelynek akdrhdny tagjat is adjuk ossze (elhagyva azt a részt, amely
a végtelenig terjed), az 6sszeg mindig kisebb lesz A-nél, és barmely £ mennyiséget
is adunk meg, bizonyos tagig valamennyi tag 0sszege annyira terjesztheto ki, hogy
e-nal kevesebbet kiilonbozzék A-t6l. Ha azonban a végtelen sor valamennyi tagjat
Osszegezhetndk, ugy hogy egy sem maradna fenn: akkor maga a hatarérték dllana
el6 (ebben az esetben \). Itt azonban ¢, miutén az Loo vonal MTBCD ... részének
minden pontjan atmegy, valamennyi névekményre szert tett. Ha tehat a sornak mar
valamennyi tagjat Osszegezziik — és ez éppen abban a rész nélkiili idépontban &ll
majd be midén g-nak el8szor nines L-el kozos pontja [az M-en kiviil], amely idépont
és az L vonalnak elhagydsa kozott semmi valtozas nem mehetett végbe, mert a
valtozashoz két idérész sziikséges, az id6pont pedig, amelyben g el6szor lépett ki
L-bol rész nélkiili — akkor az x szog csak akkor valhatott egyenlévé A-val, miutan
q az L-bol kilépett [vagyis az M-en kiviil mar nincs més kozos pontja L-el]. Ez
azonban képtelenség, mert akkor x a 0-sal valt egyenl6vé. fgy tehéat képtelenség
feltételezni azt, hogy = nem novekedett mindaddig, mig ¢ a Kpoo-en dtmegy.
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igy tehét L, hacsak nem egyenes visszatér (ami az eljén mondottak alapjin nem
lehetséges). Tehédt L egyenes.”

Azt hiszem, nem tulzunk akkor, amikor kijelentjiik, hogy itt Bolyai Farkas
egy nem helytéllé allitas igazolasara valdsaggal raerGszakolja a bizonyitas létezé-
sét. Mivel szigori matematikai bizonyitdast nem tudott adni, akkor ezt kérmonfont
filozéfiai érvekkel probalja athidalni. Matematikai megalapozéast nélkiiloz az a ki-
jelentése példaul, miszerint ,, ... az x sz0g csak akkor valhatott egyenlévé A-val,
miutdn g az L-bdl kilépett. Ez azonban képtelenség, mert akkor = a 0-sal valt
egyenlévé.”

Onkénteleniil felvetédik a kérdés: érheti-e kritika Bolyai Farkast e dolgozata
miatt. A véalasz a hatdrozott mem. Ugyanis 2000 éven &t szilardan hitték, hogy
Euklidész széban forgd posztuldtuma bizonyithatd, és csak a bizonyitdasat kell meg-
keresni. Ezt hitték két évezreden at Poszeiddniosz (kb. i.e. 135-51), Geminosz (i.e.
1. szézad), Proklosz (410-485), Szaid al Dzsauhari (9. szdzad), Hatim An-Nairizi
(latinositott nevén Aniritius, 900. koriil), Hasszén ibn al Haitham (latinositott ne-
vén Alhazen, 965-1039), Omar Khajjam (1048-1123), Naszir-Eddin at Tuszi (1201—
1274), Christoph Schliissel (latinositott nevén Clavius, 1537-1612), John Wallis
(1616-1703), Girolamo Saccheri (1667-1733), Heinrich Lambert (1728-1777), Ad-
rien Legendre (1752-1823), az elején még C. F. Gauss (1777-1855) is, hogy csak
néhany nevet emlitsiink a bizonyitaskeres6k koziil. Bolyai Farkas az egyetlen ma-
gyar név, amely szerepel e nagy gondolkoddk névsordban, és akit az egyetemes
matematikai szakirodalom is szamon tart. Bolyai Farkas nevéhez flizodik példaul
az egyik olyan kijelentés, mely ekvivalens az euklideszi parhuzamossagi posztula-
tummal (hdrom nem egy egyenesbe esd pont egy koron taldlhatd, vagy masképpen
fogalmazva: bdrmely hdromszég koré kor irhatd). De nekiink taldn még ennél is
jelent6sebb az, hogy zsenidlis fidban, Bolyai Jdnosban, akaratlanul, 6 lobbantotta
langra e kérdéssel kapcsolatos vizsgalodas szenvedélyét, mely kérdés a fia altal ka-
pott eredmények révén a nemeuklideszi geometria felfedezéséhez vezetett.
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Tibor Weszely: Farkas Bolyai’s second paper on the theory of

parallelism

Farkas Bolyai is one of the world’s mathematicians who have worked on the demon-
stration of Euclid’s axiom of parallelism. He sends his very first paper on this topic
on 16 September 1804 to Carl Friedrich Gauss, his friend and former fellow stu-
dent. Gauss immediately remarks the mistake of the paper and in his reply he tells
it to Farkas, who will think of the solution for years. We know today that it is im-
possible to tell whether his problem is right or false. He sends his second attempt
for solving this problem after four years on 27 December 1808, but the great Ger-
man mathematician does not send any answer. Bolyai-researchers have dealt only
with Farkas’ first paper for the time being. The second paper has not even been
mentioned yet. Our present paper deals with the demonstration attempts included
in the second paper.
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KOVEZESEK, ELHELYEZESEK ES FEDESEK
A HIPERBOLIKUS TERBEN

IFJ. BOROCZKY KAROLY!

1. Bevezetés

A cikk 6 téméaja a H™ hiperbolikus térbeli egybevagd konvex testekkel valé elhelye-
zések és fedések stlirtisége. Errdl a témardl tovabbi informacié taldlhaté a L. Fejes
T6th [28] és K. Boroczky, Jr. [17] monogréafidkban, és G. Fejes T6th, W. Kuper-
berg [26] dttekinté cikkében.

Miutén az E™ euklidészi térbeli elhelyezések és fedések tulajdonsagait is atte-
kintjiik, a 6 fogalmakat mind a két térre definidljuk. Jelolje B(z,r) az x kozept,
r sugard gombot, és V() a térfogatot. A kés6bb fellép6 hdnyadostereken indukalt
mértéket is V(+)-vel jeloljiik az egyszerliség kedvéért. Legyen K konvex test E"-ben
vagy H"™-ben. K egybevagd példanyainak halmazat elrendezésnek hivjuk, ha min-
den kompakt halmazt csak véges sok példany metsz, és 1étezik R, hogy barmely R
sugard gomb belemetsz valamely példdnyba. Az elrendezés elhelyezés (kitoltés), ha
a példanyok belsejei paronként diszjunktak, és fedés, ha a példanyok uniéja a teljes
tér.

Az E™ euklidészi térben a témakor nagyon jél kidolgozott (lasd példdul C. A.
Rogers [54], L. Fejes Téth [30] vagy G. Fejes Téth és W. Kuperberg [26]). Roviden
attekintjiik a legfontosabb eredményeket. A K konvex test egybevagd példanyai
egy C elrendezésének A (C) felsé, illetve A_(C) alsé sfirtisége tetszdleges rogzitett
x € E™ pontra

Y e V(G N B(:E,r))

(1) A+(C) =limsup V(B ;
—imin Ycec V(GNB(z,7))
2) A-(0) = i iur ST

Miutédn nagy gombok felszine elhanyagolhatoé a térfogathoz képest az euklidészi
térben, nem nehéz belatni, hogy a jobb oldali limsup és liminf nem fiigg az x
valasztasatol. Az is igaz, ha megadunk E" egy olyan P cellafelbontasat konvex
poliéderekre, hogy a cellak beirt gomb sugaraira létezik pozitiv alsd, a koriilirt

LOTKA 068398 és 049301 tamogatasaval.
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gomb sugaraira létezik felsé korlat, akkor a celldkbeli stirtiségekre adott fels6 becslés
A4 (C)-ra is felsd becslés, és a celldkbeli siirtiségekre adott alsé becslés A_(C)-ra is
alsé becslés. Tehdt ha minden celldban ugyanaz a A a siiriiség, akkor A = A, (C) =
A_(C).

Ezek utdn a §(K) elhelyezési stirliség a A, (C) értékek szuprémuma K egybe-
vagd példédnyainak sszes C elhelyezésére, és a J(K) fedési slirliség a A_(C) értékek
infimuma K egybevagd példanyainak Gsszes C fedésére. Ismert, hogy létezik olyan
& elhelyezés és F fedés K egybevigd példanyaival, hogy

— lim >ee V(GNB(a,r))
oK) = Tl—><>0 V(B(z,7)) ’

— im YcerV(GNB(a,r))
K = TLOO V(B(z,r))

Tovabba 0(K) = 1, illetve ¥(K) = 1 pontosan akkor, ha K egybevigd példdnyaival
kikovezheto a tér.

A hiperbolikus térben nagy gombok felszine 1ényegében aranyos a térfogattal,
ezért a fenti tulajdonsagokat nem lehet az euklidészi esethez hasonléan bizonyitani.
Kortilbeliil két évtizedig kitartott a remény, hogy egy {igyes bizonyitas elvezet majd
ezekre a tulajdonsdgokra, kiilondsen azok utdn, hogy L. Fejes Téth [27] bizonyos
celldkra vonatkozé stirtiségbecsléseket igazolni tudott a hiperbolikus sikon is (l4sd
5. fejezet). Végiil Bordczky K. [12] éppen itt a Matematikai Lapokban mutatta
meg, hogy a hiperbolikus sikon léteznek elhelyezések és fedések egybevagd korok-
kel, melyekre egyaltalan nem teljesiilnek a fenti tulajdonsagok, azaz nem létezik a
stiriségnek az euklidészit mdsold definicidja a hiperbolikus sikon. A [12]-beli példdk
magasabb dimenzids valtozatait V. S. Makarov [40] {rta le. Ezek utdn a hiperbo-
likus elhelyezések és fedések elmélete tobb szalon fejlédott. Egyrészt a siriiségtol
kiilonboz8 mennyiségek extremalitdsat vizsgdltdk intenziven (14sd 4. fejezet). A sii-
rliség esetén az elsd természetes problémék a cellarendszerekbeli siirliség becslése
(lasd 5. fejezet), és a véges elrendezések siirtisége (ldsd 6. fejezet). Bar periodikus
elrendezésekre mar korabban sikeriilt kiterjeszteni a sliriiség definiciéjat analitikus
ezkozokkel, ennél dltaldnosabb elrendezésekre csak a XXI. szdzadban sikeriilt (lasd
6. fejezet). Ezen témdk el6készitéséiil a 2. fejezetben attekintjiik a hiperbolikus te-
rek kovezéseit, a 3. fejezetben pedig a Dirichlet—Voronoj- és a Delone-ktvezések
keriilnek ismertetésre.

2. Ko6vezések
A H™ n-dimenziés hiperbolikus térben az = és y pontok tavolsagat d(z,y) jeloli.

Kovezésen H"-beli (kiilonboz8) konvex poliéderek egy olyan P csaldadjat értjiik,
melyre

e P elemei lefedik H"-t;
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e barmely kompakt halmazt P-nek csak véges sok eleme metsz;
e P barmely két elemének metszete kozos lap.

A kovezést periodikusnak hivjuk, ha a szimmetriacsoportja szerinti faktora kom-
pakt (14sd J. G. Ratcliffe [52], vagy Molnér E., Prok I., Szirmai J. [43]). M4s széval
létezik olyan konvex poliéder (in. alaptartomdny), melynek a szimmetriacsoport
szerinti képei kikovezik a teret. A periodikussdg ekvivalens olyan ¢ > 0 és x € H
létezésével, melyekre a B(gz, 0) gombok lefedik a teret, ahogy ¢ végigfut P szim-
metriacsoportjdnak elemein. Az tin. Selberg-lemma (14sd J. G. Ratcliffe [52]) szerint
ebben az esetben taldlhaté olyan kompakt hiperbolikus sokasag, melyen P egy vé-
ges kovezést indukal.

A hiperbolikus sik egyik meghatdrozé tulajdonsiga, hogy ,exponencidlisan”
tagul, ahogy egy rogzitett pontjatdl tavolodunk. Ez az észrevétel talan segit meg-
érteni, hogy szabdlyos haromszogekkel valé kovezésben a csicsok foka tetszéleges
nagy lehet. Pontosabban, legyenek p és g olyan pozitiv egészek, melyekre

1 1 1
(3) » + . <3
Miutén a hiperbolikus sikon egy p-szég szogeinek osszege kisebb (p — 2)7m-nél, nem
nehéz belatni a kovetkezo kovezés 1étezését. A kovek szabalyos egybevagd p-szogek,
és minden csicsban g k6 taldlkozik (ldsd az 1. dbrdt a p =3, ¢ =7 esetrél, és a
2. dbrdt, ahol a kovezés a dudlisdval, a p =7 és ¢ = 3 esettel egyiitt lathatd).
Konnyen lathatd, hogy a fenti kovezések a hiperbolikus sikon mind periodikusak.
Megjegyzem, ha % + % = %, akkor az euklidészi sikon, ha pedig % + % > % ésp,q > 3,

1. dbra
akkor a gombfeliileten 1étezik hasonl6 kovezés. Ha p = 3, akkor C. Bavard, K. J.
Borocezky, 1. Prok, L. Vena, G. Wintsche [3] tetszéleges ¢ > 7-re megkonstruélta a
legkisebb teriiletii olyan kompakt hiperbolikus feliiletet, mely szabédlyos hdromszo-
gekkel kévezhetd, és minden csucsban g haromszog talalkozik. Z. Lucié és E. Mol-
ndr [39] igen sok alapvet§ eredményt bizonyit, példdul osztdlyoztdk a szabdlyos
sokszogekkel valé uniform (csticstranzitiv) kovezéseket.
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2. dbra

A hiperbolikus sfkot nagyon sokféleképpen lehet periodikusan kévezni (ldsd
példaul L. Fejes Téth [28], vagy J. Molndr [46]). Ezzel egyiitt eléfordulhat, hogy
egy konvex sokszog egybevagd példanyaival ki lehet kévezni a hiperbolikus sikot,
de ez sehogysem tehetdé meg periodikus mddon. Ilyen konvex sokszoget elOszor
Boroczky K. [12] konstrudlt, késébb G. A. Margulis, S. Mozes [41] a sikban, és V. S.
Makarov [40] magasabb dimenziés terekben taldlt tovéabbi példakat. Megjegyzem,
hogy mai napig nyitott probléma, hogy az euklidészi sikon is létezik-e hasonld
tulajdonsagu konvex sokszog.

A sikbeli kovezések sokfélesége utdn taldn meglepd, hogy a legalabb harom-
dimenziés hiperbolikus terek koziil egyediil a hdrom- és négydimenziést lehet egy
szabélyos poliéder egybevagd példanyaival kovezni. Ezek leirdsdhoz bevezetem az
un. Schléfli-szimbélumot, mely tetszéleges allandé gorbiiletii térbeli szabalyos poli-
éder egybevagd példanyaival torténd kovezés megadaséara a legaltaldnosabban hasz-
nalt jelolés. Egy ilyen kovezésben egy adott csiicsbdl kiindulé élek végpontjai szin-
tén szabalyos poliédert alkotnak, mely egybevigosag erejéig nem fiigg a csics va-
lasztasatol, és a kovezés csucsalakzatanak hivjuk. Tovabbd minden cstcsra az 6t
tartalmazo6 kovek koriilirt gomb (kor) kozéppontjai is valamely szabdlyos poliéder
csucsai, és ezen utébbi egybevagod szabdlyos poliéderek alkotjak az tn. dualis ko-
vezést. Megjegyzem, hogy a (k — 1)-dimenzids gombfeliilet kivezései megfelelnek
a k-dimenzids szabdlyos poliédereknek (melyek minden allandé gorbiiletii térben
léteznek). Ezek utdn a minket érdeklé kovezések a kovetkezbképpen adhatdak a
Schlifli-szimbdélum segitségével a dimenziéra vonatkozé indukciéval. Ha a sikban a
kovek p-szogek és a csucsalakzatok g-szogek, akkor a kovezés Schlifli-szimbdéluma
(p, q). Példaul a gombfeliileten (azaz ha % + % > 1) a (3,3) a szabdlyos tetraédert,
a (4,3) a kockat, az (5, 3) a dodekaédert, a (3,4) az oktaédert és a (3,5) az ikozaé-
dert hatdrozza meg. Harom dimenziéban, ha a kévek maguk (p, q), a csticsalakzatok
(g,7) szimbdélumhoz tartoznak, akkor a koévezés Schlifli-szimbdluma (p, ¢, r) (itt a
q kozos érték a kovek egy csticsba futé éleinek a szdma). Példdul a négydimenzids
szabdlyos poliéderek (azaz a hdromdimenziés gombfeliilet kovezései) és Schlifli-
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szimbdlumaik a (3,3,3) szimplex, a (4, 3, 3) hiperkocka, a (3,3, 4) keresztpoliéder, a
(3,4,3) 24-cella, az (5,3,3) 120-cella, és végiil a (3,3,5) 600-cella. Az utolsé harom
poliéder elnevezése a hiperlapok (azaz a megfeleld haromdimenziés gombfeliileti
kivezés koveinek) szdmét adja meg. H3-ban a kovetkezd Schlifli-szimbélumi ko-
vezések léteznek: (3,5,3), (4,3,5), (5,3,4), (5,3,5). Négy dimenziéban, ha a kovek
Schlifli-szimbdluma (p, ¢, ), akkor a csiicsalakzatok a (g, r, s) szimbélumhoz tartoz-
nak valamely s-re, és a kovezés Schlifli-szimbéluma (p, ¢, 7, s). H*-ben a kivetkezd
Schlafli-szimbdlumi kovezések 1éteznek: (3,3,3,5), (5,3,3,3), (4,3,3,5), (5,3,3,4),
(5,3,3,5). Megjegyzem, barmely dimenziéban a dudlis kivezés Schlifli-szimbdluma
egyszerlien az eredeti Schlifli-szimbdlum szamjegyei sorrendjének megforditasaval
kaphato.

A Boroczky-féle gombelhelyezésekre vonatkozé szimplexkorldt miatt (ldsd
K. Borsczky [13]) fontos a szabdlyos szimplexekkel torténd kovezés. A legaldbb
haromdimenzids hiperbolikus terekben ilyen csak egy van, a H-beli (3,3, 3,5) kive-

zés, mely 2r oldalhosszi szabdlyos szimplexekkel torténik, ahol chr = @ Ennek
dudlisa, melynek csicsai a szimplexek koriilirtgémb-kozéppontjai, a 120-cellakkal
valé (5,3, 3,3) kivezés.

A H*-beli kovezések koziil még a (5,3,3,5) valt igen nevezetessé. Itt egy ko
olyan 120-cella, melynek egy megfelel6 szimmetriacsoport szerinti képei kikovezik
a teret. Pontosabban M. W. Davis [21] konstrudlt hiperbolikus sokasigot ennek a
120-cella megfelel6 oldalparjainak parositasaval. A Davis-féle 4-sokasdg f6bb tulaj-
donsédgait J. G. Ratcliffe és S. Tschantz [53] irta le.

Magasabb dimenziés kovezések leirasa megtaldlhatéo H. S. M. Coxeter klasz-
szikus [19] konyvében (ami a nem kompakt poliédereket is térgyalja). Ezen cikk
szempontjai szerint igen hasznos olvasmény J. Szirmai [55]. Tovébbi tulajdonsigo-
kért 1dsd példdul a L. Németh [50] vagy I. Vermes [56] cikkeket, illetve Molndr E.,
Prok 1., Szirmai J. [43] irodalomjegyzékében szereplé miiveket.

3. Dirichlet—Voronoj-cellarendszer és Delone-haromszogelés

Ebben a fejezetben adott P ponthalmazhoz rendeliink két klasszikus kovezést,
melyeknek gombelrendezések esetén igen jelentOs szerepiik van. Feltessziik, hogy
barmely kompakt halmaz P-nek csak véges sok elemét tartalmazza, és 1étezik olyan
pozitiv R, hogy barmely R sugart gémb tartalmazza P valamely elemét.

Béarmely p € P pont D,, Dirichlet—Voronoj-celldjit a kévetkezéképpen defini-
aljuk. Legyen D, azon x € H" pontok halmaza, melyekre d(z,p) < d(z,q) teljesiil
barmely ¢ € P esetén. Természetesen D), fiigg magéatol P-tél is, de ezt nem szokdas
jelolni.

Adott p-t6l kiilonbozd g € P-re a d(x,p) < d(x,q) egyenlStlenséget kielégitd
pontok halmaza azon p-t tartalmazd féltér, melyet a pq szakasz felezGmerdlegese
hatérol. Tehat D, az ilyen félterek metszete, azaz konvex. A P-re adott feltétel
miatt D, C B(p, R). Ebbél az is kovetkezik, hogy D, a P azon (p-t6l kiilonbszd)
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elemeihez tartozé félterek metszete, melyek p-t6l vald tavolsaga legfeljebb 2R,
vagyis D, egy poliéder. Egy Dirichlet—Voronoj-cella D, lapstruktiréja visszatiikrozi
P-nek p koriili pontjainak geometridjat. Ha F' egy k-dimenzids lap, akkor taladlhaté
P-nek n+ 1 — k olyan pontja, melyek nincsenek egy (n — k)-dimenzids altérben, és
a tolitkk egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza az F' altal kifeszitett k-dimenzids
altér.

A Dirichlet—Voronoj-cellak egyiittese nyilvan a tér egy kivezését adja. Kénnyen
lathatd, hogy barmely két metszo cella metszete egy kozos lap. Ha P barmely két
pontjdnak tavolsdga legaldbb 2r, r > 0, akkor B(p,r) C D, minden p € P esetén.

A P-hez tartozé Delone-kovezés a fenti Dirichlet—Voronoj-cellarendszer dué-
lisa, melyet B. N. Delone definidlt [22] cikkében. Egy H™-beli gémbot nevezziink
iires gombnek, ha a belseje nem tartalmaz P-beli pontot, de a hatara tartalmazza
P-nek legaldbb n + 1 olyan pontjat, melyek nincsenek egy (n — 1) dimenzids altér-
ben. Vegyiik észre, hogy hogy az iires gdmbok kozéppontjai a Dirichlet—Voronoj-
cellak csucsai. Minden iires gombhoz rendeljiik hozza azt a konvex poliédert, mely-
nek csucsai a P-nek a gdbmb hatardn 1év6 pontjai. Az igy kapott tin. Delone-cellék al-
kotjék a Delone-kovezést. Bar nem trividlis, azért viszonylag kénnyen lathaté, hogy
valéban kovezést kaptunk, és ismét barmely két metszo cella metszete egy kozos lap.
Ha minden egyes Delone-celldt szimplexekre osztunk a cella egy rogzitett csicsabol
kiindul6 atlok segitségével, akkor H"-t lapokban csatlakoz6 szimplexekre bonthat-
juk. Barmely ilyen kovezést Delone-haromszoglésnek hivunk. Megjegyezziik, hogy
mig a Delone-kovezés egyértelmiien rendelédik P-hez, a Delone-hdromszoglés fligg
attol, hogyan osztjuk szimplexekre a Delone-cellakat.

A 2. dbra a hiperbolikus sik szabdlyos haromszogekkel val6 kovezését mutatja
hetedfokt cstucsokkal. Ha a pontrendszer a haromszogek csicsaibdl all, akkor a
Dirichlet—Voronoj-celldk a szabdalyos hétszogek, a Delone-cellak pedig a szabalyos
haromszogek.

Természetesen, ha a kindulé pontrendszer periodikus volt, akkor a kapcso-
16d6 Dirichlet—Voronoj-cellarendszer és Delone-cellarendszer is periodikus. Tovabba
ilyenkor mindig létezik periodikus Delone-hdromszogelés is. Ha valamely kompakt
hiperbolikus sokasdgot H" szimmetridinak (izometridinak) egy olyan csoportja ha-
tdroz meg, mely invaridnsan hagyja a pontrendszert, akkor konnyen lathaté (lasd
példaul J. Horvath és A. H. Temesvari [33]), hogy a pontrendszer természetesen be-
agyazédik a sokasdgba, és H" barmely fenti periodikus kdvezése a kompakt sokasdg
egy kovezését hatdrozza meg.

A Dirichlet—Voronoj- és Delone-kovezések egybevagd gombokkel vald elhelyezé-
sek és fedések esetén jutnak nagy szerephez. Elhelyezések esetén igen sok eredmény
hétterében 4ll L. Fejes Téth [27] (sikbeli eset) és K. Borsczky [13] (térbeli eset)
kovetkezd, Dirichlet—Voronoj-celldkra vonatkozé becslése. Tekintsiik r sugaru gém-
bok egy elhelyezését, és legyen = egy gbémbkozéppont. Ekkor x Dirichlet—Voronoj-
celldjanak barmely k-dimenzids lapjanak az xz-t6l valé tavolsiga legalabb akkora,
mint a (n — k)-dimenziés 2r élhosszi szabédlyos szimplex koriilirt kore. Ez a becslés
nem javithaté H"-ben semmilyen n > 2-re és r > 0-ra. Tovabbd, ha az elhelyezés
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egy szabdlyos sokszogekkel (n = 2) vagy 120-celldkkal (n = 4) valé (5,3, 3, 3) kove-
zés beirt koreibdl, illetve gombjeibél all, és minden csicsban n+ 1 ké taldlkozik (lasd
3. dbra), akkor a kovek a Dirichlet—Voronoj-celldk, és minden Dirichlet—Voronoj-
cellalapra éles a becslés.

4. Szoliditas, telitettség, szorossag

Ebben a fejezetben olyan fogalmakat targyalunk, amelyekkel megkeriilhetd a stirii-
ség definicidjanak problémaja.

Fejes Téth Laszl6tdl (14sd [29]) ered a kovetkezd definicié. Egy K konvex
test egybevagd példanyaival vald elhelyezést szolidnak hivjuk, ha beldle véges sok
példany atrendezésével csak az eredetivel egybevagd mddon kaphatunk elhelyezést.
Hasonléan, K egybevagd példanyaival val6 fedést szolidnak hivjuk, ha beldle véges
sok példany atrendezésével csak az eredetivel egybevagd médon kaphatunk fedést.

A hiperbolikus sikon a 27/3 szogli szabélyos p-szogekkel valé kovezés (tehat
p > 7) beirt, illetve koriilirt korei szolid elhelyezést, illetve fedést alkotnak (l14sd 3.
és 4. dbra). Ezt L. Fejes T6th [29] bizonyitotta haromszogkorldtjara alapozva (lasd

3. dbra

még M. Imre [34]). L. Fejes T6th [29] azt is sejtette, hogy a fenti korelhelyezésbdl
egy kort kivéve, a maradék elhelyezés is szolid. Ezt a sejtést A. Bezdek [4] igazolta
k > 8-ra (lasd még L. Fejes Téth [32] megjegyzéseit). Ennek a sejtésnek p = 7 esete
még ma is nyitott.

Magasabb dimenzidoban gémbok esetén csak két eredmény ismert szoliditéds-
r6l. Tekintsiik H*-ben a 120-celldkkal vals (5,3,3,3) kovezését. Ekkor a kovek
beirt gbmbjei, melyek r sugarara chr = @ teljesiil, szolid elhelyezést alkotnak
K. Boroczky [13] szimplexkorlatja alapjan. Tovédbbd ha K olyan konvex poliéder,
melynek egybevago példanyaival egybevigosag erejéig pontosan egyféle médon ko-
vezhet6 H™, akkor a kovezés nyilvan szolid elhelyezés és szolid fedés is.
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4. abra

A szolid elhelyezések definiciéjdt természetes mdédon ki lehet terjeszteni olyan
korelhelyezésekre, melyekben tobb fajta kor is szerepel. G. Fejes T6th [24] 14tta be,
hogy tobb tgynevezett félig szabdlyos (méasképp Archimédészi) kovezés beirt korei
is szolid elhelyezést alkotnak.

A szoliditas fogalménak hidnyossdga, hogy nem minden K konvex testnek
létezik szolid elhelyezése vagy fedése. Példdul ha K’ a 27/3 szogli szabédlyos p-
szogekkel valo kovezés beirt kore, és K-t kis sapka ratételével kapjuk K’-bdl, akkor
K-nak nem léteznek szolid elhelyezései.

G. Fejes Té6th, G. Kuperberg, W. Kuperberg [25] a H"-beli K konvex test
egybevagd példanyaival vald elhelyezést teljesen telitettnek hivja, ha beldle véges
sok példanyt kivéve nem lehet eggyel t6bb példanyt visszatenni ugy, hogy elhelye-
zést kapjunk. Hasonléan, K egybevago példanyaival vald fedést teljesen telitettnek
hivja, ha beldle véges sok példanyt kivéve nem lehet eggyel kevesebb példanyt
visszatenni ugy, hogy fedést kapjunk. A K barmely szolid maximalis elhelyezése,
illetve minimdlis fedése teljesen telitett (ha az elhelyezést nem lehet kiegésziteni
tjabb példénnyal, vagy a fedésnél minden példdnyra sziikség van). G. Fejes Téth,
G. Kuperberg, W. Kuperberg [25] sejtette, hogy barmely H"-beli K konvex test
egybevagd példanyaival 1étezik teljesen telitett elhelyezés és szolid fedés. A sejtést
L. Bowen és Ch. Radin [10] igazolta ergodikus elhelyezések felhaszndlasaval (lasd
7. fejezet).

Az euklidészi térben konnyen lathatd, hogy egy tetszéleges konvex test szo-
lid vagy teljesen telitett elhelyezése legstirlibb, és szolid vagy teljesen telitett fedése
legritkdbb. Meglepd médon L. Bowen és Ch. Radin [10] médszereivel konstrudlhaté
olyan poliéder, melynek egybevagd példanyaival egyrészt kovezheté H™, masrészt
létezik olyan teljesen telitett elhelyezése, illetve fedése is, amelyek egyike sem ko-
vezés. S6t ennek a teljesen telitett elhelyezésnek a stirlisége barmely szébajohetd
értelemben kisebb, mint egy, illetve a fedés stirtisége nagyobb, mint egy. Azaz a hi-
perbolikus térben teljesen telitett elhelyezés nem biztos, hogy legsiirtibb, és teljesen
telitett fedés nem biztos, hogy legritkabb, ellentétben az euklidészi térrel.
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Egy masik, szintén Fejes Téth Laszlotol eredd fogalom a szorossédg (lasd L. Fe-
jes Téth [31] ekvivalens, de eltéré definicigjaval). H™-ben K konvex test egybevagd
példanyaival val6 elhelyezés szorossaga a példanyok altal kihagyott helybe irhaté
gbombok sugarainak szuprémuma. Ha K egy r sugard gomb, és a szorossag o, akkor
r 4+ o a gbmbkozéppontok és a hozzajuk tartozd Dirichlet—Voronoj-celldk csicsai
kozotti tédvolsdgok szuprémuma. Ebbol kovetkezik, hogy a stk a 27/3 szigll szabé-
lyos p szogekkel valé kovezése, illetve H*-nek 120-celldkkal val6 (5,3, 3, 3) kivezése
a beirt korokkel, illetve gombokkel legkisebb szorossagi elhelyezést indukal.

Végiil Molndr Jozsef vezette be a kovetkez6 fogalmat (14sd példaul J. Horvéth,
A. H. Temesvari [33]). Adott R > 7 > 0 esetén, az r sugarti korok elhelyzése kielégiti
az R tagassdgi feltételt, ha barmely korkozépponttdl a sajat Dirichlet—Voronoj-
cellaja csticsai legaldbb R tavolsidgra vannak. Legyenek p és g olyan pozitiv egészek,
melyek kielégitik (3)-at, tehdt H? kovezhetd szabdlyos p-szogekkel és g-adfoki
cstcsokkal. Legyen 7, , a p-szogek beirt koreinek a sugara, és R, ; a koriilirt korok
sugara. Ekkor az r, 4 sugart, R, , tdgassagi feltételt kielégit6 korelhelyezések koziil
a szabdlyos kovezés adja a legkisebb szorossagut. Ilyen médon barmely sikbeli
szabdlyos kovezés szolgdltat extremalis elhelyezést.

5. Stirtiségbecslések cellarendszerekre vonatkozéan

Adott H™-beli G gombelrendezés és C konvex test esetén a G sliriisége C-re vonat-
kozoban

> pecV(BNCO)

(itt G véges is lehet). Legyen T egy szabdlyos szimplex H"-ben, és legyen 2r az
élhossz, és R a koriilirt gomb sugara. Ha T minden cstcsaba r sugard gémbot
tesziink, akkor elhelyezést kapunk, és o(r)-rel jeloljiik ennek siirliségét T-re vonat-
kozban. Tovabba ha T minden csicsdba R sugart gombot tesziink, akkor a gombok
fedik T-t, és ¥(R)-rel jeloljiikk ennek stirliségét T-re vonatkozéan. Az aldbbiakban
gémbelrendezésekrél lesz szd, és a Dirichlet—Voronoj- vagy Delone-cellékat a gém-
bok kozzéppontjaihoz rendeljiik hozza.

A hiperbolikus elrendezések vizsgélatat Fejes T6th Laszlé kezdte (14sd klasszi-
kus [28] konyvét). L. Fejes T6th [27] beldtta, hogy a hiperbolikus sikon r sugari
korok tetszoleges elhelyezése esetén az elhelyezés siirlisége legfeljebb o(r) barmely
Dirichlet—Voronoj-cellara vontakozéan. Tovabba, ha a koérck altal kimarado részbe
nem lehet tovabbi r sugaru kort helyezni, akkor az elhelyezés siirtisége legfeljebb
o(r) bérmely Delone-celldra vonatkozdan is. Ezeket az eredményeket az elhelyezé-
sekre vonatkozé haromszogkorlatnak hivjuk. Ezek a becslések nyilvan élesek, ha a
korok a 2w /3 szogll szabélyos sokszogekkel valé kovezés beirt korei (14sd 3. dbra).
Mads r esetén J. Molndr [45] javitotta kismértékben a haromszogkorldtot. Maga
o(r) az r-nek monoton novekvé fiiggvénye, melynek hatérértéke a végtelenben %
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Tovabba, ha r nulldhoz tart, akkor o(r) hatdrértéke \/%, az euklidészi hdromszog-

korlat egybevagd korokkel valo elhelyezésekre.

Egybevéigo korok egyéb szabélyos elhelyezéseit J. Molnar [46] vizsgalta. Kiilon-
boz6 sugari korok elhelyezéseire J. Molndr [47] adott becsléseket megfelel6 celldkra
vonatkozdan.

Magasabb dimenzioban Boéroczky Kéroly latta be az un. szimplexkorlatot
H. S. M. Coxeter sejtését igazolva, ldsd K. Boroczky és A. Florian [15] az n = 3 és
K. Bérsczky [13] az n > 4 esetben. Eszerint H"-beli r sugari gombok tetszéleges
elhelyezése esetén az elhelyezés siiriisége legfeljebb o (r) barmely Dirichlet—Voronoj-
celldra vontakozéan. Ha n > 3 akkor a becslés pontosan akkor éles, ha n = 4, és
az elhelyezés a 120-celldkkal valé (5,3, 3, 3) kovezés befrt gombjeibdl all. Magasabb
dimenzi6 esetén ekkor ismert, hogy o(r) az r-nek monoton névekvé fiiggvénye, ha
n =3 (lasd K. Béroezky és A. Florian [15]), vagy ha n nagyon nagy (ldsd T. H.
Marshall [42]).

Fedések esetén csak sikban 1éteznek eredmények, igaz, akkor kétféle definicéval
is sikeriilt igazolni haromszogkorlatot. Mindkét eredmény H? tetszéleges r sugari
korokkel valo fedése esetén a Delone-haromszogeket tekinti, és persze feltessziik,
hogy bérmely kompakt halmaz csak véges sok kort metsz. A fenti (4) definicié
szerint Boroczky K. [14] ldtta be, hogy a siirliség legaldbb ¢(r) barmely Delone-
cellara vonatkozéan. Ennek az eredménynek a bizonyitasa igen bonyolult. Kényvé-
ben L. Fejes Téth [28] egy egyszertien bizonyithatd, és sok alkalmazédshoz elégséges
becslést 1atott be. Legyen T' egy Delone-hdromszog, és legyenek «, 3, v a haromszog
szogei. Ekkor a T-hez hozzarendelt stirliség az r sugaru kor «, 3, vy szogl korcikkje-
inek osszteriiletének és T teriiletének a hdnyadosa. Errél igazolta L. Fejes Téth [28]
hogy legalabb ¥(r). Maga ¥(r) az r-nek monoton csokkend fiiggvénye L. Fejes
T6th [28] szerint, melynek hatdrértéke a végtelenben @ Tovabbé, ha r nulldhoz
tart, akkor ¥(r) hatdrértéke %, az euklidészi hdromszogkorlat egybevagd korokkel
val6 fedésekre.

6. Stritiségbecslések véges elhelyezésekre és fedésekre

A Dirichlet—Voronoj- és a Delone-cellarendszerekre valé becslések elvezetnek vé-
ges térfogati hiperbolikus sokasdgokon valé gombelhelyezésekre és fedésekre vald
stirtiségbecslésekhez. Barmely X n dimenziés hiperbolikus sokasaghoz 1étezik egy
m: H" — X sziirjektiv leképezés, mely barmely p € H™ egy kis kérnyezetében izo-
metria mp egy kornyezetére. Mas széval X valamely diszkrét szimmetriacsoport
szerinti faktora a H"-nek, és m a hdnyadosleképezés. Egy X-be agyazott r sugart
goémbon valamely B(z,r) C H™ képét értjiik, amennyiben 7 injektiv B(x,r) belse-
jén.

Elhelyezések esetén legyen X tetszOleges, n dimenzids, véges térfogati hiper-
bolikus sokasdg. Az el6z6 fejezetbeli Fejes Téth-féle haromszogkorlatbdl illetve a
Boroczky-féle szimplexkorlatbdl kovetkezik, ha X tartalmaz k darab elhelyezést al-
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koté r sugari bedgyazott gdmbot, akkor V(X) > k- V(B(z,r))/o(r). T. H. Mars-
hall [42] belatta, hogy o(r) > 27057+0() Missrészt G. A. Kabatjanskii, V. I. Le-
venstein [35] becslésébdl kivetkezik, hogy V(X) > k- V (B(z,r)) - 20299 F0(m) ‘mely
ezek szerint nagy n-re erGsebb becslés a szimplexkorlatnal.

A szimplexkorlat esetén egyenléség, azaz V(X) =k -V (B(z,r))/o(r) a kbvet-
kez$ esetekben teljesiil. Ha n = 2, és a korelhelyezés a 2m/3 szogll szabélyos sok-
szogekkel valé kovezés beirt koreibél szarmazik, vagy n = 4, és a gbmbelhelyezés a
120 celldkkal valé (5,3, 3,3) kivezés beirt gombjeibdl szarmazik.

Fedések esetén csak a kétdimenzids esetben ismert becslés. Ha X egy kom-
pakt hiperbolikus feliilet, mely lefedheté k bedgyazott r sugaru korrel, akkor Bo-
roczky K. [14] vagy L. Fejes T6th [28] hdromszogbecslésébdl is kovetkezik, hogy
X felszine legfeljebb k- V(B(z,7))/9(r). Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha a
korfedés a 2m/3 szogli szabalyos sokszogekkel valé kovezés koriilirt koreibdl szér-
mazik.

A kétdimenziés korelhelyezéses és korfedéses eredmények kozos altalanosi-
tdsa az in. Momentum Tétel hiperbolikus feliileteken (14sd B. Orvos—Nagyné Far-
kas [51]).

A hiperbolikus sokasdgokon valé gombelhelyezésekre adott szimplexkorldtnak
jelentds szerepe van e sokasagok térfogatdra adott alsé becslésekben. Egy X véges
térfogati sokasag o injektivitdsi sugara a maximalis sugara az X-be beagyazhato
gémboknek. A szimplexkorlat szerint V (X) > V(B(z, 0)) /o (o). Itt egyenléség pon-
tosan akkor teljesiil, ha n = 2, és X egy 27 /3 szogll szabdlyos 6m-szog, m > 2, ol-
dalazonositésaibdl szarmazik. A megfelel$ oldalazonositdsok létezését C. Bavard [2]
latta be. Altaldban az injektivitasi sugarat konnyebb becsiilni, mint a térfogatot.
fgy a Boroczky-féle szimplexkorlat igen sok esetben vezetett rendkiviil j6 alsé korlat-
hoz hiperbolikus sokasdgok térfogatéara, akar a minimumot is megadva a megfelel§
sokasdgosztalyban (ldsd példdul C. Adams [1], illetve R. Kellerhals [36] és [37]).

A tovébbiakban H"-beli véges elrendezések silirliségét vizsgaljuk. Tetszbleges
dimenziéban csak Molndr J. [44] eredménye ismert. Ha P egy H"-beli poliéder,
akkor tetszOleges F' (n — 2)-lapjandl fekvé dihedrilis szog az F-et tartalmazé két
hiperlap belsd szoge. Ha a P poliéder minden dihedralis szge legfeljebb 27r/3, akkor
[44] mddszere szerint r sugard gombok bérmely P-beli elhelyezésének siirfisége
P-re vonatkozdan legfeljebb o(r). Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha egy P-
befrt gémbiink van, és vagy n = 2, és P egy 27/3 szogli szabdlyos sokszog, vagy
n=4, chr = @, és P egy szabdlyos 120 cella. Az eredmény a Fejes Té6th-féle
haromszogkorlat illetve a Boroczky-féle szimplexkorlat egyszerii alkalmazasa.

Végiil hiperbolikus sikbeli eredményeket tekintiink. K. Bezdek [5] latta be,
ha egy kor tartalmaz legalabb két r sugard kort, akkor az r sugard korok stird-
sége a nagy korhoz képest legfeljebb \/% A becslés nem mindig teljesiil tetszéleges
konvex sikidomban vett korelhelyezésre nagy r esetén, de K. Bezdek [6] taldlt kon-
vex sikidomoknak egy elég dltaldnos csalddjét, amelyekben teljesiil a becslés (lasd
még K. Boroczky, Jr. [16]). Megjegyezziik, hogy a hiperbolikus héromszogkorldt
o(r) nagyobb \/%—nél, az euklidészi hdromszogkorldtnél elhelyezésekre. Masrészt
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K. Boroczky, Jr. [18] mutatta meg, ha egy kort lefed legaldbb két r sugard kér,
akkor az r sugaru korok Osszteriiletének és a lefedett kor teriiletének hanyadosa
legaldbb % Ez az eredmény is altaldnosithaté megfelel§ konvex sikidom fedésére,
de nem teljesiil tetszoleges konvex sikidom fedésére nagy r esetén. Megjegyezziik,
hogy a hiperbolikus hiromszogkorlat J(r) kisebb %—nél, az euklidészi hdrom-
szogkorlatndl fedésekre. Nyitott probléma, hogy ha a (4) definiciét hasznaljuk egy
kornek legalabb két r sugari korrel valo fedésére, akkor az r sugard korok stirtisége
a lefedett korre vonatkozéan legaldbb 9(r)-e.

7. Periodikus és ergodikus elrendezések stiriisége

Legyen K konvex test R™-ben. Ebben a fejezetben olyan eredményeket targyalunk,
melyek mégis lehet6vé teszik egy, az euklidészihez hasonlé siirtiségfogalom haszné-
latat, mégha csak specidlis elrendezésekre is.

Legyen C egy periodikus elrendezés K egybevago példanyaival, és legyen X egy
olyan kompakt hiperbolikus sokasag, melyet C szimmetriacsoportjanak egy I' rész-
csoportja hataroz meg. Felteheto, hogy a hdnyadosleképezés C barmely elemén in-
jektiv (lasd G. Fejes Téth, G. Kuperberg, W. Kuperberg [25]). Ha I" a C elemeit
k ekvivalenciaosztélyba osztja, akkor analitikus eszkozokkel bizonyithaté (14sd pél-
ddul P. D. Lax és R. S. Phillips [38]), hogy bérmely rogzitett z-re

5) - Y cec V(GN B(xz,1)) _ kV(K)
r—00 V(B(mﬂ")) V(X) '

Bar a sikbeli esetben a periodikussdg nem tiinik til nagy megszoritasnak, a
periodikus elrendezések igen , kevesen vannak” a magas dimenzids terekben. A te-
ret ,egyenletesen betoltd” elrendezések megfelel osztalyat Lewis Bowen és Charles
Radin talalta meg. Elég nagy R, N > O-ra, legyen Z a K példanyaival valé azon
elrendezések halmaza, melyek barmely pontot legfeljebb N-szer fednek, és melyek
komplementere nem tartalmaz R sugard gombot. Bar maga a tér persze fiigg az
R, N megvalasztdsitol, de a f6 eredmények nem. L. Bowen és Ch. Radin [9] Z-n
olyan topolégiat definidl, melyben a tér kompakt, és rajta a H™ tér G™ szimmet-
riacsoportjanak természetes hatasa folytonos.

Rogzitiink egy o € H" pontot, és definidljuk az w : Z — Z fliggvény a
wlC)=#{GeC:0e G}

formuldval. Az o vélasztdsa nem befolydsolja az aldbbi allitdsok helyességét. Egy
Z-n értelmezett p Borel-mértéket ergodikusnak hivunk, ha p(Z) =1 (azaz p valé-
szinfiségi mérték), p invaridns G™ hatdsdra, és barmely G™ invaridns A C Z esetén
vagy u(A) =0, vagy u(A) = 1. Kénnyen lathatd, hogy az X-en értelmezett inva-
ridns valdszintiségi mértékek konvex halmazanak extremdlis pontjai ergodikusak.
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Barmely periodikus C € Z definidl egy uc ergodikus mértéket a kovetkezo tulaj-
donsédggal. Legyen X egy olyan kompakt hiperbolikus sokasdg, melyet C szimmet-
riacsoportjanak egy I' részcsoportja hatdaroz meg. Ha I' a C elemeit k ekvivalencia-
osztalyba osztja, akkor

(6) /Z wde = ‘“VV((XK))

Megjegyzziik, hogy pc tartdja a C-vel egybevdgd elrendezésekbdl all. A. Nevo [48]
és A. Nevo és E. M. Stein [49] eredményeit felhaszndlva L. Bowen és Ch. Radin [9]
bizonyitja, ha C € Z egy u ergodikus mérték tartdjéba esik, akkor barmely rogzitett

o - TeeeVIGNBE) [
A T B ) _/Z -

Tehat (6) szerint periodikus elrendezésekre visszakapjuk (5)-t. De mindjért meglat-
juk, az 4j elmélet sok olyan érdekes tulajdonsdgu elrendezést szolgaltat, melyeket
nem taldlunk meg a periodikusak kozott.

Legyen Z. és Zy a Z-beli elhelyezések, illetve fedések tere. Tovabba jeloljiik
M(Z.) és M(Zy)-fel azon ergodikus mértékek halmazat, melyek tartéja Z.-be,
illetve Z¢-be esik. L. Bowen és Ch. Radin [9] azt is beldtta, hogy létezik

7 Oore(K) = dy,
(") () = e[
8 Yere () = min /wd .
() eg( ) weM(zs) 5 12

Azt mondjuk, hogy egy C € Z. optimalis elhelyezés az ergodikus siirtiségre nézve,
ha benne van egy olyan u € M(Z,) ergodikus mérték tartéjdban, mely egyenlséget
szolgaltat (7)-ben. Tehdt ha C € Z optimalis elhelyezés az ergodikus sfiriiségre
nézve, akkor barmely rogzitett z-re

lim Y cee V(GN B(x,1))
r—00 V(B(z,7))

= Oerg (K).

Tovabba egy C € Z; optimdlis fedés az ergodikus siiriségre nézve, ha benne van
egy olyan p € M(Zy) ergodikus mérték tartéjaban, mely egyenléséget szolgaltat
(8)-ban. Tehét ha C € Z optimélis fedés az ergodikus siirliségre nézve, akkor bér-
mely rogzitett z-re

o Ve V(G0 B
r—00 V(B(ac, T))

= Verg (K).

L. Bowen és Ch. Radin [10] azt is beldtta, ha C € Z optimadlis elhelyezés vagy fedés
az ergodikus stirliségre nézve, akkor teljesen telitett (lasd 4. fejezet).
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L. Bowen és Ch. Radin [9] szerint 1étezik olyan megszamlélhaté halmaz, hogy
ha K egy p sugari gomb H™-ben, és o nem esik ebbe a halmazba, akkor legfeljebb
egyetlen, az ergodikus siirliségre nézve optimalis elhelyezés vagy fedés sem perio-
dikus. Mésrészt, ha n = 2 és K kor, akkor L. Bowen [8] beldtta, hogy (tetsz6leges
sugdr esetén) derg (K) a K periodikus elhelyezéseinek (6) szerinti stirtiségeinek szup-
rémuma. Tovabba n = 2 és K kor esetén az ergodikus sliriiségre nézve optimalis
elhelyezések egybevigbak (lasd L. Bowen, C. Holton, C. Radin, L. Sadun [11]).

Bar az ergodikus stirtiségfogalom elégséges ,,szép” elrendezést szolgaltat, azért
vannak hidnyossagai. Legyen K egy olyan konvex poliéder, mellyel egybevigdsig
erejéig pontosan egyféleképpen lehet kovezni H™-t, és a kdvezés nem periodikus.
Ekkor azt varnank, hogy optimalis elhelyezési vagy fedési siirtisége 1. Mdésrészt
L. Bowen és Ch. Radin [10] mddszerei mutatjdk, hogy

derg (K) < 1 < Derg(K).

Ko6szonetnyilvanitas: Ezuton koszonom meg Molndr Emilnek, Moussong Gé&-
bornak és Wintsche Gergelynek a hathatés segitséget.
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SZIMMETRIKUS KOVEZESEK VEGTELEN
SOROZATA A HIPERBOLIKUS TERBEN

MOLNAR EMIL, PROK ISTVAN, SZIRMAI JENO!

Reiman Istvdn Tandr Ur 80. sziiletésnapjdra

1. Bevezetés

A. W. M. Dress, D. H. Huson és az elsé szerzé kozos [3] munkajukban osztalyoztak
az E3 euklideszi tér azon (T,T') kivezéseit, ahol a kovezés I' szimmetriacsoportja
a T kovezés lapjain tranzitivan hat. Tehat a kovezés barmely két lapjdhoz 1étezik
a T egybevdgdsdgesoportnak (legaldbb) egy olyan eleme, mely az elsd lapot a mdso-
dik lapra képezi. A probléma megoldasahoz kidolgozott algoritmus és szamitogépes
program nemcsak a lehetséges euklideszi kovezések teljes felsorolasat eredményezte,
hanem az 6sszes haromdimenziés kombinatorikusan megadott laptranzitiv poliéder-
kovezést tablazatba foglalta, ahol a kdvez6 poliéderek csiicspontjai a mindenkori
tér ,végesben fekvs”, valédi pontjai. Az algoritmus és a szamitégépes program
a D-szimbdlumok (B. N. Delone (Delaunay), M. S. Delaney és A. W. M. Dress
tiszteletére) elméletén alapul.

A 16 és egyben a legnehezebben eldontheté kérdés, hogy melyik geometriai
térben realizalédik egy kombinatorikusan megadott térkitoltés, ha egyéltalan reali-
zalédik. W. P. Thurston vizsgalataibdl ismert, hogy nyolc olyan maximalis egysze-
resen Osszefiiggd homogén Riemann-tér ( Thurston-geometria) 1étezik, amelyekben
a kombinatorikusan adott kévezések metrikusan megvalésulhatnak:

(1.1) E®, S°, H?, S? x R, H? x R, SL,R, Nil, Sol.

A [7] munkdban szerepel a fenti geometridk projektiv térbe valé bedgyazasa, ezaltal
lehetové valt, hogy a projektiv metrikus geometria appardtusanak felhasznalasaval
eldontsiik, hogy egy kombinatorikusan adott kovezés mely fenti térben realizalodik
metrikusan. A mddszernek néhdny alkalmazasat lathatjuk a [13], [14], [9], [10]
munkakban.

Ebben a dolgozatban tehdt a mddszer bemutatdsara olyan (T,I") kovezéseket
tekintiink, ahol a kovezés I" szimmetriacsoportja a T' kdvezés lapjain tranzitivan hat.
Tehat barmely két, f1, fo laphoz létezik egy v € ', ami az elsé lapot a masodikba

1Késziilt a Horvat-Magyar Korméanykozi Tudoményos és Technolégiai Egyiittmiikodési Prog-
ram tdmogatasaval.
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viszi fo = f gy, hogy kozben a kovezés dnmagéra képezddik le, barmely cstics
cstcsba, él élre, lap lapra, test testre, illeszkedéstarté médon. Két kovezés (T1,1'1),
(T, T'2) ekvivaridns, ha létezik olyan bijektiv, illeszkedéstartd transzformécié & :
T, — T, amelyre 'y = ®'I";®. Tehdt ® a I'; barmely v, hatdsit a I's csoport
72 = ¢~ ty1¢ hatdséba viszi. (Jobbrél frjuk a pontleképezéseket.) Ha két kovezés
kombinatorikusan izomorf (77 = Ts), de a megfelel§ csoportokra teljesiil, hogy T’y
gazdagabb mint I'; (I'y > ¢~ 'T'1¢), akkor a (71,T) kovezést a (Tz,T'2) kivezés
szimmetriatorésének nevezziik.

Munkénkban csak olyan kivezéseket vizsgélunk, ahol a (T, T') kovezés szimmet-
riacsoportja maximdlis, vagyis a I' csoport hatésa ekvivarians a kovezés illeszkedési
strukturdjat megtarté automorfizmus-csoporttal I' = Aut T

Az altalunk vizsgélt hdromdimenziés kombinatorikusan megadott kovezésso-
rozatrdl (T,,IT',), p > 4, amelyet az emlitett D-szimbélumok nyelvén alapulé algo-
ritmusbdl és szamitégépes programbdl szérmaztattunk, mar kordbban [14] bebizo-
nyitottuk a kovetkezd tételt:

1.1. tétel. Az aldbbi (T),,T',), p > 4 maximadlis szimmetriacsoportd, laptranzitiv,
valos csiicsokkal rendelkezé kovezéssorozat a Bolyai—Lobacsevszkij-féle hiperbolikus
H? térben realizalédik.

1.2. megjegyzés. A p = 3 paraméterhez kapcsolédo eset a haromdimenzids eukli-
deszi térben, E3-ban realizdl6dé kockakovezést (T3,1'3) eredményez, ahol I's = Ia3
(206. sorszami tércsoport a nemzetkozi kristalytani tdbldzatban). Ez azonban nem
lesz maximalis csoporthatds, mert Aut T3 = Pm3m > I's (sfirtibb rdccsal). A to-
vébbi p > 4 esetekben mindegyik (7},,I',) kovezés maximalis lesz.

Latni fogjuk, hogy kovezéseink megjelenitheték a szamitogép euklideszi kép-
erny6jén a H3 tér Cayley—Klein-modellje alapjan (4-7. dbra). Ez 1j kezdeménye-
zésiink és eredményiink ebben a dolgozatban.

2. (Tp,T'p), p > 4 kovezéssorozat

A D szimbdélumok elméletén alapulé algoritmusbdl és szamitégépes programbdl
megkaptuk a kdvezéssorozat kombinatorikus megadasat. Ebben a munkaban nem
tériink ki a D-szimbdélumok elméletére, ezért mindjart a kombinatorikus alaptarto-
manyok és a generdl transzformaciok megaddsdval jellemezziik a kovezéseket (lasd
(2], (3], [14], [10]).

Az els6 dbra mutatja a kovezések (7),) 8 db un. baricentrikus tetraéder-
bol osszeragasztott alaptartomédnyanak Fr vazat. Az alaptartoményra alkalmazva
a I'y csoport transzformaécidit, térkitoltést kapunk elészor kombinatorikus értelem-
ben. Itt az ,alaplap” pontozott és szaggatott vonalai mentén lehetségesek torések,

80



tehét az alaplap csicsai nem biztos, hogy (latjuk majd, hogy biztosan nem), egy-
siktiak lesznek a térben, ahol a kovezés megvaldsul:

(2.1) Fr o= AB Ay A5 A2 U A2 A5 A5 A3 U AZ3 Ay A5 A3 U AR Ay A5 AP2U

* U AGP Ag A3 AT U A0 A A3 AT U AST As A3 ATB U ATB A A3 AL,

AL A7 A
1. dbra

A kombinatorikusan megadott transzformacidk, amelyek a szédmitégépes lista-
bdl kiolvashatdk, a kovetkezok:

2.2 r: tengelyes titkrozés” az r = A2 A% egyenesre (félforgss),
144
AR AP AT AT > ARAP AP AT

(2.3) z . forgatdstiikrozés:
az 11 = AST A3 koriili 2p-forgatés (2m/(2p) szoggel) és az ) egyenesre
As-ban éllitott ,merdleges sikra” valé tiikrozés szorzata (p > 4),
APAPZALB A3 — AB A AR As;

(2.4) ri: oaz 1y = AST Az koriili p-forgatas (2 /p szoggel),
APAT AT Az — AFP ATO AR As.
Lathatjuk, hogy 22 = 1.

A poliéderélek koriiljarasabdl adédé Poincaré-algoritmus ([3], [6]) alapjén az el8bb
felsorolt generdld, kombinatorikusan megadott (kés6bb lathaté médon a hiperboli-
kus térben realizal6dd) transzformacick kozott a I'y, csoport alabbi definidlé relacidi
allnak fenn:

2

_ D __ -1,..—1
re=r] =Trzrrirry rz

— -1 _
=zzr] =1
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Mindezekbdl leolvashaté a I'y, csoport két generdtorral torténé megaddsa:

(2.5) Iy = {r,z— r? =22 =rarz?rz %rz 7t = 1}

2.1. A projektiv koordinata-rendszer. Tekintsiik a valds szamtesten, R-en
értelmezett V* vektorteret, és jelolje a dudlis terét V4. A masodik dbran lathatjuk
az AgA; Ay As tetraédert, amelyet a Fr alaptartomanybél szarmaztathatunk. 4; az
A2 A3 szakasznak a (mint késdbb lathatd, a hiperbolikus térben) felezéspontja.
Jellemezze a V4 tér egy {bo7 bl b°, b3} bézisa ennek a tetraédernek az oldalsikjait;
a V4 tér formait délt félkovér betiikkel jelsljitk a tovdbbiakban. Az A; csiccesal
szemben a b', (i =0,1,2,3) formaval adott sik fekszik. A tetraéderhez késSbb
meghatdrozandé szimmetrikus Cozeter—Schlifli-mdtriz a kovetkez6 alaki:

1 — cos % 0 0
i —cos & 1 — cos 312 0
2.6 b)) = 2p ,
(2:6) (5%) 0 — cos 312 1 —cos 323
0 0 — cos 323 1

ahol a métrixban (% jelsli a (b%), (b') sikok szogét a (jovendSbeli) bedgyazd
H? térben:

iy 1, i=7
(2.7) b = iy
—cos Y, i #j.

A45 — Ol

A12 _ ZO

Ap® = Co AT AST = A3
2. dbra
A (b¥) matrix segitségével értelmezziik majd a kdvetkezd kvadratikus alakot,

majd skaldris szorzatot a V4 forméi (a sikok) kozott (Einstein-féle osszegzést hasz-
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ndlunk az egyez6 alsé és fels6 betiiindexekre 0-t6l 3-ig):
2 12 2
y 0 cos
(2.8) &g = (50 — cos 2p§1) + sin? — (51 fﬂ 52) +

12
(1 _ COSﬁ) obs — 2cos P85 + E3és =
Sin

2p

2 12 2
= (50 — cos 27;§1> +sin? — (51 Cosf7r §2> n

2p

2p

+ (&5 — cos 8236,)” + &6 (1 = % cos? 52?’) :
Sin

< s > :VyixVy—R, (u,v) = <biui,ijj> = ’U,ibijvj.

A kvadratikus alakban &¢&5 egyiitthatéja negativ lesz, ha p > 4. A skaldris szor-
zat majd a projektiv metrikat is meghatdrozza. Az a; € V4 iel=1{0,1,2,3},
vektorok az a;b’ = 07 (Kronecker-delta) egyenlet segitségével a {6°, b, b%, b} bé-
zis {ag, a1, as, a3} dudlis bazisat hatdrozzak meg. Az a; € V4, i e I =1{0,1,2,3},

vektorok az AgA;AsAs tetraéder csicspontjainak lesznek meghatarozé vektorai.

Ha det b # 0, akkor az a;b* = &7 egyenlet alapjan képezhet lesz a (b))
inverz métrixa (a;;) = (b¥ )_17 amelynek segitségével értelmezhetd az alabbi V-
beli (pontok kozotti) skaldris szorzat (Einstein-konvencid!):

(2.9) (,): Vix Vi SR, (x,y):= <xial-,yjaj> = xiaijyj.

Mindezek alapjan definidlhatoé lesz egy linedris polaritas és inverze a ,, formatér”
és a ,ponttér” kozott az alabbiak (forditott sorrendben is lehetséges [7]) szerint:

(2.10) ):Vy—Viiusu,=u (): V' =V, xx" =z
u = Uy = (blul)* = ulbi = uib”aj,
T :=x"= (xiai)* =ajz' = b aya’,
(x,u) = xu = (x,u).
A fenti (b¥7) és (a;;) matrixok segitségével értelmezhetjilk majd a hdromdimenziés
projektiv metrikus teret P3 (V4, Vi, {, >), amelyben ha x € V4, tovdbbd u € V4 és
teljesiil a (x,u) = xu = (x,u) = 0 egyenlet, akkor az (u) és (x) sikok merdlegesek

egymasra, vagy (u) és (x) egymdshoz konjugalt pontok P3-ban, vagy az (u) stk
tartalmazza az (x) pontot.
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3. A (T,,T'}), p > 4 kbvezéssorozat metrikus realizicidja

Legyenek a C := A23 pont projektiv koordinatai C(c) = (0,1,c?,¢3). Az elsé koor-
dinatat 0-nak valasztjuk, ezzel (Iatjuk majd, jogosan) feltessziik, hogy C' a b° sikban
fekszik, a masodik koordindta vélaszthaté 1-nek, ha C nincs a b* sikban. Tovabbé
legyenek ¢? és ¢ valés szamok.

A gondolatmenetiink lényege a kévetkezo:

Feltessziik, hogy a kévezéssorozat minden p > 4 paraméter esetén a hiperbolikus
térben valdsul meg, majd a térkitoltést meghatdrozd ismeretlenek c?, ¢, p'2, B3
szamdra a generdld transzformdciok ((2.2), (2.3), (2.4)) segitségével egyenletrend-
szert irunk fel. Ha biztositani tudjuk, hogy minden p > 4 paraméter esetén létezik
megoldads, akkor a kévezés valoban a Bolyai—Lobacsevszkij-féle hiperbolikus térben
realizdlédik. Ehhez még az is kell majd, hogy a (2.10)-beli b" és a;; mdtrizok szig-
natirdja valdban ( —, +, +, + ) legyen.

A (b) sikra val6 s siktiikrozést az (x) pontra és (x)° képére az aldbbi képlet
alapjén irhatjuk fel (amelynek pl. az {a;} bazisbeli a; — s}a; métrixdt is felirhat-
nank):

(x.b)

1 Sox—2
(3.1) x = x%~x b.b)

ahol (b) a (b) siknak a sikra nem illeszked6 pélusa, ezért (b, b) # 0.

A 2z forgatastiikrozés (és matrixa) felirhaté a b', b°, b? sikokra vald tiikrozések
egymésutanjaként. A (2.3)-beli z transzformécié sordn a C(c) = (0,1, c?,¢) pont
a Cp pontba jut (ldsd 2. dbra), az Ay pont a Z(l) = A3* pontba keriil. A pontok
koordinatdit a (3.1) képlet és (b¥/) (2.6-8) képletei alapjan szdmitottuk ki:

(3.2) Ci(c1) = (—2 cos 21,4cos2 21 —1,¢% + 2cos 12 + 2¢3 cos 523, —c3> ,
p p

—1 ™
AN ="A)(a)) = (1,—2COS 2p,O,O) .

A projektiv geometria szellemében barmely nullétél kiilonbozé x € V4 \ {0}
vektor és dllanddszorosa cx (0 # ¢ € R) ugyanazt az X (x) pontot hatdrozza meg.
Hasonléan barmely nem zérus u € V' \ {0} linedris forma és ul ugyanazt az u(u)
sikot jellemzi. A fenti polaritds vagy skaldrszorzat metrikdt (tdvolsdg- és szogmet-

rikdt) értelmez a hiperbolikus, ( —, +, +, + ) szignatirdju projektiv metrikus
térben [5].
Tehat ( —, 4+, +, + ) szignatira esetén az u(u) és v(v) sikok o(u,v) szogére
(u, v)

cos [U(Uv U)] = (u,u)(v,v)
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a fenti (b) segitségével, ahogy ez a gdmbi geometridban is szokasos. A ( —, +,
+, + ) szignatiraja hiperbolikus tér X (x) és Y (y) pontjainak p(X,Y") tdvolsagat

cosh [,ip(XaY)} = <>_<<xx><yy>y>

a fenti (a;;) segitségével képezziik (k a gorbiileti allandé, —k? = K a szorzatgorbii-
let).

A Ci(c;) pontot a (b°) sikra val tiikrozés a Ch(co) = A}® pontba viszi
(2. dbra), a koordindték a (3.1) képlet alapjén szdmolhatdk:

<c17b0> 0 ﬂ' 07
(3.3) Cy(cg) ~ ¢y — 2Wb =cy +4cos %b Ta; =

T
= 2cos 5,20 ~ & + (€% + 2cos B2 + 2¢% cos f*%)ay — a3.
P
Az r tengelyes tiikrozés, vagy félforgas az r = AgD egyenes koriil, ahol D az A3C4
felezéspontja. A projektiv metrikus geometria apparatusa alapjan (az Einstein-

konvenciét a 0,1 gordg indexekre is kiterjesztjiik) a félforgast az aldbbi formula
hatdrozza meg (ennek a; — r/a; matrixdt szdmitégépiinkre bizzuk):

(3.4) riye—y i=-y+ 2<y,ea>eaﬁe,3, a, € {0,1},

ahol e := (eq,e5), e := (eag)fl,

. .. €11
a mi esetiinkben ey =ag, e =d=-c;+,/—as.
ass

Ugyanis, kicsit hosszadalmasan belathatdé, hogy D(d) igy valéban a Ci(c1) és
As(a3) felezépontja, az r involutiv transzformaciénal az Ag(ag = eg) és D(d = e;)
egyenesének pontjai fixpontok. A tovabbiakat kés6bb biztositjuk. A négy ismeret-
len: 2, ¢, cos 312, cos 323 kozotti elsd Osszefiiggés abbdl adédik, hogy az Ay pont
a CyC szakasz felezéspontja:

(3.5) ag ~ Cy +c < c? 4+ cos B2 + ¢® cos f2 = 0.

A miésodik egyenletet a C'AgD hiromszogbdl kapjuk abbdl, hogy az Ay csticsnal
derékszog kell, hogy legyen:

(3.6) (ag, c)(d,a9) — (a0, a0)(c,d) = 0.

Hasonl6 meggondolés vezet a kovetkezd, harmadik egyenlethez. Az AyD A3 harom-
szogben a D cstcsnél derékszog lesz:

(3.7) (d,a9)(d,a3) — (a, a)(d,d) = 0.
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A negyedik, (3.8) egyenletet csak szamitégépiink frta fel. Ezt az rzrrirry 'rz=t =1
relacio teljesiilésébol kapjuk. Belathatd, hogy ez geometriailag azt jelenti, hogy a D,
- -1

2 _
Ay, Ag " pontok egy egyenesre illeszkednek, s6t az Ay pont felezéspont is.

A (3.5-8) egyenletrendszer megolddsdnak 1étezését minden 4 < p € N természe-
tes szam paraméterre egy viszonylag hosszadalmas diszkusszié utan biztositottuk
az [14] dolgozatban, amit most nem részleteziink. Tovabba konkrét p paraméter ese-
tére szamitogéppel ki is tudjuk szamolni tetszoleges ,, gyakorlatias” pontossaggal az
ismeretlenek értékét. Mindezeket az 1. tablazatban foglaljuk 6ssze. S6t a megoldast
jelentd AgA; Ay As szimplexet és a teljes CoC'Cy A3 Ay giilét is tudjuk szamitégéppel
animdlni p fiiggvényében a &;b¢; = 0, illetve y'a;;47 = 0 abszolut alakzat véltoza-
sdval. Mar emlitettiik, hogy a p = 3-hoz tartozé, b-ben ( 0, +, +, + ) szignatira
euklideszi realizaciéhoz, tovabba a p = co esethez tartozé

1 -1 0 0
i -1 1 0 0
i) —
(b7) = 0 0 1 -1’
0 0 -1 1

EbIE; = (0 — &1)° + (& — &) alak, vagyis (0, 0, +, + ) szignatiira majd H? x R-
degeneraciéhoz vezet.

] Table 4 |

P cos 12 cos 323 2 3

4 0,29289322 0,78823876 0,41421356 —0,89707182
5 0,21850801 0,88289778 0,70710679 —1,04838274
6 0,16826219 0,93060486 0,91940168 —1,16877089
7 0,13293569 0,95662983 1,07764913 —1,26425813
8 0,10728706 0,97169944 1,19486358 —1,34007552
9 0,08816348 0,98085346 1,28557519 —1,40055444
15 0,03535790 0,99689705 1,54731829 —1,58760244
20 0,02049907 0,99895409 1,62401525 —1,64623628
30 0,00931964 0,99978331 1,68261344 —1,69229978
50 0,00339553 0,99997120 1,71397687 —1,71742180

p — 00 0 1 V3 -3
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4. A grafikus megjelenitésrol

A 3. dbrdn kiindulunk az 1. és 2. dbra p = 3 paraméterhez tartozé euklideszi kocka-
kozépponti szoglet projektiv Eq = Az = Ay, E°, ES°, E°, E = A3 koordinita-
szimplexébdl, ahol Ey a kocka kozéppontja, E{°, ES®, ES° rendre az z-, y-, 2-
tengely végtelen tavoli, idedlis pontja. Tehat az Fy(eo), F{°(e1), ES°(eq2), ESC(e3),
E(e = ey + e1 + e3 + e3) n. Descartes-féle homogén koordindtarendszerben:

(1.1 (@0) = A1, 1,00, () =7 (1.-5,-5.1).

(az) = 45(1,0,0,0), (ag) = A3(1,1,1,1),
(c)=C(1,-1,-1,1), (c1)=0C1(1,1,-1,1),
(co) =Cy(1,-1,1,1), (d)=D(1,1,0,1),
(F) = F(1,0,0,1), (ap) = Ay(1,0,—1,1).
A tovébbiakban a korabbi AgA; A A3 koordindtaszimplexhez p = 4,5, ... paramé-
terekhez kiszémitott pontkoordinatakat (és sikkoordinatakat, azaz formékat) a fenti

EyE°ESCES koordindtarendszerben fejezziik ki és ,,dbrazoljuk”. Ehhez a (4.1)-
bél az

(4.2) a;=: Ale; é b" = e'BF, azaz
ao 1 —1 O 1 eO
a| (1 -1/2 -1/2 1 e
ag - 1 0 0 0 €2 ’
as 1 1 1 1 es
0 0 1 0
-1 2/3 0 1/3
0 31 32 33\ _ (.0 1 ,2 3
(b b b b)f(e e e e) 1 —4/3 0 1/3

0 2/3 -1 1/3

egyméshoz inverz Af és Blk métrixokat hasznaljuk fel, ahol persze a;b* = 5k,
ejel = 55. fontos lesz, ezért igaz pl. e = B,lcal. A p=4,5,... paraméterértékekre
az alaplapot az AgD szakaszbdl, mondjuk az F felez8pontjabdl csillagszeriien ki-
alakitva, az FCoC, FCC,, FC1As, FA3Cy hiromszogek egyesitésének tekintjiik.
A 3. dbra F alaptartomdnyédhoz persze a (2.8-9) skaldrszorzatok &ltal szdrmazta-
tott szog illetve tdvolsdgmetrika tartozik, melyeket (4.2) alapjdn is kiszdmithatunk.
Igy a Cayley—Klein-modell abszolit pont- és sikalakzatdnak egyenleteit is kifejez-
hetjiik a szokasos euklideszi koordinatédkkal, és abrazolhatjuk Oket a szamitégép
képernyGjén, persze a p =4,5,... paraméterektol fiiggéen. Ehhez példaul az ab-
szolit pontalakzat (z'a;) pontja mely — (2.9) szerint — 0 = x%a; ;27 egyenletnek tesz
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eleget ((as;) = (b9) " a (2.8) képlet szerint), ¢ AFe), =: £Fey, szerint (€0,¢4,€2,8%)
homogén koordindtakkal rendelkezik, és (4.2) szerint

(4.3) 0 =2a"a;;2" = & Byay; Bj ¢ = et = (x,%),
B]icaijBlj = €kl = (ek,el>
fejezi ki az abszolut alakzat egyenletét a Descartes-féle Eo ET° ES°ES°E koordind-

tarendszerben, és mutatja a ( —, +, +, + ) szignatirdju szadrmaztatott skaldrszor-
zatot.

Eo = A2 x
Bt
Y
E5° ap=c || At = A5 A =4
AL
A2 =4, r A =D
Ag® = Co AT® A3 =E
z
Es®
8. dbra

A 3. dbra F alaptartomanydhoz tehat az abszoliut pontalakzatot is dbrézol-
hatjuk. Példaul a fenti kockakozépponti szoglet EoC, EqC1, EyAs, EqCy félegyene-
seken levé pontjait és a tovabbi (teg + £Fey) alaki pontjait, (£Fey) rogzitésével és
t kiszdmitdsdval egy mésodfokd egyenletbdl (4.3) alapjan nyerjiik. Az F tetszéle-
ges I')-képét is megkaphatjuk a (2.5) megaddshoz tartozé generdtorok AgA;AsA;
szimplexhez tartozé {a;} bdzisdban felirva, majd — (4.2) szerinti konjugaldssal —
az EoET° ES°ES® E-hez tartozé {e;} béazisban felirva. Ezt a szamit6gép végzi. Pél-
daul az r félforgas (3.4) formuldhoz tartozé a; — r)a; matrixabdl az {ey} bézishoz
tartozo ep — Réel matrixot elobb

(4.4) Arep — rgAéel, majd BiAFe, — Bir{Aéel és
BiAY =5 miatt e, — Byr/Ale, végil Rj = Bpr]Al

alakban kapjuk (4.2)-bdl. Ezért egy tetszéleges (€Fey) pont (n'e;) r-képére nyerjiik:

(4.5) tfep — " Rley =:n'e;, tehat 7' =¢FRL.

88



Az EyE° ES°ECE euklideszi koordindtarendszerben 1év6 szamitégépi képer-
ny6re valé meréleges (euklideszi értelemben) vagy mdsfajta vetités eljardsét, va-
lamint az egész Cayley—Klein-modell képerny6n toérténé euklideszi mozgatési elja-
résait rutinszeriien végezhetjiik az ismert programecsomagok alapjan (14sd a 4-7.
dbra képeit, tovdbbé a [11] honlapot.

Taldn ramutattunk a fentiekben arra, hogy a kovezések euklideszi és nem
euklideszi terekben kibontakozo6 elmélete és realizaciéi, valamint ezek szamitogépes
megjelenitése még sok kutatasi lehetéséget tartogat. Bolyai Janos ,ujj mas vildga”
kiilonosen gazdag ebbdl a szempontbol.

p=4

5. dbra
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Emil Molnar, Istvan Prok, Jen6 Szirmai: An infinite series of

symmetric tilings in the hyperbolic space’

The face-transitive Euclidean cube tiling under the crystallographic group I'; = Ia3
and with fundamental domain in Fig. 1 can be extended combinatorially to the
groups I', (4 < p € N) by presentation (2.5). Our Theorem 1.1 says that every tiling
(T,T',) above can metrically be realized in the Bolyai-Lobachevskyan hyperbolic
space H?. Moreover the projective metric realization can be animated by computer
in E? (in E2-pictures) by the fundamental domains F,, p =3 (for E?), 4,5,...
(for H?). These latter ones are made by various absolute quadratic forms, depending
on parameter p.
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A HIPERBOLIKUS SIK BEAGYAZHATOSAGAROL

OLAH-GAL ROBERT

1. Bevezetés

Hol valésul meg a Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria?
Van-e olyan természetes kozeg, ahol megvaldsul a nemeuklideszi geometria?

Kozismert, hogy sok logikai modelliink van a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geomet-
ridra és fontos matematikai alkalmazésai is vannak a nemeuklideszi geometridnak.
Ezért az alabbi bevezetoben inkabb az alkalmazhatésag szempontjabdl ismertetem
a hiperbolikus sik bedgyazhatdosagat, és arrdl szeretném meggy&zni az olvasot, hogy
nincs olyan természeti jelenség vagy targy, amelyen a teljes Bolyai-Lobacsevszkij-
féle sikgeometria megvalésulna. Természetesen ez inkabb fizikai, mint filozdfiai
kérdés. A matematika anyagtalan, logikai tudomaéany, és a Bolyai-Lobacsevszkij-
geometridnak sok matematikai-logikai modellje és sok matematikai alkalmazdsa
van.

De van-e olyan nyilvanval6 jelenség vagy targy, mozgas, amelyen természe-
tes modon a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria valosulna meg? E sorok irgjanak
véleménye szerint az ilyen jelenségek nagyon ritkak, és kuriézumszamba mennek.
Példaul az égi mechanikdban nemrég mutattak ki, hogy a kéttestprobléma megol-
désdban, az iistokosok mozgasa természetesebben leirhaté a Bolyai—Lobacsevszkij-
féle geometria segitségével [7]. Olvastam olyan magyardzatot, hogy egy kelkédposzta
levelén modellezhet6 a Bolyai—-Lobacsevszkij-féle geometria. De ezek mind csak ku-
riozumok, lokalis tulajdonsagok, ahogy egy kozonséges 3 dimenzios térben, a kons-
tans negativ gorbiileti feliileteken lokédlisan megvaldsul a Bolyai—Lobacsevszkij-féle
geometria. Lassuk a kovetkez6 analdgiat:

Az absztrakt algebraban rengeteg modelliink van. Vegyiik csak a csoport-
elméletet; ezt meghatarozza a bels6 miivelet fogalma és még harom axiéma. Pél-
dank, vagyis modelliink nagyon sok van. Persze itt is vannak ,természetes” proto-
tipusok, mint amilyen az egész szamok additiv csoportja, vagy a permutéacidok
csoportja, amely az n elemen létesitett bijektiv fliggvények halmaza a fiiggvény-
osszetétel (kompozicid) miiveletével, de sok més nyilvdnvald példank van még. Ezzel
szemben a geometriaban, példék dolgdban szegények vagyunk. Nagyon szegények!
Mi ennek az oka? Nagyon gazdag axiémarendszeriink, és ezért kevés modelliink van,
ezért olyan nehéz és vonzé a geometrial A kétdimenziés euklideszi geometridnak az
egyetlen természetes modellje a sikfeliilet. Persze differencidlgeometriailag minden
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nulla gorbiileti feliilet lokalis modellje lehet az euklideszi stkgeometridnak. Persze
ennek van gyakorlati jelentésége is, hogy példdul a hengerfeliileten vagy a kup-
feliileten kicsiben megvalésul az euklideszi geometria, mert igy az dcsok konnyeb-
ben tudnak kofrazst épiteni a betonkiontéshez, mint példaul egy nem riglalhato
felilletnek. De azért sehol sem tanitjak az euklideszi geometridt a hengerfeliileten.
A hengerfeliileten csak lokalisan érvényesiil az euklideszi geometria!

A Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria ,,népszertiisitésének” elsé6 megrazé ese-
ménye, David Hilbert tétele volt, mi szerint: a 3 dimenziés euklideszi térben nincs
teljes allandé negativ gorbiiletii feliilet. Vagyis a 3 dimenzids euklideszi térben a
teljes Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria természetes médon nem valésul meg.

A masik megrazé esemény maig sem vonult at a koztudatba, ezt Erhard
Schmidt 1927-ben fedezte fel. Erhard Schmidt tétele alapjan az n dimenziés euk-
lideszi térben nem tudunk olyan konstans negativ gorbiiletii teljes feliiletet el6-
allitani, hogy egy euklideszi egyparaméteres mozgascsoport egész térben érvényes
transzformaciéjaval a feliiletiinket onmagaba transzformalja. Ez azt jelenti, hogy
még az n dimenzids euklideszi térben sem létezik a teljes hiperbolikus sik olyan
formaban, hogy rajta az alakzatok szabadon mozgathaték legyenek, legalabb egy
forgatas vagy eltolas erejéig. Tehat a hiperbolikus sik valamilyen értelemben, egé-
szen Ujszerd objektum, és kikeriil a természetes szemléletiinkbol.

Ez megrazé felismerés, és egyik magyarazata lehet annak, hogy nem tudjuk
bevinni a kéztudatbal

Felidézziik Erhard Schmidt egy 1927-b6l vald térgyaldsét [3], amelyben meg-
mutatta, hogy az n dimenzids euklideszi térben nem tudunk olyan konstans negativ
gorbiiletit feliiletet elééllitani, hogy egy euklideszi egyparaméteres mozgascsoport
egész térben érvényes transzformaciojaval a feliiletiinket 6nmagaba transzformalja.
Ismert megadasi forméaja egy ilyen csoportnak a kovetkezo kozonséges differencidl-

egyenletrendszer:

(1) b= aprr+a;, i=1,2...,n
k

integralasabdl szarmazik, ahol az a;x, a; egyiitthaték konstansok, és a;; antiszim-
metrikus matrix. A csoportparaméternek, ami szerint itt derivaltunk, barmit ve-
hetiink, azzal a feltétellel, hogy a csoportoperaciéra nézve additiv legyen. Vegyiink
akkor egy olyan szingularitdsmentes, konstans negativ gorbiiletii feliiletet, amelyet
egy ilyen mozgascsoport 6nmagéba transzformdl. A mozgascsoport pélyaive legyen
u =0, és a hozza tartozd ortogondlis geodetikus vonal legyen v = konst, amely
ortogondlis trajektoridja legyen u = konst. Ezek ismét a mozgascsoport palyaivei
lesznek. A v paraméter az u = 0 palya ivhosszparamétere, mig az u paraméter a
v = konst pélya ivhosszparamétere.

Az u = konst pélya v és vy kozotti Av iv darabjanak egy transzformaécié soran
a darab hossza fog megfelelni, amiért a % az u = konst gorbén konstans marad.
Tudvan még, hogy K = —1, a feliilet els6 alapforméja

(2) §* = 4% 4 (chu + ashu)’i?,
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ahol a konstans. A bevezetett koordinatdk az egész feliileten értelmezettek, ahol
chu + ashu # 0. Mivel geodétikus koordinatarendszert vezetiink be, ezért

ds? = du® + G(u,v)dv?,

amikor is K = — ‘/%“7 és innen adddik (2), hiszen VG = |chu + ashul,

VG, = |shu+ achul
és
VGou = |chu+ ashul.
A bevezetett koordinatdk az egész feliileten értelmezettek, ahol chu + ashu # 0.

Akkor alkalmazzuk az (2) u < ug-ra, ha ug > 0 és u > ug-ra, ha ug < 0, igy
mindeniitt v = 0 a targyaland6 u érték tartozik.

Vegyiink egy darabot u = u palyagorbén, és v-t vehetjiik csoportparaméternek.

Az (1) alapjén
ds\”
<dv> =) apwimk +2) i + ao,

ahol a;i, a; az a; és a; altal meghatarozottak, és nyilvanvaléan konstansok.

A =max{a;, a;}, X =max |z;].
1,5,k u=u

2
(jf}) <) AAXX +2) AX+A<

< A2(n?X? 420X +1) = A2(nX +1)°

Nyilvanval6, hogy X < Xo + |a|, ahol Xy = max,—q |z;|, de a (2) alapjan

ds\” _ _\2
= = (ch@ 4 asha)”,

fay hat
chi+ashua < A(1+ n|Xo + )

barmely @-n, amelyre tetszéleges nagy érték tartozik. Ez nyilvanvalé lehetetlenség!

A tények azt mondjak, hogy az E*-ben (4 dimenzi6s euklideszi tér), az E3-mal
szemben mas tulajdonsagu feliiletek is vannak. Vagyis a feliiletek egy olyan geo-
metriai csalddot alkotnak a 4 dimenziés térben, amelyeknek nincsen 3 dimenziébeli
analogonja. Mert a 3 dimenziébeli feliiletek 4 dimenziébeli megfelel6i a hiperfelii-
letek és az E*-beli hiperfeliiletek 6roklik az E3-beli feliiletek tulajdonsagait. Erre
adok néhany példat: Efimov [4], [5] tételét altaldnositottak (egy bizonyos szempont
szerint) a hiperfeliiletekre. Magasabb dimenzidkban az a probléma, hogy milyen
gorbiiletet vegyiink, mert ott létezik skalar, Gauss—Kronecker, Ricci-gorbiilet és
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még sok mas. Efimov tételét altalanositottak a Ricci-gorbiiletre nézve. E. Schmidt
tételét Csikds Baldzs tovabbfejlesztette [10]. Ezekkel a kérdésekkel Tilla Klotz Mil-
nor tébb dolgozatdban is foglalkozott [11]. Hilbert azon tételét, hogy csak a gémb
az egyetlen pozitiv konstans gorbiiletti teljes feliilet, altalanositotta Antonio Ros a
hiperfeliiletekre is, ha a skalargorbletet és a Gauss—Kronecker-gorbiiletet veszi ala-
pul [9]. Ha a Gauss—Kronecker-gorbiiletet vessziik, akkor kénnyen beldthat6, hogy
ha a Gauss—Kronecker-gorbiilet nulla, akkor az a hiperfeliilet 1ényegében egyenesbol
szarmaztathaté — akarcsak a 3 dimenziébeli nulla gorbiiletii feliiletek!

2. A hiperbolikus sik a Hilbert térben (L. Bieberbach bedgyazasa)

Bieberbach 1932-ben megszerkesztett egy konstans negativ gorbiiletii feliiletet egy
végtelen megszamlalhaté dimenzidju euklideszi térben [3], amit ma Hilbert-térnek
neveziink. Ez a feliilet analitikus és teljes.

Legyen zn:xn—l—iyn:ﬁ(u—i—iv)", ahol n=1,2,... és 1 =u, T2 =,

akkor dz, = v/n(u+1 v)(nfl)(du + i dv). Innen adédik, hogy:
2 _ o o _ g2 2 2 2
ds® =dz1.dz; +dzodze + - - =du” + dv* +dxs +dy; + .. .,
masfel6l
ds® = Z dz,dz, =
=" [Valu+ )" (du + idv)] [V(u — iv) " (du — idv)] =
= Z n(u® + 1)2)(7171)(du2 + dv?).

Ha u? 40 < 1, akkor Yon(u? +0%) "™ = G0 ha pedig ds? = =,
akkor K, vagyis a gorbiilet K = —4.

Ez a metrika regularis az u? +v? = 1 egyenletii kér belsejében, tehat u? +v? <
1 kell, hogy teljesiiljon.

A fenti okoskodasban figyelembe vettiik, hogy —— = 1+7+7r2+---+7r"+ ...,

1—r =

ﬁzl"_%""'“ﬁ-nr("—l)_‘_

és r = u? +v? < 1, melyet derivalva kapjuk, hogy:
..., és eszerint
1 _
— Zn(UZ + UQ)(" 1).

(1—wu?— 1)2)2

A ds? = du® + dv? + dx3 + dy3 + ... metrika egy u,v, T2, Y2, Tns Yn, - - -
Descartes-i koordindtakkal megadott Hilbert-tér metrikajat adja. Nyilvanvald, hogy
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az Ty + iyn = ﬁ(u +iv)" egyenlettel megadott feliiletiink két paramétertél fiigg.

1, 1
i =u, Y1 =1, :EZ:E(U/ +v )7 y?zﬁuvv
T3 = 1 (u® = 3uv?), y3= L (3vu? — v3),
V3 V3

Lo 2,2 4 3 3
ry = —(u” —4uv° +v°%), = —(6vu’ — 6uv’), ...,
+i ! (u+ iv)"
Ty + iy = —=(u+1iv) .
Az u,v,x9,Y2,...,%n,Yn,... Descartes-i koordindtakkal megadott Hilbert-

térben, figyelembe véve, hogy ha r = u? + v?, és

1 1
To + iyo = —(u—i—iv)Q, To — QYo = —(u—iv)Q,
V2 V2

ahonnan kovetkezik, hogy

1
w3+ = )t =

Innen pedig kovetkezik, hogy
2 n

r r
Ut 2 ALY Tty b =T bk = (L),

A fentiek alapjan belattuk Bieberbach tételét, miszerint: A Bolyai—Lobacsevszkij-
féle sik izometrikusan és analitikusan beagyazhato egy végtelen dimenzids euklideszi
térbe.

Erdekes megjegyezni, hogy még nem ismeriink explicit analitikus és izometri-
kus beagyazasat a hiperbolikus siknak egy véges dimenzids euklideszi térbe.

3. A hiperbolikus sik a 6 dimenziés euklideszi térben

1955-ben Danilo Blanusa szerkesztett egy C*° osztalyt bedgyazast a 6 dimenzids
euklideszi térbe!

Blanusa horvath matematikus az E° euklideszi térben megadta a kovetkezd
D(u,v) feliiletet:
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r1,Ts,...,xTe Descartes-féle koordinatakkal:

(3) 21(u,0) = 21 (u) = / V- R - W)y,

7 x5(u,v) = fa(u) sin (vip2(u)),
8) ze(u,v) = zg(v) = v — 00 < u,v < 00,
ahol
_ p1(u)shu _ pa2(u)shu
fl (’LL) - 1/}1 (’LL) ) f?(u) - 1/12(,“) )
Pi(w) = PP () = SR
1 M sin () 1z 1 [* sin(mz) 12
p1(u) = (A/o MCM) ; pa(u) = (A/o 6Sinz(m)d$> ;
U sin (7z)

A= dv, A=~ 0,141327,

0 esin™2(mx)
©1(u) és pa(u) a kovetkezd tulajdonsigu:

0<¢i(u) <1, 0 <pa(u) <1,

e1(w) + 2(u)’ =1, ¢1(u) = p2(u+1), ueR

1o-nek szakaddsi pontjai vannak péaros egész u értékekre, mig 1;-nek szakaddsi
pontjai vannak paratlan egész u értékekre, de ezekben a pontokban (; illetve ¢o
eltlinik az Osszes magasabb rendli derivaltjaval, igy f; illetve fo fiiggvények C*°
osztalyiak. Ugyszintén,

chu+ ;' (u)shu
i(u) 7

ahol v; egy lépcsos fiiggvény és nulla a derivaltja:

£ () = £ i=1,2,

¥i(u) ¥i(u)’
19
<

! ul— u 1
(@] < 206510 — B

|fi/(u)’ <
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Figyelembe véve f; fenti tulajdonsagat, konnyl beldtni, hogy

\/1 ~ AW - R
valds, barmilyen u valds értékeire.

Blanusa megmutatta ([2]), hogy (3)—(8) egy C* osztélyd bedgyazdsa a teljes
(u,v) stknak ES-ba, mig ®(u,v) indukalt metrikdja ES-ban ds® = du? + ch? u dv?,
innen ®-nek konstans negativ gorbiilete van.

Tétel (Blanusa’s [2] p. 218): (3)—(8) fiiggvények u,v € R egy C*> osztalyu
bedgyazésat adjdk a teljes hiperbolikus siknak ES-ba.

0.06 —
0.02 -

-0.02

-0.04 —

-0.06 -1
-1

05 -0.05

1. dbra

Ezt tébben javitottdk [1], [8].

Tominosuke Otsuki szerkesztett egy olyan teljes feliiletet, amely kompakt, és
a gorbiilete < 0 [12]. Ilyen sincs az E3-ban, Efimov tétele alapjin.

E* nagyon gazdag geometriai sokasagokban.

Mar Hilbert felhivta a figyelmet, a nullagorbiiletii, teljes, kompakt feliiletre, a
lapos téruszra.

Tovabba, a Bolyai—Lobacsevszki-sikot, még immerziéval sem lehet megvalé-
sitani az E*-ben, mint egy altaldnositott forgasfeliiletet (tehat két tengely koriili
forgatdssal):

x1 = F(u) - cos(P - v),
x9 = F(u) - cos(P - v),
x3 = G(u) - cos(Q - v),
x4 = G(u) - cos(Q - v).

Tehat nem létezik olyan F', G valds fiiggvény (P, @ konstans), amelyekre a fenti
feliilet teljes, és a gorbiilete konstans negativ lenne [6]!
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Egy nagy differencidlgeométer, a tavalyel6tt elhunyt S. S. Chern 1951-ben ve-

tette fel azt a még megvélaszolatlan kérdést, hogy vajon az E*-ben létezik-e kom-
pakt, sima és teljes konstans negativ gorbiiletii feliilet. Tehdt két alapvetd kérdése
még nyitott a ,,Bolyai-Gauss” feliiletek bels6-geometria elméletének. Az egyik a
fenti Chern-probléma, a masik az analitikus hiperbolikus sik explicit megadasa vé-
ges (lehetbleg alacsony) dimenzids euklideszi terekben.
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Roébert Olah-Gal: On the embedding of the hyperbolic plane

In this paper we present a survay of the history results on the embedding of the
hyperbolic plane. We reconsider Hilbert’s, Bieberbach’s, E. Schmidt’s, Blanusa’s
theorems concerning to this problem and we make some philosophical observations.
An explicite construction of an analytical embedding of the hyperbolic plane into
E™ is unknown even these days.

Oldh-Gdl Rdébert

Babes—Bolyai Egyetem
Csikszeredai Tagozat
Romaénia
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MENNYIRE ALTALANOSITHATO
A HIPERBOLIKUS GEOMETRIA?

SZENTHE JANOS

Miutan Bolyai Janos 1823-ban, majd Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij 1829-ben
[27], [31] eljutottak a hiperbolikus geometria felfedezéséhez, a geometriai vizsgé-
latok szamara egy teljesen 1j, az addigiakndl joval altaldnosabb keretet teremtett
Bernhardt Riemann, mikor az 1854-ben készitett habilitacids értekezésében beve-
zette a Riemann-sokasdg fogalmat [26]. Rovidesen ugyanis felismerték, hogy egy
hiperbolikus tér gy is felfoghaté, mint egy olyan Riemann-sokasdg, melynek met-
szetgorbiilete egy allandd negativ érték. De felismerték azt is, hogy egy euklideszi
tér, illetve egy szférikus tér szintén felfoghatd ugy is, mint egy olyan Riemann-
sokasag melynek metszetgorbiilete allandé nulla, illetve pozitiv érték. igy az al-
landé gorbiilett Riemann-sokasagok elmélete, amit Felix Klein egy 1890-ben meg-
jelent munkdjaban vizsgdlt [17], és nemeuklideszi geometria néven népszertisitett,
a 19. szazad nagy felfedezése lett. Késobb kideriilt azonban, hogy az &llandé gor-
biiletii terek ugy is tekintheték, mint egy jéval dltalanosabb térfogalomnak, amit
szimmetrikus tér néven Elie Cartan 1926-ban vezetett be [7], legegyszeriibb speci-
alis esetei. Bar e szimmetrikus terek nagyon sokfélék, mégis egységes, igen gazdag
elméletiik van [12]. Ez az elmélet a 20. szdzad geometridjanak kiemelked$ alkotésa
volt. Felvetodik tehat a kérdés, hogy 1étezik-e a szimmetrikus tereket is tartalmazo
olyan még bdévebb osztalya a Riemann-sokasdgoknak, amit szintén egy kozos geo-
metriai tulajdonsag jellemez és ugyantigy érdekes, igen gazdag elméletiik van. Mivel
a szimmetrikus terek a homogén Riemann-sokasdgok egy osztalyat alkotjak, célsze-
rlinek latszik a keresést ezek korében kezdeni. E kérdés nyitott és ugy tlnik, hogy
egyszeru pozitiv valasz nem adhatd ra; ez lesz lathatd az aldabbiakbdl.

1. Néhany alapvet6 fogalom és tétel a homogén Riemann-sokasagokkal,

a szimmetrikus terekkel, és az allandé gorbiiletui terekkel kapcsolatban
Mivel a fentebb emlitett kérdés a homogén Riemann-sokasagokkal kapcsolatos, ezért
elOszor is az ezek elméletébdl sziikséges elGismerteteket foglaljuk Gssze.

Legyen M egy sima sokasag, G egy Lie-csoport és minden egyes g € G cso-
portelemhez legyen egy ®,: M — M diffeomorfizmus hozzérendelve gy, hogy a
kovetkezd két feltétel teljesiil:
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(1) ®, = Idps, ahol e € G az egységelem;
(2) cI)!] © (I)g' = (I)gg’? gag/ S G

Ekkor azt mondjuk, hogy a G csoport hat az M sokasdgon; ezt a csoporthatdst
akkor mondjuk simdnak, ha az igy keletkez6

O: GxM>(g9,2) = Dy(2) e M

leképezés sima. A ® csoporthatast tranzitivnak mondjuk abban a specidlis esetben,
mikor barmely x,y € M esetén van olyan g € G, hogy

y=2y(2)

teljesiil. Tranzitiv csoporthatds létezése esetén az M sima sokasagot homogénnek
mondjuk.

Legyen mostmér az M sokasdgon egy (, ) Riemann-metrika adott; akkor mond-
juk, hogy a ® sima csoporthatés izometrikus, ha minden egyes ®,: M — M, g€ G
diffeomorfizmus izometria. Egy Riemann-sokasagot homogénnek mondunk, ha 1é-
tezik rajta tranzitiv izometrikus csoporthatas.

Jélismert tény, hogy az euklideszi, a hiperbolikus és a szférikus terek izometria-
csoportjai tranzitivek ezeken a tereken, tehat ezek homogén Riemann-sokasdgok-
ként is felfoghatok. Sét e terek izometriacsoportjai bizonyos értelemben a le-
het6 legnagyobbak. Tekintsiik ugyanis egy (M ,( )) Riemann-sokasag izometridi-
nak 7 (M e >) halmazét; ez nyilvdn csoport az izometridk kompozicidjdra nézve,
amit a Riemann-sokasdg teljes izometriacsoportjinak neveziink. S6t kanonikus Lie-
csoport strukturaval rendelkezik a Meyers—Steenrod-tétel szerint ([18], I, 239-240).
Ha pedig az M dimenziéja m, akkor a

. m(m+ 1)
dimZ(M, () < ———

egyenlGtlenség is érvényes, és itt az egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha e
Riemann-sokasdg egyszeresen Osszefiiggd és allandé gorbiiletil ([18], I, 238-239).

Rogzitsiink egy (M, (,)) Riemann-sokasdgban egy z pontot, és tekintsiik ennek
egy U normalis kornyezetét. Ekkor a z pontbdl kiindulé geodetikusok egyrétiien
fedik le a U — {z} halmazt, tehét egy x € U — {z} ponthoz tartozik pontosan egy
olyan természetes paraméterezésii

Yo (=6,0) = M

geodetikus szakasz, hogy 7.(0) = z és 7,(€) = , ahol & € (=4,6). Igy egy ¥, :
U — U leképezést értelmez a kovetkez6 definicio:

S5.: Uz v (=¢eU,
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amit a z pontra vonatkozé geodetikus tikrozésnek neveziink. A ¥, nyilvan involutiv
bijekcidja az U halmaznak, és bizonyithatd, hogy diffeomorfizmus ([12], 198-201).
Ha specidlisan a 3, izometrikus is, akkor a Riemann-sokasag lokdlis szimmetridjd-
nak nevezziik. Egy Riemann-sokasagot akkor mondunk lokdlisan szimmetrikusnak,
ha minden pontjidban létezik egy lokélis szimmetria. Ha egy ¥, : U — U lokalis
szimmetriat ki lehet terjeszteni egy ¥, : M — M involutiv izometriava, akkor ezt
a Riemann-sokasidg z pontra vonatkozo szimmetridjanak nevezziik. Egy Riemann-
sokasagot pedig akkor mondunk szimmetrikusnak ha minden pontjaban létezik
szimmetridja ([12], 205-223). J6l ismert tény, hogy egy euklideszi, hiperbolikus,
vagy szférikus térben minden ponthoz tartozik a térnek egy szimmetridja, vagyis
e terek a szimmetrikus Riemann-sokasagok, vagy mas széval a szimmetrikus terek
kozé tartoznak. Egy szimmetrikus Riemann-sokasdgban minden geodetikus teljes,
vagyis a teljes R szdmegyenesen értelmezett ([18], IT, 222-230). Ha tehét v : R — M
egy természtes paraméterezésii geodetikus és a = v(«), b = v(8), akkor a 3,, ¥
szimmetridk

Ypodg: M —- M

szorzatdt ~y-menti transzvekcionak nevezziik ([12], 209). Bizonyithatd, hogy egy
szimmetrikus Riemann-sokasdg transzvekciéi &ltal generdlt csoport tranzitiv a so-
kasdgon, vagyis a szimmetrikus Riemann-sokasdgok homogének ([18], II, 236).

Azt a kérdést, hogy a szimmetrikus Riemann-sokasagok milyen helyet foglal-
nak el a homogén Riemann-sokasagok korében, algebrai eszkozokkel lehet legegy-
szertibben kezelni. Errél lesz sz6 a most kovetkezokben. Tekintsiink el6szor is egy
M homogén Riemann-sokasigot és rogzitsiik egy o € M pontjat, majd tekintsiik
a csoporthatasban e pontban tartozé H = G, C G stabilitasi részcsoportot; ismere-
tes, hogy ez kompakt ([18], I, 239-240). Mivel ®,(0) = o, h € H, ezért a @, linedris
érintOleképezése

To®p: TobM3v—=T,@pveT,M, heH

a H stabilitdasi részcsoport hatdsat értelmezi a T,M érintétéren, amit linedris
izotrépia-reprezentacionak neveznek. Mivel a ® csoporthatas izometrikus, ezért

(To®pv, T,2pw), = (v,w),, v,weT,M, heH

is érvényes, vagyis a (, ), euklideszi belsé szorzds invarians a fenti linedris izotrépia-
reprezentacioval szemben. Egyszerlien igazolhaté a fenti allitds megforditasa, vagyis
az, hogy ha egy M sima sokasdgon adott egy tranzitiv sima csoporthatas és a T, M
téren adott egy, a linearis izotrépia reprezentaciéval szemben invaridns euklide-
szi belsé szorzas, akkor ez egyértelmilen terjesztheté ki egy invaridns Riemann-
metrikdva az M sokasagon. Ugy tlnik tehéat, hogy a homogén Riemann-metrikak
egyszerlen szarmaztathatok az M sokasdgon. Viszont a megfelel6 egzisztencia- és
unicitasi tételek, valamint az igy keletkez6 homogén Riemann-sokasagok geometri-
ajanak vizsgalata mar 1ényegesen mélyebb eszkozoket igényel.

103



Tekintsiik ezért egy M homogén Riemann-sokasag esetén egy o € M ponthoz
tartozé H = G, stabilitdsi részcsoporttal képezett baloldali mellékosztélyok G/H
halmazanak kanonikus sima sokasag strukturajat. Ekkor a

x: G/H > gH — ®(gH,0) € Glo) =M

leképezés diffeomorfizmus, ami lehet6vé teszi azt is, hogy a (,) Riemann-metrikét
a G/ H sokasdgra altala visszahtiizva, azon egy Riemann-metrikdt kapjunk. S6t a G
csoportnak egy Ay : G/H — G/H, g € G sima hatésa is értelmezheté a kovetkezd
definiciéval:

Ay: G/H > aH — g(aH) = (9a)H € G/H.

Tovabba bizonyithaté az is, hogy az igy keletkez6 kovetkez6 diagram kommutativ:

M 2

! 3
G/H —2 s q/H

és igy a Ay, g € G is izometria lesz. Tehat az M homogén Riemann-sokasig azono-
sithaté azzal, ami a G Lie-csoportb6l annak H C G kompakt részcsoportjaval képe-
zett G/H hanyados sokasdgan a Riemann-metrika visszahuzasdval keletkezik. Egy
G/H hanyadossokasigon a Ay : G/H — G/H, g € G hatéssal szemben invaridns
Riemann-metrikat balinvaridnsnak mondunk. fgy az M homogén Riemann-sokasig
vizsgalata a G/ H hanyadossokasdgokon adott balinvaridns Riemann-metrikéval ke-
letkez6 Riemann-sokasidgéra vezetheto vissza. Lényegében ez a 1épés teszi lehetové
az algebrai eszkozok alkalmazdasat.

Ha ugyanis a G Lie-csoport g Lie-algebrajat a T.G érint6térrel és a H részcso-
port h C g részalgebréjét a T.H C T.G altérrel azonositjuk, akkor a 7 : G — G/H
kanonikus projekcié

Ter: g — Tu(G/H)
linedris érintéleképezésének magja a b részalgebra. Ha tehat m C g a b részalgeb-
rahoz komplementéris altér, akkor az erre térténé megszoritassal adédo

Ter[m: m— Ty(G/H)

egy vektortér-izomorfizmus. Viszonylag egyszeriien kezelhetd és igen fontos az a
specialis eset, mikor
Ad(h)yjmCcm, he H

teljesiil, vagyis az m altér invarians az adjungélt reprezentaciéval szemben; ekkor azt
mondjuk, hogy m reduktiv komplementum, a (G/H,m) part pedig reduktiv homogén
sokasdgnak nevezik ([18], II, 190). Ha egy reduktiv komplementumon adott egy

((J)m:mxm—=R
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euklideszi bels6 szorzas, és ez invarians az
Ad(h): m—>m, heH

adjungdlt reprezentdciéval szemben, akkor (), kiterjesztheté6 a G/H sokasdgon
egy a A csoporthatdssal szemben invaridns Riemann-metrikdva ([18], II, 200-201).

Mint altaldban a Riemann-sokasagoknal, gy a homogének esetén is a geomet-
riai kérdések tanulmanyozasdban fontos szerepe van a Levi-Civita-konnexiénak,
vagyis kovarians derivaldsnak. Homogén sokasidg esetén ez szintén invarians, ami
a kovetkez6t jelenti. Legyen M sima sokasdg és T (M) e sokasidgon értelmezett
X : M — TM sima vektormezék halmaza. Ha ¢ : M — M diffeomorfizmus, akkor
ez a

X =TpoXop!

definiciéval egy ujabb sima vektormezét szolgaltat, tehat egy
Vet T(M)— T(M)
leképezést indukal. Ha most mar
V:TM)xT(M)—T(M)
kovaridns derivalas az M sokasagon, akkor a kovetkezo definicid:
eV : T(M) x T(M) 3 (X,Y) = (¢71), (Vig.x)(0:Y)) € T(M)

egy ujabb kovaridns derivéldst értelmez ([12], 26-28). Akkor mondjuk, hogy V
invaridns a ¢ diffeomorfizmussal szemben, ha pV = V érvényes. Legyen adott egy
M sokaségon egy V kovaridns derivalas és egy G Lie-csoport @, : M — M, ge G
sima tranzitiv hatdsa; ha V invaridns minden egyes ®,4, g € G diffeomorfizmussal
szemben, akkor ezt a homogén sokasig invaridns konnexidjanak nevezziik ([12],
26-28). Egy homogén Riemann-sokasdg Levi-Civita-kovaridns derivéldsa invaridns
konnexié [25].

Mivel a kovaridns derivdlds nem tenzor jellegli mennyiség, ezért egy M ~ G/H
homogén sokasagon értelmezett invarians kovaridns derivalast nem lehet egyetlen
érintOtéren torténd viselkedésével meghatarozni, eltéréen az invaridns Riemann-
metrikdtdol. Viszonylag egyszerlien kezelhet6 ez a kérdés abban az esetben, mikor
a homogén sokasdg reduktiv, vagyis a h C g részalgebréanak létezik egy m reduktiv
komplementuma. Tekintsiik ugyanis az Exp : g — G exponencialis leképezést és a

moExp: g— G/H

leképezésnek az m altérre torténd p megszoritasat. Bizonyithatd, hogy létezik a
0 € m olyan U C m kornyezete, amit egyrészt a p diffeomorf médon képez le a
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H € G/H egy U’ kornyezetére, mdsrészt azt a o = Exp[m is diffeomorf médon
képez le egy U® C G sima részsokasdgra [25]. Igy tehét egy

S=cop t:U =U°

diffeomorfizmus adédik. Egy X' : U’ — TU’ sima vektormezdt kanonikusnak mon-
dunk, ha
X' =T( ") oXo6

alakban allithaté el6 alkalmas X € m segitségével, ahol a g elemeit most mint a G
Lie-csoporton értelmezett balinvarians vektormezoket tekintjiik. Legyen most mar
adott egy V invaridns konnexié a reduktiv homogén sokasagon; ekkor egy

a:mxm-—m
leképezést értelmez a kdvetkezd definicio:
a:mxm3 (X,Y)—=Tp 'VxY' €m,

és bizonyithato, hogy ez bilinedris, tovabba az is, hogy ez az « leképezés ekvivaridns
az adjungalt reprezentacioval szemben, vagyis

a(Ad(h)X,Ad (h)Y) = Ad (h)a(X,Y), X, Yem, heH

érvényes [25]. S6t megforditva, minden olyan « bilinedris leképezéshez, mely a fenti
ekvivariancia tulajdonsiggal rendelkezik, egyértelmiien tartozik egy V invaridns
konnexié a G/H reduktiv homogén sokasdgon [25].

A lehetd legegyszerlibb olyan « leképezés, melybol geometriailag is érdekes
invaridns konnexié szérmazik egy G/H reduktiv homogén sokasdgon a kovetkezo:

1
a:mxm>3 (X,Y)— g[X,Y]mEm,

ahol [X,Y]  ag=m® b reduktiv dekompozicié éltal definidlt komponenst jelenti.
A fenti « altal indukélt invaridns konnexiot a reduktiv homogén sokasag természetes
torziomentes konneridjinak nevezik, ugyanis belathaté, hogy ennek torzidtenzora

nulla ([18], II, 197).

A fenti el6zmények alapjan most mar kijelolheté a szimmetrikus sokasagok
helye a homogén Riemann-sokasagok korében.

Tekintsiink el0szor is egy egyszeresen Osszefiiggd szimmetrikus Riemann-soka-
sagot, és legyen ennek de Rham-felbontdsaban az euklideszi faktor Mj; ekkor te-
hat az M = My x M’ Riemann-szorzat adddik, és nyilvan elég az M’ nem-trivialis
faktorral foglalkozni. Ez szintén szimmetrikus Riemann-sokasag, és a teljes izomet-
riacsoportja G =Z(M’,(,)) egy féligegyszerti Lie-csoport ([12], 229-244, [18], II,
246). Ha most mdr o € M’ tetszélegesen rogzitett pont, akkor a

H=G,cG=1T(M,\))
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stabilitasi részcsoport kompakt, és a G féligegyszerii Lie-csoport
B:gxg—R

Cartan—Killing-forméjanak a b részlagebrara torténé megszoritdsa negativ definit.
fgy a b ortogonalis komplementuma h* egy Ad (H)-invaridns altér, vagyis m = h+
jeloléssel erre

[h,m] Cm

érvényes, ez pedig a reduktiv komplementum definiciéjdnak infinitézimalis valto-
zata ([12], 229-244, [18], 11, 225-246).

Maésodszor, bizonyithatd, hogy a h stabilitasi részalgebrara és m kanonikus
reduktiv komplementumra
[m,m] Ch

teljestil. fgy addédnak a kovetkezo Cartan-reldciok:

[b,b] b, [hmlCm, [mmlCh

([18], II, 225-226); lényegében ezek jellemzik algebrailag a szimmetrikus tereket
a homogén Riemann-sokasdgok korében. Ugyanis konkréten érvényes a kovetkezo:
Egy kanonikus kolcsonosen egyértelemiti megfeleltetés létesitheté az egyszeresen
Osszefiiggé G Lie-csoportokbdl alkalmas H C G 0Osszefiiggd részcsoportokkal ke-
letkez6 szimmetrikus Riemann-sokasdgok halmaza és a Cartan-relaciokat teljesito
(g, b, m) hdrmasok halmaza kozott ([18], II, 226).

A fentiek megforditasaként a kovetkez6 bizonyithaté: Ha G féligegyszerii
Lie-csoport és H ennek olyan kompakt részcsoportja, hogy h Lie-algebrdjanak a
Cartan-Killing-formara vonatkozé ht ortogonalizdtordra a Cartan-reldcidk érvé-
nyesek, akkor az m = h* reduktiv komplementumra megszoritott B Cartan-Killing-
forma egy Ad (h), h € H invaridns euklideszi belsd szorzés az m reduktiv komple-
mentumon, tehdt egy invaridns Riemann-metrikdt indukdl a G/H homogén soka-
sdgon, ami pedig ezzel mar egy szimmetrikus sokasdgot képez ([12], 229-244).

2. Az orbit-geodetikusu és a természetesen reduktiv homogén
Riemann-sokasagok

Ismeretes hogy az euklideszi, a hiperbolikus és a szférikus terekben barmely geo-
detikus, vagyis egyenes, orbitja valamely 1 paraméteres izometriacsoportnak. Be-
lathatd, hogy egy M szimmetrikus tér barmely v : R — M geodetikusa esetén az
a = vy(a), b =~(B) pontokhoz tartozé transzvekcid, vagyis a szimmetridk

Ypodg: M - M

szorzata, a vy geodetikust onmagara képez6 izometria, ami csak a f — a értéktol
fiigg ([12], 209; [18], II, 235-236). Igy a « geodetikushoz tartozd transzvekcidk az
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M izometriacsoportjaban egy olyan 1 paraméteres részcsoportot alkotnak, amely a
~ geodetikust 6nmagara képezi, vagyis a v ennek a részcsoportnak orbitja.

Altalénosségban, ha v: R:— M olyan geodetikusa egy (M {, )) homogén
Riemann-sokasagnak, hogy ez orbitja az 7 (M e )) teljes izometriacsoport valamely
1 paraméteres részcsoportjanak, akkor azt mondjuk, hogy a ~y orbit-geodetikus. Ha
pedig az (M e >) minden egyes geodatikusa ilyen, akkor ezt orbit-geodetikusti ho-
mogén Riemann-sokasdgnak nevezzik.

A fenti fogalommal kapcsolatos angol nyelvii terminolégia nem egységes és nem
is kovetkezetes. Egyes szerzok, mig az orbit-geodetikusra a ,homogenous geodesic”
elnevezést hasznéljak, addig az orbit-geodetikusi homogén Riemann-sokasagokra
a ,,geodesic orbit space” elnevezést, ,,g. 0. space” roviditéssel alkalmazzak.

Mint lattuk, a szimmetrikus terek orbit-geodetikusi homogén Riemann-soka-
sagok, azonban ezeken a szimmetrikus tereken kiviil léteznek még mas orbit-
geodetikusiak is. Ilyenek a természetesen reduktiv homogén Riemann-sokasagok,
definiciéjuk a kovetkezd:

Legyen egy (M, m) reduktiv homogén sokasdgon egy olyan (,) invaridns
Riemann-metrika adott, hogy ennek Levi-Civita-kovaridns derivaldsa a reduktiv
sokasag természetes torzidmentes konnexiéjaval azonos; ekkor mondjuk, hogy a
(M, (,)) homogén Riemann-sokasdg természetesen reduktiv.

A természetesen reduktiv homogén Riemann-sokasagok egyik fontos tulajdon-
sagat adja meg a kovetkezd tétel ([18], II, 192-197):

Legyen a (G/H, <7>) homogén Riemann-sokasdg természetesen reduktiv az
m C g reduktiv komplementumra nézve. Ekkor minden egyes m — {0} esetén a

v(r)=7moExp(rX), TER
gorbe, amely nyilvan orbitja a
R>7—Exp(tX)e G

1 paraméteres izometriacsoportnak a A : G x (G/H) — G/H hatdsndl, egyben geo-
detikusa is a Riemann-sokasdagnak.

Mivel pedig a A csoporthatés izometrikus, ezért a sokasig barmely geodetikusa
egyben a G csoport valamely 1 paraméteres részcsoportjanak orbitja, vagyis egy
orbit-geodetikus. Igy a (M A, )) homogén Riemann-sokasdg orbit-geodetikusi.

Ha sikeriilne azt bebizonyitani, hogy minden orbit-geodetikusi homogén
Riemann-sokasag egyben természtesen reduktiv is, akkor ezzel a homogén Riemann-
sokasagok egy olyan tGjabb osztdlya adédna, amit egyrészrol egy markans geometriai
tulajdonsag jellemez, mésrészrol pedig algebrai eszkozokkel is jol koriilhatarolhato,
és a szimmetrikus terek osztalyat is magédban foglalja. fgy tehat a hiperbolikus
geometria egy igen messzemend altalanositasahoz jutnank.
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A fenti problémaéval akkor keriiltem szembe elszor, mikor egy dolgozatot kap-
tam referaldasra, melyben a szerzék azt kivantak bizonyitani, hogy minden orbit-
geodetikusi homogén Riemann-sokasig egyben természetesen reduktiv, de a dol-
gozat hibéds volt. Mivel a dolgozatban kozolt ,,bizonyitas” menthetetlen volt, meg-
prébaltam ezt az allitast egy djabb megkdozelitéssel bizonyitani. Kiindulasul a ko6-
vetkezd egyszerii allitast bizonyitottam:

Legyen egy G/H hdnyadossokasdgon adva egy torzidmentes és invaridns V
konnezio, és legyen p C g a b olyan reduktiv komplementuma, hogy minden egyes
X €p esetén a

R>7—Exp(tX)e G

eqy geodetikus, akkor V a p komplementumhoz tartozdé természtes torzidmentes
konnexio.

Egy, a fenti feltételnek megfeleld, p reduktiv komplementumot geodetikus
komplementumnak fogjuk nevezni. fgy természetes gondolat volt az, hogy egy orbit-
geodetikust homogén sokasag esetén egy olyan reduktiv komplementum létezését
bizonyitsam be, amely egyben geodetikus komplementum. Pontosabban, kiindulva
egy olyan (G/H,m) reduktiv homogén sokasdgbdl, mely orbit-geodetikusi, egy
olyan p reduktiv komplementum létezését akartam bizonyitani, mely geodetikus
komplementum.

Egy adott reduktiv komplementumbdl a tobbiek eléallitasa a kovetkezo egy-
szerll Osszefiiggés segitségével torténhet:

Ha m C g reduktiv komplementum és A : m — b olyan vektortér-homomor-
fizmus, amely Ad (H)-ekvivaridns, vagyis

Ad(MAX) = A(Ad(R)X), Xem, heH

érvényes, akkor a
p={X+AX)| X em}
halmaz is reduktiv komplementum.

A fenti megéllapitdsok adtdk a motivaciot, hogy a kovetkezé dllitast bizonyit-
sam:

Legyen G/H egy olyan hdnyadossokasdg, melyhez egy m C g reduktiv komp-
lementum tartozik és V olyan torziomentes invaridins konnexic, mellyel az orbit-
geodetikust lesz. Ekkor létezik egy olyan

E:m—=bh

homogén és Ad (H)-ekvivaridns leképezés, hogy minden egyes X € m esetén az
X +&(X) € g Lie-algebra-elemhez tartozdé

RBTHWOEXP(T(X+€(X)) € G/H

egy orbit-geodetikus. A £ leképezés sima az m — {0} halmazon.
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Valéjaban persze azt szerettem volna bizonyitani, hogy a & leképezés vektortér-
homomorfizmus. Ez £ homogén volta miatt teljesiilne is akkor, ha a £ a 0 € m
pontban is sima lenne, amit viszont mar nem sikeriilt bizonyitanom. Miutan a fenti
eredményt 1976-ban publikéltam [28], alkalom adddott, hogy t6bb olyan kutatéval
konzultaljak, akik a homogén sokasagok elméletével foglalkoztak; egyonteti volt
a véleményiik, hogy a ¢ sima volta igaz. S6t id6kozben megtudtam azt is, hogy
W. Ambrose és I. M. Singer még egy 1958-ban megjelent dolgozatukban [3] is
azt allitottdk, hogy minden orbit-geodetikusi homogén Riemann-sokasig eloall
természetesen reduktivként. Mivel a £ sima voltat ezek utan sem sikeriilt igazolnom,
felhagytam a tovabbi préobélkozassal.

A fent ismertetett problémaval kapcsolatban kialakult elképzelések vératlan
gyokeres dtalakuldsat okozta A. Kaplan 1983-ban megjelent dolgozata [16]; ebben
ugyanis megadott egy olyan orbit-geodetikusii homogén Riemann-sokasdgot, amely
nem allithat6 el6 mint természetesen reduktiv homogén Riemann-sokasdg. Konk-
rétan, ez a homogén Riemann-sokasdg egy ugynevezett dltaldnositott Heisenberg-
csoporton egy alkalmas balinvaridns Riemann-metrika megadasaval keletkezik, ez
az altalanositott Heisenberg-csoport pedig egy 6 dimenzids kétlépcsos nilpotens
Lie-csoport, melynek centruma 2 dimenzios.

fgy azutdn A. Kaplan példdja nyomédn ujabb vizsgdlatok indultak abbdl a
célbdl, hogy megadjak azokat a orbit-geodetikust homogén Riemann-sokasdgokat,
melyek nem &allithatok el6 mint természetesen reduktiv homogén sokasdgok. A vizs-
galatok tobbsége lényegében ezeknek a sokasdgoknak algebrai eszkozokkel torténd
eldallitasaval folyt, és egyben bizonyos osztdlyozasukat is szolgédltatta.

A vizsgalatok els6é eredményei O. Kowalski és L. Vanhecke egy dolgozataban
jelentek meg 1991-ben [23]. Ebben a dolgozatban a problémdt az alacsonyabb
dimenziéju esetekben oldjdk meg. A dolgozatuk f6 eredményei nagy vonalakban
a kovetkezdk:

(a) Minden olyan orbit-geodetikusi homogén Riemann-sokasdg, melynek di-

oz

menzidja < 4, elddll mint természetesen reduktiv homogén sokasdg.

(b) Egy 5 dimenziés M = G/H orbit-geodetikusi homogén Riemann-sokasdg
vagy eleve természetesen reduktiv, vagy el8dllithaté olyan M = G'/H' alakban is,
ami mar SU(2)-izotrépiatipusi, és igy természtesen reduktiv.

(¢) Azoknak a 6 dimenzids orbit-geodetikusi homogén Riemann-sokasdgoknak
a listdja, melyek nem dllithatok eld természetesen reduktivként, explicite megadhato.
A listaban szerepel A. Kaplan példdja és olyan kétlépcsds nilpotens Lie-csoportok
2 dimenzios centrummal €s balinvaridns metrikaval, melyek kézel allnak e példdhoz;
valamint kompakt egyszeresen dsszefliggé homogén Riemann-sokasdgok is.

A felsorolt eredmények szarmaztatdsaban az egyik {6 eszkoz az a fentebb mar
emlitett
E:m—bh
leképezés volt, amit kordbban konstrudltam meg [28], és erre itt a geodetikus grdf
elnevezést vezették be. De a £ leképezésen kiviil alkalmaztak azokat az eredmé-
nyeimet is, melyeket a & konstrukciéjdban hasznéltam [28]. Ezek az eredmények
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egy invaridans konnexioval ellatott homogén sokasig orbit-geodetikusainak algeb-
rai eszkozokkel torténd kezelését tették lehetové. fgy ezeket az eredményeket is
részletesen ismertetik, részben azért, mert én azokat torzidmentes invarians konne-
xi6 esetére dolgoztam ki, mig 6k invaridns Riemann-metrika Levi-Civita-kovarians
derivélasanak specialisabb esetére. Egy ilyen eredmény, mely a £ geodetikus graf
konstrukciéjaban is lényeges szerepti, a kovetkezo:

Legyen (G/H,m) egy reduktiv homogén sokasdg és X € m — {0} esetén legyen
qX:{AEthLX]:)\X, )\ER}7
ny = {BEf)l[B,A] € qx, Aqu}.

Ha egy V torzidmentes kovaridns derivdlds adott o G/H sokasdgon és X € m— {0},
A € b esetén a
v:R> 7 moExp (r(X +a)) € G/H

gorbe ennek geodetikusa, akkor A € nyx érvényes.

A geodetikus graf alkalmazdsival elért eredmények nyomédn szédmos tovébbi
vizsgélat tortént e fogalom alkalmazasaval [9], [19], [14].

Majd 7 dimenzié esetén szamos példat sikeriilt megadni olyan orbit-geodeti-
kusi homogén Riemann-sokasdgra, amely nem all el6 természtesen reduk-
tivként [10].

A Kaplan-féle példa, ami egy nilpotens Lie-csoporton volt értelmezve, ugyan-
csak inspirdlt bizonyos tovabbi kutatasokat. Ezekkel kapcsolatban célszerti kiindulni
a kovetkezo altaldnosabb fogalombdl: Egy (M )4, )) homogén Riemann-sokasagrél
akkor mondjuk, hogy homogén nilsokasdg, ha az I(M, (,)) teljes izometriacso-
portjanak van olyan NN nilpotens részcsoportja, amely tranzitiv az M sokasdgon.
Ugyanis E. Wilson egy tétele szerint ekkor az N egyszeresen tranzitiven hat az
M sokasdgon, tehét az M sokasdg és az N Lie-csoport azonosithaték [32]. E ho-
mogén nilsokasdgok esetét C. S. Gordon kovetkezo, 1996-ban publikalt alapveto
eredménye tette kezelhet§vé [11]:

Ha egy (M7 ( >) homogén mnilsokasdg orbit-geodetikust, akkor az N mnilpotens
Lie-csoport kétlépcsds.

Igy dolgozatdban C. S. Gordon olyan 7 dimenziés nilsokasagot is megkonstru-
alt, mely orbit-geodetikust, de nem természetesen reduktiv. A geodetikus grafot a
6 dimenziés és 7 dimenzids esetekre Homolya Szilvia dllitotta elé [13], [14].

3. Az orbit-geodetikusok létezése és halmazuk egy homogén
Riemann-sokasagban

Ha azzal a kérdéssel akarunk foglalkozni, hogy egy homogén Riemann-sokasig

milyen feltételek esetén lesz orbit-geodetikusi, akkor elsd 1épésként a kovetkezdket
célszertt megvizsgalni:
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(1) Egy homogén Riemann-sokasdgban létezik-e mindig orbit-geodetikus?

(2) Mekkora lehet egy homogén Riemann-sokasdgban az orbit-geodetikusok hal-
maza?

Az els6 kérdésre a vélaszt egy 2000-ben megjelent, O. Kowalskival kozosen irt
dolgozatunk tartalmazza; ebben a kovetkezd tételt bizonyitottuk [21]:

Egy (G/H,(,)) homogén Riemann-sokasdg bdrmely pontjdn mindig dthalad
legalabb egy orbit-geodetikus. Ha pedig dim (G/H) = m és a G Lie-csoport féligegy-
szerti, akkor a G/H bdrmely pontjdn dthalad m szami egymdst pdronként merdle-
gesen metszd orbit-geodetikus.

Ezt a dolgozatot V. V. Kajzer egy eredménye inspirdlta, mely szerint egy G
Lie-csoporton adott balinvaridns Riemann-metrika esetén az e € G egységelembol
mindig kiindul legaldbb egy orbit-geodetikus [15].

A maésodik kérdés lényegesen bonyolultabb, ennek vizsgalataval féleg O. Ko-
walski és munkatérsai foglalkoztak. Ok el8szér olyan példakat igyekeztek megadni,
ahol egy homogén Riemann-sokasdgban az orbit-geodetikusok halmaza kicsi. fgy
kezdetben olyan homogén Riemann-sokasidgokat tanulmanyoztak, melyek izomet-
riacsoportja viszonylag kicsi, és ezért varhatd, hogy az orbit-geodetikusok halmaza
is az lesz [19], [8], [24]. Végiil is sikeriilt olyan homogén Riemann-sokasdgot is meg-
adniuk, ahol barmely ponton &t pontosan egy orbit-geodetikus halad [23]. Tehdt a
fent ismertetett egzisztencia-tételiink optimaélis.

A miésodik kérdéssel kapcsolatban egy mésik irdnyba is torténtek kutatasok.
Ezek azt céloztik, hogy a homogén Riemann-sokasdgok egy-egy nagyobb osztédlya-
nak egésze esetén adjdk meg az orbit-geodetikusok halmazait: igy az 5 dimenzids
altaldnositott szimmetrikus terek esetén [6], a feloldhaté Lie-csoportok esetén [5] és
a zdszlésokasdgok esetén [1], [2]. Magam pedig a kompakt féligegyszerti balinvaridns
Riemann-metrikdval ellatott Lie-csoportok esetével foglalkoztam. Igy sikeriilt élesi-
tenem V. I. Arnold egy eredményét is, aki kordbban egy orbit-geodetikus 1étezését
bizonyitotta erre az esetre [4], mig nekem végtelen sok orbit-geodetikus létezését
sikeriilt igazolnom [29]; tovdbbd, az orbit-geodetikusok halmazdnak egy algebrai
leirdsét is megadtam [30].
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Janos Szenthe: How far does hyperbolic geometry generalize?

Considering the two following properties of hyperbolic spaces: 1. the action of the
isometry group is transitive; 2. each straight line is orbit of a 1-parameter subgroup
of the isometry group, one studies those Riemannian manifolds which have the
following two properties: 1. the action of the full isometry group is transitive;
2. each geodesic is orbit of a l-parameter subgroup of the full isometry group.
Such Riemannian manifolds were studied by C. Gordon, O. Kowalski, K. Nomizu,
the author and many others. A systematic presentation of the concerning results
is given.
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BOLYAI REJTETT KINCSEITOL EINSTEIN
UTOLSO ALMAIG

TORO TIBOR

A cimben szerepl6 két kulcsfogalmat (,Bolyai rejtett kincsei” és ,,Einstein utolsé
alma”) nem e sorok {réja taldlta ki. Ebben a cikkben csak megprébélunk kapcsolatot
teremteni e két fogalom kozott. A ,rejtett kincsek” kifejezést maga Bolyai Janos
fogalmazta meg egyik hires tézisében, a kovetkezbképpen: ,A tér belsejében nagyon
is sok olyan kincset rejt, a melyet a felszinen haladé nem ldt meg sohasem” (Paul
Stickel, Bolyai Farkas és Bolyai Jdnos geometriai vizsgdlatai, Bp. MTA, 1914,
II. kotet 293. 0.). Az Einstein utolsé dlma fogalom a neves pakisztdni szdrmazasu
Nobel-dijas fizikustél, Abdus Salamtél szarmazik, aki ezt az Einstein-centendriumi
eldadasanak cimében fogalmazta meg: ,The Einstein’s last dream, the space-time
unfication of fundamental forces” (UNESCO, Paris, 9. May 1979).

Cikkiinkben azt kiséreljiik meg bemutatni, hogy melyek lehetnek a tér-ido
azon rejtett kincsei (a Weyl-féle non-metricitds, a Cartan-féle torzi6, a Kaluza—
Klein-tipust extradimenzidk, a nem-abeli, Yang-Mills-Utiyama-Kibble, -mérték
invariancidk, etc.) melyeken keresztiil eljuthatunk Einstein utolsé alménak meg-
valésuldsédhoz.

De mit is értiink pontosabban, a Salam altal megfogalmazott, Einstein utolsé
alman? Egy olyan, a ma ismert Gsszes alapvetd fizikai erdket (kolesonhatdsokat)
lefr6 egységes (unikdlis) elméletrdl van szd, melyet a tér geometriai tulajdonsigai-
val lehet jellemezni. Ennek az alapvetd gondolata a fizika geometrizdldsa (physica
more geometrico) melyet elészor kvantitativ formaban Einstein dolgozott ki 1915—
16-ban, hires dltalanos relativitdselméletében, ahol a gravitdciét mint fizikai eréte-
ret geometrizdlja. Ennek alapegyenlete az Einstein-féle gravitacids egyenlet, mely
megteremti azt a kvantitativ kapcsolatot, mely a gravitdcids erétér és a 4 dimenzids
Riemann (pszeudo-Riemann) tér kozott 1étezik a kovetkezSképpen:

(1) R, — %gwR = —SZ—QGTW.

Az egyenlet bal oldaldn szerepelnek a 4 dimenziés gorbiilt tér-id6, Riemann-tér szer-
kezetét leiré geometriai mennyiségek (R, — a masodrendii, kétindexes, Einstein—
Ricci-féle gorbiileti tenzor; g,,,, a metrikus alaptenzor és R a skaldr gorbiilet). A ma-
sik oldalon, pedig a graviticiét generalé anyag fizikai tulajdonsdgait jellemz6 T),,,
az energia-impulzus-tomeg tenzor. A G és a ¢ két alapvetd fizikai dlland6, G a
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Newton-féle gravitacidés konstans, a ¢ pedig a fény vakuumbeli sebessége. Tehat,
ezt a gondolatot, vagyis azt, hogy sziikséges kapcsolat 1étezik a fizikai gravitdcids
erGtér és a geometriai tér kozott, nevezzik a fizika geometrizaldsanak.

A XX. szézad elméleti fizikdjanak e fontos gondolata, érdekes mdédon, meg-
jelenik Bolyai Jéanos gondolkoddsaban is. Tébb kozolt dolgozatunkban, utoljara
taldn legrészletesebben 2004-ben, A fizika geometrizdldsa (physica more geomet-
rico) Bolyai Jdanos és Albert Einstein ,befejezetlen szimfoénidja” cim{i munkdnkban
(Bolyai Emlékkétet, Vince Kiad6, Bp. 2004) sikeriilt kimutatni, hogy Bolyai Jénos,
egy kéziratban maradt tételében (Bolyai-kézirati hagyaték 491-es szdmot viseld {6-
1i6, Teleki T'éka, Marosvasarhely) kvalitativ formdban, mintegy megsejti a gravita-
cié és a tér szerkezetének kapcsolatat, tehat a fizika geometrizalasanak gondolatat
a kovetkezOképpen: ... az nehézkedés torvénye is szoros dsszvekdttetésben foljta-
tasban tetszik (mutatkozik) az dr természetével, valdjaval (alkotdsdval) miljségével;
s gondolom az egész természet (vildg) foljdsa”.

Ahhoz, hogy Bolyai e sejtésétél, tovabba Einstein a graviticié geometrizald-
sdanak 1915-16-os eredményeitdl eljussunk a Salam &ltal megfogalmazott ., Einstein
utolsé alma”’-nak grandiézus gondolatdhoz, igen hosszi utat kellett bejarni.

Ezen az 1dton, a tér belsejében levo rejtett kincsek elsé felfedezdje Hermann
Weyl, a XX. szdzad egyik legnagyobb matematikai fizikusa és egyben tudomaéany-
filozéfusa, még 1918-19-ben, tehat mindjart Einstein 1916-os alapvetd cikke utan
,Gravitation und Elektrizitit” c¢im{ alapveté munkéjdban (Sitzungber. Deutsch.
Akad. Wiss. Berlin, 1918, pp. 465-480), majd a ma mar klasszikussd vélt kony-
vében (Raum, Zeit, Materie, 1918) bevezeti a tér non-metricitisdnak a fogalmat
a kovetkezéképpen:

(2) VoGu = ApGuw-

Ebben az esetben a metrikus alaptenzor, a g,, kovaridns derivéltja kiilonbozik
zér6tél (V,gu0 #0), és kapcesolatba kerill az elektromégneses tér 4-es potenci-
aljaval A,-val. Tehat, ezzel az 0j geometriai ,rejtett kinccsel”, a geometriai tér
nem-metrikus tulajdonsdgdval, lehet értelmezni és leirni, geometriai médon (more
geometrico) egységesen, az elektromégneses erdteret is. Ezzel egy 1j geometriai
teret vezettiink be a nem-metrikus Weyl-teret melynek atviteli paramétereiben,
a I'’' -ban, megjelenik az elektromdgneses tér 4-es potencidlja az A, a kovetkezd-
képpen:

(3) Fllj)\ = {VMA} + guo (g)\O'AV + ga;J,A)\ - gy)\A(;),

ahol { / } a Riemann-tér 4tviteli paraméterei (konnexi6i):

1 e (09r0 | OGop  Ogux
) {u)\} — 2 <8x,, + dry Oz )’

melyek az ismert II-faju szimmetrikus Christoffel-féle szimbdlumok.
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Weyl elmélete szerint mind a non-metricitasi feltétel, mind pedig a Weyl-tér
atviteli paraméterei (I'),-k) invaridnsok a kovetkezd transzformécidkkal szemben:

(5) G = g b A, — A+ 8822,
ahol a x = x(x,) egy tetszbleges, helytdl fiiggd, skalaris fiiggvény. Ezt a transz-
formdciét nevezte el Weyl mérték-transzformdcionak (német eredetében ,Eich”-
transzforméaciénak) és a neki megfeleld szimmetridt és invariancidt mértékszim-
metridnak és mértékinvariancidnak. De a ma haszndalt mértékszimmetrian alapulé
igazi mértékelmélet, mely az Einstein utolsé alma felé vezeto uton az egyik legfon-
tosabb rejtett kincesé valt, H. Weyl egy 10 évvel kés6bbi munk&jabol szarmazik.
Itt H. Weyl-nek a kvantummechanika kifejlédése uténi, 1929-es, fontos cikkérdl van
sz6, melynek cime: ,Elektron und Gravitation” (Zeitschrift fir Physik, 56. kotet,
330. oldal). Ezt a cikket mind matematikai-fizikai, mind pedig filozéfiai szempont-
bol is a XX. szdzadi elméleti fizika egyik alapvetd jelentoségli munkdjanak tekint-
hetjiik, mert a dinamikét, tehat magét az alapvetd er6t (kolesonhatdst) invaridns
médon a lokdlis mérték (gauge) szimmetria elvbdl vezeti be. Mint emlitettiik ez
a kvantummechanika kialakuldsa utan torténik, tehat, mint a cim is mutatja, az
elektrontdl indul el, mégpedig az elektron Dirac-féle relativisztikus kvantumelmélet
alapegyenletébdl, a Dirac-féle spinoridlis kolcsonhatas-mentes Dirac-egyenletbol:
oV mgc
(6) fyﬂa%Jr N U =0.
Itt ¥ egy négykomponensi spinorfiiggvény, mely a 4 dimenziés kontinuum téridé
kooordinatéitdl, az z,-t6l (u =1,2,3,4) fiigg. A ~, pedig a 4 Dirac-féle matrixot
jeloli, az mg az elektron (pozitron) nyugalmi tomege, a c és a ki az ismert univerzalis
allandok, melyek minden relativisztikus és kvantum jellegli egyenletben szerepelnek
(a ¢ a fény vakuumbeli sebessége, a h pedig a Planck-féle dllandé). Ha most
alkalmazzuk a ¥ spinor fiiggvényre a kovetkezo transzforméaciot

(7) U 0 = ey,

ahol a x fliggvényt lokalizaljuk, azaz x = x(z,), akkor a Dirac-egyenlet invarians
marad, ha bevezetjiik az elektromagneses kolcsonhatést jellemzd A, négyes poten-
cialt, és arra érvényesnek tartjuk a Weyl altal bevezetett mértéktranszformaciot is:
ox

8 A, = A=A, + =

( ) ; w H axu

Tehat a lokalis mérték invariancia meghatdrozza magat a fizikal erét, esetiink-
ben az elektroméagneses kolesonhatast. Ezt nevezziik lokdlis mérték-invariancianak.
Erdekes médon ezt a Weyl-féle lokdlis mérték-invarianciat 1954-ig, tehat egy ne-
gyedszazadig, senki sem probalta tovabbfejleszteni, altalanositani, més, kézben
megjelent alapveto kolcsonhatdsokra, mint a nuklearis ers és gyenge koélcsénha-
tasokra.
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Az els6 ilyen éltaldnositdas C. N. Yang és R. Mills nevéhez fiiz6dik. Mint 1atni
fogjuk, 6k alapoztidk meg 1954-ben az un. lokdlis nem-abeli mértékinvariancidt,
mely kés6bben tovabbfejlesztve egyik legfontosabb rejtett kincse, rejtett szimmet-
ridja lett a természetnek.

De miel6tt ennek a targyalasara ratérnénk, emlitsiik meg, hogy kézben napvi-
lagra keriilt a téridonek masik két rejtett kincse. El6szor is a 4 dimenziés Riemann-
térnek magasabb, extradimenzidirdl van szo, szintén az elektromagneses tér unitér
geometriai elméletei keretében, ahol megnovelve az Einstein-féle gravitdciés elmé-
letben hasznalt 4 dimenziés Riemann-tér dimenzidéinak szamat 1-gyel, 6t dimenzidt
hasznéltak (ezek a pentadimenzids elméletek).

Az els6 ilyen elmélet Theodor Kaluza lengyel szarmazasi német matematikus
nevéhez flizédik, aki 1920-ban, az 6todik dimenzid segitségével prébalta geomet-
riailag értelmezni az eletromégneses teret és annak a 4-es potencialjat. Késoébb,
1926-ban, Oscar Klein neves stockholmi elméleti fizikus a kvantummechanika meg-
sziiletése utan kisérelte meg 6sszhangba hozni Kaluza 5 dimenzids elméletét a kvan-
tummechanika elveivel és az 1j, 6todik dimenzié topoldgiai tulajdonsagaival. Innen
szarmazik a gravitacié és az eletromdagnesesség 1Uj 5 dimenzids egységes elméleté-
nek roévid neve: Kaluza—Klein-elmélet (vagy tréfisan K und K elmélet). A Yang—
Mills-féle nem-abeli lokalis mérték invariancia elméletek tovabbfejlesztésével un.
nem-abeli K-K elméletek is megjelennek, ahol 6tnél magasabb extradimenzidk is
szerepelnek.

Az els6 K-K elméletek megjelenése utan a hiiszas években a térnek egy masik
érdekes rejtett kincse keriil felfedezésre. Itt a torzids terek felfedezésérél van szo,
mely Elie Cartan, neves francia geométer, a modern differencidlgeometria egyik
megalapitdjanak nevéhez flizédik. A tér 1ij geometriai tulajdonsdga a torzié mely
a nem-szimmetrikus csatoldsi (I, # I'2 ) tereknél jelenik meg a kévetkezSképpen:

1
o) 77, = S0 T,
Ezeket a harmadrangi (3 indexszel rendelkezd) tenzorokat 1923-1925 kézott publi-
kélt alapvetd munkdiban Cartan fedezte fel, ezért a torziéval (,,csavarodds”) rendel-
kez6 tereket, mivel a Riemann tereknek altalanositésai, sokszor Riemann—Cartan-
féle tereknek is nevezik.

Az utébbi 2-3 évtizedben a Riemann-geometria fenti altalanositasat felhasznédlé
0j gravitaciéelmélet alakult ki, az Einstein—Cartan-elmélet. Mint réviden latni fog-
juk a lokélis nem-abeli (Yang—Mills tipusid) mértékelméletek tovabbfejlesztésében
kialakultak a gravitiacié mértékelméletei, melyekre két angol tudds, az asztrofizi-
kus, D. Sciama és az elméleti fizikus, T. W. Kibble, hivta fel a figyelmet, mintegy
tovabbfejlesztve a japan fizikus R. Utiyama altal kidolgozott elsé gravitdciés mér-
tékelméletet.

Ezzel most visszaérkeztiink a mar emlitett Yang—Mills-elmélethez, melyet
1954-ben, C. N. Yang és munkatarsa R. Mills dolgoztak ki bevezetve az un.
nem-abeli mértékterek fogalmat, melyet réviden, szerzéik neve utan, Yang—Mills-
tereknek is neveznek. Ezt az 1954-es dolgozatot a hires amerikai folydiratban,

118



a Physical Review-ben kozolték a kovetkez6 cimmel: ,,Conservation of Isotopic
Spin and Isotopic Gauge Invariance” (Phys. Rev., 96, 191-195). Ebben a dolgo-
zatban kiterjesztik a Weyl-féle elektromagneses mértékinvariancidt a magerok izo-
topikus mértékinvariancidjara. A Yang—Mills-tér kulcsfontossdgu tulajdonsdga az,
hogy nem-abeli mértéktér, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben a Yang—Mills-
transzformaciék nem kommutativ Lie-csoportot alkotnak, ez az SU(2) csoport,
nem kommutativ, tehat nem-abeli mértékcsoport, viszonyitva a Weyl-féle mérték
transzformaciékhoz, melyeknek mértékesoportja az U(1), kommutativ. Az SU(2)
egy specidlis 2 x 2 transzformdciés métrixokat haszndlé unitér csoport. Az elmult
tobb mint fél évszazad alatt, a Yang—Mills-terek bevezetésétdl napjainkig, a nem-
abeli mérték erétér (Yang-Mills) fogalma o6ridsi valtozdson ment keresztiil, de ma
elmondhatjuk, hogy a ma ismert 6sszes alapvet6 kolcsonhatésok egységes leirdsanak
fontos paradigméajava valt, és igy kulcsszerepe van ma is Einstein utolsé alméanak
megvaldsitasaban is. Természetesen, ezt a tobb mint fél évszazados fejlodést egy
ilyen rovid cikk keretében, még vazlatos formaban sem lehet elmondani. Ezért en-
nek illusztralasara bemutatjuk a nemrég eltavozott neves dublini elméleti fizikus,
L. O’Raifeartaigh (1933-2000) és munkatdrsa N. Straumann kit{in6 cikkének tor-
téneti sémajat (Review of Modern Physics, 2000. januér, a cimlapon.)

Ezen a tabldzaton, Yang és Mills neve mellett lathaté a mar tobbszor emli-
tett, sajnos méar nem €16, japan fizikus R. Utiyama neve is, 1954-1956 évszamokkal.
Az 6 nevének kiilon kiemelése azért is fontos, mert Utiyama Yanggal és Mills-szel
egyidOben, talan japan nyelven 6ket megel6zve, kidolgozta a nem-abeli mértékte-
rek jéval altalanosabb elméletét, egy dltaldnos, nem-abeli Lie-mérték-csoportra, az
SU(N)-re alapozva, melynek tovabba az U(1) és az SU(2) partikuldris esetei. To-
vabba azt is kimutatta, hogy lényegében a gravitacids teret is értelmezhetjitk nem-
abeli mértéktérként, ha a specidlis relativitdselméletben oly fontos szerepet jatszd
Lorentz-transzformaciét lokalizaljuk. Mindezeket angolul csak 1956-ban, tehat két
évvel a Yang—Mills-cikk megjelenése utan tudta lek6zolni a Physical Review-ben,
a kovetkezd cimmel: ;A kélesonhatdsok invariantiv elméleti értelmezése” (Invariant
Theoretical Interpretation of Interaction, Phys. Rev., 101, 1597 (1956). Utiyama-
nak ezt a cikkét fejleszti tovabb T. W. Kibble 1961-es hires dolgozatédban (Lorentz
Invariance and the Gravitational Field, J. Math. Phys., 2,212, 1961), ahol a mérték-
csoport az inhomogén Lorentz-csoport, amit Poincaré-csoportnak is neveznek. Itt
azt mutatja ki, hogy ebben az esetben egy altaldnosabb graviticidelméletet ka-
punk az un. Einstein—Cartan-féle gravitaciés elméletet, a mar emlitett, Cartan-féle
torzids tér felhasznaldasaval.

Majd csak ezutan kovetkeznek a Yang—Mills-elmélet nagy sikerti alkalmazdasai
a kiilonboz6 kolesonhatasok egyesitésére (a Glashow, Weinberg—Salam modell, az
elektro-gyenge kolcsonhatasok elmélete és kisérleti igazolasai, fizikai Nobel-dij 1976,
1979, 1984, 1999, majd a kvantumkromodinamika nem-abeli mértékelmélete, fizikai
Nobel-dij 2002 és a hirom kvark-csalad sziikségessége az elemi részecskék tun.
standard modelljének kialakuldséban, fizikai Nobel-d{j 2008). Ezeken a teriileteken
az elmult harom évtized alatt, 15 fizikus részesiilt Nobel-dijban, a nem-abeli mérték-
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elméletek teriiletén elért jelentSs elméleti és kisérleti eredmények elismeréseként. Ez
mindenképpen jelentés szam, ami ritkasdgszamba megy a Nobel-dij torténetében.

Ismeretes, hogy az elemi részecskék és az alapvetd fizikai kolcsonhatasok un.
standard modellje nem foglalja magéba a gravitaciot, pontosan azt az alapvet6 kol-
csonhatdst, ahonnan , Einstein utolsé dlma” kezdédott. Ahhoz, hogy ezt beépitsiik
a standard modellbe, és igy megteremtsiik a lehetdséget Einstein utolsé almanak
megvalésitdsdhoz, egy 1j rejtett kincsre, egy 1j rejtett szimmetridra volt sziikség.
Ezt az 0j szimmetriat a hetvenes évek elején fedezték fel. A neve szuperszimmet-
ria (az angol super-symmetry tréfds roviditése a ,SUSY”). Ez nem més mint a
fermion-bozon-szimmetria, mely Gsszekapcsolja a félegész spinii elemirészecskéket
(fermionokat) az egész spinnel rendelkezd bozonokkal. Tehdt, kiindulva egy ilyen
bels6 rejtett fermion-bozon szimmetridbol, mely egy tér-idé (Lorentz—Poincaré)
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szimmetridt is tartalmaz, és mértékesitve (lokalizdlva) eljutunk egy lokdlis SUSY-
elmélethez, mely nem mas mint a szupergravitdicio. De az ilyen szupergravitacios
elméletekre az extradimenzidk hasznalata jellemz6. Ezekkel pedig elérkeztiink, most
mar a 80-as években, a Kaluza—Klein-tipusu elméletek reneszanszahoz, melyek tun.
nem-abeli K-K elméletek.

Ezek a nem-abeli K-K elméletek nem pentadimenziésak, hanem magasabb
extradimenziokkal rendelkeznek. A SUSY segitségével sikeriilt egy alsé korlatot
meghatarozni a térjellegii extradimenzidkra. Ha az extradimenzidk szamét K-val
jeloljiik, akkor a dimenzidok szdma d = 3+ 1+ K. A fent emlitett hatar kisebb vagy
egyenld T-tel (K <7), {gy a szuper-gravitdciés elméletekben 11 dimenzids nem-
abeli K-K elmélettel dolgozunk. (A dimenzidkhoz kot6dé vonatkozédsokat is emliti
az alabbi cikk: Benedict Mihaly: Uj dimenziok a matematikdban és a fizikdban,
Utészo: G. J. Gorelik: Miért hdaromdimenzids a tér? Gondolat, 1987, 203-217.)

Ma t6bb olyan nem-abeli Kaluza—Klein-tipusti elmélet van kidolgozés alatt,
melynek segitségével megprobaljak megvalésitani Einstein utolsé almat, megalkotni
a minden dolgok elméletét (Theory of everything) vagyis, az sszes ma ismert fun-
damentalis kolesonhatdsok (erds, elektromdgneses, gyenge és gravitdcids) geomet-
riai szintézisét. Ezek koziil a legnevezetesebb az 1in. szuperhirelmélet. Ennek egyik
utolsé valtozatat a princetoni elméleti fizikus, az 1990-es Fields-dij kitiintetettje,
Edward Witten javasolta. Ez egy 11 dimenzids (7 extradimenziéval rendelkezd) K-K
elmélet, melyet Witten M-elméletnek nevezett el. Ez logikus, koherens, matemati-
kailag ellentmondasmentes, szép, sokat igérd elmélet, csak az a nagy hidnyossaga,
hogy érdekes és szenzacids joslatainak, sajnos egyelére nincsenek kisérleti bizonyi-
tékai. A fizika pedig els0sorban kisérleti tudomanyag. Mint fentebb lattuk, a nem-
abeli mértékelméletekért is csak akkor adomanyoztak Nobel-dijat, ha azok joslatait
kisérletileg is igazoltdk. Most a CERN-ben, a genfi nagy hadroniitkézteté — LHC
(Large hadron collider) megépitésével és ennek rovid idén beliili djrainditdsdval
megvannak a lehet6ségek tobb emlitett joslat (szuperszimmetrikus részecskecsalad,
a tér extradimenzidi és sok mds érdekes fizikai jelenség) kisérleti kimutatdsara. Ha
a nemsokara kezdddo kisérletek igazoljak ezeket, akkor az elkovetkezendo években
teljesen 1j fizikai vilagképiink fog kialakulni az univerzum anyaganak elemi épitoko-
veirdl és az azokat miikodteté fundamentélis erokrol, kolesonhatdsokrol. Reméljiik,
hogy ezek az eredmények par 1épéssel kozelebb visznek a térido itt felsorolt rejtett
kincseinek megismeréséhez, Einstein utolsé almanak megvaldsitasahoz.

Tibor Tor6: From Bolyai’s hidden treasures to Einstein’s last dream

In this paper we attempt to obtain a connection between the two keywords which
are formulated in the title of our lecture: ,,Bolyai’s hidden treasures” and ,,Einstein’s
last dream”. The expression of ,hidden treasures” appeared in a Janos Bolyai’s the-
sis in the following manner: ,The space contains in its depths, such treasures which
the man who is moving on the surface, never can see” (Paul Stackel: Bolyai Farkas
és Bolyai Jdnos geometriai vizsgdlatai, Bp. MTA, 1914, vol. II, p. 293) The notion
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of ,Einstein’s last dream” was formulated by the famous Nobel prize-winner physi-
cist Abdus Salam, originated from Pakistan, in his Einstein’s centenary memorial
lecture, with following title: ,The Einstein’s last dream: the space-time unification
of fundamental forces” (UNESCO, Paris 9 may, 1979). This is nothing else but
the idea of geometrization of fundamental physical forces in wich was interested.
Bolyai himself. (T. Toro: Physica more geometrico, Bolyai’s and Einstein’s unfi-
nished symphony, in Bolyai Memorial Volume, Ed Vince, Bp. 2004). In our paper
we will show which should be these hidden treasures of space-time (The Weyl’s
non-metricity, the torsion of Cartan, the Kaluza—Klein type extra-dimensions, the
non-Abelian local gauge invariance of Yang—Mills, Utiyama, Kibble etc.) through
which we hopefully will arrive to realization of Einstein’s last dream.

Toro Tibor

Temesvari Tudoméanyegyetem
Blvd. V. Parvan 4 Timisoara
300223 Timis

Romania

tt.neutrino@yahoo.com
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