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Uniform Distribution Theory Conference
2016. julius 5-9.

Szalay Laszl6
NymE EMK, Matematikai Intézet

A Uniform Distribution Theory Conference kétévenk&aril megrendezésre. Marseille-
Luminy (Franciaorszag, 2008), Strobl (Ausztria, @Q1Smolenice (Szlovakia, 2012), és
Ostravice (Csehorszag, 2014) utdn 2016-ban Sopotinavhazigazdaja. Az MTA Rényi
Alfréed Matematikai Kutatointézete, a Debreceni Hgye az EO6tvos Lorand
Tudoményegyetem, A Bolyai Janos Matematikai Tats@dNymE Erdmérnoki Kara, és a
Soproni Tudds Tarsasag altal tamogatott, €s a Nyiatematikai Intézete altal megszervezett
konferencianak mintegy 70 résztégy volt 12 orszagbol. A pénzigyek szak$zer
lebonyolitasat az Universitas Fidelissima Kft. vAge ezuttal szeretnék a konferencia
szervezéseben résztéekollégaiknak koszonetet mondani az dnzetlen muukiéig.

UDT2016

Sopron, Hungary
05-08 July 2016

Program Committee The conference focuses on recent
Vera T. S6s, chair (Budapest) research in the area of uniform http://udt2016.inf.unideb.hu
Attila Pethd (Debrecen) distribution and related topics.

Andras Sarkézy (Budapest)

Organizing Committee

Tamas Herendi (Debrecen)
Laszl6 Németh (Sopron)

5 HUNGARIAN
LaszI6 Szalay (Sopron) A
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A konferencia sorozat céljshogy forumot biztositson a valOstisgégi szamelmélettel
kapcsolatos tudomanyos kutatasok legujabb eredrirérkyenegvitatasara, lelisteget adjon
informaciocserére. Alapvé&n az alabbi kutatasi terlletek fokuszBiistribution of one
dimensional and multidimensional sequences. Effeconstructions of (t,m,s)-nets and (t,s)-
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digital sequences. Hybrid sequences. Special segsemand discrepancies. Sequences
involving primes and number-theoretic functionsodBl sequences. Sum-of-digits sequences.
Normal numbers. Abstract van der Corput sequenced &ammersley sequences.
Distribution of binary sequences, well-distributioneasure and correlation measure of
pseudorandomness. Distribution of integer sequendé®ory of densities (asymptotic,
logarithmic, uniform, weighted, etc.) Random anceyso-random number generators.
Congruential generators. Explicit inverse pseudalam generators. Tests for pseudo-
randomness. Quasi-Monte Carlo integration in Hibspace with a kernel. Fourier-Walsh
analysis. Theory of distribution functions of sewges. Distribution functions of ratio
sequences. Copulas. Uniform distribution preservitappings. Distribution of integer points
in large domains. Dynamics emerging from sequengamber theoretic ciphers and codes.
Combinatorial number theory. Trigonometric sums.ofiantine approximations and
Diophantine equations. Continued fraction expansion

A konferencia tudomanyos programja mellett, konferakirandulas keretében letiség
nyilt megismerkedni a 2001-ben vildgorokség részawdlvanitott Ferd kulturtdj
jellegzetességeivel. A konferencia bankett kivéldelbséget biztositott a résztugvszamara
a kotetlen beszélgetésre. Végezetll szeretném reeghdi Radasics Beata, Hajdu Gréta,
Hatos Viktoria, Orban De#s Dr. Németh Laszlo, Németh Eszter, Németh Ritaayi
Szabolcs és Gueth Krisztian munkajat.

Dr. Szalay Laszl0 intézetigazgato, NymE EMK, Matékaa Intézet
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On Friedrichs-Velte and related constants of the union of overlapping
domains

Sandor Zsuppan
Berzsenyi Daniel Evangélikus (Liceum) GimnaziunkKé#iégium
zsuppans@gmail.com

OsszEFOGLALG Atfeds sikbeli és térbeli tartomanyok egyesitésének Fidles-
Velte konstansara adunk félbecslést a résztartomanyok megielebnstansai és
mérete segitségével. Az eredményt 6sszehasontimksmert, a Babuska-Aziz és
Korn konstansokra vonatkozo hasonlo éedecslésekkel.

ABSTRACT. An upper estimation for the Friedrichs-Velte aethted constants of
the union of overlapping planar and spatial domamgiven in terms of the
constants and sizes of the parts and of the siieeafintersection. The estimation
is compared to similar results for the same andHerrelated BabuSka-Aziz and
Korn constants.

1. Introduction

Motivated by problems in planar linear elasticityeldrichs [7] introduced an inequality
between the norms of two square integrable conguigatmonic functions defined on a plane
domain provided one of the functions fulfils a eertside condition and the boundary of the
problem domain is piecewise smooth. His inequalitg the domain specific optimal constant
figuring therein are connected with some other irtgpd inequalities and corresponding
constants such as the BabuSka-Aziz inequality far divergence equation, the inf-sup
condition in the context of Navier-Stokes flows dadsome smooth classes of domains also
Korn's second inequality in linear elasticity, [®]3 Friedrichs inequality remains valid for
more general domains and it was generalized farapaces of harmonic functions, [2,6,12].

In [15] Velte proved two analogous inequalities foree-dimensional simply connected
domains having certain boundary regularity. He atseestigated the connection of these
inequalities and of the corresponding optimal camist with the BabusSka-Aziz inequality,
with the inf-sup condition and with the Cosseractpum of the domain.

For the numerical utilization of the constants wter to [10, 13, 14].

Despite of their importance exact values of allstheonstants are known in a very few
cases. A useful upper estimation of Friedrichs w@onsfor the class of star-shaped planar
domains given first in [9] has been revised regeil [2,3]. Reference [11] contains an
analogous upper estimation for the Velte constaatspatial star-shaped domain.

The aim of the present paper is to give an upp@mason for the Friedrichs and Velte
constants of the union of two overlapping domairtse estimation is derived essentially in
the same way for two and three-dimensional domassvell. It was motivated by similar
estimations for the related BabuSka-Aziz and Kamstants.

In Section 2 we explain the notation and we resathe preliminary results concerning
the Friedrichs-Velte and related constants.
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In Section 3 we derive the main result and compgarecorresponding known ones from
[2, 5, 8, 10,11].

2. Friedrichs-Velte and related constants

Let Q be a bounded planar or spatial domain the bountfaryf which will be further
specified below. We denote | the size of) which means the area for plane domains and
the volume for spatial domains. Let(Q) be the usual Hilbert space of square integrable
functions over). Forf, g € L,(Q2) we denote byf, g)gq = fﬂ fg their inner product, and
1
1l
valued functions, g € L,(Q)"™ we use the inner produtf, g)on = fﬂ Yr=1fkgr and the
respective norm.

by lIf lloq the norm off. The integral mean gf overQ is{f)q = —(1, f)o,n. FOr vector

The Friedrichs inequality reads in the notatiomthaf present paper as follows.

Proposition 2.1 (Shapiro, [11])Let Q be a bounded plane domain satisfying an inteooec
condition and lew, € Q. Letu andv be arbitrary square integrable conjugate harmonic
functions onQ. Then, for some finite positive constaft{g)) andI'(Q, w,), which do not
depend ornw andv Friedrichs inequality holds in either of the forms

[ullgo < TVl o provided (u)q = 0 or 1)
lull o < T(Q wo)llvllg o provided u(w,) = 0. 2

According to [2] Friedrichs inequality remains whlfor the larger class of planar John
domains.

The optimal constarit(Q), called Friedrichs constant of the plane donggis the least
positive number such that the inequality (1) idifleld for all pairs of conjugate harmonic
functionsu andv. The exact value df(Q) depends only on the shape(but does not
depend on its siz&(Q,w,), called Friedrichs constant with respect to thmfe,, depends
additionally on the interior point,. We have

1< T(Q) < T(Qw,) < —2 (). 3)

|D(wo,r)l
whereD (w,, r) denotes any disc centeredwgwith radiusr contained in the interior dt,
see [16].
In order to formulate a three-dimensional analo§yFoedrichs inequality Velte [15]
considers harmonic functiomsandv = (v,, v,, v3) of three variables conjugate in the sense
of the Moisil-Teodorescu equations

rotv = —Vu and divv = 0. (4)
Using these notations, the Velte inequalities heefdllowing.

Proposition 2.2 (Velte, [14])Let Q be a bounded simply-connected spatial domain @Ath
boundary. Then there are constai(®) > 1 andl’'(Q) > 1 depending only on the shape(f
such that for any pait andv conjugate in the sense of (4) the inequalities

lullg. < T(@IIvI[5 o provided (u)o = 0 and )
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Ivllg o < T)lullf o provided v-n = 0 on 9Q (6)

hold, wheren denotes the outer unit normalag. m

The optimal constart(Q), called Velte constant of the spatial domainis the least
positive number such that the inequality (5) idileld for all pairs of conjugate harmonic
functionsu andv.

Obviously, there is an analogy between (1) in tlaagr case and (5) in the spatial case
involving not only the inequalities but also therresponding normalizations. Indeed, if we
set the first two coordinates of the vector functioin (4) zero and if we let the third
coordinatev; depend only om; andx,, then (4) reduce to the Cauchy-Riemann equations
between the harmonic functionsand—v5; and (5) reduces to (1).

Justified by this analogy we denote in this paped @) both Friedrichs and Velte
constants and refer to them as Friedrichs-Veltestzots.

In [4] inequalities for conjugate harmonic diffetiah forms are examined, which contain
the Friedrichs and Velte inequalities as specisésa

Also in [4] the author derives also a correspondebetween the Friedrichs-Velte
constant and the BabuSka-Aziz constaf) figuring in the BabuSka-Aziz inequality, which
guaranties the stable solvability of the divergergmiationdivu = q for q € L,(Q) with
(q)q = 0in the Sobolev spadél(Q)" of vector functions with square integrable gratien
over() and zero trace on the boundary, i.e. we Hayg, < Cllqlloq for the solutioru with
some positive finite constagtdepending not, where|u|, o = [Igrad ull, o. The Babuska-
Aziz constant () of the domain is the least possible of the above constant§]l @f4].

Proposition 2.3 (Costabel, [2,4])For any bounded open $etthe BabuSka-Aziz constant
C(Q) is finite iff the Friedrichs-Velte constaR{Q) is finite, and there holds

C(Q) =T(Q) + 1. (7)

Both constants are further related to other immbrtlomain specific constants, such as the
inf-sup constanB(Q) and the Cosserat constarX):

rQ) +1=c(Q) =$=@, 8)

and if the boundary of the domain is smooth endoghe Korn constari () of the domain
K(Q) = 2¢(Q), c.f. [1,2].

3. Main result

3.1. Estimations

Despite of their importance exact values of thediichs-Velte constants are known only
for a few domains. Such examples are the disc,etlgse, some domains obtainable as
conformal maps of the unit disc in the plane [17,48d the sphere in three dimensions.
However there are useful upper estimations for-&taped domains, see [2,3,9] for planar
and [11] for spatial domains. In order to obtaitireations for the examined constants of
other than star-shaped domains, one can considansuof (star-shaped) domains and derive
estimations for the constants of these unionsrimgeof the constants of the parts, see [8]. In
this section we develop such an estimate for tiedRchs-Velte constant of the overlapping
union of two arbitrary planar or spatial domainsgd @ompare it to other existing ones for the
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Babuska-Aziz and Korn constants. In order to sifyiphie notation we denote the nothil, o
in this section by{-||. First we need the following

Lemma 3.1Let Q denote a bounded planar or spatial domain, andl et a subdomain
such tha{A| > 0. If (f), = 0 for f € L,(Q), then there follows

If —(Hall® < IIfI7 < %Ilf —{Nall®. 9)
PROOF. One easily verifies the equality
IFIZ = 1If = (Fall® + 1QKFHS. (10)

Omitting the nonnegative term on the right-handesaf (10) yields the left-hand side
inequality. Next we uséf), = 0 and estimate by the Cauchy-Schwarz inequality:

(la £) = (uaf) 10NAL- [y, £2 < (01 = 14D - J, f? 1)
Substituting this into (10) and rearranging gives
%II]‘II2 <If —{(Nall® (12)

which is equivalent to the right-hand side inedqyah (9). Equality occurs here if we sét=
1 — x4, Wherey, means the characteristic function of the subdonzaim

The left-hand side of (9) was implicitly alreadyliaed in [7] and [9] in the planar case
and in [11] in the spatial case.

Lemma 3.1 makes it possible to change the normalizéu), = 0 in (5) to{u), = 0 for
some subdomaid € Q in order to obtain a modified version of the Frields-Velte
inequalities.

Lemma 3.2LetQ be a bounded planar or spatial domain and le¢ a subdomain @i such
that|A| > 0. If the Friedrichs-Velte inequality holds énwith the Friedrichs-Velte constant
I'(Q), then there is a constdniQ, A) depending only on the domanand its subdomain
such that the Friedrichs-Velte inequality holdsdonjugate harmonic functions satisfying the
normalization{u), = 0 instead of(u)q = 0. Moreover, the optimal constanf%() and

I'(Q, A) are connected by
r(Q) < T(Q,A4) < %F(Q). (13)

PROOF. Substitute the result of Lemma 3.1 intoRhedrichs-Velte inequalitym

Remark.The Friedrichs-Velte constarit§, A) of the domain with respect to a subdomain
can be seen as a generalization of the Friedrigite\éonstantE(Q, w,) with respect to an
interior point.

The main result of this paper is the following

Theorem 3.3 Let beQ = Q,; U Q, andQ, = Q; N Q, such thatQ| > 0. If the Friedrichs-
Velte inequality holds for either of the domaidsandQ,, then it holds also for their unidh
and there also follows

194] |Qa]
rQ) < mr(ﬂl) + IQ_SIF(QZ)' (14)



On Friedrichs-Velte and related constants of themof overlapping domains 9

PROOF. We give the proof in the spatial case, fastpractically the same in the planar case.
Let the conjugate pair, v € L,(Q) be such thafu), = 0.

a2 Jq u? f91”2+f92 w-fo u? Jo,u' o, vt

= = < z 15
ol 2 Jo 012 Jo, W17 fo,lvP? (13)
By Lemma 3.2 there follows
L < T(0,,90) +T(2,09) (16)
which implies
F(Qr QS) < F(Qll QS) + F(QZJ QS) (17)

The estimation (14) immediatly follows by using thequality (13).m

Example 3.4 Theorem 3.3 can be utilized to obtain upper esemdor Friedrichs-Velte
constants of more general domains using some kngyper bounds for simpler ones. To
exemplify this letQ; be an L-shaped domain which is the union of tvabamegles with sides 1
andL + 1 (L > 1) which intersect in a square with sidelength le @bmain(, is star-shaped

2
and the estimation from [2] yield¥Q,) < (L + % + /LZ + L+ %) . LetQ, be congruent to

Q, and sef)l = Q, U Q, such that)l = Q; N Q, is a rectangle with sides 1 ahd- 1. For the
domainQ, which is not star-shaped, Theorem 3.3 gives thpeu estimatiom'(Q) <

(4 - sz) I'(Q,) which differs from that fof'(Q,) only by a factor at most 4

3.2. Comparison

In this section we compare the main result to exgsbnes for the related constants in the
case of planar and spatial domains as well.

First we consider Theorem 3.1 in [8] for the Balaidlziz constant of the union of
finitely many overlapping star-shaped domains. Pecti comparison is impossible because
this result does not contain the exact BabusSka-&airstants of the subdomains but only an
upper estimation of their value. In order to oveneothis difficulty we follow the proof of
Theorem 3.1 in [8] for the case of the union of taerlapping domains and reformulate it
with keeping the BabuSka-Aziz constants of the sufmins in the resulting formula. We
achieve the following

Proposition 3.5Let beQ = Q; U Q, andQ, = Q; N Q, such thatQ| > 0. If the Babuska-
Aziz inequality holds for either of the domaifig andQ,, then it holds also for their unidh
and there also follows

C(Q) < max {% C(Q,-)}. (18)

We utilize Corollary 3.5 only as a comparison te thain Theorem 3.3, however, it could
be of interest on its own.
To this end we substitute (7) into (18) and we mbta

r@) < max {m () + "’m\f'} (19)
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This shows that (14) gives a better upper estimafiow I'(Q) than (19) if|Q, \ Q| >

10,| andr(Q,) < 20l
10,

Another possibility for comparison gives an analmguwesult from [10] for the related
Korn constanK () in the case of smoothly bounded planar simply-ected domains. It
reads

K(@) < max {K(g )+ = |(w((al) + K@) } (20)

and it is an improved version of a similar restoinfi [5]. Substituting< () = 2 + 2I'(Q) into
the estimation (14) we obtain

19Q2]
|Qs]

2|Q|

194
<
K(Q) T

_|Q|K(Ql)+

o1 K@) — (21)

which is equivalent with the main result (14) andtbe other hand it can be compared to
(20). For the sake of simplicity suppose that tlem@ domairf), is similar tof), and let be
Q] < 19Q,]. In this case we havé(Q,) = K(Q,) and the minimum in (20) is attained for
j=1:

K@) < K@) + 12 (VK@) + K@) (22)

If Q] < 4|Q,]or if 4]Q,] < Q] < 8|Q,| andK(Q,) < m'Zmlln 1 then (21) constitutes a better
upper estimation than (22). 8| > 8|Q,]|, then (22) is definitely better than (21).

Finally we compare Theorem 3.3 to a direct uppeimasion for the Velte constant
derived in [11] for the class of three-dimensios#&r-shaped domains. We realize this
comparison on an example, where the domais the union of two overlapping unit spheres,
which is star-shaped for example with respect éociinter of the line segment connecting the
centers of the spheres. The evaluation of the asbmfrom [11] yields

2
2+d

rQ) <2 (2 j(ﬂ \/9+m+ d ) , (23)

where0 < d < 2 denotes the distance of the centers of the sphEne®rem 3.3 can also be
utilized in this case to obtain the upper estinratio

64

rQ) < i) (24)

where we have also used that the Velte constaatsphere equals 2, see [15]. A numerical
comparison shows that (24) gives a better upp@mason than (23) iD,5012...< d < 2.
An even better upper estimation than (24) give3 {@9every0 < d < 2.

4. Concluding remarks

In this paper the Friedrichs-Velte and related tamts of the union of overlapping
domains were investigated. These domain specifistamts are especially of interest since
they are involved in many problems in fluid dynasnand in elasticity theory but their exact
value is known only for a few types of domains. Tingn result is an upper estimation of the
Friedrichs-Velte constant of the union of two oapping domains in terms of the constants
and sizes of the parts and of the size of theargaction. It can be utilized to obtain useful
estimations for the discussed constants of moretoated domains using the exact values or
upper estimations of the simpler subdomains. ttaspared to existing estimations for the
related BabuSka-Aziz and Korn constant. In ordemake this comparison possible we
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developed a new upper estimation for the BabuSka-Apnstant of the union of two

overlapping domains based on an existing constmictiom [8]. A detailed comparison

shows that the main result is comparable to exjstelated ones: it yields occasionally a
better upper estimation but it is not definitelytbein all cases.
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Gombkozelitések poliéderekkel

Talata Istvan
Szent Istvan Egyetem,
Ybl Miklos Epitéstudomanyi Kar, Budapest,
és Dunaujvarosi Egyetem, Dunaujvaros
talata.istvan@ybl.szie.hu

OsszEFOGLALG Attekintiink néhany maddszert, melyekkel gdmbom@gkozelis
poliéderek készithék el. Egyrészt bizonyos geodézikus poliéderekesrészt un.
Goldberg-poliédereket allithatunk igybell orténetiik, alkalmazasaik, és néhany, a
geometria oktatdsdban hozzajuk kapcsolodo tapasgdlemutatasra kerdl.

ABSTRACT. We review some methods to construct polyhedracequpating a

sphere. On the one hand, some geodesic polyhetitaprathe other hand, some
Goldberg polyhedra can be constructed this wayirThistory, applications, and
some experience in geometry education in conneetitinthem are also presented.

1. Gombkozelitések geodézikus poliéderekkel

A geodézikus poliéderek olyan, csak haromszoéglaploidndelkeé poliederek, amelyek
egy gbmbot kozelitenek meg, és amelyeknek mindd tdticsuk van, a lapjaik annal kisebb
atmebjuek, ezért igy alakjuk egy gdbmb egyre jobb kozetited geodézikus poliéderekre
egy kozkeldt (de nem tul preciz) elnevezés a geodézikus gomblyaamiatt terjedhetett el,
mert ezek a poliéderek gombok kozelitései. Geodézikupolan pedig olyan, csak
haromszdg-lapokbdl allo poliéderfellletet értiinkyedy egy félgomb, vagy altalanosabban
egy gombszelet gombfelileti részét kozeliti meghate egy geodézikus poliéder
sokszobglapjainak olyan részhalmazat, amely egy @@liiibt (sikkal tortént) szelését kozeliti
meg.

A ,geodézikus” sz6 a geodézikus poliéderek nevéea utal, hogy egy ilyen poliéder
egy gombot kdzelit meg, melynek geodézikus (eliéejgb magyar forditasban: geodetikus)
vonalai a §kdrok, mig az ilyen poliéderek élaildorivek kdzelitései, és a csucsok szamanak
novelésével ahogy egy ilyen poliéder egyre jobbdrekti a gdbmbdot, gy adott hosszusagu
fokorivek egyre tobb étb allé kozelitéseként jelennek meg a geodézikugget bizonyos
éleinek sorozatai.

Ezt szemléletesen Ugy is meg lehet fogalmazni, Hugya geodézikus poliéder éltal
kozelitett gomb fellletére ravetitjuk a gombkézéypdl a poliéder elhalojat, akkor vonalak
olyan, Bkoriveksl allé csaladjat kapjuk a gdmbfelileten, amelybenegymast metéz
fokorivek haromszoégtartomanyokra osztjak a gombfatiled gombfelilet ilyen felosztasat
geodézikus racsnak nevezik.

Egyn-edrendi geodézikus poliéder rekurzivan definialhatd (@esgesn > 1 esetére),
mint egy (n — 1)-edrend geodézikus poliéder haromszdoglapokkal tditémomitasa. A
kovetkedkben néhany eljarast mutatunkedrendi geodézikus poliéderek elkészitésere, és
ezeket a poliédereket azonositjuk hatarolo lapgikh, csaladjaval.
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Legyenc egyB gomb kbzéppontja, és legy#inegy haromszoglap, ¢ H. m(H) legyen
az a haromszdglap, melynek csuddaisucsainak a pontbdl aB gomb fellletére vetitett
képei. HaL haromsztgek egy csaladja, akkor legyit) = {m(H)| H € L}. Tehatr (L)
haromszdgek olyan csaladja, melyek csucgagémb fellletén fekszenek.

LegyenP, egy konvex poliédeg € int P, S B, aholint P, jel6li P, belsejét (plP, lehet
egy B-be irt szabalyos test vagy archimédeszi test)yded, a P, poliéder lapjainak a
csaladja.

Bontsuk fel az, minden egyes haromszégkiulonbdz lapjat a lapok sulypontjaibdl,
mint k6z6s csucsbdl annyi haromszogre, amennyipadiaalszama. Legyes, az igy
keletkezett haromszogek £ haromszdglapjainak az 6sszesegenek a csaladjgen g, =
n(Ly). Azaz L; haromszbdgeknek egy olyan csaladja, melyek cste&agomb fellletén
fekszenek.

Szemléletesery;; konstrukciéja elképzelh&tigy is, hogy &, poliéder haromszogit
kulonbo® lapjaira gulakat allitunk (4gy, hogy a gulak csinakc gdmbkdzéppontbol a
lapra vett vetiletei a lapok sulypontjai legyenaideket egyesitjik B, poliéderrel, majd az
igy keletked poliéder hatarol6lapjait (melyek mind haromszégekjan sikokra vetitjlk-
bél, hogy minden csucsukmagémb feluletén legyen — igy kapjuk-et.

1. &bra. Geodézikus dodekaéder L1

Tobbféle eljaras is létezik, mellyal-edrend geodézikus poliédert készithetliink egy
(n — 1)-edrendi, csak haromszdéglapokat tartalmazo geodézikusgmtiéd (amikorn > 2),
most csak a két legegysiibbet emeljik ki. Mindegyik esetéber6stor az(n — 1)-edrend
geodézikus poliéder lapjait bontjuk fel kisebb masatgekre, majd ezeknek a csucsait
modositjuk ugy, hogy mindegyik B gomb feluletén legyen. A két eljarashoz tartozo
lapfelbontasok:

1. Egy haromszoglap oldalfelézpontjait berajzolva négy, az eredeti hAromszdoghpp
hasonlé haromszdgre bontunk fel egy haromszéglgghd?. abrat).

2. Egy haromszdglap oldalfelézpontjait és sulypontjat berajzolva hat olyan kiseb
haromszogre bontjuk fel a haromszog-lapot, melyelae egyik csucsa a haromszdoglap
valamelyik csucsa, masik csucsa egy oldalfepemtja, harmadik csucsa pedig a sulypontja
(Id. 3. 4brat).

Az 1. vagy 2. haromszdgfelbontasi eljarasok valgikét azL,_; lapcsalad ¢ > 2)
minden elemére elvégezve, hdromszdglapoknaklégy csaladjat kapjuk.

LegyenZ, = n(L;_,). Ezzel azn-edrend geodézikus poliéder rekurziv definidlasat
befejeztik, mivel a poliédert azonositjuk a hatartapjainak’,, csaladjaval (tetsiteges
n > 1 esetére).
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2. abra. Az 1. eljaras szerinti haromszdgfelbontadés gombi vetités gomb belsejében,
ill. gdmb hatéran levé haromszdgcsucsok esetén

3. abra. A 2. eljaras szerinti haromszogfelbontasségdmbi vetités gémb belsejében,
ill. gdmb hatéran levé haromszdgcsucsok esetén.

Ha ugy kapunki-edrends geodézikus poliédert, hogy csak az 1. eljarasalialzzuk
(egymas utaiin — 1)-szer), akkoiL.n tipust geodézikus poliédérbeszélink, ha pedig csak
a 2. eljarast alkalmazzuk (egyméas utén— 1) -szer), akkorLnT tipust geodézikus
poliédersl (példakat lathatunk erre a 4-6. abrakon, ahdb&lyms ikozaéder, ill. dodekaéder a
P, alaptest, és kordlirt gombjil), Id. [1]. A tdbbi eljaras felsoroldsa megtalathd®]-ben
(Id. még [3]).

4. abra. Geodézikus dodekaéderek L2 és L3
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5. dbra. Geodézikus ikozaéderek L2 és L3

6. abra. Geodézikus ikozaéderek L2T és L3T

Ha van olyan sik, amely kettészel egy geodézikdgert Ggy, hogy nem metsz bele
egyik lapjanak a relativ belsejébe sem, akkor gkédetkezett részek geodézikus kupolak, Id.
7. 4brat (a klasszikus esetben, amikor félgomblaytnzad kupolat tekintlink, éppen a
gombkozépponton atmérsik szeli ketté a geodézikus poliédert gy, hogm mmetsz bele
egyik lapjanak a relativ besejébe sem, de ilyemsik mindig létezik egy adott geodézikus
poliéderre).

7. abra. Geodézikus ikozaéder kupola L3

Megjegyzend, hogy az.n eljarashoz nagyon hasonlé a még Fuller altal tete#tnV
eljaras, Id. [1]-[3] (ez egyetlen Iépés, nem toldbsismétiése egy eljarasnak): EkkoPa
alappoliéderBl képzett L1 tipusu polieder mindegyik haromszoglagigy osztjuk fel vele
hasonld, kisebb haromszdgekre, hogy a haromszéigétm egyend részre osztjuk fel, és az
osztopontokon atmeén a lap oldalaival parhuzamos egyenesek hataroanak egy
haromszdglapfelosztast.
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Az Osszes lapra elkészitve ezt a felosztast,feggsaladjat kapjuk haromszégeknek.
Ezek csucsait vetitjuk @agombkozéppontbdl B gomb fellletére, és az ezekhez a vetlleti
pontokhoz tartoz6 haromszdoglapsk = m(L,,) csaladja hatarozza meg a¥ geodézikus
poliédert.

Tehdt ugyanazonP, alappoliéder esetén az L2 és 2V geodézikus pobk&de
megegyeznek, és= 2%"1 (aholk > 2 egész szam) esetén ldz ésnV poliéderek laphaldja
kombinatorikailag ekvivalens (azaz ugyanolyan aelezed és illeszkeddslapokbdl allnak,
de az élhosszak kilénhikzlehetnek).

Elmondhat6, hogy altalaban a¥ tipust geodézikus poliéderek esetén jéval tébbféle
elhossz fordul €, mint azLk tipusu poliéderek esetén, ha ugyanady alappoliédertik és
n = 2k~1(azaz kombinatorikailag ekvivalensek a laphaloée) ez még inkabb igy van, ha az
alappoliéder szabalyos vagy archimédeszi test.

GOmbot kozelid, csak haromszdglapokkal rendel&goliéder esetén az idealis az lenne,
amikor csak egyféle élhossz fordub elz éleknél (mert ekkor a legegysitely az élszerkezet
megvalositasa). Ekkor a poliéder minden lapja dyabaharomszég lenne. Az ilyen
poliédereket deltaédereknek nevezik, és ismerty hisgk véges sok (nevezetesen 8-féle)
konvex deltaéder létezik, pl. legfeljebb 20 csudsiet.

Tehat, ha gombnek akarmilyen j6 poliéderkdzeligsgreretnénk konstrukciét adni
haromszoglapu konvex poliéderekkel, akkor biztodadhato, hogy legalabb kétféle
élhosszusag fog szerepelni a poliéder élhosszéitkd@ csiucsszam folott.

2. Gombkozelités mértéke

Precizen definidlhato, hogy mit értiink azon, hogy joliéder alakja jol kozelit gdmbot.
Ha egyP poliéder kordlirt és beirt gobmbjBy ésB,, akkor ezek; ésr, sugarainak az, /r,
hanyadosa alapjan meghatarozhaté a gombkozeli rakéeke (kordlirt gdbmbén & -t
tartalmazo legkisebb sugari gombot értjuk, beimlgdn pedig egy, &-ben elhelyezhét
lehet legnagyobb sugaru gémbot).

Nevezetesen, minél kozelebbi ez a hanyados 1-me@l gobban kozelitP alakja egy
goémb alakjat.

Geodézikus poliéderek esetén azért mondjuk, hoaiju jOl kdzeliti a gémbét, mert
barmely alaptestih kiindulva, valamely elkészitési eljarasukat mégjteen sokszor
alkalmazva, az ad6dé geodézikus poliéderrg Az hanyados tetszolegesen kodzel lesz 1-hez,
ha a csucsszamuk tart végtelenhez.

Ez azl.n ésLnT geodézikus poliéderkonstrukciok esetében azértiggnmert az ilyen
poliéderek koridlirt gdbmbje egy fix gbmb, mig az d&dbzaik, és igy a haromszoéglapjaik
atmébi is egyre kozelebb keriilnek 0-hoz, emiatt a kgfirhbjeik sugarai egyre kdzelebbiek a
kordlirt gomb sugarahoz, ahogynévekszik.

1. Megoldatlan probléma. Ha egy 3-dimenzios konvex poliédernek minden lapja
haromszdog, ék-féle élhossz fordul élaz élei esetében, valameélyegész szamrak (> 2),
akkor mennyire kozelitheti meg a poliéder alakjg ggmb alakjat, azaz az/r, hanyados
(amely a korulirt gdmbje sugaranak és a beirt gérmbgaranak a hanyadosa) mennyire lehet
kozel 1-hez?

Mivel legaladbb kétféle élhossz esetén lehet akgmamikok csucsa egy poliédernek, ezért
nem igaz, hogy csak véges sok poliéder vizsgaldtsgséges az @&bbi kérdés
megvalaszolasahoz.

2. Megoldatlan probléma. Egy tetsdlegese > 0 szam esetén legalabb mekkora egy
tetsdleges, csupa haromszdoglappal rendéikedimenzidés konvex poliéderre kiszamitott
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H/h hanyados, ahall a poliéder leghosszabb élénéka poliéder legrovidebb élének a
hossza, ha fennal, hogy a poliéderre @z, hanyados (amely a kérilirt gémbje sugaranak és
egy beirt gémbje sugardnak a hanyadosa) legfe(jebbe)?

3. A geodézikus kupolak és geodézikus poliéderek torténete

Geodézikus kupolat elként Walther Bauersfeld tervezett a jénai planemaba,
amelynek el§ verziéjat a Zeiss Kivek egyik éplletének a tetejére épitették 1923-bramjql
ezutdn egy nagyobb, szintugy geodézikus kupolaealdelked, de o©nall6 épulletben
elhelyezett planetariumot is tervezett, ez 1926+#bah meg a latogatok ét.

A geodézikus kupolak és geodézikus poliéder szetkezpiletek Richard Buckminster
Fuller népszdisitésében valtak kdzismertté&, valoszirileg Bauersfeldtl fliggetlendl Gjra
felfedezte a geodézikus kupolakat, valamint a ge&dé poliédereket, és azokra tobbféle
lehetséges elkészitési eljarast is szisztematikiedi@nképezett.

Buckminster Fuller az 1940-es évek masodik &ltdglalkozott ezzel a témakorrel, és
1954-ben az USA-ban szabadalmaztatott is bizoriposti geodézikus kupolakat. Tovabba,
az altala alapitott cégeken keresztll tobb ezevd@mkus kupola és geodézikus polieéder
szerkezdt épllet megvalodsitasaban kdzidddott.

Az 1960-as években volt a geodézikus kupolak éggmriek fénykora, pl. az 1967-es
Montredli Expo amerikai pavilonja is egy BuckminstBuller tervei alapjan készult
geodézikus kupola volt.

A balatonboglari Xantus Janos GoOmbkilatd fémszesteezegy geodézikus poliéder
€lvaza, ez a Kadar Istvan altal az 1963-as BN\kergezett Magyar Atomium, a belfdldi
idegen-forgalom pavilonjAnak a haromszoglemeitekinegfosztott, és Varosligeib
Balatonboglarra szallitott szerkezete, melyet &81&s Brisszeli Vilagkiallitas jelképéve valt
Atomium ihletett.

A GOmbkilato polieéderszerkezete az un. geodézikuekiaéder L2 poliédernek felel meg
(Id. 4. fejezetet), 240 hdromszdglapbol, 36®Eds 122 csucsbdl all. Négyféle hosszusagu él
alkotja az élvazat, ezek kétféle haromszoglapotrbahak meg. A leghosszabb él a
legrovidebb élnél kb. 16%-kal hosszabb csupan. Aéger mindegyik csucsaban 6 él
taladlkozik, kiveve 12 csucsot, amelyekben pontoSaél talalkozik - ezek egy szabalyos
dodekaéder csucsainak az irdnyaban helyezkednek el.

4. Gombkozelités Goldberg-poliéderekkel

Goldberg-poliéderen olyan konvex poliédert értirsknelynek ikozaéderes forgasi
szimmetrigja van, minden lapja 6tszdg vagy hatsééggy csucsban harom lap talalkozik.

A geodézikus poliéderek koziul soknak a dudlisa tgsabban: korulirt gombjiukhéz
tartozd poléaris poliédere) egy Goldberg-poliédet. @. abra), pl. amikor ikozaéder vagy
dodekaéder alaptesib indulunk ki, és az ikozaéderes forgasszimmetridlamint a
konvexitast me¢rizzik a geodézikus poliéder elkészitése sorargrakjen poliédert kapunk
— tehat a geodézikus dodekaéder ds geodézikus ikozaéden Ipoliéderek esetében ez a
helyzet, amiko2 < n < 3.

Olyan esetekben, amikor egy poliéder minden csackérulirt gdbmbjének a fellletén
taladlhatd, a poliédernek ehhez a gémbhoz tartoZéripopoliédere megkaphatd, mint a
poliéder csucsaihoz huzott, a korilirt gombot érgikok ezen gombot tartalmazo féltereinek
metszete, ha a gomb sugara 1 — mas gombsugar esetéyp még az igy (félterek
metszeteként) keletkezett poliéderre egy olyan pgaitos hasonldsagot kell alkalmazni,
melynek aranyossagi tényge 1/r2 és kozéppontja a korilirt gomb kozéppontja, ahal
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kiindulasi poliéder korulirt gdmbjének a sugara.pélaris poliéder laphaléja a kiindulasi
poliéder dudlisa, igy egy konvex geodézikus polié@iigan csucsahoz, melyben 6 él fut 6ssze,
annak polaris poliéderében egy hatszdoglap tartoilik,a geodézikus poliéder egy-egy
haromszdglapjahoz a polaris poliederében egy-eggnatsics tartozik, ahol pontosan harom
poliéderlap talalkozik.

Mivel geodézikus poliéderek polaris poliédereinelboeirt gombjuk érinti a lapjaikat,
ezért az igy készitett Goldberg-poliéderek j6 gobaiekitések, hiszen a lapjaik atréiér
tartanak 0-hoz, ha a lapjaik szama tart végtelenhez

8. abra. Goldberg-poliéderek: poléris poliéderei ggeodézikus dodekaéder L2,
geodézikus ikozaéder L2 és L3 poliédereknek

A kémidban is felinik bizonyos (a nanotechnol6giaban alkalmazhatd)ekubék
kapcsolata a geodézikus poliéderekkel: a fulleréalan szénmolekuladk, melyek egyes
tipusai gdmbhéjszerketiek, azaz egy gomb feliletéhez kozel elhelyeékatbmokkal
rendelkeznek, elég nagy ures térrészt kdzrezareaeknek a molekuldknak sok érdekes
tulajdonsaguk van. Az diként talalt ilyen molekula, a Buckminsterfulleré®€C (amely
focilabda alaku) 1985-0s felfedezéeséért 1996-bam&iéNobel-dijat kapott H. Kroto, R. Curl
és R. Smalley. Az6ta mar talaltak olyan fullerénta C240 jdit), amely 240 szénatombdl all,
és szerkezete a balatonboglari Gombkilatdé geodézialiederének dudlisa (pontosabban:
polaris poliédere) — ez egy Goldberg poliéder.

5. Poliéderek a SZIE YMEK épitész hallgatéinak geometria oktatasaban

A Szent Istvan Egyetem Ybl Miklos Epitéstudomanyar&n tartott Szamitogépes
térgeometriai modellezés szabadon valaszthat6 targgtikajaban nagy hangsullyal szerepel
a poliéderek témakore. A Szamitdgépes térgeometr@iellezés targy épitész hallgatoi
korabbi tanulmanyaik alapjan altalaban mar jol iskna szabalyos testeket, és alapoz6 CAD
kurzuson azok modellezését is elsajatitottak. fge@metria kurzuson mindezen tulnien,
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megismerkednek az archimédeszi testekkel és a dohpsliéderekkel, valamint azok
szamitdogépes modellezését is megtanuljak: szababpbszoglapok megfelel (térben
kiszerkesztett) szogben val6 felhajtasaval késatikyen poliédereknek a cslcsalakzatait,
amely |épés utan az egész poliéder elkészitésenerar nehéz. Elsajatitjak azt is, hogy
ehelyett szelések (csonkoldsok) és eltolasok Kestgy lapok eltolasai) is alkalmazhatok
bizonyos archimédeszi testek elkészitésekor, aksdm valasztott szabalyos tédtb
kiindulva.

A térgeometria tantargyi tematikaban szerepel azagy archimédeszi test csucsait
felhasznalva egymast metissokszdglapok vagy csillagsokszéglapok csucsaikémiform
csillagpoliédereket készithettnk.

A hallgatok &ltal a szabalyos testekre mar megisrdaalitas fogalmat kiterjesztjik
archimédeszi poliéderek dualis poliédereinek a raggbzasara is, a korulirt gémbjikhoz
tartozo polaris poliédertiket elkészitve allitunk iglen poliédereket.

A kurzusokon a CAD modellezés AutoCAD szoftverréiténik, emellett dinamikus
geometriai szoftvereket (Cabri 3D, GeoGebra) izhakink poliéder-modellezésre. Ez utébbi
esetekben a szabalyos testek mar elékhgizvetlen paranccsal, illetve a szoftverre sajto
jellemzs eszkdzokkel is kombinalhatjuk a fentebb emlitetiguerek elkészitését, pl. Cabri
3D esetében konvex burok eszk6z is hasznalhatéG&wa esetében pedig objektumok (pl.
csucsok, lapok) sorozata készithel akar egyetlen paranccsal.

Egy poliéder laphéalojanak dinamikus kinyitasa/b&ésa is megvaldsithatd a nevezett
dinamikus geometriai szoftverekkel — akar egy enmedgfeleb eszkdz behivasaval (Cabri
3D-ben konvex poliéderek esetén, GeoGebraban pgdieg hasab, szabalyos testek esetén),
akéar a felhasznal6 altal elkészitve, sokszoglapagfeleb forgatasait megvalodsitva, a
forgatasi szogeket alkalmasan valtoztatva.

6. Geodézikus poliéderek modellezése

A 2015/16-0s tanévben a geodézikus poliederek rrexbse is bekerilt a Szamitogépes
térgeometriai modellezés targy tematikajanak peliékkel foglalkozo tananyagrészeébe,
mivel épitészeti szempontbdl is érdekes, 6nhoréékszetekkel birnak azok az épitmeények,
melyek szerkezete geodézikus poliédernek, vagyégiaas kupolanak az élvaza.

Geodézikus poliédereknek, ill. kupolaknak a szagép@s modellezésekor olykor
hatékonyan lehet alkalmazni geometriai transzforékéat, mivel ha szabalyos test vagy
archimédeszi test laphalojanak finomitasaként kiéisziel egy geodézikus poliédert, akkor
egy megfeldl poliéderrész elkészitése utan, alkalmasan (a W#ésd test szimmetridihoz
tartozd) valasztott forgatasokat, tukrozéseket lalkava az egész geodézikus poliéder
felszinét megkaphatjuk. Ezaltal geodézikus polieklekészitése kozben a hallgatok
elmélyithetik ismereteiket a geometriai transzformld témakorében, és a poliéderek
alaptulajdonsagait is jobban elsajatithatjak.

Az egyes szoftverek esetében sajatsagos probléinaklf eb a geodézikus poliéderek
modellezésekor, ill. egyes fogasok sokkal konnyabbmegvalosithatok bizonyos
szoftverekkel, mint masokkal.

AutoCAD szoftver esetén nehézkes a gombfellletrdtége ehhez gdmbfelllet és
félegyenes metszéspontjat kell megszerkesztenintdeo a gémb sugaranak és a félegyenes
irAnyanak ismeretében a metszéspont kdnnyen mégszénes.

Cabri 3D esetén nincs leliseg tobb alakzat egyidejtranszformacidjara vagy tobb
transzforméaciéra egy lépésben (Id. mint a polarisskas AutoCAD-ben, vagy a
listamiveletek GeoGebraban). Csucsok vagy poliéderek koreka ellenben kénnyen
képezhet, de vigyazni kell, mert az T tipust geodézikus poliéderek nem mindig
konvexek!
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A GeoGebra az alappoliédereken (hasab, gula, saabtdstek) kivil mas poliédert nem
tud kezelni poliéderként, de sokszoglapok listajakehet kezelni ezeket. Poliéder sikkal valo
szelését sem ismeri a Geogebra, de poliéder sdkggdit)lehet sikkal metszeni.

7. Oktatasi tapasztalat

A Szamitbégépes térgeometria kurzusok hallgatéi d52® tanévben szivesen
foglalkoztak geodézikus poliéderekkel, pedig h&tadatot is kaptak eBba témakorbl.
Altalaban Cabri 3D szoftverrel dolgoztak a legsgalgben, még ha itt egyesével is kellett
minden transzformaciét végrehajtani az egész palieelkészitéséhez (de szerencsére a
konvex burok képzés lelisttge miatt egyre nagyobb és nagyobb poliéderrésszel
dolgozhattak). Meglefdtek, amikor egy hT tipusu geodézikus poliéderre az j6tt ki, hogy
nem konvex (ekkor a konvex burok képzést ovatosegfeleb poléderrészekre lehetett csak
alkalmazni Cabri 3D-ben).

Mindegyik hasznalt szoftverre igaz volt, hogy tobbaz lapu geodézikus poliédert
lehetett velik aranylag kényelmesen elkészitenia débbezer lapu poliéderek modellezése
mar szoftveres problémakba ltkozott. A térbelilszertés soran tgyelnidk kellett ra, hogy a
poliéder lapjainak minden oldalat masik lap hajaroés két lapnak ko6zos éle vagy k6zos
csucsa lehet, mas kozos részik nem lehet. A halgatltozatosan hasznaltak forgatasokat,
sikra, egyenesre és pontra vonatkozoé tikrozéseketodézikus poliederek elkészitésehez,
sokszor azt is figyelembe véve, hogy egy adotttgeoesetén egy bizonyos nézetben melyik
a legkdnnyebben megvaldsithatévelet.

Osszeségében hasznosnak gondolom a geodézikudgrekéémakorének a bevonasat a
tantargy tematikajaba, a vald élethez és az épitész valo kozvetlen kapcsolata miatt,
valamint mert a hallgatok szamara a poliéderek ésgemmetriai transzformaciok
tulajdonsagainak jobb megértésére, és a virtudtizeti modelled munka révén a térlatasuk
fejlesztésére adott leliseget.
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OSSZEFOGLALO. Az ionoszondak (specidlis radaroldakitotta ionogramok
adnak tajékoztatast az ionoszféra aktudlis allapbés szerkezetér[4], melybdl

a radiohullamok terjedési sajatossagaira ésiiadojarasra (pl. napkitorések)
kovetkeztethetiink. A tanulmany bemutatia az ionogla automatikus
kiértékelését védy a szeré altal irt programot.

ABSTRACT. lonograms produced by ionosondes (specadars) provide

information on the instantaneous state and strecfd} of the ionosphere. This
information can be used to infer radio propagatibaracteristics and effects of
space weather events (eg. Solar flares) on théh'Eaupper atmosphere. This
study introduces a software developed by the adtdr@utomatic processing of
ionogram.

1. Bevezetés.

Az ionogramokat ionoszondék allitjak 6el széles frekvenciasavon (1-16 MHz)
radiojelekkel 'bombazzak’ az ionoszférat, és (miat radar) meérik az ionoszféra
réteghatarokon visszavert jelek altal megtett wagyis a visszavérfelilet magassagat. A
mérés eredménye |ényegeben zajos digitalis képk&ntabra) jelenik meg, melynek
értelmezése meég gyakorlott kiértéketk sem egyszeifeladat.
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A kiértékelés célja az ionoszféra rétegek és jeltepontjaik azonositasa (digitalizalasa).
A manudlis digitalizalas szubjektiv hibakkal tethed kiértékelés mifiségét és sebességét
jelentbsen befolyasolja a kiértékebzemély tapasztalata és gyakorlata. Pontatlamségatt
jelents éberét kot le, és kapacitas hianyaban intézetinkbemfgdeszamua ionogram var
még kiértékelésre, ezért indokoltnak latszott geoiat felgyorsitdsa automatizalas réveén.

2. Az ionogram Kkiértékelés jelene

A human ionogram feldolgozas betanitassal &dik mert a valos ionoszféra rétegek (E,
Es, F, ) ordinary (piros pontok az 1. abran) visszhangjellett az extraordinary
(vizszintesen eltolt zdld) és a masodlagos (Blegesen eltolt, tobbszords visszdidkri)
reflexios rétegek is megjelenhetnek a képen. Etpgrképe az ionogramon vonalszéolt,
mely foltok akar OsszecsuUszhatnak, illetve szétsiamkadhatnak, ami tovabb neheziti
azonositasukat. A rétegek kialakulasa fugg a médégontjatol is, ezért csak abban lehetiink
biztosak, hogy a legfals F> réteg biztosan éfordul, ezért az o2 hatarfrekvencia minden
ionogramon megtalalhaté. Tudjuk tovabba, hogy 80 dtaiti és 500 km feletti réteg nem
fordulhat eb — tehat ami ott van, csak zaj lehet.

A kiértékelés automatizalasanak igénye mar koraliekanmerult, pl. az Artist programot
[2] amerikai kutatok (Massachusetts University)dgztik tobb mint 25 éve, kdzvetlersdje
az UMLCAR SAO-X DIDBase [1] program volt. Olasz ktik fejlesztik az Autoscala
programot [3]. Mindkét program 95%-0s valdodiéggel hatarozza meg az ionogram
jellegzetes pontjait legfeljebb 0,25-0,75 MHz és7&% km hibaval [6], ami az elméleti
felbontas 10-100 szorosa! Alkalmasak viszont tolebféonoszonda regisztratuméanak
elemzésére.

3. Az ionogram kiértékelés jovoje

Az automatizalt, szamitdégeppel tamogatott ionogigldolgozas dinyei:
a. Gyorsabb, pontosabb, kevesebteéit igényel,
b. Egyszetisiti az utéfeldolgozast és a ‘hatralék’ feldolga#as
c. Lehetvé teszi atriibb mintavételezést (ez jelenleg a GGI-ben fél 6ra),
d. Feldolgozas utan az ionogram tomaorebben, fuggvémyearolhato,
e. Valés idbben képes automatikusan elemezni az ionoszondakatatezért
riasztasra is alkalmas girvihar esetén [5].

4. Az ionogram kiértékelés matematikai modellje

Az ionogram modellinkben egy raszteres digitalig, l&szerint kezeljik és elemezzik.
Egyidejileg az ionogramnak csak egyik szinét vizsgaljukségelrban az ordinary
komponenst), ezért az ionogramot fekete-fehér aigitképnek tekintjuk. A nem vizsgalt
szineket (és kébb az elkulonitett zajt is) a hattérszinnel hebatjik. Egy atlagos
ionogramon a szines pixelek szama tobbszazezet,ededzese idigenyes. A zajos digitalis
képen a klaszteranalizis 6sszevonas és feloszt@szer@ivel keressik meg a relevans
ionoszonda visszhangokat, ahol egy klaszter (o0gz#éakéep azon része, mely az ionoszféra
adott réteghatarahoz tartozé visszhangokat tarzena ez a gyakorlatban egy vonalsizer
foltja a képnek.
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5. Az ionogram kiértékelés algoritmusa

Folt a kép azon Osszeflggesze, melynek barmely két pontja 6sszekdthebnos szify
szomszédokon atvezefittal (foltkeresés rekurziv algoritmussal) — eblberértelemben egy
ionogram meég tobb ezer foltot tartalmaz!

Vonjuk 6ssze azon foltokat (ugyanis mérési hibaoleozhatja az elkulonulést),
melyeknek a legk6zelebbi szomszéd elv szerinti lotma tavolsaga adott korlat alatti
(default 4 pixel) — igy kuiszobdljuk ki az ionograxakadasi pontjait.

Az 6sszevonasok utan elfgzzik a foltokat: ha egy folt pixeleinek szama tdmrlat
(default 160) alatti (vagyis tul kicsinekirtik), akkor a foltot zajnak tekintjuk és toroljuk —
ezutan mar csak kb. tucatnyi foltot kell megvizegal

Akkor tekintiink egy foltot egy ionoszféra réteg szbangjanak, ha ra ugy illeszthet
parabola, hogy az illesztés atlagos hibaja (a syd&igdebb egy ére adott (default 10 pixel)
paraméternél, vagyis a folt vonalsier

Tehat csak a sokeldimvonalszei foltokat tekintjik az ionogram részének, és eotadtz
alsé burkolgjara illesztett fuggvény (parabola vdgperbola) paramétereivel tarolom az
ervenyességi frekvencia-hatarokkal egyuitt.

Ha a folt ugyan kiterjedt volt, de a parabolailkész mégsem sikertlt (4. abra),
megvizsgaljuk az okat: lehet, hogy a kulonbdanoszféra rétegekhez tartozé visszhangok
0sszecsusztak, ami onnan ismeftfet, hogy bar a folt vaza folytonos gorbének liisde a
csatlakozasi pontban téréspontja van (2. abra).oEkk torésponttdl balra @spontokra
illesztett egyenes meredeksége jéisan eltér a jobbra taldlhatd pontokra illesztetteegs
meredekségél, mas szoval a toréspontban a bal és jobbolddferdnciahanyadosok
jelentsen kulonbdznek.
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2. abra. Mets® parabolak és derivaltjaik viselkedése a toréspontm

A klaszter vagasi frekvencidjat ugy keressik mexggyha folt minden frekvencigjahoz
meghatarozzuk a differencia-hanyadosok bal- és gjolati hatarértékét; ahol a
kuldnbséguknek maximuma van, és ennek mértéke Bawglobb, ott a foltot kettévagjuk, a
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részfoltokat Uj klaszternek tekintjuk (5. és 6.&brés visszalépink a foltok nagysdganak
ellensrzésére.

Ha nem sikeriilt a parabolaillesztés és szakadasiopsem talaltunk az &6 pont
szerint, akkor a foltot (klasztert) nagysagatolgéwendl zajnak nyilvanitjuk, s toréljuk.
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4. abra. A 3. abra ionogramjanak relevans foltjai balra) és a zaj (tul kicsi, vagy nem vonalszérfoltok) a
jobb oldalon
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5. abra. A szétiilasztott E és Es ionoszféra rétegek visszhangja dlesztett gorbékkel

6. bra. A szétvalasztott r és k2 ionoszféra rétegek visszhangja az illesztett gorkiel

min kHz magassag maxkHz magassig o b b1 o7
1575(fmin)| 100,2 km | 3625 ¢E) | 127,7 km 266,1 -0,1284 2,8e-05
3650 (be) | 143,6 km | 5000 (£9 | 129,5 km 1623,6 -0,6685 7,6e-05
4750 (fe9 | 250,7 km | 5375 (k1) | 351,0 km 5555,4 -2, 26 2,4e-04
5375 (br) | 329,9km | 8075 () | 447,4km| 2696,1 -0,5828 4,8e-0"

1. tablazat. Az ionoszféra rétegek visszhangjara illesett h(fr) = bo + bi-fr + bo-fr 2 parabolak

min kHz magassaq max kHz  magassag a b C
1575(fmin)| 89,97 km | 3625 ¢E) | 139,1 km 112,16 -17906 3869
3650 (be) | 151,7 km | 5000 ¢k9 | 114,5 km 149,28 4972 3556
4750 (bey | 245,7 km | 5375 ¢E1)) | 348,5 km 76,07 -446144 6523
5375 (br1) | 308,4km | 8075 (k2 | 471,7 km 369,15 -135436 8596

2. tablazat. Az ionoszféra rétegek visszhangjéaral@sztett h(fr) = a + b/(fr — c) hiperbolak
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6. A program tovabbfejlesztésének lehetséges iranyai

A program egydire kilon kezeli az ionogram ordinary (piros) ésraxtdinary (z6ld)
gorbéit — mivel egyik a masikbdl eltolassal alltthalb, ezért a hianyos ordinary gorbék
extraordinary parjuk ismerete alapjan kiegészdttiesajnos, a szakirodalom szerint olyan
mérési hiba is éfordulhat, amikor az ordinary és extraordinary @rbteljesen
felcserébdnek

Az ionogram gorbék fldideges aszimptotainak o foes fori, forz) meghatarozasat
hiperbola-illesztéssel prébaltuk pontositani. Sgjaohiperbolaillesztés pontossaga egyrészt
nem érte el a parabola-illesztés pontossagat, srissdbkkal idigényesebb volt, és az
aszimptotak pozicigjat (a 2. tdblazat c paramgtéuevabban adta vissza, mint a leolvasott
intervallum-korlatok. A még ajanlott tangensflggyéiiesztést nem sikerilt elfogadhat6
hibaval kivitelezni, a szokasos ionogram gorbékiigggveny rosszul illeszthét

A masodlagos (reflexidés) visszhangok - ha vannalgdrbéit torolni kell, mert
erdektelenek.

A feldolgozas utan kapott paraméteres gorbéketsegigérbi (mesterséges intelligencia)
rendszer elemezhetné tovabb az ionoszféra rétegekositasa és a jellegzetes pontok
meghatarozasa végett, melynek a szakirodalom $zenmérés foldrajzi helyét ésdipontjat
(évszak, napszak) is figyelembe kell vennie.

7. Osszefoglalas

Az ionogramok automatikus kiértekelését w&gr program nagyon jo hatasfokkal képes
elkiloniteni a zajt a relevans informaciétdl, helse valasztja szét az ionoszféra rétegek
visszhangjat, és az ionogram relevans gorbéit péaként tarolva lehéveé teszi azoknak egy
késsbbi, szakéxi rendszer bazisu azonositasat.
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Osszefoglal6 A dolgozatban a klasszikus Kepler-egyenlet egssegli geometriai
bizonyitasat mutatjuk be az affin transzforméacitdamazasaval.

Abstract: In the paper, we present a simple proof of thassital Kepler's
Equation with the using of the affin transformason

1. Bevezetés

1609-ben jelent meg Johannes Kepler (1571-1630)ehématematikus és csillagasz
Astronomia nova. korszakalkoto five. Ebben a konyvben szerepel adkdsrola elnevezett
bolygdbmozgasi térvények kozil az &lketts. A ma el$ként emlegetett térvény azt a tényt
rogziti, hogy a bolygok ellipszis alaku palyakonrikgenek a Nap kortl ugy, hogy e palyak
k6z6s gyujtopontjaban a Nap all. A masodik torvénerileti sebesség allanddésagat mondja
ki, vagyis azt, hogy a Naptdl a vizsgalt bolygéigzbtt sugar a bolygo valtozé sebesség
mozgasa folytan Ggy halad, hogy koézben edgyemhgysagu idtartamok alatt azonos
nagysagu terileteket sarol. Mas szoval a surdiidearanyos az eltelt édel. E felismerés
fontos kdvetkezménye az volt, hogy a bolygok a Kapelében gyorsabban, mig a Naptol
tavoli palyaiven lassabban mozognak. Fontos kételédgt az ellipszis palyan végighaladé
bolygok esetén a mozgas 6mkni lefolydsa, vagyis annak ismerete, hogy az tadot
idopillanatban az egitest palyajanak mely pontjarozkadik.

Johannes Kepler bolygbmozgasi torvényeit Tycho deh® (1546-1601) dan csillagasz
eszlelési és mérési eredményeinek gondos, kozee & tartd elemzéesével ismerte fel. A
palya alakjat szamos lehetséges sikgorbe tanulmasgoutan a Pergai Apolloniosz (Kr.e.
265 — Kr. e. 190) altal részletesen vizsgalt kulesek kozott taldlta meg. A bolygok
mozgasanak itbeni lefolyasat leiré egyenletet Kepler geometmadszerek felhasznalasaval
vezette le sajat, masodik torvényének felhasznadhs® dolgozat ezen, kékb Kepler-
egyenlet néven elhiresilt dsszefiiggésnek az affimszformaciokra tamaszkod6 egyszer
geometriai bizonyitasat mutatja be.

2. A Kepler-egyenlet

Tekintsik az O szimmetria kozéppontu palyaellipszist, tartozkkdjg Nap aP;
fokuszpontban, ezen ellipszis menfgrkoril kerindg égitest a idopillanatban legyen &,
pontban. Jeldlje = P, P, a Naptol az égitestig huzott radiuszvektort, sytikgfel, hogy a
vizsgalt égitest aP pericentrum ponton a idépontban halad at. Rajzoljuk meg a
palyaellipszis 6korét, majd allitsunk métegest aP, pontban az ellipszis nagytengelyére.
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Jelolje M e mebleges nagytengellyel alkotott metszéspontfata korrel alkotott egyik
metszéspontjat (1. abra).

A kering P, égitest helyzetét mindandopontban egyértelien jellemzi av = PP P, ¥,
amelyetvalodi anomali@ak nevezink. A mozgas kénnyebb tanulmanyozas&«éhwda az
a = 0Q fékor sugardnak pillanatnyi helyzete is jol jellenazP, pont pillanatnyi helyzetét,
hiszen aQ pontbdl a palyaellipszis nagytengelyére bocsij#ileges ellipszisre és
meSleges vetllete éppdn. A Q pont Bkoron elfoglalt helyzetét megadja Bz= POQ<«
szdg, amelyeexcentrikus anomalidak nevezink. Célszesn av és azE szogeket egyarant
radianban mérjuk.

Palya ellipszis
T~Féker

1. dbra. Av valddi anomalia és a£ excentrikus anomalia értelmezése

Feladatunk az ellipszisen végberempalyamenti mozgas d&beni leirdsa, tehat
meghatarozandé @& = v(t) és azE = E(t) fuggvénykapcsolat. Az ehhez szikséges
geometriai ismereteket az aldbbiakban foglaljukzéss

Az affin transzformaciok, vagy réviden affinitdsakz euklideszi sik 6nmagara toréén
bijektiv és egyenestartd leképezései. Az affinkdg@rhuzamossag-, osztoviszony- és
terlletaranytartd leképezések, amelyeket egyéiiminmeghataroz 3 altalanos helyzpbnt
és affin képének megadasa. Fontos tipust képeznddkémezések kozott a tengelyes
affinitasok, amelyeknél a tengely egyenese pontoinki&. Ekkor a pontokat a képukkel
O0sszekd egyenesek parhuzamosak, amelyet a tengelyesta@dfindnyanak nevezink. Ha ez
merbleges a tengely irdnyara, ortogonalis affinitabedzelink.

Legyent az affinitds tengelye?’ a P pont ezen affinitds melletti képB, a PP’ ést
metszéspontja, akkor RP,: PP, arany minden ilyen egymasnak megfélelontpar esetén
azonos erték lesz, amelyet a tengelyes affinitas aranyanak zieve Az affin
transzformaciok részletes targyalasatvRAN [4] konyvében megtalalhatjuk.

Jeldlje ezutan2a vizsgalt pélyaellipszis nagytengelyédt, @kistengelyét és tekintsik azt
az a tengelyes affinitast, amelynek tengelye az ellpsmgytengelye, iranya az ellipszis
kistengelye és aranyma. Ez a leképezés ellipsziskibrét pontosan az ellipszisre képezi le (2.

abra).
A palyaellipszis ésdkore tertletaranya a fentiek szerint éppen affinitas aranya:
o _2
to o a’ (1)
ahonnan az ellipszis terllete:
b _P 2. _ ..
to=—"tg=-"a""m a*b-m. (2)
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2. &bra. Aza sugaru f6kor tengelyes affin képe a 8 nagytengelyi és D kistengelyii ellipszis

Tekintsuk a palyaellipsziB, PP, szektorat, amelynek tertlete Kepler Il. térvéngermt
éppen ugy aranylik a teljes ellipszis tertletélmint ahogyan ®P, ellipszis-iv befutdsahoz
szikségest idétartam aranylik a keririgégitest teljeg sziderikus keringési idejéhez:

tpippy _ 7T
o lt 3)

Feladatunk ezért B, PP, ellipszisszektor terlletének kiszamitdsa. Vegyskreé hogy
ezenP; PP, ellipszisszektor éppenRPQ korszektora tengelyes affinitas melletti képe, ezért
a fentiek szerint

tPlPPz — 2 (4)

[2:39:20) a
teljesul, ahonnan atrendezéssel

b
tp,pp, = " tpPQ )
adodik (3. abra).
Q
0 P, M |P

3. abra. AP1PQ korszektor tengelyes affin képe @1PP: ellipszisszektor
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Figyeljuk azonban meg, hogyPaPQ korszektort dallithatjuk, ha azZOPQ koércikkbdl
elhagyjuk a0 P, Q haromszoget, ezért fennall a

tp,pg = torg — tor,Q (6)
Osszefuggés (4. abra).

4. abra. AP1PQ korszelet eballitasa azOPQ korcikk és azOP1Q haromszdg segitségével

Az OPQ korcikk terlletét viszont kbnnyen kaphatjuk, hiszmnek értéke aranyos lévén
azE szoggel:

torq _ E
to - 2’ (7)
ahonnan kozvetlendl
E E 1
topQ=t®';=a2'T[';=Ea2E (8)
kovetkezik (5. abra).
Q

5. &bra: Az E szog OPQ korcikk
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Az OP;Q haromszdg teriiletére pedig fennall:
toplQ=%c-a-sinE=%e-a2-sinE, 9)

aholc = d(0OP;) a palyaellipszis linearis excentricitasa, tovébbég jelenti az ellipszis
numerikus excentricitasat (6. abra).

6. dbra. A palyaellipszisa félnagytengelyeb félkistengelye é< linearis excentricitasa

Ekkor aP, PP, ellipszisszektor tertlete (5), (6), (8) és (9htxdznalasaval:

tp,pp, = Z- Gaz -E —%e ~a?- sinE) = S-%Z(E —esinE) = %b(E —esinE) (10)
adodik. Ekkor a (2), (3) és (10) dsszefliggésekirszeszont

%b-(E—e-sin E) _t-T

= (11)
abm T
kovetkezik, amelybl egyszetisitéssel és atrendezéssel kozvetlenil adédik a
. t—T
E—e-sinf =—-(t—1) (12)

Kepler-egyenlet.

Maga Kepler e formula levezetése soran a Szirakdskhimédesz (Kr. e. 287 — Kr. e.
212): A konoidokrdl és szferoidokrdlalamint az Alexandriai Euklidesz (Kr.e. 3657 &K
3007?) Elemekc. munkdjara tdmaszkodott. Munkdjanak eredményésironomia novec.
koényve 60. fejezetében olvashaté.

A (12) 6sszefliggésben szekepl

—2r
n=- (13)

mennyiség &, égitestkbzepes szogsebességet az é€gi mechanikdbdbzépmozgdamk
nevezik. A (12) Kepler-egyenlet teljes jobb oldafdid mennyiséget pedig
M=2(t—1) (14)

k6zépanomalidak mondjak, ez az a sz0g, amelyeR, &gitestt — 7 id6 alatt leirna, har
sziderikus keringési ideje valtozatlan megmaraaéshett a 6koron egyenletesen mozogna.
A (14) felhasznalasaval nyerjik a Kepler-egyertekasos

[E —e-sinE = M| (15)

tomor alakjat, amelyl a tdbbi mennyiség ismeretében a feladaEazxcentrikus anomalia
kiszamitasa egy addttdépontban.
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Megjegyezzik, hogy a Kepler-egyenlet megoldasakgett E excentrikus anomaliabol a
v valédi anomaliat a

1+e

tgr = |- tgs (16)

Gauss-féle képlet alapjan szamithatjuk ki, amelplétélevezetése b1 [1] munk&jaban
megtalalhato.

2. A Kepler-egyenlet megoldasa

Mivel (15) Kepler-egyenlet transzcendens, igy cddkelit modszerekkel lehet
megoldani. A tovabbiakban egy grafikus megoldasi dotdé mutatunk be, amelyet
KOVESLIGETHY [2] ismertet részletesen.

Feladatunk tehaM és e ismeretében az excentrikus anomalia koeht értékéenek
meghatérozasa (7. abra).

T — ST

El
ml‘
=
>

ol ¢

7. &bra. A Kepler-egyenlet kdzelid grafikus megoldasa

Els6 1épésként ésT birtokaban (14) alapjan kiszamitjik értékét. Ezutdn megkeressik
M helyét a vizszintes tengelyen. Ezt kdest mérink fel ai pontbdl kiindulva egy olyap
szoget, amelyretgyp = e teljesul. Az igy kapott szogszar és xae— sinx gorbéjénekN
metszéspontjat mélegesen ax-tengelyre vetitve nyerjik & pontot. Valéban, aENA
haromszogél

=ctgp =e a7)

sinE
adodik, amelynek atrendezésével
E—M=¢e¢-sinE (18)

kovetkezik, ebbl mar kdzvetlenul adddik a (15) Kepler-egyenlet.

Ezzel megkaptue kozelit értékét, amelynek egy pontosabb értékéhez ishaljumk, pl.
a Newton-féle iteracios eljarassal.

Tekintstk ugyanis az

f(E):=E —e-sinE—M (29)
flggvényt, amelynek szerinti el§ derivaltja
f'(E)=1—e-cosE (20)

alaku lesz.
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f(En)' """""""""""""""""""""""""""""""" :

J_J_,_,_i—f Erint

/ En -1 En

8. abra. AzE excentrikus anomalia megkozelitése a Newton-féleiacios eljarassal

A 8. 4bra jeldléseivel ekkor g4F) gorbeE,, abszcisszaju pontjdhoz tartoz6 &ijéte
teljesul az

o = f(Ey) (22)

En—Ent1

0sszefliggés, amelynek egyszatrendezésével adodik

EM1=5,j£% (n=012.), (22)
haE, az ebz6 lépésben bemutatott grafikus eljarassal nyert IkGzértéke aZ excentrikus
anomalianak.

A Naprendszer bolygéinal aznumerikus excentricitas kicsi, de az eljaras neuopan itt,
hanem az elliptikus palyat jellefztelies0 < e < 1 intervallumon gyorsan konvergal a
keresetE értékhez.

A Kepler-egyenlet megoldasa az egyik legnagyobbenig$édi problémaja a
csillagaszatnak. A Kepler-probléma megoldasara egégljaras sziletett, ezeket részletesen
targyalja MELL-GOODING [3] munkaja.

Sir Isaac Newton (1643-1727) munkdi nyoman feligdder hogy az altalanos
tbmegvonzas torvényére épiR-test probléma megoldasa sordan az égi mechamkaba
ellipszis palyak mellett felléphetnek parabola ésetbola palyak is. Hiperbola palya esetén
pl. a (15) Kepler-egyenlet 6sszefliggésével analaygila

e-shtH—H=M (23)

alaku, amelynek jelen dolgozatban targyaltakhozomiés elemi levezetésével a jilven
kivanunk foglalkozni.

Koszonetnyilvanitas

A szerd koszonetét fejezi ki Varga Erik Erzsébet matematika-német szakos
kozépiskolai tanainek a cikkben szergplibraanyag gondos megszerkesztéséeért.
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Iddjarasi légnyomasvaltozas regresszios analizise

Csanady Viktoria
NymE Matematikai Intézet
csanady.viktoria@emk.nyme.hu

OsszEFOGLALG Klimakutatok szerint a globalis felmelegedéésimhkanak egyik
jellemzsje a napjainkban egyre szaporodd@jédasi széléségek megjelenése. A
markans valtozasok, dfrasi frontok jelleméinek ismerete ezért valik egyre
indokoltabba.

ABSTRACT. Climate researchers have found that one of therackeristics of
global-warming is the appearance of ever-increasimgber of weather extremes
nowadays. Knowledge of the characteristics of istgikchanges and fronts
therefore becomes more and more justified.

1. Bevezetés

Az idojarasi frontokra jellemz a jelentékeny meérték Iégnyomasvaltozas, melynek
lefolydsa kulonbda idétartamu és értéklehet, nagyon eltérmenet és jelleg mellett. Ezért az
id6 flggvényeben begjtott Iégnyomasadatok értékelése regressziés Hikts
modszerekkel egy bonyolultabb feladat, mivel nekalahazhatd egyszéregyféle fiiggveny
az egymastél nagyon eltérfolyamatok miatt. A koévetkdikben alkalmazasra kefill
flggvény ezért specidlis és dsszetett, az adatsnutatott jellege és az illesztés maximalis
pontossaga miatt.

2. A Kisérlet leirasa

Az adatgyijtéshez sziikséges folyamatos vizsgalétadama 2,5 nap azaz 60 6ra volt,
valtozé idbkozokkel. A mérésekkel nyert légnyomasértékek dptiese klasszikus Hgmm-
ben tortént az idpbontok szerint. Az adatokat a "Front.STA" tablazattalmazza, az
adatpérokkal nyert pontsorok képét a "FrontG.STEI jdbra mutatja. Ennek alapjan
megallapithatd, hogy az illeszténdiggvény gorbéjének harom inflexiés ponttal, egy
minimummal, egy maximummal kell rendelkeznie szinmmeés szabalyossadg nélkdl,
valamint végé hatarértékkel. Ezen igényeknek megi@el hosszas kisérletezés és ismételt
probak alapjan tortént az 6sszetett matematikajféigy szerkesztése, melynek algebrai, ill.
szamitogeépi alakja a kovetkez

A matematikai alak:

y =a (sin(b(1-e @) /(Gx+ D)) +
A szamitogépes alak:
var2 = b6 * (sin(b5 * (1 — exp(—1 * (b4 * var1)"b3)))/(b2 * (varl + b2))"b1) + b0.
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1. tablazat. Front.STA
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A fentiekben megadott hét paraméteres fliggvénynpetereinek keztkrtékei az adatok
nagysagrendje és bemutatott képe alapjan a kovdtkez

b6 =—15 b5=6 b4=005 b3=3 b2=0,048=2 b0 =746.

A pontsorozat képének valtozatossaga egyétimnmutatja, hogy sziikséges nagyszamu
(7 db.) befolyasolé6 paraméter alkalmazasa a szasdtesfiggvényben. A parameéterek
kezdbértékének megvélasztasa a szokdsos flggvény toamexfios szabdélyoknak
megfeleben tortént a kovetkék szerint: A b6=-15, mivel ezt a legnagyobb var2
értékeltérést mutatja az adattablazat. A b5=6, rmeldiemutatott pontgrafikon egy teljes
negativ szinuszgoérbejelleggel rendelkezik, az-a&, 8- A b4=0,05 és b2=0,05 mivel a gérbe
szlkséges vizszintes nyuUjtasanak mértéke az elemram gorbe szokasos hatarérték
(varl=2) tartomanyanak 30-szorosa a tablazat legriroy(varl=60) fliggetlen valtozo adata
miatt, azaz 1/30~0,05. A b3=3 mert az Awrami goirfexios jellegéhez sziikséges, hogy
b3>2. A bl1=2, mert az aszimmetria miatt b1>1. A BO5 mivel a kezdl var2 értéke 746.
Mindezek utan megjegyzeéid hogy a nagyszdmu (7 db.) alkalmazott transzfoidsac
paraméter valamint az dsszetett flggvényszerkedt anregresszids alkalmazas soran nyert
paraméterértékek kozvetlenil nem értékélketA kapott regresszids gorbe részletes
vizsgalata viszont, szamos értékes folyamatelemadatot szolgaltat a fronttevékenység
ertékelésehez.

3. Szamitott eredmények, kiértékelés

3.1. Aregresszios eljarassal nyert eredmények

Az adatsorra illesztett fliggvény grafikonjat a nsérértékekkel a ,Front.STG” abra
mutatja, a regresszios modell paraméterinek éttékgiront. SCR” tdblazat tartalmazza.

Model: LevelPattern(0,000000)ar2=b6*(sin(b5*(1-exp(-1*(b4*varl)"b3)))/(b2*(varl+b2))"b1)+b0
y=(-5,26709)*(sin((6,05295)*(1-exp(-1*((0,0301289)*x)"(4,6 7402))))/((0,0263158)*(x+(0,0263158)))(2,46918))+
(745,952)

754

752

750
748
746
744
742
740
738

VAR2

736
734
732
730

728
-10 0 10 20 30 40 50 60 70

VAR1
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Model: var2=b6*(sin(b5*(1-exp(-1*(b4*varl)"b3)))/(b2*(varl... (Front)

Dep. var: VAR2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,674810159 R=,99955 Variance explained: 99,911%

N=21 b6 | b5 | b4 | b3 [ b2 | b1 | bO
Estimate -5,26709  6,052954  0,030129 4,674022 0,026316 2,469179 745,9518

2. tablazat. Front.SCR

Az emlitett tablazatbol kiolvashatd a kapott kaaodbs egyutthatdo értéke, ami
R=0,99955, egyérteltien jelzi az illesztés pontossagat. A regresszidslethcelemzése
szamos fontos informaciot szolgaltat. Az alabbiadszletesen mutatjdk az illesztett
fluggvénnyel nyert alapvétés fontos értékélidépont (varl) és légnyomas (var2) adatokat a
vizsgalt folyamatra nézve.

Id6pont: Légnyomas: Iitartam: Nyomasvaltozas:
varl(éra) var2(Hgmm) (6ra) (Hgmm)
A vizsgalati kezdallapot: 0,00 745,9
A minimum allapot: 23,40 730,6
A csOkkenési iitartam: 23,40 -15,3
Visszadllas a ke@llapotra: 31,04 745,9
A visszaallasi idtartam: 7,64 +15,3
A maximum allapot: 35,34 752,0
A novekedési idtartam: 4,30 +6,1
Teljes nbvekedési édartam: 11,94 +21,4
A végs allapot: 60,00 746,3
A masodik csokkenési ddartam: 24,57 -5,7
A 745,9 Hgmm alatti iitartam: 31,04
A 745,9 Hgmm feletti iétartam: 28,96

3.2. Elemzés, értékelés

A regressziés modell paraméterei, illetve a szémi@lemz’k alapjan az alabbi
kovetkeztetések vonhatok le a front folyamatra:
1.) A vizsgélt idjarési front viszonylag rovid tidartam alatt zajlott le, illetve vonult at a
megfigyelési helyen.
2.) Intenzitasa a minimalis és maximalis légnyomagék kozotti kilonbség értéke miatt
kiemelked jellegi.
3.) A két széls Iégnyomasérték megjelenése kozott eltelt rovid miatt a front
atvonulasi sebessége nagynak tekirthet
4.) A front teljes atvonulasa utan a léegnyomaseériegzaallt tartamosan a kezdeti értékre.
5.) A front atvonulasi idtartama alatt jelzett minimalis Iégnyomas |ényegesagyobb
ertékkel tért el a kezdeti ertéktmint a jelzett maximalis Iégnyomas.
6.) A front a mérési értékek regresszios feldolgaral nyert paraméterek alapjan két
eltél jellegi szakaszra bonthato.
- Az el szakasz hosszabb, de gyorsabban valtozé és webbzelled.
- A masodik szakasz rovidebb idefle lassabban valtozé és keditdz jelledi.



ldéjarasi légnyomasvaltozas regresszios analizise 41

4, Osszefoglalé

A szél$séges idjarasi anomaliak, egyre gyakoriblbljes frontatvonulasok vizsgalata
fontos tényeé& a klimakutatdsban. A frontok lefolyasa, arra atkas regressziés modell altal
kovetheb. A modell paramétereitb megkaphatjuk a vizsgalt folyamabdb jellemzit. Az
eredmények alapjan kimondhatd, hogy az alkalmasstetett fliggvény szigorian alkalmas
idojarasi frontok jellegzetes légnyomas valtozasi aidak regresszios feldolgozasara és a
folyamat megfeld értelmezésére.

Irodalomjegyzék
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A sikbeli projektiv transzformacié matematikai modelljei

Zavoti Jozsef
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Osszefoglald. Ez a cikk a 2D projektiv transzforidgmaramétereinek a becslését
targyalja L1 normaban és az iter4cié soran Ujrasulyozott lepkisnégyzetek
mddszereivel A transzformacids egyenletek két siditikus egymasra illesztését
irjdk le. Emellett, a projektiv transzformécié feinalis modellt szolgéltat sik
teruletek aerotriangulacios feladatanak megoldéasého

Abstract. This paper deals with the estimation okefficients of the two

dimensional projective transformation using thenorm and the iteratively
reweighted least squares methods. The equatiaiésafansformation express the
analytical rectification from one plane to anothér. addition, the projective

transformation can be the functional model solv@agotriangulation problem on
flat terrains.

1. Bevezetés

A tér sikra tortét leképezése gyakransébrduld feladat (példaul a szamitégépes grafika,
vagy a festészet). A fényképezés soran a targyakdwoknak minden egyes pontjahoz
egyértelnien hozzarendeljik a keletkezett kép bizonyos pibnfat a megfeleltetést pont-
transzformacionak nevezzik. Egyes esetekben a ettetképen a targy bizonyos
deformaciokat szenvedhet, mint példaul a projeknszforméacié esetében is. A digitalis
kamerak digitalizalt képeit projektiv transzform@aal kéthetjuk 6ssze.

2. A 2D projektiv transzformacio alapegyenletei

Keét sik centralis projekcidjanak alaptsszefligges@tismert tortlinearis egyenletekkel
adhatjuk meg [1] és [3]:

X = aX*tapytag y = Xty +bs 1)
X +0y+1 OX+y +1

ahol &, y)" a képpont koordinatai,
(X, V)T a targypont koordinatai,

q"= (a1, a2, as, by, by, bs, 1, ¢2)" ismeretlen paraméterek.

A nyolc fuggetlen ismeretlen paraméter meghatdéimis legalabb négy nem
kollinearis pontparra van szikség. Négynél tobb ttagmntpar esetén kiegyenlitéssel
hatédrozhatjuk meg az ismeretleneket. Az ismergibmaméterek meghatarozasa utan az (1)
egyenletek hasznalhatok teikeges, a képkoordinata-rendszerben megadott poninak
targykoordinata-rendszerbe valo transzformaciojahoz



44 Zavoti Jozsef

3. Projektiv transzformaci6 paramétereinek becslése L;- normaban

Az (1) egyenletrendszer nevgevel valo atszorzas, és az egyenletek rendezéseaut
méreési eredményekre az alabbi javitasi egyenleekdk fel :

Ve TTax T ay - at gx X+ gy X+ X
v, =-bx-bBy-b+gxY+ gyYr Y (2)
i=1,2,...n

ahol n = 4 a mindkét rendszerben adott koz6s pontok szama.
L1- normaban az ellentmondasokat a koveiképp definialjuk:

o= /vi +v§i20, i=1,2,...n 3)

Célunk megkeresni az alabbi célfiggvény minimumat:
n
f(a)= 24 (4)
1=
Helyettesitsiik (3) 6sszefliggést az aldbbi e@ylemiséggel:

/vi +v§i <p (5)

Az (5) formula megengedi, hogy a transzformalt poagy ap, sugaru kor belsejében,
vagy a kor hataran helyezkedjék el.

A (3), (4) és (5) osszefliggések egy nemlinearisy@izalasi feladatot definialnak. Ezt
a nemlinearis optimalizalasi feladatot a FuchsaJ&jl bevezetett modszerrel linearizaljuk.

A (vy\, ’Vy.) ellentmondas vektorokat irjuk fel polar-koordiridtal:
Vx = f; COST| Vy =g sing; . (6)
Ekkor tetspleges) (0= < 27)esetén igazak a kovetkeasszefliiggések:

Vy COSA = p; cosrj cosA

o (7)
vy sind = g sinT; sinA
A (7) képletben szerepplegyenleteket sszeadva kapjuk:
Vy CosA +vy sinA = g codry - A)< g, (8)

0<A<2nm.
A fentiek szerint az (5) 0Osszefuggés helyettesitheégtelen sok(/] D[O,Zni)
egyenbtlenséggel:
—a,x cosA—a,y cosl-a cod+ gx X cob+ g,y X cdst X cos @)
-b,x sinA-hb,y sind- b siM+ gxYsiMm+ ¢g.yYsim+ Ysid < g
i=12,...,n, 0<A<2n.
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Véalasszunk minden pontra csak véges ﬂgl(j =12, m) értéket. Geometriailag ez
azt jelenti, hogy a kort egyn oldalt poligonnal kozelitjik. Ekkor az eredeti namaéris
optimalizalasi feladatunk a kdvetkelineéris programozasi feladatba megy at:

—a,X cosA; —hx sil; —ay cody — Ry sif — @ cop — R sih

+cl(xi)<i cosA; + XY sin; )+ g(iy X cog +,yYsig )—p <-,Xcob - Y sh
> p, - min 0. =20 (10)
i=12,...,n j=12,...m

Az elébbi linearis programozasi feladat az eredeti nesdliis optimalizalasi feladatot
approximalja. Ha a (10) formulakkal atdefinialt netitt primal linearis optimalizalasi

feladatnak tekintjik, akkor a hozzatartoz6 dualbpmat is megadhatjuk, amelynek a
megoldasa utan kapjuk a primal, az eredeti feladajoldasat.

4. A sikbeli projektiv transzformacio iteracios becslései

4.1. Hagyomanyos Kkiegyenlitési modell
Az (1) formulak k6zds nevépvel tortérd atszorzas, valamint az egyenletek rendezése
utan kapjuk:
- X =-gX-apy-ag+ gxX+gyX
—Y =-bx-bpy-bs+ XY+ gyY
A sikbeli projektiv transzformaci6 hagyomanyos kegjitési modelljében a

targykoordinatak kapjak a javitasokat. Matrix fobma a javitasi egyenletek igy adhatok
meg:

(11)

Q
] 0 A 0 -1 0 xX, wX bl - X Vi
0 -x 0 -y 0 -1 X% W|la| |-%| [w
% 0 -y, 0 -1 0 XX, ¥X b - X, Vi,
0 -x, 0 -y, 0 -1 xY, W, 8.2 =Y v, . (12)
: 3 : .
-x, 0 -y, 0 -1 0 xX, yX, b, - X, .
0 - Xn 0 - yn 0 -1 )%Yn ann Cl - Yn Vyn
CZ

Az (X;,Y)i=12,...,n pontokhoz rendelt sdlyokat jelt'jl(epXi P, )

Ekkor a fenti kiegyenliiszamitasi modell normal méatrixa a kovetldezppen adhatd
meg:

> RX 0 DRXY, 0 DR 0 > BXX >R XX
0 2R 0 2 RXY 0 YRX YR =X Ry
2R 0 2R Y 0 2R 0 TLRXX XRYX (13
0 2R XY 0 2R Y 0 YRY 2R XYY
> RX 0 YR 0 n 0 -2 RXX ->B¥X
0 2 RX 0 2R 0 n >R XY 2R WY
SR SRR SYRxyX S pxyY -YaxX -Saxy S Spxy(xey)
SYRXY% YR -XRYX SRV -XR¥YX 2Ry XpxyXer) Yp yixi+y)
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A normal vektor az aldbbi alakot veszi fel:

FRX YR -Y R Y% YR WY R XYY -YRx S pyber]  a4)

Az elss lépésben ap, =1 és p, =1 (i=12,...n) sulyokkal elvégziink egy
hagyoméanyos kiegyenlitést, majd valasztunk egy maximum Hikedl tipusu becslést és a
kapott javitasok alapjan a valasztott mddszer sulyfliggvénye falidasaval 0j sulyok

hatarozhatok meg. Az iteraciot addig folytatjuk, amig a korererig. egy adott hatart elér.
Részletek a [5] szakirodalomban talalhatok.

4.2. Percy Tham féle modell

A sikbeli projektiv transzformacioPercy Tham [7] féle modelljében a kép-
koordinatékrol tételezzik fel, hogy hibakkal terheltek. Legyen

s=axtdy g s, = x+ B y+ 6=, x+q 1. (15)

A kezdbértekeket megadhatjuk a hagyomanyos modeb é@sraciojabdl szarmazé
értékekkel.

Az X(aa,a,0.c,)és Yhbbc.c,) fllggvények linearisan kozelitlit a tobbvaltozés
fliggvényekTaylor sora szerinti sorfejtés alapjan:
x =S, Xda  ydy  dag _sxdg _sydo
6 6 12 12 oz oz

v S, xdh , yd dby Syxda syydo
6 6 6 6 G2 o

(16)

A fenti egyenletekbl a sikbeli projektiv transzformaciBercy Thamféle kdzveti
egyenleteire a kovetkéxkifejezéseket kapjuk:

Sx — X =—xda - yda, —dag +ﬂdcl +ﬂd02
(7 (7] (17)
s, -6 = -xdb - ydb, —dby+ 2 doy+ ¥ do
g g
Altalanosan a Percy Tham féle modell kozvetét egyenleteinek matrixa a
kovetkedképpen adhaté meg:

S S
-xg 0 - 0 -1 0 x-% =
1 Y1 1 9 Y1 0
0 _Xl 0 _yl 0 -1 X]_Sfy ylsl
0 e
S S
-x 0 -y, 0 -10 ngx YZ?X (18)
0 -x 0 - 0 -1 % Sy
‘ 2 Y2 279 Y2 2
S S
0 - X 0 - 0 -1 x, Y x, Y
n Yn ng ng

0y =s, -6 49
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Ebben az esetben a normal vektor a kdvéikemmaban adodik:
(—z (dX, -2 xdY,~X ydX X ydY,—>dX,->dY ¥ X(S(xi + s/\ﬂ),z Y(S<Xi + s/Yi))T . (20)

A projektiv transzformaci®ercy Thamféle moédszerének robusztus becslési modelljét
agy kapjuk, hogy a (17) kozvetitegyenletekhez sulyokat rendeliink —o6elépésben
p, =L p, =1 (i=12,...n) — és ezen sulyok felhasznalasaval végezziik el a kiegyenlitést.
A tovabbi Iépésekben a 4.1 alfejezetben ismertetett iterativ becslésinaigoszerint hajtjuk
végre a szamitasokat.

4.3. Tarczy - Hornoch féle modell
A Tarczy-Hornoch [6] féle modellben a képkoordinatakat tekintjiéketten hibaval
terheltnek, és a kiegyenlités soran a képkoordinatdkhoz rendegivikidsokat:

) e U )
cl(x+vx)+cz(y+vy)+1 cl(x+vx)+c2(y+vy)+1

A keresett ismeretlenekre vezessik be adza),al, P, B, , & és & kozeliv
ertékeket, amelyeket kaphatunk példaul a hagyomanyos kiegyedilitésb

Az X(a,a,.2,0.c,) €s Yh.bb,c.c,)fliggvények Taylor sorfejtésében hanyagoljuk el a
masod- és magasabb rérndgokat, ekkor a (21) dsszeflggés#ktapott javitasi egyenletek
a kovetked alakot veszik fel:

Sy — xth + chg -X= (Xc? - a?}\/x + (ng - ag}\/y -xdg - yda —dag + xXdg + yXde  (22)
sy~ xYQ + yY@ Y = (ve ~ b0 b + (v ~b2 b, — xclby - yelb, — dlbs + xYdg + yYde,

A fenti egyenleteket valamennyi kdzos illegaintra felirhatjuk:

Ryv, +Agq=b,
R,v, + A,q =D, (23)
ann+Anq:bn
vagy
Rl 0 0 0 V1 A]_ bl
0 R A b
2 214|720 q= | 2, (24)
0 0 0 Ryl|vy| [|A, by
ahol q'=(ah.a,b,a,b,c.c,) ismeretlen vektor.
b =| =% Xicf + Y %68 = X
* sy onviel+ yved-,
R = Xng—agxng—agJ (25)
vie? — by Yicd —bg
A= 0 -y 0 -1 0 XX leij.
0 -x% 0 -y 0 -1 %Y YY
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A feladat hipermatrixos alakja:
Rv+Ag=h. (26)

Az (x,¥) (i=12...n) pontokhoz rendelt sUIyokatjeI('jl(ep& P, )

Ezen sulyokat az elslépésben egységnyinek valasztjuk. A tovabbi iteracios Iépések
soran a sulyok értékének megallapitasa a 4.1 és 4.2 alfejezetbgit teobusztus becslési
moddszerek adott sulyfliggvényei alapjan torténik.

A (26) Osszefliggésben szekeiiegyenlitszamitasi modell megoldaddikhail [4]
alapjan:

q= (AT (RQRT )_1 AJ_l AT (RQRT )_1b (27)

ahol Q a p, ésp, sUlyok felhasznalasaval addd6 kofactor matrix.

A megoldasi algoritmust Uj sulyok bevezetésével addig ismétediiiig az egymas
utani lépésekben szamolt javitasok az altalunk valasztott siabKritériumnak megfelelnek.

5. Osszefoglalas

s sz

Téargyaltuk a leképezés paramétereinek becslésé@ormaban, amelyben az eredetileg
nemlinearis problémat linearis programozasi feladatra vezettik vissazditiik a projektiv
transzforméacié hagyomanyos modelljének normal egyenletét. A Héiamy féle modellnek
altalanosan megadtuk az iteraci6 soran Ujrasulyozott legkisebghzeték modszerével
eléallithatd megoldasat. A Tarczy-Hornoch féle kiegyéslitimitasi modellt hiperméatrixok
felhasznalasaval oldottuk meg. A [8] szakirodalom a projektiv zfameacido numerikus
megoldasara is tovabbi tampontokat nyuijt.
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OsszEFOGLALG Cikkiinkben bemutatjuk a tobbvéaltozds linearis resgzio
gyakorlati alkalmazasanak nehézségeit az eredménfghkasznalhatésaga
szempontjdbdl. A matematikai-statisztikai alaplaréigok altal generdlt idedlis
modellek sokszor nem felelnek meg teljesen a vizsgatokat add szakterilet
elvarasainak.

ABSTRACT. In this paper we introduce the difficulties oétpractical application of
the multivariable linear regression in terms of thesult's usability. The
mathematical-statistical based optimum models da aoeswer exactly the
expectations of the examined data’s area.

1. Bevezetés

A kulonb6z mérési adatok kozotti kapcsolatkeresés az adatfeldolgozas fontosafeladat
Szamtalan statisztikai modszer ismert ennek vizsgalatara az dgysteéltozos lineéris
kapcsolat elemzésita tobbvaltozos nemlinearis kapcsolatkeresésen keresztil a mér sukab
adatbanyaszat tertletére kimutatd mesterséges neurdlis halokig lpzardlaban fontos azt
is latni, hogy modszertani értelemben egyre bonyolultabb és tsasgenyesebb feladatokrol
van sz0.

Jelen munkaban a tobbvaltozés linearis regresszido gyakorlati malkasaval,
alkalmazhat6saganak kulonkgéaspektusaival foglalkozunk. Kitériink a médszerténysdire
€s a gyakorlatban tapasztalhaté hatranyaira is. Erdészetiiijelidgtok és alapwét
meteoroldgiai paraméterek kdzott végzett 6sszefliggés vizsgaldiekesrtill mutatjuk be a
modszertan felhasznaldsaval kapcsolatos gyakorlati tapasztalatoka¢ Zségehet.

Kilondsen a kapott eredmények értelmezésével, értelndsegével kapcsolatosan
felmertb kérdésekre és problémakra fokuszalunk, mint példaul mennyire 6sszeshgh a
matematikai értelemben legjobb modell az adott szakteriilet szamara gffogadhatd
modellel. Mennyire lehet a kilénb®Zam azonos alapl) adatsorokra kapott eredményeket
egységesen kezelni, a kapott 6sszefliggéseket 6sszehasonlitani.

A dolgozatban részletesen is bemutatjuk az alkalmazott modgzehniamen ennek
ismerete fontos a fenti kérdések vizsgalatanak szempontjabol.

2. Alkalmazott modszertan, felhasznalt adatok

A fejezetben bemutatjuk a tobbvaltozés lineéris regresszid elmélggrdiates a
felhasznalt erdészeti jellégadatokat. Ez a regresszios modszer alkalmas tobbek kozott a
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diszkrét adatsorok folytonossa tételére, adathianyok, kiugré aderekékére, zajirésre és
természetesen jobeni értékek é@lrejelzésére is a fluggetlen paraméterek megfelel
rendelkezésre alldsa esetén.

2.1. Tobbvaltozos linearis regresszio

A regresszié szamitas [3] letieé teszi, hogy linearis kapcsolatot allitsunk fel egy €ligg
és tobb fliggetlen valtozo kozott, felépitve rajuk egy lineaadetit (1).

y=>b+a;x; +ax, + -+ a,x,, Q)

ahol y a fugd, xq,x,,...,x, a fuggetlen valtozékp, a4, a,, ...,a, pedig a regresszios
egyttthatok.

A modellbe bevont fliggetlen valtozok szamanak novelésével a mqgdibdmz
determinacios egyltthat®{) értéke minden egyes |épésben biztosan nem romlik, altalaban
javul is valamennyit. Ez azt a tévképzetet keltheti benntinky hdggjobb modell a legtébb
valtozé bevonaséaval érléeel. Ezzel szemben az optimalis modebadlitasahoz meg kell
hataroznunk azon valtozok minimalis korét, melyek érdemi, stikadag is mérhet hatast
fejtenek ki a fug§ valtozora és egy-egy Ujabb valtozd bevonésaval szignifikgaséjuk a
modellt.

Ezért olyan megoldasra kell térekedni, mely sordn a modellbeacsakimalis szamu, O-
tol szignifikdnsan elté egyutthatéju, egymassal minél kevésbé OsszéfUggqgyarazo
valtozo kertljon bevonasra, megpedlg ugy, hogy a kapott modg)lmegfeldl biztonsaggal
irja le a vizsgalt folyamatot. Osszegezve, a modellépités soramatipt egyensulyra
torekszilnk a gazdasagossag és a j6 kozelités kozott.

A feladat megoldasara kulonk®Hzechnikak léteznek, az egyik ismert és elterjedt
modszertant a |épésenkénti regresszidés technikak jelentik. A [épésem&grasszios
technikaknak [1] alapvéen harom tipusat szoktak megkulénboztetni:

» forward selection,
* backward elimination,
» stepwise regression.

A mobdszerek mindegyikének alapétlete, hogy egyesével vizkgajulehetséges
valtozokat és egyenként dontjik el, hogy az adott valtozéikség van-e az eépill
modellben. Annak eldontésére, hogy egy valtozo beépitése albeodeignifikans javulast
hoz-e az eggyel korabbi allapothoz kép&sprobat hasznalunk (2). Annak vizsgélatara, hogy
egy beépitentl valtozé egyitthatéja a modellben szignifikansan eltér-e @-tprobat
alkalmazhatunk.

F = (rf.Lz,...,p—7”3%.1,2,...,;)—1) (2)

2
1=ry1,.2,.p

n-p-1

A harom, emlitett mddszer esetében a megkdzelités iranyaban vahddgoAforward
selectionsoran egyeseével vesszik a lehetséges magyarazo valtozokattjgk dijrhogy
beépitésre keruljon-e vagy sem. igy a modell kezdetben egyetlen |figgéttozot sem
tartalmaz, majd minden egyes iteracioban egy-egy eleméwgillet ez a halmaz, bevonva
azt a valtozét, mely a ledisebb kapcsolatot mutatja a fiiggéaltozéval. A backward
selectionennek éppen az ellentettje. A kéaépésben minden lehetséges fuggetlen valtozot
bevonunk a modellbe, majd az egyes iteracids Iépésekben egyeséyjek relgazokat a
valtozokat, melyek a legkevésbé gyakorolnak hatast aéfirgiiozora. Stepwisemodszer
pedig a fenti két eljaras 6tvozete. Egy-egy iteracios lépésbeminagv@gy Uj valtozot, mely
szignifikans javulast okoz a modellben, majd vizsgaljuk yregnar bevont valtozok kozul el
tudunk-e hagyni ugy, hogy az ne okozzon statisztikailag et€romlast a modell j6sdgét
tekintve.
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Az illesztés, modellezés soran az illeszkedés jésaganak mérésgrakladpban hasznalt
mutat6é azR? determinacios egyutthatd. &2 mellett olyan mutatok alkalmazasa is célézer
amelyek figyelembe veszik a becslés sordn a bevont valtozok szjnést ézaltal a kevés
szamu paramétert tartalmaz6 modelleket — még ha keuvi@stektis pontosnak, mint a tébb
paramétert tartalmazd tarsaik — versenyképessé teszik a tobb vallendt, paramétert
tartalmazo6 modellekkel. A legegys#bb ilyen mutat6é a Theil-féle, szabadsagfokkal korrigalt
determinéacidés egyutthat6é (3), ahol n az dsszes lehetséges param@teeelky a modellbe
bevont paraméterek szamat jeldli.

n-1

R?=1-

(1-R?% 3)

n-p-1
2.2. Felhasznalt adatok

Néhany magyarorszagi, adott hélyszarmazé erdészeti jellé@datsorokat vizsgaltunk,
mint figgd paramétereket, illetve az ezekhez kdihetlyi méréé meteoroldgiai adatsorokat,
mint fligg paramétereket. A fugg paraméterek éves bontadstak és 1994-2010
vonatkozasdban 4éllnak rendelkezésre. A meteoroldgiai adatok pedig rhéhgsekbl
szarmazd, havi bontasu atlégmérséklet és csapadékdosszeg adatok. A gyakorlati
felhasznalhatésag szempontjabdl fontos hangsulyozni, hoggzea két paraméter, ami
gyakorlatilag az orszag barmely pontjara, téesges idszakra elérhétés hasznalhato.

Az alap meteoroldgiai adatok mellett a CReMIT [2] mddszer alkalmsadspecialis,
id6szaki adatokat is képeztinkéed év januéarjatél adott oktdberéig, legfeljebb 6 honapnyi
szélesséf idéablakok alkalmazasaval. Ez leted teszi a kulonbdzidészakok és az é&t6
év meteoroldgiai hatasainak figyelembe vételét is a szimpla havi adettskt.

3. Eredmények

Az eredmények kapcsan bemutatunk tobb illesztési eredményt, a@julozartoz6
modelleket. Ugyanazon jellégerdészeti adatsorra tobb helyen is elvégeztik az illesztést.
Megvizsgaltuk a modelleket tdbb szempontbdl is: mennyirertidisatéak 6ssze egymassal a
kulonbo® foldrajzi terlleten, de azonos adatsorokra kapott modellek, nrenimgngolhato
0ssze a matematikai értelemben legjobb modell a szakmai szeki@intiészithei-e
univerzalisan j6 modell tdbb, hasonlé adatsorra, van-e ennekdstjibgaga egyaltalan?

Négy adatsorra mutatjuk be az eredményeket. Ahogy majd latni fegpkckodzil 3 elég
hasonlo karakterisztikat mutat, egy pedig jelean eltér mar az alapadatok tekintetében is. A
harom homogén adatsor esetében 2003-ben tapasztalhatd dgyroeigy kiugré adat, ez a
negyedik adatsor esetében egyaltalan nem mutathaté ki, igyewe elem is varnank
feltétlentl a masik haromhoz hasonl6 eredményeket.

A vizsgalatokat az ingyenes R szoftverrel [4] végeztik, illetve aesegids modell
megvalositdsa sajat fejlesztés alapjan tortént, hogy olyan részieihaiok is
megjelenhessenek a folyamat soran, amit egyéb szoftverekben nem, alaggeltszen lehet
elérni. Igy a kimenetben teljesen nyomon kévetteemodellépités folyamata, az egymas utan
bevonasra kerdl valtozék, az aktudlis modell egyitthatéi és a korrigalt deteons
egyutthatd értékei. A modellek vizsgalata 90%-o0s szignifikandrdesztortént, ez definialta
egyuttal azt is, hogy melyik Iépésben all le a modellépitésrimya

Az aldbbiakban, az 1.-4. abrdk mutatjdk az eredeti dfijgarameéterek adatait és az
illesztette, tobbvaltozés regresszidos modell altal generalt adatokattengelyen az évek, az
y-tengelyen pedig a vizsgalt erdészeti adatok értékei latszodnakz8kelhet, hogy az els
harom esetben az illeszkedés megi&ten j6, mig a negyedik esetben elég gyenge. Ezt a
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kapott korrigalt determinaciés egyutthatok is méggették, azonban ennek részletezésére
most nem térunk ki.
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2. dbra. Masodik helyszin, eredmények
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4. abra. Negyedik helyszin, eredmények

Az egyes helyekhez az alabbi tdbbvaltozés regresszidés moddtidked:

Modellbe bevont paraméterek listdja
paraméterl | paraméter? | paraméter3 | paraméterd | paraméter5 | paraméteré | paraméter7 | paraméter8 | paraméterd
modelll|Temp_a5_a7|Temp_al a6|Temp p8 p8|Prec_pl2_ab| Prec_p3 p3 | Temp_p5 p6 |Prec_p9 pll| Prec_p7 al | Prec_p3_p4
modell2 | Temp_a5_a8|Temp_al a5|Temp p6 p7| Prec a4 a5 | Prec_a2 a3 |Temp pll pll| Prec_p3_p3 |Temp_a7 a7|Prec_a9 al0
modell3 |Temp_a5_a8|Temp_al a6|Temp _p6 p6| Prec_pb_p7 |Temp_p8_p8| Prec p4 p4 |Temp a3_a3| Prec_a5_a7 | Prec_p4 p8
modell4 Temp_p7 _pliTemp_p4 p5{Temp p6 p6| Prec_p7 p8 | Prec_a2 a2 | Prec a6 a6 | Prec_p8 al | Prec_p3_p7 |Temp_a7_a?

1. tablazat. A négy helyszin modelljeinek paramétéstdja

Az 1. tdbl4zatban lathaté a négy vizsgalt tertilet modellje, araghirhazza a modellbe
bevont paraméterek neveit, melyeket az aldbbi mddon értelmekémig illetve Prec elétag
utal arra, hogy émérséklet vagy csapadék adatrdl van-e sz6. Az ezt &kdkédt érték a
vizsgalt ablak kezdete és vége honapban megadvaa alzchktuélisp az ebzé évre utal. igy
példaul Temp p9 a2az ebzé év szeptemberét adott év februarjaig tarté ddzak
atlagtomeérséklete. Most csak ezeket az értékeket jelenitjik meg, eltekiatimodellek
részletesebb adatainak (egyitthatok, determinacios egyutthatd) mieggelen

A tabldzatban megjelén bevont paraméterek sorrendje egyudttal a modellbe val6
bekerulés sorrendjét is tukrozi. Figyelembe véve, hogy dzhéleom vizsgalt alap adatsor
megleheisen homogén az eredmények tekintetében is egységes képet varnank. A
hasonléségot itt most az egysma¥g kedvéért a bevont paraméterekfaetiuladsaval és
bekerllési sorrendjével értelmezzik. Ugyan felfedéghet hasonlésagok az 6Is3
modellben, killondsen az 8learom bevont paraméter tekintetében, de az azt k@emek
mar meglehéisen vegyes képet mutatnak mind a bevonas sorrendjének, mind az
eléfordulasnak a tekintetében. Ennek oka vélbetabban keresefdhogy a modellezés
pusztan matematikai megkdzelitést hasznal, azaz egy adott Iépésherel@met vonja be az
épub modellbe, ami lokalisan a legjobb javulast hozza statiszék@lemben. Ugyanakkor
elképzelhet, hogy statisztikailag egy kicsit gyengébb javulast hoataméter bevonaséaval
egy adott Iépésben homogénebb és/vagy szakmai értelemben jolddlsered lenne
létrehozhatd. Azonban esetleges szakmai szempontok figyelembét vétehatematikai
megkdzelités ebben a formaban nem teszi deket

A negyedik adatsor karakterisztikgjaban is eltér &zéeharomtdl, igy a kapott modell is
tellesen méas elemeket tartalmaz, nem vagy nehezen hasonlithaté 6skzé amdellekkel.
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Felmerilhet itt is a kérdés, hogy ha nem pusztan matematikai olkéiélitjik a kérdést
kialakithato-e egy kicsit gyengébb, de a masik haromhoz joldsontitd modell.

A nem pusztan matematikai, statisztikai szempontok figyelendébelének fontossagat
tamasztja ald az is, hogy specifikus, szakmai feladatok esetéberesstihen jobban
értelmezhet egy matematikai értelemben gyengébb, de szakmailag jobban magyarazh
modell.

4, Osszefoglalo

A valtozok kozotti kapcsolatkeresés az adatelemzés egy fontos feledatk egyik, a
statisztikabol jol ismert mddszere a regresszid, illetve annak pggialis valtozata a
tobbvaltozos lineéris regresszid. Erdészeti jéllpgldakon keresztil felhivtuk a figyelmet a
pusztan matematikai alapokon nyugvé modellalkotas lehetségegéski#a] problémaira
elsssorban az adatokat szolgaltatd szakterilet szempontjabdl. Biziogyea matematikailag
legjobb modell szakmailag is a legjobb? Osszehasonlithat@ak+os jelledy adatsorokra
kapott egyedi modellek? Varhatunk-e azonos, hasonlé eredményekeadatsorokra?

A bemutatott példak kapcsan azt a tapasztalatot fogalmazhatjukomga matematikai
alapokon nyugvo modellek nem biztos, hogy szakmai értelensheetegjobbak. Sok esetben
eléfordulhat, hogy egy statisztikai értelemben gyengébb modellnsziddg sokkal jobban
magyarazhatd adott szakterlleten, mint a matematikailagikedy. Ugyanakkor a szakmai
szempontok bevonasa kbdzvetlen modon az ilyen jellegdellezésben nehéz, ha egyaltalan
lehetséges.

Ez megneheziti az egységes modellek kialakitdséat is. Feltétéldzbgy univerzalisan jo
modell altalaban nem feltétlenll alakithatdé ki még ugyanolgdiegi adatsorok esetében
sem, igy lokalis optimumokra tudunk térekedni matematikai midal
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OsszEFOGLALG Egy konkrét példan keresztiil szeretném bemutdtagy a
lehillési és azzal analog folyamatok hogyan targyalh&ti@épiskolai matematikai
mdbdszerekkel, és az eredmény hogyan egyezietisstze a differencidlegyenlettel
valé megoldas eredményével.

ABSTRACT. | wish to present a possible treatment of coeliramd analogous
processes using only basic mathematical technifguesmlving a proper example. |
compare the result to the solution gained by audifitial equation.

1. Bevezetés

A kozépiskolai fizika oktatasa soran j0 néhany példa talalhaté argy, aatargyalt
jelenség analitikai megkdzelitését olyan problémak teszik lehetétldrogy a didk nincs
birtokdban azoknak a matematikai ismereteknek, amelyek az adott problégudasat
egzaktul szolgaltatndk. Egyik ilyen jelenségcsoport élésih folyamatok és az azzal analog
jelenségek, mint példaul a radioaktiv bomlés, vagy az egyen&ieanikoroknél az aram
megszakitasakor lejatsz6édd tranziens jelenségek. De ezekhez hastmpmihatok a
telitodési jelled folyamatok, mint példaul az adott kéilkémérsékletre tortéhfelmelegedés
vagy az aram bekapcsolasakor lejatsz6do tranziens folyamatok. A kémdsik az, hogy
hasonlé alaka differencialegyenlet irhatd fel mindegyik folyamatra, arekla megoldasa
egyszeii, amde a differencial- és integralszamitast nem tanul6 kozépmsll@iem talalhato.
Néhany esetben viszont — amikor a feladat szamadatai ,szépek” — alzt egzgoldast
szolgaltatd figgvény egészen ol kozelithetsak kozépiskolds matematikai eszkdzoket
felhasznalva. Ennek bemutatasara alkalmas az alabbi feladat, amely évekitehdsgligat-
magyarorszagi Egyetemen oktatott Matematika Il. tantargy diftexkgyenletek
témakdrének bevezepéldaja volfl]. Ezt a feladatot éppen ,szép” szamadatai és viszonylag
egyszefi, amde oOtletet kivand megoldasa miatttiikitk a 2016-os Vermes MiklGs
Nemzetkozi Fizikaversenydtian kategoriajaban [2].

2. A konkreét feladat

»A kemenceéldl kiszedett kenyér dmérséklete 120 °C, 30 perccel &b 60 °C. Mikor
lesz a kenyér dmérséklete 40 °C, ha azdéten alland6 kiks homérséklet 30 °C? A
megoldashoz alkalmazza a Newton-féle wléki torvényt, mely szerint egy test
homérsékletvaltozasanak a sebessége aranyos a test és a kornyezete kozotti
homérsékletkulonbséggel.”



56 Barta Edit

3. Megoldasok

Harom megoldast fogok ismertetni, amelyéklaz el$ az egzakt démérseklet-id
flggvényt szolgdltatd differencialegyenletes megoldas, a masiké keedig a
kozépiskolasoknak is bemutathatd eljaras. Mindharom megoldas d@msmaljuk a
kovetked jeldléseket:

T, T(t) : a kenyeér pillanatnyidmérséklete,

To : a kenyér kezdetidmérsékleteTo = 120 °C),
Tk : a kil$ homérséklet Tk = 30 °C),

tm : a kégbbi mérésig eltelt idl (tn = 30 perc),

Tm : atm id6pontban mért émérséklet Tm = 60 °C).

1. Megoldas
A Newton-féle lelilési toérvény differencialis alakja:

dT

Ez egy szétvalaszthatd valtozéju kozonseges differencialegyenleynakela kezdeti
feltételeket is figyelembe véunegoldasa:
T(t) = (To — Ti)e™ + Ty,
ahol a 1/id6 dimenzidjd mennyiség, a k#sbi idépontban mért eredményekb
meghatarozando allandé. Behelyettesitve a mért adatokat a megoldasba:
Tm = (To — Ty)e*'™ + T,
1
Tm - Tk>tm
To — Tk
kifejezést kapjukoa-ra. Ezt visszahelyettesitve a megoldasba és az atalakitasokat elvégezve
kovetked exponencidlis fliggvényt kapjuk a kenyér pillanatriyniérsékletére:

xX= ln(

t

)™+ T 1)

Tim—Tg
To—Tk

T(8) = (T = Tio) (

Altalabana-t vagy kiszamoljak szam szerint, és beirggkitevsjébe, vagy kisérletekid
meghatarozandd paraméterként tuntetik fel, déraénséklet-id fliggvényt mindenképpea
alapu exponencialis fliggvényként irjak fel. Most azért célsamégis paraméteresen
visszahelyettesitenlink ag alapu flggvénybe és egysigitenink, hogy az igy kapott
megoldast 6ssze tudjuk hasonlitani a kézépiskolas megoldaséergéirel.

Megjegyezzik, hogy a radioaktiv bomlastorvényt is két alaklzakt& megadni, az

t
egyik (N = Noe"“) e, a masik N = N,2°7) 2 alapu exponencidlis fuggvény. Abomlasi
allando és ar felezési id kozott analdég kapcsolat all fenn, mint esetlinkberwas atm
kozott.

2. Megoldas

A lehilési torvény értelmében

AT T
At e

Célszetien At-t valasszuk 1 percnek, ez ,elég kicsi”. gy ailiési torvény alakja:



Lehiillési folyamat vizsgalata kdzépiskolai médszerekkel 57

AT = c(T —Ty),

ahol AT az 1 percre juté dmérsékletcsokkenég, a mért eredményekb meghatdrozandé
aranyossagi tényéz

Jelblje ATo a [0;1], AT: az [1;2], AT. a [2;3], ..., ATh1 az [n-Ln], ... perc
idéintervallumban bekovetkézhomérsékletcsokkenést (pozitivegllel!), To, T1, T2, ... Tn ...
pedig a kenyér dmérsékletét @ = 0, 1, 2, ...n, ... perc idpillanatokban. A megoldast,
fogja szolgaltatni.

A hémérseékletcsokkenésekre felirhato:

ATO = C(TO - Tk) = CTO - CTk,
ATl == C(Tl - Tk) = CTl - CTk,
ATZ = C(TZ - Tk) = CTZ - CTk,

AT,y = ¢(Tpoqy — Ti) = Ty — Ty,

A hémérsékletekre felirhato:
Ty, =Ty — ATy =Ty — cTy + cTy, = To(1 —c) + cTy,
T, =Ti(1—c)+cTy,
T; =T,(1 —c) +cTy,

T, = Th_1(1 —c) + cTy,

lly médon az egész percekben méshbémérsékletekre egy rekurziv médon megadott
sorozatot irtunk fel. Ennek éaltaldnos tagja a behelyettesitésekeegislet kiemeléseket
végrehajtva a kovetkézlakban irhaté fel:

T,=To(1—c)"+cT[A-c)"1+@A-c)"2+-+(1-c)+1].

A sziOgletes zarojelben l18vWsszeg egy olyan mértani sorozateldagjanak az 6sszege,
amelynek el§ tagja 1, kvéciense (&). Zart formaban felirva az 6sszeget:

qg"-1 (1-o"-1 1-(1-0o)"
q—1 1—-c—-1 c '
Ezt behelyettesitv&nr-be és az atalakitdsokat elvégezve kapjuk:
T, = (Ty —Ti)(1 = )" + Tg.

A c paramétert illetve az &-mennyiséget a 30. perc végén méémirsékletbl
hatarozhatjuk meg.

Sn=a1

Tm=To—T)(A =)™+ Ty
1

Ty, — T\
1—c=< ) .
To =Ty

Visszahelyettesitve a kovetkemegoldast kapjuk:
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n

)E + T, )

Tm—Tk
To-Tk

T, = (T =T (

Megoldasunk tehat egy szamsorozat, méghozza egy mértani soroggneltagjai az
egész percekben mérhdtomérsékletet adjak meg.

Hasonlitsuk 6ssze (1)-gyel, azaz a differencialegyenlettel kapabldéssal! Lathato,
hogy a két megoldas teljesen hasonld, mindéssze annyi abké@nhogy mig (1) folytonos
fuggvény, amelynek értelmezési tartomanya a nem negativ valds szdak(2) egy olyan
diszkrét fuggvény, amelynek értelmezési tartomanya a természetes drdlmaka. Az egész
percnyi idpillanatokban a két fliggvény azonos értékeket vesz fel. De ennéistidifesul:
ha az idt tovabbra is percekben szamoljuk, akkor t@tsges, nem feltétlenil egész percet is
behelyettesithetiink (2)-be, a kapotintérsekleti érték pontos lesz! Egyetlen atirassal (
helyettt) folytonossa tehetjik a sorozatunkat, és megkapjuk az egzakldastgo

A konkrét feladat megoldasa adatainkkal:

1\30
T, = 90 <§> +30,

illetve
t

T(t) = 90 (%)ﬁ +30

A feladat kérdése, hogy metyre leszT, = 40 °C.

1\30
40=90(§) +30

Az exponencidlis egyenletet megoldva 60 adddik, tehat 60 perc mulva lesz a kenyér
hémeérséklete 40 °C.

3. Megoldas

Van az ebzénél egyszdibb megoldas is, amely azon az o&tleten alapul, hogy a
hémérsékleti skala nullpontjat eltoljuk +30 °C-ba. Ezt megteketjiiszen mind a
homérsékletaltozas mind pedig a émérsékletilonbsédliggetlen attol, hogy admérsékleti
skdlan hol helyezkedik el a nullpont. A kiindul6 adatok ésfetadat kérdése a
kévetkedkeppen modosulTo = 90 °C, Tso = 30 °C, Tk = 0 °C. Mikor lesz a kenyér
hémérséklete 10 °C?

A lehilési torvényalakja:

ATT
At

At-t most is 1 percnek valasztjuk, igy
AT = cT.
Az (n-1)-edik kmérsékletvaltozas:
ATh-1 =Ty,
a hbmérsékletek:



Lehiillési folyamat vizsgalata kdzépiskolai médszerekkel 59

T1=T0_ATO=TO_CTO=T0(1_C)
T2:T1_AT1:T1_CT1 :Tl(l_c):To(l_C)z

Th=To(1—o)"

A mért értéket behelyettesitve:

a keresett fuggvény:

A modositott adatok behelyettesitését és a végeredmény sziarksszaimolasat az
olvasora bizom.

Lathatd, hogy ez utébbi megoldas sokkal egyigderaz ebzonél, hatranya, hogy nem
minden esetben alkalmazhato.

4, Osszefoglal6

irasomban két lehetséges maddszert ismertettem az exponencialis éatdehygmatok
kozépiskolai matematikai eszkdzOkkel valé targyaldsara. A konlal@éddtot a verseny
résztvewi kozul senki nem az &ltalam megadott megoldasok valamelyikévgbzia ki.
Eppen a feladat ,szép” szamadatai tették ket feladat végeredményének megsejtését:
.ha 30 perc alatt a kezdetbimérséklet a kuthoz képest kétharmadara esik vissza, akkor
innen tovabbi kétharmadara is feltételedbat ugyanannyi id alatt esik vissza.” Ezen
megsejtéshez alkotott a diakok egy része képletet, levezetéstofishiedypes eredményt. Egy
versenyd prébalkozott differencialegyenletted pirtokaban volt ennek az ismeretnek), egy
pedig megsejtette, hogy az ilyen jellefplyamat ,valami exponencialis fliggvénnyel irhato
le”, és ezen gondolat alapjan oldotta meg a feladatot helyesen. d@nallfilsdgosan szép
szamadatok néha megfosztjak a tanart attél adeégbl, hogy megmutassa az altalanosabb,
szélesebb korben is alkalmazhaté megoldast.
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