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ELECTRICAL DISCHARGES IN HIGH VACUUM*
By

G. S c h m i d t **
CENTRAL R ESEA RCH  IN ST ITU TE O F PHYSICS, D EPA R T M E N T OF ATOMIC PHYSICS 

(R eceived  : IX . 20. 1955)***

M easurements have been m ade to investigate th e  mechanism o f  th e  breakdown in  
high vacuum  and of the discharge preceding the breakdow n. The results o f  the m easurem ents 
have been at variance w ith  the theory o f  V an  d e  Gr a a f f  and T rum p as w ell as w ith  that 
o f  Cr a n b e r g  and have clearly shown th a t the m echanism  o f a breakdown in  high vacuum  
is identica l w ith  the even ts observed b y  B oyle  and al. at very low vo lta g es . Thus it was 
found possible to form a uniform  picture by which m any already wellknow n phenom ena can  
be explained.

1. In troduc tion

W hen  reducing  th e  gas p ressu re  in  a d isch arg e  tu b e  i t  is observed  th a t  
a t  v e ry  low  p ressures, w here th e  free p a th  o f th e  electrons is g re a te r  th a n  th e  
e lec trode  d istance , th e  c h a ra c te r  o f th e  d isch arg e  changes fu n d a m e n ta lly . 
T h is ty p e  o f electric  d ischarge is generally  k n o w n  as v acu u m  d ischarge . T he 
c h a ra c te r  o f th e  d ischarge  is a c tu a lly  in d ep en d en t o f the  q u a lity  an d  p ressu re  
o f  th e  gas a t an  e lec trode  d is tan ce  o f a few m m , resp . cm for p ressu res o f less 
th a n  10“ 4 m m  H g ; dependence  on these b e in g  observed o n ly  w hen  surface 
q u a litie s  of th e  electrodes a re  effected . T his gas d ischarge ’’w ith o u t gas” 
m akes i t  possible to  exam ine th e  electrode e v e n ts  of a n o rm al gas discharge 
on th e  one h an d , an d  is o f g rea t p ra c tic a l im p o rta n c e  when d esig n in g  acce le ra t
in g  e lectrodes of e lec tro s ta tic  accelera to rs a n d  w hen o p e ra tin g  X -ray -b litz  
devices, on th e  o th e r h an d .

A v acu u m  d ischarge m ay  occur a t  low v o lta g e  (a few kV ) as well as a t 
h igh  v o ltag e  ; th e  p h enom ena  in  th e  tw o g roups being ex p la in ed  b y  d ifferen t 
m echan ism s. The prob lem s in  connec tion  w ith  d ischarges a t  h ig h  v o ltage  are 
th e  m ost con tro v ersia l and  u n c la rified . The p re se n t paper c o n ta in s  a c ritica l 
analy sis  o f theories dealing  w ith  th e  la tte r  effec t. A n a tte m p t a t  in te rp re tio n  
o f th e  p henom ena leads to  th e  conclusion th a t  th e re  is no e ssen tia l d ifference 
b e tw een  th e  b reakdow n  a t low  or a t  high vo ltag es .

2. The theory  o f  the  e lec tron -ion  exchange

T he m ost n a tu ra l  ex p la n a tio n  as to  the  m echan ism  of th e  phenom enon  
w ould  be to  a t tr ib u te  th e  v a c u u m  breakdow n  to  th e  cold em ission  e lectrons

* Prepared for the press by L. K eszthelyi
** N ow  at the Israel Institute o f  Technology, H aifa , Israel.

*** Revised version VII. 1. 1957 1
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G. SCHM IDT

p ro d u ced  b y  th e  s tro n g  fie ld  occu rring  a t  th e  ca th o d e . M easurem ents have 
been  m ad e  b y  V a n  d e  G r a a f f  and  T r u m p  concerning th e  b reakdow n occurring  
be tw een  a sta in less stee l b a ll and  a p lan e  electrode a t  v o ltag es  up to  700 kV  [1]. 
T h ey  fo u n d  th a t  th e  fie ld  s tre n g th  a t  th e  ca thode p ro d u c in g  a b reak d o w n  was 
m ore th a n  3 M V/cm a t  0,1 m m  d is tan ce  o f th e  elec trodes, w here as i t  w as low er 
th a n  100 kV /cm  a t  70 m m  d istance . T h u s it  was assu m ed  th a t  th e  critical 
co n d itio n  for b reak d o w n  depends n o t  on ly  on th e  f ie ld  s tren g th  b u t  also on 
th e  ab so lu te  v a lu e  o f th e  vo ltag e . A ccord ing  to  th e  a ssu m p tio n  of th e se  au th o rs  
each  e lec tro n  e m itte d  b y  th e  ca th o d e  p roduces a p o s itiv e  ion w hen im p in g in g  
on th e  anode, th ese  ions releasing  in  th e ir  from  se c o n d a ry  electrons b y  th e ir  
im p a c t on th e  ca th o d e . T he c ritica l s ta te  sets in  w h en  th e  num ber A  o f  ions 
p ro d u ced  b y  one e lec tro n  an d  th e  n u m b e r В  o f e lec tro n s  released b y  one ion 
fu lfill th e  cond ition  A  • В  1. In  such  cases c h a in  m u ltip lica tio n  o f th e  
process in itia te s  a b reak d o w n .

V a n  d e  G r a a f f  an d  his co llab o ra to rs  as well as o th e r  au tho rs h a v e  m ade 
m a n y  m easu rem en ts  to  d e te rm in e  A  an d  В  [1], [2 ], [3], [4] a n d  [5]. The 
re su lts  o f all th ese  m easu rem en ts  c o n tra d ic t th e  ab o v e  th eo ry  n a m e ly  A B  
alw ays p ro v ed  to  be m u ch  sm aller th a n  1. All th e  sam e  th is  th e o ry  h as  no t 
y e t b een  ab an d o n ed .

I n  o rder to  check  th e  co rrec tness o f th e  above assu m p tio n  we h a v e  m ade 
m easu rem en ts  to d e te rm in e  th e  ra tio  o f e lectrons a n d  positive ions p roduced  
in  a v a cu u m  d ischarge . F o r th is p u rp o se  we have  p e rfo ra te d  one o f  th e  two 
p lane  e lectrodes p ro v id in g  it  w ith  a g rid  ; th e  p a rtic le s  passing  th ro u g h  
th e  g rid  w ere th e n  c a p tu re d  by  an  in su la ted  d ial t a r g e t  (Fig. 1). A lte rn a tin g

Fig. l a .  Apparatus for m easuring electron/ion  ratio. 1. H igh -voltage electrode, 2. Grounded
grid electrode, 3. Target electrode

th e  p o la r ity  o f th e  e lec trodes a lte rn a te ly  positive  ions and e lec tro n s  were 
c a p tu re d  b y  th e  ta rg e t . T he d is tan ce  b e tw een  th e  e lec trodes was a b o u t 1 m m , 
th e  v o ltag e  20— 30 kV . In  o rder to  p re v e n t a b reak d o w n  from d e s tro y in g  the
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electrodes, we in serted  a p ro te c tiv e  re s is tan ce  of 100 M Ö in  th e  c ircu it. T he 
v o ltag e  w as a d ju s te d  to  o b ta in  equal c u r re n t  a t  b o th  p o la ritie s  (e. g. 100 /лА). 
As a re su lt o f th e  m easu rem en t th e  p ro p o rtio n  of negative  to  p o sitive  p a rtic le s  
was found  to  be 1000 : l . 1

lb. Photograph of the grid electrode

The resu lt o f ibis m easu rem en t is in  accordance w ith  the pub lished  
m easu rem en ts  o f  th e  coefficients A  and  В  [1 ], [2] and  [3] an d  disagrees w ith  
th e  th e o ry  o f exchange. T heore tica lly  th e  low  values (10 4— 1СГ3) o f th e  
coefficient A  are qu ite  accep tab le  too since i t  is d ifficult to  ex p la in  an en erg y  
tra n s fe r  b y  an  elec tron  im p in g in g  on a m e ta l  ion ab o u t 10s tim es its  m ass 
w hich would force the  ion to  d e p a rt from  th e  m eta l.

3. The clum p th eo ry

C ranberg ’s theory  gives an  en tire ly  d iffe re n t e x p lan a tio n  of th e  p h e n o 
m enon  o f v a cu u m  breakdow n . A ccording to  his a ssu m p tio n  owing to  th e  
s tro n g  field  a t  th e  electrode su rface  m acroscop ic  pieces a re  to rn  from  th e  
e lectrodes an d  th e se  colliding w ith  th e  o th e r  e lectrode p ro d u ce  th e re  a 
h igh  local rise in  te m p e ra tu re . T h is w ould ex p la in  th e  c ritica l cond ition  o f th e  
b reak d o w n  b e ing  d ep en d en t b o th  on th e  v o ltag e  and  th e  fie ld  s tre n g th . 
To prove his s ta te m e n t C r a n b e r g  has sh o w n  th a t  th e  m easu rem en ts  o f [1  ] 
an d  also o th e r m easu rem en ts can  be in te rp re te d  b y  th is th e o ry . H is a s su m p 
tio n  seem s to  be su p p o rted  b y  m e asu rem en ts , w here a m a te r ia l  m ig ra tio n  
h as  been found  before [7] an d  d u ring  [8] th e  b reakdow n.

1 In the m eantim e a paper was published b y  B o u r n e  [9]. He m easured the e lec tro n - 
ion ratio in a different way and obtained  in respect o f  steel electrodes results in agreem ent 
w ith  the above.
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T he m a in  d iff icu lty  o f th is  th eo ry  lies in th e  fa c t t h a t  very  sm all e le c tro 
s ta tic  forces a re  a t  p la y , h a rd ly  capab le  o f overcom ing  th e  cohesion fo rces 
o f th e  m a te r ia l. F o r in s ta n c e  in  m easu rem en t [1] a b reak d o w n  occurs a t  
100 kV /cm  w ith  a co rrespond ing  pow er d en sity  F  — 0 E 2 =  4,4 g /c m 2,
b u t  even  su p p osing  th a t  a t  som e p a r t  p ro tru d in g  due to  th e  surface u n ev en n ess  
o f th e  e lec tro d e  th e  f ie ld  s tre n g th  in creases  100 tim es we do no t g e t m o re  
th a n  F  =  44 kg /cm 2. T h is value is v e ry  sm all co m p ared  w ith  the  s t r e n g th

Vacuum

Fig. 2. 1. H igh-voltage term inal, 2. Porcellan insulator, 3. Iron yoke, 4. M agnetic coil, 
5. H igh-voltage electrode, 6. Adjustable grounded electrode, 7. Yacuum m eter

lim it o f th e  e lectrode m a te ria ls  (<~ 1000 k g /cm 2). S ince, how ever, th e  th e o ry  
gives a sa tis fa c to ry  ex p la n a tio n  for th e  re su lts  re p o rte d  in  [1] we co nsidered  
i t  w o rth  w hile to  c a rry  o u t a con tro l ex p erim en t.

T he p rin c ip le  o f  m easu rem en t is th e  follow ing. U sing steel e lec tro d es 
a m ag n e tic  fie ld  from  a coil para lle l to  th e  electric  fie ld  causes an  effect o p p o site  
to  th e  la t te r .  T he m ag n e tic  fie ld  m akes th e  iron  pieces s tick  to  th e  e lec tro d e . 
I f  C ran b erg ’s a ssu m p tio n  is co rrec t, b reak d o w n  m u st n o t  occur, w hen a p p ly in g  
an  a d e q u a te  m ag n etic  f ie ld  ; or a t  le a s t i t  shou ld  occur on ly  a t  h igher v o ltag es . 
W e ca lc u la ted  b o th  th e  forces ac ting  on a b a ll p laced in  a n  electric  and  a m agne-
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tic  field , respec tive ly  and  in  respect o f th e  la t te r  verified  o u r resu lts e x p e ri
m en ta lly . T he m agnetic  fie ld  app lied  w as a b o u t 350 G auss, w hich  com pensa tes 
a te a rin g  force produced  b y  an  electric  f ie ld  of ab o u t 105 Y /cm . T here  w as, 
how ever, no difference in  th e  resu lts f ro m  th e  m easu rem en ts  effected  w ith  
and  w ith o u t m agnetic  fie ld , n o r in  th e  c u rre n ts  p reced ing  th e  b reak d o w n  or 
in  th e  values o f th e  b reak d o w n  vo ltage . T h e  electrodes w ere  sim ilar to  th o se  
used  b y  V a n  d e  Graaff  an d  T rum p  w ith  th e  difference t h a t  th e  non -m agnetiz- 
able s ta in less-stee l electrodes h a d  to  be ex ch an g ed  for n o rm a l steel e lec trodes. 
T he m easuring  a rran g em en t is show n in  F ig . 2.

W ith  th e  sam e a rra n g e m en t we m ad e  th e  follow ing m easu rem en t : 
th e  d a rk  d ischarge  prior to  th e  b reak d o w n  is followed b y  an  X -ray  ra d ia tio n .

F o r a fixed  v o ltag e  the  flow  o f cu rren t v aries w ith  th e  electrode d is ta n c e . 
T he p o te n tia l being c o n s ta n t the  e ffic iency  of p ro duc ing  b rem sstrah lu n g , 
th e  geom etry , e tc  have no effect, thus w h en  m easuring w ith  a G. M .-coun ter 
th e  in te n s ity  o f th e  X -ray  ra d ia tio n  w ill be  p ro p o rtio n a l to  th e  n u m b er o f 
e lec trons in v o lv ed  in  the  d ischarge . R e su lts  o f such m easu rem en ts  are sh o w n  
in F ig . 3. I t  c an  be seen, t h a t  th e  n u m b e r o f  electrons is p ro p o rtio n a l to  th e  
cu rren t. T hese m easu rem en ts while re n d e rin g  the  clum p th e o ry  im p ro b ab le  
a t  the  sam e tim e  also su p p o rt our re su lt , according to  w hich  the  e lec tro n s 
are p resen t in  th e  discharge in an  overw helm ing  m a jo rity  as com pared  to  th e  
positive ions. A ccording to  som e a u th o rs  [10] th e  n eg a tiv e  ions also p la y  
an  im p o r ta n t p a r t  in  the  d ischarge. T h is  assu m p tio n  too  is co n trad ic ted  by  
our m easu rem en ts . N am ely , i t  is h a rd ly  accep tab le  th a t  th e  p ro b a b ility  o f 
e lec tron  em ission and  c lum p -tearin g  a n d  ion  em ission, resp ec tiv e ly  sh o u ld  
all depend  in  th e  sam e m a n n e r on th e  e lec tric  field  (causing  th e  ch an g e  
of th e  c u rre n t) .

Fig. î .  Counts versus current curve
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A ll o u r m easu rem en t p rove , in  acco rd an ce  w ith  o u r assum ption , t h a t  
on ly  th e  e lec tro n s p lay  an  im p o r ta n t p a r t  in  th e  phase o f  th e  d ischarge p r io r  
to  the  b reak d o w n .

4. Investiga tion  o f th e  p re-breakdow n

E x p erien ce  gained in  investig a tio n s concern ing  th e  b reak d o w n  of acce le r
a tin g  e lec trodes in  s ta tic  accelerato rs show s th a t  th e  b reak d o w n  is m o s tly  
p receded  b y  th e  d e te rio ra tio n  of the  v a c u u m . T his suggests th a t  the p re -b re a k 
dow n d isch arg e  involves to  a high degree th e  release o f  gases and  v a p o u rs  
an d  th a t  th e  effective b reak d o w n  tak es p lace  in  th is  gaseous space. T hus th e  
b reak d o w n  c a n  be d iv ided  in to  tw o in d e p e n d e n t sections.

1. P re -b reak d o w n  d ischarge  w hich consists  in  th e  release of the  e lec tro n s 
from  th e  ca th o d e .

2. T he p re -b reak d o w n  d ischarge re leases v ap o u r a n d  gas from  one (o r 
b o th ) o f  th e  e lectrodes, th e  pressure b e tw een  the  e lec trodes increases a n d  
th u s  th e  a c tu a l b reak d o w n  becom es a com m on  gas d ischarge .

In  o rd e r to  s tu d y  th e  m echan ism  o f th e  p re -b reak d o w n  d ischarge w e 
f ir s t  ex am in ed  w heth er th e  critical fie ld  s tre n g th  decreases w hen g re a tly  
increasin g  th e  electrode d is tan ce . C ritical fie ld  m eans here  th e  g rad ien t a t  th e  
ca th o d e  a t  w hich  a given c u rre n t flow s. T h e  m easu rem en t w as m ade w ith  th e  
eq u ip m en t show n in F ig . 2 w ith  e lectrodes sim ilar to  th o se  in  the  above e x 
p e rim e n t. In  th e  course o f several m easu rem en ts  it  h as  been p roved  t h a t  
rep ro d u cab le  re su lts  could on ly  be o b ta in ed  a t  low in ten sities  w hen th e  m easu re 
m en t w as o f  sh o rt d u ra tio n . T yp ical cu rv es  are show n in  F ig . 4. I t  can  be  
seen th a t  th e  fie ld  in te n s ity  req u ired  to  p ro d u ce  a g iven c u rren t shows f i r s t  
a ten d e n c y  to  decrease and  la te r  becom es n ea rly  co n stan t. T his is in com p le te  
ag reem en t w ith  th e  w ork  o f  B o y l e , K i s l i u k  and Ge r m e r  [ 11] whose p a p e r  
has been  p u b lish ed  while o u r m easu rem en ts  were going on and  w ho m ad e  
s im ila r m easu rem en ts  in  connection  w ith  th e  problem  o f electric c o n ta c ts  
a t  m uch  low er vo ltages ( <  2000 Y). As is also  ind ica ted  b y  these  au th o rs  su ch  
a sm all v a lu e  an d  decrease o f th e  fie ld  s tre n g th  does n o t  co n trad ic t th e  a s 
su m p tio n  t h a t  th e  cu rren t is of cold-em ission origin. O w ing to  th e  u n ev en n ess  
o f th e  ca th o d e  surface th e  m ax im u m  fie ld  s tre n g th  p ro d u ced  a t the  e m ittin g  
peaks is /?-tim es th e  m acroscopic ca th o d e  g rad ien t E , ß increasing  f irs t ra p id  
th e n  m ore slow ly w ith  grow ing electrode d istance .

To p ro v e , how ever, d irec tly  th a t  th e  p re -b reak d o w n  discharge h as  in  
fa c t th e  c h a ra c te r  of a cold em ission, we h a v e  to  show th a t  th e  re la tion  b e tw een  
th e  fie ld  s tre n g th  and  c u rre n t in te n s ity  follows th e  F ow ler-N ordheim  law . 
F o r th is  p u rp o se  we p lo tte d  th e  cu rren t-v o ltag e  fu nc tion  a t  a given e lec tro d e  
d is tan ce , ta k in g  care th a t  th e  reco rd ing  o f  each  p o in t shou ld  tak e  a sh o rt t im e
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o n ly  as o therw ise  th e  re su lts  could n o t h a v e  been rep ro d u ced . In  case o f  cold 
em ission  th e  curves ln  I  — f ( l [E )  h a v e  to  be alm ost lin e a r  [12], [13], [14] 
a n d  [15] (F ig . 5). As we m a y  notice th is  cond ition  is fu lfilled , the  d ifference 
bein g  th a t  in  case of h igh  cu rren t in te n s itie s  th e  curves d ev ia te  dow nw ards 
fro m  th e  lin ea r. W e shall re tu rn  to  th e  cause of th is  la te r  on. Q uite s im ila r 
cu rves have  been  o b ta in ed  b y  B o y l e  a n d  al. [11] a t  o therw ise  ab so lu te ly

Fig. 4. V oltage ( --------- ) and cathode gradient ( ............. ) at constant current as a function
o f electrode separation

d iffe ren t cond itions. T he curves can be  e v a lu a te d  as usual. A ssum ing fo r w ork  
fu n c tio n  V a — 4 eV,  a t d =  0,1 m m  we o b ta in  /3 =  60 a n d  a t d =  1,0 m m . 
ß  =  190 from  th e  slopes o f  th e  s tra ig h t lines. These values o f ß are to o  g rea t 
i n com parison  w ith  those  ob ta in ed  b y  S chottky  who e s tim a tes  th e m  to  be 
o f  th e  o rd er of 10 [16]. H is ca lcu la tions how ever, are v e ry  ro u g h  and  we h av e  
to  ta k e  in to  considera tion  th a t  am ong th e  m illion  or so m icropeaks th a t  h av in g  
th e  h ig h es t ß will em it ; c e rta in ly  s ta tis t ic a lly  even v e ry  p o in ted  peaks m u st 
occur. T here  m ig h t also be places w here  V a is considerab ly  sm aller th a n  4 eV
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due to  th e  im p u ritie s . The va lu es  rep o rted  h e re , how ever, a re  w ith in  rea so n ab le  
lim its .

O n th e  basis  o f th e  cu rves we have an  o th e r  fu r th e r  p o ssib ility  for check- 
ing  th e  e s tim a te  fo r th e  ß-s. T he ra tio  o f th e  ß-s b e long ing  to  tw o d iffe ren t 
curves can  also be o b ta in ed  b y  p lo ttin g  th e  ra tio  of th e  E-s  co rrespond ing  to  
th e  po in ts  o f th e  curves a t  I  =  const. (H ere  i t  was assu m ed  th a t  th e  a re a  
of e m ittin g  surfaces was id en tica l for b o th  curves.) T h is contro l also fu lly  
su p p o rte d  o u r s ta te m e n ts .

F ro m  th e  in te rsec tio n  p o in ts  o f th e  s tra ig h t lines w ith  th e  1/E ax is w e

m

Fig. 5. L n l versus l jE  curves w ith  different electrode separation as parameter

m ay  drow  conclusions as to  th e  area of th e  em ittin g  su rface . The o rd e r o f  
m a g n itu d e  of th e  surfaces th u s  ca lcu la ted  is ^ - 1 0 '12 cm 2. T h is resu lt in d ic a te s  
th a t  th e  em ission takes p lace from  very  p o in te d  peaks an d  th u s  the big v a lu es  
for ß a re  ju s tif ie d .

T he sy s te m a tic  d e v ia tio n  o f th e  cu rves from  th e  s tra ig h t line is e a sy  
to  ex p la in  on th e  basis o f th e  above re su lts . 10-5 A  m ean s a cu rren t d e n s ity  
of 107 А / cm 2 on  a surface o f  10 12 cm 2, w here  th e  em ission is a lread y  lim ite d  
b y  th e  space charge . T his has a lread y  b een  observed  on  single w ell-defined  
peaks [14], [15].

U sing th e  above re su lts  m an y  p h en o m en a  w hich h av e  up to  now  re 
m ain ed  u n ex p lan ied  m ay  now  be acco u n ted  fo r. I t  is ob v io u s for in stan ce  w h y  
in  o rd e r to  o b ta in  rep ro d u c ib le  re su lts  i t  is necessary  to  re s tr ic t oneself to  
sm all c u rre n ts  a n d  sh o rt tim es  o f o b se rv a tio n . As a m a t te r  o f  fa c t high c u rre n t 
d e n s ity  is su ffic ien t to  m e lt th e  m icropeak  in  consequence o f w hich its  su rfa c e
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a n d  form  change . The em ission in  th is  case  m ay  be tra n s fe r re d  to  a n o th e r  
p eak , or it  m a y  con tinue on th e  sam e p e a k , b u t  w ith  a d iffe ren t value o f  ß. 
The re su lt o f  a m easu rem en t o f  longer d u ra t io n  (abou t h a lf  a m in u te  per point),

Fig. 6. Voltage versus electrode separation at constan t current, obta ined  by prolonged  
m easuring of every  point. The arrows show the order o f obtaining the ind ividual points. The  

solid lines belong probably to  d ifferent em itting peaks

is p lo tte d  in  F ig . 6 w hich show s how  th e  c h a ra c te r is tic  o f th e  em ission ch an g es. 
T he peaks f la t te n  in  g enera l a f te r  th e  m e ltin g , th e  sam e c u rre n t req u ires  a 
h ig h er vo ltag e , th e  ca thode ’’gets b e t te r ” . T h is is one p h y s ica l reason  fo r th e  
long-used  cond ition ing  of e lec trodes o f acce le ra tin g  tu b e s .

5. The m echan ism  o f  th e  breakdow n

O n th e  basis  o f th e  m echan ism  o f  th e  p re -b reak d o w n  described ab o v e  
th e  process o f th e  b reak d o w n  can be o u tlin e d  as follows. T he e lectrons p ro 
d uced  b y  a sm a ll em ittin g  p e a k  h it th e  an o d e  causing th e re  a g rea t local rise  
in  te m p e ra tu re . C alcu lating  fo r in s tan ce  w ith  a c u rre n t o f  100 /iA  a n d  a



10 G. SCHM IDT

v o ltag e  o f 100 kY  one o b ta in s  an  o u tp u t  o f  10 W  w hich a ffec ts  a v e ry  sm all 
a rea  o f th e  an o d e  surface. T h is is q u ite  su ffic ien t to  p ro d u ce  local o u tb re a k s  o f  
gases a n d  v a p o u rs . In  th e  gaseous space th u s  produced  th e  electrons are  io n iz 
ing  an d  th e  p ro d u ced  p o sitiv e  ions on th e  one h an d  increase  th e  field  in te n s i ty  
a t  th e  c a th o d e  b y  fo rm ing  a space ch arg e  [11] while on th e  o ther h a n d  th e y  
increase  th e  electron ic  f lu x  b y  in d u c in g  secondary  e lec tro n s . The p ro cess  
m u ltip lie s  a u to m a tic a lly  a n d  soon g en e ra te s  so m uch gas th a t  a reg u la r  gas 
d ischarge  occurs. T hus we h av e  a p ic tu re  as to  how th e  m a te r ia l o f th e  a n o d e  
m ig ra te s  to  th e  ca thode a n d  th is  ex p la in s  w hy  a sm aller ca th o d e  g ra d ie n t is 
need ed  to  in i t ia te  a b reak d o w n  a t h igher v o ltag e . In  such  cases sm all em ission  
c u rre n ts  p ro d u ce  g rea te r o u tp u t  on th e  a n o d e , th u s a re lease  of gas s ta r ts  al-

Fig. 7. Surface o f  an electrode after several vacuum  breakdowns

read y  a t low er fields. F ig . 7 show s h ig h g rad e  m elting  a n d  destru c tio n  o f  th e  
e lec trodes a f te r  a few b reak d o w n s th e  e lec trodes o rig in a lly  show ing a f in e ly  
po lished  e lec tro d e  su rface .

I t  is in te re s tin g , how ever, th a t  V a n  d e  G raaff  a n d  T rum p  have re p o r te d  
b reak d o w n  a t  v e ry  high v o ltag es  even a t  a v e ry  sm all c a th o d e  g rad ien t. B u t  a 
th o ro u g h  ex am in a tio n  o f th e ir  curves show s th a t  th e y  d id  no t plot th e  fie ld  
s tre n g th  occu rring  a t th e  ca th o d e  b u t th e  m ean  field  p ro d u c e d  by  th e  r e la tio n  
U/d. In  case o f  a sphere a n d  a p lane e lec tro d e  th e  m a x im u m  field  s t r e n g th  
on th e  su rface  of th e  sphere  is h igher a t  g re a t d istances th a n  th e  one p lo tte d . 
The co rrec ted  curve to g e th e r  w ith  th e  o rig in a l one is show n in  Fig. 8. I t  is o f 
in te re s t to  no tice  th a t  th e  curves show  an  ascending ten d en cy  for g re a te r  
d is tan ces . T h is can  have sev era l causes. F ir s t  m ore gas is needed  a t a g re a te r  
e lec trode  d is tan ce , on th e  o th e r  h a n d  th e  conditons o f  gas con d u c tan ce , its  
p u m p in g  o ff b y  th e  p u m p  a re  m uch b e t te r .  A no ther cause  rr ay  be h ig h e r  
sc a tte r in g  o f  th e  elec trons em erging from  th e  ca thode a t  a g rea ter e lec tro d e  
d is tan ce , th u s  im pinging  on  a la rg e r anode  surface. F o r h e a tin g  a la rger a n o d e
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su rface , how ever, a h igher o u tp u t is n eed ed  i.e. a t  g rea te r  e lec trode  d is tan ces  
i t  is im p o r ta n t to  im p a rt h ig h er en erg y  to  th e  electrons. E v a lu a tio n  o f  th is  
p rob lem  req u ires  fu r th e r  w ork.

E(HV)cm) Ufk!/)

F ig. 8. The p lot o f T ru m p-Va n  d e  G raaff  and the corrected critical cathode field  strength  
curve. ( ----------) voltage, ( ............. ) field  stren gth , corrected field  strength

I w ish to  express m y  th a n k s  to  P ro f . K . S i m o n y i  fo r his k ind  assis tan ce  
a n d  su p p o rt, to  Mr. L. PÓCS who p a r tic ip a te d  in some o f th e  m easu ring  w ork, 
to  M r. A. R o s a , la b o ra to ry  a ss is ta n t, fo r h is k ind  help in  b u ild in g  th e  a p p a ra tu s  
a n d  help ing  w ith  th e  m easu rem en ts a n d  to  th e  m echan ica l w orkshop o f th e  
D e p a rtm e n t fo r A tom ic P hysics for th e ir  c a re fu l w ork in  ex ecu tin g  th e  n ecessa ry  
e q u ip m en t.
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Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Е  Р А ЗР Я Д Ы  В ВЫСОКОМ В А К У У М Е  

Г. ШМИТ

Р е з ю м е

Производились измерения для исследования электрических разрядов в высоком  
вакууме. Результаты измерения противоречат теории Ван дэ Графа, Трумпа и К ранберга, 
и явно показывают, что механизм разряж ения в высоком вакууме идентичен с явлениями, 
обнаруженны ми Бойлом и др. при малом напряж ении. Это позволило развить единую  
теорию , которая мож ет объяснить и другие, хорош о известные явления.



EFFECT OF MAGNETIC STRAY FIEED ON THE 
LOCATION OF IMAGE IN NUCLEAR SPECTROMETERS

B y

I. B e r k e s

D EPA RTM EN T FOR ATOMIC PHY SICS OF TH E CEN TR A L RESEARCH IN ST IT U T E  FOR PH Y SICS, 
H UN G ARIA N  ACADEMY O F SCIENCES, BUDAPEST

(Presented by L. Jánossy. — R eceived : У. 6. 1957)

In case o f  sectorial m agnetic fields the loca tion  o f im age sh ifts from  its geom etrically  
calculated position  on account o f  a fringing fie ld . W e have calculated the lateral displacem ent. 
This has been com pensated for in  actual m easurem ents by altering the field  in ten sity . The 
calculated alteration  o f field  in ten sity  has been checked experim entally .

M ost m ass sp ec tro g rap h s deflec t th e  ion  beam  b y  m eans of a h o m o 
geneous sec to ria l m agnetic  fie ld  ; som e b e ta -sp ec tro g rap h s  are b u ilt w ith  a 
fie ld  a rran g em en t, w here b o th  th e  source  an d  th e  d e te c to r  are o u ts id e  th e  
deflec ting  sy stem . In  th e  la t te r  case th e  p a rtic le  beam  en te rs  th e  hom ogeneous 
fie ld  b y  passing  th ro u g h  a s tra y  fie ld , a n d  sim ilarly  i t  tra v e ls  again  th ro u g h  
a fring ing  fie ld  w hen leav in g  to  reach  th e  d e tec to r. T he effect of th e  s tr a y  
fie ld  is ta k e n  in to  acco u n t b y  a v ir tu a l  increase d o f th e  d im ension o f  th e  
m agnet (F ig . 1). In  th e  increased  p a r t  o f  th e  secto r one ca lcu la tes  w ith  th e  
to ta l  fie ld  in te n s ity  B0, th e  re s t being ta k e n  as 0. This pole increm en t d w hich  
is p ro p o rtio n a l to  th e  gap  sep ara tio n  к is de te rm in ed  in  a w ay  to  leav e  th e  
to ta l  angle o f deflection  unchanged , w hile th e  position  o f  im age re la tiv e  to  
th e  o b jec t a lte rs . C alcu lations as to  th e  s tra y  fie ld  co rrec tion  for v a rio u s 
locations o f  im age h av e  been  m ade b y  Coggeshall  [1] an d  B a i n b r i d g e  
[2], [3]. O th e r  s tra y  fie ld  corrections h a v e  been ca lc u la ted  b y  P loch  an d  
W alch er  [4] ; th e y  h av e  show n a t th e  sam e tim e  th e  p a r t  p lay ed  b y  s t r a y  
fields in  th e  ab e rra tio n  o f  th e  location  o f  im age. W ith  a g iven a rra n g e m en t 
th e  ac tu a l loca tio n  of im age w ith  its  d e fin in g  slit can  be m ad e  to  coincide b y  
m oving th e  m ag n et in  th e  d irec tio n  m a rk e d  in  Fig. 1.

All m eth o d s, o f course, p o s tu la te  know ledge o f th e  fring ing  fie ld  d is tr i

b u tio n  h(£) =
В  
В~

(F or m ean ing  of £ see Fig. 3.) T h is can  be d e te rm in ed

e ith e r  b y  a c tu a l m easu rem en ts , or b y  som e th eo re tica l assu m p tio n  o f  its  
course. Co g g e sh a ll , for in s tan ce , d e te rm in ed  i t  for poles o f  in fin ite  d im ensions 
w ith o u t sh ield ing  b y  using  th e  S chw artz-C ristoffel tra n sfo rm a tio n . H ow ever, 
i f  sh ield ing  is ap p lied  h(tj) has to  be m easu red  in  an y  case.

I t  w as show n b y  H erzog  [5] t h a t  th e  effect of th e  su b s ti tu te d  v ir tu a l  
fie ld  will n ev er be eq u iv a len t to  th a t  o f th e  ac tu a l one. T h is is to  say  th a t  b y
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choosing th e  su b s titu te d  fie ld  to  give a deflec tion  angle co rrespond ing  to  th e  
g eom etrica l ang le  (deflection  o f  th e  idea lized  p a th ) , th e  o b jec t, resp . its  im age 
w ill n o t be lo ca ted  on th e  id ea l p a th  b u t  w ill be sh ifted  o u tw ard s . This h as  to  
be co rrec ted  b y  a co rrespond ing  a d ju s tm e n t o f th e  geo m etry .

In  m o st o f th e  sim ple a rran g em en ts , how ever, th e  o b jec t an d  th e  lo ca tio n  
o f  im age are  fix ed , and  th e  im age can be b ro u g h t in to  th e  position  de te rm in ed  
b y  th e  im age s lit b y  increasin g  th e  m a g n e tic  fie ld  in te n s ity . F o r th is  case, 
how ever, (B0 • r0) ^ ( B 0)-  (r0), w here (B 0 • r0) is th e  p a rtic le  m o m en tu m  
(ion, b e ta -p a r tic le , e tc .), r0 th e  deflection  ra d iu s  d e te rm in ed  b y  th e  g eom etrica l 
d im ensions a n d  B 0 th e  f ie ld  in te n s ity  re q u ire d  for deflec tio n  ; (B0) • (r0)
m eans th e  p ro d u c t of th e  va lu es  B0 an d  r0, m easured  in d ep en d en tly , w hile  
(B 0r0) is m easu red  d irec tly , fo r in stan ce  b y  m eans of b e ta -ra y s .

T he p re se n t p ap e r deals w ith  th e  q u a n ti ta t iv e  d e te rm in a tio n  o f th e  
d ev ia tio n  o f  ( B 0 r0) from  (B 0) • (r0). F o r s im p lic ity ’s sake we shall re s tr ic t o u r  
consid era tio n s to  th e  e n try  a n d  ex it of th e  id e a l p a th  n o rm al to  th e  v ir tu a l pole 
b o u n d a ry , a n d  we shall consider th e  beam  tra v e llin g  in  th e  p lan e  o f sy m m e try  
only . In  o rd e r to  h av e  a g enera l case, we sh a ll n o t assum e a su b s titu tin g  f ie ld  
as d e te rm in ed  b y  H erzog’s m eth o d , th u s  a n y  ex it angle o f  th e  ac tu a l b eam  
is allow ed. W e do n o t s t ip u la te  a n y th in g  as to  th e  re la tio n  betw een  th e  p a th  
leng ths tra v e lle d  in  a hom ogeneous a n d  a fring ing  fie ld . As th e  v ir tu a l po le  
b o u n d a ry  m a y  be chosen a rb itra r ily , th e  reg ion  ly ing  be tw een  th e  s tr a ig h t  
lines d raw n  from  th e  cen te r  o f deflection  to  be no rm al on th e  ideal p a th  ( th e  
enclosing angle  being th en  th e  angle of deflec tion) will be ta k e n  for th e  v ir tu a l 
pole b o u n d a ry .

L ike B a i n b r i d g e  [3] we shall s ta r t  b y  d e te rm in in g  th e  location  o f  
im age. T he lo ca tio n  of im age sh ifts  from  i ts  v ir tu a l p o s itio n  b o th  in  la te ra l  
an d  lo n g itu d in a l d irec tion . As for th e  lo n g itu d in a l d isp lacem en t we assum e

Fig. 1. Adjusting o f  m agnet
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th a t  for th e  lo ca tio n  of th e  im age, as f irs t ap p ro x im a tio n , th e  law s for loca tio n  
w ith o u t fring ing  fie ld  hold .

A ccording to  H e r z o g  [6 ]  fo r — 0

Z2 =  r0 ______________ rn ian(Q  “  e ") _______
lx t a n  (Q — e") — r0 — [ ta n  (Q  — e ") r0 -f- Zj] t a n  e"

L2 being th e  g eom etrica l deflec tion  angle, Zx a n d  Z2 th e  d istance  o f  o b jec t resp . 
im age from  pole b o u n d a ry  (see. F ig . 3) an d  e '  th e  ex it angle  o f  th e  ho m o 

geneous fie ld . In  th e  above e q u a tio n  th e  e x it ang le  — £,■ o f  th e  ac tu a l p a th ,  
m easu red  a t th e  lo ca tio n  of im age, has to  be s u b s ti tu te d  for e " . e, can  be o b 
ta in e d  from  eq u a tio n  (14).

N ow  let us consider th e  la te ra l  d isp lacem en t. By d e te rm in in g  Zi(£) along 
th e  tra je c to ry  we o b ta in  th e  cu rve  show n in F ig . 2. The b o u n d a ry  of th e  fie ld  
w hich inside th e  req u ired  accu racy  of m easu rem en ts  and c a lcu la tio n s  is to  be 
considered as hom ogeneous, m a y  be chosen a rb itra r i ly . In  a n y  case i t  is useful 
to  reg ard  th e  fie ld  as a s tra y  fie ld  up  to  th e  v a lu e s  of Zi(£) я« 0 ,98 — 0,99. T hus 
th e  p a rtic le  trav e ls  in  a fring ing  fie ld  from  th e  p o in t of th e  o b je c t to  p o in t 2 
(cf. F ig. 3) an d  from  p o in t 3 to  th e  p o in t of lo c a tio n  of im age, w h ereas  it tra v e ls  
in  a hom ogeneous fie ld  in th e  sec tion  from  p o in t 2 to  po in t 3.

The d iffe ren tia l e q u a tio n  for th e  tr a je c to ry  is

Fig. 2. Field in tensity  p lot
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Г

1 _ Г ) " _

(1 +  »7'2)3'2
V"

ч ’

1 + т , !

( 2 )

w here  г is th e  rad iu s  o f  deflec tion  a n d  fj th e  la te ra l  d isp lacem en t o f  th e  beam  
(cf. F ig . 3). As

m V

(in  M K S -un its  sy stem ), w here  mv is th e  m o m en tu m  o f  th e  deflec ted  p artic le , 
e th e  p a rtic le  charge a n d  B0 th e  fie ld  in te n s ity  m easu red  in  th e  hom ogeneous 
fie ld  :

r ( t )
'0

( 3 )

K now ing  Л(!) th is  d iffe ren tia l eq u a tio n  can  be  solved b y  n u m erica l 
c a lc u la tio n  for th e  g iven  in itia l co n d itio n s. S ta r tin g  from  th e  p o in t o f the 
o b jec t a n d  from  th e  p o in t o f  th e  im age, re sp ec tiv e ly , i)'2 4  1 o n a  lo n g  sec tion , 
hence

ro
an d  th u s

ft ft

4 ( i ) = _ r J J h ^ ) d p - (4)
° о о

A s w ill be seen from  th e  fo llow ing, th e  d ev ia tio n  is th e  d ifference betw een  
large  v a lu es  ; i t  is th e re fo re , b e tte r  to  ca lcu la te  w ith  th e  exact d iffe ren tia l 
e q u a tio n  for П' >  0,1.

L e t be A v  A 2, A3, A t th e  d ev ia tio n s o f the  rea l p a th  from  th e  v i r tu a l  one 
an d  Cj, e2, e3, e,- (F ig . 3) th e  d ev ia tio n s o f  th e  d e flec tio n  angles. In  F ig . 3 the  
c o n tin u o u s  line rep re sen ts  th e  ideal a n d  th e  d o tte d  lin e  th e  ac tu a l tra je c to ry . 
T he deflec tio n  angle in  a hom ogeneous fie ld  m easu red  on th e  v ir tu a l  p a th  is

Ф = Q — 2y,

w here <p is th e  deflec tio n  o f  th e  v ir tu a l  p a th  in th e  s t r a y  field . B y  ta k in g  the  
frin g in g  fie ld  effect as e q u a l on b o th  sides, an  equal d is ta n c e  of ob jec t a n d  im age 
from  th e  pole b o u n d a ry  is assum ed, o r if  th is  is n o t th e  case, ob jec t a n d  im age 
m ay  be  assum ed  to  be a t  d istan ces  from  th e  sec to ria l f ie ld  large en ough  to  give 
h(£) <C 0,01 an d  th u s  th e re  is no a p p rec iab le  d iffe rence  in  th e  v a lu e s  of rjt 
a n d  rj% as ca lcu la ted  from  eq u a tio n  (4).
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B etw een  o b jec t an d  lo ca tion  o f  im age an  in f in ite  n u m b er o f  tra je c to rie s  
are  possible d epend ing  on th e  ex it angle an d  th e  app lied  fie ld  in te n s i ty . We 
h a v e  to  select one ol th em . This can  be done by  m ean s o f a d efin in g  s lit which 
d e te rm in es a t  th e  sam e tim e  th e  angle of ap e rtu re . In  th e  fo llow ing th e  defin ing  
s lit w ill be lo ca ted  a t  th e  beg inn ing  o f  th e  c u rv a tu re  o f  th e  v ir tu a l  t ra je c to ry  
(p o in t 1). T hen  Лх =  0.

A x can  be expressed  in the  follow ing w ay :

<i) í

A  =  ~ T '  i f  b ^ d P  +  e o h ,  (5)
0 о 0

w here e0 is th e  angle enclosed a t th e  p o in t of th e  o b jec t b y  th e  a c tu a l  an d  the

v ir tu a l  p a th s . B y  n u m erica l in te g ra tio n  we o b ta in  a value w hich is negligible 
as com pared  w ith  th e  w id th  of th e  defin ing s lit .  C onsequen tly  o u r above 
su p p o sitio n  m eans th a t  we consider th e  t r a je c to ry  for w hich e() ~  0. From  
th is  follows fu r th e r  (sec Fig. 4)

4  — 9 ~  arc tan Vi (2) » (6)
Д s _ Гр (I — cos <p) -  rjl (2) ^

cos <p

In  th e  sec to r 2 — 3 even  th e  rea l p a th  is c ircu la r. In  Fig. 4 we h a v e  tak en  
th e  origin o f th e  co o rd in a te  system  to  be in  th e  c e n te r  o f th e  v ir tu a l  tra je c to ry . 
T he cen te r  o f th e  rea l c ircu la r p a th  is O x ; b y  n eg lec tin g  the  second an d  higher

, ( Zl2 j 2 e2 d 2
o rd e r te rm s  o fe3» » -  " e tc ., th e  e q u a tio n  for th e  c irc u la r  p a th  be-

1 ro r0
com es (cf. F ig. 4)

X 2 +  y 2 — e 2 2 r0 X  — A2 2 у  =  r | . ( 8 )

2 Acta Physica IX/1—2

Fig. 3. Ideal and virtual paths
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Л
B y in tro d u c in g  m  =  ta n  —- — Ф a t  p o in t 3, th e  eq u a tio n  becom es

X 2 (1  - f -  m 2) — 2 X  (r0 e2 - f  rn  4 ) — r 2 =  0 .

F o r th e  d ev ia tio n  a t  point 3 from  the v ir tu a l  tra je c to ry , b y  neg lecting  
again  th e  second o rd e r te rm s, we o b ta in

, _  r0 e 2 +  m Aj  
11 ~ m 2

I n  o rder to  d e te rm in e  e3 we d e riv e  e q u a tio n  (8) :

( 9 )

X  — rn £9
У = --------- V  •

y - A2

I f  we w an t to  ca lcu la te  m ore a c c u ra te ly  th a n  w ith  1%  accu racy  th e  re la 
tiv e  va lu es  of th e  second  order te rm s h av e  to  be less th a n  1%  w hen ex pand ing  
th e  series, there fo re  th e  condition

has to  be sa tisfied . T hen

4

у

4
r0 cos (p

< 0,1

r
X 4  _ r0E2 

У2 У

( 10)

( 11)

I t  is e v id e n t t ha t

Fig. 4. S ec to r I I  from  F ig . 3
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У' =  ta n  [я — (Ф — e3)] =  - t a n  (Ф +  e3) ,

— —  ta n  Ф . (12)
У

F rom  (11) an d  (12) we o b ta in  using  th e  re la tio n s  betw een c irc u la r  functions 
a n d  by  fu r th e r  a p p ro x im a tio n s

£3 =  sin Ф -- — cos Ф e2 . (13)
ro

As ind ica ted  before, going from  th e  lo ca tio n  o f im age to w a rd s  po in t 3 
we have to  carry  o u t th e  sam e in te g ra tio n  as going  from  the  lo c a tio n  of ob jec t 
to  p o in t 2. D enoting  th e  angle of a n y  given d e flec tio n  m easured  from  th e  im age 
b y  ip, th e  deflection  angle o f th e  location  o f im ag e  is rep resen ted  b y  — £,-, 
w hich is a t th e  sam e tim e  th e  angle fo rm ed  b y  th e  a c tu a l and  v ir tu a l  tra je c to 
ries a t  th e  location  o f im age.

tp =  —£ ,  - T  a rc  ta n  i]2 (£2) (14)

a n d  hence

e ,  =  — <P +  £ 3  +  arc  ta n  r)'2 (3) (15)

a n d  b y  (14) and (15)

ip =  q> — £3 — arc ta n  rj2 (3) - j -  a rc  ta n  rj'2 ( | 2) . (16)

F o r

/у2 (3) =  ц\ (2) an d  r(  ta n  ( a 2  — f 3 )  1

th is  becom es
3

J  ta n  ip d 1 =  (fi2 — £3) ( / 2 +  £() sin  <p) +  t]2 (3)

an d  th u s
i

<:!)
A j =  l ta n  ip d 1 +  A a cos <p — r0 ( 1  — cos (p)  . (17)

The im age of th e  ob jec t th u s  does n o t co incide w ith  th e  lo c a tio n  of im age 
on th e  v ir tu a l tra je c to ry  and  for a A ,■ o f p o sitive  sign  it  falls fa r th e r  aw ay from  
th e  cen te r o f cu rv a tu re .

B y  a lte ring  th e  m agnetic  fie ld  in te n s ity  from  B 0 to  B 0, th e  im age sh ifts  
in  a ce rta in  m easure in  th e  d irec tion  no rm al to  th e  p a th . In tro d u c in g

a , -  в ;í _ ô

2 *
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a n d  hence

ró =  ( !  +  ó) r0

th e  la te ra l  d isp lacem en t will be for a n  id ea l sec to ria l fie ld

A f  = r0 ô (1 — cos Q) -(- U  ̂ - sin  Q  . (18)

I n  o rd e r to  b rin g  th e  im age lo c a te d  w ith  d e v ia tio n  A, from  th e  ideal 
p o s itio n  in to  th e  im age s lit th a t  d e te rm in es th e  lo c a tio n  o f im age, th e  in te n s ity  
o f th e  m ag n etic  fie ld  h as  to  be in c reased  in  such a m easure  th a t  Aj  =  —Ai .  
F ro m  th is  <5, an d  e v e n tu a lly  B'0 m a y  be de te rm in ed .

T he accu racy  of th e  ca lcu la ted  increase in  f ie ld  in te n s ity  is lim ite d  b y  
fie ld  in te n s i ty  m easu rem en ts , e x a c titu d e  o f ca lcu la tio n s  and  a p p ro x im a tio n s  
th e  la t te r  m ay  be ta k e n  in  general to  be 0,5 — 1% .

A t th e  D e p a rtm e n t for A tom ic P h y sics  of th e  C en tra l R esearch  I n s t i tu te  
of P hysics we have b u ilt  a m agnetic  de flec to r of 90° [7] for en erg y  m e a su re 
m en ts  o f e lec trons acce le ra ted  b y  o u r free-a ir ty p e  V an  de G raaff a c c e le ra to r  
o f 1 M eV. The m ag n e tic  fie ld  was m easu red  b y  m ean s o f a ba llis tic  g a lv an o 
m e te r  an d  th e  de flec to r ca lib ra ted  b y  th e  К -line o f  Cs137. W ith  th e  value  o f 
3381 G scm  know n from  th e  li te ra tu re  we should  h a v e  o b ta ined  B 0 =  375,5 ^  
zh 15 Gs fo r a d eflec tio n  rad iu s  of 9 cm  (th e  h a lf-w id th  o f  th e  К -line on  acco u n t 
o f  th e  reso lv ing  pow er b e in g  abou t 0 ,8 % ), th e  resu lt o f  th e  d irect m easu rem en t, 
h ow ever, has been  B'0 =  400,0 i  3,0 G s. (The m easu rin g  coil co u p led  to  th e  
b a llis tic  g a lv an o m e te r h a d  been c a lib ra te d  b y  m a g n e tic  nuclear resonance .) 
B y  m ean s o f th e  above ca lcu la tio n s th is  d ifference m a y  be  exp la ined  as follows 
In  design ing  th e  d e flec to r th e  effect o f  th e  s tra y  fie ld  w as tak en  in to  accoun t 
b y  a v ir tu a l  increase o f  th e  po led im ensions of 0,7 k . In  o rd e r how ever to  elim i
n a te  th e  effect o f th e  su rro u n d in g  iro n  com ponen ts a n d  of o th e r  d is tu rb in g  
fie ld s , th e  elec trons tr a v e l  in  a sh ie ld ing  iron  tu b e  o u ts id e  th e  pole pieces of 
th e  m a g n e t. A ltho u g h  th e  m agnet w as m oved  to w a rd  th e  cen ter o f deflec tion  
d u rin g  ca lib ra tio n , th e  ab o v e  m en tio n ed  s tra y  fie ld  e ffec t could o n ly  p a r tly  
be co rrec ted . U sing e q u . (18) we f in d  fo r ô th e  v a lu e .

ô =  7,6  ±  0,5 %

w hich  is in  ag reem en t w ith  th e  m easu red  6,5 -f- 1%  in sid e  th e  lim its  o f  m easu re 
m e n ts  accu racy .

F in a lly  we h av e  to  n o te  th a t  th e  m easured  d ev ia tio n s  from  th e  v ir tu a l 
tra je c to r ie s  are  r a th e r  ap p reciab le  on th e  ex it side o f  th e  deflec to r e .g . A3=  
=  4 ,55 m m , A /=  11,3 m m . I f  in  o rd e r to  o b ta in  b e t te r  resolving pow er and  
d e te rm in a tio n  of tra je c to r ie s , slits a re  in tro d u ced  h ere  to o , the  in c rease  in  th e  
fie ld  in te n s ity  re su lts  in  b ring ing  th e  a c tu a l p a th  n e a re r  th e  v ir tu a l one, how 
ev er th e  in te n s ity  of th e  beam  m igh t th e n  decrease.
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The cond itions u n d e r w hich  th e  eq u a tio n  (B 0 r0) =  (B 0) • (r0) is sa tisfied  
give a t  th e  sam e tim e  a crite rio m  for th e  b e s t a d ju s tm e n t o f  th e  m ag n e t. 

I  am  in d e b te d  to  P ro fessor K . SiMONYi fo r he lp fu l d iscussions.
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ВЛИЯНИЕ РАССЕЯНИЯ МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА ИЗОБРАЖ ЕНИЕ  
В Я Д ЕРН Ы Х  СПЕКТРОМЕТРАХ

И. Б Е Р К Е Ш

Р е з ю м е

В случае секторных магнитных полей вследствие влияния рассеянного магнитного 
поля положение изображения отличается от рассчитанного из геометрических сооб
ражений. В статье вычислен этот боковой сдвиг. В измерениях указанный сдвиг ком
пенсирован изменением напряженности поля. Необходимое изменение напряженности 
поля было проверено экспериментально.
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IN ST ITU TE FOR TH EO RETICA L PHYSICS OF TH E ROLAND EÖTVÖS U N IV ER SITY , BUDAPEST 

(Presented b y  K. F. N ovobátzky — R eceived  : V. 24. 1957)

W ith the interm ediate coupling theory — using the configuration space methods o f  
the quantum  theory o f  fields — we determ ine the state vector  characterizing the real nucleon. 
We carry out our calculations for the case o f interaction o f  the nucleon fie ld  described by the  
Dirac equation and the scalar, resp. pseudoscalar m eson field . Pair creation  is com pletely  
disregarded. Rem aining w ithin the frameworks of the configuration space m ethod the recoil 
o f the nucleon is considered. W ith the aid o f  the state vector we also calculate the mean value  
o f  som e characteristic physical quantities. The use o f  the configuration space method 
particularly in connection w ith the com putation  of local physical quantities — makes possible  
to form  a very clear picture about the real nucleon.

In troduc tion

F o r th e  q u a n tu m  th eo re tica l tre a tm e n t o f  th e  in te ra c tin g  fields th e  
c o v a ria n t p e r tu rb a tio n  m ethod  p ro v ed  to  be v e ry  succesful in q u a n tu m  e lec tro 
d y n am ics b u t it c an n o t be ap p lied  in case o f  strong ly  coup led  fields. T he 
re su lts  ca lcu la ted  w ith  its  aid  do n o t agree w ith  th e  e x p e rim e n ta l re su lts  
ow ing  to  th e  bad  convergence. R ecen tly  it h as  been  becom ing m ore  and  m ore 
o b v ious, th a t  th e  ren o rm aliza tio n  m ethod  w hich  can be u n am b ig u o u sly  
fo rm u la te d  w ith  th e  aid of th e  S -m a tr ix  is n o t sa tisfac to ry , as a f te r  the  re n o r
m a liza tio n  p h y sica lly  inad m issab le  resu lts occure. I t  is fo r  th is  reason , 
th a t  considera tion  of m ethods, o th e r  th a n  th e  th e o ry  of th e  S -m a trix , is o f 
considerab le  im p o rtan ce .

In  th e  follow ing T o m o n ag a’s in te rm e d ia te  coupling th e o ry  [1 ]— [21] 
is d ea lt w ith  in th e  case of a nucleon  field , described  by th e  D irac  eq u a tio n , 
being  in  in te ra c tio n  w ith  th e  sca la r  resp. sy m m etrica l p seu d o sca la r m eson 
fie ld . T he s ta te  vec to rs ch a rac te riz in g  th e  re a l nucleons a re  d e te rm in ed  in  
an  a d e q u a te  ap p ro x im atio n . O u r ca lcu la tions are  based on  co n figu ra tion  
space m eth o d s, an d  th ro u g h o u t th e  in te ra c tio n  p ic tu re  is m ad e  use of.

T he fo u r-m o m en tu m  of in te ra c tin g  fie lds is

P A ° \ = P Î ~ - 1 ■ S H ( x ) d o „ { x ) ,  (1)
£ a

w here Pj' is th e  sum  of th e  fou r-m om en ta  o f  th e  in d iv idua l in te ra c tin g  fie ld s
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and thus the operator o f  the in finetesim al displacem ent for the interaction  
picture operators.

According to (1) the energy-m om entum  eigenvalue equation is

P„ [a] I a >  =  П„ I a >  , (2)

where in  case o f a neutral scalar coupling

H ( x )  =  g :ÿ> (x) y> (x) Ф (x) : . (3)

In case o f  the sym m etric pseudoscalar fie ld  pseudoscalar coupling according  
to  the D yso n-F oldy theorem  [22], [23]

H ( x )  =
2 *

V Y v y J Z t -  У 9/<ф  +  4>yf,V5Y2 T+ V 9/1 Ф* +  УУ,<У5 тз ^ Э/<ф з

A — ■ \%pw (2ФФ* -\- Ф\ ) ; , 
2 Me* '

: +

(4)

where A lik e interaction term s were n eglected , A serves for the pair suppression  
suggested  b y  B rückner and others [24], [25], according to B rü c k n er  its  
m ost probable value is 0,2. Here : : denotes, as is usual, a normal
product. I t  is known th a t the pseudoscalar coupling is preferred as against 
pseudovector coupling owing to  its renorm alizability. R ecently th e  possi
b ility  o f  the renorm alization o f pseudovector coupling was also suggested  
[26], [27]. Thus the substitution  A =  0 is justified  too .

The sta te  vector o f the field according to the configuration space m ethod  
[28], [29] applied here (detailed literature in the la tter) in case o f a nucleon  
and neutral scalar m eson field  is

I or >  =  (i)n
i

Ac
J x ï ,  . . .  x n; x n  . . . x 'n' ; y 1 . . . y m >̂

/7  y\!i> d avl (х‘) П  y%)d a ll j ( x ' i ) . П  dek ( y k) d aek (yk) 

<  X 1, . . . xn ; x '1, . . . x 'n' ; _y\ . . . y m \ a >  ,

in case o f a nucleon and sym m etrical pseudoscalar m eson field

> 'S'
( i ) n

n , n ' , , m ~  , т л

l
h c

m  F -} m  —  +  m  !
J  . . . J X 1, . . .  x n ; x ’1,

(5 )

P ,  . . . Í m ; r ] \  . . . C m' >
n  n '  m ~  m -  m  »

П  d oVj П  y,4 d at,j П d„, d aei П dek d a Qk П d ,Je d o  Qe 

x 1, . . . x n ; x ' \  . . . ,  x 'nr ; P ,  . . .  , £m+ ; r,\ . . .  , ; p ,  . . .  ^  о >  ■
(6 )
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H ere

The s ta te  vec to rs an d  th ro u g h  th em  th e  am p litu d es  are  defined by

X 1 , . . . x n ; x ' 1 , . .  . x ' n ' ; y 1, . . .  y m  l >  =  (re! re' ! m ! ) ~ i  ^ < + )  ( я 1) . .  . y>( +) ( x n ) ,

ÿ'1+Цх’1) . . . ÿ<+> (*"»') ф ( - ) ( у ! )  . . .  ф(~) ( y m) 0 >  . (7).

resp.

x \ . . . x " ; x ’i . . .  . . .  »?m _  ; Í 1,  . . .  Cm ' >  =

=  (re! re'! rei+! m_ ! rei3!)~i . + ) (x1) , . .. (л:'1) .. . Ф<+>* (f1) . . .
. . . ф ( - ) ^ 1) . . . Ф<->(Ст  ) ! 0 >  .

resp.

у>М(х) 0 >  =  у>'(+)(х) 0 >  =  ф ( + ) ( * ) 0 >  = 0 ,  <  0 0 >  =  1 (8)

w here 0 >  is th e  v a cu u m  s ta te  :

ip(+)(x) 0>=v> '<+>(*) 0 >  =  ф(3 \ x )  0 >  =  Ф(~)*(х) 0 >  = 0 ,  < 0  0 >  =  1,.

Solving th e  e igenvalue  eq u a tio n  (2) ju s t  m ean s  th e  d e te rm in a tio n  of all 
the  am p litu d es  <  x 1, . . .  a o ccu rrin g  in  (5) re sp . (6). In  th e  follow ing 
w eshall d e te rm in e  th e se  am p litu d es  in  a su ita b le  ap p ro x im a tio n . W ith 
the  help  o f  these  a m p litu d e s  we m a y  — since th e y  h av e  a d irect p ro b a b ility  
m ean ing  in  th e  c o o rd in a te  space a n d  a t  th e  sam e  tim e  d e te rm in e  also 
th e  n u m b er of m esons — form  a clear p ic tu re  a b o u t a rea l nucleon. O u r p ic tu re  
can be com pleted  by  d e te rm in in g  th e  m ean  value o f  som e physica l q u a n tit ie s  
ch a rac te riz in g  th e  sy stem . F rom  th is  p o in t o f v iew  th e  local q u a n tit ie s  are 
of p a r tic u la r  in te re s t. T h u s in th e  en v iro n m en t o f  th e  real nucleon , th e  m ean 
values of th e  m eson p o te n tia l, th e  e lec tric  charge d en sity , as w ell as th e  
energy  d en sity  will be de te rm in ed .

T he in te rm ed ia te  coupling th eo ry

T he in te rm e d ia te  coupling th e o ry  is th e  v a ria tio n a l m e th o d  in  the  
q u a n tu m  th eo ry  of fie lds. A ccording to  th is in s te a d  of the  e x a c t so lu tion  
of th e  eigenvalue e q u a tio n  (2) on ly  th e  m ean  v a lu e  o f — i c <  a P 4 [cr] \a^> is 
m in im ized , sa tisfy ing  th e  cond ition  <C о \ a ]> =  1, w ith  th e  help  o f  su itab le  
tr ia l functions. In  th is  p ap e r p a ir  c rea tio n  is d isreg a rd ed  th ro u g h o u t ; th u s  
in (5) resp . (6) — a n d  everyw here, w here th is  m a y  occur in  th e  course oF
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th e  ca lcu la tio n s — zero is w r it te n  fo r all a m p litu d e s  <  x 1, . . .  ; x ' 1, . . . | a ]> 
c o n ta in in g  a t le a s t one a n tin u c leo n .

In  th e  follow ing we ex am in e  such s ta te s  in  w hich a sp ec ified  n u m b er 
o f rea l nucleons (say  A)  is co n ta in ed . T hen  ow ing to  th e  neglect o f  p a ir  c rea tio n  
in  th e  s ta te  v ec to rs  on ly  such  am p litu d es  can  occur w hich c h a rac te rize  (a p a r t 
f ro m  possible m esons) ex ac tly  A  b a re  nucleons. W e carry  ou t o u r  ca lcu la tio n s 
f ir s t  fo r th e  case th e  nucleon a n d  th e  sca lar fie ld .

1. The nucleon and the neutral scalar meson f ield

O u r aim  is now  to  d e te rm in e  th e  s ta te  v e c to r  describ ing A  re a l nucleons 
a n d  to  ca lcu la te  fo r th is  s ta te  th e  va lu es  of som e ch a rac te ris tic  p h y sica l q u a n 
tit ie s . N eg lecting  p a ir  c rea tio n , from  (1), (3) a n d  (5) using th e  fo rm ulae  (7), 
(8) as w ell as th e  p ro p erties  o f th e  functions S  a n d  A occurring  in  th e  com 
m u ta tio n  re la tio n s we o b ta in  :

< < t P„[a] a »
l

h c
. . .  I <  a x 1, . . .  x A ; y 1, . . .  y n

i l v  8

П yvl d avi (х‘) П d„jd a„j (yJ) . 

Э
, > ’ } <  x 1, . . .  x A ; y 1, . . .  y n ■ a >  —Э*,' -  dy{, j

— g
A ( i ); \ A  -  1

V (n +  i y  *iJ d a„ (x) ~  [■ ‘ ‘ J <  °  i *2 . x A; y \ .  . , y n

n  y $  d avi (xl) П d„j d a,,j ( У ) <  X, x 2, . . . ; x, y \  . . .  y n a
i = 2

g AAÎ1------ J ?  п У2 j d G/i (*) l
h  C “ J -  ! “

, x2, . . .  хл ; x ,y 2, . . . y " >

ГТ yl? d avi (х‘) П  d,, . d a/tJ (yj) <  x, x2, . . . х д ; у 2, . . .  y n c r>  . (9)
J = 2

S im ilarlv

a ■ M  a =. n (i)A I
i

h e
<  a j x1, . . .  xA ; y 1, . . . y n >

П  y[4> d avi (x‘ ) • n d , 4 d a f,j (yi) <  x1, . . . x A ; y 1, . . .  y n j a >  , (10)

w here  Af =  —  \ ^   ̂dy Ф* * dav is th e  o p e ra to r o f  th e  m eson n u m b e r. S im ilarly
he n
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а Ф (x) (7 >̂ =  2. ( i )A 1 • • • 1
l

he
'■. .  f ( п + 1 ) ,/г<  a x 1, . . .  xA; x ,^ 1,.  . .y n>

a a

П  yi,] d avi (x') П d„j d a /<y (y{) <  x1, . . .  хд ; у 1, . . .  y n a  >  +
П — I

2 (< ')A f . . . .
a о

l
he

. . .  I re'-» <  a  I x1, . . . x A ; y 2, . . .  y n >

П y $ d o vi (x1) П d„jd a,,j (yi) <  x 1, . . .  x A ; x, y2, . . .  y n ' a >  . (11)
j= 2

T h e no rm aliza tio n  cond ition  is п о л у

< a | a >  =  1 =  V (»)A j
П a

l
he

■ J  <  a x1, . . .  x A ; j 1, . . .  y n >

П d avi (x‘) П d„jd aflJ (yi) <  x1, . . .  хд ; y \  . . .  y n a >  . ( 12)

In  th e  above expression a is n o t a ffec ted  b y  th e  d iffe ren tia tio n . L a te r  when 
going over to  th e  p lane  a —v t =  c o n s t., th e  su b s titu tio n s

di —y 2 ( —zl +  fJ.2) - 

—  i h 34 ->  i A y4 у  I Э, +  i h y 4x  

- » а э 4 - > * м - л + /**)*  (13)

m ay th ere fo re  be in tro d u ced  to  a d v a n ta g e . A ccording to  (7) an d  (8), because 
ip an d  Ф are opera to rs in  th e  in te ra c tio n  p ic tu re , th e se  are  perm issib le .

a) The intermediate coupling theory without considering the nucleon recoil

D isregard ing  th e  p a ir  c rea tio n  o u r equa tions a re  y e t ex ac t. In  th e  fo l
low ing a single rea l nucleon  is in v e s tig a te d  an d  we assum e

< x ; y 1, . . . y n a >  = C r,(o)<p(x) П f ( y ‘) . (14)

T he fu n c tio n s and  f  m ay  also d ep en d  on a, w hich can  be chosen a rb itra r ily , 
how ever, we do n o t especially  d en o te  th is  dependence. S u b s titu tin g  (14) in to  
(9) we o b ta in

<  a  P /( [a] a  >  =  v  C* [a] Cn [a] {p„ +  n k,,} +

+  2 ' ( и +  i ) '2^  M  Cn+i M  «,
П

+  2 '  M  c n~i [ a ] ß » , (15)
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w here

P„ =  i j <P yv(— ) du<P dav , i J V Y v<pdov =  1
a  a

К  =  J  f *  dv (—  i h) d „ fd v , '  J  f *  d j d  av =  1
f i  C a  f i  C a

% =  — ë-  J  d att q> <pf, ß„ =  — j' d ff,, lp ( f f*  . (16)
С о  C a

T he n o rm a liza tio n  cond ition  <[ a a у  =  1 is fu lfilled  if

l ' C * C n =  l .  (17)

W e now  go o v e r to  th e  p lan e  t =  const, a n d  change d e n o ta tio n , so th a t  x, 
у  . . . e tc . are  now  th e  vecto rs o f  th e  th reed im en sio n a l sp ace ; dx =  dx1dx2dx3. 
B esides, th e  m ean  values o f o p e ra to rs  a t  an  a rb itra r ily  chosen  tim e  will be 
d en o ted  in s tead  o f  b y  <[ t \ Q  \ t  >  f re q u e n tly  b y  N e ith e r  w ill th e
d ependence  on tim e  following from  th e  tra n s i t io n  a ->  t in  (14) be d en o ted .

T ak ing  in to  acco u n t th e  cond ition  (17) a n d  v a ry in g  — i с <У P 4)> w ith  
re sp ec t to  Cn we o b ta in

Cn { E  +  n s — W} Cn+1 (n -f- l ) '2 a -f- Cn- 1 пУ2 a* =  0 , (18)

w here

E =  - \ Pi =  I <p (Л c y  i Э,■ +  M  c2)<pd x ,  
i

e = - k 4 =  2 f f * ( - A + ^ ) f d y ,
i

« = — «4 = g $ r < P f d x .  (19)

T ran sfo rm in g  e q u a tio n  (18) acco rd in g  to  th e  m e th o d  of G l a u b e r  an d  L u t - 
t in g e r  [3] to  th e  prob lem  o f th e  h arm o n ica l o sc illa to r, it  can  be easily  solved. 
T he so lu tion  is

Jr M  =  E + v e  , (20)
e

Civ) = у
/ = о

(v!)*(n!)K(—l)n-v+I 
U (v — l)\ (n -  V +  1)!

n v + l
(21)

W ith  th e  a id  o f th e  so lu tio n  th u s  o b ta in ed  th e  m ean  v a lu e  o f the  m eson 
n u m b e r o p era to r (10) can be ca lcu la ted  in  th e  r - th  s ta te . F ro m  (14), (16) an d  
(21) we o b ta in
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< M  ><v) =  +  v .
e2

( 22)

N ow  we d e te rm in e  th e  m eson a m p litu d e  in  th e  g round s ta te  (v =  0). 
F o r  th is  we v a ry  w ith  resp ec t t o / .  The co n d itio n  (16) need  n o t he ta k e n  
in to  consid era tio n  w hen vary in g , because f  is de te rm in ed  b y  (20) except fo r 
an  in d efin ite  c o n s ta n t. V ary ing  (20) we o b ta in

<P f  —
J  Ч (f f *  d  X

J  f i - A + t f f d x
( - ^  + ^ ) f =  0 ,

th e  so lu tion  of w hich is

(23)

f ( x )  =  a ( — d +  g 2) ' (p(x)<p ( x ) . (24)

F ro m  here we can  a lread y  ca lcu la te  th e  m ean  v a lu e  of th e  m eson  p o te n tia l 
in  th e  g ro u n d  s ta te . S u b s titu tin g  in to  (11) an d  (16) the  q u a n tit ie s  d e te r 
m ined above, we fin a lly  o b ta in

< * > ( x ) > = - g ( - A + / i * ) - l <p(x)q>(x) (25)

as ex p ec ted . U sing (24) th e  m ean  v alue  of th e  m eson  num ber o p e ra to r  in th e  
g ro u n d  s ta te  accord ing  to  (22) is

_ я _
< M  )  =  — ■—  ( cp <p ( - Д  +  ,n2) “ » (f <pdx . (26)

2 h e '

T he energy  o f th e  fie lds from  (20) an d  (24) is th u s

=  E  — ^  I Ф <P (—21 +  /t2)~ 1 /  ?' d x . (27)

F in a lly  m in im izing  th is  w ith  resp ec t to  <p an d  ta k in g  in to  ac c o u n t th e  n o rm a 
liza tio n  cond ition  (16) referring  to  <p we o b ta in  th a t  th e  en erg y  o f  th e  fie lds 
is m in im al, assum ing

( hcy i y i di +  yi M c 2 — g2yi ( - A  + / < 2Г ‘ <P<P)<P =  Я V ■ (2 8 )

A ccord ing  to  (7) here  an d  fu r th e r  on for s im ila r  equa tions o n ly  so lu tions 
g iv ing  positive  freq u en cy  are to  be ta k e n  in to  considera tion .

As regards th e  in te rp re ta tio n  of th e  ab o v e  form ulae th e  follow ing 
id ea  is due to  G. H e b e r  [12], [13], [20], [21]. I t  seems to  be clear a t 
once from  (27) — a t  least q u a lita tiv e ly  — th a t  for som e su itab le  g, 
W  h as  a m in im um  in case o f a co n c e n tra ted  cp pack e t. T h is h as  of course 
to  be d e te rm in ed  from  (28). T h u s  th e  fo llow ing idea m ay  be  form ed a b o u t 
th e  rea l nucleon  : each  rea l nucleon  consists o f  a core c o n c e n tra ted  in to  a
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sm all v o lu m e  w hich is sw arm ed  a ro u n d  b y  m esons. W hen  th e  n u c leo n s are  
tre a te d  in  o th e r  ca lcu la tio n s as p lan e  wraves, th e n  th e se  p lane w aves have 
n o th in g  to  do w ith  th e  p re sen t <p — th is  is alw ays co n cen tra ted  in to  a sm all 
volum e — b u t it  describes sim ply  th e  cen tre  of m ass o f th e  <p p a c k e t.

T h e  w orking  ou t o f  th e  q u a lita tiv e  p ic tu re  req u ires  n a tu ra lly  d e ta iled  
ca lcu la tio n s. The resu lt o f  such c a lcu la tio n s  does n o t seem very  convincing . 
E n su ran ce  o f th e  nuc leon  co n cen tra tio n  requires a n  un u su a lly  h igh  v a lu e  o f  
g an d  on th e  o th e r h a n d  as was show n la te r  by H e b e r  th e  recoil of th e  nucleon 
also c o u n te ra c ts  c o n cen tra tio n  (see f u r th e r  below).

T h e  o th e r  m ore com m on p o ss ib ility  is the ren o rm aliza tio n . In d e e d , th e  
in te ra c tio n  H a m ilto n ia n  [3 ) com pleted  b y  the  te rm  —ôMc2ÿy) can  be  easily  
checked to  give b a c k  form ulae (24) — (26) u n ch an g ed , exp ression  (27), 
how ever, is m odified

B7«» = e _ £ “ + / l *) ' t p y d x  — Ó M c 2 \<p<pdx,  (27')

w here now  in  E  th e  e x p e rim en ta lly  o b se rv ed  m ass occurs. A ssum ing
2

d M  =  — -  \ (p<p (— A -)- /л2) 1 (pcpd XI  I cp(p d X (29)
2 c2 '

th e  en e rg y  o f  th e  fie lds is ju s t  E , w hich h as  a m in im um  if  cp satisfies th e  energy  
e igenvalue  eq u a tio n

( h c y i y i Qi +  У4 M c 2)<p =  lcp (28')

co n ta in in g  now  a lre a d y  th e  real m ass.
T he m ass co rrec tion  ÔM, how ever, depends s tro n g ly  on th e  fo rm  o f th e  

bare  n u c leo n , show ing t h a t  our so lu tio n  is no t e x a c t, th e  tr ia l fu n c tio n  (14) 
is too  s im p le . N ev erthe less accep ting  th e  n o rm aliza tio n  as an ap p ro x im a tio n , 
acco rd in g  to  th e  foregoing  we m ay fo rm  th e  follow ing p ic tu re  a b o u t th e  real 
nucleon in  a coo rd in a te  system  m o v ing  w ith  th e  nucleon . A ccording to  (20) 
and  (27) th e  to ta l  en e rg y  o f  th e  fie ld  is M e 2, w here M  is th e  real m ass  o f th e  
nucleon . A ccord ing  to  (26) if  th e  s ta te  fu n c tio n  cp o f  th e  bare  n uc leon  is n o r
m alized to  th e  volum e V th e  m ean va lu e  o f  th e  m eson n u m b e r isg 2/2Ac pi3V.  (25) 
gives th e  m ean  value of th e  m eson p o te n tia l  as —g/fx2 V.  T he m ean v a lu e  o f th e  
energy  o f th e  m esons su rro u n d in g  th e  b a re  nucleon is from  (16), (19) a n d  (24) 
m e2, th e ir  m o m en ta  a re  zero . F rom  (15) follows th a t  th e  m ean v a lu e  o f  th e  
m o m en tu m  o f the fie ld  is also zero a n d  from  (29) th a t  the m ass co rrec tio n  
is ÔM =  —g2/2c2V  jtt2.

* * *

O u r m e th o d  m ay  be applied  w ith o u t en co u n te rin g  d ifficu lties to  th e  case 
o f m a n y  nucleons as w ell. F o r the  a m p litu d e s , s im ila rly  to  (14) we now  assu m e :
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o 1, . . . х А ; у г, . . .  y n t>  =  Cn <p(x1, . .  . x A) I [ f ( y ‘) . (30)

Owing to  (7) q) m u s t be an tisy m m etric . R ep ea tin g  o u r ca lcu la tions w ith  th e  
tr ia l fu n c tio n  (30) in s te a d  o f (24) we o b ta in

f  (x) =  a ( — A -f- pi2) 1 A  <p (ж) <p (x ) ,
A - 1

<p (%) (p (x) =  I . . .  [ <p (x , д:2, . . . ж4) y)2> d x 2 . . .  y)4  ̂d x A <p (x , я 2, . .  . x A) (31) 

from  w hich th e  m ean  v alue  of th e  m eson n u m b er o p e ra to r  becom es

< M > =  -  I <p<y(—/1 +  pi2) *<p<pd x  (32)
2 Й c '

and  th e  m ean  value  o f th e  energy  o f th e  field

W«» =  Л E  — Z - - - -  J' ф<р(—А + / л 2) - '  p c p d x .  (33)

F o r a tom ic  nucle i in  zero th  a p p ro x im a tio n  (pep =  \ j V  — 3/4ro n  A .  
In  th is  case W°  is ind eed  p ro p o rtio n a l to  A  and  th e  av a rag e  m eson n u m b e r 
(32) becom es.

< M > r  <2 ^  g2 
2 he  V  pfi 4>ji h e

if  pi =  p n .

b) The intermediate coupling theory considering the nucleon recoil

N ow  th e  recoil of th e  nuclon  w ill he considered . This m ay  be done 
rem ain ing  w ith in  th e  fram ew ork  of th e  m e th o d , b y  th e  m o d ifica tio n  o f th e  
tr ia l fu n c tio n  (14). C onsidering th e  recoil be now

<дг;уС . . . y n t >  = C n <p{x) П  f ( y ‘ — x) . (34)

T aking  in to  accoun t th e  no rm aliza tio n  cond itions

±'C%Cn =  1 ,  \  cpy4<pd x =  1 ,  2 ] ' / * ( —■Л + P 2Y/lf d x =  1 (35)
h c

[com pare equ . (16)] an d  ca lcu la tin g  th e  m ean  value o f th e  m o m en tu m  of th e  
fields from  (9) we o b ta in

( 3 6 )\ p i >  =  j  V î t  i — i b )  Q , < p d x .
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i.e . while acco rd in g  to  (15) th e  to ta l  m o m en tu m  o f th e  fie ld  depends also on 
th e  m o m en ta  o f  th e  m esons, h ere  th e  m ean  v a lu e  o f th e  to ta l  m o m en tu m  of 
th e  fie ld  is d e te rm in ed  only  b y  th e  b are  nucleon . H ence we m a y  say  th a t  
w hen  a m eson  is e m itte d  th e  m o m en tu m  o f th e  b are  nucleon  decreases to  ju s t  
th e  n ecessary  e x te n t (see A p p end ix ).

L et us ca lcu la te  th e  m ean  v a lu e  o f th e  energy . U sing (9), (34) an d  (35) 
we o b ta in

- < р 4 > =  1 '  C* Cn ( E + n ( e -  ß)) +  1  C* Cn+1 (n +  1 )* a  +  V С* C n *  «* ,
i n  n n

(37)

w here [com pare (19)]

E  =  { cp (Ä c y l dj -{- M  c2)<pd X , 

e = 2  J / * ( - J  + ^ ) f d x ,

«  = g / ( ° )  j  V < p d x ,

ß  =  Ä c J  cp(x)y j (p (x)dx  j  f *  ( y ) d j f ( y ) d y  =  — i h \  j  / *  V / d y -

(38)

R ep ea tin g  th e  ca lcu la tions c a rr ie d  o u t in  th e  f irs t  p a r t  we o b ta in  successively

W w  =  E  +  v(e  — ß ) ~
e - ß

C<v> =  e W V  ( v l ) * ( n \ ) * ( - l ) n v+l
Z! (v — l)\ (n — V +  Z) ! \ e  —  ß

П V l

a a*
< M  ><v) =  — —------b V.

( e  -  ß f

4rary in g  (39) w ith  re sp ec t to  f  we o b ta in  in  th e  g ro u n d  s ta te

/ ( * )  =  « - A  + / t 2 +  '  h i .V
2

ó (^ ) .

(39)

(40)

(41)

(42)

I n  th e  follow ing on ly  nucleons a t  re s t w ill be d ea lt w ith  (i =  0). F rom  (39) 
a n d  (42) th e  to ta l  energy o f th e  fie ld  is o b ta in e d  as

w m  =  E -  g~ { \  ' ÿ ( p d x ) 2 $ Ô ( x ) ( - A  +  fi2) '  Ô ( x ) d . (43)

C om pleting  th e  in te ra c tio n  H a m ilto n ia n  (3) for th e  sake  o f  m ass re 
n o rm a liza tio n  th e  second te rm  o f (43) can  ag a in  be m ade to  v an ish  if
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Ô M  = I (pcpdx I ô (x) ( —A +  /и2) 1 ô (x)d  X . (44)

B ecause ÔM is ye t w eak ly  depend ing  on  the  form  o f th e  b a re  nucleon , th e  
so lu tion  is e x a c t only  for pa rtic le s  of in f in ite  m asses, in o th e r  cases i t  is an  
a p p ro x im a tio n .

T he m ean  value of th e  m eson p o te n tia l  from  (11) a n d  (42) is th u s

< Ф (* )>  =  “  g  j  q><pdx  (— A -j- 1 rp(x)yi (p(x) (45)

a n d  the  m ean  value of th e  m eson n u m b e r

< M >  =  - g ( I cpcpdx)2 f (5(x) ( —A + / t 2) 2 ô ( x ) d x .  (46)
2 he

Sum m ariz ing  the  resu lts  : a f te r  ren o rm aliza tio n  in  case of a re a l nucleon  in  a 
coo rd in a te  system  m oving  w ith  th e  n u c leo n  the  to ta l  energy  o f th e  f ie ld  is 
M e2 an d  its  m o m en tu m  zero. T he m ean  v a lu e  o f th e  m eson p o te n tia l is —gl/J-2V  
a n d  th a t  o f th e  m eson n u m b e r in fin ite .

F o r th e  d e te rm in a tio n  o f th e  m eson-m ode belonging to  th e  p-th ex c ited  
s ta te  o f th e  nucleon we o b ta in  from  (39) (i =  0) :

/ ( * )  =
l e v  2 a* 

a g eg
( - J + /* * ) +

l i e
h c a s

( - A +  № ô{x) ,

w here A is th e  L agrange fa c to r  be long ing  to  th e  n o rm a liza tio n  co n d itio n  
re ferring  t o / .  In c a s e  of s tro n g  coupling  th e  p r e s e n t /  agrees w ith  (42), n am e ly  
th e n  only  th e  second te rm  o f th e  b ra c k e t rem ains (a ~  g).

L et us fin a lly  exam ine th e  energy  d is tr ib u tio n  in th e  en v iro n m en t o f  a 
re a l nucleon  in  th e  g ro u n d  s ta te . L et us th u s  de te rm ine  th e  m ean  va lu e  o f  
th e  energy  d e n s ity :

Q = [ V  Ф V  Ф — Э4ФЭ 4Ф +  /t2 Ф2] -f- h с у  (у,Э, -J- x) y> -j- grp tp Ф t—

— ÔM  c2ipy> :

S im ilarly  to  th e  p receding  m eth o d s we o b ta in  w ith  th e  aid  o f  th e  s ta te  v e c to r  
d e te rm in ed  before

<6> =  ~~ (  §<p<pdx)2 ^  cp{x1) y i <p(x1) { ^  (—A + / t 2) 1 <5 (x — л:1) V  ( — A +

+  Iм2)-1 à  (ж  —  я 1) +  /г2 ( — A  - f  f l 2) - 1 ô (x —  я 1) ( — A  - f  f l 2) - '  ô (x —  x ^ d x 1 +  

+  hccp(x) (y, Э,: +  x) <P {x) — ^  J ip  cp dx- jp (x)<p(x) ( —A'  + f i 2)~l à(x ')  |x'=o —

— 4 “ J V <P d x y  (x) cp (x) ( —A'  + /М2)“ 1 <5 (* ') |x.=0 — ô M  c2ÿ(x)<p (x) . (47) 
£

3  Acta Physica IX /1—2
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A ccord ing  to  (44) th e  la s t tw o te rm s  ju s t  cancel each  o th e r. I t  can  b e  
s im ila rly  seen , th a t  fo rm ing  \ q d x ,  th e  f ir s t  an d  th ird  te rm s  also b ecom e 
zero. C om p en sa tio n  of th e se  te rm s, h o w ever, does n o t ta k e s  place locally , th u s  
f in a lly

nr“
< в  ix ) > =  * С ф ( х )  (у,- 8,- +  x) cp (ж) +  A -  j  ф  <p d  x {  J  ф cp d  X  J  ф  (л:1) y4 cp (a:1)

Zi

1 2
F  +  - - - ■  - +  в 2

[ \ X  — X 1 1
• (—A +  / t 2) 1 6 ( x  — a:1) ( — A -f- /и2) 1 (5 (a:— x 1) d x 1 —

— <p(x)(p (ж) (—A'  +  /л2) 1 Ô (ж') |x'=0} •

H ence th e  en erg y  d en sity  depends — w ith  th e  ex cep tio n  o f g — on ly  on th e  
form  o f th e  b a re  nucleon . I f  th is  is p re sc rib ed , th e n  fro m  th e  above e q u a tio n  
th e  en e rg y  d e n s ity  can be  d e te rm in ed .

E a rlie r  B h a b h a  [3 0 ] carried  o u t ca lcu la tio n s concern ing  th e  th e o ry  o f  
cosm ic show ers assum ing , t h a t  th e  en erg y  o f  th e  n uc leon  is co n cen tra ted  in to  
tw o reg ions, in  an  in te rn a l reg ion  of th e  o rd e r of a nuc leon  C om pton  w av e  
len g h t a n d  a n  e x te rn a l m eson  reg ion  of th e  o rd er o f a m eson  C om pton  w av e  
len g th  in  th e  p ro p o rtio n  o f (1 — e)Mc2 resp . eMc2. L e t u s  exam ine now  how  
m u ch  en erg y  fa lls  — acco rd ing  to  our ca lcu la tio n s  — in  th e  case of our p re se n t 
m odel in to  th e  in d iv id u a l regions. L et us suppose as an  ap p ro x im atio n  th a t  
th e  b a re  n u c leo n  is p o in tlik e  : ф(х)у4<р(х) =  ô(x) an d  \<pqidx =  l .  W e th e n  o b ta in  
a low er lim it fo r th e  en e rg y  falling  in to  th e  e x te rn a l reg ion . T hus (m  is th e  
n  m eson  m ass , g =  5e, M  =  6,8 m) :

2m
or2 p M qt2

f <  p (x) d x =  —-------------  (m  +  M )  c2 «=!----------0,43 M  c2 =
,  */ ^ \ 2 A n  h e  2 A n H c

X ^  (M e)

=  0 ,0 8 M e 2 .
* * *

L e t us deal now  w ith  th e  m an y -n u c leo n  p ro b lem . As a gen era liza tio n  
o f (34) le t us ta k e  th e  t r ia l  fu n c tio n  in  th e  follow ing fo rm  :

< At1, . . .  A^ ; y \  . .  . y n \ t >  =  Cn <p (ж1, . . .  X A )  П  j ^  / ( /  -  x>) j . (48)
\ j =  1 )

H ere acco rd in g  to  (7) <p is a n tisy m m e tric . T he n o rm a liza tio n  co n d ition  (12) 
is now

2 1C*Cnl(n) =  1,
I (n) =  j". . .  j  В (ж1, . . . x A)n ф (ж1, . . . х А) П d <р (ж1, . .  . х А) ,

Z (0) =  1, (49)
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w here

В  (я1, . . . x A) = A  J / *  ( y ) ( - A + ^ f ( y ) d y  +

2  S f*  (у ~  x‘) (—A + M)'/2f ( y  — xi) d y
G iMy

=  D +  b ( x \  . . .  x A) .  (50)

A ccording to  (9) th e  m ean  v alue  of th e  to ta l  m om entum  o f th e  field  is

< p t > =  У  C* Cn J . . .  J  В  ( x \  . . . x « y  <p ( x \  . . . x A)

A f. A Q
П y p  d x<l> —  _ v ----- (p (%x, . . . x A) .

i  3  X:

L et us d e te rm in e  th e  m ean  v alue  of th e  en e rg y . F ro m  (10) we o b ta in

(51)

- r < P ,  > -  2 ’ С* Cn ( A E  (n) +  n e (n)) +  v  C* C„+1 („ +  1)'4 a (n ) +
i n  n

+  1'С*п Сп_ 1ПУ> a* (n -  1)
П

E  (n ) =  ( . . .  \ В  (я1, . . .  x A)n ср (я1, . . . x A) П y p  d х <1>

(h с у (р  у р  Э, +  уР  AI  с 2)  ср (я1, . . . х А)
А

s (п ) =  2 j . . .  ( Л  (я1, . . .  х А)п- '  ср (я1, . . . х А) П у Р  d я9) ср (я1, . . . х А)

,|7* (у — х‘) (—А + M2) f ( y  -  xi) d y
«.у

(n ) =  A  g ( . .  . j d X В  (я, я2, . . . xA)n ср (я, я 2, . . . я л ) П у Р  dx0) ср ( я ,я 2, . . .  х А)
1 =  2

> 7 ( я - я 1 ) + / ( 0 )  ,
у = 2  1

(52)

w here th e  te rm s  correspond ing  to  ß o f th e  exp ression  (37) w ere o m itted . C on
sidering  th e  no rm aliza tio n  cond ition  (49) a n d  v a ry in g  we o b ta in

l (n) I (n )
+ c„+1 <» + 1)» “)"> + c„_. = !) = о.

/ (rc) / (m)
(53)

N ow  th e  coefficients of th e  C„-s depend  y e t on n. The coeffic ien ts will all be 
in d ep en d en t o f ra, if  it  is assum ed  th a t  w hen  su b s titu tin g  (50) in to  an y  in te g ra l 
o f (52) b m a y  be neglected  aga in st D.  F u r th e r  be /  no rm alized : D  =  l .  T h u s

3
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—- - - -  —уЕ  =  J"...J (p (х г,. . .хА) П уф d  ж(,) (Л с уф  у ф  8, +  у ф  М  с2) (a:1,...*-4) ,
1(п)

е ^ — у е — 2 ( . . .  J <р (ж1, . .  . х А) П у ф  d я;0) <р (ж1, . . .  х А)

2 ’/ *  Су — * 0  {— A + ^ ) f { y  — x i ) d y ,
i.j

а ^  ^ a =  A g \ . . . § d x 1 cp (ж1, . . .  х А) П  уф  d х<9 ср (ж1, . . .  хА)
1 = 21(п)

2  f i * '  -  XÍ) + / ( ° )
J = 2

а*  (га -  1) 
l(n)

-> а ’ (54)

U sing th e se  expressions th e  so lu tion  o f  eq u a tio n  (53) is as before

=  A E
a a*

+  v e ,

a*
e

f  can  be  ag a in  d e te rm in ed  b y  th e  v a r ia tio n  of W.  T h u s  th e  solu tion  is fo r  th e  
g ro u n d  s ta te

/ (ж )  =  а ( - Л  + ^ ) - 1 й (ж),

e >  =
a a* 
2e2 У, (у!)И(и !)Н( — i) " - ^ !  

Го 11 (v - l ) ! ( n - v  +  1)1

n—v+l
(55)

i f  o n ly  (р у ^ ^ ср

U sing  th is  th e  to ta l  energy  of th e  f ie ld  becom es

2 A
jp - ( ° )  =  A  E  — —  A  j . . .  j  d X  <p (ж, X 2,  . . .  x A) П уф  d x (|) <p (x , x2, . . .  x A)

2 i= 2

2 ( - A + ju2) - 10( x - x J),  (56)
j=2

here  th e  self-energies w ere  left o u t. F in a lly  v a ry in g  w ith  re sp ec t to  <p
we o b ta in , th a t  th e  to ta l  energy  of th e  f ie ld  is m in im al, if

_V ĵ A с у ф  y(J) 8 p  +  уф  | м  C2 -  É -  ( — A W  +  pt2Y l 0 (*J ~  x>)

A 4> {x1, . . .  x A),

<p(x\. . .xA) =  

(57)

w here A is th e  L ag ran g ian  fac to r be lo n g in g  to  th e  no rm aliza tio n  co n d itio n  
(49) [1(0) =  1]. In  th e  eq u a tio n  re su ltin g  from  i te ra t in g  (57) as i t  has been  
show n b y  G. Ma r x  a n d  G. S zamosi [32], [33] re la tiv is tic a l repulsive an d  m a n y - 
b o d y  forces occur w hich  m ight re su lt th e  sa tu ra tio n .
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The m ean  value  o f th e  m eson n u m b er from  (11), (48), (49) and  (55) is

< M >  =  - - - -  =  - f ; 4- fd  (y) ( - Z I +  g f i f  3,1Ô { y ) d y a u A ( M  >one nuceon ,
£2 2 he  J

hence our a p p ro x im a tio n  used in  th is  p a r t  m ean s essen tia lly  th e  om ission o f  
th e  m esons g iv ing  rise to  th e  in te ra c tio n  b e tw een  th e  in d iv id u a l nucleons, 
ag a in st th o se  belonging  to  th e  self-fields o f th e  nucleons.

A ccord ing  to  th e  foregoing th e  d iv e rg en t self-energies can  be a p p ro x i
m a te ly  e lim in a ted  b y  m ass ren o rm aliza tio n , o th e r  q u a n titie s , how ever, rem a in  
d iv e rg en t. F o r th e  e lim in a tio n  o f these  th e  u su a l m ethod  is th e  c u ttin g -o ff  
m e th o d . This can  be exp la ined  accord ing  to  th e  considera tions o f  p a r t  a)  b y  
a ttr ib u tin g  to  th e  b a re  nucleon  a fin ite  ex ten s io n . As a g a in s t th is  from  th e  
ca lcu la tions p erfo rm ed  ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  th e  recoil, i t  is ev iden t t h a t  
i f  th e  cu t-o ff is to  be ju s tif ie d , (3) canno t be  o f general v a lid ity .

T hus we o b ta in  from  (46) for a nucleon a t  re s t if  th e  c u ttin g -o ff  is c a rried  
o u t a t  a v a lu e  dp, =  x  ^  6,8 p  w ith  g =  5e

< M >  =  0 ,0 9 .

2. The nucleon and the symmetrical pseudoscalar meson f ield

In  our ca lcu la tions here  we consider o n ly  th e  recoil o f  th e  nu c leo n , 
sim p lest ca lcu la tio n s n o t ta k in g  in to  a cco u n t th e  recoil can  be  carried  o u t 
sim ilarly . L e t us f irs t  of all consider th e  m ean  va lu e  of <( a  P M [d] a ) .

W e o b ta in  from  (1), (4) a n d  (6) sim ila rly  to  (9)

< <r|P^[a]|< r>  =  i Г
n ' + n  —+  Л3 rj...J <(T j x ; P . . ,£n+ ; t?1, . . .rjn . .£"*>

П  dv, d avi (£') П dvi d avi ( f )  П  dVk d avk (Çk) yv d av ( x ) .

n+ 0 n~  8 n’ 8
T +  2 - ^ - ? +  vi l  Qx„ ' —  d i ‘ ' —  dr,l  ' 8CJ

- I d (x)
2 xc  J

i
he

n ++ n ~ + n

<*; Ç1,...ÇnT;r]1,...r)n ; | d>  —

j  . . .  j < d  j ж ;  f 1, ... ̂ n r ; r j 1, . . .  r)n~ ; Ç \  . . . £ " >

П dvi d avi ( ! ')  П dVj d avj (rji) П  dVk d avk (Çk) ye y5 —— { j/2 т_ (n+ 
3 x„ 1 1 )V* •
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• < *  ; * , í 1, . . .  | л+ ; J?1, . . .  r]n~ ; С1, . . . Сл3 ! т+ (га-  — 1),/г •

• < * ;  çi , - - - Ç n+; x , y 1, . - - v n~;Ç1, - - - Ç na\<y> +  r3 (n3 - i y > -

• < X ; I1, . .. !n+ ; Í?1, . . .  7]п ~ ; х, С1, • • • Ст  ! о > } +  с. с. —

_ д__62_ 2  Г d сг/г (*) V  
2 М  с2 J w

а
(_а\х;  х , £ 2, . . .  £п+ ; rj1, .

П  dVi d avi (£>') П  d v j d  avj (t]i) П  dvk d avk (Çk) ■
i=2

< a; ; X ,  Í 2, . . .  | n+ ; »y1, . . .  r}n ; Ç1, . . .  Çn* \ o )  + (58)

-(- a n a lo g u o u s  te rm s fo r  n~~ an d  n3 -f- 2 m esons m ore  -\-2 m esons less. H ere
9

th e  e x c la m a tio n  m a rk  o v e r -------in d ic a te s , th a t  th e  succeeding a m p litu d e
9 Xg

sh o u ld  be d iffe re n tia ted  w ith  respect o f  th e  m eson c o o rd in a te  on ly . F u r th e r  
on th e  la s t  tw o te rm s  o f (58) w hich  are  th e re  n o t  given e x p lic itly  are 
ev e ry w h ere  o m itte d , b ecau se  th e y  c o n tr ib u te  n o th in g  to  th e  a p p ro x im a tio n  
to  be d e a lt w ith  below . In  (58) x, £, rj, £ e tc . a re  ag a in  fou r-d im ensiona l 
v ec to rs .

B efore  m ak in g  an  assu m p tio n  concern ing  th e  t r ia l  fu nc tions, i t  is w orth  
w hile to  consider th e  fo llow ing. A b a re  nucleon  can  be  ch a rac te rized  b y  its  
p a r i ty , iso to p e  sp in  a n d  sp in  an d  th e se  values rem a in  th e  sam e fo r th e  real 
nucleon .

E a r l ie r  for a sca la r f ie ld  these  re q u ire m e n ts  w ere fu lfilled  a u to m a tic a lly , 
here  in  th e  choice o f th e  t r ia l  func tion  spec ia l a tte n tio n  h as  to  be p a id  to  th ese  
co n sid e ra tio n s . T he o n ly  possib ility  to  av o id  th e  d ifficu lties  en co u n te red  in  
th e  c a lc u la tio n  owing to  th is  fac t is n o t  to  allow a ro u n d  th e  real n u c leo n  an  
a rb i t r a ry  n u m b er of m esons.

C alcu la tions w ere also carried  o u t  b y  ta k in g  in to  acco u n t several 
m esons [17]. To il lu s tra te  th e  co n fig u ra tio n a l m e th o d  we go o n ly  as fa r 
as th e  one-m eson  s ta te s , how ever, th e  reco il as w ell as th e  te rm  o f th e  form  
яргрФ2 o f  th e  in te ra c tio n  en erg y  are ta k e n  in to  acco u n t. A ccordingly , o n ly  th e  
fo llow ing  a m p litu d es  c a n  be chosen as d iffering  from  zero (again in  th e  case 
o f  a t =  co n st p lane  a n d  b y  chang ing  n o ta tio n ) :

< * ; f |  *> =  c x
1 /"

/  4

< x  11 > =  C0 <py, , % (x, 1/2, 1/2)

[ f i . i  (£ — x,  1, 0) <py2, - y 2 (x, 1/2, 1/2) +

+ f l , l  (£ x > 1) W'/i, Уг (x >1/2’ 1/г)
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< X ; i, 11 )  — Cj j~ _  I [ _  / ll0 (С X, 1, 0) <p/2> y2 (л:, 1/2, */2) +

+ /i,o (C  ж, F  1) Ç5Î4, 54 (ж ,1/ 2» 1/г )( ( ^ )

fo r a p ro to n  and

<*;i?| i > = C 1

’C *  i О  —  C o  9s 54, -  54 ( * »  V a>  1 / г )

“о- f i , —i  ÍV •*"> 1» 0 ) 9554, 54 (*> J/2’ V2) “b

+ / 1 , - 1  (»7 -  1, 1) <P54 , 54 ( * ,  V«, “ Vis)I

< я  ; Í  11 > =  Cx
1

/1,0 (£ ж, 1 ,0) 9?y2i _ i/2 (x, 1/2, V2) ~b

~ Ь  I x '  I ’ l )  9 )5 4 ,— 54 ( * »  * / 2« V 2) I (60)

for a n e u tro n . H ere th e  o u th e r ind ices of q? a n d / m e a n  th e  iso tope  sp in  an d  
its  th i rd  com ponen t fo r th e  n u c leo n  resp . th e  m eson. B y  o u r choice th e  
prob lem s re la ted  to  th e  iso tope  sp in  h av e  been solved. T he in n e r ind ices o f cp 
re fer to  th e  an g u la r m o m en tu m  a n d  its  p ro jec tio n , an d  have in  th e  u su a l 
re p re se n ta tio n  of th e  у -s th e  fo llow ing  form

9i 0

0 —<PI
<P* 9 0

0
9^/4, У2 (.x -> V 2’ V2) = — <Pz

0 0

0 0

0 0

0 0

<Py2,  _  y2 (3 4 , 34) an d  f / p  -  y2 (3 4 ’ — 34) a r e  th e  sam e, b u t  th e ir  e lem en ts 
d iffer from  zero a t  th e  low er 4 p laces . cpx an d  q?2 a re  a rb itr a ry  sp h e rica l sy m 
m e tric  fu n c tio n s. E a c h  cp is n o rm alized  to  1, an d  th e y  are o rth o g o n a l to  each  
o th e r. F o r given qq, th e  values (pep, <рУц(р an d  j cp (Асу,- 8,- -t- M e2) <p dx 
are in d e p e n d e n t o f th e  indices o f th e  cp-s. This w ill be m ad e  use o f la te r  on. 
I t  is to  be expected  th a t  th e  in n e r ind ices of th e  fu n c tio n s  f  w ill re fe r also to  
th e  a n g u la r  m o m en tu m  an d  its  p ro je c tio n . F o r th e  m o m en t le t  us consider 
th e m  sim p ly  as d is tin g u ish in g  ind ices. Be th e / - s  no rm alized  and  th e  fu n c tio n s 
w ith  d iffe ren t in n e r ind ices o r th o g o n a l to  each o th e r :

Ac J
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J / Î . o  (*» 1» 0) ( — Л  +  / í 2) 1/2/ i ,0  ( х ,  1 ,1 )  d  лс =  0 e tc . (61)

In  th is  case th e  n o rm a liza tio n  cond ition  < t J t )  =  1 is th e  follow ing :

C0*C0 +  C* Cx =  1. (62)

S u b s titu tin g  (59) in to  (58) a n d  m aking  use o f w h a t has been  sa id  ab o u t th e  
<p-s an d  f -s  we o b ta in

4 -  < P 4 > =  C* Ca E  +  C* Cx ( £  +  £ ) +  С* C , a +  С* C0 a* +  С* С, y , (63)
i

w here

E  —  f <p (fi c Yj  0 ,; -f- M c 2) <pd X .

e = 2J { | j / í o(M ) ( - ^ ^ ) / 1,« (M )+  J 3 / . * o ( U ) H W , , o ( M )  +

+  \ \ f t A - A  +  /*2)/i,i (!,°) +  3 3 /Г д (1Д ) ( - ^  + ^ 2)/ы  ( l , l ) j í * ,

2 X

+

2
3

2
3

«î.i í 1’ °); J  / 1,1 (*> !» °) 9, à (x) d x  +  

« ri Í1, !)/ J  / 1,1 (*> !» 1) 9 , ô (*) d x  +

+ ( 1 , 0 ) ,  J / x , 0 ( * , 1 , 0 ) 9 ,  i ( * ) d *  +

+ «1.0 ( ! ,  !), J  / 1,0 (*, 1. !) 9 ,ó  (*) d x

« i . i ( l , 0 ) , = { 0 , 0 , V 2 } ,

«1.1 ( 1 Л ) , - =  { V 2 , - i  1 / 2 , 0 } ,

« li0 (1 ,0 ), =  { 0 ,0 ,1 } ,

«1,0 (!> !), =  {1, — i, 0 } ,

y = l g2
2 M e 2 y f / í i  (*, l , l ) / i tl ( * , ! , ! ) « ( * )  d *  +

J  J 7 í i  ( * , l , 0) / l f l ( * , l , 0) 6 ( * ) d *  +
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+  J  Y J / î o  (*, 1 .« > / , .  (*, 1 , 0) в ж , +

+  Y  Y  J / î o  (*, 1, i ) / i ,o  (*» 1- ,

b =  ^  (p (p d X . (64)

H ere  i t  has been  used  th a t  j ( p ^ y g ^ d a :^  0, a n d  also th e  te rm  co rresp o n d 
ing to  th e  ß o f e q u a tio n  (37) has been  o m itted .

V ary in g  (63) w ith  respect to  C*, an d  considering  (62) we o b ta in

C0 ( E - W ) + C i a  =  0 ,

Coa * + C 1 (E  +  e +  y - W ) = 0 .  (65)

This sy stem  of e q u a tio n s  has a n o n tr iv ia l so lu tio n  if  Det -/-  0. F ro m  th is  th e  
low er en erg y  value is

W  =  E  +

I 4 а  а*
£ +  У -  (е +  У)

' 1 +  (е +  у)2
2

aa*
£ +  y

(66 )

an d  th e  am p litu d es belong ing  to  th is  s ta te

c . =  ■ 1  , C , ™  -  C „ . (6 7 )

, . ’ +  r
(y +  e)*

F rom  here i t  m ay  b e  seen, th a t  th e  ap p ro x im a tio n  used  in  (66) fo r th e  ex 
tra c tio n  o f th e  roo t does no t m ake use of th e  sm all value of g, b u t  o f th e  fact,, 
th a t  th e  p ro b a b ility  o f  single-m eson s ta te s  is sm all, com pared  w ith  th e  bare- 
nucleon  s ta te . On th e  basis  o f th e  conclusions to  be  d raw n  from  th e  p reced in g  
p a ra g ra p h  we m ay , h o w ever, hope th a t  b y  p e rm ittin g  a rb itra r ily  m a n y  m esons 
we w ould  o b ta in  e ssen tia lly  th e  sam e energy.

T h e  d e te rm in a tio n  o f th e  f -s rem ain s to  be  carried  o u t. W e d e te rm in e  
th e  f-s  also here from  (66) b y  v a r ia tio n . The a u x ilia ry  cond itions (61) shou ld  
also be ta k e n  in to  ac c o u n t for th e  v a r ia tio n . H ow ev er in  our p resen t a p p ro x im 
atio n  th e y  are  d isreg a rd ed , a lth o u g h  th e  f-s  o b ta in e d  as so lu tion  are  to  sa tis fy  
th e  cond itio n s.

T he so lu tion  o f  th e  set o f e q u a tio n s  o b ta in e d  b y  v a ria tio n  is

(t I t
-  A - Д  + (« 2 +  A — ?̂— bd(x)
][2 \  *  2 Meß  V 'J

/ ы О ^ М ) °i,i (1,0); 3, д (х ) ,



4 2 К . L. NAGY

/ l , l  (*> 1* 1) — — A -f- и* +  А — ——  b ô (x)
2 Mc*

a *i (1 ,1 ), Э, ô (x) ,

/ 1,0 (*, 1 ,0 )  =  a — ̂  +  f*2 +  A - - - - -  b ô (ж) a*0 (1,O ),0, à (ж ),
2 M c 2

V2
/ 1,0 (*, 1 ,1 )  =  ^  \ - A  +  p* +  A -  f -  - b ô (ж) a*0 (1,1),. 0 д (ж) .

2 M c 2

- 1

(68)

T h e n o rm a liza tio n  fa c to r  a c an  be d e te rm in ed  from  a n y  /  an d  we o b ta in  alw ays 
th e  sam e v a lu e . S im ila rly  we m a y  sa tis fy  ourselves a b o u t th e  fa c t t h a t  th e  f -s 
o f  d iffe ren t in n e r  ind ices a re  o rth o g o n a l.

U sing (68) f in a lly  th e  en e rg y  o f th e  fie ld  is in  case of one p ro to n

W  = E -
2 x

2 I
2

J  9 , à (ж) —A +  p* +  X Г
2 Me*

b ô (ж)
- l

3, ô (ж) d x  .

(69)

F o r  a n e u tro n  th e  ca lcu la tio n s can  be carried  o u t in  th e  sam e w ay . F in a lly  
we receive b a c k  th e  fu n c tio n s  (68) an d  th e  energy  (69).

F o rm u la tin g  th e  s ta te  v e c to r  o f th e  to ta l  sy stem  from  (6), (59), (60) 
a n d  (68) it  m a y  be seen, th a t  th e  d e te rm in ed  s ta te  is th e  e ig en sta te  o f  th e  to ta l  
a n g u la r  m o m e n tu m  an d  its  p ro je c tio n , fu r th e r  on because th e  m esons are 
c re a te d  in  th e  p  s ta te  also o f th e  p a r i ty  w ith  co rrec t eigenvalues.

In  th e  p re se n t a p p ro x im a tio n  th e  s ta te  v e c to r  ch a rac te riz in g  th e  real 
n u c leo n  has a lre a d y  been  d e te rm in ed , so th a t  now  th e  value o f a n  a rb itra ry  
o p e ra to r  c h a ra c te riz in g  th e  f ie ld  can  be d e te rm in ed . Below  th e  m ag n e tic  m o
m e n tu m  o f th e  n uc leon  is c a lc u la ted . T he o p e ra to r  o f th e  m ag n e tic  m om en
tu m  is

3K
e h  f  1 T. 

2 M e
Г у) у4 ---------- a ipd x  -1—  —  Í (Ф [ж, V  ] Ф* — Ф* [ж, V  ] Ф) d ж ;

J 2 2 he J
(70)

F ro m  th e  o b ta in e d  s ta te  fu n c tio n s  we o b ta in  th e  re la tio n  found  b y  S achs [45]

< 5Ш >p +  < 50Î >jv — -
2 M I 1 - y C f C t (71)

T h e  n u m erica l v a lu es  o f  th e  m ag n e tic  m o m e n tu m  w ith  a c u t t in g  o ff a t ôp

becom e in  case o f  ---------- =  15 :
4 n h c
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< an >p =  0,98 /4 \/ 1 О О C*C4 =  0,32 II
=  1,04 =  - 0 ,2 9 =  0,19 =  3

=  1,04 =  - 0 ,1 4 =  0,08 =  2

In  case o f  A =  0,2, :

<2R>p =  l ,0 2  < 9Я >N =  —0,20 C f C ^ O . 1 4 ,  <5 =  3 .

T hese are  in  acco rdance  w ith  th e  earlie r s ta te m e n ts  o f  Sach s  : p e rm ittin g  
o n ly  single m eson s ta te s  we o b ta in  fo r th e  anom alous m ag n e tic  m o m en tu m  
of th e  nucleon  w rong re su lts . T ak in g  in to  acco u n t th e  te rm  o f th e  in te ra c tio n  
en e rg y  p ro p o rtio n a l to  A does n o t a l te r  th is  fac t e ith e r.

L e t us d e te rm in e  полу th e  e le c tro n  charge d is tr ib u tio n  o f th e  nucleon . 
L et us fo rm  w ith  th e  d e te rm in ed  s ta te  v ec to r th e  m ean  va lu e  o f  th e  charge 
d e n s ity -o p e ra to r

Q И  =  : e ip y4 1 Тз f  +  - — Ф* dt Ф :
2  he

S im ila rly  to  our o th e r  m e th o d s  we o b ta in  b y  considering  w h a t has been 
sa id  a b o u t cp

< Q (x ) >p =  C* Co e T (*) 74 <P (*) +  !  C* Ci q> (a) y4 cp(x) +  2 C* C1 ~  Г |
3  3  h  C J  I

Y  f t  1 (* -  * 4  1 ,0 )  2 ( - A  +  (x -  *1 ,1 , 0) +  j f t ,  ( x - x \  1 ,1 ) .

• 2 (—A +  (x -  x 1, 1 ,1 )  j <p (a1) y4 cp (a1) d x 1,

=  4  c î C i * v ( * ) y * v ( * ) -  f  ( x - x \ i , o ) -
3  3  n e  J  ( 3

• 2 { - A  +  / W r . - т  (x -  * \  1, 0) +  I / * _ !  ( x - x \  1 ,1 ) • 2 ( - A  +  p«)* ■

■ f i , - i ( x  — X1, 1, l)j cp (a1) y4 cp (a1) d x1 . (72)

F ro m  h ere  m ak ing  use o f th e  fa c t t h a t  th e  <p-s w ith  th e  sam e in n e r  ind ices are  
id e n tic a l fu n c tions, i t  can  be re a d  t h a t  th e  m esonic charge  c loud  o f  th e  rea l 
p ro to n  an d  n e u tro n , — d isreg ard in g  th e  sign — are th e  sam e.

<e(x)>p +  < e ( x ) y N =  e~cp (x) y4 cp (a) .
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F in a lly  from  (72) in  case o f  Я =  0 w ith  th e  d e te rm in e d  q u a n titie s  th e  m esonic 
charge c loud  becom es

! C0* C0 — £ - ------- t —  Гj—  e - -  X X
4 n  h c 8 л 2 x 2 J j 9 Xj \ x  — x1

е-л1х-хЧ 9 K x {i a \ x  —  x ' \ )

3  X:
<p(xl ) У4 <P (x1) dx1 •

L e t us f in a lly  ca lcu la te  th e  m ean  va lu e  o f  th e  en erg y  d e n s ity  o f th e  fie ld . 
W ith  th e  a id  o f th e  d e te rm in ed  s ta te  v ec to r  an d  in  th e  ap p ro x im a tio n  used 
in  eq u a tio n  (66) we o b ta in  t h a t  th e  en erg y  d e n s ity  o f th e  m eson  fie ld  is in  th e  
en v iro n m en t o f  th e  rea l nucleon

< в (x) > =
2 x

3  1 
2 2 J  <P Í*1) YiT  0*1) { 9 , 9 j  (—A + / t 2) 1 ô (x—я 1)

0,- 3 j ( - A  +  ^ * ) - i  ô { x -  x i) +  ] f - A  +  fj? Q j ( - A +

ô (x — x1) У— A +  /12 3j (—A +  /М2) 1 <5 (a; — x 1) -f- 

+  /t2 3 ; ( - 4  + / Í 2) - 1 á (* - r 1) 3 ,  ( - 4  + ^ ) - i  á (* _ * ! )  } d * i . (73)

In d e e d  its  in te g ra l over th e  w hole vo lum e agrees a p a r t  from  th e  sign  to  th e  
self-energy  te rm  o f expression  (69). In  an a lo g y  w ith  (47) it  m a y  how ever be 
assum ed  th a t  ta k in g  in to  ac c o u n t th e  m an y -m eso n  s ta te s  th e  en e rg y  d en sity  
o f  th e  fie ld  can  b e  b e tte r  a p p ro x im a te d  b y  th e  exp ression

< QM (x) > =  ( ~ ) 2 J  J V (*X) У4 V {x1) { 9 , 3 j ( - A + V 2) - '  Ô (я -* 1) 3 , 3 ; .

• ( A + /4 2) - 1 Ô ( x - x ^ + l i 2 9j  ( A +/U2) - 1 Ô ( x - x 1) 3j ( -A - f ^ 2) - i  Ô { x - x ' f i d x ' ,

(74)

th e  in te g ra l o f w hich  ta k e n  over th e  to ta l  vo lum e agrees also w ith  th e  
second te rm  o f (69). F ro m  (74) in  case o f  a po in t-lik e  nucleon  w ith  
g 2/4 л  h c =  15 w e o b ta in

J  < p ( * ) > d *  =  — ^ - - 0 , 9 9 M c 2 =  1 4 ,8 M c 2 ,
/ h \2 4 Л.he

n am ely  on ly  th e  en erg y  o f th e  m eson fie ld  ex te n d s  to  th e  considered  p a r t  o f 
th e  space. Since th e  to ta l  en erg y  of th e  field  is (neg lec ting  th e  k in e tic  energy  
o f th e  D irac  fie ld ) M e2, th u s  in  such cases th e  en erg y  p re se n t in  th e  in te rn a l 
reg ion  is — 13,8 M e 2. I t  m ig h t he o f in te re s t to  re p e a t th e  ca lcu la tions o f  
B h a b h a  b y  considering  o u r p re sen t re su lts .

M y th a n k s  a re  due to  D r. G. M a r x  for h is adv ices g iven  d u rin g  th e  
p re p a ra tio n  o f  th is  w ork  a n d  fo r his c o n tin u o u s  in te re s t. S im ila rly  I  am  in 
d e b te d  to  P ro f. D r. G. H e b e r  (Jena) for his v a lu ab le  rem ark s .
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A ppendix

E a rlie r th e  recoil of th e  nucleon was ta k e n  in to  co n sid e ra tio n . H ere  th e  
ca lcu la tio n s ta k in g  in to  acco u n t th e  recoil a re  carried  o u t  in  th e  m o m en tu m  
space . T he p re se n t discussion shows c learly  w hy th e  choice o f tr ia l fu n c tio n  
(34) m eans ju s t  th e  co n sid e ra tio n  of th e  reco il of th e  n u c leo n . L et us w rite  
(34) in  th e  follow ing form

< ж1;У » • •

= c„
У | >  =

(2 л  Ä)3/2 (2 л  h)
r - 2 J ? n ( p ) e ^ pxd p  П

I f ,  2 r 2 i , .

f ( k ‘) e*k' d k ‘, (1)
i = 1 ' 2  to,-

w here th e  recoil has to  be ta k e n  in to  considera tion  b y

<Pn (p) \ p  +  k*
< i' =  l

Щ (p) ■ (2)

us (p) is ow ing to  (7) an  u n i t  sp inor ch a rac teriz in g  a nucleon w ith  m o 
m en tu m  p , p o la risa tio n  s (sp in , iso tope sp in) and  p o s itiv e  frequency , its  
exp lic it form  is in  th e  u su a l re p re sen ta tio n  o f th e  y-s

c2p 2

(E +  M  c*)2

_ cS a P)ls 
E  -f- M  C“ 

c ( o p ) 2s 
E  + M e 2 

0 
0 
0 
0

s =  1 ,2
in case o f s =  3 ,4 , e lem ents =j= 0 are  
a t th e  lower 4 p laces .

(3)

2  J a* (p) as (p) d p  =  1 ,
S

w =  f c 2 k2 - \ -  m 2 c4

j7* ( k ) f ( k ) d k = l .  (4)

F rom  (2) an d  (3) it  can he seen , th a t  n eg lec tin g  the  sm all com ponen ts o f  th e  
it-s (1) ju s t  agrees w ith  (34). F ro m  th e  n o rm aliza tio n  co n d itio n  О  t>  =  1 
i t  again  follows th a t

2 ’C *C „= 1 .  (5)
L et us f ir s t  ca lcu la te  th e  m ean  v a lu e  o f th e  m o m e n tu m  of th e  f ie ld . 

F ro m  (10) on th e  basis o f th e  above we o b ta in
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<Pi> = 2  i P, a* (p) as ( p ) d P-
S

( 6 )

S im ila rly  th e  m ean  value o f  th e  energy  o f th e  fie ld  is

4  < P 4 > = 2  С* cn V  J.. ./ a* (p) n f *  (ti) f j c 2 (p -  2 ’k j y  + M 2 c4 +

+  2J Y°2 +  m2 c4 )  • as (p ) П  f  (к7) d p t l  d k ! +

+  ё  2 (П +  1) ■ c* Cn+1 2J...J a f  (p) n f *  ( V ) f ( V )  d V .
n  s .s'

Us (p —2  k') us' (p —9 —2 ki) as’ (p) (2 7T Л)3
h2 c2 
2 со,,

f  (q) dqdp -\-C ■ C.

(7)

H ere  th e  te rm s  u n d e r th e  in teg ra l a re  s till  d epend ing  o n  n, th u s  G l a u b e r  

an d  L u t t i n g e r ’s m eth o d  c a n n o t be ap p lied  to  the  so lu tio n  of th e  e q u a tio n  
o b ta in ed  a f te r  th e  v a r ia tio n , th e re fo re  fu r th e r  ap p ro x im a tio n s  are  u sed . 
B y  ex p an sio n  we o b ta in

Yc2 (p  — ki )2 -)- M 2 c4 : 1! c2 p 2 +  M 2 c4 --------- ( У  Ы )2 ------
2 M  M P 2У к Р

A ssum ing  fu r th e r  th a t  a(p)  and  f  a re  spherica l sy m m e tric , th en  th e  f ir s t  
te rm  is

V
n

C*C, E  4~ n 1 k 2E 4“ ■ —
2 M

of course here

E  =  2.' I af  (p) fc 2p 2 +  AT2 c4 as (p) d p  ,
s

e =  J / *  (к ) ]/c2 k2 4- m 2 c * f ( k ) d k ,  

k 2=  J / *  (k) k2f  (k) d k .

In  th e  second  te rm  using  th e  ap p ro x im a tio n  (com pare [5])

V t i )  lV (p -  9 — 2  И
1 _ c2p 2

(E +  M c 2)2 ,

1 +
c2f>2 s,s' :

( E + M c 2)2
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we o b ta in  from  (7) in  such  an  ap p ro x im a tio n

k 2~ < Р * >  =  1'С*п Сп E  -)- n « +  ■
2 M

+  У  n'^C* Cn_ i a

+  ( n  ~b 1 )1/2 C *  Cn+i a +

a =  ë j 2 ^ g{p)
Ä2 C2
2 со. f ( q ) d <i. ( 8 )

O ur m eth o d  is from  here a lre a d y  th e  u su a l one, th u s in  th e  g round  s ta te  we 
o b ta in

ct a *
W< o) =  £ ------------ —  . (9)

fc2
£ +  2 M

This also m in im izing  w ith  re sp ec t to  f  we o b ta in  the  so lu tio n  f o r /

1 1

2 M

№ ( 10)

F rom  here th e  energy  of th e  fie ld  is

W (° )  : g(P)
2 &  C2

(2 л й )3J a k +
к2

2 M

d k . (И )
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МЕТОД СРЕДНЕЙ СВЯЗИ ТОМОНАГА, ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ КОНФИГУРА
ЦИОННО-ПРОСТРАНСТВЕННЫХ МЕТОДОВ

К. Л .  Н А Д Ь

Р е з ю м е

Определяются векторы состояния, характеризующие реальные нуклоны, методом 
средней связи, используя методы конфигурационного пространства в квантовой теории 
полей. Расматривается взаимодействие между нуклонным полем, описиваемым уравне
нием Дирака, и скалярным или псевдоскалярным мезонним полем. Образование пар 
пренебрегается. В рамках конфигурационного метода учитывается и отдача нуклонов. 
С помощью вектора состояния определяются средние значения некоторых физических 
величин в состоянии реального нуклона. Из-за конфигурационного метода, —  особен
но при расчете локальных физических величин —  получается очень наглядная картина 
реального нуклона.



PRODUCTION OF HEAVY UNSTABLE PARTICLES IN  
EXTREMELY ENERGETIC NUCLEON-NUCLEON

COLLISIONS
By

G .  D o m o k o s

CEN TRA L RESEA RCH  IN ST ITU TE FO R  PHYSICS, D EPA R T M E N T OF COSMIC RA Y S, BUDAPEST 

(Presented by L. Jánossy. — R eceived: Y. 24. 1957)

The problem of multiple production of heavy unstable particles is analyzed. Possible 
reaction schemes are established on the basis of Gell-Mann’s theory. In order to apply the 
Fermi-Landau thermodynamical model to the production of heavy unstable particles, their 
interaction with pions is investigated. Some characteristic quantities of the two-proton system  
are calculated by making use of the aforesaid model. The results seem not to contradict ex 
perimental results.

1. In tro d u c tio n

In  recen t y ea rs  severa l p u b lica tio n s have  b een  app earin g  on  th e  p ro d u c tio n  
o f  heav y  u n s tab le  partic les  in  ex trem ely  energe tic  nuc lear collisions. A lthough  th e  
s ta tis tic s  o f ex p erim en ta l d a ta  is r a th e r  poor, a n d  th e re  are a lre a d y  som e th e o 
re tica l papers on th e  su b je c t1 we hope it  m ay  n o t be su p erflu o u s to  carry  o u t 
som e in v es tig a tio n s  concern ing  th e  p ro d u c tio n  m echanism  o f th ese  p a rtic le s .

C hoosing a sim ple m odel, we shall deal w ith  cen tra l, to ta lly  ine lastic  
collisions of tw o nucleons a t  v e ry  h igh  energies. (F or the  ju s tif ic a tio n  o f th is  
m odel, see th e  w ork  of F e i n b e r g  and  C h e r n a v s k i  [1]). W e assum e fu r th e r , 
th a t  th e  nucleon  has a p ion ic  p ro p er field , th e  lin ea r  d im ensions of w hich are  
~  1/fi (ju s tan d s  for th e  m ass o f p ions ; in  th e  course of th e  p re se n t p ap er we 
p u t  fi =  c =  1) an d  s im ila rly  a K -m esonic p ro p e r  fie ld  w ith  lin e a r  dim ensions 
~  1/m (m  =  m ass o f K -m esons). D uring  a collision  th e  tw o nucleons are a ssu 
m ed to  fo rm  an  in te rm e d ia te  s ta te  w ith  h ig h ly  excited  p ro p e r  fields. T he 
la t te r  ones give up  th e ir  energy  b y  em ission o f several q u a n ta  of the  p ion ic , 
nucleonic an d  K -m esonic fields respective ly . I f  th e  lifetim e o f th e  “ in te rm ed ia te  
s ta te ”  is su ffic ien tly  long, we are  allow ed to  a ssum e th a t  in  th e  p roper fie lds 
a s ta tis t ic a l  eq u ilib riu m  ex ists  an d  we m ay  t r y  to  ca lcu la te  th e  n u m b er o f  
d iffe ren t p a rtic le s  p ro d u ced  b y  m ethods o f s ta tis t ic a l  p h y sics . This idea  o f  
F e r m i  [2]2 was m odified  b y  L a n d a u  [3], [4], w ho s ta te s  th a t  d u rin g  th e  f i r s t

1 We mention only the early work of H a b er -Sc h a im , Y e iv in  and Y e k u t ie l i, Phys, 
R ev., 94. 184 (1954) applying Fermi’s theory and B e l e n k i’s papers, quoted in ref [4].

2 In F e r m i’s and L a n d a u ’s papers only the pionic proper field of the nucleon is dealt 
with. The above-mentioned model seems to he a natural extension of the former. We do not 
introduce, however, hyperonic proper fields ; we shall regard for sake of simplicity hyperons 
as “ composite particles” — e. g. according to the model of Gy ö rg y i [5]. This assumption 
does not affect seriously our later considerations. 4

4 Acta Physica IX /1  -2 .
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s t a g e  o f  i t s  d e c a y ,  t h e  i n t e r m e d i a t e  s t a t e  c o n s i s t s  o f  a  c o n t i n u o u s l y  v a r y i n g -  

n u m b e r  o f  p a r t i c l e s ,  s i n c e ,  b e c a u s e  o f  s t r o n g  i n t e r a c t i o n s  t h e  n u m b e r  o f  p a r 

t i c l e s  i s  n o t  a  “ g o o d  q u a n t u m  n u m b e r ” . O n l y  a t  a  l a t e r  s t a g e ,  w h e n  t h e  p a r 

t i c l e s  h a v e  g o t  o u t  o f  t h e  i n f l u e n c e  o f  e a c h  o t h e r ,  m a y  w e  s p e a k  o f  a  f i x e d  

n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  a n d  a p p l y  f o r m u l a e  o f  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c s .  L a n d a u  

d e f i n e s  a  “ c r i t i c a l  t e m p e r a t u r e ”  o f  t h e  s y s t e m  a t  w h i c h  w e  c a n  c o n s i d e r  t h e  

p a r t i c l e s  a s  f r e e .

A c c o r d i n g  t o  L a n d a u ’s c a l c u l a t i o n s ,  t h e  l a t t e r  t e m p e r a t u r e  f o r  p i o n s  

a n d  n u c l e o n s  i s  g i v e n  b y

П л) =  « ■ f*

in en e rg y -u n its , w here a  is a n u m erica l fa c to r  near to  u n ity .
N ow  th e  follow ing p ro b lem s arise :
a) D o m ultip le  processes p lay  a ro le  in  th e  p ro d u c tio n  of K -m esons and  

h y p ero n s, a n d  i f  so, w hich a re  th e  re a c tio n  eq ua tions.
6^ I f  we w an t to  d escribe  th e  p ro d u c tio n  of th e  h e a v y  u n stab le  p a r tic le s  

b y  m ean s o f  th e  F e rm i-L a n d a u  m odel, w h a t is th e  c r itic a l te m p e ra tu re  for 
th e  la t te r .

I n  conn ec tio n  w ith  a)  We re m a rk , t h a t  if  m u ltip e  p ro d u c tio n  o f  h e a v y  
u n stab le  p a rtic le s  tak es  p lace  a t all, th e n  co n se rv a tio n  law s allow th e  follow 
ing re a c tio n s  :

N  +  N  

Л  +  N  +  K  

3 + N  +  K

■ ■ - 3 + N + 2 K

■ ■ - з + л  +  к
■ ■ ■ 3  + z  +  K  +  ■ ■ -Л 

(-)- c h  • c o n j . )

2A +  2 К  

2 3 + 2  К  

2 3 + 4 K

N  +  N -

S + N + 2 K  

3 +  Л +  Ж  
Л  +  3 + 2 К  

3 + 3  + Ж

■ к  +  к
■ N + N

_ +
■ Л  +  Л

C oncern ing  p rob lem  Ь)  we expec t t h a t  e ither th e  in te ra c tio n  o f  к - m esons 
and  h y p e ro n s  w ith  pions a n d  nucleons is w eak  in re la tio n  to  th a t  o f p io n s  and  
nucleons or i t  is n ea rly  o f  th e  sam e s tre n g th . In  th e  f ir s t  case th e  critical 
te m p e ra tu re  w ould be T ~  in, w hile in  th e  second one we expec t t h a t

T<K) ~  T

In  sec tions 2 an d  3 in  o rder to  answ er p ro b lem  b )  we deal w ith  the  
7i, n)  a n d  (к , n)  in te ra c tio n  ; while in  th e  fo u rth  and  f i f th  sections we c a lc u la te
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d iffe ren t observab le  q u a n titie s  on th e  basis  of the F e rm i-L an d au -m o d e l and  
t r y  to  com pare th e m  w ith  ex p erim en ta l re su lts .

2. The (tt, ti) in te rac tio n

T he ( л ,  л ) in te ra c tio n  seem s to  be  an  ex p erim en ta lly  o bservab le  fac t. 
A lthough  we have  no d irec t ex p erim en t y e t, th e  an a ly sis  o f th e  re a c tio n s  [6]

(2, 1)

c a r r i e d  o u t  b y  I t o  a n d  M i n a m i  [ 7 ]  g i v e s  i n d i r e c t  e v i d e n c e  f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  

s u c h  a n  i n t e r a c t i o n .

F ro m  a th eo re tica l p o in t o f view , th is  in te ra c tio n  is s im ila r  to  th e  p h o to n -  
p h o to n  sc a tte rin g , soil, i t  also is a v acu u m  effect and is described  b y  th e  sam e  
typ es o f F ey n in an -d iag ram s. P h o to n -p h o to n  sca tte rin g  h a s  been in v e s tig a te d  
th eo re tica lly  in  d e ta il b y  K a r p l u s  an d  N e u m a n n  [8], [ 9 ] .  W e w an t to  give 
here a ro u g h  estim a tio n  o f th e  (л , 7t)-cross section  fo r h igh  energies, u sin g  
ps(ps)  m eson th e o ry  an d  low est o rder p e r tu rb a tio n  ap p ro x im a tio n . W e n eg 
lec t isobaric  variab les , an d  consider a n e u tra l  pion fie ld  o n ly . In  such a ro u g h  
ca lcu la tion  th is  s im p lifica tio n  seem s to  be ju s tified . T h e  basic in te ra c tio n  
d iagram s, describ ing  th e  process are  g iven  in  Fig. 1.

To each  o f  these  d iag ram s corresponds an o th er, e q u iv a le n t one, w ith  
the nucleon  loop in  th e  opposite  d irec tion .

In  o rd er to  e s tim a te  th e  b ehav io r o f th e  cross sec tio n , we shall c a lc u la te  
th e  S -m a trix  e lem ent co rrespond ing  to  d iag ram  a)  o n ly , since in te rfe re n ce  
te rm s will n o t a ffec t seriously  th e  o rder o f  m agn itude .

In  th e  cen ter-o f-m ass sy stem  and  m o m en tu m  re p re se n ta tio n  we o b ta in  
a p a r t  from  num erica l fac to rs

4 ’
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S<4) =  G4
2 kii= 1

4

j d 4p  Sp !

• r 5
iy {p -  fea — fe3)
{ p - k 2 — k3)2 -\

j v

- M
M 2

i y p  — M  iy (p  — A-) — M
p 2 +  M 2 ~ 75 (p - k ) 2 +  M 2 

iy  (p  +  k J  — M  I

5 (P +  fei)2 +  M* r
w h ere  M  s ta n d s  fo r  th e  n u c leo n  m ass, fc, is th e  m o m en tu m  fo u r-v ec to r o f th e  
i - th  p ion  (choosing  th e  signs in  su ch  a w ay  as i f  all th e  p io n s w ere ou tgo ing  
ones) G is th e  d im ensionless coup ling  c o n s ta n t be tw een  th e  p io n  and nucleon  
f ie ld  ; yp =  p ß y ß an d  со2 =  к2 +  p 2. W e p e rfo rm  th e  in te g ra tio n  in  (2, 1) 
u s in g  F e y n m a n ’s m ethod  [10] . H av ing  ca rried  th ro u g h  th e  tra n sfo rm a tio n s , 
q u o te d  above, we f in d , th a t  th e re  is occurring  a lo g arith m ica lly  d ivergen t in te g 
ra l ,  nam ely

f  ( p r ^ p
J (P°- +  a2У '

(A fte r h av in g  ta k e n  th e  tra c e , we can  neglect o d d  pow ers o f p  since th e y  g ive 
zero  in  a sy m m e tric a l in te g ra tio n  over th e  angles in  th e  p -space ; cf. 
F e y n m a n , loc. cit. or J a u c h ’s a n d  R o h r l i c h ’s Q u an tu m  E lec tro d y n am ics [11].) 
W e se p a ra te  now  th e  p h y sica lly  m eaningless d ivergence in  a w ell-know n 
m an n e r.

U sing th e  id e n tity

1 1 -  Г 1
an ßn J [(a 

0
we fin d

f  (P 2)2^ 4P f  4  f  du id 1
1 ( p 2 +  M 2)4 J JJ  ( p 2 +  a Y  „

n (a — ß) dz

- ^ ) Z + 7 ] " + r

(a2 -  M 2) ( p 2)2
[ p 2+ M 2- u + a 2 ( l  -  u)]5

(2 ,3)

(2,4)

T he second  in teg ra l on  th e  r ig h t side is a lre a d y  co n v erg en t. The f ir s t  one 
is  d iv e rg en t, b u t  can  he re m o v e d  e. g. b y  th e  fo rm alistic  re g u la riz a tio n  m e th o d  
o f  P a u l i  an d  V il l a r s  [12]. W e h av e  chosen th e  la t te r  m e th o d  fo r sake o f s im p 
lic ity  ; we do n o t  a t tr ib u te  to  i t  an y  p h y sica l in te rp re ta tio n , b u t  reg a rd  i t  as 
an  in v a r ia n t cu t-o ff  p ro ced u re  only .

C a lcu la tion  from  here  o n  ru n s  along th e  sam e lines as th e  one b y  K a r - 
p l u s  an d  N e u m a n n , loc. cit. W e calcu la te  th e  a sy m p to tic  expression  fo r h ig h  
energ ies o f th e  fo rw a rd -sc a tte rin g  am p litu d e . T he to ta l  cross section is th e n  
o b ta in e d  m a k in g  use of th e  w ell know n “ o p tic a l th eo rem ”  :

a (со) = -  I m  (a (со)) ,
CO

(2,5)

w here a(co) is th e  fo rw ard -sca tte rin g  a m p litu d e .
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The ca lcu la tio n  yields, a p a r t  from  som e n u m erica l fac to rs

G4 M 2
M 2 m2

(2,6)

T he fo rm  of th is  expression agrees w ith  t h a t  o f th e  cross sec tio n  for h igh- 
energy  lig h t q u a n ta , and was o b ta in ed  f ir s t  b y  A c i i i e s e r  (see K a r p l u s , 

N e u m a n n , loc. cit.)

3. T he (К , л )  in te rac tio n

W e tu rn  now  to  th e  in v es tig a tio n  of th e  in te ra c tio n  b e tw een  K -m esons 
a n d  pions, assum ing  an  “ e le m e n ta ry ”  in te ra c tio n  betw een  (K , N)  an d  (л , N )  
fields only.

W e neg lect again  isobaric  variab les , an d  t r e a t  a sca la r K -m eson  fie ld  
w ith  sca lar coupling. The in te ra c tio n -o p e ra to r  be tw een  th e  K -m eson  an d  n u c 
leon fie ld  th e n  will be o f th e  form

W =glm(xj>xp){xx), (3,1)

w here гр is th e  fie ld  o p e ra to r o f th e  nucleon  a n d  x  t h a t  o f  th e  K -m eson  field , g is 
th e  dim ensionless in te ra c tio n  c o n s ta n t. B o th  yj a n d  x  are  isosp inors o f th e  f ir s t  
k in d .1

The basic  g rap h  in  low est, non v an ish in g  o rd er for an  in te ra c tio n  is 
show n in  F ig . 2. The correspond ing  S  m a tr ix  e lem en t, —  again  a p a r t  from  
num erica l fac to rs  —  reads :

à { Z p )  Gg
j/ftqoLjCOg co4

1 f g  i> (k +  p 4) — M  iy  (fe + p 4 — P i) — M
4 m j  ( k + Pi)2 +  M 2 \ к + р 4 - Р1)2 +  М 2 '

к2 +  M 2
(3,2)

T ak in g  th e  tra c e  u n d e r th e  in te g ra l, one can tra n s fo rm  th e  d e n o m in a to r acco rd 
ing to  th e  s ta n d a rd  m ethod , in d ic a te d  in  th e  p reced in g  section , a n d  sep a ra te  
a lo g aritm ica lly  d ivergen t te rm

Ç _  krd^k
J Jk2 +  M 2)3

w h i c h  c a n  b e  r e m o v e d  b y  t h e  P a u l i - V i L L A R S  r e g u l a r i z a t i o n  p r o c e d u r e .

All fu r th e r  ca lcu la tions a re  ca rried  ou t in  th e  sam e m an n er, as has been  
show n in  th e  p reced ing  section . T h ey  give fo r th e  h igh-energy  lim it of th e  
( K  n) cross sec tion  :

a. An interaction Lagrangian o f th is form has been proposed by G y ö r g y i , loc . cit.
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М  1
т со2

(3,3)

C om pared  w ith  th e  (л л)  cross sec tio n , and  ta k in g  some reaso n ab le  value 
fo r th e  coup ling  c o n s ta n ts  [17], we see, th a t  aKn is com parab le  w ith  cr^ w ith 
in  a fa c to r  o f  th e  o rd e r o f  u n ity . (In  th is  com parison  we h av e  ta k e n  in to  ac
co u n t som e num erica l fac to rs , no t w r it te n  dow n ex p lic itly  in  (2, 6) a n d  (3, 31).

T h e  consequence o f  th is  for th e  fo llow ing th e rm o d y n a m ic a l ca lcu la tio n  is, 
th a t  th e  c ritica l te m p e ra tu re  for 7C-mesong will be n e a r ly  th e  sam e as fo r p ions. 
Since th e  c ritica l te m p e ra tu re  varies r a th e r  slow ly w ith  th e  cross sec tio n  [4], 
We sha ll choose b o th  te m p e ra tu re s  fo r sak e  of sim p lic ity , ex ac tly  equa l.

W e W ant to  call a tte n tio n  once ag a in  to  th e  v e ry  rough  c h a ra c te r  o f  our 
ca lcu la tio n s  : We h av e  used  th e  h ig h -en erg y  lim it o f th e  cross sec tions, ca lcu la 
te d  b y  p e tu rb a tio n  th e o ry  in  th e  case o f  m o d era te  energies an d  ra th e r  s tro n g ly  
coup led  fie ld s . In d eed , th e re  are som e in d ica tio n s  [13], th a t  (л л)  cross section  
m ay  h a v e  a d iffe ren t energy  d ependence  th a n  o b ta in ed  b y  us. W e hope, 
how ever, th a t  th e  ratio o f  these  cross sec tions is o f th e  co rrec t o rd e r o f  m ag n i
tu d e , a n d  th e  q u a lita tiv e  conclusions d raw n  from  th e  ca lcu la tio n  are n o t false. 4

4. Thermodynamical model of particle production

A ccord ing  to  th e  p rogram m e o u tlin e d  in  sec. 1 we are going to  ca lcu la te  
som e o b servab le  q u a n titie s  of th e  tw o-nucleon  sy s tem , on th e  basis o f the  
F e rm i-L an d au -m o d e l. W e shall follow  —  as fa r  as possible —  th e  n o ta tio n s  
o f  [4].

F ro m  secs. 2 a n d  3 we conclude th a t  a t  h ig h  energies —  w here th e rm o 
d y n a m ic a l a p p ro x im a tio n  has a n y  m ean ing  a t  all —  TC-mesons an d  —  pos
s ib ly  —  h y p ero n s in te ra c t  s tro n g ly  w ith  p ion an d  nucleon  fields. T herefo re , we 
choose in  th e  F erm i-L an d au -m o d el

T<*> =  Г<к> =  Ц . ( 4 Д )
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(T he value of th e  c o n s tan t fa c to r  before is o b ta in ed  b y  m eans o f a g rap h ica l 
e s tim a tio n , based  on th e  re su lts  of [4]).

The d en sity  of partic les  o f ty p e  i is g iven  by

4.7T П 2 d r )  H 9.7r \ 3

exp
о

w here iv, is a w eight fac to r arising  from  su m m atio n s  over sp in , isobaric  sp in  
e tc . m; is th e  m ass of the  p a rtic le  ; th e  sign in  th e  d en o m in a to r depends on th e  
s ta tis t ic s  follow ed b y  th e  p a rtic le .

T he la t te r  fo rm ula can  be w ritten  in  th e  m ore co n v en ien t form

n,. =  IF,./2л:2 тзс F+ (f,),

£/ =  mjjTc; F+ (z )= z 3 f
X2 dx

exp  (z f l  -f- X 2) T" 1
(4,3)

( F T (z) an d  s im ila r fu n c tio n s are ta b u la te d  in  reference [4].) C onservation  
law s can be ta k e n  in to  acco u n t by  m eans o f th e  m u ltip lica to r m e th o d . I f  th e re  
is one in teg ra l o f m otion , th e n  F + (z) shou ld  be rep laced  by

F  + (z,y) =  zs -
X2 dx

exp (z У1 +  я 2 — у)  =F I
(4,4)

w here у  is th e  co rrespond ing  m u ltip lica to r. (5, 4) can  be genera lized  for th e  
case of several in teg ra ls  of m o tion  in  a s tra ig h tfo rw a rd  m an n e r. For sm all 
va lu es  o f у

(4,4a)

T h e  m u ltip lica to rs  can  be d e te rm in ed  from  th e  eq u a tio n s  expressing  th e  
co n se rv a tio n  of th e  q u a n tity  in  question . T hese can be w ritte n  in  th e  follow ing 
fo rm . I f  i, j  are  tw o  k inds o f p artic les , an d  th e  numbers o f p a rtic le s  are d eno ted  
b y  c ap ita l le tte rs , so, if T[ú =  T ^ \  th e n  NijN j  =  nj/nj.

F u rth e r , if  th e  conserved  q u a n tity  is w , its  value for p a rtic le  i is со,-, 
th e n  th e  con serv a tio n  e q u a tio n  reads

<«Nl +  coNJ  N  i =  2 '  n k o}kjni . (4,5)
к

{ N v  N 2 s tan d s  fo r th e  tw o collid ing nucleons.)
W e consider as an ex am p le  th e  collision o f tw o p ro to n s . D eno te  b y y ,  z, и 

the  m u ltip lica to rs , co rrespond ing  to  N, T 3, U  re spec tive ly . ( I t  can  be show n, 
t h a t  th e  neg lec t o f th e  co n se rv a tio n  o f T  in tro d u ces  a v e ry  sm all error.)
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R eg ard in g  th e  TV, T3, tT-values o f  th e  d iffe ren t p a rtic le s  and  (4, 4 a ), th e  
co n se rv a tio n -eq u a tio n s a re  found  to  b e ,

(TV) : n„JN„e =  n°N sh (y  +  z - f  u) +  n°N sh (y  — г +  и) +  п°л s h y  +

+  n% sh (y  +  z — u) +  re -  sh (y  — z — и) -f- re® sh (y  +  2z) -f- 

-f- n% sh у  -f- n% sh (y  — 2г) ;

(2 T 3) : n„JN„0 =  n°N s h ( y  +  z +  u) — n°N s h ( y  — z +  u) +  n% sh (z — re) +  

+  sh (z +  u) -f- n% sh (y  +  z — re) — n%sh(y  — z — u) -f- 

+  2re® sh 2z -f- 2ni- sh (y  +  2z) — 2re£- sh (y  — 2z) ;

(w) : re„o/TV„„ =  re®, sA (у  +  z -f- и) +  n°N sh (y  — z +  re) +

-f- re® sh (z -f- u) — re® sh (z — re) — re ~ sh (y  -(- z — u) —

— n%sh (y  — z — u ) .

H ere we h av e  chosen n e u tra l  pions as “ re fe ren ce -p a rtic le s”  and  re? =  м>,-/2я1 2 * •
• T*F-  (I,).

T h e ap p ro x im a te  ro o ts  of th e  sy s te m  (4, 6) are  :4

у  =  7,667/TV*», z =  0,2131/TVno, и =  0,8407/TV„o.

We see, th a t  for v e ry  h ig h  energies, as a rough  e s tim a tio n , we m ay  p u t  :

n,- ^  re? . (4,7)

As a n o th e r  im p o r ta n t q u a n tity , th e  av e rag e  energy  w hich  is carried  aw ay  b y  a 
de fin ite  k in d  of p a rtic le s  is ca lcu la ted . T he e n e rg y -d en sity  is g iven b y

Ф T (£,)

£,■ =  T 4 Wi/2n2 Ф + (£,),

x 2\rl  +  x 2dx
« j

0
ex p  (I, f l  +  X2) 1

(4,8)

an d  a co rrespond ing  fu n c tio n , if  som e co n se rv a tio n  law s are  ta k e n  in to  acco u n t. 
S im ilarly , as in  (4, 4a) a n d  (4, 7), we m ay  p u t

Ф+ (z, у ) ^  ey Ф + (z) . (4,9)

The re su lt of the  ca lcu la tio n , ou tlin ed  he re , w ith o u t m ak in g  use of th e  a p p ro x i
m a tio n s  (4, 7), (4, 9), is p lo tte d  in  T ab le  I. C olum ns 2— 3 give th e  d en sity , resp .

1 The relative error o f  the approxim ation decreases w ith  energy as (N no)2. Since the
m ost im portant role is p layed  b y  the conservation  o f N , our further considerations apply
— at lea st qu alitatively  — to (IV, P ) and (P , P ) collisions as well.
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e n e r g y  d e n s i t y  o f  t h e  p a r t i c l e ,  i n d i c a t e d  i n  c o l u m n  1 ,  d i v i d e d  b y  a  c o m m o n  

f a c t o r .  C o l u m n  4  g i v e s  t h e  a v e r a g e  e n e r g y  o f  o n e  p a r t i c l e  i n  t h e  c .  m .  s y s t e m ,  

a c c o r d i n g  t o  t h e  a p p r o x i m a t e  e x p r e s s i o n  ( E  c .  m . )  f ^ e / n .  C o l u m n  5  g i v e s  t h e  

f r a c t i o n  o f  t h e  t o t a l  a v a i l a b l e  e n e r g y ,  c a r r i e d  a w a y  b y  t h e  p a r t i c l e s  i n  q u e s t i o n  ; 

w h i l e  t h e  l a s t  c o l u m n  g i v e s  t h e  r e l a t i v e  n u m b e r  o f  e m i t e d  p a r t i c l e s .  I n  c o l u m n s  

5  a n d  6  t h e  a p p r o x i m a t i o n  ( 4 ,  7 )  a n d  t h e  s i m i l a r i t y  i s  u s e d .

Table I

1 2 3 4 5 6

Particle П(Ту,л»)-> e(T‘/„ <  Ec. m. >  
[Be V] i

n/2T n j

Л0 1 I
71 + exp (0,462/N^o) 1,78 l • 5,90 1,12 0,23 0,19

71 — exp (— 0,462/N„o) 1
K° exp (0,628/Nj,o)

K° exp (— 0,628/N„o) 0,478 • 2,39 1,71 0,062 0,078
K + exp (1,054/N tïo)
K - exp (— l,054/N*o)

№ exp (8,29/N„o)

N° exp (— 8,29/N-to) 0,0714 ■ • 0,606 2,88 0,009 0,020
P + exp (8,72/N„o)

P - exp (— 8,72/N„n)

л° exp (767/Nno) 
exp (— 7,67/N rio )

0,023 ! • 0,23 3,34 0,003 0,074
л° 1
z + exp (8,09/N^o)
Z ° exp (7,67/N„o)
z - exp (7,24/1Чло) 0,015 • 0,15 3,40 0,002 0,0048
z + exp (— 7,24/N tto)

z ° exp (— 7,67/Nno)

Z ~ exp (— 8,09/N„o)

s° exp (7,04/N*o)
E° exp (— 7,04/N tio) 0,007 , .  0,076 3,69 0,0009 0,0024
s - exp (6,61/N^o)
3 + exp (— 6.61/Njro)

* The figures o f colum n 3 have to be m ultiplied by the same exponential factor as the  
corresponding figures in colum n 2.

** Columns 5 and 6 are calculated in  the high-energy lim it : 1Уло ~  °o
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T he n u m b e r o f  a d e fin ite  k in d  of p a rtic le s  is o b ta in ed  b y  m u ltip ly in g  its  
d e n s ity  w ith  th e  in te ra c tio n  volum e.

T he la t te r  is expressed  b y  Nf/Erij,  w here  N t is th e  to ta l  n u m b e r o f 
e m itte d  p a rtic le s . T h e rm o d y n am ica l ca lcu la tio n s show  (cf. [2] [4]), th a t ,  N t 
is p ro p o rtio n a l to  th e  fo u r th  ro o t o f th e  p r im a ry  energy  in  th e  L -sy stem  :

N t f ^ 2 { E pIM)V*.

So th e  av e rag e  n u m b er o f p a rtic le  i becom es

N , ~ 2 n l l 2 n j (EpIM)4*  (4,10)
j

a n d  in  p a r tic u la r
lV„o ~  0,38 (E p /M )1/4 . (4,11)

C onsider a n  exam ple . L e t be, E p =  105 B eV , th e n  ou r ca lcu la tio n s give 
th e  re su lts  N t ^  35 ; we q u o te  th e  av erag e  n u m b ers  o f som e “ in te re s tin g ”  
p a rtic le s  :

N Ko =  2 ,3 ;  I V  =  1 ,9 ; N K+ =  2,4  ; JV*- =  1,7 ; N A0 =  0,31 ;

N 3 + Ngо N 3 — ^  0,2 ; N s0 ^  N 3 — ^  0,07 .

(T he la t te r  f ig u re  in d ica tes , th a t  th e  co rrec tio n  to  th e  co u n ted  n u m b e r o f n e u t
ra l p ions due to  th e  y -decay  o f  S ° - cf. B r is b o u t  e t a l.’s w ork, q u o te d  la te r  —  is 
v e ry  sm all.) O ne observes fu r th e r  t h a t  th e  n u m b e r n u c leo n -an tin u c leo n  
p a irs  is r a th e r  small.

Sim ilarly , th e  n u m b er o f a n tih y p e ro n s  is con sid erab ly  sm aller th a n  th a t  of 
th e ir  ch a rg e -co n ju g a te  p a irs .

T he fra c tio n  o f energy , c a rried  aw ay  b y  h e a v y  pa rtic le s  (h eav y  m esons, 
nucleons, h y p ero n s) is a b o u t 50% .

5. Comparison with experimental results

N ow  we t r y  to  com pare  our re su lts  w ith  th e  ex p erim en ts  ; we do n o t 
in te n d  to  give a fu ll a cco u n t o f ex p e rim en ts  a n d  discuss th e  ex p erim en ta l 
p ro ced u re , b u t  we aim  ra th e r  a t  o b ta in in g  som e in fo rm a tio n  a b o u t th e  pow er 
an d  lim ita tio n s  o f  ou r m odel.

A m easu rab le  q u a n t i ty  is th e  ra tio  o f n e u tra l  pions to  charged  show er 
p a rtic le s .

M easu rem en ts  have  been  carried  o u t b y  sev era l au th o rs  (of [14]— [19]).
Som e o f th e ir  resu lts  a re  su m m arized  in  T ab le  II.
W e see t h a t  th e  В -values agree w ith in  th e  —  ra th e r  la rge  — sta tis tic a l 

e rro rs , an d  fu r th e r  th a t  R  is a p p ro x im a te ly  c o n s ta n t in  a la rge  range  of pri-
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Table II

Ratio R  o f  neutral pions to charged shower particles injets

A uthor R =  Nn«IN,

Daniel et al. [14] ....................................... 0,33 ± 0 ,0 7

M ulvey [15] ................................................... 0,25 ± 0 ,1
Naugle et al. [ 1 6 ] ....................................... 0,44 ± 0 ,1 4
K aplon e t  al. [17] ................................... 0,46 ± 0 ,0 9
Lai et al. [18] ............................................ 0,40 ± 0 ,0 8

Brisbout et al. [19] ................................... 0 ,383± 0 ,044

W eighted a v era g e .......................................  0 ,375±0 ,029

т а г у  en erg y  (5 0 < ,£ „ < 3 0 0 0  B eV /nucleon). T he possible v a r ia tio n  o f R  is 
obscured  b y  s ta tis tic a l u n ce rta in tie s .

F ro m  R  we o b ta in  th e  ra tio  o f th e  non-p ion ic  charged  show er partic les  to  
charged  p ions, if  we assum e th a t  1Уя0/1Уя ± =  0,5, w hich is a v e ry  good 
ap p ro x im atio n .

T h e  abov e-m en tio n ed  ra tio  fro m  th e  w e ig h ted  average o f T ab le  I I  is

/  =
N s -  N„± 

N„±
=  0,33 ±  0 ,1 0 .

O ur ca lcu la ted  re su lt is (sum m ing o v er charged  p a rtic le s , w hich a re  n o t pions)

Í h =  0,33 d
C oncerning th e  ra tio  of ch arg ed  to  n e u tra l h e a v y  u n stab le  p a rtic le s , we 

q uo te  th e  w orks of L e i g h t o n  an d  T r i l l i n g  [20] a n d  of G i a c c o n i  e t al. [21], 
who h av e  carried  o u t m easu rem en ts w ith  cloud cham ber and  lead absorber. 
A ccord ing  to  th e ir  m easu rem en ts  th is  ra tio  is ap p ro x im a te ly

N ‘‘ =  0,21 -4- 0,03 ,
№u

while T ab le  I  yields

* « - = 0 , 9
N°

in  s ig n if ic a n t co n trad ic tio n  w ith  th e  ex p e rim en ta l resu lt. W e m en tion , 
how ever, th a t  th e  q u o ted  m easu rem en ts  w ere ca rried  o u t w ith  P b  ta rg e t  
nuclei, so, th e  p o ssib ility  of ex p la in in g  th e  d isc rep an cy  b e tw een  th e o ry  an d  
ex p e rim e n t by  seco n d ary  effects, does no t seem  excluded .

1 Our m odel predicts a variation f o r / o f  about 10% in  the energy-range 50 B eV  <  Ep  <  
<  oo ; this — if  it  really  ex ists — is com pletely  obscured by uncertainties o f  present experi
m ents.
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9. Discussion and conclusion

W e w a n t to  stress once again  th e  m ain  assu m p tio n s, m ade in  th is  p ap er :
a)  To consider collisions to  be cen tra l collisions only.
b) To re g a rd  in te ra c tio n  b e tw een  h eav y  u n s ta b le  partic les  an d  p ions 

resp . nucleons as strong .
c)  To consider i t  possible to  ap p ly  th e rm o d y n a m ic  ca lcu la tio n s. W e 

believe, th a t  th e  v a lid ity  o f  h y p o th es is  a)  is ra th e r  do u b tfu l, h u t  as long as a 
co rrec t fie ld  th e o ry  is n o t c o n s tru c te d , we can n o t consider n o n -cen tra l collisions.

H y p o th es is  c)  is p a r t ly  d ep en d en t on b) ; we do n o t w an t to  discuss its  
v a lid ity  in  d e ta il, b u t  re fe r th e  re a d e r to  th e  w orks o f  F e r m i  an d  th e  L a n d a u - 
school, a lre a d y  q uo ted .

L ook ing  a t  T ab le  I  an d  (4, 10), one observes, th a t  th e  m u ltip lic ity  o f  
h e a v y  u n s ta b le  p a rtic le s  is n o t to o  h ig h  ; th e re fo re , th e  ap p lica tio n  o f th e r 
m odynam ics m ay  be a v e ry  ro u g h  a p p ro x im a tio n .

B earing  th e  afo resa id  co m m en ts  in  m in d , i t  m ig h t a p p e a r  s tran g e , 
t h a t  th is  m odel could  give an  —  a t  le a s t q u a lita tiv e  —  ag reem en t w ith  experi
m en t.

W e believe th is  in  g re a t p a r t  to  be due to  th e  u n ce rta in tie s  o f  th e  experi
m en ts . W e on ly  m en tio n  here , th a t  even  th e  e s tim a tio n  of th e  primary  energy 
of a je t  from  th e  a n g u la r  d is tr ib u tio n  is a p rocedure  o f r a th e r  d o u b tfu l accuracy . 
F u r th e r , we do n o t have  su ffic ien t in fo rm a tio n  as to  th e  m ass sp ec tru m  o f 
show er pa rtic le s . The ab o v e-m en tio n ed  ex p erim en ts  give only a ra t io  of non- 
p ions to  p ions or s im ila r “ com posite”  ra tio s .

W e t r y  to  p o in t o u t som e fe a tu re s  o f ou r m odel, w hich i t  w ill perh ap s 
be possible to  te s t  ex p erim en ta lly .

a)  T he v a r ia tio n  o f ihe  ra tio  o f  th e  n u m b ers  o f  d ifferen t p a rtic le s  w ith  
p r im a ry  energy  m ig h t be in v e s tig a te d . In  ou r m odel th is  depends a p a r t  from  
the  ex p o n en tia l fac to r  arising  from  co n se rv a tio n  eq u a tio n s  —  on th e  v a ria tio n  
o f in te ra c tio n  cross sec tions in  th e  “ c loud”  a ro u n d  th e  nucleon . (V aria tion  
o f TV).

b)  T he fra c tio n  o f energy , c a rr ie d  aw ay  b y  h e a v y  partic les, decreases — 
a lth o u g h  ra th e r  slow ly —  w ith  p r im a ry  energy . I t s  v a ria tio n  becom es fa s te r 
a t  p r im a ry  energ ies of th e  o rd e r o f te n  or h u n d re d  BeV . In  th is reg io n , how ever, 
ou r m odel b reak s  dow n, an d  we c a n n o t m ake q u a n ti ta t iv e  p red ic tio n s. (In  th e  
reg io n  of on ly  a few  BeV -s, one can  easily  u n d e rs ta n d  th e  increase o f  th e  b ig  
fra c tio n  o f en erg y , ca rried  aw ay b y  nucleons : th e re  th e  elastic p a r t  o f th e  
cross sec tion  becom es la rg e , an d  th e  energy  is c a rried  aw ay b y  th e  original 
nucleons.)

C oncern ing  th e  prob lem s m en tio n ed  in  th e  in tro d u c tio n , we can n o t 
a sse rt d e fin ite ly , th a t  multiple p ro d u c tio n  o f h e a v y  u n stab le  p a rtic le s  rea lly  
does ta k e  p lace, b u t  th is  u n c e r ta in ty  m ig h t be due to  th e  fac t, th a t  a t  energies
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av a ilab le  a t  p re se n t, th e ir  m u ltip lic ity  is r a th e r  low ; so, we m ig h t ex p ec t, 
t h a t  ex tension  o f experim en ts to  th e  region o f  s till h igher energ ies, will y ie ld  
a d e fin ite  answ er.

A sim ple m odel, assum ing  ex c ited  self-fields around  th e  co llid ing  nucleons 
is n o t in  q u a lita tiv e  c o n tra d ic tio n  w ith  p re se n t ex p erim en ta l d a ta .1

W e hope to  h av e  th e  o p p o r tu n ity  of r e tu rn in g  to  som e o f  th e  prob lem s 
concern ing  th is  su b jec t.

T he a u th o r  h as  th e  p leasu re  to  express h is  th an k s  to  P ro f . L. J a n o s s y , 

fo r h is va lu ab le  c ritica l rem ark s , to  D r. E . F e n y v e s , for sev e ra l in te re s tin g  
d iscussions on th e  su b jec t, an d  to  Miss M. G o m b o s i , for h a v in g  perfo rm ed  
n u m erica l co m p u ta tio n s.
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РО Ж ДЕН И Е ТЯЖ ЕЛЫ Х НЕСТАБИЛЬНЫ Х ЧАСТИЦ В СОУДАРЕНИЯХ Н У К-
ЛЕОНОВ БОЛЬШОЙ ЭНЕРГИИ

Г. домокош 

Р е з ю м е

Рассматривается проблема множественного рождения тяжелых нестабильных 
частиц. Устанавливаются возможные схемы реакций на основе теории Гелл— Манн. 
Исследуется взаимодействие тяжелых нестабильных частиц с я — мезонами, на основании 
которого образование тяжелых нестабильных частиц рассматривается применением 
термодинамической модели Ферми— Ландау. С помощью этой модели вычисляются неко
торые характеристические величины системы, состоящей из двух протонов. Результаты  
повидимому не противоречат данным опытов.



SHOWER PRODUCTION AT SMALL THICKNESSES
OF ABSORBER

B y

L.  N a g y

CENTRAL RESEA RCH  IN ST ITU TE FO R  PH Y SICS, D EPA RTM EN T O F COSMIC RAYS, BU D A PEST 

(Presented by L. Jánossy . — Received : V I. 20. 1957)

We have investigated  the shape o f  the first part o f  the Rossi curve in  the case o f AI 
F e, Cu and Pb absorbers separating showers generated b y  m esons, electrons and photons

In tro d u c tio n

I t  h as  been e stab lish ed  ex p e rim en ta lly  b y  sev e ra l au th o rs  [1 — 3], th a t  
th e  p ro d u c tio n  cross section  of show ers, g en era ted  b y  th e  soft co m p o n en t o f  
th e  cosm ic ra d ia tio n , is p ro p o rtio n a l to  th e  second p o w er of the  a to m ic  num ber 
o f th e  m a te ria l in w hich  th e  show er is p roduced . H u  C h i e n  S h a n  [ 2 ]  expressed 
th e  th ick n ess  of an  ab so rb er in  te rm s  o f nZ2, w h ere  n m eans th e  n u m b er of 
a to m s p er cm 2 an d  Z  is th e  a tom ic  n u m b er of th e  ab so rb e r. H e fo u n d  th a t  th e  
n u m b ers  o f  show ers observed  w ith  d ifferen t ab so rb e rs , lie in n e a r ly  a s tra ig h t 
line , w hen  p lo tte d  as a fu n c tio n  o f n Z 2.

A ccording to  th e  ca lcu la tions of A r l e y  [4], a n d  th e  e x p e rim e n ta l in 
v estig a tio n s of T r u m p y  [5] concern ing  th e  p h o to n  com ponen t, h o w ever, th e  
R ossi curves for d iffe ren t m a te ria ls  do no t coincide b u t  se p a ra te  a t  a lready  
v e ry  sm all th icknesses.

In  A r l e y ’s op in ion , th e  cu rves ob ta in ed  b y  H u  w ith  d iffe ren t m ateria ls , 
m ay  h av e  coincided, because H u  d id  n o t in v es tig a te  show ers p ro d u c e d  b y  th e  
soft com ponen t on ly , as in  his ex p e rim en t show ers were g e n e ra te d  b y  th e  
m eson com ponen t as w ell, an d  th is  m a y  have m a d e  sep ara tio n  o f  th e  curves 
in d is tin c t.

J á n o s s y  [6] h as  ex p la in ed  th e  c o n tra d ic tio n  b y  th e  f a c t ,  th a t  th e  
ca lcu la tio n s of A r l e y  an d  th e  ex p e rim en ts  of T r u m p y  re la te  to  small  show ers, 
w hile show ers, observed  w ith  th e  u su a l G M -counter a rran g em en t c o n ta in  m an y  
p a rtic le s .

The ab ove-m en tioned  c o n tra d ic tio n  led us to  in v es tig a te  an ew  th e  p ro b 
lem  sk e tch ed  above em ploying  an  a p p a ra tu s  w hich  w as used a lre a d y  in  earlier 
in v es tig a tio n s  concern ing  th e  R ossi curve.
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Experimental arrangement

T he geo m etry  u se d  in  ou r f i r s t  series of m e a su re m e n t is s im ila r  to  th a t  
o f H u , i.e . five G M -counters w ere p la c e d  un d er a n  ab so rb e r in  th e  v ertices of 
a p e n ta g o n , th e  a rea  o f  th e  ab so rb er be ing  42 X 120 c m 2. A t le a s t th re e  ioniz
ing  p a rtic le s  were n ecessa ry  in  o rd e r to  m ake all th e  fiv e  coun te rs to  respond. 
Such show ers w ere reg is te red  b y  a five-fo ld  co incidence  a rra n g e m en t.

T he a rra n g e m en t u sed  in  th e  second  series o f  m easu rem en t w as — a p a rt 
from  m in o r m o d ifica tio n s — id e n tic a l w ith  th a t  d esc rib ed  in  d e ta il in  an  earlier 
p a p e r  [7], so th a t  we m a y  confine ourselves here  to  a sh o rt d e sc rip tio n .

T he a rra n g e m en t o f  absorbers a n d  G M -counters is to  be seen  in  F ig . 1. 
T he sim u ltan eo u s resp o n se  of th e  f iv e  coun ters В  in d ic a te d  th a t  in  th e  absorber 

above  th e m , a show er h ad  b een  p ro d u ced , su ch  t h a t  a t le a s t o n e  ionizing 
p a r tic le  passed  th ro u g h  every  c o u n te r  B.  C oincidences ( jB1jB2B 3jB4.B5) were 
reg is te red  b y  a fiv e fo ld  coincidence a rra n g e m en t. C ounters A  p la c e d  on th e  
tw o  sides o f a n d  co n n ec ted  in  p a ra lle l w ith  e a c h  o th e r w ere co n n ec ted  in 
an tico in c id en ce  w ith  th e  fivefold  coincidence a rra n g e m en t.

T h u s th e  an tico inc idence  a rra n g e m en t re g is te re d  those fiv e fo ld  coin
c idences, w hich w ere n o t  acco m p an ied  b y  a re sponse  o f coun ters A ,  i. e. w hen 
no ion iz ing  pa rtic le s  a rr iv e d  s im u ltan eo u sly  w ith  th e  show er-p roducing  p a r
tic le , w h ich  could h a v e  m ade re sp o n d  counters A .  B y  th is  a rra n g e m en t dense 
a ir  show ers could be e lim in a ted  [7].

R esults

As abso rber S x, in  b o th  series o f  ex p erim en ts , w ere used a lu m in iu m , iron, 
co p p e r a n d  lead .

T he resu lts  o b ta in e d  in  th e  f i r s t  series o f  ex p erim en ts  a re  p lo tte d  in 
F ig . 2. O rd in a te  v a lu es  are th e  n u m b e rs  of f iv e fo ld  coincidences p er hour, 
th e  abscissa  gives th e  th ick n ess  o f th e  absorber. T h e  n u m b er o f fiv e fo ld  coin
c idences includes th e  show ers p ro d u c e d  b y  b o th  th e  so ft and  h a rd  com ponen ts. 
O u r re su lt, as can  be  seen  from  th e  F ig u re , is id e n tic a l  w ith  t h a t  o f  H u  : th e  
p o in ts  o b ta in ed  a t  sm a ll th icknesses o f  ab so rb er lie  o n  th e  sam e s tra ig h t  line. 
F u r th e r  on the  cu rves sep a ra te  : th e y  lie th e  h ig h e r , th e  g re a te r  th e  a tom ic 
n u m b e r o f th e  ab so rb e r.

T he resu lts  o f th e  second series o f e x p e rim e n ts  are su m m arized  in  th e  
fo llow ing tab le .

T he significance o f  th e  le tte rs  a t  th e  heads o f  th e  colum ns o f  th e  T able 
is as follows :
K'  =  fivefo ld  co incidences (B l B 2B 3B i B5), i. e. th e  sum  of th e  n u m b er of 

show ers p e r h o u r , p ro d u ced  b y  th e  soft a n d  h a rd  co m p o n en t. H ere th e
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sam e ev en ts  h a v e  been reg is te red , as in  th e  f ir s t  series, th e  o n ly  d iffer
ence being, t h a t  here th e  co u n te rs  P  w ere p laced  above th e  absorber.

К  — an tico inc idences (B 1B 2B 3B i B 5— A),  i. e. th e  n u m b er of show ers reg is t
ered  w ith o u t sim u ltan eo u s response  of co u n te rs  A.

I  =  tw ofold  coincidences (KP) ,  i. e. th e  n u m b e r o f  showers p e r  h o u r, p ro 
duced  b y  ion iz ing  partic les.

Fig. 2 . Curves obta ined  in  the first series o f m easurem ent : showers in itia ted  b y  the soft 
and hard com ponent. Z  is the atom ic num ber of the absorber, n the number o f  atom s per cm 2

M  =  tw ofold  coincidences (K R ), i. e. th e  n u m b e r o f show ers per hou r, 
g en era ted  b y  m esons.

E  =  difference be tw een  I  a n d  M ,  i. e. th e  n u m b e r of show ers p e r h o u r, 
g en era ted  b y  electrons.

F  — difference be tw een  ev en ts  К  and  J , i. e. th e  n u m b er o f  show ers per 
h o u r, g e n e ra te d  b y  p h o to n s .

T he n u m b ers  o f th e  v a rio u s  ev en ts  lis te d  in  th e  T able a re  p lo tted  in  
F ig u re s  3 — 8 as fu n c tio n  of th e  a b so rb e r  th ic k n e ss  in  n Z 2.

O ne can see from  th e  F ig u re s , th a t  th e  p o in ts , o b ta in ed  fo r d ifferen t 
ab so rb e rs , fall on  th e  sam e s tr a ig h t  line, w hen  th e  th ickness o f abso rber is 
sm all, while th e  cu rv es  sep a ra te  fo r g rea te r th ick n esses  of ab so rb e r — excep t 
cu rv es  M  and  F  — an d  lie th e  h ig h er, th e  g re a te r  th e  atom ic  n u m b e r o f th e  
a b so rb e r.



Table I

A b 
so rber cm n Z 2/10**

T im e o f 
m e asu rem en t 

(hours)
K ' К I M E F

W ithout absorber 1 0 9 1 9 ,3  ±  0 , ' : 8 ,6  ±  0 ,3 8 , 4  ±  0 ,3 1 ,6  ±  0 ,1 6 ,8  ±  0 ,2 0 , 2  ±  0 , 0 4

1,0 1 0 ,3 9 1 2 2 , 5  ±  0 ,5 1 1 ,1  ±  0 ,3 1 0 ,5  ±  0 ,3 2 ,0  ±  0 ,1 8 ,5  ±  0 ,3 0 ,6  ±  0 ,1

2 ,5 2 5 ,7 9 0 2 5 , 8  ±  0 ,5 1 3 ,8  ±  0 , 4 1 2 , 9  ±  0 ,4 2 ,6  ±  0 ,2 1 0 ,3  ±  0 ,3 0 , 9  ±  0 ,1

A1 5 ,0 5 1 ,3 9 3 3 4 , 3  ±  0 , 6 2 0 , 0  ±  0 ,5 1 7 ,7  ±  0 ,4 4 , 2  ±  0 ,2 1 3 ,4  ±  0 , 4 2 , 3  ±  0 , 2

7 ,5 7 7 ,0 1 3 9 4 0 , 7  ±  0 ,5 2 5 , 1  ±  0 ,4 2 1 , 4  ±  0 , 4 5 , 4  ±  0 ,2 1 6 ,1  ±  0 ,3 3 ,7  ±  0 ,2

10 ,0 1 0 2 ,7 9 0 4 3 , 9  ±  0 ,7 2 7 , 4  ±  0 ,6 2 2 , 5  ±  0 ,5 5 ,6  ±  0 ,2 1 6 ,9  ±  0 , 4 5 ,0  ±  0 , 2

0 ,3 1 7 ,2 9 2 2 3 , 5  ±  0 ,5 1 2 ,0  ±  0 ,4 1 1 ,1  ±  0 ,3 1 ,9  ±  0 ,1 9 ,2  ±  0 ,3 0 , 9  ±  0 ,1

0 ,7 4 0 ,1 1 0 7 3 3 , 7  ±  0 ,6 1 8 ,7  ±  0 ,4 1 7 ,0  ±  0 ,4 3 , 3  ±  0 ,2 1 3 ,7  ±  0 , 4 1 ,7  ±  0 ,1

1 ,0 5 7 ,3 1 0 7 3 9 , 9  ±  0 ,6 2 3 , 9  ±  0 ,5 2 1 , 5  ±  0 ,4 3 , 9  ±  0 , 2 1 7 ,6  ±  0 , 4 2 , 4  ±  0 ,2

F e 1 ,4 8 0 ,2 1 3 9 5 0 , 6  ±  0 ,6 3 1 , 2  ±  0 ,5 2 8 , 0  ±  0 , 4 5 ,3  ±  0 ,2 2 2 , 7  ±  0 , 4 3 , 3  ±  0 ,2

1 ,7 9 7 , 4 9 3 5 6 , 9  ±  0 ,8 3 6 , 6  ±  0 ,6 3 1 , 5  ±  0 ,6 6 , 2  ±  0 ,3 2 5 , 2  ±  0 ,5 5 ,1  ±  0 ,2

2 ,0 1 1 4 ,6 1 5 5 6 2 , 1  ±  0 ,6 4 0 , 8  ±  0 ,5 3 5 , 0  ±  0 ,5 6 , 7  ±  0 , 2 2 8 , 3  ±  0 , 4 5 , 8  ±  0 ,2

2 ,3 1 3 1 ,8 1 0 3 6 8 , 3  ±  0 ,8 4 6 , 1  ±  0 ,7 3 8 , 8  ±  0 ,6 8 , 3  ±  0 ,3 3 0 , 5  ±  0 ,5 7 , 3  ±  0 ,3

0 ,3 2 0 ,2 1 5 8 2 6 , 4  ±  0 ,4 1 3 ,5  ± 0 , 3 1 2 ,6  ±  0 ,3 2 , 3  ±  0 ,1 1 0 ,3  ±  0 ,3 0 , 9  ±  0 ,1

0 ,6 4 0 , 3 111 3 6 , 0  ±  0 , 6 2 0 , 0  ±  0 ,4 1 8 ,3  ±  0 ,4 3 , 5  ±  0 ,2 1 4 ,8  ±  0 ,4 1,8  ±  0 ,1

0 , 9 6 0 , 5 9 3 4 2 , 8  ±  0 ,7 2 5 , 8  ±  0 ,5 2 2 , 8  ±  0 ,5 4 , 0  ±  0 ,2 1 8 ,8  ±  0 ,4 3 , 0  ±  0 ,2

Cu 1,2 8 0 , 6 88 5 2 , 8  ±  0 ,8 3 4 ,1  ±  0 ,6 2 9 , 9  ±  0 ,6 5 ,5  ±  0 ,3 2 4 , 4  ±  0 ,5 4 , 2  ±  0 ,2

1,5 100 ,8 8 7 5 9 ,5  ±  0 ,8 3 9 ,7  ±  0 ,7 3 4 , 8  ±  0 ,6 6 , 4  ±  0 ,3 2 8 , 4  ±  0 , 6 4 , 9  ±  0 ,2

1 ,8 1 2 0 , 9 110 6 8 ,8  ±  0,8 4 6 , 5  ±  0 ,7 3 9 , 6  ±  0 ,6 8 , 2  ±  0 ,3 3 1 , 4  ±  0 ,5 6 , 9  ±  0 ,3

2 ,1 1 4 1 ,1 1 3 8 7 5 , 7  ±  0 ,7 5 2 , 3  ±  0 ,6 4 4 , 0  ±  0 ,6 8 ,8  ±  0 ,3 3 5 , 2  ±  0 ,5 8 , 4  ±  0 ,2

0,1 2 2 ,2 1 0 9 2 9 ,1  ±  0 ,5 1 5 ,6  ±  0 ,4 1 4 ,5  ±  0 , 4 2 ,6  ±  0,2 1 1 ,9  ±  0 ,3 1 ,2  ± 0 , 1

0 ,2 4 4 , 3 86 3 7 , 0  ±  0 ,7 2 1 , 8  ±  0 ,5 2 0 , 0  ±  0 ,5 3 , 3  ±  0 ,2 1 6 ,7  ±  0 , 4 1 ,8  ±  0,1

0 ,3 6 6 , 5 1 8 9 5 3 , 4  ±  0 ,5 3 3 , 2  ±  0 ,4 2 9 , 9  ±  0 ,4 5 , 0  ±  0 ,2 2 4 , 9  ±  0 , 4 3 , 3  ±  0 ,1
Pb

0 ,4 8 8 ,7 1 3 2 6 0 , 2  ±  0 ,7 3 8 , 5  ±  0 ,5 3 4 , 3  ±  0 ,5 5 ,6  ±  0 ,2 2 8 , 8  ±  0 ,5 4 , 2  ±  0 ,2

0 ,5 1 1 0 ,8 8 0 7 6 , 0  ±  1 ,0 5 2 , 6  ±  0 ,8 4 5 , 5  ±  0 ,8 7 ,7  ±  0 ,3 3 7 , 8  ±  0 ,7 7 ,1  ±  0 ,3

0 ,7 1 5 5 ,2 6 1 9 9 , 7  ±  1 ,3 6 8 ,1  ±  1 ,1 5 8 , 3  ±  1 ,0 9 , 4  ±  0 ,4 4 8 , 9  ±  0 ,9 9 , 8  ±  0 , 4
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50 ^ИЮ iso fO*nZ^
F ig. 3. The num ber o f  showers, generated b y  the soft and hard com ponent ob ta ined  in the

second series o f  m easurem ent

W ЮО ЯО
Fig. 4. Num ber o f  showers, generated b y  soft or hard prim ary. T he|prim ary falling onto 

the absorber is not connected w ith  a dense air shower
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Fig. 5. Num ber of showers generated b y  ionizing particles

Fig. 0. Number o f  showers generated by mesons
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F ig. 8. Num ber o f show ers generated b y  photons

Fig. 7. Num ber o f show ers generated b y  electrons



SH O W ER PROD U CTIO N  AT SMALL TH ICK NESSES O F A BSO RBER 71

T his re su lt renders i t  p ro b ab le , th a t  A r l e y ’ s  ca lcu la tions a re  va lid  a t 
m o st for sm all show ers.

W e n o te  in  p a r tic u la r  th a t  th e  coun ting  ra te s  o f  show ers in i t ia te d  by 
m esons lie fo r th e  v a rious abso rbers on one curve (F ig . 6). The d e fin ite  p ro 
p o rtio n a lity  to  Z 2 is d e m o n s tra te d  in  th is  case b y  F ig . 9, w here  absorber 
th icknesses are  p lo tte d  in  nZ312 u n its , in stead  of n Z 2 ; th e  cu rves separa te  
a lre a d y  a t  sm all th icknesses, an d  th e  sep ara tio n  is s ig n ifican t.

Fig. 9. Num ber of showers generated by m esons. The thickness o f  the absorber is expressed
as a fun ction  of nZ3/2

Control of the apparatus

I n  th e  second series of m easu rem en ts  a g rea t n u m b e r of G M  coun ters 
a n d  e lec tron  tu b es  w ere used  an d  th u s  con tinuous co n tro l of th e  a p p a ra tu s  
w as o f  p a r tic u la r  im p o rtan ce .

Tw o o f th e  checking  m eth o d s m a y  be b riefly  described .
In to  th e  e lec tron ic  u n its  of co u n te rs  P  and  R  w ere fed th e  signals of 

tw o  coun ters В  (e. g. B x an d  B 2) in s te a d  of th e ir  ow n pulses. I f , a t  th e  sam e
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tim e  th e  v o ltage  o f  cou n te rs  A  is u n d e r  o p era tin g  vo ltag e  th e n  a ll th e  o u tp u t 
s tag es  o u g h t to  c o u n t th e  sam e ra te s  in  th is  case n am ely , to g e th e r  w ith  ev e ry  
co incidence pulse ( B l B 2B 3B i B 5), th e  tw ofold  m ix ers  be long ing  to  coun ters 
P  a n d  R  receive a  pu lse  from  co u n te rs  B 1 an d  f?2 resp . a n d  because  of th e  
n o n -o p e ra tio n  of co u n te rs  A ,  as w ell from  th e  an tico inc idence  a rra n g e m en t, 
w hich  is connected  to  th e  coincidence a rran g em en t.

As a fu r th e r  check  in s te a d  o f  coun ters A  one of th e  co u n te rs  В  Was 
co n n ec ted  as well w ith  th e  an tico incidence  s tage . I n  th is  case th e  la t te r  a n d  
co n seq u en tly  th e  tw ofo ld  m ixers belonging  to  co u n te rs  P  a n d  R  m ust n o t 
co u n t.

T h e  a u th o r i s  g rea tly  in d e b te d  to  P ro f. L . J á n o s s y  fo r  h is va lu ab le  
adv ice .
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РОЖ ДЕНИЕ ЛИВНЕЙ ПРИ МАЛЫХ ТОЛЩ ИНАХ Al, Fe, Cu, Pb
Л .  Н А Д Ь

Р е з ю м е

Исследован ход первой части кривой Росси при разных поглотителях. Выделены 
ливни, вызваны мезонами, электронами и фотонами.



EINE ANALYTISCHE FORMEL FÜR DIE THEORIE 
DER RILDUNG DER ELEKTRONENGRUPPEN  
IM PERIODISCHEN SYSTEM DER ELEMENTE

Von

T . T ie t z

IN STITU T F Ü R  TH EO R ET ISC H E PH Y S IK  D E R  U N IV ERSITÄ T tÓ D Z , PO LEN  

(Vorgelegt von  P. Gombás. — E ingegangen : 4. IX . 1957)

In dieser Arbeit geben wir eine analytische Form el für die untere Grenze der Z-W erte,. 
bei der s-, p - , d-. /-E lek tronen  erstm alig in  Erscheinung treten . Unsere analytische Form el 
bestim m t gut die Ordnungszahlen, bei welchen m it dem  E inbau der s-, p - , d-, /-E lek tro n en -  
gruppen begonnen wird.

W ie b e k a n n t, w erd en  die К — L — M— N — , . . .S chalen  m it den H a u p t
q u an ten zah len  n =  1, 2, 3, 4, 5, . . .n ic h t durchw eg  sukzessiv  m it E le k tro n e n  
b ese tz t, so n d ern  das n eu  h inzukom m ende  E le k tro n  b e v o rz u g t an  ein igen S te l
len  einen  s- oder p -Q u a n te n z u s ta n d  m it h ö h ere r H a u p tq u a n te n z a h l, obw ohl 
in  den S chalen  m it tie fe ren  H a u p tq u a n te n z a h le n  noch  freie d- o d e r / -Q u a n te n 
zu stän d e  v o rh a n d e n  sind . D iese U n rege lm ässigke iten  im  A to m b a u  des p e rio 
dischen S ystem s der E lem en te  fin d en  sich z. B . bei d er M -Schale (der E in b a u  
der p -E le k tro n e n  der M -Schale b eg in n t n ic h t bei K a liu m , Z  =  19, so n d ern  
erst bei S cand ium , Z  =  21) u n d  bei d er N -Schale (die B ese tzu n g  der IV-Schale 
m it / -E le k tro n e n  b e g in n t s t a t t  bei In d iu m , Z  =  49, e rs t  be i C erium , Z  =  58).

D iese U nregelm ässigkeiten  im  perio d isch en  S y stem  h a t  zu e rs t F e rm i [1] 
a u f  G ru n d  des s ta tis tisc h e n  A tom m odells sehr b e fried ig en d  e rk lä r t .  F erm i 
le ite te  eine Form el fü r die G esam tzah l N K der E le k tro n e n  eines A tom s m it der 
O rdnungszah l Z  fü r die Q u a n te n z u s ta n d e  s-, p - , d - , f  ah . D ie F erm ische  F o rm el 
fü r N  к  is t

N k =  2
6Z
л 2

1/3
к Ф (а) ; а =

4 )2'3 
3 nZ.

K K ( 1 )

In  d ieser F o rm el is t К  d ie az im u ta le  Q u an ten zah l, w elche fü r  die s-, p -, d-,
1 3 5 7

f-Q u an ten zu stän d e  n u r  die d isk re ten  W erte  — , — , —  * —  an n eh m en  k a n n .
J 2 2 2 2

Die von  F e r m i e in g efü h rte  F u n k tio n  Ф (a) w elche  in  d er F o rm el fü r  N K v o r
ko m m t, h a t  fo lgende F o rm  :

dxФ (а) =  J  [дс <p (X) — a ]1/2----- m it а 4
3 7tZ

K - . (2 )
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D as In te g ra l in  (2) is t ü b e r  alle p o sitiv en  ж-W erte  zu  e rs treck en , fü r die der 
A u sd ru ck  u n te r  der W urzel p o s itiv  is t. I n  d e r le tz te n  F o rm el is t  tp (ж) die 
T h o m a s-F e rm i-F u n k tio n  des n e u tra le n  A tom s. Z um  V ergleich  m it der E r fa h 
ru n g  h a t  F e r m i  die F u n k tio n  Ф (•?.) ta b e llie r t u n d  w eite r die G esam tzah l der 
E le k tro n e n  m it d er az im u ta len  Q u an ten zah l К  als F u n k tio n  von  Z  g raph isch  
d a rg es te llt. U m  eine a n a ly tisch e  F o rm el fü r  die N K zu  e rh a lte n , e rsetzen  w ir 
in  d er F o rm e l (2) die T h o m as F e rm i-F u n k tio n  cp (ж) d u rch  unsere  A p p ro x i
m a tio n  [2],

<p (ж) =
(1 аж)2

m it а =
л (3)

M it d iesem  e in fachen  A u sd ru c k  k a n n  m an  das In te g ra l Ф ( ) e x a k t lösen. 
I n  unserem  F a lle  h a t  die F u n k tio n  Ф (a) fo lgende F o rm

m it

л  . . Г f - с:а2ж2 +  (1 -  2 а)ж  — «l1/2 ,Ф а) =  1------------ — v----------- I-----------J—  dx
J * (1 +  ax)

1 — 2 aa  — /1  — 4 а а  
2 а2 а

1 — 2 aa  +  У ï  — 4 а .
2 а2 а

(4)

(4)

. 1
F ü r  ---- v ersch w in d e t die F u n k tio n  Ф (а ), weil in  d iesem  F alle  der Aus-

4a
d ru c k  u n te r  d e r  W urzel im  In te g ra n d  von  (4) n e g a tiv  is t. F ü r  d en  F a ll а  =  0 
is t  in  (4) жг =  0 u n d  ж2 =  oo zu  se tzen . E in e  ziem lich  lan g e  ab e r le ich te  R ech 
n u n g  zeig t, dass fü r 1— 4а а  <  0

Ф (а) =

+

+

ж У1 — 4 а а
1 . — 2 а + ( 1  — 2 аа)ж

------—  a rc  sin
V«

1 . (1 — 2 а а ) — 2 а2 ажarcsin ---------— — — +
У а  У1 — 4а а

1 . аж — 1 х*—=■ arc s in ------------ - ■ —
У а  (1 +  аж) y i  — 4а х

+

( 6)

-Setzt m an  w e ite r  in  der le tz te n  F o rm el fü r ж1ипйж 2 ih re  W erte  gem äss Form el (5) 
e in , so b e k o m m t m an  fü r  die F u n k tio n  Ф (a) fo lgenden  A u sd ru ck  :

Ф (а) =  — 2тгаА2 +  fü r  0 <[ а  <  ,
У а  4а

Ф а >
1

4а
0 .

(7 )



Z u erst verg le ichen  w ir u n se re  W erte  fü r  d ie  F u n k tio n  Ф ( a )  m it den  
nu m erisch en  W erten  v o n  F erm i. D en  V ergleich ze ig t T ab. I . A us d er Tabelle

E IN E  ANALYTISCHE FO R M EL FÜ R D IE  T H E O R IE  D ER B ILD U N D  D E R  E L E K TR O N E N G R U PPEN  7 5

Tabelle I
D ie  F u n k tio n  Ф (a )

а 0 ,0 о д 0,2 0,3 0 ,4 0 ,4 9

Ф ( а ) n a ch  F er m i 3,2 2,2 1,48 0,88 0 ,3 6 0,00

Ф (а) gem äss F orm el (7) 4,3 2 ,3 1 ,48 0,85 0 ,32 0,00

is t e rs ich tlich , dass n u r  fü r  a =  0 ein  grösserer U n te rsch ied  zw ischen  unseren  
u n d  den  F erm ischen  W erten  b e s te h t. D er U n te rsch ied  r ü h r t  d ah er, dass

unsere  A p p ro x im a tio n  (3) der T h o m as F e rm i-F u n k tio n  n ic h t d as  rich tige  
V erh a lten  im  U nend lichen  zeigt. Z u m  V ergleich m it der E rfa h ru n g  stellen  w ir 
iV^ als F u n k tio n  von  Z  g raphisch  d a r. W ir b rin g en  unsere R e su lta te  in  A bh. 1. 
In  d ieser A bbildung  is t  N ц als F u n k tio n  von Z  fü r  d ie  s-, p-, d- u n d  /-E le k tro -  

1 3  5 7
nen , also fü r  К  =  —  , — , —  , —  darg este llt. D ie  F u n k tio n  N K h a t  in  unse- 

2 2 2 2
rem  F alle  folgende ein fache  F orm  :

N k =  4(6Z)13K 1  - f - i - l 1 /3  к
{3Zj ( 8 )

Die A bb . 1 zeigt, dass d e r V erlau f u n se re r  K u rv e n  seh r befried igend  is t. U nsere 
K u rv en  geben einen seh r gu ten  M itte lw e rt der m eh rfach  geb rochenen  L inien ,
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die sich  e rfah ru n g sg em äss aus den  S tonerschen  T ab e llen  ergeben . U nsere  
K u rv e n  zeigen  w e ite r p ra k tisc h  d en se lb en  V erlau f w ie die von F e rm i gezeich
n e ten  K u rv e n .

B ei A n w endung  d er s ta tis tis c h e n  Theorie z u r  B erechnung d e r  v e r
sch iedenen  E ig en sch aften  der A tom e h a t  m an  sich s tä n d ig  vor A ugen zu  h a lten , 
dass die s ta tis tisc h e  T heorie  ih rem  C h a ra k te r  gem äss den von E le m e n t zu 
E le m e n t s ta rk  sch w an k en d en  A tom g rö ssen  n ich t fo lgen  kann , so n d e rn  über 
diese h in w e g m itte lt. D as is t  der G ru n d , w a ru m  in u n se re m  Falle die F o rm e l (8) 
feinere E in ze lh e iten  in  d e r B ildung  d e r  E le k tro n e n g ru p p e n  n ich t w iedergeben  
k an n . In  T abe lle  I I  h ab e n  w ir einige W e rte  fü r u n sere  N K als F u n k tio n  von Z  
angegeben .

Tabelle II
D ie G esam tzahl der E lektronen Nk  m it der azimutalen Quantenzahl К  als Funktion

der Ordnungszahl Z

z №/, №/, №/„ №/,

3 3,2 0 0 0 0

4 3,8 0 0 0 0

5 4,2 0,7 0 0 0

6 4,8 1,8 0 0 0

16 7,2 9,5 0 0 0

20 8 ,0 11 ,6 0 0 0

21 8 ,0 12,1 0,1 0 0

22 8 ,2 12 ,6 0,91 0 0

24 8,5 13,5 2,4 0 0

30 9,3 15,9 6,5 0 0

40 10,4 19,3 12,1 0 0

50 11,4 22 ,2 16,9 0 0

55 11 ,8 23,5 19,1 0 0

58 12 ,1 24,2 20,3 0,5 0

59 12 ,1 24,4 20,7 1,0 0

65 1 2 ,6 25,9 23,0 4,3 0

70 13,0 26,9 24,9 6 ,8 0

80 13,7 29,0 28,3 11 ,6 0

90 14,3 30,9 31,4 16,0 0

100 14,9 32,6 34,3 2 0 ,0 0

103 15,0 33,1 35,2 21,3 0

W e ite r  geben w ir in  Tabelle I I I  d ie  u n te re  G renze  der Z -W erte , bei der 
s-, p-, d- u n d  / -E le k tro n e n  e rstm alig  in  E rsch e in u n g  tre te n . Diese Z ah len  sind 
d ie jen igen  Z -W erte  d e r A bb . 1 u n d  T a b . I ,  fü r w elche die N K der W e rt 1 an n eh 
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m en . T abelle  I I I  b e s tä t ig t  sehr g u t  den em p irisch en  B efund fü r  die u n te re  
G ren ze  d er Z -W erte , be i der die s-, p-, d- u n d  /-E le k tro n e n  ers tm alig  in  
E rsch e in u n g  tre te n .

F ü r  die d- u n d /-E le k tro n e n  e rg ib t sich a lle rd in g s eine geringe A bw eichung 
■von d er E rfa h ru n g , d a , wie die E rfa h ru n g  zeig t, d ie  d -E lek tro n en  schon bei 
S can d iu m  (Z =  21) u n d  d ie /-E le k tro n e n  bei C erium  (Z  =  58) b eg in n en .

U nsere  F orm el (8) g ib t h ier e tw as  grössere W e rte , es is t a b e r  zu  b each ten , 
dass unsere  th eo re tisch en  W erte , Z  =  22 und  Z  =  59 den em pirischen  W erten , 
Z  =  21 u n d  Z  =  58 b ed eu ten d  n ä h e r  liegen als Z  =  19 u n d Z  =  47, wo m an  
be i einem  vo lls tän d ig  regelm ässigen  A ufbau  das e rstm alige  A u f tre te n  der p- 
u n d  /-E le k tro n e n  e rw a rte n  sollte.

Tabelle III
D ie  untere Grenze der Z-W erte, bei der s-, p - , d-, und /-E lek tro n en  erstm alig in  Erscheinung

treten

Die untere Grenze der Z-Werte für

s-Elektronen p-Elektronen d-Elektronen /-Elektronen

Erfahrung..................................................... l 5 21 58

nach  F e b m i ................................................. l 5 21 55

nach G le ich u n g(8 )................................... l 5 22 59

H errn  Prof. F . J .  W i s n i e w s k i  danke i c h  fü r  sein In te re sse  an  dieser 
A rbe it.
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Т .  Т И Т Ц

Р е з ю м е

В этой работе даются аналитические выражения дл я  таких минимальных значений 
Z , при которых первый раз встречаются s, p, d, /-электроны. Указанное аналитическое 
вы ражение хорош о определяет те атомные номера, у  которы х начинают заполняться  
.s, p, d, /  группы электронов.





PLANE WAVE METHOD WITH A MODIFIED 
POTENTIAL FIELD

By

R. G á s p á r

IN ST IT U T E  FOR TH EO RETICA L PHY SICS, KOSSUTH LAJOS U N IV E R SIT Y , D EBRECEN , AND RESEA RCH  G RO U P 
FOR TH EO RETICA L PHY SICS OF TH E H UN G ARIA N  ACADEM Y O F SCIENCES, BU D A PEST

(Presented by P. Gombás. — Received : IX . 7. 1957)

A new method is developed for the determination of the energy band spectrum of 
metal electrons. An essential advantage of the method is that it applies plane waves. This 
is made possible by the introduction of a “ repulsive” potential, which takes care of the high 
kinetic energy of the eigenfunction oscillating in the neighbourhood of the nuclei. Thus the 
valence electrons can be treated as if  they filled the Brillouin zones gradually from the lowest 
Brillouin zone. This also means that in this model the eigenfunctions of the metal electrons 
can be well approximated by the linear combination of a few plane waves. The number of 
the rows and columns of the secular equations arising at the degenerate points in the neigh
bourhood of the boundaries of the Brillouin zones is low. The problems associated with the 
repulsive potential in the matrix components of the secular equation are investigated in 
detail. It is shown that these matrix components are such that they do not alter the qualitative 
structure of the secular equation. The value of the m atrix components of the Hamiltonian 
varies in the Brillouin zone from place to place. This fact considerably increases the numerical 
work as compared to the older free-electron model. As compared to the newer methods, howe
ver, this disadvantage, is not peculiar to the method presented here as they, although for 
other reasons, also involve tedious numerical work.

Introduction

In  th e  e lectron ic  th e o ry  of solids th e  q u a n ti ta t iv e  d e te rm in a tio n  of th e  
energy  sp e c tru m  p re sen ts  a v e ry  im p o r ta n t  p rob lem , a s a tis fa c to ry  so lu tio n  
o f w hich h as  up to  now  been o b ta in e d  on ly  fo r a few m e ta ls . The m e th o d  
of W i g n e r  an d  S e i t z  [ 1 ]  is sim ple an d  y ie lds good resu lts  fo r th e  low er edge 
of th e  en erg y  b an d  o f m e ta l e lec trons. H ow ever, th e  gen era liza tio n  of th is  m e 
th o d  given b y  S l a t e r  [2] can  be ap p lied  to  a lk a li m etals on ly , because, as w as 
show n b y  S h o c k l e y  [3], the  m e th o d  involves an  e rro r, w hich m akes the q u a li
ta t iv e  re su lts  d o u b tfu l a lread y  fo r th e  u p p e r  edge of th e  h ig h e s t filled b a n d . 
A lthough  th e  recen t ex tension  o f th e  m eth o d  b y  L a g e  and  B e t h e  [4] in c reased  
th e  accu racy  i t  also invo lved  a considerab le  in crease  in  w ork . A n o th e r m e th o d  
b y  S l a t e r  [5] is easier to  apply  to  h ig h er energ ies, b u t  i t  is v e ry  tiresom e. T h e  
m eth o d  described  in  th e  p resen t p ap e r is a gen era liza tio n  o f  G o m b Á s ’s  [6] 
m ethod  an d  is based  p a r t ly  on th e  s ta tis t ic a l  th e o ry . T hus i t  can  be well u sed , 
p a rtic u la r ly  for th e  tre a tm e n t o f  h eav ie r m e ta ls  and  can  be  reg a rd ed  as a 
n a tu ra l su p p lem en t to  H e r r i n g ’s m eth o d  [7] w hich is m a in ly  applicab le  to  
lig h te r m e ta ls . The ch ief a d v a n ta g e  of th e  m e th o d  to  be described  is t h a t  i t  
p roceeds on a m a th em a tica lly  w ell p rep a red  w ay  an d  is th u s  easy  to  ap p ly .
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1. Electronic structure of solids and the valence electrons

I f  w e w an t to  d raw  a com parison  betw een  th e  e lectrons of free a to m s and 
th o se  o f  solids (exclud ing  solids, w hich  co n ta in  tra n s itio n  elem ents) we 
h av e  to  classify  th e m  in to  tw o m a in  groups, n a m e ly  1. th e  core e lectrons, 
w hich fo rm  a noble gas like (ns)2 (np )6 or a (nd)10 shell a n d  ex h ib it 
to  good a p p ro x im a tio n , an  id en tica l d is tr ib u tio n  in  th e  free a to m  a n d  in  the  
solid. 2. th e  valence e lec tro n s, th e  possib le  energy v a lu e s  o f w hich in  th e  s ta t io n 
a ry  s ta te s  o f th e  free a to m  show th e  c h a ra c te ris tic  d is tr ib u tio n  o f a d iscrete  
sp e c tru m . I n  th e  solids th e  energy o f th e  sam e e lec tro n s have  a b a n d  sp ec tru m . 
A fu r th e r  e ssen tia l d ifference be tw een  th e  tw o g roups is th a t  w hereas in  solids 
for th e  co re  e lectrons th e  g rouping  acco rd in g  to  th e  o rb ita l q u a n tu m  n u m b er 
can  be re g a rd e d  as a good  ap p ro x im a tio n  ju s t  as fo r th e  core e lec trons in  th e  
free a to m , no de fin ite  o rb ita l  q u a n tu m  n u m b e r can  be  assigned in  solids (in  good 
ap p ro x im a tio n ) to  th e  valence e lec tro n s  a p a rt fro m  som e ex cep tio n a l cases. 
The p h y s ic a l reason  fo r th is  is th e  fo llow ing . In  solids i t  is a com m on p ro p e rty  
o f th e  e lec tro n s  th a t  in  p rinc ip le  none o f  th e m  belongs to  a d e fin ite  a to m , th ey  
w an d er f ro m  a to m  to  a to m . The e ssen tia l difference b e tw een  th e  core e lec trons 
b o u n d  in  th e  in n er shell a n d  the  va lence  elec trons is t h a t  th e  d en sity  m ax im u m  
of th e  fo rm e r is in  th e  n e ig h b o u rh o o d  o f  th e  nucleus a n d  th u s  th e  p ro b a b ility  
for th e se  e lec trons to  ap p ro ach  a “ fo re ig n ”  a to m  is sm all. F o r th e  valence 
e lec trons th e  ou te r d e n s ity  m ax im u m  is in  th e  reg io n  m idw ay b e tw een  th e  
atom s a n d  th u s  th e y  c a n n o t be localized  a round  an  a to m  n o t even fo r a sh o rt 
period. O ne o f th e  consequences o f th e  p ro p ertie s  m en tio n ed  here is t h a t  th e  
e lec trons in  th e  in n er shells keep th e  q u a n tu m  n u m b ers  assigned to  th e m  in 
th e  a to m  in  th e  solid to o  and  these  p la y  an  essen tia l role in  th e  d esc rip tio n  
of th e ir  e igen fu n c tio n s, w hile for v a len ce  electrons th e se  q u a n tu m  n u m b ers  
m ay  h a v e  b u t  sym bolic significance i f  an y . The c lassifica tion  o f th e  core 
e lec trons accord ing  to  th e  o rb ita l q u a n tu m  n u m b e r p lays an  im p o r ta n t 
role in  th e  s ta tis tic a l th e o ry  of m e ta llic  b o n d  an d  th u s  i t  is ab so lu te ly  neces
sa ry  to  in v e s tig a te  how  th e  th e o re tic a l d e te rm in a tio n  of the  en e rg y  b a n d  
sp ec tru m  o f valence e lec tro n s can be c a rr ie d  ou t w ith  re g a rd  to  th is  fa c t.

In  m o s t solids, ow ing to  th e  h ig h  co n stan cy  o f  th e  p o te n tia l f ie ld , th e  
e ig en fu n c tio n s  of valence e lec trons can  be  described  b y  few  p lane w aves in  th e  
7/8 th  o f th e  e lem en ta ry  cell. In  th e  1/8 th  o f th e  cell a ro u n d  th e  nucleus th e  
e ig en fu n c tio n s o f valence elec trons h av e  n o d a l surfaces a n d  oscillate in ten se ly , 
w hich is d u e  to  th e ir  o r th o g o n a lity  to  th e  e igen functions o f  th e  elec trons o f  th e  
ionic core. T h is  in tense  o sc illa tion  in c reases  th e  k in e tic  energy  an d  th u s  th e  
to ta l  en e rg y  ( th e  sum  o f th e  k ine tic  a n d  p o te n tia l energies) is co m p ara tiv e ly  
g rea t en su rin g  th a t  th e  va len ce  e lectrons re m a in  in th e  v e ry  h igh-ly ing  valence 
b an d . T h u s  i t  can  be seen  th a t  th e  reg io n  a round  th e  ionic core, w h ich  is 
a t  e q u ilib riu m  n uclear d is ta n c e  ab o u t 1/8 th  o f the  e le m e n ta ry  cell is v e ry  s ign i
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f ic a n t. I f  th e  en erg e tica l cond itions o f th e  valence e lec tro n s of solids are  to  be 
tr e a te d  th e  above m en tio n ed  increase o f  th e  k ine tic  en e rg y  m ust be ta k e n  in to  
acco u n t. H ere  We re s tr ic t  ourselves to  th e  cases w here th e  in itia l e igen functions 
are  p lan e  w aves. T h is co n d itio n  ensures nam ely  th a t  th e  e igen function  w ith  
a n y  a rb itr a ry  Wave n u m b e r v ec to r can  be se t up  re a d ily  an d  besides in  7/8 th  
o f th e  e lem en ta ry  cell a lread y  th e  ze ro th  ap p ro x im a tio n  y ields excellen t va lues. 
In  th is  connection  we m ay  re fer to  tw o m eth o d s, t h a t  o f  o rthogonalized  p lane 
w aves developed  b y  H e r r i n g  an d  th e  one to  be developed  here, w hich  is n o t 
o rthogonalized , i. e. i t  w orks w ith  sim ple p lane W aves, b u t  in v es tig a te s  th e  
m o tion  o f  e lectrons in  a m odified  p o te n tia l  field . As in  th e  co n stru c tio n  o f  th e  
m od ified  p o te n tia l f ie ld  th e  classifica tion  o f e lectrons accord ing  to  th e ir  o rb ita l 
q u a n tu m  n u m b ers  p lay s an  im p o r ta n t ro le , We sh a ll in v e s tig a te  th e  b eh av io u r 
o f an  e lec tron  rep re sen ted  b y  a p lane w ave from  th e  p o in t of view  o f c lassifi
ca tio n  accord ing  to  th e  o rb ita l q u a n tu m  num ber.

Be th e  eigen function  o f th e  e lec tron ic  s ta te  in  a space of vo lum e Q

Wt
1

Ü 12
e'(* r> ( 1 )

w ith  th e  w ave n u m b e r v ec to r  f, and  th e  k ine tic  en e rg y  o f th is  e lec tro n

f  Í21 I ’ (2)

w here Г is th e  ra d iu s  v ec to r. T here ex is ts  a close re la tio n  betw een  th e  p lane  
w ave (1) an d  th e  spherica l harm onics occurring  in  th e  classification  o f  e lec trons 
in  th e  cen tra lly  sy m m etrica l p o te n tia l fie ld  of th e  free a to m . The p lan e  Wave 
can  th u s  be ex p an d ed  in  a series

V  I =  — 7- Г --  У  (2 Í  +  i  j l  r ) P l ( COS ( 3 )- i=0

[8] ; r =  1 r rn , & an d  cp are p o la r co o rd ina tes a ro u n d  th e  n -th  nucleus as 
cen tre  an d  have  an  axis para lle l to  th e  d irec tio n  o f i  • к =  | Ï , xn is th e  rad iu s  
v e c to r  d raw n  to  th e  re-th nucleus, P ( (x ) is a L egendre  po lynom ial an d

12J /  + j ( * b -  (4)

J i r \  ix) *s a Bessel po lynom ial. F ro m  (3) we o b ta in  a fte r m u ltip lica tio n  
b y  th e  co n ju g a te  com plex  an d  av erag in g  over all possible va lu es  o f th e  #  6

j i  ( x )
л
2x

6 A c ta  P h y sica  I X / 1 - 2 .
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a n d  g? th e  W eight o f th e  e lec trons o f  o rb ita l q u a n tu m  n u m b er l a t  a d is tan ce  
r fro m  th e  nucleus

Æjr
«; =  —  (2 l + l ) j , 2 {kr).  (5)

O r, b y  in tro d u c in g  th e  no rm alized  p ro b a b ility  a\ co rrespond ing  to  th e  assum p- 
t io n  ^  a'i =  1 w e o b ta in

a ' i= ( 2 l  +  l ) j >(kr ) .  (5 ')

F ig . 1 shows th e  p ro b ab ilitie s  o ; p lo tte d  as fu n c tio n s  of kr. I t  is c lea r th a t  a

k r --------- -

F ig . 1. The q u a n tit ie s  a; o ccu rring  in  th e  ex p an sio n  o f  th e  p lane w ave in  te rm s of 
spherica l h a rm on ics. T he q u a n tit ie s  in  th e  f ig u re  a re  given in  a to m ic  u n its

sm all values o f kr  th e  s s ta te s  p rev a il, w hereas a t  places n ea r th e  edge of th e  
e le m e n ta ry  cell, especially  a t  h ig h er values o f  th e  Wave n u m b e r v ec to r, th e  
s ta te s  o f h igher o rb ita l q u a n tu m  n u m b ers  p red o m in a te .

2. General characteristics o f the m atrix elem ents o f operators in the valence
electron states in solids

T he m ost im p o r ta n t  p ro b lem  o f th e  e lec tro n ic  th e o ry  o f solids is th e  
d e te rm in a tio n  o f th e  energy  sp e c tru m . W ith  th e  aid  of th e  l a t te r  th e  o th e r 
d a ta  can  be o b ta in e d  b y  d irec t m e th o d s . To d e te rm in e  th e  energy  sp ec tru m  th e  
av e rag e  values a n d  m a tr ix  e lem en ts, re sp ec tiv e ly , o f th e  o p e ra to rs  m u st be 
e v a lu a te d . W e now  w an t to  discuss th e  prob lem s associa ted  w ith  these .

T h e  s itu a tio n  is the sim plest in  th e  cases w here th e  o p era to r to  be averaged  
o v er is sph erica lly  sy m m etrica l a io u n d  each o f th e  nuclei, i. e. i t  depends on r 
o n ly  ( th e  p o te n tia l energies are  m o stly  o f th is  k in d , e. g. th e  C oulom b in te ra c 
tio n  w ith  th e  nucleus, th e  average  fie ld  of th e  o th e r  e lectrons e tc .). In  such
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a case averag ing  over th e  ang les can be c a rr ie d  ou t im m ed ia te ly  an d  th e  m a tr ix  
elem ents can  be  o b ta in ed  b y  a single in te g ra tio n  over r  [9].

A m ore d ifficu lt case is w here th e  o p e ra to r  also dep en d s on th e  angles 
an d  con ta ins ju s t  th e  d iffe ren tia l o p e ra to rs  w ith  resp ec t to  these  angles. A n 
o p era to r of such  a ty p e  is e. g. th a t  of th e  k in e tic  energy  a n d  th a t  of th e  sq u are  
o f th e  to ta l  a n g u la r  m o m en tu m . C onsider a p ro to ty p e  o f  such  o p era to rs  in  
d e ta il. Be our o p era to r, w h ich  we den o te  fo r b re v ity  b y  x, defined  b y  th e  
eq u a tio n

f M 2 , i f  r < R ,  

I 0 , i f r > R ,
(6)

w here

M 2 =  h2
1

sin  9
+

1 Э2 1
sin2 9 dq>2 J

is th e  o p era to r o f th e  square  o f th e  to ta l a n g u la r  m o m en tu m . T hus th e  o p e ra to r  
essen tia lly  is one o f the  sq u a re  of the  to ta l  an g u la r m o m en tu m  w ith in  a sp h ere  
o f rad iu s  R, w hereas ou tside th is  sphere i t  is th e  o p era to i o f  th e  m u ltip lica tio n  
b y  th e  c o n s ta n t 0. L et us fo rm  th e  av e rag e  value of th e  o p e ra to r  x  over a 
sphere of rad iu s  r0 (R <  r0). [ In  th e  th e o ry  o f  solids th is  sp h ere  is as a ru le  th e  
so-called e lem en ta ry  sphere (see la te r)]. W ith  (6) and  (3) we o b ta in

w here

* =  v + + '2 Z(l +  1 ) ,
i

3n  2 1 + 1  j R \ 2 
4 kr0 I r0

J 2, i ( k R ) J
+ 2 2

3 ( k R )

(7)

( 8)

In  th e  d e ta iled  ex am in a tio n  o f  th e  w eight fa c to rs  A ( we ta k e  in to  acco u n t th e  
dependence o f th e  Wave n u m b e r factor on  r0. As th e  w ave n u m b e r vec to rs a re  
defined  in th e  rec ip rocal la tt ic e , we m ay  w rite

к =
r0

(9)

w here b u n d e r th e  no rm al conditions is a n u m b er of th e  o rd er of 1. W ith  
th e  aid  of (9) (8) m ay  be w r itte n  in  the fo rm

A , =
Зл 21 +  1 1R 2 1 „ , R Í, R 1, R- J  1 b -  - — J  1 \b — J  3 \b —

l r o ) '+ -2 ro ' - t I rol 1 2 l r0
( 10)

R
I t  is obvious th a t  (10) can  be re g a rd e d  as a fu n c tio n  o f th e  q u a n titie s

b ----= y  an d  b, w here b so lely depends on  th e  ty p e  o f la tt ic e  an d  th e  p lace

6 *
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occup ied  b y  th e  valence  e lec tro n s in  th e  b a n d  b u t  does n o t d ep en d  on th e  la t t ic e  
c o n s ta n t. T he d ependence  o f A  i on th e  la t t ic e  c o n s ta n t as w ell as on th e  ra d iu s  
R  in  th e  d e fin itio n  o f th e  o p e ra to r  x  is in v o lv ed  in y.  In  F ig . 2 th e  so-called n o r 
m alized  A \-s are  ex h ib ited  in  acco rdance  w ith  th e  re p re se n ta tio n  of F ig . 1. 
The n o rm a liz a tio n  w as ca rried  o u t in  su ch  a w ay  th a t

2 ' A\ (y) =  1 •l

T hus we o n ly  w a n t to  know  how  th e  ra tio s  o f th e  s, p , d, / ,  g, . . .  -s ta tes  v a ry ,

kR _______^

Fig. 2. The auxiliary quantities A i necessary for the determ ination o f  the m atrix  
elem ent for the operator x. The quantities in  the figure are g iven  in  atom ic un its

for th e  tim e  being  th e  v a r ia tio n  of th e  ab so lu te  v a lu e  o f th e  w eight fa c to rs  
n o t in v e s tig a te d . A ccord ing ly

л ; = ^ я ^ ± 1 |  ( y ) - j  з Ы | .  (11)
4 У I l +2 l ~ 2  l + 2 !

w hich  is a lre a d y  a fu n c tio n  o f  у  only.
U n d e r  th e  F ig u re  th e re  are  sev era l scales w ith  arrow s show ing th e  p laces 

co rresp o n d in g  to  v a rio u s  v a lu es  o f b a t  v a rio u s  values o f  R/r0. The a rro w s 
m a rk e d  1, 2, 3 e tc . in d ic a te  th e  rad ii o f  th e  F e rm i sphere a t  1, 2, 3 e tc . e lec tro n s 
p e r a to m . I t  is c lear th a t  a t  low er va lu es  o f i? /r0 th e  W eight o f th e  s ta te s  o f  
low er o rb ita l  q u a n tu m  n u m b ers  (m ain ly  t h a t  o f th e  s-s ta te )  a re  g rea t. T h is is 
v e ry  im p o r ta n t  from  th e  p o in t o f v iew  o f th e  rep u ls iv e  p o ten tia ls  b ecau se  
(see la te r )  these  ta k e  va lu es  d iffe ren t fro m  zero on ly  w ith in  th e  ionic co re , 
w hich  is a reg ion  o f  sm all ra d iu s  n ear th e  nucleus. R , w h ich  can be d e fin ed  
in  co n n ec tio n  w ith  th e  repu ls iv e  p o te n tia ls , is sm alle r th a n  r j 2, w h ich
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m akes i t  p lausib le  th a t  th e  w eight of th e se  s ta te s  g re a tly  increases. T h is w as 
confirm ed in  th e  case o f th e  A1 m etal [10] th a t  c a rry in g  o u t th e  ca lcu la tio n  
associated  w ith  th e  m eta llic  bond , even  w ith  th e  a id  o f  an  s ty p e  rep u ls iv e  
p o ten tia l, re su lts  n o t v e ry  d iffe ren t from  th e  ex p e rim en ta l d a ta  Were o b ta in ed .

3. The free electron method and the difficulties involved

In  p rin c ip le  th e  th e o ry  of the  e lec tro n ic  s tru c tu re  o f  solids [11] can  be 
developed sim p lest b y  b u ild in g  up th e  to ta l  e igen func tions o f m e ta l e lec trons 
o f p lane  Waves o f  th e  fo rm

„/(fr)ip =  e‘ ( 12)

w here ï  is th e  w ave n u m b er v ec to r of a free  e lec tron . I n  th e  period ic  p o te n tia l  
field

V  =  V УрЪгЦЬ.Х)
h u  h 2, h 3=--- CO

th e  e igenfunction  of an e lec tro n  can be w r itte n  in  th e  fo rm

(13)

V _v e 6 e <K* + 2"».*l.
h , ho, h 3

In  (13) and  (14)
Í) — £>! -f- Ьg -f- h3 b3

(14)

(15)

is th e  la ttic e  v ec to r of th e  reciprocal la t t ic e  and  bp Ь2-, Ьз яге th e  basic  v ec to rs  
d e te rm in in g  th e  axes o f th is  la ttice . T h e  e igen func tion  ip sa tisfies th e  S ch rô 
d inger e q u a tio n

A i p + 2̂ ( E - V ) i p  =  0 ,  (16)
A*

if  th e  (^-coefficients sa tisfy  th e  hom ogeneous lin ear eq u a tio n s

A2
2m

Í +  2лд, !2 ^  61 s—h Vb •(i
(17)

(17) has a so lu tio n  only  i f  th e  d e te rm in a n t w hich can  be fo rm ed  from  th e
coefficients v an ishes. T h e  d e te rm in a n ta l e q u a tio n  th u s  p rov ides a d e fin in g
e q u a tio n  fo r E  w hich so fa r  is unknow n  ; th e  so lu tio n  o f th is  e q u a tio n  th u s
im m ed ia te ly  gives th e  en e rg y  o f the  e lec tro n  belong ing  to  th e  w ave n u m b e r
v ec to r f. In se r tin g  th e  v a lu e  o f E  in to  (17) an d  so lv ing  th is  e q u a tio n  fo r th e
a t) coefficients We o b ta in  th e  unknow n  coefficien ts o f  th e  e igenfunction . In
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th e  course o f th e  a c tu a l d e te rm in a tio n  o f th e  energy  e igenvalue  we c a n n o t 
o f course ta k e  all F o u rie r  coeffic ien ts V g in to  acco u n t b u t  h av e  to  se lec t 
tho se  th e  o rd e r o f m a g n itu d e  o f  w hich  is re le v a n t for th e  secu la r eq u a tio n . 
A ccord ing  to  (17) tho se  F o u rie r  coeffic ien ts for w hich  th e  co n d itio n

^ 2 л д  FoH 0̂ I (18)

is fu lfilled  can  be neg lec ted . In  (18)

^2я0 =  \ I2 +  F uoo . (19)
2m

F o r  m eta ls  occuring  in  n a tu re  Е 2лд— E 0 20eL , w hen  fo r g its  sm a lle st
possib le v a lu e  is ta k e n  in to  acco u n t. I f  th e  p o te n tia l is th e  p o te n tia l o f th e  
ionic core  a n d  th a t  o f th e  va len ce  elec trons w ith o u t an y  repu lsive  p o te n tia l th e n  
th e re  a re  m a n y  F o u rie r coeffic ien ts Vg th e  o rd er of m a g n itu d e  o f  w hich  agrees 
w ith  t h a t  o f  J52-rg —  E 0 a n d  th u s  th e  free e lec tron  m eth o d  in  th is  form  is n o t  
su itab le  fo r  th e  d e te rm in a tio n  o f e ith e r  th e  energy  or th e  e igen function .

L e t us consider th e  rea l reaso n  for th e  in ap p licab ility  o f th e  m e th o d  in  som e 
m ore d e ta il. R e ta in in g  in  th e  sy s tem  of eq u a tio n s  (17) b u t  a few  coeffic ien ts , 
(th e  la rg e s t o f  th em ), th e  sm alle st ro o t o f th e  secu lar e q u a tio n  gives a ro u g h  
a p p ro x im a te  value  for th e  energy  o f th e  valence  elec trons. T ak in g  m ore a n d  
m ore coeffic ien ts  in to  ac c o u n t th e  low est ro o t o f th e  secu la r eq u a tio n  does 
n o t a p p ro x im a te  th e  energy  o f a valence e lec tro n  b u t  th a t  o f a core e lec tron  o f  
sm alle r en erg y , w hile th e  en erg y  o f va lence  elec trons is a p p ro x im a te d  b y  a la rg e r 
ro o t o f th e  secu lar eq u a tio n . T hus th e  above fo rm u la tio n  o f  th e  p rob lem  is 
too  g en era l, d em an d in g , th a t  th e  m eth o d  y ie ld  th e  energy  a n d  e igenfunctions 
o f th e  core  e lec trons to o . T h is is, how ever, n o t necessary  a t  all, since We 
a lread y  k n o w  th ese  to  an  accu racy  sa tis fa c to ry  for our p u rp o se . T he excessive 
g e n e ra lity  o f  th e  m eth o d  becom es still m ore obvious if  th e  s itu a tio n  is ex am in ed  
from  th e  s ta n d p o in t o f  e igen functions. T he a ssu m p tio n  of th e  e igen func tion  
in  th e  fo rm  (14) is b ased  on  th e  a ssu m p tio n  th a t  th e  a p p ro x im a te  e igen func tion  
can  be w ell a p p ro x im a te d  a t  le a s t p a r t ly  b y  p lan e  w aves. T h is is th e  case fo r  
e lec tro n s in  th e  valence  b a n d  an d  in  th e  conduction  b a n d s . F o r th e  core 
e lec tro n s, how ever, th e  case is essen tia lly  d iffe ren t. T he e igen fu n c tio n  o f th e  
core e le c tro n  keeps its  a to m ic  c h a ra c te r  an d  is no p lane  w av e , i t  is e x p o 
n e n tia l fa r  fro m  th e  nucleus a n d  oscillates inside n e a r h im . To ap p ro x im a te  
such  a n  e ig en fu n c tio n  b y  p lan e  w aves is o f course v e ry  d iff ic u lt an d  m o st 
o f th e  d ifficu ltie s  assoc ia ted  w ith  th e  m e th o d  t re a te d  above a re  due to  th is  
fac t. T h e  so lu tio n  is obvious : th e  m e th o d  has to  be m od ified  so as to  be 
app licab le  to  valence e lec trons an d  co n d u c tio n  elec trons on ly , w hich are in te 
re s tin g  fo r  us in  an y  case.
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L et us now  proceed  to  in v estig a te  th e  eig en fu n c tio n s o f valence an d  co n d u c
tio n  e lec trons in  som e m ore d e ta il. As h as  b een  m en tio n ed  above th e  e igenfunc
tio n  o f th ese  e lectrons can  be well a p p ro x im a te d  b y  a p lan e  w ave in  th e  g rea te r  
p a r t  (a b o u t 85% ) o f th e  e lem en tary  cell, as th e re  th e  p o te n tia l  is co n s tan t. 
S ign ifican t dev ia tio n  from  the  p lane w ave e igen fu n c tio n  can only  be experienced  
in  th e  im m ed ia te  neighbourhood  of the  nu c leu s w here  th e  e igen func tion  begins 
to  oscillate ju s t  like th e  a to m ic  e igen functions. W h a t is th e  im m ed ia te  reason  
for th is?  In  th is  reg ion  th e  p o ten tia l changes v e ry  ra p id ly  an d  n ea r th e  nucleus 
ten d s to  in f in ity  as Ze/r. Owing to  th e  sm allness o f th e  average  v alue  ta k e n  
over th is  reg ion  th e  p o te n tia l energy o f th e  e lec tro n  is v e ry  sm all (its ab so lu te  
va lu e  is v e ry  large). T he valence elec tron  is in  a s ta te  o f  h ig h er en e rg y ; th is  
is m ade possib le b y  th e  average  value o f  th e  o p e ra to r  o f th e  k in e tic  energy  
ta k e n  in  th e  in n e r reg ion  for th e  o sc illa ting  p a r t  o f th e  eigenfunction . The 
s itu a tio n  can  be described  in  th is w ay i f  th e  energy  re la tio n s are considered  
only  in  a fo rm al m anner.

I t  is due  to  th e  P au li p rincip le t h a t  th e  e lec trons in  th e  a to m  occupy  
s ta te s  o f h ig h er and  h ig h er energies. I t  h a s  to  be considered  in  d e ta il how  th e  
d ifficu lties associa ted  w ith  th e  eigen function  can be  overcom e, if  th e  k in e tic  
energy  increase  due to  th e  P au li p rinc ip le  is ta k e n  exp lic itly  in to  acco u n t.

4. Reduction o f the problem to the treatm ent o f valence and conduction electrons

As h as been  show n above th e  m ost obv ious so lu tio n  o f th e  prob lem s w ould  
he to  e lim in a te  th e  core e lectrons from  o u r t r e a tm e n t  a n d  to  sim plify  our m e th o d  
to  such  an  e x te n t th a t  i t  becom es su itab le  b u t  for th e  tre a tm e n t o f valence and  
conduction  e lectrons on ly . As th e  e igen fu n c tio n s o f th e  core e lec trons are  
p ra c tic a lly  th e  sam e fo r th e  free a tom  a n d  th e  solid, these  could, if  necessary , 
be used for th e  above sim plification .

F o r th is  s im p lifica tion  several m e th o d s  p re sen t them selves. A m ong these  
we m en tio n  tho se  w hich aim  a t  th e  co rrec tio n  o f th e  p lan e  w ave. H e r r i n g  

o rth ogonalized  th e  p lane w aves to  th e  eigen functions o f th e  core elec
tro n s  an d  ach ieved  th u s  th e  a p p ro p ria te  b eh av io u r o f th e  eigenfunctions 
in  th e  n e ighbourhood  o f th e  nucleus ; fu r th e r  th e  o rth o g o n a lity  secures 
the necessary  sm allness o f th e  m a trix  co m p o n en ts  o f th e  p o te n tia l energy . 
T he second possible m e th o d  was su g g ested  b y  S l a t e r  [ 1 3 ] .  T he essence 
o f  th e  m e th o d  is to  re ta in  th e  p lane w ave fa r  from  th e  ionic core an d  to  rep lace 
it inside a sphere  o f rad iu s  R  a ro u n d  the  n uc leus b y  th e  lin ea r co m b in a tio n  o f core 
e lectron  so lu tions h av in g  th e  energy o f th e  p lane w ave. W hereas H e r r i n g ’s 

m ethod  h as  a lread y  been  tr ie d  o u t in th e  th e o re tic a l t r e a tm e n t o f several m eta l 
an d  sem iconducto r S l a t e r ’s m ethod  h as  n o t  been ap p lied  y e t.
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B o th  th e se  m eth o d s req u ire  an  essen tia l m o d ifica tio n  o f th e  p lan e  w av e  
e ig en fu n c tio n  in  o rd e r th a t  th e  m a tr ix  com ponen ts sa tis fy  re la tio n  (18). T h is 
re su lts  in  th e  loss o f  th e  m ost d esirab le  p ro p e r ty  o f th e  o lder m e th o d s, th e ir  
c o m p a ra tiv e ly  sim ple s tru c tu re  an d  easiness to  h an d le . W e sh a ll a t te m p t  to  
m odify  th e  free e lec tron  m e th o d  in  such  a m an n e r w h ich  m akes possib le to  
s ta r t  from  th e  p lan e  w ave e ig en func tions o f th e  free e lec trons w hen  tr e a t in g  
th e  va lence  a n d  co n d u c tio n  e lec trons.

T he so lu tio n  o f th e  p ro b lem  is m ade possible b y  th e  fa c t th a t  fo r th e  
valence a n d  co n d u ctio n  e lec trons a m odified  p o te n tia l fie ld  can  be  given

V '  =  V  +  <P, (20)

w hich  possesses severa l im p o r ta n t  p ro p e rtie s .
1. T he o p e ra to r  Ф in  (20) is such  th a t  i f  th e  d en sity  an d  th e  w ave fu n c tio n  

o f th e  core e lec trons of th e  free a to m  are  g iven , th e  o p e ra to r  can  im m e d ia te ly  
be d e te rm in ed  w ith  th e ir  aid .

2. T he av erag e  v a lu e  o f  th e  p o te n tia l field  ta k e n  over n o t  too  sm all 
reg ions does n o t, in  th e  reg ions n e a r th e  nucleus, s ig n ifican tly  decrease below  
th e  av erag e  v a lu e  over th e  reg ions fa r  from  th e  nucleus. In  th is  con n ec tio n  we 
m a y  re fe r to  o u r in v es tig a tio n s  in to  th e  b in d in g  an d  e lec tron ic  s tru c tu re  o f  th e  
К  m eta l [9].

3. C onsequen tly , th e  e igen fu n c tio n s o f  th e  valence an d  co n d u c tio n  e lec
tro n s  can  be w ell a p p ro x im a te d  b y  p lan e  w aves all over th e  sp h ere  (in c lu d in g  
th e  1/8 th  p a r t  o f th e  vo lum e a ro u n d  th e  nucleus).

5. Introduction of the repulsive potential and the total potential

F o r th e  ca lcu la tio n  o f a to m ic  te rm  values an d  fo r th e  t r e a tm e n t o f  
m o n o v a len t m e ta ls  a c e r ta in  fo rm  o f th e  repu lsive  p o te n tia l h as  been u sed  
for a long  tim e , th e  k in e tic  en erg y  increase  due to  th e  P au li p rin c ip le  h a v in g  
b een  ta k e n  in to  acco u n t in  th e  fo rm  of a p o te n tia l  energy  [6]. T he p o te n tia l  
o f th is  en e rg y  is

Ф 1 =  -  Vo ( o 2 3 —  Qp) ( 21)

In  (21) Q is th e  to ta l  e lec tron  d e n s ity  o f th e  ionic core an d  qi th e  d en sity  o f  th e  
e lec trons w h ich  occupy s ta te s  o f  energy  low er th a n  t h a t  o f th e  low est p o ssib le  
en erg y  o f  th e  e lec tro n  to  be  t re a te d , l is th e  o rb ita l q u a n tu m  n u m b e r

o f th is  e lec tro n  an d  Yo =  —  (Зл:2) 2 s ea0 is a c o n s ta n t. As h as  been show n

b y  som e re c e n t in v es tig a tio n s  [14] th e  m od ified  p o te n tia l fie ld  o b ta in e d  w ith  
th e  a id  o f (21) y ields good a p p ro x im a tio n  o n ly  i f  th e  o u te rm o st closed shell o f
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th e  ionic core is an  (ns)2 (np)6, a so -ca lled  noble gas like shell. A ccord ing  tn  
G o m b á s  th e  repulsive p o te n tia l

ф ; = 712 ea0 D2 1 ea0
8 ( 2 1 + 1 )2 ' 4 r 2

( 22)

is co rrec t n o t only for nob le  gas like io n ic  cores, b u t  i t  is co rrect for o th e r  ones, 
e. g. for a closed (nd)10 core. In  (22) D  г is th e  ra d ia l  d en sity  of th e  e lec trons 
■with th e  o rb ita l q u a n tu m  n u m b er l o f  th e  ion  an d  e is th e  charge  o f th e  p ro to n . 
a0 is th e  f ir s t  B ohr h y d ro g en  rad ius.

T he above repu lsive  p o ten tia ls  (21) an d  (22) w ere in tro d u ced  w ith  th e  
aid  o f s ta tis t ic a l  m eth o d s. Several a u th o rs  have  d e a lt w ith  th e ir  w av e-m ech an 
ical fo u n d a tio n s  [15].

To a good ap p ro x im a tio n  th e  a to m ic  elec trons m ove in  a cen tra l sy m m e t
rica l p o te n tia l  fie ld  a n d  as a resu lt th e  s ta te s  of th e se  elec trons can  be c h a ra c te 
rized  b y  th e  m ag n itu d e  o f th e  to ta l  a n g u la r  m o m en tu m  an d  one of its  com po
n en ts , i. e. b y  th e  o rb ita l an d  m ag n e tic  q u a n tu m  n u m b ers . A cco rd ing ly  th e  
repu lsive  p o ten tia ls  fv a ry ^w ith  these  q u a n tu m  n u m b ers  of th e  e lec tro n s. In  
solids th e  cen tra l fie ld  rem ains fo r th e  e lec trons o f th e  ionic cores a good 
ap p ro x im a tio n  i. e. i t  rem ain s p ra c tic a lly  th e  sam e as in  th e  free a to m  an d  
th u s  th e  fo rm  o f th e  rep u ls iv e  p o te n tia ls  rem ain s as g iven  b y  th e  expressions 
(21) a n d  (22). H ow ever, we w an t to  ch a rac te rize  th e  m e ta l e lec trons b y  p lan e  
w aves a n d  fo r these th e  m o m en tu m  a n d  n o t th e  a n g u la r  m o m en tu m  is w ell d e f i
ned. I t  is th u s  necessary  to  replace th e  repu ls iv e  p o te n tia l  b y  an  o p e ra to r  w hich 
can be ap p lied  to  an  a rb itr a ry  e ig en fu n c tio n  an d  leads in  th e  special case o f  
a tom s to  th e  form er Well p roved  fo rm . B e th e  o p e ra to r  Ф d iagonal in  th e  sy s tem  
o f spherica l harm onics a n d  its  e igenvalues th e  rep u ls iv e  p o ten tia ls  (21) an d  (22) 
respective ly , i. e.

Ф У р =  Ф, (r) Y{” , (23)

w here Y'P is th e  sp h erica l harm on ic  w ith  ind ices 1 an d  m. I t  is c e r ta in  th a t  
o p e ra to r  Ф is he rm itic  as its  e igenvalues are  rea l. A ssum ing  th a t  i t  is lin e a r  
too , i t  can  be w ritten  in  th e  form

Ф(г,#,Ч>) = ~ Ф / ( г ) М 2, (24)
с?,

w here M 2 is th e  o p e ra to r  of th e  sq u a re  o f th e  to ta l  an g u la r m o m en tu m  an d  
Ci — A2 1(1 +  1) is its  eigenvalue. T h u s  in  th e  case o f  a tom s o p e ra to r  Ф leads 
to  th e  sam e repulsive p o te n tia ls  as th e  selection  acco rd in g  to  o rb ita l q u a n tu m  
num bers. F o r a valence e lec tron , as w ill be show n la te r , i t  can  be well app lied
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to o . T he a u th o r  has a lread y  used  th e  o p e ra to r  Ф for in v es tig a tio n s  on th e  
b in d in g  o f th e  A1 m eta l [10] an d  th e  re su lts  o b ta in ed  w ere in  good ag reem en t 
w ith  ex p e rim en t.

To se t u p  th e  to ta l  p o te n tia l  is a v e ry  d e lica te  ta sk , as th e  f i r s t  te rm  of 
expression  (20) is com posed o f sev era l p a r ts

«
p/- __ J/ion I J/'ion I "p/ion I p/electron | p/"electron j p/electron ^25)

T h e f ir s t  th re e  te rm s  o f (25) are  th e  C oulom b, th e  exchange a n d  co rre la tio n  
p o te n tia ls  due  to  th e  ion  w ith  closed shell. T he second th ree  te rm s  den o te  th e  
co rresp o n d in g  te rm s  due to  th e  valence e lec trons ex cep t th e  one in  question . 
H ere  we do n o t  deal w ith  th e  in d iv id u a l te rm s  in  d e ta il, b u t  w ill re fe r to  th em  
in  con n ec tio n  w ith  th e ir  p ra c tic a l ap p lica tio n  fu r th e r  below . In  a n y  case i t  is 
e v id e n t th a t  th e  m odified  p o te n tia l w hich  is th e  sum  o f (25) an d  (24) is a v e ry  
in tr ic a te  fu n c tio n  consisting  o f  m an y  te rm s an d  th u s  we will describe  a sim pler 
sem i-em pirica l m e th o d  b y  w hich  i t  is easier to  d e te rm in e  th e  p o te n tia l  of th e  
ionic core.

F o r th e  t r e a tm e n t o f  a lk a li m e ta ls  H e l l m a n n  [16] succeeded  in  a p p ly 
in g  a sem i-em pirica l m e th o d  w hich  essen tia lly  consists of th e  follow ing : 
T h e  p a r t  due to  th e  ions o f  th e  period ic  p o te n tia l can  also be d e te rm in ed  b y  
using  th e  te rm  values o f th e  a to m  or ion (ionic core and  one e lec tron ). H ell- 
m a n n ’s m e th o d  will be genera lized  for th e  d e te rm in a tio n  o f th e  re s u lta n t o f 
th e  ion ic  p o te n tia ls .

In  th e  in v e s tig a tio n  o f th e  s tru c tu re  o f solids ions of its  a to m s w ith  closed 
e le c tro n  shells p la y  a g rea t ro le . S u p p lem en tin g  each  shell w ith  one valence 
e lec tro n  i t  fo rm s an  a to m  or io n  th e  te rm  v a lu es  o f w hich  are k n o w n  from  th e  
s tu d y  o f a rc  a n d  sp a rk  sp ec tra . K now ing  th e  te rm  values We can  alw ays 
c o n s tru c t a p o te n tia l  fu n c tio n  w ith  th e  a id  o f w hich , in  th e  case o f  an  ad eq u a te  
fo rm  of th e  e igen func tion  we can  rep ro d u ce  th e  te rm  values. In  p rac tice , 
h o w ev er, th e  m e th o d  se t u p  in  th is  w ay  is to o  general, because th e  few te rm  
v a lu es  do n o t u n iq u e ly  d e te rm in e  th e  p o te n tia l  fu n c tio n  ow ing to  th e  g rea t 
v a r ie ty  o f possib le  form s o f th e  e ig en fu n c tio n . T ak in g  how ever, th e  experience 
g a in e d  from  th e  ca lcu la tio n s o f a to m ic  an d  ionic e igenfunctions in to  acoun t, 
in  th e  reg ion  fa r  from  th e  nucleus th e  fo rm  o f th e  e igen function  can  q u a lita 
tiv e ly  be well g iven  as an  e x p o n en tia lly  decreasing  fu n c tio n , p ro v id ed  how ever, 
t h a t  th e  e igen fu n c tio n s o f th e  e lec trons o f th e  ion ic  core are  k n o w n . T hen  th e  
re q u ire m e n t t h a t  th e  e igen fu n c tio n  o f th e  v a lence  elec tron  should  be  o rthogonal 
to  tho se  o f  th e  sam e o rb ita l q u a n tu m  n u m b e r o f  th e  ionic core, de term ines 
th e  fo rm  o f th e  e ig en fu n c tio n  co m p ara tiv e ly  well. N a tu ra lly , th e  eigenfunctions 
o f th e  e lec tro n s o f the  ionic core are  genera lly  n o t availab le . T h en  we m ay  
p ro ceed  in  su ch  a m an n er t h a t  we neg lec t th e  in te rn a l oscilla tion  o f  th e  eigen
fu n c tio n  o f th e  valence e lec tro n  a n d  ta k e  th e  k in e tic  energy  th u s  neg lec ted  in
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th e  fo rm  of a p o te n tia l energy  in to  acco u n t. F ro m  all th is  follows th a t  th e  
p o te n tia l se t up  in  th is  w ay  for s ta te s  o f v a rio u s o rb ita l q u a n tu m  n u m b ers  
will differ from  s ta te  to  s ta te . A gain  be r  th e  d is tan ce  from  th e  nucleus an d  ze 
th e  charge o f th e  ion , th e n  th e  sim plest fo rm  o f th e  p o te n tia l is

F , =  Ze- -  A , r ^ e - a‘r ( n , ^  — l ) .  (26)
r

T he f irs t  te rm  o f (26) rep resen ts  th e  C oulom b-like p o te n tia l o u tside  th e  ionic 
core, an d  th e  second te rm , th e  d ev ia tio n  from  th e  fo rm er inside th e  ionic 
core, th e  non-C oulom b-like p a r t . A t an d  a ( are  c o n s ta n ts  th e  values o f w hich 
m ust be d e te rm in ed  w ith  th e  aid of th e  ex p e rim en ta l a to m ic  te rm s  of th e  o rb ita l 
q u a n tu m  n u m b er I ' i i ,  is an  in teger, w hich  will be d e te rm in ed  in  advance  in  
concrete cases on th e  basis  of tr iv ia l co n sidera tions. T he second te rm  in  (26) 
ac tu a lly  invo lves all th e  non-C oulom b-like e lec tro s ta tic  te rm s  as well as th e  
repu lsive  p o ten tia ls  ta k in g  accoun t o f th e  m issing k in e tic  energy . W ritin g  (24) 
in th e  form

V  t =  V  ooalomb +  М/ • (27)

th e  fo rm alism  of th e  th e o ry  set up  on th e  basis o f th e  fo rm er repu lsive  p o ten tia ls  
can  be ap p lied  w ith  th e  difference t h a t  th e  role o f th e  Ф r s in  i t  is fo rm ally  
p lay ed  b y  th e  cor s. O f course, we W ant to  em phasize th a t  th e  Фг$ an d  th e  
cor s d iffer g re a tly  from  each  o ther. T he Ф /-s occur b u t  in  th e  o p e ra to r  re p re se n t
ing th e  repu lsive  p o te n tia l while th e  a r s inc lude  the  non-C oulom b-like in te ra c 
tion  w ith  th e  ionic core, th e  exchange in te ra c tio n  w ith  th e  core e lectrons, th e  
co rre la tio n  in te rac tio n  due to  th e  e lec tro s ta tic  forces an d  s till o th e r possible 
in te ra c tio n s  w hich w ould  o therw ise be v e ry  d ifficu lt to  ta k e  in to  accoun t.

6. The m atrix  e lem ents o f th e  H am ilto n ian

T he one-e lec tron  H am ilto n ian  occurring  in  th e  d e te rm in a tio n  of th e  
energy  o f th e  elec trons is now

11 = ------ A — Ve  — Фе
2 m

(28)

an d  its  m a tr ix  e lem ent w hich can be m ost genera lly  d efin ed  is

W w  =  l ’ e - H a + 2 > t ) r l  H e iUX+2nt,-)x]d x

— A w ~  e V w  — еФ’^,,

( 2 9 )
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w here th e  in te g ra tio n  is to  be ca rried  o u t over th e  to ta l  vo lu m e Q. In  th e  
fo llow ing We assum e th a t  Q  is a so-called  basic  reg ion  o f th e  solid  i. e. Q  re p re 
sen ts  th e  p e rio d  of th e  w ave fu n c tio n  occu rring  in  th e  averag in g  an d  th e  pos
sible v a lu es  o f  ï fo rm  a q u as i-co n tin u o u s  d isc re te  se t. T ak in g  th is  in to  acco u n t 
th e  m a tr ix  e lem en t o f th e  o p e ra to r  o f th e  k in e tic  en erg y  is

=  —  \ l  +  2 n i ) \4 w , (30)
2m

w here < 5 is th e  W eie rs tra ss  sym bol. T he m a tr ix  e lem en t o f th e  e le c tro s ta tic  
ty p e  p o te n tia ls  can  be v e ry  easily  d e te rm in ed

V w  =  А - J  F e ^ 'M '-W r l  dr  =  V g , (31)

as ()'— i) =  g is a la ttic e  v e c to r  o f th e  rec ip ro cal la ttic e  a n d  th u s  (31) is a coef
fic ien t o f  th e  F o u rie r  ex p an sio n  o f  th e  p o te n tia l V. (31) is in  genera l in d ep en 
d e n t o f  i a n d  th u s  i t  need  be  d e te rm in ed  on ly  once, regard less o f  th e  v alue  o f  f. 

T he m a tr ix  e lem en t o f  th e  o p e ra to r  o f  th e  repu lsive  p o te n tia l  is

ф \ 1г =  1 - I e -  i [ ( I  + 2 » 5 )  r] r /v  [(I + 2лI)')r] d r  . (32)

T ak in g  (23) a n d  (24) in to  a cco u n t an d  using  re la tio n s

and

2n  +  1 p
2 "

(cos со ) =  _v P™
m = - n

(cos $) P ™(cos $ 0) eim^

2n -)- 1 
2

(n  — m )  ! 

(n m) !
P'n (*)

an d  b y  in te g ra tin g  over th e  angles we o b ta in

(33)

(34)

г о
и Дтг 00 Г

0 W  =  2  (21 +  1) P, (cos со) Ф, (r) j ,  (kr) j ,  (k'r) г* dr (35)
M 1=0 J

0

I n  (35) к =  j ï  +  2 л  f) J, k' =  j Ï +  2л fy | an d  со is th e  angle fo rm ed  b y  th e  
v ec to rs  ï  -(- 2л; Ï) an d  ! -f- 2 я  Í)'. F o r sake  o f c learness th e  q u a n titie s  in  in te g 
ra l  (32) a re  show n in  F ig . 3.
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O n th e  b o u n d a ry  surfaces o f th e  B rillou in  zones the  eigenvalues o b ta in ed  
in  th e  free e lec tro n  ap p ro x im a tio n  are  d eg en e ra te . The d eg en eracy  van ishes 
u n d e r  th e  in fluence  o f th e  period ic  p o te n tia l f ie ld  (a t least p a r tly ) . T h e  com plete 
so lu tio n  o f th e  co rrespond ing  ap p ro x im a tio n  o f th e  p e r tu rb a tio n  th e o ry  
req u ires  th e  so lu tio n  o f a secu lar eq u a tio n . T h e  m a tr ix  e lem ents o f  th e  secu lar 
e q u a tio n  are ju s t  th o se  of th e  H am ilto n ian . As is im m ed ia te ly  ev id en t from

Fig. 3. Q uantities and coordinate system  for the ca lcu lation  o f the m atrix  elem ent

expressions (31) a n d  (32) g is also a la ttic e  v e c to r  if  in  th e  re la tio n  i f — f) =  g 
1)’ an d  Í) are la ttic e  vecto rs, th u s  a p a r t  from  th e  diagonal te rm s  th e  secu lar 
e q u a tio n  only  invo lv es  th e  F o u rie r  coeffic ien ts  o f  index  g o f  th e  p o ten tia l. 
In  ad d itio n  to  th e se  th e  d iagonal e lem ents c o n ta in  only th e  u n k n o w n  energy  
an d  th e  average v a lu e  of th e  o p e ra to r  of th e  k in e tic  energy.

I f  th e  one-e lec tron  H a m ilto n ian  also c o n ta in s  a repu lsive p o te n tia l th e  
above assertio n  is n o t tru e  as Ф*Г), is n o t only a fu n c tio n  of g b u t  also of o th e r 
rec ip ro cal la ttic e  v e c to rs  and  of ï. I t  can  be p ro v e d , how ever, t h a t  th e  s tru c tu re  
o f  th e  secu lar e q u a tio n  will be su ch  as if  Ф'А/ w ere  a func tion  o f  th e  reciprocal 
la tt ic e  v ec to r  g o n ly . I t  is v e ry  im p o r ta n t  to  p ro v e  th is  fac t as i t  is only th is  
w ay  t h a t  i t  can  be  asce rta in ed  t h a t  ou r th e o ry  provides th e  sam e resu lts  in  
i ts  q u a lita tiv e  a sp ec ts  as th e  o th e r  theories.

T he general co n d ition  of d egeneracy  can  be  w ritten  in  th e  fo rm

| I  +  27tí);2 =  | !  +  27rí)']2 =  . . .  =  | í  +  27tí)<">|2 (36)

a n d  w ith  our n o ta tio n s

к  =  к '  =  . . . =  #">. (37)
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W ith  re g a rd  to  (36) i t  is ev id en t th a t  th e  in teg ra ls  in  (35) are th e  sam e fo r all 
th e  m a tr ix  e lem en ts  in  th e  secu la r eq u a tio n . T h u s  th e  Фщ. m a tr ix  ele
m en ts  d iffe r from  each  o th e r  only ow ing  to  th e  d iffe re n t values o f  ft). The 
value  o f  o), how ever, as is show n in  F ig . 3, depends on  th e  g only as th e  sides 
of th e  ang les are, ow ing to  (37) all e q u a l an d  th e  th i rd  side of th e  tr ia n g le  is 
I n  g. T h u s  we h av e  p ro v e d  th a t  Фщ,  ow ing to  (36) a n d  (37) as well as to  th e  
re la tio n  (fc -f- 2 n  i)') —  (f -f- 2 n  1)) = 2  n  (f)'— Í)) =  2n  g, does n o t ch an g e  th e  
s tru c tu re  o f  th e  secu la r eq u a tio n  a lth o u g h  i t  is a fu n c tio n  of th e  th re e  q u a n 
titie s  in d ic a te d  b y  th e  indices.

Discussion

I n  th e  p reced ing  sections i t  w as show n how  to  de te rm ine  th e  e ig en fu n c
tions a n d  energy  e igenvalues of th e  va len ce  an d  co n d u c tio n  elec trons b y  our 
m e th o d . O f course, th e  p rac tica l a p p licab ility  o f th e  m ethod  d ep en d s  on 
w h e th e r th e  s im p lifica tio n  in tro d u c e d  decreases th e  n u m b er o f  ro w s an d  
co lum ns o f  th e  secu la r eq u a tio n s  b y  a su ffic ien t o rd e r o f  m ag n itu d e .

In  th is  re sp ec t va lence  e lectrons can  be c lassified  in to  tw o g ro u p s  : a)  
V alence e lec trons fo r w h ich  th e  overlap  o f  a tom ic  e igen func tions on n e ig h b o u rin g  
a to m s is g re a t, such  as th e  s an d  p  e lec tro n s o f th e  o u te rm o st shell. T h e  eigen
fu n c tio n  o f  these  can  b e  w ell a p p ro x im a te d  in  th e  w hole e lem en ta ry  cell b y  
a p lan e  w ave, if  th e  en d  p o in t o f th e  w av e  n u m b er v e c to r  is no t in  th e  n e igh 
b o u rh o o d  o f an y  o f  th e  b o u n d a ry  su rfaces  o f th e  B rillo u in  zone. H ow ever, 
even  in  th e  la t te r  case th e  linear co m b in a tio n  of a few  p lane  waves w ill y ield  a 
sa tis fa c to ry  re su lt, as ev en  in  th e  m ost in tr ic a te  case, w hen  th e  p lanes b o u n d in g  
th e  zone c u t each o th e r , th e re  are  a t  m o st four B rillo u in  zones an d  n o t  m an y  
m ore rec ip ro ca l la ttic e  v ec to rs  d e te rm in in g  th e  fo rm er, b) As belong ing  to  th e  
second g roup  we m ay  classify  th e  d a n d  f  e lec trons o f  tra n s itio n  m e ta ls . In  
o u r a p p ro x im a tio n  th e se  can  of course also be d esc rib ed  b y  an  e ig en fu n c tio n  
w hich  is free o f in te rn a l n oda l su rfaces an d  here  o u r m e th o d  also p ro v id es  fo r 
a s ig n if ic a n t sim p lifica tio n . In  th e  case o f these  e lec tro n s a g rea te r d ifficu lty  
lies in  t h a t  th e  e igen func tions of d a n d  f  e lectrons keep  th e ir  a tom ic  c h a ra c te r  
an d  fo rm , r a th e r  th a n  do those  o f  th e  o th e r e lec tro n s. This is d u e  to  th e  
fa c t t h a t  th e  sp a tia l d im ensions o f th e  d  an d  f  a to m ic  eigenfunctions a re  sm aller 
th a n  th a t  o f  th e  o u te rm o s t s an d  p  e lec trons. T he d ifficu lty  here  lies in  th e  
fa c t t h a t  fo r th e  d esc rip tio n  of th ese  s ta te s  such a lin e a r  co m b in a tio n  o f  p lane 
w aves m u s t be se lec ted , w hich is s im ila r  to  th e  e igen func tions of th e  a to m ic  d 
e lec trons in  th e  g re a te r  p a r t  o f th e  e le m e n ta ry  cell (p a r tic u la rly  in  m o st p a r t  of 
th e  n e ig h b o u rh o o d  o f th e  nuclei). To th is  end, o f course , several p lan e  w aves 
m u st b e  superim posed . F u r th e r  in v es tig a tio n s  w ould  be necessary  to  decide 
w h e th e r th e  d ifficu lties en co u n tered  h e re  are s ig n ifican t.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗОННОГО ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО СПЕКТРА ЭЛЕКТРОНОВ
В МЕТАЛЛАХ

Р. Г А Ш П А Р

Р е з ю м е

В работе выработан новый метод для определения зонного спектра электронов в 
металлах. Существенное преимущество метода, что он пользуется чистыми плоскими 
волнами. Это достигается тем, что в случае плоских волн вводится дополнительный по
тенциал для возмещения большой кинетической энергии собственных функций, осцили- 
рующих в близости атомных ядер. Таким образом электроны проводимости можно трак
товать так, как будто бы они заполняли зоны Бриллюэна постепенно, начиная от низшей. 
Это значит, что собственные функции металлических электронов хорошо аппроксими
руются комбинацией нескольких плоских волн. Степень секулярных уравнений на вырож
денных местах вблизи границы зон Бриллюэна является низкой. Детально исследованы 
в работе проблемы секулярного уравнения в связи с дополнительным потенциалом. По
казано, что матричные элементы дополнительного потенциала таковы, что они не изме
няют качественную структуру секулярного уравнения. Значение матричных элементов 
гамилтониана меняется в зоне Бриллюэна с места на место. Этот факт значительно увели
чивает объем исчислительной работы по отношению к старшей модели со свободными 
электронами. По отношению к более новым методам, это не является недостатком, так как 
■— хотя по этой причине —  там встречается подобное же положение.





BESTIMMUNG DES VERHÄLTNISSES ZWISCHEN DER 
ZAHL DER PHOTONEN UND DER ZAHL DER ELEK

TRONEN IN DEN AUSGEDEHNTEN LUFTSCHAUERN 
DER KOSMISCHEN STRAHLUNG MITTELS EINER

WILSONKAMMER

Von

I .  D o h á n , *  T . G é m e s y ,  T . S á n d o r  u n d  A. S o m o g y i

Z E N T R A L F O R S C H U N G S IN S T IT U T  F Ü R  P H Y S IK  D E R  U N G A R IS C H E N  A K A D E M IE  D E R  W IS S E N S C H A F T E N  
B U D A P E S T , A B T E IL U N G  F Ü R  K O S M ISC H E  S T R A H L E N

(Vorgelegt von L. Jánossy. — Eingegangen : 14. X . 1957)

In eine W ilsonkam m er, deren effektiver Querschnitt 300 cm 2 war, wurden 7 B leip latten  
von insgesam t 33 mm D icke gelegt. Die K am m er wurde von einer Apparatur für ausgedehnte  
Luftschauer gesteuert, und die Zahl der prim ären Elektronen und primären Elektronenpaare  
gezählt. N ach Anbringung einer Korrektion für die A nzahl der durchdringenden Photonen  
wurde das Verhältnis der Zahl der Photonen zu der Zahl der E lektronen in den ausgedehnten  
Luftschauern zu 1,16 ±  0,04 erhalten.

I

E in e  grosse Z ah l von  F o rsch ern  b esch äftig te  sich bere its m it  d e r B e
s tim m u n g  des V erhä ltn isses d er Z ah l d e r  P h o to n en  zu  d er Zahl d er E le k tro n e n  
in  den au sg ed eh n ten  L u ftsch au e rn  [1 ]— [7], jed o ch  k a n n  die F rage  n o ch  n ich t 
als en d g ü ltig  gelöst angesehen  w erd en . Die b ish e rig en  M essungen näm lich , 
die ausschliesslich  m it Z äh lroh ren  d u rch g e fü h rt w u rd en , ergaben  fü r  dieses 
V erhä ltn is  e inen  m eist w esentlich  k le in e ren  W ert a ls  1, obw ohl m an  a u f  G rund  
d e r T heorie  einen 1 n ah es teh en d en  W e rt e rw arten  sollte .

U nsere  neu erd in g s m it der Z äh lro h rm e th o d e  d u rch g e fü h rten  M essungen 
[6] w eisen a u f  eine p rinzip ie lle  S chw ierigkeit d ieser M ethode h in , die kaum  
zu üb erw in d en  is t. In  dem  folgenden A b sc h n itt geben  w ir eine k u rze  B eschre i
bu n g  d ieser Schw ierigkeit.

I I

D ie B estim m u n g  des V erhältn isses d er A nzah l v o n  P ho to n en  zu r A nzahl 
d er E le k tro n e n  in  au sg ed eh n ten  L u ftsch au e rn  (im  folgenden : d e r Q u o tien t 
ple) m it H ilfe  von Z äh lro h ren  b e ru h t , w ie b e k a n n t, a u f  der M essung des so
g en an n ten  Ü b erg an g sfak to rs , m it w elchem  N am en  w ir die Grösse

R ( 0 ) = p ( 0 ) + a q ( 0 )  (1)

bezeichnen , p  (0)  b e d e u te t h ier die W ah rsch e in lich k e it dafü r, dass ein  E le k tro n  
en tw ed er se lb st eine B le isch ich t der D icke 0  d u rc h d r in g t oder in  d ieser S chich t

* Äusserer M itarbeiter.

7 A cta  P h y s ic a  IX /1 — 2
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w enigstens ein solches ion isierendes S ek u n d ä rte ilch en  erzeugt, d as  die S ch ich t 
d u rch d rin g en  k a n n . q ( 0 )  b e d e u te t die W ahrsch e in lich k e it, m it  w elcher ein 
P h o to n  in  d er B leisch ich t 0  w en igstens ein solches ion isierendes S ek u n d är
te ilch en  e rzeu g t, das die B le isch ich t zu  d u rch d rin g en  verm ag , u n d  endlich  
a b e d e u te t d en  Q u o tien ten  p /e . D ie W erte  von  p ( 0 )  u n d g ( 0 )  s in d  a u f G ru n d  
d er B erech n u n g en  von  A r l e y  [8] als b e k a n n t v o rau sg ese tz t. E s  sei h ier b e 
m e rk t , dass A r l e y  diese B erech n u n g en  n ic h t fü r  das E n e rg ie sp ek tru m  der 
E le k tro n e n  u n d  P h o to n e n  der au sg ed eh n ten  L u ftsch au er, so n d e rn  fü r  das 
E n e rg ie sp e k tru m  d er E lek tro n en - u n d  P h o to n e n k o m p o n e n te n  der to ta le n  
kosm ischen  S tra h lu n g  d u rc h g e fü h rt h a t.

D er W ert v o n  R ( 0 )  k a n n  ex p erim en te ll e rm itte lt  w erden  u n d  m itte ls  
R ( 0 ) ,  p ( 0 )  u n d  q {0 )  k a n n  a aus (1) b e s tim m t w erden . A n tiko inz idenzm essun
g e n g e s ta tte n  au ch  die exp erim en te lle  B estim m u n g  von  aq(0) .  D ie B erechnung  
des a W ertes aus a q ( 0 )  gesch ieh t p rinz ip ie ll ebenso wie aus R ( 0 ) .

Die M essung von  R ( 0 )  k a n n  fo lgenderm assen  d u rc h g e fü h rt w erden : 
M an m isst die A nzah l d er a u sg e d e h n te n  L u ftsc h a u e r pro S tu n d e  m it e iner 
b e s tim m te n  A p p a ra tu r  ohne A b so rb er [C (0)], u n d  dann  diese A nzahl m it 
derse lb en  A p p a ra tu r , jed o ch  u n te r  e iner B le isch ich t der D icke 0 .  [C (0 ) ] . 
W ie b e k a n n t is t d an n

c (0 ) /C  (O) =  R  (0)v,
wo y  den  E x p o n en ten  des D ich te sp ek tru m s d e r au sg ed eh n ten  L u ftsch au e r 
b e d e u te t.

U nsere M essungen ergaben , dass d er Q u o tien t C (0)/C (O ) v o n  der G rösse 
d er O berfläche d e r B eo b ach tu n g szäh lro h re  a b h ä n g t. E in  äh n lich es  R e su lta t, 
o bzw ar w eniger au sg ep räg t, e rh ie lte n  b e re its  an d e re  V erfasser [1], [2]. E in  
so lcher E ffek t k a n n  m öglicherw eise d u rch  die G eom etrie der A n o rd n u n g  h e r
v o rg e b ra c h t w erd en , z. B . S tre u u n g  u n d  M u ltip lik a tio n  der S ch au erte ilch en  
im  B lei. D er E ffe k t k a n n  ab er au c h  eine Folge d e r S tru k tu r  d e r au sg ed eh n ten  
L u ftsc h a u e r sein, d. h . es is t m öglich , dass d e r U b erg an g sfak to r der L u ft-  
sch au e r v e rsch iedener d u rc h sc h n ittlic h e r  D ic h te  ta tsäch lich  v ersch ied en  is t. 
U nsere  K o n tro llm essu n g en  u n d  d ie  ausfü h rlich e  A nalyse, d u rc h g e fü h rt von  
einem  der V erfasser [7], e rg ab en , dass d er E ffe k t in  e rs te r  L in ie  m it d er 
S t ru k tu r  der au sg ed eh n ten  L u ftsc h a u e r  v e rk n ü p f t is t. Dies b e d e u te t aber, 
dass die B erechnungen  von  A r l e y  fü r  die E rm itte lu n g  v o n p ( 0 )  und  q ( 0 ) 
n ic h t b e n ü tz t w erden  können  ; u n d  w eiter dass d er Q uotien t p /e  w ohl k au m  
aus dem  Ü b erg an g sfak to r b e s tim m t w erden k a n n .

I I I

Diese B edenken  fü h rte n  u ns d azu , den Q u o tien ten  p/e m it d er W ilson
k a m m e r zu b estim m en . Die W ilso n k am m erm e th o d e  e rü b rig t th eo re tisch e  
B erech n u n g en  : d er Q u o tien t p /e  k a n n  d u rch  ein fache A b zäh lu n g  d e r E lek-
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tro n en sp u ren  u n d  der von  P h o to n e n  s ta m m e n d e n  E le k tro n e n p a a re  le ic h t e r 
m itte lt  w erden . A usser d e r B estim m u n g  des Q u o tien ten  p/e  is t die W ilso n 
k am m er p rinz ip ie ll auch  z u r  d irek ten  M essung des Ü b erg an g sfak to rs  gee ig n e t 
u n d  b ie te t so eine M öglichkeit zur P rü fu n g  der m it Z äh lro h ren  e rh a lte n e n  
R e su lta te , also zu r E n tsc h e id u n g  dessen, ob  d er Ü b e rg an g sfak to r ta ts ä c h lic h  
von  d er S c h a u e rs tru k tu r  ab h än g ig  is t. A ndererse its  t r e te n  hei der W ilso n 
k am m erm eth o d e  gewisse S chw ierigkeiten  a u f  : W egen d e r  end lichen  A u s
dehnung  der K am m er u n d  d e r W irkung  d e r die K am m er u m hü llenden  M aterie  
m üssen  gewisse n ich t le ich t a b sch ä tzb a re  K o rrek tio n en  g em ach t w erd en .

Abb. 1. Anordnung der W ilsonkam mer und der GM-Rohre 
GM — G.M. Zählrohre 
UK  — Umformungskreis 
К  — K oinzidenzgerät 
W K — W ilsonkammer

W ir h ab en  nun  m it d e r W ilsonkam m er zunächst d en  Q u o tien ten  p/e  
b estim m t. W ir se tz ten  in u n se re  Z y linderfö rm ige  W ilsonkam m er von 300 c m 2 
O berfläche 3 S tü ck  3 m m  dicke und  4 S tü c k  6 mm dicke B le ip la tten  u n te r 
e in an d e r ein. D ie G lasw and d er K am m er h a t te  eine D icke v o n  0,8 g /cm 2, u n d  
die D icke des D eckels des te m p e rie r ten  H o lzkastens, d e r die K am m er e n t 
h ie lt, b e tru g  u n g efäh r 1 g /cm 2, w ährend  d e r  D eckel der H o lzk is te , in  w elch er 
sich der ganze A p p a ra t b e fa n d , u n g e fäh r eine Dicke v o n  8 g /cm 2 h a t te .  D ie 
M ateriem enge ü b e r dem  w irk sam en  V o lum en  der K am m er b e tru g  som it e tw a  
10 g /cm 2. Die M essungen e rfo lg ten  in  410 m  M eereshöhe. E in e  au sfü h rlich e  
B eschre ibung  d er K o n s tru k tio n  u n d  d e r techn ischen  A n g ab en  der W ilso n 
kam m er is t in  den  A rbe iten  [9] zu fin d en .

Die K am m er w urde v o n  einem  V iererko inzidenzsignal g esteu ert, w elches 
von  den vier Z äh lroh ren  v o n  je  320 cm 2 O berfläche  e iner M essanordnung  fü r  
au sg ed eh n te  L u ftsch au er k a m . D ie Z äh lro h re  befanden  sich  in  den E cken  eines 
Q u a d ra ts  von  10 m  S eiten länge (siehe A bh . 1).

7*
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D ie M essungen w u rd en  im  H erb st 1956 begonnen u n d  m it einer U n te r 
b rech u n g  von  e tw a  3 M o n a ten  bis A pril 1957 fo rtg e se tz t. Im  Laufe d ie se r  
Z eit m a c h te n  w ir w äh ren d  970 S tu n d e n  insgesam t 2350 A ufnahm en . W ir 
h ab e n  jen e  A u fn ah m en  die n u r  ein P rim ä rte ilc h e n  aufw iesen , ausser a c h t 
gelassen , d en n  abgesehen v o n  den von  d e r  R a d io a k tiv itä t  der U m g eb u n g  
s ta m m e n d e n  S p u ren , die le ich t e rk en n b a r s in d , b esteh t n o ch  im m er eine u n 
g e fäh r 10% -ige W ah rsch e in lich k e it d a fü r, d ass  a u f  einer A u fn am e  ein »frem des«  
T eilchen  aus d e r  kosm ischen  S trah lu n g  v e rk o m m t, d. h . e in  solches, das m it  
dem  au sg e d e h n te n  L u ftsch au e r, der die K am m er s te u e r t , n ich ts  zu tu n  h a t .  
A uch  jen e  A u fn ah m en  w u rd e n  n ich t au sg ew erte t, die m e h r  als 7 P r im ä r 
e le k tro n e n  ze ig ten . A u f so lchen  A u fn ah m en  k an n  n äm lich  die Zahl d er P r i 
m ä rp h o to n e n  n ic h t b e s tim m t w erden , da  m a n  n ich t e in d e u tig  festste llen  k a n n , 
o b  ein E le k tro n e n p a a r  aus e inem  P r im ä rp h o to n  oder a b e r  aus einem  d u rc h  
d ie  E le k tro n e n  erzeug ten  S ek u n d ä rp h o to n  e n ts ta n d e n  is t .

Die Z ah l der m it d iesen  B esch rän k u n g en  au sg ew erte ten  A u fn ah m en  
b e tru g  948. T abelle  I e n th ä l t  die G ru p p ie ru n g  dieser A u fn ah m en  n ach  d e r

Tabelle I

e

P \
0 1 2 3 4 4 —7

0 80 19 3 0
1 222 82 27 7 0
2 127 105 44 33 16 1
3 31 40 26 21 9 2
4 9 6 8 8 12 4

4— 7 0 0 1 1 1 3

A n zah l d e r a u f  denselben  s ich tb a ren  P rim ä re le k tro n e n  u n d  P h o to n en . Von 
d e n  w eggelassenen  A u fn ah m en  w aren  1016 solche, a u f  d en en  gar ke in  L u f t 
sc h a u e rte ilch e n  zu b e o b a c h te n  w ar, 332 w iesen n u r  e in  P rim ärte ilch en  a u f  
u n d  54 k o n n te n  wegen d e r grossen Z ah l d e r  P rim ärte ilch en sp u ren  n ich t a u s 
g ew erte t w e rd en .

In fo lge  d e r e rw äh n ten  B ed ingungen  zeigten die au sg ew erte ten  A u f
n ah m en  au sg ed eh n ten  L u ftsc h a u e r, d e ren  d u rc h sc h n ittlic h e  D ichte zw ischen 
30 E le k tro n e n /m 2 u n d  200 E le k tro n e n /m 2 lag . A uf d en  A ufnahm en  w u rd e n  
in sg esam t 1635 p rim äre  E le k tro n -P o s itro n  P a a re  und  1458 p rim äre  E le k tro n e n 
sp u ren  g e z ä h lt. D er W ert des Q u o tien ten  p/e  erg ib t sich  d a h e r ohne jed w ed e  
K o rre k tio n  zu  1,12 i  0,04.
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IV

D er a u f  diese W eise e rm itte lte  Z ah len w ert b e d a rf  jed o ch  aus m eh re ren  
G rü n d en  einer K o rrek tio n .

a)  D ie w ich tig ste  K o rrek tio n  is t d a ra u f  zu rü ck zu fü h ren , dass in  den  
B le ip la tten  der K am m er n ic h t alle P r im ä rp h o to n e n  E le k tro n e n p a a re  erzeu g en . 
D ie in  der K am m er a n g e b ra c h ten  3 S tü c k  3 m m  d icken  u n d  4 S tü ck  6 m m  
dicken  P la t te n  en tsp rech en  u n g efäh r 5,75 K ask ad en e in h e iten  (siehe die in  
[10] m itg e te ilten  D aten ). D ie W ah rsch e in lich k e it d a fü r, dass ein P h o to n , das 
eine E nerg ie  ü b e r 1 M eV b e s itz t, im  B lei der b esag ten  D icke w eder d u rc h  
einen  C om pton-effek t noch  d u rch  P a a rb ild u n g  ein E le k tro n  erzeug t, s c h w a n k t 
je  n ach  d er E nerg ie  zw ischen 28%  u n d  1 ,1% . D er z u e rs t e rw äh n te  W ert 
bez ieh t sich a u f  P h o to n e n  von  2,6 MeV, d er zw e ite rw äh n te  a u f  P h o to n e n  
von  einer E nerg ie  ü b er 103 MeV. W enn m a n  an n im m t, dass die d u rc h sc h n itt
liche E nerg ie  d er P h o to n e n  d er a u f  die L u ft bezogenen k ritisch en  E n e rg ie , 
d. h . 84 M eV [10], gleich is t, so e rh ä lt m a n  fü r die W ah rsch e in lich k e it des 
spurlosen  D urchdringens von  ü b e r 5,75 K a sk a d e n e in h e iten  3,4% .

Die d u rch sch n ittlich e  R eichw eite  d e r P h o to n en  im  B lei is t teils w egen 
d e r F o rm  d er K am m er, te ils  zufolge dessen , dass S chauer au ch  aus se itlich en  
R ich tu n g en  e in tre ffen , p rinz ip ie ll n ich t gleich  den v o rh e r  e rw äh n ten  33 m m . 
A n n äh ern d e  B erechnungen  ergeben  ab e r, dass die G rösse der R eich w eite  
dennoch  in  der N ähe von  33 m m  lieg t, u n d  zw ar w ahrschein lich  w eil das 
A nw achsen  d er R eichw eite  in  den  einzelnen  P la t te n  — w as die Folge d er 
schrägen  E in fä lle  is t — g rö ssten te ils  d u rch  die A bnahm e d e r R eichw eite  je n e r  
aus S e iten rich tu n g en  e in fa llenden  P h o to n e n , die n ich t je d e  einzelne P la t te  
d u rch lau fen , k o m p en sie rt w ird .

b)  A uch  d er e tw aige E ffek t der ü b e r d e r K am m er a n g e b ra c h ten  M ate rie  
m uss in  B e tra c h t gezogen w erden . D ieser E ffek t k an n  zw eierlei sein. R e in e  
A b so rp tio n  (ohne A ussendung  eines S ek u n d ärte ilch en s) oder U m w an d lu n g  
von E le k tro n e n  in  P h o to n e n  u n d  vice v e rsa .

Die reine A b so rp tion  h a t  zu r Folge, dass d er von u ns e rm itte lte  Q u o tie n t 
p/e n u r  die A nzahl jen e r P h o to n e n  u n d  E le k tro n e n  d a rs te ll t ,  die eine M a te rie 
m enge von  m eh r als 10 g /cm 2 zu d u rch d rig en  verm ögen  ; dies b e d e u te t, dass 
d e r ganz n ied rigen  E n erg ien  en tsp rech en d e  S p ek tra lb e re ich  du rch  die ü b e r 
der K am m er befind liche  M aterie ab so rb ie rt w ird.

Die gegenseitige U m w an d lu n g  von  E lek tro n en  u n d  P h o to n en  h a t  a u f  
den  Q u o tien ten  p/e ke inen  b ed eu ten d en  E in flu ss, da d e r  in  Rede s te h e n d e  
A bsorber von  10 g /cm 2 zum  grössten  Teil au s  H olz d. h . au s  le ich ten  E le m e n te n  
b e s te h t, also in sg esam t höch sten s 1/3 K ask ad en e in h e it d a rs te ll t . Es sei noch  
b em erk t, dass d er grösste T eil (8 g/cm 2) des A bsorbers z iem lich  hoch (2,5 m) 
ü b e r der K am m er liegt u n d  dass deshalb  a u c h  der E in flu ss  des D ich teeffek tes 
vern ach lässig t w erden  k a n n .
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У

A us u n se ren  M essungen u n d  m it der im  K a p ite l  IY /a e rw ä h n te n  K o rrek tio n  
e rg ib t sich das V erhältn is  zw ischen  der A n zah l von P h o to n e n  u n d  E lek tro n en  
d e r  R eichw eite  ü b e r 10 g /cm 2 in  au sg ed eh n ten  L u ftsch au e rn , deren m ittle re  
D ich te  zw ischen 30 E le k tro n e n /m 2 u n d  200 E le k tro n e n /m 2 lieg t zu

а =  1,16 ±  0 ,0 4 ,

w enn  bei der A bsch ä tzu n g  d er A n zah l der u n b e o b a c h te t geb liebenen  P h o to n en  
a ls  d u rc h sc h n ittlic h e  P h o to n en en erg ie  84 M eV angenom m en w ird . D er a n 
gegebene F eh le r is t  der s ta tis tisc h e . B erü ck sich tig t m an  d ie  fü r P h o to n e n  
ü b e r  103 M eV E nerg ie  gü ltige K o rre k tio n , so e rh ä lt m an  p /e  =  1,13 ^  0,04. 
B erü ck sich tig u n g  der K o rre k tio n , die sich  a u f die P h o to n e n  g rö ssten  
D u rch d rin g u n g sv erm ö g en s (v o n  der E n erg ie  u m  2,6 MeV) bezieh t, e rg ib t 
p /e  =  1,43 ±  0 ,04 . D er genaue K o rre k tio n sw e rt könn te  n u r  e rre c h n e t w erd en , 
w en n  das E n e rg ie sp ek tru m  d e r  P h o to n en  b e k a n n t w äre. D ie W ilsonkam m er 
is t  im  P rinz ip  z u r B estim m ung  dieses S p e k tru m s geeignet u n d  w ir hab en  die 
A b sich t, unsere  U n te rsu ch u n g en  in  dieser R ich tu n g  zu e rw e ite rn .

E s sind  u n s keine frü h eren  m it W ilso n k am m ern  d u rc h g e fü h rte  M essungen 
v o n  p/e in  au sg ed eh n ten  L u ftsc h a u e rn  b e k a n n t und  w ir k ö n n en  daher zum  
V ergleich  n u r  d ie  M essresu lta te  d e r  m it Z äh lro h ren  d u rch g e fü h rten  M essungen 
a n g eb en  (T abelle  I I ) .

Tabelle II

Verfasser
Oberfläche der 
Beobachtungs

zählrohre
Gemessene p /e  W erte

Ba ss i, B ia nch i, 400 cm 2 0,3
Ma n d u c iii [1] 1200 cm 2 ^  0,12

MlLONE [2] 600 cm 2 0,75 ±  0,15

1800 cm 2 0,75 ±  0,20
Massa lski [4] 3000 cm 2 ~  1

D as M essresu lta t der W ilso n k am m erm eth o d e  zeigt eine erhebliche D iv e r
genz gegenüber dem  der Z äh lro h rm essu n g en . E s is t b ea c h te n sw e rt, dass das 
E rg eb n is  d e r W ilsonkam m erm essungen  m it d e r K ask ad en th eo rie , nach  w el
ch e r d e r W e rt des Q u o tien ten  p /e  nahe 1 lie g t, gu t ü b e re in s tim m t. Die A b 
w eich u n g  zw ischen den R e s u lta te n  der b e id en  M ethoden is t  w ahrschein lich  
d e r  bei den Z äh lro h ren  v e rw en d e ten  M essm ethode zuzusch re iben  ; die im
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K a p ite l  I I  beschriebene M an g elh aftig k e it d ieser M ethode m ag  w ohl der 
G ru n d  der grossen A bw eichung  sein .

Die V erfasser s in d  H errn  P ro fesso r L. J Á N O S S Y  fü r seine w ertvo llen  
H inw eise zu D an k  v e rp f lic h te t.
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О П РЕДЕЛ ЕН И Е ОТНОШЕНИЯ ЧИСЛА ФОТОНОВ И ЭЛЕКТРОНОВ В ШИРОКИХ 
АТМОСФЕРНЫХ ЛИ ВН ЯХ  КОСМИЧЕСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ КАМЕРОЙ

ВИЛЬСОНА

И. ДО ГАН, Т. ГЕМЕШ И, Т. ШАНДОР и А. ШОМОДИ

Р е з ю м е
В камере Вильсона, с эффективной поверхностей 300 см2, было помещено 7 пластин 

свинца с общей толщиной 33 мм. Камера управлялась аппаратурой для широких атмои- 
сферных ливней, затем производился счет первичных электронов и электронно-позитрон
ных пар. принимая во внимание поправку из-за проникающих фотонов, полученное отно
шение числа фотонов к электронам в широких атмосферных ливнях составляет 1,16±0,04.





THE UNITED ATOM MODEL OF THE H F  MOLECULE
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IN STITU TE O F TH EO RETICA L PHY SICS OF TH E  KOSSUTH LAJOS U N IV ER SITY  OF SCIENCES, D EB R EC E N  

(Presented by P. Gombás. — Received : XI. 3. 1957)

The united atom, which was used by the spectroscopists at the estimation of molecula- 
term values for more than two decades, is a suitable model in quantum chemistry too. The 
main features of the model are as follows : 1. Generally the nuclei are not moved adiabatically  
in one point, as they do in the united atom of spectroscopists, but hold their original equi- 
librium position or make little deviations from it. 2. The molecular eigenfunction is built 
up of one center one electron eigenfunctions according to the S l a t e r  method. Excepting 
the geometrical configuration of the nuclei there is not any empirical or semiempirical para
meter in this model. The calculations are extended to the treatment of the molecule HF. 
The theoretical values of the total energy, the dissociation energy and the equilibrium  
nuclear separation are in good agreement with the experimental ones.

Introduction

I t  is re la tiv e ly  n o t v e ry  d ifficu lt to  ca lcu la te  th e  en e rg y  a t  a to m s o f  
sm all a to m ic  n u m b er b y  th e  aid  of q u a n tu m m e c h a n ic a l m e th o d s  — a t  le a s t — 
if th e  p recision  req u ired  is no t too  g rea t. T he problem  is, how ever, fa r  m ore 
com plica ted  reg ard in g  m olecules, since th e  o rb ita ls  o f  th e  elec trons in  th e  
m olecules e x te n d  to  m ore a to m s, w hich w ith  th e  m ethods h ith e r to  used resu lts  in  
th e  e igenfunctions h av in g  m ore cen te rs. T h u s m o re -cen te r in teg ra ls  occur 
in  th e  ca lcu la tio n  of th e  energy , an d  th e  e v a lu a tio n  of th e se  are  g en era lly  v e ry  
cum bersom e. In  in v es tig a tio n s  concern ing  m olecules, besid e  th e  n a tu ra l  d e 
m an d  of o b ta in in g  as precise  values as possib le , a n o th e r  n o t  less im p o r ta n t  
req u irem en t is th a t  th e  tim e  n ecessary  fo r th e  acco m p lish m en t of th e  c a lc u 
la tio n s sh o u ld  n o t be to o  long . T herefore in  th e  follow ing su ch  ap p ro x im a tio n s  
w ill be u sed  w hen ca lcu la tin g  th e  eigen functions of th e  m olecu les, th a t  th e  
num erica l w o rk  w ill be essen tia lly  no g re a te r  th a n  in  th e  case of a to m s.

F o r th is  p u rpose  th e  u n ite d  a to m  tr e a tm e n t  fo r ex am p le  seem s to  be 
v e ry  su ita b le , w hich has been  a d a p te d  re c e n tly  b y  M a t s e n  [1] fo r th e  d e te r 
m in a tio n  o f th e  excited  s ta te s  o f th e  H j” m olecu le-ion . F u r th e r  in v es tig a tio n  s [2 ] 
show ed, t h a t  considering m ore  co n fig u ra tio n s, th e  en erg y  o f  th e  g ro u n d  s ta te  
to f  b o th  th e  H 2+ m olecule-ion and  th e  H 2 m olecule can  be d e te rm in ed  w ell, 
hough  n e ith e r  of th ese  m olecules can  be ta k e n  in  “ good a p p ro x im a tio n ” 
to  be a to m lik e . C onsidering , th a t  in  th e  course o f th is t r e a tm e n t  th e  m olecule  
is alw ays ta k e n  fo r  a sy s tem  h av in g  one c e n te r , i. e. fo r an  “ a to m ” , good
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re su lts  b y  th is  a p p ro x im a tio n  can  be ex p ec ted  ch iefly  fo r su ch  m olecules, 
w here  one o f th e  cen ters is o f fa r  m ore im p o rta n c e  th a n  th e  o th e rs , i. e. w here 
th e  m olecule is m ore a to m -lik e . D ia to m ic  m olecules o f su ch  k ind  are th e  
h a lo g en -h y d rid e  m olecules, w here  th e  p e r tu rb in g  effect o f th e  p ro to n  resu lts  
in  d is to rtio n s  in  th e  sp h e rica lly  sy m m etrica l, a tom -like  ch a rg e  d is tr ib u tio n  
o f  th e  n e g a tiv e ly  charged  ha logen  ion . T he ca lcu la tio n s w ere carried  o u t for 
th e  H F  m olecule.

The m ethod

T he en e rg y  of th e  m olecule w ill be ca lcu la ted  b y  th e  a id  o f  th e  v a r ia tio n a l 
m e th o d . As is w ell know n,

\ y * H W d v
E  =  J ----------- — ,

l W * W d v

w here  H  is th e  H a m ilto n ia n  o p e ra to r  of th e  H F  m olecule a n d  ’R  deno tes its  
e ig en fu n c tio n . T he H F  m olecule  h as  te n  e lec tro n s. T he H a m ilto n ia n  o p e ra to r  
is  th u s

я  =  V  H l■+ V  J L  +  Z  5 (£, к =  1 , 2 ............10)
i i>k rik R

w here  if, is th e  H a m ilto n ia n  o p e ra to r  o f th e  i- th  e le c tro n , d isregard ing  th e  
in te ra c tio n  b e tw een  th e  e lec tro n s , t h a t  is

a n d

H , = A ,  A
1 Hi

A , =
э 2 a 2 a 2 

d xf  a  y f  a  zf

R  is th e  d is ta n c e  b e tw een  th e  F  a n d  H  n u c le i ; r, is th e  d is ta n c e  of th e  i- th  
e lec tro n  from  th e  nucleus o f th e  F -a to m , rHi th e  d is tan ce  o f th e  i- th  e lec tro n  
from  th e  H  nuc leu s, r ife th e  d is tan ce  be tw een  th e  i- th  a n d  fc-th e lectron , an d  
Z  =  9 is th e  charge  on th e  n u c leu s of th e  F -a to m . T h ro u g h o u t these  c a lcu la 
tio n s  a to m ic  u n its  w ill be u sed  : th u s  th e  e lec tric  charge  w ill be  expressed  in  e, th e  
d is ta n c e  in  a0 an d  th e  en e rg y  in  e2/a0 u n its ,  w here e is th e  charge of th e  
p ro to n  a n d  aQ th e  rad iu s  o f th e  f irs t  B o h r o rb it in  th e  h y d ro g e n  atom  ; th ese  
m a y  all be fo u n d  e. g. on p ag e  10 of 1. c. [3].

T h e  t r ia l  e igen func tion  o f th e  H F  m olecule  is b u ilt  u p  o f  su ch  one-e lec tron  
e ig en fu n c tio n s , t h a t  th e  d is tan ce  r, occu rrin g  in  th e ir  ra d ia l p a r ts ,  is m easu red  
fro m  th e  nu c leu s of th e  F -a to m . T he t r ia l  e ig en fu n c tio n  o f th e  system  is con
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s tru c te d  o f these a n d  o f the  sp in  fu n c tio n s a a n d  ß accord ing  to  th e  well- 
know n p rocedure  o f S l a t e r  [ 4 ] ,  a n d  i t  is a d e te rm in a n t w ith  te n  row s and  
co lum ns being  a n tisy m m etrica l a g a in s t th e  exch an g e  of th e  e lec tro n s . T his 
has th e  re su lts , th a t  in  th is  th e o ry  th e  exch an g e  in te ra c tio n  is considered .

T he o rth o n o rm alized  one-e lec tron  e igen functions w ere as follows :

Vu =  R io (r) Y oo (#> <P) = 2  a u e ar -
j/4 Л

Wis =  R 20 (r) y oo (#> 93)
12 b'°

a2 —  ab 4- b2
1 ------- (a -f- b) r

3

1

j/4 71

, =  R n  (,) l u i M + i k z .  №  » 1  _  [_'iY2px 21 W  y 2 2 4 r e  2
4  л:

sin I? COS (p ,

V2py — -^21 (r) 1/2 2 4

/2 _ СГ
re  2

Wipz =  R21 (r) Y 10 {0, 99)
d5 «

re  2
2 4

4 л

3

4 л

sin & sin cp ,

cos $  .

H ere  a, b, c a n d  d  are th e  v a r ia tio n a l p a ra m e te rs , w hich h av e  been  
d e te rm in ed  so as to  sa tis fy  th e  re q u ire m e n t to  red u ce  th e  to ta l  en erg y  to  a 
m in im u m . C onsidering th a t  th e  2-axis w as ta k e n  as th e  axis of th e  m olecule, 
th e  e lec tro n  d is tr ib u tio n  in  th e  g ro u n d  s ta te  m a y  be  assum ed  to  be sy m m etrica l 
a ro u n d  th e  2-axis a n d  con seq u en tly  th e  p a ra m e te rs  o f th e  fu n c tio n s  y>2px 
an d  y>2py m a y  be chosen  to  be equal.

C a lcu la ting  th e  energy , w hich is th e  m ean  va lu e  of th e  o p e ra to r  H,  
we h av e  th e  follow ing ty p e s  of in te g ra ls  :

h  = JVî (/) - U
z

r,
Wj (*) d ,

Cit =  f  v j  (i) V* (к) - 1 y>i (i) y>, (k) d Vi d vk ,
J  r i k

A j i =  ( у*  (i) y>f (к) - 1 - y>, (i) ipj (k) d Vi d vk ,
J  r i k

L i =  ( V>* (») — Wj (i) d Vi .
J rHi

n

H ere  I  denotes th e  te rm  due to  th e  k in e tic  en erg y  o f th e  e lec tro n  an d  
its  C oulom b in te ra c tio n  energy  w ith  th e  nucleus of th e  F -a to m ;C is th e  C oulom b
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in te ra c tio n  en e rg y  o f th e  e lec tro n s, A  th e  ex ch an g e  en erg y  a n d  L a te rm  re su l
t in g  from  th e  C oulom b a t tr a c t io n  o f  th e  e lec tro n  an d  th e  H  n u c leu s. T h ree  
o f  th e  in teg ra ls  I ,  C an d  A  a re  u su a l ty p e s  occu rring  also in  a tom ic  problem s.. 
O n ly  L  is a tw o -c e n te r  in te g ra l. A d e ta iled  exp ression  fo r th e  en e rg y  will 
be g iven  in  th e  A p p en d ix .

R esu lts

As a re su lt o f  the  v a r ia tio n  th e  fo llow ing va lu es  w as o b ta in e d  for th e  
en e rg y  of th e  H F  m olecule in  th e  g ro u n d  s ta te  :

E hf  =  —99,016

fo r th e  follow ing values o f th e  v a r ia tio n a l p a ra m e te rs  :

a =  8,7 ; b =  3,1 ; c =  4,9  ; d =  4,4 .

The d is ta n c e  R  be tw een  th e  nucle i n a tu ra lly  h as  been  also ta k e n  fo r a  
v a r ia tio n a l p a ra m e te r . (T hus th e re  h av e  been  fiv e  p a ra m e te rs  in c lu d in g  R .)  
T h e  v a lu e  o b ta in e d  for R  is :

R =  1 ,57 .

T he e x p e rim e n ta l va lues o f th e  energy  a n d  o f th e  eq u ilib riu m  n uc lear 
se p a ra tio n  a re  [5] : E  =  — 100,489, R  =  1,73. T h e  ag reem en t w ith  th e  ex p eri
m e n ta l d a ta  can  b e  considered  as good.

A  fu r th e r  a im  of th e  ca lcu la tio n s w as to  d e te rm in e  th e  d issoc ia tio n  energy  
o f  th e  H F  m olecu le . T he ha logen  h y d rid s  in  gen era l d issociate  in to  a to m s an d  
so does th e  H F  to o . This im plies, t h a t  i t  w o u ld  be n ecessary  to  ca lcu la te  th e  
en e rg y  of th e  F  a to m  to  th e  sam e a p p ro x im a tio n  as w as done fo r  th e  H F  
m olecule  so as to  o b ta in  th e  d issoc ia tion  energy . In s te a d  o f th is  i t  w as sim pler, 
how ever, to  ca lcu la te  th e  d issoc ia tio n  energy  b y  th e  a id  o f a B orn  cycle from  
th e  energy  o f th e  F ^  an d  H + ions, ta k in g  in to  acco u n t th e  e lec tro n  a f f in ity  
o f  th e  F  a to m  a n d  th e  io n iza tio n  en erg y  o f th e  H  a to m  ; since th e  F -  ion  is 
a sy stem  h av in g  te n  e lectrons ju s t  as th e  H F  m olecule, th e  neg lec tions due  
to  th e  ap p ro x im a tio n s  in  b o th  processes are  sim ilar.

H a v in g  o b ta in e d  th e  a n a ly tic a l fo rm u las fo r th e  en erg y  o f th e  H F  m olecule, th e  
e n erg y  o f th e  F _ io n  can  be  easily  o b ta in e d  also w ith  th e  v a r ia tio n a l m eth o d . T he H a m ilto n ia n  
o f th e  F -  io n  d iffe rs  fro m  t h a t  o f  th e  m olecule o n ly  in  so fa r  as th e  energy  te rm  due to th e  
C oulom b in te ra c t io n  be tw een  th e  e lec tro n s a n d  th e  H  nu c leu s, i. e. 1/rwj, a n d  th e  C oulom b 
in te ra c t io n  e n e rg y  te r m  of th e  n u c le i, i. e. Z /R , do n o t  o ccu r in  i t .  T h en  we h av e

я  =
z

Ti.
+  2 ’

i>k

i

rik
( i , k  =  1 ,2 ,  . . . ,  10)
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The approxim ate eigenfunction  o f th e  F _-ion has e v id en tly  to be constructed  o f the 
sa m e one-electron eigenfunctions as were used  in  the treatm ent o f  the m olecule. However, 
th e  electron configuration o f  the F - -ion is lik e  th a t of a rare gas, i. e. ( ls )2(2s)2(2p)6, and thus 
the charge density  is spherically  sym m etrical. Consequently n o t on ly  the variational para
m eters o f  the functions y>2px and Угру agree, b u t th a t of Ц’грг is also the same (c =  d) and there 
w ill be on ly  three variational parameters. W hen taking the m ean value o f the H am ilton  opera
tor, integrals o f  the same ty p e  occur as before, excep t for the L . The detailed energy expression  
is also to  be found in  the A ppendix.

As th e  result o f the variational procedure the best param eter values obta ined  were

and the energy
a =  8,7, b =  3 ,1 , c =  d  =  4 ,6  

E f ~  =  — 98,468.

T he e lec tron  a f f in ity  o f th e  F  -ion  was d e te rm in ed  e x p e rim en ta lly  [6] 
to  he 0 ,150 an d  co n seq u en tly  th e  d issocia tion  energy  o f  th e  H F  m olecu le  i. e. 
th e  energy , w hich is n ecessary  for th e  d issociation  o f  th e  H F  m olecu le  in to  
a n  F  a n d  an  H  a to m  is easily  o b ta in e d  w ith  th e  a id  of th e  B o rn  cycle as

D  =  0,19.

T he ex p e rim en ta l va lu e  of th e  d issocia tion  en e rg y  is D — 0 ,23s [5] and  
th u s  th e  d ev ia tio n  from  it is a p p ro x im a te ly  15 p er c en t.

Discussion

C alcu la tions h av e  been  m ade b y  severa l a u th o rs  to  o b ta in  c e r ta in  d a ta  
o f  th e  H F  m olecule. Ch . R . M u e l l e r  [7] used sem ilocalized  o rb ita ls  a n d  his 
re su lt fo r th e  b ind ing  en erg y  is b e t te r  (0,1648), th a n  th o se  o b ta in e d  b y  the  
valence-bond  or th e  m o lecu la r-o rb ita l m ethod . Z s. NÁ ray  [8] h as  d e te r
m ined  th e  energy  of d issocia tion  in to  th e  F  and  H +ions an d  th e  equ ilib rium  
n uclear sep a ra tio n  o f th e  m olecule b y  th e  aid of a special w ave-m echan ica l 
p e r tu rb a tio n  th eo ry  w ith  an  e rro r  o f  no t m ore th a n  10— 11 p e r cents. 
C a lcu la tio n s o f sim ilar c h a ra c te r  h av e  b een  carried  o u t also b y  I n g a  F isc h e r - 
H jalm a rs  [9] concern ing  th e  d ip o lm o m en t of th e  H F  m olecule.

W hen  th e  e igen fu n c tio n  of th e  H F  m olecule is selected  as in  a to 
m ic p rob lem s w ith  c e n tra l sy m m e try , th e  ca lcu la ted  energy  a n d  d issocia
tio n  energy  of th e  m olecule show good ag reem en t w ith  th e  ex p e rim en ta l 
d a ta . T he resu lts  are  com parab le  w ith  those o b ta in e d  b y  th e  m ethods 
w ith  m a n y  cen te r m o lecu lar o rb ita ls . The e igen fu n c tio n  c o n s tru c te d  of 
one-e lec tro n  e igenfunctions hav ing  one cen ter o f  reference o n ly  gives a 
good ap p ro x im a tio n  w h en  ca lcu la ting  th e  energy. I t  is to  be n o te d , how ever, 
t h a t  co m p arin g  for ex am p le  th e  ra d ia l  charge d e n s ity  o f  th e  e lec tro n s o f th e  
F  ion w ith  th a t  of th e  H F  m olecule, n o  essential d ifference is o b ta in e d . The 
charge  d e n s ity  of th e  m olecule is a lm o s t spherica lly  sy m m etrica l. T h e  charge 
d e n s ity  o f th e  F  ion  is n a tu ra lly  o b ta in e d  b y  th e  m e th o d  p resen ted  h e re  — as
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i t  is in  re a l i ty  — as sp h erica l sy m m etrica l. T h e  charge  d e n s ity  of th e  H F  
m olecule , how ever, is defo rm ed  b y  th e  p resence o f th e  p ro to n . The u n ited  
a to m  m odel in  its  p re se n t fo rm , how ever, c a n n o t ta k e  th is  e ffec t su ffic ien tly  
in to  acco u n t, a n d  in  th is  m odel th e  charge d e n s ity  of th e  e lec tro n s m erely  
ex ten d s  in  th e  d irec tio n  o f th e  z-axis an d  s lig h tly  co n tra c ts  p e rp en d icu la r 
to  i t .  T he  ch arg e  d e n s ity  o f th e  m olecule is also sy m m etrica l w ith  respect to  
th e  n uc leus o f th e  F  ion a n d  th e  m odel c an n o t g ive th e  g rea t e lec tro n  d e n s ity  
n e a r  to  th e  p ro to n  in  th e  m olecu le . This sh o rt-co m in g  p la y s  ev id en tly  a n  
e ssen tia l ro le in  th e  d isc rep an cy  b e tw een  th e  ca lc u la ted  energy  o f  th e  m olecule 
a n d  its  e x p e rim e n ta l va lue . I t  follow s fu r th e r  t h a t  th e  ca lcu la ted  value of th e  
eq u ilib riu m  n u c lea r  sep a ra tio n  m u s t be less th a n  th e  e x p e rim e n ta l one, is a  
n a tu ra l  consequence of th e  u n ite d  a to m  m odel. F rom  th is  i t  m a y  be a lread y  
su sp ec ted , th a t  such  c o n s ta n ts  o f  th e  m olecule, fo r w hich th e  charge d en sity  
o f th e  e lec tro n  its e lf  is e ssen tia l, w ill be o b ta in ed  less precisely . So e. g. n ea rly  
th e  doub le  o f th e  e x p e rim e n ta l v a lu e  is o b ta in ed  fo r th e  d ip o lm o m en t of th e  
H F  m olecule.

T he m e th o d  can  be im p ro v ed  w hen th e  one-e lec tron  e igenfunctions 
y>is, xpzs a n d  гр2р or a t  le a s t th o se , w hich  are im p o r ta n t  from  th e  p o in t of v iew  
o f th e  m olecule  fo rm a tio n , a re  c o n stru c ted  b y  th e  su p erp o sitio n  of tw o or 
m ore  fu n c tio n s . In  th e  m odel o f th e  m olecule p re se n te d  here  i t  seem ed su itab le  
fo r ex am p le  to  use th e  lin ea r  co m b in a tio n  ip2pz +  c in s te a d  of ipipz. I n  
th is  w ay , n am e ly , n o t o idy  one spherica l h a rm o n ic  occurs in  th e  one-electron  
e ig en fu n c tio n s, a n d  th is  can  fa v o ra b ly  in fluence th e  d is tr ib u tio n  o f th e  charge 
d e n s ity  n e a r th e  p ro to n . N a tu ra lly  th e  sy m m etry  ch a rac te ris tic s  o f  th e  m olecule 
h av e  to  he ta k e n  in to  c o n sid e ra tio n  in  the  se lec tio n  of th e  new  e igen function . 
As o u r ca lcu la tio n s  h av e  show n th e  resu lts  re a lly  im p ro v ed , co n sequen tly , 
such  e ig en fu n c tio n s are m ore  su itab le  for th e  descrip tio n  o f  th e  p ro p erties  
o f th e  m olecule. T he ca lcu la tio n s  have n a tu ra l ly  been co n sid e rab ly  m ore  
co m p lica ted , since th e  in tro d u c tio n  of a new  te rm  in  th e  o n e-e lec tron  eigen
fu n c tio n  im plies th e  in tro d u c tio n  of tw o m ore  v a r ia tio n a l p a ra m e te rs , w hich 
co n sid e rab ly  increased  th e  n u m erica l w ork.

A ppendix

In  th e  en e rg y  exp ression  o f  th e  H F  m olecule, in te g ra ls  of th e  ty p e  
Ij,  Cji, Aj i  a n d  Lj  occur in  th e  e q u a tio n  (*). E v a lu a tin g  th e  in teg ra ls  Cy; an d  
Aji,  l / r , fc h as  b een  as u su a lly  e x p an d ed  in to  a series in  te rm s o f  th e  L egendre 
po linom ials in  th e  follow ing m a n n e r

—  =  У  У  {h -  т  ) ! r,:h ĉos pim, (cos e/m(*-ft) _
rik h t 0 m=-h  (h +  I ГП I ) ! r  >  h + 1
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T h e in te g ra l Cji b y  th is  ex p an sio n  becom es

Cji =  2  ah (h m i ; m r) F h (n i I ; n'-, i') î

/1 =  0

w here

E h (n, I ; rí,  V) =  \  J  Rl ,  (r,) H*r  (r,) r< " -  r? r\ dr, drk
0 0 i > + 1

and

= £ i+ « JL Ja ili . (Ld-dli
2 ( ( + m , | ) !  2 ( | '  +  | т , ' | ) !

X

X ) { P ;mil (cos d ;)}2 P h (cos d,) sin d, d j I  Pl™1'1 (cos § k) P h (cos d /() sin  ű k d dA. . 
о о

E n tire ly  in th e  sam e w ay  is o b ta in ed

Aj ,  =  2'  bh (l, nil ; l ,  m r ) Gh (n , l ; n \  l'),

w here
OO OO _ h

Gh (n, l ; n', Г) =  j  J  R„, (г,) Rn r  (r,) (rfc) R„r  (rA) -  rf r£ d r, d rfc

and

6'« V,md =  1* -  '" d i l i2 * +  i> 4  H  ^  (2 '  +  R  ÍÍ  ~ \ ^ \ )  1. х
4 (А j /гг, — m r  j )! (I +  I т ,  I )! (Г -f- j mi’ [ )!

X {( P ;mi (cos d) (cos d) (COs d) sin d d d}2 .

T he value  of th e  coefficients a a n d  b is to  be fo u n d  for ex am p le  in  the  
quo ted  w ork  of S l a t e r  [4].

A m ong  th e  in teg ra ls  on ly  th e  L -in teg ra ls  do n o t occur in  a tom ic p rob lem s, 
b u t on ly  in  th e  case o f m olecules. T he ev a lu a tio n  o f  su ch  in teg ra ls  o f th e  tw o- 
cen te r ty p e  does n o t p re se n t an y  serious d ifficu lty  (see for exam ple G o m b á s

[3]). W here  it  was n ecessary , th e  ex p an sio n  of 1 jrHi in to  a series m en tio n ed  
above, w as here  also a d a p te d . O therw ise th e  L -in teg ra ls  can  be easily  e v a lu a t
ed  in  m a n y  cases b y  th e  in tro d u c tio n  o f  e llip tica l coo rd ina tes.

K eep in g  in  m in d  th e  above s ta te m e n ts  th e  fo llow ing expressions were 
fin a lly  o b ta in e d  for th e  energy  of th e  H F  m olecule :

E  =  2 ( I ls +  I 2s +  I 2pX +  I 2py +  I 2pZ) +

+  F ° ( b ;  Is) +  4 F °  (Is; 2s) +  4 P ° (Is ; 2p x) + 4 F »  (Is ; 2p y) +  4 F ° (Is ; 2p z) +  

+  F ° ( 2 s ;  2 s) +  4 F °  (2 s ; 2 p x) +  4 F °  (2 s ;  2 Py) +  4 F °  (2 s ;  2 p z) +
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+  F« ( 2  P x ; 2 Px) +  A  F 2 ( 2 px; 2px) +  4 F °  ( 2 ^ х; 2 p y) +  A  F 2 (2px; 2Py) +
ZD ZD

1 8
+  F °  ( 2 / > y  ; 2 P y ) +  —  F 2 ( 2 p y ; 2 Py) +  4 F<> ( 2 р х; 2 p z) -  —  F 2 ( 2 p x; 2Pz) +

Z D 25

+  4 F °  (2 Py ; 2 Рг) -  ® F 2 ( 2 p y ; 2 Pz) +  F °  ( 2 p ,  ; 2 р г) +  A  F 2 ( 2 р г; 2 р г) +  
25 25

G» ( I s ;  2 s )  + i - G 1 ( l s ;  2 Px) + A Gi ( l s ;  2 Py) +  - 1  G* (1 s ; 2 p z) +
D D О

+  4  G1 (2 2 P*) +  4  G1 <2 s; 2 ^ )  +  T  G1 (2 s; 2 ^ >  +  G2 <2 2 Fy)  +O D D  Z D

+  “ G 2 ( 2 p x ;  2 p z) +  ~ ^ r G 2  ( 2 F y i  2 P z )

2  ( b u  ~b b 2s +  b 2pX 4 -  Ь 2ру +  Ь 2рг) +  % IR

F ro m  sy m m e try  co n sid e ra tio n s follows th a t  th e  co rrespond ing  te rm s 
c o n ta in in g  th e  fu n c tio n s  rpipx a n d  y 2py are h e re  iden tica l.

T h e  e v a lu tio n  o f  th e  en e rg y  o f  th e  F  io n  can  be accom plished  in  th e  
sa m e  w ay  as th a t  one o f  th e  H F  m olecu le , since b o th  system s h av e  te n  electrons. 
T h e  ex p lic it fo rm  o f th e  energy  w ill also be th e  sam e, only th e  te rm s  con ta in ing  
L  a n d  Z/R  w ill n o t occur. B ecause  o f  th e  sp h e rica l sy m m etry  o f  th e  ion n a tu 
r a l ly  n o to n ly  th e  te rm s  co n ta in in g  y>2px and  y>2py agree, b u t also th o se  con ta in ing  
y>2pz are  th e  sam e.
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ОБЪ ЕДИ НЕН НАЯ АТОМНАЯ МОДЕЛЬ МОЛЕКУЛЫ HF
Р. ГАШПАР и И. Т А М А Ш И -Л Е Н ТЕ И

Р е з ю м е

Объединенный атом, хорошо использованный спектроскопами для оценки поло
жений молекулярных уровней, является и подходящей моделью для трактовки некото
рых молекул. Существенные черты метода следующие : I. Атомные ядра молекулы —  в 
отличие от модели, использованной спектроскопами —  сохраняют свои геометрические 
конфигурации и в процессе вариации они только мало смещаются с этого положения.
2. Собственная функция молекулы построена из одноцентровых —- одноэлектронных 
собственных функций по методу Слетера. В методе эмпирическими или полуэмпериче- 
скими параматрами —  кроме принятого геометрического расположения ядер —  не поль
зуется. Вычисления произведены для молекулы HF. В этом случае полная энергия, энер
гия диссоциации и равновесное расстояние ядер хорошо соглаъсуется с опытом.

8  A c ta  P h y s ic a  IX /1 — 2
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(Presented b y  P. G om bás. — Received X I . 4. 1957)

This paper gives a generalization o f  the variational m ethod proposed by Ma cke  in  
the case o f  an outer potentia l o f spherical sym m etry. For a great number o f particles and 
slow y changing potential th is process becom es essentially the generalization o f the sta tistica l 
m ethod based on grouping o f the particles according to their azim uthal quantum  num ber, 
how ever, it  is well adaptable also for a few  particles w ithout any great d ifficu lty . So as to 
lessen num erical d ifficu lties three approxim ations will be g iven . Calculations m ade for the 
Ar atom  disregarding the exchange effect, the calculated energy agrees w ith  the sem i-em piri
cal value o f S la ter  w ith in  5% .

In tro d u c tio n

As is well know n  th e  t r e a tm e n t of the  w avem echan ica l m an y -b o d y  
prob lem  is v e ry  com plica ted , so even  th e  rea liza tio n  o f th e  H a rtree -F o ck  
a p p ro x im a tio n  needs a g rea t deal o f n u m erica l ca lcu la tio n s. T herefo re  i t  seems 
v e ry  usefu l to  develop m eth o d s p rocesses sim pler th a n  th a t  o f H a rtre e -F o c k . 
F o r th a t  purpose i t  is obvious to  in tro d u c e  ap p ro x im a tio n s  w hich en ab le  the  
decreasing  o f th e  n u m b e r of th e  v a rio u s  th ree -d im en sio n a l fu n c tio n s occurring  
in  th e  d e n s ity  m a tr ix  or energy  expression . Such  a p p ro x im a tio n  m eth o d s 
are essen tia lly  th e  T h o m as-F erm i s ta tis tic s  a n d  its  g enera liza tions too , 
w here on ly  one th ree -d im en sio n a l fu n c tio n  in  th e  energy  expression  
is to  su b m it to  th e  v a r ia tio n  [1 — 2]. H ow ever, th e  T hom as-F erm i m eth o d  
as w ell as its  g enera liza tion  in tro d u c e d  by  W e i z s ä c k e r  gives s ligh tly  
in co rrec t values for th e  energy  in th e  case of a to m s. G o m b á s  has show n, th a t  
th e  T h o m as-F erm i m e th o d  can be fu r th e r  deve loped  in  th e  fram ew o rk  of 
th e  s ta tis t ic a l  th e o ry  so as to  give re su lts  w hich agree very  w ell w ith  th e  
ex p e rim en ta l d a ta  [3]. M any p ap ers  h a v e  recen tly  been  dealing  w ith  th e  
w ave m ecahn ical fo u n d a tio n  and  develop ing  of th e  th e o ry  [4, 5, 6]. In  the  
p resen t p a p e r th e  fo u n d a tio n  an d  g enera liza tion  o f th e  T h o m as-F erm i 
m e th o d  in tro d u ced  b y  M a c k e  is e ssen tia l [ 7 ] .  On th e  base  of the  R itz -m e th o d  
M a c k e  a p p ro x im a te s  th e  one-p artic le  e igenfunctions w ith  such v a r ia tio n a l 
a ssu m p tio n s, w hich give a u to m a tic a lly  th e  o r to g o n a lity  re la tions. T h e  closer 
in v es tig a tio n  o f th e  m e th o d  in  th e  case of re le tiv e ly  few  partic les is o f  g rea t 
in te re s t. The ca lcu la tions for th e  one-d im ensional case have been  g iven  b y

8*
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M a r c h , w ho has a d a p te d  th e  m e th o d  fo r th e  h a rm o n ic  linear o sc illa to r. M a r c h  

has m e n tio n e d  ca lcu la tio n s to  be  in  p re p a ra tio n  app ly ing  th e  m e th o d  to  th e  
th ree -d im en sio n a l case too  [8]. T h e  p resen t p a p e r  shows th e  possib ility  o f 
g en e ra liza tio n  o f th is  m eth o d  fo r th e  t r e a tm e n t o f p roblem s o f spherical 
sy m m e try .

The foundation of the method

In  th e  fo llow ing a system  o f N  partic les  w ill be discussed a n d  its  eigen
fu n c tio n s  w ill be ap p ro x im a te d  b y  th e  aid o f a d e te rm in a n t. S ince according 
to  o u r a ssu m p tio n s th e  o u te r p o te n tia l  shou ld  h a v e  spherica l sy m m etry , th e  
o n e -p a rtic le  e igen functions are to  be  ta k e n  in  th e  form

Vi (?) =  Y  R r4 li (0  Y ,.m. {{}, cp) 7]I (<r), (1)

w h ere  (r) is th e  rad ia l e ig en fu n c tio n , Y ,{ГП{ (■&, <p) th e  su rface  spherica l 
h a rm o n ic s , w hile is th e  sp in fu n c tio n  in  th e  i- th  s ta te . T a k in g  N /. for th e
n u m b e r  o f the  occup ied  s ta te s  belong ing  to  th e  az im u th a l q u a n tu m  n u m b er 
li th e  follow ing v a ria tio n a l a ssu m p tio n s  are  in tro d u c e d  for th e  ap p ro x im a te  
d e te rm in a tio n  o f  th e  ra d ia l e igen fu n c tio n s as w ell as of th e  en e rg y  :

w here

and

1 v (r) Vm [Уг, 0 -)Ь (2)

j ' u \ t d T  =  N l r (3)

dy'i  1 , 
- d T - N 7 i Uli'

(4)

y , t ( 0 ) = 0 (5)

It, =  0 ,1 ,2  . . .  , (6)

th e  fu n c tio n s  cpn fo rm  a rea l o rth o g o n a l sy s tem  in  th e  in te rv a l  0 <7 у  <7 1 .

.Í Vni b ) (P n j ( y ) d y  =  à n i n j . (7)

B y  th e  a id  o f  th e  expression  (7) it is easy  to  show th e  fu lfillm en t of th e  
fo llow ing  o rth o g o n a lity  re la tio n s

I  Rni i R nji d r  =  ôn.ni .
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T h en  th e  ra d ia l d en sity  of th e  sy s tem  av e rag ed  over th e  a n g u la r  coo rd i
na tes  becom es

D =  4 n r2 Q =  2! u] s, , (8)
T

w here q is th e  d e n s ity  averaged  over th e  a n g u la r  coo rd ina tes, fu r th e r

In  th e  above expression  as w ell as in  th e  fo llow ing JP(t) m eans s u m m a 
tio n  over th e  s ta te s  w ith  th e  az im u th a l q u a n tu m  n u m b er l. ‘

In v e s tig a tin g  th e  g round  s ta te  o f th e  sy s tem  in th e  i- th  o n e-p a rtic le  
s ta te  th e  q u a n tu m  n u m b ers  re,, 1,- an d  th e  am p litu d es  u u (r) are  to  be d e te rm in ed  
so, th a t  fu lfilling  th e  o rth o g o n a lity  re la tio n s

í  V* (?) Wj (q ) d r  =  6,j , (9)

th e  energy  should  be m in im um . I t  is ev id en t, t h a t  th e  o rth o g o n a lity  re la tio n s  
(9) are realized  in  th e  case of a rb itra ry  no rm alized  functions u ti w ith  p ro p e r 
values o f re, an d  1, because  of th e  o rth o g o n a lity  o f  th e  surface sp h erica l h a r 
m onics.

I t  is to  be n o te d , th a t  for th e  above p rob lem  an o th e r m e th o d  w as p ro 
posed b y  M a c k e  w hich  was based  on th e  sy s tem  of th e  e igen func tions of 
a th ree-d im en sio n a l p o te n tia l sphere [7]. H ow ever, th e  m eth o d  p re sen ted  
here as w ell as its  ap p ro x im atio n s  to  be d iscussed  in  th e  follow ing seem  to  
be easier to  ca rry  th ro u g h .

W ith  th e  above v a ria tio n a l assu m p tio n s reg a rd in g  th e  e igen func tions 
th e  follow ing te rm s give th e  k ine tic  energy  E K o f th e  system

■̂ K ~  E\V “b E r -j- E r -)- Eç  , (10)

w here E w is th e  in h o m o g en ity  co rrec tio n , E R is th e  analogous te rm  to  th e  
rad ia l p a r t  o f th e  F e rm i-energy , E r is a co rrec tion  o f th e  rad ia l k ine tic  energy  
an d  E v g ives th e  a z im u th a l k inetic  energy . The d iffe ren t energy  te rm s can  be 
b ro u g h t in to  th e  follow ing form s

( 1 2 )



118 К . LA D ÁN Y I

Е
1 h2 Г d uf d s,

>  I d r
2 2m I J dr  dr

(13)

E„
h2

2 m ? J
'Г 1(1+  1)

*1 *1s, d î (14)

P ro p e r choice of th e  fu n c tio n s  <рП{(Уц) is e ssen tia l. In  th e  p re se n t p ap er 
th e  follow ing sy s tem  of o rth o g o n a l fu n c tio n s w ill be used :

4>m b i t  (r)] =  1 > when «I =  0 >

<Pm b i i  (r)l =  Í2  cos [л:n iy i . ( r ) ] , w hen  n, ф  0 . (15)

W ith  th e  ab o v e  choice o f  th e  sy stem  o f çpn s a tis fa c to ry  a n a ly tic  a p p ro x i
m a tio n  of th e  fu n c tio n s u ( causes no  serious d iff ic u lty  n e ith e r in  th e  v ic in ity  
o f  th e  nucleus n o r fo r g rea t va lues o f  r.

I t  has to  be em phasized , th a t  in  th e  ap p ro x im a tio n  d iscussed  th e  R njl. 
fu n c tio n s  c a n n o t be  reg a rd ed  as th e  a p p ro x im a tio n  of th e  rad ia l one-p artic le  
e igen func tions o f  H a rtre e  N everthe less th e  d e te rm in a n t co n stru c 
te d  o f  th e  fu n c tio n s  y>i(q) g iven  b y  re la tio n  (1) is th e  a p p ro x im a tio n  of 
th e  w ave fu n c tio n  of th e  w hole sy stem . F in a lly  i t  is to  be n o te d , th a t  
ta k in g  a su ffic ien t n u m b er o f p a rtic le s , a ll th e  functions R ^  can be 
a p p ro x im a te d  b y  a su itab le  lin ea r co m b in a tio n  o f th e  func tions R n, r

R W u ^ - Z ^ C ^ R n j , -
i

N ow  th e  e v a lu a tio n  o f th e  energy  te rm  based  on th e  v a r ia tio n  assu m p 
tio n  (15) can  be carried  o u t. T ak in g  in to  co n sid e ra tio n  th e  re la tio n  (4)

E r =  2 T f * i( r) u \ d r ,
i

w here
й2 л 2

(r) =  -  —  n ' 2 s in 2 171 п ‘У1 (r ) l ;2 m N f  ~T
fu r th e r

E r J£(i) к,  sin  [2 я  n iy l (r)] d r .

In  th e  case o f a g rea t n u m b e r o f p a rtic le s  an d  slow ly chan g in g  o u te r 
p o te n tia l  th e  fo llow ing ap p ro x im a tio n s  can  be in tro d u ced  (s ta tis tic a l ap p ro x i
m atio n )
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F in a lly

S, ^  1 ,
e r ^  2 4  

l
( u f d r

Ä2
Щ =  - -----Vi

2 m N f i

E r ad 0 .

(16)

T h e  above s ta tis t ic a l  a p p ro x im a tio n  is e ssen tia lly  id en tica l w ith  H e l l - 
m a n n ’s  gen era liza tio n  o f th e  s ta t is t ic a l  m odel b a se d  on g roup ing  o f th e  p a r 
ticles accord ing  to  th e ir  a z im u th a l q u an tu m  n u m b e r  [1, 2, 9, 10, 11]. The 
only  difference a p a r t  from  th e  in tro d u c tio n  o f th e  inh o m o g en eity  co rrection  
is in  th e  co n stan t v a lu e  of x t. I t  is to  be no ted , ih a t  th e  w ell-know n divergences 
o f H e l l m a n n ’ s  g enera liza tion  n a tu ra l ly  do n o t  ap p ear because  of th e  
W eizsäcker te rm .

Since th e  en erg y  expression (11) as well as th e  ev a lu a tio n  o f th e  p ro p er 
s ta tis t ic a l  ap p ro x im a tio n  is g en era lly  com plica ted , th re e  m ore ap p ro x im atio n s  
are  in tro d u ced . In  th e  f irs t, a p a r t  fro m  th e  use o f  th e  s ta tis tic a l a p p ro x im a tio n , 
th e  follow ing re la tio n s are  to  be fu lfilled

u0 ___ и ! U,
—  */*

и2
№  ~ N i Ntlf* -  ~N

(17)

for all th e  o rb ita l q u a n tu m  n u m b ers  l. As can b e  easily  seen th e  te rm s of th e  
k in e tic  energy  are as follows :

EW  =

x =

[I =

Ä2 f  \ d  и
2 m J d  r

X  J u « d r ,

Л2 n 1 4 ,

2 m N* T

!l J'
U 2 ,  

—  d r ,
r 2

Л2 1 V
2 m N  7

d r ,

T he above f ir s t  ap p ro x im a tio n  is app lied  to  a tom s, fo r th a t  purpose 
as a ro u g h  estim a tio n , th e  fo llow ing v a ria tio n a l assu m p tio n  is in tro d u ced  :

it2 =  4 j t d r 2 e 2Xr, (18)
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w here  A  is th e  no rm aliz ing  c o n s ta n t a n d  Я th e  v a r ia tio n a l p a ra m e te r . In  the  
T ab le  I  th e re  are  g iven th e  energies o f  th e  A r, K r  a n d  X  atom s b a se d  on the  
f i r s t  a p p ro x im a tio n  a n d  th e  T h o m as-F erm i-W eizsäck er th e o ry , fu r th e r  
th e  sem i-em pirica l energy  v alues o f  S l a t e r . T h e T hom as-F erm i-W eiz
säck e r a p p ro x im a tio n  w as also d e te rm in ed  on th e  basis o f th e  v a ria tio n a l 
a s su m p tio n  (18).

Table I

Energies of some rare-gas atoms in e2/a 0 tm hs

F ir s t
a ssu m p tio n

T F W
ap p ro x im a tio n S em i-em pirical

Ar —  2 8 3 , 5 —  2 9 1 , 4 —  5 2 5 ,3 6

K r — 1 2 6 3 , 3 — 1 5 4 7 ,9 — 2 7 0 3 , 6

X — 3 1 9 2 , 0 — 4 0 8 7 , 0 — 7 0 7 9 , 4

T h e ch ie f reasons fo r th e  e x tra o rd in a ry  g rea t d iscrepancies in  th e  firs t 
a p p ro x im a tio n  a p a r t  from  th e  in a d e q u a c y  of th e  assu m p tio n  (18) are  the  
fo llow ing  : a)  th e  ap p ro x im a tio n  (16) is n o t ap p licab le  because o f  th e  sm all 
n u m b e r  o f p a rtic le s  an d  of th e  v e ry  g re a t s tre n g th  fie ld  n ear th e  nucleus.
b)  T h e sh ap e  o f th e  cu rve  o f e igen fu n c tio n s belonging  to  az im u th a l q u a n tu m  
n u m b e rs  / 0 is n o t a p p ro p ria te  in  th e  v ic in ity  o f th e  nucleus b ecau se  of
e q u a tio n  (17).

To o b ta in  th e  p ro p er sh ap e  in  th e  v ic in ity  o f  th e  nucleus o f  th e  eigen
fu n c tio n s , in  a second a p p ro x im a tio n  — re ta in in g  a t  th e  sam e tim e  th e  s ta 
t is t ic a l  a p p ro x im a tio n  — th e  a m p litu d e s  giving th e  s ta te s  1 =  0 a n d  l ф  0 
are  v a r ie d  se p a ra te ly .

M ore p rec ise ly  : on ly  th e  fu lf illm en t of co n d itio n

« Î u2 u‘i,. uf
n 2 N X

is re q u ire d . is th e  n u m b e r o f occup ied  s ta te s  be lo n g in g  to  th e  az im u th a l 
q u a n tu m  n u m b er l ф  0.

A t la s t as a th ird  a p p ro x im a tio n  th e  energy  is d e te rm in ed  d ire c tly  on 
th e  b as is  o f th e  re la tio n s  (10) an d  (15), ta k in g  a lw ays in to  co n sid e ra tio n  the  
a ssu m p tio n  (19) (w ith o u t th e  in tro d u c tio n  of th e  s ta tis t ic a l  ap p ro x im atio n ).

T h e  second a n d  th e  th ird  a p p ro x im a tio n  is sk e tch ed  here  fo r  th e  Ar 
a to m , in tro d u c in g  th e  follow ing v a r ia tio n a l a ssu m p tio n s

u2 =  4 л  (A[ r2n' e“ 2̂  +  A 2 r2n* e“2V  +  A'3 r2n° e~2À>r) ,

и2 =  4 я  (A '' r2n* e - ^ ‘r +  A ;  r2n* e~2X>r) .

(20)

(21)
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T he v a r ia tio n  o f th e  en e rg y  te rm  can be  accom plished  w ith  th e  use o f  
th e  following su b sid ia ry  assu m p tio n s

j  dr =  N 0 ,

I u \d r  =  N 1 .

F o r th e  p u rp o se  of sim plify ing  th e  ca lcu la tio n s th e  fo llow ing values are  
in tro d u ced  (in a to m ic  un its) :

— 1 ,  П2 — 2 , n 3 — 3 ,
Xl =  17,69 , Я2 =  6,55 , Я3 =  2,25 ;

A'2 =  cA'2, A ; = cA".
As w ill be seen la te r  a good energy v a lu e  can  be o b ta in e d  w ith  th e  th ird  

ap p ro x im a tio n  b y  choosing th e  v a ria tio n a l p a ra m e te rs  as follow s :

A [ =  2114 ,6 , A'2 =  2451 ,1 , A'g =  11 ,91 ,
A"2 =  6127,8 , Ag =  29,776 .

D e te rm in a tio n  of th e  second  a p p ro x im a tio n  of th e  en e rg y  can  be carried  
o u t, w ith  th e  ex cep tio n  of E ^ \  in  an  a n a ly tic a l w ay . T he accom plishm en t of 
th e  ca lcu la tions does n o t p re se n t an y  serious d ifficu lty , a lth o u g h  it  is cu m 
bersom e to  som e degree, w h en  ca lcu la ting  th e  e le c tro s ta tic a l in te ra c tio n  
en erg y  E f  \  T he energy  te rm  E ^  can be b ro u g h t in to  th e  follow ing form  :

Е<*> =  8 я 2е* У  V , . » - 1» ! _______
P i P l  1I (2 X j p ‘+-1 (2 Xjpj (2 X ,p i+ 1 (2 Я, +  2

w here
_  ___(2 ft/ — 1) ! (2 re, +  2 n.y — v — 1) !___|

P i  (2 n, -  V) ! (2 Я,-)’+1 (2 Я,- +  2 Яу)*»н

*ii 1 —
1

°1 2  —  a 21 —  11

° 1 3  —  a 3 l

A '2 Л 1 ’

1

A [ Ад A ^A 'g ,

1 | ^ 1 ^ 3 ~ Ь ^ 1 ^ 3 ’
N ol

1 —

a 23 —  a 32

1 —

1

No

1 — 

1

An

а '* +  а '2 а ; +

l

l
l A" 2 л 2 ’

N n

N i ,

A'2 A ’g A'2 A'g A 2 Ag 

1

1 ------
N ,

A" A" " г  л з>

Ад2 +  2 Ад Ад + 1 —
N i )

А  " 2  л з •
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T h e th ird  a p p ro x im a tio n  of th e  en e rg y  te rm  w as o b ta in e d  n u m erica lly . 
B ased on  th e  m ean  v alue  th eo rem  of th e  in teg ra l ca lcu lus th e  ca lcu la tio n s are 
easily  to  be carried  ou t fo r in te rv a ls  o f su dden ly  v a ry in g  in te g ra n d  to o  (for 
ex am p le  in  th e  v ic in ity  o f th e  nucleus). I t  is a s to n ish in g , th a t  in  th e  f ie ld  of 
th e  n u c leus th e  second a n d  th ird  ap p ro x im a tio n  o f th e  p o te n tia l en e rg y  E p 
differ considerab ly . The re su lts  are g iv en  in  the  T ab le  I I ,  w hile th e  d ensities 
D (r), fu rth e rm o re  th e  H a r tr e e ’s d is tr ib u tio n  are p lo tte d  in  F igu re  1.

Table IÏ
The energy m em bers o f the Ar atom  and its energy in  e2/a 0 units

Ew Er Er E Ep Ee E

Second
approxim ation 240,8 38,1 0 73,4 —  913,7 184,8 — 376,6

Third
approxim ation 327,2 33,4 4,25 97,2 — 1149,7 184,0 — 503,6

Semi-
em pirical — 525,36

Fig. 1. R adial electron density of the Ar atom
------c a lc u la te d  o n  th e  b a s is  o f  th e  seco n d  a p p ro x im a t io n
------  c a lc u la te d  o n  th e  b a s is  o f  th e  t h i r d  a p p ro x im a t io n
. . .  . r a d ia l  e le c tro n  d e n s i ty  o f  H a h t r e e
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D i s c u s s i o n

T here  h as  been  given a v a ria tio n a l m e th o d , w hich ca n  be used re la tiv e ly  
easily  for th e  ap p ro x im a te  d e te rm in a tio n  o f  th e  g ro u n d  s ta te  of a p a rtic le  
sy stem  p laced  in  a ce n tra l sy m m etrica l o u te r  p o te n tia l fie ld . The m e th o d  
can be generalized  w ith o u t a n y  d ifficu lty  also for e x c ite d  s ta tio n a ry  s ta te s . 
T he ca lcu la tions have  been  carried  ou t fo r  th e  Ar a to m  in  th ree  a p p ro x im a 
tio n s, on ly  th e  th ird  a p p ro x im a tio n  g iv in g  a sa tis fa c to ry  resu lt. T herefo re  
th e  ap p ro x im a tio n  (16) as w ell as the  a ssu m ed  p ro p o rtio n a lity  of a m p litu d e s  
m0 an d  u1 does n o t seem  reaso n ab le . T h e  th ird  ap p ro x im a tio n  of th e  ra d ia l  
d en sity  (D) has been  d e te rm in ed  on th e  b as is  of the  v a r ia tio n a l a ssu m p tio n s  
{20) an d  (21). T he resu lt is sa tis fac to ry , th o u g h  it  is n o t im possib le, t h a t  th e  
ag reem ent o f th e  ex ac t so lu tio n  of th e  th i r d  ap p ro x im a tio n  w ith  th e  H a r tr e e ’s 
d is tr ib u tio n  w ould  be som ew hat worse. N a tu ra l ly , th e  ag reem en t of th e  en e rg y  
values can defin ite ly  on ly  im p ro v e , th o u g h  i t  is no t to o  p robab le , t h a t  th e  
energy  values g iven in  th e  T ab le  I I  w ill v a ry  considerab ly . The osc illa tions 
of th e  fu n c tio n s u\ m ay  be caused  b y  th e  a n a ly tic a l s tru c tu re  o f th e  v a r ia tio n a l 
assu m p tio n , it being v e ry  p ro b ab le , t h a t  th e  correct so lu tio n  has o n ly  one 
m ax im um  a n d  th e  ex ac t d e n s ity  u 2 =  Ug -f- u\ tw o m ax im a . In  th e  th ird  
ap p ro x im a tio n  th e  d en sity  D  show s n a tu ra l ly  th e  sam e m a x im a  as th e  H a r tr e e ’s 
d is tr ib u tio n . A t la s t it is to  be no ted , t h a t  th e  co rrection  E k can  becom e con
s id e rab ly  b igger (no t n ecessarily  positive) in  th e  course o f  th e  v a r ia tio n  th a n  
th e  values g iven  in  T able I I .  I n  an o th e r a r tic le  we hope to  in troduce  a fu r th e r  
s im p lifica tion  o f  th e  above v a ria tio n a l p rocedure .

I  am  v e ry  in d eb ted  to  Professor D r. P . G o m b á s  fo r his in te re s t  an d  
discussions on th is  paper. T h an k s are d u e  to  Mrs. J .  J e a n p l o n g , Miss 0 .  
K u n v á r y  an d  Miss E . M á g o r y  for th e  accom plishm en t of th e  n u m erica l 
ca lcu la tions.
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ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД Д Л Я  РЕШ ЕНИЯ ПРОБЛЕМ У  МНОГИХ ТЕЛ  
В КВАНТОВОЙ М ЕХАНИКЕ

К. Л А Д А Н И

Р е з ю м е

Дается обобщение вариационного метода, разработанного Макке, на случай сфери
чески симметричного внешнего потенциала. В случае большого числа частиц и медленно 
изменяющегося потенциала, метод переходит в обобщенную статистическую модель, в 
которой частицы группированы по орбитальным квантовым числам, настоящий метод 
без больших затруднений применим и в случае малого числа частиц. Для уменьшения 
нумерических трудностей даются три приближения. Вычисления сделаны в случае атома 
аргона, без учета обмена ; вычисленная энергия совпадает с семиэмпирическим значением 
по Слетеру в пределах 5%.
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The present paper contains the rotation al analysis o f  16 bands of the y  band-system  
o f  the NO m olecule. The constants in  th e  electronic state  12A  o f the m olecu le, obtained  
from  the analysis extended to relatively  h igh  rotational quantum  numbers, are th e  following: 
B e =  1,9977 cm -1, ae =  0,0198 c m 1, D e =  —6,2 • 10-6 c m '1, ße =  0,3 • 10~6 cm -1, re — 
— 1,063 • 10-8 cm, Ie =  14,0076 • 10-40 g em 2. The c o n se n ts  obtained for th e  ground state  
Х 2П  are in  agreem ent w ith  the data of R . H . G il l e t t e  and H . E y s t e r  [1], w ith in  the margin 
o f  error. The dissociation energy is 6,603 eV , on the basis o f  the rotational analysis, as seen 
later. This value is som ew hat higher (i. e. 6,50 eV) than th a t  m entioned recen tly  in a paper 
b y  G. H e r z b e r g , A. L a g e r q v is t  and E . M ie s c h e r  [2]. F rom  th is the present writer was 
led  to the conclusion th a t the predissociation on the upper electronic state  o f  the ß  bands 
does n ot occur above th e  lev e l v' =  6, as w as suggested b y  several authors b u t there should  
ix is t  in  em ission even the leve l v '  =  7.

§ 1. H isto rica l outline

In  1943, R . S c h m i d  an d  L . G e r ő , those tw o  p ro m in en t p io n eers  of th e  
H u n g a ria n  spectroscop ica l research  w ork , set as th e ir  aim  th e  in te n s iv e  s tu d y  
o f  th e  u ltra v io le t an d  visib le b an d s  o f th e  NO m olecu le , w hich ca n  be p h o to 
g rap h ed  in  a ir. U p to  1943 th e  ro ta tio n a l analysis o f  th e  b an d s in v o lv ed  h ad  
b een  ca rried  ou t o n ly  w ith  th e  p rism  sp ec tro g rap h . The resu lts  issu in g  from  
p h o to g ra p h s  tak en  w ith  prism s, how ever, were n o t  found  a d e q u a te  to  solve 
a  n u m b e r of u n se ttled  questions concern ing  the  N O  m olecule. T h e  p h o to g rap h s  
o f 1943 w ere tak en  w ith  a 6,5 m  g ra tin g  sp ec tro g rap h . A fter th e  su d d e n  dea th  
o f  R . S c h m i d  in  1943, L. G e r ő  p u b lish ed  tw o s h o r t  in fo rm ativ e  p ap ers  [3],
[4] on th e  p h o to g rap h in g  of th e  b a n d s  of the  N O  m olecule. A p a r t  from  th e  
d e sc rip tio n  of th e  ex p e rim en ta l a rran g em en t, th e se  papers d ea l m a in ly  w ith  
th e  sc ien tific  conclusions d raw n from  th e  analysis  o f th e  b a n d s  developed 
to  h igh  ro ta tio n a l q u a n tu m  n u m b ers . These conclusions concern  th e  energy 
s ta te s  o f th e  NO m olecule. Since in  1943 the v ib ra tio n a l levels o f  th e  upper 
e lec tro n ic  s ta te s  o f th e  ß  b an d s h a d  been know n o n ly  up  to  v' =  4 , G e r ő ’ s 

conclusions in  re la tio n  to  th e  d issoc ia tion  en erg y  o f  th e  NO m olecu le  call 
fo r m o d ifica tio n . Since th e n  it  h a s  becom e well k n o w n  th a t  th e  v’ =  5 and  
V =  6 levels of th e  B 2IJ  s ta te  can  also be excited  in  em ission [5], [6], [7], [8].

I n  a d d i t i o n  t o  t h e  у  b a n d s ,  s o m e  e a n d  ß  b a n d s  a p p e a r e d  a s  w e l l  o n  

t h e  p l a t e s  o f  S c h m i d  a n d  G e r ő ,  t h e  r o t a t i o n a l  a n a l y s i s  o f  w h i c h  i s  i n c l u d e d
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in  th e  d isse rta tio n  o f C. F . S z i l y  [9] an d  C. B a l l e n e g g e r  [10]. The p ap e r 
m e n tio n e d  inform s us o f  th e  p h o to g rap h in g  o f y  b a n d s  and  o f th e  execution  
o f th e  ro ta tio n a l an a ly sis , b u t th e  p u b lica tio n  o f  th e  analysis co u ld , not be 
ca rried  o u t. L. G erő d isap p ea red  in  1945 and  th e  p a p e r  he w as p rep arin g  is 
lik e ly  to  have  been  d es tro y ed  ow ing to  th e  d e v a s ta tio n s  of th e  w a r . H ow ever, 
on th e  basis o f a m a n u sc r ip t w hich h as  been d isco v ered  J .  V a l a t i n  published 
[11] th e  ro ta tio n a l an a lysis  o f th re e  y b an d s , th e ir  p red issocia tions found 
o n  th e  sp ec tru m  a n d  suggestions, now  to  be m o d ified  — as I h a v e  m entioned  
befo re  — concern ing  th e  d isso c ia tio n  energy o f N O .

Since 1943, quite naturally, a considerable num ber of papers have been 
published on the bands of the NO m olecule and th e  rotational analysis of a 
good m any bands have been carried out by the Japanese researcher O gawa [7]. 
N o such paper has been published, however, w hich would have contained as 
m any y  bands w ith  as high rotational quantum  numbers as th e  analysis 
of S c h m i d  and Gerő . The re-discovery o f these invaluable records could have 
been o f high im portance w ith regard to the ex a ct calculation o f  rotational 
constants and the stu d y  of predissociation phenom ena.

§ 2 . A nalysis

F rom  th e  p h o to g ra p h s  an d  m an u sc rip ts  fo u n d  am ong th e  ru in s  it  was 
possib le  to  m ake u p  a co llection  o f  d a ta , th e  p a r t ia l  ro ta tio n a l analysis  of 18 
b a n d s , an d  sp ec tro g ram s m ade in  a ll sp ec tru m  ran g es  w ith  th e  exception  of 
th e  S ch u m an n -ran g e .

T he p re sen t p a p e r  inc ludes th e  ro ta tio n a l analysis o f  16 y  bands, 
w ith  th e  om ission o f  th e  d a ta  [11] a lread y  p u b lish e d . These b a n d s  are as 
follow s :

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5)
(1.1) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2.2) (2,3) (2,7)
(3,4) (3,5)

F irs t o f all i t  w as asce rta in ed  in  th e  follow ing w ay  how th e  m anuscrip ts  
a n d  sp ec tro g ram s fo u n d  co rresponded  to  each o th e r  one of m y  co-workers 
re -m easu red  th e  lines o f  th e  (0,2) b a n d  and  d e te c te d  th e  b ran ch es ; th en  th e  
re su lts  o b ta in ed  in  th is  w ay  w ere com pared  w ith  th e  d a ta  fo u n d . The agree
m en t was excellen t. A fte r  th is  I  p rep a red  th e  so-called  Loom is an d  W ood 
d iag ram  [12] for a ll b an d s . B y m ean s o f th is  I  succeeded , on th e  one hand , in  
check ing  th e  co rrec tn ess  of th e  analy sis  a lread y  d one  and , on th e  o th e r han d , 
I  w as ab le to  e x te n d  a good m a n y  b ran ch es to w a rd s  h igher q u a n tu m  num bers. 
T h e  f irs t  p a r t  o f th e  (0,5) b a n d  w as n o t to  be fo u n d  in  th e  co llec tion  of d a ta .
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T he gap  has been  filled  b y  su p p le m e n ta ry  m easu rem en t a n d  th e  an a ly s is  
ex ten d ed  to w ard s th e  b a n d -h ead  as w ell. T h e  °P 12 b ran ch  h a d  to  be su p p lied  
in  its  e n tire ty . F u r th e r  b ran ch es m issing  w ere th e  °P 12 a n d  sf?21 in  th e  (1,5) 
b an d , th e  SK 21 in  th e  (2,7) b a n d  an d  th e  Р г an d  R 2 in  th e  (3,4) b an d , a ll a re  
now  being  fu lly  supp lied . In  th e  follow ing T ab les th e  d a ta  o f  S c h m i d  an d  G e r o  

are  g iven  in  R o m an  ty p e  an d  th o se  c a lc u la ted  recen tly  b y  th e  p resen t a u th o r  
in  ita lic s . T he correctness o f th e  su p p lem en ts  have  been checked  by  en la rg ed  
copies m ad e  from  th e  p la te s , a p a r t  from  th e  com parison  o f  co m b in a tio n  d if
ferences.

T h ro u g h  th e  analysis com pleted  in  th is  w ay , I  h a v e  ca lcu la ted  th e  
ro ta tio n a l co n stan ts . The c o n s ta n ts  re la tin g  to  th e  g round s ta te  Х 2П  co rrespond  
to  th e  d a ta  of G i l l e t t e  an d  E y s t e r  [ 1 ]  w ith in  a perm issib le  m arg in  o f e rro r . 
T he follow ing co n stan ts  h av e  been o b ta in e d  for th e  e lec tro n ic  s ta te  A 2S  ' r

B'e =  1,9977 cm “ 1 
a 'e  — 0,0198 cm- 1  

D'e =  —6 ,2 .1 0 “ « c m 1 
ß'e =  0 ,3 .1 0 -«  c m “ 1 
t* =  1,0630 • 10 8 cm  
r e =  14,0076 • 10 40 g cm 2 .

§ 3. D issociation  E nergy

A ccord ing  to  th e  d isse rta tio n s  m e n tio n e d  [9], [10], in  prev ious re p o r ts
[3], [4] a n d  V a l a t i n ’s p u b lica tio n  [11] th e  d issociation  en e rg y  of th e  N O  
m olecule h a d  been  d e te rm in ed  b y  S c h m i d  an d  G e r ő  as 4 ,29  eV. T h is w as 
based  on th e  fac t th a t  th e  ß  b an d s cease to  ex ist above v '  =  4 ow ing to  
p red issoc ia tion . S c h m i d  a n d  G e r ő  o b se rv ed  p red issocia tion  on th e  y  b a n d s  
a t  th e  en erg y  value 53750 cm  x. T he d ifference  betw een  th e  tw o  p red isso c ia tio n  
lim its  co rresp o n d ed  to  th e  energy  d ifference betw een  th e  a to m ic  te rm  c o m b i
n a tio n s  N(*S) -f- 0 (1D) an d  N ( 2D) 0 (3P ). T he co o rd in a tio n  of th e  ab o v e
a to m ic  te rm  com binations a n d  p red isso c ia tio n s seem ed to  be obvious. T h u s  
th e  a to m ic  te rm  co m b in a tio n  iV(4S) -)- 0 (3P) ly ing  low er b y  15868 cm  1 
th a n  th e  a tom ic  te rm  co m b in a tio n  iV(4S) -)- 0 ( ]D), has b een  placed to  an  
energy  level corresponding  to  4,28 eV. T he so-called acc id en ta l p red isso c ia tio n  
p henom ena  [4], [10], [11], [13], [14], a lleged ly  arising in  th e  ro ta tio n a l s t ru c 
tu re  o f th e  y  b an d s, w ere also in te rp re te d  as p red issoc ia tion  o f th e  ß  b a n d s  
occurring  above v' — 4.

In  th e  m ean tim e, how ever, p h o to g ra p h s  were ta k e n  [5], [6], [7], [8] 
o f such ß  b an d s  whose u p p e r v ib ra tio n a l levels are v '  =  5 and  v '  =  6. 
E v e n  th ro u g h  a carefu l s tu d y  of th e  sp e c tru m , I could n o t f in d  a sa tis fa c to ry  
co n firm a tio n  of th e  ex istence  of th e  p h en o m en a  ex p la in ed  b y  ac c id e n ta l 
p red issoc ia tion .
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O n th e  basis  of th e  b reak in g -o ff of th e  v ib ra tio n a l te rm s  of th e  ß  b a n d s  
a t  v' =  6 as w ell as b y  ta k in g  accoun t o f  th e  d issocia tion  energy of th e  N 2 
m olecule, M. B r o o k  and  J .  K a p l a n  [6 ]  h a v e  fixed  th e  lim it  of p red issoc ia tion  
a t  6,48 eV . T h is  value w as accep ted  b y  sev era l a u th o rs . T he p red isso c ia tio n  
w as ascribed  to  th e  in te ra c tio n  of th e  rep u ls iv e  te rm  2E  *" arising  from  th e  
a to m ic  te rm  co m b in a tio n  iV(4S) 0 (3P )  p laced  on th a t  energy  level.

v0+B'K(K+n A 2Z +

F ig. 1. R ota tio n a l term series o f  the electronic sta tes A 2F+ and Л2/ /  o f  the NO m olecule

F ig . 1. show s th e  te rm  series of y a n d  ß bands p lo tte d  against K (K  +  1) 
d ra w n  in  a con tinuous lin e , to  th e  q u a n tu m  n u m b er I  co u ld  reach  in  th e  course  
o f  th e  an a ly sis . The b reak in g -o ff  of th e  ro ta tio n a l te rm s  in  th e  y b an d s  in d i
ca tes  q u ite  c lea rly  th e  lim itin g  curve o f d issocia tion . As is seen, th e  lim itin g  
cu rv e  in te rse c ts  th e  e n e rg y  axis a t  53 266 cm  1 w h ich  corresponds to  6,603 
eV . This v a lu e  m ay  d e v ia te  — acco rd in g  to  m y  ca lcu la ito n s — from  th e  
d isso c ia tio n  en erg y  o f N O  b y  no m ore th a n  0,04 eV  ( ^ 3 0 0  cm “ 1), in a sm u c h  
as th e  above energy  v a lu e  belonging to  th e  above p o in t of in te rsec tio n  is th e  
low er lim it fo r th e  d isso c ia tio n  lim it [15]. As is seen from  th e  F igu re , a p a r t
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from  th is  v a lue  o f d issociation  th e re  m ay  ex ist in  em ission th e  v ib ra tio n a l 
level v' =  7 o f th e  ß b an d s .

F ig . 2. shows th e  position  o f th e  v ib ra tio n a l levels in  th e  ex c ited  e lec tro 
nic s ta te s  o f th e  NO m olecule w ith  th e  atom ic  te rm  co m bina tion  co o rd in a ted  
to  th e  p red issoc ia tion  lim it.

cm '1
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Fig. 2. The excited  energy levels o f th e  NO molecule

I  f e e l  d e e p l y  o b l i g e d  t o  p a y  t h e  t r i b u t e  o f  r e s p e c t  t o  m y  b e l o v e d  m a s t e r s ,  

R .  S c h m i d  a n d  L. G e r ő .

I shou ld  like to  express m y  th a n k s  to  E d i t  K o c z k á s  an d  L. C s á s z á r  

fo r th e ir  help and  assistance  in  th e  tiresom e w ork  o f ca lcu la tion .

* According to the paper [2] o f  G. H er z b e r g , A. L a g erq v ist  and E. M ie s c h e r  the 
C  state  is not but 2TJ.

9 Acta Physica IX/I—2
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НОВЫЙ ВРАЩ АТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ у  —  ПОЛОС NO МОЛЕКУЛЫ
И. ДЕЖ И

Р е з ю м е

Настоящая работа содержит вращательный анализ 16 полос у  системы N 0  мо
лекулы. Постоянные А227 в электронном состоянии молекулы получены из анализа, рас
ширенного на высокие вращательные квантовые числа, следующие :

В е =■■ 1,9977 c m 1 а е =  0,0198 cm"1 D e =  —  6,2 ■ 10'6 cm '1,
ße =  0,3 • IO'6 cm -1 г e -  1,063 ■ 10-8 cm I e =  14,0076 • 10'4" g. cm2.

Постоянные получены для основного состояния Х 2П  совпадают с данными Р. Г. Жилета 
и Г. Эйстера [ 1 ] в пределах ошибок. Энергия диссоциации, как показывается в дальней
шем, на основе вращательного анализа, составляет 6,603 eV. Это значение выше, чем 
данное недавно в работе Г. Герцберга, А. Лагеркиста и Е. Мищера [2 ] (т. е. 6,50 eV). 
Автор делает из этого вывод, что предиссоциации на высших электронных состояниях 
ß  полос не происходит выше уровня v '  =  6, как это было предсказано некоторыми 
авторами, а в эмиссии должен существовать »' =  7.
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Table 1

(0,0) - / - b a n d  o f  N O

J " P a P2 Qs R , P, Qi Hi SH21

% ____ ____ _ 4 4  1 9 9 ,2 1 4 4  2 0 3 ,4 9
4 4  0 7 4 ,2 6 4 4  0 7 8 ,5 9 4 4  0 8 6 ,1 5 — 4 4 1 9 4 ,2 9 1 9 7 ,9 8 2 0 6 ,0 3

0 6 9 ,6 0 0 7 7 ,9 5 0 8 9 ,5 6 4 4  1 0 5 ,7 2 1 8 9 ,8 0 1 9 7 ,9 8 2 0 9 ,6 9
0 6 5 ,4 0 0 7 7 ,5 8 0 9 3 ,3 9 1 1 3 ,5 2 1 8 6 ,0 7 1 9 7 ,9 8 2 1 3 ,8 1
0 6 1 ,7 7 0 7 7 ,9 5 0 9 7 ,6 8 1 2 1 ,5 2 1 8 3 ,0 2 1 9 9 ,2 1 2 1 8 ,5 5

5 % 0 5 8 ,8 0 0 7 8 ,5 9 1 0 2 ,7 2 1 3 0 ,4 2 1 8 0 ,5 8 2 0 0 ,1 3 2 2 3 ,9 5 4 4  2 5 2 ,0 5
0 5 6 ,4 9 0 8 0 ,3 2 1 0 8 ,1 7 1 4 0 ,1 3 1 7 8 ,5 3 2 0 2 ,3 6 2 3 0 ,2 3 2 6 1 ,7 9
0 5 4 ,2 2 0 8 2 ,3 3 1 1 4 ,1 5 1 4 9 ,8 3 1 7 7 ,2 8 2 0 4 ,9 6 2 3 6 ,8 6 2 7 2 ,4 9
0 5 2 ,7 8 0 8 4 ,8 3 1 2 0 ,7 1 1 6 0 ,4 6 1 7 6 ,8 5 2 0 8 ,3 8 2 4 4 ,3 0 2 8 3 ,2 8
0 5 2 ,0 3 0 8 7 ,9 8 1 2 7 ,6 8 1 7 1 ,1 9 1 7 6 ,8 5 2 1 2 ,2 5 2 5 2 ,0 5 2 9 5 ,7 9

1 0 % 0 5 2 ,0 3 0 9 1 ,5 6 1 3 5 ,3 1 1 8 3 ,0 2 1 7 7 ,2 8 2 1 7 ,0 0 2 6 0 ,9 3 3 0 8 ,2 2
0 5 2 ,0 3 0 9 5 ,7 0 1 4 3 ,4 4 1 9 4 ,9 3 1 7 8 ,5 3 2 2 2 ,2 4 2 6 9 ,9 2 3 2 1 ,3 8
0 5 2 ,7 8 1 0 0 ,4 5 1 5 2 ,1 7 2 0 7 ,8 1 1 8 0 ,5 8 2 2 8 ,0 0 2 7 9 ,6 5 3 3 5 ,2 2
0 5 4 ,2 2 1 0 5 ,7 2 1 6 1 ,3 2 2 2 0 ,7 8 1 8 3 ,0 2 2 3 4 ,4 7 2 9 0 ,1 2 3 4 9 ,5 1

1 5 %
0 5 6 ,1 6 1 1 1 ,5 0 1 7 1 ,1 9 2 3 4 ,4 7 1 8 6 ,0 7 2 4 1 ,6 8 3 0 1 ,1 7 3 6 5 ,0 0
0 5 8 ,3 3 1 1 7 ,8 4 1 8 1 ,3 8 2 4 9 ,1 0 1 8 9 ,8 0 2 4 9 ,1 0 3 1 2 ,8 2 3 8 0 ,2 1
0 6 1 ,3 0 1 2 4 ,7 4 1 9 2 ,1 8 2 6 4 ,2 4 1 9 4 ,2 9 2 5 7 ,5 4 3 2 5 ,1 2 3 9 6 ,6 0
0 6 4 ,6 6 1 3 2 ,1 6 2 0 3 ,4 9 2 7 8 ,9 6 1 9 9 ,2 1 2 6 6 ,4 4 3 3 7 ,9 7 4 1 3 ,0 5
0 6 8 ,6 9 1 4 0 ,1 3 2 1 5 ,4 6 2 9 4 ,3 8 2 0 4 ,9 6 2 7 5 ,9 8 3 5 1 ,4 6 4 3 0 ,5 6

2 0 %
0 7 3 ,2 1 1 4 8 ,6 8 2 2 8 ,0 0 3 1 1 ,1 3 2 1 1 ,2 1 2 8 6 ,1 0 3 6 5 ,5 5 4 4 8 ,6 5
0 7 8 ,5 9 1 5 7 ,7 3 2 4 1 ,1 3 3 2 8 ,2 2 2 1 7 ,7 3 2 9 6 ,8 7 3 8 0 ,2 1 4 6 7 ,1 6
0 8 4 ,3 3 1 6 7 ,3 1 2 5 4 ,5 2 3 4 5 ,8 6 2 2 5 ,2 6 3 0 8 ,2 2 3 9 5 ,5 6 4 8 6 ,4 1
0 9 0 ,2 8 1 7 7 ,2 8 2 6 8 ,6 5 3 6 3 ,6 1 2 3 3 ,2 4 3 2 0 ,2 8 4 1 1 ,5 1 5 0 6 ,1 3
0 9 7 ,1 8 1 8 8 ,1 6 2 8 3 ,2 8 3 8 2 ,3 1 2 4 1 ,6 8 3 3 2 ,9 2 4 2 8 ,0 1 5 2 6 ,7 5

2 5 %
1 0 4 ,5 9 1 9 9 ,2 1 2 9 8 ,5 6 4 0 1 ,4 5 2 5 1 ,3 1 3 4 5 ,8 6 4 4 5 ,0 5 5 4 7 ,8 0
1 1 2 ,3 4 2 1 1 ,2 1 3 1 4 ,3 5 4 2 1 ,0 2 2 6 0 ,9 3 3 5 9 ,8 1 4 6 2 ,7 1 5 6 9 ,8 6
1 2 0 ,7 1 2 2 3 ,9 5 3 3 0 ,6 2 4 4 1 ,2 6 2 7 1 ,5 3 3 7 4 ,1 2 4 8 1 ,2 6 5 9 1 ,5 3
1 2 9 ,9 8 2 3 6 ,8 6 3 4 7 ,4 5 4 6 2 ,0 7 2 8 2 ,6 9 3 8 9 ,2 3 5 0 0 ,0 9 6 1 4 ,4 1
1 4 0 ,1 3 2 5 0 ,1 7 3 6 5 ,0 0 4 8 3 ,4 0 2 9 4 ,3 8 4 0 4 ,7 7 5 1 9 ,4 7 6 3 7 ,8 5

3 0 %
1 4 9 ,8 3 2 6 4 ,2 4 3 8 2 ,9 3 5 0 5 ,2 4 3 0 6 ,5 7 4 2 1 ,0 2 5 3 9 ,7 4 6 6 1 ,8 6
1 6 0 ,4 6 2 7 8 ,9 6 4 0 1 ,4 5 5 2 7 ,7 6 3 1 9 ,6 9 4 3 7 ,7 7 5 6 0 ,3 8 6 8 6 ,5 9

— 2 9 4 ,3 8 4 2 0 ,7 3 5 5 0 ,8 9 3 3 2 ,9 2 4 5 5 ,0 9 5 8 1 ,7 3 7 1 1 ,6 9
1 8 4 ,0 8 3 0 9 ,8 9 4 4 0 ,2 3 5 7 4 ,0 3 3 4 7 ,4 5 4 7 3 ,1 5 6 0 3 ,5 8 7 3 7 ,4 6
1 9 5 ,9 1 3 2 6 ,2 0 4 6 0 ,4 5 5 9 8 ,1 7 3 6 1 ,8 1 4 9 1 ,7 5 6 2 6 ,1 6 7 6 3 ,2 8

3 5 %
3 4 3 ,0 1 4 8 1 ,2 6 6 2 2 ,9 7 3 7 7 ,0 9 5 1 0 ,9 2 6 4 9 ,1 2 7 8 9 ,8 1
3 6 0 ,3 8 5 0 2 ,6 1 6 4 8 ,2 2 3 9 3 ,0 3 5 3 0 ,6 7 6 7 2 ,7 6 8 1 8 ,2 6
3 7 8 ,4 9 5 2 4 ,5 5 6 7 3 ,9 4 4 0 9 ,5 0 5 5 0 ,8 9 6 9 7 ,1 2 8 4 6 ,1 1
3 9 7 ,0 4 5 4 6 ,7 6 7 0 0 ,0 2 4 2 6 ,6 1 5 7 1 ,9 3 7 2 2 ,1 4 8 7 4 ,8 1
4 1 6 ,2 7 5 6 9 ,8 6 7 2 7 ,0 4 4 4 4 ,4 0 5 9 3 ,4 6 7 4 7 ,3 7 9 0 4 ,5 4

4 0 %
4 3 5 ,8 9 5 9 3 ,4 6 7 5 4 ,4 3 4 6 2 ,7 1 6 1 5 ,7 2 7 7 3 ,4 3 9 3 4 ,5 1
4 5 6 ,1 2 6 1 7 ,5 6 7 8 2 ,5 7 4 8 1 ,2 6 6 3 8 ,5 3 7 9 9 ,8 9 9 6 4 ,9 9
4 7 7 ,0 3 6 4 2 ,5 4 8 1 0 ,9 9 5 0 0 ,8 4 6 6 1 ,8 6 827,22 996,37
4 9 8 ,3 7 6 6 7 ,8 7 8 3 9 ,9 7 5 2 0 ,8 4 6 8 5 ,8 2 855,00 —

5 2 0 ,5 0 6 9 3 ,2 9 8 6 9 ,5 7 5 4 1 ,6 0 7 1 0 ,2 7 883,35 45 059,71

4 5 %
5 4 3 ,0 3 7 1 9 ,6 4 9 0 0 ,1 0 5 6 2 ,9 9 7 3 5 ,2 2 912,31 ____

5 6 6 ,3 2 7 4 6 ,7 7 9 3 0 ,8 7 5 8 4 ,7 7 7 6 1 ,1 2 941,90 125,88
5 8 9 ,8 2 7 7 4 ,1 1 9 6 2 ,1 6 6 0 7 ,1 8 7 8 7 ,2 6 971,96 160,13
6 1 4 ,4 1 8 0 2 ,5 2 9 9 4 ,1 6 6 3 0 ,2 4 8 1 4 ,2 1 — 194,26
6 3 8 ,5 3 8 3 0 ,8 8 4 5  0 2 6 ,7 1 6 5 3 ,9 0 8 4 1 ,7 2 45 033,87 229,55

5 0 %
664,30 8 6 0 ,0 7 0 5 9 ,7 1 6 7 7 ,9 3 8 6 9 ,5 7
690,17 8 9 0 ,0 6 0 9 3 ,3 0 7 0 2 ,3 8 8 9 8 ,3 1
717,29 9 2 0 ,2 6 1 2 7 ,0 0 7 2 8 ,0 6 9 2 7 ,6 2
744,53 9 5 1 ,4 2 7 54,43 9 5 7 ,3 8
772,40 983,25 780,99

45 015,54 808,20

9 *
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(9 ,0) y b a n d  o f  NO

J ° p „ p s Q, Ro P i 0 . R 2 SR S,

5 5 %

6 0 %

835,71
864 ,16
8 93 ,03
922 ,68
952,81
9 83 ,25

Table 2

(0,1) у -b a n d  o f  NO

J ° P . . P, Qs R , P, 0 , R l sR aI

% _ — — — ___ 4 2 3 2 2 ,4 2 4 2  3 2 6 ,6 9
4 2  1 9 8 ,0 7 4 2  2 0 1 ,9 6 4 2  2 0 9 ,9 7 4 2  2 2 1 ,8 5 4 2  3 1 7 ,7 4 3 2 1 ,2 9 3 2 9 ,6 7

1 9 3 ,4 3 2 0 1 ,4 4 2 1 3 ,3 6 2 2 9 ,2 5 3 1 3 ,6 4 3 2 1 ,2 9 3 3 3 ,1 1
1 8 9 ,5 8 2 0 1 ,4 4 2 1 7 ,4 0 2 3 7 ,1 5 3 0 9 ,7 4 3 2 1 ,2 9 3 3 7 ,6 3
1 8 6 ,3 2 2 0 1 ,9 6 2 2 1 ,8 5 2 4 5 ,8 8 3 0 6 ,8 5 3 2 2 ,4 2 3 4 2 ,4 6

5 % 7 8 3 ,5 6 2 0 3 ,0 8 2 2 7 ,1 2 2 5 4 ,6 6 3 0 4 ,6 3 3 2 4 ,3 4 3 4 8 ,0 2
1 8 1 ,1 9 2 0 4 ,7 9 2 3 2 ,8 0 2 6 4 ,5 0 3 0 2 ,8 8 3 2 6 ,6 9 3 5 4 ,3 7 4 2  3 8 6 ,2 1
1 7 9 ,4 5 2 0 7 ,1 8 2 3 9 ,1 1 2 7 4 ,7 1 3 0 1 ,8 1 3 2 9 ,6 7 3 6 1 ,2 0 3 9 7 ,0 8
1 7 8 ,3 1 2 0 9 ,9 7 2 4 5 ,8 8 2 8 5 ,4 9 3 0 1 ,8 1 3 3 3 ,1 1 3 6 8 ,9 1 4 0 8 ,3 2
1 7 7 ,7 4 2 1 3 ,3 6 2 5 3 ,3 6 2 9 6 ,8 9 3 0 1 ,8 1 3 3 7 ,6 3 3 7 7 ,1 1 4 2 0 ,8 3

1 0 % 1 7 7 ,7 4 2 1 7 ,4 0 2 6 1 ,3 8 3 0 8 ,9 5 3 0 2 ,8 8 3 4 2 ,4 6 3 8 6 ,2 1 4 3 3 ,5 2
1 7 8 ,3 1 2 2 1 ,8 5 2 6 9 ,6 9 3 2 1 ,2 9 3 0 4 ,6 3 3 4 8 ,0 2 3 9 5 ,4 6 4 4 7 ,3 5
1 7 9 ,4 5 2 2 7 ,1 2 2 7 8 ,7 3 3 3 4 ,5 1 3 0 6 ,8 5 3 5 4 ,3 7 4 0 5 ,7 8 4 6 1 ,4 7
1 8 1 ,1 9 2 3 2 ,8 0 2 8 8 ,5 1 3 4 8 ,0 2 3 0 9 ,7 4 3 6 1 ,2 0 4 1 6 ,5 1 4 7 6 ,3 2
1 8 3 ,5 6 2 3 9 ,1 1 2 9 8 ,8 9 3 6 2 ,1 9 3 1 3 ,6 4 3 6 8 ,9 1 4 2 8 ,4 8 4 9 1 ,8 6

1 5 % 1 8 6 ,3 2 2 4 5 ,8 8 3 0 9 ,7 4 3 7 7 ,1 1 3 1 7 ,7 4 3 7 7 ,1 1 4 4 0 ,5 6 5 0 7 ,5 4
1 8 9 ,8 2 2 5 3 ,3 6 3 2 1 ,2 9 3 9 2 ,3 5 3 2 2 ,4 2 3 8 6 ,2 1 4 5 3 ,4 5 5 2 4 ,6 5
1 9 4 ,1 4 2 6 1 ,3 8 3 3 3 ,1 1 4 0 8 ,3 2 3 2 8 ,2 7 3 9 5 ,4 6 4 6 7 ,2 6 5 4 2 ,5 6
1 9 8 ,8 4 2 7 0 ,1 0 3 4 5 ,5 6 4 2 4 ,8 8 3 3 4 ,5 1 4 0 5 ,7 8 4 8 1 ,1 2 ___

2 0 4 ,2 2 2 7 9 ,3 9 3 5 8 ,7 4 4 4 1 ,9 8 3 4 1 ,2 9 4 1 6 ,5 1 4 9 5 ,9 2 ___

2 0 % 2 0 9 ,9 7 2 8 9 ,2 5 3 7 2 ,4 6 4 5 9 ,5 4 3 4 8 ,6 3 4 2 7 ,9 0 5 1 1 ,3 2 5 9 8 ,1 5
2 1 6 ,5 0 2 9 9 ,6 2 3 8 6 ,7 4 4 7 7 ,9 9 3 5 7 ,1 3 4 4 0 ,0 7 5 2 7 ,3 6 6 1 8 ,4 0
2 2 3 ,4 5 3 1 0 ,6 0 4 0 1 ,7 9 4 9 6 ,7 7 3 6 5 ,8 9 4 5 2 ,7 6 5 4 4 ,1 9 6 3 8 ,9 9
2 3 1 ,1 4 3 2 2 ,4 2 4 1 7 ,1 9 5 1 6 ,2 7 3 7 5 ,1 4 4 6 6 ,1 0 5 6 1 ,4 1 6 6 0 ,4 3
2 3 9 ,1 1 3 3 4 ,5 1 4 3 3 ,5 2 5 3 6 ,2 8 3 8 5 ,3 8 4 8 0 ,2 5 5 7 9 ,4 2 6 8 2 ,2 8

2 5 % 2 4 8 ,2 3 3 4 7 ,1 9 4 5 0 ,0 7 5 5 6 ,8 1 3 9 6 ,0 0 4 9 4 ,8 6 5 9 8 ,1 5 7 0 4 ,8 3
2 5 7 ,6 3 3 6 0 ,4 9 4 6 7 ,2 6 5 7 7 ,9 5 4 0 7 ,5 6 5 1 0 ,2 0 6 1 7 ,4 5 7 2 7 ,9 0
2 6 7 ,5 4 3 7 4 ,4 7 4 8 5 ,3 2 5 9 9 ,9 3 4 1 9 ,7 6 5 2 6 ,2 9 6 3 7 ,3 0 7 5 1 ,7 3

3 8 9 ,0 3 5 0 3 ,7 3 6 2 2 ,3 4 4 3 2 ,2 9 5 4 2 ,5 6 6 5 7 ,8 8 7 7 6 ,3 1
4 0 4 ,1 3 5 2 2 ,8 0 6 4 5 ,2 5 4 4 5 ,5 7 5 6 0 ,0 4 6 7 9 ,0 0 8 0 1 ,2 0

3 0 % 4 1 9 ,7 6 5 4 2 ,5 6 6 6 8 ,8 5 4 5 9 ,5 4 5 7 7 ,9 5 7 0 0 ,8 2 8 2 7 ,0 8
4 3 6 ,1 1 5 6 2 ,7 6 6 9 2 ,9 8 4 7 4 ,0 6 5 9 6 ,4 8 7 2 3 ,2 6 8 5 3 ,0 4
4 5 2 ,7 6 5 8 3 ,5 2 7 1 7 ,7 1 4 8 9 ,3 3 6 1 5 ,5 7 7 4 6 ,2 1 8 8 0 ,0 9
4 7 0 ,5 4 6 0 4 ,9 2 7 4 3 ,0 3 5 0 5 ,2 8 6 3 5 ,4 1 7 6 9 ,8 1 9 0 7 ,2 0
4 8 8 ,7 7 6 2 7 ,0 3 7 6 9 ,1 2 5 2 1 ,8 0 6 5 5 ,5 5 7 9 4 ,0 7 —

3 5 % 5 0 7 ,5 4 6 4 9 ,6 5 7 9 5 ,3 3 5 3 8 ,9 4 6 7 6 ,8 5 8 1 9 ,1 6 9 6 4 ,5 4
5 2 7 ,3 6 6 7 2 ,9 2 8 2 2 ,4 6 5 5 6 ,8 1 6 9 8 ,6 7 8 4 4 ,5 8 9 9 4 ,0 3
5 4 6 ,6 9 6 9 6 ,7 0 8 5 0 ,0 7 5 7 5 ,0 7 7 2 1 ,0 7 8 7 0 ,7 0 4 3  0 2 3 ,9 3
5 6 7 ,2 7 7 2 1 ,0 7 8 7 8 ,3 1 5 9 4 ,1 9 7 4 3 ,7 0 8 9 7 ,5 5 0 5 4 ,5 2
5 8 8 ,3 4 7 4 6 ,2 1 9 0 7 ,2 0 6 1 3 ,8 0 7 6 7 ,2 7 9 2 4 ,9 4 0 8 5 ,9 0

4 0 % 6 1 0 ,0 6 7 7 1 ,8 6 9 3 6 ,6 7 6 3 4 ,2 1 7 9 1 ,3 8 9 5 2 ,8 4 1 1 7 ,8 8
6 3 2 ,5 0 7 9 7 ,9 2 9 6 6 ,6 7 6 5 5 ,5 5 8 1 6 ,2 3 9 8 1 ,4 8 1 5 0 ,2 8
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(0,1) у -band of NO

J °P.2 P2 Q. r 2 Pi Qi R i sR21

6 5 5 ,5 5 8 2 4 ,7 2 9 9 7 ,2 1 6 7 6 ,8 5 8 4 1 ,5 5 4 3  0 1 0 ,8 3 1 8 3 ,3
6 7 9 ,0 0 8 5 2 ,0 3 4 3 0 2 8 ,4 3 6 9 8 ,6 7 8 6 7 ,6 1 0 4 0 ,4 8 2 1 6 ,6
7 0 3 ,1 9 8 8 0 ,0 9 0 6 0 ,4 0 7 2 2 ,0 6 8 9 4 ,3 2 0 7 1 ,0 7
7 2 7 ,9 0 9 0 8 ,6 7 0 9 2 ,5 8 7 4 5 ,2 2 9 2 1 ,6 3 1 0 2 ,1 9
7 5 3 ,2 8 9 3 7 ,8 8 1 2 5 ,4 6 7 6 9 ,1 2 9 4 9 ,5 1 1 3 3 ,8 7
7 7 9 ,3 5 9 6 7 ,6 1 1 5 8 ,9 6 7 4 9 ,0 7 9 7 7 ,0 7 1 6 6 ,1 1
8 0 5 ,8 2 9 9 7 ,9 9 1 9 3 ,0 0 8 1 9 ,1 6 4 3  0 0 7 ,0 7 1 9 9 ,1 4
8 3 2 ,9 9 4 3  0 2 8 ,7 8 2 2 7 ,8 5 8 4 5 ,2 7 0 3 6 ,8 4 2 3 2 ,8 4

5 0  У2 8 6 0 ,9 2 0 6 0 ,4 0 2 6 3 ,5 6 8 7 1 ,8 8 0 6 7 ,1 7 2 6 6 ,8 4
8 8 9 ,1 4 0 9 2 ,5 8 2 9 9 ,4 2 9 9 9 ,1 0 0 9 8 ,1 7 3 0 1 ,8 0
9 1 8 ,1 2 1 2 5 ,4 6 3 3 5 ,7 9 9 2 6 ,9 0 1 2 9 ,8 4 3 3 7 ,0 0
9 4 7 ,7 3 1 5 8 ,9 6 373,64 9 5 5 ,3 1 1 6 1 ,9 6 3 7 3 ,6 4
9 7 7 ,9 7 1 9 3 ,0 0 411,16 9 8 4 ,3 3 1 9 4 ,9 2 4 1 0 ,2 3

5 5 ^ 2 4 3  0 0 8 ,6 6 2 2 7 ,8 5 449,57 4 3  0 1 4 ,0 1 2 2 8 ,2 7 4 4 7 ,7 2
0 4 0 ,4 8 2 6 2 ,6 8 488,62 0 4 4 ,3 7 2 6 2 ,6 8 4 8 5 ,2 3
0 7 2 ,2 0 2 9 8 ,4 9 528,13 0 7 5 ,3 2 2 9 7 ,3 0 5 2 3 ,7 0
1 0 4 ,8 4 3 3 4 ,8 6 568,23 1 0 6 ,8 0 3 3 2 ,4 9 5 6 2 ,9 1
1 3 8 ,0 8 3 7 2 ,5 7 608,94 1 3 8 ,9 6 3 6 9 ,1 2 6 0 2 ,4 3

6 0 y 2 1 7 1 ,8 2 4 1 0 ,2 3 650,29 1 7 1 ,8 2 4 0 5 ,6 1 6 4 2 ,8 4
2 0 6 ,2 9 4 4 8 ,5 7 692,25 2 0 5 ,3 2 4 4 2 ,7 1 6 8 3 ,8 6
2 4 1 ,6 1 4 8 7 ,0 1 734,44 2 3 9 ,4 3 4 8 0 ,3 7 7 2 5 ,0 3
2 7 7 ,1 6 5 2 6 ,5 2 777,87 2 7 4 ,0 3 5 1 8 ,7 9 7 6 7 ,3 5
3 1 3 ,1 0 5 6 6 ,4 5 821,70 3 0 9 ,3 4 5 5 7 ,7 9 8 1 0 ,0 8

6 5  y 2 3 5 1 ,2 0 6 0 7 ,0 5 865,91 3 4 5 ,1 5 5 9 7 ,3 5
3 8 8 ,4 9 6 4 8 ,2 5 910,73 6 3 7 ,2 8
4 2 6 ,5 6 6 9 0 ,6 7 956,06 6 7 8 ,5 7
4 6 5 ,2 3 7 3 2 ,5 8 44002,59 7 2 0 ,0 7
5 0 4 ,8 7 7 7 5 ,7 4 049,19 7 6 2 ,1 2

7 0  y 2 5 4 4 ,6 1 8 1 9 ,2 8 8 0 5 ,0 3
5 8 5 ,2 7 8 6 3 ,4 7 8 4 8 ,0 2
6 2 6 ,5 2 9 0 8 ,3 8 8 9 1 ,9 7
6 6 8 ,1 5 9 5 4 ,0 7 9 3 6 ,6 1
7 1 0 ,7 8 4 4  0 0 0 ,0 3 9 8 1 ,6 0

7 5  У2 7 5 3 ,5 6
7 9 7 ,1 8

0 4 6 ,8 2 4 4  0 2 7 ,6 0

Table 3

(0,2) у -band of NO

J °p„ P* Os R„ p. 0, R, SR S1

y2
40 349,30 40 353,57 40 361,24 40 373,73

— —
40 481,18

—

344,83 353,11 364,78 381,56 40 464,55 — 485,15 _

341,07 353,11 369,05 388,87 461,18 40 473,30 489,13 —

337,62 353,57 373,73 397,65 458,36 474,38 494,40 —

5 У2 335,20 355,02 379,03 406,56 456,40 476,17 500,22 40 528,25
333,24 356,83 384,80 516,81 454,92 478,95 506,90 538,62
331,80 359,53 391,51 427,44 454,35 482,13 514,01 549,71
330,91 362,74 398,59 438,32 454,35 486,00 521,97 561,39
330,91 366,52 406,46 450,16 454,92 490,59 530,53 572,95ioy2 330,91 370,96 414,76 462,53 456,40 495,90 540,04 587,06
331,80 376,08 423,75 475,49 458,36 501,94 549,71 601,09
333,72 381,56 433,33 489,13 461,18 508,70 560,55 616,07
336,05 387,90 443,56 503,26 464,55 516,12 571,83 631,37
338,88 394,62 454,35 517,90 468,71 524,19 584,03 647,391514 342,50 402,17 465,79 533,50 473,30 533,05 596,59 664,09
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(0,2) у -band of NO

J Op*12 P2 Q, r „ P, 0 , R i SR „

3 4 6 ,5 2 4 1 0 ,2 5 4 7 7 ,8 7 5 4 9 ,5 1 4 7 8 ,9 5 5 4 2 ,4 3 6 1 0 ,1 6 6 8 1 ,2 3
3 5 1 ,2 4 4 1 8 ,9 4 4 9 0 ,5 9 5 6 5 ,9 6 4 8 5 ,1 5 5 5 2 ,5 2 6 2 4 ,3 9 6 9 9 ,5 1
3 5 6 ,8 3 4 2 8 ,3 1 5 0 3 ,7 2 5 8 3 ,2 4 4 9 2 ,0 2 5 6 3 ,2 3 6 3 8 ,8 7 7 1 8 ,2 8
3 6 2 ,7 4 4 3 8 ,3 2 5 1 7 ,9 0 6 0 1 ,0 9 4 9 9 ,7 9 5 7 4 ,8 2 6 5 4 ,5 2 7 3 7 ,5 9

2 0 % 3 6 9 ,0 5 4 4 8 ,7 5 5 3 2 ,3 7 6 1 9 ,4 7 5 0 7 ,9 2 5 8 7 ,0 6 6 7 1 ,1 2 7 5 7 ,7 2
3 7 6 ,6 5 4 5 9 ,9 8 5 4 7 ,4 6 6 3 8 ,8 7 5 1 6 ,7 7 5 9 9 ,9 3 6 8 7 ,4 4 7 7 8 ,3 7
3 8 4 ,8 0 4 7 1 ,7 1 5 6 3 ,2 3 6 5 8 ,2 4 5 2 6 ,4 6 6 1 3 ,4 8 7 0 4 ,9 8 7 9 9 ,9 4
3 9 2 ,9 6 4 8 4 ,2 0 5 7 9 ,5 2 6 7 8 ,5 5 5 3 6 ,7 6 6 2 7 ,7 9 7 2 3 ,1 0 8 2 1 ,9 6

2 5 %
4 0 2 ,1 7 4 9 7 ,3 8 5 9 6 ,5 9 6 9 9 ,5 1 5 4 7 ,4 6 6 4 2 ,7 3 7 4 1 ,9 2 8 4 4 ,7 4
4 1 1 ,8 5 5 1 1 ,0 3 6 1 3 ,9 5 7 2 0 ,9 3 5 5 9 ,3 5 6 5 8 ,2 4 7 6 1 ,4 9 8 6 8 ,2 3
4 2 2 ,1 5 5 2 5 ,3 9 6 3 2 ,4 9 7 4 3 ,2 4 5 7 1 ,8 3 6 7 4 ,4 5 7 8 1 ,7 1 8 9 2 ,6 0
4 3 3 ,3 3 5 4 0 ,0 4 6 5 1 ,2 4 7 6 5 ,9 3 5 8 4 ,6 6 6 9 1 ,4 8 8 0 2 ,6 2 9 1 7 ,7 9
4 4 4 ,7 7 5 5 5 ,8 1 6 7 1 ,1 2 7 8 9 ,4 2 5 9 8 ,3 4 7 0 9 ,0 6 8 2 4 ,1 1 9 4 2 ,7 5

3 0 %
4 5 7 ,1 7 5 7 1 ,8 3 6 9 0 ,9 8 8 1 3 ,3 4 6 1 2 ,8 0 7 2 7 ,3 0 8 4 6 ,2 4 9 6 8 ,5 4
4 7 0 ,1 7 5 8 9 ,0 1 7 1 1 ,6 3 8 3 8 ,0 3 6 2 7 ,7 9 7 4 6 ,3 1 8 6 9 ,1 0 9 9 5 ,4 7
4 8 4 ,2 0 6 0 6 ,3 7 7 3 3 ,0 6 8 6 3 ,3 2 6 4 3 ,3 5 7 6 5 ,9 3 8 9 2 ,6 0 4 1 0 2 2 ,7 1
4 9 8 ,0 6 6 2 4 ,3 9 7 5 5 ,0 8 8 8 9 ,4 0 6 5 9 ,9 3 7 8 6 ,1 7 9 1 6 ,8 7 0 5 0 ,7 0
5 1 2 ,7 9 6 4 2 ,7 3 7 7 7 ,7 7 9 1 5 ,7 1 6 7 6 ,8 6 8 0 7 ,1 3 9 4 1 ,5 6 0 7 9 ,5 3

3 5 %
5 2 8 ,2 5 6 6 2 ,5 9 8 0 0 ,9 0 9 4 2 ,7 5 6 9 4 ,7 1 8 2 8 ,7 1 9 6 7 ,1 7 1 0 9 ,1 0
5 4 4 ,4 1 6 8 2 ,6 4 8 2 4 ,7 9 9 7 0 ,6 3 7 1 3 ,0 2 8 5 0 ,9 8 9 9 3 ,3 0 1 3 9 ,2 1
5 6 1 ,3 9 7 0 3 ,1 8 8 4 9 ,3 4 9 9 8 ,7 8 7 3 2 ,2 1 8 7 3 ,9 9 4 1  0 2 0 ,1 0 1 6 9 ,9 8
5 7 8 ,7 1 7 2 4 ,5 5 8 7 4 ,5 8 4 1  0 2 8 ,0 9 7 5 1 ,8 7 8 9 7 ,5 4 0 4 7 ,7 1 200,85
5 9 6 ,5 9 7 4 6 ,3 1 9 0 0 ,3 5 0 5 7 ,6 6 7 7 2 ,2 3 9 2 1 ,8 6 0 7 5 ,7 6 232 ,87

4 0 %
7 6 9 ,1 1 9 2 6 ,8 3 0 8 8 ,0 3 7 9 3 ,3 6 9 4 6 ,6 4 1 0 4 ,5 2 265,55

6 3 4 ,6 9 7 9 2 ,2 3 9 5 3 ,8 9 1 1 8 ,7 4 8 1 5 ,0 9 9 7 2 ,4 0 1 3 3 ,9 5 298,95
6 5 4 ,5 2 8 1 6 ,0 3 9 8 1 ,4 4 1 5 0 ,4 4 8 3 7 ,6 3 9 9 8 ,7 8 1 6 4 ,3 2 333,15
6 7 5 ,5 2 8 4 0 ,5 5 41  0 0 9 ,9 9 1 8 2 ,5 6 8 6 0 ,6 0 4 1  0 2 5 ,6 2 1 9 5 ,0 0 367,53
6 9 6 ,7 5 8 6 5 ,6 6 0  3 8 ,8 3 2 1 5 ,4 5 8 8 4 ,2 3 0 5 2 ,9 7 2 2 6 ,1 0 402,75

4 5 %
8 9 1 ,4 7 0 6 8 ,6 9 2 4 8 ,7 1 9 0 8 ,5 5 0 8 1 ,3 6 2 5 8 ,2 2 439,03
9 1 7 ,7 9 0 9 8 ,6 8 2 8 2 ,8 3 9 3 3 ,5 0 1 1 0 ,2 0 2 9 1 ,0 3 475,15
9 4 4 ,7 3 1 2 9 ,5 8 3 1 7 ,4 9 9 5 9 ,4 0 1 3 9 ,8 4 3 2 4 ,4 9 512,64
9 7 2 ,4 0 1 6 1 ,1 5 3 5 2 ,7 6 9 8 5 ,8 4 1 6 9 ,9 8 3 5 8 ,3 1 550,57

4 1  0 0 0 ,9 0 1 9 3 ,2 3 3 8 8 ,9 2 4 1  0 1 2 ,9 8 2 0 0 ,8 5 3 9 3 ,0 8 588,76

5 0 %
0 2 9 ,8 3 2 2 6 ,1 0 4 2 5 ,2 2 0 4 0 ,4 8 2 3 2 ,4 1 4 2 8 ,3 3 627,98
0 5 9 ,4 8 2 5 9 ,4 5 4 6 2 ,3 8 0 6 9 ,0 3 2 6 4 ,4 7 4 6 4 ,3 6 667,65
0 8 9 ,8 1 2 9 3 ,4 8 5 0 0 ,4 0 0 9 8 ,1 3 2 9 7 ,3 3 5 0 1 ,0 2 708,09
1 2 0 ,6 7 3 2 8 ,2 0 5 3 8 ,4 5 1 2 7 ,6 6 3 3 0 ,7 8 5 3 8 ,4 5 749 ,02
1 5 2 ,1 7 3 6 3 ,4 7 5 7 7 ,7 9 1 5 7 ,9 8 3 6 4 ,9 2 5 7 6 ,1 5

5 5 %
1 8 4 ,5 3 3 9 9 ,6 1 6 1 7 ,8 6 1 8 9 ,0 0 3 9 9 ,6 1 6 1 4 ,6 9
2 1 7 ,0 2 4 3 6 ,2 6 6 5 7 ,9 5 2 2 0 ,5 4 4 3 5 ,2 0 6 5 3 ,9 7
2 5 0 ,6 1 4 7 3 ,5 5 6 9 9 ,0 4 2 5 2 ,9 8 4 7 1 ,2 2 6 9 3 ,7 9
2 8 4 ,7 9 5 1 1 ,1 4 7 4 0 ,5 3 2 8 6 ,1 3 5 0 8 ,0 9 7 3 4 ,3 4
3 1 9 ,5 9 5 4 9 ,7 8 7 8 2 ,9 1 3 1 9 ,5 9 5 4 5 ,4 6 7 7 5 ,3 9

6 0 %
3 5 4 ,8 5 5 8 8 ,7 6 8 2 5 ,6 0 3 5 3 ,8 2 5 8 3 ,3 9 8 1 7 ,2 9
3 9 0 ,8 2 6 2 8 ,6 2 8 6 9 ,1 7 3 8 8 ,9 2 6 2 2 ,1 7 8 5 9 ,5 6
4 2 7 ,7 3 6 6 9 ,0 6 9 1 3 ,1 7 4 2 4 ,5 7 6 6 1 ,5 1 9 0 2 ,7 7
4 6 4 ,9 5 7 1 0 ,1 6 9 5 8 ,0 9 4 6 0 ,8 2 7 0 1 ,4 8 9 4 6 ,3 2
5 0 2 ,9 5 7 5 1 ,8 3 4 2  0 0 3 ,2 9 4 9 7 ,7 2 7 4 2 ,2 7 9 9 0 ,8 2

6 5 %
5 4 1 ,7 1 7 9 4 ,2 7 0 4 9 ,7 3 5 3 5 ,3 6 7 8 3 ,5 4 4 2  0 3 5 ,7 7
5 8 0 ,9 4 8 3 7 ,2 8 0 9 6 ,1 2 5 7 3 ,2 4 8 2 5 ,6 0 0 8 1 ,4 9
6 2 0 ,9 1 8 8 0 ,8 2 1 4 3 ,5 5 6 1 2 ,5 1 8 6 8 ,0 1 1 2 7 ,7 8
6 6 1 ,5 1 9 2 5 ,1 5 1 9 1 ,1 6 6 5 2 ,0 3
7 0 2 ,7 1 9 7 0 ,1 2 2 4 0 ,2 5 6 9 2 ,2 6

7 0 %
7 4 4 ,6 9 4 2  0 1 5 ,6 1 2 89 ,25 7 3 3 ,3 8
7 8 7 ,8 4 0 6 1 ,6 7 7 7 4 ,9 2
8 3 1 ,5 0 1 0 8 ,6 1 8 1 7 ,2 9
8 7 6 ,0 8 1 5 6 ,1 0
9 2 1 ,2 7
9 6 7 ,2 0



A RECENT ROTATIONAL ANALYSIS OF THE y  BANDS OF THE VO MOLECULE 135

Table 4

(0,3) у-band of NO

J Op■*12 P, q2 r 2 P, 0, R, SR„

% _ _ _ _ _ 38 654,14 38 658,59 38 666,46
38 530,52 38 535,23 38 542,54 38 554,21 38649,54 653,62 661,99 673,62

526,20 534,35 545,97 562,21 645,59 653,62 665,57 681,31
522,45 534,35 550,36 570,17 642,23 654,14 670,06 689,87
519,43 535,23 555,20 579,16 639,23 655,48 675,39 699,20

s y 2 516,90 536,86 560,76 589,16 637,53 657,47 681,31 709,18
515,20 539,05 566,74 598,59 636,21 660,30 688,05 719,71
514,36 541,87 573,65 609,47 636,21 663,87 695,85 731,12
513,68 545,35 581,08 620,78 636,21 667,97 703,86 743,71
513,68 549,41 589,16 632,85 637,53 672,95 712,71 756,20

10% 514,36 554,21 597,89 645,59 639,23 678,63 722,32 770,38
515,95 559,59 607,27 658,59 641,30 684,98 732,70 784,25
517,96 565,69 617,30 672,95 644,62 692,21 743,71 799,24
520,66 572.32 628,06 687,13 648,46 699,92 755,67 814,98
524,06 579,69 639,23 702,80 653,17 708,51 768,17 831,42

151 528,18 587,73 651,25 719,02 658,59 717,83 781,38 848,45
532,90 596,39 663,87 735,11 664,48 727,70 795,37 866,60
538,29 605,69 677,12 752,38 671,30 738,73 810,09 885,24
544,28 615,63 691,06 770,38 678,63 749,99 825,56 904,73
550,97 626,30 705,60 788,48 687,13 762,13 841,49 924,83

20% 558,40 637,53 720,88 807,99 695,85 775,01 858,58 945,61
566,74 649,54 736,70 827,78 705,60 788,48 876,08 967,09
574,96 661,99 753,33 848,33 716,06 802,89 894,41 989,24
584,29 675,39 770,38 869,49 727,09 817,91 913,55 39 012,17
594,33 689,33 788,48 891,28 738,73 833,65 933,02 035,75

25i/2 604,97 703,86 806,80 913,55 751,57 850,26 953,45 060,06
616,17 719,02 826,00 936,76 764,64 867,45 974,51 084,84
628,06 735,11 845,83 960,59 778,61 885,24 996,30 110,70

— 751,57 866,60 985,15 793,26 903,85 39 018,75 137,14
654,14 768,85 887,66 39 009,99 808,47 923,12 041,94 164,41

30% 667,97 786,73 909,52 035,75 824,61 943,12 065,87 191,93
682,96 805,30 931,96 062,13 841,49 963,81 090,51 220,29
698,34 824,61 955,18 089,18 859,05 085,15 115,84 249,75
714,30 844,57 978,87 116,99 877,31 39 007,31 141,73 279,69
7 31,12 865,14 39 003,39 145,24 896,21 030,22 168,43 310,16

З 51/2 748,37 886,51 028,44 174,23 915,83 053,62 195,80 341,35
766,46 908,35 054,24 203,83 936,19 077,77 223,89 373,31
785,18 931,02 080,87 234,36 957,19 102,77 252,60 405,96
804,41 954,29 108,13 265,34 978,87 128,27 282,15 439,48
824,61 978,33 135,97 296,86 39001,30 154,53 312,14 473,30

4 0 1/2 845,83 39 003,01 164,41 329,11 024,43 181,50 343,21 507,79
868,45 028,44 193,51 362,24 048,25 209,14 374,97 543,40

054,24 223,29 396,03 072,87 237,61 407,01 579,55
080,87 253,88 430,24 098,05 266,59 439,48 616,45
108,13 285,03 465,37 123,91 296,47 473,30 653,72

451/ , 135,97 316,92 500,92 150,58 326,91 507,79 692,15
164,89 349,39 537,13 177,83 358,18 542,64 730,62
194,09 382,59 374,14 205,71 389,99 578,59 770,23
223,89 416,53 611,96 234,36 422,44 614,76 810,34
255,11 450,92 650,29 264,11 455,53 651,73

5 0 1 4 286,22 486,04 689,30 294,13 489,49 689,33
318,68 522,07 728,98 324,79 524,31 727,88
351,21 558,75 769,28 356,12 559,58 767,05
384,64 595,71 810,34 388,67 595,71 806,83
418,78 633,79 851,81 421,66 632,27 847,12
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(0,3) у -band of NO

J ° p 12 p > q 2 r 2 P i Q. R t SR!1

5 5 i /2 4 5 3 ,5 2 6 7 2 ,4 2 8 9 4 ,2 0 4 5 5 ,5 3 6 6 9 ,6 9 8 8 8 ,4 4
4 8 8 ,9 4 7 1 1 ,6 9 9 3 7 ,3 6 4 8 9 ,4 9 7 0 7 ,7 4 9 3 0 ,0 9
5 2 5 ,0 5 7 5 1 ,6 0 9 8 0 ,8 8 5 2 4 ,3 1 7 4 6 ,5 3 9 7 2 ,7 4
5 6 2 ,0 6 7 9 2 ,1 2 4 0  0 2 5 ,2 6 5 6 0 ,1 4 7 8 5 ,7 6 4 0  0 1 6 ,2 0
5 9 9 ,5 2 8 3 3 ,2 6 0 7 0 ,3 6 5 9 6 ,5 9 8 2 6 ,0 4 0 5 9 ,9 6

6 0  y 2 6 3 8 ,0 0 8 7 5 ,3 6 1 1 6 ,0 4 6 3 3 ,7 9 8 6 6 ,9 2 1 0 4 ,5 2
6 7 6 ,5 6 9 1 8 ,0 7 1 6 2 ,3 8 6 7 1 ,5 5 9 0 8 ,4 2 1 4 9 ,8 2
7 1 5 ,9 1 9 6 1 ,4 6 7 1 0 ,0 0 9 5 0 ,7 6
7 7 6 ,5 6 4 0  0 0 5 ,3 1 7 4 9 ,1 4 9 9 3 ,5 6
7 9 7 ,6 0 0 5 0 ,1 4 7 8 9 ,2 7 4 0  0 3 7 ,1 6

6 5  % 8 3 8 ,9 8 0 9 5 ,5 6 8 2 9 ,5 5 0 8 1 ,5 1
8 8 1 ,6 0 1 4 1 ,5 7 8 7 0 ,8 3 1 2 6 ,5 0
9 2 4 ,3 4 1 8 8 ,1 0 9 1 2 ,5 8 1 7 2 ,0 8
9 6 8 ,1 9 2 3 5 ,2 5 9 5 5 ,6 3 2 1 8 ,1 2

4 0  0 1 2 ,5 9 2 8 3 ,0 9 9 9 8 ,9 1 2 6 4 ,9 3

7 0  И 0 57 ,63 3 3 1 ,8 0 — 3 1 2 ,4 7
103,49 381,56 40088 ,00 3 6 0 ,4 8
149,82 431,30 133,20
197,10 482 ,13 1 79 ,04

2 2 5 ,9 4
2 7 3 ,1 6

Table 5

(0,4) y-band of NO

J Op*12 p 2 Q, R , P, Qi « . SRn

y 2 — — ____ ____ ____ 3 6  8 6 2 ,7 4 3 6  8 6 6 ,7 6 _
3 6  7 3 9 ,1 7 3 6 7 4 3 ,0 6 3 6  7 5 1 ,1 1 3 6  7 6 3 ,0 4 3 6  8 5 8 ,1 3 8 6 2 ,0 2 8 6 9 ,8 9 —

7 3 7 ,9 2 7 4 2 ,8 9 7 5 4 ,8 6 7 7 0 ,6 8 8 5 4 ,0 6 8 6 2 ,0 2 8 7 3 ,9 1 —

7 3 1 ,2 9 7 4 3 ,0 6 7 5 9 ,2 4 7 7 8 ,9 7 8 5 0 ,7 9 8 6 2 ,7 4 8 7 8 ,6 6 —

7 2 8 ,4 4 7 4 4 ,3 7 7 6 4 ,0 9 7 8 8 ,1 1 8 4 8 ,2 8 8 6 4 ,3 4 8 8 4 ,1 2 —

5Y2 7 2 6 ,2 0 7 4 6 ,1 0 7 6 9 ,7 6 7 9 7 ,6 0 8 4 6 ,6 2 8 6 6 ,4 8 8 9 0 ,1 4 —

7 2 4 ,4 6 7 4 8 ,4 6 7 7 6 ,2 0 8 0 8 ,1 0 8 4 5 ,8 5 8 6 9 ,3 7 8 9 7 ,1 6 —

7 2 3 ,7 2 7 5 1 ,4 5 7 8 3 ,4 0 8 1 9 ,0 0 8 4 5 ,4 7 8 7 3 ,0 2 9 0 4 ,8 9 —

7 2 3 ,7 2 7 5 5 ,2 3 7 9 1 ,0 7 8 3 0 ,6 8 8 4 5 ,8 5 8 7 7 ,5 9 9 1 3 ,4 0 —

7 2 4 ,1 1 7 5 9 ,6 9 7 9 9 ,4 8 8 4 3 ,1 5 8 4 7 ,2 4 8 8 2 ,8 0 9 2 2 ,6 0 —

i o  V i 7 2 5 ,1 5 7 6 4 ,9 3 8 0 8 ,5 7 8 5 6 ,1 2 8 4 9 ,3 1 8 8 8 ,8 4 9 3 2 ,7 0 3 6  9 8 0 ,1 8
7 2 7 ,0 3 7 7 0 ,6 8 8 1 8 ,3 7 8 6 9 ,8 9 8 5 1 ,9 2 8 9 5 ,6 6 9 4 3 ,4 0 9 9 4 ,8 9
7 2 9 ,6 0 7 7 7 ,2 5 8 2 8 ,7 6 8 8 4 ,1 2 8 5 5 ,7 8 9 0 3 ,2 4 9 5 4 ,9 2 3 7  0 1 0 ,2 8
7 3 2 ,8 1 7 8 4 ,4 8 8 3 9 ,9 6 8 9 9 ,3 4 8 6 0 ,1 0 9 1 1 ,6 4 9 6 7 ,1 6 0 2 6 ,5 6
7 3 6 ,6 7 7 9 2 ,2 9 8 5 1 ,9 2 9 1 5 ,3 3 8 6 5 ,1 3 9 2 0 ,6 1 8 8 0 ,1 8 0 4 3 ,5 4

15 V i 7 4 1 ,4 0 8 0 0 ,9 0 8 6 4 ,3 4 9 3 1 ,7 2 8 7 1 ,0 6 9 3 0 ,3 7 9 9 3 ,9 6 0 6 1 ,3 3
7 4 6 ,4 5 8 1 0 ,1 7 8 7 7 ,5 9 9 4 8 ,7 7 8 7 7 ,5 9 9 4 0 ,8 5 3 7  0 0 8 ,5 1 0 7 9 ,7 9
7 5 2 ,5 4 8 2 0 ,0 4 8 9 1 ,4 0 9 6 6 ,6 7 8 8 5 ,1 1 9 5 2 ,2 9 0 2 3 ,9 2 0 9 9 ,0 7
7 5 9 ,2 4 8 3 0 ,6 8 9 0 5 ,9 7 9 8 5 ,3 6 8 9 3 ,2 6 9 6 4 ,4 0 0 3 9 ,9 1 1 1 9 ,1 8
7 6 6 ,7 4 8 4 1 ,9 3 9 2 1 ,2 2 3 7  0 0 4 ,4 6 9 0 2 ,1 5 9 7 7 ,2 6 0 5 6 ,6 3 1 3 9 ,7 5

2 0  % 7 7 4 ,7 5 8 5 4 ,0 6 9 3 7 ,2 6 0 2 4 ,2 6 9 1 1 ,6 4 9 9 0 ,8 1 0 7 4 ,2 2 1 6 1 ,2 2
7 8 3 ,4 0 8 6 6 ,7 6 9 5 3 ,9 2 0 4 4 ,9 2 9 2 2 ,2 4 3 7  0 0 5 ,1 0 0 9 2 ,5 3 1 8 3 ,1 1
7 9 3 ,1 2 8 8 0 ,1 2 9 7 1 ,2 6 0 6 6 ,1 8 9 3 3 ,3 2 0 2 0 ,2 3 1 1 1 ,7 0 2 0 6 ,5 1
8 0 3 ,1 9 8 9 4 ,2 6 9 8 9 ,3 3 0 8 8 ,1 1 9 4 5 ,2 1 0 3 6 ,0 8 1 3 1 ,3 1 2 3 0 ,3 7
8 1 4 ,1 0 9 0 9 ,0 5 3 7  0 0 8 ,0 3 1 1 0 ,7 7 9 5 7 ,7 2 0 5 2 ,6 4 1 5 1 ,8 0 2 5 4 ,8 0
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(0 ,4 ) y- b an d  o f  N O

J op.. P. Q. R. P. Qi R. sR.i

25  % 8 2 5 ,5 9 9 2 4 ,5 3 0 2 7 ,5 2 134 ,14 9 7 1 ,2 6 0 6 9 ,9 9 1 7 3 ,1 2 2 8 0 ,0 2
8 3 7 ,9 6 9 4 0 ,8 5 0 4 7 ,5 9 158 ,26 9 8 5 ,3 6 0 8 8 ,1 1 1 9 5 ,3 0 3 0 5 ,8 5
8 5 0 ,7 9 9 5 7 ,7 2 0 6 8 ,4 1 183 ,04 3 7  0 0 0 ,3 6 1 0 6 ,9 0 2 1 8 ,0 2 3 3 2 ,7 9
8 6 4 ,3 4 9 7 5 ,1 7 0 8 9 ,9 6 208 ,52 0 1 5 ,9 7 1 26 ,47 2 4 1 ,5 4 3 6 0 ,0 1
8 7 8 ,6 6 9 9 3 ,5 3 1 1 2 ,0 8 234 ,68 0 3 2 ,3 0 1 4 6 ,6 9 2 6 5 ,7 9 3 8 8 ,4 1

з о у 2 894 ,26 3 7 0 1 2 ,5 1 1 3 5 ,0 2 261 ,62 0 4 9 ,4 9 1 6 7 ,8 4 2 9 0 ,8 2 4 1 6 ,9 7
909,81 0 3 2 ,3 0 1 5 8 ,6 1 289 ,05 0 6 7 ,3 9 1 89 ,79 3 1 6 ,5 4 4 4 6 ,5 8
926,32 0 5 2 ,6 4 1 8 3 ,0 4 317 ,36 0 8 6 ,0 4 2 1 2 ,2 6 3 4 3 ,1 2 4 7 6 ,8 3
943 ,40 0 7 3 ,8 1 2 0 8 ,3 0 345 ,97 1 0 5 ,4 0 2 3 5 ,5 8 3 7 0 ,1 0 5 0 8 ,3 7
961 ,38 0 9 5 ,5 9 2 3 3 ,9 5 375 ,75 1 2 5 ,4 6 2 5 9 ,5 8 3 9 7 ,9 6

3 5 % 980,18 1 18 ,06 2 6 0 ,4 1 4 0 6 ,2 6 1 4 6 ,1 5 2 8 4 ,4 2 4 2 6 ,5 5
999,61 141 ,37 2 8 7 ,4 5 4 3 7 ,1 2 1 6 7 ,8 4 3 0 9 ,8 4 4 5 6 ,1 7

37 0 19 ,50 165 ,25 3 1 5 ,4 4 469 ,01 1 9 0 ,2 8 3 3 6 ,0 9 4 8 6 ,0 5
039,91 1 8 9 ,7 9 3 4 3 ,9 0 501 ,20 1 1 3 ,4 2 3 6 2 ,8 3 516 ,91
061,87 2 1 5 ,5 3 3 7 3 ,1 4 5 3 4 ,3 4 2 3 7 ,3 5 3 9 0 ,6 9 5 4 8 ,6 3

4 0  y2 084 ,06 2 4 1 ,5 4 4 0 3 ,1 1 568 ,64 2 6 1 ,6 2 4 1 9 ,0 0 5 8 0 ,8 1
106,90 2 6 8 ,3 1 4 3 3 ,8 5 602 ,67 2 8 7 ,4 5 4 4 8 ,2 0 6 1 3 ,7 3

2 9 5 ,9 4 4 6 5 ,1 6 638 ,01 3 1 3 ,3 2 4 7 8 ,1 3 6 4 7 ,5 7
3 2 4 ,2 7 4 9 7 ,3 1 673 ,63 3 4 0 ,0 7 5 0 8 ,8 1 6 8 1 ,8 3
3 5 3 ,1 1 5 3 0 ,1 5 710 ,22 3 6 7 ,4 4 5 4 0 ,0 6 7 1 6 ,8 8

45  У2 3 8 2 ,6 9 5 6 3 ,8 0 747 ,38 3 9 5 ,8 4 5 7 2 ,0 8 7 5 2 ,8 1
4 1 3 ,0 6 5 9 7 ,9 0 785 ,53 4 2 4 ,6 5 6 0 4 ,8 3 7 8 9 ,2 5
4 4 4 ,4 0 6 3 2 ,6 6 824 ,08 4 5 4 ,4 4 6 3 8 ,4 5 8 2 6 ,7 6
4 7 6 ,0 5 6 6 8 ,2 2 8 6 3 ,6 5 4 8 4 ,9 4 6 7 2 ,7 8 8 6 4 ,6 4
5 0 8 ,8 1 7 0 4 ,5 2 9 0 3 ,6 4 5 1 6 ,0 3 7 0 7 ,7 0 9 0 3 ,6 4

5 0 % 5 4 1 ,7 8 7 4 1 ,3 1 9 4 4 ,1 4 5 4 7 ,9 7 7 4 3 ,0 9 9 4 3 ,1 8
5 7 5 ,7 4 7 79 ,22 986,09 5 8 0 ,8 1 779,66 9 8 3 ,4 6
6 1 0 ,3 9 8 1 7 ,5 3 38 028,54 6 1 3 ,7 8 816 ,93 3 8  0 2 4 ,2 7
6 4 5 ,6 7 8 5 6 ,7 8 071,42 — 854,79 0 6 6 ,0 7
681,83 8 96 ,67 114,98 6 8 3 ,0 3 893,44 1 0 8 ,6 7

55 % 718,31 937 ,17 159,08 718,31 932,69 1 5 1 ,5 9
755,85 — 204,03 7 54 ,52 973,15 1 95 ,55
794,16 38 0 20 ,55 249,80 7 9 1 ,4 5 3 8 0 1 3 ,6 8 239,91
833,10 063 ,37 296,32 8 2 9 ,4 2 055,19 285 .13
873,08 106,71 8 6 7 ,8 6 097,27 331,08

6 0 % 913,64 1 50 ,90 9 07 .15 140,34 377,75
195,55 9 4 7 ,1 0 184,02 425,13
2 4 1 ,2 0 9 8 7 ,8 5 228,35 473,29
2 8 7 ,4 2 3 8  029,41 273 ,54
3 3 4 ,4 6 0 7 1 ,4 2 319,29

6 5 % 3 8 1 ,9 6 365,69
412 ,90

Table 6

(0,5) у -ban d  o f N O

J ° P „ PS Q. R . P, Q, R . SR.i

%
_ _ _ _ _ _ 3 5  103,40 _

3 4  974,69 — 34 9 86 ,77 — — — 106,40 —

971,30 — 9 91 ,50 — 3 5  090 ,23 — 110,55 —

968,04 34979,62 — — 0 87 ,64 35 099,16 110,33 —

965,37 981,24 35 0 01 ,14 35 025,78 0 8 5 ,2 3 100,97 121,12 —

5 % 963,57 983,14 0 06 ,94 034,98 0 8 3 ,5 5 103,40 127,23 —

961 ,99 985,81 0 1 3 ,5 6 044,97 9 82 ,89 106,40 134,48 —
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(0,5) у-band o f  NO

°Р,2 P« Q* r2 Р< 0, к, Sr;,

961,33 989.05 021,03 056,42 082,89 110,55 142,49
961,99 993,32 028,96 068,53 083,55 115,33 151,22

— 998,11 037,85 0 81,52 085,23 121,12 160,70
10 */2 963,57 35003,51 047,31 095,06 087,64 127,23 171,20

966,21 009,74 957,51 109,16 090,94 134,48 182,29 _
969,22 016,79 068,53 124,25 095,06 142,49 194,44
972,89 024,55 030,22 139,75 099,70 151,22 207,13
977.18 032,83 092,51 155,87 105,38 160,70 220,83

15 % 982,36 042,10 105,38 — 112,13 171,20 234,97
988,36 051,82 119,43 190,63 119,43 182,29 250,20 _

— 062,46 133,86 209,46 127,23 194,44 266,06
35 002,23 073,69 149,18 228,62 135,98 207,13 282,71

010,64 086,02 165,14 248,54 145,47 220,83 300,10
20 % 019.34 698,64 — 269,10 155,87 234,97 318,26

028,96 112,13 199,28 290,41 167,07 250,21 337,31
039,19 126,35 217,71 312,49 178,90 266,06 357,20 35  452,98
050,20 141,22 236,55 335,47 191,61 282,71 377,90 577,64
061,90 157,05 256,10 358,92 204,49 300,10 398,98 502,47

25% 074,64 173,44 276,62 383,13 218,86 318.26 420,82
087,64 190,63 297,77 408,21 233,87 337,32 444,08 555,49
101,81 208,33 319,20 433,77 250,21 357,20 467,89 583,27
116,33 227,23 341,78 460,27 266,82 377,90 492,14 611,51
131,82 246,96 365,04 487,22 284,68 398,98 517,39 640,31

зо% 148,06 266,82 389,12 515,13 302,71 420,82 543,64 670,51
165,14 287,56 413,81 543,64 321,46 444,08 570,25 700,95
182,29 309,03 439,25 573,14 340,80 467,27 597,80 732,27

331,40 465,29 603,24 361,92 491,71 626,12 764,04
354,39 492,14 634,24 383,13 516,90 655,34

35% 377,90 520,08 665,69 405,45 542,90 685,24 830,84
402,93 548,45 697,93 428,18 569,67 715,95 865,29
428,18 577,71 731,12 451,62 597,27 747,23 900,73
453,81 607,68 764,94 476,04 625,60 779,30 936,95
480,54 638,24 799,39 501,08 654,58 812,07 973,39

10% 508,31 669,68 834,69 527,25 684,39 846,01 36 011,15
536,44 701,91 870,73 554,01 715,05 880,58 049,43
565,53 734,77 907,43 581,47 746,40 915,75 088,42
595,25 768,39 945,00 609,72 778,52 951,76 128,18
625,60 802,77 983,18 638,89 811,37 988,57 168,42

45% 657,17 837,95 36 022,02 668,56 845,11 36 025,62 209,97
689,32 873,77 061,70 699,30 879,48 063,88 251,79
721,96 910,43 102,18 730,75 914,70 103,27 295,18
755,42 947,85 143,01 762,86 950,72 143,01 333,88
789,78 985,89 185,20 795,54 987,44 183,53 382,37

-50% 824,87 36 024,89 227,66 829,33 36 024,89 224,59
860,86 064,27 270,98 863,83 063,13 266,65
897,22 104,74 315,09 899,14 102,18 309,76
934,50 145,77 360,18 935,14 142,00 353,09
972,52 187,43 405,70 971,93 182,49 397,56

-55% 36011,15 229,72 452,01 36009,36 223,45 442,59
050,85 273,56 499,01 047,71 265,80 488,25
091,99 317,62 546,77 086,63 308,55 534,96
132,29 362,43 595,50 126,70 352,29 582,78
174,18 407,95 644,69 167,22 396,61 630,42

<601 217,10 454,30 694,89 208,48 441,69 679,26
260,59 501,28 250,48 487,41
304,76 549,24 293,13 534,25

597,82 581,80
647,19 629,83



A R EC EN T ROTATIONAL ANALYSIS OF T H E  y  BANDS OF TH E  N O  MOLECULE

(0,5) y-banp o f NO

J °P i. P 2 Qs R P, Qi R,

6 5 % 6 9 7 ,5 5
648,46

678 ,68  
728,44  
7 7 8 ,9 7

7 o y 2
8 82 ,08  
934 ,63  
987,96  

37 042 ,23  
096 ,98

Table 7

(1,1) ’ -band o f NO

J ° P „ P , Q> R ,
p ‘ Q i R1 s r 21

% — — — — _ 4 4  6 6 4 , 3 0 4 4  6 6 8 ,6 8 _
4 4  5 3 9 , 7 4 4 4  5 4 3 , 4 7 4 4  5 5 2 , 0 8 — 4 4  6 6 0 , 1 7 6 6 3 , 5 8 6 7 1 ,4 0 —

5 3 5 ,5 1 5 4 3 , 0 3 5 5 5 , 3 4 — 6 5 5 , 8 0 6 6 3 , 5 8 6 7 5 ,1 9 —

5 3 1 ,4 1 5 4 3 , 0 3 5 5 9 ,1 1 — 6 5 2 , 0 3 6 6 3 , 5 8 6 7 9 ,3 7 —

5 2 7 , 7 6 5 4 3 ,4 7 5 6 3 , 6 0 — 6 4 9 ,1 2 6 6 4 , 3 0 6 8 3 ,8 8 —

5  % 5 2 4 , 7 8 5 4 4 ,8 4 5 6 8 , 3 3 — 6 4 6 ,5 2 6 6 5 , 7 9 6 8 9 ,4 9 —

5 2 2 , 6 4 5 4 6 ,4 7 5 7 4 , 0 3 — 6 4 4 ,5 1 6 6 7 , 8 7 6 9 5 ,6 2 —

5 2 0 , 8 4 5 4 8 , 2 9 5 7 9 , 7 2 — 6 4 3 , 2 2 6 7 0 , 7 0 7 0 2 ,3 8 —

5 1 9 , 4 7 5 5 0 ,8 9 5 8 6 , 2 2 — 6 4 2 , 5 4 6 7 3 , 9 4 7 0 9 ,5 7 —

5 1 8 ,5 2 5 5 3 , 9 9 5 9 3 , 4 6 4 4  6 3 6 , 4 2 6 4 2 ,5 4 6 7 7 , 9 3 7 1 7 ,2 9 —

1 0 % 5 1 8 , 5 2 5 5 7 ,5 1 6 0 0 , 7 0 6 4 8 , 2 2 6 4 3 , 2 2 6 8 2 , 5 2 7 2 5 ,9 0 —

5 1 8 , 5 2 5 6 1 ,7 0 6 0 8 , 8 5 6 6 0 , 1 7 6 4 4 ,5 1 6 8 7 , 7 5 7 3 5 ,2 2 —

5 1 9 , 4 7 5 6 6 , 3 2 6 1 7 , 5 6 6 7 2 , 7 6 6 4 6 ,5 2 6 9 3 , 2 9 7 4 4 ,5 3 —

5 2 0 , 8 4 5 7 1 , 3 3 6 2 6 , 5 6 6 8 5 , 8 2 6 4 9 .1 2 7 0 0 , 0 2 7 5 5 ,0 5 —

5 2 2 , 6 4 5 7 7 ,4 1 6 3 6 , 4 2 6 9 9 , 3 4 6 5 2 ,0 3 7 0 6 , 9 8 7 6 6 ,0 5 4 4  8 2 8 , 6 1

1 5 % 5 2 4 ,7 8 5 8 3 ,7 5 6 4 6 , 5 2 7 1 3 ,3 1 6 5 5 , 8 0 7 1 4 , 6 7 7 7 7 ,6 6 8 4 3 , 6 3
5 2 7 , 7 6 5 9 0 , 6 3 6 5 7 , 3 9 7 2 8 , 0 6 6 6 0 ,1 7 7 2 2 , 9 0 7 8 9 ,8 1 8 6 0 , 0 7
5 3 1 ,4 1 5 9 8 ,1 7 668,68 7 4 3 , 4 7 6 6 5 ,2 7 7 3 1 , 7 4 8 0 2 ,5 2 8 7 6 , 8 7
5 3 5 ,5 1 6 0 5 , 9 5 6 8 0 , 7 0 7 5 9 , 2 3 6 7 0 ,7 0 7 4 1 , 2 9 8 1 6 ,0 1 8 9 4 , 4 0
5 3 9 , 7 4 6 1 4 ,4 1 6 9 3 , 2 9 7 7 5 , 1 9 6 7 7 ,0 5 7 5 1 , 2 4 8 2 9 ,9 4 9 1 2 , 3 1

2 0 % 5 4 4 , 8 4 6 2 3 , 5 5 7 0 6 , 0 0 7 9 2 , 2 2 6 8 3 ,8 8 7 6 2 , 0 2 8 4 4 ,6 2 9 3 0 , 8 7
5 5 0 , 8 9 6 3 3 , 1 5 7 1 9 , 6 4 8 0 9 , 7 1 6 9 1 , 1 9 7 7 3 , 4 3 8 6 0 ,0 7 9 4 9 , 9 8

— 6 4 3 , 2 2 7 3 3 , 5 4 8 2 7 , 2 2 6 9 9 , 3 4 7 8 5 , 3 4 8 7 5 ,6 4 9 6 9 , 4 9
563,60 6 5 3 , 9 0 7 4 8 , 1 3 8 4 6 ,1 1 7 0 7 ,7 3 7 9 7 , 8 8 8 9 2 ,1 0 9 8 9 , 8 5
571,33 6 6 5 ,2 7 7 6 3 , 2 8 8 6 5 , 1 2 7 1 7 ,2 9 8 1 0 , 9 9 9 0 9 ,3 2 4 5  0 1 0 , 9 2

2 5 % 579,00 6 7 7 ,0 5 7 7 9 , 0 2 8 8 4 , 8 4 7 2 7 ,0 4 8 2 4 , 5 5 9 2 6 ,9 8
587,57 6 8 9 , 4 9 7 9 5 , 2 9 9 0 4 , 5 4 7 3 7 ,4 6 8 3 8 , 9 7 9 4 5 ,1 0
596,64 7 0 2 ,3 8 8 1 2 , 0 6 9 2 5 , 3 6 7 4 8 ,1 3 8 5 3 , 9 5 9 6 3 ,8 1

7 1 5 ,7 3 8 2 9 , 3 5 9 4 6 , 6 9 7 6 0 ,3 2 8 6 9 , 5 7 9 8 3 ,2 5
7 2 9 ,8 0 8 4 7 , 2 7 9 6 8 , 5 8 7 7 2 ,4 0 8 8 5 , 4 7 4 5  0 0 3 ,0 4

3 0 % 7 4 4 , 5 3 8 6 5 ,6 1 9 9 0 , 8 2 7 8 5 ,3 4 9 0 2 , 2 6 0 2 3 ,4 8
7 5 9 , 2 3 8 8 4 , 8 4 4 5  0 1 3 , 8 4 7 9 8 ,6 2 9 1 9 , 7 9 0 4 5 ,4 1
7 7 5 , 1 9 9 0 4 , 5 4 0 3 7 , 3 4 8 1 2 ,6 6 9 3 7 , 6 6 0 6 7 ,4 6
7 9 1 ,4 2 9 2 4 , 5 2 0 6 1 , 4 3 8 2 7 ,2 2 9 5 6 , 1 9 0 8 9 ,5 6
8 0 8 , 2 0 9 4 5 , 1 0 0 8 5 , 8 8 8 4 2 ,6 1 9 7 5 , 2 6 1 1 2 ,4 6

3 5 % 8 2 5 ,6 8 9 6 6 , 3 4 1 1 0 , 8 4 8 5 8 , 3 8 9 9 4 , 9 5 1 3 5 ,5 0
8 4 3 , 6 3 9 8 8 , 1 3 136,31 8 7 4 ,8 1 4 5  0 1 5 , 5 4 1 6 0 ,1 3

1 3 9

SRS,
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(1,) у -b a n d  o f  N O

J ° P P i Q* R i P i Q i R i s R i i

8 6 2 ,1 4 4 5  0 1 0 ,9 2 8 9 2 ,1 0 0 3 6 ,4 4 1 8 4 ,8 4
8 8 1 ,3 0 0 3 3 ,8 7 0 5 7 ,8 4 2 1 0 ,0 6
9 0 0 ,8 5 0 5 7 ,3 1 0 7 9 ,9 2 2 3 6 ,2 8

4 0 % 9 2 1 ,0 5 0 8 1 ,1 8 1 0 2 ,6 2 2 6 3 ,1 3
9 4 1 ,9 0 1 0 6 ,1 2 1 2 5 ,8 8 2 8 9 ,8 4

1 3 1 ,3 0 —

156,84 173,98
183,39 199,12

4 5 % 2 1 0 /6 224,74
237,61 250,57
265,52 277,62
293,99 304,97
323,17 332,87

5 0 % 353,24 361,50
390,21
420,12
450,48
481,39

Table 8

(1,3) у -b an d  o f  NO

J ° p „ Pi Qi R , P t 0 , R. SR21

% — — — — ___ ____ 4 1  0 0 0 ,2 1 ___

4 0  8 7 2 ,4 2 4 0  8 7 6 ,6 0 4 0  8 8 4 ,2 3 4 0  8 9 6 ,5 7 4 0  9 9 1 ,6 6 4 0 9 9 5 ,4 7 0 0 3 ,5 9 —

8 6 8 ,2 3 8 7 6 ,0 3 8 8 7 ,7 0 9 0 3 ,5 9 9 8 7 ,9 8 9 9 5 ,4 7 0 0 7 ,1 4 —

8 6 4 ,3 7 8 7 6 ,0 3 8 9 1 ,4 7 9 1 1 ,6 5 9 8 4 ,2 5 — 0 1 1 ,7 4 —

8 6 0 ,6 0 8 7 6 ,6 0 8 9 6 ,5 7 9 2 0 ,3 4 9 8 1 ,4 4 9 9 7 ,0 5 0 1 6 ,7 8 —

5 % 8 5 8 ,2 9 8 7 8 ,1 4 9 0 1 ,5 4 9 2 9 ,0 6 9 7 9 ,3 4 9 9 8 ,7 8 0 2 2 ,7 1 —

8 5 6 ,6 1 8 8 0 ,1 9 9 0 7 ,6 3 9 3 9 ,2 2 9 7 7 ,8 1 4 1 0 0 1 ,8 4 0 2 9 ,1 9 4 1  0 6 0 ,2 3
8 5 5 ,4 7 8 8 2 ,6 9 9 1 4 ,2 4 9 4 9 ,6 6 9 7 6 ,8 5 0 0 4 ,7 0 0 3 6 ,2 8 0 7 1 ,6 6
8 5 4 ,4 5 8 8 5 ,9 0 9 2 1 ,8 6 9 6 1 ,0 2 9 7 6 ,8 5 0 0 8 ,4 0 0 4 4 ,0 6 0 8 3 ,3 4
8 5 4 ,4 5 8 8 9 ,4 0 9 2 9 ,0 6 9 7 2 ,4 0 9 7 7 ,8 1 0 1 2 ,9 8 0 5 2 ,9 7 0 9 5 ,8 4

1 0 % 8 5 4 ,4 5 8 9 3 ,9 6 9 3 7 ,3 1 9 8 4 ,2 5 9 7 9 ,3 4 0 1 8 ,4 2 0 6 1 ,9 1 1 0 9 ,1 0
8 5 5 ,4 7 9 9 8 ,9 6 9 4 6 ,6 4 9 9 7 ,0 5 9 8 1 ,4 4 0 2 4 ,6 4 0 7 1 ,6 6 1 2 2 ,7 1
8 5 7 ,1 9 9 0 4 ,5 8 9 5 5 ,8 1 4 1  0 1 0 ,8 4 9 8 4 ,2 5 0 3 1 ,0 2 0 8 2 ,2 4 1 3 7 ,4 2
8 5 9 ,9 3 9 1 0 ,9 1 9 6 5 ,8 7 0 2 4 ,6 4 9 8 7 ,9 8 0 3 8 ,8 3 0 9 3 ,7 8 1 5 2 ,1 7
8 6 3 ,3 2 9 1 7 ,7 9 9 7 6 ,8 5 0 3 9 ,6 3 9 9 1 ,6 6 0 4 6 ,3 8 1 0 5 ,6 0 1 6 8 ,5 2

1 5 % 9 2 5 ,0 9 9 8 7 ,9 8 0 5 5 ,1 2 9 9 7 ,0 5 0 5 5 ,1 2 1 1 8 ,2 7 1 8 4 ,5 3
9 3 3 ,5 0 4 1  0 0 0 ,2 1 0 7 0 ,6 3 4 1  0 0 1 ,8 4 0 6 4 ,7 1 1 3 1 ,7 2 2 0 1 ,8 7
9 4 1 ,5 6 0 1 2 ,9 8 0 8 7 ,3 6 0 0 8 ,4 0 0 7 4 ,7 7 1 4 5 ,7 5 2 1 9 ,9 1
9 5 1 ,1 9 0 2 5 ,6 2 1 0 4 ,5 2 0 1 5 ,1 0 0 8 5 ,4 5 1 6 0 ,6 4 2 3 8 ,7 4
9 6 1 ,0 2 0 3 9 ,6 3 1 2 2 ,0 2 0 2 2 ,7 1 0 9 7 ,1 4 1 7 5 ,7 0 2 5 8 ,2 2

2 0 % 9 7 2 ,4 0 0 5 4 ,0 7 1 4 0 ,5 0 0 3 1 ,0 2 1 0 9 ,1 0 1 9 1 ,8 7 2 7 7 ,9 0
9 8 2 ,6 8 0 6 9 ,0 3 1 5 9 ,4 9 0 3 9 ,6 3 1 2 2 ,0 2 2 0 8 ,4 8 2 9 8 ,4 2
9 9 4 ,6 5 0 8 4 ,9 4 1 7 9 ,0 1 0 4 9 ,2 1 1 3 5 ,4 6 2 2 6 ,1 0 3 1 9 ,5 9

4 1 0 0 7 ,1 4 1 0 1 ,2 1 1 9 9 ,2 2 0 5 9 ,4 8 1 4 9 ,7 5 2 4 3 ,9 4 3 4 1 ,7 3
0 2 0 ,1 0 1 1 8 ,2 7 2 1 9 ,9 1 0 7 0 ,6 3 1 6 4 ,3 2 2 6 2 ,7 4

2 5 % 0 3 3 ,8 3 1 3 5 ,4 6 2 4 1 ,3 2 0 8 2 ,2 4 1 7 9 ,9 6 2 8 2 ,2 8
0 4 7 ,7 1 1 5 3 ,8 1 2 6 3 ,3 3 0 9 4 ,4 2 1 9 6 ,1 0 3 0 2 ,1 4
0 6 2 ,6 9 1 7 2 ,5 7 2 8 6 ,1 3 1 0 7 ,3 9 2 1 2 ,7 9 3 2 2 ,7 8
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(1,3) у -band of NO

J ° P  12 P 2 02 R 2 P i Qi R i sR 2i

0 7 8 ,3 4 1 9 1 ,8 7 3 0 9 ,3 6 1 2 0 ,6 7 2 3 0 ,3 7 3 4 4 ,3 3
0 9 4 ,4 2 2 1 1 ,8 8 3 3 3 ,1 5 1 3 5 ,4 6 2 4 8 ,7 1 3 6 6 ,3 3

3 0 % 1 1 1 ,2 7 2 3 2 ,8 7 3 5 7 ,0 2 1 5 0 ,4 4 2 6 7 ,5 2 3 8 8 ,9 2
1 2 8 ,6 7 2 5 4 ,0 9 3 8 2 ,8 7 1 6 6 ,0 5 2 8 6 ,9 3 4 1 2 ,5 4
1 4 6 ,7 3 2 7 5 ,9 4 4 0 8 ,6 2 1 8 2 ,5 6 3 0 7 ,2 3 4 3 6 ,2 6
1 6 5 ,5 6 2 9 8 ,4 2 4 3 5 ,2 0 1 9 9 ,2 2 3 2 8 ,2 0 4 6 1 ,0 9
1 8 4 ,5 3 3 2 1 ,5 7 4 6 2 ,3 8 2 1 7 ,0 2 3 4 9 ,6 2 4 8 6 ,6 1

3 5 % 2 0 4 ,6 4 3 4 5 ,4 3 4 8 9 ,6 7 2 3 5 ,2 0 3 7 1 ,7 8 5 1 2 ,6 4
2 2 5 ,1 7 3 6 9 ,8 8 5 1 8 ,1 0 2 5 4 ,0 9 3 9 4 ,7 8 5 3 9 ,2 0
2 4 6 ,4 4 3 9 4 ,7 8 5 4 6 ,8 6 2 7 3 ,9 1 4 1 8 ,1 5 5 6 6 ,7 1
2 6 8 ,1 7 4 2 0 ,5 6 5 7 6 ,1 5 2 9 4 ,3 0 4 4 2 ,3 4 5 9 4 ,6 9
2 9 1 ,0 3 4 4 6 ,9 1 6 0 6 ,3 7 3 1 5 ,2 5 4 6 7 ,0 6 6 2 3 ,2 1

4 0 % 3 1 3 ,8 9 4 7 3 ,5 5 6 3 7 ,3 0 3 3 6 ,9 8 4 9 2 ,6 0 6 5 2 ,5 1
3 3 7 ,6 3 5 0 1 ,0 2 6 6 9 ,0 6 3 5 9 ,2 0 5 1 8 ,6 9 6 8 2 ,6 6
3 6 2 ,0 4 5 2 9 ,6 4 7 0 0 ,8 7 3 8 2 ,4 1 5 4 5 ,4 6 7 1 3 ,2 9
3 8 7 ,0 7 5 5 8 ,4 8 7 3 3 ,3 8 4 0 5 ,7 4 5 7 3 ,2 4 7 4 4 ,6 9
4 1 2 ,5 4 5 8 8 ,1 3 7 6 6 ,6 5 4 3 0 ,2 2 6 0 1 ,1 3 7 7 6 ,8 0

4 5 % 4 3 9 ,0 3 6 1 7 ,8 6 8 0 0 ,5 1 4 5 5 ,1 3 6 2 9 ,9 4 8 0 9 ,0 5
4 6 5 ,8 2 6 4 8 ,7 0 8 3 4 ,9 5 4 8 0 ,8 4 6 5 9 ,4 0 8 4 2 ,1 1
4 9 3 ,5 3 6 8 0 ,2 3 8 7 0 ,3 6 5 0 7 ,1 8 6 8 9 ,4 6 8 7 6 ,0 8
5 2 1 ,7 8 7 1 2 ,4 7 9 0 6 ,0 0 5 3 3 ,8 8 7 2 0 ,1 3 9 1 0 ,9 2
5 5 0 ,5 7 7 4 5 ,2 7 9 4 2 ,0 2 5 6 1 ,6 5 7 5 1 ,8 3 9 4 5 ,7 5

5 0 % 5 8 0 ,2 4 7 7 8 ,3 4 9 7 9 ,4 1 5 8 9 ,8 5 7 8 3 ,5 4
6 1 0 ,2 0 8 1 2 ,1 3 4 2  0 1 7 ,3 0 6 1 9 ,0 2 8 1 6 ,3 8
6 4 1 ,1 9 8 4 6 ,7 0 0 5 6 ,1 7 6 4 8 ,7 0 8 4 9 ,8 3
6 7 2 ,5 9 8 8 1 ,7 9 6 7 8 ,8 4 8 8 3 ,8 1
7 0 4 ,7 6 9 1 7 ,9 5 7 0 9 ,5 3 9 1 8 ,4 4

5 5 % 7 3 7 ,6 2 9 5 3 ,9 9 9 5 3 ,9 9
7 7 0 ,7 4 9 9 1 ,2 9 9 8 9 ,7 2
8 0 5 ,2 3 4 2  0 2 9 ,2 1 4 2 0 2 6 ,5 6
8 3 9 ,6 6 0 6 7 ,6 7 0 6 3 ,6 7

1 0 6 ,5 5 1 0 1 ,3 4
6 0 % 1 4 6 ,0 9

186,32
227 ,12

1 3 9 ,9 5

Table 9

(1,4) у -band of NO

J OpГ12 P s Оз r 2 P i Q. R , SR31

% —
3 9  0 8 5 ,5 8 3 9  0 9 3 ,9 2 3 9  1 0 5 ,3 0

— —
3 9  2 1 1 ,8 0

—

3 9  0 7 6 ,5 0 0 8 4 ,8 4 0 9 6 ,2 9 1 1 2 ,0 9 — — 2 1 5 ,0 0 3 9  2 3 1 ,2 0
0 7 2 ,8 7 0 8 4 ,8 4 1 0 0 ,5 3 1 2 0 ,0 5 3 9  1 9 1 ,9 3 3 9  2 0 3 ,8 8 2 1 9 ,6 6 2 3 9 ,4 6
0 6 9 ,9 1 0 8 5 ,5 8 1 0 5 ,3 0 1 2 8 ,2 7 1 8 9 ,9 1 2 0 5 ,7 1 2 2 5 ,5 1 2 4 8 ,7 4

5 % 0 6 7 ,3 7 0 8 7 ,2 4 1 1 0 ,7 0 1 3 8 ,1 7 1 8 7 ,8 2 2 0 7 ,5 4 2 3 1 ,2 0 2 5 8 ,3 6
0 6 5 ,8 7 0 8 9 ,1 8 1 1 6 ,9 9 1 4 7 ,9 6 1 8 6 ,4 9 2 1 0 ,2 9 2 3 7 ,6 1 2 6 9 ,2 8

— 0 9 2 ,2 5 1 2 3 ,9 1 1 5 9 ,1 2 — 1 1 3 ,6 0 2 4 5 ,2 6 2 8 0 ,6 5
0 6 4 ,4 4 0 9 5 ,7 1 1 3 1 ,1 5 1 7 0 ,4 1 1 8 6 ,4 9 2 1 8 ,0 0 2 5 3 ,8 8 2 9 2 ,7 5

0 9 9 ,9 1 1 3 9 ,1 8 1 8 2 ,4 2 1 8 7 ,8 2 2 2 3 ,2 9 2 6 2 ,2 6 3 0 5 ,4 4



1 4 2 I. DEÉZSI

(1 ,4) у -b a n d  o f  NO

F °P l2 P 2 Qi R 2 Pi Qi R , ° R |,

10% 0 6 5 ,8 7 1 0 4 ,6 9 1 4 7 ,9 6 1 9 4 ,9 5 1 8 9 ,1 6 2 2 8 ,6 2 2 7 1 ,9 0 3 1 8 ,9 3
0 6 6 ,9 6 1 1 0 ,0 7 1 5 7 ,2 8 2 0 8 ,3 2 1 9 1 ,1 1 2 3 4 ,7 7 2 8 2 ,1 5 3 3 3 ,1 5
0 6 8 ,8 8 1 1 5 ,8 4 1 6 7 ,1 9 2 2 1 ,8 1 1 9 4 ,9 5 2 4 2 ,0 6 2 9 3 ,1 4 3 4 8 ,1 9
0 7 1 ,7 2 1 2 2 ,7 4 1 7 7 ,8 3 2 3 6 ,8 1 1 9 8 ,8 9 2 4 9 ,7 5 3 0 5 ,0 8 3 6 3 ,7 6
0 7 5 ,1 6 1 3 0 ,0 6 1 8 9 ,1 6 2 5 2 ,0 4 2 0 3 ,8 3 2 5 8 ,3 6 3 1 7 ,4 8 3 8 0 ,1 6

1 5 % 0 7 9 ,1 9 1 3 8 ,1 7 2 0 0 ,9 9 2 6 7 ,7 0 2 0 9 ,1 4 2 6 7 ,7 0 3 3 0 ,6 6 3 9 7 ,1 1
0 8 3 ,9 3 1 4 6 ,7 8 2 1 3 ,6 0 1 8 4 ,4 2 2 1 5 ,0 0 2 7 7 ,5 6 3 4 4 ,5 4 4 1 5 ,0 2
0 8 9 ,1 8 1 5 6 ,0 5 2 2 6 ,7 5 3 0 1 ,5 9 2 2 1 ,8 1 2 8 8 ,2 9 3 5 9 ,0 5 4 3 3 ,6 5
0 9 5 ,7 1 1 6 6 ,0 1 2 4 0 ,6 0 3 1 8 ,9 3 2 2 9 ,2 2 2 9 9 ,6 7 3 7 4 ,5 7 4 5 2 ,9 0
1 0 2 ,0 2 1 7 6 ,6 1 2 5 5 ,1 1 3 3 7 ,6 4 2 3 7 ,6 1 3 1 1 ,9 4 3 9 0 ,4 7 4 7 2 ,0 1

2 0 % 1 0 9 ,2 8 1 8 7 ,8 2 2 7 0 ,3 7 3 5 6 ,5 9 2 4 6 ,4 3 3 2 4 ,7 9 4 0 7 ,0 1 4 9 3 ,3 2
1 1 7 ,5 2 1 9 9 ,7 5 2 8 6 ,2 2 3 7 6 ,2 1 2 5 6 ,0 2 3 3 8 ,1 5 4 2 4 ,7 1 5 1 4 ,8 6
1 2 6 ,0 6 2 1 2 ,3 1 3 0 2 ,5 5 3 9 6 ,6 6 2 6 6 ,5 9 3 5 2 ,5 3 4 4 2 ,8 6 5 3 7 ,1 3
1 3 5 ,9 7 2 2 5 ,5 1 3 1 9 ,7 4 4 1 7 ,6 9 2 7 7 ,5 6 3 6 7 ,4 2 4 6 1 ,6 5 5 5 9 ,5 8
1 4 5 ,2 4 2 3 9 ,1 9 3 3 7 ,6 4 4 3 9 ,4 8 2 8 9 ,3 1 3 8 3 ,0 8 4 8 1 ,3 0 5 8 3 ,1 9

2 5 % 1 5 6 ,0 5 2 5 3 ,8 8 3 5 6 ,1 2 4 6 1 ,6 5 3 0 1 ,5 9 3 9 9 ,4 7 5 0 1 ,4 7 6 0 7 ,1 8
1 6 7 ,1 9 2 6 9 ,2 8 3 7 4 ,9 7 4 8 4 ,5 6 3 1 4 ,9 9 4 1 6 ,5 3 5 2 2 ,5 2 6 3 2 ,2 7
1 7 9 ,4 1 2 8 5 ,0 3 3 9 4 ,7 7 5 0 8 ,2 4 3 2 9 ,1 1 4 3 4 ,4 1 5 4 4 ,2 8 6 5 7 ,4 0
1 9 1 ,9 3 3 0 1 ,5 9 4 1 5 ,0 2 5 3 2 ,5 3 3 4 3 ,2 1 4 5 2 ,9 0 5 6 6 ,6 9 6 8 3 ,8 2
2 0 5 ,7 1 3 1 8 ,9 3 4 3 6 ,2 3 5 5 7 ,2 8 3 5 9 ,0 5 4 7 2 ,0 1 5 8 9 ,7 4 7 1 0 ,8 5

3 0 % 2 1 9 ,6 6 3 3 6 ,7 8 4 5 7 ,9 7 5 8 3 ,1 9 3 7 4 ,9 7 4 9 1 ,9 4 6 1 3 ,6 0 7 3 8 ,5 4
2 3 4 ,3 6 3 5 5 ,3 5 4 8 0 ,5 2 6 0 9 ,4 8 3 9 1 ,6 5 5 1 2 ,6 0 6 3 8 ,0 0 7 6 7 ,0 5
2 4 9 ,7 5 3 7 4 ,5 7 5 0 3 ,5 3 6 3 6 ,3 7 4 0 9 ,1 3 5 3 3 ,9 0 6 6 3 ,2 6 7 9 6 ,0 0

3 9 4 ,4 0 5 2 7 ,3 9 6 6 3 ,8 2 4 2 7 ,2 7 5 5 5 ,9 2 6 8 9 ,3 3 8 2 6 ,0 4
4 1 5 ,0 2 5 5 1 ,8 5 6 9 5 ,1 5 4 4 5 ,9 9 5 7 8 ,5 9 7 1 5 ,9 1 8 5 6 ,2 4

3 5 % 4 3 6 ,2 3 5 7 6 ,9 0 7 2 1 ,1 4 4 6 5 ,3 7 6 0 2 ,2 8 7 4 3 ,0 7 8 8 7 ,1 4
4 5 7 ,9 7 6 0 2 ,2 8 7 5 0 ,7 6 4 8 6 ,0 4 6 2 6 ,2 7 7 7 1 ,0 2 9 1 9 ,5 0
4 8 0 ,5 2 6 2 8 ,9 2 7 8 0 ,9 4 5 0 7 ,0 1 6 5 1 ,1 0 7 9 9 ,6 6 9 5 1 ,3 2
5 0 3 ,5 3 6 5 6 ,0 0 8 1 1 ,9 1 5 2 8 ,5 3 6 7 5 ,5 6 8 2 8 ,9 6 9 8 4 ,6 2
5 2 7 ,3 9 6 8 3 ,8 2 8 4 3 ,2 6 5 5 1 ,1 5 7 0 2 ,7 8 8 5 9 ,0 1

4 0 % 5 5 1 ,8 5 7 1 2 ,1 6 8 7 5 ,3 6 5 7 4 ,1 4 7 2 9 ,6 8 8 8 9 ,6 8
5 7 7 ,4 5 7 4 1 ,3 0 9 0 8 ,4 2 5 9 7 ,8 1 7 5 7 ,2 0 9 2 1 ,1 6
6 0 3 ,3 8 7 7 1 ,0 2 9 4 1 ,9 5 6 2 2 ,3 1 7 8 5 ,7 6 9 5 3 ,2 5
6 2 9 ,9 6 8 0 1 ,4 4 9 7 6 ,1 2 6 4 7 ,6 1 8 1 4 ,4 8 9 8 6 ,1 1
6 5 7 ,4 0 8 3 2 ,4 2 4 0  0 1 1 ,1 0 6 7 3 ,3 6 8 4 4 ,1 8 4 0  0 1 9 ,6 2

4 5 % 6 8 5 ,2 4 8 6 4 ,1 6 0 4 6 ,7 2 6 9 9 ,9 4 8 7 4 ,4 6 0 5 3 ,6 3
7 1 3 ,8 3 8 9 6 ,7 2 0 8 2 ,9 4 7 2 7 ,0 4 9 0 5 ,5 4 0 8 8 ,5 8
7 4 3 ,0 7 9 2 9 ,7 7 1 1 9 ,7 9 7 5 5 ,1 9 9 3 7 ,3 6 1 2 4 ,2 6
7 7 3 ,1 4 9 6 3 ,5 1 1 5 7 ,0 9 7 8 3 ,8 1 9 6 9 ,9 6 1 6 0 ,3 8
8 0 3 ,6 7 9 9 7 ,9 8 1 9 5 ,2 1 8 1 2 ,9 3 4 0  0 0 3 ,0 7 1 9 7 ,1 0

5 0 % 8 3 4 ,8 3 4 0  0 3 2 ,9 9 2 3 4 ,0 7 8 4 3 ,2 6 0 3 7 ,1 6
8 6 6 ,9 2 0 6 8 ,8 8 2 7 3 ,1 6 8 7 3 ,9 6 0 7 1 ,3 7
9 0 0 ,0 3 1 0 5 ,3 5 9 0 5 ,5 4 1 0 6 ,6 7
9 3 3 ,0 4 1 4 2 ,6 1 9 3 7 ,3 6 1 4 2 ,6 1
9 6 7 ,2 2 1 8 0 ,3 0 9 7 0 ,3 0 1 7 9 ,0 4

5 5 % 4 0  0 0 1 ,9 8 4 0  0 0 3 ,8 0 2 1 5 ,8 7
0 3 7 ,1 6 0 3 8 ,3 5
0 7 3 ,3 3 0 7 3 ,3 3
1 1 0 ,2 6 1 0 8 ,7 2
1 4 7 ,7 2 1 4 5 ,1 0

6 0 % 1 8 5 ,6 3
2 2 4 ,1 4
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Table 10

(1,5) у -band o f  N O

J 0 P 12 P о q2 Rs P! Q, R1 5H„.

y2 — — — — — 37440,74 37444,40
— 37321,39 37329,32 37340,74 — 440,08 448,20 _

37313,32 321,39 332,79 347,91 — 440,08 451,84 _
309,84 321,39 337,25 356,28 — 440,74 456,17 _
306,79 322,57 342,31 365,96 — 442,12 461,89 _

5% 304,72 324,27 347,91 375,75 — 444,40 468,08 _
303,08 326,75 354,28 385,81 — 447,36 475,05 37506,98
302,27 329,89 361,33 396,72 — 451,07 482,66 518,00
302,27 333,68 368,99 408,36 37423,81 455,48 491,10
303,08 338,20 377,37 420,36 425,53 460,91 500,44 543,58

io y 2 304,04 343,12 386,45 433,85 427,64 466,92 510,33 557,57
305,85 349,04 396,26 447,36 430,52 473,65 520,98 572,08
308,37 355,61 406,67 461,89 433,85 481,19 532,48 587,43
311,71 362,83 417,83 476,83 438,60 489,52 544,66 603,47
315,44 370,56 429,61 492,50 443,79 498,73 557,57 620,32

13 Yt 320,22 379,19 442,12 508,81 449,56 508,37 571,55 638,01
325,64 388,41 455,48 526,01 456,17 518,90 585,86 656,39
331,73 398,34 469,01 543,58 463,61 530,15 601,12 675,57
338,20 408,98 483,65 562,19 471,79 542,26 617,08 695,52
345,97 420,36 498,73 581,26 480,81 555,08 633,78 715,81

20У2 354,28 432,30 514,83 601,12 490,35 568,64 651,27 737,21
362,83 444,97 531,42 621,57 500,44 582,95 669,45 759,62
372,10 458,44 548,63 642,85 511,90 597,90 688,55 782,34
382,26 472,54 566,75 664,57 523,74 613,73 708,01 805,79
313,25 487,32 585,50 687,22 536,31 630,42 728,33 830,05

251/2 404,96 502,76 604,83 710,47 549,77 647,57 749,53 855,02
416,97 518,90 624,90 734,23 563,80 665,58 771,48 880,88
429,61 535,89 645,67 758,97 578,86 684,38 794,16 907,15
443,79 553,40 667,07 784,23 594,49 703,80 817,53 934,53

зо у 2
458,44 571,55 689,24 810,25 610,78 723,98 841,66 962,75
473,65 590,79 712,09 836,82 627,94 744,89 866,53 991,33
489,52 610,39 735,45 863,65 645,67 766,67 892.15 38020,57
505,61 630,94 759,67 892,15 664,57 789,25 918,46 051,13
522,84 651,78 784,56 921,25 683,72 812,29 945,42 081,90

35 y2
540,69 673,63 810,25 950,67 703,80 836,33 973,15 113,59
559,38 696,06 836,82 980,98 724,28 860,87 38001,87 146.11
578,86 719,08 863,65 38011,90 745,94 886,26 031,06 178,74
598,78 743,09 891,53 043,43 768,24 912,45 060,95 212,82
619,64 767,70 919,94 075,87 791,45 939,34 091,79

40y2
640,19 792,98 949,18 108,67 815,07 966,92 123,16
663,31 818,97 978,97 142,33 839,63 995,20 155,41

845,67 38009,51 176,83 864,64 38024,27 188,13
873,08 040,84 211,72 890,83 054,10 221,86
901,48 072,87 247,52 917,48 084,64 256,08

45 y2
930,26 105,46 284,01 944,87 115,83 291,06
959,67 138,91 321,17 973,15 147,89 326,77
990,19 172,97 358,95 38001,87 180,38 363,29

38021,00 207,70 397,50 031,65 213,98 400,51
052,81 243,31 436,90 062,29 247,98 438,42
085,25 279,52 476,94 093,03 282,89 476,94

50 y2 118,45 316,28 517,96 234,90 318,54
152,21 353,97 559,59 157,75 354,93
186,78 392,29 190,75 391,90
221,86 431,29 224,69 429,62

55 Vi
258,28 471,14 259,68 468,17
294,83 511,46 294,83 507,28
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(1,5) у-band o f NO.

J °p,ä p* Q, R., p. Q, R. s rx\2l

6oy2

332,41
370.33
409.33 
448,92 
419,05 
530,52 
572,32

552,70
594,33

331,34
368,12
405,73
444,26
483,46
523,51
563,87

547,27
587,73
629.21
671.30
714.30  
757,85
802.22  
847,21 
892,97  
939,42

Table 11

(1,6) у-band o f NO

J °P i2 P 2 Q! r 2 P, Q. Rt sr 2i

y2 35704,69 35708,44 35715,95
35582,39 35585,93 35593,98 35605,38 35700,22 704,17 711,60 723,22

577,71 585,57 597,27 612,77 696,34 704,17 715,95 731,12
574,30 585,93 601,61 621,38 693,28 704,69 720,87 740,05
571,38 587,19 606,93 630,49 690,70 706,62 726,39 749,84

.51/2 569,67 589,17 612,77 640,31 689,32 708,86 732,91 760,18
568,09 591,82 619,46 650,87 688,68 712,06 740,05 771,20
567,72 595,25 626,70 662,06 688,68 715,95 747,93 783,09
567,72 599,29 634,63 673,96 689,32 720,87 756,64 795,54
568,54 604,14 643,42 686,73 690,70 726,39 766,00 808,96

io y 2 570,25 609,72 652,84 700,22 693,63 732,91 776,38 823,31
572,59 615,89 663,09 714,19 696,94 740,05 787,06 838,53
575,72 622,85 673,96 728,98 700,95 747,93 799,39 854,28
579,38 630,49 685,60 744,47 705,90 756,64 812,07 871,08
584,00 638,89 697,93 760,73 711,60 766,35 825,56 888,37

15% 589,17 648,04 710,95 777,71 718,00 776,70 839,76 906,47
595,25 657,88 724,73 795,54 724,73 787,70 854,88 925,49
601,61 668,56 739,23 813,79 732,91 799,78 870,73 945,00
609,16 679,80 754,40 832,87 741,92 812,38 887,38 965,63
617,28 691,77 770,33 852,76 751,47 825,92 904,80 987,04

2 0 1 /2 626,12 704,69 787,06 873,24 761,88 840,24 922,86 36009,06
635,66 718,00 804,36 894,61 773,03 855,27 941,88 031,84
645,76 732,27 822,53 916,67 784,97 871,08 961,73 055,40
656,47 747,23 841,33 939,36 797,72 887,73 982,14 079,96
668,56 762,86 860,86 962,70 811,37 905,06 36003,41 104,74

2 5 1 /2 681,17 779,30 881,22 987,04 825,56 923,29 025,62 130,85
694,51 796,39 902,29 36011,82 840,24 942,21 048,35 157,68
708,44 814,18 924,04 037,46 856,40 961,96 072,07 185,20
723,22 832,87 946,49 063,88 873,24 982,51 096,31 213,33
738,42 852,19 969,75 090,99 890,41 36003,74 121,51 242,24

3 0 1/2 754,40 872,25 993,66 118,70 908,62 025,85 147,34
771,67 893,10 36018,38 147,34 927,56 048,66 174,18
789,78 914,70 043,76 176,56 947,39 072,07 201,42
807,90 936,95 069,94 206,31 967,80 096,31 229,72
827,29 959,99 096,65 237,09 989,05 121,51 258,72

3 5 1 /2 847,06 983,78 124,44 268,64 36011,15 147,34 288,46
867,65 36008,26 152,79 300,80 034,01 174,18 318,96
889,25 033,53 181,75 333,79 057,65 201,42 350.34
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(1,6) у -band of NO,

J °P,2 r* 9 , R , P, Q, R, ! SR*.
1

911,38 059,55 211,55 367,44 081,98 229,72 382,37
934,50 086,31 242,24 401,91 107,03 258,72 415,21

40% 957,92 113,73 273,56 437,07 133,01 288,46 448,76
982,51 142,00 305,73 473,06 159,66 318,96 483,14

36007,51 171,08 338,48 509,63 187,05 350,34 518,21
200,57 372,07 546,77 215,19 382,37 554,13
231,07 406,32 584,79 244,30 415,21 590,55

451/2 262,31 441,05 623,78 273,97 448,76 627,95
294,30 477,16 663,34 304,76 483,14 666,29
327,10 513,75 703,53 336,04 518,21 705,22
360,77 550,95 744,75 367,98 554,13 744,75
394,71 589,07 786,58 400,94 590,79 785,39

5 0 14 429,71 627,95 434 ,53 628,26 826,43
465,43 667,34 469 ,15 666,29 868,33
502,15 707,66 504 ,19 705,22
538,98 748,46 540,09 744,75
576,93 790,25 576,93 785,39

55% 615,96 832,62 614,31 826,43
655 ,39 875,78 652,54 868,33
695,57 919,76 691,45
736,67 964,40 731,29
778,34 771,60

60% 8 2 0 ,8 5 812,94
864 ,34 854 ,99

Table 12

(2,2) у-band of NO

J °P l2 Q* Q г r 2 P i Qt R i SR21

%
4 5 0 0 2 ,1 5 4 5 0 0 6 ,4 8 4 5 0 1 3 ,8 4 — — 4 5 1 2 4 ,9 8 4 5 1 3 2 ,9 7 —

4 4 9 9 7 ,5 5 0 0 5 ,4 1 0 1 6 ,8 2 — — 1 2 4 ,9 8 1 3 6 ,3 1 —

9 9 3 ,6 0 0 0 5 ,4 1 0 2 0 ,6 7 — — 1 2 4 ,9 8 1 4 0 ,5 7 —

9 9 0 ,0 3 0 0 5 ,4 1 0 2 4 ,9 9 — — 1 2 5 ,8 8 1 4 5 ,5 5 —

5 % 9 8 6 ,7 3 0 0 6 ,4 8 0 2 9 ,9 1 4 5 0 5 7 ,3 1 4 5 1 0 7 ,8 4 1 2 7 ,0 0 1 5 0 ,8 1 —

9 8 4 ,3 5 0 0 7 ,8 4 0 3 5 ,1 9 0 6 6 ,0 4 1 0 6 ,1 2 1 2 9 ,5 8 1 5 6 ,8 4 —

9 8 2 ,6 5 0 0 9 ,9 4 0 4 1 ,1 5 0 7 6 ,1 0 1 0 4 ,7 5 1 3 2 ,1 8 1 6 3 ,5 1 —

9 8 1 ,3 1 0 1 2 ,5 8 0 4 7 ,5 6 0 8 6 ,3 8 1 0 4 ,7 5 1 3 5 ,5 0 1 7 0 ,5 5 —

9 8 0 ,5 6 0 1 5 ,5 4 0 5 4 ,5 7 0 9 7 ,4 9 1 0 4 ,7 5 1 3 9 ,2 7 1 7 8 ,4 9 —

10% 9 8 0 ,5 6 0 1 9 ,2 3 0 6 2 ,0 0 1 0 8 ,4 8 1 0 4 ,7 5 1 4 3 ,9 4 1 8 6 ,9 1 —

9 8 0 ,5 6 0 2 3 ,4 8 0 7 0 ,2 0 1 2 0 ,7 9 1 0 6 ,1 2 1 4 9 ,1 5 1 9 5 ,9 5 —

9 8 1 ,3 1 0 2 8 ,1 1 0 7 8 ,7 8 1 3 2 ,9 7 1 0 8 ,4 8 1 5 4 ,7 4 2 0 5 ,7 0 —

9 8 2 ,6 5 0 3 3 ,4 2 0 8 7 ,8 1 1 4 6 ,2 6 1 1 0 ,8 4 1 6 1 ,1 9 2 1 5 ,9 8 —

9 8 4 ,3 5 0 3 9 ,1 4 0 9 7 ,4 9 1 6 0 ,1 3 1 1 3 ,8 9 1 6 8 ,2 9 2 2 6 ,9 1 —

1 5 % 9 8 6 ,7 3 0 4 5 ,4 1 1 0 7 ,8 4 1 7 3 ,9 8 1 1 7 ,6 5 1 7 5 ,8 2 2 3 8 ,3 0 —

9 9 0 ,0 3 0 5 2 ,2 5 1 1 8 ,4 1 1 8 8 ,6 0 1 2 3 ,0 9 1 8 4 ,2 1 2 5 0 ,5 7 —

9 9 3 ,6 0 0 5 9 ,7 1 1 2 9 ,5 8 2 0 3 ,5 4 1 2 7 ,0 0 1 9 3 ,0 3 2 6 3 ,1 3 —

9 9 7 ,5 5 0 6 7 ,4 6 1 4 1 ,5 1 2 1 9 ,3 2 1 3 2 ,1 8 2 0 2 ,4 3 2 7 6 ,4 9 —

4 5 0 0 2 ,1 5 0 7 6 ,1 0 1 5 3 ,9 9 2 3 5 ,6 2 1 3 8 ,6 8 2 1 2 ,5 3 2 9 0 ,4 4 —

2 0 % 0 8 5 ,1 9
0 9 4 ,7 4

1 6 6 ,8 4
1 8 0 ,3 3

2 5 2 ,4 9
2 6 9 ,5 4

1 4 5 ,5 5
1 5 3 ,0 5

2 2 3 ,2 9
2 3 4 ,3 3

3 0 4 ,9 7
3 2 0 ,1 0

4 5 3 9 0 ,2 1
4 0 9 ,2 3

10 A cta Physica IX/1
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(2,2) у-band of NO

J °p„ p2 Q* r 2 P t Q. R, s R ,i

104,75 194,26 287,42 161,19 246,49 3 3 5 ,9 7 428,90
115,37 208,79 305,87 169,72 258,78 352,28 448,95
125,88 223,94 324,56 178,49 271,96 369,32 470 ,03

251/, 138,68 239,57 344,22 188,60 285,54 386,66 491,11
150,81 255,69 364,38 199,12 299,86 404,90 —
163,51 272,49 384,74 210,06 314,68 423,63 5 35 ,68
177,19 289,84 405,79 221,63 330,09 442,75 5 5 9 ,0 0
191,13 307,58 427,37 233,76 345,98 462,84 5 82 ,62

зоу2 205,70 325,96 449,78 246,49 362,96 483,19 60 6 ,4 9
221,02 344,85 472,49 260,16 380,13 504,26
236,28 364,38 495,79 274,46 397,89 525,93
252,49 384,74 519,76 289,02 416,22 548,17
269,54 404,90 543,85 304,15 435,38 570,82

351 /2 286,64 426,19 568,97 320,10 455,04 594,34
304,97 447,89 594,34 335,97 475,22 618,37
323,17 470,03 620,41 353,24 495,79 642,85
342,10 493,33 646,97 370,92 517,29 668,30
361,50 516,38 674,52 389,01 538,81 693,95

•101/2 382,02 540,18 701,97 407,38 561,78 720,20
402,65 564,71 730,40 427,37 585,03 747,23
423,63 589,60 759,06 447,11 608,38 774,79
445,42 615,44 788,33 467,51 632,85 802,85
467,51 645,97 818,28 488,72 657,77 831,17

451 /2 490,12 668 ,30 510,52 683,28 860,69
513,89 695,71 532,96 709,24 890,30

A 723,58 555,52 735,88 920,52
751,96 579,02
781,02

501 /2 810 ,84
8 40 ,82

j 871 ,56

Table 13

(2,3) у -band of NO

J °p,2 P2 q2 Rs P, 0 , SR21

y2 _ _ _ _ 43306,25 43310,04
— — — — 305,15 313,30
— — — — 305,15 316,61
— — — — 305,15 320,98
— — — — 306,25 325,88
— — — — 307,94 331,44
— — — — 310,04 337,71
— — — — 313,30 344,29
— — — — 316,61 352,14
— — — — 320,98 360,17

1 0 У2 — — — — 325,88 369,12
— — — — 331,44 378,48
— — — — 337,71 388,49
— — — — 344,29 399,30
— — — — 352,14 410,23

151/2 — — — — 360,17 422,58
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(2,3) -/-band of NO

J ° p . . P 2 0 , r 2 P, Qi R i SRai

___ 4 3 3 0 3 ,7 8 — ___ 3 6 9 ,1 2 4 3 5 ,3 5
— 3 1 5 ,9 1 — — 3 7 8 ,4 8 4 4 8 ,5 7
— 3 2 8 ,3 2 — — 3 8 8 ,4 9 4 6 2 ,5 1
_ 3 4 1 ,2 8 — — 3 9 9 ,3 0 4 7 7 ,0 4

2 0 % — 3 5 4 ,9 5 4 3 4 4 0 ,4 9 4 3 3 3 2 ,9 8 4 1 0 ,2 3 4 9 2 ,2 9
— 3 6 9 ,1 2 4 5 8 ,2 6 3 4 1 ,2 8 4 2 2 ,5 8 5 0 8 ,1 1
— 3 8 3 ,8 6 4 7 7 ,0 4 3 5 0 ,2 3 4 3 5 ,3 5 5 2 4 ,4 5

4 3 3 0 6 ,2 5 3 9 9 ,3 0 4 9 5 ,8 4 3 6 0 ,1 7 4 4 8 ,5 7 5 4 1 ,6 5
3 1 8 ,3 7 4 1 5 ,1 3 5 1 6 ,0 6 3 6 9 ,1 2 4 6 2 ,5 1 5 5 9 ,3 1

2 5 % 3 3 1 ,4 4 4 3 1 ,6 9 5 3 6 ,4 0 3 8 0 ,1 7 4 7 7 ,0 4 5 7 7 ,5 1
3 4 4 ,2 9 4 4 8 ,5 7 5 5 7 ,7 9 3 9 1 ,6 2 4 9 2 ,2 9 5 9 6 ,6 1
3 5 8 ,2 0 4 6 6 ,6 1 5 7 8 ,8 4 4 0 3 ,2 8 5 0 8 ,1 1 6 1 6 ,2 6
3 7 2 ,5 7 4 8 5 ,2 3 6 0 1 ,1 6 4 1 6 ,0 4 5 2 4 ,4 5 6 3 7 ,2 8
3 8 7 ,5 5 5 0 3 ,7 1 6 2 3 ,8 0 4 2 9 ,1 8 5 4 1 ,6 5 6 5 8 ,1 6

3 0 % 4 0 3 ,2 8 5 2 3 ,7 0 6 4 7 ,3 7 4 4 2 ,7 1 5 5 9 ,3 1 6 7 9 ,4 3
4 1 9 ,3 8 5 4 3 ,2 0 6 7 1 ,5 7 4 5 7 ,6 0 5 7 7 ,5 1 7 0 1 ,4 8
4 3 5 ,9 6 5 6 3 ,8 0 6 9 5 ,6 3 4 7 2 ,9 2 5 9 6 ,6 1
4 5 3 ,6 3 5 8 5 ,2 7 — 4 8 8 ,6 2 6 1 6 ,2 6
4 7 1 ,4 8 6 0 7 ,0 5 746,09 5 0 4 ,8 7 6 3 6 ,0 6

3 5 % 4 9 0 ,0 3 6 2 9 ,3 9 772,10 5 2 2 ,2 0 6 5 7 ,0 7
5 0 9 ,1 9 6 5 2 ,3 1 799,41 6 7 8 ,5 7
5 2 9 ,0 4 6 7 6 ,1 1 827,11 7 0 0 ,7 7
5 4 9 ,6 1 7 0 0 ,7 7 7 2 3 ,3 8
5 7 0 ,8 7 725,01 —

4 0 % 592 ,11 750,61 770,70
614,41 776-,35 795,28
6 37 ,28 802 ,98 820 ,54
660 ,43 830 ,24 846,41
6 83 ,86 857 ,82 872,54

4 5 % 707,67 8 86 ,48 899 ,85
732,58 915,24 927 ,76
6 57 ,69 945,06 956 ,06

975,66
44006,30

984,83
44014 ,34

5 0 % 037,43
069,60
102,72

Table 14

(2,7) у -band of NO

J °P,a P 2 q 2 r 2 P , Qi R 1 SR ,,

% — — — — ____ 3 6 3 0 5 ,7 3 3 6 3 0 9 ,7 6 ____

— 3 6 1 8 7 ,2 6 3 6 1 9 4 ,7 7 3 6 2 0 6 ,3 1 3 6 3 0 0 ,8 0 3 0 4 ,7 6 3 1 3 ,0 2 —

— 1 8 6 ,8 5 1 9 8 ,2 9 2 1 3 ,7 9 2 9 7 ,6 6 3 0 4 ,7 6 3 1 7 ,0 4 —

— 1 8 7 ,2 6 2 0 2 ,7 1 2 2 2 ,2 3 2 9 4 ,3 0 3 0 5 ,7 3 3 2 1 ,5 3 —

— 1 8 8 ,4 5 2 0 7 ,9 9 2 3 1 ,0 7 2 9 1 ,9 8 3 0 7 ,4 5 3 2 7 ,1 0 —

5 % — 1 9 0 ,4 2 2 1 3 ,7 9 2 4 1 ,3 2 2 9 0 ,6 1 3 0 9 ,7 6 3 3 3 ,5 1 —

— 1 9 3 ,0 4 2 2 0 ,4 4 2 5 1 ,7 9 2 8 9 ,9 1 3 1 3 ,0 2 3 4 0 ,5 8 —

— 1 9 6 ,5 2 2 2 7 ,6 6 2 6 2 ,7 3 2 8 9 ,9 1 3 1 7 ,0 4 3 4 8 ,4 4 —

— 2 0 0 ,5 7 2 3 5 ,6 6 2 7 4 ,7 3 2 9 0 ,6 1 3 2 1 ,9 2 3 5 7 ,1 1 —

— 2 0 5 ,4 1 2 4 4 ,3 0 2 8 7 ,3 0 2 9 2 ,7 3 3 2 7 ,4 9 3 6 6 ,6 2 —

10
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(2,7) y-band of NO

J oP 1 2 P 2 Qz R 2 Pi Qt Ri SR21

i o y 2 36172,23 211,01 253,71 300,80 295 ,18 333,79 376,92 _
174,18 217,10 263,88 314,52 298 ,64 341,02 387,71 —

— 224,16 274,73 329,29 3 02 ,34 348,96 399 ,83 —

181,14 231,86 286,41 344,87 307,45 357,68 412 ,57 —

185,58 240,19 298 ,64 361,04 313,02 367,44 425 ,85 —

15% 190,94 249,28 311 ,66 377,66 319 ,36 377,66 440 ,12 —

196,82 259,17 325,47 395,40 326,77 388,67 4 55 ,06 3 6 5 2 4 ,9 4
203,63 269,73 339 ,93 413,74 334,53 400,58 4 70 ,83 5 4 4 ,5 1
2 1 1 ,0 1 281,00 355 ,04 432,78 343 ,33 413,30 487 ,41 5 6 5 ,0 8
2 1 9 ,1 4 293,13 370,95 452,62 353 ,09 426,83 504 ,69 5 8 6 ,2 2

20% 2 2 7 ,6 6 305,73 387,71 473,06 363 ,38 441,05 5 22 ,83 6 0 8 ,1 5
2 3 7 ,6 0 319,36 404,88 494,17 374,45 455,95 5 41 ,64 630 ,81
2 4 8 ,0 2 333,51 423 ,00 516,07 386 ,46 471,80 561 .12 6 5 4 ,3 0
2 5 9 ,1 7 348,44 441 ,69 538,98 399,17 488,25 581 ,80 6 7 8 ,6 8

25%
2 7 0 ,9 8 364,05 461 ,27 562,34 412 ,57 505,67 6 02 ,99 7 0 3 ,5 3
2 8 3 ,3 5 380,58 481 ,49 586,22 426 ,83 524,00 624 ,98 7 2 9 ,6 0
2 9 6 ,6 6 397,56 502 ,39 611,10 4 41 ,69 542,69 647 ,69 7 56 ,21
3 1 0 ,3 5 415,21 524,00 636,63 457 ,82 562,34 671 ,26 7 8 3 ,4 0
3 2 5 ,4 7 434,12 546,77 662,97 474 ,43 582,78 695 ,57 8 1 1 ,4 7

30%
3 4 0 ,5 8 453,34 569,82 689,81 4 91 ,74 604,04 7 20 ,64 8 4 0 ,5 6
3 5 7 ,1 1 473,37 593,79 717,55 509 ,96 626,00 746 ,45 8 6 9 ,8 9
3 7 4 ,4 5 494,17 618,25 746,10 528,87 648,76 773 ,03 9 0 0 ,6 6
3 9 1 ,6 4 515,72 643 ,64 774,75 548 ,56 672,27 800 ,54 9 3 1 ,7 2

35%

4 1 0 ,2 2 537,98
561,12

669,73
696,56

8 0 4 ,9 7
8 3 5 ,7 0

569 ,12
590 ,55

696,56
721,63

828 ,76
857 ,33 9 9 6 ,6 0

584,79
609,17
634,40
660,44

724,11
752,54
781.46
811.47  
841,93

8 6 6 ,7 6
8 9 8 ,4 1
9 3 1 ,7 2
9 6 5 ,3 8
9 9 9 ,6 1

6 1 2 ,3 6
634 ,97
658 ,76
683 ,02
708,21

747,38
774,10
801,46
829,63

887 ,06
917 ,44
948 ,77

37013 ,13

3 7 0 2 9 ,9 1
0 64 .01  
0 9 9 ,0 7
1 3 5 .0 2  
1 7 1 .2 6

40%

45%

50%

714,21
742,89
771,60
801,46
831,96

873,02
904,89
937.26
9 7 1 .2 6  

3 7 0 0 6 ,1 2

3 7 0 3 4 ,7 3  
0 71,01  
1 0 8 ,0 6  
1 4 5 ,1 1  
1 8 3 ,0 4

760 ,76
788 ,11
816 ,19
845 ,47
874,95
905 ,97
9 37 ,26
9 69 ,69

37002 ,69

888,12
918,56
949,77
981,63

37014,42
047,59
082,06
116,95
152,86
1 8 8 ,8 4
2 2 6 ,0 2

046 ,67
0 80 .79
115.80
151.80  
188,19  
226 ,02  
263 ,77  
303 ,08  
343 ,12  
383 ,45

2 0 8 ,5 2

Table 15

(3,4) у-band of NO.

J 0P12 P, Q-. r 2 p, Q, R1 SRâl

y2 — _ _ _ 43790,45 43794,46
43671,57 43679,43 — — 789,30 797,18

670,77 682,10 — — 789,30 800,90
670,77 686,24 — — 789,30 805,03
670,77 690,27 — — 790,45 810,08

5% 671,57 694,87 — — 791,91 815,53
673,51 700,77 — — 794,46 821,70
676,11 706,71 — — 797,18 828,44
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(3,4) у-band  of NO.

J Op*12 P a 0 . R , P , 0 , R , Sj>**21

6 7 8 ,5 7 7 1 3 ,1 1 8 0 0 ,9 0 8 3 5 ,9 9
6 8 2 ,1 0 7 2 0 ,0 7 — — 8 0 5 ,0 3 8 4 4 ,0 8

ю  % 6 8 6 ,2 4 7 2 8 ,6 2 — — 8 1 0 ,0 8 8 5 2 ,8 7
6 9 0 ,2 7 7 3 7 ,1 1 — — 8 1 5 ,5 3 8 6 2 ,3 0
6 9 5 ,6 3 7 4 6 ,0 9 — — 8 2 1 ,7 0 8 7 2 ,5 4
7 0 1 ,4 8 7 5 5 ,5 9 — — 8 2 8 ,4 4 8 8 3 ,0 9
7 0 7 ,6 7 7 6 5 ,8 0 43827 ,11 — 8 3 5 ,9 9 8 9 4 ,4 8

1 5 '/2 7 1 4 ,6 4 7 7 6 ,3 5 8 42 ,03 — 8 4 4 ,0 8 9 0 6 ,3 1
7 2 2 ,1 2 7 8 7 ,4 9 8 5 6 ,7 0 — 8 5 2 ,8 7 9 1 9 ,0 0
7 3 0 ,5 5 7 9 9 ,4 1 8 7 2 ,5 4 — 8 6 2 ,3 0 9 3 2 ,2 2
7 3 8 ,9 5 8 1 2 ,0 2 8 8 8 ,4 8 — 8 7 2 ,5 4 9 4 6 ,0 9
7 4 7 ,8 5 8 2 5 ,1 9 9 0 5 ,1 0 — 8 8 3 ,0 9 9 6 0 ,6 0

2 0  y 2 7 5 7 ,6 9 8 3 8 ,5 9 023,11 — 8 9 4 ,4 8 9 7 5 ,6 6
7 6 8 ,0 2 8 5 2 ,8 7 — — 9 0 6 ,3 1 9 9 1 ,5 5
7 7 8 ,7 5 8 6 7 ,4 6 — — 9 1 9 ,0 0 4 4 0 0 7 ,9 9
7 9 0 ,4 5 8 8 3 ,0 9 9 78 ,87 43844 ,08 9 3 2 ,2 2 0 2 4 ,9 1
8 0 2 ,9 8 9 9 8 ,6 0 998,61 854 ,55 9 4 6 ,0 9 0 4 2 ,5 7
8 1 5 ,5 3 9 1 5 ,2 4 4401 8 ,9 7 864 ,66 9 6 0 ,6 0 061,30
8 2 8 ,4 4 9 3 2 ,2 2 0 39 ,86 876,49 9 7 5 ,6 6 0 80 ,32
8 4 2 ,0 3 9 4 9 ,9 3 0 61 ,30 888 ,48 9 9 1 ,5 5 100,45
8 5 6 ,7 0 9 6 8 ,0 8 0 82 ,33 901 ,45 4 4 0 0 7 ,9 9 120,71
8 7 1 ,4 8 9 8 6 ,6 7 915,24 0 2 4 ,9 1

3 0  % 8 8 6 ,4 8 4 4 0 0 6 ,3 0 929,31 0 4 2 ,5 7
0 2 6 ,2 8 9 44 ,08
0 4 6 ,8 2 959,19

Table 16

(3,5) у -band of NO.

J <)P12 P s Q, r 2 P, 0 , R , SR>,

/'2 — — _ _ 4 2 0 3 1 ,1 7
4 1 9 0 7 ,3 8 4 1 9 1 4 ,2 4 — — _ 0 3 4 ,3 9

9 0 6 ,6 3 9 1 7 ,9 5 — — _ 0 3 7 ,1 1
9 0 6 ,6 3 9 2 1 ,8 7 — — — 0 4 1 ,7 6
9 0 7 ,3 8 9 2 6 ,9 7 — — — 0 4 6 ,2 8

5 % 9 0 8 ,7 8 9 3 2 ,1 9 — — 4 2 0 2 9 ,2 1 0 5 2 ,1 4
9 1 0 ,9 2 9 3 7 ,5 9 — — 0 3 1 ,1 7 0 5 8 ,3 8
9 1 3 ,1 7 9 4 4 ,1 0 4 1 9 7 8 ,5 1 4 2 0 0 7 ,6 1 0 3 4 ,3 9 0 6 5 ,2 1
9 1 6 ,4 3 9 5 1 ,0 8 9 8 9 ,7 2 0 0 7 ,6 1 0 3 8 ,7 9 0 7 3 ,2 7
9 2 0 ,1 8 9 5 8 ,5 7 4 2 0 0 0 ,6 8 0 0 8 ,3 7 0 4 2 ,7 8 0 8 1 ,4 9

Ю  y2 9 2 5 ,1 5 9 6 7 ,2 0 0 1 3 ,0 5 0 0 9 ,5 2 0 4 8 ,2 3 0 9 0 ,7 5
9 2 9 ,5 0 9 7 5 ,8 9 0 2 6 ,5 6 0 1 1 ,7 6 0 5 3 ,2 0 1 0 0 ,6 4
9 3 5 ,4 0 9 8 5 ,2 3 0 3 9 ,3 5 0 1 4 ,7 8 0 6 0 ,8 3 1 1 1 ,3 4
9 4 1 ,5 1 9 9 5 ,3 4 0 5 3 ,2 0 0 1 7 ,9 1 0 6 8 ,1 2 1 2 1 ,8 9
9 4 8 ,1 8 4 2 0 0 5 ,8 6 0 6 7 ,6 7 0 2 2 ,4 1 0 7 6 ,0 3 1 3 3 ,9 4

1 5 % 9 5 5 ,4 2 0 1 7 ,3 0 0 8 2 ,6 9 0 2 6 ,5 6 0 8 4 ,7 1 1 4 7 ,2 7
9 6 3 ,8 9 0 2 9 ,2 1 0 9 8 ,4 1 0 3 2 ,6 6 0 9 4 ,1 2 1 5 9 ,9 4
9 7 3 ,0 1 0 4 1 ,7 6 1 1 4 ,8 5 0 3 8 ,7 9 1 0 4 ,1 0 1 7 3 ,6 8
9 8 1 ,8 4 0 5 5 ,0 9 1 3 2 ,3 9 0 4 6 ,2 8 1 1 4 ,8 5 1 8 7 ,8 3
9 9 2 ,1 8 0 6 8 ,1 2 1 4 9 ,3 1 0 5 3 ,2 0 1 2 6 ,2 1 203,09
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(3,5) у-band o f NO

J sP IS P ä Q* R , Pl Q. R 1 SR „

2 0  V * 4 2 0 0 2 ,2 4 0 8 2 ,6 9 1 6 7 ,6 0 0 6 1 ,6 7 1 3 8 ,1 5 219 ,08
0 1 3 ,0 5 0 9 7 ,8 4 186,32 0 6 9 ,9 4 1 5 0 ,9 4 235 ,74
0 2 4 ,6 7 1 1 3 ,1 8 2 04 ,79 0 7 9 ,7 4 1 6 3 ,6 2 —

0 3 7 ,1 1 1 2 9 ,5 4 2 2 4 ,8 2 0 9 0 ,0 1 2 70 ,10
0 4 9 ,7 3 1 4 6 ,0 9 2 45 ,88 100 ,64 288,51

2 5 V 2 0 6 3 ,6 7 1 6 3 ,6 2 2 67 ,54 112,03
0 7 7 ,8 0 2 8 9 ,2 5 124,06
0 9 2 ,8 8 311,53
1 0 8 ,6 1 334,51
124,06 358,74

з о у 2 140,71
158,21
175,98
194,14
2 13 ,36

383,06

3 5  %



ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DER STRUKTUR  
UND DEN PHYSIKALISCHEN EIGENSCHAFTEN

DES GLASES
II. M ITTEILUNG  

Von
I . N á r a y - S z a b ó

CH EM ISCH ES ZENTRALFO RSCHU N GSIN STITU T D ER  UNGARISCHEN AKADEM IE D E R  W ISSEN SCH A FTEN ,
BUDAPEST

(Vorgelegt von P. G om bás. — E ingegangen : 15. X I. 1957)

In Verfolgung der in  der I. M itteilung erkannten G esetzm ässigkeiten wurden G leichun
gen für das Sauerstoffionenvolum en in Gläsern mit vier und mehr K om ponenten angegeben, 
die endlich zu 4 G leichungen zusam m engezogen werden können. Diese ge lten  1. für Gläser 
auf Natronsilikatgrundlage, 2. für Gläser au f K alisilikatgrundlage, 3. für Gläser auf Natron- 
borosilikatgrundlage und 4. für Gläser a u f K aliborosilikatgrundlage. Mit diesen Gleichungen  
kann man das Sauerstoffionenvolum en und dam it die D ich te  von Gläsern, deren Zusam m en
setzung zwischen gewissen Grenzen b le ib t, m it befriedigender G enauigkeit berechnen.

Das Sauerstoffionenvolumen in Silikatgläsern mit vier 
oder mehr Komponenten

W ie in der e rs te n  M itte ilung  dieser R eihe [1] gezeigt w u rd e , k an n  m an  
fü r das V olum en v, w elches im  G las von einem  0 2~ -Io n  in  A n sp ru ch  genom 
m en w ird , einfache lineare  G leichungen a n g eb en , die aus d er Z u sam m en 
se tzu n g  die B erechnung  dieses V olum ens m it z iem licher G en au igke it g e s ta tte n . 
F ü r  G läser m it zwei oder drei K om ponen ten  k o n n te  h ie rfü r ein Bew eis e rb ra c h t 
w erden . Bei der F o rtse tzu n g  d ieser A rbeit h a b e  ich gefunden , dass solche 
G le ichungen  auch  fü r  G läser m it m ehr als d re i K om p o n en ten  au fgeste llt 
w erden  können .

Die G rundg le ichungen  b le iben  diejenigen d e r  I. M itte ilu n g  u . zw. fü r  
N a tro n s ilik a tg lä se r

v =  3,8 R +  14,9
u n d  fü r  K alis ilik a tg läser

v =  12 R -  1,2.
(R  is t 0 /S Í + B  +  A 1 + . • ■)
Bei der E in fü h ru n g  von w eite ren  K om ponen ten  in  das G las w erden diese 
G rundg le ichungen  in  derselben W eise m o d ifiz ie rt wie bei d en  G läsern m it 
d re i K o m p o n en ten , d. h. p ro p o rtio n a l den e in g e fü h rten  G ram m ionen . Die 
P ro p o rtio n a litä ts fa k to re n  sind fü r  jedes Ion c h a ra k te ris tisch , sie b leiben in  
G läsern  a u f  N a tro n silik a tg ru n d lag e  konstan t u n d  u n ab h än g ig  von  der G egen
w art an d ere r K o m ponen ten . F ü r  K alis ilik a tg läse r gelten w ieder andere , von  
e in a n d e r u n ab h än g ig e , k o n s ta n te  F ak to ren . D ie P rü fu n g  d ieser Z u sam m en 
hänge an  dem  v o rh an d en en  experim en te llen  M a te ria l h a t erw iesen , dass sie
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zw ischen gew issen G renzen g ü ltig  s in d . Bei N a tro n b o ro s ilik a tg lä se rn  m uss 
au ch  d er N a triu m g e h a lt in  B e tra c h t gezogen w erden , u n d  die a d d itiv e  K ons
ta n te  w ird  du rch  die A nw esenheit gew isser Ionen  e tw as m o d ifiz ie rt.

B e tra c h te n  w ir z u n äch s t die N a tro n s ilik a tg lä se r , die zwei A lkaliionen  
u n d  ein E rd a lk a liio n  e n th a lte n . T abelle  1 zeigt N a tr iu m  — L ith iu m  — C alcium 
silik a tg läse r. Die m it einem  S te rn  verseh en en  chem ischen  Sym bole b ed eu ten  
jew eils die Z ahl der G ram m ionen  des b e tre ffen d en  E lem en ts  in  100 g Glas.

Tabelle 1

N a20 — Li20 — CaO— S102— Gläser (2)

S iO .% N a ,0 % 1 + 0 %
Li.,0
Mole C aO %

CaO
M ole

D ich te  
g /c m 3

V olum
vo n

100 g
Glas
cm 3

0 2 — 
G ra m m 

ionen 
p ro  

100 g

R
V olum en p ro  

0 J - Io n  A 3
Diff.

gern. h er.

7 4 , 8 9 0 1 5 0 , 5 0 0 1 0 ,0 2 0 , 1 7 9 2 , 4 5 4 4 0 ,7 5 3 , 1 6 9 2 , 5 4 2 2 1 ,3 2 2 1 , 2 6 — 0 ,0 6

7 4 , 9 4 2 1 3 0 , 4 3 3 9 , 9 4 0 , 1 7 8 2 , 4 5 6 4 0 ,7 2 3 , 1 3 7 2 , 5 1 3 2 1 , 5 7 2 1 , 4 8 — 0 ,0 9

7 4 , 9 6 4 11 0 , 3 6 7 1 0 ,0 8 0 , 1 8 0 2 , 4 6 3 4 0 , 6 0 3 , 1 0 6 2 ,4 9 1 2 1 , 7 0 2 1 , 7 0 ± 0

7 5 , 0 2 6 9 0 , 3 0 0 1 0 ,0 0 0 , 1 7 9 2 , 4 6 6 4 0 , 5 5 3 , 0 7 2 2 ,4 6 2 2 1 ,9 1 2 1 , 9 2 + 0 , 0 1

7 5 , 1 4 9 6 0 , 2 0 0 9 ,9 3 0 , 1 7 7 2 , 4 7 5 4 0 ,4 0 3 , 0 2 2 2 , 4 1 8 2 2 , 1 9 2 2 , 2 5 + 0 , 0 6

7 4 , 9 6 1 1 4 0 , 1 3 3 1 0 ,0 2 0 , 1 7 9 2 , 4 8 4 4 0 , 2 6 2 , 9 8 3 2 ,3 9 2 2 2 ,4 0 2 2 , 4 3 +  0 ,0 3

7 5 , 1 0 1 3 2 0 , 0 6 7 9 ,9 1 0 , 1 7 7 2 , 4 8 4 4 0 , 2 6 2 , 9 5 4 2 , 3 6 3 2 2 ,6 2 2 2 , 6 8 +  0 ,0 6

7 5 , 0 0 1 4 1 0 , 0 3 3 1 0 ,2 5 0 , 1 8 3 2 , 4 8 2 4 0 , 2 9 2 , 9 3 8 2 , 3 5 4 2 2 , 7 6 2 2 , 7 7 +  0 ,0 1

7 5 , 0 8 1 4 ,7 5 0 0 1 0 ,2 2 0 , 1 8 3 2 , 4 8 2 4 0 , 2 9 2 , 9 1 9 2 ,3 3 7 2 2 ,9 1 2 2 , 8 6 — 0 ,0 5

Die m it der G leichung

V =  3,8 R -  2,4 Li* -  5 Ca* +  14,9 (1)

b e rech n e ten  W erte  zeigen eine m ax im ale  A bw eichung  von 0 ,42%  gegenüber 
d en  gem essenen im  B ereich  von R  =  2,337 — 2,542.

N a tr iu m — K aliu m  — C alc ium silika tg läser e n th ä l t  die T abelle 2.

Tabelle 2

N a20 — K 20 — CaO— SiO,— Gläser (3)

S iO ,% N asO»/0 K sO%
K 20
Mole CaO%

CaO
Mole

D ichte
g/cm3

Volum
von

100 g
Glas
cm 3

O2—- 
G ram m 

ionen 
pro

100 g

R
Volumen pro 
O-- -Ion A 3

Diff.

gern. her.

7 5 , 0 7 1 2 , 9 4 1 ,9 4 0 , 0 2 0 9 ,9 8 0 , 1 7 8 2 , 4 7 7 4 0 , 3 7 2 , 9 0 6 2 , 3 2 7 2 3 , 0 6 2 3 , 0 3 +  0 ,0 3

7 5 , 0 2 1 1 ,0 6 4 , 1 2 0 , 0 4 4 9 ,8 7 0 , 1 7 6 2 , 4 7 3 4 0 , 4 4 2 , 8 9 4 2 , 3 1 9 2 3 , 1 9 2 3 , 1 9 ± 0

7 5 , 0 4 8 , 9 7 6 ,1 1 0 , 0 6 5 1 0 ,0 3 0 , 1 7 9 2 , 4 6 7 4 0 , 5 4 2 , 8 8 5 2 , 3 1 2 2 3 ,3 1 2 3 , 3 2 +  0 ,0 1

7 4 , 9 7 5 , 9 8 9 , 0 0 0 , 0 9 6 1 0 ,0 0 0 , 1 7 9 2 , 4 6 0 4 0 , 6 5 2 , 8 6 7 2 , 2 9 8 2 3 , 5 2 2 3 , 5 1 — 0 ,0 1

7 4 , 8 6 4 , 1 3 1 1 , 1 7 0 , 1 1 9 1 0 ,0 7 0 , 1 8 0 2 , 4 5 4 4 0 ,7 5 2 , 8 5 8 2 , 2 9 3 2 3 , 6 6 2 3 , 6 7 — 0 ,0 1

7 5 , 1 5 1 ,8 5 1 3 , 0 4 0 , 1 3 8 1 0 ,1 3 0 ,1 8 1 2 , 4 4 2 4 0 ,9 5 2 , 8 5 0 2 , 2 8 0 2 3 , 8 4 2 3 , 7 8 — 0 ,0 6
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K alium  ü b t a u f N a tro n silik a tg las  eine au sd eh n en d e  W irkung a u s , en tsp rech en d  
der G leichung

V =  3,8 R +  4 K* -  5 Ca* +  14,9 (2)

m it einem  m ax im alen  F eh ler von 0 ,25%  im B ere ich  von R  =  2,280 — 2,327. 
E in fache  N a tro n -K alis ilik a tg läse r w urden n o ch  n ich t u n te rsu c h t, doch is t  
der F a k to r , w elcher aus o benstehenden  G läsern  abgeleite t w u rd e , auch fü r  
andere  G läser m it N a tro n s ilik a tu n te rla g e  g ü ltig .

B arium haltige  N a tro n -K alis ilik a tg läse r s in d  in T abelle 3 a n g e fü h rt-

Tabelle 3

N a20 —K 20 — BaO —S i02— Gläser (4)

S iO ,% N a ,0 % K 20 %
K.,()
M ole B aO %

B aO
M ole

D ich te
g/cm 3

V o lu m
v o n

100 g

О 2—-
G ram m 
ionen

pro
100 g

R
V o lu m e n  p ro  

O 3“ -Io n  Â 3
D iff.

та3 gem . ber.

7 0 1 2 ,5 1 2 ,5 0 , 1 3 3 5 0 , 0 3 3 2 ,5 2 8 3 9 , 5 6 2 , 6 9 8 2 ,3 1 6 2 4 , 3 3 2 4 ,4 9 +  0 , 1 5

7 0 1 0 1 0 0 , 1 0 6 1 0 0 , 0 6 5 2 ,5 4 5 3 9 , 2 9 2 , 6 6 2 2 ,2 8 5 2 4 , 5 0 2 4 ,1 6 — 0 , 3 4

7 0 7 ,5 7 ,5 0 , 0 8 0 1 5 0 , 0 9 8 2 , 6 3 4 3 7 , 9 7 2 , 6 2 9 2 ,2 5 7 2 3 , 9 6 2 3 ,8 2 +  0 , 1 4

6 5 1 2 ,5 1 2 ,5 0 , 1 3 3 1 0 0 , 0 6 5 2 ,6 5 2 3 7 , 7 1 2 , 5 6 4 2 ,3 7 0 2 4 , 4 0 2 4 ,7 0 + 0 , 3 0

6 5 1 0 1 0 0 , 1 0 6 1 5 0 , 0 9 8 2 ,7 0 5 3 6 , 9 7 2 , 5 2 9 2 ,3 3 7 2 4 , 2 6 2 4 ,3 4 +  0 , 0 8

6 5 7 ,5 7 ,5 0 , 0 8 0 2 0 0 , 1 3 0 2 ,7 5 2 3 6 , 3 4 2 , 4 9 5 2 ,3 0 6 2 4 , 1 7 2 3 ,9 9 — 0 , 1 8

6 0 1 0 1 0 0 , 1 0 6 2 0 0 , 1 3 0 2 , 8 3 4 3 5 , 2 9 2 , 3 9 3 2 ,3 9 8 2 4 , 4 7 2 4 ,5 5 +  0 , 0 8

6 0 7 ,5 7 ,5 0 , 0 8 0 2 5 0 , 1 6 3 2 ,8 8 1 3 4 , 7 1 2 , 3 6 0 2 ,3 6 5 2 4 , 1 3 2 4 ,2 0 +  0 , 0 7

6 0 5 5 0 , 0 5 3 3 0 0 . 1 9 6 2 ,9 4 9 3 3 , 9 1 2 , 3 3 6 2 ,3 4 1 2 4 , 0 9 2 3 ,8 7 +  0 , 2 2

5 0 1 0 1 0 0 , 1 0 6 3 0 0 , 1 9 6 3 ,0 3 8 3 2 , 9 2 2 , 1 2 7 2 ,5 5 6 2 5 , 6 9 2 5 ,1 1 — 0 , 5 8

5 0 7 ,5 7 ,5 0 , 0 8 0 3 5 0 , 2 2 8 3 ,2 2 7 3 0 , 9 9 2 , 0 9 3 2 ,5 1 6 2 4 , 5 8 2 4 ,7 4 +  0 , 1 6

Die G leichung

V =  3,8 R +  4 K* -  0,5 Ba* +  14,65 (3>

e rg ib t einen m ax im alen  F eh le r v o n  1,39%  fü r  R — 2,257 — 2,516. Ü b er 
R  =  2,516 nehm en die A bw eichungen von Gl. (3) zu und  b e i einem  B aO - 
G ehalt von  ü b er 4 0%  ist die G leichung n ic h t m eh r b ra u c h b a r .

M agnesium - u n d  ca lc iu m h altig e  N a tro n g lä se r  finden  w ir in  Tabelle 4 . 
F ü r diese G läser gilt die G leichung

V =  3,8 К -  5 Mg* -  5 Ca* +  14,9 (4)-

m it einem  m ax im alen  Fehler von  0 ,52%  im  B ere ich  von R  — 2,307 — 2,325.
E s w urden  au ch  s tro n tiu m - u n d  a lu m in iu m h a ltig e  N a tro n g lä se r  d a r 

geste llt, die in T abelle  5 e rs ich tlich  sind.
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Tabelle 4

N a ,0 — Mg О— CaO— S i0 2— Gläser (5)

S i08
%

A l.,0,
%

Na.O
%

MgO
%

MgO
Mole

CaO
%

CaO
Mole

O * - .
G ram m 

ionen 
pro 100 g 

Glas

Dichte
g/cm3

Volum
von

100 g
Glas

R
Volumen pro 

0 2,~-lon A 3
Diff.

gern. ber.

7 4 ,7 6 1 ,0 1 1 4 ,8 4 1 ,6 4 0 , 0 4 1 7 ,5 2 0 , 1 3 4 2 , 9 3 2 2 ,4 6 7 4 0 , 5 8 2 ,3 2 0 2 2 ,9 7 2 2 , 8 5 — 0 ,1 2

7 4 ,7 4 1 , 0 8 1 4 ,9 8 2 ,5 8 0 , 0 6 4 6 , 4 3 0 , 1 1 5 2 , 9 4 2 2 ,4 5 4 4 0 , 7 0 2 ,3 2 3 2 2 ,9 6 2 2 , 8 4 — 0 ,1 2

7 5 ,5 8 0 , 9 4 1 4 , 4 a 3 ,6 6 0 , 0 9 1 5 ,4 8 0 , 0 9 8 2 , 9 6 6 2 ,4 5 0 4 0 , 8 2 2 , 3 2 5 2 2 ,8 4 2 2 , 8 0 — 0 ,0 4

7 6 ,3 2 0 , 9 4 1 4 ,5 8 4 , 1 0 0 , 1 0 2 3 ,8 2 0 , 0 6 8 2 , 9 7 2 2 ,4 3 6 4 1 , 0 5 2 , 3 0 7 2 2 ,9 2 2 2 , 8 2 — 0 ,1 0

7 6 ,0 0 0 , 9 8 1 4 ,9 8 4 ,8 5 0 , 1 2 0 3 , 1 4 0 , 0 5 6 2 , 9 7 7 2 ,4 2 6 4 1 , 2 2 2 , 3 1 7 2 2 ,9 1 2 2 , 8 3 — 0 ,0 8

Tabelle 5

N a20 — SrO— A120 3— S i0 2— Gläser (6)

SiO,% a i*o 3% N a,0% SrO%
SrO

Mole
Dichte
g/cm3

Volumen 
von 100 g 

Glas
cm 3

0 * -  
Gramm- 

ionen pro
100 g

R
Volumen pro 
O2 -Ion, A 3

Diff.

gern. ber.

7 4 ,7 2 , 0 1 7 ,1 6 , 0 0 , 0 5 8 2 , 4 8 0 4 0 , 3 2 2 ,8 8 0 2 , 2 4 5 2 3 ,2 4 2 3 , 2 6 + 0 , 0 2

7 0 ,5 2 , 0 1 7 ,3 1 0 ,1 0 , 0 9 7 2 , 5 5 7 3 9 , 1 1 2 ,7 8 2 2 , 2 9 3 2 3 ,3 4 2 3 , 3 3 — 0 ,0 1

6 6 ,6 2 ,1 1 7 ,3 1 3 ,6 0 ,1 3 1 2 , 6 3 6 3 7 , 9 4 2 ,6 8 9 2 , 3 3 8 2 3 ,4 2 2 3 , 4 0 — 0 ,0 2

7 4 ,8 4 , 0 1 7 ,2 4 , 0 0 , 0 3 9 2 ,4 5 2 4 0 , 7 8 2 ,9 2 3 2 , 2 0 9 2 3 .1 6 2 3 , 1 7 + 0 , 0 1

7 0 ,6 4 , 0 1 7 ,2 8 ,0 0 , 0 7 7 2 , 5 3 6 3 9 , 4 3 2 ,8 2 1 2 , 2 5 1 2 3 ,1 9 2 3 , 2 2 + 0 , 0 3

6 6 , 8 4 , 0 1 7 ,2 1 1 ,7 0 , 1 1 3 2 , 6 0 6 3 8 , 3 7 2 ,7 3 1 2 , 2 9 5 2 3 ,3 3 2 3 , 2 9 — 0 ,0 4

7 6 ,1 2 , 0 1 5 ,8 6 ,1 0 , 0 5 9 2 ,4 6 7 4 0 , 5 4 2 ,9 0 6 2 , 2 2 5 2 3 ,1 5 2 3 , 1 8 + 0 , 0 3

7 2 ,2 2 ,1 1 5 ,5 1 0 ,1 0 , 0 9 7 2 , 5 4 6 3 9 , 2 8 2 ,8 1 2 2 , 2 6 2 2 3 ,1 9 2 3 , 2 1 +  0 ,0 2

6 8 ,0 2 , 0 1 5 ,7 1 4 ,0 0 , 1 3 5 2 ,6 2 5 3 8 , 1 0 2 ,7 1 2 2 , 3 1 4 2 3 ,3 2 2 3 , 3 0 — 0 ,0 2

7 4 ,3 4 ,1 1 5 ,5 6 ,1 0 , 0 5 9 2 , 4 7 8 4 0 , 3 6 2 ,9 0 1 2 , 2 0 4 2 3 ,0 9 2 3 , 1 0 +  0 ,0 1

7 0 ,1 4 ,1 1 5 ,5 1 0 ,1 0 , 0 9 7 2 , 5 5 4 3 9 , 1 5 2 ,7 9 9 2 , 2 4 6 2 3 ,2 2 2 3 , 1 5 +  0 ,0 7

6 6 ,1 4 ,1 1 5 ,5 1 4 ,0 0 , 1 3 5 2 , 6 3 3 3 7 , 9 8 2 ,7 0 5 2 , 2 9 2 2 3 ,3 2 2 3 , 2 1 — 0 ,1 1

7 7 ,7 2 ,1 1 3 ,9 6 ,1 0 , 0 5 9 2 , 4 4 9 4 0 , 9 8 2 ,9 4 2 2 , 2 0 4 2 3 ,1 1 2 3 , 1 0 — 0 ,0 1

7 3 ,5 2 , 0 1 4 ,1 1 0 ,0 0 , 0 9 7 2 , 5 2 6 3 9 , 5 9 2 ,8 3 0 2 , 2 4 1 2 3 ,2 2 2 3 , 1 5 — 0 ,0 7

6 9 , 6 2 , 0 1 4 ,1 1 3 ,9 0 , 1 3 4 2 , 6 0 9 3 8 , 3 3 2 ,7 3 7 2 , 2 8 5 2 3 ,2 4 2 3 , 1 9 — 0 ,0 5

7 5 , 4 4 , 0 1 4 ,2 6 ,1 0 , 0 5 9 2 , 4 6 4 4 0 , 5 8 2 ,9 1 5 2 , 1 8 7 2 3 ,1 1 2 3 , 0 4 — 0 ,0 7

7 1 ,5 4 ,1 1 4 ,2 1 0 ,0 0 , 0 9 7 2 ,5 3 8 3 9 , 4 0 2 ,8 2 6 2 , 2 2 5 2 3 ,1 4 2 3 , 0 7 — 0 ,0 7

■ 67.9 4 ,1 1 4 ,2 1 3 ,9 0 , 1 3 4 2 , 6 1 6 3 8 , 2 3 2 ,7 4 3 2 , 2 6 7 2 3 ,1 3 2 3 , 1 2 — 0 ,0 1

H ie r  ist die G leichung

V =  3,8 R -  3 Sr* +  14,9 (5)
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gü ltig , wo A lum inium  n a tü rlic h  zu d en  gerü stb ild en d en  Io n en  zu re c h n e n  is t. 
D er m ax im ale  F eh le r b e trä g t 0 ,4 7 %  im  Bereich von  R  — 2,187 — 2,338.

E isenha ltige  G läser e n th a lte n  im m er Ferro- u n d  F erriio n  n eb en e in an d er ; 
solche G läser sind in  T abelle 6 e rs ich tlich .

Tabelle 6

N a20 — FeO— F e20 3— S i0 2— Gläser (7)

S i0 2
%

A120 3
%

N a20
%

FeO
%

FeO
Mole

Fe.O j
%

Fe20 3
Mole

Dichte 
g/cm3

Volumen
von

100 g
Glas
cm3

0 2~-
Gramni-

ionen
pro

100 g

R
Volumen pro 
O2 Ion , A-

Diff.

gern. her.

7 2 ,1 8 0 ,4 1 2 4 ,0 0 0 ,6 3 0 ,0 0 9 2 ,2 1 0 ,0 1 4 2 ,4 8 1 4 0 ,3 1 2 ,8 5 2 2 ,3 7 5 2 3 ,4 6 2 3 ,5 6 + 0 , 1 0

7 1 ,3 3 0 ,5 8 2 1 ,4 2 0 ,8 4 0 ,0 1 2 4 ,8 4 0 ,0 3 0 2 ,5 1 5 3 9 ,7 6 2 ,8 3 9 2 ,3 9 1 2 3 ,2 5 2 3 ,3 8 +  0 ,1 3

6 9 ,0 2 0 ,7 0 2 2 ,4 2 1 ,0 5 0 ,0 1 5 6 ,5 2 0 ,0 4 1 2 ,5 4 0 3 9 ,3 7 2 ,8 2 7 2 ,4 6 3 2 3 ,1 2 2 3 ,2 4 +  0 ,1 2

7 0 ,0 0 0 ,8 0 1 7 ,4 8 1 ,0 5 0 ,0 1 5 9 ,9 5 0 ,0 6 2 2 ,5 4 6 3 9 ,2 8 2 ,8 3 6 2 ,4 3 4 2 2 ,9 9 2 2 ,8 9 — 0 ,1 0

6 9 ,2 5 1 ,0 1 1 7 ,2 5 1 ,8 9 0 ,0 2 6 1 0 ,1 6 0 ,0 6 4 2 ,5 6 5 3 8 ,9 9 2 ,8 3 0 2 ,4 5 6 2 2 ,8 6 2 3 ,0 8 + 0 , 2 2

6 6 ,6 3 0 ,6 6 1 5 ,4 0 1 ,7 8 0 ,0 2 5 1 5 ,4 2 0 ,0 9 6 2 ,5 8 0 3 8 ,7 6 2 ,7 9 8 2 ,5 2 4 2 2 ,9 9 2 3 ,0 1 +  0 ,0 2

6 5 ,6 4 0 ,4 2 1 4 ,4 6 4 ,2 0 0 ,0 5 8 1 5 ,0 3 0 ,0 9 4 2 ,5 9 9 3 8 ,4 8 2 ,7 6 8 2 ,5 3 5 2 3 ,0 7 2 2 ,9 6 — 0 ,1 1

6 3 ,7 2 0 ,9 7 1 3 ,7 2 3 ,8 8 0 ,0 5 4 1 7 ,1 9 0 ,1 0 8 2 ,6 2 0 3 8 ,1 7 2 ,7 4 7 2 ,5 9 2 2 3 ,0 6 2 2 ,9 4 — 0 ,1 2

6 3 ,6 9 0 ,8 6 1 1 ,5 7 3 ,3 6 0 ,0 4 7 2 0 ,5 0 0 ,1 2 8 2 ,6 3 3 3 7 ,9 8 2 ,7 6 3 2 ,6 0 7 2 2 ,8 1 2 2 ,8 0 — 0 ,0 1

6 2 ,9 7 0 ,5 2 1 0 ,6 7 3 ,9 9 0 ,0 5 6 2 1 ,9 0 0 ,1 3 4 2 ,6 4 4 3 7 ,8 2 2 ,7 4 1 2 ,6 1 7 2 2 ,9 0 2 2 ,8 2 — 0 ,0 8

Die G leichung

V =  3,8 R  -  4 F e"*  -  6,5 F e" '*  +  14,8 (6)

e rg ib t bei diesen G läsern  v m it e inem  m ax im alen  F eh le r von  0 ,96%  im  Bereich 
von  R  — 2,363 — 2,625. M an s ie h t, dass Ferrieisen  eine s tä rk e re  zu sam m en 
ziehende W irkung  b es itz t als F erroe isen .

N atro n g läser, die auch K a liu m  und Blei e n th a lte n , f in d e n  sich in 
T ab e lle  7.

Die G leichung

v =  3,8 R +  4 K* +  0,5 Pb* +  14,9 (7)

g ib t eine m ax im ale  A bw eichung gegen die gem essenen W erte  v o n  0,64%  
im  B ereich  von R =  2,268 — 2,400 ; d a rü b e r h inaus w erden  die A bw eichungen  
höher.

K alig läser m it zwei an d eren  K a tio n en  w u rd en  ebenfalls b e rechne t. 
T abelle  8 „en th ä lt solche m it L ith iu m - u n d  C alcium gehalt.
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T a b e l l e  7

Na20 — K 20 — PbO— S i0 2— G laser (8, 9)

S i0 2% Na20 % k , o %
K 20
Mole PbO%

PbO
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen
von

100 g
Glas
cm3

o * -
Gram ni-

ionen
pro

100 g

R
Volumen pro 
0 J—Ion, A3

Diff.

gern. ber.

7 0 10 10 0 ,1 0 6 10 0 ,0 4 5 2 ,5 7 0 3 8 ,9 2 2 ,6 4 8 2 ,2 6 8 2 4 ,4 5 2 4 ,4 9 +  0 ,0 4

6 5 10 10 0 ,1 0 6 15 0 ,0 6 7 2 ,7 1 4 3 6 ,8 5 2 ,4 9 8 2 ,3 0 9 2 4 ,4 8 2 4 ,5 6 +  0 ,0 8

6 0 10 10 0 ,1 0 6 2 0 0 ,0 9 0 2 ,8 4 5 3 5 ,1 5 2 ,3 5 3 2 ,3 5 8 2 4 ,7 8 2 4 ,7 7 — 0 ,0 1

5 0 10 10 0 ,1 0 6 3 0 0 ,1 3 4 3 ,1 2 3 * 3 2 ,0 2 2 ,0 6 5 2 ,4 8 2 2 5 ,7 3 2 5 ,2 6 — 0 ,4 7

4 0 10 10 0 ,1 0 6 4 0 0 ,1 7 9 3 ,4 2 7 2 9 ,1 8 1 ,7 7 7 2 ,6 6 8 2 7 ,2 5 2 5 ,9 8 — 1 ,2 7

8 0 10 10 0 ,1 0 6 50 0 ,2 2 4 3 ,7 4 2 2 6 ,7 4 1 ,4 8 9 2 ,9 7 9 2 9 ,7 9 2 7 ,1 9 — 2 ,8 0

6 9 ,2 7 ,1 4 1 0 ,8 2 0 ,1 1 6 1 2 ,8 6 0 ,0 5 8 2 ,6 2 3 3 8 ,1 3 2 ,6 0 3 2 ,2 5 1 2 4 ,3 0 2 4 ,4 2 + 0 , 1 2

6 1 ,3 6 ,3 3 9 ,6 1 0 ,1 0 2 2 2 ,7 7 0 ,1 0 2 2 ,8 8 4 3 4 ,6 4 2 ,3 5 0 2 ,3 0 0 2 4 ,4 8 2 4 ,5 1 + 0 , 0 3

5 5 ,0 5 ,7 7 8 ,6 2 0 ,0 9 2 3 0 ,6 5 0 ,1 3 7 3 ,1 2 6 3 2 ,0 0 2 ,1 5 0 2 ,3 5 0 2 4 ,6 6 2 4 ,6 5 — 0 ,0 1

4 9 ,9 5 ,1 5 7 ,8 4 0 ,0 8 3 3 7 ,1 0 0 ,1 6 6 3 ,3 3 9 2 9 ,9 5 1 ,9 9 4 2 ,4 0 0 2 4 ,9 2 2 4 ,7 6 — 0 ,1 6

4 2 ,1 4 ,3 5 6 ,6 1 0 ,0 7 0 4 6 ,9 0 ,2 1 0 3 ,6 7 6 2 7 ,2 0 1 ,7 5 0 2 ,5 0 0 2 5 ,8 0 2 5 ,0 7 — 0 ,7 3

3 6 ,4 3 ,7 6 5 ,7 1 0 ,0 6 0 5 3 ,1 0 ,2 4 2 3 ,9 5 2 2 5 ,3 0 1 ,5 7 2 2 ,5 9 8 2 6 ,7 0 2 5 ,3 8 — 1 ,3 2

* Diese Dichte ist offenbar zu klein (vgl. das folgende Glas m it 55,0%  S i0 2 etc, welches 
bei bedeutend weniger A lkaligehalt und fast gleichem PbO-Gehalt eine etwas höhere Dichte hat).

T a b e l l e  8

K20 — Li20 — CaO— S i02— Gläser (10)

S i0 2% K ,0 % Li20 %
LiaO
Mole

CaO
%

CaO
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen 
von 

100 g
Glas
cm3

O2
G ram m 

ionen
pro

100 g

R
Volumen pro 
О2 - -Ion, A3

Diff.

gern. ber.

7 5 ,0 4 3 12 0 ,4 0 1 1 0 ,0 2 0 ,1 7 9 2 ,4 4 9 4 0 ,8 3 3 ,1 1 0 2 ,4 9 0 2 1 ,7 9 2 1 ,8 1 +  0 ,0 2

7 5 ,0 9 6 9 0 ,3 0 1 9 ,9 5 0 ,1 7 7 2 ,4 4 4 4 0 ,9 3 3 ,0 4 0 2 ,4 3 4 2 2 ,3 4 2 2 ,3 8 +  0 ,0 4

7 5 ,1 8 9 6 0 ,2 0 1 9 ,9 0 0 ,1 7 7 2 ,4 4 2 4 0 ,9 5 2 ,9 7 6 2 ,3 7 9 2 2 ,8 4 2 2 ,9 2 + 0 , 0 8

7 5 ,0 6 11 4 0 ,1 3 4 9 ,9 1 0 ,1 7 7 2 ,4 4 1 4 0 ,9 7 2 ,9 2 6 2 ,3 4 3 2 3 ,2 4 2 3 ,2 9 +  0 ,0 5

7 5 ,0 2 1 3 ,5 1 ,5 0 ,0 5 0 9 ,9 9 0 ,1 7 8 2 ,4 3 8 4 1 ,0 2 2 ,8 6 8 2 ,2 9 8 2 3 ,7 4 2 3 ,7 4 ± 0

7 5 ,0 4 14 1 0 ,0 3 3 9 ,9 3 0 ,1 7 7 2 ,4 3 7 4 1 ,0 3 2 ,8 5 7 2 ,2 8 7 2 3 ,8 4 2 3 ,8 2 — 0 ,0 2

7 5 ,0 4 1 4 ,5 0 ,5 0 ,0 1 7 1 0 ,0 7 0 ,1 8 0 2 ,4 3 6 4 1 ,0 5 2 ,8 4 9 2 ,2 8 1 2 3 ,9 1 2 3 ,9 1 ± 0

7 4 ,9 2 1 4 ,9 5 0 0 1 0 ,0 4 0 ,1 7 9 2 ,4 3 6 4 1 ,0 5 2 ,8 3 2 2 ,2 7 2 2 4 ,0 6 2 4 ,0 1 — 0 ,0 5

Aus der G rundg le ichung  (4) d er I. M itte ilu n g  e rh a lten  w ir u n te r  B erü ck 
s ich tig u n g  der zu sam m en zieh en d en  W irkung  des Li u n d  Ca die G leichung

V =  12 R  — 12 Li* -  12 Ca* -  1,1 0 ( 8)
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u n d  diese g ib t e ine  m ax im ale A bw eichung  v o n  0 ,42%  zw ischen d en  b erech n e ten  
u n d  g e fu n d en en  D -W erten im  B ereich  v en  R  =  2,272 — 2,490.

D urch  die E in fü h ru n g  von  R u b id iu m  w erd en  die K a lig läse r au sg ed eh n t, 
da  das R u b id iu m io n  grösser als das K a liu m io n  is t. W ir e rsehen  dies aus d er 
T abe lle  9.

Tabelle 9

K 20 — Rb20 — CaO— S i0 2— Gläser (11)

S i0 2% K 20% R b20 %
Rb.,0
Mole CaO%

CaO
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen
von

100 g
Glas
cm»

O2 - 
G ramm

ionen 
pro 100 
g Glas

R
Volumen pro 
O2-  -Ion A3 Difi*.

gern. her.

7 4 ,7 8  j 13 2 0 ,0 1 1 1 0 ,0 9 0 ,1 8 0 2 ,4 4 8 4 0 ,8 5 2 ,8 1 7 2 ,2 6 4 2 4 ,0 3 2 4 ,05 + 0 , 0 2

7 4 ,8 7  10 5 0 ,0 2 7 1 0 ,1 4 0 ,1 8 1 2 ,4 7 0 4 0 ,4 9 2 ,8 0 6 2 ,2 5 2 2 3 ,9 6 2 3 ,9 6 ± 0

7 5 ,0 9  7 8 0 ,0 4 3 1 0 ,0 0 1 ,1 7 8 2 ,4 9 0 4 0 ,1 6 2 ,7 9 3 2 ,2 3 6 2 3 ,9 0 2 3 ,8 6 — 0 ,0 4

7 5 ,1 3  4 11 0 ,0 5 9 1 0 ,0 8 0 ,1 8 0 2 ,5 0 8 3 9 ,8 7 2 ,7 8 1 2 ,2 2 5 2 3 ,7 3 2 3 ,7 8 — 0 ,0 5

7 4 ,8 9  0 15 0 ,0 8 0 1 0 ,0 1 0 ,1 7 8 2 ,5 3 9 3 9 ,3 9 2 ,7 5 0 2 ,2 0 7 2 3 ,7 3 2 3 ,6 6 — 0 ,0 7

Die G leichung
V — 12 R  +  4 Rb* — 12 Ca* -  1,2 (9)

s tim m t sehr gu t fü r  die gem essenen V olum ina ; der m ax im ale F eh le r b e trä g t 
0 ,29%  im  B ere ich  von R  =  2,207 — 2,264.

W ie w ir aus diesen G leichungen seh en , bleiben die F a k to re n  d er 
gerüstm o d ifiz ie ren d en  K ationen  bei v ie rkom ponen tigen  G läsern  d ieselben , 
wie die in  der I . M itte ilung  b e re its  gefundenen . In  der fo lgenden  Tabelle 10 
sin d  fü n fk o m p o n en tig e  B orosilika tg läser a n g e fü h rt, die n eb en e in an d er N a t 
rium  u n d  K aliu m  e n th a lten . D ieser F all ist e tw as k om pliz ierter ; doch k o n n ten  
auch  h ie r G leichungen au fgestellt w erden , die v m it befried igender G enauigkeit 
e rgeben .

Alle G läser der Tabelle 10 e n th a lte n  N a triu m  u n d  K a liu m  n eb en 
e in an d e r. O bzw ar die M olenzahl des N a triu m s in fa s t allen F ä llen  grösser als 
die des K a liu m s is t, m uss m an  das V olum en v dieser G läser a u f  G rund lage  
d e r K a liu m silik a tg lä se r berechnen . Bei R  2 ,00 gilt die G leichung

v =  12 R  — 3 Na* — 12 Ca* -  1,2 (10a)

u n d  zw ischen R =  1,887 — 2,00

v =  12,35 R  -  2,5 Na* — 12 Ca* -  1,2. (10b)

Diese G le ichungen  ergeben e inen  m ax im alen  F eh ler von 1 ,28%  bei (10a)



Na20 — K 20 — CaO—S i0 2— B 20 3— Gläser (12)

Tabelle 10

SiO,% A l.0 ,% IW /o N »,0%
Na.,0
Mole K2o%

K 2Ü
Mole CaO%

CaO
Mole

Dichte 
g/cm3

Volumen 
von 100 g 
Glas, cm*

O*—. 
Gramm

ionen pro R

Volumen pro O2 -Ton
A3

Diff.
100 g gern. ber.

7 5 ,3 8 0 ,5 2 0 ,6 6 6 ,8 4 0 ,1 1 0 8 ,0 2 0 ,0 8 5 8 ,5 2 0 ,1 5 2 2 ,4 6 5 4 0 ,5 7 2 ,8 9 0 2 ,2 5 1 2 3 ,3 0 2 3 ,3 3 +  0 ,0 3

7 3 ,3 8 0 ,7 2 2 ,0 5 6 ,1 4 0 ,0 9 9 9 ,3 8 0 .1 0 0 8 ,4 0 0 ,1 5 0 2 ,4 8 4 4 0 ,2 6 2 ,9 0 5 2 ,2 4 0 2 3 ,0 1 2 3 ,2 9 +  0 ,2 8

6 9 ,0 6 0 ,9 9 5 ,4 4 7 ,5 4 0 ,1 2 2 8 ,2 2 0 ,0 8 7 8 ,6 4 0 ,1 5 4 2 ,5 1 7 3 9 ,7 3 2 ,9 4 3 2 ,2 0 1 2 2 ,4 5 2 2 ,6 3 +  0 ,1 8

6 8 ,2 0 0 ,7 4 7 ,9 0 7 ,0 0 0 ,1 1 3 7 ,5 6 0 ,0 8 0 8 ,7 0 0 ,1 5 5 2 ,5 1 9 3 9 ,7 0 3 ,0 0 2 2 ,1 5 8 2 1 ,9 7 2 2 ,1 6 +  0 ,1 9

6 6 ,5 0 0 ,7 4 9 ,5 8 7 ,0 4 0 ,1 1 4 7 ,4 0 0 ,0 7 9 8 ,7 2 0 ,1 5 5 2 ,5 2 6 3 9 ,5 9 3 ,0 1 4 2 ,1 3 0 2 1 ,8 0 2 1 ,8 2 +  0 ,0 2

6 4 ,5 8 1 ,0 0 1 0 ,7 8 7 ,5 0 0 ,1 2 1 7 ,4 2 0 ,0 7 9 8 ,6 0 0 ,1 5 3 2 ,5 2 5 3 9 ,6 0 3 ,0 3 1 2 ,1 2 4 2 1 ,6 9 2 1 ,7 0 +  0 ,0 1

6 4 ,4 2 0 ,7 0 1 3 ,6 5 6 ,2 6 0 ,1 0 1 8 ,0 6 0 ,0 8 6 8 ,9 0 0 ,1 5 9 2 ,5 2 9 3 9 ,5 4 3 ,0 7 5 2 ,0 8 8 2 1 ,3 4 2 1 ,3 5 +  0 ,0 1

5 6 ,7 6 1 ,0 0 1 9 ,4 3 7 ,3 8 0 ,1 1 9 7 ,1 4 0 ,0 7 6 8 ,5 4 0 ,1 5 2 2 ,5 2 3 3 9 ,6 4 3 ,1 5 9 2 ,0 2 5 2 0 ,8 3 2 0 ,5 6 — 0 ,2 7

5 3 ,2 6 1 ,2 8 2 2 ,5 4 6 ,7 4 0 ,1 0 9 6 ,9 8 0 ,0 7 4 9 ,1 0 0 ,1 6 2 2 ,5 2 2 3 9 ,6 5 3 ,1 9 4 1 ,9 9 1 2 0 ,6 1 2 0 ,9 0 +  0 ,2 9

4 9 ,5 0 0 ,8 8 2 5 ,7 0 7 ,0 0 0 ,1 1 3 7 ,5 0 0 ,0 8 0 9 ,0 8 0 ,1 6 2 2 ,5 1 3 3 9 ,7 9 3 ,2 1 5 1 ,9 7 0 2 0 ,5 4 2 0 ,6 3 +  0 ,0 9

4 5 ,6 6 1 ,7 4 2 9 ,5 7 6 ,3 6 0 ,1 0 3 8 ,0 6 0 ,0 8 6 8 ,6 2 0 ,1 5 4 2 ,4 8 7 4 0 ,2 1 3 ,3 0 8 1 ,9 2 5 2 0 ,1 8 2 0 ,2 1 +  0 ,0 3

4 1 ,9 8 1 ,8 0 3 3 ,7 9 6 ,5 2 0 ,1 0 5 7 ,3 8 0 ,0 7 8 8 ,5 6 0 ,1 5 3 2 ,4 7 2 4 0 ,4 5 3 ,3 4 5 1 ,8 8 7 2 0 ,0 7 1 9 ,7 6 — 0 ,3 1

!. N
Á

R
A

Y
-SZ

A
B

Ó



Tabelle II

Industrielle und experim entelle Gläser (14) 
(Zusammensetzung in Gewichtsprozenten)

No. S i0 2 B 20 3 A120 3 N a20 K 20 MgO CaO BaO ZnO PbO
Andere
Oxyde

Dichte
g/cm3 R

Volumen pro 
O2 -  Ion, Â3 Diff.

gern. her.

l . 9 6 ,3 2 ,9 0 ,4 — — — — — — — — 2 ,1 8 1 ,9 7 3 2 2 ,7 6 2 2 ,7 5 — 0 ,0 1

2 . 8 0 ,5 1 2 ,9 2 ,2 3 ,8 0 ,4 — — — — - — 2 ,2 3 1 ,9 2 0 2 1 ,5 2 2 1 ,7 4 + 0 , 2 2

3 . 7 1 ,0 1 4 ,0 5 ,0 1 0 ,0 — — — — — — — 2 ,3 7 0 1 ,9 7 4 2 1 ,3 3 2 1 ,5 1 +  0 ,1 8

4 . 7 2 ,8 6 1 0 ,4 3 6 ,2 4 1 0 ,1 7 0 ,1 0 — — — — — — 2 ,3 7 0 1 ,9 7 2 2 1 ,7 2 2 1 ,9 5 +  0 ,2 3

5 . 6 8 ,2 1 0 ,0 — 1 0 ,0 9 ,5 — — — 2 ,5 — — 2 ,4 7 2 ,1 0 0 2 2 ,4 9 2 2 ,5 9 +  0 ,1 0

6 . 7 0 ,6 — — 1 7 ,0 — — — — 1 2 ,0 — - 2 ,5 7 2 2 ,3 5 8 2 3 ,2 8 2 3 ,1 8 — 0 ,1 0

7 . 6 9 ,0 2 ,5 — 4 ,0 1 6 ,0 — 8 ,0 — — — - 2 ,4 9 2 ,2 8 0 2 3 ,9 7 2 4 ,0 6 — 0 ,0 9

8 . 6 4 ,6 2 ,7 — 5 ,0 1 5 ,0 — — 1 0 ,2 2 ,0 — — 2 ,5 8 0 2 ,2 5 4 2 4 ,7 5 2 4 ,5 5 — 0 ,2 0

9 . 4 7 ,7 3 3 ,9 0 0 ,6 5 1 ,1 4 7 ,1 6 — 0 ,1 5 2 9 ,8 8 8 ,6 1 — — 3 ,2 1 2 ,3 6 9 2 3 ,7 9 2 3 ,8 6 + 0 , 0 7

1 0 . 7 3 ,8 — 3 ,5 1 0 ,5 — — 7 ,0 ------ 5 ,0 — — 2 ,4 7 9 2 ,2 4 7 2 2 ,9 6 2 2 ,8 8 — 0 ,0 8

1 1 . 7 0 ,2 1 2 ,0 4 ,5 1 0 ,3 — 3 ,0 — — — — — 2 ,3 7 8 2 ,0 1 7 2 1 ,6 2 2 1 ,7 4 +  0 ,1 2

1 2 . 6 7 ,9 — 1 ,0 1 6 ,8 — — — — 5 ,8 8 ,1 — 2 ,6 2 9 2 ,3 2 0 2 3 ,6 6 2 3 ,6 0 — 0 ,0 6

1 3 . 6 6 ,5 8 0 ,9 1 3 ,8 4 1 4 ,8 — — 7 ,1 8 — 6 ,2 4 — — 2 ,5 8 5 2 ,3 2 4 2 2 ,8 3 2 2 ,5 4 — 0 ,2 9

1 4 . 6 4 ,4 1 2 ,0 4 ,5 8 ,0 — 1 1 ,0 — — — — — 2 ,4 2 4 2 ,1 2 5 2 1 ,4 2 2 1 ,2 8 — 0 ,1 4

1 5 . 5 8 ,7 — — — 3 3 ,0 — 8 ,0 — — — — 2 ,5 1 8 2 ,5 0 6 2 7 ,2 6 2 7 ,1 5 + 0 , 1 1

1 6 . 5 5 ,0 — 1 7 ,0 1 4 ,0 1 4 ,0 — — — — — — 2 ,4 8 0 2 ,1 8 4 2 4 ,7 3 2 4 ,5 9 — 0 ,1 4

1 7 . 5 4 ,8 — — — 2 8 ,0 — — — 1 7 ,0 — — 2 ,6 6 8 2 ,5 5 5 2 6 ,6 9 2 6 ,7 4 + 0 , 0 5

18 . 7 3 ,0 1 4 ,0 1 ,7 4 ,4 — — — — — 5 ,7 — 2 ,3 5 1 ,9 2 6 2 2 ,2 5 2 2 ,1 5 — 0 ,1 0

1 9 . 7 4 ,6 1 8 ,0 1 ,0 4 ,2 1 ,7 — 0 ,3 — — — - 2 ,2 7 1 ,8 9 8 2 1 ,6 7 2 1 ,7 2 +  0 ,0 5

2 0 . 7 7 ,3 1 2 ,8 1 ,7 1 ,4 6 ,6 ____ ____ ____ ____
A s20 3
0 ,2 2 ,2 8 1 ,9 3 5 2 2 ,2 8 2 2 ,4 7 +  0 ,1 9

2 1 . 5 8 ,5 3 ,0 2 2 ,5 — 0 ,8 8 ,9 6 ,3 — — — — 2 ,5 0 2 ,0 5 1 2 1 ,5 6 2 1 ,3 1 — 0 ,2 5

2 2 . 5 1 ,3 1 ,0 2 5 ,3 4 ,2 8 ,3 5 ,3 _ P A
4 ,6 2 ,6 2 2 ,0 4 9 2 1 ,4 3 2 1 ,5 5 + 0 , 1 2

2 3 . 6 7 ,5 2 2 ,0 2 ,0 6 ,5 2 ,0 — — — — — — 2 ,2 5 1 ,8 8 4 2 1 ,8 4 2 1 ,9 9 + 0 , 1 5

2 4 . 6 5 ,1 1 ,8 5 ,1 1 2 ,0 3 ,3 — 7 ,8 4 ,9 — — — 2 ,5 7 2 ,2 6 4 2 3 ,1 7 2 3 ,2 7 +  0 ,1 0

2 5 . 7 0 ,5 ____ 1 ,0 1 6 ,0 1 ,0 3 ,9 5 ,4 2 ,0 ____

S b 20 3
0 ,7 2 ,5 2 2 ,3 8 0 2 3 ,0 6 2 3 ,0 5 — 0 ,0 1

2 6 . 5 5 ,6 — — 4 ,0 8 ,0 — — — — 3 2 ,4 — 3 ,0 6 2 ,3 1 8 2 5 ,2 7 2 5 ,0 8 — 0 ,1 9

2 7 . 6 2 ,6 9 — 0 ,6 0 6 ,7 8 ,2 6 — — — — 2 1 ,7 5 — 2 ,8 4 2 ,2 8 3 2 4 ,3 6 2 4 ,5 1 +  0 ,1 5

2 8 . 5 7 ,4 — 1 ,3 3 ,9 7 ,6 — — — — 2 9 ,3 — 3 ,0 6 2 ,2 6 7 2 4 ,3 8 2 4 ,5 7 +  0 ,1 9

2 9 . 5 3 ,9 — 1 ,2 5 ,3 7 ,5 — — 3 ,6 — 2 8 ,5 — 3 ,1 0 2 ,3 3 0 2 4 ,9 3 2 5 ,0 3 i + 0 , 1 0

3 0 . 7 0 ,7 — 1 ,9 1 5 ,7 — 3 ,9 7 ,6 — — — — 2 ,4 9 1 2 ,3 8 5 2 3 ,0 5 2 2 ,9 9 — 0 ,0 6

3 1 . 7 3 , 0 1 4 ,0 2 ,3 7 ,5 — — 3 ,0 — — — — 2 ,2 9 1 ,9 7 0 2 2 ,1 9 2 1 ,8 5 — 0 ,3 4

3 2 . 6 5 ,1 1 6 ,3 2 ,4 4 ,9 2 ,3 — — — 4 ,6 —

S b 20 3 | 
3 ,8  1 

A s  A  
0 ,7  )

2 ,4 0 1 ,9 3 0 2 1 ,9 8 2 2 ,1 9 + 0 , 2 1

3 3 . 6 7 ,9 1 8 ,9 2 ,4 6 ,8 4 ,0 — — — — — — 2 ,2 4 1 ,9 1 8 2 2 ,4 8 2 2 ,2 7 — 0 ,1 9

3 4 . 6 8 ,3 — 3 ,7 1 0 ,0 7 ,9 — 6 ,6 3 ,5 — — — 2 ,5 2 0 2 ,2 8 8 2 3 ,7 9 2 3 ,8 6 + 0 , 0 7

3 5 . 7 0 ,3 — — 1 6 ,9 1 ,2 3 ,6 5 ,2 2 ,0 — — — 2 ,5 2 2 ,4 1 0 2 3 ,3 8 2 3 ,2 4 — 0 ,1 4

3 6 . 7 3 ,6 — — 1 7 ,2 — 3 ,7 5 ,4 — — — — 2 ,4 7 2 ,3 8 1 2 3 ,0 7 2 3 ,0 0 — 0 ,0 7

3 7 . 6 9 ,9 — 2 ,9 1 6 ,1 0 ,4 2 ,9 7 ,7 — — — — 2 ,5 0 2 2 ,3 6 4 2 3 ,0 0 2 3 ,0 5 +  0 ,0 5

3 8 . 8 1 ,1 1 2 ,2 2 ,0 4 ,4 — — — — — 0 ,3 — 2 ,2 4 1 ,9 2 9 2 2 ,0 8 2 2 ,1 5 + 0 , 0 7

3 9 . 7 0 ,0 — 2 ,0 1 6 ,2 0 ,8 3 ,5 5 ,5 2 ,0 — — — 2 ,5 1 2 ,3 7 2 2 3 ,1 5 2 3 ,2 4 +  0 ,0 9

4 0 . 6 8 ,8 1 ,7 3 ,5 9 ,5 7 ,2 0 ,2 3 ,2 4 ,1
S b 20 3

1,1 2 ,5 7 2 ,2 0 9 2 3 ,1 5 2 3 ,1 5 ± 0

4 1 . 5 5 ,6 — 1 ,1 5 ,2 8 ,3 — — — — 2 8 ,9 — 3 ,0 4 2 ,3 0 7 2 5 ,0 0 2 4 ,9 8 — 0 ,0 2

4 2 . 7 0 ,2 — 3,3 1 2 ,1 8 ,1 — 6 ,3 — — — — 2 ,4 7 2 ,2 9 2 2 3 ,7 8 2 3 ,9 4 +  0 ,1 6

4 3 . 6 5 ,2 — 2 .5 6 ,2 1 4 ,7 — 6 ,5 5 ,0 — — — 2 ,5 4 2 ,3 3 6 2 4 ,6 7 2 4 ,7 4 +  0 ,0 7

44. 5 6 ,2 — 1 ," 4 ,1 7 ,9 — 0 ,2 — — 2 9 ,7 — 3 ,0 5 2 2 ,2 7 8 2 4 ,6 3 2 4 ,6 3 ± 0

4 5 . 6 3 ,1 _ 0 ,3 7 ,6 5 ,6 1 ,0 2 0 ,2
M n . ,0 3

1 ,0 2 ,8 5 2 ,2 9 4 2 4 ,0 4 2 3 ,9 8 2 — 0 ,0 6

4 6 . 5 5 ,6 — — 4 ,1 8 ,0 — — — — 3 2 .4 — 3 ,0 6 2 ,3 2 0 2 5 ,2 7 2 5 ,0 8 — 0 ,1 9

1 Als K aliglas berechnet.
2 Faktor für Mn* : 6.
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u n d  1,55%  bei (10b). Bei B o ro silik a tg lä se rn  ü b t übrigens d ie  W ärm eb eh an d 
lung  einen viel grösseren E in flu ss  a u f  d ie  D ich te  aus, als bei e in fachen  S ili
ka tg läse rn .

Industrielle und experim entelle Gläser

A uf G ru n d  der b isher en tw ick e lten  G leichungen k an n  m an n u n  die 
D ich ten  der in  der P rax is v o rk o m m en d en  G läser b erech n en . H ier gen ü g t 
auch  die K en n tn is  des V olum ens v des be tre ffenden  G lases, da aus diesem  
u n d  aus der Z usam m ensetzung  des G lases die D ich te  in  e in facher W eise fo lg t.

Ich  habe  die D ich te  e iner A nzahl von  solchen G läsern  u n te r  B e ib eh a ltu n g  
der schon b estim m ten  F a k to re n  b e rech n e t. Man k a n n  so zu G leichungen 
kom m en , die einen  b re iten  G ü ltig k e itsb ere ich  haben  :

1. F ü r  einfache S ilik a tg läser (wo bis 6 %  B20 3, A120 3, P 20 5 oder k le inere  
M engen A s20 3 bzw . Sb20 3 zugegen  sein k ö n n en ), w enn N a-Io n en  v o rh e rrsch en , 
also  in h ö ch ste r  G ram m ionenzah l v o rh an d en  sind

v =  3 ,8R  -  2,4Li* +  4K* -  5Mg* -  5Ca* -  3Sr* -  0,5Ba* -  2Zn* +
+  0,5Pb* -  4F en * -  6 ,5F eHI* -  9Bi* -  l lT i*  -  lOZr* +  14,9. (11)

2. F ü r  einfache S ilik a tg läser, w enn  K -Ionen  vo rh errsch en

v =  12R -  12Li* — 2Na* - f  4R b* -  13Mg* -  12Ca* -
— 9Ba* -  9Pb* -  1,2. (12).

3. F ü r B orosilika tg läser a u f  N a-G ru n d lag e , w enn N a stark v o rh e rrsc h t, 
also w enigstens zweim al so v iele N a -Io n en  als K -Io n en  v o rh an d en  sind

v =  3,8 R -  2Na* +  4K* -  5Mg* -  5Ca* -  0,5Ba* -  2Zn* +  14,65. (13)

4. F ü r  B orosilikatg läser, wo die Z ah l der K -Io n en  m eh r als die H ä lf te  
der Z ahl der N a-Ionen  au sm a c h t, g e lten  die G leichungen (10a) und  (10b).

5. F ü r  die add itiv e  K o n s ta n te  bei N a tro n s ilik a tg lä se rn  gelten  fo lgende 
R egeln :

Is t m ehr als 6 ,0%  ZnO zugegen, so w ird  die a d d itiv e  K o n s ta n te  14,5 
( s ta t t  14,9). W enn  w eniger ZnO  v o rh a n d e n  is t, dagegen  2 ,0%  oder m eh r 
A120 3, so  w ird die ad d itiv e  K o n s ta n te  15,1.

In  allen  G leichungen w erden  B, Al, P , As und Sb zu den  g e rü s tb ild en d en  
Ionen  g erechnet.

A lkalifreie G läser sowie B le ibo rosilika tg läser u n d  s ilika tfre ie  G läser 
w erden in e iner folgenden M itte ilu n g  b e h a n d e lt.

Die T abelle 11 e n th ä lt eine A nzah l v o n  G läsern, die die h ier b eh an d e lten  
B ed ingungen  erfü llen . Es g ib t noch  gew isse G renzen fü r  S chw erm eta lloxyde ,.
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so k a n n  V von  G läsern  m it m e h r als 40 %  P bO  oder B aO  oder B 20 3 m it d en  
an g eg eb en en  G leichungen n ic h t e rfasst w erden .

E s is t gelungen, das S au ersto ffio n en v o lu m en  von  G läsern  m it bis zu  
9 K o m p o n en ten  m it b e fried igender G enau ig k e it, d. h . m it einem  F e h le r  
von  u n te r  1 ,5%  zu b erech n en . N a tü rlic h  sin d  die A nalysen  u n d  D ic h te b e s tim 
m u n g en  oft n ich t sehr g en au , som it k a n n  m an bessere  Ü b e re in s tim 
m u n g  n u r  d an n  e rw arten , w enn A nalyse u n d  D ich teb estim m u n g  e x ak t s in d . 
D ie D ifferenz  zw ischen gem essenen u n d  b e rech n e ten  v -W erten  g e s ta lte t sich 
fo lgenderm assen  :

Z ah l d er G läser D ifferenz
14 0 - 0 , 3  %
11 0 ,3 1 -0 ,5 0 %
16 0 ,5 1 - 1 ,0  %

5 1 ,0 1 -1 ,5 3 %

A usser den  hier a n g e fü h rte n  G läsern  w urde  noch eine A nzah l w e ite re r  
b e re c h n e t u n d  ergab  ebenfa lls befried igende E rgebnisse.

S om it is t die M öglichkeit der V orausberechnung  d er D ich te  von G läse rn  
aus d e r Z usam m en se tzu n g  a u f  w eiten  G eb ie ten  u . zw. bei d er grossen M eh rh e it 
der p ra k tisc h  g eb rau ch ten  G läser gesichert.

D ie th eo re tisch e  D e u tu n g  der en tw ick e lten  G leichungen erfo lg t in  e in e r  
w eiteren  M itte ilung .

Nachtrag bei der Körre Лиг. E ine  neue  A rb e it von D i e t z e l  u . S h e y b a n y  

(V erres e t re frac t. 2, 63, 1948) g ib t die D ich ten  von L i20  —S i0 2-G läsern  ; 
sie k ö n n e n  du rch  die G leichung  v =  26,1 — 1,95R w iedergegeben w erd en , 
w o b ei d ie  m ax im ale  D ifferenz 0 ,7%  b e trä g t  (7 G läser). — Die D ich ten  
von  78 versch iedenen  N a20  — K 20  — SiOa-G läsern  nach Y o u n g , G l a z e , F a i c k  u n d  
F i n n  (J. lie s . N a t. B u reau  of S ta n d a rd s  22, 453, 1939) w u rd en  n ach  d er 
G le ichung  v =  3,8 JR 4 K*  -j- 14,9 b e rech n e t, w obei die m ax im ale  A bw eichung
I ,  5%  b e tru g .
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СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ СТРУКТУРОЙ И ФИЗИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ
СТЕКЛА

II с о о б щ е н и е
И . Н А Р А И - С А Б О

Р е з ю м е

На основе закономерностей выясненных в первом сообщении, выводятся линей
ные уравнения для объема иона О-  —  в четыре —  и более компонентных силикатных 
стеклах. Эти уравнения в конечном счете могут быть сведены на четыре общие уравнения 
для стекол со следующими основами : 1) кремнистный натрий, 2) кремнистый калий, 
3) борокремнистный натрий, 4) борокремнистный калий. С помощью этих уравнений объем 
иона О-  в стеклах и таким образом их плотность может быть определена с достаточной 
точностью на основании состава.

11 A cta Physica IX /1— 2





THE SCATTERING OF ELECTRONS BY FREE  
NEUTRAL ATOMS IN THE THOMAS-FERMI MODEL

By

T . T i e t z

D EPARTM ENT OF TH EO R ET IC A L PH Y SICS U N IV ERSITY  LÓDZ, POLAND

(Presented by P. Gombás. — Received : XII. 6. 1957)

In this paper using the approximate solution of the Thomas-Fermi equation for free 
neutral atom given by B u c h d a h l  we derive an analytical formula for the scattered intensity  
by a group of free atoms. The scattered intensity concerns the elastic and inelastic scattering for 
singly scattered electrons by free atoms in the Thomas-Fermi model. A comparison with 
the numerical results shows that our formula for the sacttered intensity is very accurate.

W hen  a beam  of e lec trons strikes a free  a tom , th e  in te n s ity  of s c a tte re d  
e lectrons varies w ith  th e  sc a tte r in g  angle in  a w ay d e p e n d e n t up o n  th e  n u c lea r  
charge an d  e lectron ic  s tru c tu re  of the  a to m , and  th e  en e rg y  of th e  in c id e n t 
e lectrons. In  th is  pap er we o b ta in  an  a n a ly tic a l fo rm u la  for th e  sc a tte re d  
in te n s ity  I(s) b y  a group o f free a to m s. B o r n 1 a n d  M o t t 2, as know n , 
were th e  f irs t , who ob ta in ed  th e  sc a tte re d  in te n s ity  I(s)  fo r e lastic  s c a tte r in g , 
M o r s e 3 ex ten d ed  th e  B o rn  ap p ro x im a tio n  to  inc lude  ine lastic  sc a tte r in g , 
o b ta in in g  th e  expression fo r sing ly  s c a tte re d  e lectrons

w here I 0 is th e  in te n s ity  o f th e  in c id e n t e lectron  b eam , N  th e  n u m b e r  of 
in d ep en d en tly  sca tte rin g  a to m s in te rc e p te d  by  th e  beam , R  th e  d is tan ce  
betw een  th e  p o in t of o b se rv a tio n  of th e  sca tte red  e lec tro n s, s th e  v a riab le

UyTsin — 0  / A, X is th e  de B roglie w av en len g th  of th e  in c id en t b eam , 0  th e

sc a tte rin g  angle, Z  the  a to m ic  n u m b er o f  th e  a tom s, F(s) th e  x -ra y  a to m ic  
sc a tte rin g  fac to r  of th e  a to m s, and  S (s)th e  x -ray  in co h e ren t sc a tte rin g  fu n c tio n  
of th e  a to m s. T he term  [Z — -F(s)]2 re p re se n ts  th e  e la s tic  sc a tte r in g  a n d  the  
te rm  S(s) rep resen ts th e  in e las tic  sc a tte r in g .

I . In tro d u c tio n

( 1)

1 M. B o r n , Z. Phys., 38, 803, 1926.
2 N .  P. M o t t , Proc. Roy. Soc. (London) (A), 124, 425, 1928 ; 127, 658, 1930.
3 P. M. M o r s e , Z. Phys., 33, 443, 1932.
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I I . Theory

Since th e  e x a c t values o f th e  T h o m as-F erm i fu n c tio n  cp0{x) are g iv en  
o n ly  fo r th e  d isc re te  va lues o f th e  a rg u m e n t x,  th e  e v a lu a tio n  of th e  a to m  
fo rm  fac to r  F(s) of th e  T hom as-F erm i a to m 4 of th e  a to m ic  n u m b e r Z

F  ( s )

oo

0

sin  sr
sr

g 4n  r 2 dr (2)

— SjU J" siS i n  S/LIX (x ) dx (3)

w here  /z is th e  T h o m as-F erm i u n it ,  was ca rr ied  ou t b y  B ragg  and  W e s t 5 
in  such  a w ay  t h a t  ex ac t va lu es  were ta k e n  fo r <p0 and  th e  in te g ra l was a p p ro 
x im a te d  b y  a su m . T he re su lts  can  be given n a tu ra lly  o n ly  in  ta b u la r  fo rm , 
so t h a t  th e  dependence  on Z  as well as on s is a t  f irs t s ig h t n o t clear e x c e p t 
th e  s im ila rity  ru le  th a t  th e  F -cu rv es  for an  a to m  Z0 is tra n sfo rm e d  so as to  
be  su itab le  for a n y  o th e r a to m  Z  b y  m u ltip ly in g  F  an d  s b y  Z /Z 0 and  (Z/Z0) ", 
re sp ec tiv e ly . M oreover, ow ing to  th e  osc illa ting  n a tu re  o f sine , i t  is n ecessa ry  
to  ta k e  th e  su m m atio n  in  as sm a ll steps as possib le. The te rm  S(s) responsib le  
fo r th e  ine lastic  sc a tte rin g , as know n6 *, is g iven  by

S(s) =  1 <Po ( * )

S r i

1/2

2
x 2 d x , (4)

w here  w is d efin ed  b y

0,176 • 10=8cm
w — ------------------------s ,

Z 2'3

a n d  x0 is th e  ro o t of th e  fo llow ing eq u a tio n

П  ( * ) 11/2 =  w .

(5)

(6 )

4 P . G ombás, D ie s ta tis t is c h e  T h eorie  des A to m s u n d  ih re  A n w en d u n g en , W ie n n a
1949 ; p . 245.

6 W . L. B ragg and J. W e s t , Z. K rist. u . M ineral., 69, 118, 1929.
6 W . H e is e n b e r g , P h y s . Z ., 51, 213, 1932.
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III. Procedure and result

Since th e  ex ac t so lu tio n  of th e  T h o m as-F erm i eq u a tio n

9>o"(*) =  <рГ ( х )1х У* (7)

is ava ilab le  only  n um erica lly , its  a p p ro x im a te  exp ression  in  a closed a n a ly tic a l 
form  is desirab le  for p ra c tic a l p u rp o ses . H ith e r to 7 several d iffe ren t form s 
have  been given. A d e ta ile d  co n sid e ra tio n  of th e  a u th o r  has show n t h a t  th e  
b est ap p ro x im a te  so lu tions of th e  T h o m as-F erm i eq u a tio n  (7) fo r free  
n e u tra l a to m s w hich fu lfil th e  b o u n d a ry  cond itions

9,o(°) =  1 ’ Vo ( ° ° )  =  0 1 <p'0(0) =  const.  (8)

are  th e  T ie tz8 ap p ro x im a te  solu tion

cpn (X) =  (1 +  ax bx2)~ 3' 2
w ith

a  =  0 .7105 , b =  0 .0 3 9 1 9 . (9)

and  th e  B u ch d ah l9 ap p ro x im a te  so lu tio n

<Рвп (*)
1( I T  A x )  (1 +  Bx)  (1 +  Cx)

( 10)

w here A ,  В  an d  C a re  co n stan ts  n a m e ly  A  =  0 .9288, В — 0.1596 a n d  C =  
=  0.05727. T he T ie tz  a p p ro x im a tio n  has th e  sam e  degree of acc u ra cy  as 
th e  B u ch d ah l ap p ro x im atio n . The B u c h d a h l a p p ro x im a tio n  is m ore co n v en ien t 
in  p ra c tic a l ca lcu la tions of th e  a to m  form  fac to r . A t f irs t we re -w rite  th e  
B u ch d ah l ap p ro x im ate  so lu tion  o f  th e  T h o m as-F erm i e q u a tio n  in  th e  
follow ing form

<P B n (*) +  ' ß
1 +  A x  1 +  Bx

___У
1 -f- Cx ( И )

w here th e  co n stan ts  a, /3, у  are g iv en  by

A 2 J32 _ _  O-
a ~  (A  — B ) ( A  — C)  ’ P ~  J A  -  В)  (С ~ B )  ’ У ~  ( A — С)  (В - C ) '

( 12)

A sim ple calcu la tion  show s th a t  th e  co n stan ts  a,  ß,  у  fu lfil th e  follow ing 
re la tio n s

7 K . U m ed a , J. P hys. Soc., Japan, 10 , 750, 1955.
8 T. T ietz, II N uovo Cimento, 4, 1192, 1956.
9 H . A. B u c h d a h l , A nn. d. P h y s., 17, 238, 1956.
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a + ß  +  y  =  l ,  A +  -2 - +  _ L  =  0 , 4 -  +  А  +  Л  =  0 . (13)
A B C  А 2 В 2 С2

U sing eq. (3) a n d  eq . (11) we o b ta in  for th e  a to m  fo rm  fac to r F(s) th e  follow ing 
expression

F ( s ) = Zz 1 1 a1 — su )— SU
cos — 1 -

c . S/Л) . s/л— J i ---- -4- s in ---- Ci
SJU

) A A I 2 A  J A ~A t
+

P s/лi -------cos —
В  1 В

-  S i -a£ )
1 2  в J

у  s/л j  л
4------cos

С 1 2
Si

s/л

s/л S/л I
+  s in -----Ci —

B  B  J
“ C i ^c c

s/л s/л 
+  sin  —  Ci

1

w here th e  sym b o l Si(x)  an d  Ci(x) h av e  th e  fo llow ing  m eaning

 ̂ OO

S i ( * ) = j — d t;  C i ( x ) =  -  ( — dt.

(14)

(15)

In  T ab le  1 we give a com parison  o f o u r re su lts  fo r f 0(s) w ith  th e  num erica l 
re su lts . T he sy m bo l f 0(s) is g iven b y  F(s) =  Z f 0(s).

Table I

A  comparison o f  our results for / 0 (s) w ith  the num erical results o f f a (s) (see reference4)

S fl 0 0,15 0,31 0,46 0,62 0,77 0,93 1,08 1,24 1,39

Num erical f , 1,000 0,922 0,796 0,684 0,589 0,522 0,469 0,422 0,378 0,342

Equation (14) /„ 1,000 0,942 0,793 0,693 0,609 0,538 0,469 0,420 0,389 0,348

SJLl 1,55 1,70 0,201 2,32 2,63 2,94

Num erical f 0 0,309 0,284 0,240 0,205 0,175 0,156

E quation (14) f 0 0,305 0,278 0,234 0,198 0,169 0,149

T ab le  I  show s th a t  o u r re su lts  for f 0(s) a re  in  good ag reem en t w ith  
th e  n u m erica l f 0(s) d a ta . In  o rd er to  ca lcu la te  th e  te rm  S(s) w hich is responsib le  
fo r th e  in e las tic  s c a tte r in g  we re -w rite  eq. (4) as follows

X 112 99® 2 ( x )  —  ~ U X -  (p0 (x ) +  — n 3 X 2
2 2

dx. (16)
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T ak in g  in to  considera tion  th e  T h o m as-F erm i eq u a tio n  (7), th e  b o u n d a ry  
cond itions for <p0(x) given b y  eq . (8) and  th e  re la tio n  (6), we see th a t  th e  in te g ra 
tio n  b y  p a r ts  gives us for S(s) th e  fo llow ing form ula.

2
S (s) =  Vo (*) -  *o <Po (*) -  - (w x 0)3 +  — w I x(p0 (x) dx.  (17)

о 2

S u b s titu tin g  for (p0(x) th e  B u c h d a h l ap p ro x im atio n  given b y  eq . (11) 
w e o b ta in  fo r S(s) th e  fo llow ing expression

S(s)
a ( 1 + 2  A  x0) ß(l+2Bx„) у (1

(1 +  А х 0у  '* ■ -  -
2 C x 0)

(1 +  B x oy  ( 1 + C ^ 0)2
3

------ W
2

~  ln  (1 +  A  x0) +  A  ln (1 +  В  x 0) +  У-- ln  (1 +  C *0) 
А 2 В 2 C2

-  — ( ivx0)3.
о

(18)

In  T able I I  we give a com parison  of o u r  resu lts  for S(s) w ith  th e  n u m erica l 
re su lts  for S(s) of B e v i l o g u a 10 for sev e ra l iv.

Table II

A  comparison o f our results* for S(co) given by eq. (18) with the num erical results o f  S(co) given
b y  B e v il o g u a

(Ü 0 0,001 0.003583 0,025 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 0,6 0,8 OO

Equation xo oo 99,149 49,716 15,751 9,907 5,923 3,352 2,306 1,725 1,103 0,7762 0,000

(18) S(co) 0 0,0123 0,0412 0,198 0,321 0,486 0,667 0,783 0,840 0,915 0,964 1

Numerical
data S(co) 0 — — 0,199 0,319 0,486 0,674 0,776 0,839 0,909 0,944 1

* S (со) has the same m eaning as S(s).

T able I I  shows th a t  o u r  d a ta  fo r S(s) are in  good ag reem en t w ith  th e  
n u m erica l d a ta  for S ( s )  of B e v i l o g u a .

F o r sm all values o f s  th e  a tom  fo rm  fac to r F(s) as g iven b y  eq . (14) is 
q u a d ra tic  in  s ,  nam ely

F  (s <[ 1) =  [1 — co n st «2Z-2/3] (19)

an d  for la rg e  values of s th e  a to m  form  fa c to r  F(s) van ish es  inverse ly  q u a d ra ti-  
c a lly  in  s, n am ely

10 L. B e v ilo g u a , Phys. Z ., 32, 740, 1931.
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7 5 1 3

F  (s §> 1) =  C onst . (20)
s2

R ela tio n s  (13) a n d  (6) show  th a t  th e  te rm  S(s) w hich is g iven  in  o u r case  
b y  eq . (18) has th e  co rrec t b e h av io u r for w —>■ 0 and  w —> 0 0  as is show n b y  
T ab le  I I .  T he a u th o r ’s p o in t o f  v iew  is th a t  th e  ap p ro x im a te  an a ly tica l fo rm u 
las , eq . (14) a n d  eq. (18), a re  th e  best a p p ro x im a te  a n a ly tic a l exp ressions 
k n o w n  h ith e r to  fo r th e  a to m  fo rm  fac to r a n d  th e  x -ray  in co h e ren t s c a tte r in g  
fu n c tio n  S(s).

F o rm u la  (14) fo r th e  a to m  form  fa c to r  F(s) has a n u m b e r11 o f less 
a c c u ra te  co rrespond ing  fo rm ulas. F o rm ulae  fo r S(s) given b y e q .  (18) has b e e n  
u n k n o w n  in  th e  physica l l i te ra tu re . I t  is n ecessary  to  s tre ss  th a t  u sing  th e  
a p p ro x im a te  so lu tio n  fo r th e  T h o m as-F erm i fu n c tio n  (9) p roposed b y  th e  
a u th o r  one can  o b ta in , using  eq . (17), an  a n a ly tic a l ex p ressio n  for S(s). T h e  
re su lts  w hich  w ill be o b ta in ed  fo r S(s) are  th e  sam e as th o se  g iven  by  fo rm u la  
(18).

F o rm u la s  (14) an d  (18) allow  th e  ca lcu la tio n  of th e  sc a tte r in g  in te n s i ty  
w hen  in se rted  in  eq. (1).

T h e  a u th o r  is in d e b te d  to  P ro f. F . J .  W i s n i e w s k i  fo r his in te re s t in  
th is  n o te .

РАССЕЯНИЕ ЭЛЕКТРОНОВ СВОБОДНЫМИ НЕЙТРАЛЬНЫМИ АТОМАМИ 
ПО МОДЕЛЯМ ТОМАС— ФЕРМИ

т. ти тц  

Р е з ю м е

В работе выведена аналитическая формула для определения рассеянной группой  
свободных атомов интенсивности, используя приблизительное решение Бухдала для  
уравнения Томаса— Ферми. Рассеянная интенсивность содержит упругое и неупругое 
рассеяние электронов, рассеянных один раз свободными атомами моделе Томаса— Ферми. 
Сравнение с нумерическими результатами показывает, что полученная формула рассеян
ной интенсивности является очень точной. 11

11 К . U m e d a , J. F acu lty  o f  Science H okkoido U n iversity , V I., 57, 1951 ; T. T ie t z ,
J. Chem. P bys., 23, 1965, 1955.



КОЛЛЕКТИВНЫЕ ВОЗБУЖДЕННЫЕ СОСТОЯНИЯ 
ЧЕТНО-ЧЕТНЫХ АТОМНЫХ ЯДЕР

А. С. ДАВЫ ДОВ и Г. Ф. ФИЛИППОВ
МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫ Й У Н И В ЕРС И ТЕТ МОСКВА, СССР

(Поступило 13 декабря 1957. г.)

Рассматривается проблема коллективных возбуждений четно-четных ядер 
аксиальной. В расчетах не предполагается, что ротационная энергия много раз меньше 
чем выбрацинная. Исчислены отношения энергий возбуждднных коллективных состояний

1 г
и последовальностъ спииов. Показано, чтг энергия двух нараметров : а0 =  и ^  и <5 = ß 0

(Be/Ä2)1/4. В области ô А 2,5 спектр может быть представлен как система ротационно
вибрационных полос. В облести ô <  2,5 энергия возбуждения не может выть разделена 
на вибрационные и ротацинные части. В области ô  <  0 ,4  возможны некоторы спе
циальные возбуждения, соответстврющие отрицательным квадрупольным моментам 
возбужденных состояний.

Результаты сравнены с данными экспериментов.

А т о м н о е  я д р о  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  с и с т е м у  с и л ь н о  в з а и м о д е й с т в у ю щ и х  
н у к л о н о в .  Д л я  о п и с а н и я  н е к о т о р ы х  с в о й с т в  с т а ц и о н а р н ы х  с о с т о я н и й  т а к о й  
с и с т е м ы  и с п о л ь з у ю т с я  т е  и л и  и н ы е  м о д е л ь н ы е  п р е д с т а в л е н и я .  В  п о с л е д н е е  
в р е м я  п р и  о п и с а н и и  м а л ы х  в о з б у ж д е н н ы х  с о с т о я н и й  ч е т н о - ч е т н ы х  я д е р  н а и 
б о л ь ш е г о  у с п е х а  д о б и л а с ь  т а к  н а з ы в а е м а я  о б о б щ е н н а я  м о д е л ь  я д р а ,  п р е д 
л о ж е н н а я  Огге Бором и  Моттельсоном. В  о б о б щ е н н о й  м о д е л и  п р е д п о л а 
г а е т с я ,  ч т о  н у к л о н ы ,  н а х о д я щ и е с я  в н е  з а п о л н е н н ы х  о б о л о ч е к ,  м о ж н о  о п и 
с а т ь  и с п о л ь з у я  о д н о ч а с т и ч н о е  п р и б л и ж е н и е ,  а  н у к л о н ы ,  в х о д я щ и е  в  с о с т а в  
п о л н о с т ь ю  з а п о л н е н н ы х  о б о л о ч е к  ( о с т о в  я д р а )  п р о я в л я ю т  с е б я  т о л ь к о  ч е р е з  
с в о и  к о л л е к т и в н ы е  с в о й с т в а .

У  ч е т н о - ч е т н ы х  я д е р  ч а с т о т ы ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  о д н о - ч а с т и ч н ы м  в о з 
б у ж д е н и я м ,  п р е в ы ш а ю т  ч а с т о т ы  к о л л е к т и в н ы х  д в и ж е н и й .  П о э т о м у  м о ж н о  
п р о и з в е с т и  у с р е д н е н и е  п о л н о г о  г а м и л ь т о н и а н а  я д р а  п о  с о с т о я н и я м  д в и 
ж е н и я  в н е ш н и х  н у к л о н о в  п р и  ф и к с и р о в а н н ы х  з н а ч е н и я х  к о о р д и н а т ,  х а р а к 
т е р и з у ю щ и х  к о л л е к т и в н ы е  с т е п е н и  с в о б о д ы  я д р а .  Т а к и м  о б р а з о м  у д а е т с я  
п о л у ч и т ь  о п е р а т о р  э н е р г и и  я д р а ,  в ы р а ж е н н ы й  ч е р е з  к о л л е к т и в н ы е  к о о р д и 
н а т ы  ß и  у, в в е д е н н ы е  О. Бором д л я  о п и с а н и я  к о л л е к т и в н ы х  д в и ж е н и й  
н у к л о н о в

H = B -(ß2 +  ß2r 2) + c„ ß 2 +  ^
2 2 4

1 4
h

-T A  ß  co s у  ,

[J(J + 1) + D] +

( 1 )
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г д е / х а =  4 В ß2 sin2 v ± -
2 л

В  ( 1 )  в е л и ч и н а  В  и  С  я в л я ю т с я  п а р а м е т р а м и ,  х а р а к т е р и з у ю щ и м и  к о л л е к 
т и в н ы е  д в и ж е н и я ,  А  и  D —  в е л и ч и н ы ,  з а в и с я щ и е  о т  с о с т о я н и я  д в и ж е н и я  
в н е ш н и х  н у к л о н о в .

Г а м и л ь т о н и а н  ( 1 )  б ы л  п о л у ч е н  в  р а б о т е  Форда [ 1 ]  п р и  п р е д п о л о ж е н и и ,  
ч т о  я д р о  и м е е т  а к с и а л ь н у ю  с и м м е т р и ю  и  п р о е к ц и и  у г л о в ы х  м о м е н т о в  в н е ш 
н и х  н у к л о н о в  н а  о с ь  с и м м е т р и и  я д р а  я в л я ю т с я  х о р о ш и м и  к в а н т о в ы м и  ч и с 
л а м и

( Л  =  2 ’ 7 , 3  =  0 ) .
i

В  н а ш е й  р а б о т е  п р о в е д е н о  и с с л е д о в а н и е  э н е р г е т и ч е с к и х  у р о в н е й  
с и с т е м ы ,  о п и с ы в а е м о й  г а м и л ь т о н и а н о м  ( 1 )  п р и  п р е д п о л о ж е н и и ,  ч т о  а к с и а л ь 
н а я  с и м м е т р и я  я д р а  н е  н а р у ш а е т с я .  П о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я  в  г а м и л ь т о 
н и а н е  ( 1 )  и м е е т  м и н и м у м  п р и  з н а ч е н и я х  у  =  0 ,  л  и

ß  =  ßo = А :
С +  3 C B ß »

( п р и  J  =  0 ) (2)

С у щ е с т в е н н о ,  ч т о  п о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я  и м е е т  п о л ю с  в  т о ч к е  ß  =  0 .  Н а л и 
ч и е  э т о г о  п о л ю с а  с о о т в е т с т в у е т  т о м у ,  ч т о  м о м е н т  и н е р ц и и  я д р а  с т р е м и т с я  
к  н у л ю  п р и  ß ->  0.

Е с л и  в  я д р е  и м е ю т с я  н у к л о н ы  в н е  з а п о л н е н н ы х  о б о л о ч е к ,  т о  д а ж е  п р и  
р а в н о м  н у л ю  п о л н о м  у г л о в о м  м о м е н т е  м о м е н т  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  о с т о в а  
и  с у м м а р н ы й  м о м е н т  в н е ш н и х  н у к л о н о в  н е  я в л я ю т с я  и н т е г р а л а м и  д в и ж е н и я  
и  н е  р а в н ы  н у л ю  в  о т д е л ь н о с т и .

Р а з л а г а я  п о т е н ц и а л ь н у ю  э н е р г и ю ,  в х о д я щ у ю  в  ( 1 ) ,  в  р я д  о т н о с и т е л ь н о  
о т к л о н е н и й  о т  п о л о ж е н и я  р а в н о в е с и я  ( п р и  у  =  0 )  п о л у ч и м  у р а в н е н и е  
Шредингера, о п р е д е л я ю щ е е  энергию (е) с и с т е м ы .

Т +  < L { ß - ß 0) * - e гр (ß О Ф) =  0 , ( 3 )

г д е  6 ,  Ф —  у г л ы ,  о п р е д е л я ю щ и е  о р и е н т а ц и ю  о с и  с и м м е т р и и  я д р а  в  п р о с т 
р а н с т в е  ; т —  о п е р а т о р  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  :

Т  =  —
Ä2

2 B ß*  ( Э ß
ß2 —— 

d ß
+

sin  0 0 0
sin 0

0 0 )

1 02 I
H---- ;- - - - - -  — —  ) • ( 4 )

sin2 0 0 Ф2 I



П р е д с т а в л я я  р е ш е н и е  ( 3 )  в  в и д е

V (ß О Ф) =  V  Y JM (Ö Ф) , . 7  =  0 , 2 , . . .  ( 5 )
J  Р

Uj  (0) =  о ,

п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  д л я  ф у н к ц и и  Uj  ( ß )

-  +  ' Т № - ßj>‘ -  V j  т  U j  =  0 - (6)

г д е  ßj — I  ß0 —  н о в о е  п о л о ж е н и е  р а в н о в е с и я ,  о п р е д е л я е м о е  и з  у с л о в и я
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ô —  б е з р а з м е р н ы й  п а р а м е т р  т е о р и и ,  о п р е д е л я е м ы й  с о о т н о ш е н и е м

(7)

V j(ß j )  =  hco0\ö* ( 1 - 1 ) 2 +  +

Д л я  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( б )  у д о б н о  в в е с т и  н о в у ю  п е р е м е н н у ю

ßj
и з м е н я ю щ у ю с я  в  п р е д е л а х

—í ô < ; с <  °° (9)
и  н о в у ю  ф у н к ц и ю  F ( f ) ,  о п р е д е л я е м у ю  с о о т н о ш е н и е м

[ /(£ )  =  F  ( í ) e x p ( - í 2 / 2 ) . ( 10)

Т о г д а  ф у н к ц и я  F ( J )  б у д е т  у д о в л е т в о р я т ь  у р а в н е н и ю

( П )
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и  г р а н и ч н ы м  у с л о в и я м

V  (—<5£) =  0 и е V (С) - >  0 , если£->-оо.  (12)

Р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 1 1 )  с  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  ( 1 2 )  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з  
ф у н к ц и и  Эрмита

К  (О co n st у
2 Г  ( — v) к=о

( - 1  )кг (2 С ) к  •

к !

Ч и с л о  v в ы ч и с л я е т с я  и з  т р а н с ц е н д е н т н о г о  у р а в н е н и я

( 1 3 )

V  ( — <5 £ )  =  0  . ( 1 4 )

П р и  э т о м  э н е р г и я  с и с т е м ы  о п р е д е л я е т с я  р а в е н с т в о м

h  со с
=  (* +  7 2) [ i

Г J ( J +  1) 1Ц
+ [ 1 й* (f 1)2 +  ^

L Ô4* [ 2  6<5Ч2
( 1 5 )

Т а к и м  о б р а з о м  п р и  з а д а н н о м  J  э н е р г и я  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  д в у х  п а р а м е т р о в  :

со0 и  ô. Н а п о м н и м ,  ч т о  с о г л а с н о  ( 8 )  б е з р а з м е р н ы й  п а р а м е т р  ô =  ß0

г д е  ß0 —  х а р а к т е р и з у е т  о т к л о н е н и е  я д р а  о т  с ф е р и ч е с к о й  ф о р м ы  ; со0 —  
ч а с т о т а  п о в е р х н о с т н ы х  к о л е б а н и й  ; В  —  м а с с о в ы й  к о э ф ф и ц и е н т ,  к о т о р ы й  
в  с л у ч а е  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  м о д е л и  в ы р а ж а е т с я  ч е р е з  м а с с о в о е  ч и с л о  ( Л ) ,  
м а с с у  н у к л о н а  ( М ) и  р а д и у с  я д р а  (R ) ф о р м у л о й

В
8  л

А  М Щ ,  и л и  В 1 5  

1 6  л h ,

г д е  10 —  м о м е н т  и н е р ц и и  т в е р д о г о  т е л а  м а с с ы  M A  и  р а д и у с а  R 0.
е

Г р а ф и к  з а в и с и м о с т и  7— д л я  з н а ч е н и й  п а р а м е т р а  ô ^ > l  п р и в е д е н  н а
h coq

р и с .  I .  И з  э т о г о  р и с у н к а  в и д н о ,  ч т о  п р и  ô >  2 , 5  э н е р г е т и ч е с к и й  с п е к т р  к о л 
л е к т и в н ы х  в о з б у ж д е н и й  ч е т н о - ч е т н ы х  я д е р  р а з б и в а е т с я  н а  с и с т е м у  в р а щ а 
т е л ь н о - к о л е б а т е л ь н ы х  п о л о с .  В  т а б л и ц е  1 п р и в е д е н о  с р а в н е н и е  п о л у ч е н н ы х  
т е о р е т и ч е с к и х  з н а ч е н и й  э н е р г и и  в о з б у ж д е н и я  п е р в о й  и  в т о р о й  в р а щ а т е л ь н ы х  
п о л о с  в о з б у ж д е н н ы х  с о с т о я н и й  н е к о т о р ы х  я д е р  с  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и
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д а н н ы м и .  Т а м  ж е  п р и в е д е н ы  з н а ч е н и я  п а р а м е т р о в  h ш0 и  <5, к о т о р ы е  и с п о л ь 
з о в а л и с ь  п р и  в ы ч и с л е н и и  т е о р е т и ч е с к и х  з н а ч е н и й  э н е р г и и  в о з б у ж д е н и я .

„ е21 е2Н elH
В  т а б л и ц е  1 1 п р и в е д е н ы  о т н о ш е н и я  —  ,  - - - - - - ? -------  в  з а в и с и м о с т и  о т

еп еш  ен
з н а ч е н и я  ô ,  г д е  £ ц  ,  e 2 i ,  « ш ,  £ 2 п  с о о т в е т с т в е н н о  э н е р г и и  п е р в о г о  и  в т о 
р о г о  ( 1 , 2 )  в р а щ а т е л ь н ы х  п о д у р о в н е й  в  п е р в о й  и  в т о р о й  ( 1 , 1 1 )  п о л о с а х  
в р а щ а т е л ь н ы х  с о с т о я н и й  я д р а .

ер)

П р и  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш и х  ô э н е р г и я  к о л л е к т и в н ы х  в о з б у ж д е н и й  ( 1 5 )  
м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н а  в  в и д е

где

E nJ =  n h œ 0 +  A  J ( J + l ) - g J 2 ( J + l ) 2 , (16)

А  __ А2 _ _  a h | 32 /  ’ ^  ( Л « ,) 2 У )
Э т а  ф о р м у л а  у ж е  п р е д л а г а л а с ь  в  р а б о т а х  О .  Бора и  Моттелъсона. О н а  д а е т  
х о р о ш е е  с о г л а с и е  с  э к с п е р и м е н т о м ,  е с л и  А  и  g р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п а р а 
м е т р ы  в  к а ж д о й  п о л о с е  в о з б у ж д е н н ы х  с о с т о я н и й  я д р а .  Т а к и м  о б р а з о м  п р и  
о п и с а н и и  к о л л е к т и в н ы х  в о з б у ж д е н и й  я д е р ,  у к а з а н н ы х  в  т а б л и ц е  I ,  т р е б о 
в а л о с ь  б ы  5  п а р а м е т р о в ,  а  н е  2 ,  к а к  э т о  с л е д у е т  и з  ф о р м у л ы  ( 1 5 ) .

П р и  ô <  2 , 5  р а з д е л е н и е  к о л л е к т и в н ы х  в о з б у ж д е н и й  н а  в р а щ а т е л ь н ы е  
и  к о л е б а т е л ь н ы е  н е в о з м о ж н о .  Н а  р и с .  2 .  п р и в е д е н а  с х е м а  у р о в н е й  д л я  з н а 
ч е н и я  <5 <  1 .  В  э т о м  с л у ч а е  н а р я д у  с  р е ш е н и я м и ,  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  у — О
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Таблица I

Энергетический уровень
Ягро Æco0 <5

Теория Экспер.

2 100,09 100,09
4 320,3 329,36
6 641,6 677,06^182
0 1101 — 1101 3,48

2 1222 1222

4 1481 1488,6

2 50 50

4 163 165
6 332 _

Th232
0 710 — 710 3,98

2 770 770

4 901 —

2 43 43
4 141 142
6 290 295XJ234
0 803 803 803 4,48

2 855 —
4 966 —

2 44,2 44,2
4 147,7 146
6 304,8 303

Pu238
0 935 935 935 4,74

2 986 986
4 1100 1073

Таблица II

«5 1 2 3 4 5

е2\

еи
2,17 2,70 3,02 3,27 3,33

£211
®1П

1,76 2,43 2,94 3,25 3,31

«III
еи

1,48 1,36 1,26 1,16 1,11
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в о з н и к а ю т  в о з б у ж д е н н ы е  с о с т о я н и я  с у =  л,  и з о б р а ж е н н ы е  н а  р и с .  2  п у н к т и р 
н ы м и  л и н и я м и .  Э т и  в о з б у ж д е н н ы е  с о с т о я н и я  с о о т в е т с т в у ю т  о т р и ц а т е л ь н о м у  
з н а к у  к в а д р у п о л ь н о г о  м о м е н т а  я д р а ,  н а х о д я щ е г о с я  в  в о з б у ж д е н н о м  с о с т о  
я н и и .  В  с в я з и  с  т е м ,  ч т о  п р е д п о л о ж е н и я ,  п о л о ж е н н ы е  в  о с н о в у  т е о р и и

н а р у ш а ю т с я  п р и  м а л ы х  з н а ч е н и я х  <5, н е  в  п о л н е  я с н о ,  м о г у т  л и  в  д е й с т в и 
т е л ь н о с т и  р е а л и з о в ы в а т ь с я  т а к и е  в о з б у ж д е н н ы е  с о с т о я н и я .

Е с л и  д о п у с т и т ь ,  ч т о  в ы в о д ы  т е о р и и  м о ж н о  п р и м е н я т ь  д о  з н а ч е н и й  
ő ^ 0 , 2 ,  т о  д л я  н е к о т о р ы х я д е р  ( с м .  т а б л .  I I I )  м о ж н о  п о л у ч и т ь  п р и  с о о т в е т -

Таблица III

Ядро
Относительная 

энергия уровня Спин уровня

Экспер. Теория. Экспер. Теория

— 0,65 — [0]

P t1»2 1,00 1,00 2 2 0,25
1,93 1,93 2 [2]
2,48 2,32 4 4,0

0,82 0,82 0 [0]
Ge72 1,00 1,00 2 2 0,29

1,74 2,15 2 [2]

— 0,86 — [0]
1,00 1,00 2 2

Cd114 2,17 2,18 2 [2] 0,3
2,30 2,30 4 0
2,34 2,34 0 4
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с т в у к л ц е м  в ы б о р е  <5 у д о в л е т в о р и т е л ь н о е  с о г л а с и е  с  н а б л ю д а е м ы м  э к с п е р и 
м е н т а л ь н о  о т н о ш е н и е м  э н е р г и и  п е р в ы х  в о з б у ж д е н н ы х  у р о в н е й  к  э н е р г и и  
п е р в о г о  у р о в н я ,  и м е ю щ е г о  с п и н  2 .  П р и  э т о м  т е о р и я  д а е т  и  п р а в и л ь н у ю  п о 
с л е д о в а т е л ь н о с т ь  з н а ч е н и й  с п и н о в  у р о в н е й .  С п и н ы  у р о в н е й  э н е р г и и ,  с о о т 
в е т с т в у ю щ и е  о т р и ц а т е л ь н ы м  з н а ч е н и я м  к в а д р у п о л ь н ы х  м о м е н т о в  з а к л ю 
ч е н ы  в  к в а д р а т н ы е  с к о б к и .  Е с л и  э т а  и н т е р п р е т а ц и я  п р а в и л ь н а ,  т о  с л е д у е т  
о ж и д а т ь ,  ч т о  в е р о я т н о с т ь  п е р е х о д о в  м е ж д у  с о с т о я н и я м и ,  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  
р а з н о м у  з н а к у  к в а д р у п о л ь н о г о  м о м е н т а  д о л ж н ы  б ы т ь  м е н ь ш е ,  ч е м  в е р о я т 
н о с т и  п е р е х о д о в  м е ж д у  с о с т о я н и я м и ,  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  о д н о м у  з н а к у  
к в а д р у п о л ь н о г о  м о м е н т а  я д р а .

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. К . F o rd , Phys. R ev ., 90, 29, 1953.

CO LLECTIVE EX C ITA TIO N S OF T H E  E V E N -E V E N  ATOMIC N U C L E I

B y

A . S. D avydov  and G. F . F il ip p o v

S u m m a r y

The problem  o f co llective  excitations in  an even-even nucleus possessing a x ia l sym 
m etry  is considered. D uring th e  calculation it  has not been assum ed that a rotational energy  
is  m uch sm aller than a v ibration al energy.

For different deform ation parameters th e  energy ratios o f  the collective exc ita tio n s  
and the succession  o f spins have  been com puted. I t  is shown th a t  the energy o f th e  co llective

excita tion s can  he represented as the function o n ly  o f two param eters : a0 =  1i i - n l i .

- 4 # Г In the region <5 >  2,5 the ex c ita tio n  spectrum  can be represented as th e  sy stem  o f

rotational v ibrational hands. In  the region <5 <  2,5 the ex cita tio n  energy can not be separated  
into rotation al and v ibration al com ponents. In  the region <5 <  0,4 the appearence o f  some 
special exc ita tio n s is possible, in  consequence o f  the n egative  quadrupole m om ents o f  the  
ex cited  sta tes.

A com parison w ith  experim ent is carried out.



О ур —РЕАКЦИЯХ
С ОБРАЗОВАНИЕМ ОСНОВНЫХ СОСТОЯНИЙ ЯДЕР*

В. И. ГО Л ЬДА Н С КИ Й
Ф И З И Ч Е С К И Й  И Н С Т И Т У Т  И М . П. Н . Л Е Б Е Д Е В А  А Н  С С С Р

(Представлено : Z. Gyulai —  Постунуло : 23 декабря 1957 г.)

Дана оценка вклада отдельных уровней в фотоядерные реакции ( у р )  пяти легких 
ядер (В 10, С12, AT14, О16, S32), полученных по теореме детального равновесия из обратных 
( р у )  реакций. Максимальные сечения ур-реакций с образованием конечного ядра в основ
ном состоянии иногда на много раз превышают максимальные сечения при «гигантском» 
резонансе. Интегральные сечения составляют приблизительно 10% интегральных сечний 
в «гигантском ) резонансе. При сравнении спектра и углового распределения фотонуклонов 
с расчетами статистической теории, нужно иметь в виду значитеьный вклад отдельных 
уровней.

З а  п о с л е д н и е  г о д ы  н а  о ч е н ь  б о л ь ш о м  ч и с л е  п р и м е р о в  п о д т в е р ж д е н о  
с у щ е с т в о в а н и е  т а к  н а з ы в а е м о г о  » г и г а н т с к о г о «  р е з о н а н с а  ф о т о я д е р н ы х  ( н а 
п р и м е р ,  уп- и  у р - р е а к ц и й ) .

П о л у ш и р и н а  э т о г о  « г и г а н т с к о г о »  р е з о н а н с а  с о с т а в л я е т  н е с к о л ь к о  
Мэе, а  м а к с и м у м  с е ч е н и й  р а с п о л а г а е т с я  п р и  э н е р г и и  у  —  к в а н т о в  1 5 — 2 5  
Мэе. П р и  т а к и х  э н е р г и я х  в о з б у ж д е н и я  д а ж е  д л я  с а м ы х  л е г к и х  я д е р  р а с с т о я 
н и е  м е ж д у  у р о в н я м и  н е  п р е в ы ш а е т  н е с к о л ь к и х  Кэв, и л и  д е с я т к о в  Кэв, а  д л я  
б о л е е  т я ж е л ы х  я д е р  о т д е л ь н ы е  у р о в н и ,  н е с о м н е н н о ,  п е р е к р ы в а ю т с я .  П о 
э т о м у  п о л о ж е н и е  и  ф о р м а  « г и г а н т с к о г о »  р е з о н а н с а  о б ы ч н о  с в я з ы в а ю т с я  с  
н а л и ч и е м  в  с о о т в е т с т в у ю щ е й  о б л а с т и  э н е р г и й  ц е н т р а  т я ж е с т и  э л е к т р и ч е с к и х  
д и п о л ь н ы х  у р о в н е й  ( 1 ) ,  в о з б у ж д а е м ы х  п р и  п о г л о щ е н и и  я д р о м  у - к в а н т о в .

О д н а к о ,  д л я  т о г о  ч т о б ы  о д н о з н а ч н о  п о д т в е р д и т ь  д и п о л ь н ы й  ( £ 1 )  
х а р а к т е р  п о г л о щ е н и я  у - к в а н т о в  в  о б л а с т и  г и г а н т с к о г о  р е з о н а н с а  с л е д о 
в а л о  б ы  у с т а н о в и т ь  п р и р о д у  к о н е ч н ы х  с о с т о я н и й  я д е р ,  а  т а к ж е  и с с л е д о в а т ь  
у г л о в о е  р а с п р е д е л е н и е  и с п у с к а е м ы х  ф о т о н у к л о н о в .  М е ж д у  т е м ,  в  р а б о т а х ,  
п о с в я щ е н н ы х  ф о т о я д е р н ы м  р е а к ц и я м ,  т а к и е  н а б л ю д е н и я ,  к а к  п р а в и л о ,  о т 
с у т с т в у ю т .

И з м е р я я  в ы х о д  ф о т о п р о т о н о в  и  ф о т о н е й т р о н о в  и л и  р е г и с т р и р у я  а к т и в 
н о с т ь  р а д и о а к т и в н ы х  п р о д у к т о в  ф о т о я д е р н ы х  р е а к ц и й ,  е с т е с т в е н н о  н е л ь з я  
у с т а н о в и т ь ,  о б р а з у е т с я  л и  к о н е ч н о е  я д р о  в  о с н о в н о м  и л и  к а к о м - л и б о  в о з 
б у ж д е н н о м  с о с т о я н и и ,  т .  е .  н е  и с п у с к а ю т с я  л и  н а р я д у  с  ф о т о н у к л о н а м и  е щ е  
и  у - к в а н т ы .  П о с к о л ь к у  и с с л е д о в а н и я  ф о т о я д е р н ы х  р е а к ц и й  п р о в о д я т с я  
о б ы ч н о  с  н е п р е р ы в н ы м  с п е к т р о м  т о р м о з н о г о  и з л у ч е н и я ,  т о  д а ж е  и  т а к и е

* Д о л о ж е н о  3 декабря 1957 г. на симпозиуме по ядерной физике в М а т р а х а з е  
организованном Физическим Обществом им. Лоранд Этвеш.
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в а ж н ы е  д о п о л н и т е л ь н ы е  и с т о ч н и к и  и н ф о р м а ц и и ,  к а к  у г л о в о е  и  э н е р г е т и 
ч е с к о е  р а с п р е д е л е н и е  ф о т о н у к л о н о в  в с е  е щ е  о к а з ы в а е т с я  н е д о с т а т о ч н ы м и  
д л я  р а з г р а н и ч е н и я  с л у ч а е в  о б р а з о в а н и я  к о н е ч н ы х  я д е р  в  р а з л и ч н ы х  с о с т о я 
н и я х .

В  н а с т о я щ е е  в р е м я  в о п р о с  о  х а р а к т е р е  п о г л о щ е н и я  у - к в а н т о в  п р и  
и с п у с к а н и и  ф о т о н у к л о н о в  п р и о б р е л  е щ е  д о п о л н и т е л ь н ы й  и н т е р е с  в  с в я з и  
с  о б с у ж д е н и е м  м е х а н и з м а  п р я м о г о  я д е р н о г о  ф о т о э ф ф е к т а ,  т .  е .  п р я м о г о  
в з а и м о д е й с т в и я  у - к в а н т о в  с  я д е р н ы м и  н у к л о н а м и ,  н е  с в я з а н н о г о  
с  о б р а з о в а н и е м  с о с т а в н о г о  я д р а .  П р и  т а к о м  о б с у ж д е н и и  ш и р о к о  и с п о л ь 
з у е т с я  с о п о с т а в л е н и е  у г л о в о г о  и  э н е р г е т и ч е с к о г о  р а с п р е д е л е н и я  ф о т о н у к л о 
н о в  с  р е з у л ь т а т а м и ,  п р е д с к а з ы в а е м ы м и  с т а т и с т и ч е с к о й  т е о р и е й ,  т .  е .  б е з  
у ч е т а  и н д и в и д у а л ь н ы х  с в о й с т в  о т д е л ь н ы х  у р о в н е й  и  и х  в к л а д а  в  о б щ у ю  
к а р т и н у  ф о т о я д е р н о г о  в з а и м о д е й с т в и я .

М е ж д у  т е м ,  н а ч и н а я  с  1 9 5 2  г .  г р у п п е  к а н а д с к и х  ф и з и к о в  ( 2 ,  3 ,  4 )  б л а 
г о д а р я  в ы с о к о й  с т а б и л и з а ц и и  э н е р г и и  у с к о р я е м ы х  в  б е т а т р о н е  э л е к т р о н о в  
у д а л о с ь  в ы д е л и т ь  в  « г и г а н т с к о м »  р е з о н а н с е  у п - р е а к ц и й  д л я  н е с к о л ь к и х  
л е г к и х  я д е р  (LP, С 12, О 16 и  F19) ц е л ы й  р я д  о т д е л ь н ы х  р е з о н а н с н ы х  у р о в н е й .  
Т а к  н а п р и м е р ,  в  р е а к ц и и  0 16( у л ) 0 15 ( п о р о г  1 5 , 6  Мэв) п р и  hv =  1 5 , 9 — 2 1 , 9  
М э в  н а б л ю д а е т с я  ( 3 )  д е в я т ь  о т д е л ь н ы х  р е з о н а н с о в  с  и н т е г р а л ь н ы м и  с е ч е н и я м и  
о т  0 , 0 6  д о  7 , 5  Мэв м и л л и б а р н ,  д а ю щ и х  в  с у м м е  оинт =  1 4  Мэв м б а р н .

П р и  в с е м  и н т е р е с е  у т о ч н е н н ы х  и с с л е д о в а н и й  н а д о ,  о д н а к о  о т м е т и т ь ,  
ч т о  и  п р и  и з у ч е н и и  о т д е л ь н ы х  р е з о н а н с о в  ф о т о я д е р н ы х  р е а к ц и й  в о п р о с  о  
к о н е ч н ы х  с о с т о я н и я х  о б р а з у ю щ и х с я  я д е р  о с т а л с я  о т к р ы т ы м .  П о э т о м у  о с т а 
л о с ь  н е в ы я с н е н н ы м ,  к а к о в а  м у л ь т и п о л ь н о с т ь  п о г л о щ а е м ы х  в  о т д е л ь н ы х  
р е з о н а н с а х  у - к в а н т о в  и  к а к и м ,  с о б с т в е н н о ,  д о л ж н о  б ы т ь  у г л о в о е  р а с п р е 
д е л е н и е  и с п у с к а е м ы х  ф о т о н у к л о н о в .

В  н а с т о я щ е м  с о о б щ е н и и  м ы  х о т и м  о т м е т и т ь ,  ч т о  р я д  с в е д е н и й ,  и н т е 
р е с н ы х  д л я  п о н и м а н и я  ф о т о я д е р н ы х  —  ур- р е а к ц и й ,  н о  д о  с и х  п о р  н е  
п о л у ч е н н ы х  и з  н е п о с р е д с т в е н н о г о  и х  н а б л ю д е н и я  ( в  з н а ч и т е л ь н о й  с т е п е н и  
—  и з - з а  с к у д н о с т и  и с т о ч н и к о в  м о н о х р о м а т и ч е с к и х  у - к в а н т о в )  м о ж н о  
з а и м с т в о в а т ь  и з  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х  о  с е ч е н и я х  о б р а т н ы х  —  ру- 
р е а к ц и й ,  и д у щ и х  б е з  к а с к а д н о г о  и с п у с к а н и я  у - к в а н т о в .

С е ч е н и я  у р - р е а к ц и й  с  о б р а з о в а н и е м  о с н о в н ы х  с о с т о я н и й  к о н е ч н ы х  
я д е р  —  (Тур  с в я з а н ы  с  с е ч е н и я м и  ру  —  р е а к ц и й  п р о с т ы м и  с о о т н о ш е н и я м и  
д е т а л ь н о г о  б а л а н с а ,  н а п р и м е р ,  д л я  р е а к ц и и  0 1в ( y p ) J \ 15 и м е е м  :

16 me2 (hv — Q) 2 +  1
OVo - apN - ■ -  • ■ 2

З д е с ь  :

I N( =  1 / 2 )  и  I 0 (— 0 )  —  с п и н ы  я д е р  N 15 и  О16, т  —  м а с с а  п р о т о н а ,  Q (— 
=  1 2 , 1 1  М э в )  —  т е п л о в о й  э ф ф е к т  р е а к ц и и ,  hv —  э н е р г и я  у - к в а н т а ,  с в я з а н -
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н а я  с  э н е р г и е й  п р о т о н а  в  ру  —  р е а к ц и и  ( Е р )  с о о т н о ш е н и е м  : hv =  Q -)- - - - - - Е р.
1 6

И з  а н а л и з а  и м е ю щ и х с я  в  л и т е р а т у р е  д а н н ы х  м о ж н о  п о л у ч и т ь  р я д  с в е д е н и й  
о  у р - р е а к ц и я х  с  о б р а з о в а н и е м  о с н о в н ы х  с о с т о я н и й  к о н е ч н ы х  я д е р  д л я  
п я т и  л е г к и х  я д е р  : В 10, С 12 , I V 14, О 16 и  S 32 .

С в о д к а  р е з у л ь т а т о в  п р и в о д и т с я  в  т а б л и ц е  1 и  н а  р и с .  1 — 6 .

С е ч е н и е  р е а к ц и и  Be9 ( ру)В 10 в  п е р в о м  м а к с и м у м е  д а н о  в  ( 5 ) ,  а  з н а ч е 
н и я  о д л я  д р у г и х  у р о в н е й  п о л у ч е н ы  п е р е с ч е т о м  в ы х о д о в  и з  т о л с т о й  м и ш е н и  
( 7 ,  8 ) .  С е ч е н и я  р е а к ц и и  В п (ру)С12 п р и  Е р <  2 , 8  Мэе  з а и м с т в о в а н ы  и з  ( 5 ,  9 ) ,  
а б с о л ю т и з а ц и я  с е ч е н и й  п р и  б о л е е  в ы с о к и х  э н е р г и я х  п о л у ч е н а  с о п о с т а в л е 
н и е м  р е з у л ь т а т о в  ( 9 )  и  ( 1 0 )  п р и  Ер — 2 — 2 , 8  Мэе.

С е ч е н и я  в  р е з о н а н с н ы х  м а к с и м у м а х  р е а к ц и и  С13(ру) N u  в з я т ы  и з  ( 5 ) ,  
а  д л я  и н т е р п о л я ц и и  ф у н к ц и и  в о з б у ж д е н и я  м е ж д у  п и к а м и  р е з о н а н с о в  
и с п о л ь з о в а л и с ь  д а н н ы е  ( 1 1 ) .  Н а к о н е ц ,  а б с о л ю т и з а ц и я  ф у н к ц и и  в о з б у ж д е н и я  
р е а к ц и и  P 31(py)S32, д а н н о й  в  ( 1 4 ) ,  п р о и з в о д и л а с ь  п о  д а н н ы м  р а б о т ы  ( 1 6 ) ,  в  
к о т о р о й  п р и в о д и т с я  с е ч е н и е  р а д и а ц и о н н о г о  з а х в а т а  Р 31 п р о т о н о в  с  э н е р г и е й  
1 , 2 6 5  М э в .

Д а н н ы е  п р и в о д и м ы е  в  т а б л и ц е ,  н е  т р е б у ю т  о с о б ы х  п о с я н е н и й .  З а м е 
т и м  л и ш ь ,  ч т о  с р е д и  в о з м о ж н ы х  з н а ч е н и й  о р б и т а л ь н ы х  м о м е н т о в  ф о т о п р о 
т о н о в  с  с в я з и  с  м а л о с т ь ю  э н е р г и и  у к а з а н ы  л и ш ь  1 =  0, 1 , 2 .

Р и с .  1 — 5  н е п о с р е д с т в е н н о  и л л ю с т р и р у ю т  с в е д е н и я ,  п р и в е д е н н ы е  в  
т а б л .  1 .  Н а  р и с .  6  р а с ч е т н ы е  д а н н ы е  о  т о н к о й  с т р у к т у р е  ур-  р е а к ц и й  с о 
п о с т а в л я ю т с я  с  р е з у л ь т а т а м и  н а б л ю д е н и й  « г и г а н т с к о г о »  р е з о н а н с а .

К а к  я в с т в у е т  и з  т а б л и ц ы  и  р и с у н к о в ,  м а к с и м а л ь н ы е  с е ч е н и я  ур- 
р е а к ц и й  с  о б р а з о в а н и е м  о с н о в н ы х  с о с т о я н и й  к о н е ч н ы х  я д е р ,  с в я з а н н ы х  с  
о т д е л ь н ы м и  у р о в н я м и ,  п о д ч а с  в о  м н о г о  р а з  п р е в о с х о д я т  м а к с и м а л ь н ы е

12*
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с е ч е н и я  в  « г и г а н т с к о м »  р е з о н а н с е .  И н т е г р а л ь н ы е  с е ч е н и я  т а к и х  р е а к ц и й ,  
о б у с л о в л е н н ы е  о т д е л ь н ы м и  у р о в н я м и ,  д о с т и г а ю т  п р и м е р н о  1 0 %  о т  и н т е 

г р а л ь н ы х  с е ч е н и й  « г и г а н т с к о г о »  р е з о н а н с а ,  о х в а т ы в а ю щ и х  в с е в о з м о ж н ы е  
с о с т о я н и я  к о н е ч н ы х  я д е р .  К а к  п р а в и л о ,  и з м е р е н и я  с е ч е н и й  « г и г а н т с к о г о »  
р е з о н а н с а  ур-  р е а к ц и й  п р о и з в о д я т с я  л и ш ь  н а ч и н а я  с  э н е р г и й  у - к в а н -
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т о в ,  п р е в ы ш а ю щ и х  п о р о г  н а  н е с к о л ь к о  Мэе  ( с м . ,  н а п р и м е р ,  р и с .  6 ) .  П о э т о м у  
п р и в е д е н н ы е  з д е с ь  р е з у л ь т а т ы  д а ю т  н е  в к л а д  ур - р е а к ц и й  с  о б р а з о в а н и е м

Рис. 4

Рис. 5

о с н о в н о г о  с о с т о я н и я  к о н е ч н ы х  я д е р  в  г и г а н т с к и й  р е з о н а н с ,  а  д о п о л н е н и е  к  
э т о м у  р е з о н а н с у .  Т а к и м  о б р а з о м  а н а л и з  с в е д е н и й  о  ру-  р е а к ц и я х  п р и в о 
д и т  к  н е к о т о р о м у  у в е л и ч е н и ю  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  в е л и ч и н  с е ч е н и й  п о г л о -
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Реакция Ссылки Порог Иитервал Энергия
Момент

и Характер Орби-

( Мэ е ) энергии уровня чет- поглощения момент Мэе.  мбапн)A hv ( Мэ е ) (Мэе) ность у-кванта протонауровня

В 49 (ур) B e 9 5 ,6 , 6,58 6,58— 11 6,89 ï — М2 S D
3+ 1__ 7 ,8 7,48 2__ £ 1 S D —i , i

8,89 2 + M l P
1 0,3

1 ,4

10,83 9 9 ?

С12 (ур) B u 5 ,9 , 15,95 15,95— 21 16,10 2 + Е2 P
ОЬ 1 - 10 16,57 2— М2 S D

17,22 1— £ 1 S D

18,39 2 + £ 2 P 8,2

18,86 ? ? 9

19,25* ? 9 9

20,25 ? 9 9

20,49 9 ? 9

IV14 ( у р ) С ш 5 ,1 1 7,54 7,54— 9,2 8,06 1— £ 1 S D

1+ ï - 8,62 о + M l P

8,70 0— £ 1 S 2

9,18 2__ £ 1 D ~ 0 ,6

О 16 (у р ) № 5 
0

13 12,11 12,11— 13,5 13,09** ï — £ 1 S D 4,4

S 32 (ур) В 31 1 4 ,1 6 8,85 8,85— 11,2 9,65 i ± M l (£ 1 ) S D ( P ) 0,003

О' Í + 9,932 i ± M l (£1) S D ( P ) 0,01

10,682 ï — £ 1 P 2,3
10,772 i ± £ 1  (M l) P ( S D ) 0,8

10,3
10,812 ï — £ 1 P 1,8
10,915 ï — £ 1 P 0,4

11,097 i ± M l (£ 1 ) S D ( P ) 1,3

11,115 i ± M l (£1) S D ( P ) 3,5

* Уровень обнаружен также в реакции С12 (у п ) С11 [2]
** Уровень обнаружен также в реакции N u  (р а ) С12 [5]

щ е н и я  у - к в а н т о в  ( ау)  и  к  у м е н ь ш е н и ю  р а з л и ч и я  м е ж д у  т е о р е т и ч е с к и м и  
и  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и  з н а ч е н и я м и  (<rv) HHT д л я  л е г к и х  я д е р ,  о т м е ч е н н о г о ,  
н а п р и м е р ,  в  1 5 .  С л е д у е т  ш и р о к о  п р и в л е к а т ь  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  д а н н ы е  
о р у -и  п у - р е а к ц и я х  д л я  н е з а в и с и м о й  п р о в е р к и  р е з у л ь т а т о в  ф о т о я д е р -  
н ы х  и с с л е д о в а н и й ,  п р о в о д и м ы х ,  к а к  п р а в и л о ,  с  ш и р о к и м и  с п е к т р а м и  у
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к в а н т о в .  Б ы л о  б ы ,  в  ч а с т н о с т и ,  и н т е р е с н о  и з у ч и т ь  п о д о б н ы е  р е а к ц и и  и  в  
о б л а с т и  « г и г а н т с к о г о »  р е з о н а н с а .  А н а л и з  д а н н ы х  о  р у -  р е а к ц и я х  б е з  к а с 
к а д н о г о  и с п у с к а н и я  у - к в а н т о в  п о з в о л я е т  с д е л а т ь  о п р е д е л е н н ы й  в ы в о д  
о  п р е о б л а д а н и и  ( х о т я  и  н е  и с к л ю ч и т е л ь н о м )  £ 1 — п о г л о щ е н и я  у - к в а н т о в  
в  э т о й  о б л а с т и  э н е р г и и .  В  р я д е  с л у ч а е в  и з  э т и х  д а н н ы х  м о ж н о  с д е л а т ь  т а к ж е  
з а к л ю ч е н и е  о  с е ч е н и я х  а н и з о т р о п н о г о  и с п у с к а н и я  п р о т о н о в  в  ур-  р е а к 
ц и я х .  Н а п р и м е р ,  и н т е г р а л ь н о е  с е ч е н и е  д л я  у р о в н е й  3 ,  5  и  б  в  р е а к ц и и

S 32/ y p / P 31, с о о т в е т с т в у ю щ и х  и с п у с к а н и ю  п р о т о н о в  в  ^ - с о с т о я н и и :  сти н т . =  4 , 5  
М э в  м и л л и б а р н .  С л е д у е т  п р и н и м а т ь  в о  в н и м а н и е  в к л а д  о т д е л ь н ы х  у р о в н е й  
в  а н и з о т р о п н о е  и с п у с к а н и е  ф о т о н у к л о н о в  п р и  с о п о с т а в л е н и и  с п е к т р а  
у г л о в о г о  р а с п р е д е л е н и я  э т и х  н у к л о н о в  с  р а с ч е т а м и  с т а т и с т и ч е с к о й  т е о р и и
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ON (y p ) REACTIONS W IT H  FIN A L  N U C L E I IN  T H E  G R O U N D  STA TE

By
V. I. G o l d a n s k i j  

S u m m a r y

I t  is estim ated  the contribution  of in d iv id u a l levels to photonuclear (p y ) reactions 
on  fiv e  lig h t nu clei (B 10, C12, JV14, O16, S32) which can be obtained b y  deta iled  balance m ethod  
from  experim ental data regarding reverse (py )  reactions.

The m axim um  cross section s for (yp)  reactions w ith the form ation  o f ground sta te  
f in a l nuclei som etim es exceed b y  a very  large factor the m axim um  cross sections in  »giant«  
resonance. T he in tegral cross section s am ount to abou t 10% of the in teg ra l cross section  in  
»giant«  resonance.

One m u st keep in  m ind the m arked contribution o f individual lev e ls  in  com paring the  
spectrum  and angular distribution o f  photonucleons w ith  calculations from  statistical theory.



ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКОЕ ОБОБЩЕНИЕ УРАВНЕНИЯ 
ТОМАСА-ФЕРМИ-ДИРАКА (ТФД) В СЛУЧАЕ ТЕОРИИ 

МЕТАЛЛОВ И ЕГО ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ
Д . Ф. К У Р Д Г Е Л А И Д З Е

(Представлено : Р. Gombás —  Поступило : 23 декабря 1957 г.)

Обменное взаимодействие соседних металлических атомов описано феноменоло
гически уравнением Т. Ф. Д . в виде : А<р =  ä(<p'4 +  f 0)3 - f  А3. Здесь  â,  т0 и А3 являются  
свободными параметрами, которые могут  быть  подобраны к следующим свойствам ме
талла : константа решетки, работа выхода или минимальный потенциал Ферми и средняя  
или граничная плотность электронов проводимости. Вышенаписанное уравнение обла
дает периодическими решениями, свойства которых в статье обсуж даю тся. Случай нат
рия, как показательный пример, трактуется в подробности.

С о г л а с н о  э л е к т р о н н о й  т е о р и и  м е т а л л о в  у р а в н е н и е  ( Т Ф Д )  с  с о о т в е т 
с т в у ю щ и м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  —  п р и м е н и м о  и  к  м е т а л л у  [ 1 ] .  Е с л и  
в  с л у ч а е  и з о л и р о в а н н о г о  и о н а  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  и м е ю т  в и д  :

l i m  г  S  ( г )  =  Z ,  <р ( r 0)  =  <р0 ( 1 )

г д е  ср{г) —  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( Т Ф Д ) ,
Z  —  з а р я д  и о н а ,
<р0 —  п о т е н ц и а л  и о н и з а ц и и ,

т о  в  с л у ч а е  м е т а л л а  у с л о в и я  ( 1 )  с л е д у е т  д о п о л н и т ь  е щ е  т р е б о в а н и е м  п е р и о 
д и ч н о с т и  р е ш е н и я  с  з а д а н н ы м  п е р и о д о м  Ü.

П о д о б н а я ,  н о  д в у х м е р н а я  з а д а ч а ,  к о г д а  н е л и н е й н о е  у р а в н е н и е  ( Т Ф Д )  
в ы р о ж д а е т с я  в  л и н е й н о е  у р а в н е н и е ,  б ы л а  с  у с п е х о м  р е ш е н а  Ленардом—  
Джонсом [ 2 ] .  О д н а к о ,  е с л и  в  с л у ч а е  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  г р а н и ч н ы е  у с л о 
в и я  у д а е т с я  у д о в л е т в о р и т ь  п р и  п о м о щ и  н а л о ж е н и я  р а з л и ч н ы х  р е ш е н и й  
у р а в н е н и я ,  т о  в  с л у ч а е  н е л и н е й н ы х  у р а в н е н и й ,  в в и д у  о т с у т с т в и я  п р и н ц и п а -  
с у п е р п о з и ц и и ,  р е ш е н и е  г р а н и ч н о й  з а д а ч и  с т а н о в и т с я  в е с ь м а  з а т р у д н и 
т е л ь н ы м .

У к а з а н н о е  о б с т о я т е л ь с т в о  з а с т а в л я е т  о т к а з а т ь с я  о т  о д н о г о  и з  г р а н и ч 
н ы х  у с л о в и й  в  с л у ч а е  п р и м е н е н и я  у р а в н е н и я  ( Т Ф Д )  к  м е т а л л у .  Т а к  н а п р и 
м е р  : о б ы ч н о  м е т а л л  р а с с м а т р и в а е т с я  к а к  с о в о к у п н о с т ь  и з о л и р о в а н н ы х  
и о н о в ,  а  п е р и о д и ч н о с т ь  в в о д и т с я  и с к у с с т в е н н ы м  п у т е м ,  к а к  п р о с т о е  м е х а 
н и ч е с к о е  п о в т о р е н и е  к а р т и н ы  [ 1 ] ,  [ 3 ] ,  [ 4 ] .  Н о  м о ж н о  с д е л а т ь  у д а р е н и е  и  н а  
в т о р у ю  к р а й н о с т ь  : р е ш и т ь  г р а н и ч н у ю  з а д а ч у  с  т р е б о в а н и е м  п е р и о д и ч н о с т и  
и  о т к а з а т ь с я  о т  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  в  н а ч а л е  к о о р д и н а т .
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Я с н о ,  ч т о  п е р в ы й  п о д х о д  м о ж е т  д а т ь  о т в е т  т о л ь к о  н а  т е  с в о й с т в а  м е 
т а л л а ,  к о т о р ы е  о п р е д е л я ю т с я  в  о с н о в н о м  с в о й с т в а м и  и о н а  и  н е  п р и м е н и м  
д л я  р е ш е н и я  з а д а ч  с в я з а н н ы х  с  э л е к т р о н а м и  п р о в о д и м о с т и ,  а  в т о р о й  п о д х о д  
—  н а о б о р о т .

В  п о с л е д н е м  с л у ч а е ,  к о т о р ы й  н а с  и н т е р е с у е т ,  у р а в н е н и е  ( Т Ф Д )  с л е д у е т  
о д н а к о  о б о б щ и т ь .  Д е л о  в  т о м ,  ч т о  п р и  в ы в о д е  у р а в н е н и я  ( Т Ф Д )  н е  у ч и т ы в а е т с я  
с л о ж н о е  о б м е н н о е  в з а и м о д е й с т в и е  с о с е д н и х  а т о м о в  м е т а л л а .  Э т о  в з а и м о 
д е й с т в и е  с л а б о  в л и я е т  н а  с в я з а н н ы е  э л е к р о н ы  и  в н о с и т  с у щ е с т в е н н ы й  в к л а д

S -1 ур-ие /Г 0DJ

'i5V/ рбобсцви у р -и е / ГфО/  NojK 

\  *

а.  / 49, 7-10 **-.No 
»  / 79,4 JOa -K

\  Ф̂ %;(0,51>епг) Щ

\  p j W r 0 -No 
\  Г°1 ■

/7/С К*

в  п о в е д е н и е  э л е к т р о н о в  п р о в о д и м о с т и  [ 1 ] .  П р я м о й  у ч е т  у к а з а н н о г о  в з а и 
м о д е й с т в и я  в  у р а в н е н и и  ( Т Ф Д )  о б ы ч н ы м  п у т е м  п р е д с т а в л я е т с я  д о в о л ь н о  
т р у д н ы м  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  и м е е т  с м ы с л  и с к а т ь  ф е н о м е н о л о г и ч е с к о е  о б о б 
щ е н и е  у р а в н е н и я .

П р и  э т о м  м о ж н о  и с х о д и т ь  и з  т о г о ,  ч т о  у ч е т  о б м е н н о г о  в з а и м о д е й с т в и я  
Дирака  в  у р а в н е н и и  ( Т Ф Д ) ,  п р и в о д и т  т о л ь к о  к  п о я в л е н и ю  п о с т о я н н о г о  с л а 
г а е м о г о  т 0 , п р и  ср'/2 в  п р а в о й  с т о р о н е  у р а в н е н и я ,  а  у ч е т  к о р р е л я ц и о н н о й  
п о п р а в к и  Гомбаша в  к о н е ч н о м  с ч е т е  с в о д и т с я  т о л ь к о  к  з а м е н е  ч и с л е н н о г о  
з н а ч е н и я  п о с т о я н н о г о  п а р а м е т р а  у р а в н е н и я  ( Т Ф Д )  —  т 0 [ 3 ] .

Т о г д а  о б о б щ е н н о е  у р а в н е н и е  ( Т Ф Д )  ч е р е з  в а р ь и р у е м ы е  п о с т о я н н ы е  
к о э ф ф и ц и е н т ы  в  в и д е  :

А <Р =  « (<Р12 +  Д,)3 +  К  (!)
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п р е д с т а в л я е т с я  н а м  д о в о л ь н о  о б щ и м .
—  В  у р а в н е н и и  ( 1 ) .

а =  Âj , Tq =  Я2 т0 
Ях, Я2, Я3 =  const

Я 1( Я 2 , Я 3 н о в ы е  п а р а м е т р ы ,  о с т а л ь н ы е  о б о з н а ч е н и я  т е  ж е  с а м ы е ,  ч т о  и  в  
с л у ч а е  о б ы ч н о г о  у р а в н е н и я  ( Т Ф Д )  [ 3 ]  :

а =  4 л  а0 , (Т0 =  0,0955 (1/е.70)3'2 ~  0,1 (1/е:'0)3 2 

т0 =  0,254 (е/г'о)1/2 1/4 (е/од)1 4 , с0 =  А2/ т е 2 (2

<P =  F - F 0 +  ï o , F =  V k +  Ve

V0 —  п о с т о я н н а я ,
Vk  —  п о т е н ц и а л  в н е ш н е г о  п о л я ,
V e —  п о т е н ц и а л  э л е к т р о н н о г о  г а з а ,
V  —  п о л н ы й  п о т е н ц и а л  в  д а н н о й  т о ч к е ,

в  =  h a o(<P112 +  Го)3 +  Л 3 14:Л  (3 )

п л о т н о с т ь  э л е к т р о н н о г о  г а з а ,  —  д е й с т в и т е л ь н о  : п р и  Я 3 =  Я 2 =  0  Я х =  1 
и м е е м  у р а в н е н и е  ( Т Ф Д ) ,  п р и  Я 3 =  0 ,  Я 2 =  0 , 8 8  Я х =  1 у р а в н е н и е  ( Т Ф Д )  и  п р и  
Я 3 =  0 ,  Я 2 =  1 ,  Ях =  1 ,  у р а в н е н и е  ( Т Ф Д )  с  у ч е т о м  п о п р а в к и  Гомбаша.

В в е д е н и е  т р е х  с в о б о д н ы х  п а р а м е т р о в  д а е т  в о з м о ж н о с ь  с о г л а с о в а т ь  
с  э к с п е р и м е н т о м  т р и  о с н о в н ы е  п а р а м е т р ы  м е т а л л а ,  д л и н у  к р и с т а л л и ч е с к о й  
р е ш е т к и ,  р а б о т у  в ы х о д а  и л и  м и н и м а л ь н ы й  п о т е н ц и а л  Ф е р м и ,  и  с р е д н ю ю  
и л и  г р а н и ч н у ю  п л о т н о с ь  э л е к т р о н о в  п р о в о д и м о с т и .  П о с к о л ь к у  у р а в н е н и е  
( 1 ) ,  к а к  п о к а з ы в а е т с я  н и ж е ,  и м е е т  з а м к н у т ы е  п е р и о д и ч е с к и е  р е ш е н и я ,  у к а 
з а н н у ю  в ы ш е  п р о г р а м м у  м о ж н о  о с у щ е с т в и т ь  м а т е м а т и ч е с к и  с т р о г о .

Б у д е м  с ч и т а т ь  м е т а л л  б е с к о н е ч н ы м  п о  в с е м  т р е м  н а п р а в л е н и я м  и  
б у д е м  и с к а т ь  п е р и о д и ч е с к и е  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 1 ) ,  у д о в л е т в о р я ю щ и е  
у с л о в и ю

<р >  о, е >  о (4)

в ? з д е .
Т а к  к а к  п р е д п о л а г а е т е  я  п р е д с т а в и т ь  п е р и о д и ч н о с т ь  к р и с т а л л и ч е с к о й  

р е ш е т к и  ч е р е з  п е р и о д ы  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 1 ) ,  т о  с л е д у е т  о г р а н и ч и т ь с я  
п р о с т о й  к у б и ч е с к о й  р е ш е т к о й .

К р о м е  т о г о ,  и щ е т с я  р е ш е н и е  ф о р м а л ь н о  с п р а в е д л и в о е  д л я  в с е г о  п р о 
с т р а н с т в а ,  н о  п о  с у т и  д е л а  о н о  с п р а в е д л и в о  т о л ь к о  в  о б л а с т и  э л е к т р о н о в  
п р о в о д и м о с т и .  П о т е н ц и а л  в н у т р и  и о н н о г о  о с т о в а  с л е д у е т  н а х о д и т ь  о б ы ч н ы м  
п у т е м ,  к а к  с ф е р и ч е с к и  с и м м е т р и ч н о е  р е ш е н и е  о б ы ч н о г о  у р а в н е н и я  ( Т Ф Д )  
с  с о о т в е т с т в у ю щ и м и  г р а н и ч н ы м и  у с л о в и я м и  [ 3 ] .
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В  с в я з и  с  э т и м  —  п о с к о л ь к у  н е  и з в е с т н а  т о ч н а я  г р а н и ц а  м е ж д у  д в у м я  
о б л а с т я м и  —  в о з н и к а е т  з а т р у д н е н и е  в  н о р м и р о в к е  р е ш е н и я  у р а в н е н и я .  
Н е в ы п о л н и м а  и  з а д а ч а  с ш и в а н и я  д в у х  у к а з а н н ы х  р е ш е н и й  н а  г р а н и ц е .  
О д н а к о ,  т а к  к а к  з а д а ч а  н о р м и р о в к и  в  к о н е ч н о м  с ч е т е  с в о д и т с я  к  о п р е д е 
л е н и ю  о д н о г о  и з  с в о б о д н ы х  п а р а м е т р о в ,  т о  е е  м о ж н о  р е ш и т ь  к о с в е н н ы м  
п у т е м .

Р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 1 )  у д о б н е е  и с к а т ь  в  в и д е  :

<p =  a*(ß +  e * ( a ) y  ( 5 )

г д е  а, ß  —  д е й с т в и т е л ь н ы е  п о с т о я н н ы е  ч и с л а .

а  =  w  f  с

еш (а ) =  сп а +  i su  сг (6)

с п а  и  s n f f  —  э л л и п т и ч е с к и е  ф у н к ц и и .
В в и д у  т о г о ,  ч т о  еп(а) в  н е к о т о р о м  с м ы с л е  я в л я е т с я  о б о б щ е н и е м  п л о 

с к о й  в о л н ы  н а  с л у ч а й  э л л и п т и ч е с к и х  ф у н к ц и й  и  о б л а д а е т  в о  м н о г о м  с х о д 
н ы м и  с  н и м и  с в о й с т в а м и ,  т о  н е к о т о р ы е  и з  э т и х  с в о й с т в  м ы  з д е с ь  у к а ж е м  :

еп И  е* (ff) =  1

en о- =  - -  (еп (ст) +  е * ( f f ) )  ,  s n  f f  =  —  еп (ff) — е* ( с г )  
2 2 1

еп (u +  v) =  е£> (и, V) e(nl) (v , а); е(̂  (и, v) =
en и i sn и d n  v
]f  1 —  к I sn 2 и sn 2 v

d e n (a>x) .------- î-----i  =  ( i  со ) en (а )  X )  d n  (а»  X)
d  X

=  (i ft>)2 {(1 _  кЦ2) en (ft) *) +  kf/2 el  (ft) *)} 
d x 2

d en (со x) |2 
dx

(i ft))2 {fe|/4 +  (1 — Щ 4) el (ft) x) +  fcf/4 ef, (со *)}

г д е  k± —  г л а в н ы й  м о д у л ь  э л л и п т и ч е с к и х  ф у н к ц и й .  
П р и  п р е д е л ь н о м  п е р е х о д е  и м е е м  :

ft)2 >  0 , 1 >  kl >  0 еп (сг) е’а

1 >  0 1 >  Ц  >  0 еп (сг)
1 -(- sin  ff 

e h  ff

(7)

(8)

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и е  ( 5 )  в  ( 3 ) ,  д л я  п л о т н о с т и  э л е к т р о н н о г о  г а з а  н а х о д и м  :



Ф Е Н О М Е Н О Л О Г И Ч Е С К О Е  О Б О Б Щ Е Н И Е  У Р А В Н Е Н И Я  Т О М А С А -Ф Е Р М И -Д И Р А К А  (Т Ф Д )  189

4 л  g  =  а  а 3 (у +  е 2 ( а ) ) 3 +  А3 (9)
г д е

У =  ß +  rôla (Ю)

П о с л е  п о д с т а н о в к и  в  ( 1 )  в ы р а ж е н и и  ( 5 )  и  ( 9 ) ,  п о л у ч и м  у р а в н е н и е  о т н о с и 
т е л ь н о  е п{ а )  в  в и д е  :

- л  е"п + ß  еп е 'п +  3 е'п2 е 2  +  ß e j2 - f  - (s у3 +  3 у2 е% +  3 у е* +  е % )  =  О
4

г д е

е п г~  е п ( ст) » - е п ( ff) ■>а а

а =  — а  а / ш 2

н о в ы й  п а р а м е т р  s  с в я з а н  с  А3 с о о т н о ш е н и е м  :

А 3 =  (s — 1) а ( а  у)3 =  S—  1 [s Z, (ci y)3] =  — 1 [4 n  ßmin] =
s s

-  1
[4 n  £*] Ax A

( П )

( 12)

(13)

И с п о л ь з у я  т е п е р ь  с в о й с т в о  е п( а )  п о  ( 7 )  д л я  п а р а м е т р о в  р е ш е н и я  а ,  

ß, к\, а)2 п о л у ч и м  с и с т е м у  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й ,  р е ш е н и е  к о т о р ы х  
д а е т  :

а
у — ß

_____ Т о ____
У (1 3 s у 2)

ß =  5 s у 3

к\  =  о /5  , ш 2 =  —  a  aj а  

а =  [ОД +  3/16 (1— s y 2) y ] - i  

у2 =  rj j s ,  /л =  k / s

s  =  X  -f- 0,1 re3
1

2
X2

(14)

(15)

Д л я  т о г о  ч т о б ы  в ы я с н и т ь  х а р а к т е р  р е ш е н и я  р а с с м о т р и м  с л у ч а й  о б ы к н о в е н 
н о г о  у р а в н е н и я  ( Т Ф Д ) .  Т о г д а ,  к а к  у ж е  б ы л о  с к а з а н о  в ы ш е ,  и м е е м  : Ах =  
=  Я 2 =  1 ,  А3 =  О  ( s  =  1 )  и  н а х о д и м  :

У = ±  0,731, ß =  ±  1,950, а =  =F 0,82 т0

6,085 кг _  [ 1,22 , со2 — 1 0,04
28,00 ’ 1 [5,6 - 0 ,0 0 9

а = (16)
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В в и д у  д в у х з н а ч н о с т и  р е ш е н и я  а л г е б р а и ч е с к о й  с и с т е м ы  у р а в н е н и я  
д л я  п а р а м е т р о в ,  д л я  р е ш е н и я  ( 1 )  п о л у ч и м  д в а  н е з а в и с и м ы е  п е р и о д и ч е с к и е  
р е ш е н и я .  О д н о  и з  н и х  к о м п л е к с н о е  и  б е з  о с о б е н н о с т и ,  а  в т о р о е  д е й с т в и т е л ь 
н о е  и  с  о с о б е н н о с т я м и .

П е р в о е  р е ш е н и е  к о м п л е к с н о е  и  б е з  о с о б е н н о с т и  д а е т с я  ч е р е з  :

<Pi (а) =  0,67 т2{1,95 +  е2п (о)}*

É?i И  =  0,55 К  r g )  {0,73 +  el  (а)}« (17 )

с  п е р и о д о м  

г д е  т е п е р ь
Q =  4  К  (кг) =  9 , 2 0

еп (а) =  dn а i кг sn  а 

а =  ш г с , w2 =  0 , 0 5  1 / (< q ,  kj2 =  0 , 8 2

( 1 8 )

K(ici )  —  п о л н ы й  э л л и п т и ч е с к и й  и н т е г р а л  1 - г о  р о д а .
В т о р о е  п е р и о д и ч е с к о е  р е ш е н и е ,  д е й с т в и т е л ь н о е  и  с  о с о б е н н о с т ь ю  

д а е т с я  ч е р е з  :
<р2 (а) =  0 , 6 7  х% ( -  1 , 9 5  +  eh ( О ) 2 ( 1 9 )

92 И  =  0 , 5 5  (а0 T g )  ( -  0 , 7 3  +  е *  ( т ) ) »
с  п е р и о д о м

Ü =  4  К  ( F x)  =  9 , 2 0
г д е  т е п е р ь

1 -(- сп а

а =  В г ,  ы2 =  0 , 0 5  1  /а2 ,  к2 =  0 , 8 2  ( 2 0 )

В ы р а ж е н и е  еп(а) п р и в е д е н н о е  в ы ш е  п о л у ч е н о  и з  и с х о д н о г о  еп(а) ч е р е з  
ф о р м у л ы  п р е о б р а з о в а н и я  э л л и п т и ч е с к и х  ф у н к ц и й .  Ф а з а  р е ш е н и я  п о д о б 
р а н а  т а к ,  ч т о  о с о б е н н о с т ь  н а х о д и т с я  в  н а ч а л е  к о о р д и н а т .

Н и ж е  р а с с м о т р и м  в  о с н о в н о м  т о л ь к о  в т о р о е  р е ш е н и е .
Д л я  г р а ф и ч е с к о г о  п р е д с т а в л е н и я  ф у н к ц и и  ( 1 9 )  и х  л у ч ш е  п е р е п и с а т ь  

в  в и д е  :
Ф 0 =  У  =  —  1,95 +  е\ {а ) , п  =  0,67 г 2 

9/9о =  Ф3 , Ф =  Ф  +  1,22 во =  0,55 (<т0 т§) (21)

К а к  в и д и м ,  о б а  р е ш е н и я  и м е ю т  о д н и  и  т е  ж е  со,  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  
о д н и  и  т е  ж е  п е р и о д ы  Ü  и  д л и н а  к р и с т а л л и ч е с к о й  р е ш е т к и ,  к о т о р а я  в  д а н н о м  
с л у ч а е  о п р е д е л я е т с я  п о  ф о р м у л е  :
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Для последовательного решения вопроса о работе выхода следовало 
бы решить уравнение Ш редингера с найденным выше потенциалом. Однако 
ввиду трудности получения такого решения можно ограничиться прибли
женным представлением работы выхода по формуле [5] W  <=**■ срсред или, что 
удобнее в данном случае, и кроме того ближе к действительности [1] в виде :*

W  ~  cpmin (23)

тогда учитывая е\  (a)/min =  0 находим :

W  a t  <pmin =  0,67 Tq (1,95)2 sa 1,13 eV  (24)

Из графика № 1, где представлены функции (21), видим, что условие 
g >  0 не выполняется везде. Атомы как бы являются изолированными друг 
от друга. Указанное обстоятельство и подсказывает необходимость допол
нения плотности постоянным членом обеспечивающим требование : е >  о 
везде.

Рассмотрим теперь случай А3т^0 (s 7^ 1), тогда, ограничиваясь зна
чениями Aj > 0 ,  А2 >  0, условие gmin >  0 дает :

4 л  (ртт =  a s  (а у)3 =  a т3 I s1 3 3
| l  -  5 s у2

> 0 (25)

значение s <  0 отпадает (т. к. у 2 >  0) и, учитывая (15), находим :

о  ^  s <; о , 60 (26)

Значения параметров решения уравнения (1) соответствующих изме
нению s в интервале (26) приведены в таблице № 1.

Как видно из таблицы решения имеют тот же вид, что и в случае А3 =  О 
Аа =  Aj =  1 но для других значений параметров kv  а>, а, ß

Особо следует указать на то обстоятельство, что свободные параметры 
Aj, Ág входят только в масштаб для Lx, <р, q и, следовательно, простым изме
нением масштаба можем согласовать их значения с экспериментом. 

Действительно, зависимость Lx, cp, q от Aj, Аз имеет вид :

L X =  L * 7 7 =  ■, <Р =  Ч>* Ц > в =  е* s • Al Аа • А! (27)
Ml ̂ 2

где теперь L x, 9?*, в* уже не содержат Aj, А2, s. Если заданы эксперименталь
ные значения Ьэх кп, <рты, gmfiî то 2̂> s можем определить из уравнении :

‘ Указанное приближение относится к приближенному заданию эксперименталь
ного значения <рт ;п, а не математическую сторону вопроса.
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L *
X

1 ---- т э к с п

Т К К  х ’

œ* Я2 —  гюэксп • m in  л 2 —  т  m in ( 2 7 )

í? m in  * S • A j Я 2 . Д2 =  р эк с п  í  ’*> m i п ( 2 8 )

Действительно, исключая Яи Я2 из первых двух уравнений (28) находим

í L x Q m i n L x  P m  in J
1 9 ^ m in  . э к с п V m i n _ |Т а б л и ц

(29)

У р а в н е н и е  (29) о п р е д е л я е т  з н а ч е н и е  s ( с м .  т а б л и ц у  №  1 )  и ,  с л е д о 
в а т е л ь н о ,  Lx, ç s m i n ,  p m i t i -  Д а л е е ,  и с п о л ь з у я  п о л у ч е н н ы е  з н а ч е н и я  L*x, y min 
и з  п е р в ы х  д в у х  у р а в н е н и й  ( 2 8 ) ,  н а х о д и м  А 1; Д 2

В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  н а т р и й  N a  и  к а л и й  К .
К а к  и з в е с т н о  N a  и  К  и м е ю т  г р а н е ц е н т р и р о в а н н ы е  к у б и ч е с к и е  р е ш е т к и ,  и  
о н и  б л и ж е  в с е х  к  п р о с т о й  к у б и ч е с к о й  р е ш е т к е  ( т а к  ж е  к а к  и  д р у г и е  щ е л о ч 
н ы е  м е т а л л ы ) .

И м е е м  в  с л у ч а е * *  N a

Ь эхк с п  =  8 , 3 6  о0 ,  Œ  «  W  =  1 , 8 0  e V  ,  ~  е =  2 , 4  • 1 0 * * * )  ( 3 0 )

Т о г д а

=  0 9 4 . 1 0 24 ( 3 1 )
. Ç’m i n  / э к с п е р

и з  т а б л и ц ы  №  1 н а х о д и м  :

*  =  0 , 5 5  ,  L* =  7 , 1 8 4  а0, <p* in =  2 , 5 3  e V  ( 3 2

s  =  0 , 4 1  Q* =  s Q^,n =  4 , 5 6  • I O 22

И з  у р а в н е н и й

8 , 3 6  =  7 , 1 8 4  -  1  ,  1 , 8 0  =  2 , 5 3  •

п о л у ч а е м  :
A x =  0 , 9 5 ,  A 2 =  0 , 8 5  

A 3 и  q о п р е д е л я ю т с я  и з  у п р а в л е н и я  ( 1 3 )

A3 =  Ъ' [(s -  1) Tg Af (а , у)з] =  !  -  1 А| 4 я  - Й  =  -  3 ,96 (а ' т0)з (35)
s

* Задание j* ™  эквивалентно нормировке искомой функции. В данном случае 
q равносильно приближенной нормировке решения.

** Численные данные взяты из [ 1] ;  они расходятся с более поздними данными.
Поэтому примеры носят только иллюстративный характер.

(33)

(34)



Таб. № 1

X = s = У = 
±

ß = +
a' =
+

k* =
+

k2 = 
+

k2 =
= 4  =

G„" _
я/Т2 ",!=

2 a0 2 al a0 Lx V m iu  = <a ' 0 ) 2 

X 1 ,7  e V

Qo =  s (a y )3 
X ( 1 0 22 c m — 8)

L*2 Q*X '0 ■ 10
Таб

(a' yY X
4 Л, a2 ‘ KK V»min

1 0,600 0,5773 0,5763 974,8 1,108 14,96 0,066 59,0 54,583 3,909 0,476 53650,46 — 1782178188,9 1

0,98 0,5939 0,5745 0,5616 77,49 1,108 14,98 0,066 4,70 4,399 0,310 1,167 3218,97 52372,187 2,16 88180,541 1,98

0,95 0,5845 0,5699 0,5375 34,25 1,108 15,04 0,066 2,05 1,928 0,136 2,545 576,203 4346,608 4,96 7436,583 0,95

0,90 0,5679 0,5630 0,5069 17,52 1,108 14,87 0,066 1,06 0,980 0,070 3,590 134,045 544,389 5,23 958,6 0,90

0,85 0,5502 0,5559 0,4731 12,11 1,108 14,79 0,066 0,73 0,677 0,049 4,273 55,8076 167,414 5,44 304,3 0,85

0,80 0,5312 0,5486 0,4396 9,135 1,108 14,73 0,066 0,55 0,511 0,037 4,933 27,404 66,506 5,92 125,20 0,80

0,75 0,5109 0,5418 0,4067 7,403 1,108 14,89 0,066 0,46 0,414 0,031 5,442 15,402 32,725 6,24 64,05 0,75

0,70 0,4893 0,5343 0,3726 6,184 1,108 14,52 0,066 0,37 0,335 0,025 6,065 9,027 17,585 7,04 35,14 0,70

0,65 0,4662 0,5280 0,3431 5,405 1,108 14,51 0,066 0,33 0,309 0,022 6,38 5,450 10,965 7,60 23,25 0,65

0,60 0,4416 0,5215 0,3113 4,776 13,77 0,070 0,29 0,266 0,021 6,852 3,751 6,8183 8,53 15,44 0,60

0,55 0,4154 0,5148 0,2825 4,317 14,22 0,070 0,26 0,241 0,018 7,184 2,530 4,565 9,36 10,94 0,55

0,50 0,3875 0,5119 0,2800 3,968 14,52 0,070 0,24 0,222 0,0164 7,475 1,802 3,243 10,08 8,37 0,50

0,40 0,3264 0,4960 0,1991 3,367 1,109 13,83 0,072 0,20 0,187 0,0150 8,132 0,770 1,518 13,04 4,65 0,40

0,30 0,2577 0,4817 0,1443 2,971 1,109 13,25 0,075 0,18 0,165 0,0134 8,809 0,311 0,755 18,80 2,93 0,30

0,20 0,1808 0,4701 0,0938 2,663 1,109 13,01 0,077 0,16 0,147 0,0123 9,250 0,106 0,354 28,48 1,956 0,20

0,10 0,0951 0,4583 0,0457 2,430 1,109 12,67 0,079 0,145 0,134 0,0115 9,737 0,00187 0,130 66,4 — 0,10

0,01 — — — — — — — — — — — — — 1,37 0,01

0 0 0,4472 0 2,236 1,109 12,46 0,081 0,135 0,123 0,0108 10 0 0 1 0

а =  т° а ' , г\ =  1/4 (е/а0) ~  1,7 eV , go =  grain (^i =  К =  1)

Формулы преобразованя.

1) со2 =  ю \ >  0, fc2 =  fc| >  1 еп (со2 , fc2) =  en (м)2 , fc2) +  i sn (cu2 , fc2) =  d n  (Ш2 , fc2) i  fc2 sn  (co2 , fc2) co2 =  fc2 co2 , fc2 =  1 /fc2

2) a»2 =  coj < ; o , fc2 =  fc2 >  l

en (ft>i, fe2) =  cn  (co2 , fej) -}- i sn (cu2 , fcj) =  cn (i CU]̂ , fcx) -)- i sn (i co[  , fc2) =  d n  (i Ш\  kt

d ( k i w { ,  V l —  1 / к£ )  - f  i (l/fc2) sn (fc2 a>2 , y i  —  1 /fc2) _d n  (W j, fcj)—  fci sn  (ш2, кг )

cn (fc2 со2 , Í 1  —  1/fcf ) cn  (C0j , fcj)

, 1/fcj) +  i l/fcx sn (i coj fc2 , 1/fej) =  

cox =  со =  fej CÜ2 , fcx =  / l  —  l/fc | , k>2 =  1/fcj , CÜJ, =  ico{

вп (<f +  <:)/c=K +  en (o’ +  K) —
dn (о +  K )  —  kí  sn (о +  K )  

cn (o  +  -K)
k [  1 /dn  о  —  fej en  cr/dn a

—  fej sn  a  I dn  a

1 —  cn a 
d n  a
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д' =  А3/4 п  =  -  3,96 (ffjrg) ~  _  3,96 • 1022 

О б о б щ е н н о е  у р а в н е н и е  ( Т Ф Д )  п р и м е т  в и д  :

Л <р =  а' {0,95 [g?1/2 +  0 , 8 5  т ] 3 — 3,96 т » }  (36)

а  п е р и о д и ч е с к о е  р е ш е н и е  д а н н о г о  у р а в н е н и я  б у д е т  :

<Р =  а 2 (ß +  е2 (<х))2 =  13,55 т2 0, 2,83
1 -)- спа  2 

s n  а

elQo =  (у +  <2п И ) 3 +  (* -  1) Г3 =  (0,51 +  е 2 (o)Y -  0,08 

Qo — (стото ) ’ а 3 = 9̂,8 ■ 1022

(37)

г д е

а =  c o r , t o 2  =  0.26 • 0,808 • 1 /(2 =  0,021 

к* =  0 ,066

1
(38)

Р е ш е н и е  и м е е т  п е р и о д  Q =  4К =  6 , 4 0  д л и н а  п е р и о д а  Lx =  8,З а 0 м и н и м а л ь 
н ы й  п о т е н ц и а л  Ф е р м и  и  м и н и м а л ь н а я  п л о т н о с т ь  g>m i n  =  1 , 8  e V ,  g m i n  =  
=  2 , 4  • Ю 22 с о о т в е т с т в е н н о .

А н а л о г и ч н о  в  с л у ч а е  К  и м е е м

Ьэнсп =  10,3 г0 , <рэпксп ^  W  =  1,60 e V , ^  =  1,3 • Ю22

(L x  9 т i п I =  0  3 5  . 1 0 04

и з  т а б л и ц ы  №  1 н а х о д и м  :

X =  0,60 , s =  0,44 , L \  =  6,85 а0 , g^ in  — 3,75 eV 

9* =  s ?min =  6 ,82 • 1022 cm 3
И з  у р а в н е н и я

10,30 =  M 5 , 1,60 =  3,75 • А2 
V-x К

п о л у ч а е м  :
Ах =  0,65 А2 =  0,65

С л е д о в а т е л ь н о

А з =  * 1 А, Я34 л  ■ д* =  -  1,49 (« ' т3)
s

Q =  А 3 / 4  71 =  -  1 , 4 9  (ст0 т 3)  =  -  1 , 4 9  • Ю 22 c m - 3 

а  о б о б щ е н н о е  у р а в н е н и е  п р и м е т  в и д  :

Лер =  а' {0,65 [g?1 2 0,65 т0]3 — 1,49

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

и  п е р и о д и ч е с к о е  р е ш е н и е  д а н н о г о  у р а в н е н и я  б у д е т :

13 Acta Physics IX/1—2
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(р =  9,79 т§{0,31 + 1 2 I2

sn  а  I

O/Ро =  (0,52 +  е2 (а)У -  0,07 

о0 =  19,4 • 1022

а  =  ю г , со2 =  0,124. */«« , fcf =  0,07 

Lx ^ 1 0 ,3 ero , Ç'min — 1,6 eV  , 0min ^  1,3 • 1022 cm 3 

ü  =  6,40

(45)

(46)

Д о с т о е н  в н и м а н и я  и  т о т  н е  т р и в и а л ь н ы й  р е з у л ь т а т ,  ч т о  с о г л а с н о  т а б 
л и ц ы  №  1 п р и  у в е л и ч е н и и  д л и н ы  к р и с а л л и ч е с к о й  р е ш е т к и  р а б о т а  в ы х о д а  
( т о ч н е е  ç j m i n )  у м е н ь ш а е т с я .  У к а з а н н а я  з а к о н о м е р н о с т ь  д е й с т в и т е л ь н о  н а б л ю 
д а е т с я  у  щ е л о ч н ы х  м е т а л л о в .

Т о т  ф а к т ,  ч т о  у р а в н е н и е  ( Т Ф Д )  и м е е т  д в а  н е з а в и с и м ы х  п е р и о д и ч е с к и х  
р е ш е н и я  п р и  о д н и х  и  т е х  ж е  з н а ч е н и я х  п а р а м е т р о в ,  о д и н  и з  к о т о р ы х  с  о с о 
б е н н о с т ь ю ,  а  в т о р о е  б е з  о с о б е н н о с т и  н а  н а ш  в з г л я д  з а с л у ж и в а е т  о с о б о г о  
в н и м а н и я .

Д л я  б о л ь ш е й  н а г л я д н о с т и  х а р а к т е р а  п о л у ч е н н ы х  р е ш е н и й ,  м о ж н о  
и с п о л ь з о в а т ь  м а л о с т ь  г л а в н о г о  м о д у л я  э л л и п т и ч е с к и х  ф у н к ц и й  к\ =  0 , 0 7  
и  в  р е ш е н и я х  з а м е н и т ь  э л л и п т и ч е с к и е  ф у н к ц и и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и м и ,  п р и  
э т о м  п о г р е ш н о с т и  б у д у т  п о р я д к а  к\  и  с л е д о в а т е л ь н о ,  м а л ы .
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PH EN O M ENO LO G ICAL G E N E R A L IZ A T IO N  OF T H E  TH O M AS-FER M I-DIR AC  
T F D ) E Q U A T IO N  IN  CASE OF T H E  T H E O R Y  OF METALS A N D  ITS P E R IO D IC

SOLUTIONS
By

D .  F. K U R D G E L A ID Z E  

S u m m a r y

The exchange interaction  betw een  m etal atom s is taken  into account phenom enologically  
b y  writing the T F D  equation in  the form : Aip =  â  f 0)3 -f- A3. Here ägrv and A3 are
treated  as free param eters  to be adjusted  to the follow ing properties o f  the m etal : la ttice  
constant, work fun ction  or m inim al Ferm i-potential and average or boundary density o f  
conducting electrons. The equation possesses periodic solutions and the properties o f the  
la tter  are d iscussed. As an illu strative  exam ple, the case o f  sodium  is investigated  in deta il.
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K .  S a s v á r i

CENTRAL CHEMICAL RESEARCH IN ST ITU TE OF T H E  H UNGARIAN ACADEMY O F SCIENCES, BUDAPEST 

(Presented by Z. Gyulay — Received : XII. 18. 1957)

The crystal lattice of A1C13 has been derived on the basis of crystal-geometrical con
siderations starting from the dimension of the unit cell and from the fact that in the crystal 
lattice, according to the electric conductivity measurement of B il t z  and V o ig t , there should 
be ionic bonds. The crystal lattice derived in this way proved to be the same as that given 
by K e t e l a a r  and his collaborators in 1947. Therfore the statement seems to be justified that 
there cannot be A12C16 molecules in the solid phase of A1C13, as has been suggested by G e r d in g  
and S m it  on the basis of investigations of Raman spectra. In the lattice a graphic picture is 
given for the mechanism of transition of the crystal lattice to the A12C16 molecules of the 
liquid or vapour phase, and also for the mechanism of transition in the reversed direction.

K e t e l a a r  [1] in 1935 was th e  f irs t to  d e te rm in e  th e  c ry s ta l s tru c tu re  
o f A1C13. In  th is  th e  cubic c lose-packed a rra n g e m en t o f th e  Cl a tom s p ro v ed  
la te r  to  he co rrec t. T he hexagonal cell assignab le  in th e  an io n  fram e is

aH =  5,92 À , (1)
Cj-j =  18,22 A..

The A1 ions are p laced in  th e  holes o f  th e  g iven  fram e so t h a t  a m onoclin ic  
sy m m etry  shou ld  ta k e  p lace. The ax is c of th e  m onoclin ic u n i t  cell is one th ird  
of th e  sm aller b o d y  d iagona l of th e  hex ag o n al cell, th e re fo re  d a ta  of th is  are

a =  5,92 Â,

b =  10,22 À , ß  =  180° -  a rc  tg
c =  6,16 A.

108°, (2)

K e t e l a a r  placed th e  A1 ions orig inally  in pairs in to  each  o c ta h e d ro n , 
in  w hich case th e  d is tan ce  b e tw een  such tw o  A1 ions w o u ld  be 0,64 A. S uch  
a close a rra n g e m en t o f th e  A1 ions is en tire ly  im possib le th is , how ever, c a n n o t 
be d iscovered  in  th e  X -ra y  d iag ram , since th e  s c a tte r in g  of th e  A1 ions 
m akes on ly  a sm all c o n tr ib u tio n  to  th e  in te n s i ty  of th e  reflex ions.

In  th e  f irs t s tru c tu re  given b y  K e t e l a a r  A12C16 m olecules were p re se n t. 
P a l m e r  an d  E l l i o t  [2] show ed b y  th e  e lec tro n  d iffrac tio n  m ethod , t h a t  in 
th e  s a tu ra te d  steam  o f A1C13 such  m olecules are p re sen t w hich consist s t ru c 
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tu r a l ly  o f  tw o  A1C14 te t r a h e d ra  w ith  a com m on edge. G e r d i n g  a n d  S m i t  [3] 
also give an  accoun t o f  th e  ex istence  o f  A12C16 m olecules o n  th e  basis o f  R am an - 
sp ec tro sco p ica l in v es tig a tio n s  ca rried  o u t w ith  liq u id  a n d  solid A1C13.

K e t e l a a r  an d  cow orkers [4] in  1947 have show n  th a t  th e  m easu red  
in te n s itie s  o f th e  X -ra y  reflex ions ca n  be ap p ro ach ed  m u ch  b e t te r  b y  ca lcu 
la tio n  if , in  p lace of th e  te tr a h e d ra l  m olecule a r ra n g m e n t, th e  A1 ions are  
p laced  in  in d iv id u a l o c ta h e d ra l c av itie s . T hey  a b a n d o n e d  ex istence  of th e  
A12C16 m olecule  in  th e  so lid  phase  a n d  a tta in e d  th e  la y e r  la ttic e  g iven b y  
th em  re c e n tly  w hich is in  c o n tra d ic tio n  to  th e  s ta te m e n t of G e r d i n g  an d  
S m i t . P a r t ly ,  how ever, ow ing  to  th e  b e t te r  ag reem en t o f  th e  in te n s itie s  and  
p a r t ly  b ecau se  of th e  fa c t th a t  th e  R a m a n  sp ec tra  o b ta in e d  in  solid a n d  liquid  
phase  do n o t  agree as w ell as tho se  o b ta in e d  in  th e  case o f A lB r3 a n d  A1J3 
( G e r d i n g  a n d  S m i t ) th e  conclusion  m a y  be draw n th a t  th e  ex istence  o f Al0Cl(i 
m olecules in  th e  solid s ta te  m ay  n o t be  considered as e s tab lish ed . T herefore  
K e t e l a a r ’ s new est s t ru c tu re  m ust be ta k e n  as co rrec t.

In  th e  p resen t p a p e r  th e  a u th o r  w a n ts  to  show  t h a t  th e  s tru c tu re , given 
re c e n tly  b y  K e t e l a a r , c a n  be a t ta in e d  on th e  basis o f  th e  close p ack in g  in 
the  ionic c ry s ta ls , w hich h a s  been t r e a te d  elsew here [5, 6 ].

L e t us s ta r t  from  th e  d a ta  of th e  u n it  cell, considering  th a t  th e  conduc
t iv i ty  m easu rem en ts  of B i l t z  and  V o i g t  [ 7 ]  ind ica te  th e  presence o f an  ionic 
bond  in  th e  cry sta l.

F ro m  th e  d a ta  of th e  u n it  cell th e  vo lum e vc( =  29,7 Â3 for one Cl ion 
is e ssen tia lly  sm aller th a n  t h a t  of Cl ions w ith  rad ii of 1,81 A  in closest p ack ing  
( 3 5 , 5  Â ) .  K e t e l a a r  th e re fo re  was led  to  th e  s ta te m e n t t h a t  th e  s tru c tu re  is 
based on th e  closest p a c k in g  of th e  Cl ions.

In  a re g u la r  c lose-packed  an ion ic  p la n e  th e  tw o  ax es of th e  assignable 
o rth o rh o m b ic  cell are

a =  a' • у з ,  
b =  3  • a ' ,

if  a is th e  d is tan ce  be tw een  tw o  a d ja c e n t ions. I f  these  tw o  axes are  id en tif ied  
w ith  th o se  o f th e  m onoclin ic  cell a a n d  b g iven b y  K e t e l a a r  [2] we o b ta in  
from  b o th  e q u a tio n s  s im ila rly

a =  3,42 A . (3)

T his does e v id e n tly  m ean  t h a t  in  th e  an io n ic  p lanes th e  Cl ions are a rran g ed  
reg u la rly  b u t  a re  closer to  ea c h  o th e r th a n  th e  d istance  (3,62 A) ca lcu la ted  
from  th e  ion ic  rad iu s  of th e  Cl ion.

T he c a tio n s  are p laced  in  th e  sp a tia l  cav ities of th e  close-packed  anionic 
fram e in su ch  an  a rra n g e m en t th a t  th e  m onoclin ic sy m m e try  should  be  o b 
ta in ed .
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F o r th e  te tr a h e d ra l  cav ities o f  a reg u la r close-packed  an io n ic  fram e

2,22 Â , (4)

i f  a' =  3,62 Â. This is sm all com pared  w ith  rci +  rAl =  1,81 -f- 0,57 =  2,38 Â , 
th u s  th e  la ttic e  has to  b s  ex ten d ed  if  th e  A1 ions should  fin d  ro o m  in the 
te tra h e d ra l  cav ities. O n th e  o th e r  h a n d , how ever, th e  la ttic e  is c o n tra c te d  
accord ing  to  th e  v a lu e  a =  3,42 A. This is th e  rea so n  w hy th e  te tra h e d ra l 
a rran g em en t o f th e  A1 ions has to  be re jec ted .

Fig. 1. Hexagonal close-packed anion frame perpendicular to the close-packed planes. One 
third of the octahedral cavities are filled with A1 ions and build columns perpendicular to the

planes

We can assum e th a t  th e  A1 ions occupy o c ta h e d ra l cav itie s . T he n u m b er 
o f th e  o c tah ed ra l cav ities in  th e  close-packed an io n ic  fram e is h e re  th rice  th e  
n u m b er o f th e  A1 ions. I f  we w a n t to  place th e  A1 ions in  th e se , considering  
P au lin g ’s co o rd in a tio n  p rincip le , th e n  every  c o rn e r of the  o c ta h e d ra  filled b y  
AI ions has to  be com m on w ith  a n o th e r  o c tah ed ro n .

A ssum ing a h ex ag o n a l close pack ing  o f th e  anions, a re a liz a tio n  of th is  
could  be o b ta in ed  in  such a w ay  th a t  a th ird  o f  th e  o c tah ed ra l colum ns w ith  
com m on sides are filled  up b y  Al ions (F ig . 1). This ca tio n  d is tr ib u tio n  is 
unrealizab le  because  th e  id e n ti ty  in  th e  d irec tio n  c w ould th e n  be a s ix th  o f 
th e  value found . Since, how ever, th e  id e n tity  c is equal to  th e  d istance  o f  
seven successive close-packed  an ion ic  p lanes we m ust re je c t th e  possib ility  
of a hexagonal close pack ing  of an ions. T here rem ain s for th e  an ions th e  p os
s ib ility  o f a cubic close p ack ing . In  th is  th e  o c ta h e d ra  are co n n ec ted  to  each  
o th e r o n ly  b y  edges or corners and  P au lin g ’s coo rd ina tion  p rin c ip le  can on ly  
be sa tisfied  w hen 2/3 of th e  o c ta h e d ra l cav ities w ith in  th e  p la n e  in te rv a ls  a re
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filled  up  b y  A1 ions. In  th is  w ay  o n ly  ev e ry  second p lan e  in te rv a l c an  be  occupied  
b y  A1 ions an d  in  th e  d irection  o f  th e  axis cH m e re ly  every  fo u r th  o f these  
occup ied  layers w ill be iden tica l w ith  th e  f irs t  w h ich  is ju s t  in  accordance  
w ith  th e  id e n ti ty  m easu red  in  th e  d irec tio n  cH.

A ccord ing ly , th e  A1C13 can  o n ly  be a la y e r  la ttic e  w ith  lay e rs  know n 
in  CrCl3 an d  A l(O H )3. All su b seq u en t layers can  be  o n ly  g eo m etrica lly  id e n ti
cal, b u t  considering  th e ir  re la tiv e  position , tw o  different cases can be 
d istingu ished .

P lac in g  th e  c a tio n  a rran g em en t, as above described , in  e v e ry  second 
p lane  in te rv a l o f th e  cubic c lose-packed  an ion  fram e  layers a re  o b ta in ed  
be tw een  w hich ev e ry  tw o  a d ja c e n t layers can  be tra n sfe rre d  in to  each  o th e r 
b y  a p a ra lle l d isp lacem en t. This d isp lacem en t o f th e  given c a tio n ic  a r ra n 
g em en t, is alw ays p a ra lle l to  th e  sm a lle r  body  d iag o n a l o f one of th e  hexagonal 
u n it cells, w hich  can  b e  set up in  th e  cubic c lose-packed  an ionic  fram e . As 
th is  h ex ag o n a l u n it  cell can be chosen  in th ree  d iffe ren t w ays, d iffering  b y  
120°, th e  positio n  o f  th e  ad jacen t la y e rs  can  also be  o f  th ree  d iffe ren t k inds. 
The ca tio n ic  a r ra n g e m e n t of th e  su b seq u en t lay e rs  w ith in  a c ry s ta l  la ttic e  
can  be selec ted  so t h a t  e ith e r each o f  th e  th ree  d irec tio n s of th e  d isp lacem en t 
is p lay in g  a p a r t  o r, th ro u g h o u t th e  w hole la tt ic e  th e  neighb o u rin g  layers 
are tra n s fe rre d  one in to  th e  o th e r b y  a sh ift in  th e  iden tica l d irec tio n . By 
these  tw o  possib ilities tw o  d ifferen t c ry s ta l la ttic e s  can  be o b ta in ed .

C arry in g  on in  th e  cubic c lose-packed  an ion ic  fram e  th e  c a tio n ic  a r ra n 
gem ent o f  a s ta r tin g  la y e r  in the  su b seq u en t layers so th a t  each o f th e  th ree  
k inds o f d isp lacem en ts  ta k e s  p lace in  som e o rd e r, th e  su b seq u en t layers, 
d ep en d en t u p o n  th e  o rd e r of the  d isp lacem en t, can  be tran sfe rred  in to  each 
o th e r b y  a rig h t- or le f t-h a n d e d  th re e fo ld  screw axis (3X or 32). F ig. 2 rep resen ts  
sch em atica lly  th e  sequence  of lay e rs . T he ca tion  d is tr ib u tio n  o f  lay ers  is 
easily  recogn izab le  on  th e  rig h t in  th e  F ig . H ere th e  h o rizo n ta l lines signify 
th e  c lose-packed  an ion ic  planes in  a p ro jec tio n  p a ra lle l to  the  la y e rs  — the  
th re e  d iffe ren t p o sitions o f th e  close-packed  an ion ic  p lanes succeed ing  each 
o th e r in  th e  m an n e r o f  cubic c lose-pack ing  are re p re se n te d  by  th re e  d ifferen t 
n o ta tio n s  — th e  circles show  th e  n o ta t io n  of th e  th re e  cation  d is tr ib u tio n s  
follow ing one a n o th e r  be tw een  th e  an ion ic  p lan e -p a irs . In  Fig. 2 th e  basis 
o f th e  th re e  d iffe ren t hexagonal cells is m arked  a n d  th e  n u m b ered  arrow s 
signify  th e  p ro jec tio n  p e rp en d icu la rly  to  th e  lay ers , o f  th e  th ree fo ld  sliding 
d irec tion . T h e  o rd er o f  slidings is g iv en  b y  th e  n u m b e rs  beside th e  arrow s. 
The d isp lacem en ts  o f th e  s ta rtin g  la y e r  given here  re su lt  in  a c ry s ta l la ttic e  
o f h ex ag o n a l sy m m e try  th e  u n it cell o f  w hich  is id e n tic a l w ith  th a t  m en tio n ed  
above. T h is case is fo u n d  in  th e  s tru c tu re  of CrCl3.

I f  th e  su b seq u en t layers are sh if te d  in to  each  o th e r  th ro u g h o u t th e  
w hole c ry s ta l  la ttic e , a lw ays in  one d irec tio n  (F ig . 3), an d  it  is ta k e n  in to  
co n sid e ra tio n  th a t  th e  m en tio n ed  d isp lacem en t o f th e  ca tion ic  a rra n g e m en t
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leads alw ays to  an  anionic en v ironm en t id en tica l w ith  th e  form er, th e n  1/3 
o f  th e  b o d y  d iagonal o f th e  hexagonal cell — th e  leng th  o f one d isp lacem en t —

Fig. 3. Ionic arrangement of A1C13 perpendicular to the close-packed anion planes. The right 
side of Fig. 3 shows the sequence of the anion planes and cation arrangement

is th e  id e n tity . T his w ill be th e  rea l ax is  c o f th e  u n it  cell and  in s te a d  of th e  
hex ag o n al cell we a t ta in  a m onoclin ic cell. This is th e  case w ith  A1C13.

Fig. 2. Ionic arrangement of CrCl3. The right side of Fig. 2 shows the sequence of the anion
planes and cation arrangement
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The d im ension  of th e  u n it  cell an d  th e  ion co o rd in a tes  in  the  la t t ic e  
ded u ced  in  su ch  a w ay can  o n ly  be g iven  ap p ro x im a te ly . E x a c t n u m e ric a l 
va lues o f th e  coo rd inates h av e  to  be d e te rm in ed  from  re flex io n  in te n s itie s , 
b u t  th is  causes no  essen tia l ch an g e  in  th e  la tt ic e  s tru c tu re .

Mere g eom etrica l co n sid era tio n s lead  th e re fo re  to  th e  s tru c tu re  of A1C13 
w hich  — as h as  been m e n tio n e d  — has re c e n tly  been d e te rm in e d  b y  K e t e -  

l a a r  [1] on th e  basis of X -ra y  d iffrac tio n s. A ccord ingly , A l2Cle m olecules do  
n o t ex ist in  th e  solid  phase  a n d  th is  is th e  rea so n  w hy it h as  n o t  been p ossib le  
to  give a co n v inc ing  p ro o f o f  th e  ex istence  o f  m olecules in  th e  solid p h a s e  
ev en  b y  R a m a n  sp ec tra  [3].

We are  ab le  now to  p ic tu re  th e  m ech an ism  o f th e  A12C16 m olecule fo r
m a tio n  w hich follows w hen th e  solid phase ceases to  ex ist.

W hen  b y  an  increase o f te m p e ra tu re  so lid  A1C13 m elts , b reak d o w n  of th e  
c ry s ta l  la ttic e  can  be im ag ined  in  th e  fo llow ing w ay  : f ir s t  th e  loose b o n d s  
b e tw een  th e  la y e rs  are in te r ru p te d  an d  a f te rw a rd s  th e  lay ers  fa ll a p a r t ow ing 
to  a re -a rran g e m e n t of th e  A1 ions w hich  ta k e s  place w ith in  th e  loosened  
lay e rs  from  o c ta h e d ra l to  te t r a h e d ra l  c av itie s  an d  so A l2Cle m olecules a re  
fo rm ed . T he m echan ism  of th is  re -a rran g e m e n t o f ca tions a n d  th e  fo rm atio n  
o f  m olecules is show n in  F ig . 4 in  w hich one la y e r  of th e  A1C13 c ry s ta l la t t ic e  
is re p re se n te d  sch em atica lly  in  th e  p ro jec tio n  p e rp en d icu la rly  to  th e  la y e r. 
T h e  A1 ions a re  sh if te d  d u rin g  th e  re -a rran g e m e n t in  th e  d irec tio n  o f  th e  arrow s 
in to  th e  a d ja c e n t te tra h e d ra l c av itie s  an d  th e  fo rm atio n  o f A12C16 m olecules 
g iven  b y  P a l m e r  a n d  E l l i o t  [2] occurs p ra c tic a lly  w ith o u t a change of th e  
p o sitio n  of th e  an ions in  th e  la y e r. T he A12C16 m olecules fo rm ed  in  th e  lay e rs  
in  th is  w ay  a re  in  th e  Fig. s e p a ra te d  from  each  o th e r  b y  d o tte d  lines. I t  m a y  
be im ag in ed  th a t  th e  layers cease to  ex ist o n ly  a fte r  th e  fo rm a tio n  of th e  
m olecu les, as soon as th e  b o n d in g  force betw een  them  ceases to  ex ist.

F rom  th e  fa c t th a t  A1C13 is easily  sub lim ab le  and  a t  a slow  p re c ip ita tio n  
sm all c ry s ta l p la te s  ap p ea r th e  conclusion  m ay  be d raw n th a t  som e in sign ifi
c a n t b ond ing  force betw een  th e  m olecules m u s t be p re sen t, a n d  th e  lay e r 
o n ly  falls a p a r t  w hen  the  bond ing  energy  is o u tb a lan ced  by  th e  h e a t m otion . 
On th e  o th e r h a n d , a t p re c ip ita tio n  w ith  d im in u a tio n  of th e  h ea t m otion th e  
sm all forces b e tw een  the  m olecules are  p rev a ilin g  and  th e  m olecules will 
o ccu p y  th e ir  p laces beside each  o th e r  co rrespond ing  to  th e  fo rm er layers. 
A nd , b y  th e  in v ers io n  o f th e  ab o v e  m echan ism  th e  layers w ill be form ed 
d u rin g  th e  te m p e ra tu re  decreasing  w hen th e  A1 ions are  tra n s fe r re d  again 
to  o c ta h e d ra l cav itie s . This k in d  o f  layers p laced  one u n d e r a n o th e r  leads 
to  m acroscop ic  c ry s ta llin e  p la te s .

T h e  m echan ism  given in  F ig . 4 is a rev e rs ib le  one, w hich  m ean s th a t  
th e  m o s tly  ionic bo n d in g  of th e  solid  phase occurs p rev a len tly  in  covalent 
b o n d s w hen d u rin g  th e  increase o f  te m p e ra tu re  A12C16 m olecules a re  form ed 
a n d , on  th e  o th e r  h a n d , the  p re v a le n tly  ionic b o n d  re tu rn s  d u rin g  th e  decrease
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of te m p e ra tu re , w hen th e  A1 ions occupy  again  th e  o c ta h e d ra l cav itie s . T h is  
phenom enon  is only  th e n  com prehensib le , i f  we assum e th a t  th e  in te ra c tio n  
w hich A1 a n d  Cl a to m s p roduce  up o n  each  o th e r becom es a p p a re n t in  th e  
a lte ra tio n  o f th e  e lec tro n  co n fig u ra tio n , b u t  th is  e ffec t changes w ith  th e  
influence o f te m p e ra tu re  so th a t  th e  p a r t ia l  a tom ic b o n d  tu rn s  in to  a p o o r

Fig. 4. A layer of the crystal lattice of A1C13. The dotted circles represent the cation arrange
ment in the crystal lattice ; the circles in full line give the re-arranged cation distribution 
after building A12C16 molecules at the temperature of sublimation. The manner of cation 

re-arrangement is outlined by arrows

a tom ic  bo n d  an d  vice versa . U n fo rtu n a te ly  we are n o t y e t su re  of th e  ex istence  
o f such an  effect, how ever, b y  la tt ic e -s tru c tu ra l co n sid era tio n s i t  becom es 
obvious th a t  fac to rs o f th is  k ind  are p lay in g  a role in  th e  fo rm a tio n  o f  la ttic e  
g eo m etry  and  its  a lte ra tio n .
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О КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЕ А1С13
К .  Ш А Ш В А Р И

Р е з ю м е

Решетка А1С13 выведена на основе кристалло-геометрических соображений, исходя 
из размеров элементарной ячейки и из факта, что согласно измерениям электрической про
водимости, произведенным Бильцем и Фойгтом, имеется и ионная связь. Решетка, выве
денная этим способом, оказалаь идентичной с выведенной Кетэлар и сотр. решеткой в 
1947 году. Это, кажется подтверждает, что в твердой фазе А1С13 нет молекул А12С16, как 
предлагали Гердинг и Смит, на основе исследований спекторов комбинационного рассея
ния. Дана наглядная картина механизма перехода решетки в молекулы А12С16, харак

теризующие жидкую и паровую фазы.



ON THE STATISTICAL TREATMENT OF THE  
FERMION GAS I

B y

P.  S z É P F A L U S Y
PHYSICAL IN ST IT U T E  OF TH E  U N IV ERSITY  FO R TECH N ICA L SCIENCES, BU D A PEST

(Presented by P. Gombás. — Received : I. 5. 1958)

A new statistical method, very similar to the one generalized to contain the Weizsäcker 
inhom ogenity correction modified by Gombás, is derived. With regard to the approximations 
introduced the summation over quantum states need not be approximated by integration but 
can be carried out exactly. In addition to the determination of the density from the variation 
principle more accurate methods are described. It is shown that from Plaskett’s equation the 
density can only be determined within the classical „allowed zone” and the proper equation 
for the „forbidden zone” is given.

1. Introduction

F or th e  in te rp re ta tio n  o f th e  b o u n d  s ta te  of system s consisting  o f 
partic les  w ith  sp in  1/2 th e  s ta tis t ic a l  m e th o d  w as f irs t  developed b y  T h o m a s  [1] 
an d  F e r m i  [2], who w orked in d ep en d en tly  o f  each  o ther. L a te r  on th e  s t a 
tis t ic a l  m e th o d  w as im proved  in  tw o m ain  fie ld s . On th e  one h a n d  in o rd e r 
to  ca lcu la te  th e  energy  due to  the  in te ra c tio n  o f partic les m ore accu ra te ly , 
th e  th e o ry  w as generalized  b y  D i r a c  [ 3 ]  to  co n ta in  th e  exchange  in te ra c tio n  
an d  b y  G o m b á s  [4] to  co n ta in  the  c o rre la tio n  correction . T hese a tte m p ts , 
how ever, failed  to  e lim inate  th e  essen tia l sh o rtco m in g s of the d e n s ity  ca lcu la ted  
on th e  basis of th e  T hom as-F erm i m e th o d . I t  is a com m on c h a ra c te ris tic  
o f all th e  in v estig a tio n s a im ing  a t th e  co rrec tio n  of these  d efec ts  th a t  th e y  
are  essen tia lly  in d ep en d en t of th e  in te ra c tio n  o f th e  partic les. In  th is  connection  
I w ould like to  refe r to  th e  p ap ers  of W e i z s ä c k e r  [ 5 ] ,  G o m b á s  [ 6 ]  and  P l a s - 

k e t t  [ 7 ] ,  w hich are  the  papers m ost c losely  re la te d  to  th e  p re se n t one. I t  w ill 
be show n th a t  th e  W eizsäcker in h o m o g en e ity  co rrection  m od ified  by  G o m b á s  

an d  th e  g enera liza tion  of th e  T h o m as-F erm i m e th o d  suggested  b y  P l a s k e t t  

can  be tra c e d  b ack  to  a com m on basis f u r th e r  th a t  th e  m e th o d  described  
here can  be reg a rd ed  as an  im proved  v e rs io n  o f these m e th o d s .

In  connec tion  w ith  th e  s ta tis tic a l en e rg y  expression o b ta in e d  here it  is 
su itab le  to  m ak e  th e  follow ing p re lim in a ry  co m m en t. In  d e riv in g  th e  T hom as- 
F e rm i s ta tis t ic a l  energy  exp ression  w ith  th e  aid  of th e  W en tze l-K ram ers- 
B rillou in  (W K B ) m ethod  M a r c h  an d  P l a s k e t t  [8] h av e  show n th a t  th e  
s ta tis tic a l m e th o d  involves tw o  essen tia l ap p ro x im a tio n s  as co m p ared  w ith  th e  
e x a c t w ave m echan ical ca lcu la tio n . On th e  one h an d  it is based  on the re su lts
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of th e  W K B  m eth o d  a n d  on th e  o th e r  i t  ap p ro x im a te s  th e  su m m a tio n  over 
th e  q u a n tu m  s ta te s  b y  in teg ra tio n . To correc t th e  la t te r  e rro r M a r c h  an d  
P l a s k e t t  ap p ly  th e  E u le r-M aclau rin  fo rm ula  w h ich  m akes a m ore a c c u ra te  
e v a lu a tio n  of th e  su m m atio n  possible. In  a fo rm er p a p e r  [9] we h a v e  show n 
th a t  w ith  a ce rta in  ap p ro x im a tin g  a ssu m p tio n  th e  su m m atio n  over th e  q u a n 
tu m  s ta te s  can  be ca rried  out ex ac tly . I n  th e  p resen t p ap e r th is  a p p ro x im a tin g  
a ssu m p tio n  is n ecessarily  involved  th u s  th e  ex ac t su m m atio n  of th e  q u a n tu m  
s ta te s  becom es possib le.

W e begin o u r in v es tig a tio n  w ith  w ave m echan ica l consid era tio n s. S t a r t 
ing from  th e  S ch rôd inger eq u a tio n  o f  n  ferm ions we consider th e  fo rm  th e  
o n e -p a rtic le  s ta te  e q u a tio n s  tak e  if  o n e-p artic le  w ave func tions no t o rth o g o n a l 
to  each  o th e r  are chosen . The e q u a tio n s  th u s  o b ta in e d  underlie  th e  d e r iv a tio n  
of a new  s ta tis t ic a l  m odel.

W e now  d isreg ard  th e  in te ra c tio n  of pa rtic le s  an d  re s tr ic t o u rse lv es  
to  th e  one-d im ensiona l problem .

2. Non-orthogonal one-particle wave function system

T h e S chrôdinger eq u a tio n  of n p a rtic le s  in  th e  p o ten tia l fie ld  V(x) is

w here

£ Я ( * , ) Ф  =  Г Ф ,
î = 1

H (x )
K1 d 2 

2 m d x2
+  V ( x )

( 1 )

(1 ')

is th e  o n e-p a rtic le  H a m ilto n ia n .
A p a r t  from  th e  no rm aliza tio n  c o n s ta n t a p ro p e r a n tisy m m e tr ic a l 

so lu tion  o f th is  eq u a tio n  is

<Pi (*i) X Ы  • 

<p° (*i) X Ы  •

• Ti (*„) X (o„) 

■ <Pl (xn) X (<t„)

Ф =

<pnf  Ы  X Ы  • • 9s" (x n) X (ffn)

(*i) X - Ы  • • <P°f (Xn) X- {On)

f S W ü t  K )  • ■ Vg Ю  X± (on)

if  th e  o n e -p a rtic le  w ave fu n c tio n s sa tis fy  th e  eq u a tio n
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H  <p° (x) =  9o° (*) E .

H ere (p°(x) is th e  row  v ec to r fo rm ed  from  th e  w ave func tions

<p °  =  (<p 4 ,< p 02 , ■ ■ ■ (P°g) ,

(3)

(3')
E  is a d iagonal m a trix

E  - (3")

T h e  sp in  va riab le  has been d en o ted  b y  a a n d  th e  sp in  fu n c tio n s co rrespond ing  
to  th e  tw o possible sp in  s ta te s  b y  %+ an d  ^  re spec tive ly , f  an d  g are  defined  
in th e  follow ing m an n er

/  = 8  =

n +  q
1

2

w here  q =  0 if  n is even an d  q =  1 if  n  is o d d . I f  n is even f  =  g a n d  th e  te rm  
w ith  in d ex  g in w ave fu n c tio n  (2) shou ld  of course be o m itted . T h e  sp in  fu n c tio n  
o f th e  g -th  s ta te  m ay  be e ith e r  f or /  , th is  being in d ica ted  b y  th e  in d ex  
±  o f th e  sp in  function .

S u b s titu tin g  th e  w ave fu n c tio n  Ф in  (2) in to  eq u a tio n  (1) th e  energy  
e igenvalue  o f th e  system  is

Ш = 2 ± E i - q E g . (4)
; - i  s

T he w ave functions (pf are  o rth o g o n a l as th e y  are  th e  e igen functions 
belonging  to  various e igenvalues of th e  sam e o p era to r. T h is is in d ica ted  b y  
th e  index  0.

B y  d irec t su b s titu tio n  we fin d  th a t  eq u a tio n  (1) can  also be sa tisfied  
b y  such  a w ave func tion

<Pi (*i) 1  Ы  • • • <Pi (xn) X Ю  
9h  W  X- Ы  ■■■ <Pi (x n) X iPn)

Ф =

<P i (* i ) X  Ы  • ■ • b ( x n ) X  Ы  ;

<PjК ) X Ы  (* „ )X (°n) \ 

9  g (x i)X± Ы  •••  <Pg (xn)X±(an)\

(5)
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th e  e lem ents of tvhich s ta tis fy  th e  e q u a tio n

w here

and

H  (p (x) =  <p (x) 6 ,

<P =  ( V i ,  n - ' - ’ Vg)

Í  e ,

e =

6gl

• ’

• ’ ^gg /

( 6 ' )

( 6 )

(6 ")

E q u a tio n s  (3), (3 '), (3” ) co rresp o n d  to  th e  special case of e q u a tio n s  
(6 ), (6 ') , (6 ") w here th e  m a tr ix  6  is d iag o n a l, i. e. th e  one-p artic le  w ave fu n c tio n s  
are o rth o g o n a l to  one a n o th e r.

T h e  e igenvalue полу is

*  =  2 V  (4 ')
* = 1

A t th e  sam e tim e  i t  is obvious t h a t  th e  \vave fu n c tio n s  (2) a n d  (5) can 
differ b u t  b y  a p ro p o rtio n a lity  fac to r . F rom  th is  follows th a t  b e tw een  th e  
o n e-p a rtic le  w ave fu n c tio n  system s cp° an d  <p th e  follow ing lin ea r re la tio n  
m u st ex is t

<p° =  <P C ,
s

< p " =  : < P k C k i -
k^l

As th e  com ponen ts o f  b o th  th e  v ec to rs  cptt and  <p are  lin ea rly  in d e p e n d e n t, 
C c an n o t be singu la r, i. e. th e re  also ex is ts  th e  inverse  tra n sfo rm a tio n

tp — q>° C°,

k= l
( 7 )

C° den o tes  th e  recip rocal o f th e  m a tr ix  C.
I t  is su itab le  to  ta k e  th e  w ave fu n c tio n s  cpl an d  9 as norm alized  to  1. 

F u r th e r , as is know n, in  th e  case o f a b o u n d  s ta te  th e  w ave func tions 9o f  a n d  
(pi can  be regarded  as rea l w ith o u t re s tr ic tin g  th e  g en e ra lity . T hus

J Ç9? Vk dx = ôik
an d

I (p2i dx  =  1.
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N ow  eq u a tio n  (7) im m ed ia te ly  gives

A- ]
and

Q a  =  j  9 ?"(* ')  ( P i ( x ' ) d x ' .

A pply  tra n s fo rm a tio n  (7) to  e q u a tio n  (3) :

H  (p (x) =  <p (*) C E C 0.

C om paring  th is  eq u a tio n  w ith  e q u a tio n  (6) we o b ta in  :

6 =  C E C 0.

U sing th is  tra n s fo rm a tio n  eq u a tio n  (6) takes th e  following fo rm

(Я  +  0 ,) <pt (л) =  El f i  ( x ) . (8)'

0 , m ay  ap p ear in  th e  concre te  form  of e. g. an  in teg ra l o p e ra to r

o , <p, (*) =  I :  (£ , —  E k) 99» (x') <p°k (x) <Pi (x’) dx',
A = 1

or, w hat is essen tia l for o u r consid era tio n s below , it can also be w ritten  in 
th e  form

0 t =  J (pl — r f)  , (9)
2 m

w here p~ an d  л]  are  th e  q u a n titie s  defined  b y  equations

_ h2dl ^ i X) = p 2(x)(p0i{x) (9 ')
d x -

and

=  (9")
d x “

respective ly .
S u b s titu tin g  th e  form  (9) o f O, in to  e q u a tio n  (8) a fte r rea rre n g em e n t we 

m ay  cancel by  <fi(x) a n d  o b ta in  fo r w ave fu n c tio n s  (fl(x) th e  eq u a tio n  (3). 
T hus if  Oi is expressed  in  th e  form  (9) eq u a tio n  (8) is a tr iv ia l  tra n s fo rm a tio n  
of (3). H ow ever, as we shall see la te r , w ith  som e fu rth e r co n d itio n s on th e  
w ave func tions cpk (p l—7tf)/2m can be expressed  in  a sem i-classical
ap p ro x im atio n  b y  th e  wave fu n c tio n s  <pk, i. e. in such an  a p p ro x im a tio n  
eq u a tio n s  (8) an d  (9) can s till be used fo r th e  d e te rm in a tio n  of a non- 
o rth o g o n al one-partic le  wave fu n c tio n  system  cp.
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F o r th e  follow ing we sh a ll need  th e  exp ression  of th e  d en sity . T he 
d e n s ity  of th e  i- th  p a rtic le  is b y  d e fin itio n

j  ' Ф (aq, . . ■, ж,--х, X, x i+1, . . . , x n) 2 dxy . . . dx i^ 1 dxi+1 . . . dxn 
f ; Ф \ 2 dx1 . . .  dxn

a n d , as Ф is an tisy m m e tric a l, v(x) is th e  sam e for a n y  partic le , th e  to ta l  d e n s ity  
th u s  being

Q (x) =  n v  (X).  ( 1 0 )

In  th e  case of o rthogonal o n e-p a rtic le  w ave functions th e  in te g ra tio n  
can  read ily  be ca rried  ou t and th e  follow ing re su lt is o b ta ined

e (x) =  2 2 ' <pf (x) -  q <pf ( x ) . (10 ')
i = 1

To th e  en erg y  expression (4) a n d  th e  d en sity  expressions (10 ’) th e  follow 
ing m ean in g  can  be a ttr ib u te d . W e m a y  im agine th e  partic les o f th e  system  
to  fill th e  one-partic le  s ta te s  ch a rac te rized  by  th e  w ave func tions cp] an d  th e  
en erg y  eigenvalues E t a n d  th e  re sp ec tiv e  sum s o f th e  densities a n d  energies 
of th e  pa rtic le s  th u s  d is tr ib u te d  give th e  d en sity  a n d  energy o f th e  system . 
I t  m u s t be em phasized  th a t  this is o n ly  to  i l lu s tra te  th e  s itu a tio n  as in  re a lity  
th e  densities of th e  in d iv id u a l p a rtic le s  are id e n tic a l and  acco rd ing  to  (1 0 ) 
th e y  a re  equal to  th e  n - th  p a rt o f th e  to ta l  d e n s ity .

L e t us in v e s tig a te  th e  s itu a tio n  from  th is  s ta n d p o in t, in  th e  case of 
n o n -o rth o g o n a l o n e-p a rtic le  wave fu n c tio n s . The exp ression  ( 1 0  ) o f th e  d en sity  
rem ains u nchanged  if

2  ^ < p f  ( x )  - q < p f ( x )  =  2 j 2 < P Ï ( x )  — q v 2g(x).
>=1 i=l

T hen , p ro v id ed  th a t  n is even, th e  tra n s fo rm a tio n  th e  m a trix  o f  w hich is 
C or C° is o rth o g o n al. T h is m eans, h o w ever, th a t  w ave functions 99,- also form  
an o rth o n o rm alized  sy s tem  of fu n c tio n s  w hich c o n tra d ic ts  our assu m p tio n . 
I f  n is o dd , b u t su ffic ien tly  large, th e  w ave-functions 99, becom e quasi-o rthogo- 
n a l, w hich  is also inco m p atib le  w ith  th e  following.

T h is problem  can  be  solved if  th e  w ave fu n c tio n s  sa tisfy  th e  follow ing 
cond itions

a)  th e  w ave fu n c tio n s  9ot shou ld  be everyw here positiv  nodeless w ave- 
fu n c tions.

b)  th e  densities v,• =  9sf should  average  th e  d en sities г,° =  99” as well 
as possib le. (T hus e. g. vx — jq) B e tw een  th e  w ave fu n c tio n s 99, a n d  99, th e  
linear tra n s fo rm a tio n  (7) m ust ex ist. T he m a tr ix  com ponen ts o f C° should  
b s  chosen  so th a t ,  in  a d d itio n  to  sa tis fy in g  co n d itio n  a) ,  th e  values o f th e
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in teg ra ls  o f Vj and  vf ag ree  for th e  su b se q u e n t in te rv a ls . (These in te rv a ls  
are f irs t  of a ll de term ined  b y  th e  nodes o f w ave-fu n c tio n  уц . I f  i <[ g lim its  
for th e se  in te rv a ls  can  also be d es ig n a ted  betw een  th e se  nodes w h ich  are 
su itab le  to  assum e w here th e  tw o n e ig h b o u rin g  nodes a re  fa r  from  each  o th e r.)

T hus th e  function

N ( x )  =  2 y Vi - q v g (10")
1=1

averages th e  d en sity  q w ell an d  in  th e  following can  also  be re g a rd e d  as a 
d en sity . T h u s, w ith  re g a rd  to  eq u a tio n  (8) th e  v isualiz ing  idea  th a t  th e  energy  
an d  th e  d e n s ity  of one-p artic le  s ta te s  can  be reg a rd ed  as th e  en e rg y  and  
d en sity , respective ly  o f th e  in d iv id u a l partic les can  be m a in ta in e d  in  the  
case o f th e  no n -o rth o g o n al o n e-p artic le  w ave fu n c tio n  system  cp.

T he necessity  of cond itio n  a)  w ill be show n below .

3. Sem iclassical approxim ation

C onsider w hat th e  sem i-classical analogue of th e  expression (9) o f  0 , is. 
A pp ly ing  th e  firs t ap p ro x im atio n  o f  th e  W K B  m e th o d  p j 2m is th e  k inetic  
en erg y  o f th e  partic le  in  th e  i- th  s ta te  th u s

*г№)
2 j p, dx =  (/ — 1/2) h , (11)

*.№)
w here

P t ~ [ 2 m ( E , - V ( x ) ) \ 4 *  (1 1 )

a n d  x^E j)  an d  xz(Ej) a re  th e  c lassica l tu rn in g  p o in ts .1 

In tro d u c e  th e  n o ta tio n

Pi —  ( j Pi +  Pi+i)ß-  ( 1 2 )

Р,- can  be regarded  as th e  m ax im u m  m om en tum  o f th e  pa rtic le s  occupying  
th e  q u a n tu m  sta te s  o f energy  lo w er th a n  th a t  o f  th e  (i -j- l ) - th  q u a n tu m  
s ta te . T he d ensity  o f th e se  p a rtic le s  be deno ted  b y

N t =  2 У п -  (12')
= 1

1 H ere  E i  m eans th e  eigenvalue o b ta in e d  in th e  W K B  ap p ro x im atio n , w hereas in 
th e  p reced ing  ch ap ter E i detoned th e  ex ac t eigenvalue. In  th e  fo llow ing th e  exact 
e igenvalue as well as th e  eigenvalues o b ta in ed  in  th e  v a rio u s ap p ro x im atio n s will be 
d e toned  by  Ei. In  th e  case w here th is  m ig h t lead  m isu n d ers tan d in g  special reference will 
be m ade.

1 4  A cta Physica IX /1—2
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As a f ir s t  ap p ro x im a tio n  o f th e  W K B  m e th o d  th e  w ell-know n s ta tis t ic a l  
re la tio n  can  be  derived  :

Pt = t Ni • (13)4

W e n o te  t h a t  in  a fo rm er pap er [9] th is  re la tio n  w as im proved  to  
d is tin g u ish  b e tw een  system s consisting  of an  ev en  or odd n u m b e r  of p a rtic le s . 
T h u s  for th e  g - th  s ta te  :

P = — — N .  (13 ')
2 n

H ere  th e  n o ta tio n  Pg =  P  h as  been  in tro d u c e d . I f  n is even  (13') goes over 
in to  (13). (T hen  N  =  Ng.)

Vi can  be w ritte n  in  th e  fo rm

=  1  ( N . _  iVi_ 1) =  |  (P , -  P i - 0  (14)

B y  re la tio n  (11')

P h i  — P h i  =  2 m {Ei+1 — Е ,- - ! ) ,

( i ^ 2 )

b ased  on w hich a n d  using (12), (13) an d  (14) w e o b ta in

,( E /+1 - E . - J  1
h P-

( i ^ 2 ) (14')
w here

Pi  =  (P i+ i + P , - i ) / 2  •

W ith  th is , acco rd ing  to  e q u a tio n  (9") ta k in g  th e  cond ition  a)  a t  th e  end  
o f th e  p rev ious c h a p te r  in to  ac c o u n t

1

2 m

w hich  in  th e  reg io n  V  <  Е,-

A2 P'l,2
2 m dx2

( i >  2)

o , =  1 p ? +  P
2 m 2 m

d2 d ' 1 2'1 2 a  r 1! _

( i > 2 )

0 X =  0,  as p\  =  n\.

(15)
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To ev a lu a te  th is  le t us consider th e  follow ing.
M i l n e  [10] suggests th e  following w ay  to  determ ine  th e  eigenvalues

CO
2 \ P d x  =  i h ,  (16)

__oo

w here Р /  satisfies th e  follow ing second o rd e r d ifferen tia l e q u a tio n

1 A2 d2 P ' - 1 2
—  p ;2 -  —  p ;1 12 —  +  V  (* )
2 m 2 m dx2

=  E, (16 ')

The s im ila rity  be tw een  th e  eq u a tio n s  o f M ilne’s m e th o d  and  th o se  o f 
the  W K B  m e th o d  is s trik in g , an  essen tia l d ifference, how ever, is th a t  M i l n e ’s 

m ethod  is ex ac t (E, is th e  ex ac t e igenvalue). C om paring eq u a tio n  (16 ) w ith  
(11') we see th a t in th e  W K B  a p p ro x im a tio n , in  which case th e  eigenvalues 
Е,- in  th e  equations (16’) an d  (11’) agree, p l an d  Р /  m ust be rela ted  in  th e  
redion V  <  Ej in th e  follow ing m anner

1
2  m 2 m

p ;2
ft2 

2 m
p i  2 d2 P - 1 2

dx2
(17)

A ssum ption  (16) m akes very  p lausib le  th a t  the  fu n c tio n  P, a n d  th e  
m o m en tu m  P , in  (13) m a y  be ta k e n  as ap p ro x im a te ly  e q u a l. This re la tio n  
has been  show n b y  P la s k e tt  [7].

A ssum ing  fu r th e r  th a t

P ,1
J 2 p ; - l / 2  /72 «  —1/2 -72 ' - 1 2

I °  „  1/2 ° l P j _____ —  n  '1 2 P ‘r í  Hi '
dx2 dx1 dx2

(17 ')

we o b ta in  from  (17) an d  (15) th a t  in  th e  region V <C E ,•

0 ,  =  —  P f  =  - 2 i V f ,  
2 m '  32 m

( i > 2 )

Ol -  0

(15 ')

In  th e  region V  >  E t 0 ; =  0 as here  th e  w ave fu n c tio n s  cp̂  a n d  99, can 
be ta k e n  as a p p ro x im a te ly  equal b y  co n d itio n s  b) o f th e  previous c h a p te r , 
since in  th is  region th e  fu n c tio n  99, h as  no node.

B y  su b s titu tin g  th is  form  of 0,- in to  eq u a tio n  (8 ) we o b ta in  a sy stem  
o f e q u a tio n s  from  w hich th e  w av e-func tions 99,- and  th e  eigenvalues E t can  
a c tu a lly  be d e te rm in ed  :

14*
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d2 v) 2 1
2 т v]i2 dx2 2 m

А2 1 d 2 р}/2 
2 m й/2 d#2

P 2 +  F  =  E , , ( F < E , ) ,  

+  Р  =  Е,-, ( F > E , ) ,

( í > 2 )

А2 1 d2p}2 т .--------- — +  F
2  m p J<2 dx2 =  E i-

(8 '>

(8 ")

F o r th e  following th e  re la tio n  of e q u a tio n  (8 ' )  to  P l a s k e t t ’s e q u a tio n  
is e ssen tia l. S u b s titu tin g  in  eq u a tio n  (8 ') th e  ap p ro x im a tio n  (14') o f p, v a lid  
for th e  reg ion  F  <  Е,- a n d  using  (17')

Л2 d 2 N ~ 12 1
-  -IV}2 +  P f  +  V  =  E „  (F  <  £ ,) .  (16">

2 m dx* 2 m

( i >  2)

H ow ever, in  the  reg ion  F  >  Е,- th e  a ssu m p tio n  c a n  be allow ed t h a t  
r, is p ro p o rtio n a l to  IV, as, i f  F  g> E, p, is p ra c tic a lly  id e n tic a l w ith  IV,. T h u s  
accord ing  to  eq u a tio n  (8 "),

12 d2 IVf 2
- -  - ^ f 1 2  ,  ;  +  F  =  E , ,  ( F  >  E , )

2 m dx*

P la s k e t t ’s eq u a tio n  is o b ta in ed  b y  rep lac ing  P ', in  e q u a tio n  (16') b y  
P , in  (13). T he e q u a tio n  th u s  o b ta in ed  agrees w ith  (16") i t  does n o t, h o w ev er, 
involve the  re s tr ic tio n  th a t  th e  eq u a tio n  is v a lid  only fo r th e  region V  <  E,v 
In  deriv ing  fo rm  (15') o f О,- P la s k e tt’s e q u a tio n  has been  used  an d  th e  f ir s t  
ap p ro x im a tio n  o f th e  W K B  m eth o d  has b een  app lied . T h u s one te rm  o f  
eq u a tio n  (8') also  contains th e se  ap p ro x im a tio n s . E q u a tio n  (8 '') is free o f 
th e m  as i t  can  be regarded  as th e  d irec t consequence o f  th e  fac t th a t  in  th e  
reg ion  F  >  Е,- th e  w ave fu n c tio n s  (pi an d  <p, a re  ap p ro x im a te ly  equal. E q u a tio n  
(1 6 "), w hich is th e  ap p ro x im a tio n  of e q u a tio n  (8') is id en tica l w ith  P la s k e t t ’s 
w hile eq u a tio n  (16 ") is, acco rd in g  to  ab o v e , c e rta in ly  m ore  accu ra te  in  th e  
reg ion  F E, t h a n  P la sk e tt’s eq u a tio n . W e m a y  th u s conclude  th a t  e q u a tio n s  
(16") an d  (1 6 '" ) a re  th e  im p ro v e d  versions o f  P la sk e tt’s eq u a tio n .

B a l l i n g e r  an d  M a r c h  [ 1 1 ]  in v e s tig a te d  the  so lu tio n  of P la s k e t t ’s 
e q u a tio n  in  th e  case of an  o sc illa to r p o te n tia l  and  fo u n d  th a t  th e  so lu tion  
is n o t u n iq u e . A ccording to  th e  above, h o w ever, we m u s t proceed in  such  
a m an n e r th a t  th e  solution o f eq u a tio n  (16") o b ta in ed  in  th e  region F  <[ Е,- 
m u s t be f i t te d  to  th e  so lu tio n  of eq u a tio n  (16" ') o b ta in e d  in  th e  reg ion  
F >• E ,. T he f i t t in g  is a new  co n d itio n  fo r th e  so lu tion  o f  e q u a tio n  (16") 
w h ereb y  th e  so lu tio n  is lik e ly  to  becom e u n iq u e .



ON THE STATISTICAL TREATMENT OF THE FERMION GAS I 2 1 3

The question  arises w h e th e r an  e q u a tio n  could  be fo u n d  from  w hich 
th e  d en sity  could be d e te rm in ed  fo r th e  w hole space . A ssum e t h a t  in  th e  region 
V  E( th e  d en sitiy  is large as com pared  to  th e  v a ria tio n  o f  th e  d en sity . 
T hen  we have

N i
, d2 N} 2 

d x2
-  i v p

d2 N , 12 
dx2

n 1 sq  u a tio n  (16” ) can  be w r itte n  in  th e  fo rm

i2 d2N 1l2 1 h2 d2P  12_  A „. N j  1/2 d  iV' _|_ . Pf  _  _  PJ 2 d l > _|_ y
2 m dx2 2 m m dx 2

E, .

A pply ing  (17) an d  (17')

1 12 J2 P  I 21 p2 _ Л pl, 2 a  Г |
2 m  m dx2 2 m 2 m da:2

fu r th e r , b y  generaliz ing  re la tio n  (17) to  som e e x te n t

T in

1 2 1 2---- P i -------- Pi
d * p i ^ _  1 p2

7 О --  Г  1 1 ‘2 m 2 m a r 2 2  m

А2 0d2 N } 2 1---- Л , 1 2 '
+  2 m p ‘ - +  F :2  m  dx2

(18)

I f  £ =  1 th is  eq u a tio n  goes over in to  th e  e x a c t wave m ech an ica l e q u a tio n , 
fu r th e r , if  V  E,  in to  e q u a tio n  (16 " ) , since, in  th is  case, P f - i/2m  can  be 
neglected . T hus eq u a tio n  (18) can  be reg a rd ed  as valid  fo r a ll s ta te s  an d  th e  
whole space.

4. The sta tis tica l energy expression

S ta r tin g  from  eq u a tio n  (18) a fu r th e r  ap p ro x im a tio n  m akes it  possib le  
to  express the  en erg y  of th e  sy stem  w ith  th e  a id  of th e  p a r tic le  d e n s ity  of 
th e  system . The energy  v alue  E) is o b ta in ed  b y  m u ltip ly in g  equ a tio n s (18) 
b y  iV,/2i an d  b y  in te g ra tin g  over th e  whole space . The to ta l  en e rg y  is o b ta in e d  
by  su m m atio n  accord ing  to  (4)

if  =
2 t | - £ J

, /2  Д /Т /2
! \У2 a ' dx 

d x2
h2

32 m.
N f  j Nj dx  + 1 N ( V  d x \  —

4
2 g

А2 Г d2 A 1'2 h2 Г Г 1N 1 2 - - - «  dx  +  N 2 _ , N„dx  +  'Y„ V  dx .
2 m j dx2 32 m j e a J  ‘ j
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2 i
In tro d u c e  th e  a p p ro x im a tio n  t h a t  N t == •— N .  T h e n  th e  en e rg y  exprès

w here
S — S  w S к +  S p

r d2 N 1 2
S w =  — ~ ~  IV1 2 ——— dx

(19)

S k —

h2
2 m 

h2 1 

8 m n 3

dx2

( g - l ) g ( 2 g - \ )
3

Ä2 f l d N
8 m J  N dx

-  я (e-- l ) 2

dx i

( iV3 dx  ,

<fp =  Í F  N  dx.

O b v i o u s l y i s  ju s t  th e  energy w hich  is g enera lly  called  the  W eizsäcker 
in h o m o g en e ity  co rrec tion . I t  is su ita b le  to  com pare th e  k inetic  e n e rg y  g K 
w ith  th e  F e rm i zero p o in t k inetic  en e rg y . The ex p ressio n  for th e  zero  p o in t 
k in e tic  en e rg y  has been im p ro v ed  u p o n  in  a p rev io u s p ap er [9] in  su ch  a 
m an n e r t h a t  — u n d er co n d itio n  s im ila r to  those o f th e  p resen t p a p e r  — 
in s tead  o f in te g ra tin g  o v er th e  m o m en tu m  space we su m m e d  over th e  s ta te s  
e x a c tly

So —
h2 1

8 m n 3
g ( 4 g 2 ~ l ) -q(g- 1 /2 )2 N  3dx.

C om p arin g  th e  exp ressions of a n d  <f0 we h av e

E k — f So
w here

f =  2 (g  1) g  (2 g  1) 6 q ( g l ) a 
g ( 4 g 2 - l ) - 6 q ( g - l / 2 ) 2

or in  a d iffe ren t m anner

n  — 2
t — ----- if  n is even,

n +  1

(" - ! ) [(n  —l ) 2 +  2]
n [n2 +  2]

if  n is od d .

I f  th e  n u m b er of p a rtic le s  is 1 or 2, g K =  0 th u s  h e re  th e  to ta l  k in e tic  
en erg y  is rep re sen ted  b y  th e  W eizsäcker correction  o n ly  an d  th e  re la tio n s  
go over in to  th e  ex ac t w av e  m echan ical expressions.

T he fa c t th a t  in  th e  sa tis tic a l th e o ry  th e  zero p o in t k in e tic  energy  shou ld  
be decreased  w hen th e  W eizsäcker c o rrec tio n  is in c o rp o ra te d  in th e  th e o ry  
w as f ir s t  p o in te d  ou t b y  G o m b á s  [ 6 ] .  H is m eth o d  was co n firm ed  b y  h is c a l
cu la tio n s fo r a tom s.



ON THE STATISTICAL TREATMENT OF THE FERMION GAS I 215

5. Determination of the density

T he s ta tis tic a l e q u a tio n  d e te rm in in g  th e  d e n s ity  can be o b ta in e d  by  
search ing  for th e  d e n s ity  for w hich  is a m in im um . E le m e n ta ry  ca lcu la tio n  
yields

A2 1 d2 TV1/2 
2m TV1'2 dx2

~  \ [ ( g - l ) g ( 2 g - l )
L m n g ~

3 <7 (g — l ) 2] P 2 + F  =  F 0 , 

(19')
w here V0 is th e  L ag range m u ltip lica to r.

T he d e te rm in a tio n  of th e  d e n s ity  is m ore  accu ra te  if  th e  following 
p rocedure  is app lied . L et us w rite  eq u a tio n s  (16") a n d  (16" ') for th e  g - th  s ta te . 
T ake in to  acco u n t th a t  P  =  P  a n d  if  n is even  N g =  TV an d  i f  n is odd , we

2 g
m ay  use th e  ap p ro x im a tio n  TVg =  — TV,

n

A2 d°~ TV-1.2
TV1/2 H—

2 m dx2 2

A2 , „d2TV1 2
TV”1 2

2 m dx2

- P 2 +  V  =  E g , ( V <  E g),

+  V = E a, ( V > E g).

(20)

(20 ' )

In s te a d  of using eq u a tio n  (20) of P la sk e tt we m ay also p roceed  in  th e  
follow ing m an n er. E q u a tio n  (8’) for th e  g -th  s ta te  is

A2 1 d2 v \ 2
- , — h

2 m Vg 2 dx2
1 P 2 +  V  =  E g,

2 m
( V < E g). ( 21)

C alculate  th e  d en sity  from  eq u a tio n  (19’) for th e  case w hen th e  n u m b e r o f 
pa rtic le s  of th e  system  is n a n d  n — 1 resp . T he difference b e tw een  th ese  
tw o w ill y ield  a p p ro x im a te ly  vR. K now ing vg a n d  using  (13') from  eq u a tio n  
(21) we m ay  express TV

TV
h g

2 m E„ V
h2 1 d2 vj 2 I12 

2 m v'g 2 dx2 I
( V < E g). (2 1 )

E q u a tio n  (20) a n d  (21’) are b o th  ap p ro x im atio n s of eq u a tio n  (21).
In  conclusion it  should  be m en tio n ed  th a t  fo r a large n u m b e r o f partic les  

we m ay  o b ta in  from  (21) a p a r tia l  d ifferen tia l e q u a tio n  for TV as th e  con tinuous 
fu n c tio n  of th e  n u m b er o f pa rtic le s . R egard ing  TV as th e  d eriv ab le  fu nc tion

o f th e  n u m b er of pa rtic le s , th e n  vg I dk  a n d  if  n is large
J  9 к

3 TV
- w hich 

3 n

su b s titu te d  in to  eq u a tio n  (21) y ields th a t
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h2 Э N  d3N  h2 
4 m  д n  d x 2 d n  8 m

+  V

a 2 N  y  
d x d n ]

a ív 2 8 N
а п =  ^  g Э п

h2 s 2
H------- ë - N 2

8 m n2

, ( V < E g).

Э N
9 n

+

S im ilarly , s ta r t in g  form  e q u a tio n  (8") assu m ed  for th e  g -th  s ta te

h2 d N  д3 N  h2 a 2 n  I2 (d N 2 d N
. + vd x d n ]

— =  E i —

4 т  д n  Э X 2 dn 8 m U " Э n

( V > E g) .
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О СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТРАКТОВКЕ ФЕРМИОН-ГАЗА
П. СЕПФАЛУШ И

Р е з ю м е

Выводится новая статистическая модель, которая в большой мере подобна видоиз
мененной Гомбашем модели Вайцсеккера, дополненной поправкой на неоднородность- 
При введенных приближениях суммирование по квантовым состояниям не надо аппро
ксимировать интегрированием, а можно произвести точно. Кроме определения плотности 
из вариационного принципа, показаны и более точные методы расчета. Доказывается, 
что плотность из уравнений Пласкета можно определить только в рамках «классически 
допустимой области» и выводится соответствующие уравнение на «запрещенную область».



НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ, ОТНОСЯЩИЕСЯ 
К ВЫРАЩИВАНИЮ МОНОКРИСТАЛЛОВ ПОЛУПРОВОД

НИКОВ, ИХ СТРУКТУРЕ И СВОЙСТВАМ
(Изложение материалов лекций)

Д. А. ПЕТРОВ
ИНСТИТУТ МЕТАЛЛУРГИИ АКАДЕМИИ Н А У К , МОСКВА, СССР 

(Представлено Z. Gyulai —  Поступило 10 января 1958 г.)

Была исследована термическая устойчивость некоторых полупроводников типа 
AIOBv —  AlSb, GaSb, InSb —  и Ge измерением вязкости их расплава. Соответствую
щие кривые свободной энергии обладают минимумом, который — повидимому свидетель
ствует об изменении координационного числа, приближаясь таким образом к структуре 
кристаллической фазы. Даны важнейшие условия монокристаллического роста, на основе 
которых описан модифицированный вариант метода Чохральского. В конце изложена 
связь между некоторыми структурно-чувствительными свойствами и структурой моно
кристаллов.

П о л у ч е н и е  м о н о к р и с т а л л о в  г е р м а н и я  и  к р е м н и я  д а в н о  в ы ш л о  и з  с т е н  
л а б о р а т о р и й -  и  с т а л о  м а с с о в ы м  п р о и з в о д с т в о м  в  ц е х а х  з а в о д о в .  С о т н и  м о н о 
к р и с т а л л о в  э т и х  м а т е р и а л о в  в ы п у с к а ю т с я  е ж е д н е в н о  д л я  у д о в л е т в о р е н и я  
н у ж д  р а д и о -  и  э л е к т р о т е х н и ч е с к о й  п р о м ы ш л е н н о с т и ,  т р а н с п о р т а  и  э н е р г е 
т и к и .  О б е с п е ч е н и е  м а с с о в о г о  п р о и з в о д с т в а  м о н о к р и с т а л л о в  т р е б у е т  с а м о г о  
т щ а т е л ь н о г о  и  д е т а л ь н о г о  и з у ч е н и я  в с е х  с т о р о н  э т о г о  п р о ц е с с а .

Н а и б о л е е  р а с п р о с т р а н е н н ы м  м е т о д о м  п о л у ч е н и я  м о н о к р и с т а л л о в  и з  
э т и х  м а т е р и а л о в  я в л я е т с я  м е т о д  Чохральского.

Э т и м  м е т о д о м  м о н о к р и с т а л л ы  п о л у ч а ю т с я  к р и с т а л л и з а ц и е й  и з  р а с 
п л а в а .

И з у ч а я  п р о ц е с с  ф о р м и р о в а н и я  к р и с т а л л а  и  и з м е н е н и я ,  к о т о р ы е  м о г у т  
н а с т у п а т ь  в  н е м  п р и  о х л а ж д е н и и  е г о  о т  т е м п е р а т у р ы  о б р а з о в а н и я ,  к р и с т а л -  
л о ф и з и к  и л и  м е т а л л у р г  н е  м о ж е т  о г р а н и ч и в а т ь с я  и з у ч е н и е м  с т р у к т у р ы  и  
с в о й с т в  с а м о г о  к р и с т а л л а  и  и х  и з м е н е н и я м и  п о д  в л и я н и е м  в н у т р е н н и х  и  
в н е ш н и х  ф а к т о р о в .  В  и с с л е д о в а н и е  н е и з б е ж н о  в о в л е к а е т с я  т а к ж е  р а с п л а в ,  
и з  к о т о р о г о  ф о р м и р у е т с я  к р и с т а л л .  О т  с т р у к т у р ы  и  с в о й с т в  р а с п л а в а  с у щ е 
с т в е н н ы м  о б р а з о м  з а в и с я т  с в о й с т в а  и  с т р у к т у р а  к р и с т а л л а .

Е щ е  б о л е е  э т о  о т н о с и т с я  к  о б л а с т и  и с с л е д о в а н и я  м о н о к р и с т а л л о в  
х и м и ч е с к и х  с о е д и н е н и й  —  п о л у п р о в о д н и к о в ,  в  п е р в у ю  о ч е р е д ь  к л а с с а  А 111 
ß v , к о т о р ы е  в  б л и ж а й ш е м  б у д у щ е м  б у д у т  и г р а т ь  н е м е н ь ш у ю  р о л ь  в  п о л у 

п р о в о д н и к о в о й  т е х н и к е ,  ч е м  с е г о д н я  м о н о к р и с т а л л ы  г е р м а н и я  и  к р е м н и я .
В о п р о с ы  т е р м и ч е с к о й  у с т о й ч и в о с т и  х и м и ч е с к и х  с о е д и н е н и й  —  п о л у 

п р о в о д н и к о в  —  в  р а с п л а в л е н н о м  с о с т о я н и и  о к а з ы в а ю т с я  с у щ е с т в е н н ы м и  
д л я  р я д а  с о е д и н е н и й  п р и  р е ш е н и и  п р о б л е м ы  п о л у ч е н и я  и х  м о н о к р и с т а л л о в .  
К а к  р а з ,  п о в и д и м о м у ,  о д и н  и з  н а и б о л е е  и н т е р е с н ы х  с о е д и н е н и й  э т о г о  к л а с с а



2 1 8 Д . А . П Е Т Р О В

—  G a A s  и  Ш Р  с и л ь н о  д и с с о ц и и р у ю т  с  о б р а з о в а н и е м  э л е м е н т а р н ы х  в е щ е с т в  
е щ е  д о  п е р е х о д а  в  ж и д к о е  с о с т о я н и е .  С  с и н т е з о м  с о е д и н е н и й  и з  э л е м е н т о в  
т а к ж е  с в я з а н  р я д  в о п р о с о в ,  к о т о р ы е  п о д л е ж а т  и з у ч е н и ю .

З а н и м а я с ь  и с с л е д о в а н и е м  п р о ц е с с о в  п о л у ч е н и я  м о н о к р и с т а л л о в  п о л у 
п р о в о д н и к о в ,  м ы  у д е л я е м  н е к о т о р о е  в н и м а н и е  и с с л е д о в а н и ю  т а к ж е  э т и х  
в о п р о с о в ,  и  я  х о т е л  б ы  в н а ч а л е  и з л о ж и т ь  к р а т к о  р е з у л ь т а т ы  э т и х  и с с л е 
д о в а н и й .

Исследование термической устойчивости некоторых соединений класса
АШВ' и германия и некоторые замечания по поводу поведения 

расплавленных полупроводников в предкристаллизационный период

Т е р м и ч е с к а я  у с т о й ч и в о с т ь  с о е д и н е н и й  о п р е д е л я л а с ь  н а  о с н о в а н и и  
и з м е р е н и я  в я з к о с т и  и х  в  т е м п е р а т у р н о м  и н т е р в а л е  о т  т о ч к и  п л а в л е н и я  и  
в ы ш е .  Р е з у л ь т а т ы  и з м е р е н и й  д л я  A l S b ,  G a S b ,  I n S b  и  G e  п о к а з а н ы  н а  р и с .  1 .  
Л е г к о  в и д е т ь ,  ч т о  д л я  в с е х  т р е х  с о е д и н е н и й ,  в  о т л и ч и е  о т  г е р м а н и я ,  к р и в ы е  
в я з к о с т и  с  н е к о т о р ы х  т е м п е р а т у р ,  р а з н ы х  д л я  к а ж д о г о  и з  и с с л е д о в а н н ы х

ГС
1 / а

Р и с .  7. Вязкость соединений AlSb, GaSb, InSb и Ge выше точки плавления



с о е д и н е н и й ,  н а ч и н а ю т  з н а ч и т е л ь н о  у к л о н я т ь с я  о т  п е р в о н а ч а л ь н о г о  п л а в н о г о  
х о д а .  Э т и  р е з у л ь т а т ы  н е с о м н е н н о  с в и д е т е л ь с т в у ю т  о  н а ч и н а ю щ е й с я  п р и  э т и х  
т е м п е р а т у р а х  з н а ч и т е л ь н о й  д и с с о ц и а ц и и  с о е д и н е н и й  н а  с о с т а в н ы е  э л е м е н т ы .  
З а м е т и м  д л я  д а л ь н е й ш е г о ,  ч т о  д л я  I n S b  т е м п е р а т у р а  н а ч а л а  д и с с о ц и а ц и и  
л е ж и т  з н а ч и т е л ь н о  н и ж е  т е м п е р а т у р ы  п л а в л е н и я  г е р м а н и я ,  д л я  д в у х  д р у г и х  
с о е д и н е н и й  о н а  —  в ы ш е  э т о й  т е м п е р а т у р ы ,  о д н а к о ,  н е з н а ч и т е л ь н о .

О б р а т и м  д а л е е  в н и м а н и е  н а  т о ,  ч т о  п р и  т е м п е р а т у р а х  б л и з к и х  к  т о ч 
к а м  п л а в л е н и я  с о е д и н е н и й ,  т .  е .  в  п р е д к р и с т а л л и з а ц и о н н ы й  п е р и о д ,  в я з 
к о с т ь  с о е д и н е н и й  и  г е р м а н и я  п р и  о х л а ж д е н и и  н а р а с т а е т  б о л е е  р е з к о ,  ч е м  в  
о б л а с т и  б о л е е  в ы с о к и х  т е м п е р а т у р .  И з  х о д а  к р и в ы х  в я з к о с т и ,  и с п о л ь з у я  
у р а в н е н и е  с в о б о д н о й  э н е р г и и  в я з к о г о  т е ч е н и я  :

М  V
FmK =  R T  ln

Nh

м о ж н о  п о с т р о и т ь  к р и в ы е  и з м е н е н и я  с в о б о д н о й  э н е р г и и  п р о ц е с с а  о т  т е м 
п е р а т у р ы .  Р е з у л ь т а т ы  п о к а з а н ы  н а  р и с .  2 .

Н Е К О Т О Р Ы Е  ВО ПР О СЫ , О Т Н О С Я Щ И Е С Я  К  В Ы Р А Щ И В А Н И Ю  М О Н О К Р И С Т А Л Л О В  219-

1 2 7 8 0

72700
12020
77940
71860
17780
11700

A/Sb
к
щ

)

ГС

aj

1020 7100 1180 7260 7240 1420

Р и с .  2 . Изменение свободной энергии вязкого течения с температурой
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О б р а щ а е т  н а  с е б я  в н и м а н и е  н а л и ч и е  м и н и м у м а  н а  э т и х  к р и в ы х ,  з а  
к о т о р ы м  п р и  п о н и ж е н и и  т е м п е р а т у р ы  с в о б о д н а я  э н е р г и я  в о з р а с т а е т .  М и н и 
м у м  с о в п а д а е т  п р и б л и з и т е л ь н о  с  и з л о м о м  н а  к р и в ы х  в я з к о с т и .  Э т о  с в и д е 
т е л ь с т в у е т ,  к а к  н а м  п р е д с т а в л я е т с я ,  о б  о п р е д е л е н н о м  р а з р ы х л е н и и  ( р а с ш и 
р е н и и )  ж и д к о с т и ,  в  с в я з и  с  п е р е х о д о м  е е  в  п р е д к р и с т а л л и з а ц и о н н у ю  о б л а с т ь  
и  п р и б л и ж е н и е м  э л е м е н т о в  е е  с т р у к т у р ы  к  с т р у к т у р е  б у д у щ е г о  к р и с т а л л а .  
.Координационное число у  ж и д к и х  г е р м а н и я  и  к р е м н и я ,  и ,  в е р о я т н о ,  у  ж и д 
к и х  с о е д и н е н и й  к л а с с а  А 1ПВ У б л и з к о  к  в о с ь м и ,  т о г д а  к а к  в  к р и с т а л л и ч е с к о м  
с о с т о я н и и  с о с т а в л я е т  ч е т ы р е .

И н т е р е с н о  о т м е т и т ь ,  ч т о  п р и  п е р е о х л а ж д е н и я х  р а с п л а в о в  э т и х  в е щ е с т в  
п о д о б н ы х  и з м е н е н и й  н е  н а б л ю д а е т с я .

Э т и  ф а к т ы ,  к а к  н а м  п р е д с т а в л я е т с я ,  и м е ю т  н е п о с р е д с т в е н н о е  о т н о 
ш е н и е  к  ф о р м и р о в а н и ю  с т р у к т у р ы  к р и с т а л л а ,  о б р а з у ю щ е г о с я  и з  р а с п л а в а ,  
к  к и н е т и к е  п р о ц е с с а  к р и с т а л л и з а ц и и ,  и ,  в о з м о ж н о ,  м о г у т  я в и т ь с я  о д н и м  
и з  о б ъ я с н е н и й  в о з н и к н о в е н и я  д и с л о к а ц и й  в  п р о ц е с с е  р о с т а  к р и с т а л л а .

Е с л и  х о д  к р и в ы х  и з м е н е н и я  с в о б о д н о й  э н е р г и и  д е й с т в и т е л ь н о  с в я з а н  
с  и з м е н е н и е м  к о о р д и н а ц и о н н о г о  ч и с л а ,  т о  в  п р е д к р и с т а л л и з а ц и о н н ы й  п е 
р и о д  у  и с с л е д о в а н н ы х  п о л у п р о в о д н и к о в  д о л ж н а  а н о м а л ь н о  и з м е н я т ь с я  
т а к ж е  п л о т н о с т ь .  И з м е р е н и я  п л о т н о с т и  э т и х  в е щ е с т в  в  и н т е р е с у ю щ е м  н а с  
т е м п е р а т у р н о м  и н т е р в а л е  п о з в о л и л и  б ы  о к о н ч а т е л ь н о  р е ш и т ь  э т о т  в о п р о с .

Условия и техника получения совершенных монокристаллов
полупроводников

С о в е р ш е н н ы й  м о н о к р и с т а л л  я в л я е т с я  т е р м о д и н а м и ч е с к и  н а и б о л е е  
у с т о й ч и в о й  с т р у к т у р о й  т в е р д о г о  т е л а .  В с я к и е  о т с т у п л е н и я  о т  с о в е р ш е н с т в а  
с в я з а н ы  с  у в е л и ч е н и е м  с в о б о д н о й  э н е р г и и  к р и с т а л л а ,  и  о з н а ч а ю т  н а р у ш е н и е  
н о р м а л ь н ы х  р а с с т о я н и й  и  с л е д о в а т е л ь н о  с в я з е й  м е ж д у  а т о м а м и  в  р е ш е т к е .  
В с я к о е  н а р у ш е н и е  с в я з и  м е ж д у  а т о м а м и  о з н а ч а е т  в о з н и к н о в е н и е  ч а с т и ч н о  
с в о б о д н ы х  и л и  п о л у с в о б о д н ы х  с в я з е й ,  а  т .  к .  с в я з ь  о с у щ е с т в л я е т с я  э л е к т р о 
н а м и ,  т о  с л е д о в а т е л ь н о  в о з н и к н о в е н и е  ч а с т и ч н о  с в о б о д н ы х  и л и  п о л у с в о б о д 
н ы х  э л е к т р о н о в .  Т а к  к а к  к р и с т а л л  п о л у п р о в о д н и к а  о с у щ е с т в л я е т  с р е д у ,  
в  к о т о р о й  п р о т е к а ю т  э л е к т р о н н ы е  п р о ц е с с ы ,  п о д о б н ы е  п р о и с х о д я щ и м  в  
в ы с о к о м  в а к у у м е  э л е к т р о н н о й  л а м п ы ,  т о  в с я к о е  н а р у ш е н и е  с о в е р ш е н с т в а  
к р и с т а л л а  с в я з а н о  с  в о з н и к н о в е н и е м  п о м е х  п р о т е к а н и ю  э т и х  п р о ц е с с о в  и  
с л е д о в а т е л ь н о  с  у х у д ш е н и е м  р а б о т ы  м а т е р и а л а  в  п р и б о р е .

С о в е р ш е н н ы й  м о н о к р и с т а л л  я в л я е т с я  с и с т е м о й  н а и б о л е е  п р и б л и ж а ю 
щ е й с я  к  р а в н о в е с н о й .  Е с т е с т в е н н о ,  ч т о  у с л о в и я  р о с т а  т а к о г о  к р и с т а л л а  
д о л ж н ы  б ы т ь  с о о т в е т с т в у ю щ и м и .  И д е а л ь н ы й  к р и с т а л л  м о ж е т  в ы р а с т а т ь ,  
о ч е в и д н о ,  т о л ь к о  в  у с л о в и я х  к р а й н е  м е д л е н н о г о  ф о р м и р о в а н и я .  О т с т у п 
л е н и я  о т  р а в н о в е с н ы х  у с л о в и й  р о с т а  б у д у т  т е м  б о л ь ш е ,  ч е м  б ы с т р е е  р а с т е т  
к р и с т а л л .  О т с т у п л е н и я  о т  м е д л е н н ы х  с к о р о с т е й  р о с т а  д о л ж н ы  п р и в о д и т ь
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к  в о з н и к н о в е н и ю  в с я к о г о  р о д а  с т р у к т у р н ы х  н е с о в е р ш е н с т в  в  м о н о к р и с т а л л е  
в  в и д е  д и с л о к а ц и й ,  д в о й н и к о в  и  д р . ,  и  в  к о н е ч н о м  с ч е т е  к  п о л и к р и с т а л л и ч 
н о с т и  в ы р а щ и в а е м о г о  с л и т к а .

В е с ь м а  с о в е р ш е н н ы е  п о  с т р у к т у р е  к р и с т а л л ы  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  
в ы р а щ и в а ю т с я  в  п а р о о б р а з н о й  ф а з е  в  в и д е  о ч е н ь  т о н к и х  н и т е й ,  с е ч е н и я  к о т о 
р ы х  н е  п р е в ы ш а ю т ,  п р а в д а ,  п о р я д к а  н е с к о л ь к и х  м и к р о н .  М е х а н и ч е с к а я  
п р о ч н о с т ь  т а к и х  н и т е й ,  н е с у щ и х  т о л ь к о  е д и н и ч н у ю  д и с л о к а ц и ю ,  п р и б л и 
ж а е т с я  к  т е о р е т и ч е с к о м у  п р е д е л у .  Д л я  к р е м н и я  б ы л и  п о л у ч е н ы  н и т и  с  
п р о ч н о с т ь ю  4 0 0  к г / м м 2 , п р е в ы ш а ю щ е й  в  н е с к о л ь к о  р а з  п р о ч н о с т ь  х о р о ш е й  
с т а л и .

Т а к  к а к  в ы р а щ и в а е м ы й  к р и с т а л л  о б л а д а е т  г е о м е т р и ч е с к и м  о б ъ е м о м ,  
в о з н и к а е т  в о п р о с  о б  е г о  о д н о р о д н о с т и  в о  в с е х  т о ч к а х  о б ъ е м а .  Н е о д н о р о д 
н о с т ь  к р и с т а л л а  м о ж е т  б ы т ь  в ы з в а н а ,  к а к  н е о д н о р о д н о с т ь ю  р а с п р е д е л е н и я  
в  н е м  п р и м е с е й ,  т а к  и  н е о д н о р о д н о с т ь ю  р а с п р е д е л е н и я  с т р у к т у р н ы х  н а р у 
ш е н и й .  Л о к а л ь н о е  с к о п л е н и е  п р и м е с е й  и л и  с т р у к т у р н ы х  н е с о в е р ш е н с т в  в  
о б ъ е м е  м о н о к р и с т а л л а  в ы з ы в а е т  с о о т в е т с т в е н н ы е  л о к а л ь н ы е  н а р у ш е н и я  
п р о и с х о д я щ и х  в  к р и с т а л л е  э л е к т р о н н ы х  п р о ц е с с о в .

Р и с .  3 . Иллюстрация к форме границы раздела между кристаллом и расплавом

О д н и м  и з  м е р о п р и я т и й ,  н а п р а в л е н н ы х  н а  с о з д а н и е  у с л о в и й  п о л у ч е н и я  
о д н о р о д н о г о  м о н о к р и с т а л л а ,  я в л я е т с я  о б е с п е ч е н и е  п л о с к о й  г р а н и ц ы  р а з 
д е л а  м е ж д у  р а с т у щ и м  к р и с т а л л о м  и  р а с п л а в о м .

В  о б ы ч н ы х  у с л о в и я х  в ы р а щ и в а н и я  к р и с т а л л а  э т о  у с л о в и е ,  к а к  п р а 
в и л о ,  н е  в ы п о л н я е т с я .

В с л е д с т в и е  з н а ч и т е л ь н о г о  о т в о д а  т е п л а  в  с т о р о н ы  ( р и с .  3 ) ,  т е м п е р а 
т у р а  н а  п о в е р х н о с т и  к р и с т а л л а  в  к а к о м - н и б у д ь  г о р и з о н т а л ь н о м  с е ч е н и и  
н и ж е ,  ч е м  в  ц е н т р е  к р и с т а л л а  ( р и с .  3 ) .  П р и  о с т ы в а н и и  п о в е р х н о с т н ы е  с л о и
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с  м е н ь ш е й  т е м п е р а т у р о й  п р е т е р п е в а ю т  м е н ь ш е е  с ж а т и е ,  ч е м  ц е н т р а л ь н ы е  
ч а с т и  с л и т к а .  В  с л и т к е  в о з н и к а ю т  т е р м и ч е с к и е  н а п р я ж е н и я .  П о к а  к р и с т а л л  
н а х о д и т с я  в  о б л а с т и  т е м п е р а т у р ,  п р и  к о т о р ы х  в о з м о ж н ы  п л а с т и ч е с к и е  
д е ф о р м а ц и и ,  э т о  с т р е м л е н и е  п р о я в л я е т с я  в  в о з н и к н о в е н и и  л о к а л ь н ы х

Г С ----- * -
4/а 4/6

Р и с .  4 .  Макрофотография слитка германия, иллюстрирующая неравномерное распре
деление дислокаций

п л а с т и ч е с к и х  с д в и г о в .  П о с л е д н и е  в ы з ы в а ю т  в о з н и к н о в е н и е  д о п о л н и т е л ь н ы х  
л о к а л ь н ы х  н а р у ш е н и й  ( д и с л о к а ц и й )  в  к р и с т а л л е .  Э т и  н а р у ш е н и я  р а с п р е 
д е л я ю т с я  н е р а в н о м е р н о  в  к р и с т а л л е ,  к а к  у к а з ы в а е т  р и с .  4 .  С р е д н я я  п о  
в ы с о т е  ч а с т ь  к р и с т а л л а  р а с т е т ,  п о - в и д и м о м у ,  в  н а и б о л е е  б л а г о п р и я т н ы х  
у с л о в и я х  в  с м ы с л е  ф о р м ы  г р а н и ц ы  р а з д е л а  р а с п л а в - к р и с т а л л ,  и  о н а  м е н ь ш е  
в с е г о  п о р а ж е н а  д е ф е к т а м и .  Н а и б о л е е  п о р а ж е н а  д е ф е к т а м и  в е р х н я я  и  н и ж 
н я я  ч а с т и  к р и с т а л л а ,  д л я  к о т о р ы х  г р а н и ц а  р а з д е л а  н е б л а г о п р и я т н а .  О с о б е н н о  
п о р а ж е н а  д е ф е к т а м и  п о в е р х н о с т н а я  к о р к а  к р и с т а л л а .
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В  с о в р е м е н н ы х  у с т а н о в к а х  с т р е м я т с я  с о з д а т ь  у с л о в и я ,  п р и  к о т о р ы х  
н а л и ч и е  п л о с к о й  г р а н и ц ы  о б е с п е ч и в а е т с я  а в т о м а т и ч е с к и  в  п р о ц е с с е  р о с т а  
к р и с т а л л а  в  л ю б о м  с е ч е н и и .  Э т о  д о с т и г а е т с я  с о з д а н и е м  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  
т е м п е р а т у р н о г о  п о л я  в  о б л а с т и  г р а н и ц ы  р а з д е л а  и  п е р е м е щ е н и е м  н а г р е 
в а т е л я  и  т и г л я  о т н о с и т е л ь н о  д р у г  д р у г а .

5 / 6

Р и с .  5. Зависимость времени жизни неосновных носителей тока от плотности дисло
каций в монокристаллах германия и кремния

Н а л и ч и е  п л о с к о й  г р а н и ц ы  р а з д е л а  п о л н о с т ь ю  р а з р е ш а е т  т а к ж е  п р о 
б л е м у  о д н о р о д н о с т и  к р и с т а л л а  п о  р а с п р е д е л е н и ю  п р и м е с е й .

К р а й н е  н е ж е л а т е л ь н ы м  я в л я ю т с я  в с я к и е  б о л е е  и л и  м е н е е  р е з к и е  н а р у 
ш е н и я  с к о р о с т и  в ы р а щ и в а н и я  к р и с т а л л а  и  т е м п е р а т у р ы  р а с п л а в а .  Р е з у л ь 
т а т о м  п о д о б н ы х  н а р у ш е н и й  я в л я е т с я  в о з н и к н о в е н и е  м н о ж е с т в а  м е с т н ы х  
с т р у к т у р н ы х  н е с о в е р ш е н с т в  к р и с т а л л а .

П о д д е р ж а н и е  п о с т о я н с т в а  с к о р о с т и  в ы р а щ и в а н и я  и  т е м п е р а т у р ы  
р а с п л а в а  я в л я е т с я  о д н и м  и з  в а ж н е й ш и х  у с л о в и й  в  с о в р е м е н н ы х  у с т а н о в к а х .  

О д н и м  и з  с у щ е с т в е н н ы х  н е д о с т а т к о в ,  с в о й с т в е н н ы х  м е т о д у  Ч о х р а л ь -
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с к о г о ,  я в л я е т с я  н е р а в н о м е р н о с т ь  р а с п р е д е л е н и я  п р и м е с е й  в д о л ь  д л и н ы  
с л и т к а .  С л и т о к  п о л у ч а е т с я  б о л е е  ч и с т ы м  о т  п р и м е с е й  в  в е р х н е й  ч а с т и  и  б о л е е  
з а г р я з н ё н н ы м  п р и м е с я м и  в  н и ж н е й  ч а с т и .

И с п р а в л е н и е  э т о г о  н е д о с т а т к а  м о ж е т  б ы т ь  о с у щ е с т в л е н о  д в у м я  п у т я м и .  
В  а м е р и к а н с к о м  в а р и а н т е  э т о  д о с т и г а е т с я  п р о г р а м м н ы м  и з м е н е н и е м  с к о 
р о с т и  в ы р а щ и в а н и я .  В н а ч а л е ,  к о г д а  к р и с т а л л  р а с т е т  б о л е е  ч и с т ы м ,  с к о р о с т ь  
у в е л и ч и в а ю т ,  с о з д а в а я  б л а г о п р и я т н ы е  у с л о в и я  д л я  м е х а н и ч е с к о г о  з а х в а т а  
о т т е с н я е м о й  к р и с т а л л о м  п р и м е с и .  К  к о н ц у  в ы р а щ и в а н и я  с к о р о с т ь  у м е н ь 
ш а ю т ,  к о м п е н с и р у я  т е м  с а м ы м  б о л ь ш и й  з а х в а т  п р и м е с и  к  к о н ц у  п р о ц е с с а .

В  н а ш е м  в а р и а н т е  с о з д а н и е  о д н о р о д н о с т и  п о  д л и н е  с л и т к а  д о с т и 
г а е т с я  н е п р е р ы в н ы м  п и т а н и е м  р а с п л а в а  м а т е р и а л о м  т о г о  ж е  с о с т а в а ,  
к а к о й  з а д а н  д л я  в ы р а щ и в а е м о г о  м о н о к р и с т а л л а  ( 4 ) .  В  э т о м  в а р и а н т е  
о т с у т с т в у е т  в ы н у ж д е н н о е  и з м е н е н и е  с к о р о с т и  в ы р а щ и в а н и я ,  н е ж е л а т е л ь 
н о с т ь  к о т о р о г о  о б с у ж д а л а с ь  в ы ш е .

Я  р а с с м о т р е л  т о л ь к о  о с н о в н ы е  с т о р о н ы  с о в р е м е н н о й  т е х н и к и  в ы 
р а щ и в а н и я  с о в е р ш е н н ы х  м о н о к р и с т а л л о в  п о л у п р о в о д н и к о в .  Э т а  т е х н и к а  
т р е б у е т  с о з д а н и я  в е с ь м а  с о в е р ш е н н ы х  м е т а л л у р г и ч е с к и х  у с т а н о в о к  с  в е с ь м а  
т о ч н о  р а б о т а ю щ и м и  м е х а н и з м а м и ,  о б е с п е ч и в а ю щ и м и  в ы с о к о е  п о с т о я н с т в о  
с к о р о с т н ы х  и  т е м п е р а т у р н ы х  ф а к т о р о в  в ы р а щ и в а н и я  к р и с т а л л а .

Структура и свойства монокристаллов

Э л е к т р и ч е с к и е  с в о й с т в а  к р и с т а л л а  к р а й н е  ч у в с т в и т е л ь н ы  к  с о д е р 
ж а н и ю  в  н ё м  п р и м е с е й .  П о э т о м у  н е р а в н о м е р н о е  р а с п р е д е л е н и е  и л и  о б щ е е  
и з б ы т о ч н о е  с о д е р ж а н и е  п р и м е с и  н е б л а г о п р и я т н о  д л я  в с е х  э л е к т р и ч е с к и х  
с в о й с т в  к р и с т а л л а .

Н а  с т р у к т у р н ы е  н е с о в е р ш е н с т в а  р е а г и р у ю т  н е  в с е ,  а  т о л ь к о  т а к  н а з ы 
в а е м ы е  с т р у к т у р н о - ч у в с т в и т е л ь н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  к р и с т а л л а .  О с о б е н н о  
с т р у к т у р н о - ч у в с т в и т е л ь н ы м  с в о й с т в о м  я в л я е т с я  в р е м я  ж и з н и  н е о с н о в н ы х  
н о с и т е л е й  т о к а .  П о э т о м у  б о р ь б а  з а  в ы с о к о е  в р е м я  ж и з н и  н е о с н о в н ы х  н о с и 
т е л е й  в о  в с е м  о б ъ е м е  к р и с т а л л а  е с т ь  б о р ь б а  з а  в ы с о к о е  с о в е р ш е н с т в о  к р и 
с т а л л а .  С т р у к т у р н о - ч у в с т в и т е л ь н ы м и  с в о й с т в а м и  я в л я ю т с я  д а л е е  п о д в и ж 
н о с т ь  о с н о в н ы х  н о с и т е л е й ,  о б р а т н о е  н а п р я ж е н и е ,  к о э ф ф и ц и е н т  у с и л е н и я  
и  н е к о т о р ы е  д р у г и е .

И м е е т с я  д о с т а т о ч н о  б о л ь ш о й  э к с п е р и м е н т а л ь н ы й  м а т е р и а л ,  п о с в я 
щ ё н н ы й  в о п р о с у  с в я з и  с т р у к т у р н ы х  д е ф е к т о в  и  э л е к т р и ч е с к и х  с в о й с т в  
м о н о к р и с т а л л о в .

О б щ а я  з а к о н о м е р н о с т ь  т а к о в а ,  ч т о  с  п о в ы ш е н и е м  п л о т н о с т и  н а р у 
ш е н и й  ( д и с л о к а ц и й )  у х у д ш а ю т с я  с т р у к т у р н о - ч у в с т в и т е л ь н ы е  х а р а к т е р и 
с т и к и  к р и с т а л л а .  В  о с о б е н н о с т и  р е з к о ,  к а к  у ж е  б ы л о  о т м е ч е н о ,  у х у д ш а е т с я  
в р е м я  ж и з н и .  Э т о  и л л ю с т р и р у е т с я  р и с .  5  и з  ( 5 ) ,  н а  к о т о р о м  п о к а з а н о  и з м е -
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н е н и е  в р е м е н и  ж и з н и  д л я  г е р м а н и я  с  в ы с о к и м  у д е л ь н ы м  с о п р о т и в л е н и е м ,  
б л и з к и м  к  с о б с т в е н н о м у  ( 3 0 — 4 0  о м с м )  и  к р е м н и я  с  у д е л ь н ы м  с о п р о т и в л е н и е м  
п о р я д к а  4 0  о м с м .

6/в 6/д
Р и с .  6 . Микрофотографии кремния, снятые в микроскопе с инфракрасным источником света

П р и  п л о т н о с т и  д и с л о к а ц и й  п о р я д к а  1 0 7/ с м 3 в р е м я  ж и з н и  д л я  г е р 
м а н и я  с о с т а в л я е т  1 0  м к с е к ,  д л я  5 , 1 0 4/ с м 3 с о о т в е т с т в е н н о  ~  2 0 0 0  м к с е к .  Д л я  
к р е м н и я  п р и  п л о т н о с т и  1 0 7/ с м 3 ~  4 — 5  м к с е к ,  д л я  5 , 1 0 5 ~  8 0  м к с е к .

П л о т н о с т ь  д е ф е к т о в  в  к р и с т а л л а х  к р е м н и я  о б ы ч н о  б о л ь ш е  ч е м  в  к р и 
с т а л л а х  г е р м а н и я .  Э г о  о б ъ я с н я е т с я  в  п е р в у ю  о ч е р е д ь  т е м ,  ч т о  т е р м и ч е с к и е  
н а п р я ж е н и я  в  к р е м н и и  д о л ж н ы  б ы т ь  з н а ч и т е л ь н о  б о л ь ш и м и ,  ч е м  в  г е р м а н и и ^  
и з - з а  з н а ч и т е л ь н о  б о л ь ш е й  т е п л о о т д а ч и  с  п о в е р х н о с т и .

15  A cta Physica IX /1 — 2
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К р а й н е  и н т е р е с н о й  п р о б л е м о й  я в л я е т с я  в з а и м о д е й с т в и е  п р и м е с е й  и  
с т р у к т у р н ы х  д е ф е к т о в .  П р е д с т а в л я я  о б л а с т и  с  и з б ы т о ч н ы м  э л е к т р и ч е с к и м  
з а р я д о м ,  с т р у к т у р н ы е  д е ф е к т ы  я в л я ю т с я  м е с т а м и ,  н а  к о т о р ы х  л е г к о  м о г у т  
с о б и р а т ь с я  и  п о  к о т о р ы м  н а и б о л е е  л е г к о  м о г у т  д и ф ф у н д и р о в а т ь  и о н и з и р о 
в а н н ы е  п р и м е с и .

П р и м е н я я  и с с л е д о в а н и е  м о н о к р и с т а л л о в  п о л у п р о в о д н и к о в  в  м и к р о 
с к о п е  с  и н ф р а к р а с н ы м  и с т о ч н и к о м  с в е т а ,  м о ж н о  н а б л ю д а т ь ,  к а к  э т о  в п е р в ы е  
у д а л о с ь  Дешу  ( 6 ) ,  р а с п р е д е л е н и е  и  ф о р м у  д и с л о к а ц и й  в о з н и к ш и х  в  п р о 
ц е с с е  р о с т а  к р и с т а л л а  и л и  в ы з в а н н ы х  п р и л о ж е н и е м  в н е ш н и х  в о з д е й с т в и й .

Н а  м и к р о ф о т о г р а ф и я х  Д е ш а  о т ч е т л и в о  п р о с м а т р и в а ю т с я  л и н и и ,  п о  
к о т о р ы м  д и ф ф у н д и р о в а л а  м е д ь .  Д и с л о к а ц и и  в  о б щ е м  с л е д у ю т  в д о л ь  о с и  
р о с т а .  О н и  б е р у т  н а ч а л о  н а  я м к а х  т р а в л е н и я  н а  о б о и х  п о в е р х н о с т я х  о б р а з ц а .  
Ч а с т о  д и с л о к а ц и и  р а с п р о с т р а н я ю т с я  н а  в с ю  д л и н у  к р и с т а л л а .

П р и м е н е н и е  и н ф р а к р а с н о г о  м и к р о с к о п а  в  с о ч е т а н и и  с  д р у г и м и  м е т о 
д а м и  и с с л е д о в а н и я  в е с ь м а  ц е л е с о о б р а з н о  п р и  и з у ч е н и и  в з а и м о д е й с т в и я  
п р и м е с е й  с  д и с л о к а ц и я м и .

Н е  с л е д у е т  о г р а н и ч и в а т ь с я  п р и  и з у ч е н и и  с т р у к т у р н ы х  н е с о в е р ш е н с т в  
в  м о н о к р и с т а л л а х  п о л у п р о в о д н и к о в  о б ъ е к т а м и  т о л ь к о  э т о й  с п е ц и а л ь н о й  
о б л а с т и .  К р а й н е  в а ж н ы е  р е з у л ь т а т ы  п р и н о с я т  р а б о т ы  т а к ж е  с  д р у г и м и  
в е щ е с т в а м и ,  н а  п е р в ы й  в з г л я д  и м е ю щ и м и  т о л ь к о  о т д а л е н н о е  о т н о ш е н и е  к  
п о л у п р о в о д н и к а м .

С л е д у е т  у к а з а т ь  в  э т о м  о т н о ш е н и и  х о т я  б ы  н а  р а б о т у  Джильмана  и  
Джонсона ( 7 ) ,  в  к о т о р о й  б ы л и  и с с л е д о в а н ы  д и с с л о к а ц и и  в  к р и с т а л л а х  
л и т и й - ф т о р .  А в т о р а м  у д а л о с ь  п о к а з а т ь  н а л и ч и е  к а к  к р а е в ы х ,  т а к  и  в и н т о 
в ы х  д и с л о к а ц и й  в  э т и х  к р и с т а л л а х ,  н а б л ю д а т ь  п е р е м е щ е н и е  д и с л о к а ц и й  в  
п р о ц е с с е  т р а в л е н и я  в с л е д с т в и е  р е л а к с а ц и и ,  р а з л и ч н ы е  ф о р м ы  я м о к  т р а 
в л е н и я .

Э т а  о б л а с т ь  и з у ч е н а  д а л е к о  н е д о с т а т о ч н о  и  т р е б у е т  с а м о г о  п р и с т а л ь 
н о г о  в н и м а н и я  и с с л е д о в а т е л я .
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SOME PRO BLEM S OF G RO W TH , ST R U C T U R E  A N D  P R O P E R T IE S  
OF SEM ICONDUCTOR M ONOCRYSTALS

By

D . A. P e t r o v  

S u m m a r y

Thermal stab ility  o f some A 111 B v  type sem iconducting a lloys—AlSb, GaSb, InSb and 
Ge — is investigated  by v iscosity  m easurem ents in  their m olten phase. The corresponding 
free-energy-curves possess a m inim um  possibly in d ica tin g  a change in  the coordination- 
num ber, approaching in  this m anner the structure o f the crystallized phase. Conditions o f  
m onocrystalline grow th are given and based on it, a m odified  version of the Czochralski m ethod  
is described. F in ally  the connection betw een som e structure-sensitive properties o f crystals 
and their hom ogenity is discussed.
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DIE LAGE DER ABSORPTIONSBANDEN 
VON STÖRSTELLENELEKTRONEN IN IONENGITTERN

Von

O. S t a s i w

IN ST ITU T F Ü R  K R IST A L LPH Y SIK  D E R  DEU TSCHEN  A K A D EM IE D ER  W ISSEN SCH A FTEN , B E R L IN  

(Vorgelegt von Z. G yulai — E ingegangen : 20. II. 1958)

Die Lage der langw elligsten A bsorptionsbande in  Silberhalogeniden m it Frem dionen
zusätzen O", S - , Se“ und Те- , und der Farbzentrenbanden läßt sich  durch eine em pirisch  
gefundene Beziehung darstellen. Es resultiert ein  Zusam m enhang für die B indung der E lek 
tronen an Frem dionen und Farbzentren. Es lä ß t sich  weiter zeigen, daß für die A bsorption  
der gebildeten photochem ischen R eaktionsprodukte nach der Bestrahlung die Polarisierbar
keiten der Frem dionen eine w esentliche Rolle sp ielt.

1. Einleitung

Seit e in igen  J a h re n  w ird  v e rsu c h t, d ie  A b so rp tio n ssp ek tren  d er F a r b 
zen tren  in  d en  A lkaliha logen iden  th e o re tisc h  zu erfassen . N ach  M o l l w o 1 

g ilt in  g u te r  N äh eru n g  die B eziehung

fmaxd2 =  con st (1)

(d  =  G itte rk o n s ta n te * ). S p ä te r  w urde  von  M o t t  u n d  G u r n e y 2, T i b b s 3, 

S i m p s o n 5,  P i n c h e r l e 4 u . a. ein  v e re in fach tes  M odell des F a rb z e n tru m s
e

u n te rsu c h t. Als P o te n tia l  w ird  ein  C o u lo m b p o ten tia l ----  an g ese tz t, w obei
X • T

X die m akroskop ische  D ie le k tr iz itä tsk o n s ta n te  b e d e u te t. Z u  diesem  P o te n tia l  
gehören  w assersto ffähn liche  E n e rg iezu s tän d e  u n d  E ig en fu n k tio n en . P e k a r 8 

b e h a n d e lt die F a rb z e n tre n  wie ru h e n d e  P o la ronen  in  e inem  d u rch  die 
s ta tisch e  u n d  op tische  D ie le k tr iz itä tsk o n s ta n te  b e s tim m te n  C oulom bfeld .

Die A b sch ä tzu n g  d er E n erg iee igenw erte  eines im  G it te r  e ingefangenen  
E lek tro n s  e rg ib t bei fa s t säm tlich en  M odellen , daß  die E ig en freq u en zen  u m 

* Abweichend von der üblichen Bezeichnung soll hier unter Gitterkonstante der kürz- 
zeste Abstand zweiter Ionen im Kristall verstanden werden.

1 E . M ollw o , G o tt. N ach r. M a th .-P h y s ., K la sse  97 , 1931.
2 Vgl. M o t t  u . G u r n e y , Electronic Processes in Ionic Crystals, Oxford (1948).
3 S. R. T ib b s , Trans. Faraday Soc., 35, 1471, 1939.
4 J. H. S i m p s o n ,  Proc. Soc. (London), A 197, 269, 1949.
5 L. P i n c h e r l e , Proc. Phys. Soc., (London), A 64, 248 1951.
6 S. I. P e k a r , J. E x p . Theor. Phys., 16, 335, 1946 ; 17, 868, 1947 ; 19, 746, 1949 ; 

20, 510, 1950.
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g ek eh rt p ro p o rtio n a l dem  Q u a d ra t d er G itte rk o n s ta n te n  sind , also eine d er 
M ollw o-Form el en tsp rech en d e  B eziehung jed o ch  m it abw eichender K o n s ta n te n . 
A llerd ings s in d  noch die E n erg ie te rm e  v o n  der m akrosk o p isch en  D ie lek triz i
tä ts k o n s ta n te n  des A lkaliha logen ids ab h än g ig . D er geringe U n te rsch ied  d er 
D ie le k tr iz itä tsk o n s ta n te n  d e r A lkaliha logen ide  lä ß t  eine E n tsch e id u n g  ü b e r 
den  E in f lu ß  v o n  к a u f  vmax n ich t zu . D a m it b le ib t v o n  dieser Seite offen , 
ob das fü r  d as  F a rb z e n tru m  zu G ru n d e  gelegte M odell eine ausre ich en d e  
N äh e ru n g  d a rs te ll t .

2. Neue Ergebnisse der Untersuchung der Absorption von Störstellenelektronen

In  d e r  le tz te n  Z eit is t  es ge lungen ,7 fü r  die e rs te n  A b so rp tio n sb a n d e n , 
die in  den  S ilb erh a lo g en id en  m it (F- -, S2 -, Se2 - u n d  T e 2~ -Z usatz  bei tie fen  
T e m p e ra tu re n  b e o b a c h te t w erden , eine e in fache  em pirische  B eziehung  a n z u 
geben. E s g ilt

h v d 2 =  aR  — bR2
oder u m g esch rieb en

h v d 2
46

Я - - ?-1 
2b) (2 )

D abei b e d e u te n  : hv die ab so rb ie rte  E n erg ie  im  M ax im um  der A b so rp tio n s
b an d e , d d ie G itte rk o n s ta n te  des G ru n d g itte rs  u n d  R  d e r Io n en rad iu s  des 
e in g eb au ten  zw eiw ertigen  F rem d an io n s . D ie K o n s ta n te n  a und  b k ö nnen  aus 
den  gem essenen  W erten  fü r  die M axim a d e r A b so rp tio n sb an d en  u n d  den  
zugehörigen  Io n e n ra d ie n  e rm itte lt  w erden . In  der d u rch  (2) gegebenen D a r 
s te llu n g  s in d  die K o n s ta n te n  о u n d  b w ed er vom  G ru n d g itte r  noch von  den  
e in g eb au ten  F rem d an io n en  abhäng ig .

A bb . 1 u n d  A bb. 2 zeigen die A b h än g ig k e it d e r ab so rb ie rten  E nerg ie  
im  B a n d e n m a x im u m  vom  Io n e n ra d iu s . In  d er A bb . 1 w u rd e , um  die K on-

hv d 2
s ta n te n  a u n d  b em pirisch  zu  e rm itte ln , als O rd in a te  ü b e r R  au fg e trag en .

R
E s e rg ib t sich  im  B ere ich  d e r v o rg eg eb en en  Io n e n ra d ie n  eine G erade.

Diese D arste llu n g , A bb . (2), fü h r t  zu dem  E rgebn is : F ü r  einen b e s tim m 
et

te n  Io n e n ra d iu s , der dem  W e rt -  - e n ts p r ic h t, g ib t es e in en  G renzw ert in  d e r

a b so rb ie rte n  E n erg ie . D ieser W ert w ird  d u rc h  das M ax im um  der P a ra b e l 
festge leg t. E s k a n n  au ch  gezeig t w erd en ,8 d aß , falls m a n  dem  F a rb z e n tru m

einen  f ik tiv e n  Io n en rad iu s  -----zu o rd n e t, s ich  d an n  die v o n  M o l l w o 1 auf-
2b

7 H . D . K o sw ig , Z. P hysik , 149, 204, 1957.
8 H . D . K o sw ig  u . O. St a s iw , Z. P hysik . 149, 210, 1957.
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g este llte  B eziehung (1) e rg ib t, w obei die K o n s ta n te  d er Gl. (1) sich zu 

e rh ä lt (Gl. 2).

3. Diskussion der Gin. (1) und (2)

D ie M öglichkeit d er B esch re ib u n g  d er A b so rp tio n  der F a rb z e n tre n  in 
den  A lkaliha logen iden  m it d er fü r  die A b so rp tio n  d er zw eiw ertigen  F re m d 
ionen  in  A g-H alogeniden  gü ltig en  B eziehung  (2) lä ß t  einige F o lg eru n g en  ü b e r 
die N a tu r  der S tö rs te llen  zu . Die K o n s ta n te n  a u n d  6 s in d  w eder vom  F re m d a n -  
on noch  vom  G ru n d g itte r  ab h än g ig . F ü r  den  A h so rp tio n sv o rg an g  d e r F rem d -
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io n én  in  den  S ilberha logen iden  sp ie lt z. B . die E le k tro n e n a ff in itä t  keine R olle, 
wie m a n  es z u n ä c h s t e rw arten  w ü rd e . D ie K o n s ta n te n  a u n d  b k ö nnen  also 
n u r  d u rch  die S tö rs te lle  se lb st b e s tim m t sein . B e rü ck sich tig t m an  w e ite r, 
d a ß  m it der Gl. (2) auch  die F a rb z e n tre n  besch rieben  w erden , d an n  b e d e u te t 
d as , d aß  die Ü b e rsc h u ß e le k tro n en  der zw eiw ertigen  A n io n en  in  g le icher 
W eise an  die S tö rs te lle  g eb u n d en  w erden  wie d as  E le k tro n  im  F a rb z e n tru m . 
E in  d e ra rtig e r  B in d u n g sz u s ta n d  des Ü b ersch u ß e lek tro n s w ü rd e  au ch  v e r 
s tä n d lic h  m achen , w arum  z. B . die E le k tro n e n a ffin itä t keine Rolle bei d er 
A b so rp tio n  der A nionen  sp ie lt.

D am it e rsch e in t die von  M o l l w o 1 gefundene B eziehung  (1 ) als ein  
S onderfa ll der a llgem eineren  G le ichung7

h v d 2 =  F (R ) , (3)
F  (R) is t  d abei eine F u n k tio n  des Io n en rad iu s  d e r e in g eb au ten  S lö rste lle . D ie 
v o n  M o l l w o 1 e rm itte lte  K o n s ta n te  e rg ib t sich  d an n , w enn  fü r  das F a rb -

o
Zentrum ein fik tiver  Ionenradius ----- in (3) eingeführt wird. Für das Farb

z e n tru m , das als e in  in  eine H alogen lücke eingefangenes E le k tro n  b e tra c h te t  
w ird , b e d e u te t d ies, daß  das e ingefangene E le k tro n  sich e inen  g ü n stig en  
Io n e n ra d iu s  se lb st schafft. D ieser R ad ius e n tsp r ic h t einem  G leichgew ich ts
z u s ta n d  m it g rö ß te r  B indung  des E lek tro n s , wie es auch d u rch  das M axim um  
d e r P a ra b e l besch rieb en  w ird .

a2
Die K o n s ta n te  ----  der G l. (1), is t eine vom  G itte r  u n ab h än g ig e

4 b
G rö ß e , da  sie sow ohl fü r die A lkali- als a u c h  fü r die S ilberhalogen ide  
g ilt .

F ü r  die L age d er A b so rp tio n sb an d en  des F a rb z e n tru m s  u n d  d e rF re m d -  
a n io n en  k a n n  also in  dieser N ä h e ru n g  n ich t die m akroskop ische  D ie lek triz i
tä ts k o n s ta n te  zu r B esch re ibung  herangezogen  w erd en . N u r die G itte rk o n s ta n te  
u n d  d e r R a u m b e d a rf  d er S tö rs te lle , der b esch rieb en  w ird  d u rch  den  Io n e n 
ra d iu s , b estim m en  die sp ek tra le  L age der A b so rp tio n sb an d e .

E in e  genaue D iskussion  d e r K o n s ta n te n  a u n d  b zeig t, d aß  eine A b h ä n 
g igke it von  den  E ig en sch aften  des G ru n d g itte rs , in  das die S tö rste lle  e inge
b e t te t  is t , zw ar n o ch  v o rh an d en  sein  k an n . Je d o c h  m ü ß ten  a u n d  b d a n n  so

a2
v o n  d ieser G itte re ig en sch aft ab h ä n g e n , daß  sich  fü r  alle K ris ta lle  =  const.

4 b
e rg ib t.

In te re s sa n t is t  noch  das V e rh a lten  der S ilberhalogen ide. A us der Gl. (3) 
e rre c h n e t m an  die Lage der F a rb z e n tre n a b so rp tio n  fü r  A gB r zu 2,59 eV. 
B isher k o n n te n  die F a rb z e n tre n  in  S ilberhalogen iden  ex p erim en te ll noch n ich t 
nachgew iesen  w erd en . E ine genaue B e tra c h tu n g  d e r A bso rp tionsm essungen  an
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A g-H alogenid-M ischkrista llen  von V o l k e 9 zeigt in sbesondere  bei d en  Se- und 
T e-ha ltigen  K ris ta llen  an  dieser S telle  e inen  d u rch au s  ano rm alen  V e r la u f  der 
A bso rp tio n . Bei den O- u n d  S -ha ltigen  S ilb e rh a logen idk rista llen  d ü r f te  diese 
B e tra c h tu n g  k au m  d u rch zu fü h ren  se in , da  die A b so rp tio n  der F re m d io n e n  
nahe  an  der G renzenergie lieg t. Die A b so rp tio n sen erg ien  in  den le tz tg e n a n n te n  
M ischsystem en im  A gB r w eichen n u r  geringfügig  v o n  dem  b e rech n e ten  W ert 
der F a rb z e n tre n b an d e  ab . G enaue U n te rsu c h u n g e n  ü b e r  den  a n o rm a le n  V er
la u f  d er A bso rp tion , insbesondere in  Se- u n d  T e -h a ltig en  K ris ta llen , s in d  im 
G ange, da die E x is ten z  von  F a rb z e n tre n  in  A gB r d u rc h a u s  w ahrsche in lich  ist.

4. Zur Absorption der photochemischen Reaktionsprodukte

W ird  d er K ris ta ll m it A n ionen zu sä tzen  b e s tra h lt ,  dann  b ilden  sich im 
langw elligen B ereich, wie die A bb. 3 ze ig t, p ho tochem ische  R e a k tio n sp ro d u k te . 
D as langw ellige H au p tm a x im u m  d e r geb ilde ten  p ho tochem ische  R e a k tio n s 

p ro d u k te  n ach  der E in s tra h lu n g  in  das d u rch  Sensib ilisierung  he rv o rg eru fen e  
S p ek tru m  bei A g2S-haltigen  S ilb e rb ro m id k ris ta llen  lieg t langw elliger als das
jen ige  bei A g2Se-Z usatz. D as d u rch  S ensib ilisierung  h e rvo rgeru fene  S p ek tru m  
se lbst zeigt dagegen ein  en tg egengese tz tes V e rh a lte n  ; und  zw ar lieg t das 
M axim um  der e rsten  B an d e  der A u släu fe rab so rp tio n  in  Ag2S -h a ltig en  S ilber
b ro m id k ris ta llen  bei 490m  /x u n d  in  A g2S e-haltigen  bei 514 m /x.

Dieses an  sich m erkw ürd ige  V e rh a lte n  der d u rc h  S ensib ilisierung  h e rv o r
geru fenen  A bso rp tion  u n d  der A b so rp tio n  der pho toch em isch en  R e a k tio n sp ro 
d u k te  k a n n  le ich t d u rch  B ildung  d e r e in fach sten  Z en tren  Ajg [S'GB rn ] u n d  
Agj[Seg'GB r ] q u a lita tiv  e rk lä rt w erd en . E in  Agö [SGB r]-Z en tru m  is t  gleich-

:Ch . V o l k e , Z. P hysik , 138, 6 2 3 ,  1 9 5 4 ;  A n n .  P hysik , ( 6 ) ,  19, 2 0 3 ,  1 9 5 6 .
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b e d e u te n d  m it e inem  F a rb z e n tru m , das an  e in en  F ren k e lsch en  K om plex  
A g2SG ange lagert is t .

D ie E n erg ie , die bei L ic h ta b so rp tio n  a n  einem  A g|,[SóB rn ]-oder A g0 
[S eóB rD]-K o m p lex  aufgenom m en w ird , k a n n  d u rc h  fo lgenden K reisprozeß  
b e re c h n e t w erd en : M an e n tfe rn t zu n äch st das an g e lag erte  F a rb z e n tru m  vom  
A gőSá-K om plex. D ie dazu  n o tw en d ig e  A rb e it h a t  den  B e trag  A 1. Z ur Io n i
s ie rung  des im  G it te r  a u f  diese W eise e n ts ta n d e n e n  iso lierten  F a rb z e n tru m s  
(u n te r  B ildung  eines freien  E le k tro n s  u n d  e in er B rom lücke) is t  ansch ließend  
n och  d e r E n e rg ie b e trag  A E  au fzu w en d en . B ei d e r  A nlagerung  d e r  B rom lücke 
an  d en  F ren k e lsch en  K om plex  Ag^Sg, (wo zu v o r das F a rb z e n tru m  a b g e tre n n t 
w u rd e), w ird  ein E n e rg ieb e trag  A 2 gew onnen. D ie ab so rb ie rte  E nerg ie  is t 
d em n ach

h v  =  A l -\- Л E  — A 2 .

D er E n e rg ieb e trag  A E  is t  fü r Ag'0[SÓBrQ]- und  A gö[SeóBrD]-K o m p lex e  gleich. 
D agegen  u n te rsc h e id e n  sich die E n e rg ieb e träg e  A x und  A 2 w esen tlich . A 2

e2
b e s te h t aus zwei A n te ilen  : A us einem  C o u lom ban te il —  u n d  dem  A nteil

d er P o la risa tio n sen e rg ie
e Ц

d2
, in d e r fi das D ip o lm o m en t d esF rem d io n s  b ed eu te t.

E s is t also А о =
e2
d

1 — i»
e d

D as D ipo lm om en t ц  w ird von  d em  Silberion

a u f  Z w isch en g itte rp la tz  erzeug t, das sich in  u n m itte lb a re r  N ach b a rsch aft 
des F rem d io n s b e f in d e t. Bei d e r A n lagerung  d e r  B rom ionen lücke an  einen 
A g’0Sa- oder A g0S eá-K om plex  w irk t dieser A n te il im  en tg eg en g ese tz ten  Sinne 
wie die C ou lom banziehung , also a b s to ß e n d . In fo lge  d er größeren P o la ris ie rb a r
k e it d e r S elen ionen  is t der B e tra g  A% beim  A g ^ S g B r^ J -K o m p le x  k le iner als 
beim  A gö[ScB rD]-K o m p lex . D ieser U n tersch ied  b e w irk t, daß  das A n so rp tio n s
sp e k tru m  der schw efelhaltigen  K om plexe  e n tsp re c h e n d  der le tz te n  F orm el, 
die au s  dem  K re isp ro zeß  gew onnen w u rd e , langw elliger als bei d en  se lenhaltigen  
lieg t.

E tw a s  p ro b lem a tisch e r is t d ie  A b sch ä tzu n g  des E n erg iean te iles  A v  
Sicher is t  jed o ch , d a ß  die E le k tro n e n b a h n en  des F a rb z e n tru m s  die des Schw efel
ions infolge ge rin g ere r P o la ris ie rb a rk e it d er Schw efelionen d u rc h  die an g e
la g e r te n  S ilberionen  a u f  Z w isch en g itte rp lä tzen  s tä rk e r  ü b e rla p p e n  als die 
d e r Selen ionen . A t b e w irk t, daß die B indung  des E lek tro n s  des F a rb z e n tru m s  
a n  dem  A goSg-K om plex  lockerer is t  als die an  AgöSe^.

E in  ähn liches V erh a lten  zeigen  auch  A g j[T e ó B rn (-K om plexe . D as A b
so rp tio n ssp e k tru m  d ieser pho toch em isch en  R e a k tio n sp ro d u k te  is t  noch  k u rz 
w elliger als d asjen ige  v o n  A gó[SecB rr ]. A ndere Z en tren , z. B ., d ie e infachen 
Z e n tre n SÓBrn oder S eg B rn , w erden  ein  solches u m g ek eh rtes  V e rh a lte n  gegen
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ü b e r d er sensib ilisierenden  A b so rp tio n  n ic h t zeigen. N u r w enn  g leichzeitig  
ein S ilberion a u f  Z w ischeng itte rp la tz  a n  S^Br^, angelagert is t , w as eine z u s ä tz 
liche P o la risa tio n  h e rv o rru f t, is t ein so lches um g ek eh rtes  V erh a lten  zu  e r
w a rte n .

Gleiches V erhalten  zeigen  die A b so rp tio n ssp ek tren  d e r p h o to ch em isch en  
R e a k tio n sp ro d u k te  und  das du rch  S ensib ilis ierung  e rzeu g te  S p ek tru m  der 
A g2S- oder A g2Se-haltigen S ilb erch lo rid k ris ta lle .

ПОЛОЖЕНИЕ АБСОРБЦИОННЫХ ПОЛОС ДЕФ ЕКТН Ы Х ЭЛЕКТРОНОВ
В ИОННЫХ РЕШ ЕТКАХ

О. С Т А С И В

Р е з ю м е

Положения длинноволновых абсорционных полос в галогенидах серебра с при
месями ионов О- , S- , Se- и Те- , и полос центров, окрашивания могут быть пред
ставлены найденным экспериментально соотношением. Получается соотношение для 
связи электронов в центрах окрашивания. Может быть также показано, что в абсорбции 
образующихся после облучения продуктов фотохимической реакции, поляризуемость 
примесьных ионов играет важную роль.





L E T T E R  TO T H E  E D I T O R

C A LC U LA TIO N  O F  T H E  E N E R G Y  E X P R E S S IO N  IN  CA SE O F A W A V E  
F U N C T IO N  B U IL T  U P  FR O M  T W O  E L E C T R O N  O R B IT S

(R eceived  : IV . 29. 1958)

T he w ave func tion  o f  a system  is b u il t  up  b y  th e  H L S P  and  LCA O  
m ethods from  one elec tron  o rb ita ls . In  p rin c ip le , how ever, also m any  e le c tro n  
o rb ita ls  m ay  be used  as b u ild in g  u n its . T h e  use of tw o -e lec tro n  o rb ita ls  h a s  
been p rim a rily  suggested  b y  F o k  [1]. I n  th e  case ex am in ed  by  h im , tw o  
elec tron  o rb ita ls  are sy m m etric  in the  sp ace  coo rd in a tes . T h en  th e  w hole w a v e  
fu n c tio n  can  be w ritte n  as th e  lin ear co m b in a tio n  o f d e te rm in a n ts . The en e rg y  
expression fo r a w ave fu n c tio n  of th is  ty p e  has been d e riv ed  b y  H u r i ,e y  

L e n n a r d - J o n e s  an d  P o p l e  [2].
B y  us th e  w ave fu n c tio n  of th e  sy s te m  is b u ilt up  from  a n tisy m m e tr ic  

tw o e lec tron  o rb ita ls  y(L 2) i. e.

V (1 12 )------^  (2 11) .

H ere also th e  sp in  co o rd ina tes are in c lu d ed  in  th e  a rg u m en ts . L et us a ssu m e  
th a t  :

1. th e  n u m b er N  o f th e  e lectrons o f  th e  system  is ev en  ;
2. T he w ave fu n c tio n  o f  th e  system  can  be a p p ro x im a te d  as the  p ro d u c t

N
of —  tw o e lec tron  fu n c tio n s  :

2
Y»!( ! 12 ) v»2 (3 14 ) v»3 (5 !6) . . . y>N ( N - l \ N ) .

B y th e  P a u li p rinc ip le  i t  is re q u ire d  to  a n tisy m m etrize  th is  p ro d u c t  :

Ф =  С v (  — l ) P i > i ( l | 2 )  • • • ■ ■ ■ Wjiv'v) ■■■Vn (N  - 1 \N ) ■ i 1)
P  2

H ere  C is th e  n o rm aliza tio n  fa c to r , w hereas P  sign ifies those p e rm u ta 
tions b y  w hich  electrons a re  in te rch an g ed  b e tw een  th e  in d iv id u a l tw o e lec tro n  
o rb ita ls . W e h av e  to  sum  over these . (P e rm u ta tio n s  b y  w h ich  e lec trons are  
in te rch an g ed  w ith in  th e  in d iv id u a l tw o  e le c tro n  o rb ita ls  sh o u ld  n o t be  con-
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sidered , since tw o  e lectron  o rb ita ls  are a lre a d y  a n tisy m m e tric a l in  th em se lv es .)  
N \

I n  our case ——  d ifferen t p e rm u ta tio n s  e x is t.

2
F o r th e  sak e  of fu r th e r  s im p lifica tio n  o f c o m p u ta tio n s  le t us a ssum e 

th a t  th e  tw o  e lec tro n  o rb ita ls  are  o rth o n o rm alized , i. e.

J  У>* (1 ] 2) y>, (1 12) d tx d r 2 =  1 ,

( y f  (1 \x) %pi (1 1X) d r1 =  0 , if  i =j=j.
(2)

C onsidering  these, w e o b ta in  from  th e  cond ition  \Ф*Фс1т =  1, th a t

N

I f  m ean  v a lu es  o f physica l q u a n titie s  (en e rg y , d ip o lm o m en tu m , d ia m a g n e tic  
s u sc e p tib il i ty  e tc .)  should  be  d e te rm in ed , th e n  i t  is ad v isab le  to  p ro d u ce  th e  
d e n s ity  m a tr ic e s  Г ” of Ф :

Г ‘ ( Г  2 ' . . .  v' 112 . . .  v) Ф* (Г  2' . . .  v' V +  1 . . .  N ) Ф (12 . . .  V . . .

N ) d x r+1. .  . d r N . (4)

B y  u s in g  th e se , th e  p h y s ica l q u a n tit ie s  can  be easily  co m p u ted . I f  o u r 
a im  se t is th e  ca lcu la tio n  o f  th e  energy , th e n  i t  is su ffic ien t to  co m p u te  th e  
f ir s t  an d  seco n d  o rder d e n s ity  m atrices  (if  w e confine ourselves to  tw o -b o d y  
forces).

C onsidering  form ulae (1), (2), (3) a n d  (4) as well as th e  fa c t, th a t  o p e ra to r  
H  is sy m m e tric  in  th e  e le c tro n  co o rd in a tes , th e  f irs t o rd e r d en sity  m a tr ix  
w ill be th e  fo llow ing :

N
Г ( 1 ' | 1 ) = 2  J ? j > ? ( l ' |2 ) Y > , ( l |2 ) d T 2 ,

1 = 1

w hereas th e  seco n d  o rder d e n s ity  m a tr ix  :

Г 2 (1' 2 '| 12)

N N

J > î ( l ' | 2 ' ) % ( l | 2 )  +  4 2  J { v f ( l ' | 3 ) v f ( 2 / |4 ) Vi( l |3 ) Vy( 2 |4 ) -
1 =  1 1=i<i

— y>? ( ! ' j 3) гр* (2 ' 14) y>i (2 j 3) y>j ( 1 14)}d r 3 d r 4 ,
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an d  th e  energy  can be w ritte n  :

E  =  H { 0)  +  J Я (1) Г (1' 11) d +  J Я  (12) Г 2 ( Г 2 '  \ 12) d r 1 d T 2 .

H ere Я (0) signifies th e  p a r t  o f th e  H a m ilto n  o p era to r n o t  depend ing  on 
e lec tron  coo rd ina tes, H ( l)  th a t  one d ep en d in g  only  on th e  co o rd ina tes of 
one e lec tron , w hereas H (12) th e  p a r t  w hich  depends on th e  co o rd in a tes  o f 
tw o  e lectrons.

L et us in tro d u ce  th e  follow ing d e n o ta tio n s  :

E, =  2 j > * ( l | 2 ) Я  (1) +  H  (12)
Zi

rpi (\ 2) d r 1d r 2,

С, =  V ' j 'y *  (1 13) y>f (2[4) Я  (12) xpi ( 1 13) ipj (2 14) d r 1d t 2d r 3d r i ,
j

A t =  Z '  j > *  ( 1 |3 ) у ; ( 2 |4 ) Я ( 1 2 )  у)I ( 2 13) tpj (1 14) d r , d  r 2 d r 3 d r 4 .

(S'  m eans th a t  th e  te rm  j  =  i shou ld  be o m itte d  from  th e  su m m atio n ). 
J As a f in a l re su lt we o b ta in  th e  fo llow ing sim ple fo rm id a

Е  =  Я ( 0 ) +  V (E l +  2 C l - 2 A i) .
i

T he descrip tiv e  m eaning  o f th e  in d iv id u a l te rm s  is th e  fo llow ing : Я , is th e  
en erg y  of an  elec tron  p a ir  being on th e  i- th  o rb it, C, is th e  C oulom b-like 
in te ra c tio n  energy  of one of th e  e lec trons on th e  i- th  o rb it w ith  e lectrons being  
on o th e r o rb its . W hereas A t is th e  exch an g e  energy  of one o f  th e  e lec tro n s on 
th e  i- th  o rb it w ith  elec trons on o th e r o rb its .

E . K a p u y

Research G roup for Theoretical Physics of the  
Hungarian A cadem y of Sciences, B udapest
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E . L. N ik o l a i  : T heoretische M echanik. B and I . D eu tsch er V erlag 
d er W issenschaften , B erlin , 1956, 282 S e iten

In  der Ausgabe des »D eutscher Verlag 
der W issenschaften« zu Berlin erschien in 
deutscher Ü bersetzung das russische L ehr
buch »Theoretische Mechanik« von E . L. 
N ik o l a i. Das W erk besteh t aus zwei Teilen ; 
der erste is t der S ta tik  und K inem atik , 
der zweite der D ynam ik gewidmet. Vorläufig 
gelangte nu r der erste Teil zur Ausgabe. Das 
W erk erreichte im  russischen Original 15 
Auflagen. Mit H insicht auf die F ruch tbarkeit 
der russischen L ehrbuchproduktion verleiht 
diese Tatsache dem Lehrbuch schon im  vor
hinein ein gewisses Ansehen und erweckt 
im  Leser berechtigte E rw artungen. Eines 
ähnlichen zeitbeständigen Charakters kann 
sich vielleicht nu r die A braham -Beckersche 
E lektrodynam ik rühm en.

Bei der B eurteilung des W erkes is t in 
B etrach t zu ziehen, dass es ausgesprochen 
als einleitendes W erk für Anfänger verfasst 
wurde. Die Beurteilung h a t sich also in  erster 
Linie auf die Anordnung des Stoffes sowie 
au f die angew andten Methoden zu richten. 
Der an den technischen H ochschulen all
gemein üblichen Gewohnheit entsprechend 
bevorzugt das W erk die graphostatische 
Behandlungsm ethode. Die auf das K oordi
natensystem  bezügliche K om ponentenm e
thode is t im W erk nich t grundsätzlich aus
geschlossen wird aber nu r der E infachheit 
und V ollständigkeit halber angewendet.

Die vorsichtige E inführung des V ektoren
begriffes gilt als M usterbeispiel fü r die 
didaktische Sorgfalt des A uthors. E s muss 
j  edoch bem erkt werden, dass es vorteilhafter 
gewesen wäre, die V ektorenaddition der 
D efinition der V ektoren anzuschliessen, um 
so darau f hinweisen zu können, dass der 
endliche Drehwinkel — der ebenfalls durch

eine orientierte L änge dargestellt w erden 
kann — aus dem G ebiet des V ektorenbe
griffes auszuschliessen is t. Auch ist es n ich t 
überflüssig, darauf hinzuweisen, dass der 
E inheitsvek tor als dimensionlos zu b e trach 
ten  sei. Hingegen o ffenbart sich didaktisches 
T aktgefühl darin, dass die U nabhängigkeits
beweise der sechs au f das Gleichgewicht der 
s tarren  K örper bezüglichen Axiome au f dieser 
A nfängerstufe n ich t Gegenstand einer b e 
sonderen U ntersuchung bilden. Den A xiom en 
folgen m it Euklidischer Strenge jene T heo
rem e, welche die genügenden und h inreichen
den B edingungen des Gleichgewichtes der 
sta rren  K örper en tha lten . Das Prinzip des 
stufenw eisen F o rtsch rittes gelangt hier voll 
zur G eltung. Zuerst w ird die B estim m ung 
der R esultierenden der in  einem P u n k te  
angreifenden K räfte gemäss der Polygon- so 
wie der K om ponentenm ethode behandelt. 
Dem schliesst sich der Fall der verschiedenen 
A ngriffspunkte an, w odurch die E inführung 
des K räftepaares benö tig t wird. Die H erle i
tung  der Gleichgewichts-äquivalenz der K rä f
tepaa re  sowie im Zusam m enhang d am it die 
A ddition  der in  einer Ebene liegenden und  
dann  der in  verschiedenen Ebenen liegenden 
K räftepaare  erfolgt in  in struk tiver A rt und  
Weise. In  diesen A bleitungen bew ahrt der 
A uthor die m ethodische Reinheit und  be
n ü tz t überall das graphische V erfahren.

Die K onstruk tion  des A ngriffspunktes 
der resultierenden K ra ft erfolgt wie üblich  
m it Hilfe des Seilpolygons. Die D arlegung 
is t so k lar und übersichtlich , dass auch ein 
m ittelm ässiger A nfänger keine Schw ierig
keiten  begegnen wird. E r wird wahrscheinlich 
nur bei der Lösung der am  Ende der einzelnen 
K ap ite l vorkom m enden sehr p rak tischen

16 Acta Physica IX/1—2
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Aufgaben v erb lü fft sein. D ie m eisten  A uf
gaben sind m it richtigem  G efühl so ausge
w ählt, dass sie  an die A bstraktionsfäh igkeit 
des Lesers ziem liche Anforderungen stellen. 
D as Gerüst der m echanischen K räfteverhält
nisse m uss erst herausgeschält werden, um  
unter den anzuw endenden T heorem en die 
entsprechenden herausfinden zu können.

Das zw eite  K apitel ist dem  B egriff und  
der B estim m ung des Schw erpunktes gewid
m et. Es w ird nachgew iesen, dass in  Falle  
hom ogener K örper der Schw erpunkt in einer 
Sym m etrieebene liegt, falls eine solche exis
tiert. Im  W erke sind die beiden Guldinschen  
Regeln, die sich  auf den Schw erpunkt von  
Drehkörpern und D rehflächen beziehen, 
ebenfalls dargestellt. Einige lehrreiche B ei
spiele heben den Reiz des K apitels bedeutend.

D ie R ich tlin ie  der K inem atik ist natürlich  
bestim m t. D ie  zu behandelnden Q uantitäten  
sind die V errückung, die G eschw indigkeit 
und die B eschleunigung. D ie  Einführung  
dieser B egriffe erfolgt m it b is ins kleinste  
gehenden Sorgfalt. D ie Beschreibung der 
Bew egung eines Punktes erfolgt zuerst durch 
Angabe der B ahn und der Z eitabhängigkeit 
der durchlaufenden W eglänge und dann 
w eiter m it H ilfe  v o n  zeitabhängigen F unktio
nen der K oordinaten in verschiedenen Koor
din atensystem en . So wird stufenw eise aus 
dem  G eschw indigkeitsskalar der G eschwin
d igkeitsvektor entw ickelt, und so ändert 
sich auch seine D efin ition  zum  zeitlichen  
D ifferentia lquotien ten  des V ektors der Ver
rückung a n s ta tt  jenes des W eges. Hier 
taucht im  L eser die berechtigte Frage auf, 
ob vom  didaktischem  G esichtspunkt eine 
allzu eingehende Behandlung sozusagen offen
sichtlicher T atsachen  richtig is t . Zweifellos 
kann ein für A nfänger bestim m tes Lehrbuch 
die E videnz n ich t m issbrauchen, der richtige  
W eg ist jed och  nicht das en tgegengesetzte  
E xtrem .

In denselben zwei Schritten  erfolgt die 
Einführung der B eschleunigung. D ie  für die 
Schm iegungsfläche angew andten zw ei B e
nennungen : T angentialebene bzw . K rüm 
m ungsebene k lingen ungew ohnt. D ie B estim 
m ung der tangentia len  und norm alen B e
schleunigungskom ponenten erfolgt traditions

gem äss durch die Einführung des tan gen tia 
len  E inheitsvektors.

D ie  Anwendung auf die gleichförm ige  
K reisbewegung wird auf später verschoben, 
w eil der Author die B ehandlung der fort
schreitenden B ew egung und R o ta tio n  der 
starren Körper dazw ischenschaltet. D ie  letz
tere b ietet G elegenheit zur E inführung der 
W inkelgeschw indigkeit und W inkelbeschleu
nigung.

In  den folgenden zwei K apiteln  is t  die 
F rage erörtert, w ie  die V errückung, die 
G eschw indigkeit und  die B eschleunigung  
eines sich bew egenden Punktes in irgend
einem  Inertia lsystem  bestim m t w erden kann, 
w enn  diese in e inem  sich relativ  zu dem  
Inertia lsystem  bew egenden K oord inaten
sy stem  gegeben sind.

D as Problem  wird für zw ei besondere  
F älle  gelöst. Das zw eite K oordinatensystem  
fü h rt im  Verhältnis zu dem Inertia lsystem  
eine fortschreitende Bewegung aus, bezw. 
rotiert um  eine feste  Achse. D ie hier ange
w andte geom etrische M ethode ist um bedingt 
anschaulicher, als die allbekannte analytische, 
die zum  Beispiel in  der Som m erfeld’schen 
M echanik benutzt wird. V erw underlich er
schein t es jedoch, dass in  der in R ede stehen
den 15-ten A uflage das A ttribut »inertial«  
noch  immer n icht gebracuht ist, h ingegen  
s ta tt  dessen der vollkom m en vera ltete  A us
druck »absolut fest«  steht. Es stand  dem  
Übersetzer allerdings frei, den m odernen  
Ausdruck zu gebrauchen. Als Anw endung  
der Ergebnisse fin d en  wir die A bleitung der 
exp liz iten  Form der B eschleunigungskom 
pon en ten  in ebenen Polarkoordinaten. B e
k an ntlich  werden dieselben bei der B ehand
lung der P lanetenbew egung benötigt. D ie 
A nw endung ist geistreich , die beiden Problem e  
sind jedoch so fernliegend, dass auch die 
direkte Ableitung der Polarkom ponenten  
ratsam  gewesen wäre.

D em  Geiste des W erkes entsprechend geht 
der allgem einen B ew egung der starren K ör
per die einfachere ebene Bew egung voran  
bei der auch jeder seiner Schnitte in  einer 
E b en e bleibt.

D as weiteren w erden der G eschwindig- 
k eits- und Beschleunigungsplan, das Schal
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sehe Theorem  sowie das G eschw indigkeits
zentrum  besprochen. D as A nwendungsgebiet 
besteht in diesem  Falle in  der Bestim m ung  
der sich auf die einzelnen ebenen Teile irgend
eines M echanism us beziehenden m om entanen  
Geschwindigkeitszentren.

Im  letzten  K apitel wird die R otation  eines 
starren Körpers um  einen festen  Punkt 
behandelt. D ie lineare G eschwindigkeit und  
Beschleunigung eines P unktes des starren  
Körpers wird durch den Author m it ausser
ordentlicher Ausführlichkeit hergeleitet. Die 
Berechnung wiederholt sich hei der allge
m einsten Bew egung des starren Körpers, 
die auf die Schraubenbewegung zurück
geführt werden kann.

Die Ansprüche des Anfängers werden  
durch das N ikolaische Lehrbuch weitgehend

zufriedengestellt. Zum  Privatstudium  kann  
ein  geeigneteres Lehrbuch kaum em pfohlen  
werden. In dem sich  auf 17 Bogen erstreck
enden Werk ist sozusagen auf jeder Seite  
eine Abbildung vorzufinden, die den T ex t  
vorzüglich illustriert. D as Prinzip des vor
sichtigen  Fortschreitens vom  E infachen zum  
K om plizierten k om m t überall zur G eltung.

D ie Anzahl der Druckfehler ist v ie l höher, 
als aus der beigelegten  Druckfehlerberichti
gung ersichtlich ist.

In  d e r  v o n  X . E d e r  u n d  R . R o m p e  
h e ra u sg e g e b e n e n  L e h rb u c h s e r ie  is t  d ie  M e c h a 
n ik  v o n  N ik o l a i z w e ife llo s  e in  w il lk o m m e n e s  
W e rk .

Professor A. N o v o b á t z k y

Physikalisches In s titu t der R oland Eötvös- 
U n ivers itä t. Budapest
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ÜBER DAS VERHÄLTNIS DES WELLENMECHANISCHEN 
ENERGIEEIGENWERTPROBLEMS ZUR KLASSISCHEN

MECHANIK

Von

I .  F é n y e s

IN ST ITU T FÜ R  TH EO R ET ISC H E PH Y SIK  D E R  ROLAND EÖTVÖS U NIV ERSITÄ T, BU DA PEST

(Vorgelegt von K . F. N ovobátzkv. — Eingegangen : 3. V III. 1957)

Das H auptziel dieser Arbeit ist es, den m athem atischen Zusam m enhang zwischen 
zwei Theorien aufzuklären und  die theoretische Begründung der von klassischen G rundlagen 
ausgehenden wellenmechanischen N äherungsm ethoden zu geben. Es werden w eiterhin noch 
einige prinzipielle Probleme der klassischen Begründung der Q uantenm echanik berü h rt : 
1. Im  allgemeinen haben die Eigenw ertproblem e keine klassisch mechanischen Grenzfälle. 2. 
Die A bbildung des Problem s des Energieeigenw ertes auf ein Modell von klassischem 
C harakter. Die Schwierigkeiten der klassischen In terp re ta tion  der Energieeigenzustände, 
die durch reelle Eigenfunktionen charak terisiert sind. Die formale Lösung der Schwierig
keiten. 3. Gegenseitige E indeutigkeit der Abbildung. Die W ellenmechanik als Verallge
m einerung der Bohrschen Theorie. 5. Einige charakteristische E igenschaften des »Im pulses« 
и und der »W irkungsfunktion« S. Die G ültigkeitsgrenzen des klassischen Modells : Analogie 
zur statistischen In terp re ta tion  der H ydrodynam ik.

1. Es  w ird  allgem ein  a n e rk a n n t, dass ebenso wie die k lassische M echa
n ik  aus d er re la tiv is tisc h e n  M echanik  du rch  den G renzübergang  c e r 
h a lte n  w ird , so w ird  sie auch  au s d er W ellenm echan ik  d u rch  den  G renz
ü b erg an g  h —»- 0 e rh a lte n . In  einer frü h e ren  A rb e it [1], in  w elcher sich  der 
V erfasser m it dem  D ivergenzp rob lem  d er W . К . B . M ethode befasste , u n te r 
w arf e r den  in  der W ellenm echan ik  an g e tv an d ten  G renzübergang  h —> 0 einer 
e ingehenden  U n te rsu ch u n g . Das d o r t  e rh a lten e  R e su lta t  wTar, dass jen e  
w ellenm echanischen  G rössen, die als A nalogen  b e s tim m te r k lassisch  m e c h a n i
scher G rössen b e tra c h te t  w erden k ö n n e n , im  F alle  von  E ig en w ertp ro b lem en  
im  a llgem einen  an  d er S telle  h — 0 eine w esentliche S in g u la r itä t aufw eisen . 
A uf diese W eise h ab en  die w ellenm echan ischen  E ig en w ertp ro b lem e im  a llg e 
m einen  keine klassisch  m echan ischen  G renzfälle. Diese E ig en sch aft der W ellen 
m ech an ik  ist n ich t a lle in steh en d . A uch  die E le k tro d y n a m ik  h a t  als n o t
w endig  re la tiv is tisch e  D iszip lin  gew önlich  keinen  k lassischen  (n ic h t-re la tiv is 
tisch en ) G renzfall. W ir k ö nnen  also  b e h a u p te n , dass das w ellenm echanische 
E ig en w ertp ro b lem  als eine no tw end igerw eise  n ich tk lassisch e  m echan ische  
D iszip lin  keinen  k lassisch  m ech an isch en  G renzfall h a t .

D as G esagte is t ebenso vom  prinz ip ie llen  wrie auch  vom  p ra k tisc h e n  
S ta n d p u n k t (N äherungsm ethoden) au s  von  grossem  In te re sse . W as die p rin z i
pielle F rag e  der Q u an ten m ech an ik  a n b e la n g t, so bezw eifelt die obige B e h a u p tu n g  
n ich t die B erech tigung  jen e r B estreb u n g en , deren  Ziel die d e te rm in is tisch e  
E rk lä ru n g  der W ellenm echan ik  is t. D er V erfasser is t der M einung, dass die

1 A cta Physica IX /3.
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e rw ä h n te n  S chw ierigkeiten  v o n  solcher N a tu r  sin d , dass sie die M öglichkeit, 
d en  w ellenm echan ischen  V orgängen  einen  k a u sa le n  H in te rg ru n d  zuzuschre iben , 
n ic h t e in d eu tig  aussch liesst. Soviel is t a lle rd ings au ch  aus dem  O b en erw äh n ten  
e rs ich tlich , d ass  das G ru n d p rin z ip  der Q u a n te n m e c h an ik  — näm lich  dass 
die M essung d as  System  im m er im  E ig e n z u s ta n d  f in d e t — der M öglichkeit 
e iner d e te rm in is tisch en  E rk lä ru n g  w id e rsp rich t. In fo lgendessen  k a n n  die 
Q u a n te n m e c h an ik  n u r d a n n  a u f  eine — die E x is te n z  der verbo rgenen  P a ra 
m e te r  an n eh m en d e  — T heorie  z u rü c k g e fü h rt w erden , w enn  d as  e rw äh n te  
G ru n d p rin z ip  d u rch  ein an d eres  e rse tz t w ird . Es b le ib t eine offene F rag e , 
a u f  w elcher A r t dies rea lis ie rt w erden  k ö n n te . Die prinz ip ie llen  A spek te  dieser 
F ra g e  w erden  h ie r n ich t e ingehend  b e h a n d e lt. D as V erh ä ltn is  zw ischen 
W ellen m ech an ik  u n d  k lassisch er M echanik  soll h ier überw iegend  von  dem  
G esich tsp u n k t d e r sich a u f  k lassische G ru n d lag en  au fb au en d en  w ellenm echan i
schen  N äh eru n g sm e th o d en  u n te rsu c h t w erden .

Die A n sich t, dass die k lassische M echan ik  als der G renzfall der W ellen
m ech an ik  b e tr a c h te t  w erden  k a n n , b e ru h t a u f  zwei w o h lb ek an n ten  T a tsach en  :

a) W erd en  die k lassischen  G rössen d u rc h  die en tsp rech en d en  w ellen
m ech an isch en  O p era to ren  e rse tz t, so g e lan g t m an  zu gü ltigen  w ellenm echan i
schen  B eziehungen .

b) In  den  aus der Schröd inger-G le ichung

h2 Acp + p 29? =  0 (1)
d u rch  die T ran sfo rm a tio n

cp =  exp — W, (2)
A

y = \ if =  4 —  (3)i cp
gew onnenen  G leichungen

^ A w  +  {$ W)2- p 2 = 0  (4)
i

bzw .

-  d iv y  +  y 2 -  P 2 =  0 (5)
i

h a t  y  eine dem  k lassischen  Im p u ls , W  h ingegen  eine der k lassischen  W irk u n g s
fu n k tio n  an a lo g e  B ed eu tu n g . W ird  d er Ü b erg an g  h ->  0 fo rm al d u rch g e
fü h r t ,  so w erd en  fü r  y  u n d  W  w irklich  die k lassischen  p u n k tm ech an isch en  
G leichungen e rh a lte n .

B eide oben  e rw äh n te  G esich tsp u n k te  s ind  aber vo llkom m en fo rm al, 
sow ohl h in s ich tlich  ihres physik a lisch en  In h a lte s  wie auch  b e tre ffs  ih re r m a th e 
m a tisch en  B eziehungen . D er B egriff des G renzfalls h a t  näm lich  n u r  d an n  einen



S inn  w enn er d as  E rgebnis eines gu t d e f in ie r te n  G renzüberganges d a rs te ll t .  
D er G ren zü b erg an g  hingegen  b e d e u te t e in en  stu fenw eisen  P rozess, also  is t  
die In te rp re ta t io n  des G renzfalles d an n  n ic h t  fo rm al, w enn  diese gleichzeitig  
eine stufenw eise Ü b e rb rü ck u n g  d er e x a k te n  T heorie  u n d  je n e r , die den  G ren z
fa ll b ild e t, is t. E s  is t  o ffensich tlich , dass d ieses K rite riu m  w eder von a)  n och  
v o n  b)  b e fried ig t w ird . In  d iesen  F ällen  h a n d e l t  es sich n ic h t um  G ren zü b er
gänge, so n d ern  bloss um  fo rm ale  A nalog ien , die vom  m n em o tech n isch en  G e
s ic h tsp u n k t aus sehr n ü tz lic h  sind . H in g eg en  können  sie n ic h t die th e o re 
tisch e  B asis je n e r  U n te rsu ch u n g en  b ild en , d ie  sich en tw ed er a u f  die p rin z ip ie l
len  F rag en  d er Q u a n ten m ech an ik  oder a u f  die von  der k lassischen  T heorie  
ausgehenden  N äh eru n g sm e th o d en  beziehen . W erden  zu m  B eispiel in  den  
G leichungen (4) u n d  (5) die G lieder die A ex p liz it e n th a lte n , v e rn ach läss ig t 
so w ird  n ich t d er G renzübergang  A —у 0 d u rch g e fü h rt, d a z u  m üsste n äm lich  
die A b h än g ig k e it von A v o n  y  bzw . W  in  B e tra c h t gezogen w erden. W ird  
diese F rag e  u n te rsu c h t [1], so s te llt  sich h e ra u s , dass у  bzw . W  an  der S te lle  
А =  0 w esentliche S in g u la r itä te n  h ab en , in fo lgedessen  e x is tie r t der gesu ch te  
G renzw ert n ic h t. D em gegenüber c h a ra k te r is ie r t  die A ussage, dass die r e la t iv is 
tisch e  M echanik  m itte ls  des Ü bergangs c —> °°  in  die k lassische  M echan ik  
ü berge llt, e inen  gu t d e fin ie rten  u n d  s in nvo llen  Prozess. Die k lassische  M echan ik  
n ä h e r t  sich n äm lich  um so m e h r der re la tiv is tisc h e n  M echan ik , je  k le in e r die 
in  R ede s teh en d en  G eschw indigkeiten  im  V erhä ltn is  zu  c sind . W e ite rh in

n  vk ö n n en  die re la tiv is tisc h e n  G leichungen w irk lich  n ach  P o ten zen  von  — in
c

R eihen  en tw ick e lt w erden.
Das obige Problem  b e h an d e lten  w ir  deshalb  so eingehend , weil es die 

p rinzip ielle  B asis unserer w eiteren  G ed an k en  b ilde t.
2. D em  frü h er G esag ten  scheinen je n e  T a tsach en  zu  w idersp rechen , die 

d a ra u f  h inw eisen , dass N äh e ru n g sm e th o d e n  ex istie ren , die von k lassischen  
Ü b erleg u n g en  G ebrauch m ach en  und die h ä u fig  die E rgebn isse  der e x a k te n  
w ellenm echanischen  B erechnungen  zu fried en ste llen d  zu  rep roduz ie ren  fäh ig  
sind . Solche N äh eru n g sm eth o d en  sind d ie  folgenden : die Bohrsche T heorie  
die W . К . B . M ethode u n d  das s ta tis t is c h e  A tom m odell. Im  der e rw ä h n te n  
A rbeit [1] des V erfassers w urde  zum  T e il schon  d a ra u fh in g e w iesen , d ass  diese 
N äh eru n g sm eth o d en  von den  m it dem  Ü b erg an g  А —> 0 v e rb u n d en en  E rk lä 
rungen  u n ab h än g ig  g em ach t w erden k ö n n en . D iesbezüglich  w urde d o rt ein 
ebenfalls k lassisches M odell der W ellenm echan ik  an g e w a n d t, dessen G ru n d 
gedanken  aus den  früheren  A rbeiten  v o n  L . d e  B r o g l i e  [2] u n d  L. A .Y o u n g  [3] 
genom m en w urden . D as M odell h ingegen  w urde k e iner e ingehenden  U n te r 
suchung  un te rw orfen , in fo lgedessen  b lieb en  m ehrere  F ragen  u n b e a n t
w o rte t. A uch  w urden  die A nw endungsm ög lichkeiten  n ich t vo llkom m en 
au sg eb eu te t. Im  w eiteren  soll v e rsu c h t w erden, g e rad e  die obigen L ü ck en  
auszufü llen .
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E s is t  w o h lb ek an n t, dass L. d e  B r o g l i e  [ 2 ]  bei d e r  U n te rsu ch u n g  d er 
M öglichkeiten  d er k a u sa le n  In te rp re ta t io n  d e r W ellenm echan ik  das V e rh ä ltn is  
zw ischen d e r Schröd inger-G leichung  u n d  d e r k lassischen  M echanik  in  fo lg en d er 
F o rm  an g eg eb en  h a t  : E s  w erde die S ch röd inger G leichung

А ЭФ 
i d t

-----ЛФ  +  \]Ф =  0
2m

(6)

b e tr a c h te t  u n d  es w erde g ep rü ft w elche B eziehungen  h in sich tlich  der A m p li
tu d e n  (xp) d e r kom plexen  W ellen fu n k tio n  Ф u n d  d er P h a se  (S )  g ü ltig  s in d . 
D a

Ф =  xp exp  — S,
А

( ? )

so w erden  au s  (6) die fo lgenden  zwei ree llen  G leichungen e rh a lte n  :

0S
9t

+
1

2 m
(V S )2 +  U -

A2 Axp_
2m xp

д1р2 + 1 d iv  (гр2 V S) = 0 ,
3i m

0, ( 8 )

(9)

wo la u t  d e r B ornschen  H y p o th ese

=  0 ( 10 )

die W ah rsch e in lich k e itsd ich te  u n d  V —  die G eschw indigkeit d er W ahrsche in - 
lic h k e itss trö m u n g  is t. m

D ie G leichung (8) e n tsp r ic h t h in s ic h tlic h  ih re r F o rm  d er H a m ilto n —- 
Jaco b isch en  G leichung d er P u n k tm e c h a n ik  m it dem  U n te rsch ied , dass in  
ih r  au ch  d as  » Q u a n te n p o te n tia l«

A2 Axp 
2m xp ( И )

a u f t r i t t .  G leichzeitig  is t (9) die du rch  (10) defin ie rte  K o n tin u itä tsg le ic h u n g  
d e r D ic h te v e rte ilu n g . S ieh t m a n  d av o n  ab , w elche p rinzip ie llen  In te rp re ta t io 
n en  den  G leichungen  (6) — (11) gegeben w erd en  können  u n d  ohne irgen d e in e  
A n sch au u n g  h in sich tlich  d e r R ich tig k e it e in er derselben zu  v e r tre te n , so k a n n  
die m it d en  G leichungen in  V erb in d u n g  b rin g b a re  B e tra c h tu n g  k lassischen  
C h a ra k te rs  d och  in  jedem  F a ll an g ew an d t w erd en , in  dem  es sich um  eine a u f  
k lass isch en  G ru n d lag en  a u fg e b a u te  N äh e ru n g  (also n ich t u m  eine In te rp ré ta -
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tion) d er W ellenm echan ik  h a n d e lt . W ird  n u n  v e rsu ch t, den  b e k a n n tg e g e b en e n  
F orm alism us a u f  das E n erg ie -E ig en w ertp ro b lem  an zuw enden , so s tö ss t m a n  
a u f  fo lgende Schw ierigkeiten  :

Die E ig en fu n k tio n , die zu  e in fachen  E nerg iee ig en w erten  gehören , s in d  
im m er reell, w äre die E ig en fu n k tio n  näm lich  kom plex , d a n n  w äre  n o tw e n d ig e r
weise zugleich auch  ih re  K o n ju g ie rte  eine E ig en fu n k tio n  (von  der sie l in e a r  
u n ab h än g ig  is t , im  G egensatz  zu  der V orau sse tzu n g ).

Im  F a lle  von  e n ta r te te n  P rob lem en , w enn zu d em  E ig en w ert E ig e n 
fu n k tio n en  u n g e rad e r Z ah l gehören , is t v o n  diesen  m in d esten s eine aus än lich en  
G ründen  u n b e d in g t reell. W e ite rh in  ist es a u c h  o ffensich tlich , dass die k o m p le 
xen  E igen fu n k tio n en  k o n ju g ie rte  P aare  b ild e n , aus denen reelle  E ig e n fu n k tio n s
p aa re  k o n s tru ie rt w erden k ö n n en . Ohne d ie A llgem einheit zu  b e e in trä c h tig en , 
k a n n  desw egen b e h a u p te t w erden , dass die E ig en fu n k tio n en  im m er ree ll s in d . 
U m  dies au ch  in  der B ezeichnung  zum  A u sd ru c k  zu b rin g en , seien die ree llen  
E ig en fu u k tio n en  m it f  beze ich n et. D em en tsp rech en d  is t  die S ch röd inger- 
G leichung d er E igenw ertp rob lem e die fo lgende :

A M / + p V =  0’ (12)

wo p  der k lassische Im p u ls  is t . Die S chw ierigkeit b e s te h t d a r in , dass in  V e r
b in d u n g  m it (12) die S u b s titu tio n  (7) k e in e n  S inn h a t . E s  is t  g a r ke in  p r in z i
piell b eg rü n d b a re r  u n d  in  d e r Q u an ten m ech an ik  v e rw u rze lte r G ru n d  d a z u  
v o rh an d en , die reelle F u n k tio n  f  du rch  eine kom plexe F u n k tio n  Ф zu  su b s ti-  
tu ie ren k V o n  dem  G esich tsp u n k t der m it d en  G leichungen (8) u n d  (9) v e rb u n d e 
nen  dy n am isch en  A n sch au u n g  b ed eu te t die T a tsach e , d ass  f  reell is t , sov ie l, 
dass das in  R ede s tehende  P rob lem  s ta tis c h e n  C h arak te rs  is t . In  d iesem  F a ll 
is t näm lich  die W irk u n g sfu n k tio n  S  vom  O rt u n ab h än g ig , u n d  der W e rt des 
Im pulses \  S  is t gleich N u ll. D em en tsp rech en d , da in  d er G leichung (12) p 2 =  
2m (E  — U), is t

E  =  U — — 2-  Af ,  (13)
2m f

d. h . die E nerg ie  b e s teh t n u r  aus den zw ei p o ten tie llen  E n erg ien  u n d  e n th ä l t  
die k in e tische  Energie (VS)2/2m  n ich t. D ies hingegen e n tsp r ic h t w ed er d e r  
B ohrschen  T heorie , noch  d e r W . K . B . M ethode oder d er an sch au lich en  A u f
fassung  des s ta tis tisc h e n  A tom m odells. D iese N äh eru n g sm eth o d en  w e n d e n  
näm lich  ausd rü ck lich  dyn am isch e  A n sch au u n g  an . O bzw ar w ir u n se r V e rfa h re n  
a u f  diese A rt p rinzip iell n ic h t b eg rü n d en  k ö n n en , w ird  die A bb ild u n g  a u f  e in  1

1 W ir e rh a lte n  (12) aus (6 ) d u rc h  die S u b s ti tu tio n  

Ф — f  exp -  jr- (E t +  et),
welche die s ta tio n ä re n  P ro b lem e  c h a ra k te r is ie r t, sodass also in  (12) de r exponen tie lle  F a k to r  
von Ф n ic h t m eh r v o rk o m m t.
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P ro b lem  v o n  k lassisch  d y n am isch em  C h a ra k te r  der G leichung (12) b e n ö tig t. 
E s  k a n n  n äm lich  n u r a u f  diese W eise e in  konseq u en tes  (m ath em atisch es) 
V e rh ä ltn is  zw ischen W ellenm echan ik  u n d  B ohrscher T heorie  au fg e fu n d en  
w erden . E s is t  d er S ta n d p u n k t d er Z w eckm ässigkeit, d er die A nw endung d e r 
S u b s titu tio n  (7) in  V erb in d u n g  m it d er G leichung (12) b eg rü n d e t. A n d e re r
se its  w äre  es g en au  so b e re c h tig t, n ic h t d u rc h  die kom plexe  Q u a n titä t  (7) 
so n d ern  zum  B eispiel d u rch  ein Q u a te rn io n  oder auch  d u rc h  hyp erk o m p lex e  
Q u a n ti tä te n  v o n  höherer O rd n u n g  zu  e rse tzen . Im  le tz te re n  F a ll w ürde m a n  
a n s ta t t  (12) n ic h t zwei, so n d ern  v ier, bzw . noch  m ehr reelle  G leichungen e r 
h a lte n . E s b e d a r f  ke iner e ingehenden  B eg rü n d u n g , dass d er p h y sika lischen  
R e a litä t  so lcher A bb ildungen  von  dem  G esich tsp u n k t d e r konven tio n e llen  
M echan ik  je d e  G rund lage  fe h lt, jedoch  k a n n  das V erfah ren  vom  p rak tisch en  
G esich tsp u n k t aus b e g rü n d e t sein, v o ra u sg e se tz t, dass m a n  d ad u rch  in  d en  
B esitz  e in er le ich t h a n d h a b b a re n  N äherungsm ethode  ge lan g t.

E s sei d e r  E n e rg ieau sd ru ck  (13), d e r zu dem  E ig en w ertp ro b lem  (12) 
g e h ö rt, in  B e tra c h t  gezogen u n d  d er A u sd ru c k  des h ie r  v o rk o m m en d en  
» Q u a n te n p o te n tia ls«  so fo rm a l in  zwei Teile zerleg t, dass d e r eine Teil fo rm a l 
als k lassische  k inetische  E n erg ie  b e tra c h te t  w erden  k a n n . E s sei also

-ÍL 4 £ _ J _ (v S).__*!.Ü3L,
2 nt f  2m 2m y>

(14)

wo V S  d e r » Im p u ls«  is t , also

2 m
(VS)* (15)

die k lassische  k in e tisch e  E n erg ie  u n d

h2 Ay> 
2m y>

(16)

d as » Q u a n te n p o n te n tia l«  des zu in te rp re tie re n d e n  d y n am isch en  M odells. 
D a die G leichung (14) das V erh ä ltn is  von  S  u n d  y> u n b e s tim m t lä sst, b e s te h t 
die M öglichkeit d er w illkü rlichen  H in z u n a h m e  noch  eines Z u sam m enhanges. 
E s is t  am  zw eckm ässigsten , yt2 au ch  je tz t  als D ich te  zu b e tra c h te n , so dass d e r  
feh len d e  Z u sam m en h an g  eben  die K o n tin u itä tsg le ic h u n g

div  y>2 \7 S =  0 (17)

w ird . L e tz te n  E n d es  b e d e u te t dieses V e rfah ren , dass die s ta tisch en  E ig en 
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zu stän d e , die du rch  reelle f  c h a ra k te ris ie r t s in d 2, d u rch  A nw endung  der 
S u b s titu tio n

/ - >  <p =  y, ex p  — S
П

(18)

a u f  die »zugeordneten« , s ta tio n ä re n  Z u s tä n d e , die d u rch  die kom plexe W ellen
fu n k tio n  (p c h a ra k te ris ie rt s in d , a b g e b ild e t w erden . E s sei näm lich  in  (12) 
an  S telle  von f  aus (18) cp s u b s ti tu ie r t ,  d a n n  e rh ä lt m an n  die K o n tin u i tä ts 
g leichung  (17) u n d  die fo lgende d y n am isch e  G leichung

E  =  U  — —  (V S )2
2m

A2 Axp
2m y>

(19)

D as is t e igen tlich  eine E nerg ieg le ichung , deren G rad ien t die d y n am isch e  
G leichung is t.

Es is t so fo rt e rsich tlich , dass die A b b ild u n g  von  (12) a u f  die G leichungen 
(17) u n d  (19) n ich t e in -e indeu tig  is t . M it der A n w endung  von  w eiteren  
B esch rän k u n g en  k a n n  h ingegen die E in -E in d e u tig k e it der A bb ildung  auch 
gesichert w erden.

D ie G leichungen (17) u n d  (19) sind  fo rm al die G leichungen einer p o te n tie l
len S trö m u n g , in  w elcher das in  (16) h erv o rg eh o b en e  E nerg ieg lied  die v o n  der 
in n e ren  S p an n u n g  h e rrü h ren d e  E nerg ie  b e d e u te t. D ie D ich te  des »M edium s« 
ist

Q =  Cp* cp —  p ,  (2 0 )

die sich offensich tlich  s ta rk  von d e r W ahrsch e in lich k e itsd ich te  des e n t
sp rech en d en  E ig en zu stan d es

v = P  (21)

u n te rsch e id e t. D ie V era llgem einerung  d e r A b b ildung  (18) a u f  e in en  n ich t 
s ta tio n ä re n  F a ll, w ird  so e rh a lte n , dass die reelle F u n k tio n  die in  (8) u n d  (9) 
v o rk o m m t, w ieder durch  eine kom plexe* F u n k tio n  su b s titu ie r t w ird . W äre 
die g es te llte  A ufgabe, die B ohrsche T h eo rie , die W . K . B. M ethode u n d  das 
s ta tis tisc h e  A tom m odell a u f  e inen  n ic h t-s ta tio n ä re n  F a ll zu v e ra llgem einern , 
so m ü sste  w irk lich  d ieser W eg befo lg t w erden .

3. E s sei angenom m en, dass im  gegebenen  F a ll alle L ösungen  v o n  (17) 
u n d  (19) b e k a n n t sind . D ie F rag e  is t, a u f  G rund w elcher K rite rien  w erden

2 In  den F ällen , in denen die E ig e n fu n k tio n e n  auch  k o m p le x  sein können , d ü rf te  die 
h ier e rw äh n te  Schw ierigkeit d a d u rc h  verm ied en  w erden , dass v o n  de r E rzeugungsm öglich 
k e it der E ig en fu n k tio n en  in  reelle F o rm  abg eseh en  w ird . Je d o c h  in  allen F ä llen , w en n  zu 
dem  E n erg iee ig en w ert eine ungleiche Z ahl von E ig e n fu n k tio n en  g e h ö r t, is t  der A u f tr i t t  b e s tim m 
te r  reellen  E ig en zu stän d e  no tw en d ig . Die ree llen  E ig en zu s tän d e  h ab en  also im m e r einen 
S inn ; ohne  B ee in träch tig u n g  der A llgem einheit k a n n  desw egen b e h au p te t w e rd en , dass 
d ie E n erg iee ig en fu n k tio n en  f  reell sind . Die ree llen  E ig en zu stän d e  en tsp rech en  s teh en d en  
W ellen.



2 5 2 I. FÉN Y ES

u n te r  den  L ösungen  jen e  гр u n d  S  au sg ew äh lt, au s  w elchen die E ig e n fu n k tio n e n  
k o n s tru ie r t  w erden  können . W e ite r  m uss au ch  a u f  die F rag e  g e a n tw o rte t 
w erden , a u f  w elche W eise die E ig en fu n k tio n  гр u n d  S  k o n s tru ie r t  w erden  
k a n n . Diese le tz te re  F rage k a n n  sogleich b e a n tw o r te t  w erden . D a 9? u n d  'fl* 
gleichfalls L ösungen  von (12) s in d , is t  die reelle  f  F u n k tio n

/ =  ^- (?>+95*) =  r c o s - | ' - S
2 n

( 22 )

eben fa lls  eine L ö su n g , die bei geeigneten  S  u n d  гр e indeu tig  n o rm ie rb a r u n d  
zw eim al d iffe ren z ie rb a r is t u n d  im  In n e re n  des B ereiches über eine vo rgesch rie 
bene  A nzah l v o n  N u llste llen  v e rfü g t. W enn w ir w irk lich  solche гр u n d  S  f in d e n  
k ö n n e n , d a n n  s in d  die f  E ig en fu n k tio n en . D a  die G leichung (17) zw ischen 
гр u n d  S  ein b e s tim m te s  V e rh ä ltn is  v o rsch re ib t, k a n n  f  gem äss (22) schon  
a u f  G ru n d  e iner geeigneten  S  au fe rleg ten  F o rd e ru n g  zur E ig e n fu n k tio n  e r 
k lä r t  w erden . D ie allgem eine B eh an d lu n g  d e r F rag e  im  F a lle  von m e h r
d im ensiona len  P ro b lem en  is t au s  m a th e m a tisc h e n  G ründen  zu  k o m p liz ie rt, 
desw egen w ird  h ie r  e ingehend n u r  das e ind im ensionale  P ro b lem  b e h a n d e lt. 
A us (17) e rh ä lt m a n

also

dS
il  =

dx
dS2 _  „2

гр- dx
=  a2 =  k o n s t .  ,

f  = ------ cos — ( l udx -j- d),
u'/2 h VJ ’

/  =  cos — (S  +  Й) .S „ / 2  h

a
(23)

(24)

F a lls  S  die L ösung  der G le ichungen  (17) u n d  (19) is t, d a n n  is t  S e in w ertig  
u n d  d re im al d ifferenzierbar, fa l ls /e b e n fa l ls  e in w ertig  und  zw eim al d ifferenzier
b a r  is t. D ie N o rm ie rb a rk e it von  f  u n d  die F o rd e ru n g , dass es im  inneren  des 
B ereiches ü b e r e in e  gegebene A n zah l von N u lls te llen  verfüge  ( /с-te L ösung  
m it к-l N u lls te llen ), k an n  d a d u rc h  befried ig t w erd en , dass la u t  L . A .Y oung  [3] 
d ie fo lgende Q u an ten b ed in g u n g  auferleg t w ird  :

I udx  =  khn. (25)

D iese Q u an ten b ed in g u n g  b e d a r f  in  b e s tim m te n  Fällen  e iner M odifiz ierung . 
(D ie K o rrek tio n  u n d  die w ellenm echan ische  B eg rü n d u n g  v o n  (25) w ird  an  
e in er a n d e ren  S te lle  b eh an d e lt.)

4 . M an s ie h t, dass die G le ichungen  (17) — (19) in  sich z u r  C h a ra k te r is ie 
ru n g  des q u an ten m ech an isch en  E ig en w ertp ro b lem s noch n ic h t geeignet s in d . 
H ingegen  s ind  die G leichungen, die d u rch  dieses k lassische M odell c h a ra k te r i 
s ie rt w erden , en tsp rech en d  g e q u a n fe lt zu r B esch re ibung  d er E nerg ieeigen-
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W ertproblem e geeignet. E s is t o ffensich tlich , dass dies die V era llgem einerung  
der B ohrschen  T heorie  is t .  G em äss d ieser A u ffassu n g  e rg ib t s ich  also das 
d u rch  die G leichung (12) c h a ra k te ris ie r te  E ig en w ertp ro b lem  als  die V er
allgem einerung  der B ohrscheu  T heorie . D as b e d e u te t h ingegen , d ass  d ie  W ellen
m ech an ik  n äh e r n ic h t d u rch  die G leichungen (17)—-(19), so n d ern  d u rch  die 
von  diesen n ich t h e rrü h re n d e n  u n d  se p a ra t zu  p o s tu lie ren d en  Q u a n te lu n g s
regeln  c h a ra k te ris ie r t is t.

D er Ü bergang  v o n  der k lassisch en  M echanik  zu  der W ellen m ech an ik  
b e s te h t also aus den  fo lgenden  S c h ritte n  :

a)

E  =  ——  (\ S)2 - f  U . (19')
im

Die obige H a m ilto n —Jaco b i-G le ich u n g  w ird du rch  d as  Q u a n te n p o te n tia l (16) 
e rg än z t zu

E  =  —  ( \ S ) *  +  U -
2m

h2
2 m

Aip
y>

(19)

Q  f 2 w erde in  (19) als eine D ic h te fu n k tio n  b e tra c h te t  u n d  zu  (19) die 
K o n tin u itä tsg le ich u n g  (17) h in zu g e fü g t :

zu e iner W ellengleichung zusam m engefasst w erden  :

h2 Acp -)- p 2cp =  0 . (26)

d ) D er erste  S c h r itt  der Q u a n te lu n g  b e s te h t d a rin , dass d ie  W ellen 
cp u n d  cp* m ite in an d e r in te rfe rie ren  u n d  so e n ts te h t die s tehende W elle :

f  =  y> cos
Ï (S+ä)'

e)  D er zw eite S c h r it t  der Q u an te lu n g  sch re ib t die A n w endung  der 
Q u an ten b ed in g u n g  (25) vor.

Die W ellenm echan ik  u n te rsc h e id e t sich also in  d re i c h a rak te ris tisch en  
P u n k te n  von  der k lassischen  S ta t is t ik  : in  der A nw endung  des Q u an ten p o ten -

div  (y>2\ S) — 0. (17)

c) Die G leichungen (17) u n d  (19) können  m it der A b le itu n g  d e r kom 
p lex en  F u n k tio n

cp =  гр exp  — S  (18)
h
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t ia ls , in  d er In te rfe ren z  u n d  in  d e r P h a se n q u a n te lu n g . D er U m s ta n d , dass in  
d er W ellen m ech an ik  d as  Q u a n te n p o te n tia l  (16) a m  w enigsten  c h a ra k te ris tisch  
is t , w ird  d u rch  fo lgende T a tsach e  nachgew iesen . E s g ib t solche P o te n tia le  1/, 
zu d en en  Q u a n te n p o te n tia le  v o n  k o n s ta n te n  W e rte n  gehören

^ -  =  E 0 =  k o n s t .  (27)
2m ip

In  d iesem  F alle  c h a ra k te ris ie re n  die G le ichungen  (17) — (19) e in  vollkom 
m en k lassisches P ro b le m , aus w elchem  du rch  die A nw en d u n g  der zwei Q u an ten 
b e d in g u n g en  (die In te rfe ren z  u n d  d ie  P h a se n q u a n te lu n g ) die e x a k te  Lösung 
des b e tre ffe n d en  w ellen m ech an isch en  E ig en w ertp ro b lem s e rh a lte n  w ird . M it 
dem  F a llen lassen  d e r  Q u a n ten b ed in g u n g en  la ssen  w ir h ingegen  das E igen
w ertp ro b lem  se lb st fa llen .

E s  seien alle m ög lichen  L ö su n g en  von (27) in  B e tra c h t gezogen u n d  es 
seien  d ie  als L ösung  e rh a lten en  cp in  die G leichung (17) su b s ti tu ie r t  u n d  die 
zu  d en  einzelnen  cp gehö renden  S b e s tim m t.

D ie e rh a lten en  L ösungen  S  se ien  in  (19) s u b s ti tu ie r t ,  d a n n  g ib t das a u f 
diese A rt e rh a lten e  V erh ä ltn is  von  U  u n d  E  d a rü b e r  A u sk u n ft, w elche Problem e 
bei B eh a n d lu n g  gem äss der B o h rsch en  T heorie u n d  der W ellen m ech an ik  zu 
a n a lo g en  E rg eb n issen  füh ren .

5. E s seien ein ige c h a ra k te ris tisch e  E ig en sch a ften  des »Im pulses«  и 
u n d  d e r  » W irk u n g sfu n k tio n «  S  u n te rs u c h t, и k a n n  m it H ilfe v o n  f  folgender- 
m assen  au sg ed rü ck t w erden .

E s w erde die V ariab le

Z  — cos — ( j udx +  d)
h

e in g e fü h rt. D ann  e rh ä lt  m an  e in e rse its  aus (24)

(28)

a n d e rse its  aus (29)

u  =  —  Z 2,
P

(29)

— (J  udx  -f- d) =  arc  c o s Z ,

— — К
f f - z 2

(30)

W ird  и au s (29) u n d  (30) e lim in ie rt, so b ek o m m t m a n  bezüglich  die folgende 
D iffe ren tia lg le ich u n g

a 2 _  _  ;  _  Z '

T 2 ~  f l  - Z 2 ’
(31)
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w elche d u rch  S eparie rung  der V a riab len  einfach in te g r ie r t  w erden k a n n

u n d  so aus (29)3

w eiterh in
*0

S  = A a rc tg  )
X 0

—  d x +  Sn.
Г

(32)

(33)

(34)

In  e rs te r  L inie is t es au ffa llen d , dass c u n d  ^ v o llk o m m e n  w illkürliche K o n s ta n 
te n  sind , d . h . die G ültigkeit der Q u an ten b ed in g u n g en  (25) h ä n g t n u r d a v o n  ab , 
w elche W erte  f  an  den  G renzen  a n n im m t u n d  wie oft es im  In n eren  des B e
reiches zu  N u ll w ird . D ie Q u an te n b e d in g u n g  (25) is t fü r  u n en d lich  viele W e r te 
p a a re  ж0, e e rfü llt, so dass u nend lich  v ie le  S  bzw . и ex is tie ren , von w elchen  ein 
jedes dieselbe E ig en fu n k tio n  f  e rzeu g t. D em en tsp rech en d  können  zu  einem  
gegebenen p 2 u nend lich  v iele u 2 zu g eo rd n e t w erden . In  dem  B ereich, in  w elchem  
p 2 >  0, geh ö rt zu jedem  x  e in  solches u, dass an  d ieser S telle

u(x)  =  p  (x ) . (35)

E in  a n d e re r  w ich tiger U m stan d  is t ,  dass и la u t  d e r  G leichung (33) eine 
d e fin ite  F u n k tio n  is t. (Sie k a n n  h ingegen  a n  den E n d e p u n k te n  auch N u ll sein, 
falls ab er die E n d e p u n k te  unend lich  e n tfe rn te  P u n k te  s in d , d an n  is t sie d o rt 
no tw endigerw eise  N ull.) H ingegen  ist p  n ic h t einm al ü b e ra ll reell. E hen  d esh a lb  
is t es zw eckm ässiger, u 2 u n d  p 2 zu v erg le ichen . Solange w2 ü b era ll p o s itiv  is t, 
is t p 2 au sse rh a lb  des k lassischen  B ahnbere iches n eg a tiv . D ieser U m stan d  w eist 
d a ra u f  h in , dass es n ich t am  v o rte ilh a f te s te n  is t u d u rc h  p  an zu n äh ren . Es 
is t viel n ü tz lich e r и d u rch  eine solche F u n k t io n  P  a n z u n ä h e rn , die g e q u a n te lt  
w erden  k a n n  u n d  im  allgem einen  ü b er d ieselben  q u a li ta t iv e n  E ig en sch a ften  
v e rfü g t wie и [5].

J B ezüglich einiger speziellen Fälle hat auch  I. L e n t e i  [4] den Zusam m enhang (33) 
abgeleitet.
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B etre ffen d  d ie  Z ahl der In te g ra tio n s k o n s ta n te n  u n te rsch e id en  sich d e r  
q u an te n m e c h an isch e  »Im puls«  и u n d  die » W irk u n g sfu n k tio n «  S in  b e d e u te n 
dem  M asse von  ih re m  k lassischen  A nalogen. S  e n th ä lt  d rei In te g ra tio n sk o n 
s ta n te n  von  d en en  eine a d d itiv  is t ,  die a n d e ren  zwei h ingegen  s in d  x0 u n d  c. 
и  e n th ä lt  zwei In te g ra tio n sk o n s ta n te n  x0 u n d  c. D as is t s e lb s tv e rs tä n d lic h , 
d a  S  d u rch  die G leichung d r i t te r  O rdnung

Ä2 3 Í S" 2 ! 5

4 1 S' ~ 2 ‘ ~S'~_
_  S/2 =  0 , (36)

u h ingegen  d u rc h  die G le ichung  zw eiter O rd n u n g

3 u' 2 1 и"
4 и

----1

см +  p 2 — u2 =  0 (37)

b e s tim m t is t. D ieser U m sta n d  b e d e u te t e ine  u n ü b erw ind liche  D isk rep an z  
zw ischen der k lassischen  P u n k tm e c h a n ik  u n d  d e r  W ellenm echan ik . M an v e r 
f ä h r t  v iel k o n seq u en te r , w enn cp als P o te n tia lfu n k tio n  und  (19) als die G leichung 
e in e r p o te n tie lle n  S tröm ung  b e tra c h te t  w ird . (V on diesem  G esich tsp u n k t is t 
es ab e r gleich, ob  ip2 als eine W ah rsch e in lich k e itsd ich te  o d er als die D ich te  
eines im ag in ä ren  »M edium s« b e tra c h te t  w ird .)

Im  e rs te n  A ugenblick  e rsch e in t der G ed an k e , dass d ie  e rw äh n ten , u n 
b es tim m ten  K o n s ta n te n  m it d en  v e rb o rg en en  P a ra m e te rn  in  V erb in d u n g  
g e b ra c h t w erd en  können , als gew innend . D ie zw ei Dinge h a b e n  jedoch  n ic h ts  
m ite in a n d e r  zu  tu n .  N ich t w eil die vom  G esich tsp u n k t d e r P u n k tm e c h a n ik  
überflüssige  A n z a h l von K o n s ta n te n  n ich t d u rc h  ein k lassisch  m echan isches 
M odell in te rp re t ie r t  w erden k ö n n te , dies w ü rd e  näm lich  eb en  den  Ü berschuss 
b e d e u te n  u m  d e n  die Q u an ten m ech an ik  vom  p h y sik a lisch en  G esich tsp u n k t 
au s  k o m p liz ie rte r is t als die k lassische M echan ik . D er U m s ta n d , dass in  d e r 
Q u a n te n m e c h an ik  die M essangaben  u n d  d ie  E igenw erte  zusam m en fa llen , 
z ie h t no tw end igerw eise  (wie es v o n  N e u m a n n  bew iesen w u rd e) die U nm öglich 
k e it  der v erb o rg en en  P a ra m e te r  nach  sich . Solange also die m a th em a tisch e  
M odellierung des q u an ten m ech an isch en  M essbegriffes sich n ic h t en tsp rech en d  
ä n d e r t ,  is t es e in  U nsinn, d en  G edanken  d e r  M öglichkeit der v e rb o rg en en  
P a ra m e te r  aufzuw erfen .

6. Die l a u t  (22) u n d  (25) q u a n te lte n  L ösungen  d e r G leichungen (17) 
u n d  (19) lie fe rn  die Lösung d e r E ig en w ertp ro b lem e  (12). E s is t  also ge lungen , 
d u rc h  A n w en d u n g  der e rw ä h n te n  G leichungen  u n d  Q u an ten b ed in g u n g en  d em  
w ellenm echan ischen  E nerg iee ig en w ertp ro b lem  ein an schau liches M odell z u z u 
o rd n en . Es b e s te h t  aber d ie  F rag e , ob dieses B ild  k lassischen  C h arak te rs  fü r  
alle  q u a n ten m ech an isch en  P rob lem e an g en o m m en  w erden  k a n n . O ffen sich t
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lieh  is t  die A n tw o rt v ern e in en d . Es is t  näm lich  a u ffa lle n d , dass h ie r  das 
Ä q u iv a len t des k lassischen  Im pu lses p  ViS is t, das fo rm al a u c h  ein k lassischen  
C h a ra k te rs  is t, obzw ar in  der W ellen m ech an ik  in  W irk lich k e it dem  k lassisch en  
Im p u ls  d er O p era to r

h  Э 

i 8 q

e n tsp r ic h t ; dies h ingegen  is t d er k lassisch en  A nschauung  vo llkom m en frem d . 
E b e n  d esha lb  is t es bedenk lich , die O p e ra to re n  u n d  die b ezüg lichen  K o m m u ta -  
tio n sv e rh ä ltn isse  ohne K ritik  in  den  H in te rg ru n d  zu sch ieben .

E s w ird  so fo rt e rs ich tlich , dass be i den  E nerg iee ig en w ertp ro b lem en  die 
Schw ierigkeit d u rch  die A nw endung  des Q u a n te n p o te n tia ls  e lim in iert w ird , 
h ingegen is t  dies bei an d eren  E ig en w ertp ro b lem en  n ich t d e r  F a ll (bzw . w ird  
sie d u rch  andere  Q u an ten p o ten tia le  b eh o b en ). Es sei zum  B eispiel der 
E rw artu n g sw ert des zu x  gehörenden  Im p u lso p e ra to rs  g eb ild e t ; d a n n  e rh ä lt 
m a n  die fo lgende G leichung

8 S 
Эж

(38)

W eite rh in  e rg ib t sich der E rw a rtu n g sw e rt des O perato rs d e r k ine tischen  E n e r 
gie zu

fl2 4 f h2 Axp
2 m f 2m V .

+ (39)

Im  falle  d er A nw endung  der O p era to ren  w ird  also das Q u a n te n p o te n tia l fo rm a l 
als eine k in e tisch e  E nerg ie  b e tra c h te t .  D ie einheitliche B eh an d lu n g  d e r zwei 
E nerg ieg lieder k a n n  jedoch  n u r  d u rch  E in fü h ru n g  des Im p u lso p era to rs  
d u rch  die an g ew an d te  spezielle q u an ten m ech an isch e  M itte ilu n g  re a lis ie r t 
w erden . D ad u rch , dass in  d er G leichung (19) dreierlei E n e rg ien  eine R o lle  
sp ielen , w ird  die D arste llu n g  der O p e ra to ren  fo rm al v e rm e id b a r, hingegen k a n n  
bei an d eren  P rob lem en  keine Ä q u iva lenz  zw ischen den b e id en  B ehan d lu n g en  
besteh en . J e  n ach  dem , um  welches E ig en w ertp ro b lem  u n d  u m  w elche G rösse es 
sich h a n d e lt , m üssen  versch iedene (a u fe in a n d e r n ich t zu rü ck fü h rb are ) p h y s i
kalische G rössen zu r A ushilfe e in g efü h rt w erd en . E in  M odell k lassischen  C h a 
ra k te rs  k a n n  also dem  E igenw ertproblem  e in e r jed en  Grösse zugeo rdnet w erd en . 
Diese M odelle än d ern  sich h ingegen von  G rösse zu Grösse u n d  folgen n ic h t  
au se in an d er.

D er fo lgende V ergleich b e leu ch te t d a s  G esagte noch besser. Es ist b e k a n n t, 
dass die G leichungen der k lassischen  H y d ro d y n a m ik  au ch  s ta tis tisc h  in te r 
p re tie r t  w erden  können . In  diesem  F a lle  b e d e u te t die F lü ss ig k e itsd ich te
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(en tsp rech en d  n o rm ie rt) die W ah rsch e in lich k e itsd ich te  eines au se rw äh lten  
M oleküls, die G eschw ind igkeit d er F lü ss ig k e it hingegen d e r  E rw artu n g sw ert 
d e r  G eschw ind igkeit des M oleküls (an gegebenem  O rt u n d  zu gegebener Z e it) . 
Im  e in fach sten  F a ll , dem  F a ll e in er p o ten tie llen  S tröm ung  ohne innere R e ib u n g , 
is t  das W ah rsch e in lich k e itsv e rh a lten  des au se rw äh lten  M oleküls d u rch  die 
fo lgenden  G le ichungen  c h a ra k te ris ie r t :

U + P ( q) +  - 1- ( V S ) 2 =  E ,  (40)
2m

d iv (p \'S )  =  0« (41)

A uch  h ier k o m m en  dreierlei E nerg ien  vo r, je d o c h  k a n n  d u rc h  die E in fü h ru n g  
eines O p e ra to rs  p fo rm al e rz ie lt w erden, d ass  n u r k in e tisch e  u n d  p o te n tio -  
nelle E n erg ien  zu  b eh an d e ln  sin d . D er O p e ra to r  m uss so b es tim m t u n d  eine  
spezielle M itte lu n g sm eth o d e  so in te rp re tie r t  w erden, dass

P =  VS (42)

u n d

w ird . Y on dem  G esich tsp u n k t der an g ew an d ten  A n sch au u n g  k lassisch en  
C h arak te rs  g esch ieh t in d er W ellenm echan ik  bei der E in fü h ru n g  der Schreibw eise 
d er O p e ra to re n  genau  d asse lb e . Vom G esich tsp u n k t d e r  H y d ro d y n a m ik  is t  
die D a rs te llu n g  der O p e ra to ren  n u r ein  le e re r  F o rm alism u s. In  F ä llen , w en n  
zu r p ra k tis c h e n  Lösung d er h y d ro d y n a m isc h e n  P rob lem e die w e llen m ech an i
schen  A n alog ien  eine H ilfe gew ährle isten  k ö nnen  (z. B . die E rw eite ru n g  von  
w ellen m ech an isch en  N äh e ru n g sm e th o d en  in  die H y d ro d y n am ik ) k a n n  d as  
V erfah ren  u n b e d in g t au ch  an n e h m b a r u n d  von N u tzen  sein.

Es sei zu m  Schluss b e m e rk t, dass sow ohl die in  d e r  W ellenm echan ik  a n 
w en d b aren  B ild e r  k lassischen  C h arak te rs  u n d  auch die in  der H y d ro d y n a m ik  
a n w en d b a ren  B ilder q u a n te n m e c h an isch e n  C h a rak te rs  n u r  au f je  e in en  
P ro b lem en k re is  an g ew an d t w erden  k ö n n e n . D as is t e ine n a tü rlich e  F o lg e  
d av o n , dass sich  die E rw a rtu n g sw e rte  d e r  P o ten zen  v o n

h 9 9S
— —  u n d  -----
i 9 q 9 q

und
u n d  \  S

no tw en d ig erw eise  v o n e in a n d e r u n te rsc h e id e n .



Ü B E R  DAS V ERH Ä LTN IS DES W ELLEN M ECH AN ISCH EN  E N ER G IEE IG EN W E R TPR O B L EM S 2 5 9

D urch  das G esagte w ird  die G ü ltig k e itsg ren ze  des M odells k lassischen  
C h arak te rs , das d u rch  die G leichungen (17) u n d  (19) c h a ra k te ris ie r t ist, sow ie 
jen e  der N äh eru n g sm eth o d en , die a u f  dieses M odell a u fg e b a u t sind, k la r  
b e s tim m t. Die B ohrsche T heorie, die W . K . B . M ethode u n d  d as  s ta tis tisc h e  
A tom m odell s ind  n u r  zu r a n n äh e rn d en  L ösung  der w ellenm echan ischen  
E nerg iee igenw ertp rob lem e u n d  der d a m it lö sb a re n  anderen  P ro b lem e  geeignet. 
W enn  also das Ziel die a n n äh e rn d e  B e h a n d lu n g  eines sich a u f  eine an d e re  
physika lische  G rösse beziehenden  P ro b lem en k re ises  w äre, d a n n  m üssten  w ir  
die e rw äh n ten  N äh eru n g sm eth o d en  e n tsp re c h e n d  m odifiz ieren .
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О СООТНОШЕНИИ МЕЖДУ КВАНТОВОМ ЕХАНИЧЕСКОЙ ПРОБЛЕМОЙ СОБ
СТВЕННЫ Х ЗНАЧЕНИЙ ЭНЕРГИИ И КЛАССИЧЕСКОЙ МЕХАНИКОЙ

И. ФЕНЕШ

Р е з ю м е

Главной целью работы является выяснение математических соотношений между 
двумя теориями и принципиальное обоснование квантовомеханических методов прибли
жения, исходящих из классических основ. При этом, однако, касаемся некоторых принци
пиальных вопросов классического обоснования квантовой механики.

1. Проблема собственных значений энергии вообще не имеет классического пре
дельного случая.

2. Преобразование проблемы собственных значений энергии в модель классиче
ского характера. Трудности классической интерпретации состояний с реальными соб
ственными функциями. Формальное решение трудностей.

3. Взаимная однозначность преобразований.
4. Квантовая механика, как обобщение теории Бора.
5. Некоторые характеристические свойства «импульса» и  и «функции действия» S.
6. Пределы модели классического характера ; аналогия со статистической интер

претацией гидродинамики.
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A-QUANTIZATION OF THE FREE, BILOCAL 
BOZON FIELD

By

G. PócsiK
IN ST ITU TE FO R  TH EO RETICAL PH Y SIC S, SZEGED 

(Presented by K. F. N ovobátzky. — R eceived  : VIII. 9. 1957)

The relation o f R a y s k i’s system atization  theory o f  e lem en tary  particles w ith  the higher- 
sp in  theory of F ier z  offers a possibility for the Й-quantization  of the free, b ilocal bozon field . 
W e introduce a relativ istic  invariant / Linnet ion. the properties o f which are also dealt with. 
F inally the problem s arising when taking into consideration isospaces are discussed.

§ 1. Introduction

In  th e  q u a n tiz e d  fie ld  th e o ry  of non-local a n d  bilocal fie ld s  — sim ilar 
to  th e  case o f local q u a n tu m  fie ld  th e o ry  — th e  fields are ch a rac te rized  b y  
fie ld  q u a n titie s , w hich sa tis fy  c e r ta in  c o m m u ta tio n  re la tions.

In  th e  non-local fie ld  th e o ry  such  c o m m u ta tio n  relations m a y  be ob ta in ed  
also  w ith  th e  q u a n tiz a tio n  m eth o d  [ 1 ]  used  b y  S c h w i n g e r . T h is  m ethod  
serves as a basis  in  non-local fie ld  th e o ry  for th e  w orking ou t [2] o f  a quasi- 
can o n ica l q u a n tiz a tio n  p rocedure . T h u s we succeed  in  ensuring  v a lid i ty  of th e  
u su a l can o n ica l co m m u ta tio n  re la tio n s  a t le a s t  on th e  space-like  h y p e r
su rface  lim itin g  th e  region (in w hich  th e  form  fa c to r  is in te rp re te d ) .

T he p rob lem  is even  m ore com plica ted  in  th e  bilocal f ie ld  th e o ry  i. e. 
we h av e  to  go over a lread y  from  th e  local f ie ld  th e o ry  in to  th e  b ilocal fie ld  
th e o ry  b y  q u a n tiz a tio n . The reaso n  for th is  so -ca lled  /-q u a n tiz a tio n  is to  be 
fo u n d  in  th e  fa c t th a t  th e  fie ld  q u a n titie s  d e p e n d  also on th e  d isp lacem en t 
o p e ra to r  [3]. In  th e  b ilocal q u a n tu m  th eo ry  o f  fie ld s  th e  fie ld  q u a n titie s  w ill 
be doub le  o p e ra to rs , i. e. /-q u an tized  fie ld  o p e ra to rs  an d  q u a n tit ie s  w hich are 
su b jec t to  the  B ose-E inste in  resp . F e rm i-D irac  q u an tiz a tio n .

Since th e  can o n ica l q u a n tiz a tio n  p ro ced u re  can n o t be d ire c tly  applied , 
i t  seem s ad v isab le  to  search  for d ire c t m e th o d s.

T he q u a n tiz a tio n  ru les of th e  Y u k a w a  th e o ry  were given b y  B l o c h  [ 4 ]  

so as to  o b ta in , a f te r  ca rry in g  o u t th e  usual in te g ra tio n s , th e  co rrespond ing  
c o m m u ta tio n  re la tio n s  o f th e  local fie ld  th e o ry .

R a y s k i  p r o c e d e d  i n  a n  e s s e n t i a l l y  s i m i l a r  w a y  [ 5 ]  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  

b i l o c a l  p a r t i c l e  o f  s p i n  1/ 2 s t a r t i n g  f r o m  a n  e q u a t i o n  [ 6 ]  t y p e  Y u k a w a .

T he q u a n tiz a tio n  o f R a y s k i ’s th e o ry  c a n  be  given on th e  basis  of th e  
re la tio n  [3] w ith  th e  h igher-sp in  th e o ry  of F i e r z .

2 Acta Physica IX/3.
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O w ing to  th e  fa c t t h a t  also Y u k a w a ’s th e o ry  is connected  w ith  th a t  
o f F i e r z  [7] th e  c o m p u ta tio n s  can  be  rep ea ted  a lso  in  th is  case w ith  due 
m o d ifica tio n . F u r th e r  on we deal w ith  free  partic les o f  in te g e r  sp in . As a m a tte r  
o f course th e  m ethod  ca n  be applied  a lso  to  p a rtic le s  o f h a lf  in te g e r  sp in . In  
§ 2 th e  c o m m u ta tio n  re la tio n s  will be  deduced  a n d  th e  resu lts  o b ta in e d  
d iscussed , w hereas in  § 3 th e  iso-field w ill be d ea lt w ith .

§ 2. The Л-quantization of the bilocal bozon field

L e t us denote  b y  <p (x , r) th e  w av e  fu nc tion  o f  th e  free, b ilo ca l bozon 
fie ld , cp (x , r) sa tisfies th e  generalized  S ch röd inger-G ordon  eq u a tio n  com ple ted  
b y  th e  re a c tio n  force [3]

{ Vw +  4 a4 (VV -I l—  V„ ŸV — L 2 (r)}  <p(x,r) 0 , (1)
^Q

w here a is th e  c o n s ta n t ch a rac te riz in g  the  fam ily  ;

L 2 (r) =  -1-  (r„ rv y„ у , -f- 2 г„у „)
rQ

is th e  in v a r ia n t  g en era liza tio n  o f th e  L ap la c e -o p e ra to r’s ra d ia l p a r t  and

a  _  _  _  _  a
V7̂ . . . г " V,,. . . Vv, Vm =  1 Vi« • . .  V — \  « . . . V»o \  V •Qx„ a  r„

L e t us consider th e  in fin ite  series o f th e  loca l (tenso r or p seu d o -ten so r) 
F i e r z  fie ld s (p (x ), (pfH (x ) , . .  .. The te n s o r  or p seu d o ten so r <plll . .  ( a ) w ith
in d ex  n  describes th e  p a rtic le  of in te g e r  sp in  n an d  h a s  th e  following p ro p e rtie s

a) 9o. . .„. . , r . . . (x)=q>.  . ( x) ,

b) <p. . .  „ . . . (x) =  0 ,

c) cp.. . . M( x )  = 0 ,  (2)

d) ( W  -  M 2) ср,ч . . . /ln(x) =  0 ,

w here M n is th e  m ass o f  th e  p a rtic le  o f  sp in  n.
T h e  re la tio n  w ith  th e  F i e r z  th e o ry  m an ifes ts  itse lf  in  t h a t  th e  w ave 

fu n c tio n
co

у  ( * , r )  <p (x ) +  2 :  V n ■ • -“ni*) G i • • ■ rm
n  = 1

( 3 )
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sa tisfies eq u a tio n  (1 ) an d  th a t  we o b ta in  for th e  m ass of th e  p a r tic le  w ith  sp in  n

re (re +  1) yj*M n = al 1 (4re (re +  1) ) 1/4 =  

I t  can  be show n th a t  also equ a tio n s

(4)

«) Vmm <P (*, r) =  0 ,

b) VMVM9>(x,r) =  0 ,  (5 )

e) (V„„ — 4a* L 2 (r))<p (x, r) =  0

a re  sa tisfied  b y  (3).
I t  shou ld  be n o ted  here  th a t  th e  in d iv id u a l F i e r z  fields are u n am b ig u o u sly  

d e te rm in ed  b y  99 (x , r):

<p (x ) lim  <p (x, r) ,
V ">°

9 4 •  -, lin V ^- • • ™9, (*>r ) •re! r/(- > о

C orresponding fo rm ulae  ho ld  sp ino r fields.

In  th e  q u a n tiz e d  th e o ry  of fie lds <p (x), cp (x ), . . . w ill be fie ld  o p era to rs , 
con seq u en tly  also 99 (x , r) w ill be one. O ur ta s k  is to  de te rm ine  th e  c o m m u ta 
tio n  re la tio n s, i. e. th e  co m m u ta to rs  [99 (x, r), cp (x ', s)] an d  [cp (x, r), 99* (x ', s)] (sM 
is n o t n ecessarily  th e  sam e as r /().

F irs t o f all we show  th a t

[99 (x, r ) , 9?(x',.s)] [99*(x, r) ,9 9 * (x ',s )]  0 ,

in  com plete acco rdance  w ith  th e  local field  th e o ry . I . e. ow ing to  (3) for in 
stan ce

[9' (x, r), 99 (x 's ) ]  [99 (x), 99 (x ')] +  £  +
П —

4  [ 9 4 -  ■ -Mn (* ') ]  4 ‘ ■ - 4 n }  +  ^  [9 4  ■ • -Mn (*)> <Pvi-  • ( * ') ]  •
m,n= 1

r/'i • • • rMn 4  • ■ ■ svm ■

B ecause ev ery  co m m u ta to r  shou ld  v an ish  in  w hich fie ld  o p era to rs  belonging 
to  pa rtic le s  of d iffe ren t sp ins occur on ly  th e  sum

CO

^  [çv«l • • • m  (•'O’ P̂v\. • • • *72 (Л )] Г«1 • • * rVn s»’i • • • 4 Svn 
n~l

9 *
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rem ain s. T h e  c o m m u ta to rs  occuring  in  th is , how ever, y ield  zero acco rd ing  
to  F ie r z .

W e o b ta in  in  a q u ite  sim ilar w ay  th e  eq u a tio n

[(f{x,r), (p* (*',«)] [<P (x),<p* (*')] +03
2  [W i • • • I‘n (*), <Pn ■ ■ ■ vn (* ')]  TH . . .  rm  s n . . .  sPn. (7)
11 = I

T he v a lu e  o f th e  c o m m u ta to rs  occu rrin g  in  £  are accord ing  to  F ie rz  [7] in  
th e  u n i t  sy stem  h =  c —  1 :

[<P ■ ■ , ( * ) > < •  • ■ m (* ') ]  = — iD ,1*1 * • ип ; pi • , D ( " )  ( x  -  X 9) . ( 8)

D ln> (x  — x')  is th e  re la tiv is tic  in v a r ia n t  D -fu n c tio n  o f  th e  p a rtic le  o f  sp in  n. 
W hereas D ßi. .  ,Vn is a d iffe ren tia l o p e ra to r  co n ta in in g  2fc-times (fe =  n , . . 1 )  
d iffe re n tia tio n s . Dßi . . . vn can  be exp ressed  b y  th e  o p era to r

, — М ? Х „ ,  (n =  ] , . . . )

using  th e  re la tio n

Dvi • ■ ■ vn i ft-
rn

I =0 0'f)
■ d (n>1‘u‘i ■ d<n)nil - d<">nvi •

- 1 ) '
(2n)!Z! (n 

d<”) . d
X r 2 1 l(-‘l  1 V i

(2 n -  21)1
l)\ (n — 21)1 (9)

d (fI> ,Ц» 'n ’

n  . n
w here —  is th e  n e x t in te g e r  n u m b er <C an d  (^ , v) signifies th e  su m m a tio n

2 2
over a ll th e  p e rm u ta tin o s  o f th e  ind ices  /г and  v. S u b s titu tin g  (8) in to  (7) we 
o b ta in

r) , 9?* (x \s)] =  — i D (0>(*—x') +  у  ü ßl. . . vnD (n>(x — x ') r th. . . sv
n = 1

( 10)

T he r ig h t  h an d  side o f (10) defines th e  re la tiv is tic  in v a ria n t fu n c tio n  D

D (x  — x ' ,  r, s) - D (°)(x — x ')  +  J p  D /h. . . m
n=l

D {n\ x  — x ’) r„.. . . rm s„,. . . svn (11)

o f th e  b ilocal p a r tic le  fam ily . T he series (11) is co n v erg en t in  th e  reg ion  w here 
(p (x, r), <p* (x , s) a re  defined .
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The fu n d a m e n ta l re la tiv is tic  in v a r ia n t co m m u ta tio n  re la tio n s  are g iven 
b y  (6) resp . (10) (11)

{<P (*. r), <P ( x \  s ) ]  =  [99* (*, r), 99* (X',  s)] =  0 , ^
[99 (x, r), 99* (*', s)] — — i D ( x  — X1, r, s).

B y eq u a tio n  (12) th e  q u a n tiz a tio n  ru les o f som e h ig h er sp in  fields are 
de te rm in ed

D<°) (x -  x ’) lim  D (x — x ’, r, s)
r ->o

lim  . . .
Г
s(Л/<

—>0 
—>0

lim  . . . =.
s — > 0

D? l* • Pn 9 r, • • • vn D ^ ( x  -  x') lim  (n!) 2 y h ) .

lim  . . .  =  l im .
s ,,— > 0  r„—>0

• ßn \ »1'(S ) D  (x — x', r, s) —

( n  -- 1 , . . .)

In  th e  local fie ld  th e o ry  th e  co m m u ta tio n  fu n c tio n  sa tisfie s  th e  Schröd in 
g e r— G ordon eq u a tio n . F rom  ( 1 2 )  i t  can  be seen h u t it  is o b ta in e d  also b y  
c a lcu la tio n  th a t  for th e  co m m u ta tio n  fu n c tio n  m u st sa tis fy  th e  equ a tio n s 
(1) (5) w ritte n  fo r va riab le  p a irs  (x, r) an d  (x ' , s ) .

T he sy m m e try  p roperties o f th e  c o m m u ta tio n  fu n c tio n  ca n  be read  off 
from  ( 1 1 ) .  — T he p roperties assum ed  b y  R a y s k i  are in  g en e ra l sa tisfied , 
D  (a, r, s) is how ever n o t sy m m etrica l u n d e r th e  inversions rß —> — rfl or 
s„ —> — sß, b u t  o n ly  u n d e r rß —> — r;, an d  s fl -a- — s/(.

I t  is ev id en t th a t  D (x, r, s) =  0 is fu lfilled  fo r x0 =  0 o n ly  in  an  in e rtia l 
sy s tem . N e ith e r is (V0 D (x))Xl, 0 =  à(x) v a lid , b u t  in  an  in e r t ia l  system

( \  0 R  (x, r, s))Xo=0 (1 +  Л (1)( r ,  s )  +  (Л<*> (r, s ) ) 2 — * Л <2>(r, r) / 1 <2>(s , s )  +

+  ■ • • ) % ) ,
w here

Л (п) (г, s) =  d $  ги s„ (n = 1 , . . . ) .

§ 3. Considering the isobar spin field

P a i s  was th e  f irs t, who in  1953 called  a tte n tio n  to  an  o th e r  v a r ia n t o f 
th e  “ bilocal”  fie ld  th eo ry [8 ], w hich applies th e  iso b ar sp in  fie ld  (м-fie ld )in stead  
o f  th e  r-fie ld . T he th e o ry  in  its  p re sen t form  [9] fu r th e r  developed  PA is’ideas.
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In  a m ore  com plete th e o ry  th e  sp in  a n d  isospin d ep en d en ces have  to  be con
s id ered  s im u ltanously , i. e. in  th e  above expressions also  th e  w-field shou ld  be 
ta k e n  in to  accoun t.

T h e  B o se-E in ste in  q u a n tiz a tio n  o f a th e o ry  o f  su ch  tw o a u x ilia ry  fie lds 
can  he  g iven  b y  th e  ru le

\cp (X, r, it) <p* ( x \  s, u ')] =  — i ô (u — u') D (x — x',  r, s ) . (13)

All th e  o th e r  c o m m u ta to rs  van ish .
T h e  general c h a ra c te r is tic s  o f su ch  a general f ie ld  th e o ry  are th e  follow ing.
1. T he spin r o ta to r  an d  iso to r  ch a ra c te r  o f  an  e lem en ta ry  p a rtic le  

are  considered  s im n ltan eo u sly .
2. T he to ta l  a n g u la r  m o m en tu m  is com posed o f  th re e  p a r ts  : I .  o rb ita l 

m o m e n tu m  in  th e  ж- f ie ld -|-sp in  m o m en tu m , I I .  o rb ita l  m om en tu m  in th e  
r-fie ld  [10], I I I .  o rb ita l m om en tum  in  th e  u-field-(-isosp in .

3. T he to ta l  m ech an ica l m ass o f  th e  p a rtic le  is q u an tized  to g e th e r  b y  
th e  o rb ita l  m o m en ta  o f  th e  r- an d  u -spaces.

4. D ifferen t v a lu es  r an d  и a re  belonging  to  th e  sp in  ro ta to r  a n d  to  th e  
iso to r . I t  is a p lau sib le  a ssu m p tio n  t h a t  r depends on  th e  to ta l  m echan ica l 
m ass, w hereas и on its  p a r t  d ep en d in g  on th e  iso space .

5. T he sp ec tru m  o f th e  to ta l  m ech an ica l m ass is d en o ted  b y  tw o  indices 
(a, n ) .  B o th  m ay  be e ith e r  in teger o r ha lf-odd  in te g e r . B y  th e  f ir s t  th e  sp in  
(n ) ,  w h ereas  b y  th e  o th e r  (a )  — w ith  th e  3-rd co m p o n en t of th e  isosp in  — 
th e  in d iv id u a l charge  s ta te s  are d e te rm in ed .

F o r  a given n m ore  a s  are possib le  an d  vice v e rsa . The m ass sp ec tru m  
o f th e  in d iv id u a l fam ilies is d e te rm in ed  b y  an  e n t i ty  being a t  th e  low est 
level.

6. F o r th e  d e te rm in a tio n  o f th e  n u m b er o f  p a r tic le  fam ilies, fam ilies 
o b ta in e d  in  case o f use o f  an r-resp . u -space  h av e  to  be  com bined. T here  ex ist 
fam ilies 4 b ib , 4 bif, 6 f if , 6 f ib l., 6 f i b l l .  (H ence th e re  ex is t 8 bozon, 18 ferm ion 
fam ilies.) These are  sy s tem a tized  b y  th e  order o f fie ld  eq u a tio n s , th e  p a r ity  
a n d  b y  th e  a t t r ib ú tu m .

7. R efin em en t o f  th e  m odel is a t ta in e d  b y  th e  in tro d u c tio n  o f th e  field  
m ass . A ssum ing  th a t  th e  field  m ass varies only p e r fam ily  th e  p roblem  m ay  
be solved b y  in tro d u c in g  th e  fie ld  m ass  in to  th e  f ie ld  eq u a tio n .

I t  can  be e x p e c te d  th a t  in  th e  e lem en ta ry  p a r tic le  th e o ry  described  in 
p o in ts  1 — 7 in  case o f in te ra c tio n s  th e  s tre n g th  o f th e  effective coup ling  is in  
e s se n tia l d e te rm in ed  b y  th a t  p a r t  o f  th e  field  fu n c tio n s  w hich depends on 
th e  a u x ilia ry  fie ld s. T h e  la t te r  p o ss ib ility  h a s  been p o in te d  out b y  T a i n a k a  [11], 
a ssu m in g  a F e rm i-ty p e  in te ra c tio n .

I  a m  i n d e b t e d  t o  P r o f e s s o r s  J .  R a y s k i  a n d  J .  I .  H o r v á t h  f o r  t h e i r  

r e m a r k s .
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Л-КВАНТОВАНИЕ СВОБОДНОГО, БИЛОКАЛЬНОГО ПОЛЯ 
ЧАСТИЦ БОЗЕ

дь. почик

Р е з ю м е

Связь между теорией систематики элементарных частиц Райского и теорией частиц 
с большим числом спинов Фирца, даем возможность й-квантования свободного било- 
кального поля частиц Бозе. Вводится релятивистически инвариантная D -функция, и ис
следуются ее свойства. В конце работы, рассматриваются некоторые вопросы, связан
ные с учетом изо-пространства.





FREE FIELD OPERATORS AND THE YANG-FELDMAN
FORMALISM

By

K.  L.  N a g y

IN STITU TE O F TH EO RETICA L PHY SICS, ROLAND EÖTVÖS UNIV ERSITY , BU DA PEST 

(Presented by K. F. Novobátzky. — Received : XII. 30. 1957)

S c h w e b e r ’s and P o l k i n g h o r n e ’s  calculations on the subject are simplified and to 
some extent generalized. Free fields having commutation relations in  which the inter
action effect is contained are defined. These fields are connected with the matrix elements 
of U [ n \ a ] .

M any resu lts  o f th e  re c e n t d evelopm en ts o f q u a n tu m  fie ld  th e o ry  a re  
due to  th e  ex ten siv e  use o f th e  H eisenberg  p ic tu re . Y a n g , F e l d m a n  [1] 
a n d  К  a l l é n  [ 2 ]  f ir s t  fo rm u la te d  th e  re la tiv is tic  field  th e o re tic a l sc a tte rin g  
th e o ry  in  th e  H eisenberg  p ic tu re . S ta r tin g  f ro m  th e ir  fo rm alism  an d  especially  
from  th e  re su lts  a n d  m ethods developed  byScHWEBER [ 3 ] ,  P o l k i n g h o r n e  [ 4 ]  

defined  o th e r free fields co n n ec ted  w ith  th e  S -m atrix  h a v in g  n o n -tr iv ia l 
c o m m u ta tio n  re la tio n s  and  th u s  con ta in ing  th e  effets of th e  in te ra c tio n .

H ere  we sh a ll sim plify  a n d  generalise th e s e  resu lts. C o m m u ta tio n  ru les  
are  d eriv ed  b e tw een  th e  fields <pa an d  <par w ith o u t using th e  in te ra c tio n  p ic tu re  
a n d  free fields are  defined  w hich  in  special cases agree w ith  th o se  of P o l k i n g 

h o r n e . These fie lds are co n n ec ted  w ith  th e  m a tr ix  e lem en ts  of U [&', о]. 
K eep ing  th ro u g h o u t to  th e  H eisenberg  p ic tu re  in  a d d itio n  one gets sim p ly  
th e  e q u a tio n  fo r th e  H eisenberg  cu rren t o p e ra to r  o b ta in e d  b y  C i n i  a n d  
F u b i n i  [ 5 ] .

In troduction

The Y ang-Fehlm an form alism

C onsider fo r th e  sake o f sim p lic ity  a n e u tr a l  scalar fie ld  cp (a) in te ra c tin g  
w ith  a D irac-fie ld  ip (x). T he eq u a tio n  of m o tio n  and  th e  c o m m u ta tio n  r e la 
tio n s a re  in  th is  case in  th e  H eisenberg  p ic tu re

( □  — И2) <P (* )  = j ( x )  , ( 1 )

[99 (X) ,  cp (a')] =  ihcA (x — x ’

[<P (*) » V (*'}] =  • • - =  0 » !
( 2 )
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T h e g enera l so lu tio n  o f (1) is th e  sum  o f th e  general so lu tio n  o f the  hom ogeneous 
e q u a tio n

( □ - , * * )  Ф (a) =  0 (3)

a n d  a p a r tic u la r  so lu tio n  o f (1) :

cp (a ) =  j' A (a  — x') dv Ф (X') dav (л:') -j- J  (a: — x ' ) j  (a ') dx'  , (4)
a — oo

■where

____ 5
3a,, 9av

a n d  (a) is a n y  o f th e  G reen ’s fu n c tio n s  sa tisfy ing

( □ - / * * )  Л ( 0  ( * )  =  Л ( * ) •  ( 5 )

I n  o rd er to  give m ean in g  to  th e  im p ro p er in teg ra ls  we suppose  th e  in te ra c tio n  
a d ia b a tic a l ly  sw itched  on  a n d  off a t  in f in ity . D em an d in g  cp (a) to  b e  equal 
o n  th e  a rb i t r a ry  surface a w ith  a g iven cp (a) we o b ta in  from  (4)

<p (a) =  j ’ A (a —a ')  d ’v (p (a ') dav (a ')  +  f Aa (a — x ' ) j  (a') dx'
a —00

+ 00
=  <Po (*) +  j’ A a(x  — x ’) j  (a ') d x ' ,

— oo
w here

Aa (a -  a ')  -  /j<0 (a  -  a ')  -  J  A (a  -  a") d" d«> (a"  - a ' )  d<x„ (a " )  (7)
a

is th e  Y a n g - F e l d m a n  G reen  fu nc tion  w hich  is in d e p e n d e n t of th e  in d e x  i 
because  A ^  — /1^ sa tisfies th e  free f ie ld  eq u a tio n . In  consequence of (2) a n d  (6)

(□  -  H?) <Po{x) 0 ,
Vpo (* ) , <Po (x')] ihcA (a -  a ' ) , (8)

<Pa (x) =  и -1 [cr, o ']  cpa, (a) и [a, a ']  .

u  is u n i ta ry  a n d  и [a, o] =  1. D eno te  cpin(x) — cp_ „ (a ) , <P0Ut(x )= cp +„(x). 
и  [ +  oo, — oo] =  S, S  is th e  S -m a tr ix . E q u a tio n  (6) gives

“Ь 00
<Po(x) =  <P„'(x) +  I' A a„ (x -  x ' ) j  ( x ' ) d x ' , (9)
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where

Лаа. ( х - X') =  Aa, ( x - x ' )  -  A a(x —x') = ( f  -  f ) A ( x - x " ) d ”vA(i) ( x " - x ' ) d o v(x") =
a o'

=  0 i f x i |E (or, a’),

=  ■ =  A (x — x') i f  x e ( o ,o ' ) ,  a is  la ter than a' ,  (10)

=  — A (x  — a;') i f  x  € (cr, a '), a is earlier than a ' .

In order to obtain  com m utation  relations w e determ ine first [ j  (a;),<p(y)]. 
From (6) we obtain

[ j  ( * ) ’ 95( j ) ] =  f A ( y  — x')d'v [ j(x ) ,ip (x ')]dov(x') +
О

H- f  A „(y  ~  x') [ j  (x) , j  (x')] dx'  .
—  00

The com m utator [j  (a:), q> (a:')] is know n from (2) i f  we choose such  a surface 
a  which contains th e  point x, thus e. g. dropping th e  renorm alization counter 
term s [j (at), <p (a;')] =  0, retaining them

I А (У — x ') d ’v [ j  (*)> <P (* ')] da” (* ') =  if,°A ( y  — x) (ôfi2 +  3Ад?2 (a:)) .

In the following we neglect these tr iv ia l terms. T hus

[jf (*)> 9  M l  =  j  (У — x ’) [j ( x ) , j  (* ')]  d x '  ,  x € a .

From  (6), (12) and (10) we obtain

[ j  (*)> 4>c (j)] =  J A a,a {y -  x ’) [ j  { x ) , j  {x ')\dx'  =

( 12)

=  J A ( y  — x ' ) j ( x ' ) j  (x )d x '  +  J A ( y - x ' ) j ( x ) j ( x ' ) d x '  — (13)
of — OO

-  T  A (y  -  x ' ) P ( j ( x ) j ( x ' ) ) d x \
— 00

I f  a' —> — (13) is th e  equation for the current operator obtained b y  Cini

and F u b in i [5]. Now (8), (9) and (13) give

[<pal, (x), <pa, (y )] =  ihcA (at -  y )  +
+ » (14)

+  j  j A a„a, (x — x') A„,a (y — x")  [ j  (x') , j  (at")] d x 'd x"  . x ' t o  .

We note that these com m utation relations are derived without m entioning theО
interaction picture.
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Other free fields

W e can define beside the Y ang -F eldman fie ld s (pa(x) other free fields 
which m ight be of som e im portance. The sim plest ones are the superpositions 
o f the cpa (x)-s w ith different indices. Thus we m ight define e. g.:

1 ,
f s y m  =  —  VP out +  <Pin) >

f r a d  =  f o u t  -  f i n  ■

The com m utation  relations of these fields can be ea sily  determ ined from (14)

[ f s y m  (*) » f s y m  ( j ) j  =  ^ c A  (x -  y )  -

-  I  f  f  A (x -  *') A ( y -  X") [j  (A0  , j  (.X")] dx' dx"  ,
4 i i

[ f r a d  W , f r a d  M l =  f  J A ( x  -  X ') А ( У -  X ") [ j ( X ' ) ’ j ( X”) ]  d x ' d x " ■
—  CO

Beside these triv ia l fie ld s we define field  a ' (ж):

9 W  (*) =  f V  (ж) +  foT (x) =

=  f a '  (x )  +  J A o»l' (X  — X' ) Í  (X 1  d x ’ =  (15)

=  fa" (^) +  f A<oTl, (X — x ' ) j  {x') dx'  .
—  CO

From  (6 ) we obtain

-j- oo

f  (ж) =  9w  (ж) +  f { A a> (ж — ж') — A t e ,  (ж — x' ) ) j  {x') d x ’ =
—  CO

=  fa«a< (ж) +  j' { A a„ (x — x ’) -  {x — x ’)}j  (x') dx '  . (16)
— 00

The field  (p+O0, _ ra agrees w ith the ФР , the 9 +00 with the Ф Р field of 
PoLKiNGHORNE [4]. From (14) and (15) we get

[ f a ' " a "  (* )  , f  a ' a  ( j ) ]  =  l ^ A  (ж ~  j )  +

4- j j  {(A Ua'  (ж — ж') 4 - A (->, (x -  x')) A f â o {y  — x") 4 - x' £o0 (17)
---  СО

4 - (А в»Ъ (ж — ж') 4 - 4<7> (х — х ’)) АФ) (у  — х"))  [j  ( x ' ) , j  (x")] dx' dx" .
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S catte ring  theory

B efore s ta r t in g  to  s tu d y  th e  s c a tte r in g  m a tr ix  e lem en ts we w a n t to  e s ta b 
lish  th e  connection  be tw een  th e  in te ra c tio n  p ic tu re  fie ld  an d  th e  fie ld s  qa (x). 
O pera to rs  in  th e  in te ra c tio n  p ic tu re  w hich agree w ith  H eisenberg  opera to rs 
a t  th e  surface (T0 are  defined  as follow s :

Q (x) =  Г /-1 [a, ou ] Q, (x) U [a, o0] ,

U [o, o0] =  P  exp  ( — I Я , (x ) dx
l Ô,

T hese give in  p a r tic u la r  ( □  — /л2) (fj (x ) =  0, th u s

4>i (*) =  <Pa„ (*) •

x£o .

(18)

(19)

C om paring  (8) an d  (18), no tin g  th a t  q  (x) — qa (x) i f  x£o an d  th a t  и  tran sfo rm s 
also th e  q  fie ld  in  fo rm  (8), we conclude th a t  и a p a r t  from  an  ir re le v a n t n u m 
b er p h ase  fa c to r  c eq u a ls  U. E q u a tio n s  (8), (9), (18) a n d  (19) lead  to

<Pa (*) =  <Pi (X) +  f A a„„ (X ~  *') j  ( X' )  d x '  

=  U ” 1 [<*, ° 0] <Pi (x) u  [o, o0] ,

( 20)

w here x  is a rb itra ry . Specialising o0 — 0, о =  ^  ° °  we h av e  rederived  
S c h w e b e r ’ s  fo rm ulae  w ith o u t hav ing  used  d e ta iled  p roperties o f U. From  
(20) it follows t h a t  q} (x ) U 1 [a , o()] P  =  0, i f  q ( \ x )  P  =  0.

F ro m  th e  above fo rm alism  we can  w rite  d ow n  th e  S -m a tr ix  elem ents 
in  d iffe ren t closed fo rm s. Now we s tu d y  for th e  sak e  o f s im p lic ity  th e  m eson- 
nucleon  sc a tte r in g . C onsider th e  m a tr ix  elem ent o f  U  [cr',cr] b e tw een  th e  s ta te s  
q 1" i ' (x) U [o ', о] 9 ^  a n d  q̂ ~A (y) *Pb w here ¥* describes a b a re  nuc leon  in  th e  
s ta te  a or b : 4Jh =  yU>(i)) Ф0, Ф0 th e  b a re  vacuum  th u s  q~ \ * 4Ja =  q ( i * Рь =  0. 
F rom  (20)

U[o', o]ab =  (U [o', a] Wa , q\ ) (x) U [o ', a ]  qff)  (y) Wb)

=  ( V  К , a] Wa , q[, » (x) ф { у )  U [oQ, or] Wb) =  (21)

=  (U  [o0, a] Wa , [<р[,Цх), q[- (y )] U [o0, cr] V b) .

A pply ing  th e  c o m m u ta tio n  re la tio n  (14) we can ex p lic ite ly  w rite  dow n th is 
m a tr ix  e lem ent c o n ta in in g  on ly  j-s.  U sing  in stead  o f  q a an d  qa, fie lds th e  qaia 
field

U  [o ', o ]oft =  ( U  [o0, o] Wa , [ç><,) (x) q[,]  ( y ) ]  U [o0, o] <Pb) . ( 22)
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R e la tio n  (17) gives n a tu ra l ly  ju s t  th e  sam e va lu e  fo r th e  c o m m u ta to r  as (14) 
in  (21). T he s ta te  fu n c tio n s  d ep en d  now  on th e  choice o f a0. W e o b ta in  th e  
sim p lest m a tr ix  e lem en t if  we choose a0 =  a. I f  о —> — °°  th e  choice cr0 =  0 
h as  also  some a d v a n ta g e s , for th e n

U [ 0 ,  =  U - 1 [-- oo, 0] y /r T (b ) U [  -  oo, 0] U  [0, -  oo] Ф 0 =

=  4 V ( b ) ' F 0 ,

w here  accord ing  to  th e  resu lts  o f  G e l l - M a n n  a n d  L ow  [ 6 ]  is a p a r t  from  
a (in fin ite ) phase fa c to r  th e  s ta te  fu n c tio n  describ ing  th e  tru e  v acu u m . T he 
single nucleon  s ta te s  are s te a d y  s ta te s , t h a t  is to  say  e ig en sta te s  of th e  
S -m a tr ix , th ere fo re  c p ^  (x ) U [ +  ° ° ,  — °°] S'*a ~  (x ) *Pa a n d th u s  Sab ob 
ta in e d  from  (21) o r (22) agrees w ith  th e  s c a tte r in g  m a tr ix  e lem en t ob ta ined  
b y  P o L K I N G H O R N E  :

Sah =  ihcA( ) (x -  y )  dab —

-  J j  ) ( x -  x') d<-) (y  - x " ) 0  (x' -  x") [j  (x ') , j  (a")] d x’ dx" .
— 00

S im ila rly
(S -  l ) ai =  T ab =  ( w a , ш  ( x ) . v i ï  (у)] Vb) ■
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ОПЕРАТОРЫ СВОБОДНОГО ПОЛЯ И ФОРМАЛИЗМ ЯНГА-ФЕЛЬДМАНА
К . Л . НАДЬ

Р е з ю м е

Расчеты Швебера и Полкинхорна были упрощены и обобщены. Определились 
свободные поля, переставочные соотношения которых содержат эффекты взаимодейст
вия. Эти поля связаны с матричными элементами оператора S.



ELEMENTARY METHOD FOR THE CALCULATION OF 
THE LATTICE ENERGIES OF THE NaCl CRYSTAL II

By

F . FATHY and F . BUKOVSZKY
IN STITU TE FOR EX PER IM EN TA L PHYSICS OF T H E  U N IV ER SITY  OF B U ILD IN G  SCIENCES, B U D A PEST 

(Presented by Z. Gyulai. —  R eceived : 24. II. 1958)

In a preceding paper a sim ple m ethod was given  by the authors for the calculation o f  
the lattice energies o f NaC l-type crystals using elem entary m athem atical m ethods [1]. In  
the present paper the m ethod is further developed. The binding energy is given of an ion  
situated sideways at the end o f the (half) ion chain in fin ite  in one d irection , and that in fin ite  
in two directions. B y  the m ethod given  the num erical calculation is sim plified  further.

§ 1

F o r c ry s ta ls  of N aC l-type  — considering  Coulom b forces on ly  — th e  
b in d ing  energy  o f a fu r th e r  ion  w hich is b e ing  b u ilt in to  an  a lre a d y  ex is tin g  
c ry s ta l b o d y  is [2]

e2
и  ф  -  ,

d

w here e is th e  ion  charge, d th e  sm allest ion -ion  d istance . T h e  d im ensionless 
p ro p o rtio n a lity  fa c to r  Ф gives th e  b ind ing  en erg y  n u m erica lly  in  e2Jd u n its . 
O ur ta s k  is th e  d e te rm in a tio n  o f th is  p ro p o rtio n a lity  fa c to r . In  th e  follow ing 
we shall for s im p lic ity ’s sake sp eak  of b ind ing  energy , w hen m ean in g  d e te rm in a 
tio n  of th is  p ro p o rtio n a lity  fa c to r . F o r NaCl th e  s ta te d  en erg y  u n it  is e2/d — 5,1 
e lec tro n v o lts .

In  ca rry in g  out co m p u ta tio n s  th e  in d iv id u a l ion chains a re  o f p a r tic u la r  
im p o rtan ce , th ere fo re  th e  p ro p o rtio n a lity  fa c to r  re la ted  to  ion  chains will be 
d en o ted  for d is tin c tio n  b y  <p. I f  th e  ion w hich is being b u ilt in  is im ag ined , as 
is u su a l, to  be a sm all cube a n d  th e  c ry s ta l b o d y  is b roken  u p  in to  ion chains. 
— th e  b u ilt- in  ion being  s i tu a te d  on th e  la t t ic e  p lane fo rm ed  b y  its  en d s 
(F ig . la )  — th e n  th e  b in d in g  energy  is given b y  th e  fo rm ula

99 (a) £  ( -  1)" a 1
П= 1

1
|/n 2 -f- a ( 1 )

w here |/a signifies th e  len g th  in  d  u n its  of th e  s tra ig h t  line b e tw een  th e  b u ilt- in
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ion  an d  th e  io n  chain  co n sid e red 1. F o r  accu racy  o f u p  to  seven  decim als in  
case  of h ig h e r values of a th e  sim ple a sy m p to tic  fo rm ula  h as  been  used.

9 ? ( a > 2 5 ) ~ (  — l ) a
1

2 ]/ a
( 2)

T he v a lu es  cp th u s  co m p u ted  an d  in c lu d ed  in  a ta b le  ([1 ], T able I) give 
th e  p o ss ib ility  to  d e te rm in e  th e  b in d ing  en erg y  for an  ion  b u ilt in to  c ry s ta l

Fig. 1. Binding energies o f  ion chains in  different positions : <p a), y> (a), % (a)

bodies o f  d iffe ren t form s a n d  sizes. I n  sev era l cases, h ow ever, we a t ta in  our 
aim  in  a m u c h  sim pler w a y  i f  we know  th e  b in d in g  energ ies also in  th e  positions 
co rresp o n d in g  to  th e  f ig u re s  ß  or y  o f F ig u re  1, hence w h en  th e  b u ilt- in  ion  falls 
in one p la n e  w ith  th e  en d s  o f th e  h a l f  chains or th e  c h a in  is in fin ite  in  b o th  
d irec tio n s. I n  these  cases th e  p ro p o r tio n a lity  fac to rs  w ill be deno ted  b y  y> (a) 
an d  X (a)i respective ly .

§ 2

L e t us sep ara te  th e  f irs t  e lem en t o f  th e  h a lf  c h a in  in  th e  case co rre
spond in g  to  fig u re  ß. I t s  b in d in g  en e rg y  is (Fig. 2)

Wi(a) ( -  1) a-1 1

1fa

1 I t  seem ed advisable to  change to a slight exten t the denotations of the first paper [1]. 
The q u a n tity  given b y  equation  (1) was earlier denoted by <p(®).
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w hereas th e  b in d ing  energy  o f th e  rem ain in g  h a l f  ch a in  w ill be

(P (a ) ,

th u s  we o b ta in  for th e  o rig inal h a lf  chain

V(«) =  (—!)“ 1 .7= +<P{a)  =
\a

2 ( ~ 1)n+a- 1 п т = .
n= о г П2 +  a

( 3 )

Va

F rom  eq u a tio n  (2) it fo llow s th a t  from  th e  p o in t o f view  o f o u r ca lcu la tio n s  
for h igh  values of a

W« >  25) c* ( -  I ) «  f  +  ( -  l)n - J =  ~  -  «7 (a ), (4)
2 Ila 2 [/a

i.e. i t  is su ffic ien t to  de te rm ine  th e  value o f ip (a) on ly  up  to  a =  25 
(T able I).

F in a lly , th e  b in d in g  energy  m a y  be ca lcu la ted  also for cases w hen  th e  
ch a in  is in fin ite  in  b o th  d irections (F ig . 1 y). F o r th is  we f in d  accord ing  to  
e q u a tio n s  (1) and  (3)

%(«) =  P (®) +  V (®) =  ( ~  h "  0-1 u - - 1 • (5)» \ n i a

F o r grow ing  c ry s ta ls  th e  h u lk  of th e  bu ild ing -in  ta k e s  p lace fa r  from  edges 
an d  p eak s, w here we m a y  com pute  u sing  values %. W e o b ta in  ow ing to  (4)

X ( a >  25) =  0 , (6)

3  A cta Physica IX /3.

Fig. 2. For the calculation o f (a)
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Table I

a »>(-•) v(a)

0 0 ,6 9 3 1 4 7 2 — —

1 —  ,4 4 0 9 1 7 6 0 ,5 5 9 0 8 2 4 0 ,1 1 8 1 6 4 8

2 ,3 3 9 9 1 7 7 —  ,3 6 7 1 8 9 1 —  ,0 2 7 2 7 1 5

4 ,2 4 8 1 6 6 8 —  ,2 5 1 8 3 3 3 —  ,0 0 3 6 6 6 5

5 —  ,2 2 2 7 7 9 6 ,2 2 4 4 3 4 1 ,0 0 1 6 5 4 5

8 ,1 7 6 6 6 1 8 —  ,1 7 6 8 9 1 7 —  ,0 0 0 2 2 9 9

9 —  ,1 6 6 6 0 1 5 ,1 6 6 7 3 1 8 ,0 0 0 1 3 0 4

1 0 ,1 5 8 0 7 5 9 —  ,1 5 8 1 5 1 8 —  ,0 0 0 0 7 5 9

1 3 —  ,1 3 8 6 6 6 0 ,1 3 8 6 8 4 1 ,0 0 0 0 1 8 1

1 6 ,1 2 4 9 9 7 5 —  ,1 2 5 0 0 2 5 —  ,0 0 0 0 0 5 0

1 7 —  ,1 2 1 2 6 6 2 ,1 2 1 2 6 9 4 ,0 0 0 0 0 3 2

1 8 ,1 1 7 8 4 9 9 —  ,1 1 7 8 5 2 4 —  ,0 0 0 0 0 2 5

2 0 ,1 1 1 8 0 3 0 —  ,1 1 1 8 0 3 9 —  ,0 0 0 0 0 0 9

2 5 —  ,1 0 0 0 0 0 0 ,1 0 0 0 0 0 0 ,0 0 0 0 0 0 0

w hich  m eans t h a t  ion ch a in s  being  5 or m ore la tt ic e  co n s ta n ts  d is ta n t  from  
th e  b u ilt- in  ion  a lre a d y  do n o t c o n tr ib u te  to  th e  b in d in g  en erg y 2. In  T able  I 
n u m erica l v a lu es  o f fu n c tio n s cp (a), rp (a) a n d  % (°) are  co n ta in ed  up  to  a =  25. 
F u r th e r  va lues fo r cp an d  (ow ing to  (4)) can  be ta k e n  from  T ab le  I  o f p a p e r [1].

So as to  be  able to  use th e  in tro d u c e d  th re e  fu n c tio n s, th e  values of a 
belonging  to  th e  in d iv id u a l ion  chain  are  needed . These are  given b y  th e  “ m a p ” 
i l lu s tra te d  in  F ig u re  3. T he p lan e  o f th e  m ap  is n o rm al to  th e  d irec tio n  of th e  
p a ra lle l ion ch a in s , 0  is th e  p lace o f  th e  b u ilt- in  ion. I t  follows fro m  (6) t h a t  
in  case of th e  fu n c tio n  % on ly  fie lds w ith in  th e  th ic k  line h av e  to  be ta k e n  in to  
co n sid e ra tio n .

A geo m etrica l m ean ing  m ay  be g iven  to  th e  re su lts  o b ta in ed  u p  to  now . 
L e t us consider a ll th e  ion  chains o f in fin ite  len g th  in  b o th  d irec tio n s, fo r w hich 
th e  v alue  o f a is th e  sam e. T hese c o n s titu te  a cy lin d er, th e  axis o f  w hich m ay  
be ta k e n  to  be  th e  z ax is of th e  co o rd in a te  sy stem , th e  e q u a tio n  o f its  basic  
circle is th e n  g iven  b y

x 2 -\-y'2 a .

The rec ip ro ca l of th e  cy lin d er d ia m e te r  ap p ears  in  th e  r ig h t-h a n d  side 
o f th e  a sy m p to tic a l fo rm u la  (2).

I t  follow s from  (6) t h a t  th e b in d in g e n e rg y o f  an  ion inside th e  c ry s ta l t r u n k  
is th e  sam e as if  th e  c ry s ta l t r u n k  w ere c o n s titu te d  on ly  o f ions w ith in  th e  
cy lin d e r.

2 For the very quick convergence o f /  (a) —> 0 see K ö ssél  [2], F ig. 5.
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W e m a y  call th is  cy lin d er th e  effic iency  cy linder in  a n a lo g y  w ith  th e  effici
ency  spehere used  for th e  in te rp re ta tio n  o f  surface p h en o m en a  of f lu id s . The

G-j

10

9 4 1 0

10 5 2 1

</>(0.2x1,2,4,5.9,2x10

/

l b  D

m 1 4 9 16 25 36

m iddle p a r t  o f th e  m ap  w hich  is f ram ed  b y  a th ic k  line co rresponds to  th e  
inside o f th e  basic  circle o f  th e  effic iency  cy linder. T he in n e r  energy c o n te n t 
o f  th e  effic iency  cy linder is th e  M adelung  c o n s ta n t3.

One o f the authors ( B u k o v s z k y )  succeeded in  determ ining in  a relatively  sim ple w ay, 
sum m ing over the coaxial cylinder shells, the va lu e  o f the Madelung constant also for CsCl. 
A respective publication is in the press.

3 *

Fig. 4. Binding energies
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§ 3

Som e in s ta n c e s  are g iven  fo r th e  use o f th e  m ap  a n d  T ab le  I 4. T he in d i
v id u a l figu res o f  o u r F igure  4 req u ire  ap p lic a tio n  of fu n c tio n s  cp, y> an d  '/ fo r 
th e  c o m p u ta tio n  o f th e  b in d in g  en erg ies .In  F ig u re  4a th e  b in d in g  energy  is g iven
b y

Ф =  <p (0) +  2<p (1) +  <p (2) +  <p (4) +  (p (5) +

+  (p (9) +  2<p (10) =  +  0,3261672 ,

w h ich  m a y  fo r sh o r t be w r itte n  as follows :

<p(0, 2 • 1, 2, 4, 5, 9, 2 • 10) =  0,3261672.

In  F ig u re  4/3 th e  ion la te ra l ly  jo in s  th e  e n d  o f  th e  b a n d  consisting  o f tw o  
ch a in s  a n d  th e  b in d in g  en erg y  is th e n  o b ta in e d  as

V» (1 ,4) =  +  0 ,3 0 7 2 4 9 2 .

F in a lly  in  F ig u re  4y th e  en e rg y  is

X (1 ,4 ,  9 ,1 6 )  =  +  0 ,1146236 .

O ur l a t t e r  re su lt corresponds to  th e  v alue  o b ta in ed  in  [1]

ф<о> =  +  0,114624

an d  show s t h a t  th e  use o f th e  fu nc tions in tro d u ced  h ere  m eans a fu r th e r  
considerab le  ab b re v ia tio n  in  th e  num erica l ca lcu la tio n s.

T h e  a d v a n ta g e  gained  b y  th e ir  use w ill be even m ore  s trik in g  w h en  
d e te rm in in g  th e  value o f th e  M adelung c o n s ta n t5. T h is  requ ires — w hen

4 Calculations have been carried out anew for 8 decimals. R esu lts are published for 
seven decim als.

5 In the m eantim e one o f  the authors had occasion (Septem ber 7, 1958, B u k o v s z k y ) 
to m eet Professor E m e r s l e b e n . From  the discussions we report the follow ing :

The value o f the Madelung constant has been repeatedly and w ith  great accuracy deter
m ined b y  E m e r s l e b e n  for NaCI. See: E m e r s l e b e n : Der Wert der M adelungkonstantendes  
Steinsalzgitters, K ritische Zusam m enfassung, W issenschaftliche Z eitschrift der U n iversität 
Greifswald, III. 607— 617.1953/54. In  this review  a critical description w ith  detailed literature  
o f the m ethods know n for the determ ination of the Madelung constan t m ay he found. T he  
follow ing quotation  is taken from  page 609 of th at paper “ the m ethods o f calculation usually  
m ake exten sive  use o f com plicated m athem atics, so th a t not every  user can be expected  to  
he able to check these num erical va lu es” . Later on page 612 we read : “ The series m ay indeed be 
sum m ed. H ow ever, this way does not ye t seem to have been followed d irectly .” This refers to  
the non-convergent E m e r s l e b e n  form ula quoted on  page 101 in the first part o f our present 
paper [1].

The two sentences quoted m ay justify  the present paper. N am ely  the elem entary m eth od  
described in  it  follow s the path  m entioned in  the second sentence and b y  it  anybody, w ho is 
interested , is enabled to check the published calculations, a procedure w hich is alw ays h igh ly  
desirable.
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using  ou r T ables a n d  ou r sh o rt w ay  of w ritin g  — a few su m m atio n s  o n ly  :

Ф (M )  =  293 (0) +  4Z ( 1 ,2 ,4 ,  8 , 9 ,1 6 ,1 8 )  +

+  8 * ( 5 , 10, 1 3 ,1 7 ,2 0 ) =  1,7475652 .

§ 4

I t  was only  a f te r  p a r t I  [1] o f our p resen t p a p e r had  b een  w ritten  th a t  
we becam e a c q u a in te d  w ith  F r a n k ’s a p p ro x im a tiv e  m ethod  [ 3 ]  w hich se t 
i ts e lf  aim s sim ilar to  ours : “ T he m ost im p o r ta n t o f la ttice  sum s have  by  now  
been  ev a lu a ted  a t  th e  cost o f considerab le  la b o u r  : b u t th e re  a re  still m a n y  
w hich  one often  needs or w ould  like to  know  especia lly  for b o u n d e d  la ttic e s  
o f fo r o ff-la ttice  p o in ts . I t  is n o t to o  la te  to  w elcom e an im p ro v ed  m e th o d .”  
L et us consider b rie fly  th is m e th o d  an d  com pare  i t  with th e  one described 
here .

F r a n k  decom posed th e  c ry s ta l  body in to  cubes of edge len g th  d , th e  
ions being s itu a te d  in  th e  cen tres  of these cu b es. The sy s tem  o f ions con
sidered  as p o in t charges is e q u iv a le n t to  th e  su m  o f th e  fo llow ing tw o charge 
g roups :

1. 8 po in t charges each o f  a m ag n itu d e  e/8 placed in  th e  corners of 
th e  cell.

2. one charge e in  th e  cen tre  an d  8 charges o f m ag n itu d e  — e/8 each in  
th e  corners.

P o ten tia ls  o f  th e  in d iv id u a l charge g roups are  considered  se p a ra te ly  
a n d  un ified  su b seq u en tly .

T he su m m atio n  is sim ple fo r crystals o f N aC l type. In  o rd e r to  check 
th e  m eth o d  F r a n k  com putes th e  sam e tw o cases as we, n a m e ly  — in ou r 
d e n o ta tio n  — th e  values of (p (a) a n d  Ф (M).  T h e  form ula v a lid  for th e  f irs t
case

V (0) ~  <Pn (0) +  ( -  1 r  Y =  , \ V1 ,  =  <Pn (0) +  R n
I (2r +  l ) 2 +  2

a t ta in s  w ith in  a s tr ik in g ly  sh o rt tim e  the  v a lu e  o f  In  2 if  fo r n  =  14 <pn is 
co rrec t u p  to  6 decim als. The convergence is im p ro v ed  to  a g re a t  ex ten t b y  
th e  re s id u a l te rm  R n. As regards th e  c o m p u ta tio n  o f th e  M adelung  co n stan t 
F r a n k ’s co n sid era tio n s are s im ila r  to  E v j e n ’s [ 5 ]  sum m ing o v e r th e  cube  
shells a n d  p lac ing  in to  th e  e x te rn a l 8 corners o f  th e  ex te rn a l cu b e  shell p o in t 
charges o f  m ag n itu d e  ^  e/8, th e  sign of w h ich  is opposite  to  th e  sign o f 
th e  ex trem e  la ttic e  ion . T hus, how ever, we o b ta in  a lread y  for th e  f irs t narro w  
su rro u n d in g s  v e ry  cum bersom e sum s ; for a su rro u n d in g  o f  side edge 5d 
10 te rm s are  o b ta in e d , w hereas for th e  side edge Id  19 term s h av e  to  be sum m ed,
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an d  as, w hen  form ing  th e  te rm s, no re g u la r ity  ap p e a rs , the  su m m atio n  is not 
q u ite  sim ple. This m e th o d  is used a n d  described  in  th e  in te restin g  p a p e r  of 
L ü d e m a n n  [ 4 ] .

T he effic iency  of F r a n k ’s m e th o d  corresponds a p p ro x im a te ly  to  ours, 
described  in  p a r t  I  o f th is  p ap er [1], i t  is, how ever, d isregard ing  th e  single 
c o m p u ta tio n  of <p (0), m o re  com p lica ted . L ü d e m a n n  also m en tio n s  tim e- 
v a s tin g  co m p u ta tio n s . T h e  m ethod  cou ld  of course be  fu rth e r  developed . 
T hus fo r in s tan ce  in  F r a n k ’s fo rm ula  fo r th e  ap p ro x im a tiv e  c a lc u la tio n  of 
(p (a) th e  general re m a in d e r te rm

R„ ( -  1)" “
К (2 n +  l ) 2 +  (2a +  l ) 2 +  1

m a y  be u sed . The convergence, how ever, d e te rio ra tes  w ith  increasing  a. Thus 
fo r in s ta n c e  a lread y  in  case o f (p (2) fo r n — 20 o n ly  th e  first th re e  decim als 
a re  o b ta in e d  correc tly .

T h e  ex ten sio n  o f o u r  m eth o d  p re sen ted  here  m ak es possible —• using 
t lie en e rg y  values p u b lish ed  in  our T ab les — to  w rite  d o w n  d irectly  th e  b ind ing  
en e rg y  o f th e  ion a t  an  a rb i t r a ry  p o in t o f  th e  c ry s ta l t r u n k .  This w as p rim arily  
n ecessa ry  fo r th e  in te rp re ta tio n  o f p a r tic u la r  c ry s ta l  form s, o b se rv ed  by  
G y u l a i , n am e ly  for th e  in te rp re ta tio n  o f  needles a n d  p la te s  p re c ip ita tin g  from  
a s a tu ra te d  so lu tion  [6]. A  fu r th e r  a d v a n ta g e  of o u r  m eth o d  consists  in  th a t  
th e  n a tu ra l  sy stem  g iven  b y  th e  ions o f  a e q u id is ta n t p o in t charges o f  a l te rn a t
in g  signs a n d  eq u a l m a g n itu d e  is n o t b ro k en  up  a n d  th e  know n d ifficu lties 
are  overcom e b y  a p p ly in g  an  a d e q u a te  m a th e m a tic a l a p p a ra tu s  b y  which 
ca lcu la tio n s  are n o t o n ly  a b b re v ia te d  b u t  lead  q u ick ly  to  more co rrec t resid ts . 
In  p ra c tic a l app lica tio n s o u r m ethod  p ro v ed  to  be good  [7].

T he a u th o rs  are  g re a tly  in d eb ted  to  P ro f. Z o l t á n  G y u l a i  for h is  in te res t 
an d  assis tan ce .
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ЭЛЕМЕНТАРНЫЙ МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ЭНЕРГИИ РЕШ ЕТКИ КРИСТАЛЛА
NaCl

Ф. ФАТИ и Ф. БУКОВСКИ

Р е з ю м е

В предыдущей работе авторы дали простой метод с элементарным метематическим 
аппаратом для вычисления энергии решетки кристаллов типа NaCl. В настоящей работе 
они продолжают в развитии метода. Они определяют энергию связи бокового иона на 
конце цепочки ионов, полубесконечной в одном направлении, и энергию связи ионов 
на обеих сторонах цепочки, бесконечной в обоих направлениях. Эта модификация далее 
упростит нумерическую работу.





ON THE CALCULATION OF INTENSITY SCATTERED 
BY FINE-CRYSTALLINE COALS

By

P.  S z a b ó

CEN TRA L RESEA RCH  IN ST ITU TE OF PH Y SICS, D EPARTM ENT F O R  N EU TRO N PH Y SICS, BUDAPEST 

(Presented by L. Jánossy. —  R eceived : 25. II. 1958)

In tensity  scattered from fine-crystalline coals is dea lt w ith  as a function  o f crystallite  
dim ensions for disorders o f different ex ten t. It turns ou t from  the discussion th a t types and 
exten ts o f  the disorder are not correctly taken  into consideration by in tensity  relations used  
generally for the determ ination of crystallite  dim ensions. Owing to this fact the crystallite 
dim ensions determ ined in  the usual w ay are not quite correct. Disorder is ta k en  into account 
in  a suitable manner in  our treatm ent, thus making possible experim ental determ ination o f  
the disorder and —  in addition to a more correct determ ination of crystallite dimensions —  
helping to a better knowledge o f the structure of fine-crystalline coals. We outline the kind  
of neutron diffraction m easurem ents which should he carried out in order to  exploit this 
possibility.

I. F o rm er work

A lread y  before 1941 m an y  a u th o rs  have b een  concerned [1] w ith  th e  
d e te rm in a tio n  of th e  c ry s ta llite  d im ensions o f fin e -c ry sta llin e  coals (active 
coals, ca rb o n  blacks) from  D ebye-S cherrer line w id th s . These m easu rem en ts  
g re a tly  c o n tr ib u te d  to  th e  fo rm u la tio n  o f th e  id e a  w hich we h a v e  ab o u t th e  
s tru c tu re  o f these  coals, w hich are  also im p o r ta n t from  tech n ica l v iew poin ts.

W ith  th e  decrease o f c ry s ta llite  d im ensions, in te n s ity  ra t io s  ch a rac 
te r is tic a lly  v a ry  in  th e  in te rfe ren ce  p a tte rn . A cco rd ing  to  A r n f e l t  [ 2 ]  th e  
fea tu res  o f th e  in te rfe ren ce  p a t te rn  can  be ex p la in ed  b riefly  in  th e  following 
w ay. As th e  c ry s ta llite  dim ensions o f  th e  g rap h ite  a re  d im in ish ing , d isorders o f 
ever g re a te r  e x te n t ap p e a r in  th e  s tru c tu re  of c ry s ta llite s . This d iso rd e r con
sists in  th a t  th e  g ra tin g  p lanes n o rm a l to  th e  h ex a g o n a l c ry sta llo g rap h ic  axis 
ä3 —  rem ain ing  p a ra lle l an d  e q u id is ta n t —  are ir re g u la r ly  sh ifted  a n d  ro ta ted  
w ith  re sp ec t to  th e ir  positions given b y  th e  g ra p h ite  s tru c tu re . T h e  e x te n t of 
d iso rder is th e  g re a te r  th e  sm aller th e  c ry s ta llite s .

F o r th e  d e te rm in a tio n  of c ry s ta llite  d im ensions o f such ty p es o f  g rap h ites  
from  D ebye-S cherrer line w id th s  th e  sam e c a lcu la tio n s  are c u rre n tly  used 
as for th e  d e te rm in a tio n  o f d im ensions o f d iso rder-free  c ry s ta llite s  an d  th u s  
th is  m eth o d  w ould c e rta in ly  h av e  h a d  to  be ju s tif ie d .

II. W a rre n ’s m ethod

In  1 9 4 1  ca lcu la tio n s w ere p u b lish ed  [ 3 ]  by  W a r r e n  w hich seem  to  ju s tify  
th is  m eth o d  — if  th e  la t te r  is m od ified  to  a c e r ta in  e x te n t. S ince th e n  th e
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determ ination of crystallite  dim ensions of fine-crystalline coals from  Debye- 
Scherrer line w idths has been carried ou t on the basis o f W a r r e n ’s calcula
tions [4].

The X -ray  scattering of crysta llites consisting o f N 3 uniform  grating 
planes parallel to each other and at a distance a3 from  one another w ith  edge 
vectors N 1d1 and iV2â 2 is dealt w ith  b y  W arren under the assum ption  that 
these p lanes occur in the individual crystallites sh ifted  parallel to  and ä2 
com pletely  irregularly w ith  respect to  th eir  positions determ ined b y  th e  graphite 
structure. (ä v ä2, ä 3 are edge vectors o f  the orthohexagonal elem entary cell 
of the graphite, 7V1; N 2 and N 3 are w hole numbers.)

W e obtain the in ten sity  scattered  b y  random crystallite agglom erations 
in a certain  direction by integrating th e  in tensity  scattered by one crystallite  
over all th e  possible positions in space o f  the crystallite . This in tegration  should  
be carried out over th e  rectangular reciprocal grating coordinates A 3, A 2, A 3 
as variables over th e  surface satisfy in g  the condition

w here #  is th e  so-called angle of re flec tio n  and  Л th e  w ave leng th  o f th e  X -rays. 
In  th e  follow ing such  in teg ra ls  w ill be  called b r ie fly  “ in te g ra ls” .

W a r r e n ’s ca lcu la tio n s  s ta r t  f rc m  th e  fo llow ing s ta te m e n ts  :
1. F ro m  am ong th e  reflec tions o f g rap h ite  in  case of fin e -c ry sta llin e  

coals o n ly  reflec tions o f tw o  ty p es o ccu r, a)  The f irs t  one is of such  a ty p e  w hich 
m a y  be  ex p ec ted  from  com plete ly  d iso rdered  agg lom erations o f th e  above- 
m e n tio n e d  g ra tin g  p lan es . H ence th e se  reflec tions can  be ch a rac te rized  by  
tw o  in d ices  (hk) a n d  th e ir  in te n s ity  is given b y  th e  in teg ra l o f th e  function

sin2 TiN-, Л , sin2 nN,y A„ . .
F  - — :------ ï- • — :---------- s—=•, (x)

s in 2̂ ^]^ s in 2 tiA 2

w here F  2 is th e  s tru c tu re  fa c to r  o f  th e  space la tt ic e  of g ra p h ite , b)  The 
o th e r  ty p e  corresponds to  th e  (001) ty p e  re flec tio n s o f g rap h ite  a n d  th e  in 
te n s i ty  o f  such re flec tio n s is given b y  th e  in te g ra l o f th e  fu n c tio n

_  „ s i n ^ l V ,^ ,  s in 2 n N 9A 9 s in 2 Tr7Vô 4o , .J  F  i2 — ;------- ■ —  ----------------—- • — ; --------? , (xx)
sin2n A 1 s in 2л А 2 s in 2 л A 3

w here F  2 m eans th e  sam e as befo re .
2. In  case th e  g ra tin g  p lan es — a p a r t fro m  th e  ab o v em en tio n ed  sh ift- 

ings — are  in  ad d itio n  ro ta te d  ir re g u la rly , th is  no longer changes th e  occurring 
re flec tio n s.

A
+■ _ 3 ^ 2 sin $  2

. 1  ’
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III. Shortcomings of Warren’s calculations

F rom  th e  follow ing considera tions we sh a ll see th a t  in  sp ite  of W a r r e n ’s 

s ta te m e n t (see loc. c it. e q u a tio n  (40)) we h a v e  to  p u t in  th e  p lace  of | F  i2, 
n o t th e  c ry s ta l s tru c tu re  fa c to r  of th e  g ra p h ite  la ttic e , b u t  th e  s tru c tu re  
fa c to r  of th e  g ra tin g  p lan e  belonging  to  th e  p lan es in  questio n  ; th e  s ta te m e n t 
1 /a ise v e n so  o n ly  co rrect w hen  v e ry  g rea t ir re g u la r  sh iftings m a y  occur, w hich  
a re  m uch  g re a te r  th a n  <q a n d  o2, re sp ec tiv e ly  ; n e ith e r  in  th is  case is 
s ta te m e n t 2) e x a c t ; s ta te m e n t \jb  is ju s t  th e  less e x a c t th e  g rea te r th e  
sh iftings.

T he assu m p tio n  of v e ry  g re a t sh iftings seem s in  i ts e lf  physica lly  n o t 
perm issib le . W e o b ta in  for N x, 1V2, N 3 d e te rm in ed  on th e  basis  of W a r r e n ’s 

ca lcu la tio n s v e ry  o ften  (for in s tan ce  for c e r ta in  carbon  b lack s) v e ry  sm all 
w hole num bers a n d  th e  re su lt t h a t  th e  c ry s ta llite s  are  v e ry  sm a ll is in  accordance 
w ith  o th e r (for in stan ce  ad so rp tio n ) ex p erim en ts . The a ssu m p tio n  o f g rea t 
sh iftings o f sm all g ra tin g  p lan es is, how ever, e v id e n tly  in  c o n tra s t  w ith  th e  
assu m p tio n  of p a ra lle lity  o f th e  g ra tin g  p lan es an d  of th e ir  h av in g  a fixed  
d is tan ce  from  each  o th e r o f w hich  use is m ade in  th e  ca lcu la tio n s.

T herefore  in  th e  fo llow ing — in  a d d itio n  to  c o n firm a tio n  of th e  above 
s ta te m e n ts  — we en d eav o u r to  e s ta b lis h w h a tk in d o f  dev ia tions from  W a r r e n ’s 

fo rm u lae  are o b ta in e d  if  in s te a d  of assum ing  p o ssib lity  of v e ry  g rea t sh iftings 
sm aller, p lau sib le  sh iftings a re  ta k e n  in to  ac c o u n t, for in s ta n c e  shiftings of 
sizes up  to  <q an d  a 2, re sp ec tiv e ly , in  d irec tions cq an d  d2, re sp ec tiv e ly .

IV. Computations

L et us den o te  b y

f c xx äx +  ж2 ä 2 +  *з ä3 ( 1 )

th e  place v ec to r o f th e  in d iv id u a l e lem en ta ry  cells. O m ittin g  s im p ly  th e  fa c 
to rs  w hich m a y  be p ra c tic a lly  considered  as c o n s ta n t in  th e  abo v e-m en tio n ed  
in te g ra tio n  (w hich w ere considered  so also b y  W a r r e n ) th e  in te n s ity  is given 
b y  th e  in te g ra l o f th e  average  va lu e  of th e  sum

I ^ 2 n i ( x LA L +  X 2A 2  +  X 3A 3) \^
( 2)

(i is th e  im a g in a ry  u n it) . T he su m m atio n  refers to  a ll th e  e le m e n ta ry  cells o f  
th e  c ry s ta llite , w hereas th e  av e rag in g  is to  be ca rried  o u t o v er a ll possible 
va lues o f xx, x 2, x 3.
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1. Possibility o f  small shillings

L e t us deno te  th e  sh iftings o f  th e  g ra tin g  p lan es in  questio n  o f  th e  
c ry s ta llite  (d istingu ished  from  one a n o th e r  b y  th e  in d e x  n3) b y  ön ä x and 
e„3 й2, re sp ec tiv e ly . T h e n  th e  av e rag e  of expression (2) can  e v id e n tly  be 
w ritten

N3 N. N,
у V  V

^ ■ 1n, = l Па=1 Па=1

12
е 2л!'[( П1+ап<|).А1 +  <П2 +  еЯа)А > +  п > 4 г]

[average

sin 2 л N 1A^L 
s in ^ rA j

sin 2 tiN 2A 2 
sin2 n A  2

iV 3y? 2л1*(л3А8

n3= 1
. A i  + en A})

• average

sin2 n N xA x s in2 n N 2A 2 
siп2л А х sin2 71A 2

(3)

X iV3 +
N,
X ’

N,
X ’ 2 л ||(п ,-л ;)А 3 +  (0„ 0„')Ак + (.еп -е')Аг] I

Oj= 1 n»=l (average

s in 2 n N xA x 
s in 2 л  A x

sin 2 n N 2A 2 
s in 2 л А г Л Л ) .

A ssum ing  now  for in s ta n c e  th a t  0 <  0n> <  1, as w ell as 0 <  en <  1, th e  a v e 
rage  o f  th e  genera l te rm  o f th e  doub le  sum  occu rring  in  f ( A 3) w ill be

2л;[(П ;-п ')А 3 f  (d + Ч “ *"?*1 db d b , d d £ , =

— е 2л|(п; n')A3 gj n 2 sijpjcAa.
л* A 2 A \

(4)

H ence th e  average v a lu e  of f ( A 3) becom es

f l A A  = N .- \ --------—  Ап2л А 1 • sin27tA2 X ' у  eUiin* n')A°
J 3> 3 n * A \A \  2 - é i  (5)

П3фП'а

=  N 3 - _N.3
л*А\А1

1
sin2 л А х • sin27tH2 -J--------------- ьт2л А ^ г ^ л A 2 —-

sin%iV„ A 4
л * А \А \ Я1П2лА„
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S u b s titu tin g  f ( A 3) from  (5) in to  (3) we ob ta in

_T sin2 *TiAi1 A, sin2n N 2A 2 N.. я\п2жМ,A , s in2n N nA 2
s i lA r .^  sin2J lA 2 7Г4 A I A I

1 sin2 tiN 1A 1 sin2 7tiV2A2 sin2 nN3A 3 ^
л:4 Af Af sin27rA3

T he in te n s i ty  is th e re fo re  given b y  th e  in teg ra l o f th e  la s t  expression  an d  it 
c an  easily  be seen t h a t  i t  w ill differ from  th e  in te g ra l of (x) as w ell as from  
th a t  o f (xx) (bo th  d ep riv ed  from  th e  fa c to r  F  Í2, w hich is considered  here  
as co n stan t).

In  com plete  a n a lo g y  w ith  th e  above d e riv a tio n  th e  in te n s i ty  can  be 
d ea lt w ith  in  case of a n y  o th e r co n d itio n  referring  to  th e  region of 0П] and  
£„3, resp . T he d iffe ren t cond itions le a d  to  d iffe ren t expressions analogous 
w ith  (6).

In  th e  lim iting  case w hen th e  ex ten sio n  of th e se  reg ions is 0, w hich co r
responds to  th e  co m ple te ly  reg u la r space  la ttic e  o f th e  g ra p h ite , as a m a tte r  
o f  course (6) goes over in to  th e  fo rm u la  (xx) re ferring  to  space la ttic e s  (if we 
om it th e re  th e  fac to r F  2).

2. Possibility o f  very great shiftings

I f  we allow  for a v a r ia tio n  o f дПл a n d  en no t from  0 to  1, b u t in  a m uch 
g re a te r  ra n g e , th e n  averag in g  ca rried  o u t in  a n a lo g y  w ith  th e  above will 
lead  in  cases A 1 =/= 0 a n d  A 2 0, hence  for re flec tions o f ty p e  (h k ) ,  indeed  
to  (x) (if we om it th e re  th e  fac to r F  2).

T he expression (xx) given for reflec tio n s o f ty p e  (00Z), how ever, can  
be le a s t app lied  ju s t  in  cases w hen v e ry  g rea t sh iftin g s are possible. In  th e  
case n am e ly , if  Ay a n d  A 2 do no t d iffer too  little  from  0, th e  p h ase  sh iftings 
ô„3 Ay a n d  e„3 A 2 becom e q u ite  u n c e rta in . T hus in  such  cases th e  averag ing  
d en o ted  in  (3) leads n o t to  (xx) h u t  to  (x). On th e  o th e r  h a n d , in  a v e ry  sm all 
su rro u n d in g  of Ay =  0 a n d  A 2 =  0 th e  averag ing  ca rried  o u t in  an  analogous 
m an n e r to  t h a t  in  p o in t IV . 1. does n o t  lead  e ith e r to  (x) or to  (xx). F in a lly , 
if  Ay an d  A 2 are e x a c tly  0, th e n  th e  av e rag in g  leads to  (xx).

A ccordingly  in  case of reflec tions o f ty p e  (001) fo rm u la  (xx) has to  be 
rep laced  b y  fo rm ula  (x) for all va lues o f \ Ay \ an d  j A 2 I, re sp ec tiv e ly , bigger 
th a n  a c e r ta in  value . T h is value depends on th e  size o f sh iftings considered:
i. e. th e  g re a te r  th e  sh iftin g s ta k e n  in to  acco u n t th e  sm alle r is th is  va lu e . As a 
m a tte r  o f course, w ith  th e  decrease o f th e  e x te n t o f perm issib le  sh iftings (xx) 
m eans an  ev er b e tte r  a p p ro x im a tio n  in  case o f th e  (00Z) in te rfe ren ces. This
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m a y  be guessed  also in  a d v an ce  : if  th e  perm issib le  sh iftings decrease to  0, 
th e n  we com e b a c k  to  th e  case o f th e  e x a c t g rap h ite  space la t t ic e  for w hich 
(xx) is e x a c tly  va lid .

3. Jo in t  effect o f  shiftings and rotations

W h en  in  th e  g ra p h ite  space  la tt ic e  th e  g ra tin g  p lan es are ro ta te d  
th ro u g h  d iffe ren t angles ßni a ro u n d  a selec ted  axis a3, th e n  in s te a d  of (1) 
e v id e n tly

nx cos ßn3 — n2 2 sin ß„3 +

nx —  sin  ßn3 +  nz cos ß„3 « а  +  n z  « з
(1 ')

shou ld  be w ritte n . W hereas if  a p a r t  from  th is  also sh iftings occur, th e n

rc =  nx cos ßn3 — n 2 a'2 sin ßn3 +  дп I äx +
«1 )

nx —к  sin  ßn3 +  n 2 cos ßn3 +  en. ®a пз *з •
( 1 ")

T h u s now  expr. (2) w ill becom e

: N , N ,  N a j
X 1 N’ 'S’ exp  Í2ni

ni = l n2= 1 пг =  1
nx cos ßn3 — n2^  sin  ßn3 +  Ôn, 

a.
Л-i +

n x к  sin ßn3 +  n z cos ßn3 +  еПз ^ a  "I-  «з
average

(?)

I f  th e  angles /3П) w ith  e q u a l p ro b a b ility  ta k e  up  each  v a lu e  b e tw een  0 an d  2л  
th e n  (7) can  be w ritten

1 2 л  N ,  N 2 j

- .  , я  2  2 ’ exP 2 » i4л2 J f  „fTi ~  1 I
nx cos ßn3 — n'x cos ßn'3 — re3 ■ — sin ß„3 -j

. , « а  • о+  П2 -  sin  ßn3
Я,

А  +  ,ll l- sin ßn3 — К  —  sin ßn' +

n 2 co sß ns — я ' c o s in ' ^ dßn3 dßn'3 

1 2
. i exp 2ти (я 3Л 3 +  < 5 ,,^  +  £г,3Л 2) I

Uv ragf

( 8)
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T he second fa c to r  o f (8) agrees w ith  f ( A 3) in  (3). T h e  f irs t fac to r  o f (8), how ever, 
ev id en tly  does n o t lead  to  th e  exp ression  (x) d ep riv ed  of its  fa c to r  F  2 w hich 
form s th e  f irs t  tw o fac to rs  of (3). H ence  (8) d iffers from  (3) a n d  th u s  th e  
effect o f irreg u la r ro ta tio n s  does n o t agree w ith  th a t  of i r re g u la r  sh iftings 
in d eed , i n  contrast, to  W a r r e n ’s assu m p tio n .

4. Crystal structure factor

H ith e rto  only  th e  in te n s ity  a ris in g  from  th e  p o in ts  in d ic a tin g  th e  elem en
t a r y  cells has been  d ea lt w ith . T he effect u p o n  th e  in te n s ity  o f  a tom s th e  
position  of w hich inside th e  cells is d e te rm in ed  w ith  respect to  th e  po in ts 
in d ica tin g  th e  e lem en ta ry  cells c an  be ta k e n  in to  accoun t b y  th e  s tru c tu re  
fa c to r  F  2. I ts  re la tiv e ly  slow v a r ia tio n  w ith  th e  sc a tte rin g  ang le  p rac tica lly  
does no t affect th e  ca lcu la tio n  o f  c ry s ta llite  size, b u t e v id e n tly  influences 
considerab ly  th e  abso lu te  in te n s ity  o f th e  d iffe ren t reflec tions.

W a r r e n  in  his ca lcu la tions app lies th e  [ F  2 referring  to  th e  g rap h ite  
space la ttic e . (See W a r r e n , loc. c it ., eq u a tio n  (40).) Owing, h ow ever, to  th e  
sh iftings, w h e th e r g rea t or sm all, a ssum ed  in  h is  ca lcu la tio n s, th e  condition  
accord ing  to  w hich th e  positions o f a ll th e  a to m s in  th e  e le m e n ta ry  cells o f 
th e  g rap h ite  are  fix ed  w ith  re sp ec t to  th e  p o in ts  in d ica tin g  th e  cells, is no 
longer fu lfilled . T he g rap h ite  s tru c tu re  is n a m e ly  such th a t  b e tw een  tw o 
g ra tin g  p lanes ly ing  a t  a d is tan ce  a3 from  each  o th e r  th e re  can  be found  an  
id en tica l g ra tin g  p lan e  a t  a d is tan ce  1/2 a3 from  th e m , b u t sh if te d  in  a given 
m an n e r para lle l w ith  these  tw o p lan es . T here is no reason  to  assum e th a t  
in  case of d isorder each  such  “ in te rm e d ia te ”  g ra tin g  p lane w ill be sh ifted , 
resp ec tiv e ly  ro ta te d , e x a c tly  to g e th e r  w ith  — sa y  — th e  g ra tin g  p lan e  ly ing  
below  it ,  in  w hich case we w ould  h a v e  to  deal n o t w ith  sh iftings o f  in d iv id u a l 
g ra tin g  p lanes b u t of pa irs o f g ra tin g  p lanes. ( In  th is  case in  sp ite  of th e  d is
o rder, an  F  2 id en tica l w ith  th a t  belong ing  to  th e  orig inal space la t t ic e  would 
h a v e  to  be used.)

Owing to  th e  equ ivalence  of n e ig h b o u rin g  g ra tin g  planes o n ly  th e  assu m p 
tio n  seems to  be ju s tif ie d  t h a t  th e  ab o v e-m en tio n ed  p o ssib ility  o f  irreg u la r 
sh iftin g  an d  ro ta tio n  holds fo r all th e  g ra tin g  p lan es being a t  a d is tan ce  1/2 a3 
from  each o th e r an d  n o rm al to  ä3.

A ccordingly , in  th e  above expressions th e  following m o d ifica tio n s have  
to  be perfo rm ed . 1. W e h a v e  to  p u t  x/2 ä3 in s te a d  o f ä3, an d  N 3 is to  be u n d e r
s to o d  as th e  n u m b er of such  g ra tin g  p lanes to  be found  in  one c ry s ta llite . 
T h is m od ifica tion  does n o t affect th e  in te g ra l o f  (x) w hich h as  to  be used 
in  case of v e ry  large sh iftings a n d  fo r А г ф  0, A 2 ф  0. As a g a in s t th is  th e  
in te g ra l of (6) (respectively  th e  in te g ra l o f o th e r analogous expressions referring  
to  o th e r possible sizes of sh iftings) w ill e v id e n tly  be affected  b y  th is  m odifica
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tio n . 2. In s te a d  o f th e  c ry s ta l s tru c tu re  fac to r  o f th e  g rap h ite  now  th e  s tru c 
tu re  f a c to r  of th e  p lan e  la ttic e  fo rm ed  for th e  a to m s o f th e  tw o d im ensional 
cell o f  edge vectors äv  ä2 has to  be used. This is v a lid  even fo r v e ry  g rea t 
sh iftin g s , hence in  th e  case w hen th e  expression (x) applies an d  changes con
s id e ra b ly  th e  to ta l  in te n s i ty  co m p u te d  for th e  in d iv id u a l re flec tions, a fact 
im m e d ia te ly  obvious w hen  fo rm ing  th e  tw o ty p e s  o f  | F  i2.

V. C onclusions

In  th e  foregoing th e  follow ing s ta te m e n ts  w ere m ade :
a)  T he expression  (x) used b y  W a r r e n  is e x a c tly  valid  on ly  for th e  case 

w hen  v e ry  g rea t sh if tin g s  m ay  o ccu r, w hereas fo rm u la  (xx) only  in  case of no 
sh if tin g . T he usu a l s im u ltan eo u s u se  o f  b o th  can  b y  no m eans be e x a c t.

b)  In  th e  case o f  th e  p a r t ic u la r  a ssu m p tio n  o f  ce rta in  sm all sh iftings 
exp ression  (6) (m u ltip lied  by F  3) h a s  to  be ap p lied  in s tead  o f expressions 
(x) a n d  (xx). On th e  basis  of o u r d e riv a tio n  th e  a d e q u a te  expression  for th e  
case o f  sh iftings o f d iffe ren t m a g n itu d e  can  be ea s ily  given.

c)  I f i n  ad d itio n  to  th e  p o ss ib ility  o f sh ifting  also th e  possib ility  of ro ta 
tio n  is ta k e n  in to  a c c o u n t, th e n  —  in  co n tra s t to  W a r r e n ’s s ta te m e n t — th e  
in te n s ity  fo rm ula h as  to  be m odified .

d )  In  th e  case o f  th e  d iso rd er d e a lt w ith  (w h e th e r very  g re a t sh iftings 
a n d  ro ta tio n s  or o n ly  sm aller ones m a y  occur) i t  is n o t th e  s tru c tu re  fac to r 
o f th e  g ra p h ite  space  la ttic e  w hich  h as  to  be u sed  fo r th e  c a lcu la tio n  o f th e  
in te n s ity  b u t th a t  o f  th e  p lane la t t ic e  no rm al to  ä3, again  in  c o n tra s t  to  
W a r r e n ’s  s ta te m e n t. T hough  th is  changes th e  in te n s i ty  w ith in  a reflec tion  
on ly  b y  a p ra c tic a lly  co n stan t fa c to r , it  causes, how ever, a considerab le  
d ifference in  th e  to ta l  coherent in te n s i ty  d is tr ib u tio n . 1

1. Calculation o f  crystallite dimensions considering the extent o f  shiftings

T h e  problem  arises w hat k in d  o f difference is caused  in  th e  values o f 
c ry s ta l l i te  d im ensions ca lcu la ted  fro m  th e  w id th  o f  th e  D ebye-S cherrer lines 
w hen  u s in g  expressions (x) an d  (xx) or expression  (6), or r a th e r  one of the  
exp ressions analogous w ith  it  w h ich  consider c o rre c tly  th e  e x te n t o f  sh iftings. 
C oncern ing  th is , we m a y  give th e  follow ing e s tim a te .

T h e  in te g ra tio n  (xx) was c a rr ie d  ou t b y  L a u e  in  an  a p p ro x im a te  m an n er
[5], w h ereas  (x) w as in te g ra te d  b y  W a r r e n  (loc. c it.)  in  an  ap p ro x im a tio n  
e ssen tia lly  going b a c k  to  L a u e .

T h e  re la tions o f  c ry s ta llite  size an d  line w id th  dete rm in ed  from  these 
c a lcu la tio n s  can n o t be com pared  d ire c tly  w ith  each  o th e r  because L a u e  gave 
th is  re la tio n  for th e  so called in te g ra l, an d  W a r r e n  fo r th e  h a lf-v a lu e  w id th .
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T he com parison , how ever, can be m ad e  b y  tra n sfo rm in g  L a u e ’s re la tio n  so as 
to  re fe r also to  th e  h a lf  value w id th . In  th is  w ay  i t  c an  he easily  show n th a t ,  
co m p u tin g  th e  c ry s ta llite  size from  a given line w id th  on th e  basis o f expression 
lx ), its  value will be ab o u t tw ice t h a t  re su ltin g  from  the co m p u ta tio n  on th e  
basis o f expression (xx).

W e have  seen in po in ts  IV . 1 a n d  IV . 2 th a t  expression  (6) an d  those  a n a lo 
gous w ith  it are going over into expression  (xx) an d  (x), respective ly , as lim iting  
cases for v e ry  sm all, resp . for v e ry  g rea t sh iftings. C onsidering th e  c h a rac te r  
o f  th e  ca lcu la tio n  lead in g  to  c ry s ta llite  d im ensions from  th ese  expressions 
th e  conclusion m a y  be d raw n th a t  i f  we com pute  on th e  basis o f  expression 
(x) an d  (xx) in s te a d  o f  expression (6) resp. o f a n y  expression  analogous w ith  
i t ,  co rrespond ing  to  th e  a c tu a l d iso rder, th en  th e  co m p u ted  c ry s ta llite  d im en
sions w ill be co rrect o n ly  w ith in  a fa c to r  of 2.

I t  shou ld  be n o te d  th a t  th e  c ry s ta llite  d im ensions ca lcu la ted  on th e  basis 
o f W a r r e n ’s m ethod  can n o t be ex ac t for an y  sh iftin g . N am ely , accord ing  
to  th is  m eth o d  — as h as  a lread y  been  m entioned  — expressions (x) and  (xx) 
are  s im u ltan eo u sly  u s e d :  for reflec tio n s o f  ty p e  ( hk)  expression  (x), and  
expression  (xx) for reflec tions of ty p e  (00 l). F u r th e r , iVx an d  iV2 are ca lcu la ted  
from  re flec tions o f ty p e  (hk),  i. e. on th e  basis o f  (x) w hereas N 3 from  re flec
tions o f  ty p e  (001), i. e. on th e  b asis  of (xx). T h u s  th e  b e tte r  th e  v alues o b 
ta in e d  for IVj an d  N ,  (in case of g re a t sh iftings), th e  worse th e  values o b ta in ed  
fo r N 3; an d  (in case o f  sm all sh iftings) vice versa .

2. Determination o f  the extent o f  shiftings

T he e x te n t o f th e  sh iftings d e a lt  w ith  can  scarce ly  be e s tab lish ed  w ith  
a sa tis fa c to ry  precision  b y  X -ra y  d iffrac tio n . So, from  am ong th e  expressions 
d iscussed  b y  us th e  co rrec t one fo r a given case c an n o t be chosen on th e  
basis o f X -ra y  d iffrac tio n  m easu rem en ts . T h u s rem ain in g  w ith in  th e  possi
b ilities given b y  X -ra y  d iffrac tion  we should h av e  to  co n ten t ourselves w ith  
th e o re tic a l critic ism  o f th e  usual m e th o d  of ca lcu la tio n  (ap a rt from  o u r rem ark  
m ade concerning th e  fa c to r  F  г).

T he ap p lica tio n  o f n eu tro n  d iffrac tio n , how ever, offers th e  possib ility  
to  choose from  am ong th e  d ifferen t expressions d e a lt w ith  th e  m ost conven ien t 
for a given case, i. e. to  e s tab lish  th e  ty p e  an d  e x te n t  o f th e  d iso rder. I f  these  
are  know n th e  above-m en tioned  u n c e r ta in ty  p rev a ilin g  in  th e  d e te rm in a tio n  
o f c ry s ta llite  dim ensions can  be e lim in a ted .

N eu tro n  d iffrac tio n  is ren d e red  su itab le  for such  in v es tig a tio n s  b y  th e  
follow ing fea tu res . T he ab so rp tio n  o f slow n e u tro n  ra d ia tio n  is v e ry  sm all in  
coals as com pared  w ith  X -ray  ra d ia tio n . T he n e u tro n  sc a tte rin g  o f coal is 
p ra c tic a lly  com plete ly  coheren t w hile fo r X -ra y  sc a tte rin g  th e  coheren t

4  A cta Physica IX /3 .
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p a r t  can  be o b ta in e d  only  b y  su b tra c tin g  b y  c o m p u ta tio n  th e  inco h eren t 
p a r t  from  th e  m easu red  sc a tte rin g . T his of course gives rise to  a fu r th e r  u n ce r
ta in ty .  F in a lly , in  case o f X -ra y  d iffrac tio n  th e  in te n s ity  s tro n g ly  decreases 
to w a rd s  th e  la rg e r  sc a tte r in g  ang les, due to  th e  decrease o f  th e  a tom ic  
fo rm  fa c to r , w hereas for n e u tro n  d iffrac tio n  th is  effect is la ck in g , w hich in  
th e  case o f th e  w eak  reflec tions o f f in e -c ry s ta llin e  coals is of g re a t a d v a n ta g e . 
O w ing to  all th e se  p ro p erties  th e  coheren t in te n s i ty  d is tr ib u tio n , free from  
d is tu rb in g  effects (ab so rp tio n , in co h eren t sc a tte rin g ) can  be o b ta in e d  m uch 
easie r a n d  m ore e x a c tly  from  n e u tro n  d iffrac tio n  th a n  from  X -ra y  d iffrac tion , 
b y  an  a d e q u a te  co rrec tion  of th e  m easu red  in ten s itie s .

In  ad d itio n  to  th e  expec ted  d ifferences in  th e  w id th  of th e  reflec tions 
caused  b y  using  expressions (x) a n d  (xx) in s te a d  of expression  (6), resp ec tiv e ly  
of its  analogons, e v id e n tly  considerab le  d ifferences can  be ex p ec ted  in  th e  to ta l  
in te n s i ty  d is tr ib u tio n , p a r tic u la r ly  in  its  diffuse p a r t .

T h u s i t  c an  be ex p ec ted  t h a t  from  n e u tro n  d iffrac tio n  m easu rem en ts  
on fin e -c ry s ta llin e  coals th e  e x te n t  o f d iso rder m a y  be estab lish ed  b y  d e te r 
m in in g  w hich expression  ((6) o r one of its  analogous expressions) f i ts  best 
th e  e x p e rim e n ta l cu rve . H ere i t  is o f course im p o r ta n t to  use th e  co rrect 
s tru c tu re  fac to r (nam ely  th a t  o f l he p lane  la ttic e ) , o therw ise c e rta in ly  in te n s ity  
d is tr ib u tio n s  d iffering  from  th e  ex p e rim en ta l one w ill be o b ta in e d .

I t  m a y  n o t be necessary  to  m easu re  a n d  com pu te  th e  to ta l  in te n s ity  
cu rv e  in  o rd e r to  de te rm ine  th e  e x te n t o f d iso rder. N am ely  n o t o n ly  can  th e  
co h eren t in te n s i ty  d is tr ib u tio n  be d e te rm in ed  m u ch  m ore e x a c tly  b y  n eu tro n  
d iffrac tio n  th a n  b y  X -ra y  d iffra c tio n  due to  th e  p ro p erties  o f th e  fo rm er 
m en tio n ed  above b u t  ab so lu te  in te n s ity  m easu rem en ts  can  also  be carried  
o u t on c ry sta llin e  pow ders. A t th e  in te n s ity  m ax im a  o f th e  in d iv id u a l reflec tions 
th e  ra tio  of th e  abso lu te  diffuse in te n s ity  to  th e  re flec tio n  w id th  is e v id e n tly  
o b ta in e d  e ssen tia lly  d ifferen t fro m  th e  vario u s expressions d e a lt w ith  here. 
T h u s , also from  th is  ra tio  conclusions m a y  be d raw n  concern ing  th e  e x te n t 
o f d iso rder. (In  princip le  conclusions concern ing  th e  d iso rder co u ld  be also 
d raw n  from  th e  ra tio  of diffuse a n d  re flec tio n  in ten s itie s  a t  th e  p lace  of in te n 
s ity  m ax im a . H ow ever, th e  re flec tio n  w id th  can  be m easu red  w ith  h igher 
precision th a n  th e  m ax im a  of re flec tio n  in te n s ity  an d  th e  difference in  accu racy  
w ill be p a r tic u la r ly  g rea t for th e  v e ry  w eak  re flec tions w hich are  to  be expected  
in  th e  case o f m ore  or less d iso rd e red  coa l-c ry sta llites  o f sm all size in  w hich 
we h a v e  here been  in te re s ted .)

T h u s i t  m a y  be hoped  t h a t  th e  ap p lica tio n  of th e  m e th o d  o u tlin ed  here 
m a y  c o n tr ib u te  to  a b e tte r  know ledge of th e  s tru c tu re  of fin e -c ry sta llin e  coals.
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О ВЫЧИСЛЕНИИ ИНТЕНСИВНОСТИ, РАССЕЯННОЙ МЕЛКОКРИСТАЛЛИЧЕ
СКИМИ УГЛЯМИ

П. САБО

Р е з ю м е

Исследуется интенсивность рассеяния мелкокристаллическими углями при раз
ных степенях упорядоченности. Обнаружено, что формулы интенсивности, общепринятые 
для определения размеров кристаллов, не отражают правильно тип и степень упорядо
ченности. Из-за этого, размеры кристаллитов, определенные обычным способом, не вполне 
верны. Учитывая надлежащим образом неупорядоченность, наши формулы дают воз
можность определить ее степень экспериментально ; этим способом — кроме более точ
ного определения размеров кристаллитов — возможно более точно изучить структуру 
мелкокристаллических углей. Описано тип нейтроно-диффракционных измерений, не
обходимых для использования этой возможности.

4 *





МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФЛУКТУАЦИИ ЭНЕРГИИ 
И УГЛОВОГО РАССЕЯНИЯ БЫСТРЫХ 

ИОНИЗУЮЩИХ ЧАСТИЦ

А. БЕКЕШ И, Л. ПАЛ и Л . ЯНОШИ
ЦЕНТРАЛЬНЫЙ ФИЗИЧЕСКИЙ НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ ИНСТИТУТ ВЕНГЕРСКОЙ

АКАДЕМИИ НАУК, БУДАПЕШТ

(Поступило : 28. II. 1958)

В работе излагаются и критически сравниваются методы определения флуктуации 
энергии и углового рассеяния быстрых ионизующих частиц. Особое внимание уделя
лось изложению физического содержания перечисленных приближенных методов. 
Даются общие указания на улучшение приближений.

§ 1. Введение

Быстрые заряженные частицы космического излучения при прохож
дении через абсорбирующее вещество теряют свою энергию и отклоняются 
от первоначального направления. Потери по энергии и угловое рассеяние 
возникают вследствие столкновений с атомами поглощающего вещества. 
Эти столкновения носят вероятный характер. Таким образом, можно опре
делить только вероятность того, что после столкновения энергия частицы 
находится в интервале (Е, Е +  dE), а ее траектория отклонится от некото
рого заданного направления на угол, попадающий в интервал (А, А +  dA). 
В абсорбенте происходит не одно столкновение, а весьма много и с точки 
зрения измерения важен как раз суммарный результат этих столкновений.

Вычислением флуктуации энергии и углового рассеяния быстрых 
частиц занимался целый ряд авторов, но из различных точек зрения.

Если известно, например, эффективное сечение тормозного излучения, 
т. е. статистическое распределение потери энергии при одном столкновении, 
то легко можно вычислить среднюю потерю для одного столкновения или 
— что является более важным, — получить потерю на единичную длину.

Известно, что вследствие тормозного излучения частица может по
терять значительную часть своей энергии при одном столкновении. 
Кроме того, различные потери по энергии могут встречаться примерно 
с одинаковой вероятностью. Вследствие этого, результаты столкновений, 
последующих друг за другом, могут сильно отличаться, т. е. флуктуация 
энергии может быть значительна.

Для определения средней потери энергии на единичную длину доста
точно знать величину средней потери энергии при одном столкновении, но
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для определения флуктуации уже необходимо проанализировать весь 
стохастический процесс. Потеря энергии частиц в тормозном излучении 
была определена впервые Гейтлером и Бете [1], ими же была опреде
лена флуктуация энергетических потерь специальной функцией, хорошо 
приближающей эффективное сечение тормозного излучения. Для решения 
данной проблемы ими был использован специальный метод, применяемый 
лишь к данной функции.

В противоположность тормозного излучения ионизационные потери 
в одном акте приводят лишь к незначительным изменениям энергии. Боль
шая потеря энергии в одном акте возможна, но вероятность ее очень мала. 
Флуктуация потери тоже мала, поэтому в первом приближении достаточно 
определить лишь ее среднее значение. Блох [2], Бете [3] и другие опреде
лили среднее значение ионизационных потерь при разных условиях и в раз
ных приближениях.

В последнее время в связи с определением массы и скорости на основе 
ионизации стало необходимим проанализировать флуктуацию ионизацион
ных потерь, ибо она может ограничивать точность определения этих вели
чин. Эта проблема была решена впервые Ландау [4] для случая тонкого 
абсорбента. Потом Бланк [5], Померанчук [6], Шульц [7], Саймон* [8], Пал 
[9] и Мойал [10] занимались этим вопросом. В решении Ландау играет роль 
не столько толщина абсорбента, сколько энергия частицы. По его предпо
ложению потеря энергии в одном акте не зависит от мгновенной энергии 
частицы. Это условие, конечно, находится в тесной связи с толщиной абсор
бента, но в то время как свинец толщиной в один метр является тонким для 
мезонов с экстремальной большой энергией, фотоэмульсия для медленных 
частиц уже является толстой. В цитированной статье Пала [9] дается уточ
нение решения Ландау и одновременно указывается на возможность другого 
решения, к которому мы вернемся еще в данной работе.

Среднее значение углового рассеяния из-за симметрии равно нулю, 
но флуктуация может быть значительна. Определение флюктуации имеет, 
например, большое значение в таких случаях, когда по отклонению в маг
нитном поле стараемся найти импульс или знак заряда мезонов. Впервые 
эта задача была решена Ферми [12], но он предполагает в своем решении, что 
энергия частицы постоянна. Яноши [13] и Эйджс [13а] обобщили метод 
Ферми для случая переменной энергии. В обоих случаях пренебрегаются 
столкновения под большими углами, имеющими малую вероятность.

Все эти стохастические процессы в самом общем виде детально были 
изучены в работах Колмогорова [14] и Феллера [15]. Предметом данной 
работы является принципиальное сравнение методов, примененных раз
ными авторами.

* Результаты Саймона не были нами известны, узнали о них лишь из книги 
Росси [11].
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§ 2. Постановка вопроса

Пусть характеризуют состояние частицы в момент времени t неко
торые параметры A v А 2, . . . ,  А к. Эти параметры меняются во времени. В 
момент времени t — t' параметры A v А2, . . . ,  А к принимают значения

-̂ 1» А 2, • • • ’ ^к •

Кроме того, пусть Sv S2, . . . , S k некоторые интервалы, выбранные 
таким образом, что

A [ c S ^ A ;  c S 2 . . .  , А'к c S k .

Можно описать движение частицы, если задать функцию распределения

<р (A, t; S, t ') , (1)

выражающуюся вероятность того, что частица в момент времени t, исходя 
из состояния А =  A v А2>. . .  А к в промежутке времени (f', t) переходит в 
какое-то другое состояние, характеризуемое величинами А \ ,А 2, . . . А ' к, 
находящимися в интервале S т. е.

А' С S. (2)

Таким образом, можно предполагать, что

cp (A ,t;S ,t)  = Л (A ,S), (3)

где функция л(А, S) определяется следующим образом :

^(А. S)
I, если A c S  
О, вне интервала.

В случае общей постановки вопроса предположим, что независимой 
переменной является время. Такое предположение вообще не принято ; 
обычно рассматривают значение одной из координат частицы как независи
мую переменную.

Как ниже покажем, этот последний метод рассмотрения уже означает 
некоторое пренебрежение.

При рассмотрении прохождения частицы через поглощающее вещество 
можно предполагать, что в начальный момент направление движения 
частицы параллельно с осью X  прямоугольной системы координат X YZ .  
Если еще предполагать, что состояние частицы не флуктуирует слишком
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сильно, то можно взять координату X в качестве независимого параметра. 
В этом случае состояние частицы характеризуется функцией

<p(A,x:S,x'). (4)

Однако, строго говоря, на эту функцию не применимо начальное 
условие

<р (А. яг; S, яг) =  A (A. S).

Это легко может быть наглядно показано.
Вероятность того, что в момент времени t частица исходит из состояния 

X , А и переходит в промежутке времени (t1, t) в состояние х , A '  D S, в об
щем случае не равна нулю и поэтому

<р (А, я; ; S, лг) ^  О (4')

независимо оттого, что S включает ли в себе А или нет.
Отсюда следует, что можно выбрать х за независимую переменную 

только в том случае, если можно пренебречь эффектами, связанными с воз
вратом частицы.

Если взять за независимую переменную, например, длину дуги вместо 
координаты X, то возможно более точное решение вопроса. Так как длина 
дуги является величиной, монотонно возрастающей, о возврате здесь речь 
не может итти. Выбор длины дуги за независимую переменную включает 
в себе некоторую трудность. Дело в том, что необходимо учитывать и те 
случаи, когда частица останавливается. Это приводит к сингулярному со
стоянию. Одним из нас [16] эти вопросы были подробно рассмотрены.*

Обычным выбором параметров является следующая схема :
X — независимая переменная,
А  — угол между проекцией траектории частицы на плоскость (X, Z) 

и осью X,
Z  — расстояние частицы от первоначального направления ОХ  на 

глубине X в плоскости (X, Z),
Е  — энергия частицы.
Ради простоты обозначаем величины A, Z, Е  через А, а интервал S 

обычно берется бесконечно узким. Итак

ср (Е , A, Z, х; Е', А ' , Z ' , х') d A ’ d Е' d Z' (5)

* Дальнейшее обобщение стохастических процессов космического излучения было 
дано Л. Палом [17].
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вероятность того, что на глубине х частица исходит из состояния А, и пройдя 
некоторый путь, до глубины х' она переходит в состояние А', находящееся 
в интервале S. Для простоты обозначим через е энергию Е  и угол рассеяния А, 
играющие подобную роль в обобщенном рассмотрении. Для определения 
функции (5) необходимо знать эффективное сечение :

q { e , e ' ) d e '  ( 6 )

являющееся вероятностью того, что после столкновения частица имеет 
энергию, находящуюся в интервале ( Е \  Е '  -f dE') и в процессе столкнове
ния ее траектория отклонится от направления оси ОХ на угол, попадающий 
в интервал (А ', A '  -f dA ')  при условии, что до столкновения эти же вели
чины имели значения Е  и А.

Сейчас определим вероятность того, что величина е на пути л х  изме
нится и примет значение, находящееся в интервале (s', s' -f- de'). Пусть эта 
вероятность имеет вид :

<р (х, е ; X -f- Ах, s') de.

Если Ах  очень мало, то можно предполагать, что вдоль участка Ах 
происходит не больше одного столкновения. В этом случае :

<р (X, ê; X +  Ах, е') =  N q  Ах +  {1 — N  [ q (е, е1) de' A x}ô  (s — е') —

=  w (е, s ' )  Лх 4 -  { l — j w (e, s ' )  de'A x} ô ( e  —  s ' ) ,

где ô(e —  s') —  функция Дирака, a w ( s ,  s ' )  =  Nq(e, s'), N  —  число атомов 
в одном кубическом сантиметре и Ах — толщина абсорбента в сантиметрах, 
или же N  — число атомов в одном грамме, и Ах —  толщина абсорбента в 
гр. см-2. Так как N ax  —  вероятность того, что на пути Ах  частица претер
певает одно столкновение, то вероятность столкновения с двумя атомами 
на этом же пути пропорциональна Ах2. Однако, если Ах достаточно мало, то 
вероятность столкновения почти равна нулю, итак направление движения и 
энергия частицы меняются лишь незначительно. Для этого рассмотрения 
можно применять интегро-дифференциальные уравнения Феллера [15].

Можно, однако, исходить из «непрерывной» модели, по которой невоз
можно выбрать Ах настолько малым, чтобы функция (р(х, e ; х  -f- Ах,е') 
была пропорциональна Ах ; а наоборот, пусть Ах сколь угодно малая вели
чина, все-таки частица претерпевает столкновения со многими атомами. 
Эффект отдельных столкновений, однако, настолько мал, что средняя потеря 
энергии

О (E) [  f  (Е  -  Е ’) ív (e, e') dE' d A '
E ' f i 

rn
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и дисперсия

РЦЕ) =  С (' (Е -  Е')2 w (е, е') dE' dA' (9)

остаются конечными, но моменты высшего порядка уже исчезают. Среднее 
значение и дисперсия углового рассеяния частицы также конечны, а мо
менты высшего порядка также исчезают. Для этой модели можно применять 
дифференциальные уравнения Колмогорова [14] (§4). Эти уравнения хорошо 
описывают, например, броуновское движение. При данной проблеме они 
являются хорошим приближением лишь в том случае, если число столкно
вений велико даже при малом Ах, но отдельные эффекты столкновений 
можно считать незначительными.

Целесообразно отделить столкновения с резким изменением энергии от 
столкновений с незначительным изменением. Столкновения с резким изме
нением учитываются таким образом, что расчёты введутся так, как будто 
бы частица исчезла после такого столкновения. Это разделение столкновений 
было необходимо при построении каскадного уравнения Яноши [13].

Таким образом, все явления, не интересующие нас, (например распад 
мезонов при их диффузии, тормозное излучение и т. д.) можно рассматри
вать как столкновения с резким изменением энергии.

Из обычных столкновений также можно исключить столкновения, 
приводящие к изменению энергии и направления движения, превышающие 
некоторый предел. Это можно осуществить срезанием эффективного сече
ния при некоторой энергии и направлении. Столкновения, не рассматривае
мые из-за срезания эффективного сечения, включаются в класс столкнове
ний с резким изменением.

Результаты расчетов со срезанными эффективными сечениями явля
ются более-менее хорошим приближением, но можно их считать совершенно 
точным ответом на следующий вопрос : каково будет распределение частиц 
по энергии и по направлению, не претерпевающих столкновения с резким 
изменением.

Соответственно выше изложенным, кроме функции w(e, s') характери
зующей столкновения с умеренным изменением, вводим еще эффективное 
сечение а(е) описывающее столкновения с резким изменением. а(е) равня
ется срезанной части эффективного сечения, т. е. :

где Ек — критическая энергия. Если не учитывать столкновений с резким 
изменением, то

( 10 )
= О А

(р (х,е; х \  е') de '  —  1 ( п )
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не будет справедливо. Этот интеграл дает вероятность того, что частица не 
претерпевает столкновения с резким изменением.

§ 3. Определение кинетических уравнений

Для определения функции <р(е, ж ; е', х') можно написать два ингегро- 
дифференциальных уравнения. В первом уравнении на глубине х' величины 
Е , A ’, Z ' являются простыми параметрами, а значения Е, A, Z  на глубине 
% — существенными переменными, во втором уравнении наоборот. Хотя 
второе уравнение на первый взгляд оказывается более естественным и соот
ветственно этому используется чаще первого, все-таки оба равноценны, 
даже для некоторых целей, например, для построения уравнений каскадной 
теории первое уравнение является более подходящим.

Первое и второе уравнения по сути дела тождественны уравнениям 
Феллера [15]. Феллер пользуется функциями распределения для сохранения 
математического единства, но физически более наглядной является функция 
плотности вероятности q>. Конечно, в этом случае необходимо применять 
д — функцию Дирака.

Вместо ô — функции часто можно использовать д* — функцию, регу
лярную, дифференцируемую, напр. функцию :

д* (X) =  — ехр (— x2jx). (12)

Если X достаточно мало, то выбор (12) значительно не изменяет конечного 
результата, и тогда без всяких предельных переходов можно применять 
функцию ô* вместо <5 — функции. В качестве примера можно привести сле
дующее рассмотрение : если в поперечное сечение хотим включить коор
динату Z, то вместо

q { e ,Z ;  s', Z ')  =  q (s, s') ô (Z, Z')

хорошим приближением можно писать, что

q (e ,Z ;  s', Z ')  =  q (s, s') à* (Z, Z ') . (13)

Если поставим в (13) выше определенную функцию (12) и предположим, 
что

X ~  10-100 см,

то конечное выражение соответствует предположению, что частица после 
каждого столкновения смещается на расстояние около К)-100 см.
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Однако, эти смещения не могут привести ни к какому действию, так 
как число атомов в абсорбенте по порядку величины примерно 1024, поэтому 
если бы частицы претерпевали столкновения даже с каждым атомом, то и 
в этом случае не было бы никакого измеряемого эффекта от предположенных 
смещений. Отсюда следует, что предположение таких смещений с одной сто
роны не ограничивает общности физического рассмотрения, а с другой сто
роны делает возможным заменить разрывную ô — функцию дифференциру
емой функцией.

Замен б — функции функцией <5* математически может привести к 
ошибке, если поперечное сечение разрывно и число столкновений неограни- 
чено, но физически число столкновений во всех случаях должно быть огра
ничено хотя и потому, что в абсорбенте имеется конечное число атомов. 
Поэтому всегда можно заменить поперечное сечение функцией, соответст
вующей ограниченному числу столкновений.

Вывод первого уравнения возможен на основе рассуждений, применяе
мых Яноши [13], [18] в теории каскадных процессов.

Предположим, что частица при прохождении пути |  в абсорбенте не 
претерпевает ни одного столкновения. Вероятность этого можно написать 
в следующем виде :

ехр{— i  [а (г) +  (' w (е, е") de"]}
е"

при этом координата Z частицы принимает значение Z +  A i.
Строго говоря, вместо Z  -f- A i нужно писать Z -f f  tgA, однако пред

полагается, что А достаточно мало, так что данное приближение законно. 
(Столкновения же с большими углами принадлежат в класс столкновений 
с резким изменением, так что они учитываются с введением эффективного 
сечения а(е).) Далее, предположим, что первое столкновение происходит 
в интервале (£, f - f d f )  с умеренным изменением. Вследствие этого 
столкновения энергия частицы уменьшается на Е", а направление ее 
движения изменяется на А".

Вероятность такого столкновения в приближении А  ^  1 есть

w (е, е") de" d i .

На остальном пути х — х — i  вследствие многих столкновений энергия 
частицы уменьшается на Е ’, а угол .4” и горизонтальное отклонение Z +  A i 
принимают значения А' и Z'.

Вероятность этого события :

<р (х -)- е", Z +  A i  ; х', е', Z') de' dZ'. (14)
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Изложенный здесь метод является одним из возможных изложений теории 
кинетического уравнения, описывающего стохастический процесс с умерен
ным изменением параметров.

Для того, чтобы принять во внимание все возможные осуществления 
данного события, исключающие друг друга, необходимо проинтегрировать 
все эти выражения по всем возможным значениям переменной | .

Кроме того, возможно еще, что в абсорбенте ни одного столкновения 
не происходит, что имеет вероятность

ехр{(ж ' — * ) [ — а (е) — (' w (е, е") de"]}. (15)

Обозначим для краткости величину f w(e, e ') de" -)- а(е) через ß(e).
В этом случае : £'

у  (X,  е, Z  ; х', s', Z') ехр{ —  (х ' — х) ß ( f ) }  ô (fi' — е) ô [Z' —  Z  —  A (x' — %)] -f- 

+  * j 'X d |  f  e x p { -  Sß (e)} ív (e, e") <p (x  +  f ,  e", Z  +  A£  ; f ,  Z ') ',  de".(16)
í = 0  e ’

Если умнои<им это уравнение на exp ] (x’ — x)ß(e) j и вместо f  вводим 
новое переменное rj =  x' — x — $ и продифференцируем его по х, то после 
сокращений получим следующее интегро-дифференциальное уравнение :

— —  =  —  А  - f -  и ( е )  ср - f -  j '  гV (е, е") Up (x, e,  Z;x', e ' .Z ')  — 
дх Э Z  >

, (17)- <p(x,e",Z-,x',e',Z')}de".

При начальном условии

(р(х =  x', e, Z  ; x', e', Z ') =  ô (£ — £') ô (Z — Z ')  (18)

Вывод второго уравнения может быть осуществлен, например, следующим 
образом :
Вероятность

ср (x , £, Z  ;х '  4- dx',  e',  Z ')

складывается из вероятностей двух взаимно не совместимых событий, именно : 
1°. Либо уже на глубине х' состояние частицы характеризуется пара

метрами, е' и Z' — Adx' и на пути dx’ столкновения не происходит.
2°. Либо на глубине х! состояние частицы характеризуется парамет

ром е"ина пути dx' происходит столкновение, которое перенесет ее в состоя
ние e". Так как Z не может измениться скачкообразно, оно может отличаться 
от Z' лишь членом порядка величины dx '.
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Таким образом, можем написать, что :

(19)

После элементарных вычислений получим :

+  I w (е", е') ср (х, е, Z ; х', е " , Z') de" (20)

при начальном условии :

(р (X, е, Z ; х' =  X, е ', Z ')  =  ö (е — е') б (Z — Z').

Интересно, что в первом уравнении первое, а во втором — последнее 
столкновение играет основную роль. Наверно, это обстоятельство является 
причиной того, что в каскадной теории легче всего вывести первое урав
нение (G — уравнение Яноши), а вывод соответствующего второго урав
нения (Мессел [19]) является более сложной задачей. Дело в том, что при 
первом столкновении имеется всего одна частица, а при последнем столкно
вении число различных частиц весьма большое, так что трудно учесть все 
возможные события.

Принято вместо Е' и А' использовать другие параметры, например 
А = Е  — £ ' и о = Д  — А'. Не трудно привести уравнения (17) и (20) к виду, 
соответствующему новым переменным.

Уравнения (17) и (20) описывают процесс уменьшения энергии и изме
нения направления и места частицы при прохождении через поглощающее 
вещество. Каждому столкновению соответствует одно скачкообразное изме
нение параметров. Феллер [15] в своей цитированной работе приводит весь
ма интересный метод постепенного приближения для решения уравнений 
типа (17), (20).

Пусть будет начальное условие б(е —  е') нулевым приближением. 
Подставляя ô(e —  е') в правую часть уравнения (20), получим производную 
по % первого приближения. Подставляя первое приближение в правую 
часть уравнения (20), получим производную по х  второго приближения 
и. г. д. Таким образом получим ср в виде степенного ряда :
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Для определения отдельных членов ук имеет место следующая система урав
нений :

•Pfc+iO **®;*'.6')  =  — Ç’fc ( * > ; *'> е ')  f u ’ { e , E " ) d e "  +
£"

+  J <рк (х, Е ; х', е " )  tv (е", в ' )  d e ”,
е №

( 21 )

если в уравнении (20) пренебрегаем столкновениями с резким изменением 
и зависимостью от Z. Феллер доказал сходимость данного метода в случае 
функции распределения, и показал, что это решение в то же время удов
летворяет и уравнению (17).

Однако, этот метод, по сути дела, означает то, что каждое столкновение 
учитывается отдельно. Вследствие этого, метод Феллера мало эффективен 
для нумерических вычислений таких процессов, для которых характерны 
многочисленные столкновения с малыми потерями энергии. Нулевое приб
лижение соответствует случаю, когда столкновения не учитываются. Если 
<рк означает учет эффекта к-ого возможного столкновения, то в выражении 
(21) [ <pk ( x ,  Е • X  , s " ) w {e " , E’) d e "  является коррекцией, соответствующей

е"
следующему к  +  1 -ому столкновению, a f w ( e , e " )  vpk{ x , s ; х ' , е') <1е"соответ-

ствует тому случаю, когда к -f 1-ое столкновение не осуществилось ; одним 
словом, член <рк+\ является коррекцией к  +  1-ого столкновения.

Метод Феллера во всяком случае доказывает, что постановка вопроса 
математически правильна и уравнения (17), (20) имеют однозначные решения.

Функция w ( e , в ' )  может стремиться к бесконечности при е - + е ’. Э т о  

выражает физическую сущность процесса, именно, что в нем очень сущест
венны малоэффективные столкновения.

Если w  становится бесконечным так, что J iv(e, e")de'' даже как несоб-
е"

ственНый интеграл не существует, то необходимо привести некоторое изме
нение. Если срезать эффективное сечение при некотором в" =  ё так, чтобы
е
f w ( e , E " ) d e "  существовал, то вместо (17) получим:

«•

д(р
Эл;

+  a (s) <Р +

+  J' w (е, е") (л;, в, Z  : х ' , е', Z') (p{x,E",Z;x',E ',Z ')}de".
( 22 )

Е сли  теперь попытаемся совершить переход к пределу е то может 
быть, что уравнение (22) теряет смысл. Этот случай отражает, что описание 
физического процесса с эффективным сечением w ( e , е ' )  не является удовлет
ворительным. Улучшение, конечно, является физическим вопросом, а не
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математическим. При расчете флуктуации ионизационных потерь полное 
эффективное сечение не дает удовлетврительного результата.

Однако возможно, что после формального совершения перехода Ъ-уе 
получается математически удовлетворительный результат. В этом случае 
эффективное сечение довольно хорошо описывает физическое содержание 
процесса. Хотя принципиально возможно определить конечное эффективное 
сечение на основе более точной физической теории, все-таки можно ожидать, 
что результат этим существенно не изменится, только вычисление становится 
более сложным. Примером для этого случая является вычисление флук
туации тормозного излучения при эффективном сечении

I Е  | 1
w (Е, Е') =  ! С Е  In с  =  постоянная

I Е '  I

используемом Бете и Гейтлером.
Не учитывая зависимости от А, уравнения (17) и (20) легко решаются, 

если эффективное сечение однородно, т. е. w имеет вид :

w (Е, Е') 1
Е'

Вводя следующие обозначения : 

Е
У  In

Е'
и <р(х,Е-,х’,Е ')  =  — у>(х,Е;х',у')

Ej

с помощью преобразования Лапласа можем написать, что 

L  =  exp {(#' — х)  I ( У  — 1) V (и) d u } . (23)

Используя выражение (23), либо с помощью метода перевала, либо аналити
чески можем определить функцию у>.

Например, в специальном случае Бете—Гейтлера

Е'
Е

С In Е  I"1 (24)

L \гр \ имеет вид

L {y i}  =  e x p | {х' -  х) 1 I "
L J In и

d u (Я + 1)
(зГ-х)

С
( 2 5 )
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Если % измеряется в так называемых каскадных единицах, то С =1п2. Из 
(25) получаем, что

X' X
-V  с в у у

¥>= —
Г

(26)

или

]
^  Е (27)

Уравнения (17) и (20) можно решать с помощью преобразования Лап
ласа и в том случае, если эффективное поперчное сечение имеет вид

w (Е , £ ')  : = V (Е  -  Е ’)

т. е. если оно зависит только от потери энергии. Необходимо обратить вни
мание на то, что при строгом рассмотрении м(Е, Е')  нельзя считать пол
ностью независимым от мгновенной энергии Е, ведь в этом случае при малых 
Е  потеря энергии могла бы быть больше энергии Е  с вероятностью, отличаю
щейся от нуля. Все-таки можно получить хорошее приближение, если зна
чение V при большом значении его аргумента А = Е  — Е '  очень мало или 
равно нулю, и энергия частицы на пути х  — х  сильно не уменьшается. 
Метод Ландау [4] для вычисления флуктуации ионизационных потерь спра
ведлив, как раз в этом случае. Действительно, при больших значениях Е  
эффективное поперечное сечение не зависит от Е, и вероятность большой 
потери энергии мала. Таким образом, если толщина абсорбента мала, то 
приближение является хорошим.

§ 4. Приближение с помощью дифференциальных уравнений

Если характер процесса определяется часто повторяющимися столк
новениями, приводящими к незначительному изменению параметров и эффек
тивное поперечное сечение обладает большим значением только при е, 
то решение дифференциального уравнения Колмогорова является хорошим 
приближением уравнений (17) и (20). Вычисления, приведенные ниже, по
казывают, с каким пренебрежением связано применение уравнений Колмо
горова, относящихся к непрерывному процессу, вместо уравнений (17) и 
(20) чисто разрывного процесса. 5

5  A cta P hysica  IX /3 .
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Разложим в ряд подинтегральной функции ç?(x, s", Z ; х', е', Z') в урав
нении (17) по степеням е — g", и закончим разложение членами второго 
порядка. Учитывая, что

[ )■ (А  -  A " ) iv (e ,e " )d e "  и [ (А  -  Л ") (Е  -  Е ") ív (е, е") de"
6 «' «'

из-за симметрии исчезают, получим, что

3(/ j SV
Эл: 0Z

+  а ( в ) у  +  0 ( Е ) | ?
дЕ

1

2
РЦЕ) д2<р 

дЕ2
-  б2 (Е) , (28)
2 ЭЧ2

где
0 (E ) С (Е  — Е") tv (е, g") de"

е"

средняя потеря энергии на единичном пути, а

Р 2(Е) =  <■ (Е — Е")2 из (g, g") dg" и Ö2(E)-  ( (А -  A")2w(e,e")de"

дисперсии потери энергии и углового рассеяния. Таким образом, если члены 
третьего порядка являются малыми, то (28) можно считать хорошим приб
лижением. Члены высшего порядка, в окрестности g ~  г" дают малую по
правку ; вопрос только в том, что iv(e' е") уменьшается ли достаточно быстро 
при е" g .  Уравнение (28), по сути дела, является первым уравнением Кол
могорова.

Второе уравнение (20) в аналогичном приближении дает уравнение 
Фокера—Планка (второе уравнение Колмогорова). Умножая уравнение 
(20) произвольной функцией Е(е') и интегрируя по е' (учитывая, что поря
док интегрирования можно поменять в первом интеграле правой части), 
получим :

Г R (s') \ ~  +  А ' д<Р +  a (g') cp I de’ =
I  I dx' dZ' I

=  IY tv(e',e")cp(x, g,Z;e',Z') {P (g") R (g')}<7g" de’.

Разлагая P(e") в ряд по степеням е' — г" и учитывая только члены второго 
порядка, находим, что

R  (£') j д<г +  А' д- -  +  a (g') cp ! de' 
Эх' 8Z'

f y O ( E ' )  de’ +  ~ j cp ] P 2 (E ')  “ J , ',  + ^ 2(E ')  ” “  \de ' .
1

2 Í-

Э2 R 
8 E '2

d2R  
8 A'2
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В  п р а в о й  ч а с т и  и н т е г р и р о в а н и е м  п о  ч а с т я м  м о ж н о  и с к л ю ч и т ь  п р о и з в о д 
н ы е  ф у н к ц и и  R(s ') .  О  п р о и н т е г р и р о в а н н ы х  ч л е н а х  м о ж н о  п р е д п о л а г а т ь ,  
ч т о  о н и  и с ч е з а ю т ,  и б о  ф у н к ц и я  R ( e ' )  я в л я е т с я  п р о и з в о л ь н о й .  П о л у ч е н н о е  
у р а в н е н и е  с п р а в е д л и в о  д л я  п р о и з в о л ь н о й  R(e') т о л ь к о  в  т о м  с л у ч а е ,  е с л и

8 ер 

Э х'
а (е') (р

8 
8 Е

1 Я2
, {О (Е') <р) +  — -  {р 2 (Е > }

+
1
2

ст2 (Е')
Э2 <р

З А ' 2
(29)

Э т о  у р а в н е н и е  с о п р я ж е н о  с  у р а в н е н и е м  ( 2 8 )  и  т о ж д е с т в е н н о  в т о р о м у  
у р а в н е н и ю  К о л м о г о р о в а .

§ 5. Вычисление флуктуации углового рассеяния при малых углах 
с учетом потери энергии

Е с л и  в  у р а в н е н и я х  ( 2 8 )  и  ( 2 9 )  п р е н е б р е ч ь  ч л е н о м ,  с о д е р ж а щ е м  Р 2(Е), 
г .  е .  п р е н е б р е ч ь  с т а т и с т и ч е с к и м  х а р а к т е р о м  п о т е р и  э н е р г и и ,  т о  в  э т о м  с л у ч а е  
л е г к о  м о ж н о  н а п и с а т ь  с о в м е с т н о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  ( 2 8 )  и  ( 2 9 ) ,  у д о в л е т 
в о р я ю щ е е  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю

Ő (Е'  — E ) ô  ( А ' — A) ô (Z' -  Z)  .

Л е г к о  у б е д и т ь с я  в  т о м ,  ч т о  и м е е т  в и д  :

<р (х, е, Z; х', e' ,Z')  exp
■ a ( E J  
0 ( Е ")

X  —  X  —
■ dE"  
О i E ”)

О (Е ')
xp(x,e,Z;x\e',Z'),

(30)

г д е  ip у д о в л е т в о р я е т  с л е д у ю щ и м  у р а в н е н и я м  :

Э*' . 3,1 +  О (Е)̂  -  1 (£ )
а *  a z эе2 ó  I-

dip
дх'

А '  ?1 +  0 (E ')Ä  +
8 Z'  8 К  2 З А ' 2

(31)

И з  ( 3 0 )  в и д н о ,  ч т о  э н е р г и я  ч а с т и ц ы  Е ’ м о ж е т  и м е т ь  т о л ь к о  з н а ч е н и е ,  
у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и ю

Г dEl
) 0 ( Е ”)

=  0 , (32)

5*



3 1 2 А. БЕКЕШ И , Л . ПАЛ и Л . ЯНОШ И

т а к  к а к  п р и  л ю б о м  д р у г о м  з н а ч е н и и  Е'  и с ч е з а е т .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  м е ж д у  х' 
и  Е'  с у щ е с т в у е т  о д н о з н а ч н а я  с в я з ь  в  с л е д у ю щ е м  в и д е  :

dE"
о (е -)'

(33)

У ч и т ы в а я  у р а в н е н и е  ( 3 3 ) ,  д о с т а т о ч н о  р е ш и т ь  у р а в н е н и я  ( 3 1 )  н а  г и п е р 
п о в е р х н о с т и ,  о п р е д е л е н н о й  у р а в н е н и е м  ( 3 3 ) .  Д р у г и м и  с л о в а м и ,  д о с т а т о ч н о  
у д о в л е т в о р я т ь  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и я м  ( 3 1 )  д л я  т е х  з н а ч е н и й  х, х 
и  Е, Е ' ,  к о т о р ы е  у д о в л е т в о р я ю т  у р а в н е н и ю  ( 3 3 ) .  С  п о м о щ ь ю  ( 3 3 )  м о ж н о  
и с к л ю ч а т ь  X  и  х'.  О ч е в и д н о ,  ч т о  хр з а в и с и т  т о л ь к о  о т  т о л щ и н ы  а б с о р б е н т а ,  
т .  е .  о т  X — X п р и  у с л о в и и ,  ч т о  а б с о р б е н т  я в л я е т с я  о д н о р о д н ы м ,  ( а  э т о  п р е д 
п о л а г а е т с я ,  и б о  и н а ч е  О(Е) и  Р 2(Е)  в  я в н о м  в и д е  з а в и с е л и  б ы  о т  х  —  х'). 
П у с т ь  х'  —  X =  х"  т о г д а

i  О ( J E ') '

Т а к и м  о б р а з о м ,  м о ж е м  н а п и с а т ь ,  ч т о

I Е dE"у> (x",e,Z;e',Z ') j f  —---—, e,Z; e',Z' (e,Z; e',Z’). (34)
I è’ O (E ")

И с п о л ь з у я  ( 3 4 ) ,  и з  ( 3 1 )  п о л у ч и м  с л е д у ю щ и е  у р а в н е н и я  :

О (Е)  =  А  -+- —  а2 ( Е ) — Z- ,
'  8Е  8Z  2 8Л*

О(Е') = Е '  Э / - - - а 2 (Б/) д~7- , 
8 Е'  8 Z '  2 8 А ’2

(35)

Э т и  у р а в н е н и я  д л я  % м о г у т  б ы т ь  п о л у ч е н ы  н е п о с р е д с т в е н н о ,  е с л и  в м е с т о  х 
и  х'  в  к а ч е с т в е  с т о х а с т и ч е с к о г о  п а р а м е т р а  в в о д и м ,  н а  о с н о в е  з а в и с и м о с т и  
( 3 3 ) ,  в е л и ч и н ы  Е  и  Е'.  И с к л ю ч е н и е м  я в л я е т с я  т о т  с л у ч а й ,  к о г д а  э н е р г и я  
п о с т о я н н а ,  т .  е .  0(E)  =  О. Э т и м  с л у ч а е м  [ 1 1 ]  з а н и м а л с я  Ф е р м и .

Н е т р у д н о  н а й т и  р е ш е н и е  у р а в н е н и й  ( 3 5 )  с  п о м о щ ь ю  п р е о б р а з о в а н и я  
Л а п л а с а .  П о с л е  н е с л о ж н ы х  в ы ч и с л е н и й  п о л у ч а е м  :

(36)
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где

A = ß 1ß3 - ß l ,  A " - A ' - A ,  Z" = Z '  — Z  — А dE"
Е' О (Е") ’

1 ß i =  f  Ê Æ i  dE »
2 J- 0  (E") “ J  O (E")

ß 2  ̂ ß A E ") d E ;
J  O (E")

(37)

С помощью (33) можно снова ввести переменную х' — х вместо Е  — Е' в 
функцию %, что является и более естественным.

Таким образом, полное решение имеет вид :

9? =  ехр
Е '

a iß") 
0 ( Е ")

х '  —  X  —  I
dE"

О (Е")
dE"

о т
(38)

где функция % определяется уравнениями (36) и (37). Необходимо заметить» 
что

J J  % dA'  dZ' =  1 , 
но

j j j '  <pdE' dA'  dZ' ф 1 ,  
а

<ipdE' dA'  dZ' =  exp a (E")
0(E")

dE" E
Г dE"
J 0(E") 

E '

(39)

e dE"
где последнее выражение указывает на то, что в интеграле | ----- — нижний

Е’ 0(Е")
предел Е’ должен быть выбран таким образом, чтобы условие (33) выполня
лось. Величина (39) отражает вероятность того, что частица с энергией Е 
проходит путь X — X без столкновения с резким изменени м.

§ 6. Вопрос о флуктуации энергии

Уравнения (28) и (29) являются хорошими приближениями только в 
том случае, если потеря энергии в одном акте достаточно мала. Если срезать 
эффективное поперечное сечение настолько, чтобы уравнения (28) и (29) 
были хорошими приближениями и кроме Е и Е' не учитывать других пере
менных, то уравнения для у  имеют вид :
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89 о 
8 х" 

8 (тр 
дх"

- 0 (£ ,? |  +  1 Р!(Е» Э Е ^ “ (Е)” '

~  { 0 ( Е > }  +  у  ЭЕ„ {Р’ (Е')

(40)

где
X.

Если пренебрегать столкновениями с резким изменением, то для <р полу
чаем следующие уравнения :

8  93 

8 х"

8  93

9 х"

0 ( E )
8  99 

ЭЕ
4 1 P 2 (Е) д1 ''

Э Е 2

Э2
(41)

с начальным условием ср(х" — О, Е,  £ ’) =  ô ( E — £ ’). Так как в явном виде 
невозможно найти общее решение уравнений (41), то при заданных 0(E)  и 
Р 2(Е)  могут быть применены только численное решение или приближенные 
методы.

Точное решение уравнений (41) можно найти в том случае, если эффек

тивное поперечное сечение имет вид V
Е'
Е

1
—  (Колмогоров [14]), так как в 
Е

этом случае 0(E)  и Р 2(Е)  являются пропорциональными Е, и это позволяет 
переписать уравнения (41) с помощью преобразований In у  =  Е  и In у'  =  Е'  
в виде уравнения теплопроводности. Этот случай не особенно интересен, 
так как при этих эффективных сечениях сами исходные интегральные урав
нения легко решаются.

Если толщина абсорбента мала, то можно считать 0(E)  и Р 2(Е) при
мерно постоянными и тогда решение уравнений (41) по Росси [11 ] имеет вид :

<р (х" ,Е,  Е ’)
1

— , ■ ■■ - ехр
Р\/2лх"

(Е -  Е '  — Ox")2 I 
2 Р 2 х"

(42)

Лучшим приближением является приближение Пала [9]. Он исходит 
из того, что при вычислении флуктуации энергии на глубине х'  можно пред
полагать, что потеря энергии на пути х — я; мало отличается от средней 
потери и поэтому в выражениях О(Е')  и Р 2(Е')  вместо Е'  можно подставлять 
среднюю энергию Ё  на глубине х .  Определение Ё  дается уравнением (33) 
в следующем виде :

f  dE"
J  0 ( Е " )  ■

X
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Э т о  п р и б л и ж е н и е  я в л я е т с я  х о р о ш и м ,  е с л и  Е'  н е  о ч е н ь  о т л и ч а е т с я  о т  Е.  
П о с л е  з а м е н ы  Е'  н а  Е(х")  в о  в т о р о м  у р а в н е н и и  ( 4 1 )  к о э ф ф и ц и е н т ы  О и  Р 2 з а 
в и с я т  т о л ь к о  о т  х"  и  т о г д а  м о ж н о  н а й т и  р е ш е н и е  ( 4 1 )  в  с л е д у ю щ е м  в и д е  :

<р =  - 7 -  ехр ■ — [Е (х") — Е '] 2 I
S ]/2л ! 2 S 2 I

S2 =  f  P 2{E(x ") }dx" .
о

Н е о б х о д и м о  о т м е т и т ь ,  ч т о

Е ( х " )  = .- Е -  j‘ 0 { E ( x " ) } d x " .

( 4 2 ' )

( 4 3 )

( 4 4 )

Р е ш е н и е  ( 4 2 )  д а е т  в е р о я т н о с т ь ,  о т л и ч а ю щ у ю с я  о т  н у л я  и  д л я  Е'  <  О 
и  д л я  Е'  >  Е,  ч т о  н е  и м е е т  ф и з и ч е с к о г о  с м ы с л а .  Э т о  у к а з ы в а е т  н а  т о ,  ч т о  
р е ш е н и е  ( 4 2 )  н е  м о ж е т  б ы т ь  п р и м е н е н о  к  о ч е н ь  т о н к и м  и л и  к  о ч е н ь  т о л с т ы м  
а б с о р б е н т а м .

Н е о б х о д и м о  о т м е т и т ь ,  ч т о  в  с л у ч а е  м а л о й  д и с п е р с и и  ( S 2/ E  1 )  в ы р а 
ж е н и е  ( 4 2 )  д о л ж н о  б ы т ь  с п р а в е д л и в о  в  ш и р о к о м  и н т е р в а л е  э н е р г и й  Е'< 
П р и  S  - >  0  и з  ( 4 2 ' ) ,  п о л у ч и м ,  ч т о

cp =  Ô { E ( x \ E ) - E ' } .  ( 4 5 )

В ы р а ж е н и е  ( 4 5 )  т о ч н о  с о в п а д а е т  с  р е ш е н и е м ,  к о т о р о е  л е г к о  п о л у ч а е т с я  и з  
( 3 0 ) ,  е с л и  п р е д п о л а г а т ь ,  ч т о  Р 2(Е) =  S 2(E) =  а(Е) =  О и  п р е н е б р е г а т ь  з а в и 
с и м о с т ь ю  о т  Z .  Э т о  у к а з ы в а е т  н а  ф и з и ч е с к у ю  п р а в и л ь н о с т ь  р е ш е н и я  ( 4 2 ' ) .

Д л я  о ц е н к и  п о г р е ш н о с т и  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  ( 4 2 ' )  п р и  р а з н ы х  
з н а ч е н и я х  Е'  м о ж е т  б ы т ь  п р и м е н е н  с л е д у ю щ и й  м е т о д .  В о  в т о р о м  у р а в н е н и и  
( 4 1 )  м о ж н о  о т д е л и т ь  н е к о т о р у ю  ч а с т ь ,  и г р а ю щ у ю  р о л ь  м а л о г о  в о з м у щ а ю 
щ е г о  ч л е н а ,  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м

эу
Эх"

V (х " , Е , Е')=---

0 ( E ) _эу
ЭЕ'

Э

ЭЕ'
{ [О (Е ')

‘ РЦЕ' )  8 ^ ;  + v ( x ”,E ,E ' ) ,  ( 4 6 )
2  Э Е 2

0  ш  у } + ~  { [ í12 сЕ ') -  р 2 т  у ) .
Z o h  *

К а к  в и д н о ,  у  =  0  п р и  Е' =  Е  и  п р и  н е б о л ь ш и х  о т к л о н е н и я х  о т  Е  с  п о м о 
щ ь ю  м е т о д а  п о с т е п е н н о г о  п р и б л и ж е н и я  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  п о г р е ш н о с т ь  
р е ш е н и я  ( 4 2 ' ) .
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К а к  в и д н о ,  п р о б л е м ы  ф л у к т у а ц и и  э н е р г и и  и  у г л о в о г о  р а с с е я н и я  е щ е  
д а л е к о  н е  р а з р е ш е н ы .  Н е  и м е е т с я  р е ш е н и е  п р о б л е м ы  ф л у к т у а ц и и  э н е р г и и  
н и  в  с л у ч а е  ч а с т и ц ,  о б л а д а ю щ и х  м а л о й  э н е р г и е й ,  н и  в  с л у ч а е  т о л с т о г о  а б с о р 
б е н т а .  Н е т  е щ е  с о в м е с т н о г о  р е ш е н и я  ф л у к т у а ц и и  э н е р г и и  и  у г л о в о г о  р а с с е 
я н и я .  К р о м е  т о г о ,  е щ е  с о в с е м  н е  р а з р а б о т а н а  о ц е н к а  п о г р е ш н о с т е й  с у щ е с т 
в у ю щ и х  п р и б л и ж е н и й .  Н е т  с о м н е н и я ,  ч т о  в о з м о ж н о  у л у ч ш а т ь  п р и б л и ж е н 
н ы е  м е т о д ы  и  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  в  э т о м  н а п р а в л е н и и  п р о д о л ж а ю т с я  и с с л е 
д о в а н и я .
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M ETH O DS OF D E T E R M IN A T IO N  OF T H E  FLU C TU A TIO N  OF T H E  E N E R G Y  
A N D  T H E  D IST R IB U T IO N  OF AN G LES OF FAST IO NIZING  PARTICLES

By

Á . B é k é s s y , L. J á n o s s y  and  L. P á l  

A b s t r a c t

The m ethods o f determ ination o f  the fluctuation  o f  the energy and the distribution o f  
angles o f  fast ionizing particles are described and critically  compared. Special atten tion  is 
paid to  the physical contents o f the m ethods o f approxim ation. A general m ethod is given of  
how  to im prove approxim ation.



APPLICATION OF ONE-CENTER WAVE FUNCTIONS 
TO TETRAHEDRAL SYMMETRIC HYDRID MOLECULES 

I. THEORETICAL BASIS OF THE METHOD

В У

E . K a p u y

RESEA R C H  GROUP FOR TH EO RETICA L PHYSICS OF T H E  HUNGARIAN ACADEM Y OF SCIENCES, BU DA PEST 

(Presented by A. Kónya. —  Received : VII. 28. 1958)

The quantitative treatment of the polyatomic molecules encounters serious difficulties 
of mathematical nature. A considerable part of these may be overcome by the use of one-center 
wave functions. In case of molecules with high degree of sym metry this method seems to he 
successful. In the present work the application of the method to tetrahedral hydrid molecules 
is examined. It gives methods for the building up of the wave function and the simplification 
of the computations.

In tro d u c tio n

The X H 4 m olecules consist o f a n  a to m  (ion) X  being in  th e  cen tre  o f 
te tra h e d ro n  an d  four hyd ro g en  a tom s s itu a te d  in  th e  peaks of th is  te tra h e d ro n . 
(X  m a y  be C, N +, Si, Ge, e tc .) I t  is c h a ra c te r is tic  fo r th e m  th a t  th e  fo u r bonds 
are  com plete ly  eq u iv a len t an d  to  a h igh  e x te n t in d e p e n d e n t o f each  o ther. 
T h e ir  e lectron ic  g round  te rm  is 1A 1.

F or th e  c a lcu la tio n  of th e  en e rg y  and  th e  e igenfunction  th e  H L S P  
m e th o d  [1, 2, 3, 4, 5] as w ell as th e  LCAO-M O m e th o d  [1, 6, 7, 8] m a y  be used , 
b u t ,  owing to  th e  a n a ly tic a l an d  n u m erica l c a lc u la tio n  of th e  th re e -  an d  four- 
c en te r in teg ra ls  invo lved , serious d ifficu lties a re  en co u n te red . ( I t  m ay  he, 
how ever, th a t  in  th e  n e a r fu tu re  th e se  d iffic id ties w ill be e lim in a te d  by  th e  
use of fa s t e ^ c tro n ic  com puters.)

The occurrence of th ree -  an d  fo u r-cen te r in te g ra ls  m ay  be avoided  by 
u sin g  o rb ita ls  h av in g  id e n tic a l cen ters (in our case th e  nucleus o f  th e  X  atom ). 
In  th is  case on ly  one- a n d  tw o -cen te r in teg ra ls  o ccu r, w hich can  be easily  com 
p u te d . I t  has been  show n b y  M u l l i k e n  [9] th a t  d u e  to  th e  h igh  degree of sy m 
m e try  of C H 4, th e  p roblem  can  be ren d e red  (p ro b a b ly  to  a good ap p ro x im atio n ) 
sph erica lly  sy m m etric , i f  th e  charge  o f th e  fo u r p ro to n s is a v e rag ed  over a 
spherica l surface. T he g ro u n d  s ta te  o f C H 4, ( l a 4)2 (2ax)2 ( l / 2)6 1A 1, is v e ry  
s im ila r to  th e  g round  s ta te  o f Ne, ( I s )2 (2s)2 (2p )6 15 0, hence th e  m e th o d s used  
for a tom s m ay  be app lied  w ith  a s lig h t m o d ifica tio n  to  such m olecules.

W ith  th e  aid  o f th e  H a rtre e  SC F m eth o d , ca lcu la tions w ere carried  o u t 
b y  B u c k i n g h a m , M a s s e y  an d  T i b b s  for C H 4 [10]. The re su lt w as very  e n 
courag ing  : also for th e  b in d in g  en e rg y  a s tr ik in g ly  good va lu e  w as o b ta in ed .
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S u b seq u en tly  ca lcu la tio n s w ere carried  o u t b y  H a r t m a n n  [ 1 1 ]  for C H 4 
a n d  N H 4+ . H e ap p lied  hydrogén -like  o rb ita ls  a n d  neglec ted  th e  elec trons of th e  
I s  shell. V ary ing  th e  p a ra m e te r  in  th e  ex p o n en t, good re su lts  w ere o b ta in ed  
fo r th e  energy  a n d  th e  n u c lea r d is tan ce . C H 4 a n d  N H 4 w ere d e a lt w ith  as 
w ell b y  B e r n a l  w ho also used  hydrogen -like  o rb ita ls , b u t th e  e lec trons of th e  
I s  shell were also considered  b y  h im . H e to o  v a r ie d  th e  p a ra m e te rs  in  th e  
e x p o n e n t, how ever, th e  re su lts  w ere less sa tis fa c to ry  th a n  in  th e  p receding  
tw o  cases. T he m e th o d  does n o t give th e  b in d in g  energy.

T h e  H a rtre e  SC F m eth o d  h a s  been ap p lied  to  S iH 4 b y  C a r t e r  [ 1 3 ] ,  ~ 

b u t  he  d id  n o t o b ta in  a b ind ing  energy  e ither.
T h e  resu lts  o f  [ 1 0 ] ,  [ 1 1 ]  a n d  th o se  of [ 1 2 ] ,  [ 1 3 ]  are  a p p a re n tly  c o n tra 

d ic to ry  to  each o th e r . T h e  aim  se t in  th e  p resen t w o rk  is to  ex am in e  th e  ap p lica 
tio n  o f  th e  m e th o d  to  te tr a h e d ra l  h y d r id  m olecules an d  its  e ffic iency  in  th e  
case o f  th e  C H 4 m olecule.

1. The Schrôdinger equation

T he S chrôd inger eq u a tio n  o f  a h y d rid  m olecule of ty p e  X H 4 hav ing  a 
c e n tra l  nucleus o f  a to m ic  n u m b e r Z  in  th e  “ fix e d  nuclei”  a p p ro x im a tio n  
ex p ressed  in  a tom ic  u n its  is [14, 15]:

1 n n z П 4 1 n
V / 1 .  - у - У  У X ’

9 1 lim ed . . . .Z 1 =  1 /=  1 r i 1 =  1 P= 1 r ip i= * < ;
4 z 1 \

“Г у + 2  — w , E ,  W ,

p = l R p l  =  p < q  R p q )

( 1 )

H ere  it is th e  n u m b e r o f e lec trons, ind ices i, j  re fer to  th e  elec trons a n d  indices 
p , q to  th e  p ro to n s . H ence  г,- is th e  d is tan ce  o f th e  i- th  e lec tro n  from  th e  
c e n tra l  nucleus, rip th e  d is tan ce  o f  th e  i- th  e lec tro n  from  th e  p - th  p ro to n , 
Rp  th e  d is tan ce  o f th e  p - th  p ro to n  fro m  th e  cen tra l nu c leu s and  Rgq th e  d istance 
b e tw een  th e  p - th  a n d  q-tli p ro to n . I t  is b e s t to  p lace th e  origin of th e  coo rd ina te  
sy s tem  in to  th e  c e n tra l  nucleus. T h e  ff^-s are fu n c tio n s  of th e  3 n  e lectron  
co o rd in a te s , b u t th e y  also depend  on  th e  co o rd in a tes  R p a n d  R pq of the  
nuclei. T h e  energy  eigenvalues E^ a re  also fu n c tio n s  of th e  co o rd in a te s  of 
th e  n uc le i. In  order to  sim plify  th e  ca lcu la tions th e  fo u r p ro to n s a re  fixed  in  
th e  p e a k s  o f  a te tra h e d ro n , th e ir  d is tan ces  from  th e  c e n te r  of th a t  te tra h e d ro n  
being  R.  T h u s th e  fram e  fo rm ed  b y  th e  nuclei h as  th e  sy m m e try  o f  th e  po in t 
g roup  T d.

2 .  The building up o f the wave function. The variation m ethod

L e t th e  q)j-s be N  no rm alized , lin e a r ly  in d e p e n d e n t one-e lec tron  o rb ita ls , 
h av in g  th e  v e ry  sam e cen tre . C om pleting  these  b y  th e  sp in  fu n c tio n s a an d  ß
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we o b ta in  2N  lin ea rly  in d ep en d en t uk o rb ita ls . F ro m  th em  ) d iffe ren t 
d e te rm in a n ts  Ф, o f n ‘ o rder m a y  be fo rm ed . S e p a ra te ly  th e  Oj-s a n d  an  
a rb i t r a ry  lin ea r  co m b in a tio n  of th e m  changes sign w h en  th e  co o rd in a tes  of 
a n y  tw o  electrons in te rch an g e .

2 '  С ,Ф ,, (2)
i

T he C,-s are  th e  v a r ia tio n a l p a ra m e te rs  w hereas th e  GP,-s are  d e te rm in a n ts  
o f  re-th o rder, consisting  o f th e  sp in -o rb ita ls  uk. T he  <pj-s m a y  in c lu d e  also 
v a r ia tio n a l p a ram e te rs  с д  Cy2 Cy4 . . . e tc . T he ta s k  is to  de term ine  th o se  p a ra 
m eters  C,-, Cj, b y  w hich  th e  energy  expression  is m in im ized . T he v a r ia t io n  of 
th e  С,-s leads to  th e  w ell-know n secu la r eq u a tio n  of th e  fo rm  С,- ( if ,у — S,yf?) 
th e  low est ro o t o f w hich  gives th e  ap p ro x im atio n  o f th e  en e rg y  eigenvalue 
o f  th e  g ro u n d  s ta te  [16].

Since H íj =  f  Ф* H 0 j  dr  an d  Stj =  J  Ф* Фу d r  a re  s till fu n c tio n s  o f the  
Cy-s, th e  energy has to  be se p a ra te ly  m in im ized  accord ing  to  th e se  to o .

3. The fac to rization  o f th e  secu lar equation

I f  th e  system  h as a p a r t  from  th e  o p e ra to r H  also such h e rm itia n  opera to rs 
ff, Q . . . w hich com m ute  w ith  H  a n d  w ith  each  o th e r , i. e.

H P  -  P H  =  0 ,
PQ - Q P =  0 , (3)

HQ — QH  =  0 ,

th e n  th e  p hysica l q u a n titie s  rep re sen ted  b y  th e  co rrespond ing  o p e ra to rs  can 
be m easu red  s im u ltan eo u sly  w ith  th e  energy  and  h a v e  a com m on e igenfunction  
sy s tem  [17]. ( I t  w as assum ed  t h a t  o p era to rs  P, Q, . . .  are fu n c tio n s  n e ither 
o f  o p e ra to r  H  n o r o f each  o th e r.)  I t  can  be easily  seen, th a t  if  ipikm belongs 
to  th e  eigenvalue p k o f P  an d  qm o f Q, th e n  :

^ : kmxP jlndr S i jk lm n  ^kl ^ m n  ч (4)

J  У \ к т  H  ' P j i m  d r  -  H ijk lm n  ô k l  ô m n  ■ (5)

F o r m olecules, n eg lec ting  th e  m ag n e tic  in te rac tio n s , th e  square  o f  th e  re su lta n t 
sp in  m o m en tu m  ( S 2)  an d  th e  p ro jec tio n  of th e  re s u lta n t  sp in  m o m en tu m  on 
th e  Z axis ( Sz) a re  such o p era to rs . In  o u r case th e  o p e ra to r  H  is also in v a ria n t 
a g a in s t th e  o p era tio n s of th e  p o in t g roup  T d. B ring ing  th e  a p p ro x im a tiv e  fu n c
tio n s  in to  such a fo rm  th a t  th e y  belong  to  th e  g iven  rows o f  th e  in d iv id u a l
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irred u c ib le  re p re se n ta tio n s , i. e. to  be of g iven  sy m m e try  species th e n  re la tio n s
(4) a n d  (5) can  be  app lied  to  th e m  too .

U sing th e se , th e  secu la r e q u a tio n  is fa c to riz ed  in to  e q u a tio n s  of low er 
o rd e r. Since in  gen era l ou r a im  is to  d e te rm in e  th e  energy  a n d  e igen function  
o f a g iven  m o lecu la r s ta te , th e  t r ia l  func tions У  С; Ф; are  ta k e n  s tra ig h ta w a y  
in  su ch  a form  as to  belong to  th e  given e igenvalues of o p e ra to rs  S 2 a n d  S z 
a n d  to  given row s o f th e  irred u c ib le  re p re se n ta tio n s .

4. E igen functions of the o p era to rs  S. and  S2

I t  can  be e a s ily  seen th a t  th e  d e te rm in a n ts  Ф, are  e igen functions o f th e

o p e ra to r  S z, n a m e ly  th e y  belong to  its  e igenvalue +  Пр) (in h u n its ) .

na a n d  rip are th e  n u m b e r of th e  sp in  fu n c tio n s  a a n d  ß ,  re sp ec tiv e ly  in  th e  
d e te rm in a n t Ф,- u n d e r  d iscussion (raa -)- tip — n).

F u n c tio n s  belong ing  to  th e  e igenvalue 0 o f th e  o p e ra to r  S 2 can  be 
c o n s tru c te d  as follow s [15]. L e t us assum e t h a t  th e  d e te rm in a n t consists o f

Fi g.  1

n g iven  o rb ita ls  (pj (n  h a s  to  be an  ev en  num ber), A m ong  these  m a y  be id en tica l 
p a irs , b u t  i t  is th e n  n ecessary  w ith in  each p a ir  t h a t  one of th e  o rb ita ls  has 
sp in  fu n c tio n  a  th e  o th e r  one sp in  fu n c tio n  ß  (d o u b ly  occupied  o rb ita ls ). 
T he V n free o rb ita ls  can  occu r a rb itra r ily  w ith  sp in  fu n c tio n s  a  or ß .  

v l
A lto g e th e r AT0 =  - ------ -su ch  d e te rm in a n ts  Ф] c an  be co n s tru c te d  in case

I
2

of V sin g ly  occupied  o rb ita ls , w h ich  belong to  th e  eigenvalue 0  o f  SZi i. e. 
v a — Vp. v a an d  Vp a re  th e  n u m b er o f  th e  free o rb ita ls  w ith  sp in fu n c tio n s a  

a n d  /3, resp ec tiv e ly  (for in s tan ce  i f  v  =  8, N 0 =  70).
T h e  to ta l  sp in  s ta te  w ill be s in g le t if  th e  e lec tro n s are  fo rm in g  singlets 

in  p a irs . E lec tro n  p a irs , being in  th e  doub ly  occup ied  o rb ita ls , a lw ays fo rm
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sing le ts  in  each  d e te rm in a n t Ф". F rom  th e  d e te rm in a n ts  Ф) we fo rm  such lin e a r
V

co m b in a tio n s in  w hich th e  v sing ly  occupied  o rb ita ls  cpj fo rm  —  sing let p a irs .
2

F ro m  v po in ts  “  pa irs can  be form ed in
v l

v a ria tio n s .

T ak ing  th e  po in ts on th e  c ircum ference  o f  a circle th e  p a ir  c rea tion  ca n  
he rep re sen ted  b y  arrow s ( R u m e r ’s schem a). F o r  in stan ce  in  th e  case v =  8, 
fo u r such  sc h e m a ta  can be seen in  th e  f ig u re . A ltogether 105 such  sch em ata  
m a y  be fo rm ed . These are, how ever, n o t l in e a r ly  in d e p e n d e n t [18]. A m ong 

v ! vl
th e  —-------- sch em ata  only  -------— are  linearly  in d e p e n d e n t (i. e.

-  ! —  ! —  + 1  !
2 2 J [ 2

in  case of V =  8 only  14), n am ely  those in  w h ich  th e  arrow s do  n o t cross each  
o th e r. A lin ea r  co m bina tion  Q  Ф/ co rresp o n d in g  to  such  a schem a can  be 
o b ta in e d  as follows [15]:

=  2 à jk (i) dlm ( i ) . . . 0 l
Í =1

( 6)

B y  th e  le ft u p p e r in d ex  o f  llP the  m u ltip lic ity  is deno ted  ( M  — 2S +  1), 
th e  indices connected  b y  an  arrow  (for in s ta n c e  j —>-k) show  t h a t  in  the co rre s
pon d in g  schem a th e  arrow  is d irected  fro m  th e  j -th  o rb ita l  tow ards th e  
fc-th o rb ita l. T he m eaning o f th e  sym bol Öjk (i) is th e  follow ing :

1, if  th e  sp in  fu nc tion  o f tpj is a , an d  th a t  one o f  (pk is ß.
— 1, if  th e  sp in  function  o f  <pj is ß,  th a t  one o f  th e  (pk is a. 
0, in all o th e r  cases.

H ith e r to  th e  n o rb ita ls  <pj occurring  in  th e  d e te rm in a n ts , a n d  th e  n u m b e r 
o f  e q u a l p a irs  am ong these , w ere considered  as given.

E ven  m ore singlet fu n c tio n s can be o b ta in e d  if th e  o ccu p a tio n  n u m b e r 
is varied  in  case of given tpj-s for th e  in d iv id u a l <pj-s, a n d  on  th e  o ther h a n d  
if  we exchange am ong th e  (fj-s one or m ore  b y  new  ones. I f  N  d iffe ren t o rb ita ls  
cpj are  a t o u r d isposal th e n  a lto g e th e r (2nN) S la te r  d e te rm in a n ts  can  be fo rm ed . 
A m ong these

П

y
l — 0

[2i]!

[Ü ]2

belong to  th e  eigenvalue 0 of S z and
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1 / N
X ' I n

i “ 9 \ Y  ~

Л  [2i]_!
; ü  [ ; + ] ] !

to  th e  e igenvalue  0 o f S 2. This m e th o d  can  be easily  generalized  also fo r  th e  
case o f  h ig h e r m u ltip le ts .

5. C onstruction  o f wave fu n c tio n  of given sy m m etry  species

L e t us assum e t h a t  th e  o p era to r H  com m utes w ith  th e  o p e ra tio n s  o f  a 
p o in t g ro u p  A  (i) (i =  1, 2, . . .  G). L e t D J (i) and  D 1' (i) be th e  tw o  u n i ta r y  
n o n -e q u iv a le n t irred u c ib le  re p re se n ta tio n s  o f th e  o p e ra tio n  A  (i), w ith  d im e n 
sions ríj a n d  Jij, re sp ec tiv e ly . I f / / ,  f { ,  • • • / * ,  ■ • • fhj  a n d  g[\  g ' i , . . .  gJx\ .  . . gUj, 
are such  fu n c tio n s for w h ich  is va lid

Á m l =  у  Я DL (0 , (« 1 , 2 , . . .  n; ) ;
;.=i

4  (i) gi:, =  у  gi: щ , «  ( о .  {h' =  1 , 2 , . . .  n / ) ,
;/=i

th e n  th e  fu n c tio n  /^  be long  to  th e  row  n  o f  th e  irred u c ib le  re p re se n ta tio n  j ,  
an d  th e  fu n c tio n  g£  to  th e  row  к' of th e  irreducib le  re p re se n ta tio n  j ' . In  th is  
case th e  fo llow ing re la tio n s  sim ilar to  (4) a n d  (5) are  v a lid  [19]:

17/* gi:, dv (r byj дн.х X- ( j-f j ; g i d v ) ,  (7)
n J >■ '

Í / Г  HgL>dv =  G ôj'j à*'* x ' ( I’ Л * Hg{ d v ) . (8)
ni  я

I f  F  is such  a fu n c tio n  (o rb ita l o r m an y -e lec tro n  w ave fu n c tio n ), to  
w hich th e  o p era tio n s  A  (i) o f th e  g roup  can  be a p p lied , th e n  know ing  th e  
m a tr ix  e lem en ts  of th e  irred u c ib le  re p re se n ta tio n s  o f th e  group, F  c a n  be  
decom posed  in to  such p a r ts  / / ,  w hich be lo n g  to  certa in  row s of the  in d iv id u a l 
irreducib le  re p re se n ta tio n s  :

Я  ^ y ° i : ( i ) A ( i ) F .
( jr i = 1

( 9 )
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I f  on ly  th e  ch a rac te rs  yj  are  know n, th e n  F  c an  be decom posed  in to  su ch  
p a r t s / 7, w hich belong to  th e  in d iv id u a l irred u c ib le  re p re se n ta tio n s  :

> ' X J' ( i ) A ( i ) F - ( 1 0 )
Lr / = 1

In  th e  m olecules s im ila rly  to  th e  a to m s th e  o rb ita ls  belong ing  to  g iven  
row s of irreducib le  rep re sen ta tio n s  are d e n o ted  b y  th e  sm all le t te r  o f th e  
co rrespond ing  irreducib le  re p re se n ta tio n , ad d in g  to  i t  as r ig h t low er in d e x  
th e  row  n u m b e r an d  a fte r  th is  th e  b ra c k e te d  sign  o f th e  co rrespond ing  p o in t 
group . Before th e  le tte r  a n u m b er is w ritte n  ^1, 2, 3 e tc), to  express th e  e n e rg e ti
cal o rder of o rb ita ls  o f  id en tica l sy m m etry  species [20]. F o r in s ta n c e  1 eq (T d) 
or l / 2 (Td). H ereb y  th e  b rie f d e n o ta tio n  o f e lec tro n  co n fig u ra tio n s is m ad e  
possible. F o r in s ta n c e  for th e  C H 4 m olecule ( le q )2 (2eq)2 ( l / 2)6 1A 1.

T he d e n o ta tio n  of th e  to ta l  e lec tron  s ta te  is s im ila rly  e ffec tu a ted  b u t  
th e n  th e  c a p ita l  le tte l sym bolizing  th e  co rrespond ing  irreducib le  re p re se n ta tio n  
is used  an d  m u ltip lic ity  is d en o ted  b y  th e  le f t u p p e r index . F o r in stan ce  3-F2, 
if  m ore s ta te s  o f id en tica l sy m m e try  species ex is t a fu r th e r  in d e x  has to  be 
in tro d u ced  in  o rder to  express th e  en e rg e tica l sequence.

In  gen era l th e  d e te rm in a n t w ave fu n c tio n s  Ф,- do n o t be long  to  given 
rows of th e  irreducib le  rep re sen ta tio n s , n e ith e r  in  th e  case w hen  each  o f th e  
o rb ita ls  <fj occurring  in  th em  is of a g iven sy m m e try  species. T h e  follow ing 
tw o cases are  exep tions :

a)  I f  th e  d e te rm in a n t Ф,- consists o f su ch  o rb ita ls  o f  g iven  sy m m e try  
species th a t  o rb ita ls  belonging to  each  row  o f th e  irreducib le  re p re se n ta tio n s  
occurring  in  i t  are  ap p earin g  once.

b) I f  o rb ita ls  belonging to  each  row  o f th e  irreducib le  re p re se n ta tio n s  
occu rring  in  i t  are  ap p earin g  tw ice (once w ith  sp in  functions a a n d  once w ith  ß).

In  th e se  cases Ф,- belongs to  th e  so -ca lled  to ta l ly  sy m m etric  re p re se n ta 
tion  (th is is a one-d im ensional irreducib le  rep re se n ta tio n , each m a tr ix  of w hich 
is + 1 )  [21].

In  case b)  th e  m olecule h as  closed shells. (T he m u ltip lic ity  o f th e  elec tron  
s ta te  is 1.)

*

T he a p p ro x im a tiv e  one-cen te r w ave fu n c tio n s  m ay  be easily  b u ilt  u p  
b y  th e  c u rre n t m eth o d s. T he MO (M olecular O rb ita l) m eth o d  is closer to  th e  
n a tu re  i f  th e  m a tte r , b u t also th e  YB (V alence Bond) m e th o d  can  be well 
app lied .
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6. The MO m ethod

L e t us choose a no rm alized  (b u t n o t n ecessa rily  o rth o g o n a l) se t <pk- 
F o r th is  w e h av e  n o th in g  else to  go b y  th a n  to  a t ta in  a good a p p ro x im a tio n . 
T h e  p ro b lem , w hich se t o f  fu n c tio n s is th e  m ost a d e q u a te  for th e  a p p ro x im a 
tio n  o f th e  o rb ita ls  o f th e  valence shells — d isreg ard in g  some g en era l po in ts  
o f  v iew  — can  be answ ered  only  if  ex perience  g a in ed  b y  m an y  c o m p u ta tio n s  
is a t  o u r d isposal. S ince a considerab le  p a r t  of th e  en erg y  is g iven  b y  th e  
closed in n e r  shells, su ch  a set of fu n c tio n s  should  be  chosen th a t  th e  inner 
o rb ita ls  a re  well a p p ro x im a te d  b y  c e r ta in  te rm s o f  i t .

H y d ro g en -lik e , S la te r , M orse-Y o u n g -H au rw itz  o rb ita ls  a n d  th e  so lu 
tions o b ta in e d  by  H a rtre e -F o c k ’s SC F m ethod  or th e ir  co m b in a tio n  are 
a p p ro p r ia te . In to  th e  ra d ia l  p a r t  o f  th e  o rb ita ls  v a r ia tio n a l p a ra m e te rs  are 
b u ilt  in  ( th e  fac to r  o f th e  ex p o n en t, th e  coefficients o f  th e  lin ear co m b in a tio n s, 
e v e n tu a lly  th e  pow er in d e x  of r). A f te r  such  lin e a r  co m bina tions tp*,- are 
fo rm e d  o f th e  (p̂ -s, w h ich  belong to  th e  g iven  rows (y.) o f th e  given irred u c ib le  
re p re se n ta tio n s  (j) .  Since against th e  o p era tio n s  o f th e  group th e  ra d ia l  p a r ts  
are  in v a r ia n t ,  only th e  a n g u la r  p a r ts  h a v e  to  be ex am in ed . U sing (9) a n d  th e  
irred u c ib le  re p re se n ta tio n s  [22] of th e  g ro u p  Td, th e  fo llow ing ta b le  is o b ta in e d  
as a re su lt  fo r l from  l =  0 to  l =  3.

A E E . F,
al e l «2 / 1 2 A i / 2 2  1 / 2З

s 1

p Я V гъ

d 3C2— 1 a2—rf r t ас Cv

f a r t № 2- a 2) Щ г— П2) f (5 f2— 3) С(5С2— 3)

£ =  sin  #  cos (p ; rj =  sin  #  sinç? ; f  =  cos &.

A n o rb ita l  of g iven  sy m m etry  species is fo rm ed  in  such a m a n n e r  th a t  
a n g u la r  p a r ts  in  th e  co rrespond ing  co lu m n  are  p ro v id ed  b y  d iffe ren t ra d ia l  
p a r ts  an d  lin e a r  com b in a tio n s are fo rm ed  o f th em  w ith  coefficients w hich  are 
a t  p re se n t u n d e te rm in e d . F o r in s tan ce

1 a i =  cn  R n  +  cn R is +
2 «1  =  c21 R 21 +  c22P 22 fyC +  . .  . ,

1/at =  c 3 i R 3 i  % +  c 3 Z R 3z  "1* C3 3 R 33 i  ( 5  3 )  -)- . . .

(1 2 )
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a)  T he y ii-s  th u s  o b ta in ed  are com pleted  w ith  the sp in  functions a 
a n d  ß  an d  d e te rm in a n ts  Ф, o f n -th  o rder (re is th e  num ber o f  th e  electrons) 
are  b u ilt  up  from  th em .

b)  A fte r th is  d isregard ing  th e  spin fac to rs  w ith  th e  aid o f  (9) such lin ear 
co m b in a tio n s 4flx are  form ed o f th e  0 r s w hich belong  to  th e  row  x of th e  
irred u c ib le  re p re se n ta tio n  j .

c) T hen , w ith  th e  If^-s belonging  to  th e  sam e  x  and  j  su ch  func tions 
M4/ia a re  co n stru c ted  w hich belong  to  th e  g iven  eigenvalues o f  th e  opera to rs 
S z an d  S 2 {M  is th e  m u ltip lic ity ).

T he linear co m bina tion  form ed from  th e  w ith  th e  coefficients
MC]xai is th e  m ost g enera l t r ia l  fu n c tio n  o f th e  g iven  electron s ta te  deno ted  
b y  (M , j ,  x). C om puting  th e  en erg y  expression  w ith  i t  and v a ry in g  th e  p a r a 
m ete rs  С, c as well as the  p a ra m e te rs  b u ilt in  to  th e  R -s for m in im izing  th e  
en erg y , we o b ta in  th e  energy  an d  w ave fu n c tio n  o f  th e  low est e lec tron  s ta te  
o f  g iven  M, j ,  X .

T he ca lcu la tio n  can n o t be ca rried  ou t in  su ch  a g e n e ra lity  in p rac tice  
ow ing to  th e  im m ense w ork inv o lv ed . T herefo re  ap p lica tio n  o f  th e  follow ing 
sim p lifica tio n s is adv isab le  :

a)  T he closed in n e r shells o f th e  c e n tra l a to m  are b u ilt  u p  from  such  
o rb ita ls  as in  th e  case o f th e  free a to m  a n d  v a ria tio n a l p a ra m e te rs  a re  
ap p lied  in  th e ir  ra d ia l  p a r ts  on ly . (F or in s ta n c e in  case of C H 4 I s  is ta k e n  for 
lo j ,  etc .)

b)  The tr ia l  fu n c tio n  is b u ilt up from  o n ly  one ‘ 0 ^  or from  one co n 
ta in in g  o n ly  few te rm s , s im ila rly  th e  m o lecu lar o rb ita ls  sh o u ld  co n ta in  a 
sm a ll n u m b er of te rm s only.

c)  I f  the t r ia l  fu n c tio n  consists  of a single MW Jm only tw o fu r th e r  possibi- 
lit ies o f s im p lifica tion  exist :

a)  I f  th e  r a d ia l  p a r ts  are  fixed  an d  o n ly  the  p a ra m e te rs  c v a ried , 
th e n  th e  ca lcu la tio n  can  be ca rried  ou t s im ila rly  to  th e  LCAO-SCF 
m eth o d  [23].

ß )  I f  th e  o rb ita ls  consist on ly  of one te rm  th en  — sim ilarly  as 
fo r a to m s — th e  sim ple v a r ia tio n a l m e th o d , e ither t h e  H a rtre e  or 
H a r tre e -F o c k  SCF m eth o d  can  be  app lied  for th e  d e te rm in a tio n  o f th e  ra d ia l  
p a r ts  [10].

L e t us consider for in s tan ce  th e  XA X (T d) g ro u n d  s ta te  of th e  C H 4 m olecule, 
w hich  can  be m ost sim p ly  ex p re ssed b y  th e  single co n fig u ra tio n  ( l a 4)2 (2 a4)2 ( l / 2)e. 
As l a 4 o rb ita l th e  S la te r  fu n c tio n  I s , w hereas as 2 a 4 o rb ita l th e  S la te r  fu nc tion  
2s can  be ta k e n  e v e n tu a lly  com pleted  b y  th e  te rm  co n ta in in g  th e  an g u la r 
p a r t  £r]'Q w hereas as 1 f 2 o rb ita ls , S la te r o rb ita ls  2p  are em p lo y ed  possib ly  
co m p le ted  b y  te rm s  co n ta in in g  a n g u la r  te rm s d  a n d  f .  This c o n fig u ra tio n  can  
be expressed  b y  a single d e te rm in a n t. T he a p p ro x im a tio n  c a n  be im proved  
b y  considering  th e  co n fig u ra tio n a l in te ra c tio n .

6  A cta Physica IX /3.
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7. The VB m ethod

F irs t  th e  o rb ita ls  o f  th e  hyd ro g en  atom s s i tu a te d  on peaks o f  th e  t e t r a 
h e d ro n  a re  ex p an d ed  in to  such a se t o f  functions th e  cen ter o f w h ich  is th e  
c e n tra l  a to m ic  nucleus. A fte r  th is  w ith  o rb ita ls  th u s  o b ta in ed  we p roceed  in  
such  a m an n e r as is u su a l in  th e  H L S P  m ethod  [24, 25].

F o r in stan ce  i f  one o f  th e  h y d ro g en  atom s lies o n  th e  Z-axis a t  a d is tan ce  
R  from  th e  cen te r, th e n  th e  Is  o rb ita l o f  it  can be a p p ro x im a te d  fo r exam ple 
w ith  th e  a id  o f th e  S la te r  o rb ita ls  as follow s :

УН =  c l s R l  +  c 2 s f i 2 +  C2p R 2 c o s  0  +  c 3 s R 3 +  c 3 p R 3 c o s  #  +

+  c3x R 3 (3 cos2?? — 1) +  cisR i  +  c4p R 4 cos #  +  (13)

+  cidR i (3 cos2 # — 1) 4 -  c4/ R 4 (5 cos3 & — 3 cos (?) -f- . . .

L a te r  th e  p a ra m e te rs  с,- as w ell as th e  p a ra m e te rs  in  th e  R ,-s h a v e  to  be 
d e te rm in e d  so th a t  th e  en e rg y  of th e  m olecule should  b e  m inim al. S ince p ra c ti
ca lly  o n ly  a few te rm s c a n  be ta k e n  in to  co n sidera tion , such a se t o f  fu n c tio n s 
h as  to  be used  th a t  b y  a few te rm s a lre a d y  an  a d e q u a te  a p p ro x im a tio n  is 
o b ta in e d . (F or in s tan ce  e igen func tions o f  th e  H  a to m  a re  no t su ita b le , because 
th ey  form  a com plete set o n ly  w ith th e  inc lusion  of th e  s ta te s  of p o sitiv e  energy.) 
A fte r  t h a t  th e  w ell-know n H L S P  m e th o d  is follow ed :

a)  T he o rb ita ls  <p'H o f  th e  h y d ro g en  atom s an d  th e  o rb ita ls o f  th e  cen tra l 
a to m  are  p ro v id ed  w ith  sp in  fu n c tio n s a an d  ß,  th e n  d e te rm in a n ts  Ф,- o f 71-th  
o rd e r are  fo rm ed  from  th e m .

b) F ro m  th e  d e te rm in a n ts  Ф, su ch  co m b in a tio n s are fo rm ed , w hich 
belong  to  th e  given e igenvalues o f th e  o p era to rs  S z a n d  S 2. (See 4.)

c)  Such co m b in a tio n s ÎP* are  fo rm ed  from  th e  ' W-s w h ich  belong 
to  th e  row  x  o f irred u c ib le  re p re se n ta tio n  j .  (See 5.)

T he lin ea r  c o m b in a tio n  o f fu n c tio n s  hav ing  id e n tic a l v a lu es  M, j ,  % 
is th e  m o st general t r i a l  fu n c tio n  o f th e  electron  s ta te  c h a ra c te riz e d  b y  
(M , j ,  x).

In  o rder to  decrease th e  ex ten sio n  o f  th e  c a lc u la tio n  the  fo llow ing  s im p li
f ic a tio n s  m a y  be used  :

a)  T he  closed shells o f th e  c e n tra l a to m  are b u i l t  up from  th e  o rb ita ls  
of th e  co rrespond ing  free  a tom s (th ese  a re  doub ly  occupied).

b) In  th e  valence shell o f th e  c e n tra l  a tom  fo u r  o rb ita ls  a re  considered  
o n ly  (one o rb ita l s an d  th re e  p)  an d  th e  ion ic-hom opo lar resonance is neg lec ted . 
T h u s i t  rem ains s till a re s tr ic te d  co n fig u ra tio n a l in te ra c tio n  (the c e n tra l  a to m  
ap p e a rs  w ith  s2 p 2, sp3 a n d  p 4 co n figu ra tions).



APPLICATION OF ONE-CENTER WAVE FUNCTIONS 3 2 7

c) F or th e  sake  of fu r th e r  s im p lifica tion  o n ly  a single c o n fig u ra tio n  o f 
th e  c e n tra l a to m  is ta k e n  in to  considera tion  w h ich  consists o f  th e  four e q u i
v a le n t h y b rid  o rb ita ls  sp3 [25] [26]. W ith  th e  four h y b rid  a n d  th e  fou r <p'H 
o rb ita ls  70 d e te rm in a n ts  Ф” c a n  be form ed, w h ich  belong to  th e  eigenvalue 
0 o f th e  o p era to r S z.

F ro m  these  w ith  th e  a id  o f  (6) 14 lin ea rly  in d e p e n d e n t co m b in a tio n s can  
be co n s tru c te d  w h ich  belong to  th e  eigenvalue 0 of th e  o p e ra to r  S 2 [3, 4 ]. 
W ith  th e  aid  of (10) th ree  com b in a tio n s can be  form ed of th e se  w hich belong  
to  th e  irreducib le  re p re se n ta tio n  A v

A m ong these  th e  sim plest c a n  be re p re se n te d  b y  a single R u m e r  schem a. 
(See schem a я ) on th e  F igure.) B y  num bers 1, 3, 5, 7 the  o rb ita ls  o f th e  h y d ro 
gen a to m s are d e n o te d , an d  b y  num bers 2, 4 , 6, 8 th e  sps h y b r id  o rb ita ls  o f  
th e  c e n tra l a tom  d irec ted  in  tu r n  to w ard s th e m . T h is  schem a is a lin e a r  co m b in a
tio n  o f 16 d e te rm in a n ts .

8. Calculation of the energy expansion in case of wave functions formed
of determinants

The o p e ra to r H  o f e q u a tio n  (1) can  be w ritte n  in th e  follow ing form  :

H  I /„ -j- H , -)- ^  Hjj.  (14)
I =  a 1 —i < j

In  H 0 th e  co o rd ina tes of th e  nucleus only, in  Hj  th e  co o rd in a tes  of th e  i- th  
e lec tro n  only , w hereas in  Hjj th e  coord inates o f  th e  i-th  an d  j - t h  e lectron  are 
in c lu d ed .

L e t us in tro d u c e  th e  d e n s ity  m a tr ix  o f  f i r s t  order jn( l '  1), of second
o rd er Г 2 (1' 2' 12) a n d  in  gen era l o f r-th  o rd e r  / " ( F  2' . . .  v’ ] 12 . . .  v) of
th e  no rm alized  w ave fu n c tio n  W  o f n e lec trons [27, 28, 29]:

Д 1 '  1) n J W * { V 2 . . . n ) F l 2 .  . . n ) d r z dT3. . .drn ,
Г 2(1 '2 ' 12) (2) J  F *  (1 ' 2 ' 3. . . n) *// (123 . . ,n ) d r;i d r4 . . . dxn,

Р { У 2 ' .  . У  12. . .v) =  (?) f  lF * ( V . . .v 'p  +  l .  . .n )

XF( 1 . . . v v +  1 . . .n) drv+1. . . dxn.

W ith  th e ir  aid  th e  energy  can  be easily  w ritte n , considering tliR t H  is sy m 
m e tric a l in  th e  e lec tro n  co o rd in a tes  and  W  s ta tis f ie s  th e  P a u li  p rin c ip le

E = H 0 +  \ H l Г (1 ' 1) d t j  F  j  t f 12 Г 2 ( F 2' 12) dr1 drz .

an d  H 12 a c t on ly  up o n  th e  co o rd in a tes  n o t p rim ed . A fte r  th e  effect 
o f th e  o p era to rs , th e  prim ed  co o rd in a tes  are e q u a te d  w ith th e  u n p rim ed  ones 
a n d  th e  in te g ra tio n  is perfo rm ed .

6 *
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L et У7 be a lin ea r c o m b in a tio n  o f  th e  re-th o rd e r d e te rm in an ts

xe  =  c, w1 +  . . .  + c Ky K +  . . .  + c LwL +  . . .

o f th e  fo llow ing form

=  V H = i r T 'det • • • Un \ ^ L =  ЛГРГ~\Г—Г det К VV - Vn\-]/DK K ]/n\ \ D LL\ln\

(T he U/j-s an d  vr s are no rm alized  sp in  o rb ita ls .)
T h en  th e  energy  c a n  be expressed  w ith  th e  a id  o f  th e  d en sity  m a trices  

in  th e  follow ing w ay :

w here

E  =  Cîc CL [H0 J  V K W L dr +  f Щ Г КЬ (1 ' 11) dr,  +
KL

+  S H u r»KL(V2’ \12)dri drt]i

dr
det [dKL (kjl)]

]ÍDk k D ll

Dki^
Ï D K K D LL ’

d KL (k \l) =  j ’ uk ( l ) v , ( l ) d r , , (к , l 1, 2, . . .re).

(16)

T h e  m inors of f i r s t  o rd er D KL (к \ l) an d  second o rd e r D KL (к , k2 j l, l2) 
e tc . o f th e  d e te rm in a n ts  D Kl =  d e t [d^L {k \ 0 ]  р1а У a n  im p o r ta n t ro le in  
th e  c a lc u la tio n  o f th e  d e n s ity  m a trice s  :

r KL ( ! ' ! 1) =

Г Ы  1 '2 '|1 2 )
Yd k k d ll

Yd kk

j r 2
4 ; k , < k s

D ^ u ; ( i > , ( i ) B / < L  ( * i o .
LL kl

< ( ! ' ) < ( 1 ' )  K ( 1 K ( 1 )  j „  ( k k i m
u*l (2 ') u*kt (2') I vh {2) t»,,(2) (17)

I f  th e  d e te rm in a n t D  Kl is n o t zero , th e  d en sity  m a trice s  m ay  be o b ta in ed  
ev en  in  a sim pler w ay  [28]. L et us in tro d u c e  th e  fo llow ing expression

q k l ( i ' i i )  =  2' «г(1> |(1 )*й .(* |* ).
k l

H ere  d ^ i  (I k) is th e  e lem en t (l k) o f  th e  inverse o f  D KL, i. e.

(18)

d~K\ ( l \ k ) D k l W I )
D kl
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W ith  th e  a id  o f (18) th e  d e n s ity  m atrices  (17) can  be ex p ressed  as

Г k l  ( ! '  1 )
D kl

\ Id k k d l l
Qk l { 1 ' 1 ) ,

r 2KL( Г  2'112) D k l

\ d k k d ,.l

1

2!
Qk l { 1 '  ] 2 )  

Qk l ( 2 ' 1) Qk l { 2 ' 12)

(19)

W ritin g  th is  in to  th e  en erg y  expression  we o b ta in

D u

K L

' K L

\ D hKD , L
Я° +  J Н г oKL(l' 1) drj£ =  2 ' Ck Cl

I ^  I!  i ^T1 ^T2
É?#a(l'|l) é?kl(1' | 2)
2k l(2' 1) PKL(2' 2)

( 20 )

iV ( I V + ] )
I f  ÎP consists of JV te rm s  t h e n ----------------- k inds of qkl  h a v e  to  be fo rm ed .

2
T he n u m b er o f th e  term s o f th e  in d iv id u a l Qk l~s depends o n  th e  o rth o g o n a lity  
cond itions of th e  spin o rb ita ls , it  is m in im a lly  n, m ax im a lly  n2.

Since th e  energy  c o n tr ib u tio n  of th e  in n e r  closed shells is orders o f m a g n i
tu d e  h igher th a n  th a t  o f th e  valence shells, i t  is adv isab le  to  sep ara te  th e m . 
F o r chem ical problem s in  g enera l th e  e n e rg y  conditions o f  th e  valence shell 
are im p o r ta n t. In  hydrid  m oledules of ty p e  X H 4 only th e  cen tra l a to m  h as 
closed shells, therefo re  th e  sep a ra tio n  can  be easily  carried  o u t, if  the  fo llow ing 
cond itions are sa tisfied .

a)  In  each  d e te rm in a n t o f th e  t r ia l  fu n c tio n  W th e  o rb ita ls  of th e  in n e r 
shells are  id en tica l.

b)  E ach  o rb ita l of th e  valence shells is o rtohognal to  each  o rb ita l o f  the  
in n er shell.

I f  th e  o rb ita ls  of th e  in n e r shell a re  o rthogonal also  to  each o th e r  th e n  
th e  d e te rm in a n ts  D KL, D KK, D LL have  th e  following fo rm  :

(21)
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In  th e  u n sh a d e d  p laces (m a trix  e lem en ts  betw een  th e  inner o rb ita ls  as 
w ell as m a tr ix  e lem ents b e tw een  inner a n d  valence o rb ita ls )  each e lem en t is 
zero w ith  th e  ex cep tio n  o f  th e  d iagonal e lem en ts , w hereas in  th e  shaded  p laces 
(m a tr ix  e lem en ts  be tw een  th e  valence o rb ita ls )  th e  v a lu e  of th e  e lem en ts  
dep en d s on th e  form  o f th e  valence o rb ita ls . In  th is  case  th e  Qkl‘s c a n  be 
decom posed  in to  tw o p a r ts  qkl  == qí +  S u b s titu te  th is  form  of oKL in to
th e  energy  expression  (18) an d  se p a ra te  th e  term s d ep en d in g  on Qi o n ly  :

E y .c Kc D
K'-L K L

K L Y d k k d ll
H i Qvk l (1' 1) dri +

+  2
1 Гяха í ^ l(1 11} 1 2) 1 dr, dr2 +  f  Я 1а ! 11} í/kl{1 2) ' dr, dr2+
2 J ! е Ы 2 |1 ) е Ы 2 |2 )  J "I  e '(2[l)  e'(2|2) I

( 22)■J+  Я х <?■(!'I l ) d T x +  —  Я , e ' ( i | i )  e '( i |2 )  
e ' ( 2  Í i )  e ' ( 2 | 2 )

dr,  dr2

Since Я 1а — -----is a m u ltip ly in g  o p era to r i t  is superfluous to  prim e th e  coord i-
r12

n a te s  in  th e  co rrespond ing  te rm s.
In  th e  o p e ra to r  H'  o f  th e  core co n sisting  of th e  c e n tra l  nucleus a n d  th e  

closed shells H l0 is zero a n d  H[ does n o t c o n ta in  th e  p o te n tia l  energy V p (1) 
o rig in a tin g  fro m  th e  fo u r p ro to n s .

C onsidering  th a t  W is no rm alized , i. e.

2 c 'k Cl
K L

D kl

Y d k k d l l
1 ,

a n d  in c o rp o ra tin g  the  fo u r th  te rm  of (22) chang ing  th e  d e n o ta tio n  in to  th e  
second  te rm  w e o b ta in

E ^ C ' KCL 3 ^
K L Y »,<,<!>

-J
LL

dxy е'(1|1')!в^(1'|1)*х
ri ' t  !

н п H i [ dX-1" Qi{ 1" j 1") —
'1 1

1  f  1

'12
e ïa ( l  ! 1) 9 k l ( 1  1 2 )  

Qvk l (2 |  1 ) е Ы 2 1 2)
dt-y d"V ̂

+  F . ( l ) e '( l  I l ) r f r i  +  £ ' .

+

(23)

(In  th e  second te rm  of th e  b ra c k e te d  exp ression  firs t th e  in te g ra tio n s  c o n ta in e d  
in  th e  o p e ra to r  h av e  to  be ca rried  o u t, th e n  th e  e x te rn a l in teg ra tio n  a f te r  
h av in g  e q u a te d  th e  p rim ed  ind ices w ith  th e  unp rim ed  ones.)
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E ‘ is th e  energy  o f th e  core w hich  ca n  be ta k e n  as th e  zero p o in t o f  th e  
energy  scale. I n  th is  case th e  energy o f  th e  valence sh e lls  is given b y  th e  o th e r 
te rm s  re la tiv e  to  th a t  o f  th e  core as zero p o in t. T h e  second te rm  o f th e  
b rack e ted  o p e ra to r  of (23) (Coulom b in te ra c tio n  of th e  in n e r  shells a n d  valence 
shells) is a sim ple sp h erica lly  sym m etric  p o ten tia l, w h ereas  th e  th ird  te rm  (the 
exchange in te ra c tio n  o f th e  in n er shells a n d  valence shells) depends also  a fte r 
c a rry in g  o u t th e  in n er in teg ra tio n  on th e  angles.

9. Neglect of inner shells. Kepulsive potential

In  th e  p receding  p a ra g ra p h  we saw  th a t  th e  fo llow ing shou ld  be k ep t 
in  m ind  if  th e  in n er closed shells are to  be neglected .

a)  T he  C oulom b in te ra c tio n  o f th e  in n er shells a n d  th e  va len ce  shells 
shou ld  be ta k e n  in to  co n sidera tion . T h e  exact c a lc u la tio n  of i t  is n o t too 
cum bersom e. W ith  a ro u g h  ap p ro x im a tio n  it  m ay  be  ta k e n  in to  a c c o u n t, so 
th a t  th e  a to m ic  n u m b er o f th e  ce n tra l nucleus is d ec reased  by  th e  n u m b e r  of 
e lec trons o f th e  in n er shell.

b)  T he  exchange in te ra c tio n  of th e  inner shells a n d  valence shells has 
to  be ta k e n  in to  acco u n t. I f  th ere  a re  m an y  in n e r e lec trons, th e n  its  ex ac t 
ca lcu la tion  encoun ters d ifficu lties. A p p ro x im ate ly  i t  can  be ca lcu la ted  w ith 
th e  follow ing sim ple p o te n tia l  [27]:

4
3

y-n =
3 U__ 3
71

This shou ld  be ad d ed  to  H v
c) T he in te ra c tio n  o f electrons o f  th e  inner sh e ll an d  th e  fo u r p ro to n s 

has to  be ta k e n  in to  co n sid era tio n . A lso th is  m ay  be ea s ily  com p u ted  ex a c tly , 
b u t fusing  th e  in n er e lec trons in to  th e  c e n tra l nucleus th is  te rm  does n o t even 
occur.

d)  O rb ita ls  o f va lence  shells h a v e  to  be o rth o g o n a lized  to  e v e ry  inner 
o rb ita l.

I f  th e  valence o rb ita ls  are not o rth ogonalized  to  th e  inner o rb ita ls , th en  
th e  v a r ia tio n a l m eth o d  c a n n o t be u sed , nam ely  a fu n c tio n  Ф on w hich  a 
special co n d itio n  is n o t im posed , a p p ro x im a te s  th e  low est e ig en sta te  o f  the  
o p e ra to r H.  F o r in s ta n c e  in  case of a to m s, each fu n c tio n  Ф th e  a n g u la r  p a r t 
o f w hich belongs to  a g iven  a z im u th a l q u an tu m  n u m b e r  l ap p ro ach es th e  
low est s ta te  o f th a t  l (in case of l =  0 th e  s ta te  Is , in  case of l =  1 th e  s ta te  
2p  e tc .) i f  i t  is no t req u ired  to  be o rth o g o n a l to  o rb ita ls  belonging  to  th e  
sam e l below  it.
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This re q u ire m e n t gives connections b e tw een  th e  v a r ia t io n a l  p a ra m e te rs , 
hence th ese  c a n n o t be v a ried  in d e p e n d e n tly  fro m  each  o th e r. I n  o rder to  avo id  
th is  a rep u ls iv e  p o te n tia l h as  b een  derived  s ta tis t ic a lly  b y  G o m b á s  [30, 31] 
ad d in g  i t  to  th e  o p e ra to r H  an d  th u s  ca lcu la tin g  th e  energy , th e  o rth o g o n a lity  
h a s  becom e u n n ecessa ry . L a te r  th e  m ethod  w as fu r th e r  im p ro v ed  by  him  w ith  
th e  group ing  o f th e  core e lec tro n s accord ing  to  th e  az im u th a l q u a n tu m  n u m b er. 
T h is  m eth o d  can  be m ore co m fo rtab ly  ap p lied  to  real ca lcu la tio n s  th a n  th e  
p reced in g  one.

L e t Di be th e  ra d ia l d e n s ity  o f  th e  in n e r e lec trons of a z im u th a l q u a n tu m  
n u m b e r l. A ccord ing  to  G o m b á s  i f  a valence e lec tron  o f a z im u th a l q u a n tu m  
n u m b e r is to  be p laced  a t  a d is ta n c e  r  from  th e  nucleus o f  th e  core th e n  an  
en e rg y  G; (r) h a s  to  be e x p en d ed , in d e p e n d e n tly  from  th e  e le e tro s ta tic a l 
in te ra c tio n s , w hich  is o b ta in e d  as

В Д
716

Щ  (r ) + ------
8 (2 1 +  1) 4 r2

(24)

Since in  case of m olecules l is no t a “ good q u a n tu m  n u m b e r” , th e  
o rb ita ls  ip fo th e  valence e lec trons have  to  be ex p an d ed  in  th e  e igen func tions 
<pi o f  th e  o p e ra to r  l:

¥  =  2 4  <Pt,i

a n d  to  the  in d iv id u a l te rm s th e  co rrespond ing  o p e ra to r G; h a s  to  be ap p lied  
(see also [33]). T he m eth o d  can  be fo rm ally  sim plified  so t h a t  G( is a t  th e  
sam e  tim e  considered  as a p ro je c tio n  o p e ra to r  b y  w hich ip is tra n sfo rm e d  in to  
at Giq>i. T hen  ip is tran sfo rm ed  b y  2" G; in to  2 '  o ( G( (pt w h ich , m u ltip ly in g  
b y  ip* from  le ft a n d  in te g ra tin g  over the co o rd in a tes  of th e  co rrespond ing  
e lec tro n , fu rn ish es  th e  co rrec t expression f 2 '  0 / |2 (p* Gi(pidt.

H ence th e  to ta l  rep u ls iv e  p o te n tia l to  be  added  to  th e  o p era to r H  is

2 ’ 2 '  G, (r,). (25)
Í l

T h e su m m a tio n  h as  to  be e x te n d e d  over th e  v a lence  elec trons (over i) an d  th e  
a z im u th a l q u a n tu m  num bers o f  th e  inner shells (over /).
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ПРИМЕНЕНИЕ ОДНОЦЕНТРОВОЙ ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ К МОЛЕКУЛАМ 
ГИДРИДОВ С ТЕТРАЭДРИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЕЙ

I. Теоретические основы метода
э. КАПУИ

Р е з ю м е

Количественное толкование многоатомных молекул встречается с большими труд
ностями метематического характера. Значительная часть этих трудностей при применении 
одноцентровых волновых функций отпадает. В случае молекул с симметрией высшей сте
пени этот метод может применяться с успехом. Настоящая работа рассматривает приме
нение этого метода к молекулам гибридов с тетраэдрической симметрией ; даются спосо
бы для построения волновой функции и упрощения вычислений.





ON THE STATISTICAL TREATMENT OF THE 
FERMION GAS II

By
P.  S z é p f a l u s y

PH Y SICA L IN ST ITU TE OF T H E  U N IV ER SITY  FOR TECHNICAL SCIEN CES, BU DA PEST 

(Presented by A. K ónya. —  R eceived : 1. V III. 1958)

In a previous paper we derived a new statistica l model in the one-dim ensional case. 
In the present paper the m ethod is described in  the three-dim ensional case.

I. Introduction

In  a p rev ious p a p e r [1] (h e re a fte r  re fe rred  to  as I)  we derived  a new  
s ta t is t ic a l  m odel in  th e  one-d im ensional case. The p re se n t p ap er t r e a ts  th e  
sam e m eth o d  in  th e  th ree -d im en sio n a l case. As was show n in I  th e  m e th o d  
is e ssen tia lly  in d e p e n d e n t o f  th e  in te ra c tio n  o f th e  p a rtic le s , th u s  th e  sy stem  
to  be considered  is ag a in  one consisting  o f  partic les w ith  sp in  %  w ith o u t in te r 
ac tio n . A ssum ing  th e  o u te r  p o ten tia l to  be  spherica lly  sy m m etrica l a n d  g ro u 
p ing  th e  p a rtic le s  accord ing  to  th e ir  o rb ita l  an g u la r m o m en tu m  q u a n tu m  
n u m b ers  we o b ta in  a p rob lem  w hich is essen tia lly  one-d im ensional, th u s  th e  
p ro ced u re  discussed in I  can  be d ire c tly  app lied  to  th is  case. T herefo re  we 
m a y  o m it m ost o f th e  d e ta ils  o f th e  ca lcu la tio n  and  re s tr ic t ourselves to  g iv ing 
th e  re su lts .

II. Wave functions of the one-particle states 

T he Schrôdinger e q u a tio n  of n p a rtic le s  in  th e  p o te n tia l  fie ld  V  (r) is

w here

H  (t) Ф =  <?Ф,
í=i

H (  r) =
A2
2m

A  +  V ( t) ,

( 1 )

J  is th e  L ap lace  o p e ra to r.
B y  in tro d u c in g  sp h e rica l po la r co o rd in a tes  ( r, ■&, cp) an d  d isreg a rd in g
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th e  n o rm a liz a tio n  c o n s tan t th e  an tisy m m e tric a l so lu tion  o f  th is  e q u a tio n  
can  be w ritte n  in  the  form

Ф =  D e t R M
Y n l (& J ,  <Pj) X m si (O j) ( 2)

H ere  У ”1 is th e  spherica l h a rm o n ics  re la tin g  to  th e  o rb ita l a n g u la r  m o m en tu m  
q u a n tu m  n u m b e r  l and th e  m ag n e tic  q u a n tu m  n u m b er m. Xms is th e  sp in  
fu n c tio n , a is th e  spin v a r ia b le . In  th e  b o u n d  s ta te  th e  fu n c tio n s  Л,- are  re a l, 
th u s  th e  w ave fu nc tion  o f th e  one-partic le  s ta te s  will be norm alized , if

an d

J ( Y f } ‘) *  УЦк dm =  4тг Ô,ih ôm. mk 

(dm — ; sin •& dd  dq>)

J  ^ d r  =  1 .

D efine G; in  the fo llow ing  m an n er

n i +  fff
2 (21 +  1) ’

(3 )

w here re( is th e  n u m b er of p a rtic le s  w ith  th e  o rb ita l a n g u la r  m o m en tu m  q u a n 
tu m  n u m b er l; qi =  0 if  a ll l groups are  closed and  in  g enera l qi gives th e .  
n u m b er of p a rtic le s  w an ted  fo r th e  / g roup  o f  h ighest en e rg y  to  be c losed .

I f  th e  sy s te m  involves inco m p le te ly  filled  l g roups, th e  general so lu tio n  
is o b ta in ed  fro m  a linear co m b in a tio n  o f d e te rm in a n ts  o f  ty p e  (2). H o w ev er, 
as th e  in te ra c tio n  of th e  p a rtic le s  has n o t been ta k e n  in to  accoun t, w ave 
fu n c tio n  (2) a lso  gives th e  co rrec t en erg y  eigenvalue. In  ad d itio n  as o u r  
pu rpose  is to  de te rm ine  th e  spherica lly  sy m m etrized  ra d ia l  d en sity  on ly , e x 
pression (2) o f  th e  wave fu n c tio n  will be sa tis fa c to ry .

B y s u b s titu tin g  w ave fu n c tio n  (2) in to  eq u a tio n  (1) th e  following sy stem  
o f eq u a tio n s  is o b ta in ed  for th e  rad ia l p a r ts  o f  th e  one-p artic le  wave fu n c tio n s  
w ith  th e  sam e o rb ita l a n g u la r  m om en tu m  q u a n tu m  n u m b e r :

w here

Л d°~
2m dr2

(i 1 ,2 , . . . , G , )

R-i — ^/. G-;
k =  1

V(r) +
A2 1(1+  1)

2m r2

(4)

T h e energy  e igenvalue is
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rhere
Ci

S \  —  2  ( 2 1  +  1 ) ^ '  i ic f c  Çi £  g  I g  I • (5 )
k  =  1

T he w ave fu n c tio n s R , a re  n o t u n iq u e ly  d e te rm in ed  ; fro m  an y  of th e  
so lu tions o f th e  sy stem  of eq u a tio n s  (4) we m ay  fo rm , b y  lin ea r  tra n sfo rm a tio n , 
fu r th e r  ra d ia l w ave func tions w ith  w hich w ave fu n c tio n  (2) is a so lu tion  for 
eq u a tio n  (1). T h u s , i t  can  read ily  be seen th a t  th e  ra d ia l w ave fu n c tio n s can 
be chosen to  be o rth o g o n a l to  each  o th e r

an d
Щ  R?t dr =  àik

R< =  J * ° Æ
k = l

T h en  e q u a tio n s  (4) an d  (5) a re  m odified  in  th e  follow ing w ay

J 2 d2
2m dr2

Vr R°i =  R°i E h

G,
— 2 (21 -f- 1) Ej — qt E G,Gr

( 6)

(4')

(5 ')

0, Vr

In  perfect an a lo g y  to  I  we m a y  w rite

h2 d2 
2m dr2

w here 0 , m a y  he th e  in teg ra l o p e ra to r

Gi

R i ^ R i E , ,

In  th e  case if

w here

0, Rj r- 2  (E i ~  Е к)Щ  (r') R»k (r) R t (r') dr'.
k= 1

° i  =  —  (pb  -  < ■ ), 2 m

d 2 R 4
_ h2 ' =  V2 R n 

d r 2 P n  "

_ Д2 d 2R i 2 Л
d r 2

e q u a tio n  (7) is a tr iv ia l  tra n s fo rm a tio n  of (4).

( 7 )

( 8 )

T he coefficients Cki in  e q u a tio n  (6) m ust be chosen so t h a t  
a)  th e  w ave fu n c tio n s JR, a re  nodeless,
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b)  th e  o n e-p a rtic le  densities R ) average th e  o n e-p artic le  densities 
as w ell as possible ( th u s  R f =  R \“).x

T h e n  th e  form  o f О,- in  (8), as w ill be seen, c a n  be expressed  in  th e  semi- 
c lassica l ap p ro x im a tio n  b y  th e  w ave func tions R k a n d  eq u a tio n  (7) can  be 
u sed  fo r th e  d e te rm in a tio n  of th e  w ave func tions R , a n d  th e  eigenvalues E t.

*

D en o te  b y  O; (x) th e  d en sity  o f  th e  partic les  w ith  th e  o rb ita l  an g u la r 
m o m e n tu m  q u a n tu m  n u m b e r  l, w h ich  is generally  n o t spherica lly  sy m m etrica l. 
D efine  th e  rad ia l d e n s ity  Qr (r) in  th e  following m a n n e r

Qr (r) =  4я;г2 J  Qi (r) dm ,

w h ich  c a n  be expressed  b y  th e  w av e  functions R,° in  a sim ple w ay

Qr =  2 ( 2 1 + 1 )  J R f - qiR b r
i=i

H ow ever, acco rd in g  to  th e  co n d itio n  b)  im p o sed  on th e  w av e  func
tio n s R,

D,(r) 2(21 +  1) % R J -  qiR%t (9)
i=i

an d  Qr c a n  be ta k e n  a p p ro x im a te ly  as equa l. T h u s in  th e  follow ing D t w ill be 
re g a rd e d  as th e  ra d ia l d e n s ity  an d  th e  s ta tis tic a l m odel derived  w ill be su itab le  
for th e  d e te rm in a tio n  o f  th is  sp h e rica lly  sy m m etrized  d ensity .

III. Semi-classical approximation

I n  th e  w ay d esc rib ed  in  I , b y  using  th e  W K B  m e th o d  we o b ta in

0,
1

P 2 h2
2m  3 2 m (2 i- j - l )

0,  0 , Vr > E i ,

( i > 2 ) .

Dfh Vr < E i ,

(8')

H ere  P ri — (pri -f- Pr,i + i)l% can  be re g a rd e d  as th e  m a x im u m  ra d ia l m o m en tu m  
o f th e  pa rtic le s  w hich  f i l l  th e  l g ro u p s of an  en e rg y  low er th a n  t h a t  o f th e  
(i +  l ) - t h  l group. Du deno tes th e  d e n s ity  of th ese  p a rtic le s

DH =  2 ( 2 l + l ) 2 Rl
k= 1

1 S ee  I, chapter 2 , th e  con d ition s a) and  b).
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and

Pn =
4 ( 2 1 + 1 )

D, ( 10 )

T he case i — G; m u s t be considered se p a ra te ly . I f  th is  l g roup  o f m ax im u m  
energy  is inco m p le te ly  filled  (qt ф  0) ф  D t an d  i f  qi >  1 one or m ore 
p h ase  cells in  th is  g roup  are  em p ty . To o b ta in  a co rrec t schem e fo r th e  d is tr i
b u tio n  o f th e  phase  cells in  th e  m o m en tu m  space th e  fa c t m u st be k e p t in  
m ind  th a t  th e  ra d ia l k in e tic  energies of th e  partic les  in  th e  sam e l g roup  ag ree  
an d  are  in d e p e n d e n t of th e  fa c t w h e th e r th is  g roup  is closed or n o t. T h u s  in  
th e  Gr th  g roup  th e  m ax im u m  ra d ia l m o m en tu m  a t th e  filled  p h ase  cells in  
th e  m o m en tu m  space w ill be PrO., while a t  th e  e m p ty  p h ase  cells i t  w ill be 
Pr,ar i .  W e h av e  th e re fo re  m odified th e  re la tio n  b e tw een  th e  m o m en tu m  
P ra, — Pr a n d th e  d e n s ity  Л / in  a fo rm er p a p e r [2] in  th e  follow ing m a n n e r

P r =  —  —  D [ . (10')
2 n,

I f  qt =  0 (10) goes over in to  th e  re la tio n  (10) se t up  for th e  i — G;- th  s ta te .
B y su b s titu tin g  th e  fo rm  of 0 , in  (8’) in to  eq u a tio n  (7) we o b ta in  a sy s tem  

of eq u a tio n s  from  w hich  th e  w ave fu n c tio n s  R,- an d  th e  eigenvalues E( c an  
a lread v  be d e te rm in ed  :

h2 1 d2 R,

2m dr2

h2 1 d2 R 1
2m Ri dr2

( ï >

h2 1 P -R i
2m R i dr2

- -  P f , +  Vr =  E l t  Vr <  E , , 
2m

vr =  Ei ,Vr > E i ,

4- E J1 *

(7 ')

(7")

On th e  basis o f eq u a tio n s  (7') an d  (7") a n d  th e  ap p ro x im a tio n s

R, =  co n st ./Du , Vr < ^E j ,  

Rj =  co n st. Du , Vr ф  E j ,

w hich can  be accoun ted  fo r in  a m an n er com ple te ly  ana logous to  I , we o b ta in  
for th e  d e n s ity  Z);,- th e  follow ing eq u a tio n s

*- D)!f dl D,i - 
2m dr2 2m

n +  Vr = ,E t , V  <  E , , ( И )

fj 2 Л2 П1/2
J  K E , ,  Vr >  Ej  .
lm  dr-

( í r )
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E q u a tio n  ( 1 1 ' )  agrees w ith  P l a s k e t t ’s  eq u a tio n  [ 3 ] ;  th e  re s tr ic tio n  
o f  th e  v a lid i ty  o f  th e  e q u a tio n  to  th e  reg ion  Vr <  Ej a n d  e q u a tio n  ( 1 1 " )  m ean  
a n  im p ro v em en t upon P l a s k e t t ’s  m eth o d .

B y in tro d u c in g  fu r th e r  a p p ro x im a tio n s  in  a m an n e r com pletely  a n a lo 
gous to  I  we o b ta in  th e  fo llow ing e q u a tio n , v a lid  fo r th e  w hole space

*!_ D  m  d2D l _
2m dr2 2m

P  'l ,._x +  Vr =  Ej

In  th e  case i  =  1 th is  e q u a tio n  goes over in to  th e  e x a c t w ave m ech an ica l 
e q u a tio n .

IV. The statistical energy expression

C alcu la te  Ej from  e q u a tio n  (12) b y  m u ltip ly in g  b o th  sides o f the  eq u a tio n  
b y  Djj/2 (21 -j- 1) i and  in te g ra tin g  over r. In tro d u c e  th e  ap p ro x im a tio n

n,

a n d  fo rm  th e  energy  o f th e  pa rtic le s  w ith  th e  o rb ita l a n g u la r  m o m en tu m  
q u a n tu m  n u m b e r l acco rd ing  to  re la tio n  (5 '):

i f  l — iflw +  i f  ik r  +  ifika +  i f  IP  » ( 1 3 )

w here

i f  iw  =  

€ \Ik r  =  

8  lka  =

h2 r D i 2 d2 D 42 dr A2 Г 1 dD ,
2m J dr2 8m J D t dr

h? 1 (21 +  1) (Gt — 1) Gj ( 2  G[ —  1)
8m nf 2

4

dr,

4,{G, -  l ) 2 D f dr.

П2
Щ  +

2m

e lP = [  v D jd r .

{f[w is th e  W eizsäcker in h o m o g en e ity  co rrec tion  o f th e  ra d ia l p a r t  o f  th e  
zero p o in t k in e tic  energy . I t  is p ra c tic a b le  to  com pare th e  ra d ia l  k inetic  en erg y  
w ith  th e  ra d ia l  p a r t  o f th e  F e rm i zero p o in t k ine tic  energy . In  a fo rm er p ap e r 
[2] the  l a t t e r  w as m odified  in  such  a w ay  th a t  we rep laced  th e  in te g ra tio n  over 
th e  m o m e n tu m  space b y  sum m ing  e x a c tly  over th e  s ta te s , u n d e r th e  sam e 
cond itions as here

e иIkr -
h2 1
8m n®

(2 1  +  1 )  G ,  ( 4 G f  -  1 )
q,(Gt -  1 /2 )2 D f dr.
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The com parison  o f th e  expressions o f  & ikr and  (f^kr yields

<? Ik r =  ti? 4 k r ,

w here
t 2 (21 +  1) (G, -  1) GI (2G, -  1) -  64l (G, -  1)*

(21 +  1 ) G, (4Gf — 1) — 6 g, (G, — 1/2)2

I f  G; — 1, i. e. p a rtic le s  can  be fo u n d  in  th e  1 g roup  of low est en erg y  only, 
(f ikr =  0. In  th e  la t te r  case th e  to ta l  ra d ia l k in e tic  energy is rep resen ted  b y  
th e  W eizsäcker co rrec tio n  te rm  o n ly  an d  th e  re la tio n s  go over in to  th e  ex ac t 
w ave m ech an ica l expressions.

V. Determination of the radial density

T he s ta t is t ic a l  eq u a tio n  d e te rm in in g  th e  r a d ia l  density  D ; is o b ta ined  
b y  search ing  for th e  d e n s ity  for w hich  if; is a m in im u m , tak in g  th e  re s tr ic tio n  
I D[ dr =  n ; in to  acco u n t. E le m e n ta ry  ca lcu la tio n  yields

f j 2 Л 2  П 1/2 1 1
- - -  D j/2 — —----------- f(2Z +  1) (G, — 1) G, (2G; — 1) —

2m dr2 2m G*n, 1 '  ’

- З д, ( С , - 1 ) » ] Р ? +  Vr =  Vol, (13)

луЬеге Voi is th e  L ag range m u ltip lie ’-.
T he d e te rm in a tio n  of th e  r a d ia l  d en sity  w ill be more a c c u ra te  if the  

follow ing p rocedure  is app lied . W ritin g  e q u a tio n s  (11) and  (11') fo r the  G/-th

s ta te  a n d  using  th e  a p p ro x im a tio n  0 /g, =  ~ 1 D t
n,

h2 
2 m

D } 2
d2 D, 1 - 

dr2
■4-

2m
P ? +  К E,c," K < E C

V _ D - 1/2
2m 1 dr2

К =  E C l. Vr > E Gl

(14)

(14 ')

In s te a d  o f so lving P l a s k e t t ’ s  eq u a tio n  (14) we m ay proceed  in  the  follow 
ing m an n er. E q u a tio n  (7') for th e  G;-th  s ta te  is

h2 1 d2R a, 
2m R Gi dr2

14_____
2 m

P 2 + V r =  E a (15)

C alcu la te  th e  ra d ia l  d en sity  from  eq u a tio n  (13) fo r th e  case w h en  th e  n u m b er 
of pa rtic le s  w ith  th e  o rb ita l a n g u la r  m o m en tu m  q u an tu m  n u m b e r l is U; a n d  
til — 1, re spec tive ly .T he  difference betw een  th e se  tw o  will y ield  ap p ro x im a te ly  
f?G(. K now ing  R C( a n d  using (10 ') from  e q u a tio n  (15) we m a y  express D.

7 Acta Physica IX/3
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D , =
2 n,
h G,

2m Er, K H2 1
2m R,G,

cRRc,
dr2

1/2
(15')

E q u a tio n s  (14) an d  (15 ') are b o th  ap p ro x im a tio n s  o f  eq u a tio n  (15).
F in a lly , if  ni is la rg e , we m a y  o b ta in  a p a r t ia l  d ifferen tia l e q u a tio n  for 

Di as th e  con tinuous fu n c tio n  o f re;. R eg ard in g  as the  d e riv ab le  fu nc tion

of re, R 2( — ( -  1 d kI an d  if щ is la rg e  Rat = ------- , which, s u b s t i tu te d  in to
n, 1 9 k, 

e q u a tio n  (15) yields
3 re,

h  -  3 1 ) , Э 4 ) ,  ( h -

4m  3 re, 3 r2 3 re, 8m

4-

32 R, 
3 r 3 re,

+  -
/i2 Gf

8m  re?
Rr

3L>,
3 re,

3 Z), 2 соh

9 ге, М 9ге, I

A < £ G,)

S im ila rly , s ta r tin g  from  eq u a tio n  (7 ") assum ed fo r th e  G,-th s ta te

H2 3 D, 33 R ,
4m Зге, 3 r2 3 re,

Ä2
8m

32R ,
3 r  3 re

4 ^
3 D , |2

3 re,
E,Gl

э  A ) 2
3 re,

( V > E Gi).
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О С Т А Т И С Т И Ч Е С К О Й  Т Р А К Т О В К Е  Ф Е Р М И О Н -Г А З А  II.

П. С Е  Л Ф А Л  У  ШИ

Р е з ю м е

В первой части работы выведена новая статистическая модель и одноразмерном 
:лучае. В настоящей работе рассматривается полученный метод, в трехразмерном случае.
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F a tig u e  effects occur on th e  p h o to -ca th o d es  o f  v acu u m  an d  gas-filled  
p h o to tu b e s  up o n  p ro longed  o p era tio n  [1]. A ccord ing  to  o b serv a tio n s th e  sensi
t iv i ty  ran g e  of th e  p h o to -ca th o d e  will sh if t g ra d u a lly  to w ard s  sh o rte r  w av e
len g th s  in  th e  course of a s te a d y  h ig h -in te n s ity  illu m in a tio n . L ikew ise, th e  
ca th o d e  o f se lf-quenching  coun ters is a lso  exposed to  s tro n g  effects due  to  
109 “ organ ic  io n s”  im p ing ing  on th e  c a th o d e  a f te r  e ach  pulse . T hese  ions 
e x tra c t  e lec trons from  th e  ca th o d e  su rface , rem ain  in  an  exc ited  s ta te  fo r a 
v e ry  sh o r t period  (10~13 sec) a n d  th en  d isso c ia te  an d  r a d ia te .  In  a d d itio n , p h o 
to n s of o th e r  orig in  also reach  th e  ca th o d e . W e m ay , th e re fo re  assum e fa tig u e  
effects to  occur n o t on ly  in  th e  gas m ix tu re  b u t  on th e  ca th o d e  of se lf-quench ing  
co u n te rs  in  th e  case of p ro longed  o p e ra tio n .

W ork  fu n c tio n s  of Cu a n d  Ni c a th o d e  tubes a n d  th e  b eh av io u r o f the  
c h a rac te ris tic s  (p la te a u  len g th , p la te a u  slope) of co u n te rs  a fte r p ro longed  
o p era tio n  (fatigue) were s tu d ie d  by  th e  a u th o r . T he tu b e s  were of id en tica l 
g eo m etry  w ith  a ca th o d e  d iam e te r  o f 20 m m s, a sen sitiv e  anode le n g th  of 
80 m m s a n d  gas vo lum e o f ab o u t 25 cc. T h e  m easu rem en ts  were c a rr ie d  ou t 
on tw o p a irs  o f coun te rs o f th e  Ni ca th o d e  and  th e  Cu ca th o d e  ty p e , re sp ec 
tiv e ly . T h e  GM tu b es , m ade o f C9 h a rd  glass w ere sealed  on to  a m an ifo ld  
co n n ec ted  to  a glass rec ip ien t o f 1.5 litre s  vo lum e. T h e  tu b e s , th e  m an ifo ld  and  
th e  glass fo rm  a single sy stem  w hich co u ld  be d e ta c h e d  from  th e  p u m p  a fte r 
e v a c u a tin g  an d  filling . In  th is  w ay  a ll tu b e s  co n ta in ed  a gas m ix tu re  o f  th e  
sam e com position  an d  p ressu re  th ro u g h o u t th e  m easu rem en ts . This m ix tu re  
d id  n o t change essen tia lly  in  th e  course o f  th e  fa tig u e  process, th e  vo lum e o f the  
w hole sy s tem  being  s ix ty  tim es  th a t  o f  a tu b e .

T he ev acu a tin g  an d  filling  of th e  sy stem  w as perfo rm ed  as follows : 
th e  ad so rb ed  gases were rem oved  b y  degassing , w h ich  to o k  6 h o u rs  a t  a 
te m p e ra tu re  of 400° C an d  a pressure o f  10~6 m m  H g . A fter cooling dow n 
th e  system  was filled  up  w ith  A to  150 m m  H g a n d  w ith  e th y l b ro m id e  to  10 
m m  H g. T he p la te a u  len g th  an d  slope o f  th ese  tu b e s  w ere m easu red  w ith  a 
scale-of-1000 h av in g  a d ead  tim e  of less th a n  5 /rsecs. T he w ork fu n c tio n s

T
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o f th e  ca thodes w ere m easu red  b y  m eans of th e  m o n o ch ro m ato r o f  a B eckm ann  
sp ec tro m e te r , ap p ly in g  th e  m e th o d  described  b y  th e  a u th o r  in  a p rev ious 
p a p e r  [2].

One specim en  each  o f th e  N i and  Cu c a th o d e  tub es w as o p e ra ted  c o n ti
n u o u s ly  using a Co-60 sam ple. D u rin g  th e  fa tig u e  process th ese  tu b e s  c o u n ted  
6 .1 0 4 pulses p er m in u te  an d  a c u rre n t o f 5/tA  flow ed th ro u g h  th e m . A n o th e r 
p a ir  o f  Ni an d  Cu tu b es  was n o t su b jec ted  to  th e  fa tigue  p rocess for c o n tro l 
p u rp o ses . As th e  o b jec t of th is  s tu d y  was th e  tu b e  c h a rac te ris tic s , th e  p la te a u  
le n g th s , th e  p la te a u  slopes a n d  w o rk  func tions correspondig  to  th e  consecutive 
fa tig u e  phases w ere n o t re g is te re d  u n til 24 h o u rs  follow ing th e  fa tigue  i r 
ra d ia tio n .

a

im p .

The resu lts  o b ta in ed  for th e  N i ca th o d e  tu b e  are show n in  Fig. 1. T h e  
ch an g es in th e  ca th o d e  w ork fu n c tio n  are show n b v  curve a. In  th e  course o f
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fa tig u e  o p era tio n  th e  w ork  fu n c tio n  increases r a th e r  quickly  a t  f i r s t ,  while 
la te r  on th e  ra te  o f increase  becom es g ra d u a lly  s lo w er. Curve b gives th e  v a r ia 
tio n  o f th e  p la te a u  len g th  d u rin g  th e  fa tig u e  p rocess, curve c in d ic a te s  th a t  of 
th e  p la te a u  slope. L ike th e  w ork  fu n c tio n , th e  p la te a u  leng th  increases rap id ly  
a t th e  b eg inn ing  of th e  fa tig u e  process a n d  th e  s lo p e  of th e  p la te a u  shows a 
s tro n g  decrease. A fte r 2.107 pulses th e  p la te a u  beco m es sligh tly  s h o r te r  and  
s teep er ag a in  on co n tin u in g  th e  fa tig u e .

T he w ork  fu n c tio n  of th e  N i ca th o d e  co n tro l tu b e  did not ch an g e  during 
th e  fa tig u e  o f th e  o p e ra te d  N i ca th o d e  tu b e  (cu rv e  a' is a s tra ig h t line). The 
change in  th e  p la te a u  len g th  o f th e  co n tro l tu b e  d u r in g  th e  fa tigue  o f  th e  first 
tu b e  is g iven  b y  cu rv e  b' , t h a t  in  th e  p la te a u  slope is given by  c u rv e  c' (The 
N i ca th o d e  con tro l tu b e  has no t been fa tig u ed .). T h e  d a ta  of th is  c o n tro l tu b e  
as m easu red  a fte r  each  pase  o f th e  fa tig u e  p rocess a re  show n below  above the  
co rrespond ing  values o f th e  fa tig u ed  tu b e . C urves b' an d  c' in d ic a te  a slight 
decrease in  th e  p la te a u  len g th  an d  som e increase  in  th e  p la te a u  slope  of the  
co n tro l tu b e  as th e  fa tig u e  o f th e  f irs t  tu b e  p ro g ressed .

A nalogous m easu rem en ts  were c a rr ie d  out in  th e  two Cu c a th o d e  tu b es, 
th e  re su lts  being s im ila r to  th o se  of th e  N i tu b e  m easu rem en ts .

T he fa tig u e  o f p h o to tu b e s  is caused  b y  th e  c h a n g e  in  the  c ry s ta l  s tru c tu re  
of th e  p h o to -ca th o d e  accord ing  to  th e  e x p la n a tio n  g iven  in the  l i te r a tu r e  [1]. 
The g ra d u a l increase in  th e  w ork fu n c tio n  of th e  c o u n te r  is p re su m a b ly  due 
to  ca th o d e  su rface  s tru c tu re  changes b ro u g h t a b o u t b y  ion a n d  p h o ton  
b o m b a rd m e n t.

A ccord ing  to fo rm er m easu rem en ts  o f the  a u th o r  [2] h igher w o rk  fu n c
tions o f a p a r tic u la r  ca th o d e  in  tu b es o f g iven p re ssu re  and g eo m e try  always 
co rrespond  to  longer p la te a u s . A ccord ingly , th e  im p ro v em en t o f tu b e  ch a rac 
te ris tic s  (p la te a u  le n g th  a n d  slope) in  th e  f irs t  p e r io d  of the  fa tig u e  process 
is caused  b y  th e  increase  in  th e  w ork fu n c tio n  v a lu e .

W e did  no t succeed in  e lim in a tin g  th e  d e te r io ra tio n  of th e  gas filling 
in  th e  course of o u r fa tig u e  in v estig a tio n s. I t  w as th is  c ircum stance  which 
caused  th e  slight decrease in th e  p la te a u  len g th  o f  th e  control tu b e s  as well 
as th e  increase of th e  s ta r tin g  voltage  from  1020 V  to  1040 Y a n d  th e  slight 
d e te rio ra tio n  o f th e  o p e ra tio n a l d a ta  o f th e  fa tig u e d  Ni tube  a fte r  2 .107 pulses 
— desp ite  th e  fu r th e r  sm all increase in  th e  w o rk  function .

T he im p ro v em en t of th e  o p e ra tio n a l p ro p e rtie s  a t th e  b eg in n in g  of the 
fa tig u e  process could  n o t be observed in coun ters w ith o u t spare gas con ta iner, 
suppo sed ly  because th e  d e te rio ra tio n  o f th e  q u en ch in g  p roperties o f  th e  gas 
m ix tu re  com p en sa ted  th e  im provem en t due  to  th e  in c rea se  in th e  w o rk  fu nc tion  
value.
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CENTRAL RESEA RCH  IN ST IT U T E  OF PHYSICS, D EPA RTM EN T F O R  COSMIC RAYS, BU D A PEST

(Received : 17. XI. 1958)

We h av e  p u b lished  recen tly  [1] th e  re su lts  o f o u r  m easu rem en ts  concern , 
ing  th e  d e n s ity  sp ec tru m  o f ex tensive  a ir  showers c o n ta in in g  n u c lea r  ac tiv e  
partic les . W e h av e  fo u n d  th a t  the  e x p o n e n t of th e  d e n s ity  sp ec tru m  o f th e  
electron ic  com ponen t w as y  — 1,34 -j- 0,08 and  th a t  th e  d ensity  sp e c tru m

Fig. L a )  The extensive air shower arrangement with the nuclear active particle detector N. 
b)  The nuclear active particle detector N.

of th e  nu c lea r ac tiv e  com ponen t has th e  form  of a p o w er law  a p p ro x im a te ly  
w ith  th e  sam e ex p o n en t.
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T he m easu rem en ts  w ere ca rr ied  o u t w ith  an  e x ten s iv e  p e n e tra tin g  
sh o w er a r ra n g e m e n t (Fig. l a )  a n d  y was d e te rm in ed  b y  m easu rin g  th e  ra te  
o f ex ten siv e  p e n e tra tin g  show ers ( c/h)  as a fu n c tio n  of th e  size o f  the  su rface
( S )  o f th e  e lec tro n  de tec to r c o u n te r  se t. As i t  w as show n in  [1] th e  exponen t 
o f  th e  c/h vs. S  cu rve  gives th e  va lu e  of (y — 1) and  th u s  th e  exponen t o f  
th e  d e n s ity  sp e c tru m  of th e  e lec tro n ic  co m p o n en t can  be d e te rm in ed . T h e

c/o
0 .4

0.3

0.2

0,1
0.08

04
0.3
0.2

0 1

0.06

03 f

Fig. 2. The rate in  c/h of coincidences vs. the surface of the unshielded counter trays for 
different absorber thicknesses above the nuclear active particle detector N.

The solid lines correspond to coincidences of the (N2, 1) type, while the dotted lines correspond
to coincidences of the (N3, 1) type.

n u c le a r  ac tiv e  com ponen t w as d e te c te d  w ith  a p e n e tra tin g  sh o w er a rran g em en t 
su ch  as is com m only  used  (F ig . lb) w hich w as covered w ith  lead  abso rbers
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of th icknesses (2J) v a ry in g  from  10 to  20 cm 1 2. L a te ly  fu r th e r  m easu rem en ts  
were ca rried  o u t w ith  th e  sam e a p p a ra tu s  th e  th ickness o f  th e  lead  a b so rb e r  
above th e  p e n e tra tin g  show er d e tec to r be ing , how ever, in creased  to  2  =  40, 
60 an d  80 cm . T he sam e coincidence co m b in a tio n s w ere m easu red  as ea rlie r 
a n d  in  F ig . 2 th e  ra te  of coincidences (ЛГр 1) an d  (N3, l ) a are  p lo tte d  a g a in s t 
th e  size of th e  surface o f th e  elec tron  d e te c to r  1 for 40, 60 an d  80 cm  lead  
abso rber an d  fo r com parison  th e  d a ta  o b ta in e d  earlie r fo r 10—20 cm are  also 
p lo tte d . The (у — 1) ex p o n en ts  co rrespond ing  to  these  cu rves were c a lc u la te d  
b y  th e  m eth o d  o f least sq u a re s  ; th e  v a lu es  o b ta in ed  a re  given in  T ab le  1.

Table I

Thickness of the  lead 
absorber (cm) Type of coincidences

E xponen t corresponding 
to  th e  cjh vs. S curve

1 0 — 2 0  (ref. [1 ]) (n 2,i )
(N3, l )

0,32 ±  0,09 
0,39 ±  0,16

40 (n 2,i )
(N3,1 )

0,45 ±  0,15 
0,32 ±  0,14

60 (N2,1) 0,29 ±  0,16
(N3,1 ) 0,33 ±  0,24

80 (N2,1) 0,27 ±  0,20
(N3,1 ) 0,26 ±  0,25

I t can  be seen from  th e  T able th a t  th e  values o f  th e  ex p o n en ts  o b ta in e d  
w ith  d iffe ren t abso rber th icknesses a n d  d ifferen t ty p e s  o f  coincidences (N a 
an d  N 3) reco rded  by  th e  p e n e tra tin g  sh o w er d e tec to r a re  th e  sam e in sid e  th e  
lim its o f s ta t is t ic a l  e rro r. T h u s  the  b e s t v a lu e  of у  m a y  be e v a lu a te d  b y  ca l
cu la tin g  th e  w eigh ted  m e a n  v a lu e  of th e  ex p onen ts fo r th e  d iffe ren t ab so rb e r 
th icknesses re su ltin g  in

у — 1 0 ,33 ± 0 , 0 5 ,
i. e.

у  =  1,33 ±  0,05 .

T his va lu e  is — inside  th e  lim its  o f  s ta tis t ic a l  e rro r  — e q u a l to  th e  
value o f у  o b ta in e d  ea rlie r [2, 3] w ith  th e  sam e a p p a ra tu s  using  only' th e

1 For a detailed description of the method used and the experiments carried out 
see [1].

2 N2 and N3 refer to the recorded rates o f penetrating showers discharging two or more 
resp. three or more counters in each of the four counter trays (А, В, C and D) of the penetrat
ing shower arrangement ; (N2, 1) and (N3, 1) refer correspondingly to coincidences between 
the penetrating shower detector and the electron detector 1.
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e lec tro n  d e te c to rs  (y =  1,43 +  0,02).x T he e q u a lity  o f th e  tw o ex p o n en ts  
lead s to  th e  conclusion  as d iscussed  in [1] t h a t  fo r d is tan ces  from  the  show er 
core an d  show er energies as se lec ted  w ith  o u r  a p p a ra tu s  th e  spectrum  o f 
th e  nuclear ac tiv e  partic les h a s  a lso  th e  form  o f a pow er low w ith  a p p ro x im a te ly  
th e  sam e e x p o n en t as th a t  o b ta in e d  for th e  electron ic  co m p o n en t.

W e h a v e  also  m easu red  th e  change o f th e  ra te  of coincidences w ith  th e  
d is tan ces  b e tw een  electron d e te c to r  and  p e n e tra tin g  show er d e tec to r (Fig. 3). 
T h e  decoherence curve can  be rou g h ly  a p p ro x im a te d  in  th e  usual w ay b y  a

cm

Г= Ю-20 cm Pb

E=zt0cm Pb

l.=60cm Pb

0,2

0,1

0.06
2 3 ^ 5  Ю d(W)

Fig. 3. The rate in c/h of coincidences vs. the distance d  between the electron and nuclear 
active particle detectors for different absorber thicknesses above the nuclear active particle 
detector N. The solid lines correspond to coincidences N2 and the dotted lines to coincidences 

N 3 recorded by the nuclear active particle detector.

pow er-low  expression  (see eq . (3) o f [1]) th e  exponen t ß  of w hich can  be 
d e te rm in ed  from  th e  e x p e rim e n ta l d a ta . T h e  ex p erim en ta l curves of F ig . 3 
do no t d ev ia te  s ig n if ican tly  fro m  each o th e r a n d  th e  w eigh ted  m ean value o f 
ß  can  be e s tim a te d  as

ß  =  0,15 ±  0 ,0 1 ,

1 The y value found in the present experiment is also in good agreement with the best y 
values given in the literature for extensive air showers at low densities [3, 4, 5].
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in  good agreem ent w ith  th e  ex p o n en t of th e  decoherence curve m easu red  
earlie r b y  tw o of th e  au th o rs  [6, 7] w ith  th e  e le c tro n  detec to rs o n ly  (ß  =  
=  0,20 ±  0 ,01).

S um m arizing  o u r re su lts  we h a v e  confirm ed o u r  earlie r resu lts  p u b lish ed  
in  [ l j  a n d  fu rth e rm o re  we have show n  th a t  th e  d e n s ity  spectrum  o f th e  elec
tron ic  com ponen t an d  th e  decoherence cu rv e  of ex ten siv e  a ir showers co n ta in in g  
n uc lear ac tiv e  pa rtic le s  does not d e p e n d  on th e  th ick n ess  of th e  ab so rb er, 
u n d e r w hich th e  n u c le a r  active p a r tic le s  are d e te c te d .
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FURTHER STUDIES OF COSMIC RAY BURSTS 
WITH SOLAR ACTIVITY

By

S. L.  M a l u r k a r

COLABA OBSERVATORY, BOMBAY 5, IN D IA  

(Presented by L. Jánossy. —  Received : 14. III. 1958)

Among the upper air observations of cosmic ray intensity, P o m e r a n t z  after a pre
liminary choice selected nine instances to relate them to solar flares, giving corresponding 
radio data and reproducing the cosmic ray records. As these were events described in some 
detail, it was considered desirable to examine them w ith reference to the evolution of corres
ponding solar active regions. As evolution o f the legion was considered, the use of available solar 
magnetic data previous and subsequent to the actual flares would he unobjectionable. Solar 
magnetic data were also available for one of the five very large solar flares connected with  
cosmic ray bursts and allowed good comparision. The examination has not indicated any 
modification of the conclusions drawn earlier.

T he five  reco rd ed  v e ry  b ig  cosm ic ra y  b u rs ts  a t  th e  tim e  o f  so la r fla re s  
w ere show n to  h av e  o ccu rred  w hen  a p a r tic u la r ly  long-lived a n d  co n tin u o u sly  
ac tiv e  so la r reg io n  show ed in ten se  e ru p tio n s  e ith e r  a t  th e  tim e  o f its  c e n tra l 
m erid ian  passage  or a t  th e  tim e  o f its  d isap p ea ran ce  a t  th e  w este rn  lim b  
o f th e  sun  [1]. T he h ig h -en erg y  p a rtic le s  fro m  th ese  active so la r reg ions w ould  
belong  to  a m uch  h eav ie r  e lem en t th a n  n o rm a lly  an d  be p o s itiv e ly  charged .

P o m e r a n t z  in  1 9 5 6  [ 2 ]  ex am in ed  from  am ong  th e  h ig h  a lt i tu d e  o b se r
v a tio n s  from  balloons o f cosm ic ra y  in creases  an d  solar d is tu rb an ces  n in e  
in s tan ces  an d  concluded  th a t  on four occasions cosmic ra y s  increased  a t  
h ig h  a ltitu d e s  an d  th a t  i t  w as n o rm a l on f iv e  occasions w hen “ r / f  rad io  d is tu r 
b an ces an d /o r v isu a lly  o bserved  so lar f la re s  o ccu rred ” . W hile  in  th e  v e ry  
b ig  five  e v e n ts , th e  h ig h -en erg y  p a rtic le s  h a d  d e fin ite  sec to rs o f  em ission, i t  
c a n n o t be  exc luded  a p rio ri th a t  sm aller e v e n ts  c an n o t occur u n d e r  d iffe re n t 
co n d itio n s. P a rtic le s  o f lig h te r  e lem en ts m a y  be e m itte d  w ith  less ov er-a ll 
en e rg y  w hich  m ig h t affect th e  cosm ic r a y  recep tio n  a t  th e  surface o f  th e  
e a r th  or change th e  geo m ag n etic  fie ld . I t  ap p ea red  d esirab le  to  re -ex am in e  
P o m e r a n t z ’ s  in s tan ces  b y  th e  m e th o d  u se d  earlie r.

T he b ig  cosm ic ra y  b u rs ts  depend  on  th e  ev o lu tio n  a n d  n a tu re  o f  th e  
a sso c ia ted  so lar ac tiv e  reg ions. O n m an y  occasions i t  has n o t  b een  possib le  to  
o b ta in  th e se  d a ta  fo r epochs o f  cosm ic r a y  b u rs ts . Since ev o lu tio n  o f th e  a c tiv e  
reg io n  w as considered  a p a r t  fro m  th e  in s ta n ta n e o u s  s itu a tio n , cognate  d a ta  
fo r days ju s t  p reced in g  an d  d ay s ju s t  fo llow ing  th e  e v e n ts  could also  be 
u tiliz ed  fo r c o n firm a to ry  ev idence. T he d a ta  on  th e  n a tu re  o f  th e  ac tive  reg io n  
a n d  th e  d is tr ib u tio n  o f th e  m ag n e tic  f ie ld  a n d  th e  p h o to g ra p h s  in  i t  a re  fro m

1 A cta Physica IX /4.
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1946 Job 14 
Rot.Nr. 1549/9
f  =  + 7 'J J  
B, =  +5*16 
L, =  334*61 
Я =  146

1946 Ju h  27 
Rot Nr 1549/12 
P  =  +8*58 
ßo =  +5°4‘

-  J 94 °93 
H =  171

Fig. 1. M agnetic field  strengths in solar active  regions (from Potsdam  Obsy. P u b ln .)

P o tsd am  [3]*. The c lassification  o f su n -sp o t groups a f te r  Q uart. B ull. S o lar 
A ctiv ity  [4] saves d e ta iled  descrip tion . As a sort o f com parision  th e  ev en ts  
o f  Ju ly  25, 1946 —  one o f  th e  h isto rica lly  recorded  m a jo r events —  has also 
been  considered  here.

* The diagram s have been reproduced w ith  the permission o f the Director, Astrophy- 
sical Obsy, P otsdam , whom I thank.
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F ig .  2. Magnetic field strengths in solar active regions (from Potsdam Obsy. Publn.)

1947 August I t 
Rot Nr «sbV»h
P  =  + 1 5 °°® 
ßo =  +  6" 53 

L« =  »P °5 7  
Ä =  283

1947 August 14 
Rot. Nr. 1563/17 
P  =  +> 5 <’4 4

io  =  ' 7 9 ° 3 5  
R -  273

1*
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1949 Mai 10 
Rot.Nr. 1587/4 
P  — —22°40 
Bo =  -  3-ï8 
L0 =  8 i ?23
R =  103

1949 Mai 11 
Rot.Nr. 1587/5 
P — —22°l6 
Я о  =  -  3 ° ° 7  
Л0 =  68?oi
R =  104

i'ig . 3. Magnetic field strengths in solar active regions (from Potsdam Obey. Publn.)
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F ig .  4 .  Magnetic field strengths in solar active regions (from Potsdam Obsy. Publn.)
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D ate Station. Time (U. T.)

Co-ordinates

Im p.

0 C. M. Diet.

1 9 4 7  
A ug. 8. C an b erra 0 6 0 7 — 0 6 2 5 12 N 71 E l

Z ü rich 1547— 1555 1 0 N 70 E 2
M cM ath 1610— 1625 1 0 N 70 E 1,, 1705 5 N 55 E 1

9. W en d e ls te in 0 5 4 0 — 0 5 5 0 8 N 63 E ? 1
0 6 0 5 — 0800 15 N 61 E 1 - 2

S ch au in s lan d 0735— 0 7 5 0 18 N 58 E 1
W en d e ls te in 1 0 5 5 — 1 1 1 5 8 N 63 E 1— 2

12 3 7 — 1 3 1 0 8 N 48 E 1
1 4 2 5 — 1 6 4 0 15 N 61 E 1— 2
1 6 2 0 — 1 6 3 5 8 N 48 E 1

10. W en d e ls te in 0630— 0750 11 N 46 E 1
0630— 0 7 3 0 20 N 50 E 2
0 8 1 0 — 0 8 3 0 12 N 51 E 2
0 9 2 6 — 0 9 4 4 11 N 46 E 1
0 9 5 9 — 1 0 1 0 12 N 51 E 1
1 2 1 3 — 1 3 1 5 1 0N 37 E 2
1 5 1 5 — 1630 11 N 46 E 1
1 6 0 4 — 1630 12 N 51 E 1— 2

M cM ath 1635— 1715 15 N 50 E 2
11. Sherborne 0954— 1010 13 N 40 E 1

S chau insland 1215— 1 2 2 2 8 N 12 E 1
M cM ath 1705 1 0 N 10 E 1

2018 1 0N 30 E 1
12. Z ürich 0700— 0740 11 N 11 E 1

S ch au in s lan d 0710— 0 8 3 6 1 0 N 4 E 2
W en d els te in 0710— 0836 1 0 N 4 E 2
Z ürich 0834— 08 3 9 13 N 2 W 1
Sherborne 1 1 5 4 — 1213 9 N 0 1

Z ürich
(M ax. 1157) 

1204— 1215 9 N 4 E 1
G reenw ich 1 4 0 0 — 1501 13 N 24 E 3

M cM ath
(M ax. 1409) 

1403 1 0 N 15 E 2
S chau insland 1437— 1530 1 1 N 21 E 2
M cM ath 1605 1 0 N 15 E 1
S herborne 1730— 1740 13 N 10 E 1
M cM ath 1830 1 0 N 5 E 1

2000 1 0 N 15 E 1
13. C anberra 0100— 0110 9 N 5 W 1

S chau in s lan d 0602— 0645 13 N 16 E 2
W en d e ls te in 0602— 0645 13 N 16 E 2
Z ürich 0623— 0635 11 N 12 E 2
M usw ell H ill 0640— 0700 3 N 15 E 1

(M ax. 0645) 
0700 1 0 N 0 2

G reenw ich 1034— 1100 9 N 7 W 2
M uswell H ill 1 0 4 5 — 1100 1 0 N 7 W 2
M eudon 1048— 105 5 1 0 N l o w 1
A rce tri 1053— 1058 1 0 N 6 w 2
Schau insland 1 1 5 5 — 1 2 0 0 9 N 2 W 1

14. Schau insland 1 2 3 3 — 124 0 9 N 19 W 2
W endelste in 1 4 4 0 — 145 0 11 N 35 W 1
M cM ath 1443 13 N 30 W 1
M cM ath 1640 15 N 30 W 1
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D ate S ta tio n T im e (U . T .)

C o -o rd in a tes

Im p .

0 C. M. D is t.

Aug. 14. W endelstein 1740-— 1815 11 N 34 W 1 — 2
Mt. W ilson 1740— 1745 10N 34 W 1
McMath 1745 15 N 30 W 2
M eudon 1750— 1756 U N 30 W 2

15. Schauinsland 0540— 0553 14 N 31 W 1
0545— 0620 9 N 40 W 2

W endelstein 0545— 0620 9 N 40 W 2
M uswell H ill 1100— 1200 10N 50 W 1

16. W endelstein
(Max. 1145) 

0705— 0738 11N 56 Wr 1
0807— 0815 10N 49 W 1

Schauinsland 0852 7 N 45 W 1
Greenwich 1005— 1015 9 N 57 W 1
W endelstein 1008— 1016 10 N 50 W 2

1342— 1350 9 N 43 Wr 1
1705— 1725 9 N 38 W 1 — 2

17. Mt. W ilson 1630— 1642 10 N 70 W 1
McMath 1650 15 N 60 W 1
W endelstein 1740— 1755 12 N 62 W 1
Zürich 1747— 1800 U N 64 Wr 3

18. Zürich 0618— 0705 10N 61 Wf 2
Schauinsland 0627— 0740 9 N 63 W 1
Arcetri 0943— 0948 13 N 90 W 1

0943— 0948 10N 60 Wr 1
19. Arcetri 1338— 1543 10 N 90 W 1

1949
May 5. Ondrejov 1300 17 S 75 E 1 +

6 . 0725— 0748 18 S 62 E 1
0833— 0910 15 S 71 E 1

Edinburgh
(Max. 0838) 

0855— 0920 15 S 75 E 1
K odaikanal 0900 17 S 70 E 1
Mt. Wilson 1735— 1750 17 S 70 E 1

7. McMath
(Max. 1745) 

2045 23 S 55 E 2
Mitaka 2219— 2300 18 S 45 E 1

8. Mt. Wilson 1524— 1716 16 S 40 E 2 +

McMath
(Max. 1556) 

1528— 1720 24 S 37 E 3—
Schauinsland 1529— 1645 13 S 46 E 2

Huancayo
(Max. 1531) 

1545— 1648 18 S 31 E 1
Kanzelhöhe 1646— 1735 18 S 37 E 1
Meudon 1715— 1804 17 S 40 E 2
M t.W ilson 1951— 2006 17 S 39 E 2

McMath
(M ax. 1953) 

1958— 24 S 37 E 2
9. Mitaka 0000— 0015 20 S 27 E 1

0353— 0428 18 S 28 E 1
Kanzelhöhe 0635— 0647 17 S 27 E 1
Mt. Wilson 1508 —1518 17 S 25 E 1

1 0 . Kodaikanal
(M ax. 1514) 

0330— 0430 17 S 20 E 2

Canberra
(M ax. 0345) 
0330— 0350 18 S 18 E 2
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D a te S ta t io n T im e (U. T .)

C o -o rd in a te s

lm p .

0 С. M . D is t.

M ay 10. McMath 2002— 2220 20 S 12 E 3 +
(Max. 2011)

Mitaka 2108— 2217 18 S 5 E 1— 2
16. Ondrejov 0921— 0935 21 S 64 W 1

Aug. 12. Cambridge 0944— 1004 12 N 90 E 1
15. Mitaka 0450— 0610 14 N 60 E 1
16. W endelstein 1657— 1741 16 N 29 E 1— 2

(M ax. 1712)
McMath 1700— 1830 13 N 22 E 2?

(M ax. 1748)
Mt. W ilson 1709— 1900 U N 30 E 2

(M ax. 1759)
18. McMath 1953— 2020 14 N 10 E 1

Mt. W ilson 2151— 2204 14 N 7 E 1
(M ax. 2153)

19. K odaikanal 0250— 0315 12 N 5 W 1
Meudon 0722 14 N 2 E 1
Mt. W ilson 2105— 2150 16 N 9 W 2

(M ax. 2111)
McMath 2105— 2206 13 N 10 W 3

(M ax. 2110)
Mt. W ilson 2337— 2341 15 N 7 W 1

20. McMath 1550— 12 N 10 W 1
Mitaka 2350— 2355 12 N 28 W 1

21. M itaka 0050— 0102 12 N 28 W 1
Mitaka 0350— 0415 14 N 26 W 1
Zurich 1110— 1118 15 N 25 W 1

23. Ondrejov 1235— 1250 12 N 55 W 1
24. Mitaka 0324— 0334 9 N 68 W 1
25. Kanzelhöhe 1430— 1434 10N 90 W 1

O ct. 1. K odaikanal 0418— 0423 10N 80 E 1
Greenwich 1018— 1026 9 N 85 E ?
McMath 1415— 5 N 85 E i +
Mt. W ilson 1705— 1723 8 N 76 E 1

(M ax. 1710)
Mitaka 2154— 2202 9 N 69 E 1

2. Mitaka 0035— 0119 5 N 70 E 1
îî 0246— 0309 7 N 69 E 1
9? 0410— 0437 9 N 69 E 1

Sehauinsland 1345— 1437 9 N 68 E 2
(M ax. 1405)

Mt. W ilson 1822— 1836 7 N 64 E 1
(M ax. 1827)

2339— 2357 8 N 62 E 1
(M ax. 2349)

Mitaka 2341— 2349 8 N 60 E 1
3. K odaikanal 0314— 0530 8 N 50 E 3

(M ax. 0318)
Mitaka 0317— 0336 7 N 50 E 2
Carter. N . Z. 0339— 0424 9 N 52 E 2
W endelstein 1053— 1104 6 N 49 E 1— 2
Edinburgh 1114— 1226 8 N 50 E 2

(M ax. 1156)
W endelstein 1144— 1219 5 N 50 E 2

(M ax. 1158)
Kanzelhöhe 1609— 1614 8 N 47 E 1
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D a te S ta t io n T im e (U . T.)

C o -ord ina tes

Im p .

0 C. M . D is t.

Oct. 3. Mt. W ilson 1736— 1842 
(Max. 1756)

8 N 48 E l

Mt. W ilson 2302— 2352 
(M ax. 2333)

8 N 44 E l

4. Kanzelhöhe 0555— 0635 7 N 43 E l
99 0741— 0755 

(Max. 0747)
6 N 38 E i +

99 0755— 0810 11N 39 E l
Arcetri 0800 8 N 47 E l
W endelstein 1309— 1346 

(Max. 1317)
1 1 N 35 E 2

Zürich 1310— 1337 
(Max. 1317)

10N 37 E 1

Kanzelhöhe 1320— 1338 
(Max. 1324)

10N 35 E 1 +

Greenwich 1323— 1342 
(Max. 1324)

13 N 36 E 2-1-

Mt. W ilson 1610— 1637 
(Max. 1623)

14 N 30 E 2

Kanzelhöhe 1618— 1628 13 N 33 E 1
Mt. W ilson 1900— 1917 

(Max. 1908)
6 N 32 E 1

5. Muswell H ill 1105—1130 5 N 30 E 1
W endelstein 1111— 1134 

(Max. 1120)
5 N 31 E 1— 2

Greenwich 1114— 1126 
(Max. 1119)

9 N 25 E 2

Edinburgh 1114— 1135  
(Max. 1120)

11N 32 E 1

Kanzelhöhe 1120— 1135 8 N 31 E 1 +
6 . K odaikanal 0452 8 N 17 E 1

Canberra 0455— 0505 8 N 25 E 1
Kanzelhöhe 0920— 0952  

(Max. 0923)
10N 11 E 1

Ondrejov 0920— 0934  
(Max. 0925)

13 N 10 E 1

W endelstein 1121— 1200  
(Max. 1138)

11N 10 E 1— 2

Kanzelhöhe 1130— 1210  
(Max. 1142)

11 N 11 E 1

Ondrejov 1134— 1201 
(Max. 1135)

15 N 8 E 1

Greenwich 1136— 1203 
(Max. 1142)

11 N 11 E 2

Kanzelhöhe 1230— 1234 9 N 8 E 1
W endelstein 1316— 1336  

(Max. 1324)
7 N 10 E 1

Kanzelhöhe 1326— 1403 6 N 10 E H -
Greenwich 1338— 1348 6 N 9 E 2?

7. M itaka 0232— 0238 11 N 4 E 1
10. Ondrejov 0950— 1010  

(Max. 0953)
17 N 58 W 1 +

11. ” 0750— 0805  
(Max. 0753)

14 N 55 W 2

W endelstein 0751— 0811 11 N 52 W 1
Ondrejov 1422— 1430 8 N 61 W 1
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D a te S ta tio n T im e (U . T .)

C o -o rd in a tes

lm p .

0 C. M. D is t.

O ct. 11. M t. Wilson 2116— 2437?  
(Max. 2120)

8 N 6 0  w 1

8. K odaikanal 0452 18 N 71 E 2
Ondrejov 1017— 1028 

(M ax. 1021)
16 N 65 E 1

Schauinslaud 1310— 1331 21 N 62 E 2
Ondrejov 1312— 1335 

(Max. 1316)
22 N 78 E 2

9. K anzelhöhe 0829— 0843 19 N 47 E 1
0937— 0950 18 N 54 E 1

10. M itaka 0427— 0437 17 N 45 E 1
, , 0628— 0638 17 N 45 E 1

11. 0124— 0135 16 N 32 E 1
Carter, N . Z. 0207— 0228 18 N 27 E 2
Canberra — 0235 22 N 53 E 1
K odaikanal 0235— 0240 14 N 31 E 1
W endelstein 1139— 1323  

(Max. 1150)
20 N 25 E 2

Ondrejov 1514— 1540 
(Max. 1523)

19 N 22 E 2

W  endelstein 1516— 1527 21 N 23 E 2
M t. W ilson 1539— 1654 

(Max. 1551)
19 N 22 E 2

12. Ondrejov 0722— 0729 22 N 12 E 1
K anzelhöhe 1131— 1250 19 N 12 E 1
G reenwich 1140— 1220 19 N 9 E 1 +

13. Ondrejov 1118— 1251 
(Max. 1147)

21 N 4 W 2

K anzelhöhe 1130— 1246 
(Max. 1150)

19 N 1 E 2 +

Zürich 1225— 1252 18 N 2 E 2
15. A rcetri 0846 20 N 27 W 2

Edinburgh 1048— 1151 
(Max. 1058)

19 N 28 W 1

Greenwich 1055— 1125 
(Max. 1101)

19 N 27 W 2—

W endelstein 1058— 1120 
(Max. 1104)

21 N 25 W 1

Ondrejov 1242— 1248 
(Max. 1246)

21 N 35 W 1

K anzelhöhe 1456— 1542 20 N 30 W 1
Mt. W ilson 1536— 2000 

(Max. 1640)
20 N 31 W 1 +

H uancayo 1630— 1700 
(Max. 1640)

25 N 38 W 2 +

16.

M t. W ilson 1630— 1640 
(Max. 1635)

21 N 42 W 1

M itaka 0127— 0135 18 N 33 W 1
K odaikanal 0225 18 N 40 W 1
Schauinsland 0736— 0805 20 N 40 W 1
Ondrejov 0746— 0807 22 N 39 W 1
A rcetri 0821 20 N 39 W 2
Edinburgh 1456— 1516 

(Max. 1500)
20 N 44 W 1

K anzelhöhe 1500— 1512 21 N 44 W 1 +
Ondrejov 1502— 1515 19 N 37 W 1 +
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D a te S ta t io n Tim e (U . T .)

C o -ord ina tes

Im p .

0 C. M. D ist.

Oct. 16. Mt. W ilson 1716— 1840 20 N 48 W l
17. M t. W ilson 1724— 1734 20 N 58 W i +
18.

1951
Ziirich 0940— 0955  

(Max. 0945)
19 N 65 W l

Nr. (5)
Jan. 27. Edinburgh 1204— 1245 8 N 8 E l

1530— 1600  
(Max. 1534)

8 N 6 E l

28. M itaka 2343— 2354 11 N 11 W l
Feb. 2. M itaka 0121— 0124 1 0 N 60 W l
Nr. (6)
Jan. 22. H uancayo 1630— 1700 1 0 S 90 E l

27. Edinburgh 1515— 1535  
(Max. 1517)

12 S 17 E l

Mt. W ilson 1956— 2438 10 S 9 E 2
Nr. (7)
Jan. 24. M itaka 0524— 0544 8 N 76 E 1

25. ,, 0158— 0203 1 0 N 60 E 1
0302— 0308 8 N 62 E 1

Meudon 1028 7 N 58 E 1 +
Schauinsland 1043— 1118 8 N 62 E 1
Mitaka 2330— 2350 8 N 49 E 1

26. M itaka 0512— 0527 7 N 40 E 1
27. M itaka 0250— 0255 9 N 25 E 1

0418— 0435 8 N 23 E 1
Edinburgh 1048— 1120 9 N 28 E 1

28. Mitaka 2338— 2343 14 N 0 1
29. H erstm onceux 0953— 1005  

(Max. 0956)
18 N 10 W 1

H erstm onceux 0149— 0201 8 N 29 W 1
Feb. 1. M itaka 0040— 0052 4 N 40 W 1

0149— 0201 8 N 29 W 1
Nr. (13)
May 8. McMath 1505 1 0 N 90 E 2

Mt. W ilson 1506— 1514 
(1508)

12 N 90 E 1

10. H erstm onceux 1012— 1024 12 N 73 E 2—
11. Canberra 0120— 0131 1 0 N 65 E 1

0153— 0215 0 70 E 1
0610— 0615 1 0 N 70 E 1

H erstm onceux 1015— 1026 
(Max. 1018)

17 N 59 E 1

12. Kodaikanal 0215— 0240 15 N 55 E 1
Arcetri 0933 15 N 45 E 1
McMath 1255 12 N 50 E 1

1920 12 N 50 E 1
13. Meudon 0705 1 0 N 40 E 1 +

Zürich 0943— 1005 15 N 37 E 2
Ondrejov 1254— 1316 14 N 36 E 1
McMath 1314 1 0 N 35 E 1 +

14. Kodaikanal 0240 12 N 35 E 1
Kanzelhöhe 1146— 1204 16 N 26 E 1
Mt. W ilson 2245— 2322 

(M ax. 2253)
14 N 19 E 2

15. McMath 1315— 1415 
(M ax. 1330)

16 N 10 E 1 +
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D a te S ta t io n T im e (U . T .)

C o-ord inates

lm p .

0 C. M . D is t.

M ay 15. Canberra 2332— 2415 5 N 0 î
16. A rcetri 0938 12 N 15 W î

.Edinburgh 1016— 1031 
(M ax. 1023)

15 N 2 W î

H erstm onceux 1025— 1032 15 N 3 W î
McMath 1659— 1810 15 N 5 W 2

17. Canberra 0108— 0125 15 N 10 W 1
M eudon 1442— 1455 12 N 20 W 1
H erstm onceux 1447— 1525 

(M ax. 1451)
15 N 16 W 1

Edinburgh 1504— 1524 2 1 N 15 W 1
99 1527— 1601 13 N 17 W 1

H erstm onceux 1533— 1548 
(M ax. 1535)

15 N 16 W 1

H uancayo 1637— 1643 15 N 21 W 1
Canberra 2333— 2358 10N 20 W 1

18. Canberra 0145— 0153 12 N 25 W 1
0201— 0227 20 N 20 W 2

K odaikanal 0215— 0315 16 N 22 W 1
Canberra 0314— 0325 16 N 30 W 1
K anzelhöhe 0725— 0949 15 N 28 W 1
Ondrejov 0739— 0758 

(M ax. 0743)
15 N? 28 W ? 1 +

Cambridge 1020— 1225 
(M ax. 1050)

12 N 35 W ?

Edinburgh 1021— 1337 
(M ax. 1028)

16 N 30 W 3

Kanzelhöhe 1022— 1258 
(M ax. 1050)

15 N 29 W 2

Ondrejov 1025— 1154 12 N 26 W 2
Zürich 1028— 1320 15 N 29 W 3
H erstm onceux 1043— 1316 

(M ax. 1112)
13 N 29 W 3

Saltsjobaden 1045 15 N 30 W 3
McMath 1155— 1415 1 1 N 3 0  w 2 +
Creteil 1300 18 N 35 E 3
Meudon 1303— 1330 15 N 33 W 2
Kanzelhöhe 1621— 1623 19 N 28 W 1
McMath 1956— 2100 

(M ax. 2000)
17 N 35 W 2 +

Mt. W ilson 1959— 2050 
(M ax. 2010)

17 N 43 W 1

19. K anzelhöhe 0445— 0452 14 N 46 W 1 +
Zürich 0734— 0745 7 N 39 W 1

99 0832— 0845 16 N 37 W 1
99 0858— 0937 13 N 39 W 1

Kanzelhöhe 0901— 0930 16 N 41 W 1
Ondrejov 1345— 1421 

(M ax. 1351)
18 N 45 W 1

Schauinsland 1350— 1430 18 N 38 W 2
Edinburgh 1415— 1425 20 N 45 W 1
McMath 1949— 2040 

(M ax. 1957)
12 N 43 W 3 —

20. Ondrejov 0431— 0509 
(M ax. 0447)

6 N 69 W 1

99 0657— 0778 
(M ax. 0703)

13 N 55 W 1
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D a te S ta tio n T im e (U . T .)

C o-o rd in a tes

Im p .

0 C. M. D is t.

M ay 20. Kanzelhöhe 0817— 0845 16 N 58 W 2
Ondrejov 0819— 0850 12 N 65 W 1

M eudon
(Max. 0832) 

0843 17 N 60 W 1 +
M t. W ilson 1956— 2014 13 N 68 W 1

McMath
(Max. 2000) 

1957 12 N 6 0  w 2—
21. K odaikanal 0218— 0310 8 N 67 W 1

Ziirich 1255— 1303 8 N 75 W 1
H erstm onceux 1308— 1337 11 N 75 W 1 +

Kanzelhöhe
(Max. 1313)
1320— 1323 4 N 68 W 1

Arcetri 1336 6 N 72 W 2
H erstm onceux 1612— 1623 1 1 N 76 W 1

22. Kanzelhöhe
(Max. 1615)
0439— 0442 11 N 85 W 1

Ondrejov 0918 6 N 84 W 1
Zürich 1540— 1545 14 N 80 W 1

23. McMath 1310 13 N 90 W 1
N r. (16) 
M ay 15. Ondrejov 1127— 1145 13 N 18 E 2 +

McMath 1150 12 N 17 E 2
Mt. Wilson 2307— 2330 1 0 N 18 E 1

16. McMath
(Max. 2315) 
1409— 1529 1 0 N 5 E 1
(Max. 1418) 
1558— 1647 10 N 5 E 1

2047 10N 5 E 1
17. H erstm onceux 1754— 1815 1 1 N 10 W 2

Edinburgh
(Max. 1758) 
1759— 1845 12 N 9 W 2



Summary Table

Y ear N o.

C o-ord ina tes C. M. 
Passage

N
o.

 o
f 

D
is

ti
nc

t 
O

bs
d.

 F
la

re
s

T y p e  o f  A ctiv e  R egion

F
ie

ld
 i

n 
10

0 
O

er
st

ed
s D a te

B alloon
A scen t

C. M. 
D is t.

C osm ic R a y  
C hange

G eom agnetic
Change
L a te r

D ates  
o f  S o lar 

F ield
0 L D a te  a t A ge a t

1946 7 21 N 198 Jul. 26. 8 > 6 37 F. - A  large classi- 24 Flare en- a storm July 24, 27
fication hanced

even ground

1947 32 ION 190 Aug. 13. 2 > 6 53 E. - Nowhere of much 18 Aug. 12 ____ normal s. c. 12. 3 Aug. 13, 14
area line o f spots

1949/2 30 17 S 60 May 11. 6 + 7 ? 15 D or C, prob, fading 22 May 11 ____ enhanced s. c. 11. 2 May 10, 11
after May 10th plus storm

1949/3 26 15 N 178 Aug. 19. 5 > 6 17 D type following В — Aug. 19 ____ normal nil ____

1949 type one. N ot very
active

1949/4 7 9 N 254 Oct. 7. 3 > 6 35 D type. N ot very 25 Oct. 4
active (nearly three days before C. M. passage)

normal s. c. 4. 2
1949/4 8 20 N 172 Oct. 13. 5 5 27 C type becoming D

and later degrading — Oct. 11
to В (two days before CM passage)

normal s. c. 11. 4

1951/1 5 9 N 68 Jan. 28. 2 + 5 ? 4) No data Jan. 27 ____ enhanced nil
6 10 S 66 Jan. 28. 4 > 6 3)
7 8 N 52 Jan. 29. 5 > 6 14)

1951/2 13 14 N 85 May 16. 1 > 6 49 E type. No > 2 36 May 17 ____ enhanced nil May 13, 17
1951/2 16 12 N 72 May 17. 1 > 6 6 Flare till 18th

1952 No D ata Jan. 17 ____ enhanced
Keported 1952

366 
S. L

. M
A

L
U

R
K

A
R
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J u ly  2 6 , 1946.
This has been described earlier [1 ] as one o f  the fiv e  very  large recorded solar fla re  

periods when a cosm ic ray burst occurred. The solar active region had  a long history o f  great 
a c tiv ity  and the large flare near th e  C. M. passage o f  the sun gave rise to a cosm ic ray  hurst 
follow ed by a cosm ic ray related  geom agnetic storm . From the photographs from P o tsd a m , 
the region was o f very  large ty p e  w ith  a m arked m agnetic field .

A ug. 12, 1947.
The a c tiv ity  and the largest m agnetic f ie ld  o f  the related  region was less th an  th e  

previous one. The active region is a linear one w ith  a relatively  sm all breadth. The balloon  
ascent took place near about th e  tim e of the C. M. passage of the centre of the group o f  linear  
sm aller regions. The geom agnetic storm  occurred about the same tim e.

M a y  11, 1949.
The solar active  region is a sm all one, th o u g h  the largest m agnetic  field  as m easured  

on the sun is rela tive ly  large. A fter  the big flares on 10th May, nearly  a day before the C. M. 
passage, there has been only one recorded fla re  on the 16th. The region was apparently  
dissolving itse lf. H as a resem blance to those regions [1 ] when on ly  geom agnetic storm s were 
reported on the ground, w ithout a cosmic ray burst at the tim e o f  a flare.

Aug. 19, 1949.
Though the active region was observed from  lim b to lim b o f  the sun, the eruptions are 

not very marked and the region w as o f small ty p e . I t  produced no ground effects and no upper  
air cosm ic ray changes.

Oct. 4 , 1949.
The solar active region observed from 80 E  to 60 W. T hough the highest observed  

m agnetic field  was quite m arked the extent o f  th e  region is a sm all one. Balloon ascent nearly  
three days before the C. M. passage of the reg io n  w hich was decreasing in  im portance from  
4th. A fter the C. M. passage flares observed tow ards end of its  life .

Oct. 11, 1949.
Solar a ctive  region observed from 71 E  to  65 W. C type region becom ing I), degrading  

later to one o f B . Balloon ascent tw o days before th e  C. M. passage. The a ctiv ity  o f th e  region  
not marked.

Jan . 27 , 1951.
Three m inor solar active  regions were approaching the C. M . o f the sun. There are no 

solar m agnetic data . Upper air cosm ic ray enhancement.

M a y  17, 1951.
A large E  typ e  spot w ith  a very marked m agnetic  field . U p to the day of balloon a scen t  

the eruptions n o t very m arked. N e x t day w hen  th e  region had passed  nearly 30 aw ay from  
the C. M. th e  flares o f im portance 3 were observed tw ice independently. No g eo m a g n etic  
storm  follow ed. Upper air cosm ic ray enhanced.

Jan . 17, 1952.
No solar active region reported and th ere  was no geom agnetic disturbance. R adio  

disturbance has been quoted b y  P o m e r a n t z  a t th e  t im e  o f  upper air cosm ic ray enhancement.

In the instances g iven  by P o m e r a n t z ,  none o f th e  r e l a t e d  solar active  
regions were m arkedly active  over an extended period, compared w ith  the 
five  very b ig regions q uoted  earlier : ex cep t in the case o f  May, 1949 ; am ong  
the four occasions when cosm ic ray increases were recorded no geom agnetic  
storm has been recorded at about th e  epoch. W hether M  regions o f  B artels 
are responsible for even ts o f  Jan. 17, 1952 would be a difficult question  to  
decide. The study of em ission  of p artic les which m igh t have given rise to
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enhancem ent o f  upper air cosm ic rays w ould  be possible i f  more data than  a t  
present available could be collated . The facts presented here do not contradict 
or com e in  the w ay o f the argum ents used about the very  large solar flares  
when cosm ic bursts also occurred sim ultaneously. It  w ould be necessary to  
exam ine all relevant data so as to obtain  a picture o f th e  geophysical and  
extra-terrestrial control o f  em ission from  th e sun.

The cosm ic ray enhancem ents have belonged to  com pact large area 
active regions in the sun w ith  strong m agnetic fields. A loosely distributed  
area of active region has produced little  e ffe c t . This in an additional crite
rion to those already given [1] : o f long life  and of exceptional a c tiv ity  
on the sun at th e  stage o f  C -M  passage or near the w estern  limb.
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Д А Л Ь Н Е Й Ш И Е  И С С Л Е Д О В А Н И Я  Л И В Н Е Й  К О С М И Ч Е С К О Г О  И З Л У Ч Е Н И Я ,  
С В Я З А Н Н Ы Х  С  С О Л Н Е Ч Н О Й  А К Т И В Н О С Т Ь Ю

Ш. Л. М А ЛУРКАР

Р е з ю м е

И з  н а б л ю д е н и й  и н т е н с и в н о с т и  к о с м и ч е с к о г о  и з л у ч е н и я  в  с т р а т о с ф е р е  П о м е р а н ц  
в ы б р а л  п о с л е  п р е д в а р и т е л ь н о й  с е л е к ц и и  д е в я т ь  с л у ч а е в ,  с в я з а н н ы х  с  с о л н е ч н ы м и  в с п ы ш 
к а м и ,  п р и в о д я  с о о т в е т с т в у ю щ и е  р а д и о - д а н н ы е  и  в о с п р о и з в о д я  з а п и с и  к о с м и ч е с к о г о  
и з л у ч е н и я .  Т а к  к а к  о н и  я в л я ю т с я  с л у ч а я м и ,  о п и с а н н ы м и  д е т а л ь н о ,  м ы  с о ч л и  ж е л а т е л ь 
н ы м  и х  и с с л е д о в а н и е  с  у ч е т о м  э в о л ю ц и и  с о о т в е т с т в у ю щ е й  а к т и в н о й  с о л н е ч н о й  о б л а с т и .

Т а к  к а к  б ы л а  и с с л е д о в а н а  э в о л ю ц и я  о б л а с т и ,  с о л н е ч н ы е  м а г н и т н ы е  д а н н ы е  д о  и  
п о с л е  с а м о й  в с п ы ш к и  с ч и т а л и с ь  б е з у п р е ч н ы м и .  С о л н е ч н ы е  м а г н и т н ы е  д а н н ы е  б ы л и  
д о с т у п н ы  т а к ж е  в  с л у ч а е  о д н о й  и з  п я т и  с а м ы х  б о л ь ш и х  в с п ы ш е к ,  с в я з а н н ы х  с  л и в 
н я м и  к о с м и ч е с к о г о  и з л у ч е н и я ,  и  э т о т  ф а к т  д а л  х о р о ш у ю  в о з м о ж н о с т ь  д л я  с р а в н е н и я .  
Р е з у л ь т а т ы  и с с л е д о в а н и я  н е  п о т р е б о в а л и  в н е с т и  и з м е н е н и е  в  н а ш и  п р е д ы д у щ и е  в ы в о д ы .



DETERMINATION OF ELECTROSTATIC 
POTENTIALS BY SERIES
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IN S T IT U T E  O F  T H E O R E T IC A L  P H Y S IC S , K O S S U T H  L A JO S  U N IV E R S IT Y , D E B R E C E N  

(Presented by A . K ónya. —  R eceived  20. III. 1958)

B y using the solutions o f  eigenvalue problem s often  occurring in  the various fie ld s o f  
theoretical physics the m ethod o f  series, already used  in  certain cases for solving the P oisson  
equation, has been  reform ulated. In case the charge distribution can be expressed b y  the Dirac 
0-function , the potentia l distribution  can be g iv en  in  the form o f  a series, the convergence  
o f which is su ffic ien tly  rapid. For sim ple cases the formulae can be analytically  reduced  
to the known solutions of corresponding problem s (e. g. in  the case I I I / l) .  In  other cases (III/2 ) 
the calculated potentia l distribution  coincides w ith  the potential d istribution obtained  by  
electrolytic  tank  m easurem ents. In  the case o f th e  cylinder lens o f  electron optics (III/3 ) the  
m ethod yields th e  potential distribution  and th e  corresponding electrode shape for arbitrary 
slit w idth .

I. Introduction

The well-kow n task  o f  electrostatics is the determ ination o f the electric  
fie ld  o f charge d istributions, when the electrode arrangem ents are g iven in  
advance. For the solution o f  the problem  several m ethods have been worked  
out [1]. A com m on feature o f m ost o f  these m ethods is th at an electrode  
arrangem ent o f  particular sym m etry is assum ed and th a t for the individual 
arrangem ents the solutions are given separately in an exp lic it form. Thus these  
m ethods are in  general too  specialized for application to  the actual electrode  
arrangem ent (required b y  som e practical problems). The last possib ility  
rem aining in such cases is the experim ental determ ination b y  electrolytic  
tanks which, however, m ay in  cases n o t having sym m etry  properties prove 
to be a very  com plicated undertaking.

The solution  o f the fundam ental problem  o f electrostatics in  explicit 
form could be im m ediately  given (a lthough the possib ility  o f its practical 
evaluation  in  slightly m ore com plicated cases seem s som ew hat doubtful), 
i f  the distribution o f the surface charge density on the m eta l electrodes were 
known. For a quite general electrode arrangem ent such an assum ption w ould be 
indeed very  audacious. In several cases o f  practical im portance, how ever, the 
distribution o f  the surface charge d en sity  is exactly or at least approxim ately  
known. In the latter case when the distribution is approxim ately know n one 
can proceed also in such a manner as to  base the fin a l execution  o f the shape 
of the electrode system  on the equipotentia l surfaces o f  the field  determ ined  
previously.

2 A cta Physica IX /4 .
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The basic idea o f the m ethod is the follow ing. Let us consider an electrode  
system  o f  which the distribution  o f the surface charge d en sity  is given and  
a closed surface on which the values o f the electrostatic p oten tia l is prescribed. 
K now ing the la tter the Green function o f the fundam ental equation o f e lectro
statics can be determ ined and hereby the solution produced in the form  o f  
a series. In  m any instances a considerable reduction o f analytical form ulae  
can be achieved by producing the series in fin ite  form.

The m ethod developed is specialized first for the case o f  axially sym m etric  
fie lds, th en  we show on a very sim ple exam ple, the case o f a cylinder capacitor, 
how the m ethod m ay be applied. Afterwards the fields o f  three-electrode 
arrangem ents are determ ined which are used in the P enn ing’s vacuum  gauge, 
resp. w hich are differing from it in the placing o f the anode and the cathode. 
These results are com pared w ith  the distributions m easured b y  an electrolytic  
tank. F in a lly  the p otentia l fie ld  o f  an electrode arrangem ent im portant in  
electron optics (the tw o-cylinder lens o f  fin ite  slit w idth) is determ ined in 
the form  o f  a series.

It m ay be finally  m entioned that the m athem atical method applied  
here has recently been w idely  used for num erous problem s [2]. Thus for 
instance also for the solution  o f the fundam ental electrostatic problem in the  
case o f  sim pler electrode arrangem ent [3].

II. General part. Survey o f the m ethod.

The fundam ental problem  o f electrostatics is the determ ination o f the  
solution  o f the Poisson equation ,

АФ =  — 4л  p, (1)

i. e. determ ination  o f the p oten tia l distribution Ф for g iven  boundary co n d i
tions, i f  the space charge d en sity  q, respectively  in other cases the surface 
charge d en sity  a, the line densities у  or the dipole m om enta o f the surface 
double layers are know n. In principle Ф can be determ ined from  equation (1) 
when th e  above quantities are known, practically , how ever, it  depends on  
the charge distribution and the boundary conditions w hether the solution  
can be g iven . In the present paper the m ethod is described for the case o f  all 
those p oten tia l d istributions for which the charge distribution  can be w ritten  
down b y  the Dirac d-function. (H ence for instance for an y  point charge 
distribution , for a surface and line charge distribution, provided they have  
suitable sym m etry, etc.) In  the follow ing after the description o f the general 
m ethod we shall apply it  to som e actual instances.

The charge density  o f  a single point charge occuring in the Poisson  
equation can be taken in the follow ing form

Q =  Q o ö (x  —  X0)  , ( 2 )
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where p0 is the charge at the point r0. H ence equation (1) takes th e  following  
form

ЛФ =  — 4ng0ó ( r  —  r 0 )  , (la )

The boundary conditions are th at the potential shall on a closed  or open 
surface take up a value determ ined in advance.

The solutions Ф,- o f  the eigenvalue equation

А Ф =  ЕФ (2)

b y  which the above boundary conditions are satisfied , belong to  th e  eigen
values Ej. The Laplace operator is herm itian , and its  eigenfunctions Ф, form 
an orthonorm al com plete set o f  functions. As is well known the Dirac 
d-function can be expanded in a com plete set o f orthonorm alized functions, 
hence

^ ( г - Г 0) = ^ Ф Г ( г 0)Ф,-(т). (4)
i

The functions Ф,- satisfy  the sam e boundary conditions as the p oten tia l Ф 
which is to be determ ined, the la tter  can be expanded in the Фрв

Ф (Г) =  ^  с, Ф, (r) . (5)

Substituting (5) and (4) into (la ) ow ing to  the linearity o f  the Laplace operator

У  Ci АФ{ =  -  4тго0 у  Ф* (г0) ф, (г) .

U sing equation (3) from  the com parison o f the coefficients

c, =  — 4тгр0 ф * (ï„)

E t

(lb )

( 6)

is obtained. Thus the potentia l is

Ф (r) =  — 4тгр0 у  Ф* (г'о) ф, (Г)
/ Е,

(More generally see for instance [2].)
The m ethod can be generalized w ithout difficulties for the case o f  many 

paint charges. Sim ilarly all problem s can be dealt w ith  for which th e  charge

2 *
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d en sity  can be w ritten  as the superposition o f  term s o f the form  (2). In this 
case th e  determ ination  o f the p o ten tia l can be reduced to the search o f solu
tions o f  (3) satisfy in g  suitable boundary conditions.

III. Special problems

In  the fo llow ing some axia l sym m etrical problem s w ill be dealt w ith , 
on th e  one hand because o f their physical im portance (calculation o f  electron- 
optica l cylinder len ses etc.) on th e  other because also from other sides the 
n ecessity  o f the so lu tion  of sim ilar problems em erged. As a m atter o f course 
the m ethod is also suitable for electrode arrangem ents having other adequate 
sym m etries.

For axially  sym m etrical arrangem ents equation  (3) can be w ritten in  
the follow ing form

Э2 Ф 1

8 r2 ‘ r
8 Ф
8 г

Э2 Ф

Э22
ЕФ , (За)

г and z are the w ell-know n cylinder coordinates. In  the follow ing the solution  
o f  som e special problem  is searched.

1. As a first application such  an electrode arrangem ent is dealt w ith  
for w hich calculations can easily  be carried ou t also otherw ise. An in fin itely  
long m etal cylinder o f  radius jRx th e  axis o f  w hich  coincides w ith  the z axis 
o f th e  system  o f coordinates is fir st considered. The surface charge density  
on th e  cylinder be <T0. I t  is surrounded by an earthed  m etal cylinder o f radius 
R  (cylinder capacitor). In the case o f  this arrangem ent the charge density is

o — o0 à (r R x) .

The potentia l depends owing to  th e  sym m etry properties on ly  on r, and as 
is know n

jR
Ф =  4jt(T0 log , if  R i <,  r < 2  R  ,

Ф =  4 л п 0 log  , if  0  <; r <, I?! .
K i

(? )

Considering th at th e  potentia l does not depend on z, the norm alized solution  
o f  equation (3a) w hich vanishes at r =  R  is

П  j  * L r |
RJ'0(kt) J o \ R r )ф 1 ( r )  =
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for the eigenvalues i

where J 0 is the Bessel function o f first kind o f order zero and the kj-s are 
the roots o f  this B essel function. The dash m eans derivation in to  the argum ent. 
The p oten tia l can be produced according to  the m ethod given  in the general 
part in  the form

Ф  =  Ы а 0 2
i

J o
Ik,

R7 * 1  Л

k U o 2 (k ,)
(8 )

As can be easily  seen by integration (8) is the expansion of (7) in  a series o f  B essel 
functions o f  different argum ent and order zero.

The fact that the series is convergent can be easily rendered p lausib le. 
According to the well-known asym ptotical formula [4] referring to the B essel 
functions o f p th  order

Jp  (*) ^  and <p =  x - ( p  -  0-5) ~  , (x)
у 1/2 тех 1

if  X —>■ oo. Thus

Jo[^Ri\Jo R
R

tI / R1 r k j
-)- sin

к
R

f ( * l  +  r)

On the other hand it  can be dem onstrated also by (x) th a t for su ffic ien tly  
great i

J H k i ) k i
2
71

Thus the series is

Ф(г)
4R cr0 Jt

I r

COS r) -)- sin ~ ( Rx + r)R R

Substituting the h ighest possible va lue o f  cos resp. sin, i. e. 1, and considering  
the asym ptotical behaviour o f the roots o f  the Bessel functions
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i f  i —y OO ,

it  can be seen  th at the series can be m ajorized by the absolutely convergent 

series ^  —  (a >  1), which is a sufficient condition for convergence [5].
i 1

2. L et us calculate as another special problem th e potentia l fie ld  o f  
th e  follow ing electrode arrangem ent : In a closed earthed cylinder o f radius 
R  and height l are placed in planes parallel w ith  the base circle-shaped electrodes 
o f radius _RX provided with a charge density y  as illustrated in  Figure 1 [electrode 
arrangem ent o f  the P enning’s vacuum  gauge]. R otating the Figure around 
th e  z axis th e  electrode arrangem ent above described is obtained. In the  
case a)  tw o rings o f  radius R x placed in h eigh ts and l— z1 have been applied  
w ith  the charge density yA =  y B. Case b)  —  where in the middle plane o f  the  
cylinder one ring is present w ith  a charge density  yA —  is, as can be seen, 
a special case o f  a j .  Case c)  is  a com bination o f cases a)  and b) where a ring  
having a charge density y c is placed in the m iddle plane w hile in the planes in  
heights Zj and l— zx there are rings bearing charge densities yA — yB.

Fig. 1. Schem e o f  the electrode arrangement o f  the Penning ty p e  vacuum  gauge

It can be im m ediately seen  that in all th e  three cases the charge densities  
occuring in the Poisson equation can be expressed by one, two resp. three  
<5-functions and th e  charge d en sity  y. The part depending on r o f the solution  
o f  equation (3a) satisfying the boundary conditions w ill be also now the

T l  k i ]sy stem  o f B essel functions o f  order zero, J 0 —  r , whereas the part depending

on  z is produced b y  the set o f  function sin
71n z . 
I

T aking into consideration the sym m etry o f  the arrangem ent the follow ing  
expressions are obtained for the potential distribution :
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. )  0 =  v
Ú  U P J № , )

sin
71 71 ] _ к , _ fc,

П Zi
l

sin
" 7  iJ °

—î-jR, л ----r

k l
R2 12

b) Ф =  2

с) Ф =  £

16 Я У  А
71 . í 71 т Í к; _

Jo
к:

sin п sin \ п  —  Z ./n Ri —  Г
2 1 1 1 R ß

IR2 Jo2 (bi) Щ i 2-  4- nz
Л2

R l2

Л \ т b, „ bi \sin 71 z \ j 0 Jo l-r\
16 ^Уа 1 ) R ? '  sin Л

i R 2J'o2 (b') ki 1 2 ^  —-  +  гс4* — Уа 2
R 2 l2

+  2 sin
Л

п ---  Хл
I

(9)

(п is odd in all three cases).
It should be m entioned, although this is not essential for the m ethod, 

but is o f  considerable im portance from the poin t of v iew  o f  the num erical 
calculations, th at in the double sum  the sum m ation over n can be easily carried  
out. The formulae (9) can be thus brought to the following form  :

J o
а) Ф =

£  v °у ,

R  ^  М Л * / )  c h

fc' r
R

b) Ф
J 0 k^ R 1 

Ч д  V  R
Jo

k,l
2R

R

sh I ~  z  I ch

R k,J ?{k , )  ch 

к

с) Ф = * Ш А  у  
R  —'

л Rl R i

к i I

2 R

k,

Ус
Уа

Ус
1Уа

sh
R

2 sh

fc, I 

2 R

t i
R

sh

sh

sh

X

ch

A  i 
-  «1 

Ä )
ch

, i f  «1> г > 0 ,

R

Z ----------I ,  Í f / - Z , > Z > Z , ,
2

if  - >  z,
2

fc;

jR
Г (* -  *) i f  - < * .

k i
R

sh —  (Í — z) +  2 sh -  Zj) ch
lz — —

Я v [ f i  J К 2

if  zx> z >  0, 

l
, i f  l - Z j > z > -----

(9a)
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Fig. 2. R e la tiv e  potential d istribution  obta ined  w ith  the m eth od  in  case o f the electrode  
arrangem ent o f  Figure la. A long the r axis m easurem ents are g iv en  in  R  units, w hereas along 
the a axis in  l /2 units. The equipotential lin es correspond (startin g  from the cylinder 
w ith the va lu e  0%  towards th e  thread corresponding to 100% ) to  the follow ing relative  
potentia l va lues : 2 ,5 % ; 5 % ; 7 .5 % ; 8 .75% ; 9 .3 7 % ; 9 .66% ; 1 0 % ; 11.25% ; 11 .40% ;

1 2 .5 % ; 13.75% ; 1 5 % ; 17.5% ; 2 0 % ; 25% ; 3 0 % ; 4 0 % ; 60%

Fig. 3. The re la tiv e  potentia l d istr ibu tion  m easured in  the electrolytic  tank  in the case o f  th e  
electrode arrangem ent o f Figure la .  D enotations as in  Figure 2. The rela tive  potential va lues  
a r e : 2 .5 % ; 5 % ; 7 .5 % ; 8 .7 5 % ; 9 .37% ; 9 .6 8 % ; 9 .84% ; 1 0 % ; 11.25% ; 1 2 .0 5 % ;

1 3 .7 5 % ; 15% ; 1 7 .5 0 % ; 2 0 % ; 2 5 % ; 30% ; 4 0 % ; 60%

The problem  o f  the convergence o f the series can be d ea lt w ith also here in 
a w ay analogous to  the case 1 by tak ing into account the asym ptotical 
expressions for the functions shx and chx.

The p oten tia l distributions obtained for the case o f  electrode arran
gem ents dealt w ith  here w ere compared w ith  the corresponding p o ten tia l 
distributions m easured in an electrolytic tan k .*  M easurem ents were carried

* We are indebted to Mr. E. Koltay pre “candidate” fellow for carrying out the 
measurements.
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Fig. 4. The dependence o f  the relative va lue o f  the potentia l on z in  case o f r =  0. The full 
drawn line corresponds to  the potential va lu es obtained experim entally  and th e  dotted to

that obtained b y  the m ethod

Fig. 5 . The dependence o f  the relative va lue  of the p o ten tia l on z, in  ease o f  r
D enotations as in Figure 4

0.22.

out in the so-called tank with tilted  bottom . B y  this m odelling procedure 
the rotational sym m etry o f the electrode system  is used  for a sim pler realization  
o f the problem . Its  drawback is, how ever, that due to  the capillar phenom ena 
appearing in the tank  the accuracy o f the m ethod strongly decreases near 
the sym m etry axis [6]. The p o ten tia l distributions obtained b y  calculation  
and m easurem ent are presented for case a) in F igures 2 and 3. Disregarding  
the surroundings o f  the z axis, agreem ent o f th e  calculated and measured 
potentia l distributions within the lim it o f errors is found. T he explanation  
of the differences observable near the axis m ay be found in w h a t has been  
said above about the m easuring accuracy. In F igures 4 resp. 5 so as to  illustrate

the agreem ent found the dependence of the relative potential value
Vn

100

on the z coordinate has been p lo tted  for th e  values r =  0 resp. r =  0.22  
( K  is the potentia l o f  the circle). A long the r axis o f the F igures values are 
given in units R  along the z axis in  units //2, corresponding to th e  denotations  
o f Figure 1. The experim ental curve shown by th e  full line ten d s w hen further 
aw ay from  the axis towards the theoretical curve shown by th e  dotted  line. 
For sm all values o f  z the agreem ent is good also for small v a lu es  o f r.

3. N ow  we determ ine th e  potentia l fie ld  o f the electronoptical tw o- 
cylinder lens so im portant in  practical physics. The electrode arrangem ent
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is the following: Two cylindrical electrodes o f  radius and length  z0 —
d

are placed along the z axis at a distance d from  each other as illustrated  
in Figure 6. T hey are surrounded b y  an earthed m etal cylinder o f  radius R. 
The cylinders are charged so th a t their surface charge densities are a1 resp.

Fig. 6. The schem e o f  an electrode arrangem ent o f  th e  type o f an electronoptical
tw o-cylinder lens

<r2. The solution o f  equation (3a) satisfy ing the boundary conditions is now  
the com plete set o f  functions

Ф‘° RJú(ki) bo  J° R

Ф1п= V2 ф,о (r) sin \ n f — z

ФСт =  1 '2  Ф , 0 (r) CO S

2 Z„

Л

2 z„

( 10)

H ereby the sum o f th e  potentials o f  rings o f surface charge densities cq and
cr2 becom es

<p =  У

16

4 л

z o k U 'o 2(k ,)
{ai +  Gz)

d
*0 J o l ^ t Jo k ‘ r\

1 2 1 R R

Jo R Jo

R 2

R
71 \ 2

2 zn I

cos
71

n ---- z
2 z 0

ол sin n
71

2 zn

71 d . I 71 71 d
sin n ---- *o H — sin n —— z °1 cos n ---- *0 г- — 1

2 z 0 2 l 2 z0 2 z0 2 /
+

(T2 ( —  1 ) ”  —  C O S П
71

2 zn z o +
2 ( И )
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The sum m ation over n can be carried out. We consider the effect o f  the whole 
cylinder surface by integrating over the correspondig values o f the 2  coordinate 
and we obtain the formula

Ф
, SjiR zq Ф,0 (г)Ф,о (Rj)

N
* Г  к

2z0

sh 2k,Z°
R

ai Ich —  (2z0 — 12 — zl j) dzx 
R

+  <j 2 I c h  ' ( 2 г о — !s  —  z i  ) d z 'i 
R

'  О “ Ь  £>

(11a)

, i f  o <  ] 2 ±  zx I <  4г0

or in integrated form

Ф = 8 л R 2z0 V
^  fc fs h  ~ k ‘- °  

R

(k.2 sh
R  2 2°

sh ' (2 20 — 2 ) — sh — 
R R

* +

2

sh

+  а г

k±

R

sh
R

d I
■ + ' - 1 Г

, if  0 <  2 <  20

s h * '
R

320 —  2 -  sh *' (220 -  2) 
К

*/
R

— sh Nя  1

if  20 -  <C 2 <[ ?0
Z

d
2

sh
R

’d k, ,
3 r 0 - — 2  — -  sh '  2

2 R
A- \ к

2 sh 2 2 n -  sh
jR j R

fc ■
— sh - 2 ' f  zo +  “

R

( l i b )

+

Ü2n 2-j-------—

The potentia l o f  an in fin ite ly  long cylinder capacitor d ealt with in 1. is 
evid en tly  contained in ( l ib )  when 20 —у o o . A s can easily be seen

l i m  Ф ( г , г ) г = 0 = 8 ^ 22 0 V  Ф - о ( г )  Ф , о ( « х )  ^  i f  * 1 - ^ 0 ,
2 o -“  T  k j  ffo
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resp.

lim  Ф(г, z)j_2zo =  8л:R2z0 _>' a
fe?

2’ if  * Ф  0 -

From  the form ula ( l ib )  the p o ten tia l distribution  o f the tw o-cylinder  
lens used in  electron optics is obtained for the case R  >  Rv

The result thus obtained  is o f in terest as — in contrast to any other m ethod  
applied to  the calculation  of the fie ld  o f the electronoptical tw o-cylinder  
lens —  no stipulation  w as made during the calculation concerning the width  
d  o f the slit. Other m ethods used for th e  solution o f  the problem fail i f  the 
width o f th e  slit is o f the order o f m agnitude of the tube diam eter.

For the first tw o cases m entioned as exam ples in III the form ula is 
exact, w hereas in the case o f  the electronoptical tw o-cylinder lens it  has to  
be considered as approxim ative, since for the calculation we started from  the  
assum ption th at the charge distribution is uniform on the cylinder surfaces. 
The accuracy o f the approxim ation can be estim ated from  the equipotentia l 
surface running near the cylinder surface.

R E F E R E N C E S

1. W. R . S m y t h e , Static and D ynam ic E lec tr ic ity , McGraw H ill Book Com pany, Inc.
N ew  Y ork , 1939.

2 .  Д. Иваненко и  А. Соколов, К л а с с и ч е с к а я  Т е о р и я  П о л я  ;  Г о с у д а р с т в е н н о е  и з д а т е л ь 
с т в о  т е х н и к о - т е о р е т и ч е с к о й  л и т е р а т у р ы ,  М о с к в а ,  1 9 5 1 .

3. Рн. М. M o r s e  and Н . F e s h b a c h , M ethods o f  Theoretical P hysics, McGraw H ill Book
C om pany, Inc. L ondon, 1953.

4. See for in stan ce  E. J a h n k e - F .  E m d e , Tables o f  Functions, page 203, Teubner Ylg. L eipzig ,
1933.

5. See for in stan ce  E. M a d e l u n g , Die m athem atischen H ilfsm ittel des Physikers, page 56,
Springer, Berlin, 1950.

6. У. E. C o s s l e t t , In troduction  to E lectron O ptics, Section II . § 4 ; Clarendon Press,
Oxford, 1946.

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Э Л Е К Т Р О С Т А Т И Ч Е С К И Х  П О Т Е Н Ц И А Л О В  С  П О М О Щ Ь Ю  Р Я Д О В
Р . Г А Ш П А Р , Б .  К О Л Т А И -Д Я Р М А Т И  и  И . Т А М А Ш И -Л Е Н Т Е И

Р е з ю м е

М ы  р е ф о р м у л и р о в а л и  м е т о д  р я д о в  д л я  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  П у а с с о н а ,  п о л ь з у я с ь  
р е ш е н и я м и  з а д а ч  п о  с о б с т в е н н ы м  з н а ч е н и я м ,  ч а с т о  в с т р е ч а ю щ и х с я  в  р а з н ы х  о б л а с т я х  
т е о р е т и ч е с к о й  ф и з и к и .  Е с л и  р а с п р е д е л е н и е  з а р я д а  с о о т в е т с т в у е т  < 5 - ф у н к ц и и  Д и р а к а ,  т о  
р е ш е н и е  п о л у ч а е т с я  в  ф о р м е  о д н о г о ,  д о в о л ь н о  х о р о ш о  с х о д я щ е г о с я  р я д а .  В  п р о с т ы х  с л у 
ч а я х  н а ш и  р е ш е н и я  а н а л и т и ч е с к и  т р а н с ф о р м и р у е м ы  в  х о р о ш о  и з в е с т н ы е  р е ш е н и я  ( н а п р .  
в  с л у ч а е  Ш / 1 ) .  В  д р у г и х  с л у ч а я х  ( Ш / 2 )  в ы ч и с л е н н о е  р а с п р е д е л е н и е  п о т е н ц и а л а  с о в п а 
д а е т  с  п о л у ч е н н ы м  и з  и з м е р е н и й  в  э л е к т р о л и т и ч е с к о м  в а н н е .  В  с л у ч а е  э л е к т р о н о п т и ч е -  
с к о й  ц и л и н д р и ч е с к о й  л и н з ы ,  ( Ш / З )  н а ш  м е т о д  д а е т  р а с п р е д е л е н и е  п о т е н ц и а л а  д л я  к а к о й -  
л и б о  ш и р и н ы  щ е л и  и  с о о т в е т с т в у ю щ у ю  ф о р м у  э л е к т р о д о в .



EINIGE ZWEIZENTRENINTEGRALE ZU RECHNUNGEN 
AUF GRUND DER METHODE 

DER KORRELATIONSMÄSSIGEN MOLEKÜLRAHN

Von

F .  B e r e n c z

IN ST ITU T F Ü R  TH EO R ET ISC H E P H Y S IK  D E R  U N IV ER SITÄ T, SZEGED 

(Vorgelegt von  A. K ónya. —  Eingegangen 8. IV . 1958)

D ie num erischen W erte der Integrale

Ufc/m =  j  V? (v a +  V3 +  V>i +  Vs) 2 4 4  V 1  v 2  r l 2  d r i 

J lk im  —  J Vi (va +  V3  +  V4  +  V5) (va A V3  V4  A Vs) <“{ 4  4  4Г 'гг d r > 

wo ¥’x =  ex p  [ — a  (/íj - f  /г2) ] , v»2 =  e x p  [ß  (»>j +  r2] , T3  =  ex p  [ß  (г-j —  r2] ,

V4 =  ex p  [ — ß  (vj +  r2) ] ,  y 5 =  e x p  [ — ß  (vj —  v2)]  

und wo i, fc, Í, m, n — 0, 1, 2 sein kann, w urden in  Tafeln zusam m engestellt.

In einer früheren Arbeit [1] wurde die D issoziationsenergie des H 2- 
Moleküls m it einer solchen N äherungsfunktion berechnet, welche den folgen
den K orrelationsfaktor enthält :

W =  Nxpx (v2 +  Vs +  V4 +  Vs) C1 +  P  Ga)’
W O

Vi =  exP [— a { p x +A*a)]»
Va =  exp [/3 (r i +  r2)],

Vs =  exP [0 К  — »'г)] »
V4 =  exp [ - ß ( v x +  vz)],

Vs =  exP [ -  ß (vi — b l 

u n te r  den Integralen in dem Energieausdruck, der zum  Minimum gem acht 
werden soll, sind diejenigen in  der Literatur noch n icht vorgekom m en, in 
w elchen der Integrand die gegenseitige Entfernung r 12 der beiden Elektronen  
in  einer gewissen Potenz en thält. D iese Zweizentrenintegrale können  in die 
folgenden zwei Gruppen eingeteilt werden :

I?kim =  J VÎ (Va +  Vs +  V4 +  Vs)2 4  /4 4  4" »12 dr,

Jikim =  J VÏ (Va +  Vs +  Vi A  Vs) (Va ±  Vs -  V4 T  Vs) 4  /4  4  4? ria

wo i, к, l, m, n =  0, 1, 2 sein kann.
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B ei der Berechnung der Integrale w ird die M ethode von  K o t a n i  und  
seinen M itarbeitern [2] b en u tzt, die schon bei S u g i u r a  [3] zu finden ist. D er  
Integrand wird in  elliptischen K oordinaten hergeleitet und die gegenseitige  
Entfernung der beiden E lektronen durch den K osinussatz

r 2 _
12  —

R 2
4

[p\ +  +  v! +  v\ — 2 [i„ i>1 v:i — 2 —

— 2 V(Pi — !) (f4 — !)  (! — vi) ( !  — VD cos (9 — 9?2)],

sow ie durch die N eum annsche R eihenentw icklung [4]

~  ^  D" &  0“+) p * (/*-) p r (?т) p i Ы cos (ч>1 — <Pi)
r12 -fk r = 0 f = 0

berücksichtigt, wo

Dl0 =  2 r +  1 und D r (— I)” 2 (2 г +  1)
( t  —  v) ! 2 

. (r +  v)!
F Í> 1 .

/1 + und /<_ bezeichnen den grösseren, bzw. den kleineren W ert von ц 1 und  
fi2. PI und Ql bedeuten Legendresche P olynom e erster und zweiter A rt. 
D ie unendliche N eum annsche R eihenentw icklung m acht b ei der B erech
nung der Integrale keine besondere Schw ierigkeit, weil die Integranden  
die cpi entweder n icht enthalten  oder nur im  Ausdruck sin çr,- und cos ç>;. In 
diesem  Falle kann in der zw eiten  Summe nur v =  0 oder v =  1 sein. Mit dem  
oben angegebenen Ausdruck für r" 2 bekom m t m an ein P o lyn om  von sechs 
Integrationsvariabein  (/tx, v2, <p2 ; ju.2, v2, <f2), und die Integration  wird in
gew öhnlicher W eise sukzessive durchführbar.

B ei der Durchführung der Integrationen werden die folgenden grund
legenden Integrale verw endet :

B n(ß) = e - ß f  v n d p  5

G vT( l , ß )  =  f P'tQ',) e ßn v li (1 — v])2 dv,
- 1

W l ( i , k , a ) — j' f Q l (/G) P l  ( ß - )  e~ a(-^+^) /л[ ц \  (/л\ — i f  (fi2 — i f  d / i x dfi2 .

D ie num erischen W erte der obigen Grundintegrale wurden v o n  K o t a n i ,  

A m e m i y a  und S i m o s e  in Tafeln zusam m engestellt.
D ie analytischen  Ausdrücke der Integrale sind in der A rbeit [1 ] zu 

fin d en  ; hier folgen die num erischen W erte in T afeln zusam m engestellt.



8 f l
Ял2 -* 0002

a
ß 0,5

—
0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0,5 2,39304057 0,30823904 0,05511129 0,01168467 0,00276572 0,00070447 0,00019303 0,00005288 0,00001959

0,75 3,18422573 0,41059112 0,07333562 0,01559278 0,00369351 0,00094141 0,00025848 0,00007074 0,00002680

1,00 4,70366564 0,60730466 0,10859710 0,02311376 0,00547995 0,00139786 0,00038483 0,00010518 0,00004100

1,25 7,63934825 0,98771031 0,17684263 0,03768065 0,00894225 0,00228300 0,00063013 0,00017203 0,00006931

1,5 13,4842656 1,74581554 0,31297209 0,06676078 0,01585908 0,00405245 0,00112229 0,00030500 0,00012758

1,75 25,5446579 3,31159367 0,59439882 0,12693079 0,03018177 0,00771899 0,00214249 0,00058338 0,00025182

2,00 51,2943948 6,65778013 1,19640815 0,25575495 0,05775968 0,01558099 0,00433588 0,00117930 0,00052543

2,25 108,307647 14,0248981 2,52309262 0,53990286 0,16038371 0,03294927 0,00919078 0,00249754 0,00114458

2,5 235,656654 30,6518001 5,52014883 1,18237508 0,28192066 0,07228192 0,02020503 0,00548699 0,00332177

8 Tl
Дл2 J 0022

ß
0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0,5 0,84999163 0,11684993 0,01972636 0,00420741 0,00099934 0,00025532 0,00007074 0,00001926 0,00000811

0,75 1,21434464 0,15733844 0,02822344 0,00602348 0,00143148 0,00036591 0,00010154 0,00002763 0,00001204
1,00 1,95682990 0,25376982 0,04556054 0,00973103 0,00231417 0,00059190 0,00016455 0,00004474 0,00001991

1,25 3,48982078 0,45301130 0,08140844 0,01740239 0,00414169 0,00106007 0,00029529 0,00008022 0,00003652

1,5 6,75295881 0,87744174 0,15783592 0,03377018 0,00804370 0,00206032 0,00057504 0,00015612 0,00007263

1,75 13,9207990 1,81047475 0,32599373 0,06981220 0,01664243 0,00426610 0,00119289 0,00032371 0,00015362

2,00 30,10118303 3,91829523 0,70621735 0,15137521 0,03611661 0,00926537 0,00259527 0,00070406 0,00034004
2,25 67,4431405 9,84509920 1,58517176 0,34008226 0,08120880 0,02084988 0,00584943 0,00158665 0,00077809
2,5 155,141590 20,2282808 3,65280583 0,78437090 0,18745900 0,04816732 0,01353309 0,00367087 0,00182396
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JL Г1
0 2 0 0

et
ß 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 4 6 , 3 9 7 1 9 1 7 3 , 4 9 4 6 0 8 9 5 0 , 4 5 3 1 1 1 5 6 0 , 0 7 7 9 2 7 2 8 0 , 0 1 5 8 8 1 6 5 0 , 0 0 2 8 7 8 5 0 0 , 0 0 0 8 7 2 4 7 0 , 0 0 0 2 3 2 8 7 0 ,0 0 0 0 6 3 5 1

0 ,7 5 5 7 , 4 8 4 5 8 0 4 4 , 3 3 5 7 7 3 8 6 0 , 5 6 2 9 9 8 5 8 0 , 0 9 6 9 6 2 6 4 0 , 0 1 9 7 8 7 1 6 0 , 0 0 3 5 2 9 9 7 0 , 0 0 1 0 9 0 7 8 0 , 0 0 0 2 9 1 1 1 0 , 0 0 0 0 7 9 4 3

1 ,0 0 7 7 , 8 4 0 2 0 4 1 5 , 8 8 1 3 6 0 0 1 0 , 7 6 5 0 8 5 0 1 0 , 1 3 1 9 9 8 7 6 0 , 0 2 6 9 8 1 1 5 0 , 0 0 4 7 1 1 9 2 0 , 0 0 1 4 9 3 7 7 0 , 0 0 0 3 9 8 5 9 0 , 0 0 0 1 0 8 7 5

1 , 2 5 1 1 5 , 1 6 8 8 5 3 8 , 7 1 8 3 8 4 4 5 1 , 1 3 6 4 0 5 7 3 0 , 1 9 6 4 3 8 6 6 0 , 0 4 0 2 2 4 6 5 0 , 0 0 6 8 4 6 5 9 0 , 0 0 2 2 3 7 5 4 0 , 0 0 0 5 9 6 9 0 0 , 0 0 0 1 6 2 6 9

1 ,5 1 8 5 , 5 2 9 1 6 8 1 4 , 0 7 1 2 9 8 2 1 , 8 3 8 8 7 9 8 6 0 , 3 1 8 2 8 3 9 8 0 , 0 6 7 3 9 0 7 7 0 , 0 1 1 3 7 9 1 5 0 , 0 0 3 6 4 9 1 3 0 , 0 0 0 9 7 3 1 4 0 , 0 0 0 2 6 4 6 8

1 ,7 5 3 2 3 , 1 5 4 2 2 6 2 4 , 5 5 2 1 0 1 5 3 , 2 1 2 5 2 8 5 5 0 , 5 5 7 3 6 5 4 5 0 , 1 1 4 5 2 2 0 5 0 , 0 1 8 4 0 6 2 8 0 , 0 0 6 4 2 9 4 0 0 , 0 0 1 7 1 3 9 4 0 , 0 0 0 4 6 4 7 1

2 ,0 0 6 0 2 , 7 9 8 3 3 6 4 5 , 8 6 8 8 0 9 1 6 , 0 1 1 5 5 7 1 9 1 , 0 4 4 6 4 3 4 1 0 , 2 3 2 9 0 8 8 1 0 , 0 3 0 1 5 8 4 8 0 , 0 1 2 1 1 6 9 1 0 , 0 0 3 2 2 8 9 5 0 , 0 0 0 8 7 2 0 9

2 , 2 5 1 1 9 1 , 3 1 7 9 0 9 0 , 7 7 0 9 8 4 8 1 1 , 9 1 3 4 1 1 5 1 , 6 4 7 3 8 8 4 7 0 , 4 2 7 1 4 2 3 9 0 , 0 6 4 9 8 7 4 9 0 , 0 2 4 1 6 3 6 2 0 , 0 0 6 4 3 7 2 1 0 , 0 0 1 7 3 1 2 7

2 , 5 2 4 6 8 , 2 0 3 8 4 1 8 8 , 2 7 5 5 3 1 2 4 , 7 4 1 3 0 5 6 4 , 3 1 0 5 9 6 3 7 0 , 8 8 9 1 7 7 7 0 0 , 1 3 2 1 2 0 6 5 0 , 0 5 0 4 6 0 5 6 0 , 0 1 3 4 3 9 7 0 0 , 0 0 3 5 9 9 3 4

8 T'Rni1 0220
a

ß 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 , 5 1 6 , 6 0 5 1 6 9 9 1 , 3 1 8 3 5 6 4 3 0 , 1 6 4 4 9 1 7 0 0 , 0 2 8 4 8 6 5 8 0 , 0 0 5 8 4 3 4 2 0 , 0 0 0 9 7 9 7 7 0 , 0 0 0 3 1 9 7 6 0 , 0 0 0 0 8 6 5 1 0 , 0 0 0 0 2 3 8 2

0 ,7 5 2 2 , 0 7 6 3 6 4 6 1 , 7 6 2 4 3 7 3 6 0 , 2 1 9 0 7 3 7 4 0 , 0 3 7 9 7 1 8 7 0 , 0 0 7 7 9 5 3 6 0 , 0 0 1 2 8 8 1 7 0 , 0 0 0 4 3 4 4 1 0 , 0 0 0 1 1 5 5 5 0 , 0 0 0 0 3 1 7 9

1 ,0 0 3 2 , 5 7 7 7 1 9 0 2 , 6 1 9 7 5 0 1 0 0 , 3 2 3 9 6 5 8 1 0 , 0 5 6 2 1 1 3 6 0 , 0 1 1 5 5 0 9 7 0 , 0 0 1 8 7 3 0 8 0 , 0 0 0 6 4 5 2 7 0 , 0 0 0 1 7 1 4 8 0 , 0 0 0 0 4 7 1 1

1 , 2 5 5 2 , 8 5 3 6 6 7 3 4 , 2 8 6 5 8 2 9 6 0 , 5 2 6 7 8 1 2 0 0 , 0 9 1 5 0 4 4 9 0 , 0 1 8 8 2 3 0 2 0 ,0 0 2 9 8 6 4 1 0 , 0 0 1 0 5 4 8 2 0 , 0 0 0 2 7 9 8 6 0 , 0 0 0 0 7 6 7 0

1 ,5 9 3 , 1 9 2 9 3 8 2 7 , 6 2 7 9 3 6 0 4 0 , 9 3 0 9 1 1 0 8 0 , 1 6 1 8 8 6 1 5 0 , 0 3 3 3 3 5 9 6 0 , 0 0 5 1 6 7 6 0 0 , 0 0 1 8 7 2 2 8 0 , 0 0 0 4 9 6 3 5 0 , 0 0 0 1 3 5 6 5

1 ,7 5 1 7 6 , 3 6 2 8 8 3 1 2 , 8 8 1 9 3 8 0 1 , 7 6 5 4 6 0 4 0 0 , 3 0 7 3 4 9 7 7 0 , 0 6 3 3 5 4 9 8 0 , 0 0 9 5 9 6 5 4 0 , 0 0 3 5 6 7 6 7 0 , 0 0 0 9 4 4 6 3 0 , 0 0 0 2 5 7 2 6

2 ,0 0 3 5 3 , 7 8 8 9 4 9 2 5 , 7 4 9 0 3 9 9 3 , 5 4 8 6 4 0 8 5 0 , 6 1 8 4 2 5 5 1 0 , 1 2 7 6 0 3 3 4 0 , 0 1 8 9 1 1 2 4 0 , 0 0 7 2 0 3 8 1 0 , 0 0 1 9 0 5 2 0 0 , 0 0 0 5 1 7 3 0

2 , 2 5 7 4 3 , 7 3 0 9 3 3 5 3 , 9 4 7 5 4 3 0 7 , 4 8 8 6 5 1 5 6 1 , 3 0 3 7 5 2 5 9 0 , 2 6 9 2 6 4 2 2 0 , 0 3 9 1 2 6 4 6 0 , 0 1 5 2 3 7 6 6 0 , 0 0 4 0 2 5 9 4 0 , 0 0 1 0 8 9 6 7

2 ,5 1 6 2 2 , 2 6 1 5 5 1 2 3 , 9 9 6 9 5 7 1 6 , 3 3 0 7 7 0 5 2 , 8 5 1 4 5 1 0 1 0 , 5 8 9 4 4 4 3 4 0 , 0 8 4 1 8 5 6 3 0 , 0 3 3 4 3 2 5 7 0 , 0 0 8 8 2 6 1 8 0 , 0 0 2 3 8 2 0 2
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/4.

8 Tl
W 1  10027/ 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 2 , 8 1 9 9 4 8 4 8 0 , 5 6 9 7 8 4 6 6 0 , 0 8 9 1 6 3 4 7 0 , 0 1 7 3 8 0 7 5 0 , 0 0 3 8 7 2 0 6 0 , 0 0 0 9 4 2 9 4 0 , 0 0 0 2 4 6 0 1 0 , 0 0 0 0 6 6 4 4 0 , 0 0 0 0 1 8 7 6

0 ,7 5 3 , 7 5 1 8 9 1 3 4 0 ,7 5 8 5 6 4 0 1 0 , 1 1 8 8 1 8 7 5 0 , 0 2 3 1 8 1 6 4 0 , 0 0 5 1 6 8 3 9 0 , 0 0 1 2 5 9 5 0 0 , 0 0 0 3 2 8 7 1 0 , 0 0 0 0 8 8 8 4 0 , 0 0 0 0 2 5 1 0

1 ,0 0 5 , 5 4 0 0 4 0 3 4 1 , 1 2 1 2 3 8 8 9 0 , 1 7 5 8 1 1 2 6 0 , 0 3 4 3 4 0 8 7 0 , 0 0 7 6 6 3 5 7 0 , 0 0 1 8 6 9 1 3 0 ,0 0 0 4 8 8 0 1 0 , 0 0 0 1 3 2 0 1 0 , 0 0 0 0 3 7 3 2

1 , 2 5 8 , 9 9 0 9 5 2 6 9 1 , 8 2 2 2 4 7 2 4 0 , 2 8 6 1 1 9 3 4 0 , 0 5 5 9 4 4 3 9 0 , 0 1 2 4 9 7 3 4 0 , 0 0 3 0 5 0 8 4 0 , 0 0 0 7 9 6 9 0 0 , 0 0 0 2 1 5 7 6 0 , 0 0 0 0 6 1 0 5

1 ,5 1 5 , 8 5 2 8 5 8 2 3 , 2 1 8 5 4 8 4 3 0 , 5 0 5 9 9 4 8 1 0 , 0 9 9 0 4 9 6 4 0 , 0 2 2 1 4 9 3 4 0 , 0 0 5 4 1 2 0 5 0 , 0 0 1 4 1 4 2 9 0 , 0 0 0 3 8 3 2 7 0 , 0 0 0 1 0 8 5 4

1 ,7 5 2 9 , 9 9 3 0 5 4 5 6 , 1 0 0 8 9 1 9 5 0 , 9 6 0 2 9 9 5 9 0 , 1 8 8 1 9 0 4 8 0 , 0 4 2 1 2 5 2 8 0 , 0 1 0 3 0 2 3 9 0 , 0 0 2 6 9 3 4 7 0 , 0 0 0 7 3 0 5 8 0 , 0 0 0 2 0 7 0 8

2 ,0 0 6 0 , 1 4 5 6 5 4 3 1 2 , 2 5 7 3 1 5 7 1 , 9 3 1 5 6 4 7 9 0 , 3 7 8 9 3 3 9 8 0 , 0 8 4 9 0 4 5 7 0 , 0 2 0 7 8 3 0 8 0 , 0 0 5 4 3 6 0 9 0 , 0 0 1 4 7 5 7 7 0 , 0 0 0 4 1 8 6 8

2 , 2 5 1 2 6 , 3 9 7 5 5 7 2 5 , 8 0 4 2 4 3 0 4 , 0 7 0 7 7 7 5 7 0 , 7 9 9 4 1 7 5 7 0 , 1 7 9 2 8 6 8 0 0 , 0 4 3 9 2 3 9 3 0 , 0 1 1 4 9 4 5 3 0 , 0 0 3 1 2 3 1 5 0 , 0 0 0 8 8 6 8 1

2 , 5 2 7 5 , 6 5 3 7 1 5 5 6 , 3 6 2 0 8 4 2 8 , 9 0 0 6 2 2 7 2 1 , 7 4 9 6 0 5 3 1 0 , 3 9 2 7 4 3 4 8 0 , 0 9 6 3 0 0 3 5 0 , 0 2 5 2 1 4 1 0 0 , 0 0 6 8 5 6 5 4 0 , 0 0 1 9 4 8 5 6

8 TlRn2 *■ 1200
a

ß 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 1 0 1 , 1 5 9 6 2 8 6 , 2 5 2 8 8 5 4 2 0 , 7 2 1 0 3 4 9 4 0 , 1 1 4 6 6 5 9 3 0 , 0 2 2 0 9 3 7 0 0 , 0 0 4 8 2 6 7 8 0 , 0 0 1 1 5 1 1 1 0 , 0 0 0 2 9 2 7 0 0 , 0 0 0 0 7 8 1 4

0 ,7 5 1 2 5 , 2 9 4 2 3 2 7 , 7 5 4 6 2 8 3 9 0 , 8 9 5 4 3 7 0 5 0 , 1 4 2 5 9 5 9 8 0 , 0 2 7 5 1 0 9 4 0 , 0 0 6 0 1 7 6 1 0 , 0 0 1 4 4 0 9 2 0 , 0 0 0 3 6 5 7 0 0 , 0 0 0 0 9 7 7 2

1 ,0 0 1 6 9 , 5 8 5 8 3 5 1 0 , 5 1 2 8 3 3 4 1 , 2 1 6 0 3 8 8 2 0 , 1 9 3 9 8 2 9 7 0 , 0 3 6 1 0 4 3 7 0 , 0 0 8 2 1 1 8 8 0 , 0 0 1 9 6 3 3 4 0 , 0 0 0 5 0 0 3 9 0 , 0 0 0 1 3 3 8 7

1 ,2 5 2 5 0 , 7 6 7 4 5 3 1 5 , 5 7 9 1 8 5 4 1 , 8 0 4 8 3 4 2 9 0 , 2 8 8 4 5 0 7 4 0 , 0 5 5 8 4 0 3 1 0 , 0 1 2 2 5 2 9 0 0 , 0 0 2 9 3 3 9 2 0 , 0 0 0 7 4 8 8 0 0 , 0 0 0 2 0 0 5 8

1 ,5 4 0 3 , 6 9 8 9 6 0 2 5 , 1 1 5 8 0 8 3 2 , 9 1 6 3 8 2 3 0 0 , 4 7 0 6 5 6 3 1 0 , 0 9 0 5 6 2 0 8 0 , 0 1 9 9 0 4 4 1 0 , 0 0 4 7 7 3 2 1 0 , 0 0 1 2 1 9 8 9 0 , 0 0 0 3 2 7 1 8

1 ,7 5 7 0 2 , 6 5 2 1 3 9 4 3 , 7 8 9 2 4 6 8 5 , 0 9 3 9 1 9 0 4 0 , 8 1 7 1 0 0 6 5 0 , 1 5 8 7 2 4 7 1 0 , 0 3 4 9 3 9 0 9 0 , 0 0 8 3 9 0 3 4 0 , 0 0 2 1 4 7 0 5 0 ,0 0 0 5 7 6 5 1

2 ,0 0 1 3 0 9 , 7 4 8 6 8 8 1 , 7 4 7 7 6 2 8 9 , 5 2 5 0 6 3 5 4 1 , 5 3 0 3 2 0 3 4 0 , 2 9 7 7 1 4 0 7 0 , 0 6 5 6 2 4 0 6 0 , 0 1 4 7 0 5 9 8 0 , 0 0 4 0 4 2 3 7 0 , 0 0 1 0 8 6 5 6

2 , 2 5 2 5 8 6 , 6 8 5 8 7 1 6 1 , 6 6 3 7 5 8 1 8 , 8 6 3 6 3 8 6 3 , 0 3 4 9 2 5 0 2 0 , 5 9 1 2 0 3 3 5 0 , 1 3 0 4 7 5 4 6 0 , 0 3 1 4 0 6 9 6 0 , 0 0 8 0 5 4 3 4 0 , 0 0 2 1 6 6 9 7

2 ,5 5 3 5 5 , 8 6 8 9 8 3 3 5 , 1 2 0 8 7 8 3 9 , 1 5 2 1 9 7 6 6 , 3 0 6 8 5 1 8 7 1 , 2 3 0 0 0 5 2 8 0 , 2 7 1 7 4 9 5 0 0 , 0 6 5 4 7 8 6 1 0 , 0 1 6 8 0 7 4 9 0 , 0 0 4 5 2 5 7 9

E
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_8_ Г 1
Р л 2 -L 2200

a
p 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 2 8 4 , 6 6 9 2 7 3 1 3 , 3 2 3 7 6 6 9 1 , 3 0 1 7 7 4 4 0 0 , 1 8 5 5 4 6 3 1 0 , 0 3 3 0 9 0 9 5 0 , 0 0 6 8 2 7 5 1 0 , 0 0 1 5 5 8 4 2 0 , 0 0 0 3 8 2 8 1 0 , 0 0 0 0 9 9 3 9

0 , 7 5 3 5 2 , 4 7 1 7 2 9 1 6 , 5 1 5 6 2 2 0 1 , 6 1 5 6 8 1 4 7 0 , 2 3 0 5 9 0 1 0 0 , 0 4 1 1 7 6 8 4 0 , 0 0 8 5 0 6 1 7 0 , 0 0 1 9 4 3 8 0 0 , 0 0 0 4 7 7 9 9 0 , 0 0 0 1 2 4 2 2

1 ,0 0 4 7 6 , 8 6 0 3 3 2 2 2 , 3 7 5 7 5 1 1 2 , 1 9 2 4 8 4 2 0 0 , 3 1 3 4 2 6 9 3 0 , 0 5 6 0 5 8 8 3 0 , 0 1 1 5 9 8 0 1 0 , 0 0 2 6 5 4 0 8 0 , 0 0 0 6 5 3 5 0 0 , 0 0 0 1 7 0 0 4

1 ,2 5 7 0 4 , 7 5 5 7 4 0 3 3 , 1 2 1 8 8 5 9 3 , 2 5 1 2 5 1 9 0 0 , 4 6 5 6 3 0 3 0 0 , 0 8 3 4 2 8 4 4 0 , 0 1 7 2 8 9 1 8 0 , 0 0 3 9 6 2 5 6 0 , 0 0 0 9 7 7 0 7 0 , 0 0 0 2 5 4 5 7

1 ,5 1 1 3 3 , 8 6 8 0 1 5 3 , 3 7 5 8 0 3 5 5 , 2 4 8 8 9 9 7 3 0 , 7 5 3 1 0 6 9 5 0 , 1 3 5 1 7 5 3 3 0 , 0 2 8 0 5 9 3 7 0 , 0 0 6 4 4 0 8 8 0 , 0 0 1 5 9 0 4 1 0 , 0 0 0 4 1 4 9 0

1 ,7 5 1 9 7 2 , 5 2 2 8 0 9 2 , 9 8 9 4 9 7 1 9 , 1 6 0 0 6 3 3 6 1 , 3 1 6 5 5 6 6 4 0 , 2 3 6 7 0 1 9 8 0 , 0 4 9 2 1 0 3 9 0 , 0 1 1 3 1 2 1 9 0 , 0 0 2 7 9 6 9 3 0 , 0 0 0 7 3 0 5 3

2 ,0 0 3  6 7 4 , 0 9 5 4 6 1 7 3 , 4 6 7 5 4 3 1 7 , 1 1 4 5 7 8 4 2 , 4 6 3 6 9 3 2 8 0 , 4 4 3 6 0 7 6 7 0 , 0 9 2 3 5 5 1 0 0 , 0 2 1 2 5 7 4 2 0 ,0 0 5 2 6 2 1 1 0 , 0 0 1 3 7 5 9 0

2 , 2 5 7  2 5 2 , 0 4 0 5 2 3 4 2 , 8 2 1 9 3 9 3 3 , 8 6 9 8 2 7 3 4 , 8 8 2 3 8 9 5 7 0 , 8 8 0 2 7 5 9 1 0 , 1 8 3 4 9 2 2 3 0 , 0 4 2 2 8 2 8 3 0 ,0 1 0 4 7 7 8 1 0 , 0 0 2 7 4 2 3 2

2 , 5 1 5  0 0 8 , 1 2 8 2 7 1 0 , 2 4 1 1 8 2 7 0 , 2 5 4 0 0 1 1 1 0 , 1 3 9 4 8 2 5 1 , 8 3 0 2 4 0 0 5 0 , 3 8 1 9 2 9 2 6 0 , 0 8 8 0 9 9 2 6 0 , 0 2 1 8 5 1 8 9 0 , 0 0 5 7 2 4 2 1

1 т2 4/?2я2 -* 0002
et

P .........
0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 , 5 8 , 1 6 3 7 0 7 6 4 0 , 8 0 5 7 8 3 9 2 0 , 1 2 2 2 7 1 7 4 0 , 0 2 3 2 7 8 9 9 0 , 0 0 5 0 9 1 1 7 0 , 0 0 1 2 2 1 6 8 0 , 0 0 0 3 1 3 1 7 0 , 0 0 0 0 8 4 3 3 0 , 0 0 0 0 2 3 5 8

0 ,7 5 1 0 , 9 0 6 7 8 9 9 1 .0 8 0 0 1 0 5 9 0 , 1 6 4 3 6 7 6 2 0 , 0 3 1 3 7 5 2 8 0 , 0 0 6 8 7 7 5 5 0 , 0 0 1 6 5 3 6 5 0 , 0 0 0 4 2 4 6 5 0 , 0 0 0 1 1 4 5 2 0 , 0 0 0 0 3 2 0 7

1,00 1 6 ,1 9 8 8 4 5 1 1 ,6 1 0 5 2 1 6 1 0 , 2 4 6 0 0 6 2 5 0 , 0 4 7 1 1 0 4 0 0 , 0 1 0 3 5 5 7 8 0 , 0 0 2 4 9 6 0 7 0 , 0 0 0 6 4 2 3 5 0 , 0 0 0 1 7 3 5 6 0 , 0 0 0 0 4 8 6 9

1 , 2 5 2 6 , 4 7 8 9 0 3 7 2 , 6 4 4 3 7 8 0 1 0 , 4 0 5 5 5 7 4 7 0 , 0 7 7 9 3 8 1 9 0 , 0 1 7 1 8 4 5 9 0 , 0 0 4 1 5 2 9 8 0 , 0 0 1 0 7 1 2 1 0 , 0 0 0 2 9 0 0 2 0 , 0 0 0 0 8 1 5 0

1 ,5 4 7 , 0 6 4 4 7 9 5 4 , 7 2 1 6 5 6 4 7 0 , 7 2 7 0 9 3 6 3 0 , 1 4 0 2 2 3 0 3 0 , 0 3 1 0 1 1 7 1 0 , 0 0 7 5 1 4 1 9 0 , 0 0 1 9 4 2 5 9 0 , 0 0 0 5 2 6 9 8 0 , 0 0 0 1 4 8 3 5

1 ,7 5 8 9 , 7 8 1 3 9 4 2 9 , 0 4 6 4 9 3 9 6 1 ,3 9 8 4 7 0 8 1 0 ,2 7 0 5 9 8 2 1 0 , 0 6 0 0 1 5 6 8 0 , 0 1 4 5 7 7 3 5 0 , 0 0 3 7 7 6 4 9 0 , 0 0 1 0 2 6 3 4 0 , 0 0 0 2 8 9 4 0

2 ,0 0 1 8 1 , 4 6 1 2 8 0 1 8 , 3 5 7 2 5 4 9 2 , 8 4 7 7 4 8 1 1 0 , 5 5 2 6 7 7 9 3 0 , 1 2 2 8 8 9 9 0 0 , 0 2 9 9 1 3 8 3 0 , 0 0 7 7 6 4 1 1 0 , 0 0 2 1 1 3 4 6 0 , 0 0 0 5 9 6 7 7

2 , 2 5 3 8 4 , 0 5 0 3 9 3 3 8 , 9 8 9 0 4 1 7 6 , 0 6 6 9 7 9 5 ? 1 , 1 8 0 5 3 1 3 1 0 , 2 6 3 0 7 5 8 1 0 , 0 6 4 1 5 8 1 3 0 , 0 1 6 6 7 8 9 4 0 , 0 0 4 5 4 6 4 5 0 , 0 0 1 2 8 5 3 2

2 , 5 8 4 2 , 6 5 2 7 1 9 8 5 , 8 0 8 5 0 3 8 1 3 , 3 8 7 8 8 3 2 2 , 6 1 0 8 9 5 5 7 0 , 5 8 2 9 2 3 7 5 0 , 1 4 2 3 8 8 6 6 0 , 0 3 7 0 6 6 6 4 0 , 0 1 0 1 1 5 7 0 0 , 0 0 2 8 6 2 6 9

3
8

6
 

F
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4 f t 2л2 J- 0022

а
ß 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 2 , 9 8 4 6 4 5 4 0 0 , 3 0 0 0 6 0 1 2 0 , 0 4 6 2 9 3 0 9 0 , 0 0 8 9 4 2 2 1 0 , 0 0 1 9 8 0 3 9 0 , 0 0 0 4 8 0 4 2 0 , 0 0 0 1 2 4 3 3 0 , 0 0 0 0 3 3 7 6 0 ,0 0 0 0 0 9 5 1

0 ,7 5 4 , 2 8 0 0 4 2 1 5 0 , 4 3 1 3 3 1 5 3 0 , 0 6 6 6 8 7 6 5 0 , 0 1 2 9 0 5 3 3 0 , 0 0 2 8 6 2 5 5 0 , 0 0 0 6 9 5 3 5 0 , 0 0 0 1 8 0 1 6 0 , 0 0 0 0 4 8 9 6 0 , 0 0 0 0 1 3 8 1

1 ,0 0 6 , 9 2 7 7 9 9 3 1 0 , 7 0 0 1 5 6 3 0 0 , 1 0 8 5 2 1 8 2 0 , 0 2 1 0 4 6 0 6 0 , 0 0 4 6 7 6 7 7 0 , 0 0 1 1 3 7 8 2 0 , 0 0 0 2 9 5 1 9 0 , 0 0 0 0 8 0 3 2 0 , 0 0 0 0 2 2 6 7

1 ,2 5 1 2 , 4 1 2 4 9 3 8 1 , 2 5 8 '8 6 5 6 0 , 1 9 5 5 2 0 6 6 0 , 0 3 8 0 0 1 7 8 0 , 0 0 8 4 6 0 3 9 0 , 0 0 2 0 6 1 6 2 0 , 0 0 0 5 3 5 5 8 0 , 0 0 0 1 4 5 9 0 0 , 0 0 0 0 4 1 2 3

1 ,5 2 4 , 1 2 4 6 6 0 2 2 , 4 5 2 3 5 5 0 1 0 , 3 8 2 0 3 8 1 4 0 ,0 7 4 4 0 9 6 1 0 , 0 1 6 5 9 5 2 6 0 , 0 0 4 0 4 9 9 8 0 , 0 0 1 0 5 3 4 7 0 , 0 0 0 2 8 7 3 1 0 , 0 0 0 0 8 1 2 6

1 ,7 5 4 9 , 9 2 6 5 4 7 0 5 , 0 8 8 4 3 8 6 8 0 , 7 9 4 4 8 7 5 7 0 , 1 5 5 0 3 6 8 5 0 , 0 3 4 6 3 2 5 2 0 , 0 0 8 4 6 3 3 0 0 , 0 0 2 2 0 3 9 9 0 , 0 0 0 6 0 1 6 8 0 , 0 0 0 1 7 0 3 2

2 ,0 0 1 0 8 , 3 1 6 8 4 2 1 1 , 0 6 5 0 9 0 8 1 , 7 3 1 1 0 9 6 9 0 , 3 3 8 3 7 6 7 8 0 , 0 7 5 6 9 3 7 2 0 , 0 1 8 5 1 9 5 1 0 , 0 0 4 8 2 7 6 7 0 , 0 0 1 3 1 9 0 6 0 , 0 0 0 3 7 3 6 7

2 , 2 5 2 4 3 , 3 5 4 3 2 9 2 4 , 9 1 0 4 3 3 3 3 , 9 0 3 9 9 3 1 3 0 , 7 6 4 2 2 2 0 0 0 , 1 7 1 1 6 2 6 4 0 , 0 4 1 9 2 0 2 7 0 , 0 1 0 9 3 7 3 1 0 , 0 0 2 9 9 0 6 3 0 , 0 0 0 8 4 7 7 5

2 ,5 5 6 1 , 0 2 7 3 6 6 5 7 , 5 3 0 6 4 8 5 9 , 0 3 0 0 1 0 5 1 1 , 7 6 9 9 0 7 1 4 0 , 3 9 6 8 2 5 6 5 0 , 0 9 7 2 7 4 9 3 0 , 0 2 5 3 9 8 8 3 0 , 0 0 6 9 4 9 3 6 0 , 0 0 1 9 7 1 0 1

4ft2Л2* 0200
а

ß 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 2 1 4 , 0 0 8 0 8 9 1 1 , 3 4 0 5 8 3 8 1 , 1 7 2 1 9 7 9 6 0 , 1 7 2 0 2 5 2 4 0 , 0 3 1 1 9 2 3 3 0 . 0 0 6 5 0 1 0 6 0 , 0 0 1 4 9 3 5 9 0 ,0 0 0 3 6 8 5 1 0 , 0 0 0 0 9 5 9 7

0 ,7 5 2 6 5 , 6 2 1 5 4 7 1 4 , 1 1 9 5 8 7 5 1 , 4 6 4 4 9 9 0 2 0 , 2 1 5 6 7 2 4 0 0 , 0 3 9 2 3 7 7 8 0 , 0 0 8 2 0 3 5 5 0 , 0 0 1 8 9 0 1 9 0 , 0 0 0 4 6 7 6 0 0 , 0 0 0 1 2 2 0 7

1 ,0 0 3 6 0 , 6 4 9 7 3 3 1 9 , 2 4 9 2 2 1 9 2 , 0 0 5 5 2 3 7 1 0 , 2 9 6 6 7 5 6 0 0 , 0 5 4 2 0 6 1 3 0 , 0 1 1 3 7 8 1 2 0 , 0 0 2 6 3 1 2 1 0 , 0 0 0 6 5 3 0 8 0 , 0 0 0 1 7 1 0 1

1 ,2 5 5 3 5 , 5 4 7 9 3 5 2 8 , 7 1 9 2 7 9 2 3 , 0 0 7 6 1 3 1 2 0 , 4 4 7 1 8 7 4 1 0 , 0 8 2 1 0 0 5 2 0 , 0 1 7 3 0 9 8 1 0 , 0 0 4 0 1 9 0 8 0 , 0 0 1 0 0 1 1 9 0 , 0 0 0 2 6 3 0 3

1 ,5 8 6 6 , 6 0 1 2 2 3 4 6 , 7 0 4 6 8 1 5 4 , 9 1 7 5 4 0 4 9 0 , 7 3 5 0 3 7 2 4 0 , 1 3 5 6 1 5 5 3 0 , 0 2 8 7 2 1 7 8 0 , 0 0 6 6 9 5 9 0 0 , 0 0 1 6 7 4 1 1 0 , 0 0 0 4 4 1 2 6

1 ,7 5 1 5 1 7 , 0 4 5 7 8 8 2 , 1 6 2 2 1 2 8 8 , 6 9 6 3 8 8 6 0 1 , 3 0 6 5 0 8 1 6 0 , 2 4 2 1 9 1 4 2 0 , 0 5 1 5 1 2 2 5 0 , 0 1 2 0 5 4 8 7 0 , 0 0 3 0 2 4 2 0 0 ,0 0 0 7 9 9 5 1

2 ,0 0 2 8 4 4 , 6 0 9 5 ? 1 5 4 , 7 6 7 6 5 3 1 6 , 4 6 0 6 5 8 6 2 , 4 8 4 4 9 6 0 2 0 , 4 6 2 5 2 4 4 4 0 , 0 9 8 7 5 1 6 0 0 , 0 2 3 1 8 8 2 0 0 , 0 0 5 8 3 4 6 7 0 , 0 0 1 5 4 6 6 3

2 ,2 5 5 6 5 0 , 2 8 6 4 9 3 0 8 , 6 7 3 0 3 6 3 2 , 9 7 0 3 4 0 5 4 , 9 9 6 7 0 4 0 0 0 , 9 3 3 6 5 8 8 2 0 , 1 9 9 9 9 9 1 3 0 , 0 4 7 0 9 9 0 2 0 , 0 1 1 8 8 1 4 7 0 , 0 0 3 1 5 6 5 7

2 , 5 1 1 7 6 0 , 8 3 7 6 6 4 4 , 7 6 7 2 4 2 6 9 , 1 2 3 7 3 8 2 1 0 , 5 1 2 3 2 6 3 1 , 9 7 0 4 5 9 5 7 0 , 4 2 3 2 6 5 5 9 0 , 0 9 9 9 2 0 2 0 0 , 0 2 5 2 6 0 1 6 0 , 0 0 6 7 2 3 4 6
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1 г 2
4 # 2 л 2-* 0220

а
ß 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 , 5 7 7 , 2 1 7 0 7 1 0 4 , 1 5 4 0 2 1 2 3 0 , 4 3 6 5 2 6 3 8 0 , 0 6 5 1 2 4 6 4 0 , 0 1 1 9 9 4 3 2 0 , 0 0 2 5 3 6 1 6 0 , 0 0 0 5 9 0 4 0 0 , 0 0 0 1 4 7 4 2 0 , 0 0 0 0 3 8 8 1

0 ,7 5 1 0 2 , 9 2 3 5 7 9 5 , 5 5 0 7 7 6 7 9 0 , 5 8 4 8 7 2 2 0 0 , 0 8 7 4 8 5 0 8 0 , 0 1 6 1 5 1 9 0 0 , 0 0 3 4 2 2 8 5 0 , 0 0 0 7 9 8 4 0 0 , 0 0 0 1 9 9 7 1 0 , 0 0 0 0 5 2 6 6

1 ,00 1 5 2 , 4 1 6 8 5 9 8 , 2 4 5 8 5 5 2 8 0 , 8 7 1 7 6 8 8 1 0 , 1 3 0 8 2 4 8 1 0 , 0 2 4 2 2 6 4 8 0 , 0 0 5 1 4 8 0 2 0 , 0 0 1 2 0 3 7 4 0 , 0 0 0 3 0 1 7 6 0 , 0 0 0 0 7 9 7 3

1 ,2 5 2 4 8 , 3 3 1 7 6 7 1 3 , 4 8 2 0 8 8 9 1 , 4 3 0 6 6 9 9 5 0 , 2 1 5 4 6 9 9 8 0 , 0 4 0 0 3 3 1 8 0 , 0 0 8 5 3 2 1 4 0 , 0 0 2 0 0 0 3 1 0 , 0 0 0 5 0 2 6 2 0 , 0 0 0 1 3 3 0 7

. 1 , 5 4 3 9 , 9 1 7 0 9 5 2 3 , 9 6 9 4 6 9 6 2 , 5 5 3 2 1 9 9 8 0 , 3 8 5 9 3 3 2 5 0 , 0 7 1 9 4 2 4 7 0 , 0 1 5 3 7 8 3 3 0 , 0 0 3 6 1 4 8 1 0 , 0 0 0 9 1 0 4 1 0 , 0 0 0 2 4 1 5 2

1 ,7 5 8 3 6 , 4 8 9 9 9 0 4 5 , 7 3 5 6 9 6 3 4 , 8 8 9 4 7 7 3 0 0 , 7 4 1 6 2 6 0 1 0 , 1 3 8 6 8 1 1 2 0 , 0 2 9 7 2 6 7 7 0 , 0 0 7 0 0 4 6 5 0 , 0 0 1 7 6 7 9 4 0 , 0 0 0 4 6 9 9 1

2 ,0 0 1 6 8 5 , 6 4 7 1 9 9 2 , 4 5 8 7 7 6 8 9 , 9 1 7 3 8 3 5 8 1 , 5 0 8 9 6 8 6 0 0 , 2 8 2 9 6 9 1 1 0 , 0 6 0 8 0 6 7 9 0 , 0 1 4 3 5 9 4 8 0 , 0 0 3 6 3 1 1 9 0 , 0 0 0 9 6 6 7 6

2 , 2 5 3 5 5 8 , 1 1 9 0 5 1 9 5 , 7 2 0 7 8 2 2 1 , 0 5 5 3 2 4 6 3 , 2 1 2 4 9 0 6 0 0 , 6 0 3 9 1 1 7 8 0 , 1 3 0 0 5 5 5 5 0 , 0 3 0 7 7 0 6 7 0 , 0 0 7 7 9 4 0 5 0 , 0 0 2 0 7 8 0 5

2 , 5 7 7 8 8 , 9 2 3 1 1 4 2 9 , 5 0 7 6 5 6 4 6 , 3 2 3 6 4 4 2 7 , 0 8 4 5 9 8 7 0 1 , 3 3 4 6 5 1 8 9 0 , 2 8 7 9 5 7 8 9 0 , 0 6 8 2 3 9 6 4 0 , 0 1 7 3 0 8 9 3 0 , 0 0 4 6 2 0 5 4

4 Я 2л2-* 1 002

^ --- 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 2 1 , 7 8 7 1 9 5 2 1 , 6 5 1 5 5 5 5 9 0 , 2 1 4 1 9 5 1 5 0 , 0 3 6 7 6 5 8 4 0 , 0 0 7 4 7 4 0 9 0 , 0 0 1 6 9 9 1 4 0 , 0 0 0 4 1 7 8 9 0 , 0 0 0 1 0 8 9 1 0 , 0 0 0 0 2 9 6 7

0 ,7 5 2 9 , 2 6 7 2 6 3 3 2 , 2 1 0 2 5 9 1 2 0 , 2 8 7 4 8 1 5 8 0 , 0 4 9 4 7 6 1 4 0 , 0 1 0 0 8 1 8 9 0 , 0 0 2 2 9 6 8 4 0 , 0 0 0 5 6 7 9 5 0 , 0 0 0 1 4 7 7 4 0 ,0 0 0 0 4 0 3 1

1 ,0 0 4 3 , 1 1 1 0 8 5 2 3 , 2 8 9 7 1 5 3 2 0 , 4 2 9 4 2 1 8 9 0 ,0 7 4 1 4 7 4 1 0 , 0 1 5 1 5 3 5 4 0 , 0 0 3 4 6 1 2 1 0 , 0 0 0 8 5 4 8 0 0 , 0 0 0 2 2 3 6 0 0 ,0 0 0 0 6 1 1 1

1 ,2 5 7 0 , 3 4 8 3 9 4 7 5 , 3 9 0 1 9 8 7 8 0 , 7 0 6 4 0 1 2 1 0 , 1 2 2 4 1 2 5 6 0 , 0 2 5 0 9 7 4 2 0 , 0 0 5 7 4 8 5 7 0 , 0 0 1 4 2 3 2 0 0 , 0 0 0 3 7 3 0 9 0 , 0 0 0 1 0 2 1 6

1 ,5 1 2 4 , 8 1 8 1 6 4 9 , 6 0 3 9 5 6 7 6 1 , 2 6 3 6 9 5 9 4 0 , 2 1 9 7 8 1 1 8 0 , 0 4 5 2 0 4 1 8 0 , 0 1 0 3 8 2 9 0 0 , 0 0 2 5 7 6 8 1 0 , 0 0 0 6 7 6 9 4 0 , 0 0 0 1 8 5 7 1

1 ,7 5 2 3 7 , 7 0 0 2 4 1 1 8 , 3 6 3 3 7 2 3 2 , 4 2 5 5 4 1 5 6 0 ,4 2 3 2 9 6 9 1 0 , 0 8 7 3 2 4 2 2 0 , 0 2 0 1 0 9 6 9 0 , 0 0 5 0 0 2 0 9 0 , 0 0 1 3 1 6 6 6 0 , 0 0 0 3 6 1 8 3

2 ,0 0 4 7 9 , 6 7 3 6 7 9 3 7 , 1 9 4 1 0 4 7 4 , 9 2 9 9 7 8 2 3 0 , 8 6 3 0 3 2 1 2 0 , 1 7 8 5 1 9 6 6 0 , 0 4 1 2 0 6 6 2 0 , 0 1 0 2 7 0 3 8 0 , 0 0 2 7 0 8 1 2 0 , 0 0 0 7 4 5 3 6

2 , 2 5 1 0 1 3 , 7 8 0 8 5 7 8 , 8 6 7 3 7 7 0 1 0 , 4 8 5 8 5 1 8 1 , 8 4 0 6 2 2 6 0 0 , 3 8 1 6 3 0 4 8 0 , 0 8 8 2 6 7 4 1 0 , 0 2 2 0 3 8 1 2 0 , 0 0 5 8 1 9 8 1 0 , 0 0 1 6 0 3 9 0

2 , 5 2 2 2 1 , 6 5 4 3 7 1 7 3 , 3 2 8 1 8 6 2 3 , 1 0 6 2 8 0 3 4 , 0 6 5 4 1 5 5 9 0 , 8 4 4 6 0 8 6 8 0 , 1 9 5 6 8 6 0 5 0 , 0 4 8 9 3 0 0 0 0 , 0 1 2 9 3 7 8 8 0 , 0 0 3 5 6 9 5 2
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1 г2 4/?2Л2 * 1200

0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 5 0 4 , 8 5 6 8 4 9 2 1 , 6 9 9 7 7 8 2 1 , 9 7 4 9 4 8 0 7 0 , 2 6 5 7 5 0 5 6 0 , 0 4 5 2 3 6 4 0 0 , 0 0 8 9 8 5 5 1 0 , 0 0 1 9 8 7 8 9 0 , 0 0 0 4 7 5 7 9 0 , 0 0 0 1 2 0 8 7

0 ,7 5 6 2 5 , 3 1 4 6 4 5 2 6 , 9 9 5 4 8 3 1 2 , 4 6 4 8 0 1 3 5 0 , 3 3 2 7 6 7 8 7 0 , 0 5 6 8 2 8 8 6 0 , 0 1 1 3 2 3 1 9 0 , 0 0 2 5 1 2 3 2 0 , 0 0 0 6 0 2 9 3 0 , 0 0 0 1 5 3 5 4

1 ,0 0 8 4 9 , 8 4 7 2 4 3 3 6 , 7 6 4 1 9 4 5 3 , 3 7 0 7 2 4 1 1 0 , 4 5 7 0 2 6 8 5 0 , 0 7 8 3 7 5 3 4 0 , 0 1 5 6 7 7 9 4 0 , 0 0 3 4 9 1 2 7 0 , 0 0 0 8 4 0 6 8 0 , 0 0 0 2 1 4 7 5

1 ,2 5 1 2 6 1 , 0 5 7 2 3 5 4 , 7 8 4 5 2 0 1 5 , 0 4 7 0 1 2 8 9 0 , 6 8 7 6 5 6 4 5 0 , 1 1 8 4 8 2 3 6 0 , 0 2 3 8 0 5 5 1 0 , 0 0 5 3 2 2 7 4 0 , 0 0 1 2 8 6 4 6 0 , 0 0 0 3 2 9 7 2

1 ,5 2 0 3 8 , 9 9 7 1 5 8 8 , 9 7 9 2 4 4 7 8 , 2 3 8 4 9 4 3 4 1 ,1 2 8 2 0 4 6 3 0 , 1 9 5 3 3 2 8 3 0 , 0 3 9 4 2 3 2 3 0 , 0 0 8 8 5 1 0 2 0 , 0 0 2 1 4 7 1 8 0 , 0 0 0 5 5 2 1 8

1 ,7 5 3 5 6 6 , 6 4 7 8 2 1 5 6 , 3 3 4 5 7 6 1 4 , 5 4 6 1 1 7 3 2 , 0 0 1 7 9 0 2 7 0 , 3 4 8 1 9 5 4 4 0 , 0 7 0 5 7 5 5 9 0 , 0 1 5 9 0 6 5 1 0 , 0 0 3 8 7 2 2 2 0 , 0 0 0 9 9 8 9 2

2 ,0 0 6 6 8 2 , 9 7 8 1 5 2 9 4 , 1 4 2 2 5 9 2 7 , 4 9 2 8 7 6 9 3 , 8 0 0 5 1 6 1 2 0 , 6 6 3 8 6 0 1 3 0 , 1 3 5 0 7 5 2 3 0 , 0 3 0 5 4 8 8 4 0 , 0 0 7 4 5 9 6 5 0 , 0 0 1 9 2 9 6 5

2 , 2 5 1 3 6 5 8 , 8 0 3 7 5 8 6 , 0 3 8 4 0 4 5 4 , 9 9 6 6 6 5 6 7 , 6 3 2 6 2 7 2 1 1 , 3 3 8 1 4 6 1 2 0 , 2 7 3 1 7 8 2 7 0 , 0 6 1 9 6 6 0 1 0 , 0 1 5 1 7 1 2 3 0 , 0 0 3 9 3 3 6 4

2 ,5 2 7 5 9 6 , 7 7 1 2 1 2 2 3 , 0 4 1 2 7 1 1 5 , 1 7 5 2 7 9 1 6 , 0 3 8 5 8 7 4 2 , 8 2 0 6 7 1 4 7 0 , 5 7 7 4 5 0 6 2 0 , 1 3 1 3 1 2 0 6 0 , 0 3 2 2 2 0 1 6 0 , 0 0 8 3 7 0 3 8

4/?2л2 ■* 2200

0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 1 5 8 2 , 3 1 1 5 8 5 0 , 6 6 9 1 8 3 0 3 , 8 5 1 2 6 2 1 9 0 , 4 5 8 8 1 7 6 8 0 , 0 7 1 5 6 0 5 0 0 , 0 1 3 3 1 3 0 9 0 , 0 0 2 7 9 9 8 7 0 , 0 0 0 6 4 3 7 8 0 , 0 0 0 1 5 8 3 2

0 ,7 5 1 9 6 1 , 9 1 8 0 8 6 2 , 9 7 5 5 3 1 9 4 , 8 0 0 4 7 2 0 4 0 , 5 7 3 6 8 1 1 6 0 , 0 8 9 7 5 6 7 7 0 , 0 1 6 7 4 9 3 7 0 , 0 0 3 5 3 2 7 8 0 , 0 0 0 8 1 4 5 1 0 , 0 0 0 2 0 0 8 1

1 ,0 0 2 6 6 0 , 2 3 3 8 5 8 9 , 6 5 9 0 2 0 7 6 , 5 5 4 1 7 3 0 7 0 , 7 8 6 4 1 3 8 5 0 , 1 2 3 5 3 7 7 7 0 , 0 2 3 1 4 3 1 7 0 , 0 0 4 8 9 9 3 4 0 , 0 0 1 1 3 3 4 6 0 , 0 0 0 2 8 0 3 3

1 ,2 5 3 9 4 4 , 1 4 8 7 3 1 2 7 , 4 6 4 6 5 2 9 , 7 9 5 3 0 3 9 5 1 , 1 8 0 7 2 6 0 2 0 , 1 8 6 3 3 0 7 9 0 , 0 3 5 0 5 9 8 5 0 , 0 0 7 4 5 2 5 8 0 , 0 0 1 7 3 0 6 9 0 , 0 0 0 4 2 9 5 3

1 ,5 6 3 7 1 , 6 3 7 4 9 2 0 6 , 7 1 3 7 9 3 1 5 , 9 5 8 1 3 1 6 1 , 9 3 2 8 5 4 9 9 0 , 3 0 6 4 7 1 3 6 0 , 0 5 7 9 2 4 9 0 0 , 0 1 2 3 6 4 3 6 0 , 0 0 2 8 8 2 3 4 0 , 0 0 0 7 1 7 8 4

1 ,7 5 1 1 1 3 5 , 6 0 4 0 3 6 2 , 6 5 6 3 7 6 2 8 , 1 2 2 3 8 7 6 3 , 4 2 2 1 3 9 5 7 0 , 5 4 5 0 8 7 6 9 0 , 1 0 3 4 6 6 9 6 0 , 0 2 2 1 7 2 7 8 0 ,0 0 5 1 8 7 4 1 0 , 0 0 1 2 9 6 1 1

2 ,0 0 2 0 8 4 8 , 1 0 8 4 6 8 1 , 4 0 0 2 5 1 5 3 , 0 5 9 6 7 4 9 6 , 4 8 4 4 1 3 4 4 1 , 0 3 7 1 4 8 3 8 0 , 1 9 7 6 3 1 4 1 0 , 0 4 2 5 0 1 9 1 0 , 0 0 9 9 7 5 2 7 0 , 0 0 2 4 9 9 5 5

2 , 2 5 4 1 3 5 3 , 4 8 1 8 1 3 5 5 , 9 3 8 5 7 1 0 5 , 9 7 5 7 5 9 1 3 , 0 0 0 3 6 9 6 2 , 0 8 6 9 0 5 9 1 0 , 3 9 9 0 0 4 0 7 0 , 0 8 6 0 7 0 3 4 0 , 0 2 0 2 5 6 1 8 0 , 0 0 5 0 8 8 1 0

2 ,5 8 5 9 7 1 , 4 9 4 8 2 8 2 6 , 7 9 7 3 9 2 2 1 , 6 4 0 4 5 3 2 7 , 2 7 7 8 2 4 9 4 , 3 9 2 4 0 5 2 0 0 , 8 4 2 1 9 7 5 7 0 , 1 8 2 1 4 0 1 4 0 , 0 4 2 9 6 4 1 0 0 , 0 1 0 8 1 4 0 7
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JL T1 0012

0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 0 , 3 8 5 0 3 1 0 9 0 , 0 4 8 3 9 0 7 0 0 , 0 0 8 4 3 5 9 5 0 , 0 0 1 7 5 3 4 6 0 , 0 0 0 4 0 6 6 4 0 , 0 0 0 1 0 1 6 1 0 , 0 0 0 0 2 7 4 8 0 , 0 0 0 0 0 7 3 6 0 , 0 0 0 0 0 3 3 5

0 ,7 5 0 , 7 8 4 5 2 9 9 6 0 , 0 9 9 1 7 2 3 8 0 , 0 1 7 3 8 5 1 8 0 , 0 0 3 6 3 2 6 4 0 , 0 0 0 8 4 6 6 2 0 , 0 0 0 2 1 2 5 4 0 , 0 0 0 0 5 7 8 3 0 , 0 0 0 0 1 5 5 4 0 , 0 0 0 0 0 7 1 1

1 ,00 1 , 6 2 7 0 4 2 4 4 0 , 2 1 0 8 2 7 0 2 0 , 0 3 7 8 3 8 0 2 0 , 0 0 8 0 7 9 1 8 0 , 0 0 1 9 2 0 8 2 0 , 0 0 0 4 9 1 1 7 0 , 0 0 0 1 3 6 4 5 0 , 0 0 0 0 3 7 1 1 0 , 0 0 0 0 1 6 3 8

1 ,2 5 3 , 3 0 9 7 8 9 8 0 0 , 4 2 9 4 4 0 8 4 0 , 0 7 7 1 3 6 6 8 0 , 0 1 6 4 8 2 2 9 0 , 0 0 3 9 2 1 2 2 0 , 0 0 1 0 0 3 2 9 0 , 0 0 0 2 7 9 2 0 0 , 0 0 0 0 7 5 8 8 0 , 0 0 0 0 3 4 1 7

1 ,5 6 , 9 5 4 5 1 0 7 0 0 , 9 0 3 1 1 7 3 7 0 , 1 6 2 3 6 6 4 0 0 , 0 3 4 7 1 9 2 0 0 , 0 0 8 2 6 5 6 8 0 , 0 0 2 1 1 6 2 2 0 , 0 0 0 5 8 9 9 5 0 . 0 0 0 1 6 0 2 3 0 , 0 0 0 0 7 3 5 9

1 ,7 5 1 5 , 0 6 9 6 2 4 5 1 , 9 5 8 6 1 1 1 3 0 , 3 5 7 8 3 0 5 2 0 , 0 7 5 4 2 2 8 3 0 , 0 1 7 9 6 9 2 4 0 , 0 0 4 6 0 3 6 8 0 , 0 0 1 2 8 5 6 1 0 , 0 0 0 3 4 8 9 8 0 , 0 0 0 1 6 3 3 2

2 ,0 0 3 3 , 2 3 8 9 7 1 3 4 , 3 0 1 9 0 7 6 3 0 , 7 7 1 2 0 9 4 2 0 , 1 6 4 5 0 7 4 5 0 , 0 3 9 0 7 8 2 0 0 , 0 0 9 9 8 5 2 9 0 , 0 0 2 7 8 3 7 1 0 , 0 0 0 7 5 3 4 8 0 , 0 0 0 3 6 3 2 7

2 , 2 5 7 6 , 2 7 4 1 1 1 5 9 , 9 2 9 5 0 7 1 1 1 , 7 8 9 8 1 3 9 4 0 , 3 5 3 6 7 2 2 4 0 , 0 9 1 5 4 7 4 2 0 , 0 2 3 4 8 7 3 1 0 , 0 0 6 5 7 9 8 6 0 , 0 0 1 7 8 4 9 9 0 , 0 0 0 8 6 3 2 2

2 ,5 1 7 6 , 6 5 4 7 9 4 2 3 , 0 2 2 7 8 8 9 4 , 1 5 5 0 2 6 5 5 0 , 8 9 1 7 4 1 1 3 0 , 2 1 3 0 1 5 9 0 0 , 0 5 4 7 0 9 4 4 0 , 0 1 5 3 5 2 4 4 0 , 0 0 4 1 6 6 0 5 0 , 0 0 2 0 4 0 7 6

8 T1
R ttZ ' - '  021 0

a
ft 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0 ,5 7 , 9 0 3 7 0 9 6 6 0 , 5 9 9 4 0 1 3 0 0 , 0 7 8 2 7 2 3 3 0 , 0 1 3 5 5 3 3 0 0 , 0 0 2 7 1 1 2 9 0 , 0 0 0 4 6 6 8 3 0 , 0 0 0 1 5 4 5 5 0 , 0 0 0 0 4 1 1 4 0 , 0 0 0 0 1 1 3 3

0 ,7 5 1 4 , 8 6 1 5 0 8 5 1 , 1 2 7 8 7 9 6 9 0 , 1 4 7 3 9 5 6 7 0 , 0 2 5 5 4 1 1 1 0 , 0 0 5 2 4 2 1 1 0 , 0 0 0 8 6 9 0 7 0 , 0 0 0 2 9 1 9 5 0 , 0 0 0 0 7 7 6 7 0 , 0 0 0 0 2 1 3 7

1 ,0 0 2 7 , 0 6 7 3 8 5 2 2 , 0 5 6 0 5 5 8 7 0 , 2 6 8 9 4 9 1 8 0 , 0 4 6 6 4 6 9 1 0 , 0 0 9 5 8 2 0 3 0 , 0 0 1 5 6 1 8 2 0 , 0 0 0 5 3 4 8 1 0 , 0 0 0 1 4 2 1 5 0 , 0 0 0 0 3 9 0 4

1 ,2 5 5 0 , 1 1 7 3 5 1 5 3 , 8 1 0 7 0 9 4 6 0 , 4 9 8 9 9 9 9 3 0 , 0 8 6 6 3 5 5 6 0 , 0 1 7 8 1 3 2 1 0 , 0 0 2 8 4 5 8 9 0 , 0 0 0 9 9 6 6 4 0 , 0 0 0 2 6 4 6 1 0 , 0 0 0 0 7 2 5 3

1 ,5 9 5 , 9 7 1 7 5 2 8 7 , 3 0 4 6 6 7 2 2 0 , 9 5 7 5 6 7 0 4 0 , 1 6 6 4 2 7 1 1 0 , 0 3 4 1 9 6 6 1 0 , 0 0 5 3 5 4 6 5 0 , 0 0 1 9 2 1 3 1 0 , 0 0 0 5 0 9 5 1 0 , 0 0 0 1 3 9 2 9

1 ,7 5 1 9 0 , 9 5 8 6 4 8 1 4 , 5 4 8 6 8 3 5 1 ,9 0 0 7 1 5 3 8 0 , 3 3 2 1 7 5 5 2 0 , 0 6 8 4 3 3 1 3 0 , 0 1 0 4 6 3 9 7 0 , 0 0 3 8 4 8 2 4 0 , 0 0 1 0 1 9 2 9 0 , 0 0 0 2 7 7 8 4

2 ,0 0 3 9 4 , 3 2 7 0 9 2 3 0 , 0 7 0 9 6 8 0 3 , 9 5 0 2 9 0 5 2 0 , 6 8 7 9 8 1 5 4 0 , 1 4 1 8 6 9 4 3 0 , 0 2 1 2 3 6 0 7 0 , 0 0 7 9 9 7 3 7 0 , 0 0 2 1 1 5 8 7 0 ,0 0 0 5 7 5 0 1

2 , 2 5 8 4 1 , 6 9 6 1 9 1 6 4 , 2 4 2 9 7 3 5 8 , 4 4 9 0 7 0 5 2 1 , 4 7 2 6 3 4 8 0 0 , 3 0 3 9 5 1 7 6 0 , 0 4 4 6 1 2 0 7 0 , 0 1 7 1 7 4 2 1 0 , 0 0 4 5 3 9 2 6 0 , 0 0 1 2 2 9 9 2

2 , 5 1 8 4 8 , 0 6 8 7 3 1 4 1 , 1 7 0 3 4 4 1 8 , 5 7 9 9 9 1 2 3 , 2 4 1 9 7 9 4 2 0 , 6 6 9 7 3 4 6 8 0 , 0 9 6 5 8 7 5 0 0 , 0 3 7 9 2 6 3 2 0 , 0 0 1 0 9 8 3 6 0 , 0 0 2 7 0 6 2 8
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4/?2л 2 J  00 1 2

ß 0,5 0,75 1,00 1,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0,5 1,45254171 0,14802694 0,02311043 0,00450948 0,00100728 0,00024614 0,00006410 0,00001750 0,00000495

0,75 2,87868675 0,28989829 0,04479241 0,00866348 0,00192077 0,00046640 0,00012080 0,00003282 0,00000925

1,00 5,74758792 0,58024124 0,08984873 0,01741038 0,00386616 0,00094004 0,00024375 0,00006630 0,00001871
1,25 11,7459295 1,18892296 0,18452698 0,03582706 0,00796908 0,00194041 0,00050376 0,00013716 0,00003874

1,5 24,7809987 2,51488100 0,39121174 0,07610305 0,01695542 0,00413426 0,00107459 0,00029288 0,00008279

1,75 53,9021960 5,48371921 0,85486831 0,16660012 0,03717441 0,00907598 0,00236167 0,00064428 0,00018227

2,00 120,352085 12,2717338 1,91681656 0,37417356 0,08360720 0,02043626 0,00532304 0,00145341 0,00041148

2,25 274,534970 28,0504855 4,38916568 0,85806123 0,19196765 0,04697210 0,01224571 0,00334613 0,00094797

2,5 637,130233 65,2186101 10,2211618 2,00083628 0,44812756 0,10975326 0,02863546 0,00782990 0,00221953

L Г2
4/?2л2«̂  021 0

а
ß ' ^

0,5 0,75 1,00 .,25 1,5 1,75 2,00 2,25 2,5

0,5 36,7477561 1,97631948 0,20761547 0,03096408 0,00570113 0,00120517 0,00028049 0,00007002 0,00001843

0,75 69,2610842 3,73308588 0,39309352 0,05876201 0,01084260 0,00229651 0,00053542 0,00013387 0,00003529

1,00 126,553399 6,84034586 0,72246792 0,10831675 0,02004082 0,00425522 0,00099428 0,00024910 0,00006577

1,25 235,24398 12,7563036 1,35194076 0,20336516 0,03774201 0,00803578 0,00188227 0,00047259 0,00012503

1,5 452,446267 24,617766 2,61843038 0,39523591 0,07358256 0,01571102 0,00368930 0,00092834 0,00024609

1,75 904,321903 49,3697188 5,26964732 0,79809282 0,14903790 0,03190840 0 00751078 0,00189393 0,00050298

2,00 1875,56403 102,715914 10,9998181 1,67112142 0,31294808 0,06716782 0,01584490 0,00400313 0,00106492

2,25 4019,61358 220,765553 23,7118545 3,61242118 0,67818893 0,14588068 0,03447967 0,00872577 0,00232467

2,5 8857,44692 487,703382 52,5199239 8,02080997 1,50910635 0,32523644 0,07699968 0,01951460 0,00520555
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Ф .Б Е Р Е Н Ц

Р е з ю м е

Табулированы нумерические значения интегралов 

J?klm =  j  W \ (V 2 +  Уз +  V'4 +  V ő) 2 AÍ l 4  4  V™ r12 d r ,

J?klm= J V>i (v2 + V3 + V»4 + V5) (У>2 ±  V3 — V4 T V5) К A vi v2 r?2 dr->
V>1 =  exP [—  a (/Д +  <“3) ] ’ Va =  exp  [ ß  (v* — va)], y>3 =  ex p  [ ß  (vx — vs)], 

V4  ==1 exp  [ ß  (vj — r2) ] , y,5 =  exp  [ — ß  — i>2)]

и i ,  k ,  l , m ,  n =  0, 1, 2.



THE FUNDAMENTAL THEOREM OF CONTINUOUS 
TRANSFORMATIONS IN THE QUANTUM THEORY

B y

G. M a r x

IN ST IT U T E  FO R  TH EO RETICAL PHY SICS OF TH E  R O LA N D  EÖTVÖS U N IV E R SIT Y , 
CEN TRA L RESEA RCH  IN ST IT U T E  OF PH Y SIC S, BUDAPEST

(P re se n ted  b y  K . F . N o v o b á tzk y . —  R e c e iv e d  18. V II. 1958)

T he u n ita ry  o p e ra to r , th e  g e n e ra to r  o f sy m m e try  tran s fo rm a tio n s  in  th e  H ilb e r t-  
space, w ill be  fo rm ed  on th e  basis o f th e  f ie ld  eq u a tio n s  to g e th e r  w ith th e  co m m u ta tio n  law . 
O ur m eth o d  is th e  rev ersa l o f S c h w i n g e r ’s m ethod  u se d  in  th e  со v a r ia n t fo rm u la tio n  of th e  
q u a n tu m  th eo ry  and  e lim in a tes  som e insufficiencies o f  th e  previous tr e a tm e n ts .

§ 1. The p re se n t p ap er dea ls  w ith  a p ro b lem  of m ethodo log ica l in te re s t ,  
across w hich th e  a u th o r  cam e in  th e  course o f  h is u n iv e rs ity  le c tu re s .

T he tra n sfo rm a tio n s  leav in g  th e  fie ld  eq u a tio n s  (L ag ran g ian ) as w ell 
as th e  co m m u ta tio n  law s in v a r ia n t  p lay  a s ig n if ican t ro le in  th e  q u a n tu m  
th e o ry . Such tra n sfo rm a tio n s  o f  th e  co o rd in a tes  Xj and  of th e  f ie ld  q u a n titie s  ц

( ! )

are  th e  so-called sy m m etry  tra n sfo rm a tio n s . I n  th e  H ilb e rt-sp ace  th e  g e n e ra to r  
o f  a tra n s fo rm a tio n  w hich does n o t  affect th e  co m m u ta tio n  ru le s  is a u n i ta ry  
o p e ra to r  :

y'(x) =  U y ( x ) U - \  (2)

In  th e  course o f  q u a n tu m  th e o re tic a l a p p lica tio n s  the e x p lic it form  o f th e  
g en e ra to r  U becom es im p o r ta n t. As is w ell k n o w n  [1] in  th e  classical th e o ry  
alw ays a co n se rv a tio n  law  co rresponds to  ev e ry  sy m m e try  tra n s fo rm a tio n . 
T h ere  ex ists a close re la tio n  b e tw een  th is  co n se rv a tio n  law  a n d  th e  fo rm  o f 
th e  u n ita ry  g e n e ra to r  U. T h is o p e ra to r  g iv es  th e  tra n s itio n  be tw een  th e  tw o  
s ta te  v ec to rs  w ith  w hich observers in d iffe ren t “ system s o f re fe ren ce”  desc rib e  
th e  sam e ph y sica l s ta te  :

• : > '  =  U  I > .  (3 )

I t  is v e ry  re m ark ab le  th a t  in case the Lagrangian is known a method can be 
given fo r  the unambiguous formation o f  the generator o f  a continuous symmetry  
transformation. T h is m eth o d  can  be o b ta in e d  b y  the aid  o f  th e  fundamental  
theorem o f  continuous transformations.

In  th e  S c h w i n g e r ’s c o v a r ia n t fo rm u la tio n  of th e  q u a n tu m  th e o ry  
th is  fu n d a m e n ta l th eo rem  is re g a rd e d  as a n  ax iom  of th e  th e o ry  and  th e  fo rm
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o f  th e  c o m m u ta tio n  ru le  w as d educed  from  it  [2] ; in  add ition  i t  is possible 
to  ded u ce  also th e  f ie ld  eq ua tions. H ow ever, th e  rev e rsed  process can  also 
be co n sid ered  : th e  fu n d a m e n ta l th e o re m  can be  deduced  from  th e  field  
e q u a tio n s  a n d  th e  c o m m u ta tio n  law . These la t t e r  can  be in tro d u c e d  m ore 
easily  in  a co rrespondence-like  w ay, th e re fo re  th is  k in d  of t r e a tm e n t  seems 
to  be m e th o d ica lly  m o re  a d v an tag eo u s  (a lth o u g h  S c h w i n g e r ’s m e th o d  is 
m a th e m a tic a lly  m ore e leg an t). T he d ed u c tio n  o f  th e  fu n d am en ta l th eo rem  
fro m  th e  c o m m u ta tio n  law  has a lre a d y  been  tr e a te d  in  th e  special case  when 
th e  sy m m e try  tra n s fo rm a tio n  does n o t  affect th e  space  co o rd in a tes  (e.g. 
gauge tra n s fo rm a tio n , th e  tra n s fo rm a tio n s  of th e  iso to p ic  space) a n d  fo rm erly  
th e  g en e ra l case was h a n d le d , too , b u t  in  a ra th e r  in d ire c t and cum bersom e 
w ay  [3]. T h e  a u th o r, h o w ever, has n o t re a d  any  p la in  d irec t d ed u c tio n  o f  the  
fu n d a m e n ta l th eo rem  in  a co v arian t m a n n e r  w hich  w ould  be v a lid  fo r  all 
k inds o f  c o n tin u o u s  sy m m e try  tra n sfo rm a tio n s . T h is p a p e r  aims a t  p re se n tin g  
such  a d e d u c tio n  w hich is o f  general v a lid ity . O nly th e n  will the  equ iv a len ce  
(resp . th e  e x te n t  o f th e  equ ivalence) o f th e  H am ilto n  p rin c ip le  and  th e  co m m u 
ta t io n  law  w ith  th e  fu n d a m e n ta l th e o re m  becom e q u ite  clear.

§ 2. A s s ta r tin g  p o in t fo r the  c o v a r ia n t fo rm u la tio n  o f  the th e o ry  serves 
th e  L a g ra n g ia n  L . F o r th e  sake o f s im p lic ity  le t us assum e th a t  L  is  b u ilt 
up  from  th e  fie ld  q u a n tit ie s  and  th e ir  f i r s t  d e riv a tiv e s . T he physica l f ie ld  is 
described  (in  th e  classical th e o ry  as w ell as in  th e  H eisen b erg  p ic tu re  o f  the 
q u a n tu m  th e o ry )  b y  su ch  fie ld  q u a n titie s  fo r w hich th e  in teg ra l

J  L (y (y ) ,d y j (y ) )d y  (3)
W

is s ta c io n a ry  (i.e. its  f i r s t  v a r ia tio n  is zero ) for v a lu e s  y>f,(x) f ix ed  o n  th e  
b o u n d a ry  o f  th e  fou r-d im en sio n a l do m ain  W .  This H a m ilto n  princip le w ill be 
reg a rd ed  as th e  f irs t  ax io m  o f th e  th e o ry ;  from  th is  th e  L ag rang ian  fo rm  of 
th e  fie ld  e q u a tio n  can be o b ta in e d  :

8 L  8 L---------- 9 . -----------
9 ipn 88,- y>,,

W hen su b s ti tu t in g  th e  expression fo r  (y) d e te rm in e d  from  (4) fo r  th e  
in n e r  reg ion  o f  W  in to  (3), we get th e  a c tio n  in teg ra l

S  =  ~  j L (v  (У)> QV> (У)) dJ . (5)
i c  J  

w

w hich  depends o n ly  on th e  e x te n t  o f W  an d  o n  th e  specific v a lu e  of xplt p re sc rib e d  
o n  th e  b o u n d a ry  o f  W.

=  0 . (4)
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V ary in g  th e  fou r-d im en sio n a l do m ain  W  a su rface  p o in t w ith  coo rd in a te  
x i becom es a su rface p o in t w ith  co o rd in a te  Xj — ж,- -f- dxi% T h e  v a lu e  o f th e  
f ie ld  q u a n ti ty  in  th is  b o u n d a ry  su rface  p o in t be  also changed  fro m  гр̂  (x ) to  
ipfl(x) =  ipfl(x) -(- ôy)f,(x). (B y  using  th e  changed  fu n c tio n s  y> (y) co rrespond ing  
to  th e  m odified  b o u n d a ry  cond itions th e  ac tio n  in te g ra l S  b ecom es o f course 
s ta c io n a ry  in  th e  in te r io r  o f the  dom ain .) T h e  v a ria tio n  o f  th e  b o u n d a ry
co n d itions m odifies also th e  va lu e  o f  th e  ac tio n  in teg ra l. T h e  v a r ia tio n  o f  S
(accord ing  to  th e  b o u n d a ry  fo rm u la  o f  th e  v a r ia tio n  calculus) can  be t r a n s 
fo rm ed  in to  a su rface in te g ra l :

ÔS =  —  £  I Э/' öipn +  Oik ôxj J d F k =  ф  ôy>„ +  Pi hx,) dF,  (6)
i c  i i  I 89ftw  ) i

(w here th e  dom ain  o f in te g ra tio n  i f  is th e  b o u n d a ry  surface o f  W). L e t us 
use th e  follow ing n o ta tio n s  :

e tk(x) =  Lôik -  (7 )
39k y>f.

is th e  canon ical en e rg y  m o m en tu m  ten so r, N k is th e  n o rm a l u n it  v ec to r o f  
the  surface e lem en t d F k (i.e. d F k =  N kd F , N k N k =  -f- 1). A ccording to  
P i e r r e  W e i s s  th e  q u a n ti ty

M x )
1 Э L
ic ddk ipß

( 8 )

will be reg a rd ed  as th e  canon ical co n ju g a te  o f  th e  field  q u a n t i ty  у>Дж) a n d  
th e  fu n c tio n

p,(x)  =  1 0 ik N k (9)
ic

as th e  canon ical co n ju g a te  o f th e  in d e p e n d e n t va riab le  ж,- [4]. ( I t  shou ld  be  
n o te d  th a t  л (1 (ж) an d  р , (ж) a re  n o t  pure loca l functions b u t  th e y  d ep en d  on  
th e  d irec tio n  o f  th e  surface e lem en t a t  th e  p o in t ж.) T h ey  can  be d es ig n a ted  
canon ica l co n ju g a tes  as (in th e  classical th e o ry  as well as in  th e  q u a n tu m  
th eo ry ) canon ical eq u a tio n s  can  be d educed  fo r them .

L e t f i  (ж) be fo u r a rb itra r i ly  g iven co o rd in a te  fu n c tio n s  an d  le t us fo rm  
th e  in te g ra l

B = j  Pi{y)fi (y) d F  =  ~  С в 1к (y ) f i  (y) d F k =  J U L N  : — 9,, W • ^ f i d F  (10)
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for an  a rb itr a ry  th ree -d im en sio n a l n o t-b o u n d e d  space-like h y p e rp la n e  F. 
The in te g ra n d  is a g iv en  expression  o f  yy,(y), 6,- у^(у) an d  яД у ). U sing (8) 
th e  n o rm a l d e riv a te  o f  y)ß can  be e x p re ssed  b y  yy, a n d  л ß and  th u s  В  can  be 
re g a rd e d  as a fu n c tio n a l o f  th e  v a lu e s  o f  yy, an d  n fl ta k e n  on th e  p lan e  F .

B y  v a ry in g  the v a lu e s  of yy, (y) a n d  Ли (y) p re sc rib ed  on th e  h y p e rp lan e  
we g e t fo r  th e  v a r ia tio n  o f  В  (a fte r id e n tic a l tra n sfo rm a tio n s)  :

<Щу>,я] =  —  ( 
ic Jfl-8i 0 0LJ 1 9yy, ' 33, yy, .

dyy, d F

+  I dr I Ni f i  ÖVk — л/< &4>pf\ dF  +ic Э0Г yy,

ОГ
9,- ( / , * „ ) ----- ---  — ----- N l drf i

ic 39r yy,
ôf„ — [3, y>„ / , ]  длЛ d F .

(И )

T h e  f i r s t  in te g ra l b ecom es zero d u e  to  (4), th e  second  one is a lso  zero 
(in sp ite  o f  th e  fac t t h a t  i t  is a fo u r-su m ) due to  th e  van ish in g  o f  уу, in  th e  
space-like in f in ity . F ro m  th e  rem ain in g  exp ression  we ca n  see th a t  th e  fu n c
tio n a l d e r iv a tiv e s  are  th e  follow ing :

_ 0 B  

Ô4Ф )
=  9, (/, % )

ÔB
önß(x)

1 3 L
ic ddr yy,

— fi 9, yv •

IV, 9 J , , ( 12)

(13)

In  th e  special case w h en  f  =  (12) and  (13) le a d  to  th e  fo llow ing
canonical eq u a tio n

w here

àPk
ôf„(x)

=  9* 7г„(дс), - -у -;  =  — 9k y>„(x), (14)
о л ^ х )

P k =  - l [ e ikd F k = [ P ld F  (15)
ic .I .1

F F

is th e  fo u r-m o m en tu m  o f th e  system .

§ 3. A  sy m m e try  tra n s fo rm a tio n  h a s  to  be re g a rd e d  as co n tin u o u s 
i f  1) i t  is a d iffe ren tiab le  fu n c tio n  of th e  p a ra m e te r  a , 2) i t  tu rn s  in to  id e n tic a l 
t ra n s fo rm a tio n  w hen a — 0 a n d  3) th e  p a ra m e te r  can  b e  chosen so t h a t  th e  
successive tra n s fo rm a tio n s  w ith  p a ra m e te r  ox an d  a2 co rresp o n d  to  a t r a n s 
fo rm a tio n  w ith  p a ra m e te r  a1 +  a2-
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T he tra n s fo rm a tio n  changes th e  fie ld  q u a n t i ty  com ponen ts in  th e  
g iven  g eom etrica l p o in t P  : th e y  com bine w ith  each  o th e r

y>',Xp ) =  о/1Уу„(Р). (16)

o^v a n d  th u s  also y>'n a re  functions o f  th e  p a ra m e te r  a .

<v(0) =  (5,,,,, o t, , ( a z ) o el,(a 1)  =  o „ v(a z +  a 1) .  (17)

L e t us fo rm  th e  fo llow ing expressions :

Ao„ do ,„
da

=  Iu
a = 0

A y fl(x) dwl(x')
da a = 0

I»* WÁx).

(18)

(19)

I,„ is th e  m a trix  o f th e  in fin ite s im a l tra n s fo rm a tio n . •
T he sy m m etry  tra n s fo rm a tio n  can change th e  co o rd ina tes o f  th e  p o in t 

P  to o  : X —> x'(a) == sx. L et us d ea l now' w ith  th e  follow ing exp ression  :

Ax, =
dx'i
da a = 0

I f  we re g a rd  th e  a rg u m e n ts  o f th e  fie ld  q u a n titie s  in  (16),

( 20)

Vv(x') = o fny>v{x) , (21)
i.e.

¥AX') =  o,lt.rp,{s~l x')

a n d  change th e  n o ta t io n  of th e  in d e p e n d e n t v a r ia b le  х',—> x,, we g e t :

w',ix ) -  a nv  Vv(s 1 x) . ( 22)

T h u s , com paring  th e  functional form s  o f th e  f ie ld  q u a n titie s  (i.e . th e ir  de
pen d en ce  on th e  co o rd in a tes  as in d e p e n d e n t v a riab le s) in s te a d  o f  com paring  
th e ir  va lu es  ta k e n  a t  a given g eom etrica l p o in t acco rd ing  to  (16) we can see 
t h a t  th e  expression  (x) w ill be  a lte red  b y  th e  tra n s fo rm a tio n  due  to  tw o 
rea so n s  : th e  com p o n en ts  of th e  fie ld  q u a n titie s  com bine in a g iven  p o in t (a) 
a n d  th e  co o rd ina tes o f  th is  p o in t w ill be ch an g ed  in  th e  a rg u m e n t (s). T hus 
th e  d e riv a tiv e  o f y)ß (x ) w ith  re sp e c t to  th e  tra n s fo rm a tio n  p a ra m e te r  consists 
o f  tw o  p a r ts  :

A*ifp{x) dy>'M(x Y do nv
da a=0 da

y>„{x) +  Э,■%,(*)
d(s 1 x), 

da

=  A y>:(x ) — Э,- rp,,(x) ■ A x I .

a =  0 (23)
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L e t us con sid er now , fo llow ing E . N o e t h e r  [ 1 ] ,  th e  ac tio n  in te g ra l a f te r  
th e  tra n s fo rm a tio n  as a fu n c tio n  o f  th e  tra n s fo rm a tio n  p a ra m e te r  a :

s(a) = -r- I L (v»'(/)» 9' w’(y'j) dy  ■ic J

As th e  tra n s fo rm a tio n  is a sy m m e try  tra n s fo rm a tio n  th e  ac tio n  in te g ra l h as  
to  be eq u a l to  th e  n o n -tran sfo rm ed  expression  S  (0), i.e.

A S =
dS(a)

da L -J 1 8 L
ic \ ddk

+  S ikA x t dx  =  0 . (24)

T h is re la tio n , how ever, is v a lid  fo r an  a rb itr a ry  do m ain  W  on ly  w hen

w here
9 kjk  =  0 »

jk  (x ) = c
9 L  . г \ л

---------- +  e ,k A*i ■
" / t  W

(25)

To e v e ry  sy m m e try  tra n s fo rm a tio n  co rresponds a co n se rv a tio n  law . The 
d iffe re n tia l fo rm  o f  a co n se rv a tio n  law  is g iv en  in  (25). T h is is Noether's 
theorem. T he c u rre n t d en sity  j k (x) is a p u re  local fu n c tio n  in d e p e n d e n t o f th e  
tra n s fo rm a tio n  p a ra m e te r  an d  th e  su rface d irec tio n .

L e t us choose th e  fo u r-d im en sio n a l do m ain  W  in  (28) as th e  fou r-vo lum e 
b e tw een  th e  tw o  h y p e rp lan es  F0 a n d  F  an d  assum e th e  no rm als o f  th e  h y p e r
p lan es  as d irec ted  in to  th e  “ fu tu re ” . T h en  u sin g  th e  G auss th e o re m  an d  th e  
fa c t  t h a t  th e  fie ld  q u a n titie s  v a n ish  in  th e  space-like in fin ity , we g e t fo r (24)

AS =  Q(F0) - Q ( F )  =  0,
i. e.

Q =  J jk dFk =  — j  f a ,  Ay>fl +  Pi A x ,) d F  (26)
F F

is in d e p e n d e n t o f th e  h y p e rp lan e , i. e. i t  is a c o n s ta n t o f m otion  a n d  i t  can  be 
tra n s fo rm e d  like a c o n tra v a r ia n t q u a n ti ty  w ith  re sp e c t to  th e  tra n s fo rm a tio n  
p a ra m e te r  a. T he fo rm  o f Q can  be w ritte n  dow n d ire c tly  w hen  L  is know n. 
T h is is th e  in te g ra l form  o f N o e t h e r ’s th eo rem .

§ 4. In  q u a n tu m  th e o ry  besides th e  fie ld  e q u a tio n s  th e  c o m m u ta tio n  
law s m u s t also be  k n ow n . L e t us consider a h y p e rp la n e  F. T he  follow ing 
c o m m u ta tio n  law s are  va lid  for th e  fie ld  q u a n tit ie s  ta k e n  a t  tw o  p o in ts  x, y  
o f th e  h y p e rp la n e  :

{w(*)> M y)} =  ô(x — у ) , {щ,(х), л „(у)} =  0, {%,(*), f , ( y ) }  =  о . (27 )
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H ere
{ A , B } =  A B  ±  B A ,

w here th e  sign  depends on  th e  s ta tis tic s  o f  th e  fie ld  in v e s tig a te d . T he defin itio n  
o f th e  su rface  fu n c tio n  ő(x) is th e  re la tio n

.f/(y) ô(y -  *) d F (y) =/(*) •
T he “ sim u ltan eo u s”  co m m u ta tio n  ru le  (27) re fe rs  to  th e  h y p e rp la n e  F  

(due to  th e  q u a n titie s  n ß,ö{x) and  to  th e  assu m p tio n  x , y £ F ) .  C om paring  (27) 
and  th e  f ie ld  eq u a tio n s  (4) th e  c o m m u ta to r  \y)ß (я), y>v (z)| a t  tw o p o in ts  
o f a rb itra ry  location  can  be o b ta in e d  an d  its  v a lu e  is a lread y  in d e p e n d e n t 
o f F.

T he re su lts  o f th e  classical th e o ry  o b ta in ed  in  th e  above tw o p a ra g ra p h s  
are v a lid  also in  th e  q u a n tu m  th e o ry  as o p e ra to r re la tio n s  i f  we ta k e  care  o f  
th e  sequence of o p e ra to rs  in  th e  course o f  d iffe ren tia tio n s . T he m ost obv ious 
w ay is to  re g a rd  all th e  p ro d u c ts  as o rd e red  p ro d u c ts .

§ 5. As th e  tra n sfo rm a tio n s  d e a lt  w ith  are  sy m m e try  tra n s fo rm a tio n s  
th e  o p e ra to rs  f ß'(x) s a tis fy  th e  sam e  co m m u ta tio n  ru les as th e  o p e ra to rs  
f ß(x) ( th e  tra n s fo rm a tio n  is canon ical). T hus th e  tw o  o p e ra to rs  can  be re la te d  
to  each  o th e r  by  a u n ita ry  p e ra to r  U, nam ely  :

¥ « * ) =  UW (x) i / - i . (28)

O ur m ain  ta s k  is to  d e te rm in e  th e  exp lic it fo rm  o f th e  g e n e ra to r  U. 
F o r th e  tra n sfo rm a tio n s  d ea lt w ith  h e re  we can w rite

U (o2) U (eq) =  U (oa -)- O j), (7(0) =  1.

Be

A U =
d U l
da a= 0

(29)

D iffe ren tia tin g  (28) w ith  re sp e c t to  a an d  ta k in g  th e  d e riv a tiv e  fo r 
a =  0 we g e t b y  ta k in g  in to  acco u n t (23) an d  (29)

A * Vll(x) =  [AU,iptl(x)]. (30)

([ . . .] m eans a m inus c o m m u ta to r .)  E v id e n tly , i f  th e  o p e ra to r  A U  sa tis fy in g  
(30), is d e te rm in ed , th e  o p e ra to r U can  easily  be o b ta in e d . In  th e  case o f  a v e ry  
sm all tra n s fo rm a tio n  p a ra m e te r  one can  w rite  :
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T h e  re la tio n  becom es e x a c t i f  a —y  0. T he g e n e ra to r  o f  a tra n s fo rm a tio n  w ith  
a f in ite  p a ra m e te r  a can  be o b ta in e d  from  th e  g e n e ra to r  o f  a tra n sfo rm a tio n  
h a v in g  as p a ra m e te r  а/n in  th e  follow ing w ay  :

a n d  if  n is la rg e  enough

U(a) =  U

u
a

^ 1 +  a A U , th u s U ( a ) ~ 1 4* —  AU
n n n

T h e  e q u a lity  sig n  applies i f  —>-0, i.e . i f  n —у o o . T h u s we can  w rite  sym -
n

b o lica lly

[7(a) =  lim 1 +  —  A U
n

„ал U (31)

A s a p re p a ra tio n  fo r th e  d e te rm in a tio n  o f  A U  th e  c o m m u ta to rs  o f Q an d  
у>,,(ж) h av e  to  be  fo rm ed  :

[Q,Wn(x)] =  — J К Ы  Ayv(y), y ß{x)] dF(y) — [ B,  w (* )]. (32)
H . re

в  = § Р ,(У )  A y ,d F .  (33)
F

A s Q is in d e p e n d e n t of th e  p o s itio n  o f  F  we h av e  chosen a h y p e rp lan e  la id  
th ro u g h  th e  fix ed  p o in t x.  F o r  th e  e v a lu a tio n  o f  th e  f irs t  te rm  on th e  r ig h t 
h a n d  side o f  (32) th e  a lgeb ra ic  id e n tity

[ A B ,C ]  =  A { B , C } - { C ,  A } В  (34)

c a n  be u se d  a n d  fo r th e  second  te rm  th e  gen era l m a th e m a tic a l re la tio n

[B,V>„(x)] h ÓB
i 0Л^(х)

(35)

w h ich  is v a lid  as a re su lt o f  (27) fo r all expressions В  o f in te re s t .  ( I t  m u st be 
ta k e n  in to  ac c o u n t th a t  on ly  even  n u m b e r fe rm ion  o p e ra to rs  can  occur in  B.)  
T h u s  we g e t

[(), ¥>„(*)] =  J ({%-(*). n , ( y ) } A y ,  ( y ) --

-  М У )  I v ,{%{y) ,  M x )} ]dF(y)  +  ih
ÓB

ànf,(x)
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F ro m  th e  co m m u ta tio n  law s (27) a n d  from  th e  g e n e ra l canonical eq u a tio n s  
(13) (by  choosing fi(y)  =  A y )  we g e t

[Q, w (* )] =  it) (Ay„(x) — 8, ipfl(x) A x )  =  ih А* хр„(х). (36)

C om paring (30) and  (36) we get fo r th e  o p e ra to r  A U  :

AU =  — ' Q =  1 i ( n^ Af p  +  P i A x J d F  (37)
ft ft J

and th e  gen erator o f  th e  f in ite  sy m m e tr y  tran sform ation  becom es

U(a) =  e~a Q =  ex p  I (л,, Ay>fl -j- p , A x )  d F  —  exp  —  I —------ Axp„ +
h J tic J 98к 1рц

F

+  L A x v ------------- Э
00* YV

T hus we h av e  succeeded  in  o b ta in in g  th e  g e n e ra to r  o f  an  a rb itra ry  con tinuous 
sy m m etry  tra n s fo rm a tio n  b y  the  a id  o f  th e  f ie ld  eq u a tio n s  an d  th e  com m u
ta t io n  law . T he g e n e ra to r  is, acco rd ing  to  § 3, a  L o ren tz  in v a r ia n t c o n s tan t 
o f m o tio n , w hich  is in d ep en d en t o f  F.

§ 6. As w e m en tio n ed  a lread y  in  th e in tr o d u c tio n , th e  fu n d a m en ta l 
th eorem  exp ressed  b y  (28) and (38) w as regard ed  b y  J .  S c h w in g e r  as an  
axiom  o f  th e  q u an tu m  th e o ry  from  w h ich  th e co m m u ta tio n  law  can  b e deduced .

In d e e d  : L e t us consider su ch  a sy m m e try  tra n s fo rm a tio n , fo r w hich 
Axj =  0. I n  th is  case i t  follows fro m  th e  ex p ressio n  (37) (w hich is accep ted  
as an  axiom ) th a t

Ay„ =  А*у>„ =  [AU,y>„(x)] =  * j [лР(у)грв{у),гр„{х)] I ved F (y )  =

F

- ‘h j  inÁy)  { % ( y ) ,  wÁx )} — {vÁx)-< ^ ( т ) }  % Ы )  dF(y).

T his re q u ire m e n t can  be fulfilled fo r  m an y  possib le  expressions I vg an d  p o in t 
X an d  h y p e rp lan e  F  b y  choosing

{ч’°{у)- WÁX)} 0 .  {vÀx), nAyj) =  M K  à{x -  y ) .

O f course th e  fu n d a m e n ta l th eo rem  does n o t a ffe c t th e  ty p e  o f  th e  s ta tis tic s . 
C onclusions can  be d raw n  from  th e  fu n d a m e n ta l th eo rem  also  reg ard in g

4 A cta Phyaica IX/4.
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th e  f ie ld  eq u a tio n . T he th e o ry  is in v a r ia n t a g a in s t th e  d isp lacem en t o f th e  
origo o f  th e  co o rd in a te  sy s tem , i.e .

*{ =  x i — “«, % ( x ' )  =  y>„(x) (39)

a re  sy m m e try  tra n sfo rm a tio n s . F ro m  th is  follow s accord ing  to  (26) th e  conser
v a tio n  o f  th e  f ie ld  m o m en tu m  Pi, th e  form  o f w h ich  can be o b ta in e d  d irec tly  
from  (15) if  th e  L ag ran g ian  is k n o w n .

A pply ing  (30) to  th e  tra n s fo rm a tio n  (39) we g e t

ih [Pi, M x)] =  9< ¥V(*) • (40)

(40) d e te rm in es  th e  space an d  tim e  v a ria tio n s  o f  th e  fie ld  q u a n ti t ie s  an d  th u s  
leads to  th e  fie ld  eq u a tio n s.
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ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DER STRUKTUR 
UND DEN PHYSIKALISCHEN EIGENSCHAFTEN

DES GLASES
III. D IE  W Ä R M E A U SD E H N U N G  D E S G LASES  

V on

I .  N á r a y -S z a b ó

CHEM ISCHES ZENTRALFO RSCHU N GSIN STITU T D E R  U NG ARISCHEN A K A D E M IE  D ER  W ISSEN SCH A FTEN ,
B U D A PEST

(Vorgelegt von  Z. G yulai. —  Eingegangen : 23. V II. 1958)

1. D ie vorhandenen M essungen von W ärm eausdehnungskoeffizienten von  Gläsern 
bekannter Zusam m ensetzung werden durch lineare Gleichungen berechnet, die von  den bisher 
benutzten sich hauptsächlich darin unterscheiden, dass die netzbildenden Oxyde S i0 2, A120 3 
und B 20 2 keinen A nteil an der Ausdehnung haben , dass ihnen also ein Faktor N ull zuko irm t. 
Die W ärm eausdehnung wird nach dieser A uffassung praktisch nur durch gerüstm odifizierende  
Ionen hervorgerufen, in  erster Linie durch die Alkalien.

2. D ie Gleichungen enthalten  eine add itive  K onstante, die durch den Typ des Glases 
bestim m t ist.

3. D ie Abweichungen zwischen den m it diesen G leichungen berechneten und den 
gem essenen A usdehnungskoeffizienten betragen im  M ittel etw a 1— 3 Prozent, also bedeutend  
weniger als die früheren, die übrigens nur a u f gew isse Glassorten anwendbar sind.

4. E ine kurze D iskussion über den Zusam m enhang zw ischen  der W ärm eausdehnung  
und den E igenschaften des Glasgerüstes wird hier gegeben.

W egen der p ra k tisc h e n  W ic h tig k e it der W ärm eau sd eh n u n g  des G lases 
w urden  viele  M essungen a u f  d iesem  G eb ie t d u rc h g e fü h rt und  u n te r  ih n en  
b e fin d e t sich eine ziem liche A nzah l so lcher, die an zwei- u n d  d re ik o m p o n en tig en  
G läsern  m it sy s tem atisch  v a r iie r te r  Z u sam m en se tzu n g  v o rgenom m en  w u rd en . 
Schon die frühen  A rb e iten  von  W i n k e l m a n n  u n d  S c h o t t  [1] g eben  eine 
ad d itiv e  G leichung an , die zu r B erech n u n g  der W ärm eau sd eh n u n g  aus der 
chem ischen Z usam m en se tzu n g  d ien t ; ih re  E rg eb n isse  w eichen v o n  den 
gem essenen  W erten  im  M itte l um  e tw a  5 % , m ax im al u m  11%  ab. E n g l i s h  

u n d  T u r n e r  [2] h ab e n  genaue M essungen  an m e h re re n  Serien a u sg e fü h rt 
u n d  d ab e i die von  W i n k e l m a n n  u n d  S c h o t t  an g eg eb en en  F a k to re n  sehr 
s ta rk  ab g eän d e rt. W ieder andere  R e ch n u n g sv e rfah ren  w urden  von  G i l a r d  

u n d  D u b r u l  [ 3 ]  u n d  v o n  B l a u  [ 4 ]  angegeben , d ie  e ine  q u a d ra tisc h e  bzw . 
eine m it vielen  F a k to re n  operierende G leichung em p feh len . Schon H a l l  [ 5 ]  

h a t  den  A n te il des S ilic ium dioxyds a n  d er W ä rm eau sd eh n u n g  fü r  v e rn a c h 
lässig b ar g eh a lten  u n d  en tsp rech en d e  F a k to re n  an g eg eb en . R . S c h m i d t  [6] 
re c h n e t in  fa s t g leicher W eise. D och gab  es b isher k e in e  solchen F a k to re n , 
die a llgem ein  an w en d b a r gew esen w ären , ohne v o n  den  ex p erim en te llen  
W erten  allzu  grosse A bw eichungen  zu  ergeben.

D a die M öglichkeit e in er g en au e ren  und  a llgem ein  v e rw en d b a ren  
G leichung von  grossem  p ra k tisc h e n  u n d  auch  th eo re tisch em  W ert is t , h a b e  ich 
das v o rh an d en e  p u b liz ie rte  M ate ria l s a m t einer A n zah l u n p u b liz ie r te r  Mes-

4 *
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su n g en  aus d e r  In d u s tr ie  d u rc h g e a rb e ite t u n d  d a rau s  eine allgem eine  G leichung 
a u fg e s te llt, d ie  fü r  den  A u sd eh n u n g sk o e ffiz ien ten  (108 a  =  108 • Zl 1/1. Zl t) 
v o n  g ew öhn licher T e m p e ra tu r  b is  90 o d er 100° C g ü ltig  i s t .  D abei b in  ich  
v o n  den  e in fach sten  S y stem en  ausgehend  a u f  solche m it m eh re ren  K o m p o 
n e n te n  v o rg ed ru n g en .

Q uarzg las h a t  eine s e h r  kleine W ä rm eau sd eh u n g , zw ischen 0— 100° 
IO-8 • 48,7 p ro  C°. G lasiges B o rtr io x y d  h a t  dagegen  e in e n  ausgesp rochen  
g rossen  a -W e r t  v o n  1 5 1 0 -1 0 -8  p ro  G° (zw ischen  0— 100°). D ie aus d iesen  
O x y d en  h e rg e s te llte n  g em isch ten  G läser w eisen  eine desto  h ö h e re  A usdehnung  
a u f  je  m ehr B o rtr io x y d  in  ih n e n  e n th a lte n  is t ,  d e r Z u sam m en h an g  is t a b e r  
keinesw egs lin e a r .

Tabelle I

W ärmeausdehnung von S i0 2— B 20 3-Gläsern [7]

SiO.% B A % 108a gern.

0 100 1510

6,46 93,54 1317

9,99 90,01 1181
14,81 85,19 1114
24,45 75,55 870

38,03 61,97 719

45,51 54,49 576
52,17 47,83 498

57,24 42,76 475
100 0 48,7

Tabelle 2

W ärm eausdehnung v o n  N a20 — S i0 2-Gläsern (25— 90°) [8]

S i0 2% N a20 % 108a  gern. 108a  ber. Diff.%

66,91 33,09 1346 1351 + 0 ,4
70,38 29,62 1240 1231 — 0,7
74,05 25,95 1138 1103 — 3,1
76,27 23,73 1035 1025 — 1,0
79,13 20,87 917 925 + 0 ,9
81,34 18,66 849 848 — 0,1
82,83 17,17 755 785 + 4 ,0
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Die Wärmeausdehnung von anderen, aus mehreren gerüstbildenden 
Oxyden hergestellten Gläsern wurde nicht gemessen.

Bei der Betrachtung der Wärmeausdehnung von einfachen Natron
silikatgläsern fällt es auf, dass diese eine enge Parallelität mit dem Natron
gehalt zeigt.

(Die geringen Verunreinigungen — einige Zehntelprozent — wurden 
zum Na20  gerechnet.)

Bezeichnet man die Prozentzahlen eines Oxyds mit der in runden 
Klammern gesetzten Formel — wie es im folgenden stets gemacht wird — so 
finden wir, dass auf Grund der Gleichung

108 a =  35 (Na20) +  185

die gemessenen Werte mit einer maximalen Abweichung von 4,0% berechnet 
werden können. Die durchschnittliche Abweichung ist weniger als 1,5%.

Leider haben wir keine Daten für K20-Si02 und andere binäre Gläser. 
Dagegen stehen uns eine Anzahl von Messreihen von dreikomponentigen 
Natrongläsern zur Verfügung. — Betrachten wir zunächst jene, die neben 
Si02 noch ein anderes gerüstbildendes Oxyd enthalten, so sehen wir, dass 
BeO nur die additive Konstante der Gleichung verändert, der Faktor von 
Na20  aber bleibt erhalten.

Tabelle 3

Wärme ausdehnung von N a20 — BeO— S i0 2-Gläsern (20— 400°) [9]

s ío ,% BeO% N a ,0 %
I0’a

Diff.%
gern. ber.

8 0 ,0 7 ,5 1 2 ,5 7 4 0 7 5 8 +  2 ,4

7 5 ,0 1 2 ,5 1 2 ,5 7 8 0 7 5 8 — 2 ,8

7 4 ,0 1 1 ,0 1 5 ,0 8 4 0 8 4 5 + 0 , 6

7 2 ,0 1 2 ,0 1 6 ,0 8 8 0 8 8 0 ± 0

7 2 ,0 1 0 ,0 1 8 ,0 9 6 0 9 5 0 — 1 ,0

7 6 ,0 5 ,0 1 9 ,0 1 0 0 0 9 8 5 — 1 ,5

6 6 ,0 1 4 ,0 2 0 ,0 1 0 0 0 1 0 2 0 +  2 ,0

7 4 ,0 3 ,5 2 2 ,5 1 0 9 0 1 1 0 7 +  1 ,6

6 9 ,0 7 ,5 2 3 ,5 1 1 2 0 1 1 2 3 + 0 , 3

7 1 ,0 3 ,0 2 6 ,0 1 1 8 0 1 2 1 0 + 2 , 5

6 2 ,5 1 1 ,0 2 6 ,5 1 2 2 0 1 2 2 8 + 0 , 7

6 4 ,5 7 ,0 2 8 ,6 1 2 8 0 1 2 9 8 + 1 , 4
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O bzw ar h ie r die T e m p e ra tu rg re n z e n  sehr v ersch ied en  sind , b le ib t d er 
K oeffiz ien t des N a20  derse lb e , u n d  w ir e rh a lten  d ie  G leichung

108 «  =  35 (N a20 )  +  320.

D ie m ax im a le  A bw eichung  b e trä g t  2 ,8 %  und die d u rch sch n ittlich e  1 ,4% .
E s is t  seh r in te re s s a n t, dass au ch  d ie  W ärm eau sd eh n u n g  von  B o ro s ilik a t

g läsern  ana lo g  berech n en  k an n , dass also B 20 3 k e in en  s ta rk e n  E in flu ss  d a r
a u f a u sü b t.

Tabelle 4

W ärmeausdehnung von Na20 — B 20 3— S i0 2-Gläsern (25— 90°) [10]

SiOs% ®2̂ 3% Na.O%
10 8a

Diff.%
gern. ber.

70,75 18,71 9,89 498 496 — 0,4
67,18 21,81 10,26 497 504 +  1,4
61,94 25,82 11,33 521 547 + 5 ,0
74,91 12,45 11,36 578 548 — 5,2
71,51 8,28 18,86 817 810 — 0,9
61,28 18,84 19,04 805 816 — 1,3
68,39 11,29 19,04 813 816 — 0,4
74,22 4,46 19,92 840 847 + 0 ,8
64,72 14,45 20,09 837 953 +  1,9
50,04 28,83 20,44 814 866 + 5 ,0

(D er geringe CaO-Gehalt wurde zum N a 20  gerechnet)

So lassen  sich  bis 30%  B 20 3 e n th a lte n d e  G läser be i m ax im alem  F e h le r  von 
5 ,2%  b e rech n en , w obei d e r  d u rch sch n ittlich e  F eh le r 1 ,93%  b e trä g t.

E in e  an d ere  M essreihe g ib t die W ärm eau sd eh n u n g  v o n  N a tro n b o ro s ilik a t
g läsern  zw ischen a n d e ren  T em p era tu rg ren zen , d a h e r  m uss die ad d itiv e  
K o n s ta n te  d e r  G leichung e tw as m o d ifiz ie rt w erden . W ir  e rh a lten  m it der 
G leichung

108 a  =  35(N a20 )  +  200

eine m ax im ale  A bw eichung von  5 ,3%  (d u rch sch n ittlich  2 ,5% ). M an m uss 
b e a c h te n , dass der N a20 -G e h a lt  h ie r b is  zu  32%  re ic h t.
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Tabelle 5

W ärmeausdehnung von N a20-—B 20 3— S i0 2-Gläsern (25— 150°) [11]

SiO.% b ,O s% N asO%
108a

Diff.%
gern. ber.

63,81 4,33 31,86 1333 1314 — 1,4

61,57 8,28 30,15 1247 1254 + 0 ,2

59,53 11,33 29,14 1181 1219 + 3 ,2
53,66 18,05 28,29 1151 1189 +  3,3

55,15 17,60 27,25 1108 1153 + 4 ,0

55,74 18,29 25,97 1052 1108 + 5 ,3

65,49 10,12 24,39 1054 1052 — 0,2

61,27 14,57 24,16 1009 1041 + 3 ,5
55,72 30,17 24,11 1007 1043 + 3 ,6

51,00 24,86 24,14 1004 1044 + 4 ,0

76,99 4,68 18,33 882 841 — 4,7

73,38 8,71 17,91 833 826 — 0,8

70,05 12,79 17,16 788 800 +1*5
67,55 16,29 16,16 740 765 + 3 ,4

65,65 19,33 15,02 721 726 + 0 ,7

62,04 22,80 15,16 723 730 + 1 ,0

Im  F alle  von A lum in iu m o x y d  k an n  m an ebenso  v e rfah ren  :

Tabelle 6

W ärmeausdehnung von  N a äO— A120 3— S i0 2-Gläsern [12]

SiO,% Al.O.% N azO%
108a

Diff.%
gern. ber.

75,12 6,54 18,38 853 862 + 1 ,1

70,76 10,58 18,56 870 877 +  0,8

66,17 15,62 18,20 860 856 — 0,5

62,25 19,79 18,01 863 850 — 1,5

79,21 6,62 14,36 730 722 — 1,1

74,72 10,69 14,81 723 738 + 2 ,1

69,99 15,57 14,52 727 729 + 0 ,3

(Der geringe CaO-Gehalt wurde zu N a20 ,  Fe20 3 zu A120 3 gerechnet.)
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M it d er G leichung

108a  =  3 5 (N a20 ) +  220

e rh a lte n  w ir eine vorzügliche Ü b e re in s tim m u n g  ; der m ax im ale  F eh ler 
b e t r ä g t  2 ,1 %  u n d  d e r  d u rch sch n ittlich e  1,0% . B e i e in er a n d e ren  M essreihe 
(13) e rh ä lt  m an  eben fa lls  ziem lich g u te  Ü b ere in s tim m u n g  —  a llerd ings m it 
e in er e tw as  m o d ifiz ie rten  ad d itiv en  K o n s ta n te  —  b is zu einem  N a 20 -G eh a lt 
v o n  2 1 % , d a rü b e r  h in a u s  w erden d ie  A bw eichungen  grösser.

Gläser m it zwei gerüstm odifizierenden Oxyden

W ir h ab en  ein ige w enige D a te n  fü r  die W ä rm eau sd eh u n g  v o n  L ith iu m 
a lu m in iu m silik a tg lä se rn .

Tabelle 7

W ärmeausdehnung von L i20 — A120 3— S i0 2-G läsern (30— 500°) [14]

SiO ,% AlaO ,% LiaO%
108a

Di£f.%
ber. gem.

4 9 ,6 4 2 ,1 4 8 ,2 6 7 6 0 — —

6 6 ,3 2 8 ,1 5 ,5 2 6 6 6 6 6 2 — 0 ,6

7 4 ,9 2 1 ,0 4 ,1 5 5 2 5 5 2 5 ± 0

7 9 ,8 1 6 ,9 3 ,3 2 4 3 6 4 4 2 + 1 , 4

8 3 ,1 1 4 ,1 2 ,7 7 3 9 3 3 8 7 — 1 ,5

B is zu  einem  L i20 -G e h a lt v o n  6 %  k an n  m a n  diese m it d e r  G leichung

108a =  100(L i2O) +  110

b e rech n en , w obei sich  eine m ax im ale  D ifferenz v o n  1 ,5%  u n d  e in e  d u rc h 
sc h n ittlic h e  von  0 ,9 %  e rg ib t. —  A us diesen D a te n  s ieh t m an  a b e r  auch, 
dass sich  L i20  den  A lka lien  äh n lich  v e rh ä lt , d. h . eine grosse W ärm eau s
d eh n u n g  v e ru rsa c h t, es g e h ö rt also keinesw egs zu d en  g e rü s tb ild en d en  O xyden, 
o bzw ar L i+ in  V iere rk o o rd in a tio n  im  L i2S i0 3 a u f t r i t t  [15].

B e tra c h te n  w ir d ie  A u sd eh n u n g  von  MgO e n th a lte n d e n  G läsern , so 
sehen  w ir, dass MgO d ie  A usdeh n u n g  v e rrin g e rt.
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Tabelle 8

W ärmeausdehnung von N a ,О— MgO— SiO.-Glâsern (25— 90°) [16]

SiO,% M gO% N a,0 %
108a

D iH .%
ber. gern .

74,07 1,10 24,23 1104 1099 — 0,5

75,00 2,49 22,12 1005 1013 + 0 ,8

75,19 4,20 19,83 895 920 + 2 ,8

77,09 6,10 16,05 784 773 — 1,4

76,86 7,46 14,55 710 708 — 0,3

78,28 9,30 11,76 594 598 + 0 ,7

W ir b en ü tz e n  fü r a  eine G leichung

108a  =  35(N a20 )  —  8(MgO) +  260

und  e rh a lte n  d a m it eine m ax im ale  A bw eichung  von  2 ,8 %  u n d  eine d u rc h 
sch n ittlich e  v o n  1,3% .

D ie w ich tigen  N a tro n k a lk s ilik a tg lä se r  zeigen, dass CaO  einen p o s itiv e n  
B e itrag  zur W ärm eau sd eh n u n g  lie fert.

Tabelle 9

Wärmeausdehnung von  N a / ) — CaO— SiOä-Gläsern (0— 75°) [17]

S iO ,% CaO % N a aO %
108a

Diff.%
gern. b e r.

75,94 12,04 12,00 7 4 4 755 +  1,5
75,25 9,37 15,38 8 4 4 850 + 0 ,7

74,70 6,91 18,39 916 927 +  1,2
74,75 4,80 19,91 998 960 — 3,8

74,65 2,69 22,66 1054 1034 — 1,9
76,00 12,26 11,74 723 749 + 3 ,6

75,80 10,21 13,99 796 807 + 1 ,3
81,19 8,07 10,52 658 664 + 0 ,9

74,07 10,01 15,45 8 5 8 855 — 0,3

70,27 14,08 15,49 8 9 8 897 — 0,1
72,87 10,06 16,96 895 910 +  1,7
70,64 14,41 15,00 874 884 + 1 Д

Die G leichung
108a  =  35(N a20 3 +  10(CaO) +  215
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g e s ta t te t  eine B erech n u n g  d e r  W erte  von  a  m it e iner m ax im alen  A bw eichung  
von  3 ,8 % , w obei die d u rc h sc h n ittlic h e  A bw eichung  1 ,5%  b e trä g t.

D ie E rg eb n isse  e in er an d eren  M essreihe finden  sich  in  der fo lgenden  
T abelle .

Tabelle 9/a

W ärmeausdehnung von N a20 — CaO— S i0 2— Gläsern (25— 90°) [18]

SiO ,% N asO% CaO%
10 8a

Diff.%
gern. ber.

73,92 23,80 1,50 1106 1073 — 3,0
74,08 23,00 2,61 1065 1056 — 0,8
74,07 21,50 3,81 1021 1015 — 0,6
73,78 20,87 4,50 988 997 + 0 ,9
74,41 17,20 7,45 911 902 — 1,0
74,99 16,00 8,16 870 867 — 0,3
74,94 14,88 9,36 844 840 — 0,5
74,59 14,22 10,38 810 826 + 2 ,0
74,93 13,02 11,68 769 798 +  3,8
66,71 12,72 18,17 882 853 — 3,3
69,73 11,22 17,38 801 792 — 1,1

H ie r w u rd e  die a d d itiv e  K o n s ta n te  zu  225 an g en o m m en  ; die b e re c h 
n e te n  W erte  zeigen eine m ax im ale  A bw eichung  von  3 ,8%  u n d  eine m itt le re  
v o n  1 ,6% .

B a riu m  h a t  eine m it d em  K alz iu m  v erg le ich b are  p o sitiv e  W irk u n g .

Tabelle 10

W ärmeausdehnung von  N a20 — BaO— S i0 2-Gläsern (25— 90°) [19]

SiOt% BaO% N a,0 %
10«a

Diff.%
gem. ber.

72,86 3,03 23,30 1102 1099 — 0,3
71,46 5,98 20,95 1068 1077 + 0 ,8
70,83 8,59 21,11 1048 1033 — 1,4
68,72 11,07 19,49 1034 1053 +  1,8
68,33 14,16 17,39 1001 988 — 1,3
66,33 17,28 15,89 950 961 +  1,1
64,94 19,38 14,98 956 938 — 1,9
63,18 22,37 12,52 888 877 — 1,2
62,67 24,25 11,72 884 864 — 2,2
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D ie R echnung  w urde  m it d e r  G leichung

108a  =  35(N a20 )  +  8(BaO) +  260

d u rc h g e fü h rt ; der m ax im ale  F eh le r is t  2 ,2%  u n d  d e r  d u rch sch n ittlich e  1,3% . 
B le ioxyd  w irk t noch  w eniger als B ariu m o x y d .

Tabelle 11

W ärmeausdehnung von N a ,0 — PbO— S i0 2-Gläsern [20]

S i0 2% PbO% N a20 %
108ct

Diff.%
gern. ber.

5 1 , 2 1 4 1 , 8 3 5 , 6 1 7 0 5 7 1 5 + 1 , 4

5 2 , 6 1 3 9 , 2 4 6 , 9 0 7 2 9 7 4 8 + 2 , 6

5 3 , 5 8 3 7 , 4 5 7 , 8 8 7 6 1 7 7 3 + 1 , 6

5 4 , 1 0 3 6 , 6 0 8 , 2 7 7 8 1 7 8 3 + 0 , 3

5 4 , 8 4 3 3 , 9 6 1 0 , 0 2 8 4 4 8 3 1 — 1 ,5

5 5 , 8 7 3 1 , 5 7 1 1 , 3 5 8 8 0 8 6 4 — 1 ,8

5 8 , 5 2 2 8 , 0 1 1 2 , 4 0 9 0 3 8 8 4 — 2 ,2

6 0 , 3 0 2 4 , 3 3 1 3 , 8 3 9 3 4 9 1 5 — 2 ,1

6 1 , 6 7 2 2 , 9 4 1 4 , 0 6 9 2 9 9 1 6 — 1 ,4

6 5 , 9 5 1 6 , 3 5 1 6 , 3 4 9 6 6 9 6 4 — 0 ,2

H ie r w urde m it d e r G leichung

108a  =  35(N a20 )  +  6(РЬО) +  280

g e re c h n e t, die m ax im ale  A bw eichung b e trä g t  2 ,6% , d ie  d u rch sch n ittlich e  1,5% .
U n te rsu ch en  w ir z in k o x y d h a ltig c  N a tro n g lä se r , so e rg ib t sich, das 

ZnO  keine W irkung  a u f  die W ärm eau sd eh n u n g  a u s ü b t.

Tabelle 12

Wärmeausdehnung von N a .О— ZnO— SiO.-Gläsern (25— 90°) [21]

S i0 2% N a ,0 % Z n O %
108a

Diff.%
gem. ber.

7 4 , 0 9 2 4 , 1 2 1 , 2 9 1 0 8 1 1 0 9 0 + 0 , 8

7 3 , 4 8 2 1 , 9 5 3 , 5 1 1 0 1 6 1 0 1 8 + 0 , 2

7 3 , 5 2 2 0 , 6 9 4 , 5 5 9 5 9 9 7 4 +  1 ,6

7 3 , 3 6 1 9 , 5 2 6 , 1 2 9 1 7 9 3 2 +  1 ,6

7 5 , 0 6 1 7 , 1 2 6 , 7 0 8 4 2 8 4 8 +  0 ,7

7 2 , 1 1 1 7 , 2 8 9 , 2 4 8 7 5 8 5 4 — 2 ,4

7 2 , 4 6 1 5 , 4 6 1 1 , 1 3 7 7 9 7 9 0 +  1 ,4
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D ie G leichung is t
108a  =  3 5 (N a20 )  +  250,

u n d  d ie  R echnung  ze ig t eine m ax im a le  A bw eichung von  2 ,4 % , w äh ren d  die 
d u rch sch n ittlich e  D ifferenz  1 ,2%  b e trä g t .

E in e  andere  Serie solcher G läser w urde zw ischen  20— 100° gem essen ; 
h ie r  m uss die a d d itiv e  K o n s ta n te  e tw as  m o d ifiz ie rt w erden.

Tabelle 13

W ärmeausdehnung von Na^O— ZnO— SiO.-Gläsern (20— 100°) [22]

S iO ,% N a aO % Z n O %
108a

D iff.%
gern. ber.

5 9 , 7 3 2 , 9 5 , 8 1 4 5 1 1 4 4 0 — 0 ,8

5 9 , 9 2 7 , 6 1 1 , 9 1 2 5 7 1 2 5 5 — 0 ,2

5 9 ,1 2 1 , 6 1 7 , 4 1 0 8 5 1 0 4 6 — 3 ,6

5 9 , 1 1 6 ,5 2 3 , 8 8 7 3 8 6 7 — 0 ,7

5 8 , 8 1 0 , 9 2 9 , 7 6 3 2 6 7 2 + 3 , 2

H ie r h ab en  w ir die G leichung

108a  =  3 5 (N a20 )  +  290,

w elche eine m ax im ale  A bw eichung v o n  3 ,6%  u n d  eine d u rch sch n ittlich e  von  
1 ,7 %  e rg ib t.

D as v ie rw ertig e  T ita n  h a t  k e in en  E in fluss a u f  die W ä rm eau sd eh n u n g , 
wie d ies aus T ab e lle  14 e rsich tlich  is t.

Tabelle 14

W ärmeausdehnung von N a20 — TiO ,— S i0 2-Gläsern (25— 90°) [23]

S i0 2% N a O ,% тю2%
108a

D iff.%
gern . b er.

7 3 , 4 2 2 3 , 6 8 1 , 9 4 1 0 3 5 1 0 1 9 — 1 ,5

7 2 , 8 8 2 3 , 1 6 3 , 0 1 9 9 0 1 0 0 0 + 1 , 0

7 2 , 8 2 2 1 , 8 2 4 , 9 5 9 0 3 9 5 4 + 5 , 6

7 3 , 3 0 1 8 , 7 8 6 , 8 8 8 7 4 8 4 6 — 3 ,2

7 2 ,6 1 1 6 , 3 1 1 0 , 0 3 8 0 7 7 6 1 — 5 ,6

7 2 ,4 1 1 1 , 9 0 1 4 , 9 1 6 1 9 6 0 6 — 2 ,1



In  d iesem  F a ll k a n n  dieselbe G leichung b e n ü tz t w erd en , die fü r e in fache  
N a tro n s ilik a tg lä se r  g ilt ; die m ax im ale  A bw eichung b e trä g t  5 ,6%  u n d  die 
d u rch sch n ittlich e  3 ,3% .

B ei z irk o n iu m d io x y d h a ltig en  G läsern  m uss m an  eine geringe n e g a tiv e  
K o rre k tu r  in  der G leichung anw enden  :

108a  =  35(N a20 )  —  6 (Z r0 2) +  255 ;

m an  e rh ä lt  au f diese W eise eine m ax im ale  D ifferenz v o n  2 ,8%  u n d  eine 
d u rch sch n ittlich e  von  1 ,2% .
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Tabelle 15

W ärmeausdehnung von N a20-—Z r0 2— SiO,-Gläsern (25— 90°) [24]

si<V /0 N a sO % ZrO,%
108a

Diff.%
gern. ber.

7 3 , 7 7 2 4 , 7 0 0 ,9 5 1 1 0 6 1 1 1 4 + 0 , 7

7 4 , 1 4 2 2 , 6 0 2 , 6 7 1 0 2 8 1 0 3 0 + 0 , 2

7 2 , 8 0 2 2 , 1 5 3 , 5 4 1 0 0 6 1 0 0 9 + 0 , 3

7 2 , 8 8 2 0 , 6 9 4 , 6 7 9 6 1 9 5 2 + 0 , 9

7 2 , 9 6 2 0 , 1 9 5 ,3 9 9 3 5 9 2 8 — 0 , 8

7 1 ,8 9 1 9 , 3 2 6 ,9 7 8 8 5 8 8 9 + 0 , 4

7 1 , 9 7 1 8 , 9 0 8 ,2 5 8 4 4 8 6 7 +  2 , 7

7 2 , 1 0 1 6 , 8 9 1 0 ,3 3 8 0 8 7 8 5 — 2 , 8

7 1 ,0 1 2 2 , 4 5 5 ,3 5 1 0 1 5 1 0 1 0 — 0 , 5

6 5 , 5 9 2 1 , 4 0 1 1 ,1 3 9 3 5 9 3 6 + 0 , 1

6 1 , 1 0 2 1 ,7 5 1 5 ,1 5 9 1 0 9 2 5 +  1 , 6

5 6 , 3 8 2 1 , 0 9 2 0 , 5 9 8 5 9 8 7 0 +  1 ,1

7 5 , 0 0 1 8 , 7 4 5 , 8 0 8 7 1 8 7 5 + 0 , 5

6 9 , 3 2 1 8 ,4 2 1 1 ,7 3 8 0 1 8 1 0 + 1 , 1

6 5 , 0 8 1 8 ,7 8 1 4 ,8 0 8 4 5 8 2 2 — 2 ,7

L eider h ab en  w ir keine D a ten  fü r K a lig läse r, die eine d r i t te  K o m p o n en te  
e n th a lte n . D agegen  g ib t es D a te n  fü r  v ie r- u n d  fü n fk o m p o n en tig e  G läser. 
D iese zeigen, dass die F a k to re n , die o ben  fü r  die d re ik o m p o n en tig en  G läser 
angegeben  w u rd en , ohne w eiteres fü r m eh rk o m p o n en tig e  G läser gü ltig  b le ib en . 
N a tü rlich  g e lten  sie n u r  b is zu gew issen G renzen  ; sie k ö n n e n  z. B . a u f  e in  
80%  PbO  e n th a lte n d e s , n a tro n fre ies  G las n ic h t m ehr a n g ew an d t w erd en . 
Im  fo lgenden  füh ren  w ir die zu r V erfügung  s teh en d en  D a te n  von  v ier- u n d  
fü n fk o m p o n en tig en  G läsern  an . D ie A u sd eh n u n g  eines M gO -und C aO -haltigen  
N atro n g lases  k a n n  d u rch  die G leichung

108a  =  35(N aaO) —  8(MgO) +  10(CaO) +  220
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a u sg ed rü ck t w erd en , die e ine  m ax im ale  D ifferenz  von  3 ,1 %  u n d  eine d u rc h 
sch n ittlich e  v o n  1,8%  lie fe rt.

Tabelle 16

W ärmeausdehnung von  N a20 — MgO— CaO— S i0 2-Gläsern (25-—90°) [25]

S i02% N a ,0 % MgO% CaO%
108a

Diff.%
gern. ber.

74,76 14,84 1,64 7,52 781 802 +  2,6
74,74 14,98 2,58 6,43 779 789 +  1,3
75,58 14,48 3,66 5,48 775 751 — 3,1
76,32 14,58 4,10 3,82 746 735 — 1,5
76,00 14,98 4,85 3,14 739 737 — 0,3

In  e isen h a ltig en  G läsern  kom m en  im m e r FeO  u n d  F e 20 3 n eb e n e in a n d e r 
v o r ; solche N a tro n g lä se r  sehen  w ir in  d e r fo lgenden  T abelle .

Tabelle 17

W ärmeausdehnung von N a20 — FeO— Fe20 3— S i0 2-Gläsern [26]

SiO,% N a20 % FeO % ГегО„%
108a

Diff.%
gern. ber.

72,18 23,80 0,63 2,21 1050 1071 + 2 ,6
71,33 21,36 0,84 4,84 990 996 +  0,2
69,02 22,36 1,05 6,52 999 1038 + 3 ,9
70,00 17,38 1,05 9,95 862 878 + 2 ,2
69,25 17,20 1,89 10,16 833 872 + 3 ,9
66,63 15,34 1,78 15,42 839 828 — 1,3
65,64 14,46 4,20 15,03 769 796 +  3,5
63,72 13,66 3,88 17,19 799 777 — 2,8
63,69 11,54 3,36 20,50 739 718 — 2,8
62,97 10,64 3,99 21,90 673 691 +  2,6

M an k a n n  die g e fu n d en en  A u sd eh n u n g sk o effiz ien ten  du rch  die G le ichung  

108a  =  35(N a20) +  4 (F e 20 3) +  230

a u sd rü c k e n , w obei der m ax im ale  F e h le r  3 ,9%  u n d  d e r d u rch sch n ittlich e  
2 ,6%  b e trä g t .  F e rro o x y d  ü b t  also p ra k tis c h  keinen  E in flu ss  a u f die W ä rm e 
a u sd eh n u n g  aus.
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M agnesium oxyd u n d  Z irk o n iu m d io x y d  e n th a lte n d e  G läser k ö n n en  au ch  
m it d en  oben gefundenen  F a k to re n  b e re c h n e t w erden.

Tabelle 18

W ärmeausdehnung von N a20 — MgO— ZrO,— S i0 2— Gläsern (25— 90°) [24]

SiO,% N asO% M6 o % Z r0 2%
108a

Diff.%
gern. ber.

7 2 , 7 7 2 0 ,4 2 3 , 2 4 — 9 3 9 9 4 3 + 0 , 4

7 2 , 4 2 1 8 ,5 0 4 , 9 6 1 , 8 3 8 7 1 8 5 0 — 2 , 4

7 3 , 1 5 1 8 ,4 0 3 , 4 6 3 , 7 4 8 6 3 8 5 6 — 0 , 8

7 2 , 3 6 1 9 ,1 1 1 ,8 3 5 , 9 5 8 4 9 8 7 1 +  2 , 6

7 1 , 3 4 1 8 ,8 2 0 , 2 3 8 ,0 1 8 4 8 8 6 3 +  1 ,8

7 4 , 5 8 2 0 , 0 0 2 , 5 6 2 , 2 4 9 1 0 9 2 2 + 1 , 3

Die G leichung is t

108a  =  3 5 (N a20 )  —  8(M gO) —  6 (Z r0 2) +  255,

die m ax im ale  A bw eichung b e trä g t  2 ,6 %  u n d  die d u rc h sc h n ittlic h e  1 ,6% . 
F ü tifk o m p o n en tig e  G läser fin d en  sich  in  T abelle 19.

Tabelle 19

W ärmeausdehnung von  N a20 — K 20 — CaO— B 20 3— S i0 2-Gläsern (25— 90°) [27]

SiO,% B 2o ,% N a20 % K 20% CaO%
10‘a

Diff.%
gern. ber.

7 5 , 8 2 _ 6 , 8 6 7 ,9 0 8 , 5 6 8 0 2 7 7 8 — 3 ,0

7 5 ,3 8 0 ,6 6 6 , 8 4 8 ,0 2 8 ,5 2 7 9 5 7 8 0 — 1 ,9

7 3 , 3 8 2 ,0 5 6 , 1 4 9 ,3 8 8 , 4 0 7 8 5 7 9 5 +  1 ,2

6 9 , 0 6 5 ,4 4 7 , 5 4 8 ,2 2 8 , 6 4 7 4 6 7 5 1 +  0 ,8

6 8 , 2 0 7 ,9 0 7 , 0 0 7 ,5 6 8 , 4 0 7 3 4 7 0 9 — 3 , 4

6 6 , 5 0 9 ,5 8 7 , 0 4 7 ,4 0 8 ,7 2 7 1 4 7 1 0 — 0 ,5

6 4 , 5 8 1 0 ,7 8 7 , 5 0 7 ,4 2 8 , 6 0 7 0 1 7 2 5 +  3 , 4

6 2 , 4 2 1 3 ,6 5 6 , 2 6 8 ,0 6 8 , 9 0 6 9 3 7 0 5 +  1 ,7

5 6 ,7 6 1 9 ,4 3 7 , 3 8 7 ,1 4 8 ,5 4 6 9 5 7 1 3 +  2 , 6

5 3 , 2 6 2 2 , 5 4 6 , 7 4 6 ,9 8 9 ,1 0 6 9 4 6 9 2 — 0 ,3

4 9 , 5 0 2 5 , 7 0 7 , 0 0 7 ,5 0 9 ,0 8 7 0 0 7 1 6 +  2 ,3

4 1 , 9 8 3 3 , 7 9 6 , 5 2 7 ,3 8 8 ,5 6 7 3 9 6 9 1 -----6jD
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D ie R ech n u n g  k a n n  m it H ilfe d er G leichung

108a  =  3 5 (N a20 )  +  10(K 2O) +  10(CaO) +  215

erfo lgen , so lange  der A n te il des B o rtr io x y d s  n ich t ü b e r  2 ,5 %  lieg t ; is t  e r 
g rösser, so w ird  die ad d itiv e  K o n s ta n te  190. M án e rh ä lt e in e  d u rch sch n ittlich e  
A bw eichung  v o n  1 ,9%  u n d  e in e  m ax im ale  v o n  3 ,4% , b is  zu  e tw a  30%  B 20 3 ; 
d a rü b e r  h in a u s  w erden  die A bw eichungen  grösser.

E s s te h e n  auch  M essungen  der A u sd eh n u n g sk o effiz ien ten  von  in d u s tr ie l
le n  G läsern  z u r V erfügung. M an  m uss zu  d iesen  b em erk en , dass  die T e m p e ra 
tu rg re n z e n  o f t n ich t g en ü g en d  sicher b e k a n n t sind , u n d  d a h e r  n eh m en  w ir 
im  a llgem einen  die G renzen  20— 100° an . Zw ischen a n d e re n  G renzen w ird  
m a n  n a tu rg e m ä ss  andere a d d itiv e n  K o n s ta n te n  b en ü tzen .

Von W i n k e l m a n n  u n d  S c h o t t  [1] w u rd en  bere its  zah lre ich e  in d u strie lle  
G läser u n te r s u c h t ,  deren  Z u sam m en se tzu n g en  sie au ch  b e s tim m te n . A us 
ih re n  M essungen h ab en  sie F a k to re n  zu r B erech n u n g  v o n  <x abg e le ite t, d ie 
a b e r  keine se h r  g u te  A n n ä h e ru n g  erlauben  ; von  sp ä te re n  A u to ren  w u rd en  
d iese  v ie lfach  m od ifiz ie rt.

W ir b e n ü tz e n  die v e ra llg em e in erte  G leichung

108a  =  3 5 (N a ,0 )  +  30(K 2O) —  8(MgO) +  10(B aO ) +  6 (P bO ) +  10(Fe2O3) —
—  6 (Z r0 2) -f- A ,

w o fü r  die a d d itiv e  K o n s ta n te  A  folgende W erte  g e lten  :

b e i B leig läsern  ( > 5 %  P bO ) 280,
b e i B a-G läsern  ( > 5 0  BaO ) '220 ,
b e i Z n-G läsern  ( > 5 %  ZnO) 250 und
b e i w eniger als 5 %  obiger O xy d e  e n th a lte n d e n  G läsern 200.

Z u e rs t ziehen w ir P b O , d an n  B aO  u n d  z u le tz t ZnO  in  B e tra c h t  ; w enn also 
e in  G las z. B . 8 %  P bO  u n d  6 %  B aO  e n th ä lt , so w ird  die K o n s ta n te  280 ; be i 
4 %  P bO  u n d  7 %  ZnO  250 usw .

W ir sehen , dass m an  m it d en  fü r drei- u n d  v ie rk o m p o n en tig en  G läsern  
g efu n d en en  F a k to re n  eine b essere  Ü b e re in s tim m u n g  als m it d en  a lte n  F a k to re n  
v o n  W i n k e l m a n n  u n d  S c h o t t  e r h ä l t ;  m it d en  neuen  F a k to re n  e rg ib t sich  
e ine  m ax im ale  D ifferenz  von  4 ,8 %  u n d  im  M itte l 2 ,4% . N u r b e i einem  G las, 
d as  m eh r als 3 0 %  B 20 3 e n th ä lt ,  e rg ib t sich e in e  D ifferenz v o n  6 ,1% .

E ine  an d e re  Serie w urde v o n  P e t e r s  u n d  C r a g o e  gem essen , h ier s ind  
a b e r  die T em p e ra tu rg re n z e n  se h r  versch ied en , näm lich  v o n  e tw a  20° b is 
402—-513°. W ir b e n ü tz e n  h ie r  g rössere  a d d itiv e  K o n s ta n te n  u n d  zw ar fü r  
gew öhnliche G läser 400, fü r B lei- u n d  B o ro silik a tg läse r (m it w en ig e r als 6%  
B 20 3) 380 u n d  fü r  m eh r als 6 %  B 20 3 e n th a lte n d e  G läser 300. D ie  F a k to re n  
d e r  O xyde b le ib en  dieselben.
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Tabelle 20
W ärm eausdehnung  der Gläser v o n  W in k e lm a n n  u n d  Schott [1]

SiO,% b , o 3% a i20 3% N a20 % KoO% CaO% BaO% ZnO% р ь о %
10®a

D
if

f.%

gern. ber. J

5 1 , 3 1 4 4 ,5 — — — 2 5 5 — 4 5 7 4 7 0 + 2 , 8

3 2 , 8 3 1 7 l 3 - — — 2 5 5 2 3 5 5 5 + 6 , 1

7 2 1 2 5 и — - - - — — 5 9 0 5 8 5 — 0 ,8

4 5 , 2 — 0 ,5 0 , 2 7 ,5 — — — 4 6 , 4 7 8 7 7 9 0 + 0 , 4

5 4 , 3 1 ,5 — 3 8 — — — 3 3 7 9 3 8 2 3 + 3 , 8

4 8 , 8 3 — 1 ,0 7 ,5 — 2 9 1 0 , 3 — 7 9 3 7 7 0 — 2 ,9

6 8 , 3 1 0 — 1 0 9 ,5 — — 2 — 7 9 7 8 3 5 + 4 , 8

2 8 , 4 — — — 2 ,5 — — — 6 9 8 0 3 7 6 9 - 4 , 2

6 7 ,5 2 2 ,5 1 4 - 7 — 7 — 8 0 3 8 1 0 +  0 ,9

6 9 ,1 2 , 5 — 4 1 6 8 — — — 8 8 3 9 0 0 +  1 ,9

5 1 ,7 — — 1 ,5 9 ,5 — 2 0 7 1 0 9 0 0 8 7 8 — 2 ,4

6 8 , 2 — — 1 6 , 5 - — — 2 1 3 ,1 9 0 3 9 3 5 +  3 ,5

6 8 ,1 3 ,5 — 5 1 6 — — 7 - 9 1 7 9 0 5 - 1 , 3

7 3 , 2 — — 1 8 ,5 — 8 — — — 9 6 7 9 2 8 - 4 , 2

6 5 , 5 2 , 5 — 5 1 5 — 9 ,6 2 — 9 6 3 9 4 1 — 1 ,9

6 4 , 3 1 ,5 — 3 20 1 1 — — — 9 7 3 1 0 1 5 + 4 , 3

7 1 ,7 — 2 1 0 1 3 3 — — — 1 0 0 0 9 7 0 — 3 ,0

5 4 , 8 — 2 ,5 6 1 1 ,5 — — — 2 5 1 0 1 7 9 8 5 — 3 ,0

6 9 , 7 — — — 2 5 5 — — — 1 0 1 7 1000 — 1,7
6 4 , 3 — 2 ,5 9 1 5 9 — — — 1047 1 0 5 5 + 0 ,8

5 8 , 8 — 4 10 1 4 — — 8 6 1 0 8 0 1 0 8 6 + 0 ,6

4 3 , 0 — 4 8 11 — — — 3 4 1 0 9 3 1 0 9 4 + 0 ,1
5 7 — 1 2 1 3 1 3 — — 5 — 1 1 2 3 1 0 9 5 — 2 ,7

(Der geringe Arsengehalt einiger Gläser wurde n ich t beachtet.)

B ei dem  z e h n te n  Glas d er T abe lle  (m it 5 4 ,0 %  S i0 2) is t d e r  gem essene 
W e rt o ffen b ar fa lsch , da das v o ran g eh en d e  G las, dessen  Z u sam m en se tzu n g  
k a u m  d av o n  ab w eich t, eine um  m e h r als 20%  g rössere  A usdehnung  (gem essen) 
h a t ,  w elche g u t m it dem  b e re c h n e ten  W ert ü b e re in s tim m t. V on d iesem  Glas 
abgesehen  e rh a lte n  w ir eine m ax im a le  A bw eichung  v o n  3 ,5%  u n d  eine d u rc h 
sc h n ittlic h e  von  1 ,4 % . Der g erin g e  A s20 3- u n d  F e 20 3-G ehalt e in ig e r G läser 
w u rd e  ausser a c h t gelassen.

Z u le tz t te ile  ich  die A u sd eh u n u n g sk o e ffiz ien ten  ein iger G läser aus d er 
In d u s tr ie  m it, d ie zw ischen 20— 300° gem essen  w urden  ; die a d d itiv e  K o n s
ta n te  b e tr ä g t  be i gew öhnlichen G läsern  300, b e i h o c h to n e rd e h a ltig en  G läsern  
280, bei P bO -G läsern  (über 5 %  P bO ) 360 u n d  bei m ehr als 10%  B 20 3 e n t 
h a lte n d e n  G läsern  180. 5

5  A cta Physica IX /4 .
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Tabelle 21
Wärmeausdehnung der Gläser von  P et er s  und Cra go e  (20— 402 bis 513°) [28]

SiO ,% B A % N asO% K ,0 % MgO% CaO% BaO % Zn0«/o PbO%
108a -vPO''

ä
Qgern. ber.

7 1 ,7 — 1 3 ,4 0 ,1 0 ,3 1 2 ,5 — — — 9 9 0 9 9 5 + 0 , 7

7 2 ,0 — 1 6 ,2 0 ,3 — 1 0 ,2 — — — 1 0 8 0 1 0 7 4 — 0 , 6

7 2 ,0 — 1 3 ,7 — — 1 2 ,4 — — — 1 0 1 0 1 0 0 4 — 0 , 6

7 2 ,5 — 1 3 ,8 0 ,2 — 1 1 ,5 — — — _ 9 9 0 1 0 0 4 + 1 , 4

7 1 ,3 — 1 0 ,4 0 ,4 — 1 4 ,7 — — — 9 4 0 9 2 3 — 1 ,8

4 4 ,3 — 3 ,5 5 ,0 — 3 ,0 — — 4 4 ,0 9 7 0 9 4 6 — 2 ,5

5 8 ,8 1 ,7 1 ,7 8 ,3 — — 1 4 ,3 2 ,5 1 2 ,7 8 8 0 9 0 8 + 3 , 5

4 7 ,6 4 ,0 2 ,0 6 ,0 — — 2 9 ,2 9 ,9 — 9 0 0 9 2 2 + 2 , 4

5 3 ,9 — 1 ,0 7 ,6 — 2 ,0 — — 3 5 ,2 8 8 0 8 7 4 — 0 ,7

5 4 ,0 — 1 ,0 6 ,0 — 2 ,0 — — 3 6 ,7 7 0 0 00 C
O

-4 + 1 9 , 6

6 8 ,5 3 ,5 1 2 ,0 5 ,0 — — 9 ,7 1 ,0 — 1 0 2 0 1 0 2 8 + 0 , 8

6 7 ,0 3 ,5 1 2 ,0 5 ,0 — — 1 0 ,6 1,5 — 1 0 4 0 1 0 3 5 — 0 ,5

6 6 ,5 7,8 9 ,8 5 ,9 — — 7,8 2 ,0 9 0 0 898 — 0 ,2

7 4 ,0 — 1 7 ,1 — 3 ,1 5,8 — — 1 0 7 0 1 0 5 5 — 1 ,4

7 4 ,3 — 1 7 ,2 — 3 ,0 5,5 — — — 1 0 3 0 1 0 5 5 +  2 ,4

7 4 ,0 — 1 6 ,1 — 2,7 7 ,2 — — — 1 0 2 0 1034 + 1 , 4

Tabelle 22
D ie W ärmeausdehnung einiger industrieller Gläser (20—-300°)

SiO ,% B ,0 ,% A l.0 ,% N a,0 % k ,o % M gO% CaO% BaO % PbO%
108a

D
if

f.%

gern. J b er.

7 3 ,0 1 4 ,0 1 ,7 4 ,4 — — — — 5 ,7 3 6 0 3 6 8 + 2 , 2

8 0 ,0 1 3 2 4 — — — — — 3 3 0 3 2 0 — 3 ,0

7 4 ,6 1 8 1 ,0 4 ,2 1 ,7 — 0 ,3 — — 3 7 0 3 8 1 + 3 , 0

7 7 ,3 1 2 ,8 1 ,7 1 ,4 6 ,6 — — — — 4 1 3 4 2 7 + 3 , 4

5 8 ,5 3 2 2 ,4 — 0 ,8 8 ,9 6 ,3 — — 3 7 0 3 6 7 — 0 ,8

5 1 ,3 * 1 ,0 2 5 ,3 — — 4 ,2 8 ,3 5 ,3 — 4 1 5 4 1 6 + 0 , 2

6 7 ,5 2 2 2 6 ,5 2 — — — — 4 6 0 4 6 7 +  1 ,8

7 0 ,5 — 1 ,0 1 6 ,0 1 ,0 3 ,9 5 ,4 2 ,0 — 8 9 0 9 3 4 + 4 , 9

5 5 ,6 — — 4 ,0 8 ,0 — — — 3 2 ,4 9 2 0 9 3 4 +  1 ,5

6 2 ,0 9 — 0 ,6 0 6 ,7 8 ,2 6 — — — 2 1 ,7 5 9 6 0 9 7 3 +  1 ,4

5 7 ,4 — 1 ,3 3 ,9 7 ,6 — — — 2 9 ,3 9 0 0 9 0 0 ± 0

5 3 ,9 — 1 ,2 5 ,3 7 ,5 — — 3 ,6 2 8 ,5 9 9 0 9 7 8 — 1 ,2

7 0 ,7 — 1 ,9 1 5 ,7
-

3 ,9 7 ,6 — — 9 5 0 8 9 6 — 5 ,7

* D ieses Glas enthält 4,6% P 20 5, das au f die W ärmeausdehnung keinen E influss ausübt. 
(D er geringe A s20 5- bzw. Sb20 5-Gehalt wurde ausser acht gelassen.)
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A uch bei diesen G läsern  b e tr ä g t  die m ax im ale  A bw eichung  n ic h t m eh r 
als 5 ,7%  u n d  die d u rch sch n ittlich e  A bw eichung is t 2 ,2 % .

Die Deutung der W ärm eausdehnung

A us den  m itg e te ilten  B erech n u n g en , d ie  e tw a  230 versch ied en e  G läser 
e rfassen , lassen  sich fo lgende Schlüsse ziehen :

1. M an k an n  die W ärm eau sd eh n u n g  v e rsch ied en ste r  G läser d u rch  
G leichungen vom  T yp

108a  =  a (N a20 )  6 (K 20 )  -j- c(MgO) -f- • • • +  A

m it g u te r  A n n äh eru n g  b erechnen , wo die in  K lam m er g ese tz ten  F o rm eln  die 
P ro zen tzah len  der b e tre ffen d en  O xyde , a , b, c usw . k o n s ta n te  F a k to re n  u n d  
A  eine ad d itiv e  K o n s ta n te  b e d e u te n , die v o m  chem ischen  T y p  des G lases 
u n d  von  den  T em p era tu rg ren zen  d er M essung a b h ä n g t.

2. D ie E in w irk u n g  d er g e rü s tb ild en d en  O xyde (S i0 2, B 20 3, BeO , A120 3, 
P 20 5) ä u sse rt sich n u r  in  der a d d itiv e n  K o n s ta n te  A  d e r G leichungen.

3. Von den g e rüstm od ifiz ie renden  O xyden  ü b t  L i20  die g rösste  W irk u n g  
aus, d an n  folgen N a20  u n d  K 20 .  D ie zw eiw ertigen Io n en  s in d  v o n  g e rin g ere r 
W irkung . D rei- u n d  v ie rw ertige  Io n en  ü b en  n u r  ausnahm sw eise  eine W irk u n g  
aus, die p o sitiv  oder n eg a tiv  sein  k a n n , ab e r in  be iden  F ä llen  gering  b le ib t.

B ek an n tlich  is t die B in d u n g  zw ischen dem  Z en tra lio n  d e r  g lasb ildenden  
O xyde u n d  dem  S auersto ffion  seh r s ta rk * . Die A b stän d e  S i-0  etc . w erden  
auch  bei e rh ö h te r  T e m p e ra tu r  k a u m v e rg rö s se r t u n d  w egen d e r un rege lm ässigen  
Z u sam m en k n ü p fu n g  d er S i0 4-e tc .- T e tra e d e r  k ö n n en  keine  » k o o p era tiv en «  
D rehungen  V orkom m en, die eine b ed eu ten d e  W ärm eau sd eh n u n g  h e rv o rru fen  
w ürden . D ah er w äre die W ärm eau sd eh n u n g  des G lasgerüstes an sich (ohne 
die g e rüstm od ifiz ie renden  K a tio n en ) seh r gering  u n d  fü r  u n se re  Zwecke v e r 
nach lässigbar.

D agegen  w erden  die g erü stm o d ifiz ie ren d en  K a tio n e n  (A lkalien , E rd a l
k a lien  usw .) eine W ärm ebew egung  a u sfü h ren , die w egen  ih re r  schw achen  
B indung  seh r in ten s iv  is t ; je  le ic h te r  das Io n  u n d  je  schw ächer seine B in d u n g  
is t , desto  in ten s iv e re  S chw ingungen  w ird  es au sfü h ren . E s is t  zu  e rw a r te n , 
dass d ie  in ten siv e re  W ärm ebew egung  eine V erlän g eru n g  des A b stan d es  M -0  
(die die Schw ächung d er B in d u n g  b e d e u te t)  h e rv o rru fen  w ird . M an f in d e t  
im  a llgem einen , dass die Z u sam m enw irkung  von  Io n en g ew ich t u n d  Io n e n ra d iu s  
die E in w irk u n g  eines Ions a u f  d ie  W ärm eau sd eh n u n g  b e s tim m t. D ie m e h r

* D ie B indungsstärke allein lie fert aber keine Erklärung für die Glasbindung ; auch  
die B indungen S— О und CI— О sind sehr stark, es gibt aber keine Sulfat- oder Perchlorat- 
gläser.

5*
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w ertigen  K a tio n e n  ü b en  w egen  d er s tä rk e re n  A nziehung  zw ischen dem  K atio n  
u n d  d em  0 2--Ion  eine w e it geringere W irk u n g  aus, so is t z. B . die v o n  T ita n  
zu v e rn ach lä ss ig en , die v o n  Z irkon ium  sogar n e g a tiv .

N ach  d e r T heorie  v o n  D e b y e  w ird  die W ärm eau sd eh n u n g  d u rch  die 
A n h a rm o n iz itä t d er S chw ingungen  v e ru rsa c h t.

Z u sam m en fassen d  k a n n  m an  sag en , dass die n euen  G le ichungen  es 
g e s ta t te n , d ie  B erech n u n g  d e r W ärm eau sd eh n u n g  m it e in er die b isherige 
ü b e rtre ffen d e n  G en au ig k e it fü r  G läser im  Z u sam m en h an g  m it ih re r  chem ischen 
Z u sam m en se tzu n g  a u szu fü h ren . D a rü b e r  h in au s  w ird  die v e rsch ied en artig e  
Rolle d e r  g e rü s tb ild en d en  u n d  g e rü stm o d ifiz ie ren d en  Io n en  bzw . O xyde im  
Glas d u rc h  diese G le ichungen  g ek lä rt.

L IT E R A T U R

1. A. W in k e l m a n n  und O. S c h o t t , Ann. P h y s., 51, 735, 1894.
2. S. E n g l is h , W . E. S. T u r n e r , J. Am . Ceram. Soc., 10, 551, 1927 ; 12, 760, 1929.
3. P . G il a r d  und L . D u b r u l , Yerr. silicat. in d ., 5, 122, 1934.
4. H. H . B l a u , J. Soc . Glass T ech n., 35, 304, 1951.
5. F. P. H a l l , J. Am . Ceram. Soc., 13, 1 8 2 ,  1 9 3 0 .
6 . R. S c h m id t , Der praktische Glasschm elzer, 5. A u fl. Fachbuchverlag, Leipzig, 1953 ; S. 133.
7 .  A. C o u s e n  u n d  W. E. S. T u r n e r , J .  Soc. Glass Techn., 1 2 ,  169, 1928.
8 . S. E n g l is h  und W. E . S. T u r n e r , J. Soc. G lass Techn., 5 , 121, 1921.
9. E. R e n c k e r , C. r .  197, 8 4 0 , 1933.

10. S. E n g l is h  und W. E . S. T u r n e r , J. Soc. Glass T echn., 7 , 155, 1923.
11. R. W e n i g  und E . Z s c h im m e r , Sprechsaal, 62, 855 ; 874 ; 889 ; 1929.
12. Y. D im b l e b y , S. E n g l ish , F . W . H o d k in  und W . E . S. T u r n e r , J. Soc. Glass Techn.,

8 , 173, 1924.
13. S. E n g l is h  und W. E . S. T u r n e r , J .  Soc. Glass Techn., 5, 183, 1921.
14. C. E . B r a c k b il l , H . A. M c K in s t r y  und F . A . H u m m e l , J .  Am . Ceram. Soc., 34, 107,

1951.
15. H. Se e m a n n , A cta Cryst., 9, 251, 1956.
16. S. E n g l is h  und W. E . S. T u r n e r , J. Soc. Glass Techn., 4 , 115, 1920.
1 7 .  E .  S e d d o n , W .  E .  S . T u r n e r  u n d  F .  W i n k s , J .  S o c .  Glass T e c h n . ,  18, 5 ,  1 9 3 4 .
1 8 .  S. E n g l i s h  u n d  W .  E .  S. T u r n e r , J .  Soc. Glass Techn., 4 ,  1 2 6 ,  1 9 2 0 .
19. S. E n g l is h  und W . E . S. T u r n e r , J .  Soc. Glass T echn., 11, 425, 1927.
20. J. Mo r i , J. Japan. Cer. A ss., 368, 176, 1923.
21. S. E n g l i s h , W .  E .  S. T u r n e r  u n d  F. W i n k s , J .  Soc. Glass T e c h n . ,  1 2 ,  287, 1928.
2 2 .  L. D. F e t t e r o l f  und C. W . P a r m e l e e , J. A m . Ceram. Soc., 12, 1 9 3 ,  1 9 2 9 .
23. A. R. S h e e n  und W. E . S. T u r n e r , J. Soc. Glass Techn., 8, 187, 1924.
2 4 .  V . D i m b l e b y , S. E n g l i s h , E . M. F i r t h , F .  W . H o d k i n  u n d  W . E . S. T u r n e r , J .  Soc.

Glass T ech n., 11, 52, 1927.
25. S. E n g l is h  u n d  W. E . S. T u r n e r , J .  Soc. Glass T echn., 6, 228, 1922.
2 6 .  S. E n g l i s h , H .  W. H o w e s , W . E .  S. T u r n e r  u n d  F. W i n k s ,  J .  Soc. Glass T e c h n . ,  12, 3 1 ,

1928.
27. W. E. S. T u r n e r  und F. W i n k s , J. Soc. Glass T echn., 9, 389, 1925.
2 8 .  C. G. P e t e r s  u n d  C. H .  C r a g o e , J .  Optic. Soc. A m ., 4 ,  1 0 5 ,  1 9 2 0 .



ZUSAMMENHANG ZWISCHEN STRUKTUR UND PHYSIKALISCHEN EIGENSCHAFTEN DES GLASES 42 1

С В Я З Ь  М Е Ж Д У  С Т Р У К Т У Р О Й  И  Ф И З И Ч Е С К И М И  С В О Й С Т В А М И  С Т Е К Л А
I I I .  Т е р м и ч е с к о е  р а с ш и р е н и е  с т е к л а

И . Н А Р А И —С А Б О

Р е з ю м е

1 .  Р е з у л ь т а т ы  с у щ е с т в у ю щ и х  и з м е р е н и й  к о э ф ф и ц и е н т а  т е р м и ч е с к о г о  р а с ш и р е н и я  
с т е к о л  с  и з в е с т н ы м  с о с т а в о м  о б р а б а т ы в а ю т с я  с  п о м о щ ь ю  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  ;  э т и  
у р а в н е н и я  о т л и ч а ю т с я  о т  д р у г и х  и з в е с т н ы х  у р а в н е н и й  с у щ е с т в е н н о  т е м ,  ч т о  о б р а з у ю щ и е  
р е ш е т к у  о к с и д ы  S i 0 2 и  В 20 3 н е  п р и н и м а ю т  у ч а с т и е  в  р а с ш и р е н и и ,  т .  е .  и м  с о о т в е т с т в у е т  
ф а к т о р ,  р а в н ы й  н у л ю .  Т е р м и ч е с к о е  р а с ш и р е н и е  в  т а к о м  п о н я т и и  п р о и с х о д и т  п р а к т и ч е с к и  
т о л ь к о  и з - з а  н а л и ч и я  с к е л е т о м о д и ф и ц и р у ю щ и х  и о н о в ,  г л а в н ы м  о б р а з о м  щ е л о ч н ы х .

2 .  В  у р а в н е н и я х  и м е е т с я  а д д и т и в н а я  п о с т о я н н а я ,  о п р е д е л е н н а я  т и п о м  с т е к л а .
3 .  Р а з л и ч и я  м е ж д у  и з м е р е н н ы м и  и  в ы ч и с л е н н ы м и  н а  о с н о в а н и и  э т и х  у р а в н е н и й  

к о э ф ф и ц и е н т а м и  р а с ш и р е н и я  с о с т а в л я ю т  в  с р е д н е м  о к о л о  1 — 3  п р о ц е н т а ,  т .  е .  з н а ч и 
т е л ь н о  м е н ь ш е  ч е м  м е ж д у  в ы ч и с л е н н ы м и  с  п о м о щ ь ю  д р у г и х  и з в е с т н ы х  у р а в н е н и й ,  к о т о 
р ы е  в п р о ч е м  б ы л и  п р и м е н и м ы  т о л ь к о  к  о п р е д е л е н н ы м  с о р т а м  с т е к о л .

4 .  К р а т к о  д и с к у т и р у е т с я  с в я з ь  м е ж д у  т е р м и ч е с к и м  р а с ш и р е н и е м  и  с в о й с т в а м и  
с к е л е т а  с т е к л а .





INTENSITY FORMULAE FOR ' П + + ' Е  BAND

By

I .  K o v á c s  and O. S c a r i

D EPA R T M E N T O F ATOMIC PHYSICS, TECHN ICA L U N IV E R S IT Y , BU D A PEST 

(R eceived : 1. V III. 1958)

E xplicit expressions are given  concerning the in ten sity  d istribution  occurring in  the  
branches o f bands 777(a) «—► 7 E, 7I I  (6) <—► 7E.  The in ten sity  d istribution calculated on  the  
basis o f  the established form ulae is compared w ith  m easurem ents carried out on the 7IT —<■72.' 
bands o f  M nH and rela tive ly  good agreem ent is found.

1 . § .
T he p rob lem  o f in te n s ity  d is tr ib u tio n  occurring  in  th e  ro ta tio n a l 

sp ec tra  o f m u ltip le t b a n d s  h as  a lread y  b een  d e a lt w ith  b y  m a n y  re sea rch ers , 
from  th e  th e o re tic a l [1] as w ell as from  th e  e x p e rim e n ta l p o in t o f v iew  [2]. 
In  genera l th e  th e o re tic a l in v es tig a tio n s  re la te  to  a w ider fie ld  th a n  th e  ex 
p e rim e n ta l d a ta , p ro v id in g  h ereb y  th e  e x p e rim e n ta l re se a rc h e r w ith  som e 
gu idance in  case o f an  analy sis  o f a new  k ind  [3]. T he rev erse  ra re ly  occurs, 
w hen  n a m e ly  th e  an a ly sis  o f  th e  b a n d  an d  th e  in te n s i ty  d is tr ib u tio n  are  
know n from  th e  e x p e rim e n ta l side, b u t  th e  a p p ro p ria te  th e o re tic a l fo rm ulae  
are  m issing . A n exam ple  fo r  such a case is N e v in ’s w ork  [4], w hich c o n ta in s  
th e  an a ly sis  o f a 7i7  —*■ 7E  b a n d  in  th e  sp e c tru m  o f M nH  as w ell as th e  e s t i
m a tio n  o f th e  in te n s ity  o f  th e  observed  sp ec tru m  lines. T h e  p u rpose  o f  th e  
p re se n t p a p e r  is to  give th e  lack ing  th e o re tic a l in te n s ity  fo rm ulae  a n d  to  
com pare th e se  w ith  th e  ex p erim en t.

2. §.
As is know n, in  case of th e  th e rm a l eq u ilib riu m  th e  in te n s ity  o f 

th e  lines o f  em ission b a n d s  can be g iven  b y  th e  follow ing expression  :

_Е?_

I  =  g 'v*ie “T , (1)

w here g' is c o n s ta n t in side  each b a n d , w hereas th e  o th e r  sym bols h a v e  th e  
u su a l m ean ing . T he ta s k  o f  th e  th e o ry  is th e  ca lcu la tio n  o f  th e  i fac to rs  fo r all 
b ran ch es occurring  in  th e  ro ta tio n a l tra n s it io n s . F o r th is  th e  co rresp o n d in g  
expressions fo r th e  am p litu d es

za {->na i z a .) =  (1П П) z Wa (72 ^ )  dr  . (2)

are  u sed , th e  ab so lu te  v a lu es  o f  w hich m ay  be found  in  a p a p e r  b y  K r o n i g  [5]. 
I t  is, how ever, k now n , t h a t  th e  E  te rm s  ex is t on ly  in  H t j n d ’s case b), th e re fo re
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concern ing  th e  7E  te rm  th e  e ig en fu n c tio n s o f  case b) o f  th e  follow ing form  
are  in tro d u c e d  :

Ч'ь (7̂ к') = .K' Ф Va (7Zo) ; (3)
ß =  + 3

h e reb y  th e  am p litu d es  becom e

* № В Д  =  J  y j  № )  2 V b (7З Д  dr  ; (4)

th e  th re e fo ld  sq u a re  o f  w hich  sum m ed  o v e r th e  m ag n e tic  q u a n tu m  n u m b ers  
give th e  i fa c to rs  re fe rrin g  to  th e  tra n s itio n s  7IJ(a) *-* 7E  (b). T he tra n s fo rm a 
tio n  m a tr ix  e lem en ts  Sfl^ ( E )  occu rring  in  (3) fo r th e  7E  te rm s  w ere a lre a d y  
ea rlie r p u b lish e d  b y  us [6]. P a r t  o f th e  i fa c to rs  w hich  can  be o b ta in e d  on 
th e  b asis  o f  (4) occur in  th e  th ird  co lum n o f T ab le  I. A ccord ing  to  d e ta iled  
ca lcu la tio n s in  th e  above case 147 b ran ch es  can  ex is t, fro m  am ong w hich  th e

i fac to rs  o f  th e  b ran ch es RPei,NP;Si, :'Q6i,0Q2v 1 are  p ro p o rtio n a l to

th e  in te n s i ty  o f  th e  b ran ch es  NP 46, P 4, RP iZ, °Q№, s QiZ, Pf?46, f?4, fP 42 
is zero , w hereas th e  i fa c to rs  o f  th e  o th e r n o t  e n u m e ra te d  b ran ch es  are  d irec tly  
p ro p o rtio n a l to  J .  As reg a rd s  b ran ch es  w ith  an  in te n s ity  d iffering  from  zero , 
th e  ru le  ho lds t h a t  th e  in te n s i ty  o f  th e  Q b ran ch es  to  good ap p ro x im a tio n  is 
tw ice th e  in te n s i ty  o f th e  co rresp o n d in g  P  re sp . R  b ran ch es . So as to  save  
space , h o w ever, fro m  am ong  th e  147 b ra n c h e s  th e  i fa c to rs  o f  th o se  55 b r a n 
ches on ly  a re  g iv en  th e  in te n s i ty  o f  w hich in  case o f a tra n s it io n  7П(Ь) <—*7Z{b) 
does n o t d iffe r from  zero.

T he 7П  te rm s  can in  g en e ra l be re n d e re d  well by  th e  fo rm u lae  o f  H u n d ’s 
case a)  on ly  in  th e  ran g e  o f  th e  low er ro ta t io n a l  q u a n tu m  n u m b ers . W ith  
increasin g  ro ta t io n a l  q u a n tu m  n u m b ers  n a m e ly  s ta r ts  th e  tra n s it io n  to w ard s  
th e  case b)  an d  th e  d ifficu lty  in  describ ing  th e  co n d itions consists  in  th a t  no 
exp ression  is kn o w n  concern ing  th e  777 energ ies v a lid  w ith  a sa tis fa c to ry  accu 
ra c y  fo r a n y  v a lu e  o f  th e  b in d in g  c o n s ta n t Y  =  А /В .  T h u s we h av e  to  c o n te n t 
ourselves w ith  th e  know ledge o f  th e  energ ies o f  th e  re la tiv e ly  sim ple case b), 
re sp ec tiv e ly  w ith  th e  a m p litu d es  p ro d u ced  b y  th e  use o f  th e  tra n s fo rm a tio n  
m a tr ix  e lem en ts  ca lcu la ted  w ith  th e ir  a id

2 (7/7 K 7Z K’) =  j  П  (7П К) z 4>b (7Щ  dr , (5)

w here

Ч*ъ ( П к) =  2  S0,K {Щ P a (7Я Й) (6)
л = + з

an d  th e  e lem en ts  o f  th e  tra n s fo rm a tio n  o f 7/7  s ta te  are  th e  follow ing
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S 4>7+3 — +
/  ( J - 3 ) ( J - 2 ) ( J - 1 ) J

8 (J + 3 )(2 J + l) (2 J + 3 ) (2 J + 5 )

<4 1 / 3 ( J - 2 ) ( J - l ) ( J + 4 )
з̂.у+з ~ 4 (J + 3 )(2 J + l) (2 J + 3 ) (2 J + 5 )

S 2,7^3 =  +
[  1 5 ( J - l ) J ( J + 4 )

8 ( 2 J + l ) (2 J + 3 ) ( 2 J + 5 ) ’

^ l J + 3  =  +
[  5 J (J + 2 )(J + 4 )

2 (2 J + l ) (2 J + 3 ) ( 2 J + 5 ) ’

S o j+ 3  =  +
[  1 5 (J + l) (J + 2 ) (J + 4 )
' 8 (2 J + l) (2 J + 3 ) (2 J + 5 )  ’

Ç i [  3 J (J + 2 )(J + 4 )
^ -и + з— 1 4 ( 2 J + l ) (2 J + 3 ) ( 2 J + 5 ) ’

^ ’- 2 J + 3 = = “b
( J - l ) J ( J + 4 )  

8 (2 J + l) (2 J + 3 ) (2 J + 5 )  ’

[  3 ( J - 3 ) ( J - 2 ) ( J - l ) ( J + 4 )
Si.J+i — 8 ( J + 2 )(J + 3 )(2 J + l) (2 J + 3 )

s /  ( J - 2 ) ( J - l ) ( 2 j + 9 ) *
° 3 J + 2 Í 4 (J + 2 )(J + 3 )(2 J + l) (2 J + 3 )

^2,7+2 =  —
/ 5 ( J - l ) ( J + 6 ) *
1 8 ( J + 2 ) (2 J + l) (2 J + 3 )  ’

c / 15
1 2 (2 J + l) (2 J + 3 )  ’

^0,7+2 =  +
[  5J(J+1)
' 8 (2 J + l) (2 J + 3 )  ’

S - l ,7 + 2 =  +
2 J + 3  

4(2 J 4 - 1 ) ’

S -2 ,7  + 2— +
f  3 ( J - l ) ( J + 2 )

У 8 (2 J + l) (2 J + 3 )  ’
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S 4 .7 + l  =  +
1 5 ( J - 3 ) ( J - 2 ) ( J - l ) ( J + 3 ) ( J + 4 )  .

8 ( J + l ) ( J + 2 ) ( 2 J - l ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 5 )  ’

S3 j + i  —  +
5 ( J - 2 ) ( J - l ) ( J + 3 ) ( J + 7 ) 2 

4 (J + 1 )  (J+ 2 )  ( 2 J - 1 )  (2J+1) (2J+5)

S a j 4 i =

Sx,y+x  =  

So ,y+x  =

( J - l ) ( J 2- 1 3 J - 5 0 ) 2
8 ( J + 1) (J + 2 )  (2J—1) ( 2 J + 1) (2J+5)

3{J2+ 2 J —5)2______
2 ( J + l ) ( 2 J - l ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 5 ) ;

Г  J ( J + 7 ) a 
8(2J 1) (2J+1) (2J+5) ’

- W + X— +
[ _______5 (J + 1 )3______
1 4 ( 2 J - l ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 5 )  ’

’-а,у+x =  +
[  1 5 ( J - l ) ( J + l ) ( J + 2 )  

8 ( 2 J - l ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 5 )  ’

s f 5 (J —3)(J—2 )(J + 3 )(J +4)
1 4 J ( J + l ) ( 2 J - l ) ( 2 J + 3 )

S3J =  —
3 0 (J -2 ) (J + 3 )

Г J ( J + l ) ( 2 J - l ) ( 2 J + 3 )  ’

$2 J = + Г 3(J- 3)2 ( J + 4 ) 2
1 4 J ( J + l ) ( 2 J - l ) ( 2 J + 3 ) ’

« , _l_ [  9 ( J - l ) ( J + 2 )
° X J  Г1 J ( J + l ) ( 2 J - l ) ( 2 J  +  3) ’

S o ,у = —
/ 3 ( J - l ) ( J + 2 )
1 4 ( 2 J - l ) ( 2 J + 3 ) ’

S - x j  = 0

S —2 ,y = + 5 J (J + 1 )
4 ( 2 J - l ) ( 2 J + 3 )  ’
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— +
/ 1 5 (J —3) ( J - 2 ) ( J + 2 ) ( J + 3 ) ( J + 4 )  

~ 8 ( J — 1) J ( 2 J -  3 ) (2 J + 1 ) (2  J + 3 )

5 ( J - 6 ) 2( J - 2 ) ( J + 2 ) ( J + 3 )  .
° 3 j - l 1 4 ( J - l ) J ( 2 J - 3 ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 )  '

/  ( J + 2 ) ( J 2 +  1 5 J - 3 6 ) 2
°2 J -1  — 8 ( J - l ) J ( 2 J - 3 ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 )  ’

Ç 1 / 3 (J 2- 6 ) 2
â W - i  — T 2 J ( 2 J - 3 ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 ) ’

^ o j - i  =  —
[  ( J - 6 ) 2( J + 1 )  

8 ( 2 J - 3 ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 )  ’

/  5 J 3
1 4 ( 2 J - 3 ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 )  ’

S- 2 J - 1  =  +
[  1 5 ( J - l ) J ( J + 2 )
' 8 ( 2 J - 3 ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 )  ’

[  3 ( J - 3 ) ( . /  +  2 ) ( J + 3 ) ( J + 4 )
°4 J -2  —

1 8 ( J - 2 ) ( J - 1 ) ( 2 J - 1 ) ( 2 J + 1 )  ’

S3 J - 2  =  +
[  ( J + 2 ) ( J + 3 ) ( 2 J - 7 ) 2

Г 4 ( J - 2 ) ( J - 1 ) ( 2 J - 1 ) ( 2 J + 1 )  ’

c f  5 ( J - 5 ) 2( J + 2 )
°2J -2  —

1 8 ( J - 1 ) ( 2 J - 1 ) ( 2 J + 1 ) ’

/  153 U - 2  — ' 2 ( 2 J - 1 ) ( 2 J + 1 )  ’

^0,7-2 - +
/ .  5 J ( J + 1 )
1 8 ( 2 J - 1 ) ( 2 J + 1 )  ’

S - 1 J - 2 = ~
/  2 J - 1
1 4 ( 2 / + 1 ) ’

S-2J-2 =  +
3 ( J - l ) ( J + 2 )  . 

8 ( 2 J - 1 ) ( 2 J + 1 )  ’
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S4 J - 3  =  +  

^3,y-3 =  

^2,7-3 =  +  

Sl,J-3 ~  — 

■^0,7-3 — +

(J+ l)(J+ 2)(J+ 3)(J + 4 ) 
8 (J -2 )(2 J -B )(2 J -1 )(2 J + 1)

3 (J -3 ) (J+ l)(J+ 2)(J+ 3)
4(J-2)(2J-3)(2J-1)(2J+1)

15(J-3)(J+1)(J+2) 
8(2J-3)(2J-1)(2J+1) ’

5 (J-3)(J-1)(J+1)
2(2J-3)(2J-1)(2J+1)

15(J -3 )(J -1 )J
8(2J-3)(2J-1)(2J+1)

S -1,7-3— —
/ 3 (J-3)(J-1)(J+1)

4(2J-3)(2J-1)(2J+1)’

7  (J~3)(J+ l)(J+ 2)
1 8(2J-3)(2J-1)(2J+1) '

F ro m  (5) th e  i fac to rs  re la tiv e  to  th e  tra n s it io n s  7/7(6) <—» 72^(6) can be ca lcu la ted . 
T hose d iffering  from  zero  are  to  be  fo u n d  in  th e  fo u r th  colum n o f  T ab le  I. 
A p a rt fro m  th e  se lection  ru le  A J  =  0, i l  va lid  fo r case  a)  also th e  cond itio n  
A К  =  0, i l  is c h a ra c te r is tic  fo r th e  la t te r .  I t  can be  s ta te d  in  gen era l th a t  i f  
th e  7/7 t e r m  is belong ing  to  th e  case b) ,  th e n  th e  i fa c to rs  o f th e  m a in  b ran ch es 
(A J  —  A K  =  0) are p ro p o rtio n a l to  J ,  am ong  th e  sa te ll i te  b ranches th o se , for 
w hich  A J  —  A K  =  i l ,  a re  p ro p o rtio n a l to  1 /J , w h ereas  th o se , fo r  w hich 
A J  —  A K  =  i 2 ,  are  p ro p o rtio n a l to  1 / J 3. In  th e  m a in  b ran ch es th e  in te n s ity  
o f th e  Q b ran ch es  is h ere  also  a p p ro x im a te ly  tw ice t h a t  o f  th e  co rresp o n d in g  
P  re sp ec tiv e ly  R  b ran ch es , b u t  in  th e  s a te llite  b ra n c h e s , i f  th e re  e x is t co rre 
spon d in g  b ran ch es , th e  s itu a tio n  is ju s t  th e  opposite .
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Table I

In ten sity  factors for 717«—S E  bands

Branches ï-factors

7Л - 7£ 7г - 7л 4 1 ( a ) W (h )

P Á J ) R Á J - 1)
( J + l ) ( J + 2 ) V + 3 ) 2 

8J(2J -— 3)(27 — 1)(27 +  1)
(7  — 4 X 2 7 + 1 )  

2 7 — 5

Q i(J ) Q Á J )
( 7 - 2 ) ( 7 + 2 ) ( 7 + 3 ) 2 

8J(2J— 3)(2J— 1)
( 7 — 3 X 7 +  1 X 2 7 +  1) 

( J — 2)7

Bi(J) P Á J  +  1)
( J — 2)(J— 1 ) ( J +  2 ) (J + 3 ) ( 7 — 1X 27+ 3)

8(2 J — 3)(27 — 1)(27 +  1) 27 — 3

* P n ( J ) qR i Á J — I ) 3(7 — 2 ) ( J +  1)2( J  +  2)2 3 (27+  1)
4J(2J— 3)(2J— 1)(27 +  1) ( 7 - 2 ) 7

KQ n (J )
3(7— 2)(7— l ) ( 7 + 2 ) 2 3(7— 1)(27+ 1)

47(27— 3)(27— 1)

co1<M1

!!P,a V ) pR íÁ J  — i)
15(7— 2X7— 1)7(7+  l)2 15(7— 1)

87(27— 3)(27— 1)(27+ 1) ( 7 — 2)7(27— 5)(27— 3)

fQ íÁ J )
3(7— 2 X 7 + 2 X 7 + 3 ) * 3(7— 3)(27+  1)

8 7 ( 7 +  1)(27— 1) ( 7 — 2)7(27— 3)

QR i Á J ) i)
3(7— 2)(7—- 1 ) ( 7 +  2 )(7+  3) 3 (27+  3)

8(7 +  1)(27— 1) (27+1) (7 — 1X7+2)

P Á J ) R Á J —  1)
(7 — 2 X 7 +  1 )(7+  2)2 ( 7 — 3)2(7 +  1)(27 +  1)

7 ( 2 7 — 1X 27+ 1) ( 7 - 2 ) 7 ( 2 7 — 3)

Q Á J ) Q ÁJ)
( 7 — 2)(7— 1)(7 + 2 )2 (7 2 — 7 — 5)2( 2 7 +  1)

7 ( 7 +  1X27— 1) ( 7 — 2X7— 1 ) 7 ( 7 + 1 )

R Á J ) P Á J +  i)
( 7 - 2 X 7 — 1)7 (7+ 2) ( 7 — 2 ) 7 ( 7 + 2 ) ( 2 7 + 3 )

( 7 +  1X27— 1X27+1) ( 7 — 1 X 7 +  1)(27— 1)

P ,Á J ) «f?23( j -  1) 5(J—  2X7—  1 X 7 + 1 ) 5 ( 7 + 1 X 2 7 — 5)
8(27— 1)(27+  1) ( 7 - 2 X 7 — 1)7

BQ*ÁJ) P(?23(J) 5(7— 2X7— 1) 5(7— 2)(27+  l ) ( 2 7 + 3 )
8 ( 2 7 - 1 ) ( 7 — 1X 7 + 1 X 2 7 — 3X27—1)

* P iÁ J ) 0
30

( 7 — 1)(27— 3)(27— 1)
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B ranches I-factors

7л  -  7r 7£  -  7Л 4 1 ( a ) 4 1 (b )

'R.3 ( J ) ÄP3i ( J +  1)
15(J— 2)2( J — l)(J+ 2)(J+3) 15(J— 2)
8(J+1)(2J— 3)(2J+l)(2J+3) ( J —  1 KJ +  1 )(2J — 3)(2J— 1>

PQ33( J ) ÄÖ32(J)
5(J— 3)2( J — 1)(J +  2)2 5 ( J - 2 ) 2( 2 J + l ) ( 2 J + 3 )

4 J ( J +  1)(2J— 3 )(2 J +  3) (J— 1)J(J+1)(2J— 3)(2J— 1>

«RuU) • Í W J + I )
5(J— 3)2( J — 1)J(J +  2) 5 ( J + 2 ) ( 2 J — 3)

4 ( J + l ) ( 2 J - 3 ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 ) ( J — 1 )J (J + 1 )

P Á J ) R3( J - 1 ) ( J - 1 ) ( J + 1 ) ( J 4 -  6)* (J— 2)2( J +  1)(2J— 5)(2 J +  3)
8(2 J — 3)(2J+ l ) ( 2 J + 3 ) ( J —  1)J(2J — 3)(2J— 1)

Q3(J ) Q 3( J )
( J - 1 X J + 6 ) 7 (J2 — 6)2(2J +  1)

8(2J— 3)(2J+  3) ( J — 1)J2(J +  1)

В Д P 3U +  1)
( J - l ) J ( J + 6 ) 2 

8(2J— 3)(2J +  l ) ( 2 J + 3 j
(J— 1 ) (J +  2)(2J— 3)(2J+  5> 

J ( 2 J —  1)(2J+ 1)

QP t3( J ) «RM( J - 1 ) 3(J— 1)2J(J +  1) 6 (J— 2)(2J+  3)
2(2 J — 3)(2J+ l ) ( 2 J + 3 ) ( J - l ) J 2

pQ3iU )
3(J— 1 ) J ( J +  1) 
2(2J — 3X2J+ 3)

6 ( J + 2 ) ( 2 J — 3) 
J \ 2 J — 1)

BP u ( J ) PR 33( J - 1) ( J — 2)(J— 1)2(J +  6)2 3 6 (J + 1 )
8J(2J— 3 ) ( 2 J + 1 ) ( 2 J + 3) J 2(2J— 1)(2J +  1)

pR 3iU ) ^ 42( . / +  1)
15(J— 1)./ 30(J— 1)

2 ( J +  1)(2J— 1)(2J +  3) J ( J +  1)(2J— 1)(2J+ 1)

PQ M ) * Q M )
3 (J— 1 ) (J + 2 ) (2 J +  1) 6(J— 1 ) (J + 2 ) (2 J — 3)

4(2J— 1)(2J +  3) J 2(J4 -  1)(2J— 1)

*«34 ( J ) * P M + 1)
3(J— l ) J ( J + 2 ) 6(J— 1)(2J+  5)
4(2 J — 1)(2J+ 3) J ( J + 1 ) 2

p * U ) R 4a - i ) 0
(J-2)(J-l)(J+2)(2J-3)(2J+3)

J 2(2J— 1)(2./ +  1)

Q i(J ) < ?4 (J ) 0
(J — 2)2( J + 3 ) 2(2J+1)

J 2( J +  l)2

R t U ) Л С / +  i ) 0
(J-1XJ+ 2)(J+ 3)(2J-1)(2 J +5) 

(J +  1)2( 2 J +  1)(2J+ 3)

QP M( J ) «r 45( j —  í )
3 ( J -  2 ) ( J - l ) 2( J + 2 ) 6( J + 2 ) ( 2 J — 3)

4J(2J— 1)(2J+ 3) J V + l )
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Branches i-factore

1П (а) 7Щ Ь)

* Q u (J ) r Q J J )
3(J— 1)2( J + 2 ) 2( 2 J + 1 )  
4 J ( J + 1 ) ( 2 J — l ) ( 2 J + 3 )

6(J— 1 ) ( J + 2 ) ( 2 J + S )  
J (J  +  1)2(2J +  3)

* P M ) pR M - i )
15(J— 3)(J— 2) 3 0 ( J + 2 )

2J(2J— 1)(2J +  3) J ( J + l ) ( 2 J - f - l ) ( 2 J + 3 )

r R 3i(J) "P53( J +  i)
( J — 5)2J ( J + 2 ) 36 J

8(2J— 1)(2J +  1)(2J+ 5) ( J + l ) 2( 2 J + l ) ( 2 J + 3 )

pQ u ( J ) HQ J J )
3 J ( J + l ) ( J + 2 ) 6(J— l) (2 J + 5 )
2(2 J — l ) ( 2 J + 5 ) ( J +  l)2(2J +  3)

°R t  ,(J) * P M +  i)
3J(J +  1)(J +  2)2 6 ( J + 3 ) ( 2 J + 1 )

2(2J— l ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 5 ) ( J + l ) 2( J + 2 )

P b U ) 4 J —  1)
(•/— 5)2( J — 2)(J— 1)(J +  2) (J — 1)(J + 2 ) ( 2 J — 3)(2 J + 5 )
8J(2J— 1)(2J+ 1 )(2 J + S ) ( J +  l ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 )

Q Á J) Q Â J)
( J - 5 ) 2( J - l ) ( J + 2 ) 2 (J2+  2J — 5)2(2J +  1)

8 J (J + 1 ) (2 J — l) ( 2 J + 5 ) J ( J + l ) 2( J + 2 )

4 J ) P b V +  i)
( J — 5)2(J +  2)2(J  +  3) J ( J + 3 ) 2(2J — l ) (2 J + 7 )

8(J+1)(2J— l)(2J+ l)(2J+ 5) ( J + 1 ) ( J + 2 ) ( 2 J + 3 ) ( 2 J  +  S>

QP>ÀJ) « I W J - 1 )
5(J— 3)( J — 2)(J— 1)( J  +  4)2 СЛ h to -r ОЛ 1

4J(2J— 1)(2J +  1)(2 ./+  5) J ( J + l ) ( J + 2 )

« Q M ) PQ M )
5(J— 2)(J— 1)(J +  3)(J +  4)2 5 ( J + 3 ) 2(2J— 1)(2J+ 1)

4 J ( J +  1)(2J— 1)(2J+  5) / (  J +  l)(J+2)(2 J+3)(2 J +  5).

* P n (J ) pR &1( J - 1)
15(J—4)(J- 3) ( J - 2)(J—1 ) (J  + 3) 1 5 (J + 3 )
8J(2J— 1)(2J+ 1 )(2J+  5) J ( J + 2 ) ( 2 J + 3 ) ( 2 J + 5 )

pR M ) ЛР64 ( J + l ) 0 30
( J + 2 ) ( 2 J + 3 ) ( 2 J + 5 )

PQ M ) BQ M )
5(J— 1)(J +  2)2(J +  3) 

8 J ( J + l ) ( 2 J + 3 )
5 ( J + 3 ) ( 2 J — 1)(2J+ 1)  
J ( J  +  2 ) (2 J + 3 ) (2 J + 5 )

«•R56(J) QP M +  l) 5 ( J + 2 ) 2(J +  3)2 5 J (2 J + 7 )
8 ( J + l ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 ) ( J + l ) ( J + 2 ) ( J + 3 )

P Á J ) * . ( J — 1)
(J — 3)(J— 2)(J— 1 ) (J +  3) ( J — 1)(J +  1 ) (J+ 3)(2J—  1)

J(2J +  1) (2J  +  3) J ( .7 + 2 ) ( 2 J + 3 )
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B ran c h es i- fa c to rs

7 л Ш ( а ) ' • n  (b)

Q Á J ) Q Á J )
( J — 2)(J—  1)(J +  3)2 

J ( J  +  1)(2J +  3)
(J2+ 3 J — 3)2( 2 J + 1) 

J ( J + l X J + 2 X J + 3 )

а д > p á J +  i )
(J — l ) ( J + 3 ) V + 4 ) J ( J + 4 ) 2(2J +  1)

( J + l ) ( 2 J + l ) ( 2 J + 3 ) ( J + 1 X J + 3 X 2 J + 5 )

çP n ( j ) QR * ( J - i )
3(J— 4 )(J— 3)(J— 2)( J — 1) 3(2 J — l)

8 J (2 J +  l ) ( 2 J + 3 ) J ( J +  1)

* Q n (J ) PQ M )
3 ( J - 3 ) ( J - 2 ) ( J - l ) ( J + 4 ) 3 ( J + 4 X 2 J +  1)

8 J ( J +  l ) ( 2 J + 3 ) ( J + 1 X J + 3 X 2 J + 5 )

FR g i(J ) RP ,  A J + i )
1 5 J ( J + 2 ) 2( J + 3 ) 2 1 5 (J + 2 )

8(J+1)(2 J+1)(2  J +  3)(2 J +  5) (J +  1)(J +  3X2J+ 5X2J+7)

PQ M ) BQ iÁ J )
3(J— 3XJ— 2)(J— 1 X J + 4 ) 3 ( J + 2 X 2 J +  1)

4 ( J + l ) ( 2 . / + 3 ) ( 2 J + 5 ) ( J + l ) ( J + 3 X 2 J + 5 )

Qpn ( J  +  1)
3 ( J - 2 X J - l ) T ( J  +  4 ) (J+ 5) 3(2 J +  1)
4 (J + l ) (2 J + l) (2 J + 3 ) (2 J + 5 ) ( J + 1 X 2 J + 3 )

а д а д - i )
( J - 4 X J — 3 X J - 2 X J - 1 ) ( J + 2 X 2 J - 1 )

8 (2J+  l ) ( 2 J + 3 ) ( 2 J + 5 ) 2 J + 5

Q Á J ) Q Á J )
( J - 3 ) ( J - 2 ) ( J - l X J + 4 ) J ( J + 4 X 2 J +  1)

8 ( J + l X 2 J + 3 X 2 J + 5 ) ( J + 1 X J + 3 )

4 J ) а д + i )
( J— 2 )(J— 1 ) J ( J  +  4)(J +  5) ( J + 5 X 2 J + 1 )
8(J+  1X2J+1X2 J +  3)(2J+5) 2 J +  7

In  T a b le  I  th e  T I  te rm  was a ssu m ed  to  be n o rm a l. In  case o f  in v e r te d  
te rm s  Q  =  4 corresponds n o t  to  th e  s ta te  К  =  J  3, b u t  to  К  =  J  —  3 
a n d  fo r th e  tra n s it io n  777(a)—>-727(6) th e  f i r s t  indices 1 ,2 , . . .  7 in  th e  d e n o ta 
tio n  o f  th e  b ran ch es sh o u ld  be rep laced  b y  the  d e n o ta tio n  7, 6, . . .  1. (For 
727(6) —> 7/7(a) th e  second.)

3. §. C om parison w ith  th e  ex p erim en t

Tw o 77 7 -> 72 ’ b an d s  w ere an a ly sed  b y  N e v in  in  th e  sp ec tru m  o f  M nH  
fo r w ave le n g th s  X == 5677 A  an d  X =  6237 A , w hich a rise  from  th e  tra n s it io n s  
(0,0) an d  (0,1) [4]. F o r th e  com parison  o f  th e  th e o re tic a l values w ith  th e  ex-
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p e rim e n t th e  in te n s ity  v a lu es  w hich w ere  e s tim a te d  w ith  th e  eye a n d  w hich 
are w ritte n  up  beside th e  sp ec tru m  lin e s  o f th e  (0,0) b an d  w ere used . The 
to ta l  in te n s ity  d is tr ib u tio n  o f  the  ro ta t io n a l  sp e c tru m  lines is g iven  b y  form ula 
(1), th e  ex p o n en t o f w hich  con ta in s th e  effective arc  te m p e ra tu re . T h is has 
been  d e te rm in ed  from  ex p erim en ta l d a ta  b y  m ean s  o f  th e  m e th o d  pub lished  
b y  N o l a n  an d  J e n k i n s  [ 2 ] .  C om puting  th e  arc te m p e ra tu re  from  th e  b ranches 
belonging  to  th e  in d iv id u a l te rm  co m p o n en ts  ow ing  to  th e  d isp e rs io n  o f th e  
m easu ring  d a ta  th e  follow ing values a re  o b ta in e d  :

7Я 4 : 3706 K° ; 7Я 3 :3 8 1 2 К ° ;  7Я а : 3733 K ° ; 7Я 1 : 3 8 6 9 К ° ;

7Я 0 : 3863 K° ; 7Я _ Х : 3863 К 0 ; 7Я _ а :3 7 8 1  К °.

T he ex p o n en tia l fa c to r  was co m p u te d  w ith  th e ir  a r ith m e tic  m ean  i. e. 
3803 K °, an d  th e  in te n s ity  values belong ing  to  th e  in d iv idua l lines d iv ided  
b y  i t .  T he  circles in  th e  F igure  give se p a ra te ly  fo r  every  b ra n c h  observed  by  
N e v i n  [4] th e  dependence  o f th e  e x p e rim e n ta l i  fac to rs on K .  B y  th e  con
tin u o u s  line th e  values o f  th e  th e o re tic a l i fa c to rs  com p u ted  fro m  T ab le  I  are 
g iven  in  case 7П(Ь)*-*7И  aga in st th e  ro ta tio n a l q u a n tu m  n u m b e rs . The p ro 
p o rtio n a lity  fa c to r  g iven  here  has b e e n  chosen so th a t  the  o b se rv ed  and  th e  
co m p u ted  in te n s ity  va lu es  o f the  Q% b ra n c h  o v e rla p  as well as possib le .

T he d ispersion  o f  th e  ex p e rim en ta l va lues is ra th e r  considerab le  w hich 
can  be a t t r ib u te d  to  th e  fac t th a t  th e  em ployed  ex p erim en ta l d a ta  do n o t 
arise  from  q u a n ti ta t iv e  in te n s ity  m e a su re m e n ts , b u t  w ere e s tim a te d  b y  
N e v i n  d u rin g  th e  an a ly sis  w ith  th e  n ak ed  ey e  on ly  and  c h a ra c te riz e d  b y  
w hole n u m b ers  from  0— 50.

I t  shou ld  be n o te d  th a t  th e re  e x is t  also ro ta t io n a l  lines th e  w ave len g th  
o f  w hich  coincides w ith  th e  w ave le n g th  of th e  line o f som e o th e r  b ran ch , 
m oreover even th re e  an d  fourfold co incidences m ig h t occur. T h e  in ten s itie s  o f  
th ese  o f  course ad d  up  an d  in  th e  e x p e rim e n ta l d a ta  for each  te rm  of such  
co incid ing  line p a ir  or g roup  alw ays th e  jo in t  in te n s i ty  occurs. I f  these  lines 
h a d  alw ays b een  ta k e n  in to  acco u n t w ith  th e  g iv en  in te n s ity  v a lu e s , th e n  in  
our F igu res num erous line in ten s itie s  p ro tru d in g  to  a h igh e x te n t  w ould  h av e  
ap p ea red  an d  fin a lly  w ould  have le d  to  th e  fa ls if ic a tio n  o f th e  re a l  s itu a tio n . 
In  o rd e r to  avoid  th is  th e  ex p e rim en ta l in te n s ity  va lu es  for such  line  ensem bles 
w ere d iv id ed  u p  b e tw een  th e  te rm s o f  th e  group  in  th e  p ro p o rtio n  o f  th e  in te n 
sitie s  ex p ec ted  from  th e  th e o re tic a l ca lcu la tio n s . H ereb y  sev e ra l p ro jec tin g  
p o in ts  could  he e lim in a ted  (101 d o u b le , 13 t r ip le ,  2 qu ad ru p le  g roups).

D e ta iled  in v e s tig a tio n  o f th e  course o f  te rm s  shows t h a t  th e  te rm  7Я  
can  be  considered  from  a b o u t К  =  15— 20 to  a good  ap p ro x im a tio n  as case b), 
th a t  m eans t h a t  in  case o f  К  >  20 th e  co n d itio n s  are  co rrec tly  described  b y  
th e  i fac to rs  o f case b). In  case o f  К  >  20 th e  th e o re tic a l an d  e x p e rim e n ta l i 
fac to rs  o f  th e  m a in  b ran ch es are in  good a g re e m e n t and  h e re  —  u n d e r th e

6  A cta Physica IX /4 .



434 I. KOVÁCS and O. SCARI

F
ig

. 
I



IN T EN SITY  FO RM U LA E FOR ’Л  ч-* ~ Z  HAND 435

6 *



4 3 6 I . KOVÁCS and О. SC A R I



IN T E N S IT Y  FORM ULAE F O R  П  —  »Г BAND 437



4 3 8 I . KOVÄCS and 0 .  SCARI



IN T E N S IT Y  FORM ULAE F O R  - I I  - -  ’ £  BAND 439



440 I . KOVÄCS and O. SCARI



IN TEN SITY  FORM ULAE F O R  Ш  ' L  BAND 441

27

К

'o °
0 ^ 0  °  *

27

ООо
27

О О
о°о°

_1___OOL
Ю  2 0

к

2 -О

О
о

°0сь

7 -

О
°о
о®

10 20
Fig. 8



442 I . KOVÁCS and O. SCARI

u su a lly  occu rrin g  cond itions —  th e  in te n s ity  o f  th e  sa te llite  b ran ch es  is a c c o rd 
in g  to  th e  th e o ry  a lread y  below  th e  lim it o f  m easu rab ility  a n d  indeed in  th is  
re g io n  o b se rv a tio n s  do n o t  e x is t. In  case o f  К  <  20 tw o  effects m ix  : th e  
f i r s t  is th e  tra n s i t io n  to w ard s case a), the  consequence o f  w h ich  is the  b reak in g
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dow n o f th e  selection  ru le  А К  =  0, ^ 1  a n d  hereby  th e  ap p earan ce  o f  fu r th e r  
sa te llite  b ra n c h e s  d iffering  fro m  those p e rm itte d  in  case bJ, w hereas th e  o th e r 
e ffec t is th e  s tro n g  p e r tu rb a tio n  a p p ea rin g  in  the  1П  te rm  for low q u a n tu m  
n u m b ers . T h e  la t te r  re su lts  in  d ev ia tions fro m  the  th e o re tic a l in te n s ity  values 
o f  case a),  w h ich  can  be  p a r tic u la r ly  w ell observed  o n  th e  m ain  b ran ch es  
P v  f?x as w ell as on som e sa te llite  b ra n c h e s . The ex ac t in te rp re ta tio n  o f  these
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d ev ia tio n s  is possible on ly  a f te r  d e ta iled  in v e s tig a tio n  o f th e  occu rring  p e r tu r 
b a tio n s , i f  a t  th e  sam e tim e  q u a n ti ta t iv e  m easu rem en t of th e  in te n s ity  va lu es  
a re  av ailab le . C onsidering w h a t has b een  sa id  above th e  ag reem en t 
o f  th e  th eo re tica l a n d  e x p e rim e n ta l resu lts  can  be  considered  as fa irly  good.

R E F E R E N C E S

1. E . L. H i l l  and J. H . v a n  V l e c k , P hys. R ev., 32, 250, 1928 ; A. B u d ó , Zs. f. Phys., 105,
73, 579, 1937 ; D . P h e m a s w a r u p , Ind. Journ. o f  P h y s., 27, 415, 578, 1953.

2. R . Sc h m id , T. N e u g e b a u e r , D. F a r k a s  and  Ch . B a r a b á s , Zs. f. P h y s., 65, 541, 1930 ;
W . K a p u s c in k i a n d  J. G. E y m e f s , Zs. f. P h ys., 54, 246, 1929; J . G. E y m e r s , Zs. f. 
P hys., 63, 396, 1930 ; L e s t e r  T. E a r l s , Phys. R e v ., 48, 423, 1935 ; W . R. van  W i j k , 
Zs. f. P hys., 59, 313, 1930 ; P h . N olan  and  F. A. J e n k in s , Phys. R e v ., 50, 943, 1936.

3. I. K ovács and A. B u d ó , Z s . f. P h y s., 116, 693, 1940 ; 117, 612, 1941 ; B . K lem an  and
E. W e r h a g e n , Ark. f. Phys., 6, 399, 1953 ; I. K o v á c s  and O. S c a r i , A cta Phys. H ung., 
8, 425, 1958.

4. T. E . N e v in , Proc. R o y . Ir. Acad., 48A , 1, 1942 ; 50A , 123, 1945.
5. R . L. K r o n i G , Z s . f. P h y s., 45, 458, 1927.
6. I . K ovács, Proc. R oy. Ir. A cad., in  press, 1959.

ФОРМУЛЫ ИНТЕНСИВНОСТЕЙ СЕПТЕТНЫХ ПОЛОС
И . К О В А Ч  и О. С К А Р И

Р е з ю м е

Даны явные выражения для распределения интенсивностей в ветвях полос 
Ш ( а )  «—► ’’Е ,  7Щ Ь )  <—»■ 7Z \ Распределения вычислены по формулам, сравнены с результа
тами измерений на полосах 1П  —* 727 в спектре МпН, и найдено удовлетворительное 
согласие.





APPLICATION OF ONE-CENTER WAVE FUNCTIONS 
TO TETRAHEDRAL SYMMETRIC HYDRID MOLECULES 

II. NUMERICAL COMPUTATIONS FOR METHANE

By

E . K a p u y

R ESEA R C H  GROUP FOR TH EO RETICA L PHYSICS O F T H E  HUNG ARIA N  ACADEMY OF SCIENCES, BU DA PEST 

(Presented by A. Kónya. —  Received 1. IX . 1958)

Two different types of one-center wave functions are used to calculate several physical 
constants of the CH4 molecule. In spite o f the great simplifications fairly good results are 
obtained for energy, bond length and vibrational frequency etc. The method, however, cannot 
predict a correct binding energy.

The sources of the inadequacies and the possibilities of improvement are investigated.

1. One-center MO method with single Slater orbitals

A ccording to  th e  MO m eth o d  th e  electron ic  g ro u n d  te rm  *Aj o f C H 4 

can  be  rep resen ted  b y  a sim ple e le c tro n  co n fig u ra tio n  : ( l a 1)2(2 a 1)2( l/ '2)6. 
To a f irs t a p p ro x im a tio n , single S la te r  o rb ita ls  Is , 2s, 2p  are  u se d  fo r th e  
m o lecu lar o rb its  1 av  2 av  1f 2 resp . (see [1 ] 6 .) :

n
e yr =  1 a% ,

re~ör =  2  av

sin $  cos <p =  1 / ä i ’

sin & sin  9) — 1 / 22,

cos & =  l / 23.

( 1 )

T h e y  an d  th e  <5-s in  th e  e x p o n e n t a re  considered  as v a r ia tio n a l p a ra 
m e te rs . T he o rb ita l ex p o n en ts  o f  2ax an d  l / 2 m ig h t be v a ried  also se p a ra te ly . 
C o m p u ta tio n s carried  o u t, how ever, fo r a to m s o f s im ila r a tom ic  n u m b e r have  
show n th a t  from  th e  p o in t o f v iew  o f en e rg y  only  an  irre le v a n t im p ro v em en t 
is o b ta in e d  (som e th o u s a n d th  a. u .) , w h ereas  th e  w o rk  is co n sid e rab ly  in 
creased . I t  is p roved  also b y  ca lcu la tio n s ca rried  o u t fo r a tom s th a t  on the  
one h a n d  th e  energy  o b ta in ed  w ith  S la te r  o rb ita ls  is to  a sligh t e x te n t  closer 
to  th e  em pirica l va lu e  th a n  th a t  o b ta in e d  w ith  hyd rogen -like  o rb ita ls , on th e  
o th e r  h a n d  th e  use o f  M o rse-Y o u n g -H au rw itz  o rb ita ls  y ie ld  som e th o u s a n d th  
a. u . im p ro v em en t w hereas th e  ap p lic a tio n  o f  th e  H a rtre e -F o c k  SC F m e th o d  
m akes th e  re su lt b e t te r  b y  m ax im a lly  som e te n th  a. u ., w ith  co n sid e rab ly  
m ore w ork .
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F ro m  th e  fiv e  o rb ita ls  w hich  a re  p ro v id ed  b y  th e  a and  ß  sp in  fu n c tio n s  
re sp ec tiv e ly , th e  fo llow ing w ave fu n c tio n  is b u ilt  u p  :

\ \ p Ai  _  _ ...... d e t
Y o ÿ  10!

Isa , 2sa, 2p xa, 2p ya, 2p za 1 sß, 2sß, 2pxß, 2p yß, 2p zß .(2)

Since 2s an d  I s  a re  n o t o rth o g o n a l, th e  f i r s t  o rd e r d en sity  m a tr ix  consists 
o f 14 te rm s . I t  m ean s a  g rea t s im p lifica tio n  th a t  i ts  d iagonal p a r t  (i. e. g (l j 1) =  
=  e i1)) is sp h e rica lly  sy m m etric , n am ely  in  (2) a ll th e  th re e  2p  fu n c tio n s  
occu r tw ice . B y th e  fo rm a tio n  o f  р (Ы )  th e  a n g u la r  p a r ts  d ro p  o u t because

sin 2 #  cos cp sin2 û  sin2 cp -f- cos2 & =  1.

T h e  H a m ilto n ia n  of C H 4 is th e  follow ing

H  =
101 XU 1U

2 ^ , - 24 i=l
6

( = 1 Tj

10 4 ,
V  V  1

1=1 p=l Tjp +  2  —1=1 <7 rij
1
R

З Щ
2 )

• (3 )

T he ca lcu la tio n  can  be  easily  c a rr ie d  o u t acco rd in g  to  w h a t h as  been  sa id  in  

[1] 8- N o p a r tic u la r  d ifficu ltie s  a re  m e t w ith  in  th e  in te g r a t io n ,---- o ccu rrin g
ri2

in  th e  in te g ra n d  is ex p an d ed  in  th e  spherica l harm on ics [2] :

, I v h .
1 Т-l f=5 TX

r12 1 “ — У T1
r2 / = 0 r2

P[ (cos $) = P,(

P, (cos &) , rx >  ra ;

P, (cos &), r2 >  r4 ;

/  ( I  __  m \ l

+  2 2  / ,  ! ; Pim i cos di) РГ  (cos ^ 2) cos m (<Pi -  <Рг) ■
т = 1  ( l  +  r n ) l

(4)

F in a lly , th e  a n a ly tic a l energy  expression  o b ta in e d  is a fu n c tio n  o f  th ree  p a r a 
m e te rs  :

E  =  E (y ,  ô ,R ) .

T he n u m erica l ca lcu la tio n  h as  been  ca rried  o u t so t h a t  th e  v a lu es  o f  
y  a n d  ô m in im izing  th e  en e rg y  w ere d e te rm in ed  fo r R  =  2,00 a . u . A fte rw ard s  
b y  f ix in g  th e  y,  th e  energy  m in im um  w as d e te rm in ed  b y  v a r ia tio n  o f <5 fo r 
d iffe re n t va lues o f  R.  Since in  th e  p ro x im ity  o f  th e  equ ilib riu m  nu c lea r d is ta n c e  
(R0 ~  2 a . u.) th e  d en sity  o f  I s  e lec trons m a y  be  p ra c tic a lly  co n sid e red  as 
ze ro , fo r a s lig h t v a r ia tio n  o f  R  th e  va lu e  o f  y  a t  th e  en erg y  m in im u m  a lre a d y  
does n o t a lte r  co n siderab ly . T h e  resu lts  a re  g iven  in  th e  fo llow ing T ab le  to g e 
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th e r  w ith  ca lcu la tion  to  be found  in  th e  l i te ra tu re  as well as w ith  th e  em pirical 
va lues :

E «о %mo]

B u ck in g h a m , Ma ssey , 
T ib b s  [3] — 40,37 a. u. 2,16 a . u. — 33,2 ■ 10-«

B er n a l  [4] — 39,33 a. u . 1,975 a. u. —

Present work — 39,395 a. u. 1,993 a. u. — 26,7 ■ 10-«

Em pirical — 40,54 a . u . * 2,067 a . u. [6] — 12,2 • 10 « [6]

* See Appendix

K now ing  th e  v a lu es  y  =  5,69 a n d  <5 =  1,34 co rresp o n d in g  to  th e  energy  
m in im u m , th e  d ia m a g n e tic  su sc e p tib ility  [5] o f th e  m olecule (Xmoi) can be 
co m p u ted , and  th is  can  be co m p ared  w ith  the  em p irica l value. (See th e  above 
T able .)

T he com pu ted  v a lu e , how ever, h as  to  be co rrec ted  b y  th e  so ca lled  high- 
freq u en cy  p a ram ag n e tism . This is th e  consequence o f  th e  d e v ia tio n  from  
sp h erica l sy m m etry  a n d  its  va lu e  is a lw ays p o sitiv e . Since th e  w av e  fu n c tio n  
o f  ou r m odel is a t  th e  sam e tim e  also  an e igen fu n c tio n  of the  t o ta l  angu la r 
m o m en tu m  o p era to r o f  th e  e lec tro n s (and  belongs to  th e  0 e ig en v a lu e  o f it) 
it  c an n o t accoun t fo r  th e  h ig h -freq u en cy  p a ram ag n e tism . I ts  v a lu e  is for the  
C H 4 -j-9,3 • 10~6 [7], w hich  has to  b e  su b tra c te d  fro m  th e  c o m p u te d  value .

A lso th e  so-called “ v e rtica l io n iza tio n  en erg y ”  can  be easily  co m p u ted . 
I t  m eans th e  energy  w hich  has to  be  expended  in  o rd e r  to  rem ove a n  e lectron  
from  a g iven  o rb ita l leav in g  th e  p o sitio n s  of the  n u c le i and  the  o th e r  o rb ita ls  
unch an g ed .

lia i *1Л

computed 23,1 eV 11,2 eV

empirical [8] 20— eV 13,0 eV

F in a lly  know ing th e  fu n c tio n  E(R),  th e  to ta l ly  sy m m etrica l no rm al 
freq u en cy  o f C H 4 can be co m p u ted  :

2 лс

d -E  

4W  '

(c is th e  velocity  o f lig h t, w hereas M  is th e  m ass o f  th e  pro ton .)
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T h e  re su lt is th e  follow ing :

E . K A PU Y

co m p u ted  : 3400 cm  1,
em p irica l [9] : 2914 c m -1 .

F ro m  th e  com parison  o f  th e  c o m p u te d  and  em p irica l d a ta  th e  fo llow ing m ay  
be concluded  :

a )  T he d e v ia tio n  o f th e  c o m p u te d  en erg y  v a lu e  from  th e  em pirical 
v a lu e  is in  ab so lu te  v a lu e  n o t h ig h  (2 ,8% ), b u t  no  accoun t is g iv en  b y  th e  
m e th o d  fo r th e  s ta b i l i ty  o f  th e  m olecule . In  a s im ila r  a p p ro x im a tio n  we o b ta in  
fo r  th e  3P  s ta te  o f  th e  C a to m  a b o u t — 37,6 a . u . (for in s tan ce  T u b i s  [10] 
o b ta in e d  — 37,629 a .u . w ith  M o rse-Y o u n g -H au rw itz  o rb ita ls), h en ce  + 0 ,2  a.u . 
is o b ta in e d  fo r th e  b in d ing  en e rg y , w h ereas  th e  em p irica l va lue  is : 
— 0,670 a.u.* N e ith e r  v a r ia tio n  o f  th e  ra d ia l p a r t s  nor ap p lic a tio n  o f th e  
H a r tre e -F o c k  m e th o d  w ould he lp , nam ely  acco rd in g  to  ca lcu la tio n s carried  
o u t fo r a to m s o f s im ila r  a tom ic  n u m b ers , in  th e  b e s t case an  im p ro v em en t 
o f  1— 2 te n th  a. u . co u ld  be a t ta in e d . H ence th e  ca lcu la tio n s o f  B u c k i n g h a m , 

M a s s e y  an d  T i b b s  h a v e  to  c o n ta in  an  e rro r som ew here , as is co n firm ed  also 
b y  [11]. The a p p a re n tly  sa tis fa c to ry  re su lt o f H a r t m a n n  [12] m a y  be ascribed  
to  th e  fa c t t h a t  th e  hyd ro g en -lik e  2s o rb ita ls  w ere  n o t o rth o g o n a lized  to  th e  
I s  o rb ita ls  w hich w ere  neg lec ted  b y  h im . C onsidering  only  th e  v a len ce  electrons 
an  en e rg y  E v =  7,05 a . u. is o b ta in e d  b y  o u r m e th o d . H ence H a r t m a n n ’s 

re su lt  o f  E v =  — 7,70 a. u . is due  to  th e  lack  o f  th e  o r th o g o n a lity . (See [1] 9.)
b)  The c o m p u te d  value o f  th e  eq u ilib riu m  n uclear d is ta n c e  can be 

consid ered  as sa tis fa c to ry  considering  th e  s im p lic ity  o f ca lcu la tio n .
c) The c o m p u te d  value o f  th e  d iam ag n e tic  su scep tib ility  is large even 

a f te r  considering  th e  h ig h -freq u en cy  p a ra m a g n e tism . H e reb y  i t  is p roved  
t h a t  th e  ca lcu la ted  e lec tro n  d e n s ity  is too  d iffu se , i. e. in reg ions fa r th e r  from  
th e  c e n te r  i t  exceeds th e  rea l e le c tro n  density .

d)  The a g re e m e n t of th e  “ v e rtic a l io n iza tio n  energ ies”  w ith  experience 
can  b e  considered  also  fa irly  sa tis fa c to ry . I t  sh o u ld  be, h o w ever, n o te d  th a t  
th e ir  va lues are  v e ry  sensitive  to  s ligh t v a r ia t io n s  of th e  p a ra m e te r  Ó. If, 
fo r  in s ta n c e , <5 is in c reased  fro m  1,30 to  1,35, th e n  J 3ai d ecreases  b y  5 p e r
c en t a n d  I l f , b y  13 pe rcen t.

e)  T he w av e  n u m b er o f th e  to ta lly  sy m m e tr ic a l v ib ra tio n  is ab o u t 17 
p e rc e n t  h igher th a n  th e  em p irica l value. B y  th e  one-cen te r w ave func tion  
n a m e ly  th e  re a l s i tu a tio n  is w ell a p p ro x im a te d  o n ly  if  R  —> 0. ( In  th is  case 
o u r  m odel tu rn s  in to  th e  co rrespond ing  u n ite d  a to m  : Ne.) In c rea s in g  R  th e  
ap p ro x im a tio n  b ecom es ever w orse  since th e  w av e  fu nc tion  o f  C H 4 goes over 
in to  t h a t  one o f  C4~ +  4 H + a n d  n o t  in to  th a t  o f  C +  4H .

See A p p en d ix .
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S um m ariz ing  th e  conclusions d raw n  above  : th e  m e th o d  in  th is a p p ro x i
m atio n  gives re la tiv e ly  good resu lts  for som e p ro p ertie s  o f  th e  CH4 m olecule 
b u t  i t  has to  be su ffic ien tly  m odified  to  give b e tte r  v a lu es  fo r th e  b in d in g  
energy .

2. Possible improvements

As it w as seen in  [1] th e re  are tw o  d iffe ren t w ays fo r im prov ing  th e  
ap p ro x im atio n .

a )  I f  we in te n d  to  keep  to  th e  MO m e th o d , th e n  on  th e  one h a n d  th e  
used  o rb ita ls  h av e  to  be m odified , n am ely  so th a t  beside o f  s and  p  we use  
also th e  fu n c tio n s d an d  / ,  on th e  o th e r h a n d  th e  co n fig u ra tio n a l in te ra c tio n  
has to  be ta k e n  in to  acco u n t as well. A ccord ing  to  C a r t e r  [ 1 1 ]  th e  e n e rg y  
of C H 4 im proves b y  a b o u t 0,2 a. u . w hen  ta k in g  th e  d o rb ita ls  in to  a cco u n t.

T he d raw b ack  o f th is  m eth o d  is th a t  considerab ly  m ore  ca lcu la tio n  is 
req u ired  because th e  d iag o n a l p a r t  o f th e  f ir s t  o rd er d e n s ity  m a tr ix  is no 
longer spherica lly  sy m m etric  and  also th e  n u m b er o f th e  v a ria tio n a l p a r a 
m eters increases.

b)  T he o th e r  p o ss ib ility  is g iven b y  th e  YB m eth o d . T he o rb ita ls  o f  th e  
four h y d rogens are  for in s tan ce  ex p an d ed  in  th e  S la te r  o rb ita ls . In  g en e ra l 
th is  ca lcu la tion  w ould be a len g th y  one. If , how ever, in  th e  expansion  o n ly  
te rm s o f c h a ra c te r  s an d  p  are k e p t, a n d  th e  four h y d ro g en  o rb ita ls  th u s  
o b ta in ed  are  o rthogonalized  to  one a n o th e r, th e  d iagonal p a r t  o f th e  f irs t  o rd e r 
den sity  m a tr ix  rem ains also fu r th e r  sp h erica lly  sy m m etric  w hich m ean s a 
considerab le  s im p lifica tion . T his m eth o d  w ill be follow ed.

3. One-center YB method in “spherically symmetric density” approximation

A gain  S la te r  o rb ita ls  are  used , th e  c e n te r  o f w hich is th e  nucleus o f  th e

C a to m . T he tw o Is  e lec trons of C are  p laced  on o rb ita l : e yr. T h e  fo u r
' n

p ro to n s are  s itu a te d , accord ing  to  F ig u re  1 a t  th e  fou r co rners of th e  t e t r a 
h ed ro n  a t  a d is tan ce  R  fro m  th e  nucleus o f  th e  a to m  C. T h e  (x, y ,  z) co o rd in a te s  
o f  th e  p ro to n  are  in  tu rn  :

1 :

3 :

í R
( + 7 Г  +

R  R 2 •
~ W , +

R JL\
Y ^ ,+  уз

, Zi .
~ w P  J

R R  R
• 4  •

R R

“ W , _ уз  уз W ’ ~W.
T he fo u r valence e lec trons o f th e  C a to m  are  s itu a te d  on four h y b r id  

o rb ita ls  : cpi (i =  1, 2, 3, 4), th e  ra d ia l p a r t  o f  w hich is com m on, w hereas th e

7  A c ta  P h y s ic a  IX /4 .
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an g u la r p a r ts  a re  such co m b in a tio n s o f th o se  o f  th e  o rb ita ls  p x, p y, p z w hich  
are  e q u iv a le n t an d  are d ire c te d  to w ard s th e  corners o f  th e  te tra h e d ro n  [13] :

1

2

3

4

i +  У з ( +  sin  ft cos (p -f- s in  ft sin <p -j- C O S  ft),

1 +  f 3 ( -  s in  ft C O S  (p -f- s in  ft sin  (p — cos # ),

1 +  Уз ( — sin  ft cos (p — sin  ft sin (p cos # ) ,

1 +  Щ +  s in  ft oss cp — sin  ft sin Ç3 — cos # ) .

(5 )

I f  th e  o rb ita ls  cp\ (i =  1, 2 , 3, 4) o f th e  fo u r h y d ro g en  a to m s are chosen  so 
t h a t  th e  co rresp o n d in g  a n g u la r  p a r ts  a re  id e n tic a l w ith  th o se  o f (5), th e n  th e  
fo u r o rb ita ls  a re  o rth o g o n a l to  one a n o th e r , w hereas th e  d iag o n a l p a r t  o f  th e  
f i r s t  o rd e r d e n s ity  m a trix  is spherica lly  sy m m etric . T he com m on ra d ia l p a r t

o f  th e  h y d ro g e n  o rb ita ls  is ta k e n  in  th e  fo rm
1
2

lôl r e - ° ' r.
Ззг

Since th e  ra d ia l  p a r ts  can  be fa c to re d  o u t, th e  e ig h t o rb itá ls  are  o r th o 
gonal to  one  a n o th e r w ith  th e  ex cep tio n  o f  those  p o in tin g  in to  th e  sam e  
corner o f th e  te tra h e d ro n  :

$<Pi<Pk dv =  ôik ,

J  <P'i <Pk dv =  ô i k ’ (», & =  1, 2 , 3 , 4) 

§ ViVkdv — A  dik ,
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w here

A  =
|/(55 <5'5

A fte rw ard s from  th e  tw o Is  o rb ita ls  an d  th e  e ig h t free v a len ce  o rb ita ls  
such  d e te rm in a n ts  are  fo rm ed  w hich  belong to  th e  0 e igenvalue  o f  S z. F rom  
th ese , accord ing  to  [1] 4 ., such co m b in a tio n  is fo rm ed  in  w hich o rb ita ls  d irec ted  
to w ard s  th e  sam e co rner o f th e  te tra h e d ro n  a re  fo rm ing  sing le t p a irs .

T h is belongs as we have  seen in  [1] 7. a t  th e  sam e tim e  to  th e  irred u c ib le  
re p re se n ta tio n  А г o f  th e  p o in t g ro u p  T d. T h is co m b in a tio n  consisting  of 16 
d e te rm in a n ts  w hich  correspond  essen tia lly  to  th e  so-called “ P e rfe c t P a ir in g ”  
ap p ro x im a tio n  is th e  following :

1ï /Ai =  (Vi Va Va Vi V'i Va <p'3 v'\) +  (v'i Va Va Vi Vi Va Va Vi) +

+  {Vi Va Va Vi V'i Va Va Vi) +  (Vi Va Va Vi \ Vi Va Va Vi) +

+  (Vi Va Va Vi I V'i Va Va Vi) +  (v[ Va Va Vi I Vi Va Va Vi) +

+  (V'i Va Va Vi ' Va Vá Va VÍ) +  (Va Va Va Vi I Vi Va Va Vi) +  (6)

+  (Vi Va Va Vi v'i Va Va Vi) +  (Vi Va Va Vi \ Vi Va Va Vi) +

+  (9A Va Va Vi I V'i Va Va Vi) +  (v'i Va Va Vi \ Vi Va Va Vi) +

+  (V'i Va Va Vi : Vi Va Va Vi) +  (v'i Va Va Vi ! Vi Va Va Vi) +

+  (Vi Va Va Vi V'i Va Va Vi) +  (v'i Va Va Vi \ Vi Va Va Vi) ■

T he tw o  Is  o rb ita ls  are  n o t in d ic a te d , w hereas th e  f ir s t  fo u r o rb ita ls  
are  a lw ays p ro v id ed  w ith  a an d  th e  second fo u r alw ays w ith  ß sp in  fu n c tio n s.

T he energy  expression  is co m p u ted  acco rd in g  to  [1] 6. Since th e  
o rb ita l  cp\s is n o t o rth o g o n a l to  th e  o rb ita ls  (pi a n d  cp\ (m ore e x a c tly  to  th e  s 
co m p o n en ts  o f these) there fo re  th e  d e te rm in a n ts  D KL w ill h av e  26 e lem en ts 
d iffering  from  zero , th is  m eans th a t  th e  qkl - s co n sis t also o f  26 te rm s . I f  o r th o 
g o n a lity  w ould e x is t th e n  th e  Qkl~s w ould h a v e  10 te rm s  on ly  b y  w hich  th e  
ca lcu la tio n  w ould  be sim plified  to  a considerab le  e x te n t. T h is m ay  be  a tta in e d  
b y  assum ing  th e  q>rS as well as th e  <p\-s o rth o g o n a l to  <pis ( th o u g h  in  re a lity  
th e y  are  n o t), i. e. fo r th e  ca lcu la tio n  of th e  d e te rm in a n ts  X>kl th e  e lem ents 
( <pi <pls dv an d  ( <p'i <pls dv (i =  1, 2, 3, 4) are ta k e n  fo r zero , a n d  th e  repu lsive  
p o te n tia l  derived  b y  G ombás is ad d ed  to  th e  o p e ra to r  (3) a n d  th e  energy  
is co m p u ted  b y  th is  so-called “ m o d ified  H a m ilto n  o p e ra to r” . In  ou r case 
th e  p o te n tia l :

10 ( 1 )
G(r,) =  'v  ]8tï2 y6 r) e~2rTl -f —-- 

íT i I 4 r, j

7*
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shou ld  b e  added  to  th e  H  o p e ra to r , b u t  care shou ld  be ta k e n  th a t  th is  acts 
on ly  u p o n  th e  valence  o rb ita ls  an d  also only on th e  2s com ponen ts o f  them , 
hence  i t  behaves like a p ro jec tio n  o p e ra to r  ([1] 9.).

A p p ly in g  th e  rep u ls iv e  p o te n tia l ,  on th e  one h a n d , th e  th e o re m  is no 
lo n g er v a lid  accord ing  to  w hich th e  en erg y  v alue  o b ta in e d  b y  th e  v a r ia tio n a l 
m e th o d  is alw ays above th e  em p irica l va lue , on th e  o th e r  h a n d , th e  w ave 
fu n c tio n  changes also. T h is can  be s tu d ie d  on th e  m o st sim ple m odel, i. e.

on th e  L i a to m . T ak in g  th e  S la te r o rb ita l

“ 3»

y 3
/ —  e- r r  as th e  I s  o rb ita l, an d  the

n

S la te r  o rb ita l
Зя

re~6r as 2s o rb ita l :

a)  T ak in g  in to  acco u n t th a t  2s is n o t o rth o g o n a l to  Is  we o b ta in  [15] :

E У <5

— 7,4179 a. u. 2,688 0,630

b)  A ssum ing th a t  2s is o rth o g o n a l to  Is  an d  ap p ly in g  th e  p o te n tia l  G 
we o b ta in  :

E У Ô

— 7,4360 a. u. 2,690 0,745

W e see th a t  th e  ca lcu la tio n  ca rr ied  o u t w ith  th e  p o te n tia l  G p roduces 
a s lig h tly  low er v alue  b u t  w hich in  th is  a p p ro x im a tio n  does n o t decrease below 
th e  e x p e rim e n ta l va lu e  : E u  =  — 7,4837 a. u . [6].

T h e  increase o f  th e  p a ra m e te r  ô ind ica tes  th a t  th e  m ax im um  o f th e  rad ia l 
d e n s ity  o f  th e  e lec trons h as  go t n e a re r  to  th e  nucleus. In  th e  p ro x im ity  o f  the  
nucleus th e  e lec tron  d en sitie s  o b ta in e d  b y  th e  tw o  m eth o d s  differ fro m  each 
o th e r  to  a g re a te r  e x te n t , b u t  since we are  in te re s te d  in  th e  reg io n  fa r  from  
the nu c leu s only (in th e  valence shell) th is  does n o t  cause an y  d ifficu lties.

I f  C H 4 is d e a lt w ith  ex ac tly  in  th e  w ay as d esrib ed  in  1.) b u t  assum ing  
th e  o r th o g o n a lity  o f  2s to  Is  an d  u s in g  th e  p o te n tia l  G th e  follow ing resu lts  
a re  o b ta in e d  :

E К *mol V* Y Ô

— 39,46 a. u. 1,930 a. u. —  25,0 • 10-« 3750 c m -1 5,696 1,38
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F o r th e  ca lcu la tio n  of th e  en e rg y  ex p ressio n  co rrespond ing  to  th e  t r ia l  fu n c 
tions (6) th e  te rm s  in  w hich th e  d iagona l p a r t  of th e  f i r s t  o rd e r d en sity  m a tr ix  
occur can be easily  co m p u ted  due to  th e  spherica l sy m m e try . T he C oulom b 
an d  exchange in te ra c tio n  o f  th e  e lec tro n s o f th e  va lence  o rb ita ls  co n sis ts  of 
in teg ra ls  o f th e  form  :

У,(1)Ы 1)Р,(2)Ы 2)
Г12

T hese co n ta in  each  44 =  256 te rm s, b e c a u se  th e  n u m b e r o f  th e  a n g u la r  te rm s  
o f th e  o rb ita ls  ç?,- is 4. In  o rd e r  to  s im p lify  these  in te g ra ls  b y  d ecreasing  th e  
n u m b er o f  th e  te rm s th e  c o o rd in a te  s y s te m  is changed . F ir s t  th e  x  an d  y  axes 
are  tu rn e d  ro u n d  the  z ax is  counter-clockw ise b y  135°, th e n  ro u n d  th e  
new  x' axis th e  z axis (as a m a tte r  o f  course to g e th e r  w ith  th e  y  axis) is 
tu rn e d  b y  54°44’ so as to  p o in t to w ard s th e  hyd ro g en  a to m  1 (see F ig u re  2).

T he m a tr ix  of th e  coo rd in a te  tra n s fo rm a tio n  co rrespond ing  to  th is  
ro ta tio n  is th e  following :

p 1 P 1
2 “ 2 P + P

1 P 1
' 2 2 P "Уз

P lu P r P  .
T he s o rb ita ls  are in v a r ia n t  a g a in s t ro ta tio n s , w h e reas  th e  o rb ita ls  p x ,  

p y , p z  are  tran sfo rm ed  in  th e  sam e w ay  as th e  co o rd in a tes  x, y ,  z. T h e  a n g u la r  
p a r ts  in  (5) can  be exp ressed  b y  the  o rb ita ls  p 'x , p ÿ ,  p ' z o f th e  new  sy s te m  o f 
co o rd ina tes as follows :

1 : | l  -j- 3 cos ,

2 : {1 -f- |/6  sin & cos <p — У2 sin & sin <p

3 : {1 +  2 У2 sin & sin  <p — cos ,

4 : -J 1 — |/6  sin & cos cp — ]/2 sin & sin <p

Ow ing to  th e  sy m m e try  o f CH4 a ll th e  four a n g u la r  p a r ts  are  e q u iv a le n t. 
H ence fo r th e  ca lcu la tion  o f  th e  in te g ra ls  o f  form

У/(1)У>(1)У|(2)У*(2) d r  d j _  

r12

CO S
( 8 )

—  CO S .



4 5 4 E. K A PU Y

i t  is b e s t to  u se  th e  f ir s t  a n d  th ird  te rm  o f  (8). T hus th e  in te g ra l consists a l 
to g e th e r  o f  36 te rm s  in s te a d  o f  256, as i t  w as th e  case in  th e  fo rm er sy s te m  
o f  co o rd in a tes . A m ong th e  136 d iffe ren t qk l  th e re  are  also eq u iv a len t o n es, 
w hich  g ive a f te r  in te g ra tio n  id e n tic a l re su lts . A ll th e  C oulom b an d  exch an g e  

1
in teg ra ls  c o n ta in in g ---- -can  be red u ced  to  28 ty p e s  o f  b asic  in teg ra ls .

'12

135°

T h e fo u r-p a ra m e te r  fu n c tio n  o f  th e  e n e rg y  expression  is :

E  =  E ( y ,ô , ô ' , R ) .

y  an d  R  a re  n o t  v a ried  b u t  f ix e d  a t  a p ro b ab le  v a lu e  : y  =  5 ,70 and  R  =  2 ,00.
a)  E q u a tin g  in  th e  en e rg y  exp ression  à' w ith  ô we g e t b a c k  to  th e  p r e 

ceding  c a lc u la tio n  w ith  th e  d ifference th a t  now  y  an d  R  are  n o t  v a ried . V a ry in g  
ô we o b ta in  :

E Zmol «5

— 39,459 a. u. — 25,8 • 10-6 1,36

T he ra d ia l  d e n s ity  D(r) =  jQr2 sin  dip is i l lu s tra te d  in  F igure  3 b y  
curve  “ a ” .
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b)  V ary in g  ő an d  Ô' se p a ra te ly  th e  follow ing re s u lt  is o b ta in ed  :

E 2mol Ô ' Ô

— 39,527 a. u. — 28,6 • 1 0 '6 1,02 1,72

T h e energy  has becom e low er b y  0,068 a. u . re la tiv e  to  th e  p reced ing  
va lu e , w hereas th e  d iam ag n e tic  su scep tib ility  has in c rea sed , w hich is due  to  
th e  f la tte n in g  o f th e  ra d ia l  d en sity . (See curve “ 6”  o f  F ig u re  3.)

P ro b a b ly  for th e  sam e reason  also th e  eq u ilib riu m  nu c lea r d is tan ce  has 
in c reased  to  a sligh t e x te n t  and  g o t n e a re r  to  th e  em p irica l va lu e .

c) C alcu la ting  th e  energy  a lone  w ith  th e  a id  o f  th e  f irs t te rm  o f (6) 
no im p ro v em en t can  b e  o b ta in ed  v a ry in g  ô an d  <5' se p a ra te ly , w h ich  proves 
th a t  th e  low ering o f  th e  energy  is m a in ly  caused b y  te rm s  o f th e  fo rm

J ^H1) <Pi( 1)H  <P;(2) <Pt( 2) dxi dr2.

Conclusions

T h e difference b e tw een  th e  ca lc u la ted  an d  th e  em pirica l v a lu es  o f  th e  
energy , considering  ev en  th e  re su lt o f  (3) is m ore th a n  2,5 p e rcen t. T h e  c o n t
r ib u tio n  o f  th e  in n e r shell to  th is  d e v ia tio n  is a b o u t 7 p e rc e n t on ly , th e  valence
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shell h a s  to  a c c o u n t fo r th e  re m a in in g  93 p e rc e n t. F u r th e r  im p ro v em en t 
m ig h t be  a t ta in e d  b y  n o t co n fin in g  o u rse lves to  th e  c o m b in a tio n  (6), b u t  
ta k in g  in to  a c c o u n t also th e  tw o  co m b in a tio n s w hich  can  be  c o n s tru c te d  from  
th e  fu r th e r  13 sin g le ts  o f th e  g iven  8 free o rb ita ls . H ereb y , h o w ever, our w ork  
w ould  be  in c rea sed  to  a g re a t e x te n t  an d  a t  b e s t  w ould  y ie ld  an  energy  im p ro 
v e m e n t o f  a b o u t 0 ,1— 0,15 a. u . on ly . No g re a te r  im p ro v e m e n t m ay  be e x 
p e c te d  from  th e  a lte r in g  o f  th e  ra d ia l p a r t .  T h e  m ain  source o f  th e  d ev ia tio n  
as i t  can  be ea s ily  show n, is th a t  b a d  a p p ro x im a tio n  is o b ta in e d  b y  th e  g iven  
co m b in a tio n  o f  th e  o rb ita ls  o f  ty p e s  s an d  p  fo r th e  Is  o rb ita ls  o f  th e  H  a to m s. 
L e t an  a to m  H  b e  a t  a d is ta n c e  R  =  2 ,00 a. u . from  th e  c e n te r  on th e  z ax is. 
To a p p ro x im a te  th is  o rb ita l we h av e  in  3. u sed  th e  fu nc tion

1
2 re—6'r (1 +  3 cos # ) .

T he H a m ilto n  o p e ra to r  o f th e  a to m  H  is

■ - 1 -  „  1
2 y R 2 +  r2 — 2R r  cos #

C alcu la tin g  th e  en erg y  exp ression  an d  m inim izing  th e  en e rg y  we o b ta in

E H = — 0 ,26603 a. u . ; 6’ =  0 ,72. (10)

T he d e v ia tio n  fro m  th e  em p irica l va lu e  (— 0,50000 a. u.) is 47 p e rcen t.
W e h av e  seen  th a t  n e ith e r  th e  m e th o d  described  in  1. n o r  th a t  in  3. 

g ives n e g a tiv e  b in d in g  energy  fo r C H 4. T he s itu a tio n , how ever, w ill be d iffe ren t 
i f  c o n sis ten tly  en e rg y  values ca lcu la ted  w ith  th e  sam e m e th o d  are  used  in  th e  
ca lcu la tio n  o f  th e  b in d in g  en erg y  (E B =  E CHl —  E c —  4 E H).

T he g ro u n d  s ta te  3P  o f  th e  a to m  C can  be  described  b y  a single d e te r 
m in a n t

Is a , 1 sß, 2sa , 2sß, 2p 0a, 2p +a .3 \p P
Кб!

d e t

L e t us use s im ila rly  to  C H 4 th e  follow ing o rb ita ls  :

=  2 s ,

1 Aá5 
I n

re-Ô  r

cos & =  2p 0,

1
ÿ f  s in & e+,(p =  2p +.
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3WP is a t  th e  sam e tim e  e igenfunction  o f  th e  o p e ra to rs  L 2, L z, S2, S z. 
T he ca lcu la tio n  is c a rr ie d  ou t as in  3 ., n am ely  assu m in g  th e  o rb ita l  

2s o rthogonal to  I s  and  u sin g  th e  p o te n tia l  G. W ith  th e  v a r ia t io n  o f y  and  
ô we o b ta in  :

Ec У Ô

Calculated — 37,811 a. u. 5,738 1,676

Empirical — 37,87 a. u .* — —

* See Appendix

U sing th e  en erg y  v a lu e  o f  (9), (10) a n d  (11) we o b ta in  fo r th e  b in d in g  
en erg y  — 0,612 a. u ., w hereas th e  em pirica l v a lu e  is — 0,670 a. u. H ence  a 
re la tiv e ly  b e t te r  v a lu e  is o b ta in e d  by  th is  m e th o d  for th e  b in d in g  energy th a n  
fo r th e  energy  o f  th e  H  a to m s.

I f  our a im  is to  decrease th e  d ev ia tio n  o f  th e  ca lcu la ted  energy  o f C H 4 
from  th e  m easu red  v a lue , th e re  rem ains n o th in g  else b u t to  g ive up  the  “ sp h e ri
ca lly  sym m etric  d e n s ity ”  ap p ro x im atio n  a n d  to  consider p o ssib ly  also fu n c 
tio n s  d and  f .  T h u s  th e  convergence will be  p ro b a b ly  m ore ra p id  th a n  i f  o n ly  
th e  ra d ia l p a r ts  w ere en la rged . I t  is ad v isab le  to  exam ine th e  su ita b ility  o f  
the  fu n c tio n  in  questio n  se p a ra te ly  for th e  H  a to m s befo re  th e  ca lcu la tions 
are  ca rried  o u t fo t th e  C H 4.

T he c a lcu la tio n  carried  o u t in  3. can  b e  app lied  a p a r t  from  CH4 also  
to  S iH 4 an d  G eH 4.

T h en , how ever, it  is ad v isab le  to  o m it th e  e lectrons o f  th e  in n e r shells 
from  th e  tr ia l  fu n c tio n  ; th e  in te rac tio n  o f  th e  in n er shells a n d  th e  va lence  
shell should  be ta k e n  in to  acco u n t b y  som e ap p ro x im a tiv e  m e th o d . H ere  th e  
d ifference be tw een  th e  em p irica l and  the  c o m p u te d  values w ill be even h ig h e r 
th a n  fo r th e  C H 4 because, on th e  one h a n d , th e  S la te r  o rb ita ls  a re  a lready  less 
good, fo r h igher a tom ic  n u m b ers , on the o th e r  h a n d , because o f  th e  in te ra c tio n  
o f  th e  valence e lec trons w ith  th e  m any  in n e r  e lec trons no su ch  b ig  se p a ra tio n  
o f  <5 an d  Ő' is allow ed as fo r th e  C H 4.

In s te a d  o f th e  sim ple S la te r  o rb ita ls  th e  lin ea r  co m b in a tio n  of sev era l 
such  o rb ita ls  shou ld  be u sed  a n d  i t  is a lso  adv isab le  to  v a ry  th e  p ow er 
e x p o n en ts  o f r as well.

I  should like to  express m y  gra te fu l th a n k s  to  P ro f . P . G o m b á s  fo r  
his help  and  his v a luab le  adv ice.
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A ppendix

T he ca lcu la tio n  o f  th e  energy  o f  C H 4 and  C as w ell as o f th e  b in d in g  
en e rg y  o f  C H 4 from  em p irica l d a ta .

T h e  b in d in g  en erg y  o f  C H 4 a t  0° K elv in  : C(3P)  -}- 4i f ( 2S) —► C H ^ A j )  
T h e  su b lim a tio n  e n e rg y  o f g ra p h ite  : — 170,0 K cal/m ol
T h e  d issocia tion  en e rg y  of tw o H 2[6] : — 206,4 K cal/m ol 
T h e  h e a t  o f  fo rm a tio n  o f C H 4 [16] : —  16,0 K cal/m o l

— 392,4 K ca l/m o l =  — 17,02 eV 

— 17,02 eV
T h e  zero p o in t v ib ra t io n  energy  o f  C H 4 [9] : —  1,18 eV

T he b in d in g  en erg y  o f  C H 4 : .......................... — 18,20 eV =  — 0,670 a. u.

T h e  su b lim a tio n  e n e rg y  o f C is u n c e rta in . In  th e  l ite ra tu re  f ro m  125 
K cal u p  to  180 K cal n u m ero u s  values occu r. B y re c e n t m e a su re m e n ts  a  v a lu e  
a b o u t 170 K cal is re n d e re d  p robab le .

T h e  en e rg y  o f  th e  v a len ce  e lec tro n s o f  CH4 : 4 H + -f- C4+(1S) +  8e~ —► 
- > С Я 4 ( М 4)

T he io n isa tio n  energ ies o f  th e  C a to m  [6] : — 11,27 eV
— 24,80  „
—47,90  „
— 64,50 „

— 148,47 eV
T h e  b in d in g  en erg y  o f  CH4 : ......................—  18,20 ,,

— 166,67 eV =  — 6,128 a . u. 
T h e  io n isa tio n  en e rg y  o f  th e  fou r H  a to m s : .................... — 2,000  ,, ,,

T h e  en e rg y  o f th e  v a len ce  e lec trons o f  C H 4 : .................  — 8,128  a . u.

T h e  en erg y  o f th e  v a len ce  e lec trons o f  th e  C a to m  : C4+(1S) +  4e_-> C (3P )

— 148,5 eV  =  — 5,459 a . u .

T h e  to ta l  energy  o f  C H 4 and  C is o b ta in e d  b y  ad d in g  to  th e  e n e rg y  of 
th e  va len ce  e lec trons th e  io n isa tio n  en e rg y  (w ith o p p o s ite  sign) o f  th e  tw o 
e lec tro n s o f  th e  C4+ ion :

— 392,0 eV  [6]
— 489,6 ,, [from  th e  S chrôd inger e q u a tio n  o f C5+] 

— 881,6 eV  =  — 32,41 a. u .

H ence  th e  to ta l  energy  o f  C H 4: — 40,54 a. u. 

w hereas th a t  o f th e  C a to m  : — 37,87 a. u.
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ПРИМЕНЕНИЕ ОДНОЦЕНТРОВОЙ ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ К МОЛЕКУЛАМ  
ГИДРИДОВ С ТЕТРАЭДРИЧЕСКОЙ СИММЕТРИЕЙ

II. Нумерические вычисления для метана 
э. К А П У И

Р е з ю м е

Для вычисления нескольких физических постоянных молекулы СН4 применяется 
одноцентровая волновая функция двух типов. Несмотря на большие упрощения, для 
энергии, длины связи, колебательной частоты и т. д. получаются довольно хорошие резуль
таты. Но устойчивость молекулы нельзя объяснить данным методом.

Рассматриваются причины расхождения и возможность дальнейшего развития 
метода.





STATISTISCHE BEHANDLUNGSWEISE 
DES No-MOLEKÜLS

Von

P. G om bás
PHY SIK A LISCH ES IN ST ITU T D E R  U N IV ERSITÄ T F Ü R  TECH N ISCH E W ISSEN SCH A FTEN , BUDAPEST

(E ingegangen : 18. I. 1959)

Im  A nschluss an eine vorangehende A rbeit1 wird gezeigt, dass m an im  R ahm en des 
statistischen  A tom m odells hei Berücksichtigung des W eizsäckerschen kinetischen  Energie
anteils in der W echselw irkungsenergie der beiden N -A tom e die B indung des N 2-MoleküIs 
erklären kann. B ei Voraussetzung einer einfachen Superposition der E lektronenw olken der  
A tom e ergibt sich für den K ernabstand d0 =  1,39 Â  und für die B indungsenergie D =  10,9 eV. 
W ährend die Bindungsenergie m it der empirischen sehr gut übereinstim m t, is t  der K ernab
stand im  V erhältnis zum  em pirischen um  cca 30%  zu  gross. D iese D iskrepanz dürfte sich  
jedoch  in  den höheren Näherungen verringern.

1. Einleitung und Zusam m enfassung

In  e in er vo ran g eh en d en  k u rzen  M itte ilu n g 1 w urde geze ig t, dass m an  im  
R ah m en  d er s ta tis tisc h e n  T heorie  d er A tom e fü r  hom öopolare  M oleküle, so 
insbesondere  fü r  das N ,-M olekül, eine B in d u n g  e rh ä lt, so fe rn  m an  in  d e r 
W echselw irkungsenerg ie  die W eizsäckersche In h o m o g e n itä tsk o rre k tio n  d e r 
k in e tisch en  E n e rg ie  b e rü c k s ic h tig t. D ie d o r t  e rh a lten en  R e su lta te  k ö nnen  n u r  
a ls vo rläu fig  b e tra c h te t  w erd en , denn  es w urde  e rstens fü r  d ie E le k tro n e n 
d ich te  d er fre ien  N -A tom e —  aus d er w ir d u rch  einfache S u p erp o sitio n  die 
E le k tro n e n d ic h te  des M oleküls au fg eb au t h a b e n  —  n u r  eine grobe N äh eru n g  
an g ese tz t u n d  zw eitens w urde  zu r B erech n u n g  d er W echselw irkungsenerg ie  
d e r  beiden  N -A tom e ein N äh e ru n g sau sd ru ck  herangezogen . E s  ergab  sich so 
fü r  die B indungsenerg ie  des N 2-M oleküls ru n d  20 eV, die ru n d  u m  das D oppelte  
grösser is t als die experim en te lle  [m an vgl. (21)]. U ns k a m  es d o r t  n ich t so 
se h r  a u f  den genauen  W ert d e r B in dungsenerg ie , sondern  h au p tsä c h lic h  d a ra u f  
a n  zu zeigen, dass m an  be i B erü ck sich tig u n g  d er W eizsäckerschen  E nerg ie  
fü r  das N 2-M olekül eine B in d u n g  e rh ä lt, d ie v o rau ss ich tlich  au ch  von  den  
gen au eren  B e rech n u n g en  b e s tä t ig t  w ird . D ass d ies ta ts ä c h lic h  zu tr if f t , soll 
h ie r  gezeigt w erden .

Die E lek tro n en d ich te  des N 2-M oleküls w ird  auch  h ier als e in fache  S u p er
position  der E lek tro n en d ich ten  d e r be id en  fre ien  N -A tom e a n g e se tz t ; fü r die 
E le k tro n e n v e rte ilu n g  der fre ien  N -A tom e w ird  jed o ch  n ic h t m e h r  eine N äh e

1 P. G o m b á s , ZS. f. Phys. 152, 397, 1958.



46 2 P. GOMBÁS

ru n g sv e rte ilu n g  sondern  d ie  ex ak te  V erte ilu n g  zu g ru n d e  geleg t. W eite rh in  
w ird  d ie  W echselw irkungsenerg ie  d e r b e id en  N -A tom e n ic h t m it dem  in  d e r 
v o ran g eh en d en  A rb e it g e b ra u c h te n  N äh e ru n g sa u sd ru c k  so n d ern  a u f  n u m e ri
schem  W ege e x ak t b e re c h n e t.

D ie B erech n u n g  d e r W echselw irkungsenerg ie  w ird  fü r  m ehrere  K e rn 
a b s tä n d e  d u rch g e fü h rt ; d as  M inim um  d e r W echselw irkungsenerg ie  e n tsp r ic h t 
der s ta b ile n  G leichgew ichtslage. D em n ach  lä ss t sich aus d e r  W echselw irkungs
energie a ls F u n k tio n  des K e rn a b s ta n d e s  d er K e rn a b s ta n d  in  d er G leich
g ew ich tslage , sowie die B in d u n g sen erg ie , d . h . d er B e tra g  d er W echselw ir
k u n g sen erg ie  in  d e r G le ichgew ichtslage so fo rt fe s ts te llen . Die so e rh a lten e  
B ind u n g sen erg ie  s tim m t m it  d er ex p erim en te llen  seh r g u t üb ere in , d e r K e rn 
a b s ta n d  e rg ib t sich je d o c h  u m  cca 30 %  als zu gross. D iese A bw eichung d ü rfte  
h au p tsä c h lic h  d a ra u f  z u rü ck zu fü h ren  se in , dass w ir d ie  E lek tro n en d ich te  des 
M oleküls h ie r  grob als e infache S u p erp o sitio n  d e r E le k tro n e n d ic h te n  d er 
fre ien  A to m e  an se tz te n . E in  b essere r A n sa tz  fü r die E le k tro n e n d ic h te  w ird  
den K e rn a b s ta n d  a ller W ah rsch e in lich k e it n ach  v e rk le in e rn , w äh ren d  sich 
im  W e rt d e r B indungsenerg ie  n ich t v ie l än d ern  d ü rfte ,, d a  die E nerg ie  in  bezug  
au f die zug runde  geleg te  D ic h te v e rte ilu n g  d er E le k tro n e n  n ich t seh r e m p fin d 
lich is t.

2. D ie Elektronendichte im  freien N -A tom

D a w ir die E le k tro n e n d ic h te  im  N 2-M olekül als e in fache S u p erp o sitio n  
der E le k tro n e n d ic h te n  in  d en  beid en  fre ien  N -A tom en  an se tzen , m üssen  w ir 
in  e rs te r  L inie die E le k tro n e n d ic h te  Q des fre ien  N -A tom s festlegen . D iese 
b es tim m en  w ir aus d er m it  d er vo llen  W eizsäckerschen  K o rre k tio n  e rw e ite r ten  
G rundg le ichung  des s ta tis tis c h e n  A to m s, die fo lg en d erm assen  la u te t

4 х ( Лхр------ —  x k y 7 / 3  - ~ x a ip 5 ' 3  +  ( F  —  % )  e r p  =  0  ( 1  )
3 3

u n d  d ie  m an , da die E le k tro n e n d ic h te  u n d  das P o te n t ia l  n u r  v o n  d e r E n t 
fe rn u n g  r  vom  K ern  ab h ä n g e n , in  fo lg en d er F o rm

4-Xj +
4
3

Xa y>513 +  (V  — v0) eip =  0 ( 2)

sch re iben  k an n . H ie r is t
V =  в112 * (3)

ip', ip" d ie  e rs te , bzw . zw eite  A b le itu n g  v o n  ip nach  r u n d  V  das G e sa m tp o te n tia l 
des A to m s

V  =
Ze r_y>2 ( t '

J I r' -  X
dv' =  Zeg(r) ,

r
(4)
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wo Z  die O rdnungszah l, Zeg(r) die e ffek tiv e  K ern lad u n g  am  O rt r, r bzw . r '  
O rtsv ek to ren , e die p o sitiv e  E le m e n ta rla d u n g  u n d  dv' das V o lu m en elem en t 
b ezeichnet ; V0 b e d e u te t e ine  K o n s ta n te , die aus der N o rm ie ru n g sb ed in g u n g

§ip2dv =  N  (5)

festgeleg t is t , in  der N  d ie B ed eu tu n g  d e r  E le k tro n e n z ah l h a t  ; x t, x k u n d  xa 
sind  die fo lgenden  K o n s ta n te n

3 /Q 2X2/3 2 3  3*A =  —-(3 Л 2) 2 3 е 2 а 0 ,  x a =  4  —
1/3

( 6 )

wo a0 den  e rs ten  B ohrschen  W assersto ffrad ius beze ich n et.
D ie L ösung der G leichung  (1), bzw . (2) h a t m it den  fü r  das freie A to m  

g e ltenden  R an d b ed in g u n g en

y> (0) =  c o n s t . , (7)

v ( o o ) = 0 ,  (8)

xp' (со) =  0 (9)
zu erfolgen.

Die L ösung  fü r das fre ie  N -A tom  w urde  a u f  n u m erisch em  W ege m it 
dem selben  V erfah ren  fe s tg e s te llt , das w ir in  e iner frü h e ren  A rb e it2 fü r an d ere  
A tom e schon b e n u tz te n . D ie  Lösung, g en au e r die F u n k tio n  y(r) =  тхр(т), 
sowie die ra d ia le  E lek tro n en d ich te  D  =  4л у 2 is t  ta b e lla risc h  im  A n h an g  
d a rg este llt.

3. Berechnung der W echselwirkungsenergie

W ie schon gesagt, s e tz e n  w ir die E le k tro n e n d ic h te  v des N 2-M oleküls 
als einfache S up erp o sitio n  d e r  E le k tro n e n d ic h te  gv  bzw . p2 d e r b e id en  fre ien  
N -A tom e an. W ir setzen also

V = 9 1  +  6 2 -  ( 1 0 )

F ü r  diesen F a ll k a n n  m an d ie  W echselw irkungsenerg ie  d e r  b e id en  N -A to m e, 
d . h . die E n e rg ieän d eru n g , d ie  bei d er A n n äh e ru n g  d e r b e id en  n e u tra le n  
N -A tom e zufolge der Ü b erd eck u n g  d e r E lek tro n en w o lk en  e n ts te h t , e in fach  
b e rech n en 3. D iese b e s te h t aus m ehreren  A n te ilen , die w ir e inzeln  in  B e tra c h t 
ziehen  w ollen. D ie Ind ices 1 u n d  2 w eisen  durchw eg a u f  d ie  b e id en  A tom e 
h in .

2 P. G o m b á s , A cta Phys. H ung . 5, 483, 1956.
3 H . J e n s e n ,  ZS. f. Phys. 77 , 722, 1932 ; P . G o m b á s , ZS. f. Phys. 152, 397, 1958. M au

vgl. auch P. G o m b á s ,  Die sta tistische Theorie des Atoms und  ihre A nw endungen,
S. 143 ff., Springer, W ien, 1949.
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W ir b eg in n en  m it d e r e le k tro s ta tisc h e n  W echselw irkungsenerg ie . D iese 
b e s te h t au s  zw ei T eilen . D er eine T eil e n ts te h t  d a ra u s , dass je d e r  der be iden  
K erne  in  d ie  E lek tro n en w o lk e  des a n d e ren  A tom s e in d rin g t u n d  d o rt u n te r  
die W irk u n g  eines n iclit-C ou lom bschen  P o te n tia ls  V  v o n  d e r e ffek tiven  K e rn 
la d u n g  Zeg k o m m t. H ie rau s re su ltie r t  die E nerg ie

un — 2ZeV(ä) . (11)

D er a n d e re  Teil d e r p o ten tie llen  E n erg ie  re su ltie r t d a ra u s , dass be i d er 
Ü b e rd eck u n g  d e r E lek tro n en w o lk en  die A bstossungsenerg ie  d e r E le k tro n e n 
w olken n ic h t  m eh r Z 2e2/<5 is t ,  sondern  v e rm in d e r t  w ird , d en n  die ü b e rla g e rten  
T eile  d e r  E lek tro n en w o lk en  tra g e n  zu r A bstossung  n ich t b e i. D arau s e rg ib t 
s ich  die E n erg ie

e j  V2 Qi dv  , (12)

die m an  aus S y m m e trie g rü n d e n  auch  in  d e r  e in facheren  F o rm

ue =  - Z e V ( d )  - e j  Vxgs dv (13)

schre iben  k a n n .
D er k in e tisch e  A n te il d e r W echselw irkungsenerg ie  b e s te h t  ebenfalls aus 

zwei T e ilen , aus dem  F erm isch en  u n d  aus dem  W eizsäckerschen  A n te il. D er 
F erm ische  A n te il g e s ta lte t  sich  fo lgenderm assen

ue = — Z e V  (Ô) — * e j  Vx q2 dv — ~

Щ =  *k J  [fei +  0а)5/3 — d '3 — e23] d v  .

F ü r  d en  W eizsäckerschen  A n te il e rg ib t sich

+ “j

■ (gr a d e i)2 dv _  x , f  (§r a d gi)2 dv +
ßi +  ßz 

(g rad  ßz)2 

Pi +  ßz - “ ' J

2и,- I (grod o, . g rad  {?•>) ^

J ßi +  Qz

ßi
(g rad  ç2f

dv
ßz

(14)

(15)

D a gj u n d  q2 k u g e lsy m m etrisch  sin d , is t g rad  o, =  Эр(-/Эг,- (i =  1, 2), wo r 
die E n tfe rn u n g  vom  K e rn  i beze ich n et.

Z u  diesen  E n e rg iean te ilen  h a t  m a n  noch  die aus d em  E le k tro n e n a u s 
tau sch  re su ltie ren d e  W echselw irkungsenerg ie  zu ad d ie ren , fü r  die m an

e rh ä lt.
Ua =  — *a f  [(O, +  0 2)4 3 -  d ' 3 -  d  3 ] d v (16)
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F ü r  d ie  gesam te  W echselw irkungsenerg ie  d er b e id e n  N -A tom e e rg ib t 
sich also in  d ieser N äh e ru n g

U =  Up +  Uk +  U i+U a.  (17)

Zu d ieser k äm e  noch d ie  K o rre la tio n sen erg ie  h inzu  ; d iese is t jed o ch  k le in  
u n d  k a n n  in  d ieser N äh e ru n g  v e rn a c h lä ss ig t w erden .

4. R esultate.
Kernabstand und Bindungsenergie des N2- Moleküls

Zur B estim m u n g  des K e rn a b s ta n d e s  u n d  d er B indu n g sen erg ie  in  d e r 
stab ilen  G leichgew ichtslage h a t m an  die W echselw irkungsenerg ie  и als F u n k 
tio n  des K e rn a b s ta n d e s  d zu  b e rech n en  u n d  das M in im um  dieser F u n k tio n  
festzuste llen . W enn m a n  v o n  der N u llp u n k tssch w in g u n g  d er K erne  a b s ie h t, 
so is t der K e rn a b s ta n d  b e im  M inim um  d ieser F u n k tio n  d e r K e rn a b s ta n d  des 
M oleküls in  d e r s tab ilen  G leichgew ichtslage und  d e r B e tra g  des M inim um s 
von  и d ie B indu n g sen erg ie  des M oleküls in  der s ta b ile n  G leichgew ichtslage  ̂  
Die B erechnungen  w u rd en  fü r  die in  d e r  T abelle  1 an g eg eb en en  K e rn a b s tä n d e  
d u rch g e fü h rt, die R e su lta te  sind in  d e rse lb en  Tabelle angegeben .

Tabelle 1

Die W echselw irkungsenergie zw eier N -A tom e, sowie ih re  A nteile fü r  verschiedene W erte  des 
K ern abstandes. D e r K e rn ab s tan d  in  a0- u n d  d ie E nerg ien  in  e2/a 0-E in h e iten

<5 2,25 2,43 2,55 2,67 2,70 2,85 3,09

Un 1,52 1,09 0,878 0,705 0,669 0,506 0,319

U e — 1,82 — 1.38, — 1,14 — 0,936 — 0,894 — 0,702 — 0,474

Щ 1,105 0,874 0,752 0,658 0,632 0,530 0,398

U i — 0,872 — 0,736 —0,682 — 0,638 — 0,622 — 0,556 — 0,470

ua — 0,286 — 0,230 — 0,205 — 0,188 — 0,181 — 0,159 —0,130

и — 0,353 — 0,387 — 0,39, — 0,399 — 0,396 — 0,381 — 0,357

M it d en  in  der T ab e lle  an g eg eb en en  W erten  v o n  и e rg ib t sich d u rch  
eine g raph ische In te rp o la tio n , dass d as  M inim um  v o n  и  be i

ö0 =  2 ,62a0 =  1,39 Â (18)

lieg t u n d  d en  W ert u0 =  — 0,400e2/a o h a t .  D er B e tra g  dieses W ertes

D  = \ u 0\ =  0 ,400 —  =  10,9 eV (19)
«o

is t  die B indungsenerg ie  des M oleküls.

8  A cta Physica IX /4 .
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Die e n tsp re c h e n d en  em pirischen  W erte4 sind

<50 =  1,094Ä (20)
u n d

D =  9,762 eV, (21)

m it d en en  w ir unsere  R e su lta te  (18) u n d  (19) verg leichen  k ö n n en .

5. D iskussion  der R esu lta te

D ie v o n  uns e ingeschlagene N äh eru n g  b e ru h t a u f  e in er e infachen  S u p e r
p o sitio n  d e r  E lek tro n en w o lk en  d er be id en  N -A tom e. D ies k a n n  m an  n u r  als 
eine grobe e rs te  N ä h e ru n g  b e tra c h te n . W esen tlich  is t, dass m an  schon in  
d ieser N äh e ru n g  eine B in d u n g  e rh ä lt. D ies is t  a u f  die B erü ck sich tig u n g  d e r 
W eizsäckerschen  E n erg ie  щ  im  A u sd ru ck  d er B indu n g sen erg ie  zu rü ck zu fü h ren ; 
ohne d ie se r w äre  die W echselw irkungsenerg ie  d er beiden  N -A to m e durchw eg 
po sitiv , d . h . es käm e  keine B in d u n g  z u s ta n d e , die beiden  N -A tom e w ü rd en  
sich  ab s to ssen .

D ie v o n  uns b e rech n e te  B indungsenerg ie  (19) s tim m t m it dem  e x p e ri
m en te llen  W e rt sehr g u t ü b e re in . In  A n b e tra c h t der zug runde  liegenden  g roben  
N äh e ru n g  d ü rf te  diese au ffa llend  gu te  Ü b ere in stim m u n g  zu m  T eil au f Z ufall 
b e ru h e n . W eniger g u t is t  die Ü b e re in s tim m u n g  beim  K e rn a b s ta n d  u n d  zw ar 
erw eist s ich  d er th eo re tisch e  W e rt um  cca 30%  als zu gross. B e i e iner g en au eren  
A p p ro x im a tio n  der E le k tro n e n d ic h te  des M oleküls w ird  sich  d e r th eo re tisch e  
K e rn a b s ta n d  aller W ah rsch e in lich k e it n ach  v e rk le in e rn , d . h . die Ü b e re in 
s tim m u n g  m it dem  em pirischen  W ert v erb essern . F ü r  die B indungsenerg ie  
is t  in  d en  h ö h eren  N äh e ru n g en  keine grössere Ä nderung  zu  e rw arten , da die 
E n erg ie  in  bezug a u f  die zu g ru n d e  geleg te D ic h tev e rte ilu n g  d e r E le k tro n e n  
ziem lich  u n em p fin d lich  is t  ; d ie  gu te  Ü b ere in s tim m u n g  d e r  h ie r  b e rech n e ten  
B in d u n g sen erg ie  m it d e r em pirischen  d ü rf te  dem nach  e rh a lte n  bleiben.

Z u sam m en fassen d  lä s s t sich  also fe s ts te lle n , dass die a u f  den  R e su lta te n  
d er v o ran g e h e n d e n  k u rz e n  M itte ilu n g  b e ru h en d e  E rw a r tu n g , dass m an  bei 
B erü ck sich tig u n g  d e r W eizsäckerschen  E n e rg ie k o rrek tio n  fü r  das N 2-M olekül 
eine B in d u n g  e rh ä lt, d u rch  die g en au eren  B erech n u n g en  d e r vorliegenden  
A rb e it b e s tä t ig t  w ird . U n se r w eiteres Ziel is t  n u n  die h ö h e ren  N äh eru n g en  
h e rzu le iten , denn  die e rz ie lten  R e su lta te  b e rech tig en  zu r H o ffn u n g , dass sich  
au f d iesen  G ru n d lag en  eine b ra u c h b a re  e rs te  N äh eru n g  fü r  d ie B indung  v o n  
M olekülen  en tw ickeln  lä ss t.

4 B ezü g lich  des K e rn a b s ta n d e s  vgl. m an . L a n d o l t - B ö r n s t e i n , Z ah lenw erte  u. 
F u n k tio n e n , 6. A u fl.,A to m - u . M o lek u la r-P h y sik , 3. T eil, M olekeln I I ,  S. 10 u . 11, S p ringer, 
B e rlin -G ö ttin g en -H e id e lb e rg , 1951; b ezüg lich  de r D issozia tionsenerg ie  vg l. m an  A. G .G a y d o n , 
D isso c ia tio n  E n erg ies , 2. A u fl., S. 152 f. u . 228, C h apm an  u . H a ll,  L ondon , 1953. 
Die v o n  v e rsch ied en en  A u to re n  a u f  em p irischem  W ege fe stg e s te llten  W erte  de r D issozia
tio n sen e rg ie  w eisen  v o n  e in a n d e r  grössere  A bw eich u n g en  au f. D er im  T e x t  angegebene W e rt 
sc h e in t d e r  z u r  Z eit g e n au este  em p irische  W e rt zu  sein.
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Anhang

Lösung der Grundgleichung (1) für TS (Z  =  7)

D ie Funktion y  — r y> und die radiale D ichteverteilung der Elektronen D  =  4 л  у 2. D ie  
Funktion у  in  1/aV2- und D  in  l /o 0-E inheiten. (Der Parameter V0 beträgt V0 =  0,16907 e/a0 
und die in der in Fussnote 2 angeführten Arbeit definierten Parameter a  und у  haben die W erte :

а  =  1,5163/aV2 und у  =  0,5815/a0.)

r у D

0 0 0
0,002 0,01151 0,001665
0,004 0,02554 0,008197
0,006 0,03924 0,01935
0,008 0,05258 0,03475
0,010 0,06557 0,05402
0,012 0,07823 0,07691

0,016 0,10260 0,13229
0,020 0,12574 0,19869

0,028 0,16863 0,35734
0,036 0,20743 0,54069
0,044 0,24259 0,73953
0,052 0,27453 0,94709
0,060 0,30360 1,1583

0,076 0,35430 1,5775
0,092 0,39668 1,9774
0,108 0,43228 2,3483
0,124 0,46228 2,6854
0,140 0,48764 2,9882
0,156 0,51009 3,2697
0,172 0,52826 3,5068
0,188 0,54365 3,7141
0,204 0,55665 3,8938
0,220 0,56760 4,0485

0,252 0,58446 4,2926
0,284 0,59596 4,4632
0,316 0,60335 4,5745
0,348 0,60757 4,6388
0,380 0,60930 4,6653
0,412 0,60908 4,6619
0,444 0,60731 4,6349
0,476 0,60431 4,5891
0,508 0,60034 4,5291
0,540 0,59559 4,4577
0,572 0,59021 4,3775

0,636 0,57810 4,1997
0,700 0,56477 4,0083
0,764 0,55074 3,8115
0,828 0,53635 3,6150
0,892 0,52184 3,4221
0,956 0,50738 3,2350
1,020 0,49308 3,0553
1,084 0,47902 2,8835

8*
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г У D

1,212 0,45182 2,5653
1,340 0,42598 2,2803
1,468 0,40155 2,0262
1,596 0,37851 1,8004
1,724 0,35681 1,5998
1,852 0,33637 1,4218
1,980 0,31711 1,2637
2,108 0,29895 1,1276
2,236 0,28181 0,99799
2,364 0,26562 0,88661
2,492 0,25032 0,78741
2,620 0,23585 0,69901

2,876 0,20920 0,54997
3,132 0,18532 0,43158
3,388 0,16391 0,33761
3,644 0,14474 0,26327
3,900 0,12759 0,20457
4,156 0,11228 0,15842
4,412 0,098648 0,12229
4,668 0,086526 0,094081
4,924 0,075775 0,072155
5,180 0,066262 0,055175
5,436 0,057864 0,042075
5,692 0,050466 0,032004
5,948 0,043961 0,024286
6,204 0,038253 0,018388
6,460 0,033253 0,013896
6,716 0,028881 0,010482
6,972 0,025064 0,0078942
7,228 0,021735 0,0059365
7,484 0,018836 0,0044584
7,740 0,016313 0,0033440
7,996 0,014121 0,0025057
8,252 0,012217 0,0018757
8,508 0,010566 0,0014029
8,764 0,0091341 0,0010484
9,020 0,0078934 0,00078296
9,276 0,0068190 0,00058433
9,532 0,0058890 0,00043580
9,788 0,0050844 0,00032485

10,044 0,0043886 0,00024203
10,300 0,0037870 0,00018021
10,556 0,0032671 0,00013413
10,812 0,0028178 0,000099777
11,068 0,0024296 0,000074179
11,324 0,0020942 0,000055112
11,580 0,0018044 0,000040915
11,836 0,0015549 0,000030382
12,092 0,0013399 0,000022560
12,348 0,0011545 0,000016750
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТРАКТОВКА МОЛЕКУЛЫ N 2
П . Г О М Б А Ш

Р е з ю м е

В связи с одной из предыдущих работ доказывается, что статистической теорией 
атома мсжно истолковать связь молекулы N 2, если в энергии взаимодействия обоих атомов 
N принимается во внимание и поправка Вейцзеккера. При простой суперпозиции элек
тронного облака обоих атомов N для расстояния меж ду ядрами получаетя <50 =  1,39 Â, а 
для энергии связи D  =  10,9 eV. Энергия связи очень хорошо согласуется с экспери
ментальным значением энергии, но расстояние между ядрами примерно на 30% больше. 
В высшего порядка приближениях для расстояния между ядрами можно ожидать зна
чения, гораздо лучше согласующиеся с экспериментальными данными.





КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ — BRIEF REPORTS — KURZE
MITTEILUNGEN

ÜBER DAS SICHTBARMACHEN DER VERSETZUNGEN 
AN DEN GRENZEN DER SUBKÖRNER DER Fe—Cr- 

LEGIERUNGEN MITTELS BOMBARDIERUNG DURCH
IONEN

Von
A l o i s  M a s í n ,

FO RSCH U NG SINSTITUT F t)R  V ER K EH R SW ESEN , P R A G , TSCHECHOSLOW AKEI

V l a d i m í r  H a v e l ,
FO RSCH U N G SIN STITU T FÜ R EISEN M ETA LL U R G IE , P R A G , TSCHECHOSLOW AKEI 

(Eingegangen : 14. II. 1958)

In  d er le tz te n  Z eit w urde bew iesen, dass zw ischen d er V erte ilu n g  der 
Ä tz fig u ren  a u f  der O berfläche d e r M etall- oder Io n en -K ris ta lle , die noch  d e 
fo rm ie rt s ind , u n d  den  P u n k te n , in  denen die V erse tzungen  a n  die O ber
fläch e  t re te n , ein  enger Z u sam m en h an g  b e s te h t. E in  Beispiel d a fü r  sin d  die 
E rg eb n isse  d er A rb e iten  [1—8], in  denen  sow ohl V erse tzungen  a n  den  G ren
zen d e r K ö rn er, S u b k ö rn er u n d  den  G leitlin ien , als au ch  die A rt d er V erse tzu n 
gen fe s tg e s te llt w u rd e .

G egenw ärtig  is t  einstw eilen  noch  n ich t g an z  k la r , u n te r  w elchen B e
d in g u n g en  diese V erse tzungen  g e ä tz t w erden. W ie F o r t y  u n d  F r a n k  [ 9 ]  

u n d  W y o n  u n d  M a r c h i n  [ 6 ] bei re in em  A lum in ium  gefunden  h a b e n , t r e te n  
h ie r V erse tzungen  n u r  in  dem  F a ll au f , w enn an ih m  V erun re in igungen  h e ften  
b le iben . D a s h  [ 1 0 ]  gelang  es, d u rc h  A nw endung  von in fra ro te m  L ich t a u f 
K ris ta lle n  von  S ilizium  m it K upferbe im ischung  zu  bew eisen, d ass  die Ä tz 
g rü b le in  an  den S tellen  erscheinen , wo die V erse tzungen  an  die K ris ta llo b e r
fläche  h e rv o rtre te n  u n d  bei denen  fad en äh n lich e  P rä z ip ita te  v o n  K u p fer 
ausgesch ieden  w u rd en . Ä hnlich  k a n n  m a n  bei L eg ierungen  von  Al-M g (3%  Mg), 
A l-Zn (6  — 1 2 %  Zn) u n d  Al-Mn ( 0 , 5 6 %  Mn) [ 6 ]  R eih en  von Ä tz fig u ren , welche 
den V erse tzungen  in  den  G leitlinien en tsp rech en , e rs t n ach  Ä lte rn  du rch  
V erfo rm ung  fests te llen . Bei re inem  K u p fer u n d  be i hochreinem  A lum in ium  
gelang  es dagegen n ic h t, die V erse tzungen  a n z u ä tz en  [ 1 1 ,6 ] .  E s sch e in t also, 
das A nätzen  der V erse tzungen  d u rc h  die A nw esenheit der V eru n re in ig u n g en  
bei d iesen  V erse tzungen  bed ing t w ird .

I n  der vorliegenden  A rbeit m ö ch ten  w ir d as  S ich tb a rm ach en  d er V er
se tzu n g en  an  den  G renzen  der S u b k ö rn e r einer g e h ä rte te n  F e-C r L egierung  
m itte ls  B o m b ard ie ru n g  du rch  Ionen  beschreiben . D ie experim en te llen  A rbeiten  
w u rd en  a u f  einer E isen leg ierung  m it 24 %  Cr, 0 ,14%  C, 0 ,65%  Si, 0 ,04%  Mn 
d u rc h g e fü h rt. Die P ro b en  h a tte n  d ie  F o rm  von W alzen  m it e inem  D urch -
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m esser von  8 m m  u n d  einer H öhe v o n  6 m m  u n d  w u rd en  bei einer T e m p e ra tu r  
v o n  1100° C in  W asser g e h ä rte t. D ie O berfläche d er S tirn se ite  der P ro b e  w urde 
v o r d em  B o m b ard ie ren  d u rch  Io n e n  m eta llo g rap h isch  geschliffen u n d  m ech a
n isch  p o lie rt.

D as B o m b ard ie ren  d u rch  Io n en  w urde  in  e in er V ak u u m -V o rrich tu n g  
d u rc h g e fü h rt, d ie au s  e iner G lasröhre , w elche an  beid en  E n d en  eingeschliffen  
w u rd e , b e s ta n d . I n  den  E in sch liff  a n  dem  einen  E n d e  w urde e in  M essing
h a l te r  m it d er P ro b e  gelegt u n d  in  den  en tg eg en g ese tz ten  E insch liff d ie  A node, 
w elche d u rch  eine A lum inium folie  geb ild e t w u rd e . D er H a lte r , w elcher die 
F o rm  des K ernes des E inschliffes h a t te ,  w urde  d u rc h  z irku lie rendes W asser 
g e k ü h lt, sodass die P robe  w äh ren d  des B o m b ard ie ren s u n u n te rb ro c h e n  ge-

Abb. 1. D eta il der angeätzten Spuren, entstanden durch Bom bardierung durch Ionen 
(Ursprüngliche Yergrösserung 1320 X )

k ü h lt  w urde. D ie P ro b e  w urde  in  ih m  d e ra r t  b e fe s tig t, dass sie d ie  S tirn  des 
H a lte rs  u m  0,15 m m  ü b e rh ö h te  u n d , um  das B o m b ard ie ren  d u rc h  Io n en  n u r  
a u f  ih re  O berfläche  zu  k o n zen trie ren , w urde  die S tirn  des H a lte rs  m it einer 
d ü n n e n  e lek trisch en  Iso la tio n sm asse  b ed eck t. D as B o m b ard ie ren  d u rc h  Ionen  
w u rd e  bei e iner S p an n u n g  von  1700— 1900 V  G leichstrom  u n d  e iner S tro m in te n 
s i tä t  v o n  3 m A  d u rc h g e fü h rt. D ie Ä tzze it bew egte  sich zw ischen  80—130 
M in u ten .

N ach  einem  zw eistünd igen  B o m b ard ie ren  d e r  O berflöche d u rch  Io n en  
e rsch ien en  in n e rh a lb  d er e inzelnen  K ö rn e r K e tte n  von  S p u ren , die an  die 
S p u ren  d er V erse tzu n g en  z. B . an  den  G renzen  d e r S u b k ö rn er o d er an den 
G le itlin ien  am  G erm an iu m , S ilizium eisen, A lu m in iu m  u. a. e r in n e rn  [ 1 - 8 ] .  
Ih re  A u sb ildungsfo rm  is t aus d en  A bb ild u n g en  1 u n d  2 e rs ich tlich .

Die K e tte n  d e r S p u ren  um grenzen  m e is ten te ils  kleine G eb ie te  — die 
S u b k ö rn e r in n e rh a lb  d er K ö rn er.

D a die G renzen  d er S u b k ö rn er, wie b e k a n n t [5], du rch  V erse tzungen  
g eb ild e t w erden  u n d  d a  die d u rc h  B o m b ard ie ru n g  d er Io n en  en ts ta n d e n e n  
S p u ren  m it d en  S p u ren  d er V erse tzu n g en  an  a n d e ren  M etallen  id e n tisc h  sind ,



ÜBER DAS SICHTBARMACHEN 473

k ö n n en  sie auch  h ie r  den  V erse tzungen  zu sp rech en , die an  d er O berfläche 
zum  V orschein  kom m en.

A us den  A bb ildungen  2 u n d  3 w ird  e rs ich tlich , dass die V erse tzungen  
n u r  in  den  G ebieten  s ic h tb a r gem ach t w erden , wo k e in e  grossen K a rh id b e s ta n d -

Abb. 2. Um gebung von  karbidischen  
B estandteilen ohne sichtbargem achte  

Versetzungen
(Urspr. Vergrösserung 550 X )

Abb. 3 . Um gebung von  karbidischen  
B estand teilen  ohne sichtbargem achte  

Versetzungen
(U rspr. Vergrösserung 250 x)

te ile  ausgeschieden  w erden , tro tz d e m  in d er U m gebung  d ieser B estan d te ile  
auch  V erse tzungen  ex is tie ren  m ü ssen .

Dieses E rgebn is fo lg t als se lb s tv e rs tän d lich  aus der A n n ah m e, d ass  
das S ich tb a rm ach en  der V erse tzungen  von d e r  A nw esenheit v o n  V eru n re in i
gungsa to m en  — in  unserem  F a ll des K oh lensto ffes — an diesen V erse tzungen  
abhän g ig  is t, wie aus [6, 9, 10, 11] fo lg t. Wie au s  dem  G leichgew ich tsd iagram m  
der an g ew an d ten  L egierung  fo lg t, is t bei d e r T em p era tu r  v o n  1100° C, be i 
der das H ä rte n  d er P ro b en  d u rch g e fü h rt w u rd e , die L ö sb ark e it des K o h len 
stoffes grösser, als bei n o rm ale r T e m p e ra tu r . B eim  H ä rte n  w ird  desw egen 
also ein  Teil des K ohlenstoffes w egen der s ich  v e rrin g ern d en  L ö sb ark e it in  
F o rm  von  K a rb id e n  ausscheiden  u n d  der ü b rig e  Teil des K ohlensto ffes in  d e r  
fe s ten  Lösung fes tg eh a lten . D as w ährend  des H ä rten s  e n ts te h e n d e  K a rb id  
v e rb ra u c h t d ah e i zu seiner B ild u n g  den K o h le n s to ff  der ih m  u m g eb en d en , 
an g renzenden  G ebiete u n d , d a  die grosse G eschw ind igkeit des T e m p e ra tu r-
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Sinkens beim  H ä r te n  n ich t m eh r e r la u b t , den e n ts ta n d e n e n  K o n z e n tra tio n s
u n te rsc h ie d  d u rc h  D iffusionsvorgang  auszug leichen , w erden d iese  Stellen 
fa s t  o h n e  K o h len sto ff sein . W enn  a lso  die B ed in g u n g  fü r  das S ich tb a rm ach en  
d e r V erse tzu n g en  die A nw esenheit d e r K oh lensto ffa tom e an  ih n e n  is t, ob 
im  fre ien  Z u s ta n d  oder am  A nfang  des A usscheidungsstad ium s fe in e r  P räzip i- 
t a t e .  d a n n  m üssen  die V erse tzungen  in  den  K o rn fläch en  ohne grosse k a rb id isch e  
T e ilch en , wo der K o h len sto ff — e v e n tu e ll schon in  d e r F orm  von  su b m ik ro sk o 
p isch en  K a rb id e n  — bei den V erse tzu n g en  an w esen d  is t, a n g e ä tz t  w erden, 
d ag eg en  in  den  G eb ie ten  um  die k a rb id isc h e n  T eilch en  herum , wo d e r  K ohlen
s to ff  v e rb ra u c h t w u rd e , w erden sie n ic h t  s ich tb a r g em ach t. D as is t  in  völligem  
E in k la n g  m it den  A bb ildungen  2, 3.

A us der L age u n d  dem  A u sseh en  der S c h a tte n  einzelner V erse tzu n g s
sp u ren , d ie  den  S c h a tte n  grosser k a rb id isch e r T eilchen  gleichen, (siehe A bbil
du n g  2) is t  e rsich tlich , dass einzelne V erse tzungen  a n  d ie  O berfläche h e rv o r tre te n  
— H ü g elch en  b ild en  — im  G eg en sa tz  zum  G erm an ium , A lu m in iu m  [1, 
4 —6] u . a ., wo d u rc h  das Ä tzen G rüb le in  e n ts ta n d e n  sind. D ies bezeugt, 
dass e n tw e d e r die A nw esenheit d er K o h len sto ffa to m e  um  diese V erse tzungen  
h e ru m  d ie  V ergrösserung  des W id e rs tan d es  dieser S te llen  gegen die Z e rstö ru n g  
bei d e r B o m b ard ie ru n g  d u rch  Io n en  z u r  Folge h a t ,  o d e r dass es sich  u m  sehr 
feine P rä z ip ita te , w elche bei d iesen  V erse tzungen  ausgesch ieden  w urden , 
h a n d e lt .

D er M öglichkeit, dass V erse tzu n g en  beim  Ä tzen  n ich t G rüb le in  sondern  
H ü g e lch en  b ilden  m üssen , begegnen w ir  auch in  d e r  A rb e it von C o i l e y  und 
S m i t h  [12], w elche die S tru k tu r  d er G renzen  des S ta h ls  m it n ied rigem  K oh len 
s to ffg e h a lt m itte ls  eines E lek tro m ik ro sk o p s s tu d ie r te n . Sie h a b e n  dabei 
fe s tg e s te llt , dass die G renze du rch  e in en  ganzen K a m m  gebildet w ird , d e r aus 
k le in en  H ügelch en  b e s te h t. Diese H ü g e lch en  e rk lä ren  sie d an n  als V erse tzu n g s
k a n te n , die die G renze b ilden , zu d e r  die K oh lensto ffa tom e d iffu n d ie ren .
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I t  is know n th a t  th e  co m p u ted  v a lu e  o f  th e  d iam ag n e tic  su scep tib ility  
is v e ry  sensitive  to  th e  w av e  fu nc tion  chosen  fo r th e  ca lcu la tio n . R ecen tly  
th e  ex ac t e igenfunction  o f som e s ta te s  o f  th e  H e H 2+ ion w as d e te rm in ed  fo r  
m an y  d iffe ren t n uc lear d is tan ces  by B a t e s  a n d  Ca r so n  [1]. T h e  Iso  g ro u n d  
s ta te  o f H eH 2+ can  be considered  as th e  s im p le s t m odel o f a p e r tu rb e d  sy stem .

I f  th e  h ig h -freq u en cy  p a ra m a g n e tism  [2] is to  be ca lc u la ted  w ith  th e  
a id  of p e r tu rb a tio n  ca lcu la tio n s, th e n  th e  e igen func tions o f  a ll th e  ex c ited  
s ta te s  o f H eH 2+ are  needed . T hese , how ever, a re  n o t a t  o u r d isposa l. T herefo re  
i t  is adv isab le  to  app ly  th e  v a r ia tio n  m e th o d , w hich h a s  b een  derived  b y  
T il l ie u  [3] fo r th e  c a lcu la tio n  of th e  m a g n e tic  su sc e p tib ility  of sy stem s 
h av in g  zero re s u lta n t e lec tro n ic  an g u la r a n d  sp in  m o m en tu m . (In  ou r case

h
th e  sp in  m o m en tu m  is eq u a l to  — , h o w ev er, th is  is d is reg a rd ed , because w e

2
are in te re s te d  on ly  in th e  d iam ag n e tic  su scep tib ility .)

A ccording to  T il l ie u  th e  Xij co m p o n e n t o f th e  su sc e p tib ility  te n so r  is:

Xtj =  -  ------ V o W  ôij -  x i xj\ Vo dr4me2 J

+ A
rn

- fnc J

I  V j(V g ;) (V g,)] Wo dr  .

Vo [gi L j +  g j  L i\  Vo d r

( 1 )

H ere b y  ind ices i, j = l ,  2, 3 th e  co o rd in a te s  x, y ,  z are d e n o ted  (for in s ta n c e

Xu ~  Xxx’ Tj =  L x = П
y- х г — x, x 2 y ,  x 3 =  z), w hereas w0 is

02 o y  J
th e  w ave fu n c tio n  o f th e  g ro u n d  s ta te  o f  th e  system . T h e  p u re  im a g in a ry  
func tions gi(i =  x , y ,  z) a re  th e  so lu tions o f  th e  follow ing d iffe re n tia l eq u a tio n s  :

Vo AZi +  —  (VVo) (\ g,) =  -  o e-
Zm m Zmc

Li Wo, (i =  x , y , z ) ( 2 )

In s te a d  o f  th e  so lu tio n  o f the  d iffe re n tia l eq u a tio n  (1) such fu n c tio n s  
g'i =  iGi are  chosen, w hich co n ta in  th e  v a r ia tio n a l p a ra m e te rs  Cv  C2, . . . C*
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an d  w h ich  conform  to  th e  sy m m e try  re q u ire d  b y  e q u a tio n  (2). A fte r t h a t  th e  
co m p o n en ts  Xij a re  c a lcu la ted  w ith  th e  func tions G,- (i =  x, y ,  z) a n d  th e  
Ck-s a re  d e te rm in e d  so t h a t  th e  Xij's be m ax im a. (T he su scep tib ility  can

n am ely  be  exp ressed  w ith  th e  aid  o f  th e  e n e rg y : ^  Xij Qi 0 /= 2 .E (0 )—2 E(!q),

here ф  is th e  m ag n etic  f ie ld  s tre n g th . E (Q )  and  E ( 0) th e  energy  o f th e  sy s te m  
in  a m a g n e tic  fie ld  o f  fie ld  s tre n g th  §  a n d  w ith o u t f ie ld , resp .).

H e H 2+ has Cccv sy m m e try . T h e  c e n te r  o f th e  co o rd in a te  sy s tem  be  in  
the nu c leu s H e2+, an d  th e  z axis be d ire c te d  to w ard s th e  nucleus H +. F ro m  
L ztpо =  0 follow  Gz =  0 an d

m in a tio n  o f  th e  m ean  v a lu es  z, z2, x2, y 2- T hese , how ever, can  be read ily  fo u n d  
in  th e  l i te ra tu re  for th e  g ro u n d  s ta te  o f  H eH 2+ [4].

In  th e  follow ing T ab le  th e  average  m o la r suscep tib ilities

Since th e  p ro b lem  is cy lin d rica lly  sy m m e tr ic  :

[ Vo I VGX J2 y 0dT,

an d  th e  o ff-d iagona l e lem en ts  are  e q u a l to  zero.
F o r  th e  Gx-s th e  fo llow ing exp ressions were chosen  :
a)  o n e -p a ra m e te r  expression  : G^°' =  Cy,
b)  tw o -p a ra m e te r  exp ression  : Gx =  Gxy  C2yz.

In  b o th  cases th e  ca lcu la tio n  o f  th e  in teg ra ls  is e q u iv a le n t to  th e  d e te r -

are  to  b e  fo u n d  (N  is A v o g ad ro ’s n u m b e r) , n am ely  se p a ra te ly  th e  so -ca lled  
L a n g e v in  te rm  Xmoi’-

th e  h ig h -freq u en cy  te rm  Xmo\

an d  th e  su m  o f b o th  :
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in  e lec tro m ag n etic  u n its . (T he q u a n titie s  ca lcu la ted  w ith  th e  o n e -p a ra m e te r  
fu n c tio n  G ^ \  an d  th e  tw o -p a ra m e te r  fu n c tio n  are d e n o te d  b y  X m c i ° \  Zmoi

j  HF(b) (ft) X
a n d  Xm oi X m oi  r e s P ')

Table

R
in  a . u.

yL , ■ 10‘ / .m o l
in  e. m . u.

yHF(a) . 10,
/ .m o l  

in  e. m . u.
'/mil ■ 1()i/ .m o l  

in  e. m . u . in  e. m . u .
/ m o l  • 10* 
in  e. m . u .

0,0 — 0,263 + 0 ,0 0 0 — 0,263 + 0 ,0 0 0 — 0,263

0,5 — 0,399 + 0 ,0 1 5 — 0,384 + 0 ,0 1 6 — 0,383

1,0 — 0,551 -J- 0,025 — 0,526 + 0 ,0 3 1 — 0,520

2,0 — 0,620 + 0 ,0 0 6 — 0,614 + 0 ,0 0 9 — 0,611

3,0 — 0,600 +0 ,001 — 0,599 + 0 ,0 0 2 — 0,598

4,0 — 0,595 + 0 ,0 0 0 — 0,595 + 0 ,0 0 0 — 0,595

5,0 — 0,593 + 0 ,0 0 0 — 0,593 + 0 ,0 0 0 — 0,593

CO — 0,593 + 0 ,0 0 0 — 0,593 + 0 ,0 0 0 — 0,593

I f  th e re fo re  th e  nucleus H + ap p ro ach es  H e+ from  th e  in fin ite , th e n  
f irs t  o f  all th e  te rm  xLoi begins to  in c rease  (from  R  =  4), la te r  also %mol 
increases (from  R  =  2) an d  from  R  =  1,5 (a b o u t th e  th re e fo ld  B ohr ra d iu s  
o f  H e+ ) Xmoi is a lread y  sm alle r th a n  th e  su scep tib ility  o f  H e+. F o r R  — 0, 
o f  course, Xmoi agrees w ith  th e  su sc e p tib ility  o f  Li2+.

I t  is w ell know n th a t  th e  su scep tib ility  o f  some d ia m a g n e tic  su b stan ces  
(for in s tan ce  w a te r) increases sudden ly  a t  th e  m elting  p o in t a n d  th e n  increases 
slow ly w ith  in creasin g  te m p e ra tu re  (in ab so lu te  va lue). T h is  can  be in te r 
p re te d  acco rd ing  to  w h a t h a s  been  said  b efo re  in  th e  fo llow ing  w ay  :

Owing to  th e  increasing  d iso rder a n d  th e  th e rm a l ex p an sio n  the  d is ta n c e  
b e tw een  th e  g roups p e r tu rb in g  each o th e r  in c reases , Xmoi d ec reases  an d  th u s  
Xmoi increases.
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