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ZUR ELEKTRONENLEITUNG IN KRISTALLEN
OHNE METALLISCHE BINDUNG

Von

R. W. Pohl
GOTTINGEN

(Eingegangen 15. VI. 1957)

Optisch und thermisch ausgeldste Elektronenleitung tritt in allen zusatzfreien Kristallen
ohne metallische Bindung auf, deren Raumerfillung den Wert 0,5 Uberschreitet.

Im Jahre 1873 hat der englische Telegrapheningenieur Willoughby
Smith [1] die Tatsache verdffentlicht, dass eine Bestrahlung mit Licht die elek-
trische Leitfahigkeit des Selens vergrossert. 1876 haben W. G. Adams und
R. E. Day gefunden, dass im belichteten Selen eine Urspannung auftreten
kann [2]. Seit 1885 ist die direkte Umwandlung von optischer Slrahlungsener-
gie in elektrische Energie bekannt. C. E. Fritts hat fir Zweck Selenschichten
mit durchsichtigen Metallelektroden versehen [3]. W. von Siemens hat in der
Berliner Akademie auf die technische Bedeutung dieser Erkenntnisse hinge-
wiesen [4].

Im Laufe der Zeit hat man viele andere Stoffe gefunden, die das gleiche
Verhalten zeigen wie Selen. Als Beispiele seien genannt Antimonit (Sb20 3) [5] und
Molybdenit (MoS2) [6]. Schliesslich ist es 1921 gelungen, ein all diesen Stoffen
gemeinsames Merkmal anzugeben : Durch Belichtung kann man Stréme in
allen Kristallen erzeugen, deren optische Brechzahl n schon im Durchléssig-
keitsbereich, also vor Beginn der Eigenabsorption, grosser als 2 ist [7]. Dieser
Zusammenhang ist durch alle weiteren Beobachtungen ausnahmslos bestatigt
worden. Die Tabelle gibt mit ihren beiden ersten Spalten einige typische Bei-
spiele [8].

Was bedeutet die hohe Brechzahl in den genannten Spektralbereichen ?
Eine Antwort ist seit 1880 bekannt [9]:

Ein Stoff enthalte im Volumen V eine Anzahl n Molekiile, es sei also
Nv= n/F seine Anzahldichte. Dann ist 1/NV= V/n — v das Volumen, inner-
halb dessen sich ein einzelnes Molekill aufhalten kann, also das fir ein Molekil
verfugbare Volumen. Es ist grosser als das Volumen v' eines einzelnen Molekuls.
Der Quotient v'/v wird Raumerfillung genannt. Es gilt

v' n2—1
v - n2+ 2

Nach dieser unter dem Namen Lorentz—Lorenz bekannten Gleichung sind
in der Tabelle die Zahlen der dritten Spalte berechnet. Sie besagen, dass in

l*
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zusatzfreien Kristallen ohne metallische Bindung eine Elektronenleitung immer
auftritt, wenn die Raumerfillung v'/v >+ 0,5 ist. D. h. das Volumen v’ eines
Gitterbausteines muss im Mittel mehr als die Halfte des fur ihn im Gitter ver-
fugbaren Raumes v erfillen.

Tabelle |
Kristall 'Igrr(]e%\;v: "dlgs DErrcelflgzsgihglkgiTs- Rﬁl;?herg] |I(I|l;ng
Eigenabsorption bereich
AgCl..... 0,4 I« 2,05 0,52
Diamant ... 0,23 fi 2,4 0,62
ZNS 0,35 /Ir 2,4 0,62
AgBr ... 0,5 fi 2,3 0,59
TWr e 0,6 fi 2.3 0,59
S N 1,1 fi 3.4 0,78
[T 1,7 K 4,0 0,83
INSh . 74 i 4,1 0,84

Bleibt die Brechzahl im genannten Spektralbereich unter 2, die Raumer-

fullung unter 1/2,so genugt nicht mehr eine Lichtabsorption im Grundmaterial.
Man muss dann in die Kristalle geeignete Zusétze einbauen, in Alkalihalogenid-
kristalle, deren Brechzahl n” 1,5 und deren Raumerfullung v'jv < 0,3 ist, z.
B. atomar disperses Alkalimetall. Es sind die »Farbzentren«, an deren Unter-
suchung sich Z. Gyulai mit wichtigen Arbeiten [10] beteiligt hat.

~No o bhwN R
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K O3MIEKTPOHHOW MNPOBOAWMOCTU KPUCTANNOB
C HEMETANIIMYECKON CBA3bIO

P. B. NO/b
Pesome

Bo Bcex kpucrtannax c HeMeTannn4yeckoin cBsf3blo n 6es npuMecu BO3HUKAET 3/IEKTPOH-

Has NMPOBOAMMOCTb, Bbl3BaHHaA OMTUYECKUM W TEPMUYECKUM BO3GYXAEHUEM, eCnu 3anonHeHue
npocTpaHCcTBa B KpucTanne NpeBOMCXOAMT 3HaveHue 0,5.



EINFLUSS DER PLASTISCHEN DEFORMATION REI
TIEFEN TEMPERATUREN AUF DIE SUPRALEITUNG
DES GALLIUMS

Von

W . Buckel, R. Hilsch und G. v. Minnigerode
I. PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT GOTTINGEN

(Eingegangen 20. VI. 1957)

Der Einflu der plastischen Deformation auf die Supraleitung von Gallium wird unter-
sucht und fiir die beiden Modifikationen des Galliums eine Erhéhung der Ubergangstempératur
nach der Kaltverformung gefunden. Die Ubergangstemperatur des normalen Galliumgitters
von 1,07° K kann durch plastische Deformation bei Heliumtemperaturen auf Giber 2,5° K erhdht
werden. Fir eine zweite Galliummodifikation, die bei der abschreckenden Kondensation unter-
halb von 60° K entsteht, wird eine Verschiebung der Sprungtemperatur von 6,5° K auf Uber
7° K erhalten. AuBerdem wird die Wirkung einiger Parameter auf dieses Verhalten des Galliums
nach plastischer Deformation bei tiefen Temperaturen untersucht.

§ 1. Einleitung

Bei den Untersuchungen zur Supraleitung dinner Aufdampfschichten hat
sich eine starke Abhéngigkeit der Ubergangstemperatur* der Supraleitung
von dem kristallinen Aufbau und dem Stdérgrad der Schicht ergeben. Durch
abschreckende Kondensation entstehen Metallschichten in einem sehr ungeord-
neten Zustand, an ihnen wird in den meisten Féllen eine betréchtliche Erhéhung
der Sprungtemperatur beobachtet.

Zum Nachweis, daB wirklich die physikalischen Gitterfehler in den Auf-
dampfschichten die Erhéhung der Ubergangstemperatur bewirken, ist versucht
worden, diese Stérungen auch durch plastische Deformation bei tiefen Tempera-
turen zu erzeugen. Fir die Metalle Zinn [1], Indium und Thallium [2] ist bereits
gezeigt worden, daR plastische Deformation bei tiefen Tempareturen in gleicher
Weise wie die abschreckende Kondensation auf die Supraleitfahigkeit wirkl.

Die Versuche uber den EinflulR der plastischen Deformation auf die
Ubergangstemperatur sollen in der vorliegenden Arbeit auf das Gallium aus-
gedehnt werden. Dieses Metall zeigt ndmlich nach der abschreckenden Kon-
densation eine besonders auffallende Verdnderung der Supraleitfahigkeit.

Das Widerstandsverhalten einer bei 4° K kondensierten Galliumschicht
wird noch einmal in Fig. 1 schematisch dargestellt [3]. Es sind deutlich drei
Bereiche zu unterscheiden. Bis etwa 20° K entsteht die Galliumschicht in einem

* Als Sprungtemperatur, Ubergangstemperatur oder Spruugpunkt wird im folgenden die
Temperatur bezeichnet, bei der R/Rn — J/2 ist. Rn = Restwiderstand der Schicht vor Eintritt
der Supraleitung.
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sehr gestdrten Zustand, der im Elektronenbeugungsbild [4] nur noch wenige
sehr breite Ringe zeigt. Die Ubergangstemperatur in diesem Zustand betragt
8,5° K. Zwischen 20° K und 70° K wird ein neues, in seiner Struktur noch
unbekanntes Gitter mit der Ubergangstemperatur von 6,4° K beobachtet.
Nach Messungen der Warmetdnungen [5] bei den Umwandlungen handelt es
sich um eine Hochtemperaturmodifikation. Oberhalb von ca. 70° K tritt das
normale Galliumgitter mit der Ubergangstemperatur von 1,07° K auf.

Das Gallium bietet die Mdglichkeit, an zwei Modifikationen der gleichen
Substanz, die sich in ihren Ubergangstemperaturen um den Faktor 6 unterscheiden,
den Einflul der plastischen Deformation auf die Supraleitung zu untersuchen.

Temperatur

Fig. 1. Widerstandsverhalten einer bei 4° K abgeschrcckt kondensierten Galliumschicht.
Schematische Darstellung ; Schichtabmessungen : Lange 10 mm, Breite 1 mm, Dicke 1200 A :
y—» reversible — »irreversible Widerstandsdnderung (Aus W. Buckel und R. Hilsch, I. 0.)

In den hier vorgelegten Versuchen werden dinne Galliumschichten bei tiefen
Temperaturen plastisch deformiert, und der EinfluR der Kaltbearbeitung auf
die Supraleitung und Leitfadhigkeit der Schicht wird durch Messung des elek-
trischen Widerstandes in Abh&ngigkeit von der Temperatur beobachtet.*

§ 2. Zur Versuchsanordnung

Soweit Einzelheiten der Versuchsanordnung schon in friheren Arbeiten
ties Instituts beschrieben worden sind [1], sollen sie hier nur kurz zusammen-
gefaBt werden.

Zur Erzeugung der tiefen Temperaturen wird ein Helium-MeRkryostat
benutzt, der eserlaubt, alle Temperaturen aus dem Bereich von 1,5 bis 350° K
einzustellen. Am Boden des HeliumgeféaRes ist eine massive Kupferplatte befestigt,

* Uber Auszilige aus dieser Arbeit wurde auf der Physikertagung Miinchen 19S6 berichtet.
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die den Schichttrdger und die Walzvorrichtung tragt. Die Temperatur dieser
Kupferplatte wird im Tieftemperaturbereich mit einem Thermoresistor, ober-
halb 90° K mit einem Thermoelement gemessen. Kupferne Schntzbecher auf
der Temperatur des flussigen 02 bzw. H2 sind um die Kupferplatte konzen-
trisch angeordnet und verhindern die Wé&rmezustrahlung von auflen und die
Kondensation von Restgasen auf dem Schnichttréager.

Als elektrisch isolierender Schichttrager mit guter Warmeleitung wird eine
kristalline Quarzscheibe fest auf die Kupferplatte gepret. Auf diesen Auffanger

Fig. 2. WalzVorrichtung (natirliche GroRe)

Cu Kupferplatte am He-Bad der Kdalteapparatur, Q = Schichttrdger aus kristallinem Quarz*
Ga aufgedampfte Galliumschicht, K = stdhlerne Walzkugel, S = Walzsegment mit Auf-
dampfschablone, F = Schraubenfeder, N = Nylonféaden

werden die Galliumschichten kurz vor dem Versuch in der Apparatur selbst
kondensiert, eine Blende unmittelbar vor der Quarzplatte gibt der Schicht die
gewtinschte Form (Fig. 2). Das Metall wird in einem seitlichen Ansatz der Kélte-
apparatur aus einem schleifenfdrmig gebogenen Wolframband abgedampft.*
Fur Galliumschichten mit definierten Zuséatzen wird eine pulverartige Mischung
des Metalls und des Zusatzes in kleinen Portionen auf geheiztes Wolframband
gestreut und restlos verdampft. Das Gallium hat die sehr niedrige Schmelz-
temperatur von 29,8° C (303° K) und ist als Flussigkeit leicht unterkihlbar.

* Gallium 99,95% von Dr. Franke, Frankfurt.



8 W. BUCKEL, R. HILSCH und G. v. MINNIGERODE

Um homogene, zusammenhdngende Schichten zu erhalten, muR der Auffanger
bei der Kondensation gekihlt werden. AnschlieBend kénnen diese Schichten
bei Zimmertemperatur dicht unterhalb des Schmelzpunktes getempert werden,
ohne daB sie dabei zusammenflocken. Durch Abdampfen eines kleinen Teils des
Metalls bei abgedecktem Schichttrdger und durch die tiefgekthlten Strahlungs-
schilde wird die Erzeugung madglichst reiner Galliumschichten gewé&hrleistet.
Das Vakuum betrédgt beim Aufdampfen 10 6 bis 10 J Torr, jedoch zeigt eine
Verschlechterung auf 10 1Torr wahrend des Aufdampfens keinen Einfluf? auf
die zu berichtenden Effekte. Die Schichtdicke der kondensierten Galliumfilme
wird aus dem temperaturabhéngigen Anteil des Widerstandes bestimmt. Dabei
wird der spezifische elektrische Widerstand des kompakten Materials zugrunde
gelegt.

Die Galliumschichten werden bei tiefen Temperaturen unter Druck mit
einer Stahlkugel bewalzt und dabei plastisch deformiert*. Die Vorrichtung
hierfir (Fig. 2) befindet sich im Vakuum des Helium-Kryostaten. Sie stein
in gutem thermischen Kontakt mit dem Heliumbad der Kéalteapparatur, die
Einzelteile sind entweder fest mit der Kupferplatte verschraubt oder Uber ein
bewegliches Band aus diinnen Silberfolien thermisch angekoppelt. Das um eine
Stahlachse bewegliche Segment S drickt die stdhlerne Walzkugel K durch
die Schraubenfeder F gegen die Schicht. Eine zweite Kugel in einer Fihrungs-
schiene nimmt das Kippmoment auf. Mit Hilfe der Nylonfdden N kann das
Segment um die Achse geschwenkt werden, dabei wird die Stahlkugel auf einem
kreisformig gebogenen Schichtteil abgerollt. Eine geringe Neigung zwischen
Schichttrager und Walzsegment |&a3t die Kugel dabei ein wenig nach auRen
wandern. So 4Bt sich eine Walzspur neben die andere uber die MeRschicht
ziehen, indem man das Walzsegment mit Hilfe der Nylonfaden hin und hei-
schwenkt. Die Bewegung der Nylonfaden erfolgt Uber eine vakuumdicht durch-
gefihrte Achse. In das Walzsegment mit eingearbeitet ist eine Blende, die beim
Aufdampfen der Schicht die gewunschte Form gibt.

Der Walzdruck wird unter Verwendung verschiedener Federn variiert.
Die Kraft, mit der die Walzkugel (Durchmesser 3 mm) gegen die Schicht gedrickt
wird, betragt 120 bis 1180 pond, eine starkere Belastung der Quarzplatte ist
nicht maoglich. Bei einer einmal gewdahlten Neigung zwischen Schichttrager
und Walzsegment ist der Vortrieb der Walzkugel abh&ngig von der Feder-
kraft, so werden bei einer 380 pond—Feder 110 Walzspuren und bei einer
1180 pond—Feder 60 Walzspuren auf dem 1 mm breiten Schicht-
streifen abgezahlt. Der zu den angegebenen Walzkraften gehdrige Druck

* Hierbei wird der Schichtrand von der Bearbeitung ausgenommen. Die verlaufende
Schichtdicke des Randes verhindert mdglicherweise ein gutes Austempern dieses Schichtteiles.
Einige Versuche an sehr diinnen Schichten deuten darauf hin, daB die Hochtemperaturmodifi-
kation des Galliums bei einer sehr feinen Verteilung in kleinen Trépfchen bis Zimmertemperatur
stabilisiert werden kann.
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kann nur abgeschédtzt werden. Bei Zimmertemperatur wird die Gallium-
schicht durch Uberrollen der Kugel in einer Spurbreite von 0,1 mm zerstért.
Diese Breite wirde eine momentane Auflageflache der Walzkugel von 7,85 « 10 5
cm2 bzw. Walzdrucke von 0,15 m104 bis 1,5-104 kpond/cm2 bedeuten. Jedoch
ist die wirkliche Auflageflache der Kugel eher kleiner und damit der Walzdruck
noch grofer.

Der elektrische Widerstand der Schicht wird aus Strom-Spannungs-
messun genbestimmt. Fig. 2 zeigt die Schichtform, man erkennt die MeRschicht I,
die plastisch deformiert werden kann, und eine Yergleichsschicht Il. Beide
sind 6 mm lang und 1 mm breit. Uber die Elektroden 4—5 wird durch die
MeRschicht und die Yergleichsschicht derselbe konstante Mefl3strom geschickt.
Dieser Strom mufR so klein gewéahlt werden, daBR die Ubergangskurve nicht
beeinfluBt wird. In den folgenden Versuchen betrdgt der MeRstrom 10 4 Amp.
Mit den Elektroden 1—2 bzw. 2—3 wird die Spannung an den Enden der MeR-
bzw. Vergleichsschicht abgegriffen und mit einem Lichtmarkenvoltmeter
gemessen.

§ 3. MeBergebnisse

A) EinfluR der plastischen Deformation hei tiefen Temperaturen auf die Supraleitung
’des normalen Galliumgitters

In Fig. 3 wird das Ergebnis eines Kaltbearbeitungsversuches an einer sehr
gut getemperten Galliumschicht gezeigt. Diese Schicht von 400 A Dicke ist bei
140° K kondensiert und 60 Stunden auf Zimmertemperatur gehalten worden.
Im rechten Teil der Figur ist der elektrische Widerstand der MeRschicht gegen
die absolute Temperatur aufgetragen, er zeigt das normale metallische Ver-
halten. Der fur die Supraleitung interessierende Bereich ist im linken Teil mit
einem gestreckten Temperaturmalstab dargestellt. Bis 1,4° K zeigt diese Schicht
keine Andeutung von Supraleitung (Kurve 1). Bei 4,2° K werden 60 Walzspuren
(Walzkraft 380 pond) uber die Mef3schicht gelegt, der Widerstand der Schicht
steigt dabei etwas an. Beim Abkihlen beobachtet man nunmehr eine breite
Ubergangskurve (Kurve 2) mit einer Sprungtemperatur von 1,85° K. Jedoch
erkennt man schon ab 3° K deutlich eine Abnahme des RestwiderStandes.
Nach Erwéarmen auf Zimmertemperatur sind sé&mtliche durch das Walzen
erzeugten Veranderungen des elektrischen Widerstandes verschwunden. Beim
erneuten Abklhlen wird wieder Kurve 1 durchlaufen.

In Fig. 4 und 5 wird der EinflulR verschiedener Parameter auf die Sprung-
temperatur und Ubergangskurve nach Kaltbearbeitung gezeigt. Hier ist das
W iderstandsverhéltnis R[Rn (Rn— Restwiderstand der Schicht vor Eintritt
der Supraleitung) Uber der absoluten Temperatur aufgetragen. Fur alle auf-
gefuhrten Schichten sind die in diesem Zusammenhang wichtigen GrofRen in
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Temperatur

Fig. 3. Kaltbearbeitungsversuch an einer sehr lange getemperten Galliumschicht
W iderstandsverlauf vor (1) und nach (2) der Kaltbearbeitung mit einer Walzkraft von 380 pond
bei 4,2° K. Die Schicht ist in einer Dicke von 400 A bei 140° K kondensiert und 60 Stunden
bei 293° K getempert worden

Temperatur

Fig. 4. EinfluR von Walzdruck und Vorgeschichte auf die Ubergangskurven kaltbearbeiteter
Galliumschiehten

Schicht (1) ist mit einer Walzkraft von nur 120 pond Schicht (2) dagegen mit eimr Walzkraft

von 860 pond bearbeitet worden. Vor der Kaltbearbeitung mit 380 pond ist Schicht (3) 10 Stun-

den bei 295 K getempert worden, Schicht (4) wurde nur kurz auf 290° K erwarmt. Ubergangs-

kurve (5) ist an einer Schicht erhalten worden, die vor der Kaltverformung bereits einmal bewalzt
und anschliefend 12 Stunden bei 295° K getempert worden war
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Tabelle 1 wiedergegeben. Bei gleichen Schichten und gleicher Waltzemperatur
wird mit gréReren Walzdrucken eine zunehmende Erhéhung der Ubergangs-
temperatur beobachtet. Daflir sollen die Kurven 1 und 2 in Fig. 4 ein Beispiel
sein. Auch das Tempern der Schicht vor der Bearbeitung beeinflult den Walz-
effekt. So wurde die Schicht 3 vor dem Walzen 12 Stunden bei Zimmertemperatur
gehalten, Schicht 4 dagegen nur kurz auf 290° K erwé&rmt. Langeres Tempern

Temperatur

Fig. 5. EinfluR derW alztemperatur auf die Ubergangskurven kaltbearbeiteter Galliumschichten.

Nach einer Kaltbearbeitung mit 380 pond ist an derselben Schicht die Ubergangskurve (6)

bei einer Bearbeitungstemperatur von 38° K und nach Bearbeitung bei 4,2° K die Kurve (7)

beobachtet worden. Schicht (8) und (9) wurden mit 1180 pond bei 12° K bzw. 6° K bearbeitet.

Ubergangskurve (10) ist an der Schicht 8 beobachtet worden, nachdem diese nach der Kalt-
bearbeitung kurz auf 45° K erwdrmt worden war

der Schicht macht das Walzen weniger wirksam. Ebenso wird bei einer Schicht,
die bereits einmal verformt worden ist, bei einer zweiten Bearbeitung ein kleinerer
Walzeffekt gefunden (Kurve 5 in Fig. 4). Jedoch werden auch hier Bereiche
erzeugt, die oberhalb 2° K supraleitend werden. Ein entsprechendes Ergebnis
ist bereits von Bauerlein [6] an Zinnschichten gefunden worden. Das erst-
malige Glattwalzen einer kdrnigen Schicht bedeutet eine grolRere Beanspruchung*
und liefert den grofReren Effekt.

Der EinfluR der Walztemperatur ist besonders klar zu zeigen, weil es
maglich ist, ein und dieselbe Schicht in Streifen nebeneinander bei verschiedenen
Temperaturen zu bearbeiten. In Fig. 5 wird ein Beispiel hierfur gezeigt. Zu-

* Eine Verhartung des Materials durch die erste Bearbeitung wird hier ausgeschlossen,
da sie bei 12 Stunden Tempern dicht unterhalb der Schmelztemperatur verschwinden muR.
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nachst wird ein Teil der Schicht bei 38° K gewalzt (Walzkraft 380 pond) und
die Kurve 6 gemessen. Nachdem ein anderer Teil der Schicht bei 4,2° K verformt
worden ist, beobachtet man die Ubergangskurve 7, die um 0,4° K hdéher liegt.
Sogar eine Anderung der Walztemperatur von 12° K auf 6° K scheint schon
eine deutliche Erhéhung der Ubergangstemperatur nach der Kaltverformung
zu bewirken (Kurve 8 und 9 in Fig. 5). Bei diesem Versuch wird ein erhdhter
Walzdruck (Walzkraft 1180 pond) angewandt, so daB die Ubergangstempera-
turcn entsprechend hoher liegen als fir die Kurven 6 und 7. Die Abhé&ngigkeit
des Walzeffektes von der Bearbeitungstemperatur wird dadurch verstandlich,
daR schon bei relativ tiefen Temperaturen die die Supraleitung beeinflussenden
Gitteranderungen austempern. Dies zeigt Kurve 10 in Fig. 5, die aus Kurve
8 nach kurzzeitigem Erwdrmen der Schicht auf 45° K hervorgeht. Schon
dieses geringe Tempern gentgt, um die Bereiche mit hohem Sprungpunkt weit-
gehend ausfallen zu lassen. Die bei der Kaltverformung beobachtete Erhdhung
des Bestwiderstaudes tempert dagegen erst bei viel héheren Temperaturen
aus (Fig. 3).

B) Einflul der plastischen Deformation bei tiefen Temperaturen auf die Supra-
leitung der Hochtemperaturmodifikation des Galliums

Galliumschichten der Hochtemperaturmodifikation lassen sich durch
Kondensation des Metalls in dem Temperaturbereich von 20° K bis 60° K
hersteilen [7]. In Fig. 6 wird ein Beispiel gezeigt, wie die Supraleitung einer
solchen Schicht durch die Kaltbearbeitung beeinflult wird. Diese Schicht ist
bei 60° K in einer Dicke von 600 A kondensiert worden. Sie ist nur noch bereichs-
weise in der Hochtemperaturmodifikation entstanden, dieses zeigt der lange
Auslédufer am FuRe der Sprungkurve (Kurve 1) und das Fehlen des charakteri-
stischen Widerstandsanstiegs im Temperverlauf.* 20 Walzspuren bei 4,5° K
mit 1180 pond zeigen einen deutlichen EinfluR aufdie Ubergangskurve (Kurve 2).
Die erzeugten Bereiche mit hdherem Sprungpunkt ergeben offenbar keine
durchgehende Strombahn, sie schlieBen bei Eintritt ihrer Supraleitung nur etwa
die Héalfte der Schichtlange kurz. Im Gegensatz zu den Schichten im normalen
Gitter sind diese abgeschreckt kondensierten Galliumschichten sehr spréde
und werden beim Walzen in der Walzspur stellenweise aufgerissen und zerstort.
Diese Bereiche missen von dem unbearbeiteten Gallium mit der urspringlichen
Ubergangstemperatur (berbriickt werden. So kommt die Treppengestalt der
Ubergangskurve zustande.

Bei den eben beschriebenen Versuchen hat das AufreiBen der sprdden
Schichten beim Walzen sehr gestért. Es ist deshalb versucht worden, wider-

* Die Umwandlung der Hochtemperaturmodifikation in das normale Galliumgitter ist
mit einem starken irreversiblen Widerstandsanstieg verbunden (Fig. 1).
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standsfédhigere Galliumschichten in der Hochtemperaturmodifikation zu er-
zeugen. Dieses gelingt durch eine hdhere Kondensationstemperatur bei einer

Fig. 6. Kaltbearbeitungsversuch an einer abgeschreckt kondensierten Galliumschicht

Ubergangskurve vor (1) und nach (2) der Kaltbearbeitung mit einer Walzkraft von 1180 pond
bei 6° K. Die Schicht ist bei 60° K in einer Dicke von 600 A kondensiert worden

Fig. ". Supraleitverhalten einer bei 150° K mit 10 Mol% SiO kondensierten Galliumschicht
vor und nach der Kaltbearbeitung

Ubergangskurve vor (1) und nach der Kaltbearbeitung (2 u. 3) mit 1180 pond bei 7° K ; Uber-
gangskurve (4) ist die Sprungkurve der Schicht nach Erwarmen auf 280° K

gleichzeitigen Stabilisierung der Hochtemperaturmodifikation durch eine
Storsubstanz. Als Storsubstanz wird SiO verwandt, das sich bei Versuchen an
Zinn-Aufdampfschichten bewdhrt hat [8]. Fig. 7 gibt das Ergebnis eines Ver-
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suches wieder, bei dem eine Mischung von 90 Mol% Ga -j- 10 Mol% SiO bei
150° K aufgedampft wird. Unmittelbar nach der Kondensation wird abge-
kihlt und die Ubergangskurve 1 gemessen. Nach 20 bzw. 40 Walzspuren bei
7° K mit einer Federkraft von 1180 pond wird die Ubergangskurve 2 bzw.
3 gemessen. Nach Erwdrmen auf Zimmertemperatur ist die durch die Kalt-
bearbeitung erreichte Erhéhung der Sprungtemperetaur zurickgegangen. Die
Hochtemperaturmodifikation ist jedoch durch den Zusatz von 10 Mol% SiO
auch bei Zimmertemperatur stabil geblieben (Ubergangskurve 4).

8 4. Diskussion der Ergebnisse

Die Mellergebnisse des 8 3A zeigen eine betrédchtliche Verschiebung der
Ubergangskurve bei einer Kaltbearbeitung des normalen Galliumgitters. Bei
gungstigen Walzbedingungen wird die Sprungtemperatur durch Kaltverformung
um den Faktor 2,6 angehoben (Tabelle 1). Die absolute Verschiebung der Lber-
gangstemperatur betrdgt hierbei 1,7° K. Sie ist aber fur einzelne héher sprin-
gende Bereiche noch wesentlich gréBer (fur R/jR,, = 0,9 betrdgt diese Verschie-
bung 2,5° K).

Tabelle 1

Daten der in Fig. 4 und 5 gezeigten Schichten.

Alle Schichten sind bei 140° K in einer Dicke von etwa 500 A kondensiert worden. Der zum
Vergleich verédnderte Parameter wird durch Einrahmung gekennzeichnet

Teniper- Walz-

Sprungtemp.
Scplilfjht Temp. Zeit Temp.  Kraft nFKalgt]beear’t)J. Ts
°K min °K pond K
I 140 10 4,2 120 1,7 1,59
2 140 10 4,2 860 2,7 2,52
3 295 600 2 380 2,1 1,96
4 290 5 4,2 380 2,4 2,24
5 295 12 h 4,2 380  zweite Verfor-
mung
6 290 5 38 380 2 1,87
7 Schicht 6 4,2 380 2,4 2,24
8 140 10 12 1180 2,3 2,15
9 140 10 6 1180 2,8 2,62
10 Schicht 8 nach Kaltbearb. 10 min. auf

45° K erwdédrmt

Im Vergleich zu diesen Ergebnissen haben Kaltbearbeitungsversuche an
anderen Metallen sehr viel geringere Verdnderungen der Supraleiteigenschaften
ergeben. So wird von Buckel und Hilsch [1] in Ubereinstimmung mit Chotke-
vitsch und Golik [2] fur plastische Deformation des Zinns bei tiefen Temperatu-
ren ein Verhéltnis der Ubergangstemperaturen von 1,1 und eine absolute Ver-



EINFLUSS DER PLASTISCHEN DEFORMATION BEI TIEFEN TEMPERATUREN 15

Schiebung um 0,3—0,4° K angegeben. Um zu zeigen, daB die Grof3e des hier am
Gallium beobachteten Effektes nicht durch die Art der angewandten Bearbei-
tung bedingt ist, sind auch Zinnschichten mit unserer Anordnung bei 4,2° K
verformt worden. In Fig. 8 ist ein Beispiel dieser Versuche wiedergegeben. Die
dabei gefundene Erhéhung der Sprungtemperatur um ca. 0,3° K stimmt gut mit
den fruher berichteten Versuchen am Zinn iUberein. Die mit der plastischen
Deformation bei tiefen Temperaturen verbundene betréchtliche Erhéhung der
Ubergangstemperatur muR also eine spezifische Eigenschaft des Galliums sein.

Fig. 3. EinfluB der Kaltbearbeitung auf die Supraleitung einer Zinnschicht

Ubergangskurve vor (1) und nach (2) der Kaltbearbeitung mit einer Walzkraft von 1180 pond
bei 4,2° K. Die Schicht ist bei 295° K in einer Dicke von 3500 A kondensiert worden

Hinsichtlich dieser starken BeeinfluBbarkeit der Supraleitung unter-
scheidet sich das Gallium auch bei der abschreckenden Kondensation von allen
anderen bisher in diesem Zusammenhang untersuchten Metallen. Durch die
Kaltbearbeitung des normalen Galliumgitters haben wir jedoch nicht die hohen
Ubergangstemperaturen von {ber 6,4° K erhalten, die bei der abschreckenden
Kondensation in Verbindung mit einer neuen Modifikation auftreten. Zunéachst
wird man daraus den Schlul ziehen, daB es durch KaltVerformung nicht
gelingt, nachweisbare Mengen des Galliums in die neue Modifikation zu
bringen. * Versucht man nun die nach der Kaltverformung beobachteten
Ubergangskurven aus der Supraleitung des normalen Galliums zu erklaren,
so wird man die Erhéhung der Ubergangstemperatur mit der Erzeu-

*Ein Grund hierfir konnte sein, daf die im eingefrorenen Zustand vorliegende Hoch-
temperaturmodifikation instabil gegeniiber Kaltbearbeitung ist. In § 3B wird jedoch gezeigt, daR
eine Bearbeitung bei tiefen Temperaturen diese Modifikation nicht in das normale Ga-Gitter
Uberfuhrt, sondern auch in dem neuen Gitter Stdrungen erzeugt, die die Sprungtemperatur
weiter erhdhen.
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gung von Gitterstéorungen in Verbindung bringen. Dabei ist zu bedenken,
daBl bei anderen Metallen® selbst die abschreckende Kondensation, die er-
fahrungsgemél} einen wesentlich hoheren Storgrad als die Kaltverformung zu
stabilisieren gestattet™*, keine derartig starken Verinderungen der Supra-
leitung liefert. So wird im giinstigsten Falle des Aluminiums die Sprungtempera-
tur durch Kondensation des Metalles bei Heliumtemperaturen nur um den
Faktor 2,3 erhéht [3]. Es mull also fir das Gallium ein ungewéhnlich hoher
Storgrad des Gitters nach der Kaltverformung oder eine sehr starke Abhingig-
keit der Supraleitung von diesen Stérungen angenommen werden.

Eine besonders starke Verdnderung des Gitters mit der Kaltverformung
ist vielleicht aus der komplizierten Atomanordnung in dem normalen Gallium-
gitter verstindlich, die von der dichtesten Kugelpackung sehr stark abweicht
(Gallium schmilzt unter Dichtezunahme). Auflerdem beobachtet man beim
Schmelzen dieses Gitters im Gegensatz zu den meisten anderen Metallen eine
Abnahme des elektrischen Widerstandes, was auf eine betrichtliche Verinderung
der Elektronenverhiiltnisse beim Zusammenbrechen des Gitters hindeutet.
Eine bereichsweise Zerstorung des Galliumgitters durch die plastische Deforma-
tion bei tiefen Temperaturen fithrt vielleicht zu dhnlich starken Anderungen in
der Ladungstridgerkonzentration und damit zu der beobachteten auffallenden
Erhshung der Ubergangstcmperalur.

Wenn auch die starken Verdnderungen mit einer Kaltbearbeitung beim
Gallium aus seinem speziellen Gitteraufbau verstindlich erscheinen, so ist
doch die beobachtete Erhohung der Ubergangstemperaturso betrichtlich,dal eine
andere Deutung der Ergebnisse nicht ausgeschlossen werden kann. Es kénnte
moglich sein, dall doch ein kleiner Teil des normalen Galliumgitters bei der
Verformung in die andere Modifikation umgewandelt wird. Man wiirde dann
allerdings erwarten, eine Ubergangskurve bei 6,4° K (Sprungtemperatur der
neuen Modifikation) oder wenigstens einen ersten Widerstandsabfall bei dieser
Temperatur zu finden. Dal} dieses aber nicht unbedingt der Fall zu sein braucht,
wollen wir mit einem Versuch zeigen, dessen Ergebnis in der Fig. 9 dargestellt
ist. Auf eine ausgetemperte Gallinmunterlage von 700 A Dicke, die bis zur
MeBgrenze von 1,4° K keine Andeutung der Supraleitung zeigt, wird bei
36° K zusiitzlich eine diinne Galliumschicht (Dicke etwa !/,, der Unterlagendicke)
aufgedampft. Danach beobachtet man iiberraschenderweise eine relativ scharfe
ﬁbergangskurve bei 4,8° K und nicht bei 6,4° K, wie man es fiir die zweite
Galliummodifikation erwarten sollte. Nun ist es moglich, dafl die Galliumunter-
lage die Ausbildung der Hochtemperaturmodifikation verhindert, indem sie
den ankommenden Galliumatomen Kristallisationskeime des normalen Gitters

* Das bei der abschreckenden Kondensation im fliissigkeitsihnlichen Zustand ent-
stechende Wismut wird ausgenommen.

** Der nach einer Kalthearbeitung im Metall verbleibende Stirgrad ist gegeben aus dem

Gleichgewicht der bei der plastischen Deformation erzeugten und ausgeschiedenen Storungen.
Er ist immer kleiner als in einer abgeschreckt kondensierten Schicht des gleichen Metalls.
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anbietet. Fur diesen Fall ist der Sprungpunkt von 4,8° K einem sehr gestdrten
normalen Galliumgitter zuzuschreiben und der Versuch demonstriert in ein-
dringlicher Weise die im letzten Absatz diskutierte starke Abhé&ngigkeit der
Supraleitung des normalen Galliums von den Gitterstorungen. Da aber bei
gleicher Kondensationstemperatur und gleicher Schichtdicke auf einer kristalli-
nen Quarzplatte mit Sicherheit die Hochtemperaturmodifikation des Galliums
entsteht, ist nach allen Uber den EinfluR der Unterlage auf die abschreckende
Kondensation gemachten Erfahrungen die Ausbildung der Hochtemperatur-
modifikation auch auf einer Unterlage des normalen Galliumgitters wahrschein-

Fig. 9. Widerstandsverlauf und Supraleitverhalten einer auf eine Galliumunterlage abgeschreckt
kondensierten dinnen Galliumschicht
W iderstandsverlauf vor (1) und nach (2) dem Aufdampfen der diinnen Galliumschicht bei 36° K

lieh. Der verénderte Sprungpunkt von 4,8° K ist dann so zu erklaren, daR die
Bereiche mit hohem Sprungpunkt in sehr innigem Kontakt mit normalem
Gallium stehen und die gegenseitige Beeinflussung zu dem herabgesetzten
Sprungpunkt fihrt. Ein solches inniges Gemenge der beiden Phasen wirde
aber auch dann vorliegen, wenn es durch plastische Deformation bei tiefen
Temperaturen gelingt, einen Teil des Galliums in die andere Modifikation mit
dem hohen Sprungpunkt umzuwandeln. Wir kénnten also wegen der gegenseitigen
Beeinflussung der beiden Phasen auch hier nur Ubergangskurven bei Temperaturen
zwischen 1,07 und 6,4° K erwarten. Ob in dem in Fig. 9 beschriebenen Versuch
wirklich die beiden Modifikationen vorliegen, kann durch Elektronenbeugungs-
aufnahmen gezeigt werden. Die Versuche sollen in dieser Richtung fortgesetzt
werden.

Die Arbeit wurde dankenswerter Weise durch Mittel der Deutschen
Forschungsgemeinschaft unterstitzt.

2 Acta Physica VIII/1—2.
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BANAHWE NNACTUYECKOW [HAEGOPMALMUW MPU HU3IKWUX TEMMEPATYPAX
HA CBEPXMNMPOBOAMMOCTb TANNNA

B. BYKKE/Nb, P. TUAbW u . MUHHWUTEPOAE
Pesome

ABTOpbl KUCCNefoBanM BAUAHME MnacTU4eckoi fedopmaynn Ha CBEPXMNPOBOAMMOCTb
rannua. OHW 06HapyXwu/nu MNoBbIWEHWEe TemMnepaTypbl nepexoja Mocne Xo0N0AHON 06paboTKuK
npu obenx moamdukaumax rannna. TemnepaTypy nepexofja 06bIKHOBEHHOrO raanms MOXHO
yBenuuntb ¢ 1,07° K go 2,5° K ¢ nMWHUM Npu nNoMoLw M nnacTuueckoi fedopmauum npu re-
nueBoii TemnepaTtype.

Mpwn gpyroii mogmdukaumm rannms, KoTopas BO3HWKAeT B CNy4vyae KOHAeHcauuu npu
6bICTPOM OoXNaxAaeHunm Huxe 60° K, TemnepaTypa nepexoga noBbiwaetca ¢ 6,5° K go 7° K
C NMMWHUM. Kpome TOro, aBTopbl paccMOTpenin HEKOTOpPble MmapaMeTpbl, BAMANOLLME HA TaKoe
noBefleHNe rannua nocne nnacTuyeckoi gedopmauuu NpuU HU3KON TemnepaTtype.
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Proceeding from the Gyulai—Hartly éffect the author throws light on the role of the
dislocations. He makes calculations to establish the lifetime of the vacancy sources and sinks
arising along the dislocation line.

I. Introduction

The experiments of Gyutai and Hartly [1] on sodium chloride provided
the first convincing evidence that there is a close interrelation between the
imperfections responsible for plastic flow and those responsible for electrolytic
conductivity and diffusion. Expressed in the language of imperfection theory
which has developed in the intervening years, the experiments showed [2]
that moving dislocations generate positive-ion vacancies, which are responsible
for electrolytic conductivity in the alkali halides. More recently, Fishback
and Nowick [3] have demonstrated that the moving dislocations in the alkali
halides become charged and are able to carry a current during plastic flow even
though there is no externally applied field. In fact, they become positively char-
ged, as if they had lost positive-ion vacancies.

The mechanism governing the generation of vacancies by moving dislo-
cations is still somewhat obscure. The experiments of Chiarotti [4] show
that the alpha absorption band, associated with isolated negative-ion vacancies,
is not produced during plastic flow, although the tail of the fundamental absorp-
tion band is altered, as if clusters of vacancies were produced. Moreover, the
deformed crystals possess a new form of luminescence associated with irradia-
tion in the new structure developed in the tail of the fundamental band. On the
whole, the experiments suggest that isolated positive-ion vacancies occur ; how-
ever, the complementary negatively charged vacancies either occur in clustered
form, presumably with a smaller number of positive-ion vacancies, or remain
attached to the dislocations. Presumably, negative-ion vacancies have a higher
energy of formation than positive-ion vacancies.

One can hope that the experimental work of the near future will give us
an even deeper insight into the atomic mechanisms which operate in the appea-
rance of the effect of Gyutlai and Hartly. In the meantime, we can gain valuable
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information concerning the interrelation of dislocations and vacancies from
other sources as well.

Il. The disappearance of vacancies at dislocations

Recently, after a number of years of evolutionary development of experi-
mental methods, Bauerle and Koehter [5] have succeeded in quenching-in
vacant lattice sites in gold wires under circumstances that conform almost
ideally to one’s expectations. The residual electrical resistivity A q (Tg) associated
with a quench from the temperature Tq has been measured over the range of
Tgextending from 900° C to 450° C and is found to obey a Boltzmann relation

Ag= Aexp (- Ef/IkTQ) (1)

for nearly three decades. Here Ef, the energy of formation of the vacancies,
has the value 0,98 ev with an estimated error of the order of three per cent.
The quantity A is 4,9x10 ohmcm, with an error of about twenty per cent.

The residual resistivity, which arises from the scattering of the conduction
electrons by the vacant lattice sites, anneals relatively slowly near room tem-
perature, requiring of the order of two days at 40° C. The decay of resistivity
with time obeys a simple exponential law, similar to radioactivity, as long
as Tqis not higher than 700° C. The results are explained both simply and
elegantly by assuming that the vacancies migrate through the crystal until
they find sinks and then disappear. The activation energy for the migration
is found to be

Em= 0,75 ev (2)

with an experimental error of the order of five per cent. The sum of Ef and
Em, namely, 1,73 ev, is very close to the activation energy for self-diffusion
in gold measured by Okkerse [6], that is, 1,71 ev. The measurements imply
that the density is independent of the density of vacancies as long as the density
is not above that attained by quenching from 700° C.

The wires of gold shrink during the annealing process and make it clear
that the vacant lattice sites migrate to dislocations, where they are annihilated.
The shrinkage follows the drop in resistivity precisely.

The ratio of the decrease in resistivity to the fractional decrease in volume
during annealing, Ad/(A V/V), was found to be 3,2 X10~4 ohmcm. A simple ana-
lysis shows that the vacancies jump between 107 or 108 atomic distances along
a Brownian path before they die, so that the density of sinks is between 1015
and 1016 per cc, or corresponds to 107or 108 per cm2in an average plane of atoms
in the crystal. Thisis also the density of dislocation lines expected in the metal,
and we may conclude that the vacancies probably die soon after they meet a
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dislocation. At 40° C it apparently is not necessary for them to collide with
a particular site on the dislocation in order to be annihilated. Either they can
be annihilated anywhere along the dislocation, or once captured, can migrate
along the line relatively quickly until they find the genuine sink.

It should be added that the residual resistivity starts to follow the simple
exponential decay law during annealing at 40° C in the specimens quenched
from temperatures above 700° C; however, the rate soon accelerates. The
acceleration is the greater the higher the quenching temperature, that is, the
higher the super-concentration of vacancies. It is clear that the vacancies can
generate additional sinks if they are present in sufficient concentration. Since
the wires also contract during this annealing, it follows that the new sinks must
be dislocations generated by the condensation of vacant lattice sites.

IIl. The ultimate density of sources and sinks

An average position along an edge dislocation should not be the ultimate
source or sink of a vacancy if the dislocation moderately close to equilibrium.
Instead, the sources and sinks should be jogpoints or nodes which are less fre-
quent that the number of atoms along dislocations, unless the dislocation has
a very high degree of irregularity, as might be expected only after it has engaged
in extensive plastic flow7or has grown very rapidly in the presence of a high
super-concentration of vacancies. It seems reasonable to suppose that each
point along a dislocation appears to act as a sink in the annealing experiments
of Bauehle and Koehler because the dislocations attract the vacancies, and
the latter are unable to re-evaporate at 40° C before they find true sinks by
wandering along the dislocation.

Let us investigate the energetics of the situation more quantitatively.
We shall assume that there are nd atoms along dislocation lines in each unit
volume of the crystal. This number presumably is in the neighborhood of 1015
per ccin the gold wires. We shall also assume that there are wultimate trapswhere
the vacancies may disappear, or may be generated. In general, we may expect
the ratio ra’¥n, to be much larger than unity, lying between 102 and 104 under
conditions approaching equilibrium.

We shall let Et = Ej be the energy of binding of a vacancy to the ultimate
trap and Edbe the energy of binding to a typical position along the dislocation.
Moreover, we shall assume that the frequency with which a vacancy jumps
in the perfect region of the lattice is given by

vjexp (—EmkT), (3)
that the frequency of jumps along the dislocation is

videxp (— EmdlkT) (4)
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and that the probability per unit time that the vacany will re-evaporate from the
dislocation before it finds an idtimate trap is

veexp (— E gjkT) (5)

in which the activation energy Fe for evaporation will be taken to be the sum
of the binding energy Ed of the vacancy to an average position on the dislocation
plus the activation energy Emfor the migration of the vacancy in the perfect
region of the lattice. The inclusion of Emis made necessary by the fact that the
vacancy cannot be regarded as free of the dislocation until it has passed over a
barrier of height Fmrelative to the stable position in the perfect regions of the
crystal. Thus, we assume

Ee= Ed+ Er,. (6)

We may expect the frequency factors vj, r/if, and ve to be closely alike and
near 1013 sec 1.

We readily see that the average time Ts required by a vacancy which is
attached to a dislocation to migrate to the ultimate sink, assuming it does
not re-evaporate, is approximately

*s — « K/,4")2(1Wvjd) exp (EmdikT) @

in which a is a dimensionless factor near unity, approximately equal to
(2/n2) In (16/n2).

The probability that a vacancy which has been captured by a dislocation
at an average point will remain on the dislocation ntil it finds an ultimate
sink and is annihilated is easily seen to be

Pr= - — . (8)
1+ a (urfin/)2 (Ve/Vjd) exp [Emd — Ee)jkT\

This will be unity at sufficiently low temperatures if

Ee—Pd Em Emim 9)

a condition which should be amply satisfied since Em is presumably larger
than ETW. The temperature T, mat which the probability reduces to 1/2 is readily
found to satisfy the relation

KTr s (Ep Emd)iln [a (n-i/n,)2 (Velvjd)} . (10)

For illustrative purposes, we may assume that vgvjd= 1 and that
a (rirf/n)2 - 104 TV, is then 500 K if

Ee Emd 6900 k 0/59ev. (11
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This value is in the range we might expect in gold if Emd ET/2w 0,4 ev and
if Ed= 0,3 ev. However, our estimate of the denominator in (10) may be sub-
stantially in error.

My colleague, Professor R. Thomson, to whom | am indebted for an
extensive discussion of the contents of this paper, has pointed out to me that
it is possible to obtain an estimate of the quantity Ee—E md appearing in Eq.
(11) and in the preceding equations by use of tbe value of the activation energy
for self-diffusion along dislocations in silver E Dd obtained by Hoffman and
Turnbull [7]. The value they found is about 0,9 ev. We shall assume that
the value for gold is about the same. This activation energy may be expressed
in the form

EDd = Ej Ej Emd. (12)
Thus

Ee- Emd- Em—Eud 4 Ef (13)

in which only measured quantities appear. The value for gold is about 0,9 ev,
if we may adopt the value of EDd for silver.

This example shows that it is very unlikely that Pris unity near 1200° K
if ntis substantially smaller than nd. Thus, it would be exceedingly interesting
to determine the density of sources which generate vacancies at elevated tem-
perature, say at 700° Cor above, in order to see if this density is markedly smaller
than the value of the density of sinks which seem to be operative at 40° C, that
is, 10ls or 1016 per cc. In principle, at least, it should not be difficult to determine
the density of sources at the elevated temperature by determining the length of
time required to produce the equilibrium density of vacancies. Such experiments
are being planned at this laboratory. If successful, they should give us information
concerning the number of jumps a vacancy makes between birth and death at
lhe temperatures normally employed in diffusion experiments, a parameter

of great interest in connection with the Kirkendal1 effect [8] and related
experiments.
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The author’sinvestigations established that the enrichment of U in peats, coals and other
bioliths is caused by adsorption on the humic acid content of them. Adsorption isotherms
have been measured and numerically evaluated. The adsorption itself is actually a cation ex-
change process. The enrichment factor of 1 : 10 900 agrees well with the quotient of the concen-
tration of U in bioliths and natural waters.

Hungary is not abundantly supplied with energy resources. Hydroenergy
is practically negligible, coal-reserves would last probably for another fifty years
and are endangered by a growing industrialisation.

My collaborators and myself of the Physical Institute of the University
of Debrecen began the search for U in 1947. The first moderate success came
in 1949 [1] when we measured at random some coal strata near the town of
Pécs, which is one of the two existing granitic areas in Hungary. Presently we
were able to ascertain that most of the coal fields of the Transdanubian territory
of Hungary contain about 60—70 grams of U per ton coal on an average,
occasionally, as an exception, even as high as 200 grams/ton [2], [3]. This con-
centration seemed to be too low from the economical standpoint, but it is about
twenty times higher than the average U concentration in the Earth’s crust
(about 4 grams/ton). At the time of these investigations there were no similar
results known by us or else published in the literature. Recently, many similar
findings of uraniferous coals have been reported from the U.S.A. and elsewhere,
especially during the Geneva Conference [5].

The uraniferous coal fields of Hungary are situated in all cases in the
vicinity of granitic areas within their detritus zone. Other Hungarian coal fields
are entirely inactive. Young lignites are always inactive in Hungary [2], [3].
It seemed that granites are the primary sources of U, which had got into solution
by chemical erosion of the rocks and was carried by water into the then existing
shallow seas in this part of Hungary. The accumulating plant debris and peat
have concentrated the U by some unknown process having become in this

* Carbonaceous sedimentary rocks.
** Lecture delivered by the author to the Royal Inst, of Technology, Stockholm, in Oct.
1956.
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manner fixed in the coal fields. I became interested in this mysterious concen-
tration process, as it seemed to be quite a general law of the geochemistry of U.

I. V. VErNADSKLJ [6] and other geochemists [7] stated long ago that
U has the tendency to concentrate in plant debris and bioliths. It is very pro-
bable that it was the same process which has concentrated U in the fossile
logs of carnotite fields, in the colmshales of Sweden and in the subbituminous
coals in Hungary and elsewhere. In 1951 1 carried out a series of laboratory
experiments [2], [3] based on the working hypothesis that U is not concentrated
by the living plants, but by the decaying plant debris. I want to give a short
report on these experiments which brought a quick success towards the end of
1951. More recent experiments up to this year corroborated and further deve-
loped the first results.

I observed that the geologically youngest forms of coal, like peat and
lignite, adsorb U extremely quickly even from very dilute solutions. If we shake
one gram of peat in a 50 em3 flask with a very dilute (some microequivalents/ccm)
aqueous solution of uranyl nitrate, U disappears from the water within a few
seconds. The phenomenon itself seems to be a surface adsorption, as the velocity
is very high and the peat becomes saturated when about one milliequivalent
(cca 100 mg of U) is added per gram of peat.

Our first deliberations aimed at finding out, which component of peat
could be made responsible for the adsorption. Tannin, phenolic compounds,
ete. were considered, as they are known to give some coloured insoluble com-
pounds with U. These considerations were abandoned as soon as I realized the
fact that peat and lignite consist for the most part of humic substances (humic
acids) which are known to show an adsorptive property in relation to some
cations (Ca' ", K ', (H, N) ) of the soil. When I extracted a complex mixture
of humic acids from the peat, they showed about the same adsorptive property
as did peat. A commercial preparation, Acidum Huminicum showed the same
adsorptive property in relation to U.

We carried out investigations on the exact nature of this adsorption.
If we shake one gram of (weighed dry) standardized and purified peat with
various amounts of uranyl-nitrate in an aqueous solution, quite scon a state
of equilibrium will set in (Fig. 1). If we separate the peat from the water by
means of a vacuum filter funnel and determine the U content of both, we obtain
a regular adsorption isotherm. (Fig. 2). The isotherm has a very steep rise at
extremely low U concentrations and it becomes soon saturated. A mathematical
analysis of the measured points then demonstrated that the isotherm could
be — at least formally — very well represented by the Langmuir theory of
adsorption.

Let us denote the quantity of U which is maximally adsorbable to one
gram of peat (Neo) in milliequivalents. Let the quantity actually adsorbed in
equilibrium be N, at the concentration (¢) of U in water in milliequiv./cem.
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Fig. 1. Simple apparatus for investigations of the adsorption of U on humus

Fig. 2. The adsorption isotherm of (U02 to peat. Ordinate : equilibrium-concentration
of (U0O2) on peat. Abscissa : equilibrium-concentration of (U02++ in the water phase
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Following the logical steps of Langmuir, we assume that the quantity
of U adsorbed during the time dt to one gram of peat (dN) is proportional to
concentration (c) as well as to the relative abundance of the still unoccupied
places :

N
dN = amc 1 -~ dt.

7

\Vol

This assumption implies the saturability of the finite surface by a monomolecular
layer.

The second assumption involves the reversibility. We assume that the
guantity of ions released (dN') per dt time from the adsorption of the given
quantity of peat is proportional to the relative ratio of the occupied places :

In the state of equilibrium dN = dN', which means

a mC dt  R-~—dt.

Noo

Let us now replace the two constants by one, yielding a = — and then rear-
B
ranging the equation :

a mc N
iVv=ivoo or e (reduced form).

1-\-a mc X 14 ac

N N
Itis obvious, that at extremely low concentrations (ac <g 1) ~~r—= ac and ----=
Noo C

= Nooa = tg ¢ = enrichment factor.
If we transform the Langmuir adsorption formula into a linear form, the
measured points will fit very well into a straight line (Fig. 3)

The adsorption characteristics of a given peat preparation may be deter-
mined and expressed now by two numbers. One of these is the adsorption
(saturation) capacity, which is of the order of about 0,7 milliequivalent of U/gram
of peat or even less for geologically older coals (bituminous coal, anthracite).
The other number expresses actually the tangent of the steep rising portion of
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the isotherm. (Fig. 4). This is the quotient of the equilibrium-concentration
(TV) in peat and (C) in water when applying low concentrations. It has the value
of about 10,000 which means that in adsorption equilibrium at low concentrations
(not saturated) the U concentration is 10000 times higher in peat than in water.
We call this number in the following “enrichment factor”.

Although the adsorbing property of humic acids in relation to some cations
has been well known for a long time in soil chemistry, lhe adsorption quotient

Fig. 3. Linear representation of the adsorption isotherm of (U02)++ to peat, according to Lang
muir’s equation. (The measured points fit well into a straight line)

N

Fig. 4. The real meaning of the two characteristic constants of a Langmuir adsorption isotherm

(enrichment factor) was much lower for Ca, etc. than | observed for U. This
unusually high enrichment factor is probably caused by the high atomic weight
and high valency of the uranyl ion. Our recent experiments carried out on
the adsorption of other cations of various atomic weights and valencies also
seem to justify this assumption.

In the foregoing | used the term “adsorption” somewhat irresponsibly,
or perhaps formally. This terminology was used preliminarily, because the uranyl
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ions disappear very quickly from the solution and the isotherms are showing
avery definite saturation. I used the Langmuir interpretation of the phenomenon
itself in rather a formal and not a deeper sense.

I wish to emphasize that, no supposition whatsoever is implied by this
formal theory relating to the kind of forces responsible for the fixation of the
uranyl cations to the colloidal humus surface. They cotdd possibly be for example
Van der Waals forces on a definite surface, or a definite number of free valencies
in a given quantity of humic acids.

A series of our investigations showed that the fixation of the uranyl
ions is not a physical adsorption, but definitely a cation exchange process.

Fig. 5. The liberation of (U02 , adsorbed to peat, by H as function of pH- Ordinate : con-
centration of (U02) withheld by peat. Abscissa : pH of dilute acid, with which the peat,
first saturated with (UOa)!i, was shaken

If we shake a very dilute uranyl nitrate solution with a purified peat pre-
paration and filter it, then the water becomes more acidic than it was before
the adsorption. This fact indicates that in this process the uranyl ions are
exchanged for the H ions of the humic acid.

If we saturate peat with uranylions and try t6 wash it out with distilled
water, it seems to be irreversibly fixed. But if we use instead of distilled water
some samples of a dilute acid with increasing H-ion concentration, then we may
observe that uranyl ions are exchanged and liberated in this manner between
pH = 3—1. (Fig. 5).

Further experiments showed that the adsorbed uranyl ion can be easily
exchanged by cations even of higher valency and high atomic weight (f. e.
Th+4, La+++).

During the long process of coalification (tens of millions of years) the
fixed U may have undergone secondary changes, e. g. by having been reduced
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by H,S, etc. The geologically fixed natural U content of coals were found not
to be exchanged easily for other cations. It is leached out by acids of lower py;.

Let us now discuss the chemical structure of humic acids in so far as it
is known from the literature. Peat consists largely of humic acids. It contains
in a smaller proportion bituminous, waxy and resinous substances from which it
can be easily purified by repeated washing with benzene and alcohol. We applied
this process to purify our preparations. Cellulose and hemicelluloses play a
negligible part in the adsorption. Humic acids derive according to the coalification
theory of Fischer and Schrader from the lignine part of the plant substances.
They are very resistant — in the reducing atmosphere of the soil or under
water — to chemical or microbiological attacks. Humic acids are not exactly
defined in the molecular structure. Molecular weight is in the order of about
1000. They have a polyaromatic skeleton structure with methoxylic, carboxylic,
phenolic and some other groups which are bound to it. The chemical character
is not modified much by changes in the polyaromatic structure, but it is chiefly
determined by the polar groups on it. The H-ions of the carboxylic, phenolic
and perhaps of some other groups may dissociate and this is the very cause
of the acidic character of humic acids. It is obvious that the uranyl ions are
fixed by humic acid colloids through the exchange of H-ions.

The fixation of the U by a cation exchange process appeared 1o be of an
adsorptive character only for the following reasons :

The affinity of the humic acids for uranyl ions is stronger than for H-ions.
We have in fact observed (see Fig. 5) that when a humic acid preparation was
saturated with U, the uranyl ions could be exchanged for H-ions only incase
when the H-ions were present in a higher concentration. Usually shallow sea
waters in contact with decaying plant substances (peat) are moderately acid,
having a py of about 5--6,5. At this acidity U is overwhelmingly adsorbed
and the H-ions are expelled.

Laboratory experiments and arguments supply saticfactory explanations
for phenomena occurring in nature only if we can prove an immediate correlation
between them. In the following I hope to be able to demonstrate that the geo-
chemical enrichment of U in nature from moor and sea waters is definitely
accomplished by the adsorption isotherm of the U to humic acids.

It is well known that the average concentration of U in the Earth’s crust
amounts to 4 grams/ton (Clarke no.). If we compare the U content (10— 100
grams/ton) of uraniferous bicliths with the Clarke number, then we see thai
there exists a geochemical enrichment factor of about 25.

These concentrations are in suprising contrast to the low U concentration
in natural waters. B. KARLIK and collaborators [9], [10] have found the U con-
centration to be between 0,15—1,5 mg/toninthe water of the seas. They give
for the average concentrations of the oceans a value of 2 mg/ton. D. C. STEWART
and W. C. BENTLEY have found 2,5mg U/ton in the Pacific Ocean. My collabora-
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tors are carrying out large scale analyses in the water of rivers, fountains and
wells of Hungary. They are finding values between 0,1—10 nig U/ton, and in
the neighbourhood of uraniferous territories sometimes even as high as 50
mag/ton. If the results of the experiments carried out in our laboratory on humus
preparations could be generalized for dimensions and conditions existing in
nature, then concentrations — existing in nature — ought to fit onto the deter-
mined isotherm. The concentrations are much smaller in nature than in
laboratory and they are certainly at the initial portion of the isotherm, which
can be approximated by a straight line. (Fig. 6). The abscissa of the Figure

Fig. 6. Correlation between the (U02)++ concentration of natural waters and bioliths with
the adsorption isotherm of (U02++ on peat

shows the U concentration of natural waters, while the ordinate shows the
concentration in the organic carbonaceous sedimentary stones, the so-called
bioliths ; both in a logarithmic scale.

The straight line represents the adsorption enrichment factor determined
by us on purified peat preparations. It can be clearly seen that the order of
magnitude of the concentration in natural waters agrees very well with the
order of magnitude of the concentration in the uraniferous bioliths. It is well
known that it is not only the shallow moor waters which are in a steady contact
with humus-rich sediments (peat). The excellent work of S. A. Waksman
“Humus” deals with the widely spread occurrence of humus in all natural
water sediments. The sediments of the Ocean may contain from a few to 20
percent of humus in the bays. The humus content of the peat sediment of shallow
moor waters is much higher.
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I hope that the above experiments and considerations are sufficiently
convincing and that the natural law of the geochemical enrichment of U in
coals and some other bioliths seems to be satisfactorily explained.

Perhaps it is not superfluous to express these natural laws in the following
condensed form :

1. The enrichment of U in coals and other bioliths (carbonaceous sedi-
mentary strata) is caused by the adsorption of U on their humic acid content.
This adsorption is a cation exchange process (Szalay 1952 [2], [3]).

Fig. 7. The adsorption isotherms of various cations on a peat preparation (Some seem not to
follow the Langmuir-formula)

2. The Earth’s natural water basins (lakes, seas and oceans) are approxi-
mately in an adsorption equilibrium with the humic acid content of their sedi-
ments regarding their U content (Szalay 1954 [4]).

We carried out a series of investigations concerning the adsorption of
other cations on purified peat. The cations, investigated up to now can be ordered
into a sequence according to their adsorption enrichment factor :

Ag+ Ni++ < Cu++ <[ Bax+<'Pb++ (UOa)'¥ <[ Fe+++ < Th++++,

Each member of this sequence is more strongly adsorbed than its left
neighbour. Each member of this sequence is readily expelled by its right neigh-
bour in a cation exchange column, filled with peat.

3 Acta Physica VIII/1—2.
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One of my collaborators, Missl1ona Szabé is now determining the adsorption
isotherms of various cations on humus. The isotherms demonstrate that the
adsorption capacity of a given peat preparation is approximately (but not
exactly) the same for various cations of various valency (Fig. 7). Some cations
do not follow the Langmuir formula.

The enrichment factors vary widely in their conformity with the above
sequence. The enrichment factor is first of all determined by the ionic valency
and secondly by the atomic weight, with possible exceptions.

It seems that the geochemical laws explained above may be extended
to some other cations of high valency and of high atomic weight.

As a nuclear physicist, I am afraid | have to give some explanation for
having gone too deeply into this very puzzling problem, seeing that it is a geo-
chemical one. I must admit that it was not merely the unknown natural pheno-
menon which attracted me so much for several years to this field. U is the
future energy source for mankind. Its more concentrated ores are not too abun-
dant and exist only in a few countries. Making a guess at the quantity of the
known U resources of mankind, we shall find that the quantity of ores above
1% can be expressed in 105 ton U of units :

c> 1 % pitchblend etc. 105 tons of U,
1% > ¢>0,1 % carnotites 10e tons of U,
0,1% > c¢> 0,001% uranifcrous bioliths 107 tons of U.

In the U content of the bioliths is stored the most part of mankind’s
energy resources. In our days their extraction is not economical, but it is on
the margin of economical extractability.

By throwing light on this mysterious phenomenon of the geochemical
enrichment of U in these ores, we may arrive at the discovery of a more economic-
al way of extraction.
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ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DER STRUKTUR
UND DEN PHYSIKALISCHEN EIGENSCHAFTEN
DES GLASES |
Von

I. Naray-Szabo

CHEMISCHES ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,

BUDAPEST
(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen 20. VII. 1957)
1. Nach unserer heutigen Auffassung beruht die Struktur der Glaser auf einem raumlich

unendlichen Tetraedergeriist von geristbildenden Oxyden (Si02 B203, BeO, A1203, P20 6),
eventuell mit Einschaltung von B03-Dreiecken. Dieses Gerlst ist nicht periodisch, also nicht
kristallin. In den Licken kdnnen verschiedene Kationen Platz nehmen, wodurch die verschiede-
nen Gléser entstehen.

2. Aus der Analyse und Dichte von mehreren hundert Gl&sern habe ich das auf ein O”~-lon
fallende absolute Volumen v berechnet. Dies ist in sehr engem, im untersuchten Gebiet linearen
Zusammenhang mit der Zahl

R = 0/(Si+ B+ Be + Al + P),

wo die Symbole die Grammatomzahl des betreffenden Elementes bedeuten.

3. Bei einfachen geristbildenden Oxyden (Si02 B203,P205) betragt v im glasigen
Zustand 21,1—22,7 A3

4. FlUr Si02—B203-Gléaser ist die Gleichung

v= 38R + 153

mit einer maximalen Abweichung von 0,4% gultig.
5. Fir Natriumsilikatglaser gilt die ahnliche Gleichung

r= 38R+ 149

zwischen R = 2,05—3,05, mit einem maximalen Fehler von 0,46%.
Fiur Kaliumsilikatglaser ist die Gleichung

v=12R — 1,2

zwischen R — 2,14—2,49 mit einem maximalen Fehler von 0,7% giltig.

6. Ahnliche Gleichungen habe ich fiir CaO—Si02- und SrO—Si02-Gliser gefunden. Auch
bei Bleigldsern kann man v durch eine Gerade approximieren.

7. Wird in Natronsilikatglas MgO, CaO, SrO oder BaO eingetragen, so wird v gegeniber
dem des reinen Natronsilikatglases mit demselben R linear mit der Grammionenzahl des zugege-
benen Oxyds verringert, bei PhO finden war dagegen eine Vergrésserung. ZnO wirkt weniger als
MgO ; Bi203, Ti0O2und Zr02sehr stark. Bei Kalisilikatgldsern bt auch PbO eine stark zusam -
menziehende Wirkung aus, sowie MgO, CaO und BaO.

8. Diese Tatsachen kann man auf Grund der Geruststruktur in der Weise deuten, dass
v desto kleiner wird, je mehr die einzelnen Tetraeder des Geriistes mit gemeinsamen 0 =-lonen
Zusammenhangen ; die Vernetzung wird durch R gemessen. Ist nur von gerustbildenden Oxyden
bzw. ihren gemischten Glasern die Rede, so ist der Wert von v durch R bestimmt. Bei Anwesen-
heit von geriistmodifizierenden Kationen (Alkali-, Erdalkali-, Pb-, Zn-, Bi-, Ti- und Zr-lonen)
wird v proportional mit ihrer Menge verkleinert bzw. vergréssert, wo jedem lon ein bestimmter
Faktor in Natronsilikatglasern und ein anderer Faktor in Kalisilikatglasern zukommt. Die
Faktoren hé&ngen eng mit dem lonenradius und mit der Ladung des lons zusammen.
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Heute kann die Auffassung von Zachariasen betreffend der Struktur
der Glaser als allgemein angenommen betrachtet werden [1] ; sie wurde durch
W arren und Mitarbeiter experimentell bekraftigt [2]. Demzufolge beruht die
Struktur der anorganischen Gléser d. h. Silikat-, Beryllat-, Borat-, Aluminat-
und Phosphatgléser bzw. der aus solchen bestehenden gemischten Gléser auf
einem rédumlich unendlichen Gerist von tetraedrischen X 04-Gruppen, wo die
einzelnen Tetraeder, die aus der Kristallchemie bekannten Si04-, Be04-, B 04,
A104 und PO04-Radikale durch gemeinsame Sauerstoffionen Zusammenhé&ngen,
aber die Periodizitdt d. h. das wesentlichste Merkmal der Kristalle fehlt. Die
gerustbildenden Si-, Be-, B-, Al- und P-Atome sind durch halbkovalente Bin-
dungen an die Sauerstoffionen gebunden. Bor kann auch dreieckige B03-lonen
bilden. — In den Hohlrdumen des Gertstes kénnen gerustmodifizierende Kationen
Platz nehmen, also Alkali-, Erdalkali-, Blei- und die seltener vorkommenden
Zn-, Bi-, Ti-, Zr-, Sb-, Mn- usw. lonen. Dadurch kommen die verschiedenen
Glaser zustande, obzwar die Oxyde der gerustbildenden Atome (mit Ausnahme
von ALO3J) selbst und ihre Gemische auch Glaser bilden kénnen. Die geristmodi-
fizierenden lonen bringen weitere O-lonen in das Gerist mit, wodurch der
Quotient aus Sauerstoffionen und Summe der geristbildenden lonen

R= 0/(Be + B -f Al -f Si + P),

welcher fur das Gerilst sehr charakteristisch ist, gedndert wird.*

Wenn wir diese Auffassung ausfiuhrlicher bearbeiten, kénnen wir einen
tieferen Einblick in die Struktur der Glaser gewinnen. Es ist offenbar, dass
der Wert von R einen entscheidenden Einfluss ausiibt, da er ein Mass der Ver-
netzung ist.

Auf Grund von zahlreichen Literaturangaben habe ich untersucht, auf
welche Weise die verschiedenen Eigenschaften des Glases von den prozentuellen
Anteilen der bildenden Oxyde und von R abhéngen.

I. Die Dichte des Glases

Es fanden sich schon Ende des vorigen Jahrhunderts Bestrebungen, welche
die Eigenschaften des Glases mit seiner chemischen Zusammensetzung in Zusam-
menhang bringen wollten. Die &lteren Autoren, wie Winkelmann und Schott
[3], Hovestadt und Everett [4] u. a., sowie zahlreiche neuere Autoren (z. B.
[5]), bemuhten sich, die Dichte von Glasern aus der Zusammensetzung mittels
der Formel

100 _ V n

' “ "o (1)
D ~ d d" + K>

Die chemischen Symbole bedeuten hier Grammatome.
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zu berechnen, wo D die Dichte des Glases bedeutet, x , X" . .. die prozentuellen
Anteile der einzelnen Oxyde im Glas, und d, d" . .. die fur die einzelnen Oxyde
gultigen Konstanten sind. Diese Konstanten sind fir dasselbe Oxyd bei den
verschiedenen Autoren ziemlich verschieden. Wenn man aber auf Grund der
Gleichung (1) mit geeigneten Konstanten die Dichte des Glases und eventuell
auch andere physikalische Eigenschaften berechnen kdénnte, dann wére das
Glas im wesentlichen ein Gemisch der Oxyde. Freilich sind die aus Gleichung (1)
berechneten Dichten sogar in einfachen Fallen ungenau, und in komplizierteren
Systemen ist der Fehler bedeutend grdésser.

Viele andere Tatsachen sprechen auch gegen die primitive Auffassung,
welche die Grundlage von Gleichung (1) bildet, so dass sie heute bereits garnicht
mehr in Frage kommt.

Neuere Forscher, namentlich Huggins und Mitarbeiter [6, 7, 8], weiter-
hin Stevels [9, 10, 11] und eine gemeinsame Mitteilung dieser Verfasser [12]
geben besser brauchbare Gleichungen, die auch in ziemlich komplizierten Fallen
das Volumen V, welches nach ihrer Definition das Volumen der ein Grammatom
Sauerstoff enthaltenden Glasmenge ist, mit einem Fehler von weniger als 2%
zu berechnen gestatten. Huggins bemiht sich, seine Gleichungen auch theo-
retisch zu begrinden ; diese Gleichungen enthalten sehr viele Konstanten und
diese sind fur verschiedene R-Werte verschieden. Man kann natirlich mit
solchen, viele Konstanten enthaltende Gleichungen eine gute Ubereinstimmung
erreichen, aber ihr Gebrauch ist sehr mihsam, und die theoretische Deutung
ist nicht befriedigend. Die einfachere Gleichung von Stevels ist nur innerhalb
engerer Grenzen gultig ; sie gibt das durch ihn definierte V in den meisten
Fallen mit einem Fehler von weniger als 2%.

In meinen eigenen Berechnungen lege ich das aufein O fallende absolute
Volumen v zu Grunde, welches leicht bestimmbar* und wie schon Bragg und
West [13] dargelegt haben, sehr charakteristisch fur Silikate ist. In Strukturen,
die auf einem dichtestgepackten Sauerstoffionengitter beruhen, ist v rund
14,0 -10 “ cma3oder 14,0 A3, in der Tat wird aber dieser Wert mir selten ange-
nahert, z. B. in MnO2 13,9 A3 in Al203 14,2 A3, in BeO 13,8 A3, aber in MgO
schon 18,6 A3 usw. Im Tiefquarz ist v 18,8 A3, dagegen im Quarzglas 22,7 A3
da das spezifische Volumen eines glasigen Stoffes im allgemeinen grosser ist
als das des kristallisierten, d. h. geordneten Stoffes.

Ich habe fiir mehrere hundert einfache und zusammengesetzte Glaser
v berechnet. Die Ergebnisse fur reine Silikatglaser bzw. fiir auch andere gerust-
bildende lonen enthaltende Silikatglaser werden im folgenden gegeben.

*Die Berechnung wird wie folgt durchgefihrt : Aus der Dichte erhalten wir das Volumen
von 100 g Glas; aus der Analyse kann man berechnen, wieviel Mole Si02, Na20 usw. darin
enthalten sind. Die Summe ihrer O -Grammionen mit 6,025 ¢ 1023 multipliziert ergibt die
absolute Zahl der O“ -lonen in 100 g Glas und damit v.
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a) Geristbildende Oxyde

Die Dichte von Quarzglas betragt 2,203 g/cm3, daher ist v 22,70 A3. — Die
Dichte des Bortrioxyd-Glases wird durch den eventuellen geringen Wasserge-
halt stark beeinflusst ; die als zuverlassigst erscheinende Zahl ist 1,812 g/cm3s
bei 25°, daraus v = 21,16 A3. Aluminiumoxyd kann man in glasigem Zustand
nicht erhalten. — Die sog. amorphe, metastabile Modifikation des P20. hat die
Dichte 2,30 g/cm3, woraus v — 21,34 A3 Es gibt aber auch P205Glas mit
v= 21,10 A3

Tabelle 1

Voluminavvon geristbildenden Oxyden in glasigem bzw. amorphem und kristallisiertem Zustand

Verbindung Dichte g/cm3 pro\/()olurtllznnyvAs

2,203 22,70

2,646 18,85
€ BrQUANZ ot 2,536 19,74
« [?2-Cristobaliti..cce 2,328 21,48
« 3-Tridym it e 2,280 21,88
B 20 3-Glas i 1,812 21,16
« KristalliSiert. e 2,46 18,92
P4010 metastabil, kristallisiert ........... 2,30 20,48
« Glas (Kordes [14]) e 2,235 21,10

Durch Zusammenschmelzen vonSi02und B20 3 kann man Glaser bereiten,
deren Dichte und v-Werte in Tabelle 2 ersichtlich sind.

Tabelle 2

Si02—B20 3 Gléaser [15]
Vol. v pro 0 -lon

Si02% 8,0, % . von 100 g Opro'gi:)%"eg” R o . Diff.
6,46 93,54 1,860 53,9 4,241 1,519 21,03 21,02 —001
9,99 90,01 1,868 53,6 4,202 1,527 21,10 21,15  + 0,05
14,81 85,19 1,884 53,0 4,158 1,546 21,17 21,23+ 0,06

24,45 75,55 1,913 52,2 4,070 1,591 21,32 21,30  —0,02

38,03 61,97 1,961 51,0 3,931 1,632 21,51 21,45  —0,06

45,51 54,49 1,087 50,4 3,865 1,663 21,64 21,57  —0,07

52,17 47,83 2,003 49,93 3,797 1,693 21,82 21,69 —0,13

57,24 42,76 2,022 49,46 3,792 1,719 21,89 21,78 —0,09
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Die Werte der vorletzten Spalte sind mit der Gleichung
t= 3,8R+ 15,25 (2)

berechnet und stimmen sehr gut mit den gemessenen v tberein, die maximale
Differenz ist 0,59%. Man sieht, dass v mit R linear geht ; auf R = 1,50 extra-
poliert (B203) ist v 20,95 A3 (experimentell 21,16 A3 und fur R = 2,00 extra-
poliert (Si02) v = 22,85 A3 statt der gemessenen v = 22,70 A3 der Fehler ist
also hier auch weniger als 1,0% bzw. 0,7%.

Fur A1203—Si02 Glaser gibt es nur eine Bestimmung : das spezifische
Gewicht des glasigen Mullits, 3A120 3+2SiOa, betrédgt 2,54 g/cm3 [16] also v =
= 21,42 A3. Da hier R = 1,625 ist, stimmt der mit Gleichung (2) berechnete
Wert v = 21,43 vorzuglich mit dem Experiment Uberein.

b) Alkalisilikatglaser

Von den durch Zusammenschmelzen von Kieselsdure und Alkalioxyde
bzw. Karbonate darstellbaren Glasern sind nur die Natron- und Kalisilikat-
gléser genauer bekannt, die grosse industrielle Bedeutung besitzen.

Fir reine Lithiumsilikatglaser ist nur eine Angabe vorhanden: die Dichte
des glasigen Li2Si03betrégt 2,330 g/cm3[16a] ; beiR = 3,00ist alsov = 21,36 A3.

Natriumsilikatglaser. In Tabelle 3 sieht man die Volumina v pro O -ion
von verschiedenen Natriumsilikatgldsern zusammen mit den R-Werten, auf
Grund von Bestimmungen von verschiedenen Autoren.

Man sieht, dass v mit R linear wachst und zwar nach der Gleichung

v= 38R + 149, ©)

welche fast identisch mit Gleichung (2) ist, nur im Wert der additiven Konstante
besteht eine geringe Abweichung. Die maximale Differenz zwischen experi-
mentellen und durch GI. (3) berechneten Werten betréagt 0,46%, zwischen
R = 2,051-3,053.

Kaliumsilikatgldser. Auch bei diesen Glasern finden wir einen linearen
Zusammenhang zwischen v und R und zwar in dem ganzen untersuchten Gebiet
von R = 2,14—2 49 ist die Gleichung

v= 12R- 172 (4)

gultig ; die Abweichungen machen auch hier nur wenige Zehntelprozent aus
(maximal 0,35%).
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Tabelle 3
Na20 —Si02-Gléaser [17, 17a, 18]
Dichte Volumen 0 -Gramm- Vol. Vpro 0 -lon
sio% Na2 % glem3 VGOII;slg?ng proionl%% g R gern. ber. piff
95,00 5,00 2,240 44,6 3,241 2,051 22,85 22,70 —0,15
91,60 8,40 2,268 44,0 3,185 2,089 22,99 22,84 — 0,15
88,17 11,83 2,297 43,5 3,129 2,130 23,12 23,00 —0,12
85,04 14,86 2,330 42,9 3,070 2,170 23,20 23,15 — 0,05
82,34 17,66 2,356 42,5 3,025 2,208 23,28 23,29 + 0,01
79,93 20,07 2,380 42,0 2,984 2,244 23,37 23,43 + 0,06
77,30 22,70 2,402 41,6 2,939 2,285 23,52 23,59 + 0,07
74,65 25,35 2,423 41,3 2,894 2,328 23,69 23,75 + 0,06
73,59 26,41 2,429 41,2 2,877 2,348 23,76 23,84 + 0,08
72,80 27,20 2,440 41,0 2,863 2,363 23,77 23,88 + 0,11
70,27 29,73 2,456 40,8 2,820 2,411 23,98 24,07 + 0,09
67,11 32,89 2,478 40,5 2,768 2,475 24,22 24,31 + 0,09
64,34 35,66 2,494 40,1 2,700 2,537 24,50 24,54 + 0,04
60,71 39,29 2,515 39,8 2,655 2,628 24,87 24,89 + 0,02
55,42 44,58 2,542 39,3 2,563 2,780 25,48 25,47 —0,01
51,15 48,85 2,557 39,2 2,490 2,926 26,07 26,03 — 0,04
50,09 49,91 2,560 39,1 2,475 2,966 26,23 26,18 — 0,05
47,94 52,06 2,575 38,8 2,437 3,053 26,45 26,50 + 0,05
Tabelle 4
K20 —Si02-Gléaser [19]
Volumen 0 =-Gramm- Vol. v pro 0 -lon
Si0. % K20 % glems von 100 g ionén R Diff.

Glas cm3  pro 100 g gern. ber.
82,5 17,5 2,322 43,07 2,926 2,135 24,37 24,42 + 0,05
75,2 24,8 2,375 42,11 2,763 2,210 25,28 25,32 +0,04
73,7 26,3 2,389 41,86 2,727 2,228 25,45 25,54 + 0,09
71,7 28,3 2,399 41,68 2,696 2,252 25,74 25,82 + 0,08
70,9 29,1 2,396 41,74 2,665 2,262 25,96 25,94 — 0,02
67,9 32,1 2,423 41,27 2,597 2,302 26,34 26,42 + 0,08
65,9 34,1 2,426 41,22 2,552 2,330 26,77 26,76 — 0,01
56,7 43,3 2,467 40,54 2,344 2,488 28,69 28,65 — 0,03

¢) Erdalkalisilikatglaser

Vom System BeO—Si02 wissen wir nur soviel, dass Quarzglas etwa 5%
BeO auflgsen und in fester Ldsung enthalten kann.
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Uber die Dichte von Magnesiumoxyd-Siliciumdioxydglaser gibt es wenig
Angaben, da diese sehr leicht kristallisieren, nur von Schmelzen mit 60—69%
Si02 schreiben Bowen und Posnjak [20], dass sie in geeigneter Weise abgekuhlt
Glaser ergeben, deren Dichte sie aber nicht bestimmen. Nach Larsen [21] ist die
Dichte von MgSi03-Glas _2,758 g/cm3 daraus folgt v = 20,22 A3 R = 3,00.

Etwas mehr Angaben besitzen wir Uber CaO—Si03-Gléser (Tabelle 5).

Tabelle 5
CaO—SiO,-Glaser [17]

Dichte Volumen 0 -Gramm- Vol. v pro 0 -lon _
si02% co% glem3 Vglr:aslg:?ng prolonl%r(]) g " gern. her. Dift
62,50 37,50 2,746 36,4 2,752 2,643 21,85 21,89 + 0,04
57,11 42,89 2,835 35,3 2,667 2,805 21,96 22,04 + 0,08
51,74 48,26 2,898 34,5 2,586 3,000 22,18 22,23 + 0,05
48,80 51,20 2,915 34,3 2,541 3,124 22,44 22,35 — 0,09
44,17 55,83 2,953 33,9 2,469 3,354 22,80 22,75 — 0,05

Die v-Werte kann man durch die Gleichung
v= 096 R + 19,35 (5)

befriedigend wiedergeben, die maximale Differenz betrédgt 0,40%, im Bereich
von R — 2,643 —3,354.

Flr Strontium- und Bariumsilikatglaser gibt es leider nur einzelne Bestim-
mungen, die in Tabelle 6 zu sehen sind.

Tabelle 6
SrO—Si02- und BaO—Si02Gléser [22]
Dichte Volumen 0= -Gramm- Vol v pro 0 -lon _
$»02% Sro % glcm3 von 100 g ionén R Diff.
Glas ¢cm3 pro 100 g gern. J her.
53,8 46,2 3,201 31,2 2,240 2,50 23,1 23,1 0
36,8 63,2 3,537 28,0 1,836 3,00 25,3 25,3 +0
BaO%
50,0 500 3,441 29,0 1,994 2,39 24,2 — —

Bei Strontiumglasern erhalten wir mit der Gleichung
= 4,M + 12,1 (6)

natiirlich véllige Ubereinstimmung, da nur zwei Werte vorhanden sind. Es ist
anzunehmen, dass Barium das Netzwerk starker ausdehnt als Strontium, doch
kénnen wir mangels gentugender Daten keine Gleichung aufstellen.
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d) Bleiglaser

In der Praxis kommen diese auch vor, obzwar man meistens alkalihaltige
Bleigldser verwendet. Durch Blei wird das Netzwerk stark ausgedehnt, wie dies
aus Tabelle 7 ersichtlich ist.

Tabelle 7
PbO—Si02-Glaser [23]
_ Dichte Volumen 0 —Gramm- Vol. v pro 0 -lon
Sio, % PbO% gleml von 100 ionen R Diff.
Glas cf pro 100 g gem. her.

8,2 91,8 8,06 12,41 0,684 5,022 30,12 - —
8,6 91,4 8,12 12,32 0,696 4,860 29,40 — —
13,0 87,0 7,005 14,28 0,822 3,806 28,85 28,70 —0,15

16,0 84,0 6,94 14,41 0,908 3,414 26,34 — —

17,8 82,2 6,45 15,50 0,960 3,243 26,82 26,84 —0,02
20,4 79,6 6,14 16,29 1,035 3,053 26,11 26,20 +0,09
241 75,9 5,74 17,42 1,142 2,848 25,32 25,53 +0,21
27,6 72,4 5,28 18,94 1,242 2,706 25,32 25,06 —0,26
29,0 71,0 5,20 19,23 1,284 2,658 24,84 24,90 +0,06
32,3 67,7 4,87 20,53 1,377 2,564 24,73 24,58 —0,15
33,8 66,2 4,74 21,10 1,421 2,538 24,64 24,50 —0,14

Das Volumen &andert sich bei Bleiglasern sehr stark und man kann seinen
Verlauf durch eine Gerade approximieren. Zwischen R = 2,538 — 3,806 gilt die
Gleichung

V= 331R+ 16,1 . )

Uber R = 3,806 kann man schon keine Gleichung angeben ; bei R = 4,00 sind
alle Si0O4Tetraeder selbststandig, es besteht kein Netzwerk mehr, obgleich
die Substanz glasig ist.

Die maximale Differenz betrdgt 1,0%. Nur der Wert fur R = 3,40 fallt
ganz aus der Reihe heraus, was gewiss einem Messfehler oder Druckfehler fur
die Dichte zuzuschreiben ist (die Abnahme der Dichte fir eine Abnahme von
3% des PbO-Gehaltes ist viel zu klein gegen die Abnahme der Dichte fiur die
folgende Probe, R = 3,24 die nur 1,8% weniger PbO enthilt).

Wegen des grossen lonenradius des Pb"+-lons sollte man eine viel grdéssere
Ausdehnung erwarten, doch steht dem die doppelte positive Ladung entgegen ;
die Achtzehnerschale muss auch einen Einfluss haben.

Andere Silikatglaser aus zwei Komponenten sind auf ihre Dichte nicht
untersucht.
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e) Silikatgldser aus drei Komponenten

Ausgehend von den Gleichungen der zweikomponentigen Silikatglaser ist
es gelungen, die Gleichungen fur v der dreikomponentigen Silikatglaser zu finden.
Wir kdénnen zwei Falle unterscheiden ; im ersten ist das dritte Oxyd gerust-
bildend, im zweiten geristmodifizierend.

1. Alkalisilikatglaser mit zwei gerustbildenden Oxyden

Wird zu einem Alkalisilikatglas ein geriistmodifizierendes Oxyd zugegeben,
so finden wir, dass fir die Volumina v pro O -lon solcher Gléaser dieselben
Gleichungen ihre Gultigkeit behalten, die fir die entsprechenden zweikomponenti-
gen Alkalisilikatgléaser aufgestellt wurden ; v wird also eindeutig durch die
Anderung von R bestimmt. Es ist also unnétig, eine dritte Konstante einzu-
fuhren. Die additive Konstante erleidet eine geringe Modifizierung.

Tritt zum Glas Na20 —Si02 noch A130 3 hinzu, so entstehen die Glaser
der Tabelle 8. Fiur diese gilt die Gleichung

v= 38R + 151, (8)

Tabelle 8
Na20 —A120 3—Si02-Glaser [24, 25]
n O - Vol. v pro 0 -lon

. Volume
S0, % Al0% Nao% NaO  Dichte yonjoog Granom- g Diff.
Mole glem3  Glas cm3 ionen pro gem her.
100 g ) ’
50,32 2,86 46,82 0,755 2,560 39,06 2,513 2,81 25,79 25,78 —0,01
50,57 7,00 42,43 0,687 2,549 39,23 2,573 2,63 25,31 25,10 —0,21
50,89 9,57 39,54 0,638 2,541 39,35 2,614 2,52 24,95 24,67 —0,28
55,25 9,83 34,92 0,563 2,518 39,71 2,689 2,42 24,51 24,28 —0,23
55,86 4,83 39,23 0,633 2,530 39,53 2,634 2,57 24,91 24,85 — 0,06

60,78 1,09 38,13 0,615 2,517 39,73 2,670 2,58 24,69 24,94 + 0,26
60,88 9,59 29,53 0,476 2,489 40,18 2,784 2,33 23,92 23,95 + 0,03
65,10 9,96 24,94 0,402 2,461 40,63 2,862 2,24 2357 23,60 +0,03
71,08 9,32 19,60 0,316 2,421 41,31 2,955 2,16 23,21 23,33 +0,12
75,21 5,12 19,67 0,317 2,402 41,63 2,969 2,20 23,27 23,44 + 0,17
68,8 19,4 11,8 0,190 2,373 42,2 3,056 2,00 22,84 22,70 —0,14
74,30 2,79 22,76 0,367 2,429 411 2,924 2,26 23,35 23,59 +0,24
73,30 427 22,22 0,358 2,425 41,2 2,924 2,24 234 23,52 +0,12
72,05 6,97 20,74 0,335 2,418 41,4 2,978 2,14 231 23,23 +0,13
72,19 9,04 18,87 0,304 2,410 41,5 2,974 2,15 23,2 23,27 +0,02
71,56 12,79 15,49 0,250 2,401 41,6 3,005 2,08 23,0 23,00 +0



46 1. NARAY-SZABO

die nur im Wert der additiven Konstante von der Gleichung (3) geringfigig
abweicht. In dem untersuchten, breiten Gebiet zwischen R = 2,00—2,81 betrégt
der maximale Fehler 1,1%.

Wird zu Natriumsilikat als dritte Komponente Bortrioxyd hinzugegeben,
so kann man v wiederum mit Gleichung (3) berechnen, aber hier muss schon die
vorhandene Menge des Natriumoxyds bertcksichtigt werden. Wird die Zahl der
g-lonen Na in 100 g Glas mit Na* bezeichnet, so erhalten wir v aus der Gleichung

v= 38R — 2Na* + 14,65 9)

im Bereich R = 1,838 — 2,120 mit einer maximalen Abweichung von 1,7 °/0.
Bei héheren jR-Werten gilt diese Gleichung nicht mehr.

Tabelle 9
Na20 —B20 3—Si02Gléser [26]

vol. von 0~- Vol. vpro0  -lon A3
i -0 Na.O Dichte y Gramm- i
Si0% Bd:%% WEO% Mol AL0ORo gem3 GI;Cgo C?TB iolnmpg) K gem ber. Diff.

74,22 4,46 19,92 0,322 1,07 2,429 41,17 3,017 2,178 22,65 - -

71,56 8,28 18,86 0,304 1,08 2,471 40,47 3,076 2,120 21,84 21,50 —0,34
68,39 11,29 19,04 0,308 1,10 2,492 40,13 3,102 2,090 21,47 21,37 —0,10
64,72 14,45 20,09 0,325 0,78 2,506 39,90 3,126 2,072 21,19 21,23 + 0,04
61,28 18,84 19,04 0,308 0,82 2,513 39,79 3,184 2,018 20,75 21,09 +0,34
50,04 28,83 20,44 0,331 0,83 2,489 40,18 3,262 1,945 20,45 20,72+ 0,27
35,22 39,99 2387 0,385 091 2,453 40,77 3,312 1,886 20,44 20,28 —0,16
32,23 43,70 23,30 0,376 0,91 2,426 41,22 3,362 1,855 20,35 20,20 —0,15
70,75 18,71 9,89 0,159 0,89 2,345 42,64 3,348 1,932 21,14 21,35 + 0,21
7491 12,45 11,36 0,184 094 2,417 41,37 3,241 1,997 21,18 21,52 +0,34
67,18 21,81 10,26 0,166 0,95 2,321 43,08 3,367 1,911 21,23 21,26 + 0,03
61,94 2582 11,33 0,183 0,95 2,286 43,74 3,385 1,890 21,45 21,09 —0,36
57,87 31,26 9,64 0,156 1,06 2,267 4411 3,458 1,838 21,18 21,02 —0,16

(Die Dichte des ersten Glases ist offenbar fehlerhaft, da bei nahezu gleichem
Na20-Gehalt die Dichte des Glases mit grdsserem Si02- und kleinerem B20 3-
Gehalt grosser sein sollte, und nicht von der Grdsse, die in der Tabelle ange-
geben ist.)

Es gibt auch Bestimmungen ilur BeO-haltige Alkalisilikatgldser. Das
Berylliumion kommt wegen seiner Kleinheit immer in tetraedrischen Koordina-
tion vor, daher gehdrt es zu den gerustbildenden lonen. Das wird auch durch
die Daten der Tabelle 10 bestatigt : v wdachst auch in diesen Glasern linear
mit R, wenn man R entsprechend kalkidiert (also R = 0/(Si-f- Be) berechnet).
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Die Gleichung (3) wird nur im Wert der additiven Konstante ein wenig
modifiziert :

V= 38R + 146. (10)
Die Glaser der Tabelle 10 stammen aus zwei verschiedenen Reihen. Flr
beide ist obige Gleichung gultig ; in der ersten Reihe ist die maximale Abwei-
Tabelle 10
NadO—BeO—Si02-Glaser [27, 28]
0 - Vol. Vpro 0 -lon
pro V ) ’
4,25 1,00 0,50 2,417 137,0 10,00 2,10 22,73 2258 —0,15
4,25 1,00 0,75 2,432 138,0 10,25 2,05 22,35 22,38 + 0,03
4,25 1,00 1,00 2,444 139,9 10,50 2,00 22,11 2220  +0,09
4,25 1,00 1,25 2,456 141,8 10,75 1,955 21,88 22,03 +0,15
4,00 1,00 0,50 2,427 128,8 9,50 211 22,50 22,62 +0,12
4,00 1,00 0,75 2,440 131,6 9,75 2,05 22,40 22,40 +0
4,00 1,00 1,00 2,450 133,4 10,00 2,00 22,14 2220 + 0,06
4,00 1,00 1,25 2,461 135,3 10,25 1,95 21,91 22,01 + 0,10
3,75 1,00 0,50 2,438 122,9 9,00 2,12 22,65 22,65 +0
3,75 1,00 0,75 2,455 124,6 9,25 2,06 22,31 22,41 + 0,10
3,75 1,00 1,00 2,467 126,5 9,50 2,00 22,10 22,20 + 0,10
3,75 1,00 1,25 2,478 128,3 9,75 1,95 21,84 22,01 + 0,17
3,50 1,00 0,50 2,449 116,2 8,50 2,125 22,68 22,68 +0
3,50 1,00 0,75 2,464 118,1 8,75 2,06 22,40 22,42 + 0,02
3,50 1,00 1,00 2,479 119,8 9,00 2,00 22,10 22,20 + 0,10
3,50 1,00 1,25 2,488 121,8 9,25 1,95 21,84 22,01 + 0,17

Volurmen T Vol. Vpro 0 -lon

Si02%  Na0%  BeO% g;glf)rg von 1(30 “%%T"ggr" R om o Diff.

70,08 24,18 4,78 2,462 40,62 2,935 2,14 22,98 22,73 —0,25
67,00 23,12 8,96 2,485 40,24 2,982 2,00 22,39 2220 —o0,19
64,21 22,16 12,75 2,505 39,92 3,024 1,90 21,91 21,82 —0,09
61,38 21,18 16,61 2,520 39,68 3,068 1,808 21,47 21,46 —0,01

58,89 20,32 19,99 2,531 39,51 3,107 1,734 21,11 21,18 + 0,07
56,90 19,64 22,69 2,541 39,35 3,137 1,680 20,82 20,98 +0,16
54,59 18,84 25,83 2,542 39,34 3,171 1,624 20,59 20,67 + 0,08
52,81 18,22 28,25 2,550 39,22 3,199 1,583 20,35 20,61 + 0,26
50,82 17,54 30,95 2,548 39,25 3,229 1,542 20,18 20,45 + 0,27

V ist das Volumen der Molensumme Si02+ Na2 + BeO.
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chung 0,77%, in der zweiten 1,3%, offensichtlich durch geringe systematische
Fehler der verschiedenen Autoren.

In der Glasern der zweiten Reihe ist auch 0,5—0,7% A120 3 vorhanden,
das bei der Berechnung der O -Grammionenzahl bzw. von R in Betracht gezogen
wurde.

Das Volum v von BeO-haltigen Kaliumsilikatgldasern kann man auch
durch eine lineare Gleichung berechnen, die aber nicht aus der Gleichung (4)
der Kaliumsilikatglaser folgt. Offenbar wird das grosse Volumen der Kalium-
silikatglédser durch das kleine, doppelt geladene Be2+-lon starker zusammen-
gezogen, und wir finden fir v die Gleichung

v= 5R+ 148, (11)

wobei der maximale Fehler 1,45% betrdgt. Hier hat aber auch das Verhdltnis
BeO/Si02 einen geringen Einfluss. In Tabelle 11 ist die Zusammensetzung in
Molen angegeben, V bedeutet hier also das Volumen der Molensumme Si02 +
+ K20 + BeO.

Tabelle 11
K20 —BeO—Si02Glaser [29]
Vol. v pro 0 -lon

. . 0=-

M Mok Mk gams  oave O RO Of
3,00 1,00 1,25 2,483 122,9 8,25 1,941 24,78 24,50 —0,28
3,00 1,00 1,50 2,477 125,6 8,50 1,890 24,52 24,25 —0,27
3,00 1,00 1,75 2,473 128,1 8,75 1,842 24,30 24,02 —0,28
3,25 1,00 1,25 2,476 129,1 8,75 1,945 24,54 24,54 +0
3,25 1,00 1,50 2,472 131,8 9,00 1,894 24,32 24,34 +0,02
3,25 1,00 1,75 2,467 134,3 9,25 1,850 24,10 24,04 —0,06
3,50 1,00 1,25 2,468 1357 9,25 1,95 24,37 24,55 + 0,18
3,50 1,00 1,50 2,463 138,5 9,50 1,90 24,21 24,30 + 0,09
3,50 1,00 1,75 2,458 141,2 9,75 1,86 24,05 24,10 +0,05
3,75 1,00 1,25 2,464 141,9 9,75 1,95 24,20 24,55 +0,35
3,75 1,00 1,50 2,459 1448 10,00 1,905 24,01 24,32 +0,31
3,75 1,00 1,75 2,455 147,2 10,25 1,86 23,82 24,10 + 0,28

2. Dreikomponentige Glaser mit gerustmodifizierendem Oxyd

Wir besitzen leider keine Daten Uber Natronsilikatglaser, die auch andere
einwertige Oxyde enthalten.

Wird in Natriumsilikatgldsern ein Erdalkalioxyd eingetragen, so zieht
dies das Volumen gegeniber dem des reinen Nariumsilikatglases mit gleichem
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R zusammen, und zwar proportional mit den vorhandenen Molen des Erdalkali-
oxyds. FUir Magnesiumnatriumsilikatgladser werden die folgenden Werte erhalten
(Tabelle 12).

Tabelle 12
1Sa20 —MgO—Si02Gléser [30]

Volumen  o=- Vol. v pro0  -lon )
S0% NaO% MO% ADR  gem3 \(lggs 120 [?r{)lfggg R em ber. Diff.
74,07 24,23 1,10 0,37 2,432 4112 2,893 2,335 23,57 23,56 —0,01
75,0 22,12 2,49 0,26 2,427 41,21 2,924 2,331 2333 23,36 + 0,03
75,19 19,83 . 4,20 0,52 2,421 41,30 2,941 2,331 23,20 23,15 — 0,05
77,09 16,05 6,10 0,68 2,410 4150 2,997 2,310 22,76 23,83 + 0,07
76,86 14,55 7,46 0,93 2,403 4162 2,999 2,317 22,75 23,69 —0,06

78,28 11,76 9,30 0,91 2,395 41,76 3,054 2,312 22,34 23,44 + 0,10

Die Glaser enthielten auch geringe Al20 3-Mengen, die bei der Berechnung
in Betracht gezogen wurden.
Wenden wir fiur diese Daten die Gleichung

v= 38R - 5Mg* + 14,8 (12)

an, wo Mg* die Zahl der Mg-g-lonen in 100 g Glas bedeutet, soist die maximale
Abweichung nur 0,4%. Allerdings bewegt sich R bei den zur Verfiigung stehenden
Bestimmungen nur zwischen 2,310—2,335.

Ganz &hnliche Ergebnisse erhalten wir bei den Natronkalkglasern (Tabel-
le 13).

Auch fur diese Gléaser ist Gleichung (3) mit entsprechender Modifizierung
fur die zusammenziehende Wirkung des Ca2 -lons gultig :

v= 38R - 5Ca* + 14,9, (13)

wo Ca* die Zahl der g-lonen in 100 g Glasist. Sogar die additive Konstante stimmt
mit der Gleichung (3) uberein. Im sehr breiten Bereich von R = 2,11—3,203
ist der maximale Fehler 0,9%.
Strontiumhaltige Natrongldser wurden auch dargestelll (Tabelle 13a).
Diese Werte kdénnen mit der Gleichung*

V= 38R - 3Sr* + 149 (14)

*Sr* bedeutet die Grammatomzahl des Sr in 100 g Glas.

4 Acta Physiea VIII/1—2
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Tabelle 13
Na20 —CaO—Si02-Glaser 17
OB Na% CaO% o ggh;? oy oloen R
Glas cm3 pro 1009
90,00 6,00 4,00 0,071 2,311 43,27 3,168 2,114
86,00 8,00 6,00 0,107 2,355 42,46 3,096 2,165
86,10 10,89 3,01 0,054 2,345 42,65 3,093 2,111
81,80 6,55 11,65 0,208 2,421 41,30 3,038 2,230
78,0 12,0 10,0 0,178 2,455 40,73 2,971 2,290
75,21 17,25 7,54 0,135 2,475 40,40 2,927 2,336
74,15 20,73 5,12 0,091 2,469 40,50 2,897 2,344
70,66 24,02 5,32 0,095 2,495 40,07 2,839 2,413
70,70 9a1 20,19 0,361 2,585 38,76 2,866 2,441
66,48 23,45 10,07 0,180 2,547 39,26 2,769 2,506
66,78 5,98 27,24 0,489 2,654 37,68 2,812 2,527
61,36 28,60 10,04 0,179 2,575 38,83 2,697 2,639
61,12 10,42 28,46 0,508 2,702 37,01 2,717 2,670
55,31 9,97 34,72 0,620 2,773 36,06 2,627 2,845
55,26 33,87 10,87 0,195 2,610 38,32 2,597 2,823
53,52 4,44 42,04 0,750 2,838 35,24 2,605 2,920
52,57 39,91 7,52 0,134 2,601 38,44 2,546 2,911
51,35 18,00 30,65 0,547 2,761 36,22 2,553 2,989
46,86 7,98 45,16 0,806 2,863 34,92 2,498 3,203
46,23 36,50 17,27 0,308 2,681 37,30 2,453 3,186
Tabelle 13a*
Na2d —SrO—Si02-Gléaser [31]
SO% aidP6 Na0% SO% &0 g;gmg \:/3%:@: ﬁ%“\e'g* A
pro 1009
74,1 0,3 17,3 79 0,076 2511 39,82 2,837 2,290
70,7 0,1 17,0 11,9 0,115 2,587 38,65 2,751 2,239
66,6 0,2 17,3 156 0,151 2,669 37,46 2,661 2,400
76,0 0,2 15,4 81 0,078 2,496 40,06 2,869 2,258
71,9 0,1 15,7 12,2 0,118 2,578 38,88 2,770 2,310
68,0 0,1 15,8 16,0 0,154 2,659 37,61 2,683 2,364
77,7 0,2 13,8 8,2 0,079 2,475 40,40 2,898 2,232
73,5 0,3 13,9 12,0 0,116 2,557 39,11 2,799 2,257
69,5 0,2 14,0 16,0 0,154 2,639 37,87 2,704 2,325

* Das vorhandene S03 (0,1—0,2%) ist eingerechnet.

Vol. Vpro 0 -lon
em ber. it
22,65 22,58 — 0,07
22,75 22,60 —0,15
22,88 22,76 —0,12
22,56 22,55 —0,01
22,75 22,72 —0,03
2291 22,97 + 0,06
23,20 23,37 +0,17
23,43 23,60 + 0,17
22,44 22,38 — 0,06
23,53 23,53 +0
22,24 22,06 —0,18
23,90 24,03 + 0,13
22,60 22551 —0,09
22,84 22,62 —0,22
24,48 24,66 + 0,18
22,45 22,25 —0,20
25,06 25,29 + 0,23
23,54 23,52 — 0,02
23,20 23,05 —0,15
25,23 2547 + 0,24
Vol. Vpro O -lon
Diff.
gem j ber.
23,29 23,38 + 0,09
23,32 2344 + 0,12
23,76 23,58 —0,18
23,17 23,24 + 0,07
23,29 23,33 + 0,04
23,27 23,43 +0,16
23,12 23,14 + 0,02
23,19 23,13 —0,06
23,24 23,28 +0,04
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befriedigend berechnet werden ; der maximale Fehler betragt 0,76% im Bereich
von R = 2,232-2,400.
Fir Natronglaser mit BaO-Gehalt erhalten wir Tabelle 14.

Tabelle 14
Na20—BaO—Si02Glaser [32]
- Vol. v pro O -lon
] Volumen .0
Si06 ADP6 Nallo Baone BO  Dichte yonjong Gramm- Diff.
Mili-  glem3 G5 ¢ ionen em her.
! pro 1009 ’

72,86 0,71 23,30 3,03 0,020 2,480 40,32 2,841 2,316 2355 23,70 + 0,15
71,46 068 2195 598 0,039 2518 3971 2,792 2,322 2361 23,70 +0,09
7083 061 2011 859 0,056 2,570 38,91 2,756 2,314 2344 23,67 + 023
68,72 057 19,49 11,07 0,072 2,606 3837 2,692 2,328 23,66 23,71 +0,05
68,33 043 17,39 14,16 0,092 2,654 37,68 2659 2,322 2352 2368 +0,16
66,33 0,58 1589 17,28 0,113 2,715 36,83 2589 2,320 23,61 23,66 +0,05
64,94 095 1498 19,38 0,126 2,762 36,21 2,557 2,326 2350 23,68 +0,18
62,67 1,29 11,72 24,25 0,158 2,858 34,99 2,470 2,310 2351 23,60 + 0,09
63,18 1,92 1252 2237 0,146 2,813 3555 2507 2,301 2354 23,58 +0,04
50,97 247 1120 26,15 0,170 2,884 3467 2,419 2,311 23,79 23,60 —0,19

Das vorhandene Al120 3 wurde in Betracht gezogen.
Man sieht, dass Barium das Volumen v kaum modifiziert. Wir erhalten
gute Ubereinstimmung mit

v= 38R- 0,55 Ba*+ 14,9, (15)

wo Ba* die Zahl der BaO-Mole in 100 g Glas bedeutet. Die maximale Abweichung
macht im Bereich von R = 2,301 —2,328 — wofur wir Bestimmungen haben —
0,8% aus.

Bleioxyd modifiziert das Volumen v ebenfalls, hier wird aber v etwas
ausgedehnt, wie aus Tabelle 15 bzw. Gleichung (16) zu ersehen ist :

»= 38R+ 05 Pb* + 14,9 . (16)

(Pb* ist die Grammionzahl des Pb in 100 g Glas).

In den ersten 8 Glasern ist noch 0,40—0,56% A120 3 vorhanden, das in
Betracht gezogen wurde.

Fir R = 2,265—2,549 ist die maximale Abweichung 1,1%, flr grdssere
Werte von R bekommen wir mit dieser Gleichung keine guten Ergebnise mehr.

Die experimentellen Daten fir Zinkoxyd enthaltende Natriumsilikatgléser
finden sich in Tabelle 16. Die aus ihnen berecheten r-Werte weichen von denen

4%



52

SiOs%

72,86
70,97
67,78
65,81
64,55
62,44
60,88
59,34
70,0
70,0
70,0
65,0
65,0
60,0
60,0
60,0
60,0
50,0

Na,0<%

22,62
20,49
880
17,73
15,55
15,35
14,00
12,31
25,0
20,0
15,0
20,0
15,0
25,0
20,0
15,0
10,0
20,0

PbO%

3,75

7,89
12,56
15,70
19,11
22,31
24,46
27,77

5,0
10,0
15,0
15,0
20,0
15,0
20,0
25,0
30,0
30,0

mit der Gleichung

berechneten maximal um 1,2% ab (Zn*:

Si0%

74,09
73,48
73,52
73,36
75,06
72,11
72,46
71,94

Al.,03%

0,72
0,84
0,97
0,94
0,94
0,93
0,66
1,85

PbO
Mole

0,017
0,035
0,056
0,070
0,086
0,100
0,110
0,124
0,022
0,045
0,067
0,067
0,090
0,067
0,090
0,112
0,134
0,134

V =

Na2 —ZnO—Si02-Glaser

NaD% ZnO% ,\ZME
2412 1,29 0,016
21,95 351 0,043
20,69 4,55 0,056
1952 6,12 0,075
17,12 6,70 0,082
17,28 9,24 0,117
15,46 11,13 0,137
14,76 11,39 0,140

. NARAY-SZABO

Tabelle 15
Na2 —PbO—Si02Glaser [33,34]

Dichte  Volumen

0 =-Gr

By e,
2,505 39,92 2815 2,304
2,584 38,70 2,743 2,304
2,636 37,94 2,626 2,308
2,725 36,70 2,564 2,318
2,811 35,57 2,499 2,305
2,885 34,66 2,442 2,328
2,927 34,16 2,380 2,327
2,996 33,38 2,313 2,320
2,531 39,50 2,755 2,365
2,610 38,30 2,697 2,316
2,701 37,05 2,639 2,265
2,742 36,50 2,554 2,360
2,836 3530 2,496 2,307
2,783 3592 2,466 2,471
2,887 34,63 2,409 2,414
2,981 33,54 2,350 2,355
3,075 32,52 2,291 2,296
3,172 31,50 2,121 2,549
38R - 2Zn* +- 145

Tabelle 16

Dichte
g/cm3

2,542
2,467
2,482
2,505
2,487
2,525
2,543
2,550

\olumen
von 100
Glas cf

40,78
40,54
40,29
39,92
40,21
39,60
39,32
39,22

[35]

0~-Gr.

ionén R
pro 100 g

2,892 2,319
2,917 2,354
2,865 2,305
2,860 2,308
2,884 2,276
2,823 2,318
2,821 2,316
2,826 2,292

Vol. Vpro 0 -lon

gern.

23,48
23,42
23,97
23,79
23,64
23,59
23,89
24,00
23,86
23,56
23,28
23,70
23,44
24,18
23,87
23,69
23,57
24,67

ber.

23,67
23,68
23,70
23,75
23,70
23,80
23,81
23,78
23,90
23,72
23,54
23,90
23,71
24,32
24,12
23,91
23,70
24,66

Vol. v pro 0 -lon

gem.

23,41
23,07
23,34
23,17
23,14
23,28
23,13
23,03

1 ber.

23,29
23,36
23,15
23,12
22,99
23,08
23,03
22,93

Diff.

+ 0,19
+ 0,26
—0,27
—0,04
+0,06
+ 0,21
—0,08
—0,22
+0,04
+ 0,16
+0,26
+ 0,20
+0,27
+ 0,14
+ 0,25
+0,22
+0,13
—0,01

n

Grammionen Zn in 100 g Glas).

Diff.

—0,12
-1-0,29
—0,19
—0,05
—0,15
—0,20
—0,10
—0,10
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Wistmuthaltige Glaser kdnnen dargestellt werden, ihre Zusammensetzung
und Dichte ist in Tabelle 16a enthalten.

Tabelle 16a
Na2 —Bi20 3—Si02Glaser [36]

Voluren 0 Yol. v pro 0 -lon
Si0d%6  Na0%  IliaD% IR}%I)S chrr}té von 100 G'S.?g;n o -
9T G am Em ber

63,82 23,78 12,40 0,027 2,717 36,81 2,589 2,438 23,60 23,74 +0,14
62,99 24,30 12,71 0,027 2,725 36,70 2,569 2,451 23,71 23,73 + 0,02
56,60 22,73 20,67 0,044 2,941 34,00 2,383 2,530 23,68 23,73 +0,05

56,13 21,87 22,00 0,047 2,956 33,83 2,362 2,529 23,77 23,67 —0,10
19,65 20,83 29,52 0,063 3,171 31,54 2177 2,636 24,04 23,79 —0,24
51,16 19,18 29,66 0,064 3,180 31,45 2,203 2,589 23,70 23,59 —0,21
47,43 18,23 34,34 0,074 3,333 30,00 2,094 2,654 23,77 23,65 — 0,12

50,50 14,99 34,51 0,074 3,370 29,67 2,144 2,552 22,97 23,27 + 0,30
40,74 14,24 44,92 0,096 3,763 26,57 1,874 2,764 23,53 23,67 + 0,14
39,77 14,48 45,75 0,098 3,73 26,81 1,852 2,798 24,02 23,75 —0,27
33,58 13,55 52,87 0,113 4,110 24,33 1,674 2,995 2411 24,25 + 0,14

Wird die Zahl der Grammionen Bi in 100 g Glas mit Bi* bezeichnet, so
erhalten wir fur das Volum pro O -lon die Gleichung

V= 38K — 9Bi* + 14,9 (18)

von R = 2,438—2,995 mit einem maximalen Fehler von 1,3%. Man sieht, dass
der dreiwertige Wismut stdrker als die zweiwertigen lonen (z. B. Mg" , Ca" )
wirkt.

Bei titanhaltigen Natronsilikatglasern sehen wir, dass Ti eine noch starkere
zusammenziehende Wirkung ausibt (Tabelle 17).

Tabelle 17
NaaO—TiO,— Si02Gliser [37]
Vol. v proO -lon
. \Volumen 0 .
Si0% ALO®%6 Na0% TiO% TIO*  Dichte yonigng Gramm R Diff.
Mie  gem3  Glas om3 lonen ¢em her.
pro g

74,58 1,06 22,40 2,04 0,025 2,435 41,07 2,930 2,314 23,25 23,17 —0,08
76,30 1,06 18,22 4,52 0,056 2,446 40,87 2,985 2,305 22,73 22,79 +0,06
73,56 1,30 16,98 8,06 0,102 2,467 40,54 2,976 2,381 22,58 22,58 0

73,00 1,25 1595 9,89 0,123 2,483 40,27 2,974 2,403 22,46 22,43 —0,03
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Den Prozentzahlen fir Na2 sind die vorhandenen Spuren von CaO, denen fur
Al120 3 die Spuren von Fe20 3 zugerechnet.
Werden die t>-Werte durch die Gleichung

V= 38R - 11 Ti* +- 14,65 (19)

berechnet, wo Ti* die in 100 g Glas vorhandenen Grammione Ti bedeutet,
so erhalten wir einen maximalen Fehler von 0,35% im Bereich R = 2,305—2,403;
ausserhalb dieser K-Werte haben wir keine Bestimmungen zur Verflgung.

Schliesslich teile ich die Ergebnisse fur einige Zr02-haltige Natronsilikat-
glaser in Tabelle 18 mit.

Tabelle 18
Na2—Zr02—Si02Glaser [38]
) Volumen 0%~ Vol. v pro O -lon
Si02 2730 NaX% zr0.® 210, Dichte y45a7900g Graimn- R Diff.
Mole 9/em3  Glas, cm3 _ionen gern. ber.
pro 100 g

74,14 0,74 22,65 2,67 0,022 2,456 40,72 2,898 2,322 2332 23,46 + 0,14
72,80 141 2220 3,63 0,029 2,465 40,57 2,880 2,324 23,38 23,39 +0,01
72,96 1,45 20,17 554 0,045 2,488 40,19 2,886 2,324 23,11 23,23 +0,12
71,97 0,91 18,96 8,53 0,069 2,521 39,67 2,858 2,350 23,04 23,09 +0,05
72,10 0,79 16,95 10,54 0,086 2,505 39,92 2,867 2,362 23,12 22,97 —0,15
65,59 1,29 21,63 11,36 0,092 2,585 38,68 2,753 2,469 23,32 23,32
65,08 1,04 18,78 1502 0,122 2,626 38,08 2,743 2,487 23,04 23,09 +0,05
61,10 151 2192 1544 0,125 2,670 37,45 2,658 2,539 23,39 23,28 —011
56,38 1,29 21,26 20,96 0,170 2,753 36,32 2,597 2,694 2321 23,40 + 0,19

I+
o

Wird das Volumen v durch die Gleichung
V= 38R — 10 Zr* + 14,85 (20)

berechnet, wo Zr* die Molenzahl des Zr02 bedeutet, so erhalten wir eine maxi-
male Abweichung von 0,8% im Bereich R = 2,322—2,694.

In Kaliumsilikatgldsern tben zweiwertige lonen eine &hnliche Wirkung
aus, d. h. sie verringern das v des Kalisilikatglases proportional zu ihrer Molen-
zahl. Die Daten von K20 —MgO—SiOa-Glésern finden sich in Tabelle 19. Die
Dichten sind nur auf zwei Stellen nach dem Komma bestimmt.

Fir die obigen Gléser kann man die Gleichung

v= 12R 13 Mg* — 0,6 (21)

anwenden, wo Mg* die Zahl der MgO-Molen in 100 g Glas angibt. Zwischen
R = 2,259—2,667 ist die maximale Abweichung 1,26%.
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Tabelle 19
K2 —MgO—Si02-Glaser [39]
=. Vol. Vpro 0 -lon
. Volumen 0=
Si0.%  K0%  Mgow  MIO B}ghr‘;f von 100 (ﬁm R Diff.
Glas ¢ pro 100 g gem. her.
82,00 550 12,50 0,310 2,34 42,74 3,096 2,270 22,90 22,61 —0,29

75,56 13,17 11,27 0,280 2,39 41,84 2,934 2,334 23,67 23,67 +0
73,50 24,00 2,50 0,062 2,36 42,37 2,763 2,259 2545 25,61 + 0,16

69,06 21,67 9,27 0,230 2,38 42,02 2,758 2,400 25,28 25,11 —0,17
69,00 8,00 23,00 0,571 2,50 40,00 2,952 2,571 22,48 22,72 +0,24
67,33 17,60 15,07 0,374 2,44 40,98 2,801 2,500 24,28 24,20 —0,07
63,00 34,00 3,00 0,074 2,38 42,02 2,531 2,415 27,55 27,32 —0,23

57,26 29,93 12,81 0,118 2,40 41,67 2,542 2,667 27,20 27,27 + 0,07

Man sieht, dass man hier auch von der fiir das einfache Kalisilikatglas
gultigen Gleichung (4) ausgehen und der zusammenziehenden Wirkung des
Magnesiums Rechnung tragen muss, welche — offenbar wegen des keinen
lonenradius — sehr gross ist.

Daten von K20 —CaO—SiOaGlasern sieht man in Tabelle 20.

Tabelle 20
K., 0—CaO—Si02Glascr [40]

Volumen 0=- Vol. Vpro O -lon
Si0%  K.O%  CaO% Ca0 Dichte  \on 1009 Gramill- R | Diff.
Mole g/em3  Glas cm3 _ionen gem. ber.
pro 100 g
85,1 51 9,8 0,125 2,360 42,37 3,061 2,162 23,02 22,74 —0,28
79,3 11,6 9,1 0,162 2,412 41,46 2,925 2,210 23,52 23,56 +0,04
75,2 19,8 5,0 0,089 2,412 41,46 2,801 2,240 24,55 24,69 +0,14
72,6 10,5 16,9 0,301 2,501 39,98 2,829 2,342 23,46 23,39 — 0,07
72,5 17,3 10,2 0,182 2,448 40,85 2,778 2,306 24,40 24,36 — 0,04
72,2 5,4 22,4 0,399 2,546 39,28 2,858 2,380 22,82 22,77 —0,05

65,7 3,9 30,4 0,542 2,659 37,61 2,769 2,533 22,53 22,80 +0,27
65,1 10,5 24,4 0,435 2,593 38,57 2,713 2,506 23,60 23,74 + 0,14
60,6 32,2 7,2 0,128 2,500 40,00 2,486 2,468 26,67 26,97 + 0,30

Bei diesen Glasern betrégt
v= 12R - 12Ca* - 11 (22)

(Ca* ist die Molenzahl des CaO in 100 g Glas). Die maximale Abweichung macht
zwischen R = 2,162—2,533 weniger als 1,2% aus. Die zusammenziehende
Wirkung des Ca" -lons ist nur wenig kleiner als die des Mg2 -lons.



56 I. NARAY-SZABO

Bariumhaltige Kalisilikatgléser finden sich in Tabelle 21.

Tabelle 21
K2 —BaO—SiO&Glaser [41)
= Vol. v pro0  -lon
sicb  KO%  Bao% B0 lgmg \éoij lr::lgn ﬁ%nfm R " Diff
pro 100 g gem ber.
70,0 25,0 5,0 0,033 2,486 40,23 2,629 2,257 25,40 25,56 + 0,16
70,0 20,0 10,0 0,065 2,535 39,45 2,607 2,238 25,11 25,08 —0,03
70,0 15,0 15,0 0,098 2,579 38,77 2,587 2,221 24,87 24,59 —0,28
65,0 25,0 10,0 0,065 2,598 38,49 2,495 2,306 25,61 25,89 +0,28
65,0 20,0 15,0 0,098 2,632 37,99 2,474 2,287 25,48 25,36 —0,12
65,0 15,0 20,0 0,130 2,714 36,85 2,453 2,267 24,93 24,83 —0,10

60,0 25,0 15,0 0,098 2,687 37,22 2,360 2,365 26,17 26,30 + 0,13
60,0 20,0 20,0 0,130 2,766 36,15 2,338 2,343 25,66 25,75 + 0,09
60,0 15,0 25,0 0,163 2,850 35,09 2,318 2,323 25,12 25,22 + 0,10
60,0 10,0 30,0 0,196 2,933 34,09 2,298 2,303 24,61 24,68 +0,07
50,0 25,0 25,0 0,163 2,917 34,28 2,093 2,516 27,18 27,52 +0,34
50,0 20,0 30,0 0,196 3,004 33,29 2,072 2,490 26,67 26,92 +0,25
50,0 15,0 35,0 0,228 3,083 32,44 2,051 2,465 26,25 26,33 + 0,08
50,0 10,0 40,0 0,261 3,187 31,38 2,031 2,441 25,64 25,74 + 0,1(1

Die Berechnung von v geschah nach der Gleichung

v= 12R - 9Ba* - 1.2 (23)
Tabelle 22
K20 —PbhO—Si02Glaser [42]
= Vol. Tpr O -lon
Siomo  KO%  Pbo%  FHO g}gmg \Zlé’i’ 1{08” ﬁgﬂg\” R i Diff.
por 100 gem ber.
70 25 5 0,022 2,471 40,46 2,617 2,245 25,67 25,67 +0
70 20 10 0,044 2,546 39,28 2,586 2,214 25,21 25,08 —0,13
70 15 15 0,067 2,644 37,82 2,555 2,193 24,56 24,61 +0,05
65 20 15 0,067 2,697 37,08 2,697 2,257 25,20 25,37 +0,17
65 15 20 0,090 2,774 36,05 2,413 2,230 24,80 24,81 +0,01
60 25 15 0,067 2,712 36,88 2,327 2,231 26,30 26,26 +0,04
60 20 20 0,090 2,819 35,47 2,298 2,303 25,62 25,69 + 0,07
60 15 25 0,111 2,917 34,29 2,266 2,271 25,11 25,09 + 0,02
60 10 30 0,134 3,010 33,22 2,236 2,241 24,63 24,50 —0,13

50 20 30 0,134 3,092 32,34 2,010 2,414 26,70 26,52 —0,18
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und ergibt einen maximalen Fehler von 1,2% zwischen R = 2,221 —2,516.
Man sieht, dass Barium zwar weniger stark als Kalzium wirkt, aber viel stédrker
als in Natronsilikatglasern.

Blei hat auch eine zusammenziehende Wirkung auf Kalisilikatglaser
(Tabelle 22).

Diese Ergebnisse werden durch die Gleichung

v= 12 R— 10 Pb* — 1,1 (24)

wiedergegeben, wo Pb* die Anzahl der PbO-Mole in 100 g Glas ist. Der maximale
Fehler betragt 0,7% zwischen R = 2,259—2,666 und 5—30% PbO-Gehalt.

Die Ausbildung des Volumens v im Glasgeriist

Das Volumen pro O -lon—oder was damit gleichbedeutend ist, pro Gramm-
ion Sauerstoff — und damit die Dichte von Glasern mit zwei bzw. drei Kompo-
nenten kann man auf Grund obiger Gleichungen mit einer ziemlichen Genauig-
keit berechnen, welche die von Stevels angegebene Genaugkeit von +2% weit
Ubertrifft. Eine noch grdssere Genauigkeit ist wegen den nicht immer gleichen
Abkuhlungsverhaltnissen und den Analysenfehlern kaum zu erreichen. Freilich
ist es erwilinscht, die Berechnungen auf Glaser mit vier und finf Komponenten
auszudehnen, was im Gange ist.

Die experimentellen Befunde lassen erkennen, dass sich v in fast allen
untersuchten Fallen linear mit R &ndert. Diese Erscheinung kann auf Grund
der Gerlststruktur gedeutet werden. Eine schematische Abbildung von einem
Si02—B20 3-Glasgeriist sehen wir in Fig. 1, der Ubersichtlichkeit wegen in zwei
Dimensionen. Die charakteristische Kennzahl des Gerdistes ist R, die mit dem
Anteil von Si unter den geristbildenden lonen linear wéchst.* Fir Si02—B2 3
Glas ist

v= 38R + 15,25, )

Die Gleichung ist auch fir die Endglieder Si02und B20 3 gultig. Wird in das
Gitter von Si02-Glas Na20 hineingetragen und dadurch R entsprechend ver-
andert, so gilt fur die entstandenen Natronsilikatglaser

v= 38R + 14,9, 3)
also fast dieselbe Gleichung. Auch fur Natronaluminiumsilikatgldser finden wir

v= 38R+ 151 ®)
und fur Berylliumnatronsilikatglaser

v= 38R+ 146. (10)

*Es sei Si*  Si/(Si + B) und B* B/ Si+ B; also K = =
= 2Si* + 1,5B* = 0,5Si* + 15
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Fig. 1

Es ist also fast gleich, ob in den Mittelpunkten der Sauerstofftetraeder
Si, B, Be oder Al steht.

Das Glasgerist wird also in diesen Féllen — also wenn nur geristbildende
lonen oder nur solche und Na zugegen sind — durch eine einzige Gleichung
charakterisiert, wenn man im Wert der additiven Konstante ganz geringe
Anderungen vernachlassigt.

Fir Kaliumsilikatglédser stehen weniger Daten zur Verfigung und diese
kénnen noch nicht so einfach zusammengefasst werden.

Wird in Natron bzw. Kalisilikatglas ein zwei — oder hdherwertiges
gerustmodifizierendes Oxyd, also ein Erdalkali-, Zink-, Titan-, Zirkondioxyd
eingetragen, so verursacht dies eine Zusammenziehung des Volumens und zwar
proportional mit der Molenzahl des hdherwertigen Oxyds. Die urspringliche
Gleichung (3) bzw. (4) wird also folgendermassen modifiziert :
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fur Mg-haltige Natronsilikatgldser v - 38R — 5 Mg* + 14,8, (12)
Ca- « « v 38R — 5 Ca* ; 14,9, (13)
Sr- « « v= 38R — 3 Sr* , 14,9, (14)
Ba- « « v= 38R 0,5 Ba* + 14,9, (15)
Pb-  « « v= 38R + 05Pb* 14,9, (16)
Zn- « « v= 38R — 2 Zn* + 145, (17)
Bi- « « v 38R —- 9 Bi* + 14,9, (18)
Ti- « « v= 38R - 11 Ti* + 14,65, (19)
Zr- « « v 38R - 11 Zr* .+ 14,85, (20)
fur Mg- « Kalisilikatgldser v = 12 R — 13 Mg* 0,65, (21)
Ca- « « v 12 R 12 Ca* — 1, (22)
Ba- « « v -12 R 9 Ba* — 1,2, (23)
Pb- « « v=,1 R- 10 Pb* 1,1. (24)

Alle oben gennanten geristmodifizierenden Kationen ziehen also das Gerist
zusammen und zwar desto mehr, je grosser ihre Ladung ist, aber desto weniger,
je grosser ihr lonenradius ist. Das sieht man aus dem Faktor der Grammionen-
zahl des gerustmodifizierenden Oxyds :

Fir Natronsibkatglaser :  Fur Kalisilikatglaser

Faktor Faktor

Mg2 — 5 —13

Ca2 — 5 —12

Sr2’ — 3 —

Ba2 — 0,5 — 9

Zn2 — 2

Bi2' — 9 —

Tidr —11 —

Zr* —10

Pb2+ 0,5 —10

Blei verhdalt sich etwas anders, da es in Natronsilikatgldsern v ein wenig aus,
dehnt, in Kalisilikatglasern dagegen sehr stark zusammenzieht (Faktor 10).

Nun kann man die gefundenen Tatsachen in der Weise deuten, dass a)
das Volumen pro Sauerstoffion im Gerlst proportional mit R wéachst, wo der
Proportionalitdtsfaktor fir Natronsilikatgldser anders als fur Kalisilikatglaser
ist, b) die Anwesenheit von mehrfach geladenen geristmodifizierenden Kationen
eine zusammenziehende Wirkung auf das Gerust ausubt, indem diese Kationen
die »freien« d. h. an nur ein Si-Atom gebundenen 0 “-lonen in ihrer Umgebung
zu einem Koordinationspolyeder zusammeziehen. Diese Wirkung ist mit der
Zahl der eingetragenen gerustmodifizierenden lonen proportional, sie ist in
Natronsilikatglasern allgemein kleiner als in Kalisilikatglasern. Je grésser der
lonenradius ist, desto kleiner die Zusammenziehung und je grosser die Ladung
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des lons, desto grdsser die Zusainmenziehung, wie man auch erwarten kann.
Das sieht man schon bei den einfachen Silikatgldésern mit zwei Komponenten :

Volumen pro 0=-lon in einfachen Silikatglasern :

R = 2,50 R = 3,00
lon v A3 v A3 Mon A3
Li1 — 21,36 0,70
Na- 24,40 26,30 0,98
K* 28,80 34,80 1,33
Mg2+ — 20,22 0,78
Ca2l~ 21,75 22,25 1,05
Sr+2 23,10 25,3 1,13
Baab 25,0 — 1,43
Pb2' 24,55 26,00 1,32

Dass zwischen Li+ und Mg2"' wenig Unterschied ist, kann man dadurch
verstehen, dass v hier schon in der Ndhe des Minimums (18,85 Az im «-Quarz)
liegt.

Fig. 2
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Aus den Gleichungen (3) bis (7) folgt, dass jedes einzelne lon eines Metalls
das Gerlst um den gleichen Betrag ausdehnt und zwar in erster Reihe durch
die Yergrosserung von R, also durch die Vermehrung der »freien« 0 -lonen,
die dann ein Koordinationspolyeder um die eingetretenen Kationen bilden.
Im Fall von Na” muss die im »leeren« also keine geristmodifizierenden Katio-
nen enthaltenden Gerlst herrschende Geometrie nicht verandert werden, die
Na r-lonen finden geeignete Lucken, die sie ohne Yolumverdnderung einnehmen
kénnen, daher ist die Zunahme in diesem Fall ebenso gross, wie wenn nur gerust-
bildende lonen vorhanden wé&ren. Kalium kann wegen seines grosseren lonen-
radius solche geeignete Licken nicht mehr finden, es muss das Gerust viel mehr
ausdehnen als die Einschaltung von »freien« Sauerstoffionen allein (Fig. 2).
— lonen mit doppelter oder grésserer Ladung uben auf die negativen O”-
lonen natidrlich eine stdrkere anziehende Wirkung aus, die Polyeder werden
durch weiter auseinanderliegenden O -lonen gebildet als beim Natrium, des-
halb schrumpft das Gitter relativ zum reinen Silikatglas zusammen.

Wie die Struktur des Glasgerustes tatsdchlich aussieht, kénnen wir heute
noch nicht genau sagen ; die viel angewandten schematischen Darstellungen
sind sehr skizzenhaft. In der einzigen bekannten Alkalisilikatstruktur, im
Kristallgitter des Na2Si03, welches auch in glasiger Form leicht zu erhalten ist,
besitzt Na eine Fiunferkoordination (trigonale Bipyramide). Fig. 3a und b zeigen
die Einreihung dieser NaOs-Polyeder unter die Si03-Ketten. Es ist madglich,
dass im Glas kleine Bereiche ahnliche Struktur besitzen, doch wiederholen sich
diese kleinen Gebiete nicht regelmassig.

Die Verfolgung des Zusammenhanges von v und R, beziehungs-
weise von v und anderen physikalischen Eigenschaften des Glases kann noch
weitere Tatsachen aufdecken, deren Untersuchung im Gange ist
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O CBS3M MEXAY CTPYKTYPOM U ®UINYECKUMUN CBOWCTBAMW CTEKJIA |
n. HAPAN-CABO

Pestome

1 lMo coBpeMeHHbIM MPeACTaBNEHWNAM OCHOBOW CTPYKTYpPbl CTEKON SBNSETCA OGeCKOHeu-
Has TeTpaeApuyeckas CeTKa, COCTosALas 13 ceTkoobpasyrowumx okucein (Si02 BD3 BeO, Al 3
P2)5) B HEKOTOPbIX Cy4asx, CBA3AHHbIX pagukanamn BO3; aTa ceTka He ABASETCA nepuoam-
YECKOW, 3HAUNT W He KpucTananyeckas.

2. U3 XUMMYECKIX AaHHbIX W Y/eNbHbLIX BECOB HECKO/IbKO COT PasUYHbIX CTeKoN 6Gbin
BblUKC/IEH 06beM V MPUXOAAWNIACA Ha OAVH VOH 0=. 3TOT 00beM HaxoAUTCA B O4eHb TecHO,
npuyeM B WCCNefoBaTeNbHON 06/1acTW nuHeiiHoli CBA3M C YMCIOM

R 0/Si+ B+ Be+ Al+ P),

rAe XMMUYEckne CUMBO/bI 03HAYAKOT KO/MYECTBO rpamMmM aToMOB AaHHOTO 9MEMeHTA.

3. B cnyyae npocTbix ceTkoobpasytomx okucein (SiO,, B20u, P20 V Haxogutcs B
npegenax 21,1—22,7 A3 (10" cwm3).

4. B CMeLlaHHbIX OKUCHbIX cTeknax Si02—B20 3 uMeeT MeCcTO ypaBHeHuWe V. 3,8 R +
+ 153
C MaKcuMManbHOW norpewwHocTelo  0,4%.

5. [na cTekon cunukata Hatpus UMeeTcs MofobHoe ypaBHeHMe

V=38R+ 149;

npu aTom R = 2,05 — 3,05. Hanbonblwee oTknoHeHne 0,5%.
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[na cTekon cunuvkata Kanua UMeET MecTo ypaBHeHue
V 12R—12

R = 214 < R < 2,49 makcumanbHON owmnbkon 0,7%.

6. Mogo6Hble ypaBHEHUS monyunnncb n ans ctekon CaO—Si02 panee SrO—Si02 ¢
MakcMasnbHbIM OTK/IOHeHVeM 0,8%. B cnyuyae Pb — cTekon Vv 3afaeTcsa Tpems NpsiMbIMU.

7. Ecnu B CTEKNO CUMMKaTa HATPUA BBECTU eLle OAHY CETKOOOPasyHoLLyt0 OKUChb B Kaye-
CTBE TPETLEr0 KOMMOHEHTa, TO ypaBHeHWe, OTHOCALLEECA K YACTOMY CTEK/ly CUiuKata Hatpus
ocTaetcs B cuie (C He3HauMTeNbHbIM M3MEHeHVEM afAMTMBHON KOHCTaHTbI). [Mpy 6opocnimkar-
HbIX CTeK/nax KO/MYeCTBO MPUCYTCTBYIOLEN0 HaTPUSA HECKO/IbKO W3MEHSET V.

8. Ecnm Beectn MgO, CaO, BaO u PbO B CTeK/I0 cuivMKaTa HaTpus B KayecTBe TPETLEro
KOMMOHeHTa, TO V NPW OHOM W TOM >Ke€ 3HaYeHUM R yMeHbLUaeTcs MPomnopLyoHanbHO YUCTY
Mosieii BBeAEHHOI OKucu, a B cnyvae PbO Bo3pacTaer.

BBefieHHble OKMCKU LLEN0YHO-3eMENbHBIX METannoB B CTEK/IO CUMKaTa Kanus BAUAIOT
nogo6HbIM 06pa3om. ZnO B MeHbLUeld Mepe, aTHO2 1 Zr02B 60nbLueli Mepe BAUAIOT Ha 0ObEMI
V CTeKON cunukara Hatpus. B Kanuii-cunukatHbeix cTeknax PbO Takxke 06HapyXmBaeT Cuilb-
HOe yMeHblualollee 06beM felicTBUE.

9. 3Tn (hakTbl OO6BACHAOTCA Ha OCHOBE CETOYHON CTPYKTYpbl TakuMm 06pasoMm, 4To V
TEM MeHblle, 4eM B 6OfbLUell Mepe CBA3bIBAIOTCA OTAeNbHble TeTpaedpbl MoHamu 0=; Mepoii
cBA3n gBnsdetca R.

Ecnn peyb et ToMbKO 0 CETKOOOPa3yHLLMX OKUCSAX, TO 3TUM CaMbIM V Y>Ke OMnpefiefieHo.

[JelicTBME KaTMOHOB, M3MEHSIOLLMX CETKY, 3aBUCUT OT UX MOHHbIX pajuycos, T. e. OT
KOOPAMHALMOHHBIX yucen, fjanee OT yucna UX MNONOXKMTENbHbIX 3apsfoB.



PHOTOSTIMULIERTE ELEKTRONENERSCHEINUNGEN
RET VERFARBTEN NaCI-KRISTALLEN
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A. Bohun
INSTITUT FUR TECHN. PHYSIK DER TSCHECHOSLOWAKISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, PRAG

(Eingegangen 25. VII. 1957)

Die physikalischen Ph&nomene : Thermoemission mit Thermolumineszenz, Photo-
emission und Absorption hei rdntgenbestrahlten NaCl-Kristallen, besonders mit stoechio-
metrischem Chlorlberschuss, wurden untersucht. Die Versuchsergebnisse zeigen, dass sich im
optischen und thermischen Bereich der F-Zentren in den Grundverlaufskurven der einzelnen
Erscheinungen mehrere kleinere Maxima befinden. Dadurch wird eine frithere Schlussfolgerung
des Authors verifiziert, dass sich in der F-Absorptionsbande mehrere zu verschiedenen mit
Elektronen besetzten Haftstellen zugehorige Absorptionsbanden berdecken. Eine Ahnlichkeit
zwischen der Photoemission und Photoleitfdhigkeit, abgeleitet aus der Parallelitdt der Photo-
emissions- und Photoleitfahigkeitskurvfen mit der Absorptionskurve, weist wiederum darauf
hin, dass die emittierten Elektronen aus verschiedenen obenerwahnten Zentren stammend vor
dem Austritt aus dem Kristall durch das Leitungsband durchlaufen, wie es der Theorie des
Verfassers Uber den Exoelektronenemissionsmechanismus entspricht.

1. Einleitung

In meinem bisherigen Studium der Kristalldefekte in lonenkristallen, vor
allem in Alkalihalogeniden, beschéaftigte ich mich in erster Linie mit der Beobach-
tung der Temperaturabhédngigkeit der Exoelektronenemission (d. h. Thermoe-
mission) und der Lumineszenz (Thermolumineszenz) bei Dunkelheit. Dabei
kann der verschiedenen priméren Kristalldefekten zugehdérige Diffusionsanstieg
bei steigender Temperatur eine grundsétzliche Rolle spielen, wie ich im Falle
des mit Kalzium und Stronzium legierten Natriumchlorids zeigte [1]. Ausser-
dem ist aus der Arbeit [2] ersichtlich, dass sich mit steigender Temperatur
verschiedene Locherzenlren so lange verlieren, bis bei etwa 300 °C alle Arten
solcher Zentren gemeinsam mit den F-Zentren verschwinden. Daraus folgt die
Notwendigkeit, auch umgekehrt vorzugehen, d. h. die Verlaufe der Elektronen-
emission oder Leitfahigkeit in Abhéangigkeit von der Wellenlange, vor allem
bei konstanter Temperatur,z. B. bei Zimmertemperatur zu studieren (vergl.
auch [3]). Auf Grund der mit Hilfe der Thermoemission und Thermolumines-
zenz (nach neuerer Terminologie »thermostimulierte Radiopostexoelektronen-
emission bzw. Lumineszenz« [4]) durchgefuhrten Untersuchungen habe ich
gezeigt [5], dass in réntgenbestrahlten NaCl-Kristallen aus bestimmten bisher
nicht ganz klaren Grinden ausser den Lokalniveaus der F-Zentren noch einige
weitere Arten von Haftstellen existieren, welche energetisch nur wenig von
den der F-Zentren verschieden sind. Mittels der Abschédtzung der zugehdrigen

3 Acta PlLysiea \ 111 T—
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optischen und thermischen lonisationsenergien zog ich die Folgerung, dass es
sich um neue Arten von Farbzentren handeln kann, deren Absorptionsbanden

655 80 516 s G2 %42 (mi)

Abb. 1. Photoemissionskurven beim 30 Sek. mit Roéntgenlicht bestrahlten NaCl-Kristall mit
Chloriuberschuss. Kurve a: registriert, Kurve b : gezdhlt; E : Intensitdt der Photoemission
in beliebigen Einheiten

Abb. 2. Photoemissionskurve beim 1 St. bestrahlten Kristall mit Chloriberschuss

sich mit der F-Bande Uberdecken. Modellmassig ausgedrickt handelt es sich
wahrscheinlich (wenigstens in einigen Fallen) um F-Zentren, in deren rdumlicher
Umgebung sich z. B. irgendeines der Ldécherzentren Y befindet. Eines dieser
Maxima konnte auch dem hypothetischen Elektronenzentrum nach Seitz an-
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gehdren (F-Zentrum mit einer Vakanz nach Natrium [6], Abb. 2). Zufalliger
Einfluss von Verunreinigungen oder anderen priméren Kristalldefekten wurde
bisher experimentell nicht n&dher untersucht.

Mit dem Studium der Photoleitfahigkeit (des inneren Photoeffektes) im
rontgenbestrahlten Steinsalz bei Zimmertemperatur hat sich Z. Gyulai [7]
befasst und nach ihm mit verschiedenen Alkalihalogeniden eine ganze Reihe
weiterer Autoren (vergl. z. B. [8]). Gyulai stellte fest, dass im Bereich der
Absorptionsbande der F-Zentren ein einziges Photoleitfahigkeitsmaximum exi-
stiert, welches gegeniiber dem Absorptionsmaximum nur wenig in Richtung
langerer Wellen verschoben ist. Tartakowskij gibt in seinem Buch [9] eine
mathematische Begrindung dieser Verschiebung an. Im gleichen Sinn, aber an
Hand des Studiums der Photoemission (photostimulierte Radiopostexoelektro-
nenemission) schritten der Autor, SujAK u. a. fort. Sie fanden, dass bei ver-
farbtem NaCl und bei weiteren Alkalihalogeniden in der Wellenldnge der
F-Zentren Absorptionsbande ein selektiver dusserer Photoeffekt zustande kommt.
Ich habe damals den selektiven Photoeffekt auch von anderen Farbzentren-
arten bewiesen. Ausserdem habe ich im Jahre 1953 eine grossere Anzahl der
Photoemissionsmaxima im Absorptionsbereich der F-Zentren beobachtet, nicht
aber ndher untersucht. Die oben angegebenen Ergebnisse des Studiums der
Thermoemission und Thermolumineszenz haben gezeigt, dass es ndtig ist, sich
noch ausfuhrlicher mit der Erforschung dieser Erscheinungen und parallel mit
ihnen auch mit der Photoemission und Absorption, eventuell mit der Photo-
leitfahigkeit zu befassen, und zwar vor allem im thermischen und optischen
F-Zentrenbereich. Die vorliegende Arbeit bezweckt, einige der ersten Ergeb-
nisse des genannten Studiums zu bringen.

2. Untersuchungsmethoden und NaCl-Kristalle

Zur Indikation der emittierten Elektronen bei der Thermoemission und
Photoemission wurde wieder der Spitzenzdhler angewandt. Die Thermolumines-
zenz wurde durch einen Photoelektronenvervielfacher FEU 19 angezeigt. Die
Messeinrichtung wurde ndher in [10] beschrieben. Der gleichméssige Temperatur-
anstieg betrug etwa 1,8 grad/sec. Zum Beleuchten des verfarbten Kristalls
diente vorlaufig ein einfacher Zeiss-Monochromator mit einem Glasprisma. Als
Lichtquelle wurde eine 70 W Projektionslampe verwendet, die mit stabilisiertem
Strom gespeist wurde. Die Monochromatortrommel wurde automatisch gleich-
massig langsam gedreht. Die Photoemissionskurven wurden mit Hilfe eines
Integrationskreises, der an den Schleifenoszillographen angeschlossen war,
registriert [10]. Ausserdem wurden gleichzeitig mittels eines Untersetzers 1 : 1000
die Impulse direkt gezéhlt, damit der Einfluss der Zeitkonstante des Integra-
tionskreises festgestellt und eliminiert werden konnte. Die Kurven der direkt
gezdhlten Impulse stimmen mit den registrierten im wesentlichen gut Uberein.
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Die Absorptionsmessungen wurden bei Zimmertemperatur am Mono-
chromator UM 2 mit dem Glasprisma durchgefihrt. Die Lichtquelle war eine
70 W Projektionslampe, der Indikator ein Photoelektronenvervielfacher FEU 18,
angeschlossen an einen Verstdrker mit Galvanometer »Multiflex«. Diese sehr
empfindliche Einrichtung, hergestellt von J. Kanturek und K. Suk, wird an
anderer Stelle beschrieben werden.

Die untersuchten NaCl-Proben wurden meistens von den gleichen Kri-
stallen wie in [5] abgespalten. Diese wurden von J. Trnka aus der Schmelze des
verhéaltnismaéssig spektral- und lumineszenzreinen von M. Lébl hergestellten
Natriumchlorids gezogen (1. c.). Die Spuren von Verunreinigungen wurden in
der soeben zitierten Arbeit angegeben. Das Tempern in Chlor wurde diesmal
von Trnka folgendermassen durchgefiihrt : die Kristalle passender Grosse wur-
den in einem Quarzrohr auf die aus demselben Material verfertigten NaCl-
Kristalle gelegt. Das Rohr wurde mit Chlor beim Druck von 1 Atm. gefullt
und abgeschmolzen. Das Tempern dauerte 7 Stunden bei 750 °C.

Die photochemische Verfarbung der Kristalle wurde durch Bestrahlung
mit weichen Rdéntgenstrahlen (Réntgenrdhre AEG 50T mit Berylliumfenster,
30 kV, 30 mA, Entfernung des Prdparats vom Brennpunkt 4,5 cm), also unter
denselben Bedingungen wie in [5] durchgefiihrt. Die Bestrahlungszeiten sind bei
den einzelnen Experimenten angegeben.

3. Messergebnisse und deren Analyse

Auf der Abb. 1 ist der Verlauf der Photoemission fiir die Kristalle, welche
in Chlor getempert und mit Réntgenstrahlrn kurz (30 Sek.) bestrahlt wurden.
Die Verlaufe der Photoemission fuir denselben, 1 Stunde lang bestrahlten Kristall
sind auf der Abb. 2 zu sehen. Die Kurven der Photoemission sind absichtlich
so angefuhrt, wie sie registriert wurden, also ohne Reduktion auf die auffallende
bzw. absorbierte Lichtenergie. In dieser Form sind sie nd&hmlich anschaulicher,
denn auf der reduzierten Kurven ist die Lage von Photoemissionsmaximal
weniger klar bemerkbar. In der Abb. 3 sind die Kurven der Photoemission von
den in Chlor nicht getemperten NaCl-Kristallen, tlie mit Réntgenstrahlen 30 Sek.
bestrahlt wurden, dargestellt. Die Abb. 4 zeigt den Verlauf der Thermoemission
und Thermolumineszenz von einem in Chlor getemperten und 30 Sek. mit
Rontgenlicht bestrahlten Kristall. Die Lumineszenz ist bei den Kristallen ohne
Chloruberschuss schwach. Die Kristalle mit stdchiometrischem Chloriber-
schuss zeigten dagegen auch bei sehr kurzer Bestrahlung eine sehr intensive
Lumineszenz, deren Farbe orangegelb war. In Abb. 5 ist die Absorptionskurve
des kurz mit Roéntgenlicht bestrahlten Kristalls fir den F-Zentrenbereich
dargestellt. Abb. 6 stellt die von Gyulai gemessenen Verldufe der Photo-
leitfahigkeit und Absorption (1. c.) dar.
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Die erzielten Ergebnisse, die aus den angegebenen Abbildungen und aus
unseren weiteren, hier nicht ndher beschriebenen Versuchen folgen, kdnnen
folgendermassen zusammengefasst werden :

Abb. 3. Photoemissionskurve beim 30 Sek. bestrahlten Kristall ohne Chloriiberschuss

Abb. 4. Verlauf der Thermoemission (Kurve a) und der Thermolumineszenz (Kurve b) beim
30 Sek. mit Rontgenlicht bestrahlten Kristall mit Chloriberschuss. Kurve c: Temperatur-
verlauf; E, EI : Intensitdt der Thermoemission und Thermolumineszenz
(beliebige Einheiten)

1. Bei den Kristallen mit stéchiometrischem Uberschuss von Chlor, die
kurz mit Réntgenlicht bestrahlt wurden, zeigt die Photoemissionskurve (Abb. 1)
das héchste Maximum bei etwa 5200 A. Ihm folgen einige verschieden ausge-
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Abb. 5. Absorptionskurve des 5 Sek. bestrahlten Kristalls mit Chloruberschuss

Abb. 6. Absorptionsverlauf (Kurve «) und Photoleitfahigkeitsverlauf (Kurve e)nach Z. Gyuita

(1 c)
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prédgte Maxima. In der Absorptionskurve solcher Kristalle (Abb. 5) kann man
fast in jedem Falle in der Umgebung der beziglichen Wellenlangen Maxima
beobachten.* Dazu ist zu bemerken, dass die Absorptionsmessungen bei diesen
Kristallen im betrachtlichen Masse durch starke Fluoreszenz gestdért wurden.
Um genauere Messungen durchfuhren zu kdénnen, muss zuerst der Einfluss
dieser Lumineszenz wesentlich vermindert werden. Auf der Thermoemissions-
kurve bei den Kristallen mit Chloruberschuss (Abb. 4), die kurz mit Réntgen-
licht bestrahlt wurden, liegt im Hochtemperaturbereich das am meisten aus-
gepragte Maximum um 520° K. Bei den in Chlor getemperten aber stdrker (z. B.
1 St.) mit Rontgenlicht bestrahlten Kristallen hat die Photoemissionskurve ihr
héchstes Maximum erst bei etwa 4860 A. In der Thermoemissionskurve sind
erst die Maxima oberhalb 520° K klarer erkennbar.

2. Bei den relativ wenig bestrahlten (30 Sek.) NaCl-Kristallen ohne Chlor-
Uberschuss hat die registrierte Photoemissionskurve ihr hdchstes Maximum
bei ungefahr 5020 A, das nachste liegt um etwa 4880 A usw. (Abb. 3). Auf der
Thermoemissionskurve sind erst die Maxima oberhalb 520° K klarer unter-
scheidbar.

3. Aus den Punkten 1 und 2 ist ersichtlich, dass die angefuhrten Photo-
emissions- und Absorptionsmaxima im Bereich der F-Absorptionsbande liegen
welche sich von etwa 4000 bis zu 5500 A ausbreitet.

Zu dem oben Angefuhrten halte ich fir ndétig hinzufligen, dass die Unter-
scheidung einer so grossen Anzahl von Maxima, die in einem verh&ltnismassig
schmalen Temperatur- und Wellenldngenbereich liegen, wirklich schwierig ist.
Dies war die Ursache, dass ich zwar mehrere der angefiihrten Féalle l&ngst be-
obachtet hatte, sie meistens aber fir Streuung hielt, die durch die einzelnen
Proben und experimentellen Messfehler verursacht worden war. Deswegen
wére es auch vorzeitig, die genenseitige Zuordnung der einzelnen Absorptions-,
Photoemissions- und Thermoemissionsmaxima schon auf Grund bisheriger
Versuche durchfithren zu wollen. Trotzdem kann man aber konstatieren, dass
die beschriebene Mannigfaltigkeit der Maxima reell und durch die Existenz
verschiedener »Zentren« verursachtist. Aber die Frage, ob ausser den V-Zentren
(vergl. [5]) dabei auch Verunreinigungen eventuell andere primére Kristall-
defekte eine Rolle spielen, bleibt weiterhin unbeantwortet.

4. Zusammenfassung

Obwohl wir bis jetzt aus technischen Grinden die Photoleitfahigkeit
in unseren Kristallen direkt nicht gemessen haben, kann man aus dem Ver-
gleich der angegebenen Absorptions- und Photoemissionsversuchsergebnisse
mit denen von Gyulai die Folgerung ziehen, dass die Photoemission zwar in

* Mit steigender Bestrahlungsdosis wird die Absorptionskurve immer glatter bis sie den
wohlbekannten einfachen Verlauf erreicht.
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Abhéangigkeit von der Rdntgenstrahlendosis und der Zeit mannigfaltigere Ver-
laufe im Vergleich mit den bisher bekannten Photoleitfadhigkeits- und Absorp-
tionsverlaufen aufweist, dass sie sich aber gegenuber der Absorption analog
verhalt wie die Photoleitfahigkeit. Daraus folgt, dass die Elektronen, welche
aus verschiedenen Farbzentren stammen, durch das Leitungsband durchlaufen,
was ein weiterer Hinweis fur die Theorie des Verfassers uber den Mechanismus
der Exoelektronenemission ist [1]. Weil die Exoelektronenemission haupt-
sédchlich bei den lIsolatoren beobachtet wurde,* spielt anscheinend beim Aus-
tritt des Elektrons aus dem Kristall die Bildkraft die Hauptrolle. Daneben muss
nach Joffé [11] auch die Tiefe, aus welcher die Elektronen heraustreten, in
Rechnung gezogen werden.

Weiter kann gefolgert werden, dass die beschriebenen Ergebnisse meinen
friheren Schluss bestdtigen, dass namlich mehrere mit der F-Absorptionsbande
sich tberdeckende Banden existieren kdénnen, welche verschiedenen mit Elektro-
nen besetzten Haftstellen zugehdren. Zur Ausarbeitung der Modelle der be-
treffenden Farbzentren [5] und eventuell zur Entscheidung, ob dabei auch
Verunreinigungen oder andere primare Kristalldefekte eine Rolle spielen kénnen,
ist bisher zu wenig Versuchsmaterial vorhanden.

Von der rein methodischen Seite ist aus dem Angefihrten ersichtlich,
dass es vorteilhaft ist auf derselben Probe bei kleiner Beleuchtungsintensitat
zuerst die optischen (Absorption, Photoemission, Photoleitfahigkeit und Photo-
lumineszenz) und dann erst die thermischen Abh&ngigkeiten der Elektronen-
erscheinungen (Exoelektronenemission, Leitfahigkeit und Lumineszenz) zu
messen.

Ich danke herzlichst K. Listonova fur die wirksame Mitarbeit an den
Emissionsmessungen und K. Suk fur die sorgféltig ausgefihrten Absorptions-
messungen.
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NourwN R

*Bei der Exoelektronenemission von Metallen und guten Halbleitern, wie Ge, handelt
es sich wahrscheinlich nur um Elektonenaustritt aus einer oberflachlichen Oxydschicht. Die
Nachlieferung der Elektronen in das Leitungsband besorgt der exothermische Oxydations-
prozess aus der Metallunterlage, wie ich auf Grund der Grayschen Theorie der Oxydation bei
der Diskussion auf der Exoelektronentagung in Innsbruck (September 1956 [1]) von neuem
erwéhnt habe. Dabei kann es freilich auch zum Anhaften der Elektronen (Bildung von Farb-
zentren) und deren thermischer oder optischer Wiederbefreiung kommen.
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POTOCTUMYNTMNPOBAHHBIE SNEKTPOHHbLIE ABJAEHWUA
B OKPAWEHHbBIX KPUCTANNAX NaCl

A. BOT'YH
Pesome

B cTaTtbe mMccneayetcs SMUCCUS 3MEKTPOHOB, TEPMONOMUHECUEHUMS W MOTNoULeHne
B kpuctannax NaCl, oKpaweHHbiX O06NyYeHWEM PEHTreHOBCKUMMW Jfiydamu. Pe3ynbTaThl
MCCNefoBaHMA MoKasanu, YTO OCHOBHOW XOfA KPWBbIX OTAENbHbIX ABNEHWUI WMEeT HECKONbKO
HEe6O0/bWNX MaKCUMYMOB. M Tak, aBTOPOM A0Ka3aH OAUH CAenaHHblll UM paHee BbiBOA, N0 KOTO-
pomy B F nonoce nornouweHns nepekpbiBaeTcss HECKONbKO MOAOC, KOTOPbIe OTHOCATCA K pas-
ANYHBIM NOBYLW KAM, 3aMO/fIHEHHbIM 3M1€KTpOHaMu. CXOAHOCTb (hOTOIMMUCCUM M (POTOMPOBOAU-
MOCTHW, CRefylolan U3 napanienbHOCTU KPUBbIX NOTNOWEHUA, KPUBLIX (hOTOSMUCCUN U (HOTO-
NPOBOAMMOCTM ONATb MOKA3blBAET, YTO W3NYUYEHHbIE 3NEKTPOHbLI, MPOMCXOAALLME U3 pPaHblie
YNOMSHYThbIX LEHTPOB, 0 BbIXOA4a W3 KpUcTanna, npoberawT yepes Nosocy NpoBOAMMOCTU, KakK
3TO CfnedyeT W3 TeOpuUW aBToOpa OTHOCUTENbHO MeXaHM3Ma 3K303/NEeKTPOHHOI amuccum.






ZUR THEORIE
DER KRISTALLISATIONSGESCHWINDIGKEIT

Von

R. Kaischew

LHIYSIKALISCH-CHEMISCHES INSTITUT DER BULGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, SOFIA

(Eingegangen 27. VTI. 1957)

Es wird auf Grund eigener und von Stranski eingefuhrter physikalischen Grundlagen
mit Hilfe eines vereinfachten Rechenschemas nach Becker und Doring die lineare Kristall-
wachstumsgeschwindigkeit fehlerfreier Kristalle bestimmt. Bei kleiner Ubersattigung fiihrt
die Bildung eines jeden zweidimensionalen Keimes zur Anlagerung einer neuen Atomschicht
auf die Kristallflache.

In der Theorie der Kristallisationsgeschwindigkeit fehlerfreier Kristalle
[1] wird angenommen, dass die Bildung einer neuen Netzebene auf der Flache
eines Kristalls durch die Bildung eines »zweidimensionalen Keims« eingeleitet
wird. Dies bedeutet, dass zweidimensionale Kristdllchen, gebildet auf der
Kristallflaclie, erst dann in tangentieller Richtung spontan wachsen kdnnen,
wenn sie eine kritische Grdsse Uberschritten haben. Diese kritische Grosse hangt
von der Ubersattigung ab und ist umso kleiner, je grosser die Ubersattigung ist.

Die Bildung eines solchen wachstumsfédhigen zweidimensionalen Kristéll-
chens, welches eben als »zweidimensionaler Keim« bezeichnet wird, erfordert
eine verhaltnisméssig grosse Aktivierungsenergie, die mit Zunahme der Uber-
sattigung abnimmt. Die weitere Ausbreitung des einmal gebildeten zweidimensio-
nalen Keims uber die ganze Kristallflache erfordert dagegen keine nennenswerte
Aktivierungsenergie und geht daher sehr schnell vor sich. Bei dieser Sachlage
ist es klar, dass die sogenannte Kristallisationsgeschwindigkeit v, d. h. die
Geschwindigkeit mit der sich die betreffende Kristallfliche in normale Richtung
verschiebt, in erster Linie durch die Bildungsgeschwindigkeit 1 zweidimensio-
naler Keime bestimmt sein wird. Daher kann man nach voimer die lineare
Kristallisationsgeschwindigkeit durch den Ausdruck angeben

Ak
v—C me KT. (1)

Hierin bedeutet Ak die Aktivierungsenergie fir die Bildung des zweidimensio-
nalen Keims, die man gew6hnlich als Keimbildungsarbeit bezeichnet. Diese
Energie kann thermodynamisch berechnet werden. Der Faktor C vor der Ex-
ponentialfunktion kann dagegen nur auf Grund Kkinetischer Betrachtungen
ermittelt werden.
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Eine solche kinetische Betrachtung wurde erstmalig von mir und von
STRANSKI [2] durchgefiihrt. In der gleichen Zeit wurde von uns auch das Problem
der homogenen Bildung von Trépfchen und Kristdllchen aus iibersidttigtem
Dampf bearbeitet [3]. Trotzdem das Resultat dieser Rechnungen im allgemeinen
die wichtigsten Faktoren, die fiir den Keimbildungsvorgang charakteristisch
sind, richtig wiedergab, zeigte die spitere Analyse der Tropfchenbildung von
Becker und DoOriNe [4], dass wegen der von uns benutzten mathematischen
Vereinfachungen, der Faktor vor der Exponentialfunktion in unserem Ausdruck
fiir die Tropfchenbildungsgeschwindigkeit nicht ganz richtig ist. Durch Ver-
wendung einer exakteren mathematischen Rechenmethode konnten diese
Autoren dann den Fall der Tropfchenbildung genauer berechnen.

In der letzten Zeit habe ich mich erneut mit dem Fall der Kristallbildung
befasst [5]. Durch Ausniitzung der frither von mir und von STRANSKI einge-
fithrten physikalischen Grundlagen und mit Hilfe eines vereinfachten Rechen-
schemas nach BECKER und DORING habe ich einen Ausdruck fir die Kristall-
keimbildungsgeschwindigkeit erhalten, welcher dem BEckER-DORINGschen
Ausdruck fiir die Trépfchenbildung sehr dhnlich ist, jedoch einen Faktor ent-
hilt, welcher fiir das Kristallwachstum charakteristischen Bildung zweidimensio-
naler Keime Rechnung tragt.

Diese Untersuchung gibt mir nun Anlass, auch den Fall der linearen
Kristallisationsgeschwindigkeit in édhnlicher Weise neu zu berechnen. Dabei
werde ich die Bildungsgeschwindigkeit quadratischer zweidimensionaler Keime
ilber die kubische Fliche eines Kristalls aus einer iibersittigten Dampfphase
betrachten. Wir nehmen an, dass die auf der Kristallfliche gebildeten quadra-
tischen zweidimensionalen Kristillchen nur durch Anlagerung oder Ablsung
von einzelnen Atomreihen an ihren Rindern wachsen bzw. sich auflésen kénnen.

Wir betrachten nun den stationiiren Zustand, der sich einstellt wenn man
die Ubersittigung der Dampfphase konstant hilt und alle zweidimensionalen
Kristédllchen entfernt, die eine Randlinge, bestehend aus s Atomen erreicht
haben. Dabei soll s gross im Vergleich mit der Anzahl »; der Atome sein, welche
die Randreihe des zweidimensionalen Keims bei der vorhandenen Ubersiittigung
bilden.

Bei diesem stationidren Zustand wird sich eine bestimmte, zeitlich kon-
stante Verteilung der Anzahl der verschieden grossen zweidimensionalen Kristill-
chen einstellen. Wir bezeichnen mit z, die Anzahl (pro Quadratzentimeter
Kristalloberfliche) der zweidimensionalen Kristillchen mit » Atomen in der
Randreihe im stationiren Zustand. Andererseits soll @, die Wahrscheinlichkeit
des Ubergangs eines zweidimensionalen Kristillchens von der Klasse » in die
Klasse » + 1 (pro Sekunde) bedeuten und b, die entsprechende Wahrscheinlich-
keit fiir den Ubergang von der Klasse » in die Klasse » — 1. Da der Zustand
stationir ist, muss, wie oben betont, die Anzahl der Kristéllchen in den verschie-
denen Klassen zeitlich konstant bleiben. Dies bedeutet, dass die Anzahl der
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Kristallchen, welche pro Sekunde und Quadratzentimeter Kristalloberflache
von der Klasse v in die Klassen v -}- 1 und v = 1 Ubergehen, gleich sein muss
der Anzahl der Kristdllchen, welche von den Klassen v— 1 und v -(- 1 in die
Klasse v Ubergehen, d. h. es muss gelten

—a,,_1z,~1-f-bv+izr+i, @)
bzw.

b, z,, = a,zv— bv+l zr+i . (3)

Diese Relation gilt fur alle Werte von v, sodass man folgende Gleichungen hin-
schreiben kann

«1z1— b272= «222 — -3Z3= +...= avzv—bv+lzr+l= .. .= «s-~s-1 = |. (4

In der letzten Gleichung fehlt das Glied bszs, da, wie angenommen, zs auf Null
gehalten wird, indem alle zweidimensionalen Kristéllchen, welche die Klasse s
erreichen, entfernt werden. Die gesuchte Bildungsgeschwindigkeit zweidimensio-
naler Keime ist offenbar durch die Anzahl I solcher Kristédllchen, die pro Sekunde
von einem Quadratzentimeter Kristalloberflache entfernt werden, gegeben.
Die obigen Gleichungen kénnen auch in folgende Form geschrieben werden

/ ~ b2z2
— = Zl mmeeem - -»
«l ai
I _~373
— %
ag a2
i 1 Zv-\~i
2t — )
a,
| Ns-125-1
— Y% ‘
2 —2
/
——5-]-
as~i

Man kann nun nach Becker und Doéring die Zwischenglieder eliminieren, indem

. . . b2 . . b2b3 . .
man die zweite Gleichung mit * die dritte mit 1a2’ die r-te Gleichung mit
ala

b2b3 ... bv e . . .
usw. multipliziert und samtliche s — 1 Gleichungen summiert.

«i a2 ... a,,_i

Auf diese Weise erhélt man fur die Bildungsgeschwindigkeit zweidimensionaler
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Keime den Ausdruck

1 1 ko | b2b- iy 1 b2b3 «+m 1
o . —
«1 a2 a3 «1 «2 «s-1 «la2eeeas_2

oder kirzer geschrieben

%
I>2bs . .. bv (M

ilj 1

Bei der weiteren Berechnung werden wir das Modell eines homdopolaren
Kristalls mit einfachem kubischem Gitter benttzen, bei dem nur Krafte zwischen
nachsten Nachbaratomen wirken. Die Arbeit zur Trennung zweier solcher Nach-
baratome bezeichnen wir mit xp. Da der zweidimensionale Keim sich in einem
labilen Gleichgewi(dit mit der Ubersattigten Dampfphase befindet, muss die
mittlere Abtrennungsarbeit o fir die Randreihe desselben, bestehend aus vO
Atomen, dem chemischen Potential der Dampfphase gleich sein [6]. Diese
Arbeit kann leicht berechnet werden, wenn man berucksichtigt, dass bei der
Ablésung einer solchen Randreihe 3v0O— 1 Bindungen zwischen Nachbar-
atomen geldst werden sollen, wahrend die Anzahl der abgelésten Atome VO
betrdgt. Es ergibt sich namlich

P—3f — (8)

Berechnen wir jetzt die Aktivierungsenergie w,, fur die Anlagerung einer
neuen Atomreihe langs des Randes eines zweidimensionalen Kristdllchen mit v
Atomen in der Randreihe, bzw. diejenige w* fliir die Abldsung einer Atomreihe
vom Rande eines solchen Kristéallchens.

Bei der Anlagerung einer neuen Atomreihe erfordert nur die Anlagerung
des ersten Atoms eine Aktivierungsenergie, da dieses Atom mit nur zwei Nach-
baratomen am Kristall gebunden ist, und folglich seine Abtrennungsarbeit
2ip kleiner als g ist. Alle folgenden, der Reihe nach sich anlagernden Atome
werden dann am Kristall mit drei Nachbaratomen gebunden, sodass ihre
Anlagerung mit Energiegewinn erfolgt (3% > <p). Aufdiese Weise ergibt sich die
Aktivierungsenergie wv fur die Anlagerung einer neuen Atomreihe langs des
Randes eines zweidimensionalen Kristdllchens zu[2]

W, = @—2xp= xpll — )
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Wie man sieht ist diese Aktivierungsenergie unabhdngig von der Reihenlange
des zweidimensionalen Kristéllchens.

Andererseits mussen bei der Abldsung einer Atomreihe vom Rande des
zweidimensionalen Kristallchens mit v Atomen in der Randreihe v— 1 Atome
abgeldst werden, die mit drei Nachbarn am Kristall gebunden sind. Das zuletzt
abzulésende Atom ist dagegen mit nur zwei Nachbaratomen am Kristall
gebunden und dessen Ablésung erfolgt mit Energiegewinn. Daher ergibt sich
die Aktivierungsenergie w* fur die Ablésung der Atomreihe zu [2]

= =)@ —f) = s [ —!

%0 vo 1

Diese Aktivierungsenergie hdngt von der Reihenlange ab.

Die Differenz zwischen den Aktivierungsenergien fiur die Abldsung und
fur die Anlagerung einer Atomreihe eines zweidimensionalen Kristdlichens mit v
Atomen in der Randreihe ergibt sich somit zu

Wy - W, P (1)

Nun treten im Ausdruck fur die Bildungsgeschwindigkeit | zweidimensio-

naler Keime dieVerhéItnisse——Iauf. Hier bedeutet b, die Wahrscheinlichkeit
ar-
fur das Ubergehen eines zweidimensionalen Kristdllchens von der Klasse v
in die Klasse v— 1 und av x die entsprechende Wahrscheinlichkeit fir den
Ubergang von der Klasse v — 1 in die Klasse v. Damit aber ein Kristéllchen
von der Klasse v in die Klasse v — 1 Ubergeht, mussen die Atomreihen an zwei
seiner benachbarten Ré&nder abgelést werden, und umgekehrt, damit das
Kristallchen von der Klasse v — 1 in die Klasse v Ubergeht, missen neue Atom-
reihen an zwei seiner benachbarten Rander angelagert werden. Daher kann man
die Differenz der Aktivierungsenergien dieser Vorgange W* — IVv_, N 2(W* —w\V)
setzen und fiur das Verhaltnis der Wahrscheinlichkeiten bv und <v-\ ent-
sprechend
WA~ 2>
% - KT L kT
«v-I

schreiben.
Auf Grund dieses Ausdruckes ergibt sich das Produkt

2y d A0
b2b3 ... bv KT v k f K-:> (13)

al a2 ...ap-1



80 R. KAISCHEW

Es kann leicht gezeigt werden, dass der Ausdruck

die Arbeit Avzur isotherm-reversiblen Bildung eines zweidimensionalen Kristall-
chens mit v Atomen in der Randreihe auf der Kristallflache bei der vorhandenen
Ubersattigung darstellt. Die Grosse ipv0 ergibt andererseits die Arbeit Ak zur
Bildung des zweidimensionalen Keims bei derselben Ubersittigung.

Die Bindungsenergie eines zweidimensionalen Kristéllchens mit v Atomen
in der Randreihe, bestehend aus v2 Atomen, ist ndmlich yj(3v2— 2v), und
die Bildungsarbeit A,, entsprechend

Av= v29_ yi(3v2- 2v)- yv012 1 , (14)

VO yo

Fir den Keim ist v= vo und somit Ak — y>0.

Die weitere Berechnung der Bildungsgeschwindigkeit | der zweidimensio-
nalen Keime erfolgt folgendermassen. Die im Nenner des Ausdruckes fur |
auftretende Summe kann anndherend als Integral dargestellt werden

S—1 Alc

sy 1 E2b3 me * K L

1 8j 6g ¢ ®)—1 (ly

Bei unserem Modell ist die Grésse avunabhéngig von v, da wvunabhéngig

v V2
von Vist. Andererseits kann man den Ausdruck 2 ------------ —im Exponenten in
"o "0
1
der Form 1 -----—-- (v —y0)2 schreiben. Auf diese Weise wird das obige Integral
V2
Ak v vy
kT vikT dr.

Der Integrand hat ein scharfes Maximum fur v = vu FlUhrt man als
Variable £ =v —Vv0 ein und zieht man in Betracht, dass s v0 angenommen
war, und dass bei nicht zu grossen Ubersattigungen v0 1 ist, so ergibt sich
der Wert des obigen Integrals zu

Ak - AtL .
KT el kT TtvjkT

di
Au
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Auf diese Weise erh&lt man schliesslich fir die Bildungsgeschwindigkeit
zweidimensionaler Keime den Ausdruck

Ak
zla «T
TikT
2W
Hierinisto~ ¢ kK~ =e kI ' ’1, da fiir den Ubergang eines zweidimensio-

nalen Kristallchens in die néchsthdhere Klasse an zwei seiner benachbarten
Réander neue Atomreihen angelagert werden mdussen.

Bei nicht zu grossen Ubersattigungen wird die Zeit, in welcher im Mittel
ein Keim auf der betrachteten Kristallflache gebildet wird, sehr gross sein im
Vergleich mit der Zeit, die fur das Auswachsen des Keims tUber die ganze Kristall-
flache notwendig ist. Mit anderen Worten fiihrt bei kleinen Ubersattigungen die
Bildung eines jeden zweidimensionalen Keims zu der Anlagerung einer neuen
Atomschicht auf die Kristallflaiche. Daher kann man die lineare Kristallisations-
geschwindigkeit v, welche durch die Anzahl der Atomschichten, die pro Sekunde
auf der Kristallflaiche gebildet werden, gegeben ist, gleich v —f <l setzen, wo
f den Flacheninhalt der Kristallflache in Quadratzentimeter bedeutet.

Wie schon am Anfang betont wurde, bezieht sich die obige Betrachtung
auf das Wachstum fehlerfreier Kristalle. Wie Frank [7] gezeigt hat, fuhrt das
Vorhandensein von Schraubenversetzungen zu der Bildung spiralférmiger
W achstumsstufen, welche den sich anlagernden Atomen eine nichtverschwin-
dende Wachstumsstufe bieten, und auf diese Weise die Bildung zweidimensio-
naler Keime erubrigen.
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SAMEYAHNA K TEOPUWN CKOPOCTW POCTA KPUCTANNA

pP. kanwes
Pesome

ABTOp onpejenseT NUHelHYI0 CKOPOCTb pocTa Kpuctanna B 6e3gedeKTHbIX KpucTannax
npyu NOMOLLM NpUMeHeHNs MeToga Bekkepa— [lépuMHra K pacueTy CKOPOCTU 06pa3oBaHUs LeH-
TPOB KPUCTANNM3aLuUnW COrNacHO WM3NOXEHHbIM paHblie aBTOPOM M CTPAHCKMM MNPUHLKNAM.
B cnyuae Manoro nepecbilyeHns kaxgoe 06pasoBaHWe [ABYXMEPHOrO UEHTpa MPUBOAUT K
HaCNOEHUI0 Ha MOBEPXHOCTb KPUCTanna HOBOFO aTOMHOMO C/OS.

6 Acta Physica VIII/1—2.






EINIGE BEMERKUNGEN
ZUM GYULAI—HARTLYSCHEN DRUCKEFFEKT

Von

J. Boros

INSTITUT FUR EXPERTMEN TELLE PHYSIK OER TECHNISCHEN UNIVERSITAT FUR DIE BAUINDUSTRIE
BUDAPEST

(Vorgelegt von I. Kovéacs. — Kingegangen 1. VIII. 1957)

Es wird ein kurzer Uberblick iber jene Untersuchungen gegeben, die durch die Ergebnisse
von Gyulai und Hartly eingeleitet wurden. Verfasser bespricht seine eigenen Messungen an
verfarbten Alakalihalogeniden, Kalkspat und Gips, die entweder Uberhaupt nicht oder nur in
ungarischer Sprache veréffentlicht wurden. Ferner werden weitere Messergebnisse im Zusammen-
hang mit den hier besprochenen Untersuchungen diskutiert.

Vor dreissig Jahren stellten Gyulai und Hartly bei NaCl-Einkristallen
fest, dass die Leitfahigkeit des Kristalls bei einseitigem Dtuck einen plétzlichen
\mstieg zeigt. lhre Ergebnisse wurden in der Zeitschrift fur Physik und auch
in ungarischer Sprache verdéffentlicht [1]. Spater konnten an anderem Kristall-
material &hnliche Erscheinungen festgestellt worden. Die Ergebnisse von Gyulai
und Hartly werden bis heute in der Literatur oft besprochen, hauptsachlich
seitdem die Halbleiterphysik und die Physik der Versetzungen in dem Vorder-
grund traten.

Der Verfasser wurde als Schiiler Gyutais noch als Student in die wissen-
schaftliche Aibeit Gyulais einbeigezogen, seine ersten Arbeiten bezogen sich
eben auf diesen Druckeffekt. Gewisse Ergebnisse seiner Messungen wurden
in der Zeitschrift fir Physik, andere in ungarischer Sprache verdffentlicht.
Der Verfasser mdéchte nun diese Gelegenheit dazu benltzen, um eine zusammen-
fassende Darstellung von jenen Untersuchungen zu geben, die durch Gyulais
Arbeiten in Gang gebracht wurden und ferner um von bisher nur in ungarischer
Sprache verdffentlichten oder unverdffentlichten Ergebnissen zu berichten.

Den Impuls zu den Gyulai—HARTLYschen Untersuchungen gab die
Smekalsche »locker-lon« Theorie [10], die viele bis dahin schwer verstandliche
Erscheinungen zu erkléren suchte. So war es z. B. schwierig zu erklaren, warum
die Reissfestigkeit der Steinsalzeinkristalle viel geringer war als dies theoretisch
zu erwarten war. Diesbezugliche Untersuchungen wurden von Joffé durch-
gefuhrt [5]. Eine weitere Schwierigkeit zeigte sich beim Verstdndnis der eigenen
und lichtelektrischen Leitfadhigkeit der Kristalle. Smekal nahm an, dass der
Kristall aus winzigen Kristallbléckchen aufgebaut ist, die vollkommener sind
als der von ihnen aufgebaute Einkristall.

In dieser Beziehung sollen die von Gvulai in den letzten Jahren unter-
nommenen Untersuchungen erwd&hnt werden [3]. Gyulai nahm an, dass die

6*



84 J. BOROS

sogenannten Nadelkristalle viel vollkommener sind als die makroskopischen
Kristalle. Nach mehrjihriger Arbeit gelang es, eine detaillierte Methode zur
Ziichtung von NaCl Nadelkristallen auszuarbeiten. Es konnten einige cm lange
Nadeln von einigen x Dicke geziichtet werden, deren Zerreissfestigkeit ein mehr-
faches der von JoFrE angegebenen Werte fiir Einkristalle war. Die gemessenen
Werte stehen jenen Werten schon ziemlich nahe, die bei vollkommenen Ein-
kristallen theoretisch erwartet werden konnen.

Die SmeEkALschen »locker-Ionen« besetzen die Oberflachen der Kristall-
blocke. Diesen Tonen mass SMEKAL eine grosse Rolle bei der »strukturempfind-
lichen« elektrischen Leitfihigkeit der Kristalle bei.

Die Gyuvnai—HARTLYschen Untersuchungen wollten u. a. eben diese
Auffassung experimentell unterstiitzen. :

Ahnliche Messungen wurden schon vorher auch von Jorré und Zecavo-
wiTzER durchgefiihrt [5,6]. Beide verformten NaCl-Einkristalle sprunghaft im
Temperaturgebiet 530—590° C. In den verdffentlichten Diagrammen konnten
geringe Stromspriinge festgestellt werden. Sie massen aber denselben keine
Wichtigkeit bei und zogen den Schluss, dass der SMEKALsche Gedanke unrichtig
sei. Tatsiichlich kann aber bei so hoher Temperatur iiberhaupt kein Effekt er-
wartet werden, da die Eigenleitung des Kristalls in diesem Temperaturgebiet
schon sehr gross ist und den erwarteten Effekt iiberdeckt.

Gyvrar und HARTLY fiihrten ihre Messungen bei 30° C durch. Zu den
Untersuchungen wurde ein Pressapparat gebaut, der GyurAl in alle die Insti-
tute begleitete, deren Leiter er spiiter wurde. Der Apparat befindet sich zur Zeit
in dem unter GyurAls Leitung stehenden Institut fir Experimentelle Physik
der technischen Universitiit fiir die Bauindustrie, Budapest. Die Kristalle wurden
in diesem Apparat einem einseitigen Druck unterworfen, der Kristall wurde
sprunghaft belastet. Bei sprunghafter Erhohung der Belastung konnten Strom-
spriinge gemessen werden, deren Grisse von der einseitigen Belasiung abhang. Die
Stromspriinge waren bei einigen Fillen die 40—50-fache der urspriinglichen
Leitungswerte. Der erhohte Strom nahm rasch ab und — von der Belastung
abhéingend — erreichte in vier bis fiinf Minuten den urspriinglichen Wert.

Die Stromspriinge schienen den SMEkALschen Gedanken zu unterstiitzen.
Die Erscheinung wurde so interpretiert, dass unter dem einseitigen Druck
Gleitungen im Kristall auftreten, withrend der Gleitung entstehen viele Kristall-
fehler, die fiir die sprunghafte Erhohung des Leitungsstromes verantwortlich
sind. Schon bei diesen Untersuchungen wurde festgestellt, dass durch die Ver-
formung eine Verfestigung im Kristall zustande kemmt, in dem, wenn der Kristall
dhnlich zur ersten Belastungsserie weiter belastet wird, keine weiteren Strom-
spriinge feststellbar sind. Die Verfasser stellten fest, dass eine 24 stiindige Er-
holung bei 40—50° C nicht geniigend ist und sie stellten in Aussicht, dass einer
von ihnen den Erholungsprozess in Abhingickeit von einer Wirmebehandlung

untersuchen wiirde.
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Die Feststellung des Druckeffektes war ein wichtiger Beweis fiir die
»locker-Tonen«-Theorie. JOFFE teilte jedoch diese Auffassung nicht. Er befasste
sich in einer in 1930 erschienenen Arbeit [7] eingehend mit der Frage und ver-
warf die Theorie. Nach seiner Auffassung kann der von Gyurar und HArTLY
gefundene Effekt auch so gedeutet werden, dass beim Druck der Polarisations-
strom eine solche Verminderung erféihrt, dass der Leitungsstrom sprunghaft
wichst.

Ein Mitarbeiter Jorrgs, STEPANOW, verdffentlichte Messergebnisse im
Jahre 1933 [11]. Er baute einen ebensolchen Apparat wie GYULAI und wieder-
holte die GyurAr—HARTLYschen Messungen. In seiner Arbeit versuchte er,
die auch von ihm festgestellten Stromspriinge anders zu deuten. Nach seiner
Auffassung erwirmen sich die winzigen Kristallvolumina betrichtlich bei der
plastischen Verformung. Die Stromspriinge kénnen nun durch die Leitfahigkeits-
erhohung der erwidrmten Volumina erklirt werden.

SEIDL fithrte in 1932 an piezo-elektrischem Quarz den in der GyuLAlschen
Arbeit veridffentlichten Messungen [8] ihnliche aus und erhielt dihnliche Strom-
spriinge.

Der Verfasser begann sich mit diesem Thema in 1933 zu befassen. Seine
erste Arbeit war die noch von GYULAT und HARTLY im 1928 in Aussicht gestellte
Untersuchung iiber die Zeit- und Temperaturabhingigkeit der Erholung.
Die Messeinrichtung und Messmethode war dieselbe wie bei Gyurar und HarTLY.
Die Kristalle wurden schrittweise belastet und die Stromspriinge gemessen.
Danach wurden die Kristalle einige Stunden auf einigen 100° C getempert.
Zur Erholung ist eine hohe Temperatur notwendig. Nach der Wirmebehandlung
wurden die Kristalle in denselben Schritten belastet wie vor der Behandlung
und es wurden die Stromspriinge gemessen. Die Spriinge nach der Wirme-
behandlung waren geringer als die Spriinge bei der ersten Messung. Im Falle
einer vollkommenen Erholung war die Hohe der Spriinge dieselbe wie im Falle
der ersten Messung. Mass der Erholung war das Verhiltnis der Spriinge vor und
nach der Wirmebehandlung. Ein Teil dieser Ergebnisse wurde in einer mit
GYULAT gemeinsam verfassten Arbeit in der Zeitschrift fiir Physik in 1935 ver-
offentlicht [2].

Ahnliche Untersuchungen wurden auch mit anderen Kristallen durch-
gefithrt. Zunichst untersuchten wir weitere Alkalihalogenid-Kristalle. Wihrend
die ersten Messungen an natiirlichen Steinsalz-Kristallen aus Wieliczka durch-
gefithrt wurden, beniitzten wir zu den weiteren Untersuchungen synthetische,
aus der Schmelze gezogene Kristalle. Die synthetischen Kristalle wurden alle
in Gottingen wihrend Gyurars dortigem Aufenthalt (1925—26) hergestellt.

Synthetische NaCl-, KCl-, KBr-, NaBr- und KJ-Kristalle wurden der
Reihenfolge nach untersucht. Der Druckeffekt war ausgepriigter bei synthe-
tischen NaCl-Kristallen als beim natiirlichen Steinsalz. Der Effekt war auch
bei den anderen Kristallen feststellbar und zwar waren die Stromspriinge im
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allgemeinen grosser als bei den natirlichen Steinsalzkristallen aus Wieliczka,
die bei den urspringlichen Versuchen gemessen wurden.

Bei den Untersuchungen an nattirlichen NaCl-Kristallen wurden auch solche
Messungen durcbgefuhrt, bei denen aus dem Einkristall ein solches poliertes
Kristallplattchen hergestellt wurde, bei dem die polierte Oberflache einen cca
45°-igen Winkel mit der Wirfelflache einschloss. Bei solchen Kristallplattchen
wurden 1/3 bzw. 1/2 so grosse Stromspringe gemessen wie bei einer Belastung
der Waurfelflaichen in der ursprunglichen Richtung. Der Druckeffekt war auch
im Falle von NaCl Pastillen feststellbar. Neben den Alkalihalogenidkristallen
zeigten Kalkspat (CaC03) und Gipskristalle ahnliche Stromspriinge. In beiden
Fallen war der Stromgang derselbe, die Spriinge waren aber geringer besonders
bei den Gipskristallen. Untersuchungen mit Kupfersulfat-, Alaun- und Schwefel-
kristallen fuhrten zu keinen eindeutigen Ergebnissen. Diese Untersuchungen
wurden bis jetzt noch nicht verdffentlicht.

Tabelle t

Sprunghafte (voriibergehende) Anderung der spezifischen Leitfahigkeit bei kolloidalen
und U-Zentren enthaltenden KBr- und KCI-Kristallen in 10 15 Ohm 1cm 1Einheiten

Belastung in kg/cm2

o5° (in 5, 10, 10, 20-er Spriingen) Mittelwert Ss%uur;%ug:rr_

Kristall S 15 25 45 der Springe jezogey auf verfarbten  des Elek-
= Material a1 bezogen auf ® “dieselhe  Kristalle als tronen-
111 * Sprung der spezifischen Leitungs- die Ein- ], ristallsorte Beitrag der beitrages
a86s e/S 1 Fahigkeit auf 1 kg/cm2 Belastung Elektronen

bezogen 1

40 105 422 2025 173 239 16,4

Keines
48 KBr 1,76 0 1,17 432 285 18,3 19,3 — —
49 2,64 35 204 443 246 23,2
44 Additive 4,07 855 266 59,7 28,6 30,8
45 verfarb- 55 11,3 370 39,8 443 33,1 31,4 12,1 62%
50 SKBr o g3 0 307 547 358 303
53 Reines 148 455 2525 31,0 134 18,55 19.37
54  KC 1,93 30 3025 31,4 1675 202 ' o
65 KCI mit. 166 988 387 387 186 26,5
66 U-Zen- 193 4,72 366 294 156 21,55 25,12 5,87 30%
g7 tren 203 1055 493 493 — 27,3
55  Additive 544 160 694 743 331 48,2

verfarb- 39,17 19.80 100%
56 tes KCI 6,26 494 216 596 374 36,15

Der Druckeffekt wurde im Jahre 1938 wieder in das Programm aufge-
nommen, diesmal mit verfeinerter Technik. Anstatt eines Fadenelektrometers
wurde ein Elektrometerrohr mit angeschlossenem Verstdrker benutzt. Die
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Tabelle 11

Sprunghafte Anderung der spezifischen Leitfahigkeit bei atomare Zentren enthaltenden (mit
Rontgen bestrahlten) KCI- und KBr-Kristallen in 10-15 Olim-1 cm-1 Einheiten

Belastung in kg/cm2

« (in5,10,10,20-er Springen)  Witelwert  igeiwert  sonuss der
& Kristall Akt 5 15 25 45 tier Springe  >ezogen auf  verfarbten  des Elek-
= &b Material $ bezogen dieselbe  Kristalle als tronenbei-
. Sprung der spezifischen Leitungs- aut die Ein- ristalisorte  Beitrag der  trages
s £_S ae: fahigkeit auf 1 kg/cm2 Belastung Elektronen
sz a bezogen
86 2,4 23,5 19,1 48,2 21,7 28,1
87 Reines 2,8 225 46,8 41,7 20,85 39,9
KC! 32,7
95 3,8 26,9 394 644 215 33,5
96 458 231 446 446 33,0 36,3
88 3,8 71,8 63,7 59,6 34,2 57,2
89 Rontgen- 4,58 113,4 70,6 81,1 31,8 74,2
55,1 22,4 69%
90 KC1 286 220 582 492 26,5 38,9
91 2,28 28,2 852 46,1 41,8 50,3
92 3,73 19,1 36.8 36,8 345 31,8
Reines
93 KBr 457 24,1 28,7 48,6 27,2 32,1 32,4 — —
94 3,97 18,7 51,8 33,6 29,6 33,4
97 Rontgen- 13,3 58 28,0 1108 79,2 55,9
98 isiertes 13,7 441 59,2 84,1 62,6 62,5 63,1 30,7 94%
99 KBr 142 28,2 56,6 82,9 117,2 71,0

Stromspringe wurden mit einem Oszillographen registriert. Mit dieser Einrich-
tung wurden KCI-, KBr-Kristalle, mit Réntgenlicht bestrahlte und additiv ver-
farbte Farbzentren enthaltende KCI- und KBr- und U-Zentren enthaltende
KCI-Kristalle untersucht. Im Falle der Farb- und U-Zentren enthaltenden Kri-
stalle waren die Stromspriunge grosser als bei reinen Kristallen. Die Erhdhung
der Stromspriinge wurde damals so gedeutet, dass bei der wahrend der Ver-
formung auftretenden Gleitung Elektronen von den Zentren abgespaltet werden,
die dann ihrerseits als Leitungstrager bei der Stromerhéhung mitwirken. Diese
Untersuchungen wurden gemeinsam mit Gyulai in ungarischer Sprache in den
»Mathematischen und Naturwissenschaftlichen Blattern der Ungarischen
Akademie der Wissenschaften« verdéffentlicht [4]. Die Verfasser hielten die Er-
gebnisse fir nicht so wichtig und bereiteten keine fremdsprachige Verdéffent-
lichung vor. Die Weltliteratur wurde trotzdem aufmerksam, und die ausléandi-
schen referierenden Zeitschriften berichteten Uber diese Untersuchungen.
W .W.Tyler berichtetin einer kurzen Arbeit zusammen mit den Gyulai—Hartly-
schen Ergebnissen auch iber diese Messungen [12], die Ubrigens die Bibliothek
der General Electric Shenectady ins Englische Ubersetzen liess. Noch in diesem
Jahr (1957) wurden Sonderdrucke vom Ausland verlangt, die die Verfasser ins
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Deutsche Ubersetzen Hessen. Der vorliegenden Arbeit sind zwei Tabellen der
Messungen beigefligt, um wenigstens jetzt und teilweise jenen Mangel zu be-
seitigen, der durch das Unterlassen einer Verdffentlichung in einer Weltsprache
verursacht wurde.

Der Verfasser betrachtet es als wichtig, in diesem Zusammenhang auf
einige Ergebnisse von Paul Selényi hinzuweisen, die nach dem Urteil des
Verfassers auch mit dem Gyulai—Hartly Effekt in Verbindung stehen.

Selényi berichtete im Jahre 1951 anlé&sslich einer Tagung der Ungarischen
Physikalischen Gesellschaft in Pécs (Funfkirchen) iber seine Erfahrung, nach
der gebogene Selengleichrichterscheiben wéahrend der Biegung eine Erhdhung
des Stromes in Durchlassrichtung zeigen.
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SAMEYAHWA K QOPEKTY OABJIEHVA ObONAN—TAPTIN
n. BOPOLL

Pesome

[aeTcs KpaTKWii 0630p O TeX WUCCMEAOBaHUSIX, KOTOPbIE B3SM Ha4yano OT Pe3y/bTaToB
[Obtonan—raptau. ABTOpP COOGLUAET O pe3y/ibTaTax U3MepeHMid, NPOU3BEAEHHbIX HA HEKOTOPbIX
OKpALLEHHbIX LLEN0YHbIX rasioreHngax, danee Ha KpucTannax KalbLuTa W runca, KoTopble Ao
CWUX MOP WM BOBCE He MyG6/MKOBAAMCh WU OMY6AMKOBaHbl TO/IbKO Ha BEHFEPCKOM fI3bIKE.
[Jlanee paccMaTpuBalOTCH HEKOTOPble WCCMEfOBaHUs, CBA3aHHbIE C PAacCMOTPEHHbIMU 34€ch
U3MEPEHUAMN.



ELEMENTARY METHOD FOR THE CALCULATION
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Developing the Kossel theory and model of crystal growth the authors give an
elementary method to compute the lattice energies of hexagonal, heteropolar crystals. The
method leads in a simple way to the correct value of the Madelung constant.

Introduction

For the theoretical treatment of crystal growth and dissolution phenomena
a comparatively simple and illustrative method was suggested by Kossel and
Stranski (1927). The method follows the elementary stages of the process of
growth and investigates the values ofenergy liberated when the individual partic-
les attach themselves to the crystal surface, as well as the values of energy required
to remove a particle from the crystal lattice on certain regions of the surface.
Ifthe process of growth is so slow that the crystal is approximately in equilibrium
with the solution or melt, then the most probable steps are the ones most advan-
tageous from the energetical standpoint, i. e. those which liberate a maximum
amount of energy at attachment and consume a minimum amount at dissolution.
Under such and other simplifying conditions, if asufficiently large crystal body is
assumed, so that the “edge effects” (Kossel’s Randwirkung) can be neglected
the crystal body is built up in energetically equivalent steps (wiederholbare
Schritte). This is called by Kossel an “isograd” structure [1].

From Kossel’s considerations simple rules can be derived for the process of
crystal growth, which seem to be confirmed by the observations reported in the
literature, especially by those reported by Gyulai [2, 3].

In our crystal growth experiments we have observed some elementary forms
(formation of needles and plates from saturated solutions) for the initiation of
which one or two-dimensional seeds must be assumed, i. e. where the “edge
effects” (in addition to isograd steps, heterograd steps) have also to be taken
into account. To interpret these “edge effects” amethod of calculation is required
by which the energies of attachment can also be determined in the neigh-
bourhood of edges and corners (briefly: in the “edge zone”), a method which is
suitable for the investigation of the formation of needles and plates and which
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might also be applied to the investigation of the quite elementary processes of
seed formation.

The method described below satisfies this requirement and has also the
advantage of employing but elementary mathematical means. The method has
been developed in connection with its application to the rock salt crystal. The cubic
crystal structure makes it plausible to represent the individual ions according
to the generally used model as small cubes, the ionic chains as square columns of
parallelepipedons etc.

1. Binding energy of the ionic lattice

Following Kossel’s considerations we make the following simplifying
assumptions.

a) The growth of the crystal lattice takes place from ion to ion, i. e. at one
time only one ion (Na or Cl ) may join the lattice.

b) The forming lattice is a perfect one, i. e. there are no inclusions, impuri-
1ies or dislocations in it, and the attaching ions may occupy regular places only.

¢) The ions are point charges and only Coulomb forces act between them.

These idealizing assumptions considerably simplify the mathematical
problem and they are justified by the correctness of the results obtained.

The binding energy between two neighbouring ions in the NaCl crystal is

u= erf . (1)

where d is the lattice constant (= 2,81 A). In a more general case, where the dis-
tance between the two ions is r, the binding energy is given by

e

r2 =+ (2)

N *
oe2 -j-y 2 -|- 22 fa*  p2+ T

where a, 8 y, are positive integers (Fig. 1).

If the ion is attached to an ionic lattice already formed the binding energy
is obtained as the sum of the energies belonging to the individual ions of the lat-
tice

Uu JVM Voo(_ 1)" -p- ©)
va2z+ g2+ y2

Here summation is to be carried out over all those (a, &, y) which are coordinates
of the individual ions of the lattice in that coordinate system which has its ori-
gin in the attaching ion, and the axes of which are parallel to the crystal axes
and the unit of length is the lattice constant.
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Evidently, if we travel between two ions in the regular lattice of NaCl paral-
lel to the axes, proceeding step by step from ion to ion, the number of steps bet-
ween ions of identical charge is always even andthat between ions of opposite charge
is odd. Further, as the sum a+/?+y means the number of steps between the two
ions, it follows from (3) that we regard the binding energy between ions of oppo-

site charge — when energy is liberated at attachment — as positive and that
P
[ I M
+
P2
u -4
a> b)

Fig. /. Binding energy between two ions

between ions of identical charge, when outside energy is needed for the attach-
ment, as negative.
The coefficient of the constant e3d be denoted for brevity by

® 2 @)
(«) ”5 O) ( I)(a )/ a2+ [24 y‘

then the binding energy is
U-onm (5)

In special cases formula (4) is applied to the calculation of the plane and
block binding energies of the ionic chain. If a and B are constants, i. e. the sum
is taken in the direction of the z axis only, expression (10) of ¥ is obtained for
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the ionic chain ; by summing these <pa>in the direction of the y axis (a constant)
we obtain formula (15) for the lattice plane ; finally, the summation parallel
to the x axis over the values obtained for the lattice planes yields (18)
for the binding energy of thé cubic lattice. Formula (4) is in addition suitable
for the calculation of binding energies of elementary forms (seeds) containing
a finite number of ions.

2. Binding energy of the ionic chain

In accordance with Madelung’s fruitful idea [4], we may regard the ionic
chains as the elementary building stones of the crystal body. We distinguish the
proportionality factor referring to the chains by denoting it by {9 and use these

Fig. 2. A NaCl block of arbitrary shape can be divided into ionic chains. The ion denoted by A

is the attaching ion, which joins a chain already formed (at the back) a plane (on the left hand

side) and a cube (at the bottom), briefly : a half crystal. To this correspond the “wieder-
holbare Schritte” of Kosseél

y values to calculate the ® values for the more complicated configurations. These
configurations can always be resolved into ionic chains starting from one of the
planes bounding the attaching ion (Fig. 2). The ionic chains run ing in the
same direction (in the figure downwards) fill the half-space.

For the ions of the chain exhibited in Fig. 3

a2 R2= a
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is a constant value, thus if the generally valid formula (4) is to be applied to this
chain, y = ris the only variable. The sign of the individual terms is

( Tra+B+y-1_ ~ 2wH2+y 1~ In+a 1 6)
and thus the binding energy of the chain of n members is
n+a 1
v ?
>'(- ) vur  a ®)

Fig. 3. The ionic chains commence in the plane below the attaching ion and run downwards
in the direction of the arrow. The square of the distance between the chain and the attaching
ionis: a =a2m-R2

The summation can if necessary be carried out separately over the various
directions of space. For a finite block

® = )
(a)

With n small (not larger than 20) the numerical value of can easily be com-
puted from (7), all that is needed is an auxiliary table containing the values v/I'x.
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The values thus computed and arranged in corresponding tables suffice for
the investigation of the energetical conditions of seed formation.

Since the absolute values of the terms of the series given in (7) decrease and
their signs alternate, i. e. the series is of the Leibniz type, we have

j even,
| odd.

if 9
However, if nis very large, formula (7) is no longer suitable for numerical calcula-
tion. In this case it should be replaced by the boundary value of the infinite series

Me)= jv (- I "1 (10
n—

The absolute value of the error committed is

Ly 8 1 . ' <1l/2.
T 2 In*+a

For macroscopical crystals this error can be completely neglected, as e. g.
in the case of a chain of 1 mm length the value of nis 106, thus the error
is of the order 10“ ', which exceeds the error limit of our calculations. The limit-
ing value in (10) can be calculated for various values with the aid oftwo auxi-
liary theorems.

l. Starting from the first 20 partial sums of a convergent infinite series of
Leibniz type we form the arithmetical means from every two subsequent terms,
the series of these arithmetical means is also a convergent infinite series of
Leibniz type and tends to the same limit as the series of partial sums of the
original series, but approximates this limit much more rapidly.

As an example we refer to the calculation of the value cpSj, which corres-
ponds to the case when the attaching ion joins the end of an infinitely long ionic
chain in the direction of the chain (Fig. 4).

For this we obtain from (7)

r2)= x:(- DLl (7<)

so as to obtain an accuracy to six decimal places we ought to sum over a million
terms.

According to our auxiliary theorem we start from the first 20 partial sums
(out of which the figure shows only seven) and from the arithmetical means from
the first-second, second-third, etc. terms. These show that the limit remains the
same, and the convergence improves (Fig. 5).

Repeating the procedure at the fourteenth step all the seven decimals
agree. We obtain

0,6931472, )
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Fig. 4. The attaching ion joms the end of the infinitely long ionic chain with an energy 7 j -
A4, t\f. ..., ff12 are the corresponding partial sums

Fig. 5. Approximation of the limit <Jjp by the partial sums and the arithmetical means thereof

which caH easily be cheeked, as the limit of the infinite series is known

In2 0,69314718...

We have calculated the values of (p:>? for a < 50 in a similar manner.
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1. For larger a values we may replace (10) by the straightforward asym
ptotic formula
9la)~ (-1) G-_~ - 12
(- (12)
Wi ithin the error limit of our calculation the limit of the series which is to be

summed agrees with this asymptotic limit. The proof of our theorem given by
G. Freud is outlined in the Appendix.

Table |
A . ol 3) a 3
1

0 +0,6931472 104 + 0,0490290 233 - 0,0327560 369 —0,0260289

1 —0,4409176 106  +0,0485643 234 +0,0326860 370 +0,0259937

2 +0,3399177 109 —0,0478913 241  —0,0322078 373 —0,0258890

4 +0,2481668 113  —0,0470360 242 + 0,0321412 377 —0,0257513

5 —0,2227796 116 +0,0464238 244 +0,0320092 386 +0,0254493

8 +0,1766618 117 —0,0462250 245  —0,0319438 388 +0,0253836

9 —0,1666015 121 —0,0454545 250 +0,0316228 389 — 0,0253510
10 + 0,1580759 122 +0,0452679 256 + 0,0312500 392 +0,0252538
13 —0,1386660 125  —0,0447214 257 —0,0311891 394 +0,0251896
16 +0,1249975 128 +0,0441942 260 +0,0310087 397 — 0,0250943
17 —0,1212662 130 +0,0438529 261  —0,0309492 400 +0,0250000
18 +0,1178499 136 +0,0428746 265 —0,0307147 401 —0,0249688
20 +0,1118030 137  —0,0427179 269 —0,0304855 404 +0,0248759
25 —0,1000000 144  +0,0416666 272 + 0,0303169 405 —0,0248452
26 + 0,0980581 145  —0,0415227 274 +0,0302061 409 —0,0247234
29  —0,0928477 146+ 0,0413803 277 —0,0300421 410 +0,0246932
32 +0,0883883 148 + 0,0410997 281  —0,0298275 416 +0,0245145
34 +0,0857493 149 —0,0409616 288 +0,0294628 421 —0,0243685
36 + 0,0833333 153 —0,0404226 289  —0,0294117 424 +0,0242821
37 —0,0821995 157 —0,0399043 290 +0,0293610 425 —0,0242535
40 +0,0790569 160 +0,0395284 292 + 0,0292603 433 —0,0240284
41  —0,0780869 162 +0,0392837 293 —0,0292103 436 +0,0239456
45  —0,0745356 164 + 0,0390434 296 +0,0290619 441 —0,0238095
49  —0,0714286 169 —0,0384615 298 +0,0289642 442 +0,0237825
50 +0,0707107 170 +0,0383482 305 —0,0286299 445 —0,0237022
52 +0,0693375 173 —0,0380143 306 +0,0285831 449 —0,0235964
53 —0,0686803 178 +0,0374766 313 —0,0282616 450 +0,0235702
58 +0,0656532 180 +0,0372678 314 +0,0282166 452 +0,0235180
61 —0,0640184 181  —0,0371647 317 —0,0280828 457 —0,0233890
64 + 0,0625000 185 —0,0367607 320 +0,0279508 458 + 0,0233634
65 —0,0620174 193 —0,0359908 324 +0,0277778 461 —0,0232873
68 +0,0606339 194 +0,0358979 325  —0,0277350 464 + 0,0232119
72 +0,0589256 196 +0,0357143 328 + 0,0276079 466 +0,0231620
73 —0,0585206 197 —0,0356235 333 —0,0273998 468 + 0,0231125
74 +0,0581238 200 +0,0353553 337 —0,0272367 477 —0,0228934
80 +0,0559017 202 +0,0351799 338 +0,0271964 481 —0,0227980
81 —0,0555556 205 —0,0349215 340 + 0,0271163 482 +0,0227744
82 +0,0552158 208 +0,0346687 346 +0,0268801 484 + 0,0227272
85  —0,0542326 212 + 0,0343401 349 —0,0267644 485 —0,0227038
89 —0,0529999 218 +0,0338642 353 —0,0266123 488 + 0,0226339
90 +0,0527046 221 —0,0336336 356 +0,0264999 490 +0,0225877
97  —0,0507673 225 —0,0333333 360 +0,0263523 493 —0,0225188
98 +0,0505076 226 + 0,0332595 361 —0,0263158 500 + 0,0223607
100 +0,0500000 229 —0,0330409 362 + 0,0262794

101 —0,0497519 232 +0,0328266 365 —0,0261712
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The finding of this asymptotic limit resulted the further simplification
of the numerical calculations and this is indeed the reason why our method has
become very practicable.

Table I lists the '™ values computed up to a = 500, necessary for the
calculation ofthe ®values of more composite configurations.

As an application let us consider a concrete example. Assume that there
has been formed an ionic chain infinitely long in both directions, which is joined
from both above and behind by an ionic chain infinitely long in the one direc-
tion (Fig. 6). Between the nearer ends of these latter ionic chains there is a gap of
the width of one lattice constant. The question arises how great the energy of
attachment of an ion to e. g. the upper end of the chain has to be to fill the gap.

0 =pe>+ e

Fig. 6. Binding energy of an ion attaching itself to an elementary crystal

As has been shown above this energy is

D= <N+ <ph)-2 -j- <pNo

and its numerical value obtained from the data given above is

® = 1,1512297.

3. Binding energy of plane and cubic lattices

With the aid of Table 1 the calculation of the binding energy of the ion
attaching itself to the side of the half-plane lattice of infinite dimensions invol-
ves no difficulty (Fig. 7). The energy value expressed in e2jd units (denoting the
coordinate parallel to the y axis by n) is

@ @
O“ - )+ 28> D D . (13)

n=1 n=—ow

(This is a direct consequence of (8) considering that in our case a = 0, a = B2
and that infinite chains are summed over. The limit of this infinite series can be

7 Acta Physica VIII/1—2
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obtained by the method of forming arithmetical means applied above. The
necessary

211). oo 2L400)

values are listed iu the Table. The calculation yields

= - 0,2892618

CcD

o M2
)éo)—x (n2)

Fig. 7. The ion attaches itself to a half-plane lattice of infinite dimensions

with which

0,114624. (14)

Now moving the attaching ion from its former position gradually away in the
direction of the normal of the plane lattice the binding energies resulting in the
new positions can also be given. Jn the present case (8 = n)

a= )b; a= b-|-n2
and thus

- LoV e . . (15)

N=—m

Here bis the square ofthe distance between the lattice plane and the joining ion.
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The accuracy of the asymptotic formula

(16)

Fig. 8. The distance between the attaching ion and the plane lattice considered is |/, in the
direction of the normal of the plane. The position of the plane is characterized by the constant
b, cf. Fig. 3

used here can be proved. This proofis contained in the Appendix. Willi regard to

+ 2 _vabtr)
n 1

17)
1 b1 .
|
CDm 20
the &<« series converges very rapidly towards zero with increasing b
as the values given in the Appendix show. The infinite half-plane lattices (lattice
planes) at a distance of 5 or more ions from the attaching ion no longer

7*
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influence the binding energy of the ion. Their binding energy relative to the ion
does not amount to even a one millionth part of the binding energy beween two
neighbouring ions. This result agrees with Kossel’son the infinite ionic chain.
Kossel stated that infinite ionic chains at a distance of a few ions are no longer
relevant to the calculation of the binding energy of the ion. The values of ®c2 are
given in Table Il. The sign of the figures in the last three rows refer to some fur-
ther figures omitted on account of their uncertainty.

Table 11

b b

0 + 0,114624
1 —0,025690
4 + 0,001442
9 —0,000060
16 +0,000002
25 —0,000000
36 + 0,000000
49 —0,000000

On the basis of our results we may ..y calculate the binding energy of the
infinite half-cubic lattice corresponding to Fig. 3. Denote this by®d'. Obviously,
substituting as applies here b= n2

P = > e, (18)

n——

With regard to the fact that the values of ®W extremely rapidly tend to zero
with increasing b, the calculation of the limit reduces to the addition of a few
terms. From Table Il we have

®'= 0,066012. (19)

As another application of our method and the results so far obtained we deter-
mine the binding energy of an ion inside an infinite block, i. e. the valve oi the
so-called Madelung constant

do 2 foto) + P>+ D'\ = 1,747566, (20)

which is in good agreement vvith the values obtained by other authors, providing
thus a further proof for the correctness and applicability of our method in addition
to the determination of ¢phSin § 2. (Cf. Table II1).
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4. Comparisons

The first theoretical contributions to the calculation ofcrystal lattice energies
are due to Ewald, Born [5] and Madelung [4]. We quote from Madelung’s
paper published in 1918, which is regarded to-day as classical :

“The calculation of the electric field inside of atomic lattices consisting of
point charges involves great difficulties if we try to carry it out by direct summa-
tions. Owing to the fact that, as can immediately be seen on a concrete example,
an immensely large number of points should be taken into account in order to
obtain somewhat satisfactory accuracy. On the other hand this calculation is
significant ..

In their recent comprehensive monograph Born and Huang write [5] :

“The electrostatic energy of a lattice of point charges cannot in general be
calculated in an elementary way ; the difficulty is due to the slow decrease of
the Coulomb interaction with distance (long range force) which make a direct
summation procedure impossible”.

The same difficulty is referred to by Emersleben, who deals in several
papers with the calculation of lattice constants, especially the Madelung con-
stant. To this end he starts in one of his papers [6] from the formula

r3(»
A V(-1Tm+ .()
lin

where r3(n) denotes in how many ways the natural number n can be resolved into
the sum of three square numbers, i. e. it denotes the number of lattice points
on the sphere of radius j/n. Actually, he sums over the Coulomb potentials
of point charges on concentric spherical surfaces. He states that this series is
not suitable for numerical calculation.

A simplification suitable for the calculation of the Madelung constant is
obtained in an interesting paper by Evjen [7], by carrying out the summation
over cubic cells instead of single ions. Proceeding in steps from cube shell to cube
shell he obtains very rapid convergence. For an accuracy to three decimal pla-
ces it suffices to perform the calculation for a cube of the dimensions of four lat-
tice constants.

Of the other authors treating the potential of point lattices and the cal-
culation of the Madelung constant [8, 9] special reference must be made to
Sakamoto for his results of high accuracy. The value of the Madelung constant
now universally accepted, e. g..

1,7476

* Qur translation.
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loi; the NaCl crystal, is clue to the above contributions all of them applying
higher mathematical procedures.

The method described here requires the knowledge of elementary mathe-
matics only, applies direct summation and avoids the difficulties mentioned
above. Our auxiliary theorem reduces the amount of calculation and improves
the convergence so that the “ungeheuer grosse Anzahl” the immensely large num-
ber of points referred to by Madelung no longer involves unavoidable difficul-
ties. The asymptotic formula (12) gives us the key to the elementary solution
of the problem.

Kossel has determined the binding energies for the “edge zone” for the
cases where the energy can be expressed as the combination of the energy values

drc?and @' (denoted by Kossel as @', @, &), and of the fractions thereof.
Our method allows the direct calculation of the energy for an arbitrary region of
the crystal body and not only for crystal bodies of infinite dimensions but also
for elementary ones. The real significance of the method is due to this, because it
promises to be suitable for the investigation of some problems of seed formation.

Table 111

Binding Notation | 1 i
At the end of
the chain (1) + 06931172  + 0,69315  + 1,38629 43611 19890 61883
At the edge of o
the plane Q) (14) 40114624  + 0,1144 +0,11462 41328
At the side of
the block 0" (19) +0,066012 + 0,0662 +0,06601 09840

[uside the block ) (20) + 1,747566 + 1,7476 + 1,74756 45946 33182 16 3+

In Table 111 the results of the present investigation are compared with those
of other authors. The three respective columns include the results obtained here,
by Kossel and by the checking calculations of Sakamoto [10]. In the first row
of Sakamoto’scolumn the resultis twice ours.

Owing to our method of calculation the first and second rows of column | are
accurate to six decimal places and the third and further row's are accurate to
five. Our results show the expected agreement with Sakamoto’s highly accurate
values and are better than the values generally used in the literature.

Summary

The results of the paper can briefly be summarized as follows.
l. Applying Kossel’s assumptions of crystal growth a simple elementary
method for the calculation of the binding energies of heteropolar cubic crystal
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lattices is given. The calculation can be carried out on suitably chosen ionic
series by the method of arithmetical means by direct summation. The numerical
work is essentially reduced by the asymptotic formula (12). The results are
listed in Tables | and Il. The method can be applied to crystal bodies of
arbitrary shape and dimensions (not only to bodies of infinite dimensions).

2. The correctness of the method is confirmed by the fact that it yields
the value of the Madelung constant in good agreement wilh the values reported
in the literature.

3. The method has been developed in connection with its application to the
NaCl crystal. It remains to investigate to what extent the method can be applied
to the calculation of the energies of crystal lattices of different structure.

4. In addition to simplicity a further advantage of the method is that it is
suitable for calculating the conditions of seed formation, which will he shown
in a subsequent paper.
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APPENDIX

A

Prove the asymptotic formula (12). Find the sum of the infinite series

X'(- Dk1
T“I( ) Vk2 + «

To this end consider the complex integral

1 dz
2mi $ silnzmYz2 a

in the manner suggested in Fig. 9 (n denotes an arbitrary natural number).
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The integrand has first order poles at the places
r—o, £ 1>i 2 ... = n,

elsewhere it is regular. The residue of our function at the pole z = K is

(-t 1
n YA? f- a

Thus the integral can he evaluated according to the residuum theorem

and the sum
1 dz

4i § sinnzefz2-f-a

The circles of the path of integration around the points 2=1i i ]JAamay
be contracted to a point because the integral along these circles tends to zero
if r—o.

Now remove the sections parallel to the real axis of the path inte-
gration upwards and downwards to infinity; meanwhile the integral along these
sections tends to zero.

From this follows that the path of integration can be replaced by the follow-
ing (Fig. 10).

Let us carry out the boundarytransition n—co, then the integral along the
two outer vertical straight lines also tends to zero.
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Remembering this we obtain

1 1 f dy
k=1 YK2 - a 2 \ia J shny \y2—a
1a
(Here we have taken into account that in avoiding the point i j/n we came to

the other branch of the function ]/z2 -f- a)-The value of the integral on the right

iVo
~n~J 2
u\o
Fig. 10
hand side can be estimated :
7 A 71\ 1
Jy -€ Y3 ee
shny ]fy2a shn”™a n Y3a

This estimation of the approximation yields an order of magnitude 10 9
for a = 49. The numerical approximation is shown in Fig. 11.

B

Prove the correctness of the asymptotic relation (16). It is to be proved

n=i 4 Y&

if the value of b is sufficiently large. Considering that for sufficiently large b
values our formula (12) yields
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Fig. Il, Approach of the function to the asymptotic limit 32|d. The function rapidly
decreases : A (20)  4,10-7

1 (D" n 1« (— D«+b-1

FE n2)~ (- 1N+"2 , 1.
2\b+ n 2 17)4-n2
(i b _
2 \b 4- ra
Thus we inav write
nfb-I
A - - 0
1 2 ? v 116 £ fl2

1 ( -= (— 1
2V 21 v 4 17)

Our proof has been reduced to the relation in A, the degree of approxima-
tion is the same.
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(Vorgelegt von |. Kovacs. — Eingegangen 4. VIII. 1957)

In der KossELschen Kristallwachstumstheorie wird der Kristallkdrper in elementaren
Akten aufgebaut. Diese Schritte, bei welchen die sich anlagernden lonen dieselben energetischen
Verhéltnisse vorfinden, werden »wiederholbare Schritte« (equivalent step) genannt. Verfasser
verallgemeinert diesen Begriff und zeigt, dass die eingefihrten wiederholbaren Schritte hoherer
Art die in Kristallwachstum sich zeigenden Perioden begrenzen.

1. Der wiederholbare Schritt hei Kossel

W. Kossel hat eine einzigartige Theorie Uber den schrittweisen Aufbau
eines Kristalles entwickelt, die die Einzelvorgédnge des Wachstums als Wieder-
holung ein und desselben Grundvorganges auffasst [1]. Nach dieser Auffassung
baut sich das Kristallgebdude aus lauter gleichwertigen Schritten auf, bei wel-
chen jedes anzulagernde Teilchen genau dieselben Verhaltnisse vorfindet. Dies
ist beim Anwachsen an den »halben Kristall« verwirklicht (Abb. 1). Kossel
bezeichnet dieses Anfligen eines neuen Gitterbausteines als »wiederholbaren
Schritt«.

Um einfache Verhaltnisse zu schaffen, charakterisiert Kossel die einzel-
nen Anlagerungsmoglichkeiten durch die Angabe der n&chsten Nachbarschaft.
Im Falle des einfachen W irfelgitters haben wir drei verschiedene Arten von Nach-
barn (Abb. 2). Mitten im Kristallbau hat ein jedes Teilchen insgesamt 26 Nach-
barn, und zwar 6,12 bzw. 8 von den drei Arten. Diese Nachbarschaft kann in
symbolischer Schreibweise durch das Zeichen

6/12/8
angegeben werden.
Beim wiederholbaren Schritt lagert sich das neue Teilchen an eine Halbkette
(Abb. 1, oben), ein Halbebene (links) und an einen Halbblock (unten) an. Die
Nachbarschaft wird jetzt durch das Symbol

3/6/4

angegeben (Abb. 3). Das Teilchen wird an 13 Nachbarn angelegt, an die Halfte
derer, die es inmitten des fertigen Kristallgitters umgeben : es kommt an den
»halben Kristall«.
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Die Angpbe der Nachbarschaft dient nur einer ersten Orientierung Eine
genaure Ubersicht erhalten wir durch die Ermittlung der Anlagerungsenergie.

Abb. 1. Die Anlagerung eines neuen lons ( 1}an einen »halben« Kristall. Das ist «lerwiederholbare
Schritt Kossel’s

Abb. 2. Flachen-, Kanten- und Eckennachbarn eines Bausteines im Kristall

d.h. der Energie, die beim Einbau des Teilchens frei wird. Fir den einfachen Fall
des Steinsalzes wurde bereits in einer friheren Arbeit [2] eine elementare Methode
angegeben.
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Die Anlagerungsenergie des neuen Teilchens (Na oder ClI lons) I&sst sich
in drei Anteile aufspalten, namlich in die Anteile :

P 0,6931472,
o' 0,1146237,
o™ 0,0660121,

Abb. 3. Die Nachbarschaft bei dein Kosselschen wiederholbaren Schritt: 3/6/4

die den Anlagerungen an die Halbkette, Halbebene und an den Halbblock ent-
sprechen. Es wurde dabei zur Energieeinheit die Energie einer lonenpaarbildung

E = e2d

gewdhlt (e: Ladung des Elektrons, d: lonenabstand). Beim Steinsalz, worauf sich
unsere Betrachtungen beziehen, ist der Betrag dieser Energie

e2jd — 5,1 Elektronvolt.

Alle Bindungsenergien werden in dieser Einheit ausgedriickt. Die totale Energie
des wiederholbaren Schrittes ist demnach

P0= @' -f "+ "™ = 0,8737830 .
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Dieser wiederholbare Schritt ist charakteristisch fur die Kosselsche Kri-
stallwachstumstheorie. Erwdhnenswert ist, dass nach fast einem Vierteljahrhun-
dert Kossel ein geometrisches Modell [3] konstruierte um den Begriff nédher zu
bringen und das Verstdndnis dafir zu erleichtern.

In dieser Arbeit betrachtet Kossel ein ganz einfaches Schema. Er stellt
sich die Aufgabe, ein mdglichst einfaches geordnetes Gebilde von gleichen Bau-
steinen auf moglichst planmé&ssigem Wege herzustellen. Das ist ein ebenes Drei-
eckgitter mit der ublichen Sechserumgebung des einzelnen Bausteines. Er legt
(Abb. 4,* unten) ein Sternchen hin, ein zweites daneben, ein drittes so, dass es sie

Abb. 4. Unten : Aufbau einer Ebene dichtester Packung gleicher Bausteine. Oben : Zahl
der Nachbarn, die ein Baustein vorfindet als Funktion seiner Laufnummer in regelméssigem
Aufbau

beide berihrt. Die erste flachenhafte Form, ein gleichseitiges Dreieck ist damit
gebildet. Mit dem siebenten Schritt wird ein erster King um das erste Steinchen
vollendet ; dann geht er einen Schritt nach aussen und umgeht wieder den ersten
Baustein nun mit einem zweiten Ring und so fort. So entwickelt sich in einfach-
sten Schritten das Gebilde, das als Gitter gelten kann.

Dann fragt er : Wieviel Nachbarn findet jeder Baustein dabei vor? — und
gibt die Antwort in einer graphischen Darstellung (Abb. 4, oben) an. Der zweite
Baustein hat einen Nachbarn, der dritte hat zwei, .. .., der letzte des ersten
Ringes hat aber schon drei. Der Beginn einer neuen Kante fuhrt wiederherunter
zu zwei, dann aber — je langer diese Kanten werden — kommt es desto klarer
zum Vorschein, dass bei dem regelméassigen Fortbau jeder Baustein drei Nach-
barn hat. Der wiederholbare Schritt ist erreicht. Dazwischen aber liegen die cha-
rakteristischen tiefen Stufen, mit denen jeweils eine Reihe beginnt. Die Erweite-

Abb. 4 ist der unter |3] zitierten Arbeit von Kossel entnommen.
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rung dieser Uberlegungen ins Raumliche gibt uns das Schema fiir ein kubisches
Gitter (Abb. 1).

In den folgenden Zeilen machen wir den Versuch, den Begriff des wieder-
holbaren Schrittes aus dem Verlauf des Kristallwachstums selbst zu ergrinden
und zu verallgemeinern, damit seine Rolle in der Regelung des Kristallwachs-
tums zum Vorschein komme.

2. Ausbildung einer lonenkette

Wir betrachten zun&chst die Ausbildung einer einzelnen lonenkette. Die
Anlagerung eines lons an den ndchsten Nachbarn, d.h. eine Paarbildung, ergibt
nach der getroffenen Vereinbarung den Energiewert 1. Ndhert sich nun ein drittes
lon an dieses lonenpaar, so wird er von dem né&heren Glied des Paares angezogen,
von dem ferneren aber abgestossen. Die Anlagerungsenergie ist zahlenmaéssig

1- 1/2 = 0,5.
Ein viertes lon lagert sich nun mit der Energie
1—1/2 + 1/3= 0,8333333

an u. s. w. So ergeben sich als Anlagerungsenergien an eine aus einem einzelnen
lon, aus zwei, drei, ... lonen bestehende Kette die zunachst stark schwanken-
den Werte der Tabelle I. Diese Energiewerte bilden eine unendliche oszillierende
Zahlenfolge mit dem Endwert*

®'= 0,6931472 .

Dieser Wert gibt die normale Anlagerungsenergie an das Ende einer praktisch
unendlich langen Halbkette an. Bei unserer siebenstelligen Genauigkeit wird
dieser Normalzustand bei einer Kettenldnge von etwa 1 mm erreicht.
Nachdem dieser Normalzustand erreicht wurde, findet jedes weitere sich
anlagernde lon dieselben Verhéltnisse vor. Die Anlagerungsenergie ist unab-

* Beweis.
1— 12+ 13— 1/4+ ... + l/2Qra— 1)— 1/2n= (1 + 1/2+ 1/3+ ... + 1/2n)—
— 2.2+ 1A+ ...+ 12«)= (L + 1/2+ 1/3... +1/2«)— (1 + 1/2+ ... +1/«) =
= 1/ (n+l) + I/(« + 2)+ ... + 1/2«

Diese Summe ist aber eine sogenannte »untere Summe« fir die Funktion y = 1jx, wenn die

Strecke (1, 2) der Abszissenachse in n gleiche Teile aufgeteilt wird. Fir den Grenzibergang
n—o00 erhalten wir also

2
lim (1 — 1/2 + 1/3——f ...+ 11(2n — 1)— 1/2n) = Cdx/x = In 2

8 Acta Physica VIII/1—2.
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Tabelle |

Anzahl der die Kette Anlagerungsenergie
bildenden lonen des nédchsten lons

| 1,0000000
0,5000000
,8333333
,5833333
,7833333
,6166667
,7595238
,6345238
,7456349
10 ,6456349

o 01~ W N

© © -

hé&ngig von der Anzahl der die Kette bildenden Teilchen und ist nach dem Einbau
des neuen Teilchens dieselbe wie vor dem Einbau. Die aufeinanderfolgenden
Schritte sind gleichwertig (equivalent steps [4]), sie kénnen beliebig oft wiederholt
werden. Der wiederholbare Schritt 1. Art (kurz : Sj-Schritt) ist erreicht.

Das charakteristische dabei ist zuerst die gleichbleibende Anlagerungs-
energie. Einen weiteren charakteristischen Zug kdnnen wir darin erblicken, dass
diese wiederholbaren Schritte einander unmittelbar folgen. Lassen wir diese
letztere — bei Kossel noch nicht ausgesprochene — Bedingung fallen, so wird
es uns maglich, den Begriff des wiederholbaren Schrittes zweckmassig zu verall-
gemeinern.

3. Wiederholbare Schritte hoherer Art

Nehmen wir an, es habe sich schon eine unendlich lange Kette ausgebildet
und es lagere sich daran seitlich ein neues lon mit der Energie

0,1181648
an. Die damit begonnene zweite Kette wéchst sehr rasch in den beiden — der
Kette parallelen — Richtungen. Ein zweireihiges Band entsteht, woran sich ein
neues lon seitlich wieder anlagern kann. Die Anlagerungsenergie ist jetzt

0,1144984.

Dieses Spiel wiederholt sich nun 6fters nacheinander. Tabelle Il gibt uns einen
Uberblick tiber die energetischen Verhaltnisse. Wir sehen, dass nach einer Weile
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Tabelle 11
Anzahl der das Band Anlagerungsenergie
bildenden Ketten des ersten Gliedes

der nachsten Kette

I 0,1181648
,1144984
,1146287
,1146237
,1146237
,1146237

g~ W N

die Anlagerungsenegiewerte sich genau so wiederholen wie bei der Ausbildung
der einzelnen Kette, so dass auch hier —in einem in gewissem Grade verédnder-
ten Sinne — von einem wiederholbaren Schritt gesprochen werden kann. Wir
wollen diese Schritte mit der konstanten Anlagerungsenergie

P = 0,1146237

wiederholbare Schritte 2. Art nennen und mit Sz bezeichnen. Sie folgen nicht
unmittelbar aufeinander, sondern sind durch eine Anzahl von wiederholbaren

Abb. 5. Anlagerung an eine Gitterebene

Schritten 1. Art getrennt, die zusammen eine Kette bilden. Im wesentlichen
bedeutet also jeder 52-Schritt eine neue Kette ; aus diesen bildet sich allméahlich
eine Gitterebene aus.

Wir kénnen auch am geometrischen Modell Kossel’s (Abb.4) einen wieder-
hol baren Schritt 2. Art erkennen. Dies sind die Schritte, mit denen in einem
jeden Ringe die einzelnen Kanten des Sechsecks beginnen und die durch die
Punkte im Niveau 2 tber der Grundlinie angedeutet sind.

g*
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Der sich in statu nascendi befindliche Kristall erfahrt nun eine weitere
Lebenswendung, wenn ein neues lon auf der sich schon ausgebildeten Gitterebene
anwdéchst (Abb. 5). Dieses lon wé&chst nun rasch zu einer Kette aus und fuhrt
nach Ausbildung mehrerer Ketten zu einer zweiten Gitterebene. In &hnlicher
Weise kommen dann die dritte, vierte usw. Ebenen zustande mit den in der
Tabelle 111 angegebenen, die neue Ebene beginnenden Energiewerten. Diese

Tabelle 111

Anzahl der den Block Anlagerungsenergie
bildenden Gitterebenen des ersten Gliedes

der nachsten Ebene
| 0,0667852
,0660026
,0660123
,0660121
,0660121
,0660121

a b~ W N

Energiewerten wiederholen sich nach den anfanglichen Schwankungen mit dem
konstanten Betrage
o™ = 0,0660121.

Diese Schritte wollen wir die wiederholbaren Schritte 3. Art nennen und mit S3
bezeichnen. Sie sind durch eine Anzahl von wiederholbaren Schritten 2. Art
(die zusammen eine Gitterebene bilden) getrennt.

Abb. 6. Der wiederholbare Schritt Sii2

Die so definierten Sv S2, S3-Schritte kénnen kombiniert werden, wodurch
sich weitere wiederholbare Schritte ergeben. So baut sich z. B. eine jede neue
Kette der ersten Gitterebene im wesentlichen nur durch die wiederholbaren
Schritte 1. Art

Wi2= ~1+ A2

mit der Energie
o'+ d”= 0,8077709
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auf (Abb. 6). In dhnlicher Weise erhdlt man den wiederholbaren Schritt 1. Art
S1J= Sx+ S3 (Energie 0,7591593). Aus diesen S13-Schritten besteht das
Anwachsen einer ersten Kette an eine Grenzebene eines schon vorhandenen
Blockes (dhnlich, wie in Abb. 5). Der wiederholbare Schritt 2. Art S23hat beim
Wachsen auch seine Rolle, die einzelnen Ketten einer neuen Gitterebene am
Block beginnen mit diesen Schritten. Endlich erhalten wir in

123 = + S2+ S3
(Energie 0,8737830) den wiederholbaren Schritt 1. Art Kossel’s (Abb. 1).

4. Periodizitat

Die sogenannten »ersten Schritte« erfolgen immer mit einer ziemlich
niedrigen Energie im Vergleich zu den — die normale Fortsetzung bedeutenden
—wiederholbaren Schritten I.Art. Da nun in der Kosselschen Theorie die Anla-

Abb. 7. Periodisches Wachsen des Steinsalzkristalles (schematisch). Die Energiewerte sind
den Tabellen I, Il und IlIl entnommen

gerung an einer bestimmten Stelle desto wahrscheinlicher ist, je grdsser die
Anlagerungsenergie, erfolgen diese ersten Schritte selten. Ist einmal dieser seltene
Fall des Beginns doch verwirklicht, so ist der Weiterbau wesentlich erleichtert.
Demnach muss man mit der Mdglichkeit rechnen, dass das Wachstum pulsie-
rend verlduft [1]. Diese Periodizitdt des Wachstums veranschaulicht unsere
schematische Abb. 7.

Eine neue Netzebene auf dem Kristallblock wird durch einen S3-Schritt,
die einzelnen Ketten derselben durch S23 Schritte eingeleitet. Die Ausbildung
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einer Netzebene ist die grosse Periode, die einzelnen Ketten bedeuten Unter-
perioden derselben. Bei der ersten Ebene dagegen bestehen die Unterperioden
aus lauter S+2-Schritten und werden durch S2Schritte begrenzt (Abb. ).

Wir sehen also, dass das Wachsen eines Kristalles kein gleichmassiger
Prozess ist, vielmehr geht er in sprunghafter Weise pulsierend vor sich. Die Peri-
oden und Unterperioden dieser Pulsation werden durch wiederholbare Schritte
voneinander getrennt ; das Wachsen wird durch diese wiederholbaren Schritte
geregelt.

Diese Prozesse spielen sich in monomolekularen Schichten ab, sind
also der unmittelbaren Beobachtung unzugédnglich. Andererseits sind aber
mikroskopisch beobachtete Erscheinungen bekannt, die sich zwar in dickeren
Schichten abspielen, jedoch unseren oben skizzierten Uberlegungen entspre-
chen. Gyurai hat beobachtet [5], dass das Wachstum nach dem geschilderten
Schema vor sich geht, nur nicht in monomolekularen, sondern in etwa
10 3 mm dicken Schichten.

Ausserdem zeigt sich dabei auch eine andere Periodizitat, welche mit Konzen-
trationsénderungen verknlpft zu sein scheint. Bei solchen dickeren Schichten
kann man namlich beobachten, dass das Fortschreiten entlang einer Kante eben-
falls in kleinen Spriingen vor sich geht. Zur Deutung dieser Erscheinung wurde
von Gyultai eine teilweise vorgeordnete Grenzschicht angenommen. Eine voll-
stdndigere Deutung scheint auf Grund der Grenzschichthypothese unter Zuhil-
fenahme der Kosselschen Annahmen madglich zu sein.

Der Verfasser beabsichtigt, auf diese — hier nur gestreiften — Fragen ein
nachstes Mal ausfuhrlicher zuruckzukommen.
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MOBTOPAEMBIE WA W NEPNOANUYHOCTbL TMPWN POCTE KPUCTANNA
®. BYKOBCKMWN
Peswome

B Teopumn pocta Kpuctanna Koccensi CTpoeHMe KpPUCTaIIMYECKOTo Tena MpoMCXOauT
3eMeHTapHbIMK akTamu. Te Lwaru, Npu KOTOPbIX NOCNef0BaTe/lbHO BCTPOSAILLMECS MOHbI BCTpe-
YarTCA C OAHWMM W TEMW JKE 3HEPreTMYECKMMK YCOBUSIMW Ha3biBAOTCA «MOBTOPSEMbIMU
waramu»  (wiederholbare Schritt, equivalent Step). ABTopoM 0606L4aeTCAd MOHATME MOB-
TOPSIEMbIX LUAroB ¥ MOKa3bIBaeTCA, YTO BBEAEHHLIMU NOBTOPSEMbIMU LLIAramy BbICLLErO MOpsiAKa
orpaHN4YMBaloTCA HabnogaeMble MPU POCTe KpucTania To Mable, TO 60/bLIME NEPUOLUYHOCTM.
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On a number of natural and synthetic crystals, after the crystals have been subjected
to a proper etching process, growth figures become visible. Some of the etch figures may be
nterpreted in terms of the dislocation theory.

Introduction and experimental technique

The theory of dislocations plays an important role in the investigation of
the properties of solids. These investigations carried out in connection with
the dislocation theory contributed in no small degree to the enlargement of our
knowledge of the mechanism of crystal growth [1, 2]. It appeared to be of interest
to continue investigations carried out previously concerning the growth mecha-
nism of quartz crystals, partly to complete former statements and partly
to take into consideration growth figures detected by proper etching tech-
niques.

These investigations have been carried out partly on surfaces of synthetic
or natural crystals and on cuts cut out from synthetic crystals. The cuts were
prepared as follows : planes cut out as much as possible parallel to one of the
planes of lowest indices occurring on natural crystals were polished; to remove
the deformed surface parts originated in the course of the polishing process the
crystals were exposed for 3—15 minutes to a preliminary etching process in
solutions containing various quantities of HF. Only after this preparatory
process began the proper etching of the crystal surfaces. The natural crystals
were etched immediately after the degreasing of the crystal surfaces. The etch
figures depend partly on the orientation of the surfaces exposed to the etching
process, partly upon the composition of the etching solution. As,unfortunately,
only a relatively small amount of synthetic crystal material was at our disposal,
and also the processing of the quartz proved to be a rather difficult task, there
was not much possibility for making experiments with a large number of various
dilutions of the etching solution, yet it appeared that the most suitable etch
figures can be obtained by subjecting the crystals at a temperature of cca
200° C to staturated aqueous vapour. The crystals to be etched were hooked
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up at the upper part of a high-pressure autoclave, which after having been filled
with water was locked up. The autoclave was then put in an electric stove and
heated to the temperature required. The etched crystals were investigated with
an optical microscope in reflected light.

Gyutai and after him the author already investigated the growth figures
to be observed on synthetic quartz crystals. They found various growth forms
on various surfaces : circle-like figures on the rhombohedron planes and more
or less parallel layers on the prism surfaces. Also smaller formations could be
observed on the rhombohedron planes which were in almost every case turned
towards the centres of the layers. The author also published the photograph
of a great spiral situated on a rhombohedron plane [3].

The etched crystals showed that the etching solution did not attack uni-
formly either the various crystal surfaces, or the various parts of the same
surface.

Observations on the rhombohedron planes

a) In the case of great, circle-like cone-shaped figures under properly
selected etching conditions lines of spiral character become visible (Fig. 1).

Fig. 1. Lines of spiral character show up Fig. 2. Next to the smaller hillocks etch
on a giant cone covered with circle-like pits become visible. To every hillock belongs
layers to be observed on the rhombohedron an etch pit. 100 X

planes after etching. 80X

h) On surfaces covered with small cone-shaped figures — with beginning
etching pits become visible which seem to be closely connected with the cones.
To every small cone belongs one etch pit (Fig. 2).
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c¢) On plane surfaces with beginning dissolution etch pits of the density
of 106 — 107 cm~2 can be observed. Further details cannot be observed on these
etch pits not even with a X 1200 magnification.

Further observations

The growth centres on the prism planes are surrounded by hexagonal
pyramids. The growth layers on the sides of these figures are parallel to the
edges forming the boundaries of the plane ; one side of these pyramids (mostly

Fig. 3.a) The growth centres on the prism planes are on the peaks of the hexagonal pyramids.

The growing layers are generally parallel to the edges bordering the prism planes. 130X

b) At greater distances from the centresbthe hexagonal forms are unrecognisable and the layers
ecome rawer
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Fig. 4. Growth layers observed on the prism planes, the elevation is divided into sections.
210 X

Fig. 5. Etch figures observed on polished prism surfaces.
a) The solution of the polished surface begins at places, -where the lattice has been deformed.
Etch figure originated by deformation caused by the rawer grains of the polishing material.
b) Small angle boundaries with a dislocation density of 104 cm-1
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in the direction of one rhombohedron plane) is sharply cut off so that growth
layer cannot be observed (Fig. 3).

The small-degree etching applied in the presentinvestigation did not change
the prism surface considerably. It could, however, be observed that on one side

Fig. 6. Growth on the basal cut. Intersecting dislocation lines originate a triangle-like etch pit
on the rhombohedron plane. 130 X

Fig. 7. Etch figure with triangle-like etch pits on the rhombohedron surface. 130 X

of the hexagonal pyramids the growth layers became visible more markedly.
It frequently occurred also that on growing crystals temporarily also smaller
crystal surfaces were developed.
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According to further observations, it appears that the development of the
pyramids surrounding the growth centres is not uniform. This can be seen
quite well on Fig. 4, which shows a stepped rise divided into sectors.

The etch figures obtained with synthetic quartz crystals either on their
natural surfaces or on cuts show that many of the phenomena which can be
obtained by etching crystals other than quartz can also be discovered with

Fig. 8. Grain boundaries on a rhombohedron surface. 100 X

quartz crystals save slip figures occurring in cases of unelastic deformation (Figs.
5 6, 7, 8).

The interpretation of the growth figures

Observations on synthetic quartz crystals show that on the rhombohedron
surfaces as well as on the prismatic surfaces one or more growth centres occur.
On crystals which because of some impurities of microscopic size show a greenish
coloration more growth centres can be observed than on good crystals which
show no impurities, consequently the impurities seem to play a decisive role
in the originating of the growth centres.

At the top of the giant cones to be found on the rhombohedron surfaces
sometimes such impurities become visible, in other cases great screw dislocations
absolutely free from impurities can be observed (Figs. 9, 10). The occurrence
of circle-like growth layers while growing with screw dislocations may be ex-
plained according to the Frank-Read theory as follows : The growth of the
crystals is not a continuous process, its rhythm may vary in shorter or longer
time intervals. On changes initiated by outer circumstances, e. g. temperature
fluctuations, there are ahvays superimposed periodicities originating from the



ON THE MECHANISM OF THE GROWTH OF QUARTZ CRYSTALS 125

nature of the mechanism of crystal growth superimposing a fine structure on
the growing crystal. This becomes completely comprehensible if after Gyu1tai
[4], [5] the following considerations are made. The crystal submerged in the

Fig. 9. Dislocation group as growth centre originated by impurities at the top ofa giant cone.
Triangle-like etch pits. 130X

Fig. 10. Screw dislocation at the top of the giant cone. 570 X

supersaturated solution is surrounded by its transitional boundary layer. When
material becomes attached to the growing crystal, the particles of the still solved
crystal material are arranged in a system which entirely corresponds to the
crystal lattice, at the same time the already arranged particles squeeze out
the molecules of the solvent thus reducing the saturation of the solution around
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the crystal, the crystal growth becomes slower. By diffusion or flow the diluted
solution will be removed from the neighbourhood of the growing crystal being
substituted again by a much more concentrated solution, thus the growing process
becomes once more more rapid. The shape of growth observed in Fig. 11 may
be obtained as a consequence of this process. There is a screw dislocation in the
centre of growth with a Burgers vector of strength B. By repeating the elementary
growing process n-times the centre rises over the crystal surface to the height

Fig. 11. The growth is not continuous. The screw dislocation of strength B grows to height nB.
Within this height the spiral growth cannot be observed well, only closed rings are visible

nB, at the same time as a consequence of the dilution of the solution the material
separation becomes slower. A step of height nB has developed, within which
spiral growth may not even become visible. In the following growing period
a further layer of step height nB will be produced and so on. Consequently only
circle-shaped growth layers can be observed, which may extend over the whole
crystal surface. The growth layers of spiral character connecting the single
steps become visible by the etching process. The same growth — observed on
a prism surface — is presented in Fig. 4. The spiral growth, however, cannot
be demonstrated in this picture, since one side of the hexagonal-shaped figure
is cut off too sharply and the spiral thread cannot be followed well.

Another problem refers to the existence of the smaller growth centres.
When examining this question one has to take into consideration the fact that
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in the case of properly selected etching conditions etch pits become visible at
every cone. Thus these smaller growth centres seem to represent places of
dislocations.
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Die Verfasser untersuchten in Alkohol gedtzte natirliche und synthetische Einkristalle,
ferner NaCl-Pastillen. Die beobachteten Wachstumsfiguren entsprechen den Beobachtungen
Gyulais, die mit dem optischen Mikroskop durchgefihrt wurden.

Gyulai zeigte in einer Reihe von Versuchen, dass die Kossel—Strans-
kische Molekulartheorie des Kristallwachstums heim NaCl die beobachteten
Vorgange richtig wiedergibt [1, 2, 3]. Aus der Ldsung, Dampf oder Schmelze
bilden sich Kristallskelette. Das Wachstum der Einkristalle geht von einem Kern
beginnend schrittweise vor sich. Es bilden sich zuné&chst kleine quadratische
Gebilde, die in diagonaler Richtung weiterwachsen, gerade in der Weise, wie dies
die Kossel—Si’'RANSKische Theorie verlangt ; dabei entstehen kleine, gleich-
gerichtete Kristallblécke, die lickenlos und gleichorientiert zueinander wach-
sen. Das Wachstum geht schichtenweise vor sich. Obwohl die Theorie sich auf
einzelne molekulare Vorgédnge bezieht, zeigte Gyulai, dass die Kosselsche
Regel auch das schichtenweise Angliedern der Molekile richtig wiedergibt [3].

Einer von uns konnte ganz &hnliche Erscheinungen bei der Rekristallisation
feststellen [4]. Die Ergebnisse dieser Rekristallisationsversuche Hessen sich
dahin deuten, dass das Kristallwachstum auch in festem Zustand nach den-
selben Regeln vor sich geht wie beim Wachstum aus dem Dampf, der Lésung
oder Schmelze.

Das Massgebende bei den Versuchen von Gyulai ist jene Beobachtung,
dass das Wachstum immer aus einer Spitze des schon entstandenen Kristalliten
beginnt, also an jener Stelle, wo — der KossELL-STRANSKischen Auffassung
gemass — das Anlagern der lone mit grosstem Energiegewinn mdglich ist.
Der wachsende Kristall besteht zunédchst aus Wirfelflaichen mit diagonalen
Hauptwachstumsrichtungen, die dann allméahlich verwischt werden.

Wir stellten uns nun die Aufgabe, fertige nattrliche und synthetische
Einkristalle mit dem Elektronenmikroskop zu untersuchen um festzustellen,
wie weit bei solchen Einkristallen die durch Gyulai beim Wachstum fest-
gestellte Struktur nachtréglich erkennbar ist. Die beim Wachsen sich bildenden
Strukturfehler modifizieren die urspriinglichen Wachstumgebilde ; aus diesem
Grund ist es nicht immer leicht, die Wachstumsfiguren nachtréaglich zu er-

9 AeU Physica VIII/I—2
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kennen. Im folgenden bringen wir typische Bilder, die sich bei einem grossen
Untersuchungsmaterial wiederholten und die Besprechung der Wachstums-
Vorgange ermdglichen.

Wir untersuchten naturliche und nach der Methode Kyropoulos aus der
Schmelze gezuchtete synthetische Einkristalle, ferner Pastillen, die im Tempe-
raturbereich von 20—600° C mit einem Druck von 1000—20 000 kg/cm2 und
eine Probe die mit 60 000 kg/cm2 Druck bei 20°C hergestellt wurden.

Die Struktur der Kristalle wurde durch eine geeignete Atztechnik sichtbar
gemacht und mit dem Elektronenmikroskop untersucht. Elektronenmikrosko-
pische Untersuchungen wurden an mehreren Kristallen durchgefihrt [5], mit
KCI-Kristallen befasste sich D. Sénksen [6].

Préaparative Technik

Die Spaltflachen der einzelnen Proben wurden 24 Stunden lang in 96%-em
Alkohol gedtzt. Die Pastillen wurden ebenso vorbereitet, jedoch wurden die
Spaltflachen vor dem Atzen noch poliert. Dieses Verfahren bringt die Struktur
der Oberflachen zum Vorschein.

Die elektronenmikroskopischen Prédparate haben wir zundchst mit einem
Abdruckverfahren hergestellt. Die Proben wurden in weiches Polistirol hinein-
gedriuckt. Nach Abkuhlen wurde das NaCl mit Wasser abgeldst. Den Polistirol-
abdruck schatteten wir unter 40° mit Uransulfid oder Palladium, nachher wurde
normal zur Oberflache Au — Al im Vakuum aufgedampft. Nach Abldésung des
Polistirols in Benzol konnten die Au — Al-Abdricke in bekannter Weise unter-
sucht werden.

Mit dieser Methode konnten jedoch von den Oberflachen der Proben
nur wenig befriedigende Bilder gewonnen werden. Wir versuchten daher, einen
einstufigen Abdruck herzustellen und zwar auf folgender Weise : Die Ober-
flachen der NaCl-Proben wurden unter 40° mit Uransulfid oder Palladium
beschattet, nachher Au — Al aufgedampft, und schliesslich wurden die Proben
mit Wasser abgelést. Beim Herausheben der so gewonnenen dinnen Schichte
ging jedoch dieselbe wegen zu grosser Oberflachenspannung zugrunde. Auch
das Abldsen in heissem Wasser zeitigte keine befriedigenden Ergebnisse. Zur
Verminderung der Oberflachenspannung versuchten wir, 96%-en Aethyl-
Alkohol dem Wasser beizumengen, jedoch die beim Beimengen des Alkohols
auftretende allzu starke Konvektion zerriss die Schichte. Schliesslich gelang es
mit einer 1 :1 Wasser-Alkohol Ldsung schéne, zusammenh&ngende Schichten
herzustellen. Auf diese Weise konnte eine recht feine Struktur der Proben zum
Vorschein gebracht und untersucht werden.

Die Aufnahmen wurden mit dem Elektronenmikroskop T. T. C. bei 40 kV,
0,4 mA Betriebsdaten hergestellt.
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Einkristalle

Zunachst untersuchten wir Einkristalle. Es ist auffallend, dass die aus
Wieliczka (Polen) stammenden, naturlichen Einkristalle eine viel geringere
Struktur aufweisen als die synthetischen mit der KYROPOULOS-Methode aus der
Schmelze geziichteten Proben. Abbildungen la, 16 und 2a sind h&ufig vor-
kommende, typische Beispiele fur diese Behauptung. Die natlrlichen Ein-
kristalle sind weniger strukturiert, die Proben enthalten viele Oberflachen-
teile,die Uberhaupt keine Struktur zeigen. Abbildungen 2a und 2b sind bemerkens-
werte Beispiele natlrlicher Einkristalle.

Auf den Bildern sind gut sichtbare Spitzen zu sehen, die auf einer geraden
Linie liegen ; dies kann als Wachstum in diagonaler Richtung gedeutet werden.
Diese Struktur entspricht den bekannten Beobachtungen von Gyulai, nach
denen beim Wachstum aus der Lésung oder aus dem Dampf von einem Punkt
ausgehend, sich kleine Wdurfel bilden, denen sich in diagonaler Richtung
weitere Wirfel anlagern ; auf diese Weise entstehen Reihen von Wirfelflachen.
Senkrecht zur Hauptrichtung bilden sich weitere Diagonalrichtungen. Beim
schnellen Wachstum entsteht der Kristall aus vielen kleineren Wirfeln, die
sich zusammenfligen. Wenn jedoch das Wachstum sehr langsam vor sich geht,
kann ein kleines Wirfelchen schichtenweise weiterwachsen. Es entstehen grosse
Einkristalle, bei denen kaum irgendeine feinere Struktur nachweisbar ist.

In einem Falle gelang es, bei den naturlichen Kristallen Spuren von Dendri-
tenbildung zu entdecken (Abb. 3).

Die auffallende Strukturenarmut der aus Wieliczka stammenden natir-
lichen Kristalle kann dahin gedeutet werden, dass diese Kristalle sehr langsam
gewachsen sind, und daher keine feinere Blockstruktur bildeten. Diese Beob-
achtung steht mit der bekannten Tatsache im Einklang, nach der die aus Wie-
liczka stammenden Kristalle gut ausgebildet sind und nur wenige Kristall-
fehler enthalten.

Die synthetischen Kristalle sind ausserordentlich strukturreich ; sie be-
stehen aus Blécken. Abbildung 4a zeigt eine, unter dem optischen Mikroskop
verfertigte Aufnahme einer solchen Blockstruktur. Auf der Abbildung 4b sehen
wir einen Teil derselben Struktur mit dem Elektronenmikroskop vergrdssert.

Nach an sehr vielen Kristallen durchgefihrten Beobachtungen zeigt die
Orientierung der Blockstruktur der synthetischen Kristalle viel griéssere Ver-
schiedenheiten als die natiirlichen Kristalle von Wieliczka, ferner sind die ein-
zelne Blocke stark gegliedert. Diese Tatsache hdngt damit zusammen, dass die
aus der Schmelze gewachsenen Kristalle verh&ltnissmassig schnell wachsen,
wobei Stérungen (z. B. Temperaturschwankungen) viele Fehler in den wachsenden
Kristall hineinbringen. An einigen Stellen kommt das Wachsen zum Stehen,
in den Wachstumsformen kommen dann Verschiebungen zustande. Abbildung
5 zeigt bei den synthetischen Einkristallen oft zu beobachtende deformierte

g*
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Abb.

1jb.

K. ARKOSI und Z. MORLIN

Abb. I/a. Einkristall aus Wieliezka. 1 :4300

Ein Teil der Oberflache eines synthetischen Einkristalls.

1:8800
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Abb.

2/b.

Abb. 2/a. Einkristall aus Wieliczka. 1:4300

Treppenstruktur auf der Oberflache eines Einkristalls von Wieliczka. 1 : 8800
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Abb. 3. Dendritenbildung bei dem Einkristall aus Wieliczka. 1:6700

Abb. i/a. Unter dem optischen Mikroskop verfertigte Aufhahme einer Blockstruktur auf synthe
tischem Einkristall. 1:350
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Abb. 4/b. Ein Teil der auf der Abb. 4ja sichtbaren Blockstruktur mit dem Elektronenmikroskop
vergrdssert. 1 :6000

Abb. 5. Deformierte Blockgrenzen an synthetischem Einkristall. 1 : 4000
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Blockgrenzen. Die einzelnen Blockgrenzen sind im Verhdltnis zueinander ver-
schoben, die einzelnen Blocke sind durch Zonen miteinander verbunden, die
keine Fortsetzung eines orientiert wachsenden Teiles sind, sondern sich in die
Blockgrenzen hineinschieben. An solchen Stellen bilden sich vermutlich starkere
Spannungszonen. Fig. 1 ist eine zeichnerische Darstellung der Aufnahme Nr 5
zur Erleichterung der Orientierung. Der mit einem Pfeil markierte Teil ist ver-

mutlich eine — durch Spannung entstandene — Schraubenversetzung.* Die
Struktur der sehr langsam gewachsenen und langsam abgekihlten synthetischen
Proben ist besser.

Pastillen

Einer von uns beobachtete bei Pastillen — die aus feinem NaCl-Pulver
bei 300—750° G mit 1000—10 000 kg/cm2 Druck hergestellt wurden — Struktu-
ren, die den von Gyulai beobachteten Wachstumsfiguren sehr ahnlich sind [4].
Diese Ahnlichkeit kann man dahin deuten, dass das Wachstum in jeder Form
(Lésung, Dampf, fester Zustand) nach denselben Regeln vorsichgeht. Die weite-
ren, hier zu besprechenden elektronenmikroskopischen Untersuchungen bezogen
sich hauptsédchlich auf Proben, die unter 300° C hergestellt wurden, um fest-
zustellen, ob auch diese — bei niederer Temperaturen rekristallisierten Proben
dieselbe Struktur zeigen, wie die bei héherer Temperatur hergestellten Pastillen.
Ferner wollten wir auch die — bei der Rekristallisation entstandene Fein-
struktur der rekristallisierten Einkristalle untersuchen.

Die Presstemperatur spielt bei dem Kristallwachstum in fester Phase eine
wichtige Rolle. Bei niederer Temperatur bilden sich verhaltnissmassig kleine
Kristallite, deren feinere Struktur im optischen Mikroskop so gut wie unbeob-
achtbar ist. Elektronenmikroskopische Untersuchungen zeigten auch bei den

Uber die Frage der SebraubenVersetzung siehe die Arbeit von B.Jeszenszky (5.83).
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Abb. 6. Blockstruktur an rekristallisierter Pastille mit typischen Wirfelgebilden. 1 : 11 000

Abb. 7. Blockstuktur an rekristallisierter Pastille. 1: 10 400
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Abb. 8. Rekristallisierte Oberflache.

Abb. 9. Rekristallisierte Oberflache.

1:11 500

1:8100
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bei 20° C hergestellten Proben eine ganz &hnliche Struktur, wie die schon er-
wahnten friheren lichtmikroskopischen Untersuchungen. Abbildungen 6 und 7
zeigen dieselbe Blockstruktur, dieselben typischen Wiurfelgebilde wie Proben,
die hei héheren Temperatur hergestellt worden sind [4]. Zu den verd6ffentlichten
Bildern bemerken wir, dass die abgebildeten Flachen gut ausgebildete Ein-
kristalle in der Pastille sind. Die Struktur wird nur durch die Atzung sichtbar.

Abbildungen 8, 9 und 10 zeigen weitere rekristallisierte Oberflachen.
Von den lichtmikroskopischen Untersuchungen ist es bekannt, dass die re-

.166. 10. Rekristallisierte Oberflache mit parallelen Kanten. 1 :8800

kristallisierten Oberflachen aus nahezu parallelkantigen Blécken bestehen.
Die Orientation der Bldcke zeigt nur geringe Verschiebungen und verlduft
parallel mit der Hexaederkante des Kristalles, dessen Struktur sie bilden. Die
Grenze mehrerer Kristallite ist durch eine Orientationsénderung in der Block-
struktur gekennzeichnet. Abbildung 6 ist hierfliir ein typisches Beispiel.

Verformungsstruktur

Aus noch im Gange befindlichen Leitfadhigkeitsmessungen wissen wir,
dass die elektrische Leitfahigkeit der natiirlichen (von Wieliczka stammenden)
und synthetischen (aus Schmelze geziichteten) Einkristalle sehr verschieden ist.
Diese Verschiedenheit kann ihren Grund in den strukturellen Verschieden-
heiten der beiden Kristallarten haben. Dieser Gedanke wird durch Versuche
unterstitzt, nach denen die elektrische Leitfahigkeit natlrlicher Einkristalle
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ibb. 11/a. Lupeaufnahme von dem — durch Biegung deformierten — natirlichen Kristall.
1:400

Abb. Iljb. Ein Teil der auf der Abb. 11/a sichtbaren Aufnahme, mit dem Elektronenmikroskop
vergrossert. 1 :7800
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Abb. 12/u. Lupeaufnahme von nahezu parallel orientierten Oktaedern auf der Oberflache eine?,
durch Biegung deformierten, natiirlichen Einkristalls. 1 :400

Abb. 12jb. Abb. 12/« mit dem Elektronenmikroskop vergrdéssert. 1:6000
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von Wieliczka nach einer Verformung (z. B. Biegung) &hnlich zu den synthe-
tischen Kristallen wird. Spannungsoptische Untersuchungen zeigen, dass wah-
rend sogar temperierte, gut ausgebildete, aus der Schmelze gezlchtete Ein-
kristalle Spannungen aufweisen, die natirlichen Kristalle von Wieliczka so gut
wie ganz spannungsfrei sind.

Wir berichteten lber die Tatsache, dass die natlrlichen Einkristalle von
Wieliczka kaum eine sichtbare Struktur aufweisen. Solche Kristalle wurden
durch Biegung unter dem Wasser deformiert und nachher geédtzt. Durch die

Abb. 13. Quadratische Figur an dem verformten Einkristall. 1 :4000

Atzung wurden Gebiete starkster Spannung abgelést, und dadurch wurde die
Struktur des Kristalls nach der Verformung sichtbar. Wir untersuchten die
konkaven und konvexen Seiten des durchgebogenen Kristalls. Abbildungen
11a, life und 12a, 126 sind typische Beispiele solcher Aufnahmen.

Die Atzung bringt quadratische Figuren hervor (Abb. 13). Die konvexen
Seiten zeigen eine starke Struktur. Auf dieser Seite wird die Blockstruktur scharf
zum Vorschein gebracht (Abb. 12fg 14, 15). Abbildung 12fe zeigt eine Oktaeder-
struktur. Es handelt sich dabei vermutlich um Spiralversetzurgen, die sich
bei der Verformung an den Gleitebenen bildeten.* Die durch Biegung deformierten
natlrlichen und undeformierten synthetischen Kristalle zeigen eine gewisse
strukturelle Ahnlichkeit (Abb. 16, 17, Ife, ferner 46). Aus dieser Ahnlichkeit
geht hervor, dass bei dem Wachstum synthetischer Kristalle viele innere Span-

Yergl. mit der Arbeit Jeszenszky’s (S. 8. 3.)
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Abb. 14. Struktur des durch Biegung deformierten — Einkristalls. 1:6600

Abb. 15. Oktaeder an der Oberfliche eines deformierten, natirlichen Einkristalls. 1 :4500
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Abb. 16. Durch Biegung deformierte Einkristalloberflache. 1 :7500

Abb. 17. Durch Biegung deformierte Einkristalloberflache. 1:6800
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nungen auftreten ; die aus der Schmelze geziichteten Kristalle enthalten immer
viel mehr innere Fehler als die natiirlichen Einkristalle.

Es ist auffallend, dass die rekristallisierten Oberflachen in den Pastillen
eine verhéltnismassig geringe Verformungsstruktur aufweisen. Erklarung dieser
Tatsache kénnte sein, dass bei den aus Schmelze gezichteten Kristallen die beim
Erstarren der Probe auftretende Volumendnderung notwendigerweise zur Ent-
stehung innerer Spannungen fuhrt. Solche Volumendnderungen kommen bei
der Rekristallisation nicht zustande und daher wird in der Literatur der Schluss
gezogen, dass sich bei der Rekristallisation besser ausgebildete Kristalle bilden
kdnnen als beim Wachstum aus der Schmelze [7].

Zusammenfassung

1. Die Mikrostruktur nattrlicher, synthetischer und rekristallisierter NaCl
Proben wurde elektronenmikroskopisch untersucht.

2. Die elektronenmikroskopischen Aufnahmen unterstiutzen die Ergebnisse
der Untersuchungen Gyulai’s Uber den Mechanismus des Kristallwachstums.

3. Die Struktur der Kristalle ist von der Entstehungsart der Proben
abhangig.

4. Beim Wachstum synthetischer Kristalle bilden sich innere Spannungen,
die nicht einmal mit dem Tempern endgultig ausgetrieben werden kénnen.

5. Der Mechanismus der Hochdruckrekristallisation ist bei jedem Press-
druck und bei jeder Presstemperatur derselbe.

6. Die Struktur der durch Biegung deformierten nattrlichen Einkristalle
wird &hnlich zu der Struktur der synthetischen Kristalle.

7. Zwischen den beobachteten Strukturen der Kristalle, deren elektrische
Leitfahigkeit und spannungsoptische Eigenschaften &hnlich sind, besteht eine
Parallele.

Herrn Professor Gyulai sei an dieser Stelle Dank fur die Anregung und
Unterstitzung der Arbeit ausgesprochen. Ebenso danken wir Herrn Museums-
direktor L. Tokody und dem wissenschaftlichen Mitarbeiter Herrn B. Je-
szenszky fur wertvolle Diskussionen. Herrn Prof. Ing. G. Goll danken wir
fur die Pressform zur Herstellung des 60000 kg/cm2 Druckes. Schliesslich dan-
ken wir Herrn Institutsmechaniker K. Wallentin fir die Herstellung der
anderen Pressformen.

10 Ada Phyaica VIII/I—2
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BEITRAGE ZUM MECHANISMUS
DES NaCl-KRISTALLWACHSTUMS

Von

B. Jeszenszky

INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT FUR DIE BAUINDUSTRIE,
BUDAPEST

(Vorgelegt von I. Kovacs. — Eingegangen 14. VIII. 1957)

Der Verfasser berichtet von einigen Spiralwachstumsformen beim NacCl, die auf Kristall-
oberflachen befindlich sind. Mit einem Atzverfahren bekommt er neue Atzfiguren. Aus diesen
Atzfiguren folgert der Verfasser, dass das Wachstum durch Schraubenversetzungen (Spiral-
\S/\;)ailgrtstum) auch bei dem Kristallwachstum des NaCl von der Schmelze eine bedeutende Rolle

In dieser Arbeit mdéchte ich Uber Beobachtungen berichten, aus denen
gefolgert werden kann, dass die Schraubenversetzungen bei dem Wachstum
der NaCl-Kristalle aus der Schmelze eine bedeutende Rolle spielen. Ich unter-
suchte einerseits die erstarrende Schmelze von NaCl, anderseits atzte ich Ein-
kristallprobestiicke. Die Einkristalle wurden aus der Schmelze gezogen. Von
meinen Beobachtungen habe ich viele Photographien gemacht, doch kénnen
leider nur einige von ihnen beigelegt werden, obwohl diese Arbeit mdglichst viele
Darstellungen erwiinscht.

Die neuere Theorie des Kristallwachstums wurde von Burton, Cabrera
[1] und Frank [3] in den Jahren 1947—1952 fir die Realkristalle ausgearbeitet.
Die Theorie sagt aus, dass die Realkristalle bei Anwesenheit von Schrauben-
versetzungen wachsen ; auf der Oberflache der Kristalle bilden sich flache
Spiralhtigel, die aus monomolekularen Treppen bestehen. Die experimentellen
Beobachtungen verstarken diese Theorie, da diese Spiralfiguren auf sehr vielen
Kristallsorten, die aus dem Dampf oder der Lésung gewachsen sind, zu finden
sind. Die Treppenhdhen zeigen einen engen Zusammenhang mit der Grosse
der Rontgenelementarzellen. In manchen Fé&llen ist die Treppenhdhe der Hdhe
der Elementarzelle gleich, in anderen Féallen wird das Vielfache derselben er-
reicht : manchmal kénnen die Treppenhéhen hundertfache sogar tausendfache
Zellenhdhen erreichen. Es kommt vor, dass die Treppenhdhe nur ein Bruchteil
der Elementarzelle ist, wie zum Beispiel bei den Polytypen der SiC-Kristalle
[8]. Spiralen, deren Treppenhdhe mit der Elementarzellenkante gleich sind,
haben einen Burgersvektor, dessen Starke die Einheit ist.

Diese Spiralhtigeln kann man bei den verschiedenen natirlichen und kinst-
lichen Kristallen finden. Spiralwachstum wurde bereits auf Berylium, Graphit,
Quarz, Siliciumcarbid, Magnesium, Titan, Kadmiumjodid, Paraffin usw. be-
obachtet. Dieser Mechanismus des Kristallwachstums kommt sowohl bei lonen-

10*
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kristallen wie auch bei homeopolaren oder molekularen Bindungen und auch
bei Metallkristallen vor. Bei den synthetischen Kristallen wurde dieser Mecha-
nismus bis jetzt nur bei Kristallen beobachtet, die aus dem Dampf oder der
Losung gewachsen waren sowie auch bei Kristallen, die durch elektrolytische
Abscheidung hergestellt worden waren.

Man kann den Mechanismus des Wachstums manchmal auch wéhrend des
Wachstums beobachten [2]. Der Verfasser hatte Gelegenheit, eine Filmauf-
nahme zu sehen, die von Prof. R. Kaischew (Sofia) in Budapest vorgefuhrt
wurde. Diese Aufnahmen von Prof. Kaischew von elektrolytisch abgeschiedenen
Silberkristallen zeigen das Spiralwachstum in sehr Uberzeugender Weise, und die
Methode ist auch zu quantitativen Messungen brauchbar [9].

Die meisten Forscher untersuchten aber die Oberflachen von Kristallen,
deren Wachstum schon beendet war. Die Untersuchung von Kristallflichen
unmittelbar oder durch Atzung gibt stets viel Information (iber den Mecha-
nismus des Kristallwachstums.

I. Untersuchungen mit Schmelzflusskristallen

Der Verfasser stellte synthetische NaCl-Kristalle aus der Schmelze fir
verschiedene Zwecke her. Er beobachtete, dass sich, wenn die Schmelze zu

an

Abb. 1. Blockgrenzen und Spiralhiigel. 10-fache Vergrésserung

kihlen beginnt, auf der Oberflache derselben viereckige kleine Kristalle bilden.
Diese kleinen Kristalle vermehren sich sehr schnell und bedecken die ganze
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Oberflache der Schmelze. Die viereckigen Plattchen wachsen zusammen, wobei
sie sich mehr oder weniger deformieren. Wenn man die erstarrende Oberfldchen-
schicht aus dem Tiegel nimmt, bekommt man eine polykristalline Platte, die
bei weitem nicht flach ist, sondern aus vielen unregelméssigen Bléckchen be-
steht. Die Dicke des Plattchens ist ungefahr ein mm. Man findet auf der unteren
Seite keine Dendriten, und der Kristall wird nicht von dem Schmelzfluss be-

Abb. 2. Spiralhiigel gebildet aus Doppelspiralen. 200-fache Vergrdésserung

netzt. Auf diesem Kristallplattchen kann man schon mit nacktem Auge kleine
Spiralhtigeln entdecken, die meistens an der Grenze zweier Bléckchen sitzen.

Bild 1 zeigt einen Teil der polykristallinen Platte mit den Blockgrenzen
und Spiralhtugeln. Solche Hiugel finden sich auch auf dem unteren Teil des
Blattes. Unter den Spiralhiigeln findet man einfache und auch zusammen-
gesetzte Gebilde.

Bild 2 zeigt einen Hugel, der aus zwei entgegengesetzten Spiralen gebildet ist.

Bild 3 stellt einen ldnglichen Hugel dar, der sich hei der Verfestigung noch
deformierte, an der linken Seite des Bildes kann man die Gleitlinien sehen.
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Abb. 3. Ein langlicher Spiralhiigel. 100-fache Vergrésserung

Abb. 4. Feinstruktur der Spiralen und Verformung. 600-fache Vergrdsserung
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Auf dem Bild 4 sehen wir in 600-facher Vergrdésserung einen Teil des vorherigen
Hugels. Die Feinstruktur und die Verformung ist gut sichtbar.

N. Cabrera [5] erkléart die Ausbildung solcher grossen Spiralen mit hohen
Treppenhdhen auf folgender Weise :

Zwei Kristallplattchen treffen langs ihrer Kanten zusammen jedoch nicht
in richtiger Orientation, sondern es bleiben neben den Kanten Aushdhlun-
gen zurick. Diese Aushdhlungen ziehen die in ihrer Umgebung entstehenden
Versetzungen. So entsteht eine zylinderformige Licke (wie bei einem Wirbel),
deren innere Oberflachen schraubenférmig sind. Dieses »Rohr« kann sich nicht
zusammenschliessen, da es den in der Umgebung ausgebildeten inneren Spannun-
gen das Gleichgewicht halt. Frank [11] hatte theoretisch gezeigt, dass sich
solche grossen Spiralen mit einer Aushdéhlung in der Mitte bilden missen, wenn
der Burgersvektor der Schraubenversetzung eine gewisse Stérke Ubertrifft.
A. R. Verma [8] hat auf SiC-Kristallen solche Spiralen beobachtet, die in der
Mitte der Spiralhiigel eine Aushdhlung zeigten. Man kann manchmal an NaCl-
Spiralhlgeln solche Aushodhlungen hei starkerer Vergrdsserung entdecken.

Wenn wir die an der Oberflache der Schmelze ausgebildete Kristallplatte
rasch abkihlen z. B. mit Wasserkuhlung, dann wachsen in den Schmelzfluss
Dendrite hinein. Die Aste der Dendriten bestehen aus kleinen Wiirf¢In an deren
Oberflachen manchmal Spiralfiguren beobachtet werden kdnnen.

2. Atzverfahren

In weiteren berichte ich Gber meine Atzversuche. Ich beobachtete Atz-
figuren an natirlichen Steinsalzkristallen (aus Wieliczka) und auf den geétzten
Oberflachen von synthetischen Einkristallen, die ich mit der Methode von
Kyropoulos selbst hergestellt hatte ; Ausgangsmaterial war synthetisches
NacCl, hergestellt von der Firma Chinoin. Das Schmelzgefass bestand aus Platin.

Fir die Atzversuche spaltete ich kleine Einkristallplatten und Stiabchen
ab. Nach mehreren Versuchen wéahlte ich zwei Lésungen fiir die Atzung. Beide
Losungsmittel waren wassriges Alkohol (86—92%) in den ein wenig Jod oder
Formaldehid als Beitrag gemischt war.

Die Beobachtungen fiihrte ich mit einem Zeiss-Mikroskop im durch-
fallenden Licht aus. Die Versuche von Dekeyeser [6] (1952) an NaCl-Kristallen
zeigten, dass durch thermische Atzung an den Oberflichen des Einkristalls
Spiralfiguren sichtbar werden. Ich dachte nun, dass sich solche Spiralfiguren
auch bei einem geeigneten Atzverfahren zeigen missen. Tatsachlich, bekam ich
mit den oben erwdhnten Atzlésungen sehr instruktive Atzfiguren.

Wenn inan den Kristall in eine ungesattigte Loésung bringt, kommt es
zur Loésung. Die Losung ist ein umgekehrter Prozess des Wachstums. Der Prozess
des Ldsens ist auch richtungsabhdngig [4], ebenso wie das Wachstum. Das
Atzen bedeutet auch einen Lésungsvorgang, aber die verschiedenen Losungs-
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mittel I6sen in verschiedener Weise. Die Atzfiguren sind kleine Hugel oder
Graben an den Kristalloberflachen. Die Form, Dichte und Orientation dieser
Atzgrabchen verraten sehr viel iber den inneren Aufbau der Kristalle.

Es ist wohlbekannt, dass die Lésung die Kristalloberflache nicht gleich-
maéssig angreift, sondern dass gewisse Punkte und Richtungen bevorzugt werden.
Aus der Anordnung der Atzfiguren kann man auf die Symmetrie der Kristall-
flaichen folgern. Es ist zu beobachten, dass die Atzung in gewissen isolierten

Abb. 5. Beginn der Atzung. 200-fache Vergrésserung. Atzdauer 10 Minuten

Punkten beginnt, in denen die Oberflache schon einen groben Fehler z. B. einen
Riss oder eine Verunreinigung hat. Frank und seine Mitarbeiter zeigten, dass
die Versetzungen mit ihren oberflachlichen Treppen eine bedeutende Rolle
spielen. Der Durchstosspunkt einer Schraubenversetzung auf der Kristallober-
flache ist der Mittelpunkt eines Spiralhtgels. Ist das Wachsen im Gange, so ziehen
die Linienspannungen die Krimmungen der Versetzung zusammen und halten
dieselben von den spitzen Ecken fern, und auf der Kristallflache arbeitet nur
eine einzige Versetzung als Wachstumszentrum. Dieselbe Linienspannung halt
die Krimmungen der Spirale wahrend des Ldsens bei den zurickgesetzten
Kanten zuriick, so dass eine einzige Versetzung bei der Ausbildung eines Atz-
grabchens drei oder vier Oberflachen zustande bringen kann.

Has Atzen muss sich relativ schnell abspielen, aber nicht zu schnell, weil
dann das ganze Kristallgitter zerstért wird.
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Ich &tzte frisch gespaltete Probestiicke in wassrigem Alkohol (92%).
Dem Alkohol gab ich ein wenig Jod hinzu, bis die Lésung hellbraun wurde.
Nach 10—15 Minuten hob ich das Probestick heraus. An jenen Oberflachen
des Stuickes, die mit dem Gefésse in Berihrung kamen, fand ich vielversprechende
Atzfiguren.

Bild 5 zeigt diese ge&tzten Oberflachen (100) des Einkristalls.

Waéhrend der Versuche verénderte ich den Wasserinhalt der Lésung und

Abb. 6. Tiefe Atzung. 200-fache Vergrdsserung, Atzdauer 10 M

benltzte verschiedene Jodbeitrdge. Wenn zuviel Jod vorhanden war, bekam
ich grobe, kreisformige Atzgrabchen. Bild 6 zeigt einen solchen Zustand.

Im allgemeinen zeigten jene Oberflachen des Probestickes, die das Geféss
nicht beriihrten, ein groberes Atzbild. Nach vielem Probieren erreichte ich,
dass eine gewisse Alkohol-Wasser-Jodmischung immer dieselben typischen
Atzbilder zum Vorschein brachte. Bild 7 stellt ein Atzen mit 25 Minuten Atz-
dauer dar.

Beim Atzen beginnt die Ablésung immer beim Band und dringt spéater
zu den inneren Oberflachenteilen vor. Anfénglich teilt sich die Oberflache in
groben Ziigen, nach 20—30 Minuten Atzdauer kommen die feineren Teile zum
Vorschein. Die Atzung darf nicht unterbrochen und erst spater fortgesetzt
werden, weil dann keine brauchbaren Atzfiguren zustande kommen.

Bei Kristallen, die langere Zeit in der freien Luft waren, bekommt man
keine dem Bild 3 dhnlichen Atzfiguren. Ebenso geben polierte Kristallflichen
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mit den Indices (100), (110) und (111) keine ahnlichen Atzfiguren, sondern nur
grobe Atzkrater.

Diese Atzfiguren kommen nicht durch Kristallisation zustande. Aus der
Losung herausgenommene Kristalle wurden mit einem Ldschpapier abge-
trocknet. Nach dem Abtrocken waren an der Oberflache keine Kristallite zu
finden.

In anders verdinntem Alkohol bekommt man keine solche feine Atz-
struktur. Wenn aber ein wenig Formaldehid als Beitrag (4—5%) zum Alkohol
gegeben wird, so bilden sich ebenso feine Gebilde wie bei Jodbeimengungen.

Abb. 7. 240-fache Vergrésserung, Atzdauer 25 M

Bild 7 stellt eine mit vier Lamellen bedeckte Kristalloberflache dar. Die
Spaltlamellen sind mit Spiralfiguren dicht bedeckt. Die meisten Spiralen
machen nur ein paar Krimmungen und verbinden sich dann miteinander dabei
mehr oder minder komplizierte Figuren ergebend.

Wie héngen diese Atzbilder mit der Kristallstruktur zusammen? Wenn
wir eine frisch gespaltete Kristallfliche beobachten, so sehen wir feine Aderung
darauf. Die Spaltflache ist eigentlich eine treppenférmige Flache. Die Kanten
dieser Treppen und die sich darauf befindlichen Aus- und Einbuchtungen spielen
bei dem Wachstum eine wichtige Rolle [2].
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Abb. 8. Spaltflaiche mit Lamellenstruktur. 500-fache Yergrosserung, Atzdauer 30 M

Abb. 9. Kreisférmige und viereckige Spiralen. 500-fache Yergrésserung, Atzdauer 30 M
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Auf dem Bild 8 sehen wir, dass die Spaltlamelle aus kleineren Bléckchen
besteht, die sich wie Dachschindeln tGiberdecken. Man kénnte meinen, dass unter-
einander liegende Bldckchen so aussehen. Auf den sich deckenden Bléckchen
sind einfache sowie komplizierte Spiralfigtiren. Die Treppenhdhe kann man
mit dem Mikroskop nicht wahrnehmen, aber die Unschérfe des Bildes zeigt,
dass die Lamellen nicht in ein und derselben Ebene liegen.

Bild 9 ist weniger Uberfiullt. Auf diesem sehen wir viereckige Spiralen
mit gekrimmten Ecken, die manchmal beinahe kreisformig sind. Die Kreis-

Abb. 10. Doppelschraube. 240-fache Yergrosserung, Atzdauer 20 M

oder Polygonform der Spiralen ist mit der Orientationsabhdngigkeit des Wachs-
tums verkniupft. Die Orientierung der viereckigen Spiralen stimmt immer
mit der Orientierung der Kristallflachen Uberein.

Einige Atzbilder zeigen eine vollstindige Mosaikstrnktur. Man hat den
Eindruck, als ob man kleine Zellen sdhe, in denen die Spiralen wie Spiralfedern
sitzen. Eine Zelle ist quadratisch, die andere ist langlich, die meisten sind ein
wenig verformt und liegen nicht im richtiger Orientierung. In den langlichen
und verformten Zellen sitzen Spiralkombinationen. Die Grdsse der Mosaik-
teilchen liegt zwischen 1 und 60 Mikron.

In dem Buche von A. R. Verma [8], »Crystal Growth and Dislocations«
sehen wir viele schéne Abbildungen von Wachstumsspiralen der SiC-Kristalle,
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die aus Dampf gewachsen sind. Meine Atzfiguren die ich an gedtzten NaCl-
Oberflachen bekommen hatte, sind diesen Figuren sehr &hnlich. A. R. Werma
diskutiert die einzelnen Schraubenfiguren und bespricht sehr viel Bilder. Der
Umfang meines Berichtes ist beschrankt, aber auf den beigelegten Aufnahmen
konnen Tvir verschiedenerlei Kombinationen finden, die z. B. auch bei SiC be-
obachtbar sind. Auf Bild 10 kann man eine Doppelschraube sehen, die dann
ensteht, wenn zwei gleichsinnige Schraubenversetzungen nicht zu weit von-
einander sind. Die Spiralkrimmungen laufen parallel miteinander.

Abb. 11. 500-fache Vergriisserung, Atzdauer 30 M

Auf Bild 9 kdnnen wir in der Milte des Bildes vier Spiralen sehen, die
miteinader kombiniert sind. Zwei entgegengesetzte Spiralen wirken so auf-
einander, dass sich geschlossene Krimmungen bilden.

Bild 11 zeigt zwei schon ausgebildete, sich schneidende Spiralen. Auf der
rechten Spirale sehen wir noch weitere Kombinationen. Der Durchmesser der
Spirale ist cca 100 Mikron. Solch grosse Spiralen sind nur sehr selten zu beobach-
ten. Die meisten Spiralen haben einen Durchmesser von 1 bis 50 Mikron.

In diesen Versuchen &atzte ich auch natirliche Steinsalzeinkristalle. Das
Steinsalz stammte aus Wieliczka (Polen). Im Allgemeinen war eine langere
Atzdauer nétig, um gut aufgeloste Atzbilder &hnlich denen beim synthetischen
NaCl zu bekommen. Gemadss der Aufnahme 12 finden wir nur kleine Spiralen,
die nur 1—2 Krummungen aufweisen. In den Mosaikteilchen zeigen sich sehr
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komplizierte Spiralkombinationen. Der Durchmesser der Kornchen betrégt
10—20 Mikron. Manchmal kommt es vor, dass sich einige Pyramiden ausbilden,
die jedoch in einer spateren Phase des Atzens wieder aufgelést werden. An der
Spitze der Pyramiden sehen wir einen flachen Teil dort, wo die Lésung angreift.
Manchmal haben diese Pyramiden sehr gut ausgebildete, spiegelnde Flachen
mit scharfen Kanten und man kann keine Spuren des Atzens finden.

Ich habe auch aus der Lésung gewachsene Kristalle untersucht. Auf
den Oberflachen der aus der l.6sung herausgenommenen Kristalle sind die

Abb. 12. Natiirliches Steinsalz, Atzdauer Abb. 13. Spiralkomplex aufeiner Blockgrenze.
40 M, 500-fache Vergrésserung 240-fache Vergrésserung, Atzdauer 25 M

Wachstumsfronten manchmal gut beobachbar. Diese Fronten sind grobe,
gekrimmte Linien, wie dies auf Bild 8 zu sehen ist. Feinere Linien oder spiral-
formige Formen sind nicht zu finden. Spéater, wenn die Lésung auf der Ober-
flaiche der Kristalle konzentrierter wird, und das Wasser verdampft, werden
jene groben Krimmungen spitzig. Es ist moglich, dass bei grésserer Ubersat-
tigung ein anderer Wachstumsmechanismus [10] in Kraft tritt, jedoch erhalten
wir bei Atzung einer frisch gespalteten Kristallflaehe nach kurzer Atzdauer
den vorigen &hnliche Atzbilder.

Bild 13 ist deshalb interessant, weil dort eine Reihe von Spiralarmen neben
einer schieflaufenden Linie in der Mitte des Bildes beobachtbar ist. Diese Linie
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ist vielleicht eine Korngrenze mit gleichsinnigen Spiralen. Das Probestiick ist
ein synthetischer Kristall [8].

Diskussion

Nach mikroskopischen Beobachtungen bilden sich aus schnell erstarrender
Schmelze von NaCl Spiralhtigel, die an den Korngrenzen sichtbar werden. Die
Atzversuche, die ich an Steinsalz und an synthetischen NaCl Kristallen gemacht
habe wurden wegen der Vermutung unternommen, dass bei der Kristallisation
von NaCl die Schraubenversetzungen eine wichlige Rolle spielen. Die schénsten
Atzbilder stammen doch von den aus der Schmelze gewachsenen Kristallen.
Bisher standen Uberhaupt keine Erfahrungen zur Verfigung, ob das Spiral-
wachstum bei aus der Schmelze gewachsenen Kristallen eine Rolle spielt [7].

Die Atzfiguren sind den thermisch erzeugten Atzfiguren bei NaCl zwar
sehr dhnlich, jedoch erhielt ich mit meinem Atzverfahren gerade solche Bilder
wie andere Forscher bei verschiedenen Kristallsorten, wie z. B. SiC, CdJ2
n-Paraffin usw., obwohl unter diesen Kristallen sowohl aus der Lésung wie aus
dem Dampf gewachsene waren.

Die Versuche wurden im Institut fir Experimentalphysik der Techni-
schen Universitat fir die Bauindustrie in Budapest durchgefuhrt. Fir die
Hilfe und Ratschldge vdn Herrn Assistenten Z. Morlin bin ich zu grossen
Dank verpflichtet. Die Atifnahmen verdanke ich Herrn E. Levius und Frau
K. Cseh-Szombathy. Dank geblrht auch der Ungarischen Akademie der
W issenschaften fur die Unterstitzung meiner Forschung.
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K MEXAHN3MY POCTA KPUCTAJIOB NacCl
B. ECEHCKMU

Pesome

ABTOp COOGLUAET O HEKOTOPbIX CMMPaNbHLIX POPMax pocTa KPUCTasnoB NaCl, KOTopble
HaXOfATCA Ha MOBEPXHOCTU KpucTanna. lpyv MOMOLM MeTofa TpaBfieHUs MOJyuyaeT HOBble
(uUrypbl TpaBeHus. W3 aTux GuUryp aBTop AenaeT BbIBOA, YTO POCT NyTeM CNMpasbHOW Aucio-
Kalnu (CnupabHbIA PoCT) UIpaeT BaKHYH POfib W B C/lydae pocTa KpucTania U3 pacnnasa.



ZUR PARALLELMESSUNG DER ELEKTRISCHEN
LEITFAHIGKEIT VON ADDITIV VERFARRTEN UND
UNVERFARRTEN ALKALIHALOGENIDKRISTALLEN

Von

P. TOMKA

INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT FUR DIE BAUINDUSTRIE,
BUDAPEST

(Vorgelegt von |. Kovéacs. — Eingegangen 17. VIII. 1957)

Entfarbte Alkalihalogenidkristalle, deren Temperaturfunktion der elektrischen Leit-
fahigkeit zusammen mit den unverfarbten Vergleichsstiicken gemessen wurde, zeigen eine kleinere
spezifische elektrische Leitfahigkeit und eine kleinere Abweichung vom Ohmschen Gesetz als
die unverfarbten Kristalle. Es wurde festgestellt, dass es zwei Effekte gibt: a) bei den ent-
farbten Kristallen ist die elektrolytische Leitfahigkeit durch die wéahrend der Verfarbung ent-
standenen komplexen Zentren tief heruntergedrickt ; bj in den Kristallen bilden sich durch
die grosseren Leitfahigkeitsstrome Farbzentren (F-Zentren), und diese verursachen einen elektro-
nischen Anteil der Leitfahigkeit. Der tiefere Grund fir diese Erscheinungen ist in den Verun-
reinigungen der Kristalle und in mit diesen Verunreinigungen zusammenhdngenden Fehlord-
nungsverhaltnissen zu suchen. Es wird auf die Ahnlichkeit der obenerw&hnten Verminderung
der elektrolytischen Leitfahigkeit der Alkalihalogenidkristalle und der negativen photoelektri-
schen Wirkung in der Storleitung von Silberhalogenidkristallen hingewiesen.

1. Einleitung

Die elektrische lonenleitfahigkeit von Alkalihalogenidkristallen wird
durch die Wanderung von lonenleerstellen bewerkstelligt (ScHOTTKYsche
Fehlordnung [1]). Die Konzentration der positiven und negativen lonenleer-
stellen wird durch die Storsteilen-Gleichgewichtsbedingung xp -xn=1f(T)
bestimmt, die besagt, dass bei gegebener Temperatur das Produkt aus der
Konzentration der Kationenleerstellen (xp) und der Konzentration der Anionen-
leerstellen (xn) konstant ist. Anderseits ist die Entstehung der Farbzentren
(F-Zentren) in diesen Kristallen folgende : die negativen lonenleerstellen (im
NaCl die Chlorleerstellen) fangen als Elektronenfallen ein Elektron ein, und
dieses Elektron bildet zusammen mit den es umgebenden 6 Alkaliionen das
F-Zentrum [2].

Die Einwanderung der Elektronen bei der additiven Verfarbung kann
mittels zweier Verfahren stattfinden : a) Der Kristall wird bei einer héheren
Temperatur (500—600° C)im Alkalidampferhitzt und dann abgeschreckt, b) An
den Kristall wird zwischen einer flachen Anode und spitzen Kathode (aus belie-
bigem Metall) oder mit einer flachen Kathode aus elektropositivem Metall bei
einigen hundert °C bei konstanter Temperatur ein elektrisches Feld angelegt,
dadurch wird der Kristall mit Farbzentren erfillt. Die Farbzentren dringen
wolkenartig von der Kathode in den Kristall hinein. Indessen vergrdssert sich

11 Acta Physica VII11/1—2.
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der elektrische Strom fortwihrend, da jetzt dem Ionenstrom des Kristalls auch
ein Elektronenstrom hinzugefiigt wird. Kurz gesagt : der Kristall wird zum Halb-
leiter (gemischter Leiter). Wenn wir jetzt die Richtung der elektrischen Feld-
stirke verindern, sinkt der Strom rasch, die Farbzentrenwolke zieht sich mit
einer scharfen Hinterfront zur Kathode zuriick. Wenn die Farbzentrenwolke
aus der Kathode herausgetreten ist, wird der ganze Kristall klar und bekommt
dieselbe Leitfdhigkeit wie vor der Verfdarbung [3]. Man kann diesen Prozess
beliebig oft wiederholen. Man muss auch in diesem Fall abschrecken, damit
nur atomare Farbenzentren entstehen.

Man kann natiirlich einen additiv verfirbten Kristall auch zwischen zwei
iiblichen flachen Messelektroden bei einer hoheren Temperatur im elekirischen
Felde entfirben. Bei noch héheren Temperaturen kann sich der Kristall nach
gewisser Zeit auch ohne elektrisches Feld entfirben.

Gemiiss den vorher Gesagten besteht zwischen der Ionenleitfihigkeit
(Scrorrkysche Fehlordnung) und den Farbzentren ein enger Zusammenhang.
Deshalb kann die Untersuchung der elektrischen Leitfahigkeit von verfdarbten
und entfirbten Kristallen zu wichtigen Erkenntnissen iiber die Ionen-, und
Elektronenleitfihigkeit der Kristalle fithren. Es wire wiinschenswert, der-
artige Untersuchungen stets mit optischen Absorptions- und lichtelektrischen
Messungen zu erginzen.

Die elektrische Leitfdhigkeit von additiv verfirbten und entfdarbten
KCl- und KBr-Einkristallen wurde zuerst von Z. Gyurar [4] untersucht. Es
kamen immer zwei Kristallstiicke zur Untersuchung: ein verfirbter und ein
nicht verfirbter Kristall (Vergleichsstiick). Beide Exemplare stammten aus
derselben Schmelze. Das Vergleichsstiick wurde bei der Verfirbung mitgetem-
pert, um die gleiche Wirmebehandlung mitzumachen. Die wichtigsten Er-
gebnisse waren folgende :

a) die Leitfihigkeit der verfirbten Kristalle ist bei tieferen Temperaturen
grosser als die der nichtverfirbten, der Leitungsstrom enthilt also einen Elektron-
anteil. Der Strom fillt bei konstanter Temperatur mit der Zeit und strebt zu
einem Grenzwert. Das Ohmsche Gesetz gilt nicht : bei grésseren Spannungen
ist die spezifische elektrische Leitfahigkeit grésser. Hier tritt eine recht iiber-
raschende Erscheinungein: bei geeigneter Temperatur sinkt die Leitfihigkeit des
noch recht farbigen Kristalls unter die Leitfihigkeit des Vergleichskristalls [5].

b) Wegen des fortwihrenden Sinkens des Stromes kann man die Tempe-
raturfunktion der Leitfdhigkeit nur nach der Entfirbung messen. Nach der
Entfiarbung indert sich die spezifische Leitfihigkeit gemiss der van t’Hoff-
schen Formel, aber die Leitfahigkeitswerte sind bedeutend kleiner als die des
Vergleichstiickes und die Aktivationsenergie ist bedeutend grosser, d. h. die
Leitfahigkeit fallt mit der Temperatur rascher als die des Vergleichstickes.
Bei niedrigen Temperaturen ist die spezifische Leitfihigkeit in den entfirbten
Kristallen um 1—2 Zehnerpotenzen kleiner als in den Vergleichsstiicken.
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¢) Das Ohmsche Gesetz ist in den entférbten Kristallen wiederum giiltig.
Bei diesem Punkt wurde stillschweigend verausgesetzt, dass in den nichtver-
farbten Kristallen das Ohmsche Gesetz Gultigkeit hat.

Spitere Untersuchungen [6] aber haben klargestellt, dass in den ent-
farbten KCl- und KBr-Kristallen das Ohmsche Gesetz nur bei den Entfirbungs-
temperaturen (400—500°C) Giiltigkeit hat, doch sind bei tieferen Temperaturen
Abweichungen zu becbachten, die beim Sinken der Temperatur zunehmen.
Bei dieser Untersuchung kamen nur entfdarbte Kristalle zur Verwendung und
auch hier wurde vorausgesetzt, dass bei der Ionenleitung des unverfirbten
Kristalls das Ohmsche Gesetz Giiltigkeit hat. Es wurde auch festgestellt, dass
die Abweichung vem Ohmschen Gesetz in Zusammenhang mit den Aktivations-

energien steht: sie ist um so grosser, je grosser die Aktivationsenergie der
van UHoffschen Formel : K= A exp |— = speuzifische elektrische

Leitfihigkeit, T = absolute Temperatur, B — Aktivationsenergie, und 4 =
die sogenannte »Mengekonstante«). Ferner zeigen einzelne Kristalle die Tendenz,
sich bei Lagerung oder Temperaturbehandlung der Leitfidhigkeit des nicht-
verfirbten Kristalls zu nihern, d. h. die spezifische Leitfihigkeit steigt und die
Aktivationsenergie verkleinert sich.

Bei den beschriebenen Messungen wurde ein Stiick KBr — Schmelzfluss-
kristall (in der Arbeit [4a] durch III bezeichnet) untersucht, das die oben er-
wihnte Verdnderung der Leitfihigkeit, d. h. eine Erniedrigung der Leitfidhig-
keitswerte nach der Entfirbung zusammeén mit vergrosserter Aktivations-
energie, kaum oder gar nicht zeigte, cbwohl es sehr stark verfirbt war. Dieser
Kristall war ein Geschenk von Herrn Professor PoHL und wurde als recht rein be-
zeichnet. Daher war es fragwiirdig, ob diese merkwiirdige Erniedrigung der
Leitfahigkeit allein von der Verfirbung und der Entfirbung des Kristalls
verursacht wurde. Ich bemerke schon hier ausdriicklich, dass wir bei den
Messungen der Abweichung vom Ohmschen Gesetz eine viel grissere elek-
trische Feldstirke angewandt haben als Z. Gyurar in der Arbeit [4]. Ndm-
lich Z. Gyurar [4] hat bei den KCI-Messungen eine Spannung bis 250 Volt
benutzt, bei uns war die grésste Spannung dagegen etwa 600 Volt. Ausser-
dem hatten die Kristalle von Z. Gyurar eine gréssere Elektrodenentfernung
als bei uns.

Nachdem der Verfasser in einer grisseren Arbeit [7] iiber die Leitfihigkeit
der unverfirbten NaCl-, KBr-, KCl-Schmelzflusskristalle sowie des natiirlichen
Steinsalz- und Sylvinkristalles — ebenfalls bei grosseren Feldstirken — als
Funktion der Temperatur, zu dem Ergebnis gelangte, dass in der Leitfihigkeit
von NaCl-, KBr-, und KCI-Schmelzflusskristallen die Abweichung vom Ohm-
schen Gesetz ebenfalls auftritt, und zwar mit sinkender Temperatur in wachsen-
dem Mass, wurde es klar, dass in diesen Leitungserscheinungen die Verunreini-
gungen (z. B. mehrwertige Kationen) eine grosse Rolle spielen.

1y
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2. Die Messungen

Es schien notwendig, die elektrische Leitfihigkeit und die Abweichung
vom Ohmschen Gesetz der verfiirbten und unverfirbten Kristalle bei grosseren
Feldstirken nochmals zu messen. Deshalb habe ich die Messungen von Z.
Gyural in NaCl-, KBr- und KCI-Schmelzflusskristallen wiederholt. D. h. ich
habe Parallelmessungen mit verfarbten und unverfirbten Kristallen (Vergleichs-
stiicke) mit gleichen Elektrodenentfernungen und mit Spannungen bis 600 Volt
durchgefithrt. Die Messmethede ist aus den Arbeiten [4, 6, 7] gut bekannt :
Stromspannungsmethode mit Gleichstrom, die graphltlerten Kristalle waren
zwischen Pt-Elektroden.

Die Temperaturabhingigkeit der spezifischen elektrischen Leitfdhigkeit
wurde bei fallender Temperatur gemessen. Die verfirbten Kristalle wurden
zum Teil in einem anderen elekirischen Ofen mit einer hiheren Temperatur ent-
farbt, zum Teil wurden sie aber als verfirbte Exemplare im Messofen bei einer
hoheren Temperatur (400—500 °C) gehalten, bis die Entféarbung eintrat, und
dann folgte mit sinkender Temperatur die Messung der Temperaturgeraden.
Zugleich wurde bei verschiedenen Spannungen (20 V—600 V) auch die Ab-
weichung vom Ohmschen Gesetz untersucht. Die Abmessungen der Kristalle
waren : Querschnitt im Mittel 4X5 mm, und die Elektrodenentfernung war
bei allen Kristallen die gleiche : 2,2 mm. Die spezifische elektrische Leitfahig-
keit wurde mit derjenigen Spannung berechnet, fiir welche das Ohmsche Ge-
setz noch Giiltigkeit hatte. Simtliche Kristalle wurden aus der Schmelze ge-
ziichtet. Der elektrische Messofen war mit einem Fenster versehen, und die
Messung wurde erst begonnen, nachdem der verfirbte Kristall sich vollkommen
entférbte.

Die Messergebnisse sind in Fig. 1 und Fig. 2 zusammengestellt. In Fig. 1
wurde der NaCl-Kristall Nr. 147 (Ausgangsmaterial NaCl »purissimum«) nach
der Methode b) mit einer spitzen Kathode verfirbt und auch entfirbt. Und
zwar wurde die Farbzentrenwolke mehrfach zur Anode und riickwirts zur Ka-
thode getrieben. Der KCl-Kristall Nr. 169 wurde mit Alkalidampf verfiirbt
und kam in verfirbtem Zustand in den Messofen. Der KCI-Kristall Nr. 130
wurde mit spitzer Kathode verfarbt und entfarbt. Der KBr-Kristall Nr. 127
in Fig. 2 wurde mit spitzer Kathode verfiirbt und dann abgeschreckt und kam
in verfirbtem Zustand in den Messofen. Der KBr-Kristall Nr. 175 wurde im
Alkalidampf verfirbt und dann in einem anderen elektrischen Ofen entfirbt.

Die Leitfihigkeit der entfirbten Kristalle ist kleiner als die der Vergleichs-
kristalle. Die KCl-Kristalle Nr. 130—129 bilden eine Ausnahme, die Leitfihig-
keit des entfdrbten Kristalls Nr. 130 ist ndhmlich bei héheren Temperaturen
etwas kleiner, bei niedrigeren Temperaturen etwas grosser als die des Vergleichs-
kristalls. Ein sehr merkwiirdiges Ergebnis war, dass in allen Kristallpaaren
die Abweichung vom Ohmschen Gesetz in den Vergleichskristallen grosser
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Die Temperaturabhdngigkeit der spezifischen elektrischen Leitfahigkeit von NaCl-

Fig. 1.
147— 148, b) Nr. 169

und KCI-Schmelzflusskristallen. Die Kristallpaare sind : a) Nr.
— 170, ¢) Nr. 129—130

NaCl-Kristalle : 1. Nr. 147 ; 2. Nr. 148

KCI-Kristalle : 3. Nr. 169 ; 4. Nr. 170 ; 5. Nr. 130 ; 6. Nr. 129
Entfarbte Kristalle : Kurven 1, 3, 5

Unverfarbte Kristalle : Kurven 2, 4, 6
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Fig. 2. Die Temperaturabhéngigkeit der spezifischen elektrischen Leitfahigkeit von KBr-
Schmelzflusskristallen. Die Kristallpaare sind : a) Nr. 175—176 ; b) Nr. 127—128
1. Nr. 175, 2. Nr. 176, 3. Nr. 127, 4. Nr. 128
Entfarbte Kristalle : Kurven 1,3
Unverfarbte Kristalle : Kurven 2, 4
Die Temperaturgeraden 8/a und 10/a sind die Temperaturabhédngigkeit der spez. elektrischen
Leitfahigkeit von unverfarbten KBr-Sehmelzflusskristallen, sie stammen aus derselben Schmelze
wie 1. Nr. 175 und 2. Nr. 176, bei den Messungen wurde aber eine viel kleinere Feldstarke ver-
wendet als bei Nr. 175 und 176
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war. Also gerade umgekehrt, als man es erwartet hétte. Dies wird in Tabelle 1
veranschaulicht. Als Mass der Abweichung vom Ohmschen Gesetz nehmen
wir das Verhéltnis der bei 320 und 20 Volt gemessenen spezifischen elektrischen
Leitfahigkeiten. Ausserdem sieht man in den Figuren, dass die Temperatur-

Tabelle 1

Die Abweichung vom Ohmschen Gesetz an entfdrbten und unverfarbten Alkalihalogenidkristallen

bei verschiedener Temperatur. Schmelzflusskristalle. Additive Verfarbung. Entfarbte Kristalle :

Nr. 147, 169, 130, 175, 127. Unverfarbte Vergleichskristalle : 148, 170, 129, 176, 128. (T st
die absolute Temperatur)

Kristall Temperatur Die Abweichung vom Ohmschen Gesetz; K3OK g
rista Kristallnummer bei verschiedenen Temperaturen

A -10s 1397 1458 153 16,13 17,03 1802 1888

NaCl °C 443 413 381 347 314 282 257
147 1,04 1,03 1,04 1,05 1,09 1,07 1,04
148 1,04 1,05 1,10 1,21 1,36 1,48 1,47
Ar-104 14,03 14,6 15,32 15,87 16,65 17,05 17,78 18,6 19,2
°C 440 412 380 357 327 314 290 265 248
169 1,06 1,12 1,28 1,35 1,43 141 1,53 1,71 1,70
170 0,95 1,21 1,78 2,46 3,48 4,25 5,62 6,8 8,05
KClI
L.Hn 14,05 14,43 1488 15,35 1583 16,32 17,05 17,65
°C 439 420 399 379 359 340 314 294
130 1,03 1,02 1,03 1,10 1,20 1,40 1,75 2,21
129 1,02 1,04 1,09 1,36 1,66 2,26 3,06 4,23
A w104 13,78 14,53 1525 159 16,95 17,75 19,2
°C 453 415 382 356 317 290 248
175 1,— 1,— 0,98 1,— 1,— 0,99 1,04
176 1,01 1,— 1,11 1,3 1,89 2,7 7,15
KBr
A .104 14,33 14,92 15,83 16,7 17,35 18,15
°C 425 396 359 326 303 278
127 1,02 1,— 1,12 1,2 1,29 1,44
128 1,03 1,17 1,52 1,64 2,59 4,75

geraden aus mehereren Teilsticken bestehen und die Neigung der Teilslicke
(also die Aktivationsenergie) fur den entfarbten Kristall einmal grésser und ein-
mal kleiner ist als die Neigung fur den Vergleichskristall.

Die KBr-Kristalle Nr. 175—176 in Fig. 2 stammen aus derselben Schmelze,
die in der Arbeit von Z. Gyulaimit Nummer | bezeichnet war [4a]. Zum Ver-
gleich des Verhaltens dieser Kristalle habe ich in dieser Figur diejenigen zwei
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Temperaturgeraden eingezeichnet, die bei Gyulai die der Vergleichssticke
waren. Diese Kristalle waren in der alten Arbeit Nr. 10aund ga. Die Temperatur-
geraden der Vergleichskristalle lagen also dort viel héher als jetzt. Sonst fallt
der entfarbte Kristall Nr. 175 ungefdhr mit dem alten entfarbten Kristall (in
der alten Arbeit la) zusammen.

Der Verfasser folgerte in seiner Arbeit [7], dass in den verunreinigten
Alkalihalogenid-Schmelzflusskristallen bei héheren Spannungen auch Elektro-
nen an der elektrischen Dunkelleitung teilnehmen, und zwar mit sinkender
Temperatur in wachsendem Mass. In dieser Beziehung erwies sich die Abweichung
vom Ohmschen Gesetz als ein gutes Hilfsmittel um nachzuweisen, ob in der
elektrischen Leitung von ionenleitenden Alkalihalogenidkristallen neben dem
lonenanteil auch ein Elektronenanteil vorhanden ist.

3. Diskussion

a) Erklarung der Messergebnisse

Es sei nochmals erwdhnt, dass in der alten Arbeit von Z. Gyulai [4a]
die elektrische Feldstédrke viel kleiner war als in den spéteren Arbeiten [6, 7].
So wurden die Leitfahigkeiten der alten KBr-Kristalle (also Nr. 10a, Nr. ga und
Nr. 7a in der alten Arbeit [4a]) nur bei einer einzigen Spannung (123 Volt)
gemessen. Die Abweichung vom Ohmschen Gesetz wurde damals nicht unter-
sucht, da ja damals die Giultigkeit des Ohmschen Gesetzes auch in den ent-
farbten Kristallen vorausgesetzt wurde. Die Elektrodenentfernungen waren
damalsim Mittel 2,5 mm. Bei den jetzigen Messungen —awie wir gesehen haben —
haben die Kristalle eine Elektrodenentfernung von 2,2 mm und der Strom wurde
bei jeder Temperatur bei sieben verschiedenen Spannungen von 20 Volt bis
600 Volt gemessen. Jetzt flossen also durch die Kristalle viel grdssere elektrische
Strome als damals.

Es sieht so aus, als gebe es zwei Effekte : a) Durch die Verfarbung nimmt
— bei einer Vergrosserung der Aktivationsenergie — die elektrische Leitfahig-
keit ab. Man kann sagen dass durch die Verfarbung und Entfarbung sich in
dem Kristall verschiedene Zentrenasscziate, Kolloidzentren, Leerstellenasso-
ziate, usw. bilden und daher vermindert sich die Konzentration der Natrium-
ionenleerstellen, was gleichbedeutend mit der Verminderung der elektrolytischen
Leitfahigkeit ist ; b) der zweite Effekt besagt, dass ein gentugend grosser elektri-
scher Strom (vielleicht bei gentigend hoher Temperatur) die elektrolytische
Leitfahigkeit auch vermindert, und zwar mit sinkender Temperatur in star-
kerem Mass (und daher vergrdossert sich die Aktivationsenergie), dieser Effekt
ist aber mit einer bedeutenden Vergrdsserung des Elektronenanteils verbunden.
Kurz gesagt : bei unseren jetzigen Messungen fliessen bei héheren Spannungen
im Strom auch Elektronen. Also eine genlgend grosse Feldstdrke kann den
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Kristall »sensibilisieren«. Zu dem Punkt a) bemerken wir das Folgende : In
allen drei vorigen Arbeiten [4a, 6, 7] haben wir bei den entfirbten Kristallen
stets nur von U-Zentren gesprochen. Die Bildung ven U-Zentren ist nicht an
die Anwesenheit mehrwertiger Verunreinigungsionen gekniipft. Aber nach der
neueren experimentellen und theoretischen Untersuchungen spielen neben den
U-Zentren auch solche Zentren, die durch Anlagerung von Elektronen an
mehrwertige Ionen unter Mitwirkung von Leerstellen enistehen, eine grosse
Rolle. Zu dem Punkt b): In verunreinigten Kristallen entstehen positive Raum-
ladungen (Elektronenliicken) und diese ziehen andere Elekironen an, um die
Raumladungen zu neutralisieren. Die Elektronen kommen aus der Kathode
in den Kristall hinein und bilden dort mit den Ionenleerstellen Farbzentren.
Der Kristall wird also ebenso wie bei der additiven Verfédrbung mit einer spitzen
Kathode verfirbt, aber in diesem Fall in einer viel kleineren Konzentration.
Der verfirbte Kristall ist aber ein Halbleiter, mit einem elektronischen Anteil
im Dunkelstrom, der zu einer Abweichung vom Ohmschen Gesetz fithrt. Bei
den verfirbten und dann entfirbten Kristallen ist der Effekt a) viel grosser
als in den Vergleichsstiicken, wahrend der Effekt b) in den Vergleichsstiicken
grosser ist. Natiirlich kann man sagen, dass vielleicht die Effekte a) und b)
sich nur quantitativ unterscheiden. Beide Effekte haben die gemeinsame Folge,
dass im Gebiet der Storleitung die elektrische Leitfdahigkeit der Kristalle kleiner,
die Aktivationsenergie grosser wird, dass also die Kristalle sich ihrer Eigen-
leitung nihern. Unsere Kuristalle sind bei kleiner Feldstirke Ionenleiter, bei
grosseren Feldstirken Mischleiter (Ionen- und Elektronenleitung).

F. C. Nix [8] beschreibt auch einen dhnlichen Effekt. Aus Aethylalkohol
gewachsene rote HgJ,-Einkristalle verlieren mit der Zeit ihre photoelektrische
Empfindlichkeit, aber sie kénnen diese zuriickgewinnen, wenn man an den
Kristall fiir einige Minuten ein elekirisches Feld legt. Zugleich nimmt der elek-
trische Dunkelstrom mit der Vergrosserung der Photoempfindlichkeit ab. Diese
Resensibilisation wird mit zunehmender Feldstirke grosser. Auch mit sinkender
Temperatur wichst dieser Effekt [8a].

Ein dhnlicher Effekt ist auch der negative Photoeffekt in Silberhalogenid-
kristallen bei der photochemischen Verdinderung der elektrischen Stérleitung
[9, 10, 11, 12]. Wird ein Silberhalogenidkristall (AgCl oder AgBr) mit Spuren
von Silber, Gold cder Ag,S bei 20°C belichtet und wird dann die elektrische
Stérleitung zwischen —183 °C und 100 °C bei steigender Temperatur gemessen,
so sinkt jene Storleitungteilkurve, die der Aktivation der Zwischengittersilber-
ionen entspricht, ab. Die Konzentration der Zwischengittersilberionen wird
namlich in dem Prozesse, der sich auch bei der Bildung des latenten Bildes ab-
spielt, kleiner [11].

Mit dieser letzten Analogie wird es klar, dass die in dieser Arbeit besproche-
nen Erscheinungen, die sich in den verfirbten Alkalihalogenidkristallen und
in ihren Vergleichsstiicken abspielen, mit verschiedenen. Verunreinigungen ver-
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bimden sind, daher sind die besprochenen Erscheinungen durch die Fehlord-
nungsverhdaltnisse der Kristalle geregelt. Z. B. in der Fig. 1 hat der NaCl-Kri-
stall Nr. 148 (Vergleichskristall) eine grosse Leitfahigkeit, aber die Abweichung
vom Ohmschen Gesetz ist relativ gering, der Kristall ist also nur wenig sensibi-
lisiert. Das ist verstandlich, weil die grosse Leitfahigkeit durch Einbau von
mehrwertigen Kationen verursacht ist. Wegen der elektrischen Neutralitat
mussen aber neben den thermischen Kationenleerstellen weitere Kationenleer-
stellen entstehen. Bei Anwendung des Massenwirkungsgesetzes bleibt die
Schottkysche Bedingung fur das Fehlordnungsgleichgewicht erfiullt : daher
wird die Konzentration der Anionenleerstellen erniedrigt, und der elektrische
Strom kann nur eine geringe Anzahl von Farbzentren erzeugen. Der entfarbte
Kristall Nr. 147 war nicht wasserklar, sondern hatte eine gelbliche Farbe. Wir
sehen in der Fig. 1, dass die Temperaturgerade des Kristalls Nr. 147 bei etwa
375° Ceinen Knickpunkt hat und von diesem Punkt abwérts ist die Aktivations-
energie kleiner. Eigene Beobachtungen weisen darauf hin, dass viele von diesen
kleineren Aktivationsenergien auf elektronische Storstellen zurickzufuhren sind.

Wenn wir diese Aktivationsenergie aus der Halbleiter-Leitfahigkeits-

AE
formel K = A exp KF berechnen, bekommen wir: AE = 2,05 eV.
2

Diese Aktivationsenergie ist auf den optischen Wert umgerechnet : 605 m/u.
Das ist das Bandenmaximum eines grossen Kolloids, entstanden bei etwa 450°
C [13]. Diese Ubereinstimmung ist nicht verwunderlich. Aus der Betrachtungs-
weise dieser Arbeit folgt, dass die gelbe Farbe des entfarbten Kristalls wahr-
scheinlich von kolloidalen Zentren herrihrt. Wenn auch die optische Absorption
nicht gemessen wurde, so konnte sie visuell doch tatséachlich beobachtet werden,
und die Zuordnung der thermischen (elektrischen) Aktivationsenergie zur opti-
schen Aktivationsenergie scheint daher nicht ganz willkirlich und spekulativ.
Wir beobachten 6fters, dass die entfarbten Kristalle eine gelbliche oder brdun-
liche Farbe zeigen. Dieser Umstand deutet auf die Anwesenheit von verschiede-
nen Komplex-Zentren und Kolloiden hin.

b) Zusatzliche Bemerkungen

1. Gemass unserer alten Behauptung wird nach der Entfarbung der
Kristalle im elektrischen Felde der urspringliche Zustand hergestellt : die
Farbzentren, d. h. die Elektronen wandern aus dem Kristall heraus, und das
Kristallgitter bleibt im ursprunglichen Zustand. Deshalb haben wir verschiedene
Entfarbungsmethoden benutzt [6] : a) Entfarbung nur mit héherer Tempera-
tur. h) Bei einer solchen Temperatur, wo Temperaturentfdrbung noch nicht
stattfindet, wurde an den Kristall eine hohere Spannung (200—300 Volt) an-
gelegt. Das ist also der STASiwsche Entfadrbungsprozess, ¢) An den Kristall wurde
dauernd eine hdhere Spannung angelegt, und der Kristall wurde langsam auf
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eine hohere Temperatur erwidrmt, bis er sich entfirbte. Wir hofften, dass die
verschiedenen Entfiarbungsmethoden auf den Endzustand der Kristalle in ver-
schiedener Weise wirken. Die Messungen haben aber keine eindeutigen Ergeb-
nisse gebracht. Das ist nach unseren neueren Ergebnissen recht verstiindlich :
mit den Spannungen waren die Kristalle nicht nur entfirbt, sondern auch"
sensibilisiert.

2. In der Arbeit [6] haben wir festgestellt [14], dass die Abweichung vom
Ohmschen Gesetz in den entfidrbten Kristallen umso grosser ist, je grosser die
Firbung der Kristalle war. Diese Feststellung muss aber hier korrigiert werden.
Aus den bisherigen Resultaten wissen wir bereits, dass bei diesen Erscheinungen
hauptsichlich die Verunreinigungs- und Fehlordnungsverhiltnisse die ent-
scheidenden Faktoren sind. Es war ein Zufall, dass in der genannten Arbeit
die Reihenfolge des Firbungsgrades und des Verunreinigungsgrades (Fehl-
ordnungsgrades) der Kristalle identisch war.

3. E. G. MisseL1iuk und E. B. MERTENS [15] haben die negative photo-
elektrische Wirkung in f-Ag,S-Kristallen bei PbS-Zusatz untersucht. Sie haben
auch die Temperaturabhingigkeit der elektrischen Leitfihigkeit gemessen.
Die Fig. 3 veranschaulicht ihre Ergebnisse. Die Gerade 1 gibt die Temperatur-
abhingigkeit des f-Ag,S+PbS-Kristalls im Dunkeln wieder, die Gerade 2
ist dieselbe bei Beleuchtung. Die Temperaturgerade 3 ist die Leitfihigkeit des
reinen (3-Ag,S im Dunkeln. Die Geraden 1 und 2 zeigen erstaunlicherweise eine
Ahnlichkeit mit den Temperaturgeraden Nr. 10a und 7a in der Arbeit von
7. Gyural [4a]. Diese Geraden sind die Temperaturabhiingigkeitskurven des
entfiarbten (Nr. 7a) und unverfirbten (Nr. 10a) KBr-Schmelzflusskristalls.
Zum Vergleich sind diese Geraden auch in der Fig. 3 eingezeichnet. Der f-Ag,S-
Kristall ist bei solchen niedrigen Temperaturen ein Ionenleiter [16]. Bei den
alten KBr-Messungen wurde eine niedrige Feldstirke von etwa 500 Volt/cm
verwendet, also merkliche Sensibilisierung kam nicht zustande, und es gab keine
merkliche Abweichung vom Ohmschen Gesetz. M1ssELIUK und MERTENS bemerken,
dass sie wegen der Bestiindigkeit und Reproduzierbarkeit der Leitfihigkeits-
werte eine niedrige Feldstirke von 100150 Volt/cm benutzt haben und bei
dieser Feldstirke war das Ohmsche Gesetz der elektrischen Leitfihigkeit sowohl
im Dunkeln, wie bei Beleuchtung giiltig. Bei grosseren Feldstirken haben sie
eine Abweichung vom Ohmschen Gesetz und ein Kriechen des elektrischen

Stromes beobachtet. Bei unseren Alkalihalogenidkristallen — wenn wir mit
griosseren Feldstirken arbeiten — becbachteten wir auch éfter, dass die Strom-

werte eine fallende oder steigende Tendenz zeigen. Die genannten Autoren haben
also bei grosseren Feldstirken dieselben Erscheinungen beobachtet, welche
auch bei unseren Alkalihalegenidkristallen in Erscheinung traten. Wir sehen
also, dass die Leitfihigkeitsmessungen der Alkalihalogenid-Schmelzflusskri-
stalle visllige Analogie mit den Messungen der negativen photoelektrischen Wir-
kung des mit PbS verunreinigten (-Ag,S-Kristalls zeigen.
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4. Z. Gyulai [4a] hat einige KBr-Kristalle bei einer Temperatur von

700° C auch im Bromdampf entfarbt. Bei diesen Kristallen ging die Leitfahig-
keit nicht herunter, es zeigte sich eher eine kleine Vergrésserung der Leitfahig-
keit. Die Erniedrigung der Leitfahigkeit war also durch die Bromierung ver-
hindert. Wir kénnen jetzt auch zu dieser Erscheinung eine Analogie geben.

23 22 21 20 19 18 17 16 15 »

Fig. 3. Die Temperaturabhangigkeit der spezifischen elektrischen Leitfahigkeit von R-Ag2S-

Kristallen. (Nach E. G. Misseliuk und E. G. Mertens [15]). 1. R-Ag3 -f- PbS in Dunkelheit,

2. Dasselbe wéhrend Beleuchtung. 3. Reiner R-Ag3S-Kristall in Dunkelheit. Zum Vergleich:

Die Temperaturabhéngigkeit der spez. elektrischen Leitfahigkeit von KBr-Schmelzflusskristallen.

10/a : unverfarbter Vergleichskristall, 7/a : entfarbter Kristall. Fur KBr-Kristalle Abszisse
oben, Ordinate links



ZUR PARALLELMESSUNG DER ELEKTRISCHEN LEITFAHIGKEIT 173

O. Stastw [17] hat thalliumhaltige KCl-, KBr- und KJ-Kristalle (also mit
Thallium aktivierte Kaliumhalogenidphosphore) additiv im Kaliumdampf
oder mit einer spitzen Kathode verfirbt. Dadurch entstehen neben den bekann-
ten Farbzentren die Thalliumateme enthaltenden komplexen D-Zentren. Es
verschwindet die charakteristische ultraviolette Absorptionsbande der Phos-
phoren und es erscheint eine grosse, sich von ultraviolett bis ultrarot erstreckende
Bande. Die F-Zentren kénnen aus dem Kristall bei einer hsheren Temperatur
im elektrischen Felde herauswandern, aber die D-Zentren stehen fest. In den
D-Zentren sind die Elektronen in den Thalliumatomen zu fest gebunden. Wenn
wir aber die Kristalle im Halogendampf erhitzen, dann werden sie im Sichtbaren
wieder durchsichtig klar und im Ultravioletten erscheint wiederum das Spektrum
der Thalliumphesphore. Also werden die Tréiger der Absorptionsbande D in die
urspriingliche Phosphoreszenzzentren zuriickverwandelt : diese enthalten wie-
der Thalliumionen. Wenn wir unsere KBr-Kristalle bei einer héheren Tempe-
ratur im Bromdampf entférben, wird das Zustandekommen bestimmter kom-
plexer Zentren wahrscheinlich auch verhindert. Zu diesem Punkt kann man
noch bemerken, dass R. MATEJEC [11] die schon erwihnte Erniedrigung der
Storleitungsteilkurve in halogenierten Silberhalogenidkristallen nicht beobach-
tete. Auch hier besteht also eine Analogie mit unseren im Bromdampf ent-
firbten KBr-Kristallen.

5. MorLwo und Roos [18] korrigieren die Stromzeitfliche von STAstw [3]
bei der Entfiirbung von additiv verfirbten KCl-Kristallen im elektrischen Feld.
Siehe diesbeziiglich die Fig. 4. Nach Stasiw sollte sich der den auswandernden
Farbzentren entsprechende Strom dem unverinderten Ionenstrom des farb-
losen Grundkristalls iiberlagen. Wir haben aber in Wirklichkeit zwei Kristall-
stiicke von verschiedener Leitfidhigkeit hintereinandergeschaltet. Im klaren
Stiick entspricht der Strom [ der normalen Ionenleitfihigkeit K; des Kristalls.
Im gefiarbten Stiick besteht der Strom I aus zwei Teilstromen: I = i; - i,
Der Strom i; entspricht der normalen Ionenleitfihigkeit K; des Kristalls, der
Strom i; ist bestimmt durch die zusitzliche, von der Anwesenheit der Farb-
zentren herrithrende Leitfahigkeit K;. Im gefarbten Kristallteil ist in jedem
Augenblick i;/i; = K;/K; = const = C. Die beobachtete Stromzeitfliche
verteilt sich also nicht so wie bei STasiw, sondern auf die beiden Teilstrome i;
und i;. Aus der Fig. 4 sieht man, dass i, nicht konstant sondern in jedem
Augenblick der Bruchteil *1'_':‘_ - des Gesamtstromes ist. Die ganze, von den

c
Farbzentren herriihrende Stromzeitfliche ist nicht ACD, wie bei StAsiw, son-
dern ABCD. Die zwei Stromzeitflichen: ACD und ABC sind gleich gross.
Die Kurve AB stellt den Ionenstrom im verfiirbten Kristallteil dar. Sie ist nach
der Gleichung i;/i; = K;/K; = C konstruiert worden. In diesem Falle betrigt
der Ionenstrom in jedem Augenblick 369, des Gesamtstromes und springt
unstetig auf den Wert im klaren Kristallteil, sobald die scharfe Grenze der
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Elektronenwolke bei der Anode verschwindet [19]. Soweit die Betrachtung
von Mollwo und Roos.

Wir sehen also, dass auch bei Mollwo und Roos sich in dem verfarbten
Kristall die Verminderung der elektrolytischen Leitfadhigkeit zeigt : der lonen-
strom ist in dem verfarbten Kristallteil kleiner als der Strem des schon ganz
entfdrbten Kristalls. Es scheint mir, dass diese korrigierte Stromzeitflache im
Einklang mit jener Beobachtung ist, wonach bei der Temperatur der Entfarbung
die Leitfahigkeit des entfarbten Kristalls gleich der Leitfahigkeit des Vergleicbs-

Fig. 4. Die von Mollwo und Roos korrigierte Stromzeitflache bei der Entfarbung im elektrischen
Feld von additiv verfarbten KCI-Kristallen (nach E. Mor1wo und w. Roos [18])

Stuckes ist, und es gilt das Ohmsche Gesetz. Aber wir wissen, dass bei sinkender
Temperatur wegen der grdsseren Aktivationsenergie die Leitfahigkeit des ent-
farbten Kristalls immer kleiner und kleiner wird als die Leitfahigkeit des Ver-
gleichsstiickes. Was kann daraus gefolgert werden? Wenn die Entfarbung im
elektrischen Felde bei niedrigeren Temperaturen stattfindet als in dem Beispiel
von Mollwo undroos (580° C),dann kann man nicht mehr sagen, dass im Augen-
blick der Entfdrbung der lonenstrom auf den Wertim klaren Kristallteil springt,
da jetzt die Leitfahigkeit des entfarbten klaren Kristalls kleiner ist als die des
Vergleichsstiickes. Hier zeigt sich in der Tat der Vorteil der Parallelmessung
der elektrischen Leitfahigkeit einerseits des verféarbten und dann entférbten
Kristalles, anderseits des nichtverfarbten Vergleichskristalles !
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K OAHOBPEMEHHOMY W3MEPEHWIO 3MIEKTPUUYECKOM MPOBOAVMOCTU
L ENOYHO-TANONEHNAHBLIX, OKPALWEHHbLIX AAANTUBHBIM CIrOCOBOM.
M HEOKPALWUEHHbBLIX KPUCTAJIN0OB

n. TOMKA

Pestome

1. MpoBefeHO COBMECTHOE M3MepPeHWe 3aBMCMMOCTW 3MEKTPUUECYKO NPOBOAMMOCTUA OT
Temnepatypbl 06eCLBEYEHHBIX W HEOKPALLEHHbIX, JAOLMX BOSMOXHOCTb CPABHEHNS, LLENOYHO-
ranoreHngHbix kpuctannos (NaCl, KCl, KBr) y o6ecLBeyYeHHbIX KpUCTaN/oB yaenbHas 3MeK-
TPUYeckas NPOBOAMMOCTb, a TaKXXe OTK/IOHEHWe OT 3aKoHa OMa MeHbLLEe, YeM Y HEOKpaLUeHHbIX
KpUCTanoB.

2. YcTaHOBMeHO, YTO BO3HMKAlOT ABa adekTa :

a) B ob6ecuBeyeHHbIX KpuCTaniax KOMMAEKCHble LEHTPbl, BO3HMKAlOLLME OT OKpaliu-
BaHWA, YMEHbLUAIOT 3MEKTPUYECKYIO NPOBOAMMOCTb,

6) 60MbLUMe TOKM NPOBOAVMOCTY CO34AI0T LEHTPbl OKpacku (F LeHTpbl) B KpUcTannax,
KOTOpbIE AT 3MIEKTPOHHbIE TOKM A/11 MOHHOW NPOBOAVUMOCTN KPUCTaJINIOB.

3. bonee rnyboKyt0 MpUUMHY 3TUX SBMEHUIA CnefyeT WUCKaTb B NPUMECHAX, MPUCYT-
CTBYIOLMX BKPUCTa//e, M B CBA3AHHBIX C HUMWU M3MEHEHWUSX CTPYKTYpbl KpucTania.

4. ABTOp MOKa3blBaeT, YTO WMMEETCH CXOLCTBO MeXAY BbllUeYKa3aHHbIM YMEHbLUEHNEM
3NEeKTPUYECKOA NPOBOAMMOCTM  LUEMOYHO-TANOTEHNAHBIX — KPUCTAIOB U OTPULATENbHbIM
(hOTO3NEKTPUYECKMM 3(DEKTOM KPUCTaI0B ranoreHnja cepedpa, MOSBASIOWMMCS B 3M1eKTpU-
YeCKoi MPOBOAMMOCTM MPW HU3KUX TemnepaTypax.






THE SOLUTION OF THE BOLTZMANN EQUATION
BY ASSUMING A CONSTANT RELAXATION TIME
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The article gives an exact solution of the Boltzmann equation for electrons following
the Maxwell-Boltzmann distribution in a homogeneous electrical field and in the case of constant
relaxation time. Ohm's law and Joule's law can be immediately obtained from the solution.

If the original distribution of the electrons in a solid follows the Maxwell
distribution, an exact solution of the Boltzmann equation may be obtained
assuming a constant relaxation time. The physical meaning of the exact solu-
tion is discussed.

According to the theory of conductivity of the solid state and denoting
by r relaxation time and by E electric field in the X direction, the Boltzmann
equation for the distribution function f of the electrons in the velocity space
takes in the stationary case the following form

,h > ' A a»
m 8 n X

here fOis the original distribution function of the electrons (without the applied
field), e is the absolute value of the elementary charge, m the (effective) mass
of the electron ; x,y, z are the rectangular coordinates of the location of the
electrons, and u, v, w the rectangular coordinates of the velocity.

The usual solution of equation (1), if a linear approximation is sufficient
may be found according to Lorentz by writing on the left side f0 instead of f.

In this paper | should like to draw attention to the interesting circumstance
that if /0 follows the Maxwell distribution

m (fist « 4 w2

fo 2 kT ~ (2)

T M onkT

(n = number of electrons per unit volume) with T = const., not only the usual
solution of equation (1).

[ =1lo 1— = " (3)

1J Acta Physical Vill/1—2
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may be obtained, but also a general solution can be found. An exact solution
(vanishing in every direction of velocity with increasing velocity) corresponding
to the physical problem will be :

Y2kTm fullm ,i2fctm)2l" n “[ m V2kTm
= [

/| = o= 1“1 f+W | m &

This value f shows the following interesting physical properties :

I. With large u, or small values of E the first member of the asymptotic
series of the error-integral function & yields solution (3).

Il. The integration can be carried out in a close form for the electric
current. The integration gives

o
i= —e JJj fududvdw = —-—-- E = aE (5)

which is the exact form of Ohm’s law, where

e2Tn
m

is the conductivity of the material in question. The same result can be obtained
also from (3) that is to say in the case of T = const., the remaining members
of the expansion will not contribute to the current.

I11. Joule’s law, being in its dependence on the electric field a second
degree solution, and thus not to be obtained from the linear approximation (3),
can now be derived from the exact solution (4). The total energy imparted to
the lattice per unit time will be according to the right side of (1)

W- jjj I-E=A) B(*+ »+ %) d Y, 6)

71
The number of netto electrons scattered in unit time from the --—-

2
energy cell will be — -—------ . This value will in some cases be positive, that is

to say the electrons scatter out, in other cases negative, where they “scatter
in”. Thus the integral counts the total energy loss of the electrons caused by
scattering and this is exactly the energy taken over by the lattice. The integra-
tion can be carried out and as a result we obtain

e27 N
W E* = oE*.
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The increment of the energy resulting from all electrons of the electric field
may also be calculated. While originally according to the Maxwell distribution
we may write

+ @
m (u2 -f-22 -f- w2) BKT
du dv dw n. (8)
2 2
we obtain now
-2+ U2 BbKT 2E
ﬂ } m (u2 -) )dudvdiv K e2E2r2 (9)

As the surplus path travelled by the electronsin the direction of the field will
eE r2

be---—r-ﬁ---[l] and the driving force eE, the correctness of (9) becomes at once
apparent.

Although the condition T = const, remains principally unfulfilled, it
seems to be interesting that an exact solution of the Boltzmann equation could
have been found.

I should like to observe that the solution of equ. (1) given here was arrived
at in an exact way, the same solution was obtained, independently of me, by
E. Nagy by expansion.
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PELUEHWE YPABHEHWA BOJBbIAMAHHA MNP MPEANOXEHWN MOCTOAHHOIO
BPEMEHW PENAKCALIN

3. BOJAO
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ABTOpY YAanocb HaliTM TOYHOE peLLeHNe ypaBHEHNUS BofbLiMaHHa B C/lyyae MoCTOSHHOMO
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3akoHbl Oma un [xxoyns.

12*






UBER DIE BESTIMMUNG DES WAHREN

POLARISATIONSGRADES
DES FLUORESZENZLICHTES VON LOSUNGEN
Von
A. Budo, |I. Ketskeméty, E. Salkoyits und L. Gargya

INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED

(Eingegangen 22. VIII. 1957)

Als Ergebnis einer Untersuchung tber die depolarisierende Wirkung der Sekundérfluores-
zenz wird eine analytische Beziehung zwischen dem wahren und dem gemessenen Polarisations-
grad des Fluoreszenzlichtes optisch inaktiver und isotroper Ldsungen angegeben. Mit Hilfe der
gewonnenen Zusammenh&nge l4sst sich der Polarisationsgrad der Emission prinzipiell genauer
bestimmen, was ermdglicht, aus den Resultaten der Polarisationsmessungen feinere molekular-
physikalische Folgerungen zu ziehen.

Die hergeleitete Beziehung stimmt mit den Resultaten unserer photoelektrischen Mes-
sungen recht gut Uberein.

§ 1. Einleitung

Die genaue Kenntnis des wahren Polarisationsgrades p des Fluoreszenz-
lichtes von Ldosttngen bietet bekanntlich eine Grundlage zur Entscheidung
einiger wichtigen molekularphysikalischen Fragen. So kann man z. B. durch
Untersuchung der Konzentrationsabhangigkeit von p auf die Wahrscheinlichkeit
eines zwischenmolekularen Energietransportes folgern, die Aufnahme des
Polarisationsspektrums ermdglicht die Bestimmung des Winkels zwischen
den Richtungen der molekularen Absorptions- und Emissionsoszillatoren
(d. h. des Winkele zwischen den zum Absorptions- und Emissionsiibergang
gehdrenden Dipolmomenten), usw. Eine exakte Bestimmung des Polarisations-
grades lasst sich aber in den meisten Féllen nicht ohne Schwierigkeiten durch-
fiuhren : wegen der oft starken Uberlappung des Absorptions- und des Emis-
sionsspektrums tritt im allgemeinen eine Sekundéarfluoreszenz mit nicht ver-
nachléssigbarer Intensitat auf, infolgedessen kénnen die unmittelbar gemessenen
Werte p' des Polarisationsgrades bedeutend kleiner als der wahre Wert sein.

Zur Bericksichtigung des depolarisierenden Einflusses der Sekundéar-
fluoreszenz hat Wawilow eine empirische Methode empfohlen [1]. Er hat aber
die Tatsachen, dass die Intensitat der Sekundarlumineszenz nicht der ersten,
sondern der zweiten Potenz der Ausbeute proportional ist, und dass die — z. B.
durch eine Yiskositdtsverminderung hervorgerufene — Abnahme des wahren
Polarisationsgrades hinsichtlich des Auftretens der Sekundé&rfluoreszenz mit
der durch das Vermindern des Polarisationsgrades des Erregungslichtes ver-
ursachten Abnahme von p' nicht dquivalent ist, bei seinen Uberlegungen iiber-
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sehen, und darum kann diese empirische Methode nur in Spezialfallen mit einer
genugenden Genauigkeit verwendet werden. (Auf diese Fragen wollen wir aus-
fuhrlicher an einer anderen Stelle zurickkommen.)

Fir die rechnerische Bestimmung von p aus p' und aus dem Absorptions-
und Emissionsspektrum der Lésung hat Galanin eine Formel angegeben [2],
bei deren Herleitung stark vereinfachende Voraussetzungen verwendet wurden.
Obwohl einige Messdaten von Galanin eine gute Ubereinstimmung mit seiner
Formel zeigen, kann diese Beziehung in den meisten realisierbaren Fallen
— infolge der erwdhnten Vereinfachungen — nicht mit hinreichender Genauig-
keit zur Bestimmung des wahren Polarisationsgrades angewendet werden.
Deshalb haben wir uns zum Ziel gesetzt, fur eine experimentell verhaltniss-
maéssig leicht realisierbare Erregungs- und Beobachtungsweise durch Weiter-
fuhrung der fur die spektrale Wirkung der Sekundarfluoreszenz erhaltenen
Ergebnisse [3] eine Beziehung zwischen p und p' herzuleiten und experimentell
nachzuprufen.

§ 2. Herleitung der Beziehung zwischen dem gemessenen und dem wahren
Polarisationsgrad

Wir nehmen an, dass die optisch inaktive, nicht doppelbrechende und
bezliglich der Absorption isotrope fluoreszierende L&sung, die in einer zylind-

rischen Kiuvette der Lange | enthalten ist, in Richtung der Kuvettenachse
durch ein monochromatisches, linear polarisiertes Parallellichtblindel der
Wellenldnge A und des kreisformigen Querschnittes R21 bestrahlt wird. Die
Beobachtungsrichtung stimme mit der der Erregung uberein, indem das zur
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Messung gelangende Fluoreszenzlicht ein mit dem Erregungsbiindel koaxiales
Bindel des Kreisquerschnitts R~ji) bildet. Das auf die Vorderflache der
Losung auffallende Erregungslicht habe die in jedem Punkt dieser Flache
gleiche Quantenstromdichte EM (gemessen in Quanten sec 1cm ), seine Fort-
pflanzungs- und Schwingungsrichtung liege parallel der X3-bzw. X-Achse
des nach Fig. 1 gelegten kartesischen Koordinatensystems O XjX2X 3.
Durchwegs wird vorausgesetzt, dass die zu den einzelnen Emissionsakten
gehdrenden Quantenspriinge elektrische Dipolibergédnge sind, und dass jedes
Volumenelement dV der Lésung hinsichtlich seiner Strahlung durch drei in-
kohé&rente, aufeinander senkrecht stehende — etwa den Achsen X,- parallele —
lineare Oszillatoren ersetzt werden kann, was meistens der Fall ist [4], [5], [6]
Wird dV durch Licht mit der Schwingungsrichtung X, erregt und ist p der
wahre Polarisationsgrad des (primé&ren) Fluoreszenzlichtes, so gilt fir die

Amplitudenquadrate a[ dieser Oszillatoren (@ — a2/@+ a\) = p und
1 — 1 —
a3, d. 1. al:a2:a3 1 P P
1 p 1+p

In einem Volumenelement dVO0 mit den Koordinaten (0, 0, /03) wird in
der Zeiteinheit und im Wellenldngenbereich zwischen X' un & -f- d/." eine Anzahl

di @ (*o.uJT) = Ek>\&f (w)e kKx dX' dVO (1)

primérer Fluoreszenzphotonen erzeugt, wobei 7]a bzw. [oder r](X) bzw.
/c(A)] die absolute Quantenausbeute bzw. den Absorptionskoeffizienten der
Losung fur die Erregungswellenldange A und f(X') die normierte wahre Quanten-
verteilung ihres Fluoreszenzlichtes bedeuten. Die dem dVO auf die genannte
Weise zugeordneten drei Oszillatoren Or, 02 03, die der Reihe nach zu der Rich-
tung des elektrischen Vektors, der des magnetischen Vektors und der Fort-
pflanzungsrichtung des Erregungslichtes parallel sein sollen, strahlen in ein
Raumwinkelelement d0, welches in der durch die Winkel & @ charakterisierten
Richtung liegt, der Reihe nach die Quantenstréme

di @, #03, d, @; X)du = Cdad (x03; ?-) D, ($, 90;p) dQ (2)
mit
Dx= 1 —sin2dcos2cp, D2 = ----—-- (1 — sin2&sin299), D3= --— --sin2d (2a)
1+p 1+p

(gemessen in Quanten sec-1) aus ; die Konstante C ergibt sich aus der Forderung,

dass das Uber den ganzen Raumwinkel erstreckte Integral 'V d40,d 3 gleich

)

di(P(x03X') sein muss, zu
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In (2a), bei der Beschreibung der Strahlung der Ersatzoszillatoren, wurde
die fur grossere Entfernungen geltende Richtungsverteilung zugrunde gelegt,
was dem entspricht, dass als Sekundéarfluoreszenz die von den primaren
Ersatzoszillatoren in ihrer Wellenzone erregte Fluoreszenz betrachtet wird.

Aus den Gleichungen (1)—(3) lasst sich leicht folgern — indem man die
Reabsorption durch den Faktor e bx'% bertcksichtigt, dV0= dx0ldx02dx03
setzt und nach xiM integriert —, dass die Quantenstromdichten Byld1"' und

Ba/i2 dV des in der Mitte der Ruckflache der Kivette beobachtbaren, in der
Xj-bzw. X 2Richtung schwingenden (und auf das Intervall dI' entfallenden)
priméren Fluoreszenzlichtes betragen :

3 kyl

Bn'1,2 dI” 1)k, e dI 4)
8n K\ —ky

durch den Faktor p/n2 werden die Reflexionsverluste und die Yergrdsserung
des Raumwinkeis beim Lichtaustritt in Betracht gezogen [7]. Im Falle der
Beobachtung auf der Yorderflaiche der Kuvette ist an Stelle des vorletzten
Faktors auf der rechten Seite von (4) der Ausdruck [l1—elkn+kxM])(kn h?)
zu setzen.

Unser Ziel, die Bestimmung der depolarisierenden Wirkung der Sekundér-
fluoreszenz wird erreicht, wenn es gelingt, die zu den und Byl analogen
aber von der Sekundéarfluoreszenz herriuhrenden Grdssen und B-
zu berechnen. Bei Kenntnis dieser Grdssen ist ndmlich der auf die angenommene
Beobachtungsweise gemessene Polarisationsgrad p’ des Fluoreszenzlichtes der
Wellenldnge 1’ durch

(B& - B%) + (B2 - B%)
(B% + B%) + (B% + Bf)2 ’

gegeben ; falls der Einfluss der tertidren und hdéheren Fluoreszenzstrahlungen
keine nennenswerte Rolle spielt, stellt die explizite Form von (5) den gesuchten
Zusammenhang zwischen dem gemessenen,(p ) und dem wahren Polarisations-
grad p dar.

Bei der Berechnung von BAJ (k — 1,2) weisen wir vor allem darauf
hin, dass sich die auf ein Intervall (A", 1" -f- dI"*) entfallende primé&re Strahlung
eines anderen \olumenelements dV, das um den Punkt P(xv x2, x3) (s. Fig. 1)
liegt, ebenfalls auf Grund von (2), (2a) und (3) beschreiben l&sst, indem x03,
dVO und 1' der Reihe nach durch &3, dV und 1" ersetzt werden. Daher erhalt
man fur die Quantenstromdichten der priméren Fluoreszenzstrahlungen (des
Bereiches dlI'), welche durch die dem Volumenelement dV zugeordneten Oszil-
latoren 0; im Punkte PO erzeugt werden, die Ausdricke

diBy, = # @, (*3,4,<p; 1) ____S_:___ ©)
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mit s = POP (vgl. Fig. 1). da Br jerzeugt in der Zeiteinheit da B?»k (") 1] (A")dV0
Sekundéarfluoreszenzphotonen in dVO0, wobei /] (/.") die Quantenausbeute fur A*
als erregende Wellenldnge bedeutet. Somit kann die Gesamtzahl de0; der in
dVg pro Sekunde von dem Oszillator 0, erzeugten Sekundéarfluoreszenzphotonen
— nach Einfihrung des Querstriches als fiir eine beliebige Funktion (A"
von A" durch

<p(M =/u(A")/(A)y(A)n1 @)
0
definierten Symbols und mit Ricksicht auf die friheren Gleichungen — in
der Form
3 . qAY)e W>
de @, = on Elo fe. [V Di KET)e dFodF (8)

dargestellt werden.

Bei der Berechnung der in die A3Richtung ausgestrahlten und in ein
Raumwinkelelement du entfallenden Teile d80ik von de0t (k — 1,2), die einen
zur A/-Achse parallelen elektrischen Vektor haben, ordnen nar dem Volumen-
element dVO drei inkoh&rente Oszillatoren Oi7 (j = 1,2,3) derart zu, dass Oa,
Oi2 und Oi3 der Reihe nach parallel der Richtung des elektrischen Vektors, des
magnetischen Vektors und der Fortpflanzungsrichtung FPo des von dV aus
in dVg gelangenden, die Sekundarfluoreszenz d'ifi>t erregenden Lichtes seien.
Dementsprechend werden die Oszillatoren Oy (j = 1, 2, 3) solche Amplituden

haben, deren Quadrate sich zueinander wie 1 :------- —_ e ~-verhalten Ts. Gl.
1+ P 1+ P
(2a)], wenn man vorlaufig annimmt, dass die Erregungswellenldnge #in dem

Absorptionsspektralgebiet des langstwelligen Elektroneniibergangs des auf-
geldsten fluoreszierenden Stoffes liegt, d. h. dass die Polarisationsgrade fur
Aund A' als Erregungswellenldngen einander gleich sind, d. h. p () = p (9",
solange /(A™) ¢ 0 gilt. Zieht man in Betracht, dass die Summe der von den
Oszillatoren Oit, Oi2und 0 3 in den ganzen Raumwinkel ausgestrahlten Sekundéar-
fluoreszenz-Quantentstréme gerade <E®- ist, so erhdlt man dHPK (k = 1,2)
nach einfachen aber langwierigen sphérisch-trigonometrischen Uberlegungen
(die mit der Orientierung der Oszillatoren Oy relativ zum System OX/"X"Xg
Zusammenhéngen) auf Grund der Gleichung

# ®,K= dlkdVg dVdQ = 3 - d« @, Vv K hij(d, cp;p)d.Q, 9)
8n: 3 —p fTi
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wobei Kw(p, y,p) (k = 1,2) die in den folgenden Tabellen angegebenen Funk-
tionen sind :
Tabelle 1
Formeln fur Kiij (fl, g p)

\- * 1 2 3
J\
1 @ — sin2fl cos2 (p)2 41 sin*)?sin2ffcos2® 4 ——sin2 2 cos2 fl cos2w
1+ p 1+p
2 0 (14 i1)20b20 14 ¥—j sin2&sin2P
i\ \2
3 - — sin2$ cos2@ (1 — (4-—--—-—1 sin2ﬂcosz<fi(1 — sinl &cos2 P
Uu +p) 1.1+ plJ
— sin2&cos29?) — sin2&sin2<{.’)
Tabelle 2
Formeln fur K7ij (fI', 9;p)
*
4 1 2 3

_ _ 1., .0a 2Q-+?
1 sin4$ sin2@cos2 @

"1—P) 1+ P
4. — cosofl 0 [4-——) sin2fl cos2w
2 i % Hed
3 -j—2-(1 —sin2# cos2 Q)+ -] sin2 &sin2q1— j 7sina# sin2@
esin2# sin2 @ — sin2# sin2cp)

Der Quantenstrom des von dVO in ein die X 3Achse einschliessendes
Raumwinkelelement dU emittierten und in der Riehtung (k = 1,2) schwin-
genden sekundéren Fluoreszenzlichtes wird offenbar durch den Ausdruck

dvodu r~ 0 ikdv (k= 1,2) (10)
J i=i
(O
gegeben. Setzt man dVg= dx0ldx0gdx03 und beachtet das bei GI. (4) Gesagte,
so ergibt sich diejenige spektrale Quantenstromdichte des in der X ftRichtung
schwingenden Fluoreszenzlichtes, welche bei unserer Beobachtungsweise in

der Mitte der Rickflache der Kivette herrscht, zu

BSkdaa = — / an dl' ;re “VO-*,) r y<pikdVdx03. 11
n2 J J fxtl (b
0
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Fur die Beobachtung auf der Vorderflache tritt der Faktor e an die Stelle
von e K'&Xio\

Wir setzen nun in (11) die durch die friheren Gleichungen gegebenen
Ausdrucke ein, schreiben z und zo fir x3bzw. #03 und beachten, dass nach Fig. 1
$2 — r2-j-(z—zQ2 — also dV = rdrd'fdz = sdsdcpdz — und sin2# = [s2—(z—z()2]/,52
gelten. Indem man noch die Integration nach <f ausfuhrt, findet man auf Grund
von Gl. (5), nach langeren Rechnungen, die folgende Beziehung zwischen p' und p :

Pi+ 2 + P
3-p 4(I 2

P
1-P + Pi+ P(1—p)Pz+ Y Pz

3 —P
Fobei
il
1 kx+ k
i ' -(T,*+cn ) kx 1]dzdz0 13
Pi 2 1 — e-(AtxftAY)i e ) 1dzdz (13)
mit
19>Hr—z,y
li= (z- z02 2 r e k¥s & xds (i= 1,2,3) (14)

lz—101

sind, und in (13) gilt das obere oder untere Vorzeichen, je nach dem, oh es
sich um eine Beobachtung auf der Vorder- oder Ruckflache handelt.

Von nun an wollen wir annehmen, dass nur solche Wellenldngen des
Fluoreszenzlichtes zur Messung gelangen, fur die der Vlisorplionskoeffizient
kg der Losung viel kleiner als derjenige fiur die Erregungswellenldange X ist.
Diese bei den Polarisationsmessungen ubliche Einschrdnkung ~ 0 bedeutet
eine grosse Vereinfachung und macht die Formeln davon unabhéngig, ob die
Beobachtung an der Vorderflache oder an der Ruckflache der Kiuvette erfolgt.
Im folgenden wird auch vorausgesetzt, dass die Kivette hinreichend flach ist,
damit (z—z0)2 12 gegen R2 vernachléssigt werden kann. Zur Vereinfachung
der Schreibweise wollen wir schliesslich die dimensionslosen Grdssen

a= k2, y= Ik(X"), T (m28>1) (15)

einfuhreii (3 —alky wurde als verschwindend klein angenommen).

Bei Einfuhrung der neuen Integrationsvariablen

(16)
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-——es ist also ir = z—2z0 fiir 0 20< zund h = z0— z fur z <; z0 <J (— finden wir dann:

1 a

5 | -guw yIidr—J—inIidr\du (i=1,23), 17

I, = ; ----\-/—-dv— —Ei(—yr) 4 Ei(—my), (18a)

E=x2j-"5 4=y e IT(A- yx)- y Y212-Ei(- yx) m

(186)
r eTY e ry

1 1
+ OT2 —- + Y- . + Y2Ei (—my)

h—X [ “y-* =1y ¢ T (1-y yx+y ¥Y2x2- y y313)_ " y413Ei (- yr)+

(18¢)

1
| T4 e H - i(—
‘4 (‘“I + 3m3 6 m2 6m! 6Y4E|( my)

Die Integrale (je “«lidrdu lassen sich exakt berechnen ; die durch den Querstrich angedeutete

»Mittelwertbildung« kann nachher erfolgen. Es ergibt sich, dass /«] mit der in [3] angegebenen
Grosse x (bzw. dem Wert von x fiur B = 0), die im Falle p = 0 das Intensitidtsverhdaltnis der
sekundéaren und der primaren Fluoreszenzstrahlung darstellen wirde, identisch ist. Bei und
fi3wirde die exakte Integration zu recht komplizierten Ausdriicken fithren. Man kann jedoch
zeigen, dass es fir m28> 1 im allgemeinen geniigt, bei der Berechnung dieser Gréssen, die in (12)
ohnehin eine geringere Rolle als spielen, /, und J2 durch die N&herungsfunktionen

-e- 13%xr bzw. — « 'A 'zn ersetzen. Die so erhaltene Grdsse/«2 = 2/<3wollen wir von nun an

mit L, bezeichnen.

Der Ausdruck (12) fur p', in dem nur die depolarisierende Wirkung der
sekundéaren Fluoreszenz bericksichtigt wurde, bat die Form

P’ (19)
1+

wobei nach (5) <9X den Polarisationsgrad des sekunddren Fluoreszenzlichtes
in der Beobachtungsrichtung und02das Intensitdtsverhaltnis des zur Beobach-
tung gelangenden sekund&ren und priméaren Fluoreszenzlichtes bedeuten. In
dem h&ufig vorkommenden Fall, in dem sich ©jund 0 2nicht als sehr klein gegen
eins erweisen, hat man auch den Einfluss der tertidren, quaterndren usw.
Fluoreszenzen in Betracht zu ziehen. Da die genaue Bericksichtigung ihi-er
Einflisse recht schwierig wére, ist es naheliegend, dieselben unter der Annahme
in Rechnung zu tragen, dass sowohl die Intensitdten als auch die Polarisations-
grade der priméaren, sekund&ren, tertidren usw. Fluoreszenzstrahlungen
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geometrische Reihen (mit den Quotienten (92bzw. (9,) bilden. Auf Grund dieser
Annahme ist an Stelle von (19)
1- &2 20
t— (V)
P P l-©
zu schreiben.
Auf Grund des oben Gesagten lassen sich unsere Resultate wie folgt
zusammenfassen. Der unter den genannten Bedingungen gemessene Polarisations-
grad p’ hangt mit dem wahren p gemass

1—prx — P2p 20
1_P3*- PiP

P'=P

zusammen ; dabei sind

3 2—2p + p2 p 3 p @ —3p)

P1
2 3—p 2 4 3—p

(22)

Ei (—Ty) —yEi(—y)+y@©y X&) +VEY) (g
mil* 1—e~a |

mit den in [3] tabellierten Funktionen % und tp, ferner

1 H 1 s-(1,5Y+a) LLooee(LEY g

2 1—e*L 15y -|-a 15y —a

Die im allgemeinen Fall ziemlich komplizierte Formel (21) vereinfacht
1

sich fur hinreichend Kkleine aund ymax etwa fir a< -2— , ymax < 1 der
Beziehung
P'=P 1 (4—5p + 2p2) (YEi (—wy) —yEi(=y)) +
8(3—np)
(25)

-i-m-(8 —9p + 2p2y
4

die von a (= fc;/) unabhéngig istl.

1 Die Abweichungen zwischen den nach (25) und (21) berechneten Werten liegen z. B.
bei den ersten drei Messpunkten der in den Figuren 2 und 3 dargestellten Kurven weit unter
1% von p'.
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Bei den bisherigen Uberlegungen wurde die erwdhnte Annahme p(X) =
= />(/-'") verwendet. Ist diese Annahme nicht erfiullt, wie es z. B. bei der Auf-
nahme eines ganzen Polarisationsspektrums der Fall ist (wobei die Erregungs-
wellenldnge A Absorptionsspektralgebiete verschiedener Elektronentubergéange
durchlauft), so muss man die bisherige Grosse p sinngemé&ss entweder durch
p(?.) = p1oder durch p(A™) = p2ersetzen. So erhdlt man nach ladngeren Rech-
nungen an Stelle von (25) die allgemeinere Beziehung

P'=Pi 1 (4- 2P1 —bp2+ 2PIp(YEI(- TY) —
8(3—p2
(26)
1
YEIi(—Y))+ - (24 —8PIl—19p2+ 6plp2y
4
die die Bestimmung des wahren Polarisationsgrades pl —p (A) ermdglicht,,

wenn man vorher p2 unter Anwendung eines entsprechend langwelligen Erre-
gungslichtes auf Grund von (25) bestimmt hat.

Schliesslich wollen wir bemerken, dass die Endresultate (21), (25) und
(26) auch dann gelten, wenn man, statt mit einem Parallellichthiindel vom
Querschnitt R2n zu erregen und eine kleine mit ihm koaxiale Flache /io n(<~Krn)
zu beobachten (Fall a), unter sonst gleichen Bedingungen mit einem Biundel
vom Querschnitt Ro i erregt und eine Flache R-n beobachtet (Fall b). Diese
letztere Methode kann in einigen Fé&llen vorteilhafter sein.

§ 3. Experimentelle Ergebnisse

Zur Priufung der Theorie haben wir Polarisationsmessungen an ver-
schiedenen Fluoresceinlésungen mit Hilfe photoelektrischer Einrichtungen
durchgefuhrt, wobei ein Teil unserer Versuche unter Verwendung eines schon
fruher beschriebenen [6] Apparats (Apparat 1) von dem WIiLLE-SpEKTOROWSschen
Typus und ein anderer Teil mittels einer neuen Anordnung (Apparat I1), die kirz-
lich in unserem Institut konstruiert wurde [8], erfolgte. Im Falle beider Messein-
richtungen wurde die Parallelitat des Erregungslichtes und die des zu beobach-
tenden Fluoreszenzlichtes mit Hilfe von Diaphragmen weitgehend verwirklicht ;
durchwegs haben wir eine longitudinale Beobachtung — auf der Rickflache —
verwendet. Bei allen unseren Versuchen diente als erregende Lichtquelle eine
Quecksilberhéchstdrucklampe (HBO 500), aus deren Licht ein Interferenz-
filter SIF 436 ein schmales Band um 436 mp, aussonderte. Das gekreuzte Filter
— das nur Wellenldngen A', fur die 8 ~ 0 war, durchliess —wurde bei beiden
Messmethoden so gewédhlt, dass der von den es durchdringenden Spuren des
Erregungslichtes herrithrende systematische Fehler sicher kleiner als 1% des
gemessenen Polarisationsgrads war. Vom experimentellen Gesichtspunkt aus
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Fig. 2 Messergebnisse (0) und theoretische Kurven fir die Schichtdickenabhéngigkeit des
gemessenen Polarisationsgrades p' bei Fluoresceinlésungen mit 56% Glyceringehalt (ym x =
K"mxel)

Fig. 3 Messergebnisse (0) und theoretische Kurve fiir die Schichtdickenabhéngigkeit des gemes-
senen Polarisationsgrades p ' bei einer Fluoresceinldsung mit 95% Glyceringehalt (ymax = k;.",nax ml)
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schien es zweckmassig, bei dem Apparat | den Fall a und beim Apparat Il den
Fall b zu wéhlen (s. Ende von § 2), R betrug in beiden Fallen 0,8 cm, die Schicht-
dicke variierte von 0,001 cm bis 0,8 cm.

Fig. 2 stellt den gemessenen Polarisationsgrad als Funktion von lg ymax
fur zwei wenig»;r zéhe glycerin-wéssrige Fluoresceinlésungen der Farbstoffs-
konzentration 5¢10 obzw. 510 4 Mol/1 dar. (Es waren : Temperatur 30 °C,
Dichte 1.177 bzw\ 1,223 g cm-3, Z&higkeit 0,1234 bzw. 0,1285 Poise, NaOH-
Gehalt 3 Gewichtsprozente). Die auf Grund der fur diese Lésungen aufgenom-
menen Absorptions- und Emissionsspektren (k; — ki36 = 0,656 cm-1, k™ max =
— fea95s = 9,54 cm bzw. k*— 6,56 cm und knTax= 954 cm"' ) und del-
im wesentlichen nach [9] bestimmten absoluten Quantenausbeute — unter
Anwendung des auf den spektralen Verlauf der Quantenausbeute '3(.") sich
beziehenden WAWILOWSschen Gesetzes [10] — gewonnenen theoretischen
Kurven stimmen mit den mittels Apparats | erhaltenen Messergebnissen recht
gut Uberein, und dementsprechend fuhren alle p' bei den einzelnen Ld&sungen
zu praktisch denselben Werten von p. Fur p ergab sich bei der Lésung kleinerer
Konzentration p = 14,19% und bei der konzentrierteren Ldsung der wegen
der Konzentrationsdepolarisation kleinere Wert p — 12,40%.

Um die Richtigkeit der Beziehung (21) auch fur eine zahere L&sung
nachzuprufen, haben wir (mit Hilfe des Apparats Il) Messungen auch an gly-
cerin-wéassrigen Fluoresceinldsungen mit dem Glyceringehalt von 95 Volumen-
prozenten und mit der Farbstoffkonzentration 5 +10 4 Mol/1 durchgefiihrt.
(Messtemperatur : 30° C; weitere Daten waren : Dichte 1,2645 g cm I, Zahig-
keit 5,8426 Poise, NaOH-Gehalt 3 Gewichtsprozente, A, = 2,132 cm \ A.max =
=: kIO = 28,00 cm-"1.) Die Messergebnisse sind in Fig. 3 ersichtlich. Die theore-
tische Kurve, bei deren Berechnung — infolge der mit der Erhéhung der Vis-
kositat festgestellten Verschiebung des Absorptions- uns Emissionspektrums
andere Funktionen fc(a"), f(A™) und rj (/") als vorher zugrunde gelegt werden
mussten — zeigt auch in diesem Fall eine recht befriedigende Ubereinstimmung
mit den gemessenen Verten.

Alle diese Resultate weisen darauf hin, dass der wahre Polarisationsgrad
auf Grund von (21) auch bei der Verwendung grdsserer, also vom experimentellen
Standpunkt aus ginstigerer Schichtdicken genau bestimmt werden kann.
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OMPEAENEHWE AEWCTBUTENLHOW CTEMEHW MONSAPU3ALIMN CBETA
®/1YOPECLUEHUNIN PACTBOPOB

A. BYJO, N. KEUKEMETMU, 3. WANbKOBWY u N. TAPAbLSA
Pe3ome

B pesynibTaTe UCC/EAOBaHNA, CBA3AHHOTO C AENO/IAPU3YIOLMM [GACTBUEM BTOPUYHON
hyopecUeHUMM y1anock HaliTy aHanMTUYeCcKoe BbIPaXKeHWEe OTHOCUTENBHO AefCTBUTENbHON 1
M3MePEHHO CTeMeHn Mofspu3aummn cBeTa (yopecLieHLMN ONTUYECKN HEAKTUBHBIX U M30TpPON-
HbIX pacTBOpoB. CTeneHb NOMSAPU3aLMN M3NTyYeHUst B MPUHLMNE 6osee TOYHO OMpeaensieTcs c
MOMOLLBKO MOMYYEHHbIX COOTHOLLEHWIA, UTO AaeT BO3MOXHOCTb CAenatb 60/ee TOHKWe Mose-
KYNSPHO-()M3NYeCKMe BbIBOAbI U3 Pe3y/sbTaTOB U3MEPEHWiA MmonsipusaLuu.

BbiBefjleHHOE COOTHOLLUEHWE XOPOLUO COrfiacyercs C pesy/braramu (*)OTOC-]I'IeKTpVI‘-IECKVIX
N3MEPEHUN aBTOPOB.

13 Acta Physica VII/I—2






INVESTIGATION OF THE URANIUM CONTENT
OF COAE ASHES WITH NUCLEAR EMULSION

By
E. Bujdos6*, L. Medveczky and A. Szalay
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(Received 23. VIII. 1957)

Ashes of pulverized uraniferous brown coals were embedded in nuclear emulsion. We
examined the active grains, and compiled statistics according to shape and number of the
emitted tracks. The grains fused into spherical shapes are the carriers of the greater part (70,6%)
of the total activity. The average uranium concentration of the spherical grains in our test
substance was 0,65%.

Our investigations on the uranium content of Hungarian brown coals
are closely connected with a research work of wider scope carried out first by the
Institute of Experimental Physics of the University Debrecen and continued
later by the Institute of Nuclear Research of the Hungarian Academy of Sciences
Debrecen, established in 1954. These investigations [1- 11] have for several
years been systematically directed by one of the authors (A. Szalay).

Departing from research methods so far applied, we are reporting in this
paper on investigations with the photographic emulsion method. In some re-
spects, this method has great advantages, of which we have quite profitably
availed ourselves. The track of each a-particle emitted from grains of the sub-
stance embedded in the photoemulsion and containing radioactive materials
becomes observable under the microscope. If we wait for a few weeks after the
embedding and develop the plate only then, the sensitivity of the method
strongly increases and individual observation of a-particles becomes practicable.
Under the miscroscope not only the track, but also the grain becomes visible
from which the track originates. Thus the method affords an opportunity even
for morphological determinations.

This investigation had for its scope to decide whether the uranium con-
tent is uniformly distributed or whether it is present in a higher concentration
in some morphologically describable grain types when uraniferous coal is burned
in a powdered form and the ash grains obtained placed under the microscope,
which enables discrimination of each individual grain.

For our tests we used ashes of pulverized coal from Ajka. When viewed
by microscope, the grains of ashes may be roughly divided into two groups:
irregular and spherical-shaped ones. Melting point of the coal particles corres-

* Now at the Hungarian Research Institute for Non-Ferrous Metals, Budapest.

13*
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ponding to the latter is lower than the temperature of the interior of the fur-
nace. This is the reason why they melt into spherical shapes.

We embedded the ashes in the nuclear emulsion by using the double-
layer method of the autoradiographic technique. The only difference was that
we applied liquid emulsion as the top layer. The emulsions were prepared by
the Forte Industrial Research Laboratory of Photochemistry of Vac (Hungary)
[12, 13].

The ashes to be tested were sprinkled over a horizontally placed emulsion
of 100 L, thickness coated on a glass-plate support which vas swelled before-
hand. Then the emulsion for the top layer, previously kept at 5°C, was heated
and poured on it in a layer of 40—50 fj, thickness and finally dried by a cold
air current. The sandwich was developed 100 days later, in ID 19 developer.
The fading of silver grains during such a long exposure time is especially
significant, and this is why we found tracks of various grain density.

The sandwiches were evaluated by a C. Zeiss LgOG microscope at 200 X
magnification.

The problems we wanted to solve by microscopic investigations, were
the following :

1. which ash grains contain radioactive substances,

2. what percentage of the total activity is present in a certain type of
ash grain,

3. what is the concentration i. e. uranium content of the individual ash
grains?

For active ash grains we compiled statistics according to colour, shape
and number of emitted tracks. The number of tracks which could be determined
means a lower limit, because some of the tracks are obscured by the opaque
grains. Besides, when grains have greater size, it may also occur that the whole
track is included in the grain. We distinguished grains of spherical and irregular
shapes. Within these categories, there were translucent and opaque ones. The
classification according to shape was very strict and only grains of exactly cir-
cular cross section were classified as regular, since we found among the irregular
active grains a considerable number of grains partly fused or spheres to which
other smaller or larger ones of irregular shape were adhering. This examination
yielded data for the distribution of the activity of grains (Table I).

The grains fused into spherical shapes are the carriers of the greater part
of total activity (70,6 %) and the average number of tracks issuing from one
grain is 9,6 % higher. 66,23% of the total activity is found in the opaque sphere,
which amounts to 93,82 % of the total activity possessed by spheres. We further
made investigations to ascertain, what percentage of the grains, fused into
spheres, is radioactive. Using a magnification of 330 times, we observed 828
fused grains in 500 microscopic fields, under the square network placed into the
ocular. Out of this number, we found 621 active grains after 100 days of irradi-
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Table |
Distribution of activity in ash grains after an exposition of 100 days

Percentage
. Number oftracks ~ Average number of activity
Ash grain examined emitted by of tracks Inumber of tracked
ash grains [track/grain] [numb.ofall tracksJ
OPAQUE oo 723 3658 5,05 66,23
Sphere J
translucent 37 241 6,51 4,36
. 0PAQUE e 332 1552 4,67 28,10
Irregular |
translucent .......ceeees 15 72 4,80 1,30

ation. The quantity of uranium in grains not showing any a-track is less than
1,15 « 10 12 g, supposing that the uranium is in radioactive equilibrium with
its daughter products. The uranium content of 75 % of the spherical grains
emitting at least one a-track is higher than this.

Fig. 1. Distribution of the density of grains fused into spheres

According to our measurements, the fused grains carry the greater part
of the activity. The further aim of our investigation was to determine their
uranium concentration. For this purpose we had to determine the density of
the grains. For a preliminary inquiry, we made sedimentation tests in bromoform
under the microscope. The majority of spherical grains sank in bromoform,
their density is larger than 2,9 g/cm3. We repeatedly ascertained that grains
remaining on the surface either contained gas bubbles, or had irregular grains
of lower density adhering to them. The density of spherical grains with higher
values than 2,9 g/cm3 was measured by Stokes law, determining their rate of
sedimentation in pure glycerin. The viscosity of the glycerin was 12 Poise, at
18°C. The determination of the diameter and the rate of sedimentation was
carried out by a horizontally placed microscope of 216 times magnification,
in a special cuvette. The error was comparatively great (15%) owing to diffrac-
tion by the edges of the grains and the difficulty to determine the diameter
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during the motion of the grains. For the same reason, we could obtain reliable
values only for grains of diameters greater than 25 /1 The result of the measure-
ments made on 100 grains is shown in Fig. 1. The density of the majority of
grains fused into spheres is ranging from 2,6 to 3,6 g/cm3.

Fig. 2a. Microphotograpli made from ash grains embedded in nuclear emulsions

Fig. 2b. Microphotograph made from ash grains embedded in nuclear emulsions

Figures 2a—c are microphotographs made of active ash grains. It is clearly
seen that the majority of irregular grains is inactive. By the number of a-tracks,
we were able to estimate the uranium content of grains. (In the photograph, some
of the tracks are not visible on account of the small depth of the focus). The
number of tracks counted under the microscope is — for reasons already men-
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tioned — the minimum value, thus the quantity of uranium determined in
them should be regarded as lowest estimate. The diameter, mass (calculated
from an average density of 3 g/cm3) and uranium concentration of grains seen
in the Figures are recorded in Table II.

Fig. 2c. Microphotograph made from ash grains embedded in nuclear emulsions

Table N
Uranium concentratioiroi' active ash grains presented in Figures 2a—c

In equilibrium

In case of pure U = .
P of disintegration

Number of  Diameter Mass of
Fig. tracks of grains in grains
10-»g quantity of  percentage of U quantity percentage of U
10-» g concentration of U 10-* g concentration
2a 13 23 19,1 0,060 0,31 0,015 0,08
2b 24 19 10,7 0,108 1,01 0,027 0,25
2¢C >50 12 2,7 >0,228 >8,44 >0,057 > 2,11

Analytic investigations [10] proved that the activity of coal ashes is due
to uranium, and they either contain no thorium at all, or if they do, it is at best
KU4#°/0. Even this latter value is rare. Consequently, we have not taken thorium
into consideration when making our calculations.

For the uranium concentration we give two values. We obtained a mini-
mum value by supposing the uranium in the grain to be in equilibrium of dis-
integration and supposing the recorded a-tracks to be emitted by the UI, UII,
lo, Ra, Rn, RaA, RaC’ and RaF. On the other hand, we obtained a maximum
value by ignoring the equilibrium of disintegration and supposing only the pre-
sence of the Ul and UIIl a-tracks.
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Furthermore, we estimated the average U concentration of the spherical
grains. Distribution of the diameter was determined by measuring 828 grains
(Fig. 3). The diameter occurring most frequently was about 12 /n. The average
number of tracks emitted by one grain was 5,13 (Table 1). The calculations
were based on an average density of 3,0 g/cm3 and the assumption that the
uranium content of 25 % of the grains was negligible (less than 1,15 « 10 12 g).
We found the average uranium concentration of the spherical grains in our
test substance to be 0,65 % for pure uranium, and 0,16 % when taking the
equilibrium of disintegration into account.

Szalay and AImASSY [10, 11] have ascertained that uranium is in radio-
active equilibrium in coal and thus presumably, it is in equilibrium in the ashes

Diameter (jj)

Fig. 3. Distribution of the diameter of grains fused into spheres

too. Therefore the reported values for the equilibrium of disintegration for
uranium concentrations seem to be more reliable.

Summing up, we may state that in the ashes of pulverized uraniferous
coals, uranium is mostly contained by the ash grains fused into spheres, which
have a lower melting point. — Our next task is going to be the chemical and
mineralogical determination of these ash grains.

We are greatly indebted to Dr. A. Polster (Forte Industrial Research
Laboratory of Photochemistry) for the preparation of the emulsion. Likewise,
the valuable help given by Miss Fr. Jost and Mrs. E. Medveczky in the
microscopic measurements is gratefully acknowledged.
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NCCNELOBAHUVE COAEPXAHUNA YPAHA B 30J1AX YT IEW
3. BYNAOWO, N. MEABEAKWN un A. CANAN
Pesome

MeTogom (oTo3My/bCuW ObIM MCCNEAOBaHbl aKTUBHOCTW 30/ pasHbiX yrnei. Menkue
yacTuubl 30/1bl paccMaTpuBaINCL MOL MWKPOCKOMOM ; Habnofanvucb fiBe Tpynrnbl YacTu, :
LIapoobpasHble YaCTMLbl U YacTWLbIl, UMeloLmMe HenpaswunbHble (opmbl. LLlapoobpasHble yac-
TWLbI UMelOT 6oniee HM3KYIO TOYKY NaBfieHMs MO CPaBHEHWIO C TeMMepaTypoil NpOCTpaHCTBa
ropeHns KoTna, NnoaTomy CTa/n LIapoobpasHbIMU.

YacTuubl  301bl BBO%VII‘IVICI: B SAEPHYIO 3MYNbCUIO, U3TOTOB/IEHHYIO  (HOTOXMMUYeE-
CKOVi nccnefoBaTensCKoii nabopartopueid 3aBoda ®opTs. Mocne NposiBeHns (OTOIMY bCUM
CUMTaNNChL TP3KWU. PAg mccne,qosaHmm nokasan, 4uto 70,6% OT BCeil aKTMBHOCTW MPUHALNEXNT
LWapoobpasHbiM MPoAyKTam. Hamu 6binn NpoBefeHbl M3MepeHWs Mo OMNpedeneHnto pacnpege-
NeHUs [MamMeTpoB U MIOTHOCTER yacTuu,

AKTUBHOCTb 06HapyXeHa B 25% OT L1apoobpasHbIX YacTuL, OTHOLLEHWE TPIKOB K Yac-
rmuam B cpegHem 5,13 TPeK Ha ocHOBe HalMX U3MEPEHWIA MONYYMNOCh CpedHee 3HaueHue
NNoTHOCTK Yactuy 3,02ZM3 cpefHee 3HauyeHWe avameTtpa 12 /< Takum 06pa3oM MOXHO Onpe-
[lennTb CpefHIo KOHLEHTPaUMIO ypaHa B LIApo06pasHbIX vacTuuax.

Copiep>kaHneM TOpUSA B YacTULLAX MOXHO NpeHebpeyb, NOCKO/bKY aHanuTUYecKme ucchne-
[0BaHWS MOKasanm, YTo KOHLeHTpauusa Topus no kpainHein mepe 10-4 %. Ecnu npegnonaraem,
YTO aKTMBHOCTb YacTuUL, Bbl3BaHa NWLIb MPUCYTCTBMEM YypaHa, KOHLeHTpauus ypaHa 0,65%,
npu pasHosecHoM pacnage 0,16%. VccnegosaHmsa Canan v AfMallily nokKasblBaloT, YTO ypaH B
yr/ie Haxo4uTCA B PaBHOBECWM CO CBOMMM NMPOAYKTamu pacnaga, no3TtoMy MOXHO npenonararb,
YTo 3TO MMEeT MeCTo U B 30/e, 3HaunT, 0,16% sBnAeTca Hamboree BEPOSATHBIM 3HAYEHWEM.






UBER DIE BESTIMMUNG DER KONZENTRATION
UND DER BEWEGLICHKEIT DER LADUNGSTRAGER
IN GEMISCHTEN HALBLEITERN

Von

L. Gombay, J. Gyulai und J. Lang
INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED

(Vorgelegt von A. Budé. — Eingegangen 26. VIII. 1957)

Es wurde eine Methode entwickelt, die durch Messung der Leitfahigkeit, der Hall-Kon-
stante, der Thermokraft und der in einem transversalen Magnetfeld entstehenden W iderstands-
&nderung des gemischten Halbleiters die Bestimmung der Konzentrationen und Beweglich-
keiten der Elektronen und Defektelektronen ermdéglicht. Die Anwendbarkeit des Verfahrens
wurde durch einige an Ferrosilizium mit 97,70% Siliziumgehalt ausgefihrten Messungen nach-
geprift.

§ 1. Einleitung

Bei reinen Uberschuss- und Defekthalbleitern kann man aus ihrem Ver-
halten in elektrischen und magnetischen Feldern einerseits auf den Typ des
Leitungsmechanismus, andererseits — mit Hilfe wohlbekannter Zusammen-
hdnge — auf die Konzentration und Beweglichkeit der Ladungstréger folgern.

Im Falle der gemischten Halbleiter I&sst sich der Typ der Majoritatstrager
sowohl aus dem Vorzeichen der Hall-Spannung als aus demjenigen der Thermo-
kraft leicht bestimmen, die Berechnung der Konzentration und Beweglichkeit
der zweierlei Ladungstréger ist aber nicht so einfach. Bereits friher haben wir
uns mit dieser Frage beschaftigt [1] und haben dieses Problem im Falle des
gemischt leitenden Ferrosiliziums — unter stark vereinfachenden Voraus-
setzungen — geldst. Um die Schranken unserer friheren Methode vermeiden
zu koénnen, haben wir nach einem solchen Verfahren gesucht, das keine ver-
einfachenden Voraussetzungen enthdlt und auch fir jede Art gemischter Halb-
leiter gultig ist.

§ 2, Theoretische Bemerkungen Uber das Akrfahren

Der Grundgedanke unseres Verfahrens ist &hnlich dem, den fruher
0. Madelung und H.Welker angegeben haben [2], und beruht auf Beziehungen,
die die Abhangigkeit der Leitfahigkeit a, der Hall-Konstante R, der im trans-
versalen Magnetfeld entstehenden relativen Widerstandsdénderung Aglgh und
der Thermokraft @ von den Konzentrationen der Elektronen und Defektelek-
tronen (n bzw. p) sowie ihre Beweglichkeiten (//,, bzw. ju) ausdriicken.
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Die ersten drei der erwdhnten Zusammenhénge lauten fur gemischte
Halbleiter :

a = e(unn + t*pP), (I-)

R=z _ 3p_ 1 p\n - figp 5
()
8 e (pnn+ PPp)2
Ag = (Jbij2H21 4 p%n+ p*p _ | p2n—p2p y | (3)
QH I | In pnn+ ppp Il pnn+ ppp !j’
wobei e die Elementarladung und H die magnetische Feldstarke bedeuten.
Was die Formel der Thermokraft betrifft, haben wir darin — von Made-
lung und Welker abweichend — auch die von der Kristallstruktur abh&ngigen
Glieder in Betracht gezogen, d. h. wir haben diese Beziehung in der von Y. A.
Johnson und K. Lark-Horovitz abgeleiteten Form verwendet [3]:

A (op —pPnn)+ pnnin ————[ipp In -—
rao Po
4)
Pn" + PpP
mit
2nm*kT 2n kT
n0o=2 und Pg—2 P
h2 h2

dabei sind nmfnbzw. mp die effektive Masse der Elektronen bzw. Defektelektronen,
h und k die Plancksche bzw. Boltzmannsche Konstante, T die absolute Tempe-
ratur.

Die Rolle des Faktors A, der auch im fir Halbleiter gultigen Wiedemann-
Franzschen Gesetz auftritt, wurde durch die Untersuchungen von T. A. Kon-
TOROWA klargestellt [4], die zu quantitativen Aussagen uber diesen Faktor ge-
fuhrt haben : sein Zahlenwert soll fir lonenkristalle zwischen 2,5 und 3, flr
Valenzkristalle zwischen 2 und 4 liegen.

Wi ir stellen uns nun die Aufgabe, aus den Gleichungen (1)—(4) die vier
unbekannten Grossen zu berechnen bzw. durch die messbaren Gréssen <, R.
Adlgh, o auszudrucken.

Nach elementaren aber ziemlich langwierigen Rechnungen erhélt man mit
Hilfe der ersten drei Gleichungen aus (4) fur pp die folgende implizite Gleichung :

A+d In 2PPF A oy sasbpp 7 a2(A —d) (azb2-F-c) +
4

o Upp
i=0
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+ &P 2A —In <&+ *?. " wcj-
no V o-pp
i=0
N
ac S —1 a3b2
n
+ — -1 04b2 In (5)
4 J n
po Pp+ 2abp2 H---A:-(azb2+ c) pp

mit den Abklrzungen :

a Ag(s 21 , e
R ~e c - —_— ft= (p— -,
3n Qpj [3N H?2 K
n* q*
ab (a2b2 + ¢)2, ax= — n a2b2(a2b2 - c) ----- (a262-)- ¢)2,
16 4 16
az= (2 -f n)a3b3+ n abc, a3= 3+ - a2b2-}--{1--c, as= ab .
4

Bestimmt man pp aus dieser Gleichung, so sind dadurch auch die tUbrigen drei
gesuchten Grdssen gegeben :

— ac + — —1 aabZ
4
(6)
Pp+ 2abp2+ /;-(a2b2+ cpp
n= («- PpPY 5 )
PRP + a2b ’
a PpP
8
rn n (0)

Die Gleichung (5) l&sst sich im allgemeinen nur durch Ndherungsmethoden
l6sen, bei einigen konkreten Anwendungen jedoch — wenn die Gréssenordnungs-
differenz der Glieder dies erlaubt — sind erhebliche Vernachldssigungen maog-
lich. Fiur n p bzw. n p gehen praktisch die Gleichungen (5)—(8) in die
bei der reinen Uberschuss bzw. Defektleitung giiltigen Formeln (iber.

Es sei nebenbei bemerkt, dass man aus den Gleichungen (1)—(3) im Falle
a p die bekannte [5] Beziehungl

Ph — R g —

14 —n) 1H)

fur die Hall-Beweglichkeit pH erhélt.
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§ 3. Messmethode und Messergebnisse

Um ein experimentelles Beispiel fir die Anwendung des oben entwickelten
Verfahrens zu geben, haben wir Proben aus Ferrosilizium mit 97,70 % Silizium-
gehalt und mit den Abmessungen 40 mm X 4 mm X 0,6 mm untersucht.

Die Messungen der spezifischen Leitfahigkeit und der in einem transver-
salen Magnetfeld entstehenden Widerstandsdnderung wurden mit Hilfe der

in Fig. 1 skizzierten Messanordnung durchgefihrt. Die Spannungen, die an den
Sonden der Probe bei konstanter Stromstarke entstanden, wurden mittels
eines Feussner-Kompensators F gemessen. Zur Konstanthaltung des Stromes
diente ein Widerstand R, in dem die an den Enden eines anderen Widerstands
von 0,1 U entstehende Spannung mit Hilfe eines Lindeck-Rothe-Kompensators
LR kontrolliert winde. Die gemessenen Werte betrugen

a= 5550 1cm 1; Aglh= 1,32 +10~-3 (H = 9000 Gauss).

Der Hall-Effekt wurde nach der Skizze der Fig. 2 gemessen. Diese zuerst
von Fr. Kolacek und E. Engelhard eingefihrte Messungsmethode erméglicht

das rasche und genaue Auffinden der Potentialgleiche, wodurch die Genauig-
keit der Messung bedeutend erhdht wird. Bei unseren Untersuchungen waren :
die Intensitat des durch das Silizium fliessenden Stromes i = 50 mA, die mag-
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netische Feldstdrke H = 9000 Gauss, die mit Feussner-Kompensator gemessene
Hall-Spannung VH= 1,88 «10 Volt. Aus diesen Daten ergibt sich die Hall-
Konstante zu

R — 2,51 cm3/Coul.

Die Messung der Thermokraft wurde mit Hilfe der in Fig. 3 schematisch
dargestellten Anordnung [8] ausgefihrt. Die Messtemperatur T sowie der
Temperaturunterschied AT an den Enden der Probe wurden mit dem in der
Figur ersichtlichen kombinierten Fe-Ko Thermoelement gemessen ; zur Be-
stimmung von T haben narrein kalibriertes Zeigergalvanometer, fur die Messun-

gen von AT sowie fir die der Thermokraft Feussner-Kompensatoren benutzt.
Auf Grund der bei verschiedenen AT erhaltenen Messresultate, die in Fig. 4
ersichtlich sind, berechnet sich die Thermokraft unseres Siliziums zu

Pp= 4,25 «10 1 Volt/Grad.

Die Vorzeichen von R und P waren positiv, d. h. in unserem Falle stellen die
Defektelektronen die Majoritatstradger dar. Zusammenfassend gehen wir die
Resultate unserer an Silizium durchgefihrten Messungen in Tab. 1 wieder.

Tabelle 1

e R . delea €

55,5 -0_1 cm-1 2,51 cm3/Coul. 1,32 « 10" 3 4,25 «KL4Yolt/Grad

§ 4. Diskussion

Mit Hilfe der in Tab. 1 angegebenen Werte und mit dem gewdéhlten Wert
2,5 von Ar>konnte die Lésung der Gl. (5) numerisch approximiert werden. So

1Andert man den Zahlenwert von A um 0,5, so entsteht eine Anderung von rund
+ 10% in den Beweglichkeiten. Fir A > 3,1 gibt es keine reelle Losung der Gl. (5), d. h. der
Wert der von der Kristallstruktur abhangigen Grosse A muss fir unser Silizium unter 3,1 liegen.
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erhielten wir

pp= 150 cm2 Volt 1 sec 1

und dann auf Grund von (6)—(8)

p — 3,48 + 1018 cm 3,
n= 8,22 #1017 cm*“3,

pn= 213 cm2 Volt«1 sec \

ferner PnlPp — 1,42.

Fur die Hall-Beweglichkeit ergibt sich aus unseren Messresultaten der
Wert pu = R ma= 139,3 cm2 Volt«1 sec*l dieselbe Grosse pu kann aber
auch mit Hilfe der erhaltenen mikroskopischen Beweglichkeiten pn, pp
und der Ladungstragerkonzentrationen n, p berechnet werden. Aus (1) und

(2) erhalt man namlich die Beziehung

3n p%p-p\n
Ph—~—eeeeee Feomeeee *
8 ppp + pnn

auf deren Grund puy = 140 cm2 Volt 1 sec 1 folgt, in guter Ubereinstimmung
mit dem unmittelbar gemessenen Wert ; dies weist auf die Zuverlassigkeit
unserer Methode hin.

Wir merken noch an, dass wir das Verfahren auch an Messergebnissen

anderer Forscher gepruft haben. So folgt z. B. aus den Messdaten von J. Folger
[9] fur das Préparat Lao9 Sro1 Mn03:

n= 7,4 «1020 cm 3
p = 84 «1018 cm 3,
pn= 25 «10 2 cm2 Volt 1 sec \
pp= 53 -10 2 cm2 Volt 1 sec“1;
dies sind Werte, die als durchaus vernlnftig erscheinen.
Die Verfasser mdchten auch an dieser Stelle Herrn Professor A. Budeé,

dem Direktor des Instituts, fur sein forderndes Interesse ihren aufrichtigen
Dank aussprechen.
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©o N U~ WN R

OB OMNPEAENEHUU KOHUEHTPALWW W NOABUXHOCTU HOCWUTENEN 3APA-
OB B NONYMNPOBOAHWKAX CMEWAHHOIO TUMA

N. TOMBAWN, N. AbIONAN u N. NAHT

Pestome

Pa3paboTaH Takoli MeTof, KOTOPbIA [aeT BO3MOXHOCTb OMpeAenuTb KOHLeEeHTpauuto
3N1eKTPOHOB UM [bIPOK B NONYNPOBOAHWKAX CMELIAHHOrO Tuna, W3 M3MepeHWn NPOBOAUMOCTH,
KOHCTaHTbl Xo0nna, TEPMO3NEeKTPOABUXKYLLEA CUMbl, 1 N3MEHEHWS CONPOTWBAEHWS B nonepeuy-
HOM MarHUTHOM mnone. NPUMEHMMOCTb MeTOofa MpPOBepsAnach HECKONbKUMW W3MEPEHUAMU Ha
heppoKpeMHUMN C copepxaHuem kpemHus 97,70%.

14 Acta PbysHa VIII/1—2.






EINE NEUE KERNPHYSIKALISCHE EMULSION
FORTE P/22

(HERSTELLUNG UND EIGENSCHAFTEN)

Von
L. Medveczky und A. Polster
INSTITUT FUR ATOMKERNFORSCIIUNG INDUSTRIELLES PHOTOCHEMISCHES
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER FORSCHUNGSINSTITUT FORTE, VAC

WISSENSCHAFTEN, DEBRECEN

(Vorgelegt von A. Szalay, — Eingegangen 13. V. 1957)

Es wurden die Faktoren, die bei der Herstellung der kernphysikalischen Emulsionen
eine Rolle spielen, untersucht. Auf Grund der Ergebnisse dieser Untersuchungen wurde eine
neue Kernspuremulsion hergestellt, deren Empfindlichkeitsgrenze fiir Elektronen 30 keV ist.

Die kernphysikalische Photoemulsion ist in erster Reihe als Ergebnis der
Arbeit von C. F. Powell und seinen Mitarbeitern unter die quantitativen
Messinstrumente der Kernphysik getreten. Sie kann bei allen Messungen ver-
wandt werden, bei welchen auch die anderen kernphysikalischen Methoden
benutzt werden, besonders aber in den Fallen, wo

a) die zeitliche Aufeinanderfolge der auftretenden Ereignisse nicht den
Gegenstand der Beobachtung bildet,

b) die Strahlungsintensitatsehr klein ist und deshalb eine lange Expositions-
zeit bendtigt wird (z. B. kosmische Strahlung),

c) weiterhin, wenn es sich um Untersuchungen an in erster Linie Teilchen
grosser Energie handelt, fir die man ein kleinmengiges, sehr empfindliches
Material, das in einem kleinen Volumen Platz findet, braucht, und

d) man die Lage der Spur, die durch die Teilchen angezeigt wird, genau
kennen muss (z. B. Neutronenergiemessung mit Hilfe der Riickstossprotonen,
Lokalisationsbestimmung des radioaktiven Elementes, usw.)

Die Methode wurde bisher in Ungarn nur in einzelnen Fé&llen angewendet,
was seinen Grund unzweifelhaft vor allem in den Schwierigkeiten des Importes
der Emulsion aus dem Ausland hat. Die Herstellung kernphysikalischer Emulsio-
nen also ist fur die Autoradiographie— besonders wenn die Anwendung in Gel-
Form geschieht [1] — ganz unentbehrlich.

Die kernphysikalische Emulsion unterscheidet sich wesentlich von der
normalen (optischen) Photoemulsion und deren Erzeugung bildet schon keine
einfache Aufgabe fir den Photochemiker. Wir kannten die Ergebnisse von
W.HALGuUnd L. Jenny [2] und von L. Jenny [3], weiterhin von P.Demers [4]
schon bei Beginn unserer Arbeit, aber keiner der zitierten Prozesse war
ohne weiteres reproduzierbar. Wir untersuchten deshalb systematisch den
ganzen Themenkreis und arbeiteten auf Grund der Resultate unserer Unter-
suchungen ein neues Verfahren aus.

14*
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Die normalen Photoemulsionen sind durch die folgenden Werte am
besten charakterisiert :

a) R-Wert, das Verhdltnis von Silber zur Gelatine;

b) HalogenlUberschuss, in deren Anwesenheit die Silberhaloidbildung
geschieht ;

¢) Schichtdicke des lichtempfindlichen Systems;

d) Menge des Silbers (g/m2).

Tabelle 1

. Halogen- Schicht- Silber
Emulsion “Wert iiberschuss dicke L &/m220 ft

Negativer Film . 0,335 32,60 18 5,5
RoOntgen diagnostischer Film ... 0,400 16,25 20 + 20 8,91
Rontgen industrieller Film ... 0,470 61,30 20 + 20 8,32
Spektralplatte ..o 0,457 43,00 18 9,65
Kino POSItiV . 0,365 18,62 15 6,40
P/22 kernphysikalische Emulsion . .. 3,210 2,00 100 30,00

In der Tabelle 1 geben wir die charakteristischen Werte fir einige
normale Photoemulsionen und flir die von uns ausgearbeitete kernphysikalische
Emulsion an. Der Unterschied zwischen den Daten der kernphysikalischen und
der optischen Emulsionen ist auffallend, und es ist ersichtlich, dass die
Erzeugung von Emulsionen zur Untersuchung kernphysikalischer Prozesse
eine neue Aufgabe bildet.

Die Eigenschaften, die fur die kernphysikalischen Emulsionen vor allem
charakteristisch sind und die man bei ihrer Erzeugung sichern muss, sind
die folgenden:

1. sehr feines, gleichméssig grosses Silberhaloidgekdrn ;

2. hohe innere Empfindlichkeit der Kdrner, welche innerhalb einer engen
Grenze fur alle Kdrner die gleiche sein muss ;

3. gleichméssige Kornverteilung, d. h. die Entfernungen zwischen den
Kérnern muissen gleichformig und mdglichst klein sein (ein grosser Silber-
haloidgehalt).

Die Ausbildung unseres kernphysikalischen Emulsionssystems geschah
im Industriellen Photochemischen Forschungsinstitut Forte (Vac), die Aus-
wertung der Versuche und die Bestimmung der Eigenschaften der kernphysi-
kalischen Emulsionen im Institut fur Atomkernforschung der Ungarischen
Akademie der Wissenschaften (Debrecen).
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Die Gelatine

Ein Kernspuremulsionssystem ist eigentlich keine Emulsion im strengen
Sinne des Wortes, sondern eine Dispersion von Silberhaloid Kristallen in einem
schiitzenden Kolloid, der Gelatine.

Die Gelatine besteht aus drei Teilen, von denen den gréssten die soge-
nannte Grundgelatine ausmacht, die aus Verbindungen mit langen Kohlenketten
und grossem Molekulargewicht (Glycin, Prolin, Oxiprolin, usw.) gebildet ist.
Dieser Teil verschafft der Gelatine ihre physikalischen Eigenschaften (Schutz-

Abb. 1. Schutzwirkung der Gelatine

Wirkung, Viskositat, usw.). Der zweite Teil besteht aus Verbindungen, die
kirzere Kohlenwasserstoffketten haben (Thioharnstoffe, Aldehyde). Diese
Uben eine reifende Wirkung, gewdhnlich gleichzeitig mit der thermischen
Behandlung der Emulsion wé&hrend des zweiten Reifens aus. Der dritte Teil
besteht auch aus mit kirzeren Kohlenketten versehenen Verbindungen (Zystin),
dies ist der inaktive Teil der Gelatine, welcher das Reifen verhindert.

Bei normalen Photoemulsionen spielt die Grundgelatine beim Féallen der
Silberhaloide eine Rolle, die anderen zwei Verbindungsgruppen der Gelatine
Uben ihre Wirkung bei dem ersten und noch mehr bei dem zweiten Reifen
gemeinsam mit einer entsprechenden thermischen Behandlung aus.

Bei Kernemulsionen ist die Ausbildung der Silberhaloide mit dem Fallen
beendet, das erste und zweite Reifen bleibt wegen der Sicherung der Gleich-
massigkeit der Korngrosse weg, sodass bei der Erzeugung der Kernemulsionen
nur die Grundgelatine von Belang ist.

Die Ausbildung der Empfindlichkeit der Kernemulsionen geschieht nicht
durch chemisches Reifen sondern mit Sensibilisatoren, und deshalb kommen
die Gelatineverbindungen, die eine reifende Wirkung ausiiben, nicht in Betracht.
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Nach unseren Versuchen ergeben sie sogar einen hohen Schleierwert, die die
kernphysikalische Auswertung — besonders in dickeren Schichten — in gro-
ssem Masse erschwert. Wir stellten Versuche mit vielen Gelatinen an.Die Abbil-
dung 1 und die Tabelle 2 zeigen drei Gruppen der angewandten Gelatine-
typen.

Tabelle 2

Gelatine 11236 8599 9204
ASChE % e 1,02 1,48 1,24
Feuchtigkeitsgehalt % ... 12,35 12,03 13,67
PH 6,86 6,53 6,18
Viskositat cP 9,70 7,12 5,79
Erstarren °C . 17 16 15
Schmelzen °C e 29 25 25
Titrierung m o (a) 3,3 2,9 59
Gerbung 1,65 2,72 3,10
Labiler Schwefel ) 11,2 52,8 16,0
SChwWellen .o 15,8 18,0 11,4
Schutzwirkung v e 15,0 35,0 85,0

(a) Das Neutralisieren von 50 ml 6 prozentiger Gelatineldésung mit n/20 NaOH

(b) Von 100 g 10 prozentiger Gelatine verbrauchter 5 prozentiger Kaliumchromalaun
in ml

(c) mg S/kg Gelatine

(d) ml Wasser/g Gelatine

(e) Wieviel Prozent enthdlt 5 g Gelatine von 100 mg Silberbromid in Sol. ?

Der labile Schwefelwert zeigt den Teil der Gelatine an, der das Reifen
beschleunigt, aber dies weist keineswegs darauf hin — im Gegensatz zu den
Angaben, die in der Literatur zu finden sind [5, 6] — ob die Gelatine zu kern-
physikalischen Emiltsionen geeignet ist. Nach unseren Untersuchungen braucht
man zu kernphysikalischen Emulsionen Gelatine, die in erster Linie einen
grossen Schutzwert hat, so dass die verwandte mindestmengige Gelatine die
Dispersion des grossmengigen Silberbromids sichert. Zur Beurteilung des Schutz-
wertes ist die Bestimmung des ZsiGMONDYschen Wertes [7] nicht genlgend,
F. Ew a’s Untersuchungen ergaben ein viel besseres und brauchbareres Resultat
[8], bei welchem die prozentinelle Bestimmung der im Sol. gebliebenen Silber-
bromidmenge (fir &quivalente Mengen der gegebenen Gelatine und des gegebenen
Silberbromids in mg) eine numerische Auskunft Uber die Schutzwirkung gibt.
Nach unseren Untersuchungen ist Gelatine Nr. 11236 ganz ungeeignet, die
Gelatine Nr. 9204 dagegen sehr geeignet zur Erzeugung der kernphysikalischen
Emulsionen ; beim Typus 8599 ist die Schutzwirkung geeignet, aber der Schleier-
wert ist wegen des hohen labilen Schwefelgehaltes gestiegen, und wir konnten
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keine hohere Korndichte als 1,20//! in der Spur des ThC' a-Teilchens mit der
bei der Auswertung angewandten Entwicklung erreichen.

Hier erw&hnen wir, dass wir die erste Orientierung Uber die Ergebnisse
unserer Emulsionsexperimente immer mit der Untersuchung der ThC' a-Spur
gewannen. Das kann natirlich nur dann eine Grundlage bilden, wenn die
Behandlungsumstdnde der Emulsion (S&ttigung mit Th, die Art der Ent-
wicklung usw.) immer streng dieselben bleiben und die Kornzadhlung auch
immer streng unter denselben Bedingungen geschieht. Wir beobachteten gleich-
zeitig, in welchem Masse die Spuren der /j-Teilchen wahrzunehmen sind. Wegen
Mangel an einer energiereichen Strahlungsquelle wé&hlten wir diese Ld&sung,
um Zeit und Arbeit zu sparen. Diein dieser Arbeit erwdhnten Kornzahlen geben
— wie wir es schon erw&dhnten — immer das Resultat der Messungen, die an
einer ThC'a-Spur durchgefuhrt wurden.

Auf Grund unserer Resultate stellten wir fest, dass unter den normalen
Photogelatinen nur diejenigen fur eine kernphysikalische Emulsion verwend-
bar sind, die eine hohe Schutzwirkung ausiben und womdglich inert sind,
und die nach der entsprechenden Einstellung des pBr [pAg]-Wertes auch zur
Sensibilisierung geeignet sind.

Die Ausbildung der Silberlialoide

Die wichtigste Phase der Emulsionsanfertigung ist das Fé&llen der Silber-
haloide in einem Gelatinemittel. Die mittlere Korndichte der Silberhaloid-

kdrner ist nach Zhdanov [9]

dn S cP
dx 2 gd

also direkt proportional mit der Konzentration (Silberbromidmenge in Gramm
in 1 ml Emulsion) und dem P-Wert, der die Wahrscheinlichkeit angibt mit der
ein Teilchen von bestimmter Energie das Silberhaloidkorn entwickelbar macht ;
die Korndichte ist umgekehrt proportional mit dem Durchmesser des Kornes
(d) und mit der Dichte des Silberbromides (p). Es besteht jedoch ein Zusammen-
hang zwischen den P- und d-Werten, da die Wahrscheinlichkeit, dass man
die schwach ionisierenden Teilchen registrieren kann, umso grosser ist je grosser
das Korn ist, so dass man einen Kompromiss zwischen den obigen Faktoren
machen muss.

In unseren Versuchen, die wir zu der Ausarbeitung unseres kernphysi-
kalischen Systems durchgefuhrt haben, ist die Kornzahl bei identischer Emul-
sionsbehandlung in gewissem Masse durch das Verhdltnis des Silberbromids
zur Gelatine bestimmt (Tabelle 3).
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Die Ausbildung der Silberhaloidkdriier h&ngt auch von der Zusammen-
flussgeschwindigkeit der reagierenden Kaliumbromid- und Silbernitratldsun-
gen ab.

Tabelle 3
Versuche AgBr/Gelatine g,n;c‘g','fg{) # Komzahl/y
Al34 3,16 106 1,31
A/35 3,78 126 1,57
Al36 4,25 142 1,68
A/39 5,62 188 1,88

Das schnelle Einfliessen und das Ubertriebene Rihren des Emulsionsmittels
fihrt nicht zu grosser Korndichte, die Gleichmassigkeit des Einfliessens und
damit die Gleichméssigkeit der Korngrosse ist schwerer zu sichern, wenn der
Zusammenfluss der Silberhaloid-bildenden Ldsungen eine gewisse Grenze uber-
schritten hat (Tabelle 4).

Tabelle 4
Versuche Zusar'\r)lrir:]irgluss Kornzahl///
B/10 6,5 0,93
B/12 8,5 1,09
B/13 16,0 1,60
B/15 30,0 1,72

Die weitere Minderung der Zusammenflussgeschwindigkeit fuhrte zu
keiner bedeutend grosseren Korndichte.

Die bei der Silberhaloidbildung angewandte Temperatur verursacht
keine grosseren Unterschiede. Die Silberbromidbildung wird am besten bei
40—42° C durchgefiuhrt, weil eine hdhere Temperatur eine Kornvergrésserung
und einen héheren Schleierwert ergibt.

Nach unseren Versuchen ist die Einstellung der pH-Werte des Emulsions-
mittels sehr wesentlich. Nach Angaben der Literatur [3] wird Ammoniak zur
Emulsion hinzugefugt, um die Reifung zu steigern. Damit wird der pH-Wert
des Mittels wesentlich erhdéht. Bei der Wiederholung unserer kernphysikalischen
Emulsionsversuche erzielten wir dann ein gutes Ergebnis, wenn der pH-Wert
des Mittels auf 7,10—7,20 eingestellt war. Wir beobachteten in einem Mittel
mit niedrigem pH (5,4—5,8) bei unverdnderten Fallungsfaktoren ein bedeuten-
des Ausscheiden von Kkristallisiertem Silberbromid, mit der Steigerung des
pH-Wertes iber 7,50 wachst der Wert des Grundschleiers.
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Beobachtet man die obigen Gesichtspunkte bei der Ausbildung der Silber-
haloidkérner, so sieht man, dass die Kornzahl nicht tiber einen Wert von 1,60—
1,80In gesteigert werden kann, weil

a) es sehr schwer ist, eine solche Gelatine zu finden, die neben einer
gegebenen Menge AgBr/Gelatine auch eine entsprechende Schutzwirkung hat ;

b) der Schleierwert wachst und damit die Auswertung erschwert wird.

Abb. 2. Bei den Versuchen verwandte Emulsions-Einrichtung (Konstruktion von A. Polster)

Bei der Silberhaloidbildung ist nicht nur die Kornzahl, sondern die
Gleichmassigkeit der Grosse und Abstdnde, sowie die grosse innere Empfindlich-
keit der Kérner sehr massgebend. Diese hdngen von der Menge der Gelatine
und dem beim Fa&llen angewandten HaloidUberschuss ab. Die Tabelle 3 zeigt
die Verhdltnisse bei verschiedenen Gelatinenmengen. Die Elimination des
Haloidlberschusses erreicht man, indem man beim Fé&llen die Lésungen von
Silbernitrat und Haloidsalz in &quivalenter Menge gleichzeitig in die Kolloid-
16sung, die eine Schutzwirkung ausibt, dosiert. Wir mischten in die Gelatine-
16sung 1—2 ml Haloidlésung, um das Entstehen des komplexen lons (AgBrAg),
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welches den Schleier verursacht, zu verhindern. Wenn die Silberbromidaus-
bildung bei Haloiduberfluss durchgefihrt wird, so folgt die Rekristallisation
des Silberbromids, jedoch die grossen Kdrner wachsen auf Kosten der kleineren
an, und damit ist eine der Grundbedingungen der kernphysikalischen Emul-
sionen, die Gleichmassigkeit der Kdrner sehr gefahrdet.

Die Silberhaloidbildung ist sehr umstandlich, da der gleichmdéssige Zusam-
menfluss der Silbernitrat- und Haloidsalzlésungen gesichert werden muss. Es
ist von besonderer Wichtigkeit, dass die Ag+ lonen nicht in Uberfluss bleiben,
und dass die Bildung der Silberhaloide in Anwesenheit der Gelatine geschehe,
deshalb muss man beim Einfliessen die gelatinearmen Platze meiden (der
Totraum des Ruhrers, die Wand des Emulsionsgefésses) (Abb. 2). Das an solchen
Stellen gebildete Silberbromid scheidet sich aus und ergibt silberne Klumpen.
Die Gleichméssigkeit des Mischens ist wichtig, der Drehungswert 120—150
Drehungen/Minute jedoch ist nicht von Belang.

Das Waschen der Kernspuremulsion

Die bei der Austauschreakticn gebildeten K und N 03— lonen, sowie
die Br- lonen kénnen durch Waschen entfernt werden. Die relativen lonen-
geschwindigkeiten dieser lonen sind beinahe gleich, deswegen sie sich aus
dem Emulsionssystem gleichzeitig entfernen.

In der Literatur [2, 4] wird ohne weitere Begrindung die Waschzeit
solcher Emulsionssysteme als 8—16 Stunden angegeben. Nach unseren Prifun-
gen kann durch instrumentale Kontrolle das Beenden des Waschens fest-
gestellt werden. Der Leitfahigkeitswert, ndmlich, gibt Auskunft Uber die in
der Emulsion sich befindende freie lonenmenge. Bei Kernemulsionen ist ihr
Wert vor dem Waschen 48,6 « 10-4 Q~1 cm-1 und dieser Wert stabilisiert
sich nach einem 3—3,5 stundigen Waschen beim Wert 1400—1500 « 10-~6

1cm-1 und vermindert sich weiter nur nach einer sehr verlangerten Wasch-
zeit. Die Stabilisierung der Leitfahigkeitswerte fallt meistens mit der Einstel-
lung des pBr-Wertes auf 4,40—4,50 zusammen.

Dieser pBr-Wert und auch der zu diesem Wert gehdrende pAg-Wert
dricken die freie Br—Menge bzw. die freie Ag+-lonenmenge, die zur Sensibili-
sierung am geeignetesten sind, aus, ohne dass der Schleierwert sich mit den
freien Ag+-lonen und mit dem (AgBrAg)+-Komplex erhdhe. Bei einem hohen
pBr-Wert gibt es viele freie Ag+-lonen, deshalb bildet sich dann ein Silber-
Gelatine-Komplex von labiler Bindung, der zur Erhéhung des Schleierwertes
fuhren kann.
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Die Ausbildung der Empfindlichkeit

Bei Kernspuremulsionen geschieht die Bildung der Silberbromidkérner
bei niedriger Temperatur (40—42° C) ohne Haloidliberfluss. Nach der Fallung
verdndert sich die Korngrdsse nicht, da die thermische Reifung und auch
das thermische, chemische Sensibilisieren wegbleibt. Die aktiven Verbindungen
der Gelatine bilden keine die Empfindlichkeit steigernde Stdrungsstellen in
dem Silberbromidkristall. Die Ausbildung und die Steigerung der Emulsions-
empfindlichkeit besteht darin, dass mit dem Reifen von Subkeimen Unter-
keime, entwickelbare Kerne, gebildet werden.

Bei Kernspuremulsionen ist es sehr wichtig, dass die Kdrner gleich gross
und gleich empfindlich sind. Mit dem thermischen und chemischen Sensibili-
sieren verandert sich die Korngrdsse, die Empfindlichkeit ist an den Kdérnern
nicht gleichmaéssig verteilt, deshalb ist die Kernspur zur Auswertung der Kern-
spurreaktionén nicht geeignet. Es ist deshalb zweckmassiger, die Ausbildung
der Empfindlichkeit mit einem Sensibilisator vorzunehmen.

Die Sensibilisatoren sind an die freien Ag+-, oder Br~-lonen des Silber-
haloidkristalls gebunden, je nach dem, ob der sich bindende Teil des angereg-
ten Sensibilisators eine negative oder eine positive Ladung hat. Deshalb ist
die genaue Einstellung des Wasch-pBr-(pAg)Wertes bei allen Photoemul-
sionen sehr wichlig, aber besonders bei der kernphysikalischen Emulsion, wo
zu der Ausbildung der Empfindlichkeit ausschliesslich die Sensibilisierung dient.

Zur Sensibilisierung der kernphysikalischen Emulsionen sind nach
L.Jenny [3] Verbindungen mit zyklischen Kohlenwasserstoffketten geeignet,
die Elektronendonator-Radikale (NH3 NR3, NRH, OH) besitzen.

Diese Verbindungen &hneln in ihrer Struktur sehr den photochemischen
Entwicklern, zeigen aber einen wesentlichen Unterschied im Redoxpotential-
wert. Der Redoxpotentialwert der photochemischen Entwickler liegt zwischen
700—800 mV, das Redoxpotential der Sensibilisatoren der kernphysikalischen
Emulsionen ist Gber 800 mV, aber sie sensibilisieren nach unseren Versuchen
nur dann, wenn der pH-Wert des Mittels geringer als 8,0 ist, weil schon bei
pH = 9,5 diese Verbindungen alle Silberhaloide reduzieren. In unseren Ver-
suchen haben wir die folgenden Sensibilisatoren angewendet :

/CH3
HC C—CH=CH >N<
CH, CH,
>N< CH=CH—-C N CH3
CH, N X J
/\

1 Phenyl, 2 Methyl, 3—5 Bisdimethyl-Aminostirilpirasolin-Jodid
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>NH
/C 2H40H
N -C2H40H 4,4 Phenylaminodiphenyl
nC2H 40H

Trietanolamin n- c2h5

Benzthiospeudocianin

Das beste Ergebnis bekamen wir dann, wenn wir 1 Phenyl, 2 Methyl, 3—5
Bisdimethyl Aminostirilpirasolin-Jodid Farbstoff mit einer Trietanolamin-
I16sung kombinierten. Diese Sensibilisatoren wurden bei dem letzten Glied
unserer Versuchsreihe fur eine kernphysikalische Emulsion mit mittlerer Emp-
findlichkeit bei der P/22 Emulsion verwendet.

Die Menge des angewandten Sensibilisators war 6,5—6,7 mg/g Silber.

Zusammenstellung und Charakteristik unseres kernphysikalischen
Emulsionssystems

Die sensibilisierte Emulsion kommt am meisten auf Tragmaterial (Glas)
zur Anwendung. Bei Behandlung der Emulsion mit entsprechenden Verbindun-
gen (Triazaindolizin) kann man die charakteristischen Werte der Emulsion
stabilisieren. Das ist besonders auch wegen der Ermidungserscheinung (Fading)
wichtig.

Wir schutzten die Gelatine der Emulsion mit Timol oder Phenol gegen
den Zerfall, durch die Zugabe von Glyzerin gegen das volle Austrocknen und
wir erleichterten die Erstarrung und die Bearbeitungsféahigkeit der Emulsion
durch Dosieren des Chromsalzes. Die Schichtdicke des bisher angefertigten
Emulsionssystems ist 20—200 u.

Die Emulsionsschicht musste mit einer Schutzschicht versehen werden,
weil die bei der Verfertigung angewandte Gelatine die Silberhaloidkérner nicht
vor den &usseren physikalischen Einwirkungen schiutzt (Reibung, Strichen
usw.). Die Dicke der Schutzschicht ist unter 1,5 /n

Charakteristische Werte der Emulsion

Gelatine vor dem Fallen .. 10,31%
Gelatine nach dem Fallen .o 3,01%
SHID BT e s 9,22%
HaloidUberschuss ....oocoiieiiieieecee e, 2,00%
(R VAT A= i 3,22
Silberbromid/Gelatine ......cccoveeiiicie i 5,62

Sensibilisator mg/g Silber.....s 6,71
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Dichte der Emulsion (50% relative Feuchtigkeit) 3,7471 g/cm3 1 ml-iges Emul-
sionsgewicht vor dem Guss 1,210 g, getrocknet 0,274 g.

Wir teilen die gewichtsprozentige Zusammenstellung der P/22 Emulsion
(auf einen lufttrockenen Zustand bezogen) vergleichen mit der Agfa K2 [15]
und mit der in unserem Photochemischen Forschungslaboratorium ausge-
arbeiteten Rontgen- (diagnostischen) Emulsion in der Tabelle 5 mit.

Tabelle 5
% P22 Agfa K2 disgnnotgt?gch
Ag 46,69 45,83 24,24
Br 34,59 33,59 17,13
J — 1,30 0,78
c 7,47 7,55 22,85
H 1,44 1,56 4,40
N 2,43 1,82 7,43
0 7,12 7,81 21,78
s 0,47 0,52 1,43

Zusammensetzung der P/22 Emulsion (in lufttrockenem Zustand, relative Feuch-
tigkeit 50%) :

SHBErbromid .. 80,65%
G BlATINE e 14,65%
G Y ZEIIN o e 2,86%
FeuchtigKeit. e 2,35%

Untersuchung der vom kernphysikalischen Standpunkt
aus charakteristischen Eigenschaften

Die volle Charakteristik der kernphysikalischen Emulsion vom kern-
physikalischen Standpunkt ist durch die folgenden Angaben gegeben :

1. Reichweite-Energie Zusammenhang.

2. Empfindlichkeit, d. h. jene maximale Energie, die die Emulsion im
Falle von Elektronen, Protonen, a- oder anderen Teilchen noch registrieren kann.

3. das Verhaltnis von Korndichte zu EnergieVerlust.

4. das Mass des Kornes ; Gleichmaéssigkeit seines Masses und seiner
Verteilung ; Verhéltnis der Zahl der unentwickelten zu den entwickelbaren
Kdrnern.

5. die Schwunderscheinung (Fading).
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Die P/22 Emulsion wurde in Hinsicht der Eigenschaften der charakteristi-
schen Faktoren, die unter den Punkten 1—3 angefiuihrt sind, bereits ausgewertet.
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Abb. 3. Thorium-Zerfallssterne in der Emulsion P/22

Fir die Untersuchung des Kornmasses ist eine elektronenmikroskopische
Untersuchung notig. Die Bestimmung des letzten, weniger charakteristischen

Faktors ist noch im Gange.
Die Auswertung der kernphysikalischen Photoemulsionen ist ziemlich

weitlaufig. Wir besitzen keine Strahlung von grosser Energie und Intensitat.
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Da wir ja eher von den Platten eine Orientierung bekommen wollten, unter-
suchten wir — wie wir es schon oben erwdhnten — zuerst die a-Spuren der
radioaktiven Thoriumzerfallsreihe (Abb. 3). Wenn unsere Resultate sich den
Angaben der auslédndischen Emulsionen ndherten, brachten wir fur die weiteren
Untersuchungen Protonenspuren in die Emulsion mit einer Ra-Be Neutronen.

Abb. 4. Die Reichweite Verteilung der a-strahlenden Glieder der Thoriumzerfallsreihe
in der Emulsion P/22

quelle. Auf diese Weise gewannen wir nur Protonenspuren mit maxima
13 MeV Energie, deshalb brachten wir unser Untersuchungsmaterial auf den
Gipfel des Kékes (1000 m) und in das Observatorium auf dem Stalingipfel
(2925 m) in Bulgarien, um es von Teilchen grosser Energie bestrahlt zu lassen..
Zu den letzteren Untersuchungen verwandten wir eine 200 —300 /n dicke Schicht,
deren Entwicklung wir mit einem Amidolverfahren durchfihrten [10]. Die
sonst angewandte Standardentwicklung geschah mit dem ID 19 Entwickler
in der gewohnten Weise [11] bei 100 1 Schichtdicke mit 20 Minuten Ent-
wicklungszeit.
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Das Reichweite-Energie Verhaltnis der verschiedenen kernphysikalischen.
Emulsionen unterscheidet sich hdéchstens um einige Prozente, weil in ihrer
Zusammenstellung nur ein sehr geringer Unterschied vorhanden ist. Dieser
Unterschied ist meistens innerhalb der Messgrenze und kommt oft wegen des
in der Emulsion gebundenen Feuchtigkeitsgehaltes zum Vorschein.

Abb. 5. Reichweite— Energie-Zusammenhang der a-Teilchen. Die ausgezogene Kurve bezieht
sich auf die Emulsion Ilford, nach den Mitteilungen von C. M. G. Lattes, P. H. Fowler
und P. Cuer [12] Die Messpunkte fur die Emulsion P/22 sind nach der Abbildung 4.

Um uns von dem Verhéltnis von Reichweite zu Energie zu Uuberzeugen,
massen wir die Spuren der a-Teilchen, die aus der radioaktiven Thoriumreihe
stammten. In Abbildung 4 geben wir das Blockdiagramm, welches wir aus dem
Messen von 1600 Spuren gewannen, wieder. Um die Genauigkeit zu steigern,
massen wir nur solche Spuren, die einen sehr kleinen Neigungswinkel im
Zerfallsstern hatten. Die Vergrésserung war 1900-fach. Abbildung 5 zeigt
den Zusammenhang Reichweite-Energie der a-Teilchen im Energiegebiet unter
10 MeV. Die ausgezogene Kurve ist das Ergebnis von C. M. G. Lattes, P. H.
Fowler und P. Cuer [12] bezuglich der Ilford Emulsionen, in welches unsere
Punkte, die wir bei der P/22 Emulsion gewannen, gut hineinpassen.

Wir kénnen das Auflésungsvermdgen, das die Dichte und Empfindlichkeit
der Kodrner bestimmen, fur a-Teilchen durch die Dispersion der Reichweite
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angeben, und zwar durch die Halbwertsbreite der Maxime. Die Tabelle 6 zeigt
die Werte der aus der Abbildung 4 errechneten Reichweite, d. h. Energiedisper-
sion. Die Letztere gewannen wir, indem wir die Reichweitedispersion mit dem
Reichweiteexponenten multiplizierten.

Tabelle 6

AR AE
Energie Reichweite ~R E
MeV Rjwu % %
5,68 24,5 51 3,7
6,28 28,5 2,6 19
6,78 31,5 2,3 1,7
8,78 46,5 1,6 11

Das Ergebnis ist befriedigend, wenn wir es mit den Dispersionswerten
von J. Rotblat [13] in der lliford C2 Emulsion vergleichen, doch der erhaltene
Wert ist bei der Emxdsion P/22, bei niedrigen Energien, etwas grosser.

Die Empfindlichkeit der Emulsion konnten wir aus den Elektronen und
jenen Protonenspuren feststellen, die eine grosse Energie besitzen und kosmischen
Ursprungs sind. Wir bestimmten einige mehrere tausend Mikron lange Spuren
in Emulsionen, die auf dem Stalingipfel bestrahlt wurden ; auch eine Protonen-
spur wurde registriert von 7910 /e Lange (Abb. &), die auf Grund des Reich-
weite-Energie Zusammenhanges 45,9 MeV Energie entspricht.

Um die Elektronenempfindlichkeit der Emulsionen P/22 festzustellen,
untersuchten wir die /3-Spuren, die von den /3-strahlenden Gliedern der
Thoriumzerfallsreihe und vom Isotop Ji131 stammten (Abb. 7). Die Lé&ngen
der durchschnittlichen Spuren waren in beiden Fé&llen 10—12 /«, mit einer
Korndichte 0,8 Kdérnchen///. Die obere Grenze der beobachteten Spurlédnge
tvar 25 /t, die auf Grund des Reichweite-Energie Zusammenhanges nach
R. H. Herz [17] 69 keV entspricht.

Das Verhéltnis von Korndichte zu Energieabnahme ist vom Standpunkt
der Empfindlichkeit am entscheidendsten und am charakteristischsten fir
die Emulsion. In der Emulsion P/22 stellten wir ausser der oben erw&hnten
7910 // langen Spur noch eine andere 5154 /I lange Protonenspur fest. Natir-
lich endeten diese beiden Spuren in der Emulsion. Die Kornz&hlung geschah
in 70 // langen Abschnitten mit einer 1680-fachen Vergrdsserung. Wir Hessen
den ersten Abschnitt, der sich an dem langsamen Ende der Spuren befand, wegen
der Vereinigung des Gekdrnes weg.

In der Abbildung 8 zeigen wir das Resultat unserer Auswertung. Wir
vergleichen die fir die P/22 Emulsion gewonnenen Daten mit den Angaben
[14, 15, 16] aus der Literatur, die sich auf die Ilford C2, Agfa K2 und auf die

15 Acta Physica VIII/I—2.
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Abb. 6. Mikroaufnahmen von den verschiedenen Abschnitten der 7910 x langen Protonen-

spur (Ep = 45,9 MeV). Die Werte neben den Teilaufnahmen sind die Entfernungen von dem

langsamen Ende der Spur, gerechnet mit dem entsprechenden spezifischen Wert des Energie-
verlustes
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hochempfindliche Emulsion Kodak NT4 beziehen. Auf derselben Abbildung
zeigen wir das Ergebnis unserer Messungen, die wir an der Emulsion llford E|I
ausfihrten. Wie zu sehen ist, ndhern sich die Messergebnisse der P/22 Emulsion
am meisten der llford C2 Emulsionskurve und zeigen wesentlich héhere Werte

0) £, 38 keY

6j £ - 26 kev

cj £ - 29 keVv

oij £ « o MeV

ej £ - 69 keV

N0/

Abb. 7. Mikroaufnahme einiger Elektronenspuren
Die Emulsion P/22 wurde a)—d.j mit Thorium, e€) mit Jm behandelt

als die der Korndichte-Energieverlust-Kurve, die wir hei der Emulsion llford
El bekamen, die die Protonen nur bis 20 MeV Energie registriert.

Die Empfindlichkeitsgrenze ist auch numerisch durch logarithmische
Abbildung derselben Messergebnisse bestimmbar. Auf der Empfindlichkeits-
grenze kdénnen wir die maximale Geschwindigkeit der durch die Emulsion
registrierbaren Teilchen feststellen, vorausgesetzt, dass deren Spur auf 100 /t
Lange 20 entwickelbare Kdrner enthélt. Abbildung 9 zeigt die Geschwindigkeit

15*
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Abb. B. Verhéltnis von Korndichte zu Energieverlust fir kernphysikalische Emulsionen

Abb. 9. Verhdltnis von Energieverlust zu Geschwindigkeit (8), d. h. Korndichte in den kern
physikalischen Emulsionen
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der Teilchen als spezifische Funktion der Energieabnahme I@: V' und die
c

Zahl der Korner, die 100 // lange Spuren bei verschiedenen Emulsionstypen
enthalten. In der P/22 Emulsion bekommen wir bei 2,9 keV//z 20 Korner auf
100 L, Strecke, der zu ihnen gehdhrende /S-Wert ist 0,31. Demnach kann die
P/22 Emulsion

Elektron 0,03 MeV
(U-Meson . 55 MeV
Proton. .. 50 MeV
Deuteron 100 MeV
«-Teilchen 1500 MeV

registrieren. Diese Angaben werden durch unsere Messungen der Elektronen-
empfindlichkeit auch unterstitzt. Den Daten aus der Literatur gemadss ist die
Empfindlichkeitsgrenze der Emulsion Ilford C2 dieselbe, aber, wie man aus
der Abbildung auch sehen kann, ist diese Feststellung fir Ilford C2 ziemlich
vorsichtig.

Mit der Herstellung der P/22 Emulsion wurde die Frage der Erzeugung
in Ungarn von kernphysikalischen Emulsionen mittlerer Empfindlichkeit geldst.
In unseren weiteren Versuchen wollen wir die Emulsionsempfindlichkeit durch
Erhéhung der Sensibilisation, d. h. durch Steigerung der Elektronen-Donator-
Radikale der sensibilisierenden Verbindungen steigern und hoffen, eine fur
minimale lonisation empfindliche kernphysikalische Emulsion zu erzeugen.

Wir danken Herrn Prof. A. Szalay und Abteilungsleiter Herrn M. Keipert,
uns die Lésung des Themas ermdglicht zu haben. Ebenfalls danken wir Herrn
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ON THE THERMAL TURNOVER OF GERMANIUM
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The thermal turnover of Ge rectifiers is discussed. It is shown that the dependence
of turnover voltage on resistivity and mobility is the same as deduced from Zener breakdown.

It was established some years ago that the turnover of the reverse
characteristics of point contact rectifiers is a phenomenon mainly thermal in
character. Several investigations put this statement beyond doubt, notably
the experiments of Bittig [1], who measured the reverse characteristics by pulse
voltages and found the turnover at much higher voltages, and the investigations
of Henisch and Tipple [2], who measured the heating of the contact by a thermo-
couple method.

It is therefore evident that the temperature appearing in any theoretical
derivation does not denote the temperature of the ambient, but an average
temperature, which, in most cases, almost agrees with the temperature directly
under the contact. This fact was first recognized apparently by Burgess [3].
Burgess then proceeds to show that by assuming a Newtonian law of cooling,
several characteristics which seemed plausible from simple theoretical reasoning,
are inadmissible, namely this law of cooling cannot give rise to a thermal turn-
over. He shows that the assumption of non-Newtonian cooling tends merely
to aggravate the situation. He gives a number of characteristics, which, from
a mathematical point of view, are admissible, but which unfortunately cannot
be reconciled with any possible rectification mechanism.

In this paper | shall attempt to show that Kromer’s [4] characteristic,
derived under the assumption of an exhaustion barrier layer, and a barrier
lowered by image force, coupled with Henisch and Tipple’s observation of
constant turnover temperature, and Burgess’s criterion for thermal turnover,
give a turnover voltage in excellent agreement with experiment.

Burgess’s criterion is simply

dv

=0
di ()

at the actual contact temperature.
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It is assumed that tlie entire power is developed in a thin layer below the
contact and dissipated according to

avi— T —TO, (2)

a being a proportionality constant of thermal conductivity, To the ambient
temperature.
When the current is given by

«<Q
i=f(T)eT (3)
we have
i (Ti) _ g(vi) @
T,-To " f(Tt) Tf

where the subscript t denotes the turnover values.

For the characteristics of Eq. (3) we take that of Kromer, i. e.
°° | 267NSL V
f(T) IT- < KT, g(v) B v\ B € ' (5,6)
I K4erj2

where A denotes Richardson’s constant, ® the barrier height, e the elemen-
tary charge, NO the number of ionized donors in unit volume, Kk Boltzmann’s
constant, e the static, rj a dynamic relative dielectric constant (in rationalized
mks units), eo the dielectric constant of vacuum. With simple algebra we find

Bv,* ed® T,
T, kT, Tt—TO .
Substituting here TQ—a300, T, = 410 K (according to Henisch and
Tipple) we get

erj2g
V' 0fQ (0 - 0,06)4 8

2¢é
Inserting further /xq for 1l/«no and rj, the dynamic dielectric constant 1,
according to references cited by Kromer, and putting [nequal to 3600 cm2/Vsec,
as for pure germanium, we have the expression :

vl= 7700 (® -- 0,06)4, ©)

where @ is given in electron volts.
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In comparing this equation with other theoretical and empirical data,
we find that the linear dependence on resistivity is accounted for and the nume-
rical values are also in good accord. So e. g. Knott, Colson and Y oung’s [5]
data for the so-called Zener breakdown region is 112,5 g, which corresponds
in the present calculation to a barrier height of 0,67 eV.

The experimental data of Borneman, Schwartz, Stickler [6] alsc
indicate a surface barrier of 0,67 eV for a number of metals.

Now one may go a step further, by observing that the derivation of the
turnover voltage both by a Zener mechanism, and by a thermal mechanism
run exactly parallel. In the former case, a critical field is defined, and found
to go with the square root of voltage. In the derivations the effective junction
width is eliminated, which is nevertheless a quantity to be correlated with
the above data.

In the Zener case the critical field is a parameter, brought into coincidence
with the experiments. If one tries to calculate the critical field from first prin-
ciples there is a difference of a factor 3. All that remains is merely the statement
that the critical voltage depends linearly on resistivity and mobility, explained
for the thermal case too. It is also quite natural, that for junctions the so-called
“barrier” must be somewhat below the forbidden energy-gap width of Ge,
0,72 eV, again in accord with the thermal mechanism.

One is inclined therefore towards the opinion that the turnover for both
the point contact and some junction diodes is brought about by the same thermal
mechanism. The lack of saturation found e. g. for Si is simply a consequence
of barrier lowering due to image force and the pure Zener case is only seldom
met with.
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It is shown that the current-voltage characteristics of SiC point contacts are the same
as for the reverse current of an exhaustion layer rectifier, with a barrier reduced by image force.
Surface deterioration produces a conducting layer, which determines the contact behaviour for
low voltages.

Previous investigations in our laboratory have already dealt with the
electroluminescent properties of SiC [1], [2]. In the present paper we should like
to report on the semiconducting behaviour of this crystal. The specimens inves-
tigated were selected from a technical grade polycryslalline conglomerate.
Although the crystals used in the subsequent work had well-developed faces,
they were far from homogeneous. Probing the crystal with a steel whisker,
mainly p- but sometimes n-type conductivity was found, characteristic for the
point under the whisker.

In order to ensure the reproducibility of the measurements the current-
voltage characterisitics were measured by a registrating galvanometer simultane-
ously. It was found that abrupt changes are due solely to mechanical faults,
gradual changes, however, were always encountered. The time necessary for
reaching equilibrium for this effect increased with dissipated power, indicating
thermal effects. This opinion was substantiated by the measurement of the
contact temperature with a thermocouple inserted between crystal and whisker.

The characteristics obtained in this way were reproducible for increasing,
resp. decreasing voltage, if care was taken that the current did not exceed
about 10 mAs. For currents higher than this, the conductivity increased to a
higher equilibrium value, with reduced slope of the current-voltage charac-
teristics. During this cycling the electroluminescence depended almost solely
on voltage.

This conductivity increase was attributed to the development of a conduct-
ing surface layer brought about by oxidation or point contact deterioration.
Similar conductivity increase was found for samples kept in air at room tempera-

1 This paper summarizes the essential features of a lecture held by one of the authors
(E. N.) at the 3rd Physical Congress of the R. E6tvds Physical Society in Budapest 1954.
2 Now at the I. Institute for Experimental Physics of the R. Edtvds University, Budapest.



236 E. NAGY and J. WEISZBURG

tlirés, the rate of change only being slower. Surface grinding of the crystal
removed this excess conductivity. At the same time electroluminescence could
be observed at much lower levels, about 1,5 volts. The smallest current, where
electroluminescence was observed under the microscope, was about 20 micro-
amperes.

It is notv evident that both volume and surface effects take place, and
must be separated carefully. Surface effects can explain the seemingly very

complex rectification behaviour too. For a great number of crystals it was found
that the maximum of the rectification ratio appears always for 20—30 micro-
amperes reverse current. (See Fig. 1). It is the obvious assumption that the
non-rectificating point contact is shunted by a rectificating surface layer. The
current of the point contact increases steeply with voltage, that of the surface
layer much slower. In this way the appearance of maximum is explained. For
higher voltages the rectification gradually disappears. Curves 41—42 of Fig.
2 show the lack of any rectification.

The characteristics of Fig. 2 are, however, decidedly nonohmic and later
analysis will show that they correspond exactly to an exhaustion layer rectifier.
So apparently we have here two rectifiers coupled opposite each other, the voltage
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drop appearing always on that biased in reverse direction. The same conclusion
is supported by electroluminescence observations : by reversing the current,
colour changes and shift of the bright spots is brought about.

Now we shall attempt to derive the observed current-voltage characteris-
tics. The calculations are based on Schottky’s exhaustion layer rectification

theory, as amended by Kromer [3], who has taken into consideration the lower-
ing of the surface barrier caused by the image force. He gave for the reverse
current :

. e g8 te3iVo TM'
i= AT2exp (¢ J v

kT erf |

This formula gives a saturation current increasing with voltage, in agree-
ment with experimental data on a great number of semiconductors. As Fig. 2
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shows, this law is excellently obeyed. The decrease of slope seen in Fig. 2
for higher powers may be adequately accounted for by a contact heating of
30—50 C° above ambient. For higher ambient temperatures the slope is reduced
in accord with theory (Fig. 3). The shift of the rectification ratio maximum
toward higher voltages with increasing ambient temperatures observed qualita-
tively in all the experiments (Fig. 4) is to be explained similarly. The same
theory was applied to the data of Lossew[4] and Lehovec [5]. Notwithstanding
the different samples the current again obeyed the relation! = Bexp. (cl”").

From the plots of Fig. 2 we find a surface barrier height of 0,53 ev, a charge
carrier concentration of 2.1014.jj2, quite plausible values. The constant r/ denotes
here an apparent very high frequency dielectric constant, which, according to
Krémer, is in the neighbourhood of unity.

In conclusion we should like to stress the importance of separating surface
and volume effects and draw attention to Krémer’s somehow neglected paper.
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Ob 3NEKTPUYECKUX CBOMCTBAX 3/IEKTPO/IIOMUHECLIEHTHOIO
KPUCTANNA SiC

3. HAAb n W. BEMCCBYPI
Pesome

ABTOpbI MOKa3blBalOT, YTO B Ciyvae SiC 3aBMCMMOCTb MeXAy TOKOM W HanpsaXeHUem
TOYEYHOro KOHTaKTa COOTBETCTBYET TAKOMY BbIMpAMUTENto LLIOrTKM, Npy KOTOPOM MOTEHUMaN
3anmparouwero cnos ymeHbolUleH cunoi 3€pPKa/lbHOro 0TO6pa)KEHVIH. [10BEpXHOCTHbIE U3MEHEHUS
co3paroT I'IpOBO,qHLLI,VIVI cnoii. Takoit cnoi XapakKTepeH ANnd NnoBeAeHNA KOHTaKTa MpPuU HU3KUX
Hanps>XeHnax.






EINE EINFACHE METHODE ZUR BESTIMMUNG
DES AUFLOSUNGSVERMOGENS
VON PHOTOSCHICHTEN

Von

E. F. Pé6czA
INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHYSIK DER EOTVOS-UNIVERSITAT, BUDAPEST

(Vorgelegt von A. Budd. — Eingegangen 29. VIII. 1957)

Zur Untersuchung des Auflésungsvermdgens ist ein solcher Raster brauchbar, bei welchem
die Fouriersche Reihe der Durchlassigkeit hohe Oberharmonische mit grosser Amplitude enthélt.
Einen solchen Raster kopierten wir auf die Schicht und massen die noch wahrnehmbare Fourier-
Komponente so, dass wir den kopierten Raster als ein optisches Gitter benutzten.

Es ist allgemein bekannt, dass als Aufldsungsvermdgen der Photoschichten
die Anzahl der Linien pro mm angegeben wird, welche die Photoschicht noch
reproduzieren kann, dass heisst welche mit entsprechender Yergrésserung
noch als Raster erkannt werden kann.

Die Methode der photographischen Auftragung ist allgemein verbreitet
und die Literatur besché&ftigt sich in vielen Arbeiten mit der Eliminierung der
infolge der unvollkommenen Abbildung des Linsensystems entstehenden Fehler
[1], [2]. Infolge der Diffraktion an dem Abbildungslinsensystem kénnen in der
Beleuchtungsverteilung des verkleinerten Bildes grosse Unterschiede entstehen,
und bei der visuellen Beobachtung erhdlt man einen kleineren Wert fir das
Auflésungsvermdgen, da einerseits das Bild verschwommen ist, anderseits
die Kontraste vermindert sind.

Die Anwendung der Kontaktkopie ist glnstiger. Es ist aber sehr schwer,
einen zum Kopieren notwendigen, feinen Raster anzufertigen. Beim Kopieren
muss ndmlich der Raster an die Schicht angepresst werden, und darum werden
die feinen Raster nach mehrmaligem Kopieren unbrauchbar.

In einer Diskussion weist SelwyiN [3] darauf hin, dass die Abbildung in
ihrem Charakter unterschiedlich wird, wenn die Beleuchtungsverteilung am
Objekt sinusformig ist. Wendet man namlich eine beliebige Apertur — Uber
der Auflésungsgrenze des Linsensystems — an, so erhdlt man in dem Bild
einen Sinusraster, der von den Abbildungseigenschaften der Linse unabhé&ngig
ist. Dies vermindert hdchstens den Beleuchtungskontrast. Solche Raster mit
Sinusverteilung sind schwer herzustellen. Bruscaglioni [4], Wolfe und Eisen
[5] und andere [6] haben zur Erreichung einer &hnlichen Intensitatsverteilung
die Young- bzw. Lloyd-Spiegel Interferenzerscheinung verwendet.

Die Anwendung solcher Raster erfordert eine Ab&nderung der in der Ein-
leitung gegebenen Definition des Aufldsungsvermdgens. Betrachten wir als

16 Acta Physica VIII/I—2
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Grenze der Auflésung jenen Fall, bei dem neben den Ungleichheiten der Platten-
schwédrzung an der Schicht noch eine periodische Folge erkennbar ist. Wenn
nach dem Aufkopieren des Sinusrasters die periodische Struktur nicht mehr
beobachtet werden kann, so ist die Grenze des Auflésungsvermdégens Uberschrit-
ten worden. Die periodische Struktur kann auch bei starker Grundschwédrzung
beobachtet werden, wenn die Eigenschaft des aufkopierten Rasters ausgenutzt
wird, dass sie bei dem in Frage kommenden Auflésungsvermdgen um 100 als
optisches Gitter angesehen werden kdnnen. Es ist eine bekannte Eigenschaft
des Gitters mit sinusformiger Durchléssigkeit, dass im Gitterbeugungsbild nur
eine Ordnung erscheint [7]. Bei der Anwendung monochromatischen Lichtes
erscheint rechts und links von dem beleuchteten Spalt in einer von der Gitter-
konstante abh&ngigen Richtung das Beugungsmaximum erster Ordnung

11
sin a — — + Der Nachweis periodischer Struktur kann dadurch leicht emp-
d

findlich, sogar quantitativ auswertbar gemacht werden. Die erhaltene Inten-
sitdt des Beugungsmaximuns ist proportional mit dem Quadrat der Amplitude
der Durchlassigkeitsfahigkeit des Sinusrasters.

Bei der Kontaktmethode kann die Anwendung einer Reihe von Sinus-
rastern mit verschiedenen Gitterkonstanten vermieden werden, indem man
einen solchen Raster kopiert, der vitle verschiedene Sinusraster vereinigt. Es
wird ein solches, nicht sinusférmig durchléssiges Gitter verwendet, bei dem die
Amplituden der horeren Glieder der Fourier-Reihe der Durchléssigkeitsfahig-
keit ziemlich gross sind.

Bei der Gitterkopie werden diejenigen Oberwellen, welche die untersuchende
Schicht nicht mehr auflésen, abgeschnitten und ausgeschieden.

Diese Methode wurde in einer einfachen Form als eine semiquantitative
Methode ausgearbeitet. Beim Kopieren benttzten wir eine Rastermessreihe
von der Firma EFHA Mdinchen. Die Reihe 44—80 Linien pro cm zeigte sich
wegen der dicht auftretenden Oberwellen als sehr ginstig.

Wenn wir durch den kopierten Raster auf den Spalt einer Natriumlampe
schauen, kdnnen wir im Beugungsbild bei den verschiedenen Rasterteilen
— trotzdem diese verschiedene Liniendichte haben — immer in gleicher Winkel-
breite («max) mehr oder weniger Streifen beobachten und so kénnen wir aus dem
eindeutig gemessenen Winkel das Auflésungsvermdgen I/dmin = sin amaX4
ausrechnen. Bei den Untersuchungen wurde der Abstand zwischen dem mit
der Natriumlampe beleuchteten Spalt und dem Auge unverdndert gehalten,
dadurch konnte eine weisse Skala auf schwarzem Hintergrund sofort auf Werte
des Auflosungsvermdgens geeicht werden. So kann man il0% Genauigkeit
erreichen.

Bei dieser Methode ist die am Anfang erwdhnte Schwierigkeit der Kon-
taktmethode — né&mlich das genaue Aufliegen des Rasters — nicht so kritisch,
da die Rasterfehler durch die Mittelwertbildung des Durchbickens praktisch
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eliminiert werden. Beim Aufkopieren wird ein wenig empfindlicher Raster mit
mittlerer Linienzahl verwendet und dadurch seine Haltbarkeit gesichert.

Um die geschilderte Methode zu illustrieren, werden zwei Filmsorten hier
gezeigt, bei denen die Schwé&rzungskurve und das Auflésungsvermdgen als
Funktion der Expositionszeit im dblichen logaritmischen Massstab gezeichnet
aufgetragen sind (Fig. 1).Die Entwicklung erfolgte mit handelstiblichen Methol-
Hydrochinon Entwickler.

Rel. Schwérzung Auflésungsvermogen

Die oben beschriebene Methode zeigt viele Vorzige und bietet eine mehr
quantitative Definition als die Ublichen visuellen Auswertungen.
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MPOCTOW METOA ANA OMPEAENEHUSA PA3PELLAIOLLLENA CMOCOBHOCTU
C/IOEB ®OTOSMYJIbCUI

. MOUA

Pesome
K uccnefoBaHUI0 paspeLuarolmx CrocobHOCTE MOXHO MPUMEHWTb Takol pacTp, npu
KOTOpPOM B psije ®ypbe NPO3PAYHOCTU MMEHOTCS BbICOKME FapMOHUKN C 60/1bLLUNMN aMIMINTY-

famMn. Ha6}'IIO,CI.a€‘MbII/I KOMMOHEHT Pypbe HauMBbLICLLIEro MNOpALKa M3MepseTcA TakKuMm MyTem,
YTO OTMeyYaTaHHbIA Ha Cnow pacTp UCNONb3YETCA B Ka4eCTBe OMTUYeCKOoM PELLUETKN.
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In dealing with the question, why do the crystalline materials crystallize in their charac-
teristic modifications, the author searched for a connection between the geometry of crystal
lattices and the chemical composition. He succeeded in constructing the most simple crystal
lattices of the compounds AX on the basis of close packing supported by the Pauting’s coordi-
nation principle and the essential assumption of most even distribution of the constituent ions
and the possibility of dividing the crystal lattices into close-packed ionic planes.

On the basis of analogy an explanation is given for the appearence of body-centered cubic
lattices in some elements. This fact may be explained as being the consequence of two kinds
of electron configurations in the same metallic atoms resulting in the CsCl crystal lattice.

1. Introduction

The chemical elements and compounds are known almost only in crystal-
line modifications. The same crystalline matter may have different appearance
depending on the external circumstances. On the other hand some crystalline
materials can exist in different polymorphic modifications at the same tempera-
ture. The morphology and ionic arrangement is also in this case not only a
consequence of the constitution of the ions but also of the external circumstances
of the development of the crystalline phase (e. g. ZnS, Si02 Ti02 etc.).

Stable atomic arrangement is realized when the energy is minimum,
and the stability of the lattice is the greater the deeper this energy minimum
lies. The realization of several kinds of polymorphic modifications is made
possible by the existence of different relative energy minima in the lattice.
Which of them will be realized depends on the circumstances of the crystalliza-
tion process. The transformation from one modification to the other takes place
mostly by thermal influence, but sometimes a mechanical effect is enough for
the change (e. g. ZnS). A transformation of this kind is possible only in one
direction, i. e. when the change proceeds from a relative higher energy minimum
to a deeper one, as is the case for Ti0O2 or ZnS. In many crystalline materials
the polymorphic transformations are reversible, hut then the different poly-
morphic modifications belong to different temperature intervals (e.g.S, W03
Si02 etc.).

How many polymorphic modifications do exist and of what kind their
atomic arrangement is, depends only on the original characteristics of the indi-
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vidual atoms and on such characteristics \vhich the atoms assume, when thev
come into the vicinity of each other ; consequently every material has its own
crystal lattice.

The possibility of giving in advance the crystal structure of any material
by theoretical calculation of the lattice energy or by geometrical considerations
and the chemical composition would be of great advantage.

For a long time it has been possible to determine with relatively great
precision the geometry of the atomic arrangements in the crystal lattices by
means of X-ray diffraction methods and all kinds of alterations in it. But we
must leave the question without answer, why is the energy minimum that of
the atomic arrangement determined by X-rays and whether only the modifica-
tions determined up to date exist or whether it is possible to get still others by
choosing the proper external circumstances. Attempts have been made to answer
the question by calculating the lattice energy theoretically, but the issue is
hopeless for the present. Therefore it does not seem superfluous to investigate
whether there exists a systematical correlation between lattice geometry, che-
mical composition and the ways of lattice transformation on the basis of the
crystal structures as they are known.

As we have to deal with a difficult problem we apply our ideas for the
present only to such materials in which there are no chemical radicals, and
among these we prefer the ionic crystals with the simplest chemical formula.

2. A general survey

The atoms and ions,respectively, may be looked upon in the first approxima-
tion as solid spheres. Not considering for a moment their weights and mutual
interactions, the atoms of different sizes, shaken in a vessel which protects them
from falling apart, assume the arrangement with smallest volume. We may sup-
pose that this characteristic is preserved in the crystal lattice too i. e. the ionic
arrangement is in all cases characterized by the closest packing.

In consequence of the Coulomb attraction, however, the purely geometrical
arrangement will be modified in such away that the lattice has energy minimum.
Progress into the possible atomic arrangements cannot yet be followed on the
energetical side either by experiments or calculation. But we know that in the
final arrangement Pauling’s coordination principle is always aimed at undoub-
tedly in most cases as a condition of the energy minimum.

The condition of close packing of a given ionic complex can usually be
satisfied by several ionic distributions among which some are fulfilling Pauling’s
principle but not always all of these are realized among the structures known
to exist, only those in which the distribution of the different ions is the most
even. The author has referred to this elsewhere [1].
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Ti02 appears in three different close-packed crystal lattice types from
which rutile is the most stable. Still a greater variety is found in Si02. Other
compounds with the composition AX,, as W02 Mo02 etc., are known only in
one crystalline modification with the most stable rutile lattice.

It has not been decided up to notv whether the fact that the crystal
modification of brookite and anatase is known only for Ti02 is a consequence
of the considerably differing electronic configuration characteristic of the
Ti 1ion orelse it is difficult to find the circumstances which would favour the
formation of the brookite and anatase type modifications of such compounds
A X 2which exist in the rutile lattice type. It is not confirmed that no such condi-
tions exist, hut if they do, it is probably very hard to reach them and thus
these lattice types cannot be realized easily for the compounds mentioned
above.

In the formation of regular ionic close jiacking the ratio of ionic radii
plays a great pari, moreover, close packing is considerably affected by the
electronic configuration of the ions forming the crystal lattice. Both the ionic
radii and electron configuration which are related to each other are changed by
the polarization effect of the neighbouring ions.

Close packing of the same atoms is characterized by contact between
neighbouring atoms and the symmerty of their spatial arrangement. The close
packing is mostly deformed which results in loosening of the lattice, hut this
loosening of the packing can take place only to such an extent that the cations
and their neighbouring anions remain in contact with each other. Sometimes
the two kinds of atoms form separate close packings, in the sense that only
the symmetry of the close packing remains, and so as to fulfil the regular distri-
bution of the different ions, the two close-packed ionic frames are placed in
each other (e. g. rock salt).

In other cases the close packing is formed only by the anions and the
cations are distributed in the cavities of the anionic framework, mostly with
lower symmetry than that of the close packing. We can also speak of a close
packed anionic frame if it occurs in the crystal lattice only in periodically repeated
sections, as in the layer lattices.

The crystal lattice of homogeneous close packed atoms can be disjoined
into close-packed atomic planes, which are also connected to each other accord-
ing to the close-packing. The same is the case, when the lattice is built from
different kinds of atoms, but then the close-packed atomic planes are not
always connected strictly in the sense of closepacking. The recognition of this
phenomenon seems to be very important as, in most cases through the geome-
trical construction of the ionic crystal lattices, it makes possible to start
from the close-packed ionic planes. On further considerations we shall follow
this way.
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3. lonic lattices of the composition AX

The simplest case, both from the geometrical and energetical point of view,
is encountered by the ionic crystals with the composition AX (A = cation,
X — anion). The ratio of valencies is then ZA :Zx = 1, consequently as long
as tlxe electronic distribution of the two kinds of ions may be regarded as centro-
symmetrical, not considering the effect of polarization, and the kind of bonding
is the same throughout the vdiole lattice, we cannot distinguish the position
of the anions and cations from each other in their close packing in space, accord-
ing to the ratio of ionic radii this kind of ionic crystals can, however, be divided
into three different types of close-packed ion lattices, which are knowm as
CsCl, NaCl and ZnS lattices.

4. The CsCI lattice

When the ionic radii of the two kinds of atoms differ only in such
a manner that 1 (rA:rx) 0,732 i. e. the smaller atoms have not enough

Fig. 1. Schematical representation of a close-packed ionic plane with equal number of anions
(empty circles) and cations (dark circles) in a regular distribution

room in the centres of the cubes of bigger ones and the polarization
effect of the cations is very small, the most uniform distribution of twio kinds of
ions can be realized in such a way that the close-packed anionic planes consist
of equal numbers of cations and anions in a regular distribution as in Fig. 1.

Such a distribution cannot attain the strict symmetry of the close-packing
of the same atoms in the case of tightest fitting the difference increasing with
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decreasing ratio rA :rx. Further distortion of the symmetry will take place by
arranging these ionic planes with such limitations, that the places of cations and
anions cannot be distinguished geometrically and the cations must be as far
from each other as possible.

The arrangement of the ionic planes (Fig. 1) cannot be realized by the
close packing of the same atoms if we want the cations not to be neighbours,
since this never occurs in the known ionic structures. The cations get the far-
thest from each other, when rows of the same ions are placed above each other
in the subsequent ionic planes but displaced relatively to each other in the

o © I

Fig. 2. Schcmatical representation of the spatial fitting of the close-packed ionic planes of Fig. 1
which obey most of the conditions of crystal-lattice building

direction uf the rows by half the distance of two neigbouring ions (Fig. 2).
The sequence of the close-packed ionic planes is

A B A B'"A B

i. e. similar to that in the hexagonal close packing, only the manner of setting
is different from the one here.

If yve want the cations to be connected in this geometrical arrangement
to all neigbouring anions in the same way, the anions A, B, C and D in Fig. 2
must be on the corners of a square and above the centre of this square the cation
E must be at such a distance, that it touches the anions, A, B, C, D, i. e.

AE = BE = CE = DE = rA 4~rx.
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This is effected if the distance of the neighbouring close-packed ionic planes is

DB AB m|2 a

2 2 ~ f2

"where a = AB is the side of the square.

_Fig. 3a. The disturbed close-packed ionic plane of CsCl lattice (110) with spheres of (rg : rx) =
= 0,732

Fig. 3b. The spatial fitting of planes of Fig. 3a with spheres

As among the anions surrounding the cation E none is distinguished
geometrically from the others, the distance of two neighbouring rows in succes-
sion containing only anions and cations, respectively, must be AA'— AB — a.
That means that the cation E is in the centre of the cube, whose corners are
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ABCD and A'B'C'D'. As EC — r, rx is the half °f the body diagonal of the
cube, the edge of the cube will be

AB a (rat rx).
13

Thus, on the basis of the suppositions made above, we obtain the crystal
lattice which is known as CsCl lattice, and in w'hich the coordination number

Fig. 4. The unit cell if the close-packed ionic planes of Fig. 3a are fitted according to Fig. 3b
but with different ionic rows above each other. One quarter of the cell is left off for greater
clearness. The two kinds of ions are represented by empty and dark circles, resp.

is 8. The Pauling coordination principle is satisfied in each of the cubes con-
taining one cation and one anion. The disturbed ionic planes and their succes-
sion is demonstrated by spheres in Fig. 3.

It seems evident that the close-packed anionic planes of Fig. 3a could be
arranged in such a way that in the successive planes alternately the different
ionic rows are always above each other. In this case, however, the real cell would
have double edge and the cations would be surrounded partly by cations as
is shown in Fig. 4, which is contrary to our conditions and has never been found
experimentally.

The third possibility of the succession of the ionic planes i. e. in a manner
in which they arc turned towards each other must be rejected as the ionic
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planes have no hexagonal symmetry and the ionic distance is not the same
in the different directions.

Therefore if the ratio of the ionic radii is greater than 0,732 the CsClI
lattice gives in most cases the crystal structure. Some exceptions are known
and mention of these will he made later.

5. The NaCl and NiAs lattices

If the ionic radii in compounds A X differ more than in CsCl, namely
0,732 (rg : Ix) 0,225, the close-packed anionic planes consist only of one
kind of ions. Thus there are close-packed planes of anions and cations, respectively.
These planes can be fitted together, according to the ratio of the radii, in two
different Avays in alternating sequence to realize the most even distribution of
ihe ions.

One of them is realized, by strictly close packing, if the ratio of the ionic
radii is between 0,732 and 0,414, that is

FA+ rX> rx 12,

or in other words the cation is equal to, or greater than, that sphere which just
finds room in the octahedron formed by equal anion spheres.

In principle the fitting of the ionic planes can be imagined in both hexa-
gonal and cubic close packing, where the two kinds of ions build the close packing
together or either both or one kind of ionic plane separately has sequence of
close packing and the two close packed frames are fitted into each other.

Supposing hexagonal close packing of the close packed ionic planes the
sequence of them may be

Ab Ab Ab Ab ... or

AcBcAcBcAcB... ,

where the capital letters mean the close packed plane of the anions and the
small ones that of the cations.

In the first case, Fig. 5, the two kinds of planes form the spatial close
packing together and although the situation of the two kinds of ions cannot
be distinguished from each other in a geometrical sense, each kind of ion isin a
triangular prism of the other ions, and in this way the packing of ions is not the
lightest and the distribution is not the most even.

In the second case, Fig. 6 only the anions with greater ionic radii are in
close packing and their close-packed planes preserve the plane positions A and
B. For the close-packed planes of the smaller cations the plane position C
woidd remain. Then anions and cations could be distinguished geometrically
and the cations would came too near to each other.
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Thus, the possibility of hexagonal close packing must be rejected for
crystals with the composition AX, if the bonding is ionic and the ratio of ionic
radii lies between 0,732 and 0,414, but it can be imagined for such compounds
of the composition AX in which the bonding is not homogeneous and where

a) perpendicular to the planes b) parallel to the planes

Fig. 5. The fitting of two kinds of close-packed ionic planesin a schematical representation accord-
ing to the hexagonal close packing with a plane sequence of AbAbAb. .. in two projections

a, b)
a) perpendicular to the planes b) parallel to the planes

Fig. 6. The fitting of two kinds of close-packed ionic planes in schematical representation accord-
ing to the hexagonal close packing with a plane sequence AcBcAcBc. .., if only the anionic
planes (empty circles) build a spatial close-packing

consequently geometrically distinguishable positions would be allowed for the
arrangement of the two kinds of atoms. This supposition is justified by the fact
that NiAs, which is not an ionic but a semi-metallic compound, has partly
covalent and partly metallic bonds and crystallizes in this way.

If we assume the cubic close packing of the close-packed ionic planes
dealt with last, in amanner that the two kinds of ionic planes build the spatial
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close packing together, the type of the close-packed anionic and cationic planes
following each other in an alternate sequence will be the following :

AbCaBcAbCaBcADbC
AL M

A C B A C B A

iLL Li !

! ! I i

b al-—--(—: ______ P____f| c b

In this case the two kinds of ions form a spatial close packing not only
together but also separately, outlined in the scheme of letters and in Fig. 7,

(@]

Fig. 7. The sequence of two kinds of close-packed ionic planes in schematical representation
according to the cubic close packing

and the two close-packed ionic frames are fitted together, so that all the conditions
made above are fulfilled.

Both kinds of ions are situated in the octahedral cavities of the other
ions and, since there are as many octahedral cavities as ions, all of them are
occupied. Therefore only one solution of this arrangement exists and we get the
unit cell of the well-known NaCl lattice type.

There are a few ionic compounds A X which crystallize in NaCl-type
lattice, although the ratio of ionic radii falls outside the limitation given above.
Such examples were already mentioned in tie case of the CsClI lattice.

6. The ZnS lattice

Ifthe ratio of the ionic radii of the ionic compounds AX is limited by the
inequality

0.414 > (rA:rx) > 0,225,
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i. e.the radius of the cation is smaller and greater resp. than is necessary to fill
out exactly the cavities of octahedra and tetrahedra of anions resp. then the
close packed ionic planes of anions and cations resp. can be fitted together in
another way than that described in the former paragraph. Namely, in this case
the contact of the cations with all of the anions surrounding them can be accom-
plished only if the cations get into the tetrahedral cavities of the anionic
framework. This can he done if both the anionic and cationic close packed
planes are building the same spatial close packing separately, fitted together
in the sequence AaBbCcAuBbDC...* inthecubic close packing and
A aBbAaBDbA aB ... inthe hexagonal close packing. Then ions of both

Fig. 8. The fitting of two kinds of close-packed ionic planes according to the cubic close

packing by the tetrahedral coordination. The schematical representation is a projection per-

pendicular to the planes. On the right side there is an explanation of the meaning of sequence of
the planes represented by different circles and lines

kinds are in the tetrahedral cavities of the close-packed framework of the other
kind of ions. This holds whether the close packing is cubic or hexagonal as
seen in Fig. 8 and 9.

In both the cubic and the hexagonal close packing there are twice as many
tetrahedral cavities as atoms, therefore in the former case the cations occupy
only half of them and the arrangement of the cations in the tetrahedral cavities
of the close packing can he achieved in two different ways, but these cannot
be distinguished geometrically from each other. Thus there is only one solution
for each kind of close packing, in which the occupied tetrahedra are sharing
corners and every corner belongs to four tetrahedra.

Both solutions derived above are realized in nature as the sphalerite
lattice (cubic close packing) and as the wurtzite lattice (hexagonal close packing).

Regarding the tetrahedra w'hich are filled in the two kinds of close-packed
lattices it is easy to recognize that they are all of the same orientation i. e. one

*A, B, C are subsequent planes of one kind of atoms and o, 6, c are subsequent planes
of other kinds.
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side plane of them is parallel to the close-packed ionic planes. Therefore the
two opposite directions rectangular to the close-packed ionic planes are not
equivalent to each other, and there must be a polar axis in both lattices. As
a matter of fact both the sphalerite and wurtzite lattice has a polar axis.
Almostin all compoundswith ZnSlattice, the ratio of ionic radii falls outside
the range established above, hut with a few exceptions these compounds have
atomic lattices instead of ionic ones, and this is the reason why with these com-
pounds the supposition of the close-packed atomic planes is accomplished in
such a way that it leads to tetrahedral and not octahedral coordination.

Q - A

Fig. 9. The same as Fig. 8 but with hexagonal close-packing

ZnS, MnS, MnSe and Agi* appear either with the sphalerite or with the
wurtzite lattice. Other compounds are known at present only in one of the two
ZnS modifications. In the latter case the compounds of ZnS lattice are stable
only in one ofthese modifications and a second modification is forbidden or only
possible at higher temperatures. For the present, however, it is not possible
to reject the assumption that there may be such external circumstances which
lead at room temperature to the second ZnS modification.

Scheede [2] and Scheede and Gantzicow [3] shotted, that by a mecha-
nical effect by powdering wnirtzite turns into sphalerite and conversely, by
heating to a temperature of 1100—1150 C° sphalerite turns into wurtzite,
which remains in this configuration also when the sample is cooled again to
room temperature. From this we can conclude that the most stable lattice of
ZnS exists with cubic close packing at room temperature and with hexagonal
close packing at high temperatures, which latter can be undercooled to room
temperature.

Agi has a third modification too, which has a complicated cubic lattice.
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The mechanism of interchange of the two ZnS lattices can be recognized
easily if we regard it from the point of view of close packing. Let us write the
sequence of the close-packed ionic planes of the two crystal modifications
above each other in the following scheme :

= -n e 1 b b----
wurtzite : AaBbAaBbAaBbAaBbAaBbA
e n n 111 | I
sphalerite : I?chAAaB b(;cAa BchA aBbC
i i

One modification changes into the other, if the ionic planes connected
with arrows make a glide parallel to themselves so that this plane types which
are connected by arrows change into each other. It is easy to understand that
if with the same gliding a close-packed plane of type A turns into C, then B
turns into A, and in the same manner if A turns into B, B into C. This can be
visualized by the following schemes :

[ A\ I A\
\ /
B «----- C B -——- * c

In this way, during the transformation by which the two ZnS modifica-
tions turn into each other, the plane group marked by full horizontal lines make
their glides, without changing their positions relative to each other i. e. by
the transformation the plane groups marked glide on each other in a definite
manner, which does not demand great energy. The two kinds of glides take place
in an alternate sequence during the transformation.

7. Discussion

The purely geometrical conditions accompanied by those related above
are mostly enough to determine the type of crystal structure for the compounds
of the composition AX. But one meets with exceptions. Thus, CaO, SrO, BaO,
AgF etc. should have the CsCl structure, all the same they appear in the NaCl
structure. In these cases the electron configuration of one or both of the ions
must be the cause, which does not allow the close-packed ionic planesto consist
of more than one kind of ions and this brings about the NaCl structure instead
of CsCl.

The transformation of the CsCl lattice into NaCl type at higher temperatu-
res may be the consequence of a change of electron configuration of the ions.

On the basis of analogy these conceptions lead us further to the supposition
that the body-centered cubic lattice of metals like alkaline metals and other

Acta Physica VIII/1—2.
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metallic elements like Ba, Mo, W, Fe etc. and some lattices of alloys of the
composition AX as LiAl, MgAg, CuZn etc. must have a CsCl lattice. It is true
that in these cases the bonding is metallic but it resembles the ionic bond insofar
that the electron distribution of the atoms is spherically symmetrical like that
of ions, and this seems to make possible to use close packing for the metallic
elements in the same way, as in the ionic crystals of the composition AX.

The CsClI lattice type of the metallic elements and alloys may be under-
stood to meanthat in these metals the two kinds of atoms exist in equal numbers
with two different electron configurations. Similarly the change of the electron
configuration with temperature must be the basis of the transformation of
a-Fe into y-Fe and further into <5-Fe

The two kinds of electron configuration of the same metallic atoms may
take place in such a way that the one half of the atoms give more free electrons
to the electron gas of the metallic lattice than the other half or else the change
in the electron distribution occurs in the inner part of the atoms. In the first
case one kind of atoms would be more positive than the other and the bond in
the lattice could be partly ionic. Refined electron-density measurements could
perhaps decide this supposition ifit were carried outin aprojection of the plane
(110), which is the closest-packed atomic plane in the body-centered cubic
lattice.

In the alkaline metals with one valency electron the cause of the difference
in the electron distribution is most probably the existence of internally excited
atoms. Change in excitation may also be responsible for the turning of Na into
cubic close packing when lowering the temperature as was shown by Barret [4].

The tetrahedral coordination of the compounds A X in the close packing
i. e. the appearance of the ZnS lattice may be imagined not only by an ionic
bond if the ratio of the ionic radii has a proper value, but also then when a
directed covalent bonding suitable for the tetrahedral coordination is present,
and in this case the ratio of atomic radii has less significance than in the
purely ionic bonding. And just this must be the case for both crystal types
of the compounds A X and the elements with ZnS lattice, which are almost all
homopolar.

The simplest case of close packing is that found in the compounds AX.
But it can be recognized in the crystal lattices of more complex compounds
too. The construction of these crystal lattices on the basis of close-packing isin
progress.
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MOCTPOEHUE CTPYKTYPbl MOHHbLIX KPUCTAJ/I/IOB HA OCHOBE MNOTHEN-
LUEV YMAKOBKWN

K. WALBAPY
Pesome

3aHMMasiCb BOMPOCOM, MOYeMy MOSBASKOTCS KPUCTAN/IMYECKUE BELLECTBA C W3BECTHOM
CTPYKTYpOIi, aBTOpP MCKan 3aBUCMMOCTb MEXAY TeOMETPUEl KPUCTa//IMUYECKOA peLleTKn 1
XUMUYECKUM COCTAaBOM. OH CKOHCTPYMpPOBa/l PELUETKY MOHHbIX COEAWHEHW CaMbIX MPOCTbIX
cocTaBoB AX Ha OCHOBE MMOTHeliLel YNakOBKM MOHOB MPU CMEAYyHOWMX OrpaHUYeHUsX :
BCErfa BbIMOMHANCH KOOPAMHALMOHHBIA NpuHUMN [MayfuHra, 1 OCYLLECTB/SNIOCh CaMOe PaBHO-
MepHOe pacrpefeneHne MOHOB. B ocHoBe NpesnonoXeHWst Npy MOCTPOEHUM TEOMETPUYECKUX
CTPYKTYp neXan TOT (haKT, YTO KPUCTaN/NYeCK/e PELUETKA MOXHO pasfennTb Ha MocKoCTH,
3arno/IHEHHbIE MIOTHOYMAaKOBaHHbIMI MOHaMU. Ha OCHOBE aHafioruy aBTop CUMTAET, YTo Mpu-
UMHa BO3HWKHOBEHUS KyGMYECKO MpOCTPaHCTBEHHO LEHTPUPOBAHHOW PELUETKM Y OTAe/bHbIX
METa/I/I0B COCTOMT B TOM, UYTO aTOMbl JaHHbIX META/IIOB MPUCYTCTBYHOT OAVHAKOBLIMU YMCIaMM
W ABYMS Pa3/IMUHbIMKA 3MEKTPOHHBIMU KOH(UIYpauusMu, BCAEACTBUE YEr0 KPUCTANIUMPYIOT
B peLeTKe CsCl.
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ZU KUSNEZOWS
»GEGENSEITIGEM SCHLEIFVEREAE REN «

Von

I. Tarjan und Gy. Turchanyi
INSTITUT FUR PHYSIK DER MEDIZINISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST

(Vorgelegt von A. Bud6. — Eingegangen 14. IX. 1957)

Bei XNatriumchloridkristallen wurden die Bedingungen der Anwendbarkeit des Ver-
fahrens des gegenseitigen Schleifens von Kusnezow untersucht. Die Voraussetzung war, dass
die Methode richtig ist, wenn von Flachen mit gleichem Index z. B. (100) gleiche Massen abge-
schliffen werden. Nach unseren Untersuchungen wird dies z. B. bei der Verwendung vom Druck
0,25 kp/cm2 und grauem Schmirgelpulver »350« innerhalb 2% erfillt. Unter denselben Um-
stdnden erweist sich beim Zusammenschleifen der Flachen mit verschiedenen Indexen die von
der Flache mit héherem Index abgeschliffene Masse als kleiner als die von der Flache mit klei-
nerem Index. Die gefundenen Verhéltnisse weichen von den auf Grund der einfachen Voraus-
setzungen von Kusnezow zu erwartenden Verhéltnissen ab, was wahrscheinlich mit der Kom-
pliziertheit der bei dem Schleifen auftretenden Erscheinungen verknipft ist.

W. D. Kusnezow [1, 2] hat vor einigen Jahren eine neue, von ihm »das
Verfahren des gegenseitigen Schleifens« benannte Methode fiir die Bestimmung
der spezifischen Oberflachenenergie der festen Korper eingefihrt. Seither
wurde die Methode auch von anderen Forschern angewandt [3].Im folgenden
wollen wir einige Bemerkungen bezlglich des Verfahrens des gegenseitigen
Schleifens machen.

1. Wir besprechen von dem Verfahren Kusnezows nur so viel, wie es
hinsichtilich unserer Messungen von Wichtigkeit ist.

Kusnezow schliff mittels Schmirgelpulvers mit der Hand verschiedene
sprode Substanzen miteinander und erwies vom Verhéltnis der abgeschliffenen
Volumina, dass er mit dem Verhdltnis der spezifischen Oberflachenenergie der
betreffenden Substanzen identisch ist. Er ging bei der Erdrterung der wahrend
des Schleifens vor sich gehenden Prozesse von zwei Voraussetzungen aus :

a) Die Grossen der von den zwei Substanzen abgeschliffenen Partikeln sind
die gleichen.

b) Die fur das Schleifen verwandte Energie verteilt sich in gleicher
Weise auf die zwei Kristalle.

Nach Kusnezow werden die Messergebnisse durch die Feinheit des
Schmirgelpulvers, die Menge der abgeschliffenen Masse, den Druck usw. nicht
wesentlich beeinflusst.

2. Wesentlich fur die Zuverlassigkeit der aus dem gegenseitigen Schleifen
gezogenen Schlisse ist die Verlasslichkeit des Verfahrens, die Reproduzier-
barkeit und der Fehler der Messung. Man kann diesbezuglich am einfachsten
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Untersuchungen machen, wenn man zwei Sticke von derselben Substanz
miteinander schleift, und zwar Flachen von gleichem Index, womadglich von
gleicher Beschaffenheit ; auch die Bewegungsrichtung sei in Bezug auf die
Orientierung bei beiden Kristallen die gleiche. In diesem Falle erscheint es
nédmlich begrindet zu erwarten, dass die abgeschliffenen Gewichte gleich werden,
das heisst, dass ihr Verhdltnis gleich 1 :1 ist. Darum schliffen wir im ersten
Teil unserer Untersuchungen die Flache (100) eines Natriumchloridkristalls
mit der Flache (100) eines anderen Natriumchloridkristalls (Figur 1). Die
Kristallklotze wurden von den von uns geziichteten Kristallen abgespaltet,
und beim Schleifen waren die Kanten der Kldtze parallel. Diese Messungen

Fig. 1. Die Anordnung der Kristalle beim Schleifen. Die Grésse der zusammengeschliffenen
Oberflachen: obere cca Ix | cm2 untere cca 1x2 cm2 Die Periode der Bewegung cca 2 sec,
Amplitude cca 0,5 cm

kénnen auch gleich auf das oben erw&hnte Problem eine Antw'ort geben : Ist
der Quotient der abgeschliffenen Gewichte von der Feinheit des Schmirgel-
pulvers, von dem angewandten Druck usw. in bedeutendem Masse abhéngig?
In unseren weiteren Untersuchungen ebenfalls mit Natriumchlorid wurden
Flachen von verschiedenen Indexen verschliffen um Kusnezows Feststellung
Uber den von 1:1 abweichenden Quotienten der abgeschliffenen Gewichte
zu kontrollieren [4].

3. Fur das Schleifen wurde eine einfache Maschine konstruiert, welche
den oberen Kristall mittels eines durch Elektromotor betriebenen Exzenters
auf dem grdsseren unteren Kristall bewegte. Wir verdnderten den Druck von
0,25 kp/cm2 bis auf 0,75 kp/cm2 Schmirgelpulver von verschiedener Feinheit
wurde angewandt, mit der Hand oder mittels eines automatischen Beschickers
auf die Oberflache des unteren Kristalls gestreut. Die ganze Vorrichtung wurde
in einen mit Chlorcalcium getrockneten, geschlossenen Raum gestellt.

4. Die von dem Zusammenschleifen der Fldchen mit Index (100) erhaltenen
Ergebnisse stellt die Tabelle I dar. Die angegebenen Daten wurden von vielen
Messungen ausgewd&hlt, um die kennzeichnenden Merkmale zu zeigen.
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Nach dem Schleifen siebten wir die Mischung von Schmirgelpulver und
Kristallpulver durch. Die Kérnchengrésse des Schmirgelpulvers bestimmte die
Feinheit des Siebes. Das Gewicht der auf dem Sieb gebliebenen Kristallteilchen
ist in der Tabelle mit der Bezeichnung »Gewicht der abgesprungenen Teilchen«
angegeben. Diese Bruchstiicke ergeben sich namlich eigentlich nicht vom
Schleifen, sondern sie sind von den Kanten ahgesprungene Teilchen. Ihr Gewicht
ist nur ungefédhr bestimmbar, und es ist auch nicht ausgeschlossen, dass nach
dem Abspringen ein Teil von ihnen sich zermahlt und sc klein wird, dass er im
Sieb schon durchféllt. Wir beobachteten sorgféaltig unter verschiedenen Umstan-
den (z. B. Beschickung des Schmirgelpulvers auf verschiedene Weise) die Art
des Absprunges und das weitere Schicksal der abgesprungenen Teile und fanden,
dass die zermahlene Menge nach unserer Schatzung nicht zu viel war, und die
richtige Menge der abgesprungenen Teilchen hdchstens um 10—20 Prozent
mehr sein konnte als die in der Tabelle angegebene. Die Dimensionen der
Bruchstiicke (manchmal mehrere mm lange und ungefdhr 1 mm dicke Nadeln)
sind von den Dimensionen der Kristallpulverteilchen gut unterscheidbar ;
das Abfallgemisch wurde durch Siebe von verschiedener Masche gesiebt, und
das Gewicht des im Sieb gebliebenen Bruches wies hdchstens eine 10—20
prozentige Abweichung auf.

Die in der 2. und 3. Spalte angegebenen Angaben zeigen den vollen Ge-
wichtsverlust der Kristallklotze, dieser Fehler betrifft aber das Wesen unserer
weiteren Bemerkungen nicht.

Die abgescbliffenen Gewichte waren in jedem Falle zwischen 10 und 200
mg. Wir versuchten auch hier die Fehlermdglichkeiten zu vermindern, z. B.
den Fehler der dadurch entsteht, dass das abgeschliffene Pulver an dem Kristall
haften bleibt, und der Kristall beim Abwischen vor dem Abwé&gen »geschliffen
wird«, und ausserdem dadurch unentfernliches Schmirgelpulver in den Kristall
eingepresst wird.

Die Beschickung des Schmirgelpulvers auf verschiedene Weise und in
verschiedenen Intervallen andert natirlich auch den Wert der abgeschliffenen
Substanzen selbst bei demselben Experiment, und beeinflusst auch die Menge
der abgesprungenen Teilchen bis zu einem gewissen Grade ; dies fuhrt aber
hinsichtlich des Verhdltnisses der abgeschliffenen Massen zu keiner wesentlichen
Abweichung.

Die 4. Spalte stellt die Differenz der von den unteren und oberen Kristallen
abgeschliffenen Gewichte dar, und zwar ausgedrickt durch die Prozentzahl
des kleineren Wertes. Diese Angaben zeigen also, in welchem Grade das Ver-
haltnis der abgeschliffenen Gewichte von dem erwarteten Wert 1 :1 abweicht.
Fs scheint unzweifelhaft, wenigstens bei Natriumchlorid, welches ein gut spalt-
barer Kristall ist, dass das Verhéltnis von der Grésse der Schmirgelkdérnchen
abhangt (Tabelle I, 1—15) und der angewandte Druck auch eine Rolle spielt
(Tabelle 1, 16—25). Wir kamen dem Verhéltnis 1:1 beim Druck 0,25 kp/cm2
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Tabelle 1
Gegenseitiges Schleifen von Flachen (100) und (100) bei Natriumchlorid. Schleifrichtung [100J
1 2 3 4 5 6
Von dem
D I?]ieffergenz Gewicht del
zwischen den cl r
Nr oberen unteren Angaben der abqesprur}genen Andere Angaben
- . i Spalte 2 und 3 Teilchen in mg
Kristall abgeschliffene in%s*
Gewichte in mg

| 165,2 145,1 14 1,4
2 45,9 34,9 28 38 Druck 0,25 kp/cm?2
3 40,8 49,3 21 5,1 Graues Schmirgelpulver

»100«
4 295,3 335,2 14 1,2
5 10,2 9,1 13 0,4
6 61,8 67,7 10 -
7 87,5 333 13 Lo Druck 0,25 kp/cm?2
8 26,0 28,4 9 — Graues Schmirgelpulver
9 27,9 30,7 10 1,0 »220¢
10 28,2 25,0 13
11 75,2 76,7 2,0 0,2
12 111.5 109.8 1.6 - Druck 0,25 kp/cm2
13 38,3 38,1 0,6 — Graues Schmirgelpulver
14 40,4 411 1,7 — »350«
15 13,4 13,2 1,5 —
16 41,3 47,0 14 —
17 63,1 71,6 13 - Druck 0,5 kp/cm2
18 50,7 42,7 19 0,6 Graues Schmirgelpulver
19 1285 177,1 38 — »350«
20 60,2 50,1 20 0,7
21 66,0 74,0 12 0,2
22 29,6 311 6 - Druck 0,75 kp/cm2
23 13,3 9,9 34 0,2 Graues Schmirgelpulver
24 74,5 88,4 19 0.1 »350«
25 12,9 9,1 42 —

*Immer auf den kleineren Wert bezogen.

und beim grauen Schmirgelpulver »350« innerhalb 2 % nahe. Bei grosserer Bela-
stung und im Falle groberen Schmirgelpulvers ergeben sich von dem erwarteten
1 :1 wesentlich abweichende Verhéltnisse. Diese Angaben kénnen im Zusammen-
hang mit der Anwendung der gegenseitigen Schleifmethode im allgemeinen
erwagenswert sein. Ubrigens ist es nicht wichtig, dass die Streuung um das
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Verhéltnis 1:1 im Falle des grdsseren Druckes und des gréberen Schmirgel-
pulvers grosser ist, sondern, dass man den Wert 1 :1 in solchen Fallen niemals
erhalten kann; man bekommt immer wesentlich abweichende Werte. Unter
Berucksichtigung auch der nicht mitgeteilten Angaben, kann man scheinbar
bei Vermehrung der abgeschliffenen Mengen auch im Falle gréberen Schmirgel-
pulvers dem Verhéltnis 1 :1 nd&dher kommen, diesist aber nicht Uberzeugend.
Die Zuverlassigkeit der Messungen wird nadmlich beeintrachtigt z. B. durch den
Umstand — hauptséchlich bei den gut spaltbaren Kristallen-—, dass eben bei
grosseren abgeschliffenen Mengen infolge der unvermeidbaren Unterschiede in
den Dimensionen der Kristalle wie auch der Mangelhaftigkeit der Anpassung an
den Kristallen Uberstehende Ré&nder entstehen, die dann zum Abspringen
von Teilchen fuhren kénnen.

Dafur, dass die Grosse des Druckes eine Rolle spielt, kann vielleicht die
Streuung der Grosse der abgeschliffenen Teilchen verantwortlich sein, aber
die Hauptursache ist wahrscheinlich nicht darin zu suchen. Bei den Mes-
sungen kann nadmlich auch eine andere Erscheinung, die Zusammenh&ufung
des Schmirgelpulvers, auftreten : in mehreren Fé&llen haben wir bemerkt,
dass das Schmirgelpulver und die Kristallkdrnchen sich auf dem einen der
Kristalle an der Oberflache haftend zusammenhauften, und der so entstandene
»Ballen« dann nur den anderen Kristall schliff. Diese Erscheinung erschwert
die Messungen, die Oberflachen der Kristalle sind ja niemals vollkommen glatt
(ganz gleich ob mit gespaltenen oder mit polierten Oberflachen begonnen wurde),
und dieser Umstand begunstigt das Auftreten der erwdhnten Erscheinung.
— Bei Anwendung groberer Schmirgelkérnchen ist die Zusammenh&dufung
weniger wahrscheinlich, aber nach dem oben Gesagten ist dies auch nicht
beruhigend. Wenn die Richtung des Schleifens bestdndig veradndert wird, tritt
die Erscheinung wahrscheinlich nicht auf; aber wir kénnen auch diesen Weg
nicht einschlagen, denn aus den Angaben der Tabelle Il kann man darauf

Tabelle 11

Gegenseitiges Schleifen von Flachen (100) und (100) bei Natriumchlorid. Die Richtung des
Schleifens bei dem einen der Kristalle [100 ], bei dem anderen [110]. Die abgeschliffenen Gewichte
bezeichnen wir mit m[ioo], bzw. m[no] ; Druck 0,25 kp/cm2 graues Schmirgelpulver »350«

m [100j m[110]

n,[100] Gewicht der
Nr '
in mg m[110] Teilchen in mg
| 180,9 168,8 1,07 4,1
2 238,6 225,2 1,06 4,0
3 11,3 10,5 1,08 01
4 266,2 2449 1,09 3,8
5 34,5 32,0 1,08 —
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scbliessen, dass z. B. beim Steinsalz »die Héarte« der Flache (100) richtungs-
abhéngig ist, wodurch die Verhéltnisse verwickelt werden.

Die Zusammenhd&ufung ist eine grobe Erscheinung, die nicht immer auf-
tritt, aber es ist immer bemerkbar, dass einige Kornchen in die Kristallober-
flache einkleben, welche dann nur die andere Oberflache kratzen. Die zwei
Kristalloberflachen bedeuten etwa »Schleifpapier« flreinader, in dessen Aus-
bildung wahrscheinlich nicht nur »die Glatte« der Oberflache eine Rolle spielt
(die grobere Oberflache wird immer mehr geschliffen als die glatte), sondern
madglicherweise z. B. auch die gegenseitige Lage und der Groéssenunterschied
der Kristalle. Die Vorstellung, als ob die Schmirgelkérnchen zwischen den zwei
Oberflachen hin und her rollten und diese gegenseitig ritzten, scheint also viel
zu einfach zu sein.

Tabelle 111

Gegenseitiges Schleifen der Flache (100) mit Flache von héherem Index bei Natriumchlorid.
m(ioo) bedeutet das von Flache (100), m(ilo) von Flache (110) und m(iu) von Flache (111)
abgeschliffene Gewicht. Druck 0,25 kp/cm2 graues Schmirgelpulver »350«

100 110 Gewicht der 100 m(110) Gewicht der
Nr ra(100) mL0) m(100) abgesprunl— N Moo (o) ra(100) abgesprunlge.
enen Teil- nen Teil-
in mg m(110) ghen in rrllg in mg T (No) chen in rlng
| 268,1 229,0 1,17 43 6 648,6 532,8 1,22 |
2 90,9 78,6 1,16 — 7 315,8 255,0 1,24 |
3 89,2 76,1 1,17 — 8 208,9 171,7 1,22 0,9
4 44,2 38,5 1,15 15 9 116,2 94,2 1,23 0,3
5 445 37,7 1,16 — 10 91,0 74,2 1,23 0,7
5. Die Tabelle 111 stellt die bei Flachen mit verschiedenen Indexen erhalte-

nen Ergebnisse dar. Alle Messungen wurden bei einem Druck von 0,25 kp/cm?2
und mit grauem Schmirgelpulver »350« ausgefiihrt, also unter solchen Umstan-
den, welche auf Grund des oben Gesagten begrindet erscheinen.

Nach Kusnezow [4] kann man erwarten, dass bei Salzen vom Natrium-
chlorid-typ, welche immer nur nach (100) gut spalten, die Verhaltnisse der von
Flachen (100), (110) und (111) abgeschliffenen Massen

m(ioo) : ni(no) = K2 : 1 und T@00) : m(A1) = f3 :1

sind.

Nach unseren Messungen ergeben sich die Verhéltnisse :
ni(ioo) : ni(no) = 146 : 1  und m@00) : m(m)= 123 : 1

was qualitativ mit den Ergebnissen von Kusnezow Ubereinstimmt. Eine
quantitative Ubereinstimmung kann man nicht erwarten, eben wegen der
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Kompliziertheit, der beim Schleifen sich abspielenden Vorgdnge. Vir denken
nicht nur an die erwdhnten Probleme und Fehlermdglichkeiten, sondern auch
an solche, welche eben beim Zusammenschleifen von verschiedenen Flachen
auftreten kdnnen.

Es ist namlich bekannt, dass, wenn auf die Flache (100) von NaCl ein
Schlag gefuhrt oder Druck ausgetbt wird, die Risse in der Richtung [110]
entstehen. Uber eine d&hnliche Erscheinung schreiben auch F. Rinne und W.
Riesler [6]. Nach ihren Beobachtungen kommen Aufwdélbungsbereiche in den
Richtungen [110] vor, wenn ein Druck in Kreisform auf die Flache (100) aus-
gelubt wird. Ferner erwies Tertsch [5], dass fir Steinsalz die Schlagspaltung
nach (110) leichter zu bewerkstelligen ist als nach (100). Kusnezow [2a] be-
schaftigt sich auch mit den Untersuchungen von Tertsch, und er behauptet
auch ferner, dass die durch Spalten hergestellten Fléachen (110) aus Treppen
(100) bestehen, und die obigen Erscheinungen darauf zurtuckzufiuhren sind, dass
der Elastizitdtsmodul in den verschiedenen Richtungen ungleich ist, also auch
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Energie verschieden sind.

Wir vermuten, dass diese Erscheinungen beim Zusammeschleifen von
Flachen mit verschiedenen Indexen auch auftreten kdnnen und auf diese Art
Teilchen und Oberflachenvertiefungen von verschiedener Grosse entstehen
kénnen. Dies folgt aus Kusnezows Vorstellungen [2b] auch andererseits,
da er sagt, dass die fur das Abbrechen eines Teilchens bendtigte Energie von der
Reissfestigkeit und, vom Elastizitditsmodul anhéngig ist, welche von den Rich-
tungen abhéangen. Kusnezow erreichte dagegen das erwdhnte Verhdltnis unter
anderem durch die Annahme, dass die durchschnittlichen Massen der von den zwei
Kristallen abgeschliffenen Teilchen gleich sind, was er auch mit mikroskopischen
Beobachtungen zu beweisen glaubte. Das kann man nach dem Vorstehenden
nicht erwarten, auch die mikroskopischen Beobachtungen kénnen wir nicht als
Beweis gelten lassen, namlich die urspringlichen Massen der abgebrochenen
Teilchen und der auf der Oberfache entstandenen Vertiefungen werden durch
sekundare Vorgédnge, wie z. B. nachtragliches Bréckeln, Homogenisierung ver-
andert. Wir sind daherder Meinung,dass das gegenseitige Schleifen— mindestens
bei den gut spaltenden Kristallen —ein viel verwickelterer Vorgang ist, als dass
er die von Kusnezow angenommenen Verbaltnisse wiedergeben kdnnte.

Wir sagen K. Valentin und T. Bakos Dank fir die Teilnahme an der
mihsamen Arbeit.
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K METO4Y B3AMMHOIO WAN®OBAHNA KY3HELOBA
N. TAPbAH n [. TYPUAHbLU

Peswome

WcenepoBanucb YCnoBus MPUMEHUMOCTM METOAa B3aMMHOro LinmdosaHus KysHeloBa
npy KpucTaiax xnopuia HaTpus. 3afaHHoe YCoBue ObUI0 Crgfylollee © METO4  MPUMEHNM
€C/M OT MOBEPXHOCTEW C OAMHAKOBbIMU WHAeKcamu, Hanpumep, (100) cownudyrotcs  ofvHa-
KOBble KO/NYEecTBa BeLLeCTBa.

Mpy NpoBeAeHHbIX WUCCNefOBaHWUAX 3TW YCNOBUSA BbINOMHAMUCL C TOYHOCTbIO A0 2%
npy NOMOLLM Ceporo wandgosanbHoro nopowka Ne «350» npu gasneHun 0,25 kr/cm2

Ecnn wnndgosatb NOBEPXHOCTU C PasNMYHLIMK WHAEKCAMW MPU TakuX XXe YCNoBusX,
TO C MOBEPXHOCTEN C GOMBLUMMY MHAEKCAMU COLLMTYETCA MEHbLLE MaTepuana, YeM C NOBEpX-
HOCTeli C HW3KUMW MHAEKCaMMU.

HaligeHHble COOTHOLUEHMA OT/IMYAKTCA OT OXMAAEMbIX Pe3yNbTaToB MPUMEHeHUs npo-
CTbIX NpenonoXeHunii KysHeLoBa, 4YTO CBA3aHO BEPOATHO CO C/IOXKHOCTbIO ABMIEHWA, MPO-
NCXOASALLMX MPU  LLINGOBAHNN.

N kiadéasért felel az Akadémiai Kiadé igazgatdja Miszaki felelés : Farkas Séndor
A kézirat nyomdaba érkezett: 1957. X. 12. — Terjedelem: 23,75 (A/5) iv, 135 &bra

43599, 57. — Akadémiai Nyomda, Budapest., V., Gerléczy u, 2. Felel6s.vezet6 : Bernat Gyorgy
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THE IMPORTANCE OF SYMMETRY IN THE SOLIDS
AND LIQUIDS*

By
J. D. Bernal

BIRKBECK COLLEGE, UNIVERSITY OF LONDON, LONDON, ENGLAND

(Received X. 18. 1957)

The author discusses the possibility for generalization of the geometrical structure
analysis for both solids and liquids. The analysis of structures can be reduced to the geometri-
cal problem of classifying the neighbourhoods of individual points and to the way these neigh-
bourhoods can be related to each other. For the purpose of structure analysis and model
building the geometrical point of view seems to be quite applicable.

Geometry, in the older Greek sense with the accent on the measure
— metrén — rather than, as in the more modern way, on pure form and posi-
tion — topology — has had from the beginning a great influence on the study
of crystalline matter. Indeed, to some extent the influence was reciprocal
for it was from the regular bodies found in minerals that the essential problems
of solid geometry were presented to the Greeks. The common and useful miner-
al pyrites — and fire stone — was to be found in three almost regular poly-
hedral forms with six square sides as a cube, with twelve pentagonal sides as a
dodecahedron, and with twenty triangular sides as an icosahedron. All were
used as dice, which enhanced their magical power and importance. The limi-
ted regularity of the two last of these — for crystals cannot have true five-
fold symmetry — was idealised by the Greek geometers and they Were demon-
strated to be the last of the five — and only five — regular solids after the
tetrahedron, octahedron and cube. The construction of the regular dodecahed-
ron is the culmination of the thirteen books of Euclid’s great “Elements”
and marks the conquest of the basic ideas of the relations of neighbouring points
in three dimensional space. Euclidean geometry has been, from the beginnings
of crystallography, a guiding light which extended to the interpretation of ato-
mic positions. However, the use of the last two regular solids as applied to mole-
cular structure, were only taken up, as we shall see, in very recent times.

The Greeks not only noticed the geometrical forms of regular crystals,
pre eminently of rock “crystal” itself, but they also noted the habits of some
minerals of showing plate-like or fibrous forms but, misled by the analogy with
leaves and hairs, they used this fact to point to the similarities of the animal,
vegetable and mineral kingdoms.

* To Professor cyuiars 70-th birthday

1 Acta Physica VIII/3.
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During the long gap of the Middle Ages crystals retained only their
magical interest though the principles of symmetry which they exhibited were
used by the Arabs for decorative purposes. It was not until the seventeenth
century that the new interest in natural forms spread to minerals and salts.
HooOKE in his ““Micrographia” noted the geometrical figures of crystals and
STENO founded exact crystallography by measuring them. More important for
the purpose of this article was the realization that regular external form implied
regular internal structure, and particularly Huyghen’s hypothesis that the
rhombic cleavage fragments of Iceland spar could be explained by the regular
piling of oblate spheroids.

The classical nineteenth century crystallography of the followers of
HAtUY was, however, too abstract to make useful contributions to internal
molecular architecture. That was to come in the first place from chemistry
where PASTEUR — originally a crystallographer — LE BEL and VAN'T HoFFr
elaborated the ideas of molecular asymmetry and the tetrahedral carbon
atom. In crystallography the great advance came only at the very end of the
century with BARLow and FEoporoF. It was FEODOROF with uncanny sense
of form and, before any crystal structure had been determined, who indicated
the four kinds of geometrical solids—cube, rhombic (not pentagonal) dodecahed-
ron, octahedron, and hexagonal prism — to which all crystal forms what-
ever their symmetry could be assimilated. He showed further that the first two
of these forms corresponded to the packing of particles with 6 or 8 neighbours,
and the last two to alternative ways of packing particles with either 4 or 12
neighbours. These ideas found their justification in the structures of the simple
crystals determined by the Braggs and other early workers on X-ray crystal
structures. The first two were exemplified by sodium chloride and caesium
chloride, the latter two by zine blende and wurtzite with four neighbours and
copper and magnesium with twelve. During the same period the new ideas
of chemistry stemming from the Rutherford Bohr atom and the Kossel Lang-
muir Lewis theories of valency opened a way to the understanding of the diffe-
rent kinds of forces that existed between atoms and the geometry of the bonds
thus formed. The conception of the molecule previously taken as the universal
constituent of matter was seen to have been a most limited one, and most
inorganic solids, crystalline and glassy alike, were seen to be composed of
indefinitely linked atoms in which the links were covalent, ionic, or dispersion
(VAN DErR Waavr’s) forces.

The geometry of the resulting patterns was first directly determined by
X-rays mostly through the work of the BRaGGs and their school, and the whole
picture thus presented suggested geometrical generalizations to explain them.
V. M. GorpscuMID first stressed the importance of the coordination of the
large negative ions round the usually small positive ones. He showed how this
resulted in ion polyhedra, the number of whose sides was determined by the
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radius ratio of its component ions. PAULING explained further the ways in
which these polyhedra could link together by sharing corners, edges, and faces.
He also explained the rules of composition of the polyhedra and their linking
rules which will always be associated with his name. Later similar geometrical
explanations were provided for intermetallic compounds in alloys.

An even wider generalization applying to every kind of atomic and even
molecular aggregate was given by WEIssENBERG who provided the explana-
tion of the connection between the dimensional distribution of the links between
atoms and that of the physical properties of the crystals. In a purely formal
geometrical way he divided structural types into four classes according to the
arrangement of their stronger bonds :

1. If these were absent — as in rare gases — or formed closed groups
such as ring or short chain molecule or ion, the structure is classified as an
island (Insel or Neso-) type. It will not show much anisotropy and that will be
largely due to its components and the crystals it forms will tend to be equi-
dimensional or prismatic. If they have cleavages these will, in general, not be
parallel to any one direction.

2. If the stronger bonds form open groups in one dimension such as occur
approximately in linear polymers, the structure is classified as a chain (Ketten
or Ino) structure. It will show marked anisotropy in one direction convention-
ally of the positive type. The crystals it forms will be fibrous with two or
three parallel cleavages, if the chains are not well stacked end to end which
can in any case only occur when they are all of equal length. In this case, which
occurs in aliphatic long chain compounds, the long molecules packed side by
side form effective sheets relatively loosely bound together which lead to platy
crystals belonging to the next category.

3. If the stronger bonds form open groups in two dimensions as in the
case of graphite and the micas, the structure is classified as a layer (Netz-
Phyllo) structure. It will be markedly anisotropic, in one direction — that
normal to the sheets of the conventionally negative type. The crystals will be
platy in character with one dominant cleavage.

4. If the stronger bonds form open groups in three dimensions as in the
case of diamond, quartz, or ice, the structure is classified as a framework
(Geriist—Tecto) structure. It will not be markedly anisotropic or show marked
cleavages.

Strictly, this dimensional classification is three-fold rather than four-fold
because some crystals can be attributed either to class(4) Tecto, or (1) Neso
according as judgment as to what constitutes a bond. For instance, anorthite
CaAl,Si,0, isusually considered as atecto-silicatesimilar to albite NaAlSi;Og with
an alumino silicate framework and accordingly written Ca(AlSi),0g, but it could
equally be treated as a neso silicate similar to olivine Mg,Si0, with independent
silicate groups and written CaAl,(Si0,),. The main determining factor is whether
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there exists in the structure bonds linked preponderately in one, two, or no
particular direction. The distinction between (1) and (4), however, is worth
retaining at least as applied to homopolar or strong ionic structures in that
framework structures (4) correspond usually to bond arrangements of low
coordination, six or four, while the units of the island structures (1) are linked
usually by high coordination 8 or 12.

The concept of coordination linked with that of dimensionality furnishes
a rational geometrical classification of crystals which can be made a physical-
chemical one by specifying the nature of the interatomic or intermolecular
forces which ultimately hold the structure together, that is whether they are
homopolar, metallic, ionic, hydrogen-bonded, or dispersion forces. The classi-
fication does not only apply to regular crystalline structures but also to liquids
and glasses which belong to class (1) and (4) respectively. The elaboration of
this classification to different structures and physical types of crystals notably
WEeLLs for ionic structures, KiTaArcoropsky for molecular. The most recent
and interesting develcpments here have, in my cpinion, been those of BELOV
and LiEBAU in the field of silicates and FrRANK in that of alloys. Here, as often
in the history of science, purely logical geometrical conceptions are arrived
at in the first place not a priori but by generalizations which force themselves
on our attention once enough empirical material has been collected. It is only
now becoming apparent that the classification of structures can be reduced
to the geometrical problem of classifying the neighbourhoods of individual
points and the way these neighbourhoods can be related to each other. This is
most evident in the case of close-packed and quasi-closed-packed structures,
but the results of this classification can be used to classify many, if not all,
of the structures of low coordination as well.

The simplest geometrical model from which all others can be derived is
that of the packing of equal spheres. One regular solution to this problem has
been known intuitively for millenia in the piling of fruit or balls, and was
first stated formally by ForsTER in 1857. Two of these structures have 12
coordinations the face-centred cubic and the hexagonal close-packed, the third
body-centred cubic and the hexagonal close-packed, the third body-centred
cubic has 8 coordinatiens but taking into account next neighbours has 14.

Now the number of neighbours of 14 is what would be expected if each
atom was at the centre of a polyhedron of fourteensides and these polyhedra
were packed together to fill space entirely. For as long ago as 1887 Lord KELvIN
showed, from considerations of confined foams and of the packing of cells in
vegetable tissues, that the number of sides of such polyhedra was 14. That
this must in general be the case whether the cells are equal or unequal, or are
packed regularly or irregularly, was proved mathematically.

The limiting conditions for all close packing will therefore be the
constitution of arrangements with 10, 12, 14, 15 or 16 neighbours to each
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atom averaging at 14. The possible geometrical forms of such polyhedral
arrangements are also limited. If all their sides be taken as triangles with
4,5 or 6 edges meeting at a point, there are only seven distinct types of
arrangement, (see Fig.1). These do not include the regular closed packed
structures whose neighbouring polyhedra have square as well as triangular
faces. An assembly of any one kind of such polyhedra cannot fill space
but by combining different polyhedra this becomes possible. Further, most
have noncrystallographic symmetry with five-fold and alternating eight
and twelve fold axes. They cannot therefore, as such, correspond to any
simple crystal structure, though they are found, as FrRANK has shown, in
complex intermetallic phases.

There exists a very simple relation between the arrangements of close-
packed polyhedra corresponding to coordinations of 12 and 14 and that of
cose-packed frameworks with coordination 4. If instead of taking the system
of points at the centre of each polyhedra we take that of all the points where three
polyhedra meet, these points will each be found to be joined to four others
along the edges of the original polyhedra. Thus for every regular and irregular
close packed arrangement there exists a complementary four-coordinated
arrangement of points. The converse, however, is not the case ; arrangements
of four-coordinated points can be made such that their joins do not lie along
the edges of close packed polyhedra. Such, for instance, is the case for the
silicion oxygen tetrahedra in quartz, though both the lighter forms of silica-
tridymite and cristobalite do define the edges of such polyhedra.

Despite this limitation the arrangements of four and other low coordina-
ted structures may be of value in understanding varieties of close packing.
This is largely because the study of low coordination structures is related to
structural organic chemistry and can also be applied to inorganic complex
ions, as A. F. WeLLs and L1EBAU have shown. Here the symmetry relations of
crystallography admitting only 2-,3-,4- and 6-fold symmetry no longer hold and
the range of possible structures is thereby much increased. In recent years,
from many sources, has come an appreciation of the peculiar fitness of the
20 point arrangement at the vertices of a pentagonal dodecahedron in which
the angles between valencies are 108°, much nearer to the tetrahedral
angle 107°, than either the angles of a cube or a hexagonal prism. PAuLiNe
has proposed such a model of 21 H,O molecules with one trapped molecule
in the middle of the dodecahedral cage, as the essential microstructure
of water, while L. W. Tiuron! has introduced the essentially similar arran-
gement of 20 silicate tetrahedra enclosing a positive ion as the basic
“vitron”” unit of glass (see Fig. 2.). Finally, at the other end of the scale

1. C. R. Tiuron, Journal of Research of National Bureau of Standards (Washington)
39, 139, 1957.
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Fig. 1. Most symmetrical arrangements of packing of equal spheres in coordination polyhedra

Crystallographic a) Cubic close packing 12
b) Hexagonal close packing 12
c) Body centred cubic 14=-8+ 6
ISon-Crystallo-
graphic d) Hexakaidecahedron 10
e) Regular icosahedron 12
f) Tetrakaieicosahedron 14
g) Hexakaieicosahedron 15
h) Octokaieicosahedron 16

of complexity, Klug2 Crick and Watson2 postulated a more complex
60 unit of protein molecules to account for the X-ray scattering of the giant
molecules of some viruses.

2. A. Kitug, J. T. Finch and R. E. Frankltin, Nature, 179, 683, 1957; F. H. C.
Crick and J. D. Watson, Nature, 177, 473, 1956.
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Returning to the close packed structure, the inversion process already
mentioned would suggest that the alternative to the three regular solutions,
cubic, and hexagonal close packed, and body centred cubic, will be a non-
crystallographic packing based on the icosahedron and other irregular poly-
hedra with 10, 12, 14 and 15 vertices. The very fact that on account of their
geometry it is impossible to form regular extended arrangements of any one
kind of these polyhedra suggest that they are the basis of an irregular and
fluctuating arrangement corresponding to simple metallic or rare gas liquid.

Fig. 2. Pentagonal dodecahedral arrangement of silicon oxygen tetrahedra in the “vitron”
(after Titton)

The major distinction in structure between liquids and crystalline solids is
the absence in the former of long-range order. In the geometrical view here put
forward this would be a direct consequence of the presence of coordination of
non-crystallographic symmetry. This hypothesis would also account for the
much greater variation of the properties of liquids — thermal expansion,
heat content, etc. — as compared with the corresponding solids. At each
temperature there would be a change of the relative number of atoms of 10,
12, 14, 15 coordination generally favouring more of the lower coordination at
higher temperaimes. The liquid state would in this view not correspond to a
phase with single structure as in a crystalline solid, but to a set phase with
structures continuously varying with the temperature and, therefore, the two
states would have allogically different thermodynamic character. The liquid
would possess in addition to its normal specific heat due to changes in atomic
vibrational energy, an additonal or configurational specific heat representing
the energy required to transform the low temperature into the high tempera-
ture structure.
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The same idea would explain the necessarily abrupt — first order —
transformations that occur on melting. At least for atoms or quasispherical
molecules no intermediate state could exist between the regular crystalline
coordination and the intrinsically non-crystallographic coordinations in the
liquid. For long or flat molecules this restriction would not hold on account of
the possibility of forming parallel aggregates of liquid crystalline character.
Nor would it hold for low coordinated atoms, as in liquid silicon ; for these,
a whole series of intermediate complicated regular solutions are possible which
for geometrical reasons cannot occur in close packed liquids.

Here there is also no possibility of a critical point at which liquid and
solid become indistinguishable. StmoN showed long ago that the entropy of
melting increases with temperature and pressure along the melting point curve.
This would follow naturally from the theory sketched above, for the decrease
in volume produced by the pressure would correspond to increased irregularity
of molecular coordination produced by the increase in temperature. A theore-
tical critical point might exist, but it would be at low temperatures and at
negative pressures, and hence in the region of mechanical instability.

The irregular coordination theory of liquids still needs to be worked out.
It is from its very nature refractory to mathematical treatment. However, if
this can be done it has more prospect of ultimate success, for theories designed
for mathematical ease, such as the theory of quasi-regular structure with holes,
are very far from representing the actual molecular arrangements in liquids.

What we need, it seems to me, is a return to the classical Greek concrete
picture of reality. The most universal and constant feature of atoms in the lower
ranges of temperature is their impenetrability or expressed in energetic terms,
the high rate of variation of internuclear energy with distances smailer than »
certain characteristic value. For the purpose of structure analysis and model
building, wherever covalent forces are not involved the old materialistic billiard
ball model of the atom is still the best. At least it indicates the types of struc-
ture that are unrealizable because of too close atomic contacts. Nor has this
elementary model at all exhausted its value. We still need to know the range
of possibilities of regular and irregular packing of equal and unequal spheres.
It is here as I have tried to show, in this brief review, that three-dimensional
metrical geometry can be of great use in the understanding of structure.

O B3HAUYEHHWMU CUMMETPUU B TEOPUU TBEPJIbIX U XUIKWX TEJI
M. O. BEPHAJ

Peswome

ABTOp McCieyeT BO3MOYKHOCTH 0000IIEHHS IeOMeTPHUYECKOr0 CTPYKTYPHOI0 aHajusa
TBEP/bIX TeJI M XKUAKOCTeH. CTPYKTYPHbIH aHAIM3 MO)KET ObITh CBEJEH K KJIACCU(MKALMU CO-
CeTHOCTH Y MHJMBHMYAJIbHBIX TOUEK M K CII0C00aM, KOTOPHIMM MOT'YT ObITb yCTAHOBJICHBI COOT-
HOIIEHUST M@YKy 9TUMU COCeTHOCTSIMU. ["eoMeTpUYecKasl TOUKA 3PEHUsI — KaXKeTCs1 — XO0pouIo
NPUMEHMMA JUISI CTPYKTYPHOIO aHANM3a M TOCTPOEHUST MOJEJIei.



ON THE INTEGRALS OF MOTION
OF THE GENERALIZED
DIRAC-EQUATION OF RAYSKI

By

G. PocsiK*
DEPARTMENT OF THEORETICAL PHYSICS OF THE UNIVERSITY, SZEGED

(Presented by L. Janossy — Received 21. Il. 1957)

The integrals of motion of the Dirac-equation generalized by Rayski are discussed.
The introduction of the operator of the total momentum is suggested and its properties are
investigated. It is pointed out that the presence of the internal field induces beside the local
momentum of the field an internal momentum completing it to the total one, the justification
for its introduction being also supported by the investigation of the infinitesimal operator of
rotation. In the suggested method commutation rules corresponding to the usual ones are
fulfilled. Finally, the generalization of the field equation is briefly discussed.

§1. Introduction

In Rayski’s bilocal theory of fields [1] the usual variational principle
has to he generalized [2], hence the traditional deduction of the laws of con-
servation is a very difficult problem. The origin of the difficulties can be found
in the fact that the number of the field equations is higher than the field quan-
tities. Particularly for free fields the traditional laws of conservation have been
investigated previously by Rayski [3], however, his method cannot be regarded
as a satisfactorily general one.

In order to eliminate the mentioned difficulties a quite different method
will be suggested for free spinor fields, namely, the laws of conservation will
he discussed in the configurational srcspace.

The free spinor field is described by the bilocal function y)= ip(x, r)
which is a 4-spinor, fulfilling the field equation

y»(V,. + aV,, + )V’ (x,r) = 0, (1,1)

where by y” are denoted the Dirac’s matrices, by V,, as well as by y~the usual
differential operators, and a Lo as well as % are constants depending on the
family of particles. The well-known subsidiary conditions are at present not
taken into consideration. / means in the case of natural units the field mass
of the particles [4].

* Guest of the Department of Theoretical Physics, usual address Elementary School*
Eperjes (Csongréad), Hungary.
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The equation (1,1) has been discussed in detail for a= 1 and %= 0 by
Minardi [5], who, taking into account a bilocal fermion field in interaction
with the electromagnetic field, established that in this case the electron has
a mass originating from the electromagnetic field.

Let the equation (1,1) be put in the form

H{x,r)xp(x,r) = i\lof(.x,r), (1,2)
where the abbreviations

H (x,r) = — ia(gradx-fagradr + «V4+ X74 (1,3)
as well &

a= Y4Yb¥Y2¥3); grad* = (Vi, Va, Vs) ; gradr= (Vi,Vj,Va) (1,4)

are introduced.

Of course, it is clear that for a = 0 the Hamiltonian (1,3) is reduced to
the well-known local one.

If the operator Q(x, r) denotes an arbitrary bilocal operator, it is easy
to verify that the condition for Q(x, r) to be an integral of motion can be given as

[H,Q]= 0, (Vo 13= o). (1,5)

In 82 the integrals of motion are deduced on the basis of this equation
(1,5). Further,in 83 it is verified that the introduced operator of total momen-
tum can be regarded as the operator of the infinitesimal rotation. In 84 the
commutation rules of the different observables of the mechanics of particles
are investigated and finally, in 85 possible generalizations of the field equation
(1,1) as well as the elimination of r4 are discussed.

§2. The integrals of motion

Let us regard an arbitrary linear combination of the operators S7f, ... v
and V/i <« evi then owing to the definition (1,3) of the Hamiltonian it is obvious

that this is an integral of motion. This means, e. g., that P = — i gradx as

well as P = — i gradr are integrals of motion too, denoting the external and
the internal impulses, respectively.

In connection with this it should be mentioned that in Rayski’s theory
the rest mass of the elementary particles is determined by the internal motions

and by the internal impulse P [6], respectively, as the kinetical mass of the
particles is related to the impulse of the particles.
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The operator of momentum in the a>space is usually decomposed as
J'(x) = L{x) + S; (2,1)
where L(x) = x/\P denotes the operator of the orbital momentum, and

1 ler g\, . , /10
a with o= 0°) e-=
2 \e a) 001 loi

is the operator of the spin momentum.

First of all it will be verified that J'(x) is not an integral of motion. How-
ever, an operator

JXxrn=."xX+L{E=LX+ S() (2,3)

can be introduced, where L = r/\P is the operator of internal motion determined
in a suitable way, which may be denoted as the operator of the total momen-
tum and which fulfils already the above condition (1,5), being consequently the
integral of motion searched for.

Hence, as on the one hand

[A (*,r),L(*)J = —[a-e+gradx, x Agradx] = —a [ gradx, (2,4)

furthermore,

[H (x,r),S]= —i[a sgradx, S] —ia[a egradx S] + y [fi. S] =
(29)

= <A gradx + z;7a O grad,

are obtained, it is proved, as asserted above, that J (x) is not an integral of
motion, however, ,/(x, r) owing to

—7 —7 —7

[H(*. 1) L ()] = —alamgrad, r grad] = —aa 4 grad,

commutes already with the Hamiltonian (1,2), so that the proof of the above
statements is complete.

The obtained results can be interpreted as follows : By taking into con-
sideration the internal r-space a new term referring to the internal motion of the
particles is induced in the operator of the total momentum. This new term can
be joined to the spin operator of the particle. This means that the toted momentum

is the sum of the orbital momentum L(x) as well as of S introduced in (2,3). S(r)
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depends only on the properties of the particle determining on the one hand,
the spin and on other hand, assuring the quantisation of the mass of the par-
ticles.

Recently Yennie [7] has investigated in the case of Yukawa’s theory
the properties of the momentum operator of internal motion, completing thus
his results concerned with the irreducible decomposition of an arbitrary bilocal
theory of fields [s].

83. The operator of total momentum as the generator of an infinitesimal
rotation

In analogy to the known results of the theory of groups (e. g. [9], 8s,
17, 22) according to which in the case of a wave function depending on several
independent variables, the operator of infinitesimal rotation (the operator of
the orbital momentum) can be built up as the sum of the operators of infinite-
simal rotation (operators of the orbital momentum) in the different subspaces,
it is expected that in the case of the bilocal theory of fields too, the operator
of the infinitesimal rotation (2,3) can be introduced in the space }x# x2, X3
ri, >r3le T° complete the proof for this assumption the variation of the
wave function ip(x, r) induced by the infinitesimal 3 x 3 matrix dik -}- coft
(being f 7; antisymmetrical in its indices i and k) has to be determined.

Denoting the operator of infinitesimal rotation by R

R (x, 1) =y (xrn+ o y(kxr (3.1)

is obtained, where

0* xp(x,r) = 0y> (x, r) —wik (xk\7i + rkVi) Y (x I, (3,2)

0ip(x, r) being the so-called “local” variation of ip(x, r). In (3,2) the second
term can be put in the form

- (I[P«32 + Jic «13 + 1 X2l v, (3.3)
where the operators (i= 1, 2, 3) are defined by
{(x/li Vm xm v k) V m rmo 7 7 (3,4)

(cyclic permutation for i, kK, m). This obviously means that

JP=-1(L,+ Q (3,5)

generates the usual rotations in space.



ON THE INTEGRALS OF MOTION OF THE GENERALIZED DIRAC-EQUATION OF RAYSKI 281

Now we have to determine the local variation dip(x, r) which gives the
operator of rotation J%) in the spin space.

Owing to the isomorphism between the proper Lorentz group and the
binary unimodular transformation of (spinor) group (e. g. [10], §10), the simul-
taneous rotation of the external as well as the internal space is equivalent

with a spinor transformation producing the spin momentum S ([10], § 16).
Consequently, in the present theory the spin momentum of the particle is equi-
valent with the spin momentum of the point particle and the internal motion
of the particle does not result in a further spin moment. However, this is
valid only in terms of Yukawa’s variables, in other cases giving a different
momentum of the internal space.

Owing to (3,1)—(3,5), for the explicit form of the infinitesimal rotation
operator

R= 1+ (J[R+ J[2)G32+ (NY3+ O 2)C13+ (I?> + J1 2)«21

can be obtained being equivalent with (2,3).

§4. Commutation rules

The operatois P, P, L, L, S, J were introduced in 82. In the present §
their commutation rules will be determined.

1. Let a linear combination B of the operators P and P be considered,
furthermore, a bilocal function be denoted by F(x, r), then

[F(x,r),B] = -BF (x,r) (4.1)
is obtained corresponding to the well-known Heisenberg’s relations.

2. It is obvious that the operators P, and Pk as well as P- and Pk are
commutable,

[P,P;]= [P,P/]= 0. (4,2)
3. It is easy to verify that
[L/, L] - iLm. [L( LA - ifm - [L/,Pg] - o (4,3)

(cyclic permutation for i, k, m), furthermore,

[LhL] =[ L,L 1= [L,L] =o0. (4,4)
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4. The operator S introduced in (2,3) fulfils the usual commutation rules

[S.,SK = iSm (4,5)

(cyclic permutation for i, k. m).
5. Turning to the discussion of the properties of the operator J), first
of all
[Ji,Jk\=idm (4,6)

(cyclic permutation for i, k, m) can be deduced based on 3—4 (the operators
of the infinitesimal rotation (JY~ -f- J/2) fulfil the condition of integrability).
6. Defining the square of the momentum

J2= L2+ 2L 1+ T, (4,7)

the following commutation rules

[iVd,] = [fm= [J2,s%] = 0 (4,8)

can be deduced. Thus e. g. in the case i = 3
[\N]=2[LS,33 + [S,j3 = 2{Li(iS2+ r][Sr,S3]) +

+ L2(-iSi+ [S2,S3]) + [S,S3 =0

is obtained.

These commutation rules prove that the introduced operator (2,3) of
total momentum fulfils all properties of the local momentum familiar in the
local theory of fields.

85. Remark on the generalization of the field equation

The considerations of the previous paragraphs were based on the field
equation (1,1). It seems an interesting question what sort of generalization
of (1,1) is compatible with the results of the above paragraphs 2 and 3. The
field equation

{vuVn + aBR, VI<+ '}V{x,r)=10 (5,1)

can be regarded as a natural generalization of (1,1), where Rl is a 4x4 matrix
which has to be determined in a suitable way. Since the field equation (5,1)
must be a generalization of (1,1) it is obvious that B~ has to fulfil the anti-
commutation rules

{A.*} = {&,&} = 2<U. (5,2)
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It can be proved easily that only R A= yflis compatible with the anticommu-
tation rules (5,2).

This means, however, that the field equation (1,1) is from this point
of view the most general one which is in accordance with Rayski’s theory [1].

A quite other type of generalization of (1,1) would be the supposition
that the matrices yfl and Rt, as well as ip(x, r) arem xn matrices and spinors
with n components, respectively, where n is finite or infinite. In this case it
would be possible to search for a different representation for matrices vy, and
RR and to deduce a new mass spectrum, however, this possibility will not be
investigated here.

Finally, the role of the internal co-ordinate r/(is to be investigated. On
the one hand, it is clear that by calculating the mass spectrum introducing
a suitable reaction force, the operator \y/( can be eliminated ; on the other
hand it is well known that in the rest system r, vanishes [1] and that it can
be removed from the Born-invariant subsidiary conditions

4 (pi- pi) + 4 (pi- pi)+ 4 (p\- pi) —
(5,3)

2PIP2rir2—2p2p3r2r3—pziparir3—p2p,t= 0,

where p,, denotes the impulse of the particle and p is its mass calculated with
the help of the mass spectrum. (5,3) is generally the equation of an ellipsoid
reduced in the rest system to the sphere r3-f-r\ f-r3= p2 In this way
a three-dimensional manifold is introduced. If it is supposed that the isotopical
spin space is characterized by jrx, r2 r3| our considerations may be regarded
as a new version of Pais’s theory [4].

Many thanks are due to Prof. J. I. Horvath for his hospitality and inter-
est in this topic as well as to Prof. J. Rayski for the helpful discussion during
his visit in Szeged.
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SOLAR FLARES, CONCURRENT COSMIC RAY RURSTS
AND SUBSEQUENT GEOMAGNETIC STORMS

By
S. L. Malurkar

COLABA OBSERVATORY, BOMBAY, INDIA
(Presented by L. Janossy. — Received VII. 21. 1956)*

Five large cosmic ray bursts in connection with solar flares have been observed till
now. Two of them were followed by geomagnetic storms associated with cosmic ray disturb-
ances when both the phenomena could he closely correlated. Two of the biggest geomagnetic
storms recorded at Alibag have also been considered. Just as in geomagnetism, it was though
that a study should be made not merely of individual flares but also of the evolution and
progress of solar active regions for the above phenomena.

Big cosmic ray bursts along with solar flares occurred when the active regions on the
sun had a long previous history of more than usual activity either when the active region
was near the C. M. or near the western limb of the sun. In the former case a geomagnetic
storm followed which could be closely correlated with a simultaneous cosmic ray disturbance.
In the latter, no such type of geomagnetic disturbance followed- In the case of the two biggest
geomagnetic storms, the active region was more ephemeral in age or history. The large flares
occurred at the period of dissolution of the region soon after its C. M. passage.

The particles responsible for the very big solar flares have atomic numbers neither
too low nor too large in the periodic table and are positively charged. The frequency of
such events being small the elements involved must be from those in the sun whose
abudence is relatively scarce. Detailed spectroscopic examination would decide what these
elements are (Sr, Ba. etc.).

Geomagnetic disturbances and particularly the bigger ones among them
called storms have been studied for a long time in relation to the progress
and evolution of solar active regions during the sun’s rotation. In most of the
studies of large cosmic ray bursts or sharp increases at the time of or after solar
flares, little attempt has been made to relate the events to the evolution of the
related solar active regions, or the solar rotation. In fact, solar flares which
have been listed as of nearly equal importance in the astronomical publica-
tions [1] have been arbitrarily classified under different categories based
purely on cosmic ray observations [2]. The large events of solar flares and sharp
increases in the cosmic ray ionization at the earth’s surface that have been
recorded are not very many. But still their study in relation to available geo-
magnetic and solar data has shown that some order could be obtained in their
classification.

Among the non-periodic variations in the incoming cosmic rays at the
surface of the earth, a perceptible disturbance — a decrease in general — has,
sometimes but not always, been noted about the epoch of geomagnetic storms.
On these occasions, the cosmic ray ionization curve with time followed closely
the corresponding geomagnetic cuive. Corresponding to the hump or crochets

in the geomagnetic records at stations on the daylight side of the earth s

* Revised version VII. 29. 1957.

9 Acta Physica VIII/3.
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hemisphere at the time of solar flares or chromospheric eruptions, the cosmic
ray curves have occasionally shown abnormal increases at stations away from
the geomagnetic equator. ForRBUSH, STINCHCOMB and ScHEIN [3] gave four
instances (Feb. 28th and Mar. 7th 1942 ; July 25th 1946 and Nov. 19th 1949).
Recently a fifth instance has been added to the list and was commented upon
even in the B. B. C. news broadcast. Even at low geomagnetic latitudes, the
cosmic ray curves got affected very significantly.

The solar flares of Feb. 28th 1942 and July 25th 1946 were followed
within 24 to 48 hours by geomagnetic storms with closely relatable cosmic ray
changes. The solar flares of Mar. 7th 1942 and Nov. 19th 1949 were not follow-
ed by geomagnetic storms which could be correlated with contemporary
cosmic ray changes. After the great solar flare of Feb. 23rd 1956, a geomagnetic
storm was recorded on Feb. 25th. FENTON, MCCRACKEN, PARSONS and TROST
[4] report that there was no drop in cosmic ray ionization during the period
of this geomagnetic storm. SARABHAI, Duccar, Razpan and SastrY [5]
who reported cosmic ray changes at Ahmedabad and at Kodaikanal and Tri-
vandrum (very near the geomagnetic equator) did not notice any cosmic ray
changes during the geomagnetic storm on Feb. 25th 1956.

By assigning characteristic indices as a measure of time fluctuations
of cosmic rays in analogy with those used in geomagnetism, it has been shown
[6] that while on disturbed days, there was a general trend for both geomagnet-
ic and cosmic ray indices to increase together, two distinct groupings could
be recognised as : (a) The cosmic ray index was relatively high while the geo-
magnetic index was not very large e. g. Feb.—Mar. 1942 and (b) The cosmic
ray index was not very large but the geomagnetic index was high, e. g. Mar.
1941. Similarly while during the epoch of the geomagnetic storm of July
26th 1946, cosmic ray changes showed close correspondance, no such simultan-
cous changes have been reported in the case of the very much bigger geomagnetic
storm of Mar. 28th 1946. The geomagnetic storms of Mar. 1st 1941 and Mar.
28th 1946 are the two biggest recorded at the Alibag Bombay Magnetic Obser-
vatory[7]. They happened while routine cosmic ray observations were avail-
able but yet no outstanding changes in the incoming cosmic rays have till now
been reported at those epochs. As the two or three biggest cosmic ray changes
without corresponding geomagnetic effects have to be considered, it would be
justifiable to include the two biggest geomagnetic events without cosmic ray
effect in this study.

[It may be especially pointed out that the Central Meridian (C. M.)
distance on any day is to within a few degrees only approximate. For an iden-
tical very important flare even near the C. M. the active region No. 17 of the
first quarter of 1956, at the same time, KANZELHOHE has assigned 2E while
ONDREJOV assigned 10 W, a variation of 12° in the coordinates on the sun.
This active region gave later the big solar flare of Feb. 23rd 1956.]
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The relevant data have all been tabulated for comparision of each
individual event : the five big cosmic ray bursts and the two biggest geomagnet-
ic storms, seven in all. The Tables 1 to 6 have been summarized in Table 7.

Discussion

Re : active region No. 7. of 1941, the chief points to notice are that the
region hardly lasted a week with C. M. distances 28E to 53W. Flares of impor-
tance 3 Were reported towards the end of its life, i. e. when its age was about 6
days. The region was then situated midway between the C. M. and the western
limb of the sun. The geomagnetic storm followed 43 hours after C. M. passage
and it was perhaps the biggest one as far as geomag. storms are concerned
recorded at Alibag/Bombay.

Re : active region No. 12 of 1942, it was observed when it first appeared
at the eastern limb of the sun as of importance 3. It was a return of active
region No. 5. which had C. M. passage on Feb. 1. 7. The region No. 12 continued
active in its progress and even returned a third time as No. 17 with C. M. pas-
sage on Mar. 27. 4 with 17 observed distinct flares. The first cosmic ray in-
crease occurred on Feb. 28th 12 U. T. when the active region No. 12 was near the
C. M. of the sun. The geomagnetic storm that followed on Mar. 1st 1942 could
be closely correlated with the cosmic ray time curves at the same epoch. The
geomagnetic storm showed rapid fluctuations in the initial phase.

The second cosmic ray increase of active region No. 12 occurred on Mar.
7th when the active region was near the western limb of the sun. No geomagnet-
ic storm with fluctuations which could be closely correlated with cosmic ray
curves were recorded.

Re : active region No. 15 of 1946, though its age has been given at the
time of C. M. passage as > 6 in the I. A. U. Bull,, only three independant flares
have been recorded in its passage from 44E to 5E (in C. M. distance). The
flares towards its end were of importance 3. No cosmic ray phenomenon has
been reported. The geomagnetic storm that followed was the second biggest
recorded at Alibag/Bombay and was associated with radio fade-outs and dis-
location of submarine telecomnranications.

Re : active region No. 51 of 1946, this could be observed when it was
near the eastern limb of the sun (within a day) and the flares through its
progress had importance 2 and 3. The cosmic ray increase occurred on July
25th 1600 U. T. when the active region was near the C. M. of the sun. It was
followed next day by a geomagnetic storm whose fluctuations could be closely
correlated with Cosmic Ray curves with time. When the active region was
nearing the western limb, though it continued to be active, relatively to its
previous history, it was less marked.



Table 1
Solar active region No. 7 of 1941. Central meridian passage Feb. 27. 3. No. of observed distinct flares : 7

Coordinates
Date Station Time (U.T.) gié\g' Imp. Solar G;emmazrnkestic Cosmic Ray
1941
Feb. 25. Kodaikanal 0250—0330 13N 28 E |
(Max. 0300)
Feb. 26. Meudon 1317—1328 15N 8E 2
Zurich 1345—1400 15N O9E 1—2
Feb. 27. Mt. Wilson 0036 16N 2E 1
Mt. Wilson 1953—2018 16N 7W 2
(Max. 2018)
Biggest. Geomag. storm No report of
Mar. 1 Zurich 1328— 1418 16N 27w 1—2 Active. Imp. Mar. 1st 0355 U. T. s.c. cosmic ray
filament abnormality
Meudon 1626 14N 30W 1 End of Imp. Flare AvL 45y ; Az —50y
(main large spot ~AD Vv 4to0 W.
dissolving)
Mar. 3. Greenwich 0840— 0910 13N 54W 3 Range :
(Max. before H> 1000 y (1200y ?)
0840) Z 130y
D 16
Simeis 0925—1023 17N 53W 3 Several active
centers

[The active region lasted hardly a week. Its age at the time of C. M. passage was just two days. The big flares of Imp. 3 occurred when
the age was 6 days, but when the region was neither near the C. M. nor near the limbs but when it was almost midway between the C. M. and
the western limb.]
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Date

1942
Feb. 21
Feb. 25.
27.
28.
Mar. 1

Table 2

Solar active region No. 12 of 1942. C. M. Passage Feb. 28. 8. 1942. No. of observed distinct flares : 17

Station

Meudon

Zirich

Taskhent
Sherborne
Kodaikanal

Arcetri
Sherborne

Greenwich
Greenwich
Mt. Wilson

Zirich
Zirich
Mt. Wilson

Time (U. T.)

1340—1509

1342— 1352

0724—0736
1052—1114
0235—0257

1100
1242—1522

1415—1430
1500—1505
1714— 1732

1020— 1055
1520— 1535
1145— 1816

Coordinates

0

7N

7N

4N
6N
SN

SN
7N

7N
7N
8N

12N
7N
8N

C. M.
Dist.

90E

90E

47E
9E
10E

SE
4E

6E
6E
2E

4w

12W

Imp.

N

N e

Remarks
Solar . Cosmic Ray
Geomagnetic

Visible at edge
35000 km above
chromosphere. Invis.

1310 hr
s. C. geomag. storm
Alibag. Feb. 23rd

1329 U. T. to Feb.
24th 1600 U. T.
Range: H 171y, Z

37y; D3.9
Many brilliant spots
Exceptionally brilliant Just before 12 U. T.
and spread out of 28th cosmic ray
burst except at Huan-
cayo
Very much spread out
Severe s. c. geomag. Cosmic ray decrease
storm. Mar. 1st. 0726 at all stations at time
Brilliant spot U. T. Alibag. s. c. in geomag. storm s. c.
H 75y ., rapid flue- with corresponding
tuations in H till changes later
0905 U. T.

[Mar. 2nd and Mar. 3rd prominent with flares of Imp. 2 and 3. Five observations.]
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Date Station
1942
Mar. 4. Kodaikanal
Taskhent
6. Taskhent

Time (U. T)

0249
0700—0745
0456—0509

Coordinates
0 CM
Dist.

7N 42w
5N 55W
0 90w

Table 2 (contd.)
Solar active region No. 12 of 1942

Imp.

Solar Remarks. Cosmic Ray
Geomagnetic

Eruptive protuberance Geomag. dist. g c.

Mar. 5th 13 U. T.

Range : H 142y

Z 18y
Radio fade-out day-  Sharp cosmic ray in-
light side of earth crease about Mar. 7th
Mar. 7th 04 U. T. 0415. U. T. except at

Huancayo

[Note : Solar active region No. 12 of 1942 was a return of No. 5 with one observed flare and C. M. passage Feb. 1,7 ; third return of
the region as No. 17 with 17 observed flares and C. M. passage Mar. 27. 4.]

The cosmic ray sharp increase occured on 28th 12 U. T. about the time active region was near C. M. that on Mar. 7th occurred when the
region near the western limb of the sun. The first increase on Feb. 28th was subsequently followed by a geomagnetic storm which affected the
cosmic ray ionization curve also. The second increase in cosmic ray intensity on Mar. 7th was not followed by a geomagnetic storm at all.
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Table 3
Solar active region No. 15 of 1946. C. M. passage Mar. 26. 9. No. of observed distinct flares: 3

Coordi
Date Station Time (U. T.) gorcfn'\ant.es ! Imp. Solar GRemarks- Cosmic Ray
Diet. eomagnetic
1946
Mar.  23. Worthing 1235—1245 23N 44E |
26. Zirich 0656—0710 25N 22E 2
21. Kodaikanal 0410—0445 20N 5E 3
Taskhent 0430—o0732 19N 5E 3 Two eruptive Severest completely recorded  No significant
centers geomagnetic storm at Ali- change reported

bag. Mar. 28th 0735 U. T. s.
c.:/IH82y;/1Z —27y;zJD
v-31.w. Range:H 1040y ;
Z141y ; D22.8

Complete radio fade-out A. I.
R. 1130 to 1530 U. T. of
28th

Dislocation submarine cables
Aurorae

[Note : The active region did not show %reat activity though I. A. U. Bull, shows that its age at C. M. passage was more than 6 days.
Geomagnetic storm after the C. M. passage of the active region. The solar flare on 27th though quite important from other consideration was
not one from a continuously highly active region.]
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1946

July

Date

21.

22.
23.

24,

25.

Solar active region No. 51 of 1946. C. M. passage July. 26. 8. No. of observed distinct flares: 37

Station

Sherborne
Taskhent
Zirich
McMath
Taskhent

Zlrich
Greenwich

Arcetri
McMath
Greenwich
McMath
Sherborne

Greenwich
McMath

Greenwich

Worthing

Time (U. T.)

1625— 1637

0740— 0920
(Max. 0750)

1525— 1630
1546—1601

0530— 0645
(Max 0550.)

0700—0820
(Max. 0730)

0910—0950
(Max. 0918)

0940—0950
1413—1500
1505—1525
1715—1759
1716— 1813

1345—1357
1520—1805

0946—1022
(Max. 1005)
0956—1040
(Max. 1007)

Coordinates
0 CM

Dist.

21N
22N

22N
25N
20N

20N

22N

21N
25N
22N
25N
22N

22N
25N

22N

2IN

80E
70E
70E
46E
48E

50E

45E

52E
40E
42E
40E
36E

34E

23E

25E

Table 4

Imp.

N NN N WD WWw w N

N

Solar

End uncertain

Two eruptive centers

Remarks
Geomagnetic

Cosmic Ray

¢6¢
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Date Station

1946

Meudon
Sherborne

July 25.

Zirich

Cambridge
Sherborne

Mt.Wilson

26. McMath
217. McMath

McMath
Meudon

2. Taskhent
Zurich

Time (U. T.)
1504— 1830
1513— 1527
(Max. 1517)
1610— 1800
(Max. 1640)
1612— 1740
1615— 1810
(Max. 1627)
1621—2030
(Max. 1641)
1448— 1503
1356— 1436
1555— 1728
1744— 1815
0456— 0510
0630— 0645

Coordinates

0

20N
22N

20N

20N
22N

21N

20N

20N

23N
21N

22N
21N

C M
Diet.

15E
15E

18E

15E
15E

18E

5E

8sW

TTW
85w

87TW
82w

Table 4 (contd.)
Solar active Region No 51 of 1946

Imp.

w
Nt

Solar

Great increase after
1616 hr

Exceptionally large
sun spot crossed C.
M. (4000 millionth of
sun’s hemisphere in
area)

Eruptive protuberance
again active 0720 hr

Remarks
Geomagnetic

Radio fade-out 25th
1600 U. T. Sun-lit
hemisphere

Great geomag. storm
at Alibag. Jul. 26th
1850 U.T.; AH 100y;
AX —29y;AD 3. 1W
followed by rapid
fluctuations. Range :
H 499y;Z 103y;

D 12'.5

Cosmic Ray

Sharp increase of cos-
mic rays at Godhavn,
Cheltenham and Christ-
church at 25th 1600
U. T. Huancayo and
Teoloyucan  showed
no change

Cosmic ray decrease
and corresponding
fluctuations with
geomagnetic storm
at Huancayo, Teolo-
yucan, Cheltenham,
Godhavn and Christ-
church

[Note (a) Due to large number of flares from July 21st to Aug. 1st only those of Imp. 2 or more cited here. Active region No. 51 returned
as region No. 62. C. M. passage Aug. 24.1 with three distinct flares. From July 22nd to 26th no other active region present.]

Cosmic Ray increase occurred when the active

region was within a day of crossing the C. M.

It was followed later by a geo-

magnetic storm which could be closely correlated with the corresponding cosmic ray changes. This active region was all along active from the
time it was sighted in the eastern limb of the sun till after it crossed sun’s C. M. It became less active as it reached the western limb, compared

with its earlier history, though not absolutely.
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Solar active region No. 23 of fourth Quarter of 1949. €. M. passage Nov. 14. 1. 1949. No.

Date

1949

Nov. 11.
17.

18.

19.

90

Station

Mitaka

Schauinsland

Kodaikanal
Wendelstein

Greenwich
Mitaka

Mitaka

Kanzelhohe
Wendelstein
Kanzelhohe

Wendelstein

Edinburgh

Ondrejov

Zirich

Time (U.T.)
0522— 0557
0925— 1016
(Max. 0949)
1000
1119— 1218
(Max. 1140)
1230— 1237
2345— 2400
0106— 0125
1130— 1139
1132— 1142
1340— 1356
1029— 1119
(Max. 1032)
1630— 1209
(Max. 1632)
1037— 1130
1037— 1057
1013— 1022

Coordinates

0

3S
2S

2S
2S

3S
3S

2S
2S
2S

58

2S

2S
2S

6S

C M
Dist.

53E
43W

46 W
40W

46W
5SW

5S8W
59W
57TW'
60W

T4W

70W

70w
74W

80w

Table 5

Imp.

Solar

Several eruptive cen-
ters

W ith dark filaments of
large radial speed

Exceptionally impor-
tant eruption with
eruptive protuberance
reaching 560 000 km
height at 1059 U. T.

Remarks
Geomagnetic

A g. c. geomag. storm
at Alibag. Nov. 18th
0530 to 2000 U. I .
Range: H 264y;

Z Tly

of observed distinct flares : 17

Cosmic Ray

Large sharp increase

in cosmic rays Nov.
19th 1045 U. T. at
high geomag. latitu-
des. Climax (Colorado)
increased by 207 %
and Cheltenham 43%.
Not followed by a
decrease of a geomag.
associated storm

[Note : Solar flares of Imp. 1 have been omitted except at start and end of active region. No. 23 region was a reformation of No. 13 of
the same quarter C. M. passage Oct. 18.8 1949 with 8 distinct observed flares. All the observations for Nov. 19 refer to identical flare.]

Though the age at C. M. passage of active region No. 23 is given as — 1in I. A. U. Bull., it had been observed at least thrice before C.
M. passage (during the three previous days). It was also a fresh formation on return of an older group and might therefore have reasonable con-
tinuity. The flares near the western limb were very prominent and the cosmic ray burst occurred then.

¥6 ¢

HVMINTVIAN 71 'S



1956

Feb.

Date

10.

11.

13.

14.

15.

16.

Station

Capri
(Fraunhofer)
McMath

Abastumani
Abastumani
Capri F.
Sac. Peak
Kodaikanal

Mitaka
Taskhent

Mitaka

Capri F.
Mt. Wilson

Time (U. T.)

1255— 1301

2110— 2140
0631— 0710

0600—0719

1007— 1012
1418— 1558
(Max. 1450)

0538— 0635
(Max. 0557)
0539— 0709

0602—0730
0018—0058

1118— 1153

1821— 2039
(Max. 1837)

Coordinates
0 CM.

22N

20N

25N

20N
18N

23N

24N
22N

Dist.

80E

90E

T77E

52E

40E
4TE

30E
40E

20E

8E
6E

Table 6
Solar active region No. 17 of first quarter of 1956. C. M. passage Feb. 17. 8 No. of observed distinct flares :

Imp.

1+

Solar

Remarks
Geomagnetic

32

Cosmic Ray
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1956

Feb.

Date

17.

19.

20.

23.

Station Time (U.T.)
Abastumani 0640— 0834
Abastumani 1100— 1225
Zirich 1104— 1211
Nizamiah 1110— 1203

(Max. 1120)

Herstmonceaux 1113— 1123
Kanzelhohe 1125— 1155
1125— 1200

W endelstein 1125— 1242
Ondrejov 1152— 1242
(Max. 1209)

Abastumani 0755— 0825
Abastumani 0914— 0943
Sac. Peak 1430— 1657
(Max. 1445)

Ondrejov 1434— 1435
Abastumani 1134— 1240
Wendelstein 1143— 1319
Herstmonceaux 1230— 1240
Mitaka 0334— 0414
Kodaikanal 0335— 0510
Taskhent 0429—0500

Coo
0

25N
24N
19N

23N
18N
19N

16N

19N
22N
23N

27N

25N
23N

20N

rdinates
C. M.

Diet.

4W
4W

6W

2W
2E
2W
9W
low

26W
24W
2TW

18W

38W
40W
40W

85w
80w

76 W

Table 6 (contd.)

Imp.

W N wWwN

w N

Solar

Several eruptive cen-
ters

[The flare was not
reported on Feb.
24th showing that
active region which
was prominent for 13
days had passed out]

Several eruptive
centers

Cosmic Ray

[Sharp increase of cos-
mic ray ionization
reported almdst
everywhere includ-
ing low geomag. lat.
stations like Kodai-
kanal Trivandrum etc.
on Feb. 23rd 1956
0330 U. T Solar noise
radio fade-out also
reported

No significant cosmic
ray changes reported
at time of geomag.
storm of Feb. 25th
1956]

Big cosmic and solar
phenomena reported
when active region
was almost on wes-
tern limb

96¢
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C. M. Passage
Year No. Coordinates
0L

Date on Ago at
1941 7 15N 354 Feb. 27. 3. 2
1942 12 7N 197 Feb. 28. 8. + 26?
1942 Feb. 28. 8.
1946 15 23N 10 Mar. 26. 9. > 6.
1946 51 21N 198 Jul. 26. 8. >6
1949/4 23 2S 116 Nov. 14. 1. 3
1956/1 17 22N 176 Feb. 17. 8. >6

No. of
Disinct
obsd.
Flares

Table 7 (Summary)

Flare
Date

C M

Dist.
Feb. 28. 5. 4E
Mar. 7.18. 91W
Mar. 27. 2. 4W
Jul. 25.67. 16E
Nov. 19. 40. 75W
Feb. 23. 13. 80W

Date
Cosmic Ra
Age Burst Y
+ 26? Feb. 28. 5.
+ 32? Mar. 7.18.
>6 —
>5 Jul. 25.67.
8 Nov. 19. 44.
11 Feb. 23. 13.

Interval between

of Magnet ICStm.
Magnetic '\zag' Stm.  Flare Pgésgge
Storm (in days)
Mar. 1. 15. No. — 1,85
Mar. 1. 31. Yes 0,81 0,51
— No. — —
Mar. 28. 1. No. 14 1,41
Jul. 26. 8. Yes 1,13 0,0
— No — —
— No — —

[Note, (a) C. M. distances and age refer to those of the solar active region numbered in each row.
(b) C. M. distances within a few degrees only approximate.
(c) For active region No. 23 of fourth quarter of 1949, the age at C. M. passage is given as —1in Q. Bull of I. A. U.
It was, however, observed on 11th Nov. at Mitaka, Nov. 13. at Kanzelhohe and again on Nov. 14 at Mitaka and the age has
been changed here. However, in the Q. Bull., it is mentioned that the active region was a fresh formation on the return of
No. 13 active region of the fourth quarter of 1949.]

S1SdNg AVYH JIANSOD LNIYHYNIONOD 'SIYVI4 ¥V10S



298 S. L. MALURKAR

Re : active region No. 23 ofthe fourt hquarter of 1949 ; its age at the stage
of C. M. passage is given ini. A.U. Bull, as — 1day. But it had been observ-
ed thrice within the three previous days of its crossing the C. M. (14. 1. Nov.
1949) i. e. from Nov. 11th. It has also been stated to be a fresh formation on
its return of an earlier active region No. 13 with C. M. passage on Oct. 18. 8.
No cosmic ray or significant geomagnetic phenomena were recorded at the time
of the C. M. passage of the region. The region became more active towards
the period of its approaching the western limb of the sun. The cosmic ray burst
occurred when the active region was about a day’s journey from the western
limb of the sun. No geomagnetic storm nor marked correlatable cosmic ray
decrease has been reported, subsequent to the flare. The sharp increase in cosmic
rays at Climax was the largest till then recorded and drew wide attention.

Re : active region No. 17 of the first quarter of 1956, it was observed
when it approached the eastern limb of the sun. It has been reported
as of Imp. 3 by McMath. It continued very active in its passage to the C. M.
and to the western limb of the sun. While the period could not be described as
geomagnetically undisturbed, no geomag. storm which could be correlated
with cosmic ray decreases were reported about Feb. 18 to 19 1956. The big
cosmic ray increase occurred on Feb. 23rd 1956 when the region was almost
at the western limb of the sun. The corresponding solar flare was also Imp.
2to 3. The geomagnetic storm on Feb. 25th 1956 did not mark any cosmic
ray decrease nor could if be correlated with cosmic ray curves at the same
epoch.

The number of large events in cosmic rays with solar and geomagnetic
events that have been observed has been small. But still a separate study of
them might be fruitful. The summary given above of all related phenomena
might, taking the number of events available into account be used to draw
some conclusions.

The active regions No. 7. of 1941 and No. 15 of 1946 were either short
lived or showed up only alimited number of chromospheric eruptions. Towards
the end of their lives important flares were reported. Solar flares were also
reported within a day (il day) of the C. M. passage of the region. Subsequently
within 24 to 48 hours very big geomagnetic storm took place.

The active regions No. 12 of 1942 and No. 51 of 1946 were active from the
eastern limb to the western limb of the sun. Large solar flares occurred when
these regions were within one day (ilday) of the C. M., cosmic ray increases
where recorded at many stations. Within 24 to 48 hours in each case a geo-
magnetic storm which could be correlated with cosmic ray changes at the same
epoch was reported.

The active regions No. 12 of 1942, No. 23 of the fourth quarter of 1949
and No. 17 of the first quarter of 1956 were all active near the western limb
of the sun, i. e within a day of it (il day). Even No. 23 of the last quarter of
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1949 had an active history extending beyond 5 to 6 days. The other two were
very active for more than 11 days. At the stage of these regions nearing the
western limb (i 1day) of the sun, sharp increases in cosmic rays were obser-
ved to coincide with the time of flares at many stations. In the case of the most
active region, the increase has been recorded even near the geomagnetic equator.
If it is assumed that the facts brought out above have more than particu-
lar application, it may be concluded that large cosmic ray bursts have occurred
in connection with solar flares associated with active regions with a long
history of considerable activity at the stage of the active region being either
near the C. M. or near the western limb of the sun. When it was near the C. M.,
a geomagnetic storm which could be correlated with a contemporaneous cos-
mic ray changes also followed. When the region was near the western limb,
no such closely associated geomagnetic cosmic ray disturbance followed. The
very big purely geomagnetic storms followed the C. M. passage of active regions
whose history of activity was less marked, either it had begun only a few days
earlier or its activity did not attract much notice. At the stage of dissolution
soon after C. M. passage, the active regions showed chromospheric erup-
tions of Imp. 3 and the geomagnetic storms of very great intensity were
recorded.
Another point that may be noticed is that the time interval between the
C. M. passage of the active region and the geomagnetic storm was less in the
instances when it followed a large cosmic ray increase and associated solar
flare than in the case of a purely geomagnetic disturbance. Even if the time
after the solar flare and succeeding geomagnetic storm is considered, the result
is similar. The particles for the joint cosmic ray-geomagnetic disturbances
have greater velocity than those for purely geomagnetic disturbances.
Conclusions. As the cosmic ray bursts are associated with solar active
regions of long history and of abnormally large chromospheric activity, the
particles responsible for cosmic ray changes can be assumed to have been
accelerated over many days in those abnormally active regions. The particles
emitted near the sun’s C. M. would be normal to its surface while those at the
limbs may be expected to be tangential to it. The purely cosmic ray bursts
(i. e. not associated with geomagnetic storms related to cosmic rays) happened
when the active region was near the western limb of the sun, even though at
the eastern limb the same active region showed great activity, perhaps
greater activity as shown by solar figures than when on the western limb,
no cosmic ray burst has been reported. The particles must have definite
polarity or charge and We may expect that the particles responsible for cosmic
ray bursts when the active region is near the C. M. of the sun are also charged.
As the particles have to retain their identity at the stage of being
accelerated for many days in the sun’s active region before emission into
space, the particles or atoms would neither be on the side of low or very
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high atomic numbers and would he positively charged. As the frequency of
solar flare cum Cosmic Ray bursts have not been many, if group Il elements
be considered, one will have to look for Strontium or Barium atoms, consti-
tuting only 0.03 per cent of the amount in the sun compared with Calcium
being emitted. It would therefore be necessary to look for these or other
unusual elements in the spectrum of the solar flare on these special occasions.

| thank Professor K. R. Dixit and Professor D. D. Kosambi for helpful
discussions.
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O COBMAEHUW YCWUMEHHbBIX KOCMWYECKWX NIMBHEN C CONIHEYHbLIMY
BCIMbILWKAM U O NOCNEAYROWNX TEOMAITHUTHBLIX BYPAX

w. n. MANYPKAP

Pesome

[Jo cux nop Habnogaioch NATb GOMbLIMX /IMBHEW KOCMUYECKOTO W3yYeHWs:, CBs3aH-
HbIX C COMIHEYHbIMY BCMbILUKaMW. 3a ABYMs MOC/MeAO0Ba/IM F€OMarHUTHbIe 6Ypu COMyTCTBYHO-
LLMe NoMexaMm B KOCMUYECKOM M3/Ty4eHUM, KOTAa MeXAy 060MMM SIBfIEHUsIMW Morfia 6biTb yCTa-
HOBJIEHa TecHas CBsi3b. [1Be 13 caMbIX 60/IbLUMX FEOMarHUTHbIX Gypb, HabMofaeMbIx B Anmbar,
Mpu 3TOM TOXe NpUHUManuch B pacueT. Kak B reomMarHeTuame, Tak W 3[eCb KasasoCb YMECT-
HbIM UCCNE0BaTb He TOMbKO OTZAE/bHbIE BCMbILLIKYM, HO TAKXE W MPOLECC PasBUTUS aKTUBHbIX
COJIHEYHbIX 06/1acTell 3TUX SBMEHWIA.

Bonblune KOCMUYECKWe NMBHU MPWU HAJMUMU COMHEUHBIX BCMbILIEK MOSIBUNCH, EC/H
aKTUBHbIE 06/1aCTU Ha COJHLE UMeNU AJVHHYH NPeAbiCTOPMIO MOBLILIEHHOW aKTUBHOCTU, WK,
KOrfja akTuBHas 06/1acTb 6bia 6/M3KA K LEHTPY TSHXKECTU WAM K 3anafHOMy Kpaw COJHLA.
B npedblayllem cyyae nocnefoBaia reoMarHUTHas 6ypsi, KOTOPYHO MOXHO GbI0 KOppenupo-
BaTb C OAHOBPEMEHHbIMM NMOMEXaMV B KOCMUYECKOM M3/lydeHun. Bo BTOPOM cryuyae Takux reo-
MarHUTHBIX BO3MYLLEHWUIA He 6bino. B cryyae cambiX 6O/bLIMX FEOMAarHUTHbIX Gypb Bpems
XW3HW U NCTOPUS aKTUBHOM 06/1acTy 6blna 6o/ee KOpoTKa. BosbLuve BCMbILWKY HaBMHAANNCH
B MEpuofe MCUE3HOBEHMSI 06M1acTX, CKOPO MOC/e ee MEPexXofa Yepes LEHTP TSHKECTU.



ZUR BERECHNUNG VON IONISIERUNGSENERGIEN

Von

P. Gombas und K. Ladanyi
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(Eingegangen : 10. IX. 1957)

Das von den Verfassern in friiheren Arbeiten ausgearbeitete statistische Atommodeli,
in welchem die Elektronen nach der Hauptquantenzahl gruppiert sind, wird zur Berechnung
der lonisierungsenergien von Atomen herangezogen. Die Anwendung zur Berechnung der
ersten drei lonisierungsenergien des Ar-Atoms fihrt zu sehr befriedigenden Resultaten.

In einer friheren Arbeiti haben die Verfasser ein statistisches Atommodell
entwickelt, in welchem die Elektronen nach der Hauptquantenzahl gruppiert
sind. Spater wurde gezeigt2 dass man auf Grund dieses Modells die Energie der
Atome in sehr guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung erhélt. In der vor-
liegenden Arbeit wollen wir dieses Modell zur Berechnung der lonisierungs-
energien von Atomen heranziehen und am Beispiel des Argon-Atoms zeigen,
dass auch fur diese mit der Erfahrung recht gut Ubereinstimmende Werte
folgen.

Zur Berechnung der j-ten lonisierungsenergie hat man die Energie des
Atoms fir den lonisierungszustand j und j—1 zu berechnen. Wenn wir die
entsprechenden Energien des Atoms durch Ej, bzw. Ej i bezeichnen, so hat
man fir die j-te lonisierungsenergie des Atoms

Fir / = 1erhalt man = Et—Ea wo dann EOdie Energie des nicht ionisierten,
d. h. neutralen Atoms bezeichnet.

Die Energie des Atoms oder lons gestaltet sich mit den in Il eingefihrten
Bezeichnungen folgendermassen

n,
E X! E[I’1>+ E(">+ (2)

wo wir neben der Gesamtenergie E den Index j, der auf den lonisationsgrad

1P. Gombas und K. Ladanyi, Acta Phys. Hung. 5, 313, 1955, im folgenden als I

zitiert.
2P. Gombas und K. Ladanyi, Acta Phys. Hung. 7, 263, 1957 ; im folgenden als TI

zitiert.

3 Acta Physica VINIJ/3.
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hinweist, weggelassen haben. Die einzelnen Energieanteile in (2) haben folgende
Gestalt

Ei"y = — e2a (grad Q0 dv, €]
8 o)
Eg> = Yuw —e*a, W+ 1) O dv, 4)
hats 2 °J r
E&>= -e*jvpendy, (5)
*Tk 1 s
Eg) = e2 2 evOMO a>dv’, (6)
n'=1 X— I’"
Em= — 1 | Q00 gn QO gy gy )
2 r- r'1
E (f) G(n) Qndv, (8)

wo der Index n auf die Hauptquantenzahl der betreffenden Elektronenschale
hinweist und nudie maximale Hauptquantenzahl der Atomelektronen bezeichnet.

Da die lonisierungsenergie im wesentlichen aus der durch die lonisierung
bedingten Anderung der &dussersten Elektronenschale resultiert, hat man zur
Berechnung der lonisierungsenergie die Energie der dussersten Schale mdglichst
genau zu berechnen. Hierzu haben wir in dieser dussersten Elektronenschale
(der die Hauptquantenzahl nflentspricht) auch die Austausch- und Correlations-
energie hinzugenommen, deren Summe wir mit E ac bezeichnen. Wenn wir mit
ontt die Elektronendichte der aussersten Elektronenschale bezeichnen, so ist3*

Eac= —K\]Qn3dv (M 11V, dv’ Q)

Xa= 0,8349 e2.

Hier bedeutet das erste Glied auf der rechten Seite die gegenseitige Austausch-
und Correlationsenergie der Elektronen in der &ussersten Elektronenschale
und das zweite Glied auf der rechten Seite die Energie der Elektronen der
aussersten Schale, die aus der Austausch- und Correlationswechselwirkung
dieser Elektronen mit den Elektronen der benachbarten inneren Schale mit
der Hauptquantenzahl n~—1 resultiert, wobei wir zur Berechnung dieser Wech-

3Man vgl. hierzu P. Gombas, Die statistische Theorie des Atoms. S. 99 u. 147, Springer,
Wien, 1949.
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selwirkung fur die innere Schale ein vereinfachtes Austausch Correlations-
potentialss zugrunde legten. Die gegenseitige Austausch- und Correlations-
wechselwirkung der Elektronen in der dussersten Schale mit den Elektronen
der weiter innen gelegenen Schalen kann man vernachlassigen, da sich die ent-
sprechenden Elektronendichten praktisch nicht tberdecken.

Die Energie der lonen wurde nun in der Weise berechnet, dass wir die
Elektronendichte in allen Elektronenschalen, mit Ausnahme der aussersten
Elektronenschale, mit der Elektronendichte im freien Atom als identisch
voraussetzten und die Elektronendichte der &ussersten Elektronenschale,
sowie die Energie des lons aus dem Minimumprinzip der Energie bestimm-
ten. Mit den auf diese Weise festgestellten Energien wurde dann die lon-
isierungsenergie 1j aus (1) berechnet.

Tabelle 1

Die ersten drei lonisierungsenergien des
Ar-Atoms in eV-Einheiten

Theoretisch Empirisch
h 12,50 15,76
h 28,10 27,5
h 44,00 40,7

Die Berechnungen wurden fir die ersten drei lonisierungsenergien des
Ar-Atoms durchgefiihrt ; die Resultate sind in der Tabelle 1 in der zweiten
Kolonne angegeben. Zum Vergleich sind auch die empirischen Resultates
angefihrt. Wie zu sehen ist, kann man die Ubereinstimmung als sehr befrie-
digend bezeichnen.

K PACYETY MOHW3ALIMOHHbLIX SHEPT U

N. TOMBALWL n K. TAOAHbBW

Pesome

ABTOpbI MOMb3YHOTCA A BbIYUCIEHWS MOHMU3ALMOHHBIX 3HEPIWA CTAaTUCTUYECKOW Mo-
J€/blo, B KOTOPOI 3M1EKTPOHbI TPYNMUPOBaHbl MO FMaBHbIM KBAaHTOBLIM YMCMaM, M KOTOpas
Obl1a paspaboTaHa B UX NpefplayLux paboTax. MpuMeHeHWe K MepBbIM TPEM MOHU3ALMOHHBIM
3HEprusiM aToma aproHa NMpUBOAUT K OYEHb YAOB/ETBOPUTENbHLIM pe3ynbTaTam.

4P. Gombas, Handb. d. Phys. 36,S. 175, Springer, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1956.
5Landolt-Boérnstein, Physikalisch Chemische Tabellen,Band I, Teil I.,S. 211, Springer,
Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1950.
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STORUNGSRECHNUNG FUR DAS ERWEITERTE
STATISTISCHE ATOMMODELL

Von

P. Gombas

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(Eingegangen : 12. I1X. 1957)

Es wird fir das mit der urspriinglichen Weizsdekerschen Korrektion erweiterte stati-
stische Atommodell, sowie fiir das mit der vom Verfasser hergeleiteten kinetischen Energie-
korrektion modifizierte Modell eine Stérungsrechnung entwickelt. Fir die Stérungsenergie
erster und zweiter Ordnung, sowie fiir die gestorte Elektronendichte bis zu Glieder erster
Ordnung werden die entsprechenden Ausdriicke explicite angegeben.

1. Einleitung

Die statistische Stérungsrechnung wurde vom Verfasser fir einige stati-
stische Atommodelle, die die Weizsackersche Korrektion nicht enthalten in
einigen fruheren Arbeiten1 entwickelt. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist
die Stérungsrechnung auch auf diejenigen statistischen Modelle auszuarbeiten,
die mit der Weizsaekerschen Korrektion, bzw. mit einer vom Verfasser modifi-
zierten kinetischen Energiekorrektion erweitert sind.

Wir befassen uns hier mit dem Grundproblem der statistischen Stérungs-
rechnung, ziehen also ein statistisches Atom in Betracht, das sich in einem
schwachen &dusseren elektrischen Feld befindet und setzen uns zum Ziel die
Elektronendichte und die Energie das gestdérten Atoms zu bestimmen. Das
Problem lésen wir mit Hilfe eines Variationsverfahrens und bestimmen die
Elektronendichte in erster Ndherung, d. h. bis auf Glieder erster Ordnung
und die Energie in zweiter Naherung, d. h. bis auf Glieder zweiter Ordnung.

Wir entwickeln die Stérungsrechnung zunéchst fir das mit der urspring-
lichen Woeizsédekerschen Korrektion erweiterte statistische Atommodell2
mit der Ordnungszahl Z und der Elektronenzahl N und setzen voraus, dass
im ungestdrten Modell die Elektronen- und Potentialverteilung kugelsym-
metrisch ist.

1P. Gombas, ZS. f. Phys. 122, 497, 1944. Man vgl. weiterhin auch die Arbeiten P.
Gombas, ZS. f. Phys. 97, 633, 1935 ; 98, 417, 1936, die als Vorlaufer der erstgenannten anzu-
sehen sind.

2Bezlglich dieses Atommodells vgl. man z.B. P. Gombas, Die statistische Theorie
des Atoms und ihre Anwendungen, S. 114 ff., Springer, Wien, 1949, sowie P. Gombas, Handb.
d. Phys. Bd. 36, S. 151 ff., Springer, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1956.
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Wir gehen von der Energie dieses Modells aus, die sich aus den folgenden
Anteilen zusammensetzt : aus der Fermischen kinetischen Energie der Elektro-
nen Ek, aus dem Weizsdckerschen kinetischen Energieanteil Et, aus der elektro-
statischen Wechselwirkungsenergie der Elektronen mit dem Kern Ep, aus der
gegenseitigen elektrostatischen Wechselwirkungsenergie der Elektronen Ep
und schliesslich aus der Austauschenergie der Elektronen Ea. Diese Energie-
anteile gestalten sich folgendermassen

Ek= *k j mRdv mit g = T (3n2)23e2a0, (1)
Et—X (— (grad g)2dv mit = ' uny
JJ( : (9 ) y 6 “O (2)
. . Ze
Ep= —ejv kQdv mit = )
r
Ep= — e j VeQdv mit g = cf e(i'} dv' (4)
J IX — X1
. 3 3 13
Ea= — Kaj G;3dv mit x5 = i e ; (5)

hier bezeichnet R die Elektronendichte, e die positive Elementarladung, a0
den ersten Bohrschen Wasserstoffradius, t den Ortsvektor, r die Entfer-
nung vom Kern, dv das Volumenelement, Vk das Potential des Kernes und
Ve das Potential der Elektronen.

Die Gesamtenergie E des Atoms ergibt sich als Summe der Energie-
anteile (1) bis (5). Es ist also

2(R) = EK(R) 4-Ej (8) + Ep (R) + Ep (B) -f-Ea(R) . (6)

Die Energie des Atoms ist eine Funktion von B und man hat B so zu bestim-
men, dass E zum Minimum wird, wobei # der Nebenbedingung

fRedv = Ne ()
zu genlgen hat. Die Bestimmung von B geschieht also aus dem Variations-
prinzip

6(E+VONe)= 0, (8)

wo VO einen Lagrangeschen Multiplikator bezeichnet und die Variation hin-
sichtlich B zu erfolgen hat.
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Aus diesem Variationsprinzip ergibt sich zur Bestimmung von q folgende
Differentialgleichung

4> Nrp-----—xkyp!3*|- — xa ipsl3 -|- (V —UQ e>= 0, 9)
3 3

WO

v=Vk: ve (10)
das Gesamtpotential im Atom und
y) = Qr2 (11)

ist. Die Gleichung (9) ist die mit der Weizsdckerschen Korrektion erweiterte
Grundgleichung der statistischen Theorie des Atoms, auf deren Analogie mit
der Schrodingerschen Gleichung vom Verfasser in einer friheren Arbeit3 hin-
gewiesen wurde.

2. Stérungsrechnung fiur das mit der ursprunglichen Weizsadckerschen
Korrektion erweiterte Modell

All dies bezieht sich auf das ungestérte Atom. Wir wollen nun das ge-
storte Atom in Betracht ziehen. Die Stérung bestehe in einem schwachen
dusseren elektrischen Feld, dessen Potential vs sei. Unter der Wirkung des
Stoérungspotentials wird sich die Elektronendichte &ndern. Fur die Elektronen-
dichte Q des gestdrten Atoms setzen wir

Q=0 X (12)

wo q die ungestérte Dichte und Oy die durch die Stérung bedingte Dichte-
anderung bezeichnet. Da sich die Zahl der Elektronen durch die Stérung nicht
andert, ist
\o'edv = Jpedv = Ne, (13)
also
\ogdv = 0. (14)

Zur Loésung des Stérungsproblems wenden wir das Variationsverfahren
an. Demgemaéss machen wir zunéchst fiir g, bzw. Qg einen entsprechenden
Variationsansatz Und zwar setzen wir

3P. combas, Ann. d. Phys. (67 18, 1, 1956 ; man vgi. auch P. combas, Handb. d.
Phys. Bd. 36, S. 174, Springer, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1956.
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e'=e i+ ificd (15)
V*
also
60=InWV | WK (16)

wo X einen Variantionsparameter bezeichnet, dessen Bestimmung gerade
unser Ziel ist und V* das auf ein Elektron wirkende ungestérte mittlere Poten-
tial bedeutet. FuUr dieses kann man nach Fermi und Amaldi4

N —1
V* = Vk+ — — - Ve (17)

setzen. v0 ist eine Konstante von der Dimension eines Potentials, die wir
aus der Beziehung (14) bestimmen, woraus man

JI 0-~sdv
0= (18)

erhalt.
Wir gehen nun zur Berechnung der Energie des gestdérten Atoms Uber.
Hierzu setzen wir zur Abklrzung

s, (19)

womit man die gestérte Dichte und die Dichtednderung in der Form

Q=0Q+a= QU + X, (20)
dp = /.so (21)

schreiben kann. Wir betrachten vs, bzw. dg als eine kleine Grdsse von erster

Ordnung und entwickeln den Energieausdruck des gestdrten Atoms bis zu

Glieder, die von zweiter Ordnung klein sind. Wir ziehen die einzelnen Energie-

anteile gesondert in Betracht und bezeichnen diese zum Unterschied von den

Energieanteilen (1)—(5) des ungestdrten Atoms mit einem Strich rechts oben.
Fir E'k erhéalt man sofort

Ek= Ek+ ~-xk 30Qdv + -~-xk{ 1 (Og)2dv. 22
A JQQ*' Q 9 3{014(9) (22)

4E. Fermi u. E. Amaidi, Mem. Acc. Italia 6, 117, 1934 ; man vgl. auch P. Gombas,
Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen, S. 65 ff., Springer, Wien, 1949.
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Die Berechnung von E[ kann folgendermassen geschehen. Wenn wir
statt Q die Grosse

Y = 2= w1 + As)ir (23)

einfuhren, so ergibt sich fur Et
J = E, 4xfAj[s (grad xp)2 - grad (¥2) grad sl dv 4~
A 2
+  ~ljvz (grads 2dv. (24)

Das Integral Giber ~ grad(y>2) grad s lasst sich mit Hilfe einer partiellen Inte-

gration umformen. Mit Ricksicht darauf, dass grad (xp2) im Unendlichen ver-
schwindet, folgt

Jgrad (u4) grad s dv Si1(¥®2) dv . (25)

Wenn wir hier noch den Zusammenhang

A () = 2 (grad xp)2 2ipAxp (26)

bericksichtigen, so erhdlt man
Jgrad (ip2) grad sdv = — js (grad xp2dv — JpApdv . (27)

Nach Einsetzen des rechts stehenden Ausdruckes in (24) ergibt sich fur E
der Ausdruck

Ei=Ej—4XjAlsipAxpdv 4- %5 I 2 (grad s)2dv, (28)

den man mit Ricksicht auf (11) und (21) auch folgendermassen schreiben

kann
d
Ei = Ei — 4xj FAL sqdv grads  dp)2dv . (29)
J W s

Sehr einfach gestaltet sich die Berechnung von Ep ; man erhélt
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Bei der Berechnung von Ep hat man zu berucksichtigen, dass sich
zufolge der Dichtednderung <y auch das Potential der Elektronenwolke Ve
andert. Diese Anderung bezeichnen wir mit 6Ve; es ist also

v— | (31)
Mit Rucksicht auf die Beziehung
gOVedv =_\]!/ eoq dv (32)
folgt fur Ep
Ep= Ep—ej'Veosgdv--——- e jOVedqdyv . (33)

Schliesslich haben wir noch die Energie E'a zu berechnen, fur die man
den Ausdruck

1,
K = Ea- vy f81'3aQdv - ~ xa (ag) 2dv (34)
J e
erhélt.

Ausser diesen Energieanteilen entsteht im gestérten Atom noch eine
weitere Energie daraus, dass sich das Atom in dem &usseren Stdrungsfeld mit
dem Potential vs befindet. Hieraus ergibt sich die Energie

= — |4 (et os)dvm (35)

Fur die gesamte Energie E' des gestdérten Atoms bis zu Glieder die von
zweiter Ordnung klein sind, erhalt man also

E' —Ek+ E[ 4-Ep -f-Ep + Fa+ e —

. 1 Igrads )
. (agy2 + xt (6q) -— € dvedQ—
nil3 g1 s

—  (k>2) Jdv — e Jvs (g + 60) dv . (36)

. 5 ;
£+ ] éXk 203 = Ax_rp - (Vk+ g13 OQdv +
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Das erste Glied auf der rechten Seite, E, ist die Energie des ungestdérten Atoms,
die weiteren Glieder geben die Energiednderung des gestdrten Atoms bis zu
Glieder zweiter Ordnung. Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet.
Mit Rucksicht auf (10) und (11) ist ndmlich der Integrand zufolge der Grund-
gleichung (9) mit — VO0e Qg identisch, womit sich fiir das Integral der Aus-
druck — VO0e (0Oq dv ergibt, der wegen der Bedingung (14) verschwindet.

Fir die Stérungsenergie®erster Ordnung, rx und zweiter Ordnung, rj2
erhalt man somit folgende Ausdricke

M- — e\vsqdy, (37)

5 1 ' grads

2oL (oede *r- (dp)2- e OVeSo -

b be (oe)r-w *e dVv=- WSX+ (Wk+ Wj+ Wp- Wa)x2,
6

(38)
wo wir der Kurze halber folgende Bezeichnungen einfihrten
Ws=e UssQdv, (39)
Wk= — xk g53s2dv, (40)
Wj = x- Q(grads)2dv, (41)
e _ 1200 as(n)o&l™) gy
W, =~ —e 1 |cCOVedqdv = —= e2-= dvdv' —
2 X2 r—r
(42)
2 JJ G- 1
p4/3s2dv . (43)
wig

Der~Variationsparameter X, der nur in eingeht, wird aus der Minimumsfor-
derung der Energie, d. h. aus der Gleichung

dE _ o2 = o
dl dl

(44)
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bestimmt, aus der man fir X den Wert

;0((: R (45)
2 (Wk+ Wi+ Wp- Wa)

erhélt. Mit diesem folgt aus (38) fur die Stérungsenergie zweiter Ordnung

W
V2= - 2 . (46)
4 (Wk+ Wj+ Wp- Wa)

und aus (15) fur die Elektronendichte des gestérten Atoms in erster N&herung

_ ] W 47
Q—=Q1+ -V . LY ootw 1AL (47)

Die Stdrungsenergie erster Ordnung ist also auch hier, gerade so wie in der
friher entwickelten Stérungsrechnung fur die &lteren Modelle, der nach der
ungestdrten Ladungsdichte —ge gemittelte Wert des Stérungspotentials.
Fur die Storungsenergie zweiter Ordnung, fur die Elektronendichte des gestor-
ten Atoms in erster N&herung, sowie fir den Parameterwert X0 ergeben sich
ganz &hnliche Ausdricke wie in der &lteren Stérungsrechnung ; ein Unter-
schied besteht nur darin, dass im Ausdruck fir X0 im Nenner das durch die
Weizsackersche Korrektion bedingte Glied JE, hinzukommt.

3. Storungsreclinung fur das modifizierte Modell

Wir kommen nun noch auf das vom Verfasser durch eine weitere Kineti-
sche Energiekorrektion modifizierte Atommodells zu sprechen. Diese Korrek-
tion betrifft die Fermische kinetische Energie Ek [man vgl. (1)]. An Stelle des
Ausdruckes (1) tritt im modifizierten Modell die Summe der folgenden beiden
Energieausdrucke

[
a Loy =
— _ ps3dv = - aK.os534nr2dr, (48)
3 ] 3 )
0
a
Y 1 b3 31 B 1 1
K= % / - — - __ 4nra2dr, 49
JL K&b 164 r+|2Qr2 yis— (49)
n

5P. Gombas, Ann. d. Phys. [6] 18, 1, 1956. Man vgl. auch P. combas, Handb. d. Phys.
Bd. 36, S. 152 ff., Springer, Berlin-Géttingen-Heidelberg, 1956.
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wo der erste den azimutalen und der zweite den radialen Anteil der Fermischen
kinetischen Energie darstellt ; r, und rasind die Wurzeln der Gleichung

1
2472r2ri

(50)

und zwar bezeichnet r, die zum Kern nédher liegende und ra die vom Kern
entferntere Wurzel ; yx y2und y3sind die folgenden Konstanten

1

. (3n2)l3p2. e
i 2 gy 57602

-an (51)

Aus dem Variationsprinzip (8) folgt jetzt statt der Grundgleichung (9) die
modifizierte Grundgleichung

10 4
iXjAip— xky>?i3—f(rp,r)+ -xamp3 + (V — V0 ey>=0, (52)
wo die Funktion f (> r) folgendermassen definiert ist

5 4 11
fur Ti<ar<ra ist f(w,r) - Xkpr3— -Yiver o +Yzvo—,
v 0 r rz (53)

fur 0 < r< r;,sowie fur r~>raist f (*, r): 0.

Die Energieanteile Ek und Ek gestalten sich fir das gestdrte Atom bis
zu Glieder die von zweiter Ordnung klein sind folgendermassen

Ek = Ek+ xk1p23dg dv -j- X, 1 (do)~dv , (54)
k k 9 4J 27 J ei3 V
Ek —EKkK 5 XK? 1 * -A Y113 1 +7, 1 o6qdnradr
9 3 r r2
Vo vi (<Bp)24nra</r. (55)

27 pls = 9 p23 r

Zufolge der Dichteanderung Qg &ndern sich auch die Radien r, und ru Die
hieraus resultierende Energiednderung trégt zu den von erster und zweiter
Ordnung kleinen Gliedern nichts bei, da die erste und zweite Ableitung des
Integrals 149) nach r,, bzw. ra und die erste Ableitung des Integranden nach
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Qflir r= r,und r = raverschwinden, wie man sich an Hand des Zusammen-
hanges (50) leicht Uberzeugt.

Es lasst sich nun geradeso wie im vorangehenden Fall der urspringlichen
Weizsackerschen Korrektion zeigen, dass der Ausdruck (37) der Stdérungs-
energie erster Ordnung unverédndert bleibt und dass sich fiur die Stérungs-
energie zweiter Ordnung jetzt der Ausdruck

V2= . wsx+ (WI+ wk+ wt+ wp. Wa) ¥ (56)

ergibt, wo Wk und Wk folgende Bedeutung haben

o«
10
Whk= "-.«n fp5'3s24 7tr2dr, (57)
27 )
n = 5- ka5503322 ------- g-y1 J lSt 4nrz2dr . (58)
.27 9 T

Man hat also jetzt fur $D, rf2und q

W.

Sl (59)
2(WB+ WKk+W i+ Wp-W a)
1 1F2
2= - — A JFS= * (60)
2 4 (B7«+ jfr+1Fit+ JFp-1F Q)
W,
0=0 1+ 0 s i+ . .
u* 2 (IF? + Wk+ wj+ Wp. Wa) v

61)

Der Unterschied gegentiber den Formeln (45), (46) und (47) besteht also darin,
dass an Stelle von WK tiberall WK ... WK tritt.

PACUYET BO3MYLWEHNA B PACLUMPEHHOW CTATUCTUYECKOW MOAENN ATOMA

M. FOMBALL
Pestome

B cTaTbe npefcTaBneH pacyeT BO3MYLLEHWIA ANs CTaTUCTUYECKON MOfenn atoMa, pacLum-
peHHOI nepBOHa4a/lbHOM MONpPaBKoi Beiilcekkepa 1 Ans Mogen MoanuLMpoBaHHOW C Kop-
peKuMeil KNHETUYECKOW 3Heprum, paspaboTaHHOW aBTOPOM. [laHbl COOTBETCTBYHOLLME IKCMU-
LMTHble BbIPXEHUS 3HEPTUM BO3MYLLEHWS MEPBOrO M BTOPOrO MOPSLKA U TakXe BbIpaXeHue
BO3MYLLEHHO MMIOTHOCTU 3MEKTPOHOB [0 MEpBOro Mopsaka.



UBER DIE DRUCKABHANGIGKEIT DES DREHIMPULSES
VON ATOMEN

Von

P. Gombas
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(Eingegangen : 12. IX. 1957)

Es wird die Druckabhangigkeit des Drehimpulses von Atomen am absoluten Nullpunkt
der Temperatur auf Grund des statistischen Modells von Thomas und Fermi berechnet.

In einer friheren Arbeitihaben wir die Druckabhédngigkeit der Dreh-
impulsverteilung der Elektronen in Atomen untersucht und festgestellt, wie
die Besetzungszahlen der Elektronenzustdnde mit verschiedenem Drehimpuls
vom Druck abhédngen. In der vorliegenden Arbeit soll nun ermittelt werden,
wie der Drehimpuls, genauer das mittlere Drehimpulsquadrat von Atomen am
absoluten Nullpunkt der Temperatur vom Druck abhdngt. Fur den Druck
Null wurde die Drehimpulsverteilung von Jensen und Luttinger berechnet2

Das mittlere Drehimpulsquadrat ist fir ein neutrales Atom von der
Ordnungszahl Z folgendermassen definiert

V = AL*dN L, (1)

wo dNL die Anzahl der Elektronen bezeichnet, deren Drehimpulsbetrag
zwischen L und L dL liegt. Fir dNL gilt der bekannte Ausdrucks

wo r die Entfernung vom Kern, p/t den Betrag des maximalen Impulses der
Elektronen und h die Plancksche Konstante bedeutet und die Integration
auf alle r-Werte auszudehnen ist, fir Welche der Ausdruck unter der Wurzel

1P. Gombas, Acta Phys. Hung. 7, 365, 1957.
2J. H. D. Jensen u.J. M. Luttinger, Phys. Rev. 86, 907, 1952.

3Man vgl. z. B. P. Gombas, Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen*
S. 169, Springer, Wien, 1949.
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im Integranden positiv ist. Nach Einsetzen des Ausdruckes (2) fur dNL in
(1) erhalt man nach einfacher Rechnung

r-P,
32n:2
L2= L3(r2p2—L2yv2dL
h3 iiv ]
0 r,
64 n2
; ©)
L5 A3
0 0

wobei wir die Beziehung zwischen puund der Elektronendichte q

13
Ae1-3 (4)
n;

benutzt haben und mit ro den Grenzradius des Atoms bezeichneten.
Zur Auswertung des Integrals in (3) ziehen wir das Thomas-Fermische
Modell heran. Es ist dann zweckmadssig die dimensionslose Variable

©)

mit
9n2 6
27 (6)
und die dimensionslose Funktion
2(*)=-" -
2(*)=-7, G- Vo) 4%

einzufuhren, wo a0 den ersten Bohrschen Wasserstoffradius, e die positive
Elementarladung, V das Gesamtpotential im Atom und V0 das hdéchstmdgliche
Potential im Atom bezeichnet. Fur das Thomas-Fermische Modell gilt
die Beziehung

Z I<p 32

8
an/i~3 X (8)

Mit dieser sowie mit (5) ergibt sich4 aus (3) fur L2

'‘3n 213 h |2

©)

4 2n

41In der Arbeit von Jensen u.Luttinger (L c.) befindet sich in der Endformel fur L2
ciin Druckfehler. Es steht dort im nachstehenden Integral iin Integranden (x (Pd3statt (x (p)3



UBER DIE DRUCKABHANGIGKEIT DES DREHIMPULSES VON ATOMEN 317

wo X0 mit dem Grenzradius ro durch die Beziehung

10
H (10)

zusammenhangt.

Mit Hilfe von (9) kann man L2 fiur beliebige :t0-Werte berechnen. Von
Jensen und Luttinger wurde La fur x0— r0 = oo berechnet. Fur diesen
Grenzradius, der dem freien Atom entspricht, verschwindet der Druck. Fur
endliche Grenzradien hat der Druck endliche Werte. Der Druck fur beliebige
Grenzradien kann aus der bekannten Formels

P = (11)
berechnet werden, wo xk die Konstante

xk T (31r2) 2/3 €228 (12)

und Q die Elektronendichte am Atomrand bezeichnet ; e ist die positive Ele-
mentarladung. Mit den dimensionslosen Variablen x und @ l&sst sich P in der
Form

L4 s TR R <) (13)
90 71 6 < v *O

schreiben.

Tabelle 1
L2und p fir verschiedene joO-Werte. L2Z23in JR(452- und P/ZX¥3 in 1010 dyn/cm2Einheiten

15880710 1,588 1.586 1,55 1,38 1,00
%0 0o 8,59 585 2,80 1,69 119
L2z %3 0,2620 0,2957 0,3429 04775 0,6005 0,6588
p i2108 0 0,0104 0,153 18,3 358 2470

In der Tabelle 1 sind fur mehrere Werte von x0 fur das Thoinas-Fer-
misehe Modell die zusammengehdérenden Werte von L2/Z23 und P/Z103 ange-
geben.s In der ersten Zeile der Tabelle sind auch die Werte des Anstieges der

5Man vgl. z. B. P. Gombas, Handb. d. Phys. 36, S. 124, Springer, Berlin-Gottlingen-
Heidelberg, 1956.

6Die Berechnungen wurden mit den Ldsungen von Siater UNd Krutter (Phys.
Rev. 47, 559, 1935) durchgefihrt. Beziiglich der tabellierten Ldsungen vgl. man P. Gombas,
Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen, S. 357 f., Springer, Wien, 1949.

4 Acta Physica VIII/3.
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Anfangstangente, 9/ (0), angefuihrt, die vielfach ebenfalls zur Charakterisierung
der Losungen <f(X) dienen. Mit Hilfe der in der Tabelle 1 angegebenen Daten
lassen sich fur ein beliebiges Atom bei den in der Tabelle angegebenen .r0-

Werten die zusammengehdrenden Werte von L2 und P feststellen.

Tabelle 2

L2 und P fur verschiedene Werte des Grenzradius, fir das Xenon-Atom. L2 in /r2/(4.12)-, P in

1014 dyn/cm2 und r0 in o0-Einheiten

—<p(0)  1,5880710 1.588 1,586 1,55
X0 0 8,59 5,85 2,80
ra ® 2,01 1,37 0,656
L2 3,743 4,225 4,899 6,822
P 0 0,617 9,55 1080

1,38
1,69
0,396

8,579
210.102

1.00
1.19
0,279

9,412
147.103

Diesen Zusammenhang zwischen L2 und P haben wir fir das Xenon-
Atom berechnet. Die Resultate sind in der Tabelle 2 angegeben und in Fig. 1

auch graphisch dargestellt.

Fig. 1. L2und log P als Funktionen von x0, bzw. I/x0fir das X-Atom ;

in dyn/cm2Einheiten

L2in fed(4?t2)-und P
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3ABNCUMMOCTb MOMEHTA KOJ/IMYECTBA [AOBVXEHUA OT AABJIEHUA
n. rOMBALU

Pesome

ABTOp Ha OCHOBaHuK CTaTUCTMYECKOIA mMogenn Tomaca—®PepMn BbIYUCNSAET 3aBUCKU-
MOCTb MOMEHTa KO/IM4YeCTBa ABWXXEHMUA aTOMOB OT AaB/IEHNA NpK abCoNTHOM Hofe Temnepa-

TYypbl.






ZUR STATISTISCHEN THEORIE KOMPRIMIERTER

ATOME
Von
P. Gombas

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(Eingegangen : 19. IX. 1957)

Es wird gezeigt, dass die statistische Theorie komprimierter Atome durch die Erweite-
rung mit der Weizsackerschen Korrektion im Verhéltnis zu den Thomas-Fermischen und
Thomas-Fermi-Diracschen Theorien eine wesentliche Anderung aufweist. Bei zunehmender
Kompression steigt nédmlich die Energie des Atoms nicht monoton an wie in den Thomas-
Fermischen und Thomas-Fermi-Diracschen Theorien, sondern sinkt zunachst ah, durch-
lduft ein Minimum und steigt von dort an sehr steil an. Auf Grund dieser Resultate sind
die aus den Thomas-Fermischen und Thomas-Fermi-Diracschen Modellen hergeleiteten
Druck—Dichte Beziehungen einer Revision zu unterziehen.

1. Einleitung

Die statistische Theorie des durch einen &usseren Druck zusammen-
gedréngten Atoms fur tiefe Temperaturen wurde von mehreren Autoren, ins-
besondere von Stater und Krutter sowie von Jensen ausgearbeitet.1 Dieses
Modell des statistischen Atoms mit einem endlichen Grenzradius und nicht
verschwindender Randdichte bildet die Grundlage der statistischen Theorie
der Materie unter hohem Druck, wo die Atome in einem Gitter von hoher
Symmetrie angeordnet sind und man die ein Atom enthaltende Elementarzelle
durch eine Kugel vom gleichen Volumen, die sogenannte Elementarkugel,
approximieren kann. Diese Elementarkugel bildet den elementaren Baustein
der Materie unter hohem Druck, man kann daher mehrere wichtige Eigeschaf-
ten der Materie unter hohem Druck aus der Theorie dieser Elementarkugel
herleiten. So konnte Jensen2 unter anderen die Druck—Dichte Beziehung der
Elemente, insbesondere die des Eisens, bis zu sehr hohen Drucken herleiten.
Mehrere Autoren haben versucht aus der Theorie des zusammengedréangten
statistischen Atoms auch die Theorie der Metalle unter Normaldruck zu ent-
wickeln, was jedoch fir eine der wesentlichsten Metalleigenschaften, die metal-
lische Bindung, zu einem negativen Resultat fihrte. In der Thomas-Fermi-

1J. C. Stater u. H. M. Krutter, Phys. Rev. 47, 559, 1935 ; H. Jensen, ZS. f. Phys.
111, 373, 1939. Bezilglich weiterer Literaturangeben auch fiur den hier nicht behandelten
Fall beliebiger Temperaturen vgl. man z. B. P. Gombas, Handb. d. Phys. 36, S. 214 ff., Springer,
Berlin-Guttingen-Heidelberg, 1956.

2H. Jensen, ZS. f. Phys. 111, 373, 1939.
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sehen N&herung zeigt ndmlich die Energie der Elementarkugel als Funktion
des Kugelradius’ Gberhaupt kein Minimum, in der Thomas-Fermi-Dirac-
schen N&herung ist zwar ein Energieminimum vorhanden, dieses besitzt jedoch
nach Abzug der Energie des freien Thomas-Fermi-Diracschen Atoms den
Wert Null, es ergibt sich also fir die Bindungsenergie der Wert Null, d. h.
eine Bindung kommt auch in diesem Modell nicht zustande.3

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die statistische Theorie von kompri-
mierten Atomen fir tiefe Temperaturen durch die Weizsdchersche Korrek-
tion der kinetischen Energie und durch die vom Verfasser entwickelte Modifi-
kations dieser Korrektion zu erweitern. Das wesentlichste Resultat, das man
bei Hinzunahme der Weizsackerschen Korrektion erhéalt, besteht darin, dass
die Energie als Funktion des Radius’ der Elementarkugel jetzt — im Gegen-
satz zu den Resultaten der friheren Berechnungen, die ohne der Weizsécker-
schen Korrektion durchgefihrt wurden — ein sehr ausgepréagtes Minimum
aufweist.

2. Grundlagen des mit der Weizsackerschen Korrektion erweiterten
statistischen Modells

Wi ir sehen zuné&chst von der vom Verfasser eingefihrten Modifikation ab,
ziehen also nur die urspringliche Weizsadckersche kinetische Energiekorrek-
tion in Betrachts und gehen von dem mit dieser Korrektion erweiterten Ener-
gieausdruck des statistischen Atoms, mit der Ordnungszahl Z aus, der sich
folgendermassen gestaltet

E = xkJ'ipyv'3dv -j- ix J (grad f)2dv Vk+ V. if2dv —xa jmp8adv;

(1)

hier bezeichnet y2 = q die Elektronendichte, Vk das Potential des Kerns, Ve
das Potential der Elektronenwolke und dv das Volumenelement. xk, xt und xa
sind die folgenden Konstanten

3 3T3
xk= —0 (3112 v,e 220, Xi (2)

3Man vgl. z.B. P. combas, Handb. d. Phys. 36, S. 215 u. 219, Springer, Berlin-
Gottingen-Heidelberg, 1956.

4Man vgl. z. B. P. combas, Handb. d. Phys. 36, S. 151 ff., Springer, Berlin-Gottin-
gen-Heidelberg, 1956.

5Man vgl. z. B. P. combas, Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen,
S. 110 ff., Springer, Wien, 1949.
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e bedeutet die positive Elementarladung und a0 den ersten Bohrschen Wasser-
stoffradius. Die Potentiale Vk und Ve haben folgende Gestalt

Ze — Fy2 (ryip2(ey
Vk= V.= PEOIEE gy 3
r r r
wo r die Entfernung vom Kern und r, bzw. I' Ortsvektoren bezeichnen. Die

Integration in (1) sowie in (3) ist auf das ganze Atomvolumen auszudehnen.

Die Bedeutung der einzelnen Glieder in (1) ist die folgende : das erste
Glied auf der rechten Seite ist die Fermische kinetische Energie der Elektronen,
das zweite die Weizsadckersche Korrektion, das dritte die gesamte elektrosta-
tische Energie der Elektronen und schliesslich das vierte die Austauschener-
gie der Elektronen.

FlUr die Elektronendichte g = ip2 besteht die Bedingung, dass das auf
den ganzen Raum erstreckte Integral von g mit der Gesamtzahl N der Elektro-
nen gleich sei. Es muss also

lippedv = Ne (4)

sein.

Die Variation von E hinsichtlich mpliefert bei festgehaltener Elektronen-
zahl N die zur Bestimmung der Elektronendichte dienende Grundgleichung
des Atoms. Das Variationsprinzip l&sst sich also folgendermassen formulieren

6(E+VONe) =0, (5)

wo VOeinen Lagrangeschen Multiplikator bezeichnet. Hieraus folgt die Grund-
gleichung

4X Nrp-— —xkip7'3 — xayhi3-)- (V — V0)eip= o, (6)
3 3
wo

V=vk+ Vc (v

das gesamte elektrostatische Potential bedeutet.
Flar Vg gilt auch hier gerade so wie bei dem freien Atom die Beziehung

QE
Voe = - 8
e N (8)

Es ist also V0e auch hier das Gibbssche chemische Potential.
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Wir beschrédnken uns im folgenden auf eine kugelsymmetrische Vertei-
lung der Elektronen und somit auch des Potentials im Atom und denken uns
die Atome als Kugeln vom Radius roin einem Gitter gepackt. Weiterhin setzen
wir im folgenden durchweg voraus, dass es sich um neutrale Atome handelt,
dass also N = Z sei.

Aus der Stetigkeitsforderung des Potentials und der elektrischen Feld-
stirke am Atomrand folgt dann, dass die folgende Gleichung bestehen muss

av
9r - (9)

Diese Gleichung enthalt die Aussage, dass das Atom nach aussen hin neutral
ist, sie ist also mit der Normierungsbedingung (4) fir N = Z gleichbedeutend.

Das Potential selbst ist nur bis auf eine additive Konstante festgelegt.
Da sich das komprimierte Atom immer im Inneren der Materie befindet,
kann diese Konstante nur mit einer gewissen Willkir bestimmt werden. Wir
wahlen sie im folgenden so, dass das Potential ganz &hnlich wie beim freien
Atom am Atomrand verschwinde, d. h. dass

V(rd = o (10)
sei.
Weiterhin muss am Atomrand aus Symmetriegrinden die Elektronen-
dichte Q mit ihrer Ableitung stetig Ubergehen, d. h. es muss die weitere Glei-
chung

(11)

bestehen. Wenn man in dieser Gleichung g = ip2setzt, so ist zu sehen, dass die
Bedingung (11) mit einem der folgenden drei Falle &quivalent ist

a) V'(ro) = 0, ip(r0) = const., (12)

b) V(g = 0, Y (r0) = const., (13)

c) vw =0, Y (ro) = o, (14)
wo wir zur Abkirzung die Bezeichnung (:)IF: ip einfuhrten.

Der Fall c entspricht dem freien Atom. Aus der Grundgleichnung (s)
ist ndmlich mit Ricksicht auf (10) und (9) sofort zu sehen, dass in diesem Fall
ausser ip und ihrer ersten Ableitung auch alle héheren Ableitungen bei r = r,
verschwinden. Hieraus folgt, dass ro = oo sein muss; dies ist der Fall des
freien Atoms.
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Die Félle (12) und (13) entsprechen dem komprimierten Atom und fuhren
zu voneinander wesentlich verschiedenen Ldsungen, auf die wir weiter unten
ausfuhrlich zu sprechen kommen.

Sobald die Ldsung y> fur einen bestimmten Grenzradius ro bekannt ist,
kann die Energie an Hand des Ausdruckes (1) ohne weiteres berechnet werden.
Ausser der Energie ist noch der Druck am Atomrand von Interesse ; fur diesen
wollen wir im folgenden einen Ausdruck herleiten.

3. Herleitung des Ausdruckes fir den Druck am Atomrand im Falle
der urspringlichen Weizsdckersehen Korrektion

Alle unsere folgenden Betrachtungen beziehen sich auf den absoluten
Nullpunkt der Temperatur. Fir den Druck P gilt dann

dE 1 dE
dv 4 £'1  dr0O

Unsere Aufgabe besteht also in der Berechnung von dE/dr0. Dies kann ganz
dhnlich zum Thomas-Fermischen oder Thomas-Fermi-Diracschen Atom
folgendermassen geschehen ; der einzige Unterschied im Verhdltnis zum letz-
teren besteht in E im Weizséckerschen Korrektionsglied.

Mit Rucksicht darauf, dass y voraussetzungsgemass kugelsymmetrisch
ist und die Integration auf die Kugel vom Radius ro auszudehnen ist, ergibt
sich

dE: .
= 4wy xKkipi(>3 4- 4xtip'2  Vk + eip2 — xa y=8Ir +
ar0 jr= To
ir () n 4y nsi
frej2 Ut M P3— Vk+--Vteop— (16)
1 1 2 3 J
0
92w |
----- :elw“--z---Q--\-/9 + 8x,Y dr
2 8r0 groQr |

Wir wollen zunédchst 9Vdgd r umformen. Gerade so wie im Falle des Thomas-
Fermischen oder Thomas-Fermi-Diracschen Atoms erhdlt man mit dem
zweiten Ausdruck (3)

Qve V2(M) ¢ 26 v () ay(r) av’, (17)
3rn § r—r 3r,, X —X
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wo man im ersten Glied auf der rechten Seite, das aus der Differentiation nach
der Grenze folgt, die Integration auf die Kugelflache T = ro zu erstrecken hat.
Durch Vertauschung der Integration ergibt sich
9F, : - dip
4n Y2 -l - r2dr = 4nr8 Vr (r0) ip2 (r0) -f 4n  2ip------- Veradr. (18)

ori 9rn
0

Nach Einsetzen dieses Ausdruckes in (16) folgt

dE = 4nrz2 [xkipld3 + 4*, yy2 — Veip2 — xayA3|r=ro +
dr,,
N 4 .
f A2 & — yd3—Vew—--X Wai3 (19)
1 9ro 3 3
+ 8» f 1
9ro9rJ

dE
Zur weiteren Vereinfachnune; des Ausdruckes fir wollen wir das Integral

7}
tber 4n: riy>'—y)r in (19) umformen. Wenn man die Differentiation nach
0roo

02
rund roin ) vertauscht und dann partiell integriert, so ergibt sich
oroor

[o]
4n Jr%yj/ QP gr=ap 2.9 ¥4

Jdool A 9r Oro
'0
anrz2 vy Y an [ (rayr 4~2ry') ——dr, (20)
arn J 9ro
wo die zweite Ableitung von y>nach r bezeichnet.

Mit Rucksicht darauf, dass ip richtungsunabh&dngig ist, kann man

Y- Y —Aip (21)

setzen und erhdlt somit aus (20)

an | r2yl — - dr = 4nrg —4n j r2-~~Ay>dr. (22)
J Oro9r 8rn arn
0 0
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Wenn man diesen Ausdruck in (19) einsetzt und beachtet, dass ip eine L&sung
der Grundgleichung (s) ist, so folgt

dE . di .
anr% XKky>103 -(- 4x,-y)'2+ 8Xj Y P Veip2 — xaf 813
dr0 8m
44 V0e 2ip > dr . (23)
or,

Das Integral in (23) lasst sich mit Hilfe der Nebenbedingung (4) berechnen,
denn es ist

r.,

dN = 4nr2Y (r0) + 4n | 2» & (24)
or,, 3! 3ro

Mit Hilfe dieser Beziehung erhélt man aus (23) und (15) fur den Druck
am Atomrand

1 dE . dip
P Xkfl03+ xawl3- VOeip~—4xt Y2+ 2Y
4nr2  drn o, =,

(25)

wo wir gemdass der Beziehung (10) V (r0) = 0 setzten und zur Abkirzung fir
y>(r0) die Bezeichnung ip0 einfihrten.

Mit Hilfe der Grundgleichung (6) lasst sich VO eliminieren und es ergibt
sich dann fir den Druck am Atomrand der Ausdruck

di
P =, xkyl°s xaipl 3— 4Xi YA>-f-Y 2 gp (26)
rn

in dem nur tp, weiterhin die erste und zweite Ableitung von ip nach r, sowie
die erste Ableitung von ip nach ro am Rand des Atoms eingehen.

Die Weizsadckersche Korrektion dussert sich in diesen Ausdricken formal
in den Gliedern mit x,; fur Xj = 0 gehen sie in den Thomas-Fermi-Dirac-
schen und fir Xj = 0 und xa= 0 in den Thomas-Fermischen uber. Die
Weizsdckersche Korrektion bewirkt natiirlich weiterhin auch eine Anderung
von ip0 und VO0.

Sowohl (25) wie (26) sind die vollstdandigen Ausdricke fur P, d. h. wir
haben in diesen die Randbedingungen, nach welchen am Atomrand in einem
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Fall ip" und im anderen ip verschwindet, noch nicht bertcksichtigt. Wir wollen
nun diese beiden Fé&lle gesondert in Betracht ziehen.
Wi ir befassen uns zunédchst mit dem aufS. 324 mit (12) bezeichneten Fall,
bei welchem
ipi(r = 0 und ip(r0) = ip0= const, ¢ O (27)
ist.
Man erhélt dann aus (25) fur den Druck

P=- 4< 3+ yaWo3+ W»> (28)
wo wir statt VO die maximale Energie eines Elektrons im Atom

e,= -eVO0 (29)

eingefuhrt haben. Der Ausdruck (28) ist formal mit dem Ausdruck des Druckes
fur das Thomas-Fermi-Diracsche Atom identisch ; er fiuhrt jedoch, wie wir
sehen werden, zu einer vom Thomas-Fermi-Diracschen Atom ganzlich
verschiedenen Abhé&ngigkeit des Druckes von ro und zwar im wesentlichen
wegen der vom Thomas-Fermi-Diracschen Atom ganzlich verschiedenen
Abhéangigkeit des Parameters VO von r,,.

Aus (26) ergibt sich fur den Druck ebenfalls im Fall (12)

2

1
P = —*kW°i3— — fo3- 4% Wor" (ro) » (30)
D O

In dem auf S. 362 mit (13) bezeichneten Fall ist

F(ro) = W= 0 und WY{To) = const, ¢ O. (31)

Wie im Anhang X gezeigt wurde, gilt fur den Fall, dass ip(r0) = 0 ist,

dip dip |

3rn I |-r.

Mit Rucksicht hierauf erhdlt man dann sowohl aus (25) wie aus (26) fur den
Druck den Ausdruck

W'(r0) m (32)

P = 4x¢[ip'(rO]2. (33)

In diesem Fall ist also P immer positiv.
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4. Das zusammengedréangte Atom mit der modifizierten Weizsdckerschen
Korrektion

In einigen fruheren Arbeitense wurde vom Verfasser gezeigt, dass die
in (1) vorgenommene einfache Addition der Fermischen und Weizsackerschen
kinetischen Energie zu einem Fehler fuhrt, indem ein Teil der kinetischen
Energie — die sogenannte kinetische Selbstenergie — doppelt gezahlt wird.
Die Beseitigung dieses Fehlers fuhrt zu einer weiteren Korrektion, mit der sich
die Energie des Atoms folgendermassen gestaltet

E = x¥ j ipl03dv -f xk j |yt203—(ipa3s €2 ip2—-----c3 —Jdv -f-
3
P.~iPe

4Xj (grad if)~dv — , eyj2dv —xa jye&sdv, (34)
v

wo Cj, c2 und c3 die folgenden Konstanten bezeichnen

5 7113 5 7123 1 n
f fo = - > CO --- (35)
41r 3! 12n2 3 576n4 3

weiterhin ist

13
hipl 3 (36)

der Betrag des maximalen Impulses der Elektronen und

h
Pe = 1 (37)
271

h bedeutet die Plancksche Konstante. Die Beschrdnkung des Integrations-
gebietes im zweiten Integral auf der rechten Seite in (34) durch die Bedingung

(38)
bedeutet, dass man die Integration auf eine Kugelschale vom inneren Radius

6 P. Gombas, Ann. d. Phys. [6] 18, 1, 1956 ; weiterhin P. Gombas, Handb. d. Phys.
36, S. 152, Springer, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1956.
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r-und &usseren Radius raauszudehnen hat, wo r, die kleinere und ra die gro-
ssere der beiden reellen positiven Wurzeln der Gleichung

1 3 U/ls hip213 1 h (39
ip2l3 =
R< 2 P 2 24T

ist. Sofern diese Gleichung im Gebiet 0 <[ r ro nur eine Wurzel besitzt, so
ist diese mit r, zu identifizieren ; der Radius raist dann mit ro gleichzusetzen.

Aus dem Variationsprinzip (5) ergibt sich mit (34) fur die korrigierte
Grundgleichung statt (s)

4xtAip — 10-xky>7l3—g (ip,r) + 4-Kaxp33 + (V —VQeip= 0, (40)
9 3

wo die Funktion g (ip, r), die aus dem zweiten Integral auf der rechten Seite
in (34) resultiert, folgende Redeutung hat :

fur ri<r<,raist g@>r) = — xk »l3 CGipp3 1+ g—c,,ip—l- ,(41)
2

fur 0< r< r, sowie fur r~>raist g(>r = 0. (42)

Die Funktion g (yj, r) und ihre Ableitung nach r verschwinden bei den Grenz-
radien r, und raund verhalten sich dort stetig.

Wenn man die Konstanten cv c2und c3gleich Null setzt und die Beschréan-
kung des Integrationsgebietes im zweiten Integral (34) aufhebt, d. h. r,= 0
und ra = ro setzt, so geht der korrigierte Energieausdruck (34) in den nicht
korrigierten (1) und die korrigierte Grundgleichung (40) in die nicht Kkorri-
gierte (6) Uber, wie dies auch sein soll.

Praktisch in allen Féllen, die von Interesse sind, besitzt die Gleichung
(39) nur eine Wurzel, die man mit r, gleichzusetzen hat ; die Integration im
zweiten Integral auf der rechten Seite in (34) ist dann auf eine Kugelschale
auszudehnen, die innen durch die Kugelflache vom Radius r, und aussen durch
die Grenzflache des Atoms, d. h. durch die Kugelflache mit dem Radius ro
begrenzt wird. Das Integrationsgebiet unterscheidet sich also dann im zweiten
Integral auf der rechten Seite in (34) von denen der Ubrigen Integrale in (34)
nur darin, dass im zweiten Integral die Kugel vom Radius r, auszuschalten
ist. Zur Orientierung sei erwédhnt, dass dieser Radius sehr klein ist, fur das
Argon-Atom ergibt sich z. B. r,™ 0,02 a0.

Bei der Herleitung des Ausdruckes fur den Druck wollen wir uns auf den
eben besprochenen Fall beschrédnken. Wir kdnnen dann bei der Berechnung von
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dE/dr0 den Radius r, praktisch von ruals unabhéngig betrachten, denn in der
unmittelbaren Umgebung des Kerns wird mpund somit r, durch eine Anderung
von ro praktisch nicht beeinflusst. Hierdurch gestaltet sich die Berechnung
des Druckes ganz analog zu der in 8 3 und man erhalt

_ g3 1 ] 1
P = -*kV103 W03- ¥ --+ C.V8- - ¢c3— *
fo ro ro
+ xaYe3- Voevl~ m2+ 2 (43)
8r0 r=rg

Fir cr= c2= ¢c3= 0 geht (43) in (25) Uber, wie dies auch sein soll. Durch
Elimination von VO mit Hilfe der Grundgleichung (40) ergibt sich fir den
Druck ein zu (26) analoger Ausdruck. Schliesslich sei noch bemerkt, dass der
Ausdruck (43) gerade so wie (25) der vollstandige Ausdruck des Druckes ist,
d. h. wir haben in diesem die am Ende des §2 angegebenen Randbedingungen
noch nicht bertcksichtigt.

Wenn wir dies nun tun und die beiden ersten aufS. 324 angegebenen Félle
gesondert in Betracht ziehen, so ergibt sich im Fall (12), in welchem ' (r0) = 0
und mp (r0) = m0 = const. =0 ist, fir den Druck

|
P = 8% — - w3 - cifo3 Qwl *ad> 03
(44)

wo el wieder durch die Beziehung (29) definiert ist. In dem aufS. 324 mit (13)
bezeichneten Fall, bei welchem mp (@0 = m0= 0 und ' (r0) = const. 2=0
ist, erhalt man fir den Druck

P -4* [p (r)12+ 3 yke3 \ (45)
3 r3

wo das zweite Glied auf der rechten Seite nur eine unbedeutende Korrektion
gibt. Fir g = c2= c¢3 = 0 gehen die Ausdriicke (44) und (45) in die Ausdricke
(28), bzw. (33) Uber, wie dies auch sein soll.

5. Resultate

Wir haben fiur das Ar- und Fe-Atom ausfihrliche Berechnungen durch-
gefuhrt und zwar wurde fir das Ar-Atom die Grundgleichung (6), d. h. die
mit der urspringlichen Weizsdckerschen Korrektion erweiterte Gleichung mit
den Randbedingungen (12) fiur die Grenzradien ro = 0,5 00, 1 a0, 1,5 a0, 2 ao
und 3 a0 und die modifizierte Grundgleichung (40) mit den Randbedingungen
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(12) fur die Grenzradien ro = 1 a0, 2 a0, 3 a0 und 4 a0, sowie mit den Rand-
bedingungen (13) fiur die Grenzradien ro = 3 a0 und 4 a0 numerisch geldst ;
weiterhin wurde fir das Fe-Atom die mit der urspringlichen Weizsdckerschen
Korrektion erweiterte Gleichung (6) fuir ro= 0,5a0 und die modifizierte
Grundgleichung (40) mit den Randbedingungen (12) fur die Grenzradien
ro= 0,500 2 a0 2,15 a0, 2,85 a0 und 3,5 a0 numerisch geldst.

Die Ldsungen sind tabellarisch im Anhang I, 111, IV, VI und VIII zusam-
mengestellt. Die Grossen y0, eR, bzw. y/(r0) fur die verschiedenen ro-Werte,
bzw. fiir die verschiedenen Massendichten n sind in den Tabellen 1, 2, 3, 5
und & angegeben. Die Ldésungen fur das freie Ar- und Fe-Atom [Randbedin-
gung (14)] wurden ebenfalls festgestelltz und sind im Anhang II, V, VII und
IX zusammengestellt ; die entsprechenden Parameterwerte sind in den Tabel-
len 1, 2, 3, 5 und 6 angegeben.

Tabelle 1

0, Bf, E, AE und P fiir verschiedene Werte von roim Falle der urspriinglichen Weizsackerschen
Korrektion mit der Randbedingung (12), bzw. (14) fir das Ar-Atom. y0in t\N, E, sowie
AE in e2fal, P in 1012 dyn/cm2, r0in «0- und n in g/cm3-Einheiten

ro 0,5 | 1,5 2 3 00
n 855,7 106,95 31.69 13,37 3,961 0
% 5,064 1,495 0,68133 0,37340 0,14553 0
G 35,8659 5,5846 1,295 0,2029 — 0,257917 — 0,19533
E — 218 — — 375,6 — 375,3 — 374,2 — 3739
AE 156 — — 17 — 14 — 03 0
P 98800 1082 19,91 — 7,643 — 1,705 0
Tabelle 2

Yo, Bfl, E, AE und P fiur verschiedene Werte von roim Falle der modifizierten Weizsackerschen
Korrektion mit der Randbedingung (12), bzw. (14) fir das Ar-Atom. y0in l/afj2, Bf, sowie
AE in e2a0, P in 1012 dyn/cm2, roin o0 und nin g/cm3-Einheiten

ro 1 2 3 4 @®

n 106,9, 13,37 3,961 1,671 0

Vo 1,41 0,34050 0,12667 0,055750 0

e,, 4,1950 — 0,10100 — 0,37800 — 0,35233 — 0,25312
E — 427 — 436,8 — 4357 — 4353 — 435,1

AE 8 — 17 — 0,6 — 0,2 0

P 602,7 — 11,60 - 1,637 — 0,2693 0

7Die Ldésungen fur das freie Ar-Atom sind der friheren Arbeit P. Gombas, Acta Phys.
Hung. 5, 483, 1956 entnommen und der Vollstdndigkeit halber auch hier angegeben. Die
Losung fiur das freie Fe-Atom wurde hier berechnet und zwar auf dieselbe Weise wie die fir
das freie Ar-Atom.
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Tabelle 3

y>\r0), e, E, AE und P fur verschiedene Werte von rOim Falle der
modifizierten Weizsackerschen Korrektion mit der Randbedingung
(13), bzw.(14) fur das Ar-Atom. y*(r0) in l/atf2, B, E, sowie AE

in e2/a0-, P in 1012 dyn/cm2, roin a0 -und n in g/cm3-Einheiten

o 3 4 co
3,961 1,671 0
V'(ro) —0,14947 —0,047025 0
0,266 0,0925 —0,25312
E —290 —321 — 4351
AE 145 114 0
P 3,291 0,3257 0
Tabelle 4

P fir verschiedene Werte von rOim Falle des Thomas-Fermi-Diracschen Modells mit der Rand-
bedingung (12) fir das Ar-Atom. P in 1012 dyn/cm2,r0in a0- und n in g/cm3Einheiten

ro 0,5 1 2 3 4 4,28

m 855,7 106,95 13,37 3,961 1,671 1,364

P 106500 1675 13,41 0,3911 0,007100 0
Tabelle 5

Vo- E, AE und P fir verschiedene Werte von

r0im Falle der urspriinglichen Weizséckerschen

Korrektion mit der Randbedingung (12), bzw.

(14) fur das Fe-Atom. i in l/a?/2, £/t,E, sowie

AE in e2a0, P in 1012 dyn/cm2- rOin a0-und
n in g/cm3-Einheiten

0,5 oo
n 1196,5 0
Wb 5,8990 0
BR 44,567 —0,2026
E — 669 —o11
AE 242 0
P 167800 0

5 Acta Physica VIII/3.
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Tabelle 6

y0, eu, E, AE und P fir verschiedene Werte von roim Falle der modifizierten Weizsackerschen
Korrektion mit der Randbedingung (12), bzw. (14) fir das Fe-Atom. y0in l/a"2, et,, E, sowie
AE in e2a0, P in 1012 dyn/cm2-, roin a0 und n in g/cm3-Einheiten

ro 0,5 2,0 2,15 2,85 3,5 00

n H96,5 18,695 15,05 6,462 3,488 0

Vo 5,6930 0,37672 0,31786 0,15845 0,090526 0

*a 38,497 —0,0178 —0,14415 —0,36432 —0,379 —0,25939
E — 893 —1095,6 —1095,3 —1094,3 —1093,9 —1093,6

AE 201 —2.0 —1,7 —0,7 —0,3 0

P 133300 — 13,51 — 10,36 — 2,659 —0,7916 0

Tabelle 7

P fir verschiedene Werte von roim Falle des Thoinas-Fermi-Diracschen Modells mit der Rand-
bedingung (12) fiur das Fe-Atom. P in 1012 dyn/cm2-, roin a0 und n in g/cm3-Einheiten

‘o 05 2,0 2,85 3,5 4,42
n 1196,5 18,695 6,462 3,488 6,732
p 183100 19,57 0,9163 0,1050 0

Mit Hilfe von m0, rOund efl, bzw. von y'(re) kénnen wir den Druck P fur
die in den Tabellen angegebenen r0-Werte fiir den Fall der urspringlichen Weiz-
sdckerschen Korrektion aus (28), bzw. (33) und fur den Fall der modifi-
zierten Weizsdckerschen Korrektion aus (44), bzw. (45) berechnen. Die
Resultate sind ebenfalls in den Tabellen 1, 2, 3, 5 und & zusammengestellt.

Zum Vergleich haben wir den Druck fir das Ar- und Fe-Atom auch in
der Thomas-Fermi-Diracschen N&herung, d. h. ohne der Weizsadckerschen
Korrektion berechnet. Hierzu hatten wir die Thomas-Fermi-Diracsche
Gleichung fur die in Frage stehenden r0-Werte zu ldsen ; mit den Ld&sungen
kann man dann den Druck aus (30) durch Nullsetzen von einfach berechnen.
Die Ldsungen haben wir ausfuhrlich nicht angegeben ; wir haben nur die
Endresultate in den Tabellen 4 und 7 zusammengestellt. Die letzten Kolonnen
dieser beiden Tabellen entsprechen dem freien Ar-, bzw. Fe-Atom mit einem
endlichen Grenzradius, der fiir das Ar-Atom rQ= 4,29 a0 und fur das Fe-Atom
ro = 4,42 ao betréagt.

Ausser dem Druck ist noch die Energie E des komprimierten Atoms von
Interesse. Diese kann man jedoch mit unseren im Anhang tabellierten Lésungen
y (r) = ry>(r) nur ziemlich ungenau und zwar mit einer fir unsere Zwecke
nicht ausreichenden Genauigkeit von cca. 1—2% berechnen. Die Ursache des-
sen ist darin zu suchen, dass unsere Lésungeny (r) = rip(r) in den Gebieten



ZUR STATISTISCHEN THEORIE KOMPRIMIERTER ATOME 335

in unmittelberer Kernnéhe, die zur Energie den ausschlaggebenden Anteil
liefern, nicht genligend genau sind. Die Ld&ésungen wurden n&mlich so fest-
gestellt, dass wir mit der numerischen Integration der Grundgleichungen beim
Grenzradius ro begonnen haben und von dort nach innen bis zu dem Punkt
r= 0,y = 0 fortgeschritten sind. Da diese Gebiete vom Anfangspunkt der
Integration am weitesten entfernt sind, bisst man gerade bei diesen Gebieten
an Genauigkeit am meisten ein. Uns kam es jedoch in erster Linie auf die
Bestimmung des Druckes an, das gerade mit unseren Ldsungen sehr genau
geschehen kann. Mit Hilfe des Druckverlaufes l&sst sich dann auch der Ver-
lauf der Energie mit gentigender Genauigkeit feststellen. Aus (15) ergibt sich
namlich

dE = —4n:Pr§drn, (46)
woraus durch Integration
E(r0) =E(0o0) + 4njPr|dr0 47
o

folgt. Wenn man nun die Energie des freien Atoms mit hinreichender Genauig-
keit kennt, so kann man hieraus mit Hilfe von P (r0) den Wert der Energie
fur beliebige rO-Werte feststellen. Mit Ausnahme sehr kleiner rO-Werte haben
wir E mit Hilfe von (47) berechnet; fur sehr kleine rO-Werte wurde E aus (1),
bzw. (34) direkt bestimmt. Die Werte von _E sowie die Werte der zufolge der
Kompression entstehenden Energiednderung

AE = E (r0) - E (00) (48)

sind in den Tabellen 1, 2, 3, 5 und 6 ebenfalls angegeben.s

6. Diskussion

Wi e aus den Tabellen zu sehen ist, entsteht im Falle der Randbedingung
(12) durch die Weizséckersche, bzw. durch die modifizierte Weizsackersche
Korrektion im Verhéltnis zum Thomas-Fermischen oder Thomas-Fermi-
Diracschen Atom ein wesentlicher Unterschied. Wé&ahrend namlich bei den

8 Die hier angegebenen Energiewerte der freien Atome sind von denen in der Arbeit
P. Gombas, Ann. d. Phys. [6] 18, 1, 1956 angegebenen Energien verschieden, da hier die
Fermi-Amaldische Korrektion, sowie einige weitere Korrektionen, vernachldssigt wurden.
Diese Korrektionen wurden hier vernachldssigt, da uns hier in erster Linie der Energieverlauf
und nicht so sehr der absolute Betrag der Energie interessiert und diese Korrektionen am
Energieverlauf, d. h. an der relativen Lage der verschiedenen /'(/,,)-Werte praktisch nichts
&dndern.

5*
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letztgenannten beiden Modellen durch zunehmende Kompression, d. h. fur
sukzessive kleiner werdende rO-Werte die Energie und auch der Druck monoton
ansteigen, ergibt sich bei den korrigierten Modellen fur die Energie und den
Druck folgender Verlauf: wenn man vom freien Atom ausgeht und in Rich-
tung kleinerer rO-Werte fortschreitet, so fallt zuné&chst die Energie, erreicht ein
Minimum und steigt nach Durchlaufen des Minimums sehr steil an ; dement-
sprechend ergeben sich fur den Druck — wenn man wieder vom freien Atom
ausgeht — mit abnehmenden rO-Werten zunédchst negative Werte, beim Ener-
gieminimum verschwindet der Druck, von dort an wird der Druck positiv
und steigt sehr steil an.

Dieses Energieminimum mit verschwindendem Druck entspricht der
stabilen Gleichgewichtslage. Die Existenz dieses Energieminimums scheint
darauf hinzuweisen, dass die mit der Weizsackerschen Korrektion erweiterten
statistischen Atome — im Gegensatz zu den urspringlichen Thomas-Fermischen
und Thomas-Fermi-Diracschen statistischen Atomen — eine Bindung
eingehen. Mit diesem Schluss muss man jedoch vorsichtig sein. Wenn man sich
auf einen rein statistischen Standpunkt stellt, d. h. wenn man die Grundglei-
chungen (8), bzw. (40) als reine statistische Gleichungen betrachtet, so ist
dagegen allerdings nichts einzuwenden. Es fragt sich jedoch, inwiefern diese
reine statistische Betrachtungsweise bei Berucksichtigung der Weizsécker-
schen Korrektion noch gerechtfertigt ist. In einer frihreren Arbeits des
Veifassers wurde auf die weitgehende Analogie zwischen den statistischen
Grundgleichungen (6), bzw. (40) einerseits und der Schrddingerschen Gleichung
andererseits hingewiesen, die durch das Weizsdckersche Korrektionsglied
bewirkt wird. Diese Analogie tritt sofort zu Tage, wenn man z. B. die Glei-
chung (40) folgendermassen schreibt

4jg Asp -f (e + Pe) sp= 0, (49)

wo wir die Bezeichnungen

e= —V0eund &= V - AP*13 --mmmemmme- —g @) -f- N aq2l (50)
9e e 3e

einfuhrten. Die Gleichung (49) hat die Form einer Schrddinger-Gleichung,
in welcher e den Energieparameter und s die Wellenfunktion bezeichnet ;
& ist ein modifiziertes Potential, das ausser dem elektrostatischen Potential V
und dem Austauschpotential noch ein Abstossungspotential enthdlt, das dem
Besetzungsverbot der energetisch tiefer liegenden vollbesetzten Quanten-
zustdnde des Atoms Rechnung tragt.o Wenn wir nun auf Grund dieser Analo-
gie sp als Eigenfunktion betrachten, so ist (49) die Schrddinger-Gleichung des

9 P. Gombas, Ann. d. Phys. [6] 18, 1, 1956 ; weiterhin P. Gombas, Handb. d. Ph

36, S. 174 f., Springer, Berlin-Gottingen-Heidelberg, 1956.
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Elektrons mit der hochsten Energie im Atom und es ergeben sich fiir dieses
Elektron die Grundziige des aus der Quantenmechanik des festen Kérpers gut
bekannten Energiebandspektrums; es entspricht dann offenbar die Rand-
bedingung (12) dem unteren und (13) dem oberen Bandrand des tiefsten
Energiebandes fiir das in Frage stehende Elektron. Wenn man diese Auf-
spaltung des hdchsten besetzten Energieniveaus akzeptiert, so wird man
eine dhnliche Aufspaltung wohl auch fiir die tieferen besetzten Energieniveaus
voraussetzen miissen, die zu berechnen wahrscheinlich iiber den Rahmen
des Modells hinausgeht. Wie dies jedoch auch sein mag, eines ist sicher, nim-
lich dass man sich bei der Berechnung der Gesamtenergie F des Atoms
keinesfalls auf die unteren Bandrinder beschrinken darf — wie dies beim
Elektron im héchstmoglichen Energieniveau durch die Randbedingung (12)
geschieht — sondern man miisste fiir jedes Energieband die mittlere Energie
der besetzten Zustinde des Bandes ermitteln und diese summieren. Wie sich in
diesem Fall der Energie- und Druckverlauf gestaltet, ist nicht vorauszusehen.

Auf welchen der beiden Standpunkte man sich auch immer stellen mag,
eines scheint uns sicher namlich, dass man die auf Grund des Thomas-Fer-
mischen, bzw. Thomas-Fermi-Diracschen Modells durchgefithrten Berech-
nungen der Druck — Volumen, bzw. Druck—Dichte Beziehungen der Elemente
nicht nur fiir mittlere sondern auch fiir sehr hohe Drucke einer Revision zu
unterziehen hat.

Abschliessend sei noch auf einen wesentlichen Unterschied zwischen
den hier behandelten mit der Weizsickerschen Korrektion erweiterten freien
statistischen Atomen einerseits und den Thomas-Fermischen, bzw. Thomas-
Fermi-Diracschen freien Atomen anderseits hingewiesen. Bei den letzteren
fordert man fiir die stabilen freien Atome, dass die Energie als Funktion des
Atomradius’ r, ein Minimum aufweise und bestimmt den Grenzradius des
freien Atoms gerade aus dieser Minimumsforderung, woraus sich im Rahmen
des Thomas-Fermi-Diracschen Modells freie Atome mit einem endlichen
Grenzradius und einer endlichen Randdichte des Elektronengases ergeben.
Wie aus dem Vorangehenden zu sehen ist, ergibt sich auch im Rahmen des
mit der Weizsickerschen Korrektion erweiterten Modells ein Atom, dessen
Energie bei einem endlichen r,-Wert ein Minimum aufweist und das eine end-
liche Randdichte besitzt. Dieses Atom hat jedoch nur als elementarer Baustein
der zusammenhingenden Materie Existenzberechtigung, d.h. es kommt ihm
nur dann eine physikalische Realitit zu, wenn es als Baustein eines Gitters
von hoher Symmetrie betrachtet wird, bei welchem sich die Elektronendichte
am Atomrand kontinuierlich an die der Nachbar-Atome anschliesst. Dieses
Atom kann jedoch keinesfalls als freies Atom interpretiert werden, da bei die-
sem ausserhalb des Atoms die Elektronendichte gleich Null wire, und es
entstiinde somit am Atomrand im Dichteverlauf des Elektronengases eine
Unstetigkeit, die zu einem Unendlichwerden der im Energieausdruck einge-



338 P. GOMBAS

henden Weizséckerschen kinetischen Energiedichte 4 a- (grad ip)2 fuhren wurde.
Bei Hinzunahme der Weizsackerschen Korrektion, kann man also die Defini-
tion des freien Atoms durch die Minimumsforderung der Energie mit unein-
geschrdnkter Randdichte — die fur das freie Thomas-Fermi-Diracsche
Atom eine endliche Randdichte zuldsst — nicht mehr aufrechterhalten und
man muss ausser der Minimumsforderung die zusatzliche Bedingung stellen,
dass die Randdichte, d. h. ip0 verschwinde ; dies fuhrt dann dazu, dass der
Grenzradius des mit der Weizsackerschen Korrektion erweiterten statistischen
Atoms unendlich wird. Zusammenfassend lasst sich also feststellen, dass eine
endliche Randdichte bei Berucksichtigung der Weizsadckerschen Korrektion
nur fur nicht-freie Atome zustande kommen kann, bei welchen die Elektronen-
dichte am Atomrand keine Unstetigkeit aufweist, sondern kontinuierlich in
die Dichte der Nachbar-Atome (bergeht in bester Ubereinstimmung mit dem
Verhalten wellenmechanischer Atome. Dies zeigt wieder, dass mit der Weiz-
sackerschen Korrektion wesentliche wellenmechanische Merkmale in das
statistische Modell eingebaut werden.

ANHANG

I. Losungen der mit der urspringlichen Weizsackerschen Korrektion erweiterten
Grundgleichung (6) fuir das Ar-Atom mit der Randbedingung (12)
Losung der Grundgleichung (6) fur Z = 18 und r0= 0,5 a0

Die Funktion y(r) = rip(r) und die radiale Dichteverteilung D — 4ny2; rin a0-,yin 1 2 und
D in l/oGEinheiten

r y D r y D

0 0 o 0,225 1,571 31,03
0,0125 0,3099 1,206 0,250 1,634 33,53
0,0250 0,5629 3,982 0,275 1,698 36,24
0,0375 0,7467 7,007 0,300 1,766, 39,21
0,0500 0,8849 9,839 0,325 1,839 42,52
0,0625 0,9921 12,37 0,350 1,918 46,21
0,0750 1,078 14,60 0,375 2,002 50,36
0,0875 1,148 16,57 0,400 2,093 55,04
0,1000 1,207 18,32 0,425 2,191 60,32
0,1125 1,258 19,89 0,450 2,296 66,27
0,1250 1,303 21,33 0,475 2,410 72,99
0,1375 1,343 22,66 0,500 2,532 80,56
0,1500 1,380 23,93

0,1625 1,414 25,14

0,1750 1,447 26,33

0,1875 1,479 27,49

0,2000 1,510 28,66



Die Funktion y(r)

]

0,0125
0,0250
0,0375
0,0500
0,0625
0,0750
0,0875
0,1000
0,1125
0,1250
0,1375
0,1500

0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
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Losung der Grundgleichung (6) fir Z =
= rip(r) und die

0,3311
0,5586
0,7195
0,8368
0,9244
0,9909
1,042
1,082
1,112
1,136
1,155
1,170

1,189
1,199
1,203
1,204
1,201

Losung der Grundgleichung (6) fir Z =

Die Funktion y(r) = ry>(r) und die radiale Dichterverteilung D
D in I/a0-Einheiten

1 y
0 0
0,0125 0.32405
0,0250 0,5650
0,0375 0,7287
0,0500 0,8425
0,0625 0,9270
0,0750 0,9909
0,0875 1,0395
0,1000 1,077
0,1125 1.106
0,1250 1,1276
0,1375 1,144
0,1500 1,156
0,175 1,171
0,200 1,177
0,225 1,176
0,250 1,171
0,275 1,162
0,300 1,151
0,325 1,139
0,350 1,125
0,375 1,111
0,400 1,096

radiale Dichteverteilung D =

18 und ro=

1/00 z- und D in I/a0-Einheiten

D

1,378
3,922
6,505
8,800
10,74
12,34
13,64
14,70
15,55
16,23
16,83
17,19

17,76
18,07
18,20
18,20
18,13

D

0
1,320
4,012
6,673
8,920
10,80
12,34
13,58
14,57
15,36
15,98
16,45
16,80

17,24
17,41
17,38
17,22
16,97
16,65
16,29
15,91
15,51
15,10

0,300
0,325
0,350
0,375
0,400

0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

LI
1,2
1,3
1,4
15

1,197
1,192
1,187
1,182
1,177

1,169
1,165
1,167
1,174
1,187
1,207
1,235
1,270
1,313
1,365
1,425
1,495

18 und ro=

1,067
1,038
1,010
0,9837
0,9599
0,9386
0,9199
0,9040
0,8910
0,8810g
0,8741
0,8704

0,8726
0,8881
0,9177
0,9621
1,022

la,

any2;

1,5 a0

r in a0, y

18,01
17,86
17,71
17,55
17,40

17,18
17,07
17,11
17,31
17,71
18,32
19,16
20,26
21,67
23,40
25,52
28,09

14,30
13,53
12,81
12,16
11,58
11,07
10,63
10,27
9,977
9,755
9,602
9,520

9,568

9,912
10,58
11,63
13,13
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Loésung der Grundgleichung (6) fiir Z = 18 und r0= 2a0

Die Funktion y(r) = ry>r) und die radiale Dichteverteiluug D = 4nyr; rin o0,y in 1/0] 2 und
D in l/a0-Einheiten

r Yy D r Yy D

0 0 0 0,45 1,058 14,07
0,0125 0,3158 1,253 0,50 1,025 13,19
0,0250 0,5461 3,747 0,55 0,9917 12,36
0,0375 0,7093 6,321 0,60 0,9597 11,57
0,0500 0,82815 8,618 0,65 0,9289 10,84
0,0625 0,9166 10,56 0,70 0,8995 10,17
0,0750 0,9834 12,15 0,75 0,8716 9,547
0,0875 1,034 13,45 0,80 0,8454 8,980
0,1000 1,074 14,48 0,85 0,8208 8,466
0,1125 1,104 15,30 0,90 0,7979 8,001
0,1250 1,127 15,95 0,95 0,7768 7,583
0,1375 1,144 16,44 1,00 0,7574 7,209
0,1500 1,157 16,82

0,175 1,1725 17,28 1.1 0,7239 6,585
0,200 1,178 17,45 1,2 0,6974 6,111
0,225 1,177 17,42 1,3 0,6779 5,775
0,250 1,172 17,25 1,4 0,6655 5,566
0,275 1,162 16,98 1,5 0,6603 5,479
0,300 1,151 16,64 1,6 0,6623 5,513
0,325 1,137 16,26 1,7 0,6718 5,671
0,350 1,123 15,84 1,8 0,6888 5,962
0,375 1,107 15,41 1,9 0,7137 6,401

0,400 1,091 14,96 2,0 0,7468 7,008
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Loésung der Grundgleichung (6) fir Z = 18 und r0= 300

Die Funktion y(r) — np(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4 ny2; rin a0,y in 1/aJ 2 und
D in I/a0-Einheiten

r y D r y D
0 0 0 0,65 0,9244 10,74
0,0125 0,2785 0,9744 0,70 0,8932 10,03
0,0250 0,5104 3,274 0,75 0,8632 9,363
0,0375 0,6868 5,927 0,80 0,8342 8,745
0,0500 0,8089 8,222 0,85 0,80645 8,173
0,0625 0,9003 10,18 0,90 0,7798 7,642
0,0750 0,9696 11,81 0,95 0,7543 7,150
0,0875 1,023 13,14 1,00 0,7299 6,695
0,1000 1,064 14,22
0,1125 1,095 15,07 11 0,68435 5,885
0,1250 1,119 15,74 12 0,64285 5,193
0,1375 1,138 16,26 1,3 0,6052 4,603
0,1500 1,151 16,66 1,4 0,5712 4,100
15 0,5406 3,673
0,175 1,168 17,15 16 0,5133 3,311
0,200 1,175 17,35 1,7 0,4892 3,008
0,225 1,175 17,34 18 0,4682 2,754
0,250 1,170 17,19 1,9 0,4501 2,545
0,275 1,161 16,93 2,0 0,4349 2,376
0,300 1,149 16,60 21 0,4225 2,243
0,325 1,136 16,23 2,2 0,4129 2,143
0,350 1,122 15,81 23 0,4061 2,073
0,375 1,106 15,38 2,4 0,4021 2,031
0,400 1,090 14,94 25 0,4008 2,018
2,6 0,4022 2,033
0,45 1,057 14,04 2,7 0,4065 2,076
0,50 1,023 13,16 28 0,4136 2,149
0,55 0,9896 12,31 2,9 0,4236 2,255

0,60 0,9566 11,50 3,0 0,4366 2,395
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Il. Lésung der mit der urspinglichen Weizsdckerschen Korrektion erweiterten
Grundgleiehung (6) fur das Ar-Atom mit der Randbedingung (14)

Die Funktion y(r) = ry>(r) und die radiale Dichteverteilung D — 4 ny2; rin
D in 1/g0-Einheiten

0

0,001
0,002
0,003
0,004
0,005
0,006
0,007
0,008
0,009
0,010

0,012
0,014
0,016
0,018
0,020

0,024
0,028
0,032
0,036
0,040
0,044
0,048
0,052
0,056
0,060

0,068
0,076
0,084
0,092
0,100
0,108

0,124
0,140
0,156

Yy

0

0,0394
0,0709
0,1012
0,1305
0,1587
0,1859
0,2122
0,2376
0,2622
0,2860

0,3313
0,3739
0,4138
0,4514
0,4869

0,5518
0,6098
0,6618
0,7086
0,7508
0,7889
0,8236
0,8550
0,8836
0,9097

0,9554
0,9937
1,026
1,053
1,076
1,095

1,126
1,147
1,161

D

0.
0,0195
0,0631
0,1287
0,2138
0,3163
0,4342
0,5658
0,7095
0,8640
1,028

1,380
1,756
2,152
2,561
2,979

3,826
4,673
5,504
6,310
7,083
7,822
8,523
9,186
9,812
10,40

11,47
12,41
13,23
13,94
14,55
15,08

15,92
16,52
16,93

0,172
0,188
0,204
0,220
0,236
0,252
0,268
0,284

0,316
0,348
0,380
0,412
0,444
0,476
0,508
0,572
0,636
0,700
0,764
0,828
0,892
0,956
1,020
1,084
1,148
1,212

1,340
1,468
1,596
1,724
1,852
1,980
2,108
2,236
2,364

Yy

1,170
1,175
1,177
1,176
1,173
1,169
1,163
1,157

1,141
1122
1,103
1,082
1,061
1,040
1,018
0,9763
0,9354
0,8962
0,8588
0,8233
0,7897
0,7578
0,7275
0,6989
06717
0,6460

0,5983
0,5552
0,5160
0,4803
0,4476
0,4175
0,3898
0,3641
0,3403

y in 1/«J 2- und

D

17,20
17,35
17,40
17,38
17,30
17,17
17,01
16,81

16,35
15,83
15,28
14,72
14,15
13,58
13,03
11,98
11,00
10,09
9,269
8,518
7,836
7,216
6,651
6,138
5,670
5,243

4,498
3,873
3,346
2,899
2,517
2,190
1,909
1,666
1,455

2,492
2,620
2,748
2,876
3,004
3,132

3,388
3,644
3,900
4,156
4,412
4,668
4,924
5,180
5,436
5,692
5,948
6,204
6,460
6,716
6,972
7,228
7,484
7,740
7,996
8,252
8,508
8,764
9,020
9,276
9,532
9,788
10,044

Yy

0,3182
0,2975
0,2782
0,2602
0,2433
0,2274

0,1987

0,1734

0,1511

0,1314

0,1141

0,09898
0,08570
0,07410
0,06397
0,05516
0,04751
0,04087
0,03513
0,03016
0,02588
0,02218
0,01901
0,01627
0,01393
0,01191
0,01018
0,00870
0,00744
0,00635
0,00542
0,00463
0,00395

D

1,272
1,112
0,9724
0,8505
0,7437
0,6501

0,4961
0,3777
0,2867
0,2170
0,1637
0,1231
0,09230
0,06900
0,05143
0,03824
0,02836
0,02099
0,01550
0,01143
0,00841
0,00618
0,00454
0,00333
0,00244
0,00178
0,00130
0,000952
0,000695
0,000507
0,000370
0,000269
0,000196
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I1l1. Loésungen der mit der modifizierten Weizsadckerschen Korrektion erweiterten
Grundgleiehung (40) fur das Ar-Atom mit der Randbedingung (12)
Ldésung der Grundgleichung (40) fir Z = 18 und r0 1 a0

Die Funktion y(r) = ry>(r) und die radiale Dichteverteilung D — 4ay2; r in a0,y in 1/aJa- und
D in 1lja0-Einheiten

r y D

0 0 0
0,0125 0,4564 2,618
0,0250 0,7137 6,401
0,0375 0,8847 9,836
0,0500 1,003 12,63
0,0625 1,086 14,81
0,0750 1,145 16,49
0,0875 1,189 17,75
0,1000 1,220 18,70
0,1125 1,242 19,39
0,1250 1,258 19,89
0,1375 1,269 20,23
0,1500 1,276 20,45
0,175 1,281 20,62
0,200 1,278 20,54
0,225 1,271 20,31
0,250 1,261 19,98
0,275 1,249 19,60
0,300 1,236 19,20
0,325 1,223 18,80
0,350 1,210 18,40
0,375 1,198 18,03
0,400 1,186 17,69
0,45 1,167 17,11
0,50 1,152 16,68
0,55 1,144 16,44
0,60 1,142 16,38
0,65 1,147 16,52
0,70 1,159 16,88
0,75 1,179 17,47
0,80 1,207 18,31
0,85 1,244 19,44
0,90 1,290 20,90
0,95 1,345 22,73

1,00 1,410 24,98
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Lésung der Grundgleichung (40) fir Z = 18 und r0= 200

Die Funktion y(r) = rtp(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4ny2; rin a0,y in 1/aJ 2 und
D in l/a0-Einheiten

r y D r y D

0 0 0 0,45 1,083 14,73
0,0125 0,2888 1,048 0,50 1,042 13,64
0,0250 0,5729 4,124 0,55 1,002 12,62
0,0375 0,7701 7,453 0,60 0,9642 11,68
0,0500 0,9128 10,47 0,65 0,9282 10,83
0,0625 1,014 12,92 0,70 0,8941 10,05
0,0750 1,089 14,90 0,75 0,8621 9,339
0,0875 1,143 16,42 0,80 0,8320 8,699
0,1000 1,183 17,59 0,85 0,80395 8,122
0,1125 1,212 18,46 0,90 0,7779 7,604
0,1250 1,233 19,11 0,95 0,7537 7,139
0,1375 1,247 19,55 1,00 0,7315 6,725
0,1500 1,257 19,85

0,175 1,265 20,11 11 0,6928 6,032
0,200 1,263 20,04 1,2 0,6616 5,500
0,225 1,254 19,76 1.3 0,63775 5,111
0,250 1,241 19,34 1,4 0,6213 4,850
0,275 1,2245 18,84 1,5 0,61215 4,709
0,300 1,206 18,28 16 0,6104 4,683
0,325 1,187 17,70 1,7 0,61625 4,772
0,350 1,166 17,10 18 0,6298 4,984
0,375 1,146 16,49 1,9 0,6513 5,330

0,400 1,125 15,90 2,0 0,6810 5,828
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Loésung der Grundgleichung (40) fiir z — 18 und r0= 3a0

Die Funktion y(r) = rxp(r) und die radiale Dichteverteilung D — 4ny2; rin a0-,y in 1/0J2- und
D in l/a0-Einheiten

r y D r y D

0 0 0 1,30 0,5754 4,164
0,0125 0,4426 2,462 1,35 0,5569 3,898
0,0250 0,6994 6,147 1,40 0,5394 3,656
0,0375 0,8699 9,509 1,45 0,5227 3,434
0,0500 0,9907 12,33 1,50 0,5070 3,230
0,0625 1,074 14,51 1,55 0,4921 3,043
0,0750 1,135 16,20 1,60 0,4780 2,872

1,65 0,4648 2,715
0,100 1,210 18,39 1,70 0,4524 2,572
0,125 1,247 19,53 1,75 0,4407 2,441
0,150 1,265 20,10 1,80 0,4299 2,322
0,175 1,268 20,20 1,85 0,4197 2,214
0,200 1,263 20,04 1,90 0,4103 2,116

1,95 0,4017 2,028
0,25 1,238 19,25 2,00 0,3937 1,948
0,30 1,202 18,15 2,05 0,3865 1,877
0,35 1,162 16,96 2,10 0,3800 1,815
0,40 1,120 15,76 2,15 0,3742 1,759
0,45 1,078 14,60 2,20 0,36905 1,712
0,50 1,037 13,51 2,25 0,3646 1,671
0,55 0,9971 12,49 2,30 0,3608 1,636
0,60 0,9588 11,55 2,35 0,3577 1,608
0,65 0,92215 10,69 2,40 0,3553 1,587
0,70 0,8871 9,889 2,45 0,3536 1,571
0,75 0,85365 9,157 2,50 0,3525 1,562
0,80 0,82175 8,486 2,55 0,3521 1,558
0,85 0,7913s 7,869 2,60 0,35244 1,561
0,90 0,7624 7,304 2,65 0,3534 1,570
0,95 0,7348 6,785 2,70 0,3551 1,585
1,00 0,7085 6,308 2,75 0,3575 1,606
1,05 0,6835 5,871 2,80 0,36055 1,634
1,10 0,6597 5,469 2,85 0,3643 1,668
1,15 0,6370 5,099 2,90 0,3688 1,710
1,20 0,6154 4,760 2,95 0,37405 1,758

1,25 0,5949 4,448 3,00 0,3800 1,815
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Lésung der Grundgleichung (40) fir Z = 18 und r0O= 400

Die Funktion y(r) — rip(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4ny2; rin a0,y in 1/a' 2 und
D in I/a0-Einheiten

r y D r y D
0 0 0 11 0,6647 5,552
0,0125 0,4187 2,203 12 0,6199s 4,830
0,0250 0,6800 5,811 1,3 0,5789 4,212
0,0375 0,8550 9,186 14 0,5412 3,681
0,0500 0,9791 12,05 15 0,5066 3,225
0,0625 1,065 14,26 16 0,4746 2,831
0,0750 1,128, 16,00 1,7 0,4452 2,491
18 0,4181 2,196
0,100 1,206 18,29 19 0,3931 1,942
0,125 1,245 19,48 20 0,3701 1,721
0,150 1,263- 20,06 21 0,3490 1,531
0,175 1,268 20,19 2,2 0,32965 1,366
0,200 1,263 20,05 2,3 0,3120 1,223
2,4 0,2960 1,101
0,25 1,2385 19,28 2,5 0,2814. 0,9954
0,30 1,203 18,19 2,6 0,2684 0,9055
0,35 1,163 17,01 2,7 0,2568 0,8289
0,40 1,122 15,81 2,8 0,2466 0,7642
0,45 1,080 14,66 2,9 0,2377 0,7102
0,50 1,039, 13,58 3,0 0,2302 0,6657
0,55 1,000 12,57 3,1 0,2239 0,6298
0,60 0,9621 11,63 3,2 0,2188 0,6018
0,65 0,9258 10,77 3,3 0,2150& 0,5812
0,70 0,8910, 9,977 3,4 0,2125 0,5674
0,75 0,8579 9,249 3,5 0,21115 0,5603
0,80 0,8262, 8,579 3,6 0,2110 0,5596
0,85 0,7961 7,964 3,7 0,2121 0,5655
0,90 0,7673 7,399 3,8 0,2145 0,5781
0,95 0,7398 6,878 3,9 0,2181 0,5977

1,00 0,7136 6,400 4,0 0,2230 0,6249
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1V. Ldésungen der mit der modifizierten Weizsédckerschen Korrektion erweiterten
Grundgleichung (40) fur das Ar-Atom mit der Randbedingung (13)
Losung der Grundgleichung (40) fir Z = 18 und r0= 3a0

Die Funktion y(r) = np(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4ny2; rin a0,y in 1/a,1'2 und
D in I/a0-Einheiten

r y D r y D
0 0 0 0,65 0,9414 11,14
0,0125 0,37235 1,742 0,70 0,9096 10,40
0,0250 0,63595 5,082 0,75 0,8794 9,719
0,0375 0,8176 8,400 0,80 0,8510 9,100
0,0500 0,9455 11,23
0,0625 1,037 13,52
0,0750 1,104 15,31 0,9 0,7985 8,012
0,0875 1,153 16,69 10 0,7514 7,095
0,1000 1,188 17,74 11 0,7087 6,312
0,1125 1,214 18,52 12 0,6697 5,637
0,1250 1,232 19,08 1,3 0,6336 5,045
0,1375 1,245 19,47 1,4 0,5996 4,517
0,1500 1,253 19,73 15 0,5670 4,040
16 0,5352 3,600
0,175 1,259 19,93 1,7 0,5037 3,188
0,200 1,257 19,85 18 0,4720 2,799
0,225 1,248 19,57 1,9 0,4396 2,428
0,250 1,235 19,17 2,0 0,4062 2,074
0,275 1,219 18,69 21 0,3716 1,735
0,300 1,202 18,16 2,2 0,3355 1,415
0,325 1,184 17,60 2,3 0,2980 1,116
0,350 1,164 17,04 2,4 0,2588 0,8418
0,375 1,145 16,47 2,5 0,2182 0,5984
0,400 1,125 15,90 2,6 0,1763 0,3906
2,7 0,1332 0,2231
0,45 1,086 14,81 28 0,08932 0,1000
0,50 1,047 13,78 2,9 0,04480 0,0253
0,55 1,010 12,83 3,0 0,00000 0,0000

0,60 0,9750 11,94
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Lésung der Grundgleichung (40) fur Z =

P. GOMBAS

18 und r0=

Die Funktion y(r) = np(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4ny2;
und D in I/a0-Einheiten

0

0,0125
0,0250
0,0375
0,0500
0,0625
0,0750
0,0875
0,1000
0,1125
0,1250
0,1375
0,1500

0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
0,325
0,350
0,375
0,400

0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80

0
0,3697
0,6388
0,8235
0,9530
1,045
1,112
1,161
1,196
1221
1,239
1,251
1,259

1,265
1,261
1,251
1,238
1221
1,203
1,184
1,164
1,144
1,123

1,082
1,042
1,004
0,9665
0,9311
0,8975
0,8655
0,8351

D

1,718

5,129

8,523
11,41
13,73
15,54
16,93
17,97
18,74
19,30
19,68
19,92

20,10
19,98
19,68
19,25
18,74
18,19
17,61
17,02
16,43
15,85

14,72
13,65
12,66
11,74
10,90
10,12
9,414
8,765

0,9
10
11
12
13
1,4
15
16
1,7
18
19
20
21
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
28
2,9
3,0
3,1
3,2
3,3
3,4
3,5
3,6
3,7
3,8
3,9
4,0

Yy

0,7788
0,7279a
0,6818
0,6399
0,6015
0,5662
0,5336
0,5033
0,47496
0,4482
0,4229
0,3988
0,3756
0,3533
0,3316
0,3105
0,2898
0,2695
0,2494
0,2296
0,2100
0,1905
0,1711
0,1518
0,1326
0,1135
0,09446
0,07547
0,05654
0,03765a
0,018815
0,00000

430

rin a0,y in l/a

7,623
6,659
5,842
5,145
4,547
4,029
3,578
3,183
2,835
2,525
2,248
1,998
1,773
1,568
1,382
1,211
1,055
0,9126
0,7818
0,6625
0,5541
0,4559
0,3679
0,2896
0,2211
0,1619
0,1121
0,07157
0,04017
0,01782
0,00445
0,00000
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V. Loésung der mit der modifizierten Weizsdckerschen Korrektiou erweiterten
Grundgleichung (40) fur das Ar-Atom mit der Randbedingung (14)

Die Funktion y(r) = rip(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4ny2; rin a0,y in 1/aj 2= und
D in I/a0-Einheiten

r y D r Yy D r y D
0 0 0 0,172 1,266 20,13 2,492 0,2822 1,001
0,001 0,0278 0,00971 0,188 1,264 20,09 2,620  0,2613 0,8581
0,002  0,0650 0,0531 0,204 1,260 19,95 2,748  0,2419 0,7352
0,003 01011 0,1284 0,220 1,253 19,74 2,876  0,2238 0,6296
0,004  0,1359 0,2321 0,236 1,245 19,48 3,004  3,2071 0,5388
0,005 0,1697 0,3619 0,252 1,236 19,18 3,132 0,1915 0,4607
0,006  0,2024 0,5148 0,268 1,225 18,86 3,388  0,1635 0,3359
0,007  0,2340 0,6881 0,284 1214 18,51 3,644  0,1393 0,2439
0,008  0,2646 0,8798 0,316 1,189 17,77 3,900 0,1185 0,1764
0,009  0,2943 1,088 0,348 1,163 17,01 4,156  0,1005 0,1270
0,010 0,3229 1,310 0,380 1,137 16,25 4,412  0,08517 0,09116
0,012 0,3776 1,792 0,412 1111 15,50 4,668  0,07202 0,06517
0,014  0,4289 2,312 0,444 1,084 14,77 4,924  0,06079 0,04644
0,016  0,4769 2,858 0,476 1,058 14,07 5,180  0,05124 0,03300
0,018  0,5220 3,424 0,508 1,032 13,39 5,436  0,04313 0,02338
0,020 0,5642 4,000 0,572 0,9830 12,14 5,692  0,03626 0,01653
0,024 0,6412 5,167 0,636  0,9361 11,01 5,948  0,03046 0,01166
0,028  0,7093 6,322 0,700  0,8920 9,999 6,204  0,02555 0,00821
0,032 0,7695 7,441 0,764  0,8505 9,090 6,460  0,02142 0,00577
0,036  0,8228 8,508 0,828 0,8115 8,276 6,716  0,01795 0,00405
0,040 0,8701 9,514 0,892  0,7749 7,546 6,972  0,01502 0,00284
0,044 09124 10,46 0,956  0,7405 6,890 7,228  0,01257 0,00199
0,048  0,9501 11,34 1,020 o,7081 6,301 7,484  0,01051 0,00139
0,052  0,9839 12,17 1,084 0,6776 5,770 7,740  0,00879 0,000970
0,056 1,014 12,93 1,148  0,6488 5,290 7,996 0,00734 0,000677
0,060 1,041 13,63 1212 06216 4,856 8,252 0,00613 0,000473
0,068 1,088 14,87 1,340 05716 4,106 8,508  0,00512 0,000330
0,076 1,126 15,92 1,468  0,5266 3,484 8,764  0,00428 0,000230
0,084 1,157 16,81 1,596  0,4858 2,966 9,020  0,00357 0,000160
0,092 1,182 17,55 1,724 0,4488 2,531 9,276  0,00298 0,000111
0,100 1,202 18,15 1,852 0,4150 2,164 9,532 0,00249 0,0000776
0,108 1,218 18,65 1,980  0,3840 1,853 9,788  0,00207 0,0000540
0,124 1,242 19,38 2,108  0,3554 1,588 10,044  0,00173 0,0000376
0,140 1,256 19,83 2,236 0,3291 1,361
0,156 1,263 20,06 2,364  0,3048 1,167

Q Acta Physicu VI13J/3.
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1V. Loésung der mit der urspringlichen Weizsdckerschen Korrektion erweiterten
Grundgleichung (6) fur das Fe-Atom mit der Randbedingung (12)
r0= 0,5 a0

Die Funktion y(r) = rip(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4ay2; rin a0, Y in 1/0J'2- und
D in l/a0-Einheiten

r y D
0 0 0
0,0125 0,5446 3,727
0,0250 0,8895 9,943
0,0375 1,114 15,58
0,0500 1,269 20,22
0,0625 1,381 23,97
0,0750 1,466 27,02
0,0875 1,533 29,55
0,1000 1,588 31,68
0,1125 1,633 33,52
0,1250 1,6725 35,15
0,1375 1,707 36,63
0,1500 1,739 38,00
0,1625 1,769 39,31
0,1750 1,797 40,58
0,1875 1,825 41,84
0,2000 1,852 43,11
0,225 1,908 45,73
0,250 1,966 48,57
0,275 2,029 51,72
0,300 2,0975 55,29
0,325 2,173 59,34
0,350 2,256 63,96
0,375 2,3475 69,25
0,400 2,448 75,29
0,425 2,558 82,20
0,450 2,677 90,08
0,475 2,808 99,08

0,500 2,9495 109,3
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VII. Ldsung der mit der urspringlichen Weizsackerschen Korrektion erweiterten
Grundgleichung (6) fur das Fe-Atom mit der Randbedingung (14)

o= °°
Die Funktion y(r) — rip(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4ny2; rin a0-,y in 1/aJ'’2 und
D in 1/a0-Einheiten

r y D r y D r y D
0 0 0 0,204 1,507 28,55 2,876  0,2854 1,024
0,002 0,03628 0,01654 0,220 1,499 28,23 3,132 0,24865  0,7769
0,004  0,1339 0,2254 3,388  0,2165 0,5891
0,006  0,2253s  0,6382 0,252 1,4765 27,40 3,644  0,18836  0,4458
0,008  0,3102 1,209 0,284 1,450 26,41 3,900 0,16365  0,3365
0,010 10,3888 1,900 0,316 1,420 25,34 4,156  0,1420 0,2533
0,012  0,4615 2,677 0,348 1,389 24,24 4,412 0,1230 0,1901
0,014  0,5288 3,514 0,380 1,357 23,15 4,668  0,1064 0,1422
0,016  0,5911 4,391 0,412 1,325 22,07 4,924  0,09185  0,1060
0,018 0,6489 5,291 0,444 1,293 21,02 5,180 0,07920  0,07882
0,020 0,7024 6,201 0,476 1,262 20,01 5436  0,06819  0,05843
0,508 1,231 19,05 5,692  0,05863  0,04320
0,024  0,7986 8,015 5948  0,05035  0,03186
0,028  0,8821 9,778 0,572 1,172 17,25 6,204  0,04319  0,02345
0,032  0,9549 11,46 0,636 1,115 15,63 6,460  0,03702  0,01722
0,036 1,019 13,04 0,700 1,062 14,18 6,716  0,03169  0,01262
0,040 1,075 14,51 0,764 1,013 12,89 6,972  0,02711  0,00924
0,044 1,124 15,88 0,828  0,9660 11,73 7,228  0,02318  0,00675
0,048 1,168 17,14 0,892 0,9223 10,69 7,484  0,01980  0,00493
0,052 1,207 18,31 0,956 0,8813 9,761 7,740  0,01690  0,00359
0,056 1,242 19,37 1,020  0,8429 8,928 7,996  0,01442  0,00261
0,060 1,273 20,35 1,084  0,8067 8,178 8,252  0,01230  0,00190
8,508  0,01048  0,00138
0,068 1,325 22,06 1212  0,7408 6,896 8,764  0,00893  0,00100
0,076 1,367 23,49 1,340  0,6821 5,847 9,020  0,00761  0,000728
0,084 1,401 24,67 1,468  0,6297 4,982 9,276  0,00648  0,000528
0,092 1,4285 25,64 1,596  0,5825 4,264 9,532  0,00552  0,000383
0,100 1,451 26,44 1,724 0,5399 3,664 9,788  0,00470  0,000277
0,108 1,468 27,09 1,852  0,5013 3,158 10,044  0,00400  0,000201
1,980  0,4660 2,729
0,124 1,493 28,01 2,108  0,4337 2,364
0,140 1,508 28,56 2,236 0,4040 2,051
0,156 1,515 28,83 2,364  0,3766 1,782
0,172 1,516 28,88 2,492  0,3512 1,550
0,188 1,513 28,77 2,620  0,3277 1,349

6*
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VIII. Losungen der mit der modifizierten Weizsédckerschen Korrektion erweiterten
Grundgleichung (40) fur das Fe-Atom mit der Randbedingung (12)
Lésung der Grundleichung (40) fir Z= 26 und ro— 0,5a0

Die Funktion y(r) = rip(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4ny2; r in a0,y in 1lja!, 2 und
D in l/a0-Einheiten

r y D

0 0 0
0,0125 0,6330 5,040
0,0250 1,030 13,33
0,0375 1,273 20,35
0,0500 1,430 25,70
0,0625 1,537 29,70
0,0750 1,614 32,72
0,0875 1,670 35,05
0,1000 1,713 36,88
0,1125 1,747 38,36
0,1250 1,775 39,60
0,1375 1,799 40,66
0,1500 1,820 41,62
0,1625 1,839 42,52
0,1750 1,858 43,38
0,1875 1,876 44,23
0,2000 1,8945 45,10
0,225 1,933 46,95
0,250 1,975 49,04
0,275 2,023 51,45
0,300 2,078 54,27
0,325 2,140 57,57
0,350 2,211 61,41
0,375 2,290 65,91
0,400 2,379 71,13
0,425 2,478 77,19
0,450 2,589 84,22
0,475 2,711 92,36

0,500 2,8465 101,8



Losung der Grundgleichung (40) fir Z = 26 und r0— 2a0

Die Funktion y(r) =

0

0,0125
0,0250
0,0375
0,0500
0,0625
0,0750
0,0875
0,2000
0,1125
0,1250
0,1375
0,1500

0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
0,325
0,350
0,375
0,400

ZUR STATISTISCHEN THEORIE KOMPRIMIERTER ATOME
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np(r) und die radiale Dichteverteilung D = 4ay2; r in aw, Yy in lja'!'l- und
D in l/a0-Einheiten

0,6250
1,002
1,230
1,373
1,467
1,528
1,569
1,595
1,610
1,618
1,621
1,619

1,607
1,587
1,562
1,534
1,505
1,474
1,443
1,413
1,382
1,352

D

4,908

12,62
19,01
23,70
27,03
29,35
30,92
31,95
32,58
32,91
33,01
32,94

32,44
31,64
30,65
29,57
28,45
27,31
26,18
25,08
24,00
22,97

0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

11
12
1,3
1,4
1,5
16
1,7
18
1,9
2,0

Yy

1,293
1,237
1,184
1,1345
1,088
1,044
1,003
0,9643
0,9287
0,8957
0,8652
0,83726

0,7885
0,7490
0,7185
0,6968
0,6839
0,67965
0,6843
0,6979
0,7208
0,75345

21,02
19,24
17,63
16,17
14,86
13,69
12,63
11,68
10,84
10,08
9,407
8,809

7,813
7,050
6,487
6,102
5,877
5,804
5,884
6,121
6,530
7,134
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0,0125
0,0250
0,0375
0,0500
0,0625
0,0750
0,0875
0,1000
0,1125
0,1250
0,1375
0,1500

0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
0,325
0,350
0,375
0,400

Lésung der Grundgleichung (40) fir / - 26 und ro — 2,15 a0

Die Funktion y(r) = np(r) und die radiale Dichteverteilung D — 4ny2; rin a0,y in 1/«J
D in l/a0-Einheiten

0,6192
1,001
1,231
1,376
1,4695
1,531
1,572
1,598
1,613
1,621
1,624
1,622

1,610
1,589
1,564
1,536
1,506
1,476
1,445
1,414
1,383
1,353
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D

4,819
12,59
19,04
23,78
27,14
29,46
31,05
32,08
32,71
33,04
33,14
33,06

32,56
31,74
30,75
29,66
28,52
21,37
26,23
25,12
24,04
23,00

r

0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

11
12
13
1,4
15
16

18
19
2,0
21

2,15

Y

1,294
1,238
1,184
1,134
1,086
1,042
0,9997
0,9604
0,9236
0,8893
0,8573
0,8275

0,7745
0,72985
0,6931
0,6640
0,6424
0,6281
0,6212
0,6216
0,6295s
0,6451
0,6686

0,6834

D

21,03
19,25
17,63
16,15
14,83
13,64
12,56
11,59
10,72
9,938
9,235
8,606

7,539
6,694
6,037
5,541
5,186
4,958
4,849
4,856
4,980
5,230
5,617

5,869

und
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L6sung der Grundleichung (40) fur Z = 26 und r0= 2,85 a0

Die Funktiony(r) = ry>r)und die radiale Dichteverteilung D = 4nyr; r in a0, y in
D in I/a0-Einheiten

0,0125
0,0250
0,0375
0,0500
0,0625
0,0750
0,0875
0,1000
0,1125
0,1250
0,1375
0,1500

0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
0,325
0,350
0,375
0,400

0,45
0,50
0,55
0,60

Yy

0
0,6137
0,9972
1,228
1,374
1,468
1,531
1,5715
1,598
1,6135
1,622
1,624
1,623

1,610
1,590
1,565
1,537
1,507
1477
1,446
1,415
1,3845
1,354

1,295
1,239
1,186
1,135

D

0

4,733
12,50
18,96
23,72
27,09
29,44
31,03
32,08
32,72
33,05
33,16
33,09

32,59
31,78
30,78
29,69
28,55
27,41
26,28
25,16
24,09
23,05

21,09
19,29
17,66
16,19

r

0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00

11
12
1,3
1,4
15
16
1,7
18
1,9
2,0
21
2,2
2,3
2,4
25
2,6
2,7
2,8

2,85

Yy

1,087

1,0415
0,9987
0,9583
0,9200
0,8838
0,8496
0,8173

0,7577
0,7043
0,6566
0,6141
0,5764
0,5432
0,5143
0,4894
0,4684
0,4512
0,4377
0,4278
0,4215
0,4188
0,4196
0,4241
0,4322
0,44415

0,4516

14,85
13,63
12,53
11,54
10,64
9,816
9,071
8,393

7,214
6,234
5,418
4,740
4,175
3,708
3,324
3,010
2,757
2,559
2,408
2,300
2,233
2,204
2,213
2,260
2,348
2,479

2,563

355

und
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Lésung der Grundgleichung (40) fur z — 26 und r0= 3,5 a0

Die Funktion y(r) = nq() und die radiale Dichteverteilung D = 4ny2; rin a0,y in 1/aJ 2
und D in I/aO-Einheiten

r y D r y D
0 0 0 0,80 0,9601 11,58
0,0125 0,6581 5,443 0,85 0,9221 10,68
0,0250 1,027 13,25 0,90 0,8861 9,868
0,0375 1,248 19,56 0,95 0,85205 9,123
0,0500 1,386 24,13 1,00 0,8197 8,443
0,0625 1,475 27,33
0,0750 1,534 29,56
0,0875 1,572 31,06 1,1 0,7598 7,254
0,1000 1,597 32,03 12 0,7056 6,257
0,1125 1,611 32,62 1,3 0,65645 5,415
0,1250 1,619 32,92 14 0,6118 4,704
0,1375 1,621 33,00 15 0,5712 4,100
0,1500 1,618 32,92 1,6 0,5343 3,587
1,7 0,5007 3,151
0,175 1,606 32,40 18 0,4703 2,780
0,200 1,585s 31,59 1,9 0,4428 2,464
0,225 1,561 30,60 2,0 0,4180 2,196
0,250 1,533 29,53 21 0,3959 1,969
0,275 1,503 28,41 2,2 0,3762 1,778
0,300 1,473 27,27 2,3 0,3588 1,618
0,325 1,443 26,15 2,4 0,3438 1,485
0,350 1,412 25,05 2,5 0,33095 1,376
0,375 1,382 23,99 2,6 0,3203 1,289
0,400 1,352 22,96 2,7 0,3117 1,221
2,8 0,3052 1,170
0,45 1,294 21,03 29 0,3007 1,136
0,50 1,238 19,26 3,0 0,2982 1,118
0,55 1,185 17,65 31 0,2978 1,115
0,60 1,135 16,19 3,2 0,2994 1,127
0,65 1,087 14,86 3,3 0,3031 1,155
0,70 1,043 13,66 3,4 0,3089 1,199

0,75 1,000 12,57 35 0,3168 1,262
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IX. Lésung der mit der modifizierten Weizsackerschen Korrektion erweiterten
Grundgleichung (40) fur das Fe-Atom mit der Randbedingung (14)

r0= °o

Die Funktion y(r) = ry>r) und die radiale Dichteverteilung D = 41ry2; rin a0,y in 1/aJ 2 und
D in 1/a0Einheiten

0

0,002
0,004
0,006
0,008
0,010
0,012
0,014
0,016
0,018
0,020

0,024
0,028
0,032
0,036
0,040
0,044
0,048
0,052
0,056
0,060

0,068
0,076
0,084
0,092
0,100
0,108

0,124
0,140
0,156
0,172
0,188

Yy

0

0,1879
0,3124
0,4233
0,5229
0,6128
0,6941
0,7678
0,8348
0,8958
0,9515

1,049
1,132
L201.
1,261
1,313
1,357
1,395
1,428
1,457
1,482.

1,524
1,555
1,579
1,597
1,610
1,619

1,628
1,629
1,624
1,615
1,602

D

0
0,4438
1,226
2,252
3,437
4,719
6,054
7,409
8,758
10,08
11,38

13,83
16,09
18,14
19,99
21,65
23,14
24,46
25,64
26,69
27,62

29,18
30,39
31,33
32,04
32,56
32,93

33,32
33,35
33,15
32,76
32,26

0,204
0,220

0,252
0,284
0,316
0,348
0,380
0,412
0,444
0,476
0.508

0,572
0,636
0,700
0,764
0,828
0,892
0,956
1,020
1,084

1,212
1,340
1,468
1,596
1,724
1,852
1,980
2,108
2,236
2,364
2,492
[ 2,620

Yy

1,587
1,571

1,535
1,497
1,457
1,418
1,379
1,341
1,303
1,267
1,232

1,166
1,104
1,047
0,9933
0,9438
0,8977
0,8548
0,8148
0,7773

0,7092
0,64905
0,5954s
0,5474
0,5041
0,4648
0,4290
0,3963
0,3662
0,3386
0,3131
0,2895

D

31,66
31,01

29,61
28,15
26,68
25,26
23,89
22,58
21,35
20,18
19,08

17,08
15,32
13,77
12,40
11,19
10,13
9,183
8,342
7,593

6,321
5,294
4,456
3,766
3,193
2,715
2,313
1,973
1,686
1,441
1,232
1,053

2,876
3,132
3,388
3,644
3,900
4,156
4,412
4,668
4,924
5,180

5,436
5,692
5,948
6,204
6,460
6,716
6,972
7,228
7,484
7,740
7,996
8,252
8,508
8,764
9,020
9,276
9,532
9,788
10,044

Yy

0,24736
0,2111
0,1799
0,1530
0,1299
0,1101
0,09309
0,07857
0,06621
0,05571

0,04681
0,03928
0,03292
0.02757
0,02306
0.01928
0,01611
0,01345
0,01122
0,00936
0,00781
0,00651
0,00542
0,00452
0,00376
0,00313
0,00261
0,00217
0,00181

D

0,7688
0,5602
0,4068
0,2943
0,2121
0,1523
0,1089
0,07758
0,05509
0,03900

0,02753
0,01939
0,01362
0,00955
0,00668
0,00467
0,00326
0,00227
0,00158
0,00110
0,000766
0,000532
0,000369
0,000256
0,000178
0,000123
0,0000855
0,0000592
0,0000410
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X. Beweis des Zusammenhanges (32)

Wir wollen hier zeigen, dass fiuir den Fall, dass y>(r0) = y0 = 0 ist, die
Beziehung (32) gilt. Die Funktion ip ist eine Funktion der Entfernung vom
Kern rund des Grenzradius’ r,,., Wir wollen diese Funktion im folgenden durch
y> (r, r0) bezeichnen. Zur Herleitung der Beziehung (32) entwickeln wir
y>(r -f- Ar, r0-)- Ar0) in eine Reihe nach Potenzen von Ar und ZIr0. Wenn
man die Reihe nach den in Ar und Ar0 linearen Gliedern abbricht, so hat man

. dtp
y(r+ Ar,r0+ Nr0) = ip(r, r0) + 3, + fii Arn
ar r, r0 \ 3ro
Wenn man hier r = round Ar = Ar0 setzt, so ergibt sich
dtp arp
V(ro+ Nr0, r0+ Ar0) = y>(roTg) + Nro +

Fo, ro

Da voraussetzungsgemass

V (ro+ Aromo+ Jtto)= 0 und y)(r0, rQ) = o

st, folgt die Beziehung

n> n>
30 ro. ro ur,

deren Herleitung hier unser Ziel war.

Die sehr weitldufigen numerischen Rechnungen wurden von O. Kun-
vari, E. Magori, |. Anyos, Zs. Ozoréczy und J. Yaczé durchgefihrt, wofur
ich ihnen auch hier meinen Dank ausspreche.

K CTATUCTUYECKOW TEOPUU CXATbIX ATOMOB

M. TOMBALL
Peswome

B cTaTbe Moka3aHO, YTO CTaTUCTMYECKad Teopus CXaTbIX aroMOB, MOAWUKMULMPOBaHHAA
KOppekumei BeiiLcekkepa, CyLLeCTBEHHO W3MEHSETCS MO CpaBHEHWIO ¢ Teopusmu Tomaca—
depmun 1 Tomaca—Pepmn—Lunpaka. Npn Bo3pacTaloLlleM [ABMEHUN 3HEpPrus atoMa He BO3-
pacTaeT MOHOTOHHO, KakK B Teopusx Tomaca—®Pepmu ¥ Tomaca—Pepmn—/npaka, a OHa
BHayane y6blBaeT, NMPOXOAWUT Yepe3 MUHUMYM, M MOTOM OYEHb CUNBLHO BO3pacTaeT. Ha ocHo-
BaHWW 3TUX Pe3y/ibTaToB HYXXHO OblIO MepecMOTPETbL COOTHOLLEHWUS MEXAY [aBNeHWeM W NnoT-
HOCTbIO, BblBefleHHble 13 Teopuu Tomaca—®Pepmu 1 Tomaca—Pepmu—Lunpaka.
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COOBLWEHNA

RELATION OF FIRST IMPULSES IN HORIZONTAL
AND VERTICAL MAGNETOGRAMS AT ALIBAG (BOMBAY)

By

S. L. Malurkah
COLABA AND ALIBAG OBSERVATORIES, BOMBAY, INDIA

(Received : VIII. 1. 1957)

The data of magnetic storms are useful to verify the theories of the in-
coming charged particles, radiation etc. The general trend of the magnetic
storms is in most cases so complicated that studies in general can only be based
on averages for many storms for the whole period of the storm. The onset of
the magnetic storm will ultimately be of great importance and it is for this
reason that attempts have been made to obtain quick-run magnetic records
at Alibag from 1949 onwards on special occasions like the time of anticipated
magnetic storms. In the literature, one finds occasionally a report of an unusual
commencement. This presupposes knowledge of the usual or normal behaviour
i. e. whether the trend of the first impulses in horizontal and vertical magnetic
forces is such as to imply any relation between them whether there is any
considerable spread and whether the equivalent current happens to be in the
same octant particularly near the geomagnetic equator.

The periods of two Solar Cycles 1911—22 and 1923— 34 were examined.
The vertical magnetograph was improved by Dr. S. K. Banerji in 1926 from
a small magnification to a much bigger one. But still the general picture for
the two Solar Cycles (including the period after the V magnetograph was
improved) had approximately the same character. When the initial impulse
[A H) in the horizontal magnetograph is less than 20 y, the spread is large
but one can average and state that the vertical impulse (AV) is negligible
when AH < 10y. A sort of mean curve can be drawn to give the general trend
of AH and AV. At Alibag usually the first impulse of H is positive and that
of V is negative. When X 10y < AH <40y ;

— AV = 1484 (1 — IO/AH).

The spread is large when AH is nearly IOy ; if, very occasionally, one
finds that AV has also been positive, it is possible to assign this, in the absence
of definite indications to the contrary, to purely statistical variations. In
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the period examined, there was only one example of AV being also positive
along with positive AH. Otherwise, the equivalent current seems to be confined
to a narrow cone in the same octant of space about the earth.

The Figure gives the dot diagram relation of H and V. The mean curve
has been drawn to give a good fit for which the equation given above is a
reasonable approximation.

I have to thank Mr. K. Nagabhushana Rao, Meteorologist, Meteorologi-
cal Office, Poona, for helping me to derive the equation, and Messers A. K.
Phanse and R. W. Jayakar of Colaba Observatory in compiling the data.



LETTER TO THE EDITOR

BEMERKUNG ZU DER ARBEIT
»UBER DIE WAHRSCHEINDICHKEITSTHEORETISCHE
BEHANDUUNG DER ANODENSTROMSCHWANKUNGEN
VON ELEKTRONENROHREN«*

(Aus dem an den Verfasser geschriebenen Briefe)

(Eingegangen : 10. X. 1957)

»Aus lhren Rechenbeispielen geht hervor, dass die von Schottky-
Spenke gefundene Raumladungsschwédchung des Schrotrauschens fiir niedrige
Frequenzen aus den Gleichungen (12) und (13) nicht herauskommt. Das Resul-
tat

G (0) =2 el
gilt Uber Ihre beiden Beispiele [siehe Gleichungen (2) and (3)] hinaus allgemein
— welche Zeitfunktion des Influenzstromes man auch nimmt — also auch

dann, wenn man die Langmuirsche Potentialverteilung zugrundelegen wirde.
Fir oo = 0 ist ndmlich nach Gleichung (12)

G' (0) = sny A (0,v) 2dH (V)

und nach Gleichung (13)

A(OV) = ~ | vt
0
Nun ist
MET, (0<t< 1),
f(Gv)
o , (t> 1
T = Laufzeit und
f€E=m dv ,
dl
also
d mv2
(0" t<, 1),
dt
I(*»V)
0 , (t>r).

* L. Takacs, Act. Phys. Hung., 7, 25, 1957.
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Daraus folgt

mv? mv~
A (0,v)
2nuU 2 2
Nach dem Energiesatz ist
—2e U,
*AJ, Vg vmin (Transelektronen).
mv* mv%
~2~ 2 L
0, to< “min= —z2eUmn (Ruckelektronen).
Hieraus folgt
, 'V vmin
A@©v) = 2N
0, v<vmm,

und

SfimIn

G' (0) = 2e2A dH {v) = 2s2 Ae KT .

. i vmi.i
Fur A= 1s/e ergibt sich

KT .
G' (0) = 2else =2ei.

Dass die Raumladungsschwéachung im Sinne von Schottky-Spenke
nicht herauskommt, liegt daran, dass die durch die Schwankung des Potential-
minimums vermittelte Wechselwirkung zwischen den einzelnen Geschwindig-
keitsgruppen von der Gleichung (12) nicht erfasst wird.«

Karl-Heinz Lécherer

Institut fir HF-Technik an der Technischen Universitat Berlin-Charlottenburg



BUCHBESPRECHUNG — BOOK REVIEW — OB30P KHHTI

JonANNEs PicHT: Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung

Deutscher Verlag der Wissenschaften. Berlin, 1956. 187 Seiten

Die optische und feinmechanische Indu-
strie ist heute eine der bedeutendsten Fach-
industrien der Welt. Sie stellt hochst wert-
volle Produkte in grossen Mengen her, wie
Photoapparate, Ferngliser, Mikroskope, geo-
ditische Instrumente, kinotechnische Pro-
dukte, astronomische Ausriistungen und
wissenschaftliche Gerite. Dabei haben sich
noch vor einigen Jahrzehnten nur wenige
Linder mit der Herstellung optischer Appa-
rate befasst, hingegen in den letzten Jahren
sind optische Fabriken in den allerverschie-
densten Teilen der Welt entstanden. Ungarn
kann auf diesem Gebiet auf eine Vergangen-
heit von mehreren Jahrzehnten zuriick-
blicken und hilt heute was Modernitiit der
Mehrzahl ihrer optischen Fabrikaten betrifft,
mit der Aussenwelt Schritt.

Man muss jedoch feststellen, dass neben
der blithenden optischen Industrie, die, ihre
theoretische Grundlage bildende, geometrisch-
optische Literatur verhiiltnismissig arm ist.
Neben dem grossen industriellen Fortschritt
ist die Anzahl der gut verwendbaren und der
praktischem optischen Konstruktion helfen-
den theoretischen Arbeiten sehr gering. Es
scheint jedoch, als ob in der letzten Jahren
in dieser Hinsicht ein Aufschwung eingetreten
sei. Die die Grundlage der praktischen
Optik bildende theoretische Literatur hat
sich betrichtlich erweitert und sucht immer
tiefere Fundamente. Sie beschriinkt sich nicht
rein auf die geometrische Optik, sondern
sucht auch die Beziehungen und Zusammen-
hinge zwischen geometrischer Optik und
Wellenoptik. Gleichzeitig mit diesen Bestre-

bungen verbessert sich natiirlich weiter die
Qualitdt der optischen Erzeugnisse.

Diese Bemerkungen sollen die Aktualitit
des Buches von Professor Picht gebiihrend
unterstreichen. Wie aus dem Vorwort her-
vorgeht, verdankt das Buch seine Entstehung
der Anregung von in der optischen Industrie
interessierten Fachleuten. Damit soll jedoch
keineswegs gesagt sein, dass der aufgearbei-
tete Stoff nur fiir den Praktiker, der sich mit
industrieller Forschung wund Entwicklung
beschiftigt, interessant ist, das Buch gibt
vielmehr eine zusammenfassende Darstellung
der wichtigsten Kapitel der geometrischen
Optik und der damit verkniipften Wellen-
optik, so dass das Buch auch von dem Stand-
punkt der theoretischen Forschung Interesse
beanspruchen kann.

Nach kurzer Einfithrung, die sich mit dem
Brechungsgesetz der optischen Wellenlinge
und dem Fermatschen Gesetz beschiftigt, ist
der Gegenstand des ersten Kapitels die
Besprechung der Gesetzmiissigkeiten des pa-
raxialen Strahlenganges. Es beschreibt die
Invariante der Abbildung, die Seiten-, Tiefen-
und Winkelvergrosserung, die paraxiale Brenn-
weite und die Helmholz-Lagrangesche Be-
ziehung, und befasst sich kurz noch mit den
Haupt- und Knotenpunkten.

Das zweite Kapitel behandelt ausfiihr-
licher die Formeln der Brennweite, der Ab-
bildung, der Hauptpunkte und der Kardinal-
punkte und Weiten von zusammengesetzten
Systemen. Das dritte Kapitel befasst sich
mit der allgemeinen Berekschen Abbildungs-
formel und mit den daraus zu schliessenden
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Folgerungen. Mit diesem Kapitel schliesst
der sich mit den Gesetzlichkeiten der paraxia-
len Abbildung befassende Teil, welcher wie
ersichtlich nach Vollstindigkeit strebt und
sie auch erreicht.

Das vierte, fiinfte und sechste Kapitel
beschiiftigt sich mit den Biindeln endlicher
Offnungswinkel und endlicher Neigungs-
winkel und beschreibt das Wesentliche der
tertiiren Bildfehler.
mittels gut veranschaulichender Abbildungen

Die letzteren werden

illustriert. An Hand der trigonometrischen
Rechnungsmethode wird das Gesetz des
Astigmatismus’ der schmalen Biindel, sowie
die trigonometrische Berechnung, die bei
den asphiirischen Flichen anzuwenden ist,
erirtert. Es fehlt aber die Darstellung der
trigonometrischen Rechnungsmethode bei
schiefen Strahlen.

Weiter schildert das Buch die flichen-
weise Zerlegung der Aberrationswerte und
die graphische Darstellung der Aberrationen.
Diese Beschreibung der Resultate der prak-
tischen Anwendungen der Seidelschen Theo-
rie schliesst diesen Teil des Buches ab. Dieser
letztere Abschnitt ist der Behandlung in
Bereks Buch sehr ihnlich, er ist aber aus-
fithrlicher und anschaulicher.

Das siebente und achte Kapitel befasst
sich mit der Staeble-Lihotzkischen Isoplana-
sienbedingung, der Abbeschen Sinusbedin-
gung, mit der Zinker-Sommerschen Bedin-
gung der Petzvalschen Bildneigung. Alle
diese Beschreibungen sind ausfiirlich und
vollstindig und umfassen im vollen Ganzen
unsere Kenntnisse auf diesem Gebiet.

Die folgenden zwei Kapitel beschiftigen
sich, griosstenteils nach BEREK, mit den Zahl-
fehlern und den einzelnen und iquivalenten
Objektiven. Das elfte Kapitel stellt die
Resultate der Tiitigkeit Professor Prcurs
auf dem Gebiet der wellenoptischen Abbil-
dung dar. Mit ihrer Hilfe ist die Phasendif-
ferenz des Hauptstrahles und irgendeines
Zonenstrahles am Ort der paraxialen Bild-
ebene berechenbar. Diese Formeln ergeben
sehr niitzliche Bedingungen fiir die Korrek-

A kiadasért felel az Akadémiai Kiadé igazgatéja

A kézirat nyomdaba érkezett: 1958. V. 8. — Terjedelem: 8,25 (A/5) iv, 4 dbra

tion. Das zwolfte Kapitel macht mit den
aplanatischen Flachen und Linsen, ferner
mit der die Sinusbedingung befriedigenden
Flachendifferentialgleichung bekannt.

Das dreizehnte Kapitel ist eines der wert-
vollsten Teile des Buches. Es befasst sich
mit den Eikonalen und deren verschiedenen
Formen und beschreibt die Seidelsche Theorie
mit voller Ausfiihrlichkeit. Dieser Teil fiillt
eine wesentliche Liicke in der Literatur, da
nimlich die Ableitung der Seidelschen Bild-
fehler aus dem Seidel-Eikonal nur in der
schwerer zugiinglichen Literatur vorzufinden
ist und leider auch in Bereks Buch fehlt.

Der Band schliesst mit einem kurzen aber
sehr niitzlichen Anhang iiber das Fernglas,
das Mikroskop und die Vergrisserung der
Lupe.

Es sei noch kurz die Rede von den klei-
neren Fehlern des Buches. Das Streben nach
Exaktheit fiihrte zur Einfiihrung zu vieler
Bezeichnungen, und diese mannigfaltigen,
vielmals @hnlichen Bezeichnungen storen und
verwirren die Ubersichtlichkeit der Ableitun-
gen. FEinige Ableitungen konnen vielleicht
kiirzer sein. KEs fehlt eine ausfiihrlichere
Behandlung des Zusammenhanges der Geo-
metrischen- und Wellenoptik, welche die
Bedeutung der sich hierauf beziehenden
Picht-Formeln noch mehr hervorheben wiirde.

Diese kleineren Mingel vermindern kei-
neswegs den Wert des Buches. Sowohl fiir
den theoretischen als auch den praktischen
Optiker ist im Bande das voilstindige bis
jetzt erschlossene System der geometrischen
Optik dargestellt. Das vollstindige Studium
des Buches und auch sein Gebrauch als ein
Handbuch wird dem praktischen Fachmann
von ausserordentlichem Nutzen sein, sein
Erscheinen kann nur mit Freude begriisst
werden.

Der Verlag hat das Buch in geschmack-
vollem Einband, in reinem, klarem Druck
und auf gutem Papier herausgebracht.

Dr. F. SzZALKAY

Zentrales Forschungslaboratorium
fiir Optik und Feinmechanik, Budapest.

Miiszaki felelés: Farkas Sandor
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ZU DEM PROBLEM DES HUBBLEEFFEKTES
Von

Th. Neugebauer
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPEST

(Vorgelegt von K. Novobatzky — Eingegangen : 1. VII. 1957)

Im Zusammenhang mit einer friheren Arbeit wird die Frage besprochen, ob tatséachlich
eine Verwaschenheit der Bilder der entfernten Spiralnebel auftreten misste, wenn man den
Hubbleeffekt als eine Art Lichtzerstreuungseffekt — nach dem in der zitierten Arbeit bespro-
chenen Gedankengange — deuten wirde. Im ersten Teil der Arbeit wird mit Hilfe einer wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Rechnung gezeigt, dass wenn es sich um genug zahlreiche Ablen-
kungen der Lichtquanten unter entsprechend kleinen Winkeln handelt, die resultierende
Verschwommenheit des Bildes mit der Zahl n der einzelnen Ablenkungen wie 1/jfngegen Null
geht. Dabei wird angenommen, dass der Partikelkomplex, mit dem das Photon zusammen-
stosst, sich weitgehend der Newtonschen Mechanik entsprechend verhdlt. Ausserdem wird ein
Vergleich mit den bei der Herleitung der Stokesschen Formel auftretenden Verhéltnissen
gezogen. Im zweiten Teil der Arbeit wird gezeigt, dass je relativistischer die Zusammenstdsse
sind, desto kleinere Winkelablenkungen werden nach der relativistischen Mechanik auftreten
und im Falle, dass auch die fraglichen Teilchen extrem relativistische Partikel sind, tritt bei
der Lichtzerstreuung Uberhaupt keine Richtungsdnderung auf. Solche Teilchen kénnten z. B.
Neutrinos sein.

Einleitung

In einer vorangehenden Arbeit des Verfassers [1] (im folgenden als
1. c. zitiert) wurde die Frage besprochen, ob es nicht doch mdéglich wére, den
Hubbleeffekt (also die Rotverschiebung der Spektrallinien der Spiralnebel)
als eine Art LichtZerstreuungseffekt deuten zu koénnen. Dabei wurde auf
einen bis jetzt nicht bertcksichtigten Effekt aufmerksam gemacht, der eine
Art Mie-Effekt an materiell nicht mehr zusammenhé&ngenden einzelnen Parti-
keln ist und demzufolge eine enorme Steigerung der Streuung nach vorne
(also in Richtungen, die mit der urspriinglichen Strahlrichtung nur ganz
kleine Winkel einschliessen) auftreten muss. Ausserdem muss selbstver-
stdndlich die Tatsache berucksichtigt werden, dass einerseits in unseren
irdischen Experimenten die Lichtquanten nur warend ganz kleiner Bruchteile
einer Sekunde existieren, andererseits dass demgegeniber ihre Reise im inter-
galaktischen Raume Jahrmillionen dauert. In der erwdhnten Arbeit wurde
aus den erhaltenen Formeln der Schluss gezogen, dass zwar die Streuung an
Elektronen und a fortiori an noch schwereren Elementarteilchen das Zustande-
kommen des Hubbleeffektes dem erwd&hnten Gedankengang gemaéss nicht
erklédren kann (weil man dazu so grosse Dichten dieser Partikel anzunehmen

1 Acta Physica VIII/4.
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gezwungen ware, dass dies anderen physikalischen Erfahrungen widersprechen
wurde), Neutrinos oder andere uns vielleicht noch unbekannte, leichte Teilchen
kénnten dagegen das Auftreten dieses Effektes tatsdchlich erklaren.

Selbstverstédndlich liegt dieser Auffassung die Annahme zugrunde, dass
das Photon infolge von aufeinanderfolgenden Lichtzerstreuungsakten (die
alle unter einem sehr kleinen Winkel erfolgen) Zwar bestdndig kleine Energie-
betrédge verliert, die dabei auftretenden vielen kleinen Ablenkungen sich
dagegen herausmitteln. Es kann noch die Frage aufgeworfen werden, ob diese
Herausmittelung tatséchlich so vollstdndig ist, dass sie unter dem Auflésungs-
vermdgen unseres Auges liegt, bzw. eine wie grosse Verwaschenheit des Bildes
zu erwarten ist. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese Frage zu unter-
suchen. Dabei zerlegen wir unsere Betrachtungen in zwei Teile. Im ersten
gehen wir ganz von dem in 1 c. entwickelten Gedankengange aus, betrachten
also das Photon als ein extrem relativitisches Teilchen, von den Partikeln
mit denen es zusammenstdsst, nehmen wir dagegen an, dass sie sich weit-
gehend der Newtonschen Mechanik gemdass verhalten. Im zweiten Teile
sehen wir dagegen von der letzteren Hypothese ab und nehmen an, dass diese
Partikel stark oder sogar extrem relativistische Teilchen sind. Diese Auf-
fassung liegt fur Neutrinos auf der Hand.

Teil 1

8 1. Nach einem bekannten Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung
wachst der Wahrscheinlichkeitswert einer Summe, wenn man viele kleine
Betrdge, die ebenso oft positiv wie negativ sein kénnen, addiert, proportional
zur Quadratwurzel aus der Zahl dieser Summanden. Wenn wir diese Regel
auf unseren Fall anwenden, so wirde daraus tatsédchlich folgen, dass je weiter
ein Spiralnebel von tins entfernt ist, desto diffuser musste sein Bild werden.
Es ist zwar wahr, dass der erwahnte wahrscheinlichkeitstheoretische Satz
sich auf ein eindimensionales Problem bezieht, in unseren Fall handelt es sich
dagegen um ein zweidimensionales Problem, es l&sst sich jedoch leicht zeigen,
dass der erwdhnte Satz auch in diesem Falle richtig bleibt.

Andererseits ist es eine bekannte Tatsache, dass wir durch unsere
Fernrohre auch die entferntesten Spiralnebel scharf sehen (wenigstens in
dem Masse, in dem wir sie Uberhaupt beobachten kénnen). Zur Erklérung
dieser Tatsache ist es jedoch nur notwendig anzunehmen, dass die bei der
Betrachtung dieser Objekte auftretende Yerwascheinheit des Bildes unterhalb
des Auflésungsvermdégens unseres Auges (also etwa unter 1') bleibt, und da
der Wahrscheinlichkeitswert nur mit der Wurzel aus der Zahl der Summanden
wachst, so kann dieser Wert unter Umstanden recht klein werden, wie das
das folgende Gedankenexperiment zeigt : Nehmen wir an, dass es sich ur-
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springlich um N Ablenkungen, alle um dem Winkel Zla, gehandelt hat, und
der ganze dabei auftretende Energieverlust E betrégt, also pro Ablekung E/N.
Nehmen wir jetzt weiter an, dass jetzt mehr Ablenkungen um entsprechend
kleinere Winkel erfolgen, der ganze Energieverlust jedoch derselbe bleibt.
Die Zahl der Ablenkungen sei dann nN, die dazugehdérenden Winkel Aa/n,
und der Energieverlust pro Ablenkung E/nN. Der Wahrscheinlichkeitswert
der Summe &ndert sich dann infolge der Abhéangigkeit von der Wurzel der
Zahl der Summanden um den Faktor JAn, und die Grdsse eines Energiebetrages
um 1/re, also multipliziert sich der Wahrscheinlichkeitswert mit \Nn . Im
Extremfall n—moo musste dieser Wert ganz verschwinden, und dieser Fall
entspricht seinem Wesen nach der Bewegung einer Kugel in einer viskosen
Flissigkeit (wo man selbstverstdndlich nur deshalb die Stokessche Formel
erhéalt, weil man die Hydrodynamik nicht als eine korpuskulare, sondern
als eine Kontinuumtheorie aufbaut und damit automatisch den Grenzuber-
gang n—y oo vollfihrt). Analog werden auch Korpuskularstrahlen durch
Metallfolien ohne merkbare Richtungsdnderungen um bemerkbare Betréage
abgebremst.

Gegen das erwdhnte Gedankenexperiment kénnte man noch einwenden,
dass in 1. c. Formel (23) der Energieverlust h{v—v) nicht zu 9 sondern zu 92
proportional ist, da ja nach dem erw&hnten Zusammenhang

h(v—v) (H2 vy

1
2ml3nnc2 )

sein muss.* Wenn wir also die Ablenkungswinkel im Gedankenexperiment alle
in n gleich grosse Teile zerlegen, so mussen n2-mal so viele Ablenkungen
angenommen werden, damit dieselbe Energieabnahme resultiert. Der Faktor

mit dem sich derWahrscheinlichkeitswert multipliziert, wdre dann \n2 ¢ — — 1 ,
n

wirde sich also gar nicht &ndern. Hierzu ist jedoch zu bemerken, dass in
(1) m (die Masse der fraglichen Teilchen) und auch I3 im Nenner stehen, und
die Abnahme von m (oder auch eventuell die von I), die von ¢ kompensieren
oder sogar uberkompensieren kann.

8§ 2. Um die hier auftretenden Verhdltnisse mit einem schon langst
bekannten Fall vergleichen zu kénnen, kommen wir jetzt auf die Stokessche
Formel noch einmal zuriick und wollen sie dabei zuerst nach der bekannten
Kontinuumtheorie und dann der nach korpuskularen Theorie ndher betrachten.

Streng genommen ist die Stokessche Formel nur flr eine ganz stationére
Bewegung giltig, doch kann man sie auch fur eine beschleunigte Bewegung
in sehr guter Anndherung als giltig betrachten, wenn nur diese Beschleunigung
genug langsam erfolgt. Betrachten wir also den folgenden Fall : Eine Kugel
vom Halbmesser r bewegt sich in einem Medium vom viskositatskoeffizierten

* In (1) bedeutet im Nenner n die Zahl der Partikel in der Volumeneinheit.
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7 entlang der X-Achse und besitzt im Punkte x = o die Anfangsgeschwindig-
keit v0. Da nach der Stokesschen Formel gegen die Bewegung die Wider-
standskraft —enrjrv auftritt, so erhalten wir mit Hilfe der Bezeichnung
K= 6an)r

M x — —Kkx, (2)
wo M die Masse der Kugel bedeutet. Daraus folgt weiter
Mx= —kx —C, (3)

und wenn wir diese Gleichung integrieren

X |
@
woraus
©
K
oder
= M1
c X+ 1 e (6)

folgt. Den Wert der Konstante C erhalten wir aus (3) mit Hilfe der Anfangs-
bedingung, dass im Punkte x = 0 (zur Zeitt = 0) Mx = MvO0 sein muss, also

ist C = —MvO0. Fir die Geschwindigkeit der Kugel als Funktion von t folgt
aus (s)
. C fL, k .
V=X= - e”m =v0e m . )
M

Aus (6) und (7) folgt weiter, dass die Kugel nur zur Zeit t = 00 zur Ruhe
kommt und zwar im Punkt

Mv, M ro

8

6 Tcvjr )

§ 3. All dieses sind selbstverstandlich schon bekannte Tatsachen und
bezlglich unserer Betrachtungen ist hier nur der Tatbestand wichtig, dass
der hydrodynamischen Betrachtungsweise gemdss die fragliche Kugel im
Punkt x0 notwendigerweise ohne Richtungsdnderung zur Ruhe kommt.
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Da jedoch andererseits die Materie korpuskular aufgebaut ist und die Kugel
deshalb mit den Molekilen des fraglichen den Widerstand verursachenden
Mediums selbstverstdndlich vorwiegend nichtzentral zusammenstossen wird
und jeder solcher Strossprozess notwendigerweise eine kleine Richtungs-
dnderung der Kugel verursachen wird, so entsteht die Frage, ob auch in
diesem ganz unrelativistischen Falle sich diese Richtungsablenkungen weit-
gehend herausmitteln werden, wenn man nur die Kugel recht gross im Ver-
hé&ltnis zu den Molekilen des fraglichen Mediums annimmt. Wéare das ndmlich
nicht der Fall, so musste man die ganze hydrodynamische Betrachtungs-
weise als unbegrindet betrachten.

Gaskinetische Methoden wurden eigentlich schon oft in die Aerodynamik
eingefihrt, da solche Fragen besonders im Zusammenhang mit dem Problem
des Fliegens in grossen Hoéhen wichtig sind. Bezeichnen wir mit | die freie
Weglange eines Molekiuls und mit L eine lineare Abmessung des untersuchten

Koérpers, so befinden wir uns, wenn LI 1 ist, im Gebiet der gewdhnlichen
Gasdynamik ; ist dagegen LI 1, so handelt es sich um das Gebiet der
freien Molekilbewegung. Im Zusammenhang mit dem erwdhnten aerodyna-
mischen Problem wurde in diesem Gebiet von Epstein [2] die Bewegung
einer Kugel, von Zahm [3] die von einer Platte und von Heineman [4] ganz
allgemein die eines konvexen Kdrpers untersucht. Die Ergebnisse des letzteren
Autors wurden neuerdings von Krywoblocki und Shinosaki [5] weiter
verallgemeinert.

Zur Beantwortung der im Zusammenhang mit unserem Problem auf-
tretenden Frage genlgen jedoch ganz elementare Betrachtungen, und wir
nehmen deshalb einfach an, dass unsere Kugel, deren Masse wir wieder mit M
bezeichnen, sich vor dem Stoss mit der Geschwindigkeit v entlang der X-
Achse bewegt und nach dem Zusammenstoss mit einem urspringlich in Ruhe
sich befindenden Molekil der Masse m in eine Richtung, welche den Winkel
& mit der X-Achse einschliesst, abgelenkt wird ; das fragliche Molekll erhélt
dabei eine Geschwindigkeit, deren Richtung mit dieser Achse den Winkel
tp einschliesst. (Vgl. die Fig. 1.) Aus den Erhaltungssidtzen von Energie und
Impuls folgen dann die bekannten Gleichungen

1 Mv2— 1 MV'2-(- 1 mir2,
2 2 3 ©)
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M V= MvVv'cos9 -f- mwcos % (10)
und
M v'sin9 = mw sin (p, (11

wo wir die Geschwindigkeit der Kugel nach dem Stoss mit »” und die des
Molekils mit w bezeichnet haben. Nach unserer Annahme ist ausserdem
m <4 M. Aus (10) folgt

mivcosp— M (E—v'cos9). (12)

Multiplizieren wir jetzt (12) mit sin 9 und (11) mit —cos# und addieren dann
beide Gleichungen, so folgt

mtvsin (@+ 9) = Mvsin$ (13)
und daraus weiter

1 1 M2 sin29
M KI = -=---o- Ve (14)
2 2 TV bz [p-f 9)

Setzen wir die rechte Seite von (14) in (9) ein, so erhalten wir endlich
fur den beim Stossprozess von der Kugel erlittenen Energieverlust

1M2 sin2#
vZ (15)

2 m sin2 (99 + #)'

1 Mi2-—1 Mv'2= —mw?2
2 2 2

Diese Formel versagt nur im Falle des streng zentralen Stosses, d. h.
also wenn $ = @— 0 ist. Da nach unserer Annahme m M ist, so muss auch
# \p sein, deshalb kdnnen wir (15) vereinfacht wie folgt schreiben :

, 1 M2 1
—MvZ - MV 2—-eeee- v2smag --------- 2~ -9 (16)
2 2 2 m \sin2 sin2p
Der Ablenkungswinkel 9 ist jedoch immer sehr klein, und deshalb genigt
es erstens auf der rechten Seite von (16) nur das erste Glied in der Klammer zu
behalten und ausserdem koénnen wir #2 statt sin29 schreiben, wir erhalten
also endlich

1 1 M
Mv2--M v'2= e v292 a7
2 2 2 msin2@

Es ist interessant, dieses Resultat mit (1) zu vergleichen. Dem dort
stehenden relativistischen Impuls hv/c entspricht hier Mv und der dort
stehenden Masse der im Kohédrenzgebiet enthaltenen Materie (T131n) ent-
spricht hier einfach die Masse des angestossenen Molektls m. Der Unterschied
der beiden Formeln besteht also eigentlich in dem in (17) im Nenner stehenden
Faktor sin29s. Dass letzterer in (1) nicht vorkommt, rihrt daher, dass es sich
dort um die Ablenkung eines extrem relativistischen Teilchens um sehr kleine

n
Winkel handelt und deshalb immer 0/ ? ist.
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Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt endlich die Frage beant-
worten, ob sich in der korpuskularen Betrachtungsweise die bei den Zusammen-
stdssen auftretenden Richtungsdnderungen tatséachlich sehr weitgehend
herausmitteln werden, wenn nur die Masse der Kugel genligend gross ange-
nommen wird, also ob man in diesem Falle tatsdchlich die aus der Hydro-
dynamik erhaltenen Resultate benltzen kann. Erstens miussen wir berick-
sichtigen, dass nach unserem Resultate (17) der bei dem Stossprozess auf-
tretende Verlust der Kugel an kinetischer Energie proportional zu B2 also
zu dem Quadrat des Ablenkungswinkels, ist. Als Gedankenexperiment
wollen wir jetzt die Masse der Kugel auf ihren n-fachen Wert vergréssern,
oder was bezlglich der Lésung unseres Problems dasselbe, jedoch viel an-
schaulicher ist, wir wollen bei festgehaltenem Wert der Masse der Kugel alle
mit ihr zusammenstossenden Molekile in n gleichmassige Teilchen zerlegen.
@ und iv werden dann in erster Naherung unverandert bleiben, was man am
einfachsten so einsieht, dass man umgekehrt die Kugel als umbeweglich
annimmt, auf die dann das fragliche Molekil mit der Geschwindigkeit v
aufprallt. Da man wegen der sehr grossen Masse der Kugel diesen Stossprozess
so betrachten kann, wie wenn das Molekil mit einem Kdrper von unendlich
grosser Masse elastisch zusammenstossen wirde und seine Geschwindigkeit
und Richtung nach dem Stosse von der Grdsse dieser »unendlich grossen Masse«
selbstverstandlich unbeeinflusst sein wird, so haben wir damit unsere Behaup-
tung bewiesen.

Bei der Zerlegung der Molekule der Masse minn gleichgrosse Teile bleiben
also sowohl o wie auch w in erster Ndaherung unverédndert, aus unserer Glei-
chung (11), die wir jetzt einfach als

M V'R —mw sin @ ) (18)

schreiben kdnnen, folgt dann aber, dass der Ablenkungswinkel § auf seinen
n-ten Teil abnehmen muss. Also erhalten wir weiter aus (17), dass in diesem
Falle der bei dem Stossprozess auftretende Verlust an kinetischer Energie
ebenfalls auf seinen n-ten Teil abnimmt. Da jetzt jedoch statt einem n solche
Teilchen mit unserer Kugel zusammenstossen werden, so bleibt der Energie-
verlust gerade unverdndert (nur wurde jetzt ein Stossprozess in n solche
zerlegt). Anderseits, da jedoch die Verschmiertheit der Richtung nach dem
erwdhnten wahrscheinlichkeitstheoretischen Satz zu

iN -J 8 (19)

proportional ist, wenn N die Zahl der Zusammenstdsse und AR den Mittelwert
der dabei auftretenden Richtungsédnderungen bedeutet, so wird sich bei dem
Gedankenexperiment der Zerlegung aller Molekile in n gleichmassige Teilchen
N mit n multiplizieren, AR muss man dagegen durch n dividieren, so dass (19) in
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(20)

Ubergeht; dieser Ausdruck geht gegen Null wenn n—-°0. Damit haben
wir also bewiesen, dass, wenn nur die Masse unserer Kugel genugend gross
ist, die Richtungsdnderungen, die bei den Zusammenstissen mit den Mole-
kulen auftreten, sich auch in diesem ganz unrelativistischen Falle weitgehend
herausmitteln, was ja bei der hydrodynamischen Herleitung stillschweigend
angenommen wird.

8 4. In unseren ganzen bisherigen Berechnungen haben wir angenom-
men, dass die im Stossprozess teilnemenden Molekiile vor den Zusammenstds-
sen sich in Ruhe befinden. Diese Annahme kann selbstverstandlich nicht
richtig sein, weil ja die Molekile alle gaskinetische Geschwindigkeiten besitzen ;
es ist zwar wahr, dass wenn wir Uber diese mittein, wir selbstverstandlich
den Wert Null erhalten, es fragt sich nur, ob es in unserem Problem erlaubt
ist, einfach gleich diesen Mittelwert zu benltzen. Zur Beantwortung dieser
Frage wollen wir der Einfachheit halber ausschliesslich zentrale Stésse betrach-
ten, doch nehmen wir an, dass das fragliche Molekil jetzt eine gaskinetische
Geschwindigkeit, die wir mit V bezeichnen, besitzt. Statt der Gleichungen
(9), (10) und (11) erhalten wir dann jetzt

1
m iv2 (21)

und
MV—mV = MV fmw. (22)

Diese kénnen wir auch folgendermassen schreiben :
M (v2- i/2)= mw2- V2 (23)
und
M(v —v') = (iv V). (24)
Dividieren wir (23) durch (24), so folgt
V-)-vi = w—V, (25)
also in sehr guter Annéherung
iv—2v-\-V. (26)
Ist der Stoss dagegen nicht zentral, so haben wir bekannterweise drei

Gleichungen fur vier Unbekannte, das Problem ist also ungewiss. Etwas
Ubersichtlichere Verhaltnisse treten auf, wenn wir annehmen, dass zwar
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vund V als Vektoren nicht parallel bzw. antiparallel sind, das fragliche Molekil
jedoch senkrecht auf die Oberflache der Kugel aufprallt und dass ausserdem,
wie in unseren ganzen bisherigen Betrachtungen, M m und V 8§ v ist.
Dann haben wir erstens die Energiegleichung

Mv2+ mV2= MvVv' + mw2. 27)

Zweitens haben wir wieder zwei Impulsgleichungen, von denen die in
die Richtung von v genommene

Mv—mV cosp= M V' cos &+ mwcos @ (28)

und die in der darauf senkrechten Richtung auftretende
—mVsingp= —Mo' sin &-)- mw sin ¢ (29)

lautet. Mit 180°-(p bezeichnen wir hier den Winkel, den die Richtungen von
v und V, mit & den Winkel welchen die Richtungen von vund Vv’ und end-
lich mit oo den Winkel, welchen v und w miteinander einschliessen. Nach
unseren Annahmen ist selbstverstandlich = .

Ganz analog dazu, wie wir aus (21) und (22) das angendherte Resultat
(26) hergeleitet haben, erhalten wir aus (27) und (28) in der selben Ndherung

2 vecosp-f-V = w. (30)

Setzen wir nach dieser kleinen Abweichung jetzt (26) in (21) ein, so folgt

1Mv2- 1Mv2= 1 mw2— 1mV2= m(2v)2+ 2mv V. (31)
2 2 2 2 2

Benutzen wir dagegen die Gleichungen (30), so erhalten wir auf analogem
Wege

M v2 — 2M v'2= gme— ’2\mV2: Em(Zvcosw)24-2 mvV cos . (3la)

Das erste Glied auf der rechten Seite von (31) entspricht dem Fall der vor dem
Stoss ruhenden Molekile, infolge der gaskinetischen Geschwindigkeit V tritt
jedoch noch ein weiteres »gemischtes« Glied auf, welches ebenfalls einen
Verlust der Kugel an kinetischer Energie verursacht. An der entgegengesetzten
Seite der Kugel wird sich jedoch ein Stossprozess von ganz analogem Typ
abspielen, mit dem einzigen Unterschiede, dass dort

w=2v—V (32)

sein wird. Setz man diesen Wert von iv in (21) ein, so erhalt man
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M»! - -2Mv'2: 3m(2v)2—2m vV, (33)

und daraus ist zu ersehen, dass die zwei letzten Glieder in (31) und (33) sich
gerade aufheben.

Doch tritt in einer gewissen Hinsicht ein interessanter Unterschied
zwischen den beiden Fallen der Bericksichtigung und der Vernachldssigung
der gaskinetischen Geschwindigkeiten auf. Ist ndmlich v, die Geschwindigkeit
der Kugel, sehr klein im Verhéltnis zu den gaskinetischen Geschwindigkeiten,
so wird die Zahl der in der Zeiteinheit erfolgenden Zusammenstdsse in erster
Né&herung unabh&ngig von v sein. Der Energieverlust in der Zeiteinheit ist
dann einfach zu v2 proportional. Andererseits ist die wihrend der Zeiteinheit
geleistete Arbeit gleich dem Produkte der Kraft und v. Daraus folgt, dass in
diesem Falle die Widerstandskraft proportional zu v sein muss, also dass wir
uns im Gultigkeitsbereich der Stokesschen Formel befinden. Ist dagegen v
sehr gross im Verhdaltnis zu den gaskinetishen Geschwindigkeiten, so wird
die Zahl der in der Zeiteinheit erfolgenden Zusammenstdsse proportional zu
v sein, der Energieverlust wahrend der Zeiteinheit also zu v3. Nach einem
dem obigen analogen Gedankengange folgt dann, dass jetzt die Widerstands-
kraft zu v2 proportional ist. Wir befinden uns also im Gebiet des quadratischen
W iderstandsgesetzes. Die vollstdndige Vernachldssigung der gaskinetischen
Geschwindigkeiten entspricht eigentlich der Annahme, dass man sich immer in
diesem Gebiet befindet.

8§ 5. Zum Schluss dieses ersten Teiles unserer Arbeit wollen wir noch
zwei Bemerkungen bezlglich der Formel (1) machen, deren zweite uns dann
schon zu den im zweiten Teil dieser Arbeit besprochenen Problemen hin-
uberfuhrt.

Erstens ist uns Uber die Natur der Lichtquanten eigentlich noch so
wenig bekannt, dass es garnicht gewiss ist, ob die aufeinanderfolgenden Streu-
prozesse als voneinander ganz unabhé&ngig betrachtet werden kdénnen.

Zweitens sei bemerkt, dass weil in unserer Formel (1) die Masse m
(und auch 1Is) im Nenner stehen, so tritt derselbe Energieverlust bei desto
kleineren Ablenkungswinkeln auf, je kleiner die Neutrinomasse (und eventuell
auch 1) ist. Je relativistischere Teilchen also die Neutrinos sind, desto kleiner
wird auch der Wahrscheinlichkeitswert der ganzen Winkelablenkung sein.
Andererseits sieht die Annahme, dass die Neutrinos sehr stark oder sogar
extrem relativistische Teilchen sind, nach unseren heutigen Kenntnissen
jedenfalls ganz verninftig aus. In diesem Falle werden jedoch unsere Rech-
nungen, die zur Formel (1) (1. c. Formel (23)) gefuhrt haben, ungultig, weil
wir ja diese Formel in der zitierten Arbeit unter der Annahme hergeleitet
haben, dass die Lichtquanten (die extrem relativistiche Teilchen sind) mit
Partikeln, die sich ganz der Newtonschen Mechanik gemass verhalten, zusam-
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menstossen. Unser Ziel ist jetzt, das analoge Problem fir den Fall zu berechnen,
in dem sich die letzteren Partikel schon ganz nach der relativistischen Mechanik
verhalten.

Teil 11

§ 6. Die in 1 c. angegebene Herleitung unserer Formel (1) ist eigentlich,
wenigstens was die Anwendung der klassischen Theorie betrifft, der bekannten
elementaren Herleitung der Formel des Comptoneffektes analog. Der im
physikalischen Sachverhalt liegende Unterschied besteht wesentlich nur in
der Berucksichtigung der bei sehr kleinen Streuwinkeln in einer grossen
Gasmasse auftretenden ganz speziellen und bis jetzt ganz ausser acht gelas-
senen Verhéltnisse.

In der erwéhnten Theorie des Comptoneffekts geht man bekanntlich
von der Energie und den zwei Impulsgleichungen aus ; wenn man dann die
Frequenz des Lichtquants vor dem Stoss mit v und nach dem Stoss mit v
bezeichnet (vgl. die Fig. 2), so folgt gema&ss einer infolge der Annahme v—v
zulédssigen Vernachldssigung und in den gewohnten Bezeichnungen

2h 0
M —9= —sm2- (34)
mc 2

bzw.

have 0
h—vy)= -2V (34a)
.

Vergleichen wir jetzt (34a) mit unserer Formel (1), so sehen wir gleich, dass
die Analogie vollstdndig ist. Da sich nadmlich (1) nur auf sehr kleine Ablen-

kungswinkel bezieht, so missen wir erstens zumVergleich in (34a) sin2

setzen, ausserdem ist das im Nenner von (1) stehende Produkt 130 n m,
das die Summe der Massen der in unserem Kohé&renzgebiet enthaltenen
Teilchen bedeutet, zu m in (34a) analog, und damit haben wir unsere Behaupt-
ung bewiesen.

Wie wir dies ausserdem schon erw&hnten, wird (34) mit Hilfe einer
Vernachlassigung, die auf der Annahme v — V' <§8v beruht, hergeleitet.
Danach wére z. B. (34) fur die Streuung von y-Strahlen nicht mehr gultig,
beziiglich unseres Gedankenganges ist dieser Umstand jedoch scheinbar
nicht wesentlich, weil es sich in dem erstens um sichtbares Licht, also kleine
Photonen, handelt, und zweitens weil diese mit der ganzen Masse der in einem
Kohérenzgebiet enthaltenen Teilchen (also vielen Partikeln) zusammenstossen.
Doch sahen wir, dass die Annahme, dass es sich in unserem Problem um
den Zusammenstoss mit Elektronen handelt, zu keinem verninftigen Resul-
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tate gefuhrt hat ; dagegen ist der Fall sehr interessant, in dem diese Teilchen
Neutrinos, also stark oder extrem relativistische Teilchen sind.

Bekannterweise lasst es sich jedoch zeigen, dass die Formel (34), die
nach der klassischen Herleitung nur anndhernd gultig ist, aus der Relati-
vitatstheorie exakt hergeleitet werden kann.

8§ 7. Um unsere Behauptung beweisen zu kénnen, ist es am einfachsten,
wenn wir das Schwerpunktsystem einfihren. Bezeichnen wir ndmlich die
sich auf dieses System beziehenden Gréssen mit dem Index Null, so haben
wir — da der Zusammenstoss elastisch ist — einfach

v0 — vO. (35)

Die Richtigkeit dieser Behauptung kénnen wir auch folgendermassen einsehen :
Aus dem Schwerpunktsystem betrachtet ndhern sich vor dem Zusammen-
stoss das Lichtquant und das Elektron. Nach dem Zusammenstoss entfernen
sie sich antiparallel voneinander, selbstverstéandlich so, dass die Lage des
Massenmittelpunktes sich nicht &ndert. Bezeichnen wir die Geschwindigkeit
des Massenmittelpunktes mit vc; von dem Schwerpunktsystem aus betrachtet
bewegt sich das (im raumfesten System vor dem Zusammenstoss ruhende)
Elektron in diesem System mit der Geschwindigkeit vc. Nach dem Zusammen-
stoss bewegt es sich ebenfalls mit der Geschwindigkeit vc, nur in einer gegen
die urspringliche verdrehten Richtung. Aus dem Prinzip der Erhaltung des
Impulses im Schwerpunktsystem folgt dann, dass (35) bestehen muss. Die
Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes (im raumfesten System) konnen
wir aus der Impulsgleichung (im raumfesten System) berechnen. Die Masse

hv
des vereinigten Systems Elektron und Lichtquant betrdgt m + , diese
c2

bewegt sich mit der Geschwindigkeit vc. Das Lichtquant besitzt dagegen vor
dem Zusammenstoss den Impuls hvjc, daraus folgt

hv ( hv
. = (36)
G \m + cI Ve
und weiter
‘ (37)
hv

Die infolge des Coinptoneffektes auftretende Frequenzidnderung kdnnen
wir jetzt einfach als einen Dopplereffekt berechnen, wenn wir (35) aus dem
Schwerpunktsystem in das raumfeste System transformieren. Fihren wir zu
diesem Zwecke ein ebenes rechtwinkliges Koordinatensystem (XY) ein (vgl.
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die Fig. 2), so kdnnen wir den elektrischen Vektor der Lichtwelle vor und
nach dem Zusammenstoss nach der bekannten Methode wie folgt schreiben :

© = oo0cos2n IVt (38a)

bzw.
B Xcos § -j-y sin &
© = @cos2n \J/ y (38b)

Mit Hilfe der Gleichungen der Lorentztransformation mussen wir jetzt
(38) vor und nach dem Zusammenstoss in das Schwerpunktsystem transformie-
ren, wobei uns nur die Frequenzen interessieren. Diese missen jedoch notwen-

digerweise die Faktoren von t' im transformierten Argument der Cosinus-
funktion sein, wenn wir mit t'dieZeitkoordinate iinSchwerpunktsystem bezeich-
nen. Transformieren wir also das Argument von (38a) mit Hilfe der Zusammen-
hadnge der Lorentztransformation in das Schwerpunktsystem, so folgt fir den
Faktor von t' vor dem Zusammenstoss

(39)
/1
und analog aus (38b) fir diesen Faktor nach dem Zusammenstoss
1 -——--CO0S
cl $
(40)

Setzen wir jetzt (39) und (40) in (35) ein, so folgt
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(41)

Fuhren wir hier weiter den Wert von vc aus (37) ein, so folgt nach einfachen
Umformungen
hv v' .
(1 —cosfl) —m(v —Vv’) (41)
und weiter
1—cos# 1 1

(42)
m c2 hvl hyv
Beriicksichtigen wir noch, dassvA= ¢ und 1 —cos# = 2sin2— ist, so erhal-
ten wir endlich

A —A= —sin2 —, (43)
m c 2

und das ist die bekannte Formel (34) fiir die Anderung der Wellenldnge beim
Comptoneffekt, die wir hier exakt relativistisch hergeleitet haben.

§ 8. Im vorigen Paragraph haben wir den Fall besprochen, dass
ein extrem relativisches Teilchen mit einem gewdhnlichen materiellen Teilchen
zusammenstdsst und erhielten dabei die exakt relativistischen Resultate (41)
bzw. (43). Diese letztere Formel l&sst schon vermuten, dass wenn auch das
gewdhnliche materielle Teilchen, das im Stossprozess teilnimmt, nach diesem
Stoss relativistische Geschwindigkeiten erhdalt, dann die Ablenkungswinkel,
gegenliber den aus der Newtonschen Mechanik folgenden, immer mehr abneh-
men mussen. In unseren Formeln (1) bzw. (43) kommt jedoch der Ablenkungs-
winkel (p des zweiten Teilchens (auf den Impuls Ubertragen wird) explizit nicht
vor. Tatsachlich steht dagegen dieser Winkel in unserer Formel (17), diese
ist jedoch ein rein klassisches Resultat und ist deshalb bezlglich der erwdhnten
Frage uninteressant.

Wegen der ausserordentlichen Wichtigfeit dieses Problems hinsichtlich
unseres ganzen Gedankenganges wollen wir diese Frage von noch einem ganz
anderen Gesichtspunkte aus besprechen und dabei zeigen, dass je relativis-
tischer der Stossprozess der beiden in Wechselschwinkung tretenden Teilchen
ist, desto kleiner die dabei auftretenden Ablenkungswinkel werden.

Die Frage, des Zusammenstosses zweier Teilchen, die eine verschiedene
Masse besitzen, und wobei das eine Teilchen vor dem Zusammenstoss ruht,
kann man zwar ohne Schwierigkeit exakt nach der speziellen Relativitats-
theorie behandeln [6], doch werden die dabei erhaltenen Formeln, besonders
bezuglich der auftretenden Winkelverhéltnisse ziemlich unibersichtlich. Wir
wollen deshalb, da uns bezuglich unseres Problems ja nur das auftretende
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qualitative Resultat interessiert, des einfachere Problem besprechen, wenn
die Ruhmassen der zwei Teilchen einander gleich sind. Nehmen wir also an,
dass zwei Teilchen der Masse mOlL und m02 zusammenstossen, wobei moO0l
= mx02 = mO0 ist, und das erste Teilchen vor dem Stoss im raumfesten System
(Laboratoriumssystem) die Geschwindigkeit vx besitzt, die Geschwindigkeit
des zweiten ist gleich Null. (Vgl. die Fig. 3.) Die Impulse im raumfesten
System werden dann

may, —> —T 1
Pl = K und p2= o, also pl-\-p2 p; (44)

/1 (¢

Beziuglich der Durchfihrung unserer Rechnungen ist es zweckmassig,
das Schwerpunktsystem einzufuhren. Die Impulse in diesem System vor dem
Zusammenstoss bezeichnen wir mit p\ und p'2 und die Geschwindigkeit des
Aufpunktes dieses Systems im raumfesten System mit vc. Zuerst wollen
wir diese letztere Grdsse berechnen. Der ganze Impuls muss im Schwerpunkt-
system selbstverstdndlich verschwinden, also haben wir vor dem Stoss

P'= Pi+ Pi= 0> (45)

da jedoch dieser Satz auch nach dem Stoss bestehen muss, so haben wir auch

P.=A+A"' =0, (46)

wobei p'l und p2 die relativitischen Impitse des ersten und zweiten Teilchens
nach dem Zusammenstoss im Schwerpunktsystem sind. Aus den bekannten
Gleichungen der Lorentztransformation haben wir ausserdem

Px = (47)
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mopx die X-Komponente des ganzen Impulses im raumfesten und p'x dieselbe
im Schwerpunktsystem ist. Denken wir uns unser aus zwei Partikeln bestehen-
des System im Schwerpunkt vereinigt, so folgt

VCE

P=Pi= . (48)

myop der ganze Impuls vor dem Stoss im raumfesten System ist. Fur die Energie
des ganzen Systems vor dem Stoss im raumfesten Koordinatsystem haben wir

E = Et+ E2— mOe2 .+ mGc2 (49)

Setzen wir (44) und (49) in (48) ein, so folgt

¢ mOvl
V = C = 1 (50)
[ﬁ.""x\"m nc* 1 1+ If
+ LA
°2 v i 7!
c2
Aus (45) folgt p[ = — p2. Weiter missen wir bericksichtigen, dass

die Geschwindigkeit des zweiten Teilchens im raumfesten System gleich
Null war, also muss die Geschwindigkeit (v2) dieses Teilchens im Schwer-
punktsystem Vor dem Stoss gleich vc sein. Damit haben wir

(51)

Da jedoch im Schwerpunktsystem der Schwerpunkt selbstverstandlich unbe-
weglich und in unserem Problem mO0lL = mo2 ist, so haben yyir auch

v, = vr (52)

Fur die Energien E{ und E2 der beiden Teilchen folgt dann vor dem Stoss im
Schwerpunktsystem

(53)

Nach dem Stoss haben nWir in diesem System aus (46)
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und zweitens, da der Schwerpunkt auch nach dem Stoss in diesem System
in Ruhe bleiben muss und ausserdem der Satz der Erhaltung der Energie
auch in diesem System gilt,

(55)

wo jetzt E{ und E2die Energien der zwei Partikel nach dem Stoss im Schwer-
punktsystem bedeuten. Die zwei Partikel werden also auch nach dem Stoss
im Schwerpunktsystem die (relativen) Geschwindigkeiten v besitzen. Der
ganze Stossprozess besteht also in diesem System nur darin, dass die Gerade,
welche vor dem Stoss die Richtungen der beiden Impulse p{ und p2 enthéalt
infolge des Stossprozesses um einem gewissen Winkel vedreht wird.

Aus (54) und (55) erhéalt man

= p2- (56)
Aus unserer Fig. 3 folgt anschaulich
(57)
Pix
und
(58)

wobei die p" die Impulse nach dem Stoss wieder im raumfesten System
bedeuten. Da wir fir die nach dem Stoss auftretenden Impulse im Schwer-
d (55)

" mnvr
I(;\ l- < 2c (59)
T

in iP21= \

erhalten, so mussen wir diese Zusammenhéange, um die in (58) stehenden
Richtungstangenten berechnen zu kénnen, mit Hilfe einer Lorentztrans-
formation aus dem Schwerpunktsystem wieder ins Laboratoriumsystem trans-
formieren. Aus den bekannten Transformationsformeln folgt noch unter
Berucksichtigung von (56)2

2 Acta Physica VIII/4.



382 TH. NEUGEBAUER

Ply Piy p'ly
tg &mtg ? =
PIx +

Setzen wir in (60) noch den Wert von vc aus (50) ein, so folgt

tg# etgw= 1 — R il _ 2 M + M )
1 . (61)
) + 1+ 7 c2 2
= /1 1
c2[T+If Il f
it 7713

Aus (61) wollen wir zuerst ein schon l&dngst bekanntes Resultat der
Newtonschen Mechanik herleiten. Setzen wir namlich ¢—-00, sor erhalten
wir aus (61)

tg# etgp= 1, (62)

und wenn wir dieses Resultat in die bekannte trigonometrische Formel

tg# + tg p (63)

t +
g 9 1 —tg# tg @

einsetzen, so folgt tg (# + ¢ — oo, also

B+ Pz — 64
> (64)

und das ist das bekannte klassische Resultat, nach dem bei dem elastischer
Zusammenstoss von zwei gleichmassigen Teilchen, von denen das eine vor
dem Stoss ruht, die Richtungen der Geschwindigkeiten der beiden Teilchen
nach dem Stoss aufeinander senkrecht stehen.
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Nach der Herleitung dieses trivialen Resultates wollen wir jetzt sehen
wie die Winkelverhé&ltnisse sein werden, wenn der Stossprozess immer mehr
relativistisch wird. Ist vx nicht mehr vernachlédssigbar klein im Verhéltnis
zu ¢, so wird der Nenner in (61) grosser als zwei sein. Der Wert des ganzen
Bruches wird also kleiner als eins und daraus folgt weiter unter Bertcksichti-
gung von (61) und (63), dass jetzt tg (# -f- ¢p) nicht mehr unendlich gross sein
wird, sondern endlich und ausserdem desto kleiner bleibt, je relativitischer
der Strossprozess wird. Also haben wir

d+cp<-. (65)
2

Im Grenzfall — ¢ (extrem relativistische Teilchen) folgt aus (61)
tg &tg @ — 0, und wenn wir dieses Resultat in (63) einsetzen

tg + W=tgtf + tge¢>. (66)

Diese Gleichung hat bei unserem Stossprozess die einzige vernunftige

Losung
&= 0 wund o= 0. (67)

Unser Resultat (61) ist auch eine experimentelle Tatsache. Im Falle
des Zusammenstosses von zwei Elektronen wurde sie z. B. von Champion [7]
in einer Wilsonkammer verifiziert.

Bezuglich unserer Betrachtungen ist jedoch die Tatsache wichtiger,
dass man beim Zusammenstoss von extrem relativistischen Teilchen (67)
auf einem ganz elementaren Wege herleiten kann. Nehmen wir also, um
gleich einen konkretenen Fall zu betrachten, an, dass ein Photon der Energie
hv mit einem ebenfalls extrem relativistischen Teilchen, das sich urspringlich
in Ruhe befindet, (oder richtiger ausgedrickt, eine verschwindend kleine
Energie besitzt) zusammenstdsst ; die Energie dieses letzteren Teilchens sei
nach dem Stoss E, sein relativistischer Impuls also E/c. Die Energie- und
Impulsgleichungen liefern in diesem Falle

hv — hv' -f- E (68)
hv hv' E

(69)
c c + ¢

Die Impulsgleichung ist also in diesem Falle eine einfache Folge der
Energiegleichung, sie ist jedoch selbstverstandlich nur dann erfullbar, wenn
bei dem Stossprozesss keine Richtungsdnderungen auftreten, sonst wirde
man eine Impulsgleichung erhalten, welche der Energiegleichung widerspricht.
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In I. ¢. haben wir schon besprochen, dass man den Hubbleeffekt als
eine Art Lichtzerstreuungseffekt deuten kénnte, wenn man annehmen wirde,
dass das Lichtquant wéhrend seiner Reise im intergalaktischen Raum bestadndig
mit Neutrinos zusammenstdsst und dabei Energie verliert. Anderseits ist die
Annahme, dass Neutrinos sehr stark oder extrem relativistische Teilchen
sind, nach unseren heutigen Kenntnissen gar nicht unwahrscheinlich. Beztglich
unserer Betrachtungen ist es dann sehr wichtig, dass in diesem Falle das
Problem der Verwaschenheit des Bildes von einem entfernten Spiralnebel
fast nicht, oder Uberhaupt nicht auftritt.

Der Vollstdndigkeit halber sei nur noch erwédhnt, dass man bezlglich
einer Ruhmasse des Neutrinos gar keine verninftige untere Grenze angeben
kann, fur die obere Grenze erhielten aus dem R-Spektrum des Tritiums
Langer und Moffat[8], und Hamilton, Alford und Gross [9], dass diese
jedenfalls kleiner als der finfhundertste Teil der Elektronenmasse sein muss,
am wahrscheinlichsten ist jedoch der Wert Null. Bezuglich der Frage, ob die
Ruhmasse des Photons tatsdchlich gleich Null sein muss, sei auf die dies-
beziglichen Untersuchungen von de Broglie [10] und Schrédinger und
Bass [11] verwiesen. Hier wollen wir nur noch erwd&hnen, dass nach den
erwadhnten Autoren diese obere Grenze jedenfalls unter 10 44 g liegen muss,
sie ist deshalb beziglich unseren Untersuchungen ganz uninteressant.

Ausser dem in dieser Arbeit besprochenen theoretischen Gedankengange
zu einer Erklédrung des Auftretens des Hubbleeffektes, unabhdngig von der
Annahme des Friedmann-Lemaitreschen Weltbildes, gibt es selbstverstand-
lich noch andere Mdglichkeiten. Ausser den im Zusatz von |. c. zitierten Arbei-
ten sei diesbezlglich nur die seit jener Zeit erschienene sehr interessante Arbeit
von Melvin [12] erwdahnt.

Zum Schluss wollen wir nochmals betonen, dass wir auf Grund unserer
Untersuchungen gar nicht behaupten wollen, dass wir bewiesen hétten, dass
der Hubbleeffekt eine Art Lichtzerstreuungseffekt ist, sondern bloss zeigen
wollten, dass solch eine Deutung theoretisch mdéglich ist und besonders dass
der sehr oft gemachte Einwand, dass dann das Bild der entfernten Spiral-
nebel notwendigerweise verwaschen sein miusste, was man bekannterweise
nicht beobachtet, nicht stichhaltig ist.

Selbstverstandlich wollen wir gar nicht leugnen, dass die Deutung des
Hubbleeffektes auf Grundlage des Friedmann-Lemaitreschen Weltbildes
mathematisch sehr elegant und in sich logisch abgeschlossen ist. Doch hat
auch diese Deutung ihre Schwierigkeiten, von denen wir nur das Paradoxon
des zu kurzen Weltalters vergleichen mit den Resultaten der radioaktiven
Altersbestimmung der festen Erdkruste erwdhnen mdéchten, das auch nach
der neuen halbierten Hubblekonstante noch recht ernst ist. Nach den neuesten
Resultaten von Humason, Mayall und Sandage [13] erhalt man n&mlich
aus der Rotverschiebung, wenn man in die Vergangenheit linear extrapoliert,
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(5,4 + 1,1) «109 Jahre,

was jedenfalls ein oberer Grenzwert ist. Die Deutung der Rotverschiebung
mit Hilfe von speziellen Weltmodellen liefert kiirzere Zeiten. Fir das Alter
der festen Erdkruste erhdlt man dagegen aus radioaktiven Daten [14]

(45 + 0,3) <109 Jahre,

und es ist doch etwas unbefriedigend, dass das Alter der ganzen Welt und die
der festen Erdkruste kaum verschieden sein sollen.
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K MPOB/NIEME 3®®EKTA ABJA

T. HAWNTEBAYEP

Pestome

B cBA3W C 04HOV 13 MPeXXHUX PaboT UCCMefOBaH BOMPOC, YTO JO/MKHA MM HABMOAATLCS
pasMasaHHasi KapTuHa YAaneHHbIX CMMPaNbHbIX TyMaHHOCTeW, ecnu adpekT Mabna cuutath
— o BbiBOAaM npefpiaylileli paboTbl — OMPeAeseHHbIM BUAOM paccesHus cBeTa. B nepBoid
yacTu paboTbl MOKa3aHO Ha OCHOBE TEOPWUW BEPOSITHOCTU, UYTO €C/M UMEET MECTO [OCTaTOYHO
60/bLUIOE YMC/IO AKTOB PACcCesiHWs Ha COOTBETCTBEHHO MaJible Yr/ibl, TO pes3y/ibTupyiollas pas-
Ma3aHHOCTb MPUGAMKAETCS K HyMto Kak Ulra Mpu 3Tom npegnonaraeTcs, YTO aHCcambnb pac-
CevBalOLLMX YacTuL, BefeT cebs B COOTBETCTBME C3aKOHAMW HbIOTOHOBCKOW MexaHuKu. [lpu
3TOM [aeTcsi CPaBHEHME C MOA0GHBIMU Xe YCMoBUsIMU NpU BbiBoge thopmy bl CTokca. Bo BTOpO
yacTW MOKa3aHo, YTo B C/y4ae PeNsTUBUCTCKON MEXaHWKU OTK/IOHEHWE TEM MeHbLUe, YeM 60o/iee
PeNSTUBUCTCKM BedyT CE6S YaCTWLbl, U jaXKe B MPeAe/bHOM C/lyyae SKCTPEMabHO PeNiiTUBUCT-
CKMX YacTWL, OTKIOHEHWUS B MPOLIECCE PACcCesiHWS CBETa BOOOLLUE HET. Takue 4acTulibl MOTYT
ObITb, Hampumep, HeWTPUHO.






DIE BESTIMMUNG DER EIGENSCHWINGUNGEN
DER ATOMKERNE AUF GRUND DER STATISTISCHEN

Von
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FORSCHUNGSGRUPPE FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
HUDAPEST
(Vorgelegt von P. Gombéas. — Eingegangen : 1. VIII. 1957)

In der vorliegenden Arbeit wird die Bloch-Jensensche Theorie fur den Fall der Nukleo-
nengase verwendet, und es werden die Eigenschwingungen des statistischen Kernmodells

bestimmt. Fir die Anregungsenergie der Quadrupolschwingung ergibt sich e = 81,2 MeV 4 1
wéhrend empirisch der Wert e = 80 MeV A T erhalten wurde.

8§ 1. Die hydrodinamischen Bewegungsleichungen des Nukleonengases

Die Grundlagen der Theorie eines nichtstatischen Elektronengases
wurde zuerst von Bloch [1] ausgearbeitet und spéter von Jensen [2] weiter-
entwickelt. Ausgehend von den hydrodynamischen Grundgleichungen des
Elektronengases gelang es Jensen die Eigenschwingungen eines kugelsym-
metrischen Elektronengases im Grundzustand und eines sehr vereinfachten
statistischen Atommodells zu bestimmen. In der vorliegenden Arbeit wird
die Bloch—Jensensche Theorie fiur den Fall der Nukleonengase verwendet
und es werden die Eigenschwingungen des statistischen Kernmodells bestimmt.

In diesem Artikel werden die folgenden Bezeichnungen verwendet :
es sei Z die Ordnungszahl des untersuchten Atomkerns, N die Zahl der
Neutronen, A = N -f- Z die Massenzahl und n= (N — Z)/A der relative
Neutronenliberschuss. Die Nukleonendichte, das heisst die Zahl der Nukleonén
in der Volumeneinheit, sei mit g bezeichnet. Die Dichte der Neutronen ist
der N/A-maligen Nukleonendichte, die Dichte der Protonen der Z/A-maligen
Nukleonendichte gleich, also :

Der nichtstatische Zustand des Atomkernes wird neben der Nukleonen-
dichte g durch die Strémungsgeschwindigkeit D gekennzeichnet, und wir
nehmen an, dass man diese letztere von einem Geschwindigkeitspotential
ableiten kann:

b= gradw. 2)



388 D. KISDI

Die Gruiidaufgabe der Hydrodynamik des Nuleonengases ist die Bestim-
mung der Nukleonendichte g und des Geschwindigkeitspotentials w als die
Funktion des Ortes und der Zeit. Nach Bloch kdnnen die Grundgleichungen
der Hydrodynamik aus dem Variationsprinzip

t2
6ILdt= 0 (3a)
ti

abgeleitet werden, in welchem die Lagragesche Funktion L

L=MIgl—-)—(gradw)2 du+ E (3b)
J (9t 2

ist. Hier bezeichnet t die Zeit, M die Nukleonenmasse und E die Bindungs-
energie des Atomkernes. Wir beschrédnken uns im folgenden auf den Fall
eines vereinfachten Kernmodells, in welchem die Bindungsenergie sich aus
der Fermischen kinetischen Energie, aus der von den Kernkraften herrihren-
den Austauschwechselwirkungsenergie und aus der elektrostatischen Energie
der Protonen aufbaut. Es wird daher die Weizsdckersche Korrektion der
kinetischen Energie, die Korrelationskorrektion der Wechselwirkungsenergie
und die den elektrostatischen Kréften entsprechende Austauschenergie
vernachléssigt. Diese Energiekorrektionen spielen aber in der Ausbildung
der Bindungsenergie nur eine sekundére Rolle.

Fur die Dichte der Fermischen Kkinetischen Energie ergibt sich der
folgende Ausdruck [3, 4] :

Uk = *K (Bn13+ Bp1Y, (4)
in welchem
3 13\23 h2
Ko m 5)
40 n) M

ist. Mit Hilfe von (1) kann man Uk durch die Nukleonendichte g und den
relativen Neutronentberschuss n ausdriicken. Da n im allgemeinen eine sehr
kleine Zahl ist, werden im folgenden hdhere als zweite Potenzen von n ver-
nachléssigt werden. Auf diese Weise ergibt sich fur f//< der folgende Aus-
druck :

N5 3 (6)

Der Sattigungscharakter der Kernkréfte wird richtig beschrieben, wenn
eine einfache Wechselwirkung vom Majorana-Typ zwischen den Nukleonén
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vorausgesetzt wird [3,4]. Fur den entfernungsabhdngigen Teil der Kern-
krafte werde das zentrale Yukawasche Potenzial

(?)

benttzt, in welchem r die wechselseitige Entfernung der zwei Nukleonén und
y eine Konstante mit der Dimension einer Energie ist ; ro ist ebenfalls eine
Konstante, die nach der Yukawaschen Theorie mit der Comptonschen Wellen-
ldnge der n-Mesonen identisch ist. Falls die Masse der m-Mesonen als 285-
malige Elektronenmasse genommen wird, ist

ro= --——---—-= 1355 ¢10-13 cm. (8)
2nMnc

Die Wechselwirkungsenergie des Atomkernes, welche im Falle der Majo-
rana-Kréafte aus reiner Austauschenergie besteht, kann &hnlicherweise berech-
net werden wie die Austauschenergie der Elektronenwolken der Atome, mit

- *
der Anderung, dass an die Stelle des Coulombschen Potentials & das Yuka-
r

wasche Potential J(r) tritt. Wenn die hoheren Potenzen des relativen Neutro-
nenuberschusses n vernachlassigt werden, dann wird der folgende Ausdruck
fur die Austauschenergiedichte erhalten :

Ua@= - 7% . SH + | n2h(o) , ©)]

rg

in welchem o0 eine dimensionslose Grosse ist,

n
4 n

;342
(10)

ferner kennzeichnen g und h die folgenden elementaren transzendentalen
Funktionen :

g (co) = 6cos — @ + ! (1 -f-12c02In @ +4 co2) —s cosarctg 2 @ (11a)
4
h(o)= 2c0 ~ co2|l +y clin (1 +4 o). (lib)

Gombas hat den Ausdruck Ua fir beliebiges n berechnet [3]. (9) wird aus
seiner Formel durch Entwicklung nach n erhalten, wenn die Reihe nach dem
cjuadratischen Glied abgebrochen wird.
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Endlich sei der Ausdruck fur die elektrostatische Energie der Protonen
gegeben :

Fc=~ JB4dU (12)

in welchem @ das elektrostatische Potential des Kernes bedeutet :

Ze [ e(th)

Av'. (13)
W 2Aj r-r

Nach dem obigen ist also die gesamte Bindungsenergie des Kernes
Ze
E= UK(gqdu+ IUA(p)de+ QmALV. (14)
2A

Wird (14) in den Ausdruck der Lagrangeschen Funktion (13b) ein-
gesetzt, dann gelangt man nach Variierung gemé&ss g und w zu den folgenden
Gleichungen :

- M }dgV\]{ + I2 (gradic;zi: Uk(R) + UA(q) + ZA ®, (15)

- = —div (ggradw), (16)

in welchem der Strich die Ableitung der Energiedichte nach der Dichte q
bedeutet. (15) ist die Bewegungsgleichung des Nukleonengases und (16) die
Kontinuitatsgleichung. Diese zwei Gleichungen sind die Grundgleichungen
der Hydrodynamik des Nukleonengases, aus welchen die Nukleonendichte
g und das Geschwindigkeitspotential w als Funktion des Ortes und der Zeit
berechnet werden kdnnen.

§ 2. Die Bestimmung des Gleichgewichtszustandes

In statischen Gleichgewichtszustand des Atomkernes koénnen keine
Stromungen auftreten ; im Gleichgewichtszustand ist das Geschwindigkeits-
potenzial w Null, und die Nukleonendichte g hédngt von der Zeit nicht ab.
In diesem Fall ist die Lagrangesche Funktion mit der Bindungsenergie iden-
tisch, folglich stimmt das Yariationsprinzip (3a) mit dem Minimumprinzip
der Energie Uberein. Da die Bestimmung des Minimums der Energie auch im
Falle des vereinfachten Energieausdruckes (14) ein sehr schwieriges mathema-
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tisches Problem darstellt, werde die Ritzsche Nadherungsmethode angewandt.
Als erste Ndherung werde die Nukleonendichte im Inneren des Kernes als
konstant betrachtet :

R wenn r <7R
7R3 (17)

= O wenn r*>R

Hier bedeutet R den Kernradius, der als ein Variationsparameter
betrachtet wird. Aus (14) und (17) ergibt sich fur die Bindungsenergie des
Kernes der folgende Ausdruck :

3A 3A \'4T1rds 5Z2e2
E(R) + UA (18)
4nR3 4nR31) 3 "3 R

Aus (18) kann jener Wert des Kernradius’ R bestimmt werden, bei
welchem die Energie E(R) ein Minimum ist. Dieser R-Wert, welcher mit
RO bezeichnet sei, entspricht dem Gleichgewichtszustand des Kernes ; die
zum Kernradius Ro gehdrende Energie, welche mit EO bezeichnet sei, ist
die Bindungsenergie des Kernes im Gleichgewichtszustand. In der Tabelle |
sind fur einige schwere Atomkerne numerische Werte angegeben, und zwar
im Falle eines solchen Parameterwertes y, fur den die berechneten Bindungs-
energien am besten mit den Erfahrungswerten tUbereinstimmen. Dieser Para-
meter ist y = 64,47 MeV. In der ersten Spalte der Tabelle steht die Massen-
zahl, in der zweiten die Ordnungszahl und in der dritten der relative Neutro-
nenlberschuss. Die vierte Spalte der Tabelle enthdlt den dem Gleichgewichts-
zustande entsprechenden Kernradius RQ die funfte die entsprechende Dichte

3A

Q= 4—-53 In der sechsten Spalte steht die zu einem Nukleon gehdrende
n

Bindungsenergie, also .zuletzt,in der siebenten Spalte, ihr empirischer Wert.

Tabelle 1

Der Kernradius RO in r0, die Dichte £0 in — und die Energie in MeV-Einheiten
Il

EO
A z n R. Q@ A EGmV]A
160 64 0,200 3,32 1,043 —8,719 —8,202
192 76 0,208 3,60 0,981 — 8,013 —7,910
220 86 0,218 3,83 0,934 — 7,431 — 7,669

242 96 0,207 3,94 0,946 — 7,142 —7,488
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Der dem Gleichgewichtszustand der Kernes entsprechende Kernradius
und die Bindungsenergiewerte wurden von Gombas in viel exakterer Weise
festgestellt und seine Resultate stimmen mit den Erfahrungswerten viel
besser tberein [3, 4, 8,9]. Die in diesem Paragraph mitgeteilten Rechungen
haben nur approximativen Charakter, mit ihrer Hilfe koénnen jedoch die
Eigenschwingungen der Atomkerne verhéaltnisméssig einfach berechnet werden.

§ 3. Die Eigenschwingungen des statistischen Kernmode'lles

Die Eigenschwingungen der Atomkerne sollen als kleine Perturbationen
des statischen Gleichgewichtszustandes behandelt werden. Das Geschwindig-
keitspotential w wird dementsprechend als sehr klein angenommen. Die
Nukleonendichte und das elektrische Potential seien in der Gestalt

Q= 60+ Qvm P=n + vw (19)

aufgeschrieben, wo gw im Vergleich zu go eine kleine Dichteperturbation und
(w das ihr entsprechende Potential ist, das heisst

Wenn (19) in die Bewegungsgleichungen (15) und (16) eingesetzt wird
und ausserdem die zweiten und hdheren Potenzen von w und qw sowie deren
Produkte vernachlassigt werden, dann werden folgende Gleichungen erhalten :

M & =[UKgy + UAeo] pw+ 4w, @1)

at

91 = —div (pograd w) . (22)

Zur Ableitung dieser Gleichungen wurden die zu dem nichtperturbierten
Gleichgewichtszustand (das heisst w — 0) gehdrenden Bewegungsleichungen
verwendet, welche nach (15) und (16) folgendermassen lauten :

Uk@©9 + 1/abl + 2> o=0, ~/°=0. 23
(99 n O ) (23)

In dem im vorhergehenden Paragraph besprochenen vereinfachten
Kernmodell ist die Dichte g0 im Inneren des Kernes konstant ; wenn dies in
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Betracht gezogen wird, so wird aus (22) durch Ableitung nach t die folgende
Gleichung erhalten :
92gw 3w (24)
3t2 dt '

Wird der Laplacesche Operator auf (21) angewendet, so kann mit seiner

Hilfe aus (24) A ----- eliminiert werden. Wird noch der Zusammenhang
t
A<pw= - 4"n%* Qw
A
bericksichtigt, so ergibt sich

922Q,m _
dt2

v2A gqw  4n2v2gw. (25)
Zur Abkilrzung seien hier die folgenden Bezeichnungen eingefuhrt :

2=~ [UK@Q)+ ua(e], M A2 (26)

(25) beschreibt die Eigenschwingungen der Atomkerne. Die in der
Schwingungsgleichung (25) vorkommenden Gréssen v und v0 sind charak-
teristische Konstante des Atomkernes. In der Tabelle 1l sind die Werte Ange-
geben, die zu den Massenzahlen 160, 192, 220 und 242 gehdren. Zu ihrer
Berechnung dienten die in der Tabelle 1 angegebenen go-Werte. Statt der
Frequenz vg ist die ihr entsprechende Energie hv0 angegeben.

Tabelle 11

v in Lichtgeschwindigkeits-, hv0 in MeL-Einheiten

A z v hy,
160 64 0,08033 9.928
192 76 0,07624 9,534
220 86 0,07420 9,183
242 96 0,07218 9,382

Die Konstanten v und v0 stehen in einfachem Zusammenhang mit der
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der sich in dem Atomkern ausbreitenden
Dilatationsschwingungen (Schallschwingungen). Aus der Gleichung (25)
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ergeben sich fur die Phasen- und Gruppengeschwindigkeit Vf und vg der
Schallschwingungen der Wellenldnge A die folgenden Ausdrucke :

§ 4. Die Berechnung der Eigenfrequenzen der Kernschwingung

Die Gleichung (25) beschreibt die Dilatationsschwingungen der Atom-
kerne. Diese Gleichung stimmt in ihrer Struktur mit der aus der Quantum-
mechanik wohlbekannten Klein-Gordonschen Gleichung tberein : ihre Lésung
kann auch mit einer dhnlichen Methode erhalten werden. Es sei die Ldsung
von (25) in der folgenden Gestalt gesucht :

Qw(r, d,(pt) =y (r) Y Im($, 9 sin (2 nvi) . (28)

Hier sind mit Y)m die Kugelflachenfunktionen gekennzeichnet. Fur
die radiale Funktion y(T) erh&lt man aus (25) die folgende Gleichung :
d2y 2 dy 4712(v2 — (] + 1)
dr2 T dr V2

Y=20. (29)

Es ist zweckmaéssig statt r eine neue dimensionslose Verdnderliche

24
(v2— v2)12r (30)

einzufihren, mit welcher die fir y geltende Gleichung die folgende Gestalt

annimmt :
dy 2.dy I+ DL,

- (31)
dx2 x dx =2

Die reguldre Ldsung dieser Gleichung ist
y= 7 Ji+i (*¥).
. *)

wo Ji+1 die Besselsche Funktion und C eine beliebige Konstante ist. Die
Dichteperturbation qw ist also :
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Die Deformation der Oberfliche des Kernes ist wegen der grossen
Oberflachenspannung im Verhdaltnis zu den Dimensionen des Kernes so
klein, dass sie vernachldssigt werden kann ; am Rand des Kernes kann
die radiale Geschwindigkeit Null genommen werden :

13,y (33)

Ur+—»

Wenn (21) nacht t deriviert und r = RO eingefihrt wird, ergibt sich
auf Grund von (33) fur die folgende Grenzbedingung :

/9puwy \ (34)
" 9r U/?,

Mit Hilfe des Ausdruckes fur ow aus (32) bestimmen sich die Eigenfre-
quenzen aus der Grenzbedingung (34) durch folgender Gleichung :

iJi+i(xi) —xiJi+\(xi)= 0 e (35)
in welcher

2n Ra
No V(Z))l 2 (36)

Sind nun die Eigenfrequenzen jg bekannt, so kénnen die Anregungs-
energien des Atomkernes aus dem wohlbekannten Zusammenhang zwischen
Energie une Frequenz der Quantenmechanik

. hv
e, = hv, = § (hvoy2 (37)
2 7IRn
berechnet werden.

Fir einige I-Werte sind die kleinsten positiven Wurzeln der transzén

denten Gleichung (35) in der Tabelle 111 angegeben.
Tabelle 111
1 a /=1 1 2
*0 = 4,49 «; = 2,08 x 3,34

Die zu den /-Werten gehdrenden Anregungsenergien e; sind fur die
Kerne ]egGd, ii“"Os, 2roET und 24*CT1 in der Tabelle IV zusammengestellt.
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Tabelle IV

Die Anregungsenergien in Me F-Einheiten

K E, a
A Z - Dipol- -
160 64 18,71 12,35 15,42
192 76 16,84 11,50 14,05
220 86 15,67 10,90 13,17
242 96 15,24 10,91 12,96

§ 5. Diskussion der Resultate

In dem vorigen Paragraph wurden die Anregungsenergien der Monopol-,
Dipol- und Quadrupolschwingungen der Atomkerne berechnet. Es ist natiur-
lich schwer zu entscheiden, welche Schwingunsform bei einer gegebenen Kern-
reaktion angeregt wird. Beim Einfang eines Teilchens kénnen sich im Kerne
verschiedene Schwingungsformen superponieren. Am einfachsten kénnen noch
die bei einem Photoneneinfang auftretenden Schwingungen behandelt werden.
Marx hat gezeigt, dass durch die Photonen wahrscheinlich die 1= 2 ent-
sprechende Quadrupolschwingung angeregt wird [10]. Dies bedeutet, dass der
Atomkern auf die Photonen der Energie Ey = E2 resonniert. Eine solche
Resonnanzerscheinung haben Steinwedel und Jensen wirklich beobachtet
[11]. Thre Messungsergebnisse sind in der empirischen Formel

sy= 80 MeV A-~3

zusammengefasst. Die in der letzten Spalte der Tabelle IV angegebenen
Anregungsenergien E2 kénnen in guter Ndherung in der Form

E2= 81,2 MeV A~-A

wiedergegeben werden. Der Unterschied zwischen den theoretischen und
den empirischen Werten betragt nur 1,5%. Diese Ubereinstimmung kann als
sehr gut bezeichnet werden und die Tatsache, dass in der Berechnung kein
einziger willkurlicher Parameter vorkommt, hebt noch ihren Wert.

Der Verfasser mochte an dieser Stelle Herrn Professor P. Gombas seinen
aufrichtigen Dank fur seine wervollen Ratschldge und seine Unterstitzung
aussprechen. Fraulein J. MAGORI, die in der Durchfilhrung der numerischen
Rechnungen behilflich war, sei ebenfalls bestens gedankt.
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OMNPEAENEHWME COBCTBEHHbLIX KOJ'IEVBAHI/II7I ATOMHbIX AA0EP HA OCHOBE
CTATUCTUYECKOWN MOAENN AOPA

4. Knwan

Pesome
B aToii paboTe Teopus Bnox—WeHseHa nprMeHeHa Ha Cyyail HYK/MOHHbIX rasos, U
onpefeneHbl COBCTBEHHbIE KOMebaHWs CTaTUCTUYECKO Mofenun agpa. [na sHeprum Bo3byxae-

HUA KBaApYMNOAHOro KonebaHus nosiyydaeTcs BblpaxkeHue e = 81,2 MevA-113, B To Bpems
Kak amnupuyeckas gopmyna gaet e = 80 MevA ~i3.

3 Acta I'nv'ita VIII/A4.






EINE AXIOMATISIERUNG DER MAXWELLSCHEN
THEORIE DES ELEKTROMAGNETISCHEN FELDES

Von

J. I. Horvath
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITAT, SZEGED

(Vorgelegt von P. Gombas. — Eingegangen : 9. VIII. 1957)

Zur Axiomatisierung der Maxwellschen Theorie des elektromagnetischen Feldes werden
die wichtigsten experimentellen Satze des elektrischen und magnetischen Feldes in geeigneter
Weise zusammengestellt, dann wird ein Axiomensystem fiir die Elektrodynamik angegeben.

§ 1. Einleitung

Die Grundlagenforschung einer physikalischen Theorie hat sowohl eine
wissentschaftliche als auch eine didaktische Bedeutung. lhre wissentschaft-
liche Bedeutung befindet sich in der Tatsache, dass sich die letzten Grundlagen,
bzw. Ausgangspunkte der Theorie durch sie deutlicher erkldren lassen. Man
kann mit ihrer Hilfe sowohl den Aufbau der Theorie als auch ihre wesentlichen
Ziuge besser erkennen und auch die Giltigleitsgrenzen der Theorie offen-
sichtlicher festlegen. Das bedeutet aber, dass ein deduktiver Aufbau der
Theorie, welchem von theoretischem Standpunkte aus Vorteile zukommen
dirften, ohne eine einflhrende Grundlagenforschung nicht vorgestellt werden
kann. Durch die Grundlagenforschung werden aber insbesonders die physi-
kalischen Grundgedanken der Theorie besser hervortreten, so dass ihre Vor-
zuge auch von didaktischem Standpunkte aus nicht bezweifelt werden kdnnen.
Wir wollen endlich darauf hinweisen, dass die Entwicklung der Theorie
dadurch viel Ubersichtlicher dargelegt werden kann, was den Vorteil hat,
dass durch sie ein Lehrgang nicht bloss nicht erschwert, sondern geradezu
erleichtert wird.

Eine konsequente Axiomatisierung der Maxwellschen Theorie ist fur
uns, wenigstens vom modernen Standpunkte aus, nicht bekannt, obwohl
sich die verschiedenen Lehrbricher des elektromagnetischen Feldes damit
aufirgendeine Weise beschéftigen mussen. Es sind ja die wichtigen Ergebnisse
in dieser Richtung aus den Lehrbichern von Grimsehl, Gyulai, Mie, Pohl
Simonyi, Sommerfeld, Stratton, usw., sehr wohl bekannt, doch — wie
wir das im folgenden zeigen wollen — haben wir noch einige Gesichtspunkte
in Betracht zu ziehen.

3%
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§ 2. Uber die Grundlagenforschung in der Physik

Unter Grundlagenforschung oder Axiomatik versteht man mit Hilbert
den Aufbau einer Wissenschaft aus Axiomen, d. h. aus gewissen grundlegenden
Sétzen. Wie diese Axiomatisierung im Falle einer physikalischen Theorie
durchgefuhrt werden soll, hat Hame1 bei seiner Axiomatisierung der Mechanik
sehr anregend gezeigt.

Von den Axiomen einer physikalischen Theorie verlangt Hamel vier
Eigenschaften :

a) Vollstandigkeit. Die Axiome sollen zur Errichtung eines Gebd&udes
der betrachteten Theorie in allen wesentlichen Ziigen ausreichen und zwar
auf rein logisch-deduktivem Wege.

b) Widerspruchslosigkeit. Das Gebdude der abgeleiteten Satze soll
keinen Widerspruch enthalten, was am besten durch die widerspruchsfrei
vorausgesetzten mathematischen Hilfsmittel realisiert werden kann.

¢) Unabhéngigkeit. Das heisst, es sollen nicht zu viele Axiome auf-
gestellt werden.

d) Realisierbarkeit. Wenn es sich um eine physikalische Theorie handelt,
verlangen wir noch Realitat, d. h. Ubereinstimmung mit der Erfahrung.

Die Axiome der Maxwellschen Theorie mussen, ebenso wie die Newton-
schen Axiome der Mechanik, auf der Erfahrung beruhen, genauer gesagt,
auf der Zusammenfassung des gesamten Erfahrungskomplexes in eine stark
vereinfachte und idealisierte Form. Das bedeutet, dass unsere Axiome viel
abstrakter und mathematisch generalisierter werden, als das, was man mit
Spulen, Dréhten und Zeigerinstrumenten unmittelbar misst. Trotzdem werden
sie ebenso wie die mechanischen Axiome, nur eine Zusammenfassung mannig-
fachigster Erfahrungen sein.

§ 3. Die experimentellen Grundlagen der Maxwellschen Theorie

Bei der Entwicklung der Maxwellschen Theorie des elektromagnetischen
Feldes wollen wir als Ausgangpunkt die Voraussetzung wéahlen, dass das
elektromagnetische Feld durch elektrische Ladungen erzeugt wird, flir deren
Existenz, rdumliche Verteilung und Bewegungszustand als gegebene experi-
mentelle Tatsachen angesehen werden kdnnen.

Diese Voraussetzung scheint auf den ersten Augenblick ganz natlrlich
zu sein und man konnte glauben, dass ihre ausdriickliche Betonung Uber-
flussig sei. Doch werden wir gleich sehen, dass diese Voraussetzung — ins-
besondere wenn wir sie so an die Spitze unserer Axiomatisierung stellen wollen—
bei einem konsequenten Ausbau der Theorie von mehreren Standpunkten
aus eine sehr wesentliche und grundlegende Rolle spielen wird.
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Erstens mussen wir uns hiten, die Ladung irgendwie definieren zu wollen
oder ihr durch eine Willkurart eine abgeleitete Dimension zuzuschreiben.
Anderseits sei noch daraufaufmerksam gemacht, dass wir auch die Mdglichkeit
h&tten von einer anderen grundlegenden Voraussetzung auszugehen*. Weiter-
hin sei eine Aufmerksamkeit der Tatsache entgegengebracht, dass die elektri-
sche Ladung eine von den mechanischen Grdssen unabhéngige und wesentlich
verschiedene Grosse bedeutet, deswegen wir ihr, als einer Uber die Mechanik
hinausgehenden Gegebenheit, eine eigene Dimension und Einheit Q zuschreiben
wollen.** Das bedeutet aber, dass man auf Grund unserer and die Spitze
gestellten Grundannahme, gleichwie auf Grund unserer obigen Uberlegungen
eindeutig auf ein fir die Theorie natlirliches Dimensionssystem schliessen kann.

Das Vorhandensein des durch elektrische Ladungen erzeugten elektro-
magnetischen Feldes wird dadurch bertcksichtigt, dass durch dieponderomonto-
rische Kraftwirkung des Feldes der Bewegungszustand der Ladungen beein-
flusst wird. Durch seine ponderomotorische KraftWirkung wird durch das
Feld eine Arbeit ausgefiihrt. Die Arbeitsfahigkeit des Feldes wollen wir als
die Energie des Feldes betrachten.

Es ist ja wohl bekannt, dass dem Feld neben seiner Energie auch ein
Feldimpuls hinzugeschrieben werden kann, was sich die reale Existenz des
Feldes nachprifen l&sst, obwohl es nicht zu bezweifeln ist, dass das Feld
fur kein reines mechanisches System im Sinne der klassischen Mechanik
betrachtet werden kann.

Das durch ruhende Ladungen erzeugte Feld werden wir das elektrische
Feld nennen. Das elektrische Feld ibt einerseits eine ponderomotorische
Krafttvirkung auf die Ladungen aus, anderseits hat es eine Influenzuirkung
auf die auf einem Leiter verteilten Ladung, und sie lasst sich quantitativer
Weise durch diese beiden Eigenschaften charakterisieren. Das bedeutet aber,
dass zu einer vollkommenen Charakterisierung des Zustandes des elektrischen
Feldes zwei Zustandsgrdssen ndétig sind, die seine Intensitat und seinen Er-
regungszustand angeben.

Die beweglichen Ladungen, bzw. die stromdurchflossenen Leiter erzeugen
auch ein Feld von einer dem elektrischen wesentlich verschiedenen Art, das

*Neuerdings wurde z. B. von Infeltd und Piebanski [3] eine konsequente Theorie
des elektromagnetischen Feldes entwickelt, in welcher Theorie a priori das Feld eingefiihrt,
und die Ladung als eine Folge des Vorhandenseins des Feldes betrachtet wurde.

** Die Einfuhrung einer eigenen Einheit fur die elektrische Ladung wird dadurch
erleichtert, dass fiir sie in der Natur eine nattrliche Einheit, namlich die bekannte universelle
Ladung des Elektrons existiert. Nachdem in der klassischen Maxwellschen Theorie die ato-
mistische Natur der Elektrizitdt nicht bericksichtigt wird, wollen wir als Ladungseinheit
die im praktischen Mass-system festgesetze Einheit, das Coulomb, verstehen, in der sich die
Elektronenladung e durch e = 1,60 « 10-19 Coulomb, ausdricken I&sst.

Zugleich wollen wir festlegen, dass wir neben der elektrischen Ladung als mechanische
Einheiten fliir Lange, Masse und Zeit das Meter (M), die Kilogramm-Masse (K), bzw. die Sekunde
(S) beniitzen werden. Unsere vier Einheiten MKSQ legen uns lediglich ein fur die Theorie
besonders bequemes Dimensionssystem, das sog. Giorgi-Sommerfeldsche System fest.



402 J. 1. HORVATH

auf andere bewegliche Ladungen und stromdurchflossene Leiter von der
Wirkung des elektrischen Feldes verschiedenartige und von den Verhaltnissen
abhdngend anziehende oder abstossende Wirkung ausibt. Es ist von der
experimentellen Physik aus bekannt, dass das Feld der stromdurchflossenen
Leiter in speziellen Féllen, z. B. im Falle der Spulen, mit dem Feld eines
Stabmagneten tGbereinstimmt. Deswegen wollen wir dieses von den beweglichen
Ladungen, bzw. stromdurchflossenen Leitern erzeugte Feld magnetisches
Feld nennen.

Das magnetische Feld wird geméss der historischen Entwicklung in der Experimental-
physik tblicher Weise als das Feld von Magneten eigenfiihrt. Diese Methode ist auch in den
besten theoretischen Lehrbiichern gebrauchlich, doch kann sie uns hei einer Axiomatisierung
der Theorie nicht befriedigen. Es muss ndmlich in diesem Falle letzten Endes vorausgesetzt
werden, dass das magnetische Feld von Magnetpolen erzeugt werde, bzw. dass die pondero-
motorische Kraftwirkung des magnetischen Feldes mit Hilfe von Magnetpolen durchgefuhrt
werde. Das bedeutet aber einige grundlegende Schwierigkeiten. Einerseits ist es noch nicht
gelungen, die reale Existenz der Magnetpole experimentell nachpriifen zu kénnen, was so viel
bedeutet, dass der Inbegriff der Magnetpole nur eine fiktive Grdsse ist. Anderseits, wenn wir
bei der Definition des magnetischen Feldes diesen Weg verfolgen wollten, hatten wir versuchen
missen die Aquivalenz der Magnetstibe mit den Spulen zu erkldaren, was im Rahmen einer
reinen phadnomenologischen Theorie nicht konsequenter Weise durchgefihrt werden kann.
Schliesslich wollen wir noch darauf hinweisen, dass die Benutzung der Magnetpole sowohl bei
der Definition der Erzeugung des magnetischen Feldes als auch bei der Definition der Aus-
messung von demselben — nachdem wir vorausgesetzt haben, dass das elektromagnetische
Feld durch die elektrischen Ladungen erzeugt wird — auch vom logischen Standpunkte aus
inkonsequent ware. Wir missen also das Vorhandensein und den Zustand eines magnetischen
Feldes mit Hilfe der stromdurchflossenen Leiter, bzw. mit Hilfe bewegter Ladungen nach-
prifen.

Der Zustand des magnetischen Feldes lasst sich durch seine pondero-
motorische Kraftwirkung und durch seine Magnetisierungsfahigkeit festlegen.
Deswegen wird der Zustand des Feldes durch zwei Zustandsgrdssen charak-
terisiert, die die Intensitdt und den Erregungszustand des Feldes angeben.

a) Die elektrische Feldstdrke. Das elektrische Feld ubt auf die geladenen
Korper infolge seiner Ladung eine ponderomotorische Kraftwirkung aus.
Die auf einem Probekdrper mit der Ladungseinheit wirkende mechanische
Kraft nennt man elektrische Feldstarke ©, die ihrer Definition gemdéss ein
Vektor ist, mit der Dimension

1= Tading = Couiomb

Die Gesamtheit aller Kurven, deren Tangenten an allen ihren Punkten
mit der elektrischen Feldstdrke gemeinsame Richtung haben, nennt man
elektrische Feldlinie, oder ehedem elektrische Kraftlinie.

Wir betrachten sodann das zwischen zwei Punkten A und B langs der
Kurve S erstrekte Linienintegral

U=j<$d§= jE£ sds. (3,1)
A A
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Es ist offensichtlich, dass U die Arbeit angibt, die durch die Ladungseinheit
ausgefuhrt wird, wenn sie ladngs der Kurve S von dem Punkt A bis B zu
verschoben wird. Die so eingefuhrte skalare Grosse wollen wir nach der in der
Experimentalphysik tUblichen Definition elektrische Spannung nennen, da sie
die Dimension

NewtoneM Joule

[U] = = Volt
Q Coulomb

besitzt. Ist das Linienintegral Uber eine geschlossene Kurve S erstrekt:

U = ®Esds, (3.2)
s

dann wird es als elektrische Ringspannung, oder der alten in der Experi-
mentalphysik auch heute noch Ublichen, jedoch irrefihrenden Terminologie
nach, als elektromotorische Kraft genannt.

b) Der Erregunsvektor des elektrischen Feldes. Bringen wir in die
einer Ladung einen metallischen Koérper, so zeigt sich der Leiter, so lange
er sich im elektrischen Feld befindet, geladen. Diese Erscheinung wird Influenz
genannt, die dabei auftretenden Ladungen des Metallkdrpers heissen Influenz-
ladungen.

Um die Influenzfahigkeit des elektrischen Feldes bestimmen zu kdnnen,
wollen wir vor allem den folgenden wichtigen Versuch beachten : wir bringen
ein Probedoppelplattchen an die betrachtete Stelle des Feldes und unter-
suchen die erhaltenen Influenzladungen, wenn die beiden PIlattchen an einer
und derselben Stelle des Feldes bei verschiedener Lage ihrer Ebene getrennt
werden. Die Ladung der beiden H&lften wird ausserhalb des Feldes mit einer
geeigneten Methode bestimmt. Es zeigt sich, dass die Richtung der Plattchen-
ebene im Augenblick der Trennung sehr wesentlich ist. Die grdsste Aufladung
bekommt man, wenn die Plattchen senkrecht auf die Feldrichtung stehen.
Stehen die Plattchen unter einem Winkel, so ist die Ladung kleiner, stehen
sie parallel der Feldrichtung, so ist die Ladung Null.

Diese Versuchsergebnisse zeigen ausdrucklich, dass man die beobachtete
influierte Ladung als den Fluss eines Vektors ® durch das Doppelplattchen
auffassen kann :

e= jb,d/. 3,3)

E

Diesen Vektor ¢ werden wir den Erregungsvektor des elektrischen Feldes, oder
der friheren Terminologie nach den dielektrischen Verschiebungsvektor
nennen. Es ist offensichtlich, dass die Dimension des Erregungsvektors seiner
Definition nach

Nahe
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Ladung Coulomb
Flache Meterz
sein wird.

Es lasst sich mit Hilfe der oben skizzierten Methode auch nachweisen,
dass der Erregungsvektor auch von der elektrischen Feldstdérke abhé&ngt,
d.h. e -e ((s) ist. Diese Abhéangigkeit ist fir das Medium, in dem das elektri-
sche Feld erzeugt wurde, charakteristisch.

Indem wir Uberall der Richtung von ® folgen,durchlaufen wir eine sog.
Erregungs-, oder ¢ -Linie des Feldes.

Die Richtung des Erregungsvektors wird durch die Richtung der Er-
regungslinien festgestellt. Deswegen setzt man zur Eindeutigkeit voraus,
dass die Erregungslinien von den positiven Ladungen ausgehen und dass sie an
den negativen Ladungen enden ; die positiven Ladungen sind die Quellen-
punkte und die .negativen die Sinkenpunkten fir die Erregungslinien.

Das Integral an der linken Seite der GI. (1,3) gibt anschaulich die Anzahl
der durch die Flache F in der Normalenrichtung hindurchgehenden Erregungs-
linien an. Um den Erregungszustand des Feldes mit Hilfe des Erregungs-
linienbildes auch quantitativ charakterisieren zu koénnen, wollen wir die
Vereinbarung machen, dass der Fluss der von einer punktfdrmigen Quelle
mit der Ladung e ausgehenden Erregungslinien durch eine beliebige, die
Quelle umschliessende geschlossene Flache F mit der Ladung der Quelle
tibereinstimmen soll :

iDndf=e, (3,4)
F

wo wir voraussetzen wollen, dass die positive Normalenrichtung der Flache
nach aussen gerichtet wird. Somit ist aber der Erregungszustand des elektri-
schen Feldes durch das Erregungslinienbild schon vollkommen charakterisiert,
namlich, die Erregungsliniendichte in dem Raum héngt nur von dem Erreg-
ungsgrad des Feldes, d. h. von der Starke der Quellen ab.

Geméss unserer grundlegenden Voraussetzung soll die rdumliche Ver-
teilung der Ladungen a priori festgestellt werden. Das bedeutet analytisch,
dass die Ladungsdichte, d. h. die auf die Volumeneinheit bezogene spezifische
Ladung, als Funktion der Raum- und Zeitkoordinaten a priori vorgeschrieben
ist: Q —aq(xv x2, x3;i). Damit lasst sich die in einem endlichen Volumen
Q vorhandene Ladung e durch das Integral

e = JQ(*i,x2,x3; f)d3Xx (3,5)
a

darstellen. Nun Lasst sich die GI. (3,4) im Falle einer kontinuierlichen Ladungs-
verteilung mit Hilfe von (3,5) in der Form
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§D, df= §Qdsx (3,6)
F R

schreiben.

c) Leitungsstrom, Eregungsstrom und Gesamtstrom,. Die in einem Leiter
durch den Querschnitt des Leiters, in der Zeiteinheit hindurchtretende Elektri-
zitdtsmenge nennt man die Leitungsstromstdrke, oder die Intesitat des
Leitungsstromes, sie ist eine skalare Grdsse mit der Dimension :

Ladung Coulomb R
Ampere.
Zeit Secunde

Statt der Leitungsstromstarke, die in der Experimentalphysik, bzw. in
der Technik eine fundamentale Rolle spielt und im allgemeinen einfach
Stromstarke genannt wird, pflegt man in der Maxwellschen Theorie die sog.
Leitungsstromdichte I einzufuhren, die in der Zeiteinheit durch die zur Strom-
richtung senkrechte Flacheneinheit hindurchgehende Summe der Ladungs-
menge bezeichnet ; ihre Dimension ist

r. Coulomb _ Ampére

Flache -Secunde_ Meter2

Es ist ja auf Grund der beiden obigen Definitionen offensichtlich, dass
die Leitungsstromstidrke eben den Fluss der Leitungsstromdichte angibt:

I = \'i ndf~ 37

E

Die Kurven, deren Tangenten in allen ihren Punkten in die Richtung
der Leitungsstromdichte weisen, nennt man Stromlinien, genauer gesagt
Leitungsstromlinien. Die Stromlinien, wie das in der Experimentalphysik
wenigstens im Falle der Gleichstrome ublich ist, laufen immer durch die
Leiter und bilden einen geschlossenen Stromkreis. Doch miussen wir von
einem elektrischen Strom auch dann sprechen, wenn z. B. in dem Stromkreis
auch Kondensatoren eingeschaltet sind (im Falle der Wechselstréme), wo
es doch offensichtlich ist, dass in diesem Falle ein Leitungsstrom nicht existie-
ren kann ; namlich er kann durch die Isolatorenschicht der Kondensatoren
nicht durchfliessen. Um den Inbegriff der geschlossenen Stromkreise auch
flr solche Falle retten zu kénnen, missen wir voraussetzen, dass die Strom-
kreise durch die Isolatoren durch eine eigene Stromart geschlossen werden.

Die Dichte des in den lIsolatoren auftretenden Stromes lasst sich ihrem
Dimensionscharakter nach mit dem Zeitderivat des Erregungsvektors identi-
fizieren, da

Coulomb

Meter2 « Sekunde
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besteht. Diese Stromart werden wir die Erregungsstromdichte, oder nach der
friheren Terminologie die Verschiebungsstromdichte nennen, ohne dass sie
im allgemeinen mit irgendeiner realen Ladungsbewegung verbunden sei.
Doch l&sst sich die Existenz des Erregungsstromes nicht bezweifeln, da experi-
mental leicht nachweisbar ist, dass durch den Erregungsstrom, ebenso wie
durch den Leitungsstrom, ein Magnetfeld erzeugt wird. Die Erregungsstrom-
dichte wurde von Maxwell in die Theorie des elektromagnetischen Feldes
eingefuhrt und es ist nicht zweifelhaft, dass diese Ansicht bei der Entwicklung
seiner Theorie eine der wichtigsten war.

Wir miussen aber noch darauf hinweisen, dass in der Natur weder voll-
kommene Leiter, noch vollkommene Isolatoren existieren, so dass in der
Wi irklichkeit im Falle der besten Leiter im allgemeinen neben dem Leitungs-
strom auch Erregungsstrom und im Falle der besten Isolatoren neben dem
Erregungsstrom auch Leitungsstrom auftreten wird, obwohl in vielen Fallen
die eine Stromart neben der anderen vernachldssigt werden kann. Deswegen
werden wir im allgemeinen die sog. Gesamtstromdichte

© = i+ o (3.,8)
einfihren.

d) Der magnetische Induktionsvektor. Wie erst von Oersted erkannt
wurde, ist ein stromdurchflossener Leiter immer von einem magnetischen
Feld umgeben. Die Intensitdt dieses magnetischen Feldes wollen wir mit
Hilfe einer kleinen Mess-spule ausmessen, die von einem Leitungsstrom mit
angegebener Intensitdt durchflossen ist. Legt man die Mess-spule an ver-
schiedene Orte des Feldes, dann wird es sich beobachten lassen, dass sich die
Achse der Mess-spule an jedem Ortspunkte des Magnetfeldes in eine bestimmte
Richtung einstellen wird. Die Richtung der Mess-spulenachse wird defini-
tionsmaéssig so festgestellt, dass der Strom die positive Richtung der Achse
im Sinne des Uhrzeigers herumfHessen soll (Rechtsschraubenregel). Falls
die Achse der Mess-spule senkrecht auf ihre Richtung verschhoben wird,
dann ensteht ein rickfihrendes Drehmoment. Es lasst sich experimentell
beweisen, dass dieses rickfilhrende Drehmoment M (jedesmal wenn alle
linearen Ausdehnungen der Mess-spule vernachlassigt werden kénnen) von
der speziellen Form der Mess-spule unabhéngig ist und nur von der Grosse
der Stromdurchflossenen Flache F der Mess-spule, sowie von der Intensitat
des die Spule durchflossenen Leitungsstromes | abhé&ngt, d. h.

M =B F I

ist, wo B einen fir das Magnetfeld charakteristischen Proportionalitatsfaktor
bezeichnet.

Zur Charakterisierung der Intensitdt des Magnetfeldes wollen wir den
Vektor 93 einfihren, dessen Richtung mit der Richtung der Mess-spulenasche
Ubereinstimmt und der den absoluten Wert
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M
B

hat. Den Yektor SS werden wir den magnetischen Induktionsvektor nennen.

Um die Dimension des magnetischen Induktionsvektors bestimmen
zu koénnen, mussen wir uns auf die Dimension des Drehmomentes erinnern,
die nach ihre mechanischen DefinitionF |

[M] = Newton < Meter
ist ; foglich

Newton « Meter Newton  Meter Secunde Yoltsekunde

[®] =

wird.

Ampére * Meter2 Coulomb Meter2 Meter2

W ir wollen jetzt darauf nur hinweisen, dass sich das magnetische Feld auch mit Hilfe
des Cottonschen Magnetometers ausmessen ldsst. Wenn man den magnetischen Induktions-
vektor auf Grund der mit Magnetometer durchgefiihrten Messung definiert, lasst sich unmittel-
bar einsehen, was Ubrigens auch aus der obigen Definition folgt, dass der Induktionsvektor
diejenige ponderomotorische Kraft bedeutet, welche ein gerader Stromleiter von der Léngen-
einheit mit der Leitungsstromeinheit durchflossen in einem magnetischen Feld erfahrt. Endlich,
wenn auch der Inbegriff der Magnetpolen eingefiithrt wiirde, kdnnte man zeigen, dass 33 die
auf die Magnetpoleneinheit wirkende ponderomotorische Kraft bedeutet.

Die Kurven, deren Tangenten an allen ihren Punkten in die Richtung
des Induktionsvektors zeigen, nennt man magnetische Feldlinien, oder ein-
fach Indukitonslinien. Die Anzahl der durch eine beliebige Flache F in der
Flachennormale hindurchgehenden Induktionslinien, d. h. das Flachenintegral
des Induktionsvektors

&=\ Bndf
F

wollen wir den Induktionsfluss nennen.

Es sei ein Elektromagnet mit einem verldngerten Eisenkern vertikal aufgestellt. Auf
seiner oberen Ende tragt er einen Quecksilbernapf, und der verldngerte Eisenkern ist von einem
Quecksilberring umgeben. Ein Drahtbiigel ist mit einer kleinen in seiner Mitte angebrachten
Spitze so in den Quecksilbernapfaufdas Ende des Eisenkerns gesetzt, dass seine beiden Enden
in den Quecksilberring eintauchen. Der Eisenkern dient als eine Stromzufithrung zu dem Draht-
btgel, der Quecksilberring als die andere. Leitet man einen Strom hindurch, so geht er durch
die beiden vertikalen Dréhte des Biigels in gleicher Richtung und sie erfahren in dem magne-
tischen Feld des Elektromagnets zwei entgegengesetzt gerichtete Krafte, die zusammen ein
Drehmoment bilden. Infolgedessen rotiert der Biugel dauernd, solange der Strom geschlossen
ist. Den kleinen Apparat nennt man einen unipolaren Motor.

In einem solchen Rotationsapparat gewinnt man bei jeder Umdrehung
eine Arbeit, die als A bezeichnet wird. Um sie zu berechnen, bestimmen wir
die an einem Linienelement d%l des Leiters wéahrend einer kleinen Zeit dt
gewonnene Arbeit dA und summieren Uber alle Linienelemente des bewregten
Leiterstickes und Uber alle Zeitelemente der Dauer einer Umdrehung. Die
Stromstarke in dem rotierenden Leiterstick sei gleich I und der Induktions-
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vektor an dér Stelle des Linienelementes tféj im betrachteten Moment sei
gleich S3, dann ist die an angreifende Kraft dS = /(d”~x”d). Ist nun der
von wahrend der Zeit dt zuruckgelegte Weg gleich dg2, so berechnet sich :

dA = /dé2(ds1 X S3) = / S3(ds2 X d$L) = /S3df = 1B ndf,

wo Bn die in der Richtung des Flachenelementes df = (ds2 x §2) zeigende
Komponente von S3 bezeichnet und (da2xdél) das von d8x wahrend der Zeit
dt Uberstrichene Flachenelement ist. Demnach ist die bei konstanter Strom-
starke | warend einer ganzen Umdrehung gewonnene Arbeit nach der Definition
des Induktionsflusses

A= 1\Bndf=1+9. (3,10)
F

In dieser Formel bedeutet die Flache F, Uber welche das Integral zu nehmen
ist, das von dem ganzen bewegten Stromleiter wéhrend einer vollen Umdrehung
Uberstrichene Flachenstick bezeichnet.

Wiurde das Leiterstick wéhrend einer Umdrehung eine ringsgeschlossene
Oberflache beschreiben, in deren Innern sich der ganze Elektromagnet beféande,
so wirde der Kraftfluss auf der einen Seite in diese Oberflache eintreten
und auf der anderen Seite aus ihr austreten, d. h. es ware ® = o.

Es gilt also der sehr wichtige allgemeine Erfahrungssatz, dass, wenn in
einem magnetischen Feld ein von einem konstanten Strom durchflossenes
Leiterstick um eine Achse in der Weise rotiert, dass es bei jeder Umdrehung
eine vollkommene geschlossene Flache beschreibt, so ist die an ihm gewonnene
Arbeit im ganzen Null. Das bedeutet aber, dass der Gesamtwert des magne-
tischen Kraftflusses durch irgendeine geschlossene Oberflache stets Null ist :

§Bndf= o. (3,11)

Diese Festsetzung pflegt man als das Fundamentalgesetz der Intensitdt des
magnetischen Feldes zu bezeichnen.

e) Der magnetische Erregungsvektor. Ein Stick Eisen wird in
magnetischen Feld eines Stromes magnetisiert. Steckt man in eine zylindrische
Spule einen Eisenstab und leitet man einen Strom durch die Spule, so wird
der Stab durch das homogene Feld in der Spule magnetisiert. Auf diese Weise
bekommt man die kraftigsten Magnete, die es gibt, weil Eisen besonders
stark magnetisierbar ist. Die Magnetisierungsfahigkeit des Feldes wird auch
fur den magnetischen Zustand des Feldes charakteristisch sein, weswegen
sie bei der Beschreibung des Feldes benitzt werden kann.

Um ein Mass fir den magnetischen Zustand an jeder Stelle des Feldes
zu bekommen, betrachtet man an der betreffenden Stelle ein Gebiet, welches

del
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so klein ist, dass man das Feld in ihm innerhalb der Fehlergrenzen der
Rechnung als homogen ansehen kann. Aus diesem Gebiet sondert man ein
diinnes Rohrchen in der Richtung des Feldes aus. Denkt man sich dann ausser-
halb des Feldes ein Solenoid aufgestellt, welches dieselbe Form und dieselbe
Richtung hat, wie das dinne Rdéhrchen und denkt man sich um dieses Solenoid
einen Strom von solcher Stdrke kreisen, dass in seinem Innern eine genaue
Kopie des betrachteten Feldes entseht, so gibt die Stromdichte auf dem
Solenoid den Zahlenwert der Erregung und die Richtung der Solenoidenachse
die Richtung des Feldes an. Die Messung der magnetischen Erregung kann
tatsachlich durch Kompensation durchgefihrt werden. Man fuhrt ein Solenoid
in das Feld ein, stellt seine Achse in die Richtung des Feldes und regularisiert
den es umkreisenden Strom so, dass das Feld im Innern des Solenoides gerade
zu Null kompensiert wird, was man mit Hilfe eines geeigneten Magnetoskops
erkennen kann.

Stellen wir das Solenoid so her, dass wir einen diinnen isolierten Draht
in gleichmassigen engen Windungen auf einem Zylinder aufwickeln, und
schicken wir einen Strom hindurch, so berechnet sich die Erregung des magne-
tischen Feldes in dem Solenoid als

H=1mn=1—, (3,12)

wo N die Zahl der Windungen, | die Lange des Solenoides, n = N/I die Zahl
der Windungen pro Lé&ngeneinheit und |I den Strom in den einzelnen Windun-
gen bezeichnet. Die Grésse I. N wird als die Ampereivindungszahl bezeichnet.

Zur analystischen Charakterisierung der Erregung des Feldes wollen
wir den Vektor ip einfihren, dessen Richtung mit der Solenoidenachse Uber-
einstimmt und der den absoluten Wert I. n hat. Den Vektor werden wir den
magnetischen Erregungsvektor, oder der friheren (ungliucklicher Weise irre-
fuhrenden) Terminologie nach die magnetische Feldstdrke nennen. Seine
Dimension lasst sich unmittelbar von der GI. (3,12) ablesen :

Amperewindungszahl
Meter

Wenn ein gerader stromdurchflossener Draht von einem weiten koaxialen Hohlzylinder
umgeben ist, der als Ruckleiter dient (der also den entgegengesetzten Strom fihrt wie der
Draht), so wird das magnetische Feld, des Stromes durch den Hohlzylinder scharf begrenzt,
d.h. nach aussen ist es Null. Wenn der innere Leiter ebenfalls ein Hohlzylinder wére, so wiirde
das Feld auch in seinem Innern Null sein. Nurin dem Raum zwischen den beiden Hohlzylindern
ist eine magnetische Erregung vorhanden, die Erregungslinien — d. h. die Kurven, deren
Tangenten an allen ihren Punkten in der Richtung des Erregungsvektors zeigen — laufen als
konzentrische Kreise um die Achse herum. Es seien nun einige Feldlinien durch ein sehr diinnes,
torroidférmiges Solenoid, dessen Achse ein Kreis Kr mit dem Radius r ist, ausgesondert.
Die genau gleiche magnetische Erregung, die langs der Feldlinien eine Konstante H ist, lasst



410 J. 1. HORVATH

sich in dem Innern des torroidférmigen Solenoides auf Grund der Definition der magnetischen
Erregung offensichtlich dann erzeugen, wenn die Amperwindungszahl im Falle des Solenoides
eben mit dem in den Kabeln geflossenen Strom | identisch ist, da in diesem Falle H = 1/2cir
wird. Das bedeutet aber zunéchst, dass das Linienintegral von § langs dem Kreise Kreben die
Intensitdt des durch die mit dem betrachteten Kreise begerenzte Flache durchflossenen
Stromes | angibt :

§ Hsds= 2nreH =1
Kr

Es lasst sich nun einfach einsehen und mit Hilfe der sog. Rogowskischen
Spule auch experimentell nachweisen, dass dieser Zusammenhang auch im
allgemeinen gultig ist, d. h.

j)Hsds = 1, (3,13)
s
oder gemadss der GIl. (3,7) auch
$Hsds = $indf (3,14)
S F

ist, wo F die durch die Kurve S begrenzte Flache bezeichet.

f) Das Faradaysche Induktionsgesetz. Bei der Entdeckung der Induktion:
wirkungen wurde von Faraday beobachtet, dass in einem geschlossenen Leiter
eine induzierte Ringsspannung immer dann erzeugt wird, wenn sich der
Induktionsfluss, d. h. die Induktionslinienzahl des magnetischen Feldes
durch die umschlossene Flache verdndert. Der Wert der induzierten Rings-
spannung ist gleich der zeitlichen Anderung des Induktionsflusses.

Das wohlbekannte allgemeine Induktiongesetz kann in der folgenden
Form ausgesprochen werden : Die in einem geschlossenen Leiter S zu beobach-
tende elektrische Ringsspannung ist gleich der zeitlichen Anderung des ganzes
Induktionsflusses des magnetischen Feldes durch die von dem Leiter um-
schlossene Flache F :

E ,ds= -~ B ndf.

Das Vorzeichen wird durch die Lenzsche Regel festgelegt : Wenn sich der
magnetische Induktionsfluss in einem geschlossenen Drahtring, oder in einer
leitend geschlossenen Spule zeitlich &ndert, so ensteht ein Induktionsstrom
immer in dem Sinne, dass das mit ihm verbundene Magnetfeld die zeitliche
Anderung des Induktionflusses in der von dem Ring oder von der Spule
umschlossenen Flache aufzuhalten sucht.
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§ 4. Das Axiomensystem der Maxwellschen Theorie

Im vorhergehenden haben wir versucht die wichtigsten experimentellen
Tatsachen, ebenso die bekannten S&tze des elektrischen und magnetischen
Feldes ohne die Anforderung der Vollstdndigkeit zusammenzustellen, die als
Grundlage der Theorie des elektromagnetischen Feldes angenommen werden
kénnen. Doch haben wir uns mit den Eigenschaften der materiellen Medien,
in welchen das elektromagnetische Feld erzeugt wird, nicht besché&ftigt.
Unserer Meinung nach sind aber diese Tatsachen soweit allbekannt, dass sie
vor der Axiomatisierung der Theorie nicht eingehend wiederholt zu werden
brauchen.

Die Axiome verknupfen Begriffe miteinander. Die Begriffe aber muissen
sich aus den Beziehungen selbst erklaren ; d. h. die Axiome sind implizite
Definitionen der in ihnen enthaltene Begriffe. Die vierte Hamelsche Forderung,
notigt uns, den benutzten Begriffen nachher eine physikalische Realitat
zuzuschreiben. Das wollen wir vor allem dadurch sichern, dass wir einerseits
fur die Messung der durch die Axiome eingefuhrten Grdéssen gleich auch ein,
manchmal wenigstens prinzipielles Messverfahren angeben werden, anderseits
dass wir verlangen wollen, die zum Axiom dienenden S&tze wenigstens in
speziellen Fé&llen auch experimentell nachweisen zu kénnen.

Die Axiome der Maxwellschen Theorie wollen wir in funf Gruppen
einreihen, die eines nach dem anderen als die Erzeugungsaxiome (E), das
Existenzaxiom (Ex), die Zustandsaxiome (Z) die Verknupfungsaxiome (V)
und die Materialaxiome (M) bezeichnet werden :

Axiom E. |. Das elektromagnetische Feld wird durch die elektrischen
Ladungen und durch die elektrischen Stréme erzeugt.

Axiom E. IE A. Die elektrischen Ladungen sind a priori Gegebenheiten,
die sich durch eine kontinuierliche Funktion p(x ;t), d. h. durch ihre Dichte-
funktion beschreiben lassen.

Axiom E. Il. B. Es gibt zwei und nur zwei verschiedene Arten der
elektrischen Ladungen, die in jeder Beziehung ein genau entgegengesetztes
Verhalten zeigen.

Definition. Man unterscheidet die beiden Arten von Ladungen durch
die Namen »positive und »negativ«.

Die Dimension der elektrischen Ladung ist das Coulomb.

Die Definition des Messverfahrens. Die Einheit der positiven elektrischen Ladung ist
diejenige Elektrizitdtsmenge, die sich bei ihrer Entladung im Silbercoulometer die Menge von
1,11815 mg Silber an den Kathoden abscheidet.

Definition. Die auf die Korper infolge ihrer Ladung wirkende mechani-
sche Kraft wird als die ponderomotorische Kraftwirkung des Feldes genannt.

Axiom Ex. Das Vorhandensein des elektromagnetischen Feldes wird
durch die mechanische Messung seiner ponderomotorischen Kraftwirkung
und seiner Energie erkannt.
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Definition. Das durch die ruhenden Ladungen erzeugte Feld wird das
elektrische Feld genannt.

Axiom Z. |. Der Zustand des elektrischen Feldes wird durch seine
Intensitdt und durch seinen Erregungszustand charakterisiert.
Axiom Z. I. A. Die Intensitat des elektrischen Feldes wird durch die

Einfuhrung eines Vektors, der sog. elektrischen Feldstdrke © beschrieben,
die auf die Ladungseinheit wirkende ponderomotorische Kraft bestimmt.

Die Dimension der elektrischen Feldstarke ist Newton/Coulomb =
= Volt/Meter.

Definition des Messverfahrens. Es wird die auf die Ladungseinheit wirkende pondero-
motorische Kraft gemessen.

Axiom Z. 1. B. Der Erregungszustand des elektrischen Feldes lasst
sich durch seine Influenzfédhigkeit kennzeichnen und durch die das Feld
erzeugten Ladungen bestimmen. Zur analytischen Beschreibung des Erregungs-
zustands des Feldes wird ein Vektor ©, der sog. Erregungsvektor des elektri-
schen Feldes eingefuhrt. Der Gesamtwert der Erregung eines elektrischen
Feldes auf einer beliebigen Flache F, d. h. der Fluss des Erregungsvektors
durch dieselbe Flache, welche die das Feld erzeugenden Ladungen in dem
Volumen Q umhllt, bleibt durch den ganzen Raum konstant gleich der Summe
aller érzeugenden Ladungen :

§ Dndf= §Qd . (4,1)

F n

Die Dimension des elektrischen Erregungsvektors ist Coulomb/Meter2 =
= Amperesekunde/Meter2.

Die Definition des Messverfahrens. Es wird die auf eine Flache der Doppelscheibe bei
der bestimmten Doppelscheihen-Stellung influierte Ladung gemessen.

Axiome M. |. Die Korper, die in der Natur vorhanden sind, werden
elektrische Leiter und lIsolatoren genannt, je nachdem sich die elektrischen
Ladungen in ihnen in unmessbar kurzer Zeit Uber den ganzen Kérper verteilen
werden, oder an den Stellen bleiben, wo sie erzeugt, bzw. aufgetragen wurden.

Axiom M. Il. A. Die in einem Leiter durch den Querschnitt des Leiters
in der Zeiteinheit hindurchtretende Ladungsmenge wird der Leitungsstrom
genannt.

Die Dimension des Leitungstromes ist Coulomb/Sekunde = Ampere.

Die Definition des Messverfahrens. Ein Leitungsstrom hat die Starke 1 Ampere, wenn
sich bei konstanter Stromstarke in der Sekunde 1,11815 mg Silber abzuscheiden vermag.

Axiom M. Il. B. Unter Leitungsstromdichte i wird die in der Zeiteinheit
durch die zur Stromrichtung senkrechte Flacheneinheit gehende Summe der
Ladungsmengen verstanden.
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Die Dimension der Leitungsstromdichte ist Ampére/Meter2.

Axiom E. Il. C. Die Zeitableitung des Erregungsvektors des elektri-
schen Feldes ¢ wird die Erregungsstromdichte genannt.

Die Dimension der Erregungsstromdichte ist Ampére/Meter.

Axiom M. Il. D. Die Dichte des elektrischen Gesamtstromes l&asst sich
aus der Leitungsstromdichte t und aus der Erregungsstromdichte ¢ zusam-
mensetzen. Die beiden Stromarten sind bei der Erzeugung des elektromagneti-
schen Feldes gleichwertig :

£= i+ O, (4,2)

Definition. Das durch die Gesamtstromstiarke erzeugte Feld wird das
magnetische Feld genannt.

Axiom Z. Il. Der Zustand des magnetischen Feldes wird durch seine
Intensitdt und durch seinen Erregungszustand charakterisiert.
Axiom Z. Il. A. Die Intensitdt des magnetischen Feldes wird mit der

Einfuhrung eines Vektors, des sog. magnetischen Induktionsvektors 93 be-
schrieben, der auf die Langeneinheit des durch die Leitungsstromstarkeneinheit
durchflossenen Leiters wirkende ponderomotorische Kraft angibt.

Die Dimension des magnetischen Induktionsvektors ist Newton/Ampere-
meter = Voltsekunde/Meter2.

Die Definition des Messverfahrens. Es sei M der Absolutenwert des riickfiihrenden
Drehmoments, das auf eine mit der Leitungsstromstarke | durchflossene Mess-spule mit dem
Spulenquerschnitt F wirkt, dann wird die Richtung des magnetischen Induktionsvektors
durch die Richtung der Spulenachse und sein Absolutenwert durch M/l « F bestimmt.

Axiom Z. Il. B. Der Induktionsfluss, d. h. der Fluss des magnetischen
Induktionsveklors durch eine beliebige geschlossene Flache F wird immer Null :

$Bndf= o. (4,3)

E

Axiom Z. Il. C. Der Erregungszustand des magnetischen Feldes l&sst
sich durch seine Magnetisierungsféahigkeit kennzeichnen und durch die das
Feld erzeugende elektrische Gesamtstromstarke bestimmen. Zur analytischen
Beschreibung des Erregungszustands des Feldes wird ein Vektor der sog.
Erregungsvektor des magnetischen Feldes eingefirt. Der Gesamtwert der
Erregung des magnetischen Feldes, d. h. das Linienintegral des Erregungs-
vektors langs einer beliebigen geschlossenen Kurve S, welche die durch die
Summe aller Gesamtstréme durchflossenen Fléache F begrenzt, bleibt durch
den ganzen Raum konstant gleich der Summe aller erzeugenden Stromstéarken :

$Hsds = $Cndf. (4,4)

S F

4 Acta Physica VIII/4.
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Die Dimension des magnetischen Erregungsvektors ist Ampérewindungs-
zahl/Meter.

Die Definition des Messverfahrens. Fihrt man ein Solenoid in das Feld ein, das so
hergestellt ist, dass die dinnen isolierten Drahte in N-zahligen gleichmassigen Windungen

auf einem Zylinder aufgewickelt sind. Dann lasst sich, wenn | den Vektor bedeutet, dessen
absoluter Wert mit der Lange des Solenoides, sowie dessen Richtung mit der Solenoidenachse

Ubereinstimmt, diejenige Richtung von | bestimmen, in welcher Richtung das Feld im Innern
des Solenoides mit einer maximalen Leitungsstromstérke gerade zu Null Kompensiert werden
kann. Die Richtung des magnetischen Erregungsvektors \* wird dann durch die Richtung der
Solenoidenachse und sein absoluten Wert durch I . N/I bestimmt.

Axiom V. 1. Die Verdnderungen des elektrischen und magnetischen
Feldes werden miteinander durch eine unmittelbare und unaufhebbare
Wechselwirkung verknupft.

Axiom V. Il. Langs einer beliebigen geschlossenen Kurve S wird infolge
der zeitlichen Verdnderung des ganzen Induktionsflusses durch die von der
Kurve begrenzte Flache F eine bestimmte elektrische Ringsspannung erzeugt :

J Esdk= — df. (4,5)
dt

E

Axiom M. Il. Der materiefreie Raum, d. h. das Vakuum besitzt keine
elektrische und magnetische Eigenschaft, und in einem solchen Raum werden
die Intensitdtsgrossen des elektrischen, bzw. des magnetischen Feldes mit
den entsprechenden Erregungsgrdssen rein proportionell erscheinen :

d®= eSS und B = — » e (4,6)

Die Proportionatitatsfaktoren eo bzw. /M0 werden die elektrische, bzw. magneti-
sche Vakuumkonstante, oder friher im allgemeinen schlechthin die Dielektri-
zitdtskonstante, bzw. die magnetische Permeabilitdt des Vakuums genannt.

Die Dimension der Vakuumkonstanten sind : [e0] = Coulomb-/Joule-
meter = Ampeérsekunde/Voltmeter und [@a0] = Joule «Sekunde2 (Coulomb2-
e Meter) = Voltsekunde/Amperemeter.

Die Definition des Messverfahrens

a) Um den Wert der elektrischen Vakuumkonstante e0 zu ermitteln, wird die Kapazitéat
C eines Luftkondensators, dessen geometrische Abmessungen sehr prazise ermittelt worden
sind, so dass man den Kapazitatsfaktory (der nur von den geometrischen Massen des Konden-
sators abhéangt) sehr genau berechnen kann, durch Vergleichung mit einem Prezisionswider-
stand gemessen. Man bekommt damit den Wert der absoluten Dielektrizitatskonstante der
Luft B = Cly. Da die relative Dielektrizitatskonstante der Luft bekannt ist als e = 1,0006,
so ergibt sich weiter fir die elektrische Vakuumkonstante e0 = e*/e = 0,88543 « 10-11 Ampére-
sekunde/Voltmeter.
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b) Das Verhdltnis der beiden Einheiten Volt/Coulomb ist dadurch gegeben, dass die
magnetische Vakuumkonstante definitionsgemass zu mo = 4 » 10-7 Voltsekunde/Ampére-
meter festgesetzt wird. Somit ist das Produkt der beiden Einheiten Volt. Coulomb auf so
eine Art festgesetzt, dass sich fiir die Einheit der Kraft Newton = Volt « Coulomb/Meter =
= 107 Dyn ergibt.

Axiom M. Ill. A. Die elektrische Eigenschaft der Isolatoren wird durch
ihre elektrische Polarisation, d. h. durch ihr elektrisches Moment pro Volumen-
heit charakterisiert, welches sich von einem eigenen und von einem
induzierten elektrischen Moment “R- zusammensetzen Ilasst : +
Das induzierte elektrische Moment $3, der Isolatoren hangt linear von der
Feldstarke des elektrischen Feldes ab. Die Koeffizienten der linearen Form
nennt man die Komponenten des elektrischen Suszeptibitatstensors.

Die elektrische Suszeptibitdt ist dimensionsfrei.

Axiom M. Il1l. B. Die magnetische Eigenschaft der Leiter wird durch
ihre Magnetisierung, d. h. durch ihr magnetisches Moment pro Volumenheit
% charakterisiert, welches sich von einem eigenen $lo und von einem indu-
zierten magnetischen Moment soi, zusammensetzen 14sst : soi = sofo -,
Das induzierte magnetische Moment der Leiter SO, héngt linear an dem
magnetischen Induktionsvektor des magnetischen Feldes ab. Die Kompo-
nenten der linearen Form nennt man die Komponenten des magnetischen
Suszeptibilitatstensors.

Die magnetische Suszeptibilitdt ist dimensionsfrei.

Axiom M. 1V. Die elektrische Leitungsstromdichte t in einem Leiter
héngt linear an der elektrischen Gesamtfeldstdrke ab, die sich aus der Feld-
stdrke des elektrischen Feldes G und aus der von den fremden elektromotori-
schen Kréaften abgeleiteten, sog. fremden elektrischen Feldstarke zusam-
mensetzen lasst : G + G~k Die Komponenten der linearen Form nennt man
die Komponenten des Leitfahigkeitstensors.

Die Dimension der Komponenten des Leitfahigkeitstensors ist Coulomb2/
Joulemetersekunde = 1/Ohmmeter.

Die Definitions des Messverfahrens. Die Messung der Leitfahigkeit wird auf die Messung
des Widerstandes zurtickgefuhrt. Eine Quecksilbersaule von 1,06300 Meter Lange und 14,4521
gr Gewicht von genau konstantem 1cm2Querschnitt hat bei der Temperatur des schmel-
zenden Eises fur Gleichstrom den Widerstand 1 Ohm.

§ 5. Uber die Widerspruchslosigkeit der Axiome. Das Erhaltungsgesetz
der elektrischen Ladung

Die Axiome Z. Il. C. und V. Il. enthalten die Vektoren ¢ und 33. Um
die Widerspruchslossigkeit unseres Axiomensystems nachweisen zu versuchen,
haben wir wenigstens zu beweisen, dass sich diese beiden Axiome mit den
Axiomen Z. I. B. bzw. Z. IL B. in Ubereinstimmung bringen lassen.

4*
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Legen wir deswegen zwei verschiedene Flachen Fxund F2 durch dieselbe
Kurve S, so mussen die rechten Seiten von (4,4) und (4,5) wenn wir sie fur
Fx und Fa berechnen, gleich ausfallen. Das bedeutet aber, das sie fur die
aus Fx und F2 gebildete geschlossene Flache bei einheitlicher Definition
der positiven Normalen (stets nach aussen weisend) verschwinden miussen.
Wir sehen dasselbe auch auf folgende Weise ein : Die Axiome Z. Il. C und
Y. Il. fuhren auf dieselben Linienintegrale aber mit verschiedenem Umlauf-
sinne langs der Kurve S, so dass die Summe der beiden Linienintegrale ver-
schwindet ; d. h.

— S)Bndf—0 wund S)Cndf—0. (5,4)
dt'l ‘ JF
Die erste Gleichung besagt in ihrer integrierten Form

fBndf= konst.,
F

was sich mit dem Axiom Z. Il. B. offensichtlich in Ubereinstimmung, bringgn
l&sst.
Die zweite Gleichung von (5,4) reduziert sich in Isolatoren auf

oder in ihrer integrierten Form auf

BD ndf= konst.,
F

was sich mit dem Axiom Z. 1. B auch in Ubereinstimmung bringen lasst, nur
soll die zeitliche Konstante die algebraische Summe der von der Flache F
umschlossenen Ladungen bedeuten.

Schliesslich l&asst sich die zweite Gleichung von (5,1) in allgemeiner
mit Hilfe von der GI. (4,2) auch in der Form

(i) hidf -

oder auf Grund von (4,1) auch in der Form
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schreiben. Die innerhalb einer Flache F befindliche Elektrizititsmenge kann
also nur dadurch verschwinden, dass sie durch die metallisch leitenden Teile
von F abfliesst. Das ist aber das erste wichtige von unseren Axiomen abgeleitete
Gesetz der Maxwellschen Theorie, ivelches wir das Erhaltungsgesetz der elektrischen
Ladungen nennen wollen.

Mit dem Beweis der Widerspuchlosigkeit des Axiomensystems im allge-
meinen wollen wir uns weiter nicht mehr beschéftigen und wollen diese Auf-
gabe den Logikern uberlassen.

§ 6. Diskussion

a) Es lasst sich unmittelbar einsehen, dass unsere Axiome, so wie die
hinzugefigten Definitionen entweder die gewohnten Definitionen, bzw.
Sétze der Experimentalphysik, oder ihre naturlichen Verallgemeinerungen

sind. So entspricht z. B., das Axiom Z. |. B. dem Fundamentalgesetz der
elektrischen Erregung, das Axiome, Z. Il. C. dem Fundamentalgesetz der
magnetischen Erregung, das Axiom V. Il. dem Faradayschen Induktions-

gesetzt, das Axiom Z.11. B. dem Fundamentalgesetz der Intensitdt des magne-
tischen Feldes. Jedoch wollen wir darauf ausdriicklich hinweisen, dass die
Axiome wesentlich allgemeiner sind, als die entsprechenden experimentellen
Sétze. Die Verallgemeinerung lasst sich ndmlich in der Tatsache finden, dass
wéahrend in der Experimentalphysik z. B. die Gesamterregung des elektrischen
Feldes immer nur auf der Oberflache eines Leiters, sowie die elektrische
Ringsspannung immer l&dngs einem Kreisleiter zu verstehen ist, hingegen
kann im dem Falle der Axiome Z. 1. B., bzw. Z. IL B. und V. Il. die betrachtete
Flache, F bzw. die Kurve S schon ganz beliebig sein. Doch soll betont werden
— obgleich es vielleicht tUberflissig ist nochmals darauf hinzuweisen — dass
in dem speziellen Falle, wenn die vorliegende Flache mit der Oberflache eines
Leiters, bzw. die Kurve S mit einem leitenden Draht zusammenfallt, die
genannten Axiome in die bekannten experimentellen Satze ubergehen und
somit sich unmittelbar nachprifen lassen.

b) Etwa als das wichtigste, bzw. wenigstens fir die Maxwellsche Theorie
charakteristische Axiom kann man das Axiom M. Il. D. betrachten. Erst
durch die Einfuhrung des Erregungsstromes lasst sich n&dmlich verstehen,
wie es madglich ist, dass das magnetische Feld auch in Vakuum vorhanden
sein kann, wo die Erzeugung des magnetischen Feldes auf das Vorhandensein
irgendeiner Stromart, bzw. einer realen Ladungsbewegung (sowie auf das
Vorhandensein magnetischer Pole) nicht zuriickgefuhrt werden kann.

c¢) Bei der Entwicklung der Maxwellschen Theorie lasst sich nach-
prifen, wie sich das ganze Geb&ude der Maxwellschen Theorie von unseren
Axiomen deduktiv ableiten lasst. Hier wollen wir nur noch darauf hinweisen,
dass sich solche wichtigen Gesetze, wie das Coulombsche Kraftgesetz des
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elektrostatischen und magnetostatischen Feldes, weiterhin das Biot-Savart-
sche Kraftgesetz der stationdren Strome, sowie die Existenz der elektro-
magnetischen Wellen von den Axiomen unmittelbar ableiten lassen.

d) Jetzt haben wir noch kurz dariber zu diskutieren, wie weit unser
Axiomensystem, bzw. die von den Axiomen ableitbare Theorie den experi-
mentellen Tatsachen entspricht. Wir wissen sehr wohl, dass, soweit die
Pramissen der phadnomenologischen Axiome erfullt sind, und das ist der
Tatbestand im weiten Kreise der experimentellen Erfahrungen, die Max-
wellsche Theorie die Gesetzmaéssigkeiten des elektromagnetischen Feldes in
wunderbarem Einklang mit den experimetellen Erfahrungen zusammenfasst.
Jedoch die Tatsache, dass die atomistische Struktur der Materie und der Elektri-
zitdt in der ph&nomenologischen Maxwellschen Theorie nicht in Betracht
gezogen wird, setzt ihrer Gultigkeit Schranken. Wenn wir auch die atomische
Struktur der Elektrizitdt und der Materie in Betracht ziehen wollten, so muss-
ten wir unsere Axiome uméandern. Jedoch, mit diesen Problemen pflegt
man sich im Rahmen der Elektronentheorie zu besché&ftigen und wir wollen
auch auf diese Fragen spéater zurickkommen.

e) Schliesslich wollen wir noch auf einige offensichtliche Unvollstandig-
keiten unseres Axiomensystems hinweisen. Wir haben n&amlich die bekannte,
grundsatzliche experimentelle Tatsache, dass die Lichtgeschwindigkeit eine
universale Naturkonstante ist, in das Axiomesystem nicht eingebaut. Weiter-
hin haben wir die Probleme, die mit der Elektrodynamik der bewegten Kdorper
Zusammenhdéngen, nicht in Betracht gezogen. Unserer Meinung nach gehdrten
aber diese Probleme schon der Weiterentwicklung der Maxwellschen Theorie
an, mit welchen Problemen wir uns hier nicht mehr besché&ftigen wollen und
werden auch auf diese Probleme spéter zurickkommen.
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UBER DAS PRINZIP VON LE CHATELIER
UND BRAUN

Von
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INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK DER R. EOTVOS UNIVERSITAT, BUDAPEST

(Vorgelegt von K. Novobatzky. — Eingegangen 3. IX. 1957)

Im folgenden wird eine Verallgemeinerung, ein exakter Beweis des Prinzips von
Le Chatelier-Braun und eine genauere Bestimmung seines Giltigkeitsbereiches gegeben.

Die grindlichste Erdrterung des Prinzips von Le Chatelier-Braun ist,
meines Wissens nach, in dem Buch von W. Schottky-Ulich-C. Wagner [1]
zu finden. Weitere umfassende Gesichtspunkte und ergdnzende Bemerkungen
wurden von M. Planck, T. Ehrenfest-Afanassjewa und G. L. De Haas-
Lorentz [2], [3], [4] aufgeworfen. Hinsichtlich der Bolle des Prinzips von
Le Chatelier-Braun, insbesondere die Thermodynamik der irreversiblen
Prozesse betreffend, weisen wir auf die Monographie von S. R. De Groot [5]
hin.

Betrachten wir ein System mit N Phasen, das mit seiner Umgebung
im Gleichgewicht steht. Sei die Innere Energie der j-ten Phase E1, dann ist
die innere Energie des kompletten Systems

E=ZEj. (9]

Wenn EJdie Funktion der Extensitatsparameter x{. x% ... x4 ist, so stellt
dEJ 5

dx\ (£)

die, zu der Extensitatsgrisse xge gehdrige Intensitatsgrésse dar. (Wenn z. B.
Aj das Volumen, x2 die Entropie, x3 die Masse eines der chemischen Kompo-
nenten, usw. bedeutet, so ist yL der negative Druck, y2 die Temperatur, y3
<las chemische Potential der entsprechenden Komponenten.) Sei der Wert
des i-ten Intensitdtsparameters der Umgebung y7, so sind die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen des Gleichgewichts

yi=Yi. 7= 1, 2,..., N, (i=1,2,..., n) (3)
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Fordern wir, dass die Energieflache in dem durch die GIl. (3) bestimmten
Punkt konvex1 sei, also

d2e = Vd2e3= 2'2' — dx[dx{”" O, @)
U) U) (k) 3xk

d. h. dass die Form (4) positiv definit, bzw. positiv semidefinit sei. Die
Diskriminante ist die Jacobi-Determinante

oo 9bb--ud; V- wm v?,
Da B{x\, ...y X\ X\, o0, X\ Ly X2, Xx%)
9

— 7= 0, wenn I=hj
04 n
ist die Diskriminante D als Produkt der Diskriminanten der einzelnen Phasen
darstellbar2
D_ jr o(yi»-“4 A) _
0) N(47eey 4)

Die zu den quadratischen Formen d2EJ gehdérenden Diskriminanten
sind von gleicher Struktur, daher werden wir im weiteren den Index welcher die
Phase bezeichnet, weglassen und statt d2E1

d2e= JS' dx, d*A]> 0 (5)
(i, 9 9 xk
schreiben. Im weiteren genigt es nun, uns mit der quadratischen Form (5),
bzw. mit ihren Diskriminanten

1Die beiden Tatsachen, und zwar 1. dass die Intensitdtsparameter sich auszugleichen
streben, 2. dass die innere Energie mit dem absoluten Wert der Intensitdtsparameter gleich-
sinnig wachst oder sich vemindert, haben zur Folge [3]

dyi dxi > 0,
v J? dyldxi 0,
0) (0 "
wo
dyi = vV 9y dxk",
() dxk
daraus folgt, dass
dvi
Vo Y Gyidxk s o
V) (i,k) 9 X

In diesem Falle ist die Oberflache in der Umgebung der gegebenen Stelle im allgemeinen Sinne
konvex (d. h. nicht konkav). Die Gleichheitmit Null erfolgtin solchen Fallen, wenn die Energie-
flache auch geradlinige Erzeugende hat.

2 Hier und im weiteren wenden wir die folgenden Eigenschaften der Jacobi-Determi-
nanten an : einseits

LAY »Ya- --»¥Yn) _ B(yMy2,...,yn) 3(ut, ua........ un)
9 (¥, *2,.. ¢ xn) 9 (Mi, M, ..., un)9 (*,*2, ..., xn 9
anderseits
9 (ul9.. ., Ui, ilfi, ... tn) 9@, ... Ui
9 ... 0jilai, ..., in) 9 (ij, ..., ti)
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9 (jt> Ja» ees. Yn) 6)
d(xv Xx2,..., Xn)

zu beschéftigen. Da die Positivitdt der Diskriminanten (6) und ihrer Haupt-
minoren nur mit Hilfe ziemlich unlUbersichtlicher und daher praktisch nicht
leicht zu behandelnden Kriterien zu entscheiden ist, scheint es zweckmassig,
(5) auf Diagonalform zu transformieren2

d*e= 2 (— | (d*:)2~ 0 . )
(0 19 ooy yi—, X

Diese transformierte Form gilt allgemein auch dann, wenn die Indizes 1, 2,

.., N durch ihre beliebigen Permutationen ki 2, ..., kn ersetzt werden

d Vkt .
d2e= 2 (dx'k,)2 8)
(0 3 x k|

Die Indizes der Ableitungen bedeuten unabhéangige Variable, d2s ist nun nur
in dem Falle positiv definit, wenn die Koeffizienten aller (dx'ki)2 positiv sind

>0 (9)
dxk.)yklT yk._i.

d2e ist positiv semidefinit im Falle, wenn Ugl. (9) fur (< n Dbesteht,
fir t < i <1 reist jede Ableitung Null :

U*L=0, t<i<,n. (99
dxkj

Aus der Gultigkeit von (9) und (9') folgt auch die folgende Reihe von Unglei-
chungen1

(CRA! [0 Y\ e 9Ji 9Ji 0. (10)
i9 *t x 3Fp1‘1>/2,x W X1 AXNy n dx,

Wenn die Form (8) positiv definit ist, kdnnen die Glieder von (10) nicht
Null sein, ist sie aber positiv semidefinit, so ist von dem Index t ab

3jj .
”_ O, t<i (r)
3%T YivKL ese. x5, *
1 .
(w = (w ,§’\0:I8t.
(3 lyku ....ykt-vx \(jx1lyk 1. .. yk+1, X, X,
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Fur die nicht-verschwindenden Ableitungen kénnen wir auch statt (10) die
entsprechenden inversen Relationen schreiben :

d x x 0 Xj d x x

0 < | — <: < (10)

9jr x 9ji y2,x 9 A vy, xn 9Ji

Der Beweis von (10) und damit auch von (10") grindet sich auf (9) und
die folgende ldentitats
9J1i)2
U1 = 3% . 0x1 Y, o= YK,-T, X
dXXyyr- KLY 901 Yim-—-,Yk,x (L
0x. Yy, . ®mYK-X

Die erwéhnten Ungleichungen kénnen folgendermassen aufeine anschau-
liche Form gebracht werden. Die Anderung von yx mit dem zugehdrigen xx
ist
9Vi

dji) = dx1; (n)

bzw. die Anderung von xx mit dem zugehdérigen yx

dxx
(dxn) dxL, )
19Ji
damit erhéalt (10) und (10") die Form
dylix> dylVyiiX-~ ... N(«iyxiy"O, (12)
0 < ‘dxx\yux<. dx 2ybY1 x<| ... < dxxy. (124

Diese Reihen von Ungleichungen (12) und (12") sind die Verallgemeine-
rungen des Prinzips von Le Chatelier-Braun.

Die anschauliche Interpretation des Prinzips kann folgendermassen
ausgedruckt werden. Bei der Verdnderung der Intensitdtsparameter kommt
eine regulierende Tendenz zum Vorschein, d. h. die Ausgleichungstendenz
eines jeden beliebigen Intensitdtsparameters wird von der der anderen gefor-
dert. Die Ungleichungen weisen eben darauf hin, dass wir den Ablauf des
Ausgleiches enes jeden beliebigen Intensitdtsparameters um so mehr ver-
hindern, je mehr wir das Zurgeltungkommen der regulierenden Tendenz aller
Parameter verhindern z. B. dadurch einschranken, dass wir ihre Werte fest-
legen.

Aus der vorigen Fassung des Prinzips von Le Chatelier-Braun erklart
sich auch, dass dem Prinzip in der Stabilisierung des Gleichgewichts keine
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ausschlisslich entscheidende Rolle zuzuschreiben ist, das heisst, das Prinzip
fordert nur das Zustandekommen des Gleichgewichts, das Gleichgewicht
wird aber nicht durch das Prinzip hergestellt. (Das Gleichgewicht wird jedoch
durch das Prinzip keinesfalls verhindert.) Betrachten wir den Grenzfall, wenn
in (12) die Gleichheitszeichen gelten. In diesem Fall férdern die Intensitats-
parameter nicht gegenseitig den Ablauf des Ausgleichungsprozesses (nur
verhindern sie ihn nicht gegenseitig), die zum Gleichgewichtszustand fihrenden
Ausgleichungsprozesse laufen aber doch ab, das Gleichgewicht ist also stabil.

Es gibt noch einen Umstand, welchen wir bei der Fassung des Prinzips
von Le Chatelier und Braun in Betracht ziehen missen und mit dem wir
automatisch in das Gebiet der Thermodynamik der irreversibilen Prozesse
eintreten. Wenn néamlich ein Intensitdtsparameter den anderen im Erhalten
des Gleichgewichts fordert, kann er es nur in der Weise tun, dass er dabei
auch seinen urspringlichen Gleichgewichtswert verdndert. Mit anderen
Worten : obwohl Stérungen des Gleichgewichtszustandes des Systems nur
in yr eine Inhomogenitat verursachen, wird zum Zwecke der erneuten Her-
stellung der Homogenitat von yx die in y2,y3, .... existierende Homogenitat
gestdrt. Stéren wir zum Beispiel die thermische Homogenitdt in einem
thermisch und barisch homogenen System, so wird beim Zustandekommen
der thermischen Homogenitat eine barische Inhomogenitdt sich einstellen.
Es ist daraus ersichtlich, dass das Prinzip von Le Chatelier-Braun mit
dem Auftreten der aus der Onsager’schen Theorie [5] bekannten »Kreuz-
effekte« (cross effects) zusammenhéangt. Ausfuhrlicher wollen wir uns mit
dieser Frage bei einer anderen Gelegenheit beschéaftigen.
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(Eingegangen : 25. IX. 1957)

Mit Hilfe der fir ein funf Elektronen enthaltendes Molekilmodell aufgestellten Eigen-
funktionen wird die Intensitatsverteilung in den samtlichen Zweigen der Interkombinations-
banden — 27+ berechnetund das Niveauschema mit den 36 mdglichen Zweigen
gezeichnet.

In fruheren Arbeiten befassten sich schon mehrere Verfasser mit der
Theorie der Interkombinationsiibergdnge, namentlich mit den Triplett-
Singulett- (Schirapp 1932) und den Quartett-Dublettibergdngen (Budoé und
Kovacs 1940, 1941).

Die theoretischen Feststellungen wurden fir den Triplett-Singulettfall
im Absorptionsspektrum des atmosphérischen Oxigenmolekils (Mulliken
1928, Childs und Mecke 1931), weiter fur den Quartett-Dublettfall im roten
System des Germaniumhydridmolekils bestdtigt (Ki1eman und Werhagen
1953). Vor kurzem tauchte der Verdacht auf, dass ein Bandensystem des
Vanadiumoxyds ein — ~-Ubergang sein kdénnte (Lagerqvist 1956). Um
der Analyse zu helfen, soll theoretisch die Mdglichkeit des obenerw&hnten
Uberganges untersucht werden.

Die gemeinsame Charakteristik der bisher gepriften Interkombinations-
Ubergédnge besteht darin, dass dort fur die resultierenden Spinquantenzahlen
der Elektronen 1S = i 1 gultig ist, und dass die berechneten Intensitéts-
formeln Konstanten enthalten, die kleine Grdssen erster Ordnung sind. Im
Falle des zu betrachtenden Uberganges ist ZIS= 2 2, und die in den Inten-
sitatsformeln vorkommenden Konstanten sind Grdssen zweiter Ordnung.

§ 1. Eigenfunktionen

Sextettzustdnde kdnnen mit Hilfe von einem aus mindestens 5 Elektro-
nen bestehenden System hergestellt werden. Von den mehreren madglichen
Elektronenkonfigurationen werden wir eine solche ausw&hlen, die teils genu-
gend allgemein ist, um das geschilderte Problem uberhaupt behandeln zu
kénnen, andererseits aber dazu geeignet ist, die nicht unbedingt ndtigen
Berechnungen zu vermeiden. Eine solche Elektronenkonfiguration ist die fol-
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gende : ...(iv A2u A)2(u A'), wo die Punkte jene abgeschlossenen Elektronen-
schalen bedeuten, die uns jetzt nicht interessieren ;iv, v, n bedeuten die Quan-
tenzahlen der 5 Elektronen mit Ausnahme der Quantenzahlen A- und e,
die die Projektionen der Bahndrehimpuls- und Spinmomente der einzelnen
Elektronen auf die Molekulachse représentieren. A und A kann jeden Wert
der von Null verschiedenen ganzen Zahlen aufnehmen. Besitzt in den einzelnen
Schalen die Projektion des Bahndrehimpulses der zwei Elektronen auf die
Molekiilachse eine entgegengesetzte Richtung, so kann in unserem Falle A"
gleich o oder 1 sein, da wir Ubergange zwischen A-Zustidnden betrachten,
hierzu werden im folgenden auch 77-Zustédnde bendtigt werden. Stellen sich die
erwdhnten Vektoren nicht in entgegengesetzter Richtung ein, so kénnen einer-
seits Sextettzustdnde nicht hervorgebracht werden, andererseits kann es nach-
gewiesen werden, dass die entstehenden anderen Zustdnde mit Sextettzustan-
den nicht in Wechselwirkung treten, so dass diese ausser Acht gelassen werden
kdnnen.

Sieht man zunéchst von der Bahn-Spinwechselwirkung ab, so lassen
sich bekanntlich die Zustdnde der einzelnen Elektronen mit den die Produkte
der Orts- und Spinkoordinaten enthaltenden Eigenfunktionen beschreiben :
Pi eaH cy, bzw. pi elnA Bi, wo a-und - die zu den Werten + ; bzw. —; der
Spinquantenzahl e, geh6renden Spineingenfunktionen, und p>% den von <
nicht abhé&ngigen Teil der Elektroneneigenfunktion bedeuten. In ein und der-
selben Schale sind die letzteren Eigenfunktionen fir die einzelnen Elektronen
identisch.

Bei der Bestimmung der Eigenfunktionen des Molekils mit ruhenden
Kernen ist der erste Schritt, abgesehen von der elektrostatischen Wechsel-
wirkung der einzelnen Elektronen, solche Linearkombinationen aus den Pro-
dukten der Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen darzustellen, die in
allen 5 Elektronen antisymmetrisch sind. Eine solche Linearkombination kann
bekanntlich in Determinantenform angegeben werden, die nachher auf 1 nor-
miert wird. Diese wird fur den Wert Z —  5/2 des resultierenden Spinmo-
mentes der Elektronen die folgende sein :

p1«™ "«i p2eaPia2 p3e”t « Pte'Xit«d Pbr &b

ple 7icg p2e~ibp*ce p3e a3 pie aH«4 pbe-X™*as
eivricq 4t eiAVF« 2 <h«,;'V3 «g 7,eaV*«4a  Be'r"s«s ~

gge a<cqg qgze a”™ «2 <he~a'h«3 04 as . e~a'pas

lgea™f cq rgeu™ «2 r3e” ag rseaJdi«a r5ei>Picq

= n\ (cqad (ascq) (a5) 1)
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wo pi, qtund r, sich auf die Schalen (rr), (v), (u) beziehen und jedes fir sich
auf 1 normiert ist. Der Normierungsfaktor der ganzen Determinante ist
N = , ! Ahnliche Determinanten kdénnen auch fir die anderen
4 1/2n3 m5!

Zustédnde aufgestellt werden. Diese kénnen &hnlich der rechten Seite von (1)
durch diagonale Produkte symbolisiert werden, wo die runden Klammern
sich auf die einzelnen Elektronenschalen und die +, — Zeichen auf die Ein-
stellung der A beziehen. So erhalten wir fur die Zustdnde E = -)- 3/2 :

L 32= N [(Rla?) (a3a4) (a5)1: D\.sj = /1y @aB2) (asad) a |
D232= n [(asa? (R3a4) (a)|; D3,,= N [(«42a2) (a3R4 (a.) ]|

Di32= iV[(ajad («gad) ()| @)
und fir die Zustande E = -f 1/2 :

D° 2= Nica ) BsBi) co1 0 = caren (a3) <o 1
ol

[CIRE) (Al «d) S)1 7 D3y = N\ (Bi «2> (@alli) s> 1

DY%M = N \(Ria2)R3Mh) o : D° 2= N 1(BIRz) caw) s> 1
Di 2= N |1 «@)ean R0) 1: D7 2= N, a4 42 (R3ai) (Bb) .
d*,2= n Vs (@3ai)(Bb)} 5 D Vo= n WRI <) cawn {BD)

Die Determinanten, die zu den Zustanden mit E = —5/2, —3/2, —1/2
gehoren, kénnen aus (1), (2) und (3) erhalten werden, wenn statt a Uberall 3
geschrieben wird, und umgekehrt. In der letzten Schale geben wir die Einstel-
lung von A" nicht an, weil im Falle von 27-Termen A"™ = O0ist und im Falle von
/7-Termen wegen A" = zb 1l beide Einstellungen mdglich sind.

Man kann nachweisen, dass (1), (2), (3) zugleich Eigenfunktionen der
5 5

Operatoren L. —f2._’h bzw. S. :_’\_ s, sind, d. h. der Operatoren der 2-
=i i=i

komponenten der resultierenden Bahn- bzw. Spinmomente, wo z die Rich-
tung der Molekilachse bedeutet. Gleichzeitig mussen aber die Ausdricke (1),
(2) und (3) auch Eigenfunktionen des Operators S2= S* + S2 + Sl sein, was
aber mit Ausnahme von (1) nicht erfullt ist.

Mit Hilfe einer schon bekannten Methode (Budé, Kovacs 1954) kénnen
aber solche orthogonale, normierte und unabhéngige Linearkombinationen der
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Eigenfunktionen (2) und (3) aufgestellt werden, die zugleich Eigenfunktionen
aller drei Operatoren sind. Diese Methode ergibt im Falle von Molekilen mit
ruhenden Kernen die Eigenfunktionen der Dublett-, Quartett- und Sextett-
zustdnde, wenn von der Bahn-Spinwechselwirkung abgesehen wird. Diese

werden z. B. fur 27-Terme die folgenden sein, wenn Uberall A" = 0 geschrieben
wird :
o (62 ’ia/d = D +H42
*0 (6A ,) = [D%3Il + D \4i+ D\tt+ D U + D%3U
4)
o (62 'it = -l [6°12+ D\M+ D\M+ DU + D \V+
+ D\M+ D\M+ D\M+ D\v¢+ DU]
ho (42 °+*/9 = -l [6°+3/2+ 6V3/2- 2D % /2]
h° @~ }=m  [Dly+ +m A+ DU ~ U8+* ~
- D+i2+ 2(D+14- Dxtyi- D\y2)]
Cpo (42 *13/2) = Yy = r [D°+s/2 - D \»it\
K (42'+y2)= ~ - [#U + D\y,+ DU - DU - DU - DU)
(5)
do (42'13/) = ~ [DU - DU}
PO Tyl = [o62R+ N&R+ »v-4- DU - 63y2- 661

PO'(4R'13)= -p - [3(DU + DIU - 2(D%s+ DU + DU)]

o (L'+;2 = [6B+*+ DU + D+2+ DU + DU +

+ DU+ DU - 4(DU + DU + 6%2)]
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<K (2U) = - [DU + + DU+ DU - 2(DU +

DU- DU - DU)- 4DU ]

Uu (UU) = 2y3[-DU - DU +DU + DU +
+ 2(DU-DU)]

po(2 ,)=-L, [- DI+ DU - DU + DU + (6)
+ 2(DU ~D U)\

ho(2 )= 3/23DU - DU- DU - DU - DU +
+ DIyY2- DU - DU+ DU + DU ]

o (2'it = ~ [DU- DU - DU + D%4].

Gehorten die einzelnen Elektronen alle zu verschiedenen Schalen, so
wirde sich die Anzahl der Terme verdoppeln, ndmlich es wirde neben jedem
27-Term noch ein 27-Term von entgegengesetzter Symmetrie auftreten.

Ziehen wir nun die bis jetzt vernachlédssigte Wechselwirkung zwischen
5

den Bahn- und Spinmomenten der einzelnen Elektronen, Hp —2' a- (1;s,),
i=1

in Betracht, dann ergibt die Anwendung der Storungsrechnung solche Linear-

kombinationen der Eigenfunktionen, in welchen Terme gleicher und auch ver-

schiedener Multiplizitat Vorkommen, bei denen die Auswahlregeln A S — 0,

il, AN = 0,il und Al = 0 erfallt sind. So ergibt sich im allgemeinen :

o (62 *+3/T) ®062+32i h U W U + UKW W +

+ W 6tf;3/2) i/ 4<M42i3 /2

p(num) - po(U'U)y+ mMmW W W + muUUnU) +
+ m3®Po(«A+HN) i m4dO(6IMT'+2) + mad,, (427+ )
p(2U) = poC2ix) + K dO(*21H) + U DO(>MNHD) i

+

h o0(UW + Kgpo("W + hUWU )nm
Analoge Formeln gelten fiur die Ubrigen Komponenten (I ' bedeutet einen

5 Acta Physica VIII/4.
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Term mit 1 = —1). Dabei sind die Koeffizienten I, m usw. durch Gleichungen
wie z. B.

. : (8
~N(62'3,3-w (*n +3/i)

usw. gegeben. Wo mehrere Terme von &hnlichem Typ vorhanden sind, wie
z. B. in GI. (5) und (6), dort bedeutet das Produkt des Koeffizienten mit der
Eigenfunktion eine Summe, in welcher die Summierung auf alle Terme — mit
denen der Operator Hp eine Wechselwirkung gibt — auszudehnen ist.

Mit Hilfe der Eigenfunktionen (7), die fur Molekile mit ruhenden Kernen
gultig sind, kdnnen die Eigenfunktionen der schwingenden und rotierenden
Moleklle dargestellt werden. Bekanntlich lasst sich die Wellenfunktion des
zweiatomigen Molekuls unter Vernachlassigung gewisser (die Separation hin-
dernden) Glieder in der Wellengleichung als Produkt von drei Funktionen
darstellen,

Va= ® mR 'u> ' 9

deren eine die Orts- und Spinkoordinaten der einzelnen Elektronen, die zweite
den Kernabstand, die dritte die Koordinaten der Molekilachse (d und w)
als Variabein enthalt. Die so angegebenen Eigenfunktionen beziehen sich auf
den Hundschen Fall 0. Wie aber bekannt ist, gehéren die wirklich vorkommen-
den E Terme dem Hundschen Fall b an. Bei Anwendung der unter Beruck-
sichtigung der bei der Separation der Wellengleichung vernachlédssigten Glieder
berechenbaren Transformationsmatrix kénnen die Eigenfunktionen fir Fall b
folgendermassen dargestellt werden :

Vb(el \) >" S, K%(62 «), (10)
R=+7»

wo K die Werte J + 5/2,J + 3/2,3 + 1/2,3 — 1/2, 3 — 3/2, J — 5/2 anneh-
men kann, und

Wh(2'j+/d = - [a(22'+2 + Va(22 T,)],

)
Vb (22 ’j-y 2 -W [Va (2'+/r) - Va (22 --/1)]
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N+ 52 J+bU — N-H2J+Hz:
S+5/2 i +3/2 - 'S~tkJ+ 32
3+bl2,J+1/0 — S_eg)2 J¥1— -
S+5/2J-ila —— 2/ 12
Hof». J- 312 6/2, J-
S-b,J >2- 52.J-5.2
S+32 7+52 — S- 3%2,J+52

N+32 J+32— S- 320+

+32 3+%: e

S+3ly_12= -S . 45 7.

S+s/s.y-s'2— S- sk,J-

~N+32 J-W2— — -S-3Ir, [ »/,=

O

I (/- V)@ - 32
20+ 1) -f2)

/' 5(3-V2)(J-32
23 (J+ 1)

/' 50 - 3@ + 32
J (J+ 2)

I 5(J -3 + 52
(J-1)(J+1)

~

5(./+32QU + 52
2 (J+1)

~

@+ S (o + 52
2(J—1)J

[ 5(J-Va(J+ &g
23+ 1)+ 2)

-

/I (J -W + 5q

2J(J+1)
[ (i+ 92)2
r T+ 2)
f (J- 72)2
/' (J-1HJ + 1)
[ (3 -3 (J+32
/ 23 3+ 1)

I 5(J-892(J + 32
2(0—1)7J

[EEN

431

Die Elemente der Transformationsmatrix in (10) sind dabei gegeben
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5 + 32(J + 59 .

— -- x —
s +4t,J+4t s-i/2.+%,, 4 G+ 1) @+ 2

[

3+ 32 + 52
J(j + 1)
2(J-V2(J + 32
jli+ 2)

S+4i,J+3i - S- U+t ~

SN

[

S +VI, j +irs = s _yz2ij 14 =

SN

_ 1 /2(3-y3(J+3)
S+VtJ-4t — — S-12J-12— 4 (J-l)(J+1) ,
y L (/- 3)@- V).
S+l1/2J-a/s— S-i/2)- 32 — 4 J(J + 1)

A+Y2J-52 — “ S-'AJ-bli — (12

§ 2. 2 2—2T-Ubergang

Fur die Berechnung der Intensitdten der einzelnen Zweige mussen fol-
gende Ausdricke angegeben werden :

%@'k; 2V) = [wt(@V)m (2V)dr (13

deren dreifaches Quadrat tber M summiert sowie durch den Boltzmann-
Faktor erganzt, die Intensitat selbst ergibt. Die Eigenfunktionen des Falles b
setzten sich aber nach GI. (10), (11) und (12) linear aus den Eigenfunktionen
des Falles a zusammen. Dementsprechend l&sst sich (13) auf einen dem Aus-
druck des Falles a dhnlichen Ausdruck zuruckfuhren :

*a(62'n ; 248) = Jy*(62 o) «Pa(2V)dr . (14)

Beachten wir, dass zwischen der «-Koordinate im raumfesten und den
rj, £ Koordinaten im molekulfesten System die Beziehung z = rjsin 0 -\- £ cos &
besteht, so ergibt sich auf Grund der Gleichungen (14), (9) und (7) :

2243, 3, M 2V+ii, r M) = [P8f ax@i+i) e y Hl)a +
£ M j an(R+92400 @7 Vydn |« +2MM, +y,Msin24 Mm
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(€2°+y, M ;22" I\ M) = [m*h4J &* (41 +li) £bo (*/1+1) dr + (15)
+ M| b J b+ (I=8r) (GDAT) ar + nrihaj o (219 APo(dE™+) * ]
j n*+Yr,Mnd',+y,, M sin # cos Rd&cUo,
(62'_./2j, M;2V+54.~ M) = [T T /314 {xN'-y) non(42+4) dr +
+ ow* fia] O* (&2 w4 FR dr]j v _ 201 v +H'M sin29d 9dm .

Entsprechende Ausdricke gelten fir die Elemente za(&7 d ;27_,Q, za(&7_" ;
U _yj und zy (&7+y ; 27 ,/J. Die absoluten Werte der Amplitudenfaktoren

n ,sin 9 cJsdd aaco

kénnen wir aus einer Arbeit von Kronig entnehmen (Kronig 1927). Die
Grodssen, die man erhalt, wenn man die Ausdricke (15) durch die absoluten
Werten des betreffenden Amplitudenfaktors dividiert, seien mit A3 A2 A X
die anderen drei entsprechenden Grossen mit Az, A2 A\ bezeichnet. Durch
Spiegelung am Koordinatenursprung kann man Beziehungen zwischen At
und A'j aufstellen, die von der Symmetrie der an den Ubergangen beteiligten
X-Terme und von der Anderung der Rotationsquantenzahl abhéngen. So erhal-
ten wir :

A3= (- 1)~-*+4 +-U+i A3: 4i= (_ jjin+i.+jj+t
A2= (—1)J7+1A2und = 0, wenn Z25=

Z2ist dabei 0 oder 1, je nachdem die Symmetrie der ~-Terme -f- oder — ist ;
U6 hat analoge Bedeutung.

Die Intensitatsformeln, die man auf diese Weise erhalt, enthalten die
drei Konstanten A3, A2 Av Mit einer guten N&herung kdénnen wir aber in
den grossen Energiedifferenzen, die in den Koeffizienten der Gleichungen (7)
Vorkommen, die Multiplettaufspaltung der Terme vernachlassigen, und dann
einen weiteren Zusemmenhang zwischen A3und A xfinden. Eine ausfuhrlichere
Betrachtung ergibt

A3=(-\)4 +7 -3 +7 2 Al (17)

Die mdéglichen Zweige sind in Abbildung 1 angegeben, und die diesbezuglichen
Intensitatsformeln sind in Tabelle 1 zusammengestellt. Die Quantenzahl J
bezieht sich durchweg auf den Endzustand.

Aus den Intensitdtsformeln ergibt sich als eine allgemeine Eigenschaft,
dass die Zweige mit A K—A J — ~3 kaum beobachtbar sind, namlich die
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62+ _ 22+
5(J+W -V .HJ—W -V d ma»-unuy
8 (J— 1) (/— 2) [A 1+ a]
0
(- 8" j3+-()~7 <7+ *L)* o+ (J + V2)2]
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Tabelle 1.

62+ 22 +

(7+ U)(I — VIHJI-3«)(-1+ 1) 22
5 J2(J -1)

« (A+ VEY(G-Vs)(-1-%12)(.1-+1))

(sf + *1)(I— V») (3 + 2)
(7 +1)2

a (. + 32) (3 + 12) (I -1U2) 42
(. 1+ 1)23 (7-1)

(. — V2)(.I— 32) - 2)2
(3 + 1)J(I— 1)

./ M./ M U =« 3)
(.1 1)2

(1+812)(f+ 32y (i + V) (./-1)2 f,
(7+ D232

5(J+3/2)(JdJ-V 2 22
202(3+1)

pQ3i

Qp

PPu

qQ»
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Qh s,

S<?64

6>+ _ 2274

5(J+V iK J-VU)(/-*1*) Tr22 , 42,
16y +1WL M) [4n + nj
0
u ) -Vay(m/- M X ! *) ., 42 42,
8J2 (J-1) [4n ] n]
0
8V + 2K [+ I* M + +.(" + V)]
0

(¢/+ 72 (m/+ V2)(s/ 1U2) N6 y12(r 3/ 42 72,

8 (m/ + 1)«.7(.7— 1) [ 1( Ir) + al
0
4 7 ) 7 4 4+ 4 (J+ W1
0
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0
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0
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0
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0
0
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0
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0
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0
(3 + 6/8)(J + 3/a)(J — 1)2 42
(« + 2)(3-+ 1)
0
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MPu und (R63 Zweige mit AK = 24 und A J— ~1 fehlen vollstandig,
wdahrend die NQU und TQe3 Zweige mit AK = -{-3 und AJ = 0, weiterhin die
°RUund SP6SZweige mit AK = ~b2und A J = Tp1 sich mit der J Quantenzahl
umgekehrt proportional vermindern. Das letztere ist gultig auch fur die Zweige
mit AK = AJ = 0, namlich fur die ®Q3 und Zweige. Die Intensitdten
aller anderen nicht verschwindenden Zweige nehmen mit J proportional zu
(abgesehen vom Boltzmann-Faktor).
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KURZE MITTEILUNGEN — BRIEF REPORTS —
KPATKWE COOBLWEHNA

FERROMAGNETIC RESONANCE ABSORPTION
IN PERMENORM AT 1,64 CM WAVELENGTH

By

P. Hedvig

(Received : V. 10. 1958)

We have investigated the ferromagnetic resonance absorption in a cir-
cular disc-sample of permenorm. The sample was cut out of a transformer
sheet, and had a diameter of 4 mm. The permenorm disc was placed into
a cavity resonator.

As roentgen-spectrographic analysis showed, the specimen was a strongly
deformed single crystal, the deformation having been caused by the mechanical
treatment of the transformer sheet.

The measurements were made using a silicon-wolfram crystal harmonic
generator as microwave energy source driven by a 2K25 reflex klystron.
(Fig. 1 RK, X.) A TEo012 X-band cavity served as a frequency meter coupled
to the energy source with the Bethehole coupler “R”. The wavemeter-cavity
resonance was indicated by means of a crystal detector Dxand galvanometer Gr.

The doubled frequency from the harmonic generator was fed into a
rectangular waveguide which had a cut-off wavelength of about 2 cm. As
a resonator at 1,6 cm we used an X-band waveguide section (MR) coupled
to the energy source by means of a balanced hybrid T junction (T).

The sample was placed on the movable end-wall of the cavity, at micro-
wave magnetic field maximum. The external static magnetic field was oriented

(rs
Freclu doubler
RK R K 4
R R MR
StauUzeb
Source

m EM

Fig. 1. Experimental arrangement
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Absorption

in arbitrary units Permenorm 164cm

=+ I >
7 7 8 KOe

Fig. 2. Ferromagnetic resonance curves at various orientations of the sample
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to be perpendicular to the wide-wall of the rectangular cavity, and so per-
pendicular to the microwave magnetic field. The electromagnet (EM) was
capable of generating magnetic field up to 8000 oersteds.

The frequency was kept constant (1,64 cm) during the measurements
and the external magnetic field was varied. The change of the reflexion
coefficient of the cavity was measured as a function of the external magnetic
field. The reading of the galvanometer Gz is supposed to be approximately
proportional to the magnetic energy absorption, if the hybrid T bridge is
correctly balanced [1].

The magnetic field strength was measured simply with a proton-resonance
calibrated ammeter. The accuracy of the magnetic field measurements is
believed to be of about 1%.

Some of our results are shown in Fig. 2. The circular disc-sample rotated
around its symmetry axis and the different curves of Fig. 2 correspond to
different positions of the sample. The results can be summarized as follows :

a) The specimen shows a resonance absorption near 3 Kkilooersteds
at 1,64 cm wavelength. The resonance field shifts as the orientation of the
sample varies (Fig. 2). The shift becomes extremely great at 60° accompanied
by a great distortion of the curve.

b) The shape and the half-width of the resonance line varies considerably
with the orientation of the sample. The line has a remaining absorption at
its high-field wing, as can be shown from the theoretical discussion of KitteI[2]
and Bloembergen [3]. This remaining absorption and the corresponding
asymmetry of the resonance curve usually is not too great with respect to
the absorption maximum. In our case, however, probably because of the
mechanical treatment of the specimen, a very great asymmetry appears,
that varies with the probe orientation. At 0° p. e. (see Fig. 2) the line is almost
symmetric, at 60°, however, the line is extremely distorted because of the
great asymmetry.

¢) The variation of the resonance field and the line shape has a periodic
character. Varying the probe orientation through 180° we can observe the
same shift and shape of the ferromagnetic resonance line.

The data of the Fig. 2 for the resonance fields are mean values of 3—5
measurements. Some further investigations are in progress.

The author is greatly indebted to Mr. L. PAL for his valuable discussions,
to Mr. F. Toth for helping to carry out the measurements and to Mr. L.
Csordas for making the roentgen-spectrographic investigations.
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LETTER TO THE EDITOR

ANNIHILATION OF POLARIZED POSITRONS
IN FERROMAGNETIC MATERIALS

(Received XI. 18. 1957)

I. Introduction

In connection with the annihilation of positrons in metals several
problems are to be solved. One of the most important tasks is the identification
of those electrons of the metal which are responsible for the annihilation of
positrons. Formerly it has been a generally accepted view that only free
electrons are involved in the process of annihilation [1]. Investigating the
angular correlation of the two-photon annihilation radiation Ambrosino and
Cloizeau [2] have suggested the possibility of positron and “core” electron
interactions.

Observation of the annihilation of polarized positions in ferromagnetic
materials would probably be very helpful in solving this problem.

The positrons in their great majority lose their energies when entering
a metal and after slowing down reach thermal energies corresponding to the
metal temperature. Let us suppose that a positron having this extremely small
momentum interacts with an electron at rest. In the annihilation radiation
two photons of energy me2 are produced which, owing to the law of conser-
vation of energy and momentum, fly in opposite directions. However, if the
electron or the positron, or both have some momentum, the photons will
carry this momentum and consequently the angle between the photon
directions will differ from 180°.

Il. The photon momentum distribution

If D_(\)_) and .D+(j)+) are the electron and positron momentum distri-
butions, respectively, and (y)-, ip ‘H |ixi2) is the matrix element of tran-
sition, then the probability IF(!) d! that the photon momentum is fh =
= h -Ti2h may be written as follows :

w (!)dt = JjH_Gz)D+(p+)iG-5ip+\H KXK®b) 2dp-dp+df

The distribution function of electrons according to Fermi statistics is given by
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D-{V~) = const.-—--mmmmmmm- E"T-¢ =

For positrons the Boltzmann distribution function

_E®)
D+ (p+) = const, e KT

can be used and from the quantum theory of radiation it follows that
(V>-V+ 11 11x, 12) - (r) TPH(r) e~iir d.r
If electrons and positrons are represented by plane waves, (| H ) will be zero
except for
-£FJp= TARA=ITN,
when (IH ) is constant. Therefore
WMdt=R D+ (®"')D- (!a— p+)df.
At normal temperatures ~ 0 and D+(p+) ™ const.,, consequently

W - D- ).

It is only the distribution of kzwhich can be determined by angular correlation
measurements when measuring the photon momentum distribution.
Let us now consider the function

W(kz)~D ~ (k2).

Assuming the free electrons of a metal to represent a completely degenerated
Fermi-gas, the end points of the momentum vectors form a compact sphere
of radius p0 in the momentum space. The probability that the momentum
component pz falls between jop and dpz can be obtained by dividing
the volume of the spherical sector of thickness dpz at a distance pz from
the origo by the volume of the sphere

3 ()

Pz 1 4 __ Pz
JI»0) Pé.
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If the angle between the photon directions is n — #, then the following relation
holds :

m¢c

Thus the photon angular correlation function is

W(kz) ~ W((ii)~ \ -

where so0 is the maximum value of the angle.

The angular correlation of photons has been studied for various metals
[3]. The verification of the theory outlined above has been essentially succes-
ful. The experimentally determined correlation function is of an inverted
parabolic form, having, however, a “tail” at greater angles. The difference
between theory and experiment may have two explanations.

1. The theoretical result is inaccurate because of the simplifying
assumptions.

2. The bound electrons are also responsible for the annihilation, and the
higher momenta of the bound electrons may explain the existence of a “tail”
in the angular correlation function.

First let us consider the assumptions leading to the relation

&\

a) It has been assumed that the positrons may be represented by plane
waves. This assumption, however, is not true. There is, in fact, a repulsive
Coulomb force between the positron and the positive metallic ions. Thus
the positron wave function vanishes within the ion volumes. This is the
so-called “excluded volume” effect.

b) Similarly, the true electronic wave function also differs from a plane
wave. The degeneration of the free electron gas is not complete. At room
temperature the ground state has to be represented by a superposition of
plane waves and not by a single plane wave.

The wave functions of electrons and positrons may have such Fourier
components which correspond to higher momenta and therefore the photon
emission probability for k h p,, may differ from zero.

It has been shown by R. A. Ferkel [4] that by eliminating the above
approximations the discrepancy between theoretical and experimental values
will probably disappear. In this case, contrary to the generally accepted theory,
the bound electrons do not play any part in the annihilation process.
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IlIl. The annihilation of polarized positrons

It seems very probable that this problem can be cleared up experi-
mentally. The proposed experiment is the following.

The core electrons or more accurately the electrons of the 3d shell
can be polarized by magnetization in ferromagnetic materials. When bom-
barding a ferromagnetic material by longitudinally polarized positrons, the
number of electron-positron pairs colliding in the singlet state will depend
on the direction of magnetization. In the case of iron, for instance, the spins
of two of the 3 d shell electrons are parallel and four of them are opposite to the
direction of magnetization. If the positron spins are parallel to the direction
of magnetization, change of this direction into the opposite will increase the
intensities of photons having higher momenta. If | is the photon intensity
at an angle & ($ $0) assuming the iron not to be magnetized, then for parallel
magnetization the intensity becomes

and for antiparallel magnetization

where P is the polarization degree of positrons. In the case of the core electrons
not being exclusively responsible for the “tail” of the angular correlation
function, the change in intensity will be reduced. In spite of the strong
magnetic field the electron-positron pairs colliding in the triplet state cannot
annihilate by a two-photon emission beacuse singlet and triplet states can
be mixed by a magnetic field only in a bound positron-electron system
(positronium) [5]. On the other hand it is well known that a bound electron-
positron state cannot occur in metals.

IV. Polarization of positrons

During the experiments carried out for the verification of the two-
components neutrino theory the positrons emitted in the B decay have been
found to be highly polarized. The distribution function of the positrons having
spin y2 i ff, momentum p and energy E is the following [6]

w()=s(l + 6m+ G<TP|,
1 E E
where S, b and G are functions of the energy, the nuclear matrix elements
and the coupling constants of the various types of B interactions. The positron
polarization degree in a direction parallel to is given by
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1+ 6m+ G— —s I +bm-G P G—
E E L E E E

1+b~+Gp + 3 1+bm- GP 1+ 6 “
E E E E E
Supposing that only scalar and tensor interactions exist and the Fiertz inter-
ference terms vanish, then 6 will be zero and G = 1 according to the two-
components neutrino theory. Therefore

Thus the polarization of high-energy positrons is almost complete.

The depolarization of positrons during slowing down is negligible. During
scattering in atomic Coulomb fields the polarization may change from a
longitudinal into transversal direction, the spin direction, however, remains
unchanged.

No depolarization occurs if the magnetization is parallel to the spin,
in the position of magnetic inhomogeneity, however, where spin direction
and magnetization are not parallel, depolarization may take place [7].

Therefore complete magnetic homogeneity has to be carefully ensured
during experiments.

Telegdi’s measurements in photoemulsions [8] and those of Lane in
fused quarz on electrons [9] have shown that no serious difficulties were caused
by depolarization.

When our work presented here had already been finished we learned
of the experiments carried out by Hanna and Preston [10] which are in
accordance with our considerations. It can be seen from their results that,
in contradiction to Ferrel’s assumption, the 3 d shell electrons do participate
in the annihilation process.

I. Lovas

Central Research Institute for Physics
of the Hungarian Academy of Sciences
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ON THE DECAY OF POSITIVE K-MESONS

(Received : 1. 20. 1958)

At present six decay modes of positive K mesons are known :

T -> 71+ + 71+ + 71- 69%,K,3 71°+ [X++ V 4%
T -3-71+ +71° + T71° 2% ,K, %V 11+ + V 57%
0->71++n° 27%,Ke3-*n° + e+ +v 4%

We make the following assumptions :

1. At most two A-particles exist, namely r and 0 mesons.

2. Following Schwinger [1] we assume the direct K n interaction.

3. According to Wentzel [2] the decay of a 0 meson can be described
by diagram 1. In the Figure Y means a hyperon, N a nucleon.

4. We suggest here, that the decay of a T mesons happens through a
virtual 0 meson (diagram 2). This implies, that there is no interaction such
as represented by diagram 3. If namely such an interaction would exist, the
decay of a T meson would occur according to diagram 4, because the coupling
constant of direct Kn interaction is smaller than the coupling constant of
Nn interaction. (This will be confirmed by the considerations of this letter
too.) Thus in our assumption is implied that for the couplings giYNWA”"e

and gtfpN YiVa™téi 8 or 82~ 0. Here the parity doublet of hyperons in
constrast to Lee and Yang [3] does not exist.

The decay of a % meson in our scheme is possible through a virtual
0° —2mr° (T@) and through a virtual 0 —n+ + n° (T@+). The decay of a
T meson is only possible through a virtual 0° —awr+ -f- jt~. If we take into
account that the probability of occurrence is larger for T than for r', we get
the result
R W (0°~2n°) n
W (0° —»71+ -f- 71~)

The decay of K/Nis represented in diagram 5 according to Dallaporta [4].
Naturally this is a decay of a 0 meson and obviously the decay of K/I3 can
be regarded as the decay of ax meson through a virtual 0 meson (diagram 6).

6+
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Fig. 5
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Let us examine the diagrams for re+, 0 +, Kfl2 Taking into con-
sideration, that the matrix elements are independent of the moment of the
n meson which is produced in the direct Kn interaction we have

W(r'et) ~ W = ¢

w(o~) 1F(K,2
If we assume the equality W(Tg+) = W (t'), the experiments result in

2% "~ . 4%
27% ~ 57% '

This is a very good agreement. The above assumption, however, excludes the

decay 0° — 2n°. From our scheme, on the other hand, follows more exactly
the equality

IF(jCw)
W (0° *m2 n°)
W(O° —n. o) W(r)
The quantity ¢, which has a numerical value gives the dimensionless coup-

ling constant of direct Kn interaction. As we mentioned, it is indeed smaller

than the coupling constant of Nn interaction, but naturally it represents
a strong interaction too.

The author is indebted to G. Marx for valuable discussions and to

G. Domokos for having called his attention to the letter of Matinian [5]
on a similar subject.

P. Suranyi

Department of Cosmic Rays of the Central
Research Institute of Physics of the Hungarian
Academy of Sciences, Budapest
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Radioaktive Standardpréparate

Deutscher Verlag der Wissenschaften. Berlin, 232 Seiten

Der Autor hat mit diesem kleinen, aus-
gezeichnet geschriebenen Buch eine Licke
ausgefullt. In der sich rasch entwickelnden
kernphysikalischen Literatur ist namlich
noch kein Buch miteinem &hnlichen Charakter

erschienen. Es wird hier kritisch alle an
verschiedenen Stellen erschienene Fach-
literatur zusammengefasst, die mit den

Messmethoden und der zu prézisen Messun-
gen notwendigen Standardherstellung im
Zusammenhang stehen, und damit wird der
radioaktiven und kernphysikalischen For-
schung ein grosser Dienst geleistet. Es wird
auf die oft sehr dberraschenden Wider-
spriche, welche im Zusammenhang mit der
Messung sogar fundamentaler radioaktiver
Konstante in der Literatur vorzufinden sind
sowie auf einige Schwierigkeiten der Messun-
gen und auf die Ursache der diese Wider-
spriche hervorrufenden Messfehler sehr klar
hingewiesen.

Das Buch ist in zwei Teile geteilt. In dem
ersten Teil in sechs Kapiteln Gber 193 Seiten
sind die Eigenschaften, Herstellung und
Bestimmung der Aktualitdt des radioaktiven
Standards dargestellt, und es werden die
Eigenschaften, Herstellung und Eichung der
gebrduchlichen a, B,y und Neutronstandardes
ausfuhrlich beschrieben. Besonders aus-
fuhrlich tUber 56 Seiten, wird die Radium-
standardisierung behandelt. Wie begrindet
dies ist, wird beim Lesen klar. Die verschie-
denen Messungen, die sich auf die Zahl der
in einem Gramm Radium pro Sekunde
zerfallenden Atome beziehen, geben ziemlich
verschiedene Resultate, zwischen 3,6 —3,72 «
« 1010, was eine Differenz von mehreren
Prozenten bedeutet. Deswegen musste die
Curie-Einheit ganz willkirlich als 3,700 « 1010
Atomzerfalle/sec definiert werden, und so
ist es keineswegs mdglich, genau anzugeben
wieviel Curie ein Gramm Radium &quivalent

ist. Dem Autor gemdss ist zur Zeit 0,986
Curie/gr die annehmbarste spezifische AKkti-
vitdtsangabe des Radiums. Der mit diesem
ganzen Gebiet wohlvertraute Verfasser weist
mit sicherer Kritik darauf hin, dass die
Genauigkeit der Eichmessungen, die mit
Hilfe der y-Strahlung durchgefuhrt sind,
in den meisten Fallen weit niedriger ist, als
es die die Messungen durchfithrenden Autoren
angeben ; so ist der Fehler sehr selten kleiner
als 1%. Der Grund hierfir ist, wie auch hier
richtig darauf hingewiesen wird, das komp-
lizierte und noch heute nicht genau bekannte
y-Spektrum des Radiums, und die sich
voneinander unterscheidenden Messanord-
nungen der verschiedenen Autoren.

In dem zweiten Teil werden uber 23
Seiten in drei Kapiteln die absoluten Mess-
methoden der Radioaktivitat der Préparate

behandelt, ndmlich : I. lonisationsmethoden,
Il1. ZahImethoden, IIl.Kalorimetrische Metho-
den.

Zusammenfassend kann man sagen, dass
das Buch fur die Entwicklung der Kern-
physik von grossem Nutzen ist, indem es
die Aufmerksamkeit auf die Unsicherheit
und unbegrindet hohe Fehlergrenze in der
Messung sogar der fundamentalen Konstan-
ten dieses Gebietes lenkt. Dass die Wichtig-
keit dieser fundamentalen Messungen bisher
noch nicht gewdirdigt wurden ist vielleicht
— ausser in den Schwierigkeiten des Prob-
lémes — in der schnellen, stirmischen Ent-
wicklung der Kernphysik begrindet.

Das Buch wird in den sich mit kern-
physikalischen Forschungen befassenden In-
stituten ein sehr nitzlicher Ratgeber sein,
indem es den jungen Forscher darauf auf-
merksam macht, welche Gesichtspunkte bei
dem Planen von Messanordnungen zu be-
achten sind,um die Messfehler zu verringern.

Prof. Dr. A. Szalay

Kernphysikalisches Institut der Ungarischen
Akademie der Wissenschaften, Debrecen
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