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ZUR ELEKTRONENLEITUNG IN KRISTALLEN 
OHNE METALLISCHE BINDUNG

Von

R . W.  P ohl

GÖTTINGEN

(E ingegangen 15. VI. 1957)

O ptisch  und th erm isch  ausgelöste E lek tronen leitung  t r i t t  in  allen zusatzfreien  K rista llen  
ohne m etallische B indung  auf, deren  R au m erfü llu n g  den W e rt 0,5 übersch re ite t.

I m Jahre 1873 hat der englische Telegrapheningenieur W il l o u g h b y  
S m it h  [1] die Tatsache veröffentlicht, dass eine Bestrahlung mit Licht die elek­
trische Leitfähigkeit des Selens vergrössert. 1876 haben W. G. A d a m s  und 
R. E. D a y  gefunden, dass im belichteten  Selen eine Urspannung auftreten  
kann [2]. Seit 1885 ist die direkte Umwandlung von optischer Slrahlungsener- 
gie in elektrische Energie bekannt. C. E . F r itts  hat für Zweck Selenschichten  
m it durchsichtigen M etallelektroden versehen [3]. W . von S ie m e n s  hat in der 
Berliner Akademie au f die technische Bedeutung dieser Erkenntnisse hinge­
wiesen [4].

Im Laufe der Zeit hat man viele andere Stoffe gefunden, die das gleiche 
Verhalten zeigen wie Selen. Als Beispiele seien genannt A ntim onit (Sb20 3) [5] und 
Molybdenit (MoS2) [6]. Schliesslich ist es 1921 gelungen, ein all diesen Stoffen  
gemeinsames Merkmal anzugeben : Durch Belichtung kann man Ström e in 
allen K ristallen erzeugen, deren optische Brechzahl n schon im Durchlässig­
keitsbereich, also vor Beginn der Eigenabsorption, grösser als 2 ist [7]. Dieser 
Zusammenhang ist durch alle weiteren Beobachtungen ausnahmslos bestätigt 
worden. Die Tabelle gibt m it ihren beiden ersten Spalten einige typ ische B ei­
spiele [8].

Was bedeutet die hohe Brechzahl in den genannten Spektralbereichen ? 
Eine Antwort ist seit 1880 bekannt [9]:

Ein S toff enthalte im Volumen V  eine Anzahl n Moleküle, es sei also 
N v =  n /F  seine Anzahldichte. Dann ist 1/N V=  V/n — v  das Volumen, inner­
halb dessen sich ein einzelnes Molekül aufhalten  kann, also das für ein M olekül 
verfügbare Volumen. Es ist grösser als das Volumen v' eines einzelnen M oleküls. 
Der Quotient v'/v wird Raumerfüllung genannt. Es gilt

v' n2 — 1
v  ~  n2 +  2

Nach dieser unter dem Nam en L o r e n t z — L o r en z  bekannten Gleichung sind  
in der Tabelle die Zahlen der dritten Spalte berechnet. Sie besagen, dass in
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zusatzfreien K ristallen ohne m etallische Bindung eine Elektronenleitung immer 
au ftritt, wenn die Raumerfüllung v'/v  >• 0,5 ist. D . h . das Volum en v ’ eines 
G itterbausteines m uss im  Mittel mehr als die H älfte des für ihn im G itter ver­
fügbaren Raumes v erfüllen.

Tabelle  I

Kristall
Langwellige 
Grenze der 

Eigen absorption

Brechzahl im 
Durchlässigkeit s- 

bereich
Raumerfüllung 

nach Gl(l)

A g C l .............. 0,4 /« 2,05 0,52

D ia m a n t . . . 0,23 fi 2,4 0,62

Z n S ................. 0,35 /г 2,4 0,62

A gB r ............ 0,5 fi 2,3 0,59

ТШ г .............. 0 ,6  fi 

1,1  fi

1,7 /<

2.3

3.4 

4,0

0,59
0,78

0,83

S i .....................

G e ...................

I n S h ................ 7,4 ,i 4,1 0,84

Bleibt die Brechzahl im genannten Spektralbereich unter 2, die Raumer- 
füllung unter 1/2, so genügt nicht m ehr eine Lichtabsorption im  Grundmaterial. 
Man m uss dann in die Kristalle geeignete Zusätze einbauen, in A lkalihalogenid­
kristalle, deren Brechzahl n ^  1,5 und deren Raum erfüllung v'jv <  0,3 ist, z. 
B. atom ar disperses A lkalim etall. E s sind die »Farbzentren«, an deren Unter­
suchung sich Z. Gy u la i mit w ichtigen Arbeiten [10] beteiligt hat.
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Р. В. П О Л Ь 

Р е з ю м е
Во всех к р и с та л л ах  с нем еталлической  связью  и без примеси во зн и кает  эл ек тр о н ­

н а я  проводим ость, вы зван ная оптическим  и терм ическим  возбуж дением , если заполнение 
пространства  в к р и стал л е  превоисходит значение 0,5.



EINFLUSS DER PLASTISCHEN DEFORMATION REI 
TIEFEN TEMPERATUREN AUF DIE SUPRALEITUNG

DES GALLIUMS
Von

W . B u c k e l , R .  H il s c h  u n d  G . v .  M in n ig e r o d e

I. PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITÄT GÖTTINGEN

(E ingegangen  20. VI. 1957)

D er E in flu ß  der p lastischen  D efo rm atio n  au f die S u p ra le itu n g  von G allium  w ird  u n te r ­
su ch t u n d  fü r  die beiden  M odifikationen des G allium s eine E rh ö h u n g  der Ü b e rg an g stem p èra tu r 
n ach  de r K altverfo rm ung  gefunden. Die Ü b e rg an g s tem p era tu r des norm alen  G alliu m g itte rs  
von  1,07° К  k an n  du rch  plastische D efo rm atio n  bei H e liu m tem p era tu ren  au f ü b er 2,5° К  erhöh t 
w erden. F ü r  eine zweite G allium m odifikation , d ie  bei der absch reckenden  K o n d en sa tio n  u n te r ­
h a lb  v o n  60° К  e n ts te h t, w ird eine V ersch iebung  der S p ru n g te m p e ra tu r von 6,5° К  au f ü b er 
7° К  erh a lten . A ußerdem  w ird  die W irkung  e in ig e r P a ram e te r a u f  dieses V erhalten  des Gallium s 
n ach  p lastischer D eform ation  bei tie fen  T em p era tu ren  u n te rsu ch t.

§ 1. Einleitung

B ei den Untersuchungen zur Supraleitung dünner Aufdam pfschichten hat 
sich eine starke Abhängigkeit der Übergangstemperatur* der Supraleitung  
von dem kristallinen A ufbau und dem  Störgrad der Schicht ergeben. Durch 
abschreckende Kondensation entstehen M etallschichten in einem sehr ungeord­
neten Zustand, an ihnen wird in den m eisten  Fällen eine beträchtliche Erhöhung  
der Sprungtemperatur beobachtet.

Zum Nachweis, daß wirklich die physikalischen Gitterfehler in den Auf­
dampfschichten die Erhöhung der Übergangstemperatur bewirken, ist versucht 
worden, diese Störungen auch durch plastische Deform ation bei tiefen Tempera­
turen zu erzeugen. Für die Metalle Zinn [1], Indium und Thallium [2] ist bereits 
gezeigt worden, daß plastische Deform ation bei tiefen Tempareturen in  gleicher 
W eise wie die abschreckende K ondensation auf die Supraleitfähigkeit w irk l.

Die Versuche über den Einfluß der plastischen Deformation au f die 
Ubergangstemperatur sollen in der vorliegenden Arbeit auf das Gallium aus­
gedehnt werden. Dieses M etall zeigt näm lich nach der abschreckenden K on­
densation eine besonders auffallende Veränderung der Supraleitfähigkeit.

Das W iderstandsverhalten einer bei 4° К  kondensierten Galliumschicht 
wird noch einmal in Fig. 1 schem atisch dargestellt [3]. Es sind deutlich drei 
Bereiche zu unterscheiden. Bis etwa 20° К  entsteht die Galliumschicht in  einem

* Als S p ru n g tem p era tu r, Ü b e rg an g s tem p era tu r oder S p ru u g p u n k t w ird  im  fo lgenden  die 
T em p era tu r bezeichnet, bei der R /R n — ]/ 2 ist. R n =  R estw iderstand  d e r Schicht v o r E in t r i t t  
der Supraleitung.
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sehr gestörten Zustand, der im  Elektronenbeugungsbild [4] nur noch wenige 
sehr breite Ringe zeigt. Die Übergangstem peratur in diesem Zustand beträgt 
8,5° K. Zwischen 20° К  und 70° К  wird ein neues, in seiner Struktur noch 
unbekanntes G itter m it der Ubergangstem peratur von 6,4° К  beobachtet. 
Nach M essungen der W ärm etönungen [5] bei den Um wandlungen handelt es 
sich um eine H ochtem peraturm odifikation. Oberhalb von ca. 70° К  tritt das 
normale G allium gitter mit der Übergangstem peratur von 1,07° К  auf.

Das Gallium b ietet die M öglichkeit, an zwei M odifikationen der gleichen 
Substanz, die sich in  ihren Übergangstemperaturen um  den Faktor 6 unterscheiden, 
den E influß der plastischen Deform ation auf die Supraleitung zu untersuchen.

Temperatur

Fig. 1. W id e rstan d sv erh a lten  e in e r be i 4° К  ab g eschrcck t konden sierten  G allium schicht. 
Schem atische  D arste llu n g  ; S ch ich tabm essungen  : L änge 10 mm, B reite  1 m m , Dicke 1200 Â : 
y—» reversib le  — ► irreversib le  W id erstan d sän d eru n g  (A us W. Bu ck el  u n d  R . H ilsch , I. o.)

In den hier vorgelegten Versuchen werden dünne Galliumschichten bei tiefen  
Temperaturen plastisch deform iert, und der Einfluß der Kaltbearbeitung a u f  
die Supraleitung und L eitfähigkeit der Schicht wird durch Messung des e lek ­
trischen W iderstandes in A bhängigkeit von der Temperatur beobachtet.*

§ 2. Zur Versuchsanordnung

Soweit E inzelheiten der Versuchsanordnung schon in früheren Arbeiten  
ties In stitu ts beschrieben worden sind [1], sollen sie hier nur kurz zusam m en­
gefaßt werden.

Zur Erzeugung der tiefen  Temperaturen wird ein H elium -M eßkryostat 
benutzt, der es erlaubt, alle Temperaturen aus dem Bereich von 1,5 bis 350° К  
einzustellen. Am  Boden des Helium gefäßes ist eine massive Kupferplatte befestigt,

* U b er A uszüge aus dieser A rb e it w urde au f de r P hysikertagung  M ünchen 19S6 b e r ic h te t.
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die den Schichtträger und die W alzvorrichtung trägt. Die Temperatur dieser 
Kupferplatte wird im Tieftemperaturbereich m it einem Thermoresistor, ober­
halb 90° К  m it einem Thermoelement gem essen. Kupferne Schntzbecher au f  
der Temperatur des flüssigen 0 2 bzw. H 2 sind  um  die Kupferplatte konzen­
trisch angeordnet und verhindern die W ärmezustrahlung von außen und die  
Kondensation von Restgasen auf dem Schnichtträger.

Als elektrisch isolierender Schichtträger m it guter W ärm eleitung wird eine  
kristalline Quarzscheibe fest auf die K upferplatte gepreßt. A uf diesen Auffänger

Fig. 2. W alz V orrichtung (n a tü rlich e  Größe)
Cu K u p fe rp la tte  am  Н е-B ad der K ä lte a p p a ra tu r , Q =  S c h ich tträg e r aus k ris ta llin em  Quarz* 
Ga au fgedam pfte  G allium schicht, К  =  stäh le rn e  W alzkugel, S =  W alzsegm en t m it Auf­

dam pfschablone, F  =  Schraubenfeder, N  =  N ylonfäden

werden die Gallium schichten kurz vor dem Versuch in der Apparatur selbst 
kondensiert, eine Blende unm ittelbar vor der Quarzplatte gibt der Schicht die 
gewünschte Form (Fig. 2). Das Metall wird in einem  seitlichen Ansatz der K älte­
apparatur aus einem  schleifenförmig gebogenen W olframband abgedam pft.*  
Für Gallium schichten m it definierten Zusätzen wird eine pulverartige Mischung 
des M etalls und des Zusatzes in kleinen Portionen auf geheiztes Wolframband 
gestreut und restlos verdam pft. Das Gallium hat die sehr niedrige Schmelz­
temperatur von 29,8° C (303° K) und ist als F lüssigkeit leicht unterkühlbar.

* G allium  99,95%  von D r . F r a n k e , F ra n k fu rt.
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U m  hom ogene, zusammenhängende Schichten zu erhalten, muß der Auffänger 
bei der K ondensation gekühlt werden. Anschließend können diese Schichten  
bei Zimmertemperatur dicht unterhalb des Schmelzpunktes getempert werden, 
ohne daß sie dabei zusam m enflocken. Durch Abdampfen eines kleinen Teils des 
M etalls bei abgedecktem  Schichtträger und durch die tiefgekühlten Strahlungs- 
schilde wird die Erzeugung m öglichst reiner Galliumschichten gewährleistet. 
D as Vakuum  beträgt beim  Aufdam pfen 10 6 bis 10 J Torr, jedoch zeigt eine 
Verschlechterung auf 10 1 Torr während des Aufdam pfens keinen E in fluß  auf 
die zu berichtenden E ffekte. Die Schichtdicke der kondensierten Galliumfilme 
wird aus dem  temperaturabhängigen A nteil des W iderstandes bestim m t. Dabei 
wird der spezifische elektrische W iderstand des kom pakten Materials zugrunde 
gelegt.

D ie G allium schichten werden bei tiefen Temperaturen unter D ruck mit 
einer Stahlkugel bewalzt und dabei p lastisch deformiert*. Die Vorrichtung 
hierfür (F ig. 2) befindet sich im Vakuum  des H elium -K ryostaten. Sie stein 
in  gutem  therm ischen K ontakt m it dem  H elium bad der K älteapparatur, die 
E inzelteile sind entweder fest m it der K upferplatte verschraubt oder über ein 
bewegliches Band aus dünnen Silberfolien thermisch angekoppelt. D as um eine 
Stahlachse bewegliche Segment S drückt die stählerne W alzkugel К  durch 
die Schraubenfeder F  gegen die Schicht. Eine zweite K ugel in einer Führungs­
schiene nim m t das Kippm om ent auf. Mit Hilfe der Nylonfäden N  kann das 
Segm ent um  die Achse geschwenkt werden, dabei wird die Stahlkugel au f einem  
kreisförm ig gebogenen Schichtteil abgerollt. Eine geringe N eigung zwischen 
Schichtträger und W alzsegm ent läßt die Kugel dabei ein wenig nach  außen 
wandern. So läßt sich eine W alzspur neben die andere über die Meßschicht 
ziehen, indem  man das W alzsegm ent m it H ilfe der N ylonfäden h in  und hei­
schw enkt. Die Bewegung der N ylonfäden erfolgt über eine vakuum dicht durch­
geführte Achse. In das W alzsegm ent m it eingearbeitet ist eine B lende, die beim  
Aufdam pfen der Schicht die gew ünschte Form gibt.

Der W alzdruck wird unter Verwendung verschiedener Federn variiert. 
Die K raft, m it der die W alzkugel (Durchmesser 3 mm) gegen die Schicht gedrückt 
wird, beträgt 120 bis 1180 pond, eine stärkere Belastung der Q uarzplatte ist 
nicht m öglich. B ei einer einmal gew ählten Neigung zwischen Schichtträger 
und W alzsegm ent ist der Vortrieb der W alzkugel abhängig von der Feder­
kraft, so werden bei einer 380 p on d — Feder 110 W alzspuren und bei einer 
1180 p on d —Feder 60 W alzspuren auf dem 1 mm breiten Schicht­
streifen abgezählt. Der zu den angegebenen W alzkräften gehörige Druck

* H ie rb ei w ird de r S ch ich tran d  v o n  d e r B earb e itu n g  ausgenom m en. D ie  verlaufende 
Sch ich td icke  des R an d es v e rh in d e rt m öglicherw eise ein  g u tes  A u s tem p ern  dieses Schichtteiles. 
E in ige  V ersuche an  sehr dün n en  Schich ten  d e u te n  d a rau f h in , d aß  die H o ch tem p era tu rm o d ifi­
k a tio n  des G allium s b e i e iner sehr feinen V erte ilu n g  in  k leinen  T rö p fch en  bis Z im m ertem p era tu r 
s tab ilis ie rt w erden  k an n .
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kann nur abgeschätzt werden. Bei Zimmertemperatur wird die G allium ­
schicht durch Überrollen der Kugel in einer Spurbreite von  0,1 mm zerstört. 
Diese Breite würde eine m om entane Auflagefläche der W alzkugel von 7,85 • 10 5 
cm 2 bzw. W alzdrucke von 0,15 ■ 104 bis 1 , 5 -IO4 kpond/cm2 bedeuten. Jedoch  
ist die wirkliche Auflagefläche der Kugel eher kleiner und dam it der W alzdruck 
noch größer.

Der elektrische W iderstand der Schicht wird aus Strom-Spannungs- 
m essun genbestim m t. Fig. 2 zeigt die Schichtform , man erkennt die Meßschicht I, 
die plastisch deformiert werden kann, und eine Yergleichsschicht II. Beide  
sind 6 mm lang und 1 m m  breit. Über die Elektroden 4 — 5 wird durch die 
Meßschicht und die Yergleichsschicht derselbe konstante Meßstrom geschickt. 
Dieser Strom m uß so klein gewählt werden, daß die Übergangskurve nicht 
beeinflußt wird. In den folgenden Versuchen beträgt der M eßstrom 10 4 Am p. 
Mit den Elektroden 1—2 bzw. 2—3 wird die Spannung an den Enden der Meß- 
bzw. Vergleichsschicht abgegriffen und m it einem Lichtm arkenvoltm eter 
gemessen.

§ 3. Meßergebnisse

A) E influß  der plastischen Deformation hei tiefen Temperaturen a u f  die Supraleitung
’des normalen Galliumgitters

In Fig. 3 wird das Ergebnis eines K altbearbeitungsversuches an einer sehr 
gut getem perten Galliumschicht gezeigt. Diese Schicht von 400 A  Dicke ist bei 
140° К  kondensiert und 60 Stunden au f Zimmertemperatur gehalten worden. 
Im  rechten Teil der Figur ist der elektrische W iderstand der Meßschicht gegen 
die absolute Temperatur aufgetragen, er zeigt das normale m etallische Ver­
halten. Der für die Supraleitung interessierende Bereich ist im  linken Teil m it 
einem gestreckten Temperaturmaßstab dargestellt. Bis 1,4° К  zeigt diese Schicht 
keine Andeutung von Supraleitung (Kurve 1). B ei 4,2° К  werden 60 W alzspuren 
(W alzkraft 380 pond) über die Meßschicht gelegt, der W iderstand der Schicht 
steig t dabei etw as an. Beim  Abkühlen beobachtet man nunm ehr eine breite 
Übergangskurve (Kurve 2) m it einer Sprungtemperatur von  1,85° K. Jedoch  
erkennt man schon ab 3° К  deutlich eine Abnahme des Restwider Standes. 
Nach Erwärmen auf Zimmertemperatur sind sämtliche durch das Walzen 
erzeugten Veränderungen des elektrischen W iderstandes verschwunden. Beim  
erneuten Abkühlen wird wieder Kurve 1 durchlaufen.

In Fig. 4 und 5 wird der Einfluß verschiedener Parameter auf die Sprung­
tem peratur und Übergangskurve nach K altbearbeitung gezeigt. Hier ist das 
W iderstandsverhältnis R[Rn (R n — R estw iderstand der Schicht vor E intritt 
der Supraleitung) über der absoluten Temperatur aufgetragen. Für alle auf­
geführten Schichten sind die in diesem Zusammenhang w ichtigen Größen in
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Temperatur
Fig. 3. K a ltb earb e itu n g sv ersu ch  an  e in e r sehr lange g e te m p erten  G allium schicht 

W iderstan d sv erlau f vor (1) u n d  n ach  (2) der K a ltb e a rb e itu n g  m it e in e r  W alzkraft v o n  380 pond  
bei 4,2° K . D ie Schicht ist in e in e r Dicke von  400 A bei 140° К  k o n d en siert u n d  60 S tu n d en

b e i 293° К  g e tem p ert worden

Temperatur
Fig. 4. E in flu ß  von W alzd ruck  und  V orgeschichte au f die Ü berg an g sk u rv en  k a ltb e a rb e ite te r

G allium schieh ten
S ch ich t (1) ist m it e iner W alzk ra ft von n u r  120 pond  Schicht (2) dagegen  m it e im r  W alzk ra ft 
von  860 pond  b e arb e ite t w orden. Vor der K a ltb e a rb e itu n g  m it 380 p o n d  ist Schicht (3 ) 10 S tu n ­
d en  bei 295 К  g e tem p ert w ord en , Schicht (4) w urde n u r ku rz  a u f  290° К  erw ärm t. Ü b erg an g s­
kurve (5) is t an e iner S chicht e rh a lte n  w orden, die vor der K a ltv e rfo rm u n g  bereits e in m al bew alzt 

und ansch ließend  12 S tunden  bei 295° К  g e tem p ert w orden  war
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Tabelle 1 wie der gegeben. Bei gleichen Schichten und gleicher W altzemperatur 
wird m it größeren W alzdrucken eine zunehm ende Erhöhung der Ü bergangs­
temperatur beobachtet. Dafür sollen die K urven 1 und 2 in  Fig. 4 ein Beispiel 
sein. Auch das Tempern der Schicht vor der Bearbeitung beeinflußt den W alz­
effekt. So wurde die Schicht 3 vor dem W alzen 12 Stunden bei Zimmertemperatur 
gehalten, Schicht 4 dagegen nur kurz auf 290° К  erwärmt. Längeres Tempern

Temperatur
Fig. 5. E in fluß  d e rW alz tem p era tu r a u f  die Ü bergangskurven  k a ltb e a rb e ite te r  G allium schichten. 
N ach e iner K a ltb ea rb e itu n g  m it 380 pond  ist an  d e rselben  Schicht d ie  Ü bergangskurve (6 ) 
bei einer B earb e itu n g stem p era tu r von 38° К  und  n a ch  B earbeitung  b e i 4,2° К  die K u rv e  (7) 
beo b ach te t w orden. Sch ich t (8 ) u n d  (9) w urden m it 1180 pond bei 12° К  bzw . 6° К  b ea rb e ite t. 
Ü bergangskurve (10) is t  an  der Sch ich t 8 beobach te t w orden , nachdem  diese nach der K a l t ­

b earb e itu n g  k u rz  au f 45° К  e rw ä rm t worden w a r

der Schicht macht das Walzen weniger wirksam. Ebenso wird bei einer Schicht, 
die bereits einmal verformt worden ist, bei einer zweiten Bearbeitung ein kleinerer 
W alzeffekt gefunden (Kurve 5 in  Fig. 4). Jedoch werden auch hier Bereiche 
erzeugt, die oberhalb 2° К  supraleitend werden. Ein entsprechendes Ergebnis 
ist bereits von B ä u e r l e in  [6] an Zinnschichten gefunden worden. Das erst­
malige Glattwalzen einer körnigen Schicht bedeutet eine größere Beanspruchung* 
und liefert den größeren Effekt.

Der Einfluß der W alztemperatur ist besonders klar zu zeigen, weil es 
möglich ist, ein und dieselbe Schicht in Streifen nebeneinander bei verschiedenen 
Temperaturen zu bearbeiten. In  Fig. 5 wird ein Beispiel hierfür gezeigt. Zu­

* E ine V e rh ärtu n g  des M aterials durch  die e rs te  B earbe itung  w ird  h ie r  ausgeschlossen, 
d a  sie bei 12 S tu n d en  T em pern  d ich t u n terha lb  de r S chm elz tem p era tu r verschw inden m u ß .
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nächst wird ein Teil der Schicht bei 38° К  gewalzt (W alzkraft 380 pond) und 
die Kurve 6 gemessen. Nachdem  ein anderer Teil der Schicht bei 4,2° К  verform t 
worden ist, beobachtet m an die Ubergangskurve 7, die um  0,4° К höher liegt. 
Sogar eine Änderung der W alztem peratur von  12° К  au f 6° К  scheint schon  
eine deutliche Erhöhung der Übergangstemperatur nach der Kaltverform ung  
zu bewirken (Kurve 8 und 9 in Fig. 5). B ei diesem Versuch wird ein erhöhter 
W alzdruck (W alzkraft 1180 pond) angew andt, so daß die Übergangstempera- 
turcn entsprechend höher liegen als für die Kurven 6 und 7. Die Abhängigkeit 
des W alzeffektes von der Bearbeitungstem peratur wird dadurch verständlich, 
daß schon bei relativ tiefen Temperaturen die die Supraleitung beeinflussenden  
Gitteränderungen austem pern. Dies zeigt Kurve 10 in F ig . 5, die aus Kurve 
8 nach kurzzeitigem  Erwärmen der Schicht auf 45° К  hervorgeht. Schon 
dieses geringe Tempern genügt, um die Bereiche mit hohem  Sprungpunkt w eit­
gehend ausfallen zu lassen. D ie bei der K altverform ung beobachtete Erhöhung  
des B est wid ers t au des tem pert dagegen erst bei viel höheren Temperaturen 
aus (Fig. 3).

B) Einfluß  der plastischen Deformation bei tiefen Temperaturen auf die Supra­
leitung der Hochtemperaturmodifikation des Galliums

Gallium schichten der H ochtem peraturm odifikation lassen sich durch 
K ondensation des Metalls in  dem Temperaturbereich von 20° К  bis 60° К  
hersteilen [7]. In Fig. 6 w ird ein Beispiel gezeigt, wie die Supraleitung einer 
solchen Schicht durch die K altbearbeitung beeinflußt w ird. Diese Schicht ist 
bei 60° К  in  einer Dicke von  600 Â kondensiert worden. Sie ist nur noch bereichs­
weise in der H ochtem peraturm odifikation entstanden, dieses zeigt der lange 
Ausläufer am Fuße der Sprungkurve (K urve 1) und das Fehlen des charakteri­
stischen W iderstandsanstiegs im Temperverlauf.* 20 W alzspuren bei 4,5° К  
m it 1180 pond zeigen einen deutlichen E influß  auf die Übergangskurve (K urve 2). 
Die erzeugten Bereiche m it höherem Sprungpunkt ergeben offenbar keine 
durchgehende Strombahn, sie schließen bei E intritt ihrer Supraleitung nur etwa 
die H älfte der Schichtlänge kurz. Im  G egensatz zu den Schichten im  normalen 
Gitter sind diese abgeschreckt kondensierten Gallium schichten sehr spröde 
und werden beim  W alzen in  der W alzspur stellenweise aufgerissen und zerstört. 
Diese Bereiche müssen von  dem unbearbeiteten Gallium m it der ursprünglichen 
Übergangstem peratur überbrückt werden. So kommt die Treppengestalt der 
Übergangskurve zustande.

B ei den eben beschriebenen Versuchen hat das Aufreißen der spröden 
Schichten beim  W alzen sehr gestört. E s is t  deshalb versucht worden, wider­

* D ie U m w andlung d e r H o ch tem p era tu rm o d ifik atio n  in  d a s  norm ale G a lliu m g itte r ist 
m it e inem  s ta rk en  irreversib len  W id erstan d san stieg  verbunden  (F ig . 1).
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standsfähigere Galliumschichten in der Hochtem peraturm odifikation zu er­
zeugen. Dieses gelingt durch eine höhere Kondensationstem peratur bei einer

Fig. 6. K altbearbe itungsversuch  an e iner abgeschreckt k o n d en sierten  G allium schicht 
Ü bergangskurve vor (1) und  n a ch  (2) der K a ltb e a rb e itu n g  m it e in e r W alzk raft von  1180 pond 

bei 6° K . Die Schicht is t  b e i 60° К  in  e in e r  Dicke von 600 Ä kondensiert w orden

Fig. ". S u p ra le itv erh a lten  e in e r bei 150° К  m it  10 M ol%  SiO k o n d en sierten  G allium schich t
v o r  u n d  nach d e r  K a ltb earb e itu n g

Ü bergangskurve v o r (1) und n ach  der K a ltb e a rb e itu n g  (2 u. 3) m it 1180 pond bei 7° К  ; Ü b e r­
gangskurve (4) ist d ie S prungkurve d e r  Schicht nach E rw ärm e n  au f 280° К

gleichzeitigen Stabilisierung der H ochtem peraturm odifikation durch eine 
Störsubstanz. Als Störsubstanz wird SiO verwandt, das sich bei Versuchen an 
Zinn-Aufdampfschichten bewährt hat [8]. Fig. 7 gibt das Ergebnis eines Ver-
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suches wieder, bei dem eine M ischung von 90 Mol% Ga -j- 10 Mol% SiO bei 
150° К  aufgedam pft wird. U nm ittelbar nach der K ondensation wird abge­
kühlt und die Übergangskurve 1 gemessen. Nach 20 bzw. 40 W alzspuren bei 
7° К  m it einer Federkraft von 1180 pond wird die Übergangskurve 2 bzw. 
3 gem essen. Nach Erwärmen au f Zim m ertem peratur ist die durch die K alt­
bearbeitung erreichte Erhöhung der Sprungtemperetaur zurückgegangen. Die 
H ochtem peraturm odifikation ist jedoch durch den Zusatz von 10 Mol% SiO 
auch bei Zimmertemperatur stabil geblieben (Übergangskurve 4).

§ 4. Diskussion der Ergebnisse

Die Meßergebnisse des § ЗА zeigen eine beträchtliche Verschiebung der 
Übergangskurve bei einer K altbearbeitung des normalen Gallium gitters. Bei 
güngstigen W alzbedingungen wird die Sprungtemperatur durch Kaltverformung 
um den Faktor 2,6 angehoben (Tabelle 1). Die absolute Verschiebung der Lber- 
gangstem peratur beträgt hierbei 1,7° K. Sie ist aber für einzelne höher sprin­
gende Bereiche noch wesentlich größer (für R/jR„ =  0,9 beträgt diese Verschie­
bung 2,5° K).

Tabelle 1
D a te n  der in  F ig . 4 u n d  5 gezeig ten  Schichten.

Alle S ch ich ten  sind  b e i 140° К  in  e in e r D icke von  e tw a 500 Á k ondensiert w orden . D er zum  
V ergleich v e rän d e rte  P a ra m e te r  w ird  du rch  E in rah m u n g  gekennzeichnet

Schicht
Nr

Ten

Temp.
°K

íper-

Zeit
min

W

Temp.
°K

alz-

Kraft
pond

Sprungtemp. 
n. Kaltbearb. 

°K Ts

l 140 10 4,2 120 1,7 1,59

2 140 10 4,2 860 2,7 2,52

3 295 600 2 380 2 ,1 1,96

4 290 5 4,2 380 2,4 2,24

5 295 12  h 4,2 380 zw eite Verfor­
m ung

6 290 5 38 380 2 1,87

7 Schicht 6 4,2 380 2,4 2,24

8 140 10 12 1180 2,3 2,15

9 140 10 6 1180 2 ,8 2,62

10 Sch ich t 8  n ach  K a ltb ea rb . 10 m in. 
45° К  e rw ärm t

au f

Im  Vergleich zu diesen Ergebnissen haben K altbearbeitungsversuche an 
anderen Metallen sehr viel geringere Veränderungen der Supraleiteigenschaften 
ergeben. So wird von B u c k e l  und H il s c h  [1] in Übereinstim m ung m it Ch o t k e - 
v it sc h  und G o l ik  [2] für plastische Deform ation des Zinns bei tiefen  Temperatu­
ren ein Verhältnis der Übergangstemperaturen von  1,1 und eine absolute Ver-
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Schiebung um  0,3—0,4° К  angegeben. U m  zu zeigen, daß die Größe des hier am 
Gallium beobachteten Effektes nicht durch die Art der angewandten Bearbei­
tung bedingt ist, sind auch Zinnschichten m it unserer Anordnung bei 4,2° К 
verformt worden. In Fig. 8 ist ein B eispiel dieser Versuche wiedergegeben. Die 
dabei gefundene Erhöhung der Sprungtem peratur um ca. 0,3° К  stim m t gut mit 
den früher berichteten Versuchen am Zinn überein. D ie m it der plastischen  
Deformation bei tiefen Temperaturen verbundene beträchtliche Erhöhung der 
Übergangstemperatur m uß also eine spezifische Eigenschaft des Galliums sein.

Fig. 3. E in flu ß  der K a ltb ea rb e itu n g  a u f  d ie  Supraleitung e in e r Z innschicht 
Ü bergangskurve v o r (1) und n ach  (2) der K a ltb e a rb e itu n g  m it e in e r W alzk ra ft von 1180 pond 

bei 4,2° K . D ie Schicht ist bei 295° К  in e in e r D icke von 3500 A k ondensiert w orden

H insichtlich dieser starken Beeinflußbarkeit der Supraleitung unter­
scheidet sich das Gallium auch bei der abschreckenden Kondensation von  allen 
anderen bisher in diesem Zusammenhang untersuchten Metallen. Durch die 
K altbearbeitung des normalen G allium gitters haben wir jedoch nicht die hohen 
Übergangstemperaturen von über 6,4° К  erhalten, die bei der abschreckenden 
Kondensation in Verbindung mit einer neuen Modifikation auftreten. Zunächst 
wird man daraus den Schluß ziehen, daß es durch K alt Verformung nicht 
gelingt, nachweisbare Mengen des G allium s in die neue M odifikation zu 
bringen. * Versucht man nun die nach der K altverform ung beobachteten  
Übergangskurven aus der Supraleitung des normalen Galliums zu erklären, 
so wird man die Erhöhung der Übergangstem peratur m it der E rzeu­

* E in  G rund  h ierfü r k ö n n te  sein, daß  d ie im  eingefrorenen Z u s tan d  vorliegende H o c h - 
tem p era tu rm o d ifik atio n  in stab il gegenüber K a ltb e a rb e itu n g  ist. In  § 3B w ird  jedoch  geze ig t, daß  
eine B earb e itu n g  b e i tie fen  T em p era tu ren  diese M odifikation  n ich t in  d as norm ale G a -G itte r  
ü b e rfü h rt, sondern  auch in  dem  n eu en  G itte r S tö ru n g e n  erzeugt, d ie  d ie  S p ru n g te m p e ra tu r 
w eite r erhöhen.
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gung von Gitterstörungen in Verbindung bringen. Dabei is t  zu bedenken, 
daß bei anderen M etallen* selbst die abschreckende K ondensation, die er­
fahrungsgemäß einen wesentlich höheren Störgrad als die Kaltverform ung zu 
stabilisieren g e sta tte t* * , keine derartig starken Veränderungen der Supra­
leitung liefert. So wird im  günstigsten Falle des Aluminiums die Sprungtempera­
tur durch K ondensation des M etalles bei H elium tem peraturen nur um den 
Faktor 2,3 erhöht [3]. Es muß also für das Gallium  ein ungewöhnlich hoher 
Störgrad des G itters nach der Kaltverform ung oder eine sehr starke Abhängig­
k eit der Supraleitung von diesen Störungen angenommen werden.

Eine besonders starke Veränderung des G itters mit der Kaltverform ung 
is t v ielleich t aus der kom plizierten Atom anordnung in dem normalen Gallium­
gitter verständlich, die von der dichtesten Kugelpackung sehr stark abweicht 
(Gallium schm ilzt unter Dichtezunahm e). Außerdem beobachtet man beim  
Schm elzen dieses Gitters im Gegensatz zu den m eisten anderen Metallen eine 
Abnahm e des elektrischen W iderstandes, was au f eine beträchtliche Veränderung 
der Elektronenverhältnisse beim  Zusammenbrechen des G itters hindeutet. 
E ine bereichsweise Zerstörung des Gallium gitters durch die plastische Deforma­
tion  bei tiefen Temperaturen führt vielleicht zu ähnlich starken Änderungen in  
der Ladungsträgerkonzentration und damit zu der beobachteten auffallenden 
E rhöhung der Übergangstem peratur.

W enn auch die starken Veränderungen m it einer K altbearbeitung beim  
Gallium aus seinem  speziellen Gitteraufbau verständlich erscheinen, so ist  
doch die beobachtete Erhöhung der Übergangstemperatur so beträchtlich, daß eine 
andere D eutung der Ergebnisse nicht ausgeschlossen werden kann. Es könnte  
m öglich sein, daß doch ein kleiner Teil des normalen G allium gitters bei der 
Verformung in die andere M odifikation um gewandelt wird. Man würde dann  
allerdings erwarten, eine Übergangskurve bei 6,4° К (Sprungtemperatur der 
neuen M odifikation) oder w enigstens einen ersten W iderstandsabfall bei dieser 
Tem peratur zu finden . Daß dieses aber nicht unbedingt der Fall zu sein braucht, 
w ollen wir m it einem  Versuch zeigen, dessen Ergebnis in der F ig. 9 dargestellt 
is t . A uf eine ausgetem perte Gallium unterlage von 700 Â D icke, die bis zur 
Meßgrenze von 1,4° К keine Andeutung der Supraleitung zeigt, wird bei 
36° К  zusätzlich eine dünne Gallium schicht (D icke etwa 1/10 der Unterlagendicke) 
aufgedam pft. D anach beobachtet man überraschenderweise eine relativ scharfe 
Übergangskurve bei 4,8° К  und nicht bei 6,4° K , wie man es für die zw eite  
G allium m odifikation erwarten sollte. Nun ist es m öglich, daß die Galliumunter­
lage die Ausbildung der H ochtem peraturm odifikation verhindert, indem sie 
den ankom m enden Gallium atom en K ristallisationskeim e des normalen Gitters

* D as bei d e r abschreckenden  K ondensa tion  im  flüssigkeitsähn lichen  Z ustand  e n t ­
s teh en d e  W ism ut w ird  ausgenom m en.

** D er n ach  e in e r K a ltb ea rb e itu n g  im  M etall v e rb le ibende  S tö rg rad  is t  gegeben aus d em  
G leichgew icht der b e i d e r p lastischen  D eform ation  e rze u g te n  und ausgeschiedenen S tö rungen . 
E r  is t im m er k le iner als in  e iner abgesch reck t k o n d en sierten  Schicht des g leichen M etalls.
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anbietet. Für diesen Fall ist der Sprungpunkt von 4,8° К  einem  sehr gestörten  
normalen G allium gitter zuzuschreiben und  der Versuch demonstriert in  ein ­
dringlicher W eise die im letzten  Absatz diskutierte starke A bhängigkeit der 
Supraleitung des normalen Galliums von  den Gitterstörungen. Da aber bei 
gleicher Kondensationstem peratur und gleicher Schichtdicke auf einer k rista lli­
nen Quarzplatte mit Sicherheit die H ochtem peraturm odifikation des G allium s 
entsteht, ist nach allen über den Einfluß der Unterlage au f die abschreckende 
Kondensation gemachten Erfahrungen die Ausbildung der Hochtem peratur­
m odifikation auch auf einer Unterlage des normalen Galliumgitters wahrschein-

Fig. 9. W iderstan d sv erlau f und  S u p ra le itv erh a lten  e in e r  au f eine G allium unterlage ab g esch reck t 
k o n d en sierten  dün n en  G allium schicht

W id erstan d sv erlau f v o r (1) und n a c h  (2) dem A u fd am p fen  der dünnen  G allium schicht be i 36° К

lieh. Der veränderte Sprungpunkt von 4,8° К  ist dann so zu erklären, daß die 
Bereiche m it hohem Sprungpunkt in sehr innigem K ontakt mit norm alem  
Gallium stehen und die gegenseitige B eeinflussung zu dem herabgesetzten  
Sprungpunkt führt. Ein solches inniges Gemenge der beiden Phasen würde  
aber auch dann vorliegen, wenn es durch plastische Deform ation bei tiefen  
Temperaturen gelingt, einen Teil des Gallium s in die andere M odifikation m it 
dem hohen Sprungpunkt umzuwandeln. W ir könnten also wegen der gegenseitigen  
Beeinflussung der beiden Phasen auch hier nur Übergangskurven bei Temperaturen 
zwischen 1,07 und 6,4° К  erwarten. Ob in dem  in Fig. 9 beschriebenen Versuch  
wirklich die beiden M odifikationen vorliegen, kann durch Elektronenbeugungs­
aufnahmen gezeigt werden. D ie Versuche sollen  in dieser R ichtung fortgesetzt 
werden.

Die Arbeit wurde dankenswerter W eise durch M ittel der D eutschen  
Forschungsgemeinschaft unterstützt.

2  Acta Physica V III/I—2.
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В. Б У К К Е Л Ь , Р. ГИ Л Ь Ш  и Г. М И Н Н И Г Е Р О Д Е

Р е з ю м е

А вторы  исследовали  в л и я н и е  пластической  деформации н а  сверхпроводим ость 
га л л и я . О ни о б н ар у ж и л и  повы ш ение тем пературы  перехода п о сл е  холодной о бр або тки  
п р и  обеих м оди ф икац иях  г а л л и я . Т ем п ературу  перехода  обы кновенного гал л и я  м о ж н о  
у вели чить с 1,07° К  до 2,5° К  с лиш ним  при пом ощ и пластической деформации п р и  г е ­
л и евой  тем п ературе .

П р и  д р у го й  модификации гал л и я , к о то р а я  возникает в с л у ч ае  конденсации п р и  
бы стром  о х л аж д ен и и  ни ж е 60° К , тем п ература  перехода  повы ш ается  с 6,5° К  до 7° К  
с лиш ним . К ром е того, авторы  рассм отрели некоторы е парам етры , влияю щ ие на  т а к о е  
поведение г а л л и я  после пластической  деф орм ации при  низкой тем пературе.
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P roceeding from  the  G y u la i— H artly  è ffec t th e  au th o r th ro w s lig h t on the  ro le  o f th e  
dislocations. H e m akes calcu la tions to  establish  th e  lifetim e of th e  v acan cy  sources a n d  sinks 
arising along th e  dislocation line.

I. Introduction

The experim ents o f G y u l a i and H a r t l y  [1] on sodium  chloride provided  
the first convincing evidence that there is a close interrelation betw een the  
imperfections responsible for plastic flow  and those responsible for electrolytic  
conductivity and diffusion. Expressed in  the language o f imperfection theory  
which has developed in the intervening years, the experim ents show ed [2] 
that m oving dislocations generate positive-ion vacancies, which are responsible  
for electrolytic conductiv ity  in the alkali halides. More recently, F is h b a c k  
and N o w ic k  [3] have dem onstrated that the moving dislocations in the alkali 
halides become charged and are able to carry a current during plastic flow  even 
though there is no externally applied fie ld . In  fact, they becom e positively char­
ged, as if  th ey  had lost positive-ion vacancies.

The mechanism governing the generation of vacancies by m oving dislo­
cations is still somewhat obscure. The experiments o f Ch ia r o t t i [4] show  
that the alpha absorption band, associated w ith isolated negative-ion vacancies, 
is not produced during plastic flow, although the tail o f the fundam ental absorp­
tion band is altered, as i f  clusters of vacancies were produced. Moreover, the  
deformed crystals possess a new form o f lum inescence associated with irradia­
tion in the new structure developed in th e  ta il of the fundam ental band. On the  
whole, the experim ents suggest that iso lated  positive-ion vacancies occur ; how­
ever, the complementary negatively charged vacancies either occur in clustered  
form, presum ably with a smaller number o f positive-ion vacancies, or remain 
attached to the dislocations. Presumably, negative-ion vacancies have a higher 
energy o f form ation than positive-ion vacancies.

One can hope that the experim ental work of the near future w ill give us 
an even deeper insight into the atomic m echanism s which operate in the appea­
rance o f the effect of Gy u l a i and H a r t l y . In  the meantime, we can gain valuable



2 0 F. SEITZ

inform ation concerning the interrelation o f dislocations and vacancies from  
other sources as well.

II. The disappearance of vacancies at dislocations

R ecently, after a number o f years of evolutionary developm ent of experi­
m ental m ethods, B a u e r l e  and K o e h l e r  [5] have succeeded in quenching-in  
vacant la ttice  sites in  gold wires under circum stances th at conform alm ost 
ideally  to one’s expectations. The residual electrical resistivity A q (Tq) associated  
w ith  a quench from  the tem perature T q has been measured over the range o f  
T q extending from 900° C to 450° C and is found to obey a Boltzm ann relation

Aq =  A exp ( -  E f /k T q) (1)

for nearly three decades. Here Ef,  the energy o f formation o f the vacancies, 
has the value 0,98 ev  w ith an estim ated error o f  the order o f three per cent. 
The quantity  A  is 4 ,9 x 1 0  ohm cm , with an error of about tw enty per cent.

The residual resistiv ity , w hich arises from the scattering o f the conduction  
electrons b y  the vacant la ttice  sites, anneals relatively slow ly near room tem ­
perature, requiring o f the order o f two days a t 40° C. The decay of resistiv ity  
w ith  tim e obeys a simple exponential law, sim ilar to radioactivity, as long  
as T q is not higher than 700° C. The results are explained both simply and  
elegantly  b y  assum ing that the vacancies m igrate through the crystal u n til 
th ey  find  sinks and then disappear. The activation  energy for the m igration  
is found to be

E m =  0,75 ev  (2)

w ith  an experim ental error o f the order of f iv e  per cent. The sum of E f  and  
E m, nam ely, 1,73 ev, is very close to the activation  energy for self-diffusion  
in  gold m easured b y  O k k e r s e  [6], that is, 1,71 ev. The measurements im ply  
th at the density  is independent o f the density o f  vacancies as long as the density  
is not above th a t attained b y  quenching from 700° C.

The wires o f  gold shrink during the annealing process and make it clear 
that the vacant la ttice  sites m igrate to dislocations, where th ey  are annihilated. 
The shrinkage follows the drop in resistiv ity  precisely.

The ratio o f  the decrease in resistivity to  th e  fractional decrease in volum e  
during annealing, A q/(A V/ V), was found to be 3,2 X 10~ 4 ohm cm . A simple ana­
lysis shows th at th e  vacancies jum p between 107 or 108 atom ic distances along  
a Brownian path  before th ey  die, so that the density o f sinks is between 1015 
and 1016 per cc, or corresponds to  107 or 108 per cm 2 in an average plane of atom s  
in  the crystal. This is also the density  of dislocation lines expected  in the m etal, 
and we m ay conclude that the vacancies probably die soon after they m eet a
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dislocation. At 40° C it apparently is not necessary for th em  to collide w ith  
a particular site on the dislocation in order to  be annihilated. E ither they  can  
be annihilated anywhere along the dislocation, or once captured, can migrate 
along the line relatively quickly until they fin d  the genuine sink.

It should be added that the residual resistiv ity  starts to follow  the sim ple  
exponential decay law  during annealing at 40° C in the specim ens quenched  
from temperatures above 700° C ; however, th e  rate soon accelerates. The 
acceleration is the greater the higher the quenching tem perature, that is, the  
higher the super-concentration o f vacancies. I t  is clear that th e  vacancies can  
generate additional sinks if  th ey  are present in  sufficient concentration. Since  
the wires also contract during th is annealing, it  follows that th e  new sinks m ust 
be dislocations generated by the condensation o f vacant la ttice  sites.

III. The ultim ate density o f sources and sinks

An average position along an edge dislocation should not be the u ltim ate  
source or sink of a vacancy if  the dislocation m oderately close to  equilibrium. 
Instead, the sources and sinks should be jogpoints or nodes w hich  are less fre­
quent that the number of atoms along dislocations, unless th e  dislocation has 
a very high degree o f irregularity, as might be expected  only after it has engaged  
in extensive plastic flow7 or has grown very rapidly in the presence of a high  
super-concentration o f vacancies. I t  seems reasonable to suppose that each  
point along a dislocation appears to  act as a sink  in the annealing experim ents 
o f B a u e h l e  and K o e h l e r  because the dislocations attract th e  vacancies, and  
the latter are unable to  re-evaporate at 40° C before they f in d  true sinks b y  
wandering along the dislocation.

Let us investigate the energetics of the situation more quantitatively. 
We shall assume th at there are n d atoms along dislocation lines in each unit 
volum e of the crystal. This num ber presum ably is in the neighborhood of 1015 
per cc in the gold wires. We shall also assume th at there are щ u ltim ate  traps where 
the vacancies m ay disappear, or m ay be generated. In general, we m ay expect 
the ratio ra /̂n, to be much larger than  unity, ly in g  between 102 and 104 under  
conditions approaching equilibrium .

We shall let E t =  E j  be the energy of binding of a vacancy to  the ultim ate  
trap and E d be the energy of binding to a typ ica l position along th e  dislocation. 
Moreover, we shall assume th at the frequency w ith  which a vacancy jum ps 
in the perfect region o f the la ttice  is given b y

vj exp  (— E mj k T ) , (3)

that the frequency o f jumps along the dislocation is

v)d e x p  (— E mdlkT) (4 )
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and th at the probability per unit time th a t th e  vacany w ill re-evaporate from  the 
dislocation before it finds an idtim ate trap is

ve exp ( — E ejkT)  (5)

in which the activation  energy Fe for evaporation will be taken to be th e  sum  
of the binding energy Ed  o f the vacancy to  an average position  on the dislocation  
plus the activation  energy E m for the m igration of the vacancy in th e  perfect 
region o f the lattice. The inclusion of E m is made necessary by the fact th a t the 
vacancy cannot be regarded as free of the dislocation u n til it  has passed over a 
barrier o f  height F m relative to the stable position in th e  perfect regions o f the 
crystal. Thus, we assume

Ее =  E d +  Er, . (6)

We m ay expect the frequency factors vj, r/rf, and ve to  be closely a lik e  and 
near 1013 sec 1.

W e readily see th a t the average tim e Ts required b y  a vacancy which is 
attached to  a dislocation to  migrate to  the ultim ate sink, assuming it  does 
not re-evaporate, is approxim ately

*s ---- «  К/,Ч')2 (1 !vjd) exp (Emdjk T )  (7)

in which a is a dim ensionless factor near unity, approxim ately equal to 
(2/л2) In (16/л2).

The probability th at a vacancy w hich has been captured by a dislocation  
at an average point w ill remain on th e  dislocation n til it finds an ultim ate  
sink and is annihilated is easily seen to  be

P r =  ------------------------------—  . (8)
1 +  a  (urf/n/)2 (Ve/Vjd) exp [Emd — E e)jkT\

This will be unity  at sufficiently low tem peratures if

E e — Pd E m E md ■> (9)

a condition which should be amply satisfied  since E m is presum ably larger 
than Е тй. The tem perature T, ■ „ at which the probability reduces to 1/2 is readily 
found to satisfy  the relation

кТг s (Ep E md)iIn [a  (n-i/n,)2 (Ve/vjd)} . (10)

For illustrative purposes, we m ay assume th a t vejvjd =  1 and that 
a  (rirf/n,)2 - 10(i. TV, is then 500 К if

6900 к 0,59 ev  .

2 2

E e E md ( 11)
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This value is in the range we m ight expect in gold  if  E md Е т/ 2 ш  0,4 ev and  
if  .Ed =  0,3 ev. H owever, our estim ate of the denom inator in (10) m ay be sub­
stantia lly  in error.

My colleague, Professor R. T h o m so n , to  whom I am indebted for an 
extensive discussion of the contents of this paper, has pointed out to  me that 
it is possible to obtain an estim ate of the q u an tity  E e—E md appearing in Eq. 
(11) and in the preceding equations by use of tbe value of the activation  energy 
for self-diffusion along dislocations in silver E Dd obtained by H o ffm a n  and 
T u r n b u l l  [7]. The value they  found is about 0,9 ev. We shall assume th at  
the value for gold is about the sam e. This activation  energy m ay be expressed 
in the form

E Dd =' E j  E j  E md . (12)

Thus

E e -  E md - E m — E üd 4  E f (13)

in which only measured quantities appear. The value for gold is about 0,9 ev, 
if  we m ay adopt the value of E Dd for silver.

This exam ple shows that it  is very unlikely th a t P r is u n ity  near 1200° К  
if  nt is substantially  smaller than nd. Thus, it w ould be exceedingly interesting  
to determine the density of sources which generate vacancies at elevated tem ­
perature, say at 700° C or above, in order to see if  th is  density is m arkedly smaller 
than the value of the density of sinks which seem to  be operative at 40° C, th at  
is, 10ls or 1016 per cc. In principle, at least, it should not be difficult to  determine 
the density of sources at the elevated  tem perature by determining the length o f  
tim e required to  produce the equilibrium density o f vacancies. Such experiments 
are being planned at th is laboratory. I f  successful, th ey  should give us information 
concerning the number of jumps a vacancy m akes between birth and death at 
I he tem peratures norm ally em ployed in diffusion experim ents, a parameter 
of great interest in connection with the K ir k e n d a l l  effect [8] and re la te d  
experim ents.
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О С В Я З И  М Е Ж Д У  И С Т О Ч Н И К А М И  Д И С Л О К А Ц И Й  И В А К А Н С И Й

Ф. СЕИТЦ

Р е з ю м е

А втор  вы ясняет  р о л ь  дислокаций , и с х о д я  из эф ф екта давления, о б н аруж ен н ого  
Д ью лаи— Г ар тл и . П роизведен  расчет относительно  врем ени ж изни  источников вакан ­
сий и л о в у ш ек , образую щ ихся вдоль л и н и и  дислокации.



THE ROLE OF HUMUS IN THE GEOCHEMICAL 
ENRICHMENT OF U IN COAL AND OTHER BIOLITHS*

By

A. SZALAY**

INSTITUTE FOR NUCLEAR PHYSICS OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, DEBRECEN

(R eceived 15. V II. 1957)

T he a u th o r’s in v estiga tions estab lished  th a t  th e  en rich m en t o f U  in  p eats, coals an d  o th er 
b io lith s is caused by ad so rp tion  on th e  h u m ic  acid  co n ten t o f  them . A dsorp tion  iso therm s 
hav e  b een  m easured  and  num erica lly  ev a lu a ted . T he ad so rp tion  itse lf is a c tu a lly  a  ca tio n  e x ­
change process. T he en rich m en t facto r o f 1 : 10 900 agrees well w ith  th e  q u o tien t o f th e  concen­
tra t io n  of U in  b io liths a n d  n a tu ra l w aters.

Hungary is not abundantly supplied with energy resources. Hydroenergy  
is practically negligible, coal-reserves would last probably for another f if ty  years 
and are endangered by a growing industrialisation.

My collaborators and m yself o f  the Physical In stitu te  of the University  
of Debrecen began the search for U in 1947. The first moderate success came 
in  1949 [1] when we measured at random  some coal strata near the tow n of 
Pécs, which is one of the two existing granitic areas in  Hungary. Presently  we 
were able to ascertain that most of the coal fields o f the Transdanubian territory  
of H ungary contain about 60—70 grams of U per ton  coal on an average, 
occasionally, as an exception, even as high as 200 gram s/ton [2], [3]. This con­
centration seemed to be too low from the econom ical standpoint, but it  is about 
tw enty  tim es higher than the average U concentration in the E arth ’s crust 
(about 4 gram s/ton). At the tim e o f these investigations there were no similar 
results known by us or else published in the literature. R ecently, m any similar 
findings of uraniferous coals have been reported from the U .S.A . and elsewhere, 
especially during the Geneva Conference [5].

The uraniferous coal fields o f H ungary are situated  in all cases in the 
v ic in ity  of granitic areas w ithin their detritus zone. Other Hungarian coal fields 
are entirely inactive. Young lignites are always inactive in  Hungary [2], [3]. 
I t  seem ed that granites are the primary sources of U, which had got in to  solution  
by chem ical erosion of the rocks and was carried by w ater into the then  existing  
shallow seas in th is part of Hungary. The accum ulating plant debris and peat 
have concentrated the U by some unknown process having becom e in this

* C arbonaceous sed im en tary  rocks.
** L ectu re  delivered  b y  th e  au th o r to  th e  R oyal In st, o f T echnology, S tockholm , in  O ct.

1956.
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m anner fixed  in the coal fields. I becam e interested in this m ysterious concen­
tration  process, as it  seemed to be quite a general law  o f the geochem istry of U.

I. У. V e r n a d s k ij  [6 ] and other geochem ists [7] stated long ago that 
U has the tendency to  concentrate in  plant debris and bioliths. I t  is very pro­
bable th at it  was th e  same process which has concentrated U  in  the fossile 
logs o f  carnotite fie ld s, in the colm shales of Sweden and in the subbitum inous 
coals in  H ungary and elsewhere. In 1951 I carried out a series o f laboratory 
experim ents [2], [3] based on the working hypothesis that U is not concentrated  
b y  the living p lants, but by the decaying plant debris. I want to  give a short 
report on these experim ents which brought a quick success towards the end of 
1951. More recent experim ents up to this year corroborated and further deve­
loped the first results.

I observed th a t the geologically youngest forms of coal, like peat and 
lign ite , adsorb U extrem ely quickly even from very d ilute solutions. I f  we shake 
one gram of peat in a 50 cm3 flask  w ith  a very dilute (some m icroequivalents/ccm ) 
aqueous solution o f uranyl n itrate, U  disappears from the water w ithin a few  
seconds. The phenom enon itse lf seem s to be a surface adsorption, as the velocity  
is very  high and th e  peat becomes saturated when about one m illiequivalent 
(cca 100 mg o f U) is added per gram of peat.

Our first deliberations aim ed at finding out, which com ponent of peat 
could be made responsible for the adsorption. Tannin, phenolic compounds, 
etc . were considered, as they are known to give som e coloured insoluble com­
pounds with U . These considerations were abandoned as soon as I realized the  
fact th a t peat and lign ite consist for the m ost part o f humic substances (humic 
acids) which are known to show an adsorptive property in relation to some 
cations (Ca ' +, К  : , (H 4 N) ) o f th e  soil. W hen I extracted a com plex mixture 
o f hum ic acids from the peat, th ey  showed about the same adsorptive property 
as did peat. A commercial preparation, Acidum Hum inicum  showed the same 
adsorptive properLy in relation to  U.

W e carried out investigations on the exact nature of th is adsorption. 
I f  we shake one gram of (weighed dry) standardized and purified peat with  
various am ounts o f  uranyl-nitrate in an aqueous solution, quite soon a state  
o f equilibrium  w ill set in (Fig. 1). I f  we separate the peat from the water by  
m eans of a vacuum  filter funnel and determine the U  content of both , we obtain  
a regular adsorption isotherm. (F ig. 2). The isotherm  has a very steep rise at 
extrem ely  low U concentrations and it  becomes soon saturated. A m athem atical 
analysis of the measured points then  dem onstrated that the isotherm  could 
be — at least form ally — very w ell represented b y  the Langm uir theory of  
adsorption.

Let us denote the quantity  o f U which is m axim ally adsorbable to one 
gram o f peat (IVoo) in m illiequivalents. Let the quantity actually  adsorbed in 
e quilibrium  be N , at the concentration (c) o f U  in water in m illiequiv./ccm .
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Fig. 1. Sim ple a p p ara tu s  fo r in v estiga tions of th e  adso rp tion  of U on hum us

CrCbCJ
e

ccr>

Fig. 2. T he ad so rp tion  iso therm  of ( U 0 2) to  pea t. O rd ina te  : eq u ilib rium -concen tra tion  
of (U 0 2) on pea t. Abscissa : eq u ilib rium -concen tra tion  of (U 0 2)+ +  in th e  w a te r phase
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Follow ing the logical steps o f Langmuir, we assum e that the quantity  
of U adsorbed during the tim e dt to one gram of peat (d N ) is proportional to 
concentration (c) as well as to the relative abundance o f the still unoccupied  
places :

d N  =  a  ■ c 1
_N _

IvóГ
d t .

This assum ption im plies th e  saturability o f the fin ite surface by a monomolecular 
layer.

The second assum ption involves the reversibility. W e assume that the 
qu an tity  o f ions released (d N ') per dt tim e from the adsorption o f the given  
quantity  o f peat is proportional to the relative ratio o f  the occupied places :

N
dN ' =  ß  ■ —  dt.

N o o

In the sta te  of equilibrium  d N  =  dN ', which means

a  ■ c dt ß - ^ — d t .
N o o

Let us now replace the tw o constants b y  one, y ield ing a =  — and then  rear-
ß

ranging the equation :

iV = iV o o
a ■ c

1 -\-a  ■ c
or

N

Ж
---------  (reduced form).
1 4 -  ac

N o o
c -------

N
1

------b c •
a

The adsorption characteristics of a given peat preparation m ay be deter­
m ined and expressed now  b y  two num bers. One o f these is the adsorption 
(saturation) capacity, which is of the order of about 0,7 m illiequivalent o f U/gram  
of peat or even less for geologically older coals (bitum inous coal, anthracite). 
The other number expresses actually th e  tangent o f the steep rising portion of

N  N
It is obvious, th at at extrem ely  low concentrations (ac <g 1) ~~r— =  ac and ----=

N o o  c
=  Noo a =  tg  <p =  enrichm ent factor.

I f  we transform the Langmuir adsorption formula into a linear form, the 
measured points w ill f it  very  well into a straight line (F ig. 3)
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th e  isotherm. (Fig. 4). This is the quotient o f the equilibrium -concentration  
(TV) in peat and (c) in water when applying low concentrations. It has the value  
o f about 1 0 ,0 0 0  which means th at in adsorption equilibrium  at low  concentrations 
(not saturated) the U concentration is 10000 tim es higher in peat than in water. 
W e call th is number in the following “enrichm ent factor” .

Although the adsorbing property of hum ic acids in relation to  some cations 
has been well known for a long tim e in soil chem istry, I he adsorption quotient

c

F ig . 3. L inear rep resen ta tio n  of th e  ad so rp tion  iso therm  o f (U 0 2)+ +  to  p e a t, according to  L an g  
m u ir’s eq u ation . (The m easu red  po in ts f i t  well in to  a s tra ig h t  line)

N

F ig . 4. T he re a l m eaning  of th e  tw o ch aracte ris tic  c o n stan ts  of a L an g m u ir ad so rp tion  iso th erm

(enrichm ent factor) was m uch lower for Ca, etc . than I observed for U. This 
unusually  high enrichment factor is probably caused by the high atomic weight 
and high valency o f the uranyl ion. Our recent experim ents carried out on 
th e  adsorption o f other cations of various atom ic weights and valencies also 
seem  to  ju stify  th is assum ption.

In the foregoing I used the term “ adsorption” som ewhat irresponsibly, 
or perhaps form ally. This term inology was used preliminarily, because the uranyl
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ions disappear very quickly from the solution and the isotherm s are showing  
a very definite saturation. I used the Langm uir interpretation of the phenomenon  
itse lf in rather a formal and not a deeper sense.

I wish to emphasize that, no supposition whatsoever is im plied b y  th is  
formal theory relating to the kind of forces responsible for the fixation  of the 
uranyl cations to the colloidal humus surface. They cotdd possibly be for exam ple 
Van der W aals forces on a definite surface, or a definite number of free valencies 
in a given quantity of hum ic acids.

A series of our investigations showed that the fixation  of the uranyl 
ions is not a physical adsorption, but definitely a cation exchange process.

Fig. 5. T h e  lib eration  of (U 0 2) , adsorbed to  p e a t ,  by  H as fu n c tio n  of рн- O rd in a te  : con­
c e n tra tio n  of (U 0 2) w ithheld  b y  pea t. A bscissa : рн  of d ilu te  acid , w ith  w hich th e  p ea t, 

f irs t sa tu ra te d  w ith  (U O a) ! i , was shaken

I f  we shake a very dilute uranyl n itrate solution w ith  a purified peat pre­
paration and filter it , then the water becomes more acidic than it was before 
the adsorption. This fact indicates th at in this process the uranyl ions are 
exchanged for the H  ions o f  the hum ic acid.

I f  we saturate peat w ith  uranyl ions and try tó wash it  out w ith d istilled  
water, it  seems to be irreversibly fixed . B ut if  we use instead of distilled water 
some sam ples of a dilute acid w ith increasing H-ion concentration, then we m ay  
observe th a t uranyl ions are exchanged and liberated in th is manner between
p H =  3 — 1. (Fig. 5).

Further experim ents showed th at the adsorbed uranyl ion can be easily  
exchanged by cations even of higher valency and high atom ic weight (f. e. 
Th + 4, La + + + ).

During the long process of coalification (tens of m illions of years) the 
fixed  U  m ay have undergone secondary changes, e. g. by having been reduced
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by H 2S, etc. The geologically fixed  natural U content of coals were found not 
to be exchanged easily for other cations. It is leached out by acids o f lower p H.

Let us now discuss the chem ical structure o f hum ic acids in so far as it 
is known from the literature. Peat consists largely o f  humic acids. I t  contains 
in a smaller proportion bitum inous, w axy  and resinous substances from which it 
can be easily  purified b y  repeated w ashing with benzene and alcohol. W e applied 
this process to purify our preparations. Cellulose and liemicelluloses p lay a 
negligible part in the adsorption. H um ic acids derive according to the coalification  
theory o f Fischer and Schrader from the lignine part o f the plant substances. 
They are very resistant ■— in the reducing atm osphere of the soil or under 
water — to  chemical or m icrobiological attacks. H um ic acids are not exactly  
defined in the molecular structure. Molecular weight is in the order of about 
1000. T hey have a polyarom atic skeleton structure w ith  m ethoxylic, carboxylic, 
phenolic and some other groups w hich are bound to  it . The chem ical character 
is not modified much b y  changes in the polyarom atic structure, but it  is ehieflv 
determ ined by the polar groups on it . The H-ions o f the carboxylic, phenolic 
and perhaps of some other groups m ay  dissociate and this is the very cause 
of the acidic character o f humic acids. It is obvious that the uranyl ions are 
fixed  by hum ic acid colloids through the exchange o f  H-ions.

The fixation  of th e  U by a cation  exchange process appeared to  be of an 
adsorptive character on ly  for the follow ing reasons :

The affin ity of th e  hum ic acids for uranyl ions is stronger than for H -ions. 
We have in fact observed (see Fig. 5) th at when a hum ic acid preparation was 
saturated w ith U, the uranyl ions could be exchanged for H-ions on ly  incase 
when the H-ions were present in a higher concentration. Usually shallow sea 
waters in contact w ith decaying p lan t substances (peat) are m oderately acid, 
having a p H of about 5 — 6,5. At th is  acidity U is overwhelm ingly adsorbed 
and the H-ions are expelled.

Laboratory experim ents and argum ents supply saticfactory explanations 
for phenomena occurring in nature on ly  i f  we can prove an im m ediate correlation 
between them . In the following I hope to be able to  dem onstrate th a t the geo­
chem ical enrichment o f U in nature from moor and sea waters is definitely  
accomplished by the adsorption isotherm  of the U  to  humic acids.

It is well known th a t the average concentration o f U in the E arth ’s crust 
am ounts to  4 grams/ton (Clarke no.). I f  we compare the U content (10— 100 
gram s/ton) o f uraniferous bioliths w ith  the Clarke num ber, then we see that 
there exists a geochem ical enrichm ent factor of about 25.

These concentrations are in suprising contrast to the low U concentration  
in natural waters. B. K a r l ik  and collaborators [9], [10] have found the U con­
centration to be between 0,15—1,5 m g /to n in th e  w ater of the seas. T hey give 
for the average concentrations of the oceans a value o f  2 m g/ton. D . C. St e w a r t  
and W. C. B e n t l e y  have found 2,5 m g U /ton in the P acific  Ocean. My collabora-
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tors are carrying out large scale analyses in the w ater of rivers, fountains and 
wells of H ungary. T hey are finding values betw een 0,1 —10 nig U /ton , and in  
the neighbourhood o f uraniferous territories som etim es even as high as 50 
m g/ton. I f  the results o f the experim ents carried out in our laboratory on humus 
preparations could be generalized for dimensions and conditions existing in 
nature, then  concentrations — existing  in nature — ought to f it  onto the deter­
m ined isotherm . The concentrations are much smaller in nature than in  
laboratory and th ey  are certainly at the in itia l portion of the isotherm , which 
can be approxim ated by a straight line. (Fig. 6 ). The abscissa o f  the Figure

Fig. 6. C orre la tion  betw een  th e  ( U 0 2)++ co n cen tra tio n  o f n a tu ra l w aters a n d  b io liths w ith  
th e  ad so rp tion  iso therm  of ( U 0 2)++ on p eat

shows the U  concentration of natural waters, while the ordinate shows the  
concentration in the organic carbonaceous sedim entary stones, the so-called 
bioliths ; both in a logarithmic scale.

The straight line represents the adsorption enrichment factor determined 
by us on purified peat preparations. It  can be clearly seen th a t the order of 
m agnitude of th e  concentration in natural waters agrees very w ell with the  
order of m agnitude of the concentration in the uraniferous b ioliths. It is well 
known th at it  is not only the shallow  moor waters which are in a steady contact 
w ith  hum us-rich sedim ents (peat). The excellent work o f S. A . W a ksm an  
“ H um us” deals w ith  the w idely spread occurrence of hum us in all natural 
water sedim ents. The sedim ents of the Ocean m ay contain from a few to 20 
percent of hum us in  the bays. The hum us content o f the peat sedim ent of shallow  
moor waters is m uch higher.
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I hope that the above experim ents and considerations are sufficiently  
convincing and that the natural law  o f  the geochem ical enrichment o f  U  in 
coals and some other bioliths seems to  be satisfactorily explained.

Perhaps it  is not superfluous to  express these natural laws in the following  
condensed form :

1. The enrichment o f U in coals and other b ioliths (carbonaceous sedi­
m entary strata) is caused by the adsorption of U on their humic acid content. 
This adsorption is a cation exchange process (Szalay 1952 [2], [3]).

Fig. 7. T he ad so rp tion  iso therm s of various catio n s on a p e a t p re p a ra tio n  (Some seem  n o t  to
follow th e  L angm uir-form ula)

2. The Earth’s natural water basins (lakes, seas and oceans) are approxi­
m ately in an adsorption equilibrium w ith  the humic acid content of their sedi­
m ents regarding their U  content (Sz a la y  1954 [4]).

We carried out a series of investigations concerning the adsorption of 
other cations on purified peat. The cations, investigated up to  now can be ordered 
into a sequence according to their adsorption enrichm ent factor :

Ag+ N i++ <  Cu++ <[ B a x + < ' Pb + + (UOa)'1'̂ - <[ F e+++ <  T h + + + + .

Each member of th is sequence is more strongly adsorbed than its  left 
neighbour. Each member o f this sequence is readily expelled  by its right neigh­
bour in a cation exchange column, filled  with peat.

3 Acta Physica VIII/1—2.
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One of m y collaborators, Miss I lo n a  Szabó  is now determining the adsorption 
isotherm s of various cations on hum us. The isotherm s dem onstrate that the  
adsorption capacity of a given peat preparation is approxim ately (but not 
exactly) the same for various cations of various valency (Fig. 7). Some cations 
do not follow the Langmuir formula.

The enrichm ent factors vary  widely in  their conform ity w ith  the above 
sequence. The enrichm ent factor is first of all determined by the ionic valency  
and secondly b y  the atomic w eight, with possible exceptions.

It seems th a t the geochem ical laws explained above m ay be extended  
to some other cations of high valency  and o f high atomic w eight.

As a nuclear physicist, I am  afraid I have to give some explanation for 
having gone too deeply into this very puzzling problem, seeing th a t it is a geo­
chem ical one. I m ust adm it th at it  was not m erely the unknown natural pheno­
menon which attracted  me so m uch for several years to th is field . U is the  
future energy source for m ankind. Its more concentrated ores are not too abun­
dant and ex ist only in a few countries. Making a guess at the quantity of the  
known U  resources o f m ankind, we shall find  that the qu an tity  of ores above 
1% can be expressed in 1 0 5 ton U  of units :

c >  1 %  p itch b len d  etc. 105 tons o f U ,

1%  >  c > 0 ,1  %  ca rn o tite s  10e tons o f U ,
0 ,1%  >  c >  0,001%  u ran ifcrous b io lith s 107 to n s o f U .

In the U content of the bioliths is stored the most part of mankind’s 
energy resources. In our days their extraction is not econom ical, but it is on 
the margin of econom ical extractability .

B y  throwing light on th is m ysterious phenomenon o f the geochemical 
enrichm ent of U  in these ores, we m ay arrive at the discovery o f a more econom ic­
al w ay of extraction.
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РОЛЬ ГУМУСА В ПРОЦЕССЕ ГЕОХИМИЧЕСКОГО ОБОГАЩЕНИЯ УРАНИЯ 
В УГЛЕ И В ДРУГИХ БИОЛИТАХ

Ш. САЛАИ

Р е з ю м е

Исследования автора показали, что обогащение U в торфе, в угле и в других биоли­
тах обусловлено адсорпцией гуминовой кислоты, содержащейся в них. Были измерены 
адсорпционные изотермы и произведены их численные расчеты. Сама адсорпция является 
процессом катионного обмена. Фактор обогащения 1 : 10 000 хорошо согласуется с кон­
центрацией U в биолитах и природных водах.

3 *





ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DER STRUKTUR  
UND DEN PHYSIKALISCHEN EIGENSCHAFTEN

DES GLASES I
Von

I .  N á r a y -S za bó

CHEMISCHES ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
BUDAPEST

(Vorgelegt von  P . G om bás. —  E ingegangen  20. V II. 1957)

1. N ach unserer heu tigen  A uffassung b e ru h t d ie  S tru k tu r  de r G läser au f einem  rä u m lich  
unendlichen T e traed erg erü st v o n  gerüstb ildenden  O xyden  (S i0 2, B 20 3, BeO, A120 3, P 20 6), 
even tuell m it E in sch a ltu n g  von  B 0 3-D reiecken. D ieses G erüst is t n ic h t  periodisch, also n ich t 
k rista llin . In  den  L ücken kön n en  verschiedene K a tio n en  P la tz  n ehm en , w odurch  die v e rsch ied e ­
nen G läser en ts teh en .

2. A us de r A nalyse u n d  D ich te  von  m ehreren  h u n d e r t  G läsern h a b e  ich  das au f e in  O ^ - Io n  
fallende abso lu te  V olum en v berechnet. D ies is t in  seh r engem , im  u n te rsu c h te n  G ebiet lin e a re n  
Z usam m enhang m it de r Zahl

R  =  0 /(S i +  В +  B e +  A l +  P),

wo die Sym bole die G ram m atom zahl des b e tre ffen d en  E lem entes b e d eu ten .
3. Bei e infachen gerüstb ildenden  O xyden  (S i0 2, B 20 3, P 20 5) b e trä g t  v im  glasigen 

Z ustand  21,1— 22,7 Á3.
4. F ü r  S i0 2— B 20 3-Gläser is t die G leichung

v =  3,8 R  +  15,3

m it einer m ax im alen  A bw eichung v o n  0 ,4%  gültig .
5. F ü r  N a triu m silik a tg läse r g ilt d ie ähnliche G leichung

r  =  3,8 R +  14,9

zwischen R  =  2,05— 3,05, m it einem  m ax im alen  F e h le r  von 0,46% .
F ü r K alium silika tg läser is t die G leichung

v =  12 R  —  1,2

zwischen R  — 2,14— 2,49 m it einem  m ax im alen  F eh ler von  0,7%  gültig .
6 . Ä hnliche G leichungen habe  ich  fü r  CaO— S i0 2- u n d  SrO— S i0 2-G läser gefunden. A uch  

bei B leig läsern  k a n n  m an  v d u rch  eine G erade approxim ieren .
7. W ird  in  N atro n silik a tg las  MgO, CaO, SrO o d e r B aO  e in g e trag en , so w ird v geg en ü b er 

dem  des re in en  N atronsilika tg lases m it dem selben R  lin e a r  m it der G ram m ionenzahl des zugege­
benen  O xyds v e rrin g e rt, bei PhO  finden w ar dagegen e ine  V ergrösserung. ZnO w irk t w eniger als 
MgO ; B i20 3, T i0 2 u n d  Z r 0 2 sehr s ta rk . B ei K a lis ilik atg läsern  ü b t a u ch  P b O  eine s ta rk  z u sa m ­
m enziehende W irkung  aus, sowie MgO, CaO u n d  B aO .

8 . Diese T a tsach en  k a n n  m an  au f G rund  d e r G e rü s ts tru k tu r  in  d e r  W eise d e u ten , dass 
v desto k leiner w ird , je  m eh r d ie  einzelnen T e trae d e r des Gerüstes m it  gem einsam en 0 = -lo n e n  
Z usam m enhängen ; d ie V ernetzung  w ird d u rc h  R  gem essen. I s t  nu r v o n  gerü stb ild en d en  O x y d e n  
bzw. ih ren  gem isch ten  G läsern die R ede, so is t  der W e r t  v o n  v durch R  b e s tim m t. Bei A n w esen ­
h e it  v o n  gerüstm odifizierenden K a tio n en  (A lkali-, E rd a lk a li- , Pb-, Z n-, B i-, T i- u n d  Z r-Io n en ) 
w ird  v p ro p o rtio n a l m it ih re r  M enge v e rk le in e rt bzw. ve rg rö sse rt, wo j ed em  Ion  ein b e s tim m te r  
F a k to r  in  N atron silik a tg läsern  u n d  ein  a n d ere r F a k to r  in  K alis ilik a tg läsern  zukom m t. D ie  
F ak to ren  h ängen  eng m it dem  Ionenrad ius und  m it d e r Ladung des Ions zusam m en.
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H eute kann die Auffassung von Z a c h a r ia s e n  betreffend der Struktur  
der Gläser als allgem ein angenom m en betrachtet werden [1] ; sie wurde durch  
W a r r e n  und Mitarbeiter experim entell bekräftigt [2]. Dem zufolge beruht die 
Struktur der anorganischen Gläser d. h. S ilikat-, Beryllat-, Borat-, A lum inat- 
und Phosphatgläser bzw. der aus solchen bestehenden gem ischten Gläser auf 
einem  räum lich unendlichen Gerüst von tetraedrischen X 0 4-Gruppen, wo die 
einzelnen Tetraeder, die aus der K ristallchem ie bekannten S i0 4-, B e0 4-, B 0 4-, 
A 104- und P 0 4-Radikale durch gemeinsame Sauerstoffionen Zusammenhängen, 
aber die Periodizität d. h. das w esentlichste Merkmal der K ristalle fehlt. Die 
gerüstbildenden Si-, Be-, B-, A l- und P-A tom e sind durch halbkovalente B in ­
dungen an die Sauerstoffionen gebunden. Bor kann auch dreieckige B 0 3-Ionen  
bilden. — In den Hohlräumen des Gerüstes können gerüstmodifizierende K ationen  
P latz nehm en, also Alkali-, Erdalkali-, B lei- und die seltener vorkommenden 
Zn-, Bi-, Ti-, Zr-, Sb-, Mn- usw . Ionen. D adurch kommen die verschiedenen  
Gläser zustande, obzwar die O xyde der gerüstbildenden A tom e (mit Ausnahm e 
von  A L 03) selbst und ihre Gem ische auch Gläser bilden können. Die gerüstm odi­
fizierenden Ionen bringen w eitere O-Ionen in das Gerüst m it, wodurch der 
Quotient aus Sauerstoffionen und Summe der gerüstbildenden Ionen

R  =  0 /(B e  +  B - f  A l - f  Si +  P),

welcher für das Gerüst sehr charakteristisch ist, geändert w ird.*
Wenn wir diese A uffassung ausführlicher bearbeiten, können wir einen  

tieferen E inblick  in  die Struktur der Gläser gewinnen. E s ist offenbar, dass 
der Wert von R einen entscheidenden E influss ausübt, da er ein Mass der Ver­
netzung ist.

A uf Grund von zahlreichen Literaturangaben habe ich untersucht, auf 
welche W eise die verschiedenen Eigenschaften des Glases von  den prozentuellen 
Anteilen der bildenden O xyde und von R abhängen.

I. D ie Dichte des Glases

Es fanden sich schon E nde des vorigen Jahrhunderts Bestrebungen, welche  
die E igenschaften des Glases m it seiner chem ischen Zusammensetzung in  Zusam ­
m enhang bringen w ollten. D ie älteren A utoren, wie W in k e l m a n n  und S c h o tt  
[3], H o v e st a d t  und E v e r e t t  [4] u. a., sow ie zahlreiche neuere Autoren (z. B. 
[5]), bem ühten sich, die D ich te von Gläsern aus der Zusam m ensetzung m ittels  
der Formel

1 0 0  _  V , ^
D  ~  d' d" +  "  ‘ d<">

(1)

Die chem ischen Sym bole b ed eu ten  h ier G ram m atom e.
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zu berechnen, wo D  die D ichte des Glases b edeutet, x , x" . . . die prozentuellen  
A nteile der einzelnen Oxyde im  Glas, und d  , d" . . . die für die einzelnen O xyde  
gültigen K onstanten sind. Diese K onstanten sind für dasselbe Oxyd bei den  
verschiedenen Autoren ziem lich verschieden. W enn man aber auf Grund der 
Gleichung (1) m it geeigneten K onstanten die D ichte des Glases und eventuell 
auch andere physikalische Eigenschaften berechnen könnte, dann wäre das 
Glas im wesentlichen ein Gemisch der Oxyde. Freilich sind die aus Gleichung (1) 
berechneten D ichten sogar in einfachen Fällen ungenau, und in komplizierteren 
System en ist der Fehler bedeutend grösser.

Viele andere Tatsachen sprechen auch gegen die prim itive Auffassung, 
welche die Grundlage von G leichung (1 ) b ildet, so dass sie heute bereits garnicht 
mehr in Frage kom m t.

Neuere Forscher, nam entlich H u gg ins  und Mitarbeiter [6, 7, 8 ], w eiter­
hin St e v e l s  [9, 10, 11] und eine gemeinsame M itteilung dieser Verfasser [12] 
geben besser brauchbare Gleichungen, die auch in  ziemlich kom plizierten Fällen  
das Volumen V, welches nach ihrer Definition das Volumen der ein Grammatom  
Sauerstoff enthaltenden Glasmenge ist, mit einem  Fehler von weniger als 2%  
zu berechnen gestatten . H u g g in s  bem üht sich , seine Gleichungen auch th eo ­
retisch zu begründen ; diese Gleichungen enthalten  sehr v iele K onstanten und  
diese sind für verschiedene R -W erte verschieden. Man kann natürlich m it 
solchen, viele K onstanten enthaltende Gleichungen eine gute Übereinstim m ung  
erreichen, aber ihr Gebrauch ist sehr mühsam , und die theoretische D eutung  
is t nicht befriedigend. Die einfachere Gleichung von St e v e l s  is t nur innerhalb 
engerer Grenzen gültig ; sie gibt das durch ih n  definierte V  in  den m eisten  
Fällen m it einem Fehler von weniger als 2%.

In meinen eigenen Berechnungen lege ich das auf ein О fallende absolute 
Volumen v zu Grunde, welches leicht bestim m bar* und wie schon B ragg  und  
W e s t  [13] dargelegt haben, sehr charakteristisch für Silikate is t . In  Strukturen, 
die auf einem dichtestgepackten Sauerstoffionengitter beruhen, ist v rund 
14,0 -1 0  “ cm 3 oder 14,0 Á 3, in der Tat wird aber dieser W ert mir selten ange­
nähert, z. B. in MnO,2 13,9 Á 3, in A120 3 14,2 Á.3, in BeO 13,8 Á 3, aber in MgO 
schon 18,6 A 3 usw. Im  Tiefquarz ist v 18,8 À 3, dagegen im Quarzglas 22,7 À 3, 
da das spezifische Volumen eines glasigen Stoffes im allgem einen grösser ist 
als das des kristallisierten, d. h. geordneten Stoffes.

Ich habe für mehrere hundert einfache und zusam m engesetzte Gläser 
v berechnet. Die Ergebnisse für reine Silikatgläser bzw. für auch andere gerüst- 
bildende Ionen enthaltende Silikatgläser werden im  folgenden gegeben.

* D ie B erechnung  w ird w ie fo lg t d u rch g efü h rt : A us d e r D ichte e rh a lte n  w ir das V olum en 
v o n  100 g Glas ; aus d e r A nalyse k a n n  m an  berechnen, w ieviel Mole S i0 2, N a 20  usw. d a rin  
e n th a lte n  sind. Die Sum m e ih rer О -G ram m ionen m it 6,025 • 1023 m u ltip liz ie rt erg ib t d ie  
ab so lu te  Zahl der O “ -Ionen  in  100 g G las und  dam it v.
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a) Gerüstbildende Oxyde

Die D ichte von Quarzglas beträgt 2,203 g/cm3, daher is t  v 22,70 A 3. — Die 
D ichte des Bortrioxyd-G lases wird durch den eventuellen geringen W asserge­
halt stark beeinflusst ; die als zuverlässigst erscheinende Zahl ist 1,812 g/cm 3 

bei 25°, daraus v =  21,16 À 3. A lum inium oxyd kann m an in  glasigem Zustand  
nicht erhalten. — Die sog. amorphe, m etastabile M odifikation des P20 .  hat die 
D ichte 2,30 g/cm 3, woraus v — 21,34 À 3. Es gibt aber auch P20 5-Glas mit 
v =  2 1 ,1 0  Â 3.

Tabelle 1
V olum ina v v o n  gerüstb ildenden  O x yden  in  glasigem  bzw. am orphem  u n d  krista llis ie rtem  Z u stan d

Verbindung Dichte g/cm3
Volumen v 

pro 0 ~  -Ion, A3

S i0 2-G las............................................................. 2,203 22,70

« a -Q u a rz ...................................................... 2,646 18,85

« ß- Q u a rz ...................................................... 2,536 19,74

« /? -C ris to b a lit............................................. 2,328 21,48

« /3 -T r id y m it............................................... 2,280 2 1 ,8 8

B 20 3-Glas ...................................................... 1,812 21,16

« k r is ta l l is ie r t ........................................ 2,46 18,92

P 4O l0  m etastab il, k ris ta llis ie rt ............ 2,30 20,48

« Glas ( K o r d e s  [14]) ................. 2,235 21 ,10

Durch Zusammenschmelzen v o n S i0 2und B20 3 kann man Gläser bereiten, 
deren D ichte und v -W erte in  Tabelle 2 ersichtlich sind.

Tabelle 2
S i0 2— B 20 3 G läser [15]

Si02 %
0  -g-Ionen 
pro 100 g R

Vol. v pro 0  -Ion
Diff.в ,о , % g/m» von 100 g gern. ber.

6,46 93,54 1,860 53,9 4,241 1,519 21,03 2 1 ,0 2 — 0,01

9,99 90,01 1 ,8 6 8 53,6 4,202 1,527 2 1 ,1 0 21,15 +  0,05

14,81 85,19 1,884 53,0 4,158 1,546 21,17 21,23 +  0,06

24,45 75,55 1,913 52,2 4,070 1,591 21,32 21,30 — 0,02

38,03 61,97 1,961 51,0 3,931 1,632 21,51 21,45 — 0,06

45,51 54,49 1,987 50,4 3,865 1,663 21,64 21,57 — 0,07

52,17 47,83 2,003 49,93 3,797 1,693 21,82 21,69 — 0,13

57,24 42,76 2 ,0 2 2 49,46 3,792 1,719 21,89 21,78 — 0,09
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Die W erte der vorletzten Spalte sind m it der Gleichung

t  =  3 , 8 R +  15,25 (2)

berechnet und stim m en sehr gut mit den gem essenen v überein, die m axim ale  
Differenz ist 0,59% . Man sieht, dass v m it R  linear geht ; au f R  =  1,50 ex tra ­
poliert (B 20 3) ist v 20,95 Á 3 (experim entell 21,16 Á3) und für R  =  2,00 ex tra ­
poliert (S i0 2) v =  22,85 Á3 s ta tt der gem essenen v =  22,70 Â 3, der Fehler ist  
also hier auch weniger als 1,0%  bzw. 0,7% .

Für A120 3—S i0 2 Gläser gibt es nur eine Bestim m ung : das spezifische  
Gewicht des glasigen M ullits, 3A120 3 • 2SiOa, beträgt 2,54 g /cm 3 [16] also v  =  
=  21,42 Â3. Da hier R  =  1,625 ist, stim m t der mit G leichung (2) berechnete  
W ert v =  21,43 vorzüglich m it dem Experim ent überein.

b) Alkalisilikatgläser

Von den durch Zusammenschmelzen von Kieselsäure und A lkalioxyde  
bzw. Karbonate darstellbaren Gläsern sind nur die Natron- und K alisilikat­
gläser genauer bekannt, die grosse industrielle Bedeutung besitzen.

Für reine Lithium silikatgläser ist nur eine Angabe vorhanden: die D ichte  
des glasigen Li2S i0 3 beträgt 2,330 g/cm 3 [16a] ; bei R  =  3,00 is t  also v =  21,36 A 3.

Natrium silikatgläser. In Tabelle 3 sieht m an die V olum ina v pro O -ion  
von verschiedenen Natrium silikatgläsern zusam m en mit den R-W erten, a u f  
Grund von Bestim m ungen von verschiedenen Autoren.

Man sieht, dass v m it R  linear wächst und  zwar nach der Gleichung

v =  3,8 R  +  14,9 , (3)

welche fast identisch m it Gleichung (2) ist, nur im  Wert der additiven  K onstante  
besteht eine geringe Abweichung. Die m axim ale Differenz zwischen experi­
m entellen und durch Gl. (3) berechneten W erten beträgt 0,46% , zwischen  
R  =  2 ,0 5 1 -3 ,0 5 3 .

Kalium silikatgläser. Auch bei diesen Gläsern finden wir einen linearen  
Zusam m enhang zwischen v und R  und zwar in  dem ganzen untersuchten G ebiet 
von R  =  2 ,14—2,49 ist die Gleichung

v =  12 R  -  1,2 (4)

gültig ; die Abweichungen m achen auch hier nur wenige Zehntelprozent au s  
(m axim al 0,35% ).
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Tabelle 3
N a 20 — S i0 2-Gläser [17, 17a, 18]

SiO.% Na20  %
Dichte Volumen 0  -Gramm-

R
Vol. V pro 0  -Ion

Diff.g/cm3 von 100 g 
Glas cm3

ionén 
pro 100 g gern. ber.

95,00 5,00 2,240 44,6 3,241 2,051 22,85 22,70 — 0,15

91,60 8,40 2,268 44,0 3,185 2,089 22,99 22,84 — 0,15

88,17 11,83 2,297 43,5 3,129 2,130 23,12 23,00 — 0 ,1 2

85,04 14,86 2,330 42,9 3,070 2,170 23,20 23,15 — 0,05

82,34 17,66 2,356 42,5 3,025 2,208 23,28 23,29 +  0 ,0 1

79,93 20,07 2,380 42,0 2,984 2,244 23,37 23,43 +  0,06

77,30 22,70 2,402 41,6 2,939 2,285 23,52 23,59 +  0,07

74,65 25,35 2,423 41,3 2,894 2,328 23,69 23,75 +  0,06

73,59 26,41 2,429 41,2 2,877 2,348 23,76 23,84 +  0,08

72,80 27,20 2,440 41,0 2,863 2,363 23,77 23,88 +  0 ,11

70,27 29,73 2,456 40,8 2,820 2,411 23,98 24,07 +  0,09

67,11 32,89 2,478 40,5 2,768 2,475 24,22 24,31 +  0,09

64,34 35,66 2,494 40,1 2,700 2,537 24,50 24,54 +  0,04

60,71 39,29 2,515 39,8 2,655 2,628 24,87 24,89 +  0 ,0 2

55,42 44,58 2,542 39,3 2,563 2,780 25,48 25,47 — 0 ,0 1

51,15 48,85 2,557 39,2 2,490 2,926 26,07 26,03 — 0,04

50,09 49,91 2,560 39,1 2,475 2,966 26,23 26,18 — 0,05

47,94 52,06 2,575 38,8 2,437 3,053 26,45 26,50 +  0,05

Tabelle 4
K 20 — S i0 2-G läser [19]

Volumen 0  = -Gramm- Vol. V  pro 0  -Ion
SiO. % K20  % g/cms von 100 g 

Glas cm3
ionén

pro 100 g
R

gern. ber.
Diff.

82,5 17,5 2,322 43,07 2,926 2,135 24,37 24,42 +  0,05

75,2 24,8 2,375 42,11 2,763 2 ,2 1 0 25,28 25,32 + 0 ,0 4

73,7 26,3 2,389 41,86 2,727 2,228 25,45 25,54 +  0,09

71,7 28,3 2,399 41,68 2,696 2,252 25,74 25,82 +  0,08

70,9 29,1 2,396 41,74 2,665 2,262 25,96 25,94 — 0 ,0 2

67,9 32,1 2,423 41,27 2,597 2,302 26,34 26,42 +  0,08

65,9 34,1 2,426 41,22 2,552 2,330 26,77 26,76 — 0,01

56,7 43,3 2,467 40,54 2,344 2,488 28,69 28,65 — 0,03

c) Erdalkalisilikatgläser

Vom System  BeO — S i0 2 wissen wir nur soviel, dass Quarzglas etw a 5% 
BeO auflösen und in fester Lösung enthalten  kann.
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Über die Dichte von M agnesium oxyd-Silicium dioxydgläser gibt es wenig 
Angaben, da diese sehr leicht kristallisieren, nur von Schmelzen m it 6 0 —69%  
S i0 2 schreiben B o w en  und P o s n ja k  [20], dass sie in  geeigneter Weise abgekühlt 
Gläser ergeben, deren D ichte sie aber n icht bestim m en. N ach L a r se n  [21] ist die 
D ichte von M gSi03-Glas _2,758 g/cm 3 daraus folgt v =  20,22 Â3, R  =  3,00. 

Etw as mehr Angaben besitzen wir über CaO — S i0 3-Gläser (Tabelle 5).

Tabelle 5
CaO— SiO ,-G läser [17]

CaO %
Dichte Volumen 0  -Gramm-

R
Vol. v pro 0  -Ion

Diff.Si02 % g/cm3 von 100 g 
Glas cm3

ionén
pro 100 g gern. her.

62,50 37,50 2,746 36,4 2,752 2,643 21,85 21,89 +  0,04

57,11 42,89 2,835 35,3 2,667 2,805 21,96 22,04 +  0,08

51,74 48,26 2,898 34,5 2,586 3,000 22,18 22,23 +  0,05

48,80 51,20 2,915 34,3 2,541 3,124 22,44 22,35 — 0,09

44,17 55,83 2,953 33,9 2,469 3,354 22,80 22,75 — 0,05

Die V - Werte kann m an durch die Gleichung

v =  0,96 R  +  19,35 (5)

befriedigend wiedergeben, die m axim ale Differenz beträgt 0,40%, im  Bereich 
von R  — 2,643 — 3,354.

Für Strontium - und Barium silikatgläser gibt es leider nur einzelne B estim ­
m ungen, die in Tabelle 6  zu sehen sind.

Tabelle 6
SrO— S i0 2- und  B aO — S i0 2-Gläser [22 ]

S»02 % SrO % Dichte Volumen 0  =  -Gramm-
R

Vol v pro 0  -Ion
Diff.g/cm3 von 100 g 

Glas cm3
ionén 

pro 100 g gern. J her.

53,8 46,2 3,201 31,2 2,240 2,50 23,1 23,1 ± 0

36,8 63,2 3,537 28,0 1,836 3,00 25,3 25,3 ± 0

50,0
B aO %

50,0 3,441 29,0 1,994 2,39 24,2 — —

B ei Strontium gläsern erhalten wir m it der Gleichung

t) =  4 , M +  12,1 (6 )

natürlich völlige Übereinstim m ung, da nur zwei Werte vorhanden sind. Es ist 
anzunehm en, dass Barium das Netzwerk stärker ausdehnt als Strontium , doch  
können wir m angels genügender Daten keine Gleichung aufstellen.
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d) Bleigläser

In der Praxis kommen diese auch vor, obzwar man m eistens alkalihaltige 
Bleigläser verw endet. Durch B lei wird das N etzw erk stark ausgedehnt, wie dies 
aus Tabelle 7 ersichtlich ist.

Tabelle 7
P b O — S i0 2-Gläser [23 ]

SiO, % PbO% Dichte
g/cm1

Volumen 
von 100 g 
Glas cm3

0 — -Gramm­
ionen

pro 100 g
R

Vol. V  pro 0  -Ion
Diff.

gern. her.

8,2 91,8 8,06 12,41 0,684 5,022 30,12 _ _
8,6 91,4 8,12 12,32 0,696 4,860 29,40 — —

13,0 87,0 7,005 14,28 0,822 3,806 28,85 28,70 — 0,15
16,0 84,0 6,94 14,41 0,908 3,414 26,34 — —

17,8 82,2 6,45 15,50 0,960 3,243 26,82 26,84 — 0,02
20,4 79,6 6,14 16,29 1,035 3,053 26,11 26,20 + 0 ,0 9
24,1 75,9 5,74 17,42 1,142 2,848 25,32 25,53 + 0 ,2 1
27,6 72,4 5,28 18,94 1,242 2,706 25,32 25,06 — 0,26
29,0 71,0 5,20 19,23 1,284 2,658 24,84 24,90 + 0 ,0 6
32,3 67,7 4,87 20,53 1,377 2,564 24,73 24,58 — 0,15
33,8 66,2 4,74 21,10 1,421 2,538 24,64 24,50 — 0,14

Das Volum en ändert sich bei Bleigläsern sehr stark und m an kann seinen  
V erlauf durch eine Gerade approximieren. Zwischen R  =  2,538 —• 3,806 gilt die 
Gleichung

V =  3,31 R +  16,1 . (7)

Über R  =  3,806 kann man schon keine G leichung angeben ; bei R  =  4,00 sind  
alle S i0 4-Tetraeder selbstständig, es besteht kein Netzwerk mehr, obgleich  
die Substanz glasig ist.

Die m axim ale Differenz beträgt 1,0% . N ur der Wert für R  =  3,40 fä llt  
ganz aus der R eihe heraus, was gewiss einem  Messfehler oder Druckfehler für  
die D ichte zuzuschreiben ist (die Abnahme der Dichte für eine Abnahme von  
3% des PbO -G ehaltes ist viel zu klein gegen die Abnahme der Dichte für die 
folgende Probe, R  =  3,24 die nur 1,8% weniger PbO enthält).

W egen des grossen Ionenradius des Pb"+-Ions sollte m an eine viel grössere 
Ausdehnung erwarten, doch steh t dem die doppelte positive Ladung entgegen ; 
die Achtzehnerschale muss auch einen E in fluss haben.

Andere Silikatgläser aus zwei K om ponenten sind au f ihre Dichte nicht 
untersucht.
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e) Silikatgläser aus drei Komponenten

Ausgehend von den Gleichungen der zweikom ponentigen Silikatgläser ist 
es gelungen, die Gleichungen für v der dreikom ponentigen Silikatgläser zu finden. 
Wir können zwei Fälle unterscheiden ; im ersten ist das dritte O xyd gerüst- 
bildend, im zweiten gerüstmodifizierend.

1 . Alkalisilikatgläser m it zwei gerüstbildenden Oxyden

W ird zu einem Alkalisilikatglas ein gerüstm odifizierendes O xyd zugegeben, 
so finden wir, dass für die Volum ina v pro О -Ion solcher Gläser dieselben 
Gleichungen ihre Gültigkeit behalten, die für die entsprechenden zweikom ponenti­
gen Alkalisilikatgläser aufgestellt wurden ; v wird also eindeutig durch die 
Änderung von R  bestim m t. Es ist also unnötig, eine dritte K onstante einzu­
führen. Die additive K onstante erleidet eine geringe M odifizierung.

Tritt zum Glas N a20 —S i0 2 noch A130 3 hinzu, so entstehen die Gläser 
der Tabelle 8 . Für diese gilt die Gleichung

v =  3,8 R  +  15,1, (8 )

Tabelle 8
N a 20 — A120 3— S i0 2-Gläser [24, 25 ]

SiO, % Al,0,% Dichte
g/cm3

Volumen 
von 100 g 
Glas cm3

0 -
Gramm­

ionen pro
100 g

R
Vol. V  pro 0  -Ion

Diff.Na.O % Na, 0 
Mole gern. her.

50,32 2,86 46,82 0,755 2,560 39,06 2,513 2,81 25,79 25,78 — 0,01
50,57 7,00 42,43 0,687 2,549 39,23 2,573 2,63 25,31 25,10 — 0,21

50,89 9,57 39,54 0,638 2,541 39,35 2,614 2,52 24,95 24,67 — 0,28
55,25 9,83 34,92 0,563 2,518 39,71 2,689 2,42 24,51 24,28 — 0,23
55,86 4,83 39,23 0,633 2,530 39,53 2,634 2,57 24,91 24,85 — 0,06
60,78 1,09 38,13 0,615 2,517 39,73 2,670 2,58 24,69 24,94 +  0,26
60,88 9,59 29,53 0,476 2,489 40,18 2,784 2,33 23,92 23,95 +  0,03
65,10 9,96 24,94 0,402 2,461 40,63 2,862 2,24 23,57 23,60 + 0 ,0 3
71,08 9,32 19,60 0,316 2,421 41,31 2,955 2,16 23,21 23,33 + 0 ,1 2

75,21 5,12 19,67 0,317 2,402 41,63 2,969 2,20 23,27 23,44 +  0,17
68,8 19,4 11,8 0,190 2,373 42,2 3,056 2,00 22,84 22,70 — 0,14
74,30 2,79 22,76 0,367 2,429 41,1 2,924 2,26 23,35 23,59 + 0 ,2 4

73,30 4,27 22,22 0,358 2,425 41,2 2,924 2,24 23,4 23,52 + 0 ,1 2
72,05 6,97 20,74 0,335 2,418 41,4 2,978 2,14 23,1 23,23 + 0 ,1 3

72,19 9,04 18,87 0,304 2,410 41,5 2,974 2,15 23,2 23,27 + 0 ,0 2
71,56 12,79 15,49 0,250 2,401 41,6 3,005 2,08 23,0 23,00 ± 0
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die nur im  Wert der additiven K onstante von der Gleichung (3) geringfügig 
abweicht. In  dem untersuchten, breiten Gebiet zwischen R  =  2 ,00—2,81 beträgt 
der m axim ale Fehler 1,1% .

W ird zu Natrium silikat als dritte Komponente Bortrioxyd hinzugegeben, 
so kann m an v w iederum  m it Gleichung (3) berechnen, aber hier muss schon die 
vorhandene Menge des N atrium oxyds berücksichtigt werden. Wird die Zahl der 
g-Ionen N a in 100 g Glas m it Na* bezeichnet, so erhalten wir v aus der Gleichung

v =  3,8 R  — 2Na* +  14,65 (9)

im B ereich R  =  1,838 —  2,120 m it einer m axim alen Abweichung von  1,7 °/0. 
Bei höheren jR-Werten gilt diese Gleichung nicht mehr.

Tabelle 9
N a20 —B 20 3— S i0 2-Gläser [26]

Na.O
Mole

Dichte
g/cm3

Yol. von 0 ~ - Vol. v pro 0 -Ion Ä3
SiO,% B2o :;% I4Ta.O% AI.03% 100 g

Glas cm3
Gramm­
ion pro 
100 g

К
gem. ber.

Diff.

74,22 4,46 19,92 0,322 1,07 2,429 41,17 3,017 2,178 22,65 — —

71,56 8,28 18,86 0,304 1,08 2,471 40,47 3,076 2,120 21,84 21,50 — 0,34

68,39 11,29 19,04 0,308 1,10 2,492 40,13 3,102 2,090 21,47 21,37 — 0,10

64,72 14,45 20,09 0,325 0,78 2,506 39,90 3,126 2,072 21,19 21,23 +  0,04

61,28 18,84 19,04 0,308 0,82 2,513 39,79 3,184 2,018 20,75 21,09 + 0 ,3 4

50,04 28,83 20,44 0,331 0,83 2,489 40,18 3,262 1,945 20,45 20,72 +  0,27

35,22 39,99 23,87 0,385 0,91 2,453 40,77 3,312 1,886 20,44 20,28 — 0,16
32,23 43,70 23,30 0,376 0,91 2,426 41,22 3,362 1,855 20,35 20,20 — 0,15

70,75 18,71 9,89 0,159 0,89 2,345 42,64 3,348 1,932 21,14 21,35 +  0,21

74,91 12,45 11,36 0,184 0,94 2,417 41,37 3,241 1,997 21,18 21,52 + 0 ,3 4

67,18 21,81 10,26 0,166 0,95 2,321 43,08 3,367 1,911 21,23 21,26 +  0,03

61,94 25,82 11,33 0,183 0,95 2,286 43,74 3,385 1,890 21,45 21,09 — 0,36

57,87 31,26 9,64 0,156 1,06 2,267 44,11 3,458 1,838 21,18 21,02 — 0,16

(D ie Dichte des ersten Glases ist offenbar fehlerhaft, da bei nahezu gleichem  
N a20-G eh alt die D ichte des Glases m it grösserem S i0 2- und kleinerem B 20 3- 
Gehalt grösser sein sollte, und nicht von der Grösse, die in der Tabelle ange­
geben ist.)

Es gibt auch Bestim m ungen iür BeO-haltige A lkalisilikatgläser. Das 
Beryllium ion kom m t wegen seiner K leinheit immer in tetraedrischen Koordina­
tion  vor, daher gehört es zu den gerüstbildenden Ionen. Das wird auch durch 
die D aten der Tabelle 10 bestätigt : v wächst auch in diesen Gläsern linear 
m it R , wenn man R  entsprechend kalkidiert (also R  =  0 /(S i-f-  Be) berechnet).
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Die Gleichung (3) wird nur im  Wert der additiven K onstante ein w en ig  
m odifiziert :

V =  3,8 R  +  14,6 . (10)

Die Gläser der Tabelle 10 stam m en aus zwei verschiedenen Reihen. Für 
beide ist obige Gleichung gültig ; in der ersten Reihe ist die m axim ale A bw ei-

Tabelle 10
N aäO— BeO— S i0 2-Gläser [27, 28 ]

Si02 Na,0 BeO Dichte У
0 -

Gramm - R
Vol. V pro 0 -Ion

Diff.Mole Mole Mole g/cm“ cm8 ionén 
pro V gern. her.

4,25 1,00 0,50 2,417 137,0 10,00 2,10 22,73 22,58 — 0,15
4,25 1,00 0,75 2,432 138,0 10,25 2,05 22,35 22,38 +  0,03
4,25 1,00 1,00 2,444 139,9 10,50 2,00 22,11 22,20 + 0 ,0 9
4,25 1,00 1,25 2,456 141,8 10,75 1,955 21,88 22,03 + 0 ,1 5
4,00 1,00 0,50 2,427 128,8 9,50 2,11 22,50 22,62 +  0,12
4,00 1,00 0,75 2,440 131,6 9,75 2,05 22,40 22,40 ±0
4,00 1,00 1,00 2,450 133,4 10,00 2,00 22,14 22,20 +  0,06
4,00 1,00 1,25 2,461 135,3 10,25 1,95 21,91 22,01 +  0,10
3,75 1,00 0,50 2,438 122,9 9,00 2,12 22,65 22,65 ±0
3,75 1,00 0,75 2,455 124,6 9,25 2,06 22,31 22,41 +  0,10
3,75 1,00 1,00 2,467 126,5 9,50 2,00 22,10 22,20 +  0,10
3,75 1,00 1,25 2,478 128,3 9 ,75 1,95 21,84 22,01 +  0,17
3,50 1,00 0,50 2,449 116,2 8,50 2,125 22,68 22,68 ±0
3,50 1,00 0,75 2,464 118,1 8,75 2,06 22,40 22,42 +  0,02
3,50 1,00 1,00 2,479 119,8 9,00 2,00 22,10 22,20 + 0 ,1 0

3,50 1,00 1,25 2,488 121,8 9,25 1,95 21,84 22,01 +  0,17

—
Dichte
g/crn3

V olumen u - Vol. V pro 0 -Ion
Si02% Na,0% BeO% von 100 g 

Glas cm3
Gramm­

ionen pro
100 g

R
gern. her.

Diff.

70,08 24,18 4,78 2,462 40,62 2,935 2,14 22,98 22,73 — 0,25
67,00 23,12 8,96 2,485 40,24 2,982 2,00 22,39 22,20 — 0,19
64,21 22,16 12,75 2,505 39,92 3,024 1,90 21,91 21,82 — 0,09
61,38 21,18 16,61 2,520 39,68 3,068 1,808 21,47 21,46 — 0,01
58,89 20,32 19,99 2,531 39,51 3,107 1,734 21,11 21,18 +  0,07
56,90 19,64 22,69 2,541 39,35 3,137 1,680 20,82 20,98 + 0 ,1 6
54,59 18,84 25,83 2,542 39,34 3,171 1,624 20,59 20,67 +  0,08
52,81 18,22 28,25 2,550 39,22 3,199 1,583 20,35 20,61 +  0,26
50,82 17,54 30,95 2,548 39,25 3,229 1,542 20,18 20,45 +  0,27

V ist das Volumen der Molensumme Si02 +  Na20  +  BeO.
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chung 0,77% , in der zw eiten 1,3% , offensichtlich durch geringe system atische  
Fehler der verschiedenen Autoren.

In der Gläsern der zw eiten R eihe ist auch 0,5—0,7%  A120 3 vorhanden, 
das bei der Berechnung der О -Grammionenzahl bzw. von R  in Betracht gezogen  
wurde.

D as Volum v von BeO -haltigen K alium silikatgläsern kann m an auch 
durch eine lineare G leichung berechnen, die aber nicht aus der Gleichung (4) 
der K alium silikatgläser folgt. Offenbar wird das grosse Volumen der K alium ­
silikatgläser durch das kleine, doppelt geladene B e2+-Ion stärker zusam m en­
gezogen, und wir finden  für v die Gleichung

v =  5 R +  1 4 ,8 , (11)

wobei der m axim ale Fehler 1,45% beträgt. Hier hat aber auch das Verhältnis 
B eO /S i02 einen geringen E influss. In  Tabelle 11 ist die Zusam m ensetzung in 
Molen angegeben, V  bedeutet hier also das Volumen der Molensumme S i0 2 +  
+  K 20  +  BeO.

Tabelle 11
K 20 — BeO— S i0 2-G läser [29 ]

Si02
Mole

K20
Mole

BeO
Mole

Dichte
g/cm3

V
cm8

0 = -
Gramm-

ionen
R

Vol. v pro 0 -Ion
Diff.

gern. ber.

3,00 1,00 1,25 2,483 122,9 8,25 1,941 24,78 24,50 — 0,28

3,00 1,00 1,50 2,477 125,6 8,50 1,890 24,52 24,25 — 0,27

3,00 1,00 1,75 2,473 128,1 8,75 1,842 24,30 24,02 — 0,28

3,25 1,00 1,25 2,476 129,1 8,75 1,945 24,54 24,54 ± 0

3,25 1,00 1,50 2,472 131,8 9,00 1,894 24,32 24,34 + 0 ,0 2

3,25 1,00 1,75 2,467 134,3 9,25 1,850 24,10 24,04 — 0,06

3,50 1,00 1,25 2,468 135,7 9,25 1,95 24,37 24,55 +  0,18

3,50 1,00 1,50 2,463 138,5 9,50 1,90 24,21 24,30 +  0,09

3,50 1,00 1,75 2,458 141,2 9,75 1,86 24,05 24,10 + 0 ,0 5

3,75 1,00 1,25 2,464 141,9 9,75 1,95 24,20 24,55 + 0 ,3 5

3,75 1,00 1,50 2,459 144,8 10,00 1,905 24,01 24,32 + 0 ,3 1

3,75 1,00 1,75 2,455 147,2 10,25 1,86 23,82 24,10 +  0,28

2. Dreikomponentige Gläser m it gerüstmodifizierendem Oxyd

W ir besitzen leider keine D aten über Natronsilikatgläser, die auch andere 
einwertige Oxyde enthalten.

W ird in N atrium silikatgläsern ein E rdalkalioxyd eingetragen, so zieht 
dies das Volumen gegenüber dem des reinen Narium silikatglases m it gleichem
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R  zusammen, und zwar proportional mit den vorhandenen Molen des Erdalkali­
oxyds. Für M agnesiumnatriumsilikatgläser werden die folgenden W erte erhalten  
(Tabelle 12).

Tabelle 12
ISa20 —MgO—Si02-Gläser [30]

Volumen o = - Vol. V  pro 0 -Ion
SiO,% Na.O% MgO% Ala03% g/cm3 von 100 g 

Glas cm3
Gr-ionen 
pro 100 g

R
gern. ber.

Diff.

74,07 24,23 1,10 0,37 2,432 41,12 2,893 2,335 23,57 23,56 — 0,01
75,0 22,12 2,49 0,26 2,427 41,21 2,924 2,331 23,33 23,36 +  0,03
75,19 19,83 . 4,20 0,52 2,421 41,30 2,941 2,331 23,20 23,15 — 0,05
77,09 16,05 6,10 0,68 2,410 41,50 2,997 2,310 22,76 23,83 +  0,07
76,86 14,55 7,46 0,93 2,403 41,62 2,999 2,317 22,75 23,69 — 0,06
78,28 11,76 9,30 0,91 2,395 41,76 3,054 2,312 22,34 23,44 +  0,10

Die Gläser enthielten auch geringe Ál20 3-Mengen, die bei der Berechnung 
in Betracht gezogen wurden.

W enden wir für diese D aten die Gleichung

V =  3,8 R -  5Mg* +  14,8 (12)

an, wo Mg* die Zahl der M g-g-Ionen in 100 g Glas bedeutet, so ist die m axim ale 
Abweichung nur 0,4% . Allerdings bewegt sich R  bei den zur Verfügung stehenden  
Bestim m ungen nur zwischen 2 ,310—2,335.

Ganz ähnliche Ergebnisse erhalten wir bei den Natronkalkgläsern (Tabel­
le 13).

Auch für diese Gläser ist Gleichung (3) m it entsprechender Modifizierung 
für die zusammenziehende W irkung des Ca2 -Ions gültig :

V =  3,8 R -  5Ca* +  14,9, (13)

wo Ca* die Zahl der g-Ionen in 100 g Glas ist. Sogar die additive K onstante stim m t 
m it der Gleichung (3) überein. Im  sehr breiten Bereich von R  =  2,11 — 3,203 
ist der m axim ale Fehler 0,9% .

Strontium haltige Natrongläser wurden auch dargestelll (Tabelle 13a). 
Diese W erte können m it der Gleichung*

V =  3,8 R  -  3 Sr* +  14,9 (14)

* Sr* b e d eu te t die G ram m atom zah l des Sr in  100 g Glas.

4 Acta Physiea VIII/1—2.
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Tabelle 13

N a 20 — CaO— S i0 2-G läser 1 7 ]

CaO Diehte Volumen 0 = -
R

Vol. V pro 0 -Ion
Diff.Si03% NaaO% CaO% Mole g/cm» von 100 g 

Glas cm3
Gr-ionen 
pro 100 g gern. ber.

90,00 6,00 4,00 0,071 2,311 43,27 3,168 2,114 22,65 22,58 — 0,07

86,00 8,00 6,00 0,107 2,355 42,46 3,096 2,165 22,75 22,60 — 0,15

86,10 10,89 3,01 0,054 2,345 42,65 3,093 2,111 22,88 22,76 — 0,12

81,80 6,55 11,65 0,208 2,421 41,30 3,038 2,230 22,56 22,55 — 0,01

78,0 12,0 10,0 0,178 2,455 40,73 2,971 2,290 22,75 22,72 — 0,03

75,21 17,25 7,54 0,135 2,475 40,40 2,927 2,336 22,91 22,97 +  0,06

74,15 20,73 5,12 0,091 2,469 40,50 2,897 2,344 23,20 23,37 + 0 ,1 7

70,66 24,02 5,32 0,095 2,495 40,07 2,839 2,413 23,43 23,60 +  0,17

70,70 9Д1 20,19 0,361 2,585 38,76 2,866 2,441 22,44 22,38 — 0,06

66,48 23,45 10,07 0,180 2,547 39,26 2,769 2,506 23,53 23,53 ± 0

66,78 5,98 27,24 0,489 2,654 37,68 2,812 2,527 22,24 22,06 — 0,18

61,36 28,60 10,04 0,179 2,575 38,83 2,697 2,639 23,90 24,03 +  0,13

61,12 10,42 28,46 0,508 2,702 37,01 2,717 2,670 22,60 22,51 — 0,09

55,31 9,97 34,72 0,620 2,773 36,06 2,627 2,845 22,84 22,62 — 0,22

55,26 33,87 10,87 0,195 2,610 38,32 2,597 2,823 24,48 24,66 +  0,18

53,52 4,44 42,04 0,750 2,838 35,24 2,605 2,920 22,45 22,25 — 0,20

52,57 39,91 7,52 0,134 2,601 38,44 2,546 2,911 25,06 25,29 +  0,23

51,35 18,00 30,65 0,547 2,761 36,22 2,553 2,989 23,54 23,52 — 0,02

46,86 7,98 45,16 0,806 2,863 34,92 2,498 3,203 23,20 23,05 — 0,15

46,23 36,50 17,27 0,308 2,681 37,30 2,453 3,186 25,23 25,47 +  0,24

Tabelle 13a*
N a 20 — SrO— S i0 2-G läser [31 ]

SiO*% ai2o3% Na,0% SrO% SrO
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen 
von 100 g 
Glas cm3

0 ~- 
Grauim- 

ionen 
pro 100 g

я

Vol. V pro O -Ion 

gem. j ber.
Diff.

74,1 0,3 17,3 7,9 0,076 2,511 39,82 2,837 2,290 23,29 23,38 +  0,09

70,7 0,1 17,0 11,9 0,115 2,587 38,65 2,751 2,239 23,32 23,44 +  0,12

66,6 0,2 17,3 15,6 0,151 2,669 37,46 2,661 2,400 23,76 23,58 — 0,18

76,0 0,2 15,4 8,1 0,078 2,496 40,06 2,869 2,258 23,17 23,24 +  0,07

71,9 0,1 15,7 12,2 0,118 2,578 38,88 2,770 2,310 23,29 23,33 +  0,04

68,0 0,1 15,8 16,0 0,154 2,659 37,61 2,683 2,364 23,27 23,43 + 0 ,1 6

77,7 0,2 13,8 8,2 0,079 2,475 40,40 2,898 2,232 23,12 23,14 +  0,02

73,5 0,3 13,9 12,0 0,116 2,557 39,11 2,799 2,257 23,19 23,13 — 0,06

69,5 0,2 14,0 16,0 0,154 2,639 37,87 2,704 2,325 23,24 23,28 + 0 ,0 4

* D as vo rh an d en e  S 0 3 (0,1— 0,2% ) is t e ingerechnet.
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befriedigend berechnet werden ; der maxim ale Fehler beträgt 0,76%  im  Bereich 
von R  =  2 ,2 3 2 -2 ,4 0 0 .

Für Natrongläser m it BaO-Gehalt erhalten wir Tabelle 14.

Tabelle 14
N a20 — B aO — S i0 2-Gläser [32 ]

BaO
Moli-

Dichte
g/cm3

Volumen 0 ~ - Vol. V  pro О -Ion
Si02% A120 3% Na,00/o BaO% von 100 g 

Glas, cm3
Gramm­
ionen 

pro 100 g
r

gern. her.
Diff.

72,86 0,71 23,30 3,03 0,020 2,480 40,32 2,841 2,316 23,55 23,70 +  0,15
71,46 0,68 21,95 5,98 0,039 2,518 39,71 2,792 2,322 23,61 23,70 + 0 ,0 9
70,83 0,61 20,11 8,59 0,056 2,570 38,91 2,756 2,314 23,44 23,67 +  0,23
68,72 0,57 19,49 11,07 0,072 2,606 38,37 2,692 2,328 23,66 23,71 + 0 ,0 5

68,33 0,43 17,39 14,16 0,092 2,654 37,68 2,659 2,322 23,52 23,68 + 0 ,1 6
66,33 0,58 15,89 17,28 0,113 2,715 36,83 2,589 2,320 23,61 23,66 + 0 ,0 5
64,94 0,95 14,98 19,38 0,126 2,762 36,21 2,557 2,326 23,50 23,68 + 0 ,1 8

62,67 1,29 11,72 24,25 0,158 2,858 34,99 2,470 2,310 23,51 23,60 +  0,09
63,18 1,92 12,52 22,37 0,146 2,813 35,55 2,507 2,301 23,54 23,58 + 0 ,0 4

59,97 2,47 11,20 26,15 0,170 2,884 34,67 2,419 2,311 23,79 23,60 — 0,19

Das vorhandene A120 3 wurde in B etracht gezogen.
Man sieht, dass Barium  das Volum en v kaum m odifiziert. W ir erhalten  

gute Übereinstimmung mit

v =  3,8 R -  0,5 Ba* +  14,9, (15)

wo Ba* die Zahl der BaO-Mole in 100 g Glas bedeutet. D ie maximale Abweichung  
macht im  Bereich von R  =  2,301 — 2,328 — wofür wir Bestim m ungen haben — 
0,8% aus.

B leioxyd m odifiziert das Volum en v ebenfalls, hier wird aber v etwas 
ausgedehnt, wie aus Tabelle 15 bzw. Gleichung (16) zu ersehen ist :

» =  3,8 R  +  0,5 Pb* +  14,9 . (16)

(Pb* ist die Grammionzahl des Pb in  100 g Glas).
In den ersten 8 Gläsern ist noch 0 ,40—0,56% A120 3 vorhanden, das in  

Betracht gezogen wurde.
Für R  =  2,265—2,549 ist die m axim ale Abweichung 1,1%, für grössere 

Werte von R  bekommen wir m it dieser Gleichung keine guten Ergebnise mehr.
Die experim entellen D aten für Z inkoxyd enthaltende Natrium silikatgläser 

finden sich in Tabelle 16. D ie aus ihnen berecheten r-W erte weichen von  denen

4 *
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Tabelle 15
N a20 — PbO — S i0 2-G läser [33, 34 ]

Na,0<% PbO% PbO Dichte Volumen 0  = -Gr
R

Vol. V pro 0  -Ion
Diff.SiOs% Mole g/cm3 von 100 g

Glas, cm3
ionén 

pro 100 g gern. ber.

72,86 22,62 3,75 0,017 2,505 39,92 2,815 2,304 23,48 23,67 +  0,19

70,97 20,49 7,89 0,035 2,584 38,70 2,743 2,304 23,42 23,68 +  0,26

67,78

ЮVO00 12,56 0,056 2,636 37,94 2,626 2,308 23,97 23,70 — 0,27

65,81 17,73 15,70 0,070 2,725 36,70 2,564 2,318 23,79 23,75 — 0,04

64,55 15,55 19,11 0,086 2,811 35,57 2,499 2,305 23,64 23,70 + 0 ,0 6

62,44 15,35 22,31 0,100 2,885 34,66 2,442 2,328 23,59 23,80 +  0,21

60,88 14,00 24,46 0,110 2,927 34,16 2,380 2,327 23,89 23,81 — 0,08

59,34 12,31 27,77 0,124 2,996 33,38 2,313 2,320 24,00 23,78 — 0,22

70,0 25,0 5,0 0,022 2,531 39,50 2,755 2,365 23,86 23,90 + 0 ,0 4

70,0 20,0 10,0 0,045 2,610 38,30 2,697 2,316 23,56 23,72 +  0,16

70,0 15,0 15,0 0,067 2,701 37,05 2,639 2,265 23,28 23,54 + 0 ,2 6

65,0 20,0 15,0 0,067 2,742 36,50 2,554 2,360 23,70 23,90 +  0,20

65,0 15,0 20,0 0,090 2,836 35,30 2,496 2,307 23,44 23,71 + 0 ,2 7

60,0 25,0 15,0 0,067 2,783 35,92 2,466 2,471 24,18 24,32 +  0,14

60,0 20,0 20,0 0,090 2,887 34,63 2,409 2,414 23,87 24,12 +  0,25

60,0 15,0 25,0 0,112 2,981 33,54 2,350 2,355 23,69 23,91 + 0 ,2 2

60,0 10,0 30,0 0,134 3,075 32,52 2,291 2,296 23,57 23,70 + 0 ,1 3

50,0 20,0 30,0 0,134 3,172 31,50 2,121 2,549 24,67 24,66 — 0,01

mit der Gleichung

V =  3,8 R -  2 Zn* +- 14,5 (17)

berechneten m axim al um 1,2% ab (Zn*: Grammionen Zn in 100 g Glas).

Tabelle 16
N a20 — ZnO— S i0 2-G läser [35]

SiO,% Al.,03% Na20% ZnO% ZnO
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen 
von 100 g 
Glas cm3

0 ~ -G r. 
ionén 

pro 100 g
R

Vol. V  pro 0 -Ion 

1 ,gern. ; her.
Diff.

74,09 0,72 24,12 1,29 0,016 2,542 40,78 2,892 2,319 23,41 23,29 — 0,12

73,48 0,84 21,95 3,51 0,043 2,467 40,54 2,917 2,354 23,07 23,36 -1-0,29

73,52 0,97 20,69 4,55 0,056 2,482 40,29 2,865 2,305 23,34 23,15 — 0,19

73,36 0,94 19,52 6,12 0,075 2,505 39,92 2,860 2,308 23,17 23,12 — 0,05

75,06 0,94 17,12 6,70 0,082 2,487 40,21 2,884 2,276 23,14 22,99 — 0,15

72,11 0,93 17,28 9,24 0,117 2,525 39,60 2,823 2,318 23,28 23,08 — 0,20

72,46 0,66 15,46 11,13 0,137 2,543 39,32 2,821 2,316 23,13 23,03 — 0,10

71,94 1,85 14,76 11,39 0,140 2,550 39,22 2,826 2,292 23,03 22,93 — 0,10
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W istm uthaltige Gläser können dargestellt werden, ihre Zusam m ensetzung  
und D ichte ist in Tabelle 16a enthalten.

Tabelle 16a
N a20 — B i20 3— S i0 2-Gläser [36 ]

Bi203
Mole

Dichte
g/cm3

V olumen 0 - Yol. V  pro 0 -Ion
Si02% Na,0% I!iaO,% von 100 g 

Glas cm3
Gramm 
ionén 

pro 100 g
R

gern. ber.
Diff.

63,82 23,78 12,40 0,027 2,717 36,81 2,589 2,438 23,60 23,74 + 0 ,1 4

62,99 24,30 12,71 0,027 2,725 36,70 2,569 2,451 23,71 23,73 +  0,02

56,60 22,73 20,67 0,044 2,941 34,00 2,383 2,530 23,68 23,73 + 0 ,0 5

56,13 21,87 22,00 0,047 2,956 33,83 2,362 2,529 23,77 23,67 — 0,10

19,65 20,83 29,52 0,063 3,171 31,54 2,177 2,636 24,04 23,79 — 0,24

51,16 19,18 29,66 0,064 3,180 31,45 2,203 2,589 23,70 23,59 — 0,21

47,43 18,23 34,34 0,074 3,333 30,00 2,094 2,654 23,77 23,65 — 0 , 1 2

50,50 14,99 34,51 0,074 3,370 29,67 2,144 2,552 22,97 23,27 +  0,30

40,74 14,24 44,92 0,096 3,763 26,57 1,874 2,764 23,53 23,67 +  0,14

39,77 14,48 45,75 0,098 3,73 26,81 1,852 2,798 24,02 23,75 — 0,27

33,58 13,55 52,87 0,113 4,110 24,33 1,674 2,995 24,11 24,25 +  0,14

Wird die Zahl der Grammionen Bi in 100 g Glas mit Bi* bezeichnet, so 
erhalten wir für das Volum pro О -Ion die G leichung

V =  3,8 К — 9 Bi* +  14,9 (18)

von R  =  2,438—2,995 m it einem m axim alen Fehler von 1,3%. Man sieht, dass 
der dreiwertige W ism ut stärker als die zweiwertigen Ionen (z. B . Mg" , Ca" ) 
wirkt.

Bei titanhaltigen Natronsilikatgläsern sehen wir, dass Ti eine noch stärkere 
zusammenziehende W irkung ausübt (Tabelle 17).

Tabelle 17
N aaO— TiO,,— S i0 2-Gläser [37]

TiO*
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen 0 - Vol. V  pro О -Ion
SiO.% AL03% Na,0% TiO,% von 100 g 

Glas cm3
Gramm 
ionén 

pro 100 g
R

gern. her.
Diff.

74,58 1,06 22,40 2,04 0,025 2,435 41,07 2,930 2,314 23,25 23,17 — 0,08

76,30 1,06 18,22 4,52 0,056 2,446 40,87 2,985 2,305 22,73 22,79 + 0 ,0 6

73,56 1,30 16,98 8,06 0,102 2,467 40,54 2,976 2,381 22,58 22,58 ± 0

73,00 1,25 15,95 9,89 0,123 2,483 40,27 2,974 2,403 22,46 22,43 — 0,03
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V =  3,8 R  -  11 Ti* +- 14,65 (19)

berechnet, wo Ti* die in  100 g Glas vorhandenen Grammione T i bedeutet, 
so erhalten wir einen m axim alen Fehler von 0,35% im  Bereich R  =  2 ,3 0 5 —2,403; 
ausserhalb dieser К -W erte haben wir keine Bestim m ungen zur Verfügung.

Schliesslich teile  ich die Ergebnisse für einige Z r02-haltige N atronsilikat­
gläser in  Tabelle 18 m it.

Den Prozentzahlen für N a20  sind die vorhandenen Spuren von CaO, denen für
A120 3 die Spuren von F e20 3 zugerechnet.

W erden die t>-Werte durch die Gleichung

Tabelle 18
N a2— Z r 0 2— S i0 2-Gläser [38]

Si02% ^2^3% Na20% Zr0.2% ZrO,
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen 
von 100 g 
Glas, cm3

O ^ -
Graimn- 

ionen 
pro 100 g

R
Vol. v pro О -Ion 

gern. bcr.
Diff.

74,14 0,74 22,65 2,67 0,022 2,456 40,72 2,898 2,322 23,32 23,46 +  0,14

72,80 1,41 22,20 3,63 0,029 2,465 40,57 2,880 2,324 23,38 23,39 + 0,01

72,96 1,45 20,17 5,54 0,045 2,488 40,19 2,886 2,324 23,11 23,23 + 0 ,1 2

71,97 0,91 18,96 8,53 0,069 2,521 39,67 2,858 2,350 23,04 23,09 + 0 ,0 5

72,10 0,79 16,95 10,54 0,086 2,505 39,92 2,867 2,362 23,12 22,97 — 0,15

65,59 1,29 21,63 11,36 0,092 2,585 38,68 2,753 2,469 23,32 23,32 ±  o
65,08 1,04 18,78 15,02 0,122 2,626 38,08 2,743 2,487 23,04 23,09 + 0 ,0 5

61,10 1,51 21,92 15,44 0,125 2,670 37,45 2,658 2,539 23,39 23,28 — 0,11

56,38 1,29 21,26 20,96 0,170 2,753 36,32 2,597 2,694 23,21 23,40 +  0,19

W ird das Volumen v durch die Gleichung

V =  3,8 R — 10 Zr* +  14,85 (20)

berechnet, wo Zr* die Molenzahl des Z r02 bedeutet, so erhalten wir eine m axi­
m ale Abweichung von 0,8% im Bereich R  =  2 ,322—2,694.

In K alium silikatgläsern üben zweiwertige Ionen eine ähnliche Wirkung 
aus, d. h. sie verringern das v des K alisilikatglases proportional zu ihrer Molen­
zahl. Die D aten von K 20 —MgO—SiOa-Gläsern finden  sich in Tabelle 19. Die 
D ichten sind nur auf zwei Stellen nach dem K om m a bestimmt.

Für die obigen Gläser kann m an die Gleichung

v =  12 R 13 Mg* — 0,6 (21)

anwenden, wo Mg* die Zahl der MgO-Molen in 100 g Glas angibt. Zwischen 
R =  2 ,259—2,667 ist die m axim ale Abweichung 1,26% .
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Tabelle 19
K 20 — MgO— S i0 2-Gläser [39 ]

MgO
Mole

Dichte
g/cm»

Volumen 0=- Vol. V pro 0 -Ion
SiO..% K,0% MgO% von 100 g 

Glas cm3
Gramm­

ionen 
pro 100 g

R
gern. her.

Diff.

82,00 5,50 12,50 0,310 2,34 42,74 3,096 2,270 22,90 22,61 — 0,29
75,56 13,17 11,27 0,280 2,39 41,84 2,934 2,334 23,67 23,67 ± 0
73,50 24,00 2,50 0,062 2,36 42,37 2,763 2,259 25,45 25,61 +  0,16
69,06 21,67 9,27 0,230 2,38 42,02 2,758 2,400 25,28 25,11 — 0,17
69,00 8,00 23,00 0,571 2,50 40,00 2,952 2,571 22,48 22,72 + 0 ,2 4
67,33 17,60 15,07 0,374 2,44 40,98 2,801 2,500 24,28 24,20 — 0,07
63,00 34,00 3,00 0,074 2,38 42,02 2,531 2,415 27,55 27,32 — 0,23
57,26 29,93 12,81 0,118 2,40 41,67 2,542 2,667 27,20 27,27 +  0,07

Man sieht, dass m an hier auch von der für das einfache K alisilikatglas 
gültigen Gleichung (4) ausgehen und der zusammenziehenden W irkung des 
Magnesiums Rechnung tragen m uss, welche — offenbar wegen des keinen 
Ionenradius — sehr gross ist.

D aten von K 20  — CaO—SiOa-Gläsern sieht m an in Tabelle 20.

Tabelle 20
K.,0— CaO— S i0 2-Gläscr [40 ]

SiO,% K.O% CaO% CaO
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen 
von 100 g 
Glas cm3

0  = - 
Gra mill­

ion en 
pro 100 g

R
Vol. V pro O -Ion

I
gem. J  ber.

Diff.

85,1 5,1 9,8 0,125 2,360 42,37 3,061 2,162 23,02 22,74 — 0,28
79,3 11,6 9,1 0,162 2,412 41,46 2,925 2,210 23,52 23,56 + 0 ,0 4
75,2 19,8 5,0 0,089 2,412 41,46 2,801 2,240 24,55 24,69 + 0 ,1 4
72,6 10,5 16,9 0,301 2,501 39,98 2,829 2,342 23,46 23,39 — 0,07
72,5 17,3 10,2 0,182 2,448 40,85 2,778 2,306 24,40 24,36 — 0,04
72,2 5,4 22,4 0,399 2,546 39,28 2,858 2,380 22,82 22,77 — 0,05
65,7 3,9 30,4 0,542 2,659 37,61 2,769 2,533 22,53 22,80 + 0 ,2 7
65,1 10,5 24,4 0,435 2,593 38,57 2,713 2,506 23,60 23,74 +  0,14
60,6 32,2 7,2 0,128 2,500 40,00 2,486 2,468 26,67 26,97 +  0,30

Bei diesen Gläsern beträgt

V =  12 R  -  12 Ca* -  1,1 (22)

(Ca* ist die Molenzahl des CaO in 100 g Glas). Die m axim ale Abweichung macht 
zwischen R  =  2,162—2,533 weniger als 1,2% aus. Die zusammenziehende 
Wirkung des Ca" -Ions ist nur wenig kleiner als die des Mg2 -Ions.
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Barium haltige Kalisilikat gläser finden sich in Tabelle 21.

Tabelle 21

K 20 — B aO — SiOä-Gläser [41J

SiOa% K,0% BaO% BaO
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen 
von 100 g 
Glas cm3

o = -
Gramm­

ionen 
pro 100 g

R
Vol. v pr 

gern.

о 0  -Ion 

ber.
Diff.

70,0 25,0 5,0 0,033 2,486 40,23 2,629 2,257 25,40 25,56 +  0,16
70,0 20,0 10,0 0,065 2,535 39,45 2,607 2,238 25,11 25,08 — 0,03

70,0 15,0 15,0 0,098 2,579 38,77 2,587 2,221 24,87 24,59 — 0,28

65,0 25,0 10,0 0,065 2,598 38,49 2,495 2,306 25,61 25,89 + 0 ,2 8

65,0 20,0 15,0 0,098 2,632 37,99 2,474 2,287 25,48 25,36 — 0,12

65,0 15,0 20,0 0,130 2,714 36,85 2,453 2,267 24,93 24,83 — 0,10

60,0 25,0 15,0 0,098 2,687 37,22 2,360 2,365 26,17 26,30 +  0,13

60,0 20,0 20,0 0,130 2,766 36,15 2,338 2,343 25,66 25,75 +  0,09

60,0 15,0 25,0 0,163 2,850 35,09 2,318 2,323 25,12 25,22 +  0,10

60,0 10,0 30,0 0,196 2,933 34,09 2,298 2,303 24,61 24,68 + 0 ,0 7

50,0 25,0 25,0 0,163 2,917 34,28 2,093 2,516 27,18 27,52 + 0 ,3 4

50,0 20,0 30,0 0,196 3,004 33,29 2,072 2,490 26,67 26,92 + 0 ,2 5

50,0 15,0 35,0 0,228 3,083 32,44 2,051 2,465 26,25 26,33 +  0,08

50,0 10,0 40,0 0,261 3,187 31,38 2,031 2,441 25,64 25,74 +  0,1(1

Die Berechnung von v geschah nach der Gleichung

V  = 12 R -  9 Ba* -  1,2 (23)

Tabelle 22

К 20 — P b O — S i0 2-G läser [42]

Si02% K,0% PbO% PbO
Mole

Dichte
g/cm3

Volumen 
von 100 g 
Glas cm3

0 = - 
Gramm- 

ionen 
рог 100 g

R
Vol. 17 pr 

gem.

O -Ion 

ber.
Diff.

70 25 5 0,022 2,471 40,46 2,617 2,245 25,67 25,67 ± 0

70 20 10 0,044 2,546 39,28 2,586 2,214 25,21 25,08 — 0,13

70 15 15 0,067 2,644 37,82 2,555 2,193 24,56 24,61 + 0 ,0 5

65 20 15 0,067 2,697 37,08 2,697 2,257 25,20 25,37 + 0 ,1 7

65 15 20 0,090 2,774 36,05 2,413 2,230 24,80 24,81 + 0 ,0 1

60 25 15 0,067 2,712 36,88 2,327 2,231 26,30 26,26 + 0 ,0 4

60 20 20 0,090 2,819 35,47 2,298 2,303 25,62 25,69 +  0,07

60 15 25 0,111 2,917 34,29 2,266 2,271 25,11 25,09 +  0,02

60 10 30 0,134 3,010 33,22 2,236 2,241 24,63 24,50 — 0,13

50 20 30 0,134 3,092 32,34 2,010 2,414 26,70 26,52 — 0,18
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und ergibt einen m axim alen Fehler von 1,2% zwischen R =  2,221 — 2,516. 
Man sieht, dass Barium zwar weniger stark als K alzium  wirkt, aber v iel stärker 
als in Natronsilikatgläsern.

Blei hat auch eine zusammenziehende W irkung auf K alisilikatgläser  
(Tabelle 22).

Diese Ergebnisse werden durch die Gleichung

V =  12 R — 10 Pb* — 1,1 (24)

wiedergegeben, wo Pb* die Anzahl der PbO-Mole in  100 g Glas ist. Der m axim ale 
Fehler beträgt 0,7%  zwischen R =  2,259—2,666 und 5—30% PbO -G ehalt.

D ie Ausbildung des Volumens v im  Glasgeriist

Das Volumen pro О -Ion—oder was damit gleichbedeutend ist, pro Gramm- 
ion Sauerstoff — und dam it die D ichte von Gläsern m it zwei bzw. drei Kompo­
nenten kann man au f Grund obiger Gleichungen m it einer ziem lichen Genauig­
keit berechnen, welche die von St e v e l s  angegebene Genaugkeit von + 2 %  weit 
übertrifft. Eine noch grössere G enauigkeit ist w egen den nicht im m er gleichen 
Abkühlungsverhältnissen und den Analysenfehlern kaum  zu erreichen. Freilich 
ist es erwünscht, die Berechnungen au f Gläser m it vier und fünf Komponenten  
auszudehnen, was im  Gange ist.

Die experim entellen Befunde lassen erkennen, dass sich v in  fast allen 
untersuchten Fällen linear mit R ändert. Diese Erscheinung kann auf Grund 
der Gerüststruktur gedeutet werden. Eine schem atische Abbildung von einem  
S i0 2—B 20 3-Glasgerüst sehen wir in F ig. 1, der Ü bersichtlichkeit wegen in zwei 
Dimensionen. Die charakteristische K ennzahl des Gerüstes ist R, die m it dem  
Anteil von Si unter den gerüstbildenden Ionen linear wächst.* Für S i0 2—B20 3- 
Glas ist

v =  3,8 R +  15,25. (2)

Die Gleichung ist auch für die Endglieder S i0 2 und  B 20 3 gültig. W ird in das 
Gitter von S i0 2-Glas N a20  hineingetragen und dadurch R entsprechend ver­
ändert, so gilt für die entstandenen Natronsilikatgläser

v =  3,8 R +  14,9, (3)

also fast dieselbe Gleichung. Auch für Natronalum inium silikatgläser finden wir

v =  3,8 R +  15,1 (8)

und für Beryllium natronsilikatgläser

v =  3,8 R +  14,6. (10)

* E s sei Si* Si/(Si +  B) und В* В/ Si +  В ; also  K =  =

=  2Si* +  1,5B* =  0,5 Si* +  1,5.
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F ig .  1

Es ist also fast gleich, ob in den M ittelpunkten der Sauerstofftetraeder 
Si, В, Be oder Al steht.

D as Glasgerüst wird also in diesen Fällen — also wenn nur gerüstbildende  
Ionen oder nur solche und Na zugegen sind — durch eine einzige Gleichung 
charakterisiert, wenn man im W ert der additiven K onstante ganz geringe 
Änderungen vernachlässigt.

Für K alium silikatgläser stehen weniger D aten zur Verfügung und diese 
können noch nicht so einfach zusam m engefasst werden.

W ird in N atron bzw. K alisilikatglas ein zwei — oder höherwertiges 
gerüstm odifizierendes Oxyd, also ein  Erdalkali-, Zink-, Titan-, Zirkondioxyd  
eingetragen, so verursacht dies eine Zusam m enziehung des Volum ens und zwar 
proportional m it der Molenzahl des höherwertigen Oxyds. Die ursprüngliche 
G leichung (3) bzw. (4) wird also folgenderm assen modifiziert :



STRUKTUR UND PHYSIKALISCHE EIGENSCHAFTEN DES GLASES 5 9

fü r  M g-haltige N atro n silik a tg läser V -  3,8 R  — 5 Mg* + 14,8, (12)

Ca- « « V 3,8 R  — 5 Ca* + 14,9, (13)
Sr- « « V =  3,8 R  — 3 Sr* + 14,9, (14)

Ba- « « V =  3,8 R 0,5 Ba* + 14,9, (15)
Pb- « « V =  3,8 R  + 0,5 Pb* i" 14,9, (16)
Zn- « « V =  3,8 R  — 2 Zn* + 14,5, (17)

Bi- « « V 3,8 R  — - 9 Bi* + 14,9, (18)

Ti- « « V =  3,8 R  - 11 Ti* + 14,65, (19)
Zr- « « V 3,8 R  - 11 Zr* + 14,85, (20 )

fü r  Mg- « K alis ilikatg läser V =  12 R  — 13 Mg* 0,65, (21 )

Ca- « « V 12 R 12 Ca* — 1Д , (22 )

Ba- « « V -- 12 R 9 Ba* — 1 ,2 , (23)

Pb- « « V = , 12 R - 10 Pb* 1 , 1 . (24)

Alle oben gennanten gerüstmodifizierenden K ationen ziehen also das Gerüst 
zusammen und zwar desto mehr, je grösser ihre Ladung ist, aber desto weniger, 
je grösser ihr Ionenradius ist. Das sieht man aus dem Faktor der Grammionen­
zahl des gerüstmodifizierenden O xyds :

Für N  atronsibkatgläser : 
F aktor

Für Kalisilikatgläser 
Faktor

Mg2 —  5 — 13

Ca2 —  5 — 12
Sr2:' —  3 —
Ba2 —  0,5 —  9
Zn21 —  2
Bi2 ' —  9 —
Ti4r — 11 —
Zr* — 10
Pb2+ 0,5 — 10

Blei verhält sich etwas anders, da es in Natronsilikatgläsern v ein wenig aus, 
dehnt, in Kalisilikatgläsern dagegen sehr stark zusammenzieht (Faktor 10).

Nun kann man die gefundenen Tatsachen in der W eise deuten, dass a) 
das Volumen pro Sauerstoffion im  Gerüst proportional m it R  wächst, wo der 
Proportionalitätsfaktor für Natronsilikatgläser anders als für Kalisilikatgläser 
ist, b)  die Anwesenheit von mehrfach geladenen gerüstmodifizierenden Kationen  
eine zusammenziehende W irkung auf das Gerüst ausübt, indem  diese Kationen  
die »freien« d. h. an nur ein Si-A tom  gebundenen 0 “ -Ionen in  ihrer Umgebung 
zu einem Koordinationspolyeder zusam m eziehen. Diese W irkung ist mit der 
Zahl der eingetragenen gerüstm odifizierenden Ionen proportional, sie ist in  
Natronsilikatgläsern allgemein kleiner als in K alisilikatgläsern. Je grösser der 
Ionenradius ist, desto kleiner die Zusammenziehung und je grösser die Ladung
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des Ions, desto grösser die Zusainmenziehung, wie m an auch erwarten kann. 
Das sieht m an schon bei den einfachen Silikatgläsern m it zwei K om ponenten :

V olum en p ro  0 = - lo n  in  e in fachen  S ilik a tg läse rn  :

Ion

R  =  2,50

V Á3

R  =  3,00

v  Â3 Поп Á3

L i 1 — 21,36 0,70

N a - 24,40 26,30 0,98

K ' 28,80 34,80 1,33
Mg2+ — 2 0 ,2 2 0,78

Ca21~ 21,75 22,25 1,05

Sr+2 23,10 25,3 1,13
Baäb 25,0 — 1,43

P b 2' 24,55 26,00 1,32

D ass zwischen L i+ und Mg2 ' wenig Unterschied ist, kann man dadurch 
verstehen, dass v hier schon in der N ähe des Minimums (18,85 Â3 im  «-Quarz) 
liegt.

F ig .  2
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Aus den Gleichungen (3) bis (7) folgt, dass jedes einzelne Ion eines M etalls 
das Gerüst um  den gleichen B etrag ausdehnt und zwar in erster Reihe durch 
die Yergrösserung von R, also durch die Vermehrung der »freien« 0  -Ionen, 
die dann ein K oordinationspolyeder um  die eingetretenen K ationen bilden. 
Im  Fall von N a ” muss die im  »leeren« also keine gerüstm odifizierenden K atio ­
nen enthaltenden Gerüst herrschende Geometrie nicht verändert werden, die 
N a r -Ionen finden  geeignete Lücken, die sie ohne Yolumveränderung einnehmen  
können, daher ist die Zunahme in  diesem Fall ebenso gross, w ie wenn nur gerüst­
bildende Ionen vorhanden wären. Kalium  kann wegen seines grösseren Ionen­
radius solche geeignete Lücken nicht mehr finden, es muss das Gerüst v iel mehr 
ausdehnen als die E inschaltung von »freien« Sauerstoffionen allein (Fig. 2). 
— Ionen m it doppelter oder grösserer Ladung üben auf die negativen O ” - 
Ionen natürlich eine stärkere anziehende W irkung aus, die Polyeder werden 
durch weiter auseinanderliegenden О -Ionen gebildet als beim  Natrium , des­
halb schrum pft das Gitter relativ  zum reinen Silikatglas zusammen.

Wie die Struktur des Glasgerüstes tatsächlich  aussieht, können wir heute 
noch nicht genau sagen ; die v iel angewandten schem atischen Darstellungen  
sind sehr skizzenhaft. In der einzigen bekannten A lkalisilikatstruktur, im  
K ristallgitter des N a2S i0 3, w elches auch in  glasiger Form leicht zu erhalten ist, 
besitzt Na eine Fünferkoordination (trigonale Bipyram ide). F ig. 3a und b zeigen 
die Einreihung dieser NaOs-Polyeder unter die S i0 3-K etten . Es ist m öglich, 
dass im Glas kleine Bereiche ähnliche Struktur besitzen, doch wiederholen sich 
diese kleinen Gebiete nicht regelmässig.

Die Verfolgung des Zusammenhanges von v und R , beziehungs­
weise von v  und anderen physikalischen Eigenschaften des Glases kann noch 
weitere Tatsachen aufdecken, deren Untersuchung im Gange ist.
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О СВЯЗИ МЕЖДУ СТРУКТУРОЙ И ФИЗИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ СТЕКЛА I
И. НАРАИ-САБО

Р е з ю м е

1. По современным представлениям основой структуры стекол является бесконеч­
ная тетраедрическая сетка, состоящая из сеткообразующих окисей (Si02, В20 3, ВеО, А120 3 
Р20 5) в некоторых случаях, связанных радикалами В03 ; эта сетка не является периоди­
ческой, значит и не кристаллическая.

2. Из химических данных и удельных весов несколько сот различных стекол был 
вычислен объем V приходящийся на один ион 0= . Этот объем находится в очень тесной, 
причем в исследовательной области линейной  связи с числом

R  0/(Si +  В +  Be +  Al +  P),

где химические символы означают количество грамм атомов данного элемента.
3. В случае простых сеткообразующих окисей (SiO„, В2Оч, Р2ОД V находится в 

пределах 21,1—22,7 Á3 (10"24 см3).
4. В смешанных окисных стеклах Si02—В20 3 имеет место уравнение V 3 ,8  R +

+  15,3
с максимальной погрешностью 0,4%.

5. Для стекол силиката натрия имеется подобное уравнение

V =  3,8 R +  14,9 ;

при этом R =  2,05 — 3,05. Наибольшее отклонение 0,5%.
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Для стекол силиката калия имеет место уравнение

V 12 R — 1,2

R = 2,14 <  R <  2,49 максимальной ошибкой 0,7%.
6. Подобные уравнения получились и для стекол СаО—Si02 далее SrO—Si02 с 

максимальным отклонением 0,8%. В случае Pb — стекол V задается тремя прямыми.
7. Если в стекло силиката натрия ввести еще одну сеткообразующую окись в каче­

стве третьего компонента, то уравнение, относящееся к чистому стеклу силиката натрия 
остается в силе (с незначительным изменением аддитивной константы). При боросиликат­
ных стеклах количество присутствующего натрия несколько изменяет V .

8. Если ввести MgO, CaO, ВаО и РЬО в стекло силиката натрия в качестве третьего 
компонента, то V  при одном и том же значении R уменьшается пропорционально числу 
молей введенной окиси, а в случае РЬО возрастает.

Введенные окиси щелочно-земельных металлов в стекло силиката калия влияют 
подобным образом. ZnO в меньшей мере, аТЮ2 и Z r02 в большей мере влияют на объемы 
V  стекол силиката натрия. В калий-силикатных стеклах РЬО также обнаруживает силь­
ное уменьшающее объем действие.

9. Эти факты объясняются на основе сеточной структуры таким образом, что V 
тем меньше, чем в большей мере связываются отдельные тетраедры ионами 0=; мерой 
связи является R.

Если речь идет только о сеткообразующих окисях, то этим самым V  уже определено.
Действие катионов, изменяющих сетку, зависит от их ионных радиусов, т. е. от 

координационных чисел, далее от числа их положительных зарядов.



PHOTOSTIMULIERTE ELEKTRONENERSCHEINUNGEN  
RET VERFÄRBTEN NaCl-KRISTALLEN

Von

A.  B o h u n

INSTITUT FÜR TECHN. PHYSIK DER TSCHECHOSLOWAKISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, PRAG

(E ingegangen  25. V II. 1957)

Die physikalischen  Phänom ene : T herm oem ission  m it T herm olum ineszenz, P h o to ­
em ission u n d  A bsorp tion  he i rö n tg en b estrah lten  N aC l-K rista llen , b e so n d ers  m it stoechio- 
m etrischem  Chlorüberschuss, w urden u n te rsu ch t. Die V ersuchsergebnisse zeigen , dass sich im  
op tischen  u n d  th erm ischen  B ereich d e r F -Z en tren  in  d e n  G ru n d v erlau fsk u rv en  der e inzelnen  
E rscheinungen  m ehrere  k leinere M axim a befinden . D a d u rc h  w ird  eine f rü h e re  Schlussfolgerung 
des A u th o rs  verifiziert, dass sich in  d e r  F -A bsorp tionsbande  m ehrere  zu  versch iedenen  m it  
E lek tro n en  bese tz ten  H afts te llen  zugehörige A b so rp tionsbanden  überdecken . E in e  Ä hn lichkeit 
zw ischen de r Photoem ission  u n d  P ho to le itfäh ig k eit, a b g e le ite t aus der P a ra lle l i tä t  der P h o to - 
emissions- u n d  Photo leitfähigkeitskurvfen  m it der A bsorp tio n sk u rv e , w eist w iederum  d a ra u f  
h in , dass d ie e m ittie rte n  E lek tro n en  aus verschiedenen oben erw äh n ten  Z e n tre n  stam m end v o r  
dem  A u s tr i t t  aus dem  K ris ta ll du rch  das L eitungsband  durch laufen , w ie es d e r T heorie des 
V erfassers ü b e r  den  E xoelektronenem issionsm echanism us en tsp rich t.

1. Einleitung

In meinem bisherigen Studium  der K ristalldefekte in Ionenkristallen, vor 
allem in Alkalihalogeniden, beschäftigte ich m ich in erster Linie m it der Beobach­
tung der Temperaturabhängigkeit der Exoelektronenem ission (d. h. Thermoe- 
mission) und der Lumineszenz (Thermolumineszenz) bei D unkelheit. Dabei 
kann der verschiedenen primären K ristalldefekten zugehörige D iffusionsanstieg  
bei steigender Temperatur eine grundsätzliche Rolle spielen, w ie ich im Falle  
des m it Kalzium  und Stronzium legierten Natrium chlorids zeigte [1]. Ausser­
dem ist aus der Arbeit [2] ersichtlich, dass sich  m it steigender Temperatur 
verschiedene Löcherzenlren so lange verlieren, bis bei etwa 300 °C alle Arten 
solcher Zentren gemeinsam mit den F-Zentren verschwinden. Daraus folgt die 
N otw endigkeit, auch umgekehrt vorzugehen, d. h. die Verläufe der Elektronen­
em ission oder Leitfähigkeit in Abhängigkeit von  der W ellenlänge, vor allem  
bei konstanter Temperatur, z. B . bei Zimmertemperatur zu studieren (vergl. 
auch [3]). A uf Grund der mit H ilfe der Thermoemission und Thermolumines­
zenz (nach neuerer Terminologie »therm ostim ulierte Radiopostexoelektronen- 
emission bzw. Lumineszenz« [4]) durchgeführten Untersuchungen habe ich 
gezeigt [5], dass in röntgenbestrahlten NaCl-Kristallen aus bestim m ten bisher 
nicht ganz klaren Gründen ausser den Lokalniveaus der F-Zentren noch einige 
weitere Arten von H aftstellen existieren, w elche energetisch nur wenig von  
den der F-Zentren verschieden sind. Mittels der Abschätzung der zugehörigen

3 Acta Pl.ysiea \  III T —
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optischen und therm ischen Ionisationsenergien zog ich die Folgerung, dass es 
sich um  neue Arten von Farbzentren handeln kann, deren Absorptionsbanden

Abb. 1. P ho to em iss io n sk u rv en  be im  30 Sek. m it  R ö n tgen lich t b e s tra h lte n  N aC l-K ris ta ll m it 
C hlorüberschuss. K urve  a : reg is tr ie rt, K u rv e  b : gezählt ; E  : In te n s itä t  der P hotoem ission

in beliebigen E in h e iten

Abb. 2.  P hotoem issionskurve beim  1 S t. b e s trah lten  K ris ta ll m it  C hlorüberschuss

sich m it der F-Bande überdecken. Modellmässig ausgedrückt handelt es sich 
wahrscheinlich (wenigstens in  einigen Fällen) um F-Zentren, in deren räumlicher 
U m gebung sich z. B . irgendeines der Löcherzentren Y  befindet. E ines dieser 
Maxima könnte auch dem  hypothetischen Elektronenzentrum nach S e it z  an-
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gehören (F-Zentrum m it einer Vakanz nach Natrium  [6 ], Abb. 2 ). Zufälliger 
Einfluss von Verunreinigungen oder anderen primären Kristall defekten wurde 
bisher experim entell n icht näher untersucht.

Mit dem Studium  der Photoleitfähigkeit (des inneren Photoeffektes) im  
röntgenbestrahlten Steinsalz bei Zimmertemperatur hat sich Z. G y u l a i [7] 
befasst und nach ihm  m it verschiedenen Alkalihalogeniden eine ganze Reihe 
weiterer Autoren (vergl. z. B. [8]). Gy u l a i stellte fest, dass im  Bereich der 
Absorptionsbande der F-Zentren ein einziges Photoleitfähigkeitsm axim um  exi­
stiert, welches gegenüber dem Absorptionsm axim um  nur wenig in  Richtung  
längerer W ellen verschoben ist. T a r t a k o w s k ij  gibt in  seinem B uch [9] eine 
m athem atische Begründung dieser Verschiebung an. Im  gleichen Sinn, aber an 
H and des Studium s der Photoem ission (photostim ulierte R adiopostexoelektro- 
nenemission) schritten der Autor, SujAK u . a. fort. Sie fanden, dass bei ver­
färbtem  NaCl und bei weiteren A lkalihalogeniden in der W ellenlänge der 
F-Zentren Absorptionsbande ein selektiver äusserer Photoeffekt zustande kommt. 
Ich habe damals den selektiven Photoeffekt auch von anderen Farbzentren- 
arten bewiesen. Ausserdem habe ich im  Jahre 1953 eine grössere Anzahl der 
Photoem issionsm axim a im  Absorptionsbereich der F-Zentren beobachtet, nicht 
aber näher untersucht. Die oben angegebenen Ergebnisse des Studium s der 
Thermoemission und Thermolumineszenz haben gezeigt, dass es nötig  ist, sich 
noch ausführlicher m it der Erforschung dieser Erscheinungen und parallel m it 
ihnen auch m it der Photoem ission und Absorption, eventuell m it der Photo­
leitfähigkeit zu befassen, und zwar vor allem im  therm ischen und optischen  
F-Zentrenbereich. D ie vorliegende Arbeit bezweckt, einige der ersten Ergeb­
nisse des genannten Studium s zu bringen.

2. Untersuchungsmethoden und NaCI-Kristalle

Zur Indikation der em ittierten Elektronen bei der Thermoemission und 
Photoem ission wurde wieder der Spitzenzähler angewandt. Die Therm olum ines­
zenz wurde durch einen Photoelektronenvervielfacher FEU  19 angezeigt. Die 
M esseinrichtung wurde näher in  [10] beschrieben. Der gleichm ässige Temperatur­
anstieg betrug etwa 1,8 grad/sec. Zum Beleuchten des verfärbten Kristalls 
diente vorläufig ein einfacher Zeiss-Monochromator m it einem Glasprisma. Als 
Lichtquelle wurde eine 70 W Projektionslam pe verw endet, die m it stabilisiertem  
Strom  gespeist wurde. D ie M onochromatortrommel wurde autom atisch gleich - 
mässig langsam gedreht. Die Photoem issionskurven wurden m it H ilfe eines 
Integrationskreises, der an den Schleifenoszillographen angeschlossen war, 
registriert [10]. Ausserdem wurden gleichzeitig m ittels eines Untersetzers 1 : 1000 
die Im pulse direkt gezählt, dam it der Einfluss der Zeitkonstante des Integra­
tionskreises festgestellt und elim iniert werden konnte. Die Kurven der direkt 
gezählten Im pulse stim m en m it den registrierten im wesentlichen gut überein.



6 8 A. BOHUN

D ie Absorptionsm essungen wurden bei Zim m ertem peratur am Mono­
chrom ator UM 2 m it dem  Glasprisma durchgeführt. D ie Lichtquelle war eine 
70 W Projektionslam pe, der Indikator ein Photoelektronenvervielfacher FE U  18, 
angeschlossen an einen Verstärker m it Galvanometer »M ultiflex«. Diese sehr 
em pfindliche E inrichtung, hergestellt von J. K a n t ü r e k  und K . Su k , wird an 
anderer Stelle beschrieben werden.

D ie untersuchten NaCl-Proben wurden m eistens von den gleichen Kri­
stallen w ie in  [5] abgespalten. Diese wurden von J. T r n k a  aus der Schmelze des 
verhältnism ässig spektral- und lum ineszenzreinen von  M. Lébl hergestellten  
Natrium chlorids gezogen (1. c.). D ie Spuren von Verunreinigungen wurden in  
der soeben zitierten A rbeit angegeben. Das Tempern in  Chlor wurde diesmal 
von Trnka folgenderm assen durchgeführt : die K ristalle passender Grösse wur­
den in  einem  Quarzrohr auf die aus demselben M aterial verfertigten NaCl- 
K ristalle gelegt. Das Rohr wurde m it Chlor beim  Druck von 1 A tm . gefüllt 
und abgeschm olzen. D as Tempern dauerte 7 Stunden bei 750 °C.

D ie photochem ische Verfärbung der Kristalle wurde durch Bestrahlung 
m it weichen Röntgenstrahlen (Röntgenröhre AEG 50T m it Beryllium fenster, 
30 kV, 30 mA, Entfernung des Präparats vom  Brennpunkt 4,5 cm ), also unter 
denselben Bedingungen w ie in [5] durchgeführt. Die Bestrahlungszeiten sind bei 
den einzelnen Experim enten angegeben.

3. Messergebnisse und deren Analyse

A u f der Abb. 1 ist der Verlauf der Photoem ission für die K ristalle, welche 
in Chlor getem pert und m it Röntgenstrahlrn kurz (30 Sek.) bestrahlt wurden. 
Die Verläufe der Photoem ission für denselben, 1 Stunde lang bestrahlten Kristall 
sind au f der Abb. 2 zu sehen. Die K urven der Photoem ission sind absichtlich  
so angeführt, wie sie registriert wurden, also ohne R eduktion auf die auffallende 
bzw. absorbierte Lichtenergie. In dieser Form sind sie nähmlich anschaulicher, 
denn au f der reduzierten Kurven ist die Lage von  Photoem issionsm axim al 
weniger klar bemerkbar. In der Abb. 3 sind die K urven der Photoem ission von  
den in  Chlor nicht getem perten NaCl-Kristallen, tlie m it Röntgenstrahlen 30 Sek. 
bestrahlt wurden, dargestellt. Die Abb. 4 zeigt den Verlauf der Thermoemission  
und Therm olum ineszenz von einem  in Chlor getem perten und 30 Sek. m it 
R öntgenlicht bestrahlten Kristall. D ie Lumineszenz ist bei den K ristallen ohne 
Chlorüberschuss schw ach. D ie K ristalle m it stöchiom etrischem  Chlorüber­
schuss zeigten dagegen auch bei sehr kurzer Bestrahlung eine sehr intensive 
Lum ineszenz, deren Farbe orangegelb war. In Abb. 5 ist die Absorptionskurve 
des kurz m it R öntgenlicht bestrahlten K ristalls für den F-Zentrenbereich 
dargestellt. Abb. 6 ste llt  die von G y u l a i gem essenen Verläufe der Photo­
leitfäh igk eit und Absorption (1. c.) dar.
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Die erzielten Ergebnisse, die aus den angegebenen Abbildungen und aus 
unseren weiteren, hier nicht näher beschriebenen Versuchen folgen, können  
folgendermassen zusammen gefasst werden :

Abb. 3. Photoem issionskurve beim  30 Sek. b e s tra h lte n  K rista ll ohne  C hlorüberschuss

Abb. 4. V erlau f de r Therm oem ission (K urve  a) u n d  d e r  T herm olum ineszenz (K urve  b) b e im  
30 Sek. m it R ö n tgen lich t b e s trah lten  K rista ll m it  C hlorüberschuss. K u rv e  c : T em p era tu r­

v e rlau f ; E ,  E l : In te n s itä t  der T herm oem ission  u n d  Therm olum ineszenz 
(beliebige E in h e iten )

1. Bei den Kristallen m it stöchiom etrischem  Überschuss von Chlor, die  
kurz m it R öntgenlicht bestrahlt wurden, zeigt die Photoem issionskurve (Abb. 1 ) 
das höchste Maximum bei etwa 5200 Â. Ihm  folgen einige verschieden ausge-
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Abb. 5. A bsorp tionskurve  des 5 Sek. b e s tra h lte n  K ristalls m it  Chlorüberschuss

Abb. 6. A b so rp tio n sv erlau f (K u rv e  «) und P h o to le itfäh ig k e itsv e rlau f (K urve e) n ach  Z. G y u l a

(1. c.)
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prägte Maxima. In der Absorptionskurve solcher Kristalle (Abb. 5) kann m an  
fast in  jedem  Falle in der Um gebung der bezüglichen W ellenlängen M axim a  
beobachten.* Dazu ist zu bem erken, dass d ie Absorptionsmessungen bei diesen  
K ristallen im  beträchtlichen Masse durch starke Fluoreszenz gestört wurden. 
Um  genauere Messungen durchführen zu können, muss zuerst der E influss  
dieser Lumineszenz wesentlich vermindert werden. Auf der Thermoemissions- 
kurve bei den Kristallen m it Chlorüberschuss (Abb. 4), die kurz mit R öntgen­
licht bestrahlt wurden, liegt im  Hochtemperaturbereich das am m eisten aus­
geprägte M aximum um 520° K . B ei den in Chlor getem perten aber stärker (z. B. 
1 St.) m it Röntgenlicht bestrahlten K ristallen hat die Photoem issionskurve ihr 
höchstes M aximum erst bei etw a 4860 Â. In  der Thermoemissionskurve sind  
erst die Maxima oberhalb 520° К  klarer erkennbar.

2. B ei den relativ  wenig bestrahlten (30 Sek.) NaCl-Kristallen ohne Chlor­
überschuss hat die registrierte Photoem issionskurve ihr höchstes M aximum  
bei ungefähr 5020 Â , das nächste liegt um etw a  4880 Â usw . (Abb. 3). A uf der 
Thermoemissionskurve sind erst die M axima oberhalb 520° К  klarer unter­
scheidbar.

3. Aus den Punkten 1 und 2  ist ersichtlich, dass die angeführten Photo- 
em issions- und Absorptionsm axim a im Bereich der F-Absorptionsbande lieg en  
welche sich von etwa 4000 bis zu 5500 Â ausbreitet.

Zu dem oben Angeführten halte ich für nötig  hinzufügen, dass die U nter­
scheidung einer so grossen Anzahl von M axim a, die in einem  verhältnism ässig  
schm alen Temperatur- und W ellenlängenbereich liegen, wirklich schwierig ist. 
Dies war die Ursache, dass ich zwar mehrere der angeführten Fälle längst b e­
obachtet hatte, sie meistens aber für Streuung hielt, die durch die einzelnen  
Proben und experim entellen Messfehler verursacht worden war. Deswegen  
wäre es auch vorzeitig, die genenseitige Zuordnung der einzelnen Absorptions-, 
Photoem issions- und Thermoemissionsmaxima schon au f Grund bisheriger 
Versuche durchführen zu wollen. Trotzdem kann man aber konstatieren, dass 
die beschriebene M annigfaltigkeit der M axima reell und durch die E xistenz  
verschiedener »Zentren« verursacht ist. Aber die Frage, ob ausser den V-Zentren 
(vergl. [5]) dabei auch Verunreinigungen eventuell andere primäre K ristall­
defekte eine Rolle spielen, bleibt weiterhin unbeantwortet.

4. Z u sa m m e n fa s su n g

Obwohl wir bis jetzt aus technischen Gründen die Photoleitfähigkeit 
in unseren K ristallen direkt nicht gemessen haben, kann m an aus dem V er­
gleich der angegebenen Absorptions- und Photoem issionsversuchsergebnisse 
m it denen von Gy u l a i  die Folgerung ziehen, dass die Photoem ission zwar in

* Mit steigender Bestrahlungsdosis wird die Absorptionskurve immer glatter bis sie den 
wohlbekannten einfachen Verlauf erreicht.
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A bhängigkeit von  der R öntgenstrahlendosis und der Zeit mannigfaltigere V er­
läufe im  V ergleich m it den bisher bekannten Photoleitfähigkeits- und A bsorp­
tionsverläufen aufweist, dass sie sich aber gegenüber der Absorption analog  
verhält wie die Photoleitfähigkeit. Daraus fo lgt, dass die Elektronen, welche  
aus verschiedenen Farbzentren stam m en, durch das L eitungsband durchlaufen, 
was ein weiterer Hinweis für die Theorie des Verfassers über den Mechanismus 
der Exoelektronenem ission is t  [1]. W eil die Exoelektronenem ission h a u p t­
sächlich bei den Isolatoren beobachtet wurde,* spielt anscheinend beim  A u s­
tr itt des E lektrons aus dem K ristall die B ildkraft die H auptrolle. Daneben m uss 
nach J o f f é  [11] auch die T iefe, aus w elcher die E lektronen heraustreten, in 
Rechnung gezogen werden.

W eiter kann gefolgert werden, dass die beschriebenen Ergebnisse m einen  
früheren Schluss bestätigen, dass nämlich mehrere mit der F-Absorptionsbande 
sich überdeckende Banden existieren können, welche verschiedenen mit E lek tro­
nen besetzten  H aftstellen zugehören. Zur Ausarbeitung der Modelle der be­
treffenden Farbzentren [5] und eventuell zur E ntscheidung, ob dabei auch  
Verunreinigungen oder andere primäre K ristalldefekte eine R olle spielen können, 
is t  bisher zu wenig Versuchsm aterial vorhanden.

Von der rein m ethodischen Seite is t  aus dem Angeführten ersichtlich, 
dass es vorteilhaft ist auf derselben Probe bei kleiner Beleuchtungsintensität 
zuerst die optischen (Absorption, Photoem ission, Photoleitfähigkeit und P h oto­
lum ineszenz) und dann erst die therm ischen A bhängigkeiten der E lektronen­
erscheinungen (Exoelektronenem ission, Leitfähigkeit und  Lumineszenz) zu 
messen.

Ich danke herzlichst K . L is to n o v a  für die wirksam e Mitarbeit an den 
Em issionsm essungen und K . S u k  für die sorgfältig ausgeführten A bsorptions­
messungen.
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Ф О ТО С ТИ М У Л  И Р О В А Н Н Ы Е  Э Л Е К Т Р О Н Н Ы Е  Я В Л Е Н И Я  
В О К Р А Ш Е Н Н Ы Х  К Р И С Т А Л Л А Х  NaCl

А. БОГУН

Р е з ю м е

В статье исследуется  эмиссия электрон ов, терм олю м инесценция и поглощ ение 
в к р и с та л л ах  NaCl, окраш енны х облучением  рентгеновским и л у ч ам и . Р езу л ьтаты  
исследования по казали , что основной х о д  кривы х отдельн ы х  явл ен и й  им еет н есколько  
небольш их м аксим ум ов. И так , автором д о к а за н  один сделанны й им р ан ее  вывод, по к о то ­
ром у в  F  полосе поглощ ения пер ек р ы вается  н еско л ько  полос, которы е относятся  к  р а з ­
личны м л овуш кам , заполненны м  эл ектр о н ам и . С ходность фотоэмиссии и фотопроводи­
мости, следую щ ая из параллельности  к р и в ы х  п оглощ ен и я , кривы х фотоэмиссии и фото­
проводимости опять показы вает, что излученны е эл ек тр о н ы , прои сходящ ие из раньш е 
упом януты х центров, до вы хода из к р и с та л л а , пробегаю т через полосу проводимости, к а к  
это следует из теории авто р а  относительно м еханизм а экзоэлектронной  эмиссии.





ZUR THEORIE
DER KRISTALLISATIONSGESCHWINDIGKEIT

Von

R.  K aischew

LHIYSIKALISCH-CHEMISCHES INSTITUT DER BULGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, SOFIA

(Eingegangen 27. VTI. 1957)

E s wird auf Grund eigener und von St r a n s k i  eingeführter physikalischen Grundlagen 
mit Hilfe eines vereinfachten Rechenschemas nach B e c k e r  und D ö r in g  die lineare Kristall­
wachstumsgeschwindigkeit fehlerfreier Kristalle bestimmt. Bei kleiner Übersättigung führt 
die Bildung eines jeden zweidimensionalen Keimes zur Anlagerung einer neuen Atomschicht 
auf die Kristallfläche.

In der Theorie der Kristallisationsgeschwindigkeit fehlerfreier Kristalle 
[1] wird angenommen, dass die B ildung einer neuen Netzebene au f der Fläche 
eines K ristalls durch die Bildung eines »zweidimensionalen K eim s« eingeleitet 
wird. D ies bedeutet, dass zweidimensionale K riställchen, geb ildet auf der 
K ristallfläclie, erst dann in tangentieller R ichtung spontan w achsen können, 
wenn sie eine kritische Grösse überschritten haben. Diese kritische Grösse hängt 
von der Übersättigung ab und ist um so kleiner, je  grösser die Ü bersättigung ist.

Die Bildung eines solchen w achstum sfähigen zweidimensionalen Kriställ- 
chens, welches eben als »zweidimensionaler K eim « bezeichnet w ird, erfordert 
eine verhältnism ässig grosse Aktivierungsenergie, die mit Zunahme der Über­
sättigung abnimmt. D ie weitere Ausbreitung des einm al gebildeten zweidim ensio­
nalen Keims über die ganze K ristallfläche erfordert dagegen keine nennenswerte 
Aktivierungsenergie und geht daher sehr schnell vor sich. Bei dieser Sachlage 
ist es klar, dass die sogenannte Kristallisationsgeschwindigkeit v, d. h. die 
Geschwindigkeit m it der sich die betreffende K ristallfläche in norm ale Richtung 
verschiebt, in erster Linie durch die Bildungsgeschwindigkeit 1 zweidimensio­
naler Keim e bestim m t sein wird. Daher kann m an nach V o l m e r  die lineare 
K ristallisationsgeschwindigkeit durch den Ausdruck angeben

A k

v — C ■ e kT . (1)

Hierin bedeutet A k die Aktivierungsenergie für die Bildung des zweidimensio­
nalen K eim s, die m an gewöhnlich als Keimbildungsarbeit bezeichnet. Diese 
Energie kann therm odynam isch berechnet werden. Der Faktor C  vor der E x­
ponentialfunktion kann dagegen nur auf Grund kinetischer Betrachtungen  
erm ittelt werden.
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E ine solche k inetische B etrachtung wurde erstm alig von mir und von  
Str a n sk i [2] durchgeführt. In  der gleichen Zeit wurde von  uns auch das Problem  
der hom ogenen Bildung von Tröpfchen und K riställchen aus übersättigtein  
D am pf bearbeitet [3]. Trotzdem  das R esu ltat dieser Rechnungen im  allgem einen  
die w ichtigsten  Faktoren, die für den Keim bildungsvorgang charakteristisch  
sind, richtig  wiedergab, zeigte die spätere Analyse der Tröpfchenbildung von  
B e c k e r  und D öring  [4], dass wegen der von uns benutzten m athem atischen  
Vereinfachungen, der Faktor vor der E xponentialfunktion in unserem Ausdruck  
für die Tröpfchenbildungsgeschwindigkeit nicht ganz richtig ist. Durch Ver­
w endung einer exakteren m athem atischen Rechenm ethode konnten diese 
Autoren dann den Fall der Tröpfchenbildung genauer berechnen.

In  der letzten  Zeit habe ich m ich erneut m it dem  Fall der K ristallbildung  
befasst [5]. Durch A usnützung der früher von mir und von Str a n sk i einge­
führten physikalischen Grundlagen und  m it Hilfe eines vereinfachten Rechen­
schem as nach B ec k er  und D öring  habe ich einen Ausdruck für die K ristall­
keim bildungsgeschwindigkeit erhalten, welcher dem  B e c k e r - DÖRiNGschen 
Ausdruck für die Tröpfchenbildung sehr ähnlich is t , jedoch einen Faktor ent­
hält, w elcher für das K ristallw achstum  charakteristischen Bildung zweidim ensio­
naler K eim e Rechnung trägt.

D iese Untersuchung gibt mir nun Anlass, auch den Fall der linearen 
K ristallisationsgeschw indigkeit in ähnlicher W eise neu zu berechnen. Dabei 
werde ich  die Bildungsgeschwindigkeit quadratischer zweidimensionaler Keime 
über die kubische Fläche eines K ristalls aus einer übersättigten Dampfphase 
betrachten. Wir nehm en an, dass die au f der K ristallfläche gebildeten quadra­
tischen  zweidim ensionalen K riställchen nur durch Anlagerung oder Ablösung 
von einzelnen Atom reihen an ihren Rändern wachsen bzw. sich auflösen können.

W ir betrachten nun den stationären Zustand, der sich einstellt wenn man 
die Ü bersättigung der Dampfphase konstant hält und  alle zweidimensionalen  
K riställchen entfernt, die eine R andlänge, bestehend aus s A tom en erreicht 
haben. Dabei soll s gross im  Vergleich m it der A nzahl v0 der Atome sein , welche 
die Randreihe des zweidim ensionalen Keim s bei der vorhandenen Ü bersättigung  
bilden.

B ei diesem stationären Zustand wird sich eine bestim m te, zeitlich  kon­
stante Verteilung der Anzahl der verschieden grossen zweidim ensionalen K riställ­
chen einstellen. Wir bezeichnen m it zv die A nzahl (pro Quadratzentimeter 
K ristalloberfläche) der zweidim ensionalen K riställchen mit v A tom en in der 
R andreihe im  stationären Zustand. Andererseits soll a,, die W ahrscheinlichkeit 
des Übergangs eines zw eidim ensionalen K riställchens von der K lasse v in die 
K lasse v 1 (pro Sekunde) bedeuten und b„ die entsprechende W ahrscheinlich­
keit für den Übergang von der K lasse v in die K lasse v — 1. Da der Zustand 
stationär ist, muss, w ie oben betont, die Anzahl der K riställchen in den verschie­
denen Klassen zeitlich konstant bleiben. Dies b ed eu tet, dass die Anzahl der
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Kriställchen, welche pro Sekunde und Quadratzentimeter Kristalloberfläche 
von der Klasse v in  die Klassen v -}- 1 und v ■— 1 übergehen, gleich sein muss 
der Anzahl der Kriställchen, w elche von den K lassen v — 1 und v -(- 1 in die 
K lasse v übergehen, d. h. es m uss gelten

bzw.

— a„_ 1 z,,~ 1 -f- bv+ i z r+ i , (2 )

b„ z„ =  a„ z v — bv+1 zr+i . (3)

Diese R elation gilt für alle W erte von v, sodass m an folgende Gleichungen hin­
schreiben kann

« 1 Z 1 —  b2z2 =  « 2 2 2 —  - 3Z3 =  • • • =  avzv — bv+1zr+1 =  . .  . =  « s - ^ s - 1  =  I .  ( 4 )

In der letzten  Gleichung fehlt das Glied bszs, da, wie angenommen, zs auf Null 
gehalten wird, indem  alle zweidim ensionalen K riställchen, welche die Klasse s 
erreichen, entfernt werden. Die gesuchte Bildungsgeschwindigkeit zweidim ensio­
naler Keim e ist offenbar durch die A nzahl I  solcher K riställchen, die pro Sekunde 
von einem Quadratzentimeter K ristalloberfläche entfernt werden, gegeben.

Die obigen Gleichungen können auch in folgende Form geschrieben werden

/ b2 z2
—  =  zi ------- --- - »
«i ai

I   __ ^3 Z3— *2 ’ 
a g a2

i

a,
z t, — 1  Z v -\~ i

(5)

I  ^ s -l2 5- l
--  %s— 2 ‘ 9

_2 — 2

/
------- ----- ? s - l -
as~ i

Man kann nun nach B e c k e r  und D ö r in g  die Zwischenglieder eliminieren, indem
b2 b2b3

man die zweite Gleichung mit “ die dritte mit , die r-te G leichung mit
a1a2

b2b3 . . . bv . . .  . ..
usw. m ultipliziert und säm tliche s — 1 Gleichungen sum m iert.

« i  a 2  .  .  .  a , , _ i

A uf diese W eise erhält m an für die B ildungsgeschw indigkeit zweidimensionaler
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Keim e den Ausdruck

/
1 1

■ +  —  •
К lI__ b  2 b -i 1i b-2 b 3 • ■• 1 ’1

«1 a 2 a3 « 1  « 2 «s-1 « 1  a 2 • • • a s —  2

oder kürzer geschrieben

%_________
l>2 bs . . . b v

ilj 1

( 7 )

Bei der weiteren Berechnung werden wir das Modell eines homöopolaren 
K ristalls m it einfachem  kubischem G itter benützen, bei dem nur K räfte zwischen 
nächsten Nachbaratom en wirken. D ie Arbeit zur Trennung zweier solcher N ach­
baratom e bezeichnen wir mit xp. D a der zweidim ensionale K eim  sich in einem  
labilen Gleichgewi (dit m it der übersättigten Dam pfphase befindet, muss die 
m ittlere Abtrennungsarbeit cp für die Randreihe desselben, bestehend aus v0 
A tom en, dem chem ischen P otential der Dam pfphase gleich sein [6 ]. Diese 
Arbeit kann leicht berechnet werden, wenn m an berücksichtigt, dass bei der 
Ablösung einer solchen Randreihe 3v0 — 1 B indungen zwischen Nachbar­
atom en gelöst werden sollen, während die Anzahl der abgelösten Atome v0 
beträgt. Es ergibt sich nämlich

(p — 3 f  — ( 8 )

Berechnen wir je tz t die Aktivierungsenergie w„ für die Anlagerung einer 
neuen Atomreihe längs des R andes eines zweidim ensionalen K riställchen m it v 
Atom en in  der R andreihe, bzw. diejenige w* für die Ablösung einer Atomreihe 
vom  Rande eines solchen K riställchens.

B ei der Anlagerung einer neuen Atomreihe erfordert nur die Anlagerung  
des ersten Atoms eine Aktivierungsenergie, da dieses Atom m it nur zwei Nach­
baratom en am K ristall gebunden ist, und folglich seine Abtrennungsarbeit 
2 ip kleiner als <p is t . Alle folgenden, der R eihe nach sich anlagernden Atome 
werden dann am K ristall m it drei Nachbaratom en gebunden, sodass ihre 
Anlagerung m it Energiegewinn erfolgt (3xp >  <p). A u f diese W eise ergibt sich die 
Aktivierungsenergie wv für die Anlagerung einer neuen Atom reihe längs des 
Randes eines zweidim ensionalen K riställchens zu[2 ]

w„ =  cp — 2xp =  xpll — (9)
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W ie man sieht ist diese Aktivierungsenergie unabhängig von der R eihenlänge  
des zweidim ensionalen K riställchens.

Andererseits müssen bei der Ablösung einer Atom reihe vom R ande des 
zweidimensionalen Kriställchens m it v A tom en in der Randreihe v — 1 A tom e  
abgelöst werden, die mit drei Nachbarn am K ristall gebunden sind. Das zu letzt 
abzulösende Atom  ist dagegen m it nur zw ei Nachbaratom en am K ristall 
gebunden und dessen Ablösung erfolgt m it Energiegewinn. Daher ergibt sich 
die Aktivierungsenergie w* für die Ablösung der Atomreihe zu [2]

ív* =  (v — 1) (3 xp — (jö) =  xp [------- — !
' »’o v o 1

Diese Aktivierungsenergie hängt von der Reihenlänge ab.
Die Differenz zwischen den Aktivierungsenergien für die Ablösung und  

für die Anlagerung einer Atomreihe eines zweidimensionalen Kriställchens m it v 
Atomen in der Randreihe ergibt sich somit zu

w *
V -  w„ - xp ( И )

Nun treten im  Ausdruck für die Bildungsgeschwindigkeit I  zweidim ensio­

naler Keim e die V erhältnisse— — auf. Hier bedeutet b„ die W ahrscheinlichkeit
ar - l

für das Übergehen eines zweidimensionalen Kriställchens von  der K lasse v 
in die Klasse v  —  1 und av x die entsprechende W ahrscheinlichkeit für den  
Übergang von der Klasse v — 1 in  die Klasse v. Dam it aber ein  Kriställchen 
von der K lasse v in die Klasse v — 1 übergeht, müssen die Atom reihen an zwei 
seiner benachbarten Ränder abgelöst werden, und um gekehrt, damit das 
Kriställchen von der Klasse v — 1 in die Klasse v übergeht, m üssen neue A tom ­
reihen an zwei seiner benachbarten Ränder angelagert werden. Daher kann m an  
die Differenz der Aktivierungsenergien dieser Vorgänge W* — lVv_ , ^  2 (w* — w v) 
setzen und für das Verhältnis der W ahrscheinlichkeiten bv und <iv- \  e n t­
sprechend

W*—Wv- i  2y>
Op k T  k T—- — =  e —  e

«v-l

schreiben.
A u f Grund dieses Ausdruckes ergibt sich das Produkt

2 y>
k T

dv V>v0
k f K - : >b2 b3 . . . bv

a l  a 2 . . . a p - 1
(13)
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Es kann leicht gezeigt werden, dass der Ausdruck

W o

die Arbeit A v zur isotherm-reversiblen B ildung eines zweidim ensionalen K riställ- 
chens m it v A tom en in der R andreihe auf der K ristallfläche bei der vorhandenen  
Ü bersättigung darstellt. D ie Grösse ipv0 ergibt andererseits die Arbeit A k zur 
Bildung des zweidim ensionalen Keims bei derselben Übersättigung.

Die Bindungsenergie eines zweidim ensionalen K riställchens m it v Atom en  
in  der R andreihe, bestehend aus v2 A tom en, ist näm lich y j(3 v 2 — 2 v), und  
die Bildungsarbeit A„ entsprechend

A v =  v2 <p —  yi( 3v2 —  2 v) =  y> v0 12 1
' vo v 2yo

(14)

Für den K eim  ist v =  v0 und  som it A k — y>v0.
Die w eitere Berechnung der Bildungsgeschwindigkeit I  der zweidim ensio­

nalen K eim e erfolgt folgenderm assen. D ie im  Nenner des Ausdruckes für I  
auftretende Summe kann annäherend als Integral dargestellt werden

sy  1 E2b3 ■ • • К
1 ö j  ö g  • • • ®))—-1

S—1 А/с
"  1 k T

---- e
(ly

Bei unserem Modell is t  die Grösse av unabhängig von  v, da wv unabhängig
v V2

von V is t. Andererseits kann man den Ausdruck 2 ------------ — im Exponenten in

1
''o ^0

der Form 1 --------(v — у0) 2 schreiben. A u f diese Weise wird das obige Integral
V 2

A k
k T

_(v____ v y
v ik T  d r .

Der Integrand hat ein scharfes M aximum für v =  vu. Führt m an als 
Variable £ == v — v0 ein  und zieht m an in  Betracht, dass s v0 angenommen  
war, und dass bei nicht zu grossen Ü bersättigungen v0 1 ist, so ergibt sich 
der W ert des obigen Integrals zu

Ak
k T

. JA-1
K k T

d i

A tL 
k T T tv jk T

Au
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A uf diese W eise erhält man schliesslich für die Bildungsgeschwindigkeit 
zweidimensionaler Keime den Ausdruck

z1 a
Ak 

~ k T

7ikT
2 Wv
k T ~H ierin ist о ~  e k‘ = e  kI ' ’’ ! , da für den Übergang eines zw eidim ensio­

nalen Kriställchens in die nächsthöhere Klasse an zwei seiner benachbarten  
Ränder neue Atomreihen angelagert werden m üssen.

B ei nicht zu grossen Übersättigungen wird die Zeit, in welcher im  Mittel 
ein Keim  auf der betrachteten K ristallfläche gebildet wird, sehr gross sein im  
Vergleich m it der Zeit, die für das Auswachsen des K eim s über die ganze K ristall­
fläche notwendig ist. Mit anderen W orten führt bei kleinen Übersättigungen die 
Bildung eines jeden zweidimensionalen Keims zu der Anlagerung einer neuen  
A tom schicht auf die Kristallfläche. Daher kann man die lineare K ristallisations­
geschwindigkeit V,  welche durch die Anzahl der A tom schichten, die pro Sekunde 
auf der K ristallfläche gebildet werden, gegeben ist, gleich v — f  • I  setzen, wo 
f  den Flächeninhalt der K ristallfläche in  Q uadratzentim eter bedeutet.

W ie schon am Anfang betont wurde, bezieht sich  die obige Betrachtung  
auf das W achstum  fehlerfreier K ristalle. W ie F r a n k  [7] gezeigt hat, führt das 
Vorhandensein von Schraubenversetzungen zu der Bildung spiralförmiger 
W achstum sstufen, welche den sich anlagernden A tom en eine nichtverschwin- 
dende W achstum sstufe bieten, und auf diese Weise die Bildung zweidim ensio­
naler Keim e erübrigen.
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EINIGE BEMERKUNGEN 
ZUM GYULAI—HARTLYSCHEN DRUCKEFFEKT

Von

J.  B oros

INSTITUT FÜR EXPERTMEN TELLE PHYSIK OER TECHNISCHEN UNIVERSITÄT FÜR DIE BAUINDUSTRIE
BUDAPEST

(V orgelegt von I. K ovács. — K ingegangen 1. V III. 1957)

E s w ird ein ku rzer Ü berblick  über jen e  U n te rsu ch u n g en  gegeben, d ie  d u rch  die E rgebnisse  
von G yulai und  H a rtly  e ingele ite t w urden . V erfasser b e sp rich t seine e ig en en  M essungen an  
v e rfä rb ten  A lakalihalogeniden, K a lk sp a t u n d  Gips, die en tw ed er ü b e rh a u p t n ich t oder n u r  in 
ungarischer Sprache verö ffen tlich t w urden. F e rn e r w erden w eitere  M essergebnisse im Z usam m en­
hang  m it den  h ier besprochenen U ntersuchungen  d isk u tie rt.

Vor dreissig Jahren stellten G y u l a i und H a r tly  bei NaCl-Einkristallen  
fest, dass die Leitfähigkeit des K ristalls bei einseitigem  D tuck einen plötzlichen  
\mstieg zeigt. Ihre Ergebnisse wurden in der Zeitschrift für Physik  und auch 

in ungarischer Sprache veröffentlicht [1]. Später konnten an anderem K ristall­
material ähnliche Erscheinungen fest gestellt worden. Die Ergebnisse von Gy u l a i 
und H a r tly  werden bis heute in der Literatur oft besprochen, hauptsächlich  
seitdem  die Halbleiterphysik und die Physik der Versetzungen in dem Vorder­
grund traten.

Der Verfasser wurde als Schüler G y u l a is  noch als Student in die w issen­
schaftliche A ibeit Gy u l a is  einbeigezogen, seine ersten Arbeiten bezogen sich 
eben auf diesen Druckeffekt. Gewisse Ergebnisse seiner M essungen wurden 
in der Zeitschrift für Physik, andere in ungarischer Sprache veröffentlicht. 
Der Verfasser möchte nun diese Gelegenheit dazu benützen, um eine zusammen­
fassende Darstellung von jenen Untersuchungen zu geben, die durch Gy u l a is  
Arbeiten in Gang gebracht wurden und ferner um von bisher nur in ungarischer 
Sprache veröffentlichten oder unveröffentlichten Ergebnissen zu berichten.

Den Im puls zu den G y u l a i — HARTLYschen Untersuchungen gab die 
Smekalsche »locker-Ion« Theorie [10], die viele bis dahin schwer verständliche 
Erscheinungen zu erklären suchte. So war es z. B . schwierig zu erklären, warum  
die Reissfestigkeit der Steinsalzeinkristalle viel geringer war als dies theoretisch 
zu erwarten war. Diesbezügliche Untersuchungen wurden von J o f f é  durch­
geführt [5]. Eine weitere Schwierigkeit zeigte sich beim  Verständnis der eigenen 
und licht elektrischen Leitfähigkeit der K ristalle. S m ek a l  nahm an, dass der 
K ristall aus winzigen K ristallblöckchen aufgebaut ist, die vollkom m ener sind  
als der von ihnen aufgebaute Einkristall.

In dieser Beziehung sollen die von Gv u l a i in den letzten Jahren unter­
n o m m en en  Untersuchungen erwähnt werden [3]. G y u l a i nahm an, dass die

6*
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sogenannten Nadelkristalle v ie l vollkom m ener sind als die makroskopischen 
K ristalle. N ach  mehrjähriger Arbeit gelang es, eine detaillierte Methode zur 
Züchtung von  NaCl N adelkristallen auszuarbeiten. Es konnten einige cm lange 
N adeln von ein igen  [à Dicke gezüchtet werden, deren Zerreissfestigkeit ein m ehr­
faches der von  J o f f é  angegebenen Werte für Einkristalle war. Die gem essenen  
Werte stehen  jenen W erten schon ziem lich nahe, die bei vollkom m enen E in­
kristallen theoretisch  erwartet werden können.

Die SMEKALschen »locker-Ionen« besetzen  die Oberflächen der K ristall­
blöcke. D iesen Ionen mass S m e k a l  eine grosse Rolle bei der »strukturem pfind- 
lichen« elektrischen L eitfähigkeit der K ristalle bei.

D ie  G y u l a i— HARTLYsc h e n  U n te rs u c h u n g e n  w o llte n  u . a . e b e n  d iese  
A u ffa ssu n g  e x p e r im e n te ll  u n te r s tü tz e n .

Ä hnliche Messungen wurden schon vorher auch von  J o f f é  und Z e c h n o - 
WITZER durchgeführt [5 ,6 ]. Beide verform ten NaCl-Einkristalle sprunghaft im  
Tem peraturgebiet 530—590° C. In den veröffentlichten Diagrammen konnten  
geringe Strom sprünge festgestellt werden. Sie massen aber denselben keine 
W ichtigkeit bei und zogen den Schluss, dass der SMEKALsehe Gedanke unrichtig  
sei. T atsächlich  kann aber bei so hoher Temperatur überhaupt kein E ffek t er­
wartet w erden, da die E igenleitung des K ristalls in diesem  Temperaturgebiet 
schon sehr gross ist und den erwarteten E ffekt überdeckt.

G y u l a i  und H a r t l y  führten ihre Messungen bei 30° C durch. Zu den 
Untersuchungen wurde ein  Pressapparat gebaut, der G y u l a i in alle die Insti­
tute begleitete , deren Leiter er später wurde. Der Apparat befindet sich zur Zeit 
in dem unter G y u l a is  L eitung stehenden Institut für Experim entelle Physik  
der technischen U niversität für die B auindustrie, B udapest. Die K ristalle wurden 
in diesem  Apparat einem  einseitigen D ruck unterworfen, der K ristall wurde 
sprunghaft belastet. Bei sprunghafter Erhöhung der B elastung konnten Strom ­
sprünge gem essen werden, deren Grösse von  der einseitigen Belastung abhang. Die 
Strom sprünge "waren bei einigen Fällen  die 40—50-fache der ursprünglichen  
Leitungsw erte. Der erhöhte Strom nahm  rasch ab und — von der Belastung  
abhängend — erreichte in  vier bis fü n f Minuten den ursprünglichen W ert.

D ie Stromsprünge schienen den SMEKALschen Gedanken zu unterstützen. 
Die Erscheinung wurde so interpretiert, dass unter dem einseitigen Druck 
G leitungen im  K ristall auftreten, w ährend der Gleitung entstehen viele  K ristall­
fehler, die für die sprunghafte E rhöhung des Leitungsstrom es verantwortlich  
sind. Schon bei diesen U ntersuchungen wurde festgestellt, dass durch die Ver­
formung eine Verfestigung im  K ristall zustande kom m t, in dem, wenn der Kristall 
ähnlich zur ersten Belastungsserie w eiter belastet w ird, keine w eiteren Strom­
sprünge feststellbar sind. Die Verfasser stellten fest, dass eine 24 stündige Er­
holung bei 4 0 —50° C n ich t genügend ist und sie ste llten  in  A ussicht, dass einer 
von ihnen  den Erholungsprozess in A bhängigkeit von  einer W ärm ebehandlung  
untersuchen würde.



EINIGE BEMERKUNGEN ZUM GYULAI—HARTLYSCHEN DRUCKEFFEKT 8 5

Die Feststellung des Druckeffektes war ein  wichtiger B ew eis für die 
»locker-Ionen«-Theorie. J o f fé  te ilte  jedoch diese Auffassung n ich t. Er befasste 
sich  in einer in 1930 erschienenen A rbeit [7] eingehend m it der Frage und ver­
warf die Theorie. N ach seiner A uffassung kann der von Gy u l a i  und H a r t l y  
gefundene Effekt auch so gedeutet werden, dass beim  Druck der Polarisations­
strom  eine solche Verminderung erfährt, dass der Leitungsstrom  sprunghaft 
wächst.

Ein Mitarbeiter J o f f e s , S t e p a n o w , veröffentlichte Messergebnisse im  
Jahre 1933 [11]. Er baute einen ebensolchen Apparat wie Gy u l a i  und wieder­
holte die G y u l a i—HARTLYschen Messungen. In  seiner Arbeit versuchte er, 
die auch von ihm festgestellten  Stromsprünge anders zu deuten. Nach seiner 
Auffassung erwärmen sich die w inzigen K ristallvolum ina beträchtlich  bei der 
plastischen Verformung. Die Stromsprünge können nun durch die L eitfähigkeits­
erhöhung der erwärmten Volumina erklärt werden.

Se id l  führte in 1932 an p ie z o -e le k tr isc h e m  Q u arz den in der GYULAischen  
Arbeit veröffentlichten Messungen [8 ] ähnliche aus und erhielt ähnliche S tro m ­
sprünge.

Der Verfasser begann sich m it diesem Thema in 1933 zu befassen. Seine 
erste Arbeit war die noch von Gy u l a i und H a r t l y  im  1928 in A ussicht gestellte  
U ntersuchung über die Zeit- und Tem peraturabhängigkeit der Erholung. 
Die M esseinrichtung und M essmethode war dieselbe wie bei Gy u l a i u n d  H a r t l y . 
Die K ristalle wurden schrittweise belastet und die Stromsprünge gemessen. 
Danach wurden die K ristalle einige Stunden au f einigen 100° C getem pert. 
Zur Erholung ist eine hohe Temperatur notwendig. N ach der W ärm ebehandlung  
wurden die Kristalle in denselben Schritten belastet wie vor der Behandlung  
und es wurden die Stromsprünge gem essen. Die Sprünge nach der W ärme­
behandlung waren geringer als die Sprünge bei der ersten M essung. Im  Falle 
einer vollkom m enen Erholung ivar die Höhe der Sprünge dieselbe wie im  Falle 
der ersten Messung. Mass der Erholung war das Verhältnis der Sprünge vor und 
nach der W ärmebehandlung. Ein T eil dieser Ergebnisse wurde in  einer mit 
G y u l a i gemeinsam verfassten Arbeit in der Zeitschrift für Physik in  1935 ver­
öffentlicht [2 ].

Ähnliche Untersuchungen wurden auch m it anderen K ristallen  durch­
geführt. Zunächst untersuchten wir weitere Alkalihalogenid-K ristalle. Während 
die ersten Messungen an natürlichen Steinsalz-K ristallen aus W ieliczka durch­
geführt wurden, benützten wir zu den weiteren Untersuchungen synthetische, 
aus der Schmelze gezogene Kristalle. Die synthetischen Kristalle wurden alle 
in G öttingen während G y u l a is  dortigem  A ufenthalt (1925—26) hergestellt.

Synthetische NaCl-, KCl-, K Br-, NaBr- und K J-K ristalle wurden der 
Reihenfolge nach untersucht. Der Druckeffekt ivar ausgeprägter b ei synthe­
tischen NaCl-Kristallen als beim natürlichen Steinsalz. Der E ffekt war auch 
bei den anderen K ristallen feststellbar und zwar waren die Strom sprünge im
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allgem einen grösser als bei den natürlichen Steinsalzkristallen aus W ieliczka, 
die bei den ursprünglichen Versuchen gemessen wurden.

Bei den Untersuchungen an natürlichen NaCl-Kristallen wurden auch solche 
Messungen durcbgeführt, bei denen aus dem E inkristall ein solches poliertes 
K ristallplättchen hergestellt wurde, bei dem die polierte Oberfläche einen cca 
45°-igen W inkel m it der W ürfelfläche einschloss. B ei solchen K ristallplättchen  
wurden 1/3 bzw. 1/2 so grosse Stromsprünge gemessen wie bei einer Belastung  
der W ürfelflächen in der ursprünglichen Richtung. Der Druckeffekt war auch 
im Falle von NaCl P astillen  feststellbar. Neben den Alkalihalogenidkristallen  
zeigten K alkspat (CaC03) und Gipskristalle ähnliche Stromsprünge. In beiden 
Fällen war der Strom gang derselbe, die Sprünge waren aber geringer besonders 
bei den Gipskristallen. Untersuchungen m it K upfersulfat-, Alaun- und Schwefel­
kristallen führten zu keinen eindeutigen Ergebnissen. Diese Untersuchungen  
wurden bis jetzt noch nicht veröffentlicht.

Tabelle t

8 6

Sprunghafte (vorübergehende) Änderung der spezifischen Leitfähigkeit bei kolloidalen 
und U-Zentren enthaltenden KBr- und KCl-Kristallen in 10 15 Ohm 1 cm 1 Einheiten

.
•5°

Belastung in kg/cm2 
(in 5, 10, 10, 20-er Sprüngen) Mittelwert

Sprungüber­
schuss der 
verfärbtenKristall •tS 15 25 45 der Sprünge j ezogeu auf des Elek-

-= Material bezogen auf ■ dieselbe
ristallsorte

Kristalle als 
Beitrag der

tronen-
beitrages1 1 I i-ä  ! Sprung der spezifischen Leitungs- die Ein- j,

я <5 s e/S 1 Fähigkeit auf 1 kg/cm2 Belastung Elektronen
bezogen 1

40 1,05 4,22 20,25 17,3 23,9 16,4
48 Keines

KBr 1,76 0 1,17 43,2 28,5 18,3 19,3 — —
49 2,64 3,5 20,4 44,3 24,6 23,2

44 Additive 4,07 8,55 26,6 59,7 28,6 30,8
45 verfärb- 5,5 11,3 37,0 39,8 44,3 33,1 31,4 12,1 62%
50 tes KBr 5,3 0 30,7 54,7 35,8 30,3

53
54

Reines
KCl

1,48
1,93

4,55
3,0

25.25
30.25

31,0
31,4

13,4
16,75

18,55 
20,2

19,37 — —

65 KCl mit. 1,66 9,88 38,7 38,7 18,6 26,5
66 U-Zen- 1,93 4,72 36,6 29,4 15,6 21,55 25,12 5,87 30%
67 tren 2,03 10,55 49,3 49,3 — 27,3

55 Additive
verfärb-

5,44 16,0 69,4 74,3 33,1 48,2
39,17 19.80 100%

56 tes KCl 6,26 4,94 21,6 59,6 37,4 36,15

Der Druckeffekt wurde im  Jahre 1938 wieder in das Programm aufge­
nommen, diesmal m it verfeinerter Technik. A n statt eines Fadenelektrometers 
wurde ein Elektrometerrohr m it angeschlossenem Verstärker benutzt. Die
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Tabelle I I

Sprunghafte  Ä nderung de r spezifischen L eitfäh ig k eit bei a to m a re  Z entren  e n th a lte n d en  (m it 
R ön tgen  b es trah lten ) KCl- und K B r-K ris ta llen  in  10-15 O lim -1 cm -1 E in h e ite n

Stromsprünge wurden m it einem Oszillographen registriert. Mit dieser Einrich­
tung wurden KCl-, K Br-K ristalle, m it Röntgenlicht bestrahlte und add itiv  ver­
färbte Farbzentren enthaltende KCl- und KBr- und U-Zentren enthaltende  
KCl-Kristalle untersucht. Im Falle der Färb- und U-Zentren enthaltenden Kri­
stalle waren die Stromsprünge grösser als bei reinen Kristallen. Die Erhöhung 
der Stromsprünge wurde damals so gedeutet, dass bei der während der Ver­
formung auftretenden Gleitung Elektronen von den Zentren abgespaltet werden, 
die dann ihrerseits als Leitungsträger bei der Stromerhöhung mitwirken. Diese 
Untersuchungen wurden gemeinsam m it Gyulai in ungarischer Sprache in den 
»M athematischen und Naturwissenschaftlichen B lättern der Ungarischen  
Akademie der W issenschaften« veröffentlicht [4]. Die Verfasser hielten die Er­
gebnisse für nicht so w ichtig und bereiteten keine fremdsprachige Veröffent­
lichung vor. Die W eltliteratur wurde trotzdem  aufmerksam, und die ausländi­
schen referierenden Zeitschriften berichteten über diese Untersuchungen. 
W .W .T y l e r  berichtet in einer kurzen Arbeit zusammen m it den Gyulai —H a rtly - 
schen Ergebnissen auch über diese M essungen [12], die übrigens die B ibliothek  
der General Electric Shenectady ins E nglische übersetzen liess. Noch in diesem  
Jahr (1957) wurden Sonderdrucke vom  Ausland verlangt, die die Verfasser ins

Belastung in kg/cm2 Sprungüber­
schuss der 
verfärbten 

Kristalle als

« (in 5, 10, 10, 20-er Sprüngen) Mittelwert Mittelwert 
>ezogen auf 

d ieselbe■5 & Ь Kristall
Material

2 Jt ™ .sp 5 15 25 45 tier Sprünge 
bezogen des Elek- 

tronenbei-
Sprung der spezifischen Leitungs- aut die Ein- Kristallsorte Beitrag der träges

s  £ S
J S Z

а •: —сП hJ fähigkeit auf 1 kg/cm2 Belastung 
bezogen

Elektronen

86 2,4 23,5 19,1 48,2 21,7 28,1
87 Reines

КС!
2,8 22,5 46,8 41,7 20,85 39,9

32,7
95 3,8 26,9 39,4 64,4 21,5 33,5
96 4,58 23,1 44,6 44,6 33,0 36,3

88 3,8 71,8 63,7 59,6 34,2 57,2
89
90

R öntgen- 4,58 113,4 70,6 81,1 31,8 74,2
55,1 22,4 69%

КС1 2,86 22,0 58,2 49,2 26,5 38,9
91 2,28 28,2 85,2 46,1 41,8 50,3

92 3,73 19,1 36.8 36,8 34,5 31,8
93 Reines

K B r 4,57 24,1 28,7 48,6 27,2 32,1 32,4 — —
94 3,97 18,7 51,8 33,6 29,6 33,4

97 R öntgen- 13,3 5,8 28,0 110,8 79,2 55,9
98

99

isiertes
K B r

13,7 44,1 59,2 84,1 62,6 62,5 63,1 30,7 94%

14,2 28,2 56,6 82,9 117,2 71,0
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D eutsche übersetzen Hessen. Der vorliegenden Arbeit sind zwei Tabellen der 
M essungen beigefügt, um w enigstens jetzt und teilw eise jenen M angel zu be­
seitigen , der durch das Unterlassen einer Veröffentlichung in einer W eltsprache 
verursacht wurde.

Der Verfasser betrachtet es als w ichtig, in  diesem  Zusammenhang auf 
ein ige Ergebnisse von  P aul Se l é n y i hinzuweisen, die nach dem  Urteil des 
Verfassers auch m it dem  Gy u l a i— H artly  E ffekt in  Verbindung stehen.

Se l é n y i berichtete im Jahre 1951 anlässlich einer Tagung der Ungarischen 
Physikalischen Gesellschaft in Pécs (Fünfkirchen) über seine Erfahrung, nach 
der gebogene Selengleichrichterscheiben während der Biegung eine Erhöhung 
des Stromes in Durchlassrichtung zeigen.
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ЗАМЕЧАНИЯ К ЭФФЕКТУ ДАВЛЕНИЯ ДЬЮЛАИ—ГАРТЛИ
Й. БОРОШ  

Р е з ю м е

Дается краткий обзор о тех исследованиях, которые взяли начало от результатов 
Дьюлаи—Гартли. Автор сообщает о результатах измерений, произведенных на некоторых 
окрашенных щелочных галогенидах, далее на кристаллах кальцита и гипса, которые до 
сих пор или вовсе не публиковались или опубликованы только на венгерском языке. 
Далее рассматриваются некоторые исследования, связанные с рассмотренными здесь 
измерениями.



ELEMENTARY METHOD FOR THE CALCULATION 
OF THE LATTICE ENERGIES OF THE NaCl CRYSTAL. I.
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INSTITUTE FOR EXPERIMENTAL PHYSICS OF THE UNIVERSITY FOR BUILDING SCIENCES, BUDAPEST 

(Presented by I. Kovács. — Received VIII. 3. 1957)

Developing the Kossel theory and model of crystal growth the authors give an 
elementary method to compute the lattice energies of hexagonal, heteropolar crystals. The 
method leads in a simple way to the correct value of the Madelung constant.

Introduction

For the theore tical treatm ent o f crystal growth and dissolution phenomena  
a com paratively sim ple and illustrative m ethod was suggested by K ossel  and 
Stranski (1927). The m ethod follows the elem entary stages of the process of 
grow th and investigates the values of energy liberated when the individual partic­
les attach them selves to  the crystal surface, as well as the values of energy required  
to remove a particle from the crystal la ttice  on certain regions of the surface. 
I f  the process of growth is so slow that the crystal is approxim ately in equilibrium  
with the solution or m elt, then the m ost probable steps are the ones most advan­
tageous from the energetical standpoint, i. e. those which liberate a m axim um  
amount o f energy at attachm ent and consume a minimum am ount at dissolution. 
Under such and other sim plifying conditions, if  a sufficiently large crystal body is 
assumed, so that the “edge effects” (K o ssel’s Randwirkung) can be neglected  
the crystal body is bu ilt up in  energetically equivalent steps (wiederholbare 
Schritte). This is called b y  K ossel an “isograd” structure [1].

From K ossel’s considerations simple rules can be derived for the process of 
crystal growth, which seem  to be confirmed by the observations reported in the  
literature, especially b y  those reported b y  Gy u la i [2, 3].

In our crystal growth experiments we have observed some elem entary forms 
(formation of needles and plates from saturated solutions) for the in itiation  of 
which one or two-dim ensional seeds m ust be assum ed, i. e. where the “ edge 
effects” (in addition to isograd steps, heterograd steps) have also to  be taken  
into account. To interpret these “edge effects” a m ethod o f calculation is required 
by which the energies o f attachm ent can also be determ ined in the neigh­
bourhood o f edges and corners (briefly: in the “edge zone” ), a m ethod which is 
suitable for the investigation  of the formation of needles and plates and which
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m ight also be applied to the investigation  o f the quite elem entary processes of 
seed formation.

The m ethod described below  satisfies th is requirement and has also the  
advantage o f em ploying but elem entary m athem atical m eans. The method has 
been developed in  connection w ith its  application to the rock salt crystal. The cubic 
crystal structure makes it p lausible to represent the individual ions according 
to  the generally used model as sm all cubes, the ionic chains as square columns of  
parallelepipedons etc.

1. Binding energy of the ionic lattice

Follow ing K ossel’s considerations we m ake the follow ing sim plifying  
assum ptions.

a) The growth of the crysta l lattice takes place from ion to ion, i. e. at one 
tim e only one ion (Na or Cl ) m ay join the lattice.

b) The form ing lattice is a perfect one, i. e. there are no inclusions, impuri- 
1 ies or dislocations in it, and the attaching ions m ay occupy regular places only.

c) The ions are point charges and only Coulomb forces act between them . 
These idealizing assum ptions considerably sim plify the m athem atical

problem and th ey  are justified  b y  the correctness of the results obtained.
The binding energy betw een two neighbouring ions in the NaCl crystal is

и =  e2/rf, • ( 1 )

where d is the la ttice  constant ( =  2,81 Â). In a more general case, where the d is­
tance between the two ions is r, the binding energy is given by

e
2 = ±  ^  *

Г j/дс2 -j- y 2 -|- 22 fa* ß2 +  Г
( 2)

where a, ß  у ,  are positive integers (Fig. 1).
If  the ion is attached to  an ionic lattice already formed the binding energy 

is obtained as the sum of the energies belonging to the individual ions of the la t ­
tice

U J V M V  ( _  1 )" - p -

V  a2 +  ß 2 +  у 2
(3)

Here sum m ation is to be carried out over all those ( a ,  ß ,  у )  which are coordinates 
of the ind ividual ions of the la ttice  in th at coordinate system  which has its ori­
gin in the attaching ion, and the axes of which are parallel to  the crystal axes 
and the unit o f  length is the la ttice  constant.
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E vidently, if  we travel between two ions in the regular la ttice  of NaCl paral­
lel to the axes, proceeding step by step from ion to ion, the number of steps b e t­
ween ions of identical charge is always even andthat between ions of opposite charge 
is odd. Further, as the sum a + /? + y  means the number of steps between th e  two  
ions, it follows from (3) th at we regard the binding energy between ions o f  oppo­
site charge — when energy is liberated at attachm ent — as positive and that

d-H------ f*-

/ ‘ / M
+

-

P2
u - 4

a> b )
Fig. / .  B inding energy be tw een  two ions

between ions of identical charge, when outside energy is needed for the a ttach ­
m ent, as negative.

The coefficient of the constant e2jd  be denoted for brevity  by

Ф — —  ( i ) (a
(«) lß) O’)

1)
)/ a2 +  /?24  y ‘

then the binding energy is

U -  Ф ■
d

(4)

(5)

In special cases formula (4) is applied to the calculation o f the plane and 
block binding energies of the ionic chain. I f  a and ß  are constants, i. e. the sum  
is taken in the direction of the z axis only, expression (1 0 ) o f <7/ ^  is obtained for
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th e  ionic chain ; b y  sum m ing these <pa> in  the direction of th e  y  axis (a constant) 
we obtain form ula (15) for th e  la ttice  plane ; finally , the sum m ation parallel 
to  the X  axis over the values obtained for the la ttice  planes yields (18) 
for the binding energy o f thé cubic la ttice . Form ula (4) is in  addition suitable  
for the calculation of binding energies o f elem entary forms (seeds) containing  
a fin ite number o f ions.

2. B in d in g  en erg y  o f  th e  io n ic  c h a in

In accordance w ith M a d e l u n g ’s fruitful idea [4], w e m ay regard the ionic 
chains as th e  elem entary building stones o f th e  crystal body. W e distinguish the  
proportionality factor referring to  the chains b y  denoting it  b y  <p, and use these

Fig. 2. A  N aC l b lo ck  of a rb itra ry  shape  can be  d iv id ed  in to  ionic chains. T he ion d en o ted  b y  A 
is th e  a tta ch in g  ion , w hich jo in s  a  chain  a lready  fo rm ed  (a t th e  back) a  p lane  (on th e  le ft h a n d  
side) and  a  cube (a t  th e  b o tto m ), b riefly  : a  h a lf  c ry sta l. To th is  correspond th e  “ w ied er­

ho lbare  S ch ritte ”  o f K ö s s é l

y  values to  calculate the Ф values for the more com plicated configurations. These 
configurations can always be resolved into ionic chains starting from one o f  the  
planes bounding the attaching ion (Fig. 2). The ionic chains run ing in  the  
same direction (in the figure downwards) f i l l  the half-space.

For the ions of the chain exhibited in  Fig. 3

a2 ß 2 =  a
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is a constant value, thus if  the generally valid formula (4) is to be applied to  this 
chain, y  =  ra is the on ly  variable. T he sign o f the individual term s is

(  ] ^ a  +  /3 + y-l _   ̂  2^a»+/S2 + y 1 __  ̂  l')n+a 1

and thus the binding energy of the chain of n members is

(6)

> ' ( -  i )
n+a 1

У и2 a (?)

Fig. 3. T h e  ionic chains com m ence in  th e  p lan e  below th e  a tta c h in g  ion an d  ru n  dow nw ards 
in  th e  d irec tio n  of th e  arrow . T he square o f  th e  distance betw een th e  chain  an d  th e  a tta ch in g

ion is : a = a 2 ■ f- ß 2

The summ ation can if  necessary be carried out separately over the various 
directions o f space. For a fin ite block

Ф =  (8)
(a )

W ith n sm all (not larger than 20) the numerical value of can easily be com ­
puted from (7), all th at is needed is an auxiliary table containing the values 1/l'x .
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The values thus com puted and arranged in corresponding tables suffice for 
the investigation o f the energetical conditions of seed formation.

Since the absolute values o f the terms o f the series given in (7) decrease and 
their signs alternate, i. e. the series is o f the Leibniz typ e, we have

if j even , 
I odd.

(9)

However, if  n is very large, formula (7) is no longer suitable for num erical calcula­
tion. In th is case it should be replaced by the boundary value of the in fin ite series

9>Le)=  j v ( -  I)" " 1
n—1

( 10)

The absolu te value of the error com m itted is

I a f f l )  _  „(a) ] . ' < 1 / 2  n  .

T 2  I / n * + a

For m acroscopical crystals th is error can be com pletely neglected, as e. g. 
in the case o f a chain of 1 mm length  the value o f n is 1 0 6, thus the error 
is of the order 1 0 “ ', which exceeds the error lim it o f our calculations. The lim it­
ing value in (1 0 ) can be calculated for various values w ith the aid o f two auxi­
liary theorem s.

I. Starting from the first 20 partial sums o f a convergent infinite series of 
Leibniz type we form the arithm etical means from every two subsequent terms, 
the series o f these arithm etical means is also a convergent in fin ite series of 
Leibniz typ e and tends to the same lim it as the series of partial sums of the 
original series, but approxim ates th is lim it much more rapidly.

As an exam ple we refer to the calculation o f the value cpSj, which corres­
ponds to  the case when the attaching ion joins the end of an infin itely  long ionic 
chain in the direction of the chain (Fig. 4).

For th is we obtain from (7)

rt? )=  x ' ( -  I)"“ 1 -1-, (7«)
n 1 »

so as to obtain an accuracy to six  decimal places we ought to  sum over a million 
terms.

According to  our auxiliary theorem we start from the first 20 partial sums 
(out of which the figure shows only seven) and from the arithm etical means from 
the first-second, second-third, etc. term s. These show that the lim it remains the  
same, and the convergence im proves (Fig. 5).

R epeating the procedure at the fourteenth step all the seven decimals 
agree. We obtain

0,6931472, (И )
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~ 7 — -7 — ~/---- r ~ ~ 7 ----V---- 7----7 ~7 ~
( — (— ■(— < ~ 4 —

I I I I ! I I I I
J ____I__i____J____ L___ I____J___ I____I____

-h 9 ? = 1

— f— f— f—  f— f — f—  A— / —
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-

1
1

—
11

__
111

—
1 1

—
1 1

__i11
—

1 1
■—

1 1

— + A 9>'?" = 0.5

—  7 -

Y
I I

_i___i
I I I

.J___l ___l_
+ - -h * T ‘ 1 ■г 3 = 0.8333333

■ 7* •
T  f -  f -  -f Z ----- Z ----- Z___ z ___ (0) .
1 1 1 1 1 1 
J_ _L J  _1 1_ _L

— + — + /1
. - 1+1I ■> ?2  3  * 0.5833333

c p =0.7833333; if (g =0,6166667; 0.7595238;

7 “ 7 “ 7~7~/ / 7 “ y~/ ж ... 00 n i l
+ + - + + A

)
Усо  ̂£/~1) П = 0,6931472

Fig. 4. The attaching ion joins the end of the infinitely long ionic chain with an energy 7 j - 
ff';4, f; \f:. . . ., ff1'1’ are the corresponding partial sums

Fig. 5. Approximation of the limit <p'pp by the partial sums and the arithmetical means thereof

which сан easily  be cheeked, as the limit o f the infinite series is known

In 2 0 ,6 9 3 1 4 7 1 8 ... .

We have calculated the values of (p:>? for a <  50 in a similar manner.
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II. For larger a values we m ay replace (10) b y  the straightforward asym ­
ptotic formula

9Ía)~ ( - l ) ű - ^ -  ( 1 2 )
Z a

W ithin the error lim it of our calculation the lim it of the series which is to  be 
sum m ed agrees w ith  this asym ptotic lim it. The proof of our theorem  given b y  
G . F r e u d  is outlined in the Appendix.

Table I

(a) (a) J a ) J a )
9? 00 a Ф CO

1
Ф OO a <P 0 °

0 + 0 ,6931472 104 +  0,0490290 233 —  0,0327560 369 — 0,0260289
1 — 0,4409176 106 + 0 ,0 4 8 5 6 4 3 234 + 0,0326860 370 + 0,0259937
2 + 0 ,3 3 9 9 1 7 7 109 — 0,0478913 241 — 0,0322078 373 — 0,0258890
4 + 0 ,2 4 8 1 6 6 8 113 — 0,0470360 242 +  0,0321412 377 — 0,0257513
5 — 0,2227796 116 + 0 ,0 4 6 4 2 3 8 244 + 0,0320092 386 +0,0254493
8 + 0 ,1 7 6 6 6 1 8 117 — 0,0462250 245 — 0,0319438 388 + 0,0253836
9 — 0,1666015 121 — 0,0454545 250 +0,0316228 389 —  0,0253510

10 +  0,1580759 122 + 0 ,0 4 5 2 6 7 9 256 +  0,0312500 392 + 0,0252538
13 — 0,1386660 125 — 0,0447214 257 — 0,0311891 394 + 0,0251896
16 + 0 ,1 2 4 9 9 7 5 128 + 0 ,0 4 4 1 9 4 2 260 + 0,0310087 397 —  0,0250943
17 — 0,1212662 130 + 0 ,0 4 3 8 5 2 9 261 — 0,0309492 400 + 0,0250000
18 + 0 ,1 1 7 8 4 9 9 136 + 0 ,0 4 2 8 7 4 6 265 — 0,0307147 401 — 0,0249688
20 + 0 ,1 1 1 8 0 3 0 137 — 0,0427179 269 — 0,0304855 404 + 0,0248759
25 — 0 ,1 0 0 0 0 0 0 144 + 0 ,0 4 1 6 6 6 6 272 +  0,0303169 405 — 0,0248452
26 +  0,0980581 145 — 0,0415227 274 +0,0302061 409 — 0,0247234
29 — 0,0928477 146 +  0,0413803 277 — 0,0300421 410 +0,0246932
32 + 0 ,0 8 8 3 8 8 3 148 +  0,0410997 281 — 0,0298275 416 + 0,0245145
34 + 0 ,0 8 5 7 4 9 3 149 — 0,0409616 288 +0,0294628 421 — 0,0243685
36 +  0,0833333 153 — 0,0404226 289 — 0,0294117 424 +0,0242821
37 — 0,0821995 157 — 0,0399043 290 + 0,0293610 425 — 0,0242535
40 + 0 ,0 7 9 0 5 6 9 160 + 0 ,0 3 9 5 2 8 4 292 +  0,0292603 433 — 0,0240284
41 — 0,0780869 162 + 0 ,0 3 9 2 8 3 7 293 — 0,0292103 436 + 0,0239456
45 — 0,0745356 164 +  0,0390434 296 + 0,0290619 441 — 0,0238095
49 — 0,0714286 169 — 0,0384615 298 +0,0289642 442 +0,0237825
50 + 0,0707107 170 + 0 ,0383482 305 — 0,0286299 445 — 0,0237022
52 + 0,0693375 173 — 0,0380143 306 +0,0285831 449 — 0,0235964
53 — 0,0686803 178 + 0 ,0 3 7 4 7 6 6 313 — 0,0282616 450 + 0,0235702
58 + 0 ,0656532 180 + 0,0372678 314 +0,0282166 452 + 0,0235180
61 — 0,0640184 181 — 0,0371647 317 — 0,0280828 457 — 0,0233890
64 +  0,0625000 185 — 0,0367607 320 +0,0279508 458 +  0,0233634
65 — 0,0620174 193 — 0,0359908 324 +0,0277778 461 — 0,0232873
68 + 0 ,0 6 0 6 3 3 9 194 + 0 ,0358979 325 — 0,0277350 464 +  0,0232119
72 + 0 ,0 5 8 9 2 5 6 196 + 0,0357143 328 +  0,0276079 466 + 0,0231620
73 — 0,0585206 197 — 0,0356235 333 — 0,0273998 468 +  0,0231125
74 + 0 ,0 5 8 1 2 3 8 20 0 + 0 ,0353553 337 — 0,0272367 477 — 0,0228934
80 + 0 ,0559017 202 + 0 ,0351799 338 +0,0271964 481 — 0,0227980
81 — 0,0555556 205 — 0,0349215 340 +  0,0271163 482 + 0 ,0227744
82 + 0 ,0 5 5 2 1 5 8 208 + 0 ,0346687 346 +0,0268801 484 +  0,0227272
85 — 0,0542326 212 +  0,0343401 349 — 0,0267644 485 — 0,0227038
89 — 0,0529999 218 + 0,0338642 353 — 0,0266123 488 +  0,0226339
90 + 0 ,0 5 2 7 0 4 6 221 — 0,0336336 356 + 0,0264999 490 + 0,0225877
97 — 0,0507673 225 — 0,0333333 360 + 0,0263523 493 — 0,0225188
98 + 0 ,0 5 0 5 0 7 6 226 +  0,0332595 361 — 0,0263158 500 +  0,0223607

100 + 0 ,0500000 229 — 0,0330409 362 +  0,0262794
101 — 0,0497519 232 + 0 ,0 3 2 8 2 6 6 365 — 0,0261712
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The finding of th is asym ptotic lim it resulted th e  further sim plification  
of the num erical calculations and this is indeed the reason why our m ethod has 
become very practicable.

Table I lists the rp "* values com puted up to a =  500, necessary for the 
calculation o f the Ф values o f more com posite configurations.

As an application let us consider a concrete exam ple. Assume th a t there 
has been formed an ionic chain in fin itely long in both directions, which is joined  
from both above and behind by an ionic chain in fin itely  long in the one direc­
tion (Fig. 6 ). Betw een the nearer ends of these latter ionic chains there is a gap of 
the w idth of one lattice constant. The question arises how  great the energy of 
attachm ent of an ion to e. g. the upper end o f the chain has to  be to f ill the gap.

0 = (/>(<?>+<P
(01

Fig. 6. Binding energy of an ion attaching itself to an elementary crystal

As has been shown above this energy is

Ф =  <p^ +  <p^ -)- 2  -j- <p№

and its num erical value obtained from the data given above is

Ф =  1 ,1 5 1 2 2 9 7 .

3. B in d in g  energy  o f  p la n e  an d  cub ic  la ttic e s

W ith the aid of Table I the calculation of the binding energy of the ion  
attaching itse lf  to the side o f the half-plane lattice of in fin ite  dimensions invol­
ves no difficulty (Fig. 7). The energy value expressed in  e2jd  units (denoting the  
coordinate parallel to the у  axis by n) is

со oo
Ф“ -  <?40) +  2 ^ > Ф 2)_ ■ (13)

п = 1 П =— CO

(This is a direct consequence of (8 ) considering that in our case a =  0, a =  ß2 
and that infinite chains are summed over. The lim it of this infinite series can be

7 Acta Physica VlII/1—2.
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obtained by the m ethod of form ing arithm etical means applied above. The 
necessary

?,L1). • • • ?L400)

values are listed  iu the Table. The calculation yields

CO

=  -  0,2892618
n 1

) ( °)
CO

CD

= X
(П2)

w ith which
0 ,114624. (14)

N ow  m oving the attaching ion from its former position gradually away in  the  
direction of the normal of the plane lattice th e  binding energies resulting in the  
new  positions can also be given. Jn the present case (ß =  n)

a  =  )/ b ; a =  b -|- n2

and thus

- . "V <p<-b ■ ” 2) . • (1 5 )
/1 = — oo

Here b is the square of the distance between the lattice plane and the joining ion.

Fig. 7. T he ion a ttach es its e lf  to  a half-p lane la ttic e  of in fin ite  dim ensions
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The accuracy of the asym ptotic form ula

П 1
( -  1)"

1

4 1fb
(16)

F ig . 8 . T he d istance be tw een  th e  a ttach in g  ion  and  th e  p lan e  la ttice  considered is | /, in  the  
d irec tio n  of th e  norm al o f th e  p lane. The positio n  of the  p lan e  is characterized  b y  th e  co n stan t

b, cf. F ig. 3

used here can be proved. This proof is contained in th e  Appendix. W illi regard to

+  2 _v  cp(bt n2)
n 1

( l )6
1

2  ]/b 2 ( 1 )b 1

4* Vi
;--- 0

(17)

the Ф<« series converges very rapidly towards zero with increasing b 
as the values given in the Appendix show. The in fin ite half-plane la ttices (lattice 
planes) at a distance o f 5 or more ions from th e  attaching ion no longer

7*
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influence the binding energy of the ion. Their binding energy relative to  the ion 
does not am ount to even  a one m illionth  part of the binding energy beween two 
neighbouring ions. This result agrees w ith  K ossel’s on the infinite ion ic chain. 
K ossel  sta ted  that in fin ite  ionic chains at a distance o f  a few ions are no longer 
relevant to  the calculation of the b inding energy of the ion. The values o f  Ф c2 are 
given in  Table II. The sign o f the figures in  the last three rows refer to  some fur­
ther figures om itted on account of their  uncertainty.

T able  II

b ф <*>
CO

0 +  0,114624

1 — 0,025690

4 +  0,001442

9 — 0,000060

16 + 0 ,000002

25 — 0,000000

36 +  0,000000

49 — 0,000000

On the basis o f  our results we m ay п о л у  calculate the binding energy of the 
in fin ite  half-cubic la ttice  corresponding to Fig. 3. D enote this ЬуФ '. Obviously, 
su b stitu tin g  as applies here b =  n2

Ф' =  > ’ ф<"*>, (18)
n —  —  00

W ith regard to the fact that the values of ФЙ extrem ely rapidly tend  to zero 
with increasing b, the calculation o f the lim it reduces to the addition  of a few  
term s. From Table II  we have

Ф' =  0 ,066012 . (19)

As another application of our m ethod and the results so far ob ta in ed  we deter­
m ine th e  binding energy of an ion inside an in fin ite block, i. e. the va lve oi the  
so-called  M adelung constant

Ф0 2  foto) +  Ф<„°> +  Ф'\ =-- 1,747566, (20)

which is in good agreement vvith the values obtained by other authors, providing 
thus a further proof for the correctness and applicability  of our m ethod in addition  
to the determ ination of cphS in § 2. (Cf. Table III).
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4. Comparisons

The first theoretical contributions to the calculation of crystal lattice energies 
are due to E w a l d , B o r n  [5] and Ma d e l u n g  [4]. We quote from Ma d e l u n g ’s 
paper published in 1918, which is regarded to -d ay  as classical :

“ The calculation of the electric field  inside of atomic lattices consisting of 
point charges involves great difficulties if  we try  to carry it out b y  direct sum m a­
tions. Owing to the fact th at, as can im m ediately be seen on a concrete exam ple, 
an im m ensely large number of points should be taken into account in order to  
obtain som ewhat satisfactory accuracy. On the other hand th is calculation is 
significant . .

In their recent comprehensive monograph B o r n  and H u a n g  write [5] :
“ The electrostatic energy of a lattice o f point charges cannot in general be 

calculated in an elem entary w ay ; the d ifficu lty  is due to the slow decrease o f  
the Coulomb interaction with distance (long range force) which make a direct 
sum m ation procedure im possible” .

The same d ifficu lty  is referred to b y  E m e r s l e b e n , who deals in several 
papers w ith the calculation of lattice constants, especially the Madelung con­
stant. To th is end he starts in one of his papers [6 ] from the formula

A V ( - 1  Г “1
r3 (»)

Iin

where r3(n) denotes in  how many ways the natural number n can be resolved in to  
the sum o f three square numbers, i. e. it denotes the number o f lattice points 
on the sphere of radius j/n. A ctually, he sum s over the Coulomb potentials 
of point charges on concentric spherical surfaces. He states th a t this series is 
not suitable for numerical calculation.

A  sim plification suitable for the calculation of the M adelung constant is 
obtained in  an interesting paper b y  E v j e n  [7], b y  carrying out the sum m ation  
over cubic cells instead of single ions. Proceeding in steps from cube shell to cube  
shell he obtains very rapid convergence. For an accuracy to three decimal p la ­
ces it suffices to perform the calculation for a cube o f the dimensions o f four la t ­
tice constants.

Of the other authors treating the potential o f point la ttices and the ca l­
culation of the Madelung constant [8 , 9] special reference m ust be made to  
Sa ka m oto  for his results of high accuracy. The value of the M adelung constant 
now universally accepted, e. g..

1,7476

* O ur tran s la tio n .
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loi; the NaCl crystal, is clue to  the above contributions all of them applying  
higher m athem atical procedures.

The m ethod  described here requires the knowledge of elem entary m ath e­
matics only, applies direct sum m ation and avoids the difficulties m entioned  
above. Our auxiliary theorem  reduces the am ount of calculation and im proves 
the convergence so that the “ ungeheuer grosse Anzahl” the im m ensely large num ­
ber of points referred to b y  Madelung  no longer involves unavoidable d ifficu l­
ties. The asym ptotic formula (12) gives us the key to the elem entary solution  
of the problem .

K o ssel  has determ ined the binding energies for the “edge zone” for the  
cases where th e  energy can be expressed as th e  combination o f the energy values 

Фгс? and Ф ' (denoted b y  K ossel as Ф', Ф", Ф"'), and o f the fractions thereof. 
Our m ethod allows the direct calculation o f the energy for an arbitrary region of 
the crystal b od y and not only for crystal bodies of in fin ite  dimensions but also 
for elem entary ones. The real significance o f  the method is due to this, because it 
promises to  be suitable for the investigation o f some problems of seed form ation.

Table III

Binding Notation I II III

A t the end  o f 
th e  chain ( l l ) +  0,6931172 +  0,69315 +  1,38629 43611 19890 61883

At the edge o f 
th e  p lane ф(°)

CO (14) + 0 ,114624 +  0,1144 + 0 ,1 1 4 6 2  41328

A t the  side o f 
th e  block 0 ' (19) + 0 ,066012 +  0,0662 +  0,06601 09840

[и side th e  b lock Ф 1 0 ( 2 0 ) +  1,747566 +  1,7476 +  1,74756 45946 33182 16 3 +

In Table III the results of the present investigation are compared w ith those 
of other authors. The three respective colum ns include the results obtained here, 
by K o ssel  and by the checking calculations of Sakamoto [10]. In the first row 
of Sakam oto’s column the result is tw ice ours.

Owing to our m ethod o f calculation the first and second rows of colum n I are 
accurate to  six  decimal places and the third and further row's are accurate to 
five. Our results show the expected agreem ent with Sakamoto’s highly accurate 
values and are better than the values generally used in the literature.

Sum m ary

The results o f the paper can briefly  be summarized as follows.
I . A pplying K o ssel’s assum ptions o f  crystal growth a simple elem entary  

m ethod for the calculation of the binding energies o f heteropolar cubic crystal
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la ttices is given. The calculation can be carried out on su itab ly  chosen ionic  
series by the m ethod of arithm etical means b y  direct sum m ation. The num erical 
work is essentially reduced b y  the asym ptotic formula (12). The results are 
listed in Tables I and II. The m ethod can be applied to  crystal bodies of 
arbitrary shape and dimensions (not only to  bodies of in fin ite  dimensions).

2. The correctness of the method is confirm ed by th e  fact that it  y ields  
the value of the Madelung constant in good agreement w ilh the values reported 
in the literature.

3. The method has been developed in connection with its  application to the  
NaCl crystal. I t remains to investigate to what extent the m ethod can be applied  
to the calculation of the energies o f crystal la ttices of different structure.

4. In  addition to sim plicity a further advantage of the m ethod is that it  is 
suitable for calculating the conditions of seed formation, which will he shown  
in a subsequent paper.
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A P P E N D IX

A

Prove the asym ptotic formula (1 2 ). Find the sum of the infin ite series

X ' ( -  l ) fc 1 „
T“I \l k2 +  «

To th is end consider the com plex integral

1
1

2 m i $ Sill n

dz

z ■ У z2 a

in the manner suggested in Fig. 9 (n denotes an arbitrary natural number).
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The integrand has first order poles at the places

г — 0 , ±  1 > i  2  . . .  ±  n ,

elsewhere it  is regular. The residue of our function at the pole z =  к is

( ~ l ) fc I
n  У A:2 -f- a

Thus the integral can he evaluated  according to the residuum  theorem

and the sum
1

4 i § sin 71 Z

dz

• 1fz2 -f- a

The circles of the p ath  o f integration around the points 2 =  i  i  ]Aa may  
be contracted to a point because the integral along these circles tends to zero 
if  r—> 0 .

N ow  remove the sections parallel to  the real ax is of the path in te­
gration upwards and downwards to in fin ity ; meanwhile th e  integral along these  
sections ten d s to  zero.

From  th is follows th a t the path o f integration can be replaced by the follow­
ing (Fig. 10).

Let us carry out the boundary transition  n —> со, then the integral along the 
two outer vertical straight lines also ten d s to zero.
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Remembering th is we obtain

k=l

1

У к2 -  a
1_____f  dy

2 \í a J s h n y  \ y 2 — a
1 a

(Here we have taken into account that in avoiding the point i j/n we cam e to 
the other branch of the function ]/z2 -f- a)-The value of the integral on the right

iVo

~n ~J

■i Vo

П*2

Fig. 10

hand side can be estim ated :

7  71 \  Cl

J y  ^  _ e_____
sh n  у  ]fy2 a s h n ^  a

УЗ • e
1

л  У 3 a

This estim ation o f the approximation yields an order o f  magnitude 10 9 

for a =  49. The numerical approximation is shown in Fig. 11.

В

Prove the correctness of the asym ptotic relation (16). It is to be proved  

n=i 4 У&

if  the value of b is sufficiently large. Considering that for sufficiently large b 
values our formula (1 2 ) yields
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Fig. II ,  A p p ro ach  of th e  function  to th e  asy m p to tic  lim it 3/ 2 | d. T he function  rap id ly
decreases : A  (2 0 ) 4,10-7

<P(F n2)~ ( -  1 ) Й+" 2 „  1 , , 1  ( I ) " '  n 1 • ( —  l ) « + b - l
2  \b  +  n 

]

2 17) 4- n 2

(__ i)« ь -i . ___
2 Vb 4- raa

Thus we inav write

v ^  ',2) -  o v ( -  О
n= 1 2

n fb -l
|/б -f" fl2

1 ( 1 )" 1 - =  (— 1 
2 V ’ 2 1'7) V ’ 4 17)

Our proof has been reduced to the relation in A, the degree of approxim a­
tion is the same.
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Э Л Е М Е Н Т А Р Н Ы Й  СПОСОБ В Ы Ч И С Л Е Н И Я  Э Н Е Р Г И И  Р Е Ш Е Т К И  К Р И С Т А Л Л А
NaCl

Ф. Ф А ТИ  и Ф. Б У К О В С К И

Р е з ю м е

В статье  дается  элем ентарны й м атем атический  способ вы числен ия энергии  гете- 
рополярной  кубической  реш етки с развитием тео р и и  и модели роста  реш етки к р и с та л л а  
К осселя. Этот метод кратко  и правильно  дает зн ачени е константы  М аделунга.





WIEDERHOLBARE SCHRITTE UND PERIODIZITÄT 
BEIM KRISTALLWACHSTUM

V on

F . B ukovszky

INSTITUT FÜR EXPERIMENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITÄT FÜ R DIE BAUINDUSTRIE,
BUDAPEST

(Vorgelegt v o n  I. Kovács. —  E ingegangen 4. V III . 1957)

In  de r KossELschen K ris ta llw ach stu m sth eo rie  wird der K ris ta llk ö rp er in  e lem en taren  
A k ten  au fgebau t. D iese S ch ritte , be i welchen die sich  anlagernden Io n e n  dieselben energe tischen  
V erhältn isse  vorfinden , w erden  »w iederholbare S c h ritte «  (equ iva len t step ) g en ann t. V erfasser 
verallgem einert diesen B egriff u n d  zeig t, dass d ie e in g efü h rten  w iederho lbaren  S chritte  h ö h erer 
A rt die in  K rista llw achstum  sich zeigenden P e rio d en  begrenzen.

1. Der wiederholbare Schritt hei Kossel

W. K ossel  hat eine einzigartige Theorie über den schrittweisen A ufbau  
eines K ristalles entwickelt, die die Einzelvorgänge des W achstum s als W ieder­
holung ein und desselben Grundvorganges auffasst [1]. N ach dieser Auffassung  
baut sich das Kristallgebäude aus lauter gleichwertigen Schritten auf, bei w el­
chen jedes anzulagernde Teilchen genau dieselben Verhältnisse vorfindet. Dies 
ist beim Anwachsen an den »halben K ristall« verwirklicht (Abb. 1). K ossel  
bezeichnet dieses Anfügen eines neuen Gitterbausteines als »wiederholbaren  
Schritt«.

Um einfache Verhältnisse zu schaffen, charakterisiert K ossel die einzel­
nen Anlagerungsm öglichkeiten durch die Angabe der nächsten Nachbarschaft. 
Im Falle des einfachen W ürfelgitters haben wir drei verschiedene Arten von N ach­
barn (Abb. 2). M itten im K ristallbau hat ein  jedes Teilchen insgesamt 26 N ach­
barn, und zwar 6,12 bzw. 8  von den drei A rten. Diese Nachbarschaft kann in 
sym bolischer Schreibweise durch das Zeichen

6/ 12/8
angegeben werden.

Beim wiederholbaren Schritt lagert sich das neue Teilchen an eine H albkette  
(Abb. 1, oben), ein Halbebene (links) und an einen H albblock (unten) an. Die 
Nachbarschaft wird jetzt durch das Sym bol

3/6/4

angegeben (Abb. 3). Das Teilchen wird an 13 Nachbarn angelegt, an die H älfte  
derer, die es inm itten des fertigen K ristallgitters umgeben : es kommt an den 
»halben Kristall«.
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Die Angabe der Nachbarschaft dient nur einer ersten Orientierung. E ineО О
genaure Übersicht erhalten wir durch die Erm ittlung der Anlagerungsenergie.

Abb. 1 . Die A nlagerung  eines neuen  Ions ( I } a n e inen  »halben«  K rista ll. D as ist «1er w iederholbare
S c h ritt  K o s s e l ’s

Abb. 2. F lächen-, K a n ten - u n d  E ck e n n ach b a rn  eines B austeines im  K ristall

d .h . der Energie, die beim Einbau des Teilchens frei wird. Für den einfachen Fall 
des Steinsalzes wurde bereits in einer früheren Arbeit [2] eine elementare M ethode 
angegeben.
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Die Anlagerungsenergie des neuen Teilchens (Na oder CI Ions) lässt sich  
in drei Anteile aufspalten, nämlich in die A nteile :

Ф' 0 ,6931472,

Ф" 0 ,1146237 ,

Ф'" 0 ,0660121,

Abb. 3. Die N achbarschaft bei dein K osselschen w iederholbaren  S c h r i t t :  3/6/4

die den Anlagerungen an die H albkette, H albebene und an den Halbblock en t­
sprechen. Es wurde dabei zur Energieeinheit die Energie einer Ionenpaarbildung

E  =  e2/d

gewählt (e: Ladung des Elektrons, d: Ionenabstand). Beim Steinsalz, worauf sich 
unsere Betrachtungen beziehen, ist der B etrag dieser Energie

e 2j d  — 5,1 E lektronvolt.

Alle Bindungsenergien werden in dieser E inheit ausgedrückt. D ie totale Energie 
des wiederholbaren Schrittes ist demnach

Ф0 =  Ф' - f  Ф" +  Ф"' =  0,8737830 .
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Dieser wiederholbare Schritt ist charakteristisch für die Kosselsche K ri­
stallw achstum stheorie. Erwähnenswert ist, dass nach fast einem  Vierteljahrhun­
dert K o s s e l  ein geometrisches Modell [3] konstruierte um den Begriff näher zu 
bringen und das Verständnis dafür zu erleichtern.

In dieser Arbeit betrachtet K o sse l  ein ganz einfaches Schema. Er ste llt  
sich die A ufgabe, ein m öglichst einfaches geordnetes Gebilde von gleichen B au ­
steinen auf m öglichst planm ässigem  Wege herzustellen. Das ist ein ebenes D rei­
eckgitter m it der üblichen Sechserum gebung des einzelnen Bausteines. Er leg t 
(Abb. 4,* unten) ein Sternchen hin, ein zweites daneben, ein drittes so, dass es sie

Abb. 4. U n te n  : A u fb au  einer E b en e  d ich teste r P ack u n g  gleicher B austeine . O ben : Z ah l 
der N ach b a rn , d ie  ein B auste in  v o rfin d e t als F u n k tio n  seiner L au fn u m m er in  regelm ässigem

A ufbau

beide berührt. Die erste flächenhafte Form, ein gleichseitiges Dreieck ist dam it 
gebildet. Mit dem siebenten Schritt wird ein erster King um das erste Steinchen  
vollendet ; dann geht er einen Schritt nach aussen und um geht wieder den ersten  
Baustein nun m it einem zw eiten Ring und so fort. So entw ickelt sich in einfach­
sten Schritten das Gebilde, das als Gitter gelten kann.

Dann fragt er : W ieviel Nachbarn fin d et jeder Baustein  dabei vor? — und 
gibt die A ntw ort in einer graphischen D arstellung (Abb. 4, oben) an. Der zweite  
B austein h a t einen Nachbarn, der dritte hat zwei, . . . . , der letzte des ersten  
Ringes hat aber schon drei. Der Beginn einer neuen K ante führt w iederherunter  
zu zwei, dann aber — je länger diese K anten  werden — kom m t es desto klarer 
zum Vorschein, dass bei dem regelm ässigen Fortbau jeder Baustein drei N ach­
barn hat. D er wiederholbare Schritt ist erreicht. Dazwischen aber liegen die cha­
rakteristischen tiefen Stufen, m it denen jew eils eine Reihe beginnt. Die Erweite-

A bb. 4 is t de r u n te r  |3 ]  z itie rten  A rb e it v o n  K o s s e l  en tn o m m en .
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rung dieser Überlegungen ins Räumliche gibt uns das Schem a für ein kubisches 
Gitter (Abb. 1).

In den folgenden Zeilen machen wir den Versuch, den Begriff des w ieder­
holbaren Schrittes aus dem Verlauf des K ristallwachstum s selbst zu ergründen 
und zu verallgemeinern, dam it seine Rolle in  der Regelung des K ristallwachs­
tum s zum Vorschein komme.

2. Ausbildung einer Ionenkette

Wir betrachten zunächst die Ausbildung einer einzelnen Ionenkette. Die  
Anlagerung eines Ions an den nächsten Nachbarn, d .h . eine Paarbildung, ergibt 
nach der getroffenen Vereinbarung den Energiewert 1. N ähert sich nun ein drittes 
Ion an dieses Ionenpaar, so wird er von dem näheren Glied des Paares angezogen, 
von dem ferneren aber abgestossen. Die Anlagerungsenergie ist zahlenm ässig

1 - 1 /2  =  0 ,5 .

Ein viertes Ion lagert sich nun m it der Energie

1 — 1/2 +  1/3 =  0,8333333

an u. s. w. So ergeben sich als Anlagerungsenergien an eine aus einem einzelnen  
Ion, aus zwei, drei, . . . Ionen bestehende K ette  die zunächst stark schwanken­
den W erte der Tabelle I. Diese Energiewerte bilden eine unendliche oszillierende 
Zahlenfolge m it dem Endwert*

Ф' =  0,6931472 .

Dieser Wert gibt die normale Anlagerungsenergie an das E nde einer praktisch  
unendlich langen H albkette an. Bei unserer siebenstelligen Genauigkeit wird 
dieser Norm alzustand bei einer Kettenlänge von  etwa 1 m m  erreicht.

Nachdem  dieser Norm alzustand erreicht wurde, fin d et jedes weitere sich  
anlagernde Ion dieselben Verhältnisse vor. D ie Anlagerungsenergie ist unab-

* Beweis.

1 —  1/2 +  1/3 —  1/4 +  . . .  +  l/(2ra —  1) —  l/2 n  =  (1 +  1/2 +  1/3 +  . . .  +  1/2n) —

—  2. (1/2 +  1/4 +  . . .  +  1/2«) =  (1 +  1 / 2 +  1 / 3 . . .  + 1 / 2 « )  — (1 +  1 / 2 +  . . .  + 1 /« )  =

=  l / ( n + l )  +  l / ( «  +  2) +  . . .  + 1/ 2 «

Diese Sum m e is t ab er eine sogenannte  »u n tere  Sum m e« fü r  die F u n k tio n  y  =  1 jx ,  w enn  die 
S trecke (1, 2) de r A bszissenachse in  n  gleiche Teile a u fg e te ilt w ird. F ü r  d en  G renzübergang 
n  —> oo e rh a lten  w ir also

2
lim  (1 —  1/2 +  1 /3 ------f . . . +  1 l(2 n  —  1) —  l/2 n )  =  Ç d x /x  =  ln  2

8  Acta Physica VIII/1—2.
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Tabelle I

Anzahl der die Kette 
bildenden Ionen

Anlagerungsenergie 
des nächsten Ions

l 1 ,0 0 0 0 0 0 0

2 0,5000000

3 ,8333333

4 ,5833333

5 ,7833333

6 ,6166667

7 ,7595238

8 ,6345238

9 ,7456349

10 ,6456349

hängig von der Anzahl der die K ette  bildenden Teilchen und ist nach dem Einbau  
des neuen Teilchens dieselbe w ie vor dem  Einbau. Die aufeinanderfolgenden  
Schritte sind gleichwertig (equivalent steps [4]), sie können beliebig oft wiederholt 
werden. Der wiederholbare Schritt 1. A rt (kurz : Sj-Schritt) ist erreicht.

Das charakteristische dabei ist zuerst die gleichbleibende Anlagerungs­
energie. E inen weiteren charakteristischen Zug können wir darin erblicken, dass 
diese wiederholbaren Schritte einander unm ittelbar folgen. Lassen wir diese 
letztere — bei K ossel noch nicht ausgesprochene — Bedingung fallen, so wird 
es uns m öglich, den Begriff des wiederholbaren Schrittes zweckmässig zu verall­
gemeinern.

3. W iederholbare Schritte höherer Art

N ehm en wir an, es habe sich schon eine unendlich lange K ette ausgebildet 
und es lagere sich daran seitlich  ein neues Ion mit der Energie

0,1181648

an. Die dam it begonnene zw eite K ette w ächst sehr rasch in  den beiden — der 
K ette parallelen — R ichtungen. Ein zweireihiges Band en tsteh t, woran sich ein 
neues Ion seitlich  wieder anlagern kann. D ie Anlagerungsenergie ist je tz t

0,1144984.

Dieses Spiel wiederholt sich nun öfters nacheinander. Tabelle II gibt uns einen 
Überblick über die energetischen Verhältnisse. Wir sehen, dass nach einer Weile
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Tabelle II

Anzahl der das Band 
bildenden Ketten

Anlagerungsenergie 
des ersten Gliedes 

der nächsten Kette

l 0,1181648

2 ,1144984

3 ,1146287

4 ,1146237

5 ,1146237

,1146237

die Anlagerungsenegiewerte sich genau so wiederholen wie bei der Ausbildung 
der einzelnen K ette, so dass auch hier — in einem  in gewissem Grade veränder­
ten Sinne — von einem wiederholbaren Schritt gesprochen werden kann. W ir 
wollen diese Schritte mit der konstanten Anlagerungsenergie

Ф" =  0,1146237

wiederholbare Schritte 2. A rt nennen und m it S z bezeichnen. Sie folgen nicht 
unm ittelbar aufeinander, sondern sind durch eine Anzahl von wiederholbaren

Schritten 1. Art getrennt, die zusammen eine K ette bilden. Im wesentlichen  
bedeutet also jeder 5 2-Schritt eine neue K ette ; aus diesen bildet sich allm ählich  
eine Gitterebene aus.

Wir können auch am geometrischen Modell K ossel’s (Abb.4) einen w ieder­
hol baren Schritt 2. Art erkennen. Dies sind die Schritte, m it denen in einem  
jeden Ringe die einzelnen K anten des Sechsecks beginnen und die durch die 
Punkte im Niveau 2 über der Grundlinie angedeutet sind.

8 *

Abb. 5. A nlagerung an  eine G itterebene
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Der sich in  statu nascendi befindliche K ristall erfährt nun eine weitere 
Lebenswendung, wenn ein neues Ion auf der sich schon ausgebildeten Gitterebene 
anw ächst (Abb. 5). Dieses Ion wächst nun rasch zu einer K ette  aus und führt 
nach A usbildung mehrerer K etten  zu einer zweiten G itterebene. In ähnlicher 
W eise kom m en dann die dritte, vierte usw. Ebenen zustande m it den in  der 
Tabelle III  angegebenen, die neue Ebene beginnenden Energie wert en. Diese

Tabelle I I I

Anzahl der den Block 
bildenden Gitterebenen

Anlagerungsenergie 
des ersten Gliedes 
der nächsten Ebene

l 0,0667852

2 ,0660026

3 ,0660123

4 ,0660121

5 ,0660121

,0660121

Energiewerten wiederholen sich nach den anfänglichen Schwankungen m it dem  
konstanten Betrage

Ф'" =  0 ,0660121.

Diese Schritte wollen wir die wiederholbaren Schritte 3. A rt nennen und m it S3 
bezeichnen. Sie sind durch eine Anzahl von wiederholbaren Schritten 2. Art 
(die zusammen eine Gitterebene bilden) getrennt.

Die so definierten S v  S 2, S 3-Schritte können kombiniert werden, wodurch 
sich weitere wiederholbare Schritte ergeben. So baut sich z. B . eine jede neue 
K ette der ersten Gitterebene im  wesentlichen nur durch die wiederholbaren 
Schritte 1. Art

■̂1,2  =  ^ 1  +  ^ 2

m it der Energie
Ф' +  Ф” =  0 ,8077709

Abb. 6. D e r w iederholbare S c h r itt  S i i2
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auf (Abb. 6 ). In ähnlicher W eise erhält m an den wiederholbaren Schritt 1. A rt 
S1 J =  Sx +  S3 (Energie 0,7591593). Aus diesen S 13- Schritt en besteht das 
Anwachsen einer ersten K ette an eine Grenzebene eines schon vorhandenen  
Blockes (ähnlich, wie in Abb. 5). Der wiederholbare Schritt 2. A rt S2,3 hat beim  
W achsen auch seine Rolle, die einzelnen K etten  einer neuen Gitterebene am  
Block beginnen mit diesen Schritten. Endlich erhalten wir in

•̂ 1 .2,3 =  +  S 2 +  S3

(Energie 0,8737830) den wiederholbaren Schritt 1. Art K o s s e l ’s (Abb. 1 ) .

4. Periodizität

Die sogenannten »ersten Schritte« erfolgen immer m it einer ziem lich  
niedrigen Energie im Vergleich zu den — die normale Fortsetzung bedeutenden  
— wiederholbaren Schritten l.A r t . Da nun in  der Kosselschen Theorie die A nla-

Abb. 7. Periodisches W achsen des S te insalzkrista lles (schem atisch). D ie E n erg iew erte  sind 
d en  T abellen  I ,  I I  und  I I I  en tn o m m en

gerung an einer bestim m ten Stelle desto wahrscheinlicher ist , je grösser die 
Anlagerungsenergie, erfolgen diese ersten Schritte selten . Ist einm al dieser seltene 
Fall des Beginns doch verwirklicht, so ist der W eiterbau wesentlich erleichtert. 
Dem nach muss m an mit der M öglichkeit rechnen, dass das W achstum  pulsie­
rend verläuft [1 ]. Diese Periodizität des W achstum s veranschaulicht unsere 
schem atische Abb. 7.

Eine neue Netzebene au f dem K ristallblock wird durch einen S3-Schritt, 
die einzelnen K etten  derselben durch S2 3 Schritte eingeleitet. Die Ausbildung
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einer N etzebene ist die grosse Periode, die einzelnen K etten  bedeuten U nter­
perioden derselben. Bei der ersten Ebene dagegen bestehen die Unterperioden 
aus lauter S ± 2-Schritten und werden durch S 2-Schritte begrenzt (Abb. 6 ).

Wir sehen also, dass das W achsen eines K ristalles kein gleichmässiger 
Prozess is t , vielm ehr geht er in sprunghafter W eise pulsierend vor sich. D ie Peri­
oden und Unterperioden dieser Pulsation werden durch wiederholbare Schritte 
voneinander getrennt ; das W achsen wird durch diese wiederholbaren Schritte 
geregelt.

D iese Prozesse spielen sich in m onom olekularen Schichten ab, sind 
also der unm ittelbaren Beobachtung unzugänglich. Andererseits sind aber 
m ikroskopisch beobachtete Erscheinungen bekannt, die sich zwar in  dickeren  
Schichten abspielen, jedoch  unseren oben  skizzierten Überlegungen entspre­
chen. Gy u l a i  hat beobachtet [5], dass das W achstum  nach dem geschilderten  
Schema vor sich geht, nur nicht in m onom olekularen, sondern in etwa 
1 0  3 m m  dicken Schichten.

Ausserdem  zeigt sich dabei auch eine andere Periodizität, welche m it K onzen­
trationsänderungen verknüpft zu sein scheint. Bei solchen dickeren Schichten  
kann m an näm lich beobachten, dass das Fortschreiten entlang einer K ante eben­
falls in kleinen Sprüngen vor sich geht. Zur D eutung dieser Erscheinung wurde 
von G y u l a i  eine teilw eise vorgeordnete Grenzschicht angenommen. E ine voll­
ständigere D eutung scheint auf Grund der Grenzschichthypothese unter Zuhil­
fenahm e der Kosselschen Annahmen m öglich zu sein.

Der Verfasser beabsichtigt, auf diese — hier nur gestreiften — Fragen ein 
nächstes Mal ausführlicher zurückzukommen.
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ПОВТОРЯЕМЫЕ ШАГИ И ПЕРИОДИЧНОСТЬ ПРИ РОСТЕ КРИСТАЛЛА

Ф. Б У К О В С К И

Р е з ю м е

В теории роста кристалла Косселя строение кристаллического тела происходит 
элементарными актами. Те шаги, при которых последовательно встроящиеся ионы встре­
чаются с одними и теми же энергетическими условиями называются «повторяемыми 
шагами» (wiederholbare Schritt, equivalent Step). Автором обобщается понятие пов­
торяемых шагов и показывается, что введенными повторяемыми шагами высшего порядка 
ограничиваются наблюдаемые при росте кристалла то малые, то большие периодичности.



ON THE MECHANISM OF THE GROWTH OF QUARTZ
CRYSTALS
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(P resen ted  b y  I. Kovács. —  R eceived  10. V III. 1957)

On a  n u m b e r o f n a tu ra l an d  syn the tic  c ry sta ls , a f te r  the  c ry sta ls  hav e  been  su b jected  
to  a  proper e tch in g  process, g ro w th  figures becom e visible. Some of th e  e tch  figures m ay  be 
n terp re ted  in  te rm s  of th e  d isloca tion  theory .

Introduction and experimental technique

The theory o f  dislocations plays an im portant role in the investigation of  
th e  properties o f  solids. These investigations carried out in connection with  
the dislocation theory  contributed in no sm all degree to the enlargem ent of our 
knowledge of the mechanism o f crystal growth [1, 2]. It appeared to be of interest 
to continue investigations carried out previously concerning the growth m echa­
nism  of quartz crystals, partly to  com plete former statem ents and partly  
to take into consideration growth figures detected  by proper etching tech ­
niques.

These investigations have been carried out partly on surfaces of synthetic  
or natural crystals and on cuts cut out from synthetic  crystals. The cuts were 
prepared as follows : planes cut out as much as possible parallel to  one of the 
planes o f lowest ind ices occurring on natural crystals were polished; to remove 
the deformed surface parts originated in the course o f the polishing process the  
crystals were exposed for 3—15 m inutes to a prelim inary etching process in  
solutions containing various quantities of H F. O nly after th is preparatory 
process began the proper etching o f  the crystal surfaces. The natural crystals 
were etched im m ediately after the degreasing o f th e  crystal surfaces. The etch  
figures depend partly on the orientation of the surfaces exposed to  the etching  
process, partly upon th e  com position o f the etching solution. As, unfortunately, 
only a relatively sm all am ount of synthetic crystal m aterial was at our disposal, 
and also the processing o f  the quartz proved to be a rather difficult task, there 
was not m uch possibility for making experiments w ith a large number o f various 
dilutions o f the etching solution, y e t it  appeared th at the most su itable etch 
figures can be obtained by subjecting the crystals at a tem perature of cca 
200° C to  staturated aqueous vapour. The crystals to  be etched were hooked
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up at the upper part of a high-pressure autoclave, which after having been filled  
w ith  water was locked up. The autoclave was then  put in an electric stove and  
heated  to the tem perature required. The etched  crystals were investigated w ith  
an optical m icroscope in reflected light.

G y u l a i  and after him  the author already investigated the growth figures 
to  be observed on synthetic quartz crystals. T hey found various growth forms 
on various surfaces : circle-like figures on the rhombohedron planes and m ore 
or less parallel layers on the prism surfaces. Also smaller formations could b e  
observed on th e  rhombohedron planes which were in alm ost every case turned  
towards the centres of the layers. The author also published the photograph  
o f a great spiral situated on a rhombohedron plane [3].

The etched  crystals showed that the etching solution did not attack u n i­
form ly either the various crystal surfaces, or the various parts of the sam e  
surface.

Observations on the rhombohedron planes

a )  In  the case o f great, circle-like cone-shaped figures under properly  
selected etching conditions lines of spiral character becom e visible (F ig. 1).

Fig. 1. L ines o f sp ira l ch a rac te r  show  u p  
on a g ia n t cone covered  w ith  circle-like 
layers to  be observed on th e  rh o m bohedron  

p lanes a fte r  etch ing . 80 X

Fig. 2. N e x t  to  th e  sm aller hillocks e tch  
p its  becom e visib le . To ev ery  hillock  belongs 

an  e tch  p it. 100 X

h)  On surfaces covered w ith  sm all cone-shaped figures — w ith beginning 
etching pits become visible which seem to be closely connected w ith  the cones. 
To every small cone belongs one etch  pit (Fig. 2).
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c)  On plane surfaces w ith beginning dissolution etch  pits o f the density  
of 106 — 10 7 cm^ 2 can be observed. Further details cannot be observed on these  
etch pits not even w ith  a X 1200 m agnification.

Further observations

The growth centres on the prism planes are surrounded by hexagonal 
pyramids. The growth layers on the sides of these figures are parallel to  the  
edges form ing the boundaries of the plane ; one side o f these pyram ids (m ostly

F ig . 3 . a )  The growth centres on the prism planes are on the peaks of the hexagonal pyramids. 
The growing layers are generally parallel to the edges bordering the prism planes. 130 X 
b )  At greater distances from the centres the hexagonal forms are unrecognisable and the layers

become rawer
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Fig. 4. G row th  layers observed on th e  p rism  planes, th e  e levation  is d iv id ed  in to  sections.
210 X

Fig. 5. E tc h  figures observed on polished prism  surfaces. 
a )  T he so lu tion  of th e  polished su rface  begins a t  places, -where th e  la tt ic e  h a s  been defo rm ed . 
E tc h  figure o rig in a ted  by  d e fo rm atio n  caused b y  th e  raw er g ra ins o f th e  polishing m a te ria l. 

b) Sm all angle b o u n d aries  w ith  a d islocation  d ensity  o f 104 cm - 1
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in the direction of one rhombohedron plane) is sharply cut off so that growth 
layer cannot be observed (F ig. 3).

The small-degree etch ing  applied in the present investigation  did not change 
the prism surface considerably. It could, however, be observed that on one side

Fig. 6. G row th  on th e  basal cu t. In te rsec tin g  d isloca tion  lines o rig ina te  a  triangle-like e tc h  p it
on th e  rhom bohedron  p lane . 130 X

Fig. 7. E tc h  figure w ith triang le-like  etch  p its  on  th e  rhom bohedron  surface. 130 X

o f the hexagonal pyramids the growth layers became visible more markedly. 
It frequently occurred also that on growing crystals tem porarily also sm aller 
crystal surfaces were developed.



1 2 4 GY. ZIMONYI

According to  further observations, it  appears that the developm ent o f th e  
pyram ids surrounding the growth centres is not uniform. This can be seen  
quite w ell on F ig. 4 , which shows a stepped rise divided in to  sectors.

The etch  figures obtained w ith synthetic  quartz crystals either on th e ir  
natural surfaces or on cuts show that m any o f  the phenom ena which can be 
obtained b y  etch ing crystals other than quartz can also be discovered w ith

F ig . 8. G rain  b o u n d aries  on a rhom bohedron  surface. 100 X

quartz crystals save slip figures occurring in cases of unelastic deformation (F igs. 
5, 6 , 7, 8 ).

The interpretation of the growth figures

O bservations on synthetic quartz crystals show th at on the rhombohedron 
surfaces as w ell as on the prism atic surfaces one or more growth centres occur. 
On crystals w hich because o f  some im purities o f  microscopic size show a greenish  
coloration more growth centres can be observed than on good crystals w hich  
show no im purities, consequently the im purities seem to  p lay  a decisive role 
in the originating of the growth centres.

At the top  o f the giant cones to be found on the rhombohedron surfaces 
som etim es such im purities becom e visible, in  other cases great screw dislocations 
absolutely free from im purities can be observed (Figs. 9, 10). The occurrence 
of circle-like growth layers while growing w ith  screw dislocations m ay be ex ­
plained according to  the F r a n k -R ead  th eory  as follows : The growth o f  the  
crystals is not a continuous process, its rhythm  m ay v ary  in  shorter or longer 
tim e intervals. On changes in itiated  by outer circum stances, e. g. tem perature 
fluctuations, there are ahvays superimposed periodicities originating from the
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nature o f the mechanism o f crystal grow th superimposing a fine structure on 
th e  growing crystal. This becomes com pletely comprehensible i f  after G y u l a i

[4], [5] the following considerations are made. The crystal submerged in the

Fig. 9. D islocation  group as g ro w th  cen tre  o rig in a ted  by  im p u ritie s a t  th e  to p  of a  g ia n t cone.
Triangle-like e tc h  p its . 130X

F ig . 10. Screw d isloca tion  a t  th e  to p  of th e  g ian t cone. 570 X

supersaturated solution is surrounded by its  transitional boundary layer. When 
m aterial becom es attached to  the growing crystal, the particles of the still solved  
crystal m aterial are arranged in a system  which entirely corresponds to  the 
crystal lattice, a t the same tim e the already arranged particles squeeze out 
the molecules o f  the solvent thus reducing the saturation o f the solution around
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the crystal, the crystal growth becom es slower. B y  diffusion or flo w  the diluted  
solution will be rem oved from the neighbourhood o f the growing crystal being 
substitu ted  again b y  a much more concentrated solution, thus the growing process 
becomes once more more rapid. The shape of growth observed in  Fig. 11 m ay  
be obtained as a consequence o f th is process. There is a screw dislocation in the  
centre o f growth w ith  a Burgers vector of strength B .  B y  repeating th e  elementary 
growing process n-tim es the centre rises over the crystal surface to  the height

4

Fig. 11. The growth is not continuous. The screw dislocation of strength В grows to height n В. 
Within this height the spiral growth cannot be observed well, only closed rings are visible

nB,  at the same tim e as a consequence of the dilution of the solution the m aterial 
separation becomes slower. A step of height n B  has developed, within which  
spiral growth m ay not even becom e visible. In  the following growing period 
a further layer o f step height n B  w ill be produced and so on. Consequently on ly  
circle-shaped growth layers can be observed, which m ay ex ten d  over the whole  
crystal surface. The growth layers of spiral character connecting the single  
steps become visible by the etching process. The same growth — observed on 
a prism surface — is presented in Fig. 4. The spiral growth, however, cannot 
be dem onstrated in this picture, since one side of the hexagonal-shaped figure  
is cut off too sharply and the spiral thread cannot be follow ed well.

Another problem refers to the existence of the sm aller growth centres. 
When exam ining this question one has to take into consideration the fact th a t
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in  the case of properly selected etching conditions etch  pits become visib le at 
every cone. Thus these smaller growth centres seem to  represent places of 
dislocations.
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МЕХАНИЗМ РОСТА КРИСТАЛЛОВ КВАРЦА 
д. зим он ьи

Р е з ю м е

На натуральных и искусственных кристаллах кварца наблюдаются фигуры роста 
после соответствующего травления, из которых можно сделать вывод относительно меха­
низма роста кристалла кварца. Часть фигур роста объясняется при помощи теории дисло­
каций.
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INSTITUT FÜR MESSTECHNIK UND INSTRUMENTENWESEN DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSEN­
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(V orgelegt von  I. K ovács —  E ingegangen  : 12. V III. 1957)

Die V erfasser u n te rsu c h te n  in  A lkohol g eätz te  n a tü rlich e  u n d  sy n th e tisch e  E in k ris ta lle , 
fe rn e r N aC l-Pastillen . D ie b eo b ach te ten  W achstum sfiguren  en tsp rechen  d en  B eo b ach tu n g en  
G yulais, die m it dem  optischen M ikroskop d u rch g efü h rt w urden.

Gy u la i zeigte in einer Reihe von Versuchen, dass die K o ssel— St r a n s - 
k isc h e  Molekulartheorie des K ristallw achstum s heim NaCl die beobachteten  
Vorgänge richtig wiedergibt [1, 2, 3]. Aus der Lösung, D am p f oder Schm elze 
bilden sich K ristallskelette. Das W achstum der Einkristalle geht von einem Kern  
beginnend schrittw eise vor sich. Es bilden sich zunächst k leine quadratische 
Gebilde, die in diagonaler R ichtung weiterwachsen, gerade in  der Weise, wie dies 
die K o ssel—Si’RANSKische Theorie verlangt ; dabei entstehen kleine, g leich ­
gerichtete K ristallblöcke, die lückenlos und gleichorientiert zueinander w ach­
sen. Das W achstum  geht schichtenweise vor sich . Obwohl die Theorie sich au f  
einzelne molekulare Vorgänge bezieht, zeigte Gyulai, dass die Kosselsche 
Regel auch das schichtenweise Angliedern der Moleküle richtig wiedergibt [3].

Einer von uns konnte ganz ähnliche Erscheinungen bei der Rekristallisation  
feststellen [4]. D ie Ergebnisse dieser Rekristallisationsversuche Hessen sich  
dahin deuten, dass das K ristallwachstum  auch in  festem Zustand nach den­
selben Regeln vor sich geht wie beim W achstum  aus dem D am pf, der Lösung  
oder Schmelze.

Das Massgebende bei den Versuchen von Gyulai ist jen e  Beobachtung, 
dass das W achstum  immer aus einer Spitze des schon entstandenen K ristalliten  
beginnt, also an jener Stelle, wo — der KossELL-STRANSKischen Auffassung 
gemäss — das Anlagern der lon e  m it grösstem  Energiegewinn möglich is t .  
Der wachsende K ristall besteht zunächst aus W ürfelflächen m it diagonalen 
H auptwachstum srichtungen, die dann allm ählich verwischt werden.

Wir stellten  uns nun die Aufgabe, fertige natürliche u n d  synthetische  
Einkristalle m it dem Elektronenmikroskop zu untersuchen u m  festzustellen, 
wie weit bei solchen Einkristallen die durch Gy u la i beim W achstum  fe st­
gestellte Struktur nachträglich erkennbar ist. D ie beim  W achsen sich bildenden  
Strukturfehler modifizieren die ursprünglichen W achstum gebilde ; aus diesem  
Grund ist es nicht immer leicht, die W achstumsfiguren nachträglich zu er-

9 AeU Physica VIII/I—2.
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kennen. Im  folgenden bringen wir typische Bilder, die sich bei einem grossen  
Untersuchungsm aterial wiederholten und die Besprechung der W achstum s- 
Vorgänge erm öglichen.

Wir untersuchten natürliche und nach der Methode Kyropoulos aus der 
Schmelze gezüchtete synthetische Einkristalle, ferner Pastillen , die im Tem pe­
raturbereich von  2 0 —600° C m it einem D ruck von 1000—20 000 kg/cm2 und  
eine Probe die m it 60 000 k g/cm 2 Druck bei 20°C hergestellt wurden.

Die Struktur der K ristalle wurde durch eine geeignete Atztechnik sichtbar 
gem acht und m it dem Elektronenm ikroskop untersucht. Elektronenm ikrosko­
pische Untersuchungen wurden an mehreren Kristallen durchgeführt [5], m it 
KCl-Kristallen befasste sich D . Sönksen  [6].

Präparative Technik

Die Spaltflächen der einzelnen Proben wurden 24 Stunden  lang in 96% -em  
Alkohol geätzt. Die P astillen  wurden ebenso vorbereitet, jedoch wurden die 
Spaltflächen vor dem Atzen noch poliert. D ieses Verfahren bringt die Struktur  
der Oberflächen zum Vorschein.

Die elektronenm ikroskopischen Präparate haben wir zunächst m it einem  
Abdruckverfahren hergestellt. Die Proben wurden in weiches Polistirol hinein­
gedrückt. N ach Abkühlen wurde das NaCl m it Wasser abgelöst. Den Polistirol- 
abdruck schatteten  wir unter 40° mit U ransulfid  oder Palladium , nachher wurde 
normal zur Oberfläche Au — Al im Vakuum  aufgedam pft. Nach A blösung des 
Polistirols in  Benzol konnten die Au — Al-Abdrücke in  bekannter W eise unter­
sucht werden.

Mit dieser Methode konnten jedoch von den Oberflächen der Proben 
nur wenig befriedigende B ilder gewonnen werden. Wir versuchten daher, einen 
einstufigen Abdruck herzustellen und zwar auf folgender Weise : D ie Ober­
flächen der NaCl-Proben wurden unter 40° mit U ransulfid  oder Palladium  
beschattet, nachher Au — A l aufgedam pft, und schliesslich wurden die Proben 
m it W asser abgelöst. B eim  Herausheben der so gewonnenen dünnen Schichte 
ging jedoch dieselbe w egen zu grosser Oberflächenspannung zugrunde. Auch 
das Ablösen in heissem W asser zeitigte keine befriedigenden Ergebnisse. Zur 
Verminderung der O berflächenspannung versuchten wir, 96%-en A ethyl- 
Alkohol dem  Wasser beizum engen, jedoch  die beim Beim engen des Alkohols 
auftretende allzu starke K onvektion zerriss die Schichte. Schliesslich gelang es 
m it einer 1 : 1 W asser-Alkohol Lösung schöne, zusammenhängende Schichten  
herzustellen. A uf diese W eise konnte eine recht feine Struktur der Proben zum 
Vorschein gebracht und untersucht werden.

Die Aufnahmen wurden mit dem Elektronenm ikroskop T. T. C. b ei 40 kV, 
0,4 mA Betriebsdaten hergestellt.
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Einkristalle

Zunächst untersuchten wir Einkristalle. Es ist auffallend, dass die aus 
W ieliczka (Polen) stam m enden, natürlichen E inkristalle eine v iel geringere 
Struktur aufweisen als die synthetischen m it der KYROPOULOS-Methode aus der 
Schmelze gezüchteten Proben. Abbildungen la , 16 und 2a sind häufig  vor­
kommende, typische Beispiele für diese Behauptung. Die natürlichen Ein­
kristalle sind weniger strukturiert, die Proben enthalten  viele Oberflächen­
teile ,d ie überhaupt keine Struktur zeigen. Abbildungen 2a und 2b sind bemerkens­
werte Beispiele natürlicher Einkristalle.

A uf den Bildern sind gut sichtbare Spitzen zu sehen, die auf einer geraden 
Linie liegen ; dies kann als W achstum  in  diagonaler R ichtung gedeutet werden. 
Diese Struktur entspricht den bekannten Beobachtungen von Gy u l a i, nach 
denen beim  W achstum  aus der Lösung oder aus dem D am pf von einem  Punkt 
ausgehend, sich kleine W ürfel bilden, denen sich in  diagonaler R ichtung  
weitere W ürfel anlagern ; auf diese W eise entstehen R eihen von W ürfelflächen. 
Senkrecht zur H auptrichtung bilden sich weitere D iagonalrichtungen. Beim  
schnellen W achstum  entsteht der K ristall aus vielen  kleineren W ürfeln, die 
sich zusammenfügen. W enn jedoch das W achstum  sehr langsam  vor sich geht, 
kann ein kleines W ürfelchen schichtenweise weiterwachsen. Es entstehen grosse 
Einkristalle, bei denen kaum  irgendeine feinere Struktur nachweisbar ist.

In einem  Falle gelang es, bei den natürlichen K ristallen Spuren von Dendri­
tenbildung zu entdecken (Abb. 3).

Die auffallende Strukturenarmut der aus W ielic zk a  stammenden natür­
lichen K ristalle kann dahin gedeutet werden, dass diese Kristalle sehr langsam  
gewachsen sind, und daher keine feinere Blockstruktur bildeten. Diese Beob­
achtung steht m it der bekannten Tatsache im  Einklang, nach der die aus W ie­
liczka stam m enden K ristalle gut ausgebildet sind und nur wenige K ristall­
fehler enthalten.

Die synthetischen K ristalle sind ausserordentlich strukturreich ; sie be­
stehen aus Blöcken. Abbildung 4a zeigt eine, unter dem  optischen Mikroskop 
verfertigte Aufnahme einer solchen Blockstruktur. A uf der Abbildung 4 b sehen  
wir einen Teil derselben Struktur m it dem Elektronenmikroskop vergrössert.

Nach an sehr vielen Kristallen durchgeführten Beobachtungen zeigt die 
Orientierung der Blockstruktur der synthetischen K ristalle viel grössere Ver­
schiedenheiten als die natürlichen K ristalle von W ieliczka, ferner sind die ein­
zelne Blöcke stark gegliedert. Diese Tatsache hängt dam it zusammen, dass die 
aus der Schmelze gewachsenen Kristalle verhältnissm ässig schnell w achsen, 
wobei Störungen (z. B . Temperaturschwankungen) viele Fehler in  den wachsenden  
K ristall hineinbringen. An einigen Stellen kommt das W achsen zum Stehen , 
in den W achstum sform en kommen dann Verschiebungen zustande. A bbildung  
5 zeigt bei den synthetischen Einkristallen oft zu beobachtende deformierte

9 *
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Abb. l /а. E in k ris ta ll aus W ieliezka. 1 : 4300

A b b .  ] j b .  E in  Teil der O berfläche  eines syn th e tisch en  E in k ris ta lls . 1 : 8800
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Abb. 2/a. E in k ris ta ll aus W ieliczka. 1 : 4300

A b b .  2 / b .  T rep p e n stru k tu r a u f  de r O berfläche eines E inkrista lls  v o n  W ieliczka. 1 : 8800
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Abb. 3. D en d riten b ild u n g  bei dem  E in k ris ta ll aus W ieliczka. 1 : 6700

Abb. i/a . U n te r  d em  optischen M ikroskop ve rfe rtig te  A u fhahm e einer B lock stru k tu r au f sy n th e
tischem  E inkrista ll. 1 : 350
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A b b .  5 .  D eform ierte  Blockgrenzen a n  syn th e tisch em  E in k ris ta ll. 1 : 4000

Abb. 4/b. E in  Teil der a u f  d e r A bb. 4ja  s ich tb a ren  B lo ck s tru k tu r m it dem  E lek tronenm ikroskop
vergrössert. 1 : 6000
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Blockgrenzen. D ie einzelnen Blockgrenzen sind im  Verhältnis zueinander ver­
schoben, die einzelnen Blöcke sind durch Zonen m iteinander verbunden, die 
keine Fortsetzung eines orientiert wachsenden Teiles sind, sondern sich in die 
Blockgrenzen hineinschieben. An solchen Stellen bilden sich verm utlich stärkere 
Spannungszonen. F ig. 1 ist eine zeichnerische Darstellung der Aufnahme Nr 5 
zur Erleichterung der Orientierung. Der m it einem  Pfeil markierte Teil ist ver­

m utlich  eine — durch Spannung entstandene — Schraubenversetzung.* Die 
Struktur der sehr langsam gewachsenen und langsam  abgekühlten synthetischen  
Proben ist besser.

Pastillen

Einer von uns beobachtete bei P astillen  — die aus feinem NaCl-Pulver 
bei 300—750° G m it 1000—10 000 kg/cm 2 Druck hergestellt wurden — Struktu­
ren, die den von  Gyulai beobachteten W achstum sfiguren sehr ähnlich sind [4]. 
Diese Ä hnlichkeit kann man dahin deuten, dass das W achstum  in jeder Form  
(Lösung, D am pf, fester Zustand) nach denselben Regeln vorsichgeht. Die w eite­
ren, hier zu besprechenden elektronenm ikroskopischen Untersuchungen bezogen 
sich hauptsächlich auf Proben, die unter 300° C hergestellt wurden, um  fest­
zustellen, ob auch diese — bei niederer Temperaturen rekristallisierten Proben 
dieselbe Struktur zeigen, wie die bei höherer Temperatur hergestellten Pastillen. 
Ferner w ollten  wir auch die — bei der R ekristallisation entstandene Fein­
struktur der rekristallisierten Einkristalle untersuchen.

Die Presstem peratur spielt bei dem K ristallw achstum  in fester Phase eine 
wichtige R olle. Bei niederer Temperatur bilden sich verhältnissm ässig kleine 
K ristallite, deren feinere Struktur im optischen Mikroskop so gut wie unbeob­
achtbar is t . Elektronenm ikroskopische Untersuchungen zeigten auch bei den

Ü b er d ie  F rag e  der Seb rauben  Versetzung siehe die A rb e it v o n  B. J e s z e n s z k y  (5.83).
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Abb. 6. B lo ck s tru k tu r an  rek ris ta llis ie rte r Pastille  m it ty p ischen  W ürfelgebilden. 1 : 11 000

A b b .  7. B lo ck s tu k tu r an  rek ris ta llis ie rte r Pastille . 1 : 10 400
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Abb. 8. R ek ris ta llisie rte  O berfläche. 1 :1 1  500

A b b .  9 .  R ek ris ta llisie rte  O berfläche. 1 : 8100
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bei 20° C hergestellten Proben eine ganz ähnliche Struktur, wie die schon er­
wähnten früheren lichtmikroskopischen Untersuchungen. Abbildungen 6  und 7 
zeigen dieselbe Blockstruktur, dieselben typ ischen W ürfelgebilde wie Proben, 
die hei höheren Temperatur hergestellt worden sind [4]. Zu den veröffentlichten  
Bildern bemerken wir, dass die abgebildeten Flächen gu t ausgebildete E in ­
kristalle in der Pastille sind. Die Struktur wird nur durch die Ätzung sichtbar.

Abbildungen 8 , 9 und 10 zeigen weitere rekristallisierte Oberflächen. 
Von den lichtm ikroskopischen Untersuchungen ist es bekannt, dass die re-

.166. 10. R ekris ta llisie rte  Oberfläche m it paralle len  K a n ten . 1 : 8800

kristallisierten Oberflächen aus nahezu parallelkantigen Blöcken bestehen. 
Die Orientation der Blöcke zeigt nur geringe Verschiebungen und verläuft 
parallel m it der H exaederkante des K ristalles, dessen Struktur sie bilden. D ie  
Grenze mehrerer K ristallite ist durch eine Orientationsänderung in der B lock­
struktur gekennzeichnet. Abbildung 6  ist hierfür ein typisches Beispiel.

V erfor mungsstruktur

Aus noch im  Gange befindlichen Leitfähigkeitsm essungen wissen wir, 
dass die elektrische Leitfähigkeit der natürlichen (von W ie l ic z k a  stammenden) 
und synthetischen (aus Schmelze gezüchteten) Einkristalle sehr verschieden ist. 
Diese Verschiedenheit kann ihren Grund in den strukturellen Verschieden­
heiten der beiden Kristallarten haben. Dieser Gedanke wird durch Versuche 
unterstützt, nach denen die elektrische Leitfähigkeit natürlicher Einkristalle
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ibb. 11/a. L upeaufnahm e von d em  —  durch  B iegung  deform ierten  —  natü rlichen  K ris ta ll.
1 : 400

Abb. l l jb .  E in  T eil de r au f d e r  A bb. 11/a s ic h tb a ren  A ufnahm e, m it dem  E lek tronenm ikroskop
vergrössert. 1 : 7800
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Abb. 12/u. L upeaufnahm e von n ahezu  parallel o r ien tie r ten  O k taed ern  a u f  der O berfläche eine?, 
d u rch  Biegung deform ierten , n a tü rlich en  E in krista lls . 1 : 400

Abb. 12jb. Abb. 12/« m it dem  E lek tronenm ikroskop  v e rg rö sse rt. 1 : 6000
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von W ieliczka nach einer Verformung (z. B . Biegung) ähnlich zu den syn th e­
tischen  K ristallen wird. Spannungsoptische Untersuchungen zeigen, dass w äh ­
rend sogar tem perierte, gut ausgebildete, aus der Schmelze gezüchtete E in ­
kristalle Spannungen aufweisen, die natürlichen Kristalle von W ieliczk a  so gut 
w ie ganz spannungsfrei sind.

Wir berichteten über die Tatsache, dass die natürlichen Einkristalle von  
W ieliczka kaum  eine sichtbare Struktur aufweisen. Solche K ristalle wurden  
durch Biegung unter dem W asser deformiert und nachher geätzt. Durch die

Abb. 13. Q uadratische F ig u r an dem  v e rfo rm ten  E in k ris ta ll. 1 : 4000

Ä tzung wurden Gebiete stärkster Spannung abgelöst, und dadurch wurde die 
Struktur des K ristalls nach der Verformung sichtbar. W ir untersuchten die 
konkaven und konvexen Seiten  des durch gebogenen K ristalls. Abbildungen 
11a, life und 12a, 126 sind typ ische Beispiele solcher Aufnahm en.

Die Ätzung bringt quadratische Figuren hervor (Abb. 13). Die konvexen  
Seiten zeigen eine starke Struktur. A uf dieser Seite wird die Blockstruktur scharf 
zum Vorschein gebracht (Abb. 1 2 fe, 14, 15). Abbildung 12fe zeigt eine O ktaeder­
struktur. Es handelt sich dabei verm utlich um  Spiralversetzurgen, die sich 
bei der Verformung an den Gleitebenen bildeten.* Die durch B iegung deformierten 
natürlichen und undeformierten synthetischen Kristalle zeigen eine gewisse 
strukturelle Ä hnlichkeit (Abb. 16, 17, lfe, ferner 46). Aus dieser Ä hnlichkeit 
geht hervor, dass bei dem W achstum  synthetischer K ristalle viele innere Span-

Yergl. m it  de r A rbeit J eszen szk y ’s (S. 8. 3.)
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Abb. 14. S tru k tu r  des durch  Biegung d e fo rm ierten  — E in k ris ta lls . 1 : 6600

A b b .  1 5 .  O k taed er an der O berfläche eines defo rm ierten , na türlichen  E in k ris ta lls . 1 : 4500
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A bb. 16. D urch B ieg u n g  deform ierte  E inkrista lloberfläche . 1 : 7500

Abb. 17. D urch B iegung defo rm ierte  E inkrista lloberfläche . 1 :6 8 0 0
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nungen auftreten ; die aus der Schmelze gezüchteten K ristalle enthalten immer 
viel mehr innere Fehler als die natürlichen Einkristalle.

Es ist auffallend, dass die rekristallisierten Oberflächen in den Pastillen  
eine verhältnism ässig geringe Verformungsstruktur aufweisen. Erklärung dieser 
Tatsache könnte sein, dass bei den aus Schm elze gezüchteten Kristallen die beim  
Erstarren der Probe auftretende Volumenänderung notwendigerweise zur E n t­
stehung innerer Spannungen führt. Solche Volumenänderungen kommen bei 
der Rekristallisation nicht zustande und daher wird in der Literatur der Schluss 
gezogen, dass sich bei der Rekristallisation besser ausgebildete Kristalle bilden  
können als beim  W achstum  aus der Schmelze [7].

Zusammenfassung

1. Die Mikrostruktur natürlicher, synthetischer und rekristallisierter NaCl 
Proben wurde elektronenmikroskopisch untersucht.

2. Die elektronenmikroskopischen Aufnahm en unterstützen die Ergebnisse 
der Untersuchungen G yulai’s über den Mechanismus des K ristallwachstum s.

3. Die Struktur der Kristalle ist von der Entstehungsart der Proben  
abhängig.

4. Beim  W achstum  synthetischer K ristalle bilden sich innere Spannungen, 
die nicht einm al m it dem Tempern endgültig ausgetrieben werden können.

5. Der Mechanismus der Hochdruckrekristallisation ist bei jedem Press­
druck und bei jeder Presstemperatur derselbe.

6 . Die Struktur der durch Biegung deformierten natürlichen Einkristalle 
wird ähnlich zu der Struktur der synthetischen Kristalle.

7. Zwischen den beobachteten Strukturen der K ristalle, deren elektrische 
Leitfähigkeit und spannungsoptische Eigenschaften ähnlich sind, besteht eine 
Parallele.

Herrn Professor Gy u l a i sei an dieser Stelle D ank für die Anregung und  
U nterstützung der Arbeit ausgesprochen. E benso danken wir Herrn M useums­
direktor L. T okody  und dem w issenschaftlichen M itarbeiter Herrn B. J e ­
szenszky  für wertvolle D iskussionen. Herrn Prof. Ing. G. G oll danken wir 
für die Pressform zur H erstellung des 60 000 kg/cm 2 D ruckes. Schliesslich dan­
ken wir Herrn Institutsm echaniker K. W a l l e n t in  für die H erstellung der 
anderen Pressformen.

10 Ada Phyaica VIII/I—2.
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BEITRÄGE ZUM MECHANISMUS 
DES NaCl-KRISTALLWACHSTUMS

Von

B. J eszenszky

INSTITUT FÜR EXPERIMENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITÄT FÜR DIE BAUINDUSTRIE,
BUDAPEST

(V orgelegt von I. K ovács. —  E ingegangen 14. V III. 1957)

D er V erfasser b e rich te t von e in igen S p ira lw achstum sform en beim  NaCl, die au f K ris ta ll­
oberflächen  befindlich sind. M it einem  Ä tzv erfah ren  b ek o m m t er neue Ä tzfiguren . A us diesen 
Ä tzfiguren  fo lgert de r V erfasser, dass d as W achstum  d u rch  S chraubenverse tzungen  (Spira l­
w achstum ) auch bei dem  K rista llw achstum  des NaCl von  der Schm elze eine b ed eu ten d e  Rolle 
spielt.

In dieser Arbeit möchte ich über Beobachtungen berichten, aus denen 
gefolgert werden kann, dass die Schraubenversetzungen bei dem W achstum  
der NaCl-Kristalle aus der Schmelze eine bedeutende Rolle spielen. Ich unter­
suchte einerseits die erstarrende Schmelze von NaCl, anderseits ä tzte  ich Ein­
kristallprobestücke. Die Einkristalle wurden aus der Schmelze gezogen. Von 
meinen Beobachtungen habe ich viele Photographien gem acht, doch können 
leider nur einige von ihnen beigelegt werden, obwohl diese Arbeit m öglichst viele 
Darstellungen erwünscht.

Die neuere Theorie des K ristallwachstum s wurde von B u r to n , Cabrera

[1] und F rank  [3] in den Jahren 1947— 1952 für die Realkristalle ausgearbeitet. 
Die Theorie sagt aus, dass die Realkristalle bei Anwesenheit von Schrauben­
versetzungen wachsen ; auf der Oberfläche der Kristalle bilden sich flache 
Spiralhügel, die aus monomolekularen Treppen bestehen. Die experim entellen  
Beobachtungen verstärken diese Theorie, da diese Spiralfiguren au f sehr vielen  
K ristallsorten, die aus dem Dam pf oder der Lösung gewachsen sind, zu finden 
sind. Die Treppenhöhen zeigen einen engen Zusammenhang mit der Grösse 
der Röntgenelem entarzellen. In m anchen Fällen ist die Treppenhöhe der Höhe 
der Elem entarzelle gleich, in anderen Fällen wird das Vielfache derselben er­
reicht : m anchmal können die Treppenhöhen hundertfache sogar tausendfache 
Zellenhöhen erreichen. Es kommt vor, dass die Treppenhöhe nur ein Bruchteil 
der Elem entarzelle ist, wie zum Beispiel bei den Polytypen der SiC-Kristalle 
[8 ]. Spiralen, deren Treppenhöhe m it der Elem entarzellenkante gleich sind, 
haben einen Burgersvektor, dessen Stärke die Einheit ist.

Diese Spiralhügeln kann man bei den verschiedenen natürlichen und künst­
lichen Kristallen finden. Spiralwachstum wurde bereits auf Berylium , Graphit, 
Quarz, Silicium carbid, Magnesium, T itan, K adm ium jodid, Paraffin usw. be­
obachtet. Dieser Mechanismus des K ristallwachstum s kommt sowohl bei lonen-

10*
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kristallen wie auch bei homeopolaren oder m olekularen Bindungen und auch 
bei M etallkristallen vor. Bei den synthetischen K ristallen wurde dieser Mecha­
nism us bis jetzt nur bei Kristallen beobachtet, die aus dem D am pf oder der 
Lösung gewachsen waren sowie auch bei K ristallen, die durch elektrolytische  
Abscheidung hergestellt worden waren.

Man kann den Mechanismus des W achstum s m anchm al auch während des 
W achstum s beobachten [2]. Der Verfasser hatte G elegenheit, eine Film auf­
nahm e zu sehen, die von Prof. R. K a isch ew  (Sofia) in  Budapest vorgeführt 
wurde. D iese Aufnahm en von Prof. K a isc h ew  von elektrolytisch abgeschiedenen  
Silberkristallen zeigen das Spiralwachstum in sehr überzeugender W eise, und die 
M ethode ist auch zu quantitativen Messungen brauchbar [9].

D ie m eisten Forscher untersuchten aber die Oberflächen von Kristallen, 
deren W achstum  schon beendet war. Die Untersuchung von Kristallflächen  
unm ittelbar oder durch Ätzung gibt stets viel Inform ation über den Mecha­
nism us des Kristallwachstum s.

I . Untersuchungen m it Schmelzflusskristallen

Der Verfasser stellte synthetische NaCl-Kristalle aus der Schmelze für 
verschiedene Zwecke her. Er beobachtete, dass sich, wenn die Schmelze zu

am

Abb. 1. B lockgrenzen u n d  Spiralhügel. 10-fache V ergrösserung

kühlen beginnt, au f der Oberfläche derselben viereckige kleine K ristalle bilden. 
Diese kleinen K ristalle vermehren sich sehr schnell und bedecken die ganze
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Oberfläche der Schmelze. Die viereckigen P lättchen wachsen zusammen, wobei 
sie sich mehr oder weniger deformieren. W enn man die erstarrende Oberflächen­
schicht aus dem Tiegel nim m t, bekommt m an eine polykristalline P la tte , die 
bei weitem nicht flach ist, sondern aus v ielen  unregelmässigen Blöckchen be­
steht. D ie D icke des P lättchens ist ungefähr ein mm. Man findet auf der unteren 
Seite keine Dendriten, und der Kristall wird nicht von dem Schmelzfluss be-

Abb. 2. Spiralhügel gebildet aus D oppelspiralen . 200-fache V ergrösserung

netzt. A uf diesem K ristallplättchen kann m an schon m it nacktem  Auge kleine 
Spiralhügeln entdecken, die m eistens an der Grenze zweier Blöckchen sitzen.

Bild 1 zeigt einen Teil der polykristallinen Platte m it den Blockgrenzen  
und Spiralhügeln. Solche H ügel finden sich auch auf dem unteren Teil des 
Blattes. Unter den Spiralhügeln findet man einfache und auch zusam m en­
gesetzte Gebilde.

Bild 2 zeigt einen Hügel, der aus zwei entgegengesetzten Spiralen gebildet ist.
B ild 3 ste llt einen länglichen Hügel dar, der sich hei der Verfestigung noch  

deformierte, an der linken Seite des Bildes kann man die Gleitlinien sehen.
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Abb. 3. E in läng licher Spiralhügel. 100-fache V ergrösserung

Abb. 4. F e in s tru k tu r  der Spiralen u n d  V erform ung. 600-fache V ergrösserung
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A uf dem Bild 4 sehen wir in 600-facher Vergrösserung einen Teil des vorherigen 
H ügels. Die Feinstruktur und die Verformung ist gut sichtbar.

N . Cabrera  [5] erklärt die A usbildung solcher grossen Spiralen m it hohen 
Treppenhöhen auf folgender W eise :

Zwei K ristallplättchen treffen längs ihrer K anten  zusammen jedoch nicht 
in richtiger Orientation, sondern es bleiben neben den K anten A ushöhlun­
gen zurück. Diese Aushöhlungen ziehen die in ihrer Um gebung entstehenden  
Versetzungen. So en tsteh t eine zylinderförmige Lücke (wie bei einem  Wirbel), 
deren innere Oberflächen schraubenförmig sind. D ieses »Rohr« kann sich nicht 
zusammenschliessen, da es den in der Umgebung ausgebildeten inneren Spannun­
gen das Gleichgewicht hält. F ra n k  [11] hatte theoretisch gezeigt, dass sich 
solche grossen Spiralen m it einer Aushöhlung in der M itte bilden m üssen, wenn 
der Burgersvektor der Schraubenversetzung eine gewisse Stärke übertrifft.
A. R. V erma  [8] hat au f SiC-Kristallen solche Spiralen beobachtet, die in der 
Mitte der Spiralhügel eine Aushöhlung zeigten. Man kann m anchm al an NaCl- 
Spiralhügeln solche Aushöhlungen hei stärkerer Vergrösserung entdecken.

W enn wir die an der Oberfläche der Schmelze ausgebildete K ristallplatte  
rasch abkühlen z. B . m it W asserkühlung, dann wachsen in den Schmelzfluss 
Dendrite hinein. Die Ä ste der Dendriten bestehen aus kleinen Würfçln an deren 
Oberflächen manchmal Spiralfiguren beobachtet werden können.

2. Ä tz v e rfa h re n

In weiteren berichte ich über m eine Ätzversuche. Ich beobachtete Ä tz­
figuren an natürlichen Steinsalzkristallen (aus W ieliczka) und auf den geätzten  
Oberflächen von synthetischen Einkristallen, die ich m it der Methode von  
K yropoulos selbst hergestellt h a tte  ; Ausgangsm aterial war synthetisches 
NaCl, hergestellt von der Firma Chinoin. Das Schm elzgefäss bestand aus Platin.

Für die Ätzversuche spaltete ich  kleine E inkristallplatten und Stäbchen  
ab. Nach mehreren Versuchen w ählte ich zwei Lösungen für die Ä tzung. Beide 
Lösungsm ittel waren wässriges A lkohol (86—92%) in den ein wenig Jod oder 
Form aldehid als Beitrag gemischt war.

Die Beobachtungen führte ich m it einem Zeiss-Mikroskop im  durch­
fallenden Licht aus. D ie Versuche von D ek ey eser  [6] (1952) an NaCl-Kristallen  
zeigten, dass durch therm ische Ä tzung an den Oberflächen des Einkristalls 
Spiralfiguren sichtbar werden. Ich dachte nun, dass sich solche Spiralfiguren 
auch bei einem geeigneten Ätzverfahren zeigen m üssen. Tatsächlich, bekam  ich 
m it den oben erwähnten Ätzlösungen sehr instruktive Ätzfiguren.

W enn inan den K ristall in eine ungesättigte Lösung bringt, kom m t es 
zur Lösung. Die Lösung is t  ein umgekehrter Prozess des W achstum s. Der Prozess 
des Lösens ist auch richtungsabhängig [4], ebenso wie das W achstum . Das 
Ätzen bedeutet auch einen Lösungsvorgang, aber die verschiedenen Lösungs­
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m itte l lösen in verschiedener W eise. Die Ä tzfiguren sind kleine H ügel oder 
Graben an den K ristalloberflächen. Die Form, D ichte und Orientation dieser 
Ätzgräbchen verraten sehr v iel über den inneren A ufbau der K ristalle.

Es ist wohlbekannt, dass die Lösung die K ristalloberfläche nicht gleich- 
mässig angreift, sondern dass gewisse Punkte und Richtungen bevorzugt werden. 
Aus der Anordnung der Ätzfiguren kann man auf die Symmetrie der Kristall­
flächen folgern. Es ist zu beobachten, dass die Ä tzung in gewissen isolierten

Abb. 5. B eginn der Ä tzung . 200-f‘ache V ergrösserung. Ä tzdauer 10 M inuten

P unkten beginnt, in denen die Oberfläche schon einen groben Fehler z. B. einen 
Riss oder eine Verunreinigung hat. F rank  und seine Mitarbeiter zeigten, dass 
die Versetzungen m it ihren oberflächlichen Treppen eine bedeutende Rolle 
spielen. Der Durchstosspunkt einer Schraubenversetzung auf der Kristallober­
fläche ist der M ittelpunkt eines Spiralhügels. Ist das W achsen im  Gange, so ziehen 
die Linienspannungen die Krümmungen der Versetzung zusam m en und halten 
dieselben von den spitzen Ecken fern, und auf der K ristallfläche arbeitet nur 
eine einzige Versetzung als W achstum szentrum . Dieselbe Linienspannung hält 
die Krümmungen der Spirale während des Lösens bei den zurückgesetzten  
K anten zurück, so dass eine einzige Versetzung bei der Ausbildung eines Ätz- 
gräbchens drei oder vier Oberflächen zustande bringen kann.

Has Ä tzen muss sich relativ  schnell abspielen, aber nicht zu schnell, weil 
dann das ganze K ristallgitter zerstört wird.
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Ich ätzte frisch gespaltete Probestücke in wässrigem Alkohol (92%). 
Dem Alkohol gab ich ein wenig Jod hinzu, bis die Lösung hellbraun wurde. 
Nach 10—15 Minuten hob ich das Probestück heraus. An jenen Oberflächen 
des Stückes, die m it dem Gefässe in Berührung kam en, fand ich vielversprechende 
Atzfiguren.

B ild  5 zeigt diese geätzten Oberflächen (100) des Einkristalls.
Während der Versuche veränderte ich den W asserinhalt der Lösung und

Abb. 6. T iefe Ä tzung. 200-fache Vergrösserung, Ä tzd au er 10 M

benützte verschiedene Jodbeiträge. W enn zuviel Jod vorhanden war, bekam  
ich grobe, kreisförmige Ätzgräbchen. B ild  6 zeigt einen solchen Zustand.

Im  allgemeinen zeigten jene Oberflächen des Probestückes, die das Gefäss 
nicht berührten, ein gröberes Ä tzbild. Nach vielem  Probieren erreichte ich, 
dass eine gewisse Alkohol-W asser-Jodmischung im m er dieselben typischen  
Ätzbilder zum  Vorschein brachte. B ild  7 stellt ein Ä tzen  m it 25 M inuten Ä tz­
dauer dar.

Beim  Ätzen beginnt die Ablösung immer beim  B and  und dringt später 
zu den inneren Oberflächenteilen vor. Anfänglich te ilt  sich die Oberfläche in 
groben Zügen, nach 2 0 —30 Minuten Ätzdauer kommen die feineren Teile zum 
Vorschein. Die Ä tzung darf nicht unterbrochen und erst später fortgesetzt 
werden, weil dann keine brauchbaren Ätzfiguren zustande kommen.

B ei Kristallen, die längere Zeit in der freien Luft waren, bekom m t man 
keine dem B ild 3 ähnlichen Ätzfiguren. Ebenso geben polierte Kristallflächen
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m it den Indices (100), (110) und (111) keine ähnlichen Ätzfiguren, sondern nur 
grobe Ätzkrater.

Diese Ä tzfiguren kommen n ich t durch K ristallisation zustande. Aus der 
Lösung herausgenommene K ristalle wurden m it einem Löschpapier abge­
trocknet. Nach dem Abtrocken waren an der Oberfläche keine K ristallite zu 
fin d en .

In anders verdünntem  A lkohol bekommt m an keine solche feine Ä tz­
struktur. W enn aber ein wenig Form aldehid als Beitrag (4—5%) zum  Alkohol 
gegeben wird, so bilden sich ebenso feine Gebilde wie bei Jodbeimengungen.

Abb. 7. 240-fache V ergrösserung, Ä tzd au e r 25 M

B ild 7 stellt eine m it vier Lam ellen bedeckte Kristalloberfläche dar. Die 
Spaltlam ellen sind m it Spiralfiguren dicht bedeckt. Die m eisten  Spiralen 
m achen nur ein paar Krümmungen und verbinden sich dann m iteinander dabei 
mehr oder minder komplizierte Figuren ergebend.

W ie hängen diese Ätzbilder m it der K ristallstruktur zusammen? Wenn 
wir eine frisch gespaltete K ristallfläche beobachten, so sehen wir feine Äderung 
darauf. Die Spaltfläche ist eigentlich  eine treppenförm ige F läche. Die K anten  
dieser Treppen und die sich darauf befindlichen Aus- und E inbuchtungen spielen 
bei dem W achstum  eine w ichtige Rolle [2].
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Abb. 8. Spa ltfläche  m it L am ellen stru k tu r. 500-fache Y ergrösserung, Ä tzdauer 30 M

Abb. 9. K reisförm ige und  viereckige Spiralen. 500-fache Y ergrösserung, Ä tzdauer 30 M
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A uf dem B ild  8  sehen wir, dass die Spaltlam elle aus kleineren Blöckchen  
b esteht, die sich wie Dachschindeln überdecken. Man könnte m einen, dass unter­
einander liegende Blöckchen so aussehen. A u f den sich deckenden Blöckchen  
sind einfache sowie kom plizierte Spiralfigtiren. Die Treppenhöhe kann man 
m it dem Mikroskop nicht wahrnehm en, aber die Unschärfe des Bildes zeigt, 
dass die Lam ellen nicht in ein  und derselben Ebene liegen.

B ild 9 is t  weniger überfüllt. Auf diesem  sehen wir viereckige Spiralen  
m it gekrümmten Ecken, die manchmal beinahe kreisförmig sind. Die Kreis-

Abb. 10. D oppelschraube. 240-fache Y ergrösserung, Ä tz d a u e r  20 M

oder Polygonform  der Spiralen ist mit der O rientationsabhängigkeit des W achs­
tum s verknüpft. Die Orientierung der viereckigen Spiralen stimmt im m er  
m it der Orientierung der K ristallflächen überein.

Einige Ätzbilder zeigen eine vollständige M osaikstrnktur. Man hat den 
Eindruck, als ob man kleine Zellen sähe, in  denen die Spiralen wie Spiralfedern 
sitzen. Eine Zelle ist quadratisch, die andere ist länglich, die meisten sind ein  
wenig verformt und liegen n icht im richtiger Orientierung. In den länglichen  
und verform ten Zellen sitzen  Spiralkombinationen. D ie Grösse der M osaik­
teilchen liegt zwischen 1 und 60 Mikron.

In dem  Buche von A . R . V e r m a  [8 ], »Crystal Growth and Dislocations«  
sehen wir v iele  schöne Abbildungen von W achstum sspiralen der SiC-Kristalle,
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die aus Dam pf gewachsen sind. Meine Ätzfiguren die ich an geätzten NaCl- 
Oberflächen bekommen hatte, sind diesen Figuren sehr ähnlich. A. R . W erma 
diskutiert die einzelnen Schraubenfiguren und bespricht sehr viel Bilder. Der 
Umfang meines Berichtes ist beschränkt, aber auf den beigelegten Aufnahm en  
können Tvir verschiedenerlei Kom binationen finden, die z. B . auch bei SiC be­
obachtbar sind. A uf B ild 10 kann m an eine Doppelschraube sehen, die dann 
ensteht, wenn zwei gleichsinnige Schraubenversetzungen nicht zu weit von­
einander sind. Die Spiralkrümmungen laufen parallel miteinander.

Abb. 11. 500-fache V ergrüsserung, Ä tzdauer 30 M

A uf Bild 9 können wir in der M ilte des Bildes vier Spiralen sehen, die 
miteinader kombiniert sind. Zwei entgegengesetzte Spiralen wirken so auf­
einander, dass sich geschlossene Krümmungen bilden.

Bild 11 zeigt zwei schön ausgebildete, sich schneidende Spiralen. A u f der 
rechten Spirale sehen wir noch weitere K om binationen. D er Durchmesser der 
Spirale ist cca 100 Mikron. Solch grosse Spiralen sind nur sehr selten zu beobach­
ten. Die m eisten Spiralen haben einen Durchmesser von 1 bis 50 Mikron.

In diesen Versuchen ätzte ich auch natürliche Steinsalzeinkristalle. Das 
Steinsalz stam m te aus W ieliczka (Polen). Im  Allgem einen war eine längere 
Ätzdauer nötig, um gut aufgelöste Ätzbilder ähnlich denen beim  synthetischen  
NaCl zu bekommen. Gemäss der Aufnahme 12 finden wir nur kleine Spiralen, 
die nur 1—2 Krümmungen aufweisen. In den Mosaikteilchen zeigen sich sehr
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kom plizierte Spiralkom binationen. Der Durchm esser der Körnchen beträgt 
10—20 Mikron. M anchmal kom m t es vor, dass sich einige Pyram iden ausbilden, 
die jedoch in einer späteren Phase des Ätzens wieder aufgelöst werden. An der 
Spitze der Pyram iden sehen wir einen flachen T eil dort, wo die Lösung angreift. 
M anchmal haben diese Pyram iden sehr gut ausgebildete, spiegelnde Flächen  
m it scharfen K anten und man kann keine Spuren des Ätzens finden.

Ich habe auch aus der Lösung gewachsene Kristalle untersucht. A uf 
den Oberflächen der aus der I.ösung herausgenommenen K ristalle sind die

Abb. 12. N a tü rlich e s  Steinsalz, Ä tzd au er 
40 M, 500-fache V ergrösserung

Abb. 13. Sp ira lkom plex au f einer B lockgrenze. 
240-fache V ergrösserung, Ä tzdauer 25 M

W achstum sfronten manchmal gut beobachbar. Diese Fronten sind grobe, 
gekrümmte Linien, wie dies au f Bild 8  zu sehen ist. Feinere Linien oder spiral­
förmige Formen sind nicht zu finden. Später, wenn die Lösung auf der Ober­
fläche der K ristalle konzentrierter wird, und das Wasser verdam pft, werden 
jene groben Krümmungen sp itzig . Es ist m öglich, dass bei grösserer Ü bersät­
tigung ein anderer W achstum sm echanism us [10] in Kraft tr itt, jedoch erhalten 
wir bei Ätzung einer frisch gespalteten K ristallfläehe nach kurzer Ätzdauer 
den vorigen ähnliche Ätzbilder.

Bild 13 ist deshalb interessant, weil dort eine Reihe von Spiralarmen neben 
einer schieflaufenden Linie in der Mitte des Bildes beobachtbar ist. Diese Linie
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ist vielleicht eine Korngrenze m it gleichsinnigen Spiralen. Das Probestück ist 
ein synthetischer K ristall [8 ].

Diskussion

Nach mikroskopischen Beobachtungen bilden sich aus schnell erstarrender 
Schmelze von NaCl Spiralhügel, die an den Korngrenzen sichtbar werden. Die 
Ätzversuche, die ich an Steinsalz und an synthetischen NaCl Kristallen gem acht 
habe wurden wegen der Vermutung unternommen, dass bei der Kristallisation  
von NaCl die Schraubenversetzungen eine wich l ige Rolle spielen. Die schönsten  
Ätzbilder stam m en doch von den aus der Schmelze gewachsenen K ristallen. 
Bisher standen überhaupt keine Erfahrungen zur Verfügung, ob das Spiral­
wachstum  bei aus der Schmelze gewachsenen Kristallen eine Rolle spielt [7].

Die Ätzfiguren sind den thermisch erzeugten Ä tzfiguren bei NaCl zwar 
sehr ähnlich, jedoch erhielt ich m it meinem Ätzverfahren gerade solche Bilder  
wie andere Forscher bei verschiedenen K ristallsorten, wie z. B. SiC, CdJ2, 
n-Paraffin usw., obwohl unter diesen Kristallen sowohl aus der Lösung wie aus 
dem Dam pf gewachsene waren.

** *

Die Versuche wurden im  In stitu t für E xperim entalphysik  der T echni­
schen U niversität für die Bauindustrie in Budapest durchgeführt. Für die 
Hilfe und R atschläge vdn Herrn A ssistenten Z. Morlin  bin ich zu grossen  
Dank verpflichtet. D ie Atifnahmen verdanke ich Herrn E . L ev iu s  und Frau  
K . Cs e h -Szom bathy . D ank gebürht auch der U ngarischen Akademie der 
W issenschaften für die U nterstützung meiner Forschung.
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К МЕХАНИЗМУ РОСТА КРИСТАЛЛОВ N a C l

В. Е С Е Н С К И

Р е з ю м е

Автор сообщает о некоторых спиральных формах роста кристаллов NaCl, которые 
находятся на поверхности кристалла. При помощи метода травления получает новые 
фигуры травления. Из этих фигур автор делает вывод, что рост путем спиральной дисло­
кации (спиральный рост) играет важную роль и в случае роста кристалла из расплава.



ZUR PARALLELMESSUNG DER ELEKTRISCHEN 
LEITFÄHIGKEIT VON ADDITIV VERFÄRRTEN UND  
UNVERFÄRRTEN ALKALIHALOGENIDKRISTALLEN

V on

P .  T O M K A

INSTITUT FÜR EXPERIMENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITÄT FÜR DIE BAUINDUSTRIE,
BUDAPEST

(Vorgelegt v o n  I. Kovács. —  E ingegangen  17. V III . 1957)

E n tfä rb te  A lkalihalogenidkristalle , deren  T em p era tu rfu n k tio n  d e r e lek trischen  L e it­
fäh igkeit zusam m en m it den u n v erf ä rb te n  V ergleichsstücken gemessen w u rd e , zeigen eine k leinere  
spezifische e lek trische L eitfäh ig k eit u n d  eine k le in e re  A bw eichung v o m  O hm schen G esetz als 
die u n v e rfä rb ten  K rista lle . E s w urde festgeste llt, dass es zwei E ffek te  g ib t : a)  be i d e n  e n t­
fä rb te n  K ris ta llen  is t die e lek tro ly tische L eitfäh ig k e it durch  die w ä h ren d  de r V erfärbung  e n t­
s tan d en en  kom plexen  Z en tren  t ie f  h e ru n te rg ed rü c k t ; b j  in den K ris ta lle n  bilden sich  du rch  
die grösseren L eitfäh igkeitsström e F a rb zen tren  (F -Z en tren ), und diese v e ru rsach en  einen e le k tro ­
n ischen A nteil de r L eitfäh igkeit. D e r tiefere G ru n d  fü r  diese E rsch ein u n g en  is t in  den  V e ru n ­
rein igungen  de r K rista lle  u n d  in  m it diesen V erunrein igungen  zusam m enhängenden  F e h lo rd ­
n u n g sverhältn issen  zu suchen. E s w ird  au f die Ä h n lich k e it der o b en erw äh n ten  V erm inderung  
de r e lek tro ly tischen  L eitfäh igkeit de r A lkalihalogenidkrista lle  und  d e r n eg ativ en  p h o to e le k tri­
schen  W irkung  in  der S törleitung  v o n  S ilberhalogenidkristallen  h ingew iesen.

1. E inleitung

Die elektrische Ionenleitfähigkeit von  Alkalihalogenidkristallen wird 
durch die Wanderung von Ionenleerstellen bewerkstelligt (ScHOTTKYsche 
Fehlordnung [1]). Die Konzentration der positiven und negativen Ionenleer­
stellen wird durch die Störsteilen-G leichgewichtsbedingung xp - x n = f ( T )  
bestim m t, die besagt, dass bei gegebener Temperatur das Produkt aus der 
Konzentration der Kationenleerstellen (xp) und der Konzentration der A nionen­
leerstellen (xn) konstant ist. Anderseits ist die Entstehung der Farbzentren 
(F-Zentren) in diesen K ristallen folgende : die negativen Ionenleerstellen (im  
NaCl die Chlorleerstellen) fangen als Elektronenfallen ein Elektron ein, und  
dieses Elektron bildet zusammen mit den es umgebenden 6  Alkaliionen das 
F-Zentrum [2].

Die Einwanderung der Elektronen bei der additiven Verfärbung kann  
m ittels zweier Verfahren stattfinden  : a)  Der Kristall wird bei einer höheren  
Temperatur (500—600° C) im  Alkalidam pf erh itzt und dann abgeschreckt, b)  An  
den K ristall wird zwischen einer flachen A node und spitzen K athode (aus belie­
bigem  Metall) oder mit einer flachen K athode aus elektropositivem  Metall bei 
einigen hundert °C bei konstanter Tem peratur ein elektrisches Feld angelegt, 
dadurch wird der Kristall m it Farbzentren erfüllt. Die Farbzentren dringen  
wolkenartig von der K athode in den K ristall hinein. Indessen vergrössert sich

1 1 Acta Physica V III/I— 2.
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der elektrische Strom fortwährend, da jetz t dem  Ionenstrom  des Kristalls auch  
ein Elektronenstrom  hinzugefügt wird. Kurz gesagt : der K ristall wird zum H alb­
leiter (gem ischter Leiter). W enn wir jetzt die R ichtung der elektrischen F eld ­
stärke verändern, sinkt der Strom  rasch, die Farbzentrenwolke zieht sich m it 
einer scharfen Hinterfront zur K athode zurück. Wenn die Farbzentrenwolke 
aus der K athode herausgetreten ist, wird der ganze K ristall klar und bekom m t 
dieselbe L eitfähigkeit wie vor der Verfärbung [3]. Man kann diesen Prozess 
beliebig oft wiederholen. Man muss auch in  diesem Fall abschrecken, dam it 
nur atom are Farbenzentren entstehen.

Man kann natürlich einen additiv  verfärbten K ristall auch zwischen zw ei 
üblichen flachen M esselektroden bei einer höheren Temperatur im  elektrischen  
Felde entfärben. Bei noch höheren Temperaturen kann sich der Kristall nach  
gewisser Zeit auch ohne elektrisches Feld entfärben.

Gemäss den vorher Gesagten besteht zwischen der Ionenleitfähigkeit 
(ScHOTTKYsche Fehlordnung) und den Farbzentren ein enger Zusammenhang. 
Deshalb kann die Untersuchung der elektrischen Leitfähigkeit von verfärbten  
und entfärbten Kristallen zu wichtigen Erkenntnissen über die Ionen-, und  
Elektronenleitfähigkeit der Kristalle führen. Es wäre wünschenswert, der­
artige Untersuchungen stets m it optischen Absorptions- und lichtelektrisehen  
Messungen zu ergänzen.

Die elektrische L eitfähigkeit von add itiv  verfärbten und entfärbten  
KCl- und K Br-Einkristallen wurde zuerst von  Z. Gy u la i [4] untersucht. Es 
kam en immer zwei K ristallstücke zur Untersuchung : ein verfärbter und ein 
nicht verfärbter Kristall (Vergleichsstück). Beide Exem plare stammten aus 
derselben Schmelze. Das Vergleichsstück wurde bei der Verfärbung m itgetem ­
pert, um  die gleiche W ärm ebehandlung m itzum achen. D ie wichtigsten E r­
gebnisse waren folgende :

a )  die L eitfähigkeit der verfärbten K ristalle ist bei tieferen Temperaturen 
grösser als die der nichtverfärbten, der Leitungsstrom enthält also einen E lektron­
anteil. Der Strom fällt bei konstanter Temperatur mit der Zeit und strebt zu 
einem Grenzwert. Das Ohmsche Gesetz gilt nicht : bei grösseren Spannungen 
ist die spezifische elektrische Leitfähigkeit grösser. Hier tr itt  eine recht über­
raschende Erscheinung ein : bei geeigneter Temperatur sinkt die Leitfähigkeit des 
noch recht farbigen K ristalls unter die Leitfähigkeit ties Vergleichskristalls [5].

b)  W egen des fortwährenden Sinkens des Stromes kann man die T em pe­
raturfunktion der L eitfähigkeit nur nach der Entfärbung messen. N ach der 
Entfärbung ändert sich die spezifische Leitfähigkeit gem äss der van t'H o fi­
sch en Form el, aber die Leitfähigkeitsw erte sind bedeutend kleiner als die des 
Vergleichstückes und die Aktivationsenergie ist bedeutend grösser, d. h . die 
L eitfähigkeit fä llt m it der Temperatur rascher als die des Vergleichstückes. 
Bei niedrigen Temperaturen ist die spezifische Leitfähigkeit in den entfärbten  
Kristallen um  1 — 2 Zehnerpotenzen kleiner als in den Vergleichsstücken.
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c)  Das Ohmsche Gesetz ist in den entfärbten K ristallen wiederum gü ltig . 
B ei diesem Punkt wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass in den nichtver- 
färbten Kristallen das Ohmsche Gesetz G ültigkeit hat.

Spätere Untersuchungen [6 ] aber haben klargestellt, dass in den en t­
färbten KCl- und K Br-Kristallen das Ohmsche Gesetz nur bei den Entfärbungs­
temperaturen (400—500°C) Gültigkeit hat, doch sind bei tieferen Temperaturen 
Abweichungen zu beobachten, die beim Sinken der Tem peratur zunehm en. 
Bei dieser Untersuchung kam en nur entfärbte Kristalle zur Verwendung und  
auch hier wurde vorausgesetzt, dass bei der Ionenleitung des unverfärbten  
Kristalls das Ohmsche Gesetz Gültigkeit h a t. Es wurde auch festgestellt, dass 
die Abweichung vom Ohmschen Gesetz in Zusammenhang m it den A ktivations- 
energien steht : sie ist um so grösser, je grösser die Aktivationsenergie der

van t ’Hoffschen Formel : К  - A  exp spezifische elektrische

Ueitfähigkeit, T  =  absolute Temperatur, В  =  Aktivationsenergie, und А  — 
die sogenannte »M engekonstante«). Ferner zeigen einzelne K ristalle die Tendenz, 
sich bei Lagerung oder Temperaturbehandlung der L eitfähigkeit des nicht- 
verfärbten K ristalls zu nähern, d. h. die spezifische Leitfähigkeit steigt und die 
A ktivationsenergie verkleinert sich.

Bei den beschriebenen Messungen wurde ein Stück K B r — Schm elzfluss­
kristall (in der Arbeit [4a] durch III  bezeichnet) untersucht, das die oben er­
wähnte  Veränderung der Leitfähigkeit, d. h . eine Erniedrigung der Leitfähig­
keitswerte nach der Entfärbung zusammen mit vergrösserter A ktivations­
energie, kaum oder gar nicht zeigte, obwohl es sehr stark verfärbt war. Dieser 
K ristall war ein Geschenk von Herrn Professor P ohl und wurde als recht rein b e­
zeichnet. Daher war es fragwürdig, ob diese merkwürdige Erniedrigung der 
Leitfähigkeit allein von der Verfärbung und der Entfärbung des K ristalls 
verursacht wurde. Ich bemerke schon hier ausdrücklich, dass Mir bei den  
Messungen der Abweichung vom Ohmschen Gesetz eine viel grössere elek­
trische Feldstärke angevrandt haben als Z. Gyula i in der Arbeit [4]. N äm ­
lich Z. Gy u la i [4] hat bei den KCl-Messungen eine Spannung bis 250 Volt 
benutzt, bei uns war die grösste Spannung dagegen etwa 600 Volt. Ausser­
dem hatten  die Kristalle von Z. Gyula i eine grössere Elektrodenentfernung  
als bei uns.

Nachdem  der Verfasser in einer grösseren Arbeit [7] über die Leitfähigkeit 
der unverfärbten NaCl-, K Br-, KCl-Scbnielzflusskristalle sowie des natürlichen 
Steinsalz- und Sylvinkristalles ■— ebenfalls bei grösseren Feldstärken ■— als 
Funktion der Temperatur, zu dem Ergebnis gelangte, dass in  der Leitfähigkeit 
von NaCl-, KBr-, und KCl-Schm elzflusskristallen die Abweichung vom Ohm­
schen Gesetz ebenfalls auftritt, und ZM7ar m it sinkender Temperatur in Mrachsen- 
dem Mass, Muirde es klar, dass in diesen Leitungserscheinungen die Verunreini­
gungen (z. B . mehrMrertige K ationen) eine grosse Bolle spielen.

11*
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2 . Die M essungen

Es schien notwendig, die elektrische Leitfähigkeit und die Abweichung  
vom  Ohmschen Gesetz der verfärbten und unverfärbten K ristalle bei grösseren 
Feldstärken nochm als zu m essen. Deshalb habe ich die Messungen von  Z. 
Gy u la i in  NaCl-, KBr- und KCl-Schm elzflusskristallen wiederholt. D . h . ich  
habe Parallelm essungen m it verfärbten und unverfärbten K ristallen (Vergleichs­
stücke) m it gleichen Elektrodenentfernungen und m it Spannungen bis 600 Volt 
durchgeführt. D ie M essm ethode ist aus den Arbeiten [4, 6 , 7] gut bekannt : 
Strom spannungsmethode m it Gleichstrom, die graphitierten Kristalle waren 
zwischen Pt-E lektroden.

Die Tem peraturabhängigkeit der spezifischen elektrischen Leitfähigkeit 
wurde bei fallender Tem peratur gemessen. Die verfärbten Kristalle wurden  
zum  Teil in  einem  anderen elektrischen Ofen m it einer höheren Temperatur en t­
färbt, zum T eil wurden sie aber als verfärbte Exemplare im  Messofen bei einer 
höheren Temperatur (400— 500 °C) gehalten, bis die E ntfärbung eintrat, und  
dann folgte m it sinkender Temperatur die Messung der Temperatur geraden. 
Zugleich wurde bei verschiedenen Spannungen (20 V —600 V) auch die A b­
weichung vom  Ohmschen G esetz untersucht. Die Abm essungen der K ristalle  
w aren: Querschnitt im  M ittel 4 x 5  m m , und die Elektrodenentfernung war 
bei allen K ristallen die gleiche : 2,2 m m . D ie spezifische elektrische L eitfäh ig­
k eit wurde m it derjenigen Spannung berechnet, für w elche das Ohmsche Ge­
setz noch G ültigkeit h atte . Säm tliche K ristalle wurden aus der Schmelze ge­
züchtet. Der elektrische M essofen war m it einem Fenster versehen, und  die 
Messung wurde erst begonnen, nachdem der verfärbte K ristall sich vollkom m en  
entfärbte.

Die Messergebnisse sind  in  Fig. 1 und Fig. 2 zusam m engestellt. In F ig. 1 

wurde der NaCl-K ristall N r. 147 (Ausgangsmaterial NaCl »purissimum«) nach  
der Methode b)  m it einer spitzen K athode verfärbt und auch entfärbt. Und  
zwar wurde die Farbzentrenwolke mehrfach zur Anode und  rückwärts zur K a­
thode getrieben. Der K Cl-K ristall Nr. 169 wurde m it A lkalidam pf verfärbt 
und kam in  verfärbtem  Z ustand in den Messofen. Der KCl-Kristall N r. 130 
wurde m it spitzer K athode verfärbt und entfärbt. Der KBr-Kristall N r. 127 
in  Fig. 2 wurde m it spitzer K athode verfärbt und dann abgeschreckt und kam  
in verfärbtem  Zustand in  den Messofen. Der K Br-K ristall Nr. 175 wurde im  
Alkalidam pf verfärbt und dann in einem anderen elektrischen Ofen entfärbt.

Die Leitfähigkeit der entfärbten K ristalle ist kleiner als die der Vergleichs­
kristalle. Die KCl-Kristalle Nr. 130—129 bilden eine Ausnahm e, die L eitfähig­
keit des entfärbten K ristalls Nr. 130 ist nähmlich bei höheren Temperaturen 
etwas kleiner, bei niedrigeren Temperaturen etwas grösser als die des Vergleichs­
kristalls. E in sehr merkwürdiges Ergebnis war, dass in  allen Kristallpaaren 
die Abweichung vom Ohmschen Gesetz in den Vergleichskristallen grösser
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Fig. 1. D ie T em p era tu rab h än g ig k e it de r spezifischen elektrischen L eitfäh ig k e it von N aC l- 
u n d  KCl-Schm elzflusskristallen. Die K ris ta llpaare  sin d  : a )  Nr. 147— 148, b) N r. 169

— 170, c)  N r. 129— 130 
N aC l-K ristalle  : 1. N r. 147 ; 2. N r. 148
K C l-K ristalle  : 3. N r. 169 ; 4. N r. 170 ; 5. N r. 130 ; 6 . N r. 129 
E n tfä rb te  K ris ta lle  : K u rv e n  1, 3, 5 
U n v e rfärb te  K rista lle  : K u rv e n  2, 4, 6



1 6 6 P. TOM v A

Fig. 2. D ie T em p era tu rab h än g ig k e it der spezifischen e lek trisch en  L eitfäh igkeit v o n  K B r- 
Schm elzflusskristallen . D ie  K ris ta llpaare  s in d  : a )  Nr. 175— 176 ; b) N r. 127— 128 

1. N r. 175, 2. Nr. 176, 3. N r. 127, 4. N r. 128 
E n tfä rb te  K rista lle  : K u rv en  1 , 3  
U n v e rfä rb te  K ris ta lle  : K urv en  2, 4

Die T em p era tu rg erad en  8/a  u n d  10/a sind d ie T em p era tu rab h ä n g ig k e it der spez. e lek trischen  
L eitfäh ig k eit v o n  u n v e rfä rb ten  K B r-Sehm elzflusskristallen , sie s ta m m e n  aus derselben Schm elze 
wie 1. N r. 175 u n d  2. N r. 176, be i den M essungen w urde  aber eine v ie l kleinere F e ld s tä rk e  v e r­

w endet als bei N r. 175 und 176
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war. Also gerade um gekehrt, als man es erwartet hätte. D ies wird in Tabelle 1 
veranschaulicht. Als Mass der Abweichung vom Ohmschen Gesetz nehm en  
wir das Verhältnis der bei 320 und 20 Volt gemessenen spezifischen elektrischen  
Leitfähigkeiten. Ausserdem sieht man in den Figuren, dass die Temperatur-

Tabelle 1

Die A bw eichung vom  O hm schen Gesetz an  e n tfä rb te n  u n d  u n v e rfä rb ten  A lkalihalogen idkrista llen  
bei versch iedener T em p era tu r. Schm elzflusskristalle . A dd itive  V erfärbung . E n tfä rb te  K ris ta lle  : 
N r. 147, 169, 130, 175, 127. U n v e rfärb te  V ergleichskristalle  : 148, 170, 129, 176, 128. ( T  is t

die absolu te T em p era tu r)

Kristall
Temperatur

Kristallnummer
Die Abweichung vom Ohmschen Gesetz; K320/K 

bei verschiedenen Temperaturen
0

NaCl
147

A -IO4 
°C

13,97

443

1,04

14,58

413

1,03

15,3

381

1,04

16,13

347

1,05

17,03

314

1,09

18,02

282

1,07

18,88

257

1,04
148 1,04 1,05 1 ,10 1,21 1,36 1,48 1,47

A r - 1 0 4 
°C

14,03

440

14,6

412

15,32

380

15,87

357

16,65

327

17,05

314

17,78

290

18,6

265

19,2

248
169 1,06 1,12 1,28 1,35 1,43 1,41 1,53 1,71 1,70

KCl
170 0,95 1,21 1,78 2,46 3,48 4,25 5,62 6 ,8 8,05

L . н и  
°C

14,05

439

14,43

420
14,88

399

15,35

379

15,83

359

16,32
340

17,05 

314

17,65

294
130 1,03 1,02 1,03 1 ,1 0 1 ,20 1,40 1,75 2 ,21

129 1 ,0 2 1,04 1,09 1,36 1 ,66 2,26 3,06 4,23

A  ■ 104 13,78 14,53 15,25 15,9 16,95 17,75 19,2
°C 453 415 382 356 317 290 248

175 1 ,— 1 ,— 0,98 1 ,— 1 ,— 0,99 1,04

K B r
176 1 ,01 1,— 1,11 1,3 1,89 2,7 7,15

A  . 104 

°C

14,33

425

14,92

396
15,83

359

16,7

326

17,35

303

18,15

278

127 1 ,0 2 1 ,— 1,12 1,2 1,29 1,44
128 1,03 1,17 1,52 1,64 2,59 4,75

geraden aus mehereren Teilstücken bestehen und die N eigung der Teilslücke 
(also die Aktivationsenergie) für den entfärbten Kristall einm al grösser und ein­
mal kleiner ist als die N eigung für den Vergleichskristall.

Die K Br-K ristalle Nr. 175—176 in Fig. 2 stam m en aus derselben Schmelze, 
die in der Arbeit von Z. Gy u la i m it Nummer I bezeichnet war [4a]. Zum Ver­
gleich des Verhaltens dieser K ristalle habe ich in dieser Figur diejenigen zw ei



1 6 8 P. TOMKA

Temperaturgeraden eingezeichnet, die bei Gy u la i die der Vergleichsstücke 
waren. Diese K ristalle waren in  der alten Arbeit Nr. 10a und 8 a. D ie Tem peratur­
geraden der Vergleichskristalle lagen also dort v iel höher als je tz t. Sonst fä llt 
der entfärbte K ristall Nr. 175 ungefähr m it dem alten entfärbten K ristall (in  
der alten Arbeit l a )  zusammen.

Der Verfasser folgerte in  seiner Arbeit [7], dass in  den verunreinigten  
Alkalihalogenid-Schm elzflusskristallen bei höheren Spannungen auch E lektro­
nen an der elektrischen D unkelleitung teilnehm en, und zwar m it sinkender 
Temperatur in  wachsendem M ass. In dieser Beziehung erwies sich die Abweichung  
vom  Ohmschen Gesetz als ein  gutes H ilfsm ittel um nachzuweisen, ob in der 
elektrischen Leitung von ionenleitenden A lkalihalogenidkristallen neben dem  
Ionenanteil auch ein Elektronenanteil vorhanden ist.

3. D iskussion

a) Erklärung der Messergebnisse

Es sei nochm als erwähnt, dass in der alten Arbeit von Z. Gy u la i [4a] 
die elektrische Feldstärke v ie l kleiner war als in den späteren Arbeiten [6 , 7]. 
So wurden die Leitfähigkeiten der alten K Br-K ristalle (also Nr. 10a, Nr. 8 a und  
Nr. 7a in der alten Arbeit [4a]) nur bei einer einzigen Spannung (123 V olt) 
gemessen. D ie Abweichung vom  Ohmschen Gesetz wurde dam als nicht unter­
sucht, da ja  damals die G ültigkeit des Ohmschen Gesetzes auch in den en t­
färbten K ristallen vorausgesetzt wurde. D ie Elektrodenentfernungen waren  
damals im  M ittel 2,5 mm. B ei den jetzigen M essungen —■ wie wir gesehen haben — 
haben die K ristalle eine Elektrodenentfernung von 2,2 mm  und der Strom wurde 
bei jeder Temperatur bei sieben verschiedenen Spannungen von 20 Volt bis 
600 Volt gem essen. Jetzt flössen also durch die Kristalle v iel grössere elektrische 
Ströme als dam als.

Es sieht so aus, als gebe es zwei E ffekte : a)  Durch die Verfärbung nim m t 
— bei einer Vergrösserung der A ktivationsenergie — die elektrische L eitfäh ig­
keit ab. Man kann sagen dass durch die Verfärbung und Entfärbung sich in 
dem K ristall verschiedene Zentrenasscziate, Kolloidzentren, Leerstellenasso- 
ziate, usw. bilden und daher verm indert sich die K onzentration der N atrium ­
ionenleerstellen, was gleichbedeutend m it der Verminderung der elektrolytischen  
L eitfähigkeit ist ; b)  der zw eite Effekt besagt, dass ein genügend grosser elektri­
scher Strom  (vielleicht bei genügend hoher Temperatur) die elektrolytische  
Leitfähigkeit auch verm indert, und zwar m it sinkender Temperatur in stär­
kerem Mass (und daher vergrössert sich die A ktivationsenergie), dieser Effekt 
ist aber m it einer bedeutenden Vergrösserung des Elektronenanteils verbunden. 
Kurz gesagt : bei unseren jetzigen M essungen fliessen bei höheren Spannungen 
im  Strom  auch Elektronen. Also eine genügend grosse Feldstärke kann den
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K ristall »sensibilisieren«. Zu dem P u n k t a)  bemerken wir das Folgende : In  
allen drei vorigen Arbeiten [4a, 6 , 7] haben wir bei den entfärbten Kristallen  
stets nur von U-Zentren gesprochen. D ie Bildung von  U-Zentren is t  nicht an 
die Anwesenheit m ehrwertiger Verunreinigungsionen geknüpft. Aber nach der 
neueren experim entellen und theoretischen Untersuchungen spielen neben den 
U-Zentren auch solche Zentren, die durch Anlagerung von Elektronen an 
m ehrwertige Ionen unter Mitwirkung von Leerstellen entstehen, eine grosse 
Rolle. Zu dem Punkt b): In verunreinigten Kristallen entstehen positive Raum ­
ladungen (Elektronenlücken) und diese ziehen andere Elektronen an, um die 
Raum ladungen zu neutralisieren. D ie Elektronen kommen aus der Kathode 
in den K ristall hinein und bilden dort m it den Ionenleerstellen Farbzentren. 
Der K ristall wird also ebenso wie bei der additiven Verfärbung m it einer spitzen 
K athode verfärbt, aber in diesem F all in  einer v ie l kleineren K onzentration. 
Der verfärbte Kristall ist aber ein H albleiter, mit einem  elektronischen Anteil 
im  Dunkelstrom , der zu einer Abweichung vom Ohmschen Gesetz führt. Bei 
den verfärbten und dann entfärbten Kristallen ist der Effekt a )  v ie l grösser 
als in den Vergleichsstücken, während der Effekt b)  in  den Vergleichsstücken  
grösser ist. Natürlich kann man sagen, dass vielleicht die Effekte a )  und b) 
sich nur quantitativ  unterscheiden. B eide Effekte haben die gemeinsame Folge, 
dass im Gebiet der Störleitung die elektrische Leitfähigkeit der K ristalle kleiner, 
die Aktivationsenergie grösser wird, dass also die K ristalle sich ihrer Eigen­
leitung nähern. Unsere Kristalle sind bei kleiner Feldstärke Ionenleiter, bei 
grösseren Feldstärken Mischleiter (Ionen- und Elektronenleitung).

F. C. N ix  [8 ] beschreibt auch einen ähnlichen E ffekt. Aus Aethylalkohol 
gewachsene rote H gJ2-Einkristalle verlieren mit der Zeit ihre photoelektrische  
E m pfindlichkeit, aber sie können diese zuiückgewinnen, wenn m an an den 
K ristall für einige M inuten ein elektrisches Feld legt. Zugleich nim m t der elek­
trische Dunkelstrom m it der Vergrösserung der Photoem pfindlichkeit ab. Diese 
Resensibilisation wird m it zunehmender Feldstärke grösser. Auch m it sinkender 
Temperatur wächst dieser Effekt [8 a].

Ein ähnlicher Effekt ist auch der negative Photoeffekt in Silberhalcgenid- 
kristallen bei der photochem ischen Veränderung der elektrischen Störleitung  
[9, 10, 11, 1 2 ]. Wird ein Silberhalogenidkristall (AgCl oder AgBr) m it Spuren 
von Silber, Gold oder A g2S bei 20°C belichtet und wird dann die elektrische 
Störleitung zwischen —183 °C und -(-100 °C bei steigender Temperatur gemessen, 
so sinkt jene Störleitungteilkurve, die der Aktivation der Zwischengittersilber­
ionen entspricht, ab. D ie K onzentration der Zwischengittersilberionen wird 
nämlich in dem Prozesse, der sich auch bei der Bildung des latenten B ildes ab­
spielt, kleiner [1 1 ].

Mit dieser letzten  Analogie wird es klar, dass die in  dieser Arbeit besproche­
nen Erscheinungen, die sich in den verfärbten Alkalihalogenidkristallen und 
in ihren Vergleichsstücken abspielen, m it verschiedenen Verunreinigungen ver-
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bim den sind, daher sind die besprochenen Erscheinungen durch die Fehlord­
nungsverhältnisse der Kristalle geregelt. Z. B. in der Fig. 1 hat der NaCl-Kri- 
sta ll Nr. 148 (Vergleichskristall) eine grosse L eitfähigkeit, aber die Abweichung 
vom  Ohmschen Gesetz ist relativ gering, der K ristall ist also nur wenig sensibi­
lisiert. Das ist verständlich, weil die grosse Leitfähigkeit durch Einbau von  
m ehrwertigen K ationen verursacht ist. W egen der elektrischen Neutralität 
m üssen aber neben den therm ischen K ationenleerstellen weitere Kationenleer­
stellen  entstehen. B ei Anwendung des Massenwirkungsgesetzes bleibt die 
Schottkysche Bedingung für das Fehlordnungsgleichgewicht erfüllt : daher 
wird die Konzentration der Anionenleerstellen erniedrigt, und der elektrische 
Strom  kann nur eine geringe A nzahl von Farbzentren erzeugen. Der entfärbte 
K ristall Nr. 147 war nicht wasserklar, sondern h atte  eine gelbliche Farbe. Wir 
sehen in  der Fig. 1, dass die Temperaturgerade des Kristalls Nr. 147 bei etwa 
375° C einen Knickpunkt hat und von diesem Punkt abwärts ist die Aktivations- 
energie kleiner. E igene Beobachtungen weisen darauf hin, dass v iele  von diesen 
kleineren A ktívationsenergien au f elektronische Störstellen zurückzuführen sind.

Wenn wir diese Aktivationsenergie aus der H albleiter-Leitfähigkeits­

formel К  =  A  exp
А E  

2 k f
berechnen, bekom m en wir : А E  =  2,05 eV.

D iese Aktivationsenergie ist au f den optischen W ert um gerechnet : 605 m/u. 
Das ist das Bandenm axim um  eines grossen K olloids, entstanden bei etwa 450° 
C [13]. Diese Übereinstim m ung ist nicht verwunderlich. Aus der Betrachtungs­
weise dieser Arbeit folgt, dass die gelbe Farbe des entfärbten K ristalls wahr­
scheinlich von kolloidalen Zentren herrührt. W enn auch die optische Absorption 
nicht gemessen wurde, so konnte sie visuell doch tatsächlich beobachtet werden, 
und die Zuordnung der therm ischen (elektrischen) A ktivationsenergie zur opti­
schen Aktivationsenergie scheint daher nicht ganz willkürlich und spekulativ. 
W ir beobachten öfters, dass die entfärbten K ristalle eine gelbliche oder bräun­
liche Farbe zeigen. Dieser U m stand deutet auf die Anwesenheit von  verschiede­
nen Komplex-Zentren und K olloiden hin.

b) Zusätzliche Bemerkungen

1. Gemäss unserer alten Behauptung wird nach der Entfärbung der 
K ristalle im  elektrischen Felde der ursprüngliche Zustand hergestellt : die 
Farbzentren, d. h . die Elektronen wandern aus dem K ristall heraus, und das 
K ristallgitter bleibt im  ursprünglichen Zustand. Deshalb haben wir verschiedene 
Entfärbungsm ethoden benutzt [6 ] : а)  Entfärbung nur m it höherer Tempera­
tur. h) Bei einer solchen Tem peratur, wo Tem peraturentfärbung noch nicht 
sta ttfin d et, wurde an den K ristall eine höhere Spannung (200— 300 Volt) an­
gelegt. Das ist also der STASiwsche Entfärbungsprozess, c) An den Kristall wurde 
dauernd eine höhere Spannung angelegt, und der Kristall wurde langsam auf
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eine höhere Temperatur erwärm t, bis er sich entfärbte. W ir hofften, dass die 
verschiedenen Entfärbungsm ethoden auf den Endzustand der K ristalle in ver­
schiedener W eise wirken. D ie M essungen haben aber keine eindeutigen Ergeb­
nisse gebracht. Das ist nach unseren neueren Ergebnissen recht verständlich : 
m it den Spannungen waren die Kristalle nicht nur entfärbt, sondern auch 
sensibilisiert.

2. In der Arbeit [6 ] haben wir festgestellt [14], dass die Abweichung vom  
Ohmschen Gesetz in  den entfärbten Kristallen umso grösser ist, je grösser die 
Färbung der K ristalle war. Diese Feststellung m uss aber hier korrigiert werden. 
Aus den bisherigen Resultaten wissen wir bereits, dass bei diesen Erscheinungen  
hauptsächlich die Verunreinigungs- und Felilordnungsverhältnisse die en t­
scheidenden Faktoren sind. Es war ein Zufall, dass in der genannten Arbeit 
die Reihenfolge des Färbungsgrades und des Yerunreinigungsgrades (Fehl­
ordnungsgrades) der Kristalle identisch war.

3. E. G. M is s e l iu k  und E . B . M e r t e n s  [15] haben die negative photo­
elektrische W irkung in /S-Ag2S-K ristallen bei PbS-Zusatz untersucht. Sie haben  
auch die Temperaturabhängigkeit der elektrischen L eitfähigkeit gemessen. 
Die F ig. 3 veranschaulicht ihre Ergebnisse. Die Gerade 1 gibt die Temperatur­
abhängigkeit des /?-Ag2S-|-PbS-K ristalls im Dunkeln wieder, die Gerade 2 
ist dieselbe bei Beleuchtung. D ie Temperaturgerade 3 ist die Leitfähigkeit des 
reinen /3-Ag2S im Dunkeln. Die Geraden 1 und 2 zeigen erstaunlicherweise eine 
Ähnlichkeit mit den Temperaturgeraden Nr. 10a und l a  in tier Arbeit von  
Z. G y u l a i  [4a]. Diese Geraden sind die Temperaturabhängigkeitskurven des 
entfärbten (Nr. l a )  und unverfärbten (Nr. 10a)  KBr-Schm elzflusskristalls. 
Zum Vergleich sind diese Geraden auch in der Fig. 3 eingezeichnet. Der /S-Ag2S- 
K ristall ist bei solchen niedrigen Temperaturen ein Ionenleiter [16]. Bei den 
alten KBr-Messungen wurde eine niedrige Feldstärke von etw a 500 Volt/cm  
verwendet, also merkliche Sensibilisierung kam nicht zustande, und es gab keine 
merkliche Abweichung vom Ohmschen Gesetz. M is s e l iu k  und M e r t e n s  bemerken, 
dass sie wegen der Beständigkeit und Reproduzierbarkeit der Leitfähigkeits­
werte eine niedrige Feldstärke von 1 0 0 — 150 Yolt/cm  benutzt haben und bei 
dieser Feldstärke tvar das Ohmsche Gesetz der elektrischen Leitfähigkeit sowohl 
im Dunkeln, wie bei Beleuchtung gültig . Bei grösseren Feldstärken haben sie 
eine Abweichung vom  Ohmschen Gesetz und ein Kriechen des elektrischen  
Stromes beobachtet. B ei unseren Alkalihalogenidkristallen — wenn wir m it 
grösseren Feldstärken arbeiten — beobachteten wir auch öfter, dass die Strom ­
werte eine fallende oder steigende Tendenz zeigen. D ie genannten Autoren haben  
also bei grösseren Feldstärken dieselben Erscheinungen beobachtet, welche 
auch bei unseren Alkalihalogenidkristallen in Erscheinung traten. Wir sehen  
also, dass die Leitfähigkeitsm essungen der Alkalihalogenid-Schm elzflusskri­
stalle völlige Analogie m it den M essungen der negativen photoelektrischen W ir­
kung des m it PbS verunreinigten /?-Ag2S-Kristalls zeigen.
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4. Z. Gyula i [4a] hat einige K Br-K ristalle bei einer Temperatur von  
700° C auch im  Brom dam pf entfärbt. Bei diesen K ristallen ging die Leitfähig­
keit n icht herunter, es zeigte sich eher eine kleine Vergrösserung der Leitfähig­
keit. D ie Erniedrigung der L eitfähigkeit war also durch die Bromierung ver­
hindert. Wir können je tz t auch zu dieser Erscheinung eine Analogie geben.

23 22 21 20 19 18 17 16 15 »

Fig. 3. Die Temperaturabhängigkeit der spezifischen elektrischen Leitfähigkeit von ß-Ag2S- 
Kristallen. (Nach E. G. Misseliuk und E. G. Mertens [15]). 1. ß-Ag3S -f- PbS in Dunkelheit, 
2. Dasselbe während Beleuchtung. 3. Reiner ß-Ag3S-Kristall in Dunkelheit. Zum Vergleich: 
Die Temperaturabhängigkeit der spez. elektrischen Leitfähigkeit von KBr-Schmelzflusskristallen. 
10/a : unverfärbter Vergleichskristall, 7/a : entfärbter Kristall. Für KBr-Kristalle Abszisse

oben, Ordinate links
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O . St a s iw  [17] hat thallium haltige KCl-, KBr- und K J-K ristalle (also m it 
Thallium aktivierte Kaliumhalogenidphosphore) add itiv  im  K alium dam pf 
oder m it einer spitzen Kathode verfärbt. Dadurch entstehen neben den bekann­
ten  Farhzentren die Thallium atom e enthaltenden kom plexen D-Zentren. Es 
verschwindet die charakteristische u ltraviolette Absorptionsbande der Phos- 
phoren und es erscheint eine grosse, sich von ultraviolett bis ultrarot erstreckende 
Bande. D ie F-Zentren können aus dem K ristall bei einer höheren Temperatur 
im  elektrischen Felde herauswandern, aber die D-Zentren stehen fest. In  den 
D-Zentren sind die Elektronen in den Thallium atom en zu fest gebunden. W enn  
wir aber die Kristalle im  Halogendam pf erhitzen, dann werden sie im Sichtbaren  
wieder durchsichtig klar und im U ltravioletten  erscheint wiederum  das Spektrum  
der Thalliumphosphore. Also werden die Träger der Absorptionsbande D in die 
ursprüngliche Phosphoreszenzzentren zurückverwandelt : diese enthalten w ie­
der Thalliumionen. W enn wir unsere K Br-K ristalle bei einer höheren Tem pe­
ratur im Brom dam pf entfärben, wird das Zustandekom m en bestim m ter kom ­
plexer Zentren wahrscheinlich auch verhindert. Zu diesem Punkt kann man  
noch bemerken, dass R. Ma t e je c  [11] die schon erwähnte Erniedrigung der 
Störleitungsteilkurve in halogenierten Silberhalogenidkristallen nicht beobach­
tete . Auch hier besteht also eine Analogie m it unseren im  Brom dam pf en t­
färbten KBr-Kristallen.

5. M o llw o  und R oos [18] korrigieren die Strom zeitfläche von St a s iw  [3] 
bei der Entfärbung von additiv  verfärbten KCl-Kristallen im  elektrischen Feld. 
Siehe diesbezüglich die Fig. 4. N ach St a s iw  sollte sich der den auswandernden 
Farbzentren entsprechende Strom dem unveränderten lonenstrom  des farb­
losen Grundkristalls überlagen. W ir haben aber in W irklichkeit zwei K ristall­
stücke von verschiedener Leitfähigkeit hintereinandergeschaltet. Im klaren 
Stück entspricht der Strom I  der normalen Ionenleitfähigkeit K[  des K ristalls. 
Im  gefärbten Stück besteht der Strom I  aus zwei Teilström en : I  =  4  +  lf- 
Der Strom i; entspricht der normalen Ionenleitfähigkeit К,- des K ristalls, der 
Strom  if ist bestim m t durch die zusätzliche, von der Anwesenheit der Farb­
zentren herrührende Leitfähigkeit Kf.  Im  gefärbten K ristallteil ist in jedem  
Augenblick i i jij  =  K j /K j  =  const =  C. D ie beobachtete Strom zeitfläche 
verteilt sich also nicht so wie bei St a s iw , sondern auf die beiden Teilström e i, 
und if. Aus der Fig. 4 sieht man, dass i t nicht konstant sondern in jedem

c
Augenblick der B r u c h te il---------- des Gesamtstromes ist. D ie ganze, von den

1  +  c
Farbzentren herrührende Stromzeitfläche is t  nicht ACD,  w ie bei Sta siw , son­
dern A B C D .  D ie zwei Strom zeitflächen : A C D  und A B C  sind gleich gross. 
Die Kurve A B  stellt den Ionenstrom im verfärbten K ristallteil dar. Sie ist nach  
der Gleichung iijij  =  K j /K j  =  C konstruiert worden. In diesem  Falle beträgt 
der Ionenstrom in jedem  Augenblick 36% des Gesamtstromes und springt 
unstetig  auf den Wert im klaren K ristallteil, sobald die scharfe Grenze der
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E lektronenw olke bei der Anode verschwindet [19]. Soweit die Betrachtung  
von M ollw o  und R oos.

Wir sehen also, dass auch bei Mollwo  und R oos sich in dem verfärbten  
K ristall die Verminderung der elektrolytischen Leitfähigkeit zeigt : der Ionen­
strom ist in  dem verfärbten K ristallteil kleiner als der Strem  des schon ganz 
entfärbten K ristalls. Es scheint mir, dass diese korrigierte Strom zeitfläche im  
Einklang m it jener Beobachtung ist, wonach bei der Tem peratur der Entfärbung  
die L eitfähigkeit des entfärbten Kristalls gleich der L eitfähigkeit des Vergleicbs-

Fig. 4. Die von Mollwo und Roos korrigierte Stromzeitfläche bei der Entfärbung im elektrischen 
Feld von additiv verfärbten KCl-Kristallen (nach E. M o l l w o  und W . Roos [1 8 ] )

Stückes ist, und es gilt das Ohmsche Gesetz. Aber wir wissen, dass bei sinkender 
Temperatur wegen der grösseren Aktivationsenergie die Leitfähigkeit des en t­
färbten K ristalls immer kleiner und kleiner wird als die Leitfähigkeit des Ver­
gleichsstückes. Was kann daraus gefolgert werden? W enn die Entfärbung im 
elektrischen Felde bei niedrigeren Temperaturen sta ttfin d et als in dem Beispiel 
von Mollw o  und R o o s  (580° C), dann kann m an nicht mehr sagen, dass im  A ugen­
blick der Entfärbung der Ionenstrom auf den Wert im klaren Kristallteil springt, 
da je tz t die Leitfähigkeit des entfärbten klaren Kristalls kleiner ist als die des 
Vergleichsstückes. Hier zeigt sich in der Tat der Vorteil der Parallelmessung 
der elektrischen L eitfähigkeit einerseits des verfärbten und dann entfärbten  
K ristalles, anderseits des nicht verfärbt en Vergleichskristalles !
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К ОДНОВРЕМЕННОМУ ИЗМЕРЕНИЮ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОВОДИМОСТИ 
ЩЕЛОЧНО-ГАЛОГЕНИДНЫХ, ОКРАШЕННЫХ АДДИТИВНЫМ СПОСОБОМ.

И НЕОКРАШЕННЫХ КРИСТАЛЛОВ
П. ТОМ КА

Р е з ю м е

1. Проведено совместное измерение зависимости электричесчкой проводимости от 
температуры обесцвеченных и неокрашенных, дающих возможность сравнения, щелочно- 
галогенидных кристаллов (NaCl, KCl, КВг) у обесцвеченных кристаллов удельная элек­
трическая проводимость, а также отклонение от закона Ома меньше, чем у неокрашенных 
кристаллов.

2. Установлено, что возникают два эффекта :
а) В обесцвеченных кристаллах комплексные центры, возникающие от окраши­

вания, уменьшают электрическую проводимость,
б) большие токи проводимости создают центры окраски (F центры) в кристаллах, 

которые дают электронные токи для ионной проводимости кристаллов.
3. Более глубокую причину этих явлений следует искать в примесях, присут­

ствующих вкристалле, и в связанных с ними изменениях структуры кристалла.
4. Автор показывает, что имеется сходство между вышеуказанным уменьшением 

электрической проводимости щелочно-галогенидных кристаллов и отрицательным 
фотоэлектрическим эффектом кристаллов галогенида серебра, появляющимся в электри­
ческой проводимости при низких температурах.
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T he article  gives an  exact so lu tion  of th e  B o ltzm an n  equation  fo r e lectrons following 
th e  M axw ell-B oltzm ann d istrib u tio n  in  a  hom ogeneous e lec trica l field and in  th e  case o f co n stan t 
re lax a tio n  tim e. O h m 's law  and Jo u le 's  law  can  be im m ed ia te ly  ob ta in ed  from  th e  solution.

I f  the original distribution o f the electrons in  a solid follows the Maxwell 
distribution, an exact solution o f the Boltzm ann equation m ay be obtained  
assuming a constant relaxation tim e. The physical meaning o f the exact solu­
tion is discussed.

According to  the theory of conductiv ity  o f the solid state and denoting 
by r relaxation tim e and by E  electric field  in  th e  X  direction, the Boltzm ann  
equation for the distribution function f  of the electrons in the velocity  space 
takes in  the stationary case the following form

, h  > ' A  a »
m  8  и  X

here f 0 is the original distribution function of the electrons (w ithout the applied 
field), e is the absolute value of the elem entary charge, m  the (effective) mass 
of the electron ; x, y ,  z  are the rectangular coordinates of the location  of the  
electrons, and u, v, w  the rectangular coordinates o f the velocity.

The usual solution of equation (1), if  a linear approximation is sufficient 
m ay be found according to L o r e n t z  b y  writing on the left side f 0 instead o f f .

In th is paper I should like to  draw attention to  the interesting circumstance 
that i f  / 0 follows the Maxwell distribution

fo =  n \ 2 л к Т  !

m (íis+ « 4 w’2) 
2 k T  ~ ( 2)

(n =  number of electrons per unit volum e) w ith т =  const., not on ly  the usual 
solution o f equation (1 ).

/  =  /o
, e E x
1 — -------- и

k T
(3)

1J Acta Physical VÍII/1—2.
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W
e 2 т  n

E* =  oE * . ( 7 )

m ay be obtained, but also a general solution can be found. An exact solution  
(vanishing in every direction of velocity  w ith increasing velocity) corresponding 
to the physical problem w ill be :

У 2 k  T  m  íu 11 m , i 2 fcT m )2 Г л  [  m V 2 k T m  . .
/ = / . - 1 - ф “ í ü f + W |  ■ <4>

This value f  shows the following interesting physical properties :
I . W ith large u, or sm all values o f E  the first member of the asym ptotic  

series of the error-integral function Ф y ields solution (3).
II . The integration can be carried out in a close form for the electric 

current. The integration gives

+ “
i =  — e J J j f  и du dv dw  =  —-------E  =  a E  (5)

—  CO

which is the exact form of Ohm’s law, where

e2 T n 
m

is the conductiv ity  o f the m aterial in question. The same result can be obtained  
also from (3) th at is to say in the case of T  =  const., the remaining members 
o f the expansion w ill not contribute to  the current.

III . Joule’s law , being in its dependence on the electric field  a second 
degree solution, and thus not to be obtained from the linear approxim ation (3), 
can now be derived from the exact solution (4). The to ta l energy im parted to  
the lattice per unit tim e will be according to the right side of (1 )

w -  j j j  Í -  £ = A )  '■>(“ * +  »* +  » * ) d v ,6 )
----- CO

7?l ( ifi —}—
The number of netto electrons scattered in unit tim e from the -----  '

f  — f 0 2
energy cell will be — -------- . This value w ill in some cases be positive, that is

to say the electrons scatter out, in other cases negative, where th ey  “scatter 
in” . Thus the integral counts the to ta l energy loss o f the electrons caused by  
scattering and th is is exactly  the energy taken over b y  the lattice. The integra­
tion  can be carried out and as a result we obtain
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The increment of the energy resulting from all electrons of the electric field  
m ay also be calculated. W hile originally according to th e  M axwell distribution  
we m ay write

+ 00

CO

m (u2 - f - 1>2 -f- w 2) 
2

du dv dw
Ъ к Т

n.
2

we obtain now

( 8 )

Я /
m (u2 -)- V2 +  u>2)

dudvd iv
ЪкТ e2 E 2 r2 (9)

As the surplus path travelled by the electrons in the direction of the field  w ill
e E  r2

b e ---------[1] and the driving force eE, the correctness of (9) becomes at once
m

apparent.
Although the condition т =  const, remains principally unfulfilled, it  

seems to be interesting that an exact solution of the Boltzm ann equation could 
have been found.

I should like to observe that the solution of equ. (1) given here was arrived 
at in an exact way, the same solution was obtained, independently of m e, by  
E. N agy b y  expansion.
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РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ БОЛЫДМАННА ПРИ ПРЕДЛОЖЕНИИ ПОСТОЯННОГО
ВРЕМЕНИ РЕЛАКСАЦИИ

3 . Б О Д О  

Р е з ю м е

Автору удалось найти точное решение уравнения Больцманна в случае постоянного 
времени релаксации в однородном электрическом поле для электронов, подчиняющихся 
распределению Максвелла—Больцманна. Из этого решения легко получаются также 
законы Ома и Джоуля.
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ÜBER DIE BESTIMMUNG DES WAHREN  
POLARISATIONSGRADES 

DES FLÜORESZENZLICHTES VON LÖSUNGEN
Von

A. B udó , I . K e t sk em éty , E. Salk o y its  und L. G argya

INSTITUT FÜR EXPERIMENTALPHYSIK DER UNIVERSITÄT, SZEGED

(E ingegangen  22. V III . 1957)

Als E rgebnis e in e r U n tersuchung  ü b er die depo laris ierende W irkung d e r S ek u n därfluo res­
zenz w ird  eine an a ly tische  Beziehung zw ischen dem  w ah ren  u n d  dem gem essenen P o la risa tio n s­
g rad  des F luoreszenzlichtes optisch  in a k tiv e r  und iso tro p er L ösungen angegeben . M it H ilfe d e r 
gew onnenen Z usam m enhänge lässt sich d e r P o la risa tio n sg rad  der E m ission prinzip iell g en au e r 
b estim m en , was e rm ög lich t, aus den R esu lta ten  der Po larisa tionsm essungen  fe inere  m o lek u lar­
physikalische F olgerungen  zu ziehen.

D ie hergeleitete  B eziehung stim m t m it den R e su lta te n  unserer pho to elek trisch en  M es­
su n g en  re c h t gu t überein .

§ 1. Einleitung

Die genaue K enntnis des wahren Polarisationsgrades p  des Fluoreszenz - 
lichtes von Lösttngen bietet bekanntlich eine Grundlage zur Entscheidung  
einiger w ichtigen molekularphysikalischen Fragen. So kann m an z. B. durch  
Untersuchung der K onzentrationsabhängigkeit von  p  auf die W ahrscheinlichkeit 
eines zwischenmolekularen Energietransportes folgern, die Aufnahme des 
Polarisationsspektrum s ermöglicht die B estim m ung des W inkels zwischen 
den Richtungen der molekularen Absorptions- und Em issionsoszillatoren  
(d. h. des Winkele zwischen den zum Absorptions- und Em issionsübergang  
gehörenden Dipolm om enten), usw. Eine exakte Bestim m ung des Polarisations­
grades lässt sich aber in den m eisten Fällen n icht ohne Schwierigkeiten durch­
führen : wegen der oft starken Überlappung des Absorptions- und des E m is­
sionsspektrums tr itt im  allgem einen eine Sekundärfluoreszenz m it nicht ver­
nachlässigbarer In tensität auf, infolgedessen können die unm ittelbar gemessenen 
W erte p '  des Polarisationsgrades bedeutend kleiner als der wahre Wert sein.

Zur Berücksichtigung des depolarisierenden Einflusses der Sekundär­
fluoreszenz hat W a w ilo w  eine empirische M ethode empfohlen [1]. Er hat aber 
die Tatsachen, dass die Intensität der Sekundärlumineszenz nicht der ersten, 
sondern der zweiten Potenz der Ausbeute proportional ist, und dass die — z. B . 
durch eine Y iskositätsverm inderung hervorgerufene — Abnahme des wahren 
Polarisationsgrades hinsichtlich des Auftretens der Sekundärfluoreszenz m it 
der durch das Vermindern des Polarisationsgrades des Erregungslichtes ver­
ursachten Abnahme von p'  nicht äquivalent ist, bei seinen Überlegungen über­
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sehen, und darum kann diese empirische Methode nur in  Spezialfällen m it einer 
genügenden Genauigkeit verwendet werden. (Auf diese Fragen wollen wir aus­
führlicher an einer anderen Stelle zurückkommen.)

Für die rechnerische Bestim m ung von p  aus p '  und aus dem Absorptions­
und Em issionsspektrum  der Lösung hat Galanin  eine Formel angegeben [2], 
bei deren H erleitung stark vereinfachende Voraussetzungen verwendet wurden. 
Obwohl einige M essdaten von Galanin  eine gute Übereinstim m ung m it seiner 
Formel zeigen, kann diese Beziehung in den m eisten realisierbaren Fällen  
— infolge der erwähnten Vereinfachungen — nicht m it hinreichender Genauig­
keit zur Bestim m ung des wahren Polarisationsgrades angewendet werden. 
Deshalb haben wir uns zum Ziel gesetzt, für eine experim entell verhältniss- 
m ässig leicht realisierbare Erregungs- und Beobachtungsweise durch W eiter­
führung der für die spektrale W irkung der Sekundärfluoreszenz erhaltenen  
Ergebnisse [3] eine Beziehung zwischen p  und p' herzuleiten und experim entell 
nachzuprüfen.

§ 2. Herleitung der Beziehung zwischen dem gem essenen und dem wahren
Polarisationsgrad

W ir nehmen an, dass die optisch inaktive, nicht doppelbrechende und 
bezüglich der Absorption isotrope fluoreszierende Lösung, die in einer zylind­

rischen K üvette der Länge l enthalten ist, in R ichtung der K üvettenachse  
durch ein monochrom atisches, linear polarisiertes Parallellichtbündel der 
W ellenlänge A und des kreisförmigen Querschnittes R 2л  bestrahlt wird. Die 
Beobachtungsrichtung stim m e m it der der Erregung überein, indem  das zur
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Messung gelangende Fluoreszenzlicht ein mit dem Erregungsbündel koaxiales 
Bündel des Kreisquerschnitts R~ji) bildet. D as auf die Vorderfläche der
Lösung auffallende Erregungslicht habe die in  jedem  Punkt dieser Fläche 
gleiche Quantenstrom dichte E M (gem essen in Quanten sec 1 cm ), seine Fort- 
pflanzungs- und Schwingungsrichtung liege parallel der X 3-bzw. X -A ch se  
des nach F ig. 1 gelegten  kartesischen Koordinatensystem s O X jX 2X 3 .

Durchwegs wird vorausgesetzt, dass die zu den einzelnen Em issionsakten  
gehörenden Quantensprünge elektrische Dipolübergänge sind, und dass jedes 
Volum enelem ent d V  der Lösung hinsichtlich seiner Strahlung durch drei in ­
kohärente, aufeinander senkrecht stehende — etwa den Achsen X,- parallele — 
lineare Oszillatoren ersetzt werden kann, was m eistens der Fall ist [4], [5], [6 ]. 
Wird d V  durch Licht m it der Schwingungsrichtung X , erregt und ist p  der 
wahre Polarisationsgrad des (primären) Fluoreszenzlichtes, so gilt für die 
Am plitudenquadrate a[ dieser Oszillatoren (a^ — a2) / (a  ̂+  a\) =  p  und

1 — p  1 — p1 I 2 2 2a3, d. 11. a1 : a2 : a3 1
1 p  1 +  p

In einem Volum enelem ent d V 0 m it den Koordinaten (0, 0, л;03) wird in 
der Zeiteinheit und im  W ellenlängenbereich zwischen X' un Я' -f- d/.' eine Anzahl

di ф  (*o.u Л') =  Е ?л k>. V>. f  ('■') e k'-x  ̂dX' d V 0 ( 1 )

primärer Fluoreszenzphotonen erzeugt, wobei 7]я bzw. [oder r](X) bzw. 
/с(Я)] die absolute Quantenausbeute bzw. den A bsorptionskoeffizienten der 
Lösung für die Erregungswellenlänge Я und f(X') die normierte wahre Quanten­
verteilung ihres Fluoreszenzlichtes bedeuten. Die dem  dV0 auf die genannte 
W eise zugeordneten drei Oszillatoren Ог, 0 2, 0 3, die der Reihe nach zu der Rich­
tung des elektrischen Vektors, der des m agnetischen Vektors und der Fort­
pflanzungsrichtung des Erregungslichtes parallel sein  sollen, strahlen in ein 
Raumwinkelelement d û ,  welches in der durch die W inkel &, cp charakterisierten 
R ichtung lieg t, der R eihe nach die Quantenströme

d i Ф, (# 03 , d , cp ; X') d ü  =  Cd4 Ф (x03 ; ?-') D , ($, 90 ; p) dQ  (2)

m it

D x =  1 — sin2 dcos2 cp, D 2 = -------(1 — sin2& sin299), D 3 =  --— - -  sin 2 d  (2a)
1 + p  1 + p

(gemessen in  Quanten sec- 1 ) aus ; die K onstante C ergibt sich aus der Forderung,

dass das über den ganzen Raum winkel erstreckte Integral 'V d40 ,d ß  gleich
)

di(P(x03,X') sein m uss, zu
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In  (2a), bei der Beschreibung der Strahlung der Ersatzoszillatoren, wurde 
die für grössere Entfernungen geltende Richtungsverteilung zugrunde gelegt, 
was dem entspricht, dass als Sekundärfluoreszenz die von den primären 
Ersatzoszillatoren in ihrer W ellenzone erregte Fluoreszenz betrachtet wird.

Aus den Gleichungen (1 ) — (3) lässt sich leicht folgern — indem  man die 
Reabsorption durch den Faktor e b x"s) berücksichtigt, dV0 =  dx01 dx02 dx03 
setz t und nach xiYi integriert — , dass die Q uantenstrom dichten B y l d 1' und 
Вд/2 d V  des in der M itte der Rückfläche der K üvette  beobachtbaren, in der 
X j-bzw . X 2-R ichtung schwingenden (und auf das Intervall dl'  entfallenden) 
prim ären Fluoreszenzlichtes betragen :

В л'1,2  dl'
3

8 л
(1') k , e

k y l

k\ — k y
d l ' (4)

durch den Faktor p/n2 werden die R eflexionsverluste und die Yergrösserung 
des Raum  winkeis beim L ichtaustritt in  Betracht gezogen [7]. Im  Falle der 
Beobachtung auf der Yorderfläche der K üvette ist an Stelle des vorletzten  
Faktors auf der rechten Seite von (4) der Ausdruck [1—е 1 кл+кх’̂ г])(кл h?.)
zu setzen.

Unser Ziel, die Bestim m ung der depolarisierenden W irkung der Sekundär­
fluoreszenz wird erreicht, wenn es gelingt, die zu den und B y l  analogen 
aber von der Sekundärfluoreszenz herrührenden Grössen und B-Y\
zu berechnen. B ei K enntnis dieser Grössen ist näm lich der auf die angenommene 
Beobachtungsweise gemessene Polarisationsgrad p ’ des Fluoreszenzlichtes der 
W ellenlänge 1’ durch

(B &  -  B % )  +  (B l2,) -  B % )

(B %  +  B % )  +  ( B %  +  B f)2) ’

gegeben ; falls der Einfluss der tertiären und höheren Fluoreszenzstrahlungen 
keine nennenswerte Rolle spielt, s te llt die explizite Form von (5) den gesuchten 
Zusammenhang zwischen dem gem essenen , (p  ) und dem wahren Polarisations­
grad p  dar.

Bei der Berechnung von B A,/J (к — 1,2) weisen wir vor allem darauf 
hin, dass sich die auf ein Intervall (A", 1" -f- dl") entfallende primäre Strahlung 
eines anderen \o lum enelem ents dV,  das um den Punkt P(xv  x2, x3) (s. Fig. 1 ) 
lieg t, ebenfalls auf Grund von (2 ), (2 a) und (3) beschreiben lä sst, indem x03, 
d V 0 und 1' der Reihe nach durch a;3, d V  und 1" ersetzt werden. Daher erhält 
m an für die Q uantenstrom dichten der primären Fluoreszenzstrahlungen (des 
Bereiches dl"), welche durch die dem Volum enelem ent d V zugeordneten Oszil­
latoren 0; im Punkte P0 erzeugt werden, die Ausdrücke

-k (V )s
d 1 B y ,  =  #  Ф, (*3 ,Я,<р; 1") ---------

s-
(6 )
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m it s =  P 0P  (vgl. F ig. 1). d4 Br ,j erzeugt in der Z eiteinheit d4 B?»,• к (Я") ï] (Á")dV0 
Sekundärfluoreszenzphotonen in d V 0, wobei /] (/.") die Q uantenausbeute für Я" 
als erregende W ellenlänge bedeutet. Somit kann die Gesamtzahl d60 ;  der in 
d V g pro Sekunde von dem Oszillator 0 , erzeugten Sekundärfluoreszenzphotonen  
— nach Einführung des Querstriches als für eine beliebige F unktion (p (Я") 
von Я" durch

<р(П  = / ч ( Я ' ) / ( Я ' ) у ( Я ' ) Л 1 '  (7)
о

definierten Symbols und mit R ücksicht auf die früheren Gleichungen — in  
der Form

d6 Ф, =
3

8  л
E l  о  fe ; .  Г)Л e Di к  (Я" ) е W > dF 0 d F  (8 )

dargestellt werden.
B ei der Berechnung der in die A 3-Richtung ausgestrahlten und in ein 

Raumwinkelelement d ü  entfallenden Teile d8Oik von  de0 t (k — 1,2), die einen 
zur A /(-Achse parallelen elektrischen Vektor haben, ordnen ляг dem Volumen­
elem ent dV 0 drei inkohärente Oszillatoren Oi7 ( j  =  1 , 2 , 3 )  derart zu, dass Oa , 
Oi2 und Oi3 der Reihe nach parallel der Richtung des elektrischen Vektors, des 
m agnetischen Vektors und der Fortpflanzungsrichtung F P 0 des von  d V  aus 
in dVg gelangenden, die Sekundärfluoreszenz d'ifi>t erregenden Lichtes seien. 
Dementsprechend werden die Oszillatoren Oy ( j  =  1 , 2, 3) solche Am plituden

haben, deren Quadrate sich zueinander wie 1 : -------— : -------^-verhalten  Ts. Gl.
1 +  P  1 +  P

(2a)], wenn man vorläufig annimmt, dass die Erregungswellenlänge Я in dem 
Absorptionsspektralgebiet des längstw elligen Elektronenübergangs des auf­
gelösten fluoreszierenden Stoffes lieg t, d. h. dass die Polarisationsgrade für 
Я und Я" als Erregungswellenlängen einander gleich sind, d. h. p  (Я) =  p  (Я"), 
solange /(Я") ф  0 gilt. Zieht man in  Betracht, dass die Summe der von den 
Oszillatoren Oit, Oi2 und 0 ,-3 in den ganzen Raumwinkel ausgestrahlten Sekundär- 
fluoreszenz-Quantentström e gerade <ЕФ,- ist, so erhält man dH Фи< (к =  1 ,2 ) 
nach einfachen aber langwierigen sphärisch-trigonom etrischen Überlegungen  
(die m it der Orientierung der Oszillatoren Oy relativ  zum System  OX^X^Xg 
Zusammenhängen) auf Grund der Gleichung

#  Ф , к =  Ф 1к dVg d V d Q  = 3 - d« Ф, V  K hij (d , c p ; p ) d . Q ,  (9)
8 л: 3 — p  f T i
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wobei К щ (р ,  y , p ) (к  =  1,2) die in den folgenden Tabellen angegebenen Funk­
tionen sind :

Tabelle 1
F o rm eln  fü r  K iij (fl, <p; p )

\  * 
j  \

1 2 3

1

2

(1  — sin2 fl cos2 (p)2 4---- J?_ sin*)? sin2 ff cos2®
1 +  p

4  — — sin 2 1? cos2 fl cos2 w 
1 + p

0 ( ! + í ! ) 2,'ob20
1 -î- Y — j sin 2 & sin2 <p

3 — — j—~  sin2 $  cos2 cp (1 — 

—  sin2 & cos2 9?)

(  4 -----—1 sin2 fl cos2 <p( 1 —
U  +  p  )

—  sin2 & sin2 <p)

Í \  \ 2
1 —------- s in 1 & cos2 <p
1.1 +  p  J

Tabelle 2
F o rm e ln  fü r  K ^ij (fl', <p ; p )

4  *
j  \

1 2 3

1 sin4 $  sin2 cp cos2 cp 1 —  p  . о а ‘2 Q • ?
' 1 — P ) 1 +  P

2 4 —;—~  cos2 fl 
1 +  p

0 Í4-— —)  sin 2 fl cos2 w
f l  + P  1

3 -j—j—̂— (1  — sin 2 #  cos2 cp) • 
• sin2 #  sin 2 cp

-  j  sin2 & sin 2 cp ( 1 —

—  sin2 #  sin2 cp)

j  ” sin4 #  sin2 cp

Der Quantenstrom  des von d V 0 in ein die X 3-Achse einschliessendes 
Raum winkelelem ent dÜ  em ittierten  und in der Rieh tun g (к =  1 , 2 ) schwin­
genden sekundären Fluoreszenzlichtes wird offenbar durch den Ausdruck

d V 0dÜ  Г ^ 0 ikd V  (k =  1,2) (10)
J i=i

(Ю
gegeben. Setzt m an dV g =  dx01dx0gdx03 und beach tet das bei Gl. (4) Gesagte, 
so ergibt sich diejenige spektrale Q uantenstrom dichte des in der X ft-Richtung  
schwingenden Fluoreszenzlichtes, welche bei unserer Beobachtungsweise in  
der M itte der Rückfläche der K üvette  herrscht, zu

I

B $ k d A '  =  —  /  ( A ' )  dl'  | ’ e  “VO-*,,) Г  y < p ikdV dx03.
n2 J  J  f t1

0 (V)
(11)
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Für die Beobachtung auf der Vorderfläche tritt der Faktor e an die Stelle
von е к>'<'1Хю\

Wir setzen nun in  (11) die durch die früheren Gleichungen gegebenen 
Ausdrücke ein, schreiben z und z0 für x3 bzw. # 03 und beachten, dass nach Fig. 1 

s2 — r2-j-(z—zQ) 2 — also d V  =  rdrd'fdz =  sdsdcpdz — und sin2# =  [s2—(z—z())2]/,s2 

gelten. Indem man noch die Integration nach <f ausführt, findet m an auf Grund 
von Gl. (5), nach längeren Rechnungen, die folgende Beziehung zwischen p'  und p  :

P  = P
3 - p  4

(Pi +  2 +  Pz)

3  — P
1 - P  +

P
Pi +  P  (1 —p )P z  +  Y  Pz

( 12)

Fobei

Pi
1 kx ± k,
2  1 —  e -(Ä t± ftA ')i

i l

е -(Л;.*±/сЛ ) kx I]dzdz0 (13)

m it

1Я>+(г—z,y
Ii  =  (z -  z0)2i 2 Г e k>-"s s <2i x> ds  (i =  1 , 2 , 3) (14)

I Z— z 0 1

sind, und in (13) gilt das obere oder untere Vorzeichen, je nach dem, oh es 
sich um  eine Beobachtung auf der Vorder- oder Rückfläche handelt.

Von nun an wollen wir annehm en, dass nur solche W ellenlängen des 
Fluoreszenzlichtes zur Messung gelangen, für die der Vlisorplionskoeffizient 
к д, der Lösung viel kleiner als derjenige für die Erregungswellenlänge X ist. 
Diese bei den Polarisationsm essungen übliche Einschränkung ^  0 bedeutet 
eine grosse Vereinfachung und m acht die Formeln davon unabhängig, ob die 
Beobachtung an der Vorderfläche oder an der Rückfläche der K ü vette  erfolgt. 
Im  folgenden wird auch vorausgesetzt, dass die K ü vette  hinreichend flach ist, 
dam it (z—z0) 2 l2 gegen R 2 vernachlässigt werden kann. Zur Vereinfachung  
der Schreibweise wollen wir schliesslich die dimensionslosen Grössen

a =  lk?., y  =  lk(X"),
R

l
(m2 §> 1 ) (15)

einführeii (ß  —■ Ikу  wurde als verschwindend klein angenommen). 

B ei E in fü h ru n g  der neu en  In teg ra tio n sv a riab len

l ’
s

v =  ~ r
(1 6 )
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-— es is t  also í r  =  z —- z0 fü r  0  z0 <  z u n d  h  =  z0 —  z fü r  z <; z0 <J ( —- finden w ir  dan n  :

1 a
2 l - е “ “ íy Ii  d r  -J- I y Ii  d r  \d u  (i =  1, 2, 3), (17)

Г e—У»I, =  I -------dv — — E i  (— y r)  -j- E i ( — m y),
J V

(18a)

E  =  x2 j - ^ 5-  <lv  =  y  e ’/T (1 -  ух) -  у  У2 т 2 -Ei ( -  ух) ■

1 Г е тУ e rny 1
+  Ö т 2 ----- +  У - ... +  У2 Ei (— my)

(186)

h  — X4
I I I

[  “ y -  *  =  y  c 7T ( 1 -  у  ух +  у  У2х2 -  у  у 3 т 3 ) _  ^  у4 т3 E i  ( -  y r )  +

-I------ т4 e
‘ 4 (~ i  +

(18c)
1

3 m 3 6  m 2 6 m !  6
-  У4 E i  ( — m y)

Die In teg ra le  ( je  “ « I id rd u  lassen  sich e x ak t berechnen  ; die d u rc h  den  Q uerstrich  angedeu te te  
»M itte lw ertb ildung«  k a n n  n a ch h e r erfolgen. E s  e rg ib t sich, d ass /«] m it der in  [3] angegebenen 
Grösse x  (bzw. dem  W e rt v o n  x  fü r ß =  0), d ie im  Falle p  =  0 das In ten s itä tsv e rh ä ltn is  d e r 
sek u n d ä ren  u n d  de r p r im ä re n  F luoreszenzstrah lung  darste llen  w ü rd e , identisch  is t .  B ei und  
fi3 w ü rd e  d ie  ex ak te  In te g ra tio n  zu rech t ko m p liz ie rten  A u sd rü ck en  führen . M an k a n n  jedoch 
zeigen, dass es fü r  m 2 §> 1 im  allgem einen g e n ü g t, b e i der B e rech n u n g  dieser G rössen , die in  (12) 
ohnehin  e ine  geringere R olle  als sp ie len , / ,  u n d  J 2 d u rc h  die N äheru n g sfu n k tio n en

- e - 1>5xr  bzw . —  « ' A ' z n  ersetzen. D ie so e rhaltene  G rö sse /«2 =  2/<3 w ollen w ir  von  n u n  an 

m it Ц bezeichnen.

Der Ausdruck (12) für p',  in dem  nur die depolarisierende W irkung der 
sekundären  Fluoreszenz berücksichtigt wurde, bat die Form

P'
1 +  

1 +
(19)

wobei nach (5) <9X den Polarisationsgrad des sekundären Fluoreszenzlichtes 
in der Beobachtungsrichtung u n d 0 2das Intensitätsverhältnis des zur Beobach­
tung gelangenden sekundären und primären Fluoreszenzlichtes bedeuten. In  
dem häufig vor kom m enden Fall, in  dem sich © jund 0 2 nicht als sehr klein gegen 
eins erweisen, hat m an auch den Einfluss der tertiären , quaternären usw. 
Fluoreszenzen in Betracht zu ziehen. Da die genaue Berücksichtigung ihi-er 
E inflüsse recht schwierig wäre, ist es naheliegend, dieselben unter der Annahme 
in Rechnung zu tragen, dass sowohl die Intensitäten  als auch die Polarisations­
grade der primären, sekundären, tertiären usw . Fluoreszenzstrahlungen
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geom etrische Reihen (mit den Q uotienten (92 bzw . (9,) bilden. A u f Grund dieser 
Annahm e ist an Stelle von (19)

P' — P
1 -  &2
I - © ;

(20)

zu schreiben.
A uf Grund des oben Gesagten lassen sich  unsere R esu ltate  wie folgt 

zusammenfassen. Der unter den genannten Bedingungen gemessene Polarisations­
grad p ’ hängt mit dem wahren p  gemäss

zusammen ; dabei s ind

P ' = P
1 — Р г х  —  P 2 P

1 — P3 * -  P i P
(21)

P 1
3 2 — 2 p  +  p 2 p  3 p  (4 — 3p)
2 3 — p  2 4  3 — p

■ i l *
E i  ( — т у )  — у  E i  ( — у) +  у  (0 , у) X («. у )  +  V  («г У)

1 — е~а I

(22)

(23)

mit den in [3] tabellierten Funktionen % und tp, ferner

g  =
1  а  1 _ в - ( 1 , 5 У + а )  1 _ е - ( 1 , 5 У - а )
---------------- --------- ----------------- 1_ e “ ---------------------
2 1 — e~“ L 1,5 у - | - а  1,5 у  — а

D ie im  allgemeinen Fall ziem lich kom plizierte Formel (21) vereinfacht
1

sich für hinreichend kleine a und ymax etwa für а <  ■— , ymax <  1
2

Beziehung

der

P' =  P  1 8 ( 3 — p)
(4 — 5 p  +  2 p 2) ( y E i  ( — ш у) — у E i  ( — y)) +

(25)

-i- ■ - ( 8  — 9 p  +  2 p 2)y  
4

die von а ( =  fc;/) unabhängig ist1.

1 D ie A bw eichungen zwischen den n a ch  (25) und  (21) b e rechneten  W erten  liegen z. B. 
bei den  e rs ten  d re i M esspunkten  der in  d en  F ig u ren  2 u n d  3 dargeste llten  K u rv e n  w eit u n te r  
1 %  von  p '.
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B ei den bisherigen Überlegungen wurde die erw ähnte Annahm e p(X) =  
=  />(/-") verw endet. Is t  diese Annahme n icht erfüllt, w ie es z. B. bei der Auf­
nahme eines ganzen Polarisationsspektrum s der Fall is t  (wobei die Erregungs­
wellenlänge A Absorptionsspektralgebiete verschiedener Elektronenübergänge 
durchläuft), so muss m an die bisherige Grösse p  sinngem äss entw eder durch 
p(?.) =  p 1 oder durch p(A") =  p 2 ersetzen. So erhält m an nach längeren Rech­
nungen an Stelle von (25) die allgem einere Beziehung

P' = P i  1
8  (3 — p 2)

(4 -  2 P l  — Ър2 +  2 P l p 2) (у E i ( - т У) —

1
(26)

У E i  ( — У ) ) +  - (24 — 8  P l — 19p 2 +  6  p 1p 2) y  
4

die die Bestim m ung des wahren Polarisationsgrades p l — p  (A) ermöglicht,, 
wenn m an vorher p 2 unter Anwendung eines entsprechend langwelligen Erre­
gungslichtes auf Grund von (25) bestim m t hat.

Schliesslich wollen wir bemerken, dass die Endresultate (21), (25) und 
(26) auch dann gelten, wenn man, s ta tt  mit einem  Parallellichthündel vom  
Querschnitt R 2n  zu erregen und eine k leine mit ihm  koaxiale Fläche /io л (< ^ К гл) 
zu beobachten (Fall а) ,  unter sonst gleichen Bedingungen mit einem  Bündel 
vom Querschnitt Ro л: erregt und eine Fläche R -л  beobachtet (Fall b) .  Diese 
letztere Methode kann in einigen Fällen  vorteilhafter sein.

§ 3. Experimentelle Ergebnisse

Zur Prüfung der Theorie haben wir Polarisationsm essungen an ver­
schiedenen Fluoresceinlösungen m it Hilfe photoelektrischer Einrichtungen  
durchgeführt, wobei ein Teil unserer Versuche unter Verwendung eines schon 
früher beschriebenen [6 ] Apparats (Apparat I) von dem  WiLLE-SpEKTOROWschen 
Typus und ein anderer Teil mittels einer neuen Anordnung (Apparat II), die kürz­
lich in unserem In stitu t konstruiert wurde [8 ], erfolgte. Im  Falle beider Messein­
richtungen wurde die Parallelität des Erregungslichtes und die des zu beobach­
tenden Fluoreszenzlichtes mit Hilfe von  Diaphragmen weitgehend verwirklicht ; 
durchwegs haben wir eine longitudinale Beobachtung — auf der Rückfläche — 
verw endet. Bei allen unseren Versuchen diente als erregende Lichtquelle eine 
Quecksilberhöchstdrucklampe (HBO 500), aus deren Licht ein Interferenz­
filter S IF  436 ein schm ales Band um  436 mp, aussonderte. Das gekreuzte Filter 
— das nur W ellenlängen A', für die ß  ^  0 war, durchliess — wurde bei beiden 
M essm ethoden so gew ählt, dass der von den es durchdringenden Spuren des 
Erregungslichtes herrührende system atische Fehler sicher kleiner als 1% des 
gem essenen Polarisationsgrads war. Vom experim entellen Gesichtspunkt aus
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F ig. 2  M essergebnisse (o) u n d  theoretische K u rv e n  fü r die S ch ich td ick en ab h än g ig k eit des 
gem essenen Polarisa tionsg rades p '  bei Fluorescein lösungen m it 56%  G lyceringehalt (y m ,x =

: k;"m: x • l)

Fig. 3 M essergebnisse (o) u n d  theore tische  K urve  fü r die Sch ich td ickenabhäng igkeit des gem es­
senen P o larisationsgrades p '  bei e iner Fluoresceinlösung m it 95%  G lyceringehalt (ymax =  k;.',nax ■ Í)
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sch ien  es zweckm ässig, bei dem Apparat I den Fall a und beim  Apparat II den 
F all b zu wählen (s. Ende von § 2), R  betrug in beiden Fällen 0,8 cm , die Schicht­
dicke variierte von  0 ,0 0 1  cm bis 0 , 8  cm.

Fig. 2 stellt den gemessenen Polarisationsgrad als Funktion von lg ymax 
für zwei wenig»;r zähe glycerin-wässrige Fluoresceinlösungen der Farbstoffs­
konzentration 5 • 10 0 bzw. 5 • 10 4 Mol/1 dar. (Es waren : Tem peratur 30 °C, 
D ichte 1.177 bzw\ 1,223 g cm- 3 , Zähigkeit 0,1234 bzw. 0,1285 Poise, NaOH- 
G ehalt 3 Gewichtsprozente). D ie au f Grund der für diese Lösungen aufgenom ­
m enen Absorptions- und Em issionsspektren (k; — ki36 =  0,656 cm -1 , k^ max =  
— fe495 =  9,54 cm  bzw. к  ̂ — 6 ,56 cm und кл, т ax =  95,4 c m ' ) und del­
im  wesentlichen nach [9] bestim m ten absoluten Quantenausbeute — unter 
Anwendung des au f den spektralen Verlauf der Quantenausbeute '>]().") sich  
beziehenden WAWiLOWschen Gesetzes [10] — gewonnenen theoretischen
K urven stim m en m it den m ittels Apparats I erhaltenen M essergebnissen recht 
gut überein, und dem entsprechend führen alle p '  bei den einzelnen Lösungen 
zu praktisch denselben W erten von  p .  Für p  ergab sich bei der Lösung kleinerer 
K onzentration p  =  14,19% und bei der konzentrierteren Lösung der wegen 
der K onzentrationsdepolarisation kleinere W ert p  — 12,40% .

Um  die R ichtigkeit der Beziehung (21) auch für eine zähere Lösung 
nachzuprüfen, haben wir (m it H ilfe  des A pparats II) M essungen auch an g ly ­
cerin-wässrigen Fluoresceinlösungen m it dem Glyceringehalt von  95 V olum en­
prozenten und m it der Farbstoffkonzentration 5 • 10 4 Mol/1 durchgeführt. 
(M esstemperatur : 30° C ; w eitere Daten waren : Dichte 1,2645 g cm ;l, Zähig­
k eit 5,8426 Poise, NaOH-Gehalt 3 Gewichtsprozente, A-, =  2,132 cm \  A;. max =  
=: kl00 =  28,00 cm - '1.) Die Messergebnisse sind in  Fig. 3 ersichtlich. Die theore­
tische Kurve, bei deren Berechnung — infolge der m it der Erhöhung der V is­
kosität festgestellten  Verschiebung des Absorptions- uns Em issionspektrum s 
andere Funktionen f c ( A " ) ,  f(Ä") und rj (/.") als vorher zugrunde gelegt werden 
m ussten  — zeigt auch in diesem  Fall eine recht befriedigende Übereinstim m ung  
m it den gem essenen V erten .

Alle diese R esultate w eisen darauf hin, dass der wahre Polarisationsgrad  
a u f Grund von (21) auch bei der Verwendung grösserer, also vom  experim entellen  
Standpunkt aus günstigerer Schichtdicken genau bestim m t werden kann.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ СТЕПЕНИ ПОЛЯРИЗАЦИИ СВЕТА 
ФЛУОРЕСЦЕНЦИИ РАСТВОРОВ

А. Б У Д О , И. К Е Ч К Е М Е Т И , Э. Ш А Л Ь К О В И Ч  и Л . Г А Р Д Ь Я  

Р е з ю м е

В результате исследования, связанного с деполяризующим действием вторичной 
флуоресценции удалось найти аналитическое выражение относительно действительной и 
измеренной степени поляризации света флуоресценции оптически неактивных и изотроп­
ных растворов. Степень поляризации излучения в принципе более точно определяется с 
помощью полученных соотношений, что дает возможность сделать более тонкие моле­
кулярно-физические выводы из результатов измерений поляризации.

Выведенное соотношение хорошо согласуется с результатами фотоэлектрических 
измерений авторов.

13 Acta Physica VIII/I—2.
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(R eceived 23. V III. 1957)

Ashes of pu lverized  uran iferous b row n coals w ere em bedded in  n u c le a r em ulsion. W e 
exam in ed  th e  active  g ra ins, and com piled sta tistics acco rd ing  to  shape a n d  nu m b er o f  th e  
e m itte d  tracks. The gra ins fused  in to  spherical shapes are th e  carriers of th e  g re a te r  p a r t  (7 0 ,6 % ) 
o f th e  to ta l  ac tiv ity . T he average u ra n iu m  concen tra tion  o f th e  spherical g ra ins in  our te s t  
sub stan ce  w as 0,65% .

Our investigations on the uranium content of Hungarian brown coals 
are closely connected w ith  a research work of wider scope carried out first by the  
Institu te of Experim ental Physics of the U niversity  Debrecen and continued  
later by the Institute o f Nuclear Research of the Hungarian A cadem y of Sciences 
Debrecen, established in 1954. These investigations [1 - 1 1 ] have for several 
years been system atically  directed by one of th e  authors (A. Szalay).

Departing from research m ethods so far applied, we are reporting in this 
paper on investigations with the photographic em ulsion m ethod. In some re­
spects, this method has great advantages, of w hich we have quite profitably  
availed ourselves. The track of each a-particle em itted  from grains of the sub­
stance embedded in the photoem ulsion and containing radioactive materials 
becom es observable under the microscope. If we w ait for a few  weeks after the 
em bedding and develop the plate only then, th e  sensitivity o f  the method  
strongly increases and individual observation of a-particles becom es practicable. 
Under the miscroscope not only the track, but also the grain becom es visible  
from which the track originates. Thus the m ethod affords an opportunity even  
for morphological determ inations.

This investigation had for its  scope to decide whether th e  uranium con­
ten t is uniformly distributed or whether it is present in a higher concentration  
in some m orphologically describable grain types w hen uraniferous coal is burned 
in  a powdered form and the ash grains obtained placed under th e  microscope, 
which enables discrimination of each individual grain.

For our tests we used ashes o f pulverized coal from Ajka. W hen viewed  
b y  microscope, the grains of ashes m ay be roughly divided in to  tw o groups : 
irregular and spherical-shaped ones. Melting point o f the coal particles corres­

* Now a t th e  H u n g a rian  R esearch  In s titu te  for N o n -F erro u s M etals, B u d ap est.

13*
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ponding to the latter is lower than the temperature o f  th e  interior o f  the fur­
nace. This is the reason w hy they  m elt into spherical shapes.

W e em bedded the ashes in the nuclear em ulsion b y  using th e  double­
layer m ethod of the autoradiographic technique. The on ly  difference w as that 
we applied liquid em ulsion as the top  layer. The em ulsions were prepared by  
the Forte Industrial Research Laboratory o f Photochem istry of Vác (Hungary) 
[12, 13].

The ashes to be tested  were sprinkled over a horizontally placed emulsion 
of 1 0 0  Ц thickness coated on a glass-plate support w hich v a s sw elled before­
hand. Then the em ulsion for the top layer, previously kept at 5°C, w as heated  
and poured on it  in a layer of 40—50 fj, thickness and finally  dried b y  a cold 
air current. The sandwich was developed 100 days la ter, in ID  19 developer. 
The fading o f silver grains during such a long exposure time is especially  
significant, and th is is w hy we found tracks of various grain density.

The sandwiches were evaluated b y  a C. Zeiss LgOG microscope at 200 X 
m agnification.

The problems we wanted to  solve by m icroscopic investigations, were 
the following :

1 . which ash grains contain radioactive substances,
2 . what percentage o f the to ta l activ ity  is present in a certain type of 

ash grain,
3. what is the concentration i. e. uranium content of the individual ash 

grains?
For active ash grains we com piled statistics according to colour, shape 

and number o f em itted  tracks. The num ber of tracks w hich could be determined 
means a lower lim it, because some o f the tracks are obscured by the opaque 
grains. Besides, when grains have greater size, it m ay also occur th a t the whole 
track is included in the grain. We distinguished grains o f  spherical and irregular 
shapes. W ithin these categories, there were translucent and opaque ones. The 
classification according to  shape was very  strict and on ly  grains o f ex a ctly  cir­
cular cross section were classified as regular, since we found among th e  irregular 
active grains a considerable number o f grains partly fused or spheres to which 
other smaller or larger ones of irregular shape were adhering. This exam ination  
yielded data for the distribution o f th e  activ ity  o f grains (Table I).

The grains fused in to  spherical shapes are the carriers of the greater part 
o f to ta l activ ity  (70,6 %) and the average number o f  tracks issuing from one 
grain is 9,6 % higher. 66,23%  of the to ta l activ ity  is found in the opaque sphere, 
which am ounts to 93,82 % o f the to ta l activ ity  possessed by spheres. W e further 
m ade investigations to  ascertain, w hat percentage o f  the grains, fused into 
spheres, is radioactive. Using a m agnification o f 330 tim es, we observed 828 
fused grains in 500 microscopic fie lds, under the square network placed into the 
ocular. Out of th is number, we found 621 active grains after 1 0 0  d ays of irradi-
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Table I
D istrib u tio n  o f ac tiv ity  in  a sh  grains a fte r  a n  exposition o f 100 days

Ash grain
Number of tracks Average number

Percentage 
of activity

examined emitted by 
ash grains

of tracks 
[track/grain] I number of tracked 

[numb.of all tracks J

Sphere J
opaque .............................. 723 3658 5,05 66,23

tran s lu c en t ..................... 37 241 6,51 4,36

Irreg u la r  j opaque .............................. 332 1552 4,67 28,10
tran s lu c en t ..................... 15 72 4,80 1,30

ation. The quantity of uranium in grains not showing any а -track is less than  
1,15 • 10 12 g, supposing that the uranium is in  radioactive equilibrium w ith  
its daughter products. The uranium content o f  75 % of the spherical grains 
em itting at least one а-track is higher than th is .

Fig. 1. D istrib u tio n  of th e  density  of g ra in s  fused in to  spheres

According to our measurem ents, the fused grains carry th e  greater part 
of the activ ity . The further aim o f our investigation  was to determine their 
uranium concentration. For this purpose we h ad  to  determine the density o f  
the grains. For a preliminary inquiry, we made sedim entation tests  in bromoform  
under the microscope. The m ajority of spherical grains sank in  bromoform, 
their density is larger than 2,9 g/cm 3. We repeatedly ascertained that grains 
remaining on the surface either contained gas bubbles, or had irregular grains 
of lower density adhering to them . The density o f  spherical grains with higher 
values than  2,9 g/cm 3 was measured by Stokes law , determining their rate o f  
sedim entation in pure glycerin. The viscosity o f  the glycerin was 12 Poise, at 
18°C. The determ ination of the diameter and th e  rate of sedim entation was 
carried out by a horizontally placed microscope o f 216 tim es m agnification, 
in a special cuvette. The error was com paratively great (15%) owing to diffrac­
tion by the edges o f the grains and the d ifficu lty  to determine the diameter
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during the m otion of the grains. For the same reason, we could obtain reliable 
values on ly  for grains of diameters greater than  25 /1. The result of the m easure­
m ents m ade on 100 grains is shown in F ig. 1. The density  of the m ajority of 
grains fused into spheres is ranging from  2,6 to 3,6 g/cm 3.

F ig. 2a. M icrophotograp li m ade  from  ash  gra ins em bedded  in  nuclear em ulsions

F ig. 2b. M icrophotograph  m ade from  ash  gra ins em bedded  in  nuclear em ulsions

Figures 2a—c are microphotographs made of active ash grains. I t  is clearly 
seen th a t the m ajority of irregular grains is inactive. B y  the number o f a-tracks, 
we were able to estim ate the uranium content of grains. (In the photograph, some 
o f the tracks are not visible on account o f the small depth of the focus). The 
number o f tracks counted under the microscope is — for reasons already men­
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tioned — the minimum value, thus the q u an tity  of uranium  determined in  
them  should be regarded as low est estim ate. The diameter, m ass (calculated  
from an average density of 3 g/cm 3) and uranium  concentration of grains seen 
in  the Figures are recorded in Table II.

Fig. 2c. M icrophotograph  m ade  from  ash grains em bedded in  n u c le a r  emulsions

Table И
U ran iu m  co n ce n tra tio iro i ' ac tiv e  ash grains p resen ted  in F ig u res 2a— c

Fig.
Number of 

tracks
Diameter 

of grains in 
A*

Mass of 
grains
10 -» g

In case of pure U In  equilibrium 
of disintegration

quantity of 
U 10 -» g

percentage of U 
concentration

quantity 
of U 10-*  g

percentage of U 
concentration

2 a 13 23 19,1 0,060 0,31 0,015 0,08
2 b 24 19 10,7 0,108 1 ,01 0,027 0,25
2 c > 5 0 12 2,7 > 0 ,2 2 8 > 8 ,4 4 > 0 ,0 5 7 > 2,11

A nalytic investigations [10] proved that th e  activity o f coal ashes is due 
to uranium, and th ey  either contain no thorium at all, or if  th e y  do, it is at best 
K U 4°/0. Even this la tter value is rare. Consequently, we have not taken  thorium  
into consideration when making our calculations.

For the uranium concentration we give tw o  values. We obtained a m ini­
m um  value b y  supposing the uranium  in the grain to  be in equilibrium  of dis­
integration and supposing the recorded а-tracks to  be em itted b y  the UI, U II, 
Io, Ra, Rn, RaA, RaC’ and R aF. On the other hand, we obtained a maximum  
value by ignoring the equilibrium o f disintegration and supposing only the pre­
sence o f the U I and U II a-tracks.
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Furtherm ore, we estim ated  the average U concentration of the spherical 
grains. D istribution of the diameter w as determined b y  measuring 828 grains 
(Fig. 3). The diameter occurring m ost frequently was about 12 /л. The average 
number o f tracks em itted  b y  one grain was 5,13 (Table I). The calculations 
were based on an average density of 3 ,0  g/cm 3 and th e  assumption th a t  the 
uranium content of 25 % o f the grains w as negligible (less than 1,15 • 10 12 g). 
We found the average uranium concentration of the spherical grains in  our 
test substance to be 0,65 % for pure uranium , and 0,16 % when tak in g  the 
equilibrium of disintegration into account.

Sz a l a y  a n d  A lmÁSSY [10, 11] h a v e  a s c e rta in e d  t h a t  u ra n iu m  is in  r a d io ­
a c tiv e  e q u ilib r iu m  in  coa l a n d  th u s  p re s u m a b ly , i t  is in  e q u ilib r iu m  in  t h e  ashes

D i a m e t e r  (j j )

F ig. 3. D is tr ib u tio n  of th e  d ia m e te r  of grains fu sed  in to  spheres

too. Therefore the reported values for the equilibrium of disintegration for 
uranium concentrations seem  to be more reliable.

Sum m ing up, we m a y  state th a t in  the ashes o f  pulverized uraniferous 
coals, uranium  is m ostly contained b y  th e  ash grains fused  into spheres, which 
have a lower melting poin t. — Our n ex t task  is going to  be the chem ical and 
m ineralogical determ ination of these ash grains.

W e are greatly ind eb ted  to Dr. A . P o lster  (F orte Industrial Research  
Laboratory of Photochem istry) for th e  preparation o f  th e  emulsion. Likewise, 
the valuable help given b y  Miss F r . J ost  and Mrs. E . Me d v e c z k y  in the 
m icroscopic m easurem ents is gratefully  acknowledged.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СОДЕРЖАНИЯ УРАНА В ЗОЛАХ УГЛЕЙ

Э. Б У Й Д О Ш О , Л . М Е Д В Е Д К И  и А. САЛАИ 

Р е з ю м е

Методом фотоэмульсии были исследованы активности зол разных углей. Мелкие 
частицы золы рассматривались под микроскопом ; наблюдались две группы частиц : 
шарообразные частицы и частицы, имеющие неправильные формы. Шарообразные час­
тицы имеют более низкую точку плавления по сравнению с температурой пространства 
горения котла, поэтому стали шарообразными.

Частицы золы вводились в ядерную эмульсию, изготовленную фотохимиче­
ской исследовательской лабораторией завода Фортэ. После проявления фотоэмульсии 
считались трэки. Ряд исследований показал, что 70,6% от всей активности принадлежит 
шарообразным продуктам. Нами были проведены измерения по определению распреде­
ления диаметров и плотностей частиц.

Активность обнаружена в 25% от шарообразных частиц, отношение трэков к час- 
трек

гицам в среднем 5,13 На основе наших измерений получилось среднее значение
плотности частиц 3,022см3, среднее значение диаметра 12 /<. Таким образом можно опре­
делить среднюю концентрацию урана в шарообразных частицах.

Содержанием тория в частицах можно пренебречь, поскольку аналитические иссле­
дования показали, что концентрация тория по крайней мере 10-4 %. Если предполагаем, 
что активность частиц вызвана лишь присутствием урана, концентрация урана 0,65%, 
при равновесном распаде 0,16%. Исследования Салаи и Алмашши показывают, что уран в 
угле находится в равновесии со своими продуктами распада, поэтому можно предполагать, 
что это имеет место и в золе, значит, 0,16% является наиболее вероятным значением.





ÜBER DIE BESTIMMUNG DER KONZENTRATION 
UND DER BEWEGLICHKEIT DER LADUNGSTRÄGER 

IN GEMISCHTEN HALBLEITERN
Von

L. G o m b a y , J. Gy u l a i und J. L á ng

INSTITUT FÜR EXPERIMENTALPHYSIK DER UNIVERSITÄT, SZEGED 

(V orgelegt von A. B udó. -— E ingegangen  26. V III. 1957)

E s w urde eine M ethode en tw ickelt, die durch  M essung der L eitfäh ig k eit, der H a ll-K o n ­
s ta n te , der T h erm o k ra ft u n d  der in  e inem  tran sv ersa len  M agnetfeld en ts teh en d en  W id e rstan d s­
än d eru n g  des gem isch ten  H alb le ite rs d ie B estim m u n g  der K o n zen tra tio n en  u n d  Bew eglich­
k e iten  der E lek tro n en  u n d  D efek te lek tronen  erm öglich t. D ie A nw endbarkeit des V erfahrens 
w urde  du rch  einige an  Ferrosilizium  m it 97,70%  S iliz ium gehalt au sgeführten  M essungen n a c h ­
gep rü ft.

§ 1. Einleitung

Bei reinen Überschuss- und D efekthalbleitern kann m an aus ihrem Ver­
halten in elektrischen und m agnetischen Feldern einerseits au f den Typ des 
Leitungsm echanism us, andererseits — m it H ilfe wohlbekannter Zusammen­
hänge — auf die K onzentration und Beweglichkeit der Ladungsträger folgern.

Im  Falle der gemischten H albleiter lässt sich der Typ der M ajoritätsträger 
sowohl aus dem Vorzeichen der Hall-Spannung als aus demjenigen der Thermo- 
kraft leicht bestim m en, die Berechnung der Konzentration und Beweglichkeit 
der zweierlei Ladungsträger ist aber nicht so einfach. Bereits früher haben wir 
uns m it dieser Frage beschäftigt [1] und haben dieses Problem im  Falle des 
gem ischt leitenden Ferrosiliziums — unter stark vereinfachenden Voraus­
setzungen — gelöst. Um  die Schranken unserer früheren M ethode vermeiden  
zu können, haben wir nach einem solchen Verfahren gesucht, das keine ver­
einfachenden Voraussetzungen enthält und auch für jede Art gem ischter H alb­
leiter gültig ist.

§ 2, Theoretische Bemerkungen über das Á7erfahren

Der Grundgedanke unseres Verfahrens ist ähnlich dem , den früher
0 .  Ma d e l u n g  und H. W e l k e r  angegeben haben [2 ], und beruht au f Beziehungen, 
die die Abhängigkeit der L eitfähigkeit a, der H all-K onstante R ,  der im trans­
versalen M agnetfeld entstehenden relativen W iderstandsänderung A qIqh und  
der Thermokraft cp von den Konzentrationen der Elektronen und Defektelek­
tronen (n bzw. p)  sowie ihre Beweglichkeiten (//„ bzw. jup) ausdrücken.
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Die ersten drei der erwähnten Zusammenhänge lauten für gem ischte  
Halbleiter :

а  =  е ( ц п п  +  t * p P ) ,

R = z  _  Зд_ 1 p \ n  -  fi2pp  

8  e (p n n +  PPp ) 2

A q =  ( J b ij 2 H 2 I _4_ p%n +  p * p  _  l p 2 n — p 2p  у  I 
QH ' 8  I I n  p n n +  p pp  I p n n +  p pp  ! j ’

(1)
(2)

(3)

wobei e die E lem entarladung und H  d ie m agnetische Feldstärke bedeuten.
W as die Formel der Thermokraft betrifft, haben wir darin — von  M a d e ­

lung  und W e l k e r  abweichend — auch die von der K ristallstruktur abhängigen  
Glieder in Betracht gezogen, d. h. wir haben diese Beziehung in der von  Y. A. 
J ohnson  und K. L a rk -H orovitz abgeleiteten Form verwendet [3] :

mit

А  (/Лр р  — Р п П ) +  р п П ln  — ------[Ip р  ln  - —
rao Po

Pn" +  PpP

n0 = 2
2 n m * k T  

h2
und P q— 2

2 n  m*p k T

h2

(4 )

dabei sind m*n bzw. m*p die effektive Masse der Elektronen bzw. Defektelektronen, 
h und к  die Plancksche bzw . Boltzm annsche K onstante, T  die absolute Tem pe­
ratur.

D ie Rolle des Faktors A ,  der auch im  für H albleiter gültigen W iedemann- 
Franzschen Gesetz auftritt, wurde durch die Untersuchungen von T. A . K on- 
TOROWA klargestellt [4], die zu quantitativen Aussagen über diesen Faktor ge­
führt haben : sein Zahlenwert soll für Ionenkristalle zwischen 2,5 und 3, für 
Valenzkristalle zwischen 2 und 4 liegen.

W ir stellen uns nun die Aufgabe, aus den Gleichungen (1)—-(4) die vier 
unbekannten Grössen zu berechnen bzw . durch die messbaren Grössen <7, R. 
A c/Iqh, cp auszudrücken.

N ach elementaren aber ziemlich langwierigen Rechnungen erhält m an mit 
Hilfe der ersten drei Gleichungen aus (4) für p p die folgende implizite Gleichung :

A + d ln a ( p p +  a b)4

П0 Ui p lp
i=o

(a2 p 2 +  2  a 3 b p p) 71 а2 (A  — d) (a2 b2 -f- c) +  
4
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+ 0 tft Ci­ to
Л

—  - 1 o4 b2
4 J

2 A  — In • & '  +  * ? .
п0 V  о,- p ‘p 

i=o

л

< Л
ac — 1

+

m it den Abkürzungen : 

a

ln

Я2 С j-

a3 b2

Po
л

Pp +  2  ab p 2 H------(а2 b2 +  c) p p
4

(5)

R ~ e
З л

c -
A q ( 8

Qpj [ 3  Л

2 1 , e
-------, ft =  ( p — •,
H 2 к

л * 

16
я*ab (a2 b2 +  с)2, а х =  —  л  a2 b2 (а2 Ь2 —(- с) —|--------(а2 62 -)- с)2,

4 16

а2 =  ( 2  - f  л) а3 Ь3 +  л  abc , а3 =  3 +  -
л

a2 b2 - 1------с ,  а4 =  ab .
4

B estim m t man р р aus dieser Gleichung, so sind dadurch auch die übrigen drei 
gesuchten Grössen gegeben :

71 / 71 \ ____
-— ac + —  — 1 a4 b2
4 U  )

Pp +  2  a b p 2 +  ^ - ( a 2b2 +  c) p p 
4

n  =  (« -  P p P Y  5 
P 2p P  +  a 2 b  ’ 

а P p P
r n  ---

n

( 6)

( 7 )

(8 )

Die Gleichung (5) lässt sich im  allgem einen nur durch Näherungsm ethoden  
lösen, bei einigen konkreten Anwendungen jedoch — wenn die Grössenordnungs- 
differenz der Glieder dies erlaubt — sind erhebliche Vernachlässigungen m ög­
lich. Für n p  bzw. n p  gehen praktisch die Gleichungen (5) — (8 ) in die 
bei der reinen Überschuss bzw. D efektleitung gültigen Formeln über.

Es sei nebenbei bem erkt, dass m an aus den Gleichungen (1) — (3) im  Falle 
я p  die bekannte [5] Beziehung l

P h  —  R  • g  —
l 4 — л )  1 QH )

für die H all-Bew eglichkeit p H erhält.
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§ 3. Messmethode und Messergebnisse

Um  ein experim entelles Beispiel für die Anwendung des oben entwickelten  
Verfahrens zu geben, haben wir Proben aus Ferrosilizium m it 97,70 % Silizium ­
gehalt und m it den Abmessungen 40 m m  X 4 mm X 0,6 m m  untersucht.

D ie M essungen der spezifischen L eitfähigkeit und der in einem transver­
salen M agnetfeld entstehenden W iderstandsänderung wurden m it Hilfe der

in Fig. 1 skizzierten Messanordnung durchgeführt. Die Spannungen, die an den 
Sonden der Probe bei konstanter Strom stärke entstanden, wurden m ittels 
eines Feussner-Kom pensators F  gem essen. Zur K onstanthaltung des Stromes 
diente ein W iderstand R, in  dem die an den Enden eines anderen W iderstands 
von 0,1 Ű  entstehende Spannung m it H ilfe eines Lindeck-Rothe-Kom pensators 
LR kontrolliert w inde. Die gemessenen W erte betrugen

a  =  55,5 ü  1 cm 1 ; AqJQh =  1,32 • 10~ 3 (H  =-- 9000 Gauss).

Der H all-E ffekt wurde nach der Skizze der Fig. 2 gemessen. Diese zuerst 
von  F r . K o lacek  und E. E n g elh a rd  eingeführte Messungsmethode erm öglicht

das rasche und genaue Auffinden der Potentialgleiche, wodurch die Genauig­
keit der Messung bedeutend erhöht wird. B ei unseren Untersuchungen waren : 
die In tensität des durch das Silizium fliessenden Stromes i =  50 mA, die m ag­
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netische Feldstärke H  =  9000 Gauss, die m it Feussner-Kom pensator gemessene 
Hall-Spannung V H =  1 , 8 8  • 10 Volt. Aus diesen D aten  ergibt sich die Hall- 
K onstante zu

R  — 2,51 cm 3/Coul.

Die Messung der Thermokraft wurde m it Hilfe der in  Fig. 3 schem atisch  
dargestellten Anordnung [8 ] ausgeführt. D ie M esstemperatur T  sowie der 
Temperaturunterschied A T  an den Enden der Probe wurden m it dem in der 
Figur ersichtlichen kom binierten Fe-Ko Thermoelement gemessen ; zur B e­
stim m ung von T  haben лап- ein kalibriertes Zeigergalvanometer, für die M essun­

gen von А T  sowie für die der Thermokraft Feussner-Kompensatoren benützt. 
A uf Grund der bei verschiedenen A T  erhaltenen M essresultate, die in Fig. 4 
ersichtlich sind, berechnet sich die Thermokraft unseres Siliziums zu

<p =  4,25 • 1 0  1 Volt/Grad.

Die Vorzeichen von R  und rP waren positiv , d. h. in unserem  Falle stellen die 
Defektelektronen die M ajoritätsträger dar. Zusam m enfassend gehen wir die 
R esultate unserer an Silizium  durchgeführten M essungen in Tab. 1 w ieder.

Tabelle 1

er R delea
1

<P

55,5 -0_1 cm -1 2,51 cm 3/Coul. 1,32 • IO' 3 4,25 • K L 4 Y olt/G rad

§ 4. Diskussion

Mit H ilfe der in Tab. 1 angegebenen W erte und m it dem gewählten Wert 
2,5 von А г> konnte die Lösung der Gl. (5) numerisch approxim iert werden. So

1 Ä n d e rt m an  den Z ah lenw ert von A  um  ^ 0 ,5 ,  so e n ts te h t eine Ä nderung  von ru n d  
± 1 0 %  in den B ew eglichkeiten. F ü r  А  >  3,1 g ib t es keine reelle L ösung  der Gl. (5), d. h. der 
W ert der von de r K ris ta lls tru k tu r abhängigen Grösse A  m uss fü r u n se r Silizium  u n te r  3,1 liegen.
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erhielten wir

p p =  150 cm 2 Volt 1 sec 1

und dann au f Grund von (6 ) — (8 )

p  — 3,48 • 1018 cm 3, 

n =  8 ,2 2  • 1 0 17 cm“ 3, 

p n =  213 cm2 V olt“ 1 sec \

ferner PnlPp — 1,42.
Für die H all-Bew eglichkeit ergibt sich aus unseren M essresultaten der 

W ert p u  =  R  ■ a =  139,3 cm 2 V olt“ 1 sec“ 1, dieselbe Grösse p u  kann aber 
auch m it H ilfe der erhaltenen m ikroskopischen Beweglichkeiten p n, p p 
und der Ladungsträgerkonzentrationen n, p  berechnet werden. Aus (1) und
(2) erhält m an nämlich die Beziehung

З л  p % p - p \ n
Ph — ~--------------:--------- *

8  p pp  +  p n n

au f deren Grund р ц  =  140 cm 2 Volt 1 sec 1 folgt, in  guter Übereinstim m ung  
m it dem unm ittelbar gem essenen W ert ; dies weist auf die Zuverlässigkeit 
unserer M ethode hin.

W ir merken noch an, dass wir das Verfahren auch an Messergebnissen 
anderer Forscher geprüft haben. So folgt z. B . aus den M essdaten von J. F olger  
[9] für das Präparat La0 9 Sr0 1  M n03 :

n =  7,4 • 1020 cm 3, 

p  =  8,4 • 1018 cm 3, 

p n =  2,5 • 10 2 cm 2 Volt 1 sec \  

p p =  5,3 -1 0  2 cm 2 Volt 1 sec“ 1 ;

dies sind W erte, die als durchaus vernünftig erscheinen.
D ie  Verfasser m öchten auch an dieser Stelle Herrn Professor A. B udó , 

dem  D irektor des In stitu ts , für sein förderndes Interesse ihren aufrichtigen  
D ank aussprechen.
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О Б  О П Р Е Д Е Л Е Н И И  К О Н Ц Е Н Т Р А Ц И И  И П О Д В И Ж Н О С Т И  Н О С И Т Е Л Е Й  З А Р Я ­
Д О В  В П О Л У П Р О В О Д Н И К А Х  С М Е Ш А Н Н О ГО  Т И П А

Л . ГОМ БАИ, Й . Д ЬЮ Л А И  и Й . Л А Н Г

Р е з ю м е

Р азр або тан  так о й  метод, которы й  дает возм ож ность определить концентрацию  
электрон ов  и ды рок в пол у п р о во д н и ках  смеш анного ти п а , и з измерений проводимости, 
константы  Х олла , терм оэлектрод ви ж ущ ей  силы, и и зм енения  сопротивления в попереч­
ном м агнитном  поле. П рим еним ость м ето да  проверялась нескольким и изм ерениям и на 
ф еррокрем нии с содерж анием  кр ем н и я  97 ,70% .

14 Acta РЬувна VIII/1—2.
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EINE NEUE KERNPHYSIKALISCHE EMULSION
FORTE P/22

(H ERSTELLUNG  U N D  EIG EN SC H A FTEN )

Von

L. Medveczky  und A. P o lster
INSTITUT FÜR ATOMKERNFORSCIIUNG INDUSTRIELLES PHOTOCHEMISCHES
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER FORSCHUNGSINSTITUT FORTE, VÁC

WISSENSCHAFTEN, DEBRECEN

(V orgelegt von  A. Szalay , —  E ingegangen  13. V. 1957)

E s w urden  d ie F a k to ren , die bei de r H erstellung  d e r k e rn physikalischen  E m ulsionen 
eine Rolle spielen, u n te rsu ch t. A uf G ru n d  der E rgebnisse  d ieser U n tersu ch u n g en  wurde e ine  
neue K ernspurem ulsion  hergeste llt, deren  E m pfind lichkeitsgrenze fü r  E le k tro n e n  30 keV  is t .

Die kernphysikalische Photoem ulsion ist in  erster Reihe als Ergebnis der 
Arbeit von C. F. P ow ell und seinen M itarbeitern unter die quantitativen  
M essinstrumente der Kernphysik getreten. Sie kann bei allen Messungen ver­
w andt werden, bei welchen auch die anderen kernphysikalischen Methoden 
benutzt werden, besonders aber in den Fällen, wo

a)  die zeitliche Aufeinanderfolge der auftretenden Ereignisse nicht den  
Gegenstand der Beobachtung bildet,

b)  die Strahlungsintensität sehr klein  ist und deshalb eine lange Expositions­
zeit benötigt wird (z. B. kosmische Strahlung),

c)  weiterhin, wenn es sich um U ntersuchungen an in erster Linie Teilchen 
grosser Energie handelt, für die m an ein kleinm engiges, sehr empfindliches 
Material, das in  einem kleinen Volumen Platz findet, braucht, und

d )  man die Lage der Spur, die durch die Teilchen angezeigt wird, genau  
kennen muss (z. B . Neutronenergiemessung m it H ilfe der Riickstossprotonen, 
Lokalisationsbestim m ung des radioaktiven E lem entes, usw.)

Die Methode wurde bisher in Ungarn nur in  einzelnen Fällen  angewendet, 
was seinen Grund unzweifelhaft vor allem in den Schwierigkeiten des Importes 
der Em ulsion aus dem Ausland hat. Die H erstellung kernphysikalischer Em ulsio­
nen also ist für die Autoradiographie— besonders wenn die Anwendung in Gel- 
Form geschieht [1] — ganz unentbehrlich.

Die kernphysikalische Em ulsion unterscheidet sich w esentlich von der 
normalen (optischen) Photoem ulsion und deren Erzeugung bildet schon keine 
einfache Aufgabe für den Photochem iker. W ir kannten die Ergebnisse von  
W. HÄLGund L. J e n n y  [2] und von L. J en n y  [3], weiterhin von P . D emers [4] 
schon bei Beginn unserer Arbeit, aber keiner der zitierten Prozesse war 
ohne weiteres reproduzierbar. Wir untersuchten deshalb system atisch  den 
ganzen Themenkreis und arbeiteten auf Grund der Resultate unserer Unter­
suchungen ein neues Verfahren aus.

14*
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D ie normalen Photoem ulsionen sind durch die folgenden W erte am 
besten charakterisiert :

a )  R -W ert, das V erhältnis von Silber zur G elatine;
b)  H alogenüberschuss, in deren Anwesenheit die Silberhaloidbildung 

geschieht ;
c)  Schichtdicke des lichtem pfindlichen System s;
d)  Menge des Silbers (g/m 2).

Tabelle 1

Emulsion -W ert
Halogen­

überschuss
Schicht­
dicke Ц

Silber
ë/m2/20 ft

N eg ativ er F ilm  ........................................ 0,335 32,60 18 5,5

R ö n tg en  d iagnostischer F i l m ............ 0,400 16,25 2 0  +  20 8,91

R ö n tg en  industrie lle r F ilm ................... 0,470 61,30 20  +  20 8,32

S p e k t r a lp la t te ............................................ 0,457 43,00 18 9,65

K ino P o s i t i v .............................................. 0,365 18,62 15 6,40

P/22  kernphy sik a lisch e  E m ulsion  . . . 3,210 2 ,0 0 100 30,00

In  der Tabelle 1 geben wir die charakteristischen W erte für einige 
normale Photoem ulsionen und für die v o n  uns ausgearbeitete kernphysikalische 
Em ulsion an. Der Unterschied zwischen den Daten der kernphysikalischen und 
der optischen Em ulsionen ist auffallend, und es is t  ersichtlich, dass die 
E rzeugung von Em ulsionen zur Untersuchung kernphysikalischer Prozesse 
eine n eu e Aufgabe b ildet.

D ie  Eigenschaften, die für die kernphysikalischen Em ulsionen vor allem  
ch arak teristisch  sind und die man bei ihrer Erzeugung sichern m uss, sind 
die folgenden:

1. sehr feines, gleichm ässig grosses Silberhaloidgekörn ;
2. hohe innere Em pfindlichkeit der Körner, welche innerhalb einer engen 

Grenze für alle Körner die gleiche sein  muss ;
3. gleichmässige K ornverteilung, d. h. die Entfernungen zw ischen den 

K örnern müssen gleichförmig und m öglichst klein sein (ein grosser Silber- 
haloidgehalt).

D ie Ausbildung unseres kernphysikalischen Em ulsionssystem s geschah 
im  Industriellen Photochem ischen Forschungsinstitut Forte (Vác), die Aus­
w ertung der Versuche und die B estim m ung der Eigenschaften der kernphysi­
kalischen  Em ulsionen im  In stitu t für Atomkernforschung der Ungarischen  
A kadem ie der W issenschaften (Debrecen).
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D ie Gelatine

Ein Kernspuremulsionssystem ist eigentlich keine Em ulsion im strengen  
Sinne des W ortes, sondern eine Dispersion von Silberhaloid K ristallen in einem  
schützenden Kolloid, der Gelatine.

D ie Gelatine besteht aus drei Teilen, von  denen den grössten die soge­
nannte Grundgelatine ausmacht, die aus Verbindungen mit langen K ohlenketten  
und grossem Molekulargewicht (Glycin, Prolin, Oxiprolin, usw.) gebildet is t .  
Dieser Teil verschafft der Gelatine ihre physikalischen Eigenschaften (Schutz-

Abb. 1. S chutzw irkung  d e r G elatine

Wirkung, V iskosität, usw.). Der zweite Teil b esteh t aus Verbindungen, die  
kürzere Kohlenwasserstoffketten haben (Thioharnstoffe, A ldehyde). D iese  
üben eine reifende Wirkung, gewöhnlich gleichzeitig mit der therm ischen  
Behandlung der Emulsion während des zweiten Reifens aus. D er dritte Teil 
besteht auch aus m it kürzeren K ohlenketten versehenen Verbindungen (Zystin), 
dies ist der inaktive Teil der G elatine, welcher das Reifen verhindert.

Bei normalen Photoem ulsionen spielt die Grundgelatine beim  Fällen der 
Silberhaloide eine Rolle, die anderen zwei Verbindungsgruppen der Gelatine 
üben ihre W irkung bei dem ersten und noch m ehr bei dem zw eiten  Reifen  
gemeinsam m it einer entsprechenden therm ischen Behandlung aus.

B ei Kernemulsionen ist die Ausbildung der Silberhaloide m it dem Fällen  
beendet, das erste und zweite R eifen bleibt w egen der Sicherung der Gleich- 
m ässigkeit der Korngrösse weg, sodass bei der Erzeugung der K ernem ulsionen  
nur die Grundgelatine von Belang ist.

Die Ausbildung der Em pfindlichkeit der Kernemulsionen geschieht nicht 
durch chemisches Reifen sondern m it Sensibilisatoren, und deshalb kommen 
die Gelatineverbindungen, die eine reifende W irkung ausüben, n icht in  B etracht.
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N ach unseren Versuchen ergeben sie sogar einen hohen Schleierwert, die die 
kernphysikalische Auswertung — besonders in dickeren Schichten — in  gro­
ssem  Masse erschwert. W ir stellten Versuche mit vielen Gelatinen an. D ie Abbil­
dung 1 u n d  die Tabelle 2 zeigen drei Gruppen der angewandten G elatine­
typen.

Tabelle 2

Gelatine 11236 8599 9204

A sche % ........................................................ 1 ,02 1,48 1,24

F eu ch tig k e itsg eh alt % ............................ 12,35 12,03 13,67

PH  .............................................................................. 6 ,8 6 6,53 6,18

V iskositä t c P ................................................. 9,70 7,12 5,79
E rs ta r re n  ° C ................................................. 17 16 15

Schm elzen °C .............................................. 29 25 25

T itrie ru n g  m l .............................................. ...................(a) 3,3 2,9 5,9
G e rb u n g ........................................................... ...................(Ь) 1,65 2,72 3,10
L abiler Schw efel ....................................... ...................(с) 1 1 ,2 52,8 16,0

S c h w e lle n ........................................................ ...................(d) 15,8 18,0 11,4
Schutz w ir k u n  g ............................ ................ ...................(е) 15,0 35,0 85,0

(a) D as N eu tra lis ieren  v o n  50 ml 6  p ro zen tig e r G elatinelösung  m it n/20 N a O H
(b) V on  100 g 10 p ro zen tiger G elatine v e rb ra u c h te r  5 p ro zen tiger K a liu m ch ro m alau n  

in  m l
(c) m g  S/kg G elatine
(d) m l W asser/g G elatine
(e) W iev iel P ro zen t e n th ä lt  5 g G e latine  von 100 m g Silberbrom id in  Sol. ?

D er labile Schwefelwert zeigt den Teil der G elatine an, der das Reifen 
beschleunigt, aber dies w eist keineswegs darauf h in  — im  Gegensatz zu den 
Angaben, die in  der Literatur zu finden sind [5, 6 ] — ob die Gelatine zu  kern­
physikalischen Em iüsionen geeignet is t . N ach unseren Untersuchungen braucht 
man zu kernphysikalischen Em ulsionen Gelatine, die in erster L inie einen 
grossen Schutzwert h at, so dass die verwandte m indestm engige G elatine die 
Dispersion des grossmengigen Silberbromids sichert. Zur Beurteilung des Schutz­
wertes is t  die Bestim m ung des ZsiGMONDYschen W ertes [7] nicht genügend, 
F .  E w a ’s  Untersuchungen ergaben ein v ie l besseres u n d  brauchbareres Resultat 
[8 ], bei welchem  die prozentinelle B estim m ung der im  Sol. gebliebenen Silber­
brom idm enge (für äquivalente Mengen der gegebenen Gelatine und des gegebenen  
Silberbromids in mg) eine numerische Auskunft über die Schutzwirkung gibt. 
Nach unseren Untersuchungen ist G elatine Nr. 11236 ganz ungeeignet, die 
Gelatine Nr. 9204 dagegen sehr geeignet zur Erzeugung der kernphysikalischen  
Em ulsionen ; beim T ypus 8599 ist die Schutzwirkung geeignet, aber der Schleier­
wert is t  wegen des hohen labilen Schwefelgehaltes gestiegen, und wir konnten
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keine höhere Korndichte als 1,20//! in  der Spur des ThC' a-Teilchens m it der 
bei der Auswertung angewandten E ntw icklung erreichen.

Hier erwähnen wir, dass wir die erste Orientierung über die Ergebnisse 
unserer Em ulsionsexperim ente immer m it der Untersuchung der ThC' a-Spur 
gewannen. Das kann natürlich nur dann  eine Grundlage bilden, w enn die 
Behandlungsum stände der Emulsion (Sättigung m it T h, die Art der E n t­
wicklung usw.) immer streng dieselben bleiben und die Kornzählung auch 
immer streng unter denselben Bedingungen geschieht. W ir beobachteten gleich­
zeitig, in  welchem  Masse die Spuren der /j -Teilchen wahrzunehm en sind. W egen 
Mangel an einer energiereichen Strahlungsquelle w ählten  wir diese Lösung, 
um  Zeit und Arbeit zu sparen. Die in dieser Arbeit erwähnten Kornzahlen geben 
— wie wir es schon erwähnten — im m er das Resultat der M essungen, die an 
einer ThC'a-Spur durchgeführt wurden.

A uf Grund unserer R esultate ste llten  wir fest, dass unter den normalen 
Photogelatinen nur diejenigen für eine kernphysikalische Emulsion verw end­
bar sind, die eine hohe Schutzwirkung ausüben und womöglich inert sind, 
und die nach der entsprechenden E instellung des pBr [pAg]-W ertes auch zur 
Sensibilisierung geeignet sind.

Die Ausbildung der Silberlialoide

Die w ichtigste Phase der Emulsionsanfertigung is t  das Fällen der Silber- 
haloide in einem G elatinem ittel. Die m ittlere K orndichte der Silberhaloid- 
körner ist nach Zhdanov  [9]

d n  S c P

d x  2  g d

also direkt proportional m it der K onzentration (Silberbromidmenge in  Gramm 
in  1 ml Em ulsion) und dem P-W ert, der die W ahrscheinlichkeit angibt m it der 
ein Teilchen von bestim m ter Energie das Silberhaloidkorn entwickelbar m acht ; 
die Korndichte ist um gekehrt proportional m it dem Durchmesser des Kornes 
(d) und mit der Dichte des Silberbromides (p). Es besteht jedoch ein Zusam m en­
hang zwischen den P- und  d-Wer ten, da die W ahrscheinlichkeit, dass man 
die schwach ionisierenden Teilchen registrieren kann, um so grösser ist je  grösser 
das Korn ist, so dass m an einen Kompromiss zwischen den obigen Faktoren  
m achen muss.

In unseren Versuchen, die wir zu der Ausarbeitung unseres kernphysi­
kalischen System s durchgeführt haben, is t  die Kornzahl bei identischer E m ul­
sionsbehandlung in  gewissem Masse durch das Verhältnis des Silberbromids 
zur Gelatine bestim m t (Tabelle 3).
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Die Ausbildung der Silberhaloidköriier h ängt auch von der Zusammen­
flussgeschw indigkeit der reagierenden Kaliumbromid- und Silbernitratlösun­
gen ab.

Tabelle 3

Versuche AgBr/Gelatine
Silber

g/m2/100 fx Komzahl/ ц

A/34 3,16 106 1,31

A/35 3,78 126 1,57

A/36 4,25 142 1 ,6 8

A/39 5,62 188 1 ,8 8

D as schnelle E infliessen und das übertriebene Rühren des Em ulsionsm ittels 
führt nicht zu grosser K orndichte, die Gleichmässigkeit des Einfliessens und  
dam it die Gleichm ässigkeit der Korngrösse ist schwerer zu sichern, wenn der 
Zusammenfluss der Silberhaloid-bildenden Lösungen eine gewisse Grenze über­
schritten hat (Tabelle 4).

Tabelle 4

Versuche
Zusammenfluss

Minute Kornzahl///

B/10 6,5 0,93

B/1 2 8,5 1,09

B/13 16,0 1,60

B/15 30,0 1,72

Die weitere Minderung der Zusam m enflussgeschwindigkeit führte zu  
keiner bedeutend grösseren K orndichte.

Die bei der Silberhaloidbildung angew andte Tem peratur verursacht 
keine grösseren Unterschiede. D ie Silberbromidbildung wird am besten bei 
4 0 —42° C durchgeführt, weil eine höhere Temperatur eine K ornvergrösserung 
und  einen höheren Schleierwert ergibt.

Nach unseren Versuchen ist die E instellung der pH -W erte des Em ulsions­
m ittels sehr w esentlich. N ach Angaben der Literatur [3] w ird Ammoniak zur 
Em ulsion hinzugefügt, um die R eifung zu steigern. Dam it wird der pH -W ert 
des M ittels w esentlich erhöht. B ei der W iederholung unserer kernphysikalischen  
Em ulsionsversuche erzielten wir dann ein gutes Ergebnis, w enn der pH -W ert 
des M ittels au f 7 ,10—7,20 eingestellt war. W ir beobachteten in  einem M ittel 
m it niedrigem pH  (5,4—5,8) bei unveränderten Fällungsfaktoren ein bedeuten­
des Ausscheiden von kristallisiertem  Silberbromid, m it der Steigerung des  
pH-W ertes über 7,50 wächst der Wert des Grundschleiers.
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Beobachtet m an die obigen G esichtspunkte bei der Ausbildung der Silber- 
haloidkörner, so sieht m an, dass die Kornzahl nicht über einen Wert von 1 ,60— 
1,80ln gesteigert werden kann, weil

a)  es sehr schwer ist, eine solche Gelatine zu finden, die neben einer 
gegebenen Menge AgBr/Gelatine auch eine entsprechende Schutzwirkung hat ;

b) der Schleierwert wächst und dam it die A usw ertung erschwert wird.

Abb. 2. Bei den  V ersuchen ve rw an d te  E m ulsions-E in rich tu n g  (K o n s tru k tio n  von A. P o l s t e r )

Bei der Silberhaloidbildung ist n icht nur die Kornzahl, sondern die 
Gleichmässigkeit der Grösse und A bstände, sowie die grosse innere Em pfindlich­
keit der Körner sehr massgebend. Diese hängen von der Menge der G elatine 
und dem beim  Fällen angewandten Haloidüberschuss ab. Die Tabelle 3 zeigt 
die Verhältnisse bei verschiedenen G elatinenm engen. Die E lim ination des 
Haloidüberschusses erreicht man, indem  man beim Fällen  die Lösungen von 
Silbernitrat und Haloidsalz in äquivalenter Menge gleichzeitig in die K olloid­
lösung, die eine Schutzwirkung ausübt, dosiert. Wir m ischten in die G elatine­
lösung 1 —-2 ml H aloidlösung, um das E ntstehen  des kom plexen Ions (AgBrAg),
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welches den Schleier verursacht, zu verhindern. W enn die Silberbromidaus­
bildung bei H aloidüberfluss durchgeführt w ird, so folgt die Rekristallisation  
des Silberbromids, jedoch die grossen Körner w achsen auf K osten  der kleineren 
an, und dam it ist eine der Grundbedingungen der kernphysikalischen Em ul­
sionen, die Gleichm ässigkeit der Körner sehr gefährdet.

D ie Silberhaloidbildung ist sehr um ständlich, da der gleichm ässige Zusam­
m enfluss der Silbernitrat- und H aloidsalzlösungen gesichert werden muss. Es 
is t  von  besonderer W ichtigkeit, dass die A g+ Ionen  nicht in Ü berfluss bleiben, 
und dass die B ildung der Silberhaloide in A nw esenheit der G elatine geschehe, 
deshalb muss m an beim E infliessen  die gelatinearm en P lätze meiden (der 
Totraum  des Rührers, die W and des Em ulsionsgefässes) (Abb. 2). Das an solchen 
Stellen  gebildete Silberbromid scheidet sich aus und ergibt silberne Klumpen. 
D ie G leichm ässigkeit des M ischens ist w ichtig, der Drehungswert 120—150 
Drehungen/M inute jedoch ist n ich t von Belang.

Das W aschen der Kernspur emulsion

D ie bei der A ustauschreakticn gebildeten К  und N 0 3— Ionen, sowie 
die B r-  Ionen können durch W aschen entfernt werden. D ie relativen Ionen­
geschwindigkeiten dieser Ionen sind beinahe gleich, deswegen sie sich aus 
dem Em ulsionssystem  gleichzeitig entfernen.

In der Literatur [2, 4] wird ohne weitere Begründung die W aschzeit 
solcher Em ulsionssystem e als 8 —16 Stunden angegeben. Nach unseren Prüfun­
gen kann durch instrum entale Kontrolle das Beenden des W aschens fest­
gestellt werden. D er Leitfähigkeitswert, näm lich, gibt A uskunft über die in  
der Em ulsion sich befindende freie Ionenm enge. Bei Kernem ulsionen ist ihr 
W ert vor dem W aschen 48,6 • IO- 4  Q ~ 1 cm - 1  und dieser W ert stabilisiert 
sich nach einem  3 —3,5 stündigen  W aschen beim  Wert 1400— 1500 • 10~ 6 

1 cm - 1  und verm indert sich w eiter nur nach einer sehr verlängerten W asch­
zeit. D ie Stabilisierung der Leitfähigkeitsw erte fä llt m eistens m it der E instel­
lu n g  des pBr-W ertes auf 4 ,40—4,50 zusammen.

Dieser pBr-W ert und auch der zu diesem  Wert gehörende pAg-W ert 
drücken die freie Br—-Menge bzw. die freie A g+-Ionenm enge, die zur Sensibili­
sierung am geeignetesten sind, aus, ohne dass der Schleierwert sich m it den 
freien A g +-Ionen und m it dem (AgBrAg)+-K om plex erhöhe. B ei einem hohen  
pBr-W ert gibt es viele freie A g + -Ionen, deshalb bildet sich dann ein Silber- 
G elatine-K om plex von labiler B indung, der zur Erhöhung des Schleierwertes 
führen kann.
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Die Ausbildung der Empfindlichkeit

B ei Kernspuremulsionen geschieht die Bildung der Silberbromidkörner 
bei niedriger Temperatur (40—42° C) ohne Haloidüberfluss. Nach der F ällung  
verändert sich die Korngrösse n icht, da die thermische Reifung und auch  
das therm ische, chemische Sensibilisieren w egbleibt. Die ak tiven  Verbindungen  
der Gelatine bilden keine die Em pfindlichkeit steigernde Störungsstellen in  
dem Silberbromidkristall. D ie Ausbildung und die Steigerung der E m ulsions­
em pfindlichkeit besteht darin, dass m it dem  Reifen von  Subkeimen U nter­
keim e, entwickelbare Kerne, gebildet werden.

Bei Kernspuremulsionen ist es sehr w ichtig, dass die Körner gleich gross 
und gleich empfindlich sind. Mit dem therm ischen und chem ischen Sensib ili­
sieren verändert sich die Korngrösse, die Em pfindlichkeit is t  an den K örnern  
nicht gleichm ässig verteilt, deshalb ist die Kernspur zur A usw ertung der Kern- 
spurreakt ionén nicht geeignet. Es ist deshalb zweckmässiger, die A usbildung  
der Em pfindlichkeit m it einem Sensibilisator vorzunehmen.

Die Sensibilisatoren sind an die freien A g +-, oder Br ~-Ionen  des Silber- 
haloidkristalls gebunden, je nach dem , ob der sich bindende Teil des angereg­
ten  Sensibilisators eine negative oder eine positive Ladung hat. Deshalb ist 
die genaue E instellung des W asch-pBr-(pAg)W ertes b ei allen Photoem ul­
sionen sehr wich I ig, aber besonders bei der kernphysikalischen Em ulsion, wo 
zu der Ausbildung der Em pfindlichkeit ausschliesslich die Sensibilisierung d ient.

Zur Sensibilisierung der kernphysikalischen Em ulsionen sind nach  
L. J e n n y  [3] Verbindungen m it zyklischen K ohlenw asserstoffketten geeignet, 
die Elektronendonator-Radikale (N H 3, N R 3, N R H , OH) besitzen.

Diese Verbindungen ähneln in  ihrer Struktur sehr den photochem ischen  
Entwicklern, zeigen aber einen w esentlichen Unterschied im  R edoxpotential­
wert. Der Redoxpotential wert der photochem ischen E ntw ickler liegt zwischen  
700—800 mV, das R edoxpotential der Sensibilisatoren der kernphysikalischen  
Em ulsionen ist über 800 mV, aber sie sensibilisieren nach  unseren Versuchen  
nur dann, wenn der pH-W ert des M ittels geringer als 8,0  ist , weil schon bei 
pH  =  9,5 diese Verbindungen alle Silberhaloide reduzieren. In unseren V er­
suchen haben wir die folgenden Sensibilisatoren angewendet :

CH,

CH,
>N<

HC

C H =C H —C N
N X

/ \

C— CH=CH  
CH3 
J

/С Н з
>N<

CH,

1 Phenyl, 2 M ethyl, 3—5 Bisdim ethyl-Am inostirilpirasolin-Jodid



2 2 0 L. MEDVECZKY und A. POLSTER

/ С 2Н 4О Н
N - C 2 H 40 H

nC2H 4OH
T rietano lam in n - c 2h 5

B enzthiospeudocianin

>NH

4,4 ' Phenylam inod ipheny l

Das beste Ergebnis bekam en wir dann, w enn wir 1 P h en y l, 2 M ethyl, 3 — 5 
B isdim ethyl Aminostirilpirasolin-Jodid Farbstoff m it einer Trietanolamin- 
lösung kom binierten. Diese Sensibilisatoren wurden bei dem  letzten Glied 
unserer Versuchsreihe für eine kernphysikalische Emulsion m it mittlerer E m p ­
findlichkeit bei der P/22 Em ulsion verw endet.

Die Menge des angew andten Sensibilisators war 6 ,5—6,7  mg/g Silber.

Zusammenstellung und Charakteristik unseres kernphysikalischen
Emulsionssystems

Die sensibilisierte E m ulsion  kommt am  m eisten auf Tragmaterial (Glas) 
zur Anwendung. B ei B ehandlung der Em ulsion mit entsprechenden Verbindun­
gen (Triazaindolizin) kann m an die charakteristischen W erte der Em ulsion  
stabilisieren. Das ist besonders auch wegen der Ermüdungserscheinung (Fading) 
wichtig.

Wir schützten  die G elatine der E m ulsion  mit T im ol oder Phenol gegen  
den Zerfall, durch die Zugabe von Glyzerin gegen das vo lle  Austrocknen und  
wir erleichterten die Erstarrung und die B earbeitungsfähigkeit der Em ulsion  
durch Dosieren des Chromsalzes. Die Schicht dicke des bisher angefertigten  
E m ulsionssystem s ist 20—200 ц .

Die Em ulsionsschicht m usste mit einer Schutzschicht versehen werden, 
weil die bei der Verfertigung angewandte G elatine die Silberhaloidkörner n icht 
vor den äusseren physikalischen Einwirkungen schützt (Reibung, Strichen  
usw .). Die D icke der Schutzschicht ist unter 1,5 /л.

Charakteristische W erte der Emulsion

Gelatine vor dem F ä l le n .......................................... 10,31%
G elatine nach dem  Fällen .................................. 3,01%
Silber ................................................................................  9,22%
Haloidüberschuss .........................................................  2,00%
R-W ert ............................................................................  3,22
Silberbrom id/Gelatine ................................................  5,62
Sensibilisator m g/g S ilb er .........................................  6,71
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D ichte der Em ulsion (50% relative Feuchtigkeit) 3,7471 g/cm 3 1 ml-iges E m ul­
sionsgewicht vor dem Guss 1,210 g, getrocknet 0,274 g.

Wir teilen die gewichtsprozentige Zusam m enstellung der P/22 Emulsion  
(auf einen lufttrockenen Zustand bezogen) vergleichen m it der Agfa K 2  [15] 
und m it der in  unserem Photochem ischen Forschungslaboratorium ausge­
arbeiteten R öntgen- (diagnostischen) Emulsion in  der Tabelle 5 m it.

Tabelle 5

% P/22 Agfa K2 Röntgen
diagnostisch

Ag 46 ,69 4 5 ,8 3 2 4 ,2 4

B r 34 ,59 3 3 ,5 9 17 ,13

J — 1,30 0 ,78

c 7,47 7 ,5 5 22 ,85

H 1,44 1 ,5 6 4 ,4 0

N 2 ,43 1,82 7 ,43

0 7,12 7,81 21,78

s 0,47 0 ,5 2 1,43

Zusammensetzung der P/22 Emulsion  (in lufttrockenem  Zustand, relative Feuch­
tigkeit 50%) :

S ilb erb rom id ..................................................................  80,65%
G e la t in e ...........................................................................  14,65%
G ly z e r in ...........................................................................  2,86%
F eu ch tigk eit..................................................................... 2,35%

Untersuchung der vom  kernphysikalischen Standpunkt 
aus charakteristischen Eigenschaften

Die volle Charakteristik der kernphysikalischen Em ulsion vom kern­
physikalischen Standpunkt ist durch die folgenden Angaben gegeben :

1. Reichweite-Energie Zusammenhang.
2. Em pfindlichkeit, d. h. jene maximale Energie, die die Emulsion im  

Falle von Elektronen, Protonen, a-  oder anderen Teilchen noch registrieren kann.
3. das Verhältnis von K orndichte zu Energie Verlust.
4. das Mass des Kornes ; Gleichm ässigkeit seines M asses und seiner 

Verteilung ; Verhältnis der Zahl der unentw ickelten zu den entwickelbaren  
Körnern.

5. die Schwunderscheinung (Fading).
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D ie P/22 Emulsion wurde in  H insicht der E igenschaften der charakteristi­
schen Faktoren, die unter den Punkten 1— 3 angeführt sin d , bereits ausgew ertet.

Vi

J o  f J .

Abb. 3. T horium -Z erfa llss terne  in  der E m u lsio n  P/22

Für die Untersuchung des Kornmasses ist eine elektronenm ikroskopische 
U ntersuchung nötig. D ie Bestim m ung des letzten, weniger charakteristischen  
Faktors is t  noch im Gange.

D ie Auswertung der kernphysikalischen Photoem ulsionen ist ziemlich  
weitläufig. Wir besitzen keine Strahlung von grosser Energie und In tensität.
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Da wir ja eher von den P latten  eine Orientierung bekom m en w ollten, unter­
suchten wir — wie wir es schon oben erwähnten — zuerst die a-Spuren der 
radioaktiven Thoriumzerfallsreihe (Abb. 3). Wenn unsere R esultate sich  den 
Angaben der ausländischen Em ulsionen näherten, brachten wir für die weiteren  
Untersuchungen Protonenspuren in die Em ulsion mit einer Ra-Be N eutronen.

Abb. 4. D ie R eichw eite V erte ilung  der a -s trah len d en  Glieder der T horium zerfa llsre ihe
in  der E m ulsion  P/22

quelle. A uf diese W eise gewannen wir nur Protonenspuren m it m axim a  
13 MeV Energie, deshalb brachten wir unser Untersuchungsm aterial au f den 
Gipfel des K ékes (1000 m) und in das Observatorium au f dem Stalingipfel 
(2925 m) in  Bulgarien, um  es von Teilchen grosser Energie bestrahlt zu lassen.. 
Zu den letzteren Untersuchungen verwandten wir eine 200 — 300 /л dicke Schicht, 
deren Entw icklung wir m it einem  Amidolverfahren durchführten [10]. Die 
sonst angewandte Standardentwicklung geschah mit dem  ID  19 E ntw ickler  
in der gewohnten W eise [11] bei 100 [Л Schichtdicke m it 20 Minuten E n t­
wicklungszeit.
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Das Reichweite-Energie Verhältnis der verschiedenen kernphysikalischen. 
Em ulsionen unterscheidet sich höchstens um  einige Prozente, weil in ihrer 
Zusam m enstellung nur ein sehr geringer Unterschied vorhanden ist. Dieser 
Unterschied ist m eistens innerhalb der Messgrenze und kom m t oft wegen des 
in der Em ulsion gebundenen Feuchtigkeitsgehaltes zum Vorschein.

A bb . 5. R eichw eite— E nerg ie-Z usam m enhang  der a -T eilchen . Die ausgezogene K urve bezieh t 
s ic h  a u f  die E m u ls io n  Ilford , n ach  d en  M itte ilungen  v o n  C. M. G. L a t t e s , P. H . F o w l e r  

u n d  P. Cu e r  [12] D ie M esspunkte fü r  die E m ulsion  P/22 sind n a ch  de r A bbildung 4.

Um uns von  dem V erhältnis von R eichw eite zu Energie zu überzeugen, 
m assen wir die Spuren der a-Teilchen, die aus der radioaktiven Thoriumreihe 
stam m ten. In  Abbildung 4 geben wir das Blockdiagram m , welches wir aus dem  
Messen von 1600 Spuren gew annen, wieder. Um  die G enauigkeit zu steigern, 
m assen wir nur solche Spuren, die einen sehr kleinen Neigungswinkel im  
Zerfallsstern h atten . Die Vergrösserung war 1900-fach. Abbildung 5 zeigt 
den Zusam m enhang Reichweite-Energie der a-Teilchen im  Energiegebiet unter  
10 MeV. D ie ausgezogene K urve ist das Ergebnis von C. M. G. Lattes , P . H . 
F ow ler  und P . Cuer  [12] bezüglich der Ilford Em ulsionen, in  welches unsere 
P unkte, die wir bei der P/22 Emulsion gewannen, gut hineinpassen.

Wir können das Auflösungsverm ögen, das die D ichte und  Empfindlichkeit 
der Körner bestim m en, für a-Teilchen durch die Dispersion der Reichweite
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angeben, und zwar durch die H albwertsbreite der Maxime. Die Tabelle 6  zeigt 
die W erte der aus der Abbildung 4 errechneten Reichweite, d. h. Energiedisper­
sion. Die Letztere gewannen wir, indem  wir die Reichweitedispersion m it dem  
Reichw eiteexponenten m ultiplizierten.

Tabelle 6

Energie
MeV

Reichweite
Rj и

AR
~R

%

AE
E
%

5,68 24,5 5,1 3,7

6,28 28,5 2,6 1,9

6,78 31,5 2,3 1,7
8,78 46,5 1 ,6 1,1

Das Ergebnis ist befriedigend, wenn wir es mit den Dispersionswerten  
von J. R otblat [13] in der Ilford C2 Em ulsion vergleichen, doch der erhaltene 
Wert ist bei der Emxdsion P/22, bei niedrigen Energien, etwas grösser.

Die Empfindlichkeit der Emulsion konnten wir aus den Elektronen und 
jenen Protonenspuren feststellen, die eine grosse Energie besitzen und kosm ischen  
Ursprungs sind. Wir bestim m ten einige mehrere tausend Mikron lange Spuren 
in Em ulsionen, die auf dem Stalingipfel bestrahlt wurden ; auch eine Protonen­
spur wurde registriert von 7910 /e Länge (Abb. 6 ), die au f Grund des R eich­
weite-Energie Zusammenhanges 45,9 MeV Energie entspricht.

Um die E lektronenem pfindlichkeit der Emulsionen P/22 festzustellen , 
untersuchten wir die /3-Spuren, die von den /З-strahlenden Gliedern der 
Thorium zerfallsreihe und vom  Isotop J 131 stam m ten (Abb. 7). D ie Längen 
der durchschnittlichen Spuren waren in beiden Fällen 10 —12 /«, m it einer 
K orndichte 0,8 K örnchen///. D ie obere Grenze der beobachteten Spurlänge 
tvar 25 /t, die auf Grund des R eichw eite-Energie Zusam m enhanges nach 
R. H. H erz  [17] 69 keV entspricht.

Das Verhältnis von Korndichte zu Energieabnahme ist vom Standpunkt 
der Em pfindlichkeit am entscheidendsten und am charakteristischsten für 
die Em ulsion. In der Emulsion P/22 stellten  wir ausser der oben erwähnten  
7910 // langen Spur noch eine andere 5154 /I lange Protonenspur fest. N atür­
lich endeten diese beiden Spuren in der Em ulsion. Die Kornzählung geschah 
in 70 // langen A bschnitten m it einer 1680-fachen Vergrösserung. W ir Hessen 
den ersten Abschnitt, der sich an dem langsam en Ende der Spuren befand, wegen 
der Vereinigung des Gekörnes weg.

In der Abbildung 8  zeigen wir das Resultat unserer Auswertung. Wir 
vergleichen die für die P/22 Emulsion gewonnenen D aten mit den Angaben  
[14, 15, 16] aus der Literatur, die sich auf die Ilford C2, Agfa K2 und au f die

15 Acta Physica V III/l—2.
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Ende

2000/* - f f  *>Ô2

б о о а  м  -—у  - 4 , 7

б о о о  /и  - д а
k e v

м

7 9 0 0 /л  ** 4 .0

b

3 0 /L

Abb. 6. M ik roaufnahm en  von den  verschiedenen A b sch n itte n  der 7910 fi langen P ro to n en ­
sp u r (Ep =  45,9 M eV). D ie W erte  n eb en  den T e ilau fn ah m en  sind die E n tfe rn u n g en  von  dem  
langsam en  E nde de r S p u r, gerechnet m it dem  en tsp rech en d en  spezifischen W ert des E n erg ie ­

verlustes
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hochempfindliche Em ulsion Kodak NT4 beziehen. A uf derselben A bbildung  
zeigen wir das Ergebnis unserer M essungen, die wir an der Em ulsion Ilford E l  
ausführten. Wie zu sehen ist, nähern sich die Messergebnisse der P/22 Em ulsion  
am m eisten der Ilford C2 Em ulsionskurve und zeigen wesentlich höhere W erte

о ) £  »  3ä кеУ

ó .j £ - 26 k e V

c.j £  -  29  keV

oi.j £  «  üo MeV

e .j £  -  6 9  k e V

ЛО/л.

Abb. 7. M ikroaufnahm e einiger E lek tro n en sp u ren  
Die E m ulsion P /22  w urde а) — d . j  m it T horium , e)  m it J m  beh an d e lt

als die der Korndichte-Energieverlust-K urve, die wir hei der Em ulsion Ilford  
El bekam en, die die Protonen nur bis 20 MeV Energie registriert.

Die Em pfindlichkeitsgrenze ist auch num erisch durch logarithm ische 
Abbildung derselben Messergebnisse bestimmbar. A uf der Em pfindlichkeits­
grenze können wir die maxim ale Geschwindigkeit der durch die Em ulsion  
registrierbaren Teilchen feststellen, vorausgesetzt, dass deren Spur auf 100 /t 
Länge 20 ent wickelbare Körner en thält. Abbildung 9 zeigt die Geschwindigkeit

15*
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Abb. в. V erh ä ltn is  von  K o rnd ich te  zu  E n erg ieverlust fü r  kern  physikalische E m ulsionen

Abb. 9. V erh ä ltn is  v o n  E nerg ieverlust zu G eschw indigkeit (ß),  d. h. K o rnd ich te  in  den kern
physikalischen  E m ulsionen



EINE NEUE KERNPHYSIKALISCHE EMULSION FORTE P/22 2 2 9

Io vder Teilchen als spezifische Funktion der Energieabnahm e ß =  und die
c

Zahl der Körner, die 100 // lange Spuren bei verschiedenen Em ulsionstypen  
enthalten . In der P/22 Emulsion bekommen wir bei 2,9 keV//z 20 Körner auf 
100 Ц Strecke, der zu ihnen gehöhrende /S-Wert ist 0,31. Dem nach kann die 
P/22 Em ulsion

Elektron 
(U-Meson . 
Proton. . . 
Deuteron 
«-Teilchen

0,03 MeV 
5,5 MeV 

50 MeV 
100 MeV 

1500 MeV

registrieren. Diese Angaben werden durch unsere M essungen der E lektronen­
empfindlichkeit auch unterstützt. Den Daten aus der Literatur gemäss ist die 
Empfindlichkeitsgrenze der Emulsion Ilford C2 dieselbe, aber, wie m an aus 
der Abbildung auch sehen kann, ist diese Feststellung für Ilford C2 ziem lich  
vorsichtig.

Mit der H erstellung der P/22 Em ulsion wurde die Frage der Erzeugung 
in Ungarn von kernphysikalischen Em ulsionen m ittlerer Em pfindlichkeit gelöst. 
In unseren weiteren Versuchen wollen wir die Em ulsionsem pfindlichkeit durch 
Erhöhung der Sensibilisation, d. h. durch Steigerung der Elektronen-Donator- 
Radikale der sensibilisierenden Verbindungen steigern und hoffen, eine für 
m inim ale Ionisation empfindliche kernphysikalische Em ulsion zu erzeugen.

Wir danken Herrn Prof. A. Szalay und Abteilungsleiter Herrn M. K eipert, 
uns die Lösung des Themas erm öglicht zu haben. Ebenfalls danken wir Herrn 
Prof. L. Imre für die Benutzung der Ra-Be Neutronquelle. In der E m ulsions­
erzeugung waren uns Herr Sz. Korda und Herr M. Maraffko, in der Aus­
wertung unser Kollege Herr E. B ujdosó, Fräulein F r. Jost und Frau E. Meo- 
veczky behilflich, wofür wir auch ihnen unseren D ank aussprechen.
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НОВАЯ ЯДЕРНАЯ ЭМУЛЬСИЯ ФОРТЭ P/22
Л . М Е Д В Е Ц К И  и А. П О Л Ь С Т Е Р

Р е з ю м е

Авторами были исследованы факторы изготовления ядерной эмульсии. На основе 
ряда исследований была разработана новая ядерная эмульсия, с которой можно ре­
гистрировать электроны до 30 keV.



ON THE THERMAL TURNOVER OF GERMANIUM
RECTIFIERS
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I. INSTITUTE FOR EXPERIMENTAL PHYSICS OF THE R. EÖTVÖS UNIVERSITY, BUDAPEST

(P resen ted  by  Â. B udó. —  R eceived 28. V III . 1957)

T he th e rm a l tu rn o v e r  of Ge rectifiers is discussed. I t  is shown th a t  th e  dependence 
o f  tu rn o v er vo ltage  on re s is tiv ity  and m o b ility  is th e  sam e as deduced  from  Z ener breakdow n.

It was established some years ago that th e  turnover o f the reverse 
characteristics of point contact rectifiers is a phenomenon m ainly therm al in 
character. Several investigations put th is statem ent beyond doubt, notably  
the experim ents of B il l ig  [1], who m easured the reverse characteristics by pulse 
voltages and found the turnover at m uch higher voltages, and the investigations 
of H e n is c h  and T ip p l e  [2], who m easured the heating o f the contact b y  a therm o­
couple m ethod.

It is therefore evident that the temperature appearing in any theoretical 
derivation does not denote the tem perature of th e  ambient, but an average 
tem perature, which, in  m ost cases, alm ost agrees w ith  the tem perature directly  
under the contact. This fact was first recognized apparently by B u r g e s s  [3]. 
B u r g e s s  then proceeds to show that b y  assuming a Newtonian law  o f cooling, 
several characteristics which seemed plausible from sim ple theoretical reasoning, 
are inadm issible, nam ely this law of cooling cannot give rise to a therm al turn­
over. He shows that the assumption o f non-Newtonian cooling tends merely 
to  aggravate the situation . He gives a number o f characteristics, which, from 
a m athem atical point o f view, are adm issible, but which unfortunately cannot 
be reconciled w ith any possible rectification m echanism .

In th is paper I shall attem pt to  show th at K r ö m e r ’s [4] characteristic, 
derived under the assum ption of an exhaustion barrier layer, and a barrier 
lowered b y  image force, coupled w ith  H e n is c h  and T ip p l e ’s observation of 
constant turnover temperature, and B u r g e s s ’s criterion for therm al turnover, 
give a turnover voltage in excellent agreement w ith  experiment.

B u r g e s s ’s c r i te r io n  is s im p ly

dv

d i
=  0 ( 1 )

a t  the actual contact temperature.
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It is assum ed that tlie entire power is developed in a thin layer below the 
contact and dissipated according to

avi — T  — T 0 , ( 2)

a being a proportionality constant o f thermal conductivity, T0 th e  ambient 
tem perature.

W hen the current is given by

«<•0
i = f ( T ) e T (3)

we have

J 1______ / '  (Ti) _  g(vi)
T , - T 0 ' f ( T t) T f  ’

(4)

w h ere  th e  su b s c r ip t  t d en o tes  th e  tu r n o v e r  v a lu e s .
F o r  th e  c h a ra c te r is t ic s  o f  Eq. (3) we ta k e  t h a t  o f K r ö m e r , i. e.

e Ф

f ( T )  IT -  <• kT , g ( v )  B v \ В
I 2e7NSL V .
I к4 e rj2

(5,6)

where A  denotes R ichardson ’s constant, Ф the barrier height, e the elemen­
tary charge, N 0 the number of ionized donors in unit volume, к Boltzm ann’s 
constant, e the sta tic , rj a dynam ic relative dielectric constant (in rationalized 
m ks units), e0 the dielectric constant of vacuum. W ith simple algebra we find

B v,1* _ e Ф T,
T, k T , T t — T 0

( 7 )

Substituting here TQ —■ 300, T, =  410 К  (according to H en isc h  and 
T ip p l e ) we get

V/
e rj2 ej 

2 é
0 f l Q  (Ф -  0 ,0 6 )4 ( 8 )

Inserting further /xq for 1 /«n0 and rj, the dynam ic dielectric constant 1, 
according to references cited b y  K r ö m e r , and putting [л equal to 3600 cm 2/Vsec, 
as for pure germ anium , we have th e  expression :

V/ =  770 о (Ф - -  0 ,06)4,

where Ф is given in electron volts.

(9)
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In comparing th is equation w ith  other theoretical and empirical data, 
we find that the linear dependence on resistivity is accounted for and the nume­
rical values are also in  good accord. So e. g. K n o t t , Colson  and Y o u n g ’s [5] 
data for the so-called Zener breakdown region is 112,5 g, w hich corresponds 
in the present calculation to a barrier height o f 0,67 eV.

The experim ental data of B o r n em a n , S c h w a r t z , St ic k l e r  [6 ] alsc 
indicate a surface barrier of 0,67 eV for a number of metals.

N ow  one m ay go a step further, by observing that the derivation of the  
turnover voltage both by a Zener mechanism, and by a therm al mechanism  
run exactly  parallel. In the former case, a critical field is defined, and found 
to go w ith  the square root of voltage. In the derivations the effective junction  
width is elim inated, which is nevertheless a q u an tity  to be correlated with 
the above data.

In the Zener case the critical field  is a param eter, brought in to  coincidence 
with the experim ents. I f  one tries to  calculate th e  critical field from first prin­
ciples there is a difference of a factor 3. All that rem ains is merely the statem ent 
that the critical voltage depends linearly on resistiv ity  and m obility , explained 
for the thermal case too. It is also quite natural, th a t for junctions the so-called 
“ barrier” m ust be somewhat below the forbidden energy-gap width of Ge, 
0,72 eV, again in accord with the thermal m echanism .

One is inclined therefore towards the opinion that the turnover for both 
the point contact and some junction diodes is brought about by the same thermal 
mechanism. The lack o f saturation found e. g. for Si is sim ply a consequence 
of barrier lowering due to image force and the pure Zener case is only seldom 
met w ith.
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О ТЕРМИЧЕСКОМ ИЗЛОМЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ГЕРМАНИЕВЫХ
ВЫПРЯМИТЕЛЕЙ

Э. Н А Д Ь

Р е з ю м е

Автором исследуется предперебойный излом характеристики Ge — выпрямителей 
и устанавливается, что в предположении нагрева контакта получается такая же законо­
мерность для зависимости запорного напряжения от сопротивления и подвижности, как 
и в случае предположения внутренной эмиссии под действием поля.





ELECTRICAL PROPERTIES 
OF ELECTROLUMINESCENT SiC CRYSTALS1
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(P re se n ted  b y  Á. B udó. —  R eceived  28. V III. 1957)

I t  is show n th a t  th e  cu rren t-vo ltage  ch aracte ris tics of SiC p o in t co n ta c ts  are th e  sam e 
a s  for th e  reverse  c u rre n t of an  ex h au stio n  layer rectifie r, w ith  a b a rrie r  re d u ce d  by  im age fo rce . 
S urface  d e te rio ra tio n  produces a conducting  layer, w h ich  determ ines th e  c o n ta c t behaviour fo r 
low voltages.

Previous investigations in our laboratory have already dealt with the  
electrolum inescent properties of SiC [1], [2]. In  the present paper we should like  
to report on the sem iconducting behaviour o f th is crystal. The specimens in ves­
tigated  were selected from a technical grade polycryslalline conglomerate. 
Although the crystals used in the subsequent work had well-developed faces, 
th ey  were far from homogeneous. Probing th e  crystal w ith  a steel whisker, 
m ainly p -  but sometimes n-type conductivity was found, characteristic for the  
point under the whisker.

In order to  ensure the reproducibility o f  the measurements the current- 
voltage characterisitics were measured by a registrating galvanom eter sim ultane­
ously. It was found that abrupt changes are due solely to  mechanical fau lts, 
gradual changes, however, were always encountered. The tim e necessary for 
reaching equilibrium for this effect increased wi t h dissipated power, indicating  
therm al effects. This opinion was substantiated by the measurement o f the  
contact temperature with a thermocouple inserted between crystal and whisker.

The characteristics obtained in this w ay were reproducible for increasing, 
resp. decreasing voltage, if  care was taken th a t the current did not exceed  
about 10 mAs. For currents higher than th is, the conductiv ity  increased to  a 
higher equilibrium value, w ith reduced slope o f the current-voltage charac­
teristics. During this cycling the electroluminescence depended almost solely  
on voltage.

This conductivity increase was attributed to  the developm ent of a conduct­
ing surface layer brought about by oxidation or point con tact deterioration. 
Similar conductivity increase was found for sam ples kept in  air at room tempera-

1 T h is p ap er sum m arizes th e  essen tia l featu res o f  a  lecture he ld  b y  one of the  a u th o rs  
(E . N .) a t  th e  3rd Physica l Congress o f th e  R . E ö tvös P h ysica l Society in  B u d ap est 1954.

2 Now a t th e  I. In s ti tu te  for E x p erim en ta l Physics o f th e  R. E ö tv ö s U n iversity , B u d a p e s t.
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tűrés, the rate of change on ly  being slower. Surface grinding of the crystal 
removed th is excess conductiv ity . At the same time electrolum inescence could 
be observed at much lower levels, about 1,5 volts. The sm allest current, where 
electrolum inescence was observed under the microscope, was about 2 0  m icro­
amperes.

It is notv evident th a t both volum e and surface effects take place, and 
must be separated carefully. Surface effects can explain the seem ingly very

com plex rectification behaviour too. For a great number o f crystals it was found  
that the m axim um  of the rectification ratio appears alw ays for 20—30 m icro­
amperes reverse current. (See Fig. 1). It is the obvious assum ption th at the 
non-rectificating point contact is shunted b y  a rectificating surface layer. The 
current o f  the point contact increases steep ly  with voltage, that of the surface 
layer m uch slower. In this w ay the appearance of m axim um  is explained. For 
higher voltages the rectification gradually disappears. Curves 41—42 o f Fig. 
2  show the lack of any rectification.

The characteristics o f  F ig. 2 are, how ever, decidedly nonohmic and later  
analysis will show that th ey  correspond ex a ctly  to an exhaustion  layer rectifier. 
So apparently we have here tw o rectifiers coupled opposite each other, the voltage
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drop appearing always on that biased in reverse direction. The same conclusion  
is supported by electrolum inescence observations : b y  reversing the current, 
colour changes and shift o f the bright spots is brought about.

Now we shall attem pt to derive the observed current-voltage characteris­
tics. The calculations are based on Schottky’s exhaustion layer rectification

theory, as amended b y  Krömer [3], who has taken into consideration the lower­
ing o f the surface barrier caused b y  the image force. He gave for the reverse 
current :

8  7t e 3 iV0 TM'
--------------V

erf  I
i =  A T 2 exp

e
k T

Ф

This formula gives a saturation current increasing with voltage, in  agree­
m ent with experim ental data on a great number o f semiconductors. As Fig. 2
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shows, this law is excellently obeyed. The decrease o f slope seen in Fig. 2 
for higher powers m ay be adequately accounted for by a contact heating of 
30—50 C° above am bient. For higher ambient tem peratures the slope is reduced 
in accord with theory (Fig. 3). The shift of the rectification ratio maximum  
toward higher voltages with increasing ambient tem peratures observed qualita­
tive ly  in all the experim ents (Fig. 4) is to be explained sim ilarly. The same 
theory was applied to  the data of L o s s e w [4] and L e h o v e c  [5]. N otw ithstanding  
the different samples the current again obeyed th e  relation! =  B ex p . ( c l ” ').

From the plots o f Fig. 2 we find  a surface barrier height of 0,53 ev , a charge 
carrier concentration of 2.1014.jj2, quite plausible values. The constant r/ denotes 
here an apparent very high frequency dielectric constant, which, according to  
K r ö m e r , is in the neighbourhood o f unity.

In conclusion we should like to  stress the im portance of separating surface 
and volum e effects and draw attention  to K r ö m e r ’s somehow neglected paper.
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ОБ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ЭЛЕКТРОЛЮМИНЕСЦЕНТНОГО
КРИСТАЛЛА SiC

Э. Н А Д Ь  и Й. В Е Й С С Б У РГ

Р е з ю м е

Авторы показывают, что в случае SiC зависимость между током и напряжением 
точечного контакта соответствует такому выпрямителю Шогтки, при котором потенциал 
запирающего слоя уменьшен силой зеркального отображения. Поверхностные изменения 
создают проводящий слой. Такой слой характерен для поведения контакта при низких 
напряжениях.
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EINE EINFACHE METHODE ZUR BESTIMMUNG 
DES AUFLÖSUNGSVERMÖGENS 

VON PHOTOSCHICHTEN
V on

E. F. PóczA
INSTITUT FÜR EXPERIMENTALPHYSIK DER EÖTVÖS-UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(V orgelegt von  Â. B udó. —  E ingegangen 29. V III. 1957)

Z ur U n tersuchung  des A uflösungsverm ögens is t ein solcher R a s te r  b rau ch b a r, b e i welchem  
die F ouriersche  R eihe de r D urch lässigkeit ho h e  O berharm onische m it grosser A m p litu d e  e n th ä lt. 
E in e n  solchen R aste r k o p ie rten  w ir auf die Sch ich t u n d  m assen die noch  w ah rnehm bare  Fourier- 
K o m p o n en te  so, dass w ir den  kop ierten  R a s te r  als ein optisches G itte r  b en ü tz ten .

Es ist allgemein bekannt, dass als Auflösungsverm ögen der Photoschichten  
die Anzahl der Linien pro mm angegeben wird, welche die Photoschicht noch 
reproduzieren kann, dass heisst welche m it entsprechender Yergrösserung 
noch als Raster erkannt werden kann.

Die Methode der photographischen Auftragung ist allgemein verbreitet 
und die Literatur beschäftigt sich in  vielen Arbeiten m it der Elim inierung der 
infolge der unvollkom m enen Abbildung des Linsensystem s entstehenden Fehler 
[1], [2]. Infolge der Diffraktion an dem  Abbildungslinsensystem  können in der 
Beleuchtungsverteilung des verkleinerten Bildes grosse Unterschiede entstehen, 
und bei der visuellen Beobachtung erhält man einen kleineren W ert für das 
Auflösungsverm ögen, da einerseits das Bild verschwommen ist, anderseits 
die K ontraste verm indert sind.

Die Anwendung der K ontaktkopie ist günstiger. E s ist aber sehr schwer, 
einen zum Kopieren notwendigen, feinen Raster anzufertigen. Beim  Kopieren  
m uss näm lich der R aster an die Schicht angepresst werden, und darum werden 
die feinen Raster nach mehrmaligem Kopieren unbrauchbar.

In einer Diskussion weist SelwyiN [3] darauf hin, dass die Abbildung in 
ihrem Charakter unterschiedlich wird, wenn die Beleuchtungsverteilung am 
Objekt sinusförmig ist. W endet m an nämlich eine beliebige Apertur — über 
der Auflösungsgrenze des Linsensystem s — an, so erhält man in dem  Bild  
einen Sinusraster, der von  den Abbildungseigenschaften der Linse unabhängig  
ist. D ies vermindert höchstens den Beleuchtungskontrast. Solche R aster m it 
Sinusverteilung sind schwer herzustellen. B ruscaglioni [4], Wolfe und E isen
[5] und andere [6 ] haben zur Erreichung einer ähnlichen Intensitätsverteilung  
die Young- bzw. Lloyd-Spiegel Interferenzerscheinung verwendet.

D ie Anwendung solcher Raster erfordert eine Abänderung der in der E in ­
leitung gegebenen D efin ition  des Auflösungsverm ögens. Betrachten wir als

16 Acta Physica VIII/I—2.
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Grenze der A uflösung jenen Fall, bei dem neben den Ungleichheiten der P latten­
schwärzung an der Schicht noch eine periodische Folge erkennbar ist. Wenn 
nach dem Aufkopieren des Sinusrasters die periodische Struktur nicht mehr 
beobachtet werden kann, so ist die Grenze des Auflösungsverm ögens überschrit­
ten  worden. Die periodische Struktur kann auch bei starker Grundschwärzung 
beobachtet werden, wenn die Eigenschaft des aufkopierten Rasters ausgenützt 
wird, dass sie bei dem in Frage kommenden Auflösungsverm ögen um  100 als 
optisches Gitter angesehen werden können. Es ist eine bekannte Eigenschaft 
des Gitters m it sinusförmiger Durchlässigkeit, dass im Gitterbeugungsbild nur 
eine Ordnung erscheint [7]. B ei der Anwendung monochrom atischen Lichtes 
erscheint rechts und links von dem  beleuchteten Spalt in einer von der Gitter­
konstante abhängigen R ichtung das Beugungsm axim um  erster Ordnung

Л 1
sin а — —  •

d
D er Nachweis periodischer Struktur kann dadurch leicht emp­

find lich , sogar quantitativ  auswertbar gem acht werden. Die erhaltene Inten­
sitä t des Beugungsm axim uns ist proportional m it dem Quadrat der Amplitude 
der Durchlässigkeitsfähigkeit des Sinusrasters.

Bei der K ontaktm ethode kann die Anwendung einer Reihe von Sinus­
rastern mit verschiedenen G itterkonstanten verm ieden werden, indem man 
einen solchen R aster kopiert, der vit le verschiedene Sinusraster vereinigt. Es 
wird ein solches, nicht sinusförmig durchlässiges Gitter verwendet, bei dem die 
Am plituden der höreren Glieder der Fourier-Reihe der Durchlässigkeitsfähig­
k eit ziemlich gross sind.

Bei der G itterkopie werden diejenigen Oberwellen, welche die untersuchende 
Schicht nicht mehr auflösen, abgeschnitten und ausgeschieden.

Diese M ethode wurde in einer einfachen Form als eine sem iquantitative 
M ethode ausgearbeitet. Beim Kopieren benützten  wir eine Rastermessreihe 
von der Firma E FH A  München. Die Reihe 4 4 —80 Linien pro cm zeigte sich 
wegen der dicht auftretenden Oberwellen als sehr günstig.

Wenn w7ir durch den kopierten Raster auf den Spalt einer Natriumlampe 
schauen, können wir im Beugungsbild bei den verschiedenen Rasterteilen  
— trotzdem  diese verschiedene Liniendichte haben — immer in  gleicher W inkel­
breite («max) mehr oder weniger Streifen beobachten und so können wir aus dem 
eindeutig gem essenen W inkel das Auflösungsvermögen l/d min =  sin a maХ/Я 
ausrechnen. Bei den Untersuchungen wurde der Abstand zwischen dem mit 
der Natrium lam pe beleuchteten Spalt und dem Auge unverändert gehalten, 
dadurch konnte eine weisse Skala auf schwarzem Hintergrund sofort auf Werte 
des Auflösungsverm ögens geeicht werden. So kann man i l 0 %  Genauigkeit 
erreichen.

Bei dieser Methode ist die am Anfang erwähnte Schwierigkeit der K on­
taktm ethode — nämlich das genaue Aufliegen des Rasters — nicht so kritisch, 
da die Rasterfehler durch die M ittelwertbildung des Durchbückens praktisch
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elim iniert werden. Beim  Aufkopieren wird ein wenig em pfindlicher R aster mit 
m ittlerer Linienzahl verwendet und dadurch seine H altbarkeit gesichert.

Um  die geschilderte Methode zu illustrieren, werden zwei Film sorten hier 
gezeigt, bei denen die Schwärzungskurve und das Auflösungsverm ögen als 
Funktion der Expositionszeit im  üblichen logaritm ischen Massstab gezeichnet 
aufgetragen sind (Fig. l ) . D i e  Entwicklung erfolgte mit handelsüblichen Methol- 
Hydrochinon Entwickler.

Re/. Schwärzung Auflösungsvermögen

Die oben beschriebene Methode zeigt viele Vorzüge und bietet eine mehr 
quantitative Definition als die üblichen visuellen Auswertungen.
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ПРОСТОЙ МЕТОД ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ РАЗРЕШАЮЩЕЙ СПОСОБНОСТИ
СЛОЕВ ФОТОЭМУЛЬСИИ

Й . ПОЦА

Р е з ю м е

К исследованию разрешающих способностей можно применить такой растр, при 
котором в ряде Фурье прозрачности имеются высокие гармоники с большими амплиту­
дами. Наблюдаемый компонент Фурье наивысшего порядка измеряется таким путем, 
что отпечатанный на слой растр используется в качестве оптической решетки.



ON THE CONSTRUCTION OF THE LATTICE OF IONIC 
CRYSTALS FROM THE VIEWPOINT OF CLOSE PACKING

B y

K. Sasvári

CENTRAL CHEMICAL RESEARCH INSTITUTE OF TH E HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, BUDAPEST 

(P resen ted  b y  Á. B udó. —  R eceived 14. IX . 1957)

In  dealing  w ith  th e  q u estio n , w hy do th e  crysta lline  m ate ria ls  crystallize  in  th e ir  c h a rac ­
te ris tic  m odifications, th e  a u th o r  searched fo r a  connection be tw een  th e  geom etry  o f c ry s ta l 
la ttices  a n d  th e  chem ical com position. H e succeeded in  co n stru c tin g  th e  m ost sim ple c ry sta l 
la ttices  o f th e  com pounds A X  on th e  basis o f  close packing su p p o rted  b y  th e  P a u l i n g ’s coordi­
n a tio n  princip le  and  th e  essen tia l assum ption  o f m o st even d is tr ib u tio n  of th e  c o n s titu e n t ions 
and  th e  possib ility  o f d iv id ing  th e  crysta l la ttic e s  in to  close-packed ionic p lanes.

On th e  basis o f analogy  an  exp lanation  is g iven  for th e  appearence  of b o d y -cen tered  cubic 
la ttices  in  som e elem ents. T h is fac t m ay  be exp la in ed  as being  th e  consequence of tw o  k inds 
o f e lectron  configurations in  th e  sam e m etallic  a to m s resu lting  in  th e  CsCl c ry sta l la ttic e .

1. Introduction

The chemical elem ents and com pounds are known alm ost only in crystal­
line m odifications. The same crystalline m atter may have different appearance 
depending on the external circum stances. On the other hand some crystalline  
materials can exist in different polym orphic m odifications at the same tem pera­
ture. The morphology and ionic arrangement is also in th is case not only a 
consequence of the constitution of the ions but also of the external circum stances 
of the developm ent of the crystalline phase (e. g. ZnS, S i0 2, T i0 2 etc.).

Stable atomic arrangement is realized when the energy is m inim um , 
and the stab ility  of the lattice is the greater the deeper th is energy minimum  
lies. The realization o f several kinds o f  polymorphic m odifications is made 
possible b y  the existence of different relative energy minima in the lattice. 
W hich of them  will be realized depends on the circumstances of the crystalliza­
tion process. The transformation from one modification to the other takes place 
m ostly by thermal influence, but som etim es a m echanical effect is enough for 
the change (e. g. ZnS). A transform ation of this kind is possible on ly  in one 
direction, i. e. when the change proceeds from a relative higher energy minimum  
to a deeper one, as is the case for T i0 2 or ZnS. In m any crystalline materials 
the polymorphic transformations are reversible, hut then the different poly­
morphic m odifications belong to different temperature intervals (e. g .S ,  W 0 3, 
S i0 2 etc.).

H ow m any polymorphic m odifications do exist and o f what kind their 
atom ic arrangement is, depends only on the original characteristics o f  the ind i­
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vidual atom s and on such characteristics \vhich the atoms assume, when th ev  
come into the v ic in ity  of each other ; consequently every m aterial has its own 
crystal la ttice .

The possib ility  of giving in advance the crystal structure o f any material 
b y  theoretical calculation o f the lattice energy or by geom etrical considerations 
and the chem ical com position would be of great advantage.

For a long tim e it has been possible to  determine w ith  relatively great 
precision the geom etry of th e  atom ic arrangements in the crystal lattices b y  
means of X -ray  diffraction m ethods and all kinds of alterations in it . But we 
m ust leave the question w ithout answer, w hy is the energy minim um  that o f  
the atom ic arrangement determ ined by X -rays and whether only the m odifica­
tions determ ined up to  date ex ist or whether it  is possible to  get still others b y  
choosing the proper external circum stances. A ttem pts have been made to answer 
th e  question b y  calculating the lattice energy theoretically, but the issue is 
hopeless for the present. Therefore it  does not seem superfluous to  investigate  
whether there ex ists a system atical correlation between lattice  geometry, che­
m ical com position and the w ays of la ttice transform ation on the basis of the  
crysta l structures as th ey  are known.

As we have to deal w ith  a difficult problem we apply our ideas for the  
present only to  such m aterials in which there are no chem ical radicals, and  
am ong these we prefer the ionic crystals w ith  the sim plest chemical form ula.

2. A general survey

The atom s and ions,respectively, m ay be looked upon in the first approxim a­
tion  as solid  spheres. N ot considering for a m om ent their w eights and m utual 
interactions, the atom s of different sizes, shaken in a vessel which protects them  
from falling apart, assume the arrangement w ith sm allest v olum e. We m ay sup­
pose th at th is characteristic is preserved in  the crystal lattice too i. e. the ionic 
arrangement is in all cases characterized by the closest packing.

In consequence of the Coulomb attraction, however, the purely geometrical 
arrangem ent w ill be m odified in such a w ay th at the lattice has energy minimum. 
Progress in to  the possible atom ic arrangements cannot y et be followed on the  
energetical side either by experim ents or calculation. But we know that in the  
final arrangement Pauling’s coordination principle is always aimed at undoub­
ted ly  in m ost cases as a condition of the energy minimum.

The condition  of close packing of a given ionic com plex can usually be 
satisfied  b y  several ionic distributions among which some are fulfilling Pauling’s 
principle but not always all o f  these are realized among the structures known 
to  exist, on ly  those in which the distribution o f the different ions is the m ost 
even. The author has referred to  this elsewhere [1].
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T i0 2 appears in three different close-packed crystal la ttice  types from  
which rutile is the m ost stable. S till a greater variety  is found in  S i0 2. Other 
compounds with the composition A X ,,  as W 0 2, M o0 2 etc., are known only in  
one crystalline m odification with th e  most stable rutile lattice.

It has not been decided up to  notv whether the fact th a t the crystal 
m odification of brookite and anatase is known on ly  for T i0 2 is a consequence 
of the considerably differing electronic configuration characteristic of the  
Ti 1 ion or else it is difficult to fin d  the circum stances which w ould  favour the  
form ation of the brookite and anatase type m odifications of such compounds 
A X 2 which exist in the rutile lattice type. It is not confirmed th at no such condi­
tions exist, hut if  th ey  do, it is probably very hard to reach them  and thus 
these lattice types cannot be realized easily for the com pounds m entioned  
above.

In the formation of regular ionic close jiacking the ratio o f ionic radii 
plays a great pari, moreover, close packing is considerably affected by the  
electronic configuration of the ions forming the crystal lattice. B oth  the ionic 
radii and electron configuration w hich are related to  each other are changed by  
the polarization effect of the neighbouring ions.

Close packing o f the same atom s is characterized by contact between  
neighbouring atoms and the sym m erty of their spatial arrangement. The close 
packing is m ostly deformed which results in loosening of the la ttice , hut this  
loosening of the packing can take place only to  such an extent th a t the cations 
and their neighbouring anions rem ain in contact w ith each other. Sometimes 
the tw o kinds of atom s form separate close packings, in the sense that only  
the sym m etry of the close packing remains, and so as to fulfil the regular distri­
bution of the different ions, the tw o close-packed ionic frames are placed in  
each other (e. g. rock salt).

In other cases the close packing is formed only by the anions and the  
cations are distributed in the cavities of the anionic framework, m ostly w ith  
lower sym m etry than  that of the close packing. We can also speak of a close 
packed anionic frame if  it occurs in the crystal la ttice  only in periodically repeated 
sections, as in the layer lattices.

The crystal la ttice  of homogeneous close packed atoms can be disjoined 
into close-packed atom ic planes, w hich are also connected to each other accord­
ing to  the close-packing. Tbe sam e is the case, when the la ttice  is built from  
different kinds o f atom s, but th en  the close-packed atomic planes are not 
always connected strictly  in the sense of closepacking. The recognition of this 
phenomenon seems to  be very im portant as, in  m ost cases through the geom e­
trical construction of the ionic crystal lattices, it makes possible to start 
from the close-packed ionic planes. On further considerations we shall follow  
th is w ay.
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3. Ionic lattices o f  the composition AX

The sim plest case, both from the geometrical and energetical point of v iew , 
is encountered by the ionic crystals w ith the com position A X  (A  =  cation, 
X  — anion). The ratio o f valencies is then ZA : Zx  =  1 , consequently as long 
as tlxe electronic distribution of the tw o kinds of ions m ay be regarded as centro- 
sym m etrical, not considering the effect o f polarization, and the kind o f bonding 
is the same throughout the vdiole la ttice , we cannot distinguish the position 
of the anions and cations from each other in their close packing in space, accord­
ing to  the ratio of ionic radii th is kind o f ionic crystals can, however, be divided  
into three different types o f close-packed ion la ttices, which are knowrn as 
CsCl, NaCl and ZnS lattices.

4. The CsCl lattice

W hen the ionic radii o f the two kinds o f atom s differ only in such 
a manner that 1 (rA : rx ) 0,732 i. e. the smaller atoms have not enough

Fig. 1. Schem atical re p re sen ta tio n  of a  close-packed ionic p lan e  w ith  equal n u m b er o f  anions 
(em p ty  circles) an d  cations (d a rk  circles) in a re g u la r  d istrib u tio n

room in the centres of the cubes of bigger ones and the polarization 
effect o f the cations is very sm all, the m ost uniform distribution of twro kinds of 
ions can be realized in such a way th at the close-packed anionic planes consist 
o f equal numbers of cations and anions in a regular distribution as in Fig. 1.

Such a distribution cannot attain the strict sym m etry of the close-packing  
o f the same atoms in the case of tightest fittin g  the difference increasing with
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decreasing ratio rA : rx . Further distortion of th e  sym m etry w ill take place b y  
arranging these ionic planes w ith  such lim itations, that the places o f cations and 
anions cannot be distinguished geom etrically and the cations m ust be as far 
from each other as possible.

The arrangement of the ionic planes (F ig. 1) cannot be realized by the  
close packing of the same atom s i f  we want th e  cations not to  be neighbours, 
since th is never occurs in the known ionic structures. The cations get the far­
thest from each other, when rows o f the same ions are placed above each other 
in the subsequent ionic planes but displaced relatively to each other in the

o  © I

Fig. 2. Schcm atical re p re sen ta tio n  of th e  sp a tia l fitting  of th e  close-packed ion ic  p lanes of Fig. 1 
w hich obey m ost o f th e  conditions of c ry sta l-la ttice  bu ild in g

direction uf the rows by half the distance of tw o neigbouring ions (Fig. 2). 
The sequence of the close-packed ionic planes is

A  B  A  В' A B' . . .

i. e. similar to that in the hexagonal close packing, only the m anner of setting  
is different from the one here.

I f  yve want the cations to be connected in  th is geometrical arrangement 
to all neigbouring anions in the sam e way, the anions А , В, C and D  in Fig. 2 
m ust be on the corners o f a square and above the centre of this square the cation 
E  m ust be at such a distance, th a t it  touches the anions, A , В, C, D ,  i. e.

A E  =  BE  =  CE  =  DE  =  rA ~j~ rx .
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This is effected if  the distance of the neighbouring close-packed ionic planes is

D B  A B  ■ |/2 a

2  2  ~  f  2  ’

"where a =  A B  is the side of the square.

_Fig. 3a. T he d is tu rb ed  close-packed ionic p lane  of CsCl la ttic e  (110) w ith  spheres o f (гд  : rx) =
=  0,732

Fig. 3b. T he spatia l fittin g  o f p lanes of F ig . 3a w ith  spheres

As among the anions surrounding the cation  E  none is distinguished  
geom etrically from th e  others, the distance of two neighbouring rows in  succes­
sion containing only anions and cations, respectively, m ust be A A ' — A B  — a. 
T hat m eans that the cation E  is in th e  centre o f th e  cube, whose corners are
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A B C D  and A'B'C'D'.  As EC —  r , rx  is the h a lf ° f  the body diagonal of the  
cube, the edge of the cube will be

A B  а (га+ гх).
I 3

Thus, on the basis of the suppositions m ade above, we obtain  the crystal 
la ttice  which is known as CsCl la ttice , and in w'hich the coordination number

Fig. 4. T he u n it cell if  th e  close-packed ionic planes of F ig . 3a are fitted  acco rd ing  to  Fig. 3b 
b u t w ith  d iffe ren t ionic  row s above each  o ther. One q u a r te r  of the cell is le f t  o ff for g re a te r  

clearness. The tw o k inds o f ions a re  represen ted  b y  e m p ty  and d a rk  circles, resp.

is 8. The P auling  coordination principle is satisfied  in each o f th e  cubes con­
taining one cation and one anion. The disturbed ionic planes and their succes­
sion is dem onstrated by spheres in  Fig. 3.

I t  seems evident that the close-packed anionic planes of F ig . 3a could be 
arranged in such a w ay that in th e  successive planes alternately the different 
ionic rowrs are always above each other. In this case, however, th e  real cell would  
have double edge and the cations would be surrounded partly b y  cations as 
is shown in  Fig. 4, which is contrary to our conditions and has never been found  
experim entally.

The third possib ility  of the succession of th e  ionic planes i. e. in a manner 
in  which th ey  arc turned towards each other m ust be rejected as the ionic
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planes have no hexagonal sym m etry and the ionic distance is not th e  same 
in the different directions.

Therefore if  the ratio of the ion ic  radii is greater than 0,732 th e  CsCl 
la ttice gives in m ost cases the crystal structure. Som e exceptions are known 
and m ention of these w ill he made later.

5 . The NaCl and NiAs lattices

I f  the ionic radii in  compounds A X  differ m ore than in CsCl, namely 
0,732 (гд : Гх) 0,225, the close-packed anionic planes consist o n ly  of one 
kind of ions. Thus there are close-packed planes of anions and cations, respectively. 
These planes can be f it te d  together, according to th e  ratio of the radii, in two 
different Ávays in alternating sequence to  realize the m ost even distribution of 
ih e ions.

One o f them  is realized, by str ic tly  close packing, if  the ratio o f  the ionic 
radii is between 0,732 and 0,414, th a t is

rA + rx >  rx 1^2,

or in other words the cation  is equal to , or greater th an , that sphere which just 
finds room in the octahedron formed b y  equal anion spheres.

In principle the fittin g  of the ionic planes can be imagined in b o th  hexa­
gonal and cubic close packing, where th e  two kinds o f ions build the close packing 
together or either both or one kind o f  ionic plane separately has sequence of 
close packing and the tw o close packed frames are f it te d  into each other.

Supposing hexagonal close packing of the close packed ionic planes the 
sequence o f them m ay be

A b  A b  A b  A b  . . .  or

A  c B c A c B c A c B . . .  ,

where the capital letters mean the close packed plane of the anions and the 
small ones that of the cations.

In the first case, F ig. 5, the tw o kinds of planes form the spatia l close 
packing together and although the s itu ation  of the tw o kinds o f ions cannot 
be distinguished from each other in a geom etrical sense, each kind o f ion  is in a 
triangular prism of the other ions, and in  this way th e  packing of ions is  not the  
ligh test and the distribution is not th e  most even.

In  th e  second case, Fig. 6  only th e  anions w ith  greater ionic radii are in 
close packing and their close-packed planes preserve the plane positions A  and
B.  For the close-packed planes of th e  smaller cations the plane position  C 
woidd rem ain. Then anions and cation s could be distinguished geom etrically  
and the cations would cam e too near to  each other.
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Thus, the possibility of hexagonal close packing must be rejected for 
crystals w ith the composition A X ,  i f  th e  bonding is ionic and the ratio o f ionic 
radii lies between 0,732 and 0,414, but it  can be im agined for such com pounds 
of the com position A X  in which the bonding is not homogeneous and where

Fig. 5. T he fittin g  of two k inds of close-packed ionic  planes in  a schem atical rep re sen ta tio n  acco rd ­
ing  to  th e  hexagonal close pack ing  w ith  a  p lan e  sequence of A b A b A b . . . in  tw o p ro jec tio n s

------------------------- A
----------------------------------c

---------------------- Q
---------------------- c
---------------- --------  ,4
---------------------- c

------------------c
-------------------------- A

a ,  b )

a)  perpen d icu la r to  the  p lanes b)  p a ra lle l to th e  p lanes

Fig. 6. T he fittin g  of tw o k inds o f close-packed ionic  p lanes in schem atical rep re sen ta tio n  acco rd ­
ing to  th e  hexagonal close pack ing  w ith  a p lan e  sequence A cB cA cB c. . . ,  if  only th e  an io n ic  

p lanes (em p ty  circles) b u ild  a spa tia l close-packing

consequently geom etrically distinguishable positions w ould be allowed for the 
arrangement o f the two kinds of atom s. This supposition is justified  b y  th e  fact 
that N iA s, which is not an ionic but a sem i-m etallic compound, has partly  
covalent and partly m etallic bonds and crystallizes in  th is way.

I f  we assume the cubic close packing of the close-packed ionic planes 
dealt w ith last, in a manner th at the tw o  kinds of ionic planes build the spatia l

a)  perpen d icu la r to the  p lanes b)  p a ra lle l to  the  p lan es
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close packing together, the type of the close-packed anionic and cationic planes 
following each other in an alternate sequence w ill be the following :

A b C a B c A b C a B c A b C
, 11  j j |  I j M l  I I ! !

А С В А С В A
í L L  Li !

Í ! ! Í : i
b a c b a c b

I--------- ----------I

In this case the two kinds o f ions form a spatial close packing not on ly  
together but also separately, outlined in the schem e of letters and in Fig. 7,

---------------------------4

--------------------------------- C
---------------------------  a

---------------------------c
------------------------  A

---------------------------------C
---------------------------  о

F ig . 7. T he sequence of two kinds o f close-packed ionic p lanes in schem atical rep resen ta tio n
according to  th e  cubic close packing

and the two close-packed ionic frames are fitted  together, so th at all the conditions 
m ade above are fulfilled.

Both kinds o f ions are situated in the octahedral cavities of the other 
ions and, since there are as m any octahedral cavities as ions, all o f them are 
occupied. Therefore only one solution of this arrangement ex ists and we get the  
unit cell of the well-known NaCl lattice type.

There are a few ionic compounds A X  which crystallize in NaCl-type 
la ttice , although th e  ratio of ionic radii falls outside the lim itation given above. 
Such examples were already m entioned in t i e  case of the CsCl lattice.

6. The ZnS lattice

I f  the ratio o f  the ionic radii of the ionic compounds A X  is lim ited by the  
inequality

0.414 >  (rA : rx)  >  0,225,
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i. e. the radius of the cation is sm aller and greater resp. than is necessary to fill 
out exactly  the cavities of octahedra and tetrahedra of anions resp. then th e  
close packed ionic planes of anions and cations resp. can be fitted  together in  
another w ay than th at described in  the former paragraph. N am ely, in  this case 
the contact of the cations with all o f the anions surrounding them  can be accom­
plished only if  th e  cations get into the tetrahedral cavities o f the anionic 
framework. This can he done i f  both the anionic and cationic close packed 
planes are building the same spatial close packing separately, f itte d  together  
in the sequence A a B b C c A u B b C . . . *  in  the cubic close packing and  
A  a B  b A  a B  b A  a В  . . .  in the hexagonal close packing. Then ions of both

Fig. 8. T he fitting  of tw o kinds of close-packed ionic p lan es according to  th e  cubic close 
pack ing  b y  th e  te tra h e d ra l coordination. T h e  schem atical rep resen ta tio n  is a  p ro jec tio n  p e r­
p en d icu lar to  th e  planes. On th e  rig h t side th e re  is an  ex p lan a tio n  of th e  m eaning  o f sequence o f  

th e  planes rep resen ted  by  d ifferen t circles and lines

kinds are in the tetrahedral cavities o f the close-packed framework o f the other 
kind o f ions. This holds whether the close packing is cubic or hexagonal as 
seen in  F ig. 8  and 9.

In both the cubic and the hexagonal close packing there are tw ice as m any  
tetrahedral cavities as atoms, therefore in the former case the cations occupy  
only half o f them and the arrangement of the cations in the tetrahedral cavities 
of the close packing can he achieved in two different ways, but these cannot 
be distinguished geom etrically from each other. Thus there is only one solution 
for each kind of close packing, in which the occupied tetrahedra are sharing 
corners and every corner belongs to  four tetrahedra.

B oth solutions derived above are realized in nature as the sphalerite 
lattice (cubic close packing) and as the wurtzite la ttice  (hexagonal close packing).

Regarding the tetrahedra w'hich are filled in the two kinds o f close-packed 
lattices it is easy to recognize that th ey  are all o f the same orientation i. e. one

* А ,  В , C are su b sequen t planes o f one kind of a to m s and o, 6 , c are su b sequen t planes 
o f  o th e r  kinds.
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side plane of them  is  parallel to  the close-packed ionic planes. Therefore the 
two opposite directions rectangular to  the close-packed ionic planes are not 
equivalent to  each other, and there m ust be a polar axis in both la ttices. As 
a m atter o f  fact both  the sphalerite and wurtzite la ttice  has a polar axis.

A lm ost in all com pounds with ZnS lattice, the ratio o f ionic radii falls outside 
the range established above, hut w ith a few exceptions these com pounds have 
atomic la ttices instead o f ionic ones, and this is the reason w hy w ith  these com ­
pounds the supposition o f the close-packed atomic planes is accom plished in 
such a w a y  th a t it  leads to tetrahedral and not octahedral coordination.

Q —  A

Fig. 9. T h e  sam e as Fig. 8 b u t  w ith  hexagonal close-packing

ZnS, MnS, MnSe and Agi* appear either w ith  the sphalerite or with the  
w urtzite lattice. Other compounds are known at present only in one o f  the two 
ZnS m odifications. In  the latter case the compounds of ZnS lattice are stable 
only in  one of these m odifications and a second m odification is forbidden or only 
possible at higher tem peratures. For the present, however, it is not possible 
to reject the assum ption that there m a y  be such external circumstances which 
lead at room tem perature to the second ZnS m odification.

S c h e e d e  [2] and S c h e e d e  and G antzicow  [3] shotted, th at b y  a m echa­
nical effect by powdering wnirtzite turns into sphalerite and conversely, by  
heating to  a tem perature of 1100 — 1150 C° sphalerite turns in to  w7urtzite, 
which remains in th is  configuration also when th e  sample is cooled again to  
room tem perature. From this we can conclude th at the most stable lattice of 
ZnS ex ists  with cubic close packing at room tem perature and with hexagonal 
close packing at high tem peratures, w hich latter can be undercooled to  room 
tem perature.

A g i has a th ird  m odification too , w hich  has a com plica ted  cubic la ttice .
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The mechanism o f interchange o f  the two ZnS lattices can be recognized  
easily  i f  we regard it from the point o f view  of close packing. Let us write the  
sequence of the close-packed ionic planes of the tw o crystal m odifications  
above each other in the following schem e :

I—  - n г----------1 I----- I I-----
w urtzite : A a B b A a B b A a B b A a B b A a B b A . . .

Î I I I И  И  1 1 1  I I
sphalerite : B b C c A a B  b C c A a  B b C c A  a B  b C . . .

I______ î î______ î î______ î î___

One m odification changes into the other, i f  the ionic planes connected  
with arrows make a glide parallel to  them selves so that this plane types which  
are connected by arrows change in to  each other. It is easy to understand th at  
if  w ith the same gliding a close-packed plane o f type A  turns into C, then  В  
turns into A ,  and in the same manner i f  A  turns into В , В into C. This can be 
visualized by the following schemes :

/ А \  / A \
\  /

В «------С В ------ * c

In this way, during the transformation by which the two ZnS m odifica­
tions turn into each other, the plane group marked b y  full horizontal lines m ake 
their glides, w ithout changing their positions relative to each other i. e. by  
the transformation the plane groups marked glide on each other in a definite  
manner, which does not demand great energy. The tw o kinds o f glides take place 
in an alternate sequence during the transformation.

7. Discussion

The purely geom etrical conditions accompanied by those related above 
are m ostly enough to  determine the type o f crystal structure for the com pounds 
of the composition A X .  But one m eets with exceptions. Thus, CaO, SrO, BaO, 
AgF etc. should have the CsCl structure, all the same th ey  appear in the NaCl 
structure. In these cases the electron configuration o f one or both o f the ions 
m ust be the cause, w hich does not allow the close-packed ionic planes to  consist 
of more than one kind o f ions and th is brings about the NaCl structure instead  
of CsCl.

The transform ation of the CsCl lattice into NaCl type at higher tem peratu­
res m ay be the consequence of a change of electron configuration of the ions.

On the basis o f analogy these conceptions lead us further to  the supposition  
that the body-centered cubic lattice o f m etals like alkaline m etals and other

Acta Physica VIII/1—2.
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m etallic elem ents like Ba, Mo, W , Fe etc. and some lattices of alloys of the  
com position A X  as LiAl, M gAg, CuZn etc . m ust have a CsCl la ttice . It is true 
th at in these cases the bonding is m etallic but it  resembles the ionic bond insofar 
th at the electron distribution o f the atoms is spherically sym m etrical like that 
of ions, and th is seems to m ake possible to  use close packing for the m etallic  
elem ents in the sam e way, as in the ionic crystals o f the com position A X .

The CsCl la ttice  type o f the m etallic elem ents and alloys m ay be under­
stood to mean th a t in these m etals the two kinds of atoms exist in equal numbers 
w ith  two different electron configurations. Sim ilarly the change o f the electron 
configuration w ith  tem perature must be the basis of the transform ation o f  
a-Fe into y-Fe and further into <5-Fe.

The two kinds of electron configuration o f the same m etallic atoms m ay  
take place in such a way that the one h a lf o f the atoms give more free electrons 
to the electron gas of the m etallic lattice than  the other ha lf or else the change 
in the electron distribution occurs in the inner part of the atom s. In the first 
case one kind o f atoms would be more positive than the other and the bond in 
the lattice could be partly ionic. Refined electron-density measurements could  
perhaps decide th is supposition if  it were carried out in  a projection of the plane 
(1 1 0 ), which is th e  closest-packed atomic plane in the body-centered cubic 
la ttice .

In the alkaline metals w ith  one valency electron the cause of the difference 
in the electron distribution is m ost probably the existence o f internally excited  
atom s. Change in excitation m ay also be responsible for the turning of Na into  
cubic close packing when lowering the tem perature as was shown b y  B a r r e t  [4].

The tetrahedral coordination of the compounds A X  in the close packing
i. e. the appearance of the ZnS lattice m ay be im agined not only by an ionic 
bond if  the ratio o f the ionic radii has a proper value, but also then when a 
directed covalent bonding suitable for the tetrahedral coordination is present, 
and in this case the ratio o f atom ic radii has less significance than in the  
purely ionic bonding. And ju st this m ust be the case for both crystal types 
of the com pounds A X  and the elements w ith ZnS lattice, which are almost all 
homopolar.

The sim plest case of close packing is th at found in the compounds A X .  
B ut it can be recognized in the crystal la ttices o f more com plex compounds 
too . The construction of these crystal lattices on the basis o f close-packing is in 
progress.
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ПОСТРОЕНИЕ СТРУКТУРЫ ИОННЫХ КРИСТАЛЛОВ НА ОСНОВЕ ПЛОТНЕЙ­
ШЕЙ УПАКОВКИ

К . Ш АШ ВАРИ 

Р е з ю м е

Занимаясь вопросом, почему появляются кристаллические вещества с известной 
структурой, автор искал зависимость между геометрией кристаллической решетки и 
химическим составом. Он сконструировал решетку ионных соединений самых простых 
составов АХ на основе плотнейшей упаковки ионов при следующих ограничениях : 
всегда выполнялся координационный принцип Паулинга, и осуществлялось самое равно­
мерное распределение ионов. В основе предположения при построении геометрических 
структур лежал тот факт, что кристаллические решетки можно разделить на плоскости, 
заполненные плотноупакованными ионами. На основе аналогии автор считает, что при­
чина возникновения кубической пространственно центрированной решетки у отдельных 
металлов состоит в том, что атомы данных металлов присутствуют одинаковыми числами 
и двумя различными электронными конфигурациями, вследствие чего кристаллизируют 
в решетке CsCI.

1 7 *
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ZU KUSNEZOWS
»GEGENSEITIGEM SCHLEIFVEREAE REN «

Von

I. Ta rjá n  und Gy . T u r ch á n y i

INSTITUT FÜR PHYSIK DER MEDIZINISCHEN UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(V orgelegt von A. B udó . — E ingegangen  14. IX . 1957)

B ei JN atrium ch lo ridk rista llen  w u rd en  die B ed ingungen  der A nw en d b ark e it des V e r­
fa h re n s  des gegenseitigen  Schleifens v o n  Kusnezow u n te rsu c h t. Die V oraussetzung  w ar, d ass 
d ie M ethode rich tig  is t ,  w enn  von F läch en  m it gleichem In d e x  z. B. (100) g leiche M assen abge­
schliffen w erden. N ach  u n se ren  U n tersu ch u n g en  w ird dies z. B . bei der V erw endung  vom  D ru ck  
0,25 k p /cm 2 u n d  g rau em  Schm irgelpulver »350« in n erh a lb  2%  erfü llt. U n te r  denselben U m ­
stä n d en  erw eist sich b e im  Z usam m enschleifen der F lächen  m it  verschiedenen In d ex en  die von  
de r F läche  m it höherem  In d e x  abgeschliffene Masse als k le in e r  als die von d e r  F läche  m it k le i­
n erem  In d ex . Die gefundenen  V erhältn isse  weichen von d e n  a u f  G rund der e in fachen  V oraus­
se tzungen  von  K usnezow  zu e rw arten d en  V erhältnissen a b , w as w ahrscheinlich m it der K o m ­
p liz ie r th e it de r bei dem  Schleifen au ftre te n d e n  E rsch ein u n g en  v e rk n ü p ft ist.

W . D . K u s n e z o w  [1, 2] hat vor einigen Jahren eine neue, von ihm » d as  
Verfahren des gegenseitigen Schleifens« benannte Methode für die Bestim m ung  
der spezifischen Oberflächenenergie der festen Körper eingeführt. Seither 
wurde die Methode auch von anderen Forschern angewandt [3 ] .Im  folgenden 
wollen wir einige Bemerkungen bezüglich des Verfahrens des gegenseitigen  
Schleifens machen.

1. Wir besprechen von dem Verfahren K usnezow s nur so viel, wie es 
hinsichtilich unserer Messungen von W ichtigkeit is t .

K usnezow  sch liff m ittels Schmirgelpulvers m it der H and verschiedene 
spröde Substanzen m iteinander und erwies vom Verhältnis der abgeschliffenen 
Volum ina, dass er mit dem Verhältnis der spezifischen Oberflächenenergie der 
betreffenden Substanzen identisch ist. Er ging bei der Erörterung der während 
des Schleifens vor sich gehenden Prozesse von zwei Voraussetzungen aus :

a)  Die Grössen der von den zwei Substanzen abgeschliffenen Partikeln sind  
die gleichen.

b)  D ie für das Schleifen verwandte Energie verteilt sich in gleicher 
W eise auf die zwei Kristalle.

N ach K usnezow  werden die Messergebnisse durch die Feinheit des 
Schmirgelpulvers, die Menge der abgeschliffenen M asse, den Druck usw. nicht 
wesentlich beeinflusst.

2. W esentlich für die Zuverlässigkeit der aus dem gegenseitigen Schleifen 
gezogenen Schlüsse ist die Verlässlichkeit des Verfahrens, die Reproduzier­
barkeit und der Fehler der Messung. Man kann diesbezüglich am einfachsten
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U ntersuchungen m achen, wenn m an zwei Stücke von derselben Substanz 
m iteinander schleift, und zwar Flächen von gleichem Index, w om öglich von 
gleicher Beschaffenheit ; auch die Bewegungsrichtung sei in Bezug auf die 
Orientierung bei beiden Kristallen die gleiche. In diesem  Falle erscheint es 
näm lich begründet zu erwarten, dass die abgeschliffenen Gewichte gleich  werden, 
das heisst, dass ihr Verhältnis gleich 1  : 1  ist. Darum  schliffen wir im  ersten 
Teil unserer Untersuchungen die Fläche (100) eines Natriumchloridkristalls 
m it der Fläche (100) eines anderen Natrium chloridkristalls (Figur 1). Die 
K ristallklötze wurden von den von uns gezüchteten Kristallen abgespaltet, 
und beim  Schleifen waren die Kanten der Klötze parallel. Diese Messungen

Fig. 1. D ie A nordnung  d e r K rista lle  beim  Schleifen. Die G rösse der zusam m engeschliffenen 
O b e rfläch en : obere cca l x l  cm 2, u n tere  cca 1 x 2  cm 2. Die P eriode  der B ew egung cca 2 sec,

A m plitude  cca 0,5 cm

können auch gleich auf das oben erwähnte Problem eine Antw'ort geben : Ist 
der Q uotient der abgeschliffenen Gewichte von der Feinheit des Schmirgel­
pulvers, von dem angewandten Druck usw. in bedeutendem  Masse abhängig? 
In unseren weiteren Untersuchungen ebenfalls m it Natriumchlorid wurden 
Flächen von verschiedenen Indexen verschliffen um  K usnezows Feststellung  
über den von 1 : 1 abweichenden Quotienten der abgeschliffenen Gewichte 
zu kontrollieren [4].

3. Für das Schleifen wurde eine einfache Maschine konstruiert, welche 
den oberen K ristall m ittels eines durch Elektrom otor betriebenen Exzenters 
auf dem grösseren unteren Kristall bew egte. Wir veränderten den Druck von 
0,25 kp/cm 2 bis auf 0,75 kp/cm 2. Schmirgelpulver von  verschiedener Feinheit 
wurde angewandt, m it der Hand oder m ittels eines autom atischen Beschickers 
auf die Oberfläche des unteren K ristalls gestreut. D ie ganze Vorrichtung wurde 
in  einen m it Chlorcalcium getrockneten, geschlossenen Raum  gestellt.

4. D ie von dem Zusammenschleifen der Flächen m it Index (100) erhaltenen 
Ergebnisse stellt die Tabelle I dar. D ie angegebenen D aten wurden von  vielen 
M essungen ausgewählt, um  die kennzeichnenden Merkmale zu zeigen.
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Nach dem Schleifen siebten wir die Mischung von Schm irgelpulver und  
K ristallpulver durch. Die Körnchengrösse des Schmirgelpulvers bestim m te die 
Feinheit des Siebes. Das Gewicht der auf dem Sieb gebliebenen K ristallteilchen  
ist in der Tabelle m it der Bezeichnung »Gewicht der abgesprungenen Teilchen« 
angegeben. Diese Bruchstücke ergeben sich näm lich eigentlich nicht vom  
Schleifen, sondern sie sind von den K anten ahgesprungene Teilchen. Ihr Gewicht 
ist nur ungefähr bestimmbar, und es ist auch nicht ausgeschlossen, dass nach 
dem Abspringen ein Teil von ihnen sich zermahlt und sc klein wird, dass er im  
Sieb schon durchfällt. Wir beobachteten sorgfältig unter verschiedenen U m stän­
den (z. B . Beschickung des Schmirgelpulvers au f verschiedene W eise) die Art 
des Absprunges und das weitere Schicksal der abgesprungenen Teile und fanden, 
dass die zermahlene Menge nach unserer Schätzung nicht zu v ie l war, und die 
richtige Menge der abgesprungenen Teilchen höchstens um 10—20 Prozent 
mehr sein konnte als die in der Tabelle angegebene. Die D im ensionen der 
Bruchstücke (manchmal mehrere mm  lange und ungefähr 1 m m  dicke Nadeln) 
sind  von den Dim ensionen der K ristallpulverteilchen gut unterscheidbar ; 
das Abfallgemisch wurde durch Siebe von verschiedener Masche gesiebt, und  
das Gewicht des im  Sieb gebliebenen Bruches wies höchstens eine 10—20 
prozentige Abweichung auf.

Die in der 2. und 3. Spalte angegebenen Angaben zeigen den vollen Ge­
wichtsverlust der K ristallklötze, dieser Fehler betrifft aber das W esen unserer 
weiteren Bemerkungen nicht.

Die abgescbliffenen Gewichte waren in jedem  Falle zwischen 10 und 200 
mg. Wir versuchten auch hier die Fehlerm öglichkeiten zu verm indern, z. B . 
den Fehler der dadurch entsteht, dass das abgeschliffene Pulver an dem K ristall 
haften bleibt, und der Kristall beim  Abwischen vor dem Abwägen »geschliffen 
wird«, und ausserdem dadurch unentfernliches Schmirgelpulver in  den Kristall 
eingepresst wird.

Die Beschickung des Schmirgelpulvers au f verschiedene W eise und in  
verschiedenen Intervallen ändert natürlich auch den Wert der abgeschliffenen  
Substanzen selbst bei demselben Experim ent, und beeinflusst auch die Menge 
der abgesprungenen Teilchen bis zu einem gewissen Grade ; dies führt aber 
hinsichtlich des Verhältnisses der abgeschliffenen Massen zu keiner wesentlichen  
Abweichung.

Die 4. Spalte stellt die Differenz der von den unteren und oberen Kristallen  
abgeschliffenen Gewichte dar, und zwar ausgedrückt durch die Prozentzahl 
des kleineren W ertes. Diese Angaben zeigen also, in welchem Grade das Ver­
hältnis der abgeschliffenen Gewichte von dem erwarteten W ert 1 : 1 abweicht. 
Fs scheint unzweifelhaft, wenigstens bei Natriumchlorid, welches ein gut spalt­
barer K ristall ist, dass das Verhältnis von der Grösse der Schmirgelkörnchen  
abhängt (Tabelle I, 1 — 15) und der angewandte Druck auch eine Rolle spielt 
(Tabelle I, 16—25). W ir kam en dem  Verhältnis 1 :1  beim D ruck 0,25 kp/cm 2
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Tabelle I

G egenseitiges Schleifen von F läch en  (1 0 0 ) u n d  (100) bei N a triu m ch lo rid . Schleifrichtung [100 J

1 2 3 4 5 6

Von dem
Die Differenz
zwischen den Gewicht der

Nr oberen unteren Angaben der abgesprungenen Andere Angaben
— Spalte 2 und 3 Teilchen in mg

Kristall abgeschliffene in%*
Gewichte in mg

l 165,2 145,1 14 1,4

2 45,9 34,9 28 3,8 D ru c k  0,25 k p /cm 2
3 40,8 49,3 21 5,1 G raues Schm irgelpulver

» 1 0 0 «
4 295,3 335,2 14 1,2

5 1 0 ,2 9,1 13 0,4

6 61,8 67,7 10 —

7 37,5 33,3 13 1,0 D ru c k  0,25 k p /cm 2
8 26,0 28,4 9 — G raues Schm irgelpulver

9 27,9 30,7 10 1,0
» 2 2 0 «

10 28,2 25,0 13

11 75,2 76,7 2 ,0 0 ,2

12 111,5 109,8 1 ,6 — D ru ck  0,25 k p /cm 2
13 38,3 38,1 0 ,6 — G raues Schm irgelpulver

14 40,4 41,1 1,7 — »350«

15 13,4 13,2 1,5 —

16 41,3 47,0 14 —

17 63,1 71,6 13 — D ru ck  0,5 k p /cm 2
18 50,7 42,7 19 0 ,6 G raues Schm irgelpulver

19 128,5 177,1 38 — »350«

20 60,2 50,1 20 0,7

21 6 6 ,0 74,0 12 0 ,2

22 29,6 31,1 6 — D ru c k  0,75 k p /c m 2
23 13,3 9,9 34 0 ,2 G raues Schm irgelpulver

24 74,5 88,4 19 0,1
»350«

25 12,9 9,1 42 —

* Im m e r au f den k le in e ren  W ert bezogen.

und beim  grauen Schm irgelpulver »350« innerhalb 2 % nahe. Bei grösserer Bela­
stung und im Falle gröberen Schmirgelpulvers ergeben sich von dem erwarteten  
1 : 1 wesentlich abweichende Verhältnisse. Diese Angaben können im Zusam m en­
hang m it der Anwendung der gegenseitigen Schleifm ethode im allgemeinen  
erwägenswert sein. Übrigens ist es nicht wichtig, dass die Streuung um das
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Verhältnis 1 : 1 im  Falle des grösseren Druckes und des gröberen Schmirgel­
pulvers grösser ist, sondern, dass m an den Wert 1 : 1 in solchen Fällen niemals 
erhalten kann; m an bekommt im m er wesentlich abweichende W erte. Unter 
Berücksichtigung auch der nicht m it geteilten Angaben, kann m an scheinbar 
bei Vermehrung der abgeschliffenen Mengen auch im  Falle gröberen Schmirgel­
pulvers dem Verhältnis 1 :1  näher kommen, dies ist aber nicht überzeugend. 
Die Zuverlässigkeit der Messungen wird näm lich beeinträchtigt z. B . durch den 
U m stand — hauptsächlich bei den gut spaltbaren Kristallen-—, dass eben bei 
grösseren abgeschliffenen Mengen infolge der unvermeidbaren Unterschiede in 
den Dimensionen der Kristalle wie auch der Mangelhaftigkeit der Anpassung an 
den Kristallen überstehen de Ränder entstehen, die dann zum  Abspringen 
von Teilchen führen können.

Dafür, dass die Grösse des Druckes eine R olle spielt, kann vielleicht die 
Streuung der Grösse der abgeschliffenen Teilchen verantwortlich sein, aber 
die H auptursache ist wahrscheinlich nicht darin zu suchen. B ei den Mes­
sungen kann näm lich auch eine andere Erscheinung, die Zusammenhäufung  
des Schmirgelpulvers, auftreten : in  mehreren Fällen haben wir bemerkt, 
dass das Schmirgelpulver und die Kristallkörnchen sich auf dem einen der 
Kristalle an der Oberfläche haftend zusam m enhäuften, und der so entstandene 
»Ballen« dann nur den anderen K ristall schliff. Diese Erscheinung erschwert 
die Messungen, die Oberflächen der Kristalle sind ja niemals vollkom m en glatt 
(ganz gleich ob m it gespaltenen oder m it polierten Oberflächen begonnen wurde), 
und dieser Um stand begünstigt das Auftreten der erwähnten Erscheinung. 
— Bei Anwendung gröberer Schmirgelkörnchen ist die Zusammenhäufung 
weniger wahrscheinlich, aber nach dem oben Gesagten ist dies auch nicht 
beruhigend. W enn die Richtung des Schleifens beständig verändert wird, tr itt  
die Erscheinung wahrscheinlich n icht auf ; aber wir können auch diesen W eg 
nicht einschlagen, denn aus den Angaben der Tabelle II kann man darauf

Tabelle II

Gegenseitiges Schleifen von Flächen (100) und (100) bei Natriumchlorid. Die Richtung des 
Schleifens bei dem einen der Kristalle [100 ], bei dem anderen [110 ]. Die abgeschliffenen Gewichte 
bezeichnen wir mit m[ioo], bzw. m [no] ; Druck 0,25 kp/cm 2, graues Schmirgelpulver »350«

Nr
m [I00j m[110]

n,[100] Gewicht der

in mg m [110] Teilchen in mg

l 180,9 168,8 1,07 4,1
2 238,6 225,2 1,06 4,0
3 11,3 10,5 1,08 0,1
4 266,2 244,9 1,09 3,8
5 34,5 32,0 1,08 —
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scbliessen, dass z. В . beim  Steinsalz »die Härte« der Fläche (100) richtungs­
abhängig ist, wodurch die Verhältnisse verwickelt werden.

Die Zusammenhäufung ist eine grobe Erscheinung, die nicht im m er auf- 
tr itt, aber es ist immer bemerkbar, dass einige Körnchen in die Kristallober­
fläche einkleben, welche dann nur die andere Oberfläche kratzen. D ie zwei 
Kristalloberflächen bedeuten etwa »Schleifpapier« füreinader, in dessen Aus­
bildung wahrscheinlich nicht nur »die Glätte« der Oberfläche eine R olle spielt 
(die gröbere Oberfläche wird immer m ehr geschliffen als die glatte), sondern 
möglicherweise z. B . auch die gegenseitige Lage und der Grössenunterschied 
der K ristalle. Die Vorstellung, als ob die Schmirgelkörnchen zwischen den zwei 
Oberflächen hin und her rollten und diese gegenseitig ritzten, scheint also viel 
zu einfach zu sein.

T abelle  III
Gegenseitiges Schleifen der Fläche (100) mit Fläche von höherem Index bei Natriumchlorid. 
m(ioo) bedeutet das von Fläche (100), m(ilo) von Fläche (110) und m(iu) von Fläche (111) 

abgeschliffene Gewicht. Druck 0,25 kp/cm 2, graues Schmirgelpulver »350«

Nr
ra(100) m(110)

m(100)

m(110)

Gewicht der 
abgesprun­
genen Teil­
chen in mg

Nr
m(100) m(110)

ra(100)
Gewicht der 
abgesprunge­

nen Teil­
chen in mgin mg in mg т (П0)

l 268,1 229,0 1,17 4,3 ' 6 648,6 532,8 1,22 l
2 90,9 78,6 1,16 — 7 315,8 255,0 1,24 l
3 89,2 76,1 1,17 — 8 208,9 171,7 1,22 0,9
4 44,2 38,5 1,15 1,5 9 116,2 94,2 1,23 0,3
5 44,5 37,7 1,16 — 10 91,0 74,2 1,23 0,7

5. D ie Tabelle III  stellt die bei Flächen mit verschiedenen Indexen erhalte­
nen Ergebnisse dar. Alle Messungen wurden bei einem Druck von 0,25 kp/cm 2 

und m it grauem Schmirgelpulver »350« ausgeführt, also unter solchen U m stän­
den, welche auf Grund des oben Gesagten begründet erscheinen.

N ach K usnezow [4] kann man erwarten, dass bei Salzen vom  Natrium - 
chlorid-typ, welche immer nur nach (100) gut spalten, die Verhältnisse der von 
Flächen (100), (110) und (111) abgeschliffenen Massen

m(ioo) : ni(no) =  К2  : 1 und  т (100) : m (111) =  f3  : 1

s i n d .

N ach unseren Messungen ergeben sich die Verhältnisse :

ni(ioo) : ni(no) =  1Д6 : 1 und m(100) : m (m ) =  1,23 : 1

was qualitativ  m it den Ergebnissen von Kusnezow übereinstim m t. Eine 
q u antitative Übereinstim m ung kann man nicht erwarten, eben w egen der
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Kompliziertheit, der beim Schleifen sich abspielenden Vorgänge. V ir  denken  
nicht nur an die erwähnten Probleme und Fehlerm öglichkeiten, sondern auch  
an solche, welche eben beim Zusammenschleifen von verschiedenen Flächen  
auftreten können.

Es ist nämlich bekannt, dass, wenn au f die Fläche (100) von NaCl ein 
Schlag geführt oder Druck ausgeübt wird, die Risse in der R ichtung [110] 
entstehen. Uber eine ähnliche Erscheinung schreiben auch F . R inne und W. 
Riesler [6 ]. Nach ihren Beobachtungen kom m en Aufwölbungsbereiche in den 
Richtungen [110] vor, wenn ein Druck in Kreisform auf die Fläche (100) aus­
geübt wird. Ferner erwies Tertsch [5], dass für Steinsalz die Schlagspaltung  
nach (110) leichter zu bewerkstelligen ist als nach (100). K usnezow [2a] be­
schäftigt sich auch m it den Untersuchungen von Tertsch, und er behauptet 
auch ferner, dass die durch Spalten hergestellten Flächen (110) aus Treppen 
(100) bestehen, und die obigen Erscheinungen darauf zurückzuführen sind, dass 
der E lastizitätsm odul in den verschiedenen Richtungen ungleich ist, also auch 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Energie verschieden sind.

Wir verm uten, dass diese Erscheinungen beim Zusammeschleifen von  
Flächen m it verschiedenen Indexen auch auftreten können und auf diese A rt 
Teilchen und Oberflächenvertiefungen von verschiedener Grösse entstehen  
können. Dies folgt aus K usnezows Vorstellungen [2b] auch andererseits, 
da er sagt, dass die für das Abbrechen eines Teilchens benötigte Energie von der 
R eissfestigkeit und, vom E lastizitätsm odul anhängig ist, welche von den R ich ­
tungen abhängen. Kusnezow erreichte dagegen das erwähnte Verhältnis unter 
anderem durch die Annahme, dass die durchschnittlichen Massen der von den zwei 
Kristallen abgeschliffenen Teilchen gleich sind, was er auch m it mikroskopischen  
Beobachtungen zu beweisen glaubte. Das kann man nach dem Vorstehenden  
nicht erwarten, auch die mikroskopischen Beobachtungen können wir nicht als 
Beweis gelten lassen, nämlich die ursprünglichen Massen der abgebrochenen 
Teilchen und der auf der Oberfäche entstandenen Vertiefungen werden durch 
sekundäre Vorgänge, wie z. B . nachträgliches Bröckeln, Homogenisierung ver­
ändert. Wir sind daherder M einung,dass das gegenseitige Sch leifen— m indestens 
bei den gut spaltenden Kristallen — ein viel verwickelterer Vorgang ist, als dass 
er die von K usnezow angenommenen Verbältnisse wiedergeben könnte.

Wir sagen K . Valentin und T. Bakos Dank für die Teilnahm e an der 
m ühsam en Arbeit.



2 6 8 . TARTÁS und GY. TURCHÁNYI

LITERATUR

1. В. Д . К у зн ец о в , Д А Н , 8 4 , 927, 1151, 1952 ; 8 5 ,  63, 1952 ; 8 5 , 761. 1952 ; 8 7 , 739, 1 9 5 2  ;
8 9 , 271, 1953 ; 9 0 ,  537, 1953 ; Ж Т Ф , 2 2 , 1409, 1952.

2. В. Д . К у зн ец о в , П о вер х н о стн ая  эн ергия твер д ы х  тел, М осква, 1954 : а : S. 24 ; b  :
S. 96 ; с : S. 140.

3. П. А. С ави н ц ев , Д А Н , 110, 769, 1956.
4. W. D. K u s n e z o w ,  Z. f. P h y s ., 42, 905, 1927.
5. H. T e r t s c h ,  Z. K ris ta llo g rap h ., 78, 53, 1931.
6 . Г. R i n n e  h . W . R i e z l e r ,  Z. f. P hys., 63, 752, 1930.

К МЕТОДУ ВЗАИМНОГО ШЛИФОВАНИЯ КУЗНЕЦОВА
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Р е з ю м е

Исследовались условия применимости метода взаимного шлифования Кузнецова 
при кристаллах хлорида натрия. Заданное условие было следующее : метод применим 
если от поверхностей с одинаковыми индексами, например, (100) сошлифуются одина­
ковые количества вещества.

При проведенных исследованиях эти условия выполнялись с точностью до 2% 
при помощи серого шлифовального порошка № «350» при давлении 0,25 кг/см2.

Если шлифовать поверхности с различными индексами при таких же условиях, 
то с поверхностей с большими индексами сошлифтуется меньше материала, чем с поверх­
ностей с низкими индексами.

Найденные соотношения отличаются от ожидаемых результатов применения про­
стых предположений Кузнецова, что связано вероятно со сложностью явлений, про­
исходящих при шлифовании.
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THE IMPORTANCE OF SYMMETRY IN THE SOLIDS
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T he a u th o r  discusses th e  possib ility  fo r  genera lization  o f  th e  geom etrical s tru c tu re  
analysis fo r b o th  solids and  liq u id s . T he an a ly sis  o f  s tru c tu res  c an  be  reduced  to  th e  g e o m e tri­
cal p rob lem  o f classifying th e  n e ighbourhoods o f  in d iv id u a l p o in ts  a n d  to  th e  w ay  th e se  ne igh ­
b o u rhoods can  be  re la ted  to  e ach  o th er. F o r  th e  purpose o f  s tru c tu re  analysis a n d  m odel 
b u ild in g  th e  geom etrical p o in t o f  v iew  seems to  be qu ite  ap p licab le .

G eom etry, in the older Greek sense with the accent on the measure 
—  metrón —  rather than , as in  the m ore modern w ay , on pure form and posi­
tion  —  topology —  has had from the beginning a great influence on th e  study  
of crystalline m atter. Indeed, to som e extent the influence was reciprocal 
for it  was from the regular bodies found in  minerals th a t the essential problems 
o f solid geom etry were presented to th e  Greeks. The com m on and useful miner­
al pyrites —  and fire stone —  was to  be found in  three almost regular poly­
hedral forms w ith  six square sides as a cube, with tw elve  pentagonal sides as a 
dodecahedron, and w ith tw en ty  triangular sides as an icosahedron. A ll were 
used as dice, which enhanced their m agica l power and im portance. The lim i­
ted regularity of the tw o last of these —  for crystals cannot have true f iv e ­
fold sym m etry —  was idealised  by the Greek geom eters and they Were dem on­
strated to be the last o f the five  —  and only five —  regular solids after the 
tetrahedron, octahedron and cube. The construction o f  the regular dodecahed­
ron is the culm ination o f th e  th irteen books of E u clid ’s great “ Elements” 
and marks the conquest o f the basic ideas o f  the relations o f neighbouring points 
in three dim ensional space. Euclidean geom etry has been , from the beginnings 
of crystallography, a guiding light which extended to th e  interpretation o f ato­
mic positions. H owever, the use of the la s t  tw o regular solids as applied to  m ole­
cular structure, were only taken  up, as we shall see, in very recent tim es.

The Greeks not on ly  noticed th e  geom etrical form s of regular crystals, 
pre em inently of rock “ crysta l” itself, b u t they also noted  the habits o f  some 
minerals o f showing plate-like or fibrous forms but, m isled by the analogy with  
leaves and hairs, they used th is fact to  poin t to the sim ilarities o f th e  animal, 
vegetable and mineral kingdom s.

* To P ro fesso r G y u l a l s  70-th  b ir th d a y

1 Acta Physica VIII/3.
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During the long gap of th e  Middle Ages . crystals retained  only their  
m agical interest though the principles of sym m etry which they  exhibited were 
used b y  the Arabs for decorative purposes. It w as not until th e  seventeenth  
century th at the new interest in  natural form s spread to m inerals and sa lts. 
H o o k e  in his “ M icrographia” noted  the geom etrical figures o f  crystals and  
St e n o  founded exact crystallography by m easuring them . More im portant for 
th e  purpose o f th is article was the realization th a t regular external form im plied  
regular internal structure, and particularly H uyghen’s h yp oth esis that the  
rhom bic cleavage fragm ents of Iceland spar could be explained b y  the regular 
piling o f oblate spheroids.

The classical n ineteenth century crystallography of th e  followers o f  
H a ü y  w as, how ever, too abstract to make usefu l contributions to internal 
m olecular architecture. That w as to  come in th e  first place from  chem istry  
where P a st e u r  —  originally a crystallographer —  Le B el  and Van’t H o f f  
elaborated the ideas of m olecular asym m etry and the tetrahedral carbon  
atom . In  crystallography the great advance cam e only at the v ery  end of th e  
century w ith B a rlo w  and F e o d o r o f . It was F eo d o ro f  w ith  uncanny sense  
of form  and, before any crystal structure had been determ ined, who indicated  
the four kinds o f geom etrical solids —  cube,rhom bic (not pentagonal) dodecahed­
ron, octahedron, and hexagonal prism —  to w hich all crystal forms w h at­
ever their sym m etry could be assim ilated. He show ed further th a t the first tw o  
of these forms corresponded to the packing o f particles with 6  or 8  neighbours, 
and the last tw o to  alternative w ays of packing particles w ith  either 4 or 12 
neighbours. These ideas found their ju stification  in the structures o f the sim ple  
crystals determ ined by the Braggs and other early  workers on X -ray  crystal 
structures. The first two were exem plified by sodium  chloride and caesium  
chloride, the la tter  two by zinc blende and w urtzite with four neighbours and  
copper and m agnesium  w ith tw elve. During the same period the new ideas 
o f chem istry stem m ing from the Rutherford Bohr atom and th e  K ossel L ang­
muir Lewis theories o f valency opened a w ay to  th e  understanding of the d iffe­
rent kinds of forces th at existed betw een atom s and the geom etry o f the bonds 
thus form ed. The conception o f the molecule previously taken as the universal 
constituent o f m atter was seen to  have been a m ost lim ited one, and m ost 
inorganic solids, crystalline and glassy alike, w ere seen to  be composed o f  
in d efin itely  linked atom s in w hich the links were covalent, ion ic , or dispersion 
(Van  D e r  W a a l ’s) forces.

The geom etry o f the resulting patterns w as first d irectly determ ined b y  
X -rays m ostly  through the work o f the B raggs and their school, and the whole  
picture thus presented suggested geom etrical generalizations to  explain them . 
V. M. Go ld sch m id  first stressed the im portance of the coordination of the  
large negative ions round the usually  sm all p ositive  ones. He show ed how th is  
resulted in ion polyhedra, the num ber of w hose sides was determ ined by th e
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radius ratio of its com ponent ions. P a u l in g  explained further th e  ways in  
which these polyhedra could link together by sharing corners, edges, and faces. 
He also explained the rules of com position of the polyhedra and their  linking  
rules which will always be associated w ith  his name. Later similar geom etrical 
explanations were provided for in term etallic com pounds in alloys.

An even wider generalization ap p ly ing  to every kind of atom ic and even  
molecular aggregate was g iven by W e is s e n b e r g  who provided the exp lana­
tion o f the connection betw een the dim ensional distribution of the links betw een  
atom s and that of the physical properties of the crystals. In a purely formal 
geom etrical w ay he divided structural ty p es  into four classes according to the 
arrangem ent o f their stronger bonds :

1. I f  these were absent —  as in  rare gases —  or formed closed groups 
such as ring or short chain molecule or ion , the structure is classified as an 
island (Insel or Neso-) typ e. It will not show  much anisotropy and that will be 
largely due to its com ponents and the crystals it form s will tend to  be equi- 
dim ensional or prism atic. I f  they have cleavages these w ill, in general, not be 
parallel to  any one direction.

2. I f  the stronger bonds form open groups in one dimension  such as occur 
approxim ately in linear polym ers, the structure is classified as a chain (K etten  
or Ino) structure. It will show marked anisotropy in one direction convention­
ally of the positive type. The crystals it  forms will be fibrous w ith  two or 
three parallel cleavages, i f  the chains are not well stacked  end to end which  
can in any case only occur when they are all o f equal length . In this case, which  
occurs in aliphatic long chain com pounds, the long m olecules packed side by  
side form effective sheets relatively  loosely  bound together which lead to  p laty  
crystals belonging to the n ext category.

3. I f  the stronger bonds form open  groups in two dimensions as in the  
case of graphite and the m icas, the structure is classified as a layer (N etz- 
Phyllo) structure. It will be markedly anisotropic, in one direction -— that 
normal to the sheets of the conventionally  negative ty p e . The crystals w ill be 
platy in character with one dom inant cleavage.

4. I f  the stronger bonds form open groups in three dimensions as in  the 
case of diam ond, quartz, or ice, the structure is classified as a fram ework  
(Gerüst— Tecto) structure. It will not be m arkedly anisotropic or show marked  
cleavages.

Strictly , this dim ensional classification  is three-fold rather than four-fold  
because som e crystals can be attributed either to class(4) Tecto, or (1) Neso  
according as judgm ent as to  w hat con stitu tes a bond. For instance, anorthite  
CaAl2Si20 4 is usually considered as a tecto-silicate  similar to  a lb iteN aA lSi30 8 w ith  
an alum ino silicate framework and accordingly written Ca(AlSi)20 8, but it  could 
equally be treated as a neso silicate sim ilar to  olivine Mg2S i0 4 with independent 
silicate groups and written CaAl2(S i0 4)2. T he m ain determ ining factor is w hether
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there exists in the structure bonds linked preponderately in one, two, or no  
particular direction. The distinction  betw een (1) and (4), how ever, is w orth  
retaining at least as applied to homopolar or strong ionic structures in th a t  
fram ework structures (4) correspond usually to  bond arrangem ents of low  
coordination, six  or four, while the units of the island structures (1 ) are linked  
usu ally  b y  high coordination 8  or 1 2 .

The concept o f coordination linked w ith th a t of dim ensionality furnishes 
a rational geometrical classification  o f crystals w hich can he m ade a physical- 
chem ical one b y  specifying the nature o f the interatom ic or interm olecular  
forces w hich u ltim ately  hold the structure together, that is w hether they are 
hom opolar, m etallic, ionic, hydrogen-bonded, or dispersion forces. The c lassi­
fication  does not only apply to  regular crystalline structures but also to liquids 
and glasses which belong to class (1) and (4) respectively. The elaboration o f  
th is classification to  different structures and physical types o f crystals n otab ly  
W ells  for ionic structures, K ita ig o ro d sk y  for molecular. The most recent 
and interesting developm ents here have, in m y opinion, been those of B el o v  
and L ie b a u  in the field  of silicates and F rank  in that of alloys. Here, as often  
in  the h istory o f science, purely logical geom etrical conceptions are arrived  
at in the first place not a priori  but by generalizations which force them selves  
on our atten tion  once enough em pirical m aterial has been collected. It is on ly  
now becom ing apparent th at the classification o f structures can be reduced  
to  the geom etrical problem of classifying the neighbourhoods o f individual 
points and the w ay these neighbourhoods can be related to each other. This is 
m ost evident in the case of close-packed and quasi-closed-packed structures, 
but the results o f th is classification can be used  to classify m any, if  not all, 
o f the structures o f low coordination as well.

The sim plest geom etrical m odel from w hich all others can be derived is 
th at of the packing of equal spheres. One regular solution to  th is problem has  
been known in tu itiv e ly  for m illenia in the p iling of fruit or balls, and w as  
first stated  form ally b y  F o r ster  in 1857. Tw o of these structures have 12 
coordinations the face-centred cubic and the hexagonal close-packed, the th ird  
body-centred cubic and the hexagonal close-packed, the third body-centred  
cubic has 8  coordinations but taking into account next neighbours has 14.

N ow  the num ber of neighbours of 14 is w hat would be expected if  each  
atom  was at the centre of a polyhedron o f fourteen sides and these polyhedra  
were packed together to fill space entirely. For as long ago as 1887  Lord K e l v in  
show ed, from considerations o f confined foam s and of the packing of cells in  
vegetable tissues, that the number of sides o f  such polyhedra was 14. T h at  
th is m ust in general be the case whether the cells are equal or unequal, or are 
packed regularly or irregularly, was proved m athem atically .

The lim iting  conditions for all close packing w ill therefore be the  
constitution  o f arrangem ents w ith  10, 12, 14, 15 or 16 neighbours to each
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atom  averaging at 14. The possible geom etrical form s of such polyhedral 
arrangem ents are also lim ited . I f  all their  sides be taken as triangles w ith  
4, 5 or 6  edges m eeting at a point, there are on ly  seven distinct types of 
arrangem ent, (see F ig .l) . These do not include the regular closed packed  
structures whose neighbouring polyhedra have square as well as triangular  
faces. An assem bly o f any one k ind o f such polyhedra cannot fill space 
but by com bining different polyhedra th is becom es possible. Further, m ost 
have noncrystallographic sym m etry w ith  five-fo ld  and alternating eight  
and tw elve fold axes. T hey cannot therefore, as such, correspond to any  
sim ple crystal structure, though th ey  are found, as F rank  has show n, in 
com plex interm etallic phases.

There exists a very sim ple relation between the arrangements o f close- 
packed polyhedra corresponding to coordinations o f 12 and 14 and that of 
cose-packed frameworks w ith  coordination 4. I f  in stead  of taking the system  

of points at the centre of each polyhedra we take that o f all the points where three 
polyhedra m eet, these points will each be found to  be joined to four others 
along the edges o f the original polyhedra. Thus for every regular and irregular 
close packed arrangement there exists a com plem entary four-coordinated  
arrangem ent of points. The converse, how ever, is not the case ; arrangem ents 
o f four-coordinated points can be m ade such that their joins do not lie along 
the edges o f close packed polyhedra. Such, for instance, is the case for the  
silicion oxygen  tetrahedra in quartz, though both the lighter forms o f silica- 
tridym ite and cristobalite do define the edges of such polyhedra.

D espite this lim itation  the arrangem ents of four and other low  coordina­
ted structures m ay be o f value in understanding varieties of close packing. 
This is largely because the study of low  coordination structures is related to  
structural organic chem istry and can also be applied to  inorganic com plex  
ions, as A. F. W ells and L ie b a u  have show n. Here th e  sym m etry relations of 
crystallography adm itting only 2-, 3 -,4 - and 6 -fold sym m etry no longer hold and 
the range of possible structures is thereby much increased. In recent years, 
from m any sources, has com e an appreciation of th e  peculiar fitn ess of the  
2 0  point arrangement at the vertices o f a pentagonal dodecahedron in  which  
the angles betw een valencies are 108°, much nearer to the tetrahedral 
angle 107°, than  either the angles of a cube or a hexagonal prism. P a u lin g  
has proposed such a m odel of 21 H 20  m olecules w ith  one trapped m olecule 
in the m iddle of the dodecahedral cage, as the essential m icrostructure  
of water, while L. W . T il t o n 1 has introduced the essentially  sim ilar arran­
gem ent o f 2 0  silicate tetrahedra enclosing a p ositive ion as th e  basic  
“vitron” unit o f glass (see Fig. 2.). F in a lly , at the other end o f th e  scale

1. C. R . T il t o n , Jo u rn a l o f  R esearch  o f  N a tio n a l B u re au  o f  S tan d ard s (W ash in g to n ) 
59, 139, 1957.
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Fig. 1. M ost sy m m etrica l a rra n g e m e n ts  o f  pack ing  o f e q u a l spheres in co o rd in a tio n  p o ly h ed ra  
Crystallographic a) C ubic close p ack in g  12

b) H ex ag o n a l close p a ck in g  12
c) B ody  cen tred  cub ic  14 = - 8 +  6

ISon-Cry stall o-
graphic d )  H e x ak a id ec ah e d ro n  10

e) R eg u la r icosahedron  12
f )  T e trak a ie ico sah ed ro n  14
g )  H ex ak a ie ico sah ed ro n  15
h )  O cto k aie ico sah ed ro n  16

of com plexity , K lu g2, Cr ic k  and W atso n2 postulated a more com plex  
60 unit o f protein molecules to account for the X -ray scattering of the g iant 
m olecules o f som e viruses.

2. A. K l u g , J .  T. F i n c h  an d  R . E . F r a n k l i n , N a tu re , 179, 683, 1957 ; F .  H . C. 
C r i c k  a n d  J .  D. W a t s o n , N atu re , 177, 473, 1956.



THE IMPORTANCE OF SYMMETRY IN THE SOLIDS AND LIQUIDS 275

R eturning to the close packed structure, the inversion process already 
m entioned would suggest that the alternative to th e  three regular solutions, 
cubic, and hexagonal close packed, and body centred cubic, w ill be a non- 
crystallographic packing based on th e  icosahedron and other irregular poly- 
hedra w ith  10, 12, 14 and 15 vertices. The very fact th at on account of their 
geom etry it is im possible to form regular extended arrangements o f  any one 
kind o f these polyhedra suggest th a t they are the basis o f an irregular and 
fluctuating arrangement corresponding to simple m etallic or rare gas liquid.

F ig . 2 . P e n tag o n a l do d ecah ed ra l a rra n g e m e n t o f silicon o x y g en  te tra h e d ra  in  th e  “ v itro n ”
(a fte r  T ilto n )

The m ajor distinction in structure between liquids and crystalline solids is 
the absence in the former of long-range order. In the geometrical v iew  here put 
forward this would be a direct consequence of the presence of coordination of 
non-crystallographic sym m etry. This hypothesis w ould also account for the 
much greater variation of the properties of liquids —  therm al expansion, 
heat content, etc. —  as compared w ith the corresponding solids. At each 
tem perature there would be a change of the relative number o f atom s of 10, 
12, 14, 15 coordination generally favouring more o f  the lower coordination at 
higher tem peráim  es. The liquid sta te  would in th is v iew  not correspond to a 
phase w ith  single structure as in a crystalline solid , but to a set phase with  
structures continuously varying w ith  the tem perature and, therefore, the two  
states would have allogically different therm odynam ic character. The liquid  
would possess in addition to its norm al specific heat due to changes in atomic 
vibrational energy, an additonal or configurational specific heat representing  
the energy required to transform the low tem perature into the h igh tem pera­
ture structure.
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The same idea would explain the necessarily abrupt —  first order -— 
transform ations th at occur on m elting. At least for atoms or quasispherical 
m olecules no interm ediate state could exist betw een  the regular crystalline 
coordination and the intrinsically non-crystallographic coordinations in the 
liquid. For long or fla t molecules th is restriction w ould  not hold on account of 
the possib ility  of form ing parallel aggregates o f  liquid crystalline character. 
Nor w ould it hold for low  coordinated atom s, as in  liquid silicon ; for these, 
a whole series o f interm ediate com plicated regular solutions are possible which 
for geom etrical reasons cannot occur in  close packed liquids.

Here there is also no possib ility  of a critical point at w hich liquid and 
solid becom e indistinguishable. S im o n  showed long ago that the entropy of 
m elting increases w ith  tem perature and pressure along the m elting point curve. 
This would follow naturally  from the theory sketched  above, for the decrease 
in  volum e produced by the pressure w ould correspond to increased irregularity  
of m olecular coordination produced b y  the increase in  tem perature. A theore­
tical critical point m ight exist, but it  would be at low  tem peratures and at 
negative pressures, and hence in the region of m echanical instab ility .

The irregular coordination th eory  o f liquids still needs to be worked out. 
It is from  its very nature refractory to m athem atical treatm ent. H owever, if  
th is can be done it  has more prospect o f ultim ate success, for theories designed 
for m athem atical ease, such as the theory of quasi-regular structure w ith holes, 
are very far from representing th e  actual m olecular arrangements in liquids.

W hat we need, it  seem s to m e, is a return to  th e  classical Greek concrete 
picture o f  reality. The m ost universal and constant feature of atom s in  the lower 
ranges of tem perature is their im penetrability  or expressed in energetic terms, 
the high rate o f variation  o f internuclear energy w ith  distances sm aller than a 
certain characteristic value. For the purpose o f  structure analysis and model 
building, wherever covalent forces are not involved the old m aterialistic billiard 
ball m odel of the atom  is still the b est. At least it  indicates the typ es of struc­
ture th at are unrealizable because o f  too close a tom ic contacts. Nor has this 
elem entary model at all exhausted its value. W e still need to know  the range 
of possibilities o f regular and irregular packing o f  equal and unequal spheres. 
I t  is here as I have tried to show, in th is brief rev iew , that three-dim ensional 
m etrical geom etry can be of great use in the understanding o f structure.

О ЗНАЧЕНИИ СИММЕТРИИ В ТЕОРИИ ТВЕРДЫХ И ЖИДКИХ ТЕЛ

Й. Д . Б Е Р Н А Л  

Р е з ю м е
Автор исследует возможности обобщения геометрического структурного анализа 

твердых тел и жидкостей. Структурный анализ может быть сведен к классификации со- 
седности и индивидуальных точек и к способам, которыми могут быть установлены соот­
ношения между этими соседностями. Геометрическая точка зрения — кажется -— хорошо 
применима для структурного анализа и построения моделей.
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T he in teg rals of m otion  of th e  D irac-eq u atio n  generalized b y  Rayski are d iscussed . 
The in tro d u c tio n  of th e  o p era to r o f th e  to ta l m o m en tu m  is suggested  a n d  its  p ro p erties  a re  
in v estig a ted . I t  is poin ted  o u t t h a t  th e  presence o f th e  in ternal field induces beside th e  loca l 
m om entum  of th e  field an in te rn a l m om entum  com ple ting  it to th e  to ta l  one, the  ju s tif ic a tio n  
fo r i ts  in tro d u c tio n  being also su p p o rted  by  th e  in v estig a tio n  of th e  infin itesim al o p e ra to r  o f  
ro ta tio n . I n  th e  suggested m eth o d  co m m u tatio n  ru les corresponding to  th e  usual ones a re  
fulfilled. F ina lly , th e  generalization  of th e  field e q u a tio n  is briefly  discussed.

§1. Introduction

In R a y sk i’s bilocal theory of fields [1] the usual variational principle  
has to he generalized [2 ], hence the traditional deduction o f the laws o f  con­
servation is a very difficult problem. The origin of the difficulties can be found  
in the fact th at the number o f the field equations is higher th an  the field q u an ­
tities. Particularly for free fields the traditional laws of conservation have been  
investigated  previously by Rayski [3], however, his method cannot be regarded  
as a satisfactorily general one.

In order to  elim inate the m entioned difficulties a quite different m ethod  
will be suggested for free spinor fields, nam ely, the laws o f  conservation w ill 
he discussed in the configurational лс-space.

The free spinor field is described b y  the bilocal function  y) =  ip(x, r) 
which is a 4-spinor, fulfilling the field equation

y » (V , .  +  a V „  +  x)V’ (x ,r )  =  0 ,  (1 ,1)

where b y  y  ̂ are denoted the Dirac’s m atrices, by V ,, as well as b y  ÿ ^ th e  u su a l 
differential operators, and а Щ 0  as well as % are constants depending on th e  
fam ily of particles. The well-known subsidiary conditions are at present not 
taken into consideration. /  m eans in the case of natural u n its  the field m ass  
of the particles [4].

* G uest o f th e  D ep artm en t o f Theoretical P h y sics, usual address E lem en tary  School* 
E perjes (C songrád), H ungary .
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The equation (1,1) has been discussed in  detail for a =  1 and % =  0 b y  
M in a r d i [5], who, taking in to  account a b ilocal fermion field in interaction  
w ith  the electrom agnetic field, established th a t  in this case the electron has 
a mass originating from the electrom agnetic field.

Let the equation (1,1) be put in the form

H {x ,r )x p (x ,r )  =  i \ / o f ( . x , r ) ,  ( 1 ,2 )

where the abbreviations

H  (x,r)  =  — i a (gradx - f  a gradr) +  « V 4 +  X 7  4 (1,3)

as well &s

a =  У4 (Уь У2, Уз) ; grad* =  (V i, V a, V s )  ; gradr =  ( V i ,V j ,V a )  (1,4) 

are introduced.
Of course, it  is clear th a t for a =  0 th e  H am iltonian (1,3) is reduced to  

the well-known local one.
I f  the operator Q(x, r) denotes an arbitrary bilocal operator, it is easy  

to  verify th at the condition for Q(x , r) to be an integral of m otion can be given as

[ H , Q ] =  0, (V o  13 =  0 ) .  (1,5)

In §2 the integrals o f m otion are deduced on the basis of this equation  
(1,5). F urther,in  §3 it is verified that the introduced operator of total m om en­
tum  can be regarded as the operator of th e  infinitesim al rotation. In §4 th e  
com m utation rules of the different observables of the m echanics of particles 
are investigated  and finally, in  §5 possible generalizations o f  the field equation  
( 1 ,1 ) as well as the elim ination of r4 are discussed.

§2. The integrals o f  motion

Let us regard an arbitrary linear com bination of th e  operators S7 f, . . .  v 
and V /i • • • vi then owing to  the definition (1,3) of the H am iltonian it is obvious

th a t th is is an integral o f m otion. This m eans, e. g., th a t P  =  — i gradx as

well as P  =  — i gradr are integrals of m otion too, denoting the external and  
the internal impulses, respectively.

In connection with th is it should be mentioned th a t in R ayski’s theory  
the rest mass o f the elem entary particles is determined b y  the internal m otions

and by the internal im pulse P  [6 ], respectively, as the kinetical mass o f the  
particles is related to the impulse of th e  particles.
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The operator of m om entum  in the a>space is usually  decomposed as

J ' (x )  =  L {x )  +  S ;  (2 , 1 )

where L(x) =  x / \ P  denotes the operator o f the orbital m om entum , and

1 1er £ \ ,
w ith o' = 0 ° )

/ 1 0
a e  =

2  \e a) 0 0 1 l o i

is the operator of the spin momentum.

First o f all it will be verified that J'(x) is not an integral o f  motion. H ow ­
ever, an operator

J  (x,r) =  ./ '  (x) +  L  (r) =  L  (x) +  S (r) (2,3 )

can be introduced, where L =  r / \ P  is the operator of internal motion determined 
in a suitable way, which may be denoted as the operator o f  the total momen­
tum and which fulfils already the above condition (1,5), being consequently the 
integral o f  motion searched for.

H ence, as on the one hand

[Я  (*, r), L (*)J =  — [a • gradx, x A grad x] =  — а  Д  gradx, (2,4) 

furthermore,

[H (x, r), S] =  — i [a • gradx, S] — i a [a • gradx, S] +  y  [ f i .  S ] =
(2,5)

—r  —7

=  « A  gradx +  а а Д  grad,

are obtained, it is proved, as asserted above, that J  (x) is not an integral of 

m otion, however, ,/(x, r) owing to

— 7 — 7 —7 —7

[H  (*, r), L  (r)] =  — a [a ■ grad,, г Д  grad,] =  — а а Д  grad,

com m utes already with the H am iltonian (1,2), so that the proof of the above  
statem ents is complete.

The obtained results can be interpreted as follows : B y  taking into con­
sideration the internal r-space a new term referring to the internal motion o f  the 
particles is induced in the operator o f  the total momentum. This new term can 
be joined to the spin operator o f  the particle. This means that the toted momentum

is the sum o f  the orbital momentum L(x) as well as of S introduced in (2,3). S(r)
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depends only on the properties of the particle determ ining on the one hand, 
the spin and on other hand, assuring the quantisation o f th e  mass of the par­
ticles.

R ecently Y ennie [7] has investigated  in  the case o f  Yukawa’s theory  
the properties o f  the m om entum  operator o f internal m otion, com pleting thus  
his results concerned with the irreducible decomposition o f an arbitrary bilocal 
theory of fields [8 ].

§3. The operator of total momentum as the generator o f an infinitesim al
rotation

In analogy to the know n results o f the theory of groups (e. g. [9], §6 , 
17, 22) according to which in the case of a wave function depending on several 
independent variables, the operator of infinitesim al rotation (the operator of 
the orbital momentum) can be built up as the sum of the operators of in fin ite­
simal rotation (operators o f  th e  orbital m om entum ) in the different subspaces, 
it  is expected th at in the case of the bilocal theory o f fields too, the operator 
of the infinitesim al rotation (2,3) can be introduced in the space } x±, x2, x3 
ri, г2> гз ! • T ° complete th e  proof for th is assumption the variation o f the  
wave function ip(x, r) induced by the infinitesim al 3 x 3  matrix dik -}- coft! 
(being £0 ,7; antisym m etrical in  its indices i  and k) has to  be determined.

D enoting the operator o f  infinitesim al rotation by R

R xp (x, r) =  y>' (x, r) +  ô *  y) (x, r) (3 ,1)

is obtained, where

ô* xp(x,r) =  ôy> (x, r) — w ik (xk \7 i  +  rk V i) У (ж, Г) ,  (3,2)

ôip(x, r) being the so-called “ local” variation of ip(x, r). In  (3,2) the second  
term can be put in the form

-  (J[1] «32 +  J Í «  «13 +  Л Х) W2l) V ,  (3 ,3)

where the operators (i =  1, 2, 3) are defined by

=  { ( ж /í  V m  X m  V k )  V m  r m  7 7 (3,4 )

(cyclic perm utation for i , к , m). This obviously means th at

J P = - Í ( L ,  +  Q  (3 ,5)

generates the usual rotations in  space.
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Now we have to  determ ine the local variation ôip(x, r) which gives the  
operator o f rotation J(%) in the spin space.

Owing to  the isomorphism between the proper Lorentz group and the  
binary unimodular transform ation of (spinor) group (e. g. [1 0 ], § 1 0 ), the sim ul­
taneous rotation of the external as well as the internal space is equivalent

w ith  a spinor transform ation producing the spin m om entum  S  ([10], § 16). 
Consequently, in the present theory the spin m om entum  o f the particle is equi­
valent w ith the spin mom entum  of the point particle and the internal m otion  
o f  the particle does not result in a further spin m om ent. However, th is is 
valid  only in terms of Y ukaw a’s variables, in  other cases giving a different 
m om entum  o f the internal space.

Owing to (3,1) — (3,5), for the explicit form of the infinitesim al rotation  
operator

R =  1 +  (J[X) +  J [2)) C0 32 +  ( Л 1) 2 3 +  Д 2>) C0 13 +  (J?> +  Л 2)) « 2 1

can be obtained being equivalent with (2,3).

§4. Commutation rules

The operatois P , P, L, L, S, J  were introduced in §2. In the present § 
their com m utation rules will be determined.

1. Let a linear com bination В  of the operators P  and P  be considered, 
furthermore, a bilocal function be denoted b y  F(x, r), then

[ F ( x , r ) , B ]  =  - B F ( x , r )  (4,1)

is obtained corresponding to the well-known Heisenberg’s relations.
2. It is obvious th a t the operators P, and P k as w ell as Р,- and P k are 

commutable,

[P „ P ;,] =  [P „ P /t] =  0 . (4,2)

3. It is easy to verify that

[L/, L/r] —  i L m î  [L(, L/f] —  i f m  > [L /,Рд] —  0  

(cyclic perm utation for i, k, m), furthermore,

[L h L ]  = [  L „ L  ] =  [ L , L ]  =  0 .

(4,3)

(4,4)
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4. The operator S introduced in (2,3) fulfils the usual com m utation rules

[S„ Sk] =  i S m (4,5)

(cyclic perm utation for i, k. m).
5. Turning to the discussion of the properties of the operator J), first

o f all
[ J i , J k \ = i J m  (4,6)

(cyclic perm utation for i, k, m) can be deduced based on 3 — 4 (the operators 
o f the infinitesim al rotation (JŸ^ -f- J /2>) fulfil the condition of integrability).

6 . D efining the square o f the m om entum

J 2 =  L 2 +  2 L 1 + T ,  ( 4 , 7 )

the following com m utation rules

[ j \  J , ]  =  [fX] =  [ J 2,  s “ ]  =  0  ( 4 , 8 )

can be deduced. Thus e. g. in  the case i =  3

[ j \ Л ]  = 2  [L S , J 3] +  [ S ,  j 3\ =  2 {L i ( i S2 +  r [Sr, S 3]) +

+  L 2 ( - i S i +  [S 2, S 3]) +  [ S ,  S 3] =  0

is obtained.
These com m utation rules prove th a t the introduced operator (2,3) o f 

total m om entum  fulfils all properties o f the local m om entum  fam iliar in the 
local theory o f fields.

§5. Remark on the generalization of the field equation

The considerations o f  the previous paragraphs were based on the field 
equation (1,1). It seems an interesting question w hat sort of generalization  
of (1,1) is com patible w ith  the results o f the above paragraphs 2 and 3. The 
field equation

{vu V n  +  aß„  V/< +  '/}  V {x, r) =  0 (5,1)

can be regarded as a natural generalization of (1,1), where ß fl is a 4 x 4  m atrix  
which has to  be determ ined in  a suitable w ay. Since the field equation (5,1) 
must be a generalization o f (1 ,1 ) it is obvious that ß  ̂ has to fulfil the anti­
com m utation rules

{A. * }  =  { & ,& }  =  2 < U . (5,2)
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It can be proved easily th at only ß  /t =  y fl is compatible w ith the anticom m u- 
tation  rules (5,2).

This m eans, however, that the field equation (1,1) is from this point 
of view  the m ost general one which is in accordance with R aysk i’s theory [1 ].

A quite other type of generalization o f (1,1) would be the supposition  
that the matrices y fl and ß t, as well as ip(x, r) are m x n  m atrices and spinors 
with n components, respectively, where n is finite or infinite. In this case it 
would be possible to search for a different representation for matrices y,, and  
ß ß and to deduce a new mass spectrum, however, this possib ility  will not be  
investigated here.

F inally , the role of the internal co-ordinate r/( is to be investigated . On 
the one hand, it is clear that by calculating the mass spectrum  introducing  
a suitable reaction force, the operator \y /( can be elim inated ; on the other  
hand it is well known that in the rest system  r„ vanishes [1 ] and that it can  
be removed from the Born-invariant subsidiary conditions

4  (p i  -  p i )  +  4  (p i  -  p ï ) +  4  (p \  -  p i)  —

2 P l P 2 ri  r2 — 2 p 2 p 3 r2 r3 — p 1 p a r 1 r3 — p 2p,t =  0 ,
(5 ,3)

where p,, denotes the im pulse of the particle and p  is its mass calculated w ith  
the help of the mass spectrum. (5,3) is generally the equation of an ellipsoid  
reduced in the rest system  to  the sphere r3 -f- r\ -f- r3 =  p 2. In this w ay  
a three-dim ensional m anifold is introduced. I f  it is supposed th a t the isotopical 
spin space is characterized by j rx, r2, r3 | our considerations m ay be regarded 
as a new version of P a is ’s theory [4].

Many thanks are due to Prof. J. I. H o r v á t h  for his hosp itality  and inter­
est in this topic as well as to Prof. J. R a y s k i  for the helpful discussion during 
his visit in Szeged.
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SOLAR FLARES, CONCURRENT COSMIC RAY RURSTS 
AND SUBSEQUENT GEOMAGNETIC STORMS
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Five large cosmic ray bursts in connection with solar flares have been observed till 
now. Two of them were followed by geomagnetic storms associated with cosmic ray disturb­
ances when both the phenomena could he closely correlated. Two of the biggest geomagnetic 
storms recorded at Alibag have also been considered. Just as in geomagnetism, it was though 
that a study should be made not merely of individual flares but also o f the evolution and 
progress of solar active regions for the above phenomena.

Big cosmic ray bursts along with solar flares occurred when the active regions on the 
sun had a long previous history of more than usual activity either when the active region 
was near the C. M. or near the western limb of the sun. In the former case a geomagnetic 
storm followed which could be closely correlated with a simultaneous cosmic ray disturbance. 
In the latter, no such type of geomagnetic disturbance followed- In the case of the two biggest 
geomagnetic storms, the active region was more ephemeral in age or history. The large flares 
occurred at the period of dissolution of the region soon after its C. M. passage.

The particles responsible for the very big solar flares have atomic numbers neither 
too low nor too large in the periodic table and are positively charged. The frequency of 
such events being small the elements involved must be from those in the sun whose 
abudence is relatively scarce. Detailed spectroscopic examination would decide what these 
elements are (Sr, Ba. etc.).

G eom agnetic disturbances and particularly the bigger ones among them  
called storm s have been studied for a long tim e in relation to the progress 
and evolution  o f solar active regions during the sun’s rotation . In m ost of the 
studies o f large cosm ic ray bursts or sharp increases at the tim e o f or after solar 
flares, little  attem pt has been made to  relate the events to the evolution  of the 
related solar active regions, or the solar rotation. In fact, solar flares which  
have been listed  as o f nearly equal im portance in the astronom ical publica­
tions [1 ] have been arbitrarily classified under different categories based  
purely on cosm ic ray observations [2]. The large events o f solar flares and sharp 
increases in the cosm ic ray ionization at the earth’s surface th at have been  
recorded are not very m any. B ut still their study in relation to  available geo­
m agnetic and solar data has shown th at some order could be obtained in their 
classification.

Am ong the non-periodic variations in the incom ing cosm ic rays at the 
surface o f the earth, a perceptible disturbance —  a decrease in  general —  has, 
som etim es but not always, been noted about the epoch o f geom agnetic storms. 
On these occasions, the cosm ic ray ionization curve w ith tim e follow ed closely  
the corresponding geom agnetic cu ive. Corresponding to the hum p or crochets 
in the geom agnetic records at stations on the daylight side o f  the earth s

* Revised version VII. 29. 1957.

9 Acta Physica VIII/3.
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hem isphere at the tim e o f solar flares or chromospheric eruptions, the cosm ic 
ray curves have occasionally shown abnorm al increases at stations aw ay from  
the geom agnetic equator. F o r b u s h , S t in c h c o m b  and S c h e i n  [3] gave four 
instances (Feb. 28th and Mar. 7th 1942 ; Ju ly  25th 1946 and N ov. 19th 1949). 
R ecently  a fifth  instance has been added to the list and was com m ented upon  
even in the B. B. C. news broadcast. E ven  at low  geom agnetic latitudes, the  
cosm ic ray curves got affected  very significantly.

The solar flares o f Feb. 28th 1942 and July  25th  1946 were followed  
w ithin 24 to  48 hours by geom agnetic storm s with closely relatable cosm ic ray 
changes. The solar flares o f  Mar. 7th 1942 and Nov. 19th 1949 were not follow ­
ed b y  geom agnetic storm s which could be correlated with contem porary  
cosm ic ray changes. After the great solar flare of Feb. 23rd 1956, a geom agnetic  
storm  w as recorded on F eb . 25th. F e n t o n , M cCr a c k e n , P a r s o n s  and T r o s t  
[4] report th at there was no drop in cosm ic ray ion ization  during the period 
of th is geom agnetic storm . Sa r a b h a i , D u g g a l , R a z d a n  and Sa s t r y  [5] 
who reported cosm ic ray changes at Ahm edabad and at K odaikanal and Tri­
vandrum  (very near the geom agnetic equator) did not notice any cosm ic ray 
changes during the geom agnetic storm  on Feb. 25th 1956.

B y  assigning characteristic indices as a m easure o f tim e fluctuations  
of cosm ic rays in analogy w ith those used in geom agnetism , it has been shown
[6 ] th a t while on disturbed days, there was a general trend for both geom agnet­
ic and cosm ic ray indices to increase together, tw o d istinct groupings could 
be recognised as : (a) The cosmic ray index  was relatively  high while the geo­
m agnetic index  was not very  large e. g. F eb .— Mar. 1942 and (b) The cosm ic 
ray in d ex  was not very large but the geom agnetic in d ex  was high, e. g. Mar. 
1941. Sim ilarly while during the epoch o f the geom agnetic storm  of July  
26th 1946, cosmic ray changes showed close correspondance, no such sim ultan­
eous changes have been reported in the case of the very m uch biggergeom agnetic  
storm  o f Mar. 28th 1946. The geom agnetic storm s o f Mar. 1st 1941 and Mar. 
28th 1946 are the tw o b iggest recorded at the Alibag B om bay M agnetic Obser­
v a to r y ^ ]. They happened while routine cosmic ray observations were ava il­
able but y e t no outstanding changes in  the incom ing cosm ic rays have till now  
been reported at those epochs. As the tw o or three b iggest cosm ic ray changes 
w ithout corresponding geom agnetic effects have to be considered, it would be 
justifiab le  to include the tw o biggest geom agnetic events w ithout cosm ic ray 
effect in  this study.

[It m ay be especially  pointed out that the Central Meridian (C. M.) 
distance on any day is to  w ithin a few  degrees only approxim ate. For an iden­
tical very  im portant flare even near the C. M. the active region No. 17 of the 
first quarter of 1956, at the same tim e, K a n z e l h o h e  has assigned 2E while 
O n d r e j o v  assigned 10 W ,  a variation  of 12° in the coordinates on the sun. 
This active region gave later the big solar flare of Feb. 23rd 1956.]
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The relevant data have all been  tabulated for com parision o f each 
individual event : the f iv e  big cosmic ray  bursts and the tw o biggest geom agnet­
ic storm s, seven in all. The Tables 1 to  6  have been sum m arized in Table 7.

Discussion

Re : active region No. 7. of 1941, the chief points to notice are th a t the 
region hardly lasted a w eek w ith C. M. distances 28E to  53W . Flares o f  im por­
tance 3 Were reported tow ards the end o f its life, i. e. w hen its age was about 6  

days. The region was then  situated  m idw ay between th e  C. M. and the western  
limb o f the sun. The geom agnetic storm  followed 43 hours after C. M. passage  
and it was perhaps the b iggest one as far as geom ag. storm s are concerned  
recorded at A libag/Bom bay.

Re : active region N o. 1 2  o f 1942, it  was observed when it first appeared  
at the eastern limb of the sun as o f im portance 3. I t  was a return o f active  
region N o. 5. which had C. M. passage on Feb. 1. 7. The region No. 12 continued  
active in its progress and even returned a third tim e as N o. 17 with C. M. pas­
sage on Mar. 27. 4 w ith 17 observed d istin ct flares. The first cosm ic ray in-o
crease occurred on Feb. 28th  12 U. T. w hen the active region No. 12 was near the 
С. M. o f the sun. The geom agnetic storm  that followed on Mar. 1st 1942 could  
be closely correlated w ith the cosmic ray  tim e curves at the same epoch. The 
geom agnetic storm  showed rapid flu ctuations in the in itia l phase.

The second cosmic ray increase o f  active region N o. 12 occurred on Mar. 
7th when the active region was near the w estern limb o f th e  sun. No geom agnet­
ic storm  w ith  fluctuations which could be closely correlated with cosm ic ray  
curves were recorded.

Re : active region N o. 15 of 1946, though its age has been given at the  
tim e of С. M. passage as > 6  in  the I. A. U . Bull., only three independant flares 
have been recorded in its passage from  44E  to 5E (in С. M. distance). The 
flares tow ards its end were o f im portance 3. No cosmic ray phenomenon has 
been reported. The geom agnetic storm th a t followed w as the second biggest 
recorded at A libag/B om bay and was associated with radio fade-outs and dis­
location o f subm arine telecom nranications.

Re : active region N o. 51 of 1946, th is could be observed when it  was 
near the eastern limb o f the sun (w ithin a day) and th e  flares through its  
progress had im portance 2 and 3. The cosm ic ray increase occurred on Ju ly  
25th 1600 U. T. when the active region was near the С. M. o f the sun. It  was 
followed next day by a geom agnetic storm  whose fluctuations could be closely  
correlated w ith  Cosmic R ay curves w ith  tim e. W hen th e  active region was 
nearing the western lim b, though it continued to be active , relatively  to  its  
previous h istory, it was less marked.



Table 1

Solar active region No. 7 of 1941. Central meridian passage Feb. 27. 3. No. of observed distinct flares : 7

Coordinates Remarks
Geomagnetic

Date Station Time (U. T.) 0 C. M. 
Diet.

Imp. Solar Cosmic Ray

1941

Feb. 25. Kodaikanal 0250—0330 
(Max. 0300)

13N 28 E l

Feb. 26. Meudon 1317—1328 15N 8E 2
Zürich 1345—1400 15N 9E 1—2

Feb. 27. Mt. Wilson 0036 16N 2E 1
Mt. Wilson 1953—2018 

(Max. 2018)
16N 7W 2

Biggest. Geomag. storm No report of
Mar. 1. Zürich 1328— 1418 16N 27W 1—2 Active. Imp. Mar. 1st 0355 U. T. s. c. cosmic ray

filament abnormality
Meudon 1626 14N 30W 1 End of Imp. Flare AYL 45 y  ; A Z  —  50y

(main large spot 
dissolving)

A D  V  4 to W.

Mar. 3. Greenwich 0840— 0910 13N 54W 3 Range :
(Max. before H >  1000 y  (1200 y  ?)

0840) Z 130 y  
D 16'

Simeis 0925—1023 17N 53W 3 Several active
centers

[The active region lasted hardly a week. Its age at the time of C. M. passage was just two days. The big flares of Imp. 3 occurred when 
the age was 6 days, but when the region was neither near the C. M. nor near the limbs but when it was almost midway between the C. M. and 
the western limb.]
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Table 2
Solar active  reg ion  No. 12 o f 1942. C. M. Passage F eb . 28. 8. 1942. No. o f observed  d is tin c t fla re s  : 17

Date Station Time (U. T.)
Coordinates 

0  C. M. 
Dist.

Imp. Solar Remarks
Geomagnetic Cosmic Ray

1942

Feb. 21. Meudon 1340—1509 7N 90E 3 Visible at edge 
35 000 km above 
chromosphere. Invis. 
1310 hr

Zürich 1342— 1352 7N 90E 2 s. c. geomag. storm
Alibag. Feb. 23rd

Feb. 25. Taskhent 0724— 0736 4N 47E 1 1329 U. T. to Feb.
27. Sherborne 1052—1114 6N 9E 1 24th 1600 U. T.
28. Kodaikanal 0235—0257 5N 10E 2 Range: H 171 y ; Z

37 y ; D 3'. 9

Arcetri 1100 5N 5E 3 Many brilliant spots
Sherbornè 1242—1522 7N 4E 3 Exceptionally brilliant Just before 12 U. T.

and spread out of 28th cosmic ray 
burst except at Huan-
cayo

Greenwich 1415—1430 7N 6E 2 Very much spread out
Greenwich 1500—1505 7N 6E 2
Mt. Wilson 1714— 1732 8N 2E 1

Severe s. c. geomag. Cosmic ray decrease
Mar. 1. Zürich 1020— 1055 12N 4W 2 storm. Mar. 1st. 0726 at all stations at time

Zürich 1520— 1535 7N 7W 1 Brilliant spot U. T. Alibag. s. c. in geomag. storm s. c.
Mt. Wilson 1145— 1816 8N 12W 1 H 75 y ., rapid flue- with corresponding

tuations in H till 
0905 U. T.

changes later

[Mar. 2nd and Mar. 3rd prominent with flares of Imp. 2 and 3. Five observations.]
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Table 2 (contd.)
Solar active region No. 12 of 1942

Date Station Time (U. T.)
Coordinates 

0  C. M. 
Dist.

Imp.
Remarks

Solar Geomagnetic
Cosmic Ray

1942

Mar. 4. Kodaikanal 0249 7N 42W 2

T askhent 0700—0745 5N 55W 1

6. Taskhent 0456—0509 0 90W 1 Eruptive protuberance Geomag. dist. g c.
Mar. 5th 13 U. T. 
Range : H 142 y  
Z 18 y

Radio fade-out day­
light side of earth 
Mar. 7th 04 U. T.

Sharp cosmic ray in­
crease about Mar. 7th 
0415. U. T. except at 
Huancayo

[Note : Solar active region No. 12 of 1942 was a return of No. 5 with one observed flare and С. M. passage Feb. 1,7 ; third return of 
the region as No. 17 with 17 observed flares and С. M. passage Mar. 27. 4.]

The cosmic ray sharp increase occured on 28th 12 U. T. about the time active region was near С. M. that on Mar. 7th occurred when the 
region near the western limb of the sun. The first increase on Feb. 28th was subsequently followed by a geomagnetic storm which affected the 
cosmic ray ionization curve also. The second increase in cosmic ray intensity on Mar. 7th was not followed by a geomagnetic storm at all.
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Table 3

Solar ac tive  region No. 15 o f 1946. C. M. passage M ar. 26. 9. No. o f observed d is tin c t flares : 3

Date Station Time (U. T.)
Coordinates 

0  C. M. 
Diet.

! Imp. Solar
Remarks

Geomagnetic Cosmic Ray

1946

Mar. 23. Worthing 1235—1245 23N 44E l

26. Zürich 0656—0710 25N 22E 2

27. Kodaikanal 0410—0445 20N 5E 3

Taskhent 0430— 0732 19N 5E 3 Two eruptive Severest completely recorded No significant
centers geomagnetic storm at Ali- change reported

bag. Mar. 28th 0735 U. T. s. 
c .:/lH 82y ;/lZ  — 27y;zJD 
V -3 1 .W . Range :H  1040 y  ;
Z 141 y  ; D 22'. 8 

Complete radio fade-out A. I.
R. 1130 to 1530 U. T. of 
28th

Dislocation submarine cables 
Aurorae

[Note : The active region did not show great activity though I. A. U. Bull, shows that its age at C. M. passage was more than 6 days. 
Geomagnetic storm after the C. M. passage of the active region. The solar flare on 27th though quite important from other consideration was 
not one from a continuously highly active region.]
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Solar active region No. 51 of 1946. C. M. passage July. 26. 8. No. of observed distinct flares: 37
Table 4

Date Station Time (U. T.)
Coordinates 

0  C. M. 
Dist.

Imp. Solar Remarks
Geomagnetic Cosmic Ray

1946

July 20. Sherborne 1625— 1637 21N 80E l

21. Taskhent 0740— 0920  
(Max. 0750)

22N 70E 2 End uncertain

Zürich 1525— 1630 22N 70E 2

22. McMath 1546—1601 25N 46E 3
23. Taskhent 0530— 0645  

(Max 0550.)
2ON 48E 2 Two eruptive centers

Zürich 0700—0820 
(Max. 0730)

20N 50E 2

Greenwich 0910—0950 
(Max. 0918)

22N 45E 3
Arcetri 0940—0950 21N 52E 3
McMath 1413—1500 25N 40E 3
Greenwich 1505—1525 22N 42E 2
McMath 1715—1759 25N 40E 3
Sherborne 1716— 1813 22N 36E 2

24. Greenwich 1345—1357 22N 34E 2
McMath 1520—1805 25N ЗОЕ 2

25. Greenwich 0946—1022 
(Max. 1005)

22N 23E 2

Worthing 0956—1040 
(Max. 1007)

2 IN 25E 2

I
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Table 4 (con td .)

Solar ac tiv e  R egion No 51 of 1946

Date

1946

Ju ly  25.

26.

27.

Aug. 1.

2.

Station

M eudon
Sherborne

Z ürich

Cam bridge
Sherborne

M t. W ilson

M cM ath

M cM ath

M cM ath
M eudon

T ask h en t
Z ürich

Time (U. T.)
Coordinates 

0  C. M. 
Diet.

Imp. Solar

1504— 1830 20N 15E 3 + G reat increase a fte r
1513— 1527 22N 15E 2 1616 h r

(M ax. 1517)
1610— 1800 20N 18E 3 +

(M ax. 1640)
1612— 1740 20N 15E 3
1615— 1810 22N 15E 3 +

(M ax. 1627)
1621— 2030 21N 18E E xcep tionally  large

(M ax. 1641) 

1448— 1503 20N 5E 2

sun spo t crossed C. 
M. (4000 m illio n th  of 
sun ’s hem isphere in

1356— 1436 20N 8W 3
area)

1555— 1728 23N 77W 1— 2
1744— 1815 21N 85W 2

0456— 0510 22N 87W 1 E ru p tiv e  p ro tu b eran ce
0630— 0645 21N 82W 1

again  active  0720 h r

Remarks
Geomagnetic

R adio  fade-ou t 25th 
1600 U . T . Sun-lit 
hem isphere

G rea t geom ag. sto rm  
a t  A libag. Ju l .  26th 
1850 U .T .;  A H  100y; 
A X  — 2 9 y ;A D  3 '. 1W 
follow ed by  rap id  
flu c tu a tio n s. R ange : 
H 499y;Z  103y;
D 12'. 5

Cosmic Ray

Sharp  increase o f cos­
m ic ray s a t  G odhavn , 
Cheltenham and C hrist­
church  a t  25 th  1600 
U. T . H uancayo  and 
T eoloyucan  showed 
no change

Cosmic ra y  decrease 
and  corresponding 
flu c tu a tio n s w ith  
geom agnetic  sto rm  
a t  H uancayo , Teolo­
yu can , C heltenham , 
G odhavn  and  C hrist­
church

[Note (a) D ue to  large n u m b er o f fla res  from  Ju ly  21st to  Aug. 1st on ly  those  o f Im p. 2 o r m ore c ited  here. A ctive  region No. 51 re tu rn ed  
as region No. 62. C. M. passage Aug. 24.1 w ith  th ree  d is tin c t fla res . F rom  Ju ly  22nd to 26 th  no o th e r active  reg ion  p resen t.]

Cosmic R ay  increase  occurred  w hen th e  active  region was w ith in  a  day  o f crossing th e  C. M. I t  was follow ed la te r  b y  a geo­
m agnetic  storm  w hich could be closely corre lated  w ith  th e  corresponding cosm ic ra y  changes. T his active  region was a ll along active  from  th e  
tim e  i t  was sighted in  th e  eas te rn  lim b  of th e  sun  till  a f te r  i t  crossed sun’s C. M. I t  becam e less active  as i t  reached  th e  w este rn  lim b , com pared  
w ith  its  e a rlie r h is to ry , th o u g h  n o t absolu te ly .
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Solar active  region No. 23 of fo u rth  Q u a rte r  o f 1949. € . M. passage N ov. 14. 1. 1949. No. o f observed  d is tin c t flares : 17

Table 5

Date Station Time (U. T.)
Coordinates

0  C. M. 
Dist.

Imp. Solar
Remarks Cosmic RayGeomagnetic

1949
I

N ov. 11. M itaka 0522— 0557 3S 53E l Several e ru p tiv e  cen-
17. Schauinsland 0925— 1016 2S 43W 2 ters

(M ax. 0949)
K o d a ik an a l 1000 2S 46 W 1

W endelstein 1119— 1218 2S 40 W 2

(M ax. 1140)
Greenw ich 1230— 1237 3S 46W 2
M itaka 2345— 2400 3S 5.SW 2 W ith d a rk  filam en ts o f

large rad ia l speed
18. M itaka 0106— 0125 0 5.SW 2__ A g. c. geom ag. storm

K anzelhohe 1130— 1139 2S 59W 2 a t A libag. N ov. 18th
0530 to  2000 U. I .

W endelstein 1132— 1142 2S 57W' 2 R ange: H  264y;
K anzelhohe 1340— 1356 2S 60W 1 + Z 71y

Large sharp  increase
19. W endelstein 1029— 1119 5S 74W 3 in cosmic ray s Nov.

(M ax. 1032) 19th 1045 U . T . a t
E d inburgh 1630— 1209 2S 70W 3 + E x cep tio n a lly  im por- high geom ag. la titu -

(M ax. 1632) ta n t  e ru p tio n  w ith des. C lim ax (Colorado)
1037— 1130 2S 70W 3 eru p tiv e  p ro tuberance increased  by  207 %

reach ing  560 000 km and  C heltenham  43% .
O ndrejov 1037— 1057 2S 74 W 2 + heigh t a t  1059 U. T. N o t follow ed b y  a

90 Z ürich 1013— 1022 öS 80W 1 decrease o f a  geom ag.
associated  storm

[N ote : Solar fla res  o f Im p . 1 have been o m itted  excep t a t  s ta r t  and  end of active  region. No. 23 region was a refo rm ation  o f No. 13 of 
th e  sam e q u a rte r  C. M. passage O ct. 18.8 1949 w ith  8 d is tin c t observed flares. A ll th e  observations for N ov. 19 refer to  iden tica l f la re .]

T hough  th e  age a t  C. M. passage of active  region No. 23 is given as —  1 in  I. A. U . B u ll., i t  h ad  been  observed a t  least th rice  before C. 
M. passage (during  th e  th ree  p revious days). I t  was also a  fresh  fo rm ation  on re tu rn  o f an  o lder group and  m ig h t therefore  have  reasonable con­
tin u ity . The flares n ear the  w estern  lim b were very  p rom inen t and  th e  cosm ic ra y  b u rs t occurred  th e n .
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Table 6

Solar active  region No. 17 o f f irs t q u a rte r  o f  1956. C. M. passage Feb . 17. 8 No. o f  observed d is tin c t flares : 32

Date Station Time (U. T.)
Coordinates

0  C.M. 
Dist.

Imp. Solar
Remarks

Geomagnetic Cosmic Ray

1956

Feb. 10. C apri 1255— 1301 2 2 N 80E 1 +
(Fraunhofer)

McMath 2110— 2140 20N 90E 3

11 . A bastu m an i 0631— 0710 25 N 77E 2

13. A bastu m an i 0600— 0719 22N 52E 2

C apri F. 1007— 1012 2 0 N 40E 2
Sac. Peak 1418— 1558 

(M ax. 1450)
18N 47E 1 +

14. K odaikanal 0538— 0635 23N 26E 2

M itaka
(M ax. 0557) 

0539— 0709 20N 30E 3
T ask h en t 0602— 0730 21N 40 E 3

15. M itaka 0018— 0058 2 0 N 20E 2

16. C apri F. 1118— 1153 24N 8 E 2

M t. W ilson 1821— 2039 
(M ax. 1837)

22N 6 E 2

t oЮо»
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Table 6 (co n td .)

Coordinates
Date Station Time (U. T.) 0  C. M. 

Diet.
Imp. Solar Geomagnetic Cosmic Ray

1956

F eb . 17. A b astu m an i 0640— 0834 25N 4W 2

A bastu m an i 1100— 1225 24N 4W 3
Zürich 1104— 1211 19N 0 2
N izam iah 1110— 1203 

(M ax. 1120)
21N 6 W 3

H erstm onceaux 1113— 1123 23N 2 W 2

K anzelhohe 1125— 1155 18N 2E 3 [Sharp increase o f  cos-
1125— 1200 19N 2W 2 m ic ra y  ion iza tion

W endelstein 1125— 1242 21N 9W 2 +
rep o rted  a lm ûst 
everyw here includ-

O ndrejov 1152— 1242 16N lo w 2 ing low  geom ag. la t.
(M ax. 1209) sta tio n s like K o d a i­

k an al T riv an d ru m  etc.
19. A b astu m an i 0755— 0825 19N 26W 2 Several e ru p tiv e  cen- on F eb . 23rd  1956

A b astu m an i 0914— 0943 22N 24W 2 te rs 0330 U. T  Solar noise

Sac. Peak 1430— 1657 23N 27W 1 + [The f la re  was n o t rad io  fade-ou t also 
rep o rted(M ax. 1445) rep o rted  on  Feb .

O ndrejov 1434— 1435 27N 18W 2 24th  show ing th a t  
ac tive  region w hich 
was p ro m in en t for 13 
days h ad  passed  ou t]

No sign ifican t cosmic 
ra y  changes rep o rted  
a t  tim e  o f geom ag. 
sto rm  o f F eb . 25th

2 0 . A bastu m an i 1134— 1240 19N 38W 2 Several e ru p tiv e
1956]

W endelstein 1143— 1319 20N 40W 1 + cen ters
H erstm onceaux 1230— 1240 20N 40W 2 Big cosm ic and  solar 

phenom ena reported
23. M itaka 0334— 0414 25N 85W 3 w hen ac tiv e  region 

was a lm ost on wes­
te rn  lim bK odaikanal 0335— 0510 23N 80W 2— 3

T ask h en t 0429— 0500 2 0 N 76 W 2
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Table 7 (S u m m ary )

Year No.
Coordinates 

0  L

C. M. Passage
No. of 
Disinct 
obsd. 

Flares
Date

Flare Date of
Cosmic Ray 

affected 
Mag. Stm.

Interval
Magnet

an

Flare

between 
ic Stm. 
d

C. M.
passage

Date on Ago at C. M. 
Dist. Age

Cosmic Ray 
Burst

Magnetic
Storm (in days)

1941 7 15N 354 Feb . 27. 3. 2 7 — — — — M ar. 1. 15. No. ____ 1,85
1942 12 7N 197 Feb. 28. 8 . +  26? 17 Feb . 28. 5. 4E +  26? Feb . 28. 5. M ar. 1. 31. Yes 0,81 0,51
1942 Feb . 28. 8 . 17 M ar. 7. 18. 91W +  32? M ar. 7. 18. — No. — —
1946 15 23N 10 M ar. 26. 9. > 6. 3 M ar. 27. 2. 4W > 6 — M ar. 28. 1. No. 1Д 1,41
1946 51 21N 198 Ju l . 26. 8 . > 6 37 Ju l. 25. 67. 16E > 5 Ju l . 25 .67 . Ju l. 26. 8 . Yes 1,13 0 ,0

1949/4 23 2S 116 N ov. 14. 1 . 3 17 Nov. 19. 40. 75 W 8 Nov. 19. 44. — No — —
1956/1 17 22N 176 F eb . 17. 8 . > 6 32 F eb . 23. 13. 80W 11 F eb . 23. 13. — No — —

[N ote, (a) C. M. d istances an d  age re fer to  those of th e  so lar active  region num bered  in  each row.
(b) C. M. d istances w ith in  a few degrees on ly  ap p ro x im ate .
(c) F o r active  region No. 23 o f fo u rth  q u a rte r  o f  1949, th e  age a t  C. M. passage is given as — 1 in  Q. B ull o f I . A. U.

I t  w as, how ever, observed on 11 th  N ov. a t  M itaka , N ov. 13. a t  K anzelhohe an d  again  on  N ov. 14 a t  M itaka and  th e  age has 
been  changed here. H ow ever, in  th e  Q. B u ll., i t  is m en tioned  th a t  th e  active  region w as a fresh  fo rm atio n  on th e  re tu rn  of 
No. 13 ac tive  region o f th e  fo u rth  q u a r te r  o f  1949.]

8

SO
LA

R
 FLA

R
ES, C

O
N

C
U

R
R

EN
T CO

SM
IC R

A
Y

 B
U

R
STS



2 9 8 S. L. MALURKAR

Re : active region No. 23 o f the fourt hquarter o f 1949 ; its age at the stage  
o f C. M. passage is given i n i .  A. U . Bull, as —  1 day. B ut it had been observ­
ed thrice w ithin  the three previous days of its crossing the C. M. (14. 1. N ov. 
1949) i. e. from N ov . 11th. It has also been sta ted  to be a fresh form ation on 
its  return of an earlier active region No. 13 w ith  C. M. passage on Oct. 18. 8 . 
N o cosm ic ray or significant geom agnetic phenom ena were recorded at the tim e 
of the C. M. passage o f the region. The region becam e more active towards 
the period of its approaching the w estern lim b o f the sun. The cosm ic ray burst 
occurred when th e  active region w as about a d ay’s journey from  the western  
lim b o f the sun. N o geom agnetic storm  nor m arked correlatable cosm ic ray 
decrease has been reported, subsequent to the flare. The sharp increase in  cosmic 
rays at Climax w as the largest till then  recorded and drew wide attention .

Re : active region No. 17 o f  the first quarter o f 1956, it was observed  
w hen it  approached the eastern lim b o f the sun. I t  has been reported 
as o f  Im p. 3 by McMath. It continued very active in its passage to  the C. M. 
and to  the western limb of the sun. W hile the period could not be described as 
geom agnetically  undisturbed, no geom ag. storm  which could be correlated 
w ith  cosm ic ray decreases were reported about Feb. 18 to 19 1956. The big 
cosm ic ray increase occurred on Feb. 23rd 1956 when the region was alm ost 
at the western lim b of the sun. The corresponding solar flare w as also Im p. 
2 to  3. The geom agnetic storm  on Feb. 25th 1956 did not mark any cosmic 
ray  decrease nor could if  be correlated w ith cosm ic ray curves at the same 
epoch.

The number o f large events in  cosm ic rays w ith solar and geom agnetic  
even ts th at have been observed has been sm all. B ut still a separate study of 
th em  m ight be fruitful. The sum m ary given above o f all related phenom ena  
m ight, taking the number o f events available into account be used to draw 
som e conclusions.

The active regions No. 7. o f  1941 and N o. 15 o f 1946 were either short 
lived  or showed up only a lim ited  num ber of chrom ospheric eruptions. Towards 
the end of their lives im portant flares were reported. Solar flares were also 
reported w ithin a day ( i l  day) o f  the C. M. passage o f the region. Subsequently  
w ith in  24 to 48 hours very big geom agnetic storm  took place.

The active regions No. 12 o f 1942 and N o. 51 o f 1946 were active from the 
eastern lim b to  th e  western lim b o f the sun. Large solar flares occurred when  
these regions were within one day ( i l d a y )  o f the C. M., cosm ic ray increases 
where recorded at m any sta tion s. W ithin 24 to  48 hours in each case a geo­
m agnetic storm  w hich could be correlated w ith  cosm ic ray changes at the same 
epoch was reported.

The active regions No. 12 o f 1942, No. 23 o f the fourth quarter of 1949 
and N o. 17 of th e  first quarter o f  1956 were all active near the western limb  
of the sun, i. e w ith in  a day o f it  ( i l  day). E ven  No. 23 o f the la st quarter of
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1949 had an active h istory extending beyond 5 to  6  days. The other two were 
very active for more than 11 days. A t the stage o f  these regions nearing the  
w estern lim b ( i  1 day) of the sun, sharp increases in  cosmic rays were obser­
ved to  coincide w ith  the tim e of flares at m any station s. In the case o f the m ost 
active region, the increase has been recorded even near the geom agnetic equator.

I f  it  is assumed th a t the facts brought out above have more than  particu­
lar application, it m ay be concluded th at large cosm ic ray bursts have occurred 
in connection w ith solar flares associated w ith  active regions w ith a long  
history o f considerable activ ity  at the stage o f th e  active region being either 
near the C. M. or near the western lim b o f the sun. W hen it was near the C. M., 
a geom agnetic storm  which could be correlated w ith  a contem poraneous cos­
mic ray changes also followed. W hen the region was near the w estern lim b, 
no such closely associated geom agnetic cosmic ray  disturbance followed. The 
very big purely geom agnetic storm s followed the C. M. passage o f  active regions 
whose h istory of activ ity  was less m arked, either it  had begun on ly  a few days 
earlier or its activ ity  did not attract much notice. A t the stage o f  dissolution  
soon after C. M. passage, the active regions show ed chrom ospheric erup­
tions o f Im p. 3 and the geom agnetic storms o f very great in ten sity  were 
recorded.

Another point th at m ay be noticed  is that th e  tim e interval betw een the
C. M. passage of the active region and the geom agnetic storm  was less in the  
instances when it follow ed a large cosm ic ray increase and associated solar 
flare than  in  the case o f  a purely geom agnetic disturbance. E ven  i f  the tim e 
after the solar flare and succeeding geom agnetic storm  is considered, the result 
is similar. The particles for the jo in t cosmic ray-geom agnetic disturbances 
have greater velocity  than  those for purely geom agnetic disturbances.

Conclusions. As the cosmic ray bursts are associated w ith  solar active  
regions o f  long history and of abnorm ally large chromospheric a c tiv ity , the 
particles responsible for cosm ic ray changes can be assumed to have been  
accelerated over m any days in those abnorm ally active regions. The particles 
em itted near the sun’s C. M. would be normal to its  surface while those at the 
lim bs m ay be expected  to be tangentia l to it. The purely cosm ic ray bursts 
(i. e. not associated w ith  geom agnetic storms related to cosmic rays) happened  
when the active region was near the w estern limb o f the sun, even though at 
the eastern limb the same active region show ed great a c tiv ity , perhaps 
greater a ctiv ity  as shown b y  solar figures than w hen on the w estern lim b, 
no cosm ic ray burst has been reported. The particles must have definite  
polarity or charge and We m ay expect that the particles responsible for cosmic 
ray bursts when the active region is near the C. M. o f  the sun are also charged.

As th e  particles have to  retain their id en tity  at the stage o f being  
accelerated for m any days in the sun’s active region before em ission into  
space, the particles or atom s would neither be on the side o f low or very
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high atom ic numbers and would he positively  charged. As the frequency of 
solar flare cum Cosmic R ay bursts have not been m any, i f  group I I  elem ents 
be considered, one will have to  look for Strontium or Barium atom s, consti­
tu tin g  only 0.03 per cent of the am ount in the sun compared w ith  Calcium  
b ein g  em itted . It would therefore be necessary to  look for these or other 
unusual elem ents in  the spectrum  o f th e  solar flare on these special occasions.

I th a n k  Professor K . R. D i x i t  an d  Professor D . D . K osambi for helpful
discussions.
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О СОВПАДЕНИИ УСИЛЕННЫХ КОСМИЧЕСКИХ ЛИВНЕЙ С СОЛНЕЧНЫМИ 
ВСПЫШКАМИ И О ПОСЛЕДУЮЩИХ ГЕОМАГНИТНЫХ БУРЯХ

Ш. Л . М А Л У Р К А Р

Р е з ю м е

До сих пор наблюдалось пять больших ливней космического излучения, связан­
ных с солнечными вспышками. За двумя последовали геомагнитные бури сопутствую­
щие помехам в космическом излучении, когда между обоими явлениями могла быть уста­
новлена тесная связь. Две из самых больших геомагнитных бурь, наблюдаемых в Алибаг, 
при этом тоже принимались в расчет. Как в геомагнетизме, так и здесь казалось умест­
ным исследовать не только отдельные вспышки, но также и процесс развития активных 
солнечных областей этих явлений.

Большие космические ливни при наличии солнечных вспышек появились, если 
активные области на солнце имели длинную предысторию повышенной активности, или, 
когда активная область была близка к центру тяжести или к западному краю солнца. 
В предыдущем случае последовала геомагнитная буря, которую можно было коррелиро­
вать с одновременными помехами в космическом излучении. Во втором случае таких гео­
магнитных возмущений не было. В случае самых больших геомагнитных бурь время 
жизни и история активной области была более коротка. Большие вспышки наблюдались 
в периоде исчезновения области, скоро после ее перехода через центр тяжести.



ZUR BERECHNUNG VON IONISIERUNGSENERGIEN

Von

P. G o m bás  und K. L a d á n y i
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITÄT FÜR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(E in g eg an g en  : 10. IX . 1957)

D as von  den V erfassern  in f rü h e re n  A rbeiten  au sg e arb e ite te  s ta tis t is c h e  A tom m odeli, 
in  w elchem  die E le k tro n en  n ach  der H a u p tq u a n te n z a h l g ru p p ie r t  sind, w ird  zu r B erechnung  
der Io n isierungsenerg ien  von  A tom en  herangezogen. D ie  A nw endung z u r  B erechnung  der 
e rs ten  drei Ion isierungsenerg ien  des A r-A tom s fü h rt  zu  se h r befried igenden  R esu lta ten .

In einer früheren Arbeit1 haben die Verfasser ein statistisches A tom m odell 
entw ickelt, in w elchem  die E lektronen nach der H auptquantenzahl gruppiert 
sind. Später wurde gezeigt2 dass m an auf Grund dieses Modells die Energie der 
A tom e in sehr guter Übereinstim m ung mit der Erfahrung erhält. In der vor­
liegenden Arbeit w ollen wir dieses Modell zur Berechnung der Ionisierungs­
energien von A tom en heranziehen und am B eisp iel des A rgon-A tom s zeigen, 
dass auch für diese m it der Erfahrung recht gut übereinstim m ende W erte 
folgen.

Zur Berechnung der j -ten  Ionisierungsenergie hat man die Energie des 
A tom s für den Ionisierungszustand j  und j — 1 zu berechnen. W enn wir die 
entsprechenden E nergien des Atom s durch Ej,  bzw. Ej i bezeichnen, so hat 
m an für die j -te Ionisierungsenergie des Atom s

Ij — Ej — E j - , . (1)

Für /  =  1 erhält m an =  E t— E a, wo dann E 0 die Energie des n ich t ionisierten, 
d. h. neutralen A tom s bezeichnet.

Die Energie des Atom s oder Ions gestaltet sich  mit den in  II  eingeführten  
Bezeichnungen folgen dermassen

E
n„
X ' E[n> +  E ("> + (2)

wo wir neben der Gesam tenergie E  den Index j ,  der auf den Ionisationsgrad

1 P. Gombás u n d  K . La d á n y i, A cta  Phys. H u n g . 5, 313, 1955, im  folgenden als I
z it ie r t .

2 P . Gombás u n d  K . La d á n y i, A cta  Phys. H u n g . 7, 263, 1957 ; im  fo lgenden  als TI
z it ie r t .

3 Acta Physica VIIJ/3.
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hinw eist, w eggelassen haben. Die einzelnen Energieanteile in (2) haben folgende 
G estalt

Ei") = —  e2 а 
8

(grad QnY d v ,
Qn

Eg> =  У щ  — е*а,  
"*7 2

1(1 +  1) Qnч * -
°J г

d v ,

(3)

(4)

E&> =  - e * j v p e ndv, (5)

E g ) =  e2

E (n) =  —
2

*7* >V 
n'= 1

1

' év 00 MO

l

dt> d v ' ,
X — r' I

I' Qn 0 0  gn QO  
r  -  r ' 1

dv dv' ,

(6)

(?)

E (f!) G(n) Qn d v , (8 )

wo der Index n auf die H auptquantenzahl der betreffenden Elektronenschale  
hinw eist und nu die m axim ale H auptquantenzahl der Atom elektronen bezeichnet.

D a die Ionisierungsenergie im  w esentlichen aus der durch die Ionisierung  
bedingten Änderung der äussersten E lektronenschale resultiert, hat m an zur 
Berechnung der Ionisierungsenergie die Energie der äussersten Schale m öglichst 
genau zu berechnen. H ierzu haben wir in  dieser äussersten Elektronenschale  
(der die H auptquantenzahl nfl entspricht) auch die A ustausch- und Correlations- 
energie hinzugenom m en, deren Sum m e wir mit E ac bezeichnen. W enn wir mit 
Qn!t die E lektronendichte der äussersten Elektronenschale bezeichnen, so is t3 *

E ac =  —  K  J Q n 3, d v  ( ' M  l  ÍV , d v  ’ <9 )

x'a =  0,8349 e2 .

Hier bedeutet das erste Glied auf der rechten Seite die gegenseitige A ustausch­
und Correlationsenergie der E lektronen in der äussersten Elektronenschale  
und das zweite Glied au f der rechten Seite die E nergie der E lektronen der 
äussersten Schale, die aus der A ustausch- und Correlationswechselwirkung 
dieser E lektronen m it den E lektronen der benachbarten inneren Schale mit 
der H auptquantenzahl n —̂ 1 resultiert, wobei wir zur Berechnung dieser Wech-

3 M an vgl. h ie rzu  P . G o m b á s , Die s ta tis t is c h e  T heorie d es A tom s. S. 99 u . 147, Springer,
W ien , 1949.
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selwirkung für die innere Schale ein vereinfachtes A ustausch Correlations- 
potential4 5 zugrunde legten . Die gegenseitige A ustausch- und Correlations- 
wechselwirkung der E lektronen in der äussersten Schale mit den E lektronen  
der weiter innen gelegenen Schalen kann m an vernachlässigen, da sich die en t­
sprechenden E lektronendichten praktisch nicht überdecken.

Die Energie der Ionen wurde nun in der W eise berechnet, dass wir die 
Elektronendichte in allen Elektronenschalen, mit Ausnahm e der äussersten  
Elektronenschale, m it der E lektronendichte im freien A tom  als identisch  
voraussetzten und die E lektronendichte der äussersten E lektronenschale, 
sowie die Energie des Ions aus dem M inimumprinzip der Energie b estim m ­
ten. Mit den auf diese W eise festgestellten  Energien wurde dann die Ion­
isierungsenergie Ij  aus (1 ) berechnet.

Tabelle 1

D ie e rs ten  drei Ionisierungsenerg ien  des 
Ar-A tom s in eV -E inheiten

Theoretisch Empirisch

h 12,50 15,76

h 28,10 27,5

h 44,00 40,7

Die Berechnungen wurden für die ersten drei Ionisierungsenergien des 
Ar-Atom s durchgeführt ; die R esultate sind in der Tabelle 1 in der zweiten  
K olonne angegeben. Zum Vergleich sind auch die empirischen R esu lta te6 

angeführt. W ie zu sehen is t , kann m an die Ü bereinstim m ung als sehr befrie­
digend bezeichnen.

К РАСЧЕТУ ИОНИЗАЦИОННЫХ ЭНЕРГИЙ

П. ГОМБАШ и к. ЛАДАНЬИ

Р е з ю м е

Авторы пользуются для вычисления ионизационных энергий статистической мо­
делью, в которой электроны группированы по главным квантовым числам, и которая 
была разработана в их предыдущих работах. Применение к первым трем ионизационным 
энергиям атома аргона приводит к очень удовлетворительным результатам.

4 Р . G o m b á s , H an d b . d. P h y s . 3 6 , S. 175, S p ringer, B erlin -G ö ttin g en -H e id e lb erg , 1956.
5 L a n d o l t - B ö r n s t e in ,  P h y sik a lisch  C hem ische Tabellen , B a n d  I ,  Teil l . ,S .  211, S p rin g e r,

B erlin -G ö ttin g en -H eid e lb erg , 1950.
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STÖRUNGSRECHNUNG FÜR DAS ERWEITERTE  
STATISTISCHE ATOMMODELL

V on

P.  G ombás

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITÄT FÜR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(E ingegangen  : 12. IX . 1957)

E s w ird  fü r  das m it d e r u rsp rü n g lich en  W eizsäekerschen K o rrek tio n  e rw e ite r te  s ta t i ­
stische A tom m odell, sowie fü r  das m it de r v o m  Verfasser h e rg e le ite te n  k in e tisc h en  E n erg ie ­
k o rrek tio n  m od ifiz ie rte  M odell eine S tö ru n g srech n u n g  en tw ic k e lt. F ü r  die S tö ru n g sen erg ie  
e rs te r  u n d  zw eiter O rd n u n g , sowie fü r  d ie  gestö rte  E le k tro n en d ich te  bis zu G lieder e rs te r 
O rd n u n g  w erd en  die en tsp rech en d en  A u sd rü ck e  explic ite  an g egeben .

1. E inleitung

D ie statistische Störungsrechnung wurde vom  Verfasser für ein ige s ta ti­
stische A tom m odelle, die die W eizsäckersche K orrektion nicht en thalten  in 
einigen früheren Arbeiten1 entw ickelt. Das Ziel der vorliegenden A rbeit ist 
die Störungsrechnung auch auf diejenigen statistischen  Modelle auszuarbeiten, 
die m it der W eizsäekerschen K orrektion, bzw. mit einer vom  Verfasser m odifi­
zierten kinetischen Energiekorrektion erweitert sind .

Wir befassen uns hier m it dem Grundproblem der statistischen  Störungs­
rechnung, ziehen also ein statistisches A tom  in B etrach t, das sich in einem  
schwachen äusseren elektrischen Feld  befindet und setzen uns zum  Ziel die 
E lektronendichte und die Energie das gestörten A tom s zu bestim m en. Das 
Problem  lösen wir m it H ilfe eines Variationsverfahrens und bestim m en die 
E lektronendichte in erster N äherung, d. h. bis au f Glieder erster Ordnung 
und die Energie in zweiter Näherung, d. h. bis auf Glieder zweiter Ordnung.

W ir entwickeln die Störungsrechnung zunächst für das mit der ursprüng­
lichen W eizsäekerschen Korrektion erweiterte statistische A tom m odell2 

m it der Ordnungszahl Z  und der Elektronenzahl N  und setzen voraus, dass 
im  ungestörten Modell die E lektronen- und P otentia lverteilung k ugelsym ­
m etrisch ist.

1 P . G o m b á s , ZS. f. P h y s . 122, 497, 1944. Man vgl. w e ite rh in  auch  d ie  A rb e ite n  P. 
G o m b á s , ZS. f. Phys. 97, 633, 1935 ; 98, 417, 1936, die als V o rlä u fe r  der e rs tg e n a n n te n  a n zu ­
sehen sind .

2 B ezüglich  dieses A tom m odells vg l. m an  z.B. P. G o m b á s , Die s ta tis tisc h e  T heorie 
des A tom s u n d  ih re  A nw endungen , S. 114 ff ., Springer, W ien, 1949, sowie P. G o m b á s , H an d b . 
d . Phys. B d. 36, S. 151 ff., S pringer, B erlin -G ö ttin g en -H e id e lb erg , 1956.
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W ir gehen von  der Energie dieses Modells aus, die sich aus den folgenden 
A nteilen  zusam m ensetzt : aus der Ferm ischen k inetischen Energie der Elektro­
nen E k, aus dem W eizsäckerschen kinetischen E nergieanteil E t, aus der elektro­
statisch en  W echselwirkungsenergie der E lektronen m it dem K ern Ep, aus der 
gegenseitigen elektrostatischen W echselwirkungsenergie der E lektronen E ep 
und schliesslich aus der Austauschenergie der E lektronen E a. D iese  Energie­
anteile gestalten  sich  folgenderm assen

Ek =  *k j !?5/3 dv

E t — Xj ( —  (grad ß ) 2 dv
J в

E p =  — e j v k Q dv

E ep =  — e j V e Q dv 

E a =  —  Ka j  Oi;3dv

mit *ft = —  (3 л 2) 2/3е2 а0 , 
1 0

( 1 )

mit = 1  2

„ 6 “O ’
О

(2 )

mit II

Ze
r

(3)

mit K  = c f  e ( ï '} dv' (4)
J  1 X' — X 1

mit *a =
3  3  13
-------- e ;
4 л (5)

hier bezeichnet ß die E lektronendichte, e die positive E lem entarladung, a0 
den ersten Bohrschen W asserstoffradius, t  den Ortsvektor, r die Entfer­
nung vom  Kern, dv  das V olum enelem ent, Vk das Potential des Kernes und 
Ve das P otentia l der Elektronen.

D ie G esam tenergie E  des A tom s ergibt sich  als Summe der Energie­
anteile ( 1 ) bis (5). Es ist also

2? (ß) =  E k (ß) 4 - Ej  (ß) +  Ep (ß) +  Ep  (ß) -f- E a (ß) . (6 )

D ie Energie des A tom s ist eine F unktion  von ß und man hat ß so zu bestim ­
m en, dass E  zum  Minimum wird, wobei ß der N ebenbedingung

f ße dv =  Ne  (7)

zu genügen hat. D ie B estim m ung von ß geschieht also aus dem  Variations­
prinzip

ö ( E + V 0 N e ) =  0 ,  (8 )

w o V0 einen Lagrangeschen M ultiplikator bezeichnet und die V ariation hin­
sichtlich  ß zu erfolgen hat.
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Aus diesem  V ariationsprinzip ergibt sich zur B estim m ung von q folgende  
D ifferentialgleichung

4>xi Л гр -----— xkyp!3 * -|- —  xa ip5l3 -|- ( V  — U 0) ey> =  0 , (9)
3 3

wo
V  =  vk +  V e (10)

das G esam tpotential im  A tom  und

y) =  Q1'2 ( 1 1 )

ist. D ie Gleichung (9) ist die m it der W eizsäckerschen K orrektion erweiterte 
Grundgleichung der statistischen  Theorie des A tom s, auf deren Analogie m it 
der Schrödingerschen G leichung vom  Verfasser in einer früheren Arbeit3 h in ­
gewiesen wurde.

2. Störungsrechnung für das m it der ursprünglichen W eizsäckerschen  
Korrektion erweiterte Modell

All dies bezieht sich auf das ungestörte A tom . Wir w ollen  nun das ge­
störte A tom  in B etracht ziehen. D ie Störung bestehe in einem  schwachen  
äusseren elektrischen Feld, dessen Potentia l v s sei. Unter der W irkung des 
Störungspotentials wird sich die E lektronendichte ändern. Für die E lektronen­
dichte Q des gestörten A tom s setzen  wir

Q' =  Q ÖQ , (12)

wo q die ungestörte D ichte und Öq die durch die Störung bedingte D ich te­
änderung bezeichnet. Da sich die Zahl der E lektronen durch die Störung n ich t  
ändert, ist

\ o' e d v  =  Jpe dv  =  N e ,  (13)
also

\ ö g d v  =  0 .  (14)

Zur Lösung des Störungsproblem s w enden wir das V ariationsverfahren  
an. Dem gem äss m achen wir zunächst für q , bzw. Öq einen entsprechenden  
Variationsansatz Und zwar setzen wir

3 P . G o m b á s ,  A nn. d. P h y s . [ 6 ]  18, 1, 1956 ; m a n  v g l .  auch  P . G o m b á s ,  H an d b . d .
Phys. B d. 36, S. 174, S p rin g er, B erlin -G ö ttin g en -H e id e lb e rg , 1956.
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also

e' =  e í  +  i í c ü
V*

óo =  l n V̂ l V<'

(15)

(16)

wo X e inen  Variantionsparam eter bezeichnet, dessen Bestim m ung gerade 
unser Ziel is t  und V* das a u f ein Elektron wirkende ungestörte m ittlere P o ten ­
tial b ed eu tet. Für dieses kann  man nach F erm i  und A m a l d i4

N  — 1
V*  =  V k +  — — -  Ve (17)

setzen. v0 is t eine K on stan te von der Dim ension eines Potentials, d ie wir 
aus der B eziehung (14) bestim m en, woraus man

I о -~-s- d vJ V*
*o =  -----  (18)

I p dvJ V*
erhält.

W ir gehen nun zur Berechnung der Energie des gestörten A tom s über. 
Hierzu setzen  wir zur Abkürzung

s , (19)

wom it m an die gestörte D ich te  und die D ichteänderung in  der Form

Q' =  Q +  àg =  Q (1 +  Xs) , (2 0 )

dp =  /.so (2 1 )

schreiben kann. Wir betrachten vs, bzw . dg als eine k leine Grösse von  erster 
Ordnung und entw ickeln den Energieausdruck des gestörten  Atom s bis zu 
Glieder, die von  zweiter Ordnung klein sind . Wir ziehen die einzelnen E nergie­
anteile gesondert in B etracht und bezeichnen diese zum  Unterschied vo n  den 
E nergieanteilen (1)— (5) des ungestörten A tom s m it einem  Strich rechts oben.

Für E'k erhält man sofort

E'k =  E k +  ^ - x k ÇQ*l3ÔQdv +  -^-xk { 1 (Ôg)2d v . (22)
о J 9 J о14

4 E . F e r m i  u . E . A m a l d i , M em . Acc. I t a l i a  6, 117, 1934 ; m a n  vgl. auch  P . G o m b á s , 
Die s ta tis t is c h e  T heorie  des A to m s u n d  ih re  A nw en d u n g en , S. 65 f f .,  Springer, W ien , 1949.



STÖRUNGSRECHNUNG FÜR DAS ERW EITERTE STATISTISCHE ATOMMODELL 3 0 9

D ie Berechnung von  E[ kann folgenderm assen geschehen. W enn wir 
sta tt Q die Grösse

Y  =  2 =  w (1  +  As)i/2 (23)

einführen, so ergibt sich für E t

JE' =  E, 4x f Я j [s ( g r a d  xp)2 -f------ g ra d  (xp2) g r a d  sl dv 4~
./ 2

+  ^ ! j V 2 (grad s ) 2 dv . (24)

D as Integral über  ̂ grad(y>2) grad s lässt sich m it H ilfe einer partiellen In te­

gration um form en. Mit Rücksicht darauf, dass grad (xp2) im U nendlichen ver­
schw indet, folgt

J grad (ц4) grad s dv s i1 ('xp2) dv . (25)

W enn wir hier noch den Zusam m enhang

A (xp2) =  2 (grad xp)2 2ip Axp (26)

berücksichtigen, so erhält man

J g r a d  (ip2) g r a d  s dv =  — j s (g ra d  xp)2 dv — J sxp Axp dv . (27)

Nach E insetzen  des rechts stehenden Ausdruckes in (24) erg ib t sich  für E  
der Ausdruck

E'i =  Ej  — 4Xj Я I sip Axp dv 4 - ж,- Я2 I xp2 ( g r a d  s) 2 dv , (28)

den m an m it R ücksicht auf (11) und (21) auch folgenderm assen schreiben  
kann

E'i =  Ei — 4Xj Г AJL
J W

Sq dv
grad s

s
(dp) 2 dv . (29)

Sehr einfach gesta ltet sich die Berechnung von  Ep ; man erhält
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B ei der Berechnung von E ep hat m an zu berücksichtigen, dass sich 
zufolge der D ichteänderung <5g auch das P oten tia l der Elektronenwolke Ve 
ändert. Diese Änderung bezeichnen wir mit ö V e ; es ist also

b V .—-Jif
Mit R ücksicht auf die Beziehung

*>(t0 d v ' . (31)

g Ö V e d v  =  \ V e öq d v

fo lg t für Ep

-J'
E ep =  Ep — e j" V e öq d v -------e  j ô V e Öq d v  .

(32)

(33)

Schliesslich haben wir noch die Energie E'a zu berechnen, für die man 
den Ausdruck

K  =  E a -  y  f  8 1'3 àQ d v  -  ~  x a
' 1

J  e 2![
(ág) 2 dv (34)

erhält.
Ausser diesen Energieanteilen entsteht im  gestörten A tom  noch eine 

w eitere Energie daraus, dass sich das Atom  in dem  äusseren Störungsfeld mit 
dem  P otentia l v s befindet. H ieraus ergibt sich die Energie

= —e  | 4  (e +  ô s ) d v  ■ (35)

Für die gesam te Energie E'  des gestörten A tom s bis zu Glieder die von  
zw eiter Ordnung klein sind, erhält m an also

E'  — E'k +  E[ 4- Ep  -f- Ep  +  E'a +  e — 

5 Xk _  4X,
ó гр

_ £ + j

+J
,2/3 -  ^  —  -  ( V k +  g1 3 ÖQ d v  +

n il 3
(ág) 2 +  xt

1 I grad s 
g 1 s

(öq) - — e d V e ÔQ —

—  (k > 2) J d v  — e J vs (g  +  ôo)  d v  . (36)
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Das erste Glied auf der rechten Seite, E,  is t  die Energie des ungestörten A tom s, 
die weiteren Glieder geben die Energieänderung des gestörten  Atom s bis zu 
Glieder zweiter Ordnung. D as erste Integral au f der rechten Seite verschw indet. 
Mit R ücksicht auf (10) und (11) ist näm lich der Integrand zufolge der G rund­
gleichung (9) m it —  V0 e Öq identisch, w om it sich für das Integral der A u s­
druck —  V0 e ( Öq dv ergibt, der wegen der Bedingung (14) verschw indet.

Für die Störungsenergie^erster Ordnung, r)x, und zweiter Ordnung, rj2, 
erhält man som it folgende Ausdrücke

r]l  =  —  e \ v s q d v , (37)

5  1 n » ,  1 '
„ *k — (óe )“ +  * r -

grad s
(dp)2 -  e ÖVe So -

I  4 з  (0 е)г - щ * е9 Q1 6
d v = -  W SX +  ( W k +  Wj +  W p -  W a)X2,

(38)

wo wir der Kürze halber folgende Bezeichnungen einführten

W s = e  U s s Q dv ,

W k =  —  x k q5 3 s2 dv ,

Wj =  X,- Q (grad s ) 2 d v ,

(39)

(40)

(41)

W „ = ~  —  e 1 C
2 X2

j ÔVe dqdv =  —  e2 —  j J1 2 1 Г f  à$ (r) ô& (*')
г' — г

dv dv' —

2 J J [ G -  r

" 'S
p4/3 s2 dv .

(42)

(43)

Der^Variationsparameter X, der nur in  eingeht, wird aus der M inim um sfor­
derung der Energie, d. h. aus der G leichung

dE  _  d>/2 =  0  

d l  d l
(44)
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bestim m t, aus der man für X den W ert

;•« =
2 ( W k +  Wi +  W p -  W a)

erhält. Mit d iesem  folgt aus (38) für die Störungsenergie zw eiter Ordnung

(45)

V2 =  -  2
W

(46)
4 (W k +  W j  +  W p -  W a) 

und  aus (15) für die E lektronendichte des gestörten  Atom s in erster N äherung

Q — Q 1 +  -V
V*

1 + W _ ,_

9  t W  _L_ 1Г/ -L
(47)

D ie  Störungsenergie erster Ordnung ist also auch hier, gerade so wie in der 
früher entw ickelten  Störungsrechnung für die älteren M odelle, der nach der 
ungestörten Ladungsdichte — g e  gem ittelte  W ert des Störungspotentials. 
Für die Störungsenergie zw eiter Ordnung, für die E lektronendichte des gestör­
ten  Atoms in erster Näherung, sowie für den Param eterwert X0 ergeben sich  
ganz ähnliche Ausdrücke wie in  der älteren Störungsrechnung ; ein U n ter­
schied besteht nur darin, dass im  Ausdruck für X0 im  Nenner das durch d ie  
W eizsäckersche Korrektion bedingte Glied JE, hinzukom m t.

3. Störungsreclinung für das m odifizierte Modell

Wir kom m en nun noch au f das vom V erfasser durch eine weitere k in eti­
sche Energiekorrektion m odifizierte A tom m odell5 zu sprechen. Diese K orrek­
tion  betrifft die Ferm ische kinetische Energie E k [man vgl. (1)]. An Stelle des 
Ausdruckes (1) tr it t  im m odifizierten Modell die Summe der folgenden beiden  
Energieausdrücke

оc2 „ 2a _
— кк р5 3 dv =  - як о5 3 4лг2 dr  ,
3 J 3 J

0
Га

Г 1 1 1 1 1Y  ___к — J ! з у rib 3 л» о4 3Кк Q / 1  Q - +  Ï 2Q —  - У з  —  г г2 г5
п

4лг2 d r ,

(48)

(49)

5 P. G o m b á s ,  A n n . d. Phys. [6 ] 18, 1 , 1956. M an vg l. au ch  P. G o m b á s ,  H a n d b . d. P h y s . 
B d . 36, S. 152 ff., S p rin g e r, B e rlin -G ö ttin g en -H e id e lb e rg , 1956.
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wo der erste den azim utalen und der zw eite  den radialen A nteil der Ferm ischen  
kinetischen Energie darstellt ; r, und ra sind die W urzeln der Gleichung

1

24?r2 r:i
(50)

und zwar bezeichnet r, die zum Kern näher liegende und ra die vom  Kern 
entferntere W urzel ; y x, y 2 und y3 sind die folgenden K onstanten

7i (Зл2) 1 3p2 . У2 24
1

5760л2
e- an (51)

Aus dem Variationsprinzip (8 ) fo lg t je tz t statt der Grundgleichung (9) die 
m odifizierte Grundgleichung

10 4
i X j A i p —  x k y>?i3 — f ( r p , r ) +  - ха гръз +  (V  — V 0) ey>=0 , (52)

wo die Funktion f  (y>, r) folgenderm assen definiert ist

5 4 1 1
für Ti < ar < r a ist f ( w , r )  -  xk y>7‘3— -Y iV 61* + Y z V  — ,

У  о r rz

für 0 <  r <  r; , sowie für r ^>ra ist f  (^ , r) : 0 .

(53)

D ie Energieanteile E k und Ek gesta lten  sich für das gestörte A tom  bis 
zu Glieder die von zweiter Ordnung k lein  sind folgenderm assen

E k =  E k +  xk I p2 3 dg dv  -j- x, I (do)~dv ,
k k 9 ‘J 27 J e i 3 V

(54)

E rk — E k 5  хк? : * - А У1д13 1 + 7 ,  1
9 3 r r2

öq 4 лг2 dr

—  V  Y i

1 1

27 p1 3 9 p23 r
(<5р)2 4лг2 </г. (55)

Zufolge der D ichteänderung Öq ändern sich auch die Radien r, und ru. Die 
hieraus resultierende Energieänderung trägt zu den von  erster und zweiter 
Ordnung kleinen Gliedern nichts bei, da die erste und zweite A bleitung des 
Integrals 149) nach r,-, bzw. ra und die erste A bleitung des Integranden nach
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Q für г =  г, und г =  га verschw inden, wie m an sich an H and des Zusam m en­
hanges (50) le ich t überzeugt.

Es lässt sich nun geradeso w ie im vorangehenden Fall der ursprünglichen  
W eizsäckerschen Korrektion zeigen, dass der Ausdruck (37) der Störungs­
energie erster Ordnung unverändert bleibt und dass sich für die Störungs­
energie zweiter Ordnung je tz t der Ausdruck

V2 =  -  w sx +  ( W l  +  w rk +  w t +  w p -  Wa) Л*

ergibt, wo W k und W'k folgende B edeutung haben
cc

10Wak =  ° - x h f p 5'3 s24 7tr2dr,  
27 J

(56)

(57)

n  =
5 532 2 1

- Xk p5 0 S2 ---------- y 1 J  St
T.27  9

n

Man hat also je tz t für Я0 , rj2 und q

Я

4 л r2 dr .

W.
2 ( W ak +  W k + W i +  W p - W a)

1 IF2
r] 2 =  -  —  A0 JFS = ------------------------ *------------------------

2 4 (B7«+ j f ^ + I F i.+ JFp- I F 0)

0 = 0 1 +  ;-o su * i +
W,

(58)

2 (ÏF? +  Wrk+  Wj +  Wp -  Wa) V*

(59)

(60)

61)

Der U nterschied gegenüber den Form eln (45), (46) und (47) b esteh t also darin, 
dass an Stelle v o n  Wk überall Wk - f -  Wk tr itt.

РАСЧЕТ ВОЗМУЩЕНИЯ В РАСШИРЕННОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ АТОМА

П . ГОМ БАШ

Р е з ю м е

В статье представлен расчет возмущений для статистической модели атома, расши­
ренной первоначальной поправкой Вейцсеккера и для модели модифицированной с кор­
рекцией кинетической энергии, разработанной автором. Даны соответствующие экспли­
цитные выражения энергии возмущения первого и второго порядка и также выражение 
возмущенной плотности электронов до первого порядка.



ÜBER DIE DRUCKABHÄNGIGKEIT DES DREHIMPULSES
VON ATOMEN

V on

P. G ombás
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITÄT FÜ R TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(E ingegangen  : 12. IX . 1957)

Es w ird  d ie D ru c k ab h ä n g ig k e it des D reh im pu lses von  A to m en  am  ab so lu ten  N u l lp u n k t 
de r T e m p e ra tu r  a u f  G rund  des s ta tis tisc h en  M odells von T h o m a s  u n d  F e r m i  b e rec h n e t.

In einer früheren A rbeit1 haben wir die Druckabhängigkeit der Dreh- 
im pulsverteilung der Elektronen in A tom en untersucht und festgeste llt, wie 
die Besetzungszahlen der E lektronenzustände m it verschiedenem  D rehim puls 
vom  Druck abhängen. In der vorliegenden Arbeit soll nun erm ittelt werden, 
wie der Drehim puls, genauer das m ittlere Drehim pulsquadrat von A tom en am 
absoluten Nullpunkt der Temperatur vom  Druck abhängt. Für den Druck  
Null wurde die Drehim pulsverteilung von J en sen  und L uttin g er  berechnet2 

D as m ittlere Drehim pulsquadrat is t  für ein neutrales Atom  v o n  der 
Ordnungszahl Z folgenderm assen definiert

V  =  ^ L * d N L , ( 1 )

wo dNL  die Anzahl der Elektronen bezeichnet, deren D rehim pulsbetrag  
zwischen L  und L dL  liegt. Für d N L g ilt der bekannte Ausdruck3

wo r die E ntfernung vom  K ern, p /t den B etrag des m axim alen Im pulses der 
Elektronen und h die Plancksche K onstante bedeutet und die Integration  
auf alle r-W erte auszudehnen ist, für Welche der Ausdruck unter der W urzel

1 P . G o m b á s , A cta  P h y s . H u n g . 7, 365, 1957.
2 J .  H . D. J e n s e n  u . J .  M. L u t t i n g e r , P h y s . R ev. 8 6 , 907, 1952.
3 M an vgl. z . B. P . G o m b á s , Die s ta tis tisch e  T heorie des A to m s u n d  ihre A nw endungen*  

S. 169, S p rin g e r, W ien , 1949.



316 P. GOMBÁS

im  Integranden positiv  ist. N ach  E insetzen des Ausdruckes (2) für d N L in  
(1) erhält man nach einfacher Rechnung

L 2 =
32л:2

h3

r-P,,

i i v J
L 3 (r2p 2 — L 2) 1/ 2 dL

64 л 2 

L5 Â3

r 0

0

Г „

0

(3)

w obei wir die B eziehung zw ischen р и und der E lektronendichte q

3 ! / 3 

л ;
Ae1-3 (4)

b en u tzt haben und m it r0 den Grenzradius des Atom s bezeichneten.
Zur A usw ertung des Integrals in (3) ziehen wir das Thom as-Ferm ische  

M odell heran. E s ist dann zw eckm ässig die dim ensionslose Variable

m it
9л2 

2 Z

(5)

(6)

und die dim ensionslose Funktion

? ( * ) = - "  C*7  -  Vo)Le
(V)

einzuführen, w o a0 den ersten Bohrschen W asserstoffradius, e die positive  
E lem entarladung, V  das G esam tpotential im  A tom  und V0 das höchstm ögliche  
P oten tia l im  A tom  bezeichnet. Für das T hom as-Ferm ische Modell g ilt  
die Beziehung

Z l<p 3 2  

4л/^3 X
( 8 )

Mit dieser sow ie m it (5) ergibt sich 4 aus (3) für L 2

' Зл 2/3 

4
h | 2

2 л
о

(9)

4 In der Arbeit von J e n s e n  u . L u t t i n g e r  (1. c.) befindet sich in der Endformel für L2
ciin Druckfehler. Es steht dort im nachstehenden Integral iin Integranden (x (p)5lз statt (x (p)5U.
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wo x0 m it dem Grenzradius r0 durch die Beziehung

( 10)
H

zusam m enhängt.
Mit H ilfe von (9) kann man L 2 für beliebige :t0-W erte berechnen. Von 

J ensen  und Luttinger wurde L a für x0 — r0 =  oo berechnet. Für diesen  
Grenzradius, der dem freien A tom  entspricht, verschw indet der Druck. Für 
endliche Grenzradien hat der Druck endliche W erte. Der Druck für beliebige  
Grenzradien kann aus der bekannten Form el5

P  = ( 11)

berechnet werden, wo x k die K onstante

xk —  (Зтг2) 2/3 e2 aa
10

( 12)

und Q0 die E lektronendichte am A tom rand bezeichnet ; e ist die p ositive E le­
m entarladung. Mit den dim ensionslosen Variablen x und cp lässt sich P  in der 
Form

schreiben.

1 4 5 'TT2 2/3  p 2
7 10 3 <p(x0)

90 71 6 <  ' О* (13)

Tabelle 1

L2 und P  für verschiedene jc0-Werte. L2/Z2/3 in Л.2/(4я2)- und P/ZJ0/3 in 1010 dyn/cm2-Einheiten

1 5880710 1,588 1.586 1,55 1,38 1,00
x0 OO 8,59 5,85 2,80 1,69 1,19

L 2/Z %:3 0,2620 0,2957 0,3429 0,4775 0,6005 0,6588
p / 2 1 0 / 3 0 0,0104 0,153 18,3 358 2470

In der Tabelle 1 sind für mehrere W erte von x 0 für das Thoinas-Fer- 
misehe Modell die zusam m engehörenden W erte von L2/Z 2' 3 und P /Z 10 3 ange­
geben .6 In der ersten Zeile der Tabelle sind auch die W erte des A nstieges der

5 Man vgl. z. В. P. G o m b á s , Handb. d. Phys. 36, S. 124, Springer, Berlin-Göttlingen- 
Heidelberg, 1956.

6 Die Berechnungen wurden mit den Lösungen von S l a t e r  und K r u t t e r  (Phys. 
Rev. 47, 559, 1935) durchgeführt. Bezüglich der tabellierten Lösungen vgl. man P. G o m b á s , 
Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen, S. 357 f., Springer, Wien, 1949.

4 Acta Physica VIII/3.
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A nfangstangente, 9/ (0), angeführt, die vielfach ebenfalls zur Charakterisierung 
der Lösungen <f(x) dienen. Mit H ilfe der in der Tabelle 1 angegebenen D aten  
lassen  sich für ein  beliebiges A tom  bei den in der Tabelle angegebenen .r0- 
W erten die zusam m engehörenden W erte von L2 und P  feststellen .

Tabelle 2

L 2 u n d  P  fü r versch iedene W erte des G renzrad ius, fü r  das X enon-A tom . L 2 in  /г2/(4.т2)-, P  in
1014 d y n /cm 2- und  r0 in  o0-E in h e iten

—<p'(0 ) 1,5880710 1.588 1,586 1,55 1,38 1 .00
x 0 oo 8,59 5,85 2,80 1,69 1.19
ra ОЭ 2 ,01 1,37 0,656 0,396 0,279

L 2 3,743 4,225 4,899 6,822 8,579 9,412

P 0 0,617 9,55 1080 2 1 0 . 1 0 2 147.103

Diesen Zusam m enhang zwischen L2 und P  haben wir für das Xenon- 
A tom  berechnet. D ie R esultate sind in der Tabelle 2 angegeben und in  Fig. 1 
auch graphisch dargestellt.

F ig . 1. L 2 u n d  log P  a ls F u n k tio n en  v o n  x 0, bzw . l / x 0 fü r  das X -A tom  ; L 2 in  fe2/(4?t2)-und  P
in  d y n /cm 2-E in h e iten
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ЗАВИСИМОСТЬ МОМЕНТА КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ ОТ ДАВЛЕНИЯ
П. ГОМ БАШ  

Р е з ю м е

Автор на основании статистической модели Томаса—Ферми вычисляет зависи­
мость момента количества движения атомов от давления при абсолютном ноле темпера­
туры.
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ZUR STATISTISCHEN THEORIE KOMPRIMIERTER
ATOME

Von

P .  G ombás
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITÄT FÜR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 

(E in g eg an g en  : 19. IX . 1 9 5 7 )

E s w ird gezeig t, dass die s ta tis tisc h e  Theorie k o m p rim ie r te r  A tom e d u rc h  die E rw e ite ­
ru n g  m it der W eizsäckerschen K o rre k tio n  im  V e rh ä ltn is  zu den T ho m as-F erm isch en  u n d  
T h o m as-F erm i-D iracsch en  T heorien  e ine  w esentliche Ä n d eru n g  aufw eist. Bei zun eh m en d er 
K om pression  s te ig t näm lich  die E n erg ie  des A tom s n ic h t m onoton  a n  w ie in  den T hom as- 
F erm isch en  und T h o m as-F erm i-D iracsch en  T heorien , sondern  s in k t z u n ä c h s t ah , d u rc h ­
lä u ft  ein  M inim um  u n d  ste ig t von  d o r t  an  sehr steil an . A u f G rund  d ieser R e su lta te  sind  
d ie  aus den T h om as-F erm ischen  u n d  T hom as-F erm i-D iracschen  M odellen h e rgele ite ten  
D ru ck — D ichte  B eziehungen e iner R ev ision  zu u n te rz ieh en .

1. E in le i tu n g

Die statistische Theorie des durch einen äusseren Druck zusam m en­
gedrängten A tom s für tiefe Tem peraturen wurde von mehreren Autoren, in s­
besondere von S l a t e r  und K r u t t e r  sowie von  J e n s e n  ausgearbeitet .1 D ieses 
Modell des statistischen  Atom s m it einem endlichen Grenzradius und nicht 
verschwindender Randdichte b ildet die Grundlage der statistisch en  Theorie 
der Materie unter hohem  Druck, wo die A tom e in einem G itter von hoher 
Sym m etrie angeordnet sind und man die ein A tom  enthaltende Elem entarzelle  
durch eine K ugel vom  gleichen Volumen, die sogenannte E lem entarkugel, 
approximieren kann. Diese Elem entarkugel b ildet den elem entaren B austein  
der Materie unter hohem  Druck, man kann daher mehrere w ichtige Eigeschaf- 
ten  der Materie unter hohem Druck aus der Theorie dieser E lem entarkugel 
herleiten. So konnte J e n s e n 2 unter anderen die D ruck—D ichte Beziehung der 
E lem ente, insbesondere die des Eisens, bis zu sehr hohen Drucken herleiten. 
Mehrere Autoren haben versucht aus der Theorie des zusam m engedrängten  
statistischen  A tom s auch die Theorie der M etalle unter Norm aldruck zu en t­
w ickeln, was jedoch für eine der w esentlichsten M etalleigenschaften, die m etal­
lische Bindung, zu einem negativen  Resultat führte. In der Thom as-Ferm i-

1 J .  C. S l a t e r  u . H . M. K r u t t e r , Phys. Rev. 4 7 ,  5 5 9 ,  1935  ; H . J e n s e n ,  ZS. f. P h y s . 
111, 3 7 3 ,  1939. B ezüglich  w eite rer L ite ra tu ran g e b en  a u ch  fü r den h ie r  n ic h t b eh an d e lten  
F a ll beliebiger T em p era tu ren  vgl. m an  z. B. P . G o m b á s , H a n d b . d. Phys. 3 6 , S. 214 ff., Springer, 
B erlin -G ü ttin g en -H eid e lb erg , 1956.

2 H . J e n s e n , ZS. f. Phys. 111, 373, 1939.
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sehen Näherung zeigt näm lich die Energie der E lem entarkugel als Funktion  
des K ugelradius’ überhaupt kein M inimum, in der Thom as-Ferm i-Dirac- 
schen N äherung ist zwar ein Energiem inim um  vorhanden, dieses besitzt jedoch  
nach A bzug der Energie des freien Thom as-Ferm i-D iracschen A tom s den 
W ert N ull, es ergibt sich also für die Bindungsenergie der Wert N ull, d. h. 
eine B indung kom m t auch in diesem  M odell nicht zustande . 3

D as Ziel der vorliegenden Arbeit ist die statistische Theorie von kom pri­
m ierten A tom en für tiefe Tem peraturen durch die W eizsächersche Korrek­
tion  der kinetischen Energie und durch die vom Verfasser entw ickelte M odifi­
kation 4 dieser Korrektion zu erweitern. D as w esentlichste R esultat, das man 
bei H inzunahm e der W eizsäckerschen Korrektion erhält, besteht darin, dass 
die Energie als Funktion des R adius’ der E lem entarkugel je tzt —  im  G egen­
satz zu den R esultaten der früheren Berechnungen, die ohne der W eizsäcker­
schen K orrektion durchgeführt wurden —  ein sehr ausgeprägtes Minimum  
aufw eist.

2. Grundlagen des m it der W eizsäckerschen Korrektion erweiterten
statistischen Modells

W ir sehen zunächst von der vom  Verfasser eingeführten M odifikation ab, 
ziehen also nur die ursprüngliche W eizsäckersche k inetische Energiekorrek­
tion in B etracht5 und gehen von dem m it dieser K orrektion erweiterten Ener­
gieausdruck des statistischen  A tom s, m it der Ordnungszahl Z  aus, der sich 
folgenderm assen gestaltet

E  =  xk J" ipw '3 dv -j- i x J (grad f ) 2 dv vk + v. if2 dv — xa j гр8 3 dv ;

( 1 )

hier bezeichnet y>2 =  q die Elektronen d ichte, Vk das P otentia l des K erns, Ve 
das P oten tia l der Elektronenw olke und dv das Volum enelem ent. xk, x t und xa 
sind die folgenden K onstanten

xk =  —o (Зтг2) V, e 2a0 , xi
3

4
3 T 3

( 2)

3 M an vgl. z .B . P. G o m b á s ,  H a n d b . d . Phys. 3 6 , S. 215 u . 219, S p rin g er, B erlin - 
G ö ttin g en -H e id e lb e rg , 1956.

4 M an vgl. z. В. P . G o m b á s ,  H a n d b . d . P h y s . 3 6 , S. 151 ff ., Sp ringer, B erlin -G ö ttin - 
g en -H eid e lb e rg , 1956.

5 M an v g l .  z .  В. P. G o m b á s ,  Die s ta tis tisc h e  T heorie des A to m s u n d  ihre A nw endungen , 
S. 110 ff .,  Sp ringer, W ien, 1949.
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e bedeutet die positive E lem entarladung und a0 den ersten Bohrschen W asser­
stoffradius. D ie Potentiale Vk und Ve haben folgende G estalt

Vk = Ze
r

v.= Г  y>2  ( r )  ip 2 ( t ' )

r '
dv' ,

r
(3)

wo r die E ntfernung vom  K ern und r , bzw . l'  Ortsvektoren bezeichnen. D ie  
Integration in (1) sowie in (3) ist auf das ganze A tom volum en auszudehnen.

D ie Bedeutung der einzelnen Glieder in  (1) ist die folgende : das erste 
Glied auf der rechten Seite ist die Fermische kinetische Energie der Elektronen, 
das zweite die W eizsäckersche Korrektion, das dritte die gesam te elektrosta­
tische Energie der Elektronen und schliesslich das vierte die Austauschener- 
sie  der Elektronen.о

Für die E lektronendichte q =  ip2 b esteh t die B edingung, dass das auf 
den ganzen Raum  erstreckte Integral von q m it der G esam tzahl N  der E lektro­
nen gleich sei. Es muss also

I ip2 e dv =  N e  (4)

sein.
Die V ariation von E  h insichtlich гр liefert bei festgehaltener E lektronen­

zahl N  die zur Bestim m ung der E lektronendichte dienende Grundgleichung 
des Atom s. D as Variationsprinzip lässt sich also folgenderm assen formulieren

ó ( E + V 0 Ne) = 0 ,  (5)

wo V0 einen Lagrangeschen M ultiplikator bezeichnet. H ieraus folgt die Grund­
gleichung

4X, Лгр---- — xk ip7!3 — xa y>h!3 -)- (V  — V0) eip =  0  , (6 )
3 3

wo
V = v k +  Vc ( V

das gesam te elektrostatische Potential b edeutet.
Für Vg g ilt auch hier gerade so wie bei dem freien A tom  die Beziehung

V 0 e = -
QE 

9 N
(8)

Es ist also V0e auch hier das Gibbssche chem ische P otentia l.
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W ir beschränken uns im  folgenden au f eine kugelsym m etrische V ertei­
lung der Elektronen und som it auch des Potentials im  A tom  und denken uns 
die A tom e als Kugeln vom  R adius r0 in einem  Gitter gepackt. W eiterhin setzen  
wir im  folgenden durchweg voraus, dass es sich um neutrale Atome handelt, 
dass also N  =  Z  sei.

Aus der Stetigkeitsforderung des P otentials und der elektrischen F eld ­
stärke am  Atom rand folgt dann, dass die folgende G leichung bestehen m uss

dV  
9 r

=  0  . (9)

Diese G leichung enthält die Aussage, dass das Atom  nach aussen hin neutral 
ist, sie is t  also m it der Norm ierungsbedingung (4) für N  =  Z  gleichbedeutend.

D as Potentia l selbst is t  nur bis au f eine additive K onstante festgelegt. 
D a sich das kom prim ierte A tom  immer im  Inneren der Materie b efin d et, 
kann diese K onstante nur m it einer gew issen Willkür bestim m t werden. W ir 
wählen sie im  folgenden so, dass das P otentia l ganz ähnlich  wie beim  freien  
A tom  am  Atom rand verschw inde, d. h. dass

sei.
V ( r J  =  0 ( 10)

W eiterhin muss am Atom rand aus Sym m etriegründen die E lektronen­
dichte Q m it ihrer A bleitung stetig  übergehen, d. h. es m uss die w eitere G lei­
chung

( 11)

bestehen. W enn man in dieser G leichung q =  ip2 setzt, so is t  zu sehen, dass die 
B edingung (11) m it einem  der folgenden drei Fälle äquivalent ist

a) V'(ro) =  0 , ip(r0) =  c o n s t . , ( 1 2 )

b) V(ru) =  0 , Y ( r 0) =  c o n s t . , (13)

c) v W =  0 , Y ( r o) = o , (14)

wo wir zur Abkürzung die B ezeichnung
dip

9 r
ip' einführten.

Der Fall c entspricht dem freien A tom . Aus der G rundgleichnung (6 ) 
ist näm lich m it Rücksicht a u f (10) und (9) sofort zu sehen, dass in diesem  Fall 
ausser ip und ihrer ersten A bleitung auch alle höheren A bleitungen bei r =  r„ 
verschw inden. Hieraus fo lg t, dass r0 =  oo sein m uss; dies ist der F a ll des 
freien A tom s.
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D ie Fälle (12) und (13) entsprechen dem  kom prim ierten A tom  und führen  
zu voneinander wesentlich verschiedenen Lösungen, auf die wir weiter unten  
ausführlich zu sprechen kom m en.

Sobald die Lösung y> für einen bestim m ten  Grenzradius r0 bekannt ist, 
kann die Energie an H and des Ausdruckes (1) ohne weiteres berechnet w erden. 
Ausser der Energie ist noch der Druck am Atom rand von Interesse ; für d iesen  
wollen wir im  folgenden einen Ausdruck herleiten.

3. Herleitung des Ausdruckes für den Druck am Atom rand im Falle  
der ursprünglichen W eizsäcker sehen Korrektion

Alle unsere folgenden Betrachtungen beziehen sich au f den absoluten  
Nullpunkt der Temperatur. Für den Druck P  gilt dann

dE  1 dE
dv 4тг t'I dr0

Unsere Aufgabe besteht also in der Berechnung von dE /dr0. Dies kann ganz  
ähnlich zum  Thom as-Ferm ischen oder Thom as-Ferm i-Diracschen A tom  
folgenderm assen geschehen ; der einzige Unterschied im Verhältnis zum  le tz ­
teren besteht in E  im  W eizsäckerschen K orrektionsglied.

Mit R ücksicht darauf, dass y  voraussetzungsgem äss kugelsym m etrisch  
ist und die Integration auf die Kugel vom  Radius r0 auszudehnen ist, ergibt 
sich

dE:
dr0

=  4tt rg xk ipl(>3 4 - 4x t ip'2 V k + eip2 — xa у>81г +
j r =  Го

fr* j2  Ü t  ̂ V 1/>7 3 —„  " k  Y V k + - - V t exp —
4 И ^ 5 /3

1 Эг„ 3 2 3 J
0

(16)

1 2 QV0-----ew“-------- -
2 8r0

+  8x, Y
9 2v> I 

8 г0 Эг I
dr .

Wir wollen zunächst 9 Vejd  r umformen. Gerade so wie im  Falle des Thom as- 
Ferm ischen oder T hom as-Ferm i-D iracschen Atoms erhält man m it dem  
zweiten Ausdruck (3)

QVe 
3 rn §

V2 (Г')
r' — r

d f  - 2 e  V (Г')
ay(r')

3r„ X' — X
dv', (17)
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wo man im  ersten Glied au f der rechten Seite, das aus der D ifferentiation nach  
der Grenze fo lg t, die Integration  auf die K ugelfläche т =  r0 zu erstrecken h at. 
Durch V ertauschung der Integration  ergibt sich

9F,4 л y>2 ------ r2 dr =  4лг§ V г (r0) ip2 (r0) - f  4 л 2ip-------V e r2 dr . (18)
9 ri.о

Nach E insetzen  dieses Ausdruckes in (16) folgt 

d E

dip
9rn

dr„
=  4 лг2 [xk ip10l3 +  4*, y/ 2 — Veip2 — xa yA3]r==ro +

f  À 2  & —  yd 3 — Ve w —
4

--- X Wai3
1 9r0 3 3

(19)

+  8 », f  ^  1
9r0 9rJ

dE
Zur weiteren Vereinfachnune; des Ausdruckes für w ollen  wir das Integral

df0
Э2 y)

über 4л: r‘- y>' —— in (19) umformen. W enn man die D ifferentiation nach
0 ro 0 Г

г und r0 in
0 2 y)

0ГО 0Г

J4л r2 yj‘

vertauscht und dann partiell integriert, so ergibt sich

Го
2 „„/ Q*4>

ЭГ0 0 Г
dr =  4л: Г r2 , 9 9y>

! ^  9r 0ro
dr

4л r2 Y
,, 9y> 

9rn

' о
4л Г (r2 y/' 4 ~ 2 r у') — — dr , 

J  9r0
(20)

w o die zw eite A bleitung vo n  y> nach r bezeichnet.
Mit Rücksicht darauf, dass ip richtungsunabhängig ist , kann man

y>" -j- Y  — A ip ( 21 )

setzen und erhält som it aus (2 0 )

4л I r2 y/ —  -  dr =  4лгд 
J  0ro9r 8 rn

— 4л: j r2 -^~Ay>dr.  (22)
Эг n

о 0
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W enn m an diesen Ausdruck in (19) e insetzt und beachtet, dass ip e ine Lösung 
der Grundgleichung (6 ) ist, so folgt

dE
dr0

4  nr% xk y>103 -(- 4x,- y)'2 +  8Xj y>’
dip

8 rn
Veip2 — xa f 8!3

4ti V 0 e 2ip
dy>
0 r„

: d r  . (23)

Das Integral in (23) lässt sich mit H ilfe der Nebenbedingung (4) berechnen, 
denn es ist

Г.,

d N  =  4nr2 Y  (r0) +  4л  Ii  2 » Æ
9r„ J1 3ro

0

(24)

Mit Hilfe dieser Beziehung erhält man aus (23) und (15) für den Druck 
am Atom rand

P
1 dE  

4nr2 drn
Xk f l 0 3 +  xa w l 3 -  V0eip~ — 4xt Y 2 +  2  Y

dip

9 r„ r=r„
(25)

wo wir gem äss der B eziehung (10) V  (r0) =  0 setzten  und zur Abkürzung für 
y> (r0) die Bezeichnung ip0 einführten.

Mit Hilfe der G rundgleichung (6 ) lässt sich V0 eliminieren und es ergibt 
sich dann für den Druck am Atom rand der Ausdruck

P  =  „ xk y>l° 3 xa ipl 3 — 4Xi y> Ay> -f- Y 2
dip
9rn

(26)

in dem  nur tp, weiterhin die erste und zweite A bleitung von ip nach r, sowie 
die erste Ableitung von ip nach r0 am  Rand des A tom s eingehen.

D ie W eizsäckersche Korrektion äussert sich in  diesen Ausdrücken formal 
in den Gliedern m it x, ; für Xj =  0 gehen sie in den Thom as-Ferm i-Dirac- 
schen und für Xj =  0 und xa =  0 in den Thom as-Ferm ischen über. Die 
W eizsäckersche Korrektion bewirkt natürlich w eiterhin auch eine Änderung 
von ip0 und V0.

Sowohl (25) wie (26) sind die vollständigen Ausdrücke für P , d. h. wir 
haben in diesen die R andbedingungen, nach w elchen am Atom rand in einem



328 P. GOMBÁS

Fall ip' und im  anderen ip verschw indet, noch n icht berücksichtigt. Wir wollen  
nun diese beiden F älle gesondert in  Betracht ziehen.

W ir befassen uns zunächst m it dem aufS . 324 mit (12) bezeichneten Fall, 
bei w elchem

ip1 (r0) =  0 und ip (r0) =  ip0 =  const, ф  0 (27)
ist.

Man erhält dann aus (25) für den Druck

P  =  -  4  < 3 +  y-a Wo3 +  W > (28)

wo wir sta tt V0 die m axim ale Energie eines E lektrons im Atom

e„ =  - e V 0 (29)

eingeführt haben. D er Ausdruck (28) ist formal m it dem  Ausdruck des Druckes 
für das Thom as-Ferm i-Diracsche A tom  identisch  ; er führt jedoch , wie wir 
sehen werden, zu einer vom  Thom as-Ferm i-D iracschen A tom  gänzlich  
verschiedenen A bhängigkeit des Druckes von r0 und zwar im  wesentlichen  
w egen der vom  T hom as-Ferm i-D iracschen A tom  gänzlich verschiedenen  
A bhängigkeit des Param eters V0 von  r„.

Aus (26) ergibt sich für den Druck ebenfalls im  Fall (12)

2  1
P  =  —  *k Wl°i3 — —  f o 3 -  4*; Wo г" (го) •

D О
(30)

In dem auf S. 362 mit (13) bezeichneten F all ist

Г (ro) =  Wo =  0 und W'{To) =  con st, ф  0 . (31)

W ie im  Anhang X  gezeigt wurde, g ilt für den F all, dass ip (r0) =  0 ist,

dip

3rn
dip I

9r l-r. W'(r0) ■ (32)

Mit R ücksicht h ierauf erhält m an dann sowohl aus (25) wie aus (26) für den 
Druck den Ausdruck

P  =  4x(- [ip'(r0) ]2 . (33)

In diesem  Fall ist also P  immer positiv .
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4. Das zusam m engedrängte A tom  mit der m odifizierten W eizsäckerschen
Korrektion

In einigen früheren A rbeiten6 wurde vo m  Verfasser gezeig t, dass die 
in (1) vorgenom m ene einfache A ddition der Ferm ischen und W eizsäckerschen  
kinetischen Energie zu einem Fehler führt, indem  ein Teil der kinetischen  
Energie —  die sogenannte k inetische Selbstenergie —  doppelt gezählt wird. 
Die B eseitigung dieses Fehlers führt zu einer w eiteren K orrektion, m it der sich  
die Energie des A tom s folgenderm assen gesta ltet

E =  xb 
3

<k j ip10 3 dv - f  x.k j | y>10 3 — Cj ipa 3 c2 ip2 —-----c3 — — J dv -f-

P .^ iPe

4Xj (grad if)~ dv —
v ‘ +  j v ’

eyj2 dv — xa j y 8/ 3 dv , (34)

wo Cj, c2 und c3 die folgenden K onstanten bezeichnen

5 71 11 3 5
c — --

71 ' 2 3 1
С О ---

71 '

4тг
f

3 !
to  ---

1 2  л :2 3
•>

5 7 6 л 4 3

weiterhin ist

(35)

1 3
hip1 3 (36)

der B etrag des m axim alen Im pulses der E lektronen und

Pe =
h

1
2 71T

(37)

h bedeutet die Plancksche K onstante. Die Beschränkung des Integrations­
gebietes im  zw eiten Integral auf der rechten Seite in (34) durch die Bedingung

(38)

bedeutet, dass man die Integration au f eine K ugelschale vom inneren Radius

6 P. Gombás, A n n . d . Phys. [6 ] 18, 1, 1956 ; w e ite rh in  P. Gombás, H a n d b . d . Phys. 
36, S. 152, Sp ringer, B erlin -G ö ttin g en -H e id e lb erg , 1956.
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г,- und äusseren R adius ra auszudehnen hat, wo r, die kleinere und ra die grö­
ssere der beiden reellen positiven W urzeln der G leichung

P,<
1

2
3 U/s

hip2!3 =
1 h
2 2ят

(39

ist. Sofern diese G leichung im G ebiet 0 <[ r r0 nur eine Wurzel b esitzt, so 
ist diese m it r, zu identifizieren ; der R adius ra ist dann mit r0 g leichzusetzen.

A us dem Variationsprinzip (5) ergibt sich m it (34) für die korrigierte 
G rundgleichung s ta tt (6 )

10 44 x t Aip — -x k y>7l3 — g ( i p , r )  +  -ка xp3 3 +  (V  — V0) eip =  0 , (40)
9 3

wo die Funktion g (ip, r), die aus dem  zweiten Integral auf der rechten Seite 
in (34) resultiert, folgende R edeutung hat :

für ri < r < , ra is t  g (y>, r) =  —  xk „73 Ci ip5 3 1 +  Ö 1— c„ ip —  
5 2 r2

, (41)

für 0 <  r <  r, sow ie für r ^ > r a is t g (y>, r) =  0 . (42)

D ie Funktion g (yj, r) und ihre A bleitung nach r verschw inden bei den Grenz­
radien r, und ra und verhalten sich dort stetig.

W enn man die K onstanten cv  c2 und c3 gleich N ull setzt und die Beschrän­
kung des Integrationsgebietes im zw eiten  Integral (34) aufhebt, d. h. r, =  0 
und ra =  r0 setzt, so geht der korrigierte Energieausdruck (34) in  den nicht 
korrigierten (1) und die korrigierte Grundgleichung (40) in die n ich t korri­
gierte (6 ) über, w ie dies auch sein soll.

Praktisch in allen Fällen, die von  Interesse sind, besitzt die Gleichung 
(39) nur eine W urzel, d ie man m it r, gleichzusetzen hat ; die Integration  im  
zw eiten Integral au f der rechten Seite in (34) ist dann auf eine K ugelschale  
auszudehnen, die innen durch die K ugelfläche vom  R adius r, und aussen durch 
die Grenzfläche des A tom s, d. h. durch die K ugelfläche mit dem  Radius r0 

begrenzt wird. Das Integrationsgebiet unterscheidet sich also dann im  zweiten  
Integral auf der rechten Seite in (34) von  denen der übrigen Integrale in (34) 
nur darin, dass im  zw eiten  Integral die Kugel vom  Radius r, auszuschalten  
ist. Zur Orientierung sei erwähnt, dass dieser R adius sehr klein is t , für das 
Argon-A tom  ergibt sich z. B. r, ^  0 , 0 2  a0.

B ei der H erleitung des Ausdruckes für den D ruck wollen wir uns auf den 
eben besprochenen Fall beschränken. W ir können dann bei der Berechnung von
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dE/dr0 den Radius r, praktisch von ru als unabhängig betrachten, denn in der 
unm ittelbaren Um gebung des Kerns wird гр und som it r, durch eine Ä nderung  
von r0 praktisch nicht beeinflusst. Hierdurch gestaltet sich die Berechnung  
des Druckes ganz analog zu der in § 3 und m an erhält

P  = -*kVl03

+  ха У>o3 -  V oev l ~

Wo0 3 -

гр'2 +  2  гр'

1 ] 1,,,8 3 _ro -  +  C . V 8 -  --  c3 —
rо rö ro

,

8 r0 r=r0

+

(43)

Für сг =  c2 =  c3 =  0 geht (43) in (25) über, wie dies auch sein soll. Durch  
E lim ination von V0 m it H ilfe der Grundgleichung (40) ergibt sich für den 
Druck ein zu (26) analoger Ausdruck. Schliesslich sei noch bem erkt, dass der 
Ausdruck (43) gerade so w ie (25) der vollständige Ausdruck des Druckes ist, 
d. h. wir haben in diesem die am Ende des § 2 angegebenen R andbedingungen  
noch nicht berücksichtigt.

W enn wir dies nun tun und die beiden ersten auf S. 324 angegebenen Fälle  
gesondert in Betracht ziehen, so ergibt sich im  Fall (12), in w elchem  гр' (r0) =  0 
und гр (r0) =  гр0 =  const. =f= 0 ist, für den Druck

P  = у/ ЛI llO 3 __кк Г 0
l

*L- Wo03 -  ci f o 3 C2 wl *a4> 0 3

(44)

wo eß w ieder durch die Beziehung (29) defin iert ist. In dem  au f S. 324 m it (13) 
bezeichneten Fall, bei w elchem  гр (r0) =  гр0 =  0 und гр' (r0) =  const. =з*= О 
ist, erhält m an für den Druck

P  - 4*, [гр' (r„ ) ] 2 + 1) y.k c3 \  (45)
3 r3

wo das zw eite Glied auf der rechten Seite nur eine unbedeutende K orrektion  
gibt. Für Cj =  c2 =  c3 =  0 gehen die Ausdrücke (44) und (45) in die Ausdrücke 
(28), bzw. (33) über, wie dies auch sein soll.

5. Resultate

Wir haben für das Ar- und Fe-A tom  ausführliche Berechnungen durch­
geführt und zwar wurde für das A r-Atom  die Grundgleichung (6 ), d. h. die 
mit der ursprünglichen W eizsäckerschen K orrektion erw eiterte Gleichung m it 
den Randbedingungen (12) für die Grenzradien r0 =  0,5 o0, 1 a0, 1,5 a0, 2 a0 

und 3 a0 und die m odifizierte G rundgleichung (40) mit den Randbedingungen
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( 12) für die Grenzradien r0 =  1 a0, 2 a0, 3 a0 und 4 a0, sow ie m it den R and­
bedingungen (13) für die Grenzradien r0 =  3 a0 und 4 a0 numerisch gelöst ; 
weiterhin w urde für das F e-A tom  die m it der ursprünglichen W eizsäckerschen  
K orrektion erweiterte G leichung (6 ) für r0 =  0,5 a0 und die m odifizierte  
G rundgleichung (40) m it den R andbedingungen (12) für die Grenzradien 
r0 =  0,5 o0, 2 a0, 2,15 a0, 2,85 a0 und 3,5 a0 numerisch gelöst.

D ie Lösungen sind tabellarisch im  A nhang I, III, IV , V I und V III zusam ­
m engestellt. D ie  Grössen y>0, eß , bzw. y /(r0) für die verschiedenen r0-W erte, 
bzw. für die verschiedenen M assendichten n sind in den Tabellen 1, 2, 3, 5 
und 6  angegeben. Die Lösungen für das freie Ar- und F e-A tom  [R andbedin­
gung (14)] w urden ebenfalls festgestellt7 und sind im  A nhang II, V, V II und 
IX  zusam m engestellt ; die entsprechenden Param eterw erte sind in den T abel­
len  1, 2, 3, 5 und 6  angegeben.

Tabelle 1

y>0, Bf,, E , A E  u n d  P  fü r  verschiedene W erte  von r0 im  F a lle  der u rsp rü n g lich en  W eizsäckerschen 
K o rrek tio n  m it d e r  R andbed ingung  (12), bzw. (14) fü r  das A r-A tom . y>0 in  t\N, E ,  sowie

A E  in  e2 * */a0-, P  in  1012 dyn /cm 2-, r0 in  «0- u n d  n  in  g /cm 3-E inheiten

ro 0,5 l 1,5 2 3 oo
n 855,7 106,95 31.69 13,37 3,961 0

% 5,064 1,495 0,68133 0,37340 0,14553 0

G 35,8659 5,5846 1,295 0,2029 —  0,257917 —  0,19533

E —  218 — —  375,6 —  375,3 —  374,2 —  373,9

A E 156 — —  1,7 —  1,4 —  0,3 0

P 98800 1082 19,91 —  7,643 —  1,705 0

Tabelle 2

Уо, Bfl, E , A E  u n d  P  fü r  versch iedene  W erte v o n  r0 im  Falle  der m o d ifiz ie rten  W eizsäckerschen 
K o rrek tio n  m it d e r  R an d b ed in g u n g  (12), bzw. (14) fü r  das A r-A tom . y>0 in  l/a fj2-, Bf,, sowie 

A E  in  e2/a0-, P  in  1012 d y n /cm 2-, r0 in  o0- u n d  n in  g /cm 3-E inheiten

ro 1 2 3 4 OO
n 106,9, 13,37 3,961 1,671 0

Vo 1,41 0,34050 0,12667 0,055750 0

e„ 4,1950 —  0 ,1 0 1 0 0 —  0,37800 —  0,35233 —  0,25312

E —  427 —  436,8 —  435,7 —  435,3 —  435,1

A E 8 —  1,7 — 0 ,6 —  0 ,2 0

P 602,7 —  11,60 -  1,637 —  0,2693 0

7 Die L ö su n g en  fü r das fre ie  A r-A tom  sin d  d e r  frü h eren  A rb e it P . G o m b á s , A cta  P h y s .
H ung . 5, 483, 1956 en tn o m m en  u n d  der V o lls tän d ig k e it h a lb e r a u c h  h ier angegeben . D ie
L ö su n g  fü r  d a s  fre ie  Fe-A tom  w u rd e  h ier b e rec h n e t u n d  zw ar a u f  d ieselbe  W eise wie d ie  fü r
d as  freie  A r-A to m .
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Tabelle 3
y>\r0), eß , E , A E  u n d  P  fü r  verschiedene W erte  von  r0 im  F a lle  de r 
m odifiz ierten  W eizsäckerschen K o rrek tio n  m it de r R and b ed in g u n g  
(13), bzw.(14) fü r  das A r-A tom . y>' (r0) in  l /a t f2-, Eß, E ,  sowie A E  

in  e2/a0-, P  in  1012 d y n /cm 2-, r0 in  a0 - u n d  n  in  g /cm 3-E in h e iten

r o
n

3
3,961

4
1,671

CO

0

V '(ro) — 0,14947 — 0,047025 0

0,266 0,0925 — 0,25312
E — 290 — 321 — 435,1
A E 145 114 0

P 3,291 0,3257 0

Tabelle 4
P  fü r  verschiedene W erte  von  r0 im  F a lle  des T hom as-F erm i-D iracschen  M odells m it der R a n d ­

bedingung (12) fü r  das A r-A tom . P  in  1012 d y n /cm 2-, r 0 in  a0- u n d  n  in  g /cm 3-E inheiten

ro
TI

0,5
855,7

1

106,95
2

13,37
3
3,961

4
1,671

4,28
1,364

P 106500 1675 13,41 0,3911 0,007100 0

Tabelle 5
V’o- E , A E  u n d  P  fü r  versch iedene  W erte  von
r0 im  F a lle  d e r u rsp rüng lichen  W eizsäckerschen 
K o rrek tio n  m it der R andb ed in g u n g  (12), bzw. 
(14) fü r  d as Fe-A tom . ij>0 in  l /a ? /2-, £/t, E ,  sowie 
A E  in  e2/a 0-, P  in  1012 d y n /cm 2- r0 in  a0- u n d  

n  in  g /cm 3-E in h e iten

n
0,5 

1196,5
OO

0

Wo 5,8990 0

Bß 44,567 — 0,2026
E — 669 — 911
A E 242 0

P 167800 0

5 Acta Physica VIII/3.
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Tabelle 6

y>0, eu, E ,  A E  u n d  P  fü r  verschiedene W erte  v o n  r0 im  Falle  de r m o d ifiz ie rten  W eizsäckerschen 
K o rre k tio n  m it  d e r R an dbed ingung  (12), bzw. (14) fü r  das Fe-A tom . y>0 in  l / a ^ 2-, et„ E ,  sowie 

A E  in  e2/a0-, P  in  1012 d y n /cm 2-, r0 in  a0- u n d  n in  g /cm 3-E inheiten

ro 0,5 2 ,0 2,15 2,85 3,5 oo
n H 9 6 ,5 18,695 15,05 6,462 3,488 0

Vo 5,6930 0,37672 0,31786 0,15845 0,090526 0

*/• 38,497 — 0,0178 — 0,14415 — 0,36432 — 0,379 — 0,25939

E — 893 — 1095,6 — 1095,3 — 1094,3 — 1093,9 — 1093,6

A E 201 — 2 ,0 — 1,7 — 0,7 — 0,3 0

P 133300 — 13,51 — 10,36 — 2,659 — 0,7916 0

Tabelle 7

P  fü r  versch iedene  W erte  von  r0 im  F a lle  des T h o inas-F erm i-D iracschen  M odells m it d e r R a n d ­
bed in g u n g  (12) fü r  das Fe-A tom . P  in  1012 d y n /cm 2-, r0 in  a 0- u n d  n  in  g /cm 3-E in h e iten

ro
n

0,5
1196,5

2 ,0

18,695
2,85
6,462

3,5
3,488

4,42
6,732

p 183100 19,57 0,9163 0,1050 0

Mit H ilfe von гр0, r0 und efl, bzw. von  y'(re) können wir den Druck P  für 
die in den Tabellen angegebenen r0-W erte für den Fall der ursprünglichen W eiz­
säckerschen K orrektion aus (28), bzw. (33) und für den Fall der m odifi­
zierten W eizsäckerschen Korrektion aus (44), bzw. (45) berechnen. Die 
R esu ltate  sind ebenfalls in den Tabellen 1, 2, 3, 5 und 6  zusam m engestellt.

Zum  Vergleich haben wir den Druck für das Ar- und Fe-A tom  auch in 
der T hom as-Ferm i-D iracschen N äherung, d. h. ohne der W eizsäckerschen  
K orrektion berechnet. Hierzu h atten  wir die Thom as-Ferm i-D iracsche  
G leichung für die in Frage stehenden r0-W erte zu lösen ; m it den Lösungen  
kann m an dann den Druck aus (30) durch N ullsetzen von einfach berechnen. 
D ie Lösungen haben wir ausführlich nicht angegeben ; wir haben nur die 
E ndresultate in den T abellen 4 und 7 zusam m engestellt. D ie letzten  K olonnen  
dieser beiden Tabellen entsprechen dem  freien Ar-, bzw. Fe-A tom  m it einem  
endlichen Grenzradius, der für das A r-A tom  rQ =  4,29 a0 und für das Fe-A tom  
r0 =  4 ,42  a0 beträgt.

Ausser dem Druck ist noch die Energie E  des kom prim ierten A tom s von  
Interesse. D iese kann m an jedoch m it unseren im A nhang tabellierten Lösungen  
у  (r) =  r y> (r) nur ziem lich ungenau und zwar m it einer für unsere Zwecke 
nicht ausreichenden G enauigkeit von cca. 1— 2% berechnen. Die Ursache des­
sen ist darin zu suchen, dass unsere Lösungen y  (r) =  r ip (r) in den G ebieten
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in unm ittelberer K ernnähe, die zur E nergie den ausschlaggebenden A nteil 
liefern, nicht genügend genau sind. D ie  Lösungen wurden näm lich so fest­
gestellt, dass wir m it der numerischen Integration  der Grundgleichungen beim  
Grenzradius r0 begonnen haben und von  dort nach innen bis zu dem  Punkt 
г =  0, у  =  0 fortgeschritten sind. Da diese Gebiete vom  A nfangspunkt der 
Integration am w eitesten  entfernt sind, büsst man gerade bei diesen G ebieten  
an Genauigkeit am m eisten ein. Uns kam  es jedoch in erster Linie au f die 
B estim m ung des Druckes an, das gerade m it unseren Lösungen sehr genau  
geschehen kann. Mit Hilfe des Druckverlaufes lässt sich dann auch der Ver- 
lau f der Energie m it genügender G enauigkeit feststellen . Aus (15) ergibt sich 
näm lich

dE  =  — 4л: Pr§ drn, (46)

woraus durch Integration
CO

E ( r 0) = E ( o o )  + 4л j P r | d r 0 (47)
Г0

folgt. Wenn man nun die Energie des freien Atom s m it hinreichender G enauig­
keit kennt, so kann man hieraus mit H ilfe  von P  (r0) den Wert der Energie 
für beliebige r0-W erte feststellen . Mit A usnahm e sehr kleiner r0-W erte haben 
wir E  m it Hilfe von (47) berechnet; für sehr kleine r0-W erte wurde E  aus (1), 
bzw. (34) direkt bestim m t. D ie Werte vo n  _E, sowie die W erte der zufolge der 
Kom pression entstehenden Energieänderung

A E  =  E  (r0) -  E  (oo) (48)

sind in den Tabellen 1, 2, 3, 5 und 6  ebenfalls angegeben . 8

6 . D iskussion

W ie aus den Tabellen zu sehen ist, en tsteh t im Falle der Randbedingung  
(12) durch die W eizsäckersche, bzw. durch die m odifizierte W eizsäckersche 
Korrektion im  Verhältnis zum  Thom as-Ferm ischen oder Thom as-Ferm i- 
Diracschen A tom  ein wesentlicher U nterschied. W ährend nämlich bei den

8 Die h ie r  angegebenen E nerg iew erte  der f re ie n  A tom e s in d  v o n  denen  in  d e r  A rb e it 
P. Gombás, A nn . d . Phys. [6] 18, 1, 1956 angeg eb en en  E n erg ien  v ersch ieden , d a  h ie r  die 
F erm i-A m ald ische K o rrek tio n , sowie einige w e ite re  K o rrek tio n en , v e rn ach läss ig t w u rd en . 
Diese K o rrek tio n en  w u rd en  h ier ve rn ach läss ig t, d a  u n s  h ier in  e rs te r  L in ie  der E n erg iev e rlau f 
u n d  n ich t so sehr de r ab so lu te  B e tra g  der E n erg ie  in te ress ie rt u n d  diese K o rre k tio n e n  am  
E n erg iev e rlau f, d. h . an  de r re la tiv e n  Lage de r v e rsch iedenen  / '( /, ,) -W erte  p ra k tisc h  n ich ts  
ä n d ern .

5*
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letztgen an n ten  beiden Modellen durch zunehm ende K om pression, d. h. für 
sukzessive kleiner werdende r0-W erte die Energie und auch der D ruck m onoton  
ansteigen , ergibt sich bei den korrigierten M odellen für die Energie und den  
D ruck folgender Verlauf : wenn m an vom freien A tom  ausgeht und in R ich ­
tu n g  kleinerer r0-W erte fortschreitet, so fä llt zunächst die Energie, erreicht ein  
M inim um  und ste ig t nach D urchlaufen des M inimums sehr ste il an ; dem ent­
sprechend ergeben sich für den Druck —  wenn man wieder vom  freien A tom  
ausgeht —  m it abnehm enden r0-W erten zunächst negative W erte, beim  E n er­
giem inim um  verschw indet der Druck, von dort an wird der Druck p ositiv  
und steigt sehr steil an.

Dieses E nergiem inim um  m it verschwindendem  Druck entspricht der 
stab ilen  G leichgewichtslage. D ie Existenz dieses Energiem inim um s schein t 
darauf hinzuw eisen, dass die m it der W eizsäckerschen K orrektion erw eiterten  
statistischen  A tom e —  im  Gegensatz zu den ursprünglichen Thom as-Ferm ischen  
und Thom as-Ferm i-D iracschen statistischen  Atom en —  eine B indung  
eingehen. Mit diesem  Schluss m uss man jedoch vorsichtig sein. W enn man sich  
a u f einen rein statistischen  Standpunkt stellt, d. h. wenn m an die G rundglei­
chungen (6 ), bzw . (40) als reine statistische Gleichungen betrachtet, so ist  
dagegen allerdings nichts einzuw enden. Es fragt sich jedoch , inwiefern diese  
reine statistische B etrachtungsw eise bei Berücksichtigung der W eizsäcker­
schen K orrektion noch gerechtfertigt ist. In  einer frühreren Arbeit9 des 
V eifassers wurde auf die w eitgehende A nalogie zwischen den statistischen  
G rundgleichungen (6 ), bzw. (40) einerseits und der Schrödingerschen G leichung  
andererseits hingew iesen, die durch das W eizsäckersche K orrektionsglied  
bew irkt wird. D iese Analogie tr itt sofort zu Tage, wenn m an z. B. die G lei­
chung (40) folgenderm assen schreibt

4jc, Аяр - f  (e +  Фе) яр =  0 , (49)

w o wir die B ezeichnungen

e =  — V 0 e und Ф =  V ------яр*13 ------------ — g (яр, r) -f- ^ а яр2!3 (50)
9е яре Зе

einführten. D ie Gleichung (49) hat die Form  einer Schrödinger-G leichung, 
in  welcher e den Energieparam eter und яр die W ellenfunktion bezeichnet ; 
Ф ist ein m odifiziertes P oten tia l, das ausser dem  elektrostatischen P otentia l V  
und dem A ustauschpotentia l noch ein A bstossungspotential enthält, das dem  
B esetzungsverbot der energetisch tiefer liegenden vollbesetzten  Q uanten­
zustände des A tom s R echnung trä g t .9 W enn w ir nun auf Grund dieser A n a lo ­
g ie  яр als E igenfunktion betrachten , so ist (49) die Schrödinger-Gleichung des

9 P . G o m b á s , A nn. d . P h y s . [6 ] 18, 1, 1956 ; w e ite rh in  P . G o m b á s , H an d b . d. P h y s . 
36, S. 174 f ., S p rin g e r, B erlin -G ö ttin g en -H eid e lb erg , 1956.
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Elektrons m it der höchsten Energie im  A tom  und es ergeben sich für dieses 
Elektron die Grundzüge des aus der Q uantenm echanik des festen K örpers gut 
bekannten Energiebandspektrum s ; es entspricht dann offenbar die R and­
bedingung (12) dem unteren und (13) dem oberen Bandrand des tiefsten  
Energiebandes für das in Frage stehende Elektron. W enn man diese A uf­
spaltung des höchsten besetzten Energieniveaus akzeptiert, so wird man 
eine ähnliche Aufspaltung wohl auch für die tieferen besetzten  E nergieniveaus 
voraussetzen m üssen, die zu berechnen wahrscheinlich über den Rahm en  
des Modells hinausgeht. Wie dies jedoch auch sein m ag, eines ist sicher, näm ­
lich dass man sich bei der Berechnung der G esam tenergie E  des A tom s 
keinesfalls auf die unteren Bandränder beschränken darf —  wie dies beim  
Elektron im  höchstm öglichen E nergieniveau durch die R andbedingung (12) 
geschieht —  sondern m an m üsste für jedes Energieband die m ittlere Energie 
der besetzten  Zustände des Bandes erm itteln  und diese sum m ieren. W ie sich in 
diesem  Fall der Energie- und D ruckverlauf gestaltet, is t  nicht vorauszusehen.

A uf welchen der beiden Standpunkte man sich auch immer stellen  mag, 
eines scheint uns sicher näm lich, dass m an die auf Grund des Thom as-Fer- 
m ischen, bzw. Thom as-Ferm i-D iracschen Modells durchgeführten B erech­
nungen der Druck — Volumen, bzw. Druck— Dichte B eziehungen der E lem ente  
nicht nur für m ittlere sondern auch für sehr hohe Drucke einer R evision  zu 
unterziehen hat.

A bschliessend sei noch auf einen wesentlichen Unterschied zw ischen  
den hier behandelten m it der W eizsäckerschen K orrektion erw eiterten freien 
statistischen  Atom en einerseits und den Thom as-Ferm ischen, bzw. Thom as- 
Ferm i-Diracschen freien A tom en anderseits hingew iesen. Bei den letzteren  
fordert m an für die stabilen freien A tom e, dass die Energie als F unktion des 
A tom radius’ r0 ein M inimum aufweise und bestim m t den Grenzradius des 
freien A tom s gerade aus dieser M inimumsforderung, woraus sich im  R ahm en  
des Thom as-Ferm i-D iracschen Modells freie A tom e m it einem endlichen  
Grenzradius und einer endlichen R anddichte des Elektronengases ergeben. 
Wie aus dem Vorangehenden zu sehen ist, ergibt sich auch im R ahm en des 
m it der W eizsäckerschen Korrektion erweiterten M odells ein A tom , dessen  
Energie bei einem  endlichen r0-W ert ein Minimum aufw eist und das eine end­
liche R anddichte besitzt. D ieses A tom  hat jedoch nur als elem entarer B austein  
der zusammenhängenden Materie E xistenzberechtigung, d. h. es kom m t ihm  
nur dann eine physikalische R ealität zu, wenn es als B austein  eines G itters 
von hoher Sym m etrie betrachtet wird, bei welchem sich die E lektronendichte  
am A tom rand kontinuierlich an die der Nachbar-A tom e anschliesst. D ieses 
Atom  kann jedoch keinesfalls als freies A tom  interpretiert werden, da bei die­
sem ausserhalb des A tom s die E lektronendichte gleich Null wäre, und es 
entstünde som it am Atom rand im D ichteverlauf des E lektronengases eine 
U nstetigkeit, die zu einem  U nendlichwerden der im  Energieausdruck einge-
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henden W eizsâckerschen kinetischen Energiedichte 4 я,- (grad ip)2 führen würde. 
Bei H inzunahm e der W eizsâckerschen K orrektion, kann m an also die D efin i­
tion  des freien A tom s durch die M inim um sforderung der Energie m it unein­
geschränkter R anddichte —  die für das freie Thom as-Ferm i-Diracsche 
A tom  eine endliche Randdichte zulässt —  nicht mehr aufrechterhalten und  
m an muss ausser der M inimumsforderung die zusätzliche B edingung stellen, 
dass die R anddichte, d. h. ip0 verschw inde ; dies führt dann dazu, dass der 
Grenzradius des m it der W eizsâckerschen K orrektion erweiterten statistischen  
A tom s unendlich wird. Zusam m enfassend lässt sich also feststellen , dass eine 
endliche R anddichte bei Berücksichtigung der W eizsâckerschen Korrektion 
nur für nicht-freie A tom e zustande kommen kann, bei welchen die E lektronen­
d ichte am A tom rand keine U nstetigkeit aufw eist, sondern kontinuierlich in 
die D ichte der Nachbar-A tom e übergeht in bester Ü bereinstim m ung mit dem  
V erhalten wellenm echanischer A tom e. D ies zeigt wieder, dass m it der W eiz­
sâckerschen K orrektion w esentliche wellenm echanische M erkmale in das 
statistische Modell eingebaut werden.

AN H A N G

I. Lösungen der m it der ursprünglichen W eizsâckerschen Korrektion erweiterten 
Grundgleichung (6 ) für das Ar-Atom m it der Randbedingung (12)

L ösung  der G rundgleichung (6) fü r  Z  =  18 u n d  r0 =  0,5 a0

D ie F u n k tio n  y(r) =  rip(r) und  die ra d ia le  D ich tev erte ilu n g  D — 4 n y 2 ; r in  a0-, у  in  1 2- u n d
D  in  l /o 0-E inheiten

r У D r У D

0 0 o 0,225 1,571 31,03

0,0125 0,3099 1,206 0,250 1,634 33,53

0,0250 0,5629 3,982 0,275 1,698 36,24

0,0375 0,7467 7,007 0,300 1,766, 39,21

0,0500 0,8849 9,839 0,325 1,839 42,52

0,0625 0,9921 12,37 0,350 1,918 46,21

0,0750 1,078 14,60 0,375 2 ,0 0 2 50,36

0,0875 1,148 16,57 0,400 2,093 55,04

0 ,1 0 0 0 1,207 18,32 0,425 2,191 60,32
0,1125 1,258 19,89 0,450 2,296 66,27
0,1250 1,303 21,33 0,475 2,410 72,99
0,1375 1,343 2 2 ,6 6 0,500 2,532 80,56

0,1500 1,380 23,93
0,1625 1,414 25,14

0,1750 1,447 26,33
0,1875 1,479 27,49
0 ,2 0 0 0 1,510 28,66
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L ösung de r G rundgleichung (6 ) fü r  Z  =  18 u n d  r0 =  l a ,
D ie  F u n k tio n  y(r) =  rip(r) u n d  die rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4л у 2 ; r  in  a0-, у  in

l /o 0' z- u n d  D  in  l / a 0-E inheiten

r У D r У D

ü 0 0 0,300 1,197 18,01
0,0125 0,3311 1,378 0,325 1,192 17,86
0,0250 0,5586 3,922 0,350 1,187 17,71
0,0375 0,7195 6,505 0,375 1,182 17,55
0,0500 0,8368 8,800 0,400 1,177 17,40
0,0625 0,9244 10,74
0,0750 0,9909 12,34 0,45 1,169 17,18
0,0875 1,042 13,64 0,50 1,165 17,07
0 ,1 0 0 0 1,082 14,70 0,55 1,167 17,11
0,1125 1 ,112 15,55 0,60 1,174 17,31
0,1250 1,136 16,23 0,65 1,187 17,71
0,1375 1,155 16,83 0,70 1,207 18,32
0,1500 1,170 17,19 0,75 1,235 19,16

0,80 1,270 20,26
0,175 1,189 17,76 0,85 1,313 21,67
0 ,2 0 0 1,199 18,07 0,90 1,365 23,40
0,225 1,203 18,20 0,95 1,425 25,52
0,250 1,204 18,20 1 ,0 0 1,495 28,09
0,275 1,201 18,13

L ösung de r G rundgleichung (6 ) fü r  Z  =  18 u n d  r0 =  1,5 a 0 
Die F u n k tio n  y(r)  =  ry>(r) u n d  die rad ia le  D ich terverte ilung  D  4 л у 2 ; r in  «0-, у  in  1/aJ 3- und

D in  l / a 0-E in h e iten

r
1 у D У D

0 0 0 0,45 1,067 14,30
0,0125 0.32405 1,320 0,50 1,038 13,53
0,0250 0,5650 4,012 0,55 1 ,0 1 0 12,81
0,0375 0,7287 6,673 0,60 0,9837 12,16
0,0500 0,8425 8,920 0,65 0,9599 11,58
0,0625 0,9270 10,80 0,70 0,9386 11,07
0,0750 0,9909 12,34 0,75 0,9199 10,63
0,0875 1,0395 13,58 0,80 0,9040 10,27
0 ,1 0 0 0 1,077 14,57 0,85 0,8910 9,977
0,1125 1.106 15,36 0,90 0 ,8810g 9,755
0,1250 1,1276 15,98 0,95 0,8741 9,602
0,1375 1,144 16,45 1 ,00 0,8704 9,520
0,1500 1,156 16,80

LI 0,8726 9,568
0,175 1,171 17,24 1,2 0,8881 9,912
0 ,2 0 0 1,177 17,41 1,3 0,9177 10,58
0,225 1,176 17,38 1,4 0,9621 11,63
0,250 1,171 17,22 1,5 1 ,022 13,13
0,275 1,162 16,97
0,300 1,151 16,65
0,325 1,139 16,29
0,350 1,125 15,91
0,375 1,111 15,51
0,400 1,096 15,10
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L ösung de r G rundgleichung (6 ) fü r  Z  =  18 u n d  r0 =  2a0 
D ie F u n k tio n  y (r )  =  ry>(r) und  die rad ia le  D ich tev erte ilu u g  D  =  4 п у г ; r in  o0-, у  in  1/oJ 2- u n d

D  in  l /a 0-E in h e iten

r У D r У D

0 0 0 0,45 1,058 14,07
0,0125 0,3158 1,253 0,50 1,025 13,19
0,0250 0,5461 3,747 0,55 0,9917 12,36
0,0375 0,7093 6,321 0,60 0,9597 11,57
0,0500 0,82815 8,618 0,65 0,9289 10,84
0,0625 0,9166 10,56 0,70 0,8995 10,17
0,0750 0,9834 12,15 0,75 0,8716 9,547
0,0875 1,034 13,45 0,80 0,8454 8,980
0 ,1 0 0 0 1,074 14,48 0,85 0,8208 8,466
0,1125 1,104 15,30 0,90 0,7979 8 ,0 0 1

0,1250 1,127 15,95 0,95 0,7768 7,583
0,1375 1,144 16,44 1 ,0 0 0,7574 7,209
0,1500 1,157 16,82

0,175 1,1725 17,28 1,1 0,7239 6,585
0 ,2 0 0 1,178 17,45 1 ,2 0,6974 6 ,1 1 1

0,225 1,177 17,42 1,3 0,6779 5,775
0,250 1,172 17,25 1,4 0,6655 5,566
0,275 1,162 16,98 1,5 0,6603 5,479
0,300 1,151 16,64 1 ,6 0,6623 5,513
0,325 1,137 16,26 1,7 0,6718 5,671
0,350 1,123 15,84 1 ,8 0 ,6 8 8 8 5,962
0,375 1,107 15,41 1,9 0,7137 6,401
0,400 1,091 14,96 2 ,0 0,7468 7,008
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Lösung d e r G rundgleichung (6) fü r  Z  =  18 u n d  r0 =  3 o0 
D ie F u n k tio n  y(r) — np(r) u n d  d ie rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4 n y 2 ; r  in  a0- , y  in  1/aJ 2- u n d

D  in  l / a 0-E inheiten

r У D r У D

0 0 0 0,65 0,9244 10,74
0,0125 0,2785 0,9744 0,70 0,8932 10,03
0,0250 0,5104 3,274 0,75 0,8632 9,363
0,0375 0,6868 5,927 0,80 0,8342 8,745
0,0500 0,8089 8,222 0,85 0,80645 8,173
0,0625 0,9003 10,18 0,90 0,7798 7,642
0,0750 0,9696 11,81 0,95 0,7543 7,150
0,0875 1,023 13,14 1,00 0,7299 6,695
0,1000 1,064 14,22
0,1125 1,095 15,07 1,1 0,68435 5,885
0,1250 1,119 15,74 1,2 0,64285 5,193
0,1375 1,138 16,26 1,3 0,6052 4,603
0,1500 1,151 16,66 1,4 0,5712 4,100

1,5 0,5406 3,673
0,175 1,168 17,15 1,6 0,5133 3,311
0,200 1,175 17,35 1,7 0,4892 3,008
0,225 1,175 17,34 1,8 0,4682 2,754
0,250 1,170 17,19 1,9 0,4501 2,545
0,275 1,161 16,93 2,0 0,4349 2,376
0,300 1,149 16,60 2,1 0,4225 2,243
0,325 1,136 16,23 2,2 0,4129 2,143
0,350 1,122 15,81 2,3 0,4061 2,073
0,375 1,106 15,38 2,4 0,4021 2,031
0,400 1,090 14,94 2,5 0,4008 2,018

2,6 0,4022 2,033
0,45 1,057 14,04 2,7 0,4065 2,076
0,50 1,023 13,16 2,8 0,4136 2,149
0,55 0,9896 12,31 2,9 0,4236 2,255
0,60 0,9566 11,50 3,0 0,4366 2,395
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II. Lösung der m it der urspünglichen W eizsäckerschen Korrektion erweiterten 
Grundgleiehung (6 ) für das Ar-Atom  mit der Randbedingung (14)

D ie F u n k tio n  y(r) =  ry>(r) und  die ra d ia le  D ich tev erte ilu n g  D  — 4 л у 2 ; r  in  у  in  1/«J 2- und  
_______________________________________D  in  1/g0-E in h e iten _____________________________________

r У D r У D r У D

0 0 0. 0,172 1,170 17,20 2,492 0,3182 1,272

0,001 0,0394 0,0195 0,188 1,175 17,35 2,620 0,2975 1,112
0,002 0,0709 0,0631 0,204 1,177 17,40 2,748 0,2782 0,9724

0,003 0,1012 0,1287 0,220 1,176 17,38 2,876 0,2602 0,8505

0,004 0,1305 0,2138 0,236 1,173 17,30 3,004 0,2433 0,7437

0,005 0,1587 0,3163 0,252 1,169 17,17 3,132 0,2274 0,6501

0,006 0,1859 0,4342 0,268 1,163 17,01

0,007 0,2122 0,5658 0,284 1,157 16,81 3,388 0,1987 0,4961

0,008 0,2376 0,7095 3,644 0,1734 0,3777

0,009 0,2622 0,8640 0,316 1,141 16,35 3,900 0,1511 0,2867

0,010 0,2860 1,028 0,348 1,122 15,83 4,156 0,1314 0,2170

0,380 1,103 15,28 4,412 0,1141 0,1637
0,012 0,3313 1,380 0,412 1,082 14,72 4,668 0,09898 0,1231
0,014 0,3739 1,756 0,444 1,061 14,15 4,924 0,08570 0,09230
0,016 0,4138 2,152 0,476 1,040 13,58 5,180 0,07410 0,06900
0,018 0,4514 2,561 0,508 1,018 13,03 5,436 0,06397 0,05143
0,020 0,4869 2,979 -  0,572 0,9763 11,98 5,692 0,05516 0,03824

0,024 0,5518 3,826 0,636 0,9354 11,00 5,948 0,04751 0,02836

0,028 0,6098 4,673 0,700 0,8962 10,09 6,204 0,04087 0,02099

0,032 0,6618 5,504 0,764 0,8588 9,269 6,460 0,03513 0,01550

0,036 0,7086 6,310 0,828 0,8233 8,518 6,716 0,03016 0,01143

0,040 0,7508 7,083 0,892 0,7897 7,836 6,972 0,02588 0,00841

0,044 0,7889 7,822 0,956 0,7578 7,216 7,228 0,02218 0,00618

0,048 0,8236 8,523 1,020 0,7275 6,651 7,484 0,01901 0,00454

0,052 0,8550 9,186 1,084 0,6989 6,138 7,740 0,01627 0,00333

0,056 0,8836 9,812 1,148 0,6717 5,670 7,996 0,01393 0,00244

0,060 0,9097 10,40 1,212 0,6460 5,243 8,252 0,01191 0,00178

0,068

0,076

0,084

0,092

0,100
0,108

0,9554

0,9937

1,026

1,053

1,076

1,095

11,47

12,41

13,23

13,94

14,55

15,08

1,340

1,468

1,596

1,724

1,852

1,980

0,5983

0,5552

0,5160

0,4803

0,4476

0,4175

4,498

3,873

3,346

2,899

2,517

2,190

8,508

8,764

9,020

9,276

9,532

9,788

10,044

0,01018

0,00870

0,00744

0,00635

0,00542

0,00463

0,00395

0,00130

0,000952

0,000695

0,000507

0,000370
0,000269

0,000196
0,124 1,126 15,92 2,108 0,3898 1,909

0,140 1,147 16,52 2,236 0,3641 1,666
0,156 1,161 16,93 2,364 0,3403 1,455

1
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III. Lösungen der mit der modifizierten W eizsäckerschen Korrektion erweiterten 
Grundgleiehung (4 0 ) für das A r-Atom  mit der Randbedingung (12)

Lösung de r G rundgleichung  (40) fü r  Z  =  18 u n d  r0 1 a0 
D ie F u n k tio n  y(r) =  ry>(r) u n d  d ie rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D —  4 л у 2 ; r in  a 0-, y  in  1 /a J a- und

D  in  1 ja0- E inheiten

r _ У D

0 0 0
0,0125 0,4564 2,618

0,0250 0,7137 6,401

0,0375 0,8847 9,836

0,0500 1,003 12,63

0,0625 1,086 14,81

0,0750 1,145 16,49

0,0875 1,189 17,75

0,1000 1,220 18,70

0,1125 1,242 19,39

0,1250 1,258 19,89

0,1375 1,269 20,23

0,1500 1,276 20,45

0,175 1,281 20,62

0,200 1,278 20,54

0,225 1,271 20,31

0,250 1,261 19,98

0,275 1,249 19,60

0,300 1,236 19,20

0,325 1,223 18,80

0,350 1,210 18,40

0,375 1,198 18,03

0,400 1,186 17,69

0,45 1,167 17,11

0,50 1,152 16,68

0,55 1,144 16,44

0,60 1,142 16,38

0,65 1,147 16,52

0,70 1,159 16,88

0,75 1,179 17,47

0,80 1,207 18,31

0,85 1,244 19,44

0,90 1,290 20,90

0,95 1,345 22,73

1,00 1,410 24,98
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L ösung der G rundgleichung  (40) fü r  Z  =  18 u n d  r0 =  2o0

D ie F u n k tio n  y (r) =  rtp(r) und  d ie rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4 л у 2 ; r in  a0-, у  in  1/aJ 2- und
D  in  l / a 0-E in h e iten

r У D r У D

0 0 0 0,45 1,083 14,73
0,0125 0,2888 1,048 0,50 1,042 13,64
0,0250 0,5729 4,124 0,55 1,002 12,62
0,0375 0,7701 7,453 0,60 0,9642 11,68
0,0500 0,9128 10,47 0,65 0,9282 10,83
0,0625 1,014 12,92 0,70 0,8941 10,05
0,0750 1,089 14,90 0,75 0,8621 9,339
0,0875 1,143 16,42 0,80 0,8320 8,699
0,1000 1,183 17,59 0,85 0,80395 8,122
0,1125 1,212 18,46 0,90 0,7779 7,604
0,1250 1,233 19,11 0,95 0,7537 7,139
0,1375 1,247 19,55 1,00 0,7315 6,725
0,1500 1,257 19,85

0,175 1,265 20,11 1,1 0,6928 6,032
0,200 1,263 20,04 1,2 0,6616 5,500
0,225 1,254 19,76 1,3 0,63775 5,111
0,250 1,241 19,34 1,4 0,6213 4,850
0,275 1,2245 18,84 1,5 0,61215 4,709
0,300 1,206 18,28 1,6 0,6104 4,683
0,325 1,187 17,70 1,7 0,61625 4,772
0,350 1,166 17,10 1,8 0,6298 4,984
0,375 1,146 16,49 1,9 0,6513 5,330
0,400 1,125 15,90 2,0 0,6810 5,828
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L ösung d e r  G rundgleichung  (40) fü r  Z  — 18 und  r0 =  3 a0 

D ie  F u n k tio n  y(r)  =  rxp(r) u n d  die rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  — 4 n y 2 ; r  in  a 0-, у  in  1 /o J2- u n d
D  in  l / a 0-E inheiten

r У D r У D

0 0 0 1,30 0,5754 4,164

0,0125 0,4426 2,462 1,35 0,5569 3,898

0,0250 0,6994 6,147 1,40 0,5394 3,656

0,0375 0,8699 9,509 1,45 0,5227 3,434

0,0500 0,9907 12,33 1,50 0,5070 3,230

0,0625 1,074 14,51 1,55 0,4921 3,043

0,0750 1,135 16,20 1,60 0,4780 2,872

1,65 0,4648 2,715

0,100 1,210 18,39 1,70 0,4524 2,572

0,125 1,247 19,53 1,75 0,4407 2,441

0,150 1,265 20,10 1,80 0,4299 2,322

0,175 1,268 20,20 1,85 0,4197 2,214

0,200 1,263 20,04 1,90 0,4103 2,116

1,95 0,4017 2,028

0,25 1,238 19,25 2,00 0,3937 1,948

0,30 1,202 18,15 2,05 0,3865 1,877

0,35 1,162 16,96 2,10 0,3800 1,815

0,40 1,120 15,76 2,15 0,3742 1,759
0,45 1,078 14,60 2,20 0,36905 1,712

0,50 1,037 13,51 2,25 0,3646 1,671

0,55 0,9971 12,49 2,30 0,3608 1,636

0,60 0,9588 11,55 2,35 0,3577 1,608

0,65 0,92215 10,69 2,40 0,3553 1,587

0,70 0,8871 9,889 2,45 0,3536 1,571

0,75 0,85365 9,157 2,50 0,3525 1,562

0,80 0,82175 8,486 2,55 0,3521 1,558

0,85 0,7913s 7,869 2,60 0,3524ä 1,561
0,90 0,7624 7,304 2,65 0,3534 1,570

0,95 0,7348 6,785 2,70 0,3551 1,585
1,00 0,7085 6,308 2,75 0,3575 1,606

1,05 0,6835 5,871 2,80 0,36055 1,634

1,10 0,6597 5,469 2,85 0,3643 1,668
1,15 0,6370 5,099 2,90 0,3688 1,710

1,20 0,6154 4,760 2,95 0,37405 1,758

1,25 0,5949 4,448 3,00 0,3800 1,815
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Lösung de r G rundgleichung  (40) fü r  Z  =  18 u n d  r0 =  4o0 

D ie F u n k tio n  y (r)  — rip(r) u n d  d ie rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4 л у 2 ; r in  a0-, у  in  1 /a ' 2- u n d
D  in  l / a 0-E inheiten

r У D r У D

0 0 0 1,1 0,6647 5,552
0,0125 0,4187 2,203 1,2 0,6199s 4,830
0,0250 0,6800 5,811 1,3 0,5789 4,212
0,0375 0,8550 9,186 1,4 0,5412 3,681
0,0500 0,9791 12,05 1,5 0,5066 3,225
0,0625 1,065 14,26 1,6 0,4746 2,831
0,0750 1,128, 16,00 1,7 0,4452 2,491

1,8 0,4181 2,196
0,100 1,206 18,29 1,9 0,3931 1,942
0,125 1,245 19,48 2,0 0,3701 1,721

0,150 1,263- 20,06 2,1 0,3490 1,531
0,175 1,268 20,19 2,2 0,32965 1,366
0,200 1,263 20,05 2,3 0,3120 1,223

2,4 0,2960 1,101
0,25 1,2385 19,28 2,5 0,2814. 0,9954
0,30 1,203 18,19 2,6 0,2684 0,9055

0,35 1,163 17,01 2,7 0,2568 0,8289
0,40 1,122 15,81 2,8 0,2466 0,7642

0,45 1,080 14,66 2,9 0,2377 0,7102

0,50 1,039, 13,58 3,0 0,2302 0,6657

0,55 1,000 12,57 3,1 0,2239 0,6298

0,60 0,9621 11,63 3,2 0,2188 0,6018

0,65 0,9258 10,77 3,3 0,2150ä 0,5812

0,70 0,8910, 9,977 3,4 0,2125 0,5674

0,75 0,8579 9,249 3,5 0,21115 0,5603

0,80 0,8262, 8,579 3,6 0,2110 0,5596

0,85 0,7961 7,964 3,7 0,2121 0,5655

0,90 0,7673 7,399 3,8 0,2145 0,5781

0,95 0,7398 6,878 3,9 0,2181 0,5977

1,00 0,7136 6,400 4,0 0,2230 0,6249
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IV . Lösungen der m it der modifizierten W eizsäckerschen Korrektion erweiterten 
Grundgleichung (40) für das Ar-Atom m it der Randbedingung (13)

L ösung de r G rundgleichung (40) fü r  Z  =  18 u n d  r0 =  3a0 
D ie F u n k tio n  y(r) =  np(r) u n d  die rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4лу2 ; r in  a 0-, y  in  l/a,1, '2- u n d

D  in  l /a 0-E inheiten

r У D r У D

0 0 0 0,65 0,9414 11,14

0,0125 0,37235 1,742 0,70 0,9096 10,40

0,0250 0,63595 5,082 0,75 0,8794 9,719

0,0375 0,8176 8,400 0,80 0,8510 9,100

0,0500 0,9455 11,23

0,0625 1,037 13,52

0,0750 1,104 15,31 0,9 0,7985 8,012
0,0875 1,153 16,69 1,0 0,7514 7,095

0,1000 1,188 17,74 1,1 0,7087 6,312

0,1125 1,214 18,52 1,2 0,6697 5,637

0,1250 1,232 19,08 1,3 0,6336 5,045

0,1375 1,245 19,47 1,4 0,5996 4,517

0,1500 1,253 19,73 1,5 0,5670 4,040

1,6 0,5352 3,600

0,175 1,259 19,93 1,7 0,5037 3,188

0,200 1,257 19,85 1,8 0,4720 2,799

0,225 1,248 19,57 1,9 0,4396 2,428

0,250 1,235 19,17 2,0 0,4062 2,074

0,275 1,219 18,69 2,1 0,3716 1,735

0,300 1,202 18,16 2,2 0,3355 1,415

0,325 1,184 17,60 2,3 0,2980 1,116

0,350 1,164 17,04 2,4 0,2588 0,8418

0,375 1,145 16,47 2,5 0,2182 0,5984

0,400 1,125 15,90 2,6 0,1763 0,3906

2,7 0,1332 0,2231

0,45 1,086 14,81 2,8 0,08932 0,1000
0,50 1,047 13,78 2,9 0,04480 0,0253

0,55 1,010 12,83 3,0 0,00000 0,0000
0,60 0,9750 11,94



348 P. GOMBÁS

L ösung de r G rundgleichung (40) fü r  Z  =  18 u n d  r0 =  4a0 
D ie F u n k tio n  y (r)  =  np(r) u n d  d ie  rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4n y 2 ; r in a0-, y  in  l /a

u n d  D  in  l / a 0-E inheiten

r У D r У D

0 0 0 0,9 0,7788 7,623
0,0125 0,3697 1,718 1,0 0,7279ä 6,659
0,0250 0,6388 5,129 1,1 0,6818 5,842
0,0375 0,8235 8,523 1,2 0,6399 5,145
0,0500 0,9530 11,41 1,3 0,6015 4,547
0,0625 1,045 13,73 1,4 0,5662 4,029
0,0750 1,112 15,54 1,5 0,5336 3,578
0,0875 1,161 16,93 1,6 0,5033 3,183
0,1000 1,196 17,97 1,7 0,47496 2,835
0,1125 1,221 18,74 1,8 0,4482 2,525
0,1250 1,239 19,30 1,9 0,4229 2,248
0,1375 1,251 19,68 2,0 0,3988 1,998
0,1500 1,259 19,92 2,1 0,3756 1,773

2,2 0,3533 1,568
0,175 1,265 20,10 2,3 0,3316 1,382
0,200 1,261 19,98 2,4 0,3105 1,211
0,225 1,251 19,68 2,5 0,2898 1,055
0,250 1,238 19,25 2,6 0,2695 0,9126
0,275 1,221 18,74 2,7 0,2494 0,7818
0,300 1,203 18,19 2,8 0,2296 0,6625
0,325 1,184 17,61 2,9 0,2100 0,5541
0,350 1,164 17,02 3,0 0,1905 0,4559
0,375 1,144 16,43 3,1 0,1711 0,3679
0,400 1,123 15,85 3,2 0,1518 0,2896

3,3 0,1326 0,2211
0,45 1,082 14,72 3,4 0,1135 0,1619
0,50 1,042 13,65 3,5 0,09446 0,1121
0,55 1,004 12,66 3,6 0,07547 0,07157
0,60 0,9665 11,74 3,7 0,05654 0,04017
0,65 0,9311 10,90 3,8 0,03765ä 0,01782
0,70 0,8975 10,12 3,9 0,018815 0,00445
0,75 0,8655 9,414 4,0 0,00000 0,00000
0,80 0,8351 8,765



ZUR STATISTISCHEN THEORIE KOMPRIMIERTER ATOME 3 4 9

V. Lösung der m it der modifizierten W eizsäckerschen Korrektiou erweiterten 
Grundgleichung (40) für das Ar-Atom m it der Randbedingung (14)

Die F u n k tio n  y (r) =  rip(r) u n d  d ie rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4л у 2 ; r  in  a 0-, у  in 1 /a j 2- und
D  in  l /a 0-E in h e iten

r У D r У D r У D

0 0 0 0,172 1,266 20,13 2,492 0,2822 1,001
0,001 0,0278 0,00971 0,188 1,264 20,09 2,620 0,2613 0,8581
0,002 0,0650 0,0531 0,204 1,260 19,95 2,748 0,2419 0,7352
0,003 0,1011 0,1284 0,220 1,253 19,74 2,876 0,2238 0,6296
0,004 0,1359 0,2321 0,236 1,245 19,48 3,004 3,2071 0,5388
0,005 0,1697 0,3619 0,252 1,236 19,18 3,132 0,1915 0,4607
0,006 0,2024 0,5148 0,268 1,225 18,86 3,388 0,1635 0,3359
0,007 0,2340 0,6881 0,284 1,214 18,51 3,644 0,1393 0,2439
0,008 0,2646 0,8798 0,316 1,189 17,77 3,900 0,1185 0,1764
0,009 0,2943 1,088 0,348 1,163 17,01 4,156 0,1005 0,1270
0,010 0,3229 1,310 0,380 1,137 16,25 4,412 0,08517 0,09116
0,012 0,3776 1,792 0,412 1,111 15,50 4,668 0,07202 0,06517
0,014 0,4289 2,312 0,444 1,084 14,77 4,924 0,06079 0,04644
0,016 0,4769 2,858 0,476 1,058 14,07 5,180 0,05124 0,03300
0,018 0,5220 3,424 0,508 1,032 13,39 5,436 0,04313 0,02338
0,020 0,5642 4,000 0,572 0,9830 12,14 5,692 0,03626 0,01653
0,024 0,6412 5,167 0,636 0,9361 11,01 5,948 0,03046 0,01166
0,028 0,7093 6,322 0,700 0,8920 9,999 6,204 0,02555 0,00821
0,032 0,7695 7,441 0,764 0,8505 9,090 6,460 0,02142 0,00577
0,036 0,8228 8,508 0,828 0,8115 8,276 6,716 0,01795 0,00405
0,040 0,8701 9,514 0,892 0,7749 7,546 6,972 0,01502 0,00284
0,044 0,9124 10,46 0,956 0,7405 6,890 7,228 0,01257 0,00199
0,048 0,9501 11,34 1,020 0,7081 6,301 7,484 0,01051 0,00139
0,052 0,9839 12,17 1,084 0,6776 5,770 7,740 0,00879 0,000970
0,056 1,014 12,93 1,148 0,6488 5,290 7,996 0,00734 0,000677
0,060 1,041 13,63 1,212 0,6216 4,856 8,252 0,00613 0,000473
0,068 1,088 14,87 1,340 0,5716 4,106 8,508 0,00512 0,000330
0,076 1,126 15,92 1,468 0,5266 3,484 8,764 0,00428 0,000230
0,084 1,157 16,81 1,596 0,4858 2,966 9,020 0,00357 0,000160
0,092 1,182 17,55 1,724 0,4488 2,531 9,276 0,00298 0,000111
0,100 1,202 18,15 1,852 0,4150 2,164 9,532 0,00249 0,0000776
0,108 1,218 18,65 1,980 0,3840 1,853 9,788 0,00207 0,0000540
0,124 1,242 19,38 2,108 0,3554 1,588 10,044 0,00173 0,0000376
0,140 1,256 19,83 2,236 0,3291 1,361
0,156 1,263 20,06 2,364 0,3048 1,167

Q Acta Physicu VIJJ/3.
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D ie F u n k tio n  y (r )  =  rip(r) u n d  d ie  rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4 я у 2 ; r in  a0-, y  in  1 /oJ'2- u n d
D  in  l / a 0-E in h e iten

IV . Lösung der mit der ursprünglichen W eizsäckerschen Korrektion erweiterten
Grundgleichung (6 ) für das Fe-Atom  m it der Randbedingung (1 2 )

r0 =  0,5 a 0

r У D

0 0 0
0,0125 0,5446 3,727

0,0250 0,8895 9,943

0,0375 1,114 15,58

0,0500 1,269 20,22
0,0625 1,381 23,97

0,0750 1,466 27,02

0,0875 1,533 29,55

0,1000 1,588 31,68

0,1125 1,633 33,52

0,1250 1,6725 35,15

0,1375 1,707 36,63

0,1500 1,739 38,00

0,1625 1,769 39,31

0,1750 1,797 40,58

0,1875 1,825 41,84

0,2000 1,852 43,11

0,225 1,908 45,73

0,250 1,966 48,57

0,275 2,029 51,72

0,300 2,0975 55,29

0,325 2,173 59,34

0,350 2,256 63,96

0,375 2,3475 69,25

0,400 2,448 75,29

0,425 2,558 82,20

0,450 2,677 90,08

0,475 2,808 99,08

0,500 2,9495 109,3



ZUR STATISTISCHEN THEORIE KOMPRIMIERTER ATOME 3 5 1

VII. Lösung der m it der ursprünglichen W eizsäckerschen Korrektion erweiterten 
Grundgleichung (6 )  für das Fe-Atom  mit der Randbedingung (14)

r0 =  °°
Die F u n k tio n  y(r) — rip(r) u n d  die rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4лу2 ; r in  a0-, у  in  1/aJ'2- u n d

D  in  1 /a0-E inheiten

r У D r У D r У D

0 0 0 0,204 1,507 28,55 2,876 0,2854 1,024

0,002 0,03628 0,01654 0,220 1,499 28,23 3,132 0,24865 0,7769

0,004 0,1339 0,2254 3,388 0,2165 0,5891

0,006 0,2253s 0,6382 0,252 1,4765 27,40 3,644 0,18836 0,4458

0,008 0,3102 1,209 0,284 1,450 26,41 3,900 0,16365 0,3365

0,010 0,3888 1,900 0,316 1,420 25,34 4,156 0,1420 0,2533

0,012 0,4615 2,677 0,348 1,389 24,24 4,412 0,1230 0,1901

0,014 0,5288 3,514 0,380 1,357 23,15 4,668 0,1064 0,1422

0,016 0,5911 4,391 0,412 1,325 22,07 4,924 0,09185 0,1060

0,018 0,6489 5,291 0,444 1,293 21,02 5,180 0,07920 0,07882

0,020 0,7024 6,201 0,476 1,262 20,01 5,436 0,06819 0,05843

0,508 1,231 19,05 5,692 0,05863 0,04320

0,024 0,7986 8,015 5,948 0,05035 0,03186

0,028 0,8821 9,778 0,572 1,172 17,25 6,204 0,04319 0,02345

0,032 0,9549 11,46 0,636 1,115 15,63 6,460 0,03702 0,01722

0,036 1,019 13,04 0,700 1,062 14,18 6,716 0,03169 0,01262

0,040 1,075 14,51 0,764 1,013 12,89 6,972 0,02711 0,00924

0,044 1,124 15,88 0,828 0,9660 11,73 7,228 0,02318 0,00675

0,048 1,168 17,14 0,892 0,9223 10,69 7,484 0,01980 0,00493

0,052 1,207 18,31 0,956 0,8813 9,761 7,740 0,01690 0,00359

0,056 1,242 19,37 1,020 0,8429 8,928 7,996 0,01442 0,00261

0,060 1,273 20,35 1,084 0,8067 8,178 8,252 0,01230 0,00190

8,508 0,01048 0,00138

0,068 1,325 22,06 1,212 0,7408 6,896 8,764 0,00893 0,00100
0,076 1,367 23,49 1,340 0,6821 5,847 9,020 0,00761 0,000728

0,084 1,401 24,67 1,468 0,6297 4,982 9,276 0,00648 0,000528

0,092 1,4285 25,64 1,596 0,5825 4,264 9,532 0,00552 0,000383

0,100 1,451 26,44 1,724 0,5399 3,664 9,788 0,00470 0,000277

0,108 1,468 27,09 1,852 0,5013 3,158 10,044 0,00400 0,000201
1,980 0,4660 2,729

0,124 1,493 28,01 2,108 0,4337 2,364

0,140 1,508 28,56 2,236 0,4040 2,051

0,156 1,515 28,83 2,364 0,3766 1,782

0,172 1,516 28,88 2,492 0,3512 1,550

0,188 1,513 28,77 2,620 0,3277 1,349

6*
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Die F u n k tio n  y(r) =  rip(r) u n d  die rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D  =  4л у 2 ; r in a0-, у  in  1 ja!, 2- und
D  in  l / a 0-E inheiten

V III. Lösungen der m it der modifizierten W eizsäckerschen Korrektion erweiterten
Grundgleichung (4 0 )  für das Fe-A tom  mit der Randbedingung (12)

Lösung d e r  G rundleichung (40) fü r  Z  =  26 u n d  r 0 —  0,5 a 0

r У D

0 0 0
0,0125 0,6330 5,040

0,0250 1,030 13,33

0,0375 1,273 20,35

0,0500 1,430 25,70

0,0625 1,537 29,70

0,0750 1,614 32,72

0,0875 1,670 35,05

0,1000 1,713 36,88

0,1125 1,747 38,36

0,1250 1,775 39,60

0,1375 1,799 40,66

0,1500 1,820 41,62

0,1625 1,839 42,52

0,1750 1,858 43,38

0,1875 1,876 44,23

0,2000 1,8945 45,10

0,225 1,933 46,95

0,250 1,975 49,04

0,275 2,023 51,45

0,300 2,078 54,27

0,325 2,140 57,57

0,350 2,211 61,41

0,375 2,290 65,91

0,400 2,379 71,13

0,425 2,478 77,19

0,450 2,589 84,22

0,475 2,711 92,36

0,500 2,8465 101,8



ZUR STATISTISCHEN THEORIE KOMPRIMIERTER ATOME 3 5 3

Lösung der G rundgleichung  (40) fü r  Z  =  26 u n d  r0 — 2a0

Die F u n k tio n  y (r)  =  r\p(r) u n d  d ie rad ia le  D ich tev erte ilu n g  D =  4яу2 ; r  in  au-, у  in  1 ja'!'1- u n d
D  in  l / a 0-E in h e iten

r У D r У D

0 0 0 0,45 1,293 21,02
0,0125 0,6250 4,908 0,50 1,237 19,24

0,0250 1,002 12,62 0,55 1,184 17,63

0,0375 1,230 19,01 0,60 1,1345 16,17

0,0500 1,373 23,70 0,65 1,088 14,86

0,0625 1,467 27,03 0,70 1,044 13,69

0,0750 1,528 29,35 0,75 1,003 12,63

0,0875 1,569 30,92 0,80 0,9643 11,68
0,1000 1,595 31,95 0,85 0,9287 10,84

0,1125 1,610 32,58 0,90 0,8957 10,08

0,1250 1,618 32,91 0,95 0,8652 9,407

0,1375 1,621 33,01 1,00 0,83726 8,809

0,1500 1,619 32,94

0,175 1,607 32,44 1,1 0,7885 7,813

0,200 1,587 31,64 1,2 0,7490 7,050

0,225 1,562 30,65 1,3 0,7185 6,487

0,250 1,534 29,57 1,4 0,6968 6,102
0,275 1,505 28,45 1,5 0,6839 5,877

0,300 1,474 27,31 1,6 0,67965 5,804

0,325 1,443 26,18 1,7 0,6843 5,884

0,350 1,413 25,08 1,8 0,6979 6,121
0,375 1,382 24,00 1,9 0,7208 6,530

0,400 1,352 22,97 2,0 0,75345 7,134



3 5 4 P. GOMBÁS

Lösung der Grundgleichung (40) für /  - 26 und r0 — 2,15 a0
Die Funktion y(r) =  np(r) und die radiale Dichteverteilung D  — 4л у 2 ; r  in a0-, у  in 1/«J und

D  in l/a0-Einheiten

r У D r Y D

о 0 0 0,45 1,294 21,03
0,0125 0,6192 4,819 0,50 1,238 19,25
0,0250 1,001 12,59 0,55 1,184 17,63
0,0375 1,231 19,04 0,60 1,134 16,15
0,0500 1,376 23,78 0,65 1,086 14,83
0,0625 1,4695 27,14 0,70 1,042 13,64
0,0750 1,531 29,46 0,75 0,9997 12,56
0,0875 1,572 31,05 0,80 0,9604 11,59
0,1000 1,598 32,08 0,85 0,9236 10,72
0,1125 1,613 32,71 0,90 0,8893 9,938
0,1250 1,621 33,04 0,95 0,8573 9,235
0,1375 1,624 33,14 1,00 0,8275 8,606
0,1500 1,622 33,06

1,1 0,7745 7,539
1,2 0,72985 6,694
1,3 0,6931 6,037

0,175 1,610 32,56 1,4 0,6640 5,541
0,200 1,589 31,74 1,5 0,6424 5,186
0,225 1,564 30,75 1,6 0,6281 4,958
0,250 1,536 29,66 u 0,6212 4,849
0,275 1,506 28,52 1,8 0,6216 4,856
0,300 1,476 27,37 1,9 0,6295s 4,980
0,325 1,445 26,23 2,0 0,6451 5,230
0,350 1,414 25,12 2,1 0,6686 5,617
0,375 1,383 24,04
0,400 1,353 23,00 2,15 0,6834 5,869



ZUR STATISTISCHEN THEORIE KOMPRIMIERTER ATOME 3 5 5

Lösung der Grundleichung (40) für Z =  26 und r0 =  2,85 a0 
Die Funktion y(r) =  ry>(r) und die radiale Dichteverteilung D =  4пуг ; r in a0-, у  in und

D in l/a0-Einheiten

r У D r У D

0 0 0 0,65 1,087 14,85
0,0125 0,6137 4,733 0,70 1,0415 13,63
0,0250 0,9972 12,50 0,75 0,9987 12,53
0,0375 1,228 18,96 0,80 0,9583 11,54
0,0500 1,374 23,72 0,85 0,9200 10,64
0,0625 1,468 27,09 0,90 0,8838 9,816
0,0750 1,531 29,44 0,95 0,8496 9,071
0,0875 1,5715 31,03 1,00 0,8173 8,393
0,1000 1,598 32,08
0,1125 1,6135 32,72 1,1 0,7577 7,214
0,1250 1,622 33,05 1,2 0,7043 6,234
0,1375 1,624 33,16 1,3 0,6566 5,418
0,1500 1,623 33,09 1,4 0,6141 4,740

1,5 0,5764 4,175
0,175 1,610 32,59 1,6 0,5432 3,708
0,200 1,590 31,78 1,7 0,5143 3,324
0,225 1,565 30,78 1,8 0,4894 3,010
0,250 1,537 29,69 1,9 0,4684 2,757
0,275 1,507 28,55 2,0 0,4512 2,559
0,300 1,477 27,41 2,1 0,4377 2,408
0,325 1,446 26,28 2,2 0,4278 2,300
0,350 1,415 25,16 2,3 0,4215 2,233
0,375 1,3845 24,09 2,4 0,4188 2,204
0,400 1,354 23,05 2,5 0,4196 2,213

2,6 0,4241 2,260
0,45 1,295 21,09 2,7 0,4322 2,348
0,50 1,239 19,29 2,8 0,44415 2,479
0,55 1,186 17,66
0,60 1,135 16,19 2,85 0,4516 2,563
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Die Funktion y(r) =  rxp(r) und die radiale Dichteverteilung D =  4лу 2 ; r in a0-, у  in 1/aJ 2-
und D in l/a 0-Einheiten

Lösung der G rundgleichung  (40) fü r  Z  — 26 u n d  r 0 =  3,5 a0

r У D r У D

0 0 0 0,80 0,9601 11,58
0,0125 0,6581 5,443 0,85 0,9221 10,68
0,0250 1,027 13,25 0,90 0,8861 9,868
0,0375 1,248 19,56 0,95 0,85205 9,123
0,0500 1,386 24,13 1,00 0,8197 8,443
0,0625 1,475 27,33
0,0750 1,534 29,56
0,0875 1,572 31,06 1,1 0,7598 7,254
0,1000 1,597 32,03 1,2 0,7056 6,257
0,1125 1,611 32,62 1,3 0,65645 5,415
0,1250 1,619 32,92 1,4 0,6118 4,704
0,1375 1,621 33,00 1,5 0,5712 4,100
0,1500 1,618 32,92 1,6 0,5343 3,587

1,7 0,5007 3,151
0,175 1,606 32,40 1,8 0,4703 2,780
0,200 l,585s 31,59 1,9 0,4428 2,464
0,225 1,561 30,60 2,0 0,4180 2,196
0,250 1,533 29,53 2,1 0,3959 1,969
0,275 1,503 28,41 2,2 0,3762 1,778
0,300 1,473 27,27 2,3 0,3588 1,618
0,325 1,443 26,15 2,4 0,3438 1,485
0,350 1,412 25,05 2,5 0,33095 1,376
0,375 1,382 23,99 2,6 0,3203 1,289
0,400 1,352 22,96 2,7 0,3117 1,221

2,8 0,3052 1,170
0,45 1,294 21,03 2,9 0,3007 1,136
0,50 1,238 19,26 3,0 0,2982 1,118
0,55 1,185 17,65 3,1 0,2978 1,115
0,60 1,135 16,19 3,2 0,2994 1,127
0,65 1,087 14,86 3,3 0,3031 1,155
0,70 1,043 13,66 3,4 0,3089 1,199
0,75 1,000 12,57 3,5 0,3168 1,262
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IX. Lösung der m it der modifizierten W eizsäckerschen Korrektion erweiterten 
Grundgleichung (40) für das Fe-A tom  mit der Randbedingung (14)

r0 =  °o
Die Funktion y(r) =  ry>(r) und die radiale Dichteverteilung D =  4тгу2 ; r in a0-, у  in 1/aJ 2- und

D in l/a 0-Einheiten

r У D r У D r У D

0 0 0 0,204 1,587 31,66 2,876 0,24736 0,7688
0,002 0,1879 0,4438 0,220 1,571 31,01 3,132 0,2111 0,5602
0,004 0,3124 1,226 3,388 0,1799 0,4068
0,006 0,4233 2,252 0,252 1,535 29,61 3,644 0,1530 0,2943
0,008 0,5229 3,437 0,284 1,497 28,15 3,900 0,1299 0,2121
0,010 0,6128 4,719 0,316 1,457 26,68 4,156 0,1101 0,1523
0,012 0,6941 6,054 0,348 1,418 25,26 4,412 0,09309 0,1089
0,014 0,7678 7,409 0,380 1,379 23,89 4,668 0,07857 0,07758
0,016 0,8348 8,758 0,412 1,341 22,58 4,924 0,06621 0,05509
0,018 0,8958 10,08 0,444 1,303 21,35 5,180 0,05571 0,03900
0,020 0,9515 11,38 0,476 1,267 20,18 1 5,436 0,04681 0,02753

0.508 1,232 19,08 5,692 0,03928 0,01939
0,024 1,049 13,83 5,948 0,03292 0,01362
0,028 1,132 16,09 0,572 1,166 17,08 6,204 0.02757 0,00955
0,032 L201. 18,14 0,636 1,104 15,32 6,460 0,02306 0,00668
0,036 1,261 19,99 0,700 1,047 13,77 6,716 0.01928 0,00467
0,040 1,313 21,65 0,764 0,9933 12,40 6,972 0,01611 0,00326
0,044 1,357 23,14 0,828 0,9438 11,19 7,228 0,01345 0,00227
0,048 1,395 24,46 0,892 0,8977 10,13 7,484 0,01122 0,00158
0,052 1,428 25,64 0,956 0,8548 9,183 7,740 0,00936 0,00110
0,056 1,457 26,69 1,020 0,8148 8,342 7,996 0,00781 0,000766
0,060 1,482. 27,62 1,084 0,7773 7,593 8,252 0,00651 0,000532

8,508 0,00542 0,000369
0,068 1,524 29,18 1,212 0,7092 6,321 8,764 0,00452 0,000256
0,076 1,555 30,39 1,340 0,64905 5,294 9,020 0,00376 0,000178
0,084 1,579 31,33 1,468 0,5954s 4,456 9,276 0,00313 0,000123
0,092 1,597 32,04 1,596 0,5474 3,766 9,532 0,00261 0,0000855
0,100 1,610 32,56 1,724 0,5041 3,193 i 9,788 0,00217 0,0000592
0,108 1,619 32,93 1,852 0,4648 2,715 10,044 0,00181 0,0000410

1,980 0,4290 2,313 !
0,124 1,628 33,32 2,108 0,3963 1,973
0,140 1,629 33,35 2,236 0,3662 1,686
0,156 1,624 33,15 2,364 0,3386 1,441
0,172 1,615 32,76 2,492 Í 0,3131 1,232
0,188 1,602 32,26 [ 2,620 0,2895 1,053 ;
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X. Beweis des Zusam m enhanges (32)

W ir wollen hier zeigen, dass für den F all, dass y> (r0) =  y>0 =  0 ist, die 
B eziehung (32) g ilt. D ie Funktion ip ist eine Funktion der Entfernung vom  
Kern r und des Grenzradius’ r„. W ir wollen diese Funktion im folgenden durch 
y> (r, r0) bezeichnen. Zur H erleitung der B eziehung (32) entw ickeln wir 
y> (r -f- Ar, r0 -)- Ar0) in  eine R eihe nach Potenzen  von Ar  und Zlr0. W enn  
m an die Reihe nach den in Ar  und Ar0 linearen Gliedern abbricht, so hat man

y> (r +  A r , r0 +  Лг0) =  ip (r, r0) +
dtp

3 ,  +  f i ï
дг г, г0 \ Эг0

Arn

W enn man hier r =  r0 und Ar  =  Ar0 setzt, so ergibt sich

V (ro +  Лг0 , r0 +  Ar0) =  y> (r0 Tg) +
dtp

9 r Лго +
Г о ,  Г  о

дгр

Эг„

Da voraussetzungsgem äss

V (ro +  Aro ■> ro +  Лто) =  0  und у) (r0, r0) =  0  

st, folgt die B eziehung

ду> ду>

Эг0 Г о ,  Г о U r ,

deren H erleitung hier unser Ziel war.

D ie sehr w eitläufigen num erischen Rechnungen wurden von O. K u n ­
v á r i, E. Má g o r i, I. Á n yos , Zs . O zoróczy und J. Yaczó durchgeführt, wofür 
ich ihnen auch hier meinen D ank ausspreche.

К СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ СЖАТЫХ АТОМОВ
П. ГОМ БАШ

Р е з ю м е

В статье показано, что статистическая теория сжатых атомов, модифицированная 
коррекцией Вейцсеккера, существенно изменяется по сравнению с теориями Томаса— 
Ферми и Томаса—Ферми—Дирака. При возрастающем давлении энергия атома не воз­
растает монотонно, как в теориях Томаса—Ферми и Томаса—Ферми—Дирака, а она 
вначале убывает, проходит через минимум, и потом очень сильно возрастает. На осно­
вании этих результатов нужно было пересмотреть соотношения между давлением и плот­
ностью, выведенные из теории Томаса—Ферми и Томаса—Ферми—Дирака.
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RELATION OF FIRST IMPULSES IN HORIZONTAL 
AND VERTICAL MAGNETOGRAMS AT ALIBAG (BOMBAY)

By

S. L. Ma l u r k a h
COLABA AND ALIBAG OBSERVATORIES, BOMBAY, INDIA

(R eceived : V II I .  1. 1957)

The data of m agnetic storms are useful to verify the theories o f the in ­
com ing charged particles, radiation etc. The general trend of the m agnetic  
storm s is in m ost cases so com plicated th at studies in general can only be based  
on averages for m any storm s for the whole period o f the storm . The onset of 
the m agnetic storm  will u ltim ately  be o f great im portance and it is for th is  
reason th at attem pts have been made to  obtain  quick-run m agnetic records 
at A libag from  1949 onwards on special occasions like the tim e o f anticipated  
m agnetic storm s. In the literature, one finds occasionally a report o f an unusual 
com m encem ent. This presupposes knowledge o f the usual or normal behaviour  
i. e. whether the trend o f the first im pulses in horizontal and vertical m agnetic  
forces is such as to im ply any relation betw een them  whether there is any  
considerable spread and whether the equivalent current happens to be in  the  
same octant particularly near the geom agnetic equator.

The periods of tw o Solar Cycles 1911— 22 and 1923— 34 were exam ined. 
The vertical m agnetograph was im proved by Dr. S. K . B a n e r j i  in 1926 from  
a sm all m agnification to  a much bigger one. B ut still the general picture for 
the tw o Solar Cycles (including the period after the V  m agnetograph w as 
improved) had approxim ately the same character. W hen the initial im pulse  
[A H)  in the horizontal m agnetograph is less than 20 y, the spread is large  
but one can average and state that the vertical im pulse (A V) is negligible  
when A H  <  lOy. A sort o f  mean curve can be drawn to  give the general trend  
of A H  and A V. At A libag usually the first im pulse o f H  is positive and that 
o f V  is negative. When X  10 у  <  A H  < 4 0  у  ;

— A V  =  14,84 (1 — lO /A H ) .

The spread is large when A H  is nearly lOy ; if, very occasionally, one 
finds th at A V  has also been positive, it is possible to assign th is, in the absence  
of definite indications to  the contrary, to  purely sta tistica l variations. In
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the period exam ined, there was only one exam ple of A V  being also positive  
along w ith p ositive AH.  O therwise, the equivalent current seem s to be confined  
to a narrow cone in  the sam e octant o f space about the earth.

The Figure gives the dot diagram relation of H  and V. The mean curve 
has been drawn to give a good fit for w hich the equation given above is a 
reasonable approxim ation.

I have to  thank Mr. K . N a g a b h u s h a n a  R ao , M eteorologist, M eteorologi­
cal O ffice, P oona, for helping me to derive the equation, and Messers A. K. 
P h a n s e  and R . W. J a y a k a r  of Colaba O bservatory in com piling the data.



LETTER TO THE EDITOR

BEMERKUNG ZU DER ARBEIT  
»ÜBER DIE WAHRSCHEINDICHKEITSTHEORETISCHE 
BEHANDUUNG DER ANODENSTROMSCHWANKUNGEN 

VON ELEKTRONENRÖHREN«*
(Aus d e m  an  den V erfasser geschriebenen  B riefe)

(E ingegangen  : 10. X . 1957)

»Aus Ihren Rechenbeispielen geht hervor, dass die von S c h o tt k y - 
S p e n k e  gefundene R aum ladungsschw ächung des Schrotrauschens für niedrige 
Frequenzen aus den G leichungen (12) und (13) nicht herauskom m t. D as R esul­
tat

G' (0) = 2  e I

gilt über Ihre beiden Beispiele [siehe Gleichungen (2) and (3)] hinaus allgemein  
—  welche Zeitfunktion des Influenzstrom es man auch nim m t —  also auch 
dann, wenn man die Langm uirsche P otentia lverteilu ng zugrundelegen würde. 
Für со =  0 ist näm lich nach Gleichung (12)

G' (0) =  8 л Ч

und nach Gleichung (13)

А  (0, v) 2 dH (V)

Nun ist

T =  Laufzeit und

also

A ( 0 , v )  = ~  j f ( t , v ) d t .  

0

f ( G v )
^r E  i , (o < ; t <  r ) ,

0  , (t >  t)

f £  =
dv

m , 
dl

/(* » v)

d m v 2
dt

(0  ^  t < ,  t),

0  , (t >  r) .

* L. Takács , A ct. P h y s . H u ng ., 7, 25, 1957.
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Daraus folgt

A  (0, v)
1

2n U
mv?

2
mv^

2

Nach dem E nergiesatz ist

mv* mv%

~ 2 ~  2

*AJ, Vq vm-in
— 2 e U„

(Transelektronen).

0, t’o <  ‘’min =
— 2 e Ü  mjn (Rückelektronen).

H ieraus folgt

A  (0, v) =
, V vmin 

2n

0  , v < v mm,
und

S f im ln

G' (0) =  2 e2 A d H  {v) =  2s2 Ae kT .

vmi.i
Für A =  I s/e  ergibt sich

k T
G' (0) =  2e I s e = 2  e i .

D ass die R aum ladungsschw ächung im  Sinne von Sc h o t t k y -Sp e n k e  
nicht herauskom m t, liegt daran, dass die durch die Schwankung des Potentia l­
m inim um s verm ittelte  W echselwirkung zwischen den einzelnen G eschwindig­
keitsgruppen von  der Gleichung (12) nicht erfasst wird.«

K a r l -H e in z  L ö ch erer

I n s t i tu t  fü r  H F -T ech n ik  an  de r T echn ischen  U n iv e rs itä t B e rlin -C h a rlo tten b u rg
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J ohannes P ic h t : Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildung

D eu tsch er V erlag der W issenschaften . B e rlin , 1956. 187 S eiten

D ie op tische u n d  fe inm echanische I n d u ­
s tr ie  is t  h eu te  eine der b e d eu ten d s ten  F a c h ­
in d u s tr ie n  de r W elt. Sie s te ll t  höchst w e r t­
volle P ro d u k te  in  grossen  M engen h e r, wie 
P h o to a p p a ra te , F e rn g läser, M ikroskope, geo­
d ä tisch e  In s tru m e n te , k in o techn ische  P ro ­
d u k te , astronom ische  A u srü stu n g en  u n d  
w issenschaftliche  G eräte . D abei h ab en  sich  
noch  v o r e in igen J a h rz e h n te n  n u r  w enige 
L än d e r m it der H e rste llu n g  op tischer A p p a ­
ra te  be fass t, h ingegen in  den  le tz ten  J a h re n  
sind  op tisch e  F a b rik e n  in  den a lle rv e rsch ie ­
d e n sten  T eilen  der W elt e n ts ta n d en . U n g a rn  
k a n n  a u f  d iesem  G ebiet a u f  eine V erg an g en ­
h e it  von m eh re ren  Ja h rz e h n te n  z u rü c k ­
b licken  u n d  h ä lt  h e u te  w as M o d e rn itä t de r 
M ehrzahl ih re r  o p tisch en  F a b rik a ten  b e tr if f t ,  
m it de r A ussenw elt S c h ritt .

M an m uss jed o ch  fe sts te llen , dass n eb en  
de r b lü h en d en  o p tisch en  In d u s tr ie , d ie, ih re  
th eo re tisch e  G rundlage b ildende , geom etrisch- 
o p tisch e  L ite ra tu r  v e rh ä ltn ism ässig  a rm  is t. 
N eben  dem  grossen in d u str ie llen  F o r ts c h r i t t  
is t  d ie A nzah l de r g u t  v e rw en d b a ren  u n d  de r 
p ra k tisc h em  op tisch en  K o n s tru k tio n  h e lfen ­
den th eo re tisch en  A rb e iten  sehr gering . E s 
sch e in t jed o ch , als ob  in  de r le tz ten  J a h re n  
in d ieser H in sich t ein  A ufschw ung e in g e tre te n  
sei. Die die G rundlage de r p rak tisch en  
O p tik  b ildende  th eo re tisch e  L ite ra tu r  h a t  
sich  b e trä c h tlic h  e rw e ite rt u n d  su ch t im m er 
tie fere  F u n d a m en te . Sie b e sc h rä n k t sich  n ic h t 
re in  a u f  die geom etrische  O p tik , so n d e rn  
su c h t a u ch  d ie B eziehungen  u n d  Z u sam m en ­
h änge  zw ischen geo m etrisch er O p tik  u n d  
W ellen o p tik . G leichzeitig  m it diesen B e s tre ­

bungen  v e rb esse rt sich n a tü r l ic h  w eiter die 
Q u a litä t d e r  op tischen  E rzeu g n isse .

D iese B em erkungen  sollen  d ie  A k tu a litä t  
des B u ch es von  Professor P ic h t  gebührend  
u n te rs tre ic h e n . W ie aus d e m  V orw ort h e r­
v o rg eh t, v e rd a n k t  das B uch  seine  E n ts te h u n g  
der A n reg u n g  von in  der o p tisch e n  In d u s tr ie  
in te re s s ie r te n  F ach leu ten . D a m it  soll jed o ch  
keinesw egs gesag t sein, d ass d e r  au fgearbei­
te te  S to ff  n u r  fü r  den P ra k tik e r ,  der sich m it 
in d u s tr ie lle r  Forschung  u n d  E n tw ick lung  
b e sc h ä ftig t, in te ressan t is t ,  d a s  B uch g ib t 
v ie lm eh r e ine  zusam m enfassende  D arste llu n g  
der w ic h tig s te n  K ap ite l d e r  geom etrischen  
O p tik  u n d  de r d am it v e rk n ü p fte n  W ellen­
o p tik , so d a ss  das B uch a u ch  v o n  dem  S ta n d ­
p u n k t d e r  th eo re tisch en  F o rsch u n g  In teresse  
b e a n sp ru c h e n  kann .

N a ch  k u rz e r  E in fü h ru n g , d ie  sich m it dem  
B rechungsgese tz  der o p tisch e n  W ellenlänge 
und  d em  F e rm atsch en  G esetz b esch äftig t, is t  
der G eg en s tan d  des e rs te n  K ap ite ls d ie  
B esp rech u n g  der G ese tzm ässigkeiten  des pa - 
ra x ia le n  S trah lenganges. E s b esch re ib t d ie 
In v a ria n te  de r A bbildung , d ie  Seiten-, T iefen- 
u n d  W inkelverg rösserung , die p a rax ia le  B ren n ­
w eite u n d  die H elm holz-L agrangesche B e­
ziehung , u n d  befasst sich k u rz  noch m it den  
H a u p t-  u n d  K n o te n p u n k te n .

D as zw eite  K ap ite l b e h a n d e lt  a u sfü h r­
licher d ie  F o rm eln  der B ren n w eite , der A b ­
b ild u n g , d e r  H a u p tp u n k te  u n d  de r K a rd in a l­
p u n k te  u n d  W eiten  von zu sam m en g ese tz ten  
S y stem en . D as d r itte  K a p ite l  befasst sich  
m it de r a llgem einen  B erek sch en  A bb ildungs­
form el u n d  m it den d a rau s  zu  schliessenden
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F o lg eru n g en . M it d iesem  K a p ite l  sch liesst 
de r sich m it  den  G ese tz lichkeiten  der p a ra x ia -  
len  A b b ild u n g  befassende T eil, welcher w ie 
e rs ich tlich  n a ch  V o lls tän d ig k e it s tre b t u n d  
sie a u ch  e rre ich t.

D as v ie r te , fü n fte  u n d  sechste K a p ite l 
b e sc h ä ftig t sich m it den  B ü n d e ln  en d lich er 
Ö ffnungsw inkel u n d  en d lich er N eigungs­
w inkel u n d  besch re ib t d a s  W esentliche d e r 
te r t iä re n  B ildfehler. D ie le tz te ren  w erd en  
m itte ls  g u t  v e ran sch au lich en d e r A bb ildungen  
illu s tr ie r t .  A n H an d  der trig o n o m e trisch en  
R ech n u n g sm eth o d e  w ird  das Gesetz des 
A s tig m a tism u s’ der sch m alen  B ündel, sow ie 
d ie tr ig o n o m e trisc h e  B e rech n u n g , die bei 
den  a sp h ä risch e n  F läch en  anzuw enden  is t ,  
e rö rte r t.  E s  feh lt ab er d ie  D arste llung  de r 
tr ig o n o m e trisc h en  R ech n u n g sm eth o d e  bei 
schiefen  S trah len .

W eite r  sch ild e rt das B u c h  die f lä c h e n ­
weise Z erlegung  de r A b e rra tio n sw erte  u n d  
d ie g rap h isch e  D arste llu n g  d e r  A b erra tionen . 
Diese B esch re ib u n g  de r R e su lta te  der p ra k ­
tischen  A n w en d u n g en  de r Seidelschen T h eo ­
rie  sch lie ss t d iesen  Teil des B uches ab. D ieser 
le tz te re  A b sc h n itt  is t  d e r  B ehand lung  in  
B ereks B u c h  sehr äh n lich , e r is t aber a u s­
fü h rlich er u n d  ansch au lich er.

D as s ieb en te  u n d  a ch te  K a p ite l be fass t 
sich  m it  d e r  S taeb le -L ih o tzk isch en  Iso p la n a ­
s ien b ed in g u n g , der A bb esch en  S in u sbed in ­
gu n g , m it de r Z inker-Som m erschen  B ed in ­
gung d e r P e tzv a lsch en  B ildneigung. Alle 
diese B esch re ib u n g en  s in d  ausfü rlich  u n d  
v o lls tän d ig  u n d  um fassen  im  vollen G anzen 
unsere  K e n n tn is se  a u f  d iesem  Gebiet.

D ie fo lgenden  zwei K a p ite l  beschäftigen  
sich, g rö ss ten te ils  n ach  B e r e k , m it den Z ah l­
feh lern  u n d  den einzelnen u n d  äq u iv a len ten  
O b je k tiv e n . D as e lfte  K a p ite l  s te llt d ie 
R e su lta te  d e r T ä tig k e it P rofessor PlC H T S 
a u f  dem  G eb iet de r w ellenop tischen  A b b il­
d u n g  d a r . M it ih re r  H ilfe i s t  die P h asen d if­
ferenz des H a u p ts tra h le s  u n d  irgendeines 
Z o n en s trah le s  am  O rt de r p a rax ia len  B ild ­
ebene b e rec h en b a r. D iese F o rm e ln  ergeben  
seh r n ü tz lich e  B ed in g u n g en  fü r  die K o rre k ­

tion . D as zw ö lfte  K ap ite l m a c h t  m it den 
a p lan a tisch en  F läch en  u n d  L in sen , fe rner 
m it der d ie  S inusbedingung  b e fried igenden  
F läch end ifferen tia lg le ichung  b e k a n n t.

Das d re iz eh n te  K ap ite l is t  e ines de r w e rt­
vollsten  T eile  des Buches. E s b e fa ss t sich 
m it den E ik o n a le n  u n d  deren  versch ied en en  
Form en  u n d  b esch re ib t die S eidelsche Theorie 
m it voller A u sfü h rlich k eit. D iese r Teil fü llt 
eine w esen tliche  Lücke in  de r L ite ra tu r ,  da 
näm lich  die A b le itu n g  der S e idelschen  B ild ­
fehler aus d em  Seidel-E ikonal n u r  in  der 
schw erer zugäng lichen  L ite ra tu r  vo rzu fin d en  
is t  u n d  le id e r a u ch  in B ereks B u ch  feh lt.

D er B an d  sch liesst m it e inem  k u rz en  ab er 
sehr n ü tz lich e n  A nhang ü b e r d a s  Ferng las, 
das M ikroskop  u n d  die V erg rösserung  der 
Lupe.

Es sei n o c h  k u rz  die R ede v o n  den k le i­
neren  F e h le rn  des Buches. D as S tre b en  nach 
E x a k th e it  fü h r te  zur E in fü h ru n g  zu  vieler 
B ezeichnungen , u n d  diese m an n ig fa ltig en , 
v ielm als äh n lic h en  B ezeichnungen s tö ren  und  
verw irren  d ie  Ü b ersich tlich k e it d e r  A b le itu n ­
gen. E in ige  A b le itu n g en  k ö n n e n  v ielleich t 
kü rzer se in . E s  feh lt eine ausfü h rlich ere  
B eh and lung  des Z usam m enhanges der Geo­
m etrischen- u n d  W ellenoptik , w elche die 
B edeu tung  d e r  sich h ie ra u f  beziehenden  
P ich t-F o rm e ln  no ch  m ehr h e rv o rh e b e n  w ürde.

Diese k le in e re n  M ängel v e rm in d e rn  kei­
neswegs d en  W e rt des B uches. Sow ohl fü r 
den  th eo re tisch e n  als auch  d en  p ra k tisc h en  
O p tiker is t  im  B ande das v o lls tän d ig e  bis 
je tz t  ersch lossene System  der g eo m etrischen  
O p tik  d a rg es te llt . Das v o lls tän d ig e  S tud ium  
des B uches u n d  auch  sein G e b rau c h  als ein 
H a n d b u ch  w ird  dem  p ra k tisc h en  F ach m an n  
von  au sse ro rd en tlich em  N u tz en  se in , sein 
E rscheinen  k a n n  n u r  m it F re u d e  begrüsst 
w erden.

D er V erlag  h a t  das B uch  in  gesch m ack ­
vollem  E in b a n d , in  re inem , k la re m  D ruck 
u n d  a u f  g u tem  P a p ie r  h e rau sg e b ra ch t.

Dr. F. SZALKAY
Z en tra le s  F orschungslabora to rium  

fü r O p tik  u n d  F e in m ech an ik , B u d ap es t.
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ZU DEM PROBLEM DES HUBBLEEFFEKTES
Von

Th . N e u g eb a u er
INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND EÖTVÖS UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(V orgelegt v o n  K . N o v o b á t z k y  — E in g eg an g en  : 1. V II. 1957)

Im  Z usam m en h an g  m it e iner frü h eren  A rb e it w ird d ie  F ra g e  besprochen , o b  ta tsäch lich  
eine V erw aschenheit de r B ilder der e n tfe rn te n  S p ira lnebel a u f tre te n  m üsste , w en n  m an den 
H u b b lee ffek t als eine A rt L ich tze rs treu u n g seffe k t — nach  d e m  in  der z itie rten  A rb e it  bespro­
chenen G edankengange — d e u te n  w ürde. Im  e rs te n  Teil de r A rb e it w ird m it H ilfe  e in e r w ah r­
sch e in lich k e its th eo re tisch en  R echnung  g eze ig t, dass wenn es sich  um  genug zah lre ich e  A blen­
kun g en  de r L ic h tq u a n te n  u n te r  en tsp rec h en d  kleinen W in k e ln  hand elt, d ie  resu ltie ren d e  
V erschw om m enheit des B ildes m it der Z ahl n  d e r  einzelnen A b len k u n g en  wie 1 /jf n gegen Null 
g eh t. D abei w ird  an genom m en , dass der P a rtik e lk o m p lex , m it  dem  das P h o to n  zusam m en- 
stö ss t, sich  w eitgehend  d e r N ew tonschen M ech an ik  en tsp rech en d  v e rh ä lt. A u sse rd em  w ird ein 
V ergleich  m it den  bei d e r H erle itu n g  de r S tokesschen  F o rm e l a u ftre te n d e n  V erhältn issen  
gezogen. Im  zw eiten  Teil d e r  A rb e it w ird g eze ig t, dass je re la tiv is tisch e r  die Z usam m enstösse  
sin d , desto  k leinere  W inkelab lenkungen  w erd en  n ach  der re la tiv is tisch e n  M ech an ik  au ftre ten  
und  im  F a lle , dass auch  d ie frag lichen  T eilch en  ex trem  re la tiv is tisch e  P a rtik e l s in d , t r i t t  bei 
de r L ic h tze rs treu u n g  ü b e rh a u p t keine R ich tu n g sä n d e ru n g  au f. Solche Teilchen k ö n n te n  z. B. 
N eu trin o s sein.

E in le i tu n g

In einer vorangehenden Arbeit des Verfassers [1] (im folgenden als
1 . c. zitiert) wurde die Frage besprochen, ob es n ich t doch m öglich wäre, den 
H ubbleeffekt (also die R otverschiebung der Spektrallinien der Spiralnebel) 
als eine Art Licht Zerstreuungseffekt deuten zu können. Dabei wurde auf 
einen bis je tzt nicht berücksichtigten E ffekt aufm erksam  gem acht, der eine 
Art M ie-Effekt an m ateriell nicht mehr zusam m enhängenden einzelnen Parti­
keln ist und dem zufolge eine enorme Steigerung der Streuung nach  vorne 
(also in R ichtungen, die m it der ursprünglichen Strahlrichtung nur ganz 
kleine W inkel einschliessen) auftreten muss. Ausserdem  m uss selbstver­
ständlich die Tatsache berücksichtigt werden, dass einerseits in unseren 
irdischen Experim enten die Lichtquanten nur wärend ganz kleiner Bruchteile 
einer Sekunde existieren, andererseits dass dem gegenüber ihre Reise im  inter­
galaktischen Raum e Jahrm illionen dauert. In der erwähnten A rbeit wurde 
aus den erhaltenen Form eln der Schluss gezogen, dass zwar die Streuung an 
Elektronen und a fortiori an noch schwereren Elem entarteilchen das Zustande­
kommen des H ubbleeffektes dem erwähnten Gedankengang gem äss nicht 
erklären kann (weil m an dazu so grosse Dichten dieser Partikel anzunehm en

1 Acta Physica V III/4 .
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gezw ungen wäre, dass dies anderen physikalischen Erfahrungen widersprechen  
würde), Neutrinos oder andere uns v ielleicht noch unbekannte, le ich te  Teilchen  
könnten dagegen das A uftreten dieses Effektes tatsächlich  erklären.

Selbstverständlich liegt dieser Auffassung die Annahme zugrunde, dass 
das Photon infolge von aufeinanderfolgenden Lichtzerstreuungsakten (die  
alle unter einem sehr kleinen W inkel erfolgen) Zwar beständig k leine Energie­
beträge verliert, die dabei auftretenden vielen kleinen A blenkungen sich 
dagegen herausm itteln. Es kann noch die Frage aufgeworfen w erden, ob diese 
H erausm ittelung tatsächlich  so vollständig  ist, dass sie unter dem A uflösungs­
verm ögen unseres A uges liegt, bzw . eine wie grosse Verwaschenheit des Bildes 
zu erwarten ist. Ziel der vorliegenden Arbeit is t  es, diese Frage zu unter­
suchen. Dabei zerlegen wir unsere Betrachtungen in  zwei Teile. Im  ersten  
gehen wir ganz von dem in 1. c. entw ickelten Gedankengange aus, betrachten  
also das Photon als ein extrem  relativitisches Teilchen, von den Partikeln  
m it denen es zusam m enstösst, nehm en wir dagegen an, dass sie sich w eit­
gehend der N ew tonschen M echanik gemäss verhalten . Im  zw eiten Teile 
sehen wir dagegen von der letzteren H ypothese ab und nehmen an, dass diese 
P artikel stark oder sogar extrem  relativistische Teilchen sind. Diese A uf­
fassung liegt für N eutrinos auf der Hand.

Teil I

§ 1. Nach einem  bekannten Satze der W ahrscheinlichkeitsrechnung  
w ächst der W ahrscheinlichkeitsw ert einer Sum m e, wenn m an v iele kleine 
B eträge, die ebenso oft positiv wie negativ sein können, addiert, proportional 
zur Quadratwurzel aus der Zahl dieser Sum m anden. Wenn wir diese Regel 
au f unseren Fall anw enden, so würde daraus tatsäch lich  folgen, dass je weiter 
ein Spiralnebel von tins entfernt is t , desto diffuser müsste sein B ild  werden. 
E s ist zwar wahr, dass der erw ähnte w ahrscheinlichkeitstheoretische Satz  
sich auf ein eindim ensionales Problem  bezieht, in  unseren Fall handelt es sich  
dagegen um ein zweidim ensionales Problem, es lä sst sich jedoch leicht zeigen, 
dass der erwähnte Satz auch in diesem  Falle rich tig  bleibt.

Andererseits ist es eine bekannte T atsache, dass wir durch unsere 
Fernrohre auch die entferntesten  Spiralnebel scharf sehen (w enigstens in  
dem Masse, in dem  wir sie überhaupt beobachten können). Zur Erklärung 
dieser Tatsache ist es jedoch nur notwendig anzunehm en, dass die bei der 
Betrachtung dieser Objekte auftretende Yerwascheinheit des B ildes unterhalb  
des Auflösungsverm ögens unseres Auges (also etw a  unter 1') b leibt, und da 
der W ahrscheinlichkeitswert nur m it der W urzel aus der Zahl der Sum m anden  
w ächst, so kann dieser Wert u nter Um ständen recht klein w erden, wie das 
das folgende G edankenexperim ent zeigt : N ehm en  wir an, dass es sich ur­
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sprünglich um N  Ablenkungen, alle um dem W inkel Zla, gehandelt hat, und  
der ganze dabei auftretende Energieverlust E  beträgt, also pro A blekung E / N .  
Nehm en wir jetz t weiter an, dass jetz t mehr Ablenkungen um  entsprechend  
kleinere W inkel erfolgen, der ganze Energieverlust jedoch derselbe b leibt. 
Die Zahl der Ablenkungen sei dann nN,  die dazugehörenden W inkel A a / n , 
und der Energieverlust pro A blenkung Е/nN.  Der W ahrscheinlichkeitsw ert 
der Summe ändert sich dann infolge der A bhängigkeit von der W urzel der 
Zahl der Sum m anden um den Faktor ]An, und die Grösse eines E nergiebetrages 
um 1 /re, also m ultipliziert sich der W ahrscheinlichkeitswert m it \ N n  . Im  
E xtrem fall n —>■ oo m üsste dieser W ert ganz verschwinden, und dieser Fall 
entspricht seinem W esen nach der Bewegung einer Kugel in  einer viskosen  
Flüssigkeit (wo man selbstverständlich nur deshalb die Stokessche Formel 
erhält, weil man die H ydrodynam ik nicht als eine korpuskulare, sondern 
als eine K ontinuum theorie aufbaut und dam it autom atisch den Grenzüber­
gang n —у oo vollführt). Analog werden auch K orpuskularstrahlen durch  
M etallfolien ohne merkbare R ichtungsänderungen um bemerkbare Beträge  
abgebremst.

Gegen das erwähnte Gedankenexperim ent könnte man noch einwenden, 
dass in 1. c. Formel (23) der Energieverlust h{v—v )  nicht zu 9  sondern zu 9 2 
proportional ist, da ja nach dem erwähnten Zusam m enhang

h (v — v') ( H 2 y
2  m l3 л  n c2 ( 1 )

sein muss.* W enn wir also die A blenkungsw inkel im  G edankenexperim ent alle 
in n gleich grosse Teile zerlegen, so müssen n2-m al so viele A blenkungen  
angenom m en werden, dam it dieselbe Energieabnahm e resultiert. Der Faktor

mit dem sich derW ahrscheinlichkeitswert m ultipliziert, wäre dann \  n2 • — — 1 ,
n

würde sich also gar nicht ändern. Hierzu ist jedoch  zu bem erken, dass in  
(1) m (die Masse der fraglichen Teilchen) und auch l3 im Nenner stehen, und 
die Abnahm e von m (oder auch eventuell die v o n  l), die von 9  kom pensieren  
oder sogar überkom pensieren kann.

§ 2. Um die hier auftretenden Verhältnisse m it einem schon längst 
bekannten Fall vergleichen zu können, kom m en wir jetzt auf die Stokessche 
Formel noch einm al zurück und w ollen sie dabei zuerst nach der bekannten  
K ontinuum theorie und dann der nach korpuskularen Theorie näher betrachten.

Streng genom m en ist die Stokessche Formel nur für eine ganz stationäre  
Bewegung gültig, doch kann man sie auch für eine beschleunigte Bewegung  
in sehr guter Annäherung als gültig betrachten, w enn nur diese B eschleunigung  
genug langsam  erfolgt. B etrachten wir also den folgenden Fall : E ine Kugel 
vom  Halbm esser r bew egt sich in einem  Medium vom  viskositätskoeffizierten

* In (1) bedeutet im Nenner n die Zahl der Partikel in der Volumeneinheit.
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7j en tlang der X -A chse und besitzt im  P unkte x =  0  die A nfangsgeschw indig­
k eit v0. D a nach der Stokesschen Form el gegen die Bewegung die W ider­
standskraft — 6 nrjrv auftritt, so erhalten  wir m it H ilfe der Bezeichnung  
к =  6лг)г

M x — — k x ,  (2)

wo M  die Masse der K ugel bedeutet. Daraus folgt weiter

M  x  =  — к x  — C ,

und w enn wir diese Gleichung integrieren

woraus

oder

X I

к

x  +  1 =  e M1 
C

(3)

(4)

(5)

(6)

fo lgt. D en  Wert der K onstante C erhalten  wir aus (3) mit Hilfe der A nfangs­
bedingung, dass im  P unkte x =  0 (zur Zeit t =  0) M x  =  Mv0 sein m uss, also 
ist C  =  — Mv0. Für die G eschw indigkeit der K ugel als Funktion von  t folgt 
aus (6 )

• C __ fL, __k_ .
V =  x = ------- e m  = v 0 e m  . (7)

M

Aus (6 ) und (7) fo lgt weiter, dass die Kugel nur zur Zeit t =  oo zur Ruhe 
kom m t und zwar im  Punkt

M v , M  r0

6 TCVjr
( 8 )

§ 3. All dieses sind selbstverständlich schon bekannte T atsachen und
bezüglich  unserer Betrachtungen is t  hier nur der Tatbestand w ichtig , dass 
der hydrodynam ischen Betrachtungsw eise gem äss die fragliche K ugel im  
P unkt x0 notwendigerweise ohne R ichtungsänderung zur R uhe kom m t.
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Da jedoch andererseits die Materie korpuskular aufgebaut is t  und die K ugel 
deshalb m it den Molekülen des fraglichen den W iderstand verursachenden  
Mediums selbstverständlich vorwiegend n ichtzentral zusam m enstossen wird  
und jeder solcher Strossprozess notw endigerw eise eine k leine R ichtungs­
änderung der K ugel verursachen wird, so en tsteh t die Frage, ob auch in  
diesem  ganz unrelativistischen Falle sich diese R ichtungsablenkungen w e it­
gehend herausm itteln  werden, wenn man nur die Kugel recht gross im Ver­
hältnis zu den Molekülen des fraglichen M ediums annim m t. W äre das näm lich  
nicht der Fall, so m üsste m an die ganze hydrodynam ische B etrachtungs­
weise als unbegründet betrachten.

G askinetische M ethoden wurden eigentlich schon oft in die Aerodynam ik  
eingeführt, da solche Fragen besonders im Zusam m enhang m it dem Problem  
des Fliegens in grossen H öhen w ichtig sind. Bezeichnen wir m it l die freie 
W eglänge eines Moleküls und mit L  eine lineare Abm essung des untersuchten

Körpers, so befinden wir uns, wenn LI ' 1 is t , im  Gebiet der gew öhnlichen
G asdynam ik ; ist dagegen LI 1, so handelt es sich um  das Gebiet der
freien M olekülbewegung. Im  Zusam m enhang m it dem erw ähnten aerodyna­
m ischen Problem wurde in diesem  Gebiet von  E p s t e i n  [2] die Bew egung  
einer K ugel, von Z a h m  [3] die von  einer P la tte  und von H e i n e m a n  [4] ganz  
allgem ein die eines konvexen Körpers untersucht. D ie Ergebnisse des letzteren  
Autors wurden neuerdings von  K r y w o b l o c k i  und Sh i n o s a k i  [5] w eiter  
verallgem einert.

Zur Beantw ortung der im  Zusam m enhang m it unserem Problem au f­
tretenden Frage genügen jedoch ganz elem entare B etrachtungen, und wir 
nehm en deshalb einfach an, dass unsere K ugel, deren Masse wir wieder m it M  
bezeichnen, sich vor dem Stoss m it der G eschwindigkeit v entlang der X -  
Achse bewegt und nach dem Zusam m enstoss m it einem  ursprünglich in Ruhe  
sich befindenden Molekül der Masse m in eine R ichtung, w elche den W inkel 
& mit der X -A chse einschliesst, abgelenkt wird ; das fragliche Molekül erhält 
dabei eine G eschwindigkeit, deren Richtung m it dieser A chse den W inkel 
tp einschliesst. (Vgl. die Fig. 1 .) Aus den E rhaltungssätzen von  Energie und  
Im puls folgen dann die bekannten Gleichungen

1 M  v2 — 1 M  v'2 -(- 1 m ir2,
2 2 2 (9)
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( 11)

(1 0 )
und

M  V =  M  v' cos 9  -f- m w cos 99 

M  v' sin 9  =  m w  sin (p ,

wo wir die G eschw indigkeit der K ugel nach dem Stoss mit »’ und die des 
Moleküls m it w  bezeichnet haben. N ach  unserer Annahm e ist ausserdem  
m <4 M .  A us (10) folgt

m ív cos <p — M  (t> — v' cos 9 ) .  (12)

M ultiplizieren wir je tz t (1 2 ) mit sin 9  und (1 1 ) m it — c o s#  und addieren dann 
beide G leichungen, so fo lgt

und daraus weiter
m  tv sin (cp +  9)  =  M  v sin $

1 1 M 2 sin2 9

(13)

(14)
sin2 (<p - f  9)

S etzen  wir die rechte Seite von  (14) in (9) ein, so erhalten wir endlich  
für den beim  Stossprozess von der K u gel erlittenen Energieverlust

m  кг = --------v*
2 2 TV ai-Ti2 I

1 M i ;2 ---- 1 M v ' 2 =  — m w 2
2 2 2

1 M 2 „ sin 2 #
------- v2 ----------------- .
2  m sin2 (99 +  #)

(15)

D iese Formel versagt nur im F alle  des streng zentralen Stosses, d. h. 
also w enn $  =  cp — 0 ist. D a nach unserer Annahme m M  ist, so m uss auch 
#  vp sein , deshalb können wir (15) vereinfacht wie fo lgt schreiben :

1 „  „ 1 1 M 2 1
— M v 2 -------M  v 2 — ---------v2 sm a 9 ---------
2  2  2 m \ sin2 vp

D er A blenkungsw inkel 9  ist jedoch  immer sehr klein , und deshalb genügt 
es erstens au f der rechten Seite von (16) nur das erste Glied in der K lam m er zu 
behalten und ausserdem können wir # 2 sta tt sin2 9  schreiben, wir erhalten  
also endlich

1 1 1 M 2
M v 2 - - M v ' 2 = -----—-----v2 9 2. (17)

2  2  2 m  sin2 cp

2 ^ - 9  
sin2 <p

(16)

E s ist interessant, dieses R esu lta t m it (1) zu vergleichen. D em  dort 
stehenden relativ istischen  Im puls hv/c entspricht hier Mv  und der dort 
stehenden Masse der im  K ohärenzgebiet enthaltenen Materie (т13л п ) en t­
spricht hier einfach die Masse des angestossenen M oleküls m. Der U nterschied  
der beiden  Formeln b esteh t also eigentlich  in dem in (17) im Nenner stehenden  
Faktor sin 2 99 . Dass letzterer in (1) n ich t vorkom m t, rührt daher, dass es sich 
dort um  die Ablenkung eines extrem  relativistischen Teilchens um  sehr kleine

л
W inkel handelt und deshalb immer 90 ^  — ist.

2
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Nach diesen Vorbereitungen können wir je tzt endlich die Frage b ean t­
worten, ob sich in der korpuskularen Betrachtungsw eise die bei den Zusammen- 
stössen auftretenden R ichtungsänderungen tatsächlich  sehr w eitgehend  
herausm itteln werden, wenn nur die Masse der Kugel genügend gross an ge­
nom m en wird, also ob m an in diesem F alle tatsächlich die aus der H ydro­
dynam ik erhaltenen R esultate benützen kann. Erstens m üssen wir berück­
sichtigen, dass nach unserem R esultate (17) der bei dem Stossprozess au f­
tretende Verlust der K ugel an kinetischer Energie proportional zu ß 2, also  
zu dem Quadrat des Ablenkungsw inkels, ist. Als G edankenexperim ent 
wollen wir je tz t die Masse der K ugel au f ihren n-fachen W ert vergrössern, 
oder was bezüglich der Lösung unseres Problem s dasselbe, jedoch viel an ­
schaulicher ist , wir wollen bei festgehaltenem  Wert der Masse der Kugel alle 
m it ihr zusam m enstossenden Moleküle in n gleichm assige Teilchen zerlegen. 
cp und ív werden dann in erster Näherung unverändert bleiben, was man am  
einfachsten so einsieht, dass man um gekehrt die K ugel als um beweglich  
annim m t, auf die dann das fragliche Molekül mit der Geschwindigkeit v 
aufprallt. Da m an wegen der sehr grossen Masse der Kugel diesen Stossprozess 
so betrachten kann, wie wenn das Molekül m it einem Körper von unendlich  
grosser Masse elastisch zusam m enstossen würde und seine G eschwindigkeit 
und R ichtung nach dem Stosse von der Grösse dieser »unendlich grossen Masse« 
selbstverständlich unbeeinflusst sein wird, so haben wir dam it unsere B ehaup­
tung bewiesen.

Bei der Zerlegung der Moleküle der Masse m i n n  gleichgrosse Teile bleiben  
also sowohl cp wie auch w  in  erster N äherung unverändert, aus unserer G lei­
chung (1 1 ), die wir jetzt einfach als

M  v' ß  — m w  sin cp ' (18)

schreiben können, folgt dann aber, dass der Ablenkungsw inkel ß  auf seinen  
n-ten Teil abnehm en m uss. Also erhalten wir weiter aus (17), dass in diesem  
Falle der bei dem Stossprozess auftretende Verlust an k inetischer Energie 
ebenfalls auf seinen n-ten Teil abnim m t. Da je tz t jedoch s ta tt  einem  n solche 
Teilchen mit unserer K ugel zusam m enstossen werden, so b leib t der Energie­
verlust gerade unverändert (nur wurde je tz t ein Stossprozess in n solche 
zerlegt). Anderseits, da jedoch die V erschm iertheit der R ichtung nach dem  
erwähnten w ahrscheinlichkeitstheoretischen Satz zu

1i N - J ß  (19)

proportional ist, wenn N  die Zahl der Zusam m enstösse und A ß  den M ittelwert 
der dabei auftretenden R ichtungsänderungen bedeutet, so wird sich bei dem  
Gedankenexperim ent der Zerlegung aller M oleküle in n gleichm assige Teilchen  
N  m it n m ultiplizieren, Aß  m uss m an dagegen durch n dividieren, so dass (19) in
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(20)

übergeht; dieser Ausdruck geht gegen N ull wenn n —>-°o . D am it haben  
wir also bew iesen, dass, w enn nur die Masse unserer K ugel genügend gross 
ist, die R ichtungsänderungen, die bei den Zusam m enstössen mit den M ole­
külen auftreten , sich auch in  diesem ganz unrelativistischen Falle w eitgehend  
herausm itteln , was ja bei der hydrodynam ischen H erleitung stillschw eigend  
angenom m en wird.

§ 4. In  unseren ganzen bisherigen Berechnungen haben wir angenom ­
m en, dass die im  Stossprozess teilnem enden Moleküle vor den Z usam m enstös­
sen sich in  Ruhe befinden. Diese Annahm e kann selbstverständlich nicht 
richtig sein , weil ja die M oleküle alle gaskinetische G eschw indigkeiten besitzen  ; 
es ist zwar wahr, dass w enn wir über diese m ittein , wir selbstverständlich  
den W ert N ull erhalten, es fragt sich nur, ob es in unserem  Problem erlaubt 
ist, einfach gleich diesen M ittelwert zu benützen. Zur B eantw ortung dieser 
Frage w ollen wir der E infachheit halber ausschliesslich zentrale Stösse betrach­
ten , doch nehm en wir an, dass das fragliche Molekül je tz t  eine gaskinetische  
G eschwindigkeit, die wir m it V  bezeichnen, besitzt. S ta tt der Gleichungen  
(9), (10) und (11) erhalten wir dann je tz t

1

2
1

2
m ív2 ( 21 )

und
M  V — m V  =  M  v' -f- m w  . ( 22)

Diese können wir auch folgenderm assen schreiben :

M  (v2 -  i / 2) =  m (w2 -  V 2) (23)
und

M ( v  — v' )  =  (iv -f- V ) . (24)

D ividieren wir (23) durch (24), so folgt

v -)- v' =  w  — V, (25)

also in sehr guter Annäherung

ív — 2  v -\- V . (26)

Ist  der Stoss dagegen nicht zentral, so haben wir bekannterweise drei 
G leichungen für vier U nbekannte, das Problem ist also ungewiss. E tw as  
übersichtlichere Verhältnisse treten auf, wenn wir annehm en, dass zwar
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V und V  als Vektoren nicht parallel bzw. antiparallel sind, das fragliche Molekül 
jedoch senkrecht au f die Oberfläche der K ugel aufprallt und dass ausserdem , 
wie in  unseren ganzen bisherigen B etrachtungen, M  m  und V  §> v ist. 
Dann haben wir erstens die Energiegleichung

M  V2 +  m V 2 =  M  v' +  mw2. (27)

Zweitens haben wir wieder zwei Im pulsgleichungen, von denen die in  
die R ichtung von v genommene

M  v — m V  cos cp =  M  v' cos & +  m w  cos cp' (28)

und die in der darauf senkrechten R ichtung auftretende

— m V  sin cp =  — M o '  sin & -)- m w  sin cp' (29)

lautet. Mit 180°-(p bezeichnen wir hier den W inkel, den die R ichtungen von  
v und V,  m it & den W inkel welchen die R ichtungen von v und v' und en d ­
lich m it cp’ den W inkel, welchen v und w  m iteinander einschliessen. N ach  
unseren Annahm en ist selbstverständlich  cp =  cp' .

Ganz analog dazu, wie wir aus (21) und (22) das angenäherte R esu ltat 
(26) hergeleitet haben, erhalten wir aus (27) und (28) in  der selben N äherung

2 v cos cp -f- V  =  w  . (30)

Setzen wir nach dieser kleinen Abweichung jetzt (26) in  (21) ein, so fo lgt

1 M v 2 -  1 M  v'2 =  1 m w 2 — 1 m V 2 =  m  (2 v)2 +  2 m v V .  (31)
2 2 2 2 2

B enützen wir dagegen die Gleichungen (30), so erhalten wir au f analogem  
Wege

M  v2 — M  v'2 =   ̂ m w2 —  ̂ m V 2 =  — m (2 v cos w)2 4 -2  m v V  cos cp. (31a)
2 2 2 2 2

Das erste Glied auf der rechten Seite von (31) entspricht dem Fall der vor dem  
Stoss ruhenden Moleküle, infolge der gaskinetischen G eschw indigkeit V  tr itt  
jedoch noch ein weiteres »gem ischtes« Glied auf, welches ebenfalls einen  
Verlust der K ugel an kinetischer Energie verursacht. An der entgegengesetzten  
Seite der K ugel wird sich jedoch ein Stossprozess von ganz analogem  Typ  
abspielen, m it dem einzigen U nterschiede, dass dort

w  =  2 v — V  (32)

sein wird. Setz man diesen W ert von iv in (21) ein, so erhält man
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М » ! - -  M v ' 2 = — m (  2 v ) 2 — 2 m  v V ,  (33)
2 2 2

und daraus ist zu ersehen, dass die zwei le tzten  Glieder in (31) und (33) sich  
gerade aufheben.

Doch tr itt  in einer gew issen H insicht ein interessanter Unterschied  
zw ischen den beiden Fällen der Berücksichtigung und der Vernachlässigung 
der gaskinetischen G eschwindigkeiten auf. Ist näm lich v , die Geschwindigkeit 
der K ugel, sehr klein im Verhältnis zu den gaskinetischen G eschw indigkeiten, 
so wird die Zahl der in der Zeiteinheit erfolgenden Zusam m enstösse in erster 
Näherung unabhängig von  v sein. Der Energieverlust in der Zeiteinheit ist 
dann einfach zu v2 proportional. Andererseits ist die während der Zeiteinheit 
geleistete Arbeit gleich dem Produkte der K raft und v. Daraus fo lgt, dass in  
diesem  Falle die W iderstandskraft proportional zu v sein m uss, also dass wir 
uns im G ültigkeitsbereich der Stokesschen Formel befinden. Ist dagegen v 
sehr gross im  Verhältnis zu den gaskinetishen G eschwindigkeiten, so wird 
die Zahl der in der Zeiteinheit erfolgenden Zusam m enstösse proportional zu 
v  sein, der E nergieverlust während der Zeiteinheit also zu  v3. Nach einem  
dem  obigen analogen Gedankengange folgt dann, dass je tz t die W iderstands­
kraft zu v2 proportional ist. Wir befinden uns also im Gebiet des quadratischen  
W iderstandsgesetzes. D ie vollständige Vernachlässigung der gaskinetischen  
G eschw indigkeiten entspricht eigentlich der Annahm e, dass m an sich immer in  
diesem  Gebiet befindet.

§ 5. Zum Schluss dieses ersten Teiles unserer Arbeit wollen wir noch  
zwei Bem erkungen bezüglich der Formel (1) m achen, deren zweite uns dann  
schon zu den im  zw eiten Teil dieser A rbeit besprochenen Problem en h in ­
überführt.

Erstens ist uns über die Natur der L ichtquanten eigentlich noch so 
wenig bekannt, dass es garnicht gewiss ist, ob die aufeinanderfolgenden S treu­
prozesse als voneinander ganz unabhängig betrachtet werden können.

Zw eitens sei bem erkt, dass weil in unserer Form el (1) die Masse m 
(und auch Is) im  Nenner stehen, so tr itt derselbe Energieverlust bei desto  
kleineren Ablenkungswinkeln auf, je kleiner die N eutrinom asse (und eventuell 
auch l) is t. Je relativistischere Teilchen also die N eutrinos sind, desto kleiner 
wird auch der W ahrscheinlichkeitswert der ganzen W inkelablenkung sein. 
Andererseits sieht die A nnahm e, dass die Neutrinos sehr stark oder sogar 
extrem  relativistische Teilchen sind, nach unseren heutigen K enntnissen  
jedenfalls ganz vernünftig aus. In diesem  Falle werden jedoch unsere R ech­
nungen, die zur Formel (1) (1. c. Form el (23)) geführt haben, ungültig, weil 
wir ja diese Form el in der zitierten Arbeit unter der Annahm e hergeleitet 
haben, dass die L ichtquanten (die extrem  relativistiche Teilchen sind) m it 
Partikeln , die sich ganz der N ew tonschen M echanik gem äss verhalten, zusam -
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m enstossen. U nser Ziel ist je tz t, das analoge Problem  für den F all zu berechnen, 
in  dem sich die letzteren Partikel schon ganz nach der relativistischen M echanik  
verhalten.

Teil II

§ 6 . D ie in 1. c. angegebene Herleitung unserer Formel (1) ist eigentlich, 
w enigstens was die Anwendung der klassischen Theorie betrifft, der bekannten  
elem entaren H erleitung der Form el des C om ptoneffektes analog. Der im  
physikalischen Sachverhalt liegende U nterschied besteht w esentlich nur in  
der Berücksichtigung der bei sehr kleinen Streuwinkeln in einer grossen  
Gasmasse auftretenden ganz speziellen und bis jetzt ganz ausser acht gelas­
senen Verhältnisse.

In der erwähnten Theorie des Com ptoneffekts geht m an bekanntlich  
von  der Energie und den zwei Im pulsgleichungen aus ; w enn man dann die 
Frequenz des L ichtquants vor dem Stoss m it v und nach dem  Stoss m it v 
bezeichnet (vgl. die Fig. 2), so fo lgt gemäss einer infolge der Annahm e v —v 
zulässigen Vernachlässigung und in den gew ohnten B ezeichnungen

(34) 

(34a)

Vergleichen wir je tz t (34a) m it unserer Form el (1), so sehen wir gleich, dass 
die Analogie vollständig  ist. Da sich nämlich (1 ) nur auf sehr kleine A blen­

kungswinkel bezieht, so m üssen wir erstens zum Vergleich in (34a) sin2

setzen, ausserdem  ist das im  Nenner von ( 1 ) stehende Produkt l3 л  n m, 
das die Sum m e der Massen der in unserem K ohärenzgebiet enthaltenen  
Teilchen bedeutet, zu m  in (34a) analog, und dam it haben wir unsere B ehaupt­
ung bewiesen.

Wie wir dies ausserdem schon erwähnten, wird (34) m it Hilfe einer 
Vernachlässigung, die auf der Annahme v — v' <§ v beruht, hergeleitet. 
D anach wäre z. B . (34) für die Streuung von  y-Strahlen n icht mehr gültig, 
bezüglich unseres Gedankenganges ist dieser Um stand jedoch  scheinbar 
nicht w esentlich, w eil es sich in dem erstens um  sichtbares L icht, also kleine 
Photonen, handelt, und zweitens weil diese m it der ganzen Masse der in einem  
K ohärenzgebiet enthaltenen Teilchen (also v ielen  Partikeln) zusam m enstossen. 
Doch sahen wir, dass die Annahm e, dass es sich in unserem  Problem um  
den Zusam m enstoss m it E lektronen handelt, zu keinem vernünftigen Resul-

2 h 0
Г  — Я = ---- sm 2 -

m c 2
bzw.

h (v — v ’) =
2  h2 v2

m c“

0
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tä te  geführt hat ; dagegen ist der Fall sehr interessant, in dem diese T eilchen  
N eutrinos, also stark oder extrem  relativistische Teilchen sind.

B ekannterw eise lässt es sich jedoch  zeigen, dass die Form el (34), die  
nach der klassischen H erleitung nur annähernd gültig  is t , aus der R e la ti­
v itätstheorie  exakt hergeleitet werden kann.

§ 7. U m  unsere Behauptung bew eisen zu können, ist es am ein fach sten , 
wenn wir das Schw erpunktsystem  einführen. Bezeichnen wir näm lich  die 
sich au f dieses System  beziehenden Grössen m it dem In d ex  N u ll, so haben  
wir — da der Zusam m enstoss elastisch  ist — einfach

v0 — v0. (35)

Die R ichtigkeit dieser B ehauptung können wir auch folgenderm assen einsehen : 
Aus dem Schw erpunktsystem  betrachtet nähern sich vor dem Z usam m en­
stoss das L ichtquant und das E lektron. N ach dem Zusam m enstoss entfernen  
sie sich antiparallel voneinander, selbstverständlich so, dass die Lage des 
M assenm ittelpunktes sich nicht ändert. Bezeichnen wir die G eschw indigkeit 
des M assenm ittelpunktes mit vc ; von dem  Schw erpunktsystem  aus betrachtet 
bew egt sich das (im raum festen System  vor dem Zusam m enstoss ruhende) 
E lektron in  diesem System  m it der G eschwindigkeit vc. N ach dem Z usam m en­
stoss bew egt es sich ebenfalls m it der G eschwindigkeit vc, nur in  einer gegen 
die ursprüngliche verdrehten R ichtung. Aus dem Prinzip der E rhaltung des 
Im pulses im  Schw erpunktsystem  folgt dann, dass (35) bestehen m uss. Die 
Geschwindigkeit des M assenm ittelpunktes (im raum festen System ) können  
wir aus der Im pulsgleichung (im raum festen System ) berechnen. D ie Masse

h V
des vereinigten System s Elektron und L ichtquant beträgt m +  , diese

c2
bew egt sich mit der G eschwindigkeit vc. Das L ichtquant besitzt dagegen vor 
dem Zusam m enstoss den Im puls hvjc, daraus folgt

und w eiter

hv ( hv
-  =  \m  +  T vc c \ c*

(36)

c
(37)

h V

D ie infolge des C oinptoneffektes auftretende Frequenzänderung können 
wir je tz t  einfach als einen D opplereffekt berechnen, wenn wir (35) aus dem  
Schw erpunktsystem  in das raum feste System  transform ieren. Führen wir zu 
diesem  Zwecke ein ebenes rechtw inkliges K oordinatensystem  ( X Y )  ein (vgl.
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die F ig. 2), so können wir den elektrischen Vektor der Lichtwelle vor und 
nach dem Zusam m enstoss nach der bekannten M ethode wie folgt schreiben :

bzw.

© =  © 0 cos 2  л IV t (38a)

© =  ©Ó cos 2  n
X cos §  -j- y  sin &

V
(38b)

Mit H ilfe der Gleichungen der Lorentztransform ation müssen wir jetzt  
(38) vor und nach dem Zusam m enstoss in das Schw erpunktsystem  transform ie­
ren, wobei uns nur die Frequenzen interessieren. Diese m üssen jedoch notw en­

digerweise die Faktoren von t' im transform ierten Argum ent der Cosinus­
funktion sein, wenn wir m it t' dieZ eitkoordinate iinSchw erpunktsystem  bezeich­
nen. Transformieren wir also das A rgum ent von (38a) m it H ilfe der Zusam m en­
hänge der Lorentztransform ation in das Schw erpunktsystem , so folgt für den 
Faktor von t' vor dem Zusam m enstoss

/ 1
(39)

und analog aus (38b) für diesen Faktor nach dem Zusam m enstoss

1 ----- - cos $
c1

1 —
(40 )

Setzen wir jetz t (39) und (40) in (35) e in , so folgt
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(41 )

Führen wir hier weiter den W ert von vc aus (37) ein, so fo lgt nach  einfachen  
Um form ungen

h v  v'
( 1  — cos fî) — m (v  — v ’) (41)

und weiter
1 — cos # 1 1  

m c2 h v 1 h v
(42)

Berücksichtigen wir noch, dass v À =  c und 1 — cos #  =  2 sin2 — ist, so erhal­
ten  wir endlich

A' — A =  —— sin2 — , (43)
m c 2

und das ist die bekannte Form el (34) für die Änderung der W ellenlänge beim  
C om ptoneffekt, die wir hier exakt relativ istisch  hergeleitet haben.

§ 8 . Im  vorigen Paragraph haben wir den Fall besprochen, dass 
ein extrem  relativisches Teilchen m it einem gewöhnlichen m ateriellen Teilchen  
zusam m enstösst und erhielten dabei die exakt relativistischen R esultate (41) 
bzw. (43). Diese letztere Form el lässt schon verm uten, dass wenn auch das 
gewöhnliche m aterielle Teilchen, das im Stossprozess te iln im m t, nach diesem  
Stoss relativistische G eschwindigkeiten erhält, dann die Ablenkungsw inkel, 
gegenüber den aus der N ew tonschen M echanik folgenden, im m er mehr abneh­
men m üssen. In unseren Form eln (1) bzw. (43) kom m t jedoch der A blenkungs­
winkel (p des zw eiten Teilchens (auf den Im puls übertragen wird) explizit nicht 
vor. Tatsächlich steht dagegen dieser W inkel in unserer Form el (17), diese 
ist jedoch ein rein klassisches R esultat und ist deshalb bezüglich der erwähnten  
Frage uninteressant.

W egen der ausserordentlichen W ichtigfeit dieses Problem s hinsichtlich  
unseres ganzen Gedankenganges wollen wir diese Frage von noch einem ganz  
anderen G esichtspunkte aus besprechen und dabei zeigen, dass je relativ is­
tischer der Stossprozess der beiden in W echselschwinkung tretenden  Teilchen  
ist, desto kleiner die dabei auftretenden Ablenkungsw inkel werden.

Die Frage, des Zusam m enstosses zweier Teilchen, die eine verschiedene  
Masse besitzen, und wobei das eine Teilchen vor dem Zusam m enstoss ruht, 
kann man zwar ohne Schwierigkeit exakt nach der speziellen R ela tiv itä ts­
theorie behandeln [6 ], doch werden die dabei erhaltenen Form eln, besonders 
bezüglich der auftretenden W inkelverhältnisse ziemlich unübersichtlich. W ir 
wollen deshalb, da uns bezüglich unseres Problem s ja nur das auftretende
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qualitative R esultat interessiert, des einfachere Problem besprechen, w enn  
die Ruhm assen der zwei Teilchen einander gleich sind. N ehm en  wir also an , 
dass zwei Teilchen der Masse m01 und m 02 zusam m enstossen, wobei m 01 
=  nx02 =  m0 is t, und das erste Teilchen vor dem  Stoss im  raum festen  S ystem  
(Laboratorium ssystem ) die Geschwindigkeit vx besitzt, d ie G eschw indigkeit 
des zweiten ist gleich Null. (Vgl. die F ig. 3.) Die Im pulse im  raum festen  
System  werden dann

mn V
P  l

/ 1

Q f / J  — > ----T  ----7

= K  und p 2 =  0 , also p 1 - \-p 2
V1

P1 (44)

Bezüglich der Durchführung unserer Rechnungen ist es zw eckm ässig, 
das Schw erpunktsystem  einzuführen. Die Im pulse in diesem System  vor dem  
Zusam m enstoss bezeichnen wir m it p\  und p'2 und die G eschwindigkeit des 
Aufpunktes dieses System s im  raum festen System  mit vc. Zuerst w ollen  
wir diese letztere Grösse berechnen. Der ganze Im puls muss im  Schwerpunkt­
system  selbstverständlich verschwinden, also haben wir vor dem Stoss

P' =  Pi +  Pi =  0  > (4 5 )

da jedoch dieser Satz auch nach dem Stoss bestehen muss, so haben wir auch

P "  = Ä + Ä '  =  0 ,  (46)

wobei p'l und p 2 die relativitischen Im piüse des ersten und zw eiten  T eilchens  
nach dem Zusam m enstoss im  Schw erpunktsystem  sind. A us den bekannten  
Gleichungen der Lorentztransform ation haben wir ausserdem

P x = (47)



3 8 0 TH. NEUGEBAUER

луо р х die X-K om ponente des ganzen Im pulses im raum festen und p'x d ieselbe  
im  Schw erpunktsystem  ist. Denken wir uns unser aus zw ei Partikeln b esteh en ­
des System  im Schwerpunkt vereinigt, so folgt

vc E
P =  Pi =  —  . (48)c2

луо p  der ganze Im puls vor dem  Stoss im  raum festen System  ist. Für die Energie  
des ganzen System s vor dem  Stoss im raum festen K oordinatsystem  haben wir

E  =  E t +  E 2 — m0 e2

1 «Î
. +  m 0c2. (49)

Setzen wir (44) und (49) in (48) ein, so folgt

V =  C =
c m0 v1

[  1 v \1 ----- - • m n c *
1 +  1

1 1 +  'fc 2 7 i _ î !
c2

(50)

Aus (45) folgt p[ =  — p'2. W eiter müssen wir berücksichtigen, dass 
die G eschwindigkeit des zweiten Teilchens im raum festen System  gleich  
N ull war, also muss die G eschwindigkeit (v2) dieses Teilchens im Schw er­
punktsystem  \^or dem Stoss gleich vc sein . Dam it haben wir

(51)

Da jedoch  im  Schwerpunktsystem  der Schwerpunkt selbstverständlich  unbe­
weglich und in unserem Problem m01 =  m02 ist, so haben yyir auch

V,  =  vr (52)

Für die Energien E{ und E'2 der beiden Teilchen folgt dann vor dem Stoss im 
Schwerpunktsystem

(53)

Nach dem  Stoss haben л\йг in diesem System  aus (46)
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und  zw eitens, da der Schwerpunkt auch nach dem Stoss in diesem System  
in  Ruhe bleiben muss und ausserdem der Satz der E rhaltung der Energie 
auch in diesem  System  gilt,

(55)

wo je tzt E {  und E '2 die Energien der zwei Partikel nach dem  Stoss im Schw er­
punktsystem  bedeuten. Die zwei Partikel werden also auch nach dem Stoss 
im  Schwerpunktsystem  die (relativen) G eschwindigkeiten v besitzen. Der 
ganze Stossprozess besteht also in  diesem System  nur darin, dass die Gerade, 
welche vor dem Stoss die R ichtungen der beiden Im pulse p {  und p 2 enthält 
infolge des Stossprozesses um  einem gew issen W inkel vedreht wird.

Aus (54) und (55) erhält man

=  P ?-

Aus unserer Fig. 3 folgt anschaulich

und
P ix

(56)

(57)

(58)

wobei die p "  die Im pulse nach dem Stoss wieder im  raum festen System  
bedeuten. Da wir für die nach dem Stoss auftretenden Im pulse im Schwer­

in

d (55)

I e "'1 2i P2 1 = \ ^ - < c
mn vr

/Г
(59)

erhalten, so m üssen wir diese Zusam m enhänge, um die in (58) stehenden  
R ichtungstangenten berechnen zu können, m it Hilfe einer Lorentztrans- 
form ation aus dem Schw erpunktsystem  wieder ins Laboratorium system  tran s­
formieren. Aus den bekannten Transform ationsform eln fo lgt noch unter  
Berücksichtigung von (56) 2

2 Acta Physica VIII/4.
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tg & ■ tg  ?  =
P ly  P iy

P lx  +

p 'ly

Setzen wir in (60) noch den Wert von  vc aus (50) ein , so folgt

tg  # • tg 99 =  1 —

2

R - i l _ 2 M + ' M )

=  2 / 1 * 1 +
1 _  *

Г c2 2
c2[T+l f l I f 1

l 1 c2! 7 7 1 3

(61)

Aus (61) wollen wir zuerst ein schon längst bekanntes R esultat der 
N ew tonschen Mechanik herleiten. Setzen wir nämlich c —>-0 0 , sor erhalten  
wir aus (61)

tg  #  • tg  q> =  1 , (62)

und wenn wir dieses R esu lta t in die bekannte trigonom etrische Formel

tg  +  <P)
t g #  +  tg q>

1 — t g #  • tg cp

einsetzen, so folgt tg (# +  q>) — 0 0 , also

(63)

# +  <P =  — , (64)
2

und das ist das bekannte klassische R esu lta t, nach dem bei dem elastischer  
Zusam m enstoss von zwei gleichm assigen Teilchen, von denen das eine vor 
dem Stoss ruht, die R ichtungen der G eschwindigkeiten der beiden Teilchen  
nach dem Stoss aufeinander senkrecht stehen.
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N ach der H erleitung dieses trivialen R esu ltates w ollen  wir je tzt seh en  
wie die W inkelverhältnisse sein werden, w enn der Stossprozess immer m ehr 
relativistisch wird. Ist vx nicht mehr vernachlässigbar klein im V erhältnis 
zu c, so wird der Nenner in (61) grösser als zwei sein. Der W ert des ganzen  
Bruches wird also kleiner als eins und daraus folgt weiter unter B erücksichti­
gung von (61) und (63), dass je tzt tg  (# -f- cp) n icht mehr unendlich gross sein  
wird, sondern endlich und ausserdem desto kleiner bleibt, je relativitischer  
der Strossprozess wird. Also haben wir

d + c p < - .  (65)
2

Im  Grenzfall — c (extrem  relativistische Teilchen) fo lgt aus (61) 
tg  & • tg  cp — 0, und wenn wir dieses R esu ltat in (63) einsetzen

tg +  W) = t g t f  +  tgç> . (6 6 )

Diese Gleichung hat bei unserem Stossprozess die einzige vernünftige  
Lösung

& =  0 und cp =  0 . (67)

Unser R esultat (61) ist auch eine experim entelle T atsache. Im Falle  
des Zusam m enstosses von zwei Elektronen wurde sie z. B. von Cham pion  [7] 
in einer W ilsonkammer verifiziert.

Bezüglich unserer Betrachtungen ist jedoch die T atsache w ichtiger, 
dass man beim Zusam m enstoss von extrem  relativ istischen  Teilchen (67) 
au f einem ganz elem entaren W ege herleiten kann. N ehm en wir also, um  
gleich einen konkretenen Fall zu betrachten, an, dass ein P hoton der Energie 
hv mit einem ebenfalls extrem  relativistischen Teilchen, das sich ursprünglich  
in Ruhe befindet, (oder richtiger ausgedrückt, eine verschw indend kleine  
Energie besitzt) zusam m enstösst ; die Energie dieses letzteren Teilchens sei 
nach dem Stoss E, sein relativistischer Im puls also E/c. Die Energie- und  
Im pulsgleichungen liefern in diesem  Falle

h v  — hv'  -f- E (6 8 )

hv hv' E
(69)

c c +  c

Die Im pulsgleichung ist also in diesem  Falle eine einfache Folge der 
Energiegleichung, sie ist jedoch selbstverständlich nur dann erfüllbar, wenn  
bei dem Stossprozesss keine Richtungsänderungen auftreten, sonst würde 
man eine Im pulsgleichung erhalten, welche der Energiegleichung widerspricht.
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In  l. c. haben wir schon besprochen, dass man den H ubbleeffekt als 
eine Art L ichtzerstreuungseffekt deuten könnte, wenn m an annehm en würde, 
dass das L ichtquant während seiner Reise im  intergalaktischen Raum beständig  
m it N eutrinos zusam m enstösst und dabei Energie verliert. Anderseits ist die 
A nnahm e, dass N eutrinos sehr stark oder extrem  relativistische Teilchen  
sind, nach unseren heutigen K enntnissen gar nicht unwahrscheinlich. B ezüglich  
unserer B etrachtungen ist es dann sehr w ichtig, dass in  diesem Falle das 
Problem  der Verwaschenheit des B ildes von einem entfernten Spiralnebel 
fast n icht, oder überhaupt nicht auftritt.

Der V ollständigkeit halber sei nur noch erw ähnt, dass man bezüglich  
einer R uhm asse des N eutrinos gar keine vernünftige untere Grenze angeben  
kann, für die obere Grenze erhielten aus dem ß-Spektrum  des Tritium s  
Langer und Moffat[8], und Hamilton, A lford und Gross [9], dass diese 
jedenfalls kleiner als der fünfhundertste Teil der E lektronenm asse sein m uss, 
am w ahrscheinlichsten ist jedoch der W ert N ull. Bezüglich der Frage, ob die 
R uhm asse des Photons tatsächlich  gleich N ull sein m uss, sei au f die d ies­
bezüglichen U ntersuchungen von de B roglie [10] und Schrödinger und  
B ass [11] verw iesen. H ier wollen wir nur noch erwähnen, dass nach  den 
erwähnten Autoren diese obere Grenze jedenfalls unter 10 44 g liegen m uss, 
sie ist deshalb bezüglich unseren U ntersuchungen ganz uninteressant.

A usser dem in dieser Arbeit besprochenen theoretischen G edankengange 
zu einer Erklärung des Auftretens des H ubbleeffektes, unabhängig von  der 
A nnahm e des Friedm ann-Lem aitreschen W eltbildes, gibt es selbstverständ­
lich  noch andere M öglichkeiten. Ausser den im  Zusatz von l. c. zitierten A rbei­
ten  sei d iesbezüglich nur die seit jener Zeit erschienene sehr interessante Arbeit 
von Melvin [12] erwähnt.

Zum Schluss wollen wir nochm als betonen, dass wir auf Grund unserer 
U ntersuchungen gar nicht behaupten w ollen , dass wir bewiesen h ätten , dass 
der H ubbleeffekt eine Art Lichtzerstreuungseffekt ist, sondern bloss zeigen  
w ollten , dass solch eine D eutung theoretisch  m öglich ist und besonders dass 
der sehr oft gem achte E inw and, dass dann das B ild  der entfernten Spiral­
nebel notw endigerw eise verwaschen sein m üsste, was man bekannterw eise  
nicht b eobachtet, nicht stichhaltig  ist.

Selbstverständlich  w ollen wir gar n icht leugnen, dass die D eutung des 
H ubbleeffektes auf Grundlage des Friedm ann-Lem aitreschen W eltbildes  
m athem atisch  sehr elegant und in sich logisch abgeschlossen ist. D och  hat 
auch diese D eutung ihre Schw ierigkeiten, von denen wir nur das Paradoxon  
des zu kurzen W eltalters vergleichen m it den R esultaten  der radioaktiven  
A ltersbestim m ung der festen  Erdkruste erwähnen m öchten, das auch nach 
der neuen  halbierten H ubblekonstante noch recht ernst ist. Nach den neuesten  
R esu lta ten  von  H umason, Mayall und Sandage [13] erhält man näm lich  
aus der R otverschiebung, wenn man in die Vergangenheit linear extrapoliert,
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(5,4 ±  1,1) • 109 Jahre,

was jedenfalls ein oberer Grenzwert ist. Die D eutung der R otverschiebung  
mit H ilfe von speziellen W eltm odellen liefert kürzere Zeiten. Für das A lter  
der festen Erdkruste erhält man dagegen aus radioaktiven D aten  [14]

(4,5 ±  0,3) • 109 Jahre,

und es ist doch etwas unbefriedigend, dass das A lter der ganzen W elt und die 
der festen Erdkruste kaum  verschieden sein sollen.
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К ПРОБЛЕМЕ ЭФФЕКТА ГАБЛА
Т. Н А Й Г Е Б А У Е Р

Р е з ю м е

В связи с одной из прежних работ исследован вопрос, что должна ли наблюдаться 
размазанная картина удаленных спиральных туманностей, если эффект Габла считать 
— по выводам предыдущей работы — определенным видом рассеяния света. В первой 
части работы показано на основе теории вероятности, что если имеет место достаточно 
большое число актов рассеяния на соответственно малые углы, то результирующая раз­
мазанность приближается к нулю как 1/1 га. При этом предполагается, что ансамбль рас­
сеивающих частиц ведет себя в соответствие с законами ньютоновской механики. При 
этом дается сравнение с подобными же условиями при выводе формулы Стокса. Во второй 
части показано, что в случае релятивистской механики отклонение тем меньше, чем более 
релятивистски ведут себя частицы, и даже в предельном случае экстремально релятивист­
ских частиц, отклонения в процессе рассеяния света вообще нет. Такие частицы могут 
быть, например, нейтрино.





DIE BESTIMMUNG DER EIGENSCHWINGUNGEN 
DER ATOMKERNE AUF GRUND DER STATISTISCHEN

KERNTHEORIE

Von

D. K is d i
FORSCHUNGSGRUPPE FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

HUDAPEST

(V orgeleg t von  P . G om bás. — E in g eg an g en  : 1. V II I .  1957)

ln  der vo rliegenden  A rb e it w ird  die B loch-Jensensche T heorie fü r  den  F a ll der N ukleo- 
nengase v e rw en d e t, u n d  es w erd en  die E igen sch w in g u n g en  des s ta tis t is c h e n  K ernm odells 
b e s tim m t. F ü r  die A nregungsenerg ie  der Q u ad rupo lschw ingung  e rg ib t sich e =  81,2 M e V  .4 1 
w ährend  e m p irisch  de r W ert e =  80 M e V  A  T e rh a lte n  w urde.

§ 1. Die hydrodinamischen Bewegungsleichungen des Nukleonengases

Die Grundlagen der Theorie eines n ichtstatischen Elektronengases 
wurde zuerst von B lo c h  [1] ausgearbeitet und später von J e n s e n  [2] w eiter­
entw ickelt. Ausgehend von den hydrodynam ischen Grundgleichungen des 
Elektronengases gelang es J e n s e n  die Eigenschw ingungen eines kugelsym ­
metrischen Elektronengases im  Grundzustand und eines sehr vereinfachten  
statistischen A tom m odells zu bestim m en. In der vorliegenden Arbeit wird 
die B loch—Jensensche Theorie für den Fall der N ukleonengase verwendet 
und es werden die Eigenschwingungen des statistischen  Kernm odells bestim m t.

In diesem  Artikel werden die folgenden Bezeichnungen verwendet : 
es sei Z  die Ordnungszahl des untersuchten Atom kerns, N  die Zahl der 
Neutronen, A  =  N  -f- Z  die Massenzahl und n =  ( N  — Z )/A  der relative  
Neutronenüberschuss. Die N ukleonendichte, das heisst die Zahl der N ukleonén  
in der Volum eneinheit, sei m it q bezeichnet. Die D ichte der Neutronen ist 
der N /A -m aligen N ukleonendichte, die D ichte der Protonen der Z /A -m aligen  
Nukleonendichte gleich, also :

N

Der nichtstatische Zustand des Atom kernes wird neben der N ukleonen­
dichte q durch die Ström ungsgeschw indigkeit D gekennzeichnet, und wir 
nehmen an, dass man diese letztere von einem  G eschw indigkeitspotential 
ableiten kann:

b =  grad w . (2)
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Die Gruiidaufgabe der H ydrodynam ik des N uleonengases ist die B estim ­
mung der N ukleonendichte q und des G eschw indigkeitspotentials w  als die 
Funktion des Ortes und der Zeit. N ach B loch können die Grundgleichungen  
der H ydrodynam ik aus dem  Variationsprinzip

t 2

ô I L  dt =  0 (3a)
ti

abgeleitet werden, in w elchem  die Lagragesche Funktion L  

L  =  M  I q I—— -)----- (grad w)2
J  ( 9 t  2

ist. Hier bezeichnet t die Zeit, M  die Nukleonenm asse und E  die B indungs­
energie des Atom kernes. Wir beschränken uns im  folgenden au f den Fall 
eines vereinfachten K ernm odells, in  welchem  die Bindungsenergie sich aus 
der Ferm ischen kinetischen Energie, aus der von den K ernkräften herrühren­
den A ustauschw echselw irkungsenergie und aus der elektrostatischen Energie 
der Protonen aufbaut. E s wird daher die W eizsäckersche K orrektion der 
kinetischen Energie, die K orrelationskorrektion der W echselwirkungsenergie 
und die den elektrostatischen K räften  entsprechende A ustauschenergie  
vernachlässigt. Diese Energiekorrektionen spielen aber in  der A usbildung  
der Bindungsenergie nur eine sekundäre Rolle.

Für die Dichte der Ferm ischen kinetischen Energie ergibt sich der 
folgende Ausdruck [3, 4] :

du +  E (3b)

in welchem
U k  =  * K  ( ßn13 +  ß 5p13) , (4)

3 1 3 \ 2/3 h2
XK = ---  — ---

40 n) M (5)

ist. Mit H ilfe von (1) kann man U к  durch die N ukleonendichte q und den 
relativen Neutronenüberschuss n ausdrücken. Da n im  allgem einen eine sehr 
kleine Zahl ist, werden im  folgenden höhere als zw eite Potenzen von n ver­
nachlässigt werden. A u f diese W eise ergibt sich für f//< der folgende A us­
druck :

r)5 3 (6)

Der Sättigungscharakter der K ernkräfte wird richtig beschrieben, wenn  
eine einfache W echselwirkung vom  M ajorana-Typ zwischen den N ukleonén
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vorausgesetzt wird [3 ,4 ] . Für den entfernungsabhängigen Teil der K ern­
kräfte werde das zentrale Y ukaw asche Potenzial

( ? )

benützt, in welchem  r die w echselseitige E ntfernung der zwei N ukleonén und 
y  eine K onstante m it der D im ension einer Energie ist ; r0 is t ebenfalls eine 
K onstante, die nach der Y ukaw aschen Theorie m it der Com ptonschen W ellen­
länge der л -Mesonen identisch ist. Falls die M asse der тг-M esonen als 285- 
malige Elektronenm asse genom m en wird, ist

r0 = ----- - -----=  1,355 • 1 0 - 13 cm. (8 )
2 л  М л c

Die W echselwirkungsenergie des Atom kernes, welche im F alle  der Majo- 
rana-K räfte aus reiner A ustauschenergie besteht, kann ähnlicherweise berech­
net werden wie die A ustauschenergie der Elektronenwolken der Atom e, m it

ï  . e*der Änderung, dass an die Stelle des Coulombschen Potentials — das Yuka-
r

wasche P otential J(r)  tritt. W enn die höheren P otenzen  des relativen  N eutro­
nenüberschusses n vernachlässigt werden, dann wird der folgende Ausdruck  
für die A ustauschenergiedichte erhalten :

U a (Q) =  - л У. .. S H  +  l  n2h((o) ,
4 л;3 rg 3

in welchem  со eine dim ensionslose Grösse ist,

(9)

; 3 я 2
( 10)

ferner kennzeichnen g  und h die folgenden elem entaren transzendentalen  
Funktionen :

g  (со) =  бсо4 — CO2 +
1

4
(1  -f- 1 2  со2) ln (1 + 4  со2) — 8  со3 arc tg  2  со

h (со) =  2  со4 ~  со2 | l  +  у  со2 J i n  (1  + 4  со2) .

(1 1 а)

( l ib )

G om bás  hat den Ausdruck Ua  für beliebiges n berechnet [3 ]. (9) wird aus 
seiner Form el durch Entw icklung nach n erhalten, wenn die R eihe nach dem  
cjuadratischen Glied abgebrochen wird.
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Endlich sei der Ausdruck für die elektrostatische Energie der Protonen  
gegeben :

F c =  ^  J в 4  d U  (1 2 )

in w elchem  cp das elektrostatische P otentia l des K ernes bedeutet :

<p w  =
Z e  Г e ( t ')  
2  A j  r - r '

A v ' . (13)

N ach dem obigen ist also die gesam te Bindungsenergie des Kernes

E  = U K (q) du + I U A (p) de +
Z  e 
2 А

Q cp A v . (14)

W ird (14) in den Ausdruck der Lagrangeschen Funktion (13b) ein­
gesetzt, dann gelangt m an nach Variierung gemäss q und w zu den folgenden  
Gleichungen :

-  M  \dW  +  l  (gradic) 2 ! =  U k ( ß) +  U'A (q) + Z;  cp , (15)
j 9 f 2 ’ I А

-  =  — d iv  (g grad w ) , (16)

in w elchem  der Strich die A bleitung der Energiedichte nach der D ichte q 
b edeutet. (15) ist die B ew egungsgleichung des N ukleonengases und (16) die 
K ontinuitätsgleichung. Diese zwei Gleichungen sind die Grundgleichungen  
der H ydrodynam ik des N ukleonengases, aus welchen die Nukleonendichte  
q und das G eschw indigkeitspotential w  als Funktion des Ortes und der Zeit 
berechnet werden können.

§ 2. Die Bestim m ung des Gleichgewichtszustandes

In statischen G leichgew ichtszustand des Atom kernes können keine 
Ström ungen auftreten ; im  G leichgewichtszustand ist das G eschw indigkeits­
potenzial w  N ull, und die N ukleonendichte g hängt von der Zeit nicht ab. 
In diesem  Fall ist die Lagrangesche Funktion m it der Bindungsenergie iden­
tisch , folglich stim m t das Yariationsprinzip (3a) m it dem Minimumprinzip 
der Energie überein. Da die B estim m ung des M inimums der Energie auch im 
Falle des vereinfachten Energieausdruckes (14) ein sehr schwieriges m athem a-
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tisches Problem  darstellt, werde die R itzsche N äherungsm ethode angew andt. 
Als erste Näherung werde die N ukleonendichte im Inneren des Kernes als 
konstant betrachtet :

З А
w enn r <7 Rв — -------- 5

4 я  R 3

ОIIО/ w enn r^> R

(17)

Hier bedeutet R  den Kernradius, der als ein V ariationsparam eter 
betrachtet wird. Aus (14) und (17) ergibt sich  für die Bindungsenergie des 
Kernes der folgende Ausdruck :

E (R )
З А  

4 n R 3
+  U A

З А  \'4тгЯ 3 5 Z 2 e2

4 л  R 3 1J 3 ' 3 R
(18)

Aus (18) kann jener W ert des K ernradius’ R  b estim m t werden, bei 
welchem  die Energie E (R ) ein  Minimum is t . Dieser R -W ert, welcher m it 
R 0 bezeichnet sei, entspricht dem G leichgewichtszustand des Kernes ; die 
zum Kernradius R0 gehörende Energie, w elche mit E0 bezeichnet sei, ist 
die Bindungsenergie des Kernes im G leichgew ichtszustand. In  der Tabelle I 
sind für einige schwere Atom kerne num erische Werte angegeben, und zwar 
im  Falle eines solchen Param eterwertes y ,  für den die berechneten B indungs­
energien am besten m it den Erfahrungswerten übereinstim m en. Dieser P ara­
m eter ist у  =  64,47 M eV.  In der ersten Spalte der Tabelle steh t die M assen­
zahl, in der zweiten die Ordnungszahl und in der dritten der relative N eu tro­
nenüberschuss. Die vierte Spalte der Tabelle enthält den dem  G leichgew ichts­
zustände entsprechenden K ernradius RQ, die fünfte die entsprechende D ich te

3 А
Q0 = --------. In  der sechsten Spalte steht die zu einem N ukleon  gehörende

4 n R 3

Bindungsenergie, also .zu le tz t,in  der siebenten Spalte, ihr empirischer W ert.

Tabelle I

D er K e rn rad iu s  R 0 in  r0, d ie D ich te  £0 in  — u n d  die Energie in  M e V -E inheiten
ri

A Z n R. Qo E0
A E0emVjA

160 64 0 ,2 0 0 3,32 1,043 — 8,719 — 8 ,2 0 2

192 76 0,208 3,60 0,981 — 8,013 — 7,910

220 86 0,218 3,83 0,934 — 7,431 — 7,669
242 96 0,207 3,94 0,946 — 7,142 — 7,488
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Der dem  G leichgewichtszustand der Kernes entsprechende K ernradius 
und die B indungsenergiew erte wurden v o n  G o m b á s  in  v ie l exakterer W eise  
festgestellt und seine R esu ltate  stim m en mit den Erfahrungswerten viel 
besser überein [3, 4, 8 , 9 ]. D ie in diesem Paragraph m itgeteilten  R echungen  
haben nur approxim ativen Charakter, m it ihrer H ilfe können jedoch  die 
E igenschw ingungen der A tom kerne verhältnism ässig einfach  berechnet w erden.

§ 3. Die Eigenschwingungen des statistischen Kernmode'lles

Die E igenschw ingungen der A tom kerne sollen als k leine Perturbationen  
des statischen  G leichgewichtszustandes behandelt w erden. Das G eschw indig­
keitspotential w  wird dem entsprechend als sehr k lein  angenom m en. Die 
N ukleonendichte und das elektrische P oten tia l seien in  der Gestalt

Q =  6o +  Qw ■> <p =  n  +  v w (19)

aufgeschrieben, wo qw im  Vergleich zu g0 eine kleine D ichteperturbation  und  
(pw das ihr entsprechende Potential ist , das heisst

W enn (19) in die Bew egungsgleichungen (15) und  (16) eingesetzt wird 
und ausserdem  die zw eiten und höheren Potenzen von  w  und qw sowie deren 
Produkte vernachlässigt werden, dann w erden folgende Gleichungen erhalten  :

- M â  = [u"K (g0) +  u"A (e0)] i? w +  —j  <p w , (2 1 )
a t  A

=  — div (p0 grad w) . (2 2 )
9 t

Zur A bleitung dieser Gleichungen wurden die zu dem  nichtperturbierten  
G leichgewichtszustand (das heisst w — o) gehörenden Bew egungsleichungen  
verw endet, welche nach (15) und (16) folgenderm assen lauten :

U k (9 о) +  1/л Ы + 2> о =  0 ,  ~ / °  =  0 .  (23)
А  6 1

In dem  im vorhergehenden Paragraph besprochenen vereinfachten  
K ernm odell ist die D ichte q0 im Inneren des Kernes kon stan t ; wenn dies in
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B etrach t gezogen wird, so wird aus (22) durch Ableitung nach  t die folgende  
G leichung erhalten :

92 gw
3 t 2

3 w  
d t  '

(24)

W ird der Laplacesche Operator auf (21) angewendet, so kann mit seiner

H ilfe aus (24) A -----elim iniert werden. Wird noch der Zusam m enhang
0  t

А Л %  eA<p w =  - 4 n —  Qw 
A

berücksichtigt, so ergibt sich

92 Q „■ 
d t 2

=  v 2 A q w 4 n 2 v2g w . (25)

Zur Abkürzung seien hier die folgenden Bezeichnungen eingeführt : 

v2 =  ^ [ U "k (Qo) +  u 'a (ö0) ], (26)
M  л М А 2

(25) beschreibt die Eigenschw ingungen der Atom kerne. Die in der 
Schw ingungsgleichung (25) vorkom m enden Grössen v und v0 sind charak­
teristische K onstante des Atom kernes. In der Tabelle II sind die Werte A nge­
geben , die zu den M assenzahlen 160, 192, 220 und 242 gehören. Zu ihrer 
B erechnung dienten die in der Tabelle I angegebenen g0-W erte. S tatt der 
F requenz vg ist die ihr entsprechende Energie hv0 angegeben.

Tabelle II

v in  L ichtgeschw indigkeits-, hv0 in  M e  L -E inheiten

А z V h v„

160 64 0,08033 9.928

192 76 0,07624 9,534

22 0 86 0,07420 9,183

242 96 0,07218 9,382

Die K onstanten v und v0 stehen in einfachem  Zusam m enhang m it der 
Phasen- und G ruppengeschwindigkeit der sich in  dem Atom kern ausbreitenden  
D ilatationsschw ingungen (Schallschw ingungen). Aus der Gleichung (25)
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ergeben sich für die Phasen- und G ruppengeschwindigkeit Vf und vg der 
Schallschw ingungen der W ellenlänge A die folgenden Ausdrücke :

V

§ 4 . Die Berechnung der Eigenfrequenzen der K ernschwingung

Die Gleichung (25) beschreibt die D ilatationsschw ingungen der A tom ­
kerne. D iese Gleichung stim m t in ihrer Struktur m it der aus der Q uantum ­
m echanik w ohlbekannten K lein-G ordonschen Gleichung überein : ihre Lösung  
kann auch m it einer ähnlichen M ethode erhalten w erden. Es sei die Lösung  
von (25) in der folgenden Gestalt gesucht :

Qw (r, d ,(p t)  = y ( r )  Y lm($, <p) sin (2  n v i )  . (28)

Hier sind mit Y )m die K ugelflächenfunktionen gekennzeichnet. Für 
die radiale Funktion у(т) erhält man aus (25) die fo lgende Gleichung :

d2 у  2 d y
dr2 T dr

4 7l2 (v2 —
V2

/ ( /  +  1 )
У =  0 . (29)

Es ist zweckm ässig s ta tt r eine neue dim ensionslose Veränderliche

2  я
(v2 —  v2)12 r (30)

einzuführen, m it welcher die für у  geltende Gleichung die folgende G estalt 
annim m t :

I (I +  1)1
■v2

d2y  2  dy

dx2 X  dx
1 У == 0 . (31)

Die reguläre Lösung dieser G leichung ist

У =  ,7 Ji+i (*). 
I х

wo J l + 1 die Besselsche Funktion und C eine beliebige K onstante ist. Die 
D ichteperturbation qw is t also :
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Die D eform ation der Oberfläche des K ernes ist wegen der grossen 
O berflächenspannung im Verhältnis zu den Dim ensionen des Kernes so 
klein, dass sie vernachlässigt werden kann ; am  Rand des Kernes kann 
die radiale Geschwindigkeit N ull genom m en werden :

I 3 ív

Ur
W enn (21) nacht t deriviert und r =  R0 eingeführt wird, ergibt sich  

auf Grund von (33) für die folgende Grenzbedingung :

I =  0 .  (33)
' r—Ro

/ Эрщ \

' 9 r  U/?„
(34)

Mit Hilfe des Ausdruckes für ow aus (32) bestim m en sich die Eigenfre­
quenzen aus der Grenzbedingung (34) durch folgender Gleichung :

in  welcher
i J i + i ( x i) — xi J i + \ ( xi) =  0  •

2 л  R a
№ V2\1  2 o)

(35)

'”(36)

Sind nun die Eigenfrequenzen jq bekannt, so können die A nregungs­
energien des Atom kernes aus dem wohlbekannten Zusam m enhang zwischen  
Energie une Frequenz der Quantenm echanik

e, =  hv, =
-

: h V
/

2  71 R n
(hv  o) 2 (37)

berechnet werden.
Für einige l-W erte sind die kleinsten positiven Wurzeln der transzén  

denten Gleichung (35) in der Tabelle III angegeben.

Tabelle III

1 (1 / : = 1 1 2

*0 = 4,49 * i  = 2,08 *2 3,34

Die zu den /-W erten gehörenden Anregungsenergien e; sind für die 
Kerne ]egGd, ii^Os, 2го Е т  und 24*С т in der Tabelle IV  zusam m engestellt.
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Tabelle  IV

D ie A nregungsenergien  in  Me  F -E in h e iten

A z КMonopol-
schwingung

E,
Dipol­

schwingung
EaQuadrupol­

schwingung

160 64 18,71 12,35 15,42
192 76 16,84 11,50 14,05
220 86 15,67 10,90 13,17
242 96 15,24 10,91 12,96

§ 5. D iskussion der R esultate

In  dem vorigen Paragraph wurden die Anregungsenergien der Monopol-, 
D ipol- und Quadrupolschwingungen der Atom kerne berechnet. E s ist natür­
lich schwer zu entscheiden, welche Schwingunsform  bei einer gegebenen Kern­
reaktion angeregt wird. Beim E infang eines Teilchens können sich im Kerne 
verschiedene Schwingungsform en superponieren. Am  einfachsten können noch  
die bei einem Photoneneinfang auftretenden Schwingungen behandelt werden. 
M a r x  hat gezeigt, dass durch die Photonen w ahrscheinlich die 1 =  2 en t­
sprechende Quadrupolschwingung angeregt wird [1 0 ]. Dies b ed eu tet, dass der 
A tom kern auf die Photonen der Energie Ey =  E 2 resonniert. Eine solche 
Resonnanzerscheinung haben St e in w e d e l  und J e n s e n  wirklich beobachtet 
[11]. Ihre M essungsergebnisse sind in  der em pirischen Formel

sy =  80 M e V  А~з

zusam m engefasst. D ie in der le tz ten  Spalte der Tabelle IV  angegebenen  
A nregungsenergien E 2 können in  guter Näherung in der Form

E 2 =  81,2 M e V  A~A

wiedergegeben w erden. Der U nterschied zw ischen den theoretischen und  
den empirischen W erten beträgt nur 1,5% . D iese Ü bereinstim m ung kann als 
sehr gut bezeichnet werden und die Tatsache, dass in der Berechnung kein  
einziger willkürlicher Param eter vorkom m t, hebt noch ihren W ert.

Der Verfasser m öchte an dieser Stelle Herrn Professor P . G o m b á s  seinen  
aufrichtigen D ank für seine w ervollen R atschläge und seine U nterstützung  
aussprechen. Fräulein J. MÁGORI, die in der Durchführung der numerischen  
R echnungen behilflich  war, sei ebenfalls bestens gedankt.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ АТОМНЫХ ЯДЕР НА ОСНОВЕ 
СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ЯДРА

д. кишди 

Р е з ю м е

В этой работе теория Блох—Йензена применена на случай нуклонных газов, и 
определены собственные колебания статистической модели ядра. Для энергии возбужде­
ния квадруполного колебания получается выражение е =  81,2 MevA-113, в то время 
как эмпирическая формула дает е =  80 MevA ~пз.

3 Acta l'hv'it a VIII/4.





EINE AXIOMATISIERUNG DER MAXWELLSCHEN 
THEORIE DES ELEKTROMAGNETISCHEN FELDES

V on

J . I. H orváth
INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITÄT, SZEGED 

(V orgelegt v o n  P . G o m b á s . —  E ingegangen  : 9. V I I I .  1957)

Z ur A x io m atisieru n g  d e r M axw ellschen T heorie  des e lek tro m ag n e tisch en  Feldes w erd en  
d ie  w ich tig sten  ex p erim en te llen  Sätze  des e le k trisch e n  u n d  m ag n e tisch en  Feldes in  g ee ig n ete r 
W eise zu sam m engeste llt, d a n n  w ird  ein  A x io m en sy stem  fü r d ie E le k tro d y n a m ik  ang eg eb en .

§ 1. Einleitung

Die Grundlagenforschung einer physikalischen Theorie hat sow ohl eine 
wissentschaftliche als auch eine didaktische Bedeutung. Ihre w issentschaft- 
liche Bedeutung befindet sich in der Tatsache, dass sich die letzten  Grundlagen, 
bzw. Ausgangspunkte der Theorie durch sie deutlicher erklären lassen. Man 
kann m it ihrer Hilfe sow ohl den A ufbau der Theorie als auch ihre w esentlichen  
Züge besser erkennen und auch die G ültigleitsgrenzen der Theorie offen­
sichtlicher festlegen. Das bedeutet aber, dass ein deduktiver A ufbau der 
Theorie, welchem  von theoretischem  Standpunkte aus Vorteile zukom m en  
dürften, ohne eine einführende Grundlagenforschung nicht vorgestellt werden  
kann. Durch die Grundlagenforschung werden aber insbesonders die p h ysi­
kalischen Grundgedanken der Theorie besser hervortreten, so dass ihre Vor­
züge auch von didaktischem  Standpunkte aus nicht bezw eifelt werden können. 
Wir wollen endlich darauf hinweisen, dass die E ntw icklung der Theorie 
dadurch viel übersichtlicher dargelegt werden kann, was den Vorteil hat, 
dass durch sie ein Lehrgang nicht bloss nicht erschwert, sondern geradezu  
erleichtert wird.

Eine konsequente A xiom atisierung der M axwellschen Theorie ist für 
uns, w enigstens vom  modernen Standpunkte aus, nicht bekannt, obwohl 
sich die verschiedenen Lehrbrücher des elektrom agnetischen Feldes dam it 
auf irgendeine W eise beschäftigen m üssen. Es sind ja die w ichtigen Ergebnisse 
in dieser R ichtung aus den Lehrbüchern von  G r im se h l , Gy u l a i, Mi e , P ohl  
Sim o n y i, So m m erfeld , Str a tto n , usw ., sehr wohl bekannt, doch — wie 
wir das im folgenden zeigen wollen — haben wir noch einige G esichtspunkte  
in Betracht zu ziehen.

3 *



4 0 0 J . I. HORVÁTH

§ 2. Über die Grundlagenforschung in der Physik

U nter G rundlagenforschung oder A xiom atik  versteht m an m it H il b e r t  
den A ufbau einer W issenschaft aus Axiom en, d. h. aus gewissen grundlegenden  
Sätzen. W ie diese A xiom atisierung im Falle einer physikalischen Theorie 
durchgeführt werden soll, hat H am el  bei seiner A xiom atisierung der Mechanik 
sehr anregend gezeigt.

Von den Axiom en einer physikalischen Theorie verlangt H am el  vier 
E igenschaften :

a) Vollständigkeit. Die A xiom e sollen zur Errichtung eines Gebäudes 
der betrachteten  Theorie in allen w esentlichen Zügen ausreichen und zwar 
auf rein logisch-deduktivem  W ege.

b) Widerspruchslosigkeit. Das G ebäude der abgeleiteten  Sätze soll 
keinen W iderspruch enthalten , was am besten  durch die widerspruchsfrei 
vorausgesetzten  m athem atischen H ilfsm ittel realisiert werden kann.

c) Unabhängigkeit. D as heisst, es sollen nicht zu viele  Axiom e auf­
gestellt werden.

d) Realisierbarkeit. W enn es sich um  eine physikalische Theorie handelt, 
verlangen wir noch R ealität, d. h. Übereinstim m ung m it der Erfahrung.

D ie A xiom e der M axwellschen Theorie m üssen, ebenso wie die N ew ton- 
schen A xiom e der Mechanik, auf der Erfahrung beruhen, genauer gesagt, 
au f der Zusam m enfassung des gesam ten Erfahrungskom plexes in  eine stark  
vereinfachte und idealisierte Form. Das bedeutet, dass unsere Axiom e v iel 
abstrakter und m athem atisch generalisierter werden, als das, was man m it 
Spulen, D rähten und Zeigerinstrum enten unm ittelbar m isst. Trotzdem  werden  
sie ebenso wie die m echanischen Axiom e, nur eine Zusam m enfassung m annig- 
fachigster Erfahrungen sein.

§ 3. Die experimentellen Grundlagen der M axwellschen Theorie

B ei der Entw icklung der M axwellschen Theorie des elektrom agnetischen  
Feldes w ollen wir als A usgangpunkt die Voraussetzung w ählen, dass das 
elektrom agnetische Feld durch elektrische Ladungen erzeugt wird, für deren  
E xistenz, räum liche Verteilung und B ew egungszustand als gegebene experi­
m entelle Tatsachen angesehen werden können.

D iese V oraussetzung scheint au f den ersten A ugenblick ganz natürlich  
zu sein und m an könnte glauben, dass ihre ausdrückliche B etonung über­
flüssig sei. D och werden wir gleich sehen, dass diese V oraussetzung — in s­
besondere w enn wir sie so an die Spitze unserer A xiom atisierung stellen w ollen— 
bei einem  konsequenten A usbau der Theorie von mehreren Standpunkten  
aus eine sehr wesentliche und grundlegende Rolle spielen wird.
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Erstens müssen wir uns hüten, die Ladung irgendw ie definieren zu wollen  
oder ihr durch eine W illkürart eine abgeleitete D im ension zuzuschreiben. 
Anderseits sei noch darauf aufmerksam gem acht, dass wir auch die M öglichkeit 
hätten  von  einer anderen grundlegenden Voraussetzung auszugehen*. W eiter­
hin sei eine Aufm erksam keit der T atsache entgegengebracht, dass die elektri­
sche Ladung eine von  den m echanischen Grössen unabhängige und w esentlich  
verschiedene Grösse bedeutet, deswegen wir ihr, als einer über die M echanik  
hinausgehenden G egebenheit, eine eigene Dim ension und Einheit Q zuschreiben  
wollen.** Das bedeutet aber, dass m an auf Grund unserer and die Spitze 
gestellten Grundannahme, gleichwie a u f Grund unserer obigen Ü berlegungen  
eindeutig au f ein für die Theorie natürliches D im ensionssystem  schliessen  kann.

Das Vorhandensein des durch elektrische Ladungen erzeugten elektro­
m agnetischen Feldes wird dadurch berücksichtigt, dass durch dieponderom onto- 
rische Kraftwirkung des Feldes der B ew egungszustand der Ladungen beein­
flusst wird. Durch seine ponderom otorische Kraft Wirkung wird durch das 
Feld eine Arbeit ausgeführt. Die A rbeitsfähigkeit des Feldes w ollen wir als 
die Energie des Feldes betrachten.

Es ist ja wohl bekannt, dass dem  Feld neben seiner Energie auch ein  
Feldim puls hinzugeschrieben werden kann, was sich  die reale E x isten z des 
Feldes nachprüfen lässt, obwohl es n ich t zu bezw eifeln  ist, dass das Feld  
für kein reines m echanisches System  im  Sinne der klassischen M echanik 
betrachtet werden kann.

Das durch ruhende Ladungen erzeugte Feld werden wir das elektrische 
Feld  nennen. Das elektrische Feld übt einerseits eine ponderomotorische 
Krafttvirkung  auf die Ladungen aus, anderseits hat es eine Influenzuirkung  
auf die au f einem Leiter verteilten Ladung, und sie lässt sich q u an tita tiver  
W eise durch diese beiden E igenschaften charakterisieren. Das bedeutet aber, 
dass zu einer vollkom m enen Charakterisierung des Zustandes des elektrischen  
Feldes zwei Zustandsgrössen nötig sind, die seine Intensität  und seinen E r ­
regungszustand angeben.

Die beweglichen Ladungen, bzw. die strom durchflossenen Leiter erzeugen  
auch ein Feld  von einer dem elektrischen wesentlich verschiedenen A rt, das

* N euerd in g s w urde z. B. von  I n f e l d  u n d  P l e b a n s k i  [3] eine k o n seq u en te  T heorie  
des e lek tro m ag n etisch en  F eld es en tw ick elt, in  w elcher T heorie  a  p r io r i das F e ld  e in g e fü h rt, 
u n d  die L ad u n g  als eine Fo lge  des V o rhandenseins des F e ld es b e tra c h te t  w u rd e .

** D ie E in fü h ru n g  e in e r e igenen E in h e it  fü r  die e lek trisch e  L ad u n g  w ird  d a d u rc h  
e rle ic h te rt, dass fü r  sie in  de r N a tu r  eine n a tü r lic h e  E in h e it, n ä m lic h  die b ek an n te  u n iverselle  
L ad u n g  des E lek tro n s  e x is tie r t.  N achdem  in  d e r  k lassischen M axw ellschen T h eo rie  d ie  a to -  
m istische N a tu r  der E le k tr iz itä t  n ich t b e rü ck s ic h tig t w ird , w ollen  w ir als L ad u n g se in h e it 
d ie  im  p ra k tisc h en  M ass-system  festgesetze E in h e it,  das C oulom b, versteh en , in  d e r  sich  die 
E le k tro n en lad u n g  e d u rch  e =  1,60 • 10-19 C oulom b, a u sd rü ck e n  lässt.

Z ugleich  w ollen w ir festleg en , dass w ir n e b en  der e le k trisch en  L ad u n g  als m ech an isch e  
E in h e iten  fü r  L änge , Masse u n d  Z eit das M eter (M ), d ie K ilogram m -M asse (K ), bzw . d ie  Sekunde 
(S) b en ü tzen  w erden . U nsere  v ie r  E in h e iten  M K SQ  legen u ns led ig lich  ein fü r  d ie  T heorie  
besonders b equem es D im ensionssystem , das sog. G iorgi-Som m erfeldsche S ystem  fe st.
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au f andere bewegliche Ladungen und strom durchflossene Leiter von der 
W irkung des elektrischen Feldes verschiedenartige und von den Verhältnissen  
abhängend anziehende oder abstossende W irkung ausübt. Es is t  von der 
experim entellen P hysik  aus bekannt, dass das Feld  der strom durchflossenen  
Leiter in speziellen Fällen, z. B . im  Falle der Spulen, mit dem  Feld eines 
Stabm agneten übereinstim m t. Desw egen w ollen wir dieses von den beweglichen  
Ladungen, bzw. strom durchflossenen Leitern erzeugte Feld magnetisches 
Feld  nennen.

D as m ag n e tisch e  Feld  w ird  gem äss de r h is to risch en  E n tw ick lu n g  in  d e r  E x p e rim e n ta l­
p h y s ik  ü b lich e r W eise als das F e ld  v o n  M ag n e ten  e ig e n fü h rt. D iese M ethode i s t  au ch  in  den  
b e s ten  th e o re tis c h e n  L eh rb ü c h ern  g eb räu ch lich , doch k a n n  sie uns hei e in e r A x io m atis ie ru n g  
d e r  T h eo rie  n ic h t  b e fried igen . E s m uss n ä m lich  in  d iesem  F a lle  le tz ten  E n d es  v o rausgesetz t 
w erd en , dass das m ag n e tisch e  F e ld  v o n  M agnetpo len  e rze u g t w erde, bzw. d a ss  d ie pondero- 
m o to risch e  K ra f tw irk u n g  des m ag n e tisch en  Feldes m it H ilfe  von M agnetpo len  d u rch g efü h rt 
w erde. D as b e d e u te t a b e r einige g ru n d leg en d e  S ch w ierigkeiten . E in e rse its  i s t  es noch n ic h t 
ge lu n g en , d ie reale  E x is te n z  de r M agnetpo le  e x p erim en te ll n a ch p rü fen  zu  k ö n n e n , was so v ie l 
b e d e u te t,  dass de r In b e g rif f  de r M agnetpo le  n u r  eine f ik tiv e  Grösse is t. A n d e rse its , w enn w ir 
be i de r D e fin itio n  des m ag n e tisch en  F eldes d iesen  W eg verfo lg en  w ollten, h ä t te n  w ir versuchen  
m üssen  die Ä q u iv a len z  der M ag n e ts täb e  m it den  S pu len  zu  erk lä ren , w as im  R ah m en  e in e r 
re in e n  phän o m en o lo g isch en  T heorie  n ic h t  k o n seq u en te r  W eise d u rc h g e fü h rt w erden k an n . 
Schliesslich  w ollen  w ir noch  d a ra u f  h in w eisen , dass d ie B e n u tz u n g  der M agnetpo le  sow ohl bei 
d e r  D efin itio n  d e r E rzeu g u n g  des m ag n e tisch en  Feldes als a u ch  bei der D e fin itio n  der A u s­
m essung  v o n  dem selb en  — n ach d em  w ir v o rau sg ese tz t h a b e n , dass das e lek tro m ag n e tisch e  
F e ld  d u rc h  d ie e le k trisch e n  L ad u n g en  e rzeu g t w ird  — a u c h  vom  logischen S ta n d p u n k te  aus 
in k o n se q u e n t w äre . W ir m üssen  also d as V orh an d en sein  u n d  den  Z u stan d  e in es m ag n e tisch en  
F eldes m it H ilfe  d e r stro m d u rch flo ssen en  L e ite r , bzw . m it  H ilfe bew eg ter L ad u n g en  n a c h ­
p rü fen .

Der Zustand des m agnetischen Feldes lä sst sich durch seine pondero- 
motorische Kraftwirkung  und durch seine Magnetisierungsfähigkeit festlegen. 
D esw egen wird der Zustand des Feldes durch zwei Zustandsgrössen charak­
terisiert, die die Intensität und den Erregungszustand  des F eldes angeben.

a) Die elektrische Feldstärke. Das elektrische Feld übt au f die geladenen  
Körper infolge seiner Ladung eine ponderom otorische K raftwirkung aus. 
Die au f einem  Probekörper mit der L adungseinheit wirkende m echanische 
K raft nennt m an elektrische Feldstärke ©, die ihrer D efin ition  gemäss ein  
V ektor ist, mit der Dim ension

rn_-. Kraft N ew ton  
[©] = --------- =  ----- -------.

Ladung Coulomb

D ie G esam theit aller K urven, deren T angenten an allen ihren Punkten  
m it der elektrischen Feldstärke gem einsam e Richtung haben, nennt m an  
elektrische Feldlinie,  oder ehedem  elektrische Kraftlin ie.

Wir betrachten sodann das zwischen zwei Punkten A  und В  längs der 
K urve S  erstrekte Linienintegral

U  =  j  <$ d§ =  j £ s d s .
À À

(3,1)
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Es ist offensichtlich, dass U  die Arbeit angibt, die durch die Ladungseinheit 
ausgeführt wird, wenn sie längs der K urve S  von dem  Punkt A  bis В  zu 
verschoben wird. Die so eingeführte skalare Grösse w ollen  wir nach der in der 
E xperim entalphysik üblichen D efin ition  elektrische Spannung  nennen, da sie 
die Dim ension

[U ] =
N ew ton •M

Q

Joule
Coulomb

=  V olt

b esitz t. Ist das Linienintegral über eine geschlossene Kurve S  erstrekt :

U =  cf> E s ds ,
s

(3 ,2)

dann wird es als elektrische Ringspannung, oder der alten  in der E xperi­
m entalphysik  auch heute noch üblichen, jedoch irreführenden Term inologie 
nach, als elektromotorische Kraft  genannt.

b) Der Erregunsvektor des elektrischen Feldes. B ringen wir in  die Nähe 
einer Ladung einen m etallischen K örper, so zeigt sich  der Leiter, so lange 
er sich im elektrischen Feld befindet, geladen. Diese Erscheinung wird Influenz  
genannt, die dabei auftretenden Ladungen des M etallkörpers heissen Influenz­
ladungen.

Um die Influenzfähigkeit des elektrischen Feldes bestim m en zu können, 
wollen wir vor allem den folgenden w ichtigen Versuch beachten : wir bringen 
ein Probedoppelplättchen an die betrachtete Stelle des Feldes und unter­
suchen die erhaltenen Influenzladungen, wenn die beiden P lättchen an einer 
und derselben Stelle des Feldes bei verschiedener Lage ihrer Ebene getrennt 
werden. Die Ladung der beiden H älften  wird ausserhalb des Feldes m it einer 
geeigneten Methode bestim m t. Es zeigt sich, dass die R ichtung der P lä ttch en ­
ebene im  Augenblick der Trennung sehr wesentlich ist. D ie grösste A ufladung  
bekom m t m an, wenn die P lättchen senkrecht auf die Feldrichtung stehen. 
Stehen die P lättchen unter einem W inkel, so ist die Ladung kleiner, stehen  
sie parallel der Feldrichtung, so ist die Ladung N ull.

Diese Versuchsergebnisse zeigen ausdrücklich, dass m an die beobachtete  
influierte Ladung als den Fluss eines Vektors ® durch das D oppelplättchen  
auffassen kann :

e =  j D „ d / .  (3,3)
F

D iesen Vektor ф  werden wir den Erregungsvektor des elektrischen Feldes, oder 
der früheren Term inologie nach den dielektrischen Verschiebungsvektor 
nennen. Es ist offensichtlich, dass die D im ension des Erregungsvektors seiner 
D efinition  nach
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Ladung Coulomb 
Fläche M eter2

sein  wird.

Es lässt sich  m it Hilfe der oben skizzierten Methode auch nachweisen, 
dass der Erregungsvektor auch von der elektrischen Feldstärke abhängt, 
d. h. ® = ® ( ( S )  is t . Diese A bhängigkeit ist für das Medium, in dem  das elektri­
sche Feld erzeugt wurde, charakteristisch.

Indem  wir überall der R ichtung von ® folgen,durchlaufen wir eine sog. 
Erregungs-, oder ф -Linie des Feldes.

Die R ichtung des Erregungsvektors wird durch die R ichtung der E r­
regungslinien festgestellt. D esw egen setzt m an zur E indeutigkeit voraus, 
dass die Erregungslinien von den positiven L adungen ausgehen und dass sie an 
den negativen Ladungen enden ; die positiven  Ladungen sind  die Quellen­
punkte  und die .negativen die Sinkenpunkten  für die Erregungslinien.

Das Integral an der linken Seite der Gl. (1,3) gibt anschaulich die A nzahl 
der durch die F läche F  in der N orm alenrichtung hindurchgehenden Erregungs­
lin ien  an. Um  den Erregungszustand des Feldes mit H ilfe des Erregungs­
linienbildes auch q u an titativ  charakterisieren zu können, wollen wir die 
Vereinbarung m achen, dass der Fluss der von  einer punktförm igen Quelle 
m it der Ladung e ausgehenden Erregungslinien durch eine beliebige, die 
Quelle um schliessende geschlossene Fläche F  m it der L adung der Quelle 
übereinstim m en soll :

i D n d f = e ,  (3,4)
F

wo wir voraussetzen wollen, dass die positive Norm alenrichtung der Fläche  
nach aussen gerichtet wird. Som it ist aber der Erregungszustand des elektri­
schen Feldes durch das Erregungslinienbild schon vollkom m en charakterisiert, 
näm lich, die Erregungsliniendichte in dem R aum  hängt nur von  dem Erreg­
ungsgrad des Feldes, d. h. von  der Stärke der Quellen ab.

Gemäss unserer grundlegenden V oraussetzung soll die räum liche Ver­
teilung der Ladungen a priori festgestellt werden. Das b ed eu tet analytisch , 
dass die Ladungsdichte, d. h . die auf die Volum eneinheit bezogene spezifische  
Ladung, als F unktion  der R aum - und Zeitkoordinaten a priori vorgeschrieben  
is t : Q — q ( x v  x 2 , x 3 ; i). D am it lässt sich die in einem endlichen  Volum en  
Q  vorhandene Ladung e durch das Integral

e (<) =  J  Q (*i, x2, x3 ; f) d3x (3,5)
a

darstellen. N un Lässt sich die Gl. (3,4) im  Falle einer kontinuierlichen L adungs­
verteilung m it H ilfe von (3,5) in der Form
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§  D„ d f =  § Q dsx (3,6)
F  ß

schreiben.
c) Leitungsstrom, Eregungsstrom und Gesamtstrom,. Die in  einem  Leiter 

durch den Querschnitt des Leiters, in  der Zeiteinheit hindurchtretende E lektri­
zitätsm enge nennt m an die Leitungsstromstärke, oder die Intesität des 
Leitungsstromes, sie ist eine skalare Grösse m it der Dim ension :

Ladung Coulomb 
Zeit Secunde

A m père.

S tatt der Leitungsstrom stärke, die in der E xperim entalphysik , bzw. in  
der Technik eine fundam entale Rolle spielt und im  allgem einen einfach  
Stromstärke genannt wird, pflegt m an in der M axwellschen Theorie die sog. 
Leitungsstromdichte Í einzuführen, die in der Z eiteinheit durch die zur Strom ­
richtung senkrechte Flächeneinheit hindurchgehende Summe der Ladungs­
m enge bezeichnet ; ihre Dim ension ist

r., Coulomb Ampère
[i] = ------------------------- =  — ----- .

Fläche • Secunde M eter2

Es ist ja auf Grund der beiden obigen D efin itionen offensichtlich , dass 
die Leitungsstrom stärke eben den Fluss der L eitungsstrom dichte angibt :

I = \ i ndf~
F

(3,7)

Die Kurven, deren Tangenten in allen ihren Punkten in die R ichtung  
der Leitungsstrom dichte weisen, nennt man Stromlinien, genauer gesagt 
Leitungsstromlinien. Die Strom linien, wie das in  der E xperim entalphysik  
w enigstens im  Falle der Gleichström e üblich is t , laufen im m er durch die 
Leiter und bilden einen geschlossenen Strom kreis. Doch m üssen wir von  
einem  elektrischen Strom  auch dann sprechen, w enn z. B. in dem Strom kreis 
auch Kondensatoren eingeschaltet sind (im Falle der W echselström e), wo 
es doch offensichtlich ist, dass in diesem  Falle ein Leitungsstrom  n icht ex istie­
ren kann ; nämlich er kann durch die Isolatorenschicht der K ondensatoren  
nicht durchfliessen. Um  den Inbegriff der geschlossenen Strom kreise auch 
für solche Fälle retten zu können, m üssen wir voraussetzen, dass die Strom ­
kreise durch die Isolatoren durch eine eigene Strom art geschlossen werden.

Die D ichte des in  den Isolatoren auftretenden Stromes lässt sich ihrem  
Dim ensionscharakter nach mit dem Zeitderivat des Erregungsvektors identi­
fizieren, da

m  =
Coulomb 

Meter2 • Sekunde
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b esteh t. Diese Strom art werden wir die Erregungsstromdichte, oder nach der 
früheren Terminologie die Verschiebungsstromdichte nennen, ohne dass sie 
im  allgem einen m it irgendeiner realen Ladungsbewegung verbunden sei. 
D och lä sst sich die E xisten z des Erregungsstrom es n icht bezw eifeln, da experi­
m ental leicht nachweisbar ist, dass durch den Erregungsstrom , ebenso wie 
durch den Leitungsstrom , ein M agnetfeld erzeugt wird. Die Erregungsstrom ­
dichte wurde von Ma x w e l l  in die Theorie des elektrom agnetischen Feldes 
eingeführt und es ist n icht zw eifelhaft, dass diese A nsicht bei der Entw icklung  
seiner Theorie eine der w ichtigsten  war.

W ir müssen aber noch darauf hinweisen, dass in  der N atur weder voll­
kom m ene Leiter, noch vollkom m ene Isolatoren existieren, so dass in der 
W irklichkeit im Falle der besten Leiter im allgem einen neben dem  Leitungs­
strom  auch Erregungsstrom und im  Falle der besten  Isolatoren neben dem  
Erregungsstrom  auch Leitungsstrom  auftreten wird, obwohl in  v ielen  Fällen  
die eine Stromart neben der anderen vernachlässigt werden kann. Deswegen  
w erden wir im allgem einen die sog. Gesamtstromdichte

©  =  i  +  Ф  ( 3 , 8 )

einführen.
d) Der magnetische Induktionsvektor. W ie erst von Oe r s t e d  erkannt 

w urde, ist ein strom durchflossener Leiter im m er von einem m agnetischen  
Feld  um geben. Die Intensität dieses m agnetischen Feldes w ollen wir mit 
H ilfe einer kleinen M ess-spule ausm essen, die von  einem  L eitungsstrom  mit 
angegebener In ten sitä t durchflossen ist. Legt m an die M ess-spule an ver­
schiedene Orte des Feldes, dann wird es sich beobachten lassen, dass sich die 
A chse der M ess-spule an jedem  O rtspunkte des M agnetfeldes in eine bestim m te  
R ichtung einstellen wird. Die R ichtung der M ess-spulenachse wird defini- 
tionsm ässig  so festgestellt, dass der Strom die positive R ichtung der Achse 
im  Sinne des Uhrzeigers herumfHessen soll (R echtsschraubenregel). Falls 
die A chse der M ess-spule senkrecht auf ihre R ichtung verschhoben wird, 
dann ensteht ein rückführendes Drehm om ent. E s lässt sich experim entell 
bew eisen , dass dieses rückführende Drehm om ent M  (jedesm al wenn alle 
linearen Ausdehnungen der M ess-spule vernachlässigt werden können) von  
der speziellen Form  der M ess-spule unabhängig is t  und nur von  der Grösse 
der Strom durchflossenen Fläche F  der M ess-spule, sowie von der Intensität 
des die Spule durchflossenen Leitungsstrom es I  abhängt, d. h.

M  =  B F I

is t, wo В  einen für das M agnetfeld charakteristischen Proportionalitätsfaktor  
bezeichnet.

Zur Charakterisierung der In tensität des M agnetfeldes w ollen wir den 
V ektor 93 einführen, dessen R ichtung mit der R ichtung der M ess-spulenasche 
übereinstim m t und der den absoluten Wert
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В
M

F  I

hat. D en Yektor SS werden wir den magnetischen Induktionsvektor  nennen.
U m  die D im ension des m agnetischen Induktionsvektors bestim m en  

zu können, müssen wir uns auf die Dim ension des Drehm om entes erinnern, 
die nach ihre m echanischen D efinition

ist ; foglich
[M ] =  N ew ton  • Meter

[®] =
wird.

N ewton • Meter 
Ampère • Meter2

N ew ton • Meter Secunde Yoltsekunde
Coulomb M eter2 Meter2

W ir w ollen  je tz t  d a ra u f  n u r  h inw eisen , d ass sich das m ag n e tisch e  Feld  a u ch  m it H ilfe 
des C o tto n sch en  M agnetom eters ausm essen lä s s t .  W enn m an  d en  m ag n e tisch en  In d u k tio n s ­
v e k to r  a u f  G ru n d  der m it M agnetom eter d u rc h g e fü h rten  M essung d e f in ie r t , lä ss t sich  u n m itte l­
b a r  e in seh en , was übrigens a u ch  aus der o b ig en  D efin ition  fo lg t, dass de r In d u k tio n sv e k to r  
d iejen ige pon d ero m o to risch e  K ra f t  b e d eu te t, w elche ein g e rad er S tro m le ite r  von d e r L än g e n ­
e in h e it m it  d e r  L e itu n g ss tro m ein h e it du rch flo ssen  in  einem  m ag n e tisch en  F eld  e rfä h rt .  E n d lich , 
w enn a u ch  d e r In b e g riff  d e r  M agnetpo len  e in g e fü h rt  w ürde, k ö n n te  m an  zeigen, dass 33 die 
a u f  d ie M agn e tp o len e in h eit w irk en d e  pond ero m o to risch e  K ra f t  b e d e u te t.

Die K urven, deren Tangenten an allen ihren P unkten  in die R ichtung  
des Induktionsvektors zeigen, nennt m an magnetische Feldlinien , oder ein­
fach Indukitonslinien.  D ie Anzahl der durch eine beliebige Fläche F  in  der 
Flächennorm ale hindurchgehenden Induktionslinien, d. h. das Flächenintegral 
des Induktionsvektors

Ф =  \  B n d f
F

wollen wir den Induktionsfluss  nennen.

E s sei e in  E le k tro m a g n e t m it einem  v e rlä n g e rte n  E isen k e rn  v e r tik a l au fg este llt. A u f 
se iner o b eren  E n d e  t r ä g t  er e inen  Q u eck silbernapf, u n d  der v e rlä n g erte  E isen k e rn  is t  v o n  e inem  
Q ueck silb e rrin g  um geben . E in  D ra h tb ü g e l is t  m it  e iner k leinen in  se in er M itte  a n g eb ra ch te n  
S p itze  so in  d en  Q u eck silb e rn ap f a u f  das E nde  des E isenkerns g e se tz t, dass seine b e id en  E n d en  
in  den  Q uecksilberring  e in ta u ch e n . D er E isen k e rn  d ie n t als eine S tro m zu fü h ru n g  zu  d em  D r a h t ­
b ügel, de r Q uecksilberring  als d ie andere . L e ite t  m a n  einen S trom  h in d u rc h , so g eh t er d u rc h  
d ie  be id en  v e r tik a le n  D rä h te  des B ügels in  g le ich er R ich tu n g  u n d  sie e rfa h re n  in  d em  m ag n e ­
tisch en  F e ld  des E lek tro  m ag n e ts  zwei en tg eg en g ese tz t ge rich te te  K rä f te , die zu sam m en  ein  
D reh m o m en t b ild en . In fo lgedessen  ro t ie r t  der B ü g e l d au ern d , so lange  d e r S trom  geschlossen 
is t .  D en k le in en  A p p a ra t n e n n t m an  einen u n ip o la re n  M otor.

In einem  solchen R otationsapparat gewinnt man bei jeder Um drehung  
eine A rbeit, die als A  bezeichnet wird. U m  sie zu berechnen, bestim m en wir 
die an einem  Linienelem ent d%1 des Leiters während einer kleinen Zeit dt 
gew onnene Arbeit d A  und summieren über alle L inienelem ente des bewregten  
Leiterstückes und über alle Zeitelem ente der Dauer einer Um drehung. Die 
Strom stärke in dem rotierenden L eiterstück sei gleich I  und der Induktions-
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vektor an dér Stelle des L inienelem entes tföj im  betrachteten  Moment sei 
gleich S3, dann ist die an angreifende K raft dS  = /(d ^ x ^ ö ). Ist nun der 
von  während der Zeit dt zurückgelegte W eg gleich dg2, so berechnet sich :

d A  =  / d ê 2 (d§ 1 X S3) =  / S3(d§ 2 X d$L) =  /S 3 d f  =  I B n df,

wo B n die in der R ichtung des Flächenelem entes df =  (d§ 2 X  §2) zeigende 
K om ponente von  S3 bezeichnet und (dâ2 x d ë1) das von d§x w ährend der Zeit 
dt überstrichene Flächenelem ent ist. Dem nach ist die bei konstanter Strom ­
stärke I  wärend einer ganzen Um drehung gewonnene Arbeit nach der D efinition  
des Induktionsflusses

A  =  1 \  B n d f =  I  • Ф . (3,10)
F

In dieser Form el bedeutet die F läche F, über welche das Integral zu nehm en  
is t, das von  dem  ganzen bew egten Strom leiter während einer vo llen  Um drehung  
überstrichene F lächenstück b ezeichnet.

W ürde das Leiterstück während einer Um drehung eine ringsgeschlossene  
Oberfläche beschreiben, in deren Innern sich der ganze E lektrom agnet befände, 
so würde der K raftfluss au f der einen Seite in diese Oberfläche eintreten  
und au f der anderen Seite aus ihr austreten, d. h. es wäre Ф =  0 .

Es gilt also der sehr w ichtige allgem eine Erfahrungssatz, dass, wenn in  
einem  m agnetischen Feld ein von  einem  konstanten Strom  durchflossenes 
L eiterstück um eine Achse in der W eise rotiert, dass es bei jeder Um drehung  
eine vollkom m ene geschlossene Fläche beschreibt, so ist die an ihm  gewonnene 
Arbeit im  ganzen Null. D as b edeutet aber, dass der G esam twert des m agne­
tischen K raftflusses durch irgendeine geschlossene O berfläche stets Null ist :

§ B nd f =  0 . (3,11)

Diese F estsetzung pflegt m an als das Fundamentalgesetz der Intensität des  
magnetischen Feldes zu bezeichnen.

e) Der magnetische Erregungsvektor. E in Stück E isen  wird in dem  
m agnetischen Feld eines Strom es m agnetisiert. Steckt m an in eine zylindrische  
Spule einen E isenstab und le ite t man einen Strom durch die Spule, so w ird  
der Stab durch das hom ogene Feld  in der Spule m agnetisiert. A uf diese W eise  
bekom m t m an die kräftigsten  M agnete, die es gibt, w eil E isen besonders 
stark m agnetisierbar ist. D ie M agnetisierungsfähigkeit des Feldes wird auch  
für den m agnetischen Z ustand des Feldes charakteristisch sein, weswegen  
sie bei der Beschreibung des Feldes benützt werden kann.

Um  ein Mass für den m agnetischen Zustand an jeder Stelle des F eldes  
zu bekom m en, betrachtet m an an der betreffenden Stelle ein Gebiet, w elches
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so klein ist, dass man das Feld in ihm  innerhalb der Fehlergrenzen der 
Rechnung als hom ogen ansehen kann. A us diesem G ebiet sondert m an ein  
dünnes Röhrchen in der R ichtung des Feldes aus. Denkt m an sich dann ausser­
halb des Feldes ein Solenoid aufgestellt, welches dieselbe Form und dieselbe  
Richtung hat, wie das dünne Röhrchen und denkt man sich  um  dieses Solenoid  
einen Strom von solcher Stärke kreisen, dass in seinem  Innern eine genaue  
Kopie des betrachteten Feldes entseht, so gibt die Strom dichte au f dem  
Solenoid den Zahlenwert der Erregung und  die R ichtung der Solenoidenachse  
die R ichtung des Feldes an. Die Messung der m agnetischen Erregung kann  
tatsächlich  durch K om pensation durchgeführt werden. Man führt ein Solenoid  
in das Feld ein, stellt seine A chse in die R ichtung des F eldes und regularisiert 
den es um kreisenden Strom  so, dass das F eld  im Innern des Solenoides gerade 
zu N ull kom pensiert wird, w as man m it H ilfe eines geeigneten  M agnetoskops 
erkennen kann.

Stellen wir das Solenoid so her, dass wir einen dünnen isolierten D raht 
in  gleichm ässigen engen W indungen au f einem Zylinder aufwickeln, und  
schicken wir einen Strom hindurch, so berechnet sich die Erregung des m agne­
tischen Feldes in dem Solenoid als

H  =  I  ■ n =  I  —  , (3,12)

wo N  die Zahl der W indungen, l die Länge des Solenoides, n =  N/l  die Zahl 
der W indungen pro Längeneinheit und I  den Strom in den einzelnen W indun­
gen bezeichnet. Die Grösse I. N  wird als die Ämpereivindungszahl bezeichnet.

Zur analystischen Charakterisierung der Erregung des Feldes w ollen  
wir den V ektor ip einführen, dessen R ichtung mit der Solenoidenachse über­
einstim m t und der den absoluten Wert I .  n hat. Den V ektor werden wir den 
m agnetischen Erregungsvektor, oder der früheren (unglücklicher W eise irre­
führenden) Terminologie nach  die magnetische Feldstärke  nennen. Seine  
Dim ension lässt sich unm ittelbar von der Gl. (3,12) ablesen :

Amperewindungszahl 
Meter

Wenn ein gerader stromdurchflossener Draht von einem weiten koaxialen Hohlzylinder 
umgeben ist, der als Rückleiter dient (der also den entgegengesetzten Strom führt wie der 
Draht), so wird das magnetische Feld, des Stromes durch den Hohlzylinder scharf begrenzt, 
d.h. nach aussen ist es Null. Wenn der innere Leiter ebenfalls ein Hohlzylinder wäre, so würde 
das Feld auch in seinem Innern Null sein. Nur in dem Raum zwischen den beiden Hohlzylindern 
ist eine magnetische Erregung vorhanden, die Erregungslinien — d. h. die Kurven, deren 
Tangenten an allen ihren Punkten in der Richtung des Erregungsvektors zeigen — laufen als 
konzentrische Kreise um die Achse herum. Es seien nun einige Feldlinien durch ein sehr dünnes, 
torroidförmiges Solenoid, dessen Achse ein Kreis K r mit dem Radius r ist, ausgesondert. 
Die genau gleiche magnetische Erregung, die längs der Feldlinien eine Konstante H ist, lässt
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sich in dem Innern des torroidförmigen Solenoides auf Grund der D efinition der magnetischen 
Erregung offensichtlich dann erzeugen, wenn die Amperwindungszahl im  Falle des Solenoides 
eben mit dem in  den Kabeln geflossenen Strom I  identisch ist, da in diesem Falle H =  I/2cir 
wird. Das bedeutet aber zunächst, dass das Linienintegral von §  längs dem Kreise Kr eben die 
Intensität des durch die mit dem betrachteten Kreise begerenzte Fläche durchflossenen 
Stromes I angibt :

§  Hs ds =  2 л  r • H =  I.
K r

Es lässt sich  nun einfach einsehen und m it Hilfe der sog . R ogow skischen  
Spule auch experim entell nachweisen, dass dieser Zusam m enhang auch im  
allgem einen gü ltig  ist, d. h.

j )H s ds =  I , (3,13)
s

oder gem äss der Gl. (3,7) auch

$ H sds =  $ i n d f  (3,14)
S F

is t, wo F  die durch die K urve S begrenzte Fläche bezeichet.
f) Das Faradaysche Induktionsgesetz. B ei der E ntdeckung der In duktion s­

wirkungen wurde von Faraday beobachtet, dass in einem geschlossenen Leiter  
eine induzierte R ingsspannung immer dann erzeugt w ird, wenn sich der 
Induktionsfluss, d. h. die Induktionslinienzahl des m agnetischen F eldes  
durch die um schlossene F läche verändert. D er Wert der induzierten R in g s­
spannung ist gleich der zeitlichen Änderung des Induktionsflusses.

Das wohlbekannte allgem eine Induktiongesetz  kann in der folgenden  
Form ausgesprochen werden : D ie in einem  geschlossenen Leiter S  zu b eob ach ­
tende elektrische Ringsspannung ist gleich der zeitlichen Änderung des ganzes  
Induktionsflusses des m agnetischen Feldes durch die von  dem Leiter u m ­
schlossene F läche F  :

E , d s = - ^ B nd f .

F

D as Vorzeichen wird durch die Lenzsche R egel festgelegt : W enn sich  der 
m agnetische Induktionsfluss in einem geschlossenen D rahtring, oder in  einer  
leitend geschlossenen Spule zeitlich ändert, so ensteht ein  Induktionsstrom  
im m er in dem  Sinne, dass das m it ihm  verbundene M agnetfeld die ze itlich e  
Änderung des Induktionflusses in der vo n  dem Ring oder von der Spule  
um schlossenen Fläche aufzuhalten sucht.
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§ 4 . Das Axiom ensystem  der Maxwellschen Theorie

Im  vorhergehenden haben wir versucht die w ichtigsten  experim entellen  
Tatsachen, ebenso die bekannten Sätze des elektrischen und m agnetischen  
Feldes ohne die Anforderung der V ollständigkeit zusam m enzustellen, die als 
Grundlage der Theorie des elektrom agnetischen Feldes angenom m en werden  
können. Doch haben wir uns mit den E igenschaften  der m ateriellen M edien, 
in welchen das elektrom agnetische Feld erzeugt wird, nicht beschäftigt. 
Unserer M einung nach sind aber diese Tatsachen soweit allbekannt, dass sie 
vor der Axiom atisierung der Theorie nicht eingehend wiederholt zu werden  
brauchen.

Die Axiom e verknüpfen Begriffe m iteinander. Die Begriffe aber m üssen  
sich aus den Beziehungen selbst erklären ; d. h. die Axiom e sind im plizite  
Definitionen der in ihnen enthaltene Begriffe. Die vierte H am elsche Forderung, 
nötigt uns, den benutzten Begriffen nachher eine physikalische R ealität 
zuzuschreiben. Das wollen wir vor allem dadurch sichern, dass wir einerseits  
für die Messung der durch die Axiom e eingeführten Grössen gleich auch ein , 
m anchm al w enigstens prinzipielles M essverfahren angeben werden, anderseits 
dass wir verlangen w ollen, die zum A xiom  dienenden Sätze w enigstens in  
speziellen Fällen auch experim entell nachweisen zu können.

Die Axiom e der M axwellschen Theorie wollen wir in  fü n f Gruppen 
einreihen, die eines nach dem anderen als die Erzeugungsaxiome (E), das  
Existenzaxiom  (E x), die Zustandsaxiome  (Z) die Verknüpfungsaxiome  (V) 
und die Materialaxiome  (M) bezeichnet werden :

A xiom  E. I.  Das elektrom agnetische Feld wird durch die elektrischen  
Ladungen und durch die elektrischen Ström e erzeugt.

Axiom  E. I E  A .  Die elektrischen Ladungen sind a priori G egebenheiten, 
die sich durch eine kontinuierliche Funktion p(x ; t), d. h. durch ihre D ich te­
funktion beschreiben lassen.

Axiom  E. I I .  B .  Es gibt zwei und nur zwei verschiedene Arten der 
elektrischen Ladungen, die in jeder Beziehung ein genau entgegengesetztes  
Verhalten zeigen.

Definition. Man unterscheidet die beiden Arten von Ladungen durch  
die Nam en »positiv« und »negativ«.

Die D im ension der elektrischen Ladung ist das Coulomb.
Die Definition des Messverfahrens. Die Einheit der positiven elektrischen Ladung ist 

diejenige Elektrizitätsmenge, die sich bei ihrer Entladung im Silbercoulometer die Menge von  
1,11815 mg Silber an den Kathoden abscheidet.

Definition. Die auf die Körper infolge ihrer Ladung wirkende m echani­
sche Kraft wird als die ponderom otorische Kraftwirkung des Feldes genannt.

A xiom  Ex. Das Vorhandensein des elektrom agnetischen Feldes wird  
durch die m echanische Messung seiner ponderom otorischen K raftw irkung  
und seiner Energie erkannt.
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Definition.  Das durch die ruhenden Ladungen erzeugte Feld wird das 
elektrische Feld  genannt.

A x io m  Z. I .  Der Zustand des elektrischen Feldes wird durch seine 
Intensität und durch seinen Erregungszustand charakterisiert.

A xiom  Z. I .  A. D ie Intensität des elektrischen Feldes wird durch die 
Einführung eines Vektors, der sog. elektrischen Feldstärke © beschrieben, 
die auf die L adungseinheit wirkende ponderom otorische Kraft bestim m t.

D ie D im ension der elektrischen Feldstärke ist Newton/Coulom b =  
=  Volt/M eter.

D e fin itio n  des M essverfahrens. Es wird die auf die Ladungseinheit wirkende pondero­
motorische Kraft gemessen.

A xiom  Z. I. B. Der Erregungszustand des elektrischen Feldes lässt 
sich durch seine Influenzfähigkeit kennzeichnen und durch die das Feld  
erzeugten Ladungen bestim m en. Zur analytischen Beschreibung des Erregungs­
zustands des Feldes wird ein Vektor © , der sog. Erregungsvektor des elektri­
schen F eldes eingeführt. Der Gesam twert der Erregung eines elektrischen  
Feldes au f einer beliebigen Fläche F ,  d. h. der Fluss des Erregungsvektors 
durch dieselbe Fläche, welche die das Feld  erzeugenden Ladungen in dem  
Volum en Q  um hüllt, b leibt durch den ganzen Raum  konstant gleich der Sum m e 
aller èrzeugenden Ladungen :

§ D nd f  =  §  Q d3x  . (4,1)
F  П

Die D im ension des elektrischen Erregungsvektors ist Coulomb/Meter2 =  
=  Am pèresekunde/M eter2.

D ie D e fin itio n  des M essverfahrens. Es wird die auf eine Fläche der Doppelscheibe bei 
der bestimmten Doppelscheihen-Stellung influierte Ladung gemessen.

Axiom e M . I.  D ie Körper, die in der N atur vorhanden sind, werden  
elektrische Leiter und Isolatoren genannt, je nachdem  sich die elektrischen  
Ladungen in  ihnen in unm essbar kurzer Zeit über den ganzen Körper verteilen  
werden, oder an den Stellen  bleiben, wo sie erzeugt, bzw. aufgetragen wurden.

A xiom  M . I I .  A .  D ie in einem Leiter durch den Q uerschnitt des Leiters 
in der Z eiteinheit hindurchtretende Ladungsm enge wird der Leitungsstrom  
genannt.

Die D im ension des Leitungstrom es ist Coulom b/Sekunde =  A m père.

D ie D e fin itio n  des M essverfahrens. Ein Leitungsstrom hat die Stärke 1 Ampère, wenn 
sich bei konstanter Stromstärke in der Sekunde 1,11815 mg Silber abzuscheiden vermag.

A x io m  M .  I I .  B. U nter Leitungsstrom dichte i wird die in der Zeiteinheit 
durch die zur Strom richtung senkrechte Flächeneinheit gehende Sum m e der 
Ladungsm engen verstanden.
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Die Dim ension der Leitungsstrom dichte ist Ampère/M eter2.
A xiom  E . II .  C. D ie Zeitableitung des Erregungsvektors des elek tri­

schen Feldes ф  wird die Erregungsstrom dichte genannt.
D ie D im ension der Erregungsstrom dichte ist Ampère/M eter.
A xiom  M . I I .  D .  D ie D ichte des elektrischen Gesam tstrom es lässt sich  

aus der Leitungsstrom dichte t und aus der Erregungsstrom dichte ф  zusam ­
m ensetzen. D ie beiden Strom arten sind bei der Erzeugung des elektrom agneti­
schen Feldes gleichwertig :

<£ =  i +  Ф . (4,2)

Definition.  Das durch die Gesam tstrom stärke erzeugte Feld wird das 
m agnetische Feld genannt.

A xiom  Z. I I .  Der Zustand des m agnetischen Feldes wird durch seine 
Intensität und durch seinen Erregungszustand charakterisiert.

A xiom  Z. I I .  A .  D ie Intensität des m agnetischen Feldes wird m it der 
Einführung eines Vektors, des sog. m agnetischen Induktionsvektors 93 be­
schrieben, der auf die Längeneinheit des durch die Leitungsstrom stärkeneinheit 
durchflossenen Leiters wirkende ponderom otorische Kraft angibt.

D ie D im ension des m agnetischen Induktionsvektors ist N ew ton/A m père- 
m eter =  Voltsekunde/M eter2.

Die Definition des Messverfahrens. Es sei M  der Absolutenwert des rückführenden 
Drehmoments, das auf eine m it der Leitungsstromstärke I durchflossene Mess-spule m it dem  
Spulenquerschnitt F wirkt, dann wird die Richtung des magnetischen Induktionsvektors 
durch die Richtung der Spulenachse und sein Absolutenwert durch M / I  • F bestimmt.

A xiom  Z. I I .  B .  Der Induktionsfluss, d. h. der Fluss des m agnetischen  
Induktionsveklors durch eine beliebige geschlossene Fläche F  wird im m er N ull :

$ B n d f =  0 . (4,3)
F

A xiom  Z. I I .  C. Der Erregungszustand des m agnetischen Feldes lässt 
sich durch seine M agnetisierungsfähigkeit kennzeichnen und durch die das 
Feld erzeugende elektrische Gesam tstrom stärke bestim m en. Zur analytischen  
Beschreibung des Erregungszustands des Feldes wird ein Vektor der sog. 
Erregungsvektor des m agnetischen Feldes eingefürt. Der G esam twert der 
Erregung des m agnetischen Feldes, d. h. das Linienintegral des Erregungs­
vektors längs einer beliebigen geschlossenen Kurve S,  welche die durch die 
Sum m e aller Gesam tström e durchflossenen Fläche F  begrenzt, b leibt durch 
den ganzen Raum konstant gleich der Sum m e aller erzeugenden Strom stärken :

$  H s ds =  $ C n d f .  (4 ,4 )
S  F

4 Acta Physica VIII/4.
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Die D im ension des m agnetischen Erregungsvektors ist Am pèrewindungs- 
zahl/M eter.

Die D e fin itio n  des M essverfahrens. Führt man ein Solenoid in das Feld ein, das so 
hergestellt ist, dass die dünnen isolierten Drähte in N-zahligen gleichmässigen Windungen 
auf einem Zylinder aufgewickelt sind. Dann lässt sich, wenn l den Vektor bedeutet, dessen 
absoluter Wert m it der Länge des Solenoides, sowie dessen Richtung mit der Solenoidenachse 
übereinstimmt, diejenige Richtung von l bestimmen, in welcher Richtung das Feld im Innern 
des Solenoides m it einer maximalen Leitungsstromstärke gerade zu Null Kompensiert werden 
kann. Die Richtung des magnetischen Erregungsvektors ,V> wird dann durch die Richtung der 
Solenoidenachse und sein absoluten Wert durch I  . N/l bestimmt.

Axiom  V. I.  Die Veränderungen des elektrischen und m agnetischen  
Feldes werden m iteinander durch eine unm ittelbare und unaufhebbare  
W echselwirkung verknüpft.

Axiom  V. I I .  Längs einer beliebigen geschlossenen K urve S  wird infolge  
der zeitlichen Veränderung des ganzen Induktionsflusses durch die von der 
Kurve begrenzte Fläche F  eine bestim m te elektrische R ingsspannung erzeugt :

F

d f . (4,5)J E s dk  =  —
dt

Axiom  M . I I .  Der materiefreie R aum , d. h. das Vakuum besitzt keine  
elektrische und m agnetische E igenschaft, und in einem solchen Raum  werden  
die Intensitätsgrössen des elektrischen, bzw . des m agnetischen Feldes m it 
den entsprechenden Erregungsgrössen rein proportionell erscheinen :

Ф =  e0 • (S und ß  =  —  »  • (4,6)

Die Proportionatitätsfaktoren e0 bzw. /л0 werden die elektrische, bzw. m agneti­
sche V akuum konstante, oder früher im allgem einen schlechthin die D ielektri­
zitätskonstante, bzw. die m agnetische Perm eabilität des Vakuum s genannt.

Die D im ension der V akuum konstanten sind : [e0] =  Coulom b-/Joule- 
m eter =  A m pèrsekunde/V oltm eter und [,a0] =  Joule • Sekunde2/ (Coulomb2 - 
• Meter) =  Voltsekunde/Am pèrem eter.

D ie D efin ition  des M essverfahrens

a) Um den Wert der elektrischen Vakuumkonstante e0 zu ermitteln, wird die Kapazität 
C eines Luftkondensators, dessen geometrische Abmessungen sehr präzise ermittelt worden 
sind, so dass man den Kapazitätsfaktor y  (der nur von den geometrischen Massen des Konden­
sators abhängt) sehr genau berechnen kann, durch Vergleichung mit einem Prezisionswider- 
stand gemessen. Man bekommt damit den Wert der absoluten Dielektrizitätskonstante der 
Luft E* =  C/у. Da die relative Dielektrizitätskonstante der Luft bekannt ist als e =  1,0006, 
so ergibt sich weiter für die elektrische Vakuumkonstante e0 =  e*/e =  0,88543 • 10-11 Ampère- 
sekunde/Voltmeter.
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b) Das Verhältnis der beiden Einheiten Volt/Coulomb ist dadurch gegeben, dass die 
magnetische Vakuumkonstante definitionsgemäss zu /и0 =  4л: • IO-7 Voltsekunde/Ampère- 
meter festgesetzt wird. Somit ist das Produkt der beiden Einheiten Volt. Coulomb auf so 
eine Art festgesetzt, dass sich für die Einheit der Kraft Newton =  Volt • Coulomb/Meter =  
=  107 Dyn ergibt.

A xiom  M . I I I .  A .  D ie elektrische E igenschaft der Isolatoren wird durch  
ihre elektrische Polarisation, d. h. durch ihr elektrisches Moment pro V olum en- 
heit charakterisiert, welches sich von  einem eigenen und von  einem  
induzierten elektrischen Moment ß̂,- zusam m ensetzen lässt : +
Das induzierte elektrische Moment $ß, der Isolatoren hängt linear von der 
Feldstärke des elektrischen Feldes ab. Die K oeffizienten  der linearen Form  
nennt man die K om ponenten des elektrischen Suszeptib itätstensors.

Die elektrische Suszeptibität ist dim ensionsfrei.
A xiom  M. I I I .  B.  D ie m agnetische E igenschaft der Leiter wird durch  

ihre M agnetisierung, d. h. durch ihr m agnetisches Moment pro V olum enheit 
SOI charakterisiert, welches sich von einem  eigenen $0 lo und von einem  in d u ­
zierten m agnetischen M oment SOI, zusam m ensetzen lässt : SOI =  S0fo SD?,-. 
Das induzierte m agnetische Moment der Leiter SOI, hängt linear an dem  
m agnetischen Induktionsvektor des m agnetischen Feldes ab. D ie K om po­
nenten der linearen Form nennt m an die K om ponenten des m agnetischen  
Suszeptibilitätstensors.

Die m agnetische Suszeptib ilität ist dim ensionsfrei.
A xiom  M. IV .  D ie elektrische L eitungsstrom dichte t in einem  Leiter  

hängt linear an der elektrischen G esam tfeldstärke ab, die sich aus der F e ld ­
stärke des elektrischen Feldes G  und aus der von den fremden elek trom otori­
schen K räften abgeleiteten, sog. frem den elektrischen Feldstärke zusam ­
m ensetzen lässt : G  +  G ^ 'k  Die K om ponenten der linearen Form nennt m an  
die K om ponenten des Leitfähigkeitstensors.

D ie Dim ension der K om ponenten des Leitfähigkeitstensors ist Coulomb2/ 
Joulem etersekunde = 1/Ohmmeter.

D ie  D efin itio n s des M essverfah ren s. Die Messung der Leitfähigkeit wird auf die Messung 
des Widerstandes zurückgeführt. Eine Quecksilbersäule von 1,06300 Meter Länge und 14,4521 
gr Gewicht von genau konstantem 1 cm2 Querschnitt hat bei der Temperatur des schmel­
zenden Eises für Gleichstrom den Widerstand 1 Ohm.

§ 5. Über die W iderspruchslosigkeit der A xiom e. Das Erhaltungsgesetz
der elektrischen Ladung

D ie Axiome Z. II . C. und V. II . enthalten die Vektoren ф  und 33. Um  
die W iderspruchslossigkeit unseres A xiom ensystem s nachweisen zu versuchen, 
haben wir wenigstens zu beweisen, dass sich diese beiden A xiom e m it den 
A xiom en Z. I. B. bzw . Z. IL B. in  Ü bereinstim m ung bringen lassen .

4*
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Legen wir deswegen zwei verschiedene F lächen Fx und F 2 durch dieselbe  
Kurve S, so m üssen die rechten Seiten von (4,4) und (4,5) w enn wir sie für  
F x und F a berechnen, gleich ausfallen. Das bedeutet aber, das sie für die  
aus Fx und F 2 gebildete geschlossene Fläche bei einheitlicher D efin ition  
der positiven  Norm alen (stets nach aussen weisend) verschwinden m üssen. 
Wir sehen dasselbe auch au f folgende W eise ein : Die Axiom e Z. II. C und  
У. II. führen au f dieselben Linienintegrale aber m it verschiedenem  U m lauf­
sinne längs der K urve S, so dass die Sum m e der beiden Linienintegrale ver­
schw indet ; d. h.

— S) B nd f  — 0 und S) Cn d f  — 0 . (5,4)
d t 'I  ‘ JF

Die erste Gleichung besagt in ihrer integrierten  Form

f B n d f  =  konst.,
F

was sich m it dem A xiom  Z. II . B . offensichtlich in Ü bereinstim m ung bringenО О
lässt.

Die zw eite Gleichung von (5,4) reduziert sich  in  Isolatoren auf

=  0 ,

oder in ihrer integrierten Form auf

I§ D nd f  =  konst.,
F

was sich m it dem  Axiom  Z. I. В auch in Übereinstim m ung bringen lässt, nur 
soll die zeitliche K onstante die algebraische Sum m e der von der Fläche F  
um schlossenen Ladungen bedeuten.

Schliesslich lässt sich die zweite G leichung von  (5,1) in allgem einer 
m it Hilfe von  der Gl. (4,2) auch in der Form

(j) hi d f  -f-

oder auf Grund von (4,1) auch in der Form
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schreiben. Die innerhalb einer Fläche F  befindliche E lektrizitätsm enge kann  
also nur dadurch verschwinden, dass sie durch die m etallisch leitenden Teile 
von  F  abfliesst. Das ist aber das erste wichtige von unseren Axiomen abgeleitete 
Gesetz der Maxwellschen Theorie, ivelches w ir  das Erhaltungsgesetz der elektrischen 
Ladungen nennen wollen.

Mit dem Beweis der W iderspuchlosigkeit des A xiom ensystem s im  allge­
m einen wollen wir uns w eiter nicht m ehr beschäftigen und wollen diese A uf­
gabe den Logikern überlassen.

§ 6. D iskussion

a)  Es lässt sich unm ittelbar einsehen, dass unsere A xiom e, so w ie die 
hinzugefügten Definitionen entweder die gewohnten D efin itionen , bzw. 
Sätze der Experim entalphysik, oder ihre natürlichen Verallgem einerungen  
sind. So entspricht z. B ., das Axiom Z. I. B . dem F undam entalgesetz der 
elektrischen Erregung, das Axiom e, Z. II . C. dem F undam entalgesetz der 
m agnetischen Erregung, das Axiom V. II. dem Faradayschen In d u k tion s­
gesetzt, das A xiom  Z. II. B . dem Fundam entalgesetz der In tensität des m agne­
tischen Feldes. Jedoch w ollen wir darauf ausdrücklich hinweisen, dass die 
Axiom e wesentlich allgem einer sind, als die entsprechenden experim entellen  
Sätze. Die Verallgem einerung lässt sich näm lich in der Tatsache fin d en , dass 
während in der Experim entalphysik z. B . die Gesam terregung des elektrischen  
Feldes im m er nur auf der Oberfläche eines Leiters, sowie die elektrische  
R ingsspannung immer längs einem K reisleiter zu verstehen ist, h ingegen  
kann im dem  Falle der A xiom e Z. I. B ., bzw . Z. IL B. und V. II . die betrachtete  
Fläche, F  bzw . die Kurve S  schon ganz beliebig sein. D och soll betont werden 
— obgleich es vielleicht überflüssig is t  nochm als darauf hinzuweisen — dass 
in  dem speziellen Falle, wenn die vorliegende Fläche m it der Oberfläche eines 
Leiters, bzw . die K urve S  mit einem  leitenden D raht zusam m enfällt, die 
genannten Axiome in die bekannten experim entellen Sätze übergehen und  
som it sich unm ittelbar nachprüfen lassen .

b)  E tw a als das w ichtigste, bzw . w enigstens für die M axwellsche Theorie 
charakteristische Axiom  kann man das A xiom  M. I I . D. betrachten. Erst 
durch die Einführung des Erregungsstrom es lässt sich näm lich verstehen, 
wie es m öglich ist, dass das m agnetische Feld auch in Vakuum vorhanden  
sein kann, wo die Erzeugung des m agnetischen Feldes au f das Vorhandensein  
irgendeiner Stromart, bzw . einer realen Ladungsbewegung (sowie au f das 
Vorhandensein m agnetischer Pole) n ich t zurückgeführt werden kann.

c)  B ei der Entw icklung der M axwellschen Theorie lässt sich nach­
prüfen, wie sich das ganze Gebäude der M axwellschen Theorie von unseren  
Axiom en deduktiv ableiten  lässt. H ier wollen wir nur noch darauf hinw eisen, 
dass sich solche w ichtigen Gesetze, w ie das Coulombsche K raftgesetz des
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elektrostatischen und m agnetostatischen Feldes, weiterhin das B iot-Savart- 
sche K raftgesetz der stationären Ström e, sowie die E xistenz der elek tro­
m agnetischen W ellen von den A xiom en unm ittelbar ableiten lassen.

d )  Jetzt haben wir noch kurz darüber zu diskutieren, wie weit unser  
A xiom ensystem , bzw. die von den A xiom en ableitbare Theorie den exp eri­
m entellen  Tatsachen entspricht. Wir w issen sehr w ohl, dass, sow eit die  
Präm issen der phänom enologischen A xiom e erfüllt sind, und das ist der 
T atbestand im  w eiten Kreise der experim entellen Erfahrungen, die M ax- 
w ellsche Theorie die G esetzm ässigkeiten des elektrom agnetischen Feldes in 
wunderbarem  Einklang m it den experim etellen Erfahrungen zusam m enfasst. 
Jedoch die Tatsache, dass die atom istische Struktur der Materie und der E lek tri­
zität in der phänom enologischen M axwellschen Theorie nicht in Betracht 
gezogen wird, setzt ihrer G ültigkeit Schranken. W enn wir auch die atom ische  
Struktur der E lektrizität und der Materie in Betracht ziehen w ollten , so m üss­
ten  wir unsere Axiom e um ändern. Jedoch, m it diesen Problem en p flegt 
man sich im  Rahm en der E lektronentheorie zu beschäftigen und wir w ollen  
auch au f diese Fragen später zurückkom m en.

e)  Schliesslich wollen wir noch au f einige offensichtliche U nvollständ ig­
keiten unseres A xiom ensystem s hinw eisen. Wir haben näm lich die bekannte, 
grundsätzliche experim entelle Tatsache, dass die L ichtgeschw indigkeit eine 
universale N aturkonstante ist, in das A xiom esystem  nicht eingebaut. W eiter­
hin haben wir die Problem e, die mit der E lektrodynam ik der bew egten Körper 
Zusammenhängen, nicht in B etracht gezogen. Unserer M einung nach gehörten  
aber diese Problem e schon der W eiterentw icklung der M axwellschen Theorie 
an, m it welchen Problem en wir uns hier nicht mehr beschäftigen wollen und  
werden auch auf diese Problem e später zurückkom m en.
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ÜBER DAS PRINZIP VON LE CHATELIER 
UND BRAUN

Von

I. F é n y e s
INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER R. EÖTVÖS UNIVERSITÄT, BUDAPEST

(V orgeleg t von K . N o v o b ä t z k y . — E in g eg an g en  3. IX . 1957)

Im  fo lgenden  w ird  eine V erallgem einerung , e in  e x a k te r  B ew eis des P rin z ip s von  
Le C h a te lie r-B rau n  u n d  eine gen au ere  B estim m u n g  seines G ültigke itsbere iches gegeben .

Die gründlichste Erörterung des Prinzips von Le Chatelier-Braun ist, 
meines W issens nach, in dem Buch von W . S c h o t t k y - U l i c h -C. W a g n e r  [1] 
zu finden. W eitere um fassende G esichtspunkte und ergänzende Bem erkungen  
wurden von M. P l a n c k , T. E h r e n f e s t - A f a n a s s j e w a  und G. L. D e  H a a s - 
L o r e n t z  [2], [3], [4] aufgeworfen. H insichtlich  der Bolle des Prinzips von  
Le Chatelier-Braun, insbesondere die Therm odynam ik der irreversiblen  
Prozesse betreffend, weisen wir auf die M onographie von S. R. D e  G r o o t  [5] 
hin.

B etrachten wir ein System  mit N  P hasen, das m it seiner Um gebung  
im G leichgewicht steht. Sei die Innere Energie der j -ten Phase E 1, dann ist 
die innere Energie des kom pletten System s

E  =  Z E j . (1)

W enn E J die Funktion der E xtensitätsparam eter x{. x%, . . ., xJn ist, so ste llt

d E J

dx\
( 2)

die, zu der Extensitätsgrösse x ,• gehörige Intensitätsgrösse dar. (W enn z. B . 
Aj das V olum en, x2 die Entropie, x3 die Masse eines der chem ischen K om po­
nenten, usw . bedeutet, so ist y L der n egative  Druck, y 2 die Tem peratur, y 3 

<las chem ische Potential der entsprechenden K om ponenten.) Sei der W ert 
des i-ten  Intensitätsparam eters der U m gebung y 7, so sind die notw endigen  
und hinreichenden Bedingungen des G leichgewichts

y'i =  У i . 7  =  1 , 2 , . . . ,  N ,  (i =  l , 2 , . . . ,  n). (3)
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Fordern wir, dass die Energiefläche in dem durch die Gl. (3) bestim m ten  
Punkt k on vex 1 sei, also

d 2 E  =  V d 2 E J' =  2 ' 2 ' —  d x [  d x {  ^  0 , (4)
U)  U)  (i,k) 3 x'k

d. h. dass die Form (4) positiv  d efin it, bzw. positiv  sem idefinit sei. D ie  
D iskrim inante ist die Jacobi-D eterm inante

D  = 9 (уЬ - - ч 4 ;  y\,- Уп; у ? ,

Da Ъ { х \ , . . . ,  x \ \  x \ , . .  ., x \ \  . . . ;  x ? , . . . , x % )

9
— 7 =  0 , w enn l  =h j
0 4  ^

ist die D iskrim inante D  als Produkt der D iskrim inanten der einzelnen P hasen  
darstellbar2

D  _  j r  9 (y i » - ‘ 4 A )  _
о)  ̂ ( 4 ’ • • ч 4 )

Die zu den quadratischen Form en d 2 E J gehörenden D iskrim inanten  
sind von gleicher Struktur, daher werden wir im  weiteren den Index w elcher die  
Phase bezeichnet, w eglassen und s ta tt d 2 E 1

d 2e =  JS' dx, d*A. ]> 0 (5)
(i, fc) 9 xk

schreiben. Im  weiteren genügt es nun, uns m it der quadratischen Form  (5), 
bzw. m it ihren Diskrim inanten

1 D ie  b e id e n  T a tsa ch e n , u n d  zw ar 1. d ass d ie  In te n s itä ts p a ra m e te r  sich  au szu g le ich en
streb en , 2. d ass d ie  innere  E n erg ie  m it dem  a b so lu te n  W ert de r In te n s itä ts p a ra m e te r  g le ic h ­
sinnig  w ä ch s t o d e r  sich  v e m in d e rt, hab en  z u r  Folge [3]

dyi dxi >  0  ,

v  J?  d y l  d x i  0  ,
0 ) (0  ' '

wo

d a rau s  fo lg t, dass

dyi = V  Э y; 
(fc) dxk

dxk",

y  y  d y i

V) (i,k) 9 Xk
dxi dxk  '>  0  .

I n  d iesem  F a lle  is t  d ie O berfläche in  der U m g eb u n g  der gegebenen  Stelle  im  a llgem einen  S in n e  
k o n v ex  (d . h . n ic h t  k o n k av ). D ie  G leichheit m it  N u ll e rfo lg t in  so lchen F ä lle n , w enn die E n e rg ie ­
fläche  a u ch  g e rad lin ig e  E rzeu g en d e  h a t.

2 H ie r  u n d  im  w eite ren  w enden  w ir d ie fo lg en d en  E ig en sch aften  de r Ja c o b i-D e te rm i-  
n a n te n  an  : e in se its

д(У1»Уа»- --»Ул) _  Э (у1ч y2 , . . . , y n) Э (ut, u2........un)
9 (*!, * 2, . . • , X n )  9 (Mi, M2, . . . , u n) 9 (*!, *2, . . . , X n )  9

9 (u l9 . .  . ,  Uí, í/-f i ,  . . . ,  tn) ___9 (uj_, . . . ,  Ui)
9 . . . ,  íj, í /4-i, . . . ,  ín) 9 (íj, . . . ,  ti)

an d erse its
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9 (jt> Ja» •••.  Уп) 
d (xv  x2, . . . ,  xn)

(6)

zu beschäftigen. Da die P ositiv ität der D iskrim inanten (6 ) und ihrer H aupt - 
minoren nur m it H ilfe ziem lich unübersichtlicher und daher praktisch n icht 
leicht zu behandelnden Kriterien zu entscheiden ist, scheint es zw eckm ässig, 
(5) auf Diagonalform zu transform ieren2

d * e =  2  (— | (d * ;)2 ^ 0 .  (7)
(0 19 • • •» y i —l, X

Diese transform ierte Form gilt allgem ein auch dann, wenn die Indizes 1, 2, 
. . ., n durch ihre beliebigen Perm utationen k15 Ze2, . . ., kn ersetzt werden

d2e =  2  
(0

d Vkt
3  X ,ki

(dx'k,)2 (8)

Die Indizes der A bleitungen bedeuten unabhängige Variable, d2 s ist nun nur 
in dem Falle positiv defin it, wenn die K oeffizienten aller (dx'ki ) 2 positiv  sind

d x k . ) y k l T  y k . _ i .

> 0 (9)

d2 e ist p ositiv  sem idefinit im  Falle, wenn Ugl. (9) für ( < n  b esteh t, 
für t <  i <1 re ist jede Ableitung N ull :

Ü * L = 0 ,  t < i < , n .  (9')
d x kj

Aus der Gültigkeit von (9) und (9') fo lgt auch die folgende Reihe von U n gle i­
chungen1

(9 У: 1 [9  У\
i | | * |

i 9  * t X 3 дс1 JУ2, X V9  X 1

9  J i  
д х л У ,  X n

9 J i
d x ,

0 . ( 10)

Wenn die Form (8 ) p ositiv  definit ist, können die Glieder von (10) nicht 
N ull sein, ist sie aber positiv  sem idefin it, so ist von dem Index t ab

3 j j
3*j УкиУкш. • • • . **»,*

О , t <  i ( Г )

1
( Щ =  ( Щ
(3  l y k u  . . . , y k t- v x  \ ( j x 1! y k l . . . ,  y k + l ,  X,

, § ^ 0 = i 8t.
3 X,
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Für die n icht-verschw indenden A bleitungen können wir auch sta tt (10) die 
entsprechenden inversen R elationen schreiben :

0 < l — < :
d x x 0  Xj

<
d x x

9 j r X 9 j i У2 ,  X 9  A i У,  Xn 9  J i
( 10 ')

Der Bew eis von (10) und dam it auch von (10') gründet sich au f (9) und  
die folgende Id en titä t3

(9 J i ) 2

9  U l =  | Э У »
d x xУ кг,- -■>Ук,-г,У 9 х г Уки ---,Ук,,х

+
0 X / У к г ,  • --,Ук,-г,Х

( Щ
0 X , У к г , - ■-Ук,-„х

D ie erw ähnten U ngleichungen können folgenderm assen au f eine anschau­
liche Form gebracht werden. Die Änderung von y x m it dem zugehörigen xx 
ist

9Vi(d j i )  =
Э xx

d x  1 ; ( И )

bzw. die Änderung von xx m it dem zugehörigen y x

(dx  r)
d x x

l 9 J i
dxL,

dam it erhält (10) und (10') die Form

(И')

dy1 ix >  d y l \yiiX-^ . . .  ^ ( « i y x i y ^ O ,

0  <  I dxx \y u x < . dx 2 |уьУ1_х < | . . . <  dxx \y .

( 12)

( 12 ')

D iese R eihen von U ngleichungen (12) und (12') sind die V erallgem eine­
rungen des Prinzips von Le Chatelier-Braun.

Die anschauliche Interpretation des Prinzips kann folgenderm assen  
ausgedruckt werden. Bei der Veränderung der Intensitätsparam eter kom m t 
eine regulierende Tendenz zum  Vorschein, d. h. die A usgleichungstendenz  
eines jeden beliebigen Intensitätsparam eters wird von der der anderen geför­
dert. D ie Ungleichungen w eisen eben darauf hin, dass wir den A blauf des 
A usgleiches enes jeden beliebigen Intensitätsparam eters um  so mehr ver­
hindern, je mehr wir das Zurgeltungkom m en der regulierenden Tendenz aller 
Param eter verhindern z. B . dadurch einschränken, dass wir ihre W erte fe st­
legen.

Aus der vorigen Fassung des Prinzips von Le Chatelier-Braun erklärt 
sich auch, dass dem Prinzip in der Stabilisierung des G leichgewichts keine
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ausschlisslich entscheidende Rolle zuzuschreiben ist, das heisst, das Prinzip  
fördert nur das Zustandekom m en des G leichgew ichts, das G leichgewicht 
wird aber nicht durch das Prinzip hergestellt. (Das G leichgewicht wird jedoch  
durch das Prinzip keinesfalls verhindert.) B etrachten wir den Grenzfall, wenn  
in (12) die G leichheitszeichen gelten. In  diesem  Fall fördern die In ten sitä ts­
parameter nicht gegenseitig den A b lau f des Ausgleichungsprozesses (nur 
verhindern sie ihn nicht gegenseitig), die zum  G leichgewichtszustand führenden  
Ausgleichungsprozesse laufen aber doch ab, das G leichgewicht ist also stabil.

Es gibt noch einen U m stand, w elchen wir bei der Fassung des Prinzips 
von Le Chatelier und Braun in B etracht ziehen m üssen und mit dem  wir 
autom atisch  in das Gebiet der Therm odynam ik der irreversibilen Prozesse 
eintreten. W enn näm lich ein Intensitätsparam eter den anderen im  Erhalten  
des G leichgewichts fördert, kann er es nur in der W eise tun, dass er dabei 
auch seinen ursprünglichen G leichgewichtswert verändert. Mit anderen  
W orten : obwohl Störungen des G leichgew ichtszustandes des System s nur 
in  у г eine Inhom ogenität verursachen, wird zum Zwecke der erneuten Her­
stellung der H om ogenität von y x die in y2, y 3, . . . .  existierende H om ogenität 
gestört. Stören wir zum Beispiel die therm ische H om ogenität in einem  
therm isch und barisch hom ogenen S ystem , so wird beim  Zustandekom m en  
der therm ischen H om ogenität eine barische Inhom ogenität sich einstellen. 
Es ist daraus ersichtlich, dass das Prinzip von Le Chatelier-Braun mit 
dem A uftreten der aus der Onsager’schen Theorie [5] bekannten »K reuz­
effekte« (cross effects) zusam m enhängt. Ausführlicher wollen wir uns mit 
dieser Frage bei einer anderen G elegenheit beschäftigen.
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INTENSITÄTSVERTEILUNG IN EINER BESONDEREN  
INTERKOMBINATIONSBANDE

V on

I. K o v á c s  u n d  O. S c a r i

ATOMPHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITÄT, BUDAPEST

(E ingegangen  : 25. IX . 1957)

M it H ilfe der fü r ein f ü n f  E lek tro n en  en th a lte n d es  M olekülm odell au fg este llten  E igen­
fu n k tio n e n  w ird  die In ten s itä tsv e r te ilu n g  in  d en  säm tlichen  Z w eigen der In te rk o m b in a tio n s­
b a n d en  — 227+ b e rec h n e t u n d  das N iveau sch em a m it  den  36 m öglichen  Zweigen
gezeichnet.

In früheren Arbeiten befassten sich schon mehrere Verfasser mit der 
Theorie der Interkom binationsübergänge, nam entlich  mit den Triplett- 
Singulett- (S ch lapp  1932) und den Q uartett-D ublettübergängen ( B udó  und 
K ovács 1940, 1941).

D ie theoretischen Feststellungen wurden für den Triplett-Singulettfall 
im  A bsorptionsspektrum  des atm osphärischen Oxigenm oleküls (M u l l ik e n  
1928, Ch il d s  und Mec k e  1931), w eiter für den Q uartett-D ublettfa ll im  roten 
System  des G erm anium hydridm oleküls bestätigt (K lem an  und W e r h a g e n  
1953). Vor kurzem tau ch te der V erdacht auf, dass ein B andensystem  des 
V anadium oxyds ein —  ^ -Ü b erg a n g  sein könnte (L ag erq vist  1956). Um  
der A nalyse zu helfen, soll theoretisch die M öglichkeit des obenerwähnten  
Überganges untersucht werden.

Die gemeinsame Charakteristik der bisher geprüften Interkom binations­
übergänge besteht darin, dass dort für die resultierenden Spinquantenzahlen  
der Elektronen Л S =  i  1 gültig ist, und dass die berechneten In ten sitäts­
form eln K onstanten enthalten , die kleine Grössen erster Ordnung sind. Im  
Falle des zu betrachtenden Ü berganges ist ZlS =  ^  2, und die in  den Inten- 
sitätsform eln vorkom m enden K onstanten  sind Grössen zweiter Ordnung.

§ 1. Eigenfunktionen

Sextettzustände können m it H ilfe von einem  aus m indestens 5 Elektro­
nen bestehenden System  hergestellt werden. V on den mehreren möglichen 
Elektronenkonfigurationen werden wir eine solche auswählen, die teils genü­
gend allgem ein ist, um das geschilderte Problem  überhaupt behandeln zu 
können, andererseits aber dazu geeignet ist, die nicht unbedingt nötigen  
Berechnungen zu verm eiden. Eine solche E lektronenkonfiguration ist die fol­
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gende : . . .(iv A)2(u A')2(u A'), wo die Punkte jen e abgeschlossenen E lektronen­
schalen bedeuten, die uns jetz t n ich t interessieren ; iv, v, и bedeuten  die Q uan­
tenzahlen  der 5 Elektronen m it Ausnahme der Q uantenzahlen А,- und er,-, 
die die Projektionen der Bahndrehim puls- und Spinm om ente der einzelnen  
Elektronen auf die M olekülachse repräsentieren. A und A' kann  jeden W ert 
der von Null verschiedenen ganzen Zahlen aufnehm en. B esitzt in  den einzelnen  
Schalen die Projektion des Bahndrehim pulses der zwei E lektronen auf die 
M olekülachse eine entgegengesetzte R ichtung, so kann in unserem  Falle A" 
gleich 0  oder 1 sein , da wir Ü bergänge zw ischen АГ-Zuständen betrachten, 
hierzu werden im  folgenden auch 77-Zustände b en ötig t werden. Stellen sich die 
erw ähnten Vektoren nicht in entgegengesetzter R ichtung ein, so können einer­
seits S extettzustände nicht hervorgebracht w erden, andererseits kann es nach­
gew iesen werden, dass die entstehenden anderen Zustände m it S ex tettzu stän ­
den n icht in W echselwirkung treten , so dass diese ausser Acht gelassen werden  
können.

Sieht man zunächst von der Bahn-Spinwechselwirkung ab, so lassen  
sich bekanntlich die Zustände der einzelnen E lektronen mit den die Produkte 
der Orts- und Spinkoordinaten enthaltenden E igenfunktionen beschreiben :

Pi ea<Pi сц, bzw. p i elhPi ßi, wo a,- und /9,- die zu den W erten +
1

bzw .
2

1
—  der 
2

Spinquantenzahl er, gehörenden Spineingenfunktionen, und p>; den von <p( 
nicht abhängigen Teil der E lektroneneigenfunktion bedeuten. In  ein  und der­
selben Schale sind die letzteren E igenfunktionen für die einzelnen Elektronen  
identisch.

B ei der B estim m ung der Eigenfunktionen des Moleküls m it ruhenden 
K ernen ist der erste Schritt, abgesehen von der elektrostatischen W echsel­
wirkung der einzelnen E lektronen, solche Linearkom binationen aus den Pro­
dukten der Eigenfunktionen der einzelnen E lektronen darzustellen, die in  
allen 5 Elektronen antisym m etrisch sind. Eine solche Linearkom bination kann  
bekanntlich in D eterm inantenform  angegeben w erden, die nachher au f 1 nor­
m iert wird. Diese wird für den W ert Z  — 5/2 des resultierenden Spinm o­
m entes der Elektronen die folgende sein :

p  1 «'* '« i p 2 ea,Pi a2 p 3e‘̂  «g P t  e 'Xcrt « 4 Pb ^  «5

P  I е ^  i cq p 2 e~ihp* ct2 p 3e a3 P i  e a'H « 4 р ь е - ‘х**а 5

eiv'r’1 cq 4t eiAV* « 2 <h « ,;'V3 «g 7, ea 'v* « 4 ?5 e'r ''s «5 =

qqe a ’<Pl cq q.z e a ^  « 2 <h е~а '’н  «3 q4 a4 q. е~а '1рь a5

/q ea"f' cq гg eu ’̂  « 2 r3e‘̂ a  g r4 ea ~’fi « 4 r 5 ei>"’Pi cq

=  n \ (cq a2) (a3 cq) (a5) ( 1 )
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wo pi, qt und r, sich auf die Schalen (rr), (v), (и) beziehen und jedes für sich 
auf 1 normiert ist. Der Norm ierungsfaktor der ganzen D eterm inante ist 

1
N  =  ,, Ähnliche D eterm inanten können auch für die anderen

4 ] /2 л 3 ■ 5!
Zustände aufgestellt werden. Diese können ähnlich der rechten Seite von (1) 
durch diagonale Produkte sym bolisiert werden, wo die runden Klam m ern  
sich auf die einzelnen Elektronenschalen und die + ,  —  Zeichen au f die E in ­
stellung der A, beziehen. So erhalten wir für die Zustände E  =  -)- 3/2 :

Щ  3 2 =  N  [(ß1 a2) (a3 a4) (a5) ] ; D\  .s/j = ЛГ | (a4 ß 2) (a8 a4) (a.) |

D 2 з 2 =  n [ (а4 a2) (ß3 a4) (a6) | ; D 3 , , =  N  [ ( « 4 a2) (a3 ß4) (a.) |

D i  3 2 =  iV [ (aj a2) («g a4) (/35) |  (2)

und für die Zustände E  =  -f- 1/2 :

D° ./2 =  N  I.(«i <h) (ßs ßi) («5) ]

II

Q

.(«lÄä) (a3~ßi) («5) 1

b № II [(“lßä) (Al «4) («5)1 ; D3 v =  N \
7 — / 2  I (ßi «2) (aaßi) («5) 1

D%Vl =  N \ (ß ia2)Cß3(h) («о)| ; D'° 1/z =  N 1 (ßlßz) («3 «4) («5) 1

Di  1/2 =  N [ ( « 1  «2) («sAl) (ßb) 1 ; D7 ,/2 =  N 1 («1 <l2) (ß3 ai) (ßb) 1

d * ,2 =  n \l(«iÄä) (a3ai)(ßb)} ; D \ , = n \1 (ßl <h) («3 «4) {ßb) 1

D ie D eterm inanten, die zu den Zuständen m it E  =  -—5/2, — 3/2, ——1/2 
gehören, können aus (1), (2) und (3) erhalten w erden, wenn s ta tt  a überall ß 
geschrieben wird, und um gekehrt. In der letzten  Schale geben wir die E instel­
lung von A" nicht an, weil im Falle von 27-Termen А" =  0 ist und im  Falle von  
/7-T erm en wegen A" =  zb 1 beide E instellungen m öglich sind.

Man kann nachweisen, dass (1), (2), (3) zugleich E igenfunktionen der
5 5

Operatoren L. — 2.’ h bzw. S . =  ^  s , sind, d. h. der Operatoren der 2-
f=i i=i

kom ponenten der resultierenden Bahn- bzw. Spinm om ente, wo z die R ich­
tung der Molekülachse bedeutet. G leichzeitig m üssen aber die Ausdrücke (1), 
(2) und (3) auch Eigenfunktionen des Operators S 2 =  S* +  S 2 +  S l  sein, was 
aber m it Ausnahm e von (1) n icht erfüllt ist.

Mit Hilfe einer schon bekannten M ethode ( B u d ó , K ová cs  1954) k ö n n e n  
aber solche orthogonale, normierte und unabhängige Linearkom binationen der
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E igenfunktionen (2) und (3) aufgestellt werden, die zugleich E igenfunktionen  
aller drei Operatoren sind. Diese M ethode ergibt im  Falle von M olekülen mit 
ruhenden Kernen die E igenfunktionen der D u b lett-, Quartett- und S ex te tt­
zustände, wenn von  der Bahn-Spinw echselw irkung abgesehen wird. D iese  
werden z. B. für 27-Terme die folgenden sein, w enn überall А" =  0 geschrieben  
wird :

Ф0 (62 ’ía /2) =  D +>l2

*0  (6Ä , )  =  [D%3ll +  D \ 4i +  D \ t,t +  D U  +  D%3U]

ф о (62 ' í ü  =  - Щ  [ö °  l2 +  D \ Vl +  D \Vi +  D U  +  D \ Vi +  

+  D \ Vt +  D \Vi +  D \ Vi +  D \Vz +  D U ]

(4)

фо ( 42 ’+*/2)  =  -Щ  [ö°+3/2 +  ö V 3 /2 -  2 D % /2]

ф ° (4^ } = m  [D1+y‘ + + m -'A + D U  ~  ü8+* ~
-  D + i/2 +  2 (D +14 -  D«+yi -  D \y 2 )]

ф,0 ( 4 2 ' Ï 3 / 2 )  =  y = r  [ D ° + s / 2  -  D \ » i t \

(K  (42 '+ y 2 )  =  ~ -  [ # U  +  D \y ,  +  D U  -  D U  -  D U  -  D U  )

ф о ( 42 'Ï 3 /2) =  ~  [ D U  -  D U , }

Ф"о (42 'T y J  =  [ö 2+./2 +  Л 4+ ./2 +  »v-4 -  D U  -  ö 3+y2 -  ö 6+1/!]

(5)

Ф0" (42 'Í3/2) =  - p -  [ 3 (D U  +  D3r U  -  2 (D%s +  D U  +  D U )]

фо (42'+;2) =  [6 B°+* +  D U  +  D+;,2 +  D U  +  D U  +

+  D U  +  D U  -  4 (D U  +  D U  +  ö 9+ ./2)]
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<K (22 U )  =  ~  [ D U  +  +  D U  +  D U  -  2 ( D U  +о

i  D U  -  D U  -  D U )  -  4 D U  ]

U  ( U U )  =  2y 3 [ - D U  -  D U  + D U  +  D U  +

+  2  ( D U - D U ) ]

ф о ( 22  ,,) =  - Щ  [ -  D l  I/2 +  D U  -  D U  +  D U  +

+  2 ( D U  ~ D U ) \

ф 'о (22  _) =  3 |/2  [3 D U  -  D U  -  D U  -  D U  -  D U  +

+  D l y2 -  D U  -  D U  +  D U  +  D U  ]

ф о ( 22 ’i ü  =  ~  [ D U  -  D U  -  D U  +  D%4 ] .

(6)

Gehörten die einzelnen Elektronen alle zu verschiedenen Schalen, so 
würde sich die A nzahl der Term e verdoppeln, näm lich es w ürde neben jedem  
27-Term noch ein 27-Term von entgegengesetzter Symmetrie auftreten.

Ziehen wir nun die bis je tz t  vernachlässigte W echselwirkung zwischen
5

den Bahn- und Spinm om enten der einzelnen Elektronen, H p — 2 '  а,- (1; s,),
i= 1

in Betracht, dann ergibt die Anwendung der Störungsrechnung solche Linear­
kom binationen der E igenfunktionen, in w elchen Terme gleicher und auch ver­
schiedener M ultiplizität Vorkommen, bei denen die Auswahlregeln A S — 0, 
i l ,  А Л  =  0, i l  und A ű  =  0 erfüllt sind. So ergibt sich im  allgemeinen :

ф (62 ’+з/г)  =  ф 0(62 + з/2)  i  h U W U  +  U K W  W  +

+ W 6t f ;3 /2) i / 4 <M 42 í 3 /2)

ф ( и и )  -  фо( U ' U )  +  m W W W  +  m U U n U )  +
+  m3 Ф0 («Я +1/г)  i  m4 Ф0 (6П'+1/2 ) +  m-a Ф„ (427+ Уг)

ф (22 U )  =  ф о C 2 í x )  +  К  Ф0 (* 2 1 н )  +  U  ф0 (>П+У2)  i
+  h  ф0 ( U W  +  К  фо ( ^ W  +  h  U  W U  ) ■

Analoge Formeln gelten für die übrigen K om ponenten (П ' bedeutet einen

5  Acta Physica VIII/4.
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Term m it Л  =  — 1). D abei sind die K oeffizienten  l, m  usw . durch G leichungen  
wie z. B.

^ ( 62 ' | з  , J - w ( * n +3/i)
( 8)

usw. gegeben. Wo mehrere Terme von  ähnlichem T yp  vorhanden sind , wie 
z. B. in Gl. (5) und (6 ), dort bedeutet das Produkt des K oeffizienten m it der 
E igenfunktion eine Sum m e, in welcher die Sum m ierung auf alle Term e —  mit 
denen der Operator H p eine W echselwirkung gibt —  auszudehnen ist.

Mit H ilfe der E igenfunktionen (7), die für M oleküle mit ruhenden Kernen 
gültig  sind, können die E igenfunktionen der schw ingenden und rotierenden  
M oleküle dargestellt werden. B ekanntlich  lässt sich die W ellenfunktion des 
zw eiatom igen Moleküls unter Vernachlässigung gew isser (die Separation hin­
dernden) Glieder in der W ellengleichung als Produkt von drei F unktionen  
darstellen,

Va =  Ф ■ R  ' u > ' (9)

deren eine die Orts- und Spinkoordinaten der einzelnen Elektronen, die zweite 
den K ernabstand, die dritte die K oordinaten der Molekülachse (d und w) 
als Variabein enthält. D ie  so angegebenen Eigenfunktionen beziehen sich  auf 
den H undschen Fall o. W ie aber bekannt ist, gehören die wirklich vorkom m en­
den E  Terme dem H undschen Fall b an. Bei A nw endung der unter B erück­
sichtigung der bei der Separation der W ellengleichung vernachlässigten Glieder 
berechenbaren Transform ationsm atrix können die E igenfunktionen für Fall b 
folgenderm assen dargestellt werden :

Vb(el \ )
- sl.

: > '
ß=+7»

Sfl,K%( 62 « ) , ( 10)

wo К  die W erte J  +  5/2, J  +  3/2, J  +  1/2, J  — 1/2, J  —  3/2, J  —  5/2 anneh­
men kann, und

Wb (22 ' j + / d  =  -  [v>a (22 ’+y2) +  Va (22 T ,) ]  ,

-Щ  [Va (22 '+ /г) -  Va (22 ’--/г)]Vb (22 ’j - y 2)

(И )
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D ie E lem ente der Transform ationsm atrix in (10) sind dabei gegeben
durch

^ + 5/2, J + bU —  ^ - 5/2, J + bl z :

S + 5/2 i + 3/2 ------ 'S ~ bk J + 3Í2

3 + Ы 2, J + 1 /о —  S _ e / „ .  / + 1 / .  ---- ----

S +5/2, J-i/a — —

H5/». J- 3/2

S - b , J  > 2 -

s/2. J + 1 /Г

-ä/2, ./ 1 2

6/2, J -

5/2. J - 5. 2

S +3/2, 7+ 5/2 — S - 3 '2,J+ 5/2

^+3/2, J+ 3/ 2 — S- 3/2, J+

+ 3'2, J+% :

S + 3/2, y _ 1/2 = - S .

3 / 2 .  J

3/2, 7 -

S +s/s.y -s'2— S- sk ,J-

^ + 3/2, J-W2— — -S-3/г, ./_»/,=

1 /  ( ./ -  V2) (J  -  3/2)
4 2 (J  +  1) (J  -f 2)

1 /  5 ( J - V 2) ( J - 3/2)
4 2 J  ( J +  1)

1 /  5 (J  -  3/2) (J  +  3/2)
4 J  (J  +  2 )

1 /  5 ( J - 3/2) ( J  +  5/2)
4 ( J - 1 ) ( J + 1 )

1 /  5 ( . / + 3/2) U  +  5/2)
4 2J ( J + l )

1 /  ( J  +  s/2) (•/ +  5/2)
4 2 (J — 1) J

1 [  5 ( J - V a) (J  +  8/a)
4 r 2 (J +  l ) ( J  +  2 )

3 /  ( J - W  +  5/«)
4 2 J ( J + 1 )

1 [  ( i + 9/ 2) 2

4 Г . / ( . /  +  2 )

1 f  ( J - 7/ 2 ) 2

4 / ( J - 1 H J  +  1)

3 /  ( J - 3/2) ( J + 3/2)
4 / 2 J  (J  +  1)

1 /  5 ( J - 8/2) ( J  + 3/2)
4 1 2 (J  — 1) J

5 *
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s + 4 t ,J + 4 t  — s - i / 2,./+*/„ —

S+4i,J+3l i ------- S- 1U,J+*lt ~

S + V l, j + i / s  =  S  _ y 2 i  j  14  =

S + V tJ -4 t  — — S - 1l2 J - 1i2 —

S+l/2J -ä /s — S - i /2 J - 3/2 —

^+У2, J - 5 2 — “  S-'A.J-b/i —

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

5(J +  3/2)(J +  5/2) .
(J  +  1) (J  +  2)

(J +  3/2)(J  +  5/2)
J ( j  +  1 )

2 ( J - V 2)(J  +  3/2) 
j I j +  2)

/ 2 ( J - y 2)(J  +  3/,) 
( J - 1 ) ( J + 1 )  ’

(./ - 3/ 2) (J  -  V2) . 
J ( J  + 1)

( 12)

§ 2 . *2 ”— 22 Г-Übergang

Für die Berechnung der In tensitäten  der einzelnen Zweige m üssen fol­
gende Ausdrücke angegeben werden :

*«, (62'k ; 22V) = Í wt (62V) m  (22V) dr (13)
deren dreifaches Quadrat über M sum m iert sowie durch den Boltzm ann- 
Faktor ergänzt, die In ten sitä t selbst ergibt. Die E igenfunktionen des Falles b 
setzten  sich aber nach Gl. (10), (11) und (12) linear aus den E igenfunktionen  
des Falles a zusam m en. D em entsprechend lässt sich (13) auf einen dem  A us­
druck des Falles a ähnlichen Ausdruck zurückführen :

*a (62'n  ; 22’a) =  J y>* (62 ’o) «Pa (22V) dr  . (14)

B eachten wir, dass zwischen der «-Koordinate im  raum festen und den 
rj, £ K oordinaten im  m olekülfesten System  die Beziehung z =  rj sin û -\- £ cos & 
besteh t, so ergibt sich au f Grund der G leichungen (14), (9) und (7) :

2a (e2’+3/. , J, M ; 2 v +й, r  M) = [l* h3 f Ф* (4I+tli) Г]ф0 ( y rl!) à  +
+  П h  j  ФГ; (42+s/2) 4Ф0 (4/7' V,) d r \ I «*, +./2,M MГ, + y„M sin2 M  Mm ,
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(e2 ’+y, M  ; 22 ' , J \  M ) =  [m* h4 J Ф* ( 4 1  + l/i) £Ф0 (*Л+Й) d r  +  (15)

+ m| hb J' Ф* (ЧГ+Уг ) ;-ф0 (4/7'+1/г ) ár + m* h3 j Ф* (42"+у2) ?фо (4±’+й) * ]
j и*,+Уг,М и J',+y„ м sin #  cos ßd&cUo,

(62'_./2, j ,  М ;2 V+54. ^  М ) =  [т Г /гз I Ч  { хП ' - у )  пФп (42 + ч )  dr +

+  »»*' /ï4 j Ф* (42  ■:,) »?Ф„ (4^  f  >/2) dr] j и*, _ ./2|Л1 иj.'+H'M s in 2 9 d  9 dm .

Entsprechende Ausdrücke gelten  für die E lem ente za (627 a/ ; 227_,Q, za (627_,^ ; 
2U _ y j  und zyl (627 + y ; 227 ,/J. D ie absoluten W erte der Am plitudenfaktoren

и , sin 9  cJ,s dd ááco

können wir aus einer Arbeit von  K ronig  entnehm en ( K r o n ig  1927). D ie  
Grössen, die man erhält, wenn m an die A usdrücke (15) durch die absoluten  
W erten des betreffenden Am plitudenfaktors dividiert, seien m it A 3, A 2, A x, 
die anderen drei entsprechenden Grössen m it A 3 , A 2, A \  bezeichnet. D urch  
Spiegelung am K oordinatenursprung kann m an Beziehungen zwischen A t 
und A'j aufstellen, die von der Sym m etrie der an den Ü bergängen beteiligten  
X-Terme und von der Änderung der R otationsquantenzahl abhängen. So erh al­
ten wir :

A 3 =  ( -  l ) ~ ‘ + 4  + -U + i A 3 : 4 i  =  ( _  jji’. + i .  + j j  + t

A 2 =  ( — 1)J7 + 1 A 2 und =  0 , wenn Z 2 =/= .

Z 2 ist dabei 0 oder 1, je nachdem  die Sym m etrie der ^ -T er m e  -f- oder —  is t  ; 
U 6 hat analoge Bedeutung.

Die Intensitätsform eln , die man auf diese Weise erhält, enthalten die  
drei K onstanten A 3, A 2, A v  Mit einer gu ten  Näherung können wir aber in  
den grossen Energiedifferenzen, die in den K oeffizienten der Gleichungen (7) 
Vorkommen, die M ultiplettaufspaltung der Term e vernachlässigen, und dann  
einen weiteren Zusem m enhang zwischen A 3 und A x finden. E ine ausführlichere 
Betrachtung ergibt

A 3 = ( - \ ) 4  + ̂ - J  + ̂ 2 A l . (17)

Die m öglichen Zweige sind in Abbildung 1 angegeben, und die diesbezüglichen  
Intensitätsform eln sind in Tabelle 1 zusam m engestellt. D ie  Quantenzahl J  
bezieht sich durchweg auf den Endzustand.

Aus den Intensitätsform eln ergibt sich als eine allgem eine E igenschaft, 
dass die Zweige m it А К — A J  — ^ 3  kaum  beobachtbar sind, nämlich die
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Tabelle 1.

6 2 +  _  2 2 + 6 2 ±  _  2 2  + 6 >;± __ 2 2 7 ± e 27  ±  _  227  +

N p

13 1

5 ( J + W - V . H J — W - V d  m a » - u  л ч
8 J ( J —  ! ) ( / —  2 )  [ A l +  a]

0
M p

M 4 0 0

°Qn 0 ,  ( .7  +  1/ . ) ( J  — V l H J -  3/ « ) ( - / +  1)  2 2 
5  J 2 ( J - 1 )

4 , 4
5  ( J + V i K J - 1/ . )  ( / - * / * )  Г4 2 2  , 42 ,

1 6 У + 1 Щ М )  [ 4 Л  +  Л ]
0
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МР ц  und ( R 63 Zweige m it А К  =  ^ 4  und A J — ^ 1  fehlen vollständig, 
während die NQU und TQ63 Zweige m it A K  =  -{-3 und A J  =  0, weiterhin die 
° R U und SP 6S Zweige m it A K  =  ^Ь2 und A J  =  тр1 sich m it der J  Quantenzahl 
um gekehrt proportional verm indern. D as letztere ist gültig auch für die Zweige 
m it A K  =  A J  =  0, näm lich für die ®Q33 und Zweige. D ie In tensitäten  
aller anderen n icht verschwindenden Zweige nehm en m it J  proportional zu 
(abgesehen vom  Boltzm ann-Faktor).
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕНСИВНОСТЕЙ В ОДНОЙ РЕДКОЙ ИНТЕРКОМБИ 
НАЦИОННОЙ МОЛЕКУЛЯРНОЙ ПОЛОСЕ

И. К О В А Ч  и О. С К А Р И

Р е з ю м е

Вычислено распределение интенсивностей в возможных ветвях интеркомбина­
ционных полос * S ±  — 2Е ± , в27± •— 2Z + , с помощью собственных функций модели 
молекулы, содержащей пять электронов. Изображены схемы энергетических уровней 
возможных 36 ветвей.
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K U R Z E  M I T T E I L U N G E N  —  B R I E F  R E P O R T S  —  
К Р А Т К И Е  С О О Б Щ Е Н И Я

FERROMAGNETIC RESONANCE ABSORPTION 
IN PERMENORM AT 1,64 CM WAVELENGTH

By

P. H ed v ig  

(R eceived  : V. 10. 1958)

W e have investigated  the ferrom agnetic resonance absorption in a cir­
cular disc-sam ple o f permenorm. The sample was cut out o f a transform er 
sheet, and had a diam eter o f 4 m m . The perm enorm  disc was p laced into  
a ca v ity  resonator.

As roentgen-spectrographic analysis showed, the specimen was a strongly  
deformed single crystal, the deform ation having been caused by the m echanical 
treatm ent of the transformer sheet.

The m easurem ents were made using a silicon-wolfram  crystal harm onic 
generator as m icrowave energy source driven b y  a 2K25 reflex  klystron. 
(Fig. 1 R K , X .) A T E 012 X -band ca v ity  served as a frequency m eter coupled  
to  the energy source with the B ethehole coupler “ R ” . The w avem eter-cavity  
resonance was indicated  by means of a crystal detector D x and galvanom eter Gr.

The doubled frequency from the harmonic generator was fed into a 
rectangular w aveguide which had a cut-off w avelength  of about 2 cm . As 
a resonator at 1 ,6  cm we used an X -band w aveguide section (M R ) coupled  
to  the energy source by means o f a balanced hybrid T  junction  (T ).

The sample was placed on the m ovable end-w all o f the ca v ity , at micro- 
w ave m agnetic field  m axim um . The external sta tic  m agnetic fie ld  was oriented

RK

StaùUzeô
Source

(rs
F r e c /u  d o u b le r

ß К 4

m
,MR

E M

Fig. 1. E x p e rim e n ta l a rra n g e m e n t
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Absorption
in  a rb itra ry  u n its Permenorm 1,64 cm

-+
7 +

7
-I------ ►
8 KOe

F ig . 2. F e rro m ag n e tic  reso n an ce  cu rv es a t  v a rio u s  o rie n ta tio n s  o f  th e  sam p le
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to  be perpendicular to  the w ide-w all of the rectangular ca v ity , and so per­
pendicular to the m icrowave m agnetic fie ld . The electrom agnet (EM)  was 
capable of generating m agnetic field  up to  8000 oersteds.

The frequency was kept constant (1,64 cm) during th e  m easurem ents 
and the external m agnetic fie ld  was varied. The change o f  the reflexion  
coefficient of the ca v ity  was m easured as a fu n ction  of the external m agnetic 
fie ld . The reading o f the galvanom eter G2 is supposed to be approxim ately  
proportional to th e  m agnetic energy absorption, if  the hybrid  T  bridge is 
correctly balanced [1 ].

The m agnetic field  strength was m easured sim ply with a proton-resonance  
calibrated am m eter. The accuracy of the m agnetic field  m easurem ents is 
believed  to be o f about 1 %.

Some of our results are show n in Fig. 2. T he circular disc-sam ple rotated  
around its sym m etry axis and the different curves of Fig. 2 correspond to  
different positions o f the sam ple. The results can be sum m arized as follows :

a)  The specim en shows a resonance absorption near 3 kilooersteds 
at 1,64 cm w avelength. The resonance fie ld  sh ifts as the orientation o f the  
sam ple varies (Fig. 2). The shift becom es extrem ely  great at 60° accom panied  
b y  a great d istortion of the curve.

b)  The shape and the half-w idth of the resonance line varies considerably  
w ith  the orientation of the sam ple. The line has a rem aining absorption at 
its high-field  wing, as can be show n from the theoretical discussion of K i t t e l [2] 
and B l o e m b e r g e n  [3]. This rem aining absorption and th e  corresponding  
asym m etry of the resonance curve usually is not too great w ith  respect to  
th e  absorption m axim um . In our case, how ever, probably because o f the  
m echanical treatm ent of the specim en, a v ery  great asym m etry  appears, 
th a t varies w ith th e  probe orientation. At 0° p. e. (see Fig. 2) th e  line is alm ost 
sym m etric, at 60°, however, the line is extrem ely  distorted because o f the  
great asym m etry.

c)  The variation of the resonance fie ld  and the line shape has a periodic 
character. Varying the probe orientation through 180° we can observe the  
sam e shift and shape of the ferrom agnetic resonance line.

The data o f the Fig. 2 for the resonance fields are m ean values of 3 — 5 
m easurem ents. Some further investigations are in progress.

The author is greatly indebted to Mr. L. P Á L  for his va luab le discussions, 
to  Mr. F. T óth for helping to  carry out th e  m easurem ents and to Mr. L. 
Csordás for m aking the roentgen-spectrographic investigations.
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L E T T E R  TO T H E  E D I T O R

ANNIHILATION OF POLARIZED POSITRONS 
IN FERROMAGNETIC MATERIALS

(R eceived  X I. 18. 1957)

I. Introduction

In connection with the annihilation o f  positrons in  m etals several 
problem s are to be solved. One o f the most im portant tasks is th e  identification  
of those electrons of the m etal w hich are responsible for th e  annihilation o f  
positrons. Form erly it has been a generally accepted v iew  th a t only free 
electrons are involved  in the process of annihilation [1]. In vestigating  the  
angular correlation of the tw o-photon annihilation radiation A mbrosino  and 
Cl o izea u  [2] have suggested the possibility o f  positron and “ core” electron  
interactions.

Observation o f the annihilation of polarized positions in  ferrom agnetic 
m aterials would probably be very  helpful in  so lv ing  this problem .

The positrons in their great majority lose their energies when entering  
a m etal and after slowing down reach thermal energies corresponding to the  
m etal tem perature. Let us suppose that a positron having th is extrem ely sm all 
m om entum  interacts with an electron at rest. In the annihilation radiation  
tw o photons of energy me2 are produced w hich, owing to th e  law  of conser­
vation  of energy and m om entum , fly  in opposite directions. However, i f  the  
electron or the positron, or both  have som e m om entum , th e  photons will 
carry this m om entum  and consequently th e  angle betw een the photon  
directions will differ from 180°.

II. The photon momentum distribution

If  D_ (\)_ ) and .D+ (j)+) are the electron and positron m om entum  distri­
butions, respectively, and (y)-, ip j  H  | ix i 2) is the m atrix elem ent of tran ­
sition , then the probability IF(!) d ! that th e  photon m om entum  is f h =  
=  h -T ï 2 h m ay be written as follows :

w  (!) d t  =  J j H _ G = ) D + (p+)iG - 5 i p + \ H  к х к ъ) 2dp-dp+df .

The distribution fu nction  of electrons according to  Fermi sta tistics  is given by
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D - { V ~ )  =  c o n s t .------------ E(^T- e  ■
1 +  e кг

For positrons the B oltzm ann distribution function

_ E (t ~)
D+  (p + ) == const, e KT

can be used and from the quantum  theory of radiation  it follows th a t

(V>-,V+ I H  I ! x ,  12)  ~  ( г )  гр+ ( г )  e ~ i i r  d . r

I f  electrons and positrons are represented b y  plane w aves, (| H  ) w ill be zero 
except for

-f- J p =  ïĵ  A —(— ï2 A == ï Л , 

when ( I H j  ) is constant. Therefore

W  (!) d t  =  R D+  (*) ' ) D -  (! A —  p+)  d f .

A t normal tem peratures ^  0 and D +(p + ) ^  const., con seq u en tly

W ( ! )  ~  D -  ( ! ) .

It is on ly  the distribution of kz which can be determ ined b y  angular correlation  
m easurem ents when m easuring the photon  m om entum  distribution.

Let us now consider the function

W ( k z) ~ D ^  (kz).

A ssum ing the free electrons of a m etal to  represent a com pletely degenerated  
Ferm i-gas, the end points o f the m om entum  vectors form  a com pact sphere 
of radius p 0 in  the m om entum  space. The probability th at the m om entum  
com ponent p z falls betw een jop and dpz can be obtained b y  dividing
th e volum e o f the spherical sector o f thickness dpz a t a distance p z from  
the origo b y  the volum e o f the sphere

з (;..)•

P z  1 ^ 1 — P z

J»ö) P ö .
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I f  the angle betw een the photon directions is n  — # , th en  the following relation  
holds :

m c

Thus the photon angular correlation fu nction  is

& ’ uo

where $ 0 is the m axim um  value of the angle.
The angular correlation o f photons has been stu d ied  for various m etals

[3]. The verification of the theory outlined above has been essentially  succes- 
ful. The experim entally determ ined correlation function  is of an inverted  
parabolic form, having, how ever, a “ ta il” at greater angles. The difference 
between theory and experim ent m ay have two explanations.

1. The theoretical result is inaccurate because o f the sim plify ing  
assum ptions.

2. The bound electrons are also responsible for the annihilation, and the 
higher m om enta of the bound electrons m ay explain th e  existence o f a “ ta il” 
in the angular correlation function.

First le t us consider the assum ptions leading to  the relation

W ( k z) ~  W ( ï ï ) ~  \  -

& \

a)  I t  has been assum ed that the positrons m ay be represented b y  plane 
waves. This assum ption, however, is not true. There is, in fact, a repulsive 
Coulomb force between th e  positron and the positive m etallic ions. Thus 
the positron wave function vanishes w ithin  the ion  volum es. This is the  
so-called “ excluded volum e” effect.

b)  Sim ilarly, the true electronic w ave function also differs from a plane 
wave. The degeneration of the free electron gas is not com plete. A t room  
tem perature the ground sta te  has to  be represented b y  a superposition of 
plane w aves and not b y  a single plane w ave.

The w ave functions of electrons and positrons m a y  have such Fourier 
com ponents which correspond to higher m om enta and therefore the photon  
em ission probability for к h p„ m a y  differ from zero.

It has been shown b y  R . A. F e r k e l  [4] that b y  elim inating th e  above  
approxim ations the discrepancy betw een theoretical and experim ental values 
will probably disappear. In th is case, contrary to the generally accepted theory , 
the bound electrons do not play any part in the annihilation process.
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III. The annihilation o f polarized positrons

It seem s very probable th at this problem  can be cleared up experi­
m entally . The proposed experim ent is the following.

The core electrons or more accurately the electrons o f  the 3 d  shell 
can be polarized by m agnetization in ferrom agnetic m aterials. When bom ­
barding a ferrom agnetic m aterial by longitudinally  polarized positrons, the  
num ber of electron-positron pairs colliding in the singlet sta te  will depend  
on the direction o f m agnetization. In the case o f iron, for instance, the spins 
of tw o of the 3 d shell electrons are parallel and four of them  are opposite to  the  
direction of m agnetization. I f  th e  positron spins are parallel to the direction  
o f m agnetization , change o f th is direction in to  the opposite w ill increase the  
in ten sities o f photons having higher m om enta. I f  I  is th e  photon in ten sity  
at an angle & ($  $ 0) assum ing th e  iron not to  be m agnetized, then for parallel
m agnetization  th e  in tensity  becom es

and for antiparallel m agnetization

where P  is the polarization degree o f positrons. In  the case o f th e  core electrons 
not being exclu sively  responsible for the “ ta il” of the angular correlation  
function , the change in in ten sity  will be reduced. In sp ite of the strong  
m agnetic field  th e  electron-positron pairs colliding in the trip let state cannot 
annih ilate by a tw o-photon em ission beacuse singlet and trip let states can  
be m ixed  b y  a m agnetic fie ld  on ly  in a bound positron-electron system  
(positronium ) [5]. On the other hand it is w ell known that a bound electron- 
positron state cannot occur in m etals.

IV. Polarization o f positrons

During the experim ents carried out for the verification o f the tw o-  
com ponents neutrino theory the positrons em itted  in the ß  decay have been  
found to  be h igh ly  polarized. The distribution function of the positrons having  
sp in  y2  í  ff, m om entum  p  and energy E  is th e  following [6 ]

w (o) =  s ( l  +  6 m +  G <T' P |,
1 E  E

where S, b and G are functions o f the energy, the nuclear m atrix  elem ents 
and the coupling constants of the various typ es o f  ß  interactions. The positron  
polarization degree in a direction parallel to  is given by
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1 +  6 m +  G — — S l + b m - G P G —
E  E L E E E

1 + b ~ + G p +  s 1 + b m - G P 1 +  6 “
E  E E  E E

Supposing th at only scalar and tensor interactions ex ist and the F iertz inter­
ference term s vanish, th en  6 will be zero and G =  1 according to the two- 
com ponents neutrino theory. Therefore

Thus th e  polarization o f high-energy positrons is a lm ost com plete.
The depolarization o f positrons during slowing down is negligible. During 

scattering in atomic Coulomb fields the polarization m ay change from a 
longitudinal into transversal direction, the spin direction, however, remains 
unchanged.

N o depolarization occurs if  th e  m agnetization is parallel to the spin, 
in the position  of m agnetic inhom ogeneity, how ever, where spin direction  
and m agnetization are not parallel, depolarization m ay take place [7].

Therefore com plete m agnetic hom ogeneity has to be carefully ensured 
during experim ents.

T e l e g d i’s m e a s u re m e n ts  in  p h o to e m u ls io n s  [8] a n d  th o se  o f  L a n e  in  
fu se d  q u a r z  on  e le c tro n s  [9] h a v e  s h o w n  t h a t  no s e rio u s  d if fic u ltie s  w ere  ca u se d  
b y  d e p o la r iz a tio n .

* * *

W hen our work presented here had already been finished we learned 
o f th e  experim ents carried out b y  H a n n a  and P r e s t o n  [10] w hich are in 
accordance with our considerations. It can be seen from their results that, 
in contradiction  to Ferrel’s assum ption, the 3 d shell electrons do participate  
in the annihilation process.

I . L ovas
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ON THE DECAY OF POSITIVE K-MESONS
(R eceived  : I I .  20. 1958)

W e m ake the following assum ptions :
1. A t m ost tw o A -particles ex ist, nam ely  r and 0  mesons.
2. Follow ing S c h w in g e r  [1] we assum e the direct К  n  interaction .
3. According to  W e n t z e l  [2] the decay o f a 0  m eson can be described  

by diagram 1. In the Figure Y  m eans a hyperon, N  a nucleon.
4. W e suggest here, that the decay o f a T m esons happens through a

virtual 0  m eson (diagram 2). This im plies, that there is no interaction such  
as represented by diagram 3. I f  nam ely such an interaction  would ex ist, the  
decay of a т meson would occur according to diagram 4, because the coupling  
constant o f direct K n  interaction is sm aller than the coupling constant of 
Nn  interaction. (This w ill be confirm ed by the considerations of th is letter  
too.) Thus in our assum ption is im plied th at for th e  couplings giYNWA^e 
and gtfpN YíVa^ t ё  i §> or §2 ~  0. Here the parity doublet of hyperons in
constrast to  L e e  and Y a n g  [3] does not ex ist.

The decay of a %' m eson in  our schem e is possible through a virtual 
0 °  —>• 2тг° (т@0) and through a virtual 0  —»- n + +  n° (т@ + ). The decay o f a
T m eson is only possible through a v irtu al 0 °  —>■ тг+ -f- jt~.  I f  we tak e into  
account th a t the probability of occurrence is larger for т than for r', we get 
the result

R  W ( 0 ° ^ 2 n ° )  ^
W  (0 °  —► 71+ -f- 7l~)

The d ecay  of К /Л is represented in diagram  5 according to D a l l a p o r t a  [4]. 
N aturally th is is a decay of a 0  m eson and obviously the decay o f K /l3 can 
be regarded as the decay of a x m eson through a v irtual 0  meson (diagram  6).

6*

A t present six decay modes o f positive К  m esons are known :

T ->  71+  +  71+ +  7 1 -  6 %, K„ 3 71° +  [X+ +  V 4%

T ' -Э - 71+ + 7 1 °  +  71° 2% , K „ % - V 11+  +  V 57%

0 - > 7 1 + + л °  27% , К ез- * л °  +  е+ + v  4%
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Let us examine the diagrams for r'e +, 0  + , K fl2. Taking in to  con­
sideration, that the m atrix elem ents are independent of the m om ent o f the  
n  meson which is produced in the direct K n  interaction  we have

W ( r ' e+) ^ W  = c  

W ( 0 ~ )  1 F ( K „ 2)

I f  we assum e the eq uality  W(Tq + ) =  W  (t'), the experim ents result in

2 %  ^ . 4 %  

2 7 %  ~  57%  '

This is a very good agreem ent. The above assum ption, however, excludes the  
decay 0 °  —> 2л°.  From our scheme, on the other hand, follows more exactly  
the equality

W  (0°  -*■ 2 л°)
W (0° —у n-t- n~)

!F(jC w)

W ( r )

The q u an tity  c, which has a num erical value gives the dim ensionless coup­

ling constant of direct К л  interaction. As we m entioned, it is indeed  sm aller 
than the coupling constant of Nn  interaction, b u t naturally it  represents 
a strong interaction too.

The author is indebted to G. M a r x  for valuable discussions and to  
G. D om o k o s  for having called his atten tion  to th e  letter o f M a t in ia n  [5] 
on a similar subject.

P . Surányi
Department o f Cosmic Rays o f the Central 

Research Institute of Physics of the Hungarian 
Academy o f Sciences, Budapest
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B U C H B E S P R E C H U N G  —  B O O K R E V I E W  —  ОБЗОР К Н И Г

С. F.  Weiss  : Radioaktive Standardpräparate

Deutscher Verlag der W issenschaften . B erlin , 232 Seiten

D er A u to r h a t  m it d iesem  kleinen , a u s ­
geze ich n e t geschriebenen  B u ch  eine L ücke  
au sg efü llt. In  der sich  ra sc h  en tw ick eln d en  
k e rn p h y sik a lisch en  L ite ra tu r  is t  n ä m lich  
noch  k e in  B u ch  m it e inem  äh n lich en  C h a rak te r  
e rsch ien en . E s w ird  h ie r  k r itisc h  alle a n  
v e rsch ied en en  Stellen  ersch ienene F a c h ­
l i te r a tu r  zu sam m en g efasst, d ie m it d e n  
M essm ethoden  u n d  der z u  p räzisen  M essun­
gen n o tw en d ig en  S ta n d ard h e rs te llu n g  im  
Z u sam m en h an g  steh en , u n d  d a m it w ird  d e r 
ra d io a k tiv e n  u n d  k e rn p h y sik a lisch en  F o r ­
schung  e in  g rosser D ien st ge le iste t. Es w ird  
a u f  d ie o f t sehr ü b e rra sch en d en  W id e r­
sp rü ch e , w elche im  Z usam m en h an g  m it d e r 
M essung sogar fu n d a m e n ta le r  ra d io a k tiv e r  
K o n s ta n te  in  de r L ite ra tu r  vo rzu fin d en  sin d  
sow ie a u f  einige S chw ierigkeiten  der M essun­
gen u n d  a u f  die U rsache d e r diese W id e r­
sp rü ch e  h e rv o rru fen d en  M essfehler sehr k la r  
h ingew iesen .

D as B u ch  is t  in  zwei T eile  g e te ilt. In  d em  
e rs te n  T eil in  sechs K a p ite ln  ü b e r 193 S e iten  
sin d  d ie E ig en sch aften , H erste llu n g  u n d  
B estim m u n g  der A k tu a li tä t  des ra d io a k tiv e n  
S ta n d a rd s  d a rg este llt , u n d  es w erden d ie  
E ig en sch aften , H erste llu n g  u n d  E ich u n g  d e r 
g eb räu ch lich en  a , ß , y  u n d  N e u tro n s tan d a rd es  
a u sfü h rlic h  besch rieben . B esonders a u s ­
fü h rlic h  ü b e r  56 Seiten , w ird  die R a d iu m ­
s ta n d a rd is ie ru n g  b eh an d e lt. W ie b e g rü n d e t 
d ies is t ,  w ird  beim  Lesen k la r . D ie v e rsch ie ­
d enen  M essungen, die sich  a u f  die Z ahl d e r 
in e in em  G ram m  R a d iu m  pro S ekunde  
zerfa llen d en  A tom e b eziehen , geben  z iem lich  
v e rsch iedene  R e su lta te , zw ischen  3,6 — 3,72 • 
• 1010, was eine D ifferenz von m eh re ren  

P ro z e n te n  b e d eu te t. D esw egen m usste  d ie  
C u rie -E in h e it ganz w illk ü rlich  als 3,700 • 1010 
A tom zerfälle/sec d e fin ie rt w erden , u n d  so 
is t  es keinesw egs m öglich , g en au  an zu g eb en  
w ievie l C urie ein  G ram m  R a d iu m  äq u iv a len t

ist. D em  A u to r  gem äss is t  z u r  Z eit 0,986 
Curie/gr d ie  a n n eh m b ars te  sp ez ifische  A k ti­
v itä tsa n g a b e  des R ad ium s. D er m it  diesem  
ganzen G eb iet w o h lv e rtra u te  V erfasse r w eist 
m it  sich ere r K r i t ik  d a ra u f  h in , dass die 
G en au igkeit d e r  E ich m essu n g en , d ie m it 
Hilfe de r y -S trah lu n g  d u rc h g e fü h rt  sin d , 
in  den  m e is te n  F ä llen  w eit n ie d rig e r  is t, als 
es die d ie M essungen  d u rc h fü h re n d e n  A u to ren  
angeben  ; so is t  der F eh ler se h r se lte n  k le in e r 
als 1% . D er G ru n d  h ie rfü r is t ,  w ie a u ch  h ier 
r ich tig  d a ra u f  h ingew iesen w ird , das k o m p ­
liz ierte  u n d  n o c h  h eu te  n ic h t g e n au  b e k an n te  
y -S p ek tru m  des R ad iu m s, u n d  d ie sich  
v o n e in an d er u n te rsch e id e n d e n  M essanord­
nungen  d e r versch ied en en  A u to re n .

In  dem  zw eiten  Teil w e rd en  ü b e r  23 
Seiten in  d re i K a p ite ln  d ie a b so lu te n  Mess­
m ethoden  d e r R a d io a k tiv i tä t  d e r  P rä p a ra te  
b eh an d e lt, n ä m lic h  : I . Io n isa tio n sm e th o d e n , 
II . Z äh lm eth o d en , I I I .K a lo r im e tr isc h e  M etho­
den.

Z u sam m en fassen d  k an n  m a n  sag en , dass 
das B uch  fü r  d ie  E n tw ic k lu n g  de r K e rn ­
physik  v o n  grossem  N u tzen  is t ,  in d em  es 
die A u fm erk sam k e it a u f  d ie  U n s ich e rh e it 
u n d  u n b e g rü n d e t hohe F eh le rg ren ze  in  de r 
M essung so g a r de r fu n d a m e n ta le n  K o n s ta n ­
te n  dieses G eb ietes len k t. D ass d ie  W ich tig ­
k e it d ieser fu n d a m e n ta len  M essungen  b ish e r 
noch n ic h t g e w ü rd ig t w u rd en  is t  v ie lle ich t 
— ausser in  d en  S ch w ierigkeiten  des P ro b ­
lèm es — in  d e r  schnellen , s tü rm isc h e n  E n t ­
w icklung d e r K ern p h y sik  b e g rü n d e t.

Das B u ch  w ird  in  den s ich  m it k e rn ­
p h y sik a lisch en  F orsch u n g en  b e fassen d en  I n ­
s t i tu te n  e in  seh r n ü tz lich e r R a tg e b e r  sein , 
indem  es d e n  ju n g en  F o rsch e r d a ra u f  a u f­
m erksam  m a c h t,  welche G esic h tsp u n k te  bei 
dem  P la n en  v o n  M essan o rd n u n g en  zu  b e ­
ach ten  s in d ,u m  die M essfehler z u  v e rrin g e rn .

Prof. Dr. A. Sza la y

K ern p h y sik a lisch es I n s t i tu t  d e r  U ngarischen  
A kadem ie d e r W issen sch aften , D ebrecen
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