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I N E L E C T R O N  M I C R O S C O P Y  

A N D  I N L A R G E - S C R E E N  T E L E V I S I O N 1
By

PA U L  S E L É N Y I

PHYSICAL INSTITUTE, LORAND EÖTVÖS UNIVERSITY, BUDAPEST 
(RECEIVED : 1. X I. 1951)

The a u th o r  describes a new  m ethod  fo r fixing th e  im ages p ro d u ced  in  th e  e lectron  
m icroscope, w hich  consists in  replacing  th e  ph o to g rap h ic  p la te  by  a  th in  m etal-backed  in su la ting  
p la te , e. g. a  sheet o f p ap er coated  w ith  p a raffin , exposing th e  p ic tu re  (fo r instance w ith  40kV  X 
4 sec) and rendering  th e  »invisible electric im age« (produced by  th e  charge of th e  ca thode  
ray s  or by  th e  secondary em ission) visible b y  sp ray in g  it  w ith  a  positive ly  charged fine pow der, 
e. g. lycopodium  powder. Subsequen tly  th e  a u th o r  describes th e  an teced en ts o f th is ex p erim en t : 
th e  various m ethods of th e  »electrographic record ing  process« in v en ted  b y  him  in 1928 and  
1935, and finally  poin ts o u t th e  app licab ility  o f e lectrography  in  th e  field of television for 
th e  p roduction  of large screen images.

The m icrogram s p roduced  in an  e lectron  m icroscope can be observed 
visually  on a fluorescent screen or w hen fixed  p ho tog raph ica lly  onto a p h o to 
sensitive p la te  b rough t in to  the  in te rio r o f th e  m icroscope, b o th  m ethods being 
ad ap ted  from  the techn ique  of th e  co ld-cathode oscillograph of D ufour , Gabor, 
Rogow sky .

In  1928 I inven ted  a new  ty p e  of cathode ra y  tu b e , and  a new  
m ethod  fo r ob tain ing  pe rm an en t records of th e  p a th  of th e  cathode ra y  spo t 
in  it  [1], [2 ], [3], [4 ], [5 ], [6 ]. T he new  m eth o d  — w hich I have nam ed la te r  
»e lectrography« — consisted in  in te rcep tin g  th e  ca th o d e  rays b y  an  
insu la ting  screen, th u s preserving th e  signals, curves, im ages etc. in th e  form  
o f e lec tro sta tic  charges im p arted  to  th e  screen in  v ary ing  d ensity  and  d is tr i
b u tion , an d  developing th e  invisible electric  record  b y  d u stin g  over i t  w ith  
an  »electroscopic« pow der, i. e. w ith  a fine  pow der, charged  oppositely . — 
I would like to  m ention  th a t  th is tu b e , as described in th e  p a te n t  specification  
quo ted  above, m ust n o t only be considered as th e  ancesto r o f th e  »storage« 
o r »m em ory« tubes, b u t  i t  inco rpo ra tes also m any  o th e r innovations, for 
exam ple th e  u tiliza tion  of an  inner conducting  coating  (an  evapora ted  lay er 
o f  m etallic  m agnesium ) as an  accelera to r an d  deflecting  electrode.

The f irs t  exam ples o f th e  tu b e  in  questio n  were p roduced  sim ply o f glass- 
bu lbs for incandescen t lam ps, an d  — as a curious fea tu re  — th e y  con ta ined  
no separate screen a t  all. T he ca thode ray s h i t  th e  inner  surface of th e  glass-

1 P re lim in ary  re p o rt, p resen ted  to  th e  H u n g a rian  A cadem y of Science on th e  Session 
o f the  I I I .  Class, Decem ber 121 A 1950.
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bu lb  im m ed ia te ly  and left th e ir  traces in  th e  form  of inv isib le  electric cu rves, 
w hich w ere developed b y  sp ray ing  th e  outer surface o f  th e  bu lb  w ith  lyco
podium  pow der. Some sim ple oscillogram s w ere tak en  w ith  these tu b es, an d  
an  in terestin g  new ty p e  o f electric figures (L ichtenberg-figures) p roduced  b y  
th e  diffusion o f  th e  eletric  charges on th e  glass surface, w ere observed (2 . an d  
5.), b u t I w as no t given th e  possib ility  o f developing m y  in v en tion  fu r th e r  
th a n  the  f i r s t  experim en ta l stage.

F o rtu n a te ly  in  1936 tw o  Jap an ese  physicists rep ea ted  m y experim en ts 
w ith  a D ufour-oscillograph an d  th ey  succeeded in o b ta in in g  perfect oscillo
gram s up to  a frequency o f  1 0 5 cycle/sec, using  ebonite p la te s  as screens an d  
lycopodium  pow der as developer [7]. Since th e n  I have  been  convinced th a t  
th e  sam e m e th o d  would p ro v e  itse lf successful in  fix ing  th e  electronic im ages 
o f the  e lec tron  m icroscope too , b u t  I w as only  given m y  f irs t  o p p o rtu n ity  o f 
realizing th is  idea  in D ecem ber 1950. T he f ig u re s  1 and  2 here show th e

Fig . 1. E lectron ic  im age of th e  p re p a ra tio n  
holder m ash-screen, fixed by e lectrica l c h a r
ges on p a ra ffin a te d  p ap er and developed  by 
lycopodium  pow der. M agnification a b o u t 20x.

F ig . 2. The sam e as F ig . 1, m agnification  
ab o u t 2 0 0 x.

im ages o b ta in ed  in m y f ir s t  experim en t, executed  w ith  th e  electron m icro
scope of th e  H u n g arian  A cadem y o f Science in  th e  follow ing m anner : Sheets 
o f  b lack p ap e r, by  im m ersing in  m elted  p a ra ffin , were coa ted  w ith  sam e ; th e n  
pieces of th e  p ap e r abo u t 4 x 6  cm , backed  b y  tin  foil, w ere p u t in to  th e  elec
tro n  m icroscope, exposed (ab o u t 40 kV , 4 sec), tak en  o u t, and  developed b y  
spraying w ith  lycopodium  pow der from  a ru b b er ball. As can be seen, th e  
im ages a re  ra th e r  sharp  a n d  th ey  are positive  ones, p rov ing  th a t  th e  lyco
podium  p artic le s , which b y  th e  sp ray ing  becom e positive ly  charged, adhere  
on the  p a r ts  shadowed b y  th e  wires, w here th e  p a ra ff in a ted  p ap e r w as n o t h it  
b y  any  e lec tron  a t  all. T his, on f irs t sigh t surprising  re su lt can be exp lained  
sim ply as follows : A t th e  v o ltage  of 40 kV  th e  fac to r o f th e  secondary  em is
sion of th e  p a ra ff in  is g e a te r  th a n  1. T herefore  the places on the  pap er b o m 
barded  by  th e  ca thode rays becom e positively  charged, th e y  influence nega tive  
charge- in th e  m etallic  base (in th e  tin  foil), an d  th e  a ttra c tio n  o f these neg a tiv e
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charges causes th e  lycopodium -pow der partic les to  adhere. (See Fig. 3.) T h u s 
b y  th is  m ethod  we can exam ine th e  secondary  em ission of d ifferen t in su la tin g  
m ateria ls. B y using  f in e - pow ders and  in su la tin g  screens of sm oother 
surface, for exam ple paper co a ted  w ith  b lack  in su la ting  v a rn ish , we could , 
I th in k , also produce  images as sh arp  as p h o tog raph ic  ones. P erh ap s it  w ould

Fig. 3. D istribu tion  o f th e  electrical charges and  lines o f force o f an  e lectrographical record .
S ..........insu lating  sheet, m ............ m etallic  base.

be possible to  develop th e  electrographic  im ages (especially tho se  fixed  b y  
positive charges, i. e. b y  ions) b y  ev ap o ra tio n  in s tead  of by  d u sting  over, w hich 
process w ould supp ly  im ages n ea rly  free o f an y  g ranu la tion .

B u t all these experim ents a n d  possibilities w ould  p resen t, I th in k , a 
rea l in te re s t no t as m uch  in e lec tron  m icroscopy, as in  th e  field o f television . 
A lready, in  th e  p a te n t  specification quo ted  above, I  p roposed th e  tu b e  in 
question  for th e  reproduction  o f im ages tra n sm itte d  b y  m eans o f electric ity . 
(See p. 2, lines 4 8 —90). In  1934 I in v en ted  a new m eth o d  of e lec trog raphy  w hich 
can be perform ed w ith  th e  aid o f ions in  a tm ospheric  a ir in stead  o f w ith  elec
tro n s in  vacuum , [8 ], [9 ], [10], [1 1 ], [12], [13] a n d  in  connection  w ith  above 
I  proposed, for the  p roduction  of large-screen im ages in television, a m ethod  
sim ilar to  th a t  of th e  in te rm ed ia te  film , b u t in w hich p h o to g rap h y  is su b sti
tu te d  b y  elec trography  [14 ]. This w ould  resu lt in  a red u c tio n  of th e  in to le rab ly  
high cost o f the  in te rm ed ia te  film  process to  a negligible am o u n t, and  in a 
reduction  of th e  tim e-lag  inheren t in  th e  pho tog raph ic  process to  a frac tional 
p a r t  o f a second, i. e. in  an  elim ination  of the  tim e-lag  in  a p rac tica l sense.

I t  is perhaps o f som e h istorical in te rest th a t  a lready  in F eb ru a ry  1936 
when Prof. Schröter, P rof. Karolus, D r. Knoll  an d  D r. Zw orykin  v isited  me 
in the  T ungsram  B esearch  L ab ora to ry , w here I d em o n stra ted  th e  app lica tion  
o f e lec trography  in  facsim ile transm ission  and  as an  oscillograph, we discussed 
th e  application  to  television  also, an d  b o th  Prof. Schröter and  D r. Zw oryk in  
expressed a good opinion on the p ro sp ec t of m y  proposals [15]. Since then 
15 years have elapsed. A gain I was n o t given an y  o p p o rtu n ity  to  develop m y 
inventions. B u t in  course of tim e sc ien tific  and  tech n ica l ideas becom e im 
personal sto rage tu b es have  been developed and  x e rog raphy , a new  m ethod  
for th e  reproduction  o f im ages w ith  th e  aid of e lectrical charges and  electro- 
scopical pow ders, was in v en ted  [16]. N ow  I  read  in  an  artic le  b y  I .  G. M a lo f f  
»O ptical Problem s in Large-Screen Television«, Jo u rn . Soc. M ot. P ie t. E ng .

1*
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J u ly  1948, on page 30 th e  following sen tence  : »Also th e  so-called » in te rm ed i
a te«  or »zw ischen« film  m ethod  h as  been  proposed an d  tried  in  th e  early  
th ir tie s  in  G erm any, abandoned , an d  now  is again u n d e r developm ent in  this 
c o u n try  a t  th e  R ad io  C orporation  o f A m erica an d  o th e r labora to ries« . I am 
firm ly  convinced to d a y  too  th a t  th e  in te rm ed ia te  film  process has th e  best 
p ro sp ec t as th e  f in a l so lu tion  of th e  p rob lem  of large-screen television , suppos
ing  th a t  p h o to g rap h y  would be rep laced  b y  e lec trog raphy  in  a convenien t 
form , as described a n d  proposed in  m y  papers an d  p a te n ts  q u o ted  above.

R E F E R E N C E S

1. E le k tro te ch n ik a  (B udapest), 23, 62, 1930 (in  H ungarian ).
2. E lek tro tech n ik a  (B udapest), N um ero  festival, p . 227, N ov. 15, 1931 (in  I ta lian ).
3. ZS. f. Phys. 47, 895, 1928.
4. ZS. f. techn . P h y s . 9, 451, 1928.
5. ZS. f. techn . P h y s . 10, 486, 1929.
6 . U . S. A. P a te n t  1, 818 ,760 . P rocess a n d  A p p ara tu s fo r D raw ing E lec trica l P ictures, 

A p p lica tio n  filed in  H u n g a ry  F eb ru ary  1s t , 1928.
7. C athode ra y  d u s t oscillograms, b y  M . S u su k i  and  T . T s u ji ,  J .  I . E . E . J a p a n , Vol. 56, 

A ug. 1936, A b s tr a c t : p . 61, T e x t : p . 898.
8 . E le k tro te ch n ik a  (B udapest), 29, 173, 1936 and  32, 153, 1939 (in  H u n garian ).
9. E lec tro g rap h y , a  New E le c tro s ta tic  M ethod o f R ecord ing  and I t s  A pplications, 

E .  T . Z „  56, 961, 1935, No. 35.
10. M ethods, R esu lts  and F u r th e r  Possib ilities of th e  E lec tro sta tic  R ecord ing , ZS. f. 

te c h n . P h y s . 16, 607, 1935.
11. A  Sim ple E lectrog raph ic  O scillograph, ZS. f. techn . Phys. 17, 487, 1936.
12. O n th e  E lectrog raph ic  R ecording of F a s t  E lectrical P henom ena, Jo u rn . A ppl. Phys. 5, 

637, O ct. 1938.
13. U . S. A. P a te n t  2, 143, 214 P ro d u c tio n  of Im ages. A pplication  filed in  H ungary  

M arch 22, 1934.
14. A pp lica tion  of E lec tro g rap h y  in  Television, The W ireless E ngineer, Ju n e , 1938. 

See also th e  p a te n t q u o ted  under 13, p . 4— 5, and  Fig. 9.
15. See Fr. Schröter L arge-Screen T elev ision , T elefunken  Z eitung N o. 73, J u l i  1936, 

especially  p . 18.
16. X e ro g rap h y , a  D ry  P rin tin g  Process, E lectrica l E ngineering , J a n u a ry  1949, p. 46

П Р И М Е Н Е Н И Е  Э Л Е К Т Р О Г Р А Ф И И  В Э Л Е К Т Р О Н Н О Й  М И К Р О С К О П И И  И В 
Т Е Л Е В И З И О Н Н О Й  А П П А Р А Т У Р Е  С Б О Л Ь Ш И М  П Р И Е М Н Ы М  Э К РА Н О М

П . Ш елени 

Резю м е

А втор и зл д гает  новы й метод ф и к си р о ван и я  образую щ ихся в электрон ном  микрос
копе и зо бр аж ен и й . Вместо ф отограф ической п л асти н ки  и сп о л ьзу ется  то н к ая  изолиру
ю щ ая с т .н к а , п о к р ы та я  сзади слоем  м етал л а , — наприм ер  п о к р ы тая  параф ином  бум ага. 
И зобр аж ен и е  эк сп о н и р у ется  (напр . 40 ки л о во л ьт , 4 сек .) и »невидимое электрическое 
изображ ение« , образованное зар яд ам и  катодн ой  трубки , т. е. вторичной эм иссией, делается 
видим ы м  (т. е п р о я в л я е л с а ) пр и  пом ощ и п о л о ж и тел ьн о  зар я ж ен н о го  тонкого  порош ка, 
н а п р . ликоподия. Д а л ее  автор  о пи сы вает  предш ествовавш ие данном у оп ы ту  работы , 
т. е. изобретенны е им в течении 1928— 1935 г. различн ы е методы »электрограф ической 
записи« и , наконец , подчеркивает прим еним ость м етода эл ектрограф и ческой  записи в 
о бл асти  телеви дения, для по л у ч ен и я  изображ ений  к р у п н о го  м асш таба пригодны х для 
п роекции .
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The diffuse reflexion o f powders o f hom ogeneous g rain  sizes gave su itab le  help  in  th e  
d e te rm in a tio n  o f the  ab so rp tio n  coefficient o f several flo u rescen t pow ders a t  2537 Ä and 
3650 A excita tion .

For w illem ites con ta in ing  Mn and F e  i t  w as found th a t  th e  absorp tion  coefficient for 
2537 A is a linear function  o f b o th  the M n a n d  Fe concen tra tion , and  th e  abso rp tio n  of Fe 
is appr. tw ice as g reat as t h a t  o f Mn. 3650 Ä  is absorbed su b stan tia lly  only by  Fe.

F o r  ha lophosphates con tain ing  Sb and  M n i t  was found, th a t  th e  abso rp tion  coefficient 
for 2537 Ä is a linear fu n c tio n  of the  Sb co n te n t, th e  Mn is non-absorbing. 3650 Á is absorbed  
only slightly  b y  Sb and m ore  strongly b y  th e  Mn.

The abso rp tio n  coefficient of the h o st la tt ic e  was slight in  b o th  cases.
F o r w illem ites and ha lophosphates th e  a b so rp tio n  coefficient w as found  to  be tem p e ra tu re  

independent. F o r  cadm ium  b o ra te  ac tiv a ted  b y  m anganese i t  changed , how ever, be tw een  
•— 100 C° and + 3 0 0  C° by  a fac to r of ten .

I. Introduction
As a lread y  rep o rted  in a prev ious com m unication  [1 ] i t  was possible 

to  devise a procedure, w hereby from  th e  diffuse reflexion of pow der layers 
w ith  hom ogeneous grain  size the ab so rp tio n  coefficient could be ca lcu la ted . 
This m ethod  was ad ap ted  in  the follow ing course o f th e  investiga tions, th e  
resu lts of w hich are sum m arized b rie fly  in th is  p ap er.

I I .  Absorption coefficient o f  willemites containing various amounts o f  
manganese and iron fo r  2537 A

The absorp tion  coefficient was dete rm in ed  for 16 sam ples, each c o n ta in 
ing d ifferen t am ounts o f m anganese a n d  iron. T he chem ical com position o f 
th e  w illem ites was the  follow ing : 60 p a r ts  ZnO, 40 p a rts  Si02 an d  th e  necessary  
am ounts of th e  ac tiv a to r an d  killer w ere fired  for 1,5 hours a t  1250° C. T he 
q u a n tity  of ac tiv a to r a n d  killer resp . w hich  rem ained  in  th e  m ateria l a f te r  
th e  firing  w as determ ined  b y  chem ical analysis. T he abso rp tio n  coefficients 
calcu lated  from  th e  diffuse reflexion o f hom ogenous sam ples are  com piled in 
Table I. The absorp tion  coefficient seem s to  be linearly  dependen t b o th  on 
m anganese and  iron  concen tra tion  accord ing  to  th e  following ru le :

/r/cm  =  20 +  600 CMn +  1200 Cpe ,

w here CMn, CFe denote th e  concen tra tion  o f  m,anganese an d  iron  resp. in  w eigh t 
percen t. The values ca lcu la ted  from  th e  above equation  an d  th e  re la tive  dif-
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ferences betw een  m easured  a n d  calcu lated  abso rp tion  coefficients are also 
in d ica ted  in  T ab le  I .  R egard ing  th e  d ifficu lty  o f the  m easurem ents and  th e  
ap p ro x im a te  n a tu re  o f th e  calcu lations involved , th e  ag reem ent betw een  m ea
su re d  and  ca lcu la ted  values is q u ite  sa tisfac to ry .

The above resu lts show f ir s t  th a t th e  absorp tion  coefficient increases 
lin ea rly  w ith  b o th  th e  m anganese and iron co n ten t, secondly th a t  th e  abso rp 
tio n  of the  h o s t la ttice  is negligibly sm all fo r u n co n tam in a ted  m ateria ls. The 
abso rp tio n  of th e  2537 Á u ltra v io le t takes p lace a lm ost exclusively on th e  m an g a
nese  centres (in th e  im m ediate  surroundings o f th e  m anganese ions). I t  w as 
also  revealed, t h a t  th e  abso rp tion  due to  th e  iron  is only tw ice as g rea t as th a t  
o f  th e  m anganese. The killing effect o f iron  therefore can n o t be explained 
en tire ly  b y  a co n cu rren t absorp tion  (i. e. th e  am o u n t of u ltrav io le t absorbed 
b y  iron c a n n o t reach  th e  m anganese cen tres). F o r sam ple 16. e. g. 60%  of 
th e  exciting ra d ia tio n  is abso rbed  b y  the  m anganese, th e  b righ tness, how ever, 
b e ing  only 7 %  o f the  unco n tam in a ted  specim en . 1

I I I .  Absorption coefficient o f  willemite fo r  3650 A

Table I  co n ta in s the  abso rp tion  coefficient for the  sam e sam ples a t 3650 A .2 

T h e  results can  be thus sum m arized  :

[A1 cm  = 1 0  +  10 Смп +  620 Cpe.

B oth  low  values, the ab so rp tio n  of th e  host la ttice  an d  th a t  of the  m an g a
nese are v e ry  u n certa in , only  th e ir  order o f  m agn itude  m ay  be safely in ferred . 
T hese in v estiga tions have, how ever, revealed  th e  sign ifican t fea tu re  th a t  in 
p rop o rtio n  to  th e  slight abso rp tio n  of m anganese, th e  concu rren t absorp tion  
o f  iron was g re a tly  increased. T he slight q u a n tu m  efficiency o f w illem ites for 
3650 A e x c ita tio n  is therefore  very  p ro b ab ly  caused b y  th e  slight absorp tion  
o f  the  m anganese, which g rea tly  enhances th e  re la t ive abso rp tion  o f any  co n tam in a
tio n  p resen t. T here  is a n o th e r po in t s till un in v estig a ted , n am ely  w h e th e r an  
energy tra n s fe r  does or does n o t take  p lace betw een h ost la ttic e  and  ac tiv a to r.

I V .  Absorption coefficient o f  halophosphates containing various. amounts  
o f  antimony and manganese

Six d iffe ren t sam ples w ere in v estiga ted , four of w hich con tained  vario u s 
am ounts o f an tim o n y . T he rem aining tw o con ta ined  m anganese o f app r. o p ti
m um  co n cen tra tio n . T he chem ical com positions and  th e  resu lts  are con tained  
in  Table I I .

1 T h is m a t te r  will be d e a lt  w ith  fully in  a  fo rth co m in g  p ap er o f E . N agy  and  Z. B odó.
2 T he ex c itin g  rad ia tio n  w as furnished in  th is  case by  a  m ed ium  pressure m ercu ry  

v ap o u r lam p  w ith  Corning 5874 f ilte r , w hich tra n s m itte d  only be tw een  3200 and 4500 Ä , 
th e  line  a t  3659 Ä hav ing  th e  g reatest in tensity '. T his ex c ita tio n  w ill be te rm ed  fo r th e  
following as 3650 Ä ex cita tion .
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F or 2537 Á th e  resu lts can  be expressed thus : 

jit/cm =  59 +  320 Csb.

T he experim en t has show n th a t  th e  absorption  o f th e  host la ttic e  is 
again sm all in  re la tion  to  th a t  o f th e  an tim o n y  centres. T he absorp tion  takes 
place th erefo re  again  on th e  Sb (or in  its  surroundings). I t  is in teresting  to  
rem ark , th a t  the  ad d ed  m anganese does n o t increase th e  absorp tion . Sam ple 
5. d id  n o t con ta in  an tim o n y  an d  did n o t lum inesce u n d e r 2537 A excita tio n  
whereas u n d e r ca thode ra y  ex c ita tio n  it  gave th e  well know n orange m anganese 
em ission. I t  can  be concluded therefo re  th a t  in  halophosphates ac tiv a ted  b y  
an tim o n y  an d  m anganese, the  absorp tion  o f  th e  ex cita tion  is caused b y  th e  
an tim o n y  an d  a p a r t  of th is energy  is tran sfe rred  som ehow  to  m anganese 
em ission cen tres.

For 3650 A ex cita iton  the  absorp tion  coefficient is given by 

ft/cm  =  5 +  4,6 C$b +  10 CMn.

The re la tiv e  erro rs in  the  de te rm in a tio n  of p, are here  g rea ter owing to  
th e  sm all ab so lu te  values. I t  can be estab lished , how ever, th a t  the  absorp tion  
o f an tim o n y  here is rem ark ab ly  less th a n  a t  2537 A an d  th a t  there  is som e 
absorp tion  o f m anganese (in fac t a g rea te r one th an  th a t  o f  an tim ony). T his 
can explain  th e  experim en ta l fac t, th a t  fo r sho rt w ave-lenght u ltrav io le t th e

Fig, 1. M easured diffuse reflex ion  of cadm ium  b o ra te  as a function  o f tem p era tu re .



8 Z. BODÓ

lum inescence em ission is a lm o st w hite (em ission b o th  in th e  Sb-band : 2,55
eV , and  in  th e  M n-band : 2,07 eV), for th e  n ea r u ltrav io le t, however, th e  
em ission is a  fa in t orange (on ly  in  th e  M n-band).

V. Temperature dependence o f  the absorption coefficient at 2537 A

T he tem p e ra tu re  dependence of th e  diffuse reflex ion  w as determ ined  
betw een  — 100° and  —|— 300° C.

F o r th e  w illem ites a n d  halophosphates i t  was found  th a t  th e  diffuse 
reflexion, a n d  therefore th e  absorp tion , does no t show tem p e ra tu re  d e p e n 
dence. (Som e slight differences could be  estab lished  for ha lophosphates, b u t  
these  w ere w ith in  the  lim its o f error.)

A s tro n g  tem p era tu re  dependence w as found, how ever, for a n o th e r 
lum inescen t m ateria l. C adm ium  b o ra te  ac tiv a te d  b y  m anganese has a red

Ir%

40

30

20

log/ia  -7  -  -Q j-J

Fig. 2. C alculated  diffuse reflex ion  of cadm ium  b o ra te  
as a fu n c tio n  of grain size and  absorp tion  coefficient.
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em ission, w ith  a m ax im um  of app r. 1,98 eV. T he te m p e ra tu re  dependance  
o f th e  diffuse reflexion was m easured  for tw o g ra in  sizes (a, == 2,5 jx ; a2 =  10 jx). 
(See Fig. 1.)

By assum ing a  — 0,047 [1 ] th e  diffuse reflexion was ca lcu la ted  as func
tio n  of /ха. (Fig. 2.) This m aste r curve has enab led  us to  p lo t log /ха v e rsu s  
1000/T. (Fig. 3.) B o th  curves (for th e  tw o g ra in  sizes) m u s t ru n  para lle l a t  a 
d istance of log a 2 — log aj =  0 , 6  from  each o th e r.

This req u irem en t is sa tisfac to rily  fu lfilled . Besides i t  is show n th a t  th e  
absorp tion  coefficient is changed b y  a fac to r o f te n  in th e  tem p e ra tu re  in te r 
va l investiga ted , being 170 cm - 1  a t  —100° C an d  2400 cm - 1  a t  300° C. C ad
m ium  borates w ere investiga ted  previously  b y  Kröger [2 ], w ho arrived  q u a lita ti
ve ly  a t  th e  sam e resu lt. T h is decrease of th e  absorp tion  to w ard  lower te m p e ra 
tu re  is m ost p ro b ab ly  th e  exp lan a tio n  of th e  efficiency decrease in th is  reg ion .

log/Ja

Fig. 3. log /ха as a fu n c tio n  o f ------ for tw o g ra in  sizes (a) of cadm ium  b o ra te .
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T he tem p era tu re  dependence of th e  abso rp tion  coefficient is u n d o u b ted ly  a 
phenom enon  of m a jo r im portance , w hich is w orth y  of fu r th e r  thorough stud ies.

T he a u th o r  w ishes to  express his th a n k s  to  D r. E . M a k a i  for th e  p re p a ra 
tio n  o f th e  fluorescen t m ateria ls  and  to  D r. A .  Schneer fo r th e  chem ical an a 
lyses.
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T A B L E  I

Sam ple

C oncentration  
of a c tiv a to r 

and  killer

A b s o r  p t  i o n с o e f  f  i c i e n  t

for 2537 Á for 3650 Ä

M eas
ured
/cm

Calcu
lated
/cm

D iffe
rence

0//0

M eas
ured
/cm

Calcu
lated
/cm

Diffe-
rence

%
Mn
%

Fe
0//0

1 0,005 0,005 33 29 +  14 12 13 +  3
2 0,064 0,003 51 62 — 18 13 13 0
3 0 ,2 2 0,003 150 156 —  4 14 14 0
4 1 ,01 0,003 590 630 —  6 20 22 —  9
5 5,00 0 ,0 0 2 2300 3000 — 23 59 61 —  3
6 0.003 0,024 63 51 +  24 27 25 +  «
7 0,068 0,014 80 78 +  3 17 20 — 15
8 1,1 0,019 780 700 +  11 36 33 +  9
9 0,74 0,04 620 510 +  22 51 42 +  21

10 1Д 0,045 670 730 —  8 54 49 +  10
11 0 ,0 0 1 0 ,1 170 140 +  21 73 72 +  1
12 0,46 0.17 540 500 +  8 91 119 — 24
13 0,74 0,08 560 560 0 50 67 — 25
14 0,08 0,75 690 920 — 25 490 475 +  3
15 0,64 0,44 850 930 —  9 363 289 +  25
i 6 1,2 0,4 12 0 0 120 0 0 313 270 +  16

T A B L E  II

Sam ple

C oncen tra tion  
o f ac tiv a to rs

A b s o r p t i o n с o e f  f  i c i e n t

for 2537 Ä for 3650 Ä

M ea
sured
/cm

Calcu
la ted

/cm

Diffe
rence

%

M ea
sured
/cm

Calcu
lated
/cm

Diffe
rence

%
Sb
0//0

Mn
%

1 59 59 5,9 5,0 +  18
2 0 ,6 — 260 241 +  8 7,3 7,8 —  6
3 0,9 — 365 347 +  5 9,2 9,1 +  1
4 2 ,8 — 880 954 —  8 17,8 17,9 —  1
5 — 0,5 56 — — 10,7 10,0 +  7
6 0,9 0,5 300 347 — 13 14,0 14,1 —  1
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И З М Е Р Е Н И Е  У Л Ь Т Р А Ф И О Л Е Т О В О Г О  П О Г Л О Щ Е Н И Я  Ф Л У О Р Е С Ц Е Н Т Н Ы Х  
П О РО Ш К О В  П Р И  ПОМ ОЩ И Д И Ф Ф У З И О Н Н О Г О  О Т Р А Ж Е Н И Я

3 . Бодо 

Р Е З Ю М Е
При помощ и диффузионного о т р аж ен и я  однородны х по зернистости  порош ков 

определены  коэффициенты абсорбции р азличн ы х  ф луоресцентны х порош ков  д л я  у л ь т р а 
ф и олетовы х  л у чей  с длиной волны  в 2537 Á и 3650 Ä.

В случае виллем и та , содерж ащ его  М п  и Fe, обн ар у ж и л и , что при  2537 Á коэфициент 
я в л я е т с я  линейной ф ункцией  со д ер ж ан и я  М п  и Fe, где Fe дает  прим ерно в д ва  большее 
поглощ ение, чем такое  ж е  количество  М п .  3650 Ä поглощ ается  в зн ач и тел ьн о й  мере 
л и ш ь  F e-ом.

В случае гал о  фосфата, содерж ащ его  Sb  и М п ,  пр и  2537 Ä коэф ициент абсорбции 
я в л я е т с я  линейной ф ункцией  со д ер ж ан и я  Sb , а М п  не абсорбирует. 3650 Á абсорбир
у е т с я  Sb -ом очень плохо М п -cm  -абсо р б и р у ется  у ж е  н есколько  лучш е.

При 2537 Á абсорбция основной реш етки  у  обоих вещ еств очень м ала.
К а к  в случае  виллем ита, т ак  и в сл у ч ае  фосфата при 2537 Ä коэф ициент абсорбции 

не зав и си т  от тем пературы  ; однако в с л у ч ае  акти ви р о ван н о го  с М п -ом бо р ата  кадм ия 
коеф фициент абсорбции м еж ду  100° С и +  300° С изм енился в десять  раз.





Z U R  T H E O R I E  D E R  D I E L E K T R I S C H E N  
R E L A X A T I O N  I N  DI  P О L F L Ü S S I  GK E I T  E N

Von
A. BUDÓ

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITÄT, SZEGED 
(EINGEGANGEN : 31. X II. 1951)

D ie Debye— Ram m sche  T heorie de r d ielektrischen R e lax atio n  in  (reinen) D ipolflüssig
k e iten , die die W irkung  de r U m gebung a u f  das kugelförm ig angenom m ene M olekül durch  
d ie E in fü h ru n g  der B ehinderungsenergie E  berücksich tig t, w ird  einerseits au f ellipsoidförmige 
M oleküle, anderse its  a u f  M oleküle, die zwei frei d reh b are  D ipolgruppen  m it gem einsam er 
D rehachse  besitzen, e rw eite rt. D as m ittle re  D ipolm om ent des M oleküls w ird  in  beiden  F ällen  
d u rc h  eine Sum m e von  D ebyeschen G liedern  d a rg este llt, u n d  die V erteilung  de r R e lax atio n s
z e iten  fü r  kleine u n d  grosse W erte  v o n  E /k T  bestim m t.

Die vereinfachenden  A nnahm en  der u rsp rüng lichen  D ebyeschen Theorie 
d e r  d ielek trischen  R elaxation  in D ipolflüssigkeiten  [1 ] können  in  zwei g e tren n te  
F rageste llungen  geschieden w erden  [2]. Die eine bezieh t sich im  w esentlichen 
n u r  a u f  das einzelne M olekül : als M odell w ird die K ugel m it s ta r r  verbundenem  
D ipol gew ählt, w odurch  die spezielle S tru k tu r  des M oleküls un b erü ck sich tig t 
b le ib t. Die andere b e tr iff t die W irkung  der U m gebung au f das M olekül : fü r

4'T”d as innere Feld  w ird  die L orentzsche A nnäherung  @ -j- —  ] angenom -
3

m en, die der D ipol-D ipol W echselw irkung n ich t R echnung  trä g t , sodass sich 
die Theorie im  allgem einen n u r a u f  v e rd ü n n te  polare L ösungen anw enden  
lä ss t.

In  V erbindung m it der e rs ten  A nnahm e w urde die ursprüngliche Theorie 
in  m ehrerer H insich t v e ra llg em e in ert: a u f  ellipsoidförm ige M oleküle [3], a u f  
M oleküle m it einigen (frei, oder gehindert) d reh b aren  D ipolgruppen  [4], und 
a u f  solche m it vielen  inneren  F re ih e itsg rad en  [5 ] ; die M essungen h ab en  die 
R e su lta te  b es tä tig t [6 ], [7], [2 ]. W as die andere  V oraussetzung  b e trifft,
s ind  zu r E rw eiterung  der Theorie a u f  reine po lare  F lüssigkeiten  zwei W ege 
eingeschlagen w orden. Debye h a t als E rgänzung  des L orentzschen  inneren  
Feldes die W irkung  d er U m gebung au f das M olekül du rch  eine po ten tie lle  
E nerg ie  —E  cos (/x,E7) be rü ck sich tig t [8 ], die jedes D ipolm om ent /л gegenüber 
e iner du rch  die augenblickliche A nordnung  der N achbarm oleküle  bestim m ten  
A chse E '  besitz t (die Grösse E  is t die sog. R ehinderungsenergie). Onsager [9] 
u n d  Kirkwood  [10] h ab en  dagegen das innere Feld  u n te r  d irek te r E inbeziehung 
d e r m olekularen  W echselw irkungen a u f G rund  der E le k tro s ta tik  u n d  S ta 
tis t ik  neu  berechnet. E in  k ritisch e r V ergleich d er zuerst fü r den  sta tisch en
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F a ll en tw ickelten  T heorien  von  Debye u n d  Onsager w ird  von  Frank  [11] gegeben 
(d e r au ch  E inw ände  w iderlegt, die gegen die D ebyesche Theorie erhoben  w orden 
sind ). A uf die R elaxationserscheinungen  w urde die D ebyesche Theorie von  
Debye u n d  R a m m  [12], die O nsagersche von  Cole [13] erw eitert. (Die V er
a llgem einerung  d er sta tisch en  Theorie von  Kirkwood  a u f  zeitlich veränderliche 
F e ld e r s te h t noch  aus.) In  den system atischen  R elax a tio n su n te rsu ch u n g en  von 
Fischer  [14] w erden  beide T heorien  d isk u tie rt u n d  bei der A usw ertung  der 
M essergebnisse zug runde gelegt. D ie A nw endbarke it der D ebye—R am m schen  
T heorie  is t ab er d u rch  das b e n u tz te  K ugelm odell e ingeschränk t, da  — wie 
M essungen u n d  T heorie  zeigen — die M olekülgestalt u n d  das V orhandensein  
p o la re r G ruppen  im  Molekül die R elaxationserscheinungen  auch in  v e rd ü n n ten  
p o la ren  L ösungen m erklich  beeinflussen [6 ], [7 ]. G erade m it dem  Ziel, du rch  
d ie  B erücksich tigung  der F o rm  u n d  der S tru k tu r  des E inzelm oleküls auch 
den  E in fluss d er U m gebung (im B ilde der D ebyeschen A uffassung) genauer 
h e rv o rtre te n  zu lassen, schein t es u ns erw ünsch t, die D ebye—R am m sche 
T heorie  a u f  ellipsoidförm ige M oleküle u n d  a u f  M oleküle m it d rehbaren  D ipol
g ru p p en  zu erw eitern .

I .  Ellipsoidförmige Moleküle. D ie q u a n tita tiv e  B ehand lung  der R e lax a tio n s
erscheinungen  im  hoch frequen ten  e lek trischen  Felde F  =  F0e,b>l g rü n d e t sich 
b ek an n tlich  a u f  die B erechnung des m ittle ren  D ipolm om entes

_  f  IX cos ( u , F )  f d Q
m  =  ----:--------------------- , (1 )

J f d ü

m it dem  m an  u n te r  der A nnahm e der C lausius-M osottischen B eziehung

( N  is t  die A nzahl d er D ipolm oleküle p ro  cm 3, a  die sta tische  P o la ris ie rb ark e it, 
e =  e — ie"  die kom plexe D ie lek triz itä tsk o n stan te ) die fü r die D ispersion u n d  
A bso rp tion  m assgebenden  G rössen e ' u n d  e" als F u n k tio n en  der K reisfrequenz 
(ú angeben  k an n . Die in  (1) vorkom m ende V erteilungsfunk tion  f  (f d Q  is t die 
A nzah l der M oleküle, deren M om ent [jl in  der Zeit t im  R aum geb ie t dQ  e n t
h a lte n is t)  genüg t im  Falle von kugelförm igen M olekülen der D ifferentialg leichung 
d e r D iffusion [12] :

“  — —  4 f  +  -  d iv  ( /  g rad  u) , (3)
o t о о

die besag t, dass f  einerseits d u rch  die B row nsche D rehbew egung, anderse its  
d u rc h  die a u f  die D ipole w irkenden  K rä fte  m it dem  P o ten tia l и g eän d ert w ird . 
(D ie R eibungsgrösse q is t — u n te r  der A nnahm e des S tokesschen Gesetzes 
d e r  R eibung  e iner K ugel vom  R ad ius a in  der F lüssigkeit von der Z ähigkeit rj —
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gleich 8  tttjo3.) Im  Falle von  ellipsoidförm igen M olekülen t r i t t  an die S telle
k T

des »D iffusionskoeffizienten« D  =  —  ein  T ensor D m it den H a u p tw erten

D 1 =
k T
Qa

(4)

die den D rehungen  um  je  eine H aup tachse  des Ellipsoids (m it R eibungsgrössen 
Qa , Qb , qc) en tsp rechen . A n die Stelle v o n  (3) t r i t t  d an n  die allgem einere 
G leichung [5 ] :

—- =  d iv  (D g ra d / )  -j- —  d iv  ( D f  grad  u) ,

oder, in  geeigneten  K o o rd in a ten  x 1, x 2, . . . ,  m it der üb lichen  Schreibw eise 
der T ensorrechnung (Sum m ierung über d o p p e lt vorkom m ende Indizes) :

U = L J L - \ r g D „ [ J L  +  L J ^ \ \ .  (5 )
dt  |/g  d xa  " 1 d x r k T  dxT J i

H ier is t u, dem  e rw äh n ten  D ebyeschen A nsätze en tsp rechend , die S um m e 
der von der W irkung  der U m gebung h e rrü h ren d en  Energie —E  cos (p., E ') u n d  
der po ten tie llen  Energie des D ipols im  äusseren  Felde F,  d. h.

и =  — E c o s ( u , E ' ) — p F  cos ( u , F ) . (6 )

Das Feld  F  habe die R ich tu n g  der Z0-A chse eines rau m festen  K o o rd in a ten 
system s ; in  diesem  sei die R ich tung  E ' , die m it der Z '-A chse eines X ' Y '  Z ' -  
System s zusam m enfällt, du rch  die W inkel 0 ,  Ф ch arak te ris iert. Die Lage des

Fig. 1.
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m olekü lfesten  X Y Z-System s, dessen A chsen  die H au p tach sen  des E llipsoides 
sind , sei in  B ezug a u f  das X 'Y 'Z '-S y s tem  d u rch  die E u lerschen  W inkel ©, гр, ф 
b e s tim m t (F ig u r 1) ; die R ich tungskosinusse von p, gegen die Achsen X ,  Y ,  Z  
w erden  m it a ,  ß ,  у  bezeichnet :

Hx Q Hy Hz /n\а  =  — , ß  =  — * у   -------  (")
M- H- H-

© u n d  Ф w erden  vorläufig  als feste W erte  b e tra c h te t (über die sp ä te r g em itte lt 
w ird), die K o o rd in a ten  sind  ©, xp, ф :

x 1 *= ©, x 2 =  ip , х 3 = ф .  (8 )

Die T enso rkom ponen ten  D aT in  (5) können  aus den  H au p tw erten  (4) 
u n d  aus den jen igen  T ransfo rm ationsbeziehungen  b estim m t w erden, die zw ischen 
den  D reh u n g en  <1:/г , d a 2 , d a 3 u m  die H au p tach sen  des E llipsoides u n d  den 
D ifferen tia len  d i .  dip, dip bestehen . [W enn w ir diese w oh lbekann ten  B eziehungen

d ©-= cos ф da£ — sin ip d a ,  , dtp =  —T—— (sin ip da.t +  cos ip d a 2) ,
sm r)

dф =  — c tg  © (sin  ф do£ -j- cos ф d a 2) -f- da . 3

3 3
in  der F o rm  d / =  ''X efda., zusam m enfassen , d an n  is t l ) rr  =  ^  D t .

E s e rg ib t sich  :

D ^ = k T  i-COS- l ^  +  ,
1 Qa Pb '

D 12 =  Ű 21 =  k T  ( ±  -  L )  Sin ?  9  ,

D *  =  h T  Л ,  ( ™ *
sin 4 V У Qa Qb J

,  2 ( io )
£,23 =  £,32 =  _  k T  COSÜ Г Sm2 У +  C° S2 <P )  , 

sin 2 © V 1 £-(, i

D »  =  k T  ic tg * «  C 1“ 8 ’ ’ +  c“ - > )  +  1 1  ,
L  ̂ Qa Qb

D 31 =  D 13 =  — k T  f — ------- ) c tg  © sin  ф cos ф ,
1 Qa Qb’

fe rn e r \[g =  sin  ©. F ü r  die po ten tie lle  E nergie и in  (6 ) findet m an  u n te r  
A nw endung d er Sätze d er sphärischen  T rigonom etrie  d en  A usdruck  :

и  =  u0 -f- и 1e,Mi, ы0 =  •— E  [sin  © (a  sin <p +  ß  cos дз) +  у  cos © ] ,

Új =  — piF 0 {cos 0  [sin © (a. sin  ф -\- ß  cos <p) +  у  cos ©] +  ( 1 1 )
+  sin  © [cos © sin  xp (o. sin  ф +  ß  cos <p) — cos xp ( a  cos ip —

— ß  sin  дз) —- у  sin  © sing»]
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2 Acta Physica

M it (8 ), (10) u n d  (11) is t die F o rm  der D ifferen tia lg leichung (5) bestim m t. 
Z ur Lösung m ach t m an  d en  A nsatz :

f  =  f o + f i e i a t ; (12)

_  f l .
h ier is t ffl =  Ce kT die B oltzm annsche V erteilungsfunk tion  fü r  den s ta tischen  

F all, a ls o / 0 genüg t der Gl. (5) (m it — 0 u n d  u =  u0) .  W enn  m an dies
( n  ̂  ̂b e a c h te t und  die bei den üb lichen  F e ld s tä rk en  sehr k leinen  (m it

p ro p o rtio n a len ) G lieder vernach lässig t, d an n  e rg ib t sich fü r die
G leichung :

mf, = L - a-  [ViD- ( J l + Á J ü í  +  Á  _Aü|l . (13)
\fg d x ^  L l  dxT k T  d x r k T  3x r !_

Bei der w eiteren  B e tra c h tu n g  dieser G leichung beschränken  w ir uns aus 
s p ä te r  zu erw ähnenden  G ründen  a u f  das M odell des Rotationsellipsoides, du rch  
das schon die G esta lt vieler M olekeln ein igerm assen an g en äh ert w erden kan n . 
W ir w ählen die Z -A chse zur Sym m etrieachse u n d  setzen :

ß  =  0  •> Ca =  £b —  2  ’ —  T 'i / 1 /) \
Qc ( 1 4 )

das V erhältn is d er B ehinderungsenergie zur therm ischen  E nerg ie  k T  sei m it у  
bezeichnet :

У  =  —  • (15)
k T

N ach  der A usführung  der e rw äh n ten  S u b stitu tio n en  schreib t sich  die Gl. (13) 
in  d er Form  :

^ - / i  =  D [ f i ]  + y H [ f i ]  +  G (9 ,v ,<p) , (16)
n 1

m it

n r f  1 =  a2/ i  , cos g 9f l  ( cos2 # 1 Э2/y 1 92/ i  _
1 3 ß 2 1 sin  ß 3ß  v s in 2 ß j Qm2 s in 2 ß 3w2 . .

_  2 c o s ü  9 / i
s in 2 ß dip d <p ’

# [ / i l  =  v ( 2 c o s ß  • f i  +  s i n ö  ■ § § ) +  a { | ( r +  X) s i n ® ' f i  —

--  COS ß -“ Л sin (p   ( r sin  ß +  -C~  “  I cos cp +  (18)
3 ß l  V s in  ß ) 3 qi

cos ß 3 / j |
+  I b ß  C0S 95 ‘ -0 ^ i

u n d
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G( V,tp,(p) =  - p f r  еУ <YcosC + « slnö sin <p) [ cos в {  2 y  cos ö +  a(r  +
/С i

-f- 1 ) sin  ű sin  cp — у  [ у 2 s in 2 C a 2(cos2 ö -j- r s in 2 ü cos2 (p) —

— 2 a y  sin  x) cos ü sin<p]} — sin  [a(r -j- 1 ) cos<p y (a 2r sin ö sinip cos cp +

-f- a y  cos ü cos (p)] cos tp -f- [2 у  sin  ü — a ( r  +  1 ) cos ö sin  <p -f-

-(- y ( y 2 sin  ü cos й -j- a 2.(r cos2<p — 1 ) — a y (c o s 2 ü — s in 2 ü)sinq>)]sin tp }]

=  ~jp£- [cos ö  ' A (  ö, <p) — sin  © • В  ( ö, tp, cp)]. (19)

Die Gl. (16) k a n n  prinzip iell folgenderm assen gelöst w erden. M an b e s tim m t 
die E igenw erte A„ u n d  E igen funk tionen  X n der Gl.

D [ X ]  + y H [ X ]  =  — A X ,  (20)

en tw ickelt die b ek an n te  F u n k tio n  G nach  den X n :

G =  Г  , (2 1 )

u n d  geh t m it dem  A nsatz

f i  =  £  (2 2 )

in  (16) ein  ; es fo lg t d ann  :

A n = ----- ^ -----  (23)
л +  ^

" fc7’

W egen der K om pliz ie rthe it der G l.-en (16), bzw. (20) kom m en p ra k tisc h  n u r  
N äherungslösungen  in B e trach t, fü r en tsp rechend  kleine u n d  grosse W erte  von  y .

a) I m  Falle von kleinen у  w ird  das Glied y H [ X ]  in  (20) als S tö rung  
b e tra c h te t , d. h. m an geh t von d er Gl.

D [ £ 7 ] + A t 7  =  0  (24)

aus. Diese is t (von der physikalischen  B edeu tung  von  г u n d  A abgesehen) m i t  
der W ellengleichung des sym m etrischen  K reisels id en tisch  [15]. D ie E ig e n 
w erte  und  die (unnorm ierten ) E igen funk tionen  sind :

* mnp =  j ( j  +  1) +  n 2(r —  1) , (25)

d s
Umnp =  * * ( 1  — *)2 F (—p , 1 +  d +  s - f  p ,  1 +  d, x)  + ; (26)

h ie r sind  m, n  =  0 , ±  1 , ^  2 , . . . ;  p  =  0 , 1 , 2 , . . . ;  d =  \m — n\, s — \m +  n\, 

j  == p  —(— die grössere der Zahlen d  u n d  s ; x  — ^ (1  — cos €), und  F ( — p ,  . . . )
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Diejenigen E igenw erte  X, u n d  (u nnorm ierten ) E igenfunk tionen  U i ,  U i' (geeignete  
L inearkom binationen  de r F u n k tio n en  (26)), die zu r B erechnung  des m ittle ren  M om entes b is  
zu r zw eiten  N äherung  einschliesslich nö tig  sind, sind  die folgenden :

2*

b ed eu te t die Jacob ischen  Polynom e. (Es sei h ie r erw ähn t, dass im  Falle des 
allgem einen E llipsoides an die Stelle von (24) die W ellengleichung des asy m m e
trischen  K reisels t r ä te  u n d  das ganze P rob lem  zu viel um ständ licheren  R e c h 
nungen  führte .)

Bei der A usführung  der S törungsrechnung  is t  es a n s ta tt  der n a ch  (20) gesch ilderten  
M ethode zw eckm ässiger, gleich die Gl. (16) zu beh an d e ln . Mit dem  A n satz

f i  =  [cos «  • P (il.tp)—  sin  в  ■ Q(d,<f,4>)] (27)

zerfä llt (16) in  die zwei G leichungen :

u P  =  D [P ]  +  y H [P ]  +  A  (2 8 a), wQ =  D[Q] + y H [ Q ]  +  ß ,  (2 8 b )

m it

iwp

<29)
Die A usdrücke A  u n d  В  (vgl. (19)) können  in de r F o rm

A = L [ a T  + y n \ v +  - . - W i ,  В  =  Г [Ь ;.0, +  уЬ ;1,+  • ■ • ] ! / ;  (30)

en tw ickelt w erden, wo Uj  und  Uj '  d ie zum  E igenw erte  X, gehörigen E igenfunk tionen  v o n  (24) 
sind. (B ei U(  is t in  (26) m =  0 , bei U i' is t  m =  ±  1 .)  E s sei fü r die Lösungen von (28a , b) 
an g ese tz t :

P  =  L P iUi =  Г  [p j*  +  y p f  +  • • • ] U t , Q Г  4 iU'i =  L  [<,;°’+  y q f +  • • • ] ( - / '.  (31)

T rä g t m an  diese in (28a, b) ein, dann  erh ä lt m an m it den  durch  die G l.-en

H[Ui ]  =  Г  H ikUk , H [ U - ] =  Г  н ; ки'к (32)
к к

defin ierten  M atrixelem enten  H ft  , H 'ik  des (nicht se lbstad jung ierten ) O perato rs H  u n d  m it  
de r A bkürzung

T к =  A* w  (33)

fü r  die gesuchten  p®  , p ^  , . . .  d ie A usdrücke :

(°) 1 , (0) r j
(0) ai (1) 1 I (1) , Г  (0 )„  I 1 Г (1) , ^  ak H ki I

Pi = - j T - .  Pi = 5r [ « .  +  Z P k  H k i\  =  j r  [a i + T  ”^ r J ’

(3 4 )
1 1 TT (0) TT TT

du 1 r (s) , V’ <1> гг 1 1 r <« I ak Mki , ■с al u lkMki,
P. ~  7fr [«. + f  Pk H k i ] =  —  К  + f — — + £ ■ - ■■■-,— ] , • • • ;T i к T j к T k k,l T k T ,

analoge B eziehungen gelten  fü r q ^ ' , q^ , •••  .
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л г =  2  ; U i =  cos £ ,  Í7i =  sin  ű  sin  у  ,

Я2 =  Г +  1 í U2 =  sin £  sin <p , t/jű  — cos cos 93 — cos £ sin  93 sin  tp ,

£/2ö =  cos £  cos 93 cos у  — sin 93 sin tp ,
3 . ^ % . (35)

Л3 =  6  ; U3 =  1 — -  sin2 t  , I /3 =  sin  £  cos v sin ц>,

Л4 =  r  -f- 5 ; Г/ 4 =  sin £ cos £ sin 93 , ^/4 =  cos £  cos 93 cos у  — (cos2 & — sin2 £) sin 93 sin  у  ,

A5 =  4 r +  2 ; U 5 =  sin2 £ cos 293 , Ug =  sin  £ (sin  2 <p cos у  +  cos £  cos 2 93 sin 93).

M it diesen E ig en fu n k tio n en  erg ib t sich nach  län geren  R echnungen fü r  d ie E ntw ick lungen  (30) :

А  =  2 y U ,  +  <*(r +  1 )U 2 +  y [ ( 2 7 2 -  a*)U 3 +  o.y(r  +  5 ) L \  -  <*2( r  +  ^ ü , ]  +

+  .v2[ ^ r t / i  +  ^ « ( ' - + l ) i / 2 +  • • • ]  +

(36)
В  =  2 y L \  +  a ( r  +  l)U'ia +  v [ -  a y ( r  -  1 )U'2b +  -  (27 2 - a 2)ü'.t +  -  a y ( r  +  5)Lr  ̂ +

+  <x2( r  +  t / ' J  +  y*\-s yU [  +  -5 « ( r  +  l)U 'ia +  • • • ]  +  • • • ;

d ie  m it P u n k te n  angedeu te ten  G lieder haben  au f d a s  m ittle re  M om ent in  der zw eiten N äh eru n g  
k e in en  E influss . D ie M atrixelem ente  I I  jk u n d  I l ik  w erden, u m  R a u m  zu sparen, n ic h t aus
geschrieben . (D ie  aus ihnen  geb ildeten  P ro d u k te , die in  der zw eiten  N äherung Vorkom m en, 
k ö n n e n  aus d e r  sp ä teren  Gl. (41) —  u n te r  B each tu n g  von (34) u n d  (36) —  abgelesen w erden.)

Die v o lls tänd ige  V e r te i lu n g s fu n k tio n / la u te t  n a c h  dem  O bigen (vgl. (12), (27) u n d  (31)):

ul Fnei “ 1
/ = / »  +  — (eos e E P t U i - s in  e E q . u ' j ) .  (37)

"Es g ilt  fe rn e r a u f  G rund  von  ( 6), (11) (m it /3 =  0) u n d  (35) :

cos (ju,,F) =  cos G ( y U i  - f  a.U2) — sin Э ( у и [ - \ -  <*.U'2a ), (38)

u n d  es is t  in  ( 1) d Q  =  sin £  d £  dtp dtp • s in 0  d S  dO  zu se tzen , d a  m an ausser d e n  ve r
sch ied en en  L ag en  des M oleküls a u ch  ü b er alle R ich tu n g en  0 ,  Ф  m itte in  m uss (die in  der 
F lüss ig k eit m it g leicher W ahrschein lichkeit V orkom m en). Die M itte lu n g  ist au f G ru n d  der 

O rth o g o n a litä t  d e r  E ig en fu n k tio n en  U[ u n d  U[ le ic h t auszuführen  ; m an  erhält :

™ =  9 ^ 0  +  2?l) +  “ ( p 2 +  2q^  J (39>

m it
siuh  у  1 1

С(У) =  -------- =  1 +  - /  +  - / +  . (40)
у  6 120

W ir b ra u ch e n  also zu r K e n n tn is  von  m u n te r  den  p j  , qi in  (31) bzw. in  (34) n u r  p t 
p„, qv  q.,a zu  b estim m en . So e rg ib t es sich bis z u r  zw eiten N ä h e ru n g  einschliesslich :

_  p.2F  (2 7 2 a 2( l  +  r) у 2 Г ( 1  —;r 1 —r 2r 1 +  3r l  +  r \  27 2( a 2—2 7 2)

3/cT I Tj T2 6 1 r \  TjTs, TI T\T2 T J l  TI ) T,7',

a 2( a 2 —2 7 2)(2  — r) <x27 2(5 +  r) a 27 2(5 +  r) « 4r ( l  +  2r) 8 7 4 a 4( l  +  r) ( 2 - r )
T.lTi T J \  T2T- T J t f \ T t ~  TiT,

2a 27 2(2 +  r) 3 a 27 2( l  +  r) a 4r ( l  +  r) (1 +  2r) 2<x27 2(5 -  r) a 27 2(7 +  5r) 11 v

Г;Т5 T\T t TIT, TJVT, Jl ‘

(41)
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D ieser A u sdruck  lässt sich a u f  G ru n d  de r I d e n t i tä t  (vgl. (33))

1 1 / 1 1 )
T,Tk А , - л  (г,- tJ  (42)

u n d  ein iger (bis zu  G liedern m it y 2 einschliesslich  gültigen) B ezieh u n g en  —  wie z. B .

! + ( * -  l_)y*
a  -f- b y 2 с у 2 a b y 2 a  la 2 a  J
— = ---------— = ö ------------------ ; ---------------  (43)1 Л 1 i  с 2 o f  с  \

T i -\—  у 2 1 4- ш  —  1 -------- г 2
1 а 2 к Т \  2 а )

—  a u f die u n te n  angegebene G esta lt (44)— (45) b ringen.

Die R echnung  e rg ib t, dass das m itt le re  D ip o lm o m en t in sich in  der 
ü b lichen  F o rm  als S um m e von  D ebyeschen  G liedern a u sd rü c k e n  lä s s t  :

/ t 2F  ^  C n
m  =  ------- ' --------------, (44)

Ъ к Т  J~ ‘ 1 +  ia>Tn

wo in der zw eiten  N ä h e ru n g  6  R e la x a tio n sz e ite n  r n a u f tre te n  ; d iese  u n d  
deren  „ G ew ich te“  Cn s in d  :

Tl =  _ e _ i l _ £  V2 ._ 2 a * ( r + l )  I 
2 k T  \ 1 2  ( r - 1 ) (r +  3) J ’

c 1 =  y 2 i _ J ! | 1 _ z !  +  a 2  l ± l _  +  . 5 r  +  i l l l .
6 l 4 2 ( r + 3 ) 2 (r  —  1)2JJ

7± = ____ Q ( | _ У У ____ a 2( r 2 - 4 r — 1) y -( r  +  7) |
(r -j- 1 )к Т  I f 6 ( r + l )  3 ( r — 5 ) ( 3 r  +  l )  8  (r2 — 1 ) ) ’

c f _ 4 i  ±  + 2 — £ . ( „ . [  1 +  — j f  -  +  7  -
2  / б ( г  +  1 ) 6 l (3 r +  l ) 2 (r —5)2J

2 5r +  1 r — 21 I
— -y2 -------------- ------------------- [ ; (4o)

1 2 (r — l ) 2 16 (r — 5) )

°  J 2 I 2 - 2 r - 4 i 2

6 k T  3 72 { '  r -  5 J

Q S’ J 2 2 9 (Г +  7 ) 2

(r +  5 ) k T  96 1 (r +  3 ) 2

S г  У2 1 rlr 5 = = ----------------> C5 =  -— a 4 — -
(4r +  2 )k T  6  (3r +  l ) 2

N ach (7) u n d  (14) ist

a  =  sin  ö0 , У  =  cos f)0 , (46)

w enn f fl den  W inkel zw ischen dem  D ipo l jx und  der S ym m etrieachse des 
R otationsellipsoides b ed eu te t.
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Im  Falle kugelförm iger M oleküle (r =  1) kom m en in derselben  N äherung  
n u r  zwei R elaxationszeiten  v o r :

2 k T ( > -
J  I 
1 2 '

C í =  1  — —  ; 
8

t u
6  k T

C u = У_\
72

(47)

(D iese fü r r =  1 u n d  a  =  0 so fo rt aus (45) folgenden G l.-en bestehen auch  
fü r  r  =  1, a  4= 0 ( a 2 -}- -у2 — 1). Im  le tz te ren  F alle  w erden  zw ar die ersten  
v ie r  A usdrücke v o n  (45) u nend lich , aber die Sum m e (44) geh t — wie es am  
e in fach sten  a u f  G ru n d  von (41) zu zeigen is t — in die den  G l.-en (47) e n t
sp rechende Sum m e über.)

Im  Falle re la tiv  kleiner F requenzen  (d . h . w enn ---- ;---   ̂1 — i(OTn)
1 +  ш т п

o lg t aus (44) — (45) fü r das m ittle re  M om ent :

_  /z2F
m  —Гг { 1  — — ) — ico—— 1 — --------  s in 2 0 0 -  -  J 2S (r,ű0)

п т 1 9) 2 k  T r + 1 54
(48)

s in 2 i>0 cos2 ö0 ( r 2 +  2 r  — 1 1 ) 
4 ( 2 r + T )  +  4 (r  +  l ) 2 ( r +  5)

m it S(r , t)0)
i  l  r — t  
11 r 4- 1

s in 2 ß0

D ie F u n k tio n  S ( r ,f 0), die fü r  kugelförm ige M oleküle den W e rt 1 h a t, e n th ä lt 
d e n  E influss d er M olekülform  u n d  der Lage des D ipolm om entes au f den d er 
B eh inderungsenerg ie  en tsp rechenden  Teil d e r d ielek trischen  R elaxation . D er 
V e rlau f von S  w ird  in A bhängigkeit von r  fü r  verschiedene W inkel i>0 in d er

Fig . 2.
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Fig. 2 dargeste llt. U nsere bisherigen R e su lta te  sind a u f  jedes solche Modell 
anw endbar, dessen D rehungen  m it zwei R eibungsgrössen (g, qc, vg l. (14)) 
zu ch arak teris ieren  sind. Im  besonderen F alle  des R otationsellipso ides lässt 
sich (nach dem  diesbezüglichen S tokesschen Gesetz) das V erhältn is r d e r zwei

a
R eibungsgrössen als F u n k tio n  des A chsenverhältn isses К =  — b estim m en

[3], [6 ]. E inige W erte  von  A. sind au f d er r-Achse der F ig u r 2 au fgetragen , 
um  den E influss der M olekülform  leich ter überblicken zu können

b) I m  Falle grosser Werte von у (у  §> 1 , d. h. E  k T )  k ann  das m ittle re  
M om ent nach  Debye u n d  R a m m  ohne V erw endung der D ifferen tialg leichung 
(16) b estim m t w erden. E in  Molekül näm lich , dessen D ipol fr m it d e r sehr 
grossen B ehinderungsenergie E  an  die R ich tu n g  E '  gebunden  ist, k an n  um  
diese R ich tu n g  n u r kleine Schw ingungen ausfüh ren , neben denen  die B row nsche 
Bew egung vernach lässig t w erden kann , so dass m an im  w esentlichen zu dem  
Problem  eines in  einem  re ibenden  M edium  u n te r  der W irk u n g  des e lek trischen  
W echselfeldes sich drehenden  ellipsoidförm igen Oszillators gelangt.

In  der Gleichgewichtslage (6 e , y f , <pe) des Oszillators h a t (w egen E%> ju-F) die p o ten 
tie lle  E nergie u 0 in (11) ihren  k leinsten  W ert, d. h . es g ilt (im Falle des allgem einen E llipsoides) :

sin i!e sin <pe =  a , sin 6e cos <pe =  ß , cos t>e =  у  , (49)

w äh ren d  y e beliebige W erte  annehm en kann.
Die D rehbew egung des E llipsoides w ird , u n te r  de r üblichen V ernachlässigung der T rägheits- 

effekte, durch  die bekannten  G l.-en

Mx
IV у =  ------

H-v(Fz +  E'z) — ix2(F v +  Ey)
(50

b estim m t. (E x \  . . . sind die K om ponen ten  der F e ld s tä rk e , die der B ehinderungsenergie E  e n t
sp rich t und die den B etrag  E/pu h a t.)  Aus (50) folgt u n te r  V erwendung der Gl.-en Ь =  w x cos cp — 
— ivу  sin cp , . . . und  der Sätze der sphärischen T rigonom etrie  :

ß  ̂ . [ c o s 2 cp sin2 cp VI

b '  J
[ ( a • ß ^ű =  (E  +  [X F  cos в )  cos £ [  —  sin cp -)------cos cp I — у  sin
L Уоь Qa J Qb

sin ű sin ip f — sin cp 4- ß \ , «V . j —  cos cp у  cost/ sin t[>
( cos? cp sin2 <p \

'■Of- Sa >  ̂ Qa Qb '

f 1 1 ) Iу  I ------------ I cos у  sin  cp cos cp ,
v Q a  Q b '

cp =  (E  -j- jn F  cos O)
a  ß  .
—  cos ф ------- sin
Qb Qa

<p)
2 c

(a  cos cp — ß  sin cp) -j- (51)

( 1 1 1 I г 1+  y ------ - —  c o s y  sin у  COS <p +  /X F  sin в  —  cos i  sin у  (a  cos у  — ß  sin у )
lö a  Sb' j  Lgc

1 ( a  ß  ■ \-f- —  cos у  ( a  sin у  +  ß  cos y )  — cos i  siny  I —  cos у ------- sin у  -f-
2c ’ ^Qb Qa '

( 1 1 \  cos2 0 . cost) ( sin2 у  cos2 y \ ]
------------I--------— sin у  sin У COS У +  у  -------- COS у  I -------------b ----------
Sa Sb' s' n ^  sin£> s Sa Sb ' J
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(D e r A usdruck fü r  t/> w ird n ich t g e b rau ch t w erden.) D iese allgem einen B eziehungen v e re in 
fach en  sich w esen tlich  in  der U m gebung  der G leichgew ichtslage. H ier k a n n  m an n ach  de r 
A usführung der S u b stitu tionen

cp -*  <pe +  cp, (52)

w o in  der rech ten  Seite  ü  und cp k leine  Grössen sind, d ie N äherungen  cos v =  cos ve — v sin ö e 
usw . anw enden, bzw . in  den kleinen G liedern m it d em  Koeffizient pcF v und  cp gleich N u l l  
se tzen . So e n ts te h t aus (51) :

$  =  — E(c1 fi - f  c2<p) — jit F  sin 0  (cx sin  ipe ------- cos ipe) ,
X

(53)
. e # c*

cp =  — E(c3 0 -f- cAcp) — /x F  sin 0  (c3 sin  ipe ------ cos y e) ,
x

1/ ■ 2 . 1 («2 , ß*\ 2 aßy ( 1 1 ) 'У2/'“2 , ß*\ , *2m it n  =  \  а г +  ß 2 , Cj =  — ------1------’ c2 =  x 2c3=  -- ------ --------------- »c4 =  —---------- 1----- -1----------
X-l \Qb Q„) X \Qb QaJ Х*\да gbl вс

A u f gleiche W eise e rh ä lt  m an m it (52) fü r  ц  cos (/a ,F )  ( =  —« j /F 0 , vgl. (11)) den A u sdruck  :

[X cos (ju ,F ) =  ft [cos 0  — sin 0  ( ö sin  tpe — x<p cos y e) ] . (54)

Die L ösung v o n  (53) (m it F  =  F 0eim>) la u te t  :

ö =  /x F  sin 0  (dj sin tpe +  bj cos v>e) , <p =  f r F s in  0  (a2 sin y’e +  ft, cos tpe) , (55)

wo a 2 , d2 , , i>2 le ich t zu bestim m ende K o n stan ten  sind . D er M itte lw e rt von (54) b e rech n e t
sich  m it (55) u n d  u n te r  B each tung

----------------  _--------------- 1
v o n  sin2 0  sin 2 y)e =  sin2 0  cos2 y>e =  -  zu

_  1 2 E B  +
m =  -  M2F ( -  « 2 +  хЪг) =  —  M2F  ■ ( 5 6 )

3 3 E 2B 2 ш Е А  — ы1

wo .4 und  В  d ie u n te n  in  (59) angegebenen A usdrücke  b e d eu ten .

Die R ech n u n g  ergib t (w ie eine U m form ung  des R e su lta te s  (56) ze ig t), 
dass das m ittle re  D ipolm om ent sich m it zw ei R e laxa tionsze iten  ausd rücken  
l ä s s t :

_ u 2F  f  1 1 )
-------- b - — —  » (a 7 >

S b  11 i (ú t 1 1 — ia>T2 J

A  +  M A2—  В  А  — У А 2- В
Ti = -------- -------------, т 2 = --------Z— -------- ; (о 8 )

Е В  Е В

h ie r sind

A = h ß l ± . t .  +  y 2 ± ^ + ^ ± ß l ) ,  ß  =  _ ^  +  J ? L  +  J z ! _ .  (5 9 )
2 \  Qa Cb Oc > QbQc QcQa QaQb

Im  speziellen  F a lle  des R o ta tio n se llip so id es  (Ca — Qb — Q, a  =  sin  £ 0 , 
У  =  cos ü0) g ilt :

T 1 =  - Í  . T 2 — --------.  -----—  • (M )
E  E  ^ + 3 f

Q '

u n d  fü r die K ugel : тг =  т2 — QjE.
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Bei re la tiv  kleinen F requenzen  (а т„  1) e rg ib t sich aus (57) — (59) fü r 
die du rch  die Gl.

m  =
g.2F

3I2 e
( 1  — icúTeff) (61)

definierte »effektive R elaxationszeit«  (oder »L angw ellenrelaxationszeit«) r eff 
der W ert :

1 (ß 2 +  y 2) gfegc +  ( y 2 +  Q.2) QcQa +  ( « 2 +  ß 2) Qa Qb _

2 E  a 2ga +  ß 2£b +  y 2 gc
(62)

w oraus im  Falle des R otationsellipso ides

Te/I : U i  + --------fis— )
2 E  l a 2o - f  ~/2g J

(63)

und  im Falle der K ugel т e/f =  q/E  fo lg t.
I I .  Moleküle mit drehbaren Dipolgruppen. H ier w ird  der einfache u n d  

häufige F a ll b e tra c h te t, in  dem  das M olekül zwei gleiche D ipolgruppen  m it 
gem einsam er D rehachse Z  b e s itz t. Die zu r D rehachse senk rech ten  K om p o n en ten  
der M om ente der G ruppen  seien /Xj u n d  pt2 =  ; d ie Sum m e der para lle llen
K om ponen ten  sei N ull. D ie R eibu n g sk o n stan te , die bei den  D rehungen  des 
ganzen M oleküls (um die X -  u n d  Y-Achsen) a u f tr i t t ,  w ird  m it p beze ichnet, 
die R e ibungskonstan te  hingegen, die sich  a u f  die D rehungen  je  einer G ruppe 
um  die Z-A chse bezieht, m it g j. W ir se tzen  freie D reh b ark e it vo raus, d. h. 
w ir nehm en an, dass die D rehungen  der G ruppen  durch  in n e r m olekulare K rä fte  
n ich t b eh in d ert w erden.

Das P rob lem  k an n  analog wie im  vorherigen F alle  der ellipsoidförm igen 
Moleküle b eh an d e lt w erden. F ü r die K o o rd in a ten  Xer in  d e r allgem einen Gl. (5) 
können w ir ausser den W inkeln  i) u n d  y> (die die R ich tu n g  der M olekülachse 
festlegen) die E igendrehungsw inkel ip, u n d  q:2 w ählen, es is t aber zw eckm ässiger, 
s ta t t  der le tz te ren  die V ariab len

./ = V L ± V L ,  V iz * *  (64)
2 2

einzu füh ren  (лс1 =  ö ,  x 2 =  ip , x s =  %, x 4 — r ;) . D er T en so r D h a t  j e tz t  
die H a u p tw e r te  (vgl. (4)) : к Т / д  , к Т / д ,  к Т / д 1 , к Т / д г. A us diesen W e rte n

und  aus den  leicht zu verallgem einernden  Gl.-en (9) lassen  sich die T en so r
kom ponen ten  bestim m en :

D n  =  D22 s in 2 ß 

D 44 =  -
1

k T k T
— c tg 2 ö -j-
О 2  p,

k T cos ö
D 32

О sin“ V
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d ie  übrigen  sind  nu ll ; es ist fe rn e r j/ g =  2 sin 0 . D er A usdruck  fü r die p o ten 
tie lle  Energie и  k a n n  aus der Gl. (11) e rh a lten  w erden, indem  m an  diese m it 
<p —  cpi u n d  (p — <p2 au fsch re ib t, in  der Sum m e а  =  1, ß  =  0, у  =  0, цл =  [лг 
s e tz t  u n d  (64) berü ck sich tig t :

и — un -f- u le '“ f , u0 =  — 2 E  s in  0 s in ^  c o s r j ,
u x =  — 2 HiFg [cos © sin 0  s in £  COS77 +  sin  ©(cos 0  sin ip sin  x  —

— cos xp cos X) cos 7 7 ] .

A uf diese W eise e rhalten  w ir m it dem  A n sa tz  (12) und  m it den Bezeich
n u n g e n

V =  — , r  =  —  (67)
k T  £ 1

d ie  (der Gl. (16) en tsprechende) G leichung :

=  D  l f \ ]  +  у Н Ш  +  G( 0 ,y>,*,r) :  (6 8 )
к  i

h ie r  sind :

n r / 1  =  _i_ cosü  8/ i  , 1 , Г  , cosaŰ4 Эа/ \  ^  г Э»^
' 1 Э02 1 s in 0  30 s in 2 0 Эу/2 ^  v2 1 sin20 j  Э ^2 2 3 tj2

- 2 ^  '-82Л , (69)
sin20 dxpdX

И 1 Ы  =  2 { [ ( Г +  1) s in  e / , - c o s  ü M ]  s in *  +  [ ^ |  | | -

(Г cos2 0 4 3/jT I . . . .  . 9/ ,
— -  sin 0 -j- —:—5— —1— cos y[  cos 77 -4- r sin 0 sin /  sin 77 —— , ( /U)

\2  s in 0  J d X J ) '  077

G =  [cos © • A (  i! ,x ,r )  +  sin  © • B(  0,у>,%,т;)],
k T

A  =  e2 y sin ^ sin * cos ri I  (r 1) sin  0 sin ^  cos 77 — у [2 cos2 0 cos2 77 -)- (71)
+  r s in 2 0(cOS2 Z cos2 77 -f- s in 2 ^  sin 2 r ) ]  },

2 } _  e 2 у sin 0  sin * cos ?? { ( Г +  1 ) (cos 0 sin ip sin  X --- COS xp COS x)  COS T7 +

+  У [2 sin  0 COS 0 s in  гр COS2 77 — r sin 0 COS 0 sin  y)(c0S2 X COS2 77 +
-p sin2 s in 2 77) — r sin 0 cos ip sin £  cos ^ (c o s2 77 — sin-2 r ) ]  }.

a) I m  Falle von kleinen у  gehen w ir w ieder von der Gl. D [ U ] -f- XU =  0  

au s. Die E igen fu n k tio n en  d ieser Gl. w erden  erhalten  — wie der V ergleich

von  (69) m it (17) zeigt — indem  m an die m it x  s ta t t  <p u n d  m it —  s t a t t  r

g eb ildeten  E ig en funk tionen  (26) m it e11'1 m u ltip liz ie r t; d ie en tsp rechenden

E igenw erte  s ind  (vgl. (25)) : j ( j  +  1) +  n 2 — 1 j +  l2 y .
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W ir geben diejenigen E igenw erte  u n d  E ig enfunk tionen  an , d ie  bei der B erechnung  des 
m ittle ren  M om entes in bis zu r zw eiten  N äh eru n g  eine Rolle spielen :

-Я4 =* 1 +  r  ; U i — sin ű sin x  cos tj , U x =  (cos у  cos x — cos H sin  y> sin x )  cos 17 ,
3

Я2 =  6  ; U 2 =  1 — — sin 2 6 ,  U2 =  sin  i  cos t> sin у  ,

Я, =  2r ; U i — cos 2 tj ,

,  3 . v , (72>
Я4 =  6  +  2r ; U4 =  I 1 — -  sin 2 fij cos 2tj, Ut  =  sin ű cos ü sin y> cos 2 tj ,

Я5 =  2 -(- 4 r ; U& =  sin2 t> cos 2 ^  cos 2 ij , t / j  =  sin  i>(cos y> sin l x  cos ^  sin V cos 2 x )  cos 2 tj ,

A6 =  2 +  2 r ; U6 =  sin2 ű cos 2 y  ■> l / 6 =  sin  i>(cos у  sin 2 ^  -|- cos i' sin i/> cos 2 ^ ) .

A us den w eiteren, im  Teil I  a. geschilderten  ähnlichen R echnungen  sei n u r d as der Gl.
(41) en tsprechende E rgebnis an g egeben :

-  =  2^ F f r + 1 + Ú L  , A L _ » (r +  3) _  r (2r +  1) , , n ( 2 ( r - 2 ) ,
3/cT \  Tj 61T, TjT2 ' T]7’3 TjT4 T,T5 ~Г ' Г +  Я  T *T t

i r  !  (-  +  3) r ( 2 r  +  1w p  (?3)

‘ 7j-T:l r42T4 1 \ !T - J J / ’
ieap

m it =  Ял +  —ф , vgl. (72). (29) u n d  (33). 
k l

M an e rh ä lt (durch U m form en v o n  (73)) für das m ittle re  D ipolm om ent 
d en  A usdruck  :

-  2  Ck
m  =  T t T  - -  Г Г :—  (74)d k  l  1  -p  ш г *

(J/2 fĴ i — /X is t das resu ltie rende D ipo lm om ent des M oleküls), in dem  bis zu 
den  G liedern m it y 2 fü n f  R e laxa tionsze iten  Vorkom m en :

T g [ 1 Г2 Гг - 2  , r (2 r  +  1 ) г +  1 1 ) ^
1 (r +  l ) Ä T l  3 ( r + l ) L r — 5 2 ( 3 r + l )  ( r - l ) ( r  +  5)Ji ’

C  =  1  _  V2 | r(2 r +  l )  (5 r + 1 )  6 (r — 2) (r — 3) 2 r +  1
1 6 ( r + l )  L ( 3 r + l ) 2 (r — 5 ) 2 3 ( r - 1 ) 2 1

, 4 г +  1 (75)
+  3 (r +  5 ) 2 ’

„ — 0  f  У2 (r — 2 ) 2 0  ,y ^  y 2T2 . 9 ^ 9  — 9 To — w tu» — •>
6 feT " 9 (r — 5 ) 2 2rkT  • 9 (r  — l ) 2

т _  P £  _  2 v 2 _ ________о______ ^  _  y 2 r 2

~  2 (r +  3) k T  4 9 (r  +  5 ) 2 ’ TR “  2 (2r +  Щ с Т  ’ 's ~  6 ( 3 r + 1 ) *
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Im  Falle re la tiv  kleiner F requenzen  (ит„ 1) gilt :

Оm  =  -J—z— l i3fcT U 18J (r+l)fcT|l-y*S(r)]}.
m it

S(r) = -
6

1 1

r ( r  +  3) 2 ( r  +  l ) ( 2 r  +  l) .

(76)

D ie F u n k tio n  S(r), die b e i  dem  b e n u tz te n  Modell d en  E influss der 
B eh inderungsenerg ie  au f die d ie lek trische  R e lax a tio n  ch a rak te ris ie rt, is t in  d e r 
F ig . 3 dargeste llt.

Fig. 3.

b) I m  Falle grosser Werte von у  e rh a lte n  w ir, au f analoge W eise w ie 
im  Teil Ib ., fü r  d as  m ittle re  M om ent das R e s u lta t  :

2 u f f
3E Í---- -----+ 7 ---- -----)(1 -)- icor1 1 +  i a n 2)

d as sich bei lan g en  W ellen (vgl. (61)) zu

о
Ti =  — ■>

E E
(77)

3

->E

( 1  l o J T p f j )  , Tef f  — Q +  gi 
2 E (78)

vere in fach t.
D ie fü r die m ittle ren  D ipo lm om ente  der b e tra c h te te n  M odelle gew onnenen 

F orm eln  — deren  A bleitung  das Ziel der vorliegenden  A rbeit w a r  — bestim m en  
n a c h  der D ebyeschen  Theorie (vgl. (2)) die D ispersions- u n d  A b so rp tionskurven  
e'(&>) u n d  e"(cü). D er V ergleich d ieser th eo re tisch  zu e rw arten d en  K urven  m it 
d en  M essergebnissen is t in  e in e r spä te ren  A rb e it geplant.
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К ТЕОРИИ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ РЕЛАКСАЦИИ ДИПОЛЬНЫХ ЖИДКОСТЕЙ

А. Будо 
Р е з ю м е

Теория Дебая - Рамма о возникающей в дипольных жидкостях диэлектрической 
релаксации, которая рассматривает влияние среды на шарообразную молекулу путем 
введения »тормозящей энергии« Е, обобщается, с одной стороны, на эллипсоидальные 
молекулы, а с другой, на такие молекулы, которые обладают двумя, дипольными груп
пами имеющими общую ось и способными к вращению. Автор определяет временб релак
сации для дисперсии и для абсорбции и распределение этих времён при малых и боль
ших значениях параметра Е/кТ, потом на основе полученных результатов, рассматри. 
вает влияние отклонения от шарообразной формы на диэлектрическую релаксацию.





Ü B E R  D I E  B I N D U N G  DES  M E T A L L I S C H E N
A L U M I N I U M S

V on
R. G Á SPÁ R

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(VORGELEGT VON P. GOMBÁS. — EINGEGANGEN 5. I. 1952)

Die von Gombás en tw ickelte  M ethode zu r theoretischen  B eh an d lu n g  von  A lkali- u n d  
E rd alk alim etallen  haben  w ir w eiteren tw ickelt. Die h ier dargeste llte  M ethode erm ög lich t die 
k onsequen te  theoretische B estim m ung der B indungseigenschaften  v o n  M etallen m it einer 
grösseren Valenz als 2. Als erste  A nw endung der M ethode haben  w ir das m etallische A lum inium  
b eh andelt. Die berechneten  u n d  beob ach te ten  W erte  der w ichtigsten  M e ta llk o n stan ten  stim m en 
g u t überein .

E s ist eine w oh lbekann te  T a tsach e , dass in M etallen m it A usnahm e der 
kernnahen  G ebiete ein Teil der E lek tro n en  sich ähnlich  wie vollkom m en freie 
E lek tro n en  ve rh ä lt. M it B erücksich tigung  dieser T a tsach e  lässt sich nach  
Gombás1 eine sehr anschauliche M etalltheorie entw ickeln , die zu r Z eit ab er 
n u r fü r die B ehand lung  von M etallen m it ein und  zwei V alenzelek tronen  a n 
w endbar is t. Das W esentliche ist bei dieser Theorie, dass m an  die freien M eta ll
e lek tronen  von den R um pfelek tronen  gesondert in  B e tra c h t z ieh t. Die G itte r 
energie se tz t sich einerseits aus der Selbstenergie der M eta lle lek tronen , an d erse its  
aus jen e r Energie zusam m en, welche aus d er W echselw irkung d er M eta lle lek tro 
nen m it dem  Ion re su ltie rt. Die durch  die m etallische B indung  b ed ing te  E n erg ie 
änderung  des Ions is t sehr k lein , dem zufolge können w ir die Selbstenergie des 
Ions als eine K o n stan te  vernachlässigen. Die B erechnung d er W echselw irkungs
energie der M etallelektronen m it dem  Ion  k an n  m an — w enn w ir die M etallelek tro - 
nen als gänzlich freie E lek tro n en  b e trach ten  wollen — n u r in  einem  m odifizierten. 
P o ten tia lfe ld  des Ions du rch füh ren . Z ur Z eit k an n  m an  ab er dieses P o te n tia l
feld n u r fü r  E lek tronen  m it zen tra lsym m etrischer W ellen funk tion  heranziehen  
u n d  deshalb  n u r a u f  E lek tro n en  am  u n te ren  B an d ran d e  anw enden. U n se r 
Ziel is t, ein m odifiziertes P o ten tia lfe ld  zu bestim m en , das a u f  alle M eta lle lek tro 
nen, also auch au f jen e  m it grösserer k inetischer Energie an w en d b ar is t u n d  so 
die theo re tische  B ehand lung  von  M etallen m it drei und  v ie r V alenzelek tronen  
erm öglich t. Als erste A nw endung der M ethode b e trach ten  w ir die B indung  des 
m etallischen A lum inium s.

1 P. Gombás, N a tu re , 157, 668, 1946 ; H ung . A c ta  Physica  1, No. 2, 1947 ; D ie s t a 
tis tische T heorie des A tom s und  ihre A nw endungen, Springer, W ien 1949. S. 299 ff, wo m an  
auch  die übrigen  A rbeiten  finden kann .
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E in führung  des Operators Ф

Die Wei len fii n к  t ion en d e r V alenzelek tronen  in  A tom en  u n d  in M etallen 
zeigen  in  der N äh e  d er A tom kerne  ein rech t kom pliziertes V erhalten . Sie sind 
n äm lich  zufolge des P a id i-P rinz ips orthogonal a u f  die W ellenfunktionen  der 
R u m p fe lek tro n en  u n d  infolgedessen m üssen sie in der K ern n äh e  K no ten  au f
w eisen. W enn w ir ab e r s ta t t  des Pau li-P rinzips ein Z u sa tzp o ten tia l einführen, 
e n ts te h e n  grosse V ereinfachungen . D ann e rh ä lt m an  eine seh r gu te  N äherung , 
w e n n  m an  fü r  die äusseren  E le k tro n e n  bei A tom en  W ellenfunktionen  vom  Sla- 
te rsc h e n  T y pus u n d  bei M etallen  einfache ebene W ellen w äh lt. F ü r  das Z u
sa tzp o ten tia l, m it  w elchem  m a n  das P au li-P rinzip  ersetzen kan n , e rh ä lt m an  
n a c h  Gombás [5]

F ‘ =  —  у Л е 2'3 -  Qi213] ,  ( i )
ЛКО

Ya =  \  (3jt~)'г13еа0

i s t  ; q b ezeichnet die gesam te E lek tro n en d ich te  und  Qt die D ich te  derjenigen 
R u m p fe lek tro n en , deren  E nerg ie  kleiner is t, als die tie fs te  mögliche Energie 
des in  B e tra c h t gezogenen V alenzelek trons. So is t bei A l fü r  ein  V alenzelektron 
in  einem  s Z u s ta n d  g0 =  0, fü r  ein V alenzelek tron  in  einem  p  Z u stan d  

=  2 gls 2q2s u n d  endlich o2 =  g also F 2 =  0 fü r ein  d  E lek tron . q1s bzw . 
o2s is t  die D ich te  eines l s  bzw . 2s E lek trons im  A l-A tom . M an vgl. h ierzu  die 
z itie r ten  A rb e iten  von  Gombás, e is t die pozitive  E lem en ta rlad u n g  u n d  a0 
d e r  k le in ste  B ohrsche  W asserstoffrad ius.

W ie w ir schon in der E in le itu n g  e rw äh n t haben , w erden  die A tom rüm pfe 
d u rc h  die m eta llische  B indung  p rak tisch  n ic h t beein flusst, d. h. die P o ten tia l- 
u n d  E lek tro n en v erte ilu n g  d e r  A tom rüm pfe  is t im  freien  Z ustan d  p rak tisch  
dieselbe wie im  M etall. D as P o te n tia l (1), in  das n u r die E lek tro n en d ich te  des 
R um pfes e in g eh t, is t daher fü r  freie A tom e dasselbe, wie fü r das aus diesen 
A to m en  au fg eb au te  M etall. A us dem  A usdruck  (1) is t ersich tlich , dass dieses 
P o te n tia l fü r e in  A tom  n u r  von  d er N ebenquan tenzah l d er E lek tro n en  ab h än g t ; 
es se tz t sich also aus G liedern zusam m en, die den einzelnen E lek tronengruppen  
m it  versch iedener N eben q u an ten zah l en tsp rechen . Es is t also fü r V alenzelek tro
n en  m it gleicher N eb en q u an ten zah l dasselbe. D eshalb k ö n n en  w ir je tz t  bei d er 
B eh an d lu n g  v o n  A tom - u n d  M etallproblem en einen O p era to r Ф einführen, 
d e r  folgende E igenschaften  b es itz t. Die E ig en funk tionen  des O perators Ф sind  
d ie  K ugelflächenfunktionen  m it (1) als E igenw erten . W ir h ab en  also die G leichung

ФУ,т  =  F l( r )Y ,m

als B estim m ungsgleichung fü r  Ф . In  d er obigen G leichung ist Y,m die K ugel
fläch en fu n k tio n , die zu r N eb en q u an ten zah l / u n d  zur m agnetischen  Q uan tenzah l
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m  gehört. Ф  is t ein H erm itescher O pera to r, da  seine E igenw erte reell sind. 
A ngenom m en, dass e r auch  linear is t, haben  w ir

wo

M -

cl>(r,i),<p) =  i  F \ r ) M - ,

/г  Г 1 9 i c ' n f  8 \ 4  1 d2 I
4jr2 Isin О Э i) l  d ű l  sin  ö 9<p2 J

der O p era to r des Im p u lsm o m en tq n ad ra tes  und

.  A2

4 jf

sein E igenw ert ist. D ie Q uan tenzah l l in den vorangehenden  Gleichungen 
w ird  du rch  den O p era to r M -  b estim m t.

F ü r  A tom e g ib t diese M ethode p rak tisch  n ich ts  N eues. W egen der D efinition 
von Ф weisen die Schrodingerschen G leichungen fü r  s-, p - , d- E lek tronen  keinerlei 
w esentliche U ntersch iede von jenen  auf, die m an  du rch  die A nw endung von 
(1) herle iten  kann . E in  formaler  U n tersch ied  ist aber, dass m an m itte ls  des 
O pera to rs Ф  die E igenfunktionen  u n d  die E igenw erte  der E lek tro n en  eines 
A tom s m it H ilfe einer einzigen Schrödingerschen G leichung bestim m en  k an n . 
E s ist n ich t notw endig  fü r  s-, p-,  (/-E lektronen versch iedene Schrodingersche 
G leichungen aufzustellen .

G anz anders is t die Lage bei d en  M etallelektronen, wo die E in füh rung  des 
Operators«!* die B erechnung d e r E igenschaften  m ehrva len tiger M etalle erm öglicht. 
D er grösste Teil der M etallelektronen dieser M etalle h a t  eine ganz bedeutende 
k inetische Energie und  dieser en tsp rechende von N ull w esentlich verschiedene 
W ellenzahlvektoren . F ü r  diese E lek tro n en  können w ir n ich t einm al eine 
ap p ro x im ativ  richtige N eben q u an ten zah l definieren u n d  dem zufolge ist keines 
d er P o ten tia le  (1) anw endbar. D er O p era to r Ф h a t  ab er für jede  beliebige 
W ellenfunktion  eine B edeu tung , u n d  ist au f jede  beliebige W ellenfunktion 
anw endbar. Die B erechnungen  kann  m an leicht du rch füh ren , falls m an die 
E igenfunk tion  nach den  K ugelflächenfunktionen in eine R eihe entw ickelt.

Metallelektronen im metallischen A lu m in iu m

D as A lum inium -A tom  ha t in seinem  G rund zu stan d  ls - , 2s-, 2p-, 3s- und 
Зр -E lek tronen . Zufolge des Pauli- u n d  E nerg iem inim um -Prinzips besetzen 
die 13 E lek tronen  des A lum inium -A tom s diese Z ustän d e  folgenderm assen :

( l s ) 2 (2*)* (2p)« (3s) 2 3 / , ,

wo w ir in üb licher W eise die B esetzungszahlen m it den  E xpon en ten  bezeichnen. 
N ennen w ir V alenzelek tronen  jene E lek tro n en , die in  d e r Em ission des sich tbaren  3

3  Acta Phvsica
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u n d  nah en  u ltra v io le tte n  S p ek tru m s te ilnehm en, so h a t das A lum inium -A tom  
d re i V alenzelek tronen , näm lich  zwei 3 s-E lek tronen  u n d  ein 3p -E lek tro n .

D as E n erg iesp ek tru m  der E lek tro n en  des m etallischen  A lum inium s ist 
ein  B an d sp ek tru m , wie im  allgem einen in  allen F estk ö rp ern . In  d e r B indung 
w erden  jene M etalle lek tronen  te ilnehm en , deren  a to m are  W ellenfunktionen  
eine b ed eu ten d e  Ü berdeckung zeigen2 d. h. w enn die A to m k ern e  in  einen 
A b s ta n d  kom m en, der m it dem  G itte ra b s ta n d  verg le ichbar ist. In  A bbildung 1 
is t  die rad ia le  D ich te  der E lek tro n en  fü r  das A lum inium -A tom  eingezeichnet .3 

D e r Pfeil b ezeichnet die Stelle, wo die im  G leichgew ichtsabstand  befindlichen 
A tom e die gleiche E lek tro n en d ich te  haben . Die E lek tronen , deren  radiale 
D ich te  an  d ieser Stelle einen b ed eu ten d en  W ert an n im m t, besitzen  ein E nergie
b an d sp ek tru m , u n d  sie h ab en  einen grossen E in fluss au f die B erechnung der 
B indungsenerg ie  und  anderer M eta llk o n stan ten . N ach  A bbildung  1 kom m en

A b b . 1. R ad ia le  D ich te  der ls - , 2s-, 2p-, 3s- u n d  Зр-E lek tro n en  im  A l-A tom . I n  de r A bbildung  
hab en  w ir die radiale E le k tro n en d ich te  bei dem  A to m k ern  n ich t eingezeichnet.

fü r  die B indung  die 3s- u n d  Зр-E lek tro n en  in  B e trach t, d a ru m  m üssen w ir 
bei dem  m etallischen  A lum inium  m it drei M etallelektronen rechnen . Die E igen
fu n k tio n en  d e r ls - , 2s- u n d  2 p -E lek tro n en  zeigen p rak tisch  keine Ü berdeckung. 
Ih re  E n erg iebänder haben  n u r  eine unbedeu tende  B reite , dem zufolge is t ih re  
E lek tro n en v erte ilu n g  und  E nerg ie  im  A tom  u n d  im  M etall dieselbe. Z ur G itte r
energie tra g e n  sie m it einer K o n s ta n te  bei, die w ir vernachlässigen  können .

2 Siehe z. B . F . Seitz , T he M odern  T heory  of Solids, M cGraw H ill B ook C om pany, 
L o ndon , 1949. S. 303—308.

3 D ie ra d ia le n  D ich ten  d e r E le k tro n en  des A l-A tom s h aben  w ir a u f  G ru n d  der fo lg en 
d e n  A rbeiten  b e re c h n e t:  D. R . Hartree , Proc. R oy. Soc. A 151, 96, 1935 ; В . Kozm a  u n d  
A .  K ónya , ZS. f. Phys. 118, 153, 1941 u n d  eine n ich t veröffen tlich te  A rb e it des V erfassers
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D as m etallische A lum inium  k ris ta llis ie rt in  einem  fläch en zen trie rten , 
kubischen G itte r. W ie w ir in  den vorigen  Ü berlegungen festgestellt h ab en , 
befinden sich in  den G itte rp u n k ten  Al3 ; Ionen, die die gleiche E le k tro n e n 
verteilung  h aben  wie die freien  Ionen. D rei M etalle lek tronen  pro Ion  kom pensieren  
die positive L adung des A l3+ Ions. N ach  dem  V orbild v o n  Wigner u n d  Seitz  [1 ] 
ziehen w ir zw ischen einem  M etallion u n d  allen  seinen N ach b arn  die S y m m etrie 
ebenen, die einen P o lyeder von hoher S ym m etrie , die sogenannte  ein M etallion

A bb. 2. Die E lem entarzelle  des fläch en zen trie rten  G itters.

en th a lten d e  E lem entarzelle , einschliessen. F ü r das fläch en zen trie rte  kub ische  
G itte r veranschau lich t diese E lem entarzelle  A bb. 2. W ie zu sehen is t, k an n  m an  
diesen P o lyeder in g u te r N äherung  d u rch  die K ugel vom  gleichen V olum en 
ersetzen, die w ir kurz E lem entarkugel nennen  w ollen. Die E lem en tarkugeln  
sind von aussen  gesehen elektrisch  n e u tra l und  dem entsp rechend  können  w ir 
unsere B e trach tu n g en  a u f  eine K ugel reduzieren .

Das a u f ein M etallelektron in d er E lem en tarkugel w irkende P o te n tia l  
h a t die folgenden B estand te ile  : 1. das e lek tro sta tische  P o te n tia l des A tom kernes 
und  2. das d er edelgasähnlichen E lek tronenschale  der l s ,  2s u n d  2p E lek tro n en ;
3. das e lek trosta tische  P o te n tia l der M etallelektronen. B eim  A l-A tom  is t das 
K ern p o ten tia l Z e r ,  wo Z  =  13 und  r die E n tfe rn u n g  vom  K ern  beze ich n et. 
Das e lek trosta tische  P o te n tia l Ve der ( ls ) 2 (2s) 2 (2p)6 edelgasähnlichen E le k tro 
nenschale des A l3 r Ions w urde von Hartree [2] b estim m t und  ta b e llie r t. V om  
P o ten tia l d er M etallelektronen können w ir folgendes festste llen  : wegen d er 
A ustausch- u n d  K orrelationsw echselw irkung der M etalle lek tronen  e n ts te h t u m  
jedes E lek tro n  ein R au m , der arm  an  E lek tro n en  is t, ein  sogennantes L och , 
das beim  m etallischen  A lum inium  eben gross genug is t, u m  ein E le k tro n  aus 
der E lem entarkugel auszuschliessen [3]. D arum  haben w ir beim  P o te n tia l d er 
M etallelektronen n u r zwei M etallelektronen in  B e trach t gezogen. Das P o te n tia l  
der als frei angenom m enen M etallelek tronen  ist

V f = -  2я*0е(д *— £ ) ,  (2)
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w o v0 =  6  4rrR :1 d ie D ich te  d er in  der E lem en tark u g el gleichm ässig v erte ilten  
zwei M etalle lek tronen  und  R  d e r R adius d er E lem en tarkugel is t. D as gesam te 
P o te n tia l is t schliesslich

V  =
Ze

- + \ v e
r

- r V e + V f

( Z - z ) e i
Vf . (3)

I n  (3) ist s die Z ahl der M etallelektronen, also beim  m etallischen  A lum inium  3. 
D as Glied ze r s te llt das Coulom bsche P o te n tia l des punk tfö rm igen  Ion -

A bb. 3 . Die e ffek tive  p o ten tie lle  E n erg ie  der s -E lek tro n en  :

I Ze
e V '  =  — e ----- b Ve +  V f  —  To8 *»]

E le k tro s ta tisch e  p o ten tie lle  E nerg ie  :

I Ze 1
- e V =  e +  V' +  K/|

rum pfes d a r  ; das zw eite G lied Ve -)- (Z  — z)e r is t das n ic h t Coulom bsche 
P o te n tia l des Ionrum pfes, das aus der räu m lich en  A usdehnung  des R um pfes 
re su ltie r t ; das d r it te  Glied in  (3) ist du rch  (2) definiert.

D ie E ig en funk tionen , die in diesem  P o ten tia lfe ld  b e s tim m t sind, a p p ro x i
m ieren  d ie  E igen funk tionen  d er M etalle lek tronen  n u r d an n , w enn m an  fü r  
diese m it e in er geeigneten M ethode das P au li-P rin z ip  berü ck sich tig t und  so eine
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grosse k inetische E nerg ie  sichert ; anderenfalls n äh e rn  sie die E ig en funk tionen  
der R um pfelek tronen  an . E ine m ögliche Lösung d ieser P roblem e is t die O rthogo- 
nalisierung  der E igenfunk tionen  d e r M etallelektronen au f die E igenfunk tionen  
der R u m p fe lek tro n en [4 ]. Bei schw eren  M etallen k a n n  m an ab er dieses V erfahren  
wegen m ath em atisch er Schw ierigkeiten n ich t anw enden . E in  an d erer W eg zu r 
Lösung is t s ta t t  des e lek tro sta tischen  P o ten tia ls  V  das m odifizierte P o ten tia l

V '= V + < X >  * (4)

einzuführen  und die E igen funk tionen  der M etalle lek tronen  in  d iesem  P o te n tia l
feld zu  bestim m en. In  (4) istc£> d e r im  ersten Teil e rw ähn te  O p era to r, der durch

Abb. 4 Die effektive p o ten tie lle  E nerg ie  der p -E lek tro n en  :

E lek tro sta tisch e  p o ten tie lle  E n e rg ie  :

-  eV  =  -  e —  +  Ve +  V f  
l_ r

die m itte ls  der M ethode des »self-consistent fie ld«  berechnete  D ich teverte ilung  
b es tim m t w erden k a n n  [2]. In  A b b . 3 und  4 b eze ichnet die ausgezogene L inie 
den V erlau f der effek tiven  p o ten tie llen  E nerg ie  — e V  -{- / (l -f- 1) e2a0 2 r- 
fü r s- bzw . p -E lek tro n en . Im  g rössten  Teil (m ehr als 75% ) der E lem en tarkugel 
is t die m odifizierte p o te n tie lle  E n e rg ie  für beide, also fü r s- bzw . p -E lek tro n en
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p ra k tis c h  k o n s ta n t. In  diesem  G ebiet is t die Lösung d e r m it dem  P o ten tia l 
V  au fgeste llten  Schrödinger G leichung eine ebene W elle und  g ib t eine kon
s ta n te  D ich teverte ilung . D em zufolge is t sie im  g rössten  Teil der E le m e n ta r
k uge l »seif-consisten t« . V '  zeig t in  der K ern n äh e  s ta rk e  Schw ankungen . Diese 
s in d  ab er ganz un b ed eu ten d , weil sie n u r  in  einem  kleinen  Teil d e r E lem en
ta rk u g e l s ta ttf in d e n  u n d  in  diesem  G ebiet is t ausserdem  V  im  M itte l  nur 
w enig  versch ieden  von  dem  a u f das äussere  G ebiet d er E lem en tarkugel genom 
m en en  M itte lw ert von V.

Die Bestim m ung der kinetischen Energie

Die B erechnung der G itterenerg ie  is t w eitgehend analog zu d e r M ethode 
v o n  Gombás [5 ]. E in  U ntersch ied  b e s te h t n u r in  d e r B erechnung d e r kine
tisch en  E nerg ie . D iesen wollen w ir h ie r besprechen.

F ü r  die W ellen funk tion  eines M etallelektrons setzen  w ir die ebene 
M elle an

VI
ß 1 2

( 5 )

I n  (5) is t ß  das V olum en der E lem en tarkugel und  f der W ellenzahlvektor 
des M etalle lek trons, der m it der k inetischen  Energie durch  die G leichung

В Д )  =  -  !?ia (6)
2

zu sam m enhäng t.

B ei e inem  E lek tronengas am  abso lu ten  N u llp u n k t, füllen die E n d p u n k te  
d e r  W ellenzahl vek to rén  eine K ugel gleichm ässig aus. D er R adius d e r Kugel 
is t  die grösste  W ellenzahl k u , die m an  seh r einfach b estim m en  k an n . D as Volu
m en  der Im p u lskuge l is t 4 rr/>L 3 , w 0

/V  = (^)

d en  B e trag  des m axim alen  Im pulses d er E lek tronen  d a rs te llt, к ^  is t  d e r  B etrag  
v o n  f^ . D en E lek tro n en  im  V olum en Q  en tsp rich t also das P h asen rau m v o lu 
m en  £?4тгр^ 3. Die A nzahl der m öglichen Z ustände e rh ä lt m an d u rch  D ivision 
m it ha 2. D a jed e  dieser Z ustände 1 E lek tro n  e n th ä lt, folgt

ft3 3

u n d  von (8 ) m it Hilfe (7) bekom m en w ir

_Q
er3 3

( 8 )

( 9)
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H ieraus e rg ib t sich m it Q  =  4тгК3/3 u n d  s =  3

h4
/rev1'“ !. _  2,768
ÚJ R  R

( 10)

Die k inetische E nerg ie  der M etalle lek tronen  se tz t sich aus den folgenden 
zwei Teilen zusam m en :

1. M itte lw ert der k inetischen  E nerg ie  der freien M etallelektronen. F ü r 
diesen e rg ib t sich

I  - 5 /3  ,  1 n -  5 /3  g l  / 1 1 4Ь к  =  *k v — -  =  1 Д 0 э s e2a0 —  ? ( 1 1 )
3 t \-

wo

3  / о=  J q (3jt2) e-e0

eine K o n stan te  und

3z
v =  -------

4:rf?3

die D ichte d e r z M etallelektronen ist.
2. D ie andere H älfte  der k inetischen  Energie e rg ib t sich aus dem  B ese t

zungsverbot der R u m p fe lek tro n en zu stän d e . W ie wir im  ersten  Teil e rw äh n t 
haben , k an n  m an bei d er B erechnung d er Energie die E nerg ieerhöhung, die 
aus dem  B esetzungsverbo t der R um pfelek tro n en zu stän d e  fo lg t, m it dem  O pera
to r  Ф bestim m en , und  zw ar ist diese d e r  räum liche, a u f alle M etallelektronen 
genom m ene M ittelw ert von  Ф.

E n tw ickeln  w ir (5) in  eine R eihe n ach  K ugelfunk tionen4, so e rg ib t sich

w t  =  e ' ( I 'r) =  Q T?I « i ( , *tn) Z J 21 +  1 № , ( * г ) Р , ( с о .  0) (1 2 )

wo r„ der zu  einem  G itte rp u n k t gezogene R ad iusvek to r is t, w eiterhin  bezeich
n e t к =  \ t \ ,  r =  11  — 1 „ I u n d

j ,  («> =  1 (13)

■h+U2 is t  eine B esse l-F unk tion .

Mit (1), (12) und  (13) erg ib t sich fü r  den räum lichen  M ittelw ert v o n  Ф

Ф) =  J ip*Фгр1  dv =

4 Siehe z. B . S. Flügge u n d  H . M arschall, R echenm ethoden  der Q uan ten theorie , S p ringer, 
B erlin , 1949. S. 97.
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2 л 2

Q k  70 ' ;
I J i i 2(kr) e2,3(r)r  dr

R

* SJÍ ,2(4[Qw (r)
0

o2'3 ( r ) ] r r f r  , (14)

w o dv das V olum enelem ent is t. In  (14) h aben  w ir nu r zwei G lieder e rh a lten , 
weil die anderen  beim  m eta llischen  A lum inium  wegen F ‘ =  0, w enn / >  2. v e r
schw inden. W en n  w ir den k inetischen  E nerg ieb e itrag  aller E lek tro n en  berechnen  
w ollen, m üssen  w ir in  der M itte lw ertb ildung  w eitergehen u n d  ф { nach allen  
m öglichen W ellenzahlen  in teg rieren . M it H ilfe  von  (14) bekom m en w ir dies 
fo lgenderm assen. N ach (9) fallen in  die K ugelschale m it den  R adien к u n d  
к  -|- dk

^ k * d k  (15)
TZ

Z ustände, w enn к  <  k u is t. A us (14) e rg ib t sich  m it (15) u n te r  B erücksich ti
gung  von (10)

Q
Ф =  —  O fk*  d k  =

0
R

=  Vo { j  02,:i(r)[./i;2 (к/хГ) — ./ —1 2 (^*>r) J 3 i 2  (к 1л г)\кцГ d(kfjLr)
0

R

3 j  [e */3 (r) -  Ql1 3  (r)j [ J l ,  (AV r) -  J m  ( к ^ г ) Ы к „ г )  I V  d(k 16

(16)

(16) g ib t den  M itte lw ert von  Ф im  allgem einen fü r z E lek tro n en , also im  F alle  
des m etallischen  A lum inium s fü r drei E lek tro n en . W egen d er n u r tabellarisch  
vorhandenen  F u n k tio n en  g u n d  gj k an n  m an  (16) n u r num erisch  ausw erten . 
Tabelle I  zeig t die W erte von  ф е  fü r einige in  die N ähe der G leichgew ichtslage 
fallende R ad ien .

W enn w ir alle M etallelektronen als s E lek tronen  (also E lek tronen  m it 
kugelsym m etrischen  E igenfunktionen) b e tra c h te n  wollen, bekom m en w ir fü r  
die k inetische E nerg ieerhöhung der M etalle lek tronen , die aus dem  B esetzungs
v e rb o t der R u m p fzu stän d e  folgt, s ta t t  (16) den  A usdruck

In  (17) is t

WK =  3 z e 4
1

K R 3' ( 1 " )

J K = ^ L  2-'s ( r ) r2 rfr (18)
e -rо

eine K o n s ta n te . Das In teg ra l k ann  m an  in  d er U m gebung d er G leichgew ichts
lage s ta t t  a u f  Q  au f den ganzen R aum  ausdehnen , da g(r) m it w achsendem
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r exponentiell abfällt und  schon am  R a n d  d er E lem en tarkugel p rak tisch  N ull 
is t. In  der Tabelle I haben  w ir auch die W erte  von W K e ingetragen , ф е  is t im m er 
kleiner als W K, dem entsprechend  fü h r t  die B erücksich tigung  der rich tigen  
S tru k tu r  der E igenfunk tionen  zu einer tie fe ren  G esam tenergie.

Die Berechnung der potentiellen Energie

W ir beginnen m it der B erechnung d e r Selbstenergie des M eta lle lek tronen
gases. Diese se tz t sich aus der gegenseitigen e lek tro sta tischen  Coulom bschen 
W echselw irkungsenergie der M eta lle lek tronen

Uc =
1

-- 9
H

d e r gegenseitigen A ustaüschenergie der M etallelektronen

(19)

E a  =  — 0,4582 z4'3 e2
R

( 20 )

u n d  der K orrelationsenergie zusam m en, die m an m it dem  folgenden N ä h e 
ru n g sau sd ru ck  berechnen k an n  :

E’w =  — 0.0172 z -  — 0,0577 z4 ' ^ 2 - ■  

«О К
( 21 )

A usser diesen E nerg ieanteilen  h a t  m an  noch die W echselw irkungsenergie 
des gleichm ässig v e rte ilten  E lek tronengases der M etallelektronen m it dem  
Ion  in  der E lem entarkugel zu berechnen . In  diesem F alle  sind  die W echsel
w irkungspo ten tia le  von d er W ellenzahl u n abhäng ig , w odurch  die B erechnung  
in  grossem Masse erle ich tert w ird. D en M itte lw ert dieser P o ten tia le  bekom m en 
w ir näm lich  durch  einfaches räum liches In teg rie ren . D ie Teile der W echsel
w irkungsenergie der Ionen m it dem  E lek tronengas der M etalle lek tronen  sind 
also die folgenden : die Coulom bsche W echselw irkungsenergie

W c =
3 z V  1

~2 R
(2 S

d e r punk tfö rm ig en  Ionen ladung  z m it den  M etallelektronen, u n d  die aus d er 
E in tau ch u n g  d er M etallelektronen in  die E lek tronenw olke d e r Ionen  re su ltie 
rende n ich t Coulom bsche e lek tro sta tische  E nergie

W E =  - Z z e 4 E —  , (23)
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WO
oo

I E =  ~ J ( v e +  Z- ~ ~ )  r2 dr (24)
0

is t . In  (24) h a b e n  w ir das In te g ra l s ta t t  a u f  ß  au f den ganzen  R aum  au sg e
d e h n t, da d er In te g ra n d  m it w achsendem  X exponentie ll ab fä llt.

A usser diesen E nerg ien  h a t  m an n och  die aus d e r A ustauschw echsel- 
w irkurig der M etalle lek tronen  m it den R um pfe lek tronen  resultierende A u s
tauschenerg ie  W A zu berücksich tigen . Diese können w ir in  der Form

W A =  -  3 z e 4 A —  +  o . ^ '3«2 —  
R» №

darstellen , wo

4 у
ÍA  =  ~ ^  Qi>S(r)r*dr,

3 ei л'

f 3 \1,s x a 3 3 ( 3 ru n d y„ =  — I — I
v4jrJ e2 e 4 V3T /

(25)

(26)

is t . r„ bezeichnet' einen G renzrad ius, fü r  d en  q =  p0 =  0,002127 a03 die R a n d 
d ich te  des T h o m a s—F e rm i—D iracschen M odells is t.5

Die E nerg iesum m e E c  -f- W c w urde m it der M adelungschen M ethode 
fü r  das fläch en zen trie rte  kub ische  G itte r v o n  Fuchs [6 ] ex ac t berechnet. E s 
e rg ib t sich fü r  das fläch en zen trie rte  G itte r  der A usdruck

Eh. WA =
0,89586 22e-------------------------  ,

R
(27)

d e r sich von  d e r Sum m e von  (19) und  (22) u m  weniger als 0 ,5%  un te rsch e id e t. 
B ei dem  m etallischen  A lum inium , wo z2 =  9 ist, — also  bedeutend  grösser 
als bei A lkalim eta llen  — w ollen w ir diese V erfeinerung der Theorie d u rc h 
fü h re n  und  s ta t t  der Sum m e von (19) u n d  (22) m it (27) rechnen.

D ie Gitterenergie und  die von dieser ableitbaren Resultate

Die G itterenerg ie  des m etallischen A lum inium s is t  die E nergiem enge, 
die nö tig  is t, u m  das M etall in  von e in an d e r unendlich  w eit en tfern te  Al'3“

5 Siehe z. В. P . Gombás, D ie s ta tistische  T heorie  des A tom s u n d  ihre A m vendungen, 
S p ringer, W ien 1949. S. 313 f.
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Io n en  und  M etallelek tronen  zerlegen zu kö n n en . Die G itterenerg ie  des M etalls 
e rh ä lt  m an  als folgende Sum m e

U(R) =  Е К +  Ф е +  E a  +  E w +  W e  +  W A + L ' C +  Щ .  (28)

D ie G itterenerg ie als F u n k tio n  von  R  ist in  A bb. 5 d a rgeste llt.
In  der G leichgew ichtslage b es itz t U (R ) ein M inim um , es is t also d o r t

A b b . '5. G itterenergie  U  des m etallischen  A lum inium s in  der N ähe de r G leichgew ichtslage 
U  und R  s ind  in  a to m aren  E in h e iten  angegeben. (Siehe T abelle  I.)

A us dieser G leichung k an n  m an  R 0, d. h. den W e r t  von  R  in  d e r G leichgew ichts
lage, berechnen. M it H ilfe R 0  u n d  der G leichung

а =  2 R 0

1/3

k ann  m an auch den G itte rab s tan d  a bekom m en.
N ach E insetzen  von R 0  in  den  A usdruck v o n  U  e rhält m an  U0, die G itte r

energie in  der G leichgew ichtslage. D er B etrag  v o n  U0  se tz t sich aus der Subli
m ationsenergie S  u n d  der A b tren n u n g sarb e it (Ion isa tionsarbe it) der V alenz
e lek tronen  von den  freien A tom en zusam m en. H ieraus lässt sich S berechnen, 
m an erh ä lt

S =  \U01 ./] Jo  . f | ’ (30)
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wo J 1  =  5,97 eV , J 2  =  18,8 e V  und  J 3  —  28,5 e V  die e rs te , zw eite u n d  d r it te  
Ion isierungsenerg ie des A l-A tom s b eze ichnet [7 ].

E ine w eitere  w ichtige M eta llk o n stan te  is t die K om pressib ilitä t x .  In  der 
G leichgew ichtslage e rha lten  w ir x  d u rch  die G leichung

Die b e rech n e ten  u n d  b eo b ach te ten  W erte  von  a, U0, S  u n d  x  sind in  T abe lle  I I  
angegeben . D ie b erechneten  K o n s ta n te n  stim m en seh r g u t m it den  b eo b ach 
te te n  überein . D ass die Ü bere instim m ung  zwischen den  berechneten  u n d  be
o b a ch te ten  W erten  bei S sch lechter is t als bei U0, folgt d a rau s , dass sich S  nach  
(30) als D ifferenz zweier grossen Zahlen U 0  und  ./) , /2 +  J 3  erg ib t.

Z um  V ergleich haben  w ir R echnungen  d u rch g efü h rt, bei denen  das 
A bstossu n g sp o ten tia l fü r  alle E lek tro n en  dasselbe w ar, w ie das fü r s E lek tro n en  
b e n u tz te  P o te n tia l F° =  y 0g1 3. In  der T abelle  I I I  sind die m it diesem  P o te n tia l 
berechne ten  M eta llkonstan ten  und  einige im  V erlauf d er B erechnungen  b e n u tz 
te  K o n s ta n te n  dargeste llt.

W enn m an  die in den Tabellen  I I  u n d  I I I  angegebenen R esu lta te  verg leich t, 
is t zu sehen, dass die konsequen te  B ehand lung  der M etalle lek tronen  zu  E rg eb 
n issen fü h rt, die m it den em pirischen K o n stan ten  besser übereinstim m en . 
D er G ru n d  d a fü r is t darin  zu suchen, dass m an  durch  die B enu tzung  des O pera
to rs  Ф  die W inkelabhäng igkeit der W ellen funk tionen  der M etalle lek tronen  
b e rü ck sich tig t h a t. 1

E s w äre  ab er falsch, den M itte lw ert des s- u n d  p -A b sto ssu n g sp o ten tia ls  
m it dem  G ew ich tsfak to r 2 und  1 zu b ilden . Die B erechnungen , die w ir m it 
diesen G ew ich tsfak to ren  d u rchgefüh rt h ab en , ergeben fü r  S  dreim al so grosse 
W erte  wie d e r beobach te te  und  auch  fü r  a einen b ed eu ten d  k leineren  W ert 
als d er em pirische. N äheres h ierüber wollen w ir in  einer an d eren  A rbeit besprechen .

Prof. D r. P. Gombás m öchte ich m einen  besten  D an k  fü r das L esen des 
M an u sk rip tes  u n d  seine w ertvollen  R atsch läg e  aussprechen.

T A B E L L E  I
D ie b e rech n eten  W erte  von  Фе u n d  I E f ü r  das M etall Al als F u n k tio n  v o n f í .  D ie v o n  uns 

b e n u tz te n  a to m aren  E inheiten  sind die fo lgenden : E in h e it der L änge : a0, der k le in ste  Bohr- 
sche W assersto ffrad ius ; E in h e it der L adung  : e, die positive E lem en tarlad u n g  ; E in h e it  de r 
E n e rg ie : e2/o 0, die doppelte  Ionisierungsenergie des W assersto ffa tom s fü r unendliche K ernm asse .

к Фе W K

2.8 1.1975 1,2884
2,9 1,0858 1,1597
3,0 0,9848 1,0475
3,1 0,8939 0,9494
3,2 0,8137 0,8631
3,3 0,7439 0,7870
3,4 0,6846 0,7196
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T A B E L L E  II

B erechnete  und  b eo b ach te te  W erte  ein iger struk tu ru n em p fin d lich er K o n s ta n ten  des 
m etallischen  A lum inium s.6 * * * * *

u a a s X
kcal/m ol A » kcal/m ol cm 2/d in

B erech n et ..................... 1281,6 4,17 54.8 0,74 - 1 0 ~ 12
B eo b ach te t ................... 1286.8 4,04 60 0,95 • 10—12

T A B E L L E  II I

B erechnete  W erte  von U0 , a ,  S ,  x ,  sowie r„ und  die In teg ra le  J e , J e  u n d  J a  
f ü r  Al. Bei d iesen R echnungen h aben  w ir fü r alle M etallelektronen s t a t t  Ф das A bstossungs- 
p o ten tia l F °  angew endet.

u„
kcal/m ol

a
Ä

s
kcal/m ol

X
cm 2/d in

4«0
J e
«o3

J k
«o2

J a
«02

1248.0 4,33 21,2 0,77 • 10 12 1,91 0.6614 3,1425 0,8828
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О ВАЛЕНТНОСТИ МЕТАЛЛА АЛЮМИНИЯ 

Р. Гашпар

Р е з ю м е

Автор развивает дальше метод теоретического изучения щелочных и щелочно
земельных металлов, данный Гомбашем. При помощи приведенного в статье метода ста
новится возможным последовательное теоретическое определение свойств связи металлов 
с валентностью выше двух. Как первое применение теории рассматривается металл 
алюминий. Расчетные и экспериментальные значения основных постоянных металлов 
хорошо согласуются.



Z U R  N U M E R I S C H E N  B E R E C H N U N G  
D E R  P O L A R I S A T I O N S E N E R G I E

V on

J .  I . H O R V Á T H

INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITÄT, DEBRECEN 
(VORGELEGT VON P. GOMBÁS. — EINGEGANGEN 28. X IÍ. 1951)

E s w ird die von Gombás und  Neugebauer angegebene A pproxim ationsm ethode  fü r  die 
B erechnung der Polarisationsenergie des H alogenw asserstoff-M oleküls besprochen, u n d  es w ird  
fü r das in dem  A usdruck der Po larisationsenerg ie  au ftre ten d e  Im p ro prius in teg ra l eine A p p ro x i
m ationsform el abgeleitet.

1. Bei der B erechnung der P olarisationsenergie q u an ten m ech an isch er 
System e pfleg t m an von der w o h lbekann ten  Form el der zw eiten stö ru n g s- 
theoretischen  N äherung

E P 2 hv(k,i) ( 1 )

auszugehen, wo

H 1 ( k , i ) =  $ Vt V V l dT (2)

und  V  die S törungsfunk tion  is t [1 ]. Z. B . im  Falle eines halogenhidridschen  
M oleküls, w enn R  den P ro to n en ab stan d  u n d  r die A b stän d e  der E le k tro n e n  
von dem  halogenen A tom kern  b ed eu te t, is t die S tö rungsfunk tion  :

V  =
1 1

f f (3)
][К 1 +  r 2 — 2rR  cos ü 

N ach einer einfachen m atrizen theo re tischen  U m form ung k an n  E p in d er F o rm

1

hv
I t f i M I 2 } (4)

geschrieben w erden , wo w ir s ta t t  der im  N enner au ftre ten d en  einzelnen E ig en 
frequenzen nach  Gombás und  Neugebauer einen M itte lw ert derselben e in führen  
können, der aus der em pirisch b ek an n ten  P o la risie rbarke it des halogenen  
A tom s bestim m t w erden kann . W eiterh in  h aben  wir noch die In teg ra le

=  j 'v f L y ’i 'U  (5 )

und
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//■(i,i) =  J  V *V '2ipi d r  (6)

zu  berechnen.
Zur num erischen  B erechnung  dieser In te g ra le  haben  Gombás und  Neuge- 

bauer  eine seh r in te ressan te  M ethode angegeben. Sie haben  die S tö rungsfunk tion  
n a c h  K u gelfunk tionen  en tw icke lt und, n ach  d er B erücksich tigung  einiger 
w oh lb ek an n ter R ela tionen  der K ugelfunk tionen , le ite ten  sie fü r unsere M atrizen
e lem ente die fo lgenden F orm eln  ab

O O  C O

Ях(м)= J U (r )d r Г )

bzw .

tf i (M ) . V ’ 1
■ 1 [ >

i = 1 2 i +  1 к  2 1 + 2 J 0

OO
_t_ X 1 1

• R -‘ 7  u { r ) ~1 ^
1 = 0 2 Í - f  1 J г21 + 2

r2' U(r) dr
( 8 )

WO

U(r) =  4тгr-yj* ipi

is t.

In  W irk lichke it w erden , bei den num erischen  A usrechnungen von H{(i,  i), 
n u r  einige G lieder der R eihenentw icklung  b erechnet und , weil die au fe inander 
folgenden G lieder annäherungsw eise im  V erh ä ltn is  von 1 /3 ,1 /2 , 2 /5 ,. . .  abnehm en, 
so können w ir die fehlenden Glieder d er R eihe durch  eine ähnliche unendliche 
geom etrische Progression erse tzen , deren  Q u o tien t du rch sch n ittlich  das geo
m etrische M itte l der V erhältn isse  der n ach e in an d er folgenden R eihenglieder is t.

2. L . W . Heywang  h a t  m ir noch im  Ja h re  1949 die Idee gegeben, die 
ex ak t d u rch fü h rb are  In te g ra tio n  nach ß zu berechnen, um  die E n tw ick lung  
nach K u g elfunk tionen  und  die d a ra u f folgende, ziem lich unsichere E x trap o la tio n  
m it Hilfe e in e r geom etrischen Reihe zu verm eiden . Die Gombás — Neugebauersche 
R echnungsm ethode is t seh r bequem  fü r  num erische R echnungen , und  sie is t 
physikalisch  v iel in te ressan te r, da das D ipo lm om ent, das Q adrupo lm om ent, usw ., 
aus den nach e in en d er fo lgenden G liedern der R eihenentw icklung  u n m itte lb a r  
berechnet w erd en  können ; doch ist die Heywangsche  K ritik , wie wir das gleich 
sehen w erd en , ■weitgehender b eg ründe t, als ich es dam als, ebenso wie H e rr  
Heywang , g em e in t habe . D as h äng t m it dem  Folgenden zusam m en :
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Um  die Form eln (7) u n d  (8) ab leiten  zu können , hab en  Gombás und 

ISeugebauer die F u n k tio n  nach  K ugelfunk tionen  en tw ickelt :

1
о

1

\r R 2 +  r2 — 2 rR  cos ö

i
——  • PA  cos ö) r <  К

r~i Ä '+ i
(9)

£  j*  , • P i (co s£) r > R .
, 0 r

W enn diese R eihen in  die F o rm eln  (5) u n d  (6) eingesetzt w erden, können  w ir 
die z itie rten  R esu lta te  (7) u n d  (8) e rh a lten . N un  k o m m t aber — von m a th em a
tisch e r H insich t aus b e tra c h te t — eine K onvergenzschw ierigkeit vo r. Es sind 
näm lich  die beiden Reihen in  der G leichung (9) fü r r  =  R  d ivergen t. N atü rlich  
ist es — wie w ir das gleich sehen w erden — n ich t p rob lem atisch , dass die 
M atrizenelem ente (5) und  (6) ex istie ren , doch k an n  es zw eifelhaft sein, ob die 
R eihen (7) und (8) den rich tigen  W ert darste llen , was die berechnete  Energie 
einigerm assen fraglich m acht.

3. Zuerst wollen w ir bew eisen, dass die M atrizenelem ente (5) und  (6) 
ex istieren .

D urch  die E insetzung  d er S tö ru n g sfu n k tio n  (3), e rh a lten  wir die folgenden 
R esu lta te

C O  +  1

« i M
U(r)

2 ö • , \rR- ■ Г- 2 rR x
Ar dx — ~  j U(r) dr .

ü

bzw.

2 .10 -1
_____ _  r W * - ± [  f
R-  +  t ~ — 2rR x  R  J

U(r)

R 2 4 -  r2— 2rR x
dr dx

+  TG I U (r ) d r •

U m  den Beweis führen  zu können , h ab en  v i r  offensichtlich n u r die E x istenz  
der beiden  In tegra le

4 Acta Physica

oo 4- 1

0 -1

f(r)
V R- +  r~ — 2rRx

dr dx ( 10)
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bzw .
oo - f l

J o =  í  I' --------- --------------- d r d x  (11)
6 &  +  r2 — 2rR x

festzustellen , wo /(г )  eine im  ganzen D efin itionsbereich  ste tige u n d  positive 
F u n k tio n  is t, fü r  w elche j/(r) j =  Ce~"  gilt.

a)  D er In te g ra n d  von J , h a t  fü r r =  R  u n d  x  — — 1 eine singuläre Stelle, 
w ir haben  also den  G renzw ert

lim  G (e,r) =  G* (12)
T—>0

ab zu sch ä tzen , w o

G(e, t ) =  f  -  f { R  +  £) dx  (13)
V(Ä +  e)* +  R 2 -  2R { R  +  e ) ( x -  t)

u n d  |/(r) | S  Ce= ^r, w e ite rh in  R  >  0 sind . D a

]G(e,T)| ^  Сщ к 1 +е) \ Ш  +  £)* +  Д 2 +  C 2R (R  +  г) (1 +  т ) -

— V(R +  e)2 +  R i -  2R (R  +  e ) (1 -  t )|

is t und
2CP-h R

lim  IG(e, t)| ^ ----------- ,
e^ o R
T—>0

haben  w ir die E x is ten z  von  J 1 festgestellt.
b) Im  F alle  des In teg ra ls  J ,  m üssen w ir zunächst die In teg ra tio n  nach  

x  du rchführen  :

Í --------— ---------  dx  =  ^  log ( A ± - ^  , (14)
J, R 2 +  r2 — 2 rRx 2rR  l R — r )

und  dann  h ab en  w ir zu zeigen, dass das In teg ra l

OO

J 2 =  №  b g  (R +  r)2 d r +  (15)
6 2rK

I f f  — £  OO ^

+  lim  I ( K — r ) ( f r +  1 log (r — H)  rfr!
- M o  *  J . ' R I

ex istie rt. V or allem  wollen w ir bem erken , dass — in dem  uns in teressierenden
/V  1

Falle — auch  die F u n k tio n  — , welche in i h r e m  D efin itionsbereich  eine s te tige
r
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F u n k tio n  is t, fü r  r =  0 keine singuläre Stelle h a t  u n d  fü r  r  —> 0 0  w enigstens 
wie e~/r ab n im m t ; dam it b ie te t der G renzübergang an  der u n te re n  und  oberen  
G renze des In teg ra ls  kein P rob lem .

U m  auch  die E x istenz d er beiden L im ites in  (15) fü r  r — R  festste llen  
zu können , w ollen w ir d a ra u f  hinw eisen, dass in  dem  abgeschlossenen In te rv a ll 
[R,R' ] -  wo R  <  R '  <  0 0  is t  — zu jedem  w illkürlichen ő >  0 im m er ein 
Polynom

p(r) =  an +  Ujr +  . . .  +  anrn 

d e ra r t  bestim m t w erden k an n , dass die U ngleichungen

p(r)  — Ő = S ^  p(r) +  Ő

fü r jedes r C [R,R'  ] gelten. W ir können  also schreiben, dass

J  ~  l°g  (r — R) dr
R  +  s

I R '

S I J p(r)  log (r — R) dr
R  +  e

K) dr

is t. D as zweite In teg ra l h a t, n ach  unseren V oraussetzungen einen endlichen 
W ert ; w ir b rau ch en  also n u r  das erste abzuschätzen . Diese A bschätzung  
lie fert keine w eiteren  Schw ierigkeiten. Setzen w ir näm lich  das Polynom  p(r)  
ein und  in tegrieren  w ir gliedweise, dann  lässt sich nach  u n m itte lb a re r  In teg ra tio n  
fü r die einzelnen Glieder die folgende R ekursionsform el ab le iten  :

R) dr (r ■ R )  [log (r R)  г +  R ) +
l — l l — 1 V l - -  1 J

H-----------R  ) r‘ 1 log (r — R) d r .
i +  1

Das b e d e u te t aber, dass alle G lieder des fraglichen In teg ra ls  en tw eder offensicht- 
ich end lich  sind , o d er den F a k to r

(r Щ  (log (r  — R)  — 1 ]

e n th a lten , der fü r  r  — R  =  e —»- 0, wegen

lim  e log e =  0 ,
e—>0

den G renzw ert N ull b esitz t. D am it haben  w ir ab e r bewiesen, dass auch das 
In teg ra l

J 2 <  OO

is t, w. z. b . w.
4. N achdem  w ir gezeigt h ab en , dass die, im  A usdruck  fü r die P o la risa tio n s

energie vorkom m enden In teg ra le  ex istieren , is t es noch p rob lem atisch , wie 
w eit die von  Gombás und  Neugebauer angegebene A nnäherung  an w en d b ar is t.

4 *



52 j. H o r v á t h

E s is t — von h eu ristischer H insich t aus — physikalisch  offensichtlich , 
d a ss  die höheren  G lieder der R eihen  (7) u n d  (8), die die höheren M ultipo l
k o m p o n en ten  angeben , vernachlässigbarerw eise  k lein  sind , som it sind  sie fü r 
u n s  bedeu tungslos. N ach  der Gombás— Neugebauerseben  M ethode b erechnet 
m a n  n u r  einige G lieder und  das R estg lied  w ird  d u rch  eine an g en äh erte  geo
m etrisch e  R eihe ap p ro x im iert. U nglücklicherw eise infolge der K onvergenz
schw ierigkeit is t es sehr schw er ab zuschätzen , wie viele G lieder bei d er D u rch 
fü h ru n g  der num erischen  R echnungen  in W irk lichke it berechne t w erden m üssen.

U m  diese P rob lem e zu en tscheiden  u n d  um  die A bschätzung  der Gombás— 
Neugebauerschen M ethode anzugeben , w erden  w ir die R echnungen im  Falle 
des In teg ra ls

OO + 1
Г Г 2  r Re r

J  =  --------— ------------  d r d x ,  R  =  2.2 (16)
R2 +  Г2 -  2rHx

w elches, wie w ir gesehen haben , allein fraglich  ist, m it A nw endung d er beiden 
M ethoden du rch fü h ren .

D urch die R eihenen tw ick lung  nach  K ugelfunk tionen  können w ir für 
J  den  A usdruck

J = Z
i=0

Y  4

Ú  27+ T
R 2i 1

oo

Í drl

( П )

ab le iten , w elchen w ir num erisch  bis zum  fünften  G lied berechnen w ollen. D er 
o b en erw äh n te  du rch sch n ittlich e  Q u o tien t is t 0,35580, fü r das In te g ra l erhalten  
Ávir den W ert 1,88406.

W enn w ir n u n  in  J  die In te g ra tio n  nach x  d irek t ausführen , hab en  w ir 
n och  das In teg ra l

( 1 8 )

n a c h  r zu in teg rie ren , dessen In te g ra n d  fü r  r =  R  eine singuläre S telle  besitz t. 
W ir w issen ab er aus dem  vorigen A b sch n itt, dass das In teg ra l tro tz d e m  in teg rier
b a r  is t . N ach  ein facher U m w andlung  können  w ir den  A usdruck  :

o o  R  -  w OO

./ =  2 j e~ r log (R +  r) dr  — 2 j e~~r log (R  — r) — 2 j e~~r log (r  — R) dr —
0 0 R + w

— lim  2
s—>0

R - e

\  R  - w

R+ w
log (R  — r) dr +  j" e ~ r

R  -  E

lo g ( r R) drI
I

(19)
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able iten . A n der singulären  Stelle kom m en  n u r endliche A usdrücke u n d  G renz
w erte , die die Form

lim  e r log  T =  0
T—>0

haben , vor. U m  die R echnungen exp liz it du rchführen  zu können , h ab en  w ir 
die F u n k tio n  e ' in dem  In te rv a l (R  — w, R  -f- w) d u rch  eine P arab e l zw eiter 
O rdnung  zu approxim ieren , w odurch d e r In teg ran d  analy tischerw eise  in te g r ie r t 
w erden k a n n  ; doch is t die A bszissendifferenz so klein, dass diese herangezogene 
A pprox im ation  vollkom m en zu treffend  is t. Som it e rh a lten  w ir fü r den  Lim es 
den A usdruck  :

(w2- 3 R ( w -  ft)) 2 Rb 2c I (log w  — 1) — — (f t-  1̂ w) \

U nsere num erischen R echnungen  h ab en  fü r J  je tz t  das R esu lta t 1,76419 
ergeben, w elches um  6,79 %  k leiner ist, als das m it der Gombás — Neugebauer sehen  
M ethode berechnete.

W ir können  also festste llen , dass die B erechnung des In teg ra ls  J  m it 
H ilfe der R eihenen tw ick lung  — da die Polarisa tionsenerg ie  in  den p rak tisch en  
A nw endungen n u r eine kleine K orrek tion  an g ib t — in den  p rak tischen  n u m e ri
schen R echnungen  zu treffend  ist.

5. W ie m an  sogleich einsieht, h a t  diese A pprox im ationsm ethode den  
V orteil, dass das In teg ra l in  dieser F o rm  du rch  einen ex a k te n  G renzübergang  
b erechnet w erden kann , und  som it m üssen w ir keine m ath em atisch  unvollkom m en 
b eg ründe te  Ü berlegung zw angsw eise anw enden .

Zum  Schluss wollen w ir noch bem erken , dass ein T eil des Fehlers bei der 
B erechnung  der Polarisationsenerg ie  (4) au to m atisch  au sfä llt, doch w ird  die 
Polarisa tionsenerg ie  durch  die h ier angegebene K orrek tion  einigerm assen n ach  
g u te r R ich tu n g  beeinflust.
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Р Е З Ю М Е
Автор излагает приближенный метод вычисления энергии поляризации молекулы 

водорода-галоида, данный Гомбашем и Найгебауером, и для имеющегося в выражении 
энергии поляризации несобственного интеграла выводит приближенную формулу.





Z U R  W E L L E N M E C H A N I S C H E N  T H E O R I E  
DE S  HCl  M O L E K Ü L S

V on
ZS. N Á R A Y

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITÄT, BUDAPESTI 
(VORGELEGT VON P. GOMBÁS — EINGEGANGEN 28. X II . 1951)

E s w ird  m itte ls  eines a u f  die V aria tionsrechnung  zu rückgehenden  S törungsverfahrens 
eine Theorie des HCl Moleküls en tw ickelt, ohne Z uhilfenahm e em pirischer oder ha lbem pirischer 
P aram ete r. Die R echnungen  fü h rte n  wir m it d e n  A nnahm en des Ionenm odells du rch . Z ur 
P rü fung  des V erfahrens berechnen  w ir die D issoziationsenergie, den  K ernabstand  u n d  die 
E igenfrequenz des Moleküls. Die R esu lta te  sind m it den  en tsp rechenden  em pirischen W erten  
in  g u ter Ü bereinstim m ung.

§ 1. I n  B ezug au f die Theorie des H C l Moleküls m a c h te n  zuerst M . Born  
u n d  W. Heisenberg  [1 ] überw iegend v o m  q u an ten theo re tischen  S ta n d p u n k t 
ausgehende Festste llungen . In  ih ren  U ntersuchungen  b e n u tz te n  sie den  
von  Lorentz-Lorenz  fo rm ulierten  Z usam m enhang zwischen der M olrefraktion 
u n d  der P o la ris ie rb ark e it. A u f diese W eise w ar aus d en  M essergebnissen 
d e r R e frak tio n sk o n stan te  die P o larisierbarkeit des C l_ -Ions bestim m bar. M it 
der L e tz te ren  Hessen sich der E nerg ieausdruck  und  die K o n s ta n te n  des M oleküls 
bestim m en . I h r  V erfahren , das in einigen H insichten  em pirische D aten  bzw. 
vereinfachende A nnahm en  e n th ä lt, g ibt m it der E rfah ru n g  gu t ü b ere in stim 
m ende E rgebnisse.

Als F o rtse tzu n g  der A rbeit von M . Born  und  W . Heisenberg w urden  
in  ihrem  G ru n d sa tz  au f der Q uan tenm echan ik  beruhende U ntersuchungen  von  
J .  G. Kirkwood  [2 ] angeste llt. Das von Kirkwood  en tw ickelte  S törungsver
fahren  e rm öglich t im  Falle eines hom ogenen P ertu rb a tio n sp o ten tia ls  die 
E rm itte lu n g  d er S törungsenerg ie  m it H ilfe der V ariationsrechnung. Jed o ch  
k an n  m an bei d e r A nw endung des V erfahrens zum  B ehandeln  des P roblem s 
des H C l-M oleküls, den vom  P ro ton  am CI -Ion veru rsach ten  P olarisations
effek t nu r in  e rs te r  N äherung  in  B e tra c h t ziehen. In  d en  U ntersuchungen 
w urden  zur B eschreibung d er E lek tro n en v erte ilu n g  des u n g estö rten  CI -Ions 
S latersche E igen funk tionen  angew endet.

E in  den w irk lichen  V erhältn issen  besser en tsprechendes P o larisations
p o te n tia l w urde b e i den  U ntersuchungen  v o n  P . Gombás u n d  Th. Neugebauer [3] 
b e n u tz t. In  ih re r  A rbeit nehm en  sie an, dass d e r in  der von ih n en  zur B erechnung 
des von der e lek trischen  F eldeinheit in d u z ie rten  D ipolm om entes früher [4] 
angegebenen F orm el au ftre ten d e  F requenzm itte lw ert auch  bei inhom ogener

1 J e tz t  im  Z en tra l-F o rsch u n g sin s titu t fü r P h y s ik  der U ngarischen  Akadem ie d e r 
W issenschaften, B u d ap est.
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S to rung  als g u te  A nnäherung  zu b e trach ten  is t. Bei V erw endung des e rw äh n ten  
Z usam m enhanges lä ss t sich m itte ls  der, von  L .  Pauling  [5] angegebenen, P o la 
ris ie rb a rk e it des C l-A nions der F req u en zm itte lw e rt bestim m en, u n d  die S tö ru n g s
rechnung  du rch fü h ren . Die m it der oben geschilderten  B erechnungsw eise d e r  
P o larisa tionsenerg ie  e rm itte lten  K o n stan ten  des H C l-M oleküls sind m it den  
M essergebnissen in  gu ter Ü bereinstim m ung. Z u r B eschreibung des u n g estö rten  
Z ustandes des CI -Ions w u rd en  die von D . R .  Hartree [6] m it der M ethode 
des self-consistent-field-s berechne ten  E igenfunk tionen  angew endet.

Die v o n  P. Gombás u n d  Th. Neugebauer d u rchgefüh rten  R echnungen  
w urden  von J .  I .  Horváth  [7] m itte ls  der inzw ischen ersch ienenen  H artree -F o ck  
E ig en fu n k tio n en  [8] w iederholt. In  einer w eiteren  P u b lik a tio n  [9] sch läg t 
J .  I .  Horváth  ein von dem  G om bás-N eugebauerschen  teilw eise abw eichendes 
V erfahren  vo r, in  dem  bei der B erechnung der Polarisa tionsenerg ie  der F req u en z
m itte lw e rt d er L - u n d  A i-E lek tronenschalen , m itte ls  der teilw eise em pirischen 
P o la ris ie rb a rk e iten  des C l-A nions bzwr. des C I ' -K ations einzeln  bestim m t w ird .

§ 2. In  den  folgenden U n tersu ch u n g en  m öch ten  war die Theorie des H C l-  
M oleküls ohne Zuhilfenahme empirischer oder halbempirischer Parameter e n t 
w ickeln, m it e iner höheren A nnäherung  des P o la risa tionspo ten tia ls . In  unseren 
R echnungen  gehen w ir von  den  I ek an n ten  A nnahm en des Ionm odells au s , 
das heisst, w ir denken  das H C l-M olekül aus einem  P ro to n  u n d  einem C l~ -Io n  
a u f  gebau t. S ta t t  der e rw äh n ten  V orausse tzung  kann  natü rlicherw eise  das 
M olekül auch  aus dem  n e u tra le n  C l-u n d  H -A tom  m itte ls der, z. B. m it d em  
H eitle r-L o n d o n sch  m V erfahren  berechneten , W echselw irkung aufgebaut w erden . 
D as R e su lta t d er vom  Ionenm odell ausgehenden  R echnungen  s teh t dem  L e tz 
te re n  o ffenbar nahe , nachdem  ein  Зр-E lek tro n  des C l-A nions infolge der A nzie
hung  des P ro to n s  sich in  der N ähe desselben au fh ä lt. Diese A nnahm e w ird  m it 
dem  aus den  M essungen b e k a n n te n  auffallend  kleinen D ipolm om ent des H C l-  
M oleküls b e s tä tig t.

A uf G ru n d  des Ionenm odells k an n  m an  die B indung  des M oleküls als 
E rfo lg  zweier W irkungen  auffassen. E in e rse its  t r i t t  die A nziehung der v e r 
schiedenen punk tfö rm ig en  Io nen ladungen  u n d  die A bstossung  der b e id en  
K ern ladungen  auf, nachdem  bei dem  E in d rin g en  des P ro to n s  in  die k u g e l
sym m etrische  E lek tronenw olke des C l-A nions der K e rn  desselben im m er 
w eniger von  seinen E lek tro n en  abgeschirm t w ird. A nderseits, um  den w irk 
lichen V erhä ltn issen  genugzu tun , m uss m a n  die infolge d e r  A nw esenheit des 
P ro tons au ftre ten d e  P o la risa tio n  der kugelsym m etrischen  E le k tro n en v e rte ilu n g  
in  B e tra c h t ziehen. D em entsp rechend  lä ss t sich  die W echselw irkungsenergie E  
einerseits aus dem  au sd e rk u g e lsy m m etrisch en  L adungsverte ilung  berechneten  E  p  
anderseits aus der P olarisationsenergie E P in  der Form

E = E K +  E P (1)

zu sam m en se tzen .
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Das e rste  G lied der G leichung (1) k a n n  m an in  e iner fü r num erische  
R echnungen  geeigneten F o rm  schreiben :

E

Z - f  U(r)dr
0

К ( 2)

wo Z  die K ern ladung  des CI -Ions, U(r) die to ta le  rad ia le  E lek tro n en d ich te  
desselben, endlich  ő den A b stan d  der ru h en d en  K erne b e d e u te t. U(r) w urde 
den  T abellen  von D. R .  Hartree und  W . Hartree [8] entnom m en.

Die Ergebnisse der A usw ertung  der G leichung (2) s in d  in  Tabelle 1 zu sam 
m engestellt. E s is t aus T abelle 1 s ich tbar, dass wir bei den  in  H insich t a u f  die 
w ahrscheinliche G leichgew ichtslage in F rag e  kom m enden W erten  von  . ő die 
D ifferenz von  zwei Zahlen, die in  ih ren  e rs ten  Ziffern gleich sind , bilden m üssen . 
D er eine W ert der beiden e n th ä lt  die, m it den von H art ree tabellen fö rm ig  
angegebenen E lek tro n en d ich ten  gebildeten , In teg ra le , deren  B etrag  folglich n u r  
m it einem  num erischen V erfahren  zu bestim m en  ist. D a die G enauigkeit d er 
L etz te ren  die Zahl der rich tigen  Ziffern in d er d r itte n  Zeile d er Tabelle 1 b e s tim m t, 
ist die num erische Q u ad ra tu r  m it der grösstm öglichen G enauigkeit d u rchzu füh ren . 
U m  dies zu erzielen, hab en  w ir das N ew to n —Cotessche In te g ra tio n sv e rfah re n  
angew endet, u n d  e rgänzten  m itte ls  einer graphischen In te rp o la tio n  die v o n  
Hartree angegebenen W erte . Bei der B estim m ung  der rich tigen  Ziffern in  der 
T abelle 1 nahm en  w ir die von  Hartree angegebenen W erte  als ex ac t an.

Bei der B erechnung der P o larisationsenerg ie  folgen w ir der von H . H eit
m ann  [10] en tw ickelten , a u f  das V aria tionsverfah ren  zurückgehenden , M ethode. 
D em entsprechend  setzen w ir die gestörte  E igenfunktion  des Ci-Anions b e i 
einer bestim m ten  G leichgew icht dage ő d er K ern e  in  der F o rm

» M L i  u )  =  t/’o ; ( r i )  [ 1  +  w  ( r i ,  и )  I ( 3 )

an , wo ip(U m it der von Hartree angegebenen radialen E ig en fu n k tio n  R oi im  
folgenden Z usam m enhang s te h t

R,,i =  (4тг)1,г ipoi(r,)rc

u n d  M)(r,, öf) die vom  P ro to n  v eru rsach te  S tö ru n g  beschreibende F u n k tio n  is t, 
welche die in  der Form el (3) definierte E igenfunk tion  den R an d - und  S te tig 
keitsbedingungen  genügen lä sst. F ü r  гr(r„ ß,) m achen w ir, u m  die V a ria tio n s
rechnung  leicht du rch fü h ren  zu können , den  folgenden A n sa tz  :

, ( 4 )

w o eine m it dem  P o la risa tio n sp o ten tia l u ( r ,■,£•,) des P ro to n s  ganz oder
teilw eise übereinstim m ende F u n k tio n , und  A ein V a ria tio n sp aram ete r is t. 
D er A nsatz  (3) der gestö rten  E igen funk tion  w ird  ein igerm assen durch  die 
all gemeine S törungstheorie  g e rech tfertig t [1 1 ].
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M it d er E ig en fu n k tio n  (3) und  dem P o la risa tio n sp o ten tia l des P ro tons 
lä s s t  sich die G esam tenergie des System s in  die Form

Г  \ipfHrpi d n
W  =  -i------- -----------  (5)

Г  f  y *  y>i d r t
l

sch re iben , wo H  d en  H am ilton -O pera to r des gestö rten  System s bedeu te t. N ach  
e in e r  geeigneten  W ah l der ю(г ,-,{>,•) F unk tion , m it dem  Coulom bschen P o te n tia l 
d es  P ro tons k ö n n en  w ir m itte ls  Gleichung (5) die G esam tenergie als F u n k 
tio n  von  Л d arste llen . Die B estim m ung des V aria tionsparam eters geschieht

QW
m it A nw endung der G leichung ——-— =  0 . W ir bem erken, dass das in  je d e r

ЗЛ
H in sich t k o n seq u en te  V orgehen  die V aria tio n  der ganzen гс(г(,в,) F u n k tio n  
w äre , jedoch  w ü rd e  dies zu einem  der S chrödinger-G leichung aequ ivalen ten  
V aria tio n sp ro b lem  führen.

Aus d e r F o rm el (5) fü r  W,  wenn w ir das von u ns bere its  berechnete  
E nerg ieg lied  E K ab tren n en , e rh a lten  w ir fü r  die Polarisationsenergie

Г N\ .E jy )o tU vy)0idTi . V , I V о ! и 4>0idT i \ipZ iV tpo id  r ,
r . p ( 6 )

r  fipoi gradfm^o/ d Ti

w o N  die Z ah l der E lek tro n en  des CI -Ions, e0 die E lem en tarladung , u n d  a0 
d e n  k le in sten  B ohrschen W assersto ffrad ius bedeu ten .

F ü r das S tö ru n g sp o ten tia l e rh a lten  w ir m it Hilfe d e r  in Fig. 1 defin ierten  
B eziehungen

Í 1 V - Í  1 i u 0
l Qi ö / l Уг,-2 +  ö2 — 2 ór(- cosv,- ь)  0 ( 7 )

D ie F o rm el (7) ist, — v o n  einem k o n s ta n te n  Glied abgesehen, — m it dem  
P o la risa tio n sp o ten tia l des P ro tons gleich.
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Die F orm el (7) kann  m an zur bequem eren  A usführung d er in (6) a u f tre 
ten d en  In teg ra tio n en  nach L egendreschen  K ugelfunk tionen  entw ickeln. So 
e rh a lte n  w ir die folgenden G leichungen :

и (Qi, Ó) =

OO

f 2 >, (  cos
0 v = l

—  >  Pv( cos
r - Л )

w enn |r, | <  ö ,

— , w enn Iг,-1 >  Ő. 
ö

( 8 )

D as P o la risa tio n sp o ten tia l u (p (,ö) w ird  an  der Stelle des P ro tons singu lä r, 
w enn  w ir also v( Q,,ö)  gleich u( p,,ó) setzen, w ird  unser In te g ra l (6) d ivergen t. 
O bw ohl unser A nsatz  (3) zw ar form al d u rc h  die allgem eine S tö rungsrechnung  
u n te rs tü tz t  is t, s te h t uns jedoch  die W ahl d er F u n k tio n  einigerm assen frei.

D eshalb setzen w ir die F u n k tio n  v ( q í , Ö )  so  an, dass sie m it A usnahm e 
d e r S ingu laritä tsste lle  m it dem  P o te n tia l u( o,,ö) gu t ü bere in stim m t.

W ie es sich le ich t zeigen lässt, is t m it diesem  A nsatz  die K onvergenz 
d e r G leichung (6) gesichert.

So is t es zw eckm ässig die F u n k tio n  v(p„ö) ähnlich dem  Vorgehen bei 
dem  P ro to n p o ten tia l nach K u g elfu n k tio n en  zu entw ickeln , jedoch in  d er 
R eihenen tw ick lung  n u r eine endliche A nzah l m  der G lieder beizubehalten . 
D ann  w ird diese R eihe

v'(Qi,ö,m)

m

P ji(cosüj) ’ w enn |r,| < ó ,
' V= 1

m

—  P„(cos ü,-) Í — ) — — * w enn [rx- I >  Ó 
riv- 0 Г< '  Ö

(9)

un seren  F o rderungen  h in sich tlich  der F u n k tio n  r(p,, Ő) genügen .
N ach E insetzen  der F u n k tio n  F ( p (,6,m ) in  die G leichung (6) e rh a lten  

w ir fü r  die P olarisationsenergie

E p  (Ö,m) =  (6a)

■ N  N  *  I 2
\y>oiV‘2 (oi,ö,m)y)0i (h i -  .27 fv’oi и(р/,0)^ог dTj\ipo*v'(ei,ö,m)ip0i dr, J ^

N (Г
g rad f v '(o i,ö ,m )y)0i dr,

Die G leichung (6a) können  w ir zu num erischen  R echnungen  benu tzen , 
da  n ach  dem  E insetzen  der F u n k tio n en  v '(g (-,ő,m) bzw . u(p,, Ő) in  die G leichung 
(6a) die In te g ra tio n  nach  0,- d u rch fü rb a r is t.
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Im  e rs ten  Glied der K lam m er des Z äh le rs von (6a) m it Z uhilfenahm e d e r  
O rth o g o n a litä ts re la tio n  der K ugelfunk tionen

л 2
( P„( cos£ ,) s in ü 1d f ,I- =■---------- ■> (10)

о 2 n +  1

e rh ä lt m an d en  folgenden A usdruck  :

N
4jr

N

__ j Voiv'2{e i,ö ,m )yj0i (1t i =  4 - —
1=1 0 !=1

— -—  f
£ Í ( 2 m + 1 )  i

* 2(u+l j I
VN; ' ( VN; «G +

( И )VVI UU I I I ^  ^ ^

I m j h ’m fIrf — 20 I V N ;r ;V N ; drt +  ^  - - I V N; - 2Ü У о /  d r i
ó ö c= i 2 n  +  1 g

M it einem  ganz ähnlichen V orgehen lä ss t sich  das zw eite G lied der K la m m e r 
im  Zähler v o n  (6a) um form en.

N

Z .  l 'P o M ß h fyyo i d , \у> пУ (Qi,d,m)ip0i f/т , =
i  — 1

( 12)

Bei d e r B erechnung des N enners d e r  Polarisationsenerg ie-Form el k a n n  
m an  die In te g ra tio n  m it (10) und  der b ek an n ten  D ifferen tia lg leichung d e r  
K u g elfu n k tio n en

v ( v +  1) P v — 2£jPp  — ( f ,  — 1) P,, 0 (13)

du rch füh ren . I n  der G leichung (13) b e n u tz te n  wir die B ezeichnungen =  cos r i

к zw. P lk) (PP,,
d i *

E n d lich  e rh a lten  w ir

N

^  I xpti g rad f v '(Q i,ö :m)y)oi dт,-
i -  1

—  9,Zn
N

• 'у2 П  , r ,
* 2i> j

VN Pi Wo, dr,Ö-”

N
v

1 t> = 0
> + l ) ^ j y>oi

1
2(i>+I) '/’0, dr,

(14)
-)

So h a b e n  w ir alle A usdrücke, d ie  zur num erischen  B erechnung der 
Polarisa tionsenerg ie  nö tig  sind , e rm itte lt. E s  ist erw ähnensw ert, dass die P o la 
risationsenerg ie  bei einem  b estim m ten  u n g estö rten  Z u s ta n d  nur eine F u n k tio n  
von  v '(n ,,ö ,m )  gew orden is t, bzw. w enn m an  für die le tz te re  die R e ih e n e n t
w icklung (9) w äh lt, is t (6a) bei einem  b es tim m ten  6 W e rt n u r von m  ab h än g ig .
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D ie In te g ra tio n  n ach  r, fü h ren  w ir num erisch  m itte ls  des N ew ton- 
C otesschen In teg ra tio n sv erfah ren s durch . B etreffend  d er b e i der B erechnung  
d e r e inzelnen  In teg ra le  erre ichbaren  g rössten  G enauigkeit sind die in  V er
b in d u n g  m it der A usw ertung  der G leichung (2) e rw äh n ten  F estste llungen  
gü ltig . E s m uss jedenfalls b em erk t w erden , dass die be i den  W erten  m  >  3 
au ftre ten d en  In teg ra le , in  denen eine h ohe  (positive oder negative) P o ten z  
von r, zu m itte in  is t, m it einem  zunehm enden  In teg ra tio n sfeh le r b e h a fte t sind.

Die R esu lta te  der num erischen  A usw ertu n g  der G leichung (6a) fü r  die 
W erte  m — 1, 2, 3 sind in  der Tabelle 1 m it der Energie E K en tsp rechend  der 
G leichung (1) sum m iert u n d  zusam m engestellt w orden u n d  in der F ig . 2 
au fgezeichnet.

T A B E L L E  I

ő in a0 E inh .

E nerg ie  in  e ^ 0̂ E ö ih % ^ ~ ^  ^
2 2 2,4 2,5 2.6 2.8 3.0

Z ö 7.7272 7,0833 6.8000 6.5385 6.0714 5,667

A - * -  f
ö J r

ö
7-f 29u 7,32?6 7.059,j 6,8063 6.3484 5.9463

Е К (Ь) — 0.201g — 0.2462 — 0.259,; - 0 .2 6 7 8 — 0.2770 — 0,2796

E j =  E K(Ö) 4- Ep ( 6,1) — 0,208s ---0.365g — 0.3794 — 0.3856 — 0.386, — 0.3772

Е г =  E K( 6) +  E P{d, 2) — 0.3758 - 0 .1 2 5 g — 0.4358 — 0.438, — 0,4310 — 0.4152

E 3 =  E K(Ö) +  EP(d. 3) — 0,3872 — 0 .1347 - 0 , 4 :39 — 0,445g -0 .4 3 7 g — 0.4216

Aus den in T ab . 1 angegebenen W e rte n  der B indungsenergie E  e rg ib t 
sich  d u rch  num erische In te rp o la tio n  d e r dem  G leichgew ichtszustand e n t 
sprechende K ern ab stan d  ötheor, bzw. die theo re tisch e  D issoziationsenergie E theor. 
L e tz te re  sind  m it den  en tsp rech en d en  M essergebnissen in  T a b . 2 zusam m en
geste llt. W ie aus T ab . 2 zu ersehen is t, is t  die A bw eichung der b erechne ten  
G rössen von  den em pirischen  W erten  14%  bzw . 6% .

T A B E L L E  2

E m pirisch T h eo re tisch

K e rn ab s tan d  in  Ä E inh . L 271 1,35

D issoziationsenergie in  eV E inh. 14.1 12.2

1 D ieser W ert is t Landolt— Börnstein  [12] en tn o m m en .
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M an m uss erw ähnen , dass die M essdaten  sich a u f  d ie  D issoziation des 
C hlorw asserstoffs in  ein n eu tra le s  H - u n d  Cl-A tom  beziehen . Die a u f  G ru n d  
des Ionm odells b erechneten  R esu lta te  sind  d ah er m it dem  em pirischen n u r  
m itte ls  eines hy p o te tisch en  K reisprozesses zu vergleichen1. D as von uns als 
M essergebnis angegebene R e su lta t  der B indungsenergie w urde m itte ls  des 
e rw äh n ten  K reisprozesses b erechnet.

W ie au s der T ab . 1 u n d  der Fig. 2 zu  ersehen is t , ä n d e rt sich die P o la 
risa tionsenerg ie  n u r w enig, w enn w ir v o n  m  =  2 zu m  —  3 übergehen. D ies 
schein t m it d e r  Ä nderung  des P o ten tia ls  i/(g,-,6,m) in  W iderspruch  zu  sein. 
Jed o ch  s te h t die Z unahm e des M itte lw ertes von i / ( g ;,6,m ) m it der A bnahm e 
v o n  Я im  Z usam m enhang , so dass sich zu  jed em  m  ein  Я bestim m en  lä sst.

Die D ifferenz

E P(Ö,2) -  £> (0 ,1 )

1 A u sführliche  B eschreibung  siehe z. B. J .  I. Horváth [7].
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is t gross, da  die m it m  =  2 gebildete g estö rte  E igenfunk tion  unseren  A nn ah m en  
besser en tsp rich t. D agegen schein t die K le in h e it der D ifferenz

Е Р(д,Ъ) -  E P(Ö,2)

zu zeigen, dass die V erbesserung der g es tö rten  E igenfunk tion  (in der von  u n s  
ein igerm assen w illkürlich  angesetz ten  F o rm ), w enn w ir v o n  m  =  2 zu m  =  3 
übergehen, unw esentlich  ist. M an m uss b e to n en , dass, wie au ch  aus dem  O b en 
erw ähn ten  zu ersehen ist, der m  —> o o  Ü bergang  nach  dem  e r keinen p h y s i
kalischen  G rund  h a t  keinesw egs zw angsläufig  is t, u n d  so in  unserem  V e r
fahren  keine K onvergenzschw ierigkeiten  au ftre ten .

Mit H ilfe der obigen R esu lta te  is t es m öglich, den  in  dem  G om bás- 
N eugebauerschen  V erfahren  b en u tz ten  F req u en zm itte lw ert zu berechnen. D e r 
von  ihnen m itte ls  der Po larisierbarkeit e rm itte lte  E nerg iew ert is t hi> =  1,248 
e~/ao, gleichzeitig  e rg ib t sich aus unserer R echnung  hv  =  1,37 e-/a0.

§ 3. N achdem  w ir den  B e trag  der B indungsenergie bei den  in T ab . 1 
angegebenen ö W erten  kennen , is t es m öglich, die E igenfrequenz des S ystem s 
m it H ilfe der Form el

v
!

2л;
(15)

zu e rm itte ln , wo E "  die bei dem  E nerg iem in im um  berechnete zw eite A b le itu n g  
nach  Ő, u n d  M  die m it G leichung

1 1  1
M  Mj M o

definierte reduzierte  Masse b e d e u te t. M x bzw . M 2 ist die M asse des CI -bzw . 
H +-Ions.

Jedoch  fü h rt die p rak tisch e  B erechnung der zweiten A b le itu n g  zu ziem lich 
unsicheren  R esu lta ten . W ir kennen  näm lich  den  W ert der F (ö )-F u n k tio n  n u r  
fü r einige ő W erte , die zw eite A bleitung  des In terpo la tionspo linom s, das an  
diesen S tellen den  en tsp rechenden  F u n k tio n sw ert ann im m t, k a n n  von F " (ö ) 
sehr versch ieden  sein. D em zufolge is t die theo re tisch e  B estim m ung  der E ig en 
frequenz m it  einer num erischen  U nsicherheit von  etw a 10%  beh afte t.

F ü r den m it einem  num erisch-g raph ischen  V erfahren b es tim m ten  th e o re ti
schen W ert der E igenfrequenz erg ib t sich

t 'theo r, =  1 0 ,1  • 1 0 13 s e c - 1,

gleichzeitig is t der em pirische W ert [13] f emp =  8,97 • 1013 sec~% der b e rech 
n e te  W ert is t also u m  14%  grösser.

§ 4. N ach  der B erechnung der zu versch iedenen  F u n k tio n e n  j / ( p (,ö ,m ), 
gehörenden Я W erte  is t m itte ls  der Form el
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die B estim m u n g  der E lek tro n en v erte ilu n g  des M oleküls m öglich. Mit d er le tz 
te re n  k ö n n en  w ir das D ipo lm om ent des M oleküls berechnen . Das D ipo lm om ent 
p, setzen w ir ähnlich  dem  be i der B erechnung  der B indungsenergie angew en
d e ten  V erfah ren  aus zwei Teilen  zusam m en. E inerseits e rg ib t sich aus den 
im  K e rn a b s ta n d  u n te rg eb rach ten  Io n lad u n g en  das D ipo lm om ent p 0, anderse its  
v e ru rsa c h t das P ro to n  d u rch  D eform ation  d er E lek tro n en v erte ilu n g  ein in d u z ie r
te s  M om ent (л*. D er M essw ert p, e rg ib t sich  m it p 0 u n d  p.* als

p  =  p ..,— p * . (16)

F ü r  das induzierte  M om ent e rh a lten  w ir

p *  =  U  f щ r, cos Vi щ  d r , . (17)
i = \ J

N ach d em  das Hellmannsche V erfah ren  [11] hei d er B eihenentw icklung  
d e r  G esam tenerg ie  die G lieder die v o n  d r i t te r  O rdnung  klein sind v e rn a c h 
lässig t, is t die folgende V ereinfachung fü r  (17) gerech tfertig t :

I y * o ir i cos 0,- ip 0 i dri +  2 A I |/^,1;'(р,-,0,пг) r , cos 0,- y )0 i rir,
(18)

Bei d e r D urch füh rung  der In te g ra tio n  nach 0,- e rg ib t sich das e rs te  G lied 
v o n  (18) als N ull. Im  zw eiten  Glied derselben  G leichung t r i t t  das In te g ra l

( P v{cos 0,) cos 0,- sin  0, d 0,
о

auf. L e tz te res  h a t n u r bei v  =  1 einen von  N ull versch iedenen  W ert. So e rh a l
te n  w ir

E s is t  zu sehen, dass (19) m it m  n u r  durch  A im  Z usam m enhang s te h t. 
M it der F o rm el lässt sich das in d u z ie rte  M om ent berechnen . So e rh a lte n  wir 
fü r den th eo re tisch  b e rech n e ten  W ert des D ipolm om entes

P theor. — 2,15 • 10-18 C G S,

w elcher vom  em pirischen  W ert [14] p emp =  L 03 ’ 10~18 CGS s ta rk  
abw eich t.

D ie sche inbar grosse A bw eichung v o n  p. is t teilw eise die Folge d er S ub
tra k tio n  zw eier Z ahlen, deren  G rössenordnung gleich is t. W enn w ir näm lich  
m it dem  em pirischen  K e rn a b s ta n d  u n d  dem  erw äh n ten  M esswert des D ipol
m om entes das em pirisch  induzierte  M om ent berechnen , erg ib t sich

P e * m p . =  5,07 • 10-18 CGS.
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Dies w eich t von  unserem  b erech n e ten  W e rt fctheor == 4,45 • 10 18 CGS n u r  
u m  12%  ab.

N a tü rlich  k a n n  m an m it dem  v ere in fach ten  A nsatz  des In teg ran d en  
in  (18) das D ipolm om ent n u r  an n äh ern d  abschätzen .

Ich  m öchte  H e rrn  Prof. P . Gombás fü r  die S tellung des oben  geschilderten  
P rob lem s u n d  seine D iskussionen  m einen D an k  aussprechen. A usserdem  b in  ich 
d er U ngarischen A kadem ie d er W issenschaften  fü r  die G ew ährung eines F o r
schungsstipend ium s dankbar.
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О ВОЛНОВОЙ ТЕОРИИ МОЛЕКУЛЫ HCl 
Ж. Нараи 

Р Е З Ю М Е
Развивается теория молекулы HCl при помощи пертурбационного вычисления 

с использованием вариационного исчисления, без использования в расчетах эмпири
ческих или полуэмпирических параметров. При расчетах мы исходим из гипотез модели 
иона. Для проверки метода вычисляются энергия диссоциации молекулы, ядерное 
расстояние и собственная частота. Полученные результаты хорошо согласуются с 
соответствующими эмпирическими данными.

5 Acta Phvsica





R E L A T I V I S T I S C H E  E L E K T R O D Y N A M I K  
D E R  M A G N E T E

Von

G. MARX

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER LORÁND EÖTVÖS UNIVERSITÄT, BUDAPEST 
(VORGELEGT VON: K. F. NOVOBÁTZKY. — EINGEGANGEN: 26. I. 1952)

Als Quellen des elektromagnetischen Feldes werden ausser Ladungen auch permanente- 
Magnete vorausgesetzt. Die relativistischen Feldgleichungen und der Energie-Impuls-Tensor 
des Feldes werden aus einer Lagrange-Funktion abgeleitet. Die vom Kraftfeld auf die Magnete 
ausgeübte Kraft ergibt sich eindeutig als die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors.

E inleitung

E ine alte  A nnahm e der k lassischen P h y s ik  besag t, dass als eigentliche 
Q uellen des e lek trom agnetischen  Feldes die e lek trischen  L adungen  anzusehen sind . 
Dem zufolge können  der e lek trische S trom  als Bew egung der L adungen , die 
elek trische P o la risa tion  als T ren n u n g  zweier L adungen  von en tgegengesetztem  
V orzeichen u n d  die M agnete als R esu ltan ten  von  m olekularen  K re isström en  
aufgefasst w erden. Diese A uffassung wurde v o n  den in  le tz te r  Z eit erfolgten 
atom physikalischen  Forschungen jedoch  n u r zum  Teil b e s tä tig t. Zw ar gelang  
es in  d er T a t, die in  den M etallen fliessenden S tröm e au f die E lek tro n en 
bew egung zurückzuführen , die elektrische P o larisa tio n  (die E lek trä ten  m it 
einbegriffen) w ird  m it der D eform ation  der E lek tronenw olke des A tom s erklärt,, 
u n d  es is t auch b e k a n n t, dass das u m  den A tom kern  herum  befindliche E lek tron  
in  gewissen Z u ständen  ähnlich wie der S trom kreis ein m agnetisches M om ent 
h erv o rru ft. D agegen konn te  sich eine A nw endung der A m pereschen A u f
fassung  a u f  die einzelnen E lem en tarte ile  n ich t m it gleichem  Erfolge d u rc h 
setzen. E s is t b e k a n n t, dass die e lek trom agnetischen  E igenschaften  der E le 
m en tarte ile  durch  zwei D aten  b es tim m t w erden : du rch  ihre Ladung  und  durch  
ih r  magnetisches M om ent. Bis zum  heutigen T age gelang es noch  n ich t, d as  
m agnetische M om ent der E lem en tarte ile  in e iner befriedigenden W eise a u f  
L adungsbew egung zurückzuführen . Im m er häufiger ist die M einung zu hören 
[1], dass der M agnetism us der E lem en tarte ile  n ich t durch  L adungsbew egung 
erreg t w ird. Som m erfeld  sch reib t an  einer S telle [2 ] folgendes : » Is t die 
A m peresche These noch heu tzu tag e  nach der E n td eck u n g  des N eu trons v e r 
bindlich , dieses m it dem  P ro ton  g leichberech tig ten  B austeins aller K ern m ate rie?  
D as N eu tron  b es itz t ein m agnetisches M om ent, das m it keiner L adung  assoziiert 
is t, im  G egensatz zum  E lek tron  u n d  P ro ton , be i denen ab e r auch  tro tz  e n t-

5 *
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gegengesetz t gleicher L adung  die zugehörigen m agnetischen  M om ente von 
ganz verschiedener Grösse sind.« Es soll h ier noch e rw äh n t w erden, dass auch 
d e r F errom agnetism us der p e rm an en ten  M agnete n ich t von  KreisstTÖmen her
r ü h r t ,  sondern  v o n  jenem  m agnetischen  M om ent d er E lek tronen , das von 
ih re r  B ahnbew egung unabhäng ig  ist.

Im  n ach steh en d en  sollen die magnetischen M om ente  ebenso als n a tu r 
gegebene Q uellen des. e lek trom agnetischen  Feldes angenom m en w erden  wie 
die elektrischen Ladungen. (Falls sich diese A nnahm e als rich tig  erw eist, so 
lie fe r t sie einen Flinweis fü r  den  U n tersch ied  zw ischen dem  ähnliche E igen
sch a ften  besitzenden  e lek trischen  u n d  m agnetischen  F e ld  : die Q uellen des 
e rs te re n  sind ein fache Pole, die des le tz te re n  Dipole. N atü rlich  k a n n  au ch  die 
T re n n u n g  von  en tgegengesetzten  L ad u n g en  oder die Bew egung von  M agneten 
e lek trisch e  D ipole usw. zustande b ringen , diese können  aber im m er a u f  die 
obigen zwei G rössen zurückgefüh rt w erden .) Als Folge dieser A nnahm e stellt 
sich  n u n  die F rag e  : wie k an n  die ponderom otorische K ra f t, die im  e lek trom ag
n e tisc h e n  Felde a u f  M agnete w irk t, berechne t w erden? Zw ar sind  die Max- 
w ellschen F eldgleichungen b ek an n t, d o ch  k an n  aus ih n en  — weil sie lineare 
G leichungen  sind  — die au f die Q uellen des Feldes w irkende K ra f t  n ich t 
ab g e le ite t w erden . F ü r die a u f  die L adungen  w irkende K ra ft g ib t zw ar die 
L oren tzsche  K ra ftd ic h te

f =  g ( ( g + I t ,  x 93) (l)

e in  in  jed e r H in sich t genügendes B i ld ; w enn jedoch  die M agnete 
n ic h t a u f  L adungen  zu rückgefüh rt w erden können , so k an n  die au f sie 
w irkende  K ra f t  n ich t aus G esetz (1) ausgerechnet w erden. In  den  le tz ten  
J a h re n  hab en  sich  viele F o rscher m it dem  P roblem  d er a u f  die M agnete 
w irk en d en  K rä f te  beschäftig t [2—12]. D er gem einsam e Zug dieser U n te r
suchungen  b e s ta n d  d arin , dass v e rsu ch t w urde, die ponderom otorische 
K ra f t  du rch  d im ensionale Ü berlegungen  oder a u f G rund  der zw ischen den 
e lek trisch en  u n d  »m agnetischen«  L adungen  bzw. K re iss trö m en  u n d . Mag
n e te n  besteh en d en  A nalogien, also d u rch  A nw endung von  m ehr oder weniger 
ad hoc M ethoden zu bestim m en . D ie U n tersuchungen  w urden  d ab e i s ta rk  
■durch den  U m sta n d  erschw ert, dass der M agnetism us eine m akroskopisch  
an  die M aterie gebundene E rsche inung  is t (im G egensatz zu d e r v o n  den 
bew eglichen L e itu n g se lek tro n en  getrag en en  L adung), dass also n u r  integrale 
W irkungen  (D rehm om ent, re su ltie rende  T ran sla tio n sk raft) gem essen w erden 
k ö n n en . A usser diesen spielen ab er au ch  die neben  den  m agnetischen  Diffe
re n tia lk rä f te n  en ts teh en d en  E la s tiz itä tssp an n u n g en  eine w esentliche Rolle. 
D ie o benerw ähn ten  V erfasser ge lang ten  dem nach  au ch  n ich t zu einem  ein
d eu tig en  E rgebn is. E inige (z. B . [5]) gebrauchen den  K ra ftd ich te -A usd ruck

f =  - ( d i v 3 R ) .  $ ,
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a n d e re 1 schlagen h ier den G ebrauch  von 33 s t a t t  .£> vor, w ieder andere  [6, 7, 8 ] 
n eh m en  an die K ra ftd ich te

f =  (ro t Ш) X 33. (2)

W enn ausser p erm anen tem  M agnetism us auch  eine reversible P e rm eab ilitä t auf- 
t r i t t ,  oder w enn sich die M agnete bewegen, sind  die M öglichkeiten noch v ie l
fä ltiger. (Es w erden  hier die üb lichen  B ezeichnungen v erw en d et : © s te h t
fü r  die e lek trische , V fü r die m agnetische F e ld s tä rk e , 2) fü r  die e lek trische 
V erschiebung, 33 fü r den  V ek to r der m agnetischen  In d u k tio n , fü r die e lek 
trisch e , Ж  fü r die m agnetische P o larisa tionsd ich te .)

Obwohl die ponderom otorische K ra ft d u rch  die F eldgleichungen n ic h t 
b estim m t w ird, so s te llt die re la tiv istische  F eld theo rie  m it ih re r  V a ria tio n s
m ethode dennoch ein genügend eindeutiges V erfahren  d a r, u m  die pondero 
m otorische K ra f t  berechnen zu können. Die Feldenergie, d er P oyn tingsche  
Л ek to r, der F eld im puls, die Feldgleichungen, die ponderom otorischen  K rä f te  
u n d  Spannungen  sind näm lich  keinesw egs vone inander vollkom m en u n ab h än g ig e  
A usdrücke, sondern  sie können alle a u f  eine bestim m te  A rt u n d  W eise [13 ] 
aus einem  einzigen A usdruck, der L ag ran g e-F u n k tio n  abgeleite t w erden. D arau s 
fo lg t nunm ehr, dass wenn die L ag ran g e-F u n k tio n  so gew ählt w ird , dass sie 
die rich tige F orm  der F e ldg le ichungen ,'der Feldenergie, des Feldim pulses u n d  
des P oyn tingschen  V ektors e ig ib t, auch die ponderom otorische K ra f t bere its  
e indeu tig  gegeben ist. Dieses V erfahren  soll n u n  zur B estim m ung der au f die 
M agnete w irkenden  K ra ft angew endet w erden.

D ie relativistische E lektrodynam ik im  V akuum

E s ist b ek an n t [14], dass die K om ponen ten  d er m agnetischen  M om enten- 
d ich te  den K om ponen ten  eines an tisy m m etrisch en  Tensors zw eiter O rdnung, 
wie fo lg t, zugeordnet w erden k ö nnen  :

Ш х —  P o,3 =  P 3 2 , m y  =  P 31 =  — P 13 ,  Ж г —  P 12 =  P 21 ■

D ie übrigen  K om ponen ten  des T ensors drücken  das V orhandensein  von elek 
trisch e r D ipolm om entendich te  aus :

3ßx =  iP 4i =  iP it  ■> — ÍP 1 2  = — iP 2 4  •> — ÍP 4 3  =  íP m -

D em  ursp rü n g lich  gesetzten  Ziele en tsp rechend  sollen hier n u r  m agnetische 
M om ente vorausgesetz t w erden, w ährend  die elektrischen D ipolm om ente a u f  
L adungen  zurückgefüh rt w erden sollen. D as b e d e u te t, dass in  dem  an d en  
M agnet befestig ten  K oord inatensystem

?  =  0 , d. h. P u  =  P 24 =  P M =  - P 41 =  - P 42 =  - P i3 =  0 . (3)

1 Siehe A . Somm erfeld  [2], S. 42.
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N ach  Frenkel [15] k an n  diese B ed ingung auch in  re la tiv istischer G esta lt 
au fgeste llt w erden  :

Pik uk =  0 , (4)
1 dx^

w o uk —  — die V ierergeschw indigkeit des M agnets in  L ichtgeschw indig- 
c а T

k e itse in h e iten  b ed eu te t u n d  т fü r die E igenzeit des M agnets s teh t. Im  Falle 
eines ru h en d en  B eobach ters fü h r t  dies offensichtlich zu  (3), da näm lich  dann

u 1 =  u 2 == u3 =  0 , u* =  i (5)

b e trä g t. D ie V erw endung der N ebenbed ingung  (4) w ürde be i gewissen B erechnun
g en  u nbequem  sein, deshalb  w ird zur B eschreibung des M agnetism us s t a t t  des 
T ensors P ik ein an d erer aus P ik geb ilde te r T ensor M ik herangezogen, der 
b esag t, dass es n u r magnetische M om ente  g ibt :

M ik =  Pik +  PiUk — РкЩ , (6)
WO

P i  =  P iru r .

N u n m e h r geh t die F renkelsche B ed ingung  M ikuk =  0 von  selbst in  E rfü llung . 
(M it dem selben K u n stg riff  w ird  bei d er A ufstellung d e r k o v arian ten  F o rm  des 
O hm schen  G esetzes aus d er gesam ten  S trom dich te  sk d ie konduk tive  S tro m 
d ich te  j k — sk -f- u ksru r gebildet.) In  e inem  System , in  dem  der M agnet ru h t, 
■ergibt sich  bei A nw endung von  (5) :

m 23 =  9k ° ,  M3l =  m%
i M .л =  0 ,  i M . o  =  0 .

м 12 =  ак°,
iM i3 =  0 .*41  ----  u  1 * * « 4 2

In  einem  In e rtia lsy s tem  hingegen, in  w elchem  sich d e r M agnet s tän d ig  m it 
e iner G eschw indigkeit cß  en tlan g  der A chse x  bew egt, d. h ., wo

ß
[ T  -  ß*

и2 =  0 , и3 =  0 ,
f l -  ß 2

b e trä g t, ergeben  sich, w enn die T ransfo rm ationsfo rm eln  für

юг® ™ m°z
m x =  ал®,

l ' i  -  ß 2i 1 -  ß 2

b erü ck sich tig t w erden, als K om ponen ten  von M ik folgende W erte :

M 23 =  9Jix ,  M 31 =  90iy ,  M 12 -  Ж  •
iM t41 О , iM 42 =  — ß W z , iM i3 =  ß  Ш у

E s  is t e rsich tlich , dass je tz t  in  der V olum einheit ausser dem  m agnetischen
1

M om ent 9Jc auch ein elektrisches D ipolm om ent —  О X Ш a u f lr i t t ,  das durch
c

•die B ew egung des M agnets hervorgeru fen  wird.
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Z ur B eschreibung der F e ld stä rk en  u n d  der E rregungsvek to ren  w erden  
d ie  üblichen zwei an tisym m etrischen  T ensoren  eingeführt :

S )x  =  F 2 3  =  F 3 2  »

=  i F í4 =  i F 41

=  ('23 =  ('32 ■>

® X  =  i ( * 1 4  ~  * ^ 4 1  »

33y — F 3 1  -- Í  1 3  ,
©y 1— i I'-i j — i F q 2 9

§y =  ('31 =  ('131
Фу == ÍG24 === (('ХЗ 1

* z = F lt =  - F n , 
®z =  Í F 34 =  ÍFi s , 

§z =  G12 =  ('21 ’
Фу =  ÍG 34 =  — tG43 -

Z uerst sollen sich im  V akuum  bew egende L adungen  u n d  s tren g  pe rm an en te  
M agnete b eh an d e lt w erden. (H ierbei w ird  vorausgesetzt, dass M ik v o n  d e r 
F e ldstä rke  unabhäng ig  is t, u n d  dass d ie  reversible P e rm eab ilitä t u n d  die 
D ie lek triz itä tsk o n stan te  den W ert 1 haben .) Im  Falle von ruhenden  M agneten  
is t  d er Z usam m enhang zw ischen © und  Ф, bzw . zwischen u n d  33, wie fo lg t, 
gegeben :

® =  © , $8 =  § + 4 j r 3 K .

W erden in  diese G leichungen die obigen T ensorkom ponen ten  eingesetzt, so 
erg ib t sich :

F i k =  Gik~\~  4jrM,fc. (7)

D a die G leichung (7) eine T ensorgleichung is t, h a t sie n ich t n u r  in einem  im  
V ergleich zum  M agnet ruhenden , sondern auch  in einem  im  Vergleich d azu  
bew egten B ezugssystem  G eltung. W enn sich  beispielsweise d er M agnet m it 
e iner s tän d ig en  G eschw indigkeit 0  bew egt, so folgt aus den m aterie llen  G leichun
gen (7) :

® = . ©  +  4 я ( *  t> X  5 Ш ) ,  33 =  §  +  4 a r2 K .

Die k o v a rian te  F a s s u n g  der M axw ellschen G leichungen la u te t ,  wie b e k a n n t

dtp к d<PiFu d x ‘ d xk 
V kG‘k =  4 jrs‘ ,

( 8 )

(9)

wo s 'd e r  aus den  S trom d ich tek o m p o n en ten — jx , -  jy , -  jz u n d  aus der L ad u n g s

d ich te  iq  gebildete V ierervek to r ist, w äh ren d  V k den k o v a rian ten  D ivergenz
o p era to r d a rs te llt. Die G leichungen (8 ), (7) u n d  (9) bestim m en  das K ra ftfe ld .

W enn im  Felde w eder L adungen  noch  M agnete v o rh an d en  sind, k ö n n en  
die Feldgleichungen von folgender L ag range-F unk tion  ab g e le ite t w erden :

L° =  4 -  F ikF ik.
16 я

W enn  im  F elde  sowohl L adungen  als au ch  M agnete v o rh an d en  sind, so m uss 
au s der L ag ran g e-F u n k tio n  deren  »po ten tie lle  Energie« abgezogen w erden .
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die beispielsw eise auch von  F renke l [15] au fgeste llt w u rd e  ; die v o lls tän d ig e  
L ag ran g e-F u n k tio n  wird also folgende F o rm  aufweisen :

16jt
Fik F ik -  <p,s' —  -  FikM ik =  —  FikGik -  <pis‘ — -  FlkM ‘k . (10)

2 16jr 4

E s is t le ich t ersich tlich , dass d as  Y aria tionsprinzip

•I =  j L  Yg d x 1 dx2 dx3 dx*  , ( И )

bei B erücksich tigung  von  (7) u n d  (8) zu d e n  Feldgleichungen (9) fü h rt.
D a die ko v arian te  L ag ran g e-F u n k tio n  b ek an n t is t , w ird  es n u n m e h r  

m öglich, den  E nerg ie-Im puls-T ensor des K raftfe ldes d u rc h  V aria tion  des 
m etrischen  T ensors abzuleiten , w enn m an d ie  allgem eine D efinition des E n erg ie - 
Im pu ls-T enso rs

T ,k =  2
é l

Öglk
( 12)

v erw en d et. U m  die V a ria tio n  gemäss g lk vo rnehm en  zu können, m uss 
zu erst gefunden  werden, in  w elcher W eise d e r  Tensor g ,k in  L  e n th a lte n  is t. 
E s  is t b e k a n n t, dass die k o v a ria n te n  K om ponen ten  des e lek tro m ag n etisch en  
P o ten tia ls  u n d  d er F e ldstä rke  (<p, und  F jk) u n d  die k o n tra v a ria n ten  K o m p o n en 
te n  der V ierergeschw indigkeit (it1) u n ab h än g ig  von der M etrik  sind, u n d  d ass  
d er S tro m v ek to r in  der F o rm  der k o n tra v a ria n ten  V ek to rd ich te  (s'j/g = .S ')  
als von  der M etrik  unabhäng ig  b e tra c h te t w erden  muss [1 6 ]. Es ist noch o ffen , 
in  w elcher W eise der T ensor M ik bzw. P ik d en  Tensor g 'k b e in h a lte t. D a  j e tz t  
nicht von einem  aus Ladungsbewegung herrührenden M agnetism us  die R ede is t ,  
k a n n  von  vo rn h ere in  a u f  diese Frage k e in e  A ntw ort gegeben w erden . (D ie 
d u rch  L ad u n g en  erreg ten  elek trischen  u n d  m agnetischen  M om ente w erden  
d u rch  den S tro m v ek to r s' berücksich tig t.) B ek an n t is t jed o ch , dass die d u rc h  
die L adungen  erreg te  M om entendichte in  F o rm  einer k o n trav a rian ten  T e n 
sord ich te  v o n  den  g ,k u n ab h än g ig  ist :

<Qik —  p ik  Yg =  х *§к — х ч 1.

D a das von d e r L adungsbew egung h e rrü h ren d e  M oment in  d e r äusseren W irk u n g  
n ic h t vom  p rim ären  M agnetism us u n te rsch ieden  w erden k a n n , muss au ch  P ik, 
das den  le tz te re n  beschre ib t, in  der F o rm  einer k o n tra v a ria n ten  T en so rd ich te  
als u n ab h än g ig  von  der M etrik  b e tra c h te t  w erden. H ie rm it is t n u n m eh r d ie  
A bhängigkeit säm tlicher in  d er L agrange-F unk tion  vorkom m enden G rössen  
v o n  der M etrik  b ek an n t, die L ag ran g e-F u n k tio n  k a n n  d a h e r je tz t auch  a ls  
K o m b in a tio n  d er g lk u n d  d e r von ihn en  unabhäng igen  G rössen au fgeste llt 
w erden. M an gelangt som it bei B erücksich tigung  von (10), (7) u n d  (6) zu  :

Q - L Vg =  ~ -  FikFrsg irg ks\rg —  (р,ё‘ — Fik ( -  ty ik +  ^ Iru ,[wsgrs) .
l o i r  12 !
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W enn m an jedoch  hieraus den E nerg ie-Im puls-T ensor berechnen  w ollte, so 
w ürden sich fü r  die Feldenergie, fü r  den P o y n tin g sch en  V ek to r u n d  fü r andere 
G rössen un rich tige  R esu lta te  ergeben. D eshalb  m uss hier eine v o n  Novobátzky  
[17] bereits angew endete U m gesta ltung  der L ag ran g e-F u n k tio n  vorgenom m en 
w erden. Da

2 -f- u ru r =  2 — 1 =  1

ist, k an n  die L ag range-F unk tionsd ich te  au ch  fo lgenderm assen  geschrieben 
w erden :

Q =
16л

Fik Frsg irgks|/g -  «p,A -  -  а д ' *  +  (2 u mu ngmn) Fiku kus ty irgrs.

Dies soll nun  als die en tgültige F o rm  der L ag range-F unk tion  angesehen w erden . 
(Die vorgenom m ene V eränderung  en tsp rich t d er U m gesta ltung

M i k = P ik +  (2 +  urur) {P ,u k — P ku,) (13)

der G leichung (6).) A uf G rund d er als exp liz iten  F u n k tio n  v o n  g ‘k au fg este llten  
L ag ran g e-F u n k tio n  (12) k an n  d er E nerg ie-Im puls-T ensor, wie fo lg t, gebildet 
w erden :

T  _  2 01 _  2 8 g
‘k № k 1/ “  9g'*

N ach  der in  üb licher W eise d u rchgefüh rten  R echnung  gelangt m an  zu folgen
dem  Ergebnis :

T lk =  —  {FikFkr — -  g ikFrsF rs) +  2ulu kF ,P r — (P lr uk +  P kr и,) F r,
4 71 4

wo Fr =  F rsus . J e tz t  sei G leichung (6) angew endet :

T,k =  i n  ( F‘rFl<r ~  \ s i k F rsF rs) —  (U jM kr +  u kM ir) F r .

D ann  w ird  eine E insch ränkung  a u f  den euk lid ischen  R aum  u n d  a u f  re c h t
w inkelige K o o rd in a ten  vorgenom m en, w obei g ik =  öik ; es e rg ib t sich :

T ik =  j -  (F ir Fkr -  1 öik FrsFrs) — (u LM kr +  u kM ir) Fr .
4-n 4

Die einzelnen K om ponen ten  des E nerg ie-Im puls-T ensors bestim m en  den W ert 
d er F eldenerg ied ich te, des P oyn tin g sch en  V ek to rs und  d er Im pu lsd ich te . 
Die du rch  das Feld a u f  die in d er V olum einheit befindliche M aterie ausgeübte  
ponderom otorische K ra f t w ird du rch  D ivergenzbildung gegeben :
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N ach  einfachem  R echnen , bei B erücksich tigung  der Feldgleiehungen (8) u n d  (9)> 
•erhält m an  :

ft  =  Fir ( Sf +  (u,MkrFr +  ukMirFr) ■

\

D a der E nerg ie-Im puls-T ensor sym m etrisch  ist, b e s te h t der Z usam m enhang : 
Ä n d eru n g  des D rehim pulses =  D rehm om en t, w as beispielsweise beim  Min- 
kow skischen Tensor

T'ik =  ^  ( Fir Gkr — — öikFrsGrs)

n ich t d er F a ll ist.

Ruhende M agnete im  V akuum

Bei der U n te rsuchung  der e rh a lten en  re la tiv istischen  Z usam m enhänge 
so ll n u n  der e in fachste  F a ll b e tra c h te t  w erden  : die M agnete ruhen  im  B ezugs
sy s tem , w obei die K om ponen ten  von u k gem äss (5) anzunehm en  sind. In  diesem  
F alle  ergeben  sich die D ich te  der Feldenerg ie, des E nerg iestrom s, des Im pulses 
u n d  der ponderom otorischen  K ra ft, d ie L eistungsd ich te , sowie die Spannung , 
w ie folgt :

и =  -  T 44 =  —  G* +  —  S32 ,
8л 8 л

@ =  4  r 4,  =  4  e  x
l 4 71

© = - r , 4 =  1 e  x  £ ,
ic 4лс

f = / *  =  t ®  + Í -  i  +  r o t  ш г I x e  +  I i
' с I c dt

(e x a»)

^  =  -V ft =  i 6  —
эзз
dt

(15)

t = — =  —  [ e  (g n ) +  S 3 («  n) —  -  n ( e 2 +  S32) \
4л- 2

I n  diesen G leichungen b ed eu te t * die räum lichen  (1, 2, 3) Indizes, t d ie a u f  die 
F läch en e in h e it w irkende K ra ft u n d  rt den  norm alen  E in h e itsv ek to r d er e n t
sp rech en d en  F läche.

E s sollen n u n  die einzelnen E rgebn isse  der R eihe n ach  b e tra c h te t w erden : 
In  einem  re in  m ag n etosta tischen  F eld , das von ru h en d en  M agneten e rreg t w ird, 
la u te t  d e r A usdruck  fü r  die Feldenergie :

£  = ' j  u d V  =  j  L » 1 d V .
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Dies is t iden tisch  m it der von K neissler , Bopp  u n d  Sommerfeld  vorgeschlagenen 
F o rm  [6, 7 ] u n d  w eich t von der häufig anzu treffenden  Form

ab . Aus le tz terem  A u sdruck  w ürde folgen, dass die E nerg ie  des m ag netosta tischen  
Feldes gleich N ull is t, denn in  diesem  ist ro t .§ =  0, ÍQ =  — g rad  У , also ist

E ' =  — ~  I g rad  У  Л8 d V  =  I xp d iv  58 d F  =  0 .

W enn die Energie des m agnetosta tischen  Feldes gleich Null w äre, so würde 
das bedeu ten , dass das Feld  n ich t fäh ig  ist, eine m echanische A rbeit zu leisten. 
W enn  m an  jedoch  den je tz t  e rh a lten en  A usdruck  verw endet, so is t die F e ld 
energie

E  =  —  f S32 d V  =  —  f £93 d V  +  -  I' 939R d V =  -  [ Я32И d V  +  0 .
8jt ' for-1 2 •’ 2 J

D er fü r den P oyn tingschen  V ek to r erhaltene  A usdruck s tim m t m it der 
in  der E lek tro d y n am ik  allgem ein gebräuchlichen F assung  überein  u n d  w eicht 
v o n  d er von Kneissler [6] vorgeschlagenen Form  ab . W ürde le tz te re  verw endet, 
so w ürde die Feldenergie auch im  sta tisch en  F e ld  Q uellen und  Senken besitzen, 
gem äss

d iv  =  d iv  —  © X 33 =  —  d iv  6  X §  +  c d iv  (5 X ÜDi =  — c(S ro t  9Di,
4tt 4jt

was aber physikalisch  n ich t an n eh m b ar erscheint.
L a u t dem  E rgebnis

e rg ib t sich der Feld im puls (der R e la tiv itä ts th eo rie  en tsprechend) aus der 
S trö m u n g  der Feldenergie.

D as erste und  zw eite Glied der d u rch  (15) angegebenen  ponderom otorischen  
K ra ftd ich te  beschreiben die au f die Ladungen u n d  Ström e ausgeüb te  K raft. 
D as le tz te  Glied g ib t über die W irkung  des d u rch  das w echselnde elektrische 
F e ld  erreg ten  m agnetischen  Feldes a u f  den M agnet u n d  über die »m agnetische 
L orentzsche K ra ft«  A uskunft, w obei diese K ra ft im  elektrischen F e ld  au f den 
in  der G esta lt e iner w echselnden Polarisa tion  au ftre ten d en  »m agnetischen 
S trom «  w irk t. Am in te ressan testen  is t das d r itte  G lied, das die a u f  die im  m ag
ne to sta tisch en  Feld befindlichen M agnete w irkende K ra f t beschreib t. Im  Falle 
von  p, =  1 s tim m t d er hier geb rauch te  A usdruck fü r  diese K ra ft m it der von 
K neissler  [6], B o p p — Sommerfeld  [7] und  D öring  [2] geb rauch ten  Fassung  
übere in , ( t 'b e r  die A bw eichungen, die im  Falle von  p. =h 1 bestehen , soll später
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noch  die R ede sein.) D a die ponderom otorische K ra f t  als R esu lta t d e r A nw en
du n g  eines allgem ein gültigen  V erfahrens gefunden w urde, k an n  diese F orm  
u n te r  den eingangs e rw äh n ten  vielen  M öglichkeiten als die rich tige  angenom 
m en  w erden .

Die R ich tig k e it der je tz t  gew onnenen F o rm  der K raftg le ichung  k ann  
übrigens d u rch  eine von  Fischer [9 ] aufgew orfene u n d  von D öring  in  einer 
e tw as abw eichenden  F orm  v erw endete  Ü berlegung [12] e rh ä r te t  w erden. 
Es w ird  von  zwei K örpern  A  u n d  В  ausgegangen, w obei der K ö rp e r A  a u f  
die du rch  die F u n k tio n  $Щ:г, у, z) beschriebene A rt m agnetisiert is t. D as K ra f t
feld dieses K örpers w ird  durch  die G leichungen

d iv  $8 =  0 ,  r o t  33 =  4jt r o t

b estim m t. A us den Lösungen dieser G leichungen k an n  die K ra f t, die au f die 
in  der N ähe des K örpers A  befindlichen M agnete und  S trom spu len  w irk t, 
ausgerechnet w erden .

D er zw eite K ö rp er (B) is t n ich t m agnetisch , sondern es fliessen in  ihm  
elek trische S tröm e, w obei die S trom dich te  m it d e r M agnetisation  des ersten  
K örpers in  folgendem  Z usam m enhang s teh t :

i (x ,y ,z) =  c ro t Ш . (16)

Die G leichungen, die das m agnetische Feld  des v o n  S tröm en durchflossenen 
K örpers В  bestim m en , sind (infolge von  $8 =  § )  :

d iv  $8 =  0 ,
„  4jt .

ro t $8 =  —  ]• c y

B erücksich tig t m an  den  Z usam m enhang  (16), so is t das m agnetische Feld des 
vom  S trom  durchflossenen  K örpers В  vo llkom m en m it dem  K ra ftfe ld  des 
m ag n e tis ie rten  K örpers A  iden tisch , w ird  also d e r K ö rp er В  an  die Stelle des 
K örpers A  gese tz t, so ü b t  er die gleiche W irkung  a u f  die U m gebung  aus, wie 
v o rh e r der K ö rp er A .  Aus dem  d r i t te n  N ew tonschen  Axiom  fo lg t, dass die 
in  der U m gebung befindlichen K ö rp e r a u f  den M agnet A  dieselbe K ra f t  aus
ü b en , wie a u f  den an  seine Stelle gese tz ten  K örper B .  Die K ra ft, die a u f  diesen 
w irk t, k a n n  a u f  G rund  von G esetz (1), wie fo lg t, ausgerechnet w erden  :

=  i  Ji X $8 d V .

D ie a u f  den  K ö rp er A  w irkende K ra f t  m uss denselben W ert aufw eisen. A u f 
G rund  von  (16) b e trä g t sie :

Ъ а  =  f  (ro t ÜR) X $8 d V ,

u n d  dies is t ja  n ich t anderes als der w eiter oben verw endete  A u sd ruck  fü r  
die K ra ft.
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Die relativistische Theorie der permeablen M aterien

W ie bereits e rw äh n t, is t — la u t den  angeführten  A bhand lungen  — die 
W irkung  der P e rm eab ilitä t des den  M agneten  um gebenden M edium s a u f  die 
ponderom otorische K ra ft noch  n ich t völlig g ek lä rt. Es erschein t dem nach n ich t 
u n in te ressan t, eine phänom enologische U n tersuchung  d e r perm eablen  u n d  
d ielek trisch  po larisierbaren  M aterien  m it d e r  im  vo rstehenden  angew endeten  
M ethode durchzuführen .

Die D ie lek triz itä tsk o n stan te  e und  (reversible) P e rm e a b ilitä t fx der im  
K ra ftfe ld  befindlichen M aterie w ird  hierbei als von  der F e ld s tä rk e  unabhängige 
skalare Grösse angesehen u n d  ausserdem  w ird  auch  eine p e rm an en te  (von d e r 
F e ld stä rk e  unabhängige) m agnetische P o la risa tio n  3K zugelassen. Der E in fach 
he it h a lb e r soll auch v o rausgese tz t w erden, d ass  sich die M agnete  im  V ergleich 
zu dem  sie um gebenden  M edium  n ich t bew egen, der V iere rv ek to r uk b es tim m t 
also das — 1-fache der V ierergeschw indigkeit des B eobach ters im  V ergleich 
zu r M aterie.

W ie b ek an n t, h aben  die m aterie llen  G leichungen in  e inem  im V ergleich 
zur M aterie ruhenden  B ezugssystem  folgende F orm  :

® = e ® ,  33 =  ja §  +  4jr9K. (17)

Die T ensorform  dieser G leichungen k an n  d u rc h  eine einfache V erallgem eine
ru n g  d er von Novobätzky [17] fü r  den  Fall v o n  ЯТ( =  0 au fg este llten  m aterie llen  
G leichung gew onnen w erden :

lxGik =  Fik — ( e /j . — 1) ( F > fc— Fku,) — i n M ,k . (18)

Im  Falle einer ruhenden  M aterie  gelangt m an  hierbei eben zu den  Z usam m en
hängen  (17). D a  die G leichungen (18) T ensorgleichungen s in d  und  in  einem  
B ezugssystem  G eltung haben , so m üssen sie au ch  fü r jedes K o o rd in a ten sy stem  
gelten . In  einem  In te rtia lsy s tem , in  w elchem  die M aterie s ich  m it einer s tä n 
digen G eschw indigkeit bew eg t, gelangt m an infolge (18) zu fo lgenden  Z usam m en
hängen  :

(1 -  e-£ b 2) 33= ( 1 - 4  1 ö o ö )  ( м § + 4 ла д - - ^ — ^  b x e ,
C “  С *2 Cy C

(1 -  ê e * )  $ _

b x (£4
l  — ^ b 2

1 --- £|U
i n

3R).

Die Max wellsehe и G leichungen haben , u n ab h än g ig  von  den m ate rie llen  G leichun 
gen, auch je tz t  folgende F o rm  :

_  d<pk _  d<pj_ 
ik d x ‘ d x k ’

V kG‘k — 4jts' .

(19)

( 20 )
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Diese G leichungen b estim m en  zusam m en m it (18) (im F a lle  dass s ', M lk, u k, e, 
j i  gegeben sind) die F e ld stä rk en . Die L ag ran g e-F u n k tio n , von der die F e ld 
gleichungen abgele ite t w erden , n im m t n ach  einer e in fachen  E rw eite ru n g  
d er von Novobätzky  [17] aufgestellten  F u n k tio n  folgende Form  a n :

L  =  —  Frs [Grs- —  M rs] — <p,s'.
16jt fJL

D araus ergeben  sich durch  V aria tion  von cpi au f G rund von  (11) und bei B erü ck 
sichtigung v o n  (19) u n d  (18) die Feldgleichungen (20).

Als H au p tau fg ab e  soll auch je tz t  die A bleitung  des E nerg ie-Im puls- 
Tensors u n d  d er ponderom otorischen K ra f t  angesehen w erd en . Die m aterie llen  
G leichungen (18) w erden a u f  G rund der von  Novobätzky e ingeführten  F o rm  m it 
der gem äss (13) d u rch g efü h rten  V eränderung  in  folgender F assung  herangezogen :

p G ik  =  Fik —  4 , n P ik  —  ( e /jl— 1)  (2 +  u ru r) ( F t u k— F ku t) —

— (2 +  u ru r) (P iU k —  P kUi) .

A uf G rund  dieser G leichung lau te t n u n  die L ag range-F unk tion  m it d en  g ,k 

u n d  den  v o n  der M etrik  unabhäng igen  G rössen von <p, , F i k , F k , u \ e ,
/jl folgenderm assen :

S  =  V i l  =  FrsFuvgrugsv Y g - ( e u - l )  (2 +  u ^ u n gmn}F r Fsg r^ g ] -

— Frstyrs +  (2 - f  u™ ung m n ) Fryrsu tgst ] — <p, § ' .

D araus k a n n  der E nerg ie-Im puls-T ensor du rch  V aria tio n  der g lk gem äss (14) 
gebildet w erden . N ach neuerlicher E in fü h ru n g  von M ik gelangt m an  zu  fol
gendem  R e su lta t :

Tik =  A  [FirFkr -  \ g ikFrsF" +  ( е ц -  1) (u,ukFrF r-  F, Fk - f  i  glkFrF r)] —
4?ü LL 4 *

— — [u, M krF r +  u kM irF r].
P

Dies w eich t n a tü rlich  n u r in  dem  M ik en th a lten d en  G lied  vom  A braham schen  
E nerg ie-Im pids-T ensor ab  [17].

In  d e r Folge soll n u n  wieder eine E in sch ränkung  au f die euklid ische 
M etrik  u n d  a u f  die V erw endung von rech tw inkligen  K o o rd in a ten  vorgenom m en 
w erden, w obei g ik — ö,*. I  n  diesem F alle  erg ib t sich  :
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A us der n ega tiven  D ivergenz des E nerg ie-Im puls-T ensors bekom m t m an  die 
D ichte der ponderom otorischen  K ra ft. Bei B erücksich tigung  der F eldg le ichun
gen e rh ä lt m an :

f . _ _ _ _ d T ‘k. — F  I s  '
~  d x k -  tr 1 r +

д ~ м ,
ß___
Qxs 4

___ L  f  f  _JLe______ 1  l - F F  -1- f f ) ц  4-
8it r r 9x t S itu 2 l ?  rs rs ' r r) dx, +

d x k f/x(— щ М к г  Fr +  — u kM irFr 1.
\[Л [Л )

Das so erhaltene  R e su lta t soll nunm ehr — w iederum  a u f  den  Fall von ru h en d en  
M agneten b esch rän k t — n ä h e r u n te rsu ch t w erden. A uf G ru n d  obiger G leichung 
s te h t jedoch  dem  n ich ts  im  W ege, dass auch  die au f sich  bew egende M agnete 
ausgeübte  K ra ft b e s tim m t w erde.

Ruhende Magnete im  permeablen M edium

Im  Falle von ru h en d en  M agneten ergeben sich la u t  (5) die E n erg ied ich te , 
der Poyntingsche V ek to r, die Im puls- u n d  K ra ftd ich te , die D ichte d e r du rch  
die ponderom otorische K ra f t e rzeugten  L eistung, sowie die S pannung, w ie 
folgt :

1 44 +  я  ® 2’on on  а

-V- T,

® =  —  T* 4jrc ® X $ ,

f ~ / .  =  e e  +  ( i i + » t f ) x »  +  ! ^ e ) + I ! < a x ! > f >

Si t

w =  7 / 4  =  j®

6 2 g rad  e — 2 S32 g rad  4  ,
( 21)

1

4

SltfJL

4 ® + _ L g * 8 f .
'dt 8n dt

1 VR 2
Sn u 2 9t

‘ — 'г-  =  к 6 <s ”> +  i k » ■ ( £  «! +  - é a  »*)••
Die fü r die Energie-, E nerg iestrom - u n d  Im pu lsd ich te  e rh a lten en  A usdrücke 
sind im  w esentlichen b ek an n t. Von In te resse  sind die einzelnen  G lieder d er 
K raftd ich te . Das erste u n d  zw eite G lied beschreiben die d u rch  die L oren tzsche  
K ra ft ausgeübte  W irkung  au f L adungen  u n d  Ström e. D as sechste G lied, d as
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d e n  A usdruck  g rad e  e n th ä lt, is t aus d er phänom enologischen  Theorie des 
D ie lek trikum s gleichfalls b e k a n n t. Das sieben te  G lied beschre ib t den in  p e rm e
ab len  M aterien  au ftre ten d en  D ru ck , der b e i Ä nderung  d er P e rm eab ilitä t e n t 
s te h t . Es is t  beach ten sw ert, d a ss  bei n ich t pe rm an en t m ag n etis ie rten  S toffen  
d e r  beim  S p ru n g  von fj, a u ftre te n d e  D ru ck , w enn §  m it d e r S prungfläche 
p a ra lle l is t, la u t  (21) folgende F o rm  aufw eist :

P  =  g^. Í92 ( M i —  P z) -

D ies w ird  a u c h  du rch  die E rfa h ru n g  b e s tä tig t, im  G egensatz zum  A usdruck

p , = L

d e r  sich au s dem  B opp—Som m erfeldschen S pannungstenso r erg ib t. In  dieser 
B eziehung sei au ch  au f die B em erkungen  v o n  Gans [11] verw iesen.

D as v ie r te  Glied b esch re ib t die d u rch  die w echselnde Polarisa tion  der 
D ie lek trika  hervorgerufene K raftw irk u n g , w obei jene du rch  das w echselnde 
K ra ftfe ld  v e ru rsa c h t w ird. D ies kom m t au ch  bei A braham  [17] vor. Die 
a u f  die p e rm an en ten  M agnete ausgeübte  K ra f t  t r i t t  im  d r i t te n  und  fü n ften  
G lied  in E rsche inung . D as fü n fte  Glied besch re ib t auch je tz t  die W irkung  
des du rch  d ie  Ä nderung von  6  erreg ten  m agnetischen  Feldes au f 9Ui u n d  die 
W echselw irkung  des sich aus d e r  Ä nderung  v o n  3JÍ ergebenden  »m agnetischen

Strom es« 0 1
dt

u n d  des e lek trischen  Feldes. D as d r itte  G lied en th ä lt die a u f

d ie  M agnete ausgeüb te  m ag n e to sta tisch e  K ra f t  :

( 22)

D ie R ic h tig k e it dieses K ra ftd ich teau sd ru ck es  kann  w ieder durch  dieselben 
Ü berlegungen  bewiesen w erden  wie im  F a lle  von  /x =  1. D as K raftfe ld  des 
p e rm an en ten  M agneten von  e iner M om entend ich te  Ш w ird  in  der M agneto
s ta t ik  d u rch  die M axw ellschen G leichungen

cu O 85 . югd iv  3Ö =  0 , r o t  — =  4jt ro t —

b estim m t. E in  gleiches K ra f tfe ld  w ird au ch  du rch  einen K ö rp e r von gleicher 
P e rm e a b ilitä t erzeug t, der v o n  einem S trom  durchflossen w ird , aber n ich t p e r
m an en t m ag n e tis ie rt is t, so d ass  zw ischen d en  E igenschaften  d e r zwei K ö rp er 
d e r  Z u sam m en h an g

507t =  c ro t ---
p

b e s te h t. B ei dem  zw eiten K ö rp e r is t näm lich
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d iv  S3 =  0 , r o t  — =  -  j .
/X c

D a aber die zwei K örper a u f  die in  ih rer N ähe befindlichen M agnete und  S tro m 
kreise die gleiche K ra ft ausüben , so w ird  nach dem  d r it te n  N ew tonschen 
Axiom  auch die au f sie w irkende K ra ft gleich gross sein, u . zw. :

% =  * J i X 93 d V ,

bzw.

% =  f  ( ro t  X 58 d V .

D er K ra ftd ich teau sd ru ck  (22) k o m m t auch bei D öring  vor [ 1 2 ] ;  bei 
ihm  b ed eu te t jedoch  das im  A nsatz  befindliche [x die s tän d ig e  P erm eab ilitä t 
der Umgebung des M agneten, deshalb sieh t er auch in  d er A nw endung der 
K ra ftd ich te  (22) im Inneren  der M agneten n u r  einen m ath em atisch en  K unstg riff, 
der zw ar — a u f  G rund der obenerw ähn ten  Überlegung — in  der B erechnung 
der au f den  M agnet w irkenden resu ltie renden  K ra ft zu einem  richtigen Ergebnis 
fü h rt, aber n ich t viel über die E inzelheiten  des Z ustandekom m ens der K ra ft 
aussag t. Die obigen, m it dem  re la tiv istischen  V erfahren du rchgefüh rten  U n te r
suchungen e rb rach ten  den Beweis, dass die im  Inneren  des M agnets a u f tre te n 
den K raftw irkungen  durch  (22) auch in  ih ren  E inzelheiten  genau beschrieben 
w erden, w obei u n te r  [х die d o rt an Ort und  Stelle gültige P e rm eab ilitä t zu v e r
stehen  ist. D er von  K neissler—B o p p —Som m erfeld  [6, 7 ] aufgestellte  K ra f t-  
d ic liteausd ruck  (2) s tim m t n u r im  Falle von  /х =  I m it dem  je tz t  e rh a lten en  
K ra fta u sd ru c k  (22) überein. D ieser k an n  d ah e r so v e rs tan d en  w erden, als ob 
er einzig die au f den p erm anen ten  M agneten  w irkende K ra ft beschriebe und  
das durch  die P o larisation  d er U m gebung en ts tan d en e  zusätzliche M om ent 
n ich t berücksichtige.

Das a u f  die Magnete w irkende Drehmoment

W enn der S pannungstenso r bekann t is t, k ann  der W ert des D rehm om entes, 
das au f eine in  ein hom ogenes m agnetisches Feld  gestellte M agnetnadel w irk t, 
b erechne t w erden . Zu diesem  Zwecke m uss zuerst bestim m t Averden, inw iefern 
der M agnet das äussere K ra ftfe ld  v e rän d e rt. D anach k an n  — da das K ra f t 
feld nu n m eh r b ek an n t ist — das au f den M agnet w irkende D rehm om ent du rch  
In teg ra tio n  ausgerechnet w erden :

D =  f r x  t d f. (23)

(Die In te g ra tio n  is t au f die H üllfläche des M agnets auszubreiten .) A u f d er 
äusseren O berfläche der M agnetnadel ist

1
4 jtu

58 (58n)
n

вл'/Х 582 , (24)

6  A c ta  P h v s ic j



82 G. MARX

w o /х die P e rm e a b ilitä t d er Umgebung der M agnetnadel, die als k o n s ta n t 
angenom m en w erden  k an n , b ed eu te t. Die S pannung  b esch re ib t die in  d e r  
R ich tu n g  der K ra ftlin ien  w irkende Z ugkraft u n d  den au f die O berfläche senk 
rech ten  D ruck . B ei M agneten  von  sym m etrischer G estalt fü h r t  der D ruck f ü r  
gew öhnlich zu keinem  D rehm om en t, deshalb  genügt es in  d en  m eisten Fällen,, 
n u r  das erste  G lied in  B e tra c h t zu ziehen.

D as K ra ftfe ld  eines ellipsoidförm igen, in  der R ich tu n g  der H au p tach se  
hom ogen m agnetis ie rten  K örp ers  und  das in  einem  hom ogenen  m agnetischen  
F e ld  au f den  K ö rp er w irkende D rehm om ent w urde von Diesselhorst [4, 10] 
be i V orausse tzung  von fo lgender Spannung  b erechnet :

< = £  s  ( © " ) - " £ & “• (25)

D a  an der äusseren  O berfläche der M agnetnadel der von  Diesselhorst v e rw en
d e te  (25) u n d  d er aus obenstehenden  B erechnungen  gew onnene (24) S pannungs
au sd ru ck  (infolge von S0Í =  0 , =  /x£)) m ite in an d er übere in stim m en , können
die  E rgebnisse  von  Diesselhorst ohne w eiteres übernom m en w erden. Im  G renz
fa ll eines sehr langen und  d ü n n en  Ellipsoides (M agnetnadel) b e träg t das D reh 
m om ent

D =  V  (|3R | +  ^ H 0 cos a  j H 0 sin  a .
V  f-J- j 1~Ij )

H ier bezeichnet V  das V olum en der M agnetnadel, 9JÍ ih re  M om entend ich te , 
/л ih re  P e rm eab ilitä t, p /  die P e rm eab ilitä t des sie um gebenden  M edium s, 
H 0 die äussere F e ld stä rk e  u n d  a  den von d er M agnetnadel u n d  dem  äusseren  
M agnetfeld eingeschlossenen W inkel. D as m axim ale D rehm om en t w ird d a n n  
au ftre te n , w enn  die M agnetnadel senkrech t zu den K ra ftlin ien  s teh t, d an n  is t 
näm lich

D max =  M H q .

M =  V jüDi bezeichnet das gesam te m agnetische M om ent d er M agnetnadel. 
D arau s k a n n  ersehen w erden , dass die M essung sow ohl des m agnetischen  
M om ents der M agnetnadel als auch  der m agnetischen  F e ld s tä rk e  au f die e in 
fache M essung des D rehm om ents zu rü ck g efü h rt w erden  k a n n . (Dies lä ss t d en  
Schluss zu, dass — im  G egensatz  zu r A uffassung einiger A u to ren  — die m a g 
netische F e ld s tä rk e  n ich t als eine m ath em atisch e  H ilfsgrösse im  Vergleich zum  
In d u k tio n sv e k to r  angesehen w erden darf, d e r keinerlei physikalische B ed eu tu n g  
zukom m t.) D as a u f eine f lach e  M agnetp la tte  w irkende m axim ale  D reh m o m en t 
b e trä g t, gleichfalls nach  Diesselhorst :

Dmax =  / t  М Д ) 1

es is t also n ic h t m ehr von  d e r P e rm eab ilitä t des M edium s unabhängig . D ies 
is t  ja  auch  vers tän d lich , d enn  das zusätzliche m agnetische M om ent, das d u rch
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die  P o larisa tion  der U m gebung hervorgerufen  w urde, verstärkt das pe rm an en te  
M om ent des M agneten, — w orau f bereits D öring  [5] die A ufm erksam keit 
lenk te , — bei der M agnetnadel hingegen e rg ib t die R esu ltan te  d er zusätzlichen  
P o larisa tion  N u ll.1 (W ürden die K neissler—B o p p —Som m erfeldschen S pannungen

f  =  ~  33 (Sört) — n ^ -  S32 4 jt 8tt

herangezogen, so w ürde m an das p,-fache d e r obenstehenden  D reh m o m en t
w erte erhalten .)

Das Problem der E lim ina tion  der elektrischen Dipolmomente

Von A nfang an  w ar in  dieser A bhand lung  n u r vom  p e rm an en ten  m a g 
netischen  D ipolm om ent die R ede, eventuelle  e lek trische D ipolm om ente w u rd en  
in  der L adungsdich te  berücksich tig t. Dies geschah  in der W eise, dass a n s ta t t  
P ik der Tensor M il{ e ingeführt w urde. Man k ö n n te  auch versu ch en , gegebene 
e lek trische D ipole unabhäng ig  von  den L adungen  vorauszusetzen , indem  m an 
die m aterie llen  G leichungen (7) in  folgender F assung  au fs te llt :

Ei к =  Gjk -(- 4jr P  i к .

In  diesem  Falle w ürde jedoch  das angew endete V erfahren zu e in er physikalisch  
u n annehm baren  F o rm  der Feldenergie, des P oyn tingschen  V ek to rs  und  an d ere r 
G rössen führen . Die re la tiv istische  F eld theorie  ü b t  also gew isserm assen einen 
Zw ang aus, keine p e rm an en ten  elek trischen  D ipole vo rauszusetzen , sondern  
diese im m er a u f  L adungstrennungen  zurückzuführen . W ie eingangs gezeigt, 
s tim m t dies in  bem erkensw erter W eise m it den  a tom physikalischen  E rfa h ru n 
gen überein .

*

Es sei an  dieser Stelle den  H erren  P ro f. K . F. N ovobátzky  und T h . 
Neugebauer fü r ih re  w ertvollen  R atschläge d e r D ank  des V erfassers a u sg e 
sprochen.

1 In teressan terw eise  t r i t t  in den  m eisten G leichungen die M om entendichte  Ш in  d e r  
K o m bination  ÜR/jU auf. E s k ö nn te  dabei der G edanke aufkom m en, dass 5Ш' =  die w ahre
M om entendichte  bezeichnet und M ' =  F[ä)i'| das gesam te  M om ent. D ies w ürde aber noch 
einer w eiteren  A bklärung  bedürfen.

6 '
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РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ЭЛЕКТРОДИНАМИКА ПОСТОЯННЫХ 
МАГНИТОВ

Дь. Маркс 

Р Е З Ю М Е

Источником электромагнитного поля, наряду с зарядами, предполагаются также 
и постоянные магниты. Релятивистские уравнения поля и тензора импулься энергии 
выводим из функции Лагранжа. Сила воздействия электромагнитного поля на постоянный 
магнит получается однозначно, как дивергенция тензора импульса энергии.



К Р А Т К И Е  С О О Б Щ Е Н И Я
KURZE MITTEILUNGEN — BRIEF REPORTS

N O T E  ON T H E  C O N N E C T I O N S  B E T W E E N  
E L E M E N T A R Y  P A R T I C L E S

(RECEIVED : 7. X II. 1951)

R ecen tly  th e  idea  has r e p e a te d ly  arisen , th a t  th e  ty p ica l d ivergence 
and  o th e r d ifficulties of p resen t-d ay  field theo ry , should  be resolved by  th e  
regularization  of fie lds. The physical bases of th e  idea of regu la rization  are 
to  be found  in  th e  th eo ry  according to  which a  closer connection  ex ists be
tw een e lem entary  p artic les th a n  w as im agined  up to  now . The m u tu a l connection  
o f the  fields describing the  e lem en tary  particles m a th em atica llv  m eans th a t  
a field described b y  fie ld  equations o f a higher o rd e r th a n  th e  second is being 
exam ined. The n a tu ra l w ay of so lv ing the problem  would a p p a re n tlv  consist 
in  these connection- being estab lished  on the basis o f results o f physical re 
searches and , following th is , endeavouring  to  find  th e  m eans of describ ing these  
connections correctly . This m ethod , how ever, seem s, for th e  p resen t, to  be im 
practicab le  and  only th e  opposite m ethod  is o f in te re s t.

I f  we succeed in  describing a ce rta in  set o f  phenom ena in  a sa tisfac to ry  
m anner by  m eans of field  equations o f  a higher o rd er, and in e lim inating  th e  
ty p ica l difficulties o f th e  theo ry , th e  question  will a rise  : in  th e  m u tu a l connec
tion  of w h a t partic les can  the  fie ld  investigated  be  considered to  consist ; in  
o th e r w ords, from  the  m u tua l connection  of w h a t fields of th e  second o rder 
can th e  fie ld  in question  resu lt.

L et us suppose th a t  the  field  equations in questio n  of higher order can  
he derived from  a L agrange function  :

i.' =  У ( w -  W . / a , , .  . . V a - , / i v  jn 2, .  . .  , /* „ , )

w here

d n V < T  ,  ,  «, о  . x
.......Hn — ~ZZ f a  (A4 — 1,2,3,4)OXfXl ОХр 2 ---- ax^ n

an d  le t us exam ine th e  question  as to  how it  is possible to  derive from  th is 
field  a system  of fields described b y  equations o f  th e  second o rder.
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T his can be achieved if  a m e th o d  of H ilbert, published  b y  Lánczos [1 ] 
a n d  used  b y  th e  la t te r  for th e  in v estiga tion  of canonic tran sfo rm atio n s is 
generalized  in  th e  case of fields.

Suppose th a t

L  =  J  Wer,j a j . . .  Vo-,Hi-fi*- ■ ■ ■ V-n’} (^

(d V  =  d x t dx„ dx3)

a n d  th a t  the  fie ld  equations can be derived  as E u le r equations of th e  varia tion  
p rincip le

ö S  =  ó J' L  dt =  0 .

Suppose fu r th e r  th a t

(I) d'tpa-
4 *  =  n r *

T he field  equa tion  will th e n  be

i> = 0  d ty  ÖxfJa-

w here  b denotes th e  functional d e riva tive .
L e t us notv define a new v a riab le  :

(n) __ b L  
Я(Г ~~ J" )uipo-

a n d  le t us form  b y  m eans of th is  v ariab le  th e  following expression  :

T T / l  ( n —  1) (fl). (’ (п) (n) ITr  j
H  (ipo-i ipo-T ■ Vcr ;  T to- )  =  J  7T(r rpo-dV —  L .

This expression has, of course, no th ing  to  do w ith  the  H am ilto n  functio-
( n )

n a l [2 ], b u t  here  ip has been e lim ina ted  w'ith th e  aid of (3). N ow  we m ay 
w rite  :

>2 >2

S  =  f  d V  J’ тт!гп) %  dt -  f  H ' dt
h h

an d  a fte r  p a r tia l in teg ra tion  :

S  =  —  ( J  d V  J я^л) V<r ' dt +  J H ' d t )  +  [ j  л■(<?) (xpv W ] , 1 
h h

th ere fo re

öS  =  Ó f  dt (J  ' ln ™ \ r d V — H ’ ) .  
h
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L et us now  in tro d u ce  the  new independen t v a riab le  зт^П/| =  opn an d  le t us 
consider th e  new L agrange fu n c tiona l :

(n — 1) (1) (1) ( л - l )  f ( n - 1)
* * ■? ф с п ф о - т ф с г )  —  J ф с г  V e r  d V  - |~  H  { i p a - i  • • •? t p a -ч fP cr)

w hich is now only o f th e  (n — l) -s t o rder. On the  o th e r  hand , of course, the  
num ber o f  field eq u a tio n s has increased.

C ontinuing th is  process, we a rriv e , a fter en tire ly  analogous steps, a t  the 
following Lagrange functional of th e  f irs t order :

I '(V 'a iV a)

w here th e  num ber of fie ld  equations is correspondingly g reater. T he varia tio n  
princip le

ő j  L(tpa , (ipa ) (it =  0

now leads to  d ifferen tia l equations o f  the  second o rder, in  which th e  field 
equ a tio n s are m u tu a lly  connected.

T his m ethod  can be  used in com plicated  cases, a n d  w ith  its aid  i t  is pos
sible to  discuss such prob lem s, as, for in stance , in w h a t m an n er certa in  im por
ta n t  fie ld  q u an tities can  be com posed o f  th e  corresponding q u an tities  of the 
p a rtia l fields. I t  is also possible to  in v estiga te  the m echanical m odels corres
ponding  to  th e  fields o f higher order [3 ]. I hope to  be able to  rev e rt to  this 
problem  in due course.

G. Szam osi
Physical In s t i tu te , 
E ötvös U n iversity , 

B u d ap es t.
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T E M P E R A T U R E - D E P E N D E N C E  
OF W I L L E M I T E  L U M I N E S C E N C E

(RECEIVED : 15. X II. 1951)

In  previous com m unications i t  was rep o rted  [1 ], [2 ], [3 ] th a t  th e  te m p e ra 
tu re  dependence of w illem ite lum inescence m ay  be d e :c rib ed  b y  a fo rm u la :

( 1 ) V

I +  Ce
E

t i 

l t  was also estab lished  th a t  b y  v a ry in g  th e  ac tiv a to r co n cen tra tion  log C 
and  E  change in  a sim ilar m anner. The p resen t paper deals w ith  a generalization  
of th e  above assertion . 24 w illem ites, con ta in ing  various am o u n ts  of m anganese 
a c tiv a to r  (0,001, 0,01, 0,1, 0,7, 2 and  5% ) an d  iron killer (0,001, 0,01, 0,1, 1% ) 
were in vestiga ted . I t  was found th a t  th e  tem p e ra tu re  dependence of th e  lum ines
cence for all th e  specim ens could be described b y  a m odification  of form ula (1), 
nam ely  :

A
V  =

( 2 ) 1 +  Cje
J h
kT C„e

3
kT

T he values of th e  exponen tia ls in th e  denom inato r group them selves 
in to  tw o d is tin c t classes. F o r th e  first exponen tia l, C1 is a p p r. 102—TO3 an d  
E l 0,2 — 0,4 e. v ., for th e  second, C2 appr. 109, E 2 1 — 1,4 e. v . T h is m eans, th a t  
th e  second exponen tia l can n o t be observed below  appr. 600° K , and  therefo re , 
in m ateria ls  contain ing  su b stan tia l am ounts o f  m anganese o r iron , it  m ust h av e  
escaped a tte n tio n . T he effect o f iron  can be s tu d ied  thus only on  th e  first exponen
tia l w ith  th e  resu lt th a t  increasing am ounts o f  iron  m onotonously  lower b o th  
Cj an d  Е г. T he sam e holds for m anganese above the  o p tim u m  co n cen tra tion . 
T he constan ts  of th e  second exponen tia l, C2 an d  E„, m ay be de te rm ined , b u t less 
accura tely , th ough  th e  m agn itu d e  m entioned  is u n d o u b ted ly  correct.

T here seems to  exist a definite co rre la tion  betw een th e  corresponding 
ac tiv a tio n  energies (E) an d  co n stan ts  C. P lo ttin g  log C as a func tion  o f E ,  
(log Cj vs. F j  and  log C2 vs. E 2), we get qu ite  an  accurate  s tra ig h t  line (F ig. 1.). 
This re la tionsh ip  can therefo re  be expressed thus : 10log C — a -f- bE . 
The existence of th is  re la tionsh ip  is no t d estro v ed  by possib le errors in th e  
d e te rm ina tion  o f th e  corresponding C and  E ,  fo r th e  ev en tu a l v a ria tio n s in  C 
and  E  m erely cause a sh ift o f th e  locus a lm ost exactly  p a ra lle l to  the  above 
line.



A

Fig. 1. E  a n d  logC for v a rio u s  lum inescent m ateria ls .
O ur m easu rem en ts : ° best va lues, • possible va lues.

K röger and  H o o g en straa ten  : X fluorescence o f zinc silicate,
Д  tem p era tu re  dependence of th e  phosphorescent decay ,
V  fluorescence in  th e  green b an d  o f zinc beryllium  silicate. 
О  ZnS • Ag • Co, according to  H ill an d  Klasens.
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As an  ind ica tion  th a t  th is  re la tion  is a general one, th e  sam e figure co n ta in s 
th e  C and  E  values, ca lcu la ted  from  th e  p u b lished  curves o f  Kroger and  Hoogen- 
straaten [4 ], [5 ], M oreover, th e  d a ta  o f th e  la s t nam ed a u th o rs , on th e  green 
h a n d  o f various zinc bery llium  silicates, analysed  as in th e  previous case, are 
also p lo tted .

This co rrelation  betw een  C and E  seem s to  be tru e  n o t  only for th e  green 
band  of zinc silicates, b u t  for a m uch w ider class of lum inescen t m ateria ls too . 
F o r ZnO [6], for the green an d  blue bands o f  copper a c tiv a te d  ZnS [7] the  d a ta  
o f Vergunas and  Gavrilov fall again on a s tra ig h t line. F o r ZnS contain ing  Ag 
and  Co, the  d a ta  of H ill  an d  Klasens [8 ] show  the  sam e relationsh ip , a n d  in  
th is  la tte r  case, for th e  m ateria ls  having th e  sam e hea t tre a tm e n t, b o th  C an d  
E  m onotonously  decrease w ith  increasing co b a lt concen tra tion . (Fig. 1.) T he 
values of th e  co nstan ts  are sum m arized in  th e  following ta b le  :

TA B LE I

M aterial a b
Zn silicate (Mu, Fe)
ZnB e silicate (M n), green band  accord.

to  N agy, K roger, e t al. 0,5 7,1
ZnO [ 6 ] ...............................................................................  0,8 16,7

ZnS • Cu [71 blue b a n d  ............................... 0,8 16,7

ZnS • Cu [7] g reen  b an d  ............................. 0,7 8,3

ZnS • Ag • Co [8] ........................................................  0.8 13

Sim ilar rela tionsh ip  was established fo r th e  c o n d u c tiv ity  of some sem i
conductors b y  M eyer an d  Neldel [9 ], by  B usch  in the case o f SiC [10]. Busch  
has offered an  exp lan a tio n  b y  assum ing th a t  below a specific tem p era tu re  
(T c) th e  irregularities o f th e  c ry s ta l la ttice , increasing  in n u m b e r tow ards h igher 
tem pera tu res according to  a B o ltzm ann-re la tion , are frozen in . The tem p era tu re  
T c can be determ ined  in  th is  case b y  b.

This exp lanation  w ould  lead in our case to  a T c w hich  is ap p aren tly  too
low.

A nother exp lana tion  w ould be possible, b y  assum ing th a t  the  relationsh ip  
is caused by  th e  linear dependence of th e  ac tiv a tio n  energy  on tem p era tu re , 
E  =  E 0 (1 — а Г ) ,  C being in v a rian t. This assum ption  leads directly  to

(3)
F.

k f =  Cn
-gp *T  
kT C0e к .

Л
k T i. e. log C  =  logC0 - f E 0a

к

T aking  in to  consideration  th a t  th e  w illem ites m en tioned  were all p rep ared  
b y  th e  sam e schedule (base la ttice  com position , firing tem p era tu re ) and  wrere 
excited  in course of th e  m easurem ents by  th e  sam e a m o u n t of 2537 A u. v .
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en erg y , it  seem ed  desirable to  e x te n d  these  investiga tions b y  v a ry in g  the  co n d i
tio n s  of m an u fac tu re , the  ZnO  : S i0 2 p ro p o rtio n , and th e  ex c ita tio n  in te n s ity . 
T hese  in v estig a tio n s are a t  p re se n t in p rogress.

The a u th o r  recognizes w ith  th an k s th e  help  of Mr. G. Bauer  in  perform ing  
th e  spectrum  m easurem ents.

Elemér N agy
R esearch  L a b o ra to ry  for T elecom m unication , B u d a p e s t
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M E A S U R E M E N T S  OF  T H E  COSMI C R A D I A T I O N
U N D E R G R O U N D

(RECEIVED : 1. I I I .  1952)

M easurem ents were perform ed in a coal m ine a t  T a ta b á n y a  a t a d e p th  
o f 650 m eters w a te r equ iva len t. The a rran g em en t of th e  co u n tin g  tu b es o f  
th e  a p p a ra tu s  is show n in Fig. 1. The e lectron ic  circuit w as able to  record  
tw ofold, th reefo ld  and fourfold coincidences. The resolving tim e was 2 
microsec.

8 cm T he purpose o f th e  m easurem ents w as to  d e te r
m ine th e  n a tu re  of th e  cosmic rad ia tion  underground . 
Several au th o rs  [1], [2 ] , [3 ], defected  in mines a so ft 
rad ia tio n  which triggered  th e  counters w ith  small p ro 
b ab ility  and  thus caused m any  twofold coincidences b u t  
only few threefo ld  and  fourfold coincidences. This soft 
w eakly  ionizing rad ia tio n  could be m easured  b y  counting  
th e  difference betw een tw ofold and  threefold coinci
dences, for according to  our m easurem ents — th ree  

ф. an d  fourfold coincidences, being equal in  num bers, a re  
caused b y  ionizing partic les.

W e found th a t  th e  difference betw een  two- an d  
threefo ld  coincidences w as th e  sam e in  vertica l an d  
horizon tal d irections. M oreover, the ab so rp tio n  curve o f  
th e  difference betw een tw o- and  threefo ld  coincidences 
showed th a t th is rad ia tio n  was reduced to  h a lf  its value 
by  ab o u t 5 m m  of lead . These resu lts suggest th a t  
th e  rad ia tio n  m ay be ascribed to  rad io ac tiv ity  of th e  
surroundings, in accordance w ith th e  assum ptions o f 
th e  above au thors. T he g rea t difference betw een th e  

ra tio  of tw o- and  threefo ld  coincidences o b ta in ed  by  several au tho rs [1 ], 
[2 ], m ay be explained by th e  difference in  in ten sity  of the  rad io ac tiv ity  
a round  th e  ap p ara tu s .

The ionizing or w eakly  ionizing n a tu re  o f  cosmic rays causing three- 
an d  fourfold coincidences can be investiga ted  b y  com paring th e  num ber o f 
th ree- and  fourfold coincidences. I t  m ay be seen from  Table I th a t  these n u m 
bers are the  sam e w ith in  the  e rro r lim it. T hus th e  cosmic ra d ia tio n  observed 
in  th e  m ine consists m ain ly  of ionizing partic les in  accordance w ith  th e  results 
o f o ther au th o rs  [2], [4 ], [5].

GO-'
Fig. 1.
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T A B L E  I

N u m b er of 
coincidences

N um ber of 
hours Coinc./h

T hreefold  coincidences ( I I I ) 1921 4145 0,463 ±  0,011

Fourfold coincidences (IV) 535 1096 0,488 + 0,021

I I I — IV —  0,025 ±  0,024

In  o rd e r to  in v estig a te  the  p e n e tra tin g  pow er o f th e  cosmic rad ia tio n  
u n d erg ro u n d , 80 cms o f lead  absorber w ere placed b e tw een  the  coun ting  tubes 
of a th reefo ld  telescope. T he resu lts a re  shown in T ab le  II .

T he p en e tra tin g  an d  ionizing n a tu re  of the  ra d ia tio n  suggests th a t  the 
p e n e tra tin g  particles observed in th e  m ine  are m ain ly  m esons.

T A B L E  II

Thickness o f absorber Coinc./h

i 5 cm 0,463 ± 0,011

г 85 cm 0,480 ± 0,021

A I 0,017 ±  0,024

A l 0,037 ±  0,052
I

Supposing  the h a rd  partic les to  h av e  p en e tra ted  th e  whole of th e  ea rth  
above the  ap p ara tu s , i. e. supposing th e y  are no t o f  local origin, abso rp tio n  
o f these  p artic les in  th e  lead  betw een  th e  counters m a y  be expected  to  be th e  
sam e as in  an  eq u iv a len t am oun t o f e a r th  above th e  ap p ara tu s . T h u s th e  
expected  re la tiv e  decrease in  in te n s ity  in  the  case o f 80 cms of lead  is

A I
1

Ah n „ 80 • 11,3 • 82/207
у  —  =  —  2 , 7 ------------------------------------------

h  6,5 • 104 . 0,5
0 ,0 3 ,

w here у  =  2,7 is the  abso rp tio n  coefficien t in  ea rth  o f th e  rad ia tio n  as m easured  
below 300 m eters w. e ., h  —  650 m  w. e., and  Ah  is th e  equ ivalen t o f th e  lead 
betw een  th e  counters. T he m easured  decrease in  in ten s ity , as m ay  be  seen 
from  th e  tab le , does n o t co n trad ic t th e  above assum ption . Sim ilar re su lts  were 
ob ta in ed  b y  Randall, Sherman  and  H azen  [6] a t 850 m  w. e. an d  b y  Greisen,
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Cocconi and Bollinger [7] a t  1600 m  w. e. In  d isagreem ent w ith  these resu lts  
Barnóthy  and  Forró (a t 1000 m  w. e.) as well as M iyazaki  (a t  3000 m  w. e.)' 
found  m uch g rea te r decreases in  in tensity .

E .  Fenyves and  O. H aim an
C en tra l R esearch  In s t i tu te  fo r P hysics 

D e p a rtm en t for Cosmic R ay s, B u d a p e s t
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Л M A G Y A R  T U D O M Á N Y O S  A K A D É M I A  

F I Z I K A I  K Ö Z L E M É N Y E I

SZERKESZTŐSÉG ÉS KIADÓHIVATAL: BUDAPEST, V., ALKOTMÁNY-U. 21.

Az Acta  P hysica  orosz, fran c ia , angol és n ém et n y e lv en  közöl é rtek ezések e t a 
fiz ik a  tárg y k ö réb ő l.

Az A cta  P hysica  változó  te rjede lm ű  fü ze tek b en  je len ik  m eg, több  fü z e t  a lko t 
egy k ö te te t.

A közlésre szán t kézira tok , géppel írv a , a  következő  cím re k ü ldendők  :

A cta  P hysica , B udapest 62, P ostafiók 440.

U gy an erre  a cím re kü ldendő  m inden szerkesztőségi és k iad ó h iv a ta li levelezés.
Az Acta P hysica  előfizetési á ra  k ö te te n k é n t belföldre 80 fo r in t,  külföldre 110 forin t. 

M egrendelhető a  belföld szám ára  az A kadém iai K iad ó n ál (B u d a p es t, V ., A lk o tm á n y -u . 21. 
B an k szám la  04-878-111-48), a  külfö ld  szám ára  p ed ig  a  » K u ltú ra«  K ön y v - és H írlap  K ü l 
kereskedelm i V á lla la tn á l (B u d ap est V I, S z tá lin -ú t 2. B ankszám la  : 45-790-057-50-032 sz.) 
vagy  külfö ld i képviselete inél és b izom ányosainál.

»Acta P hysica l п у б л и к у ет  трактаты  из области  ф и зи чески х  н ау к  н а  русском , 
ф ран ц у зско м , ан гл и й ск о м  и нем ецком  я зы к ах .

»Acta P hysica l вы ходит отлем ены ми вы п у скам и  р азн ого  объёма. Н е ск о л ь к о  
вы п у ско в  со ставл яю т  один том. •

П редназначенны е д л я  публикации  р у к о п и си  (в напечатанном  на м аш и н ке  виде) 
следует  н а п р а в л я т ь  по а д р е с у :

A c ta  P h y sica , B u d a p es t, 62, Postafiók  440.

По этом у ж е  адр есу  н ап р ав л я ется  в ся к у ю  корреспонденцию  д л я  редакц и и  и 
ад м ини страц ии .

П о д п и сн ая  цена »Acta Physica« —  ПО форинтов з а  том . З а к азы  приним ает 
A kadém iai K ia d ó  (B u d ap est V, A lk o tm án y -u tca  21. Счет Б а н к а  №  04-878-111-48), а  для 
за гр ан и ц ы , п р ед п р и яти е  по внеш ней то р го в л е  кн и г  и г а зе т  »K ultúra« (B u d a p es t, V I.,  
Sztá lin -ú t 2. Счет Б а н к а  -Nb 45-790-057-50-032), ил и  его  загр ан и ч н ы е  представительства 
и  упорном оченны е.
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T he » lin ea r com b in a tio n  c f  a to m ic  o rb ita ls«  ap p io x im atio n  of th e  m olecular o rb ita l 
m e th o d  i s  u sed  to  c a lcu la te  th e  energy  o f a  square  p lan e  and  a sim ple cubic space c ry s ta l 
b u i l t  u p  of a to m s o f one k ind . In  th is  a p p ro x im atio n  th e  energy is g iv en  by  th e  Coulomb, 
e x ch an g e  an d  o v e rlap  in teg rals o f ne ighbouring  a to m s. T he com parison  o f th e  chain , p lan e  
a n d  space cases suggests conclusions as to  th e  d e n s ity  o f s ta te s  in  th e  b an d  in  th e  
re sp ec tiv e  dim ensions.

1. Introduction
•

In  a prev ious paper [1 ] th e  chain  s tru c tu re  of sim ilar a tom s was trea ted . 
T h is tre a tm e n t could be ex tended  to  th e  case o f  dissim ilar a tom s in  th e  chain [2 ]. 
W e ex ten d  i t  now  to  th e  case of sim ilar a to m s in  plane an d  space la ttices, an d  
in  a subsequen t p ap e r to  th e  A B  ty p e  alloys in  p lane and in  space.

A square  {resp. a cubic) la ttic e  is assum ed, each la ttice  p o in t being occupied 
b y  atom s of th e  sam e k ind . T he atom s are m o m en tarily  supposed to  be of u n it 
v a len cy . A t a fixed la ttice  d is tan ce  we a t t r ib u te d  to  each  a to m  a Coulomb 
in teg ra l, Q, w hich is equal to  th e  ionization  en erg y  of th e  free a to m  in a good 
ap p ro x im atio n , a t  least in  th e  case of large la ttic e  constan ts . T he o th e r tw o 
in teg ra ls , th e  exchange in teg ra l ß  and  th e  overlap  in teg ra l S  can  be defined 
a t  a fixed la ttic e  co n stan t in a w ay  sim ilar to  t h a t  o f [1 ] (2.11), (2.10) an d  (2.15). 
A t first we neglect th e  overlap  in teg ra l S, b u t  we shall la te r  on tak e  it  again  
in to  account.

2. The fo rm  o f  the determinant equations in  the plane and in  the space case

In  th e  lin ear case th e  atom s could be sim p ly  num bered  : each  atom  h ad  
o n ly  tw o  neighbours. Thus we s ta r te d  from  th e  one end of th e  chain  and  reached  
th e  o th e r  end of it  w ithou t an y  problem  of b ranch ing . In  the  p la n a r and  spa tia l 
cases, how ever, th e re  are b ran ch in g  problem s, as th e  atom s h av e  generally  m ore 
th a n  tw o neighbours, and  if  a su itab le  w ay of num bering  is no t fixed , th e  problem  
w ill be  ra th e r  com plicated . O ur first task  w ill be, therefore, to  give th e  o rd er 
o f  th e  atom s.

1 Acta Physica 11/2
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In  th e  p la n a r case we consider a sim ple square n e t of lm  a tom s o rdered  in  
l row s and  m  colum ns, each  a to m  hav ing  an  equal d istance  from  its  n e ig hbours. 
T h e  atom s will th en  be num bered  in  th e  following w ay. Consider first th e  row  
a t  th e  edge o f  th e  p lane . T he atom s o f th is  row  can be num bered  u n iq u e ly  as 
in  th e  lin ear case from  1 to  m. W e ta k e  now  th e  row  n e x t to  th e  first an d , s t a r 
tin g  from  th e  sam e end  as in  th e  first chain , we m ark  th e  atom s from  m  -)- 1 to  
2m . Follow ing th is p rescrip tion  each of th e  lm  a tom s can  be num bered.

In  th e  space case we consider a sim ple cubic la ttic e  o f Imn  a tom s o rdered  
in  l v e rtic a l p lanes, w hose norm als are  in  a fixed d irection , in  m  ve rtica l p lanes, 
w hose no rm als are  perp en d icu la r to  th o se  o f th e  fo rm er p lanes, and  in  n  h o ri
zo n ta l p lanes. T he num bering  in  th is  case will be qu ite  sim ilar to  th a t  u sed  in  
th e  p lane case. W e consider first an  end p lan e  and  n u m b er its  a tom s in  th e  m a n 
n e r described  above in  th e  p lan a r case. T h is  p lane has a tom s m arked  w ith  th e  
num bers 1 to  mn.  T ak ing  now  th e  n e x t p ara lle l plane an d  num bering  its  a to m s 
s im ila rly  from  m n  -f- 1 to  2mn  e tc ., we see th a t  all a tom s are num bered  u n iq u e ly .

I f  o th e r  c ry sta l s tru c tu re s  are considered (e. g. th e  g raph ite  s tru c tu re  
in  th e  p lan e  case or face-centered  or body-cen tered  cubic la ttices in  th e  space 
case) in  each  case a d ifferen t p rescrip tion  su itab le  to  the prob lem  m ust be given. 
T he case of these  la ttices , how ever, is m uch  m ore com plicated  and  will be t re a te d  
in  su b sequen t papers.

W ith  th is  n o ta tio n  o f th e  a tom s, th e  d e te rm in an t equations can read ily  
be  w ritten  dow n. F o r th e  sim ple square  p la n a r case we have

(1) Im
(2)
(3) *

( Z - l ) * D/n 1/71
(0 1/71 D/71

(2 . 1)

In  th e  following we in troduce  th e  n o ta tio n

^ 1  9 ^ 2  ’  •  •  * 9  b n - 1

a l  ? ’ • • • 1 a n
C ( , Co , . . .  , Cn—1 ' n

fo r a m a trix  o f o rder n  in  w hich the d iagonal elem ents a re  av  a2, . . ., an in th is  
o rder, beg inning  from  th e  left upper corner, th e  elem ents o f th e  first byd iagonal 
over th e  d iagonal are  Zq, b2, . • ., bn_ i a n d  those below  i t  cv  c2, . . ., c„._, all 
o th e r  e lem ents being 0. I f  the  elem ents in  th e  diagonal or in  an y  of th e  by d iag o -
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nals are  th e  sam e, th e y  are w ritten  dow n only once. In  th is  n o ta tio n  (2.1) can  
be rew ritten  as follows

Лlm Det (2 .1a)

H ere  l m  denotes th e  u n it m a trix  of order m, j .  e.

I m

T he matrix  Dm is defined  as follows

S im ilarly , we have for th e  sim ple cubic sp a tia l case

Il m n  \

l^mn I =  0 ,

X m n  l

(2 . 2 )

(2 .3)

th e  m a trix  D mn denoting  th e  matrix  corresponding to  th e  d e te rm in an t in
(2.1) (changing l to  m  and  m  to  n) and  Imn being  the  un it m a tr ix  of order m n.  

T he q u a n tity  x  occurring in  b o th  cases has the  m ean ing  defined in  [1 ]
(3.2) and  (4.2) resp . (where th e  n o ta tio n  у  w as used for x  in  th e  p resen t a rtic le ).

3. Solution o f  the determinant equations

The d e te rm in an t equations (2.1) and  (2.3) are read ily  solved by  using  a 
theorem , concerning th e  la te n t ro o ts  of ce rta in  m atrices, w h ich  has been p ro v ed  
b y  D. E .  Rutherford  [4 ]. R u th e rfo rd  considers a m atrix  L(.r) o f th e  Z-th o rd er, 
w here x  occurs in  th e  chief diagonal only, an d  where th e  coefficients o f x  are  1 
in  these  elem ents, an d  fu rth e r  a sim ilar m a trix  M(x) of the  m -th  order. H e show s 
th a t  i f  th e  la te n t roo ts of L (0) are Аг, A2, . . ., A, and  those o f  M (0) ju.l5 ju.2, . . ., |Um, 
th e n  th e  la te n t roo ts o f th e  p a rtitio n ed  m a tr ix  L (M( 0)) are Аг +  ft/ (i — 1, 2 , . . . ,  I ; 
j  =  1, 2, . . ., m). This m eans th a t  i f  th e  d e te rm in an t ;L(jc)[ can  be w ritten  in  
the form

and  M(x) in th e  form

i
|L(*)| =  П  (x — A,-)

i= 1
(3.1)

|M (*)|
m

=  Л  { x —  fxj) ,
j= 1

(3.2)

1*
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then
1, т

iL(M(*))| =  П  ( х  — K i —  f j . j ) . 
i , i =  1

(3.3)

^»Partitioned m a trix «  d eno tes here a m a tr ix  L(y), in  w hich all th e  у  are su b s titu te d  
b y  an o th e r m a tr ix  М(я;) an d  in  all e lem ents o f L (r) th e  u n ity  is su b s ti tu te d  b y  
I m, th e  m -th  o rder u n it m a tr ix . As can be  seen from  (2.1) an d  (2.3) th e  m atrices 
o ccu rrin g  th e re  are such p a rtitio n ed  m atrices.

T hus using  th e  defin ition  (2.2) we h av e

^ m =  |D/(D m(*» | (3.4)
a n d

Aimn =  iD/(Dm(Dn(*)))!- (3.5)

T he la te n t roots o f th e  m a trix  D,(0) are

I'T
KL =  2 cos — —  (3.6)

/ +  1

íro m  [1] (3.23), and th u s w ith  th e  theo rem  o f R u th e rfo rd  we have for (2.1)

(  i t t  m  \
A;m =  П  x — 2 c o s ------------ 2 cos —--------  = 0  (3.7)

i j =l  ( / + 1  m +  l i
a n d  for (2.3)

l,mtn x i~. Jítt ^
Aimn =  П  Iх  —-2 cos — -------- 2 cos —------------2 cos ----------- 1 =  0. (3.8)

i , j ,k= i {  1 +  1 m  +  1 n  +  l j

W e have ob ta ined  all th e  roots of th e  secu lar equa tions in  this w ay, n am ely  
in  th e  p lane :

a n d  in  th e  space :

n  (  l i t  J I T
Х ц  =  2  C O S -------------- г COS —

l l +  l  m
(i = l,2.........Í ; j  --1,2..........m)

h )

( ш  in  k n
X i i k  =  Z  C O S ----------- г  cos — --------- +  cos -----------------

l / +  1 m  +  1 Ti +  l
( i=l ,2 .........í;  j =  1,2, . . .  , m ; fc=l,2..........n)

4. The c se o f  non-vanishing overlap integrals

(3 .9)

(3.10)

I f  we neglect th e  overlap  in tegrals S  o f th e  neighbouring  atom s ive use 
exp ression  [1 ] (3.2) fo r x, an d  th u s  th e  energies for th e  p la n a r  and  spatia l la ttic e  
are

E P  =  Q  +  2 ß

(1 =  1 ,2 ,

i in  , in
cos —  — |- c o s ------

1 + 1  771 +  1
1=1,2____ m)

(4 .1 )
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and

E s =  Q r  2/3 ( c os — -f- c o s— ------ [ - c o s —— — 1, (4 .2)
l  I +  1 m  +  1 n +  1 )

(i = l ,2.........t ; j=l ,2 ,  . . . , m  ; *=1,2, . .  . , n)

respectively .

In  th e  case o f a rea l c rysta l o r crysta llite  th e  dim ensions o f th e  lattice- 
are generally  of th e  o rder 10 5 cm , and  th u s  th e  order o f th e  num bers 
of th e  atom s in  one d irection  is a b o u t 250 (tak in g  an  average la ttic e  d istance 
o f 4 A). I f  we tak e  l, m  an d  n  of th is  o rder we can  assum e p rac tica lly  th a t  l, m  
an d  n te n d  to  in fin ity . In  th is  case th e  energy b a n d  w ill be con tinuous (however,, 
th e  re la tiv e  d is trib u tio n  of th e  en erg y  term s is n o t constan t). W e in tro d u c e

171

I  4 -  1
, Г)

17t
c

kn
n  -f- 1

(4 3)

I f  /, m  and  n  ten d  to  in fin ity , f , rj a n d  4 are considered as con tinuous variables- 
in  th e  range (0, n).

In  b o th  cases the  energy te rm s are  of th e  form

E  =  Q +  2ßu  (4 .4)

w here и  is in  the  p la n a r  case

u =  cos £; -f- cos r] (4.5)

an d  in  th e  spatia l case

и =  cos f  +  cos rj +  cos 4- (4 .6)

Since u covers th e  range (—2,2) in  th e  p la n a r  configuration a n d  th e  ran g e  
( —3,8) in  th e  sp a tia l one, th e  w id th  of th e  b an d  will be 8|/S| in  th e  first case 
an d  12 /3| in  the  second. (Com pare th is  w ith  th e  lin ear chain, w here th e  w id th  
is 4 j/3|, see [1]). T he b a n d  is in  b o th  cases sym m etrica l to  Q. T he  d en sity  o f  
s ta te s  is, how ever, d issim ilar in  th e  linear, p lan a r an d  spa tia l cases. The reason 
for th is  is th a t  while in  th e  linear case all и are realized  only in  one w ay, in  th e  
p lan a r case th ere  are  values w hich are  realized in  continuously  in fin ite  w ays. 
H ow ever, in  th is  case too , there  are и values w hich can be o b ta in ed  in  only one 
o r tw o  w ays. The sp a tia l case even increases th e  n u m b er of rea liza tions.

Now f , rj and  4 can be tak en  as uniform  v ariab les, in  th e  sense th a t ,  by
(4.3), any  in te rva l of £ , rj or 4 is p ro p o rtio n a l to  th e  s ta te s  lying in  th is  in te rv a l. 
T hus th e  density  of s ta te s  can be  ca lcu lated . Since th e  energy depends only 
on M, th e  density  of s ta te s  is equal to  th e  relative n u m b er of th e  rea liza tions o f u.
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T he n u m b er of s ta te s  betw een  и  and  и -f- du  can  be easily ca lcu la ted . T he 
resu lts  are  g iven in  [3] (2.20), ( I I I .  3) an d  ( I I I .  6), see also Figures 1 an d  5 in  [3]. 
T h e  d ensity  o f  s ta te s  is, in  th e  p re sen t case

D  =
! d N  I d N du 1 d N

d E du d E 2\ß\ du

w here

d N
du

2(1 -f- 1) (m +  1)
71“ * 1 i )

(4.7)

(4.8)

in  th e  p la n a r  case, K '(k )  being th e  com plete elliptic n o rm a l in teg ra l o f th e  second 

k in d  of a rg u m en t У 1 — к 2, and

d N  =  2(1 +  1) (m  +  1) (n +  1) 1 d V
d u  7t3 2 du

1 d V
i n  th e  sp a tia l case, ~ —— being ta b u la te d  in  [3], T ab le  I I .

2 du
I t  is in te res tin g  to  com pare th e  d en sity  curves in  th e  linear-p lanar-spatia l 

•sequence. In  th e  linear chain th e  d en sity  o f s ta te s  n ev e r vanishes an d  grows to  
in fin ity  a t  th e  bottom an d  top of th e  b an d . In  th e  p la n a r  s tru c tu re  th e  density  
o f  s ta te s  does n o t v an ish  e ither, b u t  i t  becom es infin ite  in  th e  middle o f  the band 
a n d  rem ains finite a t  th e  b o tto m  an d  a t  th e  to p . In  th e  spa tia l case th e  density  
o f  s ta te s  is always f in i te  ; th e re  is a m iddle p o rtion  o f  1/3 b read th  o f th e  whole 
b a n d , in  w hich  th e  d en sity  is a lm ost co n stan t. F rom  th is  th e  d en sity  decreases 
in  b o th  d irections to  zero a t th e  b o tto m  an d  to p  o f th e  band . (See F ig . 1.)

T he average  energy  p er e lectron  can be ca lcu la ted  assum ing one-valency 
a to m s as follows. A ccording to  th e  P au li p rincip le each  of th e  low er term s is 
occupied  b y  tw o  electrons. Since in  ou r case th e  n u m b er of th e  te rm s in th e  band  
is th e  sam e as th a t  o f th e  electrons, only th e  low'er h a lf  of th e  b a n d  will be 
occup ied . T he average energy p e r e lec tron  is therefo re

E p =  Q +

2 d N

m f u
о du

du

(4.10)

i n  th e  p lane case, w hich gives w ith  (4.8), [3] (1.6) an d  [6] p.78

E P  =  Q +  - ß .
Ti1

(4.11)

In  th e  space case we can calcu la te  th e  average energy p e r e lec tron  in  a 
sim ilar w ay . I f  th e  o b jec t is to  ca lcu la te  th e  th reefo ld  in teg ral occurring  here
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Fig. 1. D ensity  of s ta te s  in  th e  a) linear, b) p lan a r and  c) sp a tia l case. In  all th ree  cases th e  
half-shaded  figures are ca lcu la ted  w ith  n eg lec ted  overlap in teg ra ls , th e  fu ll-shaded  figures w ith  
non-van ish ing  overlap . (Q =  —  7, ß  =  —  1, S  -  0,1.) T he average  energy v a lu es are also 
m ark ed  for S =  0 by  E„ a n d  for S ф 0 b y  E s. (Only the  filled ha lves of the  b an d s are  shaded .)
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(in f , ту an d  4) i t  is necessary  to  in te g ra te  over a fa ir ly  com plex vo lum e (see [3 J
d N

Fig. 5 an d  [5]). T ab le  I I  in [3] an d  (4.9), how ever gives , an d  so E  can be
du

calcu la ted  w ith o u t th e  an a ly tica l ro u n d  abou t w ay. Form ula (4.10) holds once 
again  w ith  changp o f th e  u p p er lim it o f in teg ra tio n  to  3 in stead  o f  2. Table I I  
in  [3 ] gives, how ever, only an  ap p ro x im a te  value . A  more precise value has 
been given b y  th e  an a ly tica l m eth o d  o f G. R .  B a ldock .* W ith  B ald o ck ’s value 
we have for th e  sp a tia l case

W = Q  +  2 ,0048 /3 .**  (4.12)

5. Non-vanishing overlap integrals

In  th e  case o f non-vanish ing  S,  we use th e  ex j ression [1 ] (4.2) for x  b u t 
a p a r t  from  th is  th e  conclusions o f  sec tion  4 also rem ain  valid  here.

The energy  will be given by

E  Q + 2 ß u  
1 + 2  S u

in s tead  of (4.4) w here th e  m eaning o f и is here also th a t  of (4.5) a n d  (4.6) resp . 
T he d ensity  of s ta te s  can  be ca lcu la ted  in  a w ay s im ila r to  th a t  in  (4.7) :

D  =

d N

; d N  I 
! d E  \

[ d N \ 1 du  '
и

___
d E  \

(1 +  2 S u )2 d N  
2 ft — SQ  \ i du

(5.2)

w here —— is again  g iven b y  (4.8) an d  (4.9) resp. T his d en sity  of s ta te s  is also given 
du

in  Fig. 1.
d E

To ca lcu la te  th e  average energy  we n o te  th a t  ----  has a lw ays th e  sam e
du

d N
sign and  th a t  - is sym m etrica l to  и  =  0. T herefore in  the  case o f one-valency 

du
atom s, w here we h av e  to  p o p u la te  th e  lower h a lf  o f  th e  b an d , we m ust ta k e  
in to  acco u n t th e  s ta te s  in  th e  in te rv a l (—2,0) or (0,2) and  (—3,0) o r (0,3) resp.

d E
accord ing  to  th e  sign o f ---- . In  an v  case th e  h ighest filled te rm  is a t  Q.

du
In  th e  case ß  <7 SQ  the  average energy can be ob ta ined  b y  ev a lu a tin g  th e  

in teg ra l

0 =  l f o ± l £ ü K . m  ,5 .3)
1 +  2 S u  \2> 

о

* G. R . B aldock , in  a p riv a te  com m unica tion .
** T he v a lu e  1,945 in s tead  of 2,0048 in  [5] has been  c a lcu la ted  w ith  an  an a ly tic a l m ethod  

d ifferen t from  th a t  o f B aldock  and  h av in g  a  larger e rro r in  th e  num erical w ork  of th e  com 
p u ta tio n .
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This in teg ra l can  be easily transfo rm ed , b y  using  [3] (1.6), in to  th e  follow
ing form

EP = P  +  [ (>— — -------------- (5.4)
S 1 S! n 2J  1 + 2  S u  0

i. e.

F p = | +  (<?— | ) / ( S ) , (5.5)

w here /(.S') is a fu nc tion  depending only on S.

f ( S ) can be ev a lu a ted  easily fo r S  <  %  b y  expand ing  th e  in teg ran d  in to  
a pow er series in  S an d  in teg ra tin g  te rm  b y  term , using  th e  resu lts  [3] (1.12)

16 1024
f ( S )  =  1 -  —  S +  4 S 2 -  S 3 +  • • • • (5.6).

я 2 9 Jr2

f ( S ) is ta b u la te d  for som e values o f S  in  Table I.
In  th e  case ß  >  SQ  th e  average energy is sim ilarly

0
where now

2 } K ' i >
< 5 ' 8 )0

w hich can  be ev a lu a ted  in  a w ay sim ilar to  f ( S ) .  T he  values of g(S ) for som e S'- 
are also given in  T ab le  I.

T A B L E  I
i 1 i

s  /(S) : g(S) I n s )  m s )

0 ,0 0  1 ,0 0 0  1 ,0 0 0  1 ,0 0 0  1 ,000
0,05 0,929 1,094 0,912 1,119
0,10 0,870 1,220 0,844 1,307
0,15 0,822 1,411 0,788 1,672
0,20 0,780 1,766 —  —

T he sam e s itu a tio n  holds in  th e  sp a tia l case, ex cep t th a t  th e  u p p e r lim its
2 V  (u \of th e  in teg rals in  (5.3) and (5.7) are  replaced b y  3, f u r th e r — A  in  th e

2 ( l d V \  . л “ '2 /  _
in teg rands has changed  t o — ----- - * T he function  h(S) analogous to  t(S),

ir3 12 du)
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a n d  k(S)  analogous to  g(S) can  be  ev a lu a ted  using  T able I I  in [ 3 ] ;  these 
a re  also ta b u la te d  in  T ab le  I .

T h e  ca lcu la tions are  now  b e in g  ex ten d ed  to  th e  case o f m ore  com plex 
c ry s ta l  s tru c tu res . T hese will he  pub lished  la te r.

I  am  in d e b te d  to  G. R . Baldock  (L iverpool) fo r his k indness in  inform ing 
m e  o f his resu lts  concerning th e  ev a lu a tio n  of th e  space la ttice  problem .
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ИССЛЕДОВАНИЯ В ОБЛАСТИ ТЕОРИИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ.
Ш. ПЛОСКОСТНАЯ И ПРОСТРАНСТВЕННАЯ РЕШЕТКА, ПОСТРОЕННАЯ 

ИЗ ОДНОРОДНЫХ АТОМОВ
Т. А. Гоффман 

Р е з ю м е
При помощи метода молекулярной траектории — с приближением линейной ком

бинации атомных траекторий — может быть расчитана энергия квадратной плоскостной 
и простой кубической пространственной решетки, построенной из однородных атомов. 
В этом приближении энергия расчитывается при помощи интегралов Кулона, обмена и 
покрытия соседних атомов. Из сравнения случаев цепи, плоскости и пространства могут 
быть сделаны выводы относительно плотности состояния в спектральной структуре или 
оке его изменения при различных димензиях.



S O M E  I N V E S T I G A T I O N S  I N  T H E  F I E L D  
OF T H E  T H E O R Y  O F  S O L I D S

IV.  A - B - T Y P E  O R D E R E D  B I N A R Y  S Y S T E M S  
I N T H E  P L A N E  A N D  T H E  S P A C E

By

T . A. HO FFM AN N

r e s e a r c h  LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 

(P resen ted  b y  P . G om bás. -— R eceived  25. I I .  1952.)

A  m ath em a tica l m e th o d  sim ilar to  th a t  in  th e  p rev io u s p ap er is u sed  to  calcu la te  th e  
A — 1> ty p e  ordered  system s in  th e  p lan e  a n d  in  th e  space, fo r  sim ple sq u are  a n d  sim ple cubic 
la ttic e s . T he s tab ility  o f  th e  s tru c tu re  ag a in s t dissociation is discussed in  th e  chain-plane-space 
seq u en ce  an d  th u s  conclusions can  b e  d ra w n  as to  th e  occu rren ce  o f c ry sta ls in  th e  respective  
d im ensions. The b a n d  schem e is d iscussed  for th e  cases o f  van ish in g  and  non-v an ish in g  overlap  
in teg ra ls .

1. Introduction

A  p lane and  a space la ttic e  o f sim ilar one-valency  atom s w as tre a te d  in  
a  p rev ious paper [1 ]. T he sam e m eth o d  can also be used to  t r e a t  A — В  ty p e  
b in a ry  system s. T he d e te rm in an ts  here  can be transfo rm ed  to  such  as those 
occu rring  in  th e  case of sim ilar a to m s. So th e  de te rm in a tio n  o f th e  ind iv idual 
energy  te rm s of th e  d ifferen t m olecular orbitals p re sen ts  no d ifficu lty . H ow ever, 
th e  calcu lation  of th e  average energy , and th u s th e  discussion o f th e  s tab ility  
o f th e  cry sta l, involves ra th e r  ted ious m a th em atica l work.

W e consider f ir s t  a simple sq u are  la ttice , an d  la te r  a simple cubic one bu ilt 
u p  o f  one-valency atom s of tw o k inds, A  and B,  w ith  s tric t order o f A B  sto ichio
m e tric  com position. T h u s each A  a to m  has fo u r В  neighbours in  th e  p lan a r 
an d  six in  th e  spa tia l case and  vice versa.

In  th e  p lan a r case th e  first index  relates to  th e  row, th e  second to  th e  
co lum n o f th e  a tom . W e tr e a t  th e  general case o f a p lane  w ith  m n  a tom s, w here 
m  m u st n o t be equal to  n.

In  th e  spa tia l case th e  first in d ex  relates to  th e  p lane, th e  second to  the  
ro w  an d  th e  th ird  to  th e  colum n o f th e  atom . H ere  th e  general case is consi
dered w ith  Imn  a tom s of a paralle lep iped  of u n eq u a l sides.

T he tw o types o f a tom s have th e  respective ion isa tion  energies QA and  QB, 
defined  in  [2], (2.11). T he exchange in teg ra l b e tw een  an  A  a tom  an d  a neigh
bou rin g  В  a tom , ß , is defined in  [2] (2.10). A t first we neglect th e  overlap 
in teg ra ls  of all the  a tom s and  th e  in te rac tio n  of n o n -ad jacen t atom s.
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2. The plane A  — В  lattice w ith  vanishing overlap integrals

The m n  a to m s in  th e  p lane can  be  ordered , for exam ple b y  ta k in g  th e  first 
indices (rows) first an d  th e n  th e  second indices (colum ns). T hus th e  secular 
eq u a tio n  o f th e  p rob lem  contains an  m n  o rder d e te rm in an t b u ilt  up  o f n  
o rd e r m atrices in  th e  diagonal, an d  n  o rd er u n it m atrices bordering  th e  d iagonal, 
using  th e  n o ta tio n  o f  [1 ] :

Det B \
A j  ’  " ^ 2  '  ^ 1  ’  ^ 2  9 ............................9 A |  9  - ^ 2  I  ---------  H  9

В ! m

w here  A x an d  A 2 notv deno te  th e  m atrices  A x =  M19 w ith

( 2 . 1)

f* \
Qa  — E  , Qb - E ,  Qa - E , Q b - E , . . . , Q a - E , Q b - E \  (2.2)

V ß  J n

a n d  A , =  M 2 w ith

М 2 — I Qb — E  , Qa  — E  , Qb ~  E , Qa — E,  . . .  , QB — E , QA — .E ^ (2-3)

fu r th e r  В — N , w ith
/  0

(2.4)

To fix  th e  case we assum e b o th  m  and  n  to  be e \e n .

D iv id ing  each e lem ent b y /3 ,w e  get again (2.1) w ith  the  new  m eaning o f  
A 1? A 2, B :

tv ith

Ar =  K 19
A 2 =  K 2 , 
В = 1 ,

(2.5)

1
x , y , x , y , • , X , y 9 (2.6)
1 n

1 )
у  , X , у , X,  . 
1

• • 9y , x
’n

(2.7)
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a n d  I th e  u n it  m a tr ix

( 2 .8 )

w here th e  n o ta tio n s  [3] (2.1) are  used.
T he elem ents o f th is  d e te rm in a n t will be  d en o ted  b y  four indices, th e  first 

tw o deno ting  th e  position  of th e  row , and  th e  o th e r  tw o deno ting  th e  position  of 
th e  colum n. T hus for instance  aa ßyb  m eans th e  e lem ent in th e  ( a  — l)re -f- /3-th 
row  an d  th e  (y  — l)re 4- ő -th  colum n. (N a tu ra lly  th e  values o f a  an d  у  are con
fined to  th e  num bers 1 to  m and  tho se  of 0  an d  ő to  1 to  re.)

Now b y  m u ltip ly ing  each row  for w hich a  -j- ß  is even b y  j[ y ,  each row  
w ith  a  -(- ß  odd b y  ]/ x, fu r th e r  d iv id ing  each co lum n w here у  -f- 6 is even b y  ]/ x  
an d  each  colum n w ith  у  -(- ő odd  b y  ]Лу, th e  d e te rm in an t ta k e s  th e  form  [1 ] 
(2.1). This resu lt for th e  redu c tio n  of th is d e te rm in a n t w as given b y  D. E .  
Rutherford  [4 ]. T he d e te rm in an t equation  is now  exac tly  th e  sam e as in  th e  
case o f sim ilar a tom s. T hus th e  re su lts  in  [1 ] can  be used fo r th is  case su b s ti
tu t in g  ]! x y  for x  occurring  in [1] (2.2). The ro o ts  o f th is  e q u a tio n  are (see [1 ],
[4])

Y  x y  =  2 ( c o s — - 71------f- c o s — — — ) •>
l m  - f  1 n +  1 I

( / = 1 , 2 , . . . ;  m, к = 1 ,2 ,.. . , n) .

T hus th e  eq u a tio n  for E  becom es w ith th e  use of [3] (2.1) :

E 2 -  (Qa  +  Qb) E  +  Qa Qb - W  c o s

m  +  1
kzz

n -T- 1
0 ( 2 . 10)

a n d  so

Ejk =  Qa± Q b ±  2101 ]/ r2 +  i< №
m  — 1

kzi

TÍ
Qa  +  Qb I Qa  — Qb \ 

2 2
f l  +  q~ j c j n

m  -)- 1
0‘= 1,2.......m : к =1,2........ n).

H ere have been in troduced  th e  ab b rev ia tions

k~r
« 4 - 1

40

Qa  — Qb

Qa  — Qb 
40

(2 . 11)

( 2 . 12)

as in  [3] (2.24) an d  (2.26). T he n um ber o f d ifferen t values (2.11) is only m n  
a lth o u g h  th e  double sign occurs in  the  fo rm ula . This can  be seen d irec tly , 
n o tin g  th a t  th e  square  roo t gives th e  sam e v a lu e  w hen sim ultaneously  su b s ti
tu t in g  m -j- 1 — j  for j  and  re -)- 1 — к  for k.
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F ro m  (2 .1 1 ) i t  is obvious th a t  th e  energy  te rm s a re  p laced sy m m etrica lly
Q a  “f" Qb

to  -------------  an d  th a t  th ere  is a fo rb idden  gap of w id th  QA — QB *.

N ow  th e  densitiy  o f s ta te s  can  be  ob ta ined  in  th e  sam e w ay  as in  [3]. 
T o  th is  end  we consider a  very  large c ry s ta l, i. e. m  —>■ ° °  and  n  —*■ 0 0 . T o  m ain 
ta in  th e  g enera lity  we ta k e  m /n a finite co n stan t as th is  does n o t a lte r  o u r a rg u 
m en ts . T hus we in tro d u ce  th e  quasi-con tinuous v ariab les :

s  = Jn
m  + 1 (j = 1,2,. . . ,  m),

77 =
fsn (k = 1,2,. ■ • ■> n),

n r 1
±  2 j/31 }rr2 +  (cos £ +  cos r ()2,

(2.13)

(2.14)

w here f  an d  77 b o th  ru n  over th e  in te rv a l (0, n). Now E ( £ , 77) depends on an d  77 

o n ly  th ro u g h  th e  fu nc tion  и  =  cos £ +  cos 77, thus

E ( f , r y) =  E ( cos f  +  cos 77), (2 .15)

w here

E (u)  =  +  ± 2 \ ß \  i 'r 2 +  u 2 . (2.16)
2

f  a n d  77 are  un ifo rm  variab les in  th e  sense th a t  th e  n u m b er of s ta te s  in  a n y  finite
in te rv a l o f len g th  d£ an d  dr] is p ro p o rtio n a l to  d£dr] w herever these in te rv a ls  are

n
p laced  in  th e  (£, 77)-p lane. E ach  in te rv a l dg  of leng th  ----------- and  dr] o f  length

m  1
л

— —  co n ta in s one s ta te . T hus th e  n u m b e r o f s ta te s  in  th e  area dgdr] is

d N  =  ( m + l ) ( n  +  1) dgdrj . (2.17)

To ca lcu la te  th e  n u m b er o f s ta te s  w ith  energies be tw een  E  an d  E  -f- d E
i. e. th e  d en sity  o f s ta te s , we have  to  e v a lu a te  th e  area  d F  in  th e  (£, 77)-p lane, 
w hich  is b ounded  b y  th e  curves E (£ , 77) =  E  and  E (g ,  77) =  E  -f- dE .  These 
cu rves are

a n d
cos £ -j- cos 77 =  и 

cos f  Ц- cos 77 =  и  +  du
(2.18)

w h ere  du =
du
—  d E .  
d E

(See fig . 1.)

* Actually the width of the gap can be larger than |Qa — e. g. in the case n =  2, 
m =  3 it is Qa — Qb \ У 1 +  0,0429g2 >- Qa — Qb \- If m and n are large, the width converges 
towards Qa  — Qb  j, but the gap is always wider than Qa  — Qb  •

an d
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l i t

F ig . 2 . D ensity  o f sta tes in  a n  A — В type  p lan e . T he ha lf-sh ad ed  p a r t  has been calcu la ted  w ith  

S =  0 an d  th e  full- shaded p a r t  w ith  S Ф 0. B 0 and  t s are th e  corresponding av erag e  energies-

Fig. 1. T he curves u  =  const, in  th e  (£, rj)  p lane .
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T he d e n s ity  o f  s ta te s , D. is therefo re

1 d N (m  +  1) (n  +  1) I d F ( m  +  1) (n  +  1) I d F  j I du
Í d E 7T2 d E ír2 du d E

(2.19)

d u  d F
~ ~  can  im m ed ia te ly  be ob ta in ed  from  (2.16). To c a lc u la te ---- th e  s tr ip e d  area
d E  du
o f  F ig . 1 has to  be ev a lu a ted . W e o b ta in  (see A ppendix  I)

d F
du

( 2 .20)

D(€)

e0 F  o„ си*а»с)л
г

F ig . 3. D en sity  o f  s ta te s  in  a n  A — В  ty p e  space  la ttic e . The h a lf-sh ad ed  p a r t  has b een  calculated 
w ith  S  =  0 an d  th e  fu ll-shaded  p a r t  w irth  S #  0. E 0 and  E s are th e  corresponding av erag e  energies.

T h u s D  can , tak in g  (2.19), (2.10) a n d  (2.16) in to  account, be expressed as 
fu nc tion  o f E .  The resu lt is rep resen ted  for a ty p ic a l case in  Fig. 2. The diffe
rence b e tw een  th e  d en sity  curves in  th e  p lan a r a n d  in  th e  linear case is rem ark
able (see [3] Fig. 2.). In  th e  lin ea r  case th e  d e n s ity  has a m in im um  in each 
b a n d , w hereas in  th e  p la n a r  case i t  decreases m onotonously  from  th e  inner side 
o f  th e  b ands.
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T he plane is sim ilar to  a chain  in  th e  sense th a t  a t  abso lu te zero th e  lower 
o f th e  tw o bands is filled an d  th e  h ig h e r b an d  is em p ty . T hus we h av e  fo r th e  
average energy p er electron :

e 2

.1 E D ( E ) d E
É  =  ^ -------------- (2.21)

J D( E)  d E

w here th e  in teg ra tions ex ten d  to  th e  low er band, i. e.

E i  =  Q a_+ Qb  _  2 |0 | у  r2-q: 4 
2

and
E s =  Qb •

T he denom ina to r o f (2.21) can easily  be ev a lu a ted  w ith help  o f  (1.6) o f A ppend ix  I 
(neglecting th e  com m on fac to rs in  th e  n u m era to r  and  denom inator) :

E2 2 2
I D ( E ) d E =  | — d u  =  2 j K '| ~ j du  =  jr2. (2.22)

Ei 0 Ó ^

T he n u m era to r is w ith  (2.16), (2.20), a n d  (1.6) :

£ ,
E D ( E )  d E  = Q a  — Q b r*- 4 |ß| J'lC'Q-) Ь и 2 d u . (2.23)

T hus (2.21) has th e  form

E Q a  +  Q b 4|ßI г ( и

я-
| K ' ( M) \'r2 +  u2 d u .  
\  ̂2 /

(2.24)

4 • и
T h e in te g ra l K q0) =  — K 'l  — \ \ l r 2 -f- и 2 d u  has been e v a lu a te d  num erica lly

7T“ ь ^
fo r several r. (See A ppendix  II .)  T he resu lts  are  tab u la ted  in  T able I.

The average energy ca lcu la ted  h ere  is alw ays sm aller th a n  th e  average  
energy  o f an  A B  m olecule ca lcu la ted  w ith  th e  sam e approx im ations. The la t te r  is

E moi =  Qa  +  Qb  —  \ ß \ V l  +  4r*. (2.25)

T hus th e  m easure o f  s tab ility  ag a in st dissociation in to  molecules (keeping 
ß  co n stan t and  v ary ing  QA — QB, i. e. r) is :

D L ,  (r ) =  iC  —/ 1 + 4 r+ (2 .2 6 )

2  A cta Physica II /2
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T A B L E  I

r k T K 0) K (0) E[n>

0,0 1,621 1,081 oo OO

0,1 1,654 1,091 5,206 1,651
0,2 1,720 1,113 3,897 1,367
0,3 1,807 1,142 3,211 1,199
0,4 1,911 1,184 2,762 1,078

0,5 2,028 1,231 2,437 0,985
0,6 2,154 1,282 2,183 0,907
0,7 2,289 1,339 1,983 0,840
0,8 2,432 1,400 1,822 0,788
0,9 2,580 1,465 1,684 0,740

1,0 2,735 1,533 1,564 0,697
1,2 3,055 1.678 1,371 0,624
1,4 3,391 1,832 1,219 0,564
1,6 3,737 1.993 1,097 0,514
1,8 4,091 2,160 0,996 0,472

2,0 4,453 2,331 0,911 0,434
2,5 5,378 2,776 0,750 0,363
3,0 6,324 3,235 0,636 0,310
3,5 7,284 3,705 0,552 0,270
4,0 8,254 4,181 0,487 0,239
4,5 9,230 4,662 0,435 0,215

5,0 10,211 5,147 0,393 0,194
10,0 20,131 10,076 0,199 0,099

^mo/

F ig . 4. M easure o f  d issociation  in to  Л -Bm olecules in  th e  ch a in , in  the  p lan e , a n d  in  th e  space case .
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rep resen ted  in  Fig. 4 has a w ell defined m axim um  a t r  =  0,24. K eeping 
Qa  — QB co n stan t an d  regard ing  D pmol as fu n c tio n  of ß  we find  th a t  i t  has no  
m ax im um  a t  all. T he situ a tio n  is th u s  sim ilar to  th a t  in a lin ear chain  (see [3 ] 
Fig. 3.).

3. The plane A  — В  lattice with non-vanishing overlap integrals

I f  the  overlap  in teg ra l S  betw een  an A  a n d  ad jacen t В  a to m  does n o t  
v an ish , th e  situ a tio n  is som ew hat m ore com plex. E q ua tion  (2.9) is also v a lid  
in  th is  case, only  th e  defin itions o f  x  and  у  are th o se  of [3] (3.1) in s tead  of [3 ] 
(2.1). T hus th e  equa tion  for E  is

(1 -  4 S 2 u 2) £ 2 -  (Q a +  QB-  S ß S u 2) E  +  Qa Qb -  *ß 2 u 2 =  0 . (3.1)

In  th e  case o f S  being sm all we can use th e  m eth o d  of successive ap p ro x im a
tions to  solve (3.1) for E.*  We consider S  as sm all of th e  first o rder, S 2 as sm all 
o f th e  second o rder e tc . S im ilarly , we split th e  energy E  in to  p a r ts  £ 0 (for 
van ish ing  S), E , (sm all o f th e  first o rder), E 2 (sm all o f th e  second order) etc. T hus

E  =  E 0 +  E x E 2 +  • • • • (3-2)

S u b stitu tin g  (3.2) in to  (3.1) a n d  equating  th e  te rm s of the  sam e order, we 
find th e  following equations :

l 2 __^ 0 --- {Qa  +  Qb) * o +  Qa Qb -  4yS2 u 2 =  0 , (3.3)

8/3 S E 0 u 2
(3.4)

Qa  +  Qb — 2E 0

E 8/3S E j u 2 — 4 S 2E* u2 +  E 2
(3.5)

Qa  +  Qb — 2 E 0

E  —
8 ß S E 2u 2 — 8 S 2E 0EjU2 +  2 Е ,Е 2

(3.6)
Qa  +  Q в  — 2 £ 0

E q u a tio n  (3.3) is iden tical w ith  (2.10), so th a t  its  solution can  be w ritten  
in  th e  form  (2.16). T hus th e  denom inato rs are

Qa  + Q b - 2 E 0 =  ± i \ ß \  1 ^ + T 2, (3.7)

* T his m ethod  is eq u iv a len t to  th e  expansion  of E  in to  a  p ow er series in S. H ow ever, th e  
effective evalu a tio n  of th e  coefficients is in  th is  w ay th e  s im p lest. The un iform  convergence 
of th e  expansion  in  th e  range (0,2) for и  is assured  for S <  */4, as a  rough analysis shows for 
a lm ost a n y  values o f Qa , Qb  and  ß . Thus th e  series occurring c an  also be in teg ra ted .

2*
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w here th e  u p p e r sign belongs to  th e  h ig h e r band  an d  th e  lower one to  th e  lower 
b a n d . F ro m  th is  i t  can  be seen th a t  fo r n o n -v an ish in g  r  (i. e.: if  th e re  a re  really 
tw o  d iffe ren t com ponen ts of the c ry s ta l) , the  d en o m in a to r rem ains fin ite  in  
e v e ry  case. T hus th is  ap p rox im ation  h as  no singularities a t  all.

S u b s titu tin g  th e  zero-order ap p ro x im atio n  for E 0 (see (3,7)) in to  (3.4) 
w'e ge t th e  first o rder te rm  of th e  energy (tak in g  in to  acco u n t th a t  ß  is negative) :

Ег =  ~  4 ß S  u 2 ±  . (3.8)
\'гг +  w-

.S im ilarly , th e  follow ing term s are o b ta in e d  successively  from  (3.5), (3.6) etc

E t  =  2 S 4 Q A  T A t T “ ’- *  M4 ß (r2 +  и 2)-*'2 ( 'r2 - f -u J

E ,  =  -  U ß S V  = F +  f o ) W  =F 
8/32(r2 +  u 2)5'*

2 S*(Qa  +  QB) ( r2 +  2 u 2) u* 8S H Q a  +  QB) u4 _ 1Q)
(r2 -f- u 2)3'2 ( V  +  u 2

T h e  effect o f th e  overlap  is show n in  th e  b roadening  o f  th e  higher b a n d  and  the  
n a rro w in g  of th e  low er band . The average  energy p e r  electron is now' easily

2 ru,
o b ta in ed  b y  m u ltip ly in g  (3.8) — (3.10) b y  —- A  and  in teg ra tin g  in to  и

7T“ 12 ' "
in  th e  lower h an d . T hus using th e  re su lts  o f App. I  an d  I I  we get

E 1 =  —  4 ß S ----- -  ( к ; 0) — Г2 K[° )  , (3.11)

1 2 =  2( Qa  +  QB) S 2 +  ^ A ^  [ r2(r2 +  8) A*0’-  8r2E(n- ( r 2 +  8) K ? '  +
8ß (r2 4- 4)

+  1 2 E l00)] +  -2 ß S ~ [ r2( r4 +  16r2 +  16) К f  +  16r2£ j 01 +
r2 +  4

+  (r4 +  8 r2 -f- 2 4 )Kn1” — 24E0° ] » (3.12)

E , =  - 3 6 ŐS3 +  -S3^ A ~  ®в)-  |> ( r 2 +  6)(г2+  8)К ;о) + 2 r 2(12r4- r 2 - 5 2 ) E 1w -  
3 2 4 £ 2( r2 +  4)2

-  ( r2 +  6)(r2 +  8)K ;o>-  12(r2- 2 ) ( 2 r 2 +  5 ) £ Л  +

+  S3 '^ A +  ^  [ r4(2r2 +  17)X{0’ —
3 (r2 +  4)

_  16r2(r2— 2 )E [0)—  2 r2( r2 +  Щ К о 0,+  4 (5г2 — 1 6 ) Е Г ]  . (3.13)
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T he density  of s ta te s  for a non-van ish ing  S  case are also given in  Fig. 2 , 
I t  is rem arkab le  th a t  th e  allowed bands sh rink  an d  especially, th a t  the  lo w er 
b an d  is m uch narrow er th a n  th e  u p p e r one. (T his is th e  case in  th e  figure, w here 
we used QA =  — 6,4, QB =  — 7,6, ß  — — 1 a n d  S  =  0,1. In  general, how ever, 
som e a lte ra tions occur.)

The d e te rm in a n t analogous to  (2.1) h as now l row s a n d  columns.

4. The A  — В  space lattice with vanishing overlap integrals

I f  th e  atom s co n stitu te  a space la ttice  th e  m ethod o f sec tion  2 can b e  
ad o p ted  in  principle. W e consider Imn  a tom s, ordered accord ing  to  th e  first 
indices (vertical planes perpend icu la r to  the  p lan e  facing us), th e  second indices 
(horizontal p lanes), and  th e  th ird  indices (vertica l planes p a ra lle l to  the  p la n e  
opposite  us).

T he secular equa tion  of th e  p roblem  is a d e te rm in an t eq u a tio n , w here th e  
d e te rm in a n t has Z2m 2n 2 elem ents. The d e te rm in an ts  are o f a ty p e  sim ilar 
to  (2.1)*, b u t here th e  m atrices В are  u n it m a trices  of mn  row s and  colum ns, 
an d  th e  m atrices A , an d  A 2 are of th e  form  (2.1) :

Aj =  j K p K j . K p K j ..........Kj . K,  (4Л)
\ I  Jm

a n d

A2 - I K 2 , K j , K 2 , K j , . . .  , K 2 , Kj , <4 -2)
I Jm

w here th e  no ta tio n s (2.6) — (2.8) are  used.

Sim ilarly  d iv id ing an d  m u ltip ly ing  th e  row s an d  colum ns o f  th is  d e te r
m in an t, th e  sam e resu lt as in  th e  p la n a r  case is o b ta in ed .

1 r— „ ( ire  . j n  h n  \y x y  =  2 c o s -----------p c o s ------------- p cos ---------  >
-/ +  1 m 1 1 71 +  1 - (4.3)

(1 = 1,2,. . . ,  l ; y = l  , 2 , .  . . ,  m  ;  k =  1 ,2,. . ., n),

an d  th e  equation  for E  becom es

E * - ( Q a  +  Qb)E  +  Qa  QB— 4 ß 2(cos l~ -----h cos. — +  cos ^  ] =  0.
I Z +  1 m  +  1 и +  I I . , ,(4 .4)

F o r large Z, m  and  n we in troduce  th e  variab les (2.13) and

4 =  (£ =  1,2......... Z). (4.3)
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T he energy  te rm  is now  a function  o f

U =  C O S  £  +  C O S  Г) +  cos 4 (4-6)

o n ly . The exp lic it expression for the  energy  term  is ag a in  given b y  (2.16).
T he n u m b er of s ta te s  in  any (finite) in te rv a l o f  le n g th  dg, drj, a n d  dC is 

p ro p o rtio n a l to  d£ dr] dC anyw here in  th e  (£, r), Q  space. E ach  in te rv a l d f  of
7T ТС

l e n g t h -----------, drj  o f  le n g th  --------- — a n d  dQ of le n g th  --------  co n ta in s one
m +  1 re +  1 1 +  1

s ta te . T he n u m b er of s ta te s  in  the vo lum e d^dnqdQ is

d N = {l +  dg  d  r] dC.  (4.7)
n 3

T hus th e  num ber o f s ta te s  in  th e  energy  range (E,  E  +  dE)  is p ro p o rtio n a l 
to  th e  vo lum e d V  in  th e  (£~. ту, Q  space, w hich is b o u n d ed  by  th e  surfaces of 
E(g ,r] , Q  =  E  and  E (£ , r], Q  =  E  +  dE ,  i. e. b e tw een  th e  curves (4.6) and

w here

(See Fig. 5.)

c o s  f  +  C O S  Г] +  C O S  4  =  u  +  d l t  ,

du  =  —  d E .
d E

F ig . 5 . T he surface u  =  const, in  th e  (£, ту, £)-space.
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jF íít. 6. £ =  const, sections in  th e  case 0 <  u <  1; ay £ -<  arccos u, b) £ >• arccos и.
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T A B L E  II

u
1 d V

2 du
u

1 d V

2 du

1,0* 8,843 2,0 3,013
1 ,1 6,928 2,1 2,758
1,2 6,110 2,2 2,513
1,3 5,506 2,3 2,276
1,4 5,013 2,4 2,042

1,5 4,589 2,5 1,810
1,6 4,215 2,6 1,573
1.7 3,878 2,7 1.325
1,8 3,569 2,8 1,052
1,9 3,282 2,9 ti,/18

3,0 0,000

T he density  o f s ta te s  as a fu n c tio n  of th e  en erg y  is given in  Fig. 3. N o te  
th e  b re a k  in  th e  d en sity  curve a t  и  =  1. The av erag e  energy p e r electron is 
now  (using [III . 3], [III . 6] and  [III . 7]) given b y

Q A +  Qb 
2

u 2 d u . (4.9)

F o r values o f и  <  1 see A pp en d ix  I I I .

T hus th e  density  o f  sta tes, D, is

D  = d N  (l +  l)(iw  +  l) (n  +  1) d V  _  (1 +  I ) ( m +  l ) ( n +  1 ) d V  du
d E  ti3 d E  r r1 d u  d E

, (4-8)
d u  . . d V

----- is ag a in  o b ta in e d  fo rm  (2 .1 6 ). -----  is co n n ec ted  w ith  th e  e v a lu a tio n  o f
d E  du
th e  shaded  area in  F ig . 6. (See A ppend ix  III .)

T he in teg ra l on th e  rig h t h a n d  side can be ev a lu a ted  num erically  using
2

T ab le  I I .  The values o f th is in teg ra l (w ith th e  fa c to r  — ) are given for various
я:3

r in  T ab le  I I I .
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T A B L E  I I I

/•

3

Г

3

-  | / r 2 +  u 2 du 
n 3 J du 

0

—  1 —  У r2 f  u 2 du  
Л3.) du  

0

0,0 2,004 (2,0048)* 1,0 2,996
0,1 2,027 1.2 3,297
0,2 2,079 1,4 3,614
0,3 2,152 1,6 3,945
0,4 2,242 1,8 4,285

0,5 2,345 2,0 4,635
0,6 2,458 2,5 5,531
0,7 2,581 3,0 6,456
0,8 2,713 3,5 7,400
0,9 2,851 4,0 8,353

4,5 9,315
5,0 10,288

10,0 20,141

The m easure o f s ta b ility  ag a in s t dissociation in to  m olecules D smol (r) can. 
be co n struc ted  in  a w ay  sim ilar to  (2.26). Dsmol(r) is represen ted  in  F ig . 4. H ere 
th e  curve has a m ax im um  ju s t as in  th e  linear or th e  p lan a r case. I t  is rem ark 
able th a t  th e  m ax im a are reached  w ith  growing r  in th e  following o rd er : space 
la ttice , linear la ttice  an d  plane la ttic e . This m eans th a t  if  the  la ttic e  co nstan t 
dim inishes (i. e. ß  grows) we can a rriv e , in  certa in  ca es, first a t  a la ttic e  co n stan t 
p referring  p lane s tru c tu re , th en  a t  one preferring  chain  s tru c tu re . (B u t, th e  
difference betw een  th e  abscissae o f  th ese  tw o m ax im a  is very  s ligh t and  th e  
s tru c tu re -ty p e  is determ ined  m ostly b y  o ther fac to rs). Onlv la te r can  a d istance 
preferring  space s tru c tu re  be o b ta ined . This is in  accordance w ith  th e  obser
v a tions of p inshaped  crysta ls  during  th e ir  developm ent. If, how ever, th e  exchange 
in tegral changes its  sign betw een th e  equilib rium  position  and  the in fin ite  sepa
ra tio n , th e  sequence can be ju s t  th e  reverse. I t  is rem ark ab le  th a t  such  sequence 
is found  in th e  few A  — В  ty p e  crysta ls , w hich also h av e  a p lane s tru c tu re , th u s  
ind ica ting  th e  q u a lita tiv e  use of th e  above rule. T h e  case FeSe is an  instance 
suggesting  th a t  th e  ß Fese changes its  sign, w hich is p ro b ab le  as ß FeFe does so [7 ].

* The va lue  in  b ra ck e ts  is th e  e x a c t v a lu e  calcu la ted  w ith o u t th e  a ssu m p tio n  of th e
1 d V

constancy  o f —  •—  m  th e  ran g e  (0,1). T his v a lu e  was calcu la ted  by  G. R . B aldock  to  whom  I  a n t
2 du

in d eb ted  for in form ing  m e o f h is re su lt. See [1 ].
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5. The А — В  space-lattice w ith  non-vanishing overlap integrals

T he case of non-v an ish ing  overlap  in teg rals can  b e  tre a te d  w ith  a m ethod  
s im ila r  to  th a t  of th e  p la n a r  case in  sec tion  3. F o rm ulae  (3.1) — (3.10) rem ain  
u n a lte re d , b u t  u is g iven  b y  (4.6) in s tead  o f (2.18). T he range of v a lid ity  is now 
S  <  1/6. T h u s  th e  average energy te rm s o f  successive o rd er are

E 1 — —  6 ß S  -  (Q a  +  QB) S A ?  , (5.1)

Ё 2 =  3 (Q a  +  QB) S 2 +  ( Q a +  ^ 2r*S ‘ ^ 3<1)+  b ß r2S 2A ?  +  8ßS2A [ 2),

^6 2 3 (5-2)
Ё 3 =  - 9 0 ß S 3 +  +  QB)'ir2S A f  +  2 (Q a  +  QB)r2S 3A '2) +

8 ß 2

+  4 Q a  +  Qb) S sA ,23)- 8 ( Q a +  Qb) S 3 A (12' ,  (5,3)

w here

4<m) 1 г u2m d V  j

л 3 q ( t 2 +  u 2)n—1/2 du
(5.4)

•can be ev a lu a ted  num erically  b y  m eans o f Table I I . T hese form ulae are  valid  for 
S  <  1/6. T h e  d ensity  o f  s ta te s  is given in  Fig. 3 fo r  a ty p ica l case. T h e  break 
o n  th e  low er h and  d e n s ity  curve c an n o t be seen, because i t  is ab o u t th re e  tim es 
a s  h igh  as  th e  heigh t o f  th e  figure.

F o r  th is  case, how ever, i t  is n o t w o rth  w hile to  give general form ulae, as 
th e  num erica l in teg ra tio n  is alw ays a m ore  d irect an d  convenient process, if  the  
d a ta  o f  th e  atom s are  given.

In  th e  calcu lations w ith  th is  m e th o d  for a n o th e r crysta l s tru c tu re  of the 
A B  ty p e , and  for c ry s ta l types o f d iffe ren t com position  difficulties a re  encoun
te re d  w hich  generally  can n o t as y e t be overcom e. H ow ever, th e  case o f  im purities, 
an d  som e conclusions regard ing  th e  order-d isorder problem s will be  d ea lt w ith 
w ith  s im ila r m ethods in  subsequen t papers.

A p p e n d ix  I

T h e striped  a rea  in  Fig. 1 can  be  ev a lu a ted  as follows. O nly  one o f  
th e  tw o s trip ed  p a r ts  need  be considered as b o th  p a r ts  are  e q u a l ; th u s  th e  result 
is  ta k e n  tw ice. T ak ing  £ a t first c o n s ta n t we have

du — — sin  rj d rj ( 1 . 1 )
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a n d  th u s  for th e  area
■ arccos ( u —1)

d F = 2  \ d £ d r l = 2 d u  I' \ у (1.2)
0 1 r*

w here rj has to  be ta k e n  from  (2.18). H ere we h av e  0 <  и <  2. S u b stitu tin g
t  =  cos £ we have

arccos ( u —1) 1

f - Д - =  Г  , - - -  dt (1.3)
J sin 77 J  l A ( t - u - l ) ( i - l ) ( i - u  +  l ) ( t +  1)

О и — 1

w hich is according to  [5] p . 84 a com plete elliptic in teg ra l o f th e  first k ind
arccos ( и — 1 )

- * L - = * ' [ “ ) .  (1.4)
 ̂ sin  г/ \2J

(F o r th e  definition of K ' see [6] p . 55.) Thus we o b ta in  finally

d F = 2 K ’ Q d u .  (1.5)

T h is  last re la tion  m akes possible th e  evaluation  of a definite in teg ra l frequen tly  
occurring  in  sim ilar calculations, nam ely  th e  in teg ra l

r
\ K ' ( k ) d k = - ~ -  (1.6)
■’ 4о

T h is  resu lt is easily  ob ta ined  b y  calcu lating  th e  w hole area o f th e  square 
d raw n  in Fig. 1. This a rea  is j t2 ; i t  can  also he ca lcu la ted  w ith  (1.2) an d  (1.5),

2 i
j d F  =  2 j’ K '  | U j du  =  4 j'К '(к )  dk  (1.7)

ó 2 ó

from  w hich (1.6) follows im m ediately .
W ith  (1.6) ce rta in  o ther in teg ra ls  can also be evaluated . T hus w ith 

IK ’dk  = J  k 2K 'd k  -f- ( (1 — fc2, K 'd k  and  in teg ra tio n  b y  p a rts  (for E ' see [6] 
p . 55) we ob tain

E '( A - ) r f k = - .  (1.8)
6 8

U sing in teg ra tio n  b y  p a rts  i t  can  generally  be show n th a t

í k 2nE '(k )d k  =  (2 re+ 1)(2 fL Z lI l  \ k ^ - 2E '{ k )d k  (1.9)
J (2n +  2 ) 2n  J
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a n d
1 1
I'k* "K '(k )  dk =  2 п ~  1 dk  ; (Í.I0>

о 2n  ó

th u s  we finally get th e  in teg ra ls

\ k 2nE ' ( k ) d k  =  (2 п Г  2 f t- - J (n  =  0 ,1 ,2 , . . . )  (1.11}
J [ n  J 2n  +  2 4 2" + i

/• /2n \ ̂
J к 2пК '(к )  d k  =  J j  — (« =  0 , 1 , 2 , . . . ) .  (1.12)

A p p en d ix  I I

In  th e  tre a tm e n t o f th e  p lane  p ro b lem  we m ee t several in teg ra ls  o f th e  form

К Т  =  —  f ------- — -------- K '  (“ ) d u .  ( I I . l )
Л2 J (r2 +  l2 j

All these  in teg ra ls  can be red u ced  to  four basic  in teg ra ls, К’))4, K \0> an d  
th e  in teg ra ls  E q° \  E [° \  sim ilar to  К (0° \  K j° \ w here

E T  =  —  f --------— ------- £ '  ( - )  du  , ( I I .2)rc2 J ( r 2 +  u 2 ) " - 1 '3 \2 J

an d  E ‘ j is a com plete  elliptic in teg ra l of th e  second k in d  (see [6] p . 55). T hese

fo u r in teg ra ls  h av e  to  be ev a lu a ted  fo r various values o f r  so th a t  to g e th e r w ith  
th e  following recu rrence  form ulae all in tegrals o f th e  ty p e  ( I I . l )  or ( I I .2) can be 
ev a lu a ted . The fo u r basic  in teg ra ls  have  been e v a lu a ted  by num erica l in te 
g ra tio n s . The resu lts  are  ta b u la te d  in  T able I.

The recurrence form ulae for th e  in teg rals can  be d iv ided in to  th ree  groups. 
F irs t  are  given th e  form ulae w ith  w hich to  ca lcu la te  K 'm> h'"n ’ К ' I 
a n d  E,<m> fo r m ä  1 The second group gives th e  form ulae fo r an d

£ ^0) fo r an y  « , a n d  fina lly  com e th e  form ulae for and  E„m  ̂ for an y  n
a n d  m  >  1.

These g roups a re  ob ta ined  p a r t ly  b y  in teg ra tio n s  b y  p a r ts  an d  p a r tly  b y  
e le m e n ta ry  tra n sfo rm a tio n  and  th e  use of [6] p . 78 :

(2m  +  1) =  г2*:;""“ 1’ +  8 m EÓ '""1’ -  г4# } " - 1’ -  4 r2E (m“ 11, (11.3)

(2m  +  l)(2 m  +  3 ) E ‘m> =  r2K ^ l) +  [(2m +  l ) r ä +  16m(m +  l ) ] E 0<m̂ 1> —
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-  г* К {"~ г' - [ ( 2 m  +  1 ) r2 +  8(m +  l ) ] r 2E ‘m- 1\  (II.4 )

K( m)    j ^ i m  — 1) о jy-im — l)  (II-5)
l — -•'-о r -''-l ’

E [m) = E o " _1) — r2E[m~ 1) , (II.6 )
(m = 1,2,3,. . .)

(2 n  — 3)r4(r2 +  4 )K„m =  4 r2 [(n — 2 )r2 +  4 n -  9 ] ^ ° U -  8(n  -  3 )r2£ ^ i -

-  [ ( 2 п - 5 ) г 2 +  8(ге- 3 ) ] Е ‘%  +  4 ( 2 п - 7 ) Е Г 2 , (И .7)

(2n — 3)r2(r2 +  4 ) £ Г  =  < ° > i  +  2 [ ( 2 n -  5 )r2 +  4 ( n -  2 ) ] Е Г г -

- Е ' Ш2 - ( 2 м - 7 ) Е Г 2 , ( I I .8)

( 2 n — 3)r2(r2 +  4)K„ml =  [(2ra— 2 m — 3 )r2 +  8 (n — m — 2)]K ^m>1—

— 4 (2 n — 2 m — 5 )E (nm- i  +  4 (2 m — I ) r 2£ <nm_71) , (II.9 )

( 2 n — 3)(r2 +  4 )E ‘nm> =  K ' ^ i  +  (2 n -  2 m -  5 )E <„m!1 +  4 ( 2 m -  Í J E ^ I 1’-
(m = 1,2,3,...) (ÍI.10 )

A p p en d ix  I I I

In  th e  ev a lu a tio n  of th e  s tr ip e d  volum e in  F ig . 5 we h av e  to  d istinguish  
be tw een  th e  case 1 <  \u ' < 3  a n d  | uj 1.

In  th e  first case we consider 1 и 3, b u t the  sam e holds also for
— 3 < . u  — 1. Now th e  area is th a t  of the  le ft-h an d  area in  F ig . 5. M aking 
a  section g  =  const. (£ -< arccos (u — 2)) the  sh ap e  of the  section  is sim ilar to  
th a t  in- Fig. 1 w ith  th e  difference th a t  th e  curve now  reaches th e  coord inate  axes 
a t  arccos (n — 1 — cos f ). The doub le  area is th ere fo re  read ily  given by  (I. 4)

d F  =  2 du  K '  p ~ -^ ° S g-Y. ( I I I . l )

a n d  th e  double volum e
arccos (и —2)

d V  =  2 du  I’ К ’ f--~  C0S 4  d g ,  ( I I I .2)
b У 2  )

d V  1 d V
from  w hich —  is fo u n d . T he v a lu e  o f ------- is ta b u la te d  in  T ab le  I I . T he

du  2 du
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ca lcu la tion  of th e  in teg ra l has been perform ed num erica lly  a fte r  th e  tra n s 
fo rm atio n

arccos ( u - 2 )  2 ( V \

-  —  =  [  ^ - f -  * Е Г  . „
2 du  J  { 2 J ut ,  1A1 — ( u - v ) 2

In  th e  second case — 1 <  и <  1 on ly  th e  case 0 и  _< 1 need be considered, 
ju s t  as before. T he shape of th e  sec tion  f  =  const, is now  th a t  o f F ig . 6. T h e  
doub le  area is accord ingly  given b y  ( I I I .  1) in  th e  case b)  o f Fig. 6. In  th e  case 
a)  o f  Fig. 6 sim ilarly

d F  = 2  du  K '  (C° S (IH .4 )

i. e. in  an y  case

d F = 2  i u K ’ ( I l l  .5)

1 d V  . . , .
— —  is in  th is  case
2 d u

у 1 K ' ( - ) d v
1 -  =  - Ы ---------  ( I I I .6)
2 du ц_ 1 f l — ( и — г;)2

th e  value  o f  w hich  is p rac tica lly  c o n s ta n t for v a lues 0*<  и <  1 a n d  equals 
8,843 (in average).

In  a m an n er sim ilar to  th a t  w ith  w hich we p ro v ed  (I. 6) we o b ta in  th e  
va lu e  o f th e  follow ing double in teg ra ls  :

r 7 '  K'[-)dv г с К'П^  3 *  

du  лГ_ М  . +  du  I Ы  ( I I I . 7 )
о (“ — f ) 2 u - i  У1 — ( “  — 2
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И С С Л Е Д О В А Н И Я  В  О Б Л А С Т И  Т Е О Р И И  Т В Е Р Д Ы Х  Т Е Л .
IV. У П О Р Я Д О Ч Н Ы Е  Б И Н А Р Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  Т И П А  А —Б  В П Л О С К О С Т И

И П Р О С Т Р А Н С Т В Е

Т. А. Гоффман 

Р Е З Ю М Е

С м атем атическим  методом подобным м етоду примененному в  преды дущ ей статье  
м ож но расчитатъ  упряд очную  систему А —В в плоскости  для с л у ч ая  простой к в ад р атн о й  
реш етки и  в  пространстве д л я  с л у ч ая  простой ку би ч еско й  реш етки. С табильность с т р у к 
ту р ы  в отнош ении дисоциации м ож ет  рассм атр и ваться  в  серии цепь — плоскость — п р о 
странство  и и з этого м ож но сделать выводы в  отнош ении встречаем ости кр и стал л о в  в  
соответствую щ их дим ензиях. Предметом исследования полосная с т р у к т у р а  исчезаю щ их 
и неисчезаю ш чих и н тервалах  покры ти я .





E R Z E U G U N G  P H O T O G R A P H I S C H E R  R I L D E R  
A U F  S E L E N  D U R C H  K R I S T A L L I S A T I O N  

U N T E R  D E R  E I N W I R K U N G  D E S  L I C H T E S

Von

P . S E L É N Y I

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER ROLAND EÖTVÖS UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(E ingegangen : 15. I I I .  1952.)

Die K ris ta llisa tio n  des glasigen Selens w ird d u rc h  B eleuch tung  b e fö rd ert. V erfasser h a t 
diese L ich tw irkung  u nabhäng ig  von frü heren  B eobach tungen  [1 ], [2] im  Ja h re  1941 an  Selen- 
g leichrichterscheiben e rk an n t u n d  zu r E rzeugung  bzw . zur R ep ro d u k tio n  von B ildern a u f  Selen 
en tw ick elt. E s w erden bei cca. 100 °C u n d  en tsp rech en d  s ta rk e r P ro jek tio n slich ts tä rk e  tadellose  
K ris ta llisa tio n sb ild er (s. A bb. 1/b) e rh a lte n , falls m an  die Se lenoberfläche  vorher (z. B. d u rch  
Polieren m it Seidenpapier) ganz fein u n d  gleichm ässig ze rk ra tz t. —  Die bei der zweiten W ärm e
b ehand lung  de r G leichrichterscheiben (bei ung. 210 °C) e in tre ten d e  S tru k tu r-  u n d  F a rb än d eru n g  
de r O berfläche des Selenüberzuges is t —  wie vom  V erfasser e rk an n t —  ebenfalls lichtem pfindlich , 
u n d  diese W irkung  lässt sich ebenfalls zu r B ilderzeugung au f Selen n u tz b a r  m achen (s. A b b . 5 
u n d  6),

E inleitung . M it d er H erstellung  u n d  U ntersuchung  von  Selengleichrichtern  
beschäftig t, fan d  V erfasser — sozusagen als N eb en p ro d u k t — noch im  Som m er 
1941 zwei verschiedene V erfahren , um  a u f  Selen du rch  L ich tw irkung p h o to 
graphische B ilder zu erzeugen u n d  b e rich te te  d a rü b er in  einer kurzen N otiz 
in der Z eitschrift Nature  (London) 161, 522, 1948. Die h ie r folgende ausführliche 
M itteilung w urde vor vielen Ja h re n  niedergeschrieben u n d  s tim m t im  w esen t
lichen m it der in der populär-w issenschaftlichen Z eitschrift »T erm észe ttu d o 
m ány« (N aturw issenschaft) B d. 2. A ugust 1947 u n te r  dem  T ite l „P h o to g rap h ie  
a u f  Selen« in  u n g arisch er S prache veröffen tlich ten  A rb e it überein . Im  fol
genden sollen diese zwei V erfahren  der »Selenographie« u n d  der Weg, d er zu 
ihnen fü h rte , beschrieben w erden.

1. Das erste Verfahren is t d i e  B i l d e r e r z e u g u n g  a u f  g l a s i 
g e m ,  a m o r p h e m  S e l e n .  Selen w ird  in  einem  Schm elztiegel geschm olzen 
u n d  m itte ls eines G lasstäbchens a u f eine M eta llp la tte , zum  Beispiel au f eine im  
erforderlichen Masse vorgew ärm te  eiserne Scheibe von  e tw a  4 —5 cm D u rc h 
m esser und  zirka 1 m m  S tärk e  in  einer einige Z ehntelm illim eter sta rken  Schicht, 
aufgetragen . A n d er freien  L u ft k ü h lt sich die Scheibe rasch  ab, und  das Selen 
e rs ta rr t a u f  ih r in seiner glasigen, am orphen  M odifikation. Seine F arb e  ist 
tiefschw arz, u n d  die O berfläche b ild e t einen optisch sozusagen vollkom m enen 
Spiegel. Das h ier beschriebene V erfahren  b ild e t übrigens den  ersten  S ch ritt der 
G leichrich terfabrikation  ; die m it glasigem  Selen überzogenen Scheiben eignen 
sich jedoch  auch fü r die E rzeugung von L ich tb ildern  a u f  ihnen . Zu diesem Zw eck 
w ird die Scheibe a u f  eine grössere vorher a u f  eine T e m p e ra tu r  von 90—100 C° 
erw ärm te  M eta llp la tte  gelegt, u n d  das zu reproduzierende, zweckm ässig d ia -
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positive  B ild w ird  m it der erforderlichen  B elich tungsstärke  (z. B . m itte ls  eines 
k leinen  P ro jek tio n sap p ara tes , d e r  zur P ro jek tio n  von farb igen  F ilm en  v erw en
d e te n  A rt) a u f  d ie  Selenoberfläche p ro jiz ie rt. Z ur rich tigen  Z eit, nach  A b lau f 
v o n  etw a 1—3 M inuten , h e b t m a n  die Scheibe von  der w arm en  H e izp la tte  a b , 
u n d  au f ih r finde t m an  ein, — fachm ännisch  ausged rück t — e tw as »schw aches«, 
a b e r  rich tig  abgestu ftes, ebenfalls positives B ild , das a u f ih r  u n te r  der E in 
w irkung  der B elich tung  e n ts tan d en  ist, und  d o r t  ohne jed e  w eitere  B ehand lung  
f ix ie r t b le ib t.

A b b .l .  B ilderzeugung  a u f  glasigem  Selen. 
a)  d ie  O rig inalpho tograph ie , b) ihre R ep ro d u k tio n  a u f  Selen.

Die beiliegende A bbildung  1 v e ranschau lich t das R e su lta t des V erfahrens 
l /а  is t das u rsp rüng liche  L ich tb ild , 1/b die a u f  dem  Selen en ts tan d en e  R ep ro 
d u k tio n  desselben, das »Selenogram m «. (G enauer gesagt, es w ar n ich t d as  
Glasbild l /а , sondern  die a u f  einem  F ilm  hergestellte , ebenfalls positive K opie 
desselben, die a u f das Selen p ro jiz ie rt w urde  ; die L ochungen  des Film s sind  
am  rechten  R a n d  des Selenogram m s erkennbar.) Das B ild 1/b is t eine ohne jed es  
R etusch ieren  hergestellte , m öglichst » h a rte«  pho tograph ische  R eproduk tion  
d e r au f dem  Selen en ts tan d en en  Bilder ; das gleiche g ilt au ch  fü r die ü b rig en  
B ilder.

Die E rk lä ru n g  dieses überraschenden  V organgs is t seh r einfach. D er 
Ü berzug d e r Scheibe b es teh t, w ie gesagt, aus glasigem  Selen. W ird  dasselbe u n te r  
norm alen  U m stän d en  a u f eine T em p era tu r von  zirka 130 C° e rh itz t, so ve rw an 
d e lt es sich langsam  in k rista llin es  Selen. D ie K rista llisa tion  des glasigen Selens 
is t m it e in er erheblichen V olum verm inderung  und  einer s ta rk e n  W ärm een t
w icklung v e rk n ü p ft. N ach R . Мате [1] k a n n  die K rista llisa tio n  m öglicherw eise 
bere its  bei e in er T em p era tu r v o n  100 C° in  G ang kom m en, u n d  die freigew ordene 
W ärm em enge k an n , falls es sich um  eine grössere M enge v o n  Selen h a n d e lt, 
das Selen gegebenenfalls sogar bis zu seinem  Schm elzpunk t, das heisst bis zu 
einer T e m p e ra tu r  von 210—220 C°, erh itzen . A uf dem  Selen von  sp iegelg latter



O berfläche aber se tz t sich die K rista llisa tion  schw erer u n d  n u r bei e iner höheren  
T em p era tu r m it d er nötigen  G eschw indigkeit in  G ang. H iervon  w ird  w eiter 
u n ten  noch die R ede sein.

Die K rista llisa tion  beg inn t an  der O berfläche ; die O berfläche h ö r t  a u f  
spiegelnd zu sein, sie w ird  zu erst fein  rau h , d ah e r das L ich t s treu en d  reflek 
tie ren d , u n d  hernach  w ird dieselbe im m er gröber k rista llin , u n d  gleichzeitig 
ä n d e rt sich auch ih re  F arb e  von  schw arz au f g rau . D ie E n ts teh u n g  des L ic h t
b ildes w ährend  des obenbeschriebenen Vorganges b e ru h t nun  d a rau f, dass das 
L ich t, die B eleuchtung , die K rista llisa tio n  des Selens befö rdert, besch leun ig t, und  
dieser E ffek t s te ig ert sich m it d er S tärke  der B eleuch tung . W ird  d a h e r a u f  das 
Selen ein positives B ild  p ro jiz ie rt, so geh t die K rista llisa tio n  a u f  d en  helleren 
Teilen  des Bildes ra sch e r vo r sich, u n d  da — wie e rw ä h n t — gleichzeitig  m it d e r 
K rista llisa tio n  auch  die F arbe  des Selens heller w ird , is t es v e rs tän d lich , dass 
das en ts tan d en e  B ild ebenfalls p o s itiv  ist. A n u n d  fü r  sich ist übrigens, wie ich 
n ach h er e rfuh r, diese W irkung des L ichtes län g st b ek an n t. In  seinem  B uche 
»D as Selen« schreib t Ch. R ies  : »N ach  Saunders g eh t die K rista llisa tio n  u n te r  
d er E inw irkung von  L ich t viel ra sch er vo r sich als im  D unkeln .«  W eder d ie  
A rbeit von Saunders [2 ] noch den  A rtike l B ildw ell’s [3 ], der die noch  ä lte ren  
diesbezüglichen B eobach tungen  des le tz te ren  e n th ä lt, w ar ich im stan d e  m ir im  
O riginal zu beschaffen, u n d  d ah er weiss ich auch n ich t, in  w elcher F o rm  die 
G enann ten  diesen E ffek t b eo b ach te t haben . So v iel e rsche in t ab e r sicher, dass 
ih re  B eobachtungen w eder eine F o rtse tzu n g  noch einen  F o rtse tze r fanden .

H insich tlich  d ieser W irkung des Lichtes k an n  ich  die folgenden ap p ro x i
m a tiv en  q u a n tita tiv e n  A ngaben m itte ilen . Bei einer B eleuch tung  von  z irka  200 
L u x  lä ss t sich die W irkung  gu t b eobach ten , bei e iner solchen von 50 L u x  h in 
gegen zeigt sich dieselbe n ich t m ehr. W ird  andererse its  die B eleuch tung  s ta rk  
— b is zu einer G rössenordnung von  1000 L ux — gesteigert, so zeigt sich b e re its  
bei 90—95 C° eine solche K rista llisationsgeschw indigkeit wie im  D unkeln  bei 
u n g efäh r 130 C°. Die B eleuch tung  se tz t daher die zu r K rista llisa tion  erforderliche 
T em p era tu r herab , oder, m it anderen  W orten , die Beleuchtung hat dieselbe W irkung  
w ie die Steigerung der Temperatur. E s is t e rw ähnensw ert, dass M arc  in  seiner 
g en an n ten  A rbeit au ch  die sogennan te  innere L ich tw irkung  des Selens, d. h. 
die d u rch  das L ich t erzeugte  Ä nderung  seines W iderstandes a u f  diese W eise 
e rk lä r t1 ; a u f dieselbe W eise lä ss t sich auch die im  zw eiten Teil u n se re r  v o r
hegenden  A rbeit zu erw ähnende n eu  en td eck te  W irk u n g  des L ich tes a u f  die 
U m w andlung  des »krista llinen«  Selens, u n d  w ahrscheinhch  auch  die andere 
E igenschaften  (die L öslichkeit, V isko sitä t, usw .) des Selens beeinflussenden L ich t-

1 N ach  M arc  u n d  a u ch  nach  an d eren  V erfassern  is t  die k ris ta llin e  strom le itende  M odi
fikation  des Selens (das so g en an n te  B-Selen) au ch  selbst ein G em isch einer le iten d en  u n d  einer 
n ich t-le iten d en  M odifikation ; die obige F ests te llu n g  is t d ah er so zu verstehen , dass d u rc h  d ie  
B eleuch tung  das G leichgew icht zwischen d en  be iden  zu  G unsten  d e r leitenden  M odifikation  
verschoben  w ird.
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W irkungen in te rp re tie ren . M ittels ein iger rein  q u a lita tiv e r  V ersuche habe ich 
a u c h  nachgew iesen, dass n u r die v o n  dem  Selen absorbierten S trah len , n a m e n t
lic h  die sich von  u ltra v io le tt bis ro t  erstreckenden  F a rb e n  eine W irkung  a u f  die 
K rista llisa tio n  au sü b en , w ährend  d as  in fra ro te  L ich t, das vom  Selen g u t d u rch 
gelassen w ird, w irkungslos ist. W enn  m an diese T a tsach e  m it d er obigen Regel 
'verg leich t, k an n  m an  auch  sagen, dass es h in sich tlich  des V organges d er K ris
ta ll is a tio n  g leichgültig  is t, ob die notw endige E nerg ie  dem  Selen u n m itte lb a r  
in  d e r F o rm  v o n  W ärm eenergie oder in  der F o rm  v o n  ab so rb ie rte r L ichtenergie 
zu g e fü h rt w ird.

A u f das V erfah ren  zur B ildererzeugung zu rückkehrend , m üssen  w ir die 
ob ige  B eschreibung desselben n och  m it einer w esen tlichen  A ngabe ergänzen . Es ist 
allgem ein  b e k a n n t, dass die K ris ta llisa tio n  der g lasartigen  S ubstanzen  ein sehr 
u n b erech en b are r V organg ist. A uch  a u f  unseren  m it Selen überzogenen Scheiben 
b e g in n t die K ris ta llisa tio n  s te ts  an  einze’nen  alle instehenden  S tellen , u n d  geht 
d u rch au s  n ich t gleichförm ig a u f  d e r ganzen O berfläche vor sich. M ehr als dies : 
j e  g leichförm iger die O berfläche u rsp rüng lich  w ar — u n d  d e r Selenüberzug 
i s t  j a  wie e rw äh n t ein  sozusagen vollkom m ener Spiegel — desto  schw erer 
u n d  be i desto h ö h ere r T em p era tu r se tz t sich a u f  derselben  die K ris ta llisa tio n  in  
G ang , u n d  w enn au ch  die W irk u n g  des L ichtes in  d er F o rm  scharfe r u n d  gu t 
e rk e n n b a re r  S ch a tten b ild e r le ich t nachgew iesen w erden  k an n , so kön n en  fehler
lose B ilder a u f  ih r  n ich t erh a lten  w erden. Es gelang m ir aber, diese Schwierig
k e i t  m it H ilfe eines überaus e infachen  K unstgriffes in  vollem  Masse zu  beseitigen, 
n äm lich  d ad u rch , dass ich die Selenoberfläche m it einem  w eichen Stoff, z. B. 
m it  S eidenpapier ab rieb  und  sie a u f  diese W eise seh r fein u n d  ganz gleichförm ig 
z e rk ra tz te , au frau h te . Diese R itze , diese V erletzungen  der O berfläche w irken 
a ls  ebensoviele »F eh le rs te llen « ; sie sichen  dass die K ris ta l 'isa tio n  a u f der 
O b erfläch e  am  le ich testen  u n d  be i der m öglichst n ied rig ste r T e m p e ra tu r  e in se tz t 
u n d  gleichm ässig a b lä u ft, so dass eine solche gleichförm ig au fg e rau h te  O ber
f läch e  h insich tlich  d e r K ris ta llisa tio n  als »N orm aloberfläche«  b e tra c h te t  w er
d e n  kann .

Die A bbildungen  2 u n d  3 veranschau lichen  das oben D argeleg te . Die 
e rs te re  w urde so hergeste llt, dass ich die O berfläche des glasigen Selenüber
zuges aus einer E n tfe rn u n g  v o n  z irka  20 cm  m itte ls  einer G lühlam pe von  100 
W a tt  be leu ch te te  u n d  u n m itte lb a r  ü b e r der O berfläche ein M eta llstäbchen  — als 
S ch a tten w erfer — anb rach te , u n d  die Scheibe eine halbe S tunde  lang  a u f einer 
T e m p e ra tu r  von  9 0 —105 C° h ie lt. Die W irkung  des L ichtes u n d  gleichzeitig 
au ch  der la u n en h a fte  C h arak te r d e r  K rista lli a tio n  lä ss t sich a u f  dem  Bild gut 
erk en n en  : der b e sch a tte te  S tre ifen  (auf der rech ten  H älfte  d e r Scheibe) blieb 
im  grossen u n d  ganzen  glasig, g la t t  u n d  schw arz ; rech ts  u n d  links von  ihm  
w u rd en  die b e lich te ten  O berflächenteile  k ris ta llin , doch  ist die ganze O berfläche 
v o ll grösserer oder k leinerer U nregelm ässigkeiten . Es is t b each ten sw ert, dass 
ringsum , besonders a u f dem  oberen  Teile des Scheibenrandes, den  ich w ährend



der B ehand lung  zufällig m ehrfach  b e ta s te te , das Selen fast gleichförm ig k ris
ta llin  w urde, jedoch  in  solcher W eise, dass au f dem selben auch  die F in g erab 
drücke ih re  S puren  hinterliessen. D ie B edeu tung  dieses U m standes — das 
heisst des U m standes, dass die k le in ste  V erletzung oder V erunrein igung der 
O berfläche die K ris ta llisa tio n  in  en tscheidender W eise b e fö rd e rt — habe ich  
dam als noch n ich t e rk an n t.
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A u f die gleiche W eise w urde auch  die A bbildung  3 hergeste llt, jedoch  
m it dem  U ntersch ied , dass ich die obere H älfte  des Selenüberzuges v o rh e r sehr 
fein ze rk ra tz te . W ie d er Vergleich zeigt, is t das E rgebn is überraschend  : bei 
einer T em p era tu r  von  85—92 C° b ild e te  sich in n ic h t m ehr als 5 M inuten  ein 
vollkom m enes K rista llisa tionsb ild  aus, u . zw. au f solche W eise, dass die u n te re , 
u n v erle tz te  H älfte  d er Scheibe u n v e rä n d e rt (glasig) b lieb , a u f  der ze rk ra tz te n  
H älfte  derselben hingegen der b e sc h a tte te  Teil gerade n u r  e rkennbar, der 
b e lich te te  Teil hingegen k rä ftig , ab e r sam ta rtig  fein u n d  gleichförm ig k ris
ta llin  gew orden is t, u n d  von den U nregelm ässigkeiten  d er A bb. 2 keine Spur 
m ehr zu sehen ist.

Zu dem  G esagten m uss ncch  das Folgende h inzugefüg t w erden. E s is t aus 
der L ite ra tu r  b e k a n n t, dass verschiedene organische F lüssigkeiten  die M odi
fikationsänderungen  des Selens befö rdern . A n diesen E ffek t denkend , v e rsu ch te  
ich eine gleichförm ige K rista llisa tion  dad u rch  zu erzielen, dass ich den Selen
überzug  m itte ls  eines m it irgendeiner organischen F lüssigkeit, z. B. im  obigen 
Falle m it K oh lensto ffte trach lo rid  du rch feu ch te ten  L einen tuches ab w ischte. Ich 
fand , dass der E ffek t auch  bei V erw endung der versch iedensten  F lüssigkeiten  d er

Abb. 2. K rista llisa tio n ssch a tten b ild  a u f  
glasigem  Selen (%  S tu n d e , 95— 105 °C).

Abb. 3. K ris ta llisa tio n ssch a tten b ild  au f 
glasigem  Selenüberzug, dessen obere 
H älfte  m it e inem  m it CC14 g e trän k ten  
L appen  ü b e rs tr ich en  w urde (5 M in., 

85— 92 °C).
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gleiche blieb, u n d  so k am  ich a u f  den  G edanken, dass d er E ffek t n ic h t durch  die 
F lüssigkeit, sondern  d u rch  die V erle tzung  d er O berfläche v e ru rsa c h t w ird, und  
dass  ein trockenes A breiben dasselbe E rgebnis bew irk t.

E s m uss noch  besonders die W irkung  des Wassers e rw äh n t w erden . B ereits 
M arc  e rw ähn t, dass die K rista llisa tio n  des glasigen Selens schon d u rch  ein blosses 
A n h au ch en  in  G ang gesetzt w erden  k an n , u n d  ich  habe auch  se lb st gefunden, 
dass ein  E in tau ch en  fü r  eine ku rze  Zeit in  W asser dieselbe W irkung  h a t wie 
e in  A bw ischen m it einem  nassen  T u c h : der e inge tauch te  T eil w ird  bei einer 
T e m p e ra tu r  von  9 0 —100 C° vo llkom m en k rista llin , w ährend  d er trockene Teil 
u n v e rä n d e rt b le ib t. D ie auffallende W irkung  des A bw ischens m it einem  nassen 
T u c h  is t aus d er A bb. 4 schön ersich tlich , u n d  m it dem  blossen E in tau ch en  
w u rd e  ein ähnliches E rgebnis e rh a lten . A u f dem  K ris ta llisa tio n sb ild  der ein
g e tau ch ten  Scheibe w ar jedoch  die G renze des e inge tauch ten  Teiles, ferner auch 
d ie  R ich tu n g  des A blaufens des W assers e rk en n b ar ; es k an n  dabei vo raus
g ese tz t w erden, dass die W irk u n g  auch  h ie r n ich t von  d er B ehand lung  m it 
W asse r s tam m t, sondern  davon, dass die im  W asser schw ebenden feinen  Teilchen 
o d e r m öglicherw eise die in  ihm  gelösten  Stoffe sich beim  E in tro ck n en  au f die 
O berfläche des Selens absetzen  u n d  die G leichförm igkeit d er le tz te ren  au f heben. 
I n  g u te r Ü bere instim m ung  h ie rm it s te h t auch  die B eobach tung , dass w enn m an 
d en  obigen V ersuch  : — das H ervo rb ringen  eines S cha ttenb ildes a u f  der zu r 
H ä lf te  ze rk ra tz ten  Scheibe — n ic h t a n  der freien  L u ft, sondern  in e inem  W asser
b a d  von  80—90 C° T em p era tu r  au sfü h rt, das E rgebnis dasselbe is t, wie das a u f 
d e r  A bb. 3 sich tb are , d. h. dass die u n v erle tz te  O berfläche — tro tz d e m  sie im  
W asser w ar — u n v e rä n d e rt glasig b le ib t, w ährend  a u f  dem  z e rk ra tz ten  Teil 
d ie  L ich tw irkung  — d. h. das S ch a tten b ild  — sich schön zeigt.

Die K ris ta llisa tio n  k an n  jed o ch  n ich t n u r  gefördert, sondern  auch  behin- 
<lert w erden. D a die K rista llisa tio n  die Bew eglichkeit d er O berflächenm oleküle 
z u r  V oraussetzung  h a t, u n d  da  w äh ren d  der K rista llisa tio n  die ebene O berfläche 
ra u h , gefurch t w ird  — w om it sich auch  ih r  F läch en in h a lt v e rg rössert — v e r
su ch te  ich den  ganzen  V organg d ad u rch  zu  erschw eren, dass ich den  »Selen
spiegel« m it einem  an  dem selben g u t h a ften d en  L ack (Zellonlack) überzog. 
D ie e rw arte te  W irkung  ste llte  sich auch ta tsäch lich  ein. E in  solcher lack ierter, 
g lasiger Selenüberzug konn te  nah ezu  bis zum  S chm elzpunkt e rw ärm t w erden, 
ohne dass sich a u f  ihm  die K ris ta llisa tio n  in  G ang gesetz t h ä tte . H ie rm it w ar 
ich  jedoch  b e re its  a u f  ein m ir frem des G ebiet gelangt, u n d  d ah e r k an n  ich  es 
n ic h t  b eu rte ilen , inw iew eit die h ie r aufgew orfenen G esich tspunk te  und  die 
h ie r  m itge te ilten  B eobach tungen  beim  S tu d iu m  der K ris ta llisa tio n  zu r G eltung 
g e b ra c h t u n d  v erw endet w erden können .

D er V organg  der L ich tb ildererzeugung selbst — sowie er sich  au f einer 
so lchen au fg e rau h ten  Selenoberfläche absp ie lt — k an n  jed o ch  je tz t  bereits 
g en au er u n d  ausführlicher beschrieben  w erden. D a die au fg e rau h te  F läche das



L ich t in  alle R ich tungen  ze rs treu t, is t a u f  derselben — genau  so wie a u f  d er 
M attscheibe  eines pho tograph ischen  A p p ara tes  — das a u f  sie projizierte B ild  
n a tü rlic h  gu t s ich tb a r. Sobald sich aber die Scheibe zu erw ärm en  beg inn t, v e r 
b la ss t das B dd n ach  und  nach , es verschw indet fa s t vo llständ ig  und  erschein t 
so d an n  von neuem , diesm al be re its  als ein  a u f  das Selen kristallisiertes B ild  
u n d  entw ickelt sich a u f  ihm . D ie E rk lä rung  h ie rfü r besteh t d a rin , dass es einen 
T em p era tu rb ere ich  g ib t, etw a u m  70 C° h e ru m , in  dem  das Selen bereits w eich
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Abb. 4. K ris ta llisa tio n  eines glasigen 
Selenüberzuges, dessen un tere  H ä lfte  

m it einem  m it W asser g e trä n k te n  
L ap p en  ü b e rstrich en  w urde (einige 

M inuten , ca. 105 °C).

Abb. 5. S ch a tten b ild  eines D rah tsiebes 
a u f  k rista llisch em  (w arm gepresstem ) 

Selen  (175 °C).

zu w erden an fäng t, die G eschw indigkeit d er K rista llisa tion  jedoch  noch v e r 
schw indend gering is t. Infolgedessen v ern arb en  die R itze in  diesem  T em p era tu r
in te rv a ll beinahe vo l’ständ ig , die O berfläche w ird  w ieder fa s t vo llständ ig  spie
gelnd, und  daher is t das au f dieselbe p ro jiz ie rte  Bild a u f  ih r  n ic h t s ich tb ar. 
Sobald  sich sodann die T em p era tu r  steigert, k o m m t die K rista llisa tion  in  G ang, 
u . zw. um so schneller, je  s tä rk e r d er b e treffende F lächenteil b e lich te t is t, u n d  
so is t  im  Falle genügend s ta rk e r P ro jek tion  d as  bleibende rep roduz ie rte  B ild 
in  1 —2 M inuten fertig . Infolge d e r A rt u n d  W eise seines E n ts te h e n s  e rin n ert 
ein  solches »Selenogram m « an  die D aguerro typen , an au f e iner gew öhnlichen 
pho tograph ischen  P la tte  s ta rk  überexpon ierte  (solarisierte) B ilder, oder an  die 
a u f  schw arzen E isen b lech p la tten  v erfe rtig ten , allgem ein b ek a n n te n  Schnell
pho tog raph ien . D ie B ilder sind  weich, ih re  Schattie rungen  erstrecken  sich 
a b e r  n u r  bis zu r grauen , n ic h t aber bis z u r  weissen F a rb e  u n d  sind in  
sch räg  e infallender s ta rk e r  B eleuchtung , d . h . in  ze rs treu tem  L icht am  
besten  s ic h tb a r ; h ä lt  m an sie hingegen so, dass das von ihnen  regelmässig 
re flek tie rte  L ich t in  das Auge des B eschauers fällt, so sch läg t das B ild
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in  sein  G egenteil, d. h. das positive Bild in  ein negatives um . Die richtige B elich
tu n g sze it sp ie lt h ier eine en tscheidende R olle. Wie b e re its  m ehrm als e rw äh n t, 
en tw ickeln  sich  die B ilder n ach  u n d  n ach  infolge der zunehm enden  K ris ta lli
sa tio n  der O berfläche. Infolgedessen m uss die Scheibe im  richtigen A ugenblick  
v o n  der heissen  G ru n d p la tte  abgenom m en w erden, da  so n st die K ris ta llisa tio n  
w e ite r fo rtsch re ite t, das Bild nach  u n d  n ach  verschw indet, und  die Selenober
fläch e  zuerst gleichförm ig grau , sodann  im m er gröber k ris ta llin  und  infolge der 
s ta rk e n  V olum verm inderung  schollig, z e rk lü fte t w ird . D em gegenüber is t es 
erw ähnensw ert, dass a u f dem  rich tig  expon ierten  B ilde die von  der schw arzen  
z u r  g rauen  F a rb e  führenden  Ü bergänge eine schw ach bläuliche N üancierung  
aufw eisen, zum  Zeichen dessen, dass h ie r die R au h e it der O berfläche die 
G rössenordnung der L ichtw ellenlänge u m  n ich t vieles überste ig t.

2. D as zw eite V erfahren  is t die Erzeugung von B ildern  a u f  warm  gepresstem  
krista llinem  Selen. Zum  besseren V erständn is des N achfolgenden m uss v o ra u s
geschickt w erden , dass m an im  L aufe d er G le ichrich terfabrikation  den u rsp rü n g 
lich  glasigen Selenüberzug d e r Scheiben zwei W ärm ebehand lungen  zu  u n te r 
ziehen p fleg t, u . zw. ward derselbe m itte ls  d er ersten , bei einer T em p era tu r  von 
e tw a  100 C° vorgenom m enen W ärm ebehand lung  in seine k rista lline, ab e r noch 
n ic h t strom le itende  M odifikation (in die sogenann te  A -M odifikation), u n d  sodann  
m itte ls  einer zw eiten, bei einer T em p era tu r  von  zirka 210 C° erfolgenden W ärm e
behan d lu n g  in  seine k rista lline  und  le itende  M odifikation (die sogenann te  
B -M odifikation) ü bergefüh rt. E s w urde be re its  e rw äh n t, dass der erste V organg , 
die K ris ta llisa tio n  des glasigen Selens, m it einer erheblichen V olum verm inderung 
einhergeh t. U m  das in  V erb indung  h ie rm it e in tre tende  R unzeln  der O berfläche 
zu  v erh in d ern , p fleg t m an die erste  W ärm ebehand lung  so auszuführen , dass 
m a n  je  zwei Scheiben m it ih rem  Selenüberzug gegeneinander gew endet, zw ischen 
dieselben je  eine G lim m erp la tte  einlegt, u n d  au f die aus solchen P aa ren  aufge
b a u te  Säule w ährend  der W ärm ebehand lung  einen erheblichen, 30—80 k g /cm 3 
b e trag en d en  D ruck  au sü b t. A u f diese W eise e rh ä lt m an  einen an d e r M etall
scheibe g u t h a ften d en , aus k rista llinem , grauem  Selen bestehenden  Ü berzug 
von  zirka 1/10 m m  S tärke , dessen O berfläche g la tt, ab er op tisch  bei w eitem  kein 
vo llkom m ener Spiegel ist, w ährend  seine F a rb e  dunkel, ab e r n ich t tie fschw arz  ist. 
Im  Laufe d e r zw eiten W ärm ebehand lung  erw irb t d ieser Selenüberzug einerseits 
eine e lek trische  L eitfäh igkeit, andererse its  erleidet er eine gründliche O ber
fläch en än d eru n g  : seine Spiegelungsfähigkeit verlie rt e r vollkom m en u n d  wird 
seh r fein ra u h , von  za rte r  he llg rauer F a rb e . U nseren E rfah rungen  gem äss wird 
n u n  diese O berflächenänderung  durch  die B eleuch tung  ebenfalls gefördert. Diese 
W irkung  des L ich tes, die ich  in  d er L ite ra tu r  n irgends e rw äh n t fa n d , ist 
seh r erheblich  : u n te r  s ta rk e r B eleuch tung  beginnt das »G rauw erden« bereits 
bei einer T e m p e ra tu r  von 160—170 C°, w ährend  es im  D unkeln  erst be i 190 C° 
e in tr i t t .  D ies w ird  durch  die A bb. 5 g u t veran sch au lich t. A bb. 5 w urde  so her- 
gestellt, dass das S cha ttenb ild  eines oberhalb  der Scheibe angeordneten  D rah t-



netzes m it s ta rk e r B eleuch tung  a u f  das Selen p ro jiz ie rt, und  die Scheibe einige 
M inuten  lang au f einer T em p era tu r von 175 C° g ehalten  w urde. D a d er E ffek t 
m it d er S tärke  der B eleuch tung  zunim m t, können  m it seiner H d fe  n ich t n u r 
S chattenb ilder, sondern  auch A bstu fungen  aufw eisende B ilder a u f  der O ber
fläche des »krista llinen«  Selens rep ro d u z ie rt w erden ; doch w ar die kleine A nzahl 
von  B ildern , die ich  a u f  diese W eise herste llte , bei w eitem  n ich t so gu t wie 
jene , die ich au f dem  glasigen Selen erhielt, und  sich m it ih re r w eiteren  V ervoll
kom m nung  zu beschäftigen  schien n ich t der M ühe w ert.

H insichtlich  der N a tu r  d ieser L ich tw irkung  h ab e  ich in  d er e rw ähn ten  
ungarischen  V eröffentlichung die folgende E rk lä ru n g  m itg e te ilt :

Im  Laufe der in w arm em  Z ustande erfo lg ten  P ressung  w an d e lt sich der 
Selenüberzug in  seiner Gänze in  sogenanntes graues Selen um  u n d  n im m t eine 
k ris ta llin e  S tru k tu r  an . Seine oberste  Schicht w ird  jedoch  d u rch  den a u f sie 
aufgepressten  op tisch  g la tten  G lim m er h ieran v e rh in d e rt — in ähn licher W eise 
wie dies von dem  L acküberzug  b ew irk t w ird — infolgedessen b e fin d e t sich diese 
oberste  Schicht e tw a in  einem  zw ischen der glasigen u n d  der k ris ta llin en  S tru k tu r  
liegenden Z ustand . Seine K rista lle  — w enn von  solchen ü b e rh a u p t gesprochen 
w erden k ann  — besitzen  eine h öchstens subm ikroskopische Grösse, u n d  da diese 
O berflächenschicht jen e  E igenschaft des glasigen Selens, zufolge deren es bei 
einer T em p era tu r von  etw a 70 C° weich wird, b e re its  verloren  h a t ,  m uss sie 
bis n ahezu  an den S chm elzpunkt e rw ärm t w erden , d am it ih re  M oleküle die 
erforderliche Bew eglichkeit e rlangen , und  dam it sie eine k ris ta llin e  S tru k tu r  
au fzunehm en  im stan d e  ist. Dies w ird  durch  die bei einer T em p era tu r  von zirka 
210 C° erfolgenden W ärm ebehand lung  hervorgeru fen . Diese v e ru rsa c h t das 
»G rauw erden« der O berfläche ; u n d  die W irkung  des L ichtes is t h ier auch  
dieselbe, wie die einer T em pera tu rerhöhung , d. li. sie zeigt sich in  d er Beschleu- 
n ;gung u n d  E rle ich terung  des V organges. Gewisse B eobach tungen  weisen ab er 
d a ra u f  h in , dass die E rk lä ru n g  v ielleich t doch keine vo llständige is t, und  dass 
w ir es h ier doch teilw eise auch  m it einem  photochem ischen  E ffe k t (m it der 
O berflächenoxydation  des Selens) zu  tu n  haben , u n d  dass in dem selben  auch der 
W asserdam pfgehalt der um gebenden  L uft eine erhebliche Rolle sp ie lt. Dies zu 
en tscheiden , is t die A ufgabe w e ite re r eingehender U ntersuchungen .

Zum  Schluss m öch te  ich noch  m it H inw eis a u f  Abb. 6 erw 'ähnen, dass 
m eine B eschäftigung m it diesem  G egenstand d u rch  eine B eobach tung  m einer 
v e rsto rbenen  M itarbeiterin , F ra u  L ív ia  Hollós angereg t w urde. Die zw eite 
W ärm ebehand lung  w urde von  u n s  dam als zw ecks besserer B eo b ach tb a rk e it 
in  einem  m it einer N ickelinband-H eizw icklung versehenen G lasrohrofen von 
ca 80 cm  Länge ausgeführt. O berhalb  des R ohres, ungefähr in  d e r M itte, h ing 
eine m it einem  B lechschirm  versehene elektrische G lühlam pe, d ie w ir von  Zeit 
zu Z eit anzündeten . Es kam  vor, dass au f irgend  einer der Scheiben ein der 
A bb. 6 ähnliches, ab er viel schw ächeres und  verw ascheneres S cha ttenb ild  der 
H eizw icklung erschien ; etw a zu r gleichen Zeit te ilte  m ir F ra u  L ivia H ollos

E R Z E U G U N G  PH O T O G R A P H ISC H E R  B IL D E R  A U F  SELEN’ D U R C H  K R IST A L L ISA T IO N ' U N T E R  D E R  E IN W IR K U N G  D E S J 3 7
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au ch  ihre B eobach tung  m it, la u t d er im  Laufe der B ehand lung  die in  d e r Nähe 
d e r M itte  d er R öhre  befindlichen Scheiben eine hellere F a rb e  an n ah m en  als die 
an  den  beiden  E n d en  d e r R öhre befindlichen. Es w ar naheliegend, die gem ein
sam e U rsache d ieser be iden  E rscheinungen  in  der oberhalb  des Ofens hängenden  
L am pe zu suchen. Zw ecks K ontro lle  n ah m  ich den  L am penschirm , d er die 
B eleu ch tu n g  zu  einer ze rs treu ten  m ach te , ab, u n d  indem  ich die Spirale der 
G lühlam pe rech tw ink lig  a u f  die A chse d er G lasröhre stellte , w a rf  ich  einen 
sch arfen  S ch a tten  d er H eizw icklung a u f  die u n te r  derse lben  liegenden Scheibe. 
D as E rgebn is — das w äh ren d  d er W ärm ebehand lung  der Scheibe erhaltene  
L ich tb ild  — zeig t die A bb. 6. D er w eitere  G ang d er U n te rsu ch u n g  ergab sich

Abb. 6. S ch a tten b ild  de r H eizspirale des 
T em perierofens, e rh a lten  bei der zw eiten  
W ärm eb eh an d lu n g , bei u ngefäh r 210 °C.

Mann von  s e lb s t ; tro tz d e m  is t es v ielle ich t der E rw äh n u n g  w ert, dass zu dem  
en tsch e id en d en  S c h ritt — zu r E rk en n tn is  der B ed ingung  einer gleichförm igen 
K ris ta llisa tio n  — w iederum  die zwei b esten  H elfer des Forschers : d e r  Zufall 
u n d  der I r r tu m  fü h rte n .

Nachträgliche Bem erkung. D ie h ie r  s ich tbaren  B ilder b leiben infolge der 
w iederho lten  R ep ro d u k tio n  — h insich tlich  ih re r Q u a litä t — w esentlich  h in te r 
■den O riginalen  zurück . Besonders g ilt dies fü r die A bbildungen 1/b u n d  2.
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ФОТОГРАФИРОВАНИЕ НА СЕЛЕН ПРИ ПОМОЩИ СВОЕЙ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ
ПОД ВЛИЯНИЕМ СВЕТА

П. Шелени 

Р Е З Ю М Е

Воздействие света способствует кристаллизации стекловидного селена. Автор обна
ружил это влияние света независимо от предыдущих наблюдателей [1, 2] уже в 1941 г. на 
шайбах селенного выпрямителя и развил его для создания и репродукции изображений 
на селене. При температуре ок. 100° С и при достаточно сильной проекции получаются 
отличные изображения (см. рис. 1 /в) если поверхность селена предварительно, напр. 
полированием при помощи папиросной бумаги, очень тонко и равномерно исцарается. 
Автор далее обнаружил что воздействие света также способствует изменениям поверх
ностной структуры и цвета возникающим при второй термообработке шайб селенного 
выпрямителя при ок. 210° С и это влияние света может быть также использовано для 
создания изображений на селене (см. рис. 5 и 6).

E R Z E U G U N G  PH O T O G R A PH ISC H E R  B IL D E R  A U F S E L E N  D U RCH  K R IS T A L L ISA T IO N  U N T E R  D E R  E IN W IR K U N G  D E S ]  3 Q
L IC H T E S





Ü B E R  DI E  B E R E C H N U N G  
D E R  R O T A T I O N S K O N S T A N T E N  

VON Z W E I A T O M I G E N  M O L E K Ü L T E R M E N  
A U F  G R U N D  VON S T Ö R U N G S D A T E N

I I I

V on

I. KOVÁCS

SPEKTROSKOPISCHE ABTEILUNG DES PHYSIKALISCHEN ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUTES DER 
UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(E ingegangen  : 27. I I I .  1952)

E s w erden zwei vollkom m en g le ichberech tig te , anschauliche  V erfahren  angegeben , m it 
d e ren  Hilfe die D ifferenzen de r R o ta tio n sk o n s ta n te n  u n d  die D ifferenzen d e r  Schw ingungs
n iv eau s der zwei am  Ü bergange te iln eh m en d en  M olekülterm e aus den  W ellenzah len  de r gem es
senen  B andenlin ien  a u f  e infache W eise b e s tim m t w erden kön n en . Beide V erfah ren  sind  auch  
z u r  A uffindung von  S törungen  anw endbar. E s lä ss t sich  fe rn e r a u f  G rund  des e rs ten  V erfahrens 
d ie  R o ta tio n sk o n stan te  des stö ren d en  T erm es, a u f  G rund  des zw eiten die H öhe des Schw in
gungsn iveaus des s tö renden  T erm es b estim m en , beides u n te r  V erw endung v o n  sog. überzäh ligen  
L in ien , die in de r U m gebung der S törungsste lle  zu  b eo b ach ten  sind  ; dabei b ra u c h t  m an  weder 
das E lem en t der S tö ru n g sm a trix , noch d ie A bw eichung des gestö rten  N iv eau s v o n  dem  
u n g e stö rte n  zu kennen .

la .  Das am  besten  bew äh rte  V erfahren  zur F estste llung  des A uftre ten s 
v o n  S törungen in  B andenspek tren  is t das sogenannte  B ' —^ ''-V e rfah ren  [1], 
[2 ]. D er G rundgedanke dieser M ethode b e s te h t d a rin , dass m an  aus den  (m it 

d e r  R o ta tio n sq u an ten zah l J  veränderlichen) W ellenzahlen d e r B andenlin ien  
e inen  solchen A usdruck b ild e t, der fü r  jeden  W ert der R o ta tio n sq u an ten zah l 
J  in  e rs te r N äherung  dieselbe K o n s ta n te  В '— В" e rg ib t, w enn keine S törung 
v o rlieg t. D er erw ähn te  A usdruck  la u te t  im  Falle von S in g u le ttzu stän d en  fü r 
d en  ()-Zweig :

/<? =
Q ( J ) - Q ( J - 1) 

2 J
B ' — B", ( 1 )

fü r  die P - u n d  R-Zweige hingegen : 

1
[P(J +  В

fpR  =
R ( J - i)J—-  [P(J)

2 J

R { J - 2)1
В '— B ", (2 a)

o d er

f p R  =

\  [P(J)  +  R ( J ) \  -  \  [ P ( J -  1) +  B ( J  1)]
и &

В — В"
2.7

( 2 b )
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Diese Form eln  k ö nnen  zur B estim m ung  der einen  von  den beiden  R o ta tio n s
k o n s ta n te n  b e n ü tz t w erden, w enn die andere b e k a n n t is t [3 ].

D ie A usdrücke (1) u n d  (2a) [bzw. (2b) ] geben n u r  d ann  iden tische  R esu l
ta te ,  w enn Л -A ufsp a ltu n g  w eder am  oberen, noch am  u n te re n  Z u stan d  a u f tr i t t .  
W enn z. B. am  u n te re n  Z ustan d  eine A -A ufspaltung  vorlieg t (deren  zwei T e il
zu stän d e  m it den Ind izes c u n d  d  bezeichnet w erden ), d an n  is t

f Q =  В ' -  B ‘ä , f p p  =  B ' -  B “ , (3>

d. h.

Í q - S p r =  B'c - B ud = q .  (4)

M an k an n  also aus (4) die K o n s ta n te  q, von d e r die Grösse der A -A ufspaltung  
nach  d er b ek an n ten  Form el

A v M  =  qJ(J  +  i) (5>
a b h än g t, leicht b estim m en .

c m "

0  0 4

0.02

0  5  Ю  Í 5  2 0  2 5  J

F i g . l .  B estim m ung der Л -A ufspaltung in  d e r 0 - ^ 0  ( * £ * — 12 I)  B ande des B iH , a u f  G rund  
de r M essdaten  von  A .  H eim er  (Zs. f. P h y s . 95, 328, 1935). D ie W erte  von B ' —  B "  w urden 
s ta t t  de r G l.-en (1) u n d  (2b) n ach  den en tsp rech en d en  sp ä te ren  F o rm e ln  (1*) u n d  (2b*) b e rech n et, 

d a  a u ch  die D -K o rrek tio n  b e rü ck sich tig t w erden  m usste.

B i  / Г  0 - 0  L

!

q . 0 . 0 / 9 cm "
m > о • »

ß'-B'c 1 • * ■
9 I е »



Die Form eln  (1), (2a) u n d  (2b) g e lte n , wie e rw ähn t, in  d e r e rs ten , a b e r in  d e n  m eisten  
F ä llen , h inreichenden  N äh eru n g . B erü ck sich tig t m an  in  de r T erm fo rm el das h a u p tsäc h lic h  bei 
den  höheren  R o ta tio n sn iv eau s m erk liche  K orrek tionsg lied  — D J 2( J  +  l ) 2, d a n n  la u te n  die 
g en au en  A usdrücke :

Ü B E R  D IE  B E R E C H N U N G  D E R  RO TA TIO N SK O N STA N T EN  VO N  ZW E IA T O M IG E N  M O L E K Ü L T E R M E N  A U F  G R U N D  1 43 ,
VON ST Ö R U N G SD A T E N  I I I

f Q =  B '— B " —  2 ( D ' - D " )  J 2 , (1*)
/ p r  =  B ' — B "  +  6 D " — 2 (D '— D ") J 2 , (2a*)
f p p  =  В '—  B " — 6 D '— 2 (D '— D ")  J 2. (2b*)-

D ie D -G lieder v e ru rsach en  ab er im  a llgem einen  n u r  eine k le in e  A bw eichung d e r K u rv en  
von  den  horizontalen ' G eraden  fü r  grössere W erte  der R o ta tio n sq u an ten zü h l J .

W erden  die A usdrücke  f q  f p p  bzw . f p p  gegen J 2 au fg e trag en , d an n  e rh ä lt  m an  s ta t t  der 
parabo lischen  K u rv en  G eraden , deren  N eigung  — 2(D ' —  D ")  u n d  deren  A b sch n itte  a u f  der 
O rd ina te  de r R eihe n a ch  B ' —• В", B ' —- B "  bD" bzw. B ' — ■ B " —-6 D ' s in d . I n  solchem  
F a lle  k a n n  ausser B '  —  B "  a u ch  D ' —  D "  b e s tim m t w erden, d. h . w enn  die K o n s ta n te n  В  u n d  D  
des einen Z ustandes b e k a n n t sind, so sin d  a u c h  В  u n d  D  des a n d e re n  Z ustandes zu  b estim m en -

Fig. 2. B estim m ung von  D ' —  D " in  der 0 —  0(4 7 *  —  1R )-B a n d e  des B iH  a u f  G ru n d  de r Mes
sungen von  A . Heimer (1. c .). F ü r /Q  u n d  fp R  e rh ä lt  m an  w egen des E influsses d e r D -G lieder 
schräg  n ach  u n ten  ge rich te te  G eraden, d e ren  N eigung den W ert von  D '  —■ D" b e s tim m t. A d d ie rt 
m an  d as m it diesem  W erte  berechnete  K o rrek tionsg lied  zu den  A usdrücken  von  f q  u n d  fp R ,  so 

e rh ä lt m an  B ' —  B " ,  d. h . e ine  horizon tale  G erade. (S. F ig . 1.)

lb .  D as w ichtigste  A nw endungsgebiet des В — В  "-Verfahrens b es teh t 
in  der leichten  A uffindung  von S tö rungen . W enn die S tö rung  im  ((-Zweige auf- 
t r i t t ,  d ann  is t die F orm el (1) anzuw enden , unabhäng ig  d avon , ob d er obere oder 
d er u n te re  Z ustand  g e s tö rt w ird. L ieg t ab e r die S törung  in  den P-  u n d  i?-Zweigen 
vor, so m uss m an die Form el (2a) bzw . (2b) ben ü tzen , je  nachdem  d e r obere 
bzw. der u n te re  Z ustan d  die S törung  erleidet.
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Die В'  — В"  L in ie, die an  d en  störungsfreien  S tellen h o rizo n ta l verläu ft, 
s te ig t in  der U m gebung  der S tö rungsste lle  a u f  bzw . ab , um  in eine andere H ori
zon ta llin ie  überzugehen . B ezeichnet m an  die R o ta tio n sk o n s ta n te  des gestö rten  
T erm es m it Bg, die des s tö renden  T erm es m it B s, d an n  geht also die erste  H ori
zon ta llin ie , z. B . B g — B", in  d ie  le tz te re  H orizon ta llin ie  B ’s— B"  über. M it 
H ilfe  von  ü berzäh ligen  Linien, d ie  m anchm al in  d e r  N ähe d e r S törungsstelle 
b e o b a c h tb a r sind , k a n n  auch eine andere  K u rv e  k o n stru ie rt w erden , die sich 
zu  d er e rw äh n ten  K u rv e  spiegelbildlich ve rh ä lt. D iese K urve  b ild e t in  grösserer 
E n tfe rn u n g  von  d e r S törungsstelle  die gerade F o rtse tzu n g  d er e rstgenann ten  
B g — B"-Linie genau  so, als ob dazw ischen keine S tö rung  vorliege. Bezüglich 
d e r  an a ly tischen  G esta lt der K u rv e n  vgl. I ., Gl. (16), [2 ]. Z ur E rläu te ru n g  d ien t
F ig . 3.

F ig . 3. A uffindung d e r S tö rung  u n d  B estim m u n g  der R o ta tio n sk o n sta n te  des s tö renden  T erm es 
in  d e r 4 —  0(127*—  1IT)-Bande des B aO . ( í .  Kovács u n d  A . Lagerqvist, A rk . f. F ys. 2, 411, 
1950.) A u f G ru n d  de r Gl. (6) lässt, sich  B s aus den in  de r U m gebung  d e r U berkreuzungsste lle

gem essenen  D a ten  b e rec h n en .

M it H ilfe d e r zwei besprochenen  K u rv en  — sie seien m it f x(J)  und  /* ( ./)  
bezeichnet — lä ss t sich die R o ta tio n sk o n s tan te  des stö renden  T erm es bestim m en . 
E s g ilt n äm ’ich :

B s =  2 B  -  Be ±  [fx( J )  + / * ( J ) ] , (6)

wo an die Stelle von  x  je  nach  dem  V orkom m en d er S tö rung  Q, PR,  oder P R



Ü B E R  D IE  B E R E C H N U N G  D E R  R O TA TIO N S KONST A N T EN  V O N  Z W E IA T O M IG E N  M O L E K Ü L T E R M E N  AU F G R U N D  [A K
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zu setzen  is t ; es is t fe rn e r das obere bzw. u n te re  Vorzeichen zu b enü tzen , w enn 
d e r obere bzw . u n te re  Z u stan d  gestö rt i s t ;  im  ersten  F alle  is t B =  B " , im  
zw eiten В  =  В' .  Die F orm el (6) s tim m t m it den  Ergebnissen überein , die fü r  die 
R o ta tio n sk o n stan te  des stö renden  Term es a u f  anderem  W ege e rh a lten  w orden  
sind. [S. I .,  Gl. (10), (12), (14), (17) [2] u n d  I I . ,  Gl. (6), (8), (10) [4 ]] . Ü b er die 
A nw endung der M ethode a u f  die M essergebnisse und  a u f  d ie  B erechnung v o n  
B s vgl. [5 ] .

U n te r B erücksich tigung  de r D -K o rrek tio n  la u te t  de r genaue A u sd ru ck  fü r  (6) :

BS =  2 B -  B ; ±  [ / X( J )  +  2 [Ds +  D g- 2D] P -  [ 1 -  ( - 1 ) ^ ]  6 D ; (6*)

dabei sind die in  der Gl. (6) angegebenen B ezeichnungen folgenderm assen zu  ergänzen : fü r  d a s  
positive  V orzeichen is t D =  D " , f ü r  das n eg ative  D  =  D ' ; der E x p o n en t 27 =  0, w enn x  =  Q, 
u n d  27 =  1, w enn x  =  P R , oder x  =  P R .

2a. W äh ren d  die S tru k tu r  einer B ande bekann tlich  d u rch  die R o ta tio n s
k o n s ta n te n  b es tim m t w ird , sind fü r  die S tru k tu r  eines B andensystem s d ie  
n0-Linien (sog. N ullinien) — genauer : d ie A bstände je  zwei en tsp rech en d er 
S chw ingungsniveaus vone in an d er — m assgebend . Es e n ts te h t die F rage, ob d e r 
erw äh n te  G run d g ed an k e , d e r  die B estim m ung  der R o ta tio n sk o n stan ten  im  
§ 1 erm öglich te , sich n ich t a u f  die B erechnung  der vo rher genann ten  K o n s ta n 
te n  vQ anw enden  liesse? D as is t in  der T a t  m öglich ; m an  k an n  näm lich  aus 
den  W ellenzah len  der B andenlin ien  eine solche K om bination  bilden, die in  
A bw esenheit von S törungen  —  u nabhäng ig  v o n  d er R o ta tio n sq u an ten zah l J —  in  
e rs te r  N äh eru n g  dieselbe K o n stan te , n äm lich  im  w esentlichen gerade v0 e rg ib t. 
M an v erifiz iert le ich t, dass die genannte  K om bination  im F alle  von S ing u le tt- 
zu stän d en  la u te t ,  fü r den Q-Zweig :

gQ -  \  [ ( J  +  1  )Q U  - 1 )  -  ( J - 1 )  Q ( • / ) ]  =  * ' o  =  VQ ,  ( 7 )

fü r die P-  u n d  R-Zweige :

gpR -  l  { ( J + l ) [ P ( J )  +  R ( J - 2 ) ] - ( J - l ) [ P ( J + l )  +  R ( J - l ) ) }  =
=  v0— B " = v PR, ( 8 a )

oder

g p R -  * { ( J + 1 ) [ P ( J - 1 ) + R ( J - 1 ) ] - ( J - 1 ) [ P ( J )  +  R ( J ) ] }
R, _  (8b)— u0 JB — v PR ,

m it

С —  B 'A ’* + B " A " 2. (9 )

H ier sind : C d e r A b stan d  der am  Ü bergange te ilnehm enden  Schw ingungs
n iveaus, A '  u n d  A "  die Q uan tenzah len  des D rehim pulses der E lek tronen  u m  d ie  
K ernverb indungslin ie  in  dem  oberen bzw. u n te re n  Z ustande.

4 A cta Physica 11/2
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Die F o rm eln  (7), (8a) bzw . (8b) lassen  sich m it E rfo lg  zur B estim m u n g  
v o n  f 0 an w en d en ; als B eispiel diene die 0— 2-B ande des SrO Moleküls [ 6 ] ,  s. 
F ig . 4.

cm
2 3 3 6 0

2 3 3 6 0

Vo

2 3 3 6 0

5r0 , ' T - Z .  0 - 2  Bande

* W

og«

20 3 0 6 0 5 0 6 0 70  О

F ig . 4. B estim m u n g  von v0 in  d e r  0 — 2 (1JT—  fE j-B a n d e  des SrO , a u f  G rund  der A u sd rü ck e  (7)> 
u n d  (8). ( I .  K ovács u n d  A . B udó , A c ta  Phys. H u n g . 1, 469, 1952, A n n . d. P h y s . im  D ru c k .)  
H ier spielen d ie  D -G lieder fa s t keine  Rolle. W egen des k leinen W ertes  (0,3 cm 1У v o n  B "  sifid 
d ie vq  =  v0 u n d  v p R =  v„ —  B "  L in ien  in  d iesem  M asstabe n ic h t u n tersch e id b ar ; d esh a lb  

h ab en  w ir die gem einsam e d icke L in ie  m it v0 beze ichnet.

Die B erü ck sich tig u n g  d e r D -K o rrek tio n  in  d en  T erm fn tm eln  b r in g t auch in  diesem  P a lle  
eine kleine A b än d eru n g  der F o rm e ln  m it sich :

gQ =  »Vj +  (D ' — D ") ( J — 1) J*(J  +  1) » (7*>

gPR = v PR +  2D" +  (D ' — D ") ( J —  1) J 2( J  +  1 ) , (8a*)

gPR =  » P S -  2D'  +  ( D ' - D " )  ( J -  1) J 2( J  +  1) ; (8b*)

die g -K u rv en  w eichen also v o n  d e n  horizon talen  G eraden  ein w enig ab .

2b. A ls das H aup tan w en d u n g sg eb ie t des in  § 2a beschriebenen  V erfah ren s 
(kurz : f 0-V erfahrens) k a n n  — ebenso wie bei dem  B ’— В  "-Verfahren — d ie  
A uffindung u n d  die U n te rsuchung  von S tö rungen  angesehen w erden. B ezüglich  
d er A nw endung  der M ethode lässt sich en tsp rechendes aussagen, wie in  § l b .  
L ieg t die S tö ru n g  im  Q-Zweige vor, d a n n  is t  die Form el (7) zu b en u tzen  g le ich 
gültig, ob d e r obere oder d e r u n te re  Z u s ta n d  die S tö rung  erleidet. W en n  a b e r  
die S tö rung  in  den  P- u n d  B-Zweigen a u f tr i t t ,  so muss m a n  die Gl. (8a) b zw . (8b) 
anw enden, je  nachdem  d e r  obere oder d e r u n te re  Z u stan d  gestö rt is t.



Die t>()-Linie, die an  den  störungsfreien  S tellen h o rizo n ta l v e rläu ft, s te ig t 
in  der U m gebung der S törungsstelle  a u f  oder ab , um  in eine andere H o rizo n ta l
linie überzugehen . W ird  näm lich  die K o n s ta n te  C [vgl. (9) ] des gestö rten  b zw .

Ü B E R  D IE  B E R E C H N U N G  D E R  RO TA TIO N SK O N STA N T EN  V O N  Z W E IA TO M IG EN  M O L E K Ü L T E R M E N  A U F  G R U N D  \ Л Ч
VON STÖ R U N G SD A T E N  I I I

cm

16360
/6330
16340
16330

Bi К  T - ’L  0 -0  Bande

Vq -V0 -  
Vp í  -1io*&'

0  13 го

/ff« Ю'

2 5 a ' - i j j *

Fig. 5. B estim m ung von  v0 u n d  D ' — D " in  de r 0 —- 0 (4 .' —  IR J-B a n d e  des B iH  a u f  G ru n d  d e r  
A usdrücke (7*) u n d  (8*) (A . H eim er 1. c.). W erden  d ie A usdrücke gQ' g P R  gegen ( J —  1 )J 2 (J  +  1)‘ 
au fgetragen , d a n n  e rh ä lt m an  wegen des E influsses de r 71-Glieder sch räg  n a ch  oben g e rich te te  
G eraden, d e ren  Neigung (D ' —  D ") u n d  deren  A b sch n itte  a u f  de r O rd in a te  der R eihe  n a c h  
vq  =  i’(). vp R  -(- 2D" =  v0 —  B "  2D " =  v0 B '  —  2D ' sind. I n  solchem  Falle  k a n n  au sse r r (>. 
auch D ' —  D " u n m itte lb a r b e s tim m t werden. V erg le ich t m an  die a u f  G ru n d  d e r / -  u n d  g -K u rv e n  
e rhaltenen  D '  —  D " W erte [13 • 10 6 cm  1 (s. F ig . 2.) 14 • 10 6 cm  1 ], k a n n  die Ü b e re in s tim 

m u n g  als befriedigend angesehen w erden.

ungestö rten  Term es m it Cg bzw . Cs bezeichnet, so geh t die dem  W erte  Cg e n t
sprechende H orizontallin ie  in  die zum  Cs gehörige H orizontallin ie  ü ber. M it 
H ilfe von überzähligen L inien lässt sich auch  das Spiegelbild d er vorher g en an n ten  
K urve  in  d e r N ähe d er S törungsstelle  k o n stru ie ren , das in  grösserer E n tfe rn u n g  
von  der S törungstelle  die gerade F o rtse tzu n g  d er ursp rüng lichen , dem  Cg e n tsp re 
chenden H orizontallin ie  b ild e t. Die ana ly tische  G esta lt d er zwei K u rv en , die 
m it gx(J)  u n d  g*{J)  bezeichnet w erden, lä ss t sich u n te r  V erw endung der g es tö rten  
E nerg iew erte  (s. I.) folgenderm assen angeben :

gx(J ) =  1 {Cg +  Cs =F (B SA*  +  B sA l -  [2a 2— 1 +  ( - 1 ) 2 ]  B -

-  [(J  +  1) U ( J -  1) -  ( J -  1) U( J)  ]} , (10a)

S*( J ) = l  {Cg +  c s =F (B ,A | +  BsA l -  [2Л 2— 1 +  ( - 1 ) 2  ] В  +

+  [ ( J + 1 ) U ( J - 1 ) - ( J - 1 ) U ( J ) ] } ;  (10b )

4*
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ilier ist

U(J) = [Cs— Ce -f- (B s — Bg) J ( J  + 1 )  — B sA f  +  B gAg]~ +  |Я |2 , (И)

w o H  das en tsp rechende  E lem en t der S tö ru n g sm atrix  b e d e u te t. Es sind  in den  
G leichungen (10a) —(10b) an  die Stelle von  x  die Sym bole Q, P R  oder P R  zu 
se tzen , je  n ach d em  die linken  S eiten  au f G rund  von  (7), (8a) oder (8b) b erechnet 
w erden ; fe rn e r H  =  0 fü r x  =  Q u n d  27 =  1 fü r  x  =  P R  oder P R  ; es is t en d 
lich  das obere (un tere) V orzeichen zu nehm en , w enn der obere (un tere) Z u stan d  
g e s tö r t is t, u n d  В  =  В ", Л  =  А " ( В  =  В ', А  =  А ') .  D en  V erlau f der zwei 
K u rv e n  in  d e r U m gebung d e r S törungsstelle  zeig t Fig. 6.

cm ’’

1ŐŐ00

1 Ő 7 6 0

1 0 7 2 0

1Ö6Ő0

F ig . 6. A uffindung  de r S tö rung  u n d  B estim m ung des A bstandes zw ischen den Schw ingungs
n iveaus des s tö re n d en  u n d  g es tö rten  T erm es in  de r B an d e  4— 0 (}£ * — гЕ )  des BaO. ( I .  K ovács 

und A . Lagerqvist, A rk . f. F y s . 2 , 411, 1950.)

BaO, - - 5 0 - 6

'S
 

1
 

1

C5 -B"~ fr * /

s///

А

j
/•
У v2

____1_____

7 J ^ k
2

67) cs f- 
-  2

c9
/ V.1—

20 30 30 50 7*60  70 60 7

A uf G ru n d  der F orm eln  (10a) u n d  (10b) lässt sich die D ifferenz Cs— Cg =  
=  Csg bestim m en , die d en  A b stan d  zw ische t den  S chw ingungsniveaus des 
stö renden  u n d  gestö rten  T erm es ang ib t. N ach  einer kurzen  R echnung  e rh ä lt m an :

Csg =  gx (J )  +  g*x ( J )  - 2 Cg ±  { B sA 2g +  B sAs  -  [2Л2 -  1 +  ( - 1  f ]  В }, (12)

m it denselben  V orschriften  fü r  die B ezeichnungen wie u n te r  (10a) u n d  (10b). 
D ie F orm el (12) s tim m t m it den  E rgebn issen  der A rb e it I  u n d  I I  ü b ere in .



[Vgl. die G leichungen (11), (13), (15) von I u n d  (7), (9), (11) von I I . ]  E s sei 
a u f  den V orteil hingew iesen, dass (12) w eder das M atrixe lem ent Я , noch die 
A bw eichungen des gestö rten  T erm es vom  u n g estö rten  e n th ä lt.

U n te r B erücksich tigung  d e r jD -K orrektion e rg ib t sich a n s ta t t  (12) die etw as k o m p li
z ie rte re  Form el :

c sf -  gx( j )  +  g ? (J ) -2 C g ± {  BgAg +  в Х  -  2ВЛ* +  [1—(—1 ) r ] ( B - 2 D ) -
— (Dg +  Ds— 2D) ( J — 1) J 2( J  +  1)}. '

W enn m indestens zwei P a a re  von überzähligen  L in ien  vo rhanden  sin d , 
d a n n  lässt sich d er S c h n ittp u n k t der beiden  K u rv en  gx(J)  u n d  g*(J) a u f  g ra 
phischem  W ege le ich t bestim m en . B erechnet m an die A bszisse des S c h n itt
p u n k te s  m it J* ,  so folgt aus den  G leichungen (10a) und  (10b) fü r  J*  :

(J*  +  1) U( J*  -  1) -  (J *  -  1) U(J*)  =  0 . (13)

W ird  der aus d ieser Gl. b erechne te  J* m it dem  J 0-W erte verg lichen , der zum  
Ü berschneidungspunk t d er zwei ungestö rten  Term e g eh ö rt, d ann  sieht m an , 
dass angenähert g ilt :

(14)

Die B edeutung  dieser Form el b e s teh t d a rin , dass aus der experim en te ll e rh a l
ten en  Lage von J *  der W ert von  J 0 b es tim m b ar wird.

Es sei noch bem erk t, dass m an  m it H ilfe  der W erte von  Csg und  .7* u n d  
a u f  G rund von (14) sehr einfach einen N äherungsw ert für die R o ta tio n sk o n stan te  
des störenden  Term es e rh a lte n  k an n  ; es g ilt näm lich  :

B S K B S —  Csg- (15)
s  e  J * 2 V ’

Ü B E R  D IE  B E R E C H N U N G  D E R  RO TA TIO N SK O N STA N T EN  VON Z W E IA T O M IG E N  M O L E K Ü L T E R M E N  AU F G R U N D  ] 4 g
V O N  STÖ RU N G SD A TEN  I I I
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РАСЧЕТ РОТАЦИОННЫХ ПОСТОЯННЫХ ДВУХАТОМНЫХ МОЛЕКУЛЯРНЫХ 
ТЕРМ НА ОСНОВЕ ПЕРТУРБАЦИОННЫХ ДАННЫХ

И. Ковач 

Р Е З Ю М Е
В статье рассматриваются два совершенно равноценных, аналогичных наглядных 

способа, при помощи которых разность ротационных постоянных и уровней колебаний, 
участвующих в переходе двух молекулярных терм, может быть определена простым путем 
из волнового числа спектральных линий. Кроме этого, оба способа одинаково пригодны 
для обнаружения пертурбаций. На основе первого способа можно определить ротацион
ную рпогтоянную перту рбиру ющего терма, а на основе второго способа можно рассчитать 
высоту руовня колебания перту рбиру ющего терма при помощи использования т. н. 
сверхчисловых линий, наблюдаемых в области перту рбиру ющих мест, для этого, расчета 
не надо знать элемента матрицы пертурбации, а также отклонений между пертурби- 
рованными и не пертурбированными уровнями.



Ü B E R  E I N  A N A L Y T I S C H E S  
N Ä H E R U N G S V E R F A H R E N  ZUR B E S T I M M U N G  

V O N  E I G E N F U N K T I O N E N  U N D  E N E R G I E 
E I G E N W E R T E N  V O N  A T O M E L E K T R O N E N

I.

Von

R . GÁSPÁR

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(V orgelegt von P. G om bás. —  E ingegangen  : 27. I I I .  1952.)

D er erste  T eil de r vorliegenden A bhand lung  b e fa ss t  sich m it de r U n te rsu ch u n g  de r m it  
d e r  M ethode des »self-consistent field« b estim m ten  P o te n tia le  sowie m it ih re r  V erallgem einerung 
f ü r  säm tlich e  E lem en te  des periodischen System s. E s w ird  der Nachweis g e fü h rt, dass die re d u 
z ie rte  e ffek tiv e  K e rn lad u n g  der A tom e, d ie n ach  der ü b lich en  B enennung m it  Z p jZ  beze ichnet 
w ird , in  g u te r  N äh eru n g  eine un iversale  (von der O rdnungszah l u n ab häng ige) F un k tio n  de r 
E n tfe rn u n g  v om  A to m k ern  is t, w enn diese m it  der sich v o n  A tom  zu A tom  v e rän d e rn d en  T hom as- 
F e rm isch en  E in h e it /л =  0,8853 a J Z U® gem essen w ird. D iese universale F u n k tio n  kan n  auch  m it 
e in em  a n a ly tisch e n  A u sdruck  von e in fach er G esta lt in  g u te r  N äherung  d a rg este llt  w erden.

E ine de r m öglichen  A nw endungen des obigen E rgebnisses b e s teh t d a r in , dass n u n m eh r 
d ie  M öglichkeit g eb o ten  w ird, gu te  A nfangspo ten tia le  fü r  die m it der M ethode des »self-consis- 
t e n t  field« d u rch zu fü h ren d en  B erechnungen  zu e rh a lten . D ie erw ähnte un iv ersa le  D arste llung  
d e r red u z ie rten  effek tiv en  K ern ladung  e rm ög lich t a u f an aly tisch em  W ege die W ellenm echanischen 
B erech n u n g en  w ich tig e r a tom physika lischer K o n s ta n ten  fü r  alle E lem en te  des periodischen 
S y stem s. Im  zw eiten  Teil des A ufsatzes w ird  eine M ethode v o n  Rasetti zur L ösung  de r E in e lek tro n 
S chrö d in g er-G le ich u n g  angew endet u n d  en tw ickelt, so d ass die M öglichkeit gegeben w ird , die 
E ig e n fu n k tio n e n  u n d  E nergieeigenw erte d e r in  den tie fs te n  s-, jd-, d- u n d  / '-E nerg iezuständen  
befind lichen  E le k tro n e n  säm tlicher E lem en te  a n a ly tisch  auszurechnen. D ie E igenfunktionen  
w u rd e n  m it den  v o n  Slater m it e iner h a lbem pirischen  M ethode b e rech n eten  verglichen. D ie 
m it de r h ier besch rieb en en  M ethode b e rech n e ten  sowie d ie  gem essenen R ö n tg en te rm e , w e ite rh in  
d ie  m it der M ethode des »self-consistent field« b e rech n eten  stim m en m ite in a n d e r gu t ü b e re in .

E inleitung

Vom G esich tspunk t der theo re tischen  U n tersuchung  von  Problem en d er 
E le k tro n e n s tru k tu r  der M aterie is t es w esentlich , die E lek tronenverteilung  d er 
A tom e und  die m öglichen E lek tronenenerg ie-E igenw erte  zu kennen . Zu einer w el
lenm echanischen  Lösung des P roblem s sind m ehrere  V erfahren geeignet, von denen  
a b e r  b isher zu r Lösung von A tom problem en regelm ässig n u r zw ei herangezogen 
w u rd en  : das V aria tionsverfah ren  u n d  die M ethode des »self-conslstent fie ld«  
[1 ]. M it beiden V erfahren  w urden  jedoch infolge der m it diesen verbundenen  
R echnungsschw ierigkeiten  n u r  eine b esch rän k te  Anzahl v o n  B erechnungen  
d u rch g efü h rt. Die A nw endung des V aria tionsverfah rens w ird d u rc h  den  U m stand  
erschw ert, dass bei E lem enten  von  hoher O rdnungszahl die E igenfunk tionen  
d e r  in  B e trach t zu ziehenden E lek tro n en  v o n  grösserer E nergie eine überaus 
kom plizierte  G esta lt annehm en u n d  dass dem gem äss auch d er zu variierende 
E nerg ieau sd ru ck  kom pliziert w ird . In  le tz te re r  Zeit gelang es, die Schwierig
k e iten , die sich d er A nw endung des V ariationsverfahrens a u f  E lem ente von
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h öherer O rdnungszahl en tgegenste llten , d u rch  H eranziehung  der s ta tis tisch en  
T heorie  des A tom s zu überw inden  [2]. B ei der A nw endung der M ethode des 
»self-consisten t field« b es teh t hingegen die H aup tschw ierigkeit darin , d ass  die 
he i dieser M ethode erforderliche num erische R echenarbeit — besonders im  Fall 
v o n  E lem en ten  von  höheren  O rdnungszahl — so gross is t, dass sie in  ab seh b are r 
Z eit n u r m it en tsp rechenden , eigens fü r diesen Zweck g eb au ten  R echenm aschinen 
d u rch g efü h rt w erden kan n .

D as Ziel der vorliegenden A rbeit is t, m it Hilfe e iner aus der s ta tis tisch en  
T heorie  des A tom s en tleh n ten  Ü berlegung die P o ten tia le  der b isher d u rch 
g e fü h rten  »self-consistent fie ld«-B erechnungen  fü r fa s t alle E lem ente des perio 
dischen  S ystem s zu verallgem einern , u n d  so die B estim m ung  von w ichtigen  
a tom physika lischen  K o n s ta n te n  fü r säm tliche  E lem en te  des period ischen  
System s zu erm öglichen. Als erste  A nw endung w urde d as  P o ten tia l als u n iv e r
sale P o ten tia lfu n k tio n  in  die E inelektron-Schrödinger-G leichung e ingesetzt. 
A u f diese W eise gelang es, m it H ilfe eines analy tischen  N äherungsverfah rens die 
E igen fu n k tio n en  u n d  E nerg ie term e der ls - , 2p-, 3d-, 4 /-E lek tronen  fü r säm tliche  
E lem en te  des periodischen System s zu bestim m en.

Die B estim m ung des Potentials

Z unächst soll ein n eu tra les  A tom  u n te rsu c h t w erden , das die O rd n u n g s
zahl Z  b es itz t. Sein P o ten tia l b e trä g t

V  =
Z pe

r ( 1 )

wo Z pe die effek tive K ern lad u n g , e die e lem en tare  L ad u n g  und  r die E n tfe rn u n g  
v o m  K ern  bezeichnet. Z p v e rä n d e rt sich  in  einem  n e u tra le n  A tom  wie fo lg t : 
am  O rt des K ernes s tim m t Z p m it der O rdnungszahl Z  ü b ere in  ; bei zunehm ender 
E n tfe rn u n g  vom  K ern  beg in n t der absch irm ende E in flu ss der E lek tro n en  zu 
w irken , w as eine W ertv erm in d eru n g  d er effek tiven  K ern lad u n g  zur Folge h a t  ; 
bei grösserer E n tfe rn u n g  vom  A tom kern w ird  Z p — da  es sich ja  um  ein n eu tra les  
A to m  h a n d e lt — sehr schnell verschw inden . D er V erlau f von  Z p w ird im  w esen t
lichen  du rch  die sich von A tom  zu A to m  ändernde O rdnungszahl u n d  durch  
d ie E lek tronenw olke  b estim m t. Infolgedessen zeigt die effektive K ern lad u n g  
bei A tom en von  versch iedenen  O rdnungszahlen  einen ganz anderen V erlauf. 
M an k an n  ab e r versuchen , die effektiven K ern ladungen  in  ein solches K o o rd in a 
te n sy s te m  zu transfo rm ieren , dass sie in  g u te r  N äherung  m iteinander ü b ere in 
stim m en . D er W eg zu d ieser T ran sfo rm atio n  w ird von d e r s ta tis tischen  Theorie 
des A tom s gewiesen.
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In  d er sta tis tisch en  A tom theorie  w ird  die im  Atom s} stem  h errschende 
P o ten tia lv e rte ilu n g  durch  die w oh lb ek an n te  T hom as-Ferm ische Gleichung [3 ]

^  =  Vs!  (2)
d x 2 *1/2

bestim m t. Die im  A usdruck (2) vo rkom m ende Funk tion  ep(x) h än g t m it dem  
P o ten tia l la u t der G leichung

Ф )  =  £ ( у - к )  (3)

zusam m en. D ie im  A nsatz  (3) ausser den b e re its  bekann ten  G rössen s teh en d e  
K o n stan te  V0 is t im  Falle von n eu tra len  A tom en  0, w ährend  die V ariab le  x  
m it /x gem äss der Gleichung

x  =  — 1

И-

0,8853 an (4>

zusam m enhäng t. D ie Lösung der G leichung (2) im  Falle der G renzbedingungen  
(p(0) =  1, (p(x0) =  0 u n d  <p'(x0) =  0, d. h. fü r  neu tra le  A tom e [4 ], is t du rch  die 
universale F u n k tio n  (pQ(x) gegeben.

Die effektive K ern ladung  s te h t m it d e r  F u n k tio n  ip0(x) in  einem  engen Z u 
sam m enhang. Es soll nun  ähnlich  wie bei d em  in  Gleichung (1) vo rkom m enden  Z p 
auch in  der s ta tis tisch en  A tom theorie  eine effek tive K ern lad u n g  Z p b e s tim m t 
w erden. S etz t m an  die G leichung (1) in  den A usdruck  (3) ein u n d  b erü ck sich tig t 
m an , dass V0 =  0 is t, so erg ib t sich, dass fü r  ein  neutrales A to m  in  der s ta t is 
tischen  A tom theorie

<fo{x ) = (5)

b e trä g t. Die reduzierte effektive K ernladung Z'p/Z  is t also im  T hom as-F erm ischen  
s ta tis tisch en  A tom m odell in B ezug au f e in  neu tra les A to m  eine un iversa le  
F unk tio n .

D er in der s ta tis tischen  A tom theorie  gebräuchlichen T h o m as-F erm isch en  
N äherung  en tsp rich t in  der w ellenm echanischen  M ethode des »self-consistent 
field« ein N äherungsverfahren  ohne A ustauschglieder, das n a c h  Hartree a ls 
H artreesche  M ethode b ek an n t is t. W enn Z pIZ  in  der s ta tis tisch en  T heo rie  
un iversal is t, so is t zu erw arten , dass sich auch  die H artreesch en  red u z ie rten  
effektiven K ern ladungen  Z pj Z  n ich t a llzuseh r voneinander u n te rsche iden  
w erden, w enn m an  sie in ein en tsp rechendes K oord in a ten sy stem  tran sfo rm ie rt. 
N ach der s ta tis tisch en  Theorie m uss die im  A usdruck (4) defin ierte  V ariab le  x  
als unabhängige V ariable e ingeführt w erden , dam it der e rw a rte te  e inheitliche 
V erlauf in E rscheinung tre te . In  A bb. 1 sind die nach  der H artreesch en  N äh eru n g  
d er M ethode des »self-consistent field« berechneten  red u z ie rten  effek tiven
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K ern lad u n g en  d er A tom e v o n  einigen E lem en ten  d a rg este llt. U m  die A bb ildung  
ü bersich tlicher zu m achen, w urde n ich t je d e r  b erechne te  P u n k t e ingetragen . 
I n  die A bbildung  w urde au ch  ip0(x), die red u z ie rte  effek tive  K ern ladung  des 
T hom as-F erm ischen  s ta tis tisch en  A tom m odells m it e in er gestrichelten  L inie 
e ingezeichnet. V or allem  fä llt  auf, dass d ie  S treuung  d er m it der M ethode des 
»self-eonsisten t field« b erechne ten  red u z ie rten  effektiven K ern ladungen  ü b e rau s  
gering  is t, u n d  dies t r i t t  besonders k la r zu tag e , w enn m a n  in  B e trach t z ieh t, 
dass sich u n te r  diesen E lem en ten  solche v o n  so versch iedenen  O rdnungszahlen  
befinden  wie B ery llium  (Z  =  4), E isen (Z  =  26) u n d  Q uecksilber (Z  =  80). 
W eite rh in  is t  g u t s ich tb a r, dass die m it d e r T hom as-Ferm ischen  M ethode

1.0

0,0

| 0.6

2 я  
z

0Л

0.2 

0 .0
0 2 0 6 8 Ю 12 10 16

X  -— -
Abb. 1. D arste llung  de r red u zierten  effek tiven  K e rn lad u n g en  im  u n iv ersa len  K oo rd in a ten sy stem . 

Die m it der M ethode des »self-consistent field« b e rec h n e te n  P u n k te  :
О  H g ■  W  A  K r •  Ca + B e

--------------------------------------------- K u rv e  <Po{x) d e r  T h o m as-F erm ischen  Theorie
---------------------------------------------  Z p /Z  =  e—̂ 0X/(1 +  A 0x) m it den  P aram ete rw erten  (7)

b erechne te  red u z ie rte  effek tive K ern ladung  in  den in n eren  Teilen des A tom s 
sich  der m it d er M ethode des »self-consistent field« b e rech n e ten  gut a n n ä h e rt. 
B ei einer grösseren E n tfe rn u n g  vom  K ern  ergeben ab er d ie beiden M ethoden  
w esentlich  an d ers  verlau fende Zp/Z -K u rv en  ; die m it d e r  M ethode des »self- 
co n sis ten t field« b erechneten  K urven  verschw inden  ex p o n en tia l, w äh ren d  die 
m it der T hom as-F erm ischen  M ethode b estim m te  K u rv e  oberhalb d ieser 
v e r lä u f t  u n d  w eit langsam er, so wie 1/r3 v erschw inde t. A us A bb. 1 is t au ch  gu t



ersich tlich , dass die reduzierte  e ffek tive  K ern lad u n g  auch in  d e r  H artreeschen  
F orm ulierung  der M ethode des »se lf-consisten t field« in  g u te r  N äherung  als 
un iversa le  F u n k tio n  angesehen w erden  kann . H ie r  is t aber d e  B em erkung am  
P la tze , dass diese B eh au p tu n g  n u r  in  einem  besonders gew ählten  K o o rd in a ten 
system , d . h. bei E in fü h ru n g  der V ariab len  x  d e r  W irklichkeit en tsp rich t. U m ge
k e h r t  g ilt jedoch, dass m a n , w enn m a n  von d e r V ariablen  x  a u f  r ü b e ig eh t, 
d en  V erlauf der effek tiven  K ern lad u n g  der einzelnen A tom e u n d  au f diese 
W eise a u f  G rund des A nsatzes (1) das P o ten tia l erhalten  kan n .

D ie w eiteren  S ch ritte  können  a u f versch iedene W eise vorgenom m en 
w erden . Es is t m öglich, fü r jedes beliebige E lem en t an g en äh erte  effektive 
K ern ladungsw erte  zu e rhalten , w enn m an  die fü r  ein E lem ent, z. B. H g, bere its 
ohne A ustauschglieder d u rch g efü h rten  B erechnungen  nach d e r M ethode des 
»self-consistent field« m itte ls  d er T ran sfo rm a tio n  (4) in  das d e r  gew ünschten 
O rdnungszahl en tsp rechende K o o rd in a ten sy stem  tran sfo rm ie rt. Bei dieser 
T ran sfo rm atio n  ist n a tü rlich  in B e tra c h t zu ziehen , dass die red u z ie rte  effektive 
K ern lad u n g  Z p\Z  die universale F u n k tio n  d a rs te llt  und  dass d ah e r bei der 
T ransfo rm ation  deren W erte  u n v e rä n d e rt übernom m en w erden m üssen. A u f 
diese W eise k an n  m an  zu einem g u te n  num erischen  N äherungspo ten tia l gelan
gen, welches den  V erlau f in den d em  K ern naheliegenden G ebieten  gut w ider
spiegelt, u n d  m  den  vom  K ern e n tfe rn te n  G ebieten  einen den B edingungen der 
W ellenm echanik  en tsprechenden  V erlau f zeigt.

E ine äusserst w ichtige andere M öglichkeit is t jene, e inen  analytischen 
A usdruck  zu suchen, d er den V e rla u f der red u z ie rten  effek tiven  K ern ladung  
fü r  alle A tom e ang ib t. Als eine sehr g u te  analy tisch e  Form  erw eist sich der A us
druck

Z p e~*<>x

Z  1 +  A 0x  '

w eil er n u r  zwei P a ra m e te r  en th ä lt u n d  weil er, w enn die P a ra m e te r  Л0 und  A 0 
zw eckm ässig gew ählt w erden, gu te  D u rchschn ittsw erte  für die a u f  Abb. 1 
s ich tb a ren  W erte von Z p/Z  gibt. D ie in  Abb. 1 aufgetragene vo ll ausgezogene 
K u rv e  is t die zu den  P a ram ete rw erten  des A usdrucks (6)

A0 =  0,1837 u n d  A 0 =  1,05 (7)

gehörende K urve ; sie zeig t in g u te r  N äherung  den  W ert Z p\Z  d e r schweren 
A tom e, ln  Tabelle I sind  zu V ergleichszw ecken die für das Q uecksilberatom  
b estim m ten  Z pjZ -W erte  angeführt, u n d  zw ar sow ohl fü r den F a ll der B erech
n u n g  m it d er M ethode des »self-consistent field« als auch für den d e r  B erechnung 
aus dem  A usdruck (6). W enn m an in  B e trach t z ieh t, dass die h ie r  verw endete 
analy tische  Form el lediglich zwei P a ra m e te r  aufw eist, so is t die Ü bere instim 
m ung  als vorzüglich zu bezeichnen.

Ü B E R  E IN  ANA LY TISCH ES N Ä H E R U N G S V E R FA H R E N  Z U R  BESTIM M U N G  VON E IG E N F U N K T IO N E N  U N D  E N E R G IE - ]  5 5
E IG E N W E R T E N  V O N  A T O M E L E K T R O N E N  I
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Die a u f  diese W eise fü r säm tliche A tom e b e rech n e te  reduzierte e ffek tive  
K ern lad u n g szah l Zp/Z  k ann  zur Lösung von  zahlreichen Problem en V erw endung 
finden. Als e rs te  A nw endung soll nun  gezeigt w erden,' dass die E igenfunk tionen  
u n d  E nerg ie term e d er in  den A tom en säm tlicher E lem en te  des periodischen 
System s befindlichen ls - ,  2p-, 3d- u n d  4 /-E lek tro n en  in  g u te r  N äherung b es tim m t 
w erden  können , w enn das du rch  die K om bination  d e r A usdrücke (6) u n d  (1) 
e rh a lten e  P o te n tia l in der E inelektron-Schrödinger-G leichung als un iv ersa le  
P o te n tia lfu n k tio n  b e n u tz t w ird.

Die Aufstellung und Lösung der Schrödinger-Gleichung

Ä hnlich  wie bei der H artreeschen  Form ulierung  d er M ethode des »self- 
co n sis ten t field« soll vo rausgesetz t w erden , dass die E igenfunk tion  des ganzen 
A tom s aus den  E igenfunk tionen  der einzelnen E lek tro n en  als ein einfaches 
P ro d u k t b e s tim m t w erden k an n  u n d  dass sich die E lek tro n en  in einem  kugel
sym m etrischen  P o ten tia lfe ld  bew egen. D a nach d er obigen A nnahm e das die 
B ew egung d e r E lek tronen  bestim m ende P o ten tia l im m er kugelsym m etrisch  ist, 
k a n n  d e r  vom  W inkel abhängige Teil d e r  E igenfunk tion  als K ugelflächenfunk
tio n  d a rg este llt w erden. Die vo llständige E igenfunk tion  eines E lek trons is t also 
von  d er F o rm

ip =  R(r) Y lm({),cp). (8)

H ie r  bezeichnen l u n d  m  die N eben- bzw . m agnetische Q uantenzahl des u n te r 
su ch ten  E lek tro n s u n d  I Y lm die K ugelflächen funk tion  m it den K ennzah len  
l u n d  m. D ie den  rad ia len  Teil R(r) bestim m ende Schrödinger-G leichung k ann  
in  fo lgender F o rm  geschrieben w erden

d*f  
dr2

8 n'2m,

hУ
Z „ e *  j  Щ +  l ) j / =  o, ( 9 )

wo f ( r )  — rR(r) ist. W ird  Zp aus dem  A n sa tz  (6) in die G leichung (9) e in g ese tz t, 
so e rh ä lt m an  die Schrödinger-G leichung, die zur B estim m ung  der E igenfunk tion  
u n d  E nerg ie d er E lek tronen  m it der N eben q u an ten zah l l verw endet w erden  kann  
|10 ]. A u f G rund  des O bengesagten is t d e r A usdruck  (8) fü r säm tliche v o rk o m 
m ende E lem en te  gü ltig , so dass seine L ösung als besonders in te ressan t g e lten  darf.

Die Lösung d er D ifferen tialg leichung (9) m itte ls  des P o te n tia ls  
Ze—Я°х/Г(1 _j_ yilyx) w äre kom pliziert u n d  is t in an a ly tisch e r F orm  au ch  n ich t 
m öglich. E s g ib t jed o ch  einen anderen  W eg, der h ier zum  Ziel fü h rt. E r  w urde 
von  Rasetti [5 ] besch ritten , der zeigte, w ie die D ifferentialg leichung (9) in  g u te r 
N äh eru n g  gelöst w erden k an n . Die Lösung b e re ite t keine Schw ierigkeiten , 
w enn das P o te n tia l in  der Form

Z°pe Z*e , 1 Aea0 Xo nnv
r  r  ^  2 r2 e 1 ’
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geschrieben w erden k an n . In  diesem  Falle h a t die Lösung der Schrödinger- 
G leichung die G estalt

f ^ A r ^ e - y ,  (11)

wo n* u n d  у  die G esta lt d e r E igen funk tion  bestim m ende K o n stan ten  sind  und 
A  eine norm ierende K o n s ta n te  d a rs te llt. Die in den  Gleichungen (9), (10) und  
(11) vorkom m enden G rössen stehen  m ite in an d er in  folgendem  Z usam m enhang

!  { [ 1 - 4к  +  Щ 1 + 1)]ш + 1  } ,  (12)

У  —
z*

n*a0
(13)

D er W ert der Energie w ird  durch die Gleichung

e =  -  ~  У2е2«о — Xo ( I 4)

gegeben. D ie in  der G leichung (10) befindlichen d re i P a ram ete r Z*, к  und  '/0 
w erden so gew ählt, dass Z J r  und  Z /V , sowie deren e rs te  und  zweite D ifferen tia l- 
quo tien ten  an  der Stelle des M axim um s der F u n k tio n  (11), also an  d er Stelle

r m —
n *

У
(15)

übereinstim m en . Diese W ahl gew ährleiste t, dass das N äh erungspo ten tia l an 
je n e r  Stelle, wo die rad ia le  D ichte

4л:/2 =  4тгг2К 2(г) =  4тгA 2r2n* e ~ 2Y r (16)

des h ier behande lten  E lek tro n s ihren  grössten  W ert a n n im t, sowie in  d e r nächsten  
N ähe davon , g rössten teils m it dem  w irklichen ü b ere in stim m t. D a dieses V er
fah ren  die E igenschaft b e s itz t, im m er die beste N äh eru n g  des P o ten tia ls  an der 
fü r die u n te rsu ch te  E igen funk tion  w ich tigsten  S telle und  in deren  U m gebung 
zu  erreichen, so is t es gewiss, dass u n te r  den E igen funk tionen  von d e r F o rm  (11) 
die m it d er obigen M ethode gegebene Lösung die b e s te  N äherung  d e r w irklichen 
E igenfunk tion  liefern w ird . B esonders g u t w ird diese N äherung  ausfallen , wenn 
das M axim um  der E igen funk tion  genügend steil is t, wie dies bei den  E igen
fu n k tio n en  d er inneren  E lek tronen  d er A tom e ta tsäch lich  der F a ll is t. Die 
N äherung  w ird  jed o ch  w eniger gu t sein, w enn das M axim um  der E igen funk tion  
w eniger steil is t, weil d an n  auch die vom  M axim um  w eiter e n tfe rn t liegenden 
W erte  des P o ten tia ls  in  R echnung zu  stellen sind . In  diesem F alle  m uss die 
V eränderung  der E nerg ie  u n d  der E igen funk tion  d u rch  A nw endung d er S tö rungs
rechnung  en tsp rechend  b e rücksich tig t w erden.

D ie B estim m ung d e r einzelnen P aram e te r  g eh t danach  folgenderm assen 
v o r sich. D er W ert des P aram eters  %0 ko m m t im  e rs ten  u n d  zw eiten D ifferential-
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q u o tien ten  n ic h t vor, infolgedessen können  die P a ra m e te r  Z* u n d  Я unabhäng ig  
von  ihm  b erech n e t w erden. Aus d e r Ü bere instim m ung  der F u n k tio n en  Zp/r 
u n d  Zp/r an  d e r Stelle rm lä ss t sich andererse its d er P a ram ete r y (i bestim m en, 
w enn Z*  u n d  Я bere its  vo rher festgeste llt w urden. N ach  einigen D ifferenzierungen 
u n d  nach  en tsp rech en d er G rupp ierung  der G lieder e rh ä lt m an bei V erw endung 
d e r G leichungen (6) u n d  (10)

Zp,

«o

x 3 e ~ K xm

(1 +  A 0x my

А =  Z p . f-A(xm) /a0 =  (17)

[2>0^ o +  2 A 2 +  A" +  2 (?0A 2 +  Л2йА 0)х т +  A2^ 2:*;^] ,

Z*rm =  Z f j . f z *(xm) = (18)

== Zp.
Xm e ~ ^ « xm

( 1 + A 0x m)3
[1 +  (>о +  3A0) x m--  ) У т-  (>оЛ2 +  2AoA) *m-- K A y m ] .

D as in  den G leichungen (17) u n d  (18) vo rkom m ende xm =  rm/p, b estim m t den 
O rt des M axim um s d e r rad ia len  D ich te . B em erkensw ert is t, dass Я u n d  Z*rm 
v o n  d er O rdnungszah l — w enn m an  von  d er A bhäng igkeit v o n  x m von  d e r 
O rdnungszah l ab sieh t — lediglich d u rch  den F a k to r  Zp, abhängen , w ährend  fy  
u n d  f z '  d u rch  die E in fü h ru n g  der V ariab len  x  zu un iversalen , von d e r O rdnungs
zah l u n ab h än g ig en  F u n k tio n en  w erden . W enn m an  von den G leichungen (17) 
u n d  (18) au sg eh t, so e rh ä lt m an  aus den  Z usam m enhängen  (12), (13) und  (15) 
zu r B estim m ung  d er Grösse

Z p /o 0 =  g (19)

die G leichung zw eiten  G rades,

Í 2 ( f z -  +  /л ) 2 - £ [ f z - +  2 1 ( 1 +  1) ( f z -  +  M  + l 2 ( l +  l ) 2 =  0, 

deren  physikalisch  in te rp re tie rb a re  Lösung

p _  Í z *  +  2(/z«  + / я )  Щ +  1) +  Vfz*2 +  4 / z*(fz* + f k )  1(1 +  1) ^20)
2( /z* + A ) 2

la u te t .  D ie G leichung (20) s te llt d en  Z usam m enhang  zwischen d er O rdnungszahl 
(d u rch  g) u n d  d e r Stelle xm des M axim um s d er E igenfunk tionen  (11) (durch f z* 
u n d  A )  her. D u rch  H eranziehung  d e r G leichung (2) k ann  der Z usam m enhang 
Z  =  Z(xm) bzw . d u rch  A nw endung d e r Form el (4) d e r Z usam m enhang Z  =  Z (rm) 
le ich t tab e lla risch  d a rgeste llt w erden . Aus A bb. 2a u n d  2b sind die Zusam m en
hän g e  Z  =  Z (rm) fü r  die tie fsten  s-, p - ,  d-, /-Z u s tä n d e , also fü r die ls - ,  2p-, 3d- 
u n d  4 /-Z u stän d e  ersich tlich . U m  die Z usam m enhänge besser überb licken  zu  
k ö n n en , w u rd e  als Abszisse l / r m, d e r R ez ip rokw ert der Stelle des M axim um s 
gew äh lt. In  d iesem  K o o rd in a ten sy stem  is t d er Z usam m enhang Z  =  Z ( l/rm) 
d u rch  eine einfache G erade d a rg este llt. E ine ausführliche B esprechung  dieser 
T a tsach e  soll sp ä te r  folgen.



Ü B E R  E IN  A N A LY TISCH ES N Ä H E R U N G S V E R FA H R E N  Z U R  BESTIM M UNG V O N  E IG E N F U N K T IO N E N  U N D  E N E R G IE !-  J gQ»
E IG E N W E R T E N  V O N  A TO M E L E K T R O N E N  I

W enn die Stelle des M axim um s b ek an n t is t, k a n n  aus den  G leichungen 
(17) u n d  (18) der W ert d e r K o n s ta n te n  X und  Z*  b e s tim m t w erd en . Es sind 
n u n m eh r säm tliche P a ram e te r , d ie  das angenäherte  P o ten tia l b estim m en , 
b e k a n n t, da  auch  die B erechnung des W ertes der K o n s ta n te n  ^ 0, d ie d en  an  d e r  
Stelle des M axim um s d e r F u nk tion  angenom m enen W e rt b estim m t, a u f  keiner
lei Schw ierigkeiten s tö ss t.

b

Abb. 2a. Z usam m enhang zw ischen der O rdnungszah l und  dem  M axim um  der ra d ia le n  D ichte d e r
ls- u n d  2p-E lek tronen .

---------------------------------------------Z  =  Z  ( l / r m) nach  S la te r
------------------------------------------- - Z  =  Z  (l/r^ j) nach  der h ier beschriebenen M ethode

Abb. 2b. Z usam m enhang zw ischen der O rdnungszah l und dem  M axim um  der ra d ia le n  D ich te
der 3d- u n d  4 /-E lek tro n en .

---------------------------------------------- Z =  Z  ( l / r m) nach  S la te r
---------------------------------------------  Z  =  Z  (1 /rm) nach de r h ie r  beschriebenen M ethode

Bestimmung der Eigenfunktionen

Die die von Slater angegebene G estalt aufw eisenden E igen funk tionen , 
w elche die F orm  der G leichung (11) besitzen , w erden  d u rch  die P a ra m e te r  n* 
u n d  у  b estim m t. W enn  die das P o te n tia l  bestim m enden  K o n stan ten  b ek an n t 
sind , so können m itte ls d er G leichungen (12), (13) u n d  (15) diese P a ra m e te r  o hne  
w eiteres b estim m t w erden . Nach D urchführung  v o n  kleineren R echnungen
gelangt m an zu

n* =  ( Z / t / z*/a0)1,2 (21)
u n d

. . . . .  ( W z * ) 1' 2
r m

(22)( 22)
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I n  A bb. 3 u n d  4 is t die A bhäng igkeit dieser P a ra m e te r  von d e r  O rdnungszahl 
d a rg es te llt. E s is t bem erkensw ert, dass, w ährend  im  Falle des ls-Z u stan d es die 
effek tive H a u p tq u a n te n z ah l n* seh r nahe an  die ta tsäch lich e  H au p tq u an ten zah l 
zu liegen ko m m t, bei Z uständen  m it höheren H a u p tq u an ten zah len  eine derartige 
K o rre la tio n  n ich t festgestellt w erden  kann . D er P a ram e te r  y ,  d u rch  den die 
F o rm  d er E ig en fu n k tio n  h au p tsäch lich  in den äusseren , vom  K ern  en tfern ten  
G ebieten  d e te rm in ie rt w ird, ä n d e rt sich, wie aus A bb. 4 ersich tlich , in gu ter 
N äh eru n g  p ro p o rtio n a l zur O rdnungszahl.

Die B estim m ung  der P a ra m e te r  n* und  у  k o n n te  bisher, w enn m an die 
B erechnungen  n ich t fü r  die einzelnen A tom e, sondern  für säm tliche  A tom e des

A bb. 3. A bhäng igkeit d e r  effektiven H a u p tq u a n te n z a h l v o n  de r O rdnungszah l. N ach S la te r 
b e trä g t  die e ffek tive  H a u p tq u an ten z a h l unab h än g ig  von  d e r  O rdnungszahl fü r  die einzelnen 
E le k tro n en z u s tän d e  :

Z u stan d 1 s 2p 3d 4 /

n* 1 2 3
3 73,.

perio d isch en  System s vornehm en w ollte , n u r a u f  G rund  der v o n  Slater einge
fü h rte n  ha lbem pirischen  M ethode d u rchgefüh rt w erden  [6]. D ie D efinition des 
in  d er M ethode v o n  Slater vo rkom m enden  P a ram e te rs  s tim m t m it der h ier 
gegebenen übere in  m it dem  U ntersch ied , dass S la te r  an Stelle des P aram eters 
die besser zu  veranschau lichende A bsch irm ungskonstan te  s verw endet. D er 
Z usam m enhang  zw ischen den zwei P a ram e te rn  is t  folgender :

Z  — sу = (23)

w o Z  die O rdnungszah l des A tom s, .s die A bsch irm ungskonstan te , n* die Slater- 
sche effek tive H au p tq u a n te n z ah l u n d  a0 den k le in s ten  B ohrschen W asserstoff
rad iu s  d a rs te llt. S la te r n im m t die B estim m ung d e r W erte  von n* u n d  s so vor, 
Mass die E igen fu n k tio n en  fü r die le ich teren  A tom e vom  H elium  bis zum  Neon



so gu t wie m öglich m it den  du rch  das V ariations verfahren  bestim m ten  E igen 
funk tio n en  übere instim m en , u n d  dass sich  m it diesen E igen funk tionen  die 
w ich tigsten  A to m k o n stan ten , wie z. B . die R ön tgen term e, die Ion isierungs
energien, die d iam agnetischen  S u szep tib ilitä ten , für die schw ereren A tom e im  
E ink lang  m it den em pirisch  gew onnenen W erten  ergeben. Die B erechnung der 
effektiven H a u p tq u a n te n z ah l n* und  d e r  A bsch irm ungskonstan te  s g eh t nach  
Slater folgenderw eise vo r sich.

F ü r  n* sind  folgende W erte  zu verw enden  :
w ahre H a u p tq u an ten zah l «  =  1 2 3 4 5 6,
effektive H a u p tq u a n te n z ah l n* — 1 2 3 3,7 4,0 4,2.

Die B estim m ung  d er A bsch irm ungskonstan te  s gesch ieh t folgenderm assen. 
Z uerst w erden  die E lek tro n en  in  die fo lgenden G ruppen e ingeteilt

( ls ) ,  (2s, 2p),  (3s, 3p), (3d), (4s, 4p ), (4d, i f ) ,  (5s, 5p) . .  . .

E s w erden also jew eils die zu derselben H au p tq u an ten zah l gehörenden s- und  
p -E le k tro n e n  zu einer G ruppe zusam m en gefasst, w äh ren d  die d-, / - , . . .  
E lek tro n en  eine andere G ruppe bilden. E s w ird  angenom m en, dass die energe
tische R eihenfolge der einzelnen Z ustände im  Inneren des A tom s m it d e r  oben 
angegebenen Re henfolge ü b ere in stim m t, u n d  dass die E lek tro n en  die Z u stän d e  
auch  in  d ieser R eihenfolge besetzen. W eite rh in  w ird vo rausgese tz t, dass sich  die 
stab ilere  E lek tronen  gruppe im  A tom  im  allgem einen w e ite r innen, n ä h e r zum  
K ern  befindet als die w eniger stabile . A u f G rund dieser A nnahm en b estehen  
fü r  die B estim m ung  d er A bsch irm ungskonstan te  s folgende Regeln.

1. Alle E lek tronen  gruppen , die w e ite r  aussen liegen als die u n te rsu c h te  
G ruppe, trä g e n  n ich ts  zu s bei.

2. Jed es E lek tron , das zu der G ru p p e  des u n te rsu ch ten  E lek trons gehört, 
t rä g t  zu r A bschirm ungszahl s 0,35 bei. E in e  A usnahm e b ilden  die E lek tro n en  
d e r ls -G ru p p e , wo der B e itrag  0,30 au sm ach t.

3. F alls das u n te rsu ch te  E lek tron  e iner (s, p )-G ruppe angehört, so trä g t 
jedes E lek tro n  einer G ruppe, deren H a u p tq u an ten zah l u m  1 kleiner is t, 0,85 
zu r A bsch irm ungskonstan te  bei, w äh ren d  d er B eitrag  d e r  noch w eite r innen  
befindlichen G ruppen  1,00 is t. W enn  das un tersuch te  E lek tro n  einer (d, f )~  
G ruppe angehört, so le iste t jed es  E lek tro n  d e r w eiter innen befindlichen G ruppen , 
auch  jenes von  einer H au p tq u an ten zah l, die um  1 kleiner is t, zu r A bschirm ungs
k o n stan te  s einen B eitrag  von 1,00.

N ach  Slater is t also d er W ert d er effek tiven  H a u p tq u an ten zah l n* in n e r
halb  einer G ruppe von gleicher H a u p tq u an ten zah l eine v o n  der O rdnungszahl 
unabhäng ige  K o n stan te , w äh ren d  sich у  gemäss der F o rm el (23) lin ea r  zur 
O rdnungszahl v e rän d e rt u n d  die Achse Z  an  der Stelle Z  =  s schneidet. In  A bb. 4 
sind  zu V ergleichszw ecken auch  die v o n  S la te r bestim m ten  G eraden d u rch  ge
strich e lte  L inien e ingetragen . Die Ü bereinstim m ung der h ie r  berechneten  K u rv en

Ü B E R  EI?* A N A LY TISC H ES N Ä H E R U N G SV E R FA H R E N  Z U R  BESTIM M U N G  VON E IG E N F U N K T IO N E N  UND E N E R G IE -  | ß j
E IG E N W E R T E N  VON A T O M E L E K T R O N E N  I
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m it den S la terschen  G eraden is t  als gu t anzusprechen . G rössere p ro zen tu a le  
A bw eichungen s ind  im  F all d e r  2p- und  4 /-Z u stän d e  festzuste llen , doch s tim m t 
auch  h ier d e r allgem eine V e rla u f der K u rv en  m ite in an d er übere in . Aus A bb . .4 
is t  ersich tlich , in  welcher W eise die effek tiven  H au p tq u an ten zah len  der in  d en  
ls - ,  2p-, 3d-, u n d  4 /-Z uständen  befindlichen E lek tronen  v o n  d e r O rdnungszah l

Z — ^

Abb. 4. A b h än g ig k eit des m it d e r A b sch irm ungskonstan te  zusam m enhängenden  P aram e te rs  у
von  der O rdnungszah l.

— — — — ------------------------ nach  S la te r
---------------------------------------------  n ach  d e r h ie r  beschriebenen M ethode

abhängen . E s is t gu t s ich tb a r, dass im  F alle  v o n  Z u stän d en  m it einer H a u p t
qu an ten zah l 1 u n d  2 sich die h ier berechnete  effektive H a u p tq u a n te n z ah l b e i 
A tom en von  h ö h ere r O rdnungszah l der n ach  d e r S laterschen M ethode b e s tim m 
te n  effek tiven  H a ü p tq u a n te n z ah l a sym pto tisch  n äh e rt. B ei d en  H a u p tq u a n te n 
zahlen  3 u n d  4 zeigt sich eine ähnliche T endenz, doch k a n n  das asy m p to tisch e  
V erhalten  n u r  b e i E lem enten  von  höherer O rdnungszahl, d ie im  period ischen  
S ystem  V orkom m en, w ahrgenom m en w erden.

Die P a ra m e te r  n* u n d  у  spielen auch  noch  eine an d ere  w ichtige R olle , 
indem  sie näm lich  die Stelle des M axim um s d er rad ialen  D ich te  b estim m en . 
N ach  G leichung (15) geben d ie  Q uotien ten  d e r  zwei P a ra m e te r  den O rt an , wo 
die rad iale  D ich te  ih ren  M axim alw ert e rre ich t. Die e ffek tive  H a u p tq u a n te n 
zahl n* w eist n a c h  den h ier du rch g efü h rten  B erechnungen  im  allgem einen einen  
kleineren  W ert a u f  als den d u rc h  das S la tersche  V erfahren  bestim m ten . D e r  
P a ram e te r  у  is t  m it A usnahm e des 3d-Zust am les gleichfalls k leiner als d er v o n  
Slater be rechne te , es is t d esha lb  zu erw arten , dass die h ie r b estim m ten  E igen- 
fu n k tio n sm ax im a abgesehen v o m  3<i-Zustand n u r  eine geringere A bw eichung



von  den du rch  Slater b erechneten  aufw eisen w erden . Im  F alle  des 3d-Zu,Standes, 
wo der h ier berechnete  P a ra m e te r  fa s t genau  m it dem  von  Slater b erechneten  
ü bere in stim m t, k an n  auch die Stelle der M axim a infolge d er A bw eichung in  d er 
effektiven H a u p tq u an ten zah l n* w esentlich  voneinander verschieden sein. 
In  A bb. 2a u n d  2b ist die O rdnungszahl a ls F u nk tion  v o n  1 jrm angegeben, 
u . zw. sowohl fü r die h ier als au ch  fü r die m it d er S laterschen M ethode b e s tim m 
te n  E igenfunktionen . W ird  der S latersche W e rt des P aram eters у  aus der F o rm el 
(23) in  den A nsatz  (15) eingesetzt, so erg ib t sich

j L Z — 5
r m n*2a0

l / r m is t also eine lineare F u n k tio n  der O rdnungszahl. A us den  A bbildungen 
2a u n d  2b k an n  m an  gu t ersehen, dass diese lineare A bhäng igkeit auch d u rch  
die h ier berechnete  F u n k tio n  l / r m =  l / r m(Z) in  sehr gu ter N äh eru n g  erfü llt w ird .

Ü B E R  EIN ' A N A LY TISC H ES N Ä H E R U N G SV E R F Ä H R E N  Z U R  BESTIM M U N G  VON EIG EN E U S  K T IO N E N  U N D  E N E R G IE - J g 3
E IG E N W E R T E S  VON A T O M E L E K T R O N E N  I

Bestimmung der Energie

E ine d er w ich tigsten  Problem e des w ellenm echanischen A to m p ro 
blem s ist die B estim m ung der E lek tronen  te rm e . Diese bestim m en  näm lich  die 
W ellenlänge d er vom  A tom  em ittie rten  e lek trom agnetischen  S trah lung  u n d  
infolgedessen das ganze optische u n d  R ön tgenspek trum . W ie w ir sp ä te r zeigen 
w erden, is t die h ie r angew and te  M ethode in  d e r geschilderten  F o rm  zur B es tim 
m ung von  optischen  T erm en ungeeignet, d och  lassen sich m it ih r  die R ö n tg en 
term e le ich t u n d  m it einer genügenden G enauigkeit berechnen .

Bei B erücksich tigung  d e r in  den vorhergehenden  A b sch n itten  gem ach ten  
A usführungen is t die B estim m ung  der E nerg ie term e eine einfache A ufgabe. 
Aus dem  A usdruck  (6) e rg ib t sich, wenn die Form eln  (1) u n d  (10) in  B e tra c h t 
gezogen w erden, dass

Z e2 e— Z*e 2 1 Ae2afl . .
^ 0 =  - -  —  (25)

r,n  1 — r m  2 r 2m

ist, oder, falls die G leichungen (17) und  (18) eingesetzt u n d  die G lieder geo rdnet 
w erden :

Z e 2 1
P- X2m

Xme ~ \ xm

1 -f- A 0x m
(26)

Die B estim m ung  d er Energie k an n  danach  m itte ls  der G leichungen (22) u n d  (26) 
aus dem  A nsatz  (14) vorgenom m en w erden. Dem gem äss is t

Ze2 rrte =  ---- E ( x n
Iй-

Ze2

P

АоХш

^0  x m

fz *  +  A
2

(S '

5
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Die G leichung (27) is t — abgesehen vom  F a k to r  Zjp, — eine universale F u n k tio n  
der V ariab len  x m, was die B erechnungen  in  hohem  G rade erle ich tert, d a  die 
F u nk tion  E ( x m) u n ab h än g ig  von d er O rdnungszahl in  tabellarische Form  
gebrach t u n d  in  den w eite ren  B erechnungen  v erw endet w erden kan n . D u rch  
H eranziehung  d er Form el (19) w urde die Energie d e r ls - ,  2p-, 3d- u n d  4f-  
Z ustände als F u n k tio n  d e r  O rdnungszahl bestim m t. D iese E nerg ieterm e sind

AVb. 5. A b h än g ig k eit der E n erg ie te rm e  der ls - , 2p-, 3d- u n d  Í /-E lek tronei) von der O rdnungszah l. 
+  +  +  +  +  +  +  +  +  ex p erim en telle  R ö n tg en te rm w erte
---------------------------------------------  n a c h  d e r hier b esch riebenen  M ethode berech n et (au f G ru n d  der

P e rtu rb a tio n srec h n u n g  korrig ierte  W erte )
O O O O O O O O O O O O  n a c h  de r M ethode des »self-eonsistent field« b e rech n et (ohne

B erücksich tigung  d e r  A ustauschenerg ie)

aus der R ö n tg enspek troskop ie  w oh lbekann t u n d  können  a u f  G rund der c h a ra k 
teristischen  S trah lu n g  der E lem en te  b e s tim m t w erden. D ie Energie d er in  den  
ls - , 2p-, 3d- u n d  4 /-Z u stän d en  befindlichen E lek tronen  k a n n  m it den T erm en  
K „  L n  u n d  L n l , M IV u n d  M v , N VI und  N VII bzw. m it deren  M ittelw erten  gleich
gesetzt w erden . Die A u fsp a ltu n g  der L-, M -  u n d  IV-Terme is t das E rgebn is d er 
vom  Spin h e rrü h ren d en  D u b le ttau fsp a ltu n g . Beim  V ergleich m it den em pirischen 
W erten  w urde  deren a rith m etisch er M itte lw ert als W ert ohne S p inaufspaltung  
angenom m en. Die fü r die R ö n tg en te rm e gültigen charak te ris tischen  G esetz
m ässigkeiten  tr e te n  am  k la rs te n  zutage, w enn  ]/"—  e als F u n k tio n  der O rd n u n g s
zahl au fge tragen  w ird. Die in  Abb. 5 m it K reuzen bezeichneten  P u n k te  en t-



sprechen den au f G rund  von  röntgenspek troskop ischen  M essungen festgeste llten  
T erm w erten  [7], w ährend  die K reise die m it der M ethode des »self-consistent 
field« ohne B erücksich tigung  der A ustauschglieder b e rech n e ten  1/—  e W erte  
d arste llen  [8]. Die voll ausgezogene L inie zeig t das E rg eb n is  der m it d e r h ier 
beschriebenen  M ethode durchgefüh rten  B erechnungen. D ie L ibereinstim m ung 
d er theo re tischen  u n d  experim entellen  W erte  is t als g u t zu bezeichnen.

Zu einem  in te ressan ten  Vergleich b ie te t  sich G elegenheit, w enn die T e rm 
w erte  der ls - , 2p-, 3d- u n d  4 /-E lek tro n en  d er Ca-, Fe-, W - u n d  H g-A tom e einer 
P rü fu n g  un terzogen  w erden. Aus den »self-consistent field«-B erechnungen von  
D. R . Hartree u n d  W. Hartree, sowie von M an n in g  u n d  Goldberg sind diese E n e r
gieterm e gleichfalls b e k a n n t. Sie sind in  T abelle I I  angegeben, zusam m en m it 
den  a u f G rund  der h ie r beschriebenen M ethode b e rech n e ten  u n d  gem essenen 
R ö n tg en te rm  w erten . Die nach  den zwei V erfahren e rh a lten en  T erm  w erte  
w eichen w eder vone inander noch von den  experim en tellen  W erten  w esentlich  ab .

Ü B E R  E IN  A N A LY TISC H ES N Ä H E R U N G S V E R FA H R E N  Z U R  B E STIM M U N G  VON E IG E N F U N K T IO N E N  U N D  E N E R G IE -  J Q 5
E IG E N W E R T E N  VO N  A T O M E L E K T R O N E N  I

Kritische P rüfung  der Methode ; das Selbstpotentia!

Im  Laufe der h ie r entw ickelten  M ethode w urden m ehrere  N äherungen  
d u rch g efü h rt. Es erschein t daher geboten , nunm ehr die G ü te  dieser N äherungen  
zu üb erp rü fen  u n d  sich von ih rer B erech tigung  zu überzeugen .

1. D er erste  N äh eru n g ssch ritt im  L aufe der h ie r en tw ickelten  M ethode 
b e s ta n d  darin , dass die reduzierte  effek tive K ern ladung  säm tlicher A tom e als 
un iversale  F u n k tio n  angenom m en w urde, w as — wie auch  aus Abb. 1 ersich tlich  
— n u r ap p ro x im ativ  d e r W irk lichkeit en tsp rich t. A bw eichungen zeigen sich 
jed o ch  lediglich in  den  äusseren , vom  A to m k ern  weit e n tfe rn te n  G ebieten . Diese 
A bw eichungen b ilden die U rsache fü r den  U m stand , dass diejenigen E igen 
fu n k tio n en  u n d  E nerg iew erte, bei deren  B estim m ung diese Gebiete eine e n t
scheidende Rolle spielen, w eniger gu t m it d er E rfah rung  übere in stim m en  als die 
inneren  Teile. Im m erh in  sind die V erhältn isse  besser, als w enn das T hom as- 
Ferm ische p0{x) als red u z ie rte  effektive K ern ladung  g ew äh lt w orden w äre , weil 
d ie  h ier gew äh lte  red u z ie rte  effektive K ern ladung  ein den  w ellenm echanischen 
E rfordern issen  en tsprechendes exponentia les V erschw inden zeigt, w ährend  
<р0(д;) wie I !хя im  U nendlichen verschw indet. E ine K o rrek tio n  des hier begangenen 
Fehlers soll n ich t vorgenom m en w erden, da  es ja  diese V ernachlässigung w ar, 
die eine analy tische  D urch fü h ru n g  der B erechnungen u n d  ih re  A usdehnung au f 
d as  periodische System  erm öglicht h a tte .

2. D er zw eite N äh eru n g ssch ritt b e s ta n d  in der N ich tberücksich tigung  des 
U m standes, dass das m it dem  vorher b erechne ten  Z p/Z  bestim m bare  P o te n tia l 
au ch  das P o te n tia l des u n te rsu ch ten  E lek tro n s e n th ä lt, u n d  dass d a h e r das 
E lek tro n  gleichsam  a u f  sich selbst eine W irkung  au sü b t. Dieses S e lbstpo ten tia l 
fä llt am  d eu tlichsten  am  R ande des A tom s ins G ewicht, wo infolge dieses Fehlers
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d as  P o te n tia l exponen tia l verschw inde t u n d  n ic h t in  e/r ü b e rg e h t, wie es sein  
so llte . Dieses S e lbstpo ten tia l beein flusst die E lek tronen  in  versch iedener 
W eise. D a das E lek tro n  einer grösseren  A b stossungsk raft u n te rw o rfen  ist, v e r 
sch ieb t sich das M axim um  d e r E ig en funk tion  in  eine grössere E n tfe rn u n g  vom  
K e rn  und  w eist n a tü rlich  au ch  eine lockerere B indung auf, seine Energie w ird  
also  einen k le in eren  abso lu ten  W e rt haben  als in  der W irk lichke it.

Die aus d ieser Selbstw echselw irkung des E lek trons stam m ende  E n erg ie  
des E lek trons k a n n  durch  eine P e rtu rb a tio n srech n u n g  b e rü ck sich tig t u n d  fo l- 
genderm assen  k o rrig ie rt w erden .

Die C oulom bsche Energie des in einer E n tfe rn u n g  t 1(r1, ü j, <рг) vom  K ern  
befindlichen, m it 1 bezeichneten  E lek trons u n d  des in  e iner E n tfe rn u n g  r 2(r2, 
ß2, <p2) vom  K ern  befindlichen, m it 2 bezeichneten  E lek trons la u te t

* - J I
lyMP)l2 \щ(ц 

Iti — r , |
dvx dv2 ( 2 8 )

w o ipx die E igen funk tion  des E lek tro n s  1 u n d  гр2 die des E le k tro n s  2 b e d e u te t, 
u n d  wo die In te g ra le  au f dem  ganzen  R au m  auszudehnen  sind . D ie B erechnung  
d e r  In teg ra le  k a n n  ohne Schw ierigkeit erfolgen. W enn m an  d en  A usdruck (8) 
sow ie die G leichung

o o  -f- к

22 ( k — \m\)l r(a)k 
( k + [ m |) !  r(b)k+1

P'km\ c o s ^ P ' km\ c o S x\) e i m ( < f  i - q s a )  (  2 9 )

k  =  0  m ~  —  k

an w en d et, w e ite rh in  in  B e tra c h t zieht, dass die E igen funk tionen  der zwei E le k 
tro n e n  im  gegebenen Fall m ite in an d e r übere in stim m en , e rg ib t sich

ei  =  k? 0 F k  ’ (30)

w o die K o n s ta n te n  ak im  w esen tlichen  aus den  In teg ra len  d er d re ifach en  L egen
dreschen  P o lynom e zusam m engesetzt w erden können  u n d  wo

OO OO

F k =  (4зг)2 J  J  Р (г г )Р ( г 2) drx dr2 (31)

is t . In  den G leichungen (29) u n d  (31) b ezeichnet r(a) bzw . r(6) den kleineren  
bzw . den grösseren  d er beiden W e rte  rl und r 2, w ährend  f ( r )  =  rR(r)  den u n te r  
(11) defin ierten  rad ia len  Teil d e r E igen funk tion  d a rs te llt. D ie K o n stan ten  ak 
w u rd en  u n te r  an d erem  auch v o n  Slater b e s tim m t, und  fü r  sie v o n  Gaunt e ine 
analy tisch e  F o rm el eingeführt [9 ] . Die h ie r b e n u tz te n  K oeffiz ien ten  ak sind  
au s d er T abelle I I I  zu ersehen. F k k ann  nach  p a rtie lle r  In te g ra tio n  in  der F o rm

OO OO

F k =  32u2 |' f  2(r)rk dr I f 2(r')r' - * - 1  dr'
0  г

( 32 )



Ü B E R  E IN  A N A L Y T ISC H E S N Ä H E R U N G S V E R FA H R E N  ZU R B E ST IM M U N G  VON E IG E N F U N K T IO N E N  U N D  E N E R G IE
E IG E N W E R T E N  VON A T O M E L E K T R O N E N  I .

167

geschrieben w erden. W ird  d er A usdruck  (11) in  die G leichung (32) e ingesetz t 
u n d  die neue In teg ra tio n sv ariab le  у  =  2 y r  e ingeführt, so g e lan g t m an zu

F k =  ---- — ---- I y2n*+fce-> ’dy \ y ' 2 n * - k - l e—y 'd y '  =  у ф к (п * ) .  (33)
[(2»*)!J2 l  • 6

D er A usdruck  (33) k ann  so fo rt in teg rie rt u n d  in  geschlossener F o rm  angegeben  
w erden, w enn die effektive H a u p tq u a n te n z ah l n* eine ganze Z ah l ist. Die h ie r  
ausgerechneten  effektiven H a u p tq u a n te n z ah le n  sind aber von  einigen A u s 
nahm efällen  abgesehen n ich t ganze Zahlen, u n d  deshalb m uss die in  (33) a n g e 
gebene F o rm  verw endet w erden.

3. D er in  der h ier beschriebenen M ethode vorkom m ende d r it te  N äherungs - 
sch ritt b e s teh t darin , dass die Schrödinger-G leichung (9) a n s ta t t  m it dem  au s  
dem  A usdruck  (6) berechenbaren  P o ten tia l Z pe/r m itte ls d er d u rch  den Z u sa m 
m enhang (10) definierten P o ten tia ls  Z°e/r gelöst w urde. D ieses ap p ro x im ie rt 
an  der Stelle rm des M axim um s der rad ia len  D ichte sehr g u t das P o te n tia l  
Z pe/r — d e r F u n k tio n sw ert sowie die ersten  u n d  zweiten D iffe ren tia lq u o tien ten  
sind id en tisch  — doch k an n  die A bw eichung in  den von rm e n tfe rn t liegenden  
G ebieten b ed eu ten d  sein. B esonders auffallend  is t diese A bw eichung an  d en  
nahe zum  K ern  gelegenen G ebieten , wo Z 3e/r wie 1/r2, Z pe/r  dagegen n u r  w ie 
1/r unend lich  w ird. Aus der G leichung (17) fo lg t, dass к  im m er positiv  is t, u n d  
dass deshalb  das sich im  N äh erungspo ten tia lfe ld  ZJje r bew egende E le k tro n  
sich im  allgem einen näher zum  Keim befinden w ird , als es ohne diese N äh eru n g  
zu e rw arten  gewesen w äre. D ie im  P u n k t 2. u n d  3. an g efü h rten  N äherungen  
heben sich zum  Teil a u f ; w odurch  die K o rrek tio n  unb ed eu ten d  w ird .

Die le tz te re  N äherung  soll h ier m itte ls  des P e rtu rb a tio n sv erfah ren s k o r r i
g iert w erden . D er P e rtu rb a tio n so p e ra to r ev k a n n  wie folgt angese tz t w erden  :

Z pe Zpg Ze e Z*e 1 Ae y_0
r r r 1 -f- A n x  r 2 r 2 e

(34)

D ies soll n u n  in eine R eihe an  der S telle rm, des M axim um s der rad ia len  
D ichte des E lek trons, en tw ickelt w erden. D a  d e r W ert b e ider P o te n tia h  sowie 
der ih re r ersten  u n d  zw eiten D iffe ren tia lq u o tien ten  an d ieser Stelle m ite in an d er 
üb ere in stim m t, e rh ä lt m an

1 Г ds(ev) 

3 1 L 0 r3
(r - G n ) 3 +  — 

, 4!

34(et;)
0 r4

( r — rmy  +  . . .  . (35)
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D ie P ertu rb a tio n sen erg ie  e rs te r  O rdnung la u te t  :

e" =  J y)*e2vrpdv =
( 36 )

e2 r ß V
3 l U r 3 i (rr = r,„ J

гт)31/>*гр dv +
4!

94p
dr4

i ( t — rm)*ip»ipdv -f-

D ie h ie r  vorkom m enden  In teg ra le  u n d  D iffe ren tia lq u o tien ten  können  le ich t 
au sg erech n et w erden , fü h ren  jedoch  zu langen  Form eln , von deren V erö ffen t
lichung  h ie r abgesehen w ird .

Bei B erücksich tigung  dieser P e r tu rb a tio n  erg ib t sich, dass bei den jen igen  
A tom en , be i den en  die ls -  u n d  2p-E lek tro n en  eng an  den  K ern  gebunden  sind, 
d ie  im  P u n k t 2. u n d  3. e rw äh n ten  N äherungen  einander fa s t vo llständ ig  k o m p en 
sieren , w äh ren d  bei den  lockerer gebundenen  E lek tro n en  die S törungsenergie 
d e r  d r itte n  N äh eru n g  ih rem  B etrage  n ach  d ie der zw eiten  ü b e rtrifft.
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T A B E L L E  I

E inige fü r  d a s  H g-A tom  b e rech n ete  W erte  d e r  redu zierten  e ffek tiv en  K ern lad  ung

X
■

Zp/Z,
n ach  H a rtre e

Z/p/z, - -
=  e - \ xl( 1 +  A 0x)

0,19 0,794 0,801
0,517 0,595 0,592
1,295 0,345 0,339
2,32 0,1879 0,1905
3,52 0,1134 0,1140
4,9 0,0678 0,0680
7,45 0,0289 0,0297
9,6 0,0161 0,0162

15,0 0,005 0,0026
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Ü B E R  E IN  A N A LY TISC H ES N Ä H E R U N G S V E R FA H R E N  Z U R  B E ST IM M U N G  VON E IG E N F U N K T IO N E N  UN D  E N E R G IE - 1 g Q
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E n erg ie te rm e  des R ö n tg en sp ek tru m s d e r  Ca-, Fe-, W - u n d  H g-A tom e

Ca Fe W H g

experim entelle  W erte  .......... 148,7 261,95 2560,15 3057,95
К  h ier b e rech n e t ....................... 143,2 254,6 2357,0 2780,2

n ach  H a rtre e  .......................... 149,2 261,6 2382,0 2776,5

experim entelle  W erte  .......... 12,825 26,35 400,25 487,98
L n : u i  h ie r b e rech n et ........................ 13,3 27,3 381,0 452,8

n a ch  H a rtre e  .......................... 12,795 26,51 370,25 446,0

experim entelle  W erte  ......... 0,155? 67,53 86,32
M iv , V hier b e rech u e t ....................... 0,658 66,2 84,5

n a ch  H a rtre e  .......................... 0,7578 67,75 85,25

experim entelle  W erte  .......... 1,99 3,675
N v i ,  VII hier berech n et ....................... 1,863 4,295

n ach  H artree  .......................... 1,689 4,194

T A B E L L E  I I I

l jm/] \m l'\

оII 2 4 6

s 0 0 1
p 1 1 1 1/25

1 0 1 -  2
0 0 1 4

d 2 2 1 *4/49 1/441
2 1 1 -  2 — 4
2 0 1 — 4 6
1 1 1 1 16
1 0 1 2 — 24
0 0 1 4 36

f 3 3 1 25/225 9/1089 1/736164
3 2 1 0 — 21 —  6
3 1 1 — 15 3 15
3 0 1 — 20 18 —  20
2 2 1 0 49 36
2 1 1 0 —  7 —  90
2 0 1 0 — 42 120
1 1 1 9 1 225
1 0 1 12 6 — 300
0 0 1 16 36 400
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АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД ДЛЯ ПРИБЛИЖЕННОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ И ЭНЕРГИЙ ЭЛЕКТРОНОВ АТОМОВ

Р. Гашпар 
Р Е З Ю М Е

Первая часть статьи занимается исследованием потенциалов, определенных при 
помощи метода самосогласованного поля, и обобщением их на все элементы периодической 
системы. В статье показывается, что приведенный эффективный заряд ядер нейтральных 
атомов — используя принятые обозначения —Др/Д является с хорошим приближением уни
версальной (независимой от порядкого номера) функцией места, если расстояние от атом
ного ядра [I =  0,8853ö0 Z1,ä измеряется у разных атомов разной единицей. Универсальна я 
функция может быть хорошо аппроксимирована также с аналитическим выражением 
простого вида. Одно из возможных применений вышеуказанного результата состоит в 
том, что открывается возможность определить хорошие исходные потенциалы для расче
тов при помощи метода самосогласованного поля. Универсальный приведенный ядерный 
заряд особенно в аналитической форме, делает возможным также определение посред
ством расчетов волновой механики важных постоянных атомной фшзики для всех элемен
тов периодической системы. Во второй части статьи один метод Разетти используется для 
решения одноэлектронного уравнения Шредингераи развивается дальше таким образом, 
что открылась возможность аналитического определения собственных функций и энергий 
электронов всех элементов в состоянии s, р, d и / с наиболее глубокой энергией. Автор 
сравнил эти собственные функции с собственными функциями, определенными при по
мощи полу эмпирического метода Слетера. Определенные при помощи этого метода Рент- 
геновые термы хорошо совпадают с измеренными и термами рассчитанными по методу 
самосогласованного поля.



T H E  P A S S A G E  OF A WAVE P A C K E T  
T H R O U G H  A P O T E N T I A L  B A R R I E R

By
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(R e ce iv e d : 23. V . 1952)

I t  is show n th a t  an  one-dim ensiona] w ave p a c k e t  colliding w ith  a n  in fin ite ly  th in  p o te n tia l  
b a rrie r  sp lits as th e  re su lt o f th e  collision in to  two p a r ts  ; analy tic  expressions for th e  frag m e n ts  
a re  given.

§ 1. M any tre a tm e n ts  are given of th e  reflexion a n d  transm ission  o f  a  
p lane w ave th ro u g h  a p o ten tia l barrier. F ro m  th e  beh av io u r o f th e  p lane w ave 
one can an tic ip a te  w h a t happens to  a f in ite  w ave p ack e t i f  i t  collides w ith  a 
po ten tia l b a r r ie r : it  is expected  th a t  such a p ack e t b reaks in to  tw o, a re flec ted  
pack e t and  a tra n sm itte d  pack e t. To our know ledge th is  p rocess has n ev er b een  
investiga ted  in  detail. B ecause of th e  im p o rtan ce  of th e  prob lem  we f in d  it  
w orth  while —  in sp ite  of th e  very  e lem en ta ry  procedure — to  show in  d e ta il 
how such a sp litting  up of a wave p ack e t proceeds.

F o r sim plicity  we consider an  in fin ite ly  high b u t in fin ite ly  th in  b a rr ie r . 
This ty p e  of barrie r depends on one p a ra m e te r  only and th u s  i t  leads to  a m o s t 
s tra ig h tfo rw ard  tre a tm e n t.

W e consider th u s  a p o ten tia l energy

T hus th e  problem  reduces to  th a t  o f find ing  to  a g iven  in itia l co n d itio n  
a so lu tion  o f th e  free p artic le  problem  w ith  a b reak  of th e  d e riv a tiv e  a t  th e  p o in t  
x  =  0 as given b y  (2).

Such a solu tion  m u st necessarily  be w ritte n  as

V(x) =  yő(x) ,

in teg ra tin g  th e  Schrödinger equation

---- Ip" =  — угрЬ(х) -\-iip (1)

in to  a sm all in te rv a l to  b o th  sides of x  —  0 we find  as th e  b o u n d ary  co n d itio n

v ( - 0 )  =  V>(+0) =  y>(0)

V>'( +  °) — y>'(- °) =  2 7 v (° )  •
( 2)

4 >{x,t) =  +  Á(x)ip2(x,t), ( 3)
w here
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a n d  b o th  у>г (x ,t) an d  ip2(x,t) are solu tions o f th e  free p a rtic le  problem , i. e.

1
y)k(x,t) =  ilj)k{x,t) 1,2 . (4)

A ccording to  (3) ijj(x,t) is also a so lu tio n  of (3) for 0. So as to  m ake 
y>(x,t) a t  x  —  0 sa tisfy  th e  conditions (2) we requ ire  th e  follow ing conditions on 
ipi(x,t) an d  ip2(x,t)

jp2(°d) =  0
=  2 у  V>i(0,t).

(5)

F ro m  (5) i t  follows th a t

ip2{x,t) =  y ( ¥ ( x , t )  —  W ( -x , t ) )  
Vi {x,t) =  ¥ ’(x,t), ( 6)

w here W(x,t) is an  a rb itra ry  solu tion  of (4). T h u s our so lu tion  is

ip(x,t) =  W(x,t)  +  A (x)y (W (x ,t )  -  V ( - x , t ) ) . (7)

W e have th u s  to  determ ine W(x,t) for a g iven  in itia l cond ition . To do th is  we 
assum e th a t  in itia lly , i. e. a t  t =  0 ¥(я :,t) is co n cen tra ted  in to  the  v icin ity  o f  an 
in it ia l  value x 0 0. T hus a t  t =  0 ¥ (x , t )  —  0 fo r x  >  0, th u s  supposing :

¥ ( x ,0 )  =  0 fo r  x  >  0 (8)

w e can w rite
y[x,0)  =  T ’(x,0) +  у  W(x, 0). (9)

T h e  solution  o f  (9) is
X

¥ { x ,0 )  =  еУx [ e - V * ’ip(x',0)dx'. (10)
oo

E x ten d in g  (10) to  values x  >  0 we fin d  th a t  (8) is indeed  satisfied .

A t an  a rb itra ry  tim e  t >  0 we have
X

¥ (x , t )  =  еУх j e~ Y x’ip(x',t) d x ' . (11)
OO

In d e e d  (11) sa tisfies  th e  b o u n d a ry  condition  (10) and  is also a solution o f  (4). 
T h e  la tte r  we show  b y  d iffe ren tia ting  (11) tw ice in to  x ,  we fin d  as th e  re su lt 
o f  a simple calcu la tion

x
¥ " {x , t )  =  eY* I e - Y x ’V "{x ' , t )d x ' .  (12)
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T hus

— ^ W " ( x , t )  — iW (x , t )  =  e y x j e  Ух ' — ip"(x’, t )— iy i(« ',i)j dx'c' =  0 .

T hus W is a so lu tion  o f (4) p rov ided  tp is one.
§ 2. The physica l m eaning of (7) is s tra ig h tfo rw ard . 4/'(x,t)  rep resen ts  

a p ack e t crossing th e  b a rrie r, i. e. i t  m ay be  a packet m oving  from  th e  le f t  
to  th e  rig h t across th e  b arrie r. A t th e  beginning  th is  p ack e t is followed b y  th e  
p ack e t rep resen ted  b y  W(x,t) m oving in  th e  sam e fashion. H ow ever, w hen  
W (x , t )  cros es th e  ba rrie r th e  ¥ (x , t )  te rm  d isap p ears  on acco u n t of th e  fa c 
to r  A(x), th u s  only  p a r t  of th e  superposed p a c k e t ip(x,t) crosses th e  barrier.

A fter the  crossing o f th e  b arrie r, —x,t) becomes im p o r ta n t to  th e  le f t 
o f  th e  barrier, as i t  rep resen ts th e  m irror-im age o f  xV(x.t). As W(x,t)  proceeds in  
th e  positive «-direction  W (—x,t) proceeds in  th e  negative « -d irection  an d  i t  
rep resen ts th e  re flec ted  p a r t  o f th e  partic le . T h u s  in equa tion  (7) :

W (x,t)  rep resen ts th e  tra n sm itte d  p a r ts  o f th e  partic le ,

•yA(«) (*?(«,«) — W (—«,<)) represen ts th e  reflected  p a r t  of th e  p a rtic le . 
§ 3. We rem em ber th a t  a well know n so lu tio n  of (4) is as follows :

ip(x,t) =
n

У 1 +  it
exp  -

(« — «о — nt)2 
2(1 -f- it)

i(x  — «0) v I (13)

or

\tp(x,t) I2
Г 1 + =  exp

(  ( «  —  X0 — 1It)2 )

l  1 + * 2 I

I f  v $> 1, th en  th is  p a c k e t is m u ch  broader th a n  its  own de B roglie w ave-leng th  
an d  i t  m oves w ith  a velocity  v along th e  « ax is , diffusing on ly  slowly.

Inserting  (13) in to  (11) we g e t a function  f f(«,t) and  in se rtin g  th is  in to  (7) 
we g e t a solution y>(x,t) corresponding to  th e  m o tion  of th e  p a rtic le  in  th e  p re 
sence of th e  b arrie r. ip(x,t) th u s  o b ta ined  is a n  e x a c t so lu tion  o f th e  Schrödinger 
eq u a tio n  including th e  p o te n tia l barrier. F o r t =  0 an d  for a  considerable tim e  
a fterw ards

ip(x,t) ЯЙ yi(«,t) fo r  X ~  «0

and

ip[x, t )  t v  ip[x, t )  &  0 for I« — «0| >  y i  +  t2. (14)

T hus ip(x,t) rep resen ts to  begin  w ith  a p ack e t v e ry  sim ilar to  t h a t  given b y  (13). 
A fter th e  collision i t  b reaks up  in to  tw o p a rts  proceeding in to  o p p o site  d irec tions.
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F ro m  th e  in teg ra l rep resen ta tio n  o f 4?(x,l) it  is, how ever, clear th a t  th e  two 
p a r ts  o f th e  p ack e t diffuse m uch a t th e  sam e ra te  as th e  p ack e t as a w hole did 
diffuse befo re  b reak ing  u p .

T he shape of th e  4* p ack e t can  be ob ta ined  in  good ap p ro x im atio n  as 
follows.

F ro m  (11) an d  (13) we fin d  fo r t —  0 w ith  x  — x0 =  f

f

•?(*„ +  i , 0) =  eYf f  ex p  ( -  ( Y +  i t )  f  -  ^  Г 2) d f
OO

(F o r t >  0 th e  expression is sim ilar.)
T he r ig h t h an d  expression can  be  w ritten  in  fo rm  of a com plex  error 

in teg ra l.
U sing  th e  rap id ly  converging expansion

we have

2x
ai__ I____ aa

*2 + l  (Я2 +  1) (** +  2)
1 1
— 5 ft, =  -  ) "  '
2 “ 4

\ 4 ' ( x o + £ , 0 ) \ 2 =  ------— -------  1 ---------------- ----------------  + ---------!2 -
f  +  у  +  v2 { € + y -  *w) + 1

F o r large va lu es  o f v th e  first te rm  is th e  m ost im p o rta n t in  th e  expansion  and 
th e  fac to r  before  th e  abso lu te  sign gives th e  shape of th e  p a c k e t in good ap p ro x i
m a tio n  fo r n o t too  large values of v,  th e  sum  represen ts a  sm oothly  v a ry in g  
fu n c tio n , th u s  we see th a t  th e  reflec ted  p ack e t is n o t u n like  th e  orig inal one ; 
in  p a r tic u la r  i f  v 1, th e n  th e  sum  reduces very  n ea rly  to  1. S im ilarly  the 
tra n s m itte d  p ack e t does n o t essen tia lly  d ev ia te  from  a G aussian  shaped p ack e t.

ПРОХОЖДЕНИЕ ВОЛНОВОГО ПУЧКА ЧЕРЕЗ ПОТЕНЦИАЛЬНУЮ ГОРКУ

Л. Яноши 

Р е з ю м е

В статье доказывгется, что при столкновении одномерного волнового пучка с 
бесконечно тонкой потенциальной горкой пучок разщепляется на две части. Для этих 
частей в статье даются аналитические выражения.
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LUMINESCENCE OF WILLEMITES CONTAINING 
MANGENESE AND IRON

By

E . N A G Y  and Z. BOD Ó
RESEARCH LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST. 

(P re se n ted  b y  Z. G yulai — R eceived  28. I I I .  1952.)

T he poisoning effec t o f iron  is caused by severa l agencies.
I t  is shown th a t  th e  iron  has a co n cu rren t ab so rp tio n  fo r 2537 Ä ex c ita tio n  and in add ition  

h as  som e ab so rp tion  fo r th e  e m itted  m anganese lum inescence.
B o th  effects are , how ever, in ad e q u a te  to exp la in  en tirely  the  po ison ing  effect. The iron 

is also capable o f p ro h ib itin g  th e  ra d ia tiv e  transition  o f th e  excitation  energy  absorbed p rev i
o usly  on the  m anganese  itself.

A form ula w as d e riv ed  to  acco u n t for th e  b rig h tn ess  of m anganese an d  iron  con tain ing  
w illem ites a t  low tem p e ra tu re s . T he agreem ent be tw een  m easured an d  calcu la ted  va lues is 
q u ite  sa tisfactory .

Introduction

I t  was estab lished  long ago th a t  im p urities of the  iron  group (chrom ium , 
iron , nickel, cobalt) a c t as po isons of lum inescence in  m ost m a te ria ls . F ro m  an 
investiga tion  of substances con ta in ing  various am ounts of a c tiv a to r  and  k iller 
one can hope to  gain some in sig h t in to  th e  m echanism  of lum inescence in  these 
m ateria ls .

T he killer e ffect, i. e. th e  inco rpo ra tion  o f foreign ions, w ith  th e  resu lting  
lig h t o u tp u t decrease, can be  caused in severa l possible w ays an d  therefo re  
th e  re la tiv e  co n trib u tio n  of each  m ust be sep a ra te ly  ta k e n  in to  account. W e 
d iscuss here in  th is  respect th e  zinc silicates a c tiv a te d  by  m anganese and co n ta in 
ing iron.

I t  is ev id en t th a t  th e  observed  lig h t decrease of fluo rescen t m ateria ls  
co n ta in in g  foreign a tom s too  m a y  be caused b y  a n y  of th e  follow ing m echanism s :

a)  concu rren t abso rp tion  of the  excitin g  rad ia tion ,
b)  absorp tion  of the e m itte d  lum inescence and
c)  lowering of I he tem p era tu re , above w hich  tem p era tu re  quenching sets in .
d )  This m eans, th a t  all con tribu tions re su ltin g  from  a ) ,  b) an d  c)  m ust be 

sep ara te ly  m easu red  and  ta k e n  in to  account, an d  only th e  rem ain ing  efficiency 
loss w hich can n o t be  explained  b y  m echanism s a ) —c) will be  te rm ed  by  us real 
k ille r effect.

1 Acta Physica II-3
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a )  In  o rd er to  ascerta in , w h e th e r th e  absorp tion  o f th e  excita tion  (2537 A) 
is increasing  due to  th e  added  k iller, i t  w as found  necessary  to  devise a m eth o d  
fo r th e  d e te rm in a tio n  of th e  abso rp tio n  coefficient of substances, availab le  only 
in  grains of lin ea r d im ensions below  20 m icrons. T h is prob lem  was solved b y  
one of us [1 ]. T he m ain  fea tu re  o f ou r m ethod  lies in  th e  d e riv a tio n  of th e  diffuse 
reflexion, d ep en d en t on he gra in  size an d  absorp tion  coefficient. T he calcu la
tions show  th a t  th e  ligh t reflec ted  is dependen t only  on th e  p ro d u c t o f grain 
size an d  ab so rp tio n  coefficient. A pp ly ing  therefo re  a th ic k  layer com posed of 
grains of as hom ogeneous a size d is tr ib u tio n  as possible, th e  d e te rm in a tio n  o f 
th e  absorp tion  coefficient is m ade possible by  the  m easu rem en t of th e  diffuse 
reflexion.

H av ing  app lied  th is  m ethod  to  w illem ites con ta in in g  various am o u n ts  o f 
m anganese an d  iron  [2 ] we got :

ju/cm (2537 Ä ) = 2 0 + 6 0 0  CMn+ 1 2 0 0  C F e ,

Смп s tan d in g  for th e  m anganese, CFe for th e  iron c o n te n t, b o th  expressed  in 
w eight p ercen ts.

I t  w as found  th a t  these values show  no change w ith  tem p era tu re  (betw een 
170° and  570° K ) [2].

These experim en ts have  th u s  show n th a t  th e  iron gives rise to  a concu rren t 
abso rp tion , w hich is one of th e  causes of th e  observed lig h t decrease. T he d e te r
m in a tio n  of th e  efficiency loss caused  by  th is  concu rren t abso rp tion  w ill be 
given la te r  in  th is  paper.

b) I t  w as observed th a t  th e  iron-con ta in ing  silicates were a lm ost colour
less an d  th e  m easurem ents show ed th a t  th e  absorp tion  coefficient in  th e  green 
(a t th e  em ission m axim um ) w as so low, th a t  no su b s ta n tia l ligh t decrease could 
be  caused b y  th e  absorp tion  of th e  em itted  fluorescence. This effect w as in  th e  
m ag n itu d e  o f 20%  for th e  pow ders w ith  appr. 5%  m anganese or a sim ilar 
am o u n t of iron .

I t  was found  therefo re  th a t  efficiency loss could be  encountered  in  th a t 
w ay  too , its  size, how ever, being qu ite  negligible for m a te ria ls  con ta in ing  a 
m o d era te  am o u n t of m anganese or iron .

c)  I t  m u st be borne in  m ind  th a t  th e  ac tiv a to r an d  killer assum e random  
positions in  th e  la ttice , in d ependen t of each  o ther. T he experim en ta l p ro o f of 
th e  above assertions is fu rn ished  b y  th e  m easurem ent of th e  absorp tion  coeffi
c ien t, w hich w as found  to  be th e  sim ple sum  of th e  con tribu tions from  th e  
base la ttic e , a c tiv a to r  (m anganese) an d  k iller (iron).

M oreover, th e  w id th  of th e  em ission b an d , and  its  tem p e ra tu re  dependence, 
th e  position  of b a n d  m axim a are all uneffected  b y  th e  presence of th e  k ille r thus 
show ing th a t  th e  levels of th e  a c tiv a to r  are  n o t m odified  in  th is  case b y  the  
presence of th e  k ille r [3]. Besides th e  decrease in  th e  m ax im um  q u a n tu m  effi
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ciency caused b y  th e  k iller, he te m p e ra tu re  dependence o f th e  efficiency is 
g rea tly  m odified  too . I t  is in v ariab ly  fo u n d  th a t  w ith  increasing  am o u n t of 
killer p resen t, th e  co n stan ts  C  and  E  in  th e  form ula :

A

1 +  C e  XT

b o th  decrease m onotonously  [3 ]. The f ir s t  m en tioned  exp erim en ta l d a ta  seem  
to  ind ica te  th a t  th e  abso rp tio n  of th e  ex c ita tio n  and  th e  la s t phase of th e  em is
sion ac t are  insensitive to  killers. The k ille r effect m ay  th erefo re  tak e  p lace 
only a fte r th e  absorp tion  an d  before th e  em ission. T his effect consists o f a t  
least tw o sep ara te  phases. T he one ph ase  — no t observable a t low te m p e 
ra tu re s  —• is characterized  b y  th e  easier conversion of energy  b y  a rad ia to n less  
process. (D ecrease of E .) T he exact p h ysica l significance of th e  exponen tia l 
expression in  (1) is up to  now  still u n c e rta in  [4 ].

T he efficiency loss m ay  be caused b y  y e t ano ther m echanism , nam ely  by  a 
concurren t lum inescent em ission of the  k ille r itself, w hich w as detec ted  n e ith e r  
in  u ltra -v io le t, visible no r n ea r infra-red . A n even tual fluorescence in th e  fa r 
in fra-red  is also excluded b y  th e  m easu rem en t of th e  q u a n tu m  efficiency [5 ], 
w hich was found  to  be 0, for a m ateria l con ta in in g  app r. 10~5 M n a n d 5  • 10—3 F e.

d) A fte r  tak in g  in to  consideration  processes a)  — c)  only  the  rem ain d er 
of th e  efficiency loss m ay  be term ed  k ille r effect, caused b y  in te rac tio n  o f a c ti
v a to rs  an d  killers. This rem ainder is fa r  from  negligible an d  in  fac t com prises 
the g rea test p a r t  of th e  observed efficiency loss.

I t  m u s t be em phasized therefore th a t  th e  iron  is capab le  of p ro h ib itin g  
th e  lum inescen t tran s itio n  w ith in  th a t  m anganese cen tre  to o , w hich has a lread y  
absorbed  th e  u ltra -v io le t excita tion .

W e h av e  succeeded in  deriving an  expression w hich  en tire ly  describes 
ihe efficiency dependence on m anganese an d  iron  con ten ts a t  low tem p era tu res . 
T his d eriv a tio n  of th e  c o n s tan t A  in eq. (1) tak es  in to  consideration  th e  effects 
a )  and  d ) ,  w hile th e  effect b)  is negligible, and  c)  is e lim in a ted  by  th e  use of 
low tem p era tu res .

( 1 )

Calculation of the conti ibution from  a) and d)

F rom  th e  fac t, th a t  th e  q u an tu m  efficiency assum es a m ax im um  for a 
specific a c tiv a to r  concen tra tion , one m ay  infer th a t  th e  a c tiv a to r  com plexes, 
w hich lie to o  close to  one an o th e r are  u n ab le  to  lum inesce. This supposition , 
w hich is v e ry  sim ilar to  th e  ex p lan a tio n  of th e  co n cen tra tio n  quenching  of 
fluorescent organic solu tions, leads to  th e  following d e riva tion  :

1
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W e d iv id e  th e  substance  in to  cells, each  hav ing  a vo lum e v, and  we su p 
pose th a t  on ly  such cells a re  capable  of lum inescence w hich  con ta in  one, an d  
on ly  one m anganese  ion. As w as show n, th e  abso rp tion  coefficient in  th e  u l t r a 
v io le t is lin ea rly  increasing  w ith  th e  m anganese  co n cen tra tio n . W e deno te  b y  
fx() th e  abso rp tio n  coefficient of th e  h o s t c rys al an d  all th e  o th e r im p u ritie s  
excep t m an g an ese ; b y  [x, th e  abso rp tion  coefficient caused b y  a single m an g a 
nese ion in  a cubic cen tim etre , an d  b y  C  th e  n u m b er of m anganese ions p re sen t 
in  a cubic cen tim etre . T hen

j x =  [x0 +  /xC. (2)

W e ca lcu la te  th e  rad ia tio n  absorbed  on m anganese fo r an  in fin ite ly  th ic k  
specim en o f th e  lum inescent m ateria l b y  in v estig a tin g  a lay e r s itu a ted  a t  a d e p th  
x  from  th e  su rface . D enoting  b y  J0 th e  in c id en t rad ia tio n , th e  following am o u n t 
of rad ia tio n  is absorbed  in  a lay er o f th ick n ess  dx  :

d l  =  — J0/x e— dx =  — I0( r 0 -f- i_iC) e~Px dx .

P a r t  o f th is  abso rp tio n  tak es  p lace on th e  m anganese, nam ely  :

dlMn — — J0 ^  dx -

In te g ra tin g  b e tw een  oo an d  0, we get :

(3)

(4)

l M n

d lM n — 1мп — -íou -̂' f е-^х dx  — J0 uC
/jlC

1 +  - ^
V (5)

T his re su lt w as a lready  a n tic ip a ted  in  th e  in tro d u c tio n .
W e now' ca lcu late  th e  p ro b ab ility  o f  a single m anganese a tom  occupying

a cell. The u n it  volum e con ta ins i  =  n  cells, an d  C m anganese ions will be d is tri-
v

b u te d  a t  ra n d o m  am ong th em .
The p ro b a b ility  th a t  ju s t  one m anganese ion gets in to  a specified cell is :

i c ) 1 r  —  M 0-1=  U J  n  h H ( 6)

T he p ro b a b ility  th a t  no m anganese ion  gets in to  th e  cell is s im ilarly  :

(V

T hus th e  en tire  n u m b er of cells in  th e  u n it  volum e, each  contain ing  one 
m anganese ion  is :

ГСл 1 m — b e —1
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(C being  large enough), w hereas th e  e n tire  num ber o f cells, no t con ta in in g  m an
ganese is :

( П —  be  ( be
------------------  = "  N---------- pa n e

V n  )  V TlJ (9)

N ow  th e  p ro p o rtio n  of the  in c id en t rad ia tio n  ab so rb ed  on th e  lum inescen t 
m anganese and  on a ll th e  m anganese is :

C ( 10)

Supposing th a t  th e  energy ab so rb ed  in th e  cells con ta in ing  only  one m an 
ganese ion leads in v a riab ly  to  lum inescence, while th e  energy abso rbed  an y 
w here else does no t lead  to  lum inescence, th en  th e  q u a n tu m  efficiency of lum i
nescence is given b y  :

V =
1

1 + Ц0
fj.C

e~ C v. ( И )

D en o tin g  Cv b y  у  an d  b y  a  , we get

V
У

У
( 12)

w hich assum es its  m ax im um , when

an d  th u s
У =

a 2 +  4 a  — a
~ 2 ~

L^a2 +  4 a  — a  — 4  (f« 2+4a —a )
V m ax  =  , --------  e 2

\  <x2 +  4 a  4- a

(13)

(14)

T his form ula was app lied  to  F o n d a ’s m easurem ents [6 ] on zinc silicates 
con ta in ing  various am o u n ts  of m anganese. As Bodó's  in v es tig a tio n  has show n, 
1%  o f m anganese, w hich is eq u iva len t to  4 • 1020 M n atom s/cm 3 gives an 
absorp tion  coefficient of 600 cm- 1 , th e  value of fx to  be used  here  is
M =  1 5 - 10"-18 Cm------- T he values o f /x0 and  v w ere chosen to  give th e  b est
f M n /c m 3
fit . So we have here :

Г) =
1

1 + 60
1,5 - Ю - i 8 - c

e —5 .1 0 - '22-C
(15)
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i. e. / t0= 60 cm ” 1, v = 5  • 10“ 22 cm s?»(8 A)3, a = 0 ,0 2 ,  for rjmax = 0 ,7 6 1  a t  a 
M n co n cen tra tio n  o f 0,66% .

I t  m ust be em phasized  th a t  rjmax depends s trong ly  on р,0, th e  con tam ina
tio n s  in fluencing  th e  position  a n d  m agn itude  o f th is  m axim um  v e ry  m arkedly . 
I t  m u s t be bo rne  in  m ind  too, t h a t  th is  form ula can n o t be used  fo r an y  ex c ita 
tio n s app roach ing  sa tu ra tio n . T h e  m easured  an d  ca lcu la ted  values are compiled 
in  T ab le  I . I t  can  be seen th a t  som e d iscrepancy  exists for h ig h  m anganese 
co n te n t, w hich m ay  be caused v e ry  p robab ly  b y  th e  self-absorp tion  of th e  
e m itte d  lum inescence w ithin th e  m a te ria l itse lf  (effect b).

К (Mn 0/0) Measured Calculated
I = 133 ry

0,01 12 12
0,10 80 65
0,40 96 97
0,60 98 100
0,90 100 99
1,40 96 93
2,00 90 88
4,50 44 49
5,00 34 44
9,00 20

L et us now  exam ine th e  ro le of iron in  th is  m ateria l. W ith  th e  sam e n o ta 
tio n  as th a t  used  before, th e  p ro p o rtio n  of th e  inc id en t ra d ia tio n  absorbed on 
m anganese  to  th e  en tire  ab so rb ed  rad ia tio n  is :

___________ ' '  M n  6 M n _________

И-о +  b  M n (-Mn +  b-Fe C  Fe

H ere  again /л0 is th e  absorp tion  o f th e  host c rsy ta l and of all o th e r  con tam ina
tio n s  (except F e  o r Mn).

The n u m b e r of cells each  conta in ing  one m anganese ion is here  :

F M n

,li Mn“  ® пм п  =  С м п  e ^ M n l м п . (16)

We again  subdiv ide th e  u n i t  volum e of th e  m ateria l, co n ta in in g  n Fe cells, 
(n Fe • v Fe= \  cm 3), and  suppose th a t  cells con ta in ing  even one iron  ion will 
be  non -lum inescen t. Then th e  n u m b er of cells con ta in ing  no iron  is :

”0 Fe =  n F e e ~ CFev Fe. (17)

O f all th e  n 1Mn cells co n ta in in g  one m anganese ion each th e re  will be n ° Fe
n Fe

w hich  are n o t k illed  by iron  (con ta in  no iron). The n u m b er of such cells is 
obviously  :

С м п  & ^ M n VM n &  * ~ F e V F e '
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N ow  th e  p ropo rtio n  of in c id en t ra d ia tio n  absorbed  on the  lum inescen t 
m anganese an d  on all th e  m anganese is :

CMn e  c M n v M n e  c F P VFe Fe

JM n

T he q u an tu m  efficiency of th e  m a te ria l con tam in a ted  by iron  is th u s  
g iven b y  :

t* M n  ^ M n  _ r  If г  If / 1 o \
T] —  ; ~  " “  C M n  M n  & Fe Fe ( Ш )

jt<0 +  И Mn С м п  +  Ц Fe C Fe

T his form ula was checked ag a in s t Kroger's m easurem ents [7 ]. Kröger 
m easured  th e  b righ tness of a series o f lum inescen t w illem ites a t —180° C each 
con ta in ing  0 ,55%  Mn and v a ry ing  am o u n ts  of iron. S u b s titu tin g  th e re fo re  our

------  Kröger

prev iously  d e te rm in ed  abso rp tio n  coeffic ien ts  in to  eq. (18) : /x0= 6 0  cm  1 
v = 5  • 1 0~ 22 cm 3, иьмп ' С л т = 0 ,5 5  • 6 0 0 = 3 3 0  cm“ 1 an d  ou r experim en ta l 
value for 1%  Fe of 1200 cm- 1 , it  is to  be  seen th a t  th e  e n tire  range is a ccu 
ra te ly  covered  an d  we get for Vpe— 60 • 10“ 22 cm3£%18 Á )3. The m easured  
an d  ca lcu la ted  values are  p lo tte d  in  F ig . 1.

I t  can  be seen th a t  th e  effect of iron  is fully reproduced  b y  an 
ap p ro p ria te  selection of v Fe, all the  o th e r  constan ts  being derived from  our 
in d ep en d en t abso rp tion  m easurem ents an d  from  th e  a lread y  know n effect 
of m anganese concen tra tion  upon  q u a n tu m  efficiency. T h is m eans th a t  our 
supposition  seems to  be co rrect and  th e  derived  vp e value has a physical sign i
ficance.
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This fo rm ula  can  easily b e  generalized fo r th e  case o f  m ore th a n  one 
c o n tam in a tio n , a n d  th e  ab so rp tio n  of the  e m itted  lum inescence can  be accounted  
fo r  b y  fu rth e r e ~ ^ C functions.

T he earlie r deriv a tio n s a n d  app lica tions o f tin's fo rm ula a re  discussed by  
E w le s[8 ]. R ecen tly  Johnson  a n d  W illiam s [9] u sed  a s im ila r p ic tu re  fo r th e  
c o n cen tra tio n  dependence  of KC1 • T1 lum inescence. In  ih e ir  calculation  th e  
ab so rp tio n  coeffic ien ts for h o s t la ttic e  and  a c tiv a to r  were selected  to  give th e  
b e s t  f i t  to  th e  d a ta . O ur d e riv a tio n  goes a step  fu r th e r  b y  su b s titu tin g  th e  m easu 
re d  absorp tion  coefficien ts and  th e reb y  reducing  th e  num ber o f  constan ts freely 
se lec ted .

The k ille r e ffec t of iron  in  m anganese ac tiv a te d  zinc silica te  is found  to  
c o n s is t o f tw o ite m s  : 1. T here  is a co n cu rren t abso rp tion  a n d  2. th e  iron  is 
cap ab le  of d iss ip a tin g  th e  en erg y  already  abso rbed  in  th e  m anganese. T his 
en e rg y  d iss ip a tio n  tak es  p lace from  a d is tan ce  appr. tw ice as g reat as th a t  
b e tw een  tw o ne ighbouring  m anganese ions. I t  m ust be em phasized  th a t  th is  
p ic tu re  is v a lid  o n ly  for low tem p era tu res . O u r efforts to  describe th e  te m p e 
ra tu re  dependence o f  q u an tu m  efficiency by  ad e q u a te  v Fe(T )  a n d  t? (T) functions 
eq u a lly  good fo r  a n y  w illem ite conta in ing  iro n  and  m anganese proved  to  be 
to ta l ly  fu tile , a n d  we are of th e  opinion th a t  th e  difference in  th e  tem p era tu re  
dependence is cau sed  b y  a s e p a ra te  m echanism , w hich again  favours th e  q u en ch 
in g  b y  low ering th e  value o f E  in  eq .(l)  (effect c).
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ЛЮМИНЕСЦЕНЦИЯ ВИЛЛЕМИТОВ, СОДЕРЖАЩИХ МАРГАНЕЦ И ЖЕЛЕЗО
Е. Надь и 3. Бодо 

Р е з ю м е
Понижающее влияние железа на светимость при возбуждении 2537 Ä может быть 

сведено к многим причинам.
Во-первых в отношении излучения в 2537 Á железо проявляется конкуррентным 

абсорбентом. Во-вторых железо способно абсорбировать даже и зеленый люминесциру- 
ющий свет.

Однако эти два действия недостаточны для объяснения всего понижения светимости. 
Присутствие железа может препятствовать также преобразование ультрафиолетового 
св.та абсорбированного на марганце.

Авторы вывели формулу, которая хорошо совпадает с зависимостью свестимости 
от содержания марганица и железа при низкой температуре. Приводится один из возмож
ных способов вывода формулы.
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(P resen ted  b y  P . G om bás. —  R eceived 28. I I I .  1952.)

The d iam agnetic  an iso tropy  o f four-ring  a ro m atic  hydrocarbons w as in v estiga ted  on  th e  
basis o f F. London's  q u a n tu m  m echanical m e th o d . I t  has been a tte m p te d  to  estab lish  in  th e  
case o f a n  id en tica l num ber o f rings, how th e  d iam ag n etic  an iso tropy  depends upon  th e  shape 
o f th e  m olecule. In  general th e  resu lts  of th e  theo re tica l calculations are  in  good ag reem en t 
w ith  th e  ex p erim en tal values. T he dev ia tion  does n o t exceed 7 pe r cent.

Introduction

The d iam agnetic  su scep tib ility  o f  th e  arom atic  h y d rocarbons ex h ib its  
a g rea t degree of an iso tropy , p erp en d icu la rly  to  th e  p lan e  o f th e  m olecule its  
abso lu te  va lue  is fa r h igher th a n  in  the  d irec tio n  para lle l to  th e  p lane. Ehrenfest, 
R am an, K rishnan  and Lonsdale  [1] a t te m p te d  to  in te rp re t th is  phenom enon  b y  
assum ing  th a t  th e  electrons m ove in o rb ita ls  ex tend ing  over th e  whole m olecule. 
B ased  on th e  la t te r  conception  P auling  [2 ] set up  a sem i-classical th eo ry , h is 
re su lts  w ere in  good agreem ent w ith  th e  experim en t if  th e  n u m b er of th e  rings 
w ere n o t too  h igh . On th e  basis  of the  m olecu lar o rb ita l m e th o d  F. L ondon[3 ] 
tre a te d  th e  prob lem  qu ite  generally , show ing  th a t  th e  phenom enon  can  only  
occur in  th e  case of a ro m atic  h y d ro carb o n s, and  ca lcu la ting  th e  d iam agnetic  
an iso tro p y  of benzene, n ap h th a len e , p h e n a n th re n e , an th racen e , py rene  and  
d ipheny l. Brooks [4 ] e lab o ra ted  L ondon’s p rocedure s till fu r th e r  (tak ing  th e  
overlap  in te g ra l in to  considera tion), and  com paring  his d a ta  w ith  those o b ta in ed  
b y  m eans of th e  S la te r-P au lin g  m ethod . 0 . Schm idt [5] used  th e  box m odel ’■ 
for his co m pu ta tions. Squire [6] tre a te d  th e  question  of coronene using L ondon’s 
m ethod . R ecen tly  M cW eeny  [7] in v e s tig a te d  th e  d iam agnetic  an iso tro p y  o f 
th e  po ly -pheny ls and  a ro m a tic  com pounds possessing hexagonal sym m etry .
G. Berthier [8 ], M . M ayot an d  B . P ullm an  ex ten d ed  th e  in v es tig a tio n  to  v a rious 
hydrocarbons.

In  th is  p a p e r the  d iam agnetic  an iso tro p y  of four-ring  condensed a rom atic  
h y d rocarbons (naph tacene, 3 ,4 -b en zp h en an tren e , 1 ,2 -benzan th racene, chrysene, 
tripheny lene) will be ca lcu la ted  according to  F . London’s m eth o d . I t  is in ten d ed  
to  e s tab lish  on th e  one h an d , to  w hat e x te n t  L ondon’s m e th o d  can be used  for 
th e  ca lcu lation  o f large a ro m atic  h y d ro ca rb o n s  and  on th e  o th e r, th e  dependence
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in  th e  case of a n  iden tical n u m b e r of r in g s ,o f th e  d iam agnetic  an iso tro p y  upon 
th e  shape of th e  m olecule. A ccording to  P au lin g ’s sem i-classical m ethod , nam ely  
in  four of th e  f iv e  com pounds, th is  value is q u ite  iden tica l an d  th e  f if th  also 
show s only a v e ry  slight d ev ia tio n . C onsidering th a t  re su lts  ob tained  w ith  
L ondon’s m e th o d  have so fa r  been  in  fa r b e t te r  agreem ent w ith  th e  experim en t 
th a n  those of P au lin g , it  can  be an tic ip ita te d  th a t  th e  app lica tion  of th is  m ethod  
w ill enable a sa tisfac to ry  in v es tig a tio n  of th e  question .

S till v a rio u s  o ther a sp ec ts  ren d er th e  d e te rm in a tio n  o f th e  d iam agnetic  
an iso tro p y  o f th e  condensed a ro m atic  h y d rocarbons o f in te re s t. In  th e  f irs t 
p lace  it  p rov ides in fo rm ation  concerning th e  s tru c tu re  of th e  m olecule, an d  i t  
can  also be v e ry  useful a t  th e  X -ra y  ex am in a tio n  of crysta ls. K now ing th e  value  
o f  th e  su scep tib ility  of th e  m olecule and  th e  c ry sta l it  is possible u n d er certa in  
conditions [7 ] to  calcu late  th e  re la tiv e  o rien ta tio n  of the  m olecules in  th e  cry sta l. 
T h e  la t te r  can  be  de te rm ined  in  qu ite  ex cep tional cases b y  m eans of X-ray- 
analysis on ly , th u s  th is  new  w ay  opens up  a new  line of ap p ro ach  for th e  in v e s ti
g a tio n  o f th e  s tru c tu re  of th e  crysta l.

The method oj calculation

The b asic  assum ptions u sed  are as follows : a) T he in te rac tio n  betw een 
th e  n  e lec trons and  th e  cr e lectrons can be neglected, b)  T his to ta l  electron  
fu n c tio n  is co n stru c ted  as a p ro d u c t o f th e  one-electron fu n c tio n , in each o rb ita l 
tw o  e lectrons can  be p laced  (P au li’s p rincip le). The single m olecular o rb ita ls  
a re  co n stru c ted  as a linear com bination  of th e  atom ic o rb ita ls .

In  th e  p resence  of a m agnetic  fie ld  th e  Schrödinger equation  has th e  
following fo rm  :

2тге
he

A .

o
A m eans th e  v ec to r p o te n tia l. D eno ting  the e lectron  fu n c tio n  belonging  
to  th e  a to m  к  b y  и k, th e  so lu tion  is assum ed as follows [7 ] :

rl) =  Y i c k e,(afcd u k +  xp’ . (2)
к

ip' is a f ir s t  o rd e r p e r tu rb a tio n  te rm . On th e  basis of F . L ondon’s m ethod , a p p ly 
ing th e  p e r tu rb a tio n  ca lcu la tion , th e  following d e te rm in an ta l equa tion  is o b ta ined  
for th e  d e te rm in a tio n  of th e  unknow n energy  values :

I r kl eidatk —  x  fc,| =  0 ,  (3)

"Hki
=  1 if  Z an d  к  a re  th e  indices o f ad jacen t a tom s. 
=  0 if  Z and  к  do n o t belong to  ad jacen t a tom s.
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d =  —  H S ,
he

a tk
х кУ/ —  X ,y k (4)

x k, y k rep resen t th e  coord inates of th e  a to m  к, H  th e  m ag n etic  field  s tre n g th
. 1̂ 0 N

an d  S one s ix th  of th e  area of th e  benzene ring  | s  =  1,392 [2]J ,

E  — a

~ ß ~
о. =  u \(v  — vk) d T ; ß uk'y Vk) u k + 1 dr (5)

d kt K ronecker’s sym bol (0, if  l=)=k, 1 if  /= k ) .
In  th e  presence of a m agnetic fie ld  th e  only  possible sy m m etry  opera tion  

is th e  ro ta tio n  [7 ] a round  th e  axis p e rp en d icu la r to  th e  p lan e  of th e  m olecule. 
T ak ing  th is  in to  consideration  and  ap p ly ing  th e  group th eo ry , th e  fac to risa tion  
of th e  d e te rm in an t of th e  18th o rder can be  carried  ou t for th e  p ro d u c t of sm aller 
d e te rm in an ts  in  th e  case of n ap h tacen e , chrysene and  tripheny lene .

B y expand ing  th e  d e te rm in an ta l eq u a tio n s an im plicit re la tio n  is o b ta in ed  
betw een  th e  energy values and  th e  m agnetic  field s tre n g th

F  (x, Ű) =  0. (6)

I t  can  be assum ed th a t  the  value of th e  d iam agnetic  a n iso tro p y  is p ro v id ed  
b y  th e  d iam agnetic  suscep tib ility  of th e  я  electron o rb ita ls . As regards th e  
p -s ta te  th is  value is as follows :

Xp =  — (7)

T he d iam agnetic  an iso tropy  of th e  m olecule is ob tained  b y  sum m ing th e  x P' я 
ca lcu la ted  for th e  occupied s ta te s  (tak in g  in to  considera tion  th a t  in  each 
s ta te  tw o e lectrons could be arranged). I t  is su itab le  to  refer th e  re su lt to  benzene 
as th e  value of th e  q u o tien t does no t con ta in  an  em pirical p a ra m e te r. The ro o ts  
of equa tion  (6) are  know n in  th e  absence of a m agnetic  fie ld  ($ = 0 ) ,  le t us den o te  
these w ith  x0. W e expand  х р(д) in a pow er series in th e  neighbourhood  of
t>=0

Xp(iJ) =  X p0 +  Xpl  V +  Xp2  i> 2  + ( 8)

O n th e  basis o f eq u a tio n  (7) th e  value of th e  d iam agnetic  an iso tro p y  is eq u a l to  
th e  following sum  :

AZ =  2 £ x p = - ¥  ( g  S )2£ * , 2. (9)

T he d iam agnetic  an iso tropy  of benzene is as follows [3 ] :

(10)
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T h e  value of th e  q u o tien t re la tin g  to  benzene becom es :

^  =  - 0 , 1 2 5  (11)

T h e  value o f x L an d  x 2 can  be calcu la ted  on  th e  basis of th e  im plicit re la tio n  
F (x , €) = 0  b y  m eans o f th e  following eq u a tio n s :

F j + F x | i = 0 ,  (12)

FM +  2 ^ F r f + g ) 2 F „ + F , g _ 0 .  (13)

F ro m  these  equa tions we get :

x  = № )  =  _  (14)
1 UöJtf=o F x(0) ’ ■ К )

„ _  1 f9 2*) F u ( 0) +  2X lF xd(0) +  x \ F xx(0)
2 ~  2  U t> 2Jfl=o  ~  F Ä Ö ) “ * ( i b )

W hen carry ing  ou t th e  calculations th e  change invo lved  b y  re ta in ing  th e  
overlap in te g ra l was also ta k e n  in to  considera tion . In  th is  case th e  following 
n o ta tio n s  are app lied  :

E ~ a — x ß ,  (16)

У(£) = У о  +  y j  + у 2^2 +  • • • • (17)

In  th is  case th e  value of th e  d iam agnetic  an iso tro p y  o f benzene is :

№  =  29,6391 /3 g g  s ) \  ( 1 8 )

an d  th e  q u o tie n t of th e  d iam agnetic  an iso tro p y  :

J Í  =  - 0 ,13496 (19)

у 2 can  be expressed  b y  x0, x x and  x 2 :

2 a
X o  Х л 1у  = -------- --------------------- ------------ (20)

2 ( l  +  i* 0)2 ( l  +  ó*b)»

T he overlap  in teg ra l is ő = 0 ,2 5 . B o th  th e  equ a tio n s (18) a n d  (20) are expressed  
in  u n its  (1—ccő).
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To illu s tra te  th e  m eth o d  we give th e  calcu lations w ith  re sp ec t to  chrysene 
an d  tripheny lene .

Chrysene

The d e te rm in á ln á l eq u a tio n  can be fac to rized , in tro d u c in g  th e  following 
functions :

cp+ i =  Uj e*Cocfr) и e i(a,-,r) ? 

(p _ j  =  u ,  e,'(a ir> —  u , ' el(ai'r) .
( 21 )

T h e d e te rm in an ta l equa tions are as follows :

—  X a 3 . . . . i t  a
a - 3 — ж a 4 . .

a ” 4 —  л ; a . a 3
e r  1 —  X a 6
. a - « —  x  a~ .
. . a ~ 7 —  x a 3 .

. . a ~ 3 -— X a “ 2

a ~ 3 a 2 —  X a

i  a “ 1 . . . a - 1 —  X

a — e ‘V .

= 0,
( 22 )

B y expand ing  th e  d e te rm in an ts  the following equa tions are ob ta ined  :

D 1-)-2D2 c o s  12ő ± ( D 3-(-2D4 c o s  1 2 6 + 2  c o s  24f)) = 0 ;

D 4=  —дг9-)-10д:7—32x5-(-37 x 3—l l x ,  D 2= * 3- 2 x, (23)
D 3= * 8 - 8 * 6+ 1 9 * 4- 1 4 * 2+ 2 ,  D 4= * 4- 4 * 2+ 2 .

Chrysene Triphenylene
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O n th e  basis  o f equa tions (14) an d  (15) :

жх= 0 ,

x 2 144 __________ Р у[х о) d= { D Á x o) +  4 }______
Щ * о )  +  Щ Ы  ± { Щ ч )  +  2 D ' 4 ( * o ) }

( 24 )

' denotes d iffe ren tia tio n  w ith  resp ec t to  x.
T h e follow ing T ab le  shows th e  values x0, x 2 an d  y 2 re la tin g  to  th e  occupied s ta te s  
( th e  occupied  s ta te s  co rrespond  to  p ositive  x’s as ß  is n eg a tiv e).

*0 * 2 У2

2,49905 — 5,70763 —2,16210

1,70081 18,56886 9,14197

1,28566 —24,03022 —13,76132

0,79205 83,53046 58,18730

0,52014 —90,22466 —70,65480

*0 *2 У2

2,16652 1,2 373 0,54435

1,53977 —9,42994 —4,91637

1,21644 42,17418 24,79807

0,87530 —51,7 921 —34,86874

А /  f  = 4 ,45305, ( L . )

Ük * II 4,54702. ( B . )

Triphenylene

In  th e  presence of a m ag n etic  f ie ld  th e  allowed sy m m etry  opera tions 
belong to  g roup  C3. T he group has 3 irred u c ib le  rep resen ta tio n s w ith  th e  follow 
in g  ch a rac te rs  :

E C3 C*

Г 1 1 1 1

1
2 tt

Г 2 e  3 e  3

Г  3 1
47Г 27Г

e 3 e 3

(25)
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T he fu nc tion  com binations corresponding  to  th e  irreducib le  re p re se n ta tio n s  
are as follows :

Г 1 ( p u  =  V t - j -  Vj  + e +  V i + i 2 ,

. 2 П . 271

Г 2 f i i  —  v i +  v i + 6 e 3 +  v i +1 2  e ~3~ 9
2 tt 2,71

Г 3 <P3i =  v i ~ b  v i  +  6  e 3  +  v j+12 e ~3~ 9

i =  1 ,2 , . . . 6

(26>

Vf =  u ,e '(ai d .

The d e te rm in an t is fac to red  in to  th e  p ro d u c t of 3 d e te rm in a n ts  of the  6 th  
order. T he equations o f th e  sep ara te  d e te rm in an ts , an d  th o se  o b ta ined  b y  th e ir  
expansion , are th e  follow ing :

Л
— x

b*

1

D l — D

6 . . 1

----- # 1 .

1 -----  X a - 4 .

. a 4 — # a - 1 .

. . a —  л ; о

a 4 —  X

2  cos 4ö  — 2 cos 12ü — 2 cos 16t> =  0, 
D ^ x )  =  x 6 -  7 л:4 +  12л:2 — 3,
D 2(x ) =  2л:4— 6л:2 +  2.

— о?
1 8 х * — Зл;3 -f- 26

*2 3 х ь — 6л;® +  6л: ’о о о

L —  x a - 4
. a 4  — ЛС a - 6
. . « « —  X a
e~~f a 4 —  X

=  0 .

D j — D 2 c o s ( 4 ö  — у )  — 2  cos 1 2 Ö  — 2  cos ( l 6 ü —  у )
2_y
3

0.

(27)

и 2 x l — Зл;3 5

** = n  *0—4*a0 +  3*0’
и 2 A (x 0)

=  -  3 ? 0-4*»0+ 3 * 0-

(28)
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— 36*q +  9) x *—■ У3(8*J— 12*«,) x ,  -  (2

л: d e - /r-H*1*̂3

. 1 — X a - 4

. . a4 — x  a —6 Tji10H1О3

a* — x

0 .

1 \  — D 2 c o s  ( 4 ö  +  —  2  c o s  1 2 í > —  2  c o s  ( 1 6 0  +  ~ )  =  ° -
4 ПЛ

III II
*1 =  ^1 9

III II
=  X 0 .

b =  2 cos 2 ű , c =  e 1 ü -f- c

xo X1 *2 У2

0,87938 0 — 37,59759 — 25,26683

p  1,34729 0 29,57178 16,54737

2,53209 0 — 5,83654 — 2,18862

0,68404 — 4,78016 — 1,22804 — 4,45304

Г 2 1,28557 2,83265 — 5,19093 — 3,84232

1,96961 — 1,94751 — 2,95487 — 1,61194

0,68404 4,78016 — 1,22804 — 4,45304

r 3
1,28557 — 2,83265 — 5,19093 — 3,84232

1,96961 1,94751 — 2,95487 — 16,1194

(29)

(30)

The n u m erica l values a re  listed  in  th e  following ta b le  :
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4 *  r 4 ,0762, (L .)
z\Zß l 4 ,1463. (B. )

Comparison w ith  the E xperim ent

O ur calcu lations h av e  resu lted  in  the  d e te rm in a tio n  of th e  value of th e  
d iam agnetic  an iso tropy  in  re la tion  to  benzene. T he d iam agnetic  an iso tropy  of 
benzene is : —54 • 10 B, th u s  i t  follows th a t  for each com pound  we o b ta in  
(in u n its  of 10 6) :

Chrysene Naphtacene Triphenyltne 1,2—Benz
anthracene Benz phenantrene

L . — 240,5 —  256,3 —  220,1 —  237,8 —  239,9

B . — 245,5 —  263,6 —  223,9 —  243,2 —  245,2

T aking  in to  considera tion  B rooks’s im provem en t th e  re su lt does n o t 
change app reciab ly  (it increases on th e  average by  5 p e r cen t).

Chrysene. The exp erim en ta l va lue  is —226. The th eo re tica lly  calcu lated  
one is h igher, th e  d ivergence being  ap p ro x im ate ly  7 p e r cen t. T he resu lts are 
sim ilar to  those of B ro o k s’s and  L ondon’s calcu lations respective ly , in  the  case 
o f sm aller n u m b er of rings, w hen th e  th eo re tica l value is also som ew hat h igher 
th a n  th e  experim en ta l one. H ow ever, i t  m u st also he ta k e n  in to  account th a t  
th e  d e te rm ina tion  of th e  experim en ta l values is carried  o u t p a r tly  ind irectly

2 A cta Physica II-3

N aph tacene 1, 2 —  B e n zan th racen e

B en zp h en an tren e
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too , w hich  fac t m ay  involve an  erro r am o u n tin g  to  2 —3 p e r  cen t in  th e  experi
m en ta l v a lu e  itself.

Naphtacene. T he ex ac t value of th e  d iam agnetic  an iso tro p y  is unknow n . 
A ccord ing  to  B anerjee’s es tim atio n  i t  does n o t diverge sig n ifican tly  from  th a t  
of chrysene. On th e  o th e r h a n d , on th e  basis of th e  m ag n etic  m easurem ents th e  
sum  o f th e  th ree  m ain  suscep tib ilities is know n :

K x+ K 2+ K 3=  - 4 8 1 ,

K x an d  K 2 rep resen t th e  values of th e  m ain  suscep tib ilities  along m u tu a l p e r
p en d icu la r axes in  th e  p lan e  of th e  m olecule .In  th e  case of th e  m olecules consi
dered  i t  m ay  be assum ed to  be ap p ro x im ate ly  equal : K X= K 2. On th e  o th e r 
h an d  th is  v a lue  is ap p ro x im ate ly  th e  sam e in  all fo u r-rin g  system s. Conse
q u en tly  on th e  basis o f th e  d a ta  fo r chrysene i t  m ust ran g e  betw een —80 and  
—90. T h u s i t  follows th a t  th e  values of th e  d iam agnetic  an iso tro p y  : AK =  K 3—K x 
an d  th e  value  of K 3 can  b e  estim ated  :

—2 1 1 >  A K  >  - 2 4 1 .

T ak ing  th e  th eo re tica lly  ca lcu la ted  d iam ag n etic  a n iso tro p y  in to  acco u n t on th e  
basis o f th e  subsequen t equa tions th e  following values a re  o b ta in ed  for K x 
an d  K 3 :

K 3- K x =  { ~  263.6  ( b ‘); K 1+ K 2+ K , =  2 K 1+ K s = - 4 8 1 ;

f - 7 4 . 9  (L .), 331.2 (L .) ,
1 2 1— 72.4 (B .); 3 \ - 3 3 6  (B .) .

Triphenylene. J u s t  as in  th e  case of nap h tacen e  on ly  th e  v alue  o f th e  
to ta l  su scep tib ility  is know n :

K x+ K 2+ K 3=  -4 7 3 ,8 .

On th e  basis  o f assum ptions sim ilar to  th o se  described  above th e  estim atio n  
of th e  an iso tro p y  is as follows :

—2 0 3 >  A K  >  - 2 3 3 ,8 .

W ith  th e  v alue  calcu la ted  b y  us K x an d  K 3 are ;

. r -  84 ,6  (L .), f -  304,7  (L .),
1 l — 83.3 (B .); 3 1— 307,2  (B .).

K now ing  th e  value o f th e  th eo re tica lly  ca lcu la ted  d iam ag n e tic  an iso tro p y  th e  
o rien ta tio n  o f  th e  m olecule in  th e  c ry s ta l can be de te rm in ed .

T h e  m easurem ents re la tin g  to  1 ,2 -benzan th racene  a n d  3 ,4-benzphenan- 
tren e  a re  as y e t  n o t know n. I t  is desirab le to  determ ine  th e  m agnetic  an iso tro p y  
o f th e se  com pounds experim en ta lly .
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A review  o f ou r re su lts  po in ts  to  th e  fac t th a t  th e  th eo re tica lly  ca lcu la ted  
values are in  general som ew hat h ig h er th a n  th e  experim en ta l d a ta . U sually  th e  
d ivergence is ab o u t 7 p e r  cen t. C onsidering th e  crude basic  assum ptions o f th e  
m e th o d  of ap p ro x im atio n , th is  can  be reg a id ed  as an  ad eq u a te  .ag reem en t. 
A su rv ey  of th e  re su lts  o f th e  th eo re tica l calcu la tions shows th a t  a lth o u g h  all 
th e  d a ta  are in  th e  range of —220 - —265 th e  d iam agnetic  an iso tro p y  o f  th e  
d iffe ren t com pounds is generally  d ivergen t. I t  is h ig h est in  th e  case of th e  
lin ea rly  condensed n ap h tacen e , an d  low est in  th a t  o f tr ip h en y len e  w hose 
form  diverges m ost from  th e  lin ear shape. T h is re su lt is analogous to  th e  
phenom enon  ex h ib ited  b y  th e  th ree -rin g  system s, in  w hich th e  d iam ag n etic  
a n iso tro p y  of th e  lin ea rly  condensed  an th racen e  is h ig h er th a n  th a t  o f phen an - 
tre n e . I t  should be bo rne  in  m ind  th a t  w ith  resp ec t to  th e  u ltra -v io le t sp ec tru m , 
th e  linearly  condensed a rom atic  hyd rocarbons are  to  a ce rta in  e x te n t excep tions, 
as in  th e ir  case th e  f ir s t  abso rp tio n  m axim um  is sh ifted  forw ard  th e  m ost rap id ly  
w ith  th e  increasing o f th e  n u m b er of th e  rings.

Sum m arizing ou r re su lts , i t  can  be s ta te d  th a t  th e  calcu la tions of th e  
d iam agnetic  an iso tro p y  b y  F . L ondon’s an d  B rooks’s m ethods resp ec tiv e ly  
form  ap p ro p ria te  m eans for a th eo re tica l in v es tig a tio n  o f th is  question , in  th e  
case o f four-ring  system s too.

T he au tho rs w ish to  express th e ir  g ra titu d e  to  M rs. P auncz  and  V. K ocsis  
fo r th e ir  help in  carry ing  ou t th e  num erical calculations.
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Ч Е Т Ы Р Е Х Ц И К Л И Ч Н Ы Х  С О Е Д И Н Е Н И Й

Р  П ау н ц  и Ф. Б ер ен ц  

Р е з ю м е
И сследование диам агнитной  анизотропии конденсированны х аром атически х  четы

р ехцикличны х  соединений произоводится на основе метода квантовой  м ехани ки  Ф. Л он
дона. Авторы ставили  перед собой ц ель определить зависим ость м еж ду  диам агнитной 
анизотропией ( при аналогичной  цикличности) и формй м олекулы . Р езультаты  теорети
чески х  расчетов вообщ е хорош о совпадаю т с определенны м и эксперим ентальны м  путем- 
зн ачени яам и , отклонение составляет  менее 7 % .
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T he surface p rop erties  o f a solid, such as adso rp tio n , surface s ta te s , b eh av io u r o f th e  
c o n ta c t betw een tw o solids etc., can  be  tre a te d  w ith  th e  qu an tu m ch em ica l m eth o d  used in  th e  
previous papers o f th is  series. These p ro p erties  can be d e a lt  w ith  as lin ea r (one d im ensional) 
prob lem s in  a good approx im ation , considering  th e  c ry s ta l block as b u ilt up  o f paralle l chains, 
each  show ing th e  req u ired  properties a t  i ts  end. The in te rac tio n  be tw een  th e  va rio u s chains 
does n o t  affect th e  surface  (i. e. end-) p ro p e rtie s  g reatly  a n d  th u s  th e  m eth o d  can  a c t as a  valuab le  
guide in  th e  surface-phenom ena of th ree-d im ensional c rysta ls . In  th e  p re sen t p ap er th e  effects 
o f a  single-atom  lay e r  are trea ted .

1. Introduction

In  previous papers of th is  series a q u an tu m m ech an ica l tre a tm e n t of 
linear, p lan a r a n d  spa tia l la ttic e s  w as given, b ased  on th e  lin ea r com bination  
of a to m ic  o rb ita ls  ap p rox im ation  of th e  m olecular o rb ita l m e th o d  [1 ], [2 ], [3 ], 
[4 ]. Two of th e se  papers, [2] an d  [4], also tr e a te d  cases in  w hich tw o  k inds of 

a to m s were p re se n t in  th e  c ry s ta l. In  th e  p la n a r  an d  sp a tia l cases [4] th e  t r e a t 
m en t w as re s tr ic te d  to  th e  A B -ty p e  o rdered  la ttic e  o f single cubic  s tru c tu re , 
b u t  in  th e  lin ea r case i t  w as possib le to  t r e a t  several o th e r  b in a ry  ty p es  w ith  
de fin ite  periods.

In  the  p re se n t pap er we deal wdth th e  effect o f a surface lay e r of strange  
a to m s on th e  surface of a c rysta l-b lock  consisting  of one ty p e  a to m s. W e consider 
th e  b lock to  be b u ilt  up of p a ra lle l chains of sim ilar a tom s, one end  of each chain , 
how ever, con ta in ing  one or m ore strange  a to m s. T he p ro p ertie s  of th is  chain  
w ith  end-effect can  be tre a te d  w ith o u t any  d ifficu lty . T he in te rac tio n  betw een  
p a ra lle l chains is n o t negligible as long as w e consider th e  energies, d en sity  o f 
s ta te s  etc. of th e  bu lk . H ow ever, i t  is negligible if  we are  in te re s te d  in  th e  end- 
effects only, i. e. now th e  surface-effects. T h e  sam e reason ing  w as used  in  [1 ] 
w here some surface-effects of a cry sta l w ere considered, th ese  being  caused 
b y  its  own a tom s.

These tre a tm e n ts  can  be easily  ex ten d ed  to  th e  case w here th e  bu lk  
consists of d iffe ren t a tom s, fu r th e r  to  th e  case w here th e  n u m b er of s tran g e  
a tom s on th e  surface is la rge , i. e. w here th e  s tran g e  a tom s co n stitu te  a n o th e r 
c ry s ta l block. T h is is th e  case of co n tac t of tw o solids, co n tac t m eaning
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h ere  a quasi-chem ical con tac t, n o t a rough  m echanical one occurring  w hen tw o 
c ry s ta ls  are  p ressed  against each  o th e r un d er how ever h igh a p ressu re . This 
p rob lem  and  th e  re la ted  problem s of im p u rities  are n o t considered now .

2. Adsorption o f a single layer o f atoms

Suppose a c ry s ta l b u ilt up  of chains in  a m an n er rep resen ted  in  F ig . 1, one 
ch a in  being  ta k e n  as independen t of th e  o thers. T he dim ension of th e  pure 
c ry s ta l in  th e  d irec tion  of the  chains be n  atom s. A d ifferen t a to m  is s tu ck  to  th e  
one end  of th e  chain  of sim ilar a to m s. T he sam e app ro x im atio n  is used  as in

F ig . 1. Single-atom  surface  layer. T he w h ite  circles are th e  a tom s of th e  hu lk , th e  b lack  ones 
th e  s tran g e  a tom s o f th e  surface  layer. T he m u tu a l position  of th e  chains is im m ateria l a t  p resen t.

th e  p rev ious p ap ers , i. e. the  in te rac tio n  of non-neighbouring  atom s is neg lected  
com pletely .

T he ion iza tion  energy  of the  b u lk  a tom s defined in  [1 ] (2 ,l lJ  is Q, an d  th e  
exchange  in teg ra l betw een  tw o ne ighbouring  b u lk  atom s defined  in [1 ] (2,15) 
is S. W e also in tro d u ce  th e  n o ta tio n  [1 ] (3,2) in  th e  case of neglected  S a n d [ l ]  
(4,2) in  th e  case of non-van ish ing  S. T he corresponding  q u an titie s  a t  th e  o u te r
m ost lay e r will be Q' (ionization energy  of the adso rbed  a tom ), ß '  (exchange 
in te g ra l betw een  th e  la s t bulk  a to m  an d  th e  adsorbed  a tom ) and  S ' (overlap  
b e tw een  th e  la s t b u lk  a tom  and  th e  adso rbed  a tom ). W e in tro d u ce  fu r th e r  
th e  n o ta tio n

and

Q' — E

ß
( 2 . 1)

( 2 .2)
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in  th e  case of neglected  overlap in teg ra ls, an d

and

X - V - E
ß - S E

(2.3)

ß ' — S ' Eу  = ------------
ß  — S E

(2.4)

in  th e  case of non-vanish ing  overlaps.
W ith  th is  n o ta tio n  we can read ily  w rite  dow n th e  secular equa tion  of ou r 

problem  for th e  chain

x  у
у  у 1

1 У 1
1 У

'•  >  ‘ l  
’ 1 у  \

(2.5)

w here th e  d e te rm in an t has n-f-1 rows and  colum ns. This d e te rm in an t can be 
expanded  according to  its f irs t row  as follows

х Л п(у) —  y M n_ i(y )  =  0 , (2.6)

w here A n(y) is defined  in  [1 ] (3.3). A n(y) can  be w ritten  explic ite ly  in  trig o n o 
m etric  form  as follows

M y )
sin (re -(- 1) 0  

sin  0
(2.7)

w here 0  is defined  by

y = 2 c o s 0 ,  (0=£ в  S jt) . ( 2 .8)

(See for in stan ce  [5 ]). (2.7) an d  (2.8) are v a lid  in  th is  fo rm  for |y |sg 2  only. 
N oting  how ever, th a t  the  r ig h t-h an d  side o f (2.7) is th e  re-tli T chebycheff-poli-

y  _ у
nom ial of th e  second k ind  of v ariab le  i. e. a polinom ial *of degree re i n —, th e

2 2
equations rem ain  va lid  in  th e  case |y |> 2  also, 0  being com plex in  th is  case. 
In  th e  case y > 2  in troducing  th e  new  v ariab le  ip by

0  =  i i p ,  { i p > 0 ) , ( 2 .9 )
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our form ulae can be expressed  in  te rm s o f hyperbolic  functions. T hus

М у )  =  Щ + 1У1’ , (2.10)
sh  rp

w ith

y  =  2chxp.  (2.11)

In  th e  case y < —2 we m ust in tro d u ce

0  =  n  +  ixp, (rp >  0) (2-12)

an d  o u r equ a tio n s w ill th e n  be

M y )  =  ( ~  (2-13)
w ith

y  =  — 2chy>.  (2.14)

T he connexion betw een  x  an d  у  is th e  following

x = y  +  ~ -  (2-15)
P

in  th e  case o f neglected  overlap , and

ж у + я̂_(2 .16)
ß - S Q '  ß - S Q

in  th e  case o f non-van ish ing  S , w here th e  n o ta tio n  A Q = Q '— Q is used. S im ilarly  
we o b ta in  th e  expression o f у  in  te rm s of у  in  th e  case o f non -van ish ing  overlaps as

ß - S Q  ß - S Q  ’

w hile fo r v an ish ing  S  у  is g iven  b y  (2.2).
N ow  th re e  cases m u st be d isting u ish ed  according to  w hether У >  2 , 

2 > y > —2 an d  —2 > y  respectively .
In  th e  f irs t  case, y > 2, we use th e  n o ta tio n  (2.9), (2.10) an d  (2.11). T h u s  

we rew rite  (2.6) in  th e  following form  :

f2 c b y +  4 g l  » b f a +  1 ) , _  =  0 (2.18)
\  T p  J s h ip  s h  ip
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in  th e  case S = S '= 0, an d

h  É p W c í r +  ^ в _ )  +
V ß  — S Q ™ ß  —- S Q ) sh  y,

_  t p  -  S  Q ß S ' - ß ' S  s h n y  _
У ß - S Q  ' ß - S Q  v ) shy ,  (

for S-^O, S '~ h 0.
W e are  here in te re s ted  in  th e  case w here n  is v e ry  large .T herefo re  we ta k e  th e

lim it n  —■*■ 00 . T hus a fte r  d iv id ing  b o th  (2.18) an d  (2.19) b y  пУ’. an d  ta k -
sh  y,

ing  in to  accoun t th a t

s h ( n  +  l ) y _ ^  (2 .20)
sh ny>

we o b ta in

(2 ch y ; +  У2 =  0 ’ (2 -2 1 >
and

(n ß — SQ'  , AQ \  f ß '  —  S'Q 0 ß S ' - ß ' S  , ч2
(2 ß - S Q  c h y ) +  ß - S Q ) eV ( ß - S Q  ' 2 ß - S Q  с Ь ^  ) ~ 22)

respectively .
T hus in  th e  case S = S '= 0  we h av e  a q u ad ra tic  equa tion  fo r in  th e  

case S=h0, S'  =h0 an  eq u a tio n  of th e  fo u r th  grade for ev . I f  c'1’ is d e te rm in ed  from

these eq ua tions, eV +  —  gives у  a n d  th u s  th e  energy  E  is found . W e m u st,
eV

how ever, be careful in  de term in ing  th e  roo ts of th e  q u a d ra tic  resp . q u a rtic  
eq u a tio n , as only th o se  roots w h ich  are  g rea te r th a n  u n ity  can  be u sed . 
This som etim es p roduces re stric tions in  th e  q u an titie s  AQ, ß , ß ' , S an d  S ',  
w hich a re  w orth  discussing.

In  th e  th ird  case, y <  —2, we o b ta in  w ith  th e  n o ta tio n s  (2.12), (2.13) 
and  (2.14) sim ilar re su lts . The re su lts  will be sim ilar to  eq u a tio n s  (2.21) an d  
(2.22) re sp ., only ev  m u s t be changed  to  e—̂  and  consequen tly  ch xp to  —ch y, in 
these equations.

In  th e  second case, y ] < 2 ,  th e  s itu a tio n  is som ew hat a lte red . H ere  th e  
n o ta tio n s  (2.7) and (2.8), w ith  rea l 0  give a h an d  w hich is essen tia lly  th e  sam e 
as th a t  w ith  no adsorbed  layer. T h is is show n b y  th e  fac t th a t  here  trig o n o m etric  
functions appear in s te a d  of hyperbo lic  ones and  th u s  th e  e q u a tio n  (2.6) h as  an  
in fin ite  num ber o f ro o ts  as n ° ° .

In  an y  case e q u a tio n  (2.6) h as  re +  l  real roo ts (for y), o f w hich re+ 1 , n  or 
n —1 are  in  th e  b a n d  and  0, 1 or 2 are  ou tside th e  band .
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In  th e  case of neglec ted  overlaps a m ore d e ta iled  d iscussion shows th a t  
th e re  is one ro o t fo r y > 2  if

a n d  no ro o t if

S im ilarly  th e re  is one ro o t fo r y <  —2 if

a n d  no ro o t if

(2.23)

(2.24)

У <  —2 if

^ > 2 - У
ß

(2.25)

ß
(2.26)

T h u s  we can ea s ily  co n stru c t a m ap show ing th e  conditions u n d er w hich th e  
ad so rb ed  lay e r h as  an  energy ly ing ou tside th e  b a n d  of th e  bu lk  etc . (Fig. 2).

T ig . 2. M ap show ing th e  conditions o f  a n  energy t ra p  ou tside  th e  b a n d  in  th e  case o f  vanishing 
overlaps. N on-shaded  a rea  : no energy  te rm  outside  th e  b an d . H alf-shaded  area  : one energy 
te rm  above (d en o ted  b y  + ) ,  resp . below (d en o ted  b y  — ) th e  band . Fu ll-shaded  area  : 

one energy te rm  above and one below  th e  band .

T h is  m ap has an  in te re s tin g  fe a tu re  connected  w ith  th e  surface s ta te s  of a pure 
c ry s ta l  ( [6 ] , [7 ]), w hich will be  discussed in  d e ta il in  th e  n e x t section.

I f  the  overlap  in teg ra ls  are  ta k e n  in to  acco u n t also th e  general discussion 
w ill b e  very  com plica ted . H ow ever, if  some of th e  q u a n tit ie s  are given (e. g. Q, ß  
a n d  S  or som e conven ien t functions of these), th e  discussion becom es easier. 
F o r  special cases th is  w ill be done in  th e  n e x t ch ap te r.

H ere for a g enera l d iscussion we in tro d u ce  th e  following n o ta tio n s
B' S ’ SQ AQ
---  =  и , —  =  v ,  — =  w  , ----
ß  S  ß  ß

=  С- (2.27)
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T hus for ex am p le  eq u a tio n  (2.23) can be  w ritten  in  th e  following form

и — vw
1 — w

+  2S
V — и 
1 — w

(2.28)

S and  ui genera lly  being given, the  ro o ts  of th is eq u a tio n  are fu n c tio n s o f u ,  
v and  Q.

The m ost in te re s tin g  question  is w h e th e r th e  en erg y  te rm s derived  from  
th is  eq u a tio n  (and from  th e  sim ilar one for у  <  —2) are  ou tside or inside th e  
b and  of th e  b u lk . The answ er can now  be  given in  te rm s  of u, v and  £, i. e. th e  
following prob lem  can  be  in v estiga ted . T here  is a b u lk  w ith  Q, ß  an d  S  given. 
W h at p ro p ertie s  (i. e. ß ',  S ')  should a substance  have  to  co n stitu te  an  adsorbed  
layer on th e  bu lk  w ith  p rescribed  energy  tra p s  above or below its  b a n d ?  This 
is the  p rob lem  of th e  a rtific ia l b a rr ie r  layers in th e  case of m eta l rec tifie rs.

T he resu lts  of th e  analysis of th is  question  (w hich is essen tially  th e  d iscus
sion of eq u a tio n  (2.28) an d  th e  sim ilar equ a tio n s for th e  c a se y  <  —2 an d  |y | < 2 )  
can be expressed  in  th e  following form . W e in tro d u ce  th e  v ariab les

[it(l — 2S) —  v(w —  2 S )]2 
(1 — w) (1 — 2 S)

and

J  UJ 1 + 2S) — v [ v >  + 2 S )]2
T' ~  (1 -  » )  (1 +  2S)

(2.29)

(2.30)

W e divide th e  ( f , nq, Q  space* b y  tw o planes in to  four p a r ts , one o f th em  
con ta in ing  th e  po in ts  w here the  energy  te rm s are inside th e  ban d , tw o con ta in ing  
those w here  one energy  te rm  (the tra p )  is above resp . below  th e  b an d  an d  one, 
w here th e re  are tw o tr a p s  above a n d /o r below th e  b an d . (See F ig . 3.)

T he equations o f th e  planes are

and

£ _ f  _ « ! = - >  
1 — 2S

(2.31)

,  , 2 ( 1 - « )  
1 +  2S

(2.32)

B y  these  p lanes, how ever, only th e  num ber of th e  tra p s  is in d ica ted  exactly . 
B u t we can  also d raw  conclusions as to  th e  position  o f th e  trap s . In  th e  ne ig h b o u r
hood of th e  planes th is  is easily decided, b u t a t la rg e r d istances we m u st in v es ti
gate o th e r  conditions too . I f  we go fa r th e r  from  a p lan e , we fin d  th a t  a t  a certa in  
stage th e  tra p  runs to  in fin ity  on th e  sam e side of th e  band  as w here i t  s ta r te d

* N a tu ra l ly  o n ly  one q u a d ra n t o f  th e  (?, rj, J) space  is  used here, since f  an d  rj by  
th e ir  d e f in itio n s  (2.29) a n d  (2.30) a re  a lw ay s positive or a lw ays negative.
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from , an d  ap p ea rs  in  in f in ity  on th e  opposite  side of th e  b an d . T hen  it  com es 
n ea re r  to  th e  b a n d  on th is  side. I t  is also possib le th a t  in  th e  ran g e , w here th e re  
is one tra p  above  an d  one below  th e  b an d , one o f th em  becom es in fin ite  a n d  
th e n  th e  tw o  tr a p s  ap p e a r on th e  same side o f th e  b an d . N a tu ra lly , in  a c tu a l 
cases these  sin g u la rities  do n o t occur ; these  a re  in h eren t only  in  th e  ap p ro x 
im ations u sed  here . H ow ever, a genera l tre n d  of th e  tra p s  n o t to o  n e a r to  th ese  
p o in ts  is a d e q u a te ly  described  b y  th is  p ic tu re .

F ig . 3 . P a r ts  o f th e  ({, t j ,  Q  space, w here energy  tra p s  occur. T he te tra h e d ro n  ABCD has no  
tr a p s  a t  all. In  t h a t  p a r t  o f th e  space (in th e  q u a d ran t) , w hich  is above th e  p lan e  ACD and has 
n o  com m on p a r t  w ith  th e  te trah e d ro n , one energy t r a p  is s itu a te d  (below  th e  b a n d  if  we are  
n o t  to o  fa r from  th e  plane). In  th a t  p a r t ,  w hich  is below  th e  p lane ABC an d  h as  no com m on 
p a r t  w ith  th e  te tra h e d ro n , one energy t ra p  is also s itu a te d  (above th e  han d , i f  we are n o t too 
f a r  from  th e  p lane). F in a lly  in  th e  rem ain ing  p a r ts  o f th e  q u a d ra n t there  are tw o tra p s  (equally  
a b o v e  an d  below  th e  h a n d , if  we are  n o t too  fa r  from  th e  £ -axis). T he figure  is  constru c ted  fo r 
Q =  — 6, ß  =  — 1, S  =  0,1.

W e discuss th ese  changes in  th e  positions o f th e  tra p s  b y  in v estiga ting  
th e  (£, u, v) space. T he equa tions o f th e  surfaces on w hich these  changes occur 
a re  th e  follow ing

4 =
1 — w  

S
-  ( v - u ) * , (2.33)

(See F ig . 4.).
The surface

Í (v — и)* .

i  =
и w 
Sv  S

(2.34)

(2.35)

m u s t be exam ined  separa te ly .
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T he la rger th e  d istance o f th e  p o in t rep resen ting  th e  adso rbed  a to m  from  
th e  p lanes (2.31) an d  (2.32) resp . th e  la rg e r th e  ac tiv a tio n  energy  of th e  t r a p . 
O n th e  o th e r h an d , if  an  ac tiv a tio n  energy  is p rescribed fo r th e  tra p  some con
clusions concerning th e  m a te ria l expected  to  give the  w a n te d  value can  be 
draw n.

T hus fo r in stance , if  Q =  —6, ß =  — 1 an d  S = 0 ,1  a re  given for th e  b u lk  
w ith  A E =  0,2 prescribed  above th e  b a n d , o u r equations give for ß ' =  — 0,9 
an d  S '= 0 ,0 8  th e  value Q'  = — 5,097 fo r th e  ionization  en e rg y  of th e  a d so rb 
ed a tom . H ere we have chosen p ro b ab le  values for ß '  a n d  S' .  In  fa c t, ou r

Fig . 4. Surfaces in  th e  (£ , u, v) space on w hich th e  position  of th e  t r a p s  changes. T he f ig u re  is 
d raw n  fo r Q =  — 6, ß  =  — 1, S  =  0,1.

equ a tio n s give on ly  a connection  betw een  ß ',  S ' and  Q' e. g. in th e  exam ple  
given

0 ' =  — 1,116 ß ’2—- 10,713 ß 'S ’ — 25,713 S ' 2— 4,8.

T here  are, how ever, fu r th e r  re la tions betw een ß \  S ' an d  Q '. F o r in stan ce  
th e y  are a ll functions o f th e  d istance  from  th e  firs t a tom  o f th e  bulk , th u s  giving 
fu r th e r  re la tions, so th a t  all th e  q u a n titie s  can be determ ined .

3. Surface states

A n im p o rta n t special case of th e  p rob lem  in sec tion  2 is th e  one in  w hich 
th e  adso rbed  a to m  is of th e  sam e k ind  as th e  bu lk  a to m s, b u t  w here i ts  special 
position  a t  th e  surface changes its  b eh av io u r in some respects . There a re  ind i
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cations th a t  th e  atom s do b eh av e  d iffe ren tly  from  those in  th e  hulk . T his su p 
position  h as  led  to  th e  idea  o f surface s ta te s  or Tam m -levels (see [6 ], [7 ]). 
T hese are  levels above or below  th e  energy b a n d  of th e  c ry s ta l block, due to  th e  
fin iteness o f th e  crystal, i. e. th e  ex istence o f the  surface.

The re su lts  o f section 2 can  be u sed  to  in vestiga te  th e se  surface s ta te s . 
W e assum e t h a t  th e  d istance  of th e  en d -a to m  from  its  n e ighbour is d iffe ren t 
from  th e  m u tu a l d istance of th e  atom s in  th e  bulk . T his p roduces a change in  
ß  (now ß ')  a n d  S  (now S '). H ow ever, if  th e  difference b e tw een  th e  d istances a t  
th e  end  an d  in  th e  inner p a r t  is n o t too la rg e , we can ta k e  Q as fixed. As ca lcu 
la tio n s show  fo r some lig h te r a tom s, th is  is th e  case in  a re la tiv e ly  w ide ran g e  
o f  th e  la ttic e  d istance .

E q u a tio n s  (2.23), (2.25) a n d  (2.2) show  (A Q = 0 ), th a t  i f  th e  overlap in te 
g ra ls are  n eg lec ted , th e  rough  resu lt is o b ta in e d  th a t  su rface  sta tes ap p ea r i f

ß ' < ] [ 2 ß < 0 .  (3 .1)

T h is resu lt is generally  o b ta in ed  if  th e  d is ta n c e  betw een th e  ou term ost la y e r  
an d  its  n e ig h b o u r is sm aller th a n  th e  d is tan ce  betw een th e  layers in  th e  b u lk . 
T h is change in  th e  distance is to o  large. In  L i, fo r instance, th is  w ould only o ccu r 
a t  a change o f  16%  in the  la tt ic e  co n stan t, w h ich  is im probab le . A lthough th e  
overlapp ing  h as  n o t been ta k e n  in to  accoun t, we m ay say  t h a t  Li does n o t fo rm  
surface levels ou ts id e  its  b an d .

In  an y  case (2.23) an d  (2.25) show t h a t  in  th is  ap p ro x im atio n  the  su rface  
levels alw ays a p p e a r  in pairs, one above th e  b a n d  and th e  o th e r  below it. T h is  
w as s ta te d  b y  Fowler [8] a n d  Shockley [7 ]. W e shall see t h a t  th is  is n o t th e  
case if  th e  overlap  is also ta k e n  in to  acco u n t.

I f  S=h() a n d  S ' 4= 0 th e  4 = 0  section of F ig . 3 and Fig. 4 m u s t he exam ined , 
as can  be seen in  F ig . 5 w here th e  v > 0  h a lf  o f  th e  4 = 0  p la n e  in th e  (4, u, v) 
space is rep resen ted . W e see t h a t  in  th is  case th e  s itua tion  is som ew hat a lte re d . 
F ir s t  of all, th e  p o in t (1,1) in  th e  figure w hich  represen ts th e  case of no su rface  
effect a t  all, is m u ch  nearer to  one of th e  lines w here th e  su rface  sta tes occu r, 
th a n  in  th e  case of neglected  overlaps. M oreover, we see t h a t  i t  is n ea re r to  
one of these  lines th a n  to  th e  o thers. T his m ean s th a t  i t  is p robab le  th a t  th e  
su rface  s ta te s  do n o t appear in  p a irs , b u t t h a t  a surface s ta te  occurs (w ith th e  
d a ta  of Fig. 4) f ir s t  above th e  b an d  and  o n ly  la te r an d  occasionally  below  
th e  ban d .

I t  is in te re s tin g  to  observe how  th e  occu rrin g  q u an titie s  are co rre la ted . 
A s an  exam ple th e  case of L i is tak en . In  F ig . 6 we give th e  (u, v) p lane fo r 
4 = 0  for L i u s in g  th e  follow ing values ic = 0 ,6 6 2 , S = 0 ,3 6 5  an d  th e  la ttic e  
d is tan ce  7 а^ , w here  a «  is th e  f ir s t  hydrogen  rad iu s . These v alues have been  
ca lcu la ted  on th e  basis  of th e  eigenfunctions g iven  b y  Dune an son  an d  Coulson [9 ].
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Fig. 5 show s th a t  if  we assum e th e  la s t  Li a tom  o n  th e  surface to  b e  a t  a  
sh o rte r d istance  from  th e  neighbouring  a to m  th a n  th e  h u lk  la ttice  d is tan ce  
( l a H) ,  th e re  is no T am m -level a t  all, u n til  a d istance of a b o u t 5,9 a ^ .  F ro m  th is  
p o in t a T am m -level ap p ears  a b o ve  th e  energy  band . O n ly  a t m uch sh o rte r

Fig . 5. The é — 0 p lane in  th e  ( u , v) space. T he non-shaded  area  in  th e  m iddle o f th e  fig u re  is 
th a t  w ith o u t surface levels. T h e  shaded areas a re  those  w ith  one su rface  level (above th e  b a n d , 
if  -f- and  below  i t ,  if  -— is w ritten ). The rem ain ing  non-shaded a rea s are  those w ith  tw o  surface 
levels, +  m eaning  a level above an d  —  one below th e  ban d . The f ig u re  is constructed  fo r Q =  — 6, 
ß  =  ■— 1, S  =  0,1. T he p o in t (1,1) represen ts a su rface  atom  w hich does n o t differ from  th e  b u lk

atom s.

F ig . 6. ( u ,v )  m ap  for Li. T he non-shaded  a rea  in  th e  m iddle is one w ith o u t surface levels. T he 
shaded  areas a re  those w ith  one surface level (ab o v e  th e  band, i f  -f- a n d  below it, i f  —  is w ritten ). 
T he rem ain ing  non-shaded  areas are those w ith  tw o surface leve ls, above the  b a n d , i f  +  and 
below it,  if  —  is w ritten . T h e  curve in  the  f ig u re  connects th e  v a lu es obtained b y  a  L i a to m  
coming from  in fin ity . T he n u m b ers  a t  the  several p o in ts  of th e  cu rv e  denote the  d is tan c e  of th e  

Li a to m  fro m  th e  o u term o st lay e r o f th e  b u lk  in  aH units.

distances (less th a n  3,4 а и) does a T am m -level appear below the  band . H ow ever, 
th e  d istance  of th e  o u te rm o st layer does n o t v a ry  so w idely  and  p ro b a b ly  no t 
even th e  f ir s t  T am m -level will occur in  th is  case.

T here is, how ever, an  effect neg lec ted  in  th e  preceeding tre a tm e n t, 
w hich favours th e  occurrence of th e  T am m -level. N am e ly  it  is supposed  here
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t h a t  th e  in te g ra l Q does n o t d ep en d  on th e  d is tan ce  of tw o neighbouring  a to m s 
a n d  th u s  th e  io n iza tion  energy  o f  th e  free a to m  w as su b s titu te d  for it. H ow ever, 
i f  th e  o u te rm o st a to m  approaches th e  c ry s ta l, th is  in teg ral grow s (i. e. its  a b so 
lu te  values d im inishes). As a  re su lt Q will be  a sm all n eg a tiv e  num ber in s te a d  
o f  ex ac tly  zero . T h is causes th e  firs t T am m -level to  ap p e a r a t  d istances n o t  
v e ry  d ifferen t from  th e  equ ilib riu m  d istance . T h e  same effect w ould  also cause  
th e  second T am m -level (below th e  band) to  a p p e a r a t  a d is tan ce  quite d iffe ren t 
from  th e  eq u ilib riu m  d istance. T h is  w ould n o t  h ap p en  if  th is  e ffec t was igno red .

In  th e  case o f Li our re su lts  have no influence  on th e  e lec trical and  o th e r  
p ro p ertie s  o f th e  m eta l, since th e  firs t energy  b an d  of Li is o n ly  filled b y  half. 
W e have used  th is  exam ple on ly  because th e  eigenfunctions o f L i are conven ien t 
to  com pute w ith . H ow ever, w ith  m ore or less num erica l w ork, th e  same m e th o d  
can  be app lied  to  o th e r a tom s w here these  effects are n o t im m ateria l. T h u s , 
fo r in stance , th e  p roperties of sem i-conducto rs can  be tre a te d  in  th e  same w ay . 
O u r q u a lita tiv e  conclusions in  th is  p ap er a re  read ily  app licab le  also to  th e se  
cases. Closer re la tio n s  m igh t be  given w hen tre a tin g  th e  Se sem i-conductor, 
since Se show s a chain-like s tru c tu re  in its  sem i-conductor p h ase  so th a t  o u r 
conclusions a re  p a rticu la rly  app licab le  to  th is  case. 4

4. S tab ility  considerations

A few w o rd s m u st be said  a b o u t th e  en erg y  varia tion  o f th e  whole system  
tre a te d  above. T h e  discussion o f these  energy  rela tions is im p o r ta n t w hen we 
consider th e  s ta b il i ty  of the  adhesion , i. e. if  th e  question  arises w hether in  th e  
case of a chem ical lay e r th e  adhesion  of a s tra n g e  atom  re su lts  in  an  energy  
g a in  or n o t. T h e  a lte rn a tiv e  p ro b lem  in th e  case of a physical la y e r  is w h e th e r 
th e  change in  th e  d istance of th e  o u te rm ost a to m  from  th e  neighbouring  one 
p roduces energy  gain  or loss. L e t us exam ine th is  la tte r  case. T h e  problem  can 
be  tre a te d  q u ite  generally , if  overlaps are neg lected , as follows.

I t  is a well know n th eo rem  o f th e  p e rtu rb a tio n -ca lcu lu s  t h a t  the  a r i th 
m e tic  m ean o f all th e  energy te rm s  does n o t v a ry  w ith th e  s tre n g th  of th e  
p e r tu rb a tio n , i f  th e  overlap is neg lec ted  (a t e x tre m ity  : the  a r ith m e tic  m ean  is 
th e  sam e in  th e  u n p e rtu rb e d  case as in th e  p e rtu rb e d  one). T h is  is th e  conse
q uence  of th e  s p u r  theorem  ap p lied  to  the p e r tu rb a tio n  m a trix .

W ith  re g a rd  to  our p rob lem , th is  m eans t h a t  if  an en erg y  level rises to  
h ig h e r  values ab o v e  th e  ban d , th e  energy te rm s  (or a t least th e  lower energy 
te rm s) are  d ep ressed  to  lower v a lu es  in  th is  app rox im ation . T rea tin g  a one- 
v a len cy  a tom , su ch  as Li, th is  m eans th a t  th e  occurrence of a T am m -level above 
th e  b an d  resu lts  in  a  som ew hat low er average en erg y , since th e  filled  term s have  
becom e lower. T h e  h igher the  T am m -level rises above the  b a n d , th e  lower will 
be  th e  average energy . In  th is case w e m ay  s ta te  th a t  th e  surface s ta te  is stabilized .
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O n th e  o th e r h an d , if  a Tam m -level h as  occurred  below th e  b an d , the  u p p e r  
te rm s o f th e  b a n d  will be lifted , b u t  since th e  electrons fill o n ly  th e  lower h a lf  
o f  th e  b an d , th e ir  average energy  will be low ered  here too  ( ta k in g  in to  acco u n t 
th e  low  value of th e  surface level also). T h u s  in  the  case o f one-valency a to m s 
(or in  general, of a tom s of odd  valency), th e  appearence o f a n y  surface level 
w h a tev e r resu lts  in  energy gain, so th a t  th e  surface s ta te s  a re  stable.

In  a tw o-valency  (or in  general even-valency) la ttice , how ever, th e  s i tu a 
tio n  is som ew hat a ltered . T he average en erg y  is here, in  th e  ap p rox im ation  
w here we neglect th e  in te rac tio n  of th e  d iffe ren t o rb its, th e  a rith m e tic  m ean  of 
th e  levels, an d  — according to  th e  above th e o re m  — it  does n o t  a lter. T h u s  in  
th is  case stab iliza tio n  can re su lt only  th ro u g h  effects no t t r e a te d  in  th is a p p ro x i
m ation .

T he situ a tio n  is qu ite  sim ilar in  th e  case of a strange a to m . I f  one or b o th  
o f th e  h u lk  an d  adhesive substances are of one (or of an odd) valency , th e  s i tu a 
tio n  of th e  s tab iliza tion  can be seen a t once. If, how ever, b o th  kinds of a to m s 
are  o f v a lency  tw o (or m ore generally  even ), th e  stab iliza tio n  m ight be  th e  
consequence of o rb it-in te rac tio n  only.

In  th e  o d d -v a len cy  case, if  the  free adhesive  atom  has a n  ionization  en e rg y  
above or below  th e  b an d  of th e  b u lk , stabilisation does not occur, because in  th e  
f irs t case th e  level of th e  adhesive atom  gets nea re r to  th e  b a n d  and  so, b y  th e  
a rith m etic  m ean  theo rem , th e  low er — filled  — term s of th e  b a n d  are e lev a ted . 
In  th e  second case th e  level o f th e  adhesive a to m  gets n ea re r to  th e  b and  aga in ,
i. e. i t  is e levated  and  only th e  h igher — unfilled  — levels of th e  b a n d  are depressed .

If , on th e  o th e r  h an d , th e  ion ization  energy  of the  free adhesive a to m  falls 
in to  th e  b an d  of th e  b u lk , stabilization occurs sim ilar to  t h a t  in  the  case o f a 
physical layer.

In  th e  case of non-van ish ing  overlap th e  stab iliza tion  m u s t be in v estig a ted  
sep ara te ly . In  th e  exam ple of Li th e  p re sen t qua lita tiv e  considerations w ould  
p red ic t a stab le  d istance in  th e  ou term ost lay e r of abou t 4 ,8— 5,2 a » . (See F ig . 6.)

The p re sen t discussion can be ex ten d ed  to  the  case o f m ore th a n  one 
adhesive a to m  lay er an d  from  th is  p o in t a  lim iting  process leads us to  th e  case 
of th e  co n tac t o f tw o d ifferen t solids. T hese  problem s will b e  tre a te d  in  a  fo l
lowing paper.
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ИССЛЕДОВАНИЯ ПО ТЕОРИИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ. V. АДСОРБЦИЯ. ПОВЕРХНОСТ
НЫЕ СОСТОЯНИЯ

Т. А. Гоффман 

Р е з ю м е
Поверсностные явления твердых тел, как напр. адсорбция, поверхностные состоя

ния, контакт между твердыми телами и др., могут рассматриваться методом квантовой 
механики, использованным в первой статье этой серии статей. Изложенные в этой статье 
свойства могут рассматриваться с хорошим приближением в качестве линейной (одно
мерной) проблемы, поскольку кристалл можно считать построенным из параллельных 
цепей, из которых каждая обладает на краю соответствующими свойствами. Взаимодействие 
между различными цепями влияет только в небольшой степени на поверхностнее свойства 
(или же концевые свойства), и таким образом этот метод может дать полезную ориентировку 
при исследовании вопросов поверхностных явлений трехмерных кристаллов. В данной 
статье рассматриваются эффекты, возникающие под действием слоя, толщиною всего 
лишь в один атом.



BEITRÄGE ÜBER DIE ELEKTRISCHE LEITUNG  
VON VERFÄRBTEN UND UNVERFÄRBTEN  

ALKALIHALOGENIDKRISTALLEN*
Von

P . TOMKA

In s t i tu t  fü r  E x p e rim en ta lp h y sik  der T echn ischen  U n iv e rsitä t, B u d ap es t 

(V orgelegt v o n  Z. G y u la i —  E in g e g an g e n : 16. IV . 1952.)

1. E s w urde festgeste llt, dass hei kleineren F e ld s tä rk e n  (50— 6000 V olt/cm ) auch  h e i 
u n v e rfä rb ten  A lkalihalogenidkrista llen  die A bw eichung v o m  Ohm schen G ese tz  u n d  die räum liche 
e lektrische W irkung  (A bhängigkeit v o n  de r K ris ta lld icke) au ftre ten , w e n n  im  K ris ta llg itte r 
V erunrein igungen  v o rh an d en  sind.

2. E inzelne n a tü rlich e  N aC l-K ristalle  nehm en v o n  diesem  G esich tsp u n k t eine besondere  
L age ein, w ährend  sy n th e tisch e  K B r- u n d  insbesondere d ie  K C l-K ristalle  d ie  g rössten  A bw eichun
gen aufweisen.

3. In  den  A bw eichungen aufw eisenden K rista llen  v e rän d e rn  sich d ie  L eitu n g sk o n stan ten  
au ch  innerha lb  eines K rista llexem plars in  sehr grossem  A usm ass, genau so w ie  bei den e le k tro 
n ischen H alb le ite rn . Zw ischen den  L eitu n g sk o n stan ten  bestehen  d ieselben  Z usam m enhänge 
wie bei den w oh lb ek an n ten  e lek tron ischen  H alb le ite rn . A u f  G rund der A n a lo g ie  kan n  angenom 
m en  w erden, dass in  der D unkelle itung  auch  E lek tro n en  eine Rolle sp ie len .

4. E s w urden  Beweise fü r die A nnahm e des V erfassers g esam m elt, dass der V organg  
der A bw eichung vom  O hm schen G esetz in  der D u nkelle itung  genau so besch affen  is t w ie d e r 
lich telek trische S ekundärstrom .

In  einer frü h eren  A rbeit [1 ] w urde ü b e r U n te rsuchungen  berich te t, d ie 
in  bezug au f die elektrische L eitung  von a d d itiv  v e rfä rb ten  u n d  e n tfä rb te n  
KCl- u n d  K B r-K ris ta llen  vorgenom m en w urden . Die dam als gem achten  F e s t 
stellungen können  wie folgt zusam m engefasst w erden  : a) b e i d e r  E n tfä rb u n g s
te m p e ra tu r  (400—500° C) b le ib t das O hm sche G esetz in  G ü ltig k e it, doch s in d  
bei n iedereren  T em p era tu ren  A bw eichungen zu beobach ten , d ie  darin  b esteh en , 
dass die spezifische L e itfäh igke it m it der Z unahm e der F e ld s tä rk e  gleichfalls 
w ächst. Bei S inken der T e m p e ra tu r  nehm en  die A bw eichungen  zu. b)  D ie  
A bw eichungen vom  O hm schen G esetz scheinen m it den Io n en ab lö su n g sa rb e iten  
im  Z usam m enhang zu stehen . (In  der van  t ’H offschen F o rm e l K = A e  B'T 
b ed eu ten  К  die spezifische L e itfäh igke it, T  d ie  abso lu te T e m p e ra tu r , w äh ren d  
A  u n d  В  K o n s ta n te n  sind.) D ie A bw eichungen sind desto  grösser, je  g rösser 
die Io n en ab tren n u n g sa rb e iten  sind , c)  Die L e itu n g sk o n s ta n te n , d . h . die Io n e n 
ab tre n n u n g sa rb e it В  u n d  die K o n stan te  A  v e rän d e rn  sich n ach  einer e n t 
sp rechenden  T e m p era tu rb eh an d lu n g  oder län g erem  R uhen lassen , was au f e in e n  
lab ilen  Z u stan d  h inw eist. d)  D as A usm ass d e r  spezifischen e lek trischen  L e i t 
fäh igkeit u n d  d er A bw eichungen vom  O hm schen  Gesetz h ä n g t  von  der g e g e n 
seitigen E n tfe rn u n g  der K rista lle lek troden  ab , u n d  zw ar w e is t bei d e rse lb en

* V orgelegt de r U ngarischen A kadem ie der W issenschaften  am  7. A pril 1952.
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F e ld s tä rk e  e in  d ickerer K r is ta l l  eine grössere spezifische L eitfäh igkeit u n d  eine 
grössere A bw eichung v o m  O hm schen G esetz  auf. e)  D e r  U ntersch ied  d e r L eit
fäh igke it u n d  das A usm ass d e r  A bw eichung vom  O hm schen  Gesetz sind  zwischen 
einem  d ick eren  u n d  d ü n n e re n  K ris ta ll u m  so grösser, je  s tä rk e r d e r K rista ll 
v e rfä rb t w a r . f )  A uf G ru n d  d e r im P u n k te  d)  beschriebenen  E rscheinung  w urde 
die F o lgerung  gezogen, d ass  in diesen K rista llen  infolge eines gew issen ioni
sa tio n sa rtig en  V organges n eb en  der n o rm a len  Io n en le itung  auch neue L e itungs
ko rp u sk e ln  au ftre ten .

B ei d iesen  U n te rsu ch u n g en  w urde vo rausgese tz t, dass  die obenerw ähn ten  
E rsch e in u n g en  in  den u n v e rfä rb te n  K ris ta llen  n icht a u f tre te n , und  dass in  den 
v e rfä rb te n  K ris ta llen  au ch  U -Z en tren , d . h . K H -M oleküle vo rhanden  sin d , die 
a u f  G rund  ih re r  im U ltra v io le tt befind lichen  A bsorp tionsbande nach  d e r E n t
färb u n g  nachgew iesen w erden  können. D ie A nnahm e, d ass  die U -Z en tren  heim  
Z u stan d ek o m m en  dieser E rsche inungen  eine Rolle sp ie len , lag also a u f  der 
H an d . D ie Z ah l dieser U -Z en tren  w ar n ich t b ek an n t. Im m erh in  w u rd e  auf 
die N o tw en d ig k e it h ingew iesen, die in d en  K rista llen  d u rch g efü h rten  e lek trischen  
U n te rsu ch u n g en  auch d u rch  optische M essungen zu erg än zen . N euerdings w urde 
auch  in  d er L ite ra tu r  ü b e r  para lle l vorgenom m ene op tische  und  elek trische 
L e itu n g su n te rsu ch u n g en  an  A lkalihalogeniden  b e rich te t [2].

Es is t b e k a n n t [3], d ass  die e lek trische  L e itfäh igke it von  v e rfä rb te n  und 
d an n  e n tfä rb te n  KCl- u n d  K B r-K ris ta llen  w esentlich g eringer is t als d ie eines 
u n v e rfä rb te n  K rista lls , d er derselben  T em p e ra tu rb eh a n d lu n g  un terzogen  w urde 
u n d  von dem selben  K ris ta lls tü c k  s ta m m t. Des w eiteren , dass ihre K o n s ta n te  
В  grösser is t  u n d  dass ih re  K o n stan te  A  bedeu tende V eränderungen  erle idet. 
B ei diesen M essungen k am  a b e r  auch ein als sehr rein b ezeichneter, aus Schm elze 
gew achsener K B r-K ris ta ll v o r , der diese V eränderung  d e r L e itfäh igke it — tro tz 
d em  er s ta rk  v e rfä rb t w ar — n ich t zeigte. E s erschien also d ie A nnahm e zulässig, 
dass bei d iesen  zwei E rsche inungen  au ch  frem de V erunre in igungen  eine Rolle 
spielen.

A n d ererse its  is t aus d e r  L ite ra tu r  ersichtlich  [4 ] , dass bei e in er F e ld 
s tä rk e  von  10 — 100 K V /cm  zw ischen u n v e rfä rb te n  n a tü r lic h e n  und  sy n th e tisch en  
N aCl- u n d  K C l-E in k ris ta llen  eine ziem lich b e träch tlich e  S pannungsabw eichung 
b e o b ach te t w u rd e . A us d iesen  M essungen g e h t auch h e rv o r, dass die A bw eichung 
v o m  O hm schen  G esetz bei höheren  T em p era tu ren  g erin g er ist. Bei w eiterem  
T em perie ren  e rh ö h t sich d ie  L e itfäh ig k e it, w ährend  d ie  A bw eichung vom  
O hm schen G esetz geringer w ird . Diese E rscheinung  s tim m t genau m it  dem 
einen  in  d e r  e rw äh n ten  A rb e it [5] beschriebenen  E rg eb n is  überein, dass n ä m 
lich  m it d e r E rh ö h u n g  d er spezifischen L eitfäh igkeit v o n  ad d itiv  v e rfä rb ten  
u n d  e n tfä rb te n  K B r-K ris ta llen  eine V erringerung  der A bw eichung vom  O hm schen 
G esetz H an d  in  H an d  geh t. D en  G rund fü r  den  bei den e rw äh n ten  grossen F e ld 
s tä rk e n  b e o b a c h te ten  S p an n u n g su n te rsch ied  schreiben d ie  Forscher im  allge
m einen den in  den  K ris ta llen  befindlichen V erunre in igungen  zu. D u rch  eine
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en tsp rechende T em p era tu rb eh an d lu n g  ve rte ilen  sich die V erunre in igungen  
gleichm ässig im  K ris ta ll u n d  infolgedessen n im m t die A bw eichung vom  O hm schen 
Gesetz ab.

B ei den zu le tz t verö ffen tlich ten  V ersuchen  w urde die A bw eichung vom  
O hm schen G esetz bis zu einer F e ld stä rk e  v o n  6000 V olt/cm  u n te rsu ch t. B ei

A bb. 1. D ie T em p era tu rk u rv en  de r spezifischen e lek trischen  L e itfäh ig k e it von  n a tü r lic h e n  
u n d  aus Schm elze gew achsenen N aC l-K ristalle  b e i verschiedenen E le k tro d en en tfe rn u n g en . 

D ie K u rv e n  i ,  3 4 u n d  5 beziehen  sich a u f  P rä p a ra te  M erck  p ro  A nalysi.

einer so grossen F e ld stä rk e  w ar eine Spannungsabw eichung au ch  bei den u n v e r-  
fä rb ten  K ris ta llen  zu erw arten .

A uf G rund  dieser Ü berlegungen w urde nunm ehr die e lek trische L e itu n g  
von u n v e rfä rb ten  NaCl-, K B r- u n d  К  C I-K ristallen einer P rü fu n g  u n te rzo g en . 
Aus NaCl u n d  KCl s tan d en  sowohl n a tü rlich e  als auch aus Schm elzen gew achsene 
künstliche  K rista lle  zu r V erfügung. Die M esseinrichtung u n d  die M essm ethode 
sind bere its  aus den früheren  A bhand lungen  bek an n t. D ie K ris ta lle  b e fan d en
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sich zw ischen P la tin - oder N ickele lek troden  in  einem  elek trischen  Ofen, w obei 
die K ris ta llfläch en  m it G ra p h it bestrichen  w urden. D ie T em p era tu r des Ofens 
w urde m it e inem  T herm oelem en t aus K o n stan tan -C h ro m n ick e l bzw. aus P la tin - 
P la tingo ld  gem essen. Zw ecks V erringerung  des E influsses d e r K rista llind iv iduali- 
t ä t  w urde b e i jed em  K ris ta llex em p la r v e rm e rk t, von  w elchem  Stücke es s tam m te . 
A usserdem  w u rd e  auch  b e i den vorliegenden  U n tersuchungen  als w ich tiger

A bb. 2. D ie T e m p e ra tu rk u rv e n  d e r  spezifischen e lek trisch en  L e itfäh ig k e it von sy n th e tisch en  
(aus Schm elze gew achsenen) K B r-K ris ta lle  b e i versch iedenen  E lek tro d en en tfe rn u n g en .

P a ra m e te r  d ie  E n tfe rn u n g  d e r E lek tro d en  vone inander (die K ristalld icke) 
in  B e tra c h t gezogen. E s w urden  die L e itfäh ig k e its tem p era tu rk u rv en  von  
K rista llen  v o n  versch iedener E lek tro d en en tfern u n g  bei s inkender T em p era tu r 
gem essen, u n d  die L e itfäh ig k e it au f G rund des Z usam m enhanges log К  =  f  (1/T) 
d argeste llt. B ei jed e r T e m p e ra tu r  w urde d e r elektrische S trom  bei m ehreren  
S pannungen  gem essen u n d  d ie spezifische L e itfäh igke it m it derjenigen S pannung  
b erechnet, fü r  w elche des O hm sche G esetz noch  G ültigkeit besass.

Die M essergebnisse s in d  aus den  A bbildungen  1, 2 u n d  3 ersichtlich . 
A bb . 1 e n th ä lt  die an  n a tü rlich em  u n d  aus Schmelze gew achsenem  S teinsalz 
vorgenom m enen  M essungen, A bb. 2 die a n  K B r-K ris ta llen , die aus Schm elze
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gew achsen w aren , d u rch g efü h rten  M essungen u n d  A hh. 3 die R esu lta te  
d e r M essungen an  k ü n stlich en  K C l-K rista llen . I n  A bb. 3 sind  ausserdem  auch 
noch  die T em p era tu rk u rv en  v o n  zwei n a tü rlich en  K C l-K rista llen  (Sylvin) 
au fgetragen .

A bb. 3. D ie T em p era tu rk u rv en  de r spezifischen e lek trisch en  L e itfäh ig k e it v o n  sy n th e tisch en  
K C l-K sista lle  (P rä p a ra te  M erck p ro  A nalysi) bei versch iedenen  E lek tro d en en tfe rn u n g en . 
D ie  K u rv en  5 (K ris ta lln u m m er 138) u n d  6 (K ris ta lln u m m e r 167) sin d  n a tü r lich e  K C l-K ris-

ta lle  (Sylvin).

Vor allem  fä llt  es auf, dass sich im  F alle  von  n a tü rlich em  NaCl bei v e r 
schiedenen E le k tro d en en tfe rn u n g en  innerh a lb  d er M essfehlergrenzen dieselben 
T e m p e ra tu rk u rv e n  ergeben. B ei den  ü b rigen  A lkalihalogenidkrista llen  e rh ä lt 
m a n  h ingegen  b e i versch iedenen  E lek trod en en tfern u n g en  im m er andere T em 
p e ra tu rk u rv e n , es t r i t t  also eine räum liche W irk u n g  auf. A m  grössten  is t d er 
L e itfäh ig k e itsu n te rsch ied  zw ischen der grössten  und  der k le in sten  E lek troden-
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en tfe rn u n g  bei aus Schm alze gew achsenen K C l-K rista llen . Beim  n a tü rlich en  K C l 
w urde  die L e itu n g  bei versch iedenen  E lek tro d en en tfe rn u n g en  n ich t gem essen, 
die in  d er A bb ildung  darg este llten  zwei S y lv ink rista lle  stam m en  von  dem selben  
S tü ck  u n d  sind  gleich d ick  (2,2 m m ).

T A B E L L E  1.
Die A bw eichung v om  O hm schen  G esetz bei versch iedenen  A lkaliha logen id -K ris ta llen .

K ristall- K ristallart
Verhältniszahl der Abweichung vom Ohmschen Gesetz Kg^5/K g8

nummer 441° C 394° C 352° C 316» c 282° C 253° C

145 NaCl n a tü rl. 0,96 0.96 0,99 1,03 1,03 1,02

141 NaCl sy n th . 1,14 1,14 1,24 1,36 1,43 1,48

151 K B r sy n th . 1,— 1,20 1,50 2,40 3,18 —

138 KCl n a tü rl. 0,94 1,01 1,05 1,04 0,99 —

167 KCl n a tü rl. 1,— 1,— 1,05 1,17 1,39 1,72

115 KCl syn th . 1,— 1,25 1,75 2,50 3,30 3,95

Die T e m p e ra tu rk u rv e n  zeigen B rüche u n d  d an n  w ieder gerade S trecken . 
D ies w eist d a ra u f  h in , dass im  K ris ta ll v ielerle i Z ustän d e  bestehen . E in  zw eites 
w ich tiges R e su lta t e rg ib t sich  aus d er B eobach tung , dass in  diesen K ris ta llen  
b e i einer F e ld s tä rk e  von  6000 V olt/cm  die A bw eichung v o m  O hm schen G esetz 
ebenso a u f tr i t t  wie bei den  e n tfä rb te n , also zuvor v e rfä rb te n  K ris ta llen . A uch 
h ie r  zeigte sich, dass das A usm ass der A bw eichung b e i s inkender T e m p e ra tu r  
grösser w ar. D och auch  h ie r v e rh a lte n  sich die e inzelnen  A lkalihalogenide 
versch ieden  : im  n a tü rlich en  NaCl is t im  R ahm en  d er h ie r  angew andten  F e ld 
s tä rk e  (bis zu 6000 V olt/cm ) das O hm sche G esetz s tren g  gü ltig , w ährend  in  den 
ü b rig en  K ris ta llen  in  d er R eihenfolge S y lv in -syn thetisches N aC l-synthetisches 
K B r  die A bw eichung vom  O hm schen G esetz im m er grösser w ird. D ies w ird  
in  T abelle I  v e ran sch au lich t, in  der die A bw eichungen v o m  O hm schen Gesetz 
in  versch iedenen  A lkaliha logen idkrista llen  von  gleicher D icke (2—2,3 mm) 
angegeben  sind. Diese K ris ta lle  sind die 2 —2,2 u n d  2,3 m m  dicken K ris ta lle  der 
A bbildungen . 1', 2 u n d  3. Als M assstab  fü r die A bw eichung vom  O hm schen G esetz 
w urde  auch d iesm al der Q u o tien t der bei 635 und  58 V olt gem essenen spezi
fischen L eitfäh igkeiten  gew ählt. Aus der T abelle  is t e rsich tlich , dass w enn keine 
räum liche  W irk u n g  v o rh an d en  is t, d. h . w enn die spezifische L e itfäh igke it 
n ic h t von  der D icke des K ris ta lls  a b h ä n g t, auch  keine A bw eichung v o m  O hm 
schen  G esetz a u f tr i t t .  Also auch  in  d ieser B eziehung e rw eist sich das n a tü rlich e  
N aC l als b este r K ris ta ll, w ährend  das sy n th e tisch e  KCl auch  hier den  le tz ten  
P la tz  in  der R eihe einn im m t. D as h ier u n te rsu c h te  K B r ze ig t grosse S p annungs-
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abw eichungen, doch sind  im  allgem einen die A bw eichungen k le iner. Da b e a b 
sich tig t is t, die A bhäng igkeit d er L eitung  v o n  d er R einheit d e r  K rista lle  n o ch  
in  w eiteren  M essungen zu  p rü fen , soll h ier v o n  der V eröffen tlichung w e ite re r 
diesbezüglicher A ngaben  abgesehen w erden. E benso sollen au ch  die b e re its  
e rw äh n ten  M essungen w ährend  d e r T em perierung  in  vorliegender A rbeit n ic h t  
b eh an d e lt w erden.

B em erkensw ert is t, dass die T em p era tu rg erad en  der zw ei S y lv in k ris ta lle  
in  A bb . 3 s ta rk  von e in an d er ab  w eichen u n d  parallel d a m it auch ih re  
A bw eichungen vom  O hm schen G esetz in  T abe lle  I  auffallend verschieden s in d , 
obw ohl doch beide K ris ta lle  von  ein  und  dem selben  grösseren S tü ck  stam m en . 
H ilsch  h a t te  festgeste llt [6 ], dass im  einen v o n  zwei eng n eb en e in an d er gew achse
nen  S y lv instücken  die die V erunrein igungen  bedeu tenden  193 tn/t- und  274 
m /x-A bsorp tionsbanden  vollkom m en fehlen können , w ährend  sie im an d eren  
v o rh an d en  sind. A uch diese T a tsach e  w eist d a ra u f  h in, dass den  im K ris ta lle

A bb. 4. D ie A bhäng igkeit de r spezifischen e lek trisch en  L eitfäh igkeit d e r  syn th e tisch en  KC1- 
K rist.alle v o n  der F lek ro d en en tfe rn u n g  bei v ersch iedenen  e lek trisch en  F e ld stärk en . D ie

T em p era tu r i s t  „93 °C.
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v o rh an d en en  V erunre in igungen  hei den h ie r  beschriebenen  E rscheinungen  eine 
ü b erau s grosse Rolle zu k o m m t.

Bei zah lre ichen  op tisch en  und  lich te lek trischen  E rscheinungen  k a n n  das 
v o n e in an d er verschiedene V erhalten  des sy n th e tisch en  NaCl und  des n a tü r 
lichen S te in sa lzk rista lls  nachgew iesen w erden . Z. B . k a n n  das sy n th e tisch e  
N aC l infolge d er zah lre icheren  G itte rfeh le r s tä rk e r v e rfä rb t und  le ich te r e n t
fä rb t  w erden , des w eiteren  is t beim  sy n th e tisch en  N aCl die sogenannte » p h o to 
ehem ische E la s tiz itä tsg ren ze« , d. h. der k le in ste  au f die K rista llfläche  w irkende 
D ruck , bei d em  in der op tisch en  A bsorp tion  bereits eine A bnahm e in der farb igen  
B an d e  e in t r i t t ,  k leiner usw .

A bb. 4 v eran sch au lich t die obenerw ähn te  räum liche  W irkung bei syn 
th e tisch em  K C l. D er sich h ie r ergebende Z usam m enhang  gleicht vollkom m en 
dem jenigen , d e r vo rher b e i en tfä rb ten  K C l-K rista llen  gefunden w urde  [7]. 
D ie in  versch ieden  dicken K ris ta llen  bei derse lben  F e ld s tä rk e  e rhaltenen  W erte  
d e r spezifischen L e itfäh igke it w urden m it einer L inie verbunden . A us der 
A b b ildung  is t  ersich tlich , dass m an be i d ü n n en  K ris ta lle n  bei k le iner F e ld 
s tä rk e  eine g u t  definierte L eitfäh igkeit bekom m en k a n n . N unm ehr is t  eine 
A usdehnung  d e r M essungen au f eine E lek tro d en en tfe rn u n g  von w eniger als 
1 m m  g ep lan t.

D iskussion
Die in  d e r früheren  A rbeit des V erfassers [1 ] gem ach te  F estste llung , 

d ass  das O hm sche G esetz in  u n v e rfä rb ten  K rista llen  G ü ltigke it h a t, is t d ah in  
a b zu än d e rn , d ass  das O hm sche Gesetz in  chem isch sehr re inen  K rista llen  oder 
in  K ris ta llen , in  denen keine V erunre in igungen  in  der G itte rs tru k tu r  v o rh an d en  
s ind  (n a tü rlich es  NaCl, Sy lv in ), bis zu e in e r F e ldstä rke  von  6000 V olt/cm  in 
K ra f t  is t, w ä h re n d  in  a n d e ren  Fällen A bw eichungen au ftre ten . A uf G rund  
v o n  M essungen sowohl an  u n v e rfä rb te n  als au c h  en tfä rb ten  E xem plaren  der o ben 
e rw äh n ten  se h r  reinen K B r-K ris ta lle  w u rd e  festgeste llt, dass sich ih re  L e it
fäh igkeit w ä h re n d  vieler J a h re  sozusagen ü b e rh au p t n ic h t v e rän d ert h a tte ,  
d a ss  in  ih n en  keine A bw eichungen vom  O hm schen G esetz au ftre ten , u n d  dass 
ih re  T em p era tu rk u rv en  au ch  nach  Ja h re n  rep ro d u z ie rb ar sind  : ihre L e itu n g s
k o n s ta n te n  ä n d e rn  sich n ic h t. D as heisst, sie zeigen ein V erh a lten  wie das je tz t  
gem essene n a tü r lic h e  NaCl. D agegen k a n n  sich die L e itu n g  von K ris ta llen , 
d ie  frem de S u b stan zen  einschliessen, d u rc h  die W irk u n g  von T e m p e ra tu r
behan d lu n g  o d e r längerem  R uhenlassen  in n e rh a lb  w e ite r G renzen v e rän d e rn . 
F a lls  sich d ie L eitung  d e ra r t  v e rän d ert, dass die spezifische L eitfäh igkeit 
zun im m t, d. h . dass die K o n s ta n te  В  ab n im m t, so v e rm in d e rn  sich auch  die 
A bw eichungen vom  O hm schen Gesetz u n d  können  se lb st ganz ausbleiben, wie 
d ies in  der oben z itie rten  A rb e it des V erfassers für den  F a ll von e n tfä rb te n  
K ris ta llen  festg este llt w urde.

In  je n e r  frü h eren  A rb e it w urde auch  d ie  F estste llung  gem acht, dass die 
h ie r  b eh an d e lten  E rscheinungen  (A bw eichungen vom  O hm schen  Gesetz, rä u m 



liehe W irkung  d e r Leitung) u m  so s tä rk e r a u f tre te n , je  h ö h er d er G rad d er 
F ä rb u n g  des e n tfä rb te n  K rista lls  w ar. N a tü rlich  ru f t auch die F ä rb u n g  V er
änderungen  im  K ris ta ll hervor, doch scheint es, dass der en tscheidende F a k to r  
dennoch  die chem ische R einheit bzw . der G rad d e r  V erunrein igung des K rista lls  
is t. Bei den frü h eren  U n tersuchungen  w ar gerade  das KCl d e r K rista ll von  
d u n k e ls te r F a rb e , also w ar es au ch  dieser K ris ta ll, der in  u n v e rfä rb te m  Z u stan d  
die b e treffenden  E rscheinungen  am  stä rk s ten  zeig te. Diese grosse V eränderung  
d er L e itfäh igkeit is t fü r das e lek trische V erh a lten  der e lek tron ischen  H alb le iter 
äusserst ch a rak te ris tisch . A u f die W irkung  d e r  A bw eichung v o n  der stöchio-
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A bb. 5. D er Z usam m enhang  zw ischen log А , В  u n d  log К  fü r  v e rfä rb ten  u n d  dann  e n tfä rb te n , 
a b e r v o n  dem selben v e rfä rb te n  S tück  stam m en d en  K B r-K ris ta lle .

m etrischen  Z usam m ensetzung , doch auch a u f  die von an d eren  U m stän d en  
h in , v e rän d ern  sich h ier die L e itfäh igkeit u n d  die L e itu n g sk o n stan ten  in n erh a lb  
w eiter G renzen. Diese E rscheinungen  k ö n n en  auch in  den  A lkalihalogenid
k ris ta llen  b eo b ach te t w erden. A u f diese W eise k an n  au f G ru n d  der A nalogie 
angenom m en w erden , dass an  der e lek trischen  L eitung v o n  v e ru n re in ig ten  
A lkalihalogen idkrista llen  auch  E lek tro n en  te ilnehm en . Es k a n n  daher in  diesen 
K ris ta llen  die E x istenz  von  E lek tro n en  lie fernden  Z entren  angenom m en w erden . 
Es is t b e k a n n t [8], dass der infolge der höh eren  T em p era tu r verlän g erte  W eg d e r 
lich te lek trisch  ab g e tren n ten  E lek tro n en  in  v e rfä rb te m  KCl u n d  K B r viel grösser 
is t als in  NaCl. W eiters is t die a u f  die E in h e it d er F e ld stä rk e  bezogene W an d e 
rungsgeschw indigkeit der F a rb z e n tre n  in  K Cl und  K B r viel grösser als 
in  NaCl [9].
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Z u r restlosen  K lä ru n g  der F rag e  w urde auch  u n te rsu c h t, ob zw ischen 
ß ,  A  u n d  К  (spezifische L eitfäh igkeit) ebenfalls jene  Z usam m enhänge b es teh en , 
die fü r  elek tron ische H a lb le ite r c h a rak te ris tisch  sind . B ekannterw eise  h a t  bei 
der e lek trisch en  L eitu n g  v o n  H a lb le ite rn  die M eyersche R egel bzw. die M eyer- 
N eldelsche R egel G ültigkeit [10]. Dies is t  a u f  A bb. 5 fü r  d en  Fall von  v e rfä rb te n  
u n d  e n tfä rb te n , aber v o n  dem selben v e rfä rb te n  S tück  stam m en d en  K B r-K ris ta llen  
darg este llt. A u f d er A bszisse der A bb. 5 sind  die d -W e rte  von versch iedenen  
K B r-K ris ta llen  nach  d er E n tfä rb u n g  au fge tragen . D ie ß -W e rte  beziehen  sich 
a u f  d ieselben K rista lle  (linksseitige O rd in a te ). W ie die vo ll ausgezogene G erade 
zeigt, g ilt fü r  sie die M eyer-N eldelsche R egel. Die rech tsse itige  O rd in a te  zeigt

Abb. 6. D er Z u sam m enhang  zw ischen log А ,  В  u n d  log К  fü r  sy n th e tisch en , doch  u n v e r-  
fä rb te n  u n d  u n g h ich  d ick en  K C l-K rista lle .

die W erte  von  leg K .  D er Z usam m enhang  zwischen d en  W erten  von log А  
u n d  leg К  be i einer T e m p e ra tu r  von  280° C w ird  gleichfalls durch  die g estri- 
c h 'l t e  G erade angegeben. W ie ersich tlich , geh t alles g enau  nach der M eyer- 
N eldelschen Regel.

A bb. 6 zeig t genau  dasselbe fü r u n v e rfä rb te  K C l-K rista lle . W esentlich  ist,, 
dass auch im  F alle  von  k ü n stlich  gew achsenen, doch u n v e rfä rb te n  u n d  ungleich  
d icken  K ris ta lle n  diese Z usam m enhänge au ftre te n . A bb. 7 v eran sch au lich t den 
F a ll des Z usam m enhanges zwischen leg A  u n d  B , indem  sie den Z usam m en
h a n g  zw ischen den  in  n iedrigeren  bzw. h ö h eren  T em pera tu rbere ichen  gem essenen 
A -  u n d  ß -W e r te n  fü r versch ieden  b e h an d e lte  u n d  versch ieden  dicke KCl- 
K ris ta lle  v o n  versch iedenem  U rsp rung  in  einer g esonderten  G eraden zeig t- 
A us der T a tsach e , dass sich die in  A bb. 7 aufgezeichneten  P u n k te  au f K ris ta lle  
beziehen , die versch iedenen  U rsprungs (natü rlich e  u n d  künstliche) u n d  v e r-
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schiedener D icke, jedoch  n ich t v e rfä rb t w aren , g eh t hervor, dass in  d er K r is ta ll
s tru k tu r  ein von  der B ehand lung  u n ab h än g ig e r F a k to r  eine Rolle spielt.

H ier soll b e to n t w erden , dass alle diese Z usam m enhänge bei den in  d e r
1. K u rv e  der A bb. 1 vorkom m enden  n a tü rlich en  N aC l-K rista llen  fehlen, weil 
hei diesen die spezifische L e itfäh igke it n ich t v o n  der Dicke des K ris ta lls  a b h än g t 
und  weil die an  den einzelnen K ris ta llen  gem essenen L e itfäh igkeiten  u n d  
B -W erte m ite in an d er übere instim m en . (In  einem  Fall gelang sogar der N ach r 
weis, dass sich bei einem  aus einem  an d eren  S tü ck  s tam m en d en  P robekörpe-

Abb. 7. D er Z u sam m enhang  zw ischen log A  u n d  В  fü r  versch ieden  b eh an d e lte  u n d  v e r 
schieden dicke u n v e rfä rb te  K C l-K ris ta lle  v o n  versch iedenem  U rsp ru n g  (n a tü rlich e  u n d

kü n stlich e ).

auch  nach  10 Ja h re n  dieselben K -  u n d  В -W erte  ergaben, die d an n  m it den  au f 
d er 1. K u rv e  der A bb. 1 darg este llten  W erten  im  E in k lan g  standen .)

Aus diesem  V ergleich is t die F o lgerung  zu  ziehen, dass es A lkalihalogenid
k rista lle  in  einem  besonderen  Z u stan d  geben k an n , in  dem  sie n ich t die d u rch  
die M eyer-N eldelsche R egel au sg ed rü ck te  E rscheinung  aufw eisen. D ieser 
K ris ta llzu stan d  kö n n te  ein  vo llkom m enerer K ris ta llzu s tan d  g en an n t w erden . 
W enn m an  den in  n eu erer Z eit gebräuch lichen  A usdruck  des T erm schem as v e r 
w endet, so k an n  m an  sagen, dass in  d e ra rtig en  K ris ta llen  gewisse T erm w erte  
fehlen. In  den anderen  K ris ta llen  (K B r, KCl, e n tfä rb t, usw .) t re te n  neue T erm e 
u n d  im  Z usam m enhang  d am it neue B -W erte  u n d  neue  E igenschaften  a u f 
(z. B . die A bhäng igkeit von  К  v o n  der K rista lld icke).

N ach  den h ier geschilderten  M essungen v e rh a lten  sich die A lkalihalogen id 
k rista lle  vom  G esich tsp u n k t der e lek trischen  L eitung  w ie die M etalloxyde 
ZnO [11] u n d  T i0 2 [12]. Aus dem  oben beschriebenen  V erh a lten  des n a tü r -
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lichen N aC l k a n n  h ingegen  geschlossen w erden, dass au ch  bei M etalloxyden  
d em en tsp rech en d  vollkom m ene K ris ta lle  nachgew iesen w erden  können , obzw ar 
ihre H e rs te llu n g  schw ierig is t . Dies sch e in t näm lich  d a ra u f  h inzuw eisen, dass 
dieses ex tre m e  V erh a lten  b e i der A ufste llung  des T erm schem as eine w ich tige  
Rolle sp ie lt.

A u f A b b . 3 b e trä g t d e r a u f  den oberen  A b sch n itt d e r T em p era tu r-K u rv e  
des 1 m m  d ick en  K C l-K rista lls  bezogene B -W ert 22 000. D ieser W ert k o m m t 
bere its in  d ie  N ähe des bei hohen  T em p era tu ren  (500—750° C) au ftre ten d en  
» E ig en le itu n g s«  — B -W ertes des KCl zu liegen. Die L e itu n g  bei hoher T e m p e ra tu r  
is t bere its  s tru k tu ru n em p fin d lich , d. h . die im  K ris ta ll befindlichen frem den  
S ubstanzen  ü b e n  h ier a u f die L eitung  k e in en  E in fluss m eh r aus. D as e rh a lten e  
E rgebnis b e s te h t also d a rin , dass m an  be i dünnen  K ris ta llen  die K o n s ta n te  
В  der L e itu n g  bei hoher T e m p e ra tu r  schon be i einer v iel n ied rigeren  T e m p e ra tu r  
e rh a lten  k a n n .

H ilsch  u n d  Pohl [13 ] n eh m en  an , dass die [/-Z en tren  en th a lten d en  K ris ta lle  
(K B r) als H alb le iter-M odellk rista lle  b e tra c h te t  w erden  können . N ach  ih re r  
M einung e n ts te h t  der lich te lek trisch e  S ek u n d ärstro m  d an n , w enn in  d er D u n k e l
le itung  des K ris ta lls  au ch  E lek tro n en  te ilnehm en . D iese E lek tro n en  gelangen 
v o n  der K a th o d e  her in  den  K ris ta ll h inein . D as n eu tra le  К -A tom  zerfällt h ierbei 
th e rm isch  in  e in  E lek tro n  u n d  in  ein  positives K -Ion . D as E lek tro n  w a n d e rt 
d e r A node zu , w äh ren d  das p o sitive  K -Io n  von  dem  von  d e r K a th o d e  h e r k o m 
m enden  E le k tro n  w ieder n e u tra lis ie rt w ird . D as n eu tra lis ie rte  K -Ion  g ib t a u f  
die W irk u n g  d e r  T em pera tu rbew egung  das aufgenom m ene sekundäre E lek tro n  
m it derse lben  W ahrsche in lichke it ab wie zuvor das p rim äre  E lek tron . D ieser 
V organg k a n n  sich öfters w iederholen . E in em  p rim ären  E lek tro n  folgen also 
v ie le  sek u n d äre  E lek tro n en  nach , u n d  au ch  diese d u rch q u eren  den K ris ta ll. 
A u f diese W eise w ird  die W irk u n g  des L ich ts  durch  die E lek tro n en  ve rv ie lfach t, 
w obei das A usm ass d er V e rs tä rk u n g  v o n  der gegenseitigen E n tfe rn u n g  d e r 
K ris ta lle le k tro d e n  a b h än g t, u n d  zw ar d e ra r t , dass das A usm ass der V ers tä rk u n g  
b e i gleicher F e ld s tä rk e  be i d en  K ris ta llen  m it grösserer E lek tro d en en tfe rn u n g  
grösser is t. D ie h ie r beschriebenen  U ntersuchungen  passen  also gu t in  dieses 
B ild , d. h ., w en n  m an  einen ähn lichen  V organg  auch fü r  die L eitung  a n n im m t, 
d a n n  is t d ie  A b h än g ig k e it d e r spezifischen L e itfäh igke it К  v o n  der D icke v e r
s tänd lich . D em gem äss w erden  also die E lek tro n en  aus gew issen Z entren  in  den  
L e itu n g ss tro m  gelangen. Diese Z en tren  w ürden  w ieder ih re  E lek tro n en  d u rch  
einen  an d eren  V organg e rse tzen . W enn also d er K ris ta ll d ick e r is t, so befinden  
sich  m ehr Z e n tre n  in  ihm , w odurch  die A u frech te rh a ltu n g  eines in ten siv e ren  
S trom s e rm ög lich t w ird. Pohl e rh ie lt fü r die zwei R ich tu n g en  n ich t denselben 
S tro m w ert, es t r i t t  also eine g leich rich tende W irkung auf.

Lehfeldt [14 ] wies n ach , dass d er lich te lek trische  S ek u n d ärstro m  in  AgCl- 
K ris ta llen  e in  E lek tro n en stro m  is t, der be i V erm inderung  d e r T em p era tu r zu 
n im m t, ein M axim um  erre ich t, u m  dann  w ieder abzunehm en. W ie gezeigt w u rd e ,
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w ächst auch  die A bw eichung vom  O hm schen  Gesetz, w en n  die T e m p e ra tu r  
s in k t. Bei den jen igen  sy n th e tisch en  K C l-K rista llen , wo d ie  A bw eichung v o m  
O hm schen G esetz a u f tr i t t ,  w urde  auch b e i d en  h ier beschriebenen  V ersuchen  
die g leichrich tende W irkung  beo b ach te t, d . h . die L e itfäh ig k e it w ar in  d e r  
einen R ich tu n g  grösser (und  die A bw eichung vom  O hm schen Gesetz geringer) 
als in  der anderen  R ich tung . A u f G rund der A nalogien  kgnn  angenom m en w erd en , 
dass in  den  chem isch n ich t re in en  A lkalihalogen idkrista llen  die in  den D u n k e l
le itungen  au ftre ten d en  Z unahm en  der S tro m stä rk e  die gleiche B eschaffenheit 
aufw eisen wie die lich te lek trischen  S ekundärström e. D ieser Vergleich is t h ie r  
s ta t th a f t ,  weil j a  die therm ischen  und  op tischen  E lek tronenab trennungsp rozesse  
im  W esen id en tisch  sind. Im  vorliegenden F a lle  würde d e r V erv ielfachung des 
Q u an ten äq u iv a len ts  des lich te lek trischen  S trom es hei d e r D unkelle itung  d e r 
Q u o tien t en tsp rechen , der sich aus den f ü r  die grösste u n d  die k leinste F e ld 
s tä rk e  b erechne ten  spezifischen L eitfäh ig k e iten  ergibt. A uch  andere m it d er 
L eitu n g  verb u n d en e  E rscheinungen  w eisen d a ra u f h in , dass die D unkelle itung  
d er A lkalihalogenidkrista lle  eine M ischleitung ist, d. h ., dass neben Io n e n b e 
w egungen auch  eine E lek tro n en w an d eru n g  b esteh t. In  d iesem  Fall is t in  den  
n a tü rlich en  N aC l-K rista llen  d e r E lek tro n en an te il der D unkelle itung  äu sse rs t 
geringfügig, u n d  die E lek tro n en  bew egen sich n u r in n e rh a lb  von M olekül
abm essungen.

A uf G rund  der h ier geschilderten  U n tersuchungen  erw iesen sich also das 
sy n th e tisch e  K B r u n d  KCl als sehr gute H alb leiterm odelle. D a  m an  ihre op tisch e  
A bsorp tion  g u t verfolgen k a n n  u n d  sie se lb s t leicht herzu ste llen  sind, s te llen  
sie ein  sehr gu tes V ersuchsm ateria l fü r d ie  H alb le iterfo rschung  dar.

Die M essungen fü r  d iese A b h an d lu n g  w urden n o ch  im  I n s t i tu t  fü r  
E x perim en te lle  P h y sik  d er U n iv e rs itä t K o lozsvár (Cluj) in  den  Ja h re n  1943 
u n d  1944 d u rch g efü h rt. E s sei h ier P ro fesso r Z. G yulai, dem  D irek to r  des 
In s t i tu ts , fü r  seine freund liche  A n te iln ah m e und  w ertvo llen  R a tsch läg e  sowie 
d er U ngarischen  A kadem ie d er W issen sch aften  fü r ih re grosszügige U n te r s tü t
zung  der b e s te  D ank  ausgesprochen.
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К ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПРОВОДИМОСТИ ЦВЕТНЫХ И БЕЗЦВЕТНЫХ ЩЕЛОЧНО
ГАЛОИДНЫХ КРИСТАЛЛОВ

И. Томка

Р е з ю м е
Искусственные кристаллы NaCl значительно отличаются по своей электрической 

проводимсст I от естественных кристаллов NaCl, а именно: оказывается отклонение от 
закона Ома и пространственное действие. Аналогичные явления имеют место также у 
кусственных кристаллов КВг и КС1. Размышления для объяснения этих явлений (по 
светоэлектрическим аналогиям) приводят к тому, что в проводимости принимают 
участие также и электроны.
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IN H A L T S Ü B E R S IC H T

§ 1. E in le itu n g  u n d  Z usam m enfassung
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§ 5. D ikussion de r R esu lta te

§ I . E in leitung  und Zusam m enfassung

U n te r der V oraussetzung , dass zw ischen den N ucleonen  Y ukaw asche 
K rä f te  w irken, w urde vom  V erfasser im  e rs te n  Teil dieser A rb e it1 die D ich te 
v erte ilu n g  der N ucleonen in  den  K ernen  u n d  die Energie d e r K erne  au f G ru n d  
des s ta tis tisch en  K ernm odells in  e rs te r N äh eru n g  berechnet. D as Ziel des v o r
liegenden zw eiten Teiles dieser A rb e it is t die höheren  N äherungen  zu entw ickeln  
u n d  du rchzurechnen , sowie zu un te rsuchen  inw iefern diese die R esu lta te  d er 
e rs ten  N äherung  beeinflussen. Im  R ahm en d ieser höheren N äherungen  w ird  
au ch  d er U ntersch ied  zwischen der N eu tronen - und  P ro to n en d ich tev erte ilu n g  
b es tim m t.

Die D urch füh rung  dieser höheren N äherungen  fü h rt zu  dem  E rgebn is, 
dass du rch  diese die R esu lta te  d er ersten  N äherung  n u r  ganz  unb ed eu ten d  
beein flu sst w erden. So erg ib t sich z. B. fü r d ie  K ernenergie b e i den schw ersten  
K ern en  — wo die höheren N äherungen  am s tä rk s te n  ins Gew'icht fallen — n u r  
eine V ertiefung  von  ru n d  1% , w as zu einer, w enn  auch n u r geringen  V erbesserung 
des in  I  berechneten  E nergieverlaufes fü h rt u n d  durchaus den  E rw artungen  der 
vorangehenden  A rb e it en tsp rich t. Die D ich teverte ilung  d e r N ucleonen w ird  
d u rc h  die höheren  N äherungen  im  Inneren  d e r  K erne n u r  ganz u n b ed eu ten d  
g eän d ert, in  den R andgeb ie ten  is t aber die re la tiv e  D ich teän d eru n g  b e trä c h t
lich. D er re la tiv e  U ntersch ied  zwischen d e r D ich teverte ilung  der N eu tro n en  
u n d  P ro to n en  erw eist sich im  In n e re n  der K e rn e  ebenfalls als gering, w ird ab e r 
in  den  R andgeb ie ten  ebenfalls gross.

-4 Acta Physica II-3
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D as R e su lta t, -wonach die D ich te rverte ilung  d e r N ucleonen im  In n eren  
der K erne  d u rch  die h ö h eren  N äheru n g en  n u r  u n b e d e u te n d  beein flusst w ird, 
d. h . p ra k tisc h  dieselbe b le ib t wie in  d er v o rangehenden  A rbeit du rchge
fü h rte n  e rs te n  N äherung , is t  insofern in te re ssan t, dass h ie rn ach  auch die D ich te 
v e rte ilung  d e r schw ersten  K erne  im  w esentlichen  eine G ausssche V erte ilung  ist. 
D ie N ucleonend ich te  is t also auch be i d en  schw ersten  K ern en  im  K ern in n eren  
be i w eitem  n ic h t in  dem  M asse k o n s ta n t, w ie dies in  den  m eisten  A rb e iten  ange
nom m en w ird .

D a d ie  vorliegende A rbeit eine F o rtse tzu n g  des v o rangehenden  ersten  
Teiles d ieser A rb e it2 is t, verw eisen w ir bezüglich  des zug runde  liegenden s ta tis 
tischen  K ernm odells u n d  d er B ezeichnungen3 au f d ie  vorangehende A rbe it, 
die w ir im  folgenden k u rz  als I  z itie ren .

§ 2. Berechnung der Dichteverteilung der Nucleonen und der Kernenergie in  zweiter
N äherung

W ie in  I  gezeigt w u rd e , is t es zw eckm ässig, s t a t t  der D ich tev erte ilu n g  
d er N eu tro n en  Qn u n d  d e r P ro tonen  op d ie F u n k tio n en

con =  (Зя2)1/3 r0Qn3 u n d  (Op =  (Зтг2)1/3г0£р'3 (1)

einzuführen  u n d  diese aus d er M inim um sforderung d e r E nerg ie  zu bestim m en . 
D ie Lösung dieses P roblem s w urde au f G ru n d  des R itzschen  V erfahrens in  A ngriff 
genom m en, w obei w ir fü r  con u n d  (op d ie folgenden allgem einen A nsätze  m ach ten

«n =  ßno e - x2( l  +  y n lx 2 +  y „ 2*4 + • • • ) ’ (2)
(Op =  copo e ~ x2( l  +  y pix 2 +  у р2х* + • • • ) •  (3)

Die unab h än g ig e  V eränderliche x  h ä n g t m it der E n tfe rn u n g  vom  K e rn m itte l
p u n k t r  d u rch  die B eziehung

* =  зr a ‘ T, (1)
zusam m en, wo a einen V aria tio n sp a ram ete r bezeichnet u n d  r0 durch  (48) in  I 
defin iert is t.

In  I  w u rd en  als e rs te  N äherung  d u rc h  N ullsetzen a lle r P a ra m e te r  y n( und  
y pi die sehr s ta rk  vere in fach ten  A nsätze

con =  con oe_JcS u n d  cop =  a>po e ~ x2 (5)

zu  G runde gelegt. W ir w ollen nun  diese A nsätze e rw e ite rn , indem  w ir in  den 
P olynom en in  (2) und  (3) neben  (1) au ch  noch die G lieder m it y nl bzw . y pl
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berücksich tigen . W ir m achen  ab er zu n äch st noch eine V ere in fachung , indem  
w ir y n l = y p l = y  se tz e n ; w ir erw eitern  also unsere A nsätze  zu n äch st folgender- 
m assen

a>n =  « n o e-x2( l  +  y x 2) u n d  cúp =  a>p0  e ~ x2( l  +  y x 2) . (6)

Sowohl in  den  A nsätzen  (5) wie (6) w urde zwischen a n u n d  cop, d. h . zwischen 
d er N eutronen- u n d  P ro to n en d ich te  n u r  insofern ein U n tersch ied  gem acht, 
dass die beiden D ich ten , gem äss d er im  allgem einen versch iedenen  A nzahl der 
N eu tro n en  u n d  P ro to n en , versch ieden  no rm iert sind . H ierduch  vereinfachen  
sich  die sehr ausgedehn ten  num erischen  B erechnungen  ganz b e träch tlich . Den 
U n tersch ied  in  den beiden  D ich teverte ilungen , der in  e iner von  e in an d er u n a b 
hängigen  V aria tion  von  y n u n d  y p zum  A usdruck kom m t, k a n n  m an  d ann  
nach träg lich  durch  ein K orrek tionsg lied  berücksich tigen  (m an vgl. h ierzu  § 4), 
das sehr einfach b estim m t w erden  kan n .

Die N orm ierungsfak to ren  a>n0 u n d  a p0 in  (6) k an n  m an  aus den N orm ierungs
bed ingungen  (116) u n d  (117) in  I  bestim m en . A us diesen e rg ib t sich

1 c
<L>nO — —

2 р ш
u n d  a po =

2 P01/3

wo cn u n d  cp die du rch  (138) u n d  (139) in  I  d e fin ie rten  G rössen 

c n =  2(9jr)1,6lV1/3a u n d  cp =  2(9тг)1/6 Z 1,3a 

bezeichnen, u n d  P 0 der folgende A u sd ruck  ist

P^ 1 +  2 Y +  4 Y2 + 1 ^

(7)

(8) 

( 9 )
Die Grössen cn u n d  cp k an n  m an  auch  m it d er in  I  (140) d e fin ie rten  Grösse

c =  2 ( 9 n ) ^ [ ~ f 3a (10)

u n d  dem  N eutronenüberschuss n = N — Z  folgenderm assen ausd rücken

w obei w ir die R eihenen tw ick lungen  n ach  n /A  n ach  dem  q u ad ra tisch en  Glied 
abgebrochen  haben . S ta t t  dem  V aria tio n sp aram ete r a hab en  w ir also m it Hilfe 
d ieser Form eln  w ieder c als V aria tio n sp aram ete r e ingefüh rt. D er U ntersch ied  
gegenüber I  b e s teh t d arin , dass w ir h ie r ausser c noch  einen w eiteren  V aria tions
p a ram e te r, näm lich  y ,  haben .

4»
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W enn w ir die B ezeichnung

® ~ ~ ^ 7 з е _ X2( !  +  Y*2) =  « o o e - d  +  У*2) (13)

e in fü h ren , so k an n  m a n  m it H ilfe von  (11) u n d  (12) die F u n k tio n en  (6) in  fol
g en d er F o rm  sch re iben

<15'

U nser Ziel is t n u n  zu n äch st fü r  einen beliebigen K ern , d. h . fü r einen 
vorgegebenen  W e rt von  A  u n d  n , die Energie des K erns als F u n k tio n  von c 
u n d  у  zu bestim m en . D ies k ann  an  H a n d  der F orm eln  (107) — (113) in  I  geschehen.

Die B erechnung  der E nerg ien  E k , E j , E q u n d  E r aus diesen Form eln  
is t seh r einfach u n d  fü h r t  zu folgenden R esu lta ten .

_  3 ( 3 U ' *  fl  , s ( n \*  I , . 2 P k ‘
L k  '  20 Ы  (Зп2)213 Г  +  9 \A  ) \  k A (  Р о5'зе°

=  0,04630 [ 1 +  ] hA c2 Г р  e0 , (16)

7, 7 , 3 3 .  , 21 ,  , 189 , , 2079 ,
E к  — 1 H— у  “Ь ~ y 2 “I“ —  у  “Ь — y 4H-----------у 5 ; (17)

2 2  20 400 20000

Е , =  -  З д -/ А 113с2—  £„ =  0,1297 А ^ с ^ е » ,  (18)
J (187т)1'3 Р 0 Р 0

1 7  2 е)
P j  =  1 +  - у +  —  у* +  —  у » ; (19)

J 2 12 72

1 г п  С '1 '!2!  д . ,
Е с  =  (32)4,3(72тт4)1'6 Г  ~  2 ~А +  U  J  J  А CF 2 е °  =

=  0,002250 [ 1 - 2  ^ . +  ( £ ) * ]  А ^ с Ц  е0, (20)

„  , . 30 , 5 0 1  5436 38871 176670 . , 390915
12 У 12* У 12* У 124 125 7 12« '

(21 )
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r  _  27_____ г 4 "  . 2 ( п Л*Л a . p R _ _
R 2 0 4 8 -3 ll2n  U  3 Л + 9 U J  J"4 P04'3 f °

=  -  ° ’002423 11 -  1  1  +  9 & ) 2 ] ^  f o , (22)

p  , 3 , 45 2 105 3 945 4
Fj? — 1 H—  у  H------у  ~Ь —  у  “Ъ у • (2-1)

2 32 128 4096

Die B erechnung der A ustauschenerg ien  Е 'д ,  Е д 1 und  Е д Р, die durch  
die F orm eln  (109)—(111) in I  defin iert sind, fü h rt zu sehr ausgedehn ten  R ech n u n 
gen, da  m ehrere In teg ra le , die in  diesen E nerg iean teilen  a u ftre te n , n u r  a u f  
num erischem  W ege ausgew ertet w erden  können .

Diese sehr w eitläufigen num erischen R echnungen  kann  m an  um gehen , w enn 
m an  die In teg ran d en  in  den  genann ten  E nerg ie te rm en , d. h . die ziem lich kom plizi
e rten  F u n k tio n en  f(a in, cop), f(con, a n) u n d  f ( a p,cop), die durch  (78) in  I defin iert 
sind, du rch  m öglist einfache ap p ro x im iert. W ie sich zeigt, k a n n  m an  dies 
ta tsäch lich  in  einer W eise du rch fü h ren , die n u r  eine un b ed eu ten d e  E inbusse 
an  G enauigkeit b e d e u te t. H ierzu schreiben w ir / ( « „ ,  cop) in  fo lgender F o rm

r i  ч 1 I (b > n  +  f a n  —  i / \ 2 h l Cún “b  w p )
2T P  -----2 ~  J ~  8 Г ~ 2 ------ J +  (Wn ~  a p)2h\ 2------J -

- ( c o n +  cop) 4 { ^ E ^ P ^  (24)

wo die F u n k tio n en  g  u n d  h folgende B edeu tung  haben

g ( f)  -  -  f 2 +  l  (1 +  1 2 p )  ln  (1 +  4p) -  8 p  a rc tg  2£  , (25)

*(£) =  I  (! -  4P) ln  (1 +  4 P )  -  a rc tg  2 f . (26)

U m  also die F u n k tio n  von  zwei V eränderlichen  J(a>n, cop) m it e iner m öglichst 
einfachen  F u n k tio n  zu approx im ieren , h a t m an  n u r  die F u n k tio n e n  g ( t )  u n d  
h(£) zu approx im ieren , die F u n k tio n en  von n u r  e iner V eränderlichen  sind. D as 
In te rv a ll, in  dem  m an  die A pprox im ation  durchzu füh ren  h a t , is t das folgende
0SS£=£4.

W ie eine n äh ere  U n tersuchung  zeigt, k an n  m an g ( f )  u n d  h(£)  in diesem  
In te rv a ll du rch  die folgenden einfachen F u n k tio n en  app rox im ieren .
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g (£ )= f 6(°0 +  a l f +  ®2^ 2+ a 3^3) 5 (27)

«o—- + 2 ,9 0 9 1 , a2 ~ +  0,52065, ) (28)
a l ~ - 1 ,9 7 5 5 , a3= —0,048357 ; /

^ ( b 0+ b ^ + b 2^ + b 3^ ) ; (29)

&o= -8 ,7 9 6 1 , 62= -0 ,2 2 1 2 9 , 1 (30)
b ,= -1 ,2 9 6 8 , 63= +  0,047884. (

Im  w eiter oben  angegebenen In te rv a ll  b e trä g t d ie  A bw eichung d e r  N ähe
ru n g sfu n k tio n  (27) von  der ex ak ten  F u n k tio n  g( ) du rchw eg  weniger als 3%  und  
d ie der N äh eru n g sfu n k tio n  (29) von  d e r ex ak ten  F u n k tio n  h(£) durchw eg 
w eniger als 2 ,5% . D a es sich bei h(£) n u r  um  ein K orrek tionsg lied  han d e lt, 
re ic h t die h ie rd u rch  erzielte  G enau igkeit aus.

D ie F u n k tio n  f ( a n, a p) lä ss t sich an  H an d  d er F o rm el (24) n ach  E insetzen  
d e r  A usdrücke (27), (29), sowie (14) u n d  (15) nach  n /A  in  eine R eihe entw ickeln . 
W en n  m an  die R eihe n ach  d e r zw eiten  P o ten z  von  n /A  ab b rich t, so e rg ib t sich

f ( “ n,cop) =  ^ )2[bl +

+  » . f ^ ) V b . f ^ ) 5]} =

=  2^ з { а »  +  ^ № « 5 +  462üj® +  463ü)7 cog'(co)] ( J ) 2} =

=  2 ^ 3  { «o«6 +  « i« 7 +  ®2“ 8 +  « з« 9 +

+  i  [46хй5 +  (462— 6a0)w6 +  (4fc3 — — 8а2ш8— 9a3w9](^-) | ,

wo g'{cü) die A b le itung  von  g((o) n ach  a> bezeichnet.
F ü r  die F u n k tio n en  / ( « „ ,  con) u n d  f(cop, cop) e rh ä lt m an  in  gleicher W eise, 

w enn  m an  die R eihenen tw ick lung  n ach  dem  Glied m it (n /A )2 ab b rich t

S M  =  2+ i  И  +  ß  / +  5Ш "  ]«*'<»> +  • <32>

-  Ж *  {*<"> -  ß  7  +  5(7 )* W «  +  • <33>
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N ach E in se tzen  dieser N äheru n g sfu n k tio n en  in  die A usdrücke (109—111) 
in  I  u n d  D u rch fü h ru n g  der sehr einfachen In teg ra tio n en  e rg ib t sich fü r d ie  
gesam te A ustauschenergie

__ T7n P  17п п _1_ T ? P P __
А  —  & A  " Г  & A  “Г  & A  —

- _ ^ W 2C3 i «  *1 I а с ^  +  а с ^ А .  +  в с з % 1 _  Л -) Ake -
7t У  c r ° P 02 f aiC P07'3 +  a *c  p 0813 +  зС P03J l  3 a )  A A e °

-  (86. A r  +  (8b, -  4 )  ф  +  86 .c> A -  +  +

4  9<v ‘ f n | l ; l )  -ш » ;

h ie r h a t  S5, S 6, . .  . ,  Sg folgende B edeu tung

S „ - ±  f v  ä * = L  ( i f z  Q ( 2 » ) - - < »  +  1) ! V , (35)

wo (2 k -(-l)!! das P ro d u k t der ungeraden  Z ah len  von 1 bis 2 k - \- l  bezeichnet.
Som it h ab en  w ir alle E nerg iean teile  als F u n k tio n  der Y a ria tio n sp aram ete r 

c u n d  у  festg este llt u n d  können  den V erlau f der G esam tenergie

E  =  E k  +  E j  +  Ед  +  E q +  E r (36)

als F u n k tio n en  d er Y aria tio n sp aram eter e rm itte ln . U nsere A ufgabe b e s te h t 
d a rin , dasjenige W ertep aar e0, y 0 der V aria tio n sp aram eter с, у  zu bestim m en, 
bei w elchem  die G esam tenergie das abso lu t tie fs te  M inim um  aufw eist. W enn  
m an  dieses W e rte p a a r der V a ria tio n sp a ram ete r in  den A u sd ru ck  der E nerg ie  
e in se tz t, so e rh ä lt m an  die E nerg ie  des b e tre ffen d en  K erns u n d  du rch  E insetzen  
in  (13) erg ib t sich m it H ilfe von  (14), (15) u n d  (1) die N eu tronen- bzw. P ro to n en 
d ich te  des be tre ffenden  K erns.

Es sei noch  b em erk t, dass d er durch I  (114) definierte P a ra m e te r  A. gerade 
so wie in  I , d. h . w ieder so zu w äh len  is t, dass die b erechne ten  E nergien d e r 
s tab ils ten  K erne  von  den ganz le ich ten  K ern en  bis zu den schw ersten  die m ög- 
lich ts  k leinste  A bw eichung von  den en tsp rechenden  em pirischen W erten  zeigen.

§ 3. Resultate fü r  die Kernenergien u n d  Dichteverteilungen im  Kern  

Die R echnungen  haben  w ir fü r m ehrere  K erne und  zw ar fü r  die K ern e
A =  16, Z = 8 ;  A = 40, Z = 1 9  ; A = 80, Z =  3 7 ;  A = 1 2 0 , Z = 5 4  ; A = 2 0 0 , 
Z = 8 5  u n d  ^4= 240 , Z = 9 9  du rchgefüh rt, d ies sind K erne, fü r  die wir in  I  bei
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vorgegebenem  A ,  bei e iner V aria tion  v o n  n. d. h. bei e in e r  V aria tion  v o n  Z , die 
tie fs te  E n erg ie  gefunden h ab en . Die R echnungen  k an n  m an  am  zw eckm ässig- 
s ten  in  d er \Ve;se d u rch fü h ren , dass m an  im  E nerg ieausd ruck  (36) fü r e in en  be
liebigen K e rn , z. B. fü r  den  K ern  .4 = 2 0 0 , Z = 8 5 , e inen  bestim m ten  W e r t  fü r 
у  e in se tz t u n d  fests te llt, b e i welchem  W e r t  von c das M inim um  der n u n m e h r 
n u r  von c abhäng igen  E nerg ie fu n k tio n  lieg t. W enn m a n  dies fü r versch iedene 
W erte  v o n  у  d u rch fü h rt, so lässt sich le ich t festste llen , welches d e r tie fste  
E nerg iew ert u n te r  diesen E nerg iem in im a ist, d. h. be i welchem W e rte p a a r 
c0, y 0 das a b so lu t tie fste  E nerg iem in im um  der E nerg iefunk tion  E(c, y )  liegt. 
N achdem  m a n  das abso lu t tie fste  E nerg iem in im um  fü r  einen beliebigen K ern  
e rm itte lt h a t ,  kann  m an  das E nerg iem in im um  an H an d  d e r Form eln (16) — (23) 
u n d  (34) seh r einfach auch  fü r  einen belieb igen  an d eren  K ern  festste llen .

A m  ausfü h rlich sten  h ab en  w ir u ns m it  dem  K ern  A — 200, Z = 8 5  b e fa ss t, 
u n d  die fü r  d iesen  K ern  e rz ie lten  R esu lta te  wollen wir h ie r  n u n  zunächst b e sp re 
chen. Bei d e r  D u rch fü h ru n g  d e r R echnungen  is t zu n äch st folgendes zu b e a c h te n . 
D ie in  d er vorliegenden  A rb e it zu b e rechnenden  E nerg iew erte  und  D ich tev e r
te ilu n g en  fü r  y = 0  w erden  im  allgem einen n ich t ganz g en au  m it denen  v o n  I  
ü b e re in stim m en , da w ir in  d e r vorliegenden  A rbeit fü r  die A ustauschenerg ie  
n ic h t den e x a k te n  A usdruck , sondern d en  N äherungsausd ruck  (34) g eb rau ch t 
h ab en , der sich  aus der E rse tzu n g  der F u n k tio n e n jf(w„, (úp), f(o )n, a n) u n d  f(cop, шр) 
d u rch  en tsp rech en d e, e in fachere F u n k tio n e n  ergibt. U m  also fü r e inen  K ern  
einen V ergleich zwischen d er h ie r zu berechnenden  E nerg ie  m it der in  I  e rh a lte 
n en  v o rn eh m en  zu können , h aben  w ir z u n ä c h s t versuchsw eise den frei v e rfü g 
b a re n  P a ra m e te r  A. so b e s tim m t, dass fü r  y = 0  die h ier zu  bestim m ende E nerg ie  
des K erns m it d er in  I  e rh a lten en  ü b ere in stim m t. A us d ieser F o rderung  e rh ä lt 
m an  im  F a lle  des K erns A = 2 0 0 , Z = 8 5  fü r  A den W e rt

A = 4 ,1905 . (37)

F ü r  y = 0  lieg t das E nerg iem in im um  bei

c0= 7 ,6 0  (38)

u n d  das M inim um  der E nerg ie  pro N ucleon b e träg t

^ = — 7,610 M eV . (39)
A

W äh ren d  also das E nerg iem inim um  forderungsgem äss dasselbe ist w ie in  I ,  
e rg ib t sich fü r  c0 ein etw as grösserer W e rt als in  I 4, w as eine Folge dessen  ist, 
dass w ir in  d e r  vorliegenden A rbeit fü r d ie  A ustauschenergie den N äh eru n g s
au sd ru ck  (34) gebrauch ten .
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M it dem  so bestim m ten  W ert von  X erg ib t sich n u n , dass fü r  den  K ern  
M = 2 0 0 , Z =  85 das abso lu te  M inim um  der K ernenerg ie  bei den  W erten

c0= 9 ,4 0  u n d  -y0= 0 ,4 5  (40)

lieg t u n d  pro N ucleon

=  —  7,637 MeV (41)
A

b e trä g t. Die V ertiefung  der E nerg ie  p ro  N ucleon in  der zw eiten  N äh eru n g  
im  V ergleich zu d er ersten  N äh eru n g  b e trä g t also n u r

A F
---- o ° =  — 0.027 MeV

A

D ie re la tive  V ertiefung  der E n erg ie  is t also k leiner als 0 ,4% .
U n te r  B eibeh a ltu n g  des w e ite r oben festgeleg ten  W ertes fü r  X h ab e n  w ir 

auch  fü r  die w eiteren  am  A nfang  dieses P a rag rap h en  angegebenen  K ern e  die 
P a ram ete rw erte , bzw . die E nerg ie  in  der zw eiten N äh eru n g  festg este llt ; die 
R esu lta te  sind in  d er Tabelle I angegeben. Die B eib eh a ltu n g  des X -W ertes (37) 
w ird  dad u rch  ge rech tfertig t, dass d ieser X-W ert — wie sich zeig t — d er am  E nde 
des vorangehenden  P a rag rap h en  geste llten  B edingung genüg t. E s sei jedoch 
e rw äh n t, dass u n te r  B eibehaltung  dieses X-W ertes die h ier zu berechnenden  
E nerg ien  fü r y = 0  im  allgem einen n ich t ganz genau m it den in  I  e rhaltenen  
ü bere in stim m en , da  ja  eine Ü bere instim m ung  n u r fü r  den K ern  A = 2 0 0 , Z = 8 5  
gefo rd ert w urde. D em entsp rechend  hab en  w ir also die in  d er vorliegenden 
A rb e it in  zw eiter N äherung  berechne ten  Energien  m it den in  d er vorliegenden 
A rb e it fü r y = 0 ,  d. h . m it den aus der h ier du rch g efü h rten  e rs ten  N äherung  
e rh a lten en  E nerg ien  zu vergleichen, die ebenfalls in  der T abelle I  angeführt 
sind . W eiterh in  is t in  der Tabelle I  auch  die in  zw eiter N äh eru n g  erzie lte  E nerg ie
vertie fu n g  pro N ucleon A E 00IA , sowie die re la tive  E nerg ievertiefung  in P rozen ten  
angegeben.

W ie aus den  R e su lta te n  zu  sehen  is t, erw eist sich der B e trag  v o n  A E 0J A  
als sehr klein u n d  w ächst m it w achsender M assenzahl ; die re la tiv e  V ertiefung  
d er du rch  die zw eite N äherung  e rz ie lten  Energie b e trä g t auch fü r  die schw ersten  
K ern e  n u r  w eniger als 1/2% .

M it H ilfe d e r in  e rs te r u n d  zw eiter N äherung  b es tim m ten  P a ra m e te r
w erte  lässt sich die N ucleonendich te  in  e rs te r  u n d  zw eiter N äh eru n g  u n d  som it 
d er U ntersch ied  zw ischen den N ucleonend ich ten  in  e rs te r  u n d  zw eiter N äherung  
festste llen . Die zw eite N äherung  is t  auch  in  diesem F a ll m it der in  d er vorlie
genden  A rbeit bestim m ten  — u n d  n ic h t m it d er in  I  e rh a lten en  — ersten  
N äh eru n g  zu vergleichen. Die in  d e r vorliegenden A rb e it in  e rs te r  N äherung  
b estim m ten  c0-W erte u n d  som it auch  die N ucleonend ich ten  sin d  näm lich ,

(42)
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T A B E L L E  I

K ern en erg ien  u n d  W erte  d e r V a ria tio n sp aram ete r in  erster u n d  zw eiter N äh eru n g  fü r  einige K erne

А i6 40 80 120 200 240
Z 8 19 37 54 85 99

E rs te  N äherung  (у  =  0) c0 5,74 7,3 7,7 7,75 7,60 7,45

Z w eite  N äherung  c° 5,74 7,4 8,2 8,90 9,40 9,40
Zo 0,00 0,0025 0,11 0,29 0,45 0,49

т-r erste  N äherung  
-^oo

6,989 8,686 9,201 8,851 7,610 6,939

A zweite N äherung 6,989 8,687 9,204 8,860 7,637 6,971

A E 00
А

0,000 0,001 0,003 0,009 0,027 0,032

Л Е 00 .
—=— in  P ro zen ten  

E q
0,00% 0,01% 0,03% 0,10% 0,35% 0,45%

w ie schon w eiter oben  e rw äh n t w urde, durchw eg von  den  in  I  e rhaltenen  
versch ieden , da  w ir in  der vorliegenden  A rbeit s ta t t  dem  ex ak ten  A usdruck 
fü r  E a  den N äh eru n g sau sd ru ck  (34) ben u tz ten .

F ü r  die N eu tro n en - u n d  P ro to n en d ich te  e rh ä lt m an  nach  (1) bzw.

Qn Зл2 r® , Qp — 3jt2 r'3 p '
(43)

D ie gesam te N ucleonendich te  w ird  also

Q — Qn ~t~ Qp Зя2) (44)

M it R ücksich t a u f  die B eziehungen (5) — (8) u n d  (10) e rg ib t sich also in  e rs te r 
N äh eru n g

e =
r3 4 -  r 3Cn +  CP «-3x2 .
2 4 я 2 r2 1 2 n b 3

- 3 X 2
n 3l2r3

3 ,-a V /r ,■aa e о (45)

u n d  in  zw eiter N äh eru n g

- e 3x2( l  +  y * 2)3=  a , 3 P e 3x2( l  +  уж2)324it2 r3P 0 12я 2r3P 0

А
я 3,2г3Р 0 /Г?[1 + Ь « 2Ш 2] ’

(46)



D IE  STA TIST ISC H E  T H E O R IE  D E S  ATO M K ERN S. I I .  T E IL 233

w obei zu bem erken  is t, dass der Z usam m enhang  zw ischen c u n d  a d u rch  die 
B eziehung (10) gegeben is t. Bezüglich d er A usdrücke fü r  die D ich teverte ilung

E ig . 1. V ergleich des V erlaufes der N ucleonendich te  in  e rster u n d  zw eiter N äh eru n g  fü r den 
K ern  A  — 200, Z  =  85. r in  r0-E inheiten , q in  l / r 03-E inheiten .

Oj e rs te  N äherung ,
----------g2 zw eite  N äherung .

E ig . 2. V ergleich des V erlaufes der rad ia len  N ucleonendichte  in  e rs te r  und  zw eiter N äh eru n g  
fü r  den  K ern  A  =  200, Z  =  85. r  in  r0-E inheiten, D  in  1/r0-E inheiten.

I)j e rs te  N äherung,
----------D 2 zw eite  N äherung.

is t  zu bem erken , dass fü r  die P a ra m e te r  c, bzw. a in  (45) die W erte  d e r ersten  
N äh eru n g  u n d  in  (46) die der zw eiten N äherung  e inzusetzen  sind.

W ir h ab en  d ie  D ich te fu n k tio n  q, sowie die rad ia le  D ich teverte ilung  
D = 4 jr r 2g fü r  den K ern  A — 200, Z =  85 in  e r s te ru n d  zw eiter N äherung  b e rech n e t
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u n d  in  den  F ig u ren  1 u n d  2 g raph isch  d arg este llt. W ie aus diesen F iguren  zu 
sehen  is t, erw eist sich die re la tiv e  D ifferenz d er D ich tev erte ilu n g en  in  e rste r u n d  
zw eiter N äh e ru n g  — m it A usnahm e der R an d g eb ie te  des K e rn s  — als seh r 
k le in . E ine  grössere r e l a t i v e  D ich teän d eru n g  e n ts te h t n u r  in  den  
R an d g eb ie ten , die h insich tlich  d er E nerg ieberechnung  des K ern s u n b ed eu 
te n d  sind.

F ü r  K ern e  m it k leinerer M assenzahl e rg ib t sich eine n och  u n b ed eu ten d ere  
re la tiv e  D ich teän d eru n g  als fü r  den  K ern  A = 200, Z =  85. F ü r  die schw ersten  
K ern e  ( A > 200) is t die re la tiv e  D ich teän d eru n g  von  d er gleichen G rössenordnung 
w ie fü r den  K e rn  A — 200, Z =  85.

Aus d er h ie r d u rch g efü h rten  zw eiten  N äh eru n g  e rg ib t sich  also, dass sich 
d iese sowohl h in sich tlich  der E nerg ie  als h in sich tlich  der D ich teverte ilung  als 
u n b ed e u te n d  erw eist.

4. U nterschied zwischen der Neutronen- und  Protonenverteilung

Bei d er im  vo ran g eh en d en  d u rch g efü h rten  N äherung  w u rd e  eine s ta rk e  
V ere in fachung  g em ach t u n d  zw ar dad u rch , dass w ir in  (6) y nl u n d  y pl e inander 
g leichsetz ten , d . h ., dass w ir zw ischen der N eu tro n en - u n d  P ro to n en v erte ilu n g  
n u r  insofern e inen  U ntersch ied  m ach ten , als w ir diese — gem äss der im  allge
m einen  versch iedenen  A nzahl d er N eu tronen  u n d  P ro to n en  — verschieden 
no rm ie rten . Z u r B estim m ung  des U ntersch iedes zw ischen d e r N eu tronen- 
u n d  P ro to n en v e rte ilu n g  k ö n n te  m an  so Vorgehen, dass m an zum  A usgangspunk t 
z u rü c k k e h rt, d . h . dass m an  d en  P a ra m e te r  у  in  <u„ von  dem  in  a>p [m an vg l. 
d ie  A usdrücke (6) ] als versch ieden  b e tra c h te t  u n d  diese b e id en  P a ra m e te r  
v o n  e inander u n ab h än g ig  v a r iie r t, was aber zu  sehr langw ierigen R echnungen  
fü h r t .

B ed eu ten d  e infacher ge lan g t m an  zum  Z iel, w enn m an  folgenderm assen 
v e rfä h r t . W en n  m an  die N eu tronen - u n d  P ro to n en d ich te  v o n  einander u n a b 
h än g ig  v a r iie r t, so is t zu e rw arten , dass die N eu tro n en  etw as gegen die inneren  
G ebiete  des K e rn s  u n d  die P ro to n en  von  in n en  nach  den R andgeb ie ten  des 
K e rn s  g ed rän g t w erden . Dies is t le ich t e inzusehen. In  jedem  K ernm odell w ird  
zw ischen N eu tro n en  u n d  P ro to n en  eine W echselw irkung und  zw ar eine A nziehung 
v o rau sg ese tz t ; d ie aus d ieser A nziehung resu ltie rende  E nerg ie  is t  in  unserem  
F a lle  E'a  (m an  vgl. 364 ff. in  I). Zufolge d ieser gegenseitigen A nziehung — die 
n ebenbe i b e m e rk t v e rh in d ert, dass d er K ern  in  einen reinen  »N eu tro n en -K ern «  
u n d  » P ro to n en -K ern «  zerfä llt — w irk t sich die e lek tro sta tisch e  Coulom bsche 
A bstossung , also das nach  dem  K ern ran d  h in  D rängen  der P ro to n e n  auch  a u f  
d ie N eu tro n en  aus, da die P ro to n en  die N eu tro n en  ein igerm assen m it sich 
z iehen . A usser d ieser in  jedem  K ernm odell besteh en d en  W irkung  g ib t es in  den  
v o ran g eh en d en  N äh eru n g en  unseres Modells noch  einen w eite ren  U m stan d ,
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d u rch  w elchen die e lek tro sta tisch e  P ro tonen-A bstossung  a u f  die N eu tro n en  
ü b ertrag en  w ird. D ieser ist rein  äusserlich u n d  besteh t in d em  Zwang, d e r  dem  
M odell in  den vorangehenden  N äherungen  dad u rch  au ferleg t w urde, dass w ir 
die N eu tronen- u n d  P ro tonenverte ilung , abgesehen von d em  im  allgem einen 
versch iedenen  N orm ierungsfak to r, als g leich  v o rausse tz ten . Dies v e ru rsa c h t 
eine ganz ähnliche W irkung  wie die w e ite r oben e rw äh n te  N eu tro n -P ro to n - 
A nziehung. W enn m an n u n  diesen Zwang fa llen  lässt, d. h . d ie  N eutronen- u n d  
P ro to n en d ich te  von  e inander unab h än g ig  v a riie r t, so w erden  die N eu tro n en  
etw as gegen das In n ere  und  die P ro to n en  etw as gegen d en  R and des K e rn s  
ged räng t, da  d u rch  die A usschaltung  dieses Zwanges die e lek tro sta tisch e  Cou- 
lom bsche W echselw irkung d er P ro tonen  fü r  die N eu tronen  re la tiv  schw ächer 
u n d  fü r die P ro to n en  re la tiv  s tä rk e r  zum  A u sdruck  ko m m t. D em en tsp rechend  
m achen  w ir fü r die N eu tronen- u n d  P ro to n en d ich te  fo lgenden  A nsatz

Qn =  QnO +  En •> Qp =  Qpo +  £p ■> (47)

wo gn0 u n d  Qpq die im  vorangehenden  festg este llte  N eu tronen - bzw. P ro to n e n 
d ich te  bezeichnet u n d  en, sowie e p im  In n e re n  des K e rn s  positive u n d  im  
Ä usseren n egative  F u n k tio n en  sind, die d em  U nterschied  zw ischen der N e u tro 
nen- u n d  P ro to n en v erte ilu n g  R echnung  tr a g e n  sollen u n d  d ie  w ir im  V erh ä ltn is  
zu  Q no  bzw. q p о als klein b e trach ten .

D a Qn0 u n f  q p0 fo lgenderm assen n o rm ie r t sind

fpno dv =  N , J p p0dv =  Z ,  (48)

m üssen  en u n d  ep den  B edingungen

J  En dv =  0 , j" e p dv =  0 (49)

genügen. A usser diesen B edingungen h a t  en u n d  ep gem äss den in  I  (S. 358) 
darge leg ten  allgem einen B edingungen n o ch  den folgenden B edingungen zu 
genügen. E rsten s m üssen fü r  en und  ep d ie  Bedingungen

r =0
=  0 (50)

b estehen  u n d  zw eitens m üssen  en und  ep in  grosser E n tfe rn u n g  vom  K ern  
verschw inden .

M it R ü ck sich t a u f all’ das erw eist es sich  als zw eckm ässig für en u n d  ep 
folgenden A nsatz  zu m achen

£n — QnO'TJ ч f*p —  Qpo 7̂ ’ (51)
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w o rj  ein P o ly n o m  von x 2 v o n  der Form

TYl

1 7 =  Z  cn x2i (52)
i = 0

i s t ,  u n d  die er, einstw eilen  u n b estim m te  K o n s ta n te n  bezeichnen . D adurch , d a ss  
s n u n d  ep a ls F a k to r  Qno bzw . qp0 e n th a lte n , wird das rasch e  V erschw inden 
d e r  F u n k tio n e n  s n u n d  ep in  grosser E n tfe rn u n g  vom  K e rn  erreich t ; d a d u rc h  
w eite rh in , dass w ir rj als eine F u n k tio n  v o n  x 2 ansetzen, w ird  den B ed ingungen  
(50) genüge g e le iste t.

Die K o n s ta n te n  er, b e tra c h te n  w ir a ls  V aria tio n sp aram ete r, die aus d e r  
M in im um sforderung  der E n erg ie  b estim m t w erden. D iese sind  von e in a n d e r  
zufolge der B ed ingungen  (49) n ich t u n ab h än g ig .

Die B erech n u n g en  g e s ta lte n  sich fü r  d e n  Fall N — Z = A / 2 besonders e in 
fach . Da sich d ie  R esu lta te  fü r  diesen F a ll v o m  allgem einen Fall, N=hZ, n ic h t 
w esentlich  u n te rsch e id en , w ollen  w ir uns a u f  diesen en fachen  Fall b esch rän k en . 
In  diesem  F a ll is t

2«o =  Qpo —  2  Qo ’ (53)

w o p0 die g esam te  N ucleonend ich te  beze ich n et, für die w ir die m it der e rs te n  
N äh eru n g  e rh a lte n e  D ich te fu n k tio n

eo 1 2 л2 r2
v-2 _ o v 2

=  Qooe 3 (54)

e insetzen  k ö n n en , da sich die in  zw eiter N äh e ru n g  b es tim m te  D ich teverte ilung  
v o n  dieser n u r  unw esentlich  u n te rsch e id e t. W ir haben a lso  dann

_3v2
£n =  £p =  e =  -  Q0r] =  -  2ooe V

u n d

Qn =  \  Qo +  s =  \  2o(! +  V ) »

Qp =  \  Qo —  e =  \  goi1 — rl) ■

(55)

(56)

(57)

F ü r rj e rg ib t sich als e in fachster A n sa tz  der A usdruck , welcher e n ts te h t , 
w enn  m an in  (52) n u r die e rs te n  beiden G lieder behält. W enn  m an in  d iesem  
A usdruck  d er K ürze  halber s t a t t  <x0 ein fach  er, und  s ta t t  ctJ cTq kurz ß  sch re ib t, 
so e rh ä lt m an

Г] =  o-(l  +  ß x 2) . (58)
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Die K o n stan te  ß  w ird  durch  die B edingungen  (49) festgeleg t, aus d er sich m it (54)

ß — - 2  (59)

e rg ib t. E s b le ib t also noch eine K o n s ta n te , näm lich  er üb rig , die w ir als V aria tions
p a ra m e te r  b e tra c h te n  u n d  aus der M inim um sforderung der E nerg ie  bestim m en .

Die Energie des K erns w ird  in  der W eise berechne t, dass w ir in  (56) u n d  
(57) Г] im  V erhältn is  zu 1 als k lein  b e trach ten  u n d  den In te g ra n d e n  im  E nerg ie
ausd ruck  nach  r/ in  eine P o tenzre ihe  entw ickeln , die w ir n ach  der zw eiten 
P o tenz  abbrechen . W enn w ir fü r  f(con,cüp), f(a>n, con) u n d  j(cűp,cűp) w ieder d ie  
N äherungsfunk tionen  (31), (32) bzw . (33) e in führen , so k an n  m an  die In teg ra tio n  
durchw eg geschlossen d u rch fü h ren  u n d  die E nerg ie  als eine q u ad ra tisch e  F u n k 
tio n  von  er darste llen . Alle E nerg ie term e m it A usnahm e d er E nerg iean teile  
E q u n d  E r , w erden fü r den F a ll N = Z = A /2  berechne t. In  E c u n d  E r , die zu Z 2 
bzw. zu Z il3 p ro p o rtio n a l sind , setzen  w ir n ic h t Z = A j 2, so n d ern  den du rch  
die erste  N äherung  e rha ltenen  Z -W ert aus I  ein .

M it diesen V oraussetzungen  erg ib t sich fü r  die E nerg iean teile  E K, E j ,  
E c  und  E r m it H ilfe der Form eln  (107) — (H 3) in  I , w enn m an  in  diesen m it H ilfe 
d er Form eln  (72) in  I  s ta t t  den F u n k tio n en  a>n u n d  шр die D ich te funk tionen  
e in fü h rt und  die R eihenen tw ick lungen  der In teg ran d en  nach  P o tenzen  von r) 
nach  dem  Glied m it rj2 ab b rich t

(1- т М 1 + ! " * Ь =
(60)

=  0,04630 ( l  — — ) A c 2e 0 +  0 ,01029A c 2<r2e0 ,

EJ = J’É  & Í  + а  © Л  *  = (Ж©5 A1,‘cí l + 5 Л  -  (61)
=  0,1297 M1,3c2f0 +  0,05764 A ll3c2cr2e0 ,

E c  =  l  e f # ] 2 ff  o ^ ) [ l - ^ ] o / V ) [ l - , ( r ' ) ]  ^  =

-  ЩЩтыт- А“’& Л  0 -  3 " + П ©  e” = (oz)

=  0,009000 — ce„ — 0,003000 -------a re n 0,0007500 -------- ccr2e0
А 1/3 А 1'3 A 1/3
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—  )‘Ч - г + т Г аЬ  =
74/3 74/3 74/3

=  — 0,006106 ------ ce0 +  0 ,0 0 2 0 3 5 ------- ccrea—  0 ,0 0 0 5 9 3 7 ------- co-2 e„.^41/3 0 4̂1/3 0 4̂1/3 0

Z u r B erechnung  v o n  E A h a t m an  zu nächst w„ u n d  a>p zu e rm itte ln . Mit 
R ü c k s ic h t d arau f, d ass  w ir uns a u f  d en  F a ll N —Z = A /2 b esch rän k en , f in d e t 
m a n , w enn  m an  die R eih en en tw ick lu n g  nach  P o ten zen  v o n  ry n ach  dem  Glied 
m it  ту2 a b b rich t

<°n =  «o ( 1 +  ^  ^  — 9  r f )  ’ =  wo ( i  — I  V —  I  rf ]  * (64)

wo a>0 die folgende B ed eu tu n g  h a t
í n  \ 4/3

“ о =  (Зтг2) 1 ' 8  r0 • (65)

M it (64) e rg ib t sich fü r  die im  fo lgenden  v o rk o m m en d en  beiden  A usdrücke 

2  K  +  «p) u n d  ~ (a>„ — töp)

I  (ta„ +  tüp) =  a 0( l  — * ту2) , I  (tön — ®p) =  ^  ®0ту. (66)

W enn w ir w ieder die G lieder m it d r i t te r  und  h ö h e re r P o tenz  v o n  ту v e r
n ach lässigen , so lassen  sich m it H ilfe  dieser A usdrücke und  der N äherungs- 
fo rm e ’n  (27) u n d  (29) die im  In te g ra n d e n  von  E A vo rkom m enden  F u n k tio n en  
fo lgenderm assen  vere in fachen

et \ 1  Г f ö n  d -  ® p \ (Ю п  —  top \  . i i ® n  +  top \
f (ton,top) =  2 4 ^  [£ (— 2 - ^ J  -  g t ----2— £) +  ^  4 2 1  ~

— (<a„ +  и р ) 2 h [Ып 2 Юр]]  =  (67)

=  2 ^ 3  ["(®o) — I  g'(to0)to0r f  +  g- {bito* +  462a® +  463И’) r,2]  ,

f (ton,ton) =  2 ^ 5  [g(«o) +  g'(to0)co0 ту — 9 r f ) +  ^  2] » (68)

f { t o p , a p ) =  — [g(tö0) — g \ t o 0) a 0 ( I  17 +  ^ 172) +  J q ? " Ю « 20ту2] • (69)

M it H ilfe d ieser A usdrücke e rh ä lt m an  fü r den  In te g ra n d e n  in  E A

4/(<и„, шр) +  / (« „ ,« „ )  + f(c ú p,cúp) =

=  |  2 ^ 5 { ^ ( ö °) +  2 V  [861щ5о +  (8&2 — За0)и ь0 +  8b3cú70 +  4 а 2и® +  9 а 3 ш»]гу2}
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M it d iesem  A usdruck  e rg ib t sich fü r  E A

E a  =  E a p +  E Ä n+  ЕЦ” — — \  e0 ) [4f(cún,a p) + /(& )„ ,«„) +  f(aop,a p)] dv  =
r o

= “ ? (Э XA* e° ÍÍ1 ~ о ) Ш  (&* + 2 ^ h  C + 4̂ 823'2 c2 + 87̂ 2 c3) +
(71)

<r2 jt1' 2 /8fex 10 8b2 —  3a„ 15 8b3 22 2 4 a3 31 я
+  27c 128 v53'2 25 +  2 -6 3,2~  36 C 4 - 73/2 49 C +  8 • 83'2 64 C +

, 9аз 42 y.
16 - 93 2 81 ) V

Die G esam tenerg ie E  des K erns k a n n  m an also folgenderm assen d a r 
stellen

E  =  E K +  E j  +  E Á +  E c  +  E R =  E0 +  E x<r +  E 2cr2, (72) 

wo E 0, E 1 u n d  E 2 folgende B edeutung  h ab en

P 3 / 3 7  2 u k  а о , 3 /Lj 1 (2 Z \2
E ° ~  2 0 I5 J (Зтг2)2'3 C £° +  (18jt)173 ^  C £" +  (32)4,3(72тт4)1,в A  U  J Cf°’

(7o)

27 . (2Z'\4IZ 36/3л1/2 . ,  /  2 л тг1/2 / a0
2048 - 31,2jr ^  VA J Cf° jt ( J  ' f° ( 1 З А J 256 1б3' 2 +
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D er V aria tio n sp a ram ete r er w ird aus d e r  M inim um sforderung der E nerg ie , 
d . h . aus d er G leichung

, f f -
bestim m t. A us d ieser folgt

c  =  - - A - .  (77)
2JE2

W enn m an  diesen A u sd ruck  fü r er in  d en  ganz rech ts steh en d en  A usd ruck  
in  (72) e in se tz t, so e rh ä lt m an  fü r  die E nerg ie  des K erns

E  =  E * ~ ~  (™ )4 £ 2

E 0 is t die E n erg ie  des K erns in  e rs te r N äh eru n g , d. h. in  d em  Fall, dass m a n  
zw ischen den  D ich tev erte ilu n g en  der N eu tro n en  und  P ro to n e n  keinen U n te r 
schied  m ach t, also < r= 0  se tz t. D ie durch eben  diesen U n tersch ied  bedingte  E n e r 
gievertiefung  b e trä g t  nach (78)

E 2
A E = = ~ T T ‘ (79)4 E 2

Die G rössen  E 0, E j u n d  E 2 e n th a lten  n o ch  die P a ra m e te r  c und  X. F ü r  
diese könn te  m an  die im  vorangehenden  e rh a lten en  W erte  e insetzen. D a ab e r 
d ie im  vo ran g eh en d en  d u rch g efü h rte  erste  N äh eru n g  (y = 0 )  m it  der h ier b e h a n 
d e lten  ers ten  N äh eru n g  (c r= 0 ), zufolge d e r  h ie r gem achten  V ernachlässigung  
e in iger K orrek tionsg lieder im  E n erg ieau sd ru ck , n ich t id en tisch  ist, erw eist es 
sich  als zw eckm ässig diese P a ra m e te r  neu zu bestim m en. G em äss des zug runde  
gelegten  A nsa tzes (56), (57), so llte  dies in  d e r  W eise geschehen, dass w ir c d u rch  
die M inim um sforderung der E nerg ie  d er e rs te n  N äherung , d . h. du rch  die 
M in im um sforderung  von E 0 festlegen. E in e  E rw eiterung  des A nsatzes (56), 
(57) erg ib t sich, w enn  m an c n ic h t  aus d er M in im um sforderung  von E , so n d ern

E 2
— 1— bestim m t. D ies b ed eu te t n äm lich ,
4 £ .,

dass w ir in  (56) u n d  (57) fü r q0 n ich t die N ucleonendich te  d e r  ers ten  N äh e ru n g  
einsetzen , so n d ern  neben  rj au ch  q0 v a riie ren . W ie sich zeigt, f ü h r t  dies p ra k tisc h  
zu vollkom m en dem selben R e su lta t fü r c u n d  som it auch fü r  er und  A E , w ie 
w enn  m an c au s  d er M inim um sforderung v o n  E 0 bestim m t. H ie rau s  k a n n  m an  
fo lgern , dass sich  d er u rsp rüng liche  A nsatz  (56), (57) dem  W esen  des P rob lem s 
g u t anpasst. D er P a ram e te r  X w ird  w ieder so b estim m t, dass d ie  au f diese W eise 
e rha ltenen  K ernenerg ien  m it d en  em pirischen m öglichst g u t ü bere in stim m en .

au s der M inim um sforderung v o n  E  =  E 0

(77)
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W ie sich zeigt, w ird  diese B edingung e rfü llt, w enn m an fü r  X denjenigen W ert 
w ä h lt, fü r den  das E nerg iem inim um  von E 0 m it dem  in I  b e s tim m ten  E n e rg ie 
w ert der ers ten  N äherung  im  F alle  des K e rn s  A = 200 ü b e re in s tim m t6. D e r  so 
b estim m te  W ert b e trä g t

A = 4 ,0964 . (80)

Die W erte  c, er, E 0, A E 0 u n d  A E gjE 0 sind fü r  m ehrere K ern e  in  der T abe lle  I I  
zusam m engestellt.

T A B E L L E  I I
D ie E n erg iev ertie fu n g  u n d  d ie W erte d e r V a ria tio n sp a ra m e te r, d ie  m an  b e i e iner 

v o n  e in ander unab h än g ig  d u rch g efü h rten  V a ria tio n  de r N eutronen- u n d  P ro to n e n d ic h ten  im
F a lle  N  =  Z =  А / 2 e rh ä lt.

A i6 40 80 120 200 240

c 5,48 6,39 7,47 7,62 7,70 7,72

a 0,0102 0,0183 0,0256 0,0321 0,0410 0,0438

Eo — 6,1454 — 7,6045 — 8,1183 — 8,0343 — 7,610 — 7,4532

A E 0 — 0,0019 — 0,0071 — 0,0182 — 0,0293 — 0,0480 — 0,0549
a e 0 -n  p rozent en 
Яо 0,03% 0,09% 0,22% 0,36% 0,63% 0,7 4 %

W ie m an  aus den D aten  d e r T abelle s ie h t, is t die V ertie fung  der E n e rg ie , 
die m an  d u rch  die a u f die w e ite r oben angegebene W eise v o n  einander u n a b 
hängig  du rch g efü h rten  V aria tion  der N eu tro n en - und  P ro to n en d ich te  erzielen  
k an n , sehr gering u n d  w äch st in  R ich tu n g  schw erer K erne.

F ü r die D ich teverte ilung  d er N eu tro n en  u n d  P ro tonen  e rh ä lt  m an gem äss 
(47), (51), (56) und  (57)

Qn =  e™>(l +1?) =  * eo(! +  v )  =  I  &)(! +  o- -  2<x*a) , (81)
£ £

Qp =  Qpoi1 —  v )  =  “  eo(! — v)= 2  Öo(! ~  +  2 c r* 2) > ( 8 2 )

zufolge der sehr k leinen  W erte , die sich fü r er ergeben, erw eist s ich  die D ifferenz 
zw ischen Qn u n d  q„ im  Inneren  des K erns als sehr klein ; im  K e rn m itte lp u n k t 
b e trä g t die D ifferenz gerade crg0, also z. B . im  Falle des K e rn s  A = 200, ru n d  
8% . In  den äusseren  G ebieten des K erns, wo das Glied 2erx2 in  den  K lam m ern  
in  (81) u n d  (82) an  B edeu tung  gew innt, w ird  jedoch der r e l a t i v e  U n te r 
schied zwischen p n u n d  qp b e träch tlich . D a sich  er als eine p o sitiv e  Grösse e rg ib t, 
en tsp rech en  die R esu lta te  d u rchaus den E rw artu n g en , indem  sich im In n e re n  
des K erns qp k le iner als Qn u n d  im  Ä usseren grösser als o n erw eist.

5*
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Im  A u sd ru ck  von gn sch e in t au f den e rs te n  Blick eine Schw ierigkeit a u f
z u tre te n , n äm lich  die, dass die N ucleonend ich te  pn, die na tu rg em äss  nu r po sitiv e

/ U  CTa /2
W e rte  annehm en  k an n , bei x  =  —2---- J verschw indet u n d  fü r  grössere * -W erte

a ls  diese W urze l n eg a tiv  w ird . P rak tisch  is ta b e r  dieses N egativw erden  v o n g „  
gänzlich  bedeu tungslos, denn  z. B. bei d em  K ern A = 2 0 0  ergib t sich fü r  
d en  ж-W ert, b e i dem  Qn ve rschw inde t, x = 3 ,6 , dem  r = 1 3 r 0 en tsp rich t. D ieser 
x ,  bzw . r-W ert is t so gross, dass be i diesem d ie  N eu tro n en d ich te  0n =  — £0 ? w ie 

m a n  sich an  H a n d  der F o rm el (54) sofort ü b e rzeu g t, a u f  d en  e—39-ten  Teil ih res 
W ertes  im  K e rn m itte lp u n k t ^ 00 herabfä llt. A usserhalb dieses kritischen  R ad iu s

b e fin d e t sich also ein p ra k tisc h  vollkom m en u n b ed eu ten d er B ruchteil eines 
N eu tro n s von  d e r  G rössenordnung 10" 12. F ü r  die anderen  K ern e  liegen ähn liche  
V erhältn isse  v o r. M an k an n  au ch  diese re in  form ale Schw ierigkeit des N e g a tiv 
w erdens d er N eu tro n en d ich te  um gehen, w en n  m an in (51), bzw . (81) u n d  (82) 
fü r  Qn0 und  Qp0 n ic h t den h ie r g eb rauch ten  v e re in fach ten  A u sd ru ck  ^ g0 ? sondern  

d ie  im  § 2 d e r  vorliegenden  A rb e it b e s tim m ten  D ich tefunk tionen

r no= .  ^  - e- 3x2( l  +  7 *2)з e  =  — ?° ■ e ~ 3x2( l  +  у *2)3 (83)
3n 2r 3 P n P Зтг2г 3 P 0

e in se tz t. B ei Z ugrundelegung  dieser D ich te funk tionen  verschw indet Qn n ic h t.
F ü r  den  K ern  А = 2 0 0 , N = Z = A j2  s in d  die D ich te funk tionen  gn u n d  qp 

gem äss den  F o rm eln  (81) bzw . (82) in  Fig. 3 dargeste llt. A ls Abszisse w urde s t a t t  
*  die E n tfe rn u n g  vom  K ern

31' 2 1 r n \ v e  1
r =  —  * r0 =  2*'»31'*(9jt)1,e^ 1,s -  r0x  =  6U M  -  rgA 1,3x  (84)

Cl C V I Z /  C

e in g e fü h r t ; a ls E in h e it w u rd e  r0 gew ählt.
In  F ig . 4 is t fü r denselben  K ern  die radiale N eu tro n en - und  P ro to n e n 

v erte ilung
D n =  4тгг2р „ , D p  =  4nr2gp (85)

e ingezeichnet. B ei den ra d ia le n  D ich teverte ilungen  tr e te n  zufolge der M u ltip li
k a tio n  m it r 2 die vom  K e rn  w eit e n tfe rn te n  G ebiete s tä rk e r  hervor, w odurch  
in  den  äusseren  G ebieten des K erns der U n tersch ied  zw ischen den beiden D ic h te 
v e rte ilu n g en  besser v eran sch au lich t w ird.

D er h ie r  fü r  den K e rn  .4 = 2 0 0 , N = Z — A I2 d a rg este llte  U ntersch ied  zw i
schen der N eu tro n en - u n d  P ro to n en d ich te  is t  beim  s ta tis tisc h e n  K ernm odell auch  
fü r  die an d eren  K erne ty p isc h , u n d  zw ar s te ig t der re la tiv e  U nterschied  zw ischen 
d e r N eu tro n en - u n d  P ro to n en d ich te  in  R ich tu n g  von d en  leichten K ern en  zu 
den  schw eren an.
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D er h ie r gem achte  A nsatz  (58) fü r  r) is t der m öglichst e in fachste , d en  m an 
aus dem  allgem einen A nsatz  (52) h erle iten  k an n . E s e rh eb t sich n u n  noch die

Fig . 3. V ergleich des V erlaufes der N e u tro n en -u n d  P ro to n en d ich te  im  K ern  А  =  200, N  =  Z  =  
=  А / 1.  r  in  r0-E inheiten , Qn und Qp in i / r 30-E inheiten .

—  — N eu tronend ich te  Qn,
P ro tonendich te  Qp.

Fig . 4. V ergleich des V erlaufes des rad ia len  N eu tronen- u n d  P ro to n en d ich te  im  K ern  А  =  200, 
JV =  Z  =  A /J . r in  r0-E inheiten , Dn und  Dp  in  i / r 0-E inheiten .

---------- rad ia le  N eu tronend ich te  D n,
rad ia le  P ro tonend ich te  D p.

F rage, ob die m it diesem  einfachen A n sa tz  e rhaltenen  R esu lta te  das ta tsäch lich e  
E nerg iem inim um  ausreichend  approxim ieren . Z ur E n tsch e id u n g  d ieser F rage 
haben  w ir den  A nsatz  (58) fü r  nq e rw eite rt, indem  w ir

r] =  ere Tx (1 4- ß x 2) (8 6 )
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se tz te n , w obei w ir т  neben  er als e inen  w eiteren  V aria tio n sp a ram ete r b e trach 
te te n . D ieser A nsa tz  w urde  gew ählt, d a  sich die R echnungen  m it d iesem  ganz 
b eso n d ers  einfach g esta lten . Es e rg ib t sich, dass sich die m it diesem  erw eiterten  
A n sa tz  e rh a lten en  R e su lta te  fü r er u n d  A E  von  denen , die m an  m it dem  ein
fa c h e n  A n sa tz  (58) e rh ä lt, n u r w enig un te rsche iden . H ieraus k an n  m a n  schliessen, 
dass  die du rch  den A nsa tz  (58) e rh a lten en  R esu lta te  die fü r u n se r K ernm odell 
b e s teh en d en  w irk lichen  V erhältn isse  genügend genau  approx im ieren .

5. D iskussion  der Resultate

W ir wollen n u n  noch die R e su lta te  der vorliegenden  A rb e it k u rz  bespre
c h e n . D as w esen tlichste  R esu lta t d e r vorliegenden A rbeit is t u n se re r A nsicht 
n a c h , dass sich fü r  die D ich teverte ilung  der N ucleonen auch  in  d e r zw eiten 
N ä h e ru n g  im  w esen tlichen  eine G aussche V erte ilung  e rg ib t, u n d  d er U n te r
sch ied  zw ischen d er ersten  u n d  zw eiten  N äh eru n g  u n b ed eu ten d  is t. H ieraus 
k a n n  m an  schliessen, dass im  F a ll e in er Y ukaw aschen  W echselw irkung zwischen 
d e n  N ucleonen die D ich tevete ilung  d e r N ucleonen von  den  le ich tes ten  bis zu 
d e n  schw ersten  K ern en  im  w esen tlichen  eine G ausssche V erte ilung  is t. Dieses 
R e s u l ta t  is t ein igerm assen  ü b errasch en d , denn  in  den  m esiten  A rbeiten  w ird 
n u r  fü r  die D ich teverte ilung  d er le ich ten  K erne  eine G ausssche V erteilung 
v o ra u sg e se tz t, fü r  die schw eren K ern e  aber w ird  eine V erte ilung  angenom m en, 
d ie  im  In n eren  d e r K erne  vo llkom m en k o n s ta n t is t, u n d  in  e iner v e rh ä ltn is 
m ässig  schm alen Ü bergangssch ich t als eine G ausssche V erte ilung  abkling t. 
Im  G egensatz  zu d iesen  A nnahm en  e rg ib t sich h ie r, dass im  F alle  e iner Y u k a
w asch en  W echselw irkung die D ich teverte ilung  n ic h t n u r  fü r  die le ich ten , son
d e rn  au ch  fü r die schw eren K ern e  im  w esentlichen  eine G ausssche V erteilung 
is t . U m  die Sachlage ganz d eu tlich  zu  m achen, sei e rw äh n t, dass w ir auch fü r 
d ie  im  In n eren  des K erns k o n s ta n te  und  in den  R andgeb ie ten  in  G aussscher 
W eise abk lingende D ich tev erte ilu n g  die E nergie b erechne t h ab en . E ine solche 
V erte ilu n g  e rg ib t sich m it dem  A n sa tz  (6) fü r y e ^ I ,0  u n d  es zeig t sich, dass die 
E n e rg ie  d ieser V erte ilung  p ro  N ucleon  fü r den K ern  yl =  200, Z = 8 5  um  ru n d  
0 ,25  M eV höher lieg t als die E nerg ie , die m an m it d er rein  G aussschen V erteilung 
e rh ä lt .

E in  w eiteres R esu lta t der vorliegenden A rb e it is t die F estste llung  des 
U n te rsch ied es zw ischen  der N eu tro n en - und  P ro to n en d ich te . D ieser U ntersch ied  
e rw e is t sich als seh r klein u n d  ä n d e r t  p rak tisch  n ich ts  an  dem  ursprünglichen  
C h a ra k te r  der D ich tev erte ilu n g , d. h . sowohl die N eu tronen- wie die P ro to n en 
v e rte ilu n g  b le ib t im  w esentlichen eine G ausssche V erteilung.

U n te rsu c h u n g e n  zur B estim m u n g  des U ntersch iedes zw ischen d er N eu tro 
nen- u n d  P ro to n en v e rte ilu n g  w u rd en  schon b ed eu ten d  frü h er v o n  Feenberg6 
d u rch g efü h rt. N ach  seinen R e su lta te n  e n ts te h t durch  die e lek tro sta tische
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Coulom bsche W echselw irkung der P ro to n en  am  K ern ran d  eine A nhäufung  der 
P ro to n en  u n d  der N eu tro n en , die d u rch  die P ro to n en , zufolge der gegenseitigen 
A nziehung zw ischen N eu tro n en  u n d  P ro to n en , zum  Teil m it den P ro to n en  nach 
dem  K ern ran d  h in  gezogen w erden. D ies is t im  W iderspruch  m it u n se ren  R esul
ta te n . D er G ru n d  dieser D iskrepanz is t darin  zu suchen, dass die A usgangs
ve rte ilu n g , die der S tö rungsrechnung  von  F eenberg  zugrunde lieg t, eine voll
kom m en k o n s ta n te  V erte ilung  ist, d ie  sich bei einer alleinigen B erücksich tigung  
d er A ustauschenerg ie  E A und  der F erm ischen  k inetischen  Energie E K erg ib t, 
w äh ren d  in  unserem  F a ll die A usgangsverteilung  eine unserer A n sich t nach 
b ed eu ten d  genauere G ausssche V erteilung  ist, die du rch  die B erücksich tigung  
aller E nerg iean teile  b e s tim m t w urde. B ei uns is t also die Coulom bsche W echsel
w irkung  der P ro to n e n  schon in  der ers ten  N äh eru n g  berücksich tig t, w ährend 
diese bei Feenberg  e rs t du rch  eine S tö rungsrechnung  in  B e trach t gezogen wird. 
U nserer A nsich t nach  is t die S tö rungsrechnung  von  Feenberg , in  d er die v er
hältn ism ässig  grosse e lek tro sta tische  Coulom bsche W echselw irkungsenergie 
als S törungsenergie b e tra c h te t  w ird, n ic h t genügend genau und  w ürde bei einer 
konsequen ten  W eite rfü h ru n g  unser R e su lta t approx im ieren . Bei der B ehandlung  
dieser P roblem e is t es w ichtig, dass m an  die R echnungen  m it sehr grosser 
G enauigkeit d u rch fü h rt, da  die E nerg ie  des K erns fü r  kleine Ä nderungen  der 
N ucleonendichte sehr unem pfind lich  is t.

Die R esu lta te  fü r die K ernenerg ie  en tsp rechen  durchaus den im  § 12 von 
I d isk u tie rten  E rw artu n g en . Die d u rch  die in  d er vorliegenden A rb e it im  § 2 
u n d  § 3 en tw ickelte  zw eite N äherung  u n d  durch  die im  § 4 d u rchgefüh rte  von 
e in an d er unabhäng ige  V aria tion  der N eu tronen- u n d  P ro to n en d ich te  erzielte 
E nerg ievertiefung  is t sehr klein. In sg esam t b e trä g t sie fü r schwere K ern e  rund  
1% , fü r  le ich te  K erne  is t sie gänzlich u n b ed eu ten d . Diese Energie V ertiefung 
der schw eren K erne  fü h r t  zu einer geringen V erbesserung  des in  I  e rhaltenen  
E nergieverlaufes.

D ie num erischen  R echnungen  h ab en  m eine A ssisten ten  F rl. 0 .  K u n vá ri, 
F rl. E . M ägori, H err B . M olnár u n d  F rl. É . Szabó d u rc h g e fü h r t; die F iguren  
h a t  H err A ssisten t Ing . L . Zelenka  gezeichnet. F ü r  Ih re  A rbeit m öchte ich  ihnen 
auch  an  d ieser Stelle m einen D ank  aussprechen.
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ÜBER DIE DREHIMPULS VERTEI LUNG 
DER NUC LEONEN IM KERN

Von

P . GOMBÁS

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITÄT FÜR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, HUDAPEST

(E in g eg an g en : 28. IX . 1952)

A uf G rund des s ta tis tisch en  K ernm odells w erden m it H ilfe der in  zwei v o rangehenden  
A rbeiten  b estim m ten  D ich te  Verteilung de r N ucleonen im  K e rn  die N eu tronen- u n d  P ro to n e n 
zah len  festgestellt, bei denen  erstm alig  de r E in b au  eines s-, p - , d-, . . .  N eu trons bzw. P ro to n s  
in  den K ern  erfolgt. Diese N eutronen- u n d  P ro tonenzah len  stim m en g u t m it denjenigen überein» 
die m an  aus dem  w ellenm echanischen Schalenm odell des K erns e rh ä lt. H erv orzuheben  ist, 
dass sich diese Zahlen fü r N eu tronen  u n d  P ro to n en , auch  bei B erücksich tigung  der V erschieden
h e it der D ich teverte ilungen  der beiden T eilchensorten , in  Ü bereinstim m ung m it dem  em piri
schen B efund als id en tisch  erweisen.

§ 1. E inleitung  und Zusam m enfassung

E s is t eine w oh lbekann te  T a tsa c h e 1, dass es gewisse ausgezeichnete N e u tro 
nen- u n d  P ro to n en zah len  gibt, fü r w elche d ieK erne neben  anderen  physikalischen  
C h arak te ris tik a  eine besondere S ta b ilitä t aufw eisen. Diese ausgezeichneten  
Zahlen (»m agic num bers«) sind die folgenden : 2, 8, 20, 28, 40, 50, 82, 126. 
Diese Z ahlen  sind fü r  N eu tronen  u n d  P ro to n en  dieselben, d. h . sow ohl die K ern e  
m it diesen N eu tronenzah len  und  v a ria b le r  P ro tonen  zah l, als d ieK ern e  m it diesen 
P ro tonenzah len  u n d  va riab le r N eu tro n en zah l heben sich gegenüber den  N ach 
b ark e rn en  heraus.

D iese ausgezeichneten  Zahlen k o n n ten  a u f  G rund  des w ellenm echanischen  
Schalenm odells des K ern s einerseits von  H axel, Jensen  u n d  Suess2 u n d  an d e r
seits von  G oeppert-M ayer3 zwangslos e rk lä rt w erden. Diese M odell w urde von  
diesen A utoren  au f G rund  w ellenm echanischer V orstellungen m it der A nnahm e, 
dass die einzelnen N ucleonen im  K ern  durch  ein O sz illa to rpo ten tia l gebunden  
sind, entw ickelt. In  diesem  Modell sind  sowohl die N eu tro n en  wie die P ro to n en  
in  Schalen angeordnet, die m it den  E lek tronenscha len  der E lek tro n en h ü lle  des 
A tom s eine gewisse Ä hnlichkeit aufw eisen.

E s w urde von  m ehreren  A u to ren  der V ersuch angestellt diese ausge
zeichneten  Zahlen auch  au f G rund des s ta tis tisch en  K ernm odells zu e rk lä re n 4. 
Sofort nach  dem  E rscheinen  dieser A rbe iten  h a t  Pane'.h5 d a ra u f  hingew iesen, 
dass eine E rk lä ru n g  d ieser Zahlen a u f  G rund  der s ta tis tisch en  T heorie des A to m 
kerns n ich t möglich sei, d a  in  der s ta tis tisch en  Theorie eben zufolge ih res s ta t is t i
schen C harak ters eine du rch  energetische V erhältn isse  b ed ing te  S ch a len s tru k tu r,
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d . h . S ta b ili tä t  des K erns keinesfalls in  E rsch e in u n g  tr e te n  k an n . W ir schlies- 
se n  uns dieser A uffassung  von  Pane'.h vo llkom m en an.

W enn w ir au ch  der A nsich t sind , dass das s ta tis tisch e  K ernm odell keines
fa lls  u n m itte lb a r  e inen  A ufschluss ü b e r die ausgezeichneten  Zahlen  geben k an n , 
so lä s s t sich m it H ilfe  des s ta tis tisc h e n  M odells im m erh in  eine m it den  ausge
ze ich n e ten  Z ah len  in  seh r engem  Z usam m enhang  s tehende w ichtige V erte ilungs
fu n k tio n , n äm lich  die D reh im pu lsverte ilung  der N eu tro n en , bzw . P ro to n en  
festste llen . In sb eso n d ere  einfach erw eist es sich d iejenigen N eu tronen -, bzw. 
P ro to n e n z a h le n  zu e rm itte ln , b e i w elchen die s-, p - , d-, . . .  N eu tronen , bzw. 
P ro to n e n  e rs tm a lig  in  den K e rn  e ingebau t w erden. Diese N eu tronen - und  
P ro to n e n z a h le n  zu  bestim m en  is t  das Ziel der vorhegenden  A rbeit.

D ass die D reh im pu ls-V erte ilungsfunk tion  bis je tz t  n ich t e rm itte lt  w urde, 
h a t  seinen G ru n d  o ffenbar darin , dass m an keine w illkürfrei b estim m te  D ich te 
fu n k tio n  der N ucleonen  im  K e rn  besass, die bei der B erechnung  dieser V e rte i
lu n g sfu n k tio n  eine  w esen tliche R olle  sp ie lt. W ir h ab e n  n u n  in  zwrei vo range
h e n d e n  A rb e iten 6 u n te r  der V orausse tzung , dass zw ischen den  N ucle
o n en  Y ukaw asche K rä fte  w irken , m it dem  R itzschen  V aria tio n sv e  fah ren  
d ie  Energie u n d  die N ucleonendich te  der K erne  festgeste llt u n d  können  je tz t  
d ie  D reh im pu lsverte ilung  der N eu tro n en  u n d  P ro to n en  m it d ieser N u cleo n en 
d ic h te  berechnen . D ie R esu lta te  sind sehr befried igend , indem  die von  uns 
b e s tim m ten  N eu tro n en - und  P ro to n en zah len , bei denen  e rstm alig  der E in b au  
eines s-, p - , d-, . . . N eu trons, bzw . P ro tons erfo lg t, gu t m it den  aus dem  w ellen
m echan ischen  Schalenm odell sich  ergebenden  en tsp rechenden  Z ah len  ü b e r
e in stim m en . E rw äh n en sw ert is t, dass bei Z ugrundelegung  der zw eiten  N äh eru n g  
d e r  D ich tev erte ilu n g  die Ü bere instim m ung  v e rb esse rt w ird . D ie zw eite N äh eru n g  
d e r  D ich tev erte ilu n g  fü h rt also n ich t n u r im  Falle der K ernenerg ie, sondern  
au c h  in  d ie se m -F a ll zu einer V erbesserung  der R esu lta te .

B esonders h e rvo rheben  m ö ch ten  w ir, dass sich m it den  von  uns b e s tim m 
te n  D ich tev erte ilu n g en  die N eu tronen - u n d  P ro tonenzah len , b e i denen  e rs t
m alig  der E in b a u  eines s-, p - , d-, . . . N eu tro n s bzw. P ro to n s erfo lg t, als gleich 
erw eisen tro tz  d er V ersch iedenheit der D ich tev erte ilu n g en  der N eu tro n en  und  
P ro to n en . D ie Ü bere in stim m u n g  dieser N eu tronen - u n d  P ro to n en zah len  ist 
im  besten  E in k lan g  m it dem  em pirischen  B efund . E m pirisch  u n m itte lb a r  fes t
geste llt is t zw ar n ic h t die Ü bere in stim m u n g  dieser N eu tronen - u n d  P ro to n en 
zah len , sondern  die der eingangs e rw äh n ten  ausgezeichneten  Zahlen  (»magic 
num bers«) fü r  N eu tro n en  u n d  P ro to n en , bei denen je  eine N eu tronen -, bzw. 
P ro to n en sch a le  abgeschlossen w ird . Aus d er Ü bere instim m ung  dieser le tz teren  
Z ahlen  fü r  N eu tro n en  und  P ro to n e n  folgt ab er a u f G rund  des w ellenm echanischen 
Schalenm odells auch  die Ü b ere instim m ung  der ersteren .

Solange m an  die D ich teverte ilung  d er N eu tro n en  u n d  P ro to n en  als gleich 
v o rau sse tz t (§ 2), verlau fen  die R echnungen  fü r N eu tro n en  u n d  P ro to n en  voll
kom m en para lle l, so dass es genüg t die R echnungen  fü r eine der beiden  Teil-
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chensorten  d u rchzu füh ren . E rs t bei der B erücksich tigung  des U ntersch iedes 
zw ischen d er N eu tronen- u n d  P ro to n en d ich tev erte ilu n g  (§ 3) is t es no tw end ig  
die N eu tro n en  u n d  P ro to n e n  gesondert in  B e trach t zu  ziehen.

§ 2. Berechnung der D rehim pulsverteilung der Nucleonen

W ir setzen  uns zum  Ziel au f G ru n d  des s ta tis tisc h e n  K ernm odells die 
A nzahl der N eu tro n en  u n d  P ro tonen  im  K ern  zu b estim m en , denen ein D reh 
im pu lsb e trag  zw ischen M  u n d  M -\-d M  zukom m t. D a w ir in  diesem  P a rag rap h en  
die N eu tronen- u n d  P ro to n en v erte ilu n g  als gleich vo rau sse tzen , verlau fen  die

R echnungen  fü r N eu tro n en  u n d  P ro to n en  gleich, so dass w ir uns hier a u f  eine 
der beiden T eilchensorten , z. B. au f N eu tro n en  b esch rän k en  können. D ie H e r
le itung  der D reh im puls-V erte ilungsfunk tion  v e rläu ft a u f  dieselbe W eise wie 
die von F e rm i7 gegebene H erle itung  der en tsp rechenden  V erte ilungsfunk tion  
d e r E lek tro n en  in  d er E lek tronenhü lle  des A tom s.

D er G edankengang, der dieser H erle itu n g  zu G ru n d e  lieg t, is t k u rz  der 
folgende. W ir ziehen die N eu tro n en  am  O rt8 Г in  der V olum eneinheit in  B e tra c h t, 
deren  E n tfe rn u n g  vom  K e rn m itte lp u n k t J t j = r  b e trä g t. D ie B ild p u n k te  dieser 
N eu tronen  fü llen  im  Im p u lsrau m  eine K ugel vom  R ad iu s  p ^  h o „,3
aus, wo Qn die N eu tro n en d ich te  bezeichnet. W enn  w ir die zu m  O rtsv ek to r t  sen k 
rech te  Im pu lskom ponen te  m it p n bezeichnen, so e rg ib t sich  fü r  den B e tra g  des 
D rehim pulses

M = r p n. (1)

Die A nzahl der N eu tro n en  pro V olum eneinheit, d q ^ , deren  D reh im pu ls
b e trag  zw ischen M  u n d  M -\-d M  lieg t, e rh ä lt m an, w enn  m an  das V olum en 
des in die Im pulskugel geschriebenen H ohlzylinders (m an vgl. F ig  1) vom  inneren

Fig . 1. Zur B erechnung  der D rehim pulsverte ilung d e r Nucleonen
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R a d iu s  p n u n d  d er D ich te  d p n m it  2/h3 m ultip liz ie rt, wo w ir m it h  die P lanksche 
K o n s ta n te  bezeichnen . M it R ü ck sich t au f (1) folgt

d Qn =  | ä  2 ( p I l —  P 2n ) 112 Z n p n d p n  =  p [ ( :T i3ftS n '
2 Í 3  М Ч

ü & r  Q n,)
M

d M . ( 2)

W en n  m an diesen  A usdruck m it dem  Y olum enelem ent des K o o rd in a ten rau m es 
d v — 4 n r2dr m u ltip liz ie rt u n d  ü b e r  alle W erte  von  r  in teg rie rt, fü r  die der A us
d ru c k  u n te r  d e r W urzel p o sitiv  is t, so e rh ä lt m an  die G esam tzah l der N eu tro 
n en , deren D reh im puls zw ischen M  u n d  liegt.

W enn w ir ausserdem  n och  s ta t t  M  die azim utale  Q u an ten zah l к du rch  
hd e n  Z usam m enhang  M  =  к —  d e r a lten  Q u an ten th eo rie  e in füh ren , so e rg ib t
2тг

sich  fü r die A nzah l der N eu tro n en , deren az im utale  Q u an ten zah l zw ischen 
к  u n d  k-\-dk  lieg t

r 2

d N k =  - k d k  \ [(3jt2p„r3)2/3— **]!'* — , (3)
n  J  r

r l

r1 is t  die k le inere  und  r2 die grössere E n tfe rn u n g  vom  K e rn m itte lp u n k t, fü r die 
d e r  A usd ruck  u n te r  der W urzel im  In te g ra n d e n  verschw inde t ; fü r r-W erte , 
d ie  zw ischen r± u n d  r2 liegen, is t  d ieser A usd ruck  positiv . Die az im u ta le  Q u an ten 
z a h l к k a n n  n a tu rg em äss n u r d isk re te  W erte  an n eh m en .'B ek an n terw eise  e rg ib t 
s ich  der b e s te  A nschluss der a lte n  Q u an ten th eo rie  an die W irk lichkeit, w enn 
m a n  fü r к  ha lbzahlige W erte  u n d  zw ar

k  =  l  +  -2 (4)

se tz t, wo l d ie N eb en q u an ten zah l b ed eu te t. W enn  w ir s t a t t  der az im u ta len  
Q u an ten zah l к  d ie N eb en q u an ten zah l l e in fü h ren  und  к  bzw . I zu nächst als 
k o n tin u irlich e  V eränderliche b e tra c h te n , so fo lg t fü r die V erte ilungsfunk tion  
F (l)  die die V erte ilung  der N eu tro n en  au f die N eb en q u an ten zah l ang ib t

W ir fü h re n  in  F(l) s t a t t  Qn die du rch  (72) in I  d e fin ie rte  dim ensionslose 
F u n k tio n

a n  =  ( З зг2) 1 ,3 г 0 £ п 1 /3  ( 6 )

u n d  s ta t t  r  d ie  du rch  (134) in  I  defin ie rte  dim ensionslose V eränderliche

1 r
x  =  y ^ a V, (7)

о

ein  und  verw eisen  bezüglich d e r K o n s ta n te n  r0 u n d  a, die ■— nebenbei b em erk t -
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aus der E ndfo rm el herausfallen , a u f  I. M it den  neuen V ariab len  con u n d  x  lä ss t 
sich F(l) fo lgenderm assen schreiben

*2

F ( i ) = ^ ( 2 f + l ) J  [^2 a£*2 -(2Z +  l ) 2] 1/2 (8)

*1

wo х г u n d  x 2 den  R ad ien  rx, bzw . r2 en tsp rechen , d. h. die b e id en  N ullste llen  des 
A usdruckes u n te r  der W urzel sind.

Die F u n k tio n  a>n w urde  in  I  und  I I  in  erster bzw . zw eiter N äh eru n g  
bestim m t. D a  sich die zw eite N äherung  v o n  der ersten  n u r  sehr w enig u n te r 
scheidet, w ollen w ir fü r con zu n äch st den A usd ruck  der e rs ten  N äherung  [m an 
vgl. (136) aus I ]

a n =  (9n)ll6N ll3a в“ *2 (9)

einsetzen, wo N  die A nzahl der N eu tro n en  im  K ern b e d e u te t. Mit (9) e rg ib t 
sich aus (8)

2/3 % о
F(l) =  6 • 21/2( J N 2l3a 112 (*2e ~ 2x - a ) 1' 2 — , (10)

xi
WO

_ 1  (3 A '3 (2Z +  i ) 2
a  36 U  IV2'3 * )

is t.
Aus dieser G esta lt der V erte ilungsfunk tion  k ann  m a n — ganz ähn lich  wie 

dies Som m erfeld9 im  F a ll der E lek tro n en h ü lle  getan  h a t  —  ohne In te g ra tio n  
so fo rt festste llen , bei w elchen N eu tronenzah len  der E inbau  v o n  N eu tronen  m it 
e iner vorgegebenen N eben q u an ten zah l l in  den K ern b eg in n t. H ierzu w ollen 
w ir den  A usdruck  u n te r  der W urzel im  In teg ran d en  e tw as näher ins A uge 
fassen. Das erste  Glied dieses A usdruckes is t  eine G lockenkurve, die bei x = l / 2 1 2 
ein M axim um  von  der H öhe l/(2e) aufw eist. W enn a  grösser is t  als dieses M axi
m um , so is t das In teg ra l u n d  som it auch F (l)  gleich N ull, d a  in  diesem  F a ll 
d er A usdruck  u n te r  der W urzel fü r  alle W e rte  von  x  n eg a tiv  is t. Das In te g ra l 
lie fe rt also n u r  dann  von  N ull verschiedene positive W erte , w enn a  k le iner is t 
als das M axim um  der G lockenkurve. D er k le in ste  a -W ert, fü r  den das In te g ra l 
in  (10) und  som it auch F(l) verschw indet, is t  also m it dem  M axim um  der G locken
k u rv e  gleich. D urch  G leichsetzen des A usdruckes (11) fü r a  m it dem  M axim um  
der G lockenkurve erg ib t sich der Z usam m enhang

1 /ЗА'3 (21 +  l ) 2 1
36 IjtJ N 213 2e ’

(12)
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d u rc h  den d ie jen igen  N eu tronenzah len  festge leg t w erden, be i w elchen der E in 
b a u  v o n  N e u tro n e n  m it e iner vorgegebenen  N eb en q u an ten zah l l in  den K e rn  
gerad e  b eg in n t. F ü r  diese e rh ä lt m an  aus (12)

N  =  +  1)» =  0,0573 (21 +  1)». (13)

Die m it d ieser Form el e rh a lten en  N -W erte  sind in  d er zw eiten  Zeile d e r 
T abelle 1 u n d  die zu diesen n ä c h s t höher liegenden  ganzen Z ahlen , die w ir m it 
[iV ] bezeichnen , sind in  der d r i t te n  Zeile d er Tabelle 1 angegeben. Diese Z ah len  

s tim m en  g u t m it den in  der sechsten  Zeile d er T abelle 1 an g efü h rten  N -W erten  
ü b ere in , bei w elchen im  w ellenm echanischen  Schalenm odell zum  ersten  M ale 
s-, p - , d-, . . . N eu tro n en  in  den  K ern  e in g eb au t w erden.

W ir w ollen n u n  fü r a>n in  (8) den A usd ruck  der zw eiten  N äherung ein- 
se tzen . D ieser la u te t

a„ =  (9n)ll6N ll3a - Í —  e ~ x2( l  +  y * 2) , (14)

wo P 0 das fo lgende Polynom

3 5 35
P o -  1  +  2 - У  +  4  y 2 +  7 2  У 3 ( 1 5 )

b eze ichnet u n d  a sowie у  V a ria tio n sp a ram ete r  sind , die in  I I  b estim m t w u rd e n .1 0 
W ie in  I I  gezeigt w urde, u n te rsch e id e t sich (14) von (9) n u r  sehr wenig u n d  zw ar 
t r i t t  ein m erk licher U n tersch ied  n u r fü r N > 4 0  auf, fü r  N < 4 0  ist der U n te r 
sch ied  gänzlich u n b ed eu ten d . D ie in der T abelle  1 angegebenen Zahlen N < 4 0  
d e r e rs ten  N äh eru n g  w erden  also durch  die zw eite N äh eru n g  n ich t beein flu sst.

D ie N eu tro n en zah len  N > 4 0  w erden aber du rch  die zw eite N äh e ru n g  
e tw as ab g eän d e rt u n d  zw ar b e s te h t die K o rrek tio n  —  w ie m an sich d u rc h  
E in se tzen  des A usdruckes (14) in  (8) so fo rt überzeug t —  d arin , dass in  (10) 
s t a t t  e 2x"x2 j e tz t  e~ 2x2x2 ( l - - y x 2)2 t r i t t .  F ü r  die gesuch ten  N -W erte  is t also 
j e tz t  das M axim um  dieser 1< tz  e en  F u n k tio n  m a sgebend . Diese* M axim um  
h ä n g t vom  У a ria tio n sp a ram ete r  у  ab , der seinerseits eine F u n k tio n  
d er N eu tro n en zah l N  ist. D ie ex ak te  A bhäng igkeit form elm ässig d a rz u 
ste llen  is t n ic h t m öglich. M an k an n  ab er fü r  die A bhäng igkeit des M ax i
m um s von N  einen e infachen  an a ly tischen  N äh eru n g sau sd ru ck  angeben, den  
m an  so e rh ä lt, dass m an  fü r  einige N -W erte  z. B. fü r N = 4 0 ,  60, 100, 120 d ie  
M axim a der in  F rage  s teh en d en  F u n k tio n  b es tim m t u n d  d a n n  einen m öglichst 
e infachen  an a ly tisch en  N äh eru n g sau sd ru ck  e rm itte lt, d u rch  den diese M axim a 
als F u n k tio n  v o n  N  m öglichst genau d a rg es te llt w erden. W ie sich zeigt, sind  
diese M axim a n u r höchstens um  einige P ro zen te  grösser als das M axim um  
l/(2e), das m an  im  F a ll d er ersten  N äh eru n g  e rhä lt. M it R ücksich t h ie ra u f
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lassen  sich die M axim a der zw eiten  N äherung  als F u nk tion  v o n  N  in  der W eise 
darste llen , dass m an  das M axim um  der e rs ten  N äherung  l/(2 e ) m it einem  K o r
rek tio n sfak to r n u r  w enig grösser als 1 m u ltip liz ie rt. Wie m a n  sich leicht ü b e r
zeug t, k ann  m an die M axim a d er zw eiten N äh eru n g  für iV =  40 in sehr g u te r 
N äherung  du rch  den  folgenden A usdruck11

i  [1 +  (0 ,008897IV3/2— 0,0541)] (16)
2 e

darste llen . Bei diesem  A usdruck  kom m t es a u f  das in der ( ) K lam m er s tehende 
K orrek tionsg lied  an , das du rch  (16) m it einem  kleineren F e h le r  als 5%  d a rg e 
s te llt  w ird. D a der grösste W e rt des K orrektionsgliedes k le in e r is t als 1/20, 
fo lg t, dass die M axim a der zw eiten  N äherung  fü r  N = 40 d u rc h  den A usdruck  
(16) m it einem kleineren  F eh ler als 0,25%  d argeste llt w erden .

M it H ilfe von  (16) e rg ib t sich also fü r die IV-Werte ( iV = 4 0 ),b e i denen zum  
e rs ten m al g-, h-, i-, . . .  N e u tro n e n 1" in den K ern  eingebaut w erden , s ta t t  (12) 
die B estim m ungsgleichung

1 /Зл1'3 C21 - U l i 2 1
36 У Ч & —  Г е [ 1 + ( ° '0 0 8 8 9 7 Л р т - 0 ,0 5 4 1 )] . (17)

A us dieser G leichung e rh a lt m a n  fü r  Z=4, 5 u n d  6 die in  d e r  v ie rten  Zeile d e r  
T abelle 1 stehenden  Zahlen. In  der fünften  Zeile der Tabelle sin d  die zu diesen 
n äch st höher liegenden ganzen Zahlen angegeben.

TABELLE 1

1 0 1 2 з' 4 5 6

NErste Näherung............................. 0,057
1

1,55
2

7,16
8

19,7
20

41,8
42

76.3
77

125,9
126

Zweite Näherung...........................  rj^ 0,057
1

1,55
2

7,16
8

19,7
20

41,6
42

73,8
74

118,5
119

Schalenmodell................................. N 1 3 9 21 41 71 113

W ie aus der T abelle 1 zu sehen  ist, s tim m en  die m it d er zw eiten  N äh eru n g  
e rh a lten en  N eu tronenzah len , be i denen  der E in b a u  der s-, p - , d-, . . .  N eu tro n en  
b eg inn t, m it den  aus dem  w ellenm echanischen  Schalenm odell hergele ite ten  
besser überein , als die m it der e rs ten  N äherung  erhaltenen.

Alle diese R esu lta te , die w ir hier fü r  N eutronen  h ergele ite t h ab en , 
gelten  auch fü r P ro tonen .
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Wir wollen nun auch noch im Falle einer vollkommen konstanten Verteilung die Neutro
nenzahlen feststellen, hei denen der Einbau der s-, p-, d-, . . .  Neutronen in den Kern beginnt. 
Wir legen eine Neutronenverteilung zu Grunde, die bis zum Kernradius R vollkommen konstant 
und von dort an 0 is t ; es wird also

3
p„ = ------N  für r S  R

4mR3
und (18)

Qn =  0 für r =» R .
Mit dieser Verteilung ergibt sich aus (5)

'2
1 Pr г9я\2/3 ( r \ 2 I 1/2 dr

m  = -  ( 2 I  +  ! )  | Д Т )  ( ~ J  ÍV 2/3-  (2 Í  +  l ) 2 1 — • ( 1 9 )

f]
/ '9 я Л 2/ 3Das Maximum des ersten Gliedes unter der Wurzel liegt hier bei r = R  und beträgt 4 I— I IV2/3.

Durch Gleichsetzen dieses Maximums mit dem zweiten Glied unter der Wurzel erhält man für 
die gesuchten N -Werte die Gleichung

г9п\2/г
4 ( т )  N2>3 =  +  2)2’ (2°)

woraus
1

N  = ---- (2/ +  l)3 =  0,0177 (21 +  l)3 (21)
18я

folgt.
Ein Vergleich dieses Ausdruckes mit (13) zeigt, dass die mit der vollkommen konstanten 

Verteilung erhaltenen N-Werte um einen Faktor von rund 0,3 kleiner sind als die mit unserer 
Dichteverteilung der ersten Näherung erhaltenen IV-Werte, die in der zweiten Zeile der Tabelle 1 
angegeben sind. Die mit der vollkommen konstanten Verteilung erhaltenen Neutronenzahlen, 
bei denen der Einbau der s-, p-, d-, . . . Neutronen beginnt, sind also viel kleiner als diejenigen, 
die aus dem wellenmechanischen Schalenmodell folgen. Dasselbe gilt natürlich auch für die 
entsprechenden Protonenzahlen.

§ 3. Berücksichtigung des Unterschiedes zwischen der N eutronen- und Protonen
verteilung

B isher h ab e n  w ir die N eu tronen- u n d  P ro to n en v erte ilu n g  als gleich ange
nom m en  u n d  dem zufolge fü r den  erstm aligen  E in b au  eines s-, p -, d-, . . . N eu trons 
bzw . P ro to n s in  den  K ern  fü r  beide T eilchensorten  d ieselben  Teilchenzahlen  
e rh a lten . D ie N eu tronen - u n d  P ro to n en v erte ilu n g  im  K e rn  is t jedoch zufolge 
d er gegenseitigen Coulom bschen A bstossung  der P ro to n e n  etwas versch ieden , 
d a  die P ro to n e n  zufolge d ieser A bstossung e tw as gegen d en  K ern rand  g ed rän g t 
w erden . D iesen U ntersch ied  in  den D ich teverte ilungen  h a b e n  w ir in I I  b e s tim m t 
u n d  fü r die N eu tro n en d ich te  Qn und  die P ro to n en d ich te  Qp die folgenden A us
d rü ck e

N a 3 2
вп =  Z 5 7 0 - e~ 3x ( !  +  — 2crx* )» (22)

7 1  Г 0

=  1 - с г  +  ЪгхЧ  (23)
Т С  Г 0
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e rh a lten , wo N  d ie A nzahl der N eu tronen  u n d  Z  die der P ro to n e n  bezeichnet 
und er ein V aria tio n sp aram eter is t, den wir in  I I  für m ehrere K erne  b e s tim m t 
haben  ; rfí und  a sind  dieselben P a ram ete r w ie in (6) und  (7) u n d  spielen im  
Folgenden w ieder keine Rolle.

D er P a ra m e te r  er is t klein u n d  w ächst m it  N  bzw. Z  ; fü r  die schw ersten  
K erne  erreich t er einen W ert von d e r G rössenordnung 1/20. D a er k le in  ist, erw eist 
sich der a b s o l u t e  U ntersch ied  zw ischen den beiden D ich tev erte ilu n g en  
als k lein . F ü r N  =  100, Z  = 100, d. ü. fü r den  K ern  A = 200, N  =  Z  = A j 2, fü r  
den w ir in I I  den W ert <x=0,0410 gefunden h ab en , ist die ra d ia le  N eu tronen -

Fig. 2. Die radiale N eutronend ich te  D n u n d  radiale P ro tonend ich te  D p , a ls F u n k tio n  v o n  r 
fü r den  K ern  /1 200 N  =  Z  =  A j2 ; r in  r0-E in h e iten 13, D n und Dp in  l / r n-E inheiten  ;

---------- rad ia le  N eu tro n en d ich te  Dtn
............ rad ia le  P ro to n en d ich te  Dp.

d ich te  D n= 4 jrp nr 2 u n d  die rad ia le  P ro to n en d ich te  D p= 4 jrg pr 2 in  Fig. 2 d a r 
geste llt, w oraus zu  sehen ist, dass der r e l a t i v e  D ich teun te rsch ied  in  den  
inneren  G ebieten des K erns k lein  is t, aber in  d e n  R andgebieten  s ta rk  anw ächst.

Z ur B erechnung der V erteilungsfunktion  F (l)  für N eu tronen  u n d  P ro tonen  
nach  (8) haben  w ir in  (8) s ta t t  (9) nun  die F u nk tionen

con =  (3n2)llsr0ßn113 =  (9 n )1,6N ll3a e ~ x2( l  +  tr -  2<т*2)1/3 , (24)
bzw.

tap =  (3n2)1,3ruQp113 =  (9ir)1/6Z 1/3a e“ *2 ( 1 -  er +  20-U2)1,3 (25)

einzusetzen. M it diesen ergib t s ich  fü r N eu tro n en

F n(l) =  6 - 2 1/2 Q 2;V /3a i /2
1,2 dv

e - 2* V ( l  + 0 - - 2 X*2)2'3— a n \ —  (26)

6  A cta P hysica II-3
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u n d  fü r P ro to n en

{ \  2 / 3  | Г  о  " l l / l !  d y

F p(l) =  6 • 21/2 I^J Z2,3ex*/2 I e—2x x 2( l  — o- -)- 2crx2)2í3 — a p | ^ - , ( 2 7 )efx

w o a „  u n d  a p folgende B edeu tung  h ab e n

1 (З л113 (21 +  l ) 2
36 0

1 / 3 \ 1/3 (21 -)- I )2
_/\2/3 36 0 Z 2'

(28)

Z u in teg rie ren  is t  w ieder ü b e r alle p o sitiv e  W erte  d e r In teg randen . x ln , x 2n, 
bzw . x lp, x 2p bezeichnen  In teg ra tio n sg ren zen , die in  (10) xx und  x2 en tsp rech en .

Alles W eite re  v e rlä u ft ganz analog zu  den V orangehenden . Zur F ests te llu n g  
d e r N eu tro n en - bzw . P ro tonenzah len , b e i denen e rs tm a lig  ein s-, p - , d-, . .  . 
N e u tro n  bzw . P ro to n  in  den  K ern  e in g eb au t w ird, h a b e n  w ir die M ax im a der 
in  (26) u n d  (27) u n te r  der Q u adra tw urzel s tehenden  F u n k tio n en

f n(x) =  e 2x x 2 ( l  +  e r —  2 t x 2) 213 =  e  2 x * a : 2 ^ l  +  ^ e r  — ^ c r x 2 j  ,  ( 2 9 )

f p{x) =  e ~ 2 x  x2(l  — e r  - f -  2 t x 2) 213 =  e _  2 x  x2( l —  -  e r  - f -  ^ c r x 2 )  ( 3 0 )
\ ó О /

zu  b estim m en , w obei w ir den  au f der 2 /3 -ten  P otenz stehenden  A u sd ru ck  nach 
d en  zu er p ro p o rtio n a len  K orrek tionsg rössen  in  eine R eihe en tw ickelten , die 
w ir nach  dem  lin earen  Glied abgebrochen  haben.

M it e iner e lem en taren  R echnung f in d e t m an, dass das M axim um  von  f n 
beim  folgenden W ert von  x

i l l
(2 4 .

1 + 2 e r - ( L + 2 e r ) 1
И 1 +  т 0')

(1 +  2er)2

l / 2 \ 4  X / 2

(31)

l ie g t. M it R ü ck sich t d a rau f, dass er im  V erhältn is  zu 1 k le in  ist, e rg ib t s ich  nach 
e in e r e rn eu ten  R eihenen tw ick lung  n ach  P o tenzen  v o n  e r ,  die m an w ied er nach 
d em  lin earen  Glied ab b rich t, fü r x n d e r W ert

r l , 4 л-|1/2
■ <32>

D a sich f n u n d  f p n u r im  V orzeichen v o n  e r  u n te rsche iden , folgt, dass d a s  M axi
m um  von  f p an  der Stelle

rl / Д nt 1/2
*' =  [2 Q + 3 -)] <33>

lieg t.
Die gesuch ten  M axim a von f n u n d  f p ergeben sich  durch  E in se tz e n  von 

x n u n d  x p in  f n bzw . f p. W enn  m an in  d en  so e rh a lten en  A usdrücken f n( x n) bzw.

f p { x p)  den  F a k to r  e  “xu bzw . e 2 x p  an d e r Stelle e r = 0  nach e r  in  e in e  Reihe
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entw ickelt, so is t u n m itte lb a r  zu sehen, dass in  den  M axim a v o n  f n und  f p d ie 
zu er p roportiona len  Glieder herausfallen , d. h . dass diese M ax im a nu r von  er2 
u n d  höheren  P o ten zen  von er abhängen . Da sich  die M axim a v o n  f n und  f p n u r  
im  V orzeichen von er un terscheiden , b ed eu te t dies, dass d er U ntersch ied  d er 
beiden  M axim a höchstens von  d er G rössenordnung <т3лН 0 4 is t. H ieraus fo lg t, 
dass die N eu tronenzah len  u n d  P ro tonenzah len , be i denen ers tm alig  der E in b au  
eines s-, p - , d-, . . .  N eu trons, bzw . P ro tons in  d en  K ern  s ta t t f in d e t  —  im  b es ten  
E ink lang  m it dem  em pirischen B efund  —  dieselben sind.

0,20

0,16

0,12

f

0,08

0,04 

0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1.2 1,4 1,6 1,8 20

X----- -
Fig. 3. V erlauf der F u n k tionen  fn (x )  u n d  fp (x )  fü r  den  K ern  A  =  200, N '— Z = A I2 .

---------fn
fP

Dieses R esu lta t is t sehr befried igend  u n d  eine Folge dessen, dass die 
M axim a v o n /„  u n d  f p in  die u n m itte lb a re  N ähe u n d  zwar links u n d  rech ts des 
S ch n ittp u n k tes  дс= 1/2 '  der beiden  D ich te funk tionen  Qn u n d  qp bzw. D n u n d  
D p fallen. W enn dies n ich t der F a ll w äre, so w ürde  zwischen den  M axim a von  

f n und  f p ein gu t m erklicher U ntersch ied  bestehen , da  der U n tersch ied  zwischen 
f n u n d  f p m it A usnahm e des S ch n ittsp u n k tes  u n d  dessen u n m itte lb a re  U m ge
bung  keinesfalls vernach lässigbar w äre. Die V erhältn isse  sind in  Fig. 3 v e r
anschau lich t, in  w elcher f n und  f p als F u n k tio n en  von x  d a rg es te llt sind.

§ 4. D iskussion der Resultate
Z usam m enfassend können  w ir festste llen , dass die m it den  in  I und I I  

bestim m ten  N ucleonenverteilungen  e rhaltenen  N ucleonenzahlen , be i denen der 
E in b au  der s-, p -, d-, . . .  N ucleonen in  den K ern  b eg in n t, gut m it d en  R esu lta ten  
des w ellenm echanischen Schalenm odells übereinstim m en . Die m it der vollkom 
m en k o n stan ten  N ucleonenverteilung  hergele ite ten  en tsp rechenden  N ucleonen
zahlen sind ganz w esentlich  k leiner. M an k an n  dies wohl dah in  d eu ten , dass die 
vollkom m en k o n stan te  D ich teverte ilung  eine b ed eu ten d  sch lech tere  A pproxi
m ation  fü r den D ich teverlau f g ib t, als die v o n  uns b estim m te  V erteilung.

6
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W esen tlich  is t, dass sich  in  unserem  Modell die N eu tronenzah len  u n d  die 
P ro to n en zah len , bei denen  erstm alig  der E in b au  eines s-, p - , d-, . . .  N eu tro n s, 
bzw. P ro to n s  in  den K ern  erfolgt, als gleich erweisen.

E in e  Schw ierigkeit in  der im  V orangehenden  du rch g efü h rten  B e tra c h 
tungsw eise b e d e u te t, dass im  s ta tis tisch en  Modell der B e tra g  des D rehim pulses 
d er einzelnen N ucleonen v o n  N ull bis zu  einem  m ax im alen  W ert kon tinu irlich  
je d e n  W ert annehm en  k a n n , w ährend  n a c h  der W ellenm echanik  der B e tra g  des 

D rehim pulses q u an tis ie rt is t, und  nu r d er W erte  [/(/ -|- l ) ] 1 2 — (/ 0 .1 ,2 ,. . .)

fäh ig  is t. D ie Ü b erb rü ck u n g  dieser Schw ierigkeit is t n a tü rlic h  im m er m it einer 
gewissen W illk ü r b e h a fte t. Gem äss dem  allgem ein ü b lich en  K om prom iss zwi
schen der ä lte re n  Q u an ten th eo rie  u n d  d er W ellenm echanik  haben w ir in  dem 
a u f  halb  k lassischen  V orstellungen  h e rge le ite ten  A u sd ru ck  (5) der V erte ilungs
fu n k tio n  u n d  in  den aus diesen folgenden A usdrücken  s t a t t  [Z(i-)-l) j 1/2 überall 

I 2  ge s e tz t- M it der so e rhaltenen  V erte ilungsfunk tion  F(l) haben w ir dann

aus dem  V erschw inden v o n  F(l) d ie jen igen  N ucleonenzahlen  b e s tim m t, bei 
w elchen d er E in b au  der s-, p -, d-, . . .  N ucleonen gerade  beginnt.

W ir h ä t te n  auch e tw as anders v e rfah ren  können , z. B. so —  wie dies 
F erm i im  F a lle  der E lek tronenhü lle  des A tom s g etan  h a t  —  dass w ir in  dem 
aus (5) re su ltie ren d en  A usdruck

d N ,=  F (l) dl (34)

d l=  1 se tzen  u n d  N  so bestim m en , dass d N t, d. h. die A n zah l der N eu tro n en  m it 
der N eb en q u an ten zah l l, gerade 1 sei. W ie aus den ganz analogen B erechnungen  
von  Som m erfe ld14 fü r  die E lek tro n en  d er A tom hülle hervorgeh t, w ürde dies 
p rak tisch  zum  selben R e su lta t  führen , w ie das von uns verfolg te V erfah ren  zur 
B estim m ung  der gesuch ten  V -W erte.

U n serer A nsich t n a c h  schliesst sich  das von u n s  gebrauchte  V erfahren 
der s ta tis tisc h e n  B etrach tungsw eise  g u t an. Im  s ta tis tisch en  Modell des A tom 
kerns sind  näm lich  die N ucleonen k o n tinu ie rlich  v e r te ilt , sozusagen pu lverisiert. 
D em zufolge k a n n  m an  im  Falle des sta tis tisch en  M odells n ich t in  dem  Sinne 
vom  E in b a u  eines N ucleons in einen bestim m ten  Q u an ten zu stan d  sprechen 
wie im  F a lle  des w ellenm echanischen M odells. Im  w ellenm echanischen  Modell 
w erden die einzelnen —  n a tu rgem äss als un te ilb ar b e tra c h te te n  — N ucleonen 
in  b e s tim m te  Z ustände u n d  zw ar in  s-, p - , d-, . . .  Z u stän d e  eingebaut, w ährend  
im  s ta tis tisch en  Modell die k on tinu ie rlich  v erte ilte  N ucleonenm asse eines N ucleons 
beim  E in b a u  in  den K e rn  im allgem einen keinesfalls in  einen bestim m ten  
Q u an ten zu s tan d  u n te rg e b ra ch t, sondern  in  verschiedene Z ustände eingebau t 
w ird, gem äss dem  U m stan d , dass sich jed e  zu einer vorgegebenen  N ucleonenanzahl 
h inzukom m ende N ucleonenm enge im  Im p u lsrau m  in einer K ugelschale gleich- 
m ässig v e r te il t  an  die O berfläche der Im pulskugel an lag ert. Es schein t uns des
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halb  vom  S ta n d p u n k t der s ta tis tisch en  A uffassungsw eise als ziem lich gu t 
b eg ründe t den  E in b au  der s-, p -, d-, . . .  N ucleonen durch  die G leichung F(l) =  0, 
d. h . du rch  den  B eginn der A nlagerung  einer kon tinu ierlich  v o rausgesetz ten  
N ucleonenm enge zu definieren.
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ МОМЕНТА НУКЛЕОНОВ В ЯДРЕ 

П. Гомбаш 
Р е з ю м е

Исходя из статической модели ядра мы определяем, при помощи распределения 
плотности нуклеонов атомного ядра, установленного в двух предыдущих работах — 
числа нейтронов и протонов, при которых впервые наступает встроение одного н йтрона 
s - ,  р~, d-,. . . или же протона в ядро. Эти числа нейтронов и протонов хорошо совпадают 
с теми, которые получаются на основе модели оболочки ядра, применяемой волновой 
механикой. Необходимо подчеркнуть, что числа для нейтронов и протонов, даже при 
учете разности распределения плотности этих двух видов частиц, являются идентичными в соответствии с опытными данными.
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KURZE MITTEILUNGEN — BRIEF REPORTS
AN IMPROVEMENT ON THE COMPENSATING METHOD 

FOR MEASURING THE RISE AND DECAY 
OF LUMINESCENCE

I. P. VALK Ó a n d  GY. G E R G E L Y

RESEARCH LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST.

(R eceived 28. I I I .  1952.)

T he rise and  decay  of lum inescence has been investig a ted  for some tim e  by  
th e  use of d ifferent com pensating  m eth o d s [1 ,2 ] . These m ethods could be applied  
to  exponen tia l rise and  decay  processes, b y  producing  th e  com pensating  expo
n e n tia l vo ltage by  th e  charge and  d ischarge of a condenser. These m ethods 
could be used to  ad v an tag e  if  th e  tim e  dependence of lum inescence could be 
described  b y  a single exponen tia l process. D ifficulties w ere encoun tered , how ever, 
w hen  th e  rise and decay  curve could be  described only b y  th e  superposition  of 
severa l exponentials.

As was shown in several p ap ers , th e  lum inescence em ission sp ec tru m  of 
w illem ite  was found to  consist of several bands [3, 4 ]  an d  its  phosphorescence 
decay  curve also con ta ined  several com ponents [5 ] iden tica l w ith  th e  spectrum  
h an d s  [6, 7 ]. The g raph ica l analysis o f th e  d ifferen t decay  com ponents is no t 
conven ien t, therefore  an  electronic com pensating  m eth o d  w as developed [8].

I t  is well know n th a t  in  m onom olecular lum inescence processes th e  b r ig h t
ness m ay  be described b y  the  follow ing equations :

I  =  / 0(1 — e ~ ß t) d u rin g  th e  rise  
I  =  70(1 — e ~ ß T) e ~ al d u rin g  th e  decay .

T  being  th e  tim e of ex c ita tio n , ß  th e  co n stan t of rise an d  a  th a t  o f decay , the  
tim e  t being m easured  from  th e  beg inn ing  of rise, an d  of decay  respectively ; 
a  an d  ß  are different.

T he m ethod  described  in p a p e r [8 ] is capable of com pensating  e ith er the 
rise , o r th e  decay curve only. The o rig inal ap p a ra tu s  was b u ilt for 4 exponen tia l 
com ponents, b u t th e  n u m b er of com ponen ts is n o t lim ited .

In  a recent im provem en t of o u r m ethod  th e  sim ultaneous com pensation  
o f th e  rise and decay curve was developed. The p rincip le  of o p era tion  is as 
follows :

A square wave genera to r is con tro lling  th e  ex c ita tio n  of th e  lum inescent 
specim en (e. g. th e  screen of a ca th o d e  ra y  tube) an d  th e  com pensating  device. 
A  m ultip lier p h o to tu b e  m easures th e  b righ tness of th e  specim en b y  producing 
vo ltage  pulses on its  load resistance, an d  these are com pensated  b y  th e  pulses 
o f th e  com pensating  device.
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E ach  (single) com pensating  exponen tia l vo ltage  is p roduced  by  th e  charg 
ing an d  d ischarg ing  o f a condenser. The condenser vo ltages can n o t be added  
d irec tly , b u t  th e y  a re  superim posed  b y  m eans o f h igh  resistance  pen todes. The 
figure  shows th e  essen tia ls o f th e  c ircu it. E ach  com ponen t vo ltag e  is p roduced  
b y  an  ind iv idua l g rid  c ircu it an d  th e  com ponents are  added  on th e  com m on 
load  resistance.

D uring  th e  rise  period , a re c tan g u la r  vo ltage  pulse from  th e  genera to r 
charges condenser C x th ro u g h  d iode D 1 an d  resistance  R v  In  th e  decay period , 
d iode is in  c u to ff  an d  th e  condenser discharges th ro u g h  resistances 
T he tim e  co n stan ts  o f charge a n d  discharge are  u n equa l. T his sim ple saw -too th  
g en era to r m ay  be  rep laced  b y  a m ore e lab o ra te  a rran g em en t.

A  h igh resis tan ce  vo ltage d iv id er consisting of resistance R{' and p o ten tio 
m e te r  P, is con tro lling  th e  am p litu d e  of th e  g rid  voltage.

I t  m ay  be seen, th a t  b y  selecting

a a n d  ß
1

th e  firs t com ponen t of th e  en tire  rise and  decay  curve  m ay  be com pensated , 
su b jec t to  th e  conditions, th a t  R ± ^> R i, R \  an d  th e  in te rn a l resistance of 
D 1<^R\- In  p rac tice  these cond itions were fulfilled.

A sim ilar c ircu it is th a t  o f D 2, R% e tc. fo r com pensating  th e  second expo
n en tia l. T he n u m b er of th e  ap p lied  pen todes an d  circu its corresponds to  th e  
n u m b er of th e  exponen tia l com ponen ts of th e  lum inescence process.
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T he relative am plitudes of th e  single exponen tia ls m ay  be con tro lled  by  
ad justing  th e  p o ten tiom eters P ,.

T he resulting  superposition  o f th e  exponentia l v o ltag es  on th e  com m on 
load resistance R  of th e  pen todes is added  to  th e  v o ltage  app earin g  on th e  
m ultip lier’s load resistance b y  m eans of a high cap ac ity  condenser C. An 
oscilloscope serves as nu ll-ind ica to r.

O ur im proved a p p a ra tu s  w as app lied  to the in v estiga tion  of w illem ite 
lum inescence. The resu lts  of the m easu rem en ts are in ag reem en t w ith  th e  resu lts 
ob tained  previously b y  th e  sim ple conpensation  m ethod  [8]. The new m ethod  
m akes possible an easier and  m ore accu ra te  separa tion  of th e  single com ponen ts.
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INVESTIGATIONS CONCERNING LIGHT SOURCES FOR 
SPECTRUM ANALYSIS II*

E LE C T R O N IC A LL Y  C O N TR O LLED  A. C. O P E R A T E D  D. C. IN T E R R U P T E D  ARC SO URCE

By

Á. BARDÓCZ

HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, CENTRA!. RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, DEPARTMENT
FOR SPECTROSCOPY, BUDAPEST

(P resen ted  by  I. K ovács. —  R eceived 27. I I I .  1952.)

T he article  describes an  electronically  controlled a. c. operated  d. c. in te rru p ted  arc source 
fo r sp ec trog raph ic  analysis. The in te rru p ted  arc source o f otherw ise conventional circuit can 
be  ig n ited  in a  v ariab le  rh y th m , i. e. th e  nu m b er o f arcs pe r u n it  o f tim e can be  varied . The high 
v o l ta g e  and  high freq u en cy  ignition  is done by  m eans of a  th y ra tro n  circuit w ith  a Tesla tran s- 
f  c ím e r  being inserted . T he rh y th m  o f th e  ignition  can  be  ad ju s ted  b y  p ro p erly  controlling 
t  he  th y ra tro n  grid. T he grid  is contro lled  b y  voltage pulses coming from  a pulse generator.

Introduction

In  form er artic les of ours [1 ], [2 ], which d ea lt w ith  in te rru p te d  arc sources 
fo r spectrographic  analysis, in te rru p te d  arc sources and  low vo ltage  condensed 
sp a rk  sources w ere roughly  ran g ed  in to  four groups, according to  how th ey  
p ro d u ced  the  high frequency  and  h igh voltage cu rren ts ign iting  th e  low voltage 
arc . T hus there  w ere four groups : devices o f non-contro lled  ignition  (see 
references [3] to  [15] and [36]), devices of contro lled  ign ition , w hich can 
be  done e ither m echanically  on th e  high voltage side or by  m eans of a con tro l
lin g  sp a rk  gap ([1 6 ] to  [28b ]), devices of electronic ignition  ([2 9 ] to  [35]), 
an d  devices of m echanically  contro lled  ignition on th e  low vo ltage  side ([1 ], [2 ] 
an d  [37] to  [39]). E lec tron ically  controlled in te rru p te d  a rc  sources are 
co m para tive ly  recen t and therefo re  no t so w idely used as o th e r  arc sources. 
T h e  o ldest am ong electron ically  ign ited  in te rru p te d  arc sources is F indeisen’s 
dev ice [29], w hich produces th e  high frequency curren ts req u ired  to  ignite  
th e  arc b y  m eans of an  electronic c ircuit. I t  was K em m ler [34], [45] who first 
used  a th y ra tro n  tu b e  for ign iting  th e  low vo ltage  arc. In  his a rrangem en t a 
charged  condenser is connected in  series w ith th e  p rim ary  coil of a tra n s 
fo rm er and  a th y ra tro n  tube . I f  th e  condenser is charged and  th e  bias of th e  
th y ra tro n  grid low ered so th a t  th e  curren t s ta r ts , th e  condenser discharges 
th ro u g h  th e  p rim ary  coil of th e  transfo rm er and  th e  th y ra tro n  tu b e . This tim e 
in  th e  secondary coil of the  tran sfo rm er the  vo ltage  necessary to  ign ite  th e  arc 
is induced . Dwyer [33 ] em ploys K em m ler’s p rincip le  for ign iting  his in te rru p ted  
arc , or m ore co rrectly  : his condensed spark. In  D w yer’s a rran g em en t th e  bias 
o f th e  th y ra tro n  tu b e  is co n stan t. A condenser connected in  series w ith  th e

* T his p ap er fo rm s p a r t  I I  o f a series o f articles, p a r t  I  see reference [1].
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p rim a ry  coil o f a Tesla tran sfo rm er an d  ly ing  in  p a ra lle l w ith  a th y ra tro n  tu b e  
is charged  b y  a d . c. supply . W hen th e  condenser is charged  to  a defin ite  cu rren t 
a t  w hich, ta k in g  th e  b ias as fixed, th e  th y ra tro n  tu b e  fires, a la rg e  voltage 
pu lse  is p roduced , w hich passes th ro u g h  th e  p rim ary  o f th e  Tesla tran sfo rm er. 
T h e  voltage  induced  in  th e  secondary  coil o f th e  T esla  tran sfo rm er ign ites th e  
a rc . T he ign ition  as w ell as th e  frequency  of th e  arc depend  am ong o th e r  factors 
on  th e  cap ac ity  o f th e  condenser em ployed. T he condensed sp ark  source de
scribed  b y  Braudo  an d  Clayton [30], [31], [32] consists of a conven tional 
charg ing  c ircu it an d  as regards th e  contro l, o f a synchronizing  an d  triggering  
c ircu it, fu r th e r  o f a  h igh  voltage  im pulse circu it used fo r th e  ign ition . T h is la t te r  
is o p e ra ted  from  a. c. m ains. I ts  electronic con tro l device is sym m etrica l, 
th u s  p rov id ing  ign ition  during  b o th  half-w aves of th e  a. c. vo ltage. I t  has n o t 
b een  possible to  v a ry  th e  rh y th m  of th e  arcs (the  n u m b er of arcs p e r  u n it of 
tim e) in any  of th e  a. c. opera ted  electronic devices co n struc ted  before.

A  variable rhythm  a. c. operated interrupted arc source

I t  is one of th e  fea tu res of in te rru p te d  arc sources th a t  in  consequence 
o f  inserting  cu rren tfree  in te rv a ls  th e  electrodes do n o t get so h o t as th e y  would 
in  th e  case of a con tinuous arc. I f  e. g. th e  in te rru p te d  arc  is supplied  w ith  
a . c. cu rren t, th e  ign ition  o f th e  arc  u sua lly  takes p lace a t  th e  m ax im um  of the  
m ains vo ltage a fte r  w hich n ear th e  end  of each h a lf  perio d  th e  arc ex tinguishes.T he 
c u rren t in ten s ity , how ever, should  be k e p t below  a defin ite  value to  p re v e n t th e  
electrodes from  g e ttin g  too  h o t. O therw ise, in  consequence of th e  therm ion ic  effect, 
self-ignition w ould ta k e  place in  th e  n e x t h a lf  period, th u s  th e  system  w ould  n o t be 
contro llab le .T he g e ttin g  w arm  of th e  electrodes, w hich occurs in  sp ite  o f in te r ru p t
in g  th e  arc, can  be low ered fu r th e r  b y  adding  even m ore cu rren tfree  in te rv a ls  d u r
in g  th e  h a lf  period  of th e  a. c. vo ltage. I n  th e  case of an  a. c. in te rru p te d  arc or low 
v o ltage  condensed sp a rk  source th e  app lication  of a  rectifier p roducing  h a lf
w ave rectification  ([16  ], [17 ], [18 ], [22], [28]) enables such ad d itiona l current- 
free in te rva ls  to  be in serted . T hus one ob tains sparks or arcs every  second 
h a lf  period only, in  consequence o f w hich th e  n u m b er o f arcs p er u n it  o f tim e 
is low ered. I f  longer cu rren tfree  b reak s are  necessary , th e y  are  u sua lly  ob tained 
b y  m eans of a m echanical in te rru p te r , w hich stops th e  generation  o f th e  arc 
fo r  som e tim e  b y  in te rru p tin g  th e  arc  or th e  ign ito r c ircu it. D uring  th e  exc ita tion  
th is  process is con tinua lly  rep ea ted . T he d u ra tio n  o f th e  exc ita tio n  and  th a t  
o f  th e  in te rv a ls  can be  varied  b y  changing th e  n u m b er of revo lu tions of the  
sw itch  w hich is u sua lly  a ro ta tin g  one inserted  in  th e  arc  circu it ([3  ], [11 ], [29 ], 
[37 ]) or th e  ign iting  circu it ( [1 5 ] , [24 ], [25 ], [26], [36 ], [38 ], [39 ]) or b o th  ([12 ]). 

Calker [10] stops th e  opera tion  of the arc from  tim e to  tim e b y  short- 
c ircu iting  it.
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I f  th e  tim e of bu rn in g  is long, i. e. i f  th e  a rc  is b u rn t for co m p ara tiv e ly  m a n y  
h a lf  periods u sually  followed b y  in te rv a ls  b e ing  likewise long, th e  te m p e ra tu re  
flu c tu a tio n  of th e  electrodes is la rge . Such la rg e  flu c tu a tio n s  som etim es re su lt 
in  causing non-desired  a ltera tions on th e  electrodes. T hese a lte ra tio n s m a y  
affect spectroscopic resu lts de trim en ta lly . I f , on th e  co n tra ry , th e  arc b u rn s  
fo r a v e ry  sho rt tim e, for one perio d  or a h a lf  followed b y  lo n g er or sh o rte r  
in te rv a ls , th e  rep roducib ility  as regards th e  above devices can  be a ffec ted  
owing to  th e  lack  of synchronism  in  th e  c ircu it. I f  the  b u rn in g  of the  arc  is 
com parative ly  short, th e  tem p era tu re  of th e  electrodes w ill n o t  f lu c tu a te  so 
m uch, in  consequence of w hich a m od era te ly  high te m p e ra tu re  equ ilib rium  
will be established.

In  w h a t follows we shall describe an  electron ically  con tro lled  a. c. o p era ted  
d. c. in te rru p te d  arc source hav ing  an  arc in  on ly  one h a lf  p e rio d  followed b y  
an  a rb itra ry  in terval. The a p p a ra tu s  operates on the  following princip les. T h e  
conven tional a. c. arc circuit d irec tly  connects to  th e  m ains w ith o u t any  fu r th e r  
contro lling  elem ent being inserted . T h e  high frequency  and  h igh  v o ltage  cu rren ts  
requ ired  to  ign ite  th e  arc  are supp lied  b y  a T esla  transfo rm er. T here  is a co n 
denser connected in  series w ith  th e  p rim ary  coil of th e  Tesla tran sfo rm er b o th  
ly ing  in parallel w ith  a th y ra tro n  tu b e . O w ing to  the  c o n s ta n t negative b ia s  
o f th e  th y ra tro n  tu b e  th is circuit is open. I f  th e  condenser is charged  and th e n  
d ischarged b y  allowing cu rren t to  flow  th ro u g h  th e  th y ra tro n , th e  Tesla t r a n s 
fo rm er will produce a high voltage sp a rk  b y  w hich  th e  arc is ign ited . The g rid  
o f th e  th y ra tro n  tu b e  is controlled b y  m eans of a pulse g en era to r. The pu lse  
genera to r produces steep positive vo ltag e  pu lses larger th a n  th e  negative b ia s  
o f th e  th y ra tro n  grid, in  consequence of w hich  the  tu b e  fires. T h e  freq u en cy  
o f th e  pulse genera to r can  he varied  w ith in  w ide lim its to  eq u a l one of th e  sub  
harm onics of th e  a. c. m ains frequency . A n a rc  o f course w ill b e  o b ta ined  o n ly  
in  th a t  h a lf  period in  w hich there  is a high v o ltage  ignition. T h e  n e x t ign ition  
w ill tak e  p lace only a fte r an  in te rv a l de te rm ined  b y  the  frequency  of th e  p u lse  
generator.

The w iring d iagram  of th e  in te rru p te d  a rc  source o p e ra tin g  on th e  d e 
scribed  princip le is show n in Fig. 1.

The in te rru p ted  arc  source tre a te d  here consists of 5 m ain  p a r ts  ind ica ted  
below  and  num bered  as in  Fig. 1.

1. Arc circuit.

2. T h y ra tro n  contro lled  ig n ito r c ircuit.

3. Pulse generator.

4. Phase-sh ifting  circuit.

5., 5a, 6. V oltage supplies.

1*
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Fig. 1
E lec tro n ica lly  controlled a. c. o p erated  in te rru p ted  d. c. arc source for spectrographic analy sis .

W iring d iagram

1. A rc c ircu it
2. T h y ra tro n  controlled ig n ito r  circuit
3. Pulse g e n e ra tin g  c ircu it
4 . P h ase -sh iftin g  circuit
5 . 5a, 6. V oltage  supplies 
C4 =  0,1 m icro farad , 500 V  
C2 =  0,1 m icro farad , 500 V
C 3 =  0,00005 m icrofarad , 10 000 V
C4 =  0,05 m icrofarad , 3500 V
C5 =  0,5 m icro farad , 3500 V
C 6 =  1,0 m icro farad , 500 V
C7 =  0,05 m icro farad , 1500 V
C8 =  16 m ic ro farad , 450/500 V  (electrolytic)
C9 =  v a r ia b le  according to  T ab le  1
C10 =  v a riab le  according to  T able  1
Cj 1 =  16 m icro farad , 450/500 V  (electrolytic)
C12 =  4 m icro farad , 500 V
Cj 3 =  6 m icro farad , 500 V
K l-—К  6 =  sw itches
L j =  0,35 m H
L 2 =  0,35 m H
L 3 =  iron  cored  tw in  choke, m in . 2 0 + 2 0  H , 

m ax . 5 0 0 + 5 0 0  ohms 
R  =  75 ohm , 10 A rh eo sta t 
R j =  0,03 m egohm , 12 W , w ire resistor 
R 2 =  0,01 m egohm , 1 W , carbon  resistor
R 3 =  0,05 m egohm , 1 W , carbon  resistor
R 4 =  0,02 m egohm , 2 W , p o ten tiom eter

R 5 =  0,05 m eg o h m , 3 W , carbon resisto r 
R 6 =  0,2 m eg o h m , 1 W , carbon resisto r 
R , =  0,2 m e g o h m , 1 W , carbon resisto r 
R s =  v a riab le  according to Table 1, carbon  

resistor
R 9 =  v ariab le  according to Table 1, carbon 

resistor
R 10 =  0— 0,01 m egohm , 3 W, w ire p o ten tio 

m eter
R u  =  0,01 m egohm , 6 W , w ire resisto r 
R 12 =  0,01 m egohm , 6 W , wire resisto r 
R j 3 =  5000 o h m , 6 W , wire resisto r 
ECC40 =  tw in  triode  
G R G  250/3000 =  th y ra tro n  tube  
V22/7000 =  rec tifie r tube 
6x4 =  rectifie r tu b e
T  =  T esla tran sfo rm er. P rim ary  : 10 tu rns 

on 110 m m  diam eter, w ire d iam eter 
3 m m , secondary  : 250 tu rn s  on  80 
m m  d iam e te r, wire d iam ete r 1 m m  

T j =  tran s fo rm e r w ith  a ra tio  o f 2 : 1 ,  
p rim arv  self-inductance 25 H  m in . 

T„ =  tra n s fo rm e r 220/25 V 
T 3 =  tran s fo rm e r 220/2x320  V , m ax .

40 m A , 3 X 6,3 V, m ax. 1 A.
T 4 =  tran sfo rm er 220/1600 V, m ax . 20 mA, 

6,3 V , m ax . 1 A, 2,5 V, m ax . 5A.
I  =  arc gap
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1. A rc circuit

A rc circuit 1 supplied from  th e  a. c. m ain s  is of conventional design . 
The h igh frequency and  high v o ltag e  curren ts induced  in  th e  secondary  coil 
of th e  Tesla tran sfo rm er T  ignite  a rc  gap I  connected  to  th e  a. c. m ains. T h e  
resistance R  serves fo r lim iting th e  c u rre n t in arc gap  I .  C3 is a tu n in g  condenser, 
L j, L 2 an d  C4 are filte r elem ents ho ld ing  back th e  h igh  frequency  cu rren ts  from  
the  m ains.

2. Thyratron tube controlled ignitor circuit

T he condenser C4 in  the anode circuit of th e  th y ra tro n  tu b e  is charged  
to a h igh p o ten tia l b y  voltage source 6 indicated  in  Fig. 1. F rom  vo ltage  supp ly  
5a a negative  p o ten tia l divided on th e  resistors R 4 and  R5 biases th e  th y ra tro n  
tube  to  cutoff. I f  now  th e  grid of th e  th y ra tro n  tu b e  ob tains a po sitiv e  v o ltag e  
pulse sufficiently la rg e  for the tu b e  to  fire, th e  condenser C4 d ischarges th ro u g h  
the tu b e  and  the p rim a ry  coil of th e  Tesla tran sfo rm er T. T he c u rren t flow ing 
th rough  th e  p rim ary  coil of th e  T esla  tran sfo rm er induces h igh  freqeuency  
and h igh voltage cu rren ts  in th e  secondary.

3. Pulse generating circuit

In  th e  circuit show n in Fig. 1 th e  im pulse g en era to r m arked  3 is a m odifica
tion  of th e  basic c ircu it of the w ell know n m u ltiv ib ra to r  for our purpose. T h e

T A B L E  I

V alues o f R s, R,,, C9 a n d  C10 belonging  to  the  d iffe re n t frequencies o f  th e  im pulse 
generating  c irc u it  m arked  3 in  F ig .  1.

Igniting voltage pulse 
frequency per sec.

R8
megohm

R„
megohm

C,
microfarad

c „
microfarad

Vi 50 0.2 0.2 0.02 0-017
V. 50 0.6 0.4 0.02 0-017
V. 50 0.8 0.8 0.02 0-017
v 4 50 1.0 1.2 0.02 0-017
V* 50 1.8 1.6 0.02 0-017
V. 50 2.2 2.0 0.02 0-017
V, 50 2.6 2.4 0.02 0-017
V. 50 3.4 3.2 0.02 0 0 1 7
V. 50 4.2 4.0 0.02 0-017

VlO 50 0.6 0.4 0.1 0-08
V15 50 0.8 0.8 0.1 0-08
V.0 50 1.0 1.2 0.1 0-08
V» 50 1.8 1.6 0.1 0-08
Vao 50 2.2 2.0 0.1 0-08
V« 50 2.6 2.4 0.1 0-08
Vao 50 3.4 3.2 0.1 0-08
V« 50 4.2 4.0 0.1 0-08
Vao 50 5.0 5.0 0.1 0-08
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c irc u it  em ployed here  differs from  th e  conventional in  th a t  i t  con ta in s the 
e a rth -sy m m e trica l reac tan ce  L 3 in  its  ca th o d e  circuit. This is necessary  because, 
synchron izing  th e  m u ltiv ib ra to r  of conventional circu it the  n egative  voltage 
pu lses in  its  o u tp u t are  large in  am p litu d e  while th e  am plitude of th e  positive 
v o ltag e  pulses requ ired  to  fire th e  th y ra tro n  is sm all. B y  th e  change m ad e  here 
la rg e  p o sitive  vo ltage  pulses can be ob ta in ed  if th e  o u tp u t is connected  to  the 
c a th o d e  of th e  m u ltiv ib ra to r  tu b e . T he' m u ltiv ib ra to r is synchronized  from 
th e  50 c/s m ains th ro u g h  transfo rm ers T, an d  T2 and  th e  phase-sh ifting  circu it 4. 
T h e  synchronizing  vo ltage  is fed in to  th e  left-hand  tu b e  cathode c ircu it of the 
m u ltiv ib ra to r  c ircu it. W hen  synchronized  th is c ircu it can produce  voltage 
pu lses on ly  a t  in teg ra l subharm onics o f th e  m ains frequency . In  m u ltiv ib ra to r  
c ircu it 3 th e  values of th e  elem ents f?g, R 9, C9 and  C10 are chosen so th a t  the 
m u ltiv ib ra to r  opera tes a t  a desired frequency . C orresponding values a re  listed 
in  T ab le  I . A d ifferen tia ting  netw ork  C7— R 3 connected  to  th e  ca th o d e  of the 
rig h t-s id e  tu b e  of th e  m u ltiv ib ra to r transfo rm s th e  voltage pulse obtained 
from  th e  tu b e  in to  a v e ry  steep positive vo ltage pulse. T he G RG  ty p e  th y ra tro n  
tu b e  is contro lled  b y  th is  pulse being  applied to  its  grid.

4. Phase-shifting circuit

In  F ig . 1 circu it 4 enables th e  m om ents a t  w hich voltage pulses are 
p ro d u ced  b y  th e  m u ltiv ib ra to r to  be  sh ifted  com pared  to  th e  m ains voltage 
in  o rder to  ign ite  th e  arc a t  a desired position . In  th e  above a rran g em en t the  
p h ase  sh ift is app ro x im ate ly  180°.

5, 5a, 6. Voltage supplies

In  F ig . 1 th e  th y ra tro n  tu b e  b ias  is p rovided b y  circuit 5a. T h e  direct 
v o ltag e  supp ly ing  th e  pulse gen era to r is ob tained  from  circuit 5. B y  circuit 6 
th e  condenser in  th e  th y ra tro n  contro lled  ign ito r c ircu it is charged to  a po ten tia l 
o f  ab o u t 2200 V.

T he oscillogram s p resen ted  in  F ig . 2 have been  m ade to  illu s tra te  the 
o p e ra tio n  o f th e  ap p a ra tu s  show n in  Fig. 1. T he pho tog raphs rep re sen t the  
v o ltag e  conditions appearing  in  th e  analy tica l gap m arked  I  in  th e  circuit 
show n in  Fig. 1. In  all th e  figures th e  d irection  of th e  tim e scale is fro m  righ t 
to  le ft. P ic tu re  a) of Fig. 2 shows th e  vo ltage conditions in  arc gap I  for the  
case w here th e  frequency  of th e  m u ltiv ib ra to r is equal to  th a t  o f th e  m ains. 
T h e  sine base  w ave is th e  vo ltage  curve  of th e  m ains in  all th e  figures. W henever 
th e  m ains v o ltage  reaches its  m ax im um  value, th e  h igh frequency  an d  high 
v o ltag e  cu rren ts  ign ite  th e  arc. A t th is  tim e  th e  vo ltage  of th e  arc gap decreases 
from  th e  m ains v o ltage  to  th a t  of th e  arc  discharge. N ear th e  end o f th e  half 
perio d  th e  arc extinguishes.
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P ic tu res  b)— h) of F ig . 2 show sim ilar conditions fo r th e  cases w here th e  
frequency  of th e  m u ltiv ib ra to r  is 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 1/7 an d  1/9 of th e  m ains 
frequency . T he lack  of oscillogram s w ith  longer in te rv a ls  betw een  th e  arcs is 
only  due to  p rep arin g  d ifficulties. I t  should  be m entioned as a p o in t of in te rest 
th a t  th e  a u th o r has been able to  ob ta in  frequencies a t w hich th e  in te rva l betw een 
tw o subsequen t arcs was 25 seconds. T he am plitude  v alue  of th e  m ains vo ltage  
is 300 Y in  all th e  figures.

The oscillogram s of Fig. 3 are p resen ted  to  illu s tra te  how  th e  a p p a ra tu s  
can  he set b y  v a ry in g  only  th e  phase-sh ift w ith in  s ta te s  given in  T able I  an d  
Fig. 2 respectively . The curves were pho to g rap h ed  a t  a  frequency  of 1 /3.50/sec 
of th e  m u ltiv ib ra to r, i. e. w ith  an  arc occurring  every th ird  period of th e  a. c.

Fig. 2

V oltage conditions in  a rc  gap I  of Fig. 1. F requencies of th e  im pulse genera to r :

In  p ictu re  a. 1/1.50/sec; In  p ic tu re  e. 1/5.50/sec.
» b . 1/2.50/sec; » f. 1/6.50/sec.
» c. 1/3.50/sec; » g. 1/7.50/sec.
» d . 1/4.50/sec; » h . 1/9.50/sec.

7  he d irection  of th e  tim e scale is from  r ig h t to  le ft. The sine base  w ave is th e  voltage curve
o f th e  50 c/s m ains. The vo ltag e  am plitude is 300 V ,
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m ains. As fo r th e  in te rm ed ia te  curve of Fig. 3 th e  arc will be ign ited  ab o u t th e  
m idd le  of th e  sine h a lf  w ave. T he effect o f  th e  phase-sh ift on th e  d u ra tio n  o f 
th e  arc is illu s tra te d  b y  th e  u p p e r and  low er curves of F ig . 3. The possib ility  
o f  se tting  th e  a p p a ra tu s  like th is  suggests w ider flex ib ility .

The oscillogram s of Fig. 2 and  3 show  th a t  by  m eans of th e  in te rru p te d  
a rc  source described  here h igh ly  reproducib le conditions are  available. E v a lu a t
in g  the  above oscillogram s i t  m u st he k e p t in  m ind  th a t  th o u g h  several h u n d red  
curves are superim posed  (exposure tim e for ta k in g  th e  oscillogram s was 30 sec)

Fig. 3
T h e  voltage course in  arc gap I  o f  th e  circuit show n in  F ig . 1 if  th e  a rc  is ignited  a t  d iffe ren t 
phase  positions. T he frequency of th e  im pulse gen era to r is 1/3.50/sec. T he am p litu d e  of th e  vo ltag e  
is 300 V. T he sine base w ave is th e  voltage cu rve  o f  th e  50 c/s m ains. T he tim e scale goes

from  rig h t to  le ft

th e  sharpness o f th e  curves is excellent. H igh  rep roduc ib ility , however, is a 
w ell know n fe a tu re  of e lectronically  con tro lled  system s. A n o th er favourab le  
charac teris tic  o f th e  arc source discussed h ere  is th a t  th e  n u m b e r of discharges 
p e r  second can  be  varied  in  an  easy, qu ick , an d  reliable m an n er. The n u m b e r 
o f arcs p er second can be a d ju s ted  b y  choosing app rop ria te  va lues for R s, R 9, C9 
a n d  C10 in  F ig . 1. The a p p a ra tu s  once se t keeps w orking regu larly  for ho u rs . 
B y  p roperly  ad ju s tin g  th e  n u m b er of d ischarges per second i t  is possible to  
p rev en t th e  electrodes from  glowing. C om parative ly  high in te n s ity  arcs can  be  
o p era ted  w ith o u t heating  th e  electrodes d e trim en ta lly .
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Some notes on the transfer o f igniting currents to the arc circuit

T here are no difficulties in  p roducing  a n  effective sp a rk  o f  a few c e n ti
m eters’ len g th  on th e  poles of th e  T esla  tran sfo rm er T  (Fig. 1) i f  th e  ra tio  o f  
th e  tran sfo rm er is m ade sufficiently  large. In  th is  case, how ever, som e difficulties 
appear in  th e  tra n sfe r  of th e  ig n itin g  spark  to  spark  gap I .

One w ay  of tran sfe rrin g  th e  ign iting  c u rre n ts  to  th e  arc  circu it is t h a t  
th e  arc cu rren t also flow s th ro u g h  th e  secondary  of the  Tesla tran sfo rm er b y  
w hich th e  h igh v o ltage  and  h igh  frequency  cu rren ts  are tran sfe rred  to  th e  
arc circu it. A n exam ple o f th is  can  be  seen in  F ig . 1. T his is th e  m o st usu a l w ay o f 
tran sfe r ( [3 ] , [9], [11], [12], [13], [14], [16], [18 ], [19], [20], [2 1 ], [24], [25], 
[26], [29], [39]). I n  th is  a rran g em en t as regards th e  T esla tran sfo rm er

tJ i Í r j -
L,

Ih

!4 j

t-2

Ч Ш М у
C,

II

Fig . 4
One o f th e  w ays o f tran sferrin g  th e  h igh  vo ltag e  and h ig h  frequency ig n itin g  cu rren ts  to  a rc

gap I  in  in te rru p te d  arc sources.
T  —  Tesla tran sfo rm er, Cx, C2, C3 —  condensers, L j, L 2 —- self-inductances, R  —  ohm ic resistance. 
The p a r t  on th e  r ig h t-h an d  side o f arc gap I  is th e  ign iting  c ircu it, th e  left side p a r t  is th e  a rc

c ircu it

th e  following requ irem en ts should be  kep t in m ind  [18] : T he secondary  coil 
m ust be of low ohm ic resistance an d  self-inductance so th a t  th e  arc  cu rren t 
can pass th ro u g h  it. A t th e  sam e tim e  th e  ra tio  o f  th e  Tesla tran sfo rm er m u st 
he sufficiently large so th a t  a secondary  v o ltag e  can be o b ta in ed , w hich is  
high enough to  ign ite  th e  arc re liab ly . U nder su ch  conditions th e  electric d a ta  
of th e  Tesla tran sfo rm er T  are fixed to  a certa in  e x te n t and i t  is th e  charging 
voltage of th e  condenser C4 th a t  m u s t be accom m odated  to  th e  c ircum stances.

T he o ther w ay o f transferring  th e  high v o ltag e  and high frequency  c u r re n t; 
to  th e  arc gap is show n in Fig. 4 ( [ 1 ] ,  [2], [10], [15], [ 17 ], [22], [28], [2 8 a], 
[28b], [30], [31], [32]). In  th is  case th e  arc c u rre n t does n o t pass th ro u g h  

th e  secondary  of th e  T esla tran sfo rm er. Thus th e  d a ta  of th e  tran sfo rm er seem 
to have no d irect influence on th e  operation  an d  dim ensions o f th e  a p p a ra tu s . 
In  fac t, th is  is n o t th e  case. In  o rder to  m ake th e  ig n itin g  cu rren ts  in  th e  c ircu it 
of Fig. 4 flow  th ro u g h  arc gap I  as well as to  p re v e n t th em  from  g e ttin g  in to  
th e  m ains supply ing  th e  arc circuit, effective f iltra tio n  is necessary . T his is done 
by  th e  chokes L x an d  L 2 and  th e  condenser C3. O bviously , th e  necessary  self-
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in d u c tan ce  o f these  coils depends on th e  frequency o f th e  igniting  curren ts, 
i. e. th e  h ig h e r th e ir  frequency  th e  less self-inductance is needed fo r effective 
f iltra tio n . B y  m eans of a T esla  tran sfo rm er whose ra tio  an d  num ber of secondary  
w ind ings is large, a low frequency  of th e  igniting  c u rre n t is obtained . T o  filter 
th is  a h igh  self-inductance is necessary, otherw ise m o st of th e  h igh frequency  
ig n itin g  c u rre n ts  w ill flow  th ro u g h  th e  filter-circuit, an d  th e  ign iting  voltage 
in  th e  arc  gap  will be  v e ry  low. T herefo re, in  order to  o b ta in  effective filtra tion  
one  has to  m a k e  th e  se lf-inductance o f th e  chokes a n d  L 2 high, in  consequence 
o f w hich th e  resu lts  o b ta in ed  will be p ra c tic a lly  w orse th a n  those of th e  form er 
m e th o d  w here  th e  h igh  frequency  v o ltag e  induced in  th e  secondary coil of the 
tran sfo rm er alm ost en tire ly  appeared  in  th e  arc gap. T h e  resu lt of these considera
tio n s is th a t  in  order to  o b ta in  a h igh  voltage ig n itin g  spark , th e  charging 
v o ltage  o f  th e  condenser C4 of Fig. 1 m u s t he m ade com paratively  h igh .

C om paring all these  po in ts th e  d a ta  of th e  T esla transfo rm er h a v e  been 
fo rm ed  as follows :

P r im a ry  : 10 tu rn s  on 110 m m  d iam eter, w ire d iam ete r 3 m m . Secondary  : 
250 tu rn s  on 80 m m  d iam eter, w ire d iam eter 1 m m . F o r the  rest th e  design 
o f th e  T esla  tran sfo rm er is th e  sam e as th e  one we described earlier ( [1 ] ,  [2]). 
W ith  th ese  d a ta  sa tisfy ing  igniting  conditions could be  obtained a t  a charging 
v o ltag e  o f 2200 У of th e  condenser.

E x p e rim en ts  are  being  m ade to  accom m odate th e  ap p ara tu s  t re a te d  here 
to  p ro d u ce  low vo ltage  condensed sp a rk  discharges as well. A descrip tion  of 
th e se  experim en ts w ill ap p ear soon.
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ИССЛЕДОВАНИЯ В ОБЛАСТИ СВЕТОВЫХ ИСТОЧНИКОВ ДЛЯ СПЕКТРАЛЬ
НОГО АНАЛИЗА. И. ДУГОВОЙ ВОЗБУДИТЕЛЬ ПОСТОЯННОГО ТОКА, С ПИТА
НИЕМ ОТ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА И ИМЕЮЩЕГО ЭЛЕКТРОННОЕ УПРАВЛЕНИЕ

А. Бардоц

Р е з ю м е
В статье описывается служащий для спектрального анализа дуговой возбудитель 

постоянного тока с электронным управлением и с питанием от сети переменного тока: 
Прерывистый дуговой возбудитель, имеющий обычную схему, может зажигаться с пере
менным темпом, т. е. число дуг в единицу времени может быть изменено. Зажигание 
высокого напряжения и высокой частоты происходит при помощи тиратрона с исполь
зованием трансформатора Тесла. Темп зажигания устанавливается управлением сетки 
тиратрона. Сетка управляется импульсами тока, получа ;мыми от мультивибратора.



ELEKTRONENLEITUNG IN VERFÄRBTEN  
ALKALIHALOGENIDKRISTALLEN

Von

J .  BO R O S u n d  Z. SIBA LSZK Y

INSTITET FÜR EXPERIM ENTALPHYSIK DER TECHNISCHEN LNIVERSITÄT, BI DAPEST 

(V orgelegt von Z. Gyulai. —  E ingegangen : 26. V I. 1952.)

1. E s w urde die L eitfäh igkeit von  v e rfä rb ten  NaCl-, K B r- u n d  K C l-K ristallen  als F u n k 
tio n  de r T em p era tu r gem essen. Bei säm tlichen  K ris ta lla rten  ergaben sich T em peraturkoeffizi
en ten w erte , die den E -Z en tren  en tsp rechen . E s k an n  also festgeste llt w erden , dass bei 
den  H a lb le ite rn  die S tö rte rm e  au f elek trischem  W ege bestim m b ar sind.

2. A usser den  E -Z en tren  w urden  au ch  E nergiew erte  gew onnen, die aus op tischen Mes
sungen  (A bsorption , Phosphoreszenzem ission) erhältlich  sind.

3. D ie L eitfäh ig k eit als F u n k tio n  de r T em p era tu r k a n n  m eistens du rch  gebrochene 
G eraden  darg este llt w erden , deren  B rüche scharf sind.

4. B ei N aC l-K ristallen  w urden  neb en  den E - u n d  E ’-Z entren  W erte gem essen, die v ier 
von  Gyulai du rch  A bsorptionsm essungen a n  b lauen  S te insalzkris ta llen  e rm itte lten  A bsorptions- 
m axirna entsprechen.

5. A n K rista llen , die durch  S trom  e n tfä rb t w urden, kön n en  gleichfalls den  E -Z entren  
en tsp rechende  W erte  e rh a lten  werden.

6. D a  die A ngaben de r op tischen  u n d  therm ischen  E lek tro n en ab tren n u n g  m ite inander 
übereinstim m en, so m uss die Frage aufgew orfen w erden, ob  es n ich t einfacher is t, auch die 
elektrische L eitung  der K rista lle  elektronisch  aufzufassen.

1. A uf G rund der U n tersuchungen  von Pohl  u n d  M itarbeitern  ist b ekann t, 
d ass  in v e rfä rb ten  A lkalihalogenidkristallen  bei innerem  lich telek trischem  E ffek t 
E lek tro n en le itu n g  a u f tr i t t .  Diese K rista lle  können  also im  v e rfä rb ten  Z ustand  
als elektronische H alb le ite r angesehen werden.

Gudden und  andere  F orscher h a tte n  schon län g st d a ra u f hingewiesen, 
d ass  au f G rund der lUi/.soi;sehen Theorie eine elektrische u n d  optische Be
s tim m u n g  der sog. S tö rterm e zu e rw arten  ist. D iese E rw artu n g  w urde jedoch 
b ish e r du rch  die V ersuchsergebnisse kau m  erfü llt. E ine  solche experim entelle  
B estä tig u n g  w urde d an n  durch  den einen der V erfasser der vorliegenden A rbeit 
im  F alle  von V20 5-E ink rista llen  gegeben [1 ]. Bei diesen ergab sich als T em p era tu r
koeffizient der L eitfäh igkeit ein W ert von 0,40 eV, w obei dieser W ert auch 
a u f  G rund von  A bsorp tionsm essungen  e rhalten  w urde. Es m uss h ier bem erk t 
w erden , dass die M öglichkeit, die S tö rterm e au f elektrischem  u n d  optischem  
W ege zu bestim m en , von  Gudden [2] u n d  anderen  bereits aufgegeben w urde. 
B ei den verschiedenen Forschern  h a t  sich näm lich  die M einung herausgebildet, 
dass d er M echanism us der E le k tro n en ab tren n u n g  bei op tischer A bsorption  
ganz anders is t  als in  therm ischen  F ällen . Diese A uffassung w urde 
besonders durch  die M essergebnisse von Smakula  g e s tü tz t [3]. Sm akula  m ass 
a n  v e rfä rb ten  A lkalihalcgen idkrista llen  die E lek tronenbew eglichkeit und  be-
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A B

rech n e te  deren  T em peratu rkoeffiz ien ten  aus der F o rm el v =  vQe ~ kT . Diesen 
W e rt A B  n a n n te  er » therm ische A b tren n u n g sarb e it« . W enn m an  diese A b
tren n u n g sa rb e itsw erte  m it den W erten  der A bsorp tionsm axim a d er F -Z entren  
der H alogenide verg le ich t, so findet sich in keinem  einzigen F alle  eine Ü b er
ein stim m ung  der be iden  W erte.

D ieser U n tersch ied  is t d a ra u f  zu rückzuführen , dass Sm akula  seine Be-
_rechnungen  m it der F o rm el v =  v0e kT au sfü h rte . I n  W irk lichke it w ird  

bei H a lb le ite rn  die Ferm ische S ta tis t ik  angew and t, w obei d ann  m it d er F o rm el

v =  v0e ~  2 кт zu rech n en  ist. W en n  m an  diese F o rm el heran z ieh t, so ergibt 
sich fü r  A B  der d o p p e lte  W ert. W ird  m it dem  d oppelten  W ert des SmakulascheiL 
A B  gerechnet, d ann  e rh ä lt m an ta tsäch lich  G rössen, die auch a u f  optischem W ege 
(A bsorp tion , Phosphoreszenzem ission) e rm itte lt w erden  können. So bekom m t 
m a n  z. B . im  Falle v o n  NaCl 2 x 0 ,9 4  =  1,88 eV. A u f op tischem W ege gelangt 
m an  hingegen bei b lau em  S teinsalz zu einem  W ert v o n  1,94 eV. Im  F alle  von  
K C l-K rista llen  e rg ib t sich  2 x  1 ,0 0 = 2 ,0 0  eV,w ährend  op tisch  aus der Phosphores
zenzem ission ein W e rt von  2,02 eY e rm itte lt w erden k an n . Es m uss h ie r erw äh n t 
w erden , dass w enn m an  gelbes, a d d itiv  v e rfä rb tes  NaCl oder v io le tte  KC1- 
K ris ta lle  a u f  un g efäh r 500— 600 °C e rh itz t, die K ris ta lle  b lau  w erden, w o rau f 
sich d an n  an  diesen fü r  das A bsorp tionsm axim um  die obigen W erte  errechnen  
lassen. Die von Sm akula  gew onnenen A ngaben sind  also en tsp rechend  zu k o r
rig ieren  [4 ].

2. In  der L ite ra tu r  g ib t es viele M essergebnisse [5], die a u f e n t
sprechende E lek tronenvo ltw erte  um gerechnet w erden  können , w obei d ann  die 
b e re its  e rw ähn ten  optischen  E lek tro n en ab tren n u n g sa rb e iten  in  vielen  F ällen  
m it den therm ischen  (aus Leitungsm essungen bestim m ten ) W erten  ü b ere in - 
s tim m en  w erden. Solche W erte  aus der L ite ra tu r  sind  in  Tabelle I  e n th a lte n , 
w ährend  die L e itungsangaben  von Kassel,  Gyulai, Vészi,  Tomka, Phipps,  Lans ing ,  
Cooke u n d  Boros s tam m en .

3. Die in  der L ite ra tu r  u n d  T abelle I angefü h rten  elek trischen  A ngaben 
beziehen sich au f u n v e rfä rb te  K rista lle . Das Ziel der h ier beschriebenen U n te r
suchungen  w ar daher, d a  ja  die op tischen  A ngaben a u f  v erfä rb te  K rista lle  B ezug 
h ab en , gleichfalls an  v e rfä rb ten  K ris ta llen  M essungen vorzunehm en.

D a sich die v e rfä rb ten  K ris ta lle  bei höheren  T em p era tu ren  en tfä rb en , 
w urden  die M essungen bei verhältn ism ässig  rascher E rh itzu n g  d u rch g efü h rt 
(bei einer T em pera tu rzunahm e von  ru n d  1°/Min.), in  der H offnung, dass dabei 
die E n tfä rb u n g  n ic h t zu gross sein  w erde. N ach  den M essungen v o n  Gyulai  
b e tru g  die W irkung  d er E n tfä rb u n g  bei einer k o n s ta n te n  T e m p e ra tu r  von 
240 °C ungefähr 10%  des L eitungsstrom es je  S tunde.

E s w urde au ch  versuch t, die E n tfä rb u n g  der K rista lle  als Folge des 
S trom es zu verm eiden , u. zw. d u rch  A nw endung von W echselstrom  (D reh-
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A u f optischem  u n d  elektrischem  W ege gew onnene L ite ra tu ran g a b en  ü b e r  d ie  S tö rte rm e  bei
A lkalihalogenidkristallen

Krista]]
Elektrisch 

gewonnener 
Wert eV *

Optisch
gewonnener Wert

Name des Forschers, Färbungsweise usw.
m f ji eV

NaCl 1,73 720 1,73 röntgenisiertes Steinsalz, Ottmer
1,93 642 1,93 rön tgcn isiertes S teinsalz, Savostianowa
1,94 639 1,94 n a tü rliches blaues Steinsalz, Gyulai
1,94 640 1,94 m it R ad ium  bestrah ltes  Steinsalz, P rzibram
1,95 636 1,96 rön tgen isiertes Salz, Savostianowa

588 2,11 rön tgen isiertes Salz, Savostianowa
581 2,13 ad d itiv  v erfärb tes Salz, M olwo

2,16 579 2,14 ad d itiv  v erfärb tes Salz, Savostianowa ,
m it R ad ium  b e strah lt, Przibram

2,34 530 2,34 violettes Steinsalz, Gyulai
524 2,36 blaues Steinsalz, G yulai

2,40 520 2,38 m it R ad ium  b estrah ltes Steinsalz, Przibram
2,57 483 2,57 m it R adium  b estrah ltes Steinsalz, Przibram
2,66 464 2,67 F -Z en trum , G yulai, Ottmer, etc.
2,76 439 2,82 vio le ttes Steinsalz, G yulai

438 2,83 blaues Steinsalz, G yulai
438 2,83 Phosporeszenzem ission, Roos

3,06 403 3,08 v io le ttes Steinsalz, lichtelektrisches M axim um , Gyulai
Phosphoreszenzem ission, Roos

367 3,38 v io le ttes Steinsalz, G yulai
3,41 364 3,41 blaues Steinsalz, G yulai

K B r 1,99 630 1,97 F -Z en tru m , Ottmer, e tc.
2,48 498 2,49 Phosphoreszenzem ission, Roos
2,69 453 2,74 Phosphoreszenzem ission, Roos
2,86 435 2,85 Phosphoreszenzem ission, Roos
3,00 416 2,97 Phosphoreszenzem ission, Roos
3,10 401 3,09 Phosphoreszenzemissio:-i, R oos

KC1 815 1,52 E ’-Z entrum , Ottmer, M olnár
727 1,71 A bsorp tion , M olnár, Seitz

1,91 665 1,86 A bsorp tion , M olnár
2,06 605 2,05 Phosphoreszenzem ission, Roos
2,20 566 2,19 E -Z en trum , Ottmer, e tc .

472 2,63 Phosphoreszenzem ission, Roos
2,64 470 2,64 Phosphoreszenzem ission, Roos

430 2,88 Phosphoreszenzem ission, Roos
3,01 412 3,02 Phosphoreszenzem ission, Roos
3,12 397 3,12 Phosphoreszenzem ission, Roos
3,30 380 3,26 Phosphoreszenzem ission, Roos

* D ie aus den Leitfähigkeitsm essungen gew onnenen W erte  ergeben sich a u s  L ite ra tu r 
angaben  von  Kassel, G yulai, Vészi, Tom ka, P hipps, Lansing, Cooke, Boros. V gl. L ite ra tu r 
verzeichnis.
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k o m m u tá to r) . K on tro llm essungen  b es tä tig ten , dass die au ftre ten d en  S trom 
än d eru n g en  n ich t w esentlich w aren.

Die M essungen erfolgten an  F -Z en tren  en th a lten d en  N aCl-, K B r- und  
K C l-K rista llen , w obei die elek trische L e itfäh igke it der K rista lle  sowie die Tem pe
ra tu ra b h ä n g ig k e it d er L eitfäh igkeit gem essen w urde.

W ehn  die A bhäng igkeit der L e itfäh igkeit von  der T em p era tu r au f G rund
A B

d er fü r  H a lb le ite r gültigen Form el К  =  A e  2kTberechnet w ird  (wo К  spezifische 
L e itfäh ig k e it, T  d ie abso lu te T em p era tu r  u n d  A B  die A b tren n u n g sa rb e it 
b ed eu ten ), d an n  lassen sich die den  F -Z en tren  en tsprechenden  W erte  der 
A b tren n u n g sa rb e it A B  e rm itte ln . D ie B estim m ung  der spezifischen L eitfähig

k e i t  geschah d u rc h  M essung des S trom s u n d  der Spannung. D ie un te rsu ch ten  
K ris ta lle  besassen  eine O berfläche v o n  0,5 cm 2 u n d  eine D icke v o n  2— 3 m m . 
D ie  S e iten flächen  der K rista lle  w u rd en  m it G rap h it bestrichen , u n d  die T em pe
r a tu r  des e lek trischen  Ofens w urde m it dem  Haereusschen  T herm oelem ent aus 
K o n stan tan -C h ro m n ick e l gem essen, w obei ein S iem ens-Präzisionsm illivoltm eter 
V erw endung  fan d . D ie M essung des L eitungsstrom es geschah m it einem  Spiegel
g a lv an o m ete r v o n  10“ 10 A E m pfindlichkeit. D ie V ersuche w urden  be i T em pera
tu re n  zw ischen 200 und  450 °C ausgeführt.

A) NaCl-Kristalle.  D ie verw endeten  K ris ta lle  w aren n a tü rlich e  Steinsalz
k ris ta lle . E in  T eil von  ihnen  w ar v o r einigen Ja h re n  m it R ön tg en strah len  be
s t r a h l t  w orden, ein  anderer Teil w urde  vo r den M essungen m it R ön tgenstrah len  
b eh an d e lt, u n d  ein d r itte r  Teil w urde in  N a-D am p f v e rfä rb t. D as A bsorp tions
m ax im u m  der F -Z en tren  lag bei 465 m u , was 2,67 eV en tsp rich t.
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B e i solchen K rista llen  h a t te  Ottmer b e i 720 m n  —  1,73 eV —  N eben- 
m ax im a (F '-Z en tren ) gefunden. Die den F '-Z e n tre n  en tsp rechenden , aus L eit-
fäh igkeitsm essungen  b erechneten  W erte  sind  in  Tabelle I I  zusam m engefasst. D ie

в
W erte  fü r В  w urden  nach  der van t’HofJsehen F orm el К  =  A e  T ausgerechnet, 
die von den »festen  Ionenleitern«  her gut b e k a n n t ist. Die so e rh a lten en  W erte  
w u rd en  d ann  a u f eV -E inheiten  um gereclinet, u . zw. en tsp rechend  der Form el 
fü r  H alb le iter. N eben diesen A ngaben  en th ä lt T abelle I I  auch  den D u rch sch n itts
feh ler bei der jew eiligen M essung der A b tren n u n g sa rb e it. D ieser b e läu ft sich 
in  den m eisten  F ällen  au f e tw a 2% , was als rech t gute M essgenauigkeit anzu- 
sp iechen  is t, w enn m an die N a tu r  der M essungen in B e trach t zieht. A uf A bb. 1 
is t das L e itfäh igke it-T em pera tu rverhä ltn is  fü r  F -Z en tren  bei NaCl u n d  den 
anderen  K ris ta llen  dargestellt. D ie D arste llung  erfolgte au f die b ek an n te  W eise ; 
es w urden  die W erte  von -— log К  und  1 /T  a u f  die K oord inatenachsen  aufge

tragen .

T A B E L L E  I I
E lek trisch  gem essene, den  F -Z en tren  entsprechende W erte  der A b tren nungsarbe it an  NaCl-

K ristallen

K ristall Nr. В В  (in eV) Durchschnittlicher
Fehler

16 15 440 2,66 ±  0,04

17 15 440 2,66 _+ 0,05

w iederho lt 15 540 2,68 +_ 0,05

» 15 540 2,68 _+ 0,05

18 15 430 2,66 _+_ 0,04

w iederholt 15 430 2,66 _+ 0,04

19 15 540 2,68 +_ 0,04

22 15 440 2,66 +_ 0,05

w iederho lt 15 440 2,66 +_ 0,05

23 15 640 2,69 _+ 0,05

25 15 430 2,66 _+_ 0,04

29 15 440 2,66 _+ 0,04

Die spezifische L eitfäh igkeit als F u n k tio n  der T em p era tu r k ann  in  den  
m eisten  F ällen  n ich t durch  eine einzige G erade dargestellt w erden , sondern du rch  
ein D iagram m , das aus zwei, drei oder v ier, in  stum pfen  W inkeln  au feinander 
folgenden geraden  A b sch n itten  b es teh t. D ie B rüche der G eraden sind sehr 
sch arf und  können  auch in d er L ite ra tu r  in  zahlreichen A bhandlungen  ange
troffen  w erden [6].

2 Acta Physica II/4
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W erden  die a u f diese geraden  A b sch n itte  bezüglichen B -W erte au sg erech 
n e t, d an n  e rh ä lt m an  fü r die A b tren n u n g sa rb e it dieselben W erte , w elche schon  
Gyulai  als A bsorp tionsm axim a an  b lau en  u n d  v io le tten  S teinsa lzkrista llen , sow ie 
andere F orscher [7] an  versch ieden  g efärb ten  K ris ta llen  e rm itte lt h a t te n . 
Tabelle I I I  g ib t eine Z usam m enfassung  dieser W erte , u n te r  denen au ch  d ie 
dem  F '-Z e n tru m  en tsp rechende A ngabe 1,73 eV an zu tre ffen  ist. E s soll h ie r  
auch  e rw äh n t w erden, dass bei den N aCl- sowie auch bei den  K C l-K ris ta llen , 
die T em peratu rkoeffiz ien ten , deren  W erte  den  F - bzw. F '-Z e n tre n  en tsp rech en , 
häufig n eb ene inander in  E rscheinung  tre te n , ähnlich  wie dies bei A b so rp tio n s
m essungen para lle l vorzukom m en p fleg t. A bb. 2 fü h rt dieses E rgebnis im  F a lle  
von  NaCl- u n d  K C l-K rista llen  vor.

U n te r  den in  Tabelle I I I  angefüh rten  Grössen fü r die A b tren n u n g sa rb e it 
befinden  sich auch  die v ier A ngaben, die A bsorp tionsm axim a en tsp rechen  u n d  
von  Gyulai  an  b lauen  S teinsa lzkrista llen  festgeste llt w u rd en  : 1,94, 2,36, 2,83 
u n d  3,41 eV. A usserdem  steh en  d o rt auch  noch einige andere  W erte , die ab e r 
ebenfalls aus op tischen  M essungen b e k a n n t sind. In  der T abelle is t angegeben, 
wie sie e rh a lten  w erden  können , sowie auch  der N am e des V erfassers. Zu diesen 
E rgebn issen  is t noch  folgendes zu bem erken  : die A b tren n u n g sa rb e it der L e itu n g  
be i n iederer T em p era tu r an  (unverfärb tem ) Steinsalz is t 10 300 (nach Smekal).  
W enn  m an  diesen W ert u m rech n e t, so e rh ä lt m an  1,78 eV. D ie D ifferenz zw ischen 
diesem  u n d  dem  dem  Ottmerschen F '-Z e n tru m  en tsp rechenden  W ert b e trä g t 
0,05 eV. D ie m it v e rfä rb ten  K ris ta llen  erzielten  E rgebnisse stim m en besser 
m it dem  Ottmerschen N ebenm axim um  überein . Von den von  Gyulai  an  b lauem  
Steinsalz gefundenen v ier M axim a sind drei W erte  1,94 2,36 und  3,41 sehr 
häufig anzu tre ffen , der v ie rte  —  2,83 eV —  is t jedoch  üb erau s selten.
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Zum  W erte  3,41 eV is t noch zu bem erken , dass Vészi [8 ] in  seiner D isser
ta tio n  auch  Z ahlen  von 19 800-19 900 e rh ie lt, wobei er zu  seinen V ersuchen  
künstliche , u n v erfä rb te  K ris ta lle  verw endete . Zu den gleichen E rgebnissen  
gelangte er auch  bei A nw endung von  N aC l-Pastillen , u n d  au ch  bei V ersuchen 
an  zehn verschiedenen P rä p a ra te n  erhielt e r  be i sieben v o n  ihnen  bei h o h er 
T em p era tu r ähnliche W erte . I n  seiner D isse rta tio n  sind diese n ic h t ausgerechnet, 
es sind  n u r  die zusam m engehörigen T em p era tu r- und  spezifische L eitfäh ig k e its
w erte  tabellarisch  zusam m engestellt. W enn  m an  je tz t die ß -W erte  e rm itte lt  
u n d  die Form el fü r  H alb le ite r anw endet, so e rh ä lt m an d en  gleichen W e rt, 
3,41 eV, zu dem  m an  schon bei den v e rfä rb ten  K rista llen  g e lan g t w ar. D ieselben 
Ergebnisse lassen sich erzielen, w enn die A ngaben  der Landolt— Börnsteinschen  
T abellen  um gerechnet w erden. Diese zeigen die R esu lta te  d er am erikan ischen  
F orscher Phipps,  Lans ing  u n d  Cooke [9] an . A uch  aus ih re n  M essungen e rg ib t 
sich der W ert 3,41 eV, sowie bei niedrigen T em p era tu ren  au ch  noch 1,94 eV. 
Zum  gleichen R e su lta t gelangt m an , wenn m a n  die im  A u fsa tz  von Smekal  [10 ] 
angefüh rten  A ngaben  um rechnet. In  diesem  F alle  s tim m en  die so e rh a lten en  
W erte  m it denen überein , die m an  bei v e rfä rb te n  K ris ta llen  bekom m t, w obei 
es u n te r  ihnen auch  welche g ib t, die den F -Z en tren  en tsp rechen . D ie im  I n s t i tu t  
fü r E x p erim en ta lp h y sik  der Technischen U n iv e rs itä t, B u d ap es t, ausgefüh rten  
U ntersuchungen  h aben  zahlreiche solche E rgebnisse  gezeitigt, w orüber in  n äch s te r  
Z u k u n ft in einer gesonderten  A rbeit b e ric h te t w erden soll.

N ach diesen E rgebnissen is t zweifelsohne die F rage aufzuw erfen , ob es 
n ich t notw endig  sei, das bisherige Bild ü b e r die E igen le itung  von  A lka liha lo 
geniden einer R evision zu un terz iehen . Die je tz t  herrschende A uffassung ü b e r 
die L eitung  b e d a rf  —  nach  d er M einung der V erfasser —  desh a lb  einer R ev ision , 
weil die V ielfalt der A b trennungsarbe iten  sowie ihre Ü bere instim m ung  m it den 
optischen  A ngaben  n ich t m it der a lten  A nsich t über die Io n en le itu n g  e rk lä r t  
w erden können. In  Tabelle I I I  findet sich au ch  noch der W e rt 23 000 (3,97 eV), 
der auch  bei der L eitung  von  reinen K ris ta llen  bei hoher T em p era tu r w ohl- 
b e k a n n t ist. D iesen W ert k an n  m an  an  reinen K rista llen  n u r  b e i höheren T em p e
ra tu re n  (über 500 °C) erh a lten . E ine optische Grösse, die d iesem  W erte  e n t 
sprechen w ürde, is t in  der L ite ra tu r  n ich t vorhanden . D er höchste  W ert, d er 
bei der A bsorp tion  gew onnen w erden kann , b e trä g t — abgesehen  von den  sog. 
U -Z entren  —  3,41 eV. Die Sum m e der W erte  3,41 und  3,97 erg ib t 7,38 eV , 
w as in  grosser N äherung  der E n tfe rn u n g  d e r L eitungsbande von der V a len z 
ban d e  en tsp rich t [11]. D as in  einer E n tfe rn u n g  von 3,41 eV  von  der u n te re n  
K a n te  der L eitungsbande befindliche S tö rn iv eau  spielt also eine zw eifache 
Rolle. Bei Ü berschussleitung  befö rd ert es e inerseits E lek tro n en  in  die L e itu n g s
bande. A ndererseits könn te  m an  die dem  W e rt von 3,97 eV  en tsp rechende  
A b tren n u n g sarb e it so erk lären , dass das eben  erw ähn te  N iv eau  aus der V a len z
ban d e  E lek tro n en  aufn im m t. In  diesem F a lle  n im m t die V alenzbande an  d e r 
L e itu n g  te il, d. h . es t r i t t  eine »D efektle itung«  auf. Die R ich tig k e it dieser A n-

2 *
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T A B E L L E  I I I

E le k trisch  gemessene W erte  der A b tren n u n g sarb e it an  N aC l-K ristallen

K r is ta l l  N r .
n n  e \ )

O p tisc h  gefundener W e rt
m it  d u rc h sc h n ittlic h e m F eh lt г

16 10 050 1,73 + 0,02
17 9 910 1,71 + 0,04 1,73

w iederho lt 9 750 1,69 + 0,04 A bsorptionsm axim um
18 10 180 1,75 + 0,03

w iederho lt 10 180 1,75 + 0,03 Ottmer
19 10 000 1,72 + 0,03
22 10 090 1,74 + 0,03
23 10 170 1,75 + 0,03

w iederho lt 9 920 1,71 + 0,03
24 10 000 1,72 + 0,03
25 10 000 1,72 + 0,03
29 10 000 1,72 _+ 0,03
17 11 220 1,93 + 0,04

w iederho lt 11 260 1,94 + 0,04 1,94 .
19 11 270 1,94 + 0,04 A bsorp tionsm axim um
21 11 170 1,93 + 0,04 G yulai, Savostianowa , P rzibram
26 10 950 1,89 + 0,05
28 11 170 1,93 + 0,04 1,88 (2 x 0 ,9 4 )

w iederholt 11 170 1,93 +_ 0,04 E lektronenbew eglichkeit
Sm akula

16 12 500 2,15 + 0,05 2,15 A bsorp tionsm ax im um
17 12 300 2,11 _+ 0,05 P rzibram , Savostianowa
17 13 600 2,34 +  0,04
19 13 610 2 34 ±  0 06 2,34 A bsorp tionsm axim um  an 

v io le tten  K rista llen , G yulai
20 13 450 2,32 +  0,06 2,36 A bsorp tionsm axim um  an

w iederho lt 13 450 2,32 +  0,06 blauen  K rista llen , G yulai
21 13 610 2,34 + 0,06
23 13 540 2,33 + 0,06
24 13 770 2,37 + 0,05
28 13 600 2,34 _±_ 0,05
24 14 850 2,56 _+ 0,06 2,57 A bsorp tionsm axim um , 

P rzibram
28 14 930 2,57 +  0,05
29 14 930 2,57 _+ 0.05
20 16 660 2,87 +  0,06 2,83 A bsorp tionsm axim um  an

w iederho lt 16 660 2,87 +  0,06 b lau en  u n d  v io le tten  K ris ta l-
23 16 420 2,83 _+ 0,05 len , G y u la i , Phosphoreszenz

em ission, Roos
17 17 970 3,10 +  0,09 3,07 Phosphoreszenzem ission,
19 17 830 3,07 +  0.07 Roos, lich telektrisches M axi-
24 17 830 3,07 _+ 0,07 m um , a n  v io le tten  K rista llen , 

Gyulai
17 19 830 3,42 +  0,06

w iederholt 19 830 3,42 +  0,06 3,41 A bsorp tionsm axim um ,
20 19 840 3,43 +  0,07 lich telek trisches M axim um ,
21 19 830 3,42 + 0,08 an b lau em  Steinsalz, G yulai

w iederholt 19 830 3,42 + 0,08
23 19 820 3,42 + 0,09
29 19 660 3,39 _+ 0,08
17 23 000 3,97 + 0,08 E rgänzung ste rin
20 23 000 3,97 _+ 0,08 3,41

2*
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nähm e scheint durch  die T atsache  b e s tä tig t  zu w erden , dass Gyulai  d en  W ert 
3,97 eV bei lich telek trischen  M essungen an  b lauem  S teinsalz  als » q u a n te n h a fte s  
M axim um « erhielt.

Schliesslich noch eine B em erkung  : nach den M essungen b lieben  die 
K rista lle  alle farbig. A n einzelnen K ris ta llen  w urden  die M essungen m ehrm als 
w iederholt.

T A B E L L E  IV

E lek trisch  gemessene, den  F -Z en tren  en tsprechende W erte  d e r A b tren n u n g sarb e it an
K B r-K rista llen

Kristall Nr. в В  (in eV) Durchschnittlicher
Fehler

l 11 430 1,97 + . 0,04

5 11 380 1,96 _+ 0,04

13 11 380 1,96 _+ 0,04

w iederholt 11 450 1,97 +_ 0,04

m it S trom  e n tfä rb t 11 450 1,97 _+ 0,04

14 11 380 1,96 i 0 , 0 3

w iederholt 11 380 1,96 ±  0,03

m it S trom  e n tfä rb t 11 380 1,96 +_ 0,04

T A B E L L E  V

A n K B r-K rista llen  gem essene W erte  der A b tre n n u n g sarb e it

K ristall Nr. В n eV) Auf andere Weise erm ittelte Werte

l i 9 580 1,65 _+_ 0,03 1,68 E lek tronenbew eglichkeit, 
Sm aku la

12 9 750 1,68 _+ 0,03

13 9 620 1,66 _+ 0,04

14 14 380 2,48 _+ 0,04 2,49 Phosphoreszenzem ission, 
Roos

5 15 970 2,75 +. 0,04 2,74 Phosphoreszenzem ission

12 15 750 2,71 +_ 0,04

e n tfä rb t 15 860 2,74 +. 0,04

13 16 550 2,85 +_ 0,06 2,85 Phosphoreszenzem ission

e n tfä rb t 16 550 2,85 +_ 0,07
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B) KBr-Kris ta l le .  E in  Teil d ieser K rista lle  s ta m m t aus dem  Physikalischen 
I n s t i tu t  in  G ö ttingen , der R est w urde im  hiesigen In s ti tu t  k ü n stlich  aus der 
Schm elze gezüch te t u n d  ad d itiv  v e rfä rb t. D as den  E -Z en tren  en tsprechende 
A b so rp tio n sm ax im u m  b e trä g t 630 mu. —  1,97 eV. I n  Tabelle IV  sind  die den 
/'’-Z en tren  en tsp rech en d en  W erte  der A b tren n u n g sa rb e it zusam m engefasst. 
D ie  K ris ta lle  N r. 13 u n d  N r. 14 w urden  nach  d er M essung m it S tro m  en tfä rb t 
u n d  n ach  der E n tfä rb u n g  neuerd ings M essungen an  ihnen du rchgefüh rt. Bei 
d iesen  e n tfä rb te n  K ris ta llen  verlau fen  die van fH o f f s c h e n  G eraden  parallel zu 
d en  G erad en ’der v e rfä rb te n  K rista lle , w ährend die W erte  der spezifischen L eit
fäh ig k e it geringer sind . An den  en tfä rb ten  K ris ta llen  ergeben sich dieselben

G rössen fü r  die A b tren n u n g sa rb e it wie an den v e rfä rb ten . T abelle У  zeigt eine 
Z usam m enfassung  v o n  anderen  W erten  fü r die A b tren n u n g sa rb e it. E iner von 
diesen  en tsp rich t dem  D oppelten  d er von Sm akula  e rm itte lten  A ngabe, also 
2 x 0 ,8 4  == 1,68 eV. A ndere W erte  w ieder s tim m en  m it A ngaben  überein, die 
Roos  d u rch  Phosphoreszenzem ission e rhalten  h a tte .  Die e n tfä rb te n  K ristalle  
v e rh a lte n  sich auch  h ie r wie die v e rfä rb te n  : die G rösse der an ihn en  festgestellten  
A b tren n u n g sa rb e it is t  gleich der an  v erfä rb ten  K rista llen .

C) KCl-Kristal le.  E in  Teil d ieser K rista lle  s ta m m t gleichfalls aus G öttingen, 
wo sie auch  v e rfä rb t w urden. D er andere T ed  w urde  hier aus d er Schmelze 
g ezü ch te t u n d  a d d itiv  v e rfä rb t. D er den F -Z entren  en tsprechende W e rt b e träg t 
564 m u  •— 2,19 eV. D ie E rgebnisse sind in  T abelle  V I zusam m engefasst und  
a u f  A bb . 1 u n d  2 d a rgeste llt. In  T abelle V I können  ebenfalls die den  F-Z entren  
en tsp rech en d en  W  e rte  gefunden w erden  sowie auch  das Ottmersche N ebenm axim um  
(E '-Z e n tre n ), das in  m anchen  F ä llen  neben den E -Z en tren  lieg t. Des weiteren
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sin d  d o rt auch  W erte  angegeben, die von  anderen  F o rsch ern  e rm itte lt w urden  [12 ]. 
K ris ta ll N r. 15 w u rd e  m it S trom  e n tfä rb t. N ach  neuerlicher M essung ergab 
sich bei ihm  w iederum  der dem  F -Z en trum  en tsp rechende W ert.

T A B E L L E  VI
A n K C l-K rista llen  gemessene W erte  der A btrennungsarbe it

K r is ta l l  N r . В В  ( in  eV) A u f  a n d e re  W eise  e rm i t te l t e  W e rte

9 9 010 1,55 1,52 A bsorptionsm axim um , Ottmer, Seitz, 
M olnár

w iederholt 8 850 1,52

w iederholt 8 850 1,52

10 8 850 1,53

8 10 000 1,72 1,70 A bsorp tionsm axim um , P ick

10 10 000 1,72 1,71 A bsorp tionsm ax im um , Seitz , M olnár

3 10 850 1,87 1,86 A bsorptionsm axim um , Seitz , M olnár

9 10 750 1,85

15 10 750 1,85

3 10 550 2,07 2,05 Phosphoreszenzem ission

3 12 560 2,16

8 12 430 2,14 2,19 A bsorp tionsm axim um  der /'’-Zentren

9 12 750 2,20

w iederholt 12 630 2,18

15 12 540 2,16

w iederholt 12 650 2,18

en tfä rb t 12 630 2,18

dies w iederholt 12 630 2,18

8 15 220 2,62 2,63 Phosphoreszenzem ission

15 15 260 2,63

w iederholt 15 300 2,64

3 16 660 2,87 2,87 Phosphoreszenzem ission

Gyulai  [6 ] e rh ie lt bei solchen en tfä rb ten  K ris ta llen  gleichfalls derartige 
W erte  : 12 500 2,16 eV, 12 780 2,20 eV. A usserdem  fand er noch  Grössen,
die sich auch  bei v e rfä rb te n  K rista llen  ergeben : 11 9 8 0 ^ 2 ,0 6  eV, 15 32 0 ~ ' 
2,64 eV.
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Die M essungen w urden  im  I n s t i tu t  fü r  E x p erim en ta lp h y sik  d er T echni
schen  U n iv e rs itä t, B u d ap est, du rch g efü h rt. E s soll h ier dem  D irek to r des 
In s ti tu te s , P ro f. Z . Gyulai ,  der b este  D an k  fü r sein  freundliches In te resse  und  
fü r  seine w ertvo llen  R atsch läg e  ausgesprochen  w erden .
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ЭЛЕКТРОННАЯ ПРОВОДИМОСТЬ В ЦВЕТНЫХ ЩЕЛОЧНО-ГАЛОИДНЫХ

КРИСТАЛЛАХ 

И. Борош и 3. Шибальски 
Р е з ю м е

1. Измерялась проводимость окрашенных кристаллов NaCI, КВг и КС1 в зависи
мости от температуры. Для всех видов кристаллов получены значения температурных 
коэффициентов, соответствующие центрам F. Следовательно, можно установить, что у 
полупроводников мешающие термы могут быть определены электрическим способом.

2. Наряду с центрами F получены и величины энергии, которые могут быть полу
чены на основе оптических измерений (абсорбция, эмиссия фосфоресценции).

3. Зависимость проводимости от температуры в большинстве случаев может быть 
представлена ломанными прямыми, где места перелома образуют острый угол.

4. У кристаллов NaCI наряду с центрами F и F‘ получены величины, которые, 
соответствуют четырем абсорбционным максимумам абсорбционных измерений, прове
денных Дьюлаи на синей каменной соли.

5. У кристаллов, обесвеченных током, могут быть также получены соответству
ющие центрам F величины.

6- Ввиду совпадения данных оптического и термического выделений электронов, 
необходимо поставить вопрос, не проще ли толковать электрическую проводимость 
кристаллов также с электронной теорией? Измерения проводились в Эксперимент
альном физическом институте будапештского Технического Института.
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The p resen t a rtic le  gives a  generalized d e riv a tio n  of th e  G -equations w hich w ere g iv en  
in  a  m ore special form  previously. In  th e  second p a r t  o f  th e  p ap er i t  is show n  th a t  m an y  k n o w n  
resu lts of th e  cascade th eo ry  —  includ ing  resu lts  concerned  w ith  th e  l a te ra l  spread o f show ers —  
can  be sim ply o b ta ined  from  th e  generalized G -equations.

Introduction

§ 1. T he electron-pho ton  cascades discovered am ong cosm ic rays p re se n t 
an  in terestin g  ty p e  of stochastic  process an d  m uch w ork h as  been done in  th e  
la s t fifteen  years developing th e  th eo ry  o f these  cascades. T h e  physical aspects  
o f th e  problem  are re la tive ly  sim ple and  th e  problem  arising is ra th e r  a fo rm id 
able m ath em atica l problem  th a n  a physica l one.

T he m ethods em ployed are  sum m arized  in  Belenky's  book  [1 ] a n d  also 
to  some e x te n t in  m y own book [2 ] an d  b y  Rossi  and  Greisen [3 ].

R ecen tly  a tte n tio n  has been d raw n to  th e  fac t th a t  besides e lec tron -pho ton  
cascades also cascades of nucleons are im p o r ta n t ; th e  la t te r  cascades m u s t  be 
assum ed to  develop a t  f irs t inside single a tom ic nuclei, th e  m em bers o f such 
a cascade, em erging ou t of one nucleus, m ay  h it o ther nuc le i and  s ta r t  th e re  
new  cascades and  th u s  a com plex process m ay  arise.

In  th e  p resen t paper I  in ten d  to  g ive a general tre a tm e n t of cascade  
processes ; I  s ta r t  he re fro m  a som ew hat m ore  general aspect th a n  is done in  m ost 
tre a tm e n ts . This m ethod  I  have  developed a n d  published in  a num ber of p ap ers
[5], [6], [7 ], [8], [9] ; th e  m ethods are  n o t new  from  th e  p o in t o f v iew  o f  
s ta tis tic a l th eo ry , w h a t m ay be new  is th a t  I  show  th a t  these  w ell know n m eth o d s 
can be applied  in  qu ite  a stra ig h tfo rw ard  m anner to  th e  com plex cascade 
problem . T he p resen t p ap er gives th is  m ethod  and its  applications in a 
consisten t w ay, i t  contains besides som e resu lts  no t pub lished  previously.

Part I  

Definit ions

§ 2. W e tr e a t  th u s  th e  following ty p e  of stochastic  process. A p r im a ry  
partic le  falls on an  absorber an d  suffers collisions in  th e  course of its p assag e . 
As th e  re su lt of each collision th e  p rim a ry  itse lf loses en erg y  and gives rise
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to  secondaries in  each  collision. T he secondaries m ay be o f th e  same ty p e  as 
th e  p rim a ry  b u t  n eed  n o t necessarily  be so. I n  any  case a t  leas t some of th e  
secondaries a re  them selves cap ab le  of colliding inside th e  absorber and  th u s  
g ive rise to  te r tia r ie s  and so on. To fix  ideas w e m ention  th e  m ain ty p es of 
cascades we a re  concerned w ith .

1. Electron-photon cascade. T he p rim ary , say  an e lec tron , em its pho tons ; 
th e  pho tons a re  absorbed  giving rise to  e lec tron  p a irs  and th e  process continues. 
B esides th is  m a in  fea tu re  o f th e  elec tron -pho ton  cascade one has to  consider 
en e rg y  loss o f th e  electrons th ro u g h  io n iza tio n  and en erg y  loss of pho tons 
th ro u g h  C om pton  effect, w hich effects are im p o r ta n t for th e  n o t too energetic 
p a r ts  of th e  cascade . Effects o f  fu rth e r  processes of sm aller im portance  can of 
course also b e  ta k e n  care o f  in  th e  course o f  th e  calcu lation .

2. Nucleon cascade. P r im a ry  a nucleon ; on colliding w ith  a nucleon in  
a n  atom ic nu c leu s i t  loses energy  and  gives rise  to  a recoil nucleon . In  the  course 
o f  th e  collision one or p e rh ap s m ore th a n  one meson m a y  be em itted . T he 
m esons them selves in te rac t w ith  nucleons th o u g h  w eaker th a n  nucleons th e m 
selves.

In  th e  follow ing we shall n o t confine ourselves to  a n y  p a rticu la r ty p e  of 
cascad e , h u t  d ea l w ith  the  following m odel.

A p a rtic le  o f  energy E  m a y  suffer along a p a th  dx  a ca tastroph ic  collision 
i n  w hich i t  changes its  energy giving also rise  to  secondaries so th a t  th e  partic les 
(p r im a ry  an d  secondaries) a f te r  the  collision can be fo u n d  w ith  energies in  
in te rva ls

E ^ d E i  lEtydE^ ; • • • 5 E k,dEk .

T h e  p ro b ab ility  fo r th is to  h ap p e n  is

W k( E ;E ] ,E 2, . . . , E k) d E xd E 2. . . dE k d x .  (1)

Collisions of different m ultip licities m a y  occur in  a  cascade an d  th u s  
W k s fo r severa l values of к  h a v e  to  be g iven. W e note  t h a t  TF1(2?;.E1) refers to  
a collision in  w h ich  th e  energy  of th e  p rim a ry  reduces fro m  E  to  E 1 w ith o u t 
giv ing rise to  a  secondary. S uch  collisions do  n o t  co n tribu te  to  th e  developm ent 
o f a cascade a n d  have  to  he tre a te d  sep ara te ly . W e m ay occasionally  also m ake 
use  of a p ro b a b ility  W0(E)  signifying a process where th e  p rim ary  d isappears 
w ith o u t g iv ing  rise  to  secondaries.

The ab o v e  expression refers to  cascades of one ty p e  of partic le  on ly . 
T h e  p ro b a b ility  function  can  be  generalized easily to  cascades of m ore th a n  
o n e  ty p e  o f  p a r tic le . In  th e  la t te r  case th e  IF-function depends on th e  ty p e  
o f  th e  p rim a ry  a n d  also on th e  types of th e  secondaries. W e have thus

W k( E  ; ‘ 1 E k ; 1 • - - -, tk) dE± d E %• • • d k  k dx  (2)

w hich is th e  p ro b ab ility  th a t  a p rim ary  o f energy E  an d  ty p e  t gives rise to
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a secondary  of energy  E t ty p e  fj e tc . along a p a th  dx. The i’s c an  have ce rta in  
d iscrete  values t —  1 , 2 , . . . , IV corresponding to  N  types of p a rtic le s  occurring 
in  th e  cascade. (E . g. in  th e  electron-photon  cascade we m ay  p u t  t =  1 to  co r
respond to  an e lectron , and  t —  2 to  correspond to  a p h o to n .)

In  some cases one has to  consider a p a r t  from  the  ca ta s tro p h ic  collisions 
leading to  a b ru p t changes of energy  also a con tinuous ra te  o f  energy  loss g iven 
b y  sav

' d F
T x  0 (E ,t ) ,  t 1 , 2 , . . . ,  N ,  (3)

w here th e  variab le  t indicates th a t  th e  loss m a y  be d ifferen t fo r the various
ty p es of partic les occurring in  th e  cascade. T h e  loss of ty p e  (3) can  of course 
alw ays be included in  the  p ro b ab ility  expression (1), it is only  necessary  for th e  
purpose to  m ake th e  num erical v a lue  of W 1 v e ry  large for v e ry  small loss ; 
how ever, th is p rocedure  is o ften  inconvenien t an d  i t  is easier to  d istinguish  
betw een  processes (1) and  (3) in  th e  course o f calculation.

W e shall assum e a t  f irs t th a t  th e  secondaries proceed in  th e  sam e d irection  
as th e  p rim ary , th u s  we shall assum e th e  cascade to  be a  one-dim ensional 
process ; la te r  w e shall also deal w ith  the  p ro b lem  of la te ra l  spread.

§ 3. D ealing w ith  th e  ^ - fu n c tio n s  one m a y  assume th a t  one of the  second
aries is th e  p rim ary  itself. F ro m  th e  descrip tive po in t of v iew  i t  is som etim es 
sim p ler to  tre a t  th e  collisions as if  the  p rim a ry  did d isap p ear and  gave rise
to  en tire ly  new  partic les. H ow ever, we shall n o t  use this descrip tion  b u t we
shall alw ays assum e th a t  E j is th e  reduced en erg y  of the  p r im a ry , E 2 th a t  o f 
t h e ’’f ir s t”  secondary , E 3 th a t  o f t h e ’’second” secondary  etc. F ro m  the  physica l 
p o in t of view  th is m a y  be a fic titious d istinc tion , however, one m eets difficulties 
in  w riting  down th e  correct diffusion equations if  one does n o t  m ain ta in  th e  
ind iv id u a lity  of th e  partic les th ro u g h o u t th e  calculation. T h e  fac t th a t  th e  
p artic les are physica lly  ind istinguishable  is ta k e n  care of b y  th e  fac t th a t  W k 
is ta k e n  to  be sym m etric  w ith  re sp ec t to  th e  energies of th e  pa rtic le s  of eq u a l 
ty p e . A ccording to  th is  th e  p ro b ab ility  th a t  o u t  o f the к p a rtic le s  one should  
b e  n ear E v  an o th e r n ear E 2, e tc . is according to  our concep tion  given by

X  W k{E  ;E 15E 2, . . . , E k) -  k \ W k( E ; E l5E 2,
w

w here signifies sum m ation  over all p erm u ta tio n s of the energies E 15E 2, . . . ,  E k. 
(«)

F o r th e  sake of sim plicity  we shall use in  th e  following v ec to r n o ta tio n , 
thus w rite

E* fo r E x,E 2, . .  . ,  E k an d  t fc fo r  tj ,t2, . .  . , t k .

Sim ilarly
'E m for E l+1. E [+2, . . E m, m >  l

and
't m fo r  í ; + l , t /+2,.  ■ - , t m .
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T his ty p e  of n o ta tio n  will also be used fo r o ther q u a n titie s  in  a s im ila r w a y . 
W e denote  fu rth e r

d E l dE%. . . d E k =  dE*
and

d E i +x d E i +2- ■ ■ d E m =  d lEm.

A s th e  vecto rs E v and t  L occur alw ays to g e th e r, we m a y  deno te  them  to g e th e r 
b y  one sym bol, i. e. we shall w rite

Fk fo r E fe, tfc

an d  in  th e  case of one p a rtic le  only we w rite  F/,  signify ing a particle o f  ty p e  tf 
an d  energy E t.

In te g ra tio n  in to  th e  d ifferen tia l d F k should  be u n d ers to o d  to  be in te g ra tio n  
in to  dE k and  sum m ation  over all possib le values of t ' .  Using th is  n o ta tio n  
we shall w rite

fFk( F ; F k) d F k dx (2a)

in s tead  of th e  expression (2) and

f = - 0 ; D  (3a)

in s tead  of (3), and  we den o te

N  N  N  со  oo

j  a( F*) dF* =  X  E  ■ • • E  j  • • • J  «(Ffc) dEx d E z . . . d E k .
F  к  i?.=  1 ,k  —  1 0  0

Distribution functions

§ 4. A  cascade can be  described b y  a p ro b ab ility  d istribu tion

Ф { Е л  ;E fc,tfc ; x) o r <X>(F;Fk ; x ) ,  (4)

w here Ф is th e  p ro b ab ility  for th e  follow ing process to  happen  ; a cascade is 
in itia te d  b y  a p rim ary  of energy  E , ty p e  t, and after h av in g  passed a d istance 
x  th e  cascade contains ex ac tly  к p artic les ; the  first p a r tic le  having a n  energy 
i>Ex being of ty p e  i,, th e  second an  en erg y  i>E2 be ing  o f  type  t2, ■ ■ ■ th e  last 
an  energy > i ? k of ty p e  t k.

T he functions Ф w ith  all possible num bers of en e rg y  variables give a full 
descrip tion  of th e  cascade process. N evertheless it  is usefu l to  in tro d u ce  an 
even m ore general d is trib u tio n . For th is  purpose we consider к energy in te rv a ls  
each  corresponding to  a specified ty p e  o f  particle :

S 1,S 2’ , " , S* )  deno ted  S k .
11? 2̂’ • • * i *k '
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T hese in te rv a ls  need n o t be connected ones, and  th ey  m a y  or m ay n o t overlap 
each o th e r ; th e  i’s need  n o t be all d ifferen t, nor need th e y  con ta in  all possible 
ty p es of partic les. W e shall, as before, denote

^ /+ 1 ' ^ l+ 2 f  • I 1 ,\ b y  'S m, m >  l ■
" l -т 1? ‘ /4- 2-) • • • •> *m *

T h e generalized definition of Ф will th u s  be

<2>(F;S*;x). (4a)

T he la t te r  q u a n tity  expresses th e  p ro b ab ility  th a t  a p rim ary  F,  i. e. a partic le  
o f an  energy E,  ty p e  t, gives rise to  a cascade w hich, a t  a d ep th  x  con ta ins

I  3 3 4 5 S 7 в S ю sub-families

\ I .1 1 1,
^-family. 2 ndfamily

Fig. 1. Scheme of the development of a shower (collisions leading to one secondary only).

exac tly  к partic les. T he first of th e  partic les to  be of th e  ty p e  tx and to  be found 
inside th e  in te rv a l S v  th e  second partic le  to  be of th e  ty p e  t2 and  to  be  found 
in  th e  in te rv a l S2, . . . th e  fc’th  partic le  to  be of th e  ty p e  t k and  to  be  found  
in  th e  in te rv a l Sy.

E q u . (4) is a special case of (4a). T h e  expression (4) is ob tained  from  (4a) 
if we specify Sfc to  co n ta in  th e  following к  in tervals :

Sr =  (E i, со), S 2 =  ( E 2, o o S k =  ( F k , со) .

§ 5. The function  Ф so defined m akes explicite use of a labelling o f th e  
p a rtic le s . I t  is qu ite  im m ateria l w hat k in d  of labelling we use ; how ever, we 
have  to  in troduce  one w ay  of labelling an d  th en  to  s tick  to  i t  so as to  avoid  
am b ig u ity  in  th e  course of th e  calcu lations. The following labelling, illu s tra te d
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in  F ig . 1 and  F ig . 2, will be alw ays adop ted  below . W e label th e  partic les found  
in  a  given cascade a t  a definite d e p th  x,  m aking  use of th e  h ie ra rch y  of p rod u c tio n .

No. 1 is th e  p rim ary , th e  p rim a ry  a fte r  an y  of its  collisions is being ta k e n  
to  be the  p a rtic le  corresponding to  the  first com ponent o f th e  vecto r F £ in  
W k(F;  F  ). T h e  fu n c tio n  W k is a function  o f к  -j- i d iscrete variab les t ; i1? 
a n d  of /с  ~ p  1 con tinuous v ariab les E ;E L, . . .  , E k. The values o f W k for t tx 
correspond, accord ing  to  our defin ition  of th e  p rim ary , to  such  a collision w h ere  
th e  ty p e  of th e  p rim ary  changes from  t to  tv  Collisions w ith  change o f ty p e  
o f th e  p rim ary  m u s t be assum ed e. g. in  th e  case of p a ir  p rod u c tio n , w here a  
p h o to n  p rim ary  gives rise to  tw o  electrons b u t  no p h o to n  rem ains. T hus fo r  
th e  purpose o f labelling  we h av e  to  denote th e  one of th e  electrons of th e  p a ir  
as th e  p rim ary .

/  г 3 t  5 s 7 8 9 to fr а. в  M U № sub fom/ies

7 7  i \ 7  1 M  i.
fam ilies!* ^  T *  3rd i '4

F ig . 2. Schem e of th e  dev elo p m en t o f  a  show er (m ultip le  collisions).

I f  th e  cascade contains m ore  th a n  one p artic le  th e n  we h av e  to  p roceed  
w ith  th e  labelling . W e sp lit fo r th is  purpose th e  partic les o f th e  cascade in to  
a  n u m b er of fam ilies according to  th e  secondaries arising o u t of th e  first c a ta 
s tro p h ic  collision of th e  p rim ary  w ith  m u ltip lic ity  larger th a n  one. Supposing  
th is  collision gave  rise to  /с> 1  partic les  ; each  o f these к  partic les  (which inc lude  
th e  p rim ary) can  be  regarded  as th e  p rim ary  o f a secondary  cascade. Suppose 
now  th a t  th e  fam ily  of the  p r im a ry  has n x p a rtic les , th a t  of th e  first secondary  
n 2 partic les, . . . t h a t  o f th e  la s t secondary  n k partic les. W e labe l now  th e  p r im a ry  
w ith  1, reserve th e  labels 2 to  n 1 fo r th e  rem ain ing  partic les of th e  first fam ily . 
S im ilarly  we lab e l w ith  n j- j- l  th e  first secondary  and  reserve th e  labels re j+ 2  to  
n 2 fo r the  re s t o f th e  second fam ily . A nd so on. Those fam ilies w hich contain  one 
p a rtic le  only are  th u s  com pletely  labelled. To d is trib u te  th e  rem aining labels 
w e repeat th e  procedure  several tim es as follows. Suppose e. g. th a t  th e  first 
fam ily  con ta ined  several partic les. T hen we consider th is  fam ily  by  itse lf as
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a com plete cascade, subdiv ide i t  in to  fam ilies and  label th e  first m em ber o f  
each fam ily . Those sub-fam ilies w hich co n ta in  m ore th a n  one partic le  h a v e  
to  be subdiv ided  again, th e  process m ust go on u n til on ly  fam ilies con ta in in g  
one partic le  only rem ain . This seem ingly com plicated  labelling  is illu s tra te d  
in  Figs. 1 an d  2.

T he labelling so described gives a classification of cascades in  a un ique  w a y . 
The various fam ilies, sub-fam ilies, etc. here  in troduced  characterize  in  fa c t 
cascades of a q u a lita tiv e ly  d ifferent m ode o f developm ent, th e  com plication  
in  the  labelling is a consequence of th e  com plexity  of th e  phenom enon.

A lthough th e  functions Ф here in tro d u ced  can be de te rm in ed  successively 
(see § 9, 10), it  w ould be qu ite  a hopeless ta sk  to  tab u la te  th e m  because o f th e  
large num ber of variab les involved, b u t even if  —  in form  of an  encyclopedia —  
such a ta b u la tio n  w ould  succeed i t  w ould con ta in  a com plete ly  ind ig estib le  
m ateria l an d  would th u s  be en tire ly  void of in te rest. T he q u an titie s  w hich  are  
of physical in te re s t are  certa in  m om ents and  averages b u ilt o u t of these functions.

The real problem of  the cascade theory is f i r s t l y  to select such moments of  the 
actual distributions which are of  real interest, and  secondly to develop methods o f  
determining the so selected moments through a m in im um  of  computational work  
and in any  case without the need of  explicite evaluation of the distributions themselves.

Dif fusion equations

a. O n e  - p a r t i c l e  d i s t r i b u t i o n
§ 6. W e derive in  th e  following explicite  expressions fo r the  Ф’в. T he 

expressions can  he ob ta in ed  successively s ta r tin g  w ith  one-partic le  cascades 
and  proceeding to  tw o-, th ree-, etc . partic le  cases. W e derive first th e  d iffusion  
equations for 0 ( F ; S1;*), i. e. th e  p ro b ab ility  th a t  along a p a th  x  no secondaries 
are given rise to , b u t  th a t  th e  energy of th e  p rim ary  a t  th e  d ep th  x  is to  b e  
found in  an  in te rv a l S 1 an d  th a t  i t  is of ty p e  tv

The ra te  of change of th e  p rim ary  energy  is given b y  eq u a tio n  (3) i f  we 
consider continuous loss only. For th e  m om ent we exclude ca ta s tro p h ic  collisions 
w hich do n o t give rise to  secondaries, th u s  we p u t W i ( F , F ' )  — 0. T herefore  
th e  energy of th e  p rim ary  a t  a d ep th  x,  p rov ided  no ca tastro p h ic  collision 
has tak en  place, is F(x) ,  where

x
г d b '  

1 ; ° ^  ‘
(5)

I f  no ca tastroph ic  collision has tak en  place in  th e  in te rv a l 0 to  x ,  th e n  th e  energy  
o f  th e  p rim ary  is necessarily  F(x)  an d  we m a y  therefore w rite

0 ( F ; S 1;x)  =  A(Ftx) ;  S1) <p{F,x), ( 6)
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w here

A ( F ' ;  S’) 11
if  E' is in s id e  Sj 

o th e rw ise .
and t — t',

<p(F,x) is th e  p ro b ab ility  t h a t  no  ca ta s tro p h ic  collision h as  tak en  place. T he 
p ro b ab ility  fo r th e  first such collision to  ta k e  place in  th e  in te rv a l x, x  -f- dx  is

<x{F(x)) (p{F,x)  d x  (7)
w ith

“ ( * " ) = £  J  W k( F '  ;F fc) d ¥ k.
k > 0  F *

E xp lic ite ly  we m ay  w rite

N

a ( E ' , t ' ) = X  Z
к i, ........ í4= l  E* *

W e have th e re fo re  w ith  help  o f (7)

a n d

T hus

9 < p (  F,x)  
dx

= — a(F(x) )  <p(F,x)

cp(F,x) =  exp I
I J a{F(x ' j )  dx'

r

Ф(Т^; S1; x) =  A(F (x ) ; S1) ex p J a(F(x ') )  d x 1 
о

( 8)

( 9 )

I n  the  p a r t ic u la r  cases 0 ( F )  —  0, w here th e  loss of energy is only ca tastroph ic , 
we have F(x)  =  F  and  th u s

0 ( F ;  S1 ; ж) =  A(F,  S t) ex p  { — а(Е )дс} .

T h e  expression  for ® (E ;S X;x)  is m ore com plicated  if  w e adm it ca tastro p h ic  
collisions w ith o u t p ro d u c tio n  of secondaries ; we shall deal w ith  th is problem  
presen tly .

§ 7. C onsidering ca ta s tro p h ic  collisions w ithou t p ro d u c tio n  of secondaries, 
w e o b ta in  a d iffusion eq u a tio n  for the p rim a ry  energy as follows. The p ro b ab ility  
th a t  th e  firs t collision occurs in  the  in te rv a l -f- d£  lead in g  to  a final energy 
(including ty p e ) in  th e  in te rv a l F 1, F 1 +  d F 1 is given b y

<p( F ,g)  fFj( F ( f ) ; F 1) d F 1
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To get th e  p ro b ab ility  of a s ta te  w here th e  final energy is inside th e  in te rv a l 
Sj (of ty p e  tj) we h av e  to  add  th e  probab ilities fo r all those (exclusive) processes 
w hich  lead  to  th is  specified final s ta te . F o r th is  purpose we h av e  to  add  th e  
p ro b ab ilities  of processes w here th e  first collision occurs in d ifferen t in tervals  
d£ , fu r th e r  for each d£ th e  cases w here th e  in te rm ed ia te  energy  is in  various 
in te rv a ls  d F '  an d  finally  we have  to  add  th e  p ro b ab ility  fo r th e  tran s itio n  
to  tak e  place without  collision. W e have thus

0 ( F ; S l ;x )  =
X

=  y ( F , x )  A ( F ( x ) ; S1) +  f  j  cp(F,  f )  W J F f a F ' )  0 ( F ' ; S1; * -  d F ' .  (10)
0  F’

T h e  in teg ra tio n  over F '  includes also sum m ation  in to  th e  N  possible values of t ' .
From  th e  above equation  0 ( F ; S1;*) can  be determ ined  b y  num erical 

in te g ra tio n . Indeed , first we n o te  th a t  0 ( F ; S^O) =  A ( F ; S1). F u r th e r  suppose 
th a t  0 ( F ; S 1;x') is a lready  know n num erically  fo r th e  in tervals 0 == E '  < E  fo r 
all values of t and  0 =s x  x,  th e n  we can determ ine  0 ( F ' ; S 1;x -(- h) from  (10) 

Iw ith  an  error of th e  o rder of h 2, p rov ided  we p u t  u n d e r th e  in teg ra l app ro x im ate ly

0 (  F ' ; S1 ; x ’) 0 ( F ' ; S1 ; x) fo r x  h ^  x ’ ^  x .

T hus using sufficiently  sm all steps, we can determ ine  Ф for all values o f x  
and  F.

T h e  eq u a tio n  (10) can he rew ritten  in to  a som ew hat m ore conven ien t form  
provided

0 ( F )  =  0 ( E j k )  =  ß  =  c o n s t.

ß = ß v ß 2, . . . , ß k . (11)

In  th e  la tte r  case we have

F ( x ) =  F  — ß F x  ,

w here  F  =  E , t  a n d  ß F is th e  ra te  of con tinuous loss suffered b y  th e  particles 
of ty p e  t. T hus th e  above equa tion  stands for N  equations, according to  th e  N  
possible values of t an d  th u s of ß  F.

F u rth e r
(p{F,£) =  a ( F  — ß Fx ) / a ( F ) ,

w here
Í E>

a(F ')  —  ex p  ! - L  \ a ( E \ t ' ) d E "
\ P P ' i

t' is th e  ty p e  of p a rtic le  to  w hich F' — E', t '  refers. M ultiplying now  (10) w ith 
a(F) ,  we have

(c a rb itra ry )  ,

3 Acta Phyeica II/4
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a ( F )  0 ( F ; S1 ;#) =  a ( F —  ß Fx) A ( F —  ß Fx ; S1) +
X

+ J J «(F  -  ß P$) W,(  F - ß PS , F ' ) 0 ( F , i S ^ i x - S ) d £ d F t . (12)
0  F'

W e n o te  th e  id en titie s

( 1  +  е - т Ь ) А ^ - ^  =  °
an d

X

+ Pr i t )  J B(x ~£)  dfc = ^(F) В(*),
О

w here A  and  В  are sufficiently w ell-behaved  functions. A pplying th u s  th e
Э Э

o p e ra to r  —---- \~ ß f  ттгл to  b o th  sides o f (12) we h av e
ox  o r

H c +  P f Wf )  а ( р ) ф (р ^ 1-’х ) =  \ < F ) W 1( F , F ' ) 0 ( F ' - , S 1; x ) d F ' ;
F'

b y  definitions of a(F)  and  a (F )  we h av e

ß F ~ ~ Т Г  =  a ( F )  a ( F ) .
o r

T hus d iv id ing  th e  above equation  b y  a(F)  we find

( ^ c + ß F ^ P  +  a ( F )")0 ( F ; V - , x ) =  ^ W 1( F , F ’) 0 ( F ' ; S í ; x ) d F ' .  (13)
F‘

E q u a tio n  (13) is som ew hat sim pler th a n  (10).
W e n o te  (as m en tioned  in  a sim ilar case before) th a t  in  case of N  d ifferen t 

ty p es of partic les (13) rep resen ts a system  of N  sim ultaneous eq u a tio n s. The 
equa tions are  o b ta in ed  separa te ly  b y  in serting  for F  its  com ponents E ,  t, w ith  
t =  1 ,2 , . .  , , N  successively and  sim ultaneously  in serting  for ß p  its  corresponding  
com ponen t.

In  th e  following we shall need th e  p ro b ab ility  density  corresponding to  
Ф (Е ;S1;*) w ith  respect to  th e  final energy. W e shall deno te  the  la tte r  Ф P’( F . F ' , x ) 
th u s

O p \ F , F ' , x ) d F '

is th e  p ro b ab ility  to  find a t  the  d ep th  x  th e  p rim ary  in  th e  in te rva l F ' , F r -f- d F ' . 
This den sity  fu nc tion  m ay  n o t alw ays exist everyw here, as th e  sh a rp  v alue
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of th e  p rim ary  energy gives rise to  a singularity  th ro u g h o u t th e  cascade. H ow 
ever, th e  above d en sity  will alw ays be used in teg ra ted  over F in  such cases 
we can  always m ake use of th e  following su b s titu tio n

j  <X>Pi F , F ’, x ) f ( F ' ) d F '  =  [cP ( F , F \ x )  d F ' .

b. k - p a r t i c l e  d i s t r i b u t i o n

§ 8. The tw o-partic le  d is trib u tio n  can be d irec tly  derived from  th e  one- 
p a rtic le  case as follows. W henever a cascade ends w ith  tw o  partic les, th e  p rim ary  
has to  trav e l a ce rta in  d istance f  <  x  w ithou t p rodu c tio n  of secondaries, suffer 
a collision in  the  in te rv a l -|- d £ , w here i t  gives rise to  its  first secondary , 
and  b o th  p rim ary  and  secondary  h av e  to  proceed w ith o u t fu rth e r  c a ta s tro p h ic  
collision leading to  secondary  p roduction . The p ro b ab ility  for th is  to  h ap p en  is

O f \ F ,  F 1, £) W 2( F ' ; F 2) Ф ( F , ; ®S*; * -  f ) Ф( F 2 ; JS2 ; * -  f ) d£ d F 1 d F 2,

w here i t  is supposed th a t  the  collision reduces th e  p rim ary  to  an  energy  inside 
th e  in te rv a l F v  d F v  gives rise to  a secondary in  th e  in te rv a l F *  d F 2 and  th e  
final cascade falls in to  th e  in te rva l S2. A dding th e  probab ilities fo r th e  v a rious 
—  exclusive —  processes w hich each lead to  th e  sam e final s ta te , we find

® ( F ;  S2;*) =

I' I' \ 0 f Í F , F ' , € ) W 2<F'-,FZ)O(Fi ; «S ' ;x - £ ) Ú > ( F 2; 'SZ; x - £ ) d F ' d F 4 £ .  
о f -'f 2 (14)

In se rtin g  solutions o f (10) for th e  expression 0 f . ( F , F '  ,x) and  0 ( F ; S 1;x),  we 
o b ta in  th u s  an  explicite  expression for 0 ( F ; S 2;x).

§ 9. The recursion can be con tinued . In  th e  sim plest case, w h ere  each 
collision is supposed to  lead  to  ex ac tly  one secondary  on ly  besides th e  p r im a ry  ; 
i. e. W k - 0 for к !> 2, we have th e  following recursion  ;

0 ( F ;  S * ;* ) =
X

\ 0 F'(F, F ' , £ ) W 2( F r ;F2) 0 ( F , ; ° S ‘ ; -  £ ) 0 ( F 2 ;'S^ -  £) d F 2d F 'd £  .
/=1 O F ' Fa (15)

W e note  th a t  every  cascade contain ing  к partic les can un iquely  be b ro u g h t 
in to  one of th e  к —  1 ty p es  occurring under th e  sum  in (15) ; th u s  we h a v e  
coun ted  each possible ty p e  once an d  only once. Once th e  so lu tion  o f (10) is 
know n, (15) provides a fu ll recursion and  we can th u s  in  princip le w rite  dow n 
exp lic ite  expressions fo r all 0 ' s .  C arry ing  ou t th is p rocedure one finds th a t  th e

3
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n u m b er of te rm s increases so rap id ly  w ith  increasing v a lu e  of к  th a t  these  explicite 
expressions becom e q u ite  useless. W e n o te  th a t  th e  m an y  te rm s in  such explicite 
expressions co rrespond  to  th e  m an y  ty p es of possible fam ilies, w hich  lead to  
a  specified final d is trib u tio n  ; th is  is illu s tra ted  b y  an  exam ple in  Fig. 1.

§ 10. In  com plete analogy to  th e  recursion (15) w here we have considered 
on ly  collisions lead ing  to  one secondary , we m ay w rite  dow n th e  general recursion 
fo rm ula . W e h av e  th u s

X V  1

I' f \<I>P. ( F , F ' , £ ) W U{F'-F>) n O ( F i ; k'Sk ‘+ ' ; x - £ )
0 F '  F v 1 = 0

d F ' d ¥ v d£ ■, к » 2 . (16)

I f  we w an t to  inc lude  also th e  case к  =  1, i. e. collisions w ith o u t p roduction  
o f secondaries, th e n  w e can group th e  showers accord ing  to  th e  firs t ca tastroph ic  
collision in  th e  in te rv a l dg , w h e th e r or n o t th is  collision gives rise to  secondaries, 
th u s  we h av e

0 ( F ;  Sk ;x )  =

У. Z
v = 2  0 =  k < k  < k  < . . .

• .< к у —i< V = *

<2>(F;S*;*) =  A ( F ; S k) <p(F,x) +
к x  v—l

+  Z  Z  j  I <p(F,£)Wv(Fl§) i 'Fv) П  0 ( F v ;k,Sk ‘+1 ; x —g)dFvd g .
v=\  0 = к < к < . . . 0 F» 1 = 0 (17)

. ° . . < \  =  к

I n  th e  la t te r  expression we tak e

4 ( F ; S k) =  { J
i f  к =  1, E  in side a n d  t =  
i f  one ore m ore of th e  above 
co n d itio n s  are n o t sa tis f ie d .

J u s t  as in  th e  case of th e  one-partic le  cascade, th e  in teg ra tio n  in to  x  
c an  be  e lim in a ted , p ro v id ed  0 ( F )  =  ß p .  As th e  re su lt of a sim ple calculation 
w e find

( i í  +  'í'’ á ? + “(F)) ® (r;S‘ ;*> =
к  v __j

=  y  Z  Í ^ „ ( F j F " )  Я  0 ( F v ;k,Skl+l ix )  dF>.
•' 1=0 

v = l  0  =  k0<k1< . . . F v
• • • <kv_ 1<kv = k

T h e la t te r  eq u a tio n  rep resen ts again  a system  of N  equations, th is  system  can, 
a t  least in  princ ip le , be solved b y  step  b y  step  in teg ra tio n  in to  x.
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c. D i s t r i b u t i o n  o f  u n s p e c i f i e d  n u m b e r  o f  p a r t i c l e s

§ 11. W e proceed to  determ ine th e  probab ilities th a t  in  each o f th e  
in tervals S x, S 2, . . . ,  S A th e re  should be a specified n u m b er of p a rtic le s . In  each  
in te rva l Si  we consider only  partic les o f ty p e  t;. We th u s  consider th e  p ro b ab ility

Y ( F ;  S * ; p ; * ) ,  (18)

where p  s tands for th e  к  non-negative in tegers

P 11P 2 •> • • • iPk-

W is th e  p robab ility  th a t  th e  p rim ary  of energy E  ty p e  t has given rise to  ex ac tly  
p i  partic les (of ty p e  t t) in  th e  energy in te rv a l S/; l =  1, 2, . . . ,  k.  W hen  dealing  
w ith  th e  d is trib u tio n  (18), i t  is convenient to  choose th e  in te rv a ls  S j,S 2, . . . to  be 
non-overlapping  and  so th a t  th e y  to g e th e r fill th e  w hole of th e  accessible in te rv a l 
o f energies. Thus th e  in te rv a ls  should  be so chosen th a t  a partic le  of an y  ty p e  
t/ and  o f an y  energy E 1 should belong to  one and on ly  one of th e  in te rv a ls  S k.

So as to  get th e  diffusion equations for the  W ,s we have to  express th ese  
q u an tities  in  term s o f th e  Ф ’в considered fu rth er above. F o r th is  p u rpose  we 
consider all possible sets o f in tervals  w hich  can be b u ilt  up  of th e  fixed in te rv a ls

T hus we consider a fixed vecto r Sk and  build  ou t of its  given com ponents a new  
vecto r in  th e  following w ay  ;

T a  =  ( S « 1, 5 e s , . . . , S « i4) ,

w here each of the  a v’s can tak e  up th e  values 1,2,. . . ,k.  F o r a fixed SA (co n ta in 
ing exclusive in tervals  only), a t a fixed d ep th  x,  ev e ry  ac tu a l show er u n iq u e ly  
corresponds to  one of th e  set of in te rv a ls  Т а . In d eed  consider a show er w hich 
a t  th e  d e p th  x  con ta in s ц  partic les, th e  first in  th e  in te rv a l S a , th e  second 
in  th e  in te rv a l S a2, . . . . ,  th e  last in  th e  in te rv a l S a ^ , th e n  th e  w hole of th e  
show er can  be said to  be  in  th e  generalized in te rv a l Т а  w ith  a  =  a v OL2, . . . ,</„.

T he p robab ility  for a show er s ta r te d  b y  a p rim ary  F  to  be a t  th e  d e p th  x  
in the  in te rv a l Ta is 0 ( F ; T a ;x) . W e in troduce  now  a generating  fu nc tion

G ( F ; S k ; x  ;u )  =  u„<2>(F;T« ;x )  ,
а

w here

u  =  uv u 2, . . . ,uA 

are к independen t v ariab les and

u a  —  u a.i u a.2 ■ • • u a ^

is a p ro d u c t bu ilt o f th ese  v ariab les.

(19)

(201
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F o r a fixed  v ec to r a  we can collect in  th e  p ro d u c t (20) all tho se  w ^ ’s w hich 
are  equal u 15 th e n  we can collect tho se  w hich are equal to  u2 and  so on. Thus we 
can  alw ays rea rran g e  (20) to  read

If — 7 Pl ,,P2 M qí ----  l^-l W () .
pk

th u s  in  th is  w ay  to  every  a  th e re  corresponds a v ec to r p. O f course there  are in  
genera l v e ry  m a n y  d ifferen t a -v ec to rs  corresponding to  th e  sam e p-vector. 
T h is  correspondence has th e  fo llow ing clear significance :

E a c h  final s ta te  of a show er corresponds to  one а -vecto r, as already 
exp lained . All tho se  d ifferen t а -s ta te s  w hich belong to  th e  sam e p -vecto r have in 
com m on th a t  th e  Т а  in te rv a l v ec to r has exactly  p 1 S j-com ponents each con ta in 
ing  one p a rtic le  o f ty p e  tx, i t  has p 2 S2-com ponents each con ta in ing  one particle 
o f  ty p e  i2, . • • ao d  finally i t  has p k S/(-com ponents each conta in ing  one partic le  
o f  ty p e  tk . T h u s  all the  s ta te s  belonging to  th e  sam e p-vector h av e  exactly  p l 
p artic les of ty p e  t, in  S x, p 2 pa rtic le s  of ty p e  t2 in  S 2, . . .  finally  p k partic les of 
ty p e  tk in  S k . W e see th u s  w ith  help  of (18)

£ и „ Ф ( Е ; Т « ; * )  =  u p W ( F ; S « ; V ; x ) ,  (21)
(p)

w here th e  sum  has to  be ex ten d ed  over all those а -vectors w hich belong to  th e  
sam e p-vecto r. T he genera ting  fu n c tio n  defined in  (19) can th u s be  expressed as

G ( F ;  S* ; * ; « ) =  £  u p W ( F ;  S* ; p ;* ) . (22)
P

T h e  su m m atio n  has to  be ex ten d ed  over all possible values of th e  vector p i. e.

E
(p) P i ’ P 2 ..........Pfc =  0

W ith  help o f th e  genera ting  fu n c tio n  m om ents of th e  d is trib u tio n  can  be derived 
in  the  u su a l w ay .

§ 12. T h e  diffusion eq u a tio n  for th e  genera ting  function  can  be derived 
from  (17) im m ed ia te ly . Indeed , in tro d u ce  in  (17)

Ta  in s te a d  o f Sfc,

fu r th e r  in tro d u ce  th e  vectors

a( l,m)  =  ( а /+1, а /+2, . . . ,  a m) , l < m .

T hen  'Sm occurring  in  (17) can be replaced by  T a(ij m)
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W e m ultip ly  now eq u a tio n  (17) w ith  ua', if  a. has /x com ponents, we m ay

w rite
u ol —  u a ( k a , k \ )  • • u a \ k v _ ^ ju .)  •>

w here the  к ?s are integers obeying

0 — k 0 <7 k-̂  k% • • * kv—j ^  k v —

and  the resu lting  equation  can he w ritten

U a O ( F ; T a ;x)  =  ua (p(F,x) A(F(x)  ;T„) +
[X X v — 1

+  £  E  $  $ < p ( F , £ ) W v ( F & ; F ”) П  u a\kh ki+  j) 0 { F l +  1 ;Ta(kh kl + i ) ;
u = \  0 = k o < k i < . . .  0  F *  / = 0  j t ? i> ( 2 3 ). . . < k v=/x x — g) at; d b v .

W e proceed now  to  sum  (23) over all va lu es  of a,  i. e. we app ly  the  follow ing 
sum m ation

o o  к

E  E
/j l =  1 а 1(а 8 ! . . . , а ^ =  1

to  b o th  sides of (23).
W e sum  first the  te rm  before th e  in teg ra l thus

к

<p{F,x)  E  U a . A ( F ( x ) ; T„) =  cp{F,x)  J J  u a / ( F < x ) , S a ) ;

since for /X >  1 th e  A -function  is zero b y  its  definition th e  sum m ation  in to  
/л d isappears. T he sum  on th e  rig h t hand  side reduces to  one te rm  only, as th e re  
is one and  only one f  for w hich F(x)  is inside S a , we h av e

q>(F,x) E  ua A ( F ( x ) ; T«) =  <p(F,x) u F{x).
a

F o r th e  sake of sim plicity  we w rite  schem atically  for the  second te rm  of th e  
righ t h an d  expression the  following ;

t* * t
Е Е  II D(v) П А ( с кх+1, . .  . , а Ад+1,п,Л) d ¥ v d £ .

v = l  0 =  k 0 < k 1 < . . .  0 F” ^ “ °
• • • <Л„=/х

W e in te rchange  sum m ations and  in teg ra tions and  thus o u r problem  is reduced  
to  eva lua te  th e  following sum  :

o o  к  [X V — 1

в =  E  E  E  D(v) E  П A(okx+v. . .,okji+lv,X), (24)
IX— 1 a x , a 2, . . . a ^ =  1 v = \  0 =  fc0 < / c1 <  . . . A =  0

. . .  <  k v  =  / X
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w here

A ( a kÁ+ v  • ч а Лл+1»*'Д) =  /^а(Лд,Л^+1) ж f  5U)

О Д  =  cp(F,£) r „ ( F ( f ) ; F*').
( 2 5 )

T o  ca rry  o u t th e  sum m ation  in d ica ted  in  (24) we in troduce  as a first s tep  new  
su m m ation  v a riab les , nam ely

th u s
fcx+i— &A =  h->  A =  0 ,1 ,.  . . , v — 1 ;

*A =  £  f v
A'= 1

S ep ara tin g  th e  sum m ations in to  v  a n d  /л we m ay  w rite

w here

A =  Z
V , f X =  1

0 i f  v  >  /л

I  D l vD(v)  V  Z  n  A (a k , + i , - - -  , a k ,v,X),i f  v  *zu.
A = 0 Л+10=/с0<Л1< . . .  <kv = ix  a lfa 2, . . . 0^=1

W ith  help o f th e  Z’s th e  fo r /л <  v  c an  b e  w ritten  as follows ;

к  l ± - { - 1 % + '  • • l p  =  l*L V — 1

Cr/x =  D(v )  £  П  A ( a kx + 1, . . . , o kx +lji,v ,K) .
a 1,a2}. . .  ,a.fi= 1 ■ ,lv = \  A = 0

W e in te rch an g e  again th e  o rd e r of th e  sum m ations in th e  la s t  expression and  
g e t thus

Z2+  r  /p — f-Ь л к

с^ = вд z  Z  Z
a i ' - ■ ■ ’a k i  =  l  a k i  +  i t  • • • ! a f t i + I i = l  

к t>— 1
Z  п  A (a kx+1, . . . ,a kjl+iv v,X) ; V ,

a kv_  i + l ..............

each  of th e  a  sum m ations ab o v e  affect one o f the  fac to rs A  only, thu s th e se
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sum m ations can be b ro u g h t u n d er the  p ro d u c t sign. F u r th e r  changing  th e  
n o ta tio n  of th e  suffixes we have

^i+ 2̂̂ " •* * "Ь н* i
Cvfj. =  D(v)  £  П  l E A ( a v a 2, .  . . , a tj,v,K) j , / x ^ v .

X = 0  \ а х , а г , . . .  , a [  )

Sum m ing fu rth e r over all values of /л, w e find

0 0  0 0  V

E Ср/j, =  D(p) n i E A ( a v a s, .  . . , а г^,1>,А) V
/ x = v  =  1 Я = 1  U i , a a ............a ;  '

As before, each of th e  l sum m ations affects only  one of th e  factors u n d e r th e  
p ro d u c t sign. T hus we m ay  b ring  th e  sum m ations u n d e r  th e  p ro d u c t, an d  
we have

OO V  00

E Cv/x =  D(v)  П iE E A ( a 1, a 2, . . . , « г, п , Я ) ^ ,

/х=р A= 1 \i=  1 a 1,a2,. . . ,ai J

th e  double sum  u n d er th e  p ro d u c t is eq u iv a len t to  a su m m atio n  over all va lu es  
o f a ,  th u s , sum m ing finally  over v, we h av e

OO OO OG V

в = E E Ĉ = E Л [E A ( a , v , A) ] ;
v=l /x=v v=l A= 1 V a j

in serting  th e  values o f A  an d  D  from  (25) we find th u s  a f te r  in teg ra tio n  over 
F v and  £ th e  diffusion equa tion  in  term s o f th e  generating  function . W e find 
th u s

G ( F ; S k ;x  ;u) =  u F(x) <p(F , x ) +
X  V

+  j d g  £  V{F,X -  Í )  J Wv' F ( x  -  f ) ;F ”) П  C ( F , ; S * ; f  ;u )  dF». (26)
0 v > 0  F* 1=1

E q u a tio n  (26) s tands for TV sim ultaneous equ a tio n s corresponding to  the  TV-type 
of partic les considered : these  equations are  ob ta ined  b y  in se rtin g  successively 
for b o th  u^, and  F  th e ir  corresponding com ponents, co rrespond ing  to  th e  sam e 
ty p e  of partic le . E q u a tio n  (26) can  be sim plified in  th e  sam e w ay as a lread y  
show n for o ther form s of th e  diffusion eq u a tio n , if  we assum e (11) an d  th u s

F(x)  =  F  — ß  px  ,
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w here  ß  p is th e  ra te  of con tinuous loss of th e  particle of th e  sam e types as F  
is tak en  to  correspond to . So as to  ob tain  th e  sim plification we divide (26) b y  
<p(F,x) and ap p ly  the  o p era to r

( s +  ' ' £ ) '
w e get thu s

/ V \ t d о 9 U  G ( F ; S k ;x-,u)}
+  P f  8 f K ~ y ( r . « )  )  ~

£  j  W v( F ; F") П  G( F  i ; S k ; x  ;u )  dF*’ -f-
r > 0  Fv 1= !

+  *<F -*> J  Й + f>F Щ  W A F ~  ßr i x~ £) ;F,,)i ■
v

. П  G ( F , ; S * ; f  ; u ) d £  d¥ ",
/=i

since

qp(F,x— f) f 1 ^ F  / F ' WI T ' I

- W - “ »' \ r *  S ' - ' r ß } * ' ”  f

W e see th a t  on  th e  righ t h a n d  side the in te g ra n d  contains F  and  x  only in  th e
0 0co m bina tion  F  —  ß  Fx  , th u s  th e  o pera to r  ----- (- ß F ----- annih ilates th e  in-
дх  d F

teg ran d . N o te  th a t

<r(F, , )  £  +  ßp~)  ■’ - ( Í  +  l n = “(F)'
therefo re

*<F-‘>( l  +  щ ' 1) =  ( s  +  ш +  «<F>)C(F;S‘ *=»>■

W e have fina lly  instead  of (26)
V

{ ^ x + ß F - ^ + a ( F ) ) G ( F ; S k ; x ; u)  =  £  j  WV( F ;F") П  G ( F ; Sk ; x  ;u) dF v.
v>o f" i= i (27)

E q u a tio n  (27) is th e  generalization  of th e  G -equation  [6 ] I  h av e  given som e tim e 
ag o .1

1 In  th e  o rig ina l publica tion , in  th e  equation  corresponding to  o u r eq u atio n  (26) th e  te rm  
u F(x) <P ( F , x )  w as o m itted  by  m is tak e . This om ission d id  n o t affect th e  results since only an 
e q u a tio n  corresponding  to our eq u a tio n  (27) w as m ad e  use of, th e  la t te r  was given correctly .
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Further generalizations

§ 13. In  th e  ac tual derivation  of th e  G -equation (26) no use was m ade 
o f  th e  fac t th a t  E  is an energy. E  and sim ilarly  F  p lay  s im p ly  th e  role of som e 
pa ram ete rs  characteriz ing  th e  prim ary . W e can m ake use o f th is  fea tu re  of th e  
d e riva tions an d  w rite  dow n im m ediately  equations for q u an titie s  o ther th a n  
energy. T here is no d ifficu lty  e. g. to  in tro d u ce  instead  o f th e  energy of th e  
partic les th e  th re e  com ponents o f their m om entum , and th u s  to  ob tain  equations 
governing an g u la r d is trib u tio n  sim ultaneously  w ith  th e  energy  d istribu tions.

In  th e  la t te r  case a new  fea tu re  of th e  equations is t h a t  a partic le  can  in  
th e  course of successive collisions reverse its  direction, th ere fo re  a p rim ary  can 
give rise to  partic les behind itse lf and therefo re  we have to  in teg ra te  in to  f  
from  —  oo to  -)- °°  and  n o t from  0 to  r .  T he la tte r  form  is inconvenient and  
is n o t su itab le  to  get th e  solu tion  by  m eans of step b y  s tep  in teg ra tion . This 
difficulty can be overcom e b y  in troducing  as independent variab le  instead  of 
th e  coord inate  x  , the  tim e t .  Then th e  in teg ra tions are  to  be tak en  alw ays 
over th e  tim e  in te rv a l 0 to  t an d  the  G -functions give the  d is trib u tio n  of partic les 
a t th e  tim e t and  no t th e ir  d is tribu tion  w hen crossing a certa in  у  - z-plane. 
T he coord inates of partic les can  be taken  th e n  as stochastic  variables, and  th e y  
m ay  be included  in  the  definitions of th e  in te rv a ls  S;. One m igh t e. g. consider 
th e  partic les a t  a tim e t w hich are a t th is  in s ta n t betw een  tw o planes x  =  a 
an d  x  =  b .

In  th e  p resen t article we shall no t t r e a t  th is case b u t  shall confine o u r
selves only to  cases w here th e  angular sp read  of partic les is sufficiently sm all 
so th a t  back  sca tte ring  can  be  neglected in  good app rox im ation .

F o r th e  sake of com pleteness we w rite  dow n explicitely  G -equations w hich 
ap p ly  to  la te ra l d istribu tion , assum ing sm all angular dev ia tions only.

W e w rite  th u s A  =  ta n  t! where ö is th e  angle betw een th e  direction  of th e  
p rim ary  and th e  .«-axis, fu r th e r  we w rite Z  for th e  original d isp lacem ent of th e  
p rim ary  from  th e  я -axis along the  z-axis. T hus the s ta te  o f th e  p rim ary  can 
now  be expressed b y  a v ec to r

% =  F , A , Z .  (28)

Sim ilarly  we generalize th e  in te rv a l vector S k so as to  co n ta in  к  such in te rv a ls  
th a t  for each in te rv a l S v, v  =  1 , 2 , . . . ,  fe, n o t on ly  energy an d  th e  ty p e  of p artic le  
should be fixed b u t  also th e  in te rv a l should  be fixed in  w hich  th e  sp a tia l d is
p lacem en t of th e  partic le  should  lie and a n o th e r in terval shall be fixed in w hich 
its  angu la r displacem ent should  lie. Thus suppose we have N  ty p es  of partic les, 
we divide th e  accessible energy in te rva l in to  n  sections, th e  possible d isplacem ents 
in to  m  sections, th e  possible angu la r deviations in to  / sections, th u s we deal w ith

к =  N n m l

generalized in te rva ls  S v.
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As an  exam ple we m ay  h av e  к — 16, w ith  th e  in te rv a ls  defined as folio w s: 

N  =  2 p ro to n  or n e u tro n

n =  2 en e rg y  { below  /  MC

m  =  2  lin e a r  d isp la c e m e n t j  ^ °  j th a n  1 cm

1 =  2 a n g u la r  d e v ia tio n  j  ^ J th a n  30°.

A ccording to  th e  above d istinc tion  every  p a rtic le  of a p ro to n -n eu tro n  cascade 
can  be un iquely  classified to  belong to  one of 16 possible categories d e n o ted
w ith  S j,S 2, . .  , ,S le =  S16.

T he genera ting  function  w ith  th e  generalized variab les can  th u s be w r it te n  

G ($ , S * ; * ; u )
=  £  uP lF (g , Sft,  p  ; x)  ,  p  =  P n P 2, ■ ■ ■ ,Pk ,  (29)

w here 5 r(f^,Si ,p;*) is th e  p ro b ab ility  th a t  a p rim ary  defined b y  ^  p roduces 
secondaries, so th a t  a t  th e  d e p th  x  th e re  should  be ex ac tly  p i  particles in  th e  
in te rv a l S i  w ith  1 =  1 , 2 , . . . , k .  E ach  in te rv a l specifies en erg y  betw een ce rta in  
lim its , ty p e  of partic le , d isp lacem ent an d  angu lar d isp lacem en t.

T he G -equation  for th is  generalized process can be  d eriv ed  exactly  in  th e  
w ay  as w as done in  th e  m ore specialized case ; i t  is in  fa c t m ain ly  a q u estio n  
o f n o ta tio n  to  w rite  dow n th e  m ore general equation .

§ 14. To get th u s  th e  new  equations we have, like in  th e  derivation  of 
(26), to  t r e a t  separa te ly  th e  cases w here no  ca tastroph ic  collisions occur. T he 
p ro b a b ility  d en sity  for th e  p rim ary  to  h av e  changed from  a  s ta te  $  in to  one 
a round  w ith o u t ca tastro p h ic  collision, m ay  be w ritte n

г<рШ Г ; * ) .

T his fu n c tio n  can be de term ined  in  th e  u su a l w ay, as w ill be show n in  § 16. 
T h e  p a r t  o f th e  generating  fu n c tio n  referring  to  no ca ta s tro p h ic  collision can  th u s  
be  w ritte n

S* ; * ; « ) =  J *> (& $ '; *) • (30)
S '

F o r x  =  0 we have

g{%,Sk ; x  =  0 , u )  =  ug .

In  p a rtic u la r  for u  =  1, we have  =  1, and
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g ( & s * ; * ; 1) =  f ; *) d g '  =  <p(g ; * ) ,  (31)
S '

w here th e  la s t expression is th e  p ro b ab ility  th a t  no ca ta s tro p h ic  collision has 
occurred  along x, while an  a rb itra ry  change of % m ay h a v e  occurred, u .̂, is a 
d iscon tinuous va riab le , i t  is fo r every v a lu e  o f equal to  a  com ponent и ; o f и 
in  such  a m an n er th a t  is inside th e  in te rv a l S ;.

T he G -equation  can th u s  be w ritten  i f  we exclude th e  possib ility  of s c a tte r 
ing  b ack  of partic les :

G (g ,S fc; x  ; u) =  g ( g ,Sk ; * ;u) +
X V

+  I f  < р ( Ш  i € ) Z  f П  C (g ,,S * ; x -  i  ; u) d£  d g ' dg*\ (32)
о S' I'^l s*1 i= i

W'v(%\ g 1') is th e  p robab ility  d en sity  corresponding to  collisions where a p r im a ry  
% gives rise to  v  secondaries 3 i ,  ^ 2’ ••• Secondaries as w ell as the  p r im a ry  
are described b y  energy, ty p e , d isp lacem ent and  angle.

Part I I

§ 15. I n  p a r t  I  we h av e  given g enera l m ethods fo r th e  de te rm ina tion  
o f  th e  g enera ting  functions describing a cascade. The G -equations (26) o r (32) 
de term ine  th e  G -functions un iquely , p ro v id ed  the  ”no-collision fu n c tio n ”  <p 
a n d  th e  collision cross-sections are know n. Indeed  the  G -equations de te rm ine  
b o th  th e  values for x  — 0 an d  also p e rm it, a t  least in  p rinc ip le , to  de te rm ine  
th e  G -function fo r  all o ther x -values as a  re su lt of step  b y  step  in teg ra tio n . 
A lthough  th is  step  b y  step  in teg ra tio n  is possible in p rinc ip le , i t  is p rac tica lly  
n o t  feasib le in  th is  general fo rm , because o f  th e  large n u m b er of variables occu r
ring  in  th e  G, and  because th e  G -equations h av e  such a fo rm  th a t  the  in teg ra tio n  
can  only be ca rried  ou t sim ultaneously  fo r all values of all variables. The a m o u n t 
o f  w ork in v o lv ed  in  such a num erical p ro ced u re  is p ro h ib itiv e .

In  sp ite  of th is  difficulty  th e  G -equations are of considerab le p rac tica l use. 
F ro m  th e  G -equations we can  nam ely  derive equations fo r m any d iffe ren t 
m om ents of a d is trib u tio n  an d  th e  co m p u ta tio n  of such  m om ents is b y  no 
m eans im practicab le.

The equations for these  m om ents as derived from  th e  G -equations a re  
m ostly  eq u iva len t to  equations w hich were derived  by  d iffe ren t au thors s e p a ra te 
ly , w ith  help of special considerations. O u r m ethod has th e  advan tage  th a t  
i t  gives a general fram e w hich includes m o s t of the  resu lts  ob tained  prev iously  
an d  derives th em  from one p o in t of v iew  only.
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The no-collision distribution

§ 16. W e give in th e  following th e  explicite  expressions for fp ig lg ’lx ), 
i. e. for th e  p ro b a b ility  th a t  a  p rim ary  g  a lo n g  a p a th  x  su ffers no ca ta s tro p h ic  
collision and  is sca tte red  in  such  a w ay th a t  a t  the d ep th  x  i t  is in the  v ic in ity
o f g \

The diffusion  equa tion  m a y  be w ritte n

=  _  +  j  w ( r , % " )  d r )  ? > (g ,g ';* )  +

+  f  ™ (g",g ') < p (g " ,g ; *) d g " , ( 3 3 )
s '

w here
w (g"> g ') d x

is th e  p ro b ab ility  of a n o n -castastroph ic  change Г  -> g '  a long  dx. W e suppose  
t h a t  th is change has only an  appreciable p ro b ab ility  p ro v id ed  it  is sm all. W e 
can  w rite  eq u a tio n  (33) in  an o th e r form , nam ely  :

8<P(g : $ ' ; * )  _ / С Г ' Ч  _ . С Г  С Г / .  „ 4  ,------ 0^-------— ~~ a ( g  ) ¥ \g > g  ’ *) +

+  f  { » (& ',& ')  <p(g",g ; *) -  « K g ',S ')  <р( Ш  ; * ) }  d g " .  (34)
S '

As iv is only im p o rta n t for g "  ~  g ',  we can  develop cp in to  pow ers of g "  —  g '  
a n d  get th u s  fo r th e  in teg ra l

J =  | | J ( F ' - F " )  w ( g ' ,  g ' )  d g "  +

f t ”

+  I f - J ( Z ' - z ' )  w ( r ,  Г )  « g "  +

+  ^ j ( A ' - A ' )  w ( g ' ,  g ' )  d g "  +

+ 1 ü )j(A ' - A ’y  w ( g " ’ g') rfg" +
+  h ig h e r  te rm s.

I f  we tak e  w  to  be sym m etric  w ith  respect to  A '  and  A " ,  th en  the  fac to r  o f

d ?  is zero : th u s  th e  dependence of cp on A  is governed b y  th e  second m o m en t.

T h e  o ther in teg ra ls  can be  w orked  ou t fro m  their ph y sica l significance. T he

fac to r  of is th e  ra te  o f  con tinuous en erg y  loss, th u s  equal to  — 0 ( F )  
b t
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(we neglect th e  fac t th a t  —  0 (F )  is th e  ra te  of energy loss in  th e  direction of  
motion of th e  partic le , and  therefore th e  loss along dx  is —  0 (F )d x jcos ű an d  n o t

sim ply —  0 (F )  dx). The fac to r of is sim ply  A ,  since th e  average d isp lacem ent
dZ  0

d Z  along dx, if  th e  in itia l d irection  w as A ,  is A  dx. T he  fac to r of —— is zero
д Л

on account of sy m m etry  (we consider only sm all angles w here ű ta n  0 =  A ) .
F inally  th e  fac to r of - - - ff- is th e  ra te  of m ean square  angu la r sca tte rin g , th is

0 A  2
is a fu nc tion  of energy, and  is know n from  th e  th eo ry  of sca ttering . T hus we 
have for our equation  :

*E. —  a ( F - ) - A ‘ & , + 0 {F )  I f  +  l  (35)

W e have w ritten  in  all cross-sections F '  in s tead  of th is  am o u n ts  to  neglecting  
a fac to r 1/cos ö ; and  th u s  th e  use of F '  involves again th e  assum ption  o f sm all 
angles of sca ttering  only.

§ 17. W e proceed to  solve equ. (35). F rom  th e  la t te r  eq u a tio n  te rm s 
due to  ca tastroph ic  collision and  those expressing con tinuous energy loss can  be 
sep ara ted . Indeed  w riting

=  <Po(F,x) t p ( A , Z ; A ' , Z ' ; x )  <5(F(.x) — F ' ) ,

w here yp(F,x) is th e  function  given in equ. (8), th e  ő -function  describes th e  con
tinuous change of energy (we have neg lected  stragg ling  of energy loss b y  n eg lec t
ing term s contain ing h igher derivatives in to  F). W e find  for y)

^  =  - a4 '- ® 2 -  +  1 0-«(*) * 2 - ,  (36)
dx  dZ '  2 d A ' 2

w here we w rote a(x)  in s tead  of o (F tx j) .  T he norm alized solu tion  of (36) c o r 
responding  to  an in itia l d irection  A  an d  an  in itia l d isp lacem ent Z  is o b ta in ed  as

y j(A ,Z  ; A ' , Z ' ; x)  =  tpa(A " ,Z " ,  x)  (37)
w ith

A '  =  A ' - A , .
Z" =  Z  — A  —  x Z .  ) '38^

A "  is th e  change of d irection  of th e  p a rtic le  and  Z" is th e  d isp lacem ent o f th e  
partic le  w ith  respect to  its  in itia l ta n g e n t : b o th  q u a n titie s  are indep  end en t 
o f th e  system  of coordinates. T he explicite  expression fo r y>0 is th u s

1 ( а гА " 2— 2 a 2A " Z "  +  a sZ " 2 \ |
Vo(A , Z  , x) — ------ —  exp l ------- i-------------- j---------------- ?------ ;

А  >

, 2 (39)A =  c/^o. 3  — a 2 , )

1 r
а /t =  -- I (x  — х ') ‘л~к cr2(x')  dx', к = 1 ,2 ,3 .

0
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I n  p a rticu la r  fo r o 2(x) =  const. =  a 2 we have

СГ2 СГ2 ( J 2  ( J 2
a i  =  —  Л53, a 2 =  —  X2 , a 3 =  —  л:, A = 4— x* ; (40)

th u s

. _  4 VS ( 2 ( A " 2 3 A "Z "  3Z "2\ \
=  --------“  +  “ ) r  (41)

(41) was g iven  b y  F erm i (q u o ted  from  R ossi an d  Greisen).
F o r la te r  ap p lica tio n  we w rite  dow n th e  L aplace tra n sfo rm  of ip0 w ith  

re sp e c t to  A "  a n d  Z ", nam ely

- ) - 0 0  -{-O O

L ^ {  щ (х )  } -  f f ex p  ( -  p A "  —  vZ") n (A " ,Z " ,  x) d A "  dZ"  j
-oo -oo [ (42)

=  exp  I  a 3 u,2 +  2 a 3' iv  +  a t v2 j

Sum m arizing  we find th a t  in  th e  ap p ro x im atio n  of sm all angles th e  n o n 
collision fu n c tio n  can  he w ritte n

-,x) =  cp{F,x) t ( F ( x ) - F ' )  ip0( A ' — A .Z '  — Z  — A x . x ) . (43)

T h e  explicite  expression  for cp{F,x) is given in  equ. (8), th a t  fo r y>0 in  equ. (39).
§ 18. W e shall see la te r  th a t  th e  G -equations are su itab le  fo r de term in ing  

th e  L aplace tra n s fo rm  of G (or o f its  derivatives) w ith  resp ec t to  th e  displace
m e n t of th e  p r im a ry .  W h a t is physica lly  in te re s tin g  is n o t so m uch  th e  tran sfo rm  
w ith  respect to  th e  p a ram ete rs  o f th e  p rim ary  b u t  th e  tra n sfo rm  w ith  respect 
to  those  of th e  secondaries. F o rtu n a te ly  th e re  is a sim ple connection  betw een  
th e  tw o, an d  w e shall derive th is  connection  presen tly .

D enote (see equ. (46) o f § 19)

S j ^ Z ;  A ' , Z ' ; x )  d A '  dZ '

th e  average n u m b e r of partic les  (specified a rb itra r ily  as to  energy  and  type) 
a t  th e  d ep th  x  a rising  from  a p rim a ry  w ith  in itia l d irection  A  an d  in itia l d is
p la c e m e n t Z. F o r  sufficiently  sm all values o f A ,  Z  and  A ' ,  Z '  we expect in  
good ap p ro x im atio n  th a t  th e  average shou ld  depend only  on th e  qu an tities  
A "  and  Z " g iven  in  (38). T h u s we can w rite

<Вх( А , г  ; A ' ,  Z '  ;x )  =  <S0( A \ Z " , x ) .

W e denote th e  L aplace tran sfo rm  of <30 b y
-J-O O -j-O O

J j ex p  (- /лA "  -  vZ") <S0(A " ,  Z " , x) d A "  dZ"  = L^v{ ©0(*) }.
-— OO — o o
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Sim ilarly  we deno te  th e  L ap lace tran sfo rm  o f w ith  resp ec t to  A , Z  or a lte rn a t
ively  w itji respect to  A ' ,Z '  b y

Ly.v { ®1( A \ Z ’,x )  } an d  L MV{ }.

The variab les w hich remain  a f te r  th e  tran sfo rm atio n  are show n inside th e  b rack e t. 
"Working ou t these  L aplace transfo rm s rem em bering  th a t

L / j , v  {  © o i * )  }  =  j u .  @ o ( * )
we find

L ^ v  { <B(A,Z,x) } =  ex p  (— (/x +  vx) A  — vZ) Lfj.v { 2 0(x) },
(44)

I Md { 2  (A \ Z x )  ]  =  (x p  (— (p. - f  j-x) ,4 ' — vZ ' ) L il+VXiV{  <S0(*)}- 

T hus we have

L / j , v {  © l( A , Z , x )  } a = z = о =  i'/r—dx.d { @i(^4 i Z  i x )  } a ' = z ' =  o-

The left h an d  expression is th e  genera ting  function  of th e  m om ents of th e  
secondary  d is trib u tio n , w hile th e  rig h t h a n d  expression is th e  function  w hich 
is ob ta ined  from  th e  L aplace transfo rm  of th e  G -equation.

The physica lly  in te restin g  m om ents are  th u s ob ta ined  from  those w hich 
can be ob ta ined  convenien tly  from  th e  G -equation  in th e  following w ay ;

Q k

fc> =  q J J c © i ( ^ i Z , a ; )  } a  =  z - o , i x  = v = o  —

Q k

=  d~uF ^ Lt —vx<v{  ® i(^  =  : 0,#) =  <C A (45a)

while for the  m om ents of Z and  Z '

Q k

k '>  =  Q^k~ 2 ( A ,Z , x )  } a  = z = o  )h = v = o  =

Q k  k

=  7^  L ti, _ l>x v { 2 ( A '  =  0 ,Z ' =  0,*) } M . V = 0 =  Z  ( , ) < 4 lZ k~ ‘>  ( - * ) ' .  (45b)
1 =  0

Sim ilarly
к

<  A ' kZ ' m >  =  у  (7) < A k + ‘Z m ~ ‘ >  (—*)'.
;= 0

T hus we see th a t  th e  m om ents w ith  resp ec t to  the  secondaries can be derived  
from  those w ith  respect to  th e  p rim ary . In  p a rtic u la r , we get e. g. for th e  average 
square  spread

< Z '2>  =  < Z 2>  — 2 x < . A Z >  +  x 2< A 2> .

4  A cta Physica I I /4
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Sim ilarly  we get for th e  co rrelation  betw een  A '  and  Z '

< A ' Z  >  =  — 2x < A Z >  ;

sim ilar expressions are va lid  for th e  h igher m om ents.
I t  m ay  look surprising  a t  first sigh t th a t  th e  ac tu a l spread  <  Z '2 >  is 

la rger th a n  <  Z 2 >  th e  ”  spread  of th e  p rim ary  ” . T his is how ever c learly  
th e  case for th e  following reason. Consider a p artic le  w hich is sca tte red  th ro u g h  
an  angle a an d  displaced b y  an  am oun t z aw ay from  its  in itia l tan g en t. F o r  
such a p a rtic le  we have  (in th e  ap p rox im ation  of sm all angles)

A  — A '  =  a , Z  -f- A x  —  Z '  =  z .

W e  can  displace th e  tra c k  of th e  partic le  as a whole in  space  an d  in  p a r tic u la r  
we m ay  consider i t  in  th e  following special o rien ta tions.

1. W e sh ift th e  in itia l ta n g e n t in to  th e  x-axis, we th u s  have

A = Z =  0 ;  A '  =  — a ,  Z '  =  ■— z.

2. W e m ay  shift th e  final ta n g e n t o f th e  tra c k  in to  th e  x-axis, we have  th e n

A =  a , Z  =  z  — ax ; A '  =  0 , Z ' =  0 .

T he p ro b ab ility  for a p artic le  s ta rtin g  along th e  tra c k  to  follow  i t  along th e  w hole 
leng th  depends only on th e  shape of th e  tra c k , b u t is independen t of its  
o rien ta tio n .

W e see th u s  from  th e  first case

< A ' 2>  =  < a 2>  , < Z '2>  =  < z 2>  , 

while from  th e  second case we see

< A 2>  =  < a 2>  =  < A ' 2>  ,
< Z 2> =  <  ( z — ox)2>  =  < z 2>  — 2 х < а г >  +  х 2< а 2>

=  < Z '2>  — 2 x < A ' Z  >  + x 2< A ' 2>  =£ < Z '2> .

T he above eq u a tio n  is eq u iv a len t to  equ. (45a,b), except t h a t  we have derived  
i t  here only  fo r th e  sca tte rin g  of a single partic le .

1. First moments w ith  respect to и

§ 19. D ifferen tia ting  th e  G -function in to  u  we can g e t various m o m en ts  
of th e  d is trib u tio n s. In  p a r tic u la r  we h av e

( g ^ G ( f 5 ,s fc;* ;u ) ) u= i = < 5 i ( % ; S h x) (46)
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as th e  expression represen ting  th e  average n u m b e r  of p artic les a t  th e  d e p th  x  
inside th e  in te rv a l Sf.  F o r sim plic ity  we shall d rop  the v a riab le  S ; w here n o t  
essen tia l and  w rite  sim ply •

T he diffusion equation  determ in ing  © ^(g ;#) can be o b ta in ed  from  (32) 
b y  d ifferen tia tion  : we get th u s

©i(S ; *) = «(5 ; *) + I* f Ь ( Ш  ; £) -  f) df dg' (47)
о 5 '

w ith

« (g  ;*) =  J ? > (g ,g '; *) 4 ( g '  ;Sj) d g ' (48)
S '

and

* (g ,g '  ;*) =  j  <p(g,g"; *) ^ (1>(g", S ') W  (49)
S '

w ith

^ (1)( g " ,g ')  =  ^ ( g ' . g ' )  + I >  J d»*'“ 1- (50)
п>1 8*'“ 1

IF*1) is th e  p ro b ab ility  density  fo r a collision w here a t least one secondary  
(possibly the  p rim ary ) around emerges.

E q u a tio n  (47) governs th e  change of th e  average  num ber o f partic les in  a n  
a rb itra rily  defined in te rv a l S; as function  of x .  T h e  coefficients a  and  b can  b e  
derived from  th e  collision p robab ilities  and th e  non-collision fu n c tio n  <p.

§ 20. To derive form ulae w hich can be u se d  for num erica l co m p u ta tio n  
we have to  sep ara te  th e  dependence of ©x on th e  com ponents E ,  t, A , Z  o f 
In  th e  non-collision function  as g iven  in  (43) th e  dependence on A  an d  Z  appears 
a lready  separa ted  from  th a t  on E  (bo th  fac to rs depend exp lic ite ly  on x  and  t).

T he collision cross-section IF*1) ^ , ^ ')  depends ap a rt from  F  an d  F' on th e  
difference A  —  A ' .  F u rth e r, as no  sudden ch an g e  of Z can arise  as the  e ffec t 
of a ca tastroph ic  collision, we m a y  w rite  in  gen era l for th e  fo rm  of the  cross- 
section

IF W (g ,g ')  =  m » ( F , F ' , A  — A ' )  Ő ( Z - Z ' ) .  (51)

T he L aplace tran sfo rm  of JF(|) w ith  respect to  th e  param eters A  an d  Z  of th e  
p rim ary  can be w ritte n

L ^ {  tV < 4 (F ;% ')}=  L „ {  W m ( F ,F ' )  } ex p  ( -  ц А '  -  v Z ' ) , (52)

w here we have w ritte n
+ o o

LM { W W ( F , F ' ) }  =  J  JF<^(F ,F ',A")  exp (— ]uA") d A " .  (53)

4 *
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In  p a rtic u la r  we m ay  use th e  no ta tio n

L 0{ W W ( F ,F ')  } =  W O i(F ,F ") .  (54)

T h e  la t te r  is th e  collision cross-section, averaged over a ll angles of em ission.
§ 21. So as to  sep ara te  th e  dependence on the  v ariab les  A  and Z  w e take  

th e  L ap lace  tran sfo rm  (47) w ith  respect to  A  and Z. T hus in terchanging  su itab ly  
th e  o rd e r o f in teg ra tions, we consider th e  following equa tion

X

L ÍÍV {<B1( F , x ) }  =  L lxv{ a (F ,x )  } +  f d f  f L ^ {  b (F ;  g ' ; f )  В Д ; * - £ )  c g ',
о S ' (55)

w h  ere we h a v e  used for th e  Laplace tran sfo rm  as b efo re  the  n o ta tio n

-)-00 -|-,00

LjxV { <E*i(F,x) } =  I  J ex p  (— ц А  — vZ)  © g g  ;x) d A  d Z  (56)
— OO —OO

an d  sim ilar n o ta tio n  for o th e r  functions. T he essential o f  th is  n o ta tio n  is th a t 
w e w rite  a f te r  th e  L  th e  tran sfo rm atio n  p aram eters o f  all the tran sfo rm ed  
v ariab les a n d  w rite  dow n inside the  b ra c k e t all th e  v ariab les which h a v e  no t 
been  tran sfo rm ed .

I t  is a n  essen tia l fea tu re  of our p rocedure  th a t  we ta k e  Laplace tran sfo rm s 
w ith  re sp ec t to  th e  p a ram e te rs  of th e  p rim a ry , and keep S  t fixed. This p rocedure  
eads to  m a th em atica lly  sim pler expressions th a n  transfo rm ations w ith  respect 

to  final va lues.
T he L ap lace tran sfo rm  of a can  b e  evaluated  as follows ; ap p ly in g  the 

tra n sfo rm a tio n  on b o th  sides of (48) w e have  w ith  help  of (43) an d  (44)

L/jlv { a( g  '■>x ) } =
<p(F,x) [ c ( F t t )  -  F ’) L [J, ^ vx,v {ip0{x) } e x p  { — (p ,— v x ) A '  — v Z '} A { g '  ; S t) d g '.

S'
T he in te g ra tio n  in to  F  am o u n ts  to  rep lac ing  F '  b y  F (x)  ; the  in teg ra tio n s into 
A '  and  Z '  lead  to  th e  L aplace tra n sfo rm  of the  d iscontinuous fu n c tio n  A. 

T hus w e have

} =  <p{F(x)  L f x ^ vx v  -J ц>о(х) J • A ( F i x ) ,  S i )  J.

W e assum e now  th a t  th e  in te rv a l S t is v e ry  narrow  w ith  respect to  th e  variab les 
A '  and  Z ' . T h u s we specialize th e  in te rv a l S l so th a t  i t  sh o u ld  contain o n ly  values 
J ^4 'I *s 1/ 2A A  and  Z '| <  7 2 AZ,  i. e. on ly  directions n e a r ly  parallel to  th e  x-axis 

an d  p artic les m oving n ea rly  along the  л;-axis. T h u  s, p ro v id ed  we neglect higher 
o rd er te rm s o f A A  and  A Z ,  we find

A(F(x),  S ;)}  =  A(F(.x),Si) Д А  A Z ,
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an d  th e  com plete expression fo r th e  tran sfo rm  is

L ^ v  { a ( F , x ) }  =  <p{F,x) y>0{x) } A ( F ( x ) ,S t) A A  A Z .  (57)

T he second te rm  of (55) can be w orked ou t sim ilarly .
A pplying a tran sfo rm atio n  L w ith  resp ec t to  A  and Z  to  (49), we find  

w ith  help of (43)

L ^ { b ( F ; ® ’ ; x ) }  =  J { cp{ F ; x) } JF ™ ($ ', %') d<%" =
S '

=  q>[F,x) Ь/а- ух { Voix ) } [  Ő(F(X)— F ") ex p {  —  (/л — vx) A "  —  vZ "  } •
S '

• ^ (1)( Г ^ ' )  <*Г-
W ith  help of (52) we get fu r th e r

, { b ( F ' ; % ' ; x ) }  =
— (p{F , x) L ^ _ vx v { ip3{x) } ■ { 1F<1) (F ( x) ,F ')  } e x p {  — ( a — vx) A ' — v Z ' }

In tro d u c in g  th e  la t te r  expression in to  (53) we o b ta in  w ith  help  o f (57) for th e  
transfo rm ed  equa tion  :

Lfj.1, { © ^ F ,* )  } =  <p(F, x) L^+vX't, { iptо(ж)} A (F ( .x ) ,S t) A A A Z  +
X

+  Jd£j«p(F,£) { Vo( t ) }  { 1F«(F(£),F')}.
• L p + P g A  £) d F '  }  . (58)

T he coefficients in  th e  above eq u a tio n  can he expressed  in te rm s o f th e  collision 
cross-sections, th u s  th is  equa tion  is su itab le  to  de term ine  the  L ap lace  tra n s fo rm  
o f b y  m eans of step  b y  step  in teg ra tion  in to  x  .

To derive from  (58) well know n form ulae we divide th e  equa tion  b y  
A A  A Z  and  in troduce

® , f ö i x ) i A A  A Z  =  81( F , x ) .

T he la tte r  function  expresses th e  density  of partic les a round  A '  =  Z ' — Os 
caused b y  prim aries inc iden t in  d irections A  an d  w ith  d isp lacem ent Z.

The diffusion equation  for th e  average n u m b er o f partic les can  be w ritte n , 
i f  we rep lace /л b y  /л —  vx

b/x-Dx.D { 8 i { F , x )  } =  ( p { F , x )  L ^ v  { tp0( x)  } A ( F ( x ) , S t )  +
X

+ jdf f v ( F £ ) L ^ vlx- S)'V{ y,0{£) } l ^ p (x- £){ WOi(F^hF) } •
0  F* (59)

• L p _„(*_£){§ i(F ' ,x  - f ) } d F \
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§ 22. W e deduce from  the  above equation  a few  well know n form ulae. 
1. W e p u t  fx =  v  =  0 and w rite

L oo { A ( f > )  } =  § 1  (F ,x)  ; 

since L 001 щ (х)  } =  1 we fin  d
X

h ( F , x )  =  cp(F,x) A (F (x ) ,S t) +  f q>(F,£) d£  f W ^ ( F ( S ) , F ' )  — £) d F ' .
Ö F' (60)

T he above equa tion  could  have been derived  d irectly  from  the  G -equation  (26). 
E q u a tio n  (60) depends only  on tw o variab les F  an d  x  and  can be in teg ra ted  
num erica lly . In  th e  l ite ra tu re  th e  follow ing cases w h ich  are included  in  (60) 
are  tre a te d  in  g reater d e ta il :

No continuous loss, e. g. F(x) =  F.
T o ta l collision cross-section in d ep en d en t of energy . Thus

wm(F,F') = 1  wm (^) = 1 JVO) ( f , t, t');
in  th e  la t te r  case 

and
(p ( F ,x ) =  e x p { — a(t) x  }

_ .  I 1 ,  i f  th e  p rim a ry  is in sid e  Si 
A (F (x),SA  =  { ’ ' , . 1 . . ,  '1 0 ,  ti th e  p rim a ry  is o u ts id e  S l .

M ultip ly ing  (60) w ith  exp (a(t)x), d ifferen tia ting  in to  x  and  m u ltip ly ing  after 
d iffe ren tia tio n  b y  exp (—  aXt)x) , we find  thus

T he above equation  rep resen ts a sy stem  of N  sim ultaneous equations which 
we o b ta in  p u ttin g  t =  1 , 2 , . . . , IV. W e g e t a fu rth e r sim plification b y  applying 
a Mellin transfo rm  w ith  respect to  E  .

W e w rite  1 * *
00

M s ( г ,  я)} =  J  E s_18г (E , í, x ) d E ,
о

and  in tro d u ce
oo
f  e~4W  (e, t ',  t) de =  a (s, i ',  t).
о

1 A s w e use  th e  M ellin transfo rm  w ith  respect to  th e  p rim a ry  energy, th e  transform
ex is ts  fo r neg ativ e  values o f  s . In  th e  u su a l tre a tm e n t th e  tran sfo rm  is taken  w ith  respec t to
th e  final energies, and p ositive  values o f s a re  considered.

8§X(E , t, x) = _ а ф  t , x ) + Y  f W <J) f— , t ',  (I § , ( £ ',  t ', x ) d E ’. (61) 
dx t’= i ' \  E  )



ST U D IE S  ON T H E  T H E O R Y  OF CASCADES 319

T hus

f  E s~ 2 W iV , t \  t j  d E  =  E 's-1  a (S, t', t).

T hus the  Mellin transfo rm  of (61) can be  w ritten

—  M s { ^ ( t ,  л;)} =  У  (—  a (t) dn, +  a(s, t ' , t)) x)}.
Эх I

I n  p a rticu la r we w rite  dow n tw o cases.
The nucleon cascade. N eglecting th e  difference betw een  neu trons and  

p ro tons we h av e  only one k ind  of partic le  ; we can thus d rop  all the  t’s an d  h av e

~  Ms  {« ,(* )}  =  {— a + a  (s)) Ms { « !(* )} , (62)
Эх

w here we have w ritten  for sim plicity

a(s)  in s tead  o f  a(s,  1, 1).

F ro m  (62) we get (note a  =  a(0)),

M s {3i(x)} =  M s {§i(0)} exp  ((a(s) —  a(0)) x).

Supposing now  th a t  th e  in te rv a l S ; con ta ins th e  partic les w ith  energy exceeding 
u n ity . Then

M E , 0 ) _ !  1 С»г £ > 1 
1 I 0 fo r E=s 1

an d

M S{Z i (°)} =  - -
s

Sq + : oo

§>l (E, x) =  ( ------- ex p  { ( a ( s ) — a ( 0 ) ) x |d s .  (63)
I n i  J s

s 0—  o o

T aking  th e  inverse Mellin transfo rm  of (63) we get th u s

S° + i °° E ~ s
^ { K x )  =  ~  j  ——  e x p { ( a ( s ) -  a ( 0 ) ) x } d s .  (64)

S0— i  o o

T he la tte r  in teg ra l can be evaluated  app rox im ate ly  by  th e  saddle po in t m ethod . 
W e find th u s  th e  well know n approx im ate  p aram eter rep resen ta tion  :

§ j(E .x) -  еМ > { Ж - «  ( ° ) )* }

* 7 +  e 'M )  (65)
w ith

o'(s> — 1

* E  Ж 1 • I
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Sim ilar expressions are o b ta in ed  for th e  elec tron -pho ton  cascade using  
asy m p to tic  cross-sections an d  neglecting  ion ization  loss. L e t us denote w ith  
t =  1 an  e lectron , an d  w ith  t =  2 a p h o to n . W e have  th e n  to  in sert fo r 
W v(E,t; . .  . ,  Ep,tv) th e  follow ing values :

Electron gives rise to a photon :

JE2(E,1  ; E 1,1 ,E 2,2) =  W .(E ,  1 ; E 2,2 ,E v l )  =

- cross-section for th e  em ission o f a p h o to n  o f energy E 2 b y  an  electron o f
2
energy  E ,  so th a t  th e  electron  energy is reduced  to  E v  

Photon gives rise to electron pa ir  :

W 2(E ,2  ; E v 1 ,E 2,1) =

1  cross-section o f p roduction  o f a pa ir b y  a p h o to n  of energy  E ,  w here
2
one electron receives an  energy  Ej and  th e  o th e r e lectron a n  energy E 2.

W e h a v e  th u s  accord ing  to  (50)

' m » { E ,  1 ;E ',1 )  =  2 f JF2( E . l  ;E ',1 ,E 2,2) d E 2 fo r  t =  1, t' =  1 .

ÍTW (E,t =
W<»(E, 1 ;E ',2 )  =  2 11Г2(Е.Д ;EV1 ,E',2) d E l fo r  t =  1, t' =  2 .  

1F0)(E,2 ;E ',1 )  =  2 j l F 2(E ,2  ;E ',1 ,E 2,1) d E 2 fo r  t =  2, t' =  1 . 

JFO)(E,2 ;E ',2 )  =  0 fo r t ■ 2 , i ' =  2 . 
( 661

T h e cross-section for t =  t' =  2 is zero, since no process w here  a p h o ton  gives 
rise to  a n o th e r p h o to n  occurs.

In se rtin g  in to  (66) th e  know n cross-sections we get th e  well know n r e 
p resen ta tio n  o f th e  average n u m b er of partic les in  e lec tron -pho ton  cascades 
in  th e  so-called ^ap p ro x im atio n  A " .

Lateral spread

§ 23. a) A ngu lar sp read . N ex t we consider average sp read . On acco u n t 
o f th e  sy m m etry  of sca tte rin g  angles th e  firs t derivatives o f  y>0(x) } a n d
also of 1Е(1)( Е ,Е ') } are  zero for p, =  v  =  0. Therefore d iffe ren tia ting  (53) 
w ith  respect to  /л or v in serting  afterw ards /x =  v =  0 we ge t

=  3 i (E ,* )  =  0 ,
w here

3  =
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W e get in teresting  equations for th e  second derivatives. W e h a v e  thus w ith  
help o f (42) (we w rite  a s(x,t) in s te a d  of a 3)

312(F ,x )  — <p(F.x) a 3(x t) A(F(x),Si)  4-

+  J  dg §q,(F.£){[a3{£,t)W<»(F(£),F') +  A (1)(F(g),F')] •§1(F ' , x — f )  +
0  F'

+  W V ( F ( g ) ,F ' )  % ( F ' , x - g )  } d F ' ,  (67)

w here

is th e  m ean  square  angular sp read  in  a ca ta s tro p h ic  collision. E q u a tio n  (67) 
is th e  diffusion e q u a tio n  governing th e  m ean sq u a re  angular sp re a d  in  general. 
W e proceed to  specialize, and consider th e  spec ia l solution o f (67) under th e  
following restric tions :

1. The angles of emission a re  negligible, i. e.

A W ( F , F ' )  =  0 . 1

2. No continuous loss, i. e. F(x)  =  F .
3. The sca tte rin g  cross-section is such t h a t

a%
o 3(x,t) =  —  x ,  (see e q u . (40)).

U nder those specialized conditions we can w rite

а д » )  -  e* p  (— **(»*) 3 l ( F ,o )  +
E 2

+  *% J  j  ex p  { -  a(t) (x  -  f )  } lV W (F ,F ')  d F 1 +
0 F" 

x

+  f J ex p  { -  a(t) (* -  i )  } W M ( F ,F ')  2la(E ',£ )  d F '  d£  .
0  F'

The la t te r  equation  can  be m ultip lied  b y  exp (a(t)x) , d ifferen tia ted  and  m u lti-

1 T his ap p rox im ation  is tak en  as a  ru le  in  case o f  e lectron-photon  ca  scades. R ecen tly  
Messel an d  Green [10] h a v e  trea te d  th e  a n g u la r  spread o f n u c leo n  cascades b a se d  on  the  ang les 
o f  em ission.
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p lied  b y  exp  (—  a(t)x), we  th u s  get

^ - ^ = =  — a ( t ) % ( F , x ) +  f W (» { F ,F ')  Щ Г , х )  d F '
OX J

2
+  | f  e x p ( - a ( t ) * ) { M F , 0 )  +  j  ex p  ( a , f ) J  W W ( F , F ' )  ^ ( F ' , g )  d F '  dg} .

0 F '

W ith  h e lp  o f (61) we can com bine th e  term s in th e  curly  b racket a n d  thus 
w e get

^  =  -  a(t) % ( F , x )  +  f  W m ( F , F ' )  SI2( F ' , x ) d F '  +  ^  h ( F , x ) . (68)
F ‘

E q u a tio n  (68) is th e  inhom ogeneous co u n te rp a rt to  (61) and thus th e  solution 
o f  (68) can  be  expressed in  term s of th e  solution o f (61). Indeed, ta k in g  the 
Mellin tran sfo rm s of (68), we find

N

^  M s { Sí2(t,*) } Y j (a(s,M ') — fii'G (t')) M s{ Sl2( t ',* )  } +  o |  M s_ 2{ §!(«,*) }.
t ' =  1

T he so lu tio n  of th e  la t te r  inhom ogeneous system  o f differential eq u a tio n s is 
ob ta in ed  as

N  x

M s  { Sl2(*,t) } =  £  j  M s { z[n (x  -  g) }M S_ 2 { ^ ( t ’,g) } dg  ,
t ' =  1 *0

w here £{‘ \ F  ,x) is a so lu tion  of (61) w ith  the  following initial condition

§<''>( F ,0 ) =  h n (E ,t ,0 )  =  bt r u h

T h e  Mellin tran sfo rm  can  be reversed an d  thus we g e t th e  following explicit 
expression  :

N  x

%2(E,t,x)  =  X  J j > '>  ( ~ , t , x - g ) z i ( E ’, t ' , g ) ^ r d g .  (69)
í ' =  1 0 E'

T h e  la t te r  expression w as given first b y  Nordheim.  I t  is in teresting  to  in teg ra te  
th e  above eq u a tio n  over x  from  0 to  in fin ite  and th u s  to  calculate th e  angular 
sp read  averaged  over all dep ths. O ne finds

С О  ДГ со  oo

Щ Е ,1 ,х )  dx  =  Y  j  {J S Í '0 ( J , * , * )  d *}  { ( E ' , t \ x )  dx y ~ .
t ' =  1 E '  0 00
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Displacements

§ 24. b . So as to  o b ta in  th e  equation  governing the  m ean  square spread  
o f  th e  show er partic les, we have  to  take  th e  second d e riv a tiv e  of (59) w ith  
resp ec t to  v  an d  p u t  p  =  v  =  0 . W e find

3 2(F ,t:)  =  <p(F,x) a 1(*,t) A(F(.x),St) +
X

+  J  9i F , § )  J  J F W (F ( f ) ,F )  8 , ( F \ * - f )  d F '  d£  +
0 F '

x

+ /  <p(F,g) J { ( a 3(f ,i)  ( * -  £ )2 +  2 a a(f ,t)  ( * -  f )  +  «i(£,*)) ),F ')  +
0 F '

+  ( * - £ ) 2 A W ( F ( a F ' ) } ^ ( F \ x - 0  d F '  d § .

T he solution  of th e  above eq ua tion , in  the  sam e approx im ations as used above 
is found  to  be

N  X

8z(E ,t ,x )  =  Z  h ( E \  t \  i )  ^  g* d £ . (70)
t=  1 0 E’

2. Second moments with respect to и .

W e w rite  for th e  second derivative o f G

f 92G(F;Sfe;*;u) 
l  9 2U;

<S2(F ,S „ x ) ,

w here <&2(F,x)  is th e  m ean square  num ber of partic les in th e  in te rv a l S ( a t th e  
d ep th  x  in itia ted  b y  a p rim ary  o f energy E  an d  type  t. In  considering these  
m om ents we neglect th e  tran sv ersa l spread o f  th e  shower. S im ilarly  we m ay  
w rite

92G ( F ; S* ; x  ; u) л
9и ldum Ju = l @ n ( F ,S h S m,x ) ,

w here (Sn  s tands fo r th e  average v alue  of the  p ro d u c t of th e  n u m b e r of partic les 
in the  in tervals  S / and  S m. The correlation  betw een  these num bers is expressed b y

K ( F , S t S m,x) =  <Sn (F „ S „ S m,*) -  ( S ^ S , , * )  <Bi(F,Sm,x ) .

In  th e  following we shall for th e  sake of sim plicity  —  where no m isunderstand ing  
can arise -— drop th e  in tervals  in  th e  n o ta tio n , th u s  w rite sim ply

@2(F ,:x) a n d  (B n (F ,x ) .
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D iffe ren tia ting  th e  G -equation  (26) tw ice w ith  respect to  U[ an d  p u ttin g  a f te r 
w ards и — 1 we find

<52(F,x)

w here

I'<p{F,g) W W ( F & , F ' , F " )  © 1{ F ’ , x - S ) d F ' d F '  +
F"

x

+ J j <p{ F,S)  W W ( F ( £ ) , F ' )  © 2( F ' , * - £ )  d£  clF', (71)
0 F f

W W ( F , F \ F " ) W 2( F ,F ' ,F " )  + Z { U ^ 2) \
v>o gl

W V+2( F , F \ F ” d ^ .

T he above eq u a tio n  can be  solved b y  num erica l in te g ra tio n , provided th e  first 
m om ents a re  a lready  know n. The so lu tion  can be w ritte n  down ex p lic itly  for 
th e  hom ogeneous eq u a tio n  w ith o u t con tinuous loss. In d eed , le t us assum e

F(x)  =  F, cp(F,x) —  exp  (— a(t) x) . 

1 ( F ’ F"  , „л

(72)

IF2( F .F ' ,F " )
=  F 2 “ a f " ’ ~F ’ M J ‘

(73)

F rom  (72) i t  follows th a t  w e can  use in s te a d  of (26) eq u a tio n  (27). T hus we can 
w rite

w here

^  ©a(F ,* ) + a(t) © a(F ,* ) = J W W ( F , F ' )  ©2(F ' , x) d F '  + Q ( F , x ) ,
F ' (74)

Q {F,x)  =  j  )' W ( V { F ,F ’,F")  © 1( F ',* )  © Л * " ,* )  d F '  d F " .  (75)
F ’ F ’

W e see t h a t  th e  above eq u a tio n  is th e  inhom ogeneous c o u n te rp a rt to  th e  hom o
geneous eq u a tio n  governing th e  change o f @1(F,«:) . T h e  inhom ogeneous term  
contains th e  first m om en t, th u s  the  second m om ent can  be  evaluated  once th e  
first o rder m o m en t is know n. I t  can  be easily  seen th a t  s im ila rly  the  n ’th  m o m en ts  
can be d eriv ed  in  te rm s o f  th e  m om en ts of degrees sm aller th an  n .

T he M ellin tran sfo rm  of (74) can  be  w ritten
N

[ L  +  a ( i) ] =  £  ° (»>*.*') M *{ © « (* »  } +  M s{ Q(t,x) }.
1

T he so lu tion  of th e  above equa tion  is o b ta ined  in  th e  u su a l way, we find

N x

M s{ @a(i,*) } =  У  J M s{ (5 1( t , t ' , x - € ) } M s{ Q ( t ' , £ ) } d £  , (76)
r =  1 0
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■where <Bi(t,t',x— £) refers to  th a t  so lu tion  of th e  hom ogeneous eq u a tio n  (71), 
w hich fulfils th e  in itia l condition

м д ® , « , , - , * = » > } = {  j “

T hus ,x) is th e  solution, w here

=  0) =  d(E  — 1) ött' .

W e m ay  apply  th e  reverse Mellin tran sfo rm  to  (76) : we get

N  x

@2(M ) =  E  J r f f  j @ i  ( ^ , t , t ' , x - ^ Q ( E \ t \ g )  (̂ d £ . (77)
('=.1 о

F in a lly  w ith  help of th e  definitions of Q we get an in te restin g  explicit expression 
for th e  second m om ent, nam ely

<3 2{E,t,x)  =
TV X oo oo oo

E j  { J J ( J , t,t', * -  1F(2)(£', t' ; E " ,  t"  ; £ " ', t"') •
f ' , 0 0 0 0

■ © !(£ '',* " ,f)  © ,( £ '" ,  I '" , f )
d £ ' d £ " £ '  

E '

T he la t te r  expression is of an  in te restin g  form , i t  is how ever n o t su itab le  for 
ac tu a l num erical com pu ta tion .

U seful form ulae fo r co m pu ta tion  a re  ob tained  b y  in troducing  expressions 
for th e  first m om ents in to  (76) and  w orking  ou t its  inverse  Mellin tran sfo rm  
b y  m eans of saddle p o in t in teg ra tio n . T he ra th e r  ted ious calcu lations have 
been  carried  ou t b y  various au thors.

A p p en d ix

In  th e  following we reproduce a few  num erical resu lts  ob ta ined  a n d  com 
m u n ica ted  previously . T he resu lts  here reproduced  all refer to  th e  so-called 
„ap p ro x im atio n  A ,'> o f th e  th eo ry  of e lec tron-pho ton  cascades.

T he ap p rox im ation  considers only  collision ra d ia tio n  of e lectrons and 
em ission o f electron  p a irs  b y  photons.

T he respective cross-sections are as follows. Cross-section for th e  p ro d u c tio n  
of a p h o to n , w hose energy  is in  th e  in te rv a l E ' ,  E '  -)- d E \  b y  a p rim ary  e lectron  
o f energy E  along a p a th  dx

2 W 2(E,1  ;E ' ,2 ,E  — £ 'Д )  =  Щ Е ,Е ')  L ;' E2 a z )
( 78)
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sim ilarly  th e  cross-section  for th e  p roduction  o f a p a ir  of e lectrons b y  a p h o to n  
o f  energy E  a long  a p a th  dx, w here  one of th e  electrons h as  an  energy in  th e  
in te rv a l E ' ,E '  -f- d E '  is given b y

2 W 2(E ,2 ; E \ 1 , E  -  E \  1) =  2 H ( E ' ,E )  ^  , (79)
E  C (Z)

w here

H ( E ,E ’) =  1 -  ( I  +  ««) ( §  -  J £ ) ;

9 b g  183 Z - 1/3
( tak en  to  be =  0,0246 in  th e  course o f  ca lcu la tion ),

1/C(Z)
4 iVZ2 

137
Гд In (183 Z - ! / 3),

r0 =  e2/mec2 classica l e le c tro n  rad iu s
=  2 ,8  • IO“ 13 c m ,

N  is th e  n u m b e r  of a to m s p e r  cc o f ab so rb e r and  Z  i ts  
a to m ic  n u m b e r .

C (Z ) is the so-called  cascade-unit.
The cross-sections (78) an d  (79) are th e  so-called asy m p to tic  cross-sections 

v a lid  for

E ( E — E ’)/E'  |>  137 n?ec2 Z - 1 ' 3.

From  th e  above cross-sections the eq u a tio n s for th e  M ellin tran sfo rm s 
o f th e  average n u m b ers  can be derived  (see equ . (61) for th e  general case. (64) 
a n d  (65) give s im ila r expressions for N  — 1, a n d  (67) for iV =  2, apply ing  in  
th e  case of e lec tro n -p h o to n  cascades). The specific difficulty  in  th e  tre a tm e n t 
o f  th e  e lec tron -pho ton  cascade is th a t  th e  cross-section for th e  em ission o f  
p h o to n s  diverges fo r small E '  ; th is  d ifficulty  can  be overcom e b y  a lim itin g  
procedure  ; i t  c an  be  shown th a t  cu ttin g  off th e  cross-section a t  sm all energies 
one obtains re su lts  w hich converge tow ards a definite lim it, w hen  the  c u ttin g  
o ff  energy is m ad e  to  decrease indefinitely .

One finds th u s  (see for d e ta ils  e. g. [2 ], p . 213)

s 0 + i o o  __ 1

l ? : E ' 9 ’ 2 í r  J  ‘■1~ , Ь ^ г Т 1 с х Р < “ а ‘ { > +  5 = 7 1 е х р ( - “ г 0 ) г ^ Т < 8 0 )
S q — i  C O

1 S»+ r°° Г d s

P{E' °  =  I  £S_1^ T 7 1(exp  “  ex p  Пг0) Y = r j ’ (81)

w h ere  0 (e ,f )  is th e  average n u m b e r of e lec trons a t  a d e p th  J  cascade u n its
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F ig . 3. A verage nu m b er o f electrons w ith  energy g reater th an  E  p roduced by  a p rim ary  electron of 
**

energy E 0. The d ep th  is m easured  in cascade un its . The value of e =  log10 —  is a ttach ed  to  each curve.
E
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Fig. 4. The logarithm of the ratio of the average number of photons to the average number of electrons, 
with energy greater than E at a depth f  cascade units, produced by a primary electron of

energy E 0. The value of e =  logla~  is attached to each curve.
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w ith  energies >  e E  given rise to  b y  a p rim ary  electron of energy  E  . S im ilarly 
P  (e,£) is th e  average  num ber o f photons w ith  energies exceeding eE  given 
rise to  in  a sim ilar w ay. A nd

A =  (3 +  “») + \ ~ ф Т Г Г ; w{s) =  i  log(s!)’

B  =  2 ( 7  “  (з  +  “ °) (s +  1) (s +  2)) ’

c -  7+ T  +  1з +  ö°) 1 (7 =  i) ’
„  7 1

av  a2 are  th e  so lu tions of

I A  — a 
I C

В
В  — a

=  0 .

F in a lly , Q =  %IC(Z) th e  d ep th  in  cascade u n its . log10Q and  log10P  com puted 
from  (80) and (81) b y  m eans of saddle p o in t in teg ra tio n  are  show n in Fig. 3 
and  F ig . 4 (taken  from  [2], p . 397 and 398).

W ith  th e  sam e app ro x im atio n  as above th e  straggle of p a rtic le s  a t a fixed 
d e p th  can  be ev a lu a ted . In  F ig . 5 (com pare [7 ]) we have p lo tte d

triV d )
----------- against 4

n2 +  n

for d ifferen t energies, n  is th e  average  num ber o f electrons w ith  energy >  eE,  
g iven rise to  b y  a p rim ary  e lectron  of energy £  a t  a depth  Q. F u rth e r

=  ,7 2 "— n ~ — n .

F or a Poisson d is trib u tio n  =  0 .

F ig . 5 shows th a t ,  p rov ided  th e  energies considered are n o t  too  near th e  
p rim ary  energy, th e  flu c tu a tio n  h as  a m in im um  a t  a certa in  d e p th  4(и th e re  
th e  flu c tu a tio n  h as  th e  sam e o rd er of m ag n itu d e  as th a t  o f  th e  Poisson 
d is trib u tio n , w hile a t  g reater or a t  sm aller d e p th  th e  f lu c tu a tio n  exceeds th e  
Poisson flu c tu a tio n .

In  Fig. 6 we h av e  p lo tted
erf1-1,*)

-------------aga in st 4 1

n m  (- n

w here m  is th e  average num ber of photons an d

o-PA 2! =  nm  — n m

5 Acta Physica II/4
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Fig. 5. S ta n d a rd  dev ia tio n . T he coeffic ien t оЧ1 ,1 ' 1) /» 2 +  n fo r fixed  e n e rg ie s ;  
__log e =  1, 2 3, 4, 5, 6 an d  8. £ is th e  d e p th  in  cascad e  un  ts.

F ig . 6. C orrelation coefficient. T he coefficien t o-'1 ,1 ’2' / ( " 'n + ") f ° r fixed  e n e rg ie s ; 
—  log e =  1, 2, 3, 4 an d  5. £ is th e  d ep th  in  cascade un its .
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is th e  correlation  coefficient betw een  electrons an d  pho tons in  a cascade. The 
correlation  is zero a t  C0 and  fo r sm aller an d  larger d ep th s  i t  is p o sitive  ; except 
for high energies and  sm all d ep ths w here i t  is negative.

Com parison of Figs. 3 an d  4 w ith  F igs. 5 an d  6 shows th a t  th e  d ep th  L0 
a t  w hich th e  second m om ents show  a m inim um  coincides w ith  th e  m axim um  
o f th e  corresponding first m om ents.

The in te rp re ta tio n  of th e  second m om ents is given in  m y  p a p e r [7 ].

Fig . 7. L a tera l spread  of show ers fo r £ =  25, 14, as function  of energy. C orresponding values
of log Q are  also shown.

In  Fig. 7 we have  reproduced  th e  m ean  square sp read  of e lectrons in  a 
show er tak en  from  [5]. (Com pare also [4].) The calcu la tion  is b ased  on ” ap- 
p ro x im ation  A ” a n d  fu rth e r  th e  sp read  caused b y  th e  angles of em issions are  
neglected. T hus we h av e  considered on ly  th e  effects o f elastic  sc a tte rin g  of th e  
electrons in  th e  atm osphere. F u r th e r  th e  change o f  a ir d en sity  w ith  d ep th  
is also neglected. T he sca tte rin g  is th u s  determ ined  from  a fo rm ula e q u iv a len t 
to  (70) of th is  paper.

In  th is  app rox im ation  th e  m ean  square  spread of partic les o f energy  >  E  
is given by

3 2(F 054) =  =  A !* cascade  u n its , E r =  2я;107 eV.

5*
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A x as fu n c tio n  of energy  and d ep th  Q is show n in  F ig . 7 for 4 =  14 an d  Q =  25, 
an d  also in  Fig. 8 fo r d ifferent energies and  d ep ths. B o th  in  Fig. 7 and  Fig. 8 
we h av e  also p lo tte d  th e  num ber o f partic les w hich are  sub jec t to  th e  spread  
dete rm in ed  b y  A x.

F ig . 8. T he la te ra l  sp re ad  of a ir show ers. S tra ig h t lines give th e  loca tion  of co n stan t 
sp re a d  in  th e  log (E 0/E ) - f  - p lane. L in es o f co n stan t show er size (Q =  1, 102, 104, 106)

a re  also shown.
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ИССЛЕДОВАНИЯ ПО ТЕОРИИ КАСКАДОВ 
Л. Яноши 
Р е з ю м е

В статье дается общий вывод уравнений О, которые уже были приведены в более 
специальной форме в предыдущих статьях. Вторая часть статьи показывает, что множе
ство известных достижений теории каскадов— среди них также результаты, связанные 
с боковым растяжением атмосферных ливней — могут быть просто выведены из обоб
щенных уравнений G.
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ÜBER EIN ANALYTISCHES NÄHERUNGSYERFAHREN  
ZUR BESTIMMUNG DER EIGENFUNKTIONEN UND 
ENERGIEEIGENW ERTE VON ATOMELEKTRONEN II. 
BERECHNUNG DER HÖHEREN ENERGIEZUSTÄNDE. 

DIE ELEKTRONENSTRUKTUR DES Se-ATOMS
V on

R. G Á SPÁ R u n d  P. GOMRÁS

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(E ingegangen : 28. IX . 1952.)

E s w ird  das im  Teil I  dieser A rbeit zu r B estim m ung von  E igenfunk tionen  u n d  E nergie
eigenw erten  de r in  den tie fsten  s-, p-, <1-,. . . Z uständen  gebundenen  A tom elek tronen  ausge
arb e ite te  V erfahren  m it Zuhilfenahm e der in  e in e r vorangehenden A rb e it gegebenen sta tistischen  
F orm ulierung  des B esetzungsverbotes vo llb ese tz te r E lek tronenzustände  zur B erechnung  von 
höheren E nerg iezuständen  de r A tom elek tronen  erw eitert. Das V erfah ren  wird zu r B estim m ung 
d e r E igenfunktionen  und  E nergieeigenw erte d e r E lektronen des Se-Atoms angew endet.

Einle itung

F ü r die Theorie d er F estk ö rp er is t es w esentlich, die E lek tro n en stru k tu r 
d e r  A tom e zu keim en, aus denen d er feste  K örper au fg eb au t ist. In  e iner vo ran 
gehenden A rbeit [1] k o n n te  einer d e r Verfasser (R . Gáspár) zeigen, dass m an 
aus den  m it H ilfe der M ethode des self-consistent field fü r n e u tra le  A tom e 
b es tim m ten  A to m p o ten tia len  m itte ls  e iner einfachen T ransfo rm ation  die A tom 
p o ten tia le  fü r  säm tliche A tom e des periodischen System s berechnen  kann. 
V on diesem  G rundgedanken  ausgehend konnte die Lösung der sich  au f die 
einzelnen E lek tronen  des A tom s beziehenden  Schrödinger-G leichung m it einer 
sehr einfachen  M ethode bestim m t w erden , die aber in  der dort entw ickelten  
F o rm  n u r  zu r B erechnung der tie fs ten  s-, p-, d-, / -  . . . Z ustände des A tom s 
geeignet is t, da  sie die B ehand lung  n u r  solcher E igenfunk tionen  erm öglichte, 
deren  rad ia le r Teil keine K no ten  aufw eist. W enn m an  auch  E lek tronenzustände 
m it höherer rad ia ler Q uan tenzah l b eh an d e ln  will, so m uss m an d ie  M ethode 
erw eitern . D ies k ann  in  einer sehr einfachen  W eise dad u rch  geschehen, dass 
m an  auch  h ier das v o n  einem  der V erfasser (P . Gombás) in  einer vorangehen
den A rb e it [2 ] hergeleite te  m odifizierte  P o ten tia l e in fü h rt, w odurch  m an  der 
O rthogonalisierung der E igen funk tionen  der höheren  E lek tro n en zu stän d e  auf 
die der tieferen  en thoben  w ird, w as b ed eu te t, dass m a n  auch fü r die höheren 
E lek tro n en zu stän d e  m it rad ia len  E igen funk tionen  rechnen  kann , die keine K no
te n  besitzen . Dies b e d e u te t —  wie w ir sehen w erden —  eine sehr grosse Verein
fachung.

Als erste  A nw endung dieser e rw e ite rten  M ethode haben  wir B erechnungen 
fü r  das Se-A tom  durch geführt, das sow ohl vom  re in  theoretischen  wie vom
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p rak tisch en  S ta n d p u n k t aus b e tra c h te t  von In te re sse  ist. A u f G rund d ieser 
B erechnungen  b ie te t sich die M öglichkeit auch fü r  das Se im  festen  Z ustand  
B erechnungen  d u rchzu füh ren , w as bisher n ic h t möglich w ar, da für das 
Se-A tom  B erechnungen  m it der M ethode des self-consistent field n ich t v o r
h a n d e n  sind.

D as Se-A tom  is t  in die 6-te K olonne des periodischen S ystem s eingereiht 
u n d  b es itz t die fo lgende E lek tro n e n s tru k tu r :

(l.s)2 (2s)2 (2p )6 (3s)2 (3p)6 (3d)10 (4s)2 (4p)4 .

D ie äusserste  E lek tronenschale  des Se-Atoms ze ig t eine ähnliche S tru k tu r, w ie 
die äusserste  E lek tronenschale  des in  der selben K olonne s teh en d en  Sauerstoff- 
A tom s. B eiden is t gem ein, dass aus d er edelgasähnlichen  A ch terschale  (ns)2 (np)6 
zwei np  E lek tro n en  fehlen. Sie neigen  deshalb, d u rc h  A ufnahm e zw eier E lek tro 
n en , zu r B ildung  zw eifacher n eg a tiv e r Ionen, d e ren  S ta b ilitä t ab er n ich t so 
gross is t, w ie die d e r en tsp rechenden  n ega tiven  H alogenionen, im  Falle des 
Se wie die des B r-Io n s. E rw äh n en sw ert ist, dass das Se dasjenige E lem ent m it 
k le in ste r O rdnungszah l der S auerstoffgruppe is t, das eine abgeschlossene 
d -E lek tronen-schale  u n d  zw ar eine abgeschlossene 3d-Schale b e s itz t.

Die Bestim m ung des effektiven Potentials

D as P o te n tia l eines n eu tra len  A tom s m it d e r  O rdnungszah l Z  k ann  — wie 
in  [1] gezeigt w urde  —  in g u te r N äherung  in  d e r  F o rm

Z pe Ze e~
r r 1 -|- A 0x ( 1 )

geschrieben  w erden , wo X0 =  0,1837 und  A 0 =  1,05 dim ensionslose K onstan ten  
s ind  ; w eiterh in  bezeichnet e die positive E lem en tarlad u n g , Z pe die effektive 
K ern lad u n g  des A tom s u n d  r  die E n tfe rn u n g  v o m  K ern , x  b e d e u te t eine zu r 
p ro p o rtio n a le  Grösse u n d  zw ar is t

m it

r
x  =  —

P

1 [ 9 n 2\ 113 0 ,8853ao
^  -  4 l  2 Z ) a° “  Z 1' 3 ’

( 2)

(3)

w o a0 den  ers ten  B ohrschen  W asserstoffrad ius bezeichnet. W ie au s (1) zu sehen 
is t, w ird  das P o te n tia l  am  O rt des K erns wie Ze/r  unendlich , u n d  verschw indet
fü r  r- i  oo  wie e~^oxlx 2.
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Die Lösung der E inelektron-Schrödinger-G leichung m it dem  P o te n tia l (1) 
ist im  allgem einen eine kom plizierte  Sache. F ü r  den F a ll aber, dass die rad ia le  
E igenfunk tionen  keine K n o ten  besitzen , d. h. fü r den F a ll der tie fsten  s-, p - ,  
d-, / - ,  . . .  Z ustände k a n n  eine b rau ch b are  N äherungslösung  der Schrödinger- 
G leichung sehr einfach hergeleite t und  die Energieeigenw erte m it h in re ichender 
G enauigkeit b estim m t w erden. Die B erechnung der h ö h eren  Z u stän d e  m it  
E igenfunk tionen  deren  rad ia ler Teil keine K n o ten  aufw eist, k ann  ab er n ich t 
ohne w eiteres geschehen, denn  diese E igenfunk tionen  sind  au f die d er tie fe r 
liegenden Z ustände n ich t orthogonal, w as zu r Folge h ab e n  w ürde, d ass  die 
E lek tro n en  des A tom s in  die tiefstm öglichen  Z ustände h in ab stü rzen . D ies 
w ürde eine V erletzung des Pauli-V erbots bed eu ten . Diese Schw ierigkeiten k a n n  
m an  um gehen, w enn m an  s ta t t  dem  e lek tro sta tischen  P o te n tia l V  das schon 
eingangs erw ähn te  m odifizierte P o ten tia l e in füh rt.

W ie in  einer vorangehenden  A rbeit gezeigt w urde [2], h a t  dieses m o d i
fizierte P o ten tia l V m0d folgende G estalt

V m o d  — V  -(- Gi , (4)

wo V  das durch  (1) definierte e lek tro sta tische  P o ten tia l u n d  G / ein Z u sa tz 
p o ten tia l b ed eu te t, das fü r ein E lek tro n  m it der N eb en q u an ten zah l I d as  
Paulische B esetzungsverbot, d. h. die O rthogonalisierung  d er E ig en fu n k tio n  
a u f die der tiefer liegenden Z ustände e rse tz t. W ie in  der eben  z itie rten  A rb e it 
gezeigt w urde, h a t  G j folgende G esta lt

q  = ____эт 2ea0 d 2 _  1 eop
8(21 +  l ) 2 ‘ 4 r2 ’

w o D i  die rad iale  E lek tro n en d ich te  all’ d er E lek tronen  m it d er N eb en q u an ten 
zah l l b ed eu te t, deren  E nerg ie tie fer lieg t, als die des in  B e trach t gezogenen 
E lek tro n s. So b ed eu te t z. B . beim  Se-A tom  im  Falle des 3s-E lek trons D ; die 
Sum m e der rad ia len  E lek tro n en d ich ten  der beiden  ls- und  d e r beiden  2s-E lek tro- 
n en  u n d  im  Falle des З р -E lek trons die rad ia le  E lek tro n en d ich te  d er sechs 
2j9-Elektronen. F ü r  die tie fsten  s-, p -, d - , f - ,  . . . Z u stän d e ,d . h . fü r  die Z u stän d e  
ls ,  2p, 3d, 4 /, . , . , i s t  Gi 0 zu setzen, w odurch  der Ü bergang  in  d ie  e x a k te  
w ellenm echanische B ehandlungsw eise g a ra n tie r t wird.

D urch  das E in fü h ren  des m odifizierten P o ten tia ls  (4) k a n n  m an  h insich tlich  
der O rthogonalisierung d er E igen funk tionen  so verfah ren , als ob die tie fe r  
liegenden E lek tro n en zu stän d e  gar n ich t ex is tie rten , was b e d e u te t, dass m a n  die 
O rthogonalitä tsbed ingungen  der E ig en funk tion  au f die tie fe r liegenden Z u s tä n d e  
m it gleicher N ebenquan tenzah l einfach fallen  lassen k an n  u n d  im  m odifizierten  
P o ten tia l (4) den energetisch  abso lu t tie fs ten  Z ustand  zu  bestim m en  h a t .  
D em entsprechend  w erden  sich fü r  die E ig en funk tionen  k n o te n p u n k tfre ie  
F u n k tio n en  vom  Slaterschen  T yp  ergeben.
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W enn w ir m it R u  die a u f  1 n o rm ie rte  rad iale  E igen funk tion  m it der 
H a u p tq u a n te n z a h l i und  d er N eb en q u an ten zah l l bezeichnen, so erh ä lt m an  
f ü r  den F all, d ass  das in  B e tra c h t gezogene E lek tro n  in  einem  Z ustand  m it der 
H a u p tq u a n te n z a h l n  un terzu b rin g en  ist

n — 1

D, =  2(2J +  1) 4яг* £  Д?,. (6)
i = i + l

N a c h  E in se tzen  dieses A usdruckes und  des A usdruckes (1) fü r  V  in  (4) fo lg t

T/ Z e  e - V / f i
* mod i  i ”r  1 +  A 0rl/Jb

8 л 4ea0 r4
r, n—l

V /= г+ 1
(7)

A bschliessend sei noch erw äh n t, dass anschaulich  d er w esentliche U n te r
sch ied  zw ischen dem  m odifizierten  und  e lek tro sta tisch en  P o te n tia l  darin  b e s teh t, 
d ass  beim  m odifiz ierten  P o te n tia l bei einer A nnäherung  an  den  K ern  das E le k tro n  
d u rc h  ein s ta rk e s  A nw achsen d er p o ten tie llen  Energie d a ra n  gehindert w ird , 
in  energetisch  tie fe r  liegende Q u an ten zu stän d e  h in ab zu stü rzen , w ährend im  F alle  
des e lek tro sta tisch en  P o ten tia ls  die po ten tie lle  Energie des E lek trons bei einer 
A n n äh eru n g  a n  d en  K ern  m on o to n  sinkt, u n d  das E lek tro n  d u rch  die O rthogona- 
litä ts fo rd e rn n g  d e r E ig en fu n k tio n  auf die tie fe r liegenden Z ustände an  dem  
H e rab s tü rzen  in  diese g eh in d ert wird.

Das Näherungsverfahren zur Berechnung von Elektronenzuständen in Atomen

In  u n se ren  N äherungsverfahren  b au en  w ir die E igen funk tion  eines A tom s 
m it  m ehreren  E lek tro n en  aus d en  E igenfunk tionen  der E inelek tro n zu stän d e  auf. 
W ir  sehen v o m  E lek tro n en au stau sch  zu n äch st ab, d. h . w ir setzen die E igen 
fu n k tio n  des A to m s als ein einfaches P ro d u k t d er E igenfunk tionen  der einzelnen 
E lek tro n en  an . G anz ähnlich  w ie in der M ethode des self-consistent field ge
b rau ch en  w ir au ch  h ier die N äherung , dass sich die einzelnen E lek tronen  von  
e inander u n ab h än g ig  in e inem  von dem  K ern  und  den übrigen  E lek tro n en  
resu ltie ren d en  m ittle ren  P o te n tia l bew egen. Dieses m ittle re  P o ten tia l w ird  als 
k ugelsym m etrisch  angenom m en und  e rg ib t sich, w enn m an  über den w inkel- 
abhängigen  A n te il h inw egm itte lt. Es w ird  also angenom m en, dass sich die 
einzelnen E le k tro n e n  in  einem  m ittle ren  kugelsym m etrischen  P o ten tia l bew egen.

Gem äss diesen V oraussetzungen k an n  m an  die E igen funk tion  der einzelnen 
E lek tro n en  in  d er Form

V =  R{r) Y lm (ö,<p) (8)



Ü B E R  E IN  A N A LY TISC H ES N Ä H E R U N G SV E R FA H R E N  Z U R  BESTIM M U N G  D E R  E IG E N F U N K T IO N E N  3 3 9
UN D  E N E R G IE E IG E N W E R T E  VON A TO M E L E K T R O N E N

darste llen , wo R(r) den rad ia len  A nteil u n d  Y lm die K ugelflächenfunk tion  in 
d er üb lichen B ezeichnung b ed eu te t.

D en rad ia len  Teil der E igenfunk tion  R (r) bestim m en  w ir aus der S chrö
dinger- Gleichung

dУ
d r2 e a o + 12(e -f- e V moa) —

1(1 4- 1) e2o0
/ = 0 . ( 9 )

w o f  =  r R(r) is t. Diese G leichung u n te rsch e id e t sich von  d er übhchen  Schrö
dinger-G leichung dadurch , dass in  (9) s ta t t  dem  e lek tro sta tischen  P o ten tia l 
das m odifizierte P o ten tia l V mai s teh t.

Im  Z usam m enhang m it d er Lösung d er G leichung sei noch folgendes 
b em erk t. D as au f ein E lek tro n  in  einem  vorgegebenen Q u an ten zu stan d  w irkende 
m odifizierte P o te n tia l e n th ä lt auch  die E igenfunk tionen , bzw . die W ahrschein 
lichkeitsd ich ten  aller E lek tronen  m it derselben N eben q u an ten zah l aber k leinerer 
H a u p tq u a n te n z ah l. A uf den e rs ten  B hck h in  schein t es deshalb , dass m an  bei 
d er B estim m ung der E igenfunk tionen  der einzelnen E lek tro n en zu stän d e  eine 
B erechnung von  der A rt eines self-consistent field durchzuführen  h a t. Dies erw eist 
sich jedoch als überflüssig. M an m uss h ierzu n u r  in  der W eise Vorgehen, dass 
m a n  bei der B estim m ung der E lek tro n en zu stän d e  des A tom s fü r eine fixe 
N eb en q u an ten zah l m it dem  zu dieser N ebenquan tenzah l gehörenden energetisch 
tie fs ten  Z ustan d  beg inn t und  sukzessive zur B estim m ung der höheren Z ustände  
ü b erg eh t. D as m odifizierte P o ten tia l fü r einen  vorgegebenen Z ustan d  e n th ä lt 
näm lich  im m er n u r  die W ahrschein lichkeitsd ich ten  der tie feren  Z ustände, die 
m a n  aus den vorangehenden  S ch ritten  des V erfahrens schon k e n n t ; fü r den  
tie fs te n  Z ustand  bei vorgegebener N ebenquan tenzah l geht V mo(i in  das e lek tro 
s ta tisch e  P o te n tia l über, das in  unserer N äh eru n g  die W ahrschein lichkeits
d ich ten , bzw. die E igenfunk tionen  der üb rigen  E lek tro n en zu stän d e  expliz ite  
n ich t en thä lt.

Die Schrödinger-G leichung (9) lösen w ir m it H ilfe e iner M ethode von  
R asetti [3 ], die w ir auch in [1] angew endet h ab en . D a die B erechnungen w e it
gehend  parallel zu [1] verlaufen , können w ir u ns im  folgenden m it einer kurzen  
Z usam m enfassung der M ethode begnügen u n d  bezüglich der D etails au f [1] v e r
weisen.

Das W esentliche der M ethode von R a se tti  b esteh t k u rz  im  Folgenden. 
D as in  die G leichung (9) eingehende P o te n tia l V moct approxim ieren  w ir du rch  
den  einfachen A usdruck

V m o d  —

1 X e a n Zo
e

( 10)

in  w elchem  die K o n stan ten  Z*, Я u n d  y 0 au f die w eiter u n ten  angegebene W eise
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b e s tim m t w erden . F ü r  dieses einfache P o te n tia l lä ss t sich die G leichung (9) 
e x a k t  lösen. M it dem  A nsatz

/  =  A r n* e ~ V ,

in  dem  A  e inen  N orm ierungsfak to r bezeichnet, folgt aus (9) sofort

(И )

1

u n d
1 2 2e =  — 2  7  e «o

■ 4A A  4Z(/ - 

Z*
7  =

1)] 1/2

( 12)

/o 2 Ui* J an Xo-

W enn  also die K o n stan ten  Z*, A u n d  -/<> im  A usdruck  von  V'mod b e k a n n t 
sind , so lassen  sich die E ig en funk tion  u n d  d er E nerg ieeigenw ert fü r  das N äh eru n g s
p o te n tia l  V'm0d berechnen . D iese K o n s ta n te n  w erden aus der F o rd e ru n g  b e 
s tim m t, dass bei dem  W ert von  r, bei dem  die rad ia le  D ich tev erte ilu n g  4тгг2К 2 
ih r  M axim um  aufw eist, die F u n k tio n en  V m0(i und  V'm0it sowie ih re  e rs te n  u n d  
zw eiten  A bleitungen  übere instim m en . A u f diese Weise k a n n  m an  die K o n s ta n te n  
e rm itte ln , u n d  e rh ä lt so eine erste  N ä h e ru n g  fü r die E nerg ie te rm e.

E ine zw eite N äherung  e rh ä lt m an  d u rch  die K o rrek tio n  des F eh le rs , 
d e r  d a rau s  e n ts te h t, dass der E nerg ieeigenw ert m it dem  P o te n tia l Vmoct s ta t t  
m it  dem  P o te n tia l V mod b e s tim m t w urde. D as en tsp rechende  K o rrek tio n sg lied  
v o n  e e rh ä lt m an , w enn m an  V  mod —  V mod als S tö ru n g sfu n k tio n  b e tra c h te t  
u n d  m it d ieser die w ellenm echanische S törungsenerg ie  e rs te r  O rdnung  b e re c h n e t.

Die B estim m ungsgleichungen  fü r die K o n stan ten  Z * , A und  %0 la u te n

A a 0 =  Z Ф х ( гт)  ° o  » (1 * 1 )

Z *rm — Z u f z *(xm) А  Фг*{гт) ao > (14)

Xo — e l /mod(rm) [Z u  (fz*  A  cyfx) (CPZ, А  2  «о] 5
rm 2

wo Д  und fy* du rch  die G leichungen (17) u n d  (18) aus [1] defin iert sind. Ф-, und  
<X>z* re su ltie ren  aus dem  Z u sa tzp o ten tia l G; in  V mod u n d  h ab en  fo lgende B e
d e u tu n g

ф я =  — Ф 0 r ^ í+ 2  е - 4 у 0гт [4ге*(4и* А  1) — 8 7 о(4л„*

ф 2* =  Ф 0 г,пП0+2 [4л* (4п* А  2) -  87о (4п*

m it *

2 [ ( 2и 0) !]2

1 ) r m А  167 о2гш2] - - , ( 1 5 )  

1,5) гт А  167 огт ]  (16)

(17)

In  den  F orm eln  (13)— (17) b ed eu ten  7o u n d  n * die d u rch  (11) d efin ierten  
P a ra m e te r  desjenigen E lek tro n en zu stan d es, dessen N eb en q u an ten zah l dieselbe
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is t wie die des zu bestim m enden  E lek tro n en zu stan d es und  dessen H a u p tq u a n te n 
zah l um  1 kleiner is t  als die des zu bestim m enden  E lek tronenzustandes. D er 
R ad iu s  r m is t derjen ige r-W ert, b e i dem  die ra d ia le  W ahrschein lichkeitsd ich te  
des E lek trons ih r M axim um  aufw eist ; x m h ä n g t m it rm folgenderm assen zu 
sam m en x m =  r m/ju . Die G leichungen (15) u n d  (16) sind insofern  kom pli
z ie rte r als die en tsprechenden  G leichungen in  [1] , dass in (15) u n d  (16) X u n d  
Z * rm n ich t n u r d u rch  (Z^/a,,) =  f  von der O rdungszahl ab h än g en , sondern 
in  den  G leichungen r m u n d  x m s im u ltan  au ftre ten , w odurch —  wegen des Z u 
sam m enhang  x m =  rmjfj. au ftre ten d en  von Z  abhängigen P aram ete rs  / 1  —  
eine w eitere A bhäng igkeit von  Z  a u ftr itt .  M it H ilfe des Z usam m enhanges 
r m =  n * jy  e rg ib t sich aus den G leichungen (12)— (17) die fo lgende Gleichung

£ ( fz -  + f x )  -  d f z *  +  ® z .)1/2 +  +  Ф к  -  1(1 +  1) =  0 . (18)

N achdem  m an rm aus dieser G leichung b es tim m t h a t, kann  m a n  aus (13) u n d  
(14) die P a ram e te r  Z*, X u n d  yA) bestim m en , w om it alle P a ram ete r des 
N äherungspo ten tia ls  b ek an n t sind.

B estim m ung der E igenfunktionen und  der Energie

N achdem  w ir die P a ram ete rw erte  Z*, X u n d  yA) des H ilfspo ten tia ls  (10) 
b e s tim m t haben , k a n n  m an die E igenfunk tion  u n d  Energie so fo rt feststellen. 
Die E igen funk tion  w ird  durch n* und  у  b e s tim m t, fü r die m a n  die folgenden 
A usdrücke erhält

7i* — (Z  u fz * /a 0 + (19)

(Z /r/z * /o 0 +  Ф г*)1/2у  =
rm

(20)

F ü r  die einzelnen E lek tro n en zu stän d e  des Se-A tom s geben w ir die D aten  der 
P a ra m e te r  n* u n d  у  in  der T abelle  1 an. Zum  V ergleich sind au ch  die m it dem  
halbem pirischen  S laterschen V erfah ren  b erechne ten  en tsp rechenden  P a ram e te r
w erte  angeführt. H ieraus ist zu sehen, dass die Ü bere instim m ung  d er P a ram e te r
w erte  у  besonders fü r  die tiefer liegenden E lek tro n en zu stän d e  g u t is t, und zw ar 
bed eu ten d  besser als im  Falle d e r P a ram ete rw erte  n*.

M it den in  d er Tabelle 1 angegebenen P a ram ete rw erten  lä ss t sich die 
E lek tro n en v erte ilu n g  des Se-A tom s einfach berechnen . Diese k a n n  als G ru n d 
lage zu versch iedenen  a tom physikalischen  B erechnungen  d ienen .

F ü r  die E nerg ie  der einzelnen E lek tronenzustände  e rhält m a n  ganz analog 
zu den R esu lta ten  von  [1] h ier folgenden A usdruck



3 4 2 R . G ÁSPÁR u n d  P . GOMBOS

Z e 2

Iй-

1 e 2a ft

4 r 2m

_ !  f  x m e  'A0Xm _  f z • + h  \
* 1  b +  A 0x m  2 /  +

> 2 (O z * +  Ф я ) +  3 2  n * r„

П — 1

Z  RU r m)
L i= í+ 1

+ Л

T A B E L L E  1
Die W erte  d e r V a ria tio n sp ara m ete r fü r  d ie  E le k tro n en z n stän d e  de? Se-A tom s

wahre Hauptquantenzahl 1 2 3 4

n* h ier b e rec h n e t 0,9780 2 5892 4 ,4528 5 ,7 2 9 3

s -E le k tro n S la te r 1 — — —
■у h ier b e rec h n e t 

S la te r
33,59
33,7

2 2 ,''4 15,90 1 0 ,32

n* h ier b e rec h n e t 1,7347 3,6560 4 ,7 1 4 9

p  -E lek tro n S la te r — 2 — —
у  h ie r b e rech n e t 

S la te r —
13,792
14.925

10,274 6 ,2015

n* h ier b e rec h n e t 1,7210

d  -E lek tro n Sla ter — — 3 —
■у h ier b e rec h n e t — — 4,2603 —

S la te r — — 3,583 —

T A B E L L E  2

D ie E n erg ie te rm e  des Se-Atom s

Hauptquantenzahl 1 2 3 4

s -E le k tro n th eo re tisch 455 61 65,61 9,762 1 56
em pirisch 466,09 — 8,455 —

p  -E lek tro n th eo re tisch 49,44 5 64 0,33
em pirisch -- - 53,56 5,91 0,16

d  -E lek tro n th eo re tisch
em pirisch

—
—

1 5706 
2,2675

—

D ie m it d ieser Form el b e rech n e ten  E nerg iew erte  d er E lek tro n en zu stän d e  des 
Se-A tom s sind  sam t den  em pirischen  R esu lta ten  in  d e r  Tabelle 2 zusam m en
gestellt, w obei zu bem erken  is t, dass w ir im  Falle der em pirischen T e rm d u b le tte  
das a lgebraische M ittel d e r beiden K om ponen ten  angegeben  haben . W ie aus 
d en  D a ten  d er Tabelle zu sehen is t, e rg ib t sich zw ischen den th eo re tisch en  u n d  
em pirischen  R e su lta te n  eine gu te  Ü bereinstim m ung.
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К Р А Т К И Е  С О О Б Щ Е Н И Я
KURZE MITTEILUNGEN — BRIEF REPORTS

ÜBER DIE PHYSIKALISCHE WECHSELWIRKUNG  
YON CANCEROGENEN SUBSTANZEN 

MIT KETTEN MOLEKÜLEN
VON

Th. NEUGEBAUER
INSTITUT FÜR PHYSIK D ER UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(Eingegangen : 27. IX. U52.)

Schon von 0 . Schm idt [1] w urde d a ra u f  hingew iesen, dass zw ischen der 
(in den B enzolringen frei bew eglichen) D ichte der тг-E lek tronen  u n d  den 
krebserregenden  E igenschaften  von  gewissen a ro m atisch en  V erb indungen  
ein ganz enger Para lle lism us b e s te h t. W eitere U n tersuchungen  h ab en  es 
d an n  bew iesen, dass eine V ergrösserung  der jr-E lek tronend ich te  durch  
S u b stitu tio n  von  basischen G ruppen  (z. B . der A m inogruppe) die cancerogenen 
E igenschaften  erhöht, von  säuren  G ru p p en  dagegen h e ra b se tz t, oder zum  V er
schw inden b rin g t [2 ].

A ndererseits is t es eine b ek an n te  T a tsache , dass kondensierte  arom atische 
V erbindungen, wie Benzol, N ap h ta lin  u n d  A nthrazen  eine auffallend grosse 
d iam agnetische S uszep tib ilitä t in  der R ich tu n g  senkrech t zu r Ebene d er aro 
m atischen  R inge besitzen  [3]. D as ex trem ste  Beispiel diesbezüglich is t  der 
G raph it, den  m an sich aus lau te r  kondensierten  B enzolringen aufgebaut denken  
kann , u n d  der senkrech t zu r B asisfläche eine abnorm al grosse d iam agnetische 
S u szep tib ilitä t besitz t. D ie erw ähn ten  arom atischen  V erb indungen  sind  zw ar 
noch n ich t cancerogen, es is t jedoch  sehr w ahrscheinlich, dass hei den cancero 
genen V erbindungen ähnliche V erhältn isse  au ftre ten  w erden , leider liegen dies
bezüglich noch  keine experim entellen U ntersuchungen  v o r. T heoretisch w urde 
d ie  d iam agnetische A nisotropie von  arom atischen  M olekülen von P auling  [4], 
London  [5] u n d  M ayot, Berthier u n d  P ullm a n  [6] berechnet.

Im  folgenden wollen wir berechnen , wie gross d ie  v a n  der W aalssche 
W echselw irkung von solchen cancerogenen  M olekülen m it K ettenm olekü len  
(P o lypep tidketten ) sein k an n . Die b e k a n n te  quantenm echanische Form el

w  =  _  6_  y ,  Í Z r ( 0 m ) |2 |z 2( 0 h ) | 2
( 1 )

R 6 m,n h {  v { m 0) +  r>(7i0)}

fü r  die v an  der W aalssche Energie k a n n  m an , wie das v o m  Verfasser gezeigt 
w urde [7 ], vere in fach t w ie folgt schreiben  :

XV =,r w —
6

R6
^(00)4 (00)
h (v 1 +  f 2)

( 2 )
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F ü r die d iam agnetische S u szep tib ilitä t e rh a lten  w ir dagegen , w enn w ir  
m it r  die P ro jek tio n  der B ah n rad ien  der E lek tro n en  au f eine z u r  B eo b ach tu n g s
r ic h tu n g  senk rech te  E bene bezeichnen

X ( 3 )

W enden w ir je tz t  unsere  Form el (2) a u f  die B erechnung  der W ech se l
w irk u n g  eines cancerogenen M oleküls m it einem  linearen K etten m o lek ü l a n . 
D e r In d ex  1 soll sich au f das K ettenm olekü l, der In d ex  2 dagegen a u f  d a s  
cancerogene arom atische  M olekül beziehen. A bgesehen von  A ustauscheffek ten  

is t  jedoch  e2 27 r? =  — г2(00) u n d  das b e d e u te t, dass die cancerogenen a ro 

m atisch en  V erb indungen  wegen ih ren  sehr grossen d iam agnetischen  S uszep tib ili
tä te n  senk rech t zu r K ingebene in  auffallend s ta rk e  van  der W aalssche W echsel
w irk u n g  m it K ettenm olekü len  tre te n  können . Ü brigens m uss die a u ftre ten d e  
W echselw irkung noch  grösser sein, als die aus u nserer vere in fach ten  B erechnung  
folgende, weil j a  (1) u n te r  d er A nnahm e hergele ite t w u rd e , dass beide in  
W echselw irkung tre ten d e  G ebilde kugelsym m etrisch  sind, was jedoch  bezüglich  
eines arom atischen  Binges n ic h t m ehr der F a ll is t und  w ie die u n m itte lb a re  
A nschaung  zeig t, w ird  die A nziehung d ad u rch  noch grösser, doch  soll au f diese 
F rag e  an  einer anderen  Stelle eingegangen w erden.

Sehr w ich tig  is t jedoch, dass die cancerogenen M oleküle im m er eine la n g 
g estreck te  lineare  F o rm  hab en  u n d  dass ih re  arom atischen  B in g e  im m er co p lan a r 
sind , all dies b eg ünstig t das A uftre ten  einer starken  v a n  der W aalsschen  
W echselw irkung m it K ettenm olekü len , u n d  d a  nach m odernen  A nschauungen 
d er K rebs eine som atische M uta tio n  (von K örperzellen) sein  soll, so liegt d ie  
D eu tu n g  an  d er H and , dass die cancerogenen Moleküle infolge ihrer au sn ah m s
weise s ta rk en  v a n  der W aalsschen W echselw irkungen in  P o ly p ep tid k e tten  
s tru k tu re lle  V eränderungen  veru rsachen  kö n n en , also z. B . in  den den C hro- 
m onem afaden  der Chrom osom en au fbauenden  P o ly p ep tid k e tten , und  au f d iese 
W eise A nlass zu dem  A u ftre ten  einer M u ta tio n  geben.

S e lbstverständ lich  k ö nnen  ausser der b e tra c h te ten  W echselw irkung au ch  
noch  andere  eine Bolle spielen, so erstens die höheren N äh eru n g en  der v a n  d e r  
W aalsschen  E nerg ie , der In d u k tio n seffek t u n d  W asserstoff b in  düngen, fü r d e ren  
B edeu tung  m ehrere  experim entelle  T a tsach en  sprechen.



Ü B ER  D IE  PH Y SIK A L ISC H E  W EC H SE L W IR K U N G  VON CA N CER O G EN EN  SU BSTA N ZEN  
M IT  K E T T E N M O L E K Ü L E N

347

L IT E R A T U R

1. 0 . Schmidt, Z. physik. Chem. 42, 83, 1939.
2. Ygl. den zusam m enfassenden B erich t von H . D ruckrey , D. Schm 'ihl u . P. Danneberg , 

Die N aturw iss. 39, 393, 1952. Die ganze L ite ra tu r  dieser F rag e  is t  in d ieser A rb e it z u sa m m en 
gestellt.

3. Ygl. z. B. W. K lem m , M agnetochem ie, A kadem ische Verlagsges. Leipzig 1936, S . 197, 
u . P. W . Selwood, M agnetochem istry, In terscience  P ublishers, New Y ork  1943, S. 66.

4. L . P auling , J .  Chem. Phys. 4 , 673, 1936.
5. F . London , Jo u rn . d. phys. 8 , 397, 1937.
6. M . M ayot, G. Berthier u. B . P u llm an  Jo u rn . d . phys. 12, 652 u . 717, 1951.

M . M ayot, G. Berthier, A . P u llm a n  u. B. P u llm a n , ebenda 13, 15, 1952.
7. Th. Neugebauer, M ath. u . N aturw iss. Anzeiger d e r u ng . A k a i. d . W iss. 55. 410, 19 37 

u . Z. physik. Chem. 200  162 1952.



ъ



Les A cta Physica  p a ra issen t en russe, fram jais, angla is e t  allem and e t p u b lien t 
des tra v a u x  du  dom aine de la  physique.

Les A cta Physica  sont publiés sous fo rm e de fascicules q u i seront ré tm is en un  
volum e.

On e s t p rié  d ’envoyer les m anuscrits  d e s tin é s  ä la re d ac tio n  e t  écrits ä  la  m achine 
ä l’adresse  su iv an te  :

Acta Physica, B udapest 62, Postafiók 440.

T oute  correspondance dó it é tre  envoyée ä  c e tte  mérne adresse.
Le p rix  de l’abonnem ent p a r  volum e e st d e  110 fo rin ts (S 6.50.)
On p eu t s’abonner ä l ’E n trep rise  du  Com merce E x té r ieu r  des L ivres e t Jo u rn au x  

» K u ltú ra«  (B udapest, V I., S z tá lin -ú t 21. C om pte-couran t N o. 45-790-057-50-032) ou ä 
l ’é tran g er chez to u s  les rep ré sen tan ts  ou déposita ires.

T he Acta Physica  pub lish  papers on physics, in R u ss ia n , F rench , E n g lish  and 
G erm an.

T he Acta P hysica  app ear in  p a rts  of v a rio u s size, m aking u p  one volum e.
M anuscrip ts should be ty p ed  and  addressed  to :

A cta Physica, B udapest 62, Postafiók 440.

C orrespondence w ith  th e  ed ito rs and  pu b lish ers should be se n t to  th e  sam e address . 
T he ra te  o f subscrip tion  to  th e  Acta  P h ysica . is 110 fo rin ts ($ 6.50) a volum e. O rders m ay 

be p laced  w ith  » K u ltú ra«  Foreign  T rade  C om pany for B ooks an d  N ew spapers (B u d a 
pest, V I., S z tá lin  u t  21. A ccount No. 45-790-057-50-032) or w ith  rep resen ta tiv es a b ro ad .

D ie Acta Physica  veröffentlichen A b h and lungen  aus dem  Bereiche d e r P h y s ik  in 
russischer, französischer, englischer u n d  d eu tsch e r Sprache.

D ie  Acta Physica  erscheinen in H e ften  wechselnden Um fanges. M ehrere H efte  
b ilden  e inen  B and .

D ie zu r V eröffentlichung bestim m ten  M anuskrip te  sind, m it  M aschine geschrieben, an 
folgende Adresse zu senden :

Acta Physica, B udapest 62, Postafiók 440.

An die gleiche A nschrift is t auch  jede  fü r d ie R edak tion  u n d  den V erlag bestim m te  
K orrespondenz zu  senden .

A bonnem entspreis pro B an d  110 fo rin t ($ 6.50.) B estellbar bei dem  B u c h -u n d  Z eitungs- 
A ussenhandels-U ntem ehm en » K u ltú ra«  (B u d ap es t, V I., S z tá lin -ú t 21. B an k k o n to  : Nr. 
45-790-057-50-032) oder bei seinen A u slandsvertre tungen  und  K om m issionären .



20 .—  Ft

I N D E X

A . B a rd ó cz: In v e s tig a tio n s  Concerning L igh t Sources fo r Spectrum  A nalysis. I I .  
E lectron ica lly  C ontrolled A. C. O p era ted  D . C. In te rru p te d  A rc  Source. —
А. Б ар д о ц  : И сследования в области  световы х источников для  спектрального  
ан ал и за . I I . Д у го в о й  во збуд итель постоянного т о к а , с питанием  от перем ен
ного т о к а  и  имею щ его электрон ное у п р а в л е н и е ............................................................  265

J .  Boros u n d  Z . S iba lszky  : E lek tronen leitung  in  v e rfä rb te n  A lkalihalogenidkristallen .
— Й. Б о р о ш  и 3 . Ш и б ал ь ск и : Э л ек тр о н н ая  проводим ость в  цветных 
щ елочн о-галоидны х  к р и с т а л л а х ................................................................................................ 277

L . J á n o s s y : S tu d ies  on  th e  T heory  of Cascades. —  Л . Я н о ш и : И сследования  по
теории к а с к а д о в .....................................        289

R . Gáspár u n d  Р . Gombás : Ü ber ein an a ly tisches N äh eru n g s verfah ren  zur B estim m ung der 
E ig en fu n k tio n en  u n d  E nerg ieeigenw erte  von A tom elek tronen . I I .  B erechnung  der 
höheren  E n erg iezu stän d e . D ie E le k tro n e n s tru k tu r  des Se-Atoms. —  P . Гаш пар И 
П . Г о м б а ш : Об анали тическом  методе д л я  при ближ енн ого  определения 
собственны х ф ункц ий  и эн ер ги й  электрон ов. I I . О пределение состояний 
с более вы соким и  эн ергиям и. Э лектронная  с тр у к т у р а  атом а S e ..................  335

К р атк и е  сообщ ения —  B rief D ep o rts  —  K u rze  M itteilungen

T h . Neugebauer : Ü b e r die physikalische W echselw irkung v o n  cancerogenen Substanzen
m it K e tten m o lek ü len  ...................................................................    345

A cta  Phys. H ung. Тот . I I .  Fase. 4. B udapest, 27. I I .  1953.

Akadémiai Kiadó (Budapest, V I., Alkotmány-u. 2 l.) Felelős: Mestyán János

Akadémiai nyomda, Gerl6czy-u. 2. — 21212/53 — Felelős vezető: ifj. Puskás Fereac


	1952 / 1. szám���������������������
	P. Selényi: Application of Electrography in Electron Microscopy and in Large-Screen Television�����������������������������������������������������������������������������������������������������
	Z. Bodó: Measurement of the Ultraviolet Absorption of Fluorescent Powders by Their Diffuse Reflexion�����������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Á. Budó: Zur Theorie der dielektrischen Relaxation in Dipolflüssigkeiten�������������������������������������������������������������������������������
	R. Gáspár: Über die Bindung des metallischen Aluminiums��������������������������������������������������������������
	J. I. Horváth: Zur numerischen Berechnung der Polarisationsenergie�������������������������������������������������������������������������
	Zs. Náray: Zur wellenmechanischen Theorie des HCI Moleküls�����������������������������������������������������������������
	G. Marx: Relativistischen Elektrodynamik der Magnete�����������������������������������������������������������
	Brief Reports��������������������
	G. Szamosi: Note ont he Connections between Elementary Particles�����������������������������������������������������������������������
	E. Nagy: Temperature-Dependence of Willemite Luminescence����������������������������������������������������������������
	E. Fenyves - O. Haiman: Measurements of the Cosmic Radiation Underground�������������������������������������������������������������������������������


	1952 / 2. szám���������������������
	T. A. Hoffmann: Some Investigations in the Field of the Theory of Solids III. Plane and Space Lattice of Similar Atoms�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	T. A. Hoffmann: Some Investigations int he Field of the Theory of Solids IV. A-B-Type Ordered Binary Systems in the Plane and the Space����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	P. Selényi: Erzeugung photographischer Bilder auf Selen durch Kristallisation unter der Einwirkung des Lichtes���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	I. Kovács: Über die Berechnung der Rotationskonstanten von zweiatomigen Molekültermen auf Grund von Störungsdaten������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	R. Gáspár: Über ein analytisches Näherungsverfahren zur Bestimmung von Eigenfunktionen und Energieeigenwerten von Atomelektronen I.������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	L. Jánossy: The Passage of a Wave Packet through a Potential Barrier���������������������������������������������������������������������������

	1952 / 3. szám���������������������
	E. Nagy - Z. Bodó: Luminescence of Willemites Containing Manganese and Iron����������������������������������������������������������������������������������
	R. Pauncz - F. Berencz: The Diamagnetic Anisotropy ondensed Aromatic Hydrocarbons����������������������������������������������������������������������������������������
	T. A. Hoffmann: Some Investigations int he Field of the Theory of Solids V. Adsorption Surface States������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	P. Tomka: Beiträge über die elektrische Leitung von verfärbten und unverfärbten Alkalihalogenidkristallen����������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	P. Gombás: Die statistiche Theorie des Atomkerns II. Teil����������������������������������������������������������������
	P. Gombás: Über die Drehimpulsverteilung der Nucleonen im Kern���������������������������������������������������������������������
	Brief Reports��������������������
	I. P. Valkó - Gy. Gergely: An Improvement ont he Compensating Method for Measuring the Rise and Decay of Luminescence����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������


	1952 / 4. szám���������������������
	Á. Bardócz: Investigations Concerning Light Sources for Spectrum Analysis II. Electronically Controlled A. C. Operated D. C. Interrupted Arc Source����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	J. Boros - Z. Sibalszky: Elektronenleitung in verfärbten Alkalihalogenidkristallen�����������������������������������������������������������������������������������������
	L. Jánossy: Studies ont he Theory of Cascades����������������������������������������������������
	R. Gáspár - P. Gombás: Über ein analytisches Näherungsverfahren zur Bestimmung der Eigenfunktionen und Energieeigenwerte von Atomelektronen II. Berechnung der höherer Energiazustände. Die Elektronenstruktur des Se-Atoms����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Brief Reports��������������������
	Th. Neugebauer: Über die physikalische Wechselwirkung von cancerogenen Substanzen mit Kettenmolekülen������������������������������������������������������������������������������������������������������������


	Oldalszámok������������������
	_1���������
	_2���������
	_3���������
	_4���������
	_5���������
	_6���������
	1��������
	2��������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������
	8��������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������
	16���������
	17���������
	18���������
	19���������
	20���������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������
	28���������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������
	36���������
	37���������
	38���������
	39���������
	40���������
	41���������
	42���������
	43���������
	44���������
	45���������
	46���������
	47���������
	48���������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������
	91���������
	92���������
	93���������
	94���������
	95���������
	96���������
	96_1�����������
	96_2�����������
	96_3�����������
	96_4�����������
	97���������
	98���������
	99���������
	100����������
	101����������
	102����������
	103����������
	104����������
	105����������
	106����������
	107����������
	108����������
	109����������
	110����������
	111����������
	112����������
	113����������
	114����������
	115����������
	116����������
	117����������
	118����������
	119����������
	120����������
	121����������
	122����������
	123����������
	124����������
	125����������
	126����������
	127����������
	128����������
	129����������
	130����������
	131����������
	132����������
	133����������
	134����������
	135����������
	136����������
	137����������
	138����������
	139����������
	140����������
	141����������
	142����������
	143����������
	144����������
	145����������
	146����������
	147����������
	148����������
	149����������
	150����������
	151����������
	152����������
	153����������
	154����������
	155����������
	156����������
	157����������
	158����������
	159����������
	160����������
	161����������
	162����������
	163����������
	164����������
	165����������
	166����������
	167����������
	168����������
	169����������
	170����������
	171����������
	172����������
	173����������
	174����������
	174_1������������
	174_2������������
	174_3������������
	174_4������������
	175����������
	176����������
	177����������
	178����������
	179����������
	180����������
	181����������
	182����������
	183����������
	184����������
	185����������
	186����������
	187����������
	188����������
	189����������
	190����������
	191����������
	192����������
	193����������
	194����������
	195����������
	196����������
	197����������
	198����������
	199����������
	200����������
	201����������
	202����������
	203����������
	204����������
	205����������
	206����������
	207����������
	208����������
	209����������
	210����������
	211����������
	212����������
	213����������
	214����������
	215����������
	216����������
	217����������
	218����������
	219����������
	220����������
	221����������
	222����������
	223����������
	224����������
	225����������
	226����������
	227����������
	228����������
	229����������
	230����������
	231����������
	232����������
	233����������
	234����������
	235����������
	236����������
	237����������
	238����������
	239����������
	240����������
	241����������
	242����������
	243����������
	244����������
	245����������
	246����������
	247����������
	248����������
	249����������
	250����������
	251����������
	252����������
	253����������
	254����������
	255����������
	256����������
	257����������
	258����������
	259����������
	260����������
	261����������
	262����������
	263����������
	264����������
	264_1������������
	264_2������������
	264_3������������
	264_4������������
	265����������
	266����������
	267����������
	268����������
	269����������
	270����������
	271����������
	272����������
	273����������
	274����������
	275����������
	276����������
	277����������
	278����������
	279����������
	280����������
	281����������
	282����������
	283����������
	284����������
	285����������
	286����������
	287����������
	288����������
	289����������
	290����������
	291����������
	292����������
	293����������
	294����������
	295����������
	296����������
	297����������
	298����������
	299����������
	300����������
	301����������
	302����������
	303����������
	304����������
	305����������
	306����������
	307����������
	308����������
	309����������
	310����������
	311����������
	312����������
	313����������
	314����������
	315����������
	316����������
	317����������
	318����������
	319����������
	320����������
	321����������
	322����������
	323����������
	324����������
	325����������
	326����������
	327����������
	328����������
	329����������
	330����������
	331����������
	332����������
	333����������
	334����������
	335����������
	336����������
	337����������
	338����������
	339����������
	340����������
	341����������
	342����������
	343����������
	344����������
	345����������
	346����������
	347����������
	348����������
	349����������
	350����������


