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DIE ROLLE DER MULTIPOLWECHSELWIRKUNGEN BEI 
DEN VAN DER WAALSSCHEN ATTRAKTIONEN

Von

F . B e r e n c z

INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITÄT, SZEGED 

(Vorgelegt von A. K ónya. —  E ingegangen: 20. X II. 1959)

Der Ausdruck für die W echselw irkung zw ischen zw ei M olekülen wird so verallgem einert 
dass die D ipol-, Quadrupol- und O ktupolwechselwirkungen gleichm ässig berücksichtigt w er
den. Es wurde von M a r g e n a u  festgestellt, dass die Dipol-Q uadrupol- und Quadrupol- 
Quadrupol-W echselwirkungen neben der D ipol-D ipol-W echselw irkung bei der Untersuchung  
der W echselw irkung zwischen nichtpolaren M olekülen eine w ichtige R olle  spielen. In  dieser 
Arbeit wird darauf hingewiesen, dass die D ipol-O ktupol-Energie grössenordnungsm ässig der 
Quadrupol-Quadrupol-Energie gleich ist, und so m uss m an in Näherungsverfahren beide en t
weder berücksichtigen oder ausser B etracht lassen. E s wird weiterhin festgeste llt, dass in  dem  
Ausdruck für die Störungsenergie bei der W echselw irkung zwischen zw ei W asserstoffatom en  
die D ipol-Q uadrupol-Energie 53% , die Quadrupol-Quadrupol-Energie 13% , die D ipol-O ktu
pol-Energie 23% der D ipol-D ipol-E nergie beträgt.

Einleitung

D ie in te rm o lek u la ren  K rä f te  w erden  gew öhnlich in  zw ei G ruppen  u n d  
zw ar in  die G ruppe der K rä f te  m it grosser W irkungsw eite  o d er v an  der W aals- 
sche K rä f te  u n d  in  die G ruppe  der K rä f te  m it k leiner W irkungsw eite  oder 
V a len zk räfte  e in ge te ilt. W äh ren d  der e rs te n  G ruppe die K rä f te  angehören , 
a u f  w elche die m it der v a n  d er W aalsschen  G leichung besch riebenen  E ig e n 
sch a ften  der rea len  Gase zu rü ck zu fü h ren  s ind  — dah er s ta m m t die B e n e n 
nu n g  —, b e fin d en  sich in  der zw eiten  G ru p p e  die K rä f te , w elche beim  E n t 
s teh en  der w irk lichen  chem ischen  B in d u n g  eine Rolle sp ielen . Die v a n  der 
W aalsschen  K rä fte  sind  im  allgem einen K rä f te  m it sch w äch erer W echse l
w irkung , die zw ischen den M olekülen au ch  in  grösserer E n tfe rn u n g  w irk en . 
D ie v a n  der W aalsschen  K rä f te  können  d u rc h  die E ig en sch aften  der se p a rie r
te n  M oleküle besch rieben  w erden , die V a len zk räfte  dagegen  n ich t, d a  im  
F a lle  grösserer A tom - u n d  M olekü len tfernungen  die E le k tro n e n u m ric h tu n g  
n ic h t v o rk o m m t, die bei d er chem ischen B in d u n g  eine w ich tig e  Rolle sp ie lt.

Bei der B esprechung  der K rä fte  m it grosser W irkungsw eite  w erden  
gew öhnlich  v ie r K ateg o rien  u n te rsch ied en : die K a teg o rien

der e lek tro s ta tisch en  K rä fte , 
der In d u k tio n sk rä f te , 
der D isp e rsio n sk rä fte  u n d  
der R eso n an zk rä fte .

1 Acta P hys. Hung. Тот. X I I .  Fase. ].



2 F . B E R E N C Z

Die d u rch  die W echselw irkung  der versch iedenen  M ultipo lm om en te  zw eier 
n ic h tp o la re r  M oleküle e n ts te h e n d e n  K rä f te  sind  die e le k tro s ta tisc h e n  K rä f te . 
Die W echselw irkung  eines po la ren  m it e inem  n ich tp o la ren  M olekül e rg ib t 
die In d u k tio n sk rä f te . D ie E x is te n z  d ieser K rä f te  w urde  v o n  D e b y e  [1] n a c h 
gew iesen u n d  ih re  B en en n u n g  b e ru h t d a ra u f , dass d ie  p e rm a n e n te n  u n d  die 
in d u z ie rte n  D ipole  eine gegenseitige  A nzieh u n g  au fe in an d e r ausüben . L o n d o n  
h a t  nachgew iesen , dass d ie  zw ischen zw ei n ich tp o la ren  M olekülen w irk en d en  
K rä f te  als S tö ru n g  des G ru n d zu stan d es  d u rc h  die h ö h eren  E le k tro n e n z u s tä n d e  
des S ystem s aufgefasst w erd en  können . D ie  K rä fte  w u rd en  von  L o n d o n  [2] 
D isp ers io n sk rä fte  g en an n t, d a  sie von  denselben  F a k to re n  ab h än g en  wie 
die D ispersion  des L ich tes im  Gas, n ä m lic h  von d er S tä rk e  der Ü b erg än g e  
in  alle an g e reg ten  Z u stän d e . E s  m uss b e m e rk t w erden, dass die LoNDONschen 
D isp ers io n sk rä fte  in  a llen  M o lek ü len zu stän d en  ex is tie ren . Im  a llgem einen  
w erden  sie a b e r  durch  die V a len zk rä fte  v e rd e c k t. Sie k ö n n e n  n u r  d ann  b e m e rk t 
w erden , w en n  die V a len zk rä fte  sehr schw ach  oder gleich N u ll sind, dass h e iss i 
im  a llgem einen  bei grossem  K e rn a b s ta n d . Im  Falle n ich tg le ich er Z u stän d e  
tre te n  zw ischen  gleichen M olekülen  die R eso n an zk rä fte  d an n  auf, w enn  die 
die Z u stän d e  d e r M oleküle b esch re ib en d en  Q u an ten zah len  solche sind, dass die 
A usw ah lrege ln  den freien  A u stau sch  eines P h o to n s  zw ischen  den M olekülen  
e rw a rte n  la ssen . Die N a tu r  d er e le k tro s ta tisc h e n  K rä f te  u n d  der In d u k tio n s 
k rä f te  w ird  am  besten  v e rs tä n d lic h , w enn  die W echselw irkung  zw ischen den  
p e rm a n e n te n  bzw . in d u z ie r te n  D ipo lm o m en ten  der A to m e oder M oleküle 
re in  k lassisch  b eh an d e lt w ird ; dem gegenüber haben  die LoNDONschen D isp e r
s io n sk rä fte  u n d  die In d u k tio n sk rä f te  e in en  ausgesprochen  q u a n te n m e c h a 
n ischen  U rsp ru n g .

D ie v a n  d er W aalsschen  K rä fte  h ab e n  eine grosse B e d e u tu n g  in  der P h y s ik . 
M it d iesen  K rä f te n  k ö n n en  die K ohäsions- u n d  A dhäsionserscheinungen  sow ie 
die »N eb en v a len zk rä fte«  e rk lä r t  w erden ; w eite rh in  w irk en  diese K rä f te  m it, 
w enn be i P o ly m erisa tio n  v o n  ein igen M olekülen  M akrom oleküle  au fg eb au t w er
den, u n d  diese K rä fte  h a lte n  auch  die v a n  d er W aalssche K ris ta lle  zusam m en .

In  d er w eite ren  A rb e it w ollen w ir u n s  m it den zw ischen  den n ich tp o la ren  
M olekülen w irkenden  v a n  d e r W aalssch en  K rä ften  besch äftig en , w elche 
infolge d er b e i den  Q u a n ten ü b e rg än g en  a u ftre te n d e n  W echselw irkungen  der 
M ultipo le a u f tre te n . W en n  die E n tfe rn u n g  der M oleküle g rössenordnungs- 
m ässig  in  d e r N ähe des gask in e tisch en  H albm essers is t ,  m üssen n eb en  den  
D ipolw echselw irkungen  au c h  die höh eren  M ultipo lw echselw irkungen  b e rü c k 
sich tig t w erd en . Es w urde  v o n  Ma r g e n a u  [3] fe s tg e s te llt, dass die D ipo l- 
Q u adrupo l- u n d  die Q u d ru p o l-Q u ad ru p o l-W ech se lw irk u n g en  neben  der D ipol- 
D ipo l-W echselw irkung  b e i d e r U n te rsu ch u n g  der W echselw irkungen  zw ischen  
n ic h tp o la re n  M olekülen a u c h  eine w ich tige  Rolle sp ie len . In  dieser A rb e it 
w ird  d a ra u f  h ingew iesen, dass die D ip o l-O k tupo l-W echse lw irkung  n eben  den 
obigen W echselw irkungen  au c h  n ich t u n b e a c h te t b le ib en  darf.

Acta Phys. H ung. Тот . X I I .  Fase. 1.



D IE  R O L L E  D E R  M U L T IP O L W E C H S E L  W IR K U N G E N 3

W echselwirkung der Moleküle

N ach L o n d o n  w erden  die zw ischen  den  n ich tp o la ren  M olekülen w irk en 
den  anziehenden  K rä fte  a ls S tö ru n g  des G ru n d zu stan d es  du rch  die höh eren  
E lek tro n en zu stän d en  des S ystem s b e tra c h te t .  Z ur B erech n u n g  d er S tö ru n g s
energie w ird  der A usd ruck  der W echselw irkung  zw ischen  M olekülen b e n ö tig t. 
Es is t  b e k a n n t, dass die A usw ahlregeln  fü r  die D ip o ls trah lu n g  bei e inem  L e u c h t
e lek tro n  die G esta lt

A l = ± l ,  A m  =  0, + 1, 

fü r  die Q u ad ru p o ls trah lu n g

A l = 0, + 2 , A m  =  0 , + 1, ± 2  

u n d  fü r  die O k tu p o ls trah lu n g

A l = ±  1, + 3 ,  A m  =  0, + 1 ,  ± 2 ,  + 3

h ab en  [4]. B ei S ystem en m it m eh reren  L eu c h te le k tro n e n  v e rä n d e rn  sich 
dieselben folgenderw eise. B ei D ip o ls trah lu n g  g ilt d ie LAPORTEsche K egel: 
Es k ö n n en  n u r  K o m b in a tio n en  von g e rad en  T erm en  m it u n g e rad en  u n d  von  
u n g erad en  m it geraden  T erm en  a u ftre te n . B ei der Q u ad ru p o ls tra h lu n g  la u te t  
die K egel wie fo lg t: E r la u b te  Ü bergänge s ind  die zw ischen  je  zwei g erad en  
oder je  zwei u n g erad en  T erm en . B ei d er O k tu p o ls tra h lu n g  v e r la n g t die K egel 
w ieder K o m b in a tio n  von g e rad en  m it u n g erad en  T erm en . D a die A u sw ah l
regeln fü r  die D ipol-, Q uadrupo l- u n d  O k tu p o ls tra h lu n g  b e k a n n t sin d , e r
schein t es zw eckm ässig, den A u sd ru ck  d er W echselw irkung  zw ischen M ole
kü len  so zu vera llgem einern , dass die D ipol-, Q uadrupo l- u n d  O ktupolw echsel- 
w irkungen  b erü ck sich tig t w erden .

B e tra c h te n  w ir das S y stem  der p u n k tfö rm ig e n  L ad u n g en  e,-, deren  
Lage d u rch  die K ad iu sv ek ro ren  r,- =  r,(* ii, x 2i, дг3() fe s tg e s te llt w erden . 
D as P o te n tia l  d ieser L ad u n g sv erte ilu n g  is t im  P u n k te  P (9 i)

<P = у
i SR —  t ,  I

( 1 )

W enn angenom m en  w ird, dass fü r  ein jed es  r, d ie U n g le ich h e it t, <  R  g ü ltig  
is t, k an n  m an  (1) in  eine T ay lo rsche  K eihe en tw ickeln  u n d  m it den  B eze ich 
nungen

<1 = E  ei >

D k =  Ï  e, л

K kl =  Z  в,- я 

Okim =  £  ei я

' • k i  ’ к  =

'■ki Х Ч  > k , l  =

'ki x li x mi, к, l, m  —

L 2 , 3 ,

L 2 , 3 ,  (2)

1 ,2 ,3
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g e lan g t m an  fü r  d as  P o te n tia l  zu  dem  fo lgenden  A u sd ru ck :

4 X1 D 0 1 'V К 02 1

R
u k

к 0Xfc R +  9  ! ^  kl* • k,l d x k эх , R (3)

1 X
O kl m

03 1

T + " ‘3 ! kfjm dXkdX , 3Xm • ?

wo D  d e r w o h lb ek an n te  V e k to r des D ip o lm o m en ts , Q d e r sym m etrische  
T enso r zw eite r S tu fe  des Q u ad ru p o lm o m en ts  u n d  0  der T en so r d r it te r  S tu fe  
des O k tu p o lm o m en ts  is t.

U m  d en  d ie  W echselw irkung  zw ischen zw ei M olekülen  au sd rü ck en d en  
Z u sam m en h an g  zu  gew innen , n eh m en  w ir an  d er S telle m it dem  P o te n tia l
w e rt <p(9i) eine zw eite L ad u n g sv e rte ilu n g  an , deren  L a d u n g sp u n k te  m it е,- 
b eze ich n e t w erd en  sollen u n d  deren  L agen  j e tz t  d u rch  die R a d iu sv e k to re n  
aj  — aj ( £ ij> £ 2 j )  gegeben seien, die v o n  dem  P u n k te  P (9 {) aus gem essen 
w erden  sollen . D ie W echselw irkungsenerg ie  d er zwei P u n k tsy s te m e  is t o ffen b ar

V  =  У  £j(p (SJ{ +  aj) .
j (4)

D a  d er A u sd ru c k  des P o te n tia ls  in  (4) b e i be lieb igen  p u n k tfö rm ig en  L ad u n g sy s
te m e n  seh r k o m p liz ie rt is t ,  w erden  w ir u ns fe rn e r n u r  m it solchen L ad u n g s
sy s te m e n  b esch äftig en , die n e u tra l  sind  u n d  b e i w elchen  die p o sitiv en  L a d u n 
gen  in  e inem  P u n k t  lo k a lis ie rt sind , v o n  d em  die R a d iu sv e k to re n  gem essen 
w erd en . W en n  angenom m en  w ird , dass fü r  ein  jed es  Oj die U n g le ichhe it 
Oj <  g ü ltig  is t , k an n  m a n  (4) in  eine T ay lo rsche  R eihe  en tw ickeln , u n d  
w en n  m an  d ie  B eze ich n u n g en  u n te r  (2) a u f  die L ad u n g sv e rte ilu n g  Sj b e z ie h t, 
g e lan g t m an  zu  dem  fo lgenden  R e su lta t:

V = -q '< p (R )  + 2  D 'x
к

a _ y (R )

э х ,  '
1

2 !
У К ' ,
k,l

02 cp (R)
d X k Q X ,

1

3! 2  ° U m
k,l, n

03 cp (R)
Q X k d X : d X m

( 5 )

S u b s titu ie re n  w ir die G leichung  (3) in  die G leichung (5). A u f G ru n d  der im  
A n h a n g  im  einzelnen  gegebenen  R ech n u n g en  u n d  m it d er A n nahm e, dass 
d ie  L ad u n g ssy s tem e  n e u tra l  s ind , e rh ä lt die G leichung (5) die fo lgende F o rm :

Acta Phys. H ung. Тот . X I I .  Fase. I .
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K  =
1

R 3
^  ®i ey ( * l i  Hy +  x 2 i H y 2  * 3 , l 3y) +  
IJ

~t~ 2  j^ i У  e ' И  [ H  Н /  x 3i ,sy +  (2  xxi l i y +  2  x 2i t 2j 3  .t:)i | 3y) (x3i l 3y)]
i,J

+  i L  2  e<e; И  sy ”  5 r't Hy — 5 *|i sy -  15 4 .  Hy -

— 2  (« j , | j  j  +  * 2i l 2y 4  ж3г l 3y)2] +

1 „ „ 5 e i ey [ 3  (r2 +  sj) (л:1; Ijy  -f- я 2| | 2y 4  дгз; | 3y) +
Z xi° ij

+  5  (3 %  | 1;- +  3 * 2, | 2y -  4  x3[- i 3j) (x$/ +  H y )]  +

+  ;  L  ^ e; £y [3 <r> sj +  2 x% Hy +  2 4 - Hy +  9 4 i  Hy +4 i i  i j

( 6)

4 -T1( a:2i |jy  | 2y 10 лс1( x3j |jy  | 3y 10 дс2(- лсз; | 2y | 3y) (ж3, | 3y) +

+  ? (rf 11 у -  4,- sj) +  3 (rj i 3/ -  x 3i sj) (2 *1г | iy +  2*2i | 2y — 5 д:3 | 3y) ] +

+  7  i -  у  ei ey [2 (4 i Hy +  4 ;  Hy +  4« Hy -  9 H sy) (*и Hy+*2, П /+ *з1 Hy) +
4  R  i j

+  (21 rj sj -  21 rj  Hy -  21 4,- s? + 1 0 9  4 ,. Hy +  4 * „  x2, £iy l 2y) X 

X K ,  Ijy +  x2i H y) +  2 ( 2 1 4  H y +  2 1  4 ,  sj -  42 4,- H y -  

— 19 4 /  Hy — 19 4 i  Hy — 36 *1, *2, l 1; I 2y) *3i l 3y] +  • . . .

In  dem  E n erg ieau sd ru ck  (6) re p rä se n tie rt die e rs te  Sum m e die D ipo l-, die 
zw eite die D ipo l-Q uadrupo l-, die d r i t te  die Q uadrupo l-, die v ie rte  die D ipol- 
O k tupo l-, die fü n fte  die Q u ad rupo l-O k tupo l- u n d  die sechste  die O k tu p o l- 
energie. D ie A u fm erk sam k eit soll h ie r  n ach d rü ck lich  a u f  die v ie rte  S um m e 
g erich te t w erden, dass he iss t a u f  die die D ipo l-O k tupo l-E nerg ie  re p rä se n tie 
rende Sum m e, da d e r M u ltip lik a to r h ie r  auch  die fü n fte  P o ten z  des rez ip ro k en  
W ertes d e r in te rm o lek u la ren  E n tfe rn u n g  is t, w ie bei d er die Q u ad ru p o l- 
energie re p rä sen tie ren d en  Sum m e. D iese beiden  E n erg ien  sind  deshalb  g rossen - 
o rdnungsm ässig  g leich , u n d  so m ü ssen  bei N äh e ru n g sm e th o d en  be id e  in  
B e tra c h t gezogen, oder beide w eggelassen  w erden.

Die Rolle der höheren M ultipolwechselwirkungen bei den van der W aalsschen
Attraktionen

D ie R olle der h ö h eren  M ultipo lw echselw irkungen  b e i den  v an  d er W aa ls 
schen A ttra k tio n e n  w ird  bei der W echselw irkung  zw eier W assers to ffa to m e 
g ep rü ft. E s  w ird  angenom m en, dass zw ei W assers to ffa to m e im  G ru n d z u s ta n d

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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so w e it von  e in an d e r e n tfe rn t s in d , dass im  V erh ä ltn is  zu r M asse d er W asser
s to ffa to m e  der K e rn a b s ta n d  R  b e trä c h tlic h  gross sei. I n  d iesem  F alle  m uss 
an g en o m m en  w erden , dass eines d er E le k tro n e n  ausgesprochen  am  K ern  a, 
d as  an d e re  am  K ern  6 lok a lis ie rt is t  u n d  so die E ig en fu n k tio n  des System s 
d ie  fo lgende F o rm  h a t:

4'  =  4>a( i ) v > i ( 2 ) ;  (? )

h ie r  b ez ieh t sich a u n d  b a u f  die K ern e , 1 u n d  2 a u f  die E lek tro n en . Bei einem  
g rossen  K e rn a b s ta n d  ü b erlap p en  sichy>a( l)  u n d  y>b(2) ü b e rh a u p t n ic h t, wes
w egen  m an  m it d em  B egriff d er A ustau sch en erg ie  be i der U n te rsu ch u n g  der 
W echse lw irkung  zw ischen W asse rs to ffa to m en  n ic h t ans Ziel gelangen  k an n .

Die W echselw irkung zw ischen zwei sich im  G ru n d zu stan d  befind lichen  
e in a n d e r  w eit e n tfe rn te n  W asse rs to ffa to m en  w ird  a u f  G rund  d er S tö ru n g s
rech n u n g  b e s tim m t. Es is t b e k a n n t, dass die S tö rungsenerg ie  in  e rs te r  N ähe
ru n g  der m it d en  u n g es tö rten  E ig en fu n k tio n en  gebildete  M itte lw ert des 
S tö ru n g so p e ra to rs  is t. D ieser is t o ffenbar gleich N ull, da die G ru n d zu stän d e  
im  F a lle  der W assers to ffa to m e k u g e lsy m m etrisch  sind . U m  das P rob lem  zu 
lö sen , m uss die S tö rungsenerg ie  in  zw eiter N ä h e ru n g  b e s tim m t w erden. 
W e n n  die E ig en fu n k tio n  des G ru n d zu stan d es  des aus zwei W assersto ffa tom en  
b es teh en d en  S ystem s m it

oo — Vao (1) Wbo (2)

b eze ich n et w ird  u n d  alle an d eren  Z ustän d e  des System s m it

'Ркгк* ~  Vak, (!)  W -2(2) .

w o kx u n  fc2 die Z ah len trip e l n, l, m  b ed eu ten , e rg ib t die S tö ru ngsrechnung  
in  zw eiter N äh e ru n g  das fo lgende R e su lta t:

I V  12
A E —  > v -------- 1 °°’ kl ki '---------- , ( 8 )

ku k, 2 E 0 E kl E k2

wo über alle Z u stän d e  des W assers to ffa to m s m it A usnahm e des G ru n d zu 
s tan d es  su m m ie rt w erden  m uss u n d

Tom кг кг =  j  Vw  ( ! )  VbO (2) V  yjakl (1) y>bk2 (2) <1тг dr., .

D a die be i den  M atrix e lem en ten  v o rk o m m en d en  F u n k tio n e n  ein  vo llständ iges 
S ystem  b ild en , k ö n n te  m an  den  in  (8) v o rk o m m en d en  A u sd ru ck  der S tö runge

Acta Phys. H ung. Tom. X I I .  Fase. 1.
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energ ie  au f G ru n d  des m a trix a lg eb ra isch en  Z usam m enhanges

2  W I a  I ipj) (w *\ß \ Wo) =  (Wo I a ß  I Wo)
i

a u f  eine ganz ein fache  F orm  b rin g en , w enn d e r N enner n ic h t von  k 1 und  k2 
a b h ä n g e n  w ürde. D iese A b h än g ig k e it w urde n a c h  M a r g e n Au  d u rch  folgende 
Ü berlegungen  b e se itig t. W ie b e k a n n t is t im  F a lle  eines W assers to ffatom s

E П
e2 1 

2 a0 n 2

u n d  so ist in (8) d e r N enner

wo n  die H a u p tq u a n te n z a h l des Z u stan d es к b e d e u te t. D er N en n er ä n d e rt 
. 3 e2 e2

sich in  der Sum m e v o n -------b i s — .U m d ie in ( 8 )s teh en d eS u m m eb erech -
4 a0 a0

nen zu  können , w ird  an g en o m m en , dass in  jed em  Glied der N en n er gleich 
e2

— ^ i s t .  So erg ib t sich , da F 0000 gleich  N ull is t, d e r folgende N äh eru n g sw ert 
«o

fü r d ie  S tö rungsenerg ie  in  zw eiter N äheru n g :

1

e2/a 0

a e 2  =
1

V '  У  12 —i *00, k i  к 2 \
e 2/ « o

2  il F oo,/,
к  к

1 2 '

12
i k i  1 " ! >00. o« “ ! =  ( > 2)oo,oo • 

! e 2 / a  о
(9)

Die S tö rungsenerg ie  in  zw eiter N äh e ru n g  is t also m itte ls  der E ig en fu n k tio n  
des G ru n d zu stan d es  b es tim m b ar. M a r g e n Au  zog b e i der B erech n u n g  n u r 
die e rs te n  drei G lieder des in (6) s teh en d en  A usdruckes in  B e tra c h t, welche 
die D ipol-, die D ipol-Q uadrupol- u n d  die Q uadrupo l-E nerg ie  darste llen . 
W ir h a b e n  oben fe s tg es te llt, dass in  (6) das v ie rte  G lied g rössenordnungs- 
m ässig  gleich dem d r i t te n  Glied is t, u n d  deshalb  w u rd e  das v ie rte  G lied auch 
in die B erechnung  von  A E  e inbezogen, sodass a u f  diese W eise die Dipol- 
O k tu po l-W echse lw irkung  bei der P rü fu n g  der LoNDONschen D ispersions-

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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k rä f te  b e rü c k s ic h tig t w ird . So n im m t (6) m it den obigen  B ed ingungen  die 
fo lgende F o rm  an:

+

+

e2
№ ( * i i

3 e2
2 Я 4

3 e2
4 Я«

1 e2

r2 *3 *3 s2 4 “ (2 £] 1 2 3 *3 13) (*3 £3) + ( 10)

r2 s2 — 5 r2 f f  — 5 x \  s2 — 15 x \  f f  +  2 (jcx f x +  *2 f 2 —

4 *3 f 3)2 +

2  jR 5
3 (r2 +  s2) (xxSx +  x.2 12 — 4 * 3 f 3) +  5 (3 x x £x +  3 x 2 i 2

4  x 3 £ 3)  (X 3

Setzen  w ir (10) in  (9) ein . Im  A u sd ru ck  V 2 b rau ch en  gem äss A n h an g  2 d ie jen i
gen  G lieder n ic h t b e rü c k s ic h tig t zu  w erden , in  denen  d ie  u n g erad en  P o ten zen  
d e r E le k tro n e n k o o rd in a ten  v o rh a n d e n  sin d , da  die m it  d er G ew ich tsfu n k tio n  
W 00 g eb ild e ten  In te g ra le  d ieser G lieder gleich N ull s in d . D ie m it d e r G ew ich ts
fu n k tio n  Wqq g eb ild e ten  In te g ra le  d e r an d eren  G lieder w erden  im  A n h an g  3 
zu sam m en g efasst. M it R ü ck sich t a u f  das oben  G esag te  e rg ib t s ich  fü r  die 
S tö ru n g sen erg ie  in  zw eiter N äh e ru n g  das fo lgende R e su lta t:

AE.. =  -
R 6

+

(r2)oo +  | r  И 00 И 0 0  +  ~  №  +  R* 5 it4

"гг  (r6)oo (r2)oo +  • • • 1 
R 4

Im  F a lle  eines W asse rs to ffa to m s is t :

(r2)oo =  3 a § , (r4)00 =  22,5 af u n d  (r6)00 =  315 af .

M it diesen W e rte n  e rg ib t sich:

А Б , =
6 e2 af

R 6
I  I 2 2 , 5  ° 0  I

R 2

236,25 a 4 420 af

R 4
+

R 4
+

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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R
oder m it der B ezeichnung  {? =  —  :

«o

A E
12 E 0 i  22,5 236,25

p6 Q2 o4
( И )

B eziehen w ir n u n  die G leichung (11) a u f  das v an  d er W aalssche M in im um , 
das im  F a lle  zw eier W assers to ffa to m e u m  p =  6,5 lieg t. E s  e rg ib t sich  d a n n , 
dass die D ip o l-Q u ad ru p o l-E n erg ie  — in  d e r K lam m er das zw eite G lied  — 
5 3 % , die Q u ad ru p o l-Q u ad ru p o l-E n erg ie  — in  der K lam m er das d r it te  G lied  — 
13% , die D ip o l-O k tu p o l-E n erg ie  — in  d e r K lam m er das v ie r te  G lied — 23 %  
der D ipol-D ipo l-E nerg ie  is t . Diese R e su lta te  bew eisen au ch , dass die D ipol- 
O ktupo l-W echselw irkung  einen  ebenso w esen tlichen  B e itra g  zu  den  v a n  d er 
W aalsschen  K rä f te n  b ild en  wie die Q u ad ru p o l-Q u ad ru p o l-W ech se lw irk u n g .

* * *

Ich  dan k e  auch  an  d ieser Stelle H e rrn  D r. J .  I . H o r v á t h  fü r die D u rch  
s ich t des M anusk rip tes u n d  fü r  seine w ertv o llen  R atsch läg e .

Anhang

1 .

Die A b le itu n g en  von  R  w urden  so b e re c h n e t, dass d ie  K o o rd in a te n a x e n  
x 3 u n d  n ach  dem  D ifferenzieren  en tlan g  R  gelegt w u rd en . D a R  die E n t 
fe rn u n g  d er an  einer S telle lo k a lis ie rten  p o s itiv e n  L adung  d e r L ad u n g ssy stem e  
m isst, k a n n  m an , w enn m a n  die L ad u n g ssy stem e als M oleküle b e tr a c h te t ,  
sagen , dass R  der K e rn a b s ta n d  ist.

Э2 (. L
3 X k 8 X , 1 R

-----, w enn к =  l =  3 ,
R 3

----, w enn к =  l =  1 ,
R 3

0 andersw o ;

Э3
d X k d X , Q X m

w enn  к =  l =  m  — 3 ,

w enn  к =  l =/=Ъ, m  =  3, 

andersw o ;
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84
д Х кд Х , д Х тд Х п l x ) -

05
д Х к д Х , д Х т д Х п д Х р ( т ) -

24 
R5 
9

[{■>

12 
R5
3

R5
О andersw o  ;

1 2 0  , ,----------- w en n  к = 1 = т  =  п — о =  3 ,
R6

, w enn к = 1= т = п  =  3 ,

, w en n  k = l = m = n  =  l  oder 2 , 

, w enn  к = 1ф т  =  п = 3 ,

, w enn  к =  1=1 u n d  m  =  n =  2 ,

45 

R6 
60 

R9 
15 
R6

0 andersw o ;

, w enn  k — l=m =n=f=3, p  =  i  ,

, w enn  k = l= f= m = n = p  =  3 ,

, w enn  k = l = l ,  m = n  =  2 , p = 3  ,

Э5

aXk9 X ß X mBXnQ X ß X r I R

720

R

225 
R7 
45 
R7 
270 
R
360 
R ‘

90

R7
0 andersw o .

2.

O ie W asse rs to ffa to m fu n k tio n en  h a b e n  die fo lgende G esta lt:

V>nl m (Г,  h  <P) =  R n l  ( r ) & tm  ( # )  Ф т ( ? )  ,

— , w enn  k = l = m  =  n = p  =  r =  .\ ,

, w enn  k =  l = m  =  n =  p  =  r = l  oder 2 , 

, w enn k = l= m = n = f= p — r=f= 3 ,

~  , w enn k = l = m = n = f = p = r = 3 ,

, w enn к = 1 ф т  =  п = р = г =  3 ,

, w enn  к = 1= 1, m = n  =  2 , p = r = 3  ,
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2 y  ( ге - i - l ) !  2 r  \ ‘ U l (  2
^ n  + l

u n d  so

И Л * ) - -  - А - 3 У  * - 9 1
I \ re o 0 ! 2 n  [(re 4 -  0 ! ] ‘

2 l  1 ( l  — I rei I ) !

‘o '

2 ( J  +  I m  I  )  !

Фт (<P) =  7F ei,ç’ 
|/re

1/2 ^
P ,m ( COS#),

c 1 ) 0 0  =  ~ ~  J  r  I  ^ 1 0  |2 r 2  d r J  sin2 #  d & J "  cos 9?  d (p —  0  ,  
о o o

« 7t 2ТТ

c.200 =  —̂  J r I Я 10 I2 r2 dr  j* sin2 #  d & j* sin ç> d (p =  0 ,

v3,00

<» TT

—  I г j -R10 12 r 2 i/r j cos (9 sin  & d & j d cp — 0 .

о

3.

(*2)oo =  (r")oo > (*1)oo =  v  (r4)oo > (*?)oo =  (r6)oo > i =  1, 2, 3 . 
3 5 7

(*/ *l)oo =  —  (r4)oo. (*? *4)oo =  —  (r6)oo » * к  7 i , k  =  l ,  2 ,3 .

(r2 *?)oo =  у  (r4)oo> (r4 ^)oo =  y  (r6)oo •
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РОЛЬ МУЛЬТИПОЛЬНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В ВАН ДЕР ВААЛЬСОВОМ
ПРИТЯЖЕНИИ

Ф. Б Е Р Е Н Ц

Р е з ю м е

Выражение для взаимодействия между двумя молекулами обобщается таким 
образом, что в нем одинаково принимаются во внимание дипольные, квадрупольные и 
откупольные взаимодействия. Маргенау установлено, что дипольно-квадрупольные 
и квадрупольно-квадрупольные взаимодействия наряду с дипольно-дипольным взаи
модействием при исследовании взаимодействия между неполярными молекулами играют 
важную роль. Далее показывается, что дипольно-октуполная энергия по порядку вели
чины согласуется с квадрупольно-квадрупольной энергией, и, таким образом, в прибли
женном методе или обе необходимо принимать во внимание, или следует обеими пренеб
речь. Далее установлено, что в выражении для энергии возмущения при взаимодействии 
между двумя атомами водорода дипольно-квадрупольная энергия составляет 53% от 
дипольно-дипольной энергии, квадропольно-квадропольная — 13%, а дипольно-окту- 
польная — 23%.

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 1.



SPLITTINGS OF d n-TERMS IN STRONG COMPLEX 
FIELDS OF TRIGONAL AND RHOMBIC SYMMETRIES

B y
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The properties o f com plex com pounds o f transition m eta ls can be su bstantia lly  cha
racterized b y  the (/-electrons. In  the present paper all the strong-field  configurations arising 
through the influence o f strong fields of trigonal and rhom bic sym m etries from  d " (n =  1, 
2, . . . , 10) configurations are given. Owing to  the effect o f strong fields these strong-field  
configurations sp lit. The sym m etries and the m ultiplicities o f the sp litting products h ave been 
determ ined b y  the group theory. To classify th e  sp litting products a new  m ethod w as develop
ed which, because of its group-theoretical basis, is exact.

§ 1. In tro d u c tio n

I t  is known th a t  a mononuclear com plex  consists o f  a cen tra l ion su rro u n d 
ed b y  th e  coo rd ina tion  zone hav ing  a w ell-defined sy m m etry . T he so-called 
s tro n g  f ie ld  a p p ro x im a tio n  is one o f th e  m ethods su ita b le  for th e  q u an tu m - 
m echan ical tre a tm e n t o f such  com pounds.

B e t h e  [1] has in tro d u c e d  th e  “ c ry s ta l fie ld  m e th o d ”  for s tu d y in g  th e  
te rm  sp littin g s  o f  ions in  c ry s ta ls . A t a la te r  d a te  i t  -was p ro v ed  th a t  th is  m eth o d  
can  be w ell ap p lied  to  com plex  ions to o . In  o rder to  c a r ry  o u t ca lcu la tions in 
th is  w ay  i t  is u su a l to  s ta r t  from  th e  fo llow ing m odel. A  com plex, as we m en 
tio n ed  above, can  be d iv id ed  in to  tw o p a r ts ,  nam ely , in to  an  ionic core a n d  th e  
o u te r e lec tro n s. In  m an y  cases th e  core is considered as a p o in t charge . T he 
co o rd in a tio n  zone is a p o in t charge or dipole system  h a v in g  a w ell-defined  
sy m m etry . In  th e  case of su ch  a m odel, on th e  one h a n d , th e  in te ra c tio n s  of 
o u te r  e lec trons o f th e  c e n tra l ion, on th e  o th e r, th e  effect o f th e  com plex fie ld  
on th ese  e lec trons are  to  be ta k e n  in to  co n sid era tio n . A ccord ing  to  th e  re la tiv e  
size of th e se  in te rac tio n s  one h as  to  deal w ith  th e  w eak f ie ld  or th e  s tro n g  fie ld  
a p p ro x im a tio n . W henever th e  in fluence  o f th e  com plex  fie ld  on th e  o u te r  
e lec trons is less th a n  th e  in te ra c tio n s  o f th e se  electrons w ith  each o th e r, th e re  
ex ists a w eak  fie ld . In  th e  case o f s trong  fie lds th e  effect o f  th e  com plex fie ld  
is g rea te r  th a n  th e  in te ra c tio n s  of th e  e lec tro n s of th e  c e n tra l ion.

Org el  [2] app lied  th e  s tro n g  fie ld  ap p ro x im a tio n  to  th e  ca lcu la tions of 
th e  sp ec tra  o f tra n s it io n  m e ta l com plexes. H e rea fte r  th e  th e o ry  for com plexes 
hav ing  0/, sy m m e try  was fu lly  developed  b y  T a n a b e  a n d  S ugano  [3] an d
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O r g e l  [4]. In  th e  case of 0/, sy m m e try  J o r g e n s e n  [5] has g iven  th e  sp littin g s  
o f  dn-levels. K is s  [6 ] was one o f th e  f ir s t  to  a p p ly  th e  resu lts  o f  th e  th e o ry  to  
th e  in te rp re ta t io n  o f  th e  sp ec tra  o f  com plexes. T h ro u g h  th e  ap p lica tio n  of th e  
s tro n g  f ie ld  th e o ry  to  com plexes o f  0 /, sy m m etry  m an y  cases w ere considered 
to  he o f 0/, sy m m e try  w hen a c tu a lly  low er sy m m etrie s  ex isted  [7]. T he recogn i
tio n  o f th is  d efec t w as th e  reaso n  fo r th e  ex ten s io n  of th e  th e o ry  to  th e  case o f  
jD4ft sy m m e try  [8]. H ow ever, th e  sym m etries o f  m any  com plexes o f g rea t 
in te re s t  a re  even low er th a n  te tra g o n a l. T herefo re , in  th e  p re se n t p ap er, we 
deal w ith  th e  cases o f sym m etries D 3d an d  D 2h w h ich  also p la y  im p o r ta n t roles.

§ 2. Procedure for classification o f splitting products

In  th e  case o f s trong  fie lds th e  effect o f th e  com plex fie ld  is th e  g rea te r, 
so th a t  even  th e  one-e lec tron  s ta te s  are  in flu en ced  b y  it. T h u s , neglecting  th e  
e lec tro n -e lec tro n  in te ra c tio n s  th e  lin ea rly  in d e p e n d e n t d w ave func tions of th e  
free gaseous ion  do n o t give to ta l ly  d eg en era te  s ta te s . This m ean s th a t ,  co rres
pon d in g  to  th e  sy m m etry  o f th e  com plex fie ld , th e  degeneracy  o f th e  s ta te  o f 
th e  free gaseous io n  is rem oved . L e t be /^(G ) (G =  D 3d, D 2h) th e  rep re sen ta tio n  
o f th e  g roup  G in  th e  space o f th e  five  d  fu n c tio n s . As s ta te d  above th is  7^(G) 
is reduc ib le  an d  m ay  be b ro k en  up  to  irred u c ib le  com ponen ts as follows:

T d Ф з d) — ^ i g  +  2E g, 

r d (D 2h) =  2A lg +  B lg 4- B 2g -f- B 3g.

In  consequence o f th e  above b reak in g  dow n th e  one-electron  s ta te  is sp lit in to  
th re e  (D 3d) an d  fiv e  (Do/,) s ta te s , resp ec tiv e ly . T he irreduc ib le  re p re se n ta tio n s  
are  d en o ted  in  th e  u su a l w ay  (cf. e. g. [9]). T h e  space of th e  irreducib le  r e p re 
se n ta tio n s  is sp an n ed  b y  a c e r ta in  lin ear co m b in a tio n  o f th e  orig inal d fu n c 
tio n s. T hese lin e a r  co m b in a tio n s have  b een  d isting u ish ed  w ith  sm all le t te rs  
w hich  co rrespond  to  th e  c a p ita ls  m ark ing  th e  re p re se n ta tio n s . In  th e  b reak in g  
dow n (1) th e  re p re se n ta tio n s  E g an d  A lg occu r tw ice, th e re fo re  to  d is tin g u ish  
th e  co rrespond ing  bases these  w ill be m ark ed  eg, eg an d  a lg, a lg re sp ec tiv e ly . 
I f  th a t  is th e  case for th e  sy m m e try  D3d a d -c lec tron  can  s ta y  in  one o f th e  
s ta te s  a lg, eg a n d  eg an d  for D 2 /i in  th e  s ta te s  a lg, a lg, blg, b2S an d  b3g.

W hen  considering  th e  e lec tro n -e lec tro n  in te rac tio n s  —  accord ing  to  th e  
P a u l i  prin c ip le  —  tw o o f th e  elec trons can  coex ist in  th e  s ta te s  a, a  an d  b an d  
fou r o f th e  e lec trons in  th e  s ta te s  e and  e. C onsequen tly , co rrespond ing  to  th is  
occu p a tio n  p rin c ip le  th e  m an y -e lec tro n  w av e  functions can  be b u ilt u p  as 
p ro d u c ts  o f one-electron  fu n c tio n s . T he possib le  p ro d u c ts  give th e  strong-field  
configurations.
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T he m an y -e lec tro n  fu n c tio n s belonging to  c e r ta in  s tro n g -fie ld  configu
ra tio n s  generally  sp a n  a space w h ich  is still red u c ib le . I t  re su lts  from  th is  
re d u c ib ility  th a t  in  consequence o f th e  s trong  in flu en ce  of th e  co o rd in a tio n  zone 
th e  degeneracy  of th e  m an y -e lec tro n  functions m ay  be  lif ted  to  a c e r ta in  defined 
e x te n t.

W e shall now  dea l w ith  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  sp littin g s w hich  occur 
in  th is  w ay . In  o rder to  ca lcu la te1 th e  sp littings m en tio n ed  th e  space  o f all th e  
stro n g -fie ld  con figu ra tions has to  be  reduced . In  th e  f ir s t  place i t  can  be  s ta te d  
th a t  —  since th e  basis d -functions co n ta in  th e  co o rd in a tes  in ev en  pow er, all 
th e  p ro d u c ts  form ed from  th em  a n d  also th e  lin ea r co m bina tions o f  th e se  give 
sub-levels of g  ty p e  on ly . F irs t, th e  d im ension o f  th e  space fo rm ed  b y  th e  
s tro n g -fie ld  con fig u ra tio n s, i. e. th e  n u m b er (r) o f  fu n c tio n s lin e a rly  in d ep en 
d e n t o f one an o th e r a n d  belonging  to  th e  space, sh o u ld  be d e te rm in ed . As we 
s ta te d  earlier, in  a s ta te  belonging  to  a re p re se n ta tio n  of d im ension  j ,  2_/,■ 
elec trons can s tay . I f  th e  n u m b er o f  filled  up s ta te s  is к,- we o b ta in  b y  m eans 
of sim ple co m b in a to rica l consid era tio n s

r
S

1 =  1
(2)

w here s is th e  n u m b er o f th e  k in d s2 o f  func tions b u ild in g  up th e  stro n g -fie ld  
co n fig u ra tio n .

As a fu r th e r  s tep , th e  trace  sy s te m  of the  re p re se n ta tio n s  a t ta in e d  in  th e  
space o f th e  stro n g -fie ld  co n fig u ra tio n s  is to  be d e te rm in ed . T hese tra c e s  are 
th e  p ro d u c ts  o f th e  tra c e s  o f th e  re p re se n ta tio n s  o b ta in e d  in  th e  spaces being 
fo rm ed  b y  th e  func tions o f  th e  sam e k in d . To ca lcu la te  th e  traces  belonging  
to  th e  fu n c tio n s of th e  sam e k ind  one can  go th e  fo llow ing w ay. I f  th e  o ccupa
tio n  n u m b e r is 1, th e  tra c e s  in  th e  space  of th e  fu n c tio n s  belonging  to  one
d im ensional irreducib le  re p re se n ta tio n s  ( A  and  B) a re  doub le  th e  co rrespond ing  
c h a ra c te rs3 an d  th e y  a re  eq u a l to  th e  ch a ra c te r  of th e  tr iv ia l  re p re se n ta tio n  of 
th e  g roup  considered, i f  th e  o ccu p a tio n  num ber is 2. In  th e  case o f  m u lti
d im ensional irreducib le  re p re se n ta tio n  (E ), i t  is obv ious, th a t  th e  tra c e s  belong
ing to  th e  func tions o f th e  k in d  eg, eg, (eg)3 and  (eg)3 a re  equal. F u r th e r  we 
have  to  deal in  d e ta il w ith  tw o m ore d iff ic u lt cases, (i) T he d im ension  o f th e  
spaces (eg)2 an d  th e  isom orphous ( e g) 2 —  since in  th is  case j  =  2 and  к =  2 —  is 
r î=  6 . In  o rd er to  ca lcu la te  th e  traces , th e  tra n s fo rm a tio n  p ro p e rtie s

1 For the classification o f the sp litting products B e t h e  already developed a procedure 
which has been also applied b y  the authors in  a previous paper. The m ethod further discussed  
—  as it  was m entioned in the work cited [8] —  is more direct and m ore reasonable in  theore
tical respect than B e t h e ’s.

2 Functions belonging to  the same kind are marked by th e  sam e letters, thu s th e  func
tions a, and respectively, belong to different kinds, while egi  and egi are of the sam e kind._

3 The term  “ character” is usually  applied to the traces o f  irreducible representations

A cta  Phys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 1



16 F . J .  G IL D E  a n d  M. I . B A N

of th e  fu n c tio n s (eg)2 h av e  to  he d e te rm in ed . F o r th is  one has to  ta k e  in to  con
s id e ra tio n  th e  tra n s fo rm a tio n  p ro p e rtie s  of th e  fu n c tio n s eg. A fte r  an tisy m 
m e triz in g  th e se  th e  tra n s fo rm a tio n  p ro p erties  o f  th e  functions o f  ty p e  (eg)2 
c a n  be  o b ta in ed  (see th e  A p pend ix ). T he trace s  re q u ire d  are g iv en  in  T able I

Table I

Character system  of group D 3

E 2C3 3C2

A t 1 1 1

^2 1 1 —1

E 2 —1 0

(e)2 6 3 —2

(ef) 4 1 0

( la s t  b u t  one row ). A ccord ingly , th e  co rrespond ing  sp littin g  is o f  th e  form

Г(еву = -d-ig 3A2 g E g. (3)

(ii) T h ere  ex ists also th e  c o n fig u ra tio n  (eg) (eg). T he space o f  th is  is of four 
d im ensions an d  reducib le . T he t r a c e  system  m a y  be  also d e te rm in e d  by  s tu d y 
in g  th e  tra n s fo rm a tio n  p ro p e rtie s  (see A ppend ix ). T h e  co rrespond ing  sp littin g  is

(«„) =  -А-и +  ^ 2g +  Eg . (4)

I f  th e  tra c e  sy stem s are  k n o w n  th e  c lassifica tion  of th e  sp lit t in g  p roduc ts o f 
th e  stro n g -fie ld  co n fig u ra tio n s in  co n fo rm ity  w ith  th e  irred u c ib le  rep resen 
ta t io n s  can  be m ad e . O ur n e x t ta s k  shall be th e  d e te rm in a tio n  o f th e  m u ltip li
c ities of th e  su b -lev e ls .In a sm u ch  as th e  sp littin g  p ro d u c ts  o f a strong -fie ld  co n 
f ig u ra tio n  belong  to  only irred u c ib le  re p re se n ta tio n s  of one k in d  an d  know ing  
th e  г I in  q u es tio n , th e  m u ltip lic itie s  can be  coun ted . I f  sp li t t in g  p ro d u c ts  
p re se n t th em selv es  in  v a rious k in d s  of irred u c ib le  re p re se n ta tio n s , f irs t th e  
b a s is  fu n c tio n s sp an n in g  th e  irreduc ib le  sub-spaces have  to  be  de te rm ined . 
T h e  b as is  fu n c tio n s  9?^ (n =  1, 2, . . . ,  r,) o f th e  space of d im ension  r,- fo rm ed  
b y  th e  a n tisy m m etrized  fu n c tio n s  o f i th  kin'ds com pose th e  sy s tem  cpt — {9?^ [. 
T h e  space o f stro n g -fie ld  co n fig u ra tio n s e stab lish ed  by  th e  fu n c tio n s  of i th  an d  
; th  k in d  is sp an n ed  b y  th e  d ire c t p ro d u c t 99,- ®  (pj. Since th e  sy s te m  9?; is b ro k en  
up  —  from  th e  beg inn ing  —  in to  irreducib le  com ponen ts, th e  d irect p ro d u c t

A d a  Phys. Hung. Тот . X I I .  Fase. 1.



»

also b reak s  n o n -in ev itab ly  up in to  irreducib le  co m p o n en ts . In  su ch  a w ay, a 
p rob lem  belonging to  th e  co n fig u ra tio n  dn is a t t r ib u te d  to  p rob lem s belonging 
to  dn . I f  these  s tep s  are successively  applied  a ll th e  red u c tio n  p rob lem s can 
be ascribed  to  red u c tio n  problem s belonging to  d 2. H ere p ro d u c ts  of bases 
belonging to  one-d im ensional irred u c ib le  re p re se n ta tio n s  ap p ear, w hich give 
th e  bases o f th e  correspond ing  irred u c ib le  p ro d u c t rep re se n ta tio n . M oreover, 
we o b ta in  p roduc ts o f bases of one- an d  tw o-d im ensional rep re sen ta tio n s , which 
y ield  th e  bases of th e  tw o-d im ensional rep re sen ta tio n s . F ina lly , p ro d u c ts  of 
bases belonging  to  tw o-d im ensional re p re se n ta tio n s  p re sen t th em selves. Merely 
th e  la t te r  sp an  reduc ib le  space. T hese occur in  th e  form s eg -eg a n d  eg’ Eg, 
re sp ec tiv e ly , th e  b ases of w hich sp an n in g  irreduc ib le  sub-spaces can  be also 
d e te rm in ed 4 * * (cf. A ppend ix ). I f  th e  bases of th e  irreducib le  sub-spaces are 
know n —  as w hen we have sp littin g  p ro d u c ts  on ly  o f one k ind —  th e  m u lti
plicities can  be coun ted .

S P L IT T IN G S  OP .(»-T E R M S  17

§ 3. Results

B y m eans of th e  m eth o d  given in  th e  form er p a ra g ra p h  th e  sp lit t in g  p ro 
duc ts  a rising  th ro u g h  th e  in fluence o f  s trong  com plex  fields o f D 3d an d  D 2f, 
sy m m etries from  th e  elec tron  co n fig u ra tio n s d] — d 10 h av e  been co n stru c ted . 
The re su lts  o b ta in ed  are  th e  sam e in  con figu ra tions d n an d  d 10 n. I n  th e  con
fig u ra tio n s d 1 and  d9 th e  sp littings are  co rresponding  to  (1):

D3d: M lg +  2*E g ,

D 2h: 2 ^  +  ^  +  % + ^

T he su p e rsc rip ts  m ean th e  sp in  m u ltip lic ities . In  th e  case d 10 a single te rm  4A lg 
p resen ts i tse lf  for b o th  sym m etries. T he sp littin g  p ro d u c ts  of th e  re s t  o f the 
con fig u ra tio n s are lis ted  in  Tables I I — IX . In  th e  f irs t  colum ns of th e se  Tables 
one can f in d  th e  possible strong-fie ld  con figu ra tions o f a given e lec tro n  confi
g u ra tion . In  th e  second, th e  to ta l  sum s o f degeneracy  num bers of each  confi
g u ra tio n  are  given. In  th e  rem ain ing  co lum ns th e  sp lit t in g  p ro d u c ts  g rouped  
accord ing  to  m u ltip lic ities  and  irreduc ib le  rep re sen ta tio n s  are d isp layed . In  the 
la s t co lum ns th e  eq u iv a len t pairs in  d 10 n co rrespond ing  to  th e  s tro n g -fie ld  
con figu ra tions of d n a re  show n.

(5)

4 The basis functions thus obtained are antisym m etrized not for each electron, therefore
these have to be antisym m etrized for the coordinates of electrons occurring in the functions
of different kinds too.
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tab le  II

Splitting products o f electron configurations d- and d s in D 3d

d 2
Total

degene
racy

' A lg ■'Alg l A 2g ЗАч 'E g 3E* <i8

<«.g)2 1 1 W W

(«g)2 6 1 1 l («ig)2(«g)2(ig)4

(*g)ä 6 1 1 l (algn e gn e gY

(«ig) ы 8 l l («ig) (eg)3(Sg)J

(alg) (eg ) 8 l l (®lg) (eg)*(eg)S

(«g) ( ' ,) 16 1 1 1 1 l l (°ig)2(eg)3(®g)3
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Table III

Splitting products o f electron configurations d3 and d~ in D 3rf

d3
Total

degene
racy

ij*ig g M 2g lA 2g 2£g 4£g d’

4 1 (alg)2(eg) (eg)4

(Cgf 4 1 («ig)2(eg)4(^g)

(alg)2(eg) 4 1 (^ )3(?g)4

(°lg)2(£g) 4 1 (eg)4(fg)3

(eg)2(alg) 12 1 1 1 1 (aig) (eg)2(eg)4

(«g)2(«lg) 12 1 1 1 1 (aig) (eg)‘(6g)2

24 1 1 3 1 (aig)2(eg)2(eg)3

(8Л ) 24 1 1 3 1 (e ig)2(eg)3(eg)2

(alg) (eg) (eg) 32 2 1 2 1 2 1 (aig) (eg)3(£g)3

SPLITTIN
G

S O
F d»-TERM

S



Acta Phys. H
ung. Tom

. X
II. Fase.

Table IV

Splitting products o f electron configurations d4 and d6 in D^d

di
Total

degene
racy

l A lg M lg ■•Alg 1A 2g Mog 'A., g 1ES 3£g r,Eg d6

(°gr 1 1 K g ) 2̂ ) 4

(^>4 1 1 («ig)2(*g )4

(eg)~(alg)“ 6 1 1 1 («g)2(fg)4

( ^ ) 2(«lg)2 6 1 1 1 («g)4(fg)2

(eg)3(°ig) 8 1 1 (aig) (eg) (£g)4

(fg):i(a,„) 8 1 1 (aig) (eg)4(fg)

(egY(eg) 16 1 1 1 1 1 1 (°ig)S(eff) (eg)3

(eg)4eg) 16 1 1 1 1 1 1 (alg)*(egn ? g)

(alg)2(eg) (eg) 16 1 1 1 1 1 1 (eg) 4 ' gY

(eg)4?gT 36 3 1 1 1 2 3 2 (algy-(egf ( e gr

(eg) (aig) (fg) 48 1 1 1 1 3 4 1 (°ig) (eg)2(fg)3

(*g)2(«ig) («g) 48 1 1 1 1 3 4 1 (<*ig) (eg)3(fg)2
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Table V

S p l i t t i n g  p r o d u c t s  o f  e le c t r o n  c o n f ig u r a t io n  d5 i n  D-m

æ
T o ta l

d e g e n e 
r a c y

2  A 4 A  « A
Л 1 g  Л 1 g 2  A 4 A « A

Л 2 g  4  2g 2 £ g 4 £ g  6-E«

(egY(aig) 2 1

( f g)4(« .g ) 2 1

(eg )4(«g) 4 1

b g ) 4(eg) 4 1

(eg )3(®ig)2 4 1

( f g )3(« ig )2 4 1

(<g)3( £g)2 24 1 l 3 1

(eg )3(«g)2 24 1 1 3 1

(eg )2(a 1g )2( eg) 24 1 1 3 1

( fg )2(« ig  )4°g) 24 1 1 3 1

(eg )3(a lg )  (Eg) 32 2 1 2 1 2 1

(£g )3(a lg )  (eg) 32 2 1 2 1 2 1

(eg)‘ ( r g )2( a lg ) 72 4 2 1 3 2 5 2

To m ake a successful com parison , in  T ab le  X  we com piled  the  n u m b ers  
of th e  sp littin g  p ro d u c ts  g rouped  accord ing  to  th e  elec tron  con fig u ra tio n s an d  
to  th e  sy m m etries  considered. I t  is obv ious th a t  in  case D 3d th e  size o f  th e  
sp littin g  is less th a n  in  case D ih, th o u g h  th e  la t te r  group co n ta in s  m ore sy m 
m e try  e lem ents th a n  th e  fo rm er. In  th e  case of th e  sy m m e try  B 2/i th e  sp lit t in g  
is com plete .

I t  is ev id en t th a t  th e  above resu lts  sh o u ld  agree w ith  th e  resu lts  o f  th e  
d irec t b reak in g  up  of th e  R u s s e l — S a u n d e r s  te rm s. T h e  com parison  w ith  
these  w as used  to  check our re su lts .

In  th e  in te re s ts  of p rac tica l use th e  follow ing is w o rth  no ting . S ince fo r 
sy m m etry  D 3d only  g te rm s occur th e  sp littin g s  in  D3 an d  in  C3V (because i t  is 
isom orphous w ith  D 3) are  a tta in e d  b y  o m ittin g  th e  su ffix  g. I n  th e  sam e w ay , 
co rrespond ing  to  th e  sp littin g s  in  D 2h one can ob ta in  th e  sp littin g s  in  D 2. 
A fte r su b s ti tu tin g  А г, B 3, B 2 an d  B 3 in  th e  group  D 2 b y  A v  A 2, B 3 a n d  B 2 
we get th e  sp littin g s  in  C2v.

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. !..
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Table VI
S p l i t t i n g  p r o d u c t s  o f  e le c t r o n  c o n f ig u r a t io n s  d 2 a n d  d 8 i n  D 2ft

К

d2
Total

degene
racy

lj4lg '’-̂ lg ’-Big 2®lg 3-®2g ^3g 3B3g d8

(“lg)2 1 1 (aig)2(big)2(b2g)2(63g)2

(«lg)2 1 1 (aig)2(b1g)2(62g)2(b3g)2

(big)2 1 1 (aig)2(aig)2(b2g)2(b3g)2

(b2g)2 1 1 (aig)2(aig)2(big)2(b3g)2

(63g)2 1 1 (aig)2(«i g)2(b!g)2(b3g)2

(fllg) (Qlg) 4 1 1 (aig) (aig) (6ig)2(b2g)2(b3g)2

(aig) (big) 4 1 1 (aig) (a,g)2(&ig) (62g)2(b3g)2

(aig) (b2g) 4 1 1 (aig) («ig)2(big)2(62g) (63g)2

(«Igr) (b3g) 4 1 1 («ig) (ct1g)2(b1g)2(b2g)2(b3g)

(alg) ( l̂g) 4 1 1 (“ig)2(a!g) (big) (b2g)2(b3g)2

(aig) (b2g) 4 1 1 (°ig)2(aig) (6ig)2(b2g) (b3g)2

(alg) (^3g) 4 1 1 (“ig)2(aig) (big)2(b2g)2(b3g)

(^1 g) ( 2̂g) 4 1 1 (alg)2(alg)2( l̂g) (^2g) (̂ 3g)“

( l̂g) (̂ 3g) 4 1 1 (aig)2(a,g)2(big) (b2g)2(b3g)

(62g) (̂ 3g) 4 1 1 (aig)2(aig)2(big)2(62g) (f*3g)
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Since th e  above considera tions do no t re ly  on th e  concre te  form  of th e  
sy stem  o f func tions used in  a g iven ap p ro x im a tio n  an d  only g ro u p -th eo re tica l 
considera tions are  used  our re su lts  can  he considered  to  be q u ite  exact.

F o r  th e  q u an tu m -m ech an ica l in te rp re ta t io n  o f  “ ionic”  com plexes —  in so 
fa r as th o se  are  n o rm ally  p a ra m a g n e tic  —- i t  is su fficen t to  a p p ly  th e  m ore 
sim ple w eak-field  ap p ro x im atio n . N evertheless, a  considerab le  p a r t  of electro- 
v a le n t com plexes is anom alously  p a ram ag n e tic . T h en  th e  stro n g -fie ld  m ethod  
—  w hich  can  be re g a rd e d  as a h ig h e r ap p ro x im a tio n  —  is ap p licab le  a n d  can  
be ex p ec ted  to  lead  to  success. A n o th e r class o f  th e  com plex com poun  ds is 
fo rm ed  b y  th e  “ c o v a le n t”  com plexes. These are g enera lly  d iam ag n e tic . I n  th e  
s ta te m e n t of S t e v e n s  [10] th e  s tro n g -fie ld  m odel is fo rm ally  e q u iv a len t to  th e  
cov a len t m odel. To th is  we can ad d , t h a t  i t  is a ccep tab le  a t le a s t i f  th e  ligands 
are s lig h tly  po la rizab le . In  an y  case i t  is obvious t h a t  th e  s tro n g -fie ld  model 
and  w ith  i t  th e  above resu lts  can be applied to  num erous com plexes.

Appendix

Since in  ou r ca lcu la tio n s on ly  th e  g  re p re se n ta tio n s  of th e  group D 3d 
ap p ear, i t  is enough to  show  our considera tions fo r th e  case D 3.

T h e  one-d im ensional irred u c ib le  rep re sen ta tio n s  of th e  g ro u p  U3 are 
equal to  th e  co rrespond ing  ch a rac te rs  (see T able I ) . O ne o f th e  re p re se n ta tio n s  
E  is:

E

q (1) =

10
о  1

, c «  =
- 1/2
-V3/2

/ 3 / 2  

-  1 /2

- 1/2
/3 /2

-  /3 /2
— 1 /2  j

1 0 1, C'<2> = 1/2 - / 3 / 2 , C'<3> = 1/2 /3/2
o i l ’ 2 -1/3/2 -1 /2 I/372 -  1/2

( 6 )

T he a n tisy m m etrized  func tions belonging  to  the stro n g -fie ld  co n fig u ra tio n  (e)2 
are as follow s:

f t  =  V P  (e+ (l)i e - (2)i -  e+ (2), e -  (1),), 

/2  =  1 //2  (e+ (1)! e+ (2), -  e+ (2)x e+ (1)2) , 

/з  =  1/1/2 (e+ ( lb  e -  (2), -  e + (2), e" (1)2) ,

/4 =  I / / 2  (e~ ( l b  e + (2)a e (2)1в- (1)2),

/5  =  I / /2  (e ( lb  *" (2)2 -  «" (2b e-  ( l b ) ,

/ e =  1/ 1/2 (e + (1)2 e -  (2 b  -  e + (2 )2 e~  ( 1)2) .

Acta Phys. Hung. Тот . X I I .  Fasc. 1.
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Table VII

Splitting products o f electron configurations d3 and d7 in D 2h

to4̂

d* .
Total

degene
racy

‘^ ig  2B lg 4Blg -B2g 4B 2g 2B 3g 4B 3g d7

(alg)2(alg) 2 1 («lg) (blg)4hg)4b3gy-

(«ig)2(*ig) 2 1 (a,g)2(big) (b2gy(b3gf

(a lg)2(^2g) 2 1 («1 g)2(blg)4b2g) (b3g)2

(ai g)2(p3g) 2 1 («ig)2(iig )2(i>2g)2(b3g)

(alg)2(alg) 2 1 («ig) (big)2(b2g)2(b3g)2

(°1 g)2(i»ig) 2 1 («ig)2(big) (b.2gy(b3g)2

К  g)4hg) 2 1 («ig)2(big)2(62g) (b3g)2

(alg)2(^3g) 2 1 («ig)2(big)2(b2g)2(63g)

(^lg)“(alg) 2 1 (alg) (a ig)“№2g)~(^3g)“

(b.g)2(«ig) 2 1 («ig)2(«ig) (b2„ m igy-

(b,g)2(62g) 2 1 («ig)2(«ig)2(b2g) (b3g)2

(blgm 3g) 2 1 («ig)2(«ig)2(62g)2(b3g)

(^igYfaig) 2 1 (aig) (a ig)!(big)2(b-tg)

(bze)2(a ig) 2 1 («ig)2( « ig ) ( M 2(f>3g)2

(b4 Y(blg) 2 1 («ig)2(aig)2(fcig) (b3g)2
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( h s )4b,g) 2 1 1 («is)2(«ig)2(big)2(b3g)

(bss )4 a lg) 2 1 («ig) (a li?)*(bli?)2(b2g)2

(̂ 3gr)2(aigr) 2 1 (aig)2(aig) (big)2(b2g)2

(b3g)2(blj?) 2 1 (a lg)2(alg)2(blg) (b2g)2

(^3gy(^2g) 2 1 («:g)2(«ig)2(big)2(b2g)

(a lg) (a lg) (^lg) 8 2 1 (a lg) (a l^) (^lg) (b2g)2(b3g)2

(alg) (a ig) (^2g) 8 2 1 («lg) (a ig) (6ig)2(b2g) (b3g)2

(a lg) (a ig) (^3g) 8 2 1 (aig) (a ig) (big)2(b2g)2(bsg)

(alg) (big) (b-2g) 8 2 1 (aig) (a ig)2(big) (bzg) (b3gr

(aig) (big) (b^g) 8 2 1 (°ig) (a ig)2(big) (b2g)2(b3g)

(alg) (b'2g) (bzg) 8 2 1 («lg) («ig)2(big)2(62g) (bag)

(a lg) (big) (b-2g) 8 2 1 (aig)2(aig) (^ig) (^2g) (b3g)2

(a ig) (big) (b^g) 8 2 1 (aig)2(aig) (big) (b2g)2(b3g)

(a lg) (^2g) (b-3g) 8 2 1 (aig)2(aig) (big)2(b2g) (b3g)

(big) (btg) (b,a) 8 2 1 (»ig)2(«ig)2(big) (b2g) (b3£)

Юел
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Table VIII
Splitting products o f electron configurations d l and d6 in  D 2h

too>

ri4
Total

degene
racy

1A 1g 3A lg ° A lg 1B 1g 3B lg °Blg lB 2g 3B 2g °B2g 1B 3g 3B 3g ^B^g d6

(alg)2(alg)2 1 1 (í>ig)2(b2g)2(b3g)2

(«ig)2(big)2 1 1 («1 g)2(b2g)2(b3g)2

(<hg)2( k s r 1 1 («ig)2(big)2(b3g)2

(«ig)2(b3g)2 1 1 («ig)2(big)2(b2g)2

(aig)2(^ig)' 1 1 (alg)2(62g)2(63g)2

(«1г)2(Ь2г)2 1 1 K g )2(big)2(f>3g)2

(а1 )̂2(^з§)“ 1 1 (alBr ( b lgf ( b 2Sf

(í>ig)2(b2g)2 1 1 («1 g)2(«lg)2(b3g)2

(big)2(b3g)2 1 1 («ig)2(«ig)2(b2g)2

(b2g)2(b3g)2 1 1 (°ig)2(aig)2(^ig)2

(alg)2(alg) (^lg) 4 1 1 (aig) (^ig) (^2g)2(^ag)2

(a lg)2(alg) (^2g) 4 1 1 («ig) (*ig)2(b2g) (b3g)2

(aig)2(aig) (^sg) 4 1 1 (alg) (big)2(b2g)2(63g)

(a lg)2(Wg) (^2g) 4 1 1 (aig)2(f>ig) (b2g) (63g)2

(alg)2(^lgr) 4 1 1 (a ig)2(^ig) (b2g)2(*3g)

(alg)2(^2g) (^3g) 4 1 1 (a ig)2(̂ )ig)2Q,2g) (b3g)

(aig)2(alg) ( 1̂ g) 4 1 1 (alg) (big) (^2g)2(^3g)2

(a ig)2(alg) Ф2g) 4 1 1 (aig) (big)2(b2g) (b2g)2

(alg)2(alg) №sg) 4 1 1 («tg) ( h gn h gm g)

(a lg)2(^lg) (^2g) 4 1 1 0“ig)2(big) (b2g) (b3g)2
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(«lg)2(i>ig) (hg) 4 1 1 (alg)2(blg) (b2g)2(b3g)

(a lg)2(t>2g) (b3g) 4 1 1 (alg)4 h g ) 4 h g )  (b3g)

(blg)2(a lg) (a lg) 4 1 1 (°ig) (a ig) (b2g)2(bsgY

( h g)4<hg) (hg) 4 1 1 (alg) (a lg)2(b2g) (bsg)2

(&ig)2(«lg) (hg) 4 1 1 (alg) (alg)2(b2g)2(bsg)

(big)2(«lg) (hg) 4 1 1 (aig)2(aig) (big) (hg)2

( h g)2(alg) (b3g) 4 1 1 (alg)2(aig) (b2g)2(bsg)

( h g)2(b2g) (b3g) 4 1 1 (alg)2(alg)2(b2g) (bsg)

(b2g)2(alg) (° lg ) 4 1 1 (aig) (a ig) (big)2(bsg)2

(hg)*(alg) (blg) 4 1 1 (aig) (aig)2(big) (bSg)2

(b2g)2(“ig) (b3g) 4 1 1 (° ig) (a ig)2(big)2(b3g)

(62g)2(«lg) (h g ) 4 1 1 (aig)2(aig)(big) (hg)2

(b2gY (a lg) (b3g) 4 1 1 (alg)2(a lg) (blgf(bsg)

(hg)2(hg)  (b3g) 4 1 1 («ig)2(«ig)2(6ig) ( h g)

( h g)2(alg) («lg) 4 1 1 (“lg) (alg)(^lg)2(^2g)2

(b3g)2(«ig) (blg) 4 1 1 («lg) («ig)2(big) (hg)2

i^3g)2(aig) (b2g) 4 1 1 (alg) (a ig)2(b\g)2(b2g)
(63g)2(aig) (big) 4 1 1 (aig)2(a ig) (big) (bsg)2
(hg)2(alg) (b2g) 4 1 1 (“ig)2(aig) (big)2(big)

(hg)2(hg)  (hg) 4 1 1 (algf ( a lgY(blg) ( h g)

(ttlg) (aig) (big) ( 2̂g) 16 2 3 1 (aig) (a ig) (big) (bsg) (bsg)2

(alg) (ö lg) (^lg) (^3g) 16 2 3 1 (aig) (aig) (big) (b2g)2(bsg)

(fllg) (ö lg) (b-2g) (b‘3g) 16 2 3 1 (aig) (aig) (big)2(b2g) (bsg)

(aig) (big) (b2g) (bsg) 16 2 3 1 (aig) (&ig)2(big) (b2g) (bsg)

(a ig) (big) (bog) (bsg) 16 2 3 1 (aig)2(a ig) (big) (big) (bíg)
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Table IX*

Splitting products o f electron configuration d’ in D 2л

d
Total

degene
racy

M [g  M lg M lg 2B jg JB lg 6 R  2 RDig «2g 4-B2g 6ß 2g 2ß 3g Jß 3g e^3g

(«ig)2(«ig)2(big), (b2gn b 3gn b lg) 2 1

(«ig)2(a ig)2(62g)’ (blgn b 3g)2(b2g) 2 1

(<‘ig)4a ig)4b3g)> (b,g)2(b2g)2(b3g) 2 1

(<hg)2(blgY(a lg), (b2g)2(b3g)2(«lg) 2 1

K g )2(*ig)2(b2g)> (a ig)2(b3g)2(b.ig) 2 1

(rtlg)“(^lg)2(^3g)’ («1g)2(b2g)2(b3g) 2 1

(a lg)2(^2g)2(alg)> (big)2(b3g)2(«ig) 2 1

(«lg )2( 4 ) 2(6li?). (alg)2(b3g)2(blg) 2 1

(«ig)2(i>2g)2(b3g). (aig)2(blg)2(b3g) 2 1

(aig)2(^3g)2(a ig)> (blg)4b.2gr ( a lg) 2 1

(aig)2(b3g)2(blg), (a lg)2(^2g)2((’lg) 2 1

(alS)4b3g)4 b 2g), («.g)2(big)2(b2g) 2 1
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(a ig)2(^lg)2(alg)’ (bagY(bagY(alg) 2 1

(a lgY(bagY(alg)’ (^lg)2(^3g)“(a lg) 2 1

(a lgY(bagY(alg)’ (blgY(bagY(alg) 2 1

(aigY(a ig) (big) (b2g), (ьгg)2(a ig) (big) (b'2g) 8 2 1

(aig)2(aig) (big) (bag)’ (b'2g)2(a ig) (big) (b^g) 8 2 1

(aig)2(aig) (b-zg) (bag)’ (big)2(aig) (bag) (bag) 8 2 1

(aig)2(big) (b-2g) (bag)’ (a ig)2(big) (bag) (bag) 8 2 1

(a ig)2(aig) (big)> (bag)’ (bag)“(aig) (big) (bag) 8 2 1

(a ig)2(aig) (big) (bag)> (bagY(aig) (big) (bag) 8 2 1

(a igY(aig) (bag) (bag)’ (bigY(aig) (bog) (bag) 8 2 1

(bigY(aig) (a ig) (bog), (bag)2(aig) (a ig) (bag) 8 2 1

(bigY(aig) (a ig) (bag)’ (bag)2(a ig) (a ig) (bag) 8 2 1

(bagY(aig) (a ig) (big), (bsgY(aig) (a ig) (big) 8 2 1

(aig) (a ig) (big) (bag) (bag) 32 5 4 1

The num ber o f  the sp litting products occurs only once in the rows containing tw o strong-field configurations.
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Table X

N u m b e r  o f  s p l i t t i n g  p r o d u c t s

C o n f ig u r  io n
W i t h o u t m u l t i p l e t s p l i t t i n g W i t h  m u l t i p l e t  s p l i t t i n g C o m p le te

F r e e  a t o m o*h D 3 d D th D 2 h F r e e  a to m 0*h D id Ö
 

! :

D ih
s p l i t t i n g

d \  d 9 1 2 3 4 5 2 4 6 8 10 10

d \  d* 5 11 17 19 25 9 19 31 33 45 45

d 3, d 7 8 20 33 37 50 20 48 80 88 120 120

d \  d 6 16 43 67 76 100 34 87 139 158 21 0 210

d 5 16 43 67 76 100 44 110 170 192 252 252

* T h e  r e s u l t s  o f  J0 R G E N S E N  [5] 
** O u r  p r e v io u s  r e s u l t s
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H ere  e+(i)j m ean  th e  w ave fu n c tio n s of th e  i th  e lec tro n  of sp in  —f-1/2 belonging  
to  th e  j  tli row  o f th e  re p re se n ta tio n  E.  S ince e'(.)j belongs to  t h e / t h r o w  o f  
th e  re p re se n ta tio n  th e  func tion  R e '(.)j can  be g iven  b y  th e  m a tr ix  system  (6), 
w here R  is one of th e  m atrices (6). T he fu n c tio n s  Rf k are  lis te d  in  T able X I .  
T he tra c e  sy stem  of th e  re p re se n ta tio n  Г \e)2 can  be easily  re a d  from  th is  T ab le  
(cf. T ab le  I  la s t b u t one row ). (3) can  be o b ta in ed  by  th e  help  o f th is  t r a c e  
sy stem  and b y  th e  expression

a i —  2  X i  (R) Z(R ) • (8)
л R€G

H ere h is th e  o rd er of th e  group G, ^(R ) is th e  tra c e  of th e  o p e ra tio n  R , £,-(R) 
is th e  ch a rac te r of th e  i th  irred u c ib le  re p re se n ta tio n , and  a,- is th e  n u m b er o f  
tim es th e  i th  irreducib le  re p re se n ta tio n  occurs in  th e  reduc ib le  re p re se n ta tio n . 
A ccording to  (3) th e re  are fiv e  irred u c ib le  re p re se n ta tio n s  in  Г (ey- The new  
bases (fk sp an n ed  by  th ese  are g iven  b y  th e  follow ing re la tio n :

#  =  (9 )
h r€g

w here l ^ ‘̂ R )fcfc jg th e  pfo th  m a tr ix  e lem ent be long ing  to  th e  o p e ra tio n  R  of th e  
i th  irreducib le  re p re sen ta tio n . T h e  b a r  m eans th e  com plex co n ju g a te . The le ft 
side o f th e  fo rm ula  (9) does n o t d ep en d  on th e  su ffix  v ap p ea rin g  on th e  r ig h t  
side. (D etails re fe rring  to  th e  fo rm ulas (8) a n d  (9) m ay  be fo u n d  e. g. in  [11]). 
T he new  bases (norm alized) g iven  by  (9) a re :

<p№  =  1/1/2 ( Л - Ь / е ) ;

? $ > = / . .  ч № ” =  1/V2 ( / , + / , ) ;  ( 10)

=  V f 2 ( /з  -  f i )  : =  W 2 ( f i  -  /в )  •

T hese six fu n c tio n s form  th e  sy stem  (p(ey2 o f  th e  func tions o f  th e  k ind  (e)2. 
The space o f th e  co n fig u ra tio n  (e)(e) is  sp an n ed  b y  th e  functions:

Aj — e' ( .  )i £• ( .  )x , ~  e ‘ ( • £' ( • )i »

h.2 = e ' ( . ) 1 E, ( . ) 2 , A4 =  e 1 ( .  )2 £• ( .  )2 .
( И )

T he functions R hk (к  =  1, 2, 3, 4) are to  be fo u n d  in  th e  T ab le  X I I ,  from  w here  
th e  traces  o f th e  rep re sen ta tio n s  o b ta in ed  in  th e  fou r-d im ensional space of th e se  
can  be read  (cf. T ab le  I ,  la s t row ). (4) can  be a t ta in e d  b y  th e  h e lp  o f these  tra c e s

A d a  Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 1.
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Table XI
Transformation properties o f  functions /л-

E г(1)S Cf r'(l) <‘2) cf>

/1 /l

'  f  4. Уз y _  
4 /l +  4 / 3

_ Ж /  4. J - f

1 f Уз f  4. T ’-'1 " 'T '3 +

+  -^-/4 +  -4-Л
h

 ̂ f  Уз f  14 /! 4 Тз +

1 Ж / __ Í _ /1 4 /4  4 /e

3 f 4 - Уз /  _

_  1 3 . f  1__1  f
4 /4 ^  4  /e

/2 Л Л л - /2 - h - / 2

/3 /3

У з г  , 1 г I 
" T -' 1 +  ^ T - '3 +

1  ̂ f  i_ Ж . f
' 4 / 4  +  4  h

-T-/i +  - r / , +  

+  -J - /* ~~ "T ^6

- /3

_  ^3  Г _   ̂ /* _
4 ■'* 4

_  . ? /* _L Г4 *y 4 » 4  /6 1
■H

 04
 

^ 
Wi

 
>

 
>

1 
1

^ 
w!

 
1-1 1

/4 Л
Ц  a  +  4 f i  +  

+  - 4 _Л - ‘Т 'Л

-  +  ~ г Л  +

+  4 ~ / 4  +  ' ' г /б

- Л

1
^

! ~
 

*j
wl

 
*̂1 

ÍT*»
1 

1 

^ 
wi

 
^ 

« 1

1 
1 

^ 
1-1

 
^|w

l
>

 
îr»

+
 

1

|w
| 

*• 
w 1

/ 5 /5 /5 - Л - h / 5

/б Л
4-/1 -  -'4-/3 +  

+  - y / 4  +  ^ - /e

4 - Л + - Т - Л -

-  ' f / 4  +  ^ / e

3 f  4 - Y* fT - '1 +  T - ' 3

__Уз./ j__L . f4  /4 +  4  /e

- 5 - Л - ^ - Л  +  

+  ^ Л  +  - г Л

G
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Table XII
Transform ation properties o f  functions hk

E p(l)
4

C(2>
ű

<4<w C ?>
p/(3)c 2

~ Y h i + ^ - h  + 3 h l - M . h 2 -
4  1 4  2

1  1/ q

r h ' + 1 r h z +

III h i

+  Ч  Лз +  ^ /14 - £ * . +  - Ь

h i

Уз , , 3  ,
“ 4 ~  i h‘ +  h 4

1/3 3 

+  4 А з + ^ - Л 4

~  4 h l + ~ 4 4 h i + ~ r h * ~ 3  h l  "  4  Й2  +
1'3 , 1 ,
4 ~  " 1 4  "* +

h h 2

-  ~ а Г  h > +  1 3  h i ~  ~ j ~ h i  ~  4 h '

- K

3  Í, I 1 ,3  h
+  1 " 4  h > +  ^ - /1з ~ - 14 _ Л 4

У з ,  3  , 1

4  h l  4  h * + 1 3  h i - - 4 T h * + ~ 4 h l + ~ T  h * ~
n , , 3  .
4  Л1 + - 4 - А 2 -

/ l 3

+  T “  Аз +  4 h * +  4  h 3 ~ 4 h l

-  h 3

~ - T h a  +  4 h i
1  h  n  ,,

" 4  / l 3 “ ' ^ A4

3  h  1' 3  h
4  Й1 - ^ Л2 - 4  h '  +  4 h î  + T h i  +  4 h * +

3  , У з  ,
“ 4“  Й1  4  7,2 _

К К

~  Ч  Л з +  ^ I T ^ 4 +  4 h s  +  ~ r h i

h i

+  -  4  л з +  - 4 - Л 4
Уз , 1 ,
4  й 3  4  ;,4
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an d  b y  (8). H ence th e  new bases using (9) are:

qfâë)  =  1 / /2  (Л, +  V  ; <p\$) =  1/ Í 2 (Ä. -  h3) ;
( 12)

» fê ta  =  VK2 (A, +  A,), #)>(,),* =  1/V2 (A, -  fc4) .

S u b s titu tin g  (7) in to  (10) an d  (11) in to  (12) we im m ed ia te ly  ob ta in  th e  m u lti
p lic ities.
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РАСЩЕПЛЕНИЕ (/"-УРОВНЕЙ ПОД ВЛИЯНИЕМ СИЛЬНЫХ ТРИГОНАЛЬНЫХ 
И РОМБИЧЕСКИХ КОМПЛЕКСНЫХ ПОЛЕЙ

Ф. Й. ГИ ЛДЕ и М. И. ВАН

Р е з ю м е

Свойства комплексных соединений переходных металлов, в основном, определя
ются их d-электронами. Были вычислены все конфигурации сильных комплексных полей, 
возникающие из электрон-конфигурации </я(п 1, 2 , .. .,  я) под влиянием сильных ком
плексных полей, которые имеют тригональную и ромбическую симметрию. Было опре
делено число уровней, возникающих расщеплением конфигураций сильных комплексных 
полей из-за сильных полей. Кроме того, установлено, к какой группе симметрии относятся 
продукты расщепления и какой мультиплетностыо они обладают. Был разработан новый 
метод для классификации продуктов расщепления. Этот способ является экзактным, так 
как основывается только лишь на группово-теоретических соображениях.

Acla Pli Hi Тот. X I I .  Fase I.



К В А Н Т О В А Я  Т Е О Р И Я
О Д Н О О С Н О -А Н И З О Т Р О П Н Ы Х  Ф Е Р Р О М А Г Н Е Т И К О В

С. В. ТЯБЛИКОВ
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ ИМ. В. А. СТЕКЛОВА АН СССР, МОСКВА, СССР

т. шиклош
О БЪ ЕД И Н ЕН Н Ы Й  ИНСТИТУТ Я Д Е РН Ы Х  ИССЛЕДОВАНИЙ, Д У Б Н А , СССР

(Представлено К. Ф. Новобацки. — Поступило 5. II. 1960)

Анизотропия магнитных свойств ферромагнитных кристаллов рассматривается 
как следствие анизотропии по направлениям взаимодействия электронов незаполненных 
оболочек. Для расчета намагниченности в зависимости от температуры и внешнего магнит
ного поля применяем двухвременные запаздывающие и опережающие функции Грина 
по методу, изложенному в работах [1,2]. Полученные результаты годны для всего интервала 
температур и внешних магнитных полей.

1. В гайзенберговской модели анизотропный ферромагнетик описы
вается гамильтонианом вида:

Н  — /т0 2 ^ a s af - 1 2
( f l f l )  2  ( / ь / 2,а,

Г, «2 (fi,fi) S f \  S f t ,
U2)

( 1-1)

где Sf а-компонента оператора спина электрона, находящегося в узле /  
h \

решетки в единицах — I; /и0— магнетон Бора; / J f  — внешнее магнитное поле;

■МА/и/г) = M .(|/i—/J) >  0 — тензор обменного взаимодействия. В 
случае одноосного кристалла тензор обменного взаимодействия может быть 
записан в виде:

М Д . М М  М Л / М М ( 1. 2 )

Введем обозначения

1 ХХ (I/, -Л1) =  1 у у (  1Л - /* |)  =  *(Л,ль

M l  Л  — Л  I) =  I  (Л , / а )  +  А ( Л , /а) =  h  ( Л , / 2) , ( 1 . 3 )
Л ( / 1 , / а ) = Л ( | Л - / а | ) .

Тогда гамильтониан (1.1) для одноосного анизотропного ферромагнетика 
имеет вид:

н  =  — /j-о 2  ^ s ' i -  т  2  W . )  s “, s?2 -  4  з ( / 1;/ 2) s r  s^2. (i,4)
(Л.о) 2  a) 2  (/„ /,)

3 ’ yícía Phys. H u n g . Tom. X I I .  Fase. 1.
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Перейдем от спиновых операторов к паулевским с помощью преобразо
вания:

SJ =  y°f( l  — 2 n f ) +  A af bj-\- A af b} (nj — bf bj), (1,5)

где yy векторный коэффициент преобразования, подчиняющийся условию:

=  _ Л > 1  -  i J t  ; А } = - Ш - +  i * ;  =  (1,6)
Vf Vf vzf  vzf

vzf = { ( v xf)2 +  (yW}112

для векторов A j  и A } имеют место следующие соотношения:

(Af  Aj)  =  2 ; (Aj  Aj) =  (Aj  Aj) =  (Af yf ) =  (Af yf ) =  0.

Операторы b j  и b f  подчиняются перестановочным соотношениям Паули.
В настоящей работе мы рассмотрим однодоменный анизотропный 

ферромагнетник, все узлы решетки которого заполнены ионами одного 
сорта, и поэтому положим у) =  уа.

Гамильтониан (1.4) с помощью преобразования (1.5) преобразуем к
виду:

Я  =  Е 0 +  Я 1 +  Я 2 +  Я 3 +  Я 4 , (1.7)

где

£ „ = - / “<> (JTY)  -  - J - N  { Щ  +  У1^ ( 0 )} ,
Z

я х =  — 1лй( А ? А )  2  bJx -  ц 0( J f Â )  2  b f  — y z rj2 V ^ l ( / i , / 2) {*/, +  b f )  ,
(h) (fl) (Л,Л)

Я 2 =  2fi0(J fy )  2  »fc +  2  2 { /( /а ,/2) +  y M ( / i . /* ) K  -  2  {21( /х, / 2) +
(/.) (Л ,/О (Л,Л)

+  1?! ̂ ( / î . / s ) }  t>h -  у г  4Î 2  ^ ( / l ’/a ) {6Л »
2  (Л ,/ , )

и з =  7zVz 2  24 ( / х, / 2) « л (bf2+ b f\),
(h,ft) ( 1.8 )

H t =  -  2  2 { J ( /i .r» )  H- yf ̂ *(/1.Л )}  «Л

До)= = " Г  Д Л ./« )  ; 21(0 ) =  - 1 ■ ^  2KA>/2)-
iV (Л,/.) (/i,/>)

iV — число узлов решетки.

.*4cía P hys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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Относительная намагниченность определяется соотношением:

M a =  < S af >  =  ya < l - 2 n f >  +  A « < b f >  +  Â a < b } > .  (1.9)

. dbJt )  . dbg(t)
Определяя i — и i — ■ из уравнения движения 

dt dt

ibg(t) =  [bg, H]  ; ibg (t) =  \bp , H]

получим следующее уравнение для функций Грина <§ bg (t) j b](t') g> и 

i ~  <s= bg(t)\bf(t') !> =  iÔ(t — t')ôgja +  2{f i0(J?A)  +

+  У2Ъ ^(°)}  <§ M O IM O  §> +  2 ( М ^ У )  +  ДО) +

+  r i  ^ (°)}< ë bg(t)\ t f  (t')g> -  Z  {2! (gP)  +  Vz A (gp)} {<sbp(t)\bf{t') >  —
(p)

-  2 <nng(t) bp(t)\bj(t') !>} -  n\ S  A(gp)  (< t  K(t)\bj(t ' )  ^  —
(p)

-  2 ng(t) bp(t)\bj(t') §>} +  yz Vz 2  2/1 (gp)  {<= np(t)\bf(t')  §> +
(p)

+  ^  M O M O IM * ')  >  +

+  M O  M O IM O  ^  —  2 <s M O  M O I M O  H  —

-  2  2  2  { % / > )  +  y ?  ^ ( g p ) }  M O  M O I  M O  ► ,  ( 1 - 1 0 )
(p)

*—  < § М 01М г' ) ^  =  - 2 { u 0 (ûr ^ )  +  уг »?М(0 )} < ^ М 01М О >  -
at

-  2 {/М*ПО +  ДО) +  у?/1(0)} ^  M O IM O  ► +

+  ^  {2I (gp)  +  ni A(gp)}{<ê  M O IM O  § > -  2 <s= M O  bp(OIM *') H  +
(p)

+  4 î ^ ( i P ) { < «  M O I M O  ►  -  2  < =  M O  M O I M O  и  -
-  у г % 2 ' 2 / 1 ( я р ) { < ^  M O I M O ^ -  +  ^  M O  M O I Щ * ' ) ^  +

(p)
+  «  M O  M O IM O  ^  — 2 «  M O  m o i m o  +

+  2 2 ’ 2 { /(g p ) +  уМ 0?р )} < 1М 0 М О 1М (')> >  ( i n )

где
a =  1 — 2 =  1 — 2 n.

Для функций Грина bg(t) bf(t') $> и <í bg (t) bf(t') g> получаются 
аналогичные уравнения.

yícía Phys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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2. Для расцепления уравнений (1.10 и 1.11) операторы Паули bf  и Ь 
представим в виде:

МО =  ß  +  М О ; М 0  =  £* +  М 0> (2i)

где М О и /-tg (t) новые операторы, для которых нетрудно записать переста
новочные соотношения, однако, эти перестановочные соотношения нам не 
потребуются, a ß  и ß *  с числа, причем

Т огда

X  +  г у  =  <  МО >  ; ß *  =  X —  i y  =  <  MO > ,

<  /МО >  = <  MO >  =  о.

<3= M0IM*') ^  =  <t MOI М (/) >  =
<з= М 01М *')> =  «  M O IM O  ^  =  Gg/’

<§ MOIM*') ^  М 01М 1') ^  =  Ge f ’

<ê  M O N O  § >  =  < g  M O I М * ' )  ^  =  G * / •

( 2 .2' )

(2.2)

Используя (2.1), операторы ng(í); МО МО 5 bp(t)bg(t); М 0 М 0 могУт 
быть записаны в виде :

М О  =  п +  -М?(0 ■ /5 * М 0  +  ^ м о »

МО МО =  » „  +  ß M 0 +  ß *  MO +  ÄMO, (2.3)
MO MO =  "1ря +  Mi? (0 +  ß  Hg (0 +  ß n P (t),

К  (О MO =  mpg -Ь “ р?(0 ~Ь ß* /МО т  ß* Нр( о»

п == <  ь д о  МО >  =  0* ß  +  <  М О  H g  ( 0  > ;

М  =  <  МО МО >  =  ß *  ß  +  <  M O  M O  >»
М  =  <  MO MO >  =  ß ß  +  <  M O M O  >  ; 
m p g =  <  MO MO =  ß *  ß *  ~Ь <c /МО H g (0

ß gg(0 =  M O  M O  -  <  M O M O  >  ;
ß pg(0 =  M O M O  -  <  M O M O > .  (2-4)
“ pg(0  =  M O  M O  — <  M O  M O  >  ;

“ MO =  /МО/MO Hï>( 0 /МО
<  û M( 0  >  -  <  Û M(I) >  =  <  M « ( 0  >  =  <  *5pg(0 >  =  0 .

M cia P hys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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При р  — g имеют место следующие соотношения:

ßß =  — <  >  ; ß*ß* =  — <  p +g(t) fig(t) >  ;

—ggW =  2 ßps{t) ; ^  agi1) — 2/S* Pg(t)-
(2.5)

Используя представление (2.1) и формулы (2.3) нетрудно убедиться в том, 
что все встречающиеся в уравнениях (1.10) функции Грина могут быть 
выражены через G}!} и высшие функции, последние содержат произведения 
p(i) и p +(t) в большем числе.

В первом приближении оставляем лишь низшие функции Грина и 
пренебрегаем высшими функциями. Тогда для функции Gjí} из (1.10) и (1.11) 
и из аналогичной системы уравнений для <§ b g ( t )  | b f ( t ' )  и 6 g+  ( t ) 1 f c f ( í ')  §>

получаем следующие системы уравнений:

' G$ =  an (0) G<}> +  а12 (0) G<2/  «i3(gp) -  2" «i4(gp) G $ +  tô(t — Г) <т,
(р) (р)

( 2 .6 )

' G fH  -  «я(0) а22(0) Gg>+ 2  а2а.(ёР) С # +  2  «24(g/>) Gp/;
(р) (Р)

; G < f =  ап(0) Gg>+ а12(0) G<}>- 2  «i3(gp)G<3} -  2  «i4(gp)G<4A
(p) (p)

(2.7)

' -  a2i(°) Gf ) ~  «22(°) G ^ + 2 « 2 3(âP) Gp3/ +  2 «24(gP)Gp/ -  ")(/ — Г) ôfga.
(p) (p)

Для коэффициентов а,*. имеют место следующие соотношения:

« ii(0 ) =  û22(0) ; « » (0 ) =  «2i(0 ) ;
( 2 , 8 )

«1 Ágp) =  ’чМ р ) ; «i4(gp) =  «гз(«р) •
Системы уравнений (2.6) и (2.7) аналогичны системам уравнений (3.5) и 
(3.6), полученным в работе [2]. Сами коэффициенты a ik зависят от величины 
магнитного поля ( p - A f )  и обменных интегралов ( I  и А)  и имеют несколько 
более сложный вид, чем в [2]. При А  = 0  они переходят в соответствующие 
выражения работы [2]. Повторяя все расчеты по работе [2], получаем для кор
реляционных функций следующие выражения:

c  Ug u i  с
G L  I1 ed'i ! k) d k  + °  V I e'<« f ,k ) clh Gp
2 (2л)3 J 2 (2л)3 J G* 2(7

С P g P] Р ”
G v I1 ei(* /Л) f//f _(_ -  ® | > /Р )  A cth Gp
2 (2л)3 .1 2 (2л)3 J Gp 2(7

С p i  p i  с
G V I ei(i /,*> ^ p * cth /l rffe,

2d2 (27 t f  .) E k

< P g P / >
G
2 (2л)3 .1

>  /  A)

E k
cth Ek d k ,

2 0

dk,

dk,

(2.9)

Icta Phys. Hu, Тот. X I I .  Fase. 1.
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где

А  =  2 ! (<^у) +  ff ДО) +  у? АО)- / ( * ) -  у ^ А * )

+  2ß*ß I (0) +  ~ ^  А 0) — I(k) — y\ A{k)
&

+

+

ß+ß*

[ m  ( f f + 2) +

+  A(k) (ff +  1)] уг Vz +  у  Ш * А  ) ß * + / *0 ( J T A) ß  +

+ 4 ÏA  o)(ß*ß* +  ßß)]\,

B p  =  B p  =  -  гЦА(к)а  +  2ß y o( J ? Ä )  +  2/9 (0) +  ~  i?* А О ) -

-  д * )  -  yi m +  A ° )  [rftß* +  yz r)z cr] , (2 . 10)

Е к =  { А 1 - В р в р у ' К

Вектор преобразования ~y определяется из условий минимума свобод
ной энергии

8 F

где

+  * У а = 0 , (2.14)

« 1 ЭЙ " I l  
( Зуа Г

(2.15)

ЭУа

Э F

9Уа

Выражение (2.15) мы можем рассчитать, используя (2.1), (2.3), (2.4), (2.9). 
При расчете (2.15) мы пренебрегаем более высокими корреляционными функ
циями типа <  AgW АС*) >  » <  ®gé?) ®рр(г) >  и т. д., которые в первом

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 1.

Полагая g —/  в выражении (2.9) и используя (1.11), (2.Г), (2.4), получаем 
уравнения для а, ß, ß*:

=  —  — - —H— Ç A l L c t h ^ i - d k ,  (2 .11)
2 2 (2n f  J E k 29

„ „ a V Г Re B p  E k
X2 — y2 =  —  --------  I ----------- cth —  dk , (2 .12)

2 (2n f  J  E k 29

„ a V Ç I m  B p  , E k
2 x y  = ------------- ------------- — cth—— d k .  (2.13)

2 (2тг)3 J  2#
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приближении (уравнения (1.10)) не могут быть рассчитаны, и тогда (2.14) 
дает следующую систему уравнений для определения уа:

M0^ x N o  — 2 N  -  No г Ух У\
ni

Mo J T x  У у У г +  Mo J f y  Ух У y  Уz +

+  УхП1А (°) [Угх  +  стУг]| X — 2iV - ° - { j r x y x — сГу Уу}у  +  (2.16)
I Vz

+  |Л> +  —  [Уг Í J 2  ~  VZ  ü \\ ! Ух =  О,
! Vz !

—  M o ^ v  N o -  2 N ~  {/(o JPz y  y  ni  +  Mo * Г х  Ух У y  y  Z -  Mo J f y  У y  v l  y  Z  +
ni

+  Уу п 1 Щ ) [ П г х + о у г] } х  - 2  N  ~ { ^ x y x — JT y yv} y +  (2.17)
ni

Na
+  {;-0 H--------[y z ü 2 -  Уг Ü l \ )  У y  =  0 ,

Пг

—  M o J fz  N a + 2 Л Г  - { / / „  yx +  f i0 j r v y y  — n i  0 - 3 ( 0 ) }  *  +
Пг

-j- N a  nz &2 +  {^o — N a  [3 (0 ) a -)- f i 3]} yz =  0,
(2.18)

где

Ox
1 I' m

~ 2 (2л)3 .)

q 2 V

(2л)3 J

Q3 =  2 _ L _  I1 3(fc)
(2л)3 j

2 3 ,  -  B ß  -  Bfc> E k jT
h k K cth — d k ,

Ek 29

л м  +  п - р в р - р в у ^ й '  (2 .19)
Ei. 29

2 A k ß*ß -  ß*ß* В \ »  -  ß ß B p  . E k
E,,

cth —— dk  .
29

Итак, мы получили б уравнений (2.11) — (2.13), (2.16) — (2.18) для опре
деления 6 неизвестных: а , х, у, ~у.

3. Для решения системы уравнений (2.11) — (2.13), (2 .16)— (2.18) 
пользуемся методом итераций. В первом приближении положим ß0 =  ß*0 =  0. 

Тогда уравнения (2.16) — (2.18) имеют вид:

— Mo N o  +  {/.0 -  oNQ[»}  у х =  О,

— Mo J?y N o  +  {Д0 — oNQ<f»} yy — 0, (3.1)

— Mo J?z N o  +  {/„ — N a 2 3 (0 )}  yz =  0,

Acta Phys. H ung. Тот . X I I .  Fasr 1.
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где

Û ?) =  —  — —  I  Л{к) j  1 +  —  Q(k) +  . . .  I cth Ek> dk .. (3.2)
2 (2nf  J j 8 I 2d

E p  =  2 { v 0 ( J r y )  +  o [ I ( 0 )  +  y*A(0) -  /(* ) ]} {  1 -  Q ( k ) y i \  (3.3)

m  =  a r A m
M j r Y )  +  o [ m + r i * m - m ]

Определяя ŷ из (3.1), полученное значение ~у подставим в уравнения (2.11) — 
(2.13), которые в первом приближении имеют вид:

1 V Г ж

а (2 л) 3 J cth к d k . 
(1 -  Q ( k ) Y ' 20

(3.4)

х \ - у \ -
а2 ,  V Г А(к)

ifi ' ’ cth к d k ,
2 (2тг)3 J Е[0) 20

(3.5)

2*i Ух =  0 . (3.6)

Из уравнений (3.5) и (З.б) можем определить второе приближение ß и ß*, 
а (3.4) является вообще первым приближением трансцендентного уравнения 
для а. Из (1.9) видно, что при ß =  ß* — О

М'- =  у аа .  (3.7)

Заметим, что конкретный вид решения системы (3.1) зависит от знака ани
зотропной части обменного интеграла, от направления и величины внеш
него магнитного поля. В дальнейшем рассмотрим отдельные случаи.

4. Рассмотрим сначала случай 3(0) >  0.
а) При , 3 t  =  О имеем следующее решение уравнений (3.1):

Уг =  ±  1 ; Ух =  Уу =  0.

В этом случае итерация дает точное решение дпя ß и ß*:

и из (3.4) получим:

г д е

ß=- ß* О

—  =  — — - Г  cth ^  d k  , 
а (2я)» J 20

Е к =  2 а [ 1 1( 0 ) - Щ ] .

(4.1)

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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б) ß f x =  — 0; ф  0. Нетрудно убедиться в том, что в этом случае си
стема уравнений (3.1), (3.4) — (З.б) имеет следующее точное решение:

у* =  1 ; Ух =  уУ =- 
ß = - ß *  =  О,

1 V

а (2л:)3 .
eth Ек- dk ,

20

Е к — 2 f a j T ? 4- а [ii(0) — l(fe)]}. (4.2)

в) J ? х ф{)] сй 'уф0; ,?Гг= 0 .  В этом случае в зависимости от величины внеш
него магнитного поля уравнения (3.1) дают два различных решения:

При ц0 <; o-J(O) — ß<0) +  JTy \ имеем:

Ух J*0*x
оЛ(о) -  ûÿ» Гу =

или пренебрегая здесь членом Üi

_  f t » * *  X . _  М о ^ у  .

Y x ~  a â ( 0) ’ ^ “ ^ ( О ) ’

/^о у
crZl(O) — ß<°>

j  i  _  (  . “ * •  *  И 1 ' 2  
I ! ^ ( 0) ) I

(4.3)

Тогда из (3.5), (3.6) получим во втором приближении для ß и ß*:

11/2

* , =  0 ; у ,  =  Т - ^ ! - -р  1(0 ) I (2*)»

и (3.4) в первом приближении дает для ст:

г m eth Ek
1 E k 29

J
fJ0X

2 m 2

J | 1 +  T
M ( o )  
I \(0) --  m  \ + - i

eth Ek dk ,
20

E k =  2a  [ / , ( 0) - / ( * ) ]  |1

При fi0J f ^ > o A ( 0) — имеем решение:

/<о öT  l2 
er/1(0 )

A(k)
1/2

/ i ( 0 ) -  I (k)

Ух =
æ Уу

'Ус У . л г .

(4.4)

(4.5)

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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1
а

Ух

(2л)3

У 2  I  (2л)3 J  Е,
А л Г
2&

1 +  '
а А (к)

V0.3 r  +  o [ I ( 0 ) - I ( k ) ] }
2 - . .  .L i f t  ^  d k .  

2 &
(4.6)

^■ =  2 { ^ + с т  [ДО) — /(& )]} 1
1/2________оА(к)______

+  С [/(0) -  Цк)]\

Легко видеть, что при ц0-Ж=оА  выражения (4.3),(4.5) и (4.4),(4.6) совпадают.
5. Аналогичным образом можем рассматривать случай А(0) <  0.

а) При <Ж =  0 имеет место решение:

Vz =  ±  1, Гг =  0  ; ßi =  ß l ;  ß i  =
у 2 \ (2л)VJ 1/2

2&

1 V j

а (2л)3 J А(к)
7(0) -  1(к)

2 I E l. ->
+  . . .  ct/t —*- dk  ,

I 20
(5.1)

E k =  2н [ДО) -  Д/с)] 1 + H W ! 11/2

ДО) — Д/с) j

б) Ж х— Ж  у— 0; 0. В этом случае в зависимости от величины внеш
него магнитного поля уравнения (3.1) дают два решения:

Гг =
a[zl(0 )| -  |ß(o)| а |П (0)| ’

/ v ^ v r 211/2
) ^ ( 0)

при ^  о-И (0)1 -  Í2)°>,

ß x  —  ß x  I ß i  — I1 -
/•*() г 2[ V I

! о Л ( 0 ) i (2я)3 J Е к 20

1/2
(5.2)

G ДО) -  I (k)

E k = 2 o [ I ( 0 ) - I ( k ) ]  \1
1 — 0 о ^ г ] 2

аП (0) 1
И (*)|

ДО) -  Д/с)

+  . . . I cih E H- dk
20

1/2

а при /л0 Ж г )> cr|zl(0)j — Í2)0) имеем точное решение :

Гг =  1 ; V z  =  о ; ß  =  ß *  =  о,
1 и /ст (2эт)3 J

Е к =  2 {/с0 , Г г +  п [ДО) -  |Л(0)| -  7(/с)]}.

Е  -*
cth —— <//с,

20

(5.3)

-4efa Phys. H ung. Тот. X I I .  Fase.  i .
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Легко видеть, что при fi0J f z =  a\A(0) выражения (5.2), (5.3) совпадают,
в) J f x Ф  0 ; -Жу ф  0 ; =  0. Для этого случая получаем реш'ение : ух —

6. Как видно из полученных результатов, простой вакуум, при кото
ром <  6 / >  =  <  б /  >  =  0, для анизотропного ферромагнетика имеет место 
лишь в некоторых случаях, а в других случаях необходимо учитывать 
более сложный вакуум, при котором <  bf  >  ф  0; <  6 /  >  ф  0. Как мы 
видели в работе [2] для изотропного ферромагнетика, всегда имеет место ва
куум, при котором <  Ьф> =  <  Ъ} >  =  0. Во всех случаях, когда ß, ß* ф  О, 
полученные уравнения для а являются лишь первым приближением. Для 
получения следующего приближения надо учитывать второе приближение 
для ß и ß*, что весьма усложняет расчеты. Следует заметить, что, как и сле
довало ожидать, поправки к первому приближению стремятся к нулю, 
когда 'Э? стремится к бесконечности. Заметим далее, что уравнения (4.1), 
(4.2), (4.4) и (5.1), (5.2), (5.4) для а при # =  0 дают значение а <; 1. При этом 
значение а =  1 имеет место в случае точного вакуума. Полученные транс
цендентные уравнения для а годны для всего интервала температур и маг
нитных полей, что дает возможность определения а в широком интервале 
температур и полей.

Представляет интерес сравнение полученных здесь результатов с 
результатами в методе приближенного вторичного квантования [3]. Отметим, 
во-первых, что имеется согласие обоих методов в отношении спектра для 
случаев 4а и 46 и некоторое сходство для случая 4в. (Случай А ( 0) <  0, в 
работе [3] не был рассмотрен.) Далее, можно на этом основании ожидать со
гласия в выражении для намагниченности при низких температурах. Резуль
таты будут заведомо расходиться при высоких температурах в области 
точки Кюри, где метод приближенного вторичного квантования просто не 
применим. В области низких температур можно ожидать разного поведения 
в критических полях ~  <тИ(0)).

+ . . .  ! cth dk, (5.4) 
2#

1/2
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Q U A N TU M  T H E O R Y  OF U N IA X IA L  ANISOTROPIC FERRO M AG NETIC CRYSTALS

By

S .V. TIABLIKOV and T. SIKLÓS 

S u m m a r y

T he anisotropy o f the m agnetic properties o f ferrom agnetic crystals is treated as the  
result o f  anisotropy o f the interactions betw een  the electrons o f the not-filled  subshells. For 
the calculation  o f th e  m agnetization as th e  function o f th e  tem perature and external m ag
netic fie ld  tw o-tim e advanced and retarded Green functions have been used, according to the  
m ethod g iven  in  the papers [1], [2]. The results obtained are valid for all tem peratures and 
external m agnetic fields.

Acta Phys. Hung. Tom. X I I .  Fasc. 1.



THE RELATION BETWEEN LÖWDIN’S SPIN 
PROJECTION OPERATOR 

AND PRATT’S SPIN OPERATOR

By

F.  B e r e n c z

INSTITUT OF THEORETICAL PHYSICS, UNIVERSITY OF SZEGED, SZEGED 

(Presented by A . K ónya -— R eceived 23. III. 1960)

L ö w d in  has g iven  a spin projection operator, which selects a state  o f m ultip lic ity  
(21 • 1) w hen operating on a Slater determ inant. P ra tt  has also derived an operator, which  
creates a state  of defin ite m ultip licity , when operating on a Slater determ inant. I t  w as veri
fied that for constructing singlets, excep t for a constant factor, the tw o operators are identical.

P e r - O l o v  L ö w d i n  [ 1 ]  h as given a sp in  p ro jec tion  o p e ra to r, w hich, w hen  
o p era ting  on a d e te rm in a n t b u ilt  up from  sp in  o rb ita ls  o f N  a n tisy m m e tric  
p artic les h av in g  sp in  one half, like e lec trons or nucleons, selects a s ta te  of 
m u ltip lic ity  (21 -f- !)• T his o p e ra to r  has th e  follow ing fo rm ;

(21 1)Q _  S2 - k ( k  +  1) 

к Ц1 +  1)  —  к(к  -j- 1)
( 1 )

w here S m eans th e  sp in  o p e ra to r  ; m easu rin g  th e  sp in  in  u n its  o f ft,
N  N N  N  1

l =  —  , --------1 , ----------2 , ---------3 , . . . ,  0  or —  d epend ing  on w h e th e r N
2 2 2 2 2

is even or odd ; th e  sm allest an d  th e  la rg es t value of к is th e  m in im al an d  
m axim al v a lue  of th e  re su ltin g  sp in , resp ec tiv e ly .

G e o r g e  W . P r a t t  [2] has also deriv ed  an  o p era to r, w hich  is a fu n c tio n  
of th e  s tep -u p  and  s tep -dow n  o p era to rs  p e rta in in g  to  sp in  an g u la r m o m en tu m  
and  w hich c rea tes a s ta te  of d e fin ite  m u ltip lic ity  too  w hen o p era tin g  on a 
single d e te rm in a n t o f sp a tia l a n d  sp in  o rb ita ls . P r a t t  ap p lied  his o p e ra to r  
above all to  fin d  all o rth o g o n a l sing le ts  fo r a 2ra-electron sy stem . F o r co n 
s tru c tin g  sing lets th e  o p e ra to r h as  th e  follow ing form :

г0 2  ( -  !)*k = 0

(n — k)  ! 
n! k \ ( n  +  l )1/2

(s-As +B)k. ( 2 )

This o p e ra to r was generalized  b y  P r a t t , b u t  we shall only  consider th e  fo rm  
of th e  o p e ra to r as g iven in  (2). To use th e  o p e ra to r  one m u st know  th a t  P r a t t  

div ided  th e  electrons o f  th e  2n e lec tro n  sy stem  in to  tw o se ts : th e  collection  
of n e lectrons and  o rb ita ls  will be te rm e d  set A ,  and  th e  rem a in in g  n e lec trons
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a n d  n  o rb ita ls  d en o ted  as se t B .  T he d e te rm in a n t w hich on ap p lica tio n  o f *0 
g ives th e  sing le t s ta te s  was co n stru c ted  b y  P r a t t  b y  com posing th e  p ro d u c t 
o f  th e  tw o d e te rm in a n ts  b u ilt u p  from  sp a tia l a n d  sp in  o rb ita ls  o f th e  e lectrons 
o f  se t A  an d  se t B ,  each of w h ich  is to  be in  a s ta te  o f m ax im u m  m u ltip lic ity ,

n  _
i .  e., s a ,b  —  —  • N ow  one can  a lread y  in te rp re t  th e  o p e ra to r. and  m ean  

2
th e  so-called step -d o w n  and  s tep -u p  o p era to rs  w hich o p e ra te  on p a r t  A  an d  B ,  
re sp ec tiv e ly , o f  th e  above m en tio n ed  d e te rm in a n t and

+  ®2A +  S3 4 +  . . . +  S„A ,

Sr =  S is  +  S2B - f  S3+s  +  . .  . +  SnTB ,

к  m eans, h o w ev er, th e  n u m b e r o f spin rev e rsa ls  in A  or B.  T he  nam e s tep -u p  
a n d  step -d o w n  o p era to r o rig in a tes  from  th e  o p era to r h av in g  th e  follow ing 
effect:

S + a  =  0
S + ß  =  a

and S ~ a  =  ß  
S ~ ß = 0 .

(4)

In  o rd e r to  com pare L ö w d in ’s and  P r a t t ’s o p era to rs  we will now  in v e s ti
g a te  th e  effect o f th a t  o p e ra to rs  on a S la te r  d e te rm in a n t b u ilt  up  from  N  =  2n  
sp in -o rb ita ls  assum ing  th a t  we are  in te re s te d  in  s ta te s  w ith  Sz=  0, i. e., h av in g  
an  equal n u m b e r  of a and  ß  sp ins. L et us fu r th e r  assum e th a t  from  th e  o rb ita ls  
a v  a 2, . . . ,  an, bv  62, . . . ,  bn th e  f irs t n o rb ita ls  are  occupied  b y  partic les  w ith  
p lus sp in  a n d  th e  la s t n o rb ita ls  are occup ied  b y  p a rtic le s  w ith  m inus sp in . 
T he co rrespond ing  S la te r d e te rm in a n t h a s  th e n  th e  follow ing form :

(N ! ) de t u, u2 u, . . . ,  an \ ß, b2 ß^ . . . ,  bn ß ^ , (5)

w hich  can  be  deno ted  b y  th e  a b b rev ia ted  sym bol

{aa. . , a \ ß ß  . . . ß )  . (6 )

To be  in  keeping w ith  P r a t t ’s “ p ro d u c t”  sym bolism  L ö w d in  in tro d u c e d  
th e  fo llow ing q u an titie s  to  express th e  S la te r  d e te rm in a n ts :

T 0 =  {aa . . . a  \ßß  . . .  ß } ,

T i =  {{ßaa  • • •) +  (aß a ■■■)+■■■ I  (aßß  • • •) +  (ßaß  • • • ) + ■ • • } »
T 2 =  {(ßßa . . . )  +  (ßaß \ (aaß . . . )  +  (aßa , {7)

T„ =  { ß ß . . . ß \ a a . . . a ) .

T 0 is e v id e n tly  only th e  orig inal S la te r  d e te rm in a n t; T k is, how ever, th e  sum  
o f all th e  d iffe ren t d e te rm in a n ts  o b ta in e d  b y  к  in te rch an g es  of th e  sp in  func
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tions betw een  th e  tw o orig inally  g iven  groups A  a n d  В  of th e  o rb ita ls . H ence, 
T k is a p ro d u c t o f  tw o fac to rs , each  of w hich con ta in in g  (”) te rm s  and  T k 
consists there fo re  o f a sum  o f (k)2 d e te rm in a n ts .

O n th e  basis o f th e  re la tio n

T H E  R E L A T IO N  B E T W E E N  L O W D IN ’S S P I N  P R O J E C T IO N  O P E R A T O R  A N D  P R A T T 'S  S P I N  O P E R A T O R  4 9

& = - ± - N ( N -  4) +  ^ P ? y, (8 )
4 i<j

w here P ° j m eans th e  p e rm u ta tio n  o p e ra to r , L ö w d in  has p roved  th a t

S2 Tk = ( n - k  +  l )2 Тк_ г +  [n  (2k +  1) -  2/c2] T k +  (к +  l )2 Tk+1 (9)

w ith  th e  re se rv a tio n  T_ 1 — ^m +l — 0 . C onsidering th a t  th is  re la tio n  consti
tu te s  one of th e  m o st essen tia l re la tio n s  o f  th e  L ö w d in ’s spin p ro je c tio n  opera
to r  form alism  i t  w ill no t be u n in te re s tin g  if  one gives on th e  basis o f  th e  re la tion

S2 =  S + S -  +  S2 - S ,  (10)

a new  proof, w hich m ay  be found  in  th e  A ppend ix .
S ince accord ing  to  (1) th e  p ro je c tio n  o p e ra to r  is a p o lynom ia l in  S2, we 

have  p ro v ed  w ith  (9) th a t  th e re  ex is ts  an  expansion  o f th e  form

<a,+1)0  T0=  (11)
k = 0

in w hich th e  coeffic ien ts c® m ay  he de te rm in ed  b y  th e  recu rren ce  fo rm ula 

(n — k)2Ck+1 -f- \ n ( 2 k  + 1 )  — 2fc2 - / ( / - } -  l ) ] C fc -f- №Ck_ x =  0 (12)

o b ta in ed  from  th e  re la tio n

v { 2 C k Tk) =  i ( i  +  i ) z c k Tk (13)
к

on th e  basis of (9). A ccording to  th e  above m en tio n ed  L ö w d in  has o b ta in ed  
for th e  sing lets th e  follow ing re la tio n :

1о г 0 =  с<») 2  ( -  1)k
k=0

(14)

L e t us now  in v es tig a te  th e  effect o f  th e  s tep -u p  an d  step-dow n o p era to rs  
(в д в д )  on th e  T k in tro d u ced  above. A ccord ing  to  (4) th e  Яд o p e ra to r reverses 
in  th e  S la te r  d e te rm in a n t all th e  a sp ins in to  ß  spins an d  th e  S ß o p e ra to r reverses
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in  th e  S la te r  d e te rm in a n t all th e  ß  sp in s in to  a sp in s an d  so accord ing  to  (3) 
(S^Sß) T 0 gives th e  su m  o f all th e  d iffe re n t d e te rm in a n ts  o b ta in ed  b y  one in te r 
change o f th e  sp in  fu n c tio n s  b e tw een  th e  tw o o rig in a lly  given g roups A  and  
В  o f th e  o rb ita ls . B u t th is  is ju s t  th e  w ay Т г w as in tro d u ced , there fo re :

(S^Sß) T0 =  T l l 2 T ,. (15)

W hen  (S^Sß) o p era tes  in  T v  accord ing  to  (3) an d  (4) w e o b ta in  befo re  th e  line 
an d  a f te r  th e  line te rm s  w hich co n ta in  tw o  ß  re sp e c tiv e  tw o a sp ins in  all pos
sible o rd ers . A m ong th e  te rm s, h ow ever, owing to  th e  s tru c tu re  o f  T j before 
th e  line  an d  a fte r  th e  line th e re  are tw o  eq u iv a len ts , th erefo re

Q u ite  sim ilarly

(S ^ S  Ь ) Т 1 =  Я Т а.

(S.4 Sß) Tk_ 1 =  к2 Тк .

(16)

(17)

F rom  (15), (16) an d  (17)

Тг =  ^ ^ ) Т 0 , (18)

r « =  -2ï  (s ^ ß) T 1 =  -(2!)8 ( S l S By T 0 , (19)

тк
(kl)'

( s - л ч г  To r n

L e t us su b s titu te  (20) in to  (14)

i o t 0 =  c <0) 2  ( -  1)"
k= 0

=  CW у  ( _  1)*
k=0

П  =

- 1 l
( k \ y

(SA S *)fcT0 = ( 21 )

C(o) J  ( _  1)* (" *)! {SA SB) * T (I.
Til AC !k=0

C om paring  (21) w ith  (14) we can verify  th a t  for co n stru c tin g  sing le ts  L ö w d in ’s 
an d  P r a t t ’s o p e ra to rs  are —  ex cep t for a c o n s ta n t fac to r —  id en tica l.
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A ppendix
T heorem

S2 T k =  (n -  к  +  1)2 Tk_ ,  +  [n (2k 4- 1) -  2fc2] Г , +  (fe +  1)2 T ,+1. (2 2 )

F or th e  p ro o f we use the  fo ilw ing  re la tio n :

s» =  s+ s- +  s * - s z. (2 3 )

As we h av e  assum ed  th a t  we a re  only  in te re s te d  in  s ta te s  w ith  Sz =  0 we n eed , 
to  p ro v e  (22), on ly  in v es tig a te  th e  effect o f  o p e ra to r  (S+ S~) on T k.

In  all o f th e  te rm s in T k th e re  are b efo re  th e  p e rp en d icu la r line b e tw een  
n e lem ents к m inus spins in  a ll possible o rd e rs ; th e  n u m b er o f th e  te rm s  is 
th e re fo re  (k); in  a ll th e  term s a f te r  th e  p e rp e n d ic u la r  line th e re  a re  к  p lus sp ins 
in  all possible o rd e rs ; here also th e  num ber o f  th e  te rm s is (”). I f  we deno te  th e  
p e rm u ta tio n  of th e  elem ents b efo re  th e  p e rp en d icu la r  line w ith  P A an d  th e  
p e rm u ta tio n  of th e  elem ents a f te r  th e  p e rp en d icu la r  line w ith  P B, we can w rite  
T k in  th e  follow ing form :

к  n - k  к  n — k

T  =  \ 2 ' V A (ßß-- -ß  ««•••«) I l ' P BK . . a f t T l )
I kl (n — k)l  k l ( n — k)l

T he su m m atio n  is to  be carried  o u t  over th e  p e rm u ta tio n s . As th e  p e rm u ta tio n  
o f th e  eq u iv a len t elem ents does n o t give new  te rm s, one m u s t div ide b y  
k l  (n —  k) !.

W h en  form ing  (S+ S~) T k th e  follow ing re la tio n  m u st be ta k e n  in to  
accoun t

S + = S A +  Sa ,
s -  =  S5 +  SB . (25)

T herefore

S -  T , =

к n —k к n —k

2 ' P ,\ S,i ( ß ß - - - i ‘> na.. .n) 2 ? в (а,1 . . . а  ß ß . . . ß )
k\ (n — к)! к! (n — fc)!

+

(26)

2 '  P  л (ßß ■■■ß a «  . . . a )  v  Р в S «  ("«■ • • «  ßß ■ ■ ■ ß)  |
k\ (n — k ) ! k l  (n — k)\  )'

B u t accord ing  to  (3)

к ____ п — к  к

SÄ(ßß- ■ -ß aa- • •«) =  (ßß- ■ -ß ßa- ■ -a) +
к  к

4- (ßß. . .ßaß. . ,a )4 -  . . . +( ß ß .  . .ßaa.  . . ß ) ,
(27)
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an d  so

Q uite  sim ila rly

k - k k + 1 n - k - l

n - k

pA(ßß-. . ß aa. . . a

k - 1 n - k + l

( a a . . .a ß ß . . . ß ) .

к n — k

( 2 8 )

(29)

L e t us su b s ti tu te  (28) an d  (29) in to  (26)

k + 1 n - k - l

S - T  =  I (» -  k ) 2 V A {ß ß - • •ß a a • • •«) | 2 г в (аа- ■ a ß ß - ■ -ß) i , 
I kl (n — А)! ! kl (n  — k)l

к  n - k  к - 1 n — k + 1

2 r A( ß ß . . . ß a a . . . a )  к 2  Рв (аа. . .a ßß.  . . ß ) \
(30)

kl  (n -  k)l kl  (n — k)l

L et th e  s tep -u p  o p e ra to r  o p era te  on b o th  sides of th e  re la tio n  (30). W e th e n  
o b ta in  accord ing  to  th e  above d e ta ils  th e  following re su lt:

n - k n - k

(S+S-)  T  =  I ( " - * )  (* + * )  • • M - « )  I 2 ^ ß ( a a . . . a ß ß . . . ДО)
1 '  * | k l ( n - k ) l  I k l ( n - k ) l  J

+

k — 1  n — k + 1  к —1 n — k + 1

k Z V A ß f — - - , . )  k 2 V B ( ° ^ ~ « W ^ ~ ß ) \
kl (n — A:)!

+

Г

kl (n —k)l
k + 1  n — k + 1  k  +  1 n - k - l

(n—k ) ^ P A (ßß.  ■ . ßaa . ■ .a) ! (n — k )2JPB(aa- • •a ß ß ■ ■ ß) | 
kl  (п—к)! : к! (п—к)! )

к  п — к  к  п — к

j 2 P A ( J + ~ ß ~ ~ )  к ( п — к + 1 )  2’Pß(aa- • -a ßß- • - f t ) } _
+  | к! ( п — к)! ' : kl ( n — k)l  I

=  ( п — к) (А +  1) Тк -f- (n —А +  1)2 Тк+1 +  (А + 1 )2 Тк+1 +

—|— /с (га—fc—(— 1) Тк.

A fte r red u c tio n

(S+ S -) Тк =  ( n - f e  +  1)2 Г ,_ х +  [n ( 2 * + l )  -  2fe2] T k +  (fc+ 1 )2 Tk+1

is o b ta in e d ; h e reb y  th e  p ro o f is com plete .

+
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С ВЯ ЗЬ М ЕЖ ДУ  СПИНОВЫ М  П РО ЕКЦИ О НН Ы М  ОПЕРАТОРОМ  Л Э В Д И Н А  
И СПИНОВЫМ  ОПЕРАТОРОМ  П РА ТТА

Ф. Б Е Р Е Н Ц

Р е з ю м е

Спиновым проекционным оператором, введенным Лэдвиным, в применении к детер
минанту Слетера отбирается мультиплетное состояние (21 +  1). Выведенный Праттом  
спиновый оператор в применении к детерминанту Слэтера такж е даёт состояние опреде
лённой мультиплетности. Установлено, что в отношении сингулетны х состояний опера
торы Лэдвина и Пратта до константы совпадают.
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MESON-FERMION PV-INTERACTION 
IN THE THIRRING MODEL TT.

B y

G. PócsiK
INSTITUTE FOR THEORETICAL PHYSICS, ROLAND EÖTVÖS UNIVERSITY, BUDAPEST 

(Presented b y  K . F . N ovobátzky —  R eceived 20. II. 1960)

The Thirring model com pleted  by a m eson-ferm ion PV-coupling is discussed from  the  
point o f view  of renorm alization. I t  is shown that in  th e  perturbative approach the S-m atrix  
contains unrenorm alizable d ivergences com ing from th e  PY-part. For the renorm alization o f  
the PY-part the (neutrino-like) n-ferm ion m-meson G reen’s functions o f the PS(PV )-theory  
are exam ined in  a non-perturbative approach. The propagators can be m ade fin ite  b y  Z 2 
renorm alization. After having calculated  the exact G reen’s functions i t  is easily seen th a t  
ju st  as in the S(V )-theory there are no physical effects. Our results w hich are exact in  one d i
m ension have on ly  approxim ate v a lid ity  in the real four-dim ensional case. The approxim ation  
m eans om ission of all the closed vacuum  loops.

§ 1. Introduction

R ecently  we have d iscussed  th e  P V -in te ra c tio n  of a selfcoupled  m assless 
sp in o r field an d  a n eu tra l P S -m eson  field in one space d im ension [1]. A ssum ing 
th e  u su a l expansion  in th e  coup ling  co n stan t o f th e  P V -p art, we h av e  ca lcu la ted  
e x a c tly  th e  field  o p era to rs  in  th e  H eisenberg  p ic tu re  and  found  th a t  th e  m esonic 
p a r ts  o f th e  ou tgo ing  fe rm ion  w aves (also in  one d im ension) are  d iv erg en t.

To m ake f in ite  th e  P Y -p a rt of th e  S -m a tr ix , f irs t of all th e  usual p roce
d u re  [2] is considered  (§2). I t  w ill be found th a t  th e  d iagram s o f M 0lle r-sea tte r- 
ing  w ith  tw o , th re e , . . . m eson  exchanges a re  lo g arith m ica lly  d iv e rg en t, th u s  
th e  one-d im ensional P S (P V )-th eo ry  can n o t be reno rm alized  in  D yson’s sense. 
H ence, it  is m ore accu ra te  to  exam ine the ren o rm aliza tio n  p rob lem  of th e  
P S (P V )-th eo ry  b y  m eans o f a n o n -p e rtu rb a tiv e  ap p ro ach . Such an  ap p ro ach  is 
A r n o w y tt— D e s e r ’s [3] an d  Co o p e r ’s [4] t r e a tm e n t  based  on fu n c tio n a l 
in te g ra l form alism . (In  [3] th e  nucleon , nucleon-m eson , tw o-nuc leon  p ro p a g a 
to rs  w ere derived  an d  discussed  from  th e  p o in t o f  view  of ren o rm aliza tio n .)  
I n  §4, resp . §5 th e  reno rm alized  n-ferm ion  ( M  =  0) resp . га-ferm ion  (M  =  0) 
m -m eson p ro p a g a to r will be ca lc u la ted  by such m eth o d s (§3) im m ed ia te ly  for 
th e  m ore general fou r-d im ensiona l P S (P V )-th eo ry  in s te a d  of for one-dim ension. 
In  th is  case, we are  supposing  t h a t  th e re  are no v a cu u m  f lu c tu a tio n s .

As i t  will be seen, th e  one-ferm ion  case ( M  = 0) is id en tica l w ith  th e  cor
resp o n d in g  S(V) one. R e tu rn in g  to  one space d im ension , th e  ap p ro x im a te  
re su lts  o b ta in ed  for four d im ensions are ex ac tly  tru e ,  because in  one space
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d im ension  th e  v acu u m  e x p e c ta tio n  v a lu e  o f  th e  S -m a trix  o f  th e  ex te rn a l fie ld  
p rob lem  can  be  ta k e n  to  be one. T hus, i t  follow s th a t  in  [1] th e re  are no  effec ts 
an d  th e ir  ex is ten ce  could  be  derived  o n ly  fro m  th e  in a d e q u a te  a ssu m p tio n  of 
th e  p e r tu rb a tiv e  expansion .

§ 2. U nrenorm alizab ility  a t  pertu rb a tiv e  approach

F ir s t ly  le t  us consider a  P S (P S )-th eo ry  in  one space d im ension . To in v e s ti
ga te  all th e  possib le p rim itiv e  d ivergences, le t us consider a ce rta in  p rim itiv e ly  
d iv e rg en t F ey n m a n  g rap h  in  w hich th e  n u m b e r of co rn ers  is C, th e  n u m b ers

o f e x te rn a l, resp . in te rn a l fe rm ion  (m eson) lines are  F e( M e) resp . Fi = C - Fl
2

( C - M e) . In  o rd e r to  e s tim a te  th e  degree o f  divergence w e n o te

©
(quadraticallyJ linearly)

- о -
( logarithmically)

(linearly) ( I ogarithmically) (logarithmically )

Fig. 1

th e  deg ree  of th e  in te g ra n d  in  th e  c o n tr ib u tio n  of th e  considered g ra p h . We 
h av e  2 (Fi  +  M ,) in te g ra tio n  v a riab le s , how ever, on ly  2 (F , - f  М,-—  C  -+- 1) of 
th e m  a re  in d ep en d en t, because  of th e  2 (C —  1) D irac  ö’s. T u rn in g  to  a po lar 
c o o rd in a te  system , th is  gives a c o n tr ib u tio n  2 (F , +  —  C +  1) —  1 to  th e
degree o f  d ivergence. T ak in g  in to  co n sid e ra tio n  th e  co n tr ib u tio n s  o f  Л F ’s and 
S p  s, w e g e t th e  degree o f  d ivergence as

F
1 - L l - с . ( 1)

2

I t  seem s th a t  th e  on ly  p rim itiv e ly  d iv e rg en t d iag ram  is th a t  o f th e  lo g a rith m i
ca lly  d iverg ing  m eson self-energy.

I n  P S (P V )-th eo ry

(1) +  2 M i  = 1 ------- e-  — M e
2
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M E S O N -F E R M IO N  P V -IN T E R A C T IO N 5 7

gives th e  degree of d ivergence, w here 2 M i  h a s  come from  th e  m eson m om en- 
tu m s ap p earin g  a t  th e  en d p o in ts  o f the  in te rn a l  m eson lines. T he possible p r i 
m itiv e ly  d iv e rg en t g raphs are  d raw n in F ig . 1. W e see im m ed ia te ly  th a t  th e  
ren o rm a lizab ility  is u n a tta in a b le  because o f  th e  M dller-skeletons (Fig. 2).

»

Fig. 2

From  th e  ex p an d ed  fo rm  o f th e  S -m a tr ix  i t  can be show n th a t  F u r r y ’s- 
th eo rem  is tru e . In  §5 th is  will be verified  also  w ith o u t an y  expansion .

§ 3. P rep a ra tio n  of th e  solution

W e s ta r t  w ith  th e  ph y sica l G reen’s fu n c tio n s  [2]

S'„ß(x,y) =  i• <01 T ( f a ( x ) V ß ( y )  S )  I 0 >
<  0 I S I 0 >

Л’(х,У) _  ; _< ° Щ уМ уМ З ) 1 ° >  etc
< o s o > ( 2 )

w hich d e te rm in e  all th e  ex p e rim en ta l in fo rm atio n s of th e  sy s tem . F or th e ir  
ev a lu a tio n  we use here  th e ir  con tinuous (func tiona l) in teg ra l rep re se n ta tio n . 
T he ca lcu la tion  is perfo rm ed  in  fo u r d im ensions for neu trin o -lik e  ferm ions n e g 
lec tin g  th e  vacuum -loop  effects. I n  th is  ap p ro x im a tio n , acco rd ing  to  th e  genera l 
th e o ry  [5] th e  com plete , ra d ia tiv e ly  co rrec ted  n-ferm ion  m -m eson  G reen ’s 
fu n c tio n  is th e  follow ing fu n c tio n a l in teg ra l ta k e n  over a ll c -num ber m eson 
fie lds 9?•

im N -STV") ( 1, . . . , ‘2m)  =  ( — 1)
oo

I Ô(p<p('l) . . . ç>('2m)Det(S(i,/;9?))nexp -  y j j  (p(£) ■ ^ _1(f  — i ' ) < P ( F ) d £ d $'j

U  =  x p Ï  =  x 'p 7  =  z j)>
(3)

w here S(i , j ' ;cp)  is th e  G reen’s fu n c tio n  of th e  i - th  b a re  ferm ion  m oving  in  an  
e x te rn a l field  (p

( — iyn 9М +  iGr& Уц 9,x <P(x ))i q>) =  d(i - j ' )

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 1 .



5 8 G. P Ó C S IK

we h av e  used  th e  sam e re p re se n ta tio n s  as in  [3]) and

N  = ôq> exp F ) 4 i ? ) d £ d ?  ,

^ ( f - S ' )  =  * ( £ - £ ' ) ( - □ + * * * ) ■

T h e  n X n  d e te rm in a n t is th e  b a re  n-ferm ion  p ro p ag a to r in  th e  ex te rn a l f ie ld  <p 
ex cep t for th e  sign.

N ow , we w ould  like to  deal w ith  th e  in d ica ted  fu n c tio n a l in te g ra tio n . The 
fu n c tio n a l in te g ra tio n  | bcp . . . ta k e n  o v er (p is considered  as th e  co n tin u o u s 
lim it o f a m u ltip le  in te g ra l ex p an d ed  o v e r th e  d iscre te  v a riab les o f  a fin ite  
d im en sio n a l space [6]. F o r exam ple , N  is th e  con tinuous lim it o f th e  in te g ra l

—  Х А - г Х  
2

d x x . . . d x M ( =  (2Tr)M 2(D et A ) 1!*) ,

w here X  m ean s th e  v ec to r ( x v  . . . ,  .vx) a n d  A  is a sy m m etrica l co n stan t m a trix .
In  th e  func tiona l in te g ra l fo rm alism  and in th e  ev a lua tion  o f (3), too, 

th e  re la tio n

N - i
CO

Y  j  ) ?>(£) A ~ \ Z  -  П  <p(?) d t  d ?  +

+  J =  exp 2  | ’ | ' n t ) W - £ ' № ' ) d £ d ?

is v e ry  im p o r ta n t. H ere /(£ )  m eans a fu n c tio n  co n ta in in g  some p a ram e te rs , 
to o . (4) can  be considered  as the  co n tin u o u s  lim it o f th e  re la tion

exp  ( — X  A X  +  J X )  d x x . . . d x M =  n Ml2 (D e t A )  ~42 exp —  J A - ! J  | ,

w here J  is a M -d im ensional c o n s ta n t v ec to r , or d ire c tly , i t  can be verified  by  
th e  d isp lacem en t

<?>(£) =  4>V) — * J Щ  — v ) f ( rl) dr], d(p =  dtp',
— œ WZ

J А - Щ  -  r ) d ( f "  -  Г )  d ?  =  <5(1 -  £ ') .

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 1.
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(A  m eth o d  su itab le  for th e  ca lcu la tio n  o f  a (3)-like fu n c tio n a l in teg ra l is to  find 
a tra n sfo rm a tio n  w hich e lim ina tes th e  functional in te g ra tio n  to g e th e r  w ith 
TV-* [7].)

(4) is tru e  also in  th e  case w hen / (£ )  contains som e y5’s

S <P (S )M dS=  Ê  YÍC, .
— со 1 =  1

N am ety , le t us consider th e  m a tr ix  e lem en t (p q ) of th e  le ft-h an d  side o f  (4), 
ta k e  a d iagonal re p re sen ta tio n  for y \  an d  ap p ly  (5) p u t t in g  f -> fpq, th e n , as 
we have

( I I  exp (y^Ci))pq =  ôpq / /  (cosC , +  (Уд)ррs i n C )  =
i —1 1=1

=  U exl> ((rÙpqC,) ((rÍ)pp =  ±  l) ’1=1

get th e  m a tr ix  e lem ent (pq) of th e  r ig h t-h a n d  side.
A lthough  th is  is q u ite  enough for o u r  purposes i t  is n o t u n in te re s tin g  

to  v erify  (4) using th e  follow ing m ore g en era l conditions,

m =  у  м , т ,

w here th e  М,- m eans co m m u tab le  n u m erica l m a trix  a n d  th e  ex p o n en tia l 
fu n c tio n  c o n ta in in g  th e  M, is defined  by  i ts  series. To v e r ify  ou r above s ta te 
m en t, it  is su ffic ien t to  prove th a t

1
(2a -  1)!

N  1 I dtp e x p ------- 99(f)-d  x($ — $') <P(£')

( 6 )

2a-l
0 (a =  1, 2 , . . .  )

and

(2a)!
N ~ 1 1' dep exp I -  J  ))• 99(f) А - Щ  -  Г) <р(П d f  d f '

(7)

al
j  j j / ( l ) / l ( l - r ) - / ( n d í d f ' j a  ( a  =  0 , 1 . . . ) .

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 1.



60 G. PÓ C S IK

(6) w ill be show n in  §5. Now, le t  us reg ard  th e  le f t-h a n d  side o f  (7) and  th e  free  
a -m eso n  p ro p a g a to r

A ( ' l ,  . . . , ' 2a)  =  2 d ( ' l '  -  '2 ')  . . . А ( ' 2 а - Г  -  ' 2 a ' ) ,
p

j ' / ' j  deno tes a c e r ta in  p e rm u ta tio n  of {Kj ( a n d  P  m eans all th e  d is tin g u ish ab le  
p e rm u ta tio n s  [5]. W e get th e  re la tio n

oo CO

L)! j ‘ " I dZl ' ‘ ' dZia^ 1  ̂• • - Я'2«) N  1 !) • • • 9>('2a)(2a)

CO CO

ex p  ! -  j -  J J  <p(i) А - Щ  -  i ' )  <р(П d i d i '  j =  — [  . . . J d z ,  . . .  dz2a-

---  CO ---- 00 ---- CO

• / ( 4 )  . .  , / ( '2 a )  A ( ' V  -  ' 2 ' ) . .  . A ( '2a  — Г  — '2 a ')  =

CO CO

= 2  f  ' • • f  dzi ■ ■ • d ^ - / ( 4 )  ■ • • / ( '2 a )  j ( ' l  -  ’2) . . .  A('2a  -  1 -  '2 a ) .
(2a)! i° i ?  J  J

---  00 —  c

H ere, we h a v e  used th e  co m m u tab ility  o f / ( ’i) a n d / ( ’j ) .  A s we have

(2a)!

p a! 2a

(7) is sa tis fied .

§ 4 . n-ferm ion Green’s function

In  o rd e r to  fin d  o u t th e  com plete n-ferm ion  p ro p a g a to r , we m u s t f irs tly  
d e te rm in e  th e  G reen’s fu n c tio n  of th e  i - th  b a re  fe rm ion  m oving in  th e  c lassical 
fie ld  q>. T h e  cond ition  M  =  0 assures t h a t  S((p) d e p a rts  from  th e  free n e u tr in o  
G reen’s fu n c tio n  S0 in  a T ouschek  tra n s fo rm a tio n  in  (p

S(i , j ' ;qp) =  S0(i -  j ') ex p  (Gy‘(<p(i) — <P(j'))) 

— iy i  %  So(i — Л  =  Ô( i  -  Л  ■

(8)

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 1.



M E S O N -F E R M IO N  P V -IN T E R A C T IO N 6 1

S u b s titu tin g  (8) in to  (3), ou r n -p a rtic le  p ro p a g a to r  can be w ritte n  as

n(n-i)
. . . , n ' )  =  ( -  1) 2 N - i j ó c p  £  P ( k v . . . , k n)

<*>,- k „ )

<P) • • • S(n,  K ;  <p) exp  I-----j j  ç>(f) A ~ \ £  -  Г )  r f í  «if j  =
---  CO

n (n -l)  n Г
=  ( -  1) 2 V P ( k v  . . . , k n) /7  So(s ~  Ю - N - 1 dtp.

(Л,... k „ )  s=.l J
CO

- j  j j  <р(£)А~\£  -  £') <p(£')d£d£' +  G 2 У 1 Ш  -  <Р(Ю)

w here  (k v  . . . ,  k n) m eans th e  su m m atio n  over a ll th e  p e rm u ta tio n s  (к), . . ., k ’n) 
o f  (1 ', . . r í )  an d  P  is th e  sign o f  th e  considered  p e rm u ta tio n . O u r fu n c tio n a l 
in te g ra l can  be b ro u g h t to  trie  fo rm  (4), if  we choose

m  =  G 2  VÍ(á(j -  í) -  f)).
7=1

H ence 

exp exp
* /,/ = 1

k)) -  A (k) -  l) +  A ( k ’j -  Щ

• exp

Z3 exp
74=i

- i G 2 +  ^ ( ty  — fc|))
7>l=i

w here Z 2 is th e  ren o rm aliza tio n  c o n s ta n t

Z 2 =  exp  (£G2/1(0)).

F in a lly , th e  com plete , reno rm alized  n-ferm ion p ro p a g a to r  (one o f  th e  sim plest 
form  in  th e  q u an tized  fie ld  th eo ry ) h as  th e  follow ing form

n(n-l) I n
S[n\ l ,  . . . , n, V, 1)' 2 exp \ - i G 2 V  M v i A U  — l)

\ 7>i=i
(9)

V  P {k v . . . , k n) j j
(ft,... ,*») s=l

— fcs) exP iG2 JVy^y|zl(j — *;) 
7-1

exp -  iG2 y ' y ' d(fc' — fc',)
l 7> i= i

yicfa Phys. Hung. Тот. X II . Fasc. !•



6 2 G. P Ó C S IK

T h e ex p o n e n tia l func tions in  77 ch a rac te rize  th e  in te ra c tio n  of th e  p a rtic le s , 
th e  o th ers  m ak e  p e rcep tib le  th e  ra d ia tiv e  correc tions.

F ro m  (8) th e  case o f  th e  S (V )-theory  can  be go t b y  y i  =  —  i

n(n — 1) j n
S<cn>(l, . . . , n ,  1', . . . , n ' )  ---- ( — 1) 2 D e t ( S 0( i - j ' ) ) n  exp  iG 2 £  ( A ( j - l ) -

( }>i=1

+  A ( j '  -  l ')) -  j ? A U - r ) \ >
j,i= 1 Л

as k j ’-*- j cou ld  be p u t  in  th e  ex p o n en tia ls  o f (9).*
W e see th a t  th e  o n e-p artic le  p ro p a g a to r  is e q u a l to  th e  co rrespond ing  

S(V) one a n d  i t  is c o n s tru c te d  from  free  p a rtic le  p ro p a g a to rs

S ' (x  — X') — Z 2 S 0(X — x ' )  ex p  ( — iG2A ( x  — я ') ) . (10)

As can  be seen, h a s  essen tia l s in g u la rities cau sed  b y  J ’s. T h e  problem  
o f d e fin itio n  o f th e  p ro p a g a to rs  in m o m e n tu m  space h as  been ex am in ed  in [3 , 4]. 
B ecause o f  th e  ap p earin g  essen tia l s in g u la ritie s , th e  F o u rie r  tra n sfo rm  is defined 
only  in  th e  one h a lf  o f  th e  com plex G2-p lane  in  th e  u su a l m an n er. A bove th e  
c ritica l G2 =  0 in  th e  u p p e r h a lf  of th e  G2-plane i t  c an  be defined  b y  a n  an a ly 
tic a l co n tin u a tio n  p ro ced u re .

N ow , le t us consider th e  case o f  one  space d im ension . F irs t of a ll we m ust 
call to  m in d  th e  om ission of closed-loop effects. T h is  cond ition  is eq u iv a len t 
to  A(m)' ( ' l ,  . . .  , '2 m )=  . . . ,  ' 2m),  how ever, th is  is exac tly  sa tis f ie d  in [ l ] .
T h a t is, acco rd ing  to  [1] th e  S -m a tr ix  and f  a re  co m m u tab le , hence  (2) is

A ' ( x , y )
< 0  I T(<p(x) cp(y)) S I 0 >

< 0 | S |  0 >
i <  0 I T(<p(x) <p(y)) I 0 > =  A (x  — y ) .

C o n sequen tly , i t  is e x a c tly  tru e  th a t  th e re  are no p h y sica l effects a t  all, unlike 
th e  case show n b y  th e  p e r tu rb a tiv e  ap p ro ach  [1].

§ 5. n-ferm ion m -ineson Green’s function  

W e s ta r t  w ith  th e  re la tio n

TV-1  j <fy(p('l) . .  . 9?('2jr — 1) exp

* T h e  s a m e  r e s u l t  i s  o b t a i n e d  b y  S . Okubo  u s i n g  Ca ia n ie l l o ’s m e t h o d .  I  t h a n k  
h im  f o r  s e n d in g  m e  t h e  p r e p r i n t  b e f o r e  p u b l i c a t i o n .

I\< p ( S ) A - i ( Ç - Ç ' ) < p ( £ ' ) d ï  d | ' |  =  0

’ ( И )

Acta P hys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 1.
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w hich satisfies (6) an d  F u r ry ’s theorem . T h is re la tio n  is t r iv ia lly  tru e . F o r 
exam ple , we can  use E d w a r d s ’s m ethod  [8]. I n  th is  w ay  we ex p an d  99(f)

Ф )  =  2 a* Vn(S) .
П—1

w here th e  com plete  function  sy s tem  is norm alized  by

Y  J J  v„(f) * - 4 S  -  r ) 9 т ( П  d i  d r  =  <5nm.

T hen , (11) will be

2  VeC1) • • • <Pt('2 j  -  !)
S , . . . , t  =  1

=  2  V s C I ) . . . < p , ( ' 2 j - 1 )
s, . . . , /= 1

/ /  a , . . . a, exp
n = l

i  > > *
P = 1

/ /  j  exp  ( —  i d p )
P  =  1 - «

(d a fcexp( — i a | ) ) . . .(da, exp ( — ia2t))as...a t

l œ
[ f  J  dap ex p  ( — ia

p= k  — 00

w here k, . . ., 1 m eans th e  d ifferen t indices am ong  s, . . ., t. T his in teg ra l is 
zero, because th e  d en o m in a to r is f in ite  an d  in th e  n o m in a to r th e re  is a t  least 
one odd  fu nc tion  in  th e  in teg ran d .

C oncerning th e  com plete  re-ferm ion m -m eson p ro p ag a to r, fro m  (3) i t  
seem s th a t

n ( n - l )

.S'<n'm> (1, . . . .  re, 1', , re', 4 , . . ., '2m) =  ( - 1 ) - im У  P(kx. . . .  kn).
(ft., A»)

• n S 0(s — k’s) • iV“ 1 j <59999(4) . . . 9>('2m) exp j— -~J J 99(f)/!- 1( f—f') ■ 9>(f') d fd f'

( 12)

;

W e can ap p ly  th e  sym bolic  d isp lacem en t

- G 2 y i ( <p(j) -- Ф д )
y = l

9>(f) =  9>'(|) -  iG  ^ y ' ( / l ( f  -  /) -  =  p '( í )  -  G a(f). (13)
i= 1

_'lcfa Phys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 1.



6 4 G. P Ó C S IK

T h en , deno ting  b y  M (  1. . . . n .k [ ,  . . . ,  k„; '1 , . . . , ' 2 m)  the  fu n c tio n

im N - *J ¥ ? ( ’1) . . . <p{'2m) exp J J V i f M - 1'( f - f M O  r f f á r

w h ere  n a tu ra l ly  cp an d  cp1 a re  re la te d  b y  (13), we can re w rite  (12) in  th e  form

n(n-l) n
. . . , '2 m ) = Z g ( - l ) ~ 2 exp  -  iG 2

j>i=i

(fci. • Лп) S=1
S0( s - / : ' ) e x p  iG 2 J ? y J5y l A ( j  -  k's))

/= i
(14)

- exp — iG 2 V  y{y[A{k'j  — k\)  M ( l ,  . .  . , n , k [ ,  . .  . .  , , ' 2 m ) .
j > i= 1

H ere , M  ch arac terizes  th e  m eson-ferm ion  in te ra c tio n . Now, we see t h a t  M  is 
a p o ly n o m ia l o f degree m  in  G2, its  coefficients can  be  expressed b y  free m any- 
m eson  G reen’s fu n c tio n s

M (  1, . . . , ' 2 m) =  im N - 1 J  V  { ¥ ( ' 1) • ■ ■ 9>'(’2m) +  . . . +  ( - G ) ' [ a ( ' l )  . . .

. . . a(' j)  <p'('j - f  1) . . . <p’('2m)  +  . . . +  a ('2m — j  +  1) . . . a('2m) <p’(' 1). . .

. . . (p \ '2m  - j )] +  . . . + ( -  G ) ^ a ( ' l )  . . . a('2m)}

ex p  j ---- j j ç » '( f ) 2 | - i ( f - f > ' ( { ' )  r f i d f  =

=  AÇ1,  . .  , , '2 m )  +  . . .  + ( i G 2) t [ a ( ' l ) . . . « ( '2 j ) Z l ( '2 y + l , . . . , ' 2 m ) +  . . .  t  

+  a ( '2 m  -  2j + 1) . . .  a('2m ) A Ç 1 , . . . ,  '2m  — 2j)\  +  . . . +  (iG2)m a ( ' 1 ) . . .  a ( '2 m ).

In  th e  S(V )-ease from  (14) we have

S'<"-m> (l, V ,  . . . , ' 2 m )  =

=  S '(")(1 , Г , . . . , n ' ) A f ( l ,  . . . , n ,  1' ,  . . . , n ' ; 4 ,  . . . ' 2 m ) ,

w here  th e re  is

in  M .
/=1

Phys. Hung. Тот . X I I .  Fasc. I .
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PV-ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ МЕЗОНА И ФЕРМИОНА 
В МОДЕЛИ ТИРРИНГА II.

дь. почик

Р е з ю м е

Модель Тирринга, расширенная мезонно-фермионной PV-связыо, исследуется с 
точки зрения ренормализации. Допуская приближение теории возмущений, показывается, 
что в матрице S содержатся обусловленные Pv-частью расходимости, ренормализация 
которых невозможна. С целью ренормализации части модели, которая содержит произ
водную связь, исследуются функции Грина теории Ps(Pv)n-фермионов (нейтриноподоб- 
ных) m-мезонов в непертурбационном приближении. Ренормализацией Z2 пропагаторы 
могут становиться конечными. Определением точной функции Грина станет видным, что, 
как и в случае теории S(V), физических эффектов не имеется. Полученные результаты для 
одномерного случая и в реальности действительны в приближении, в котором с эффек
тами вакуумной петли пренебрегается.
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INVESTIGATION OF THE А 3П  STATE OF THE 
NH MOLECULE*

B y

I.  K o v á c s

DEPARTMENT OF ATOMIC PHYSICS, POLY TECHNICAL UNIVERSITY, BUDAPEST 

(R eceived: 2. IV . 1960)

The m ultip let sp littings observed in  the А 3П  sta te  of the N H  m olecule, which, as a 
function  of the rotational quantum  num ber, deviate from  the form ulas derived on the basis  
of V a n  V l e c k ’s theory, can w ell be interpreted —  in  good agreem ent w ith  the m easuring  
results —  as the perturbation of the 3IJ  state by the 1П  state  as well as b y  taking into account 
sim ultaneously the spin-spin interaction .

I t  was show n b y  a d e ta iled  in v es tig a tio n  o f th e  m u ltip le t  s ta te s  t h a t  in  
severa l cases th e ir  b eh av io u r dev ia tes from  th e  know n te rm  fo rm ulas d e riv ed  
on th e  basis o f V a n  V l e c k ’s th e o ry . Such d ev ia tio n s  m ay  b e  fo u n d  for th e  7 27 
s ta te  occurring  in  th e  sp e c tru m  o f th e  N H  m olecule  [1], th e  4/7 s ta te  of th e  
m olecule [2], a n d  recen tly  th e  А ЪП  s ta te  of th e  N H  m olecule [3].

T h e  dev ia tio n s observed  in  th e  f irs t case could  be in te rp re te d  as th e  p e r 
tu rb a tio n  of а 7П  te rm  ly ing  n o t too  far, b y  ta k in g  in to  acco u n t th e  te rm s  
o m itte d  a t  the  sep a ra tio n  o f th e  w ave e q u a tio n  [4]. The an om alies show n in  
th e  4/7 s ta te  o f th e  O Í  m olecule m an ifest them selves b y  th e  fac t th a t  th e  
tw o m idd le  m u ltip le t co m p o n en ts , as co m p ared  w ith  th e  tw o  ex trem e  ones, 
are  ly ing  in  a p o s itio n  o th e r th a n  req u ired  b y  th e  m u ltip le t fo rm ula  w hen  
ta k e n  as a fu n c tio n  of th e  ro ta tio n a l q u a n tu m  nu m b er. F ir s t ,  th is  an o m aly  
w as in te rp re te d  as th e  p e r tu rb a tio n  of th e  tw o  2/7 te rm s; th e se  p e r tu rb a tio n s  
w ere fo u n d  b y  ta k in g  in to  consid era tio n  th e  sp in -o rb it in te ra c tio n  [5]. 
L a te r  we have  show n th a t  th e  sp in -sp in  in te ra c tio n  (no t u su a lly  considered  fo r 
П  te rm s) gives rise  to  th e  v e ry  sam e d ev ia tio n s  as th e  p e r tu rb a tio n  o f  
th e  2/7 te rm s , so th a t ,  e v en tu a lly , th e  d ev ia tio n s  observed  em pirica lly  m a y  
b easc rib ed  to  th e  s im u ltan eo u s  effect of th e  tw o  in te ra c tio n s  re fe rred  to  [6]. 
E sse n tia lly  th e  sam e p h en o m en o n  m ay  be  fo u n d  for th e  А  3П  te rm  of th e  
N H  m olecule; i. e. th e  m iddle  com ponen t as a fu n c tio n  of th e  ro ta tio n a l q u a n 
tu m  n u m b e r d ev ia tes  from  wdiat is req u ired  b y  th e  know n te rm  fo rm ula . 
F ro m  th e  foregoing an  obv ious ex p lan a tio n  fo r th e  observed  an o m aly  m ay  
be found  in  th e  p e r tu rb a tio n  o f  а 1П  te rm  tra n s m itte d  b y  th e  sp in -o rb it 
in te ra c tio n , and  in  th e  sp in -sp in  in te ra c tio n , re sp ec tiv e ly . F o r i t  seem s p robab le  
th a t ,  ju s t  as in  th e  case o f th e  4/7 te rm , w here th e  s tro n g est p e r tu rb a tio n  on th e  
tw'o m idd le  com ponen ts of th e  4/7 te rm  is caused b y  th e  2/7 te rm s , th e  sam e ho lds

* A report o f th is work was given  at the Sem inary on M olecular Spectroscopy, 
U niversity  o f Liège, B elgium , 25th M ay, 1960.
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6 8 1. K O V Á C S

t r u e  for th e  3П  te rm  as w ell, w here  th e  m id d le  co m p o n en ts  o f  th e  3/7 te rm  
a re  p e r tu rb e d  m o st b y  th e  1П  te rm s . I n  h is exce llen t w o rk  [3], D i x o n , 
to o , in te rp re te d  th e  em p irica lly  observed  d ev ia tio n s b y  m eans of th e  sp in- 
o rb it  in te ra c tio n  assum ing , how ever, th e  p e r tu rb a tio n  o f  a te rm  in s te a d  o f 
1/7, w ith  th e  re s u lt  th a t  la te r  on  he h ad  to  m odify  co n sid e rab ly  th e  c o n s ta n t o f 
m u ltip le t sp li t t in g  d e te rm in e d  p rev io u sly  from  th e  o b se rv ed  values.

I t  w ill be  show n in  th e  p re sen t w o rk  th a t  th e  em p irica lly  observed  dev i
a tio n s  m a y  b e  co rrec tly  in te rp re te d  in  com plete  ag reem en t w ith  th e  e x p e ri
m e n ta l r e s u lts  as th e  p e r tu rb a tio n  caused  b y  a 1/7 te rm  on  th e  one h a n d , and  
as a sp in -sp in  in te rac tio n  on  th e  o th e r, w ith o u t la te r  m a k in g  necessary  any  
co n sid erab le  m od ifica tion  o f  th e  sp littin g  co n stan t.

F ir s t ,  th e  dev ia tions cau sed  b y  th e  p e r tu rb a tio n  o f  th e  1/7 te rm  a rc  con
sidered .

3/7 —  1П  perturbation.  As is w ell k n ow n , m u ltip le t П  te rm s are  found  
m o s tly  in  th e  in te rm e d ia te  case be tw een  th e  H u n d ’s case a) and  b). F o r  such  
cases th e  eigen functions a re  o b ta in ed  b y  m eans o f th e  e igenfunction  in  th e  
H u n d ’s case a) as follow s:

A ' )  =  2 V Ä -  (!)
! )= 2

w here N  =  J  1, J ,  J  —  1. The ex p lic it form  of th e  e lem en ts  of th e  tran sfo r-  
m a t io n  m a tr ix  is k n o w n  [7]. B y  usin g  (1) th e  e lem en ts  o f th e  p e r tu rb a 
tio n  m a tr ix  can be w ritte n

Щ 3П „  1/7,) =  j  r ( an N) H l d r , (2)

w h e re  7 / ,  is th e  o p e r a to r  o f  th e  s p in -o rb i t  in te r a c t io n .  I n  a n  e a r l ie r  w o rk  
[8] i t  h a s  b e e n  d e m o n s tr a te d  t h a t  in  th e  H u n d ’s c a se  a) th e  1/7  te rm s  p e r 
tu r b  o n ly  t h e  3П 1 c o m p o n e n t a n d  t h a t  th e  e le m e n t o f  t h e  p e r tu r b a t io n  m a tr ix  
is in d e p e n d e n t  o f  th e  r o ta t io n a l  q u a n tu m  n u m b e r:

1/7,) =  Н 1(3П 0 1/7,) =  0 ; Я ,( 3/ 7 , 1П 1) =  £. (3)

T hus, o n  th e  basis o f (1), (2), and  (3) th e  m a trix  e lem en ts  holding in  th e  in te r 
m e d ia te  case are as fo llow s:

H,(3n NiH,) =  S ,iNH ,(3 //,in ,). (4)

B y use o f  th e  p e r tu rb a tio n  th e o ry  o f  th e  n o n -d eg en era ted  system s we o b ta in  
w ith  (4) fo r th e  p e r tu rb e d  energies

W'N =  W N aS\  N , (1V =  J + 1 , J — 1),  (5)

Acta P hys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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w here re p re se n ts  th e  u n p e r tu rb e d  te rm  va lu es  described  b y  th e  know n 
te rm  form ula, w hereas

= \ Щ гп ^ п г) i«
hv(3Tl 1/7)

( 6 )

S p i n - S p i n  Interaction.  In  th e  f irs t  ap p ro x im a tio n  th e  s p in - s p in  in te ra c 
tio n  supplies o n ly  te rm s , w hich accord ing  to  K r a m e r s  [9] a re

H 2 =  e [ 3 E * - S ( S + l ) ] , (7)

w here S  is th e  q u a n tu m  n u m b er o f  th e  re su ltin g  sp in  m o m en tu m  o f th e  m ole
cule (in our case S  —  1), w hereas E  is a p ro jec tio n  o f th e  re su ltin g  sp in  v ec to r 
on th e  axis of th e  m olecule ( E  =  1, 0, — 1), a n d  e a po sitiv e  o r n eg a tiv e
c o n s ta n t. Thus in  H u n d ’s case a) th e  follow ing values a re  g iven  b y  (7) for th e  
in d iv id u a l com ponen ts o f th e  3П  te rm :

Я 2(з/7а з/72) =  Н 2(3П 0 3П 0) =  s ; Н 2(*П1 зП г) =  -  2 e . (8)

The energies for th e  in te rm ed ia te  case th ro u g h  (1) an d  (7) will be:

W'n  =  $ V*(sn N) ( H 0 +  Я 2) у (» Л „) dr  , (9)

w here H 0 is th e  H a m ilto n  o p era to r w ith o u t th e  sp in -sp in  in te ra c tio n , w hereas 
Ho is th e  o p era to r o f th e  sp in-sp in  in te ra c tio n . Be

j j W*(*nN)H 0y,(*nN) d T = W N , ( 10)

w here W N is th e  en e rg y  described b y  th e  well know n te rm  fo rm u la . B y 
using (1), (8), (9), a n d  (10) we o b ta in

=  WN -j- £ [ S f  n  —  2 S f  N -j- S^jAr] (1 1 )

and  by  m ak in g  use o f  E  =  1, we h av e

— WN -j- £ — 3e S \ 'N . ( 12 )

T ak ing  in to  account (5) an d  (12), th e  s im u ltaneous effect o f th e  p e r tu rb a tio n  
o f th e  1/7  te rm  and th e  sp in -sp in  in te ra c tio n , th e  follow ing m ay  be w ritte n  as 
a sum m ary :

WÚ =  WN +  £ +  ß S l :N ( N  =  J + 1 , J , J -  1 ) , (13)

w here ß =  a  —  3f.

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 1.



7 0 I .  K O V Á C S

Appl ica t ion  to the А 3П  term o f  the N O  molecule. A ssum ing  1A p e r tu rb a tio n  
fo r  th e  dev ia tio n s fo u n d  on th e  A SI I  te rm  of th e  N H  m olecule, D i x o n  (op. c. 
fo rm u la  (28)) o b ta in e d  th e  follow ing expressions n eg lec ting  th e  u n im p o rta n t 
sm all te rm s :

W f  =  WN +  ± - x 0 S l N , (14)

w h ere  th e  exp lic it fo rm  o f th e  tra n s fo rm a tio n  m a tr ix  e lem ents is th e  following

IT h

^ o j + i  —
\ Í J ( J + 1 )  [U3 - Y + 2]

2 f C 3( J )  ’ °J  ]/C2(J)

VJ(J+ 1) К  +  У -  2]
2 Y C f J )

] 2 . / ( J  j 1)

S o ,J - i

(15)

an d

Ci( J)  =  ( J  —  1) ( J  +  2) Y( Y  -  4) +  2(2 J  +  1) ( J  -  1) ./( J  +  1), 

C 2(J )  =  Y (Y  —  4) +  4 J ( J  +  1),

C3(J )  =  J ( J  +  1) Y( Y  —  4) +  2(2J  +  1) J ( J  +  1) ( J  +  2),

Ml =  [ Y ( Y —  4) +  4 J 2]1/2; u3 =  [ Y ( Y —  4) +  4 ( J  +  1)2]1/2,

w here  Y  =  A '/D  =  — 2.127 c m -1. In  ad d itio n , D ix o n  has suggested  th a t  in  
th is  case th e  in te ra c tio n  be tw een  th e  ro ta tio n  a n d  sp in  shou ld  be ta k e n  in to  
acco u n t as well. C onsidering th a t  th e  А * П  te rm  is in v e rt (A <  0), on tu rn in g  
to  th e  te rm  d e n o ta tio n  (14) becom es.

voo +  =  v00 +  Ft +  y(J — 1) +  —  ^0 ,

vóo +  Щ — voo +  — Y +  ~  x o S l j  , (17)

’'oo +  F '  =  v00 +  F3 — y(J  +  2) -)—— лг0 S l J+1 ,
Li

w here +  F{  =  W j _ x, v^0 +  F2 =  Wj,  r (')0 +  ^3 =  W j +1 an<l  voo +  ^1 +  V(J  ~  1) 
=  W j_ x, v00 +  F 2 ~ y  =  Wj, vw  +  F 3 — y  ( J  +  2) =  W j +1 a n d  у  =  0-04 c m '1 . 
T ak in g  th e  m ean  values of (17) we have

У  F ' 1 4  У  F
^  +  A r - =  "oo +  - ^ o - - 7  +  ^ .  (18)

3  6  3  3
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As can  be seen , th e  p e r tu rb a tio n  d isplaces th e  m ean  energy  on ly  b y  a c o n s ta n t 
value, an d , since even th is  is d ropped  from  th e  te rm  differences, th e  d e te rm in a 
tio n  o f В  a n d  D  is n o t a ffec ted  b y  th e  p e r tu rb a tio n . On th e  o th e r  h an d , a c c o rd 
ing  to  (18) th e  v a lu e  v(,0 d e te rm in ed  b y  m ean s o f th e  o bserved  values is in  th e  
follow ing connec tion  w ith  r 00:

voo =  voo + -^r xo ~ ~ ~ v  ^  29,776-77 cm “ 1 . (19)
6 3

D i x o n , b y  ta k in g  th e  v alue  F / as th e  o bserved  values ( F i0) an d  th e  v a lu e  F  
as th e  ca lcu la ted  values*  ( F ic) se t up  th e  follow ing expressions using th e  e x p e 
r im en ta l d a ta :

( F l0 -  Fu ) -  у  *0 S o j - t  =  K o  

( F2o ^2c) —x0 S h  — (^oo

( ^ 30 Fsc) “  *0 S 0 ./ +1  — (roo

vw) +  Y ( j  1) — ~T ^0+  ~  y F y ( J  + 1 ) ,
6 3

1 4
— *’óo)— У =  -  —  * o + —  Y — Y, (20)

6 3

vóo) ~  Y{J +  2) = ---- —*o+ 2),
6 3

w here x 0 =  — 1.6 cm  1. In  F ig . l a  (20) is p lo tte d  against J ,  w here, using th e
1 4

v alues of x 0 an d  y,  we h a v e -----— x 0-\- ——y  =  0*31 cm - 1 . T his m eans th a t  th e
6 3

fig u re  h as  to  be  d isp laced  a lto g e th e r  to w a rd s  th e  ax is J ,  i. e. in s te a d  o f  
l'on =  29,776-76 cm -1 th e  re a l r 00 =  29,777 '07 cm -1. A fte r th is  th e  line 
co rrespond ing  to  th e  in te rm e d ia te  com ponen t fa lls in to  its  p ro p e r  place, h o w 
ever, th e  w hole fig u re  is s till n o t w h a t w ould  be  expected . D i x o n  solved th is  
p rob lem  b y  m od ify ing  th e  va lu e  A'0 =  — 34 • 72 cm -1 to  A'0 =  — 35 • 02 cm -1 
w ith  th e  re su lt t h a t  th e  figure w as tran sfo rm ed  correspond ing  to  th e  expression 
found  on th e  r ig h t side of (20), w hich  is F ig . (6b) in  his w ork. T h e  reason  fo r 
th is  m o d ifica tio n  is th a t  th e  v a lu e  A'0 was d e te rm in ed  ac tu a lly  from  th e  expres-

4
sion ( F'3 —  F ’i) =  2 B [Y (Y  —• 4) -f- —  -(- 4/J(J  4- l ) ] 1̂ 2, th e  left side of w hich in

3
te rm s o f th e  u n p e r tu rb e d  values w ill be:

Fi  =  F 3 -  F , -  y ( 2 J + l )  +  -  *0( 4 y + i  -  Sl j - x ) - ( 21)

* H ere, em pirically observed values are to be taken as the m ean values o f the measured  
Д -doublet com ponents, and calculated values are those th a t have been calculated  w ith the  
already determ ined constan ts not taking th e  Д -doubling in to  account.

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 1
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T h e la s t te rm  converges for low  values of J  to  —  %0, an d  fo r h igher va lues o f  J
2

to  zero (see F ig . 3). T hus, for th e  d e te rm in a tio n  of A'0, a su b seq u en t co rrec tio n  
is necessary .

N ow  le t  us consider o u r re su lts . T h e  expressions in  (13) co rrespond ing  
to  (17) becom e

voo +  F[ — v00 +  F 1 -f- y ( J  — 1) +  e ?

’'óo +  Fá =  v00 +  F 2 — y +  6 +  ß S \ j  , (22)

Ko +  F 3 =  ’'oo +  F s — y ( J  +  2) +  s +  ß S l J + 1 ,

w here

Si J + t  —
f 2 J ( J + 2 )

Ï C S(J)

Y  -  2
7 i  J f C 2( J ) s i j - i  —

] /2 ( J 2 -  1)

Ш п
■ (23)

T ak in g  ag a in  th e  a rith m e tic a l m ean  o f  (22)

Z F ' i  , , ß  4 I  F t
>’oo "I-----“—  =  ’'oo +  e +  —--------— У "I------— (24)

from  w hich  in  a sim ilar w ay

Ко — ’'oo +  £ + —  y =  29,776-76 c m '1 ,
3

(25)

hence th e  expression  correspond ing  to  (20) will be:

(Fl0 -  F lc) -  ß S l j =  (v00 +  £ -  v j  +  Y ( J -  1) =  j  У -  £  +  A  J  -  1) »

( F 2o -  F 2c) -  ß S \ j  =  (v00 +  £ -  r ' 0) -  у  = А У _ А _ У, (26)

( F 30 -  F 3C) -  =  (vw  +  £ -  Y00) -  y ( J  +  2) =  A  y _  A  _  y(j  +  2 ) .

T his can  be  seen in  F ig . lb ,  w here th e  values ß — 0.458 cm -1 an d  у  =  0.04 
4 ß

cm -1 re s u lt  in  « '=  -— У ------- =  — 0 ‘10 cm -1 . T his m ean s th a t  th e  w hole figure
3 3

is to  be  d isp laced  u p w a rd  b y  0.10 cm  1 to w ard s th e  J -a x is  i. e. v00 -f- e =  
=  2 9 ,7 7 6 -6 6  cm -1 in s te a d  of v'00 =  29,776 • 76 cm "1 (th e  v a lu e  e canno t

A d a  Phys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 1.
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F ig- 1

Fig. 2
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a lo n e  be d e te rm in ed  from  th is). N ow , th e re  is no n eed  for a consid erab le  m odi
f ic a tio n  o f A  J,, since th e  d irec tio n a l ta n g e n t o f ( lb )  is j u s t  0.04 w hich  is an  already  
e x p e rim e n ta lly  d e te rm in e d  v a lu e  o f  y.  All th is  can  also be seen  from  the  
ex p ressio n

F i -  F Í =  F3 -  F , -  y (2J  +  1) -г ßjS jJ+l  -  S j j - J  , (27)

cm■'

w here th e  la s t  te rm  converges alike to  zero fo r J  =  0 a n d  fo r h igh values o f  
J  (see F ig . 3). S ince th e re  is, how ever, a s lig h t dev ia tio n  fo r low  values o f J ,  
a v e ry  sm all m o d ifica tio n  o f A Ó is needed . B y  th e  va lu e  A 0 =  — 34.64 c m -1 
( in s te a d  of A'0 =  -—34.72 cm -1) F 3 an d  F  j a re  changed  so as to  sa tisfy  (27) 
co m p le te ly  an d  a t  th e  sam e tim e  in  th e  F ig u re s  lb  an d  2b even th e  sm alle st 
d e v ia tio n  for th e  low er va lu es  o f J  d isap p ear.
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L e t us now consider th e  differences b e tw een  th e  em p irica lly  observed 
a n d  th e  ca lcu la ted  d istances of th e  neighbouring  co m p o n en ts .S in ce  th e  necessity  
o f assum ing  th e  in te ra c tio n  b e tw een  ro ta tio n  a n d  sp in  is o bv ious from  w h a t 
has been  said above, i t  is a p p ro p ria te  to  in c lu d e  i t  in th e  ca lc u la ted  value . 
M arked  w ith  an  a s te risk , th e y  are

F l c =  F lc +  y ( J  -  1) ; F \ c =: F 2c — y  ; F'3c =  F 3C -  y ( J  +  2 ). (28)

A ccord ing  to  D i x o n , i t  follows fro m  (17)

( F 10 -  f 20) -  (F'lc -  F ; c) =  1  x0 ( S i j ^  -  s i j ) ,
ci

(F 2o -  F 30) - { F \ c -  F'3C) =  *0 ( S l j  -  S8J+ 1 ) .

(29)

This is show n in F ig . 2a, w here th e  circles in d ic a te  th e  left a n d  th e  curves 
d raw n  in  fu ll th e  r ig h t side of th e  eq u a tio n  (29). I f  fo r th e  c o m p u ta tio n  of th e  
v alues F*c th e  value  A q —  as m od ified  b y  D i x o n  —  is used, th e  circles will fall 
in  th e  p ro x im ity  o f th e  curves d raw n  in  full.

L e t us form  th e se  expressions on  th e  basis o f  (22):

( F l0 -  F 20) -  (F[c -  F'2c) =  ß i S f j . ,  -  S l j ) , (30)

( F 20 -  F 30) - ( f ;c -  F'3C) =  ß ( S i j  -  s i J+1) .

This can  be seen in  F ig . 2b. The ag reem en t seem s to  be sa tis fa c to ry , an d  th e  
rem ain in g  sm all d ev ia tio n  w hen ca lcu la tin g  w ith  th e  v a lu e  A'0 =  — 34.64 cm -1 
d isap p ears  a lto g e th er.

Sum m ariz ing , i t  can  be conc luded  th a t  th e  dev ia tio n  fo u n d  on th e  
А ЯП  te rm  of th e  N H  m olecule can b e  in te rp re te d  —  in  accordance  w ith  th e  
e x p e rim en ta l d a ta  —  b o th  as th e  p e r tu rb a tio n  cau sed  b y  one (or m ore) гП  
te rm  (such  te rm  —  th e  C]/7 te rm  —  does exist in  th e  te rm  schem e o f th e  NO 
m olecule above th e  А 3П  te rm ) ta k in g  in to  accoun t a t  th e  sam e tim e  th e  spin- 
sp in  in te ra c tio n , an d  th e  p e r tu rb a tio n  caused b y  a te rm .

In  fav o u r of th e  above in te rp re ta t io n  tw o a rg u m e n ts  m ay be adv anced. 
F irs tly , i f  th e  sp in -sp in  in te ra c tio n  is ta k e n  in to  a c c o u n t for th e  in te rp re ta tio n  
o f  th e  Л -doub ling  observed  on th e  3П 0 com ponen t in  a case w hich is n o t  d iagonal 
e ith e r  in  Л  or in  E ( A A  =  ■— A E  — i  2), obviously  i t  is to  be ta k e n  in to  accoun t 
in  such cases, too , wrh ich  are  d iagona l b o th  in  A  a n d  in  E.

Secondly , if  we are  to  in te rp re t th e  deviations b y  m eans of th e  p e r tu rb a 
tio n  of a l E  te rm , th e  m o st a p p ro p ria te  te rm  for th is  p u rp o se  is th e  te rm  n ea rest 
in  th e  te rm  schem e, i. e. th e  b(1E +) te rm  ly ing a b o u t 10,000 cm -1 below  th e  
А 3П  te rm . T he th e o re tic a lly  ca lcu la ted  v a lu e  of x 0 [8] fo r th is  case is

Acta Phys Hung Tom KIT. Fase. 1.
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Xо
t g i ( 3 / 7 0 1 ^ o ) | 2

hv(an  гЕ )
— 0 -2 cm - 1 , (31)

a v a lu e  e ig h t tim es low er th a n  th a t  w hich  w ould en ab le  us to  in te rp re t  the  
o b se rv ed  d ev ia tio n s b y  m eans o f p e r tu rb a tio n  o f a te rm ; th e  d ev ia tio n s  in 
th e  m ean  va lu e  of th e  Л -doubling  re m a in  everyw here  below  0Л c m -1.

T h e  a u th o r  is deep ly  in d e b te d  to  P ro f. G. H e r z b e r g  for su g g estin g  th e  
p ro b lem .
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И ССЛ ЕДО ВАН И Е СОСТОЯНИЯ А3П  М О Л ЕК У Л Ы  N H

И. КОВАЧ

Р е з ю м е

Мультиплетные расщепления, наблюдаемые в состоянии А3П  молекулы NH  в 
зависимости от ротационного квантового числа отличаются от формул, выведенных на 
основе теории Ван Флека. Их интерпретация возможна возмущением, вызванным в состо
янии 3П  состоянием 1П, а также одновременным учетом спин-спинового взаимодействия, 
причем получается хорошее совпадение с результатами измерений.
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In troduc tion

E lec tric  sp a rk  d ischarges as n o n -s ta tio n a ry  p h enom ena  a re  in te restin g  
th eo re tica lly  as well as from  th e  p ra c tic a l p o in t o f  view . B y  m eans of th e  
a d ia b a tic  processes o f im m ense energies c o n cen tra ted  in  these  d isch arg es, s ta te s  
o f  ex trem ely  h igh  energies can be a tta in e d  in  a sm all space. T h e  process of 
erosion  produced  in  th is  w ay  is o f  p rac tica l im p o rta n c e  in sp a rk  m achin ig : 
M ate ria l will be rem oved  from  b o th  electrodes b y  h ig h -c u rre n t s p a rk  discharges 
p ro d u ced  betw een  electrodes a few  h u n d re d th s  o f  m illim eters a p a r t  from  each 
o th e r . O pinions concern ing  th e  effects re su ltin g  in  th e  erosion are  w ide ly  differ
ing . W e b rie fly  sk e tch  th e  reasons fo r th is  d ivergence o f  opinions.

B earing  in  m ind  th a t  th e  d isch arg e  p h en o m en a  in  liqu id  d ie lec trica  are 
a lto g e th e r  ra th e r  u n ex p la in ed  i t  becom es clear t h a t  th e  necessity  o f  using a 
f lu id  to  cool th e  w ork  p iece an d  s to p  th e  discharge m ak es  u n d e rs ta n d in g  o f th e  
processes occurring  even  m ore d ifficu lt.

T h e  devices u sed  com m only  w ork  b y  d ischarges o f  a c a p a c ito r  (F ig . 1). 
T h e  re su lts  gained  b y  sim ple R C -circu it devices a re , how ever, r a th e r  c o n tra 
d ic to ry  in  consequence o f th e  fa c t th a t  th e  d ischarge  of th e  R C -c ircu it is 
governed  b y  th e  sp a rk  betw een  th e  w ork  pieces. T h e  q u a n tity  o f  m ateria l 
rem o v ed  shows an  a lm o st u n co n tro llab le  co rre la tion  w ith  all th e  p a ra m e te rs  
inv o lv ed .

S evera l w orkers use pulses o f d e fin ite  shape a n d  u n d e r these  fa ir ly  well- 
d e fin ed  cond itions d e te rm in a tio n  o f th e  dependence on in d iv id u a l p a ra m e te rs  
m ay  becom e possible.

W i l l i a m s  [1] an d  o th e rs  [2, 3] t r y  to  derive th e ir  conclusions from  
re la tio n s  found  betw een  th e  d im ensions o f th e  c ra te rs  w h ich  rem ain  a f te r  th e  
re m o v a l o f  th e  m a te ria l e roded  an d  th e  d a ta  of co rrespond ing  c u rre n t pulses.
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T he c u r re n t d en sity  on th e  surface in  a stro n g ly  condensed  d isch arg e  m ay  
becom e som e 106 А/cm 2. C u rren t d en sitie s  o f th is  m a g n itu d e  ex isting  dow n to  
a d e p th  o f  som e h u n d re d th s  o f m illim eters  m ay  p ro d u ce  a ra th e r  g re a t v o ltag e  
drop  n e a r  th e  m e ta l su rface  an d  co n seq u en tly  a v e ry  la rg e  electric  f ie ld . A ccord
ing to  th is  th e o ry  th is  la rg e  electric  f ie ld  w ould be re sponsib le  for th e  erosion 
o f m a te r ia l. T he force, n ecessary  to  rem o v e  th e  m a te r ia l, co m p u ted  on  th ese  
a ssu m p tio n s  seem s to  he  su ffic ien t to  overcom e th e  te n s ile  s tre n g th  o f m a te ria l. 
L a z a r e n k o  [4, 5] derives th e  erosion o f  m a te ria l fro m  e lec tro d y n am ic  forces.

Z o l o t i h  [6] d raw s q u ite  d iffe ren t conclusions. H e  used  reg u la rily  re p e a t
ed sa w -to o th  pulses a n d  in v e s tig a te d  th e  co rre la tions betw een  th e  q u a n ti ty  
o f e ro d ed  m a te ria l an d  th e  freq u en cy  o f  pulses, th e  v o lta g e  etc . A ccord ing  to  
th e se  in v es tig a tio n s  th e  process o f erosion  m ay  be a t tr ib u te d  to  th e  h ea tin g  
effect o f  th e  d ischarges. T he q u a n t i ty  o f th e  m a te r ia l rem oved  d ep en d s upon  
th e  fre q u e n c y  of th e  p u lses and  is p ro p o rtio n a l to  th e  energy in p u t  in  each 
freq u en cy .

Z o l o t i h ’s  ideas a re  su p p o rte d  b y  th e  th e o re tic a l in v e s tig a tio n s  o f 
L l e w e l l y n - J o h n e s  [ 7 ]  on sp a rk  d ischarges in  gases. A ccord ing  to  L l e 

w e l l y n - J o h n e s  th e  h e a tin g  effect o f th e  energy  im p u t p lays an  im p o r ta n t  
ro le in  th e  m echan ism  o f erosion.

A ccord ing  to  M a n d e l s t a m  a n d  R a i s k i  [ 8 ]  erosion  is due to  th e  explosive 
forces c re a te d  by  th e  h ea tin g  effect.

E x p erim en ta l resu lts

B y  a m inor tra n s fo rm a tio n  o f  a m ag n e tro n  voltage  su p p ly  ava ilab le  
in  o u r la b o ra to ry  w e o b ta in ed  p u lses  o f 1 ft sec d u ra tio n  an d  a freq u en cy  o f  
100— 500 c and  peak -p o w er o f 500 kW . A su ita b ly  d im ensioned  tra n sfo rm e r 
m ad e  in  our w orkshop  gave a sq u a re  pu lse -sh ap ed  w orking v o lta g e  of 200—  
400 V olts . B y fix in g  th e  form  o f pu lses , w hich w ere  re p e a te d  b y  a  sm all tim e-
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Fig. 1. S c h e m a t i c  d i a g r a m  o f  c i r c u i t  o f  s p a r k  c u t t i n g  m a c h i n e

fillin g  fac to r, rep ro d u c ib le  co n d itio n s  could be  o b ta in ed  in  th e  d ischarges an d  
th e  dependence  o f  th e  q u a n ti ty  o f  m a te ria l e ro d ed  on th e  w o rk in g  p a ra m e te rs  
co u ld  be ex am ined . T he e x p e rim e n ta l c u ttin g  w as carried  o u t w ith  an  ex p e ri

A cta  Phys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 1.
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m en ta l sp a rk in g  m achine p u t  a t  our d isposa l b y  th e  s ta te  en te rp rise  Ä G T I. 
T he d is tan ce  o f  th e  electrodes could  be s ta b iliz e d  by  m a g n e tic  con tro l o f  
th e  average cu rren t. W ith  th e  aid  of a m icroscope the  d is tan ce  of th e  e lec 
tro d es  in  th e  case of a g iven  d ischarge o f  d esired  vo ltage  a n d  cu rren t co u ld  
be a d ju s te d  a n d  th e  d is tan ce  o f th e  e lec trodes w as k ep t c o n s ta n t b y  s tab ilis in g  
th e  c u rre n t o f th e  m agnetic  d is tan ce  re g u la tio n .

W ith  a change of d is tan ce  th e  c h a ra c te r is tic  d a ta  of th e  d ischarge  as w ell 
as th e  average  c u rre n t v a ried  sensitive ly .

T he v o ltag e  betw een  th e  w orkpieces w as m easured  b y  a v a c u u m -tu b e  
p eak  v o ltm e te r , th e  cu rren t m easu rem en ts  w ere carried  o u t w ith  a s im ila r 
in s tru m e n t w ith  in d u c tio n -free  re sis tan ce  o f 0,1 A in  th e  c ircu it. T he c u ttin g s  
w ere genera lly  ca rried  ou t for 10 m in u tes  in  o rd e r  to  o b ta in  th e  desired  b a la n c 
ing accu racy  (cca 1— 2 % ), —  d u rin g  th e  tim e  o f c u ttin g  30— 100 m g m a te r ia l 
eroded .

F ro m  th e  re su lts  show n in  F ig . 2a i t  c a n  bee seen th a t  th e  q u a n tity  o f  
eroded  m a te ria l is p ro p o rtio n a l to  th e  pulse fre q u e n c y  and  th e re fo re  th e  q u a n 
t i ty  of m a te ria l e roded  in  one single pu lse  is n e a r ly  in d ep en d en t o f  th e  re p e a tin g  
frequency , in  accordance  w ith  th e  in v e s tig a tio n s  o f L a z a r e n k o  [ 5 ] .  The p ro 
cesses w hich  ta k e  p lace in  th e  single pulses are q u ite  in d ep en d en t o f  each o th e r, 
w hich  o f course is q u ite  n a tu ra l  w ith  a pu lse -filling  ra tio  of 10~3.

In  th e  g roup  of curves in  F ig . 2 th e  p u lse -p eak  voltage  w as selected  as 
p a ra m e te r . T he q u a n ti ty  o f m a te r ia l eroded in  one pulse varies  w ith  th is  p e a k  
v o ltag e  (F ig . 2b). T h e  m easu rem en ts  w ere c a rr ie d  o u t w ith  p o s itiv e  steel a n d  
n eg a tiv e  b rass  e lec trodes. T he av erag e  ra tio  o f  th e  anode an d  ca th o d e  d im i
n u tio n  w as

A y k =  =  0,81 ±  0,08 .
Уа

T his ra tio  d id  n o t show  an y  s ig n ifican t d ependence  on e ither th e  v o ltag e  or th e  
frequency  w ith in  th e  e rro r o f m easu rem en t.

B y m easu rin g  sim u ltan eo u sly  th e  p eak -v o ltag e  an d  th e  c u rre n t, i. e. th e  
pow er in p u t d u rin g  th e  pulse, m a n y  d a ta  w ere o b ta in e d . K now ing  th e  len g th  
o f th e  pulses and  th e ir  frequency , th e  energy o f  one pulse fed  in to  th e  sp a rk  
gap  (W) an d  th e  q u a n ti ty  of m a te r ia l e roded  d u rin g  one pulse (y) can  be com 
p u te d . T he la t te r  w as m easured  as a fu n c tio n  o f  energy  for a g iven  d is tan ce  
(15 /л) o f stee l anodes an d  b rass ca th o d es  an d  th e  re su lts  are sh o w n  in  Fig. 3.

The m easured  d a ta  a p p ro x im a te  w ith  s ligh t sca tte rin g  one ty p e  of curve 
fo r each m ate ria l. T h e  curves in  F ig . 3 can be w ell ap p ro x im a ted  usin g  a g ra 
p h ica l m ethod  b y  th e  fo rm ula

у  =  a ( W — b)1/2,

Acta Phys. Hung. Тот . X I I ,  Fasc. 1,
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10~3mg/puke

10 3Jou//pu/se
Fig. 3. M aterial eroded in  one pulse as a function o f energy induced in  one pulse. (D ashed  

line: steel anode, dotted line: brass cathode)

w here fo r th e  stee l anode

a =  0,23 ±  0 ,0 1 4 -lO ”3 m g/(m illijou le)l/2 

b =  0,85 i  0,06 m illijoule

and for th e  b rass  ca thode

a — 0,19 ±  0,03 • 10~3 m g/jm illijou le)1̂2, 

b =  0,8 i  0,2 m illijoule.

D iscussion

O ur re su lts  show  th a t  th e  erosion of th e  m a te ria l is n o t de te rm in ed  p r i
m arily  b y  th e  h ea tin g  effect of th e  sp a rk  d ischarges, for in  th is  case a p ro p o r
tio n a lity  b e tw een  pulse energy  an d  eroded m a te ria l ou g h t to  h av e  been o b 
served.

6 Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 1.
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In  c o n tra s t  to  th is , in  o u r case of sh o rt pulses of 1 fxs d u ra tio n  effects o f 
f ie ld  s tre n g th  or e lec tro d y n am ica l forces seem  to  be p re d o m in a n t.

I t  is in te re s tin g  to  co m p are  ou r re su lts  w ith  th e  ex ten s iv e  in v es tig a tio n s  
o f  Z o l o t i h  [6]. F ro m  his in v es tig a tio n s  i t  appears th a t  th e  erosion is m a in ly  
caused  b y  th e  h ea tin g  effect.

lO'^g/pu/se

Fig. 4. E roded m aterial as a fun ction  of energy induced in  one pulse after Zo l o t ih . (See
[6], p. 47, fig . 5.)

O u r F ig . 4 shows th e  connection  betw een  eroded  m a te ria l a n d  pulse 
energy  acco rd ing  to  Z o l o t i h ’s d a ta . T h e  m easu rem en ts  co rrespond  to  various 
pulse freq u en c ies  an d  th u s  refe r o f  course to  v a rio u s p u lse  len g th s  a n d  are 
sc a tte re d  over a la rge  a rea . T his c a n n o t be due to  an  e rro r o f m easu rem en t. 
F o r g iven  pu lse  len g th s  th e  m easu red  p o in ts  —  excep t fo r th e  sh o rte s t pu lses —  
can be  d o u b tle ss ly  co n n ec ted  b y  a s tr a ig h t  line or a p p ro x im a te d  b y  a convex  
curve  or p a rab o la  w ith  a n  ex p o n en t h ig h e r th a n  u n ity , b u t  c e rta in ly  n o t b y  
one w ith  an  ex p o n en t below  u n ity , as i t  is in  our case. T he sh o rte s t pu lses give 
in  th is  case also curves o f  a c h a ra c te r  s im ila r to  th a t  o f  th e  curves fo u n d  b y  us.
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T he large filling  fac to r in  th e  in v es tig a tio n s  o f  Z o l o t ih  could  have  been  in s t r u 
m en ta l in  a lte rin g  th e  pu lse  shape  w hen v a ry in g  th e  freq u en cy . In  th is  w ay  i t  
can  he ex p la in ed  th a t  fro m  his m easu red  d a ta  no u n am b ig u o u s d ep en d en ce  
o f m a te ria l on energy  can  be  o b ta in ed , in  c o n tra s t  to  our re su lts . T he long p u lse s  
of a large filling  fac to r in d u ce  rem oval o f  m a te ria l closely p ro p o rtio n a l to  th e  
energy  accord ing  to  th e  re su lts  o f Z o l o t i h . This m ay  be  exp la ined  b y  th e  
possib ility  o f tra n s itio n  d u rin g  th e  long pu lse  from  sp a rk  d ischarge to  a rc  
d ischarge, w here th e  h e a tin g  effects can  p la y  an  im p o r ta n t role.
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The phase  sh ifts m e th o d  was firs t ap p lied  to  th e  D irac  e q u a tio n  b y  
M o t t  [ 1 ]  in  ca lcu la tin g  th e  sc a tte rin g  of f a s t  electrons. L a te r  th e  p rob lem  o f 
ca lcu la tin g  th e  sca tte rin g  o f h igh-energy  re la tiv is tic  pa rtic le s  h as  been d iscussed  
b y  P a r z e n  [2]. In  th is  p a p e r we calculate b y  m eans o f a  sim p le  m ethod  p h a se  
sh ifts  of h igh -energy  D irac a n d  K lein—-G ordon partic les. I n  o u r t re a tm e n t we 
sha ll assum e th a t  th e  in c id en t p a rtic le  is e x tre m  re la tiv is tic , so th a t  th e  en erg y  
E  o f th e  in c id en t partic le  is g re a te r  th a n  th e  m ass m  o f th e  D irac  or K le in —  
G ordon p a rtic le . In  re la tiv is tic  u n its  h =  c =  1 and  th e  D irac  equa tions fo r 
th e  rad ia l p a r ts  / / ( r ) / r  and  g /(r) /r  of the  w av e  fu n c tio n  can  b e  w ritten :

df,  =
dr

dgj =  
dr

( 1 +  1) / / +  ( E - V ) g l ,

(1 +  1)
Г

g, -  ( E  -  V ) f t .

( la )

(16)

T he correspond ing  equa tions for zero p o te n tia l we o b ta in  w hen  we p u t V  =  0, 
in s te a d  o f f i  we w rite  u/ and  in s te a d  of gi we p u t  w L.

T aking  in to  considera tion  eq. ( la ) a n d  ( lb )  as also th e  correspond ing  
eq u a tio n s for V  — 0 we o b ta in  a f te r  sim ple ca lcu la tions a n d  in te g ra tio n  over 
(0, o o )  th e  follow ing re la tions

=  — J  E(g l W i + f i U , ) d r .  (2)
0

U sing eq u a tio n  ( la )  an d  ( lb )  fo r V  =  0 we o b ta in  for щ an d  W[ a f te r  d iffe ren 
tia tio n  and  correspond ing  e lim in a tio n  th e  follow ing d iffe ren tia l eq u a tio n s:

d- и I 

dr*
E 2

( 1 + 1 )  (1 +  2)
0 ,

d2 ™i ,
dr2

E 2 1 (1+ 1) Wj =  0.

(3a)

(36)

A d a  Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 1.



8 6 T . T I  E T Z

T he a sy m p to tic  form s of u t an d  for la rg e  r  are th en

u, —> cos

w, —> cos

E r ------- (/ -f- 2) n
2

E r -------- (l + 1 ))л :
2

(4a)

(46)

T h e  a sy m p to tic  form s o f /  an d  gi for la rg e  r  according to  equ a tio n s (4a) an d  
(4b) are:

f i  ->  cos 

g, ->  cos

E r -----— (/ +  2) n  +
2

E r  — y  (1 +  1 ) л  +

(5a)

(56)

In  th ese  e q u a tio n s  d eno tes th e  ph ase  sh if ts  for D irac eq u a tio n s . S u b s titu tin g  
th e  a s y m p to tic  fo rm ulas fo r u; an d  Wi as also th e  a sy m p to tic  fo rm ulas fo r / ; 
a n d  g t in  e q u a tio n  (2) an d  ta k in g  in to  con sid era tio n  t h a t  th e  low er l im it  for 
r  =  0 v a n ish e s  we h av e  fo r th e  ph ase  sh if ts  6; th e  e x a c t expression :

sin d, =  — J  V(g,  w l +  f  u,) dr.  
<)

(6 )

In  o rd e r to  ca lcu la te  th e  p h ase  sh ifts  ôi fo r th e  D irac e q u a tio n s  by  help  o f  eq. 
(6) we m u s t  k n o w //  an d  gi, since U/ a n d  Wi are  know n:

u, =

w i =

л Е г  ._  .
2 J  l + l l2 \^r) ’ ( la)

л Е г
2 Ji+il2(Pr) ■ (lb)

T he sy m b o l J  deno tes th e  Bessel fu n c tio n , u; and  W; a re  th e  so lu tions o f  eq u a
tio n s  (3a) an d  (3b) an d  h a v e  th e  req u ired  a sy m p to tic  fo rm  for large r  g iven  by  
eq u a tio n s  (4a) an d  (4-b).

T h e  K le in —G ordon eq u a tio n , in  case we assum e t h a t  th e  in c id en t p a rtic le  
has an  en e rg y  E  m uch  g re a te r  th a n  th e  m ass m  of th e  K le in — G ordon p a rtic le , 
is g iven  b y  th e  follow ing expression :

d 2 V/ 
dr2

+ E 2
1 ( 1 +  1) 2E V  +  V 2 V, =  0. ( 8)
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In  case th e  p o te n tia l h a s  no s in g u la rity  a t  r  =  0 an d  h as  a sho rt ra n g e  th e  
a sy m p to tic  fo rm  of tq for large r is

cos E r  -  —  (l +  !)  +  Vi ( 9 )

w here r]1 is th e  a sy m p to tic  phase  sh ift fo r th e  K lein— G ordon eq u a tio n  for 
h igh  energy. U sing eq u a tio n s  (3a) and  (3b) as also e q u a tio n  (8), an d  th e  fo r
m ulas for th e  a sy m p to tic  b eh av io u r of щ, Wt and  iц g iven  b y  equations (4a), 
(4b) and  (9) we o b ta in  a f te r  sim ple ca lcu la tio n s th e  fo llow ing expression :

sin rjl +  sin f]l+1 = -----^  j (2E V — V 2) (u>[ vt +  u ; v i+1) d r . (10)

о

In  th e  case w hen  th e  energy  E  o f th e  in c id e n t partic le  is h ig h  we can rep lace  
in  fo rm ula (6) g[ b y  W; a n d  f t b y  щ. In  th is  case fo rm u la  (6) takes th e  fo rm

s i n d , =  — ^ V (w f  +  uf)  d r . (11)
ö

T his fo rm u la  allow s us to  ca lcu la te  a n a ly tic a lly  th e  p h a se  sh ifts 0/ o f D irac  
e q u a tio n s , since u; and  Wi a re  know n a n d  g iven  b y  e q u a tio n s  (7a) u n d  (7b). 
F o r h ig h  energy  w e can in  fo rm id a  (10) rep lace  vi by  W; a n d  V{+\  b y  iq. I n  th is  
case we o b ta in :

sin r][ - f  sim?i+1 =

ОЭ

у  j (2E V  -  V 2) (wf  +  uf) dr.  

0

( 12)

C om paring  eq u a tio n  (11) w ith  eq u a tio n  (12) we o b ta in  th e  following re la tio n

sin  r\r +  sin rjl+l =  2 sin ôf +  —y  J  F 2(w2, +  u2,) d r . (13)

о

F o r v e ry  h igh energy  we can  in  fo rm ula (10) rep lace vt b y  Wi an d  wl+1 b y  u h 
as also we can neg lec t th e  te rm  V 2 in  co m p ariso n  w ith  th e  te rm  2E V .  A fte r  
th e se  sim p lifica tio n s using also eq u a tio n  (11) we o b ta in  th e  follow ing re la tio n  :

<5 ' / r :  ?/.-i 1 (14)
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T h e  expression  g iven  by  e q u a tio n  (14) w as for th e  f irs t  t im e  o b ta ined  b y  
P a r z e n  [3]. T h e  s im p lifica tions w hich lead  fro m  th e  ex ac t fo rm ulas (6) a n d  
(10) to  th e  a p p ro x im a te  fo rm u las  (13) an d  (14) a re  of th e  sa m e  ty p e  as th o se  
m ad e  b y  B o r n . T he d e riv a tio n  o f th e  fo rm u las  (6), (10) a n d  (14) is new  a n d  
show s for w h ich  energies E  o f  th e  in c id e n t partic le  fo rm u la  (14) is v a lid . 
(F o rm u la  (13) is a new  re la tio n  be tw een  D irac  phase  sh ifts a n d  K lein—-G ordon 
p h ase  sh ifts .) F ro m  fo rm ula (13) we o b ta in  as a special case th e  P a r z e n  

expression .
I  w ish to  th a n k  P rofessor P . G o m b á s  fo r th e  th e  k ind  h o sp ita lity  ex te n d e d  

to  me a t  th e  I n s t i tu te  of P h y sics , B u d a p e s t, w here th is  p a p e r  was w ritte n .
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(Eingegangen: 28. III. 1960)

F ü r die A u sw ertung  v o n  In te g ra le n  vom  T yp I  =  | U(r, s) ■ V(t) • d  r ,  
die bei q u an ten m ech an isch en  U n te rsu ch u n g en  m o lek u la re r Gebilde a u f tre te n  
(r u n d  s bezeichnen  die K o o rd in a ten  v o n  zwei E le k tro n e n  des S y s tem s , 
t b e d e u te t ih re n  A b s tan d  u n d  dx  das V olum enelem ent im  sechsd im ensionalen  
K o n fig u ra tio n srau m ) k a n n  die folgende M ethode dienen.

M an k a n n  das In te g ra l I  form al als die po ten tie lle  E n erg ie  zw eier T e il
chen auffassen , deren  V erte ilu n g sfu n k tio n  I  ?/;(r, s)l2 =  U(r, s) is t, und zw ischen 
w elchen eine W echse lw irkungsk raft m it dem  P o te n tia l V(t) w irk t. Es b e d e u te  
C(t) ■ dt die W ah rsch e in lich k e it, dass in  d em  durch  die V erte ilu n g sfu n k tio n  
[7(r, s) besch riebenen  S ystem  der A b stan d  d er T eilchen e in en  zwischen t u n d  
t dt  liegenden  W ert h a t. D er W ert des In te g ra ls  I  k a n n  au ch  m it H ilfe von  
C(t) au sg ed rü ck t w erden , d a  die po ten tie lle  E nerg ie  der T eilchen  neben  V(t)  
n u r  eine F u n k tio n  des T e ilchenabstandes is t :

I  =  j U(r,  s) ■ V(t) ■ dr  =  I C(t) ■ V(t) ■ d t .  (1)
о

D a die F o rm  d er F u n k tio n  C(t) n u r von U  n ic h t  aber von V  a b h à n g t, k an n  m a n  
zu je d e r  F u n k tio n  U  e in d eu tig  eine F u n k tio n  C(t) zu o rd n en , und  d a m it d ie  
B erechnung  des In teg ra ls  I  a u f  die B erechnung  eines e ind im ensionalen  I n te g 
ra ls  zu rü ck fü h ren .

Die G leichung (1) k a n n  auch  ohne A u sn u tzu n g  der anschau lichen  I n t e r 
p re ta tio n  des In te g ra ls  I  folgenderw eise ab g e le ite t w erden.

E s sei gegeben eine F u n k tio n  U  =  U  ( x v  x 2, . .  . ,  x n) d e r  beliebig v ie len  
V ariabein  x v  x 2, . . . ,  x n, die in  einen m it T  beze ich n eten  G eb ie te  der V ariab e in  
de fin ie rt is t u n d  die dieselben B edingungen  e rfü llt wie das Q u a d ra t des A b so lu t
w ertes e iner q u an ten m ech an isch en  W ellen funk tion . W eite r sei eine F u n k tio n  
t =  t (xv  x 2, . . . ,  x n) im  ganzen  G ebiete T  d iffe ren tie rb a r, u n d  g rad . t im  g a n 
zen G ebiete  von  N ull versch ieden . D er M axim al- bzw. M in im alv e rt der F u n k 
tio n  t sei in n e rh a lb  des G ebietes T, B  bzw. A .
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F ig . 1 . Das Coulom b- und A ustausch integral zw ischen zwei W asserstoff ls-E igenfunktionen  
als Funktion des K ernabstandes. (Ausgezogene K urven: die genauen  W erte. G estrichelte  

K urven: die Näherungsw erte berechnet m it /  =  a 1e ~ ad - ta3)

Teilen  w ir das In te rv a ll  ( A ,  B) d u rc h  die P u n k te  A  =  t0 <  ^  <  . . .  <  
<  f,-_J <^ti <C ti+i <  . . .  tr =  В  in  r Teile u n d  bezeichnen w ir das T eilgebiet von
T ,  dessen. P u n k te  P , =  {ж1, x 2, . . . ,  я;„{ die B edingung

*í—i  ^  < * ,  î h  * i-i =  ^*f (2)

erfü llen , m it T,-. D efin ieren  w ir eine m it C(i) beze ichnete  F u n k tio n  als den 
G renzw ert

j' U  • d x 1 . . . d x n
C(ti) =  Hm & -------- ---------------  (3)

rbi-o Att v '

W enn  m a n  beide S e iten  der G leichung  (3) m it Р (ь ) .Д  i,- m u ltip liz ie rt, 
ü b e r i su m m ie rt, und in  B e tra c h t z ieh t dass, wenn A ti genug klein is t , F (t() 
in n e rh a lb  T; als k o n s ta n t angesehen  w erd en  k ann  u n d  d esha lb  die M u ltip lik a 
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tio n  m it V(t{) m it der In te g ra tio n  n a c h  x v  . . . ,  xn v e r ta u sc h b a r  is t, so b ek o m m t 
m an  folgende G leichung:

в
I U  • V(t) d x 1- d x2 . . . d xn — f C ( t ) V ( t ) d t . (4)

À

E in  V ergleich m it Gl. (1) ze ig t, dass diese ein  spezieller F a ll d er Gl. 
(4) is t.

W enn  g rad . t im  ganzen  G ebiete T  endlich  u n d  v o n  N ull v e rsch ied en  ist, 
so g eh t Ti m it derselben  O rdnung  gegen N ull wie Л tj, u n d  da ( U ■ d x x d x 2 . . . 
. . . dxn end lich  is t, is t d er G renzw ert a u f  der rech ten  S eite  von  Gl. (3) endlich .

W enn  m an  m it d e r gesch ilderten  M ethode k o n k re te  R ech n u n g en  d u rch 
fü h re n  w ill, so su ch t m a n  die F u n k tio n  C(t) a n n äh e rn d  in  F o rm  einer —  durch  
q u a lita tiv e  D iskussion  des P rob lem s zw eckm ässig gew äh lten  —  N äh e ru n g s
fu n k tio n  f ( t ,  а га г, . . . ,  an) m it den n o ch  u n b estim m ten  P a ra m e te rn  a x, a 2, . . ■ 
. . ., a n. U m  die o p tim a len  W erte  d e r P a ra m e te r  zu e rm itte ln , sc h re ib t m an 
s ta t t  C(t) die N äh eru n g sfu n k tio n  /  in  d ie  Gl. (1) u n d  w e r te t  die In te g ra le  fü r 
n  solche versch iedene, einfache F u n k tio n e n  V(t) aus, m it w elchen b eide  S eiten  
der G leichung le ich t zu  berechnen  sind . D a  die positiv en  geradezah ligen  P o te n 
zen v o n  t re la tiv  einfache F u n k tio n e n  s in d , k a n n  die In te g ra tio n  in  d iesem  F alle  
im  allgem einen ohne S chw ierigkeiten  d u rch g e fü h rt w erden . (E in  an d e re r  V orteil 
d ieser W ah l is t, dass dem  M üntzschen  S a tze  en tsp rech en d  eine F u n k tio n  du rch  
ih re  geradzah ligen  M om ente e in d eu tig  de fin ie rt is t.)  D ie n au sg ew erte ten  
In te g ra le  geben n G leichungen fü r die n  u n b es tim m ten  P a ra m e te r .

D ie R e su lta te  d er M ethode w u rd e n  m it b e k a n n te n  W erten  m eh re re r 
In te g ra le  verg lichen . E in ige  E rgebn isse  s in d  g raph isch  d a rg este llt. D ie einfache 
N ä h e ru n g s fu n k t io n /  =  a xe~ai f 3 gab R e su lta te , d e ren  F eh le r im  F a lle  von
V(t) =  t~] u n g efäh r 3 % , im  Falle von  V(t) =  tk (k =  1, 3, 5) k le iner als 1%

N
w ar. D ie genauere N äh eru n g sfu n k tio n  /  =  e“‘ E  a; tl gab  R e su lta te , deren

1 =  2

F eh ler m it w achsendem  N  ra sch  ab n ah m , und  sank  in  allen  u n te rsu c h te n  F ä llen  
m it 10 gliederigen P o lynom en  u n te rh a lb  0 ,1% .

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 1.





О ЦЕНТРАХ ЛЮМИНЕСЦЕНЦИИ БРОМИСТОЙ МЕДИ*

п .  ш в и с т

ИНСТИТУТ ТЕХ Н И ЧЕС К О Й  Ф И ЗИ К И  ВАН, БУДАПЕШ Т

(Поступило 20. И. 1960)

В работах [1, 2] было обнаружено сильное влияние газов на люминес
центные свойства CuBr. При впуске воздуха или кислорода в ампулку с 
свежеприготовленным образцом наблюдалось значительное усиление низко
температурной люминесценции бромистой меди, и наоборот, при откачке 
воздуха или кислорода проявлялось ослабление свечения. Наблюдение этого 
явления подтвердило гипотезу, выдвинутую нами ранее при изучении люми
несцентных свойств системы NaBr— CuBr [3], о том, что узкие полосы люми
несценции чистой соли CuBr связаны не с объемом кристалла, как это пред
полагается в других работах [4, 5], а с явлениями, происходящими на по
верхности кристаллов бромистой меди.

Казалось естественным проверить, могут ли другие газы, кроме кисло
рода, оказывать аналогичное действие. Если «обработка» наших образцов 
другими газами ведёт к отличным от действия кислорода результатам, 
тогда при попытке объяснить вышеуказанный эффект должна быть учтена 
специфичность различных газов. В противном случае, если «обработка» 
различными по свойствам газами ведёт к аналогичным результатам, можно 
предположить, что в обнаруженном нами эффекте химическая природа газа 
не имеет значения.

Наш выбор остановился на аргоне, который, в противоположность 
кислороду, является нейтральным газом. Однако, аргон, имеющийся в нашем 
распоряжении, судя по результатам спектрального анализа, содержал 
меньше 0,02% кислорода. Поэтому, кроме аргона, содержащего следы 
кислорода, нами был использован также и водород высокой степени чистоты. 
Последний получался электролизом. Для удаления следов кислорода газ 
пропускался над платинированным асбестом, нагретым до температуры 
300° С. Система очистки водорода от водяных паров состояла из трех лову
шек, которые охлаждались жидким воздухом. Оказалось, что «обработка» 
наших образцов в аргоне, содержащем меньше 0,02% кислорода, или в

* Работа была выполнена в Физическом Институте Ленинградского Государствен- 
ного Университета в лаборатории академика А. Н. Теренина, которому автор при
носит свою глубокую благодарность.
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водороде высокой степени чистоты, даёт результаты, во всех отношениях 
аналогичные результатам опытов с кислородом (или с воздухом). Это пока
зывает, что различные по свойствам газы оказывают одинаковое действие 
на люминесцентные свойства CuBr. То есть влияние газов, по-видимому, 
сводится не к химическому, а к какому-то физическому действию их на 
поверхность исследуемых образцов.

В настоящее время ещё трудно дать надежное объяснение наблюдае
мому нами эффекту. Не исключена возможность того, что выдерживание 
CuBr в вакууме ведёт к распаду расположенных на поверхности центров 
люминесценции, а газ, наоборот, стабилизирует эти центры. Такими цен
трами могли бы быть, например, атомы Си координационно окруженные 
атомами или ионами брома как-то иначе, чем в объёме CuBr. Как известно, 
бромистая медь легко распадается.Поэтому возможно, что при длительной 
откачке на поверхности кристалла создаются условия для обогащения 
медью, и образец перестает люминесцировать. Газ, как таковой, может 
препятствовать удалению брома с поверхностного слоя, что ведёт к стаби
лизации центров и восстановлению люминесценции. На возможность уча
стия брома в центрах люминесценции указывает и то обстоятельство, что 
введенная в NaBr в больших количествах CuBr (порядка 1 мол.%) люминес- 
цирует и при комнатной температуре [3], тогда как сама CuBr при комнатной 
температуре не люминесцирует. Здесь, по-видимому, проявляется наличие 
избытка атомов (ионов) брома на поверхности CuBr.
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J o h n  Ж. B l a t t , V i c t o r  F. W e i s s k o p f , Theoretische K ernphysik, 
B . G. T eubner V erlagsgesellschaft, Leipzig, 1959. 739 S.

Das Erscheinen der deutschen Ü berset
zung der englischen M onographie von  J ohn 
M. B latt  und V ic t o r  F. W e is s k o p f  »Theo
retica l Nuclear Physics« wird von  den 
deutschlesehden, sich für die K ernphysik  
interessierenden Physikern und Studierenden  
lebhaft begrüsst. Schon das D urchsehen der 
in  den kernphysikalischen Arbeiten der ver
gangenen Jahre zitierten Literatur zeigt, wie 
dieses Buch die E ntw icklung der K erntheorie  
befruchtet hat. D ie  jüngste G eneration der 
K erntheoretiker wurde durch dieses B uch in  
die theoretisch —  kernphysikalische For
schungsarbeit eingeführt, und der arbeitende  
Forscher fand im  »B la tt .—W e is s k o p f « 
einen zuverlässigen Gehilfen.

Zwischen dem  Erscheinen der englischen  
und der deutschen Ausgabe verflossen  sieben  
Jahre; eben diese Jahre haben das A ufblühen  
des Schalenm odells, die Geburt des K ollek tiv 
m odells und des optischen M odells, d ie E n t
deckung der P aritätsverletzung sow ie andere 
interessante Entw icklungen m it sich  ge
bracht. (B r ü c k n er s  Arbeiten, Untersuchung  
direkter M echanism en in  den K ernreaktio
nen .) Angesichts dieser Tatsachen kann na
türlich  nicht erwartet werden, dass das Buch  
v o n  B latt  und W e is s k o p f  den gegenw ärti
gen Zustand der K erntheorie treu  w ider
spiegle. D och is t  es berechtigt zu glauben, 
dass es seinen vornehm en P latz unter den 
theoretisch-physikalischen W erken noch lange 
bew ahren wird. Ebenso wie das im  Buch  
dargestellte M aterial in  der h istorischen E n t
w icklung als ein Fundam ent für die nachfol
genden E ntw icklungen diente, kann der S tu
dierende seine K enntnisse getrost a u f diesel
ben Grundlagen aufbauen.

W enn m an die Darstellungsw eise des 
B uches von B la tt  und W e is s k o p f  charak
terisieren will, m uss m an vor allem  die b eson
dere Vorliebe der Autoren für anschaulich
physikalische Überlegungen hervorheben. 
N ich t nur die neu eingeführten kernphysika
lischen Begriffe werden auf diese W eise  
erläutert, sondern auch die verw endeten

Id een  der Q uantenm echanik (z. B. A n tisy m 
m etrie der W ellenfunktion, F erm i-Statistik , 
Spinzustände) werden durch anschauliche  
B etrachtungen dem Leser näher gebracht. 
D iese D arstellungsw eise bewirkt, dass der 
G eist der theoretischen Kernforschung (V er
w endung von  anschaulichen Vorstellungen, 
P lausib ilitätsbetrachtungen , Analogien, u sw .)  
dem  Leser m it Erfolg eingeprägt wird. D er  
T ext is t  n icht allzu knapp gefasst, was das 
B uch  leicht lesbar m acht. Das B estreben  
nach  Anschaulichkeit bringt es m it sich, dass 
auf die m athem atische Strenge m anchm al 
weniger Nachdruck ge legt wird und das  
b ed eu tet, dass der Leser, der den F orm alis
m us des behandelten Stoffes beherrschen  
will, die Ausführungen oft selbstständ ig  
durcharbeiten und ergänzen m uss, was n atü r
lich sehr lehrreich ist. D azu muss er aber m it  
den G rundprinzipien der Q uantenm echanik  
inn ig  vertraut sein und Erfahrungen in  der 
Lösung quantenm echanischer Probleme b e
sitzen .

D a s behandelte M aterial wurde folgender- 
m assen eingeteilt. A u f das erste K apitel, das 
eine Ü bersicht der allgem einen Eigenschaften  
des K ern s  (I. Q uantenzustände, B indungs
energie, S tab ilität und In stab ilitä t, R ad iu s, 
Coulom b-Schwelle, Spin, elektrom agnetische  
M om ente, S tatistik ) darstellt, fo lgen  
vier K ap ite l, die das Problem  der K ernkräfte  
und die dam it eng verknüpften  Zwei-, D rei- 
und Vierkörperprobleme behandeln (II. Zw ei
körperproblem e bei niedrigen Energien; III. 
K ernkräfte; IV. Zweikörperprobleme bei 
hohen Energien; V. Drei- und Vierkörper
problem e). D anach fo lgen  zw ei K apitel über  
Kernspektroskopie  (VI. A llgem eine Theorie; 
VII. Spezielle  M odelle), sow ie drei K apitel, 
in  denen  die Theorie der Kernreaktionen  
dargestellt wird (VIII. A llgem eine Theorie;
IX . A nw endung der T heorie au f Experim ente;
X . Form ale Theorie). N ach  dem  kurzen X I . 
K apitel über spontanen Zerfall von K ernen  
wird die Theorie der K ernstrahlungen darge
legt (X II . W echselw irkung von  Kernen m it  
elektrom agnetischer Strahlung; X III. B eta-
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Zerfall). Zum Schluss, im  X IV . K apitel, wird 
e in e  knappe Zusam m enfassung über unsere 
V orstellungen  v o n  der Schalenstruktur der 
K erne  gegeben.

Im  K apitel über das Zweikörperproblem  
bei niedrigen (d. h. kleiner als 10 MeV) Ener
g ien  fin d et m an eine D iskussion des D eutero
nenproblem s (B indung, elektrom agnetische  
M om ente), d ie eingehende Theorie der N eu- 
tronen-P rotonenstreuung (Theorie der effek
tiv en  R eich w eite , E influss der chem ischen  
B indung, kohärente Streuung, E influss der 
Tensorkraft), und auch die U m risse der Theo
rie der P rotonen-Protonenstreuung.

Im  nachfolgenden K apitel über die K ern
kräfte wird die S tab ilität gegenüber K ern
kollaps d isk utiert, die A ustauschkräfte wer
den eingeführt und die Sättigungsbedingun
gen für die allgem einste K om bination der 
A ustauschkräfte und Tensorkräfte aufgestellt. 
A bschliessend fo lgt eine sehr nützliche, v iel 
zitierte Beschreibung des Isotopenspinform a- 
lism us’. —  In  der E inleitung dieses K apitels 
fin d et m an die folgende Ä usserung der Ver
fasser: »E s kann sein, dass die Darlegungen  
dieses K ap itels durch künftige E ntdeckun
gen bald überholt sind.« H eute sieht m an, 
dass sie r ich tig  geurteilt haben. D ie E n t
w icklung ging aber n icht in  der R ichtung der 
M ehrkörperkräfte, w ie die A utoren es ver
m uteten; a u f Grund der Arbeiten von B r ü c k 
n e r  u. a. sieh t m an heute die Ursache der 
A bsättigung in  der E xistenz des harten  
Rum pfes (»hard core«) der N ukleonén . Es 
is t  in teressant zu erwähnen, dass es eben  
W e is s k o p f  war, der (in 1957, zusam m en m it 
G om es und W a lec k a ) klar und anschaulich  
erklären konnte, wie ein ahstossender R um pf 
m it dem  kleinen R adius von  0,4 ferm i zur 
norm alen D ichte  der K ernm aterie und da
durch zur A bsättigung führen kann.

In den kurzen IV . und V. K apiteln  findet 
m an die fundam entalen T atsachen über 
N eutronen-P rotonen und Protonen-Protonen
streuung bis 350 MeV, bezw. einiges über die 
B ehandlung der Drei- und Vierkörperprob
lem e (T riton , Alpha-Teilchen; Vergleich der 
B indungsenergien von  H 3 und H e3, und die 
L adungsunabhängigkeit der K ernkräfte).

K ap itel V I und V II, deren T itel die g e 
m einsam e Bezeichnung »K ernspektroskopie«  
enthalten , sind diejenigen, die heute v ielleich t 
m it den w esentlichsten  Veränderungen neu 
geschrieben werden m üssten. D ie E ntw ick
lung des Schalenm odells und des K ollek tiv 
m odells erlauben uns heute , v iele  G esetz
m ässigkeiten  der K ernspektren m it der 
K ernstruktur in Zusam m enhang zu bringen. 
Im  K ap itel VI werden die kernspektroskopi
schen T atsachen  halbem pirisch und ph äno
m enologisch  betrachtet (System atik  stabiler  
K erne, halbem pirische M assenform el, Sym 
m etrieeffek t, m agnetische M om ente, K lassi

fizierung von K ernniveaus). D ie D eutung der 
T atsachen  auf Grund spezieller M odelle wird 
im  K apitel VII versucht. D ie D iskussion, die 
sich  au f das statistische  Modell von W ig n e r , 
a u f das E inzelteilchenm odell (ohne Spin- 
B ahnkopplung), a u f das A lpha-T eilchen
m odell und auf das Tröpfchenm odell aus
dehnt, schliesst m it kritischen und negativen  
F eststellun gen  und wurde schon in  einer  
F ussnote  zur russischen Ausgabe (1954) als 
»zum  Teil vera ltet«  bezeichnet.

D ie Besprechung der K ernreaktionen  
w ird von  einem  K apitel, das den T itel »A llge
m eine Theorie« trägt, eingeleitet. H ier fin d et  
m an die Erklärung fundam entaler B egriffe  
(K anal, Q-Wert, W irkungsquerschnitte), die 
elem entare Q uantenm echanik von Streuung  
un d  Absorption, die B estim m ung v o n  W ir
kungsquerschnitten aus den G renzbedingun
gen für r =  R  und die Begründung des R e
ziprozitätssatzes. D anach  findet m an die A us
einandersetzung der grundlegenden B o h r- 
schen Idee des Compoundkerns. A u f diese 
Grundlage wird dann die K ontinuum stheorie  
aufgebaut, deren begrenzte G ültigkeit den 
A nlass für die A ufstellung des optischen  
M odells von W e is s k o p f  bildete. D ie  B espre
chung der Poten tia lschw ellen  wird durch die 
lehrreiche A nalogie zu einer Verzw eigung von  
W ellenleitungen ergänzt. In dem selben K api
te l  werden noch dem  Zerfall des Com pound
kerns (Verdam pfungsm odell, Sekundäre R e
aktionen) die q u alita tiven  sowie die quanti
ta tiv en  Aspekte der Resonanztheorie behan
delt (D efin ition  und Interpretation v o n  Г  und 
D , Verhalten von  W irkungsquerschnitten in  
Schw ellennähe, Zerfallende Z ustände, Spin
und Bahndrehim puls).

Anschliessend fo lgt ein K apitel, in  dem 
die Anwendung der allgem einen Theorie auf 
Experim ente besprochen wird. R eaktionen, 
die durch N eutronen, Protonen und Alpha- 
Teilchen sowie v o n  Deuteronen ausgelöst 
werden, werden betrachtet.

Das K apitel »Form ale Theorie« enthält 
eine Besprechung der Streum atrix, der Erhal- 
tungs- und R eziprozitätssätze, der W inkel
verteilung der R eaktionsprodukte (auch  deren 
Einschränkungen, die aus Sym m etrieüberle
gungen folgen) sow ie der WiGNER-Formel für 
mehrere N iveaus. Der T itel des K ap itels ist 
vielleich t irreführend: es wird hier n ich t ein 
Form alism us im  Sinne der L ip p m a n n —  
ScHWiNGERschen Arbeiten dargestellt, son
dern die form alen M ittel und E igenschaften  
der Theorie werden m öglichst anschaulich  
erläutert. —  D ie drei K apitel, die d ie Theorie 
der K ernreaktionen enthalten , sind die 
schönsten, w ertbeständigsten  K ap itel des 
Buches.

Nach einer kurzen Zusam m enfassung der 
Theorie des spontanen Zerfalles v o n  Kernen 
und der bezüglichen experim entellen  Daten
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folgen zwei K ap ite l, die die W echselw irkung  
v o n  Kernen m it der Gam m a- hezw. Beta- 
Strahlung behandeln. H ier f in d e t m an die 
allgem eine Beschreibung der M ultipolfelder 
und der Ausw ahlregeln, die korrespondenz- 
m ässige B ehandlung der Strahlungsüber
gänge; danach fo lgt die eingehende Theorie 
der W echselw irkung des Zweikörpersystem s 
m it dem Strahlungsfeld , die Theorie der inne
ren U m w andlung sowie eine Besprechung der 
isom eren Übergänge und der K ernreaktionen, 
in  denen G am m a-Q uanten b ete ilig t sind. Im  
K apitel über B eta-Z erfall f in d e t m an eine 
Beschreibung der physikalischen Problem a
tik , die zur A ufstellung der FERMI-Theorie 
führte; danach wird die FERMi-Theorie einge
hend auseinandergesetzt (Auswahlregeln, 
M atrixelem ente, W inkelkorrelation, Spek
trum , Lebensdauer). Wer d iese Form  der 
Theorie des B eta-Zerfalls, die die Erhaltung  
der Parität annim m t, verstanden  und durch
gearbeitet hat, w ird im stande sein , die neuere, 
korrekte Theorie m it Paritätsverletzung leicht 
zu verstehen und deren Form alism us zu 
beherrschen.

Im  letzten  K ap itel werden die experim en
tellen  Grundlagen und die fundam entalen

Ideen des Schalenm odells (m it starker Spin- 
Bahnkopplung) zusam m engefasst.

In den beiden  sehr nützlichen A nhängen  
fin d et man eine Zusam m enfassung des For
m alism us’ der D rehim pulsoperatoren und der 
M ultipolfelder.

Es muss hervorgehoben werden, dass das 
B uch  zahlreiche O riginalresultate der A u to
ren enthält. H auptsäch lich  muss a u f die Ar
b eiten  von W e is s k o p f  über K erntherm ody
nam ik, über die K ontinuum stheorie und 
über elektrom agnetische E inteilchenübergän
ge hingewiesen werden. Auch der W e is s - 
KOPFsche Erklärungsversuch für die G ültig
k e it des Schalenm odells auf Grund des P ault- 
Prinzips muss hervorgehoben werden; diese 
Id ee ist grundlegend in  den späteren w ich ti
gen  Arbeiten von  B r ü c k n e r .

Durch sein reichhaltiges L iteraturver
zeichnis wird das B u ch  auch bei e ingehende
rem  Studium  von  Einzelproblem en zum  L eit
faden  und zur effek tiven  H ilfsquelle.

Der mässige Preis erm öglicht die A nschaf
fung des Buches auch  denen, die sich  die 
teuere englische O riginalausgabe n ich t leisten  
konnten .

G. Gy ö r g y i
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SMALL-ANGLE COHERENT SCATTERING OF 500 keV
ELECTRONS

B y

I .  B e b k e s  and I .  D e m e t e r

CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, BUDAPEST

(Presented by L. Jánossy. —  R eceived 29. II. 1960)

Sm all-angle coherent scattering o f 502 keV  electrons on th in  A1 and Ag foils has been  
investigated . The electron energy was determ ined by m easuring the accelerating v o ltage  by  
m eans of a rotating field  m eter. The values o f  w ave lengths calculated from  the accelerating  
voltage and measured from  the diam eter of diffraction rings agree w ithin  the error o f m ea
surem ent o f ± 1 ,5 % .

T he Debye-—S cherrer e lectron  d iffrac tio n  p a tte rn s  serve  as a classical 
v e r if ic a tio n  o f th e  w ave p ro p e rty  of e lec trons. In  o rd er to  p rove  th e  energy  
d ep en d en ce  of w av e len g th , e lectron  sc a tte r in g  ex p erim en ts  h av e  to  be  p e r
form ed a t  vario u s energ ies. H ow ever, fo r increasing  energies th e re  is a decrease 
in  w av e len g th  an d  th u s  in  th e  d iam e te r  o f  each rin g . T herefo re , a t  h ig h er 
energies th e  rings becom e diffuse in  re g a rd  to  th e ir  d iam ete rs , th e  closer ones 
m erge in to  each  o th e r, w hile th e  rings o f  low er in ten s itie s  fuse in to  th o se  of 
h ig h er in ten s itie s  or in to  th e  in co h eren t b ack g ro u n d . M easurem ents o f  th is  
k in d  w ere carried  o u t on electrons up  to  a b o u t 1000 keV  energy . As sc a tte r in g  
ta rg e ts  A l, Ag and  A u foils w ere used [1— 5].

In  th e  m a jo r p a r t  o f th e  ex p erim en ts  carried  th ro u g h  up  to  now  th e  b eam  
co llim ation  w as so po o r th a t  scarcely  2■— 3 rings could  be d is tin g u ish ed ; a t  
h ig h er energies (220 keV ) i t  w as only  R u p p  [2], w ho succeeded  in  reso lv ing  
seven rings using  a gold foil as ta rg e t. T he ex p erim en ts  —  as fa r  as a q u a n ti ta t iv e  
ev a lu a tio n  w as possible a t  all —  verified  d e  B r o g l ie ’s th e o ry  w ith in  th e  ex p e 
rim e n ta l accu racy , i.e. w ith  an  e rro r of 3— 2 0 % , th e  sm aller va lues co rresp o n d 
ing to  in v es tig a tio n s  ca rried  o u t a t  low er energies.

T he a lu m in iu m  sc a tte r in g  ta rg e t  u sed  in  our ex p erim en ts  w as p re p a re d  
by  v acu u m  ev ap o ra tio n . A lum inium  w as deposited  on to  a g lycerine-coa ted  
glass p la te . T he foil th u s  o b ta in ed  was a b o u t 0,06 m g/cm 2 th ic k . T he e lec tro n  
beam  w as p roduced  in  our 1 MeV V an de G raaff g en e ra to r [6]. T he e lec tro n  
c u rre n t s tru c k  th e  s c a tte r in g  foil a f te r  h av in g  passed  th ro u g h  a 0,5 m m  d iam . 
co llim ato r an d  th e  sc a tte re d  e lectrons w ere d e tec ted  on a film  p laced  a t  a d i
s tance  of 42 cm  from  th e  foil. In  order to  o b ta in  a b e tte r  re so lu tio n  o f th e  rings 
of v a rious in te n s itie s  sev e ra l ru n s  w ere m ad e  using  d iffe ren t illu m in a tio n s . In  
th e  F ig u re  th e  th ree  d ip h ra c to g ra m s are  copied to  a single p ic tu re .

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 2.
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F ig. 1. Sm all-angle coherent scattering by alum inium . Som e o f the D ebye— Scherrer rings are
labelled w ith  the. M iller indices

The acce le ra ted  e lec trons a tta in e d  502 keV  en e rg y  (Я =  1,41 • 10~10 cm ). 
T h e  v o ltage  w as m easu red  w ith  an  e rro r o f i l , 5 % . O w ing to  th e  given d ia 
m e te r  of th e  p r im a ry  beam , to  th e  an g u la r sp re a d  (sem i-cone angle  o f a n g u la r  
sp re a d  was fo u n d  to  be 5 • 10-4 rad ian s) a n d  to  th e  m u ltip le  sc a tte r in g  o ccu rr
in g  in  th e  fo il th e  rings a re  b ro ad en ed . T h e  m ean  d ia m e te r  o f th e  rings w as 
d e te rm in ed  m icroscop ica lly  ( th a t  o f som e o f low er in te n s itie s  v isu a lly ) an d  th e  
sc a tte r in g  ang les for m ax im u m  in ten s itie s  as ca lcu la ted  a n d  m easu red  are  
show n in  th e  T ab le . T he in te n s i ty  ra tio s  o f in d iv id u a l rings are  in  q u a lita tiv e  
ag reem en t w ith  tho se  re p o rte d  in  th e  l i te ra tu re  for low er energ ies [7, 8]. R ing  
(440) could n o t  be  id en tif ied  because  of its  low  in te n s ity  as w ell as som e o f th e  
rin g s  ly ing  closer fused  in to  each  o th e r. T he m easu red  va lu es  o f a n g u la r  s c a t te r 
in g  show  a d e v ia tio n  of — 1,5%  to  -j-2 ,5%  from  th e o re tic a l re su lts . T he cause 
o f  th is  sp read  is th e  u n c e r ta in ty  in  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  line cen te r . T h e

A cta  Phys. H un g . Тот . X I I .  Fasc. 2.
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m ean  d ev ia tio n  w as fo u n d  to  be + (1 ,1  +  0 ,3)%  w hich  falls w ith in  th e  accu racy  
o f v o ltag e  m easu rem en t. T h u s th e  en erg y  dependence o f  w av e len g th  is verified  
b y  ou r m easu rem en ts  to  a precision  o f  + 1 .5 % .

Table

Miller indices 
hi

2" hj
i=1 102 ft calculated 102 ft m easured

111 3 0,609 0,60
200 4 0,703 0,72
220 8 0,993 0,99
311 11 1,162 1,19
222 12 1,215 1,21
400 16 1,400 1,42
331 19 1,53 1,58
420 20 1,57
422 24 1,72 1,75
333 27 1,82 1,87
440 32 1,98 —
531 35 2,08

2,12
600 36 2,10
620 40 2,22 2,22
533 43 2,30
622 44 2,32 2,33

T h an k s are  due to  D r. P . S z a b ó  for he lp fu l discussions.
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КОГЕРЕНТНОЕ РАССЕЯНИЕ 500 КЭВ ЭЛЕКТРОНОВ ПОД МАЛЫМИ УГЛАМИ
и. б е р к е ш  и  и . д ем етер

Р е з ю м е
Исследуется малоугловое когерентное рассеяние 502 КЭВ электронов на фольге 

А1 и Ag. Энергия электронов определяется измерением ускоряющего напряжения. Напря
жение измерялось ротационным прибором для измерения поля. Диаметры диффракцион- 
ных колец, вычисленные из энергии, согласуются с измеренными в пределах точности 
измерений ±  1,5%.

1* Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 2 .





DER BEITRAG DER OKTUPOLKRÄFTE ZU DEN VAN 
DER WAALSSCHEN ATTRAKTIONEN

Von

F.  B e r e n c z
INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITÄT, SZEGED 

(У orgelegt von A. K ónya. —  E ingegangen 15. III. 1960)

B ei der U ntersuchung der W echselw irkungen zweier H elium atom e w ird festgeste llt, 
dass die D ipol-O ktupol-Energie grössenordnungsm ässig der D ipol-Q uadrupol-Energie gleich  
ist, sodass in  Näherungsverfahren bei konsequenten R echnungen beide entw eder berücksich
tig t oder ausser B etracht gelassen werden müssen.

I n  einer frü h eren  A rb e it [1] w u rd e  der A u sd ru ck  fü r die W echselw irkung  
zw ischen  zwei M olekülen so v e ra llg em ein ert, dass d ie  höheren  M ultipo lw echsel
w irk u n g en  auch  b e rü ck sich tig t w erd en . Die Rolle d e r höheren  M ultipo lw echsel
w irk u n g en  bei den v a n  d e r W aalsschen  A n z ieh u n g sk rä ften  soll be i d e r W echsel
w irkung  zw eier H e liu m ato m e  g e p rü ft w erden.

E s w ird  angenom m en, dass zw ei H e lium atom e im  G ru n d zu stan d e  so w eit 
von  e in an d e r e n tfe rn t s in d , dass d er K e rn a b s ta n d  R  im  V erhä ltn is  zu r M asse 
der H eliu m ato m e sehr gross is t, dass h e iss t, dass die L ad u n g en  der A to m e  e in an 
der n ic h t überdecken . I n  diesem  F a lle  sollen die d u rc h  r al u n d  r a2 gegebenen 
E le k tro n e n  zum  K ern  a u n d  die d u rch  rb\ u n d  rb2 gegebenen  E le k tro n e n  zum  
K ern  b gehören . Die E ig en fu n k tio n , w en n  sich die A to m e  im  Z u stan d e  К  bzw . 
x  b e fin d en , h a t  d ann  die folgende F o rm :

Hfc -̂ 6* Vafri(r<n) WakÁraú VAi(Ui) Wbw^Jbi) ■ (1)

D er G ru n d z u s ta n d  des S y stem  is t der d u rch

kl — =  x ̂  =  x2 ~  0

gekennzeichnete  Z u stan d . D ieser is t k u g e lsy m m etrisch . D ie S tö rungsenerg ie  
der e rs ten  N äh eru n g  is t  fo lg lich  gleich N ull, und  fü r  d ie  S tö rungsenerg ie  in  
zw eiter N ä h e ru n g  e rg ib t s ich  das fo lgende R e su lta t:

wo

A E 2 =  2 '
к,*

IV  I2 I Koo,m
2 E n -  E„

Ko,hx — j' По Ho * (a j> )  Hi И  d x

( 2)

Acta P hys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 2.
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W ie b e k a n n t, b e trä g t  d ie E nerg ie  des G ru n d zu stan d es  eines H e liu m ato m s 
24,463 eV u n d  dieselbe des e rs ten  an g e reg ten  Z u stan d es  4,7 eV [2], folglich 
lie g t die E n erg ie  aller d isk re ten  Z u s tä n d e  zw ischen 20 u n d  24,5 eV. D ie in  (2) 
s teh en d e  S um m e w ird  m it d er N ä h e ru n g  b e rech n e t, dass im  N enner je d e s  Glied 
g le ich  dem  Io n isa tio n sp o te n tia l genom m en  w ird. I n  d iesem  F alle  e rg ib t sich 
a u f  G ru n d  des in  der A rb e it [1] angegebenen  m atrix a lg eb ra isch en  Z u sam m en 
h an g es  fü r  die S tö rungsenerg ie  der zw eiten  N äh eru n g  das folgende R e su lta t:

/I p  —  ̂ 'V ' \V  I2 — )oo,oon l í j 2 —  o r , ^  I y 0 0 ,kx\ —
ZJb,0 k,x 2 E n

(3)

D er A u sd ru ck  fü r  V n im m t ebenfalls a u f  G ru n d  der in  d e r A rbeit [1] angegeben 
a llgem einen  P o ten tia lg le ich u n g  die fo lgende F o rm  a n :

^  ( x a li £f>l/ "k *021 %b2j 2 x a3i ^ b 3 j)  ~Ь
R  i , j = 1

+  W  L  2  И  j  — x 03i SJ +  ( 2 x a l i  fft l j  +
2 R 4 iJ=l

2x a2i ~ h9j 3x a3i ^ b 3 j)  i X a2i £&3/)J “t-

3 e2 2
+ _>' И  s) — 5r? £b3j - 5xa3i sJ — 15^3, i 2b3j +

4 R® a ix

~1 2 ( x a l j £ bi j  -j- x a3j f;,2j  4 aö3í f fc37)2] -|-

1 2  2
+  ^  [ — 3 (rf s2) (xali Çblj  +  x a2i | a2;) — 4 я а3/ i b3j) +

2 R°

3 (Зл:а1, fftiу -f- 3xa2, Çb2j 4лсазг s J37j  (#23, ^b3j) H-  • • • ] •

S u b s titu ie re n  w ir (4) in  (3):

(4)

e4

E 0 R6
(r4)oo (r2)oo H“

+
21

5R4 И § о  +
4

R 4 (r6)oo (г2)бб +  • • • •

( 5 )

I n  d iesem  E n e rg ieau sd ru ck  re p rä se n tie rt d ie  erst*  S um m e die D ipol-, d ie  
zw eite  die D ip o l-Q uadrupo l-, d ie d r it te  d ie  Q uadrupol- u n d  die v ie rte  die 
D ip o l-O k tu p o l-E n erg ie . Z u r B erechnung  d e r einzelnen E n e rg ien  w erden die 
SLATERschen E ig en fu n k tio n en  [3] b e n u tz t, d ie  fü r  ein je d e s  H eliu m ato m  die

Acta P hys. H u n g . Тот . X I I .  Fase. 2.
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folgende Gestalt haben:

r r _1 z  — s r
exp

«o ) n a0
( 6 )

wo re =  1 und z —  s =  1,6875 ist. A uf Grund dieser E igenfunktionen ergeben 
sich gem äss dem A nhang für die in  (5) stehenden M atrixelem ente die folgenden  
R esultate:

( r2)oo =  1 >0 5  «o » (r^ oo  =  2 ’7 9  ao u n d  ( r6)oo =  1 3 >64 ajj. ( 7 )
R

Mit diesen W erten und m it der B ezeichnung Q = -----nim m t der Ausdruck der
°o

Störungsenergie in zw eiter Näherung die folgende Form an:

A E 0
2 «0 Eo Í?6 

9,70  

в 6

0,739 +  A » !  +  2 1 ^  +  3 8 ^  +

(8)

Beziehen wir nun die G leichung (8) a u f das van der W aalssche M inim um , das 
im  Falle zweier H elium atom e um q =  5,5 liegt. E s ergibt sich dann, dass die 
Dipol-Q uadrupol-Energie 26% , die Quadrupol-Quadrupol-Energie 3% , die 
Dipol-O ktupol-Energie 6%  der D ipol-D ipol-Energie ist. Die zw ei letzteren  
sind also grössenordnungsm ässig gleich einander.

*

Ich danke auch an dieser Stelle Herrn Dr. J .I . H o r v á t h  für die Durchsicht 
des M anuskriptes und für seine w ertvollen Ratschläge.

A nhang

Der Norm ierungsfaktor wurde auf Grund des Zusam m enhanges [4]

J zn exp  (— xz) d z  =  — (für ganze p ositive n)
0 %

berechnet:

f г 2П -2
exp

) u0

z  — s r

a0 ;
r2 dr (2ra)!

\ 2 n + l
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der N orm ierungsfaktor hat also die Form:

«o

n
(2n)T

2n + l

M it diesem  N orm ierungsfaktor ergeben sich für die M atrixelem ente die fol
genden Ausdrücke:

(r2)oo =

z  — s 2n + l

«о (2гс)! П 2П 2«o

z — s r
r2n+2exp I — 2 ------------------ dr

n  an

( 2 n  +  2 )  ( 2 n  - f  1 )

z  — s a<)>

И о о  =
(2n  +  4) (2n +  3) (2n +  2) (2n  +  1)

Z —  S l 4 Jo ’

, fi'v _ (2re +  6) (2n -)- 5) (2n -|- 4) (2n +  3) (2ra + 1 )  4
lr /oo — I Z i  «o •z — s
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Д Е Й С Т В И Е  О К Т У П О Л Ь Н Ы Х  СИЛ В П Р И Т Я Ж Е Н И И  ВА Н  Д Е Р  ВААЛЬСА

Ф. Б Е Р Е Н Ц

Р е з ю м е

При исследовании взаимодействия двух атомов гелия определяется, что дипольно- 
октупольная энергия по порядку величины согласуется с дипольно-квадрупольной энер
гией, и, таким образом, при последовательном расчёте или обе принимаются во внимание, 
или обеими необходимо пренебречь.
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A  200 kV  horizontally arranged accelerator has been developed and bu ilt for the pro
ducing o f neutrons in the T 3(d, re) He4 reaction . Operating and focusing cond itions of the  
apparatus were investigated . A  net ion current o f 200— 300 (lA  could be focused on the target. 
The neutron yield  as m easured from  a Zr-—T target was found to be, for a clean target, 3 • 107 
neutrons//« Coul.

In  re c e n t years an  increasing  n u m b e r  of devices h a s  been d ev e lo p ed  in  
w hich  n e u tro n s  are p ro d u ced  by  m eans o f the T 3(d, n )H e 4 nu c lea r re a c tio n . 
T he use o f th is  reac tio n  as a n e u tro n  sou rce  is in  m a n y  cases v e ry  co n v en ien t, 
since th e  m ax im um  cross section  for th e  reac tio n  a p p e a rs  a t re la tiv e ly  low 
v o ltag es , th a t  is a t  a b o u t 120 kV. In  th is  ran g e  th e  cross sec tion  v a lu e  exceeds 
b y  a b o u t tw o orders o f m ag n itu d e  t h a t  o f th e  D 2(d, n) H 3 reac tio n , a lso  fre 
q u e n tly  in  use fo r n eu tro n  gen era tio n . T h is  la rge  cross sec tio n  p e rm its  to  o b ta in  
a considerab le  n eu tro n  y ie ld  even a t  low  vo ltages. 10® n eu tro n s/ [X C oul have  
been  m easu red  in  ex p erim en ts  on a th ic k  Z r— T ta rg e t  for 200 keV  en erg y  
d eu te riu m  ions [1]. In  low  vo ltage  acce le ra to rs  fa ir ly  h ig h  cu rren ts  can  be 
focused on th e  ta rg e t. T h u s  in  some e x p e rim e n ts  i t  h as  b e e n  possible to  focus 
for a sh o rt tim e  10 m A  a n d  in  con tin u o u s o p era tio n  5 m A  on th e  t a r g e t  [2]. 
I n  th is  w ay  th ese  devices m a y  y ield  u p  to  10®— 1012 n eu tro n s/sec .

A sim ila r h igh  y ie ld  n e u tro n  source w as req u ired  fo r th e  re sea rch  p ro 
g ram m e in  re a c to r  physics p lan n ed  a t  th e  C en tra l R esea rch  In s t i tu te  o f  P h y 
sics. W ith in  th e  scope of th is  p rog ram m e o f in v e s tig a tin g  am o n g  o ther p ro b lem s 
th e  p ro p e rtie s  o f organic m o d era to rs , as a  f ir s t  s tep , th e  device w ill be  used  
for m easu rem en ts  of d iffusion  co n stan ts  a n d  diffusion le n g th . F o r th is  p u rp o se  
th e  n eu tro n s  h av e  to  he g en e ra ted  in  a p u lse d  opera tio n .

In  th e  follow ing th e  b u ild in g  of th e  p u lsed  n e u tro n  sou rce  an d  som e o p e ra 
tio n a l experiences w ill he re p o rte d .

D escrip tion  of a p p a ra tu s

A schem atic  draw ing  o f  th e  a p p a ra tu s  is given in  F ig . 1. The n e u tro n  
g en era to r is a c tu a lly  a 200 kV  p artic le  acce le ra to r  b y  w hich  d eu te riu m  ions are  
accelera ted . T h e  accelera ting  tu b e  is h o rizo n ta lly  a rran g ed . T h e  com ponen ts 
o f th e  h igh  v o ltag e  p a r t  o f th e  a p p a ra tu s  a re  fed  from  a 3 kV A  single p h a se  
g en e ra to r d riv en  b y  an  asyn ch ro n o u s m o to r k e p t a t g ro u n d  p o ten tia l. T h e
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sh a fts  o f th e  m o to r a n d  th e  g en e ra to r  a re  co nnec ted  b y  a p lex ig lass ro d , 50 m m  
in  d ia m e te r  a n d  500 m m  long. T h e  sm all ax ia l d e v ia tio n  b e tw een  th e  shafts  
is  co m p en sa ted  b y  tw o  elastic  c lu tch es.

T he acce le ra tin g  tu b e  is d ire c tly  connected  to  th e  oil d iffu sion  pum p  
su sp en d ed  on  a s ta n d  an d  p ro tru d e s  in to  th e  co ro n a  shield as seen  in  F ig . 1. 
T h e  ion  source is p la c e d  on th is  p ro tru d in g  e n d  o f  th e  acce le ra to r  colum n 
while th e  o th e r  en d  is occupied b y  th e  tr i t iu m  ta rg e t .

T h e  ra d io fre q u e n cy  ty p e  io n  source w as b u i l t  accord ing  to  th e  design 
described  b y  E rő [3]. T he osc illa to r responsib le  fo r  th e  d ischarge  has an  o u t
p u t  o f 300 W  a t  50 Me freq u en cy . Owing to  th is  h igh  o sc illa to r o u tp u t, th e  
ra so th e rm  glass envelope  b u rn t th ro u g h  sev era l tim e s  and  also  th e  glass s u r 
ro u n d in g  th e  q u a r tz  probe b u rn t  u p  a fte r sh o rt u se . T herefore we decided to  
use exclusively  silica  glass an d  since th e n  no fa ilu re s  of such n a tu re  occurred .

T h e  p u lsa tio n  o f  th e  ion c u rre n t, th a t  is o f n e u tro n  p ro d u c tio n , is ach ieved  
b y  p u ls in g  th e  e x tra c tin g  v o ltag e . W ith  th is  m e th o d  i t  is e a sy  to  produce  
n e u tro n  b u rs ts  o f a few  /xsec d u ra tio n  as re q u ire d  in  th e  p la n n e d  experim en ts. 
F u rth e rm o re , th is  m e th o d  of p u lsa tio n  leads to  a fa r  b e tte r  n e u tro n  y ield  th a n  
th a t  o f sw eeping th e  ion c u rre n t before th e  s lit .  C h arac te ris tics  o f th e  pulse 
g en e ra to r  used  for p u lsing  th e  e x tra c tin g  v o ltag e  a re  the  fo llow ing: P u lse  w id th  
2 — 10 fisec, re p e tit io n  freq u en cy  50 — 1000 p e r  second an d  p u lse  h e ig h t up  to  
8kV . T h is  pu lse  g en e ra to r tr ig g e rs  a t  th e  sam e tim e  th e  o sc illa to r. T his la t te r  
s ta r ts  to  w ork  som e /tsecs p rio r  to  th e  a p p ea ran ce  of th e  e x tra c tin g  pulse an d  
ceases to  o p e ra te  a  few  ,usecs a f te r  te rm in a tio n  o f  th e  e x tra c tin g  pulse. T he ion  
pulse  w id th  w as a sce rta in ed  to  be  equal to  th e  e x tra c tin g  p u lse  w id th , a t  le a s t, 
w ith in  an  accu racy  of 0 ,1— 0,2 /xsec.

T h e io n  focusing  o p tica l sy stem  co n sis ts  of tw o e le c tro s ta tic  lenses, 
n am ely  th e  p refocusing  lens a n d  th e  acce le ra tin g  lens. T h e  sy s tem  is b u ilt  up  
o f th ree  ax ia lly  a rran g ed  m e ta l cy linders, as show n in  F ig . 2. The sh o rte s t 
c y lin d e r w hich  serves as f i r s t  e lec trode  of th e  prefocusing len s , is k e p t a t  th e  
p o te n tia l  o f th e  e x tra c tin g  p ro b e . T he n e x t cy lin d e r w hich is  a t  th e  sam e tim e  
th e  second e lec tro d e  of th e  prefocusing  lens a n d  th e  f irs t e lec tro d e  of th e  acce
le ra tin g  lens, is fed  from  a m ax im u m  40 kV  p ow er supp ly  p la c e d  in to  th e  h ig h  
v o ltag e  p a r t  o f th e  a rra n g e m en t. T he th ird  e lec trode  is k e p t a t  g round  p o te n 
t ia l .  T h ese  th re e  electrodes k e p t a t  d iffe ren t p o ten tia ls  a re  in su la ted  b y  tw o  
e lizo lit cy lin d ers . A n a lu m in iu m  cast d isc in se rte d  b e tw een  th e  tw o e lizo lit 
cy lin d ers  su p p o rts  th e  p re focusing  e lec trode . T h is disc w as chosen to  be la rg e  
in  o rd e r to  ra d ia te  m ore e ffec tive ly  th e  h e a t  due to  th e  io n s s trik in g  th e  p re 
focusing  e lec tro d e .

T he ta r g e t  co n ta in in g  th e  tr i t iu m  is  m o un ted  on  a copper su p p o rt. 
H e a tin g  an d  cooling of th e  ta rg e t  is p ro v id e d  for. Oil v a p o u rs  re leased  from  
th e  oil d iffu sion  pum p  p ro d u ce  a th in  oil c o a tin g  on th e  ta r g e t  surface a n d  th is  
co n sid e rab ly  reduces an d  e v e n tu a lly  co m p le te ly  p re v e n ts  th e  p ro d u c tio n  of
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1. K otational pump
2. Oil diffusion pump
3. Target
4. Electrodes
5. Ion source

6. Corona shield
7. ЗкУА generator
8. Cascade generator
9. Radiation shield  

10. Control device
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Fig. 1. Schem atic drawing of the neutron generator
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F ig. 2. Ion optics
1. Accelerating lens 2. Prefocusing lens 3. E lizo lit cylinder
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n eu tro n s . I n  o rd er to  av o id  th is  d e te r io ra tin g  effect, th e  ta rg e t  has to  be  a t  a 
h ig h er th a n  th e  a m b ie n t te m p e ra tu re , th u s  i t  is k e p t a t  100° C. The t r i t iu m  is 
co n ta in ed  in  a Z r lay e r e v a p o ra te d  on tu n g s te n . Since a t  a b o u t 400° C t r i t iu m  
leaves z irco n iu m , p ro v is io n  w as m ade fo r w a te r  cooling. A  co p p e r-c o n s ta n tan  
th e rm o co u p le  w as used  to  con tro l th e  ta r g e t  te m p e ra tu re . I n  ou r ex p e rim en ts  
cooling w as req u ired  on ly  in  con tinuous o p e ra tio n  for c u rre n ts  exceeding 2 0 0 —  
300 fdA. O n th e  o th e r h a n d , in  p u lsed  o p e ra tio n  we h ad  to  h e a t th e  ta r g e t  to  
reach  th e  re q u ire d  te m p e ra tu re  of 100° C. I t  h as  been fo u n d  th a t  th e  h e a t in g  
of th e  ta rg e t  ap p rec iab ly  c o n tr ib u te d  to  th e  m a in ten an ce  o f  a s te a d y  n e u tro n  
y ie ld .

Since, d u rin g  th e  o p e ra tio n  gam m a a n d  n eu tro n  ra d ia tio n  becom es h ig h e r 
th a n  perm issib le , th e  acce le ra to r is for sa fe ty  con tro lled  from  an  ad jo in in g  
room .

O peration  ch a rac te ris tic s , check ing  m easu rem en ts

Focusing  p ro p erties  o f th e  op tica l sy s tem  w ere s tu d ie d  in  con tin u o u s as 
w ell as in  p u lsed  opera tion . T he focusing r a te  w as d e te rm in ed  in  con tinuous 
o p era tio n  b y  m easu ring  th e  ta rg e t  cu rren t an d  in  pu lsed  o p e ra tio n  b y  co u n ting  
th e  pulses o rig in a ted  from  n e u tro n s . The ta rg e t  cu rren t as w ell as th e  n u m b er 
o f  n eu tro n s in  p u lsed  o p e ra tio n  w ere m easured  versus th e  p refocusing  v o ltag e  
a t  c o n s tan t accelera ting  v o ltag e  for various v a lu es  of th e  e x tra c tin g  p o te n tia l. 
T h e  ex p erim en ts  w ere p erfo rm ed  a t 80, 100, 120, 150 kV  acce le ra tin g  vo ltages 
fo r 1,5, 3, 5, 7 kV  e x tra c tin g  p o ten tia ls . T he focusing curves a re  show n in  
F igs. 3 — 6. T he m easu red  c u rre n t va lues co rrespond  qu ite  a c cu ra te ly  to  th e  
focusing  cond itions. T he ion  b eam  can  be co n v en ien tly  v iew ed th ro u g h  a glass 
tu b e  p laced  before  th e  ta rg e t so th a t  m easured  v a lu es  are easily  com pared  w ith  
th e  focusing ra te  observed. T he b eam  is v isib le  due  to  th e  b lu ish  lig h t caused 
b y  th e  residua l gas excited  b y  th e  accelera ted  ions and  electrons.

I t  is seen from  th e  curves th a t  th e  ion b eam  is focused w ell b y  th e  op tica l 
sy stem  only  a t  low  e x tra c tin g  p o te n tia ls , i f  th e  acce lera ting  v o ltag e  is ab o u t 
150 kV . I f  th e  e x tra c tin g  v o ltag e  is h igh , focusing tak es  p lace a t  80 — 120 kV  
acce lera tin g  vo ltag es . N am ely , th e  e lectrode a rran g em en t seen in  F ig . 2 differs 
from  th e  o rig inal design w hich  h a d  to  be m o d ified  because o f  th e  freq u en t 
b reak d o w n s a t h igh  v o ltages. In  th e  new  a rra n g e m en t 200—300 /uA ion  c u rren t 
could  be focused on th e  ta rg e t, w hereas in  th e  p rev io u s one ion  cu rren ts  of 
500— 700 [lA  reach ed  th e  ta rg e t. In  o rder to  in crease  th e  c u rre n t, we in ten d  
sh o rtly  to  im prove th e  op tica l sy stem .

A n appreciab le  frac tio n  o f th e  c u rre n t m easu red  on th e  ta rg e t  is c o n tr i
b u te d  n o t b y  ions b u t b y  secondary  elec trons re leased  b y  ions. In  o rd e r to  d e te r
m ine th e  n eu tro n  y ie ld , we have  to  know  th e  v alue  o f th e  n e t ion  c u rre n t. The 
v a lu e  o f th e  la t te r  can  be o b ta in ed , as u sual, b y  ap p ly in g  a bias p o te n tia l to
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Figs. 3, 4. Focusing curves
Uj =  E xtracting voltage U3 =  Accelerating voltage
t/2 =  Prefocusing voltage i r  =  Target current
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Figs. 5, 6. F ocusing curves
t/j =  Ectracting voltage U 3 =  Accelerating voltage
и г =  Prefocusing voltage i T =  Target current
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su p p re ss  th e  e lec tro n s em erg ing  from  th e  ta rg e t . M easuring  now  th e  ta rg e t 
c u rre n t u n d e r su ch  cond itions in  te rm s of th e  b ias  p o te n tia l  i t  is found  th a t  th e  
v a lu e  of th e  c u rre n t becom es c o n s tan t above a given v a lu e  o f th e  p o te n tia l. 
T h is  c o n s ta n t v a lu e  of th e  c u rre n t m ay  be considered  as th e  n e t ion  c u rre n t, 
p ro v id ed  t h a t  no  elec trons are  fly in g  to g e th e r  w ith  th e  ions to w ard  th e  ta rg e t. 
(E lec tro n s  p ro d u ced  in  th e  fie ld-free p a r t  o f th e  tu b e  an d  m oving to w a rd  
th e  ta rg e t a re  acce lera ted  b y  th e  b iased  f ie ld  o n to  th e  ta rg e t.)  F o r th e  p u rp o se  
o f  d e te rm in in g  th e  a m o u n t o f these  s tr a y  e lec trons, a d ip h rag m  w as p laced  
in  fro n t o f th e  ta rg e t  (F ig . 7) th e  p o te n tia l  o f  w hich w as chosen so as to  rep e l 
th e  e lec trons fly in g  to w a rd  th e  ta rg e t. I n  F ig . 8 th e  ta rg e t  c u rre n t is seen p lo tte d  
versus th e  b ia s  p o te n tia l for various d ia p h ra g m  v o ltages. I t  is seen from  th e  
cu rves t h a t  th e  c u rren t a c tu a lly  ta k e s  up  a c o n s ta n t v a lu e , i t  depends, how ever, 
som ew hat on  th e  d iap h rag m  p o te n tia l. T h e  shapes o f th e  curves in d ic a te  th a t  
a t  d ia p h ra g m  p o te n tia ls  b e tw een  100— 300 Y, p ro v id ed  th a t  th e  la t te r  exceeds 
250 V, th e  v a lu e  of th e  ta rg e t  c u rren t becom es v ir tu a lly  in d ep en d en t b o th  of 
th e  d ia p h ra g m  vo ltage  a n d  th e  b ias p o te n tia l. The s lig h t dependence on d ia 
p h rag m  v o lta g e  is p ro b a b ly  due to  th e  fa c t th a t  e lec trons trav e llin g  along th e  
axis are  n o t  affected  b y  th e  d iap h rag m .

T h e  n e t  ion  c u rre n t w as m easu red  in  th e  above ex p erim en ts  on a 90 m m  
d iam e te r m e ta l p la te  su p p o rtin g  th e  ta rg e t .  I f  th e  b eam  is focused, th e  m a jo r 
fra c tio n  o f  ions s trik es  a sm all 2 — 3 m m  d iam e te r su rface . N evertheless i t  was 
ad v isab le  to  m easure  th e  n e t ion  c u rre n t on th e  to ta l  ac tu a l ta rg e t  su rface  
(14 m m  d iam .). F o r th is  pu rpose  th e  m e ta l p la te  w as d iv ided  in to  tw o  p a r ts  
iso la ted  fro m  each o th e r  —- th e  c e n tra l “ sm all ta rg e t”  (14 m m  diam .) a n d  th e  
su rro u n d in g  area re fe rred  to  as th e  “ la rg e  ta rg e t”  (90 m m  diam .). To each 
ta rg e t a d iffe ren t v o ltag e  as co m p ared  w ith  th e  g ro u n d  p o te n tia l w as ap p lied  
a n d  th e  c u rre n ts  w ere m easured  se p a ra te ly . The n e t  ion  cu rren t on th e  ac tu a l 
ta rg e t  w as d e te rm in ed  from  th e  m easu red  values w ith  th e  follow ing a ssu m p 
tions:

1) T h e  secondary  e lectrons do n o t release a n y  fu r th e r  e lec trons.
2) T he seco n d ary  e lec tron  c u r re n t em erging from  th e  ta rg e t  is p ro p o r

tio n a l to  th e  ion  c u rre n t s trik in g  th e  ta rg e t  surface. T he p ro p o rtio n a lity  fac to r 
is a.

3) T he m ore p o sitiv e  p a r t  o f th e  ta rg e t co llects all secondary  e lectrons 
le av in g  th e  o th e r p a r t .

T h e  n e t ion  c u rre n t i focused on  th e  sm all ta rg e t  is g iven  b y

1 - f - o
2»

w h ere  I 1 and  I 2 a re  th e  cu rren ts  m easu red  on th e  sm all and  on th e  la rg e  ta rg e ts ,
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respectively. The proportionality factor was determ ined from the relation

h  +  h

1 1 is the current m easured on the sm all target subsequently to an exchange of

Fig. 7. Target and diaphragm for electron suppression

1500

Fig. 8. Target current as a function o f target potential for various diaphragm  voltages 
ir  =  Target current XJb =  D iaphragm  potentia l

U t  =  Target potentia l (bias voltage)

2 Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 2.

1. Target
2. Diaphragm

3. Glass cylinder
4. Copper cylinder
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v o lta g e s  be tw een  th e  tw o ta rg e ts . I n  th e  fo llow ing  T ab le  th e  va lu es  m easu red  
in  one  of our ex p e rim en ts  are  show n.

Small
target

V

Large
target

V

Small
target

ЗА

Large
target

a*a

Small +- large 
targets 

ЗА

300 300 + 7 8 0 — 600 180

300 200 -  30(U ) +  210(U ) 180

200 300 +  960(U) — 780 180

F ro m  th e  ab o v e  we h av e

u — 5^5)

i =  148,5 pA .

T he n e u tro n  y ie ld  w as d e te rm in ed  b y  m easu rin g  th e  a lp h a  p a rtic le s  p ro 
duced  in  th e  T 3(d, n) H 4 re a c tio n . F o r th e  d e tec tio n  o f a lp h a  p a rtic le s  p la s tic  
p hosphor a n d  a F E U — 19 m u ltip lie r  w as u sed . The a lp h a  d e te c to r  w as lo c a te d  
as show n in  F ig . 9. I t  is p laced  ra th e r  fa r  from  th e  ta rg e t  p a r t ly  to  a v o id  th e

Fig. 9. Location o f the a-detector  
1. Accelerating tube 2. a-detector

o v erlo ad in g  of th e  c o u n te r , p a r tly  fo r a m ore c o n v en ien t d e te rm in a tio n  o f th e  
solid  ang le . I f  th e  d e te c to r  is p laced  close to  th e  ta rg e t ,  th e  a c c u ra te  d im en 
sions o f  th a t  p a r t  o f th e  ta rg e t h a v e  to  be know n, w here  th e  n e u tro n s  a re  p ro 
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duced . W ith  a d e te c to r  su ffic ien tly  fa r  fro m  th e  ta rg e t, t h a t  is , i f  th e  d ia m e te r  
o f th e  fo rm er is la rg e  enough , th e  m a g n itu d e  o f th e  ta rg e t  p lay s a m in o r p a r t  
in  th e  d e te rm in a tio n  of th e  solid angle a n d  m ay  he considered  a p o in t.

W e h av e  chosen th is  m e th o d  to  m easu re  th e  n e u tro n  y ie ld  b ecau se  o f 
th e  h ig h  efficiency o f a lp h a  coun ters w h ich  is a lm ost as h ig h  as 100% . T h is  
efficiency m an ifests  its e lf  c learly  b y  th e  a m p litu d e  sp ec tru m  o f pulses in i t ia te d

Fig. 10. The a-spectrum
A n  =  Num ber of counts recorded w ith differential discriminator 
U d =  D iscrim ination voltage  

A  =  A m plification

b y  a lp h a  p a rtic le s  (F ig . 10). T he m ono tonously  d ecreasin g  p a r t  a t  th e  b e g in n 
in g  o f th e  curve is due to  m u ltip lie r  no ise , to  p h o to n s a n d  to  b e ta  ra y s  e m itte d  
b y  th e  t r i t iu m . In  m easu ring  th e  n e u tro n  y ie ld  th e  to ta l  n u m b er o f p u lse s  w as 
co u n ted  a t  a d isc rim in a tin g  v o ltag e  (2 V for an  a m p lif ic a tio n  fac to r  o f  10) a t  
w hich th e  pulses due  to  noise are  neg lig ib le . The a lp h a  co u n tin g  effic iency  th u s  
ach iev ed  w as ab o u t 96% .

In  ou r ex p erim en ts  th e  n e u tro n  y ie ld  a t  150 kV  acce le ra tin g  v o ltag e  w as 
m easu red  as 3.107 n e u tro n s / /1 Coul. T he y ie ld  is co n sid e rab ly  a ffec ted  b y  th e

2 * Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 2  •
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cleanness o f th e  ta rg e t  su rface . W ith  a ta rg e t  a lre a d y  in  use fo r som e tim e , th e  
n e u tro n  y ie ld  decreased  to  2 .105 n eu tro n s / ц  Coul.

T he n e t io n  c u rre n t w as m easu red  b y  th e  m eth o d  described  above. I n  
th e se  e x p e rim e n ts  th e  acce le ra to r c u rren t w as pu rp o se ly  decreased  to  10— 20 
ц А ,  since in  sp ite  of th e  b u ilt- in  ra d ia tio n  sh ie ld , no h ig h e r cu rren ts  cou ld  be 
allow ed in  c o n tin u o u s  o p e ra tio n  in  o rder to  sa feg u ard  th e  personne l. In  p u lsed  
o p e ra tio n  no su ch  dosim etric  problem s occur.

W e sh o u ld  like to  express our th a n k s  to  D e p u ty  D irec to r  L. PÁL, D o c to r 
o f  P h y sica l Sciences, fo r suggesting  th e  p rob lem  a n d  fo r his con tin u o u s 
in te re s t  in  o u r  work.
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ИМПУЛЬСНО-МОДУЛИРОВАННЫЙ ИСТОЧНИК (d,t) НЕЙТРОНОВ
А. АДАМ, Л . БО Д , 3 . САБО и Л . СЕГЁ

Р е з ю м е

Был разработан и сооружен 200 кв-ный ускоритель горизонтального расположе
ния для производства нейтронов при ядерных реакциях T3(d, п) Не4. Исследовались ра
боты ускорителя и условия фокусирования. На мишень может быть фокусирован чистый 
поток ионов в 200—300 мка. Был измерен в случае мишени Zr—Т выход нейтронов, кото
рый при чистой мишени составлял 3.107 нейтр./мккулон.

A cta  P hys. Hung. Тот . X I I .  Fase. 2.



INVESTIGATION OF THE EXCITED STATES 
OF THE H2-MOLECULE BY MEANS OF THE 

UNITED ATOM MODEL

By

I.  T a m á ssy -L e n t e i

INSTITUTE OF THEORETICAL PHYSICS, KOSSUTH LAJOS UNIVERSITY, DEBRECEN 

(P resented  by A . K ónya. —  R eceived  28. III. 1960)

For the determ ination of the energy of the excited sta tes o f the H 2-molecuIe the united  
atom  m odel seems to be appropriate. For the singly excited  states o f typ es lscr nlA com puta
tions have been made in th e  cases nlA =  2scr, 2pa ,  2р л , 3sa ,  Зра, Зрл, 3da, 3dn,  3dô, 4sa, i p a ,  
4р л ,  4 do, i d n ,  idő ,  i fu ,  i f  л ,  5р л ,  5 da, 3fa,  брл  w ith  hydrogenlike one-electron w ave func
tions centred on the central point o f the molecule. I f  we take the w ave function o f the  
electron 1 sa  as a linear com bination o f functions I s ,  2 s , 3d, the  results obtained for the energy  
agree fa irly  well with the experim ental values.

T he sim plest m olecule, H 2, as is show n b y  ex p erim en ts , h as  a g rea t n u m 
b e r of ex c ited  s ta te s . I n  th e  g ro u n d  s ta te  of th e  m olecule, b o th  e lectrons are  
in  th e  low est o rb ita l Lscr (using u n ite d  atom  d en o ta tio n s). In  m ost of th e  
ex c ited  s ta te s  one of th e  e lectrons is excited  in to  a h ig h er o rb ita l nlA, th e se  
are  th e  sing ly  excited  s ta te s . In  such  s ta te s  accord ing  to  th e  tw o possib le  values 
0 a n d  1 o f th e  re su lta n t sp in , th e re  alw ays exists a sing le t as w ell as a tr ip le t  
s ta te . B esides these  sin g ly  excited  s ta te s  th ere  h a v e  b een  observed  also s ta te s  
co rrespond ing  to  th e  case  w here b o th  electrons are  excited .

T he th eo re tica l d e te rm in a tio n  o f  th e  energies o f  th e  excited  s ta te s  m en
tio n ed  has been  th e  o b jec t o f num erous in v estig a tio n s in  earlier y e a rs  ([1], [2], 
[3], [4]). T h e  c o m p u ta tio n s  so fa r  e ffec ted  were r e s tr ic te d , how ever, to  s ta te s  
o f ty p e  lscr 2 lA, because  th e  co m p u ta tio n  of th e  in te g ra ls  occu rring  in  con
n ec tio n  w ith  h igher s ta te s  p resen ts  d ifficu lties. O f course, th e  co m p u ta tio n a l 
w ork  to  be done and  th e  d ifficu lties  to  be  overcom e d e p e n d  g rea tly  on th e  form  
o f th e  w ave fu n c tio n  used. I n  view  o f th is  fac t, we are  go ing  to  m ake u se  fu r th e r  
on one of th e  sim p lest possib le  form  so f th e  w ave fu n c tio n , nam ely  we shall t r y  
to  d e te rm in e  th e  te rm s o f  th e  m ore h ig h ly  excited  s ta te s  w ith  th e  a id  of th e  
u n ite d  a to m  m odel.

W ith  th e  a id  of th e  u n ite d  a to m  m odel th e  to ta l  energy  o f th e  g round  
s ta te , th e  d issociation  en e rg y , th e  io n iza tio n  p o te n tia l an d  th e  equ ilib riu m  
n uc lear se p a ra tio n  have a lre a d y  been d e te rm in ed  fo r sev era l m olecules w ith  
a fa ir ly  good accu racy  [5] {C H 4, S iH 4}, [6] {H 2 }, [7 ] {H 2}, [8] { H 2, H 20 ,  
C H 4}, [9] {H 20 ,  N H 3}, [10] {H F}, [1 1 ] {H O , H O - , H 20 } , etc. M oreover“ it  
was show n in  [12] by  H . W . J o y  an d  R . G. P a r r  t h a t  w ith  th e  a id  o f 24
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n o n - lin e a r  p a ra m e te rs  th e  m e th o d  o f th e  u n ite d  a to m  is ab le  to  fu rn ish  re su lts  
w h ich  su rp a ss  th e  b e s t re su lts  o b ta in e d  b y  th e  m e th o d  o f m olecular o rb ita ls  
o r b y  th a t  o f  va len ce  b o n d . O ur m e th o d  app lies m ost ad v an tag eo u sly  to  m o
lecu les w ith  a c e r ta in  sy m m etry , re sp . w ith  “ a tom like”  p ro p ertie s . S ince th e  
m olecu le  co nsidered  possesses th is  l a t te r  p ro p e r ty  to  a h ig h er degree in  an  
e x c ite d  s ta te  th a n  in  th e  g ro u n d  s ta te , we can  ex p ec t good resu lts  fo r th e  case 
w e in v e s tig a te .

T h e  H a m ilto n ian *  o f th e  H 2-m olecule is

1 ___ 1

ГЫ ГЬ2
+  -  +  - L "  

r 12 ^

w ith

=  Я ,  +  Я 2 +  —  +
r12 K

( 1 )

(2)

F o r n o ta tio n s  see th e  F igu re .

F i g . l

W e are  going to  b u ild  up  th e  to ta l  w ave fu n c tio n  of th e  sy s tem  from  th e  
n o rm alized  hydrogen like  w ave fu n c tio n s

fn lm  =  Kl{r)  Y lm{&, < p) , (3)

* In  w hat follow s, we shall use atom ic units throughout, i. e. our u n its w ill be e for the  
charge (the positive elem entary charge), a 0 for the d istance (the radius o f th e  first Bohr orbit 
in  the H -atom ), and e2/o 0 =  27,205 eV  for the energy.
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w here R  is th e  no rm alized  rad ia l w av e  function , i. e.

3/2
K M  =  -

j (n  — l — 1)! l 1'2 ! 2Z

j [(re 4  l)!]3 2n 1 1 HCIq
« - • ' - е 'В Д ’Ч е ), (4)

2 Z r
nan

an d  Ln+i"1  ̂ is th e  21 +  1 th  d e riv a tiv e  of th e  n  +  Zth L aguerre ’s po lynom ial. 
M oreover

Ylm(V><P)
2 1 + 1  ( l -  m)l

4 л  (l +  m) ! 

is  th e  norm alized  sp herica l harm on ic  an d

P j"(cos #) eh ( 5 )

1 d,+m
P["(x) = -------(1 -  *2)m'2 ----------- (л:2 — 1)'

'  ̂ ’ 241 K ’ dx l+m K ’

th e  asso c ia ted  L egendre’s po lynom ial, w here

X =  cos $ .

16)

r  in  (3) artd (4) is the  d is ta n c e  from  th e  c e n te r , i. e. from  th e  cen tra l p o in t 0 of 
th e  tw o p ro to n s .

F o r th e  s ta te s  of ty p e  ls<r n i l  (n  2) we tak e  th e  t r ia l  w ave fu n c tio n  
in  the  form

w here

w ith

П  =  N ± ( Wls( l )  f i ( 2 )  ±  Wi( l )  Wls( 2 ) ) , (7)

N + =  1 = -  (8)
"  /2 (1  ±  S \ si)

S is , i  =  J’vîsi1) V i { 1 ) d v i -  ( 9 )

H ere i denotes th e  q u a n tu m  num bers n lm  (n  ^>2) .  S ls ,• is d ifferen t fro m  0 
o n ly  for s ta te s  w ith  i =  ns,  i. e. if  th e  w av e  function  ipi is also spherica lly  
sym m etrica l.

For d o u b ly  excited s ta te s  le t be

Vik =  N '±(Viil ) %(2) ±  Wk(l ) Wi{2)),
w here

N '+  =  1 -

/ 2 ( 1 ± S 2,)

(7 ')

(80
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w ith

S/k = j'Y>z(l)Vft(1)*'i- (9')

I n  (7) a n d  in  (7’) th e  signs 4* a n d  —  refer to  th e  s in g le t an d  to  th e  tr ip le t 
s ta te ,  re sp ec tiv e ly .

F o r  s ing ly  ex c ite d  s ta te s  th e  fo rm  (7) of th e  w av e  fu n c tio n  is , o f course, 
o n ly  a v e ry  ro u g h  a p p ro x im a tio n . I t  co rresponds to  o u r considering  th e  excited  
H 2 as co n sisting  o f  a h av in g  a n  in n e r  e lec tro n  o f  s ta te  Is  w h ich  m oves in 
th e  f ie ld  o f th e  nucle i, an d  of an  o u te r  e lec tron  o f  q u a n tu m  s ta te  nlm  w hich 
u n d e rlie s  th e  in flu en ce  o f th e  p o s itiv e  charge sc reen ed  b y  th e  in n e r  electron. 
T h is  p o in t o f v iew  is su p p o rte d  also  b y  th e  fa c t t h a t  th e  va lu es  o f  th e  n uc lear 
s e p a ra tio n  co rresp o n d in g  to  th e  g ro u n d  s ta te  o f  th e  m olecule-ion  H j  and  to  
th e  sing ly  ex c ited  s ta te  of th e  H 2-m olecule are  show n b y  e x p e rim e n ts  to  b e  
a lm o s t id en tica l.

T h e  sim plest possib ility  consists  in  choosing  th e  p a ra m e te r  Z  of th e  
fu n c tio n  i/)ls an d  th e  p a ra m e te r  Z '  of th e  fu n c tio n  to  be e q u a l to  1. T h is  
m ean s  th a t  th e se  p a ra m e te rs  a re  be in g  ta k e n  e q u a l to  th e  v a lu e s  th e y  h av e  
in  th e  a to m s re su ltin g  from  a sp littin g  u p  o f  th e  m olecule  H 2. Thus, o f  
co u rse , S i s j  =  0, a n d  th e  fu n c tio n s  y t  d esc rib in g  th e  e x c ite d  s ta te s  a n d  
belo n g in g  to  d iffe ren t va lues o f  nlX are  o rth o g o n a l.

In  th e  case o f th e  w ave fu n c tio n  y ls o f th e  in n e r e lec tro n  th is  choice is  
b e in g  m o tiv a te d  b y  th e  fa c t t h a t  accord ing  to  c o m p u ta tio n s  m ade b o th  fo r  
th e  m olecu le-ion  H 2 an d  fo r th e  H 2-m olecule [6], [7], th e  p a ra m e te r  of th is  
fu n c tio n  lies q u ite  n ea r to  th is  v a lu e , desp ite  th e  fac t th a t  th e  equ ilib rium  n u c 
le a r  se p a ra tio n  is q u ite  d iffe ren t fo r these  tw o m olecules. A t th e  p re se n t m o m en t 
th e  re su lts  o b ta in e d  for H f  a re  m ore im p o r ta n t  fo r us, since we consider t h e  
e x c ite d  H 2 as co n sisting  o f  a -ion an d  a n  e lec tro n  in  th e  o rb ita l nlX.

T he choice Z ’ =  1 fo r th e  o u te r  e lec tro n  is in  its  tu r n  m o tiv a ted  b y  th e  
fo llow ing . As Ch e n  [13] h a s  show n  for th e  m olecule-ion  H ^ ,  an d  H a g s t r o m  
a n d  S h u l l  [14] fo r th e  H 2-m olecule , i t  is possib le  to  o b ta in  th e  to ta l  e n e rg y  
o f  th e se  sy stem s w ith  a v e ry  good a p p ro x im a tio n , u sing  o n ly  spherica lly  s y m 
m e tr ic a l w ave fu n c tio n s. C learly , th is  a p p ro x im a tio n  co rresp o n d s p h y s ic a lly  
to  th e  m odel w here  th e  ch a rg es  of th e  tw o  p ro to n s  a re  sm eared  u n ifo rm ly  
over th e  su rface  o f  a sp h ere  w ith  th e  ra d iu s  jR/2 an d  c o n ta in in g  th e  tw o n u c le i. 
A s is k n o w n , th e  p o te n tia l  o f  a sp h erica lly  sy m m e tric a l ch a rg e  d is tr ib u tio n  
o u ts id e  i t  is e x a c tly  as la rg e  as th a t  of a p o in t charge in  th e  cen te r. The g re a te r  
p a r t  o f th e  e lec tron ic  c loud  fo r  th e  e lec tro n  Is  lies b e tw e e n  th e  tw o p ro to n s . 
T h is, as w ell as th e  charge , ta k e n  in  th e  p rev io u s  sense, o f th e  tw o p ro to n s  o u t
side th e  sp h e ric a l su rface  m en tio n ed , c an  be  rep laced  b y  a u n it charge ly in g  
in  th e  cen te r . T h u s, i f  th e  o u te r  e lectron  is s ta y in g  w ith  a g re a t p ro b a b ility  in 
th is  p a r t  o f  th e  space, i. e. o u ts id e  th e  sp h e rica l su rface , a n d  th is  is th e  case
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w ith  exc ited  s ta te s , th e n  i ts  w ave fu n c tio n  can be ta k e n  w ith  a good ap p ro x 
im a tio n  to  he h y d ro g en lik e , and  so in  ifi we can m ake th e  choice Z '  —  1.

T he energy  o f th e  sy stem  is

E  =  j  W* H  4* d v , (10)
resp.

E± -  =  — Ц г -  {Hu  +  H ti ±  2H u S lsJ +  Vm , ±  V1U1} (11)
E  f  ±  ^ ls ,i

w ith

H ij  =  S v > i ( 1 ) H i V>j (1 ) d v i  (12)
and

( в )

T ak ing  in to  accoun t (2) we ge t

Щ  =  E fj  — L ( i , j  ; a) -  L ( i , j  ; b) (12 ')

w ith

E U =  — y J  4 > M A i W M ) d v 1 (14)

and

L ( i , j  ; a) =  I y)i ( l ) ~ t p j ( l ) d v 1. (15)
J  r a l

W ith  th e  a id  o f th e  w ell-know n series form  

1 »  h  ( U  —  Imiit r h
-----=  V  V  i -  ^ Р ' ит,(со5 д ) Р пт\со& & ' ) е ^ - ^ .  (16)
ra ~ o m = -h  {h +  |m |)! r>+1

(15) can  be g iven  as

L ( i , j  ; o) =

— — — ■—  -------- — ch( lm h l 'm ^ )  gh(nl, n ' l ' )  РЦп‘~т‘ (cos d')  e ' mi~mr
h L ( A +  lm / —  " v l ) !

w here

S V ,  n ' Г) =  [  K , ( r )  R n r (r) A -  dr  (17)

0

yácía Phys. H ung. Тот . X I I .  Fasc. 2.
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a n d

ch(lrrii, l' m r)  = "(A— I m i—m /'|)! (2 i4  1) (Í— |m,|)! (2 l '- \- l)  (l' — \mr \)\
( h +  | m , — m r \)\ (Z +  |m,J)! ( Г + \ т г \)!

sin §
X j P \m (cos ë)  P j^ '^ c o s  §) P ]hm‘ mi ( c o s # ) ---------

ó 2

1/2

(18)

X

C oncern ing  th e  v a lu es  o f th e  coefficien ts ch, see e. g. [15].
M aking use ag a in  o f a series o f  ty p e  (16), th e  Via, a n d  V na  occurring  in  

(11), i. e. th e  w ell-know n C oulom b in teg ra ls  a n d  exchange in teg ra ls  can  be 
b ro u g h t in to  th e  follow ing fo rm :

f  V>nlm( !)  Vn’l’m i 2 )  WnlmiV) W / ' m ' ( 2 )V -, —■ V - -i j l j  J ' J l J. dv1 dv2
'12

=  V  ch(lrrii, Im,) ch(l' a i f ,  V m,<) F h(nl, n '  V)
(19)

a n d

V-. =  V -,
1 4 ]  U j ‘

T  V»n/m(l) Vnfm(2) W / 'm 'i1) VnTm'i2) d v1dv2=
'12

=  ^  [ch( lm l, l ' m l-)]2 Gh( n l , n ' l ' ) ,
(20)

/1 =  0

w here

a n d

F h(nl, n ' V) =  J j R U r i ) R 2n','(r2) A -  r | r | dr, drr\ r\ d r x d r2 (21)

■2) - ~ - rí 4 d r i dr2.
r>  1

(22)

T ak in g  all th is  in to  a cco u n t, we get for th e  energy o f  th e  singly exc ited  s ta te s

E ± =  E10 10 +  E nl — 2 [£ (100 ,100) +  L ( n lm h nlm,)]
(23)

+  F °(10 ,n l) ±  j ?  [сл(00,Ьп ,)]2Сл(10,гаг) +  1 /tf.
/ 1 = 0

T he d ifference betw een  th e  singlet a n d  th e  tr ip le t s ta te s  is

A =  E +  -  E -  =  2 ^  [сл(0 0 ,/т ;)]2 С л(10,п/). (24)
/1 =  0

W e h a v e  ca rried  o u t n u m erica l co m p u ta tio n s  for a ll th e  s ta te s  nlX, fo r w hich

ylcia Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 2.
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m easu red  v a lu es  h av e  been av a ilab le  [16], n a m e ly  for all th e  s ta te s  nlX =  2sa, 
2pa, 2 р л ,  3sa, 3pa, Ърл, 3da, 3с1л, 3dô, 4sff, 4pa, 4р л ,  4 da, М л ,  4 dô, 
4>fo, 4/тг, 5 р л ,  5da, 5fo, б р л .

B y v ir tu e  o f th e  v a ria tio n a l p rinc ip le  th e  abso lu te  m in im u m  of (10) is 
a lw ays g rea te r th a n  or equal to  th e  energy  o f th e  g round s ta te , a n d  i t  is possib le  
to  o b ta in , also b y  th e  v a ria tio n a l m e th o d , an  u p p e r  bound to  th e  low est o f  th e  
ex c ited  s ta te s  h a v in g  a special sy m m etry . T he w av e  functions o f  h igher ex c ited  
s ta te s  m ust be o rth o g o n a l to  th o se  o f low er s ta te s .

In  th e  course o f  th e  v a r ia tio n a l process, w e have  m ade u se  o f th e  choice 
Z  == Z '  =  1, a lre a d y  m o tiv a te d  in  d e ta il, fo r th e  p a ram e te rs  o f  th e  fu n c tio n s 
tpis an d  y>nim. So o n ly  th e  nu c lea r sep a ra tio n  rem a in s  as v a r ia tio n a l p a ra m e te r. 
O ur re su lts  o b ta in ed  for th e  energy , w ith  th e  correspond ing  ex p e rim en ta l re su lts , 
a re  sum m arized  in d  T able I . In  th e  s ta te s  considered  th e  e x p e rim e n ta l va lu e

Table I

The energy calculated w ith the aid c f  a wave function  of type (7) o f  the excited state  
Iso- ni À (n 2) o f H 2, and the corresponding experim ental energy values [17].

nlX
Е Е - Е+ Е -

тр + -Е'ехр Еехр
R/2 =  1 Ri 2 =  0-9

2sa — 0,5383 — 0,5822 — 0,5555 — 0,5993 —0,7086 — 0,7274
2pa — 0,5981 — 0,6322 — 0,6046 — 0,6387 —0,7468 —
2рл —0,5583 — 0,5925 — 0,5712 — 0,6053 —0,7087 — 0,7283
3 sa — 0,5014 — 0,5130 — 0,5135 — 0,5251 —0,6456 — 0,6507
Зра — 0,5187 — 0,5277 — 0,5274 — 0,5364 — — 0,6537
3р л — 0,5074 — 0,5165 — 0,5188 — 0,5278 —0,6456 — 0,6510
3d(7 — 0,5150 — 0,5155 — 0,5259 —0,5264 —0,6506 — 0,6507
3d л — 0,5146 — 0,5151 — 0,5249 —0,5254 — 0,6494 — 0,6496
3dô — 0,5126 — 0,5131 — 0,5229 — 0,5234 — 0,6478 — 0,6488
4 sa — 0,4924 — 0,4971 — 0,5025 — 0,5071 — 0,6185 —
i p a — 0,4932 — 0,4969 — 0,5024 — 0,5061 — (— 0,6328)
4 р л — 0,4869 — 0,4906 — 0,4973 — 0,5010 — (— 0,6252)
Adu — 0,4904 — 0,4907 — 0,5004 — 0,5006 (— 0,6200) (— 0,6247)
М л — 0,4900 — 0,4903 — 0,5001 —0,5003 (— 0,6238) (— 0,6243)
4dá — 0,4892 — 0,4895 — 0,4994 —0,4996 (— 0,6186) (— 0,6246)
4f a — 0,4901 — 0,4901 — 0,5001 —0,5001 — (— 0,6209)
4 /я — 0,4900 — 0,4900 — 0,5001 — 0,5001 — (— 0,6256)
5р л — 0,4771 — 0,4790 — 0,4874 — 0,4892 — (— 0,6134)
5 da — 0,4789 — 0,4790 — 0,4889 — 0,4891 — (— 0,6128)
5/(7 — 0,4787 — 0,4787 — 0,4888 — 0,4888 — (— 0,6119)
Ьрл — 0,4715 — 0,4726 — 0,4817 — 0,4827 — (— 0,6019)

A c ta  Phys. Hung. Тот. X I I .  Fuse. 2#
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fo r th e  h a lf  o f th e  n u c lea r sep a ra tio n  is R j 2 ~  1 and  -we h a v e  given th e  en e rg y  
p a r t ly  for th e  v a lu e  1 a n d  p a r t ly  for th e  value  0.9, g iv in g  a m in im u m  of 
en erg y  in  th e  course o f  th e  v a r ia tio n a l p rocess.

F o r la rg e  values o f th e  p rinc ipa l q u a n tu m  n u m b er n  an  exact d e te rm in a 
tio n  of th e  in te g ra ls  L  req u ire s  an e x a c t n u m erica l c a lcu la tio n  up to  m a n y  
decim al p laces . Since, how ever, in  such  cases (4) th e  ra d ia l  p a r t  o f th e  w ave 
fu n c tio n , is ap p rec iab ly  d iffe ren t from  zero  only for r  >  R/2,  the  follow ing 
fo rm ula  g ives a v e ry  good ap p ro x im a tio n :

Ь(п1тП[, n '  l '  nil’) ■ V
h^O

(Az
(h  +

~ » v l ) !
m r \)\

1/2
•h(lml, l

' H
dr.Jl t  1

(25)

A lread y  fo r  n  — 3 th e  d ifference b e tw e e n  th e  ex ac t a n d  the  ap p ro x im a tiv e  
values o f th e  in teg ra ls  does n o t su rp ass  1— 2 % . F o r th e  cases n  =  4 , 5, 6 we 
in d ica te  th e  energy  v a lu es  com puted  w ith  th e  aid  of th is  ap p ro x im atio n .

T he energy  v a lu es  o b ta in ed  a p p ro x im a te  b u t  ro u g h ly  th e  e x p e rim e n ta l 
re su lts . T h e re  is a d ifference of a b o u t 2 0 % . O f course, m aking  use , as we d id , 
of th e  v e ry  s im p ly  c o n s titu te d  w ave fu n c tio n  (7), we can n o t ex p ec t to  ob ta in  
b e tte r  re su lts .

B esides th e  sing ly  excited  s ta te s , th e re  ex ist also  s ta te s  of H 2 co rresp o n d 
ing to  a n  ex c ita tio n  o f  b o th  electrons. N o t all of th e se , how ever, h a v e  received 
an  in te rp re ta t io n . W e also have c a rr ie d  o u t th e  co m p u ta tio n  correspond ing  to  
th e  s ta te  (2p a )2 g iven  in  [16]. T h e  m in im um  o f  th e  energy o b ta in e d  for 
R /2  =  2.9  is E  =  —  0.4603. The correspond ing  exp erim en ta l va lues a re  R /2  =  
=  2.19 a n d  E  — — 0.6931. C learly , in  th is  case th e re  ex ists only a s in g le t s ta te .

A s we h av e  a lre a d y  m en tio n ed , ta k in g  th e  w av e  function  in  th e  form  (7) 
co rresp o n d s to  th e  conception  o f  th e  excited  H 2 as consisting  o f  th e  HA 
m olecule-ion , an d  a n  o u te r  e lec tron  revo lv ing  o u ts id e  it. C learly, th e  descrip 
tio n  o f  th e  ex c ited  o u te r  e lec tron  w ith  th e  help  o f  a hyd rogen like  function  
y ie ld s a m uch  b e t te r  ap p ro x im a tio n  th a n  th e  d esc rip tio n  of th e  e lec tro n  of Н Г  
w ith  th e  aid  of th e  func tion  ipnim- So we can e x p e c t th a t  we sh a ll be able to  
im p ro v e  co n sid e rab ly  our re su lts  b y  ta k in g  th e  w av e  function  o f th e  e lectron  
o f th e  H 2’ m olecule-ion  w ith  g re a te r  accuracy . F o r  th is  ion R . Gá s p á r  [6] has 
b u ilt  u p  th e  w ave fu n c tio n  o u t o f  one-cen te r fu n c tio n s , m ak ing  use  of h y d ro 
gen like  func tions s, d , g. Owing to  p ro p ertie s  o f sy m m etry , fu n c tio n s  p  and  f  
c lea rly  do n o t occu r. I f  th e  z-axis o f  th e  sy stem  o f coord inates coincides w ith  
th e  m olecule  ax is , th e n  for a lin e a r  co m b in a tio n  o f  th e  func tions I s , 2s an d  3dz 
th e  b e s t  w ave fu n c tio n  y ielded  b y  th e  v a r ia tio n a l princip le fo r th e  m in im um  
o f th e  energy  is

ч> =  ci Vis(f ) +  c2 v»2S(£') +  сз ъ А П  > (26)

A cta  P hys. Hung. Tom. X I I .  Fasc. 2.
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w here th e  p a ra m e te rs  o f th e  hy d ro g en lik e  functions y> a re

| =  1-135, ?  =  3 -6 , V  =  6-6. (27)

T he fu n c tio n  lF ± m u st be o rthogonal to  th e  function  ç>(l) <f(2) describ ing  th e  
g ro u n d  s ta te  o f th e  m olecule. In  singlet s ta te s  th is  is n o t a u to m a tic a lly  fu lfilled  
fo r th e  cases п/Я =  2sa ,  3s<7, 3d a ,  4.s<r, 4<fcr, 5d a .

U sing th e  n o ta tio n s  o f (12) and  (13), th e  expression fo r th e  energy  ta k e s  
on th e  form

E ±  =  " ^ 7 ^ 2  IH f4> i  2 S H <pi +  H ii +  V yi<pi ±  V<pny +  —  ( !  ±  S2)J • (3 0 )

If, on th e  o th e r h an d , we in tro d u ce  th e  n o ta tio n s

F"(nl, n 'V -n 'T )  =  j j  R nl( l ) R n r ( l ) R ^ r (2) A .  rf  r |  d r ,  dr2 (31)

an d

G \ n l ,  n '  Г; n" l") =  )j' R nl( 1) R M  1) R n.,,(2) R M 2) A .  r\ r\ dr, dr2, (32)

we get

E ± = \ C1 E 1 ,1  +  ^ C1 C 2 E 1 ,2  +  C2 E 2 ,2  +  C3 E 3,31 ±  S 2

-  2 [c |L (100 ,100) +  2c ,c2 L(100,200) +  2Clc3 L(100,320) +

+  4  L (200 ,200) +  2 c2 c3 L(200,320) +  cf L(320,320)] - f

±  2S [Cl(E Î ,  -  L (100, i ;  a) -  L (100, i ;  6)) +  н { Е и  -  Ц 200, i; a) -

-  L ( 200, i;  6)) +  c3( £ * ,  -  L (320, i;  a) +  L (3 2 0 ,i; 6))] +

+  E \ i  — 2 L (i, i) +  (ЗГ )

+  cf V сл(00,00) сл(ь  i) Е л(10, i) +  2с, Cg 2 ’ сл(00,00) сл(ь  i) Е л( 10,20; i)

ci c3 2  c"(00,20) ch(i, i) F h( 10,32; i) +
h

Acta Phys. H ung. Тот . X I I .  Fase. 2.

L e t now  th e  w ave fu nc tion  n o rm e d  to  one a n d  describ ing th e  singly  
exc ited  s ta te s  of H 2 be

xp± =  ^ (1 )Wi{2)± Vi(1)^ (2)) ’ (28)
w here

S  =  \  cprpi d v .  (29)
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+  4 2  cft(00,00) c \ i ,  i ) F h(20, i) +  2 c2 c3 2  +  (00,20) ch(i, i ) F \ 20,32; i)
h ft

+  4 2  cft(2 0 ,2 0 )ch(i, i) F \3 2 ,i)  +
ft

±  [ 4  2  И 0 0 ,  i) ]2 Gh( 10, i) +  2c± ca 2  [сл(00, i ) ]2 Сл(10 ,20 ; i) +
ft ft

+  2ca C3 2  сл(00, i) сл(20, i)  Gh( 10,32; i) +  c | J  [cft(00, i ) ]2 Gft(20, i) +  
л л

+  2c2 c3 2  ch(00, i) ch(20, i) Gh(20,32; i) +
л

+  с2 2 1 [сл (2 0 , i ) ] 2 (32, £)] j  +  1 / i î .
h )

In  th e  follow ing we h a v e  effected  o u r concrete  c o m p u ta tio n s  for th e  
s ta te s  i =  2 sc , 2p a ,  2 р л ,  3d<x, 3 d n ,  3dd, 4/ст, 4 /я .  The overlap  in teg ra l S is d if
fe re n t  from  zero  only  for 2scr a n d  for 3da.

T he n u m e ric a l resu lts  w e o b ta in ed  a re  g iven  in  T ab le  I I .  Also here , th e  
p a ra m e te r  Z '  o f  th e  fu n c tio n  у,- has been ta k e n  to  be equal to  1. H ere th e  v a lu e  
o f  th e  h a lf  n u c le a r  sep a ra tio n , R j 2 has b e e n  chosen th ro u g h o u t to  be e q u a l 
to  1, since th e  concrete  sh ap e  o f  th e  99 o ccu rrin g  in  th e  w av e  fu n c tio n  (28) h a d  
b een  d e te rm in e d  for th is  v a lu e . In  th e  case re =  4 for th e  in te g ra l L  we h â v e  
m ad e  use o f  th e  a p p ro x im a tio n  earlier m en tio n ed .

Table II

The energy calculated w ith  the aid of a w ave function of typ e  (28) o f the excited  states  
ls<7 nlA (n 2) o f H 2, and the corresponding experim ental energy values [17].

nlh E - Eex. p Eexp

2 sa —0,5583 —0,6731 —0,7086 —0,7274
2 pa —0,7045 —0,7460 —0,7468 —
2рл —0,6791 —0,7149 —0,7087 —0,7283
3da —0,6356 —0,6362 —0,6506 —0,6507
3 dn —0,6343 —0,6346 —0,6494 —0,6496
3dô —0,6331 —0,6334 —0,6478 —0,6488
4fa —0,6078 —0,6078 — (—0,6209)
4/j! —0,6078 —0,6078 — (—0,6256)

I n  th e  case i — 2sa, since th e  co rrespond ing  w av e  fu nc tion  is n o t  o r th o 
gonal to  th e  g round s ta te  in  th e  s in g le t case, v a r ia tio n  o f  th e  p a ra m e te r  w ould  
give us a  rough  e s tim a te  o f  th e  g ro u n d  s ta te , how ever th e  resu lts  o b ta in e d  fo r 
th e  f ix e d  p a ram e te r  v a lu e  given b y  us can be re g a rd e d  as an a p p ro x im a tio n  
to  th e  ex c ited  s ta te  lscr 2scr.

Acta P hys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 2.
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As is to  be seen from  th e  T ab le , on using  a w ave fu n c tio n  o f ty p e  (28) 
we g e t considerab ly  im p ro v ed  re su lts . T he values o b ta in e d  for th e  energy  show  
a  d ev ia tio n  o f a few  p e r cen t from  th e  ex p e rim en ta l va lues, a s itu a tio n  sa tis 
fa c to ry  —  in  v iew  o f th e  sim ple fu n c tio n s o f o n e-cen te r ty p e  u sed  —  also in  
q u a n ti ta t iv e  re sp ec t. As is to  be  seen, our re su lts  im p ro v e  w ith  increasing  n, 
as th e  hyd rogen like  p ro p e rty  becom es m ore an d  m ore  o f  a re a lity .

I t  w ould c learly  be possible to  im prove our re su lts  b y  ta k in g  in to  acco u n t 
s till fu r th e r  te rm s  o f  th e  lin ear co m b in a tio n  in  cp in  (26), i. e. b y  g iv ing  w ith  
g re a te r  accuracy  th e  w ave fu n c tio n  o f  th e  in n e r e lec tro n , resp . b y  su b jec tin g  
to  v a r ia tio n  in  xpi a lso  th e  value o f  th e  p a ra m e te r  Z ' , i. e. b y  im p ro v in g  th e  
w ave fu n c tio n  also o f  th e  o u te r e lectron .

C om puta tions o f a sim ilar k in d  have  re c e n tly  been  effected  also by  
H u z in a g A [17]. H e ta k e s  th e  w ave fu n c tio n  o f th e  in n e r  e lec tron  to  be a lin ear 
co m b in a tio n  o f fu n c tio n s  Is , 4s, 4 d  an d  im proves h is re su lts  b y  v a ry in g  th e  
p a ra m e te r  o f th e  o u te r  electron . H is ca lcu la tions h av e  been  carried  o u t fo r th e  
case n  == 2.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВОЗБУЖДЕННЫХ СОСТОЯНИЙ МОЛЕКУЛЫ Н2 
ПРИ ПОМОЩИ ОБЪЕДИНЕННОЙ МОДЕЛИ АТОМА

И. ТАМАШИ-ЛЕНТЕИ

Р е з ю м е

Для определения энергии возбуждённых состояний молекулы Н2 найболее удобной 
оказывается объединённая модель атома. В отношении однократно возбуждённых состоя
ний типа 1 sonll расчёты проведены в следующих случаях: nil =  2su, 2ра, 2рл, 3so, Зра, 
3рп, 3da, 3dn, 3dô, Asa, Apa, 4рл, Ada, 4dn, Adó, Áfa, А)л., 5рл, 5da, 5fa, 6рл. В расчётах при
меняются одноэлектронные волновые функции, концентрированные на центр молекулы. 
Если волновая функция электрона Iso- рассматривается как комбинация функций Is, 
2s, 3d, результаты, полученные для энергии, хорошо согласуются с опытными данными.
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ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DER STRUKTUR UND DEN  
PHYSIKALISCHEN EIGENSCHAFTEN DES GLASES

IV. M ITTEILUNG  

Die Festigkeit des Glases

Von

I. N á r a y -S z a b ó  und J .  L a d i k

ZENTRALFORSCHUNGSINSTITUT FÜR CHEMIE DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
BUDAPEST

(Vorgelegt von  Z. Gyulai —  Eingegangen: 10. IV . 1960)

Die F estigkeit von Quarzglas wird aus der Zahl der auf 1 cm2 fallenden Si— O -Bindungen  
(die m it H ilfe des Sauerstoffionenvolum ens bestim m t wird) und aus dem  bekannten Si— O- 
Abstand elektrostatisch berechnet. D ie so errechnete Festigkeit ergibt sich als 2508 kp/m m 2, 
sie ist etwas grösser als der bisher gem essene M axim alwert an Quarzglasfäden. Eine D eutung  
der grossen F estigk eit von dünnen Glasfäden wird gegeben.

U n te r den  p h y sik a lisch en  E ig en sch aften  des Glases is t  die F es tig k e it die 
ko m p liz ie rte s te . Sie h ä n g t anscheinend  n ic h t von  der Z usam m en se tzu n g  ab , 
sondern  is t v ie l s tä rk e r  v o n  an d eren  U m stä n d e n  beein flu sst. L e id e rs te h e n  sehr 
w enige D a te n  zu r V erfügung, die an  G läsern  m it b e k a n n te r  Z u sam m ense tzung  
u n te r  v erg le ich b aren  B ed ingungen  gem essen w urden .

D ie R eissfestigkeit von  G las is t im  a llgem einen  w en igstens zehnm al k le i
n e r als die B ru ch festig k e it. Sie h ä n g t ab er in  v iel grösserem  M asse von  d er 
G esta lt u n d  G rösse der u n te rsu c h te n  P ro b en , v o n  der Z eit d e r M essung u n d  
noch  von  sehr v ie len  an d eren  U m stän d en  ab , doch sind  die E rg eb n isse  n ich t 
m it genügender G enau igkeit re p ro d u z ie rb ar. V on den A u to ren  w ird  m eistens 
d ie  Z usam m ense tzung  der u n te rsu c h te n  P ro b e n  n ich t m itg e te ilt.

D ie fo lgenden  T a tsach en  sind  besonders au ffallend :
1. Die F e s tig k e it (6— 12 k p /m m 2) is t verg lich en  m it d er v o n  M etallen  

gering  u n d  zeig t an  versch iedenen  P ro b en  eines Glases von  k o n s ta n te r  Z usam 
m ense tzu n g  eine seh r grosse S treu u n g .

2. D ie R eissfestigkeit w äch st m it A b n ah m e des D urchm essers, sie is t bei 
F ä d e n  von  ein igen ц  D urchm esser fas t 100-m al so gross wie be i e tw a 1 cm 
s ta rk e n  P roben .

3. Die F e s tig k e it eines d ü n n e n  G lasfadens is t  um so grösser, je  k ü rze r der 
F a d e n  is t.

4. D ie F e s tig k e it h ä n g t in  seh r hohem  M asse von  dem  Z u s ta n d  d er G las
oberfläche  ab ; d u rch  E n tfe rn e n  d er O berflächensch ich t w ird  d ie  F es tig k e it 
e tw a  d reifach  e rh ö h t.

5. B ei einer län g eren  B e lastu n g  f in d e t m an  eine geringere F e s tig k e it als 
bei e iner k ü rze r w ährenden .
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Z ur D e u tu n g  dieser u n d  a n d e re r  E rsch e in u n g en  s te llte  G r i f f i t h  [1] 1920 
e in e  T heorie  au f, w onach  die w ah re  F es tig k e it des G lases v ie l g rösser is t als die 
d u rc h  M essung e rh a ltb a re . D as k o m m t d a h e r , dass es im  G las zah lreiche, 
u n s ic h tb a re  R isse  g ib t; d iese  v e rrin g e rn  e inerse its  den  w ah ren  Q u e rsch n itt, 
an d e re rse its  w ird  die S p an n u n g  a n  ih ren  R ä n d e rn  v e rv ie lfach t u n d  daher k a n n  
h ie r  das Z erre issen  le ich t b eg in n en , das d a n n  d u rch  das ganze  G lasstiick  lä u f t  
(im  G egensatz  zu  den M e ta llen , wo die Z erre issung  an  den  K orn g ren zen  a u f
g eh a lten  w ird ).

G r i f f i t h  h a t  aus se in en  V ersuchen  eine R eissfestig k e it von  e tw a 1000 
k p /m m 2 fü r  d en  D u rch m esser 0 ex tra p o lie rt. O r o w a n  [2] gelan g te  von  einem  
ganz a n d e re n , m echan ischen  A u sg an g sp u n k t aus zu  e inem  ähn lichen  W e rt.

A n d r a d e  u n d  T s i e n  [3] v e rsu ch ten , d iese R isse exp erim en te lle  n a c h z u 
w eisen. Sie b e h a n d e lte n  ih re  P ro b en  in V ak u u m  bei 350° C m it N a triu m d a m p f, 
w odurch  d ie  R isse  im  M ikroskop  s ich tb a r w urden . A n frisch e r O berfläche w aren  
w enige R isse  v o rh a n d e n , d e re n  Zahl s p ä te r  zunahm .

N eu erd in g s  w urde v o n  G o r d o n , M a r s h  und  P a r r a t t  [4] diese V ersuchs
te c h n ik  a u sg e b a u t; sau b ere  u n d  u n b e rü h r te  G lasoberflächen  w urden  bei 400° C 
e tw a 4 S tu n d e n  lan g  d u rc h  N a tr iu m d a m p f  v o n  e tw a 0,1 m m  H g-D ruck  b e h a n 
d e lt (» d ek o rie rt« ). So k o n n te n  sie die O berflächen risse  a n  G läsern aller A rt 
nachw eisen  u n d  in  sch ö n en  M ik ro fo tog rafien  fe s th a lte n . D ie e rh a lten en  N e tz 
w erke s in d  m eistens e in a n d e r  ähn lich . D ie ä tzende  W irk u n g  des N a triu m s is t 
be i Q u arzg las  s tä rk e r  a ls b e i g em isch ten  O xydgläsern . A n der A ussenseite  
eines g ebogenen  G lasfadens w urden  v o n  den  A u to ren  v ie l m eh r Risse g efu n d en  
als an  d e r In n en se ite . D ie R isse der gezogenen A ussenseite  verlau fen  g rö ss ten 
te ils  n o rm a l u n d  die d e r g e s tau ch ten  In n en se ite  p a ra lle l zu r F ad en ach se . Sie 
s te llte n  a u c h  d ü n n e  (n ic h t m ehr als 1000 Â dicke) M em brane her, in d em  sie 
ein  am  E n d e  geschlossenes, g lühendes G lasrohr p lö tz lich  aufbliesen, u n d  es 
b e rs te n  Hessen. D iese d ü n n e n  M em brane Hessen im  E lek tro n en m ik ro sk o p  bei 
e in er A uflösung  v o n  75 Â  w eder K ris tä llch en , noch  R isse noch  S tru k tu r  e rk e n 
nen . E s  w urde  v e rsu c h t, d ie  M em brane im  E lek tro n en m ik ro sk o p  d u rc h  E r h i t 
zen zu  d ev itrifiz ie ren , d o ch  v e ru rsa c h te  das S chw ierigkeiten , obzw ar se lb s t die 
L iq u id u s -T e m p e ra tu r  ü b e rsc h ritte n  w orden  w ar. K a ta ly sa to re n  w ie H F , 
L iO H , A sb estp u lv e r h a b e n  dagegen eine schnelle K ris ta llisa tio n  h e rb e ig e fü h rt.

A us diesen T a tsa c h e n  fo lgern  die A u to ren , dass das System  d e r R isse 
sch o n  v o r der D e k o ra tio n  v o rh an d en  is t .  Zwei U rsach en  ih re r  E n ts te h u n g  sind  
die A b rasio n  und  d ie  D e v itr if ik a tio n  (eine R issb ildung  d u rch  die le tz te re  U rsa 
che w u rd e  zw ar an  N a tro n g la s  n ic h t b e o b a c h te t, desto  m eh r an  Q uarzg las). E s 
is t  w ah rsch e in lich , d ass  die B re ite  d e r R isse beim  U rsp ru n g  100— 200 Â, ih re  
T ie fe  1000 À is t;  n a c h  d er B eh an d lu n g  m it N a tr iu m d a m p f  w ächst d ie  T iefe zu 
1— 10 /л an.

M an m uss b em erk en , dass au c h  andere  B eo b ach tu n g en  d a ra u f  h inw eisen , 
d ass  d ie  F e s tig k e it d ü n n e r  G lasfäden  n ich t n u r v o n  dem  D urchm esser, sondern
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auch  von  d en  U m stä n d e n  der F ad en z ieh u n g  a b h ä n g t. O tto  [5 | h a t  n a ch g e 
w iesen, dass die F e s tig k e it v o n  u n te r  g le ichen  U m stä n d e n  gezogenen F ä d e n  fa s t 
u n ab h än g ig  von  der D icke is t , dagegen  s ta rk  von  d e r T e m p e ra tu r  des gezo
genen G lases a b h ä n g t u n d  m it dieser s ta r k  anw ächst. D ie Fänge d er v o n  ihm  
u n te rsu c h te n  G lasfäden  w ar im m er d ie  gleiche (1 in  =  25,6 m m ). Ä hn lich e  
B eo b ach tu n g en  w erden  au ch  von  T h o m a s  [6] m itg e tc ilt.

D ie w ahre  F e s tig k e it des Glases i s t  also n ach w eisb a r um  vieles grösser 
als die gem essene. D ah er is t  es w ichtig , d ie  w ahre  F e s tig k e it au f einem  an d e re n , 
u n m itte lb a re re n  W ege zu  berechnen , a ls d ies G r if f it h  bzw . O r o w a n  ta te n .  
D ie B erechnung  k a n n  a u f  e lek tro s ta tisc h e m  W ege erfo lgen , w ozu die K e n n tn is  
der du rch  e inen  cm 2 G lasq u e rsch n itt geh en d en  S i—О- (u n d  anderen) B in d u n 
gen eine M öglichkeit g ib t. D ies k an n  au s  dem  S au ersto ffio n en v o lu m en  v 
b e rech n e t w erden . B etreffs d er B estim m u n g  von  v v e rw e isen  w ir a u f  f rü h e re  
M itte ilungen  d ieser R eihe [7, 8].

E s w urde  b e re its  v o n  G r if f it h  nachgew iesen , dass d ie  Z ugfestigke it fe i
ner G lasfäden  die des G lases m it grösseren  D urchm essern  bei w eitem  ü b e r 
tr if f t . So fand  er z. B. be i e inem  G lasfaden m it 69,2%  S i0 2, 0 ,9%  N a20 ,  12 ,0%  
K 20 ,  11,8%  A120 3, 4 ,5%  CaO u n d  0 ,9%  M nO  und e inem  D urchm esser von  
0 ,1 6 5 -IO -3 in  =  4,08 (л e ine F es tig k e it v o n  350 kp /m m 2. A n d e r e g g  [9] h a t  
noch  grössere F e s tig k e ite n  an  fe inen  Q uarzg lasfäden  gem essen ; die grösste  v o n  
ihm  gefundene F e s tig k e it w ar e tw a  2460 k p /m m 2, was die th eo re tisch en  F e s tig 
k e iten  von  G r if f i t h  bzw . O r o w a n  w eit ü b e r tr if f t .

N u n  k a n n  aus dem  S au ersto ffio n en v o lu m en  v eine F lä c h e  des ein 0 2~-Ion 
e n th a lte n d e n  W ürfe ls u n d  d a ra u s  die Z ahl d e r  0 2_-Ionen im  Q u ersch n itt v o n  
1 cm 2 des Q uarzglases b e rech n e t w erden. Im  Q uarzglas b ild e t jedes 0 2_-lo n  
zw ischen zwei Si4+-Ionen  eine B rücke. In  M eta lloxyd  e n th a lte n d e n  G läsern s in d  
ebenfalls M e— O -B indungen  v o rh an d en , die n a tü r lic h  v ie l schw ächer s in d .

E s sei in  e inem  S ilik a tg las  die d u rch sch n ittlich e  Z ahl d e r  zum  Si4+-Io n  
gehörenden  B rü ck en -S au ersto ffio n en  y ,  die d e r N ich t-B rü ck en sau ersto ffio n en *  
X ,  so is t offenbar

X +  у  =  4,

da  in  a llen  S ilik a ten  S i0 4-T e traed er v o rh an d en  s in d , die K o o rd in a tio n szah l von  
Si4+ b e trä g t also 4. Im  G las is t  d ie Z ah l der S auersto ffionen  p ro  n e tzb ildendes 
Io n  R  =  0 /(S i +  В +  . . .) , im  Q uarzglas also  R  =  O/Si =  2. Jed es n ic h t
b rü ck en b ild en d e  0 2_-Ion  g eh ö rt n u r  zu  einem  S i4+-Ion, die b rü c k en b ild en d en  
0 2_-Ionen  gehören ab e r n u r  zu r H ä lfte  zu  einem  Si4+-Ion, es i s t  also

R  =  X +  y/2
oder

у  =  8 — 2 R.

* X  und у  sind in allgemeinen keine ganze Zahlen.
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D e r Q u o tien t d e r  B rü ck en sau er S t o f f  ionén u n d  säm tlich e r S au er S t o f f  ionén is t

y l (x  +  y )  =  2 - Щ 2 .

D a  eine  F läch e  d e r e in  S au ersto ffio n  e n th a lte n d e n  W ürfel v2lä i s t ,  b e trä g t d ie  
Z a h l der a u f  1 cm 2 fa llenden  S a u e rs to ff  ionén l/v 2,s u n d  die der a u f  1 cm2 fa llen 
d e n  B rü ck en sau ersto ffio n en

2 - R I 2
n  = --------- -—  .

„2/3

D ie  F e s tig k e it i s t  be i be lieb igen  G läsern  p ro p o rtio n a l m it n, v o rau sg ese tz t, dass  
sie  aus e in em  u n en d lich en  T e tra e d e rn e tz  b es teh en . D ie F e s tig k e it is t also  
um so  grösser, je  k le iner v u n d  R  is t .  D ie le tz te re  Z ah l is t u n te r  a llen  S ilik a tg lä 
se rn  (die k e in  B e, В oder Al e n th a lte n )  b e i Q uarzg las am  k le in s te n , wo a u c h  v 
k le in  is t. D a h e r  m uss die F e s tig k e it  v o n  Q uarzg las hoch  se in , was m it d e r 
E rfa h ru n g  im  E in k la n g  s te h t.

Die w a h re  F es tig k e it des Q uarzglases lä s s t  sich e le k tro s ta tisc h  b e rech n en . 
Zw ischen d em  Si4+ u n d  dem  0 2--Ion, d e ren  A b stan d  b e k a n n tlic h  r =  1 ,60 •
• 10-8 cm  is t ,  b e s te h t die CouLOMBsche A n z ieh u n g sk ra ft — 8 e2/r2. K o s s e l  [10] 
h a t  die z u r  T ren n u n g  d e r Io n en  n o tw en d ig e  A rb e it berech n e t, in d em  
er die an z ieh en d en  u n d  ab s to ssen d en  e le k tro s ta tisc h e n  K rä f te  zw ischen dem  
Si4+ u n d  d en  4 0 2--Ionen e in fach  su m m ie rt h a t .  W enn  s ich  ein v ierw ertig es  
zen tra le s  K a tio n  u n d  v ie r zw eiw ertige A n io n en  bis zu e in em  A b stand  v o n  r 
e in an d e r n ä h e rn , so w ird  — 17,32e2/r  E n e rg ie  frei. W ird  d agegen  das Si4+-Ion 
n u r  d u rc h  d re i zw eiw ertige A nionen u m g eb en , so b e tr ä g t  die fre iw erdende 
E nerg ie  — 17,08e2/r. D ie E nerg ied ifferen z  zw ischen der v ie rfach en  u n d  d e r d re i
fachen  K o o rd in a tio n  is t  a lso  — 0,24e2/r , o d e r in  erg. au sg ed rü ck t

— 0,24 e2/r
-  0,24 (4 ,8 0 -IQ- 10e ls t .E in h .)2 

1,60 • IO "8 cm
3,456 • 10~12 erg.

Im  K r is ta l l  bzw . im  n ich tp e rio d isch en  N e tzw erk  des G lases w ird  fü r die P o te n 
t ia lfu n k tio n  zw ischen zw ei Io n en  n äherungsw eise  eine P o te n tia lfu n k tio n  eines 
zw eia to m ig en  M oleküls m it  dem  b e k a n n te n  q u a lita tiv e n  A b lau f (F ig . 1) gültig  
sein. Im  M inim um  der E n e rg ie  (A) h e rrs c h t G le ichgew icht; bei A nlegung  einer 
z ieh en d en  K ra f t  v e rg rö sse rt sich d er A b s ta n d , bis an  d e r  Stelle der In flex io n  
d er K u rv e  (P u n k t B, F ig . 1) B ruch  d e r B indung  S i— О erfolgt.

N eh m en  w ir das P o te n tia l  des p seudo-zw eia tom igen  M oleküls S i0 3— О 
näh eru n g sw eise  in  d er F o rm  der M oR SE-Funktion [11],

U (r  -  re) =  D c( 1 -  e- « r- r«>)2 , ( 1 )
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an , wo U  d ie E nerg ie , re den  K e rn a b s ta n d  im  G leichgew icht, r  d en  lau fen d en  
K e rn a b s ta n d , D e die B indungsenerg ie  beim  G le ich g ew ich tsab stan d  b edeu ten  
u n d  ß  eine K o n s ta n te  is t. D a im  In flex io n sp u n k t d2U/dr2 =  0 is t ,  erg ib t sieb 
aus (1)

2  e - « r < - r . )  — 2 ,  ( 2 )

wo je tz t  r (- d er K e rn a b s ta n d  im  In fle x io n sp u n k t is t .  D ie K ra f t d a se lb s t b e trä g t

Fi [2ß D e( 1 -  e-^(r-r«))e-^(r-r.)] r = _ (3)

D ie Z ah lenw erte  in  d ieser G leichung sind  b e k a n n t:  re =  1 ,6 0 'I O -8 cm ,

D e =  —  0,24e2/l ,6 0  • 10~8 =  — 3,456 • I O '12 erg =  — 1,74 • 104 cm "1 -Ac; n u r  ß  
m uss m an  berechnen . D azu  d ien t die folgende G leichung [11]:

ß  =  1,2177.107 c o ß J ^ J D e , (4)

wo Ha  in  A tom g ew icb tse in b e iten  u n d  coe, bzw. D e in  cm ” 1 E in h e ite n  zu  su b 
s titu ie re n  is t . ца  is t  be im  28Si160 3-160 -M o lek ü l 13,22 in  A to m g ew ich tse in h e iten  
u n d  ß)e, die F req u en z  d er G rundschw ingung , s te h t m it D e im  Z u sam m en h an g

D„
4

(5)

(xe: A n h a rm o n iz itä ts fa k to r  d er S chw ingung ; x e w urde b e im  28Si160 -M o lek ü l zu 
4,87 • 10~3 gefunden  [(11a)]. coe e rg ib t sich  aus (5) zu 339 cm -1 und  ß  aus (4) zu
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1 ,1 4 -IO 8. M it den W e rte n  v o n  ß  u n d  D e u n d  m it B erü ck sich tig u n g  von  (2) 
e rg ib t sich

F , =  2 • 1,14 • 108 • 3,546 • IO“ 12 (1 -  0 ,5 ). 0,5 =  1,97 • 10-4  dyn  

p ro  S i— O -B indung .
D ie F e s tig k e it des Q uarzg lasfadens p ro  cm 2 b e tr ä g t  also 1/гг2;3-т а 1  so viel, 

d . h . 1,97 • 10~4 dyn  (22,7 • 10■24)”2,3 c m '2 =  2,463 ■ 10u  d y n - c m -2 o d er 2508 
k p /m m 2.

W ir e rh ie lten  also  einen  W ert, d er e tw as grösser is t  als der ex p erim en te ll 
( in  e inem  F a ll) b e o b a c h te te  H ö ch stw ert 2460 k p /m m 2. A usser den  erheblichen  
V ersu ch sfeh le rn  m uss m an  n a tü r lic h  b e a c h te n , dass u n sere  A b le itung  a u f  völlig 
e le k tro s ta tisc h e  B in d u n g en  b as ie rt is t , obzw ar in  d e r T a t  diese B in d u n g en  te il
w eise k o v a le n t sind . D ie  D ifferenz des b e o b a c h te ten  H ö ch stw ertes  u n d  des hier 
b e re c h n e te n  W ertes i s t  e tw a  2% .

N a tü r lic h  is t  d ie  F e s tig k e it d er m e is ten  Q u arzg lasfäd en  b e d e u te n d  gerin 
ger a ls d ie  h ier b e re c h n e te , da d iese th eo re tisch e  Z ah l einen M axim alw ert 
d a rs te l l t  u n d  die F e h le r  der S tru k tu r  (bei G läsern  in  e rs te r L inie d ie »G r if - 
FiTH -cracks«) d iesen  W e rt h e rab se tzen . H eu te  k a n n  die E x is ten z  d ieser Risse 
a ls  e x p e rim en te ll bew iesen  gelten  u n d  sogar ih re  V erte ilu n g  e n tsp r ic h t den 
E rw a r tu n g e n  [4]. B ei dem  F ad en z ieh en  is t die A bküh lungsgeschw ind igke it 
ä u sse rs t hoch , w as d ie  A usb ild u n g  d e r R isse v e rh in d e r t;  an d ere rse its  o rien 
tie re n  sich  etw aige R isse  beim  Z iehen  para lle l zu r F ad en ach se , w o durch  ihr 
E in flu ss  a u f die Z ieh fes tig k e it au fgehoben  w ird .

E s  w erden aus S pezia lg läsern  F ä d e n  von  e in ig en  [x D urchm essern  in d u s
tr ie l l  h e rg es te llt, ih re  F e s tig k e it b e trä g t  bis 700 k p /m m 2, is t  also bedeu tend  
g rösser als die an  M e ta lld rä h te n  m a x im a l gem essene F e s tig k e it (be i W olfram  
400 k p /m m 2). Es e rü b r ig t  sich, an  d ieser S telle  d ie  p ra k tisc h e  W ic h tig k e it dieser 
T a tsa c h e  zu e rö rte rn .

D ie  F e s tig k e it n a tü r lic h e r , d ü n n e r A sb estfa se rn  w urde v o n  Z u k o w s k i  

u n d  G a z e  [12] u n te rs u c h t;  sie fa n d e n  einen M ax im alw ert von  e tw a 600 k p /m m 2 
b e i K ro k y d o lith  (C ape Colony); au ch  h ier n im m t die F e s tig k e it m it zu n eh 
m en d e r L änge d er F a se r  ab . D ie S tru k tu r  der A sb estm in era lien  is t  b e k a n n t, sie 
e n th a lte n  un en d lich e  (SiOs) -K e tte n , die p a ra lle l d er F aserach se  laufen . Im  
Q u arzg las sind  d iese  K e tte n  se itlich  du rch  gem einsam e S auersto ffionen  v e r 
b u n d e n .

E s e rg ib t s ich  die F rag e , w a ru m  das G las im m er schw ache S tellen  e n t
h ä l t ,  d ie die F e s tig k e it so e rh eb lich  v e rrin g e rn . D as V orh an d en se in  solcher 
schw achen  S te llen  sch e in t eine allgem eine E ig e n sc h a ft der M aterie  zu  sein, da 
d ie  th e o re tisc h  b e rech en b aren  F e s tig k e ite n  au c h  hei an d e ren  S to ffk lassen ; 
z. B . b e i M etallen , n ic h t e rre ic h b ar sind . Es g ib t ab e r die sog. »w hiskers« , d. h . 
seh r dünne M eta llfäd en , die m an ch m a l an  E in k ris ta lle n  g eb ild e t w erden u n d
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eine  das gew öhnliche M eta ll w eit ü b e rrag en d e  F es tig k e it besitzen . Z. G y u l a i  

[13] h a t die F e s tig k e it seh r d ünner N aC l-F äd en  b e s tim m t, die bei 1 [г D u rc h 
m esser ebenfa lls ü b e rra sch en d  gross g efu n d en  w urde, e tw a  120 kp /m m 2 gegen
ü b e r etw a 2 k p /m m 2 an  E in k ris ta llen . D ie  S chw achste llen  der M etalle  u n d  
Salze sind  a llerd ings au ch  an d e re r N a tu r .

Die schw achen  S te llen  im  Glas k ö n n e n  v e rsch iedener A rt sein. B e i G lä
se rn  m it R  zw ischen  2 ,00— 2,50 g ib t es T e tra e d ersc h ic h te n  m it  der Z u sam m en 
se tzu n g  Si20 5, d ie  hie u n d  d a  durch  gem einsam e S auersto ffio n en  v e rk n ü p f t 
s in d . In  gew issen K ris ta llen , z. B . im  G lim m er, sind  diese S i— O -Schichten  d u rc h  
K alium ionen  zu sam m en g eh a lten , die S tä rk e  d er К —O -B in d u n g  is t a b e r v ie l 
g eringer als die d e r S i— O -B indung  (sie b e t r ä g t  n u r 9 ,2%  derselben). E s k a n n  
sogar V orkom m en, dass sich  zw ei solche S i20 5-Schichten  ohne dazw ischen
liegenden  K a tio n e n  an e in an d e r schm iegen u n d  n u r d u rch  Y an  der W aals- 
K rä f te  zu sam m en g eh a lten  w erd en . Die V errin g eru n g  der F e s tig k e it  rü h r t  n ic h t 
n u r  v o n  der Q u e rsc h n ittv e rrin g eru n g  her, so n d e rn  noch m e h r von  der » stre ss  
m u ltip lica tio n «  a m  R an d  der Si20 5-Schichten . Im  Q uarzglas, dessen  Z usam m en
se tzu n g  Si20 5-S ch ich ten  n ich t e r la u b t, k ann  m a n  D o p p e lsch ich ten  Si40 8 a n n e h 
m en, d ie  aus zwei Si20 5-S ch ich ten  dadurch  e n ts te h e n , da sie d u rc h  gem einsam e 

, 0 2—-Io n en  der gegenüberliegenden  T e traed ersp itzen  v e rb u n d e n  sind ; solche 
S ch ich ten  kom m en  z. B. im  a-C elsian  vor [14].

E lek tro n en m ik ro sk o p isch e  A ufnahm en  v o n  Glas [15] zeigen , dass d ie 
D ich te  in  B ereichen  von  e tw a 100— 200 Â sc h w a n k t; diese E rsch e in u n g  is t  
zw ar n o ch  n ich t a u fg e k lä rt, sie b ild e t aber k e in  A rg u m en t gegen die A nnahm e 
eines n ich tp e rio d isch en  T e traederne tzw erkes.
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ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ СТРУКТУРОЙ И ФИЗИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ 
СТЕКЛА. IV. ПРОЧНОСТЬ СТЕКЛА

И. НАРАИ—САБО и Й . ЛА Д И К

Р е з ю м е

Структура кварцевого стекла вычисляется электростатически из числа связи 
Si—О, приходящегося на 1 см2 (что определяется на основе объема иона кислорода), 
и известного расстояния Si—О. Величина полученной таким образом прочности соста
вляет 2508 кп/мм2, что находится в наилучшем согласии с максимальной прочностью, 
измеренной по настоящее время на кварцевых стеклянных нитях. Дается объяснение 
высокой прочности тонких стеклянных нитей.
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ON THE SIMULTANEOUS DISTRIBUTION OF THE 
SAGITTAS OF A TRACK IN EMULSION IN THE CASE OF

BACK GROUND NOISE
B y

L. JÁN O SSY

CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, BUDAPEST 

(Received 4. V. 1960)

A sim ple method is g iven  for evaluating the sim ultaneous distribution fun ction  of 
sagittas o f a track in  em ulsion in  the case o f  Coulomb scattering on ly  and also w hen  back 
ground noise is present. The expression thus ob ta ined  w ill be m ade use o f  in a subsequent paper 
for the m axim um  likelihood determ ination o f th e  scattering param eters o f such a track.

§ 1. I n  a previous p a p e r  [1] we h a v e  d ea lt w ith  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  
sc a tte rin g  c o n s tan t o f a tra c k  in  em u lsio n  using th e  m ax im um  lik e lih o o d  
m eth o d . So as to  ex ten d  th e  m ethod  to  tra c k s  where th e  b ack  g round  no ise  is 
n o t neglig ib le i t  is necessary  to  have an  e x p lic it expression fo r th e  s im u ltan eo u s  
d is tr ib u tio n  o f sag itta s  in  th e  case of b a c k  ground.

In  th e  p re sen t p a p e r we give a m e th o d  m uch s im p le r  th a n  t h a t  used  
p rev iously  b y  us or o th e r a u th o rs  [2, 3] fo r  th e  d e te rm in a tio n  of th e  d is t r ib u 
tio n  o f th e  sa g itta s  w ith o u t h a c k  g round  a n d  fu rth e r we e x te n d  th e  m e th o d  to  
th e  case w here b ack  g round  is also p re se n t. In  a su b seq u en t pap er u s in g  th e  
re su lts  o b ta in e d  here , we sh a ll give th e  m ax im u m  like lihood  d e te rm in a tio n  o f 
b o th  sc a tte rin g  c o n s tan t a n d  noise level; we shall th e n  also  give a p ra c tic a l 
m e th o d  w hich  gives an accu racy  n o t m uch  in fe rio r to  th e  m ax im u m  lik e lihood  
d e te rm in a tio n , w hich m eth o d  appears to  b e  sim ple en ough  fo r p ra c tic a l use .

§ 2. W e proceed  th u s  to  give a sim ple m e th o d  for th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  
d is tr ib u tio n  o f th e  sag itta s  o f  a tra c k  w ith o u t back  g ro u n d  noise. As a f i r s t  
s tep  we d e te rm in e  th e  d is tr ib u tio n  of th e  v a lu es  of tra n s v e rs a l sc a tte r  in  N  
p o in ts  o f a tra c k .

W e consider a p a rtic le  passin g  th ro u g h  an  em ulsion a n d  giv ing rise  to  a 
tra c k  w hich does n o t d ev ia te  v e ry  m uch fro m  a s tra ig h t line . A  system  o f coo r
d in a te s  m ay  be in tro d u ced  so t h a t  th e  tra c k  passes th ro u g h  th e  origin X  =  0, 
Y  =  0 an d  does n o t d ev ia te  s tro n g ly  from  th e  X -axis. W e sh a ll  consider th e  
p ro jec tio n  of th e  tra c k  on to  th e  X — Y -p lane  an d  select N  +  2 po in ts  w ith  
e q u id is ta n t X -coord ina tes:

X r =  vs, v =  0 , 1 , 2 ,  . . . , N  + 1 .  (1)

P re se n tly  we d e te rm in e  th e  sim u ltan eo u s d is tr ib u tio n  of th e  Y -coord inates o f  
th e  p o in ts  defined  b y  (1) w hich w e shall d en o te

Y i, Y3, . . . ,  Y w +i.
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T h e Y -coord ina te  o f  th e  in itia l p o in t should  be

Yo =  0.

§ 3. T he d is tr ib u tio n  fu n c tio n  of th e  Y„, v =  1, 2, . . . ,  N  -j- 1 m ay  be 
d e riv ed  fro m  th e  p ro b a b ility  d is tr ib u tio n  o f th e  e lem en ta ry  a c t .  W e deno te  
th e  p ro b a b ility  d e n s ity  of a collision  tak in g  p la c e  in  th e  em ulsio n  a t  a d e p th  
X  b y  a ( X ) .  In  m a n y  cases we can  suppose

a (X ) =  a — const.

a ( X )  m u s t be su p p o sed  to  d e p e n d  upon  X  i f  th e  absorber is  inhom ogeneous. 
H ow ever, even in  a hom ogeneous absorber th e  p ro b a b ility  o f  a  collision m a y  
s till  be a fu n c tio n  o f th e  energy  E  of th e  p a r tic le ;  th e  energy  E  in  its  tu rn  m a y  
be supposed  to  v a ry  co n tin u o u sly  w ith  X  an d  in  such a w ay  a m ay  depend  on  
X  th ro u g h  th e  dependence  o f  E  u p o n  X .  I f  we p u t  th u s

a ( X )  =  a ( E ( X ) ) ,

w here a (E ) is th e  collision d e n s ity  for a p a r tic le  of en e rg y  E ,  we tae  in to  
acco u n t th e  av e rag e  loss o f en e rg y  b u t n eg lec t f lu c tu a tio n s  o f  it.

W e sha ll d en o te  fu r th e r  b y  (p(X ; ft) th e  p ro b a b ility  d e n s ity  for a sc a tte r in g  
p rocess to  occur a t  th e  d e p th  X  th ro u g h  an  an g le  th e  p ro je c tio n  of which u p o n  
th e  X — Y -p lane  is ft. F o r th e  dependence o f  cp(X',ft) u p o n  X  we m ay re p e a t  
th e  rem ark s  m ad e  in  co n n ec tio n  w ith  a (X ) .  T h e  d en sity  cp(X;ft)  refers to  th e  
p ro je c te d  ang les o f sc a tte r  in  a single co llision  — t hus  we suppose

j cp(X; ft) dft =  1.

F u rth e rm o re , because o f sy m m e try  we m a y  suppose

<p(X; ft) =  <p(X; — ft),

th u s  th e  ex p ec ted  value o f  th e  angle ft in  one  collision is

< # >  =  0, (2)

a n d  th e  s c a tte r  o f ft sh a ll b e  deno ted

<  {ô f t f  >  =  f  # > ( * ;  ft) dft =  x*(ft). (3)

W e sha ll a lso  m ake use o f  th e  L ap lace tra n s fo rm  o f ft, n am ely

L ( x ;  A) =  J eM <p(x; ft) dft. (4 )

§ 4. I f  a p a rtic le  p assin g  th ro u g h  th e  em ulsion su ffers a collision n e a r  th e  
X -ax is  in  a p o in t w ith  X  =  f , th e n  ow ing to  th is  co llis ion  th e  Y -coord inates 
o f th e  p o in ts  ly ing  fu r th e r  dow n along th e  X -ax is w ill be  affected.
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I f  th e  ang le  th ro u g h  w hich  th e  p a rtic le  is sc a tte re d  in  th is  single collision 
is d e n o ted  b y  •&, we o b ta in  co n trib u tio n s  y v to  th e  values Yv eq u a l to

( ( x v -  №  if  * „ > £ ]  
lo ,  if  x v a , \

w here we suppose  th e  angle to  be su ffic ien tly  sm all so th a t

#  ~  sin  $  tg  &

can  be supposed . I f  th e  p a rtic le  on i ts  w ay  th ro u g h  th e  em ulsion  is sc a tte re d  к 
tim es in  p o in ts  w ith  X -co o rd in a tes  | 2, • ••■>£ к th ro u g h  angles $ х, . . . ,  ß
th e n  th e  ^ - c o o rd in a te s  w ill be g iven b y

к
Y v =  2  y iK) +  &0X v , 

к =о
v =  0 , l , 2 , . . . , J V + l ,

w here

y W  =  A ( X v - £ K)&K , К  =  0 ,1 ,2 , . . .  ,fe
an d

° ,
A  (*) =

* < 0 ,u X  >  0.

F u r th e r , £0 =  0, a n d  û 0 is th e  angle b e tw een  th e  p ro je c te d  tr a c k  a n d  th e  
X -ax is  in  th e  in it ia l  p o in t

X 0 =  0, Y 0 =  0.

§ 5. So as to  d e te rm in e  th e  sim u ltan eo u s d is tr ib u tio n  o f th e  Y v we m ay  
rep re sen t th e  collisions o f a p a rtic le  as p o in ts  in  th e  I — ê  p lane . D iv ide  th is  
p lan e  in to  a v e ry  la rg e  n u m b e r of v e ry  sm all sections AÇ Afi, so th a t  th e  Я/t th  
in te rv a l con ta in s values

f „ <  * < * „ + ! ,  

<7 ^  ^*.+ 1
( 6 )

T he c o n trib u tio n  from  th e  Я/t th  in te rv a l to  th e  values o f  Y  m ay  be w ritte n  
an d  th u s  we m a y  w rite  in  p lace o f (5)

Y v =  2 ’ у1Л/,) +  #0 V =  1,2, • • • • (7)

I f  th e  in te rv a ls  (6) a re  v e ry  sm all, th e n  m ost o f th em  w ill co n ta in  no collisions 
a n d  m ost o f  th e  у ^  w ill be zero.
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T h e p ro b a b ility  fo r a collision to  ta k e  p lace in sid e  a p a r tic u la r  in te rv a l 
А/г is  g iven  b y

P bn  =  « ( Д х )  >h) Л Д х  ( 8 )

w here  Zl£M =  | м+1 —  £,,, /1 Ьх =  ^я+i — if  we n eg lec t te rm s  o f  h ig h er o rd er 
in  or Aftx.

I f  th e re  is one collision  only  in  th e  A/tth in te rv a l, th e n  th e  (neglecting  
te rm s  o f h ig h e r o rd er in  A£ß, A û x) ta k e  u p  values

Y ^  =  A ( X V- ^ ) § K. (9)

T h e  p ro b a b ility  o f no collision in side  th e  A/^th in te rv a l is eq u a l to  1 ■—- P ^ i  
th u s  accord ing  to  (8) th is  p ro b a b ility  is v e ry  la rg e . T h e  p ro b a b ility  o f  m ore 
th a n  one collision is o f  th e  o rd er o f  (All^Zl^)2 an d  we sh a ll neg lec t th e  possib i
l i ty .  T h e  d is tr ib u tio n  o f y f '1'1 (for fix e d  A, [i, v) can  th u s  be w ritte n , w hen 
n eg lec ting  h ig h er o rd e r te rm s ,

P x J y W  =  * № * )  ( !  -  p v )  +  * № *  -

w here  b(y) is th e  u su a l D irac  ő-function .
W e are  in te re s te d  in  th e  s im u ltan eo u s d is tr ib u tio n  o f th e  N  values of 

y™ . I t  is convenient, to  in tro d u c e  vec to rs

у(ад =  y (i ß\  y í ^ \  • • •, y f ä v  
Yw  =  y ( «  у < а д , . . .  . у о д .

T he s im u ltan eo u s d is tr ib u tio n  o f th e  co m p o n en ts  o f  yP"'1 can  be w ritte n

P ^ { У(ад) =  Ч у М ) (1 -  Р ы) +  à (yp*  -  Y ^ ) ) P V , (10)

w here th e  ő -function  ap p lied  to  a v ec to r  is supposed  to  be given by

% )  =  % i )  Ч у 2) ■ ■ - H y n +i ),

i.e . b y  th e  p ro d u c t o f th e  ô-functions ap p lied  to  th e  com ponen ts o f th e  vec to r. 
T he g en era tin g  fu n c tio n  o f th e  d is tr ib u tio n  (10) can  be w ritte n

Gv ( v ) =  J  eYyjFV ( y ) dy> ( u )

w here we use th e  n o ta tio n
N + l

'■y =  2 '  к у *>r=l
and

v =  »1, v2, • • • ,  vN+1,
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are  th e  N  tra n s fo rm a tio n  p a ra m e te rs  re la tin g  to  th e  com p o n en ts  o f  y. 
In tro d u c in g  (10) in to  (11) we fin d

З Д  =  1 +  П ^ ( а д - 1 ) .

§ 6. T h e  v ec to rs  for d iffe ren t va lu es  o f  X ц  are in d e p e n d e n t. (T he 
com ponen ts o f  one v ec to r y<; '̂  are no t in d e p e n d e n t of each  o th e r, on th e  
c o n tra ry  th e y  are  s tro n g ly  re la te d  to  each o th e r , how ever, th is  is n o t im p o r
ta n t .)  As th e  v ec to r

Y =  Y l5 Y a, • • • , Y n+1

is o b ta in ed  as th e  su m  o f th e  s ta tis tic a lly  in d e p e n d e n t vec to rs th e  sim ul
tan eo u s  d is tr ib u tio n  P(Y) o f th e  com ponen ts o f  th e  v ec to r Y is o b ta in ed  as 
th e  fo ld ing  of th e  in d iv id u a l d is tr ib u tio n s , th u s

P(Y) =  ^n(yn) * Pi2(v12) * ■ • • * PLM(y(LM))-

T he g en era tin g  fu n c tio n
G(v) =  j  evYP(Y )dY

o f th e  d is tr ib u tio n  P(Y ) is th u s  eq u a l to  th e  p ro d u c t o f  th e  g en era tin g  functions 
o f th e  in d iv id u a l d is tr ib u tio n s ,

G(v) =  G0(v ) /7 G M(v),
vy.

w here G0(v) is th e  d is tr ib u tio n  of $ 0X.
I t  is conven ien t to  in tro d u ce  lo g arith m ic  g en e ra tin g  functions

H (v) =  In G (v), # ,,Д v) =  In Gvti(y ) .
O ne th u s  o b ta in s

H (y)  =  H 0(y) +  £  H ^ y ) .  (12)

F ro m  (12) we fin d , neg lec ting  again  te rm s  of higher o rd e r,

t f v (v) = P v ( e ^ ' )  - 1 ) .  (13)

R ep lacing  th e  su m m atio n  in to  Х/л b y  in te g ra tio n  in to  £ an d  & we th u s  f in d  
from  (12) an d  (13) w ith  help  of (8) an d  (9)

H (y)  =  H 0(y) +  j  o ( |)  cp(i; &) (e 'Y * -W  _  1) d& d f , (14)

w here we have in tro d u ced  th e  n o ta tio n

â ( x  — £) =  A {xx — f) , A (x2 — f ) ,  . . . , A ( x N+1 — f ) .
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W ith  h e lp  o f (4) we m a y  also w rite  in  p lace  o f (14)

H (y )  =  H 0(v) =  J  e ( |)  [ L £ i vY(x -  2)) -  1] d f . (15)

§ 7. T h e  e q u a tio n  (15) gives th u s  in  an  exp lic it fo rm  th e  g e n e ra tin g  fu n c
t io n  o f th e  s im u ltan eo u s d is tr ib u tio n  o f  th e  Y -coord inates of N  -j- 1 p o in ts  of 
a tr a c k . I t  is in co n v en ien t th a t  (15) c o n ta in s  th e  te rm  H 0(v) co nnec ted  w ith  the  
d is tr ib u tio n  (p0(fi0) o f  th e  angle of in c id e n t tra c k s . I f  we were to  p u t

( 16)

i.e . i f  we w ere to  assum e th a t  th e  p a r tic le  en te rs  p a ra lle l to  th e  X -a x is , th en  
fro m  (16) i t  could  be con luded  th a t  H 0( \)  =  0. H o w ev er, an  a ssu m p tio n  of th e  
fo rm  (16) c a n n o t be  ju s tif ie d  as p a rtic le s  are b o u n d  to  e n te r  w ith  v a r io u s  in itia l 
d irec tio n s . F u rth e rm o re , i t  is n o t possib le  to  req u ire  th a t  th e  X -ax is  be  tu rn e d  
p a ra lle l  to  th e  in it ia l  d irec tio n  as th e re  is no p o ss ib ility  to  m easu re  $ 0 d irec tly .

§ 8. A w ay  o u t o f th e  d iff ic u lty  is found  w h en  we tu rn  th e  X -a x is  so as 
to  m ak e  th e  la s t  p o in t of th e  tr a c k  fa ll onto  i t .

W e suppose  th e  la t te r  a d ju s tm e n t to  be sm all; neg lec ting  second-order 
te rm s  th e  p ro jec tio n  o f th e  angle b y  w hich we h a v e  to  tu rn  th e  X -axis is 
g iven  b y

& =  Y n +1/ X n+1.

N eglec ting  te rm s  o f h ig h er o rd er in  $  we fin d  t h a t  th e  X -co o rd in a te s  of th e  
p o in ts  o f th e  tr a c k  w ill be a ffec ted  b y  th e  a d ju s tm e n t to  a neg lig ib le  degree 
on ly , w hile th e  Y -coord inates o f  o u r po in ts  re la tiv e  to  th e  re -o r ie n ta te d  X -ax is 
w ill be g iven  by

Y v — Y v — X VY N+1/ X N+1.

In tro d u c in g  a v ec to r  Ÿ w ith  com ponen ts Y„, we m ay  also w rite

Y  =  Y  — X  Y n +1/ X n+1. (17)

T he d is tr ib u tio n  P ( Ÿ) o f th e  v e c to r  defined  b y  (17) can  be o b ta in e d  b y  a m e th o d  
analogous to  t h a t  described  above  for o b ta in in g  th e  d is tr ib u tio n  P(Y) o f Y. 

In d e e d , in  p lace of (9) we m a y  w rite

w here
Ÿ ^ )  =  A.1( X v - ^ ) & x, 

^ ( X „ - y  = А ( Х „ - | д - Х „ 1 ------|-
X n +i ,

( 18)

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 2.



O N  T H E  S IM U L T A N E O U S  D IS T R IB U T IO N  O F  T H E  S A G IT T A S  O F  A  T R A C K 145

T hus ex p lic itly  w ritte n

A 1( X p - i )  =

— I

-X„

1 —
x„

X

1

N  + l

I
X N + l /

if  f < x „ ,  

i f  f > x „ .

T he lo g arith m ic  g en era tin g  func tion

H (v) =  In feX p (Y ) dY
th u s  becom es

w here
H  (v) =  J  a(E) ( L r(E ;  vAx(X -  2 ) ) -  1)

Ai(X -  2) =  ^i(X i -  f), 4l1(X2 - ! ) , • • •  ,4l1(XJV -  I).

(19)

The IV +  1st com ponen t o f ^ ( X  —  £) can  be o m itte d  as accord ing  to  (18) 
th is  com ponen t v an ish es  id en tica lly  in sid e  th e  in te rv a l o f in te g ra tio n . T he 
genera tin g  fu n c tio n  H (v)  an d  therefo re  th e  co rrespond ing  d is tr ib u tio n  P(Y ) 
co n ta in s no co n tr ib u tio n  from  th e  d is tr ib u tio n  of $ 0.

§ 9. W ith  help  o f th e  gen era tin g  fu n c tio n  (19) m o m en ts  o f th e  com ponen ts 
o f Y can  be o b ta in ed . I n  p a r tic u la r , rem em b erin g  (2) we f in d

< Y „ >  -  0, F =  1,2, • • • ,N ,

fu r th e r  using (3),

<ÔYVÔYV'>  =  < Y VY V >  =  J At(X, -  £)A(XV. -  f) a(f) *2(!) d|.

Sim ple expressions are o b ta in e d  for th e  case w here

a (!)  =  a , хЩ )  =  я 2 ;

in  th is  la t te r  case we fin d  w ith  help  of (18)

<Y „Y ,/>  =  a (X  -  X v) [X* -  X I  -  (X -  X„)2] X J X V. , 

X v> x „ - ,  X  =  X N+1.
( 20)

A n in te re s tin g  expression  is o b ta in e d  for th e  co rre la tio n  coeffic ien t betw een  
tw o  v alues Y v ; w ith  help  of (20) one finds

O  =  <  Y„Y„' > / <  Yv > 1/2<  Y 2' > 12 =  1

p ro v id ed  Xv ^  X„-, X  =  X^+i-

(X, -  X,.)» 
2X„/(X -  Xv-)
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§ 10. F o r p ra c tic a l  purposes i t  is con v en ien t to  use th e  sa g itta s  in s tead  
of th e  ^ -c o o rd in a te s , i.e .

A. Y V_1 - 2 Y V+ Y V.+ n V =  1 , 2 , .  • •, N .

So as t o  o b ta in  th e  d is tr ib u tio n  o f th e  sag itta s , we n o te  th a t  we m a y  w rite  in  
p lace  o f  (7)

w h ere

IK =  2 '  d ^ \
À/J.

v =  1 , 2 , -  • • , N,

d p '  =  y t i  -  2y p *  +  y i i i ,  V =  1 ,2 , • • •, IV.

d p '1 is  th e  c o n tr ib u tio n  from  th e  in te rv a l /. ji to  th e  sa g itta  D v. T h is c o n tr ib u 
t io n  is zero i f  n o  collision occurs in  th a t  in te rv a l;  i f  th e re  is a collision in  th e  
in te rv a l  XjJL, t h e n  th e  c o n tr ib u tio n  is given b y

D p '  =  A t ( X „ - S J # »
w here

A t (X )  =  A ( X - » ) - 2 A ( X )  +  A ( X  +  s). (21)

E x p lic itly  w e f in d  th u s

A 2(X )  =
0 if \x\ = > S ,
s - X if -  s <  X  <  0,
X  — s if 0 <  X  <  8.

The lo g a rith m ic  g en e ra tin g  fu n c tio n  o f  th e  d is tr ib u tio n  P 2(D) ° f  th e  sa g itta s

H.2( y ) =  l n j V D P 2(D) dB

is fo u n d  to  be

H a(v) =  J  a(f) (L ç(f  ; v Д2(Х — £ ) ) — !  ) d |,

w h ere  Да(Х — 2) is th e  v ec to r w ith  com ponen ts

F ro m  (22) follows

fu r th e r

A a( X v - £ ) ,  v =  1,2, • • • ,N .  

< D „ >  =  0,

( 22)

< D t, D, >  =  $ A 2( X v -  I) A 2( X v, -  f) a (f) *2(f) d f  (23)
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for such  values X v an d  X p, w here th e  fu n c tio n s A2( X V —  | )  and  A 2( X r, — |)  do 
n o t o v erlap  an d  th e  in te g ra l van ishes. W e find  th u s

<  D v D v> >  =  0 i f  | > - * ' | > 1 .

F u rth e rm o re , for a (X )  =  a, x2(X) =  «2, we find  fro m  (23) th e  w ell-know n 
expression :

< £ > ? >  =  2 a* 2 s3/3 , I

<  D  +1 > < D l > .
(24)

§ 11. S lig h tly  generaliz ing  th e  p ro ced u re , we can  a lso  determ ine  co rre la 
tio n  coeffic ien ts b e tw een  tw o  sag itta s  th e  centers o f w h ich  are sh ifted  b y  an  
am o u n t As w hich  q u a n ti ty  is n o t n ecessarily  an  in teg ra l m u ltip le  of th e  s te p  s. 
D eno ting  su ch  sag itta s  b y  D p an d  Dv+h, w e fin d  as th e  re s u lt  of a sim p le  ca l
cu la tion

<  D v D v+h >  =  <  D? >  g(\h\),
w here

g(h) =  j  A 2(£) A 2(£ +  sh) d £ l ^ - s (23)

Fig. 1. Correlation coefficient betw een sagittas as fun ction  o f their relative  distance d/s =  ft

In tro d u c in g  (21) in to  (25) we f in d

|(4  — 6 A2 +  ЗА3)/4 i f  o ^ A < ; i ,  
g ( h ) =  ( 2 - A ) 3/4 i f  1 ^ A ^ 2 ,

|o i f  A > 2 .

W e h av e  p lo tte d  g(A) in  th e  F ig u re .

4 A d a  Phys. H ung. Тот . X I I .  Fasc. 2.
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The G aussian  app rox im ation  of th e  d istributions

§ 12. E x p a n d in g  (22) in to  pow ers of v we f in d

^ ( v )  vu Vv 4~ te rm s  o f fo u rth  a n d  h igher o rder,
2 v,n

w h ere  th e  coeffic ien ts ,

<  D

c a n  be o b ta in e d  fro m  (23). I n  m a n y  cases th e  h ig h e r order te rm s  can be n e g 
le c te d . In  su ch  a n  ap p ro x im a tio n  th e  d is tr ib u tio n  belonging to  th e  gen era tin g  
fu n c tio n  (26) h a s  th e  form  o f a G aussian  d is tr ib u tio n , n am ely

P 2(D) =  (2/7) ^ N (d e t A)1'2 exp ! -  i -  2  K  D v D  J , (27)
! A v,n J

w here  we d en o te  by  A th e  m a tr ix  w ith  e lem en ts  A vß and  b y  A the  e le m e n ts  
o f  th e  re c ip ro c a l m a tr ix  А д.

T he e x p lic it expression  fo r th e  d is tr ib u tio n  (27) can  b e  ob ta ined  w ith  
help  o f th e  rec ip ro ca l e lem en ts  of th e  m a tr ix  A. Supposing th e  elem ents to  be  
g iven  in  th e  ap p ro x im a tio n  o f  equ. (24) th e  m a tr ix  A can  b e  in v e rted  a n d  th e  
exp lic it fo rm  o f th e  d is tr ib u tio n  th u s  o b ta in e d . We h av e  o b ta in ed  th e  e x p lic it 
fo rm  o f (27) b y  a m uch m o re  in c o n v e n ie n t p rocedure  in  a  p rev ious p a p e r  [1]

Б аск  g ro u n d  noise

§ 13. T he m easu red  va lu es  Y p o f  th e  p o in ts  of a  t r a c k  can be  reg a rd ed  
as co n sis tin g  o f tw o com ponen ts

Y V= Y '„  + Y n
V 9

w here Y'v is  th e  tru e  p o in t on th e  tra c k , w hile Y "  is th e  m easuring  e rro r . Sim il
a rly , th e  m easu red  sa g it ta s  can be ta k e n  to  consist o f  tw o  p a rts  a n d  w e m ay 
w rite

w here  w e suppose
D v =  D'v +  D"v.

Acta P hys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 2.
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As th e  v e c to rs  D ' an d  D" a re  in d ep en d en t o f  each  o th e r , th e  d is tr ib u tio n  o f  D 
can be ta k e n  as th e  fo ld ing  of th e  d is tr ib u tio n s  o f its  co m p o n en ts , i.e.

P 2(D) =  P '(D )* P ''(D ) ,

w here we h a v e  a d o p ted  a new  n o ta tio n :
F o r convenience we den o te  b y  P 2(D) th e  d is tr ib u tio n  o f th e  tru e  va lu es  

o f th e  s a g it ta s ;  th is  d is tr ib u tio n  w as d en o ted  b y  P 2(D) fu r th e r  above. W e sh a ll 
deno te  in  th e  follow ing b y  P 2(D) th e  d is tr ib u tio n  o f th e  m easu red  sa g itta s  a n d  
n o t th a t  o f  th e ir  tru e  v alues.

In tro d u c in g  th e  lo g arith m ic  gen era tin g  fu n c tio n s o f  th e  d is tr ib u tio n s
above, we m a y  also w rite

t f 2(v) =  t f '(v )  +  tfő (v ), (29)

w here  H'2(v) is  g iven exp lic itly  in  (22) (there  we h av e  used  th e  n o ta tio n  H 2(v) 
in s te a d  of H'2(y)).

So as to  o b ta in  an  ex p lic it expression  for H 2(v), th e  lo g a rith m ic  g e n e ra t
in g  fu nc tion  o f  th e  d is tr ib u tio n  o f th e  m easu ring  e rro rs, th e  sim p lest a ssu m p 
tio n  seem s to  be

w here
P '(Y ')  -  P "(YZ)  P "(Y ?) . . .  P " (Y v +1),

P "(Y )
у щ ехр

is a  G aussian  d is tr ib u tio n . F ro m  (30) an d  (31) i t  follow s th a t

<  y „ >  =  o, < y ; y ; >  =  о if
<  Y ?  >  =  я* *>,/* =  1 ,2 , - • • , N .  (

(30)

(31)

(32)

W e n o te  th a t  th e  co m p o n en ts  Y" a n d  Y ^  + i o f Y" h av e  to  be ta k e n  in to  
co n sid era tio n . In d eed , i f  we try ,  e.g. as described  in  § 8, to  lay  th e  X -ax is  
th ro u g h  th e  f irs t an d  la s t  po in ts  o f  th e  tra c k , th e n  Y'ó an d  Y ^ + i rep re sen t 
th e  erro rs o f  th is a d ju s tm e n t.

T he erro rs of th e  sa g itta s , i.e. th e  values o f D" a re  lin e a r  co m b in a tio n s 
o f  th e  v a lu es  o f Y"; th u s  th e  d is tr ib u tio n  o f th e  com ponen ts o f D r/ m u s t be 
o f  th e  G aussian  form . T h e  m om en ts o f D w can  be o b ta in e d  from  (32) an d  (28) :

<  D" D" >  — В v[x = 1 ,2 ,  • • • ,  N ,
w here

6x\ if »' =  P,

В  = — 4 *! if \v — /А =  i ,
VfX if \v —  p | =  2,

0 if |v — A<| > 2 .

4 * Acta Phys. H ung. Тот. X I I ,  Fasc. 2.
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T h e  g en era tin g  fu n c tio n  can  th u s  be w ritte n

Щ (у )  =  + ^ ~ 2 К ^ -  (3 3 )Л Vft

In tro d u c in g  in to  equ. (29) th e  expression  fo r H l(v)  from  equ . (33) an d  for 
H 2(v) th e  exp ression  for Jf/2(v) from  equ. (22) we f in d  the  gen era tin g  fu n c tio n  
o f  th e  d is tr ib u tio n  o f th e  m easu red  v alues. I n  p a r tic u la r  i f  we use th e  a p p ro x i
m a tio n  (26) we fin d

Щу )  = y  2 M ^  Vv V
w here

M vii =  A v/jl +  в щ.

T he co rrespond ing  d is tr ib u tio n  is a G aussian , we h av e  th u s

P 2(D) =  (2тг)_ T  N (d e t M )i/2 exp  j -  - L  2  M  + D v

w here  th e  are  th e  e lem ents o f  th e  m a tr ix  M _1, rec ip ro cal to  th e  m a tr ix  
M w ith  e lem ents M vfl. So as to  get a n  ex p lic it expression  fo r P 2(D) i* necessary  
to  in v e r t  th e  m a tr ix  M . A lthough  th e  (som ew hat com plica ted) ex p lic it ex p res
sion fo r th e  e lem en ts  M v/i can  be o b ta in e d , we sh a ll n o t  give th e se  exp ressions, 
as th e re  seem s l i t t le  need  for th e m , since, as we sh a ll show  in  a su b seq u en t 
p a p e r , th e  d e te rm in a tio n  of th e  s c a tte r in g  c o n s ta n t an d  th e  noise level can  be 
ca rr ied  o u t in  te rm s  o f th e  e lem en ts o f M only .
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ОБ О ДН О В РЕ М Е Н Н О М  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И И  О Т К Л О Н ЕН И Й  СЛ ЕДО В ЧАСТИЦ  
В ЭМ УЛЬСИИ П РИ  Н АЛ И Ч И И  ФОНА

Л. ЯНОШИ

Р е з ю м е

В статье даем простой метод для нахождения функции одновременного распре
деления отклонений некоторого следа в фотографической эмульсии в случае одного лишь 
кулоновского рассеяния и также при наличии фона.

Полученное таким образом выражение будет использовано в следующей статье, 
в которой оцениваются параметры рассеяния методом наибольшей вероятности.
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ÜBER DEN MOTTSCHEN POLARISATIONSEFFEKT BEI 
DER STREUUNG VON ELEKTRONEN AN THOM AS- 

FERMISCHEN UND HARTREESCHEN ATOMEN

Von

T .  T i e t z

INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK, UNIVERSITÄT L Ó D t ,  LÓDÍ,  POLEN

(Vorgelegt von  A. K ónya. —  Eingegangen 14. V . 1960)

In dieser Arbeit soll die Frage nach dem  E influss der E lektronenhülle des streuenden  
A tom s auf den A sym m etrieeffekt untersucht werden. Da es sich bei den experim entellen U nter
suchungen stets um  Streuung unter 90° handelt, w ird hier auch dieser F all behandelt. Der 
P otentialverlauf im  Atom innern wird hier nach H a r t r e e  oder T h om a s— F e r m i behandelt. D ie 
Durchrechnung für diesen Potentia lverlauf bereitet keine prinzipiellen Schwierigkeiten. D ie  
Verwendung geeigneter Approxim ationen für den betrachteten P oten tia lverlauf im  A tom in
nern besitzt den Vorteil, dass alle dort vorkom m enden Integrale sich  in  geschlossener Form  
ausführen lassen, und dass m an durch den entsprechenden Grenzübergang im  R esultat zum  
Grenzfall des reinen Coulombfeldes übergehen kann. Als besonders geeignet zur Behandlung  
des A sym m etrieffektes erweist sich die B orn— DlRACsche Stossm ethode in  der Darstellung  
von Sa u t e r . Ihr V orteil gegenüber der DALiTZschen modernen Behandlung der B orn— D ir a c - 
schen Stossm ethode besteht in  ihrer Einfachheit und Übersichtlichkeit und reicht zur korrek
ten Behandlung des Asym m etrieeffektes vollkom m en aus.

W ie b e k a n n t, k o m m t es beim  M oTTschen [1] P o la risa tio n se ffek t w esen
tlich  a u f  die G rösse be der A sy m m etrie  in  der In te n s itä ts v e r te ilu n g  an , fü r w elche 
M o t t  im  F alle  der zw eim aligen  S treu u n g  v o n  E lek tro n en  a n  fre ien  K ern en  b e i 
V ernach lässigung  der G lieder höherer O rd n u n g  in  a2 Z 2 (a =  F e in s tru k tu r 
k o n s ta n te , Z  =  O rd n ungszah l des s treu en d en  K erns) fo lgende F orm el b ek o m 
m en h a t:

öc =  4a2Z 2/52( l  -  ß )2

sin2 È î
2

1 — ß 2 s in 2

„ &> к , . K \s in 2 “ tg  - l n sin —
2 2 2

S .
1 -  ß2 s in 2

2

m it ß =  —  .
c

( 1 )

Tn d ieser F orm el sind  u n d  #2 d ie  beiden  S treu w in k e l, c is t die L ich tg esch w in 
d ig k e it u n d  V is t  d ie  E lek tro n en g esch w in d ig k e it. W ie b e k a n n t, is t  der M o t t -
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sehe  P o la risa tio n se ffek t d a d u rc h  b ed in g t, d ass  das E le k tro n  ausser seiner 
L a d u n g  n och  e in  m ag n e tisch es M om ent t r ä g t .  E s h a n d e lt s ich  be i diesem  
E f fe k t  um  d ie  S tre u u n g  v o n  schn e llen  E le k tro n e n  an  freien  K e rn e n  (C oulom b
fe ld ) . W egen des m ag n e tisch en  M om entes w irk t a u f  die E le k tro n e n  heim  D ruch- 
g a n g  d u rch  e in  C oulom bfeld  oder a llgem einer d u rc h  ein H a rtre e fe ld  ausser d e r 
e le k tro s ta tis c h e n  K ra f t  noch  eine Z u sa tz k ra f t, w elche w esen tlich  von  d er 
O rie n tie ru n g  d e r Spins r e la tiv  zu r B ah n  a b h ä n g t u n d  eine K o rre k tu r  der V er
te ilu n g sfo rm e l fü r  die S tre u in te n s itä t  zu r F o lge  h a t. M o t t  h a t  dc u n te r  V e r
w en d u n g  d e r s tren g en  L ösungen  der D iracg le ich u n g  im  F a lle  des re in en  
C oulom bfeldes ab g e le ite t. S a u t e r  [ 2 ]  h a t  das MoTTsche R e s u lta t  nach  e in er 
a n d e ren  M ethode  noch  e in m al ab g e le ite t. A ls besonders gee igne t zur B e h a n d 
lu n g  des A sy m m etriee ffek tes  e rw eist sich , w ie S a u t e r  gezeig t h a t ,  die B o r n —  

DiRACsche S to ssm eth o d e . In  d iese r A rb e it w erden  w ir die SAUTERsche D a rs te l
lu n g  der B o r n —-DiRACschen S tossm ethode  verw enden  u n d  d en  E in flu ss  d e r 
E le k tro n e n h ü lle  des s tre u e n d e n  A tom s a u f  d en  A sy m m etriee ffek t b e tra c h te n . 
I n  n e u s te r  Z e it h a t  D a l i t z  [3] die B o r n — DiRACsche M ethode s tren g  u n d  seh r 
m o d ern  au c h  fü r  h ö h ere  N ä h e ru n g en  b e tra c h te t .  D ie DALiTZsehe M ethode is t  
fü r  v ie le  p h y sik a lisch e  P ro b lem e  sehr w e rtv o ll, fü r  den  F a ll  der B eh an d lu n g  
des A sy m m etriee ffek tes  e rw eis t sich je d o c h  die SAUTERsche D arste llu n g  als 
v ö llig  a u sre ich en d  u n d  s tren g . I n  der SAUTERschen M ethode k o m m t es n u r  a u f  
die B erech n u n g  e in iger M atrix e lem en te  an . F ü r  das P o te n tia l  F(r) is t in  d er 
s ta tis t is c h e n  T heorie  des A to m s das A to m p o te n tia l zu se tzen . F ü r  V(r) w erd en  
fo lgende A u sd rücke  b e n u tz t:

Ze2
V(r) =  -  —  (Zp/Z)  oder V(r) 

r

Ze2
r

Ф ( 2)

I n  d iese r F o rm e l is t  (Z p/ Z ) die re d u z ie rte  effek tive K e rn la d u n g  der n e u tra le n  
A to m e u n d  Ф(х) i s t  d ie T h o m a s—F erm isch e  F u n k tio n  des fre ien  n e u tra le n  
A to m s. I n  d er le tz te n  G le ichung  is t  Z  d ie O rd n u n g szah l des A tom s u n d  die 
w o h lb e k a n n te  K o n s ta n te  p  der s ta tis t is c h e n  T heorie  des A tom s e rg ib t sich 
aus d e r  F o rm el [4]

л =  (г/ p) =  (r/0 ,88534 a0 Z 1/3) . (3)

In  d iese r F o rm el is t  a0 d e r k le in ste  B ohrsche W assersto ffrad ius u n d  x  is t  die 
d im ensionslose  V ariab le . B ezeichnet m a n  m it p 0 d en  Im p u ls  der p rim ären  
E le k tro n e n , m it p  den  d er g e s tre u te n , w obei wegen des E n erg iesa tzes  p 2 =  
=  p ^  =  p 2 g ilt, u n d  fe rn e r  m it d  d en  W inkel zw ischen  den beiden  V ek to ren

A d a  P hys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 2.
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p 0 u n d  ]t>, so e rg ib t sich  fü r die S tre u in te n s itä t  in  e rs te r  N äh eru n g  folgende 
F orm el:

§
1 — ß 2 sin2---

Л  =  V n m h ?  — T Z p '2 1 V ( h  • (4)

I n  d ieser F o rm el is t  J 0 d ie In te n s i tä t  d e r P r im ä rs tra h lu n g  (die A n zah l der 
E le k tro n e n , die in  der S ekunde d u rch  d en  Q u a d ra tz e n tim e te r  h in d u rc h tre te n ) , 
R  is t  der A b s ta n d  vom  S treu zen tru m , m  i s t  d ie E lek tro n en m asse  u n d  h  is t  die 
P lancksche  K o n s ta n te . D as S tö ru n g sin teg ra l V(p , p 0) lä s s t  sich  schre iben

V(P’Po) =
Ze2

n h p 2
U  {e, e0) =

Ze2
n h p 2 P

yh

P

sin 2 y sin  —
2

Z sin  —
2

d y ,  ( 5 )

■wo/ yh

P
— f ( r )  =  (Z pjZ ) o d e r / ( r )  =  Ф(г/ p )  b e d e u te t. W e ite r is t e0 der E in 

h e itsv e k to r  v o r d er S treu u n g  u n d  e der E in h e itsv e k to r n a c h  d er S treu u n g . F ü r  
die R ich tu n g  des m agn etisch en  M om entes n a c h  der S tre u u n g  e rg ib t sich  in  
e rs te r  N äh eru n g  die F orm el:

\  =  ~  (2m nh)2 I. I*
R 2 1 — ß 2

m0 11 — /32 s in 2 —
2

ß 2 sin2 &
+  (тп0 X n ) -----------------b

2

^ (1 _  Fl — d2) j
+  (m0 X n  cos #  +  m0 X « X n  sin ê)  —------- ------------- s in  #  I.

( 6 )

In  d ieser F o rm el b e d e u te t m 0 als V ek to r den  w ellenm echan ischen  E rw a rtu n g s 
w ert fü r  das m agnetische  M om ent eines E lek tro n s  v o r der S tre u u n g  (bezogen 
a u f  sein  R uhsy stem ) u n d  n  is t  der E in h e itsv e k to r  zu r S treu eb en e ; es is t 
p  X p  — n p 2 sin  &. D ie F orm el (6) fü r  m 1 zeig t, d ass  m 1 in  m 0 l in e a r  hom ogen 
is t .  D ie M itte lu n g  ü b e r alle S p in rich tu n g en  von  m 0 des u n p o la ris ie rten  P rim ä r
s tra h ls  ze ig t, dass m 1 v e rsch w in d e t. D ie Form el fü r  J 1 zeig t, dass J j sy m m et
risch  um  die R ich tu n g  des V ek to rs p 0 is t . h ä n g t n ic h t von  der S p in rich tu n g  
d er P r im ä rs tra h le n  ab . D ie zw eite  N äh eru n g  fü r d ie  In te n s itä tsv e r te ilu n g  J 2 
la u te t :

1 í 2e2 Z  
R2 I m v2

e2 Z  
2 hc

(Kl -  ß2)3 ß™o ■ (« X e j  U(e0, e) W(e, e0) (? )
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u n d  f ü r  die R ic h tu n g  des m ag n e tisch en  M om entes m2 nach  d e r S treu u n g  in  
d ie se r  N äh eru n g  h a t  m an

m.
J 0 f 2e2Z  e2 Z

№ m r 2 hc
(V i — ß2)3 ß(e  X e0) I/(e0, e) IF (e ,e 0). (8)

l / ( e 0, e) in den  F o rm e ln  (7) u n d  (8) is t d u rch  d ie  G leichung (5) gegeben u n d  
lF (e , e0) is t d u rc h  folgenden A u sd ru ck  festg e leg t:

T F(e,e0) = J 1 — « • (e p + « )
1 +  (e • e)

j ü ( e , e ')  U C ' ,e 0) d f r ,  (9)

w obei еШг e in  R au m w in k e le lem en t im  Im p u ls ra u m e  b e d e u te t. D ie h ie r a u f 
tre te n d e  In te g ra t io n  is t ü b e r d ie  v e rsch iedenen  Z w ischenzustände  au szu fü h ren , 
e* is t  der E in h e itsv e k to r  des Z w ischenzustandes. In  T abe lle  I  h ab en  w ir v e r 
schiedene A p p ro x im a tio n en  fü r  die re d u z ie rte  effek tive K e rn la d u n g  (Zp/Z ) u n d  
d ie  T h o m as— F erm ische  F u n k tio n  des fre ien  n e u tra le n  A to m s Ф(х) z u sam m en 
geste llt.

D ie In te g ra le  (5) u n d  (9) lassen sich  fü r  die A p p ro x im atio n en  fü r  (Zp/Z) 
oder Ф(х) au s  T abelle I  le ic h t ausrechnen . M it H ilfe von  T ab e lle  I  lä ss t sich  das 
A to m p o te n tia l, G leichung (2), wie fo lg t ganz  allgem ein  sch re iben :

V(r)
Ze2

(c je  blX -)- c2 e b*x -{-c2e

(10)

Z e2
= ---------- e 6l r ''i +  c2 e 62 T'ß +  c3 e 63 r,/i) .

D ie K o n s ta n te n  c15 c2, c3 u n d  bv  b2, b3, w elche in  d er G leichung (10) Vorkom 
m en, f in d e t  m an  in  d e r T abe lle  I . I n  G leichung (10) i s t  /л die w o h lb ek an n te  
K o n s ta n te  der s ta tis tis c h e n  Theorie des A tom s u n d  e rg ib t sich aus d e r F orm el 
(3). D ie  le tz te  F o rm el fü r  V(r) e r la u b t u ns U(e, e0) zu  berechnen . F ü r  U(e, e0) 
e rg ib t s ich , wie eine le ich te  R echnung  zeig t, fo lg en d er A u sd ruck :

U(e0,e )  = + +
2 (ух — cos &) 2 (y2 — cos #) 2(y3 — cos &)

wo d ie  G rössen у,- d u rc h  folgende F o rm el gegeben s in d :

у ■ == 1 -j-  ( ! m it i = l , 2 ,  3.
2 l  Р1Л )

( И )

(12)
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Tabelle I

Analytische Näherungen für (Zp/Z)  und Ф(х)

Atom V 'p lz ) eingliedrig ( p /Z ) mehrgliedrig

He e—l.eo* (B y a tt  [9]) l,25e- 1 ' 75* — 0,25e—3'846* (B y a tt  [9])

Be e o,674* — 0,48e i,ooir +  0 ’48e—3' 06* (B y a t t  [9])

C 1,25e- 0 '828* — 0,44e- 1 '41* +  0,19e- 4 .29* (By a t t  [9])

N e— o,95* (B yatt [9]) 1,20e- 0 '904* — 0,32e- 1 '43* + 0 ,1 2 e - 9  65* (B y a tt  [9])

0 e— 0,819* (B y att  [9]) l,25e- 0 '991* — 0,35e- 1 '63* +  0,10e-18 '3* (By a tt  [9])

F e- o,907« (B y att  [9])

Ne e o,978« (B yatt [9])

A [0,84e- 0 '566* — 0,24e- 1 '056* + 0 ,4 0 e - 3 .26*] *> (H oltsm ark  [5])

0,659e—° '574* +  0,341e—2>77* (R u ark  [6])

к 0,124e- 0 '514* + 0 ,6 8 e - 0 ' 766* + 0 ,1 9 6 e - 2 '80* (By a t t  [9])
Ca 0,20e- 0 ’195* + 0 ,5 6 e - 0 ' 770* +  0,24e- 3 ' 08* (Byatt  [9])
Cr e —o,73i« (B yatt [9]) g—o,73i« — 0,20e- 1 '26* + 0 ,2 0 e - 3 >70* (Byatt [9])

Fe 0,25e- 0 '335* +  0,56e- 0 '828* + 0 ,1 9 e - 3 ' 76* (Byatt [9])
Zn 0,22e- 0 '319* + 0 ,7 8 e - 1 '081* (B y a t t  [9])
Ge 0,22e ° '263* + 0 ,7 8 e - 1 '166* (B y att  [9])

As 0,295e- 0 '387* + 0 ,7 0 5 e - 1 '295* (B y a tt  [9])
Br 0,36e- 0 '366* + 0 ,6 4 e - 1 '483* (B yatt [9])
Kr [0,335e—° '29* + 0 ,6 0 e - 1 '33* + 0 ,0 6 5 e -  7*] *> (H oltsm ark  [5])

0,415e- 0 '378* + 0 ,5 1 e - 1 '48* +  0,075e- 7 * (B y att  [9])
W 0,19e—°>216* + 0 ,7 2 e - 0 '97* + 0 ,0 9 e -15* (By a t t  [9])

Hg 0,19e °'257* + 0 ,5 6 e - 0 ' 779* + 0 ,2 5 e - 3 '16* (B y a t t  [9])
Ф(х) 0,255e- 0 '246* + 0 ,5 8 le - 0 '947* + 0 ,1 6 4 e - 4 '356* (R o zen ta l  [8])
Ф(х) 0,35e- 0 '3* + 0 ,5 5 e - 1 '2* + 0 , l e - 6 * (M o l iè r e  [7])

* D ieser Ausdruck enthält die Polarisationskorrektur, siehe [5].
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G eh t m an  m it (11) in  die F orm el (9) fü r  W(e, e0) ein , so e rg ib t sich

Щ е , е 0) =  i -  Г 1 -
e' . (e0 +  e)

+
1 +  V e J I Гг — e0 - e '  y 2 — e0 ■ e'

+

(13)

+  —
73 — e0 •e

VL I ^2 1 и3
* ”1------------t t y  нУ г — е - е  у 2  — e • e у 3

*------1 - d Ü ’ .
e' • e \

Im  P o la rk o o rd in a te n sy s te m  m it d er P o la rach se  in  d e r R ich tu n g  e0 e lässt 
sich  die In te g ra tio n  ü b e r die v e rsch ied en en  R ich tu n g en  von e' au sfü h ren , und  
d ies  e rg ib t w egen e0e • =  cos ß  fo lgende F orm el fü r  W(e,  e0):

л
à  c *

2 cos2 —  ' 1 У‘ ~  1

у,- +  cos2
ß

. & 
S ln l

2 2 ^  7 / — cos2 —

ln

' 2 2 #  , . 0  7 / — cos2 —  +  sin —

ß
y f  —  c o s 2 —  — Sln

■ &

TTCj Cg
ß

2 cos2 —
2

ь А ± 1  +  и 1Ж ± 1
7i — 1 7г — 1

+  - ß
2 cos2 — 7i -  1 7з -  1

+

+ ß
2 cos2 —

2

ln Z g ± i  +  ln  ^ 3 + 1
7 2 - 1 7 з — 1

+ (14)

ß
л с хс2 17 i +  72 — 2 c° s 2у

ß
2 cos2 —

Zi
$  I $

(7i +  7a)2 -  к  7г +  sin2 у  4 cos2 —
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&
У: ---  COS----

2 (Гг +  У2)2 —
2 #  ,

s in 2  — +  У1 У2 4 cos 2 —-

2

\

&
2 cos Y  -  ( r í  +  r 2)

+

#  ’
r f  — Г1 У2 — 2 s in 2 —

0  I 
c o s —- +  

2 Г1 +  Г2 —  2  Yi cos2

&
2 c o sy -  ( r i  +  Гг)

In
г §

V; +  COS ---
2

/  (Г1 + Г 2 ) 2 - s in  2 y +  У1 У2 4 cos2—  
2

■&
2  cos —  +  Г 1 +  Г2 

2

r  2 — Г1 Г2  — 2 siní
& I &

cos —  — yx+ y 2 — 2  Yi co s 2 у

■&2 cos Y +  +  y 2

71 CX Cg
&

Y i  +  Уз — 2  cos2 —
2

2  cos2 (Г1 +  Уз)2 — У1 y 3 +  s in 2 4 cos 5
-&

(14)

ê
у,- — cos —

2 (У1 + У 3 ) 2 “ s in 2 —  +  У! Уз , 2 §  4 co s *2 —
2

3

v í

&
2 c o sT ~ "  (^1 +  У3)

+
Г? -  7 i Гз -  2  siní

$  í $  \
cos Y  +  У х+Гз -  2  Г; cos2 y

&
2  cos у  -  (yx +  Уз)

In
1 = 1 é ] 1 / , & &Yi  +  cos —  

2
/  ( п + г з ) 2 - S l n 2 +  7 l y 3 4 cos 2 —  

2
Г7 -  У1 Гз

, • a ^  ^I s in 2 —  cos —
2 j 2

■&
У1+У3 — 2 y , c o s 2 - -  

 ̂ ,

2  COS - -  +  У! +  y 3
2 C0S Y +  7 l +  Гз
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71 C2 Cg Уг +  Уз — 2cos2
(14)

2 cos2
■& Г

(Уа +  Уз)2
I $
У2У3 +  s in 2 —

I Z

. 2 ъ4 cos4 —  
2

з

2 -1=2

[ $ / „0 #
У/ — cos — / (Уг+Уз)2 - sm2— +У2У3 + 4  cos2— yf  — У2 Уз ~  2 sm — cos----- [- У2+У3 — 2 y«cos2- -

l 2 2 2 2 2 1 2

2 cos —  -  (y2 +  Уз)
А

■&
2 cos —  -  (Уа +  Уз)

Z

1 0 0 i o  . #  ) &
У/ +  cos j /  (У2+ У 3)2 - sm 2 —  +  У2 Уз 

z
4 cos2—  

2 У2 - У 2У3 — sin2 Y c o s-------
2

0
У2+ У 3 2 У/ cos2 —

2 cos —  +  у 2 +  Уз
Z

■&
2 c° s — +  у2 +  у3 

Zi

D er S trich  in  b ed eu te t, dass m an  n u r  ü b e r 1 u n d  2 sum m iert.
i = i



Ü B E R  D E N  M O T T S C H E N  P O L A R IS A T IO N S E F F E K T 1 5 9

D ie F o rm e ln  (13) u n d  (14) zeigen, dass fü r  cx =  1, c2 =  c3 =  0 u n d  y 1 =  y 
W (e, e0) d u rc h  den  A usd ruck

W (e, i 0) =
2 cos2 fl

ln y  +  1
У — 1

у  — cos2

• ln

fl

fl

fl

y 2 — cos2
fl

(15)

y 2 — cos2 —  +  s in  —

2 • #y* — cosz —-----sin  —
Z Zi

gegeben is t. D er W ert von  y is t  d u rch  F o rm el (12) u n d  T ab e lle  I  gegeben. 
W ir w ollen je tz t  den  F a ll zw eim aliger S treu u n g  b e tra c h te n , u n d  die F orm el fü r  
d ie  In te n s itä tsv e r te ilu n g  J  in  d er D arste llu n g  v o n  Sa u t e r  sch re ib en . B edeu ten  
e0, ev  u n d  e2 die E in h e itsv e k to re n  in  der R ic h tu n g  des e in fa llenden , des e inm al 
u n d  des zw eim al g e s treu ten  S trah les , E 1 und  R 2 d en  A b stan d  des zw eiten  S tre u 
zen tru m s vom  e rs te n  bzw. den  A b stan d  des zw eiten  S tre u z e n tru m s vom  
B eo b ach te r, fe rn e r flt u n d  fl2 d ie b e id en  S treu w in k e l u n d  cp den W in k e l zw ischen 
den  beiden  S treu eb en en . So e rh a lte n  w ir m it H ilfe  der F o rm eln  fü r  m 15 m 2, 
u n d  J 2 in  d ieser B ezeichnung  fü r  die In te n s itä tsv e r te ilu n g  n a c h  zw eim aliger 
S tre u u n g  fo lgende F orm el:

J  = Л 2e2 Z 4 fl1 да 1
Щ Щ m v2 2

л
ß 2 s in 2 ——

2

1 , a2 Z 2 /32 ( 1 — ß 2) sin &x sin  fl2 cos cp
16 n 2 fl

1 -  ß 2 sin2 -ZJL 
2

1 -  ß 2 sin2 ° 2 
2

W (e0, W (e v  e2)

eß) U(ev  e2)
(16)

• U 2(e0, ег) t / 2(e1, e2).

In  d ieser F o rm e lis t  a  d ie F e in s tru k tu rk o n s ta n te . A lle anderen  S ym bole  h ab en  
d ieselbe B ed eu tu n g  w ie in  den  frü h e re n  F o rm eln . D er F a k to r  v o n  cos cp im  
K lam m erau sd ru ck  v o n  (16) g ib t u ns die A sym m etrie  дц  des H a rtre e sc h en  oder 
T h o m a s—F erm ischen  Feldes

dH =
a 2 Z 2 
16 л 2

ß 2 (1 — ß2) sin  fl1 sin flz

1 — ß 2 sin2 —E
2

1 — ß 2 sin2 ——
2 ,

Ь) W (gi> h )  q 7v

U(e0,e )  U (ev e2)
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D ie F o rm e ln  (11) u n d  (14) fü r  en tsp rech en d e  In d ic e s  e rlau b en  u n s  d ie  
A sy m m etrie  дн  fü r  das H a rtre e sc h e  o d er das T h o m as— F erm isch e  F e ld  zu

3

b erech n en . F ü r  lim  у,- —> 1 u n d  ^  сг- — 1 v e re in fach en  sich  u n sere  F o rm eln  fü r  
W  u n d  U  w esen tlich : ,=1

4 s in 2—
2

u n d  [W (e ,e 0)7 r i

1 #ln  sin —
2

&
(18)

S e tz t m a n  diese A usd rü ck e  in  die F o rm e l (16) fü r  die In te n s itä ts v e r te ilu n g  J  
n ach  zw eim aliger S treu u n g  ein, so is t

$  'O'
1 — ß 2 s in 2 ■—- 1 — ß 2 s in 2 —

2 2
. . 0  ' . . 0

sin4 —  sin4 ---
2 2

■Tr =
Jo

Щ Щ  [ 2  m v2
e2 Z

(l ~ ß 2)2

&
sin 2 —— tg 2 #1 , . 2^1 • 2 ^2 —— ln  s in 2 — sin 2

l  +  a2Z2/?2( l —/S2)

2 ^2 1 • 2 ^2 --- tg 2 --- — ln  sin2---—
2 2 2

ß2 sin :2 A 1 0 2  • &2 p * sin  ——
2

cos cp

(19)

D iese F o rm e l fü r  die In te n s itä ts v e r te ilu n g  J c n ach  zw eim aliger S tre u u n g  f ü r  
das C oulom bfeld  ze ig t, dass der F a k to r  von  cos <f im  K la m m e ra u sd ru c k  von  
(19) g en a u  m it d er A sy m m etrie  bc F o rm el (1) ü b e re in s tim m t. Z um  Schlüsse 
w ollen  w ir noch  d en  S pezialfall e rw äh n en , dass b e ide  S treu u n g en  u n te r  rech tem  
W in k e l erfo lgen. D ieser Spezialfall is t  fü r  die ex p erim en te lle  P rü fu n g  seh r w ich
tig . W egen  des k o m p liz ie rten  B aues d er In te g ra le  U  und  W  fü r  d as  A to m 
p o te n tia l  (10), b eg n ü g en  w ir u n s  h ie r  m it cx — 1 u n d  c2 =  c3 =  0. D iese 
B esch rän k u n g  e n tsp r ic h t dem  S pezialfalle , dass die re d u z ie rte  e ffek tiv e  K e rn 
la d u n g  (Zp/Z) d u rch  eine eing lied rige  E x p o n e n tia lfu n k tio n  gegeben is t . U(eg,e) 
is t  d u rc h  (11) u n d  W ( e 0, e) d u rc h  (15) gegeben. D ieser Spezialfall g ib t fü r den 
A b sch irm u n g sfak to r (Ьц)Ьс) fo lgende F orm el:

Y ]2 ь  у  +  1 2у -  1 ы  Р  у2 -  М - i
àc ln 2 у  — 1 ][2у2 — 1 ][2у2 - 1 - 1

D a b e i is t

У 1 +
1

8л;2

lb  12
•>

(20 )

(21)
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w obei A die W ellen länge d e r e in fa llenden  E le k tro n e n  b e d e u te t. D ie n u m e ri
schen W erte  fü r b s ind  in  T ab e lle  I I  zu fin d en .

Tabelle II

Der Abschirm ungsfaktor (Ôh /Ôc) Form el (20) als Funktion von  (/./>//<)

1 2 3 4 5 8 10 15 20

(Ôh /Ôc) 0,996 0,942 0,862 0,759 0,651 0,381 0,261 0,105 0,046

T abelle I I  zeig t, dass (Ôh/Ôc) m it zu n eh m en d en  y  m o n o to n  vom  W ert 1 
gegen 0 ab n im m t. T abelle  I I I  g ib t den  A b sch irroungsfak to r (дн/дс) F o rm el (20) 
als eine F u n k tio n  von  (Я/а0) fü r  versch iedene O rd n u n g szah len  Z , a0 is t  der 
k le in s te  B ohrsche W asse rs to ffrad iu s . D ie en tsp rech en d en  re d u z ie r te n  effek
tiv e n  K ern lad u n g en  ([Z jZ ) s in d  in  T abelle  I  gegeben.

Tabelle III

Der Abschirm ungsfaktor (d///d0) Form el (20) als Funktion von  (A/a0) für verschiedene
Ordnungszahlen

(А/а„) 1 2 3 4 5 8 10 15 20

( ô h / ô c ) 0,922 0,700 0,473 0,309 0,202 0,062 0,036 0,078 0,003 Z  =  2

(d/i/dc) 0,940 0,748 0,535 0,366 0,248 0,081 0,042 0,011 0,004 Z  =  7

(ÔH/Ôc) 0,936 0,744 0,528 0,359 0,243 0,080 0,043 0,011 0,004 Z  =  8

( ô h / ô c ) 0,932 0,730 0,513 0,345 0,231 0,073 0,038 0,009 0,004 Z  =  9

( Ô h / Ô c ) 0,914 0,677 0,448 0,2 86 0,184 0,052 0,028 0,007 0,003 Z  =  10

( Ô h / Ô c ) 0,914 0,677 0,447 0,286 0,182 0,052 0,028 0,006 0,002 Z =  24

Z um  Schluss b le ib t m ir die angenehm e P flich t, H e rrn  P ro f. D r. P . G o m 

b á s  fü r  se in  In te resse  an  d ieser A rb e it m einen  herz lichen  D an k  a u sz u 
sprechen . I c h  danke ebenfalls H e rrn  P ro f. D r. A. K ó n y a  fü r  in te re ssa n te  
D iskussionen .
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О ПОЛЯРИЗА11ИОННОМ ЭФФЕКТЕ МОТТА ПРИ РАССЕЯНИИ ЭЛЕКТРОНОВ 
НА АТОМАХ ТОМАСА-ФЕРМИ И ХАРТРИ 

т. титц

Р е з ю м е

В данной работе исследуется вопрос влияния электронной оболочки рассеиваю
щего атома на асимметрический эффект. Так как при экспериментальном исследовании 
всегда наблюдается рассеяние под углом 90°, в работе освещается и этот случай. Ход по
тенциала внутри атома определяется по Хартри или Томасу—Ферми. Определение хода 
потенциала не предоставляет принципиальных затруднений. Применение соответствую
щих приближенных методов для определения рассматриваемого потенциала внутри атома 
обладает тем преимуществом, что все встречающиеся интегралы могут быть представлены 
в замкнутой форме, и, в результате, соответствующим предельным переходом в лимите 
получается чистое кулоновское поле. Особенно удобным для исследования асимметри
ческого эффекта является метод отталкивания Борна—Дирака в представлении Саутера. 
Преимущество последнего перед современной трактовкой Далитцем метода отталкивания 
Борна—Дирака заключается в его простоте и наглядности, и он является вполне доста
точным для точной интерпретации асимметрического эффекта.
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К Р А Т К И Е  С О О Б Щ Е Н И Я  —  B R I E F  R E P O R T S  -  
K U R Z E  M I T T E I L U N G E N

ÜBER DIE STREUUNG DER ELEKTRONEN 

AM LATTERSCHEN POTENTIAL DES ATOMS

Von

T . T ie t z

INSTITUT Ft)R THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITÄT L6Vt, LÓDt, POLEN 

(Eingegangen 14. III. 1960)

In der vorliegenden kleinen Bem erkung wird der differentielle Streuquer
schn itt der Elektronen für das LATTERsche P oten tia l des Atom s in  erster B orn- 
schen Näherung berechnet. In einer früheren A rbeit hat L a t t e r  [1 ] folgendes 
A tom potential V(r) vorgeschlagen:

und

Z p2
V(r)  =  -  Ф(а) für Z e2 \ ^  e2-------  Ф(х) >  —

r r

Z p2 p2
für -------Ф(х ) <C ------- .

r T

( 1 )

In Gleichung (1) ist Ф(х)  die Thom as-Ferm ische Funktion des freien 
neutralen Atom s. L a t t e r  berechnete für dieses P otentia l V(r) num erisch die 
Eigenw erte der Schrödinger-Gleichung. D ie num erisch berechneten L a t t e r - 
schen Eigenw erte stim m en sehr genau m it den ÜARTREEschen so w ie auch m it 
den em pirischen überein. Es ist interessant, auf die Frage zu antw orten, welche 
Übereinstim m ung man zwischen dem differentiellen Streuquerschnitt für das 
LATTERsche P otential in der BoRNscher Näherung und dem entsprechenden  
HARTREEschen differentiellen Streuquerschnitt in derselben Näherung erhält. 
In der BoRNSchen Näherung bekom m t man für das LATTERsche P otentia l 
V(r) für den differentiellen Streuquerschnitt /(# ) folgende Formel

m
34/З / j ‘2 Z l /3 

217,3 7i2!2 e2 m p
j Ф(х) sin (px)  dx  -(-

0
( 2)

In dieser Gleichung ist Z  die Ordnungszahl des A tom s, h ist die PbANCKSche 
K onstante, m  die Elektronenm asse, e die E lektronenladung und p  is t  durch 
folgende Form el gegeben.

32/®Л2 sin($/2)
P ~  27/3 л  V3 e2 m Z 1/3 ' 1 ( 3 )
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I n  G leichung  (2), w egen G leichung (1), is t  x 0 du rch  die B eziehung  Z  Ф(х0) =  1 
gegeben . M it H ilfe der T abelle  v o n  K o b a y a s h i u n d  T a im a  [2] fü r die T hom as- 
F e rm isch e  F u n k tio n  des fre ien  n e u tra le n  A tom s k a n n  m a n  fü r  gegebenes Z  
d en  W e rt v o n  x 0 n u m erisch  b erech n en . D ie ex ak ten  W e rte  fü r  /(# )  fü r  gege

ben es Z  u n d  gegebenes  ̂ ^  k a n n  m an  n u r  n u m erisch  bestim m en . H ie r  soll

die F unktion  Ф(х) durch die genaue BucHDAHLsche [3] A pproxim ation ersetzt 
w erden. Für die BucHDAHLsche A pproxim ation der F unktion  Ф(х) kann man 
den Streuquerschnitt I(&) analytisch  berechnen. In diesem  Falle bekom m t man 
für I(ß )  folgende Form el:

I Аm  _  ( w j ! 11
I 217/3 л W  e2 m p (А  — B ) ( A  —  C)

+  A x 0)

— S i  +  sin -±— C i — -----Ci (1 +  A x 0)

A

В

( А - В )  ( В - С )
COS

S i  (1 +  В х 0) — S i
В  в

-f- sin -
В

C i - ^ - C i - ^ i l + B x g )
в  в

В

+  ( 4 )

( А  — С) ( В - С )
Рcos -=— 
С

S i  - ^ г  (1 +  Сх0) S i  - ~ - -)- sin (Ci — -----

~ CÍ ^ - ( 1 + С "о) +
c o s (p x 0) i2

p Z  ! '

D ie K o n s ta n te n  A , В  u n d  С h ab en  fo lgende W e rte  А  =  0,9288, В  =  0,1536 
u n d  С =  0,05727; w e ite r is t

S i(x ) I sin t
dt und Ci(x)

P cos t

J t
d t . ( 5 )

W ie b e k a n n t, s in d  die F u n k tio n e n  Si(x)  u n d  Ci(x)  sehr g en au  ta b e llie r t. 
S e tz t m an  in  G leichung (2) fü r  x0 den  W ert x 0 =  °o ein, so b e k o m m t m an fü r  
den  S tre u q u e rsc h n itt  I 0($) fo lgenden  A u sd ru ck :

А  Г
---------- с-c) L

( З4/3 h2 Z 1!3 
I 0( & ) =  — --------------

1217/3 я 2/3 e2 m p

4- sin  -AL- Ci 
A

( A - B )  ( A  

B

cos -

i J L ] _________Л -----------  [cos
A  J (A  — B )  (B — C) [

C
+  s in - P - C i  P

B  B
+ — Г

( A  — C) (B  - C ) |

+  sin Ci —  
C C

cos

B

P

ü - S i - P  
2 A

+

+

* - Si P
B (6)

Si +
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Tabelle I

D ie W erte für 1(d) gem äss Gleichung (4) und die W erte für I 0(d)  gemäss G leichung (6) in 
5,66. 10~20 E inheiten  im  Vergleich m it den entsprechenden HARTREEschen W erten

sin (0 /2 ) 10- 8 
A

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

/(#)-G leichung (4) . . . . 44042 16533 6365 3030 1499
/ 0(#)-Gleichimg (6 ) ......... 57882 15775 6111 2867 1426
J(# )-H a r t r e e  .............. 57888 17400 6130 2600 1340

sin (0 /2)
A "

0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

J(#)-Gleichung ( 4 ) ......... 843 541 415 242 166
J0(#)-Gleichung (6) . . . . 881 579 448 240 168
J (# )-H a r tr ee  .............. 770 480 324 222 160

I 0(d) ist der Streuquerschnitt, w elcher dem P otentia l des freien neutralen  
A tom s entspricht. Tabelle I enthält einen Vergleich von  1(d) und I 0(d) m it 
den entsprechenden HARTREEschen W erten [4] für Z  =  16. Für diesen W ert 
von Z  haben wir x0 — 5,8130.

Die R e su lta te  zeigen, dass 1(d) fü r  k le ine  W erte  von
sin  (dl2)

Я
sch lech te re

R e su lta te  lie fe rt als I 0(d/2). F ü r  ——j  ^  gleich N ull is t  I 0(d) gleich e in er
À

sin ($  / 2)
K o n s ta n te  u n d  1(d) is t  u nend lich . F ü r  0.2 <C — ------sin d  d ie  W erte  v o n  I 0(d)

etw as besser als die W erte von  I 0(d) im  Vergleich m it den HARTREEschen W er
ten . E ine genauere Rearbeitung dieses Problem s soll später erscheinen.

D er V erfasser m öch te  H e rrn  P ro f. D r. P . G o m b á s  herz lich  d a fü r d a n k e n , 
ihm  einen  A u fe n th a lt in  seinem  In s t i tu t  e rm ö g lich t zu h ab en .
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ON THE SIMULTANEOUS DETERMINATION OF 
LIFETIME, DIFFUSIVITY AND SURFACE RECOMBINA

TION VELOCITY OF INJECTED CARRIERS IN  
SEMICONDUCTORS BY THE FLYING SPOT METHOD

B y

J .  G y u l a i

INSTITUTE OF EXPERIMENTAL PHYSICS, UNIVERSITY OF SZEGED, SZEGED 

(R eceived  10. IV. I960)

T he d e te rm in a tio n  of bu lk  life tim e  (r), am b ip o la r d iffu s iv ity  (D0) an d  
su rface  reco m b in a tio n  velocity  (s) is a n  im p o r ta n t p ro b lem  in  sem i-co n d u cto r 
re sea rch  [1], A conv en ien t p h o to e lec tric  m e th o d  of s tu d y in g  th e se  q u a n tit ie s  
is th e  F ly in g  Spot M ethod  (FSM) p ro p o sed  b y  A d a m  [ 2 ] .  A ccord ing  to  his 
re su lts  th e  FSM  ren d ers  possible th e  s im u ltan eo u s m easu rem en t o f  D 0 a n d  r ,  
b u t ,  as is show n b y  S o r o k i n  [3] a n d  th e  p re sen t p a p e r  as well, th e  co n sid e ra 
tio n s o f  A d a m  have b een  re s tr ic te d  to  zero su rface  reco m b in a tio n  v e lo c ity . 
In  o rd e r to  generalize th e  FSM  for su rface  reco m b in a tio n  velocities d iffering  
from  zero an d  to  avoid  th e  F ourier series fo rm  of th e  so lu tio n  o f th e  co rre sp o n d 
ing c o n tin u ity  eq u a tio n  g iven in  reference  [3], in v es tig a tio n s  have  b een  carried  
o u t re su ltin g  in  a so lu tio n  o f a form  co n v en ien t in  ex p e rim en ta l s tu d ie s1, using  
th e  re su lts  o f v a n  R o o s b r o e c k  [4].

A ccord ing  to  th e se  th e  sm all s igna l d iffe ren tia l eq u a tio n  of ad d e d  c a rrie r  
c o n cen tra tio n  (bp),

9 öp/dt — D 0 d iv g ra d  ôp —  ôp/r, (1)

is to  be  solved in  a sem i-in fin ite  solid, w hen  a n o rm alized2, s te a d y  lin e  source 
(a t X  =  x s, z =  zs an d  p a ra lle l to  th e  y -axis) m oves along th e  x-axis w ith  u n i
form  v e lo c ity  c. The fu lf ilm e n t of th e  co n d itio n

D 0 dôp/Qz =  s ôp in  th e  p lane z =  0 (2)

is re q u ire d . B y  in tro d u c in g  dim ensionless va riab les ,

ÔP =  «5p / ( n 0 —  p 0), U  =  tjT, X  =  x /L ,  Y  =  y /L , 2 =  z /L ,  L  =  (D 0 r )1/2

a n d  S  =  s/vp , vq =  L jx

1 The present solution has also the advantage o f lacking further assum ptions concerning  
the separability  o f continuity  equation (1) and th e  im aginary character of the roots o f the  
trigonom etric equation in  reference [3].

2 I.e. (n0 —  p 0) L 3 carrier pairs per length  L  (L  denotes the diffusion length , n0 and  
p 0 are the carrier concentrations o f  therm al origin).

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 2 .



1 6 8 J .  G Y U L A I

( th e  d r if t v e lo c ity  w as d en o ted  b y  Vq), we h av e

d ô P /d U  =  d iv g rad  ÔP —  ÔP (3)
w ith

3ÔP/3Z =  S  ÔP, w hen Z  =  0. (4)

U pon  using  th e  re su lts  o f reference  [4] an d  in tro d u c in g  a new  system  of 
co -o rd in a te s  ( X  =  X  —  (c/L) t — X  —  (c r/L )  U  = X  — a U, Y  =  Y ,  Z  — 
=  Z , X s  — Zs =  0) m oving  to g e th e r  w ith  th e  source —  a sy stem  in  w hich th e  
s ta te  is s ta tio n a ry  —  th e  so lu tion  desired  has th e  follow ing fo rm , w ritte n  as th e  
co rrespond ing  G reen ’s fu n c tio n  (h av ing  a d e te c to r  a t  X  =  Z  =  0):

U (X ,  0 ; 0 , 0 ) =  n - 1 exp  [ — (a /2 )X ] (5)

f  exp  ( - S  С) К x [(X 2 +  С2)1/2 (1 +  a2/* )1'2] • C ■ ( ^ 2 +  C2)1/2 d ? .
à

F o r X  g> S ~ \  ju s t  as in  reference [4], th e  follow ing a p p ro x im a tio n  is
v a lid :

G ^ e x p  [ — (a/2) X ]  • X ,  [|X | (1 +  «2/4)1/2] • ( jtX S 2) - 1. (6 )

U sing an  ap p ro x im a tio n  fo r K x(z) ^  (n /2z)1'2 exp (— z) an d  in tro d u c in g  
ag a in  th e  q u a n tit ie s  h av in g  d im ensions, th e  ad d ed  ca rrie r  co n cen tra tio n  
d p  — (g/D 0) G (g  is th e  r a te  o f gen era tio n  p e r u n it  len g th ) w ill h av e  th e  
fo rm :

ôp  ^  gDJ,2/[(2 ji)1/2 Ti/2 S2 ((c/2L>0)2 +  l /D 0 r)1/«] X-®/2 •

• exp  [ — (c/2D0) X -  \x\ ((c /2D 0)2 +  1/D ot) 1/2]
i. e.

ôp  ~  exp [ — (c/2U 0) X -  \x\ ((c /2U 0)2 +  1 /D ot)1/2].

(7a) makes the measurement o f  D 0 and  r  possible  b y  th e  help  of th e  plo t  
o f  the logarithm o f  detector response versus x  =  x  —  ct. D en o tin g  th e  slopes o f 
th is  cu rv e  b y  L x and  L 2,3 4 w hich  co rresponds to  th e  v o ltag e  d rop  before  an d  
b eh in d  th e  source , th e  fo llow ing sim ple re la tio n s  are  v a lid  [2 ]:

L =  (D 0r )4/2 =  (L 1L 2)h2 ,

D 0 =  c/ ( 1/L 1 - 1/L 2) ,

t  =  (L 2 - L i ) / c .

(7)

(7o)

3 K v(z) =  Bessel function  of the second kind for im aginary argum ent.
4 L 2 should  denote the absolute value of the slope behind th e  source.

Acta Phys. H ung. Тот . X I I .  Fasc. 2.



O N  T H E  S IM U L T A N E O U S  D E T E R M IN A T IO N  O F  L I F E T I M E , D IF F U S IV IT Y 169

O n com paring  (5) w ith  re ferences [2] an d  [4], i t  can  also be  seen th a t ,  
for c =  0  or s — 0 ,  ( 5 )  reduces to  th e  re su lts  o f v a n  R o o s b r o e c k  or to  tho se  of 
A d a m .

As th e  m e th o d  is n o t essen tia lly  based  on th e  s te a d y -s ta te  p h o to e lec tric  
effect (th is  can  be observed  only  in  th e  m oving sy s tem  of co -o rd in a tes), it

F i g . l .  The oscillogram  shows the vo ltage drop corresponding to the pairs generated on the  
surface o f  an n-Ge sam ple b y  the FSM. The curve 1 nôp versus X  corresponds to eq. (7a) 
and the curve lg ( UÔP) versus  lg U  to  eq. (9). The hole m o b ility  jip was calcu lated  by using the

E instein  relation

ren d ers  also possible m easu rem en t o f s a t  th e  sam e  tim e . D en o tin g  th e  n u m b er 
o f pa irs g en era ted  p e r  u n it  le n g th  b y  N  and  usin g  th e  co rrespond ing  G reen’s 
fu n c tio n , G (X , Z , U; X s, Z s), i t  can  be show n th a t

ôpftN /L*)  =  G (0, 0, U; aU ,  0)

=  (2n U - 1 exp  [ -  (1 +  a 2/4) U ] {  1 -  л 1'2 S t / 1/2 exp  (S 2t/)  [1 -  e rf  ( S t / 1/2)]}, (8)

here  e rf (x) =  2 л -1 /2 j ex p  ( —t2) d t .  
о
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A s th e  shape  o f  th e  curve G(0, 0, U; a U, 0) show s an  ap p rec iab le  depend
ence o n  S  i f  p lo tting  the product o f  elapsed time and  detector response against 
elapsed time  b o th  in  logarithm ic  sca le , the determination o f  S  (or s) is possible. 
N a m e ly  th e  slope (L 3) o f th is  cu rve  a t  V  =  1 n U  (using  an  a sy m p to tic  ex p an 
sion  o f  e rf (яг)) is o f  th e  following sim ple  form :

L s
8 In [evG (0, 0, U; a  [7 ,0 )]

d V

~  — (1 +  a 2/4) e v —
4S4e2V — 1 2 S 2e v — 15/2 

4S4e2'/ — 6 S 2 ev - f  15

One o f o u r ex p erim en ta l cu rves th a t  m a y  be referred  to  as an  exam ple , 
is  to  he seen in  F ig . 1. D e ta ils  an d  som e m ore  ex p e rim en ta l re su lts  w ill b e  
p u b lish ed  la te r  [5].

The a u th o r  is in d eb ted  to  P ro f. D r. A . B u d ó ,  D irec to r o f  th is  I n s t i tu te ,  
fo r  h is k in d  in te re s t ,  to  D rs. J .  T a u c , E . A n t o n c i k  an d  S. К о с  (P rague), a s .  
w ell as to  D r. Z . B o d o  (B u d ap est)  for th e ir  he lp fu l advice. T h a n k s  are due  to  
th e  H u n g a ria n  A cadem y o f Sciences for g ra n tin g  th e  a u th o r  a scho larsh ip  in  
C zechoslovakia th a t  m ade th e  usefu l d iscussions possible.
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ÜBER DIE ELEKTRONENSTRUKTUR  
DES SCHWEFELATOMS

Von

R . G á s p á r

FORSCHUNGSGRUPPE FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
BUDAPEST

(Eingegangen: 27. IV. 1960)

D ie K en n tn is  der E le k tro n e n s tru k tu r  des Schw efelatom s is t  zu r D u rch 
fü h ru n g  zah lre icher q u an ten ch em iseh er B erechnungen  e rfo rderlich . V on den 
E lem en ten  grösserer O rdnungszah l, die in  der V I. S p a lte  des period ischen  
S ystem s a u ftre te n , h ab en  b ish e r n u r  das P o lo n iu m ato m  u n d  das Se-A tom  eine 
B estim m u n g  der E le k tro n e n s tru k tu r  e rfah ren , w obei d ieselbe im  e rs te n  F alle  
a u f  G ru n d  eines u n iv ersa len  P o ten tia lfe ld e s  [1], im  zw eiten  h ingegen  m it H ilfe 
e iner V aria tio n sm eth o d e  [2] geschah. E ingehende U n te rsu ch u n g en  s in d  n a tü r 
lich  bezüglich  der E le k tro n e n s tru k tu r  des S au ersto ffa to m s d u rc h g e fü h rt w or
den. F ü r  dieses E lem en t sind  B erech n u n g en  sow ohl m it d er V aria tio n sm eth o d e  
als au ch  m it der » se lf-consisten t fie ld«  M ethode an g este llt w orden , ausserdem  
h a t  m an  die S tru k tu r  desselben  auch  a u f  G rund  des u n iverse llen  P o te n tia lfe l
des b e s tim m t [3]. Z w eck der vo rlieg en d en  A rb e it is t  es, die E le k tro n e n s tru k tu r  
des S chw efelatom s a u f  G rund  des u n iverse llen  P o ten tia lfe ld e s  zu  b es tim m en . 
N euerd ings h a t  fü r  das Schw efelatom  au ch  S. F . B o y s  R ech n u n g en  d u rc h 
g e fü h rt, u n d  zw ar m it e iner m o d ifiz ie rten  V aria tio n sm eth o d e , w elche au ch  die 
K onfigu ra tionsw echselw irkung  b e rü c k s ic h tig t [4].

D ie einzelnen Z u stän d e  w erden  v o n  den  E lek tro n en  des S chw efelatom s 
d er fo lgenden  K o n fig u ra tio n  gem äss au sg efü llt:

( ls )2(2s)2 (2p)6 (3s)2 (3p)4.

D ie ra d ia le n  E igen fu n k tio n en  der e inzelnen  Z ustän d e  w erden  d u rch  die ra d ia le  
S chrödingersche G leichung

d*f
d x 2

+ e +  ^ -  6
X 1 +  A 0 X

+  f
1(1 +  1)

1 +  A x
f =  o ( 1 )

b estim m t. I n  d ieser D ifferen tia lg leichung  is t

e =  2E fi2 e~2a ^ 1 ; y  =  2Z  /ш ^1 ; £ =  - x a C -  0 ,88532e~2

0,8853 a0
г ш

(2)

; xa =  0,7386 e2.X
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Tabelle I

D ie  radialen Eigenfunktionen /  der s-E lektronen des S-A tom s und die radiale D ichte D  des 
S-A tom s. /  in atomaren E inheiten von l /a 0; D  in atom aren E inheiten von  1 /o0; x  in dim en

sionslosen Längeneinheiten

X
f D x / D

1S 2 s 3 s ls 2 s 3«

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,540 1,216 - 0 ,6 5 8 - 0 ,2 1 0 12,905

0,006 0,256 0,071 0,021 0,142 0,576 1,069 - 0 ,7 7 9 - 0 ,2 4 5 13,420

0,012 0.495 0,136 0,041 0,531

0,018 0,718 0,198 0,059 1,116 0,612 0,936 - 0 ,8 9 0 - 0 ,2 7 6 14,024

0,024 0,925 0,255 0,076 1,855 0,648 0,818 - 0 ,9 9 2 —0,304 14,666

0,030 1.118 0,308 0,092 2,709 0,684 0,712 - 1 ,0 8 3 - 0 ,3 2 8 15,307

0,036 1,297 0,356 0,107 3,646 0,720 0,618 - 1 ,1 6 4 —0,348 15,914

0,042 1,464 0,401 0,120 4,640 0,756 0,536 - 1 ,2 3 6 - 0 ,3 6 4 16,461

0,048 1,617 0,443 0,133 5,665 0,792 0,464 - 1 ,2 9 8 - 0 ,3 7 6 16,931

0,054 1,759 0,480 0,144 6,703 0,828 0,401 — 1,351 —0,386 17,312

0.060 1,890 0,514 0,154 7,736 0,864 0,346 - 1 ,3 9 6 - 0 ,3 9 1 17,598

0,066 2.010 0,546 0,163 8,752 0,900 0,298 - 1 ,4 3 2 - 0 ,3 9 4 17,785

0,072 2,120 0,573 0,172 9,739 0,936 0,256 — 1,462 - 0 ,3 9 4 17,875

0,078 2,221 0,598 0,179 10,687
1,008 0,189 — 1,500 - 0 ,3 8 5 17,777

0,084 2,313 0.62(1 0.186 11,591
1.080 0,138 - 1 ,5 1 4 —0,366 17,353

0,090 2,396 0,640 0.191 12,444
1,152 0,101 - 1 ,5 1 0 - 0 ,3 4 0 16,665

0,108 2,600 0,683 0,204 14,665 1,224 0,073 - 1 ,4 8 9 - 0 ,3 0 7 15,778

0,126 2,743 0,705 0,210 16,352 1,226 0,052 - 1 ,4 5 5 - 0 ,2 6 8 14,756

0,144 2,836 0,710 0,211 17,418 1,368 0,037 — 1,411 — 0,225 13,655

0,162 2,886 0,700 0,208 18,216 1,440 0,025 — 1,360 - 0 ,1 7 8 12,522

0,180 2,910 0,676 0,200 18,512 1,512 0,016 — 1,304 - 0 ,1 3 0 11,397

0,198 2,888 0,642 0,189 18,485 1,584 0,009 - 1 ,2 4 3 - 0 ,0 7 9 10,308

0,216 2,852 0,598 0,175 18,210 1,656 0,002 — 1,181 - 0 ,0 2 8 9,279

0,234 2,797 0,546 0,158 17,755 1,728 — 1,117 —0,024 8,321

0,252 2,727 0,488 0,140 17,183 1,800 — 1,053 0,075 7,447

0,270 2,646 0,424 0,120 16,544 1,872 - 0 ,9 9 0 0,126 6,660

0,288 2,556 0,356 0,099 15,883 1,944 - 0 ,9 2 8 0,175 5,961
2,016 - 0 ,8 6 8 0,224 5,348

0,324 2,360 0,212 0,054 14,616 2,088 - 0 ,8 1 0 0,271 4,819
0,360 2,153 0,061 0,007 13,585 2,160 - 0 ,7 7 5 0,316 4,366
0,396 1,946 — 0,092 —0,040 12,856
0,432 1,745 —0,242 - 0 ,0 8 6 12,458 2,304 - 0 ,6 5 1 0,400 3,671

0,468 1,556 - 0 ,3 8 8 - 0 ,1 3 0 12,366 2,448 —0,559 0,477 3,211

0,504 1,379 - 0 ,5 2 7 - 0 ,1 7 2 12,534 2,592 —0,477 0,545 2,933
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T abelle  I (F ortsetzung)

X
/ D X

f
D

i S 2 s 35 15 25 3j
2,736 - 0 ,4 0 5 0,604 2,793 7,776 0,400 1,371
2,880 - 0 ,3 4 3 0,655 2,749 8,064 0,368 1,228
3,024 - 0 ,2 9 0 0,698 2,770
3,168 - 0 ,2 4 4 0,734 2,831 8,640 0,309 0,980

3,312 - 0 ,2 0 5 0,763 2,911 9,216 0,259 0,776
9,792 0,215 0,612

3,456 - 0 ,1 7 1 0,785 2,997 10,368 0,178 0,480
3,600 - 0 ,1 4 3 0,802 3,079 10,944 0,147 0,376
3,744 - 0 ,1 2 0 0,813 3,151 11,520 0,121 0,294
3,888 - 0 ,1 0 0 0,820 3,208 12,096 0,100 0,229
4,032 —0,083 0,822 3,248 12,672 0,082 1,178
4,176 - 0 ,0 6 9 0,821 3,270 13,248 0,067 0,138
4,320 - 0 ,0 5 7 0,816 3,275 13,824 0,055 0,107

14,400 0,045 0,083
4,608 - 0 ,0 3 9 0,799 3,235 14,976 0,036 0,064
4,896 - 0 ,0 2 7 0,773 3,139
5,184 - 0 ,0 1 8 0,741 3,001 16,128 0,024 0,038
5,472 - 0 ,0 1 2 0,705 2,833 17,280 0,015 0,023
5,760 - 0 ,0 0 8 0,666 2,647 18,432 0,010 0,014
6,048 - 0 ,0 0 4 0,626 2,451 19,584 0,006 0,008
6,336 —0,002 0,586 2,253 20,736 0,003 0,005
6,624 0,546 2,058 21,888 0,003
6,912 0,507 1,870 23,040 0,002
7,200 0,470 1,692 24,192 0,001
7,488 0,434 1,525

I n  (2) b e d e u te t r d en  A b s tan d  des E lek tro n s  vom  K e rn . Z  =  16 is t  d ie  O rdnungs
zah l des Schw efelatom s u n d  E  se ine  E nergie. /  i s t  d ie rad ia le  E ig en fu n k tio n , 
und  es g ilt A0 =  0,1837; A 0 =  1,05; a =  0,04; A  =  9 u n d  C  =  3 ,lao  1 sind  
K o n s ta n te n  u n d  l is t  die N eb en q u an ten zah l. D as zw eite u n d  d as  d r it te  Glied 
in  d en  eckigen K lam m ern  s tam m en  v o m  u n iv e rse llen  P o te n tia l; ü b e r  die d am it 
zu sam m en h än g en d en  P rob lem e g ib t d ie  A rbeit [5] e ingehendere A u sk u n ft.

D ie D iffe ren tia lg le ichung  (1) m uss u n te r d e n  fo lgenden R a n d b e d in g u n 
gen  gelöst w erden:

/ ( 0) = / ' ( 0) = / ( ' - i>(0) =  0 ,

/ 0 ( 0 )  =  k o n s ta n t, (3)

lim  / ( # )  =  0 .
X--0
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Tabelle II

D ie  radialen E igenfunktionen f  der p-E lektronen des S-Atom s und das univers elle P oten tia l 
V  des S-Atoms. /  in  atomaren E inheiten  von  l/o '/г; V  in  atomaren E inheiten  vo 1 n

dim ensionslosen Längeneinheiten

X
/ V X

f
V2p 3p 2 p 3p

0,000 0,000 0,000 0,540 1,203 0,279 12,831

0,006 0,001 0,000 1864,61 0,576 1,256 0,289 11,698
0,012 0,002 0,001 927,554

0,018 0,005 0,001 615,111 0,612 1,303 0,296 10,712

0,024 0,009 0,002 458,872 0,648 1,342 0,301 9,849

0,030 0,014 0,003 365,094 0,684 1,376 0,305 9,088

0,036 0,020 0,005 302,553 0,720 1,404 0,306 8,412

0,042 0,026 0,006 257,880 0,756 1,425 0,306 7,810

0,048 0,034 0,008 224,369 0,792 1,442 0,304 7,271

0,054 0,042 0,010 198,301 0,828 1,454 0,300 6,786

0,060 0,051 0,012 177,447 0,864 1,461 0,295 6,348

0,066 0,061 0,015 160,384 0,900 1,464 0,289 5,951

0,072 0,071 0,017 146,166 0,936 1,463 0,281 5,590

0,078 0,082 0,020 134,137
1.008 1,451 0,262 4,959

0,084 0,093 0,023 123,831
1.080 1,428 0,240 4,428

0,090 0,106 0,026 114,899 _
1,152 1,395 0,214 3,976

0,108 0,145 0,036 94,080 1,224 1,355 0,185 3,589

0,126 0,187 0,046 79,233 1,296 1,309 0,154 3,255

0,144 0,233 0,057 68,123 1,368 1,259 0,120 2,964

0,162 0,281 0,069 59,508 1,440 1,206 0,088 2,709

0,180 0,331 0,081 52,637 1,512 1,151 0,053 2,485

0,198 0,382 0,093 47,037 1,584 1,096 0,018 2,287

0,216 0,433 0,106 42,390 1,656 1,040 - 0 ,0 1 7 2,110

0,234 0,485 0,118 38,474 1,728 0,984 - 0 ,0 5 2 1,953

0,252 0,537 0,131 35,134 1,800 0,930 - 0 ,0 8 6 1,812

0,270 0,588 0,143 32,254 1,872 0,876 - 0 ,1 2 0 1,685

0,288 0,639 0,155 29,746 1,944 0,825 - 0 ,1 5 4 1,570
2,016 0,775 - 0 ,1 8 6 1,466

0,324 0,737 0,178 25,602 2,088 0,727 - 0 ,2 1 8 1,372
0,360 0,831 0,200 22,326 2,160 0,681 - 0 ,2 4 9 1,286
0,396 0,919 0,220 19,678
0,432 1,000 0,238 17,500 2,304 0,595 - 0 ,3 0 8 1,135
0,468 1,075 0,254 15,682 2,448 0,518 - 0 ,3 6 2 1,009

0,504 1,142 0,267 14,145 2,592 0,449 - 0 ,4 1 1 0,901
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T abelle  II  (Fortsetzung)

X
/

V  X
/

V
2p 3p 2p 3P

2,736 0,388 - 0 ,4 5 6 0,809 9,792 —0,360 0,053
2,880 0,335 - 0 ,4 9 6 0,730 10,368 - 0 ,3 2 3 0,047
3,024 0,288 - 0 ,5 3 2 0,661 10,944 — 0,289 0,042
3,168 0,247 - 0 ,5 6 3 0,601 11,520 — 0,257 0,038
3,312 0,212 - 0 ,5 9 0 0,549 12,096 —0,228 0,034

12,672 —0,203 0,031
3,456 0,181 - 0 ,6 1 4 0,502 13,248 — ,0180 0,028
3,600 0,154 - 0 ,6 3 4 0,461 13,824 — 0,159 0,026
3,744 0,132 - 0 ,6 5 1 0,425 14,400 — 0,141 0,024
3,888 0,112 - 0 ,6 6 5 0,392 14,976 — 0,124 0,022
4,032 0,096 - 0 ,6 7 6 0,363
4,176 0,081 - 0 ,6 8 4 0,337 16,128 - 0 ,0 9 7 0,019
4,320 0,069 - 0 ,6 9 1 0,314 17,280 - 0 ,0 7 5 0,017

18,432 - 0 ,0 5 8 0,015
4,608 0,050 - 0 ,6 9 7 0,273 19,584 —0,045 0,013
4,896 0,036 - 0 ,6 9 6 0,239 20,736 - 0 ,0 3 4 0,012
5,184 0,026 —0,689 0,211 21,888 - 0 ,0 2 6 0,010
5,472 0,018 —0,678 0,188 23,040 —0,020 0,009
5,760 0,013 - 0 ,6 6 3 0,162 24,192 - 0 ,0 1 5 0,009
6,048 0,009 - 0 ,6 4 5 0,151 25,344 - 0 ,0 1 2 0,008
6,336 0,006 - 0 ,6 2 6 0,136 26,496 - 0 ,0 0 9 0,007
6,624 0,004 - 0 ,6 0 4 0,124 27,648 - 0 ,0 0 6 0,006
6,912 0,002 - 0 ,5 8 2 0,113 28,800 - 0 ,0 0 5 0.006
7,200 0,001 —0,559 0,103 29,952 - 0 ,0 0 3 0,005
7,488 — 0,536 0,095 _

31,104 - 0 ,0 0 2 0.005
7,776 —0,513 0,087 _

32,2d6 —0,001 j 0,005
8,064 — 0,489 0,081

8,640 — 0,444 0,069

9,216 - 0 ,4 0 1 0,060

Tabelle III
D ie m it  dem universellen Potential bestim m ten Energieterme der Elektronen des S-Atoms 

u nd die empirische Angabe. Die Energiewerte in atomaren Einheiten von  e2/a0

ls 2 a 35 2p 3p

Universelles
P oten tia l.............. - 9 0 ,2 8 — 7,85 —0,588 - 5 ,8 9 - 0 ,2 3 3

Empirische Angabe - 9 1 ,2 — 8,5 - 0 ,7 7 — 6,25 - 0 ,4 3
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W ir h ab en  d ie  L ösungen  a u f  n u m erisch em  W ege gesuch t. I n  den T ab e llen  I 
u n d  I I  geben  w ir die ra d ia le n  E ig en fu n k tio n en  sowie d ie rad ia le  D ich te  an  
zu sam m en  m it  d er p o te n tie lle n  E nerg ie  des n e u tra le n  A to m s. A b b ild u n g  1 
ze ig t die ra d ia le  D ich te . D ie d en  e inzelnen  E lek tro n en sch a len  en tsp rech en d en  
M axim a d e r  D ic h te fu n k tio n  sin d  d e u tlic h  s ich tb a r. D ie  S telle , w elche der 
H ä lf te  des G le ich g ew ich tsk e rn ab stan d es des S2-M oleküls e n tsp ric h t, is t  m it

Fig 1. D ie  radiale E lektronendichte des Schw efelatom s. Der P feil bezeichnet d ie H älfte des 
G leichgew ichtskernabstandes des S2 M oleküls. D  in  an 1 atom aren Einheiten; x  in  dim ensions

freien E inheiten  (S. den T ext.)

e inem  P fe il an g e d e u te t. D er b e rech n e te  W ert d e r d iam ag n e tisch en  S u szep tib i
l i t ä t  des S6+ Ions is t  gleich  — 1,56 • 10-6 cm3 M ol1-, w ährend  d e r exp erim en 
ta le  W e rt (— 1) • 10-6 cm 3 Mol-1 b e trä g t .  D ie Ü b e re in s tim m u n g  is t ,  wie w ir 
seh en , g u t [6]. I n  d er T abelle  I I I  geb en  w ir die E in e lek tro n en erg ien  des Schw e
fe la to m s, w elche te ilw e ise  au f G ru n d  von  ex p e rim en ta len  A ngaben , h a u p tsä c h 
lich  v o n  R ö n tg en te rm w erten , b e re c h n e t [7], te ilw e ise  aber v o n  u n s  m it H ilfe 
des u n iv erse llen  P o ten tia lfe ld e s  b e s tim m t w orden  sin d . Die Ü b ere in stim m u n g  
d e r E n erg iew erte  is t  v o n  der b e i E in e le k tro n n ä h e ru n g e n  üb lich en  G enau igkeit.

Z um  Schluss m ö ch te  ich  F rä u le in  J . M á g o r i  u n d  F ra u  I .  K o c s is  h e rz 
lich en  D an k  au ssp rech en  fü r d ie so rg fältige u n d  um sich tsv o lle  D u rch fü h ru n g  
d e r n u m erisch en  B erechnungen .

A cta  P hys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 2.
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ON THE STABILITY OF THE SOLUTION 
OF A PHENOMENOLOGICAL OPTICAL MODEL

By

G. D o m o k o s

CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, BUDAPEST 

(R eceived 6. У. 1960)

In  a prev ious p a p e r  [1] we h a v e  g iven th e  so lu tio n  of th e  inversion  
p ro b lem  fo r a phenom enological o p tic a l m odel u n d e r th e  assu m p tio n , t h a t  th e  
sc a tte r in g  a m p litu d e  is im ag in a ry  a n d  th a t  th e  ra y -o p tic a l a p p ro x im a tio n  can 
be  used.

F o r th is  case th e  sem i-classical p h ase  sh ifts as a fu n c tio n  o f Q (“ im p ac t 
p a ra m e te r” ) are g iven  b y  th e  fo llow ing fo rm ula :

7](q) =  In
Г , г da  W21  +  fc - - Jo 2 kp sin — d cos d
L  J dQ  ) 2 j

an d  th e  d is tr ib u tio n  o f th e  ab so rp tio n  coeffic ien t can  be  ca lcu la ted  fro m  th e  
follow ing in te g ra l eq u a tio n :

1 Г dr2
v ia 2) = - q (r2) . (I)

2 J ]/r2 - e 2
Q8

T he so lu tio n  of (1) is —  p u ttin g  у  =  p2; z =  v2 :

CO

a ( z ) = —  ~  I dyrj(y) (y  — z ) - 1'2 (2 )
n  az  J

z

(see ref. [1]).
F o rm u lae  (1) an d  (2) fo rm ed  th e  basis  o f  an  analysis o f  h igh -energy  n p  

s c a tte rin g  we ca rried  ou t re c e n tly  in  o rder to  de te rm ine  th e  “ m esic s tru c tu re ” 
o f p ro to n s [2]. I t  is im p o r ta n t b o th  from  a p rin c ip a l and  a p ra c tic a l p o in t o f 
v iew  to  in v e s tig a te , how  sen sitiv e ly  th is  so lu tio n  depends on th e  choice o f th e  
phases.

6 Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 2.
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T a k e  th e  fu n c tio n a l d e riv a tiv e  o f  (2) w ith  re sp e c t to  r\:

ôa(z)
ôrj(y)

— —  ê ( y  — z) ( y — z) 2/3
71

{ y = h z )>

T h e  fu n c tio n a l d e r iv a tiv e  does n o t  e x is t a t  th e  p o in t y  =  z. 
O n in tro d u c in g  th e  n o ta tio n

one f in d s  fu r th e r :

A =  2к  s in  —
2

da
dQ

1/2
=  N (A )

( 3)

dr](g)
d N ( A )

=  k j n (A q). (4)

C o m p arin g  (3) a n d  (4) i t  is seen , t h a t  Ô a(z)/ô N (A )  does n o t e x is t excep t a t  
th e  p o in t z =  0 .

F ro m  (3) a n d  (4), how ever, one concludes, th a t  a(z) is v e ry  sen sitive  to  
th e  change o f  th e  phases in  th e  n e ig h b o u rh o o d  o f z; th e  p h ases  them selves 
d ep en d  less m a rk e d ly  on th e  a n g u la r  d is tr ib u tio n . F o r a g iven  va lu e  of A an d  
Q, r](s) is th e  m o re  sensitive to  changes of th e  a n g u la r  d is tr ib u tio n  th e  h ig h er к 
(i. e. th e  h ig h e r th e  energy o f  th e  in c id en t p a rtic le ) .

As in  th e  л р  sca tte rin g  w e are  m ain ly  in te re s te d  in  th e  ab so rp tio n  in  th e

c e n tra l reg io n  o f  th e  p ro to n s , le t  us now  in v e s tig a te  th e  q u a n ti ty
da(o)

ÔN( A) ~'

B y m ean s  o f a sim ple su b s titu tio n  one fin d s :
CO

ôa(o) 2k] ! Jo(X)
ÔN(A) л  ]/A .j ]fx

0

d x ,

an d  th is  m e a n s  th a t  th e  v a lu e  o f a a t  th e  o rig in  is m a in ly  d e te rm in ed  b y  th e  
sc a tte rin g  th ro u g h  small ang les. This p ro p e r ty  is c h a ra c te r is tic  for a d iffrac tio n  
sc a tte rin g .

S u m m ariz in g , one can  conclude, t h a t  our so lu tio n  o f  th e  d iffrac tio n  
p rob lem  is  in  general u n s ta b le  w ith  re sp e c t to  sm all v a r ia tio n s  of th e  ph ase  
sh ifts. F u r th e r ,  th e  a b so rp tio n  coeffic ien t a t  th e  o rig in  is m ain ly  d e te rm in ed  
b y  th e  sm all-ang le  sc a tte r in g . B ecause o f  th e  w ell-know n ex p erim en ta l d iff i
cu lties. h o w ev er, its  ex p e rim e n ta lly  d e te rm in ed  va lu e  is r a th e r  u n ce rta in .

F in a lly , we ta k e  p le a su re  in  exp ressing  ou r th a n k s  to  P ro f. L . J Á n o s s y  

for h a v in g  called  our a t te n t io n  to  th e  p re se n t p rob lem .
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SCHWINGER’S EQUATION FOR ONE-BODY 
PROPAGATOR OF A SELFCOUPLED SPINOR FIELD

B y
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INSTITUTE FOR THEORETICAL PHYSICS, ROLAND EÖTVÖS UNIVERSITY, BUDAPEST 

(R eceived 4. V. 1960)

In  a p reced ing  p a p e r  [1] th e  a u th o r  has in v e s tig a te d  th e  re n o rm a liza tio n  
p rob lem s o f th e  T h irr in g  m odel co m p le ted  b y  a m eson-ferm ion  d e riv a tiv e  
coupling a n d  b y  m eans o f  a n o n p e r tu rb a tiv e  t re a tm e n t he  has d e te rm in e d  th e  
m an y -p a rtic le  p ro p ag a to rs  o rig in a tin g  fro m  th e  d e r iv a tiv e  coupling. H ow ever, 
th e  n o n p e rtu rb a tiv e  t r e a tm e n t  of th e  selfcoupled  sp in o r fie ld  has re m a in e d  an  
open qu estio n .

F o r th e  so lu tion  o f  th is  p rob lem  th e  f ir s t  step  is to  deduce th e  Schw inger 
e q u a tio n  o f  th e  one-body  p ro p ag a to r b y  a n o n p e r tu rb a tiv e  m e th o d . T h is  is 
th e  aim  o f  o u r no te. I n  o u r consid era tio n s th e  e x te rn a l source m e th o d  w ill be 
used  [2]. T herefo re , one h as  to  in tro d u c e  sp ino r sou rces »)(x ), rj(x) in to  th e  
L agrange fu n c tio n  of th e  p rob lem :

L H(x) =  Э„ — m)y> +  g ÿ { ÿ  y>) y> +  rprj +  rjip (1)

(g00 =  - g "  =  1 ; m  0). T he e x te rn a l sources f], tj a re  a n tic o m m u tin g  w ith  
all th e  ferm ion  v ariab les. ( 1) co n ta in s th e  f ie ld  equa tion

(*y" 9n — m) v(x) +  2§(v(x) w(x)) V>(x) +  v(x) —  0. (2 )

In  o rd er to  a rrive  a t  o u r s ta r tin g  e q u a tio n  we m u ltip ly  (2) by  y>(x) on  
th e  r ig h t, ta k e  T -p ro d u c t a n d  v acu u m  e x p e c ta tio n  va lue . T ak in g  care o f  th e

8
co m m u ta tio n  b e tw e e n ----- a n d  T,  we o b ta inat

(iyß — m) G (x,y)  +  2ig(0 \T((ÿ(x)  y>(x))y>(x) ÿ>(y))|0) +
_  (3)

+  irl(x ) (0 \ f  (j )|0) =  — 0(ж — y ) , 

w here G (x ,y )  m ean s th e  com ple te  one-p artic le  p ro p ag a to r

G(x ,y )  =  Щ Т(у>(х)Щ у))\0)

an d  JO) is th e  H eisenberg  v acu u m .

6* Acta Phys. H ang. Tom . X I I .  Fase. 2.
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In  th e  fo llow ing w e s triv e  to  ex p ress  th e  second te rm  (IV) on th e  le ft-h an d  
s id e  b y  G(x, y ) .  I n  th e  u su a l m an n er N vg(x, y )  can  be  exp ressed  b y  th e  q u a n titie s  
o f  th e  in te ra c tio n  p ic tu re  as

N ve(x ,y )  =  2 ig  <  0\T(<pa (ж) (pa(x) 9ф )  q>e(y)S)\  0 >  <  0 |S |0 > “1.

H e re  S  m eans th e  S -o p e ra to r  an d  | 0 >  is th e  free p a r tic le  v acu u m . F o r  fu rth e r 
in v e s tig a tio n  o f N ve( x , y ) ,  th e  fo rm u lae

Ô S

Ôrjaiz)
=  iT(cpa(z)S), _ A S  iT{(pa(s)s )

°Va(z)
(4)

h a v e  to  be p ro v ed , w here
Ô7] ( <5rj

m eans th e  r ig h t  (left) d e riv a tiv e .

F o r ex am p le , to  prove th e  f i r s t  le t us con sid er th e  o p e ra to r  U(tv  t2) co n 
n e c tin g  th e  in te ra c tio n  and  H e isen b erg  p ic tu re s :

U(tv t2) =  1 + i  I \ d4x ' L (x ')  U ( t ' , t2).
t ■ -»

T a k in g  th e  fu n c tio n a l d e riv a tiv e  o f (5) w ith  re sp e c t to  ij, we get

0U(tv t2)
Ôr]a{z)

i f a(z)U(z0,t2) +  i I I d * x 'L (x ' ) Ôl̂ > - t 2 < z0< t 1:

otherw ise.

(5)

( 6 )

N o w ,le t us w rite  dow n (5) fo r t2— z0 and  m u ltip ly  b y  icpjz) U (z0, t2) on th e  r ig h t. 
C om paring  th is  eq u a tio n  w ith  (6) we see t h a t

=  iU ( t  i,*o) ФЛ*) U M  =  Щ<Ра(г) U M )
fya(z )

from  w hich  (4) im m ed ia te ly  follows.
On th e  basis  of (4) i t  is  clear th a t  N ve can  be ex p ressed  b y  th e  com plete  

G reen fu n c tio n

Ő2
N ^ y )  =  2is <  ° ls l° >  1 , . , , . <  ° lT ( VÁX) <Pe(y)S)|0 > =

fya{X) ()Va{X)

-  2" -  QISIQ y -1 <  °1S1° > )  2- ^ G^ y )  ÔGve(*>y) .
ôrja(x) àrja(x) ôrja(x) ôrja(x) ôrja(x)

n  <  0 |S |0 >  | ôGve(x ,y)  (31n <  0 |S |0 >  Gve(x ,y ) ô2 <  0 |S |0  >

ÔVa(X) ÔVa{X) ÔVa(X) < 0 |S |0 >  Ôïja(x) ôrja(x) \
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S u b s titu tin g  (7) in to  (3) we o b ta in  o u r f in a l re su lt

iy "8  — m +  2 g f  л гт  +  »(%а(*)|0) -  3 -  *(0|va(*)|0)

+  i S p  G(x,x) G(*,y) =  _  <5(л; — у ) -  irç(*) (0|y>(y)|0) .

<5

(^a(* j
- +

( 8 )

T h is  eq u a tio n  o f th e  one-body  p ro p a g a to r show s som e fe a tu re s  
w hich differ from  th o se  o f th e  co rrespond ing  eq u a tio n s  o f q u a n tu m  e le c tro 
dynam ics and  m eson th eo ries . These o rig in a te  from  th e  selfcoup ling  o f th e  fie ld . 
C onsequen tly , th e  S chw inger e q u a tio n  m u s t be o f second o rd er. A n o th e r d e v i
a tio n  is th a t  th e  on ly  u nknow n  q u a n ti ty  is th e  p ro p a g a to r , w hile th e  averages 
can  he ta k e n  to  be know n  so th a t  we do n o t need  to  look fo r  eq u a tio n s d e te r 
m in ing  th e m  (as in  q u a n tu m  elec tro d y n am ics), since (0|ip, ÿ'|0) —> 0 for rj, rj —> 0. 
T hus, i f  G { x , y ) =  G{rj, rj, (0\ip, ÿ>|0), x , y ,  g) can  be  d e te rm in ed  b y  (8), th e n  th e  
desired  p ro p a g a to r  can  also be o b ta in ed  w ith o u t fu r th e r  d iff icu lty , n a m e ly  i t  
is o f th e  fo rm  S'F( x , y )  =  G(0, 0, 0, x , y ,  g).
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AN EXACT DERIVATION OF ORTHOGONAL 
TWO-ELECTRON ORRITALS

B y
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The energy  expression  an d  th e  f i r s t  a n d  second o rd e r  density  m a tric e s  
[1, 2, 3] have  re c e n tly  been  deduced  for w ave-functions b u i l t  up  o f o rth o g o n a l 
an tisy m m e tric a l tw o -e lec tro n  o rb ita ls . T h e  q u estio n  arises as to  how th e se  can  
be de te rm ined . I t  can  be show n th a t  th e  o rth o g o n a l tw o -e lec tro n  o rb ita ls  can  
be derived  from  a sy stem  o f in te g ro -d iffe ren tia l equations in  a w ay s im ila r to  
th e  d e riv a tio n  o f  o n e-e lec tron  o rb ita ls  from  th e  H a rtre e — F o ck  in teg ro -d iffe 
re n tia l  equa tions.

F o r s im p lic ity  le t us re s tr ic t  ourselves to  th e  case w here  th e  tw o-e lec tro n  
o rb ita ls  у,-(1|2) a re  rea l. T h e  re su lts  can  e a s ily  be genera lized  to  th e  case o f  
com plex  y>i(lj2). (T he a rg u m en ts  1 and  2 in c lu d e , in  a d d it io n  to  th e  th re e  
space coo rd ina tes, th e  sp in  v ariab le .) L et u s  assum e th a t  th e  system  h a s  N  
e lec trons ( N  is an  even n u m b er). T hen  th e  no rm alized  w av e  fu n c tio n  o f  th e  
sy stem  is of th e  fo rm

(H ere P  m eans th e  p e rm u ta tio n  o p era to rs  w hich  exchange th e  e lec tro n s b e tw een  
d iffe ren t tw o-e lec tron  o rb ita ls .)

(Received 23, V . 1960)

N

I f  th e  tw o-e lec trons o rb ita ls  ^ ,(1 2 ) are o rth o g o n a l

j  y»,(lj2') yiy(l|2) d t j  =  0 , if  i =j=j (for all i j  p a irs) (1)

a n d  norm alized

\ y>i(l 2) ^,(1 2) dx1 d r 2 =  1 ,  (for all th e  i ’s) (2)

th e  energy  expression  ta k e s  th e  form

(3)

‘ j  j  L r 13 r 23
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(H a v in g  ap p lied  th e  o p era to rs  1 — P 13 an d  1 — P 23 we p u t  e q u a l th e  p rim ed  
co o rd in a tes  w ith  th e  u n p rim ed  ones and  c a rry  o u t th e  in te g ra tio n ) .

V ary in g  th e  y>j(l|2) ’s in  accordance  w ith  th e  a u x ilia ry  cond itions (1) a n d
(2) we o b ta in  th e  equ a tio n s d e te rm in ing  th e m . The a u x ilia ry  cond itions 
(2) a re  ad d ed , in  th e  u su a l w ay , to g e th e r w ith  th e  L ag ran g e  m u ltip lie rs  
— Ei ,  to  th e  en e rg y  expression. In s te a d  of th e  au x ilia ry  co n d itio n s  (1) we a p p ly  
th e  au x ilia ry  cond itions

J  y>,(l|2) ipj(3|4) v»i(3|2) w ( l |4 )  d-cx dx2 dr3 d r 4 =  0 ,

(for all i j  p a irs )

if  i ф  j  ,
(4)*

w ith  th e  L ag ran g e  m u ltip lie rs  — E y  (in  sy m m etrized  fo rm ) w hich, as can  
easily  be seen , a re  eq u iv a le n t w ith  th e  fo rm er ones. ÔE =  0 if  th e  y , ( l  2) 
sa tis fy  th e  fo llow ing system  o f  equa tions:

H ( l )  +  Щ 2 )  +  —  +  2; > ' fi ^ i  J
dx3 d r4 13 +

113

+
1

Y V (3'|4)y;(3 |4) U ,( l |2 )  = (5)

! E i +  У Е и  I  d x i  d r i  f P!3 +  p 23] V j ( 3'|4) y>j(314) i p ,  (12) . 
! ]*i !

H ere  we a p p ly , in  th e  sam e w ay  as in  (3), f i r s t  th e  p e rm u ta tio n  o p e ra to rs , th e n , 
p u tt in g  eq u a l th e  p rim ed  coo rd inates w ith  th e  u n p rim ed  ones, we c a r ry  ou t 
th e  in te g ra tio n . I t  shou ld  b e  n o ted  th a t  th e  expressions in  b racke ts a re  d iffe r
e n t fo r each  rpi due to  th e  ^  sum s.

]Ф‘
T h e so lu tions o f th e  coupled  in teg ro -d iffe ren tia l eq u a tio n s , w hich a re  an ti- 

sy m m etrica l in  th e  v a riab le s  1 and  2 an d  sa tis fy  th e  a u x ilia ry  conditions (1) and  (2У
N

are  th e  re q u ire d  y,( 112) tw o-elec tron  o rb ita ls  . The so lu tions belong ing  to  th e

low est Ei  s give th e  g ro u n d  s ta te  of th e  system . M ak ing  some a ssu m p tio n  for 
th e  sp in  s ta te s  of th e  y ,( l |2 ) ’s (e .g . t h a t  a ll th e  y>i’s a re  sing let w ith  th e  sp in

fac to r  . . [ot(l) /5(2) — a ( 2 ) /3(1)]) th e  yij’s o f  8 v a riab le s  a re  reduced to  ones of 6
|/2

v a riab le s . ( I f  all th e  yi,’s a re  singlet, su ch  so lu tions of th e  reduced  sy s tem  o f eq u a 
tio n s (5) are  to  be fo u n d , which sa tis fy  th e  a u x ilia ry  conditions a n d  are  sy m 
m e tric a l in  th e  space coord inates.) I n  a m anner s im ila r  to  th e  one described

* Note added in proof. It m ust n ot be required th a t th e  values o f the integrals (4) 
are ex a ctly  zero! In th is case, nam ely, th e  second term  on  the right-hand side of the 
equations (5) vanishes and the system  o f  equations (5) has probably no so lu tio n . Instead  
it should be required th a t the values o f  the above integrals Dij are sm all positive  
num bers: D y  <í 1 for all pairs ij and thu s the integrals f  цц (1 j 2) i/iy ( 1 1 3) d r l can be 
neglected  in  the energy expression (3).
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above th e  eq u a tio n s  d e te rm in in g  th e  o rth o g o n al th ree -, fou r-, e tc . e lec tron  
o rb ita ls  can  also be read ily  o b ta in ed .

To solve th e  sy stem  of e q u a tio n s  (5) e x a c tly , even  for sm a ll N ,  is as y e t 
a hopeless ta sk . T herefo re  su ita b le  ap p ro x im a te  m e th o d s m u st b e  developed . 
Such a m e th o d  is e. g. th e  co n v en tio n a l d irect v a r ia tio n a l m e th o d . B u ild ing  up  
th e  tw o -e lec tro n  o rb ita ls  o f o rth o g o n a l one-e lec tron  o rb ita ls , th e  a u x ilia ry  con
d itio n s (1) and  (4) can  easily  be sa tis f ied , b u t n o th in g  new  can be  expec ted  as 
com pared  to  th e  re su lts  o b ta in ed  w ith  th e  m ethod  o f one-electron  o rb ita ls  [2, 4]. 
A n o th e r possible w ay  is to  t r y  to  f in d  such t r ia l  functions, w h ich  exp lic itly  
inc lude  th e  d is tan ce  be tw een  th e  tw o  e lectrons an d  a t  th e  sam e tim e  are  flex ib le  
enough  to  sa tisfy  th e  au x ilia ry  co n d itions (4). I t  shou ld  be n o te d  th a t  th e  
au x ilia ry  cond itions (4) need n o t be  satisfied  ex ac tly . I t  suffices if  the  
in teg ra ls

D U =  j  V / ( l | 2 )  V y ( 3 l 4 )  y>j(3\2) yij (1[4) d r t d r2 d r3 dxi  ,

are less th a n  a given sm all n u m b e rs ;  i. e .B y < s  fo r  a ll i j  pairs ( i  =/=])• I f  e. g . 
s <  10~4, th e  a u x ilia ry  conditions (1) are sa tisfied  an d  a t  th e  sam e tim e 
th e  en e rg y  is m in im um  fo r th e  g iven  values of th e  v a ria tio n a l p a ra m e te rs , 
a lread y  a good a p p ro x im a te  so lu tio n  can  be o b ta in ed .

T h e  au x ilia ry  co n d itions (1) a n d  (4) im pose sev ere  re s tr ic tio n s  on th e  
tw o-e lec tro n  o rb ita ls . I f  som e of th e se  are  given u p  th e  energy exp ression  (3) 
an d  th e  sy s tem  of eq u a tio n s  (5) becom e m ore in tr ic a te , b u t  th e  ap p ro x im a tio n  
im proves. T h u s e. g. in th e  case of tw o -e lec tro n  o rb ita ls  localized in  th e  space, 
i t  is su ffic ien t to  req u ire  th e  o r th o g o n a lity  of m ore d is ta n t  n e ig h b o u rs  only. 
In  th is  case we ap p ro ach  th e  re su lt o b ta in ab le  w ith  n o n -o rth o g o n a l tw o- 
e lec tron  o rb ita ls , w ith o u t m ak ing  th e  energy  exp ression  and  th e  sy s te m  of 
equ a tio n s dete rm in in g  th e  %pi s too  com plica ted .
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BREMSSPEKTRUM BEI STREUUNG  

NICHTRELATIVISTISCHER ELEKTRONEN AN EINEM 

ABGESCHIRMTEN COULOMBFELD

Von

T .  T i e t z

INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER UNIVERSITÄT-L0DZ, tÓDZ, POLEN 

(Eingegangen: 7. VI. 1960)

In  d ieser A rbeit so ll u n te rsu c h t w erden , w elchen E in flu ss  die A b sch ir
m ung  des K ernfe ldes d u rc h  die E lek tro n en h ü lle  des b rem sen d en  A tom s a u f  die 
B rem m strah lu n g  b e s itz t. F e rn e r  w ollen w ir h ie r zu r V ere in fachung  v o n  R e ta r 
d ierung  ab seh en , also n ic h t n u r  die in  v/c q u a d ra tisc h e n  G lieder (v/c i s t  die 
R e la tivgeschw ind igke it des E lek tro n s), so n d ern  auch  die d a r in  lin ea ren  G lieder 
vern ach lässig en . D ann  la u te t  die F o rm el fü r  die G e sa m tin te n s itä t J vdv  in  der 
B ornschen  N äh eru n g  in  d e r SAUTERschen1 D arste llu n g  w ie fo lg t:

J 'iv  =  ~  j  <“*»x иА>г • o )
w obei dO  e in  R aum w in k e le lem en t im  Im p u lsrau m e  b e d e u te t. In  d ieser F o rm el 
fü r  J vdv is t  p Q d er A nfangs- u n d  p  der E n d im p u ls , R  is t  d ie  E n tfe rn u n g  v o m  
S treu zen tru m , n  is t  die F o rtsc h re itu n g sr ic h tu n g  des L ich tes  u n d  P 0 s te h t fü r

P 0 =  P o ~ P -  (2)

P о b e d e u te t d en  a u f das fe s te  P o te n tia lfe ld  V(r) ü b e rtra g e n en  Im p u ls , u n d  
V (P 0) is t  d u rch  die b e k a n n te  F o rm el

j_ -p  »
V ( P 0) = S V ( r ) e h ° r dr

gegeben. In  d er F o rm el (1) i s t  e d ie E lek tro n en lad u n g , h i s t  d ie P lan ck sch e  
K o n s ta n te  u n d  v i s t  die F req u en z  des S tra h lu n g sq u a n ts . U m  die noch v e r 
b le ibende In te g ra tio n  über a lle  R ich tu n g en  des au slau fenden  E lek tro n s  a u s 
fü h ren  zu  k ö n n en , is t  die S pezia lisierung  a u f  e inen  b es tim m ten  P o te n tia la n sa tz  
n o tw end ig . W ir besch ränken  u n s  h ie r a u f  den F a ll des re in en  T h o m a s — F e r m i - 
schen  F eldes2

T., . Ze2 r ) Ze2 .
F (r) = ---------- <p —  = ---------- <p(x). (4)

Г [jU I г
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H ie r  i s t  <p(x) d ie  T h o m a s—F erm isch e  F u n k tio n  des freien  n e u tra le n  A tom s 
u n d  fl is t  d u rch  d ie F o rm el

f i =  0 .88534 a0 Z~113 (5)

g egeben . H ier i s t  Z  d ie O rd n u n g szah l des A tom s u n d  a 0 d er k le in s te  B ohrsche 
W asse rs to ffrad iu s . A us m a th e m a tisc h e n  G rü n d en  w ollen w ir in  d ieser A rb e it 
fü r  d ie T h o m as— F erm ische  F u n k tio n  rp(x) d en  A n sa tz  m ach en :

<P(X) =  cie~t'<x • ( 6 )
(=i

M it Cj =  0,255, c2 =  0,581, c3 =  0,164 u n d  b1 =  0,246, b2 =  0,947, b3 =  4,356 
b ek o m m en  w ir  die RozENTALsche [3] A p p ro x im a tio n  d er T h o m a s— F erm i- 
sch en  F u n k tio n  des fre ien  n e u tra le n  A tom s. S e tz t m an  (4) in  (3) e in , d an n  w ird

V ( P o )  =
e2 Z  h2 2

л  _ _
‘ i - i

c i

P  2 + nbj ! 2 ' 

P J

( 7 )

N u n  lassen  sich  die W in k e lin teg ra tio n en  in  (1) m it H ilfe  v o n  (7) in  e inem  
geeignet g ew äh lten  K o o rd in a te n sy s te m  e le m e n ta r  au sfü h ren . M ann e rh ä lt 
sch liesslich  fo lgenden , re la tiv  k o m p liz ie rt g eb au ten  A u sd ru ck  fü r  J vd v :

J ß v  = 2
dv  4 Z 2e6 p 3 

R 2 c3 Po f =1

Po — 3 p 2 — 3

Pl +  P2 +
h 2bf

P2
(Po +  p ) 2 +

h 4 ?

1 +
sin 2P

4PoP

h2b2

ln
(Po +  p )2 +

fiVif

P2

P*
(Po +  P )2 +

4PoP
ln

п2Щ

P2

(Po -  P )2 +
ТРЩ

P2

+  3 -

4pg
p 2

P 20 +  P 2 +
n m  i 2

p 2
4 PoP2

+

+
dv  8e6Z 2 p  I c1c2/z2
R 2 c3 pg I %2(bl — b\)

+ C1C3 P

J2 ,l Щ Ч  -  bl)
+

J3 ,l

+
ЧЧР

Щ ь 2 -  b2)
( 8 )

3,2
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D ie K lam m ern  in  der le tz te n  F o rm el h ab e n  fo lgende B ed eu tu n g :

4 p 02p 2 - (PÎ +  P 2 +
p 2

8PoP
ln

I I 12 I{Po +  p)2 Л------- -
P2

(Po -  P f  +
3,1

fr%2

P2

4p Ip 2 -  \ P 2o +  P 2 +  -
p 2

(Po +  P)

8PoP
ln

2 I m l
p 2

, , ЬЩ
(P0 ~ P ) 2 +  - ,

P2

fi2(b2 — 6f) s in 2#
2 p2 2

3 ' р 1 +  р 2 + %Щ
p 2

2

8PoP

1 9  2 2 m ï  о 12PoP2 -  —  Pô

ln
(Po +  P f  +  3

P2
Po +  P 2 +

tPbl

P2
~ 1 2 p 2oP2

K b \ p \
P*

( P o ~ P ) 2 +
8 p 2p

P£

1 {P1  [ p f  +  P2 , 3Щ Ъ \ - Ъ \ )

' П (Po - P ) 2 +  ^  W
(9)

D ie zw ei a n d e ren  K lam m ern  [ ]3 х u n d  [ ]3 2 b ekom m en  w ir aus [ ]21, w enn w ir 
den  In d e x  2 d u rch  3 u n d  1 d u rch  2 e rse tzen . I n  d ieser F o rm el b ezeichnet d er 
W inkel P den  W inkel zw ischen P r im ä rr ic h tu n g  des E le k tro n s  u n d  B eo b ach 
tu n g s r ic h tu n g  des R ö n tg e n q u a n ts . D er G renzübergang  zum  C oulom bfelde 
e rg ib t fü r  d ie  In te n s i tä t  d er u n p o la ris ie rten  S tra h lu n g  in  A b h än g ig k e it v o n  P 
fo lgende F o rm el:

J J v  =
dv 4 Z 2e6 p

R 2 c3 Po
Pg +  P 2 

2PoP
ln Po +  P 

Po — P

-f- sin2
{)'
2

Po — 3 p 2 lu  Po +  P  , 3 

2p 0P Po — P

1 +

( 10 )

D ieser A u sd ru ck  u n te rsch e id e t sich  von dem  SoMMERFELDschen [4] n u r u m  
einen  F a k to r , w elcher fü r  die n ic h tre la tiv is tisc h e  G eschw ind igkeit v und  v 0 
sowie fü r  die v o rkom m enden  Z -W erte  a n n ä h e rn d  gleich 1 is t. I n  e in er sp ä te ren  
A rb e it soll die h ie r en tw ickelte  M ethode u n te r  V erw endung  der re la tiv is tisch en
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W ellen m ech an ik  a u c h  zur B eh an d lu n g  d er B rem ss trah lu n g  seh r schneller 
E le k tro n e n  a n g ew en d e t und  d ie  F o rm el (9) g e n au e r b e tra c h te t  w erden .

H e rrn  P ro f. P .  G o m b á s  m ö ch te  ich  a n  d ieser S telle m e in en  herzlichen  
D a n k  au ssp rech en .
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ANGULAR CORRELATION BETWEEN NEUTRINO  
AND GAMMA-QUANTUM IN K-CAPTURE II

B y

K.  N a g y

INSTITUTE OF THEORETICAL PHYSICS, ROLAND EÖTVÖS UNIVERSITY, BUDAPEST 

(Presented b y  К . Г. N ovob átzk y . —  R eceived 18. I. 1960)

U sing the exact D irac electron-function for the К -shell, we have determ ined the angular 
correlation betw een neutrino and gam m a-quantum  following a -К-capture. We used the V— A  
com bination for ß in teraction  supposing the neutrino to be a backward longitud inally  pola
rized particle.

I n  o u r earlier p u b lic a tio n s  [1,2] w e и ade d e ta ile d  ca lcu la tio n s concern 
ing  th e  an g u la r co rre la tio n  betw een  n eu trin o  an d  c ircu la rly  po la rized  gam m a- 
q u a n tu m  released  b y  e lec tro n -cap tu re  (К - an d  L -c a p tu re ) . O ur re su lts  w ere 
o b ta in ed  fo r tra n s itio n s  o f a rb itra ry  o rd e r. In  o b ta in in g  a fo rm ula  fo r th e  co rre 
la tio n  w e used  tw o  k in d s  of ap p ro x im atio n s:

1) W e considered  th e  e lec tro n  as a n o n -re la tiv is tic  p a rtic le ;
2) W e tr e a te d  th e  nucleons in  n o n -re la tiv is tic  ap p ro x im atio n .

T he io n iza tio n  en e rg y  of th e  IC -electrons [3] is:

I  = Z 4 0 = Z 2 • 13,55eV, (1)

w here I 0 is  th e  io n iz a tio n  energy fo r th e  FC-electron of th e  h y d ro g en  a tom , 
Z  th e  n u c lea r  charge . T h e  value of Z 2 is o f th e  o rd e r ~  10s for a to m s o f m edium  
m ass, th u s  I  ~  104 eV .

T h e  v alue  o f I  is sm aller for l ig h t  nuclei a n d  th e  L -shcll. (O nly  th e  lig h te r  
nucle i a re  o f p ra c tic a l in te re s t, as th e  recoil m a y  be  m easu red  re lia b ly  only 
for th ese .)  T hus th e  n o n -re la tiv is tic  tre a tm e n t seem s to  be w ell founded . 
W e m a y  ask , w h a t h a v e  we n eg lec ted  in  co m p ariso n  w ith  th e  e x a c t re la ti
v is tic  tre a tm e n t?  W e le f t ou t all te rm s  co n ta in in g  th e  “ sm all”  co m p o n en ts  o f 
th e  e le c tro n  w ave fu n c tio n . F o r th e  X -sh e ll th e  ra t io  of th e  sq u a re s  o f ra d ia l 
w ave fu n c tio n s [4] is  th e  follow ing:

fklëk (2)

wdiere f k is  th e  “ sm a ll” , gk th e  “ la rg e ”  com ponen t o f  th e  ra d ia l w av e  fu n c tio n , 
a  th e  “ F e in s tru k tu r”  c o n s tan t. I t  is ev id en t f ro m  (2) th a t  f k/g2k ~  10-2 for 
Z  =  25— 30. F o r tra n s itio n s  of g iv en  order w e th u s  neg lec ted  on ly  te rm s 
sm alle r b y  tw o o rders o f m ag n itu d e .

T h e  average b in d in g  energy  o f  nucleons in  th e  nucleus is ~  10 MeV,

1 A c ta  Phys. H ung. Тот . X I I .  Fasc. 3.
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th e  re s t  energy  ~  103M eV. T h erefo re  th e  n o n -re la tiv is tic  a p p ro x im a tio n  u sed  
fo r nucleons is also perm issib le . O u r ca lcu la tio n s are  m ore e x a c t in  th is  case 
th a n  th e y  w ere fo r e lec trons, as we d id  n o t ta k e  zero for th e  “ sm a ll”  com po
n e n ts  o f th e  n uc leon  w ave fu n c tio n . T he cause fo r th is  is th a t  w av e  fu n c tio n s o f  
n o n -re la tiv is tic  p a rtic le s  a p p e a r in  th e  m a tr ix  e lem en t in  b o th  th e  in itia l an d  
in  th e  f in a l s ta te s , w hile we h a v e  one w ave fu n c tio n  o f an  ex trem e  re la tiv is tic  
p a r tic le  (n eu trin o ) in  th e  le p to n  m a tr ix  e lem en t. M atrices ^  a n d  g 2 exchange 
“ sm a ll”  an d  “ la rg e”  co m p o n en ts . T herefo re  re ta in in g  only  th e  “ la rg e ”  com po
n e n ts  o f  th e  w av e  fu n c tio n s o f  n uc leons, as we d id  fo r th e  e le c tro n , th e  “ re la 
t iv is t ic ”  n u c lea r m a tr ix  e lem en ts  [5] d isap p ea r id en tica lly . T he correspond ing  
m a tr ix  e lem ents fo r lep to n s do n o t  d isap p ear, because  th e  “ la rg e ”  and  th e  
“ sm a ll”  co m p o n en ts  in  th e  w av e  fu n c tio n  o f th e  n e u tr in o  are  o f th e  sam e m agn i
tu d e . I n  th e  n o n -re la tiv is tic  a p p ro x im a tio n  u sed  here , th e  “ re la tiv is tic ” ' 
n u c le a r  m a tr ix  e lem en t o f  g iv en  o rd e r l is sm a lle r b y  a fa c to r  vjc  th e n  th e  
“ o rd in a ry ”  one o f  th e  sam e o rd e r l , th u s  i t  m ay  be  neglec ted  (v  deno tes th e  
av e rag e  v e lo c ity  o f th e  nucleons in  th e  nucleus), w hereas i t  is com parab le  
w ith  th e  “ o rd in a ry ”  m a tr ix  e lem en t o f  o rder Z —(— 1 - T he “ o rd in a ry ”  an d  “ re la 
t iv is t ic ”  tra n s itio n s  follow  d iffe re n t selection  ru les , th e  “ o rd in a ry ”  an d  
“ re la tiv is tic ”  m a tr ix  e lem en ts  o f th e  sam e o rd e r n ev er a p p ea r to g e th e r  in  
th e  sam e ty p e  o f  coupling. T h e  “ re la tiv is tic ”  m a tr ix  e lem en t o f  o rd e r  l appears 
w ith  th e  “ o rd in a ry ”  ones o f o rd e r /-{ -I-  F o r fo rb id d en  tra n s it io n s  th e  re la 
tiv is t ic  tra n s it io n s  are also im p o r ta n t ,  th u s  th e  “ sm all”  co m p o n en ts  of th e  
nuc leons m ay  n o t he  sim ply  n eg lec ted .

F o r e lec tro n  cap tu re s  o f h ig h e r o rd er th e  te rm s  c o n tr ib u te d  b y  th e  “ sm all”  
co m p o n en ts  neg lec ted  in  p ap e rs  [1, 2] are  also o f  in te re s t , th e ir  residues fo r 
n u c le i o f h ig h er o rd e r h av e  a b o u t th e  sam e v a lu e  as th o se  for th e  co rresp o n d in g  
“ re la tiv is tic ”  tra n s itio n s . T h e  la t te r  are m ore im p o r ta n t fo r i f -c a p tu re .

T h e  a n g u la r  co rre la tio n  b e tw een  n eu tr in o  a n d  g a m m a -q u a n tu m  follow 
in g  a К -c a p tu re  m ay  be d e te rm in e d  b y  m eth o d s  app lied  in  p a p e rs  [1, 2 ]. 
W e use now  th e  ex ac t re la tiv is tic  fo u r-co m p o n en t expression  o f  th e  w ave 
fu n c tio n  fo r a K -e lec tro n  [4]:

F o r m e F o r fne
1

2 '

ëk(r ) ^  00 

0
) 0

—  8k(r) Y 00

W i U r ) Y l -"

/ { • Л И П , )

9 — l - . f J n Y , - ,

W i M r >Y l '°
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C orrespond ing  to  V —A  in te ra c tio n  we use th e  in te ra c tio n  H a lm ilto n ia n  d e sc rib 
in g  th e  e lec tro n  cap tu re

H  =  C V H v  — C A H A , (4)

H-iJ [WrvVv У’р) (У’гА — Yô) Y fi We) d V  +  h. c, (5)

H ' = T  J
j (Wn ÎY sY iiV p) ( V Â 1 -  Уз) »У s Ум Ve) d v  +  h. c. (6)

T he sam e n o ta tio n s  are u sed  as in p ap ers  [1, 2 ]. N ote th a t  in  the p ap ers  m e n tio 
ned  we h av e  i y  in  th e  exp ression  for V  in te ra c tio n .T h e  fa c to r  i ap p ea rs  tw ice  
m ak in g  th e  co effic ien tCy  th e re  (— l)- tim e s  t h a t  found  in  (4). A ccord ing  to  re c e n t 
ex p e rim en ta l d a ta  C A/ C V ~  1,2 [6].

B y  th e  sam e co n sid era tio n s as in  [1] an d  [2] we o b ta in  for th e  a n g u la r  
co rre la tio n  b e tw een  n e u tr in o  an d  g a m m a -q u a n tu m  e m itte d  in  X -c a p tu re

Щ&, Py)  =  E  A p  A p  P k (cos#), (7)
к

w here

A p  =  { - i y * 4 £  У(2Я +  1)(2Я ' +  1)<7з|1Я |!У2 > < 7-3 | | ; / | |у 2 >  ( -  1
ЛЛ'

■ (ЯЯ' 1 — l \kO)ÎV(j2j 2 U ' ; k j 3);

A p  = ( -  l ) h  E  E  E  У(2 1 +  1) (21' +  1) (— 1 ) M ’ { a l k ( l l ' )a1 (U') +
IV J f  LU

+  a 2k (,U ' J J ') a2 ( l l ' J J ' )  +  азк (IVJ ' )  a3 (IVJ ' )  +  aik (IVJ ' )  a4 (IVJ') +

■к o,-k (I V J 'L ') a 5 (l l ' J ' L ') -(- a3k ( l l ' JJ ' )  e 6 ( l l ' JJ ' )  -f- a^k ( l l ' J J 'L )  •

• a7 ( l l ' J J 'L )  +  aHk ( l l ' J J ' )  a8 ( l l ' J J ' )  +  a9k ( l l ' J J ' L L ' )  ■

■ a9 ( l l ' J J ' L L ' )  +  a10 ( l l ' J J 'L ' )  a10 ( l l ' J J 'L ' ) }  , 

a lk (IV) =  (U'00\k0)W(lVj2j 2; k j 1),

a 2k ( l l ' JJ ' )  =  [(/100|J0) (Z'100[J'0) (J J '0 0 \k 0 )  -  2 ( -  l ) '+i-+A (/10— 1 j J  -  1) •

• (/'10  -  1 \ J ' -  1) ( J J ' l  - l \ k O ) ] W ( J J ' j 2j 2, k j x),

«за (H'J ') =  (V100\J '0 )( lJ '00 \k0)W(lJ ' j2j 2; k j x),

«4ft (» 'J ' )  =  U '] (~  1)"' (П 0 0 | JT )2(/J '00 |/c0) W ( l J ' j 2j 2- Щ ,

a Sfc ( l l 'J 'L')  =  [ / ' ] ( -  1 )H*+*+* (VIOOjJ'O) [2(/'101| J ' l )  ( J ' l l  -  1 |L '0) +

+  (Z'lOOjJ'O) (J'lOOjL'O)] (IL'OOjkO) W ( l L ' j 2j 2; k j x) ,

1* Acta Phys. Hung. Тот . X I I .  Fasc. 3.
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а6к ( II 'JJ ' )  =  [Z '] ( -  (Z '100|J'0) [(Z '100|J'0) (/1001 JO) (J J '0 0 |* 0 )  +

+  2(Г10 -  1 | J ' -  1)(/10 -  1 |J  -  1) ( J J ' l  -  1 |* 0 )] W ( J J ' j 2j 2; k j \ ) ,

a7k ( l l ' J J ' L )  = ( -  1)* [/](/100 |J0 ) { [2 (Z '1 0 0 jJ '0 ) ( /1 0 l!J l) (J ll  -  1|L0) +

+  (Л 00 | JO) (Z '100|J'0) (J100 |L 0)] (LJ'00[Zc0) +

+  4 [(/100] JO) ( J1 0  -  1|L -  1) (Z'10 -  lj J '  -  1) +  ( Z 1 0 - 1 |J - 1 )  •

• ( J l  — 1 0 |L — 1) ( П 0  -  1 |J ' -  1)] ( L J '  1 -  l |f c 0 ) } ( -  l ) '+î/+fc+1.

• W ( L J '  1 -  Щ \ ) ,

«8k (H'JJ ')  =  ( -  1 )^ '+ '+ " + *  [Z] [V] (2100]JO) (Z '100|J'0) [(ZlOOjJO) •

• (П 0 0 | J 'O ) (JJ '00\k0)  -  2(Z10 -  1] J  -  1) (Z'10 -  1 ]J ' -  1) ( J J ' l  -  1/ZcO)].

- w ( J J ' Í 2 h M i ) ,

авк ( H ' J J ' L L ' )  = ( -  ly+A'+i+i'+k [Z] [ / '] (Z 1 0 0 |J 0 ) (n 0 0 |J '0 ){ [4 (Z 1 0 1 |J l )  •

• ((Z '1 0 1 ]J 'l)  ( J l l  -  1|L0) (J '1 1  -  1 |L '0) +  (Z'100| J'O ) ( J l l  -  ljLO) ■

. ( J '1 1  — 1 |L '0 ))+ (Z 1 0 0 |J 0 )  (Z'IOOIJ'O) (J100]L0) (J '1 0 0 |L '0 )]  (LL'OO'fcO)- 

-  2 [(Z100|JO) (Z'IOOIJ'O) (J1 0  -  ljL  -  1 )(J '1 0  -  1 |L ' — 1) +

+  (/10 -  1 |J  -  1)(Z'10 -  1 ]J ' -  1) •

• ( J l  -  10]L — 1) ( J '1  -  10 |L ' - 1 )  + 2 (Z 1 0 0 |J 0 ) ( Z '1 0 - 1 |J '- 1 )  •

• ( J 1 0  -  1|L  -  1) ( J '1  -  10]J,' -  l ) ] ( L L 'l  -  1|

a m  ( l l ' J J ' L ' )  = ( - i y +A'+l+l'+k+1 [Z] [Z ']{ -(Z 100 |J0 )2 [2(Z'101|J'1) ( J '1 1 - 1 |L '0 ) +  

+  (Z '100]J'0)(J'100|L '0)](JL '00 |Zc0) +

+  2 (Z100J0) (/10 -  1 |J  -  1) [(Z'10 -  1 |J ' -  l ) ( J ' l  -  10 |L ' -  1) +

+  (Z'100 J'O ) ( J '1 0  -  1 |L ' -  1 ) ] ( J L ' 1 - l |feO )}  W ( J L '  j 2j 2; kj\),

J --&IJ-1 5 4Г — ,

[l] =
21+  1 

2 J + 1

1/2
; [ П

2 1 '+  1 
2 J ' + 1

1/2

H  (II') =  C l  M Vo(g l )M Vo(gl') +  C \  M AR(g l )M AR( g l ' ) - 2 C v CA M Vo (g l )MAR (gl'), 

a 2 (II'J J ' )  =  C l  M VR(g l J )  M Vr (g l ' J ') +  C \ M Ao(glJ)  M Ao (gl 'J ' )  -

— 2CV CA M VR(glJ)  M Ao(gl 'J' ),

«3 (U'Л  =  2 {C v CA M Vo (gl) M Ao(gl 'J ' )  +  Cv CA M Vr (gl 'J' )  M Ar (gl) -

-  C l  M Vo(gl) M VR(gl 'J ' )  -  C i  M AR(gl) M Ao( g l ' J ' j ) ,

Acta P hys. H ung . Тот. X I I .  Fase. 3.
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a4 ( И 'Л  =  2 {2 Cv CA M Vo(gl) M Ar {f l ' J ') -  C l  M Vo(gl) M Vo( f l ' J ' )  -  

- C %  M AR( g l ) M AR( f l ' J ' ) } ,

a-o (U ' J ' L ') =  2 { C l  M Vo(gl) M VR( f l ' J ' L ' )  +  2 C \  M AR(gl) M Ao( f V J ' L ' )  -

-  Cv CA M Vo(gl) M Ao{ f l ' J ' L ' )  -  Cv CA M AR(gl) M VR {f l ' J ' L 0 } ,  

a 6 {IVJJ')  =  2 { C l  M Vq I f l ' J ') M VR(glJ)  +  M Ao ( g l j )  M AR( f l ' J ' )  -

-  C v, CA M Vo( f l ' J ' )  M Ao{glJ) -  Cv CA M Ar { f l ' J ' )  M VR{glJ)}  ,

a 7 { l l ' JJ 'L)  =  -  C i  M Vr { f l J L)  M VR{gl 'J ' )  -  C \  M Aq { f l J L )  M AQ{gl 'J ' )  +

-  2CV CA M Vr{ f l J L )  M Ao{ g l ' J ' ) ,

a8 (« 'J J ' )  =  C l  M Vq { f l j )  M Vo{ f l ' J ' )  +  C i  M AR{ f l J )  M AR{ f l ' J ' )  -

-  2Cv CA M Vo( f l J )  M AR{ f l ' J ' ) ,

a 9 (l l ' J J ' L L ') =  C l  M y R{ f l J L )  M VR{ f V J ' L ' )  +  C i  M Ao{ f l J L )  M {AQ{ f l ' J ' L ' )  -

-  2Cy CA M Vr { f l J L )  M Ao{ f l ' J ' L ' ) ,

° 10 (H 'JJ 'L ' )  =  2 { C l  M y Q{ f l J )  M VR{ f l ' J ' U )  +  C i  M AR{ f l J )  M Aq{ f l ' J ' L ' )  -

-  Cv CA M y n{ f l J )  M Ao{ f l ' J ' U )  -  Cv CA M AR{ f l J )  M y R{ f l ' J ' L ' ) } .

F o r th e  ra d ia l e lec tro n  w ave fu n c tio n s  occurring  in  th e  m a tr ix  e lem en t we 
s im ila rly  su b s ti tu te  th e  values of gk(R)  an d A (Ä ) t a k e n  on th e  b o u n d a ry  of th e  
nucleus a n d  inc lude  th e m  in  M t. gk{R)  is now n o t a com m on fa c to r  o f  IP ($ ,P y), 
th u s  i t  is n o t neglig ib le as in  th e  n o n -re la tiv is tic  a p p ro x im a tio n . T h e  u su a l d e fi
n itio n  fo r is:

M v Q(gi ) = <  j 2 Î IUi >  g k ( R ) n { i )  ;
M VR{ g U ) = < j 2 \ \ U q 1\ \ j 1 > g k ( R ) n { l +  1 ),

M A0( g U )  =  < A \\U\\j1> g k(R) Щ  ;
M A r ( g l ) = <  A IIl Ql IIA >  gk (Ä) n{l  + 1), (8)

M Vo{ f U )  =  <  a  I \U\  IA  >  f k  (R) n ( J )  ;

R{f l J L )  — < a  Ц/Л-eJÍA >fk(R) ”( J + 1),
M Ao { f i j L )  =  <  AI|/JL|IA > MR) *(J) ;

M AR( f U )  =  >  A I \Uei\IA >  fk (R) n(J +  !)•

F o r allow ed tra n s itio n s  (7) goes o v e r in to  the  n o n -re la tiv is tic  l im it  (62,a) a n d  
(66 ,a) t r e a te d  in  p a p e r [2], if  we k eep  on ly  p a r té i  a n d P ,  an d  fu r th e r  we have  ta k e n  
in to  acco u n t th e  su b s titu tio n  P „ =  —- 1 an d  th e  d iffe rence  in  sign o f  Cv m en tio n ed  
ab o v e . I n  th is  case th e  term s d e riv e d  from  th e  “ sm a ll”  co m p o n en ts  of th e  
e le c tro n  w ave fu n c tio n  van ish  id e n tic a lly  s im u ltan eo u sly  w ith  th e  “ re la t i

A cta  Pliys. Hung. Тот . X I I .  Fasc.
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v is tic ”  m a tr ix  e lem en ts , as th e y  fo llow  p a r ity  ru le s  sim ilar to  th o s e  of th e  re la 
tiv is tic  tra n s it io n s : th e  m a tr ix  e lem en t of o rd e r zero  does n o t v a n ish , if  th e  
in it ia l  a n d  f in a l s ta te s  have  o p p o site  p a r i ty .  T h u s  th e  re la tiv is tic  te rm s p lay  
a ro le o n ly  in  tra n s it io n s  of h ig h e r o rd er, w hen  th e y  m odify  th e  co rrelation . 
T he d ependence  o f  th e  co rre la tio n  o n  P y rem ains u n a lte re d  in  th e  sense, th a t  
If7 is a fu n c tio n  o f P., o n ly  for o d d  v a lu es  of k,  w h en  i t  is p ro p o rtio n a l to  P y.
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УГЛОВАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ НЕЙТРИНО И ГАММА-КВАНТА ПРИ К-ЗАХВАТЕ II
К . НАДЬ

Р е з ю м е

Применяя точные электронные волновые функции К-оболочки Дирака, опреде
ляется угловая корреляция между нейтрино и гамма-квантом, следующими за К-захватом. 
Для /S-взаимодействия применяется комбинация V — A; нейтрино рассматривается как 
частица, продольно поляризованная в обратную сторону.
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The B e t h e — Sa lpeter  equation of the tim e-ordered tw o-particle am plitude in  th e  
T h ir r in g  model is solved in  ladder approxim ation. I t  is shown th a t the correct antisym m etrical 
so lu tion  appreciably differs from the am plitude derived by Scarf.

Introduction

One o f th e  m ost im p o r ta n t p rob lem s o f  th e  fie ld  th eo rie s  is th e  co n v er
gence  o f th e  u su a l m eth o d s o f a p p ro x im a tio n . I t  m ay  be o f  in te re s t to  t r y  
th e se  m eth o d s in  th e  case o f  co m p ara tiv e ly  sim p le  m odels, w h ich  can  be so lved  
e x ac tly ; in  th is  case n am ely  th e  a p p ro x im a te  so lu tions can  b e  com pared  w ith  
th e  ex ac t re su lts . F o r th is  purpose  S car f  [1] in v es tig a ted  T h ir r in g ’s tw o - 
d im ensional c o v a ria n t m odel [2 — 5] an d  co m p a re d  th e  so lu tions o f  th e  B e th e  — 
S a l pe t e r  eq u a tio n  of th e  tim e-o rd e red  tw o -p a rtic le  am p litu d e  in  lad d e r a p p ro x 
im a tio n  w ith  th e  ex ac t am p litu d es c a lc u la ted  b y  Gl a s e r ’s m ethod  [3]. 
I n  th e  fo llow ing th e  ca lcu la tio n s ivill b e  r e p e a te d  and  i t  w ill be  show n t h a t  
th e  co rrec t a n tisy m m etrica l so lu tion  a p p re c ia b ly  differs from  th e  re su lt d eriv ed  
b y  S c a r f .

Solution of the B. S. equation

The B e t h e  — Sa l p e t e r  eq u a tio n  o f  th e  tim e-o rd e red  tw o -p a rtic le  a m p li
tu d e  can be d e te rm in ed  on th e  basis o f  th e  eq u a tio n  of m o tio n  of th e  f ie ld  
o p era to rs  ip(x):

—  i y "  y  +  2g(ÿnp) г/i = 0 ,  ( 1 )
w here

{ А  У”} =  — 2gM"> g11 =  — g 00 =  L  g12 =  g21 =  0 (2)
a n d

ÿ) =  ip* y ° .

I t  is su ita b le  to  choose th e  follow ing re p re se n ta tio n  of th e  D irac m a trice s :

7° =  У1 =  i a v  (3)
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T he o p e ra to rs  гр(ха) (a is th e  sp inor in d îx )  obey th e  eq u a l-tim e  c o m m u ta tio n  
re la tio n s

{ f ( x ° ,  X 1,  a ) ,  1p *  ( x ° , y x , /3 )} =  ô ai3 0 (л 4  —  y 1) ,  

{ ip ( x ° ,  X 1, а ) ,  тр(х° ,  y 1^ ) }  =  0 .

(4)

( 5 )

T he d e f in itio n  of th e  tim e-o rd e red  tw o -p a rtic le  a m p litu d e  is:

т (*1 <*i ,  x 2 a 2) =  <  0 I Tip(x1 (Xj) ip(x2 a 2) | 2 > .  (6)

This fu n c tio n  sa tisfies th e  follow ing sy s te m  of d iffe re n tia l eq u a tio n s  [6]:

0
— » T W

Ъх\
x{x1 ai, x 2 a 2) =  2gr( x1 a v  x 2 a 2, x x a  | x xa),

— i y ^ a'2 - y  — t ( x 1a l x 2 a'2, x 1a \ x l a) =  2 g r(x 1 a 1x 2a 2, x x a, x 2ß \ x 2ß , x 1a)
dxi‘

+  2ig Ôa2a ô ( * 2  —  x i) à(xia v x 1 a ) ,

( 7 )

( 8 )

w here, as u su a l,

Ф а « ! , * 2 «2- • • \ V i ß v  • • ) =  < 0  I 7 > ( * ia i) xp(x2a 2). . . w( y iß i ) -  ■ ■ I  ф  > •

The fu n c tio n  ő on th e  r ig h t  side o f e q u a tio n  (8) re su lts  from  th e  d e r iv a tiv e  
o f th e  f a c to r  e(x2— Xi) co n ta in ed  in  th e  T  p ro d u c t a n d  th e  function  ő(x2 — % ) 
in  th e  c o m m u ta to r . T a k in g  (7) an d  (8) in to  accoun t i t  follow s im m e d ia te ly  
th a t

^ a '
9

dx[
r(xy a ' x 2 a2) =  4g2 x(xx av  x 2 a 2, x 1 a , x 2 ß \ x 2ß,  x ± a)

+  2 igó(x2 — Xj) x ( x x a v  х 2 a 2). (9)

F o r th e  c a lcu la tio n  o f th e  lad d e r a p p ro x im a tio n  i t  is necessary  to  give th e  
free-fie ld  p ro p a g a to r

Sc(x — y ) =  ~ < 0 |T < p ( * ) < p ( y ) |0 > = — Î—  I cl2p  
I (2л)2 J

7* Pp й'Р(х-у). ( 10)

I t  can  be  re a d ily  seen th a t  S u  =  S 22 =  0 . In tro d u c in g  th e  follow ing s u b s t i 
tu tio n s :

U =  X °  -)- X 1, <2 * 0 1 ( U )

p  = ~  (pl ~  p [ 9  = -  j W + P 0)- ( 1 2 )

Acta Phys. H ung. Tom. X I I .  Fasc. 3.



O N  T H E  B E T H E -S A L P E T E R  M E T H O D 2 0 1

S c can  ta k e  th e  follow ing fo rm

S l i (W) i l 1 dp d q -----— c‘pu+iqv^ (13)
(2л)2 J J 1 pq- \ -  ie

1 1 dp d q ----- - ----- eip»+iqus (14)
(2л)2 .J J  p q + i e

w here  iv d eno tes th e  v ariab les и a n d  v.  U sing th e  w ell-know n re la tio n s

К
1 r P

-  =  — i lim  dke,kx = -------- i n à ( x ) ,
X  -)- ie  к — » .) X

о

a s tra ig h tfo rw a rd  ca lcu la tio n  y ields

s Î2(m>) =
1 P 1

e(u) ô(v), (15a)
2 n i V 2

S c21(w) =
1

2n i
—  +  

U

1
2

e(v) ô(u). (15b)

U sing  th e  W ic k  th eo rem  [7] th e  f i r s t  te rm  on  th e  r ig h t side o f  e q u a tio n  (8 )  
can  be  expressed  in  te rm s of th e  m a tr ix  e lem en ts  o f  n o rm al p ro d u c ts  (q> fu n c 
tio n s) . In  th e  fo llow ing th e  q> fu n c tio n s h a v in g  m ore th a n  tw o  v a r ia b le s  w ill 
be neg lec ted  in  la d d e r ap p ro x im a tio n  an d  th e  free-fie ld  p ro p a g a to r  (15) w ill 
be used . In tro d u c in g  th e  new  v a riab le s  d e fin ed  in  (11) an d  ta k in g  in to  consi
d e ra tio n  th a t

— W2) =  — S caß( w 2 — uq),

e q u a tio n  (9) becom es

Э2 r ( w 1 1, w 2 2)
d u x 9 tq

=  g2 S |2(uq — wz) S2i (™i — w z) r(i«12 ,w 2 l)
+  igà (» !  — W2) t (w 1 2, w 2 1) . 

C onsidering  th a t  th e  r  - fu nc tions m u st be a n tisy m m e tric a l 

r ( w 12, w 2 1) =  — t ( w 2 1, wq 2) .

I n  th e  cen ter-o f-m ass system

(16)

(17)

r ( w i a , w 2ß)  =  Хав H e
—I -ÿ- (Ui+Ua+Vt+V,)

(18)
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w ith
w =  w , — w 0.

S u b s ti tu t in g  (18) in to  th e  eq u a tio n s  (16) and  (17) we o b ta in :

i
X12H

Э2%12 И  ! • E
du dv 4

j_>XvÂw ) _ э у 12Н
+

E  I
du dv 4 J

=  g2 S i 2(w ) S L ( W) X i 2Í ~  w) +  igó(w) x 12( -  w),

w here

g 2 SÎ2M  S2lH = ( J L
2

\ 2 n

P P  P  P  „ '
------------1- i n  —  e(u) ô(v) -f- i n  —  e(v) ô ( u )

U V U V

A t f i r s t  we solve th e  follow ing d iffe ren tia l eq u a tio n :

82 X ^ ( w )
du dv

+  k dXi$(w) _  9^°>(w)
dvdu

k2Xv?(w ) =
2 n

2 p  p

и V

(19)

(20)

Xi£(— w )>

(21)

w here  к — iE/4<. B y  in tro d u c in g  th e  su b s titu tio n  Xi°2(M,) =  A(u )B (v )  e q u a tio n  
(21) c a n  be  fac to red

w here

— -----k] A (u )  =  a ’ A ( — u),
du и

dv
+  k B(v)  =  F  -  B ( -  v),

V

a ’6’
2n

(22)

(23)

(24)

T h e  so lu tions A  a n d  В  can  be c o n s tru c te d  b y  ta k in g  in to  acco u n t th e  
fo llow ing id e n tity :

—  -  k) eku ua F{a;  1 +  2a; -  2ku)  =  —  e ^ fcu ua F{a;  1 +  2a; 2 ku), (25) 
du и

w h ere  F  is a co n flu en t h y p erg eo m etric  fu n c tio n . L e t us ta k e  th e  so lu tio n  of 
« q u a tio n  (22) in  th e  fo llow ing form :

A(u)  =  y(a ,  u)eku F(a;  1 +  2 a ; — 2ku),  a'  =  ( — l)~ a a. (26)

-Acta P hys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 3.



O N  T H E  B E T H E -S A L P E T E R  M E T H O D 2 0 3

F o r  th e  fu n c tio n  y(a,  и ) th e  follow ing e q u a tio n  is o b ta in e d :

• ^  a’ U  ̂ =  a' —  y (a ,  — u), y ( a ,  u ) =  ua if  u -»■ oo. (27)
du и

I t  is w ell know n  th a t  P /и  c a n  be given as th e  lim iting  v a lu e  o f a co n tin u o u s  
fu n c tio n

P  1 — cos K u
---- =  Inn

K-®
(28)

U sin g  (28) th e  so lu tion  o f e q u a tio n  (27) is
CO

y(a ,u)  =  lim  e-aC,<Ku)ua, Ci(x)  =  — (
OO j

cos t
dt. (29)

I n  a q u ite  s im ila r m anner w e o b ta in

B(v)  =  y(b, v)e~k * F(b;  1 +  26; 2 kv),  6 '=  ( — l ) ~ b b. (30)

F ro m  e q u a tio n  (24) i t  follow s im m ed ia te ly  th a t  a an d  6 sa tis fy  th e  fo llow ing  
con d itio n s:

g
2 л

( -  1)%

w ith
a 2 - ab, a l =  a -|-6 .

(31)

(32)

T h u s  th e  so lu tions a and  6 belong ing  to  a n  a rb itra ry  co m p lex  num ber а г c a n  
be  read ily  o b ta in ed .

In  th e  follow ing le t u s  in v es tig a te  th e  p ro d u c t ô(u)y(a,u)  on th e  r ig h t  
side of eq u a tio n  (19). I t  can  be  proved  in  a  sim ple w ay th a t

lim  I du Ь(и ; К )  y(a,  u; К )  ] ф

K~ A  I -
=  0 if  Re a 0,

0 if  Re a =  0,
=  oo if  Re a <C. 0,

rhere

0(u; K)  =  —---- ----- — , y ( a ,  u ; K)  =  e~ c dKu) u a_
л  и

A ccord ing  to  th e  above th e  so lu tions sa tis fy  e q u a tio n  (19) too , if

R e  a 0, R e  b y> 0.
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A s co m p ared  to  th e  a m p litu d e  d e riv e d  b y  S c a r f  th e  m ain  d iffe ren ces 
are : a)  th e  so lu tio n  is co m p le te ly  a n tisy m m e tric a l. b)  i t  v an ish es  on th e  r e la 
tiv e  l ig h t cone, c)  th e re  ex is t “ a lm o st p e rio d ic”  so lu tio n s in  th e  co u p lin g  
c o n s ta n t g.  P ro b lem s re la tin g  to  th e  e lim in a tio n  of th e  sp u rio u s  e x tra  so lu tio n s  
o f  eq u a tio n  (19) w ill be tr e a te d  in  a su b se q u e n t p ap er.
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О МЕТОДЕ БЕТЕ-САЛПЕТЕРА В МОДЕЛИ ТИРРИНГА
К. Л А ДА Н ЬИ

Р е з ю м е

В работе дается временное решение уравнения Бете—Салпетера_ для амплитуды 
двух частиц при применении модели Тирринга в последовательном приближении. Пока
зывается, что корректное антисимметричное решение значительно отличается от ампли
туды, определенной Скарфом.
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ИССЛЕДОВАНИЯ ГЕТЕРОГЕННОЙ ПОДКРИТИЧЕСКОЙ

СИСТЕМЫ SR-1

Л. ПАЛ, Ф. САБО, 3. ДЬИМЕШИ, Л. БАТА и Л. ТУРИ
Ц Е Н ТРА Л Ь Н Ы Й  ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ ИНСТИТУТ Ф И ЗИ КИ  АН В Е Н Г РИ И , БУ ДАПЕШ Т

(Представлено Л. Яноши. — Поступило: 7. VII. 1960.)

В работе излагаются результаты измерений, проведенных на подкритической гете
рогенной системе SR—1, состоящей из цилиндрических тепловыделяющих элементов, 
содержащих уран, обогащенный до 10% изотопом U—235 и дестиллированной воды. 
Были определены критическая масса и влияние местного искажения решетки активной 
зоны на критическую массу. Было определено распределение термических и резонансных 
нейтронов в активной зоне и отражателе, а также между двумя соседними тепловыде
ляющими элементами. Было определено закон ассимптотического распределения терми
ческих нейтронов на сравнительно небольшом расстоянии от активной зоны.

Введение

Изучение нейтронно-размножающих систем из водородосодержаю- 
щих замедлителей и обогащенного урана имеет большое значение для раз
вития реакторов, предназначенных для производства промышленного тепла.

В настоящей работе излагаются экспериментальные результаты, полу
ченные на гетерогенной подкритической системе SR—1.

При осуществлении этого эксперимента главное внимание уделялось 
следующим вопросам:

1. Определение критической массы в данной системе и выяснение влия
ния локального искажения решетки на критическую массу.

2. Определение радиального и аксиального макрораспределения тер
мического и резонансного нейтронного потока, а также его микро-распре
деления вблизи тепловыделяющего элемента.

Описание конструкции подкритической системы SR—1.
Прежде всего дадим описание конструкции подкритической системы.
Центральная часть конструкции системы SR— 1 выполнена в виде 

заполненного дестиллированной водой стального цилиндрического бака с 
внутренным диаметром 920 мм и с высотой 1745 мм. Толщина стены бака 
была 3 мм. На внутренней поверхности бака был нанесен противокоррозий
ный слой из специального лака типа «Резистан-Р».

В верхней и нижней частях активной зоны кассеты фиксируется при 
помощи направляющих решеток, закрепленных на верхней крышке бака. 
Направляющие решетки с шагом 68 мм были изготовлены из алюминиевого
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листа (99,99% А1) с толщиной 1 мм. Расстояние между плоскостями нижней 
и верхней решеток было 525 мм. Над нижней направляющей решеткой на 
расстояние 358 мм от дна бака находился перфорированный плоской держа
тель из алюминиевого листа с толщиной б мм. Этот держатель фиксировал 
вертикальное положение кассет с тепловыделяющими элементами. Через

Рис. 1
Вертикальный разрез подкритической системы

центральную ячейку направляющей решетки проходили две алюминиевые 
трубы с внутренным диаметром 17 мм для ввода нейтронного источника и 
стержня аварийной защиты. Стержень аварийной защиты был изготовлен 
из стали, покрытой двухмиллиметровым слоем кадмия. Диаметр и длина 
стержня были 17,8 мм и 550 мм. На рис. 2. представлен горизонтальный 
разрез активной зоны.

При такой конструкции активной зоны имелась возможность создать 
самые разные конфигурации из кассет, содержащих 16 тепловыделяющих 
элементов типа ЭК—10. Тепловыделяющие элементы, имеющие форму цилин
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дров с наружным диаметром 10 мм и с активной высотой 500 мм, в норамаль- 
ных кассетах (рис. За) образуют квадратную решетку с шагом 18 мм.

Расположение тепловыделяющих элементов в искаженных кассетах 
представлено на рис. 36.

Каждый элемент имеет сердечник из делящегося материала с диамет
ром б мм, содержащий уран, с плотностью 5,66 г/см3, обогащенный изотопом 
U—235 до 10%.

A B C D E F G H  I

»i17 г.

w w w m
Ту Ф Ф Ф Ф

Ф ф :ф  ф <&Ф : Ф Ф
т,. ® . Ф JS \ Р ф  Ф Ф

^  68------- -  м J
а Ь

Рис. 3
а) Схема нормальной кассеты 
о) Схема искаженной кассеты
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Оболочки тепловыделяющих элементов изготовлены из алюминиевого 
сплава.

Под баком был расположен электрический нагреватель, снабженный 
.автоматическим регулятором температуры. Равномерное распределение тем-

+

Рис. 4
Схема управления подкритической системы SR—1.

1. сигнализация, 2. возбуждение, 3. якорь, 4. реле, 5. магнит, 6. сигн. «ГОТОВ», 7. дат
чик полож. 8. сигнал. 9. «ВВЕРХ», 10. «ВНИЗ». 11. подготовка, 12 и 13. перекл. верх

него и нижнего пол

пературы во всем объеме водяного бака было обеспечено сильным переме
шиванием воды. Температура воды измерялась с прибором типа ЭМУА—33. 
Сухой остаток воды при наполнении был 1 мг/л, а после двухмесячной работы 
он повысился до б мг/л.
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Вокруг бака были построены 60 сантиметровые защитные стены с 
высотой 2000 мм из блоков тяжелого бетона (3,2 т/м3). Крепление защитных 
стен и всей системы было выполнено из стальной конструкции.

Подкритическая система SR—-1 была оборудована аварийной защитой 
типа СП—41, которая срабатывала при прекращении тока в удерживаю
щем электромагните. Ток электромагнита прерывается:

а) если поток тепловых нейтронов в баке превосходит заранее заданный 
уровень на 20% ;

б) если интенсивность гамма-излучения в зале достигает заранее за
данной величины;

в) если появляется любая неисправность в системе аварийной защиты.
Кроме сбрасывания стержня в аварийных случаях имелась возмож

ность для непрерывного перемещения стержня при помощи реверсивного 
двигателя.

Для измерения нейтронного потока был использован борный нейтрон
ный счетчик типа СНМ—5А, а для измерения гамма-излучения — иониза
ционная камера типа «КАКТУС».

Управление подкритической системой SR— 1 осуществлялось с неболь
шого пульта, на котором были собраны основные измерительные блоки. 
(На рис. 4 представлена схема управления.)

Определение критической массы

Для определения критической массы при- температуре 20°С кассеты, 
содержащие 16 тепловыделяющих элементов, вкладывались по определен
ной программе в направляющую решетку. Ро-Be нейтронный источник с 
активностью 5.106 н/сек был помещен в центре активной зоны при помощи 
трубы S, проходящей через ячейку Е—5. Борные счетчики были располо
жены в ячейках С—l u G —3, на высоте средней горизонтальной плоскости 
активной зоны.

Прежде всего определялся поток нейтронов нейтронного источника в 
ячейках С—7 и G—3 до загрузки кассет. После загрузки каждой кассеты в 
этих же ячейках измерялся поток нейтронов.

Пусть обозначим через

A,.(R) Ф, (Щ 

Фо ( Щ

N,  (R) 

N o (R )

фактор усиления в ячейке R(R =  С—3, G—7) после загрузки i-той кассеты, 
где Nj(R) — число импульсов борного счетчика в одну секунду в ячейке R.  
На рис. 5а. представлена зависимость n 4(R)/A,(R) в ячейках R  =  С—7 
(точки обозначены кружками) и R  =  G—3 (точки обозначены треугольни
ками) от числа загруженных кассет.

2 Acta Phys. H ung . Тот . X I J. Fase. 3.
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Рис. 5а
Зависимость A 4(R)/Aj(R) от числа загруженности кассет

Рис. 56
Конфигурации загруженных кассет в заисимости от £
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Естественно, что A{R )  зависит не только от числа кассет и положения 
нейтронного детектора, но и от конфигурации загруженных кассет. Поэтому 
у каждого значения i на рис. 56. приведена конфигурация загруженных 
кассет и отмечена кассета, загруженная последней.

Приближаясь к критическому состоянию, желательно было бы вкла
дывать тепловыделяющие элементы в активную зону не в виде кассет, а каж
дый в отдельности. В этом случае можно было бы определить последний 
участок крывой A^R j /A ^R )  более точно. К сожалению, конструкция зоны 
не позволила провести такой порядок загрузки.
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Рис. 6
Зависимость A JA i от числа загруженных кассет

Для более надежного определения критической загрузки из четырех 
факторов локального усиления, измеренных в симметрично расположенных 
ячейках (R =  С—4, С—7, G—3, G—7) был вычислен усредненный фактор
усиления Ai  =  27 Wí(R)A í(R), где w{R)  является статистическим весом A {It).

r _  _
На рис. б. видна зависимость A J A í от числа кассет. Критическое состоя

ние достигается при 22 <  i <  23. Это означает, что критическая загрузка тк 
по изотопу U—235 находится в интервале 2816 г < т к <  2944 г.

Полученная критическая загрузка в системе SR—1 не соответствует 
критической загрузке реактора ВВРС—Н. Критическая загрузка реактора 
BBRC—Н была точно определена; она составляет по изотопу U—235 3059 г. 
Возникает вопрос, чем объясняется наблюдаемая разница 115 г <  Лтк <  
<  243 г.

Если сравнить активную зону реактора ВВРС—Н с активной зоной 
системы SR— 1, то оказывается, что в активной зоне ВВРС—Н имеются кас
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сеты с искаженной решеткой. Между этими кассетами образуется водяной 
зазор. Расположение искаженных кассет в активной зоне реактора ВВРС—Н 
представлено на рис. 7.

С помощью одногруппового метода возмущения было определено 
изменение реактивности ôkeff/keff  вызванное этими искажениями решетки.

Рис. 7
Расположение искаженных кассет в активной зоне реактора ВВРС—Н

A B C D E F G H I

Рис. 8
Схема загрузки нормальных кассет

По данным измерений на ВВРС—Н был известен грамм-эквивалент изотопа 
U—235, соответствующий однопроцентному изменению реактивности. Та
ким образом, мы смогли оценить разницу в критической массе между неиска
женной и искаженной решетками.
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Полученная разница хорошо согласуется с разницей, определенной 
экспериментальным путем.

Для более детального исследования влияния искаженных кассет про
водился целый ряд измерений на SR— 1. На рис. 8. представлена схема

A B C D E F G H I

Рис. 9
Схема загрузки искаженных кассет

Рис. 10
Влияние искаженной решетки на критическую массу

загрузки кассет в активную зону SR— 1. В первом варианте эксперимента 
были загружены 18 нормальных кассет по данной программе и определя
лась зависимость величины А 10(Щ1А{(К) от числа кассет в ячейках R  =  D—3, 
С—8, А — 3.

Во втором варианте были загружены искаженные кассеты; они обра
зовали деформированную решетку. Эта решетка схематически изображена
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на рис. 9. Снова определялась зависимость величины A l0(R)/Ai(R) от числа 
кассет в ячейках R  =  D—3, С—8, А —3.

На рис. 10. представлены результаты измерений в ячейке R =  D—3. 
Видно, что в случае искаженной решетки критическая масса больше, чем 
при нормальной.

Разница составляет приблизительно 150 г U—235, это согласуется с 
расчетным значением изменения критической массы. Для более точного 
расчета разрабатывается двухгрупповый метод возмущения.

Рис. 11
Зависимость A"(R)/Af(R) от числа кассет

Для наглядности на рис. 11. представлена зависимость крывой 
A i (R ) /A f (R ) от числа кассет. (A?(R) — локальный фактор усиления в случае 
нормальной решетки, a A?(R) — та же самая величина в случае искаженной 
решетки.)

Распределение потока нейтронов в системе SR-1

Распределение нейтронного потока по высоте и радиусу активной зоны 
измерялось методом активации индикаторов. В качестве индикатора исполь
зовался металлический родий в виде фольги с тольщиной 72 мг/см2. Актив
ность фольги измерялась торцевым счетчиком типа СИ—2В в свинцовом 
домике типа «ГАММА— 1891».
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A B C D E F 6 H I

Рис. 12
Конфигурация активной зоны

Рис. 13
Распределение потока термических (1) и резонансных (2) нейтронов по направлению 

♦а», и зависимость кадмиевого отношения (3) от расстояния

Для регистрации импульсов счетчика было использовано пересчетное 
устройство типа S-||-R, дающее возможность измерять время, необходимое 
для накопления заранее установленного количества импульсов. Для раз
деления термического и резонансного потока нейтронов родиевая фольга 
облучалась в чехле из кадмия и без него.
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На рис. 12. представлена конфигурация активной зоны, состоящей из 
19 кассет. На этом же рисунке показаны направления «а» и «в», вдоль которых 
производились измерения. Из кассеты загруженной в ячейке R  — С—5 
были вынуты два тепловыделяющих элемента и на их место помещался ней
тронный источник.

На рис. 13. представлены результаты измерений по направлению «а». 
На расстоянии 19 см от нейтронного источника (в водяном отражателе) тер
мический поток нейтронов имеет ярко выраженный максимум.

Рис. 14
Распределение резонансных нейтронов по направлению «в»

Распределение термического потока нейтронов в средней части активной

зоны хорошо апроксимируется функцией cos
л

г, где Н а — ширина
Н а+ 2Ô

Л
зоны по направлению «а», ő —эффективная добавка. Величина а =  -  „■

±1 а \ 2d
определялась по методу наименьших квадратов. При этом не учитывались 
точки, находящиеся в близи от внешнего нейтронного источника, так как 
здесь заметная часть потока термических нейтронов образовалась из быстрых 
нейтронов внешнего нейтронного потока. Для а было найдено следующее 
значение:

а =  0,064

Для эффективной добавки (при Н а =  350 мм) получается ô =  70 мм.

Acta P hys. H ung. Тот . X I I .  Fase. 3.



И С С Л Е Д О В А Н И Я  Г Е Т Е Р О Г Е Н Н О Й  П О Д К Р И Т И Ч Е С К О Й  С И С Т Е М Ы  S R -1 2 1 7

На рис. 14. представлено распределение резонансных нейтронов по 
направлению «в».

Представляет также интерес определение «микрораспределения» тер
мического и резонансного потока нейтронов между двумя соседними тепло
выделяющими элементами. При помощи весьма тонкого родиевого зонда 
были сняты эти кривые, которые видны на рис. 15. Наблюдается характер
ная зависимость термического потока нейтронов в близи тепловыделяющего 
элемента.

Рис. 15
Распределение нейтронного потока между двумя соседними тепловыделяющими

элементами
(термический поток о, резонансный поток □)

В связи с проблемой определения фактора усиления подкритической 
системы измерялось асимптотическое распределение термического нейт
ронного потока на сравнительно небольшом расстоянии от активной зоны.

Длина релаксации для нейтронов деления в воде больше длины диф
фузии термических нейтронов; поэтому можно ожидать, что асимптотическое 
распределение потока тепловых нейтронов описывается формулой [1]

Г
Ф5 ,

где А — длина релаксации, а — положительное число, зависящее от гео
метрии нейтронного источника, К — фактор пропорциональности.

На рис. 16. изображена схема загрузки кассет и указано направление 
измерения.
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Рис. 16
^Конфигурация активной зоны для измерения асимптотического распределения потока

термических нейтронов

Рис. 17
Асимптотическое распределение термических нейтронов на сравнительно небольшом 

расстоянии от активной зоны при разных конфигурациях загруженных кассет
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Методом наименьших квадратов из данных измерений были опреде
лены параметры А и а. Оказалось, что эти параметры не чувствительны к 
детальной конфигурации загруженных кассет. Были получены следующие 
значения для параметров:

А =  5,72 cm , а =  0,9.

На рис. 17. видны кривые 1п(гаФ$), снятые при разных конфигурациях 
загруженных кассет.

Для измерения абсолютного значения нейтронного потока был исполь
зован метод ß  — у совпадений [2]. В ячейке R =  С—4 облучалась индиевая 
фольга, из активности которой определялся суммарный поток резонансных 
и тепловых нейтронов. Для градуировки индиевая фольга активировалась 
в реакторе ВВРС—н интенсивным потоком нейтронов, абсолютное значение 
которого определялось при помощи золотой фольги. Было найдено следу- 
ющиее значение суммарного потока: Ф =  6,2.Ю4 н/см2сек.

Выводы

Суммируя результаты измерений на подкритической системы S R — 1, 
можем сделать следующие выводы:

1. Было определено влияние местного искажения решетки активной 
зоны на критическую массу.

2. Было определено распределение термических и резонансных нейт
ронов в активной зоне и отражателе, а также между двумя соседними тепло
выделяющими элементами.

3. Было определено закон асимптотического распределения терми
ческих нейтронов на сравнительно небольшом расстоянии от активной 
зоны.
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IN VESTIG ATIO N OF T H E SR — 1 H E T E R O G E N E O U S SURCRITICAL ASSEM RLY

By

L. PÁL. F. SZABÓ, Z. GYIMESI, L. BATA and L. TURI 

A b s t r a c t

The results o f experim ents carried out on the SR-1 heterogeneous subcritical assem bly  
consisting of cylindrical fuel elem ents (enriched in  U -235 to 10% ) and d istilled  waterare reported. 
The critical m ass and the effect o f  local distortions in  the core on critica lity  are determ ined. 
The distributions o f therm al as w ell as resonance neutrons in  the core, in  the reflector and  
betw een tw o adjacent fuel elem ents are measured. The asym ptotical d istribution o f the th er
mal neutrons in  the reflector is studied.
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DIFFUSION EFFECTS
IN ELECTRON BOMBARDMENT INDUCED PROCESSES 

I. CATHODOLUMINESCENCE

By

G y . G e r g e l y

RESEARCH INSTITUTE FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 

(Presented by Z. Gyulai. —  R eceived  19. VII. I960)

An analysis o f the voltage dependence o f processes induced by electron bom bardm ent 
is  given taking into consideration the surface recom bination and diffusion. The diffusion equa
tion  of D e V o r e  is com bined w ith  K o l l e r — A l d e n ’s, Y o u n g ’s and F e l d m a n ’s laws relating to  
the dissipation o f beam  power and penetration of in c id en t electrons.

The cathodolum inescence is analysed on the basis o f the S c h ö n — K l a s e n s  m odel. 
For 1— 15 kV X 1 /iA /cm 2 excitation  density the lum inescence processes can be characterized 
b y  code num ber 122122 o f K l a s e n s  in  ZnS phosphors. The diffusion o f m inority  carriers m ay  
be described b y  a linear differential equation.

A good agreem ent w as obtained between the theoretical resp. experim ental brightness 
versus voltage curves. B y  their analysis the diffusion len g th  L  and the v e lo c ity  S  o f  the surface 
recom bination was determ ined. I t  was found that L  =  0,05— 0,2 m icron and S =  6 X lO 3— 106 
cm sec-1 for several phosphors. The lifetim e and m obility  o f  holes can be estim ated in ZnS Tp =  
=  4 .4 .IO-10 sec, [ip =  11 cm2/Vsec.

Introduction

T he v o ltag e  dependence  of ca thodo lum inescence  w as s tu d ie d  in  som e 
re c e n t p ap ers  b y  th e  a u th o r  [1 — 3]. P lo ttin g  th e  cathodo lum inescence  b r ig h t
ness L ( V )  a g a in s t th e  acce lera tin g  v o ltage  V  g ives a cu rve  consisting  o f a low  
v o lta g e  ta i l  an d  a lin e a r  sec tion . F ig . 1 re p re se n ts  a ty p ic a l L ( V )  curve.

T he in te rse c tio n  of th e  lin e a r  section  o f  th e  curve w ith  th e  h o rizo n ta l 
U -axis is ca lled  th e  dead  v o ltag e  F d[4]. T he sh ap e  o f th e  L ( V )  cu rve  is ty p ic a l 
fo r  v a rious ty p e s  of phosphors an d  sc in tilla to rs , th e  low v o ltag e  ta il  an d  th e  
v a lu e  o f Vd, how ever, are s lig h tly  v a ry in g  fo r th e  d iffe ren t p h o sp h o r sam ples. 
A tte m p ts  h av e  b een  m ade to  ex p la in  th e  fo rm  o f th e  L( V)  cu rv e  b y  assum ing  
th e  co n stan cy  o f  th e  in tr in s ic  effic iency  r]0 a n d  th e  ex istence  o f a dead  su rface  
la y e r  [1—-4] w h ich  d e te rm in es  th e  m a g n itu d e  o f Vd. As i t  h a s  been  show n 
[2 — 3] th e  d ead  v o ltag e  could  n o t be su p p ressed  e ith e r b y  a chem ical su rface  
t r e a tm e n t or b y  v a rious e x c ita tio n  cond itio n s.

T he o b jec t o f th is  p a p e r  is a s tu d y  o f th e  L (  V)  cu rve. A  d e ta iled  d esc rip 
tio n  of th e  ex p erim en ts  p erfo rm ed  w as a lre a d y  g iven  in  p a p e rs  [1 — 3].

1. Possible causes of dead layer

T he rem o v a l o f a 100—2000Á th ic k  su rface  lay er fro m  th e  c ry sta ls  d id  
n o t reduce  th e  dead  v o ltag e  [2], p ro v in g  th a t  d ead  lay e r is n o t due e ith e r  to
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lack  o f  lu m in escen t cen te rs  in  th e  n e ig h b o u rh o o d  o f th e  c ry s ta l su rface  or to  
su rface c o n ta m in a tio n , b u t  has to  be ex p la in ed  ra th e r  b y  p h ysica l p rocesses. 
T h ree  possib le  ph y sica l p rocesses m a y  b e  ta k e n  in to  co n sid e ra tio n :

Fig.  1. The cathodolum inescence brightness versus voltage curve. The bom barding current
density i0 =  1 / l A j cm2

1. T h e  v a r ia tio n  w ith  V  o f th e  secondary  em ission , resp . th e  e lec tro n  
re flec tio n  coeffic ien t.

2. T h e  re ta rd in g  f ie ld  p ro d u ced  b y  th e  space ch arg e  o f tra p p e d  e lec tro n s .
3. S u rface  reco m b in a tio n  an d  d iffu sion  o f re leased  in te rn a l low  energy  

secondaries (e lectrons an d  holes).
In  th e  follow ing a b r ie f  su rv ey  o f  th ese  possib le effects w ill b e  g iven .

l a .  The effect o f  secondary emission and elastic reflection

As show n in  [3] ch a rg in g  up o f th e  ph o sp h o r layers w as carefu lly  av o id ed . 
T he p o te n tia l  o f th e  la y e r  is equal to  V  an d  it  is m a in ta in e d  b y  seco n d ary  
e lec tro n  em ission  [5]. U n d e r eq u ilib riu m  cond itions th e  n u m b er o f seco n d ary  
e lec trons is eq u a l to  th e  n u m b e r o f p r im a rie s  an d  does n o t v a ry  w ith  V.  T h e  
average  en e rg y  o f secondaries has a m a g n itu d e  o f a few  eV, th u s  th e  losses 
due  to  secondaries are neglig ib le.
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As fo r th e  elastic  re flec tio n  of in c id e n t e lec trons th is  w as n eg lec ted  b y  
B ril  [6] fo r th e  case o f m ic ro c ry sta ls . A ccord ing  to  S t e r n g l a ss  [7] th e  re f le c 
tio n  o f e lec trons is in creasin g  w ith  V  be low  2 kV , ab o v e  2 kV  i t  is n ea rly  co n 
s ta n t. T he ru n  o f th e  re flec tio n  curve is th e  reverse  o f th a t  o f L( V)i

A ccord ingly , th e  sh ap e  o f th e  L ( V )  curve c a n n o t be ex p la in ed  b y  th e  
ac tio n  o f  secondary  em ission resp . e lec tro n  re flec tio n .

lb .  The effect o f  traps

R l p p e l  proposed  to  exp la in  th e  L ( V )  cu rve  b y  space ch arg e  effects- 
[10]. T h e  im p o rta n t ac tio n  o f space ch a rg e  p ro d u ced  b y  tra p p e d  e lec trons 
in  c ry s ta l coun te rs w as d iscussed  by  som e au th o rs  [8, 9 ]. T he re ta rd in g  p o te n tia l  
b u ilt u p  b y  th e  space charge  o f tra p p e d  elec trons can  be ca lcu la ted  b y  using; 
L a m pe r t ’s form ula [10, 11] an d  i t  is d e te rm in ed  b y  th e  d en sity  of traps*  
T he low  energy  secondaries re leased  b y  in c id e n t e lec trons are  c a p tu re d  b y  
tra p s . F o r a tra p  d en sity  o f 1015/cm 3, w ith  a d ie lec tric  c o n s ta n t e =  8 (ZnS)- 
and  assum ing  th a t  th e  in te rn a l seco n d ary  elec trons are filling  all th e  tra p s  
in  th e  c ry s ta l (d iam eter Ю/i), th e  m a g n itu d e  of th e  re ta rd in g  p o te n tia l shou ld  
be 110 Y . In  K a l l m a n n ’s opinion, how ever, [12] th e  tra p s  are f ille d  on ly  in  
sm all ex c ita tio n  channels. T hus th e  re ta rd in g  p o te n tia l is neglig ib le in  co n n ec
tio n  w ith  Va and  its  sm all v a lue  ex p la in s th e  ineffec tiveness of th e  U V  an d  I R  
ir ra d ia tio n  [3].
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lc . The effect o f  surface recombination

B r o ser  has suggested  [13] th a t  th e  d ead  la y e r  is due to  th e  effect o f  
surface reco m b in a tio n . A th e o re tic a l an a ly s is  of th e  sh ap e  of th e  sp e c tra l d is tr i
b u tio n  o f  th e  p h o to c o n d u c tiv ity  was g iv en  b y  D e V ore  [14], w ho considered  
th e  d iffusion  an d  surface reco m b in a tio n  of ca rrie rs . A s im ila r analy sis  w as 
g iven b y  o th e r au th o rs  fo r Ge an d  Si sem ico n d u cto rs  [15 — 17]. A n analogous 
p rob lem  is en coun tered  in  th e  v o ltag e  dependence  o f e lec tro n  b o m b a rd m e n t 
in d u ced  processes (cathodo lum inescence , e lec tro n  b o m b a rd m e n t c o n d u c ti
v ity , e lec tro n  v o lta ic  effect). T he p e n e tra tio n  d e p th  o f in c id e n t e lec trons 
is s tro n g ly  v a ry in g  w ith  th e  acce lera tin g  v o ltag e , th e  v o ltag e  d ependence  o f  
in d u ced  processes is s im ila r to  th e  sp e c tra l response o f p h o to c o n d u c tiv ity .

In  th is  p ap er th e  v o ltag e  d ependence  o f processes in d u ced  b y  e lec tro n  
b o m b a rd m e n t (ca thodolum inescence in  P a r t  I ,  th e  o th e r  processes in  P a r t  II}  
is an a ly sed  in  a m an n er s im ila r to  t h a t  em ployed  b y  D e V o r e .

2. K inetic equations o f processes induced by electron bombardment

T he fu n d am en ta l k in e tic  eq u a tio n s  o f p h o to c o n d u c tiv ity  an d  lu m in es
cence w ere sum m arized  b y  S chön  [18]. A v e ry  p ra c tic a l so lu tio n  w as g iven
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re c e n tly  b y  K l a s e n s  [19]. S c h ö n ’s e q u a tio n s  fo r ca th o d e  ra y  ex c ita tio n  a re  
p re se n te d  h ere  in  a so m ew h at m od ified  fo rm :

g(x) — aCA n A  + — aCH n ( H  — H ~ )  +  y HC H ~  — b n p  +  —  d iv  I n,
-----  —-------- - e

dn
dt

d H -

dt

d A  + 

dt

dp
dt

— ас н  n  ( H  — H  ) — y HC H  aHV p H  »

=  a v a P ( a  -  A +) -  aCA n A +  -  y VA A  +,

=  g(x) — а у л Р ( А  — A+ )  - a HVp H -  + y VAA +  - ô n p -

( 1 )

(2)

(3)

—  div  I p. (4)

S c h ö n ’s eq u a tio n s  a re  co m p le ted  b y  th e  te rm  bnp  w h ich  c a n n o t be n eg 
le c te d  fo r h ig h  ex c ita tio n  d en sitie s . In  e q u a tio n s  (1) — (4) th e  te rm s  re la tin g  
to  d irec t e x c ita tio n  o f e lec tro n s from  tra p s  an d  a c tiv a to r  levels, fu r th e r  th e  
c u rre n t d raw n  in  tra p s  a n d  a c tiv a to r  cen te rs  m a y  be n eg lec ted . O nly  tw o  
se ts  o f levels a re  assum ed  to  ex is t in  th e  fo rb id d e n  gap : a c tiv a to rs  an d  t r a p s .

T he sy m bo ls used  h a v e  th e  fo llow ing d e fin itio n s :

n — d e n s ity  o f free e lec tro n s;
p  =  d e n s ity  of free ho les;

A  =  d e n s ity  o f a c t iv a to r  cen te rs ;
A + — d e n s ity  o f ion ized  a c tiv a to r  cen te rs ;
H  =  d e n s ity  of tr a p s ;
H ~  =  d e n s ity  of tra p p e d  e lec trons;
acA  =  reco m b in a tio n  coeffic ien t b e tw een  free  e lec trons a n d  ion ized  a c ti

v a to r  cen te rs, olca —  Ю-12 cm 3 sec-1 [18, 19]
а Сн ~  re sp . о. y a  c a p tu re  coeffic ien t o f  t r a p s  fo r free e lec trons resp . th a t  o f 

a c t iv a to r  cen ters fo r free holes, a y a  — clch =  Ю-9 cm 3 sec-1 [18, 19]
dj-ty— re co m b in a tio n  coeffic ien t b e tw een  tr a p p e d  e lec trons a n d  free ho les. 

Ч ц у =  10“8 cm 3 sec-1;
b =  reco m b in a tio n  coeffic ien t b e tw een  free e lec trons a n d  free ho les. 

b =  10-12 cm 3 sec-1 [19, 20];
у н с  — re sp . Ууа p ro b a b ili ty  p e r u n it  tim e  fo r th e rm a l e jec tion  o f a 

tr a p p e d  e lec tron  in to  th e  co n d u c tio n  b a n d  resp . t h a t  of a hole 
in  th e  a c tiv a to r  lev e l in to  th e  va lence  b a n d , ун с  —  Ю -4 sec-1 (for 
0,8 eV) resp . y VA — Ю2 sec-1 (for 0,53 eV );

g(:e) =  th e  d e n s ity  o f  e lec tro n  hole p a irs  g en e ra ted  a t  a d e p th  x  in  th e  
c ry s ta l;

I n resp . I p =  th e  e lec tro n  resp . hole c u rre n t;

Acta Phys. H ung. Тот . X I I .  Fasc. 3.



E F F E C T S  I N  E L E C T R O N  B O M B A R D M E N T  IN D U C E D  P R O C E S S E S 2 2 5

/i„  re sp . n P =  m o b ility  of e lec trons resp . holes;
D n re sp . D p =  d iffu sion  coeffic ien t o f e lectrons re sp . holes;
T„ re sp . Tp =  th e  life tim e  of e lec tro n s resp . holes;
<p =  th e  p o te n tia l; 
e =  th e  electron ic  charge;
£ =  th e  d ielec tric  co n stan t.

T h e  fou r fu n d a m e n ta l eq u a tio n s  are  to  be su p p lem en ted  b y  eq u a tio n s: 

In =  — е/гп n g ra d  <p +  eDn gradre, (5)

I p = ~  ef*Pp g r a d cp — eDp g radp  (6)

a n d  b y  th e  Poisson  eq u a tio n  :

Attp= + A + -  H -  -  n ). (7)
e

T h e  rigorous so lu tio n  of th e  e q u a tio n s  is n o t possib le , in  p rac tice , how ever, 
severa l neg lections m a y  be  m ade. I n  tre a t in g  lum inescence  an d  p h o to co n d u c 
t iv i ty  p h en o m en a  th e  co n d ition  o f  charge  n e u tra li ty  is genera lly  assum ed . 
In  consequence o f th e  neglig ib le e ffec t o f space ch a rg e  localized  in  tra p s  
(section  lb )

Acp =  0

an d  fu r th e r , in  th e  absence  of an  e x te rn a l e lectric  fie ld

gradip =  0

w ere assum ed  in  th e  analysis.
I n  th is  p ap e r o n ly  th e  s te a d y  s ta te  ca thodo lum inescence  p rocesses w ill 

be an a ly sed . A s tu d y  o f  ca thodo lum inescence  w as re c e n tly  u n d e r ta k e n  b y  
K a l l m a n n  [12] an d  b y  P opov [20] fo r v e ry  low  re sp . v e ry  h igh  e x c ita tio n  
den sities . In  th e  fo rm er case th e  e ffec t o f tra p s , in  th e  la t te r  one s a tu ra tio n  
occurs. I n  our ex p e rim en ts  th e  e x c ita tio n  d en sity  w as 1 — 15 kV  X  l^aA/cm2, 
p ro d u c in g  1019—1021/c m 3sec e lec tro n  hole pa irs . F o r  h ig h  q u a lity  h ex . an d  
cub. Z n S —A g—Cl a n d  ZnC dS—A g — Cl phosphors A  =  1018—1019/cm 3 an d  
H  — 1015/cm 3, [21]. U n d e r these  co n d itio n s th e  ap p ro x im a te  s te a d y  s ta te  
so lu tio n  o f th e  e q u a tio n s  can  be easily  g iven  b y  th e  m e th o d  of K l a s e n s  and  
th e  processes can  b e  ch a rac te rized  b y  code n u m b e r 122122. T he re su lts  of 
th e  an a ly sis  for A  =  2 ,3  • 1018/cm 3, a n d  fo r 1 resp . 10 kV  are  su m m arized  in  
T ab le  I .  g(x)  w as ca lc u la ted  acco rd ing  to  Y o u n g  [22] an d  F e l d m a n  [23].
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Table I

Accelerating voltage kV 10 1

E xcitation  density  cm “ 3 sec“ 1 g 3 • 1019 7 ,6  • 10 20 decreasing 
w ith V

Occupied activator leve ls cm “ 3 A — A+ 2 ,3  • 1018 2 ,3  ■ 1018 =  А

E m pty traps cm“ 3 я — я - 2 ,4  • 10 10 1 ,2  • 10 11 «  Я

E xcited  activator centers cm “ 3 A+ 5 ,5  • 10 16 2 ,7  • 1 0 16 < <  А

F illed  traps cm -3 я - 10 16 10 ” =  Я

Free electrons cm -3 п 5 ,5  • 1 0 16 7 ,7  ■ 1 0 16 >  Я  < < А

Free holes cm -3 р 1 ,3  • 10 10 3 ,3  • 1 0 11 «  п

Photons em itted sec-1 cm ~ 3 N 3 • 1 0 19 7 ,6  • 10 2|) =  g

Radiationless transitions
sec-1cm -3 1 ,3  • 10” 3 ,3  • 1 0 18 «  N

Recom bination betw een free 
holes and centers cm -3  sec-1 а УАр Л 3 • 1019 7 ,6  • 1 0 20 =  g

Therm al ejection o f a hole in A  
levels into the valance band 

c m “3 sec-1
Vv a A + 5 ,5  • 10 ” 2 ,7  • 1 0 18 <  g

Capture o f free electrons
b y  traps cm “ 3sec—1 аСц п { Н —Н~) 1 ,3  • 10 17 3 ,3  • 1 0 18 =  * R

Therm al ejection of a trapped 
electron into the conduction  
band cm “ 3sec-1

а СНн ~ 10 11 1011 «  Щ

R ecom bination betw een free 
electrons and holes cm -3 sec—1

ô n p 1 ,6 5  • 10 14 6 • ю 16 «  N

L ifetim e of free holes sec ТР 4 ,3 5  • 1 0 -1 0 4 ,3 5  • 10 “ 10
1

a VAJ* 
— const.

L ifetim e of free electrons sec тп 1 ,8  • 10 - 4

1

1 ,3  • 10 “ *
1-----

T g
not constant
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In  T ab le  I  th e  m a g n itu d e  of th e  te rm s  in  eq u a tio n s  (1) — (4) are  g iv en . 
I t  m ay  be seen  th a t  th e  m a jo rity  of th e m  m a y  be  neg lec ted  an d  in  th e  a p p ro 
x im a te  so lu tio n  o f th e  e q u a tio n s  only th e  u n d e rlin e d  te rm s  a re  to  be  considered . 
Since A —A + g> A + up to  v e ry  high e x c ita tio n  densities, Tp can  be considered  
as c o n s tan t. T h is is v e ry  usefu l w hen  so lv ing  th e  s te a d y  s ta te  eq u a tio n s .

T he d iffu sion  te rm s in  equ a tio n s (1) — (4) w ere h i th e r to  neg lec ted  in  
th e  analysis o f  lum inescence phen o m en a . T h is  can  be done g en era lly  for p h o to n  
ex c ita tio n , b u t  th e  d iffu sion  becom es s ig n if ic a n t if  th e  ran g e  R  of in c id e n t 
e lectrons is e ssen tia lly  sm alle r th a n  th e  d im en sio n s of th e  c ry s ta l  an d  th e  a m b i
p o la r d iffusion  len g th  o f ca rrie rs  re leased  in  th e  c ry s ta l. T h u s  eq u a tio n s  (1),
(3) an d  (4) becom e:

0 =  g(x ) — aCA n 2 +  D n d iv g rad n , (8)

0 =  a v A P A  — aCA n 2, (9)

0 =  g(x)  — a VA p A  +  D p d iv g rad n . (10)

In  consequence o f (9) th e  d en sity  N  o f e m itte d  p h o to n s is g iven  b y :

N = a C A n2= a V A p A = p l  xp. (11)

The lum inescence em ission can be described  eq u a lly  b y  the  reco m b in a 
tio n  o f e lec trons or holes. T h is is a p ro p e r ty  o f process 122122 an d  n o t gene
ra lly  va lid . S ince (10) is a lin ea r  d iffe ren tia l eq u a tio n , i t  is p ra c tic a l to  solve 
i t  in s tead  o f so lv ing  (8).

F in a lly  th e  possible ap p lica tio n  o f  th e  R o s e — B u b e  [24] m odel m u s t 
be considered , b u t  up to  th e  p resen t a t te m p ts  to  use th is  m odel fo r c a th o d o 
lum inescence processes h a v e  n o t been  successfu l.

2 .2 .  Oxide-type phosphors

E q u a tio n s  (1) — (4) are  v a lid  fo r p h o to c o n d u c tin g  (su lp h id e -ty p e) 
phosphors. I n  th e  o x id e -ty p e  phosphors (e. g. Z n 2S i0 4-M n etc .) th e  p h o to n  
em ission is asso c ia ted  w ith  th e  ra d ia tiv e  tra n s i t io n  of an  ex c ited  cen te r, b u t  i t  
is n o t accom pan ied  b y  p h o to c o n d u c tiv ity . In  b o th  ty p e s  o f p h osphors, c a th o 
dolum inescence em ission ta k e s  place in  consequence o f  energy  tra n sfe r  from  
h igh energy p r im a ry  e lec trons th ro u g h  low  energy  in te rn a l secondaries to  th e  
lum inescen t cen te rs . In  th e  su lphide p h o sp h o rs , th e  energy  tra n s fe r  is asso c ia ted  
w ith  th e  reco m b in a tio n  (cap tu re) of free ho les b y  a c tiv a to r  cen te rs . In  a s im ila r 
m an n er i t  m ay  be assum ed  th a t  th e  e x c ita tio n  o f lu m in escen t cen ters in  ox ide- 
ty p e  pho sp h o rs  takes p lace  in  consequence o f reco m b in a tio n  o f in te rn a l secon
daries or an n ih ila tio n  o f e lectron-hole  p a irs . T he decay  tim e  in  su lph ides is
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d e te rm in e d  b y  r n (neg lec tin g  th e  effect o f  tra p s ) . T he life tim e  o f in te rn a l secon 
daries in  o x id e -ty p e  p h o sp h o rs  is e ssen tia lly  sm aller a n d  th e  decay  tim e  is 
d e te rm in ed  b y  th e  life tim e  Tc of lu m in escen t cen ters.

A ttr ib u tin g  th e  en e rg y  tra n s fe r  p rocess to  th e  reco m b in a tio n  o f re leased  
in te rn a l seco n d ary  e lec tro n s, th e  s te a d y  s ta te  ca thodo lum inescence  m a y  be 
described  b y :

°  =  g(x ) — n l r n +  D n (livgradn , (12)

0 =  n /rn — A ‘jr c , (13)

кtuII<5 (14)

i f  A  A e a n d  d en o tin g  th e  d e n s ity  o f  ex c ited  cen te rs  b y  A e. E q u a tio n  (12) 
is id e n tic a l w ith  (10). E x p e rim e n ta lly  no c h a ra c te ris tic  d ifference Was o bserved  
b e tw een  th e  L ( V )  cu rves o f  su lphide- re sp . ox id e-ty p e  p h o sp h o rs . T h is fa c t 
ju s tif ie s  th e  ap p lica tio n  o f  eq u a tio n  (10) fo r b o th  ty p e s  o f p h o sphors.

3. A nalysis o f th e  d iffusion  equation

E q u a tio n  (10) is s im ila r to  th e  d iffusion  e q u a tio n  used  b y  D e V o r e  

for th e  an a ly s is  o f p h o to c o n d u c tiv ity . I n  th e  analysis o f  ca th odo lum inescence  
th e  fo llow ing  assu m p tio n s w ill be used :

1. T h e  d im ensions o f  th e  c ry s ta l a re  essen tia lly  la rg e r th a n  th e  ra n g e  
o f  in c id e n t e lec trons a n d  th e  am b ip o la r d iffusion  le n g th  o f  re leased  ca rr ie rs .

2. A  w ide p a ra lle l e lec tro n  b eam  is n o rm ally  in c id e n t on  th e  su rface  
o f th e  c ry s ta l.

3. T h e  c ry s ta l is hom ogeneous in  i ts  b u lk  an d  free from  in te rn a l b a rr ie rs .
4 . A  sim p le  c ry s ta l m odel assum ing  tw o  sets o f tra p s  an d  a c tiv a to r  levels 

is  used .
5. O n ly  th e  te rm s  o f  eq u a tio n s  (8) a n d  (10) a re  considered . T he o th e r  

te rm s  o f  e q u a tio n s  (1) — (4) an d  space  charge effects are  fu lly  n eg lec ted .
6. T he su rface reco m b in a tio n  is rad ia tio n le ss .
7. O n ly  one ty p e  o f  ca rr ie r  is ta k e n  in to  co n sid e ra tio n . In  th e  an a ly sis  

e q u a tio n  (10) is app lied .
In  consequence o f a ssu m p tio n s 1) — 2) th e  c ry s ta l can  be considered  as 

sem i-in fin ite  an d  a one-d im ensional, p lan e  geo m etry  can  be  ad o p ted .
I n  th e  ca lcu la tio n s th e  ж-axis is ta k e n  p a ra lle l w ith  th e  in c id en t e lec trons 

an d  th e  o rig in  o f th e  sy s tem  is chosen  on  th e  c ry s ta l su rface . T h u s, e q u a tio n  
(10) becom es:

0 =  g(x ) -  P l r p +  D p * (15)

A c a Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 3.



E F F E C T S  IN  E L E C T R O N  B O M B A R D M E N T  IN D U C E D  P R O C E S S E S 2 2 9

E q u a tio n  (15) is v a lid  fo r s tead y  s ta te  122122 processes. I n  th e  analysis 
o f  tim e  d ep en d en t processes th e  sim plify ing  assu m p tio n s 5) a n d  7) can n o t be  
u sed  an d  th e  effects of tra p s  m u s t be ta k e n  in to  accoun t [12].

T he d iffusion  o f ex c ita tio n  energy  is d e te rm in ed  b y  th e  am b ip o la r d iffu 
sion o f e lec trons an d  holes [2 5 ] . T he d is tr ib u tio n  o f exc ited  a c tiv a to r  cen ters 
is d e te rm ined  b y  th e  d iffusion  an d  reco m b in a tio n  of m in o rity  carriers, i. e. 
holes in  su lph ide  phosphors, a n d  by  th e  e x c ita tio n  d en sity  g(x).  E q u a tio n  
(15) corresponds to  th e  fu n d a m e n ta l eq u a tio n s  of p h o to c o n d u c tiv ity  derived  
b y  R it t n e r  [32]:

g(x )
1 dP(x)  

Л Е  dx
(16)

u sin g  th e  sym bols:
i 0 =  th e  b o m b ard in g  c u rren t d e n s ity ;
P 0 =  i 0V  th e  in c id e n t b eam  pow er/cm 2;
P(x)  =  th e  b eam  pow er a t  d e p th  x  in  th e  c ry sta l;
Л Е  =  th e  w ork  done to  c rea te  an  e lec tron -ho le  p a ir;

A E  =  13 eV for Z n S - A g - C l  [1];
R  =  th e  ran g e  o f in c id e n t e lectrons.
In  p rac tice  g(x)  can  be ca lcu la ted  b y  som e ap p ro x im a te  fo rm ula , c. g. 

b y  th e  K o l l e r — A l d e n  [26] or b y  th e  Y o u n g  [22] re sp . F e l d m a n  [23] 
fo rm ula . A ccord ing  to  K o l l e r :

g(x)
1 3

A E  К  V 2
1 —

K  F 2

«(*) =  0

i f  0  <C x  <CR, 

i f  x  )> R .
(17)

F o r ZnS cry sta ls  К  =  1,8 • 10 12 V -2 cm an d

R =  K V b =  К  V 2. (18)

T h e  Y o u n g  fo rm u la  is m ore sim ple:

# )  =  - , 1r , P„°- if  0 < * < R ,  (19)
Ahj к

g(x) =  0 if  x  >  R,

R  =  K V b. (20)

К  and  b are m a te r ia l c o n s ta n ts . A ccording to  Y o u n g  К  =  11 ,5 /g • 10^e-cm  
(g  =  th e  d en sity  o f th e  c ry sta l)  an d  b =  1,35.

F e l d m a n  gives К  =  63 Â  an d  b =  2,4 fo r  ZnS resp . К  == 12 Â  and  6 =  3 
fo r  Z n2S i0 4. In  (20) V  is g iven  in  k V  u n its .
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T h e  K o l l e r — A l d e n  fo rm ula  gives a s tro n g ly  decreasing  ex c ita tio n  
d en sity , in  co n rast to  Y o u n g , w ho fo u n d  a un ifo rm  ex c ita tio n  d e n s ity  over 
th e  p e n e tra t io n  d e p th  o f p rim aries . T h e  analysis w as ca rried  o u t fo r b o th  
k inds o f  law s.

3.1 The Koller— Alde n  approx imat ion  

C om bin ing  e q u a tio n s  (10) an d  (17) gives:

I f  0 О

0 =
A E  K V 2 

' R .  F o r  ж Y R :

K V 2

0 = -  - K  
p

D,
d2p

dx2

(21a)

(21b)

T h e  so lu tio n  of (21a) is:

P i( x )  =  ß x  C 2 e x p —ßx- \ -
IP

2a2y
(22a)

w ith  th e  n o ta tio n s :

ß 2 =
1

D P r p
У

P  о 3
D p A E  K V 2

1
а — —  .

K V 2

F o r  X ;>  R:

p 2{x) =  C3 exp  ß x  -(- C4 exp — ßx. (22b)

T h e  c o n s ta n ts  Cv . . .,C4 can he  d e te rm in ed  b y  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s:

DpPm =  Spi(0), (23a)

PÁR) =  P Á R )’ (23b)

PÁR) = P Á R ). (23c)

p á x) =  0 if  X  —> CJO. (23d)

T h e  fo u r b o u n d a ry  cond itions a re  g iven b y  th e  su rface  reco m b in a tio n  
(S =  th e  su rface  reco m b in a tio n  ve lo c ity ) an d  b y  th e  con tin u o u s d is tr ib u tio n  
o f holes (23b and  23c). p 2(x) van ishes fo r  x  -> со.
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F ro m  (21a) — (23d) follow:

C , = --------— , а = е х р / Ш ,
ß i a

C 2 =  C,
D p ß — S 2 ay D

D pß  +  S  D pß + S \ ß 2 

C3=  0,

P_ +  J L  +  2fl2y

Q  — С4 a2 -f- C 2 +
2a2ya

(24a)

(24b)

(24c)

(24d)

3.2 The  Young approx imation  

C om bin ing  eq u a tio n s  (10) and  (19) gives:

an d

0 =
A E R

dtp

d x 2
if  0 < x < R

0 = + D P
d2p
d x 2

if  я: >  R .

(25a)

(25b)

T h e  so lu tio n  of (25a , b ) is s im ilar to  th a t  of (22 a , b ) , th e  b o u n d a ry  c o n d i
tions are  id en tica l w ith  (2 3 a—d).

P i( x ) =  Ci e x P ßx  +  C2 e x p —ß x  +  —
ß 2

i f  0 <  t  <  fi, (26a)

p 2(x) =  C3 ex p  ß x  -f- C4 e x p —ß x if  x  R , (26b)

1 P
ß 2-  , V -  A 0 ;

D p t p A E D p R

У n C. = ------- -—  , a =  ex p  ßR,
2aß 2

(27a)

С -  У S  ( i  D p ß 2 а  j , (27b)
'  2aß2 D p ß + S  \ S

c 3 =  0, (27c)

C4 =  — a 2 C 4 -f- C2. (27d)
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3.3 . The calculation o f  the cathodoluminescence 
emission

T h e d e n s ity  N(x )  o f p h o to n s  e m itte d  is g iv en  b y  (11). T h e  to ta l  n u m b e r  
o f p h o to n s  e m itte d /c m 2 sec. th e  lum inescence em ission  L (F ) , c a n  be ca lcu la ted  
from  th e  fo llow ing  expression  (K 0 is th e  av erag e  energy  o f p h o to n s):

L ( V )  =  E 0 J  N(x)  dx,

IX  со

L ( F ) = - ^ ~  j j p  j (*) d x +  j p 2 (x) dx  j

(28),

(29)

L (F )  can  be ca lc u la ted  fro m  (22a, b) o r (26a, b ) . T hus:

L ( V )  =  r,0 P 0 1 3  Q
ß R

1 +  - * _________________
ß 2R 2 ß R  ß 2R 2a

(30)

acco rd in g  to  th e  K o l l e r — A l d e n  a p p ro x im a tio n , resp .:

1 — exp  — ßR
L ( V ) = V o P 0 1 -  Q

ß R

using  th e  Y o u n g  a p p ro x im a tio n . T he in tr in s ic  effic iency  is d e fin e d  as r j 0 =

(31)

£ o
AE*

F o rm u las  (30) a n d  (31) co n ta in  Q, Q =
D p ß +  S

. Q is a p a ra m e te r  c h a ra c te 

r is tic  fo r loss th ro u g h  su rface  reco m b in a tio n . F o r  very  low  su rface  recom bi
n a tio n  v e lo c ity : Q ш, 1 an d :

L ( V )  =  VoP 0. (32)

In  a s im ila r m a n n e r , for v e ry  low  v o ltages R ß  1 an d  fo r v e ry  large  S:Q  =  1 
an d

L ( V )  =  v  о  p » \ i - Q \ i -  “ “ ßR  H~ ß°'R2 - ■ ■ ■

re sp .:

L ( V )  =  rl0P 0 \ l  -  Q 1 ------—  ßR  +  1 ß 2 R 2
2 3

rjpPoßR
4

Vo p o ßR

(33)

(34)
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4. The voltage dependence o f  cathodolum inescence

In  fo rm ulas (30) a n d  (31) L ( V )  is g iv en  in  te rm s o f  ß R .  F ro m  th e  ra n g e - 
energy  re la tio n  L ( V )  can  be  expressed  b y  V.  F rom  (30) an d  (18) i t  follow s:

L ( V )  =  V o i 0 \ V -  3Q
k ß V 2 K 2ß 2V i

+  -
K 3ß 3V*

(1 -  e x p — ß K V 2)

(35),

Fig.  2. T heoretical L ( V )  curves based on the K oller— A l d e n  approxim ation. E xperim ental
points denoted by (x)

In  a sim ilar m an n e r, th e  Y o u n g  a p p ro x im a tio n  g ives:

L ( V )  — rj0 i 0 V -  Q 1 ~  ™ P - ß KVb  I 
ß K V » - 1 j

(36)
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E q u a tio n s  (30) — (36) c o n ta in  ß .  Since

g 1 1
]fDp Tp L

(37)

//

Fig.  3. Theoretical IA V)  curves based on the Y o un g  approxim ation. Experim ental points
denoted b y  (x )

t h e  d iffusion  le n g th  of m in o rity  carries L  re sp . th e  am bipo la r d iffusion  le n g th  
m a y  be d e te rm in e d  b y  co m p arin g  th e  th e o re tic a l and  e x p e rim e n ta l L ( V ) 
c u rv es , ß  is a n  unko w n  q u a n ti ty ,  th u s , to  fa c il i ta te  th e  ca lcu la tio n  fo rm ulas 
{30) an d  (31) w ere used . T he th e o re tic a l L( V)  cu rv es  w ere f i t te d  to  th e  ex p e ri
m e n ta l ones an d  p lo tte d  a g a in s t V ß R  acco rd ing  to  (18) re sp . versus ( ß R ) 1̂  
acco rd in g  to  (20), since V  is p ro p o rtio n a l to  (ßR)'^b.

The ca lcu la tio n s  w ere ca rried  o u t for sev era l va lues of Q u s in g  th e  K o l l e r - 
A l d e n  (b =  2 ), Y o u n g  (b =  4 /3 ) an d  F e l d m a n  (b =  2 ,4  fo r ZnS) range-
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energy  re la tio n s . T he re su lts  are p resen ted  in  F igs. 2 —4. T h e  shape of th e  th e o r 
e tica l L ( V )  cu rves is s im ilar to  th a t  of th e  ex p e rim en ta l one  p resen ted  in  F ig . 1. 
T he th e o re tic a l curves e x h ib it a low v o lta g e  ta il  and l in e a r  section  th e  in te r 
sec tio n  (ß R d)1/b o f w hich w ith  th e  h o riz o n ta l ax is co rresponds to  th e  d e a d  v o l
tag e . T he th e o re tic a l v a lu e  o f  V d depends on  Q and  ß,  i. e. o n  th e  p re su m e d

Fig. 4. Theoretical L ( V ) curves based on the Y oung— F el d m a n  approxim ation. E xperi
m ental points denoted by (x )

su rface reco m b in a tio n  v e lo c ity  and  d iffu sio n  len g th . B y  su itab le  choice of 
Q th e  ex p e rim en ta l cu rve  can  be f i t te d  to  a ce rta in  cu rv e  o f Figs. 2 —4. W hen  
m atch in g , th e  v e rtic a l scale is g iven b y  a h ig h  voltage (8 — 10 kV) e x p e rim e n ta l 
p o in t, th e  h o rizo n ta l one is d e te rm in ed  b y  th e  e x p e rim e n ta l V d.

T he in te rsec tio n  o f  th e  lin ear sec tio n  w ith  th e  h o rizo n ta l ax is  varies 
w ith  Q in  th e  F igures b u t  i t  falls in to  th e  in te rv a l (ß R d) ^ b ~  0 ,5—1. T h u s  th e  
m ag n itu d e  o f  ß  is g iven  b y  R d =  K V b. T h is is n o t su rp ris in g . As describ ed  
in  [1—4] th e  d ead  v o ltag e  is a t tr ib u te d  to  th e  dead su rface  layer o f c ry s ta ls .
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I n  th is  w ay  th e  d ead  lay e r h a s  o b ta in ed  a p h y s ic a l in te rp re ta tio n . I ts  th ic k n e ss  
h a s  th e  m a g n itu d e  of th e  am b ip o la r d iffu sio n  len g th  o f  re leased  c a rr ie rs , 
lo s t  on th e  c ry s ta l  surface b y  reco m b in a tio n .

T he low  v o ltag e  ta i l  o f  th e  th e o re tic a l L ( V)  curves is d e te rm in ed  b y  th e  
v a lu e  o f Q, i. e. i t  is co n n ec ted  w ith  th e  su rface  re c o m b in a tio n  v e lo c ity .

2 3 6  GY. G E R G E L Y

4 .1 . Experimenta l  results

T he e v a lu a tio n  o f e x p e rim e n ta l re su lts  w ill be p re se n te d  on h a n d  o f  
a  cub . Z n S —A g — Cl sam ple, d iscussed  in  [1, 2 ]. V d =  1,8 k V  was fo u n d  fo r  
th e  m icro c ry s ta llin e  sam ple.

A good ag reem en t of th e o re tic a l a n d  ex p e rim en ta l d a ta  was o b ta in e d  
b y  ap p ly in g  an y o n e  of th e  a p p ro x im a tio n s  m en tio n ed  a n d  th e  resu lts  w e re  
o n ly  s lig h tly  d iffe ren t. The f i t t in g  of th e  cu rv es  gives:

T he m a g n itu d e  of th e  d iffu sio n  le n g th  is  th e  sam e, 0,1 m icron  for e a c h  
a p p ro x im a tio n , p ro v in g  th e ir  p ra c tic a l u se fu lness. P e rh ap s th e  recen t v a lu e s  
o f  F e l d m a n  a re  th e  m ost re liab le .

The su rface  reco m b in a tio n  velocity  c a n  b e  ca lcu la ted  fro m  th e  e x p e r i
m e n ta l va lues o f  Q and  ß

ß D P Q
1 -  Q

S =  -1—г p A— — 1 k T

1 -  Q L
* И'р (38)

A c ta  Phys. H ung. Tom . X I I .  Fase. 3.

1
(ßRdy  =  0 , 8 8  Q =  0,8 ( K o l l e r — A l d e n ) ,

3
( ßRdy  =  0,72 Ç  =  0,9 ( Y o u n g ) ,

1
(ßRd) ^  =  0,54 0  =  0,7 ( Y o u n g — F e l d m a n ).

E v a lu a tin g  th e  resu lts  g iv es:

R  K
L  = ------ ^— = --------- —  =  755 Â  ( K o l l e r — A l d e n ) ,

0,88 2 0 ,7 8 2  v '

R K V  !>33
L  =  — — —  = ----- ^—  =  955 A  ( Y o u n g )

0,724/3 0 ,6 4 5  v ;

a n d
ï? j r y  2,4

L  — ---------------- - -= --------- -— = 1 1 3 0  Â  ( Y o u n g — F e l d m a n ) .
0 , W W  0 ,2 2 8  v
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acco rd in g  to  E in s t e in ’s law . I t  is m ere ly  th e  m ag n itu d e  o f  S  t h a t  can  b e  e s ti
m a te d  because  fo rm ula  (38) co n ta in s D p re sp . fip, being  a n  u n c e rta in  q u a n t i ty .  
jnp can , how ever, be  c a lcu la ted  from  L  a n d  rp:

Vp
e L 2

k T r p *
(39)

U n fo rtu n a te ly , th e  ex ac t v a lu e  of r p is u n c e rta in  since i t  m ay  be o n ly  e s ti
m a te d  from T p =  1 IclvaA tOLv a  being  u n c e r ta in . I ts  m a g n itu d e  varies b e tw een  
10- 8 — 10~9 cm 3 sec-1  [18, 19]. U sing th e  Y o u n g — F e l d m a n  value o f L

=  11,5 resp . 115 cm2U-1 sec-1

fo r
oly a  — U U ®  resp . 10-8  ( rp =  4,35 • 10-1 ° re sp . 10-11 sec).

T h e  v a lu e  11,5 is m ore  reasonab le  fo r th e  m o b ility  o f  holes in  ZnS m ic ro 
c ry s ta ls . fXp va ries  b e tw een  1 — 100 cm 2Y_1 sec- 1 . W ith  [A,p =  11,5

S  =  1,58 • 105 cm sec-1 ( K o l l e r — A l d e n ) ,

S =  2,82  • 105 cm sec -1 (Y o u n g ),

S  =  6,16  • 104 cm sec-1 (Y o u n g — F e l d m a n ).

A ccord ing  to  th e  u n c e r ta in ty  o f ц р S  v a rie s  be tw een  6 • 103—10® cm sec-1- 
T he la t te r  va lue  is v e ry  h ig h  h u t  n o t im possib le  for irreg u la r-sh ap ed  m ic ro 
c ry s ta ls , i ts  u p p e r lim it b e in g  given b y  th e  th e rm a l v e lo c ity . U n fo rtu n a te ly , 
la rg e  single c ry sta ls  w ere n o t a t  ou r d isposa l, h u t  th e  m icro cry sta ls  s tu d ie d  
(d ia m e te r  8 —15 m icron) fu lfilled  th e  co n d itio n s of th e  f i r s t  assu m p tio n  in  3.1) 
as to  th e  m ag n itu d e  of L  ( ~  0,1 m icron) a n d  R  ( ~  1 m icron ).

A  d e ta iled  s tu d y  o f th e  v o ltag e  dependence o f ca th o d o lu m in escen ce  
w as g iven  in  [1, 2]. The d iffusion  leng th  in  phosphors d esc rib ed  in  [1] w as ca lcu 
la te d . Since К  an d  b w ere g iven on ly  fo r ZnS and  Z n 2S i0 4 b y  K o l l e r  resp . 
F e l d m a n , th e  e v a lu a tio n  w as carried  o u t  u sin g  Y o u n g ’s d a ta  for each  sam ple . 
W illem ite  w as an a lysed  b y  F e l d m a n ’s fo rm u la  too . T he re su lts  are su m m arized  
in  T ab le  I I .

U sing  F e l d m a n ’s fo rm u la  L  =  213 A  w as o b ta in e d  fo r a Z n 2S i0 4-M n 
sam ple w ith  Vd =  1,1 k V , c o n tra ry  to  680Â  derived  fro m  Y o u n g ’s d a ta . 
T h e  d isc rep an cy  is due to  К  — 12 Â  g iven  b y  F e l d m a n . T his la t te r  v a lu e  
seem s to  be  v e ry  low  a n d  needs fu r th e r  co n firm a tio n . T h e  densities o f  ZnS 
(4,1) a n d  o f w illem ite (4,2) c ry sta ls  are  p ra c tic a lly  eq u a l, th e  g rea t d ifference 
in  th e ir  К  values is im p ro b ab le .
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Table II

Phosphor Dead voltage kV
Diffusion ength Á

Y oung Feldman

Hex.Zr S—Ag— Cl 1,4— 1,8 680— 955 620— 1130
Cub.ZrS—A g— Cl 1,4— 1,8 680— 955 620— 1130
H ex.Z rS—Cu— Cl 2 1100 1525

Cub.ZnS— Cu— Cl 1,8 955 1130

H ex.ZnS— Cl 1,4 680 620
50 ZnS— 50 CdS— A g —Cl 1,4— 2,3 620— 1220
Zn2S i0 4— Mn 1 — 1Д 595—  680 213
(ZnBe)2S i0 4— Mn 1 430

(CaM g)(Si03)2— Ti 1,33 750
Mg2W 0 5 1,5 550
C aW 04 1,6 550
3 Ca3(P 0 4)2CaFCl— Mn— Sb 0,95 520
ZnO 2,4— 3,3 1140— 2190

T he m a g n itu d e  of th e  a m b ip o la r d iffu sion  len g th  in  severa l p h o sp h o rs  
v a rie s  be tw een  0 ,05  — 0,2 m ic ro n , th e ir  Q v a lu e s  v a ry  b e tw een  0,7 — 0 ,9 , th u s ,  
th e ir  surface reco m b in a tio n  v e lo c ity  has th e  sam e h igh  m ag n itu d e  as t h a t  
o f  th e  Z nS —A g sam ple.

4 .2 . Comparison with the results o f  other authors

T he d iffu sion  len g th  o f  low  energy  in te rn a l  secondaries excited  b y  h ig h  
en erg y  ß  an d  y  ra y s  in  lu m in escen t c rysta ls  w as estim a ted  b y  K a l l m a n n  [1 2 ]. 
K a l l m a n n  s tu d ie d  th e  in flu e n c e  of tra p s  u p o n  th e  b u ild u p  o f lum inescence 
ex c ited  b y  h ig h  energy  b u t  v e ry  low  in te n s ity  ra d ia tio n . T h e  rad iu s  of e x c ita 
t io n  channels h a s  th e  m a g n itu d e  o f th e  d iffu sio n  len g th  a n d  varies b e tw een  
0 ,05  — 0,18 m icro n s for ZnO  re sp . ZnS ty p e  ph o sp h o rs . K a l l m a n n  a t t r ib u te s  
i t  to  in te rn a l seco n d ary  e lec tro n s .

D a n ie l  a n d  cow orkers [27] e s tim a te d  th e  m ag n itu d e  of th e  d iffu sio n  
le n g th  in  ZnS ty p e  p h o sphors, w hen  s tu d y in g  th e  m o d u la tio n  of p h o to lu m i
nescence by  e lec tric  fie lds, to  be  0,1 m icron .

K a l l m a n n ’s a n d  D a n i e l ’s r e su lts  a re  in  g o o d  a g re e m e n t w ith  o u r  d a t a .  
A s im ila r  c o n f irm a tio n  is g iv e n  b y  th e  r e c e n t  in v e s t ig a t io n s  o f  E h r e n b e r g  
s tu d y in g  th e  p e n e tr a t io n  o f  e le c tro n s  in to  lu m in e s c e n t c r y s ta ls  [28, 33 ].

T he a u th o r  is n o t aw are  o f  o th e r d a ta  re la tin g  to  lu m in escen t c ry s ta ls . 
R e c e n tly  sev era l au th o rs  h a v e  pub lished  d a ta  on th e  d iffu sio n  p h en o m en a
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in  p h o to co n d u c to rs  [25, 29 — 31]. T hese w ill be  d iscussed  in  P a r t  I I  o f  th is  
p ap er. H ere  only  D i e m e r ’s [29] re su lts  sh a ll be m en tio n ed . D i e m e r  has fo u n d  
0,1 m icron  fo r th e  d iffusion  le n g th  of holes in  CdS, his v a lu e  w as d e te rm in e d  
b y  th e  p h o to e lec tro m ag n etic  effect.
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ДИФФУЗИОННЫЕ ЯВЛЕНИЯ ПРИ ПРОЦЕССАХ, ВОЗБУЖДЕННЫХ 
ЭЛЕКТРОННОЙ БОМБАРДИРОВКОЙ

I. Катодолюминесценция 
д ь .  Г Е Р Г Е Л Ь

Р е з ю м е

В работе дается анализ процессов, возбужденных электронной бомбардировкой; 
принимаются во внимание и поверхностная рекомбинация и диффузия. Комбинируются 
диффузионное уравнение Дэвора и законы Коллера—Алдена, Юнга и Фельдмана, описы
вающие потери энергии и глубину проникновения электронов.

Катодолюминесценция описывается на основе модели Шэн—Клазенса. Люминес
центные процессы при условиях возбуждения 1 — 15 kV, 1 /tA/см2 могут быть охаракте
ризованы в люминофоре ZnS кодовым номером 122122 Клазенса. Диффузия неосновных 
носителей зарядов описывается линейным дифференциальным уравнением.

Кривая зависимости яркости от напряжения, определенная теоретически, хорошо 
согласуется с данными опыта. Анализом кривых определялись диффузионная длина L 
и скорость поверхностной рекомбинации S. Для этих величин в случае многих люмино
форов получены значения:

L =  0,05 — 0,2 микрон и S =  6.103 —106 см. сек-1. Оценка времени жизни и 
.подвиж ности дырок в ZnS приводит к результатам: тр =  4,4.10-10сек, цр =  11 см2/Усек.
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ÜBER DIE INTERFERENZ VON PHOTONEN

Von

T h . N e u g e b a u e r

INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND EÖTVÖS UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(Vorgelegt von K. N ovob átzk y . —  E ingegangen: 4. VIII. 1960)

Zur Aufklärung des Paradoxons, dem gem äss im sichtbaren und in den noch  kurzwelli
geren G ebieten ein L ichtquant wenigstens dem  Anscheine nach  nur m it sich selbst interferiert, 
im R adiow ellengebiet dagegen verschiedene Photonen notw endigerweise m iteinander inter
ferieren m üssen, wird die Frage, w as eigentlich  geschieht, wenn ein quantenm echanisches 
System  nacheinander mehrere Photonen em ittiert, näher betrachtet. Dabei wird gezeigt, dass 
bei M olekülen, A tom en, Atomkernen usw . zwischen den aufeinander folgenden Photonen  
keine Phasenbeziehungen bestehen, für diese Art der A ussendung von L ichtquanten wird 
deshalb die Benennung phasendiskontinuierliche E m ission vorgeschlagen. Im  Falle einer 
R adioantenne muss dagegen jedes P hoton  die Phase des unm ittelbar vorangehenden notw en
digerw eise fortsetzen. D iese Erscheinung nennen wir phasenkontinuierliche E m ission . Weiter 
wird gezeigt, dass bei der ersten Art der Aussendung von  L ichtquanten die v o n  der W echsel
wirkung von  verschiedenen Photonen verursachten Interferenzerscheinungen sich zeitlich  
notw endigerweise herausm itteln m üssen, also für uns unbeobachtbar bleiben, bei der zweiten  
Art dagegen nicht. Zwei Fälle, in denen Übergänge zwischen diesen beiden A rten der Emission 
auftreten , werden besprochen.

Einleitung

B ek an n te rw e ise  w urde d ie  T heorie  der In te rfe ren z - u n d  D iffrak tio n s
erscheinungen  n a c h  der k lassischen  e lek tro m ag n e tisch en  T heorie  sehr w e it
gehend  au sg e a rb e ite t, und  alle e rh a lte n e n  R e s u lta te  w urden  d a b e i a u f experi
m en te llem  W ege g länzend  b e s tä t ig t .  N ach der E n td e c k u n g  der Q u a n ten m ech a 
n ik  bzw . der P h o to n e n th e o rie  e n ts ta n d  d a n n  das P roblem , w ie m an  diese 
k lassisch en  R e su lta te  im  S inne  d er Q u an ten m ech an ik  u m z u d e u te n  h ab e . 
D a b e i h a t  sich d e r G edanke, dass das k lassische P rin z ip , dem gem äss n u r k o h ä 
re n te  L ic h ts tra h le n  m ite in a n d e r in te rfe rie ren , d u rc h  das G esetz  zu erse tzen  
i s t ,  dem gem äss e in  L ic h tq u a n t n u r  m it sich se lb s t in te rfe rie rt, im  s ich tb a ren  
u n d  in  den an g renzenden  G eb ie ten  besten s b e w ä h rt. E b en so  fü h r t  dieses 
P r in z ip  bei d er D eu tu n g  d e r R ö n tg en in te rfe ren ze rsch e in u n g en  u n d  auch im  
■v-Strahlengebiet a u f  keinen  W id ersp ru ch . E s  se i n u r  noch b e m e rk t, dass m a n  
fü r  d ie K ohärenz länge  des s ic h tb a re n  L ich tes u n g efäh r 1^> m  gefunden  h a t  
(neuerd ings is t  es sogar ge lu n g en , du rch  se h r  saubere  V ersu ch sb ed in g u n g en  
d iese  L änge a u f  einige M eter zu  erhöhen). W ir k ö nnen  also d iese  D istanz  im  
a llg em ein sten  S inne des W o rtes  als eine »A usdeh n u n g «  der L ic h tq u a n te n  im  
s ic h tb a re n  G eb ie t deu ten .
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S e lb s tv e rs tä n d lic h  fü h rt die k lassische e lek tro m ag n e tisch e  T h eo rie  au c h  
im  G eb ie t der R ad iow ellen  zu R e su lta te n , d ie  m it  d er E rfa h ru n g  v o lls tä n d ig  
ü b e re in s tim m en . W en n  w ir jed o ch  au ch  h ier d a s  erw äh n te  P r in z ip , dass e in  
P h o to n  n u r  m it s ich  se lb st in te r fe r ie r t , an w enden  w ollen  so s to ssen  w ir gleich  
a u f W id e rsp rü ch e . D av o n  seien n u r  einige e rw ä h n t:  R ek an n te rw e ise  in te r 
fe rie ren  be i dem  E m p fa n g  eines en tleg en en  S en d ers  die b o d e n n a h e , u n d  die 
an  d e r Io n o sp h ä re  re f le k tie r te  W elle m ite in a n d e r (F ad in g ). N ach  d em  e rw ähn
te n  P r in z ip  m ü sste  m a n  also je tz t  an n eh m en , d as  diese um  w en ig sten s n eun  
G rössenordnungen  k le in e ren  Q u a n te n  eine »A usdeh n u n g «  von  d e r  G rössen
o rd n u n g  von  w en ig sten s 100 k m  h a b e n . A bgesehen  davon  in te rfe r ie re n  j a  
aber a u c h  W ellen  m ite in a n d e r, d ie  v o n  zwei geograph isch  v o n e in a n d e r  seh r 
w eit lieg en d en  S en d ern  e m ittie r t w e rd en , u n d  es w äre jed en fa lls  eine seh r 
ab en teu erlich e  H y p o th e se  an zu n eh m en , dass m a n  diese noch als e in  einziges 
q u an ten m ech an isch es  S ystem  b e tra c h te n  k ö n n te  u n d  dass sie dem zufolge 
gem einsam  ein P h o to n  em ittie ren  w ü rd en . E s in te rfe rie re n  au sse rd em  auch  
in  e inem  T ran sp o n ie ru n g sem p fän g er d ie  em p fan g en e  u n d  die lo k a l von  d e r 
O sz illa to ren rö h re  e rzeu g te  W elle. W e ite r  in te rfe r ie re n  ja  ’eben fa lls  die von  
zwei G en e ra to ren  e rzeu g ten  tech isch en  W echselström e m ite in a n d e r, w as das 
e rw äh n te  P a ra d o x o n  n och  k o m p liz ie rte r  m ach t.

D ie A n nahm e, dass P h o to n en  im  s ic h tb a re n  u n d  in  den  an g ren zen d en  
G eb ie ten  u n d  au sserd em  im  R ö n tg en - u n d  y -S trah len g eb ie t zw ar ta ts ä c h lic h  
n u r m ite in a n d e r  in te rfe rie re n , im  R ad io w ellen g eb ie t dagegen  n ich t, w ä re  je d e n 
falls m it seh r grossen th eo re tisch en  S ch w ierig k e iten  v e rb u n d en . M an  m üsste  
d a n n  z. B . an n eh m en , dass zw ischen d em  U ltrak u rzw ellen g eb ie t u n d  d e n  in fra 
ro te n  G eb ie t (die k o n tin u ie rlich  in e in a n d e r  übergehen ) ein  In te rv a ll lieg en  m uss, 
in  dem  versch ied en e  L ic h tq u a n te n  m ite in a n d e r  » te ilw eise«  in te rfe r ie re n  usw . 
M an k a n n  j a du rch  te c h n isc h  (z. B . v o n  K ly stro n en ) e rzeu g te  e lek tro m ag n e tisch e  
W ellen  Q u a n te n sp rü n g e  (z. B . R o ta tio n sü b e rg ä n g e  v o n  m eh ra to m ig e n  Mole
külen) a n reg en , w as d as  e rw äh n te  P a ra d o x o n  sehr an sch au lich  ze ig t.

§1

U m  d iesen  sehr e rn s t ausseh en d en  W id e rsp ru ch  aus der T h eo rie  bese i 
tig en  zu k ö n n en , w ollen w ir zuerst das P ro b lem  d e r sukzessiven A u sse n d u n g  
v o n  m eh re ren  P h o to n e n  v o n  dem selben  S ystem  (A to m , R a d io a n te n n e  usw .) 
b e tra c h te n .

Sehen  w ir uns also zu e rs t den F a ll  a n , in  dem  e in  angereg tes A to m  seine 
ganze E n e rg ie  n ich t in  e in em  einzigen  Q u a n te n sp ru n g  v e rlie rt, so n d e rn  m eh 
re re  P h o to n e n  n a c h e in a n d e r in  einer K a sk a d e  e m itt ie r t .  E s is t k la r, dass  n ach  
d e r A u ssen d u n g  von  je d e m  Q u an t das frag liche  A to m  in  einem  ganz a n d e ren  
Q u a n te n z u s ta n d  Z urückb le iben  w ird, d ie  au fe in an d erfo lg en d en  P h o to n e n  b e s i t
zen  au sse rd em  eine v o n e in a n d e r ganz versch iedene  F req u en z  usw . Z w isch en
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d iesen  P h o to n en  w erde  n  also keine  P hasen b ez ieh u n g en  b e s te h e n . K lassisch  
gesprochen  gehören zu  ih n e n  in k o h ä re n te  W ellenzüge. G enau  dieselben  V er
h ä ltn isse  w erden  au ch  im  R öntgen- u n d  y -S trah len g eh ie t a u f tre te n . W ir w ollen  
d iese A rt d er A ussendung  von  P h o to n e n  phasendiskontinuierliche E m iss ion  
n ennen .

G enau  der en tg eg en g ese tz te  F a ll lieg t im  R ad iow ellengeb ie t vor. D ie 
k le ine  E nerg ie  eines au sg esan d ten  P h o to n s  is t  h ie r  näm lich  im  V ergleich z u r 
E n e rg ie  d e r A n ten n e  eines Senders ab so lu t u n b e d e u te n d . N ach  d e r A ussendung  
eines solchen Q u an ts  b le ib t also  das B e tra c h te te  » q u an ten m ech an isch e  
S ystem « p rak tisch  in  dem selben  Z u s ta n d e  zu rü ck . D as d arau ffo lg en d  e m ittie r te  
Q u an t w ird  also n ic h t n u r  d ieselbe F requenz  b es itzen , so n d ern  m uss auch  d ie  
P h ase  des v o ran g eh en d en  fo rtse tzen . W äre d as  näm lich  n ic h t  der F a ll, so 
w ürde  m an  m it den e in fach sten  rad io tech n isch en  E rfah ru n g en  in  die k ra sse s ten  
W id ersp rü ch e  g e ra ten  u n d  ausserdem  se lb s tv e rs tän d lich  au ch  m it dem  K o rre 
sp ondenzprinz ip  der Q u an ten th eo rie . E benso  m üssen  die v o n  der A n ten n e  
g leichzeitig  e m ittie r te n  Q uan ten  d ieselbe P h ase  besitzen  usw . W ir wollen d iese  
ganz an d ere  A rt der A ussendung  von  P h o to n en  phasenkontinuierliche E m iss io n  
nen n en .

W enn es also zw ei so g rundversch iedene  A rte n  der L ic h tq u a n te n a u sse n -  
du n g  g ib t, so e n ts te h t  w ieder d ie  F rage , ob au ch  Ü bergangsfä lle  zw ischen  
d iesen  zw ei ex trem en  A rte n  der E m ission  v e rk o m m en , wie ja  d as  in  der N a tu r  
m eistens zu sein p fle g t. T a tsäch lich  sind  so lche in te rm ed iä re  F ä lle  d e n k b a r , 
u n d  w ir w ollen v o n  d iesen  zwei ganz  ty p isch e  besprechen .

§2

B e tra c h te n  w ir also zuerst e in  sehr langes u n d  fast ganz  s ta rre s  (u n d e h n 
bares) lineares M olekül, das also e in  sehr grosses T räg h e itsm o m en t ( /)  b e s i tz t ,  
u n d  nehm en  w ir an , dass es au c h  ein e lek trisch es D ip o lm o m en t p a ra lle l zu  
se iner Achse h a t  u n d  ausserdem , dass seine (k inetische) R o ta tio n sen e rg ie  E rot 
seh r gross is t. B ezeichnen  w ir d ie a u f tre te n d e  W inkelgeschw ind igkeit m it  
cp u n d  die dazugehörende R o ta tio n sfreq u en z  m it vkh so h a b e n  w ir n ach  d e r 
k lassischen  T heorie

-‘rot und Ф 1 2 E,
2 л 2 л I ( 1 )

D as W echselfeld  eines sich  d rehenden  D ipols k ö n n en  w ir als das F e ld  
von  zwei in  zu e in an d e r sen k rech ten  R ic h tu n g e n  (m it der P h asen d iffe ren z  л /2 )  
o szillierenden  D ipo len  besch re iben , w elche e inzeln  b ek an n te rw e ise  das F e ld

E \ = \ H P - sin#
r

( 2)

4 * Acta P hys. H ung, Тот. X I I .  Fase.
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erzeugen . A us (2) k a n n  m a n  d ann  m it  H ilfe  des P o y n tin g sch en  V ek to rs  die 
E m ission  d e r  e lek tro m ag n e tisch en  S tra h lu n g  b e rech n en .

B e h a n d e ln  w ir j e t z t  dasselbe P ro b le m  nach  d e r  Q u a n ten m ech an ik  und  
b eze ich n en  w ir die a u f tre te n d e  R o ta tio n sq u a n te n z a h l m it j .  D an n  fo lg t

E<— >£ r * /+1» (3)
und

v _ A a!^ = _ fL _20+1). ,4)

A us (3) u n d  (4) fo lg t w eiter

1/2
(5)

V erg le ich en  w ir j e t z t  d ie k lassische u n d  die q u an ten m ech an isch e  F o rm el 
fü r die e m it t ie r te  F re q u e n z  (also (1) u n d  (5)), so seh en  w ir, dass d iese  A us
d rücke e in e  w e itgehend  analoge  F o rm  h a b e n . D er U n te rsch ied  b e s te h t  n u r 
d arin , dass in  d er k lassisch en  Form el d ie  m o m en tan e  R o ta tio n se n e rg ie  s te h t; 
diese n im m t also  infolge d e r  E m ission  v o n  e lek tro m ag n e tisch er S tra h lu n g  k o n ti
nu ie rlich  u n d  m ono ton  a b . In  der q u a n te n m e c h an isch e n  F orm el (5) s teh t 
dagegen  s t a t t  d ieser E n e rg ie  ein gew isser M itte lw ert d e r  zum  j - te n  u n d  zum  
( j  l ) - te n  Q u a n te n z u s ta n d  gehörenden  (g eq u an te lten ) E nerg ien , d e n  w ir 
m it E j+ 1 b eze ich n e t h a b e n . D a jed o ch  n a c h  unserer A n n ah m e sow ohl I  als 
auch  d ie  k in e tisc h e  E n e rg ie  sehr gross s in d , so m uss j  ebenfalls e in e  sehr 
grosse Z a h l se in . A u sse rd em  w ird  d a n n  d ie  bei e in em  R o ta tio n sü b e rg an g  
abgegebene E n erg ie  im  V erh ä ltn is  z u r  gan zen  R o ta tio n sen erg ie  re c h t  k lein  
sein. In  d iesem  F alle  geh t a lso  unsere q u a n te n m e c h an isch e  F orm el (5) in  die 
k lassische (1) ü b e r. E s is t  w e ite r  k lar, dass in  d iesem  F a lle  zw ischen  den  n a c h e in 
an d e r k a s k a d e n a r tig  e m ittie r te n  R o ta tio n s q u a n te n  k e in e  P h asen sp rü n g e  
a u f tre te n  k ö n n e n , w eil j a  so n s t bei d e r sch o n  fa s t ganz k lassischen  R o ta tio n  
des M oleküls in  der W in k e lk o o rd in a te  eb en fa lls  ein S p ru n g  a u ftre te n  m ü sste . 
W ir h ab en  h ie r  also einen  F a l l  der e rw ä h n te n  p h asen k o n tin u ie rlich en  E m ission . 
J e  d e fo rm ie rb a re r w ir je d o c h  das M olekül annehm en , d e s to  m ehr w ird  diese 
P h a se n k o n s ta n z  v e rlo ren g eh en . E benso  t r i t t  auch  d ieser F a ll ein , w en n  das 
M olekül sch o n  d u rch  sukzessive  E m ission  v o n  R o ta tio n sq u a n te n  den  g rössten  
T e il seiner k in e tisc h e n  E n e rg ie  v erlo ren  h a t ,  w ell sich  j a  nach  (4) b zw . (5) 
d a n n  bei d e n  au fe in an d erfo lg en d en  E m iss io n en  die q u an ten m ech an isch en  
F req u en zen  sch o n  schnell ä n d e rn . B ei m itte lg ro sse n  W e rte n  von j  t r i t t  also 
d e r  Ü b erg an g sfa ll zw ischen p h a se n k o n tin u ie rlic h e r u n d  p h a se n d isk o n tin u ie r
lich e r E m iss io n  auf.
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§ 3

Als zw eiten  F a ll w ollen  w ir ein e x tre m  s ta rk  an g ereg tes  W asse rs to ffa to m  
b e tra c h te n , das seine E n e rg ie  n u r ganz a llm äh lich  a u f  d ie  W eise v e r lie r t , dass 
d ie  H a u p tq u a n te n z a h l im m er n u r um  e in e  E in h e it a b n im m t. (D er E in fa c h h e it 
h a lb e r b e sch rän k en  w ir u ns a u f  die B esp rech u n g  von  K re isb ah n en , d . h . k u g e l
sy m m etrisch en  E ig en fu n k tio n en .) A us d e r  k lassischen  T heorie  w ü rd en  w ir fü r 
dieses P ro b lem  erh a lten :

wo V die G eschw ind igkeit u n d  r den  H a lb m esse r d er B a h n  b e d e u te t. W e ite r 
fo lgen die b e k a n n te n  G leichungen

und

E  — E kin +  E pot — —  m r
2 r

(? )

( 8)

Aus (7) e rh ä lt m an
e2

Г =  ----- 2~ ’m r

u n d  w enn  w ir dieses R e s u lta t  in  (6) e inse tzen

rnv3

W eite r fo lg t m it H ilfe v o n  (8)

»W =
2 (— E ) 3

771

1/2 I

ле ‘

( 9 )

( 10)

( 11)

A ndererse its  e rh ä lt  m an  aus d e r  Q u an ten m ech an ik  (bzw. au s  d er B o h r
sehen  Q u an ten th eo rie )

und

E n
2л2 rne4 

Л2« 2 ~

E n+1 — E n 2 л 2 me4 (n +  l ) 2 — n.2
h h3 (n  +  l ) 2re2

( 12)

(13)
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A us (12) u n d  (13) fo lg t w e ite r

„ =  ( - K + i ) 3 f 2 1  . ( 2 » + ! ) . ( » + 1 )

q" 2 m \ ne2 n2

V ollfüh ren  w ir den  G ren zü b erg an g  n —у so g eh t (14) ta tsä c h lic h
in  (11) ü ber. E s h a n d e lt  sich  also  e igen tlich  w ied er u m  d en  F a ll, dass in  d e r  
k lassisch en  F o rm e l (11) die augenb lick liche  E n e rg ie  des A to m s s te h t, in  d e r  
q u an te n m e c h an isch e n  F o rm el (14) dagegen d ie  des oberen Q u a n te n z u s ta n d e s . 
D e r U n te rsch ied  zw ischen  den  F o rm eln  (11) u n d  (14) v e rsch w in d e t um so m eh r, 
zu  e in er je  g rösseren  E n erg ie  d as  A to m  an g e re g t w ird , w eil m it  zu n eh m en d er 
H a u p tq u a n te n z a h l d er re la tiv e  U n te rsch ied  d e r E n e rg ien  von  zw ei au fe in an d er
fo lg en d en  B o h rsch en  B ah n en  im  V erh ä ltn is  z u r  G esam tenerg ie  im m er geringer 
w ird .

B ei sehr g rossen  Q u an ten zah len  m uss also  in  dem  h ie r b e tra c h te te n  F a ll 
d ie E m ission  w ied e r ganz p h a se n k o n tin u ie rlic h  ab lau fen , w eil m an  ja  so n st, 
w en n  m an  die k lassische  F o rm el (11) b e tra c h te t ,  w elche die k lassische  U m laufs
freq u en z  des E le k tro n s  a n g ib t, w ied er fo lgern  m ü ss te , dass d as  sich  k lassisch  
bew egende E le k tro n  seine W in k e lk o o rd in a te  sp ru n g h a ft ä n d e r t .  Je  m eh r 
E n e rg ie  jed o ch  das E le k tro n  d u rc h  au fe in an d erfo lg en d e  E m issio n en  von  L ic h t
q u a n te n  v e rlie r t, d esto  m eh r w erd en  sich d ie  F req u en zen  d e r  n ach e in an d er 
au sg e sa n d te n  P h o to n e n  v o n e in a n d e r u n te rsc h e id e n ; die E m iss io n  geht also  
im m er m ehr in  d ie  p h asen d isk o n tin u ie rlich e  ü b e r.

E s sei n u r  n o ch  b e m e rk t, dass m an  zu Z e ite n  der B o h rsch en  Q u an ten 
th e o rie  analoge » K o rre sp o n d e n z b e tra c h tu n g e n «  besonders z u r  an g en äh e rten  
L ö su n g  von  In te n s i tä ts -  u n d  P o la risa tio n sfra g e n  o ft a n g es te llt h a t .

§ 4

U n sere  ob igen  B e tra c h tu n g e n  fü h ren  also zu  d er Schlussfo lgerung , dass 
d ie  A n n ah m e, dass P h o to n e n  n u r  m it sich se lb s t in te rfe rie ren , ganz  u n h a ltb a r  
is t .  L ic h tq u a n te n  in te rfe rie re n  au c h  m ite in a n d e r, ebenso w ie n a c h  der k lassi
sch en  B e trach tu n g sw e ise  zwei a lte rn ie ren d e  e lek tro m ag n e tisch e  F e ld e r m ite i
n a n d e r  in te rfe rie re n . Im  s ic h tb a re n  G ebiet (sowie in  d en  an g ren zen d en  G ebieten  
u n d  im  R ö n tg en - u n d  y -S trah len g eb ie t)  b le ib t je d o c h  diese E rsch e in u n g  u n b e 
m e rk b a r , weil die a u f tre te n d e n  In te rfe ren ze rsch e in u n g en  sich  ebenso  heraus- 
m it te ln  w ie n ach  d e r k lassischen  T heorie  die In te r fe re n z  von  zw ei in k o h ä re n te n  
L ic h ts tra h le n  oder v o n  u n te rb ro c h e n en  (p h asen d isk o n tin u ie rlich en ) W ellen
zü g en , die m an  ja  eben fa lls  z u e in a n d e r in k o h ä re n t n e n n t. G anz d e r en tgegen
g ese tz te  F a ll lieg t im  R ad io w ellen g eb ie t vo r, w eil d o r t  die E m iss io n  p hasen 
k o n tin u ie r lic h  a b lä u f t  u n d  die In te rfe ren ze rsch e in u n g en  sich  deshalb  n ich t 
h e ra u sm itte ln . Ü b erg än g e  zw ischen diesen b e id en  ex trem en  F ä llen  h ab en  
w ir im  § 2 u n d  3 b esp ro ch en .
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E s sei n u r noch  h erv o rg eh o b en , d ass  infolge der n eu e n  A uffassung  der 
In te rfe re n z  von  P h o to n e n  das P r in z ip  d e r E rh a ltu n g  d e r E nerg ie  se lb s tv e r
s tä n d lic h  n ic h t v e r le tz t w ird , u n d  au ch  d ie  Z ah l der L ic h tq u a n te n  b le ib t e rh a l
te n . D ies k a n n  ebenso gezeigt w erden , w ie z. B . in  der k lassisch en  T h eo rie  bei 
d er B e tra c h tu n g  der W echselw irkung  v o n  zw ei k o h ä re n te n  S trah len . S e lb s t
v e rs tä n d lic h  m uss m a n  e rstens die s tre n g e  Theorie d e r  In te rfe ren z e rsc h e i
n u ngen  anw enden  u n d  zw eitens die ganze  In te rfe ren ze rsch e in u n g  b e rü c k 
sich tig en  u n d  n ich t e tw a  n u r den  a u f  e inem  Schirm  au fg efan g en en  Teil d av o n .

ОБ ИНТЕРФЕРЕНЦИИ МЕЖДУ ФОТОНАМИ
Т. Н А Й ГЕ БА У Е Р

Р е з ю м е

Известен тот парадокс, что кванты света в области видимого света и еще меньшей 
длины волн — по крайней мере на вид — интерферируют только сами собой. В то же 
время в области радиоволн различные фотоны по необходимости должны интерфериро
вать одни с другими. Для устранения данного противоречия подробно исследуется во
прос, что происходит на самом деле при одновременном испускании квантовомеханиче
ской системой нескольких фотонов. В связи с этим показывается, что в случае молекул, 
атомов, ядер атомов и др. между фотонами, следующими одни за другими, нет никакой 
фазовой связи. Для испускания квантов света по упомянутому способу предлагается 
наименование фазопрерывной эмиссии. Однако при излучении радиоантенны фаза каждого 
фотона должна следовать за фазой фотона, непосредственно опережающего его. Это явле
ние носит название фазонепрерывной эмиссии. Далее показывается, что при испускании 
квантов света первым способом явления интерференции, происходящие в результате взаи
модействия разных фотонов, по необходимости усредняются во времени, в результате 
чего они для нас не являются наблюдаемыми. При другом способе испускания этого не 
произойдет. Отдельно обсуждаются два случая, в которых между данными видами эмис
сии происходит переход.
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1. Introduction

A m ong th e  decay  p ro d u c ts  o f m uons o n ly  th e  elec tron  is charged , a n d  
one m ay  in fe r th e  p ro p ertie s  of th e  o th e r  tw o  p a rtic le s  of h a l f  sp in  only b y  
observ ing  th e  general p ro p ertie s  o f th e  decay  e lec tro n . A cco rd in g  to  genera l 
op in ion  th e  n eu trin o s  a ris in g  a t  th e  m u o n  d e c a y  an d  a t th e  /З-d e c a y  are id e n 
tic a l. This s ta te m e n t m eans th a t  in  th e  “ w eak  c u rre n t” th e  n e u tra l  p a rtic le  
coupled  w ith  th e  e lec tron  an d  th a t  coup led  w ith  th e  m uon a re  th e  sam e:

p~  —> e~ +  V +  V, p  -> n  -)- ë -j- v.

R ecen tly , how ever, K a w a k a m i  [1] a n d  o th e rs  h av e  sugg ested  th a t  e x p e r i
m e n ta l ev idence ava ilab le  so fa r allow s to  su p p o se  th a t  th e  n e u tra l  p a r tic le  
o f zero m ass (A) co nnec ted  w ith  th e  m u o n  in  th e  “ w eak  c u rre n t”  a n d  th e  n e u t 
rin o  a rising  a t  /8-decay connected  w ith  th e  e le c tro n  are no t th e  sam e:

/т+ ^ е + +  г + Я ,  n ^ p - \ - e ~  +  v ,

pT  ->  e~ +  A -)- V , p  ->  n  A  e+ -f- v.

In  th e  series o f th e  p a r ity  ex p erim en ts  i t  was p ro v e d  th a t  th e  n e u tr in o  (e m itte d  
a t  p o sitive  /З-decay) w as le f t-h a n d  p o la rized  (r^ ). I t  has b een  supposed  t h a t  
th e  r ig h t-h a n d  n eu trin o  (vp) does n o t  occur in  n a tu re . H ow ever, K a w a k a m i  
h as suggested  th a t  i t  does, b u t  t h a t  i t  arises fro m  th e  d ecay  o f  th e  m u o n s. 
W ith  our n o ta tio n  Vp =  A- (In  o u r n o ta t io n  th e  pa rtic le s  a re  connected  in  
w eak  in te ra c tio n  w ith  n eg a tiv e , th e  a n tip a r tic le s  w ith  p o sitiv e  he lic ity  [2].) 
I n  th is  m an n e r K a w a k a m i  has succeeded  in  exclud ing  w ith  th e  help of th e  
assu m p tio n  o f co n se rv a tio n  o f le p to n  n u m b e r [3] and  n e u tr in o  charge [4] 
(o r w ith  th e  co n se rv a tio n  of th e  re s tr ic te d  le p to n  num ber — ev — and  w ith  
th e  sep a ra te  co n se rv a tio n  o f th e  m u o n  n u m b e r / iA — [2]) c e r ta in  processes 
w hich  do n o t occur in  n a tu re  (e. g. —> e~ e~ -f- e~, e -f- y).
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L e t us now  co n sid er th e  possible re su lts  of e x p e rim e n ts  w hich w ill enable  
us to  d ec id e  b e tw een  th e  tw o th e o rie s . I f  r= A , th e n  th e  n e u tra l  p a rtic le  
a ris in g  fro m  /r_-decay  co u ld  induce ß~ -d ecay ; if  у ф Х  th e n  th is  p o ss ib lity  is 
ex c lu d ed . T h e  n e u tra l a n tip a r tic le  o f  /r“ -decay  c e r ta in ly  is v w hich is ab le  to  
in d u ce  /S+-d ecay . (In  th e  sam e w ay  one  can say  t h a t  a t  the  decay  o f  pions 
c e r ta in ly  A arises an d  i t  c a n  induce /1-decay only in  th e  case o f X = v .)  T hus

u~  ->  e~ +  A -f- v v p  —у n  +  e~ is a lw ay s allow ed;

y ~  ->■ e - j - v + A  у n —> p  -f- e+ is a llow ed  only if  k = v .

T h e  la t t e r  is a decisive p rocess b y  w h ich  i t  is possib le  to  d istin g u ish  b e tw een  
th e  tw o  th e o rie s  [2]. T h e re  are th re e  ex p e rim en ta l possib ilities a v a ila b le :

a )  O ne induces /3T-d ecay  w ith  th e  n eu trin o  b e a m  arising  from  / /T-decay .
b)  O ne looks for

+  n ^ p  +  e ~  + e ~  +  v ,  (1)

y + +  n ->  n  +  e + +  e~ +  v. (2)

a t  th e  co llis ion  of a free  m u o n  w ith  a nucleus.
c)  A t th e  decay  o f  /г-m esic a to m s one  looks fo r a c a p tu re  like y ~ - \ - n —>p  +  

-|-e- + e - +  v besides th e  cap tu re  lik e  y +-\- p ^ -  n  +  A. (The d ecay  o f y~  
o ccu rrin g  in  th e  J t-sh e ll induces th e  /3~-decay o f th e  nucleus.)

2. The absorption o f  free neutrinos arising from  muon decay

T h e a b so rp tio n  cross section  fo r  v +  n —у p  +  e~ is

Oabs * *  c m 2  > (Ä =  C =  1 )  ,

w here f  is th e  coupling  c o n s ta n t, f  û=î 10 -32 cm2, q is th e  m o m en tu m  o f th e . 
n e u tr in o . T h e  cross sec tio n  for a n e u tr in o  of 100 M eV  is ab o u t 10-41 cm 2 
I f  th e  f lu x  m uons (or p io n s) is e. g. 105 m uons/sec, th e  f lu x  of A is ro u g h ly  th e  
sam e. I f  th e  m uons go e. g. th ro u g h  a n  absorber o f  a th ickness o f 104 gem -2 
we m ay  e x p e c t 10-9 ab so rp tio n s  p e r seco n d . The cross section  d ep en d s on  th e  
s q u a re  o f  th e  m o m en tu m  o f th e  n e u tr in o , how ever, i t  is d ifficu lt to  p ro d u ce  
a  large in te n s i ty  a t  h ig h  energy.
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3. The weak interaction o f second order o f  m uons with nuclei

L e t us consider e. g. th e  second  order p rocess (Â) (F ig . 1). I f  th e  th eo ry  
o f th e  single n eu tr in o  is r ig h t, th is  p rocess m ust o ccu r, b u t if  Я ф  v i t  is s tr ic tly  
fo rb id d en . I t s  e s tim a te d  cross sec tio n  supposing  Я ф  v, is

3 • IQ -« /L E *

IEi“ I (P l  +  E l)
cm 2 .

W e see t h a t  th is  cross section  grows ra p id ly  w ith  th e  energy o f th e  m uon , b u t 
a t  16 eV  i t  is n o t m ore th a n  2,5 • 10~54 cm2. T h e  cross-section  o f  th e  f i r s t  order

p rocess [Л - j - p  —>• в  - f  2  a t  lG eV  is 1,2 • 10 44 cm 2 w hich is r a th e r  bigger 
th a n  th e  fo rm er one, b u t  its  va lu e  depends on th e  square  of energy .

4. Second order interaction at the decay o f p-m esic atom s

I t  is kn o w n  th a t  th e  n e g a tiv e  m uon  m a y  be cap tu red  in to  an  atom ic 
o rb it. I n  th e  n e x t process i t  w ill e ith e r  d is in te g ra te  or i t  w ill be c a p tu re d  by  a 
p ro to n  of th e  nuc leu s. R a re ly  can  a c a p tu re  decay  like(2) occur. L e t us e s tim a te  
th e  p ro b a b ility  fo r th is . T he ca lcu la tio n  here d iffe rs  from  th a t  o f  §3 because 
we m u st consider th e  m uon  s ta te  as a b o u n d  s ta te  in s tead  o f a p lane-w ave
s ta te . D escrib ing  th e  IS  s ta te  ap p ro x im a te ly  n o n -re la tiv is tic a lly , we arrive  
a t  th e  fo llow ing p ro b a b ility  pro  sec for th is  p ro cess:

W  =  0 , 5 / 4Z 4 * * * ni9 * * sec“ 1 ,

w here  m  =  5 • 10~12 c m “1 (u sing  n a tu ra l u n i t  system ). L e t us ta k e  e. g
x en o n . T h en  Z  =  54, an d  co n seq u en tly  W  =  6 • 10-8 sec-1. T h e  o b se rv a tio n
o f decay  is im ag in ab le  e ith e r in  a xenon-filled  ch am b er, or w ith  a n  a rra n g e m en t
sim ilar to  th e  R e i n e s  — C o w a n  ex p e rim en t [5], b u t  th e  se p a ra tio n  from  back- 
ro u n d  noise w o u ld  be v e ry  d iff ic u lt. (The id e n tif ic a tio n  o f v a ris in g  from  
p “-decay , w ith  an  a n tin e u tr in o  o f  ß~ -decay , a lth o u g h  i t  is less d o u b tfu l,
cou ld  be done easie r b y  m eans o f p o sitro n s w h ich  arise in  th e  p rocess v -f- p  —>■
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—>■ n  -f- е+.) A s ig n if ic a n t a d v a n ta g e  o f  th e  th ird  m e th o d  proposed  is t h a t  th e re  
is no n eed  for m uons o f  h igh  energy . A t low en erg y  one can  hope fo r a n  im p ro 
v e m e n t in  th e  in te n s i ty  o f th e  m u o n s .

T h e  a u th o r  is in d e b te d  to  D r. G .  M a r x  fo r  usefu l d iscussions a n d  
v a lu a b le  rem ark s .
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I n  som e p rev ious p ap e rs  [1 — 3] th e  ca th o d o lu m in escen ce  efficiency a n d  
th e  v o ltag e  d ependence  o f b rig h tn ess  of th in  phosphor la y e rs  was s tu d ie d . 
A s i t  w as described , th e  b rig h tn e ss  L v ve rsu s  acce la ra tin g  v o ltag e  V 0 cu rv es  
sho w  a low' v o ltag e  ta i l  below  3 — 5 kV  an d  fo r h igher v o lta g e s  th e y  e x h ib it a 
s tr ic tly  lin e a r  re la tio n sh ip . F ig . 1 shows som e ty p ica l L v v e rsu s  V 0 cu rv es , 
c h a ra c te ris tic  fo r v a rious ty p e s  o f pho sp h o rs  an d  sc in ti l la to r  crysta ls .

T he in te rse c tio n  of th e  lin e a r  section  w ith  th e  h o riz o n ta l V 0 axis is ca lled  
th e  d ead  v o ltag e  V d [4]. V d is a c h a ra c te ris tic  v a lu e  for each  p hosphor sam p le , 
i t  v a ried  b e tw een  1 — 3,3 kV  fo r th e  lu m in escen t m ic ro c ry s ta ls  s tu d ie d .

I n  a p rev io u s p a p e r [3] th e  effects o f  a rtif ic ia l su rfa c e  film s, su rface  
d e te rio ra tio n  a n d  chem ical su rface  tre a tm e n ts  on  th e  d ead  v o lta g e  were d isc u s
sed. In  th is  p a p e r  som e ex p e rim en ts  dealing  w ith  th e  in flu e n c e  of e x c ita tio n  
cond itions on th e  L v  cu rves a n d  V d are d escrib ed .

T he ex p e rim en ts  w ere ca rr ied  o u t w ith  a d em o u n tab le  ca th o d e  ra y  tu b e  
described  in  p a p e r  [1]. O n ly  som e tech n ica l de ta ils  shall be  m en tio n ed  h e re : 
to  p re v e n t co n d en sa tio n  o f v ap o u rs  on th e  ph o sp h o r la y e r , a liqu id  a ir  co ld  
t r a p  w as u sed  in  th e  v a c u u m  sy stem  [5]. T h e  L v cu rv es  w ere d e te rm in e d  
b y  a p h o to e lec tric  cell coup led  w ith  a D. C. g a lv an o m e te r, th u s  th e  av e ra g e  
n u m b er of p h o to n s  e m itte d /u n it  tim e  w as de tec ted . T h e  phosphor la y e rs  
w ere se ttle d  w ith o u t an y  b in d e r  [3].

The ex p e rim en ts  a re  sum m arized  in  th e  fo llow ing:
1) O nly  a s lig h t d ifference w as fo u n d  betw een  th e  L v curves re sp . 

V d (50—80 V) fo r defocused  D . C. resp . focused  sc a n n in g  e lec tron  b e a m  
(raste r) e x c ita tio n , using  th e  sam e average  (m o d era te , 2 ^A /cm 2) c u r re n t  
d en sity . T he ra s te r  e x c ita tio n  is e q u iv a len t w ith  h igh  in te n s i ty  su b se q u e n t 
p u lsed  e x c ita tio n  o f th e  single m ic ro c ry sta ls .

2) A  sm a ll v a r ia tio n  o f  Vd w ith  i 0 c u r re n t d e n s ity  ( ~  100 V fo r 1 —4 
/tA /cm 2) w as observed . V d is s lig h tly  increasin g  w ith  i 0. T h is  can  be e x p la in e d  
p re su m ab ly  b y  th e  v o ltag e  d ro p  on th e  p h o sp h o r layer [6].
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3) T h e  d ead  v o ltage  does no t v a ry  w ith  th e  p a r tic le  size of th e  p h o sp h o r. 
S everal f ra c tio n s  of Z n 2S i0 4—Mn, Z n S —A g—Cl, Z n C d S —Ag p h o sp h o rs  
w ere p re p a re d  b y  th e  s e t t l in g  process a n d  th e  L y  cu rv es  o f  th e  frac tio n s  w ere 
d e te rm in ed .

F i g . l

4) Vd is n o t d ep e n d e n t on th e  th ic k n e ss  of th e  p h o sp h o r  layer, th e  sam e 
v a lu e  w as fo u n d  on th e  e x c ite d  resp . g lass side of th e  la y e rs , p ro v in g  th a t  
L y  an d  V d a re  n o t in flu en ced  b y  diffuse o p tic a l effects.

5) I t  m ig h t be su p p o se d  th a t  th e  d e a d  vo ltage  is caused  p o ssib ly  b y  
charg ing  u p  o f th e  p h o sp h o r lay e r (s tick in g  p o ten tia l) . T h is  assu m p tio n  w as 
d isp ro v ed  b y  tw o  e x p e rim en ts :

a)  A f i n e  g r i d  ( e l e c t r o f o r m e d  m e s h )  wra s  a p p l i e d  i n  i m m e d i a t e  c o n t a c t  

w i t h  t h e  l a y e r s  ( e x p e r i m e n t  p r o p o s e d  b y  P r o f .  K a l l m a n n ) .

b)  L a y e rs  w ere s e t t le d  on  glass p la te s  and  p la te s  p ro v id e d  w ith  a  con
d u c tin g  S n 0 2 coating . N o effects w ere fo u n d  in  e x p e rim e n ts  5a resp . 5b.
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6) T he shape o f th e  L v cu rve  an d  th e  m a g n itu d e  of Vd a re  id e n tic a l fo r  
tw o se p a ra te  em ission b a n d s  of th e  p h o sp h o r sam ples. T h is w as observed  fo r  
th e  b lue  re sp . green em ission  b a n d  of sev e ra l h ex . ZnS — 10~4A g—aCu — Cl 
sam ples (я; =  10~~8— 10“4).

7) I t  m a y  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  d e a d  v o l t a g e  i s  a n  e f f e c t  c a u s e d  b y  t r a p s  

( p r o p o s e d  e x p l a n a t i o n  o f  R u p p e l ) .  T o c h e c k  t h e  v a l i d i t y  o f  t h i s  s u p p o s i t i o n ,  

t h e  i n f l u e n c e s  o f  s i m u l t a n e u o s  3650 Á  U . Y . r e s p .  )> 0,8 fi I .  R . i r r a d i a t i o n  a n d  

c a t h o d e  r a y  e x c i t a t i o n  w e r e  s t u d i e d .  A s  i t  w a s  f o u n d  b y  s o m e  a u t h o r s ,  t h e  

e f f e c t  o f  t r a p s  c a n  b e  e l i m i n a t e d  i n  s o m e  c r y s t a l  c o u n t e r s  b y  a p p l y i n g  U . Y . 
r e s p .  I .  R . r a d i a t i o n  [7, 8].

a )  T he  ap p lica tio n  o f s tro n g  U . V. i r ra d ia t io n  besides C. R . e x c ita tio n  
caused th e  su p erp o sitio n  o f s te a d y  s ta te  p h o to - re sp . ca th o d o lu m in escen ce  
em ission. T h is ap p ea red  in  th e  c o n s ta n t v e r tic a l sh if t of th e  L v  curves.

b)  T h e  ap p lica tio n  o f I .  R . ir ra d ia tio n  caused  a n e a rly  c o n s ta n t decrease  
o f b rig h tn ess  (quench ing), n o t v a ry in g  w ith  V 0. A  s lig h t h o riz o n ta l sh ift o f th e  
L v curves w as observed , b u t  th e  in c rem en t o f V d w as neg lig ib le  (80—120 V ).

S um m ariz ing  th e  re su lts  o f ou r ex p erim en ts , th e  form  o f th e  L v cu rve  a n d  
th e  m ag n itu d e  of Vd can  be  only  slig h tly  in flu en ced  b y  co n d itions of ex c ita tio n . 
T he ex p e rim en ts  m ade to  suppress th e  dead  v o ltag e  b y  chem ical [3] or p h y s ica l 
m an ip u la tio n s  w ere n o t successful. The L v cu rv e  resp . Vd a re  c h a ra c te r is tic  
for th e  p h o sp h o r m a te r ia l .

A d e t a i l e d  t h e o r e t i c a l  d i s c u s s i o n  o f  t h e  L v c u r v e  w i l l  b e  g i v e n  i n  a n 

o t h e r  p a p e r  [9 ].

T h e a u th o r  w ishes to  express his sincere  th a n k s  to  P ro fesso r D r. H - 
K a l l m a n n  an d  to  D r. W .  R u p p e l  for v a lu a b le  d iscussions.
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ABSORPTION OF HIGH ENERGY NEUTRINOS
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A m ong th e  w ell-know n in te ra c tio n s  o f  e lem en ta ry  p a rtic le s  (choosing  
A =  c =  1) o n ly  th e  coup ling  c o n s tan t o f  th e  w eak in te ra c tio n  possesses an y  
ph y sica l d im ension . T h is fa c t gives rise  to  d iffe ren t p ro b lem s, am ong o th e rs  
to  prob lem s co nnec ted  w ith  th e  ren o rm a lizab ility  of th e  in te ra c tio n . T herefo re  
m an y  a u th o rs  h av e  su p p o sed  th a t  in s te a d  o f th e  phenom enolog ica l d ire c t 
four ferm ion  in te ra c tio n

/

H (x ) = f W ' P i y v. ~ Уа • У>з Уц -  ^  r '5 f i + h e i m .  con j. (1)

an  in d ire c t coup ling  does ex is t b e tw een  th e  tw o fe rm io n  p a irs  in  w hich  
th e  in te ra c tio n  ta k e s  p lace v ia  an  in te rm e d ia te  v ec to r boson  h av in g  th e  in te ra c 
tio n  H a m ilto n ia n

— 1 - )-  1  - )-  у
Щ х) = g y , l Y l l ----— a. ip2<p+ + g  ip3 — -----y>4 <pp +  h e rm . con j. (2)

T he consequences of (1) a n d  (2) are  th e  sam e  supposing  t h a t  th e  boson  m ass is 
la rg e , i. e . th e  energies o f th e  in te ra c tin g  p a rtic le s  are low  co m p ared  to  Acju.^p-1 
is th e  C om pton  w ave le n g th  o f th e  in te rm e d ia te  boson). T h e  S m a tr ix  e lem en t 
of th e  four fe rm ion  in te ra c tio n  follow ing fro m  (2) (F ig . 1) is

— ig2 (2тг)4 _ l  +  y5 1 _ 1 +  y5
f he g2 V2  ̂ 2 1 +  h  -  k4 a 3/fl 2

■
• ö(k1 — k2 +  k3 — fe4) , (3)

w hich  te n d s  to  th e  co rrespond ing  m a tr ix  e lem ent fo llow ing  from  (1) i f  th e  
m o m en tu m  tra n s fe r  k3—kt  is sm all co m p ared  to  p  an d

£2 = / м 2 У 8- (4)

*On leave o f absence from  the Physical In stitu te  o f Kairo U n iversity .
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Since u n t i l  now  th e  w eak  in te ra c tio n s  h a v e  been  s tu d ie d  only  in  th e  low  
energy  reg io n  (a lm ost so le ly  in  decay  processes) e x p e rim e n ta l facts n e ith e r  
d isp rove n o r co n firm  th e  fo rm  (2). E v e n  th e  h ig h es t en e rg y  decay  К  —> /л -|- v 
can  be e x p la in e d  su p p osing  th a t  th e  in te rm e d ia te  boson m ass is h igher th a n  
h a lf  n u c leo n  m ass.

T he in d ire c t consequences of th e  in te ra c tio n s  (1) a n d  (2) in  ce rta in  cases 
are  d iffe re n t even  for low er energ ies. A m ong th e se  one h a s  to  m en tio n  th e  
qu ick  [Л —> e +  у  decay  fo llow ing  from  th e  in te ra c tio n  (2) (F ig . 2) c o n tra 
d ic tin g  th e  ex p e rim en ts . T h is  prob lem , how ever, can  be  so lved  in  th e  w ell-

know n w a y  b y  supposing  tw o  ty p es o f n e u tr in o s , one o f  th e m  (v°) co n n ec ted  
w ith  th e  e le c tro n  te rm  o f th e  w eak  c u rre n t, th e  o th e r (tj°)w ith  th e  m uon te rm .* *  
(In  th is  case th e  n eu tr in o  e m itte d  in  th e  I - s t  v e r te x  c a n n o t be abso rbed  in  th e  
I l - n d  one.) I f  r° = f=  r f  beside b a ry o n  co n se rv a tio n  th e  le p to n  n u m b er ( e ~ , v ° , — e+, 
-ji0) a n d  se p a ra te ly  also th e  m u o n  n u m b er is conserved  e x a c tly
[3], th u s  ex c lu d in g  in  a n a tu ra l  w ay  th e  u n o b se rv ed  p rocesses

[A~-> e~ -f- e~ +  e+> p~~ \~p+ ^ p + e~ , K + — л + -j- e~ +  p +

etc .

**In c o n n ec tio n  w ith  th e  h y p o th es is  o f tw o  ty p es  o f n e u trin o s  K aw a k a m i an d  S c h w in 
ger [1] h a v e  sup p o sed  th a t  v ° a n d  t j ° possess d iffe re n t h e lic ity . A ccord ing  to  ,
how ever, i t  is  m ore  co n v en ien t to  assum e th a t  a n tife rm io n s a re  p a rtic le s  occurring in  w eak  
in te rac tio n s  w ith  po sitiv e  h e lic ity , i. e. th e  w eak  c u rre n t co n ta in s  th e  expression 1 -f- y s. 
(T his d e f in it io n  is eq u ally  w ell ap p licab le  to  b a ry o n s  an d  lep tons.)
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W e h av e  seen t h a t  th e  h y p o th es is  o f the  in te rm e d ia te  boson fie ld  in  w eak 
in te ra c tio n s  is co n n ec ted  w ith  th e  h y p o th es is  o f tw o  separa te  ty p e s  o f  n e u tr i
nos an d  th e  decision  in  b o th  q u es tio n s  can be  ex p ec ted  m ain ly  from  h igh 
energy processes, w h ere  in  (3) (k3—k j 2/^ 2 c a n n o t be neg lec ted  ag a in st 1. 
T herefore  th e  n e u tr in o  ab so rp tio n  ex p erim en ts  w h ich  should  be  ca rr ied  o u t 
w ith  h ig h  energy acce lera to rs  a t  sev e ra l GeV a re  ex trem ely  im p o r ta n t  [4]. 
L e t us s tu d y  th e  p rocess л~ —у  / / “ +  Ц0’ +  P + — n  +  l+ in  th e  h igh
energy  reg io n  ta k in g  in to  accoun t also  th e  reco il effects.*** (l+ is a positive  
le p to n : e+ or fi+).

In  th e  low est o rd e r  a p p ro x im a tio n  o f the  p e r tu rb a tio n  th e o ry  th e  ab so rp 
tio n  cross section  fo r a n tin e u tr in o s  accord ing  to  (2) in  th e  la b o ra to ry  system  
is

o(E ) =  2a 0 Г f 1 — Щ Е 2
d K  — rr 2 L (1 +  bE)2

J I 1 + b K b2E 2 1 +  bL
( 5 )

4 1 +  b E  log  (1 +  bL)
bs E 2

vhei

f 2 M 2 M 2 M 2
( 7 n  —  I q

2л  h2 с2 2 л  16 Л[1*

fl0 —
he

he

0,8 • 10“ 16 cm

=  1,6 • 1 0 -38 cm 2

(6)

H ere E  is th e  en erg y  o f th e  in c id e n t n eu trin o , К  th e  k in e tic  en e rg y  of th e  
recoil n e u tro n , and

L  =
E

1 +■
2 E

0 )

is  th e  m ax im u m  v a lu e  of its  en erg y , all m easu red  in  nucleon  m ass u n its . 
M -1 is th e  C om pton  w av e  len g th  o f  th e  nucleon  a n d  b — 2 M 2jju2. T he  cross 
section  equals zero fo r  E  —  0 a n d  fo r E  —у oo te n d s  to  th e  f in ite  v a lue

c r ( o o ) ( 8)

***W e neglect the m ass difference n— p  and the lep ton  mass. A bout pionic correc
tions see later.
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T h e co rresp o n d in g  re su lt fo llow ing  from  (1) (w hich  can be o b ta in e d  from  
(5) in  th e  lim itin g  case b =  0, p. =  o o )  is q u ite  d iffe re n t:

a(E )  =  А  и,, E ( 9 )

T his s ta r ts  from  cr(0) == 0 like (5) fo r  E  sm all, b u t  i t  is in fin ite  fo r  E —> » ,  
since th e  b ra c k e te d  expression  te n d s  to  1.

Fig.  3

A ll th is  w ould  be tru e  i f  th e re  w ere no s tro n g  in te rac tio n s . T h e  pionic 
s tru c tu re  o f th e  ta rg e t  nucleon p ro d u ces a c u t o ff  in  th e  r f  -f- p + —> n  -f- l + 
cross sec tio n  a t  L max = 0,3 (i. e. a t  0,8  • 10~13 cm ) w ich  gives from  (9) <r(°o) = 
=  2 T maxcr0<^ 10“38 cm 2 also in  th e  case o f th e  direct fo u r ferm ion  in te ra c tio n . 
T h is m akes th e  effect o f  th e  in te rm e d ia te  boson  w ith  m ass \x >  M  u n o b se rv 
able.****

T h e re  rem a in s  th e  p o ss ib ility  to  use a ta r g e t  w hich  show s no  s trong  
in te ra c tio n s , i. e. e lec trons. T he p rocess r f  -f- e~ —>■ p r  -f- v° (rf is th e  n eu trin o

****T he m atrix  e lem ent n y> n  У ^ y > p  '' P у  w ill be cut off at L max as a result

o f  the p ion ic term s in  the eigenfunctions o f the physical nucleons. A t high energy , however, 

the inelastic  absorption m atrix elem ent  ̂ IV, n  у>пУ^—у у ^ - у > р  IV m ay g iv e  an increas

ing  to ta l cross section . This m akes the effect o f  the interm ediate boson perhaps d etect
able in  the in e lastic  reactions rj -\- nucleon —> /i~ -f- nucleon +  pions.

A cta  P hys. H ung. Тот . X I I .  Fasc. 3.



A B S O R P T IO N  O F  H I G H  E N E R G Y  N E U T R IN O S 261

com ing  from  n + decay) is allow ed u n d e r  al c ircu m stan ces , its  cross sec tio n
»i4

a (E) —
[x2 E 2 —  ( m 2 n i g 1 —  m c) E  +  (n i2 то"1 — m c) j i— CTq — = .

^  E 2 -J------- (fx2 m “ 1 — m 2 m ~ l  +  2 m L, — m ( m 2 [x~2) E  +  (fx — m ^ - 1 )2

( 10)

(m e a n d  m f[ a re  th e  e lec tro n  a n d  m uon  m asses, E  th e  in co m in g  n e u tr in o  en e rg y , 
a ll m easu red  in  cm -1 u n its .)  F o r v e ry  h ig h  energies th is  g ives again  th e  c o n s ta n t 
va lu e  (8) depend ing  on th e  m ass of th e  in te rm e d ia te  boson . I n  th e  lim it  fx =  °o 
(no  in te rm e d ia te  boson) th e  energy  d ependence  is q u ite  d iffe ren t:

a(E)  =  2 a 0 m e E

, M к M  .

1 Щ  m e
2m cE  2 E

2

1 + m e
2 E

( П )

w hich  is a lin e a rly  in c rea s in g  fu n c tio n  o f  th e  n e u tr in o  energy . I n  th e  h igh  
energy  lim it th e  ra tio  o f (9) an d  (11) is 3m e : M  =  1:632.

T he reac tio n  i] -f- e~ —>■ [x~ v (a n d  rj +  e~ —>■ e~ +  iÿ******) is allow ed 
fo r a n tin e u tr in o s  com ing fro m  n~  d e c a y  on ly  i f  r\ =  v .  T his p o ss ib ility  is, 
how ever, excluded  in  th e  in te rm e d ia te  boson  th e o ry  as a consequence o f  th e  
slow  [X — e +  У decay . I n  th e  case o f th e  d irec t fou r fe rm io n  in te ra c tio n  th e  
a sy m p to tic  b eh av io u r o f th e  cross sec tio n  is th e  sam e as fo r n e u tr in o s , a p a r t  
from  a fa c to r  3.

T h u s i f  i t  is allow ed to  neglect th e  h ig h er co rrec tions o f th e  p e r tu b a tio n  
th e o ry  also in  th e  energy  reg io n  10 G eV — 100 GeV we c a n  conclude:

(i) Supposing  tw o ty p e s  o f n e u tr in o s  (necessary  fo r th e  in te rm e d ia te  
boson  th e o ry ) th e  ab so rp tio n  processes

fj +  p + - a- n +  e + , rj -T  e~ -*■ e~  —|- rj,** * * * * rj e~  — [x~ +  v

w ith  a n tin e u tr in o s  of th e  л ~  decay  a n d  th e  processes

r ] - \ - p + - \ - e  , r] +  e~ —> e~ _ |_ ^ * * * * * *  

w ith  n e u tr in o s  o f th e  л + d ecay  are  s t r ic t ly  fo rb idden .

*****The threshold energy o f  th is reaction  is rather high (about E  =  mj/2mc =  lOGeV).
******T his process would be possible o n ly  in  the second order approxim ation o f the  

perturbation theory.
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(ii) S upposing  a d irec t in te ra c tio n  of w eak  cu rren ts  th e  n e u tr in o  a b so rp tio n  
cross sec tio n  o f nucleons gives a  c o n s ta n t v a lu e  a t  ab o u t 10-38 cm 2 as a conse
q uence  of th e  p io n ic  s tru c tu re  o f  th e  nucleon , b u t  th e  a b so rp tio n  cross sec tion  
o f  e lec tro n s is m ono ton ie  in c rea s in g  from  10~40 cm 2 to  10-39 cm 2 in  th is  en erg y  
reg io n .

(iii) S up p o sin g , a lte rn a tiv e ly , an  in te rm e d ia te  v e c to r  boson , th e  cross
sec tio n  fo r  th e  allow ed p rocess rj -f- e~ —> -f- v ten d s  to  a c o n s ta n t v a lu e
as E  —> T h is v a lu e  is p ro p o r tio n a l to  th e  sq u a re  of th e  b o so n  m ass.

T he d e te c tio n  of th e  sm all n e u tr in o  a b so rp tio n  cross sec tio n  o f th e  e lec tro n  
a n d  th e  d is tin c tio n  from  th e  re a c tio n  rj +  n  —> p + -j- f£~ is n a tu ra lly  a d iff i
c u lt ta s k , e x c e p tin g  th e  h ig h e s t energies. T h e  use  o f a h y d ro g en  ta rg e t  (co n ta in 
in g  no n eu tro n s)  seem s to  be  th e  b e s t p o ss ib ility .

T he a u th o rs  are in d e b te d  to  M r. G. D o m o k o s ,  M r. F . K Á r o l y h Á z y , 

M r. K .  L . N a g y  an d  M rs. J .  N é m e t h  fo r in te re s tin g  d iscussions an d  o th e r  
v a lu a b le  a ss is tan ce .
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THE CONNECTION OF THE ABSORPTION AND 
FLUORESCENCE SPECTRA OF SOLUTIONS

(Prelim inary R eport)

By

I .  K e t s k e m é t y , J .  D o m b i  and R .  H o r v a i

INSTITUTE OF EXPERIMENTAL PHYSICS, UNIVERSITY OF SZEGED, SZEGED 

(R eceived 22. IX . 1960)

§1. A ra th e r  sim ple expression  co n n ec tin g  the  a b so rp tio n  sp e c tru m  
e(v) an d  em ission energy  sp e c tru m  f e(v) o f  flu o rescen t so lu tio n s  w as o b ta in e d  
b y  B . I .  S t e p a n o v  [1]. A ccord ing  to  his co n sid era tio n s, i f  a) th e  d is tr ib u tio n  
o f  th e  flu o re scen t m olecules am ong  th e  su b lev e ls  of the  e x c ite d  s ta te  is in  ag ree 
m en t w ith  th e  eq u ilib riu m  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  co rrespond ing  to  th e  ab so lu te  
te m p e ra tu re  T , an d  b) th e  o p tica l tra n s it io n s  betw een  th e  sublevels o f  th e  
g ro u n d  s ta te  m ay  be n eg lec ted , th e n

f Á v)/e(v) =  d - v 3 exp  [ — hv/kT],  (1)

w here d is an  em pirica l c o n s ta n t in d e p e n d e n t o f v , h an d  к  a re  P la n c k ’s an d  
B o ltz m a n n ’s c o n s ta n ts .

S t e p a n o v  considered  eq n . (1) to  be o f  u n iv e rsa l v a lid i ty  an d  th e  e x p e ri
m en ta l re su lts  p u b lished  h ith e r to , a t le a s t q u a lita tiv e ly , s u p p o r t th is  fo rm u la
[ 2 ] .  H ow ever, ju s t  S t e p a n o v  h im se lf sugg ests  th a t  th e  d ro p  o f th e  q u a n tu m  
y ie ld  fu n c tio n  w ith  decreasing  v is due to  th e  n o n fu lfilm en t o f  cond ition  b) [3]. 
A ccord ing ly , th e  cond itions o f  v a lid ity  o f  th e  form ula (1) w ere  s tu d ied  m ore  
closely.

§2. F ro m  o u r th e o re tic a l t re a tm e n t, d iscussed  in  d e ta i l  elsew here [4], 
th e  v a lid ity  o f  th e  re la tio n

f e ( v)le(v) =  cT • rj(v)n2[v)r3e x p [ — hvjkT],  (2)

in s te a d  o f eqn . (1) m ay  be ex p ec ted , w here  n(v) is th e  re fra c tiv e  ind ex  o f th e  
so lu tion  an d  d ’ a c o n s ta n t in d e p e n d e n t o f  v. I n  th e  sp e c tra l  region, w here  
rj (v) =  const a n d  n(v) =  co n st, eqn . ( 2 )  is red u ced  to  e q n . (1). S t e p a n o v ’s  

cond itions a) a n d  b) c an n o t, how ever, be consid ered  su ffic ien t for th e  v a lid ity  
o f  eqns. (1) a n d  (2), because e. g. in  th e  case o f  m ixed  so lu tio n s  an d  in  t h a t  o f 
some o th e r sy stem s too , d e sp ite  of th e  fu lf ilm e n t of a) an d  b ) , th e  shape o f th e  
ab so rp tio n  sp e c tru m  rem ain s un ch an g ed  on  a lte r in g  th e  c o n c e n tra tio n , w hereas 
th e  em ission sp ec tru m  changes co n sid e rab ly  [5]. The d e r iv a tio n  of eq n . (2) 
w as b ased  on  th e  follow ing fa ir ly  ev id en t cond itions:
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(i) T h e  so lu tio n  c o n ta in s  b u t one k in d  o f  f lu o re scen t su b stan ce , (ii) th e  
l ig h t a b so rp tio n  of th e  so lu tio n  obeys L a m b e r t’s law  a n d  (iii) th e  a b so rp tio n  
in  th e  sp e c tru m  reg ion  e x a m in e d  is co m p le te ly  due to  th e  m olecules o f  th e  
so lu te , (iv) th e  f lu o rescen t m olecules of th e  so lu tio n  are  in  th e  excited  s ta te  in  
th e  sense o f S t e p a n o v ’s te rm  schem e [1], (v) th e  forced  em ission  of th e  so lu te  
m a y  be n eg lec ted , (vi) on ly  d ire c t tra n s it io n s  o f  th e  m olecu les from  th e  g ro u n d  
s ta te  to  th e  ex c ite d  one re s u lt  in  th e  e x c ita tio n  of th e  so lu tio n , (vii) th e  t r a n s i 
tio n s  o f th e  fluorescence  em ission  are d u e  o n ly  to  th e  sp o n tan eo u s em ission  
tra n s itio n s  fro m  th e  ex c ited  s ta te  to  th e  g ro u n d  s ta te , (v iii) in  th e  case o f  s ta t io 
n a ry  e x c ita tio n  th e  m olecules in  th e  e x c ite d  s ta te  a re  d is tr ib u te d  am o n g  th e  
sublevels acco rd in g  to  th e  eq u ilib riu m  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  co rresp o n d in g  
to  th e  te m p e ra tu re  T.

I f  in  a d d itio n  to  co n d itio n s  (i) — (viii) a fu r th e r  co n d itio n  is v a lid  to o :  
(ix) th e  sh ap e  o f  th e  energy  d is tr ib u tio n  fu n c tio n  of th e  m olecules is th e  sam e  
b o th  in  th e  e x c itin g  s ta te  a n d  in  th e  g ro u n d  s ta te , b e s id es  eqn. (2) a lso  
N e p o r e n t ’s fo rm u la  [6 ]  m o d ified  b y  us h o ld s:

[ v \ iK fq{v)l^]l[{8 ^ ’lV ^ )  V2 tj(r)2 ,3026  e(v)/L ■ lO " 3] =  e x p [ — h{v -  ve) /k T ] ,  (3)

w h e re /9(p) ( ^ f e{v)lv) is th e  n o rm alized  q u a n tu m  sp ec tru m  o f  fluorescence, c th e  
v e lo c ity  of lig h t, T th e  e x p e rim en ta lly  m easu red  d ecay -tim e , L  L o sch m id t’s co n 
s ta n t ,  e(v) th e  m o la r decad ic  e x tin c tio n  co e ffic ien t an d  ve th e  frequency  o f th e  
p u re  e lec tro n ic  tra n s it io n . O n s u b s titu tin g  n  =  1, r](v) =  tymax eqn . (3) is

Table I

No. Fluorescent substance 
and cone. Solvent Exciting wave 

length T* K°

i Fluorescein  
5 • 10“ 4 mol/1

H 20
+  0,03 *r/gr 436 га/л 296

2 » ” 460 m/j, 297

3 Eosin
1 • 10“ 5 mol/1

80 vol.%  C2H 6OH 
+  20 v o l.% H 20  
+  5 ■ 10—3m ol/l 

NaOH

436 m^t 367

4 » 9 9 546 m [a 318

5 Rhodamin В 
2 - IO“5 m ol/1

C2H 5-OH
+  3-10“3 m ol/1 HC1

546 m/j. 316

6 - 99 578 m fx 295

7 Trypaflavin  
3 • 10~4 mol/1

C2H 5OH 436 m /i 321
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r e d u c e d  to  N e p o r e n t ’s o r ig in a l fo rm u la , b u t  on  th e  o th e r  h a n d , ( ix )  is  a  n eces
s a r y  c o n d it io n  o f  e q n . (3) a n d  th u s  th e  v a l id i ty  o f  th is  e q u a tio n  m a y  o n ly  be 
e x p e c te d  in  l im it in g  cases , i. e. i f  th e  m ir r o r - s y m m e tr y  is fu lf i l le d .

§3. In  o rd er to  check  th e  v a lid ity  o f eqn. (2) a b so rp tio n  a n d  em ission 
sp ec tro p h o to m e tric  in v es tig a tio n s  w ere carried  o u t w ith  se v e ra l solu tions 
a n d  exciting  w ave len g th s  as show n in  T ab le  I . T he m easu rem en ts  w ere  p erfo rm 
ed  using  th e  m eth o d  described  in  [4], how ever, to  y ield  m o n o ch ro m atic  
ex c itin g  lig h t in  th e  an ti-S to k es  ran g e  a doub le  m o n o ch ro m a to r was used.

The tru e  fluo rescence  sp ec tra  w ere d e te rm in e d  b y  ta k in g  th e  re -a b so rp 
tio n  in to  consid era tio n  a n d  e lim in a tin g  th e  e ffec t o f th e  se c o n d a ry  fluorescence  
[7]. In  F ig . 1 — F(v) =  lge(v)—3 Igv is p lo tte d  as a fu n c tio n  o f th e
w ave n u m b er v in  th e  case 1 —7 (see T ab le  I ) . I f  eqn . (1) is fu lf illed , th e  re la tio n  
— F(v) =  hvc/2,3026 k T  -f- const o u g h t to  b e  v a lid . In  a ll cases F(v) p ro v e d  
to  be lin e a r  in  fa ir ly  b ro a d  sp e c tru m  ran g es, m oreover th e  te m p e ra tu re s  T* 
ca lcu la ted  from  th e  slope of th e  s tra ig h t sec tio n  of d iag ram s 1, 2 and  6 a re  
in  good ag reem en t w ith  th e  ab so lu te  te m p e ra tu re  T  =  298 +  2°K o f th e  
so lu tio n s. T he te m p e ra tu re s  T*  co rresp o n d in g  to  th e  o th e r  d iag ram s sh o w  
an ap p rec iab le  d e v ia tio n  from  T ,  w hich  m a y  be  exp la ined , acco rd ing  to  A l e n - 
CEV, b y  th e  n o n fu lfilm en t of co n d itio n  (v iii), as owing to  th e  re la tiv e ly  h ig h
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f re q u e n c y  of th e  e x c itin g  lig h t c o m p ared  to  ve, th e  excited  m olecules are  
“ h o t te r ”  th a n  th e  so lu tio n  itself. A t va lu es  v sm a lle r  th a n  th e  w av e  num bers 
c o rre sp o n d in g  to  th e  m ax im u m  o f th e  fluorescence sp ec tru m  th e  l in e a r ity  o f 
fu n c tio n  F(v)  g ra d u a lly  ceases. T h is  d ev ia tio n  is to  be  seen on  som e of th e  
d iag ram s o f F ig . 1, b u t  on  Fig. 2 i t  is s till m ore re m a rk a b le . O n th is  figure 
in  a d d it io n  to  th e  a b so rp tio n  s p e c tru m  e(A) an d  th e  fluorescence sp ec tru m  
/ ?(Я), p lo t te d  in  a rb i t r a ry  u n its , th e  “ te m p e ra tu re  r a d ia tio n  sp e c tru m ”  Wj(À)

Fig.  2. R e la tiv e  yields m easured by V a v il o v  A ,  J a b l o n s k i X ,  T u m e r m a n n  □  [8] and
calculated b y  th e  authors

of our flu o re sc e in  so lu tio n  in  su itab le  u n its  is also d raw n . A ccording to  K irch- 
h o ff’s law  th e  sp ec tru m  Wq  (A) can he  exp ressed  as

WT{X) =  d " £(A)A-4 e x p [ — hclkTX]-, (4)

d "  is a c o n s ta n t  in d e p e n d e n t o f  A. On th e  b a s is  o f eqn . (2) th e  shape o f f q (A) is 
n o t  id e n tic a l w ith  th a t  o f W q(X),  b u t  fo r  th e ir  ra tio  h o ld s  t](A) =  c o n s t / e(A)/ 
jW q  (À), a n d  as i t  can  be seen  in  Fig. 2, th e  sh ap e  of th e  y ie ld  fu n c tio n  tj(A)/tJmax 
ca lcu la ted  in  th is  m an n er show s good a g re e m e n t w ith  th e  e x p e rim e n ta l v a lu es . 
— H ence o u r  exp ression  (2) is  well s u p p o r te d  by  th e  ex p e rim en ta l re su lts .

T h e  a u th o rs  are in d e b te d  to  P ro f. A .  B u d ó , D ire c to r  o f th e  In s t i tu te ,  
fo r  his c o n tin u o u s  in te re s t  in  th is  w o rk  a n d  his h e lp fu l suggestions.
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K ünstliche  E rdsate lliten . 2. S o n d erb an d  d e r F o r ts c h r i t te  der P h y sik . 
Ü b e rse tzu n g  aus dem  R ussischen . M it 146 B ild e rn  u n d  31 T a b e lle n . A kadem ie  
V erlag , B erlin  1959. P re is  b ro sch ie rt DM  3 8 .—

D ieser Band en thält 21 A rbeiten , welche  
die m it E rdsatelliten  zusam m enhängenden  
Problem e zwar n ich t um fassend behandeln, 
aber eine allgem eine V orstellung von  der 
B ew egung der E rdsatelliten und von  den m it 
ihrer H ilfe durchführbaren w issenschaft
lichen  Untersuchungen verm itteln . D ie A u to
ren sind führende sow jetische Techniker, 
P hysiker und Astronom en, die alle einen  
w esentlichen  Beitrag zu den epochem achen
den Erfolgen der sow jetischen W issenschaft 
a u f dem  Gebiet der Raum fahrtforschung  
geliefert haben.

In der ersten Arbeit (S. 1— 33) behandeln  
D . E . O c h o c im s k ij  und T . M. E n e e v  das 
Problem  der H inaufführung künstlicher E rd
sa telliten  auf ihre Bahn. D abei wurde ange
nom m en, dass der Antrieb durch B eschleu
nigung m ittels ein- oder m ehrstufiger R ake
ten  erfolgt. Es w ird untersucht, w ie sich die 
Schubrichtung der R aketenvertriebe ze it
lich  ändern m uss, dam it die H inaufführung  
eines Satelliten  auf eine vorgegebene Bahn  
bei m inim alem  Brennstoffverbrauch vor sich  
geht. Ferner wird das rationellste Brenn
stoffverbrauchsprogram m  gesucht. D iese  
Problem e wurden unter verschiedenen verein
fachenden Annahm en gelöst.

D ieselben Autoren und G. P . T a r a - 
t y n o v a  geben in  der folgenden Arbeit 
(S. 34— 54) zum erstenm al eine vollständige  
Lösung des Problem s der Lebensdauer von  
künstlichen E rdsatelliten , die sich auf e llip 
tischen Bahnen bewegen. E ine hinreichend  
strenge Lösung lag bisher nur für K reis
bahnen vor. D ie  in § 4 dieser Arbeit gege
benen num erischen R echenresultate beruhen  
a u f ganz bestim m ten Annahm en über die 
Struktur der höheren atm osphärischen  
Schichten und bedürfen nach den neueren  
Ergebnissen einer Revision.

D ie zwei folgenden Aufsätze von G. P. 
T a r a t y n o v a  (S. 55— 64) bzw. I. M.
J a c u n s k ij  (S. 65— 79) behandeln die B ew e
gung eines künstlichen E rdsatelliten unter 
Berücksichtigung des Luftw iderstandes und 
des nicht-zentralen Schwerefeldes der Erde.

In der zw eiten  Arbeit w ird auch die Anom alie  
des Schwerefeldes in  B etrach t gezogen. D ie  
in  d iesen  Arbeiten entw ickelten  Form eln  
dienten später bei den langfristigen B ah n 
m essungen der Sputnyiks als Grundlagen  
zur Verbesserung der D a ten  über die D ichte  
der L u ft in  Höhen zw ischen 150 und 300 km  
und über die A b plattun g des Erdsphä- 
roids.

E ine  längere A rbeit v o n  V. A. E gorov  
(S. 80-— 131) berichtet über die in den Jahren  
1953— 1955 im  M athem atischen In stitu t der 
A kadem ie der W issenschaften der U dSSR  
durchgeführten system atischen  Untersuchun
gen der Theorie des F luges zum Mond 
w ie der Form  und der K lassifikation  der 
Freiflugbahn, der m öglichen  Bahnen für 
das U m fliegen  des M ondes und der anschlies
senden Rückkehr zur Erde, des Problem s 
des Auftreffens auf den  Mond, usw. N eben  
den strengen Lösungen wurden auch N ä h e
rungsverfahren behandelt. Am Schluss der 
A rbeit wurde auf d ie M öglichkeit ihrer 
Verallgem einerung für das Problem  des 
F lu ges zu den äusseren P laneten  des Sonnen
system s hingewiesen.

In  einem  kurzen A rtikel (S. 132— 136) 
w eist V . L. Gin zbu rg  a u f die höchst verlo k - 
kende Perspektive der Prüfung der a llgem ei
nen  R elativ itätstheorie  hin, die die U n ter
suchungen an künstlichen Erdsatelliten eröff
nen.

D ie  Versorgung der w issenschaftlichen  
Apparaturen und des T elem ess-System s eines 
kü nstlichen  E rdsatelliten  m it elektrischer  
E n ergie  kann durch m itgeführte A kkum u
la toren  und galvanische Elem ente nur für 
ein e begrenzte Z eit erfolgen. E in längeres 
A rbeiten  der Geräte is t  nur bei A usnutzung  
der Sonnenenergie m öglich . Zur U m w and
lu n g  von  Sonnenenergie in  elektrische ist  
die  Benutzung photoelektrischer H alb le i
terbatterien  zu em pfehlen . W. S. Va v ilo v  
und seine M itarbeiter berichten (S. 137— 144) 
über Arbeitsweise, Charakteristiken und  
Arbeitstem peratur v o n  Silizium photoele
m enten .
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Im  Zusam m enhang m it der Entsendung  
künstlicher Erdsatelliten eröffneten sich  
völlig  neue M öglichkeiten bei der U nter
suchung der K ernkom ponente der kosm ischen  
Strahlung. E ine Reihe von Autoren behan
deln in  den beiden nachfolgenden A u f
sätzen (S. 145— 179) die Frage, welche
Apparaturen in  den E rdsatelliten  für die 
U ntersuchung der Zusam m ensetzung der 
prim ären kosm ischen Strahlung bzw. ihrer 
V ariationen zu em pfehlen sind. H öchst 
interessant sind die Schlussbem erkungen des 
zw eiten A rtikels über die neuen Perspektiven  
der Erforschung der kosm ischen Strahlung.

S. L. M a n d e l ’st a m  und A . I. E f r e m o v  
stellen in dem  folgenden B ericht (S. 181— 199) 
die neuen Ergebnisse experim enteller und 
theoretischer A rbeiten über d ie  kurzwellige 
Sonnenstrahlung zusam m en. D ieser Teil der 
Sonnenstrahlung wird von der Erdatm o
sphäre stark absorbiert und erreicht daher 
die Erdoberfläche nicht. Zwar konnte das 
Sonnenspektrum  schon bei R aketenauf
stiegen bis zum  w eichen R öntgengeb iet hin  
registriert werden, langzeitige Messungen 
können nur m it künstlichen E rdsatelliten  
durchgeführt werden.

E in  anderes Gebiet der Sonnenphysik  
und zugleich der Geophysik, wo künstliche  
E rdsatelliten  schon eine w esentliche Bereiche
rung unserer K enntnisse geliefert haben, ist 
die Erforschung der K orpuskularstrahlung der 
Sonne. Darüber berichten V . I. K r a so v 
s k i j  und M itarbeiter (S. 200— 209). Dann 
folgen eine R eihe von A ufsätzen über U nter
suchungen der Atm osphäre in  grossen Höhen  
m ittels R aketen. B. A. M ir t o v  behandelt 
die fundam entalste Frage: die Bestim m ung  
der G aszusam m ensetzung der oberen A tm os
phäre (S. 211— 228.) In einem  weiteren  
Artikel (S. 260— 273) referiert er über die 
Ionenzusam m ensetzung ionisierter Schichten  
der A tm osphäre. Dann behandeln  zwei 
Artikel von  V. V. M ic h n e v ió  und M itar
beitern die Druck- und Dichtem essungen in 
der höheren Atm osphäre.

In jedem  dieser Aufsätze lieg t das H aupt
gew icht au f der m ethodischen Seite des 
Problem s, ebenso w ie in  den darauffolgenden  
Arbeiten: »U ntersuchung der Ionenzusam 
m ensetzung ionisierter Schichten der A tm o
sphäre« von B. A. M ir t o v  und V . G . I s t o 
m in  (S. 260— 273), »Messung der K onzentra
tion  positiver Ionen längs der Bahn eines 
künstlichen E rdsatelliten« von K . P. G r in - 
g a u z  und M. Ch . Z e l ik m a n  (S. 274— 289)

und »Über e in e M ethode zur U ntersuchung  
der Ionosphäre m it Hilfe eines künstlichen  
Erdsatelliten« v o n  J a . L. A l ’p e r t  (S. 290—  
300). Wir se h e n , dass es zur Durchführung  
der angegebenen Versuche keiner speziellen  
technischen E ntw icklungen bedarf, sondern 
die dabei auftretenden Mess- und K onstruk
tionsaufgaben m it H ilfe überall in  der R adio
technik verw endeter Apparaturen gelöst 
werden können. Trotzdem sind beliebige  
Versuche m it Satelliten  auch bei grösst- 
m öglicher E in fachk eit der M essm ethode sub
tile  U ntersuchungen.

S. M. P o l o s k o v  und T. N . N a z a r o v a  
behandeln das Problem , w ie die U nter
suchung der festen  Kom ponente der inter
planetaren M aterie zu einer w issenschaft
lichen Aufgabe für die R aketenuntersuchun
gen gem acht w erden kann (S. 304— 317). 
I .  M. I m ja n it o v  betrachtet die B esonder
heiten  bei M essungen elektrischer Felder 
in  den höheren Schichten der Atm osphäre  
und gibt W ege zum  Bau von Apparaturen  
für die M essungen an (S. 318— 335).

Das Programm des Internationalen Geo
physikalischen Jahres sieht die Durch
führung von geom agnetischen M essungen m it 
künstlichen S a te lliten  und R aketen  vor, 
wodurch experim entelle  Daten über die 
räum liche V erteilung des geom agnetischen  
Feldes in grossen H öhen erm ittelt werden. 
In einem  Artikel betrachten N . V . P u s k o v  
und S. S. D o l g in o v  einige geophysikalische  
und technische A spekte  derartiger M essungen. 
(S. 336— 348).

In  dem Schlussartikel schreiben I. S. 
S k l o v s k ij  und P. V . S c eg lo v  über optische  
Beobachtungen künstlicher E rdsatelliten . 
D as Ziel solcher Beobachtungen is t , die 
räum lichen K oordinaten der S a te lliten  zu 
verschiedenen Z eitpunkten durch B eobach
tungen von der Erdoberfläche aus zu b estim 
m en. (S. 349— 357). D ie  Autoren behandeln  
besonders die Anforderungen, die an das 
optische System  g e ste llt  werden m üssen, um  
die Satelliten photographieren zii können.

D ie  rasche E ntw icklung auf dem  G ebiete  
der Raum fahrtforschung wird es n atü r
licherw eise m it sich  bringen, dass m anche  
T eile des Buches bald überholt sein werden. 
Jedoch wird das B uch  infolge der sorg
fä ltigen  Auswahl der grundlegenden Fragen  
noch lange als e in  vorzüglicher R atgeber  
für Astronom en, P hysik er und G eophysiker  
gelten .

L. D e t r e
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B eiträge zur P hysik  und  Chem ie des 20. Ja h rh u n d e rts . H erau sg eg eb en  
v o n  0 .  R .  F r i s c h , F .  A . P a n e t h ,  F .  L a v e s ,  P .  R o s b a u d . V e rla g  F ried r. 
V iew eg & Sohn, B raunschw eig , 1959. 285 Seiten .

Das B uch  ist  drei hervorragenden d eu t
schen W issenschaftlern an lässlich  ihres 80. 
G eburtstages gewidm et, die zur stürm ischen  
E ntw ick lu ng der Physik und besonders der 
A tom physik  in  unserem Jahrhundert ausser
ordentlich v ie l beigetragen haben.

D ie drei gefeierten N obel-Preisträger, 
L is e  M e i t n e r , O tto  H a h n  und Ma x  v o n  
L a u e , haben die E ntw icklung der P hysik , 
besonders der A tom physik, w eitgehend b ee in 
flusst und beschleunigt. D ie jüngere Genera
tion der Physiker kann d iese stürm ische 
E ntw icklung der A tom physik  in ihrer
M annigfaltigkeit und V ielseitigkeit kaum  
durchblicken, und das grosse V erdienst 
dieser drei Forscher richtig verstehen. Zu 
einem  solchen Verständnis is t  aber dieses 
ausgezeichnete Buch ein sehr guter und v ie l
seitiger Leitfaden.

32 prom inente M itarbeiter haben das
M aterial des Buches zusam m engestellt. E s  
besteht aus 27 unabhängigen Arbeiten. D ie  
verschiedenen Autoren haben ihre Aufgabe 
in  verschiedener Weise aufgefasst. Aus d iesem  
Grunde gew innt das Buch eine m osaikartige 
V ielseitigkeit, aus der teilw eise die geschicht
liche Entw icklung der A tom physik , t e il
weise persönliche, m enschliche Verbindungen  
und Beziehungen der M itarbeiter zu den g e fe i
erten prom inenten Forschern, bzw. ihren
w issenschaftlichen Schulen und Institu ten  
zu erkennen sind.

D as B uch ist in drei T eile  geteilt, jeder  
Teil ist einem  der gefeierten W issenschaftler  
gew idm et. Der erste A rtikel jedes T eiles  
enthält Erinnerungen, te ilw eise  geschicht
licher, teilw eise persönlicher Natur. D ie  
anderen B eiträge enthalten je  nach der A uffas
sung der Autoren zusam m enfassende R eferate  
über einen  Teil der A tom p hysik , zu dessen  
E ntw icklung der Gefeierte v ie l beigetragen  
hat.

Im  R ahm en dieser kurzen B uchbespre
chung is t  es nicht m öglich , die einzelnen  
Beiträge von so vielen prom inenten A utoren  
zu analysieren, oder auch nur alle zu erw äh
nen. Der Leser muss sich diesbezüglich an 
das Inhaltsverzeichnis des Buches halten.

Es soll hier nur eine kleine Auswahl bespro
chen werden.

U nter den Arbeiten, die L is e  M e i t n e r  
gew idm et sind, gibt S. R o s e n b l u m  in seinem  
Artikel (»Spectres M agnétiques des P a r ti
cules Alpha«) einen Bericht über die h isto 
rische Entw icklung und den  heutigen Stand  
der A lpha-Spektrom etrie, m it manchen p er
sönlichen Erinnerungen gew ürzt. W. G e n t -

n e r  stellt in  seinem  Artikel (»E in iges aus der 
frühen G eschichte der G am m a-Strahlen«) 
die G eschichte der Forschung der Gamma- 
Strahlen dar. C. S. Wu zeigt dem  Leser in  
ihrem ausgezeichneten R eferat (»H istory of  
Beta D ecay«) n icht nur die G eschichte der 
Forschung der Beta-Spektren, zu der Frau 
Prof. L i s e  M e it n e r  persönlich  so viel 
beigetragen h a t, sondern auch den neuesten  
Stand unserer Kenntnisse über die schw a
chen W echselwirkungen, die N ichterhaltung  
des Paritätsgesetzes, die Z w eikom ponenten
theorie des N eutrino und die neuesten  expe
rim entellen R esu ltate, die für die W echsel
wirkungen bei der B eta-U m w andlung verant
wortlich sind .

Von den  Arbeiten, die für O tto  H a h n  
bestim m t sin d , macht der B eitrag  von K. E. 
Z im e n  (»E in ige Erinnerungen an das Kaiser- 
W ilhelm -Institut für Chemie«) den Leser m it 
der G eschichte des HAHNschen Instituts 
bekannt. G l e n n  T. S e a b o r g  (»E arly R adio
chemical Investigations of P lu ton ium «)b etont  
den E in fluss des Buches von  O tt o  H a iin  
»Applied Radiochem istry« und seiner G ast
vorlesungen an der Cornell-U niversität in  
1933 auf die Entw icklung der radiochem ischen  
Forschung in  den V ereinigten Staaten und 
berichtet über die G eschichte der E n t
deckung des Plutonium s.

G e o r g e  v o n  H e v e s y  (»E in ige Anwen
dungen des radioaktiven E isens«) berichtet 
über seine E xperim ente, bei denen radio
aktives E isen isotop  (Fe59) zur Markierung 
des B luthäm oglobins verw endet wird. Es 
ist ihm gelu ngen , den E isenu m satz  der B lut
zirkulation zu verfolgen und bereits inner
halb von e in  Paar Stunden zu bestim m en, 
ob beim untersuchten P a tien ten  die Lebens
dauer der roten B lutkörperchen normal oder 
verkürzt is t .

N. R i e h l  (»U ntersuchungen über K ri
stallw achstum  und M ischkristallbildung als 
Anw endungsgebiet für radioaktive Isotope«) 
berichtet über ein G ebiet, au f dem das 
IlAHNsche In stitu t bahnbrechende Arbeit 
geleistet hat.

Die M a x  v o n  L a u e  gew idm eten Beiträge  
sind aus dem  Gebiete der R öntgenphysik  
und Diffraktrographie zusam m engestellt. E in  
kurzer B erich t von W. L . B r a g g  gibt nur 
einen rein  geschichtlichen Ü berblick.

Es fo lg t eine Anzahl von  ausgezeichneten  
Berichten, die grösstenteils fachlich gefasst 
sind. Sie b ieten  dem Leser ein breites B ild  
über die ungeheure E ntw icklung der R önt- 
gendiffraktrographie und dadurch unserer
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K en ntn isse  über die m aterielle W elt, in  der 
wir leben , eine E ntw icklung, die die E ntdek- 
kung L a u e s  nach 1912 hervorgerufen hat. 
F . L a ves  berichtet zum  Beispiel über 
K ristallsturktur und K ristallchem ie, A. G u i
neer  über das Studium  der K ristallfehler  
m ittels R öntgenstrahlen , K a th l e e n  L o n s 
d a l e  über die Schw ingungen der Atom e von  
K ristallen , G. B o rrm a n n  über R ön tgen 
w ellenfelder, W . H o pp e  über organische  
M oleküle, usw.

Abschliessend sei gesagt, dass der Band  
im  allgem einen der heutigen Generation der 
aktiven P hysiker sehr warm  zu empfehlen 
ist. Das L esen  des Buches erm öglicht es, 
einerseits e in en  Einblick in  d ie  historische 
E ntw icklung der K orpuskularphysik zu ge
w innen, und anderseits zeig t es recht v iel 
von den n euen  R ichtungen der Atom - und 
R öntgenforschung.

A. SzALAY
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ON A 2-MeV MICROTRON

B y

É v a  K i s d i - K o s z ó  an d  L .  T u r i

CENTRAL RESEARCH INSTITUTE OF PHYSICS, BUDAPEST 

(Presented by L. Jánossy. —  R eceived  15. VIII. 1960)

The 2 MeV m icrotron having 8 orbits, designed, built and put in to  operation in our 
laboratory is described. Mean current intensities o f 5 .10 -9 A with peaks o f  10-5 A are o b ta in 
ed on the la st orbits, 50%  of which can be brought from  the accelerator in to  the laboratory.

I. Introduction

The  p rin c ip le  o f o p e ra tio n  o f  th e  m ic ro tro n  was e s ta b lish e d  as ea rly  as 
1945 b y  V e k s l e r  [1] an d  th e  re a liz a tio n  o f  su ch  acce lera to rs has been m a d e  
possib le  b y  th e  su b seq u en t d ev e lo p m en t o f m icrow ave te c h n iq u e s , i. e. s u ff i
c ie n tly  h igh  (ab o u t 0.5 MeV) acce lera tion  on  r a th e r  sho rt (cm s) w av e leng ths. 
T h e  f ir s t  m ic ro tro n , o p e ra ted  a t  4 MeV w as b u ilt in  1950 [2]. Since th e n  
sev era l m odels o f  s im ila r sm all size have  been  b u i l t  a t v a rio u s lab o ra to rie s  [3], 
[4], [5] an d  in  L ondon  a lread y  a second m ic ro tro n  w ith  a n  en d  energy o f  30 
MeV has been  p u t  in to  o p e ra tio n . T he 2 MeV m ic ro tro n  b u ilt  in  ou r la b o ra to ry  
a t  th e  C en tra l R esearch  In s t i tu te  of P hysics in  B udapest w as com pleted  in  
1958.*

A ccord ing  to  th e  p rin c ip le  o f  th e  m ic ro tro n  th e  acce le ra tin g  voltage a n d  
th e  m ag n etic  fie ld  h av e  to  sa tis fy  th e  fo llow ing resonance co n d itions:

m e2
V  =  -  

H  =  2 nv

a
e b — a 

me 1 
e h — a

w here  b >  a are p o sitiv e  in teg e rs , b is th e  n u m b e r  of m icrow ave periods th e  
e lec trons need to  com plete  th e  f i r s t  o rb it, w h ile  a is th e  d ifference in  th e  
tim es  th e  e lec trons need  for th e  com pletion  o f  tw o  su b seq u en t o rb its, g iv en  
in  m icrow ave periods.

* The m icrotron in  operation w as displayed at th e  Atom ic Energy E xh ib ition  in eonnec* 
tion  w ith  the G eneva Conference in  Septem ber, 1958.

1 Acta Phys. H un g , Тот. X I I .  Fasc. 4.
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I n  o u r m ic ro tro n  th e r e  w as a — 1, b — 3 an d  th e  accelera ting  f ie ld  
f req u en cy  v =  2815 M c/s, th u s  th e  en e rg y  gained  b y  a  single acce le ra tio n  is 
250 K eV  a n d  th e  m ag n e tic  fie ld  to  be a p p lie d  is 500 g au ss . A n end e n e rg y  o f  
2 M eV is a t ta in e d  b y  th e  co m p le tio n  o f 8 o rb its  and  th e  m e a n  cu rren t in te n s i ty  
on  th e  la s t o rb it  is 5.10~9 A  w ith  a p eak  o f  10~5 A.

II. Description o f apparatus and operational data

T he ac c e le ra to r  consists  o f th e  fo llow ing  u n its :

1. V acuum  system

T he n ecessa ry  v acu u m  o f th e  o rd e r o f  10~5 m m  H g  was p ro d u ced  b y  a 
B alzers D U O  25 fo rev acu u m  pu m p  w ith  a perfo rm ance  o f  25 m 3/h a n d  a  B al- 
zers 250 lit/se c  speed  d iffu sion  p um p . T h e  v acu u m  ta n k  o f  th e  ac c e le ra to r  is 
a ca s t b rass  c y lin d e r, 40 cm  in  d iam ete r a n d  10 cm h ig h  w ith  a rem o v ab le  lid. 
V arious a p e rtu re s  on th e  cy lin d er w all se rv e  for in tro d u c in g  the  ac c e le ra tin g  
c a v ity  re so n a to r  w ith  its  m ech an ica l tu n in g  device, th e  e lec tro n  e x tra c to r  and  
o p p o site  to  th e  c a v ity  re so n a to r  a F a ra d a y  cage for m easu ring . T h ro u g h  a  
sm all w indow  opposite  to  th e  e lectron  e x tra c to r  th e  o rb its  m ay be v iew ed  on 
a zinc su lp h id e  screen m o u n te d  on th e  e le c tro n  e x tra c to r  o r th e  F a ra d a y  cage 
w hich  co n sid e rab ly  fa c ilita te s  th e  a d ju s tm e n t of th e  a p p a ra tu s . In  th e  w av e
gu ide  th e  v a c u u m  is sea led -o ff by  a te f lo n  p la te  in se rted  betw een  tw o flan g es. 
T h e  m icrow ave re flec tio n  th u s  p ro d u ced  is  e lim in a ted  b y  a su itab ly  sh ap ed  
m e ta l iris.

2. Magnet

T he re q u ire d  m ag n e tic  fie ld  of 500 g au ss  is p ro d u ced  b y  an e le c tro m a g n e t 
w ith  pole p ieces, each 46 cm  in  d iam e te r, leav in g  an  a ir  gap  of 11.7 cm . F o u r 
p illa rs , each  10 X 10 cm 2 in  cross sec tio n  fo rm  th e  m a g n e tic  re tu rn  p a th  for 
th e  flu x . A ccess to  th e  in s id e  of th e  v a c u u m  ta n k  is p ro v id e d  b y  lif t in g  th e  
u p p e r pole p iece by  m ean s o f  a m o to r. T h e  exciting  co ils of th e  m a g n e t are 
m o u n ted  on th e  pole pieces. Pow er c o n su m p tio n  is 450 w  for 1000 g au ss . The 
h o m o g en e ity  o f  th e  m ag n e tic  fie ld  is m e asu red  b y  a m a g n e tic  field m e te r  based  
u p o n  p a ra m a g n e tic  re so n an ce  [7]. T he re s u lt  of th e  m a p p in g  of th e  m ag n e tic  
fie ld  is show n in  Fig. 1. T h e  h om ogeneity  o f  th e  m ag n e tic  field  app lied  to  the  
e lec tro n  o rb its  is b e tte r  th a n  99% .

3. Accelerating cavity resonator

As re so n a to r  we used  a cy lind rica l c a v ity  w ith  tru n c a te d  cones p r o t r u d 
in g  in to  th e  in sid e  of th e  c a v ity  from  th e  b o tto m  a n d  cover p la tes. T h e  gap

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 4.
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u sed  for th e  acce lera tio n  o f th e  elec trons is ab o u t 7 m m . T h e  body is m ach in ed  
from  a b lock  o f brass , th e  lid  is m ade o f 0.1 m m  th ick  co p p e r p la te . T h e  m ech a 
n ica l d is to r tio n  of th is  p la te  is em ployed fo r th e  freq u en cy  tu n in g  of th e  c a v ity

r  — *~cm

0 5 10 .15 20

fro m  2790 to  2910 Mc/s. A n electrical co u p lin g  is p ro v id e d  betw een  th e  c a v ity  
a n d  th e  w avegu ide  b y  a c ircu la r hole. T he coupling  is r a th e r  loose. T he s ta n d in g  
w ave ra tio  p ro d u ced  on reso n an ce  is 1.3. T he value o f Q is 5300.

4. Waveguide system

T he m icrow ave pow er is supp lied  b y  a m ag n e tro n  w ith  250 kW  p eak  
o u tp u t . T he p u lsed  source is o p era ted  a t  300 c/s re p e tit io n  frequency  w ith  2.2 
p,sec pu lse  d u ra tio n . T he m ag n e tro n  is coup led  to  th e  c a v ity  re so n a to r b y  a 
34 X 72 m m  w avegu ide across a s ta b liz in g  load  in tro d u c e d  in to  th e  la t t e r  b y  
m eans of a series T -ju n c tio n  (F ig. 2). T h e  tu n in g  p lu n g e rs  are so se t t h a t  in  
th e  case o f resonance  h a lf  o f th e  m ag n e tro n  o u tp u t is fed  in to  th e  c a v ity  re so 
n a to r  w h ils t th e  re s t goes to  th e  s tab iliz in g  load. T h e  m ag n e tro n  o u tp u t  is 
m easu red  b y  a th e rm is to riz e d  pow er m e te r  co nnec ted  to  the  d ire c tio n a l 
coupler.

5. Operational data

B y ex p lo itin g  th e  f ie ld  em ission as e lec tron  sou rce  cu rren t in te n s it ie s  
o f 10 p A  m ean  an d  15 m A  p eak  values a re  o b ta in ed  fro m  th e  cav ity  w hen  no 
m agnetic  fie ld  is applied .

The en erg y  sp ec tru m  o f th e  e lec trons em erging fro m  th e  cav ity  is m ea 
su red  by  a 1 m m  slit F a ra d a y  cage (F ig . 3). C alcu la ting  from  th e  m ax im u m

1* Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 4 •
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en e rg y  o b ta in e d  th e  peak  v a lu e  o f  th e  acce le ra tin g  vo ltage  w as found to  b e  
260 kV .

A gain  th e  F a ra d a y  cage se rves for d e te rm in in g  th e  in te n s i ty  d is tr ib u tio n  
o f  th e  e lec tron  o rb its  o b ta in e d  in  th e  m ode a =  1, b =  3 (F ig . 4). The c u rre n t 
m easu red  on th e  la s t  o rb its  is m ere ly  0 .4%  o f  t h a t  o b ta in ed  o n  th e  f irs t one.

0 50 100 150 200 250
[ —Hkev) 
Fig. 3

T h e  in te n s ity  lo s t be tw een  th e  f irs t  and  th e  second o rb it is a b o u t tw o o rd e rs  
o f  m ag n itu d e . B y  p h o to g ra p h in g  th e  e le c tro n  beam  it  w as observed t h a t

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fuse, 4.
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because  of v e r tic a l d r if t  on ly  10%  o f th e  e lec trons a re  re tu rn e d  in to  th e  cav ity . 
T h u s  th e  h ig h  loss in  c u rre n t is on ly  p a r t ly  due to  p o o r phase s ta b il i ty , alm ost 
th e  sam e loss m ay  be a t t r ib u te d  to  v e r tic a l in s ta b il i ty .

F ig. 5

F ro m  ca lcu la tions i t  seem s t h a t  th e  m ic ro tro n  is ra th e r  in sen sitiv e  aga in st 
v a ria tio n s  in  acce lera tin g  v o ltage  a n d  m agnetic  f ie ld . R esonance  accelera tion  
m a y  be ach ieved  even  i f  th e se  are  changed  b y  rfcW % . This h a s  b een  p roved  
also  ex p erim en ta lly  b y  v a ry in g  th e  m ag n e tic  fie ld  d u rin g  o p era tio n . B y  m easu r
in g  th e  to ta l  c u rre n t in te n s i ty  on th e  6 th  o rb it on  a co llecting  electrode in  
te rm s  of th e  m agnetic  f ie ld , th e  cu rv e  to  be seen in  F ig . 5 was o b ta in e d .

T he m ax im u m  in te n s ity  w as o b ta in e d  for 495 gauss. This is in  good agree
m e n t w ith  th e  ex p ec ted  v a lu e , t h a t  is 500 gauss, w ith  an  e x p e rim e n ta l e rro r 
o f  1%  in th e  d e te rm in a tio n  of th e  m ag n e tic  f ie ld .

Acta Phys. H ung. Тот . X I I .  Fasc. 4.
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T h e  elec trons a re  b ro u g h t o u t fro m  th e  m ic ro tro n  a t  an y  o rb it , from  th e  
second to  th e  e ig h th , b y  m eans o f  a n  iron  tu b e  tu rn in g  on a b a ll  jo in t and  
m o v ab le  in  an d  o u t. T h ro u g h  a 0.1 m m  th ic k  a lu m in iu m  w indow  50— 60%  
of th e  o rb i t  c u rre n t c a n  be b ro u g h t in to  th e  la b o ra to ry .

S u m m ariz in g  o u r  ex p erim en ts  w ith  th e  m ic ro tro n  i t  can  be  sa id  th a t  i t  
is easy  to  h an d le , s ta b le  in  o p era tio n  a n d  there fo re  su itab le  for u se  in  various 
fie ld s. I t s  ra th e r  low  av erag e  in te n s i ty  can be in c rea sed  b y  a p p ly in g  a h igher 
o u tp u t  m ag n e tro n .
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О М И К РО Т РО Н Е  НА 2 MeV

E. КИШ ДИ-КОСО и Л. ТУРИ

Р е з ю м е

Нами построен и пущен в действие восьмиорбитальный микротронный ускоритель 
на 2 MeV. Средняя интенсивность электронов на последних орбитах 5 • 1CV9 А (в пик. 
импульса Ю"6 А). Из ускорителя можно вывести в лабораторию 50% данной величиные

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 4.



ÜBER DIE BERECHNUNG  
DER POLARISATIONSENERGIE 

IN IONENGITTERN

Von

T h . N e u g e b a u e r

INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND EÖTVÖS UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(Vorgelegt von  K. F. N ovobátzky. —  Eingegangen: 12. IX . 1960)

In der Einleitung werden die schon vor einigen Jahrzehnten aus der Q uantenm echanik  
erhaltenen R esultate für die in K oordinationsgittern doch noch auftretenden A n teile  der 
Polarisationsenergie und für die dabei induzierten höheren M om ente kurz zusam m engefasst. 
Aus diesen folgt, dass es kaum  lohnend wäre, das selbe Problem  je tz t  noch nach der in  diesem  
Falle v ie l schwerfälligeren klassischen Theorie zu berechnen. D anach  werden in die erhaltenen  
Form eln erstens eine einfache P rodukteigenfunktion und zw eitens die antisym m etrische  
D eterm inanteneigenfunktion eingesetzt, und es wird gezeigt, dass sich für kugelsym m etrische  
Ionen die Ergebnisse auf eine so einfache Form  bringen lassen, dass die tatsächliche Berech
nung sich eigentlich nur auf eine M ittelung von  geraden P otenzen von  r über die L adungs
dichte reduziert (wie das z. B. aus (8) und (10) zu ersehen ist).

E in le itu n g

B ek an n te rw e ise  v e rsch w in d e t d ie  e rs te  N äh eru n g  d er P o la risa tio n sen erg ie  
{— 1/2 a E 2) in  K o o rd in a tio n sg itte rn , w egen dem  sy m m etrisch en  A u fb a u  dieser 
K ris ta lle . H öhere  N äh eru n g en  d ieser E n erg ie  k ö n n en  jed o ch  a u f tre te n . Zur 
B erech n u n g  von  diesem  in  einem  Io n e n g it te r  doch noch  a u ftre te n d e n  E n e rg ie 
a n te ile , d er infolge d e r v o n  dem  F e ld e  d er zu e rs t p u n k tfö rm ig  ang en o m m en en  
N ach b ario n en  v e ru rsa c h te n  D efo rm atio n  eines Io n s e n ts te h t , m üssen  w ir die 
V erte ilu n g  des P o te n tia ls  in n e rh a lb  d e r A usdehnung  des frag lichen  Io n s  b e rech 
nen . N ach  d er gew ohn ten  M ethode fü h re n  w ir in n e rh a lb  dieses Io n s e in  P o la r
k o o rd in a te n sy s te m  (r, $) e in  u n d  b eze ich n en  die E n tfe rn u n g  eines N ach b ario n s 
m it d. D ann  h aben  w ir also fü r die P o te n tia lfu n k tio n

V  =
e

Ii d 2 -j- r2 — 2 dr cos $
( 1 )

wo die P  K u g e lfu n k tio n en  (L egendre-P o lynom e) b ed e u te n . Die n u llte  K u g el
fu n k tio n  is t  jed o ch  in  (1) u n w esen tlich , da  sie ja  n u r  eine ad d itiv e  K o n s ta n te  
in  d er P o te n tia lfu n k tio n  b e d e u te t u n d  k a n n  deshalb  w eggelassen w erd en . Die 
e rs te  g ib t den  b e k a n n te n  A u sd ru ck  fü r  die P o la risa tio n  im  hom ogenen  Felde 
u n d  d ie  ü b rig en  die h ö h eren  N äh eru n g en .

U m  alle u n m itte lb a re n  N ach b a rio n en  zu b e rü ck sich tig en , m ü ssen  w ir 
F o rm e ln  vom  T yp  (1) add ieren . D ie  ta tsä c h lic h e  D u rch fü h ru n g  d iese r Bech- 
n u n g e n  lie fe rt fü r  die G itte r , in  den en  b in ä re  Stoffe k r is ta llis ie re n , das fo lgende
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R e s u lta t  [1]: B e im  S teinsalz- u n d  CsCl-Typ w ird  das e rs te  n ic h t  verschw in 
d en d e  Glied in  d e r  R e ih en en tw ick lu n g  des P o te n tia ls  von  d e r v ie r te n  K ugel
fu n k tio n  ge lie fe rt, b e i dem  Z inkb lende- u n d  W u r tz it ty p  (so lange m an  die 
T e tra e d e r  im  le tz te re n  T yp  als vo llkom m en  sy m m etrisch  a n n im m t) von  der 
d r i t te n ,  beim  g an z  sy m m etrisch en  (R au m g ru p p e  ÍP/,) N ick e la r senid ty p  von  
d e r  zw eiten  u n d  en d lich  in  e in em  M olek ü lg itte r (z. B . in  dem  d e r W assersto ff
halogen ide) v o n  d e r  e rs ten  K u g e lfu n k tio n . Im  S te in sa lz g itte r  k a n n  m an  eine 
g an z  ein fache F o rm e l fü r die v o n  den sechs u n m itte lb a re n  N a c h b a re n  erzeug te  
P o te n tia lfu n k tio n  V  angeben  [1]:

w o die Sum m e je d o c h  n u r ü b e r  d ie  geraden  W e rte  von  n  zu  e rs treck en  is t.
G anz analog  z u  dem  O bigen  k a n n  m an  ze igen  [2], dass im  S teinsalz- u n d  

C sC l-Typ n u r  S ech zeh n erp o lm o m en te , im  Z in k b len d e- u n d  W u r tz i t ty p  O k tu - 
p o lm o m en te , im  N ic k e la rse n id ty p  Q u ad ru p o lm o m en te  u n d  im  M o lek ü lg itte r 
a u c h  D ip o lm o m en te  infolge d e r P o la risa tio n  a u f tre te n .

In  einem  G it te r  vom  S te in sa lz ty p  s ind  d iese  h öheren  N äh eru n g en  d er 
P o la risa tio n sen e rg ie  ta ts ä c h lic h  re c h t k le in  (jed o ch  n ich t ganz u n b ed eu ten d ), 
w ie das die m it H ilfe  von  (2) d u rc h g e fü h rte n  q u a n ten m ech an isch en  R echnungen  
des V erfassers [3] fü r  KCl zeigen .

D och g ib t es n o ch  eine g an z  andere  U rsach e , w elche eb en fa lls  zum  A u f
t r e te n  einer P o la risa tio n sen e rg ie  fü h r t . B e rü ck sich tig en  w ir n äm lich , dass die 
N ach b ario n en  k e in e  P u n k tla d u n g e n  sind, so n d e rn  ebenfalls e ine E le k tro n e n 
w olke b esitzen , so w ird  die W olke des b e tra c h te te n  Io n s in  die d e r N ach b ario n en  
e in d rin g en  u n d  d o r t  einem  e rh ö h te n  Felde a u sg e se tz t sein , w eil ja  in n e rh a lb  
d ieser E lek tro n en w o lk e  das K e rn fe ld  schon w en ig er ab g esch irm t is t. B esonders 
d as  E in d rin g en  d e r lockeren  W olke  des n e g a tiv e n  Io n s in  die E lek tro n en w o lk en  
d e r um gebenden  p o s itiv e n  Io n e n  w ird  in  d ieser H in s ic h t re c h t b ed eu tu n g sv o ll 
se in . W ie die B erech n u n g en  ze igen  [4], v e ru rsa c h t diese le tz te re  E rsch e in u n g  
eine  P o la risa tio n sen e rg ie , die (im  N aC l-G itter) b e d e u te n d  g rösser a ls die zu e rs t 
b esp rochene  is t. E s  i s t  zw ar w a h r, dass w enn m a n  d ie  L adung sw o lk e  des n e g a 
t iv e n  Ions als u n e n d lic h  au sg ed eh n t an n im m t, d ie  G rösse d ieser E n erg ie  d ad u rch  
ü b e rsc h ä tz t  w ird , w eil j a  d an n  a u c h  noch  am  O rte  des K ern s des p o sitiv en  Io n s 
d ie  L ad u n g sd ich te  des n e g a tiv e n  n ic h t gleich N u ll w äre. D ieses G ebiet m uss 
also  ausgeschlossen  w erden , w as auch  die u n m itte lb a re  p h y sik a lisch e  A n 
sch au u n g  re c h tfe r t ig t ,  weil j a  in fo lge  der F e rm is ta t is t ik  die W olke  des n eg a 
t iv e n  Ions n ic h t so t i e f  in  d ie  d e r positiv en  e in d rin g en  w ird . W ir verw eisen  
b ezü g lich  der B esp rech u n g  d iese r F rag e  a u f  d ie  A rb e iten  v o n  L a n d sh o f f  [5 ].

n 2 71
I f  V 2 sin û  d & dcp

о о

( n — l ) ( ra — 3) . . .  I  2
n  (re — 2) . . .  2
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A n g en äh e rt k a n n  m a n  die W irk u n g  d ieser Ü b erd eck u n g sp o la risa tio n  au ch  
fo lgenderm assen  b esch re ib en : im  S te in sa lz g itte r  k ö n n en  se lb s tv e rs tä n d lic h  in 
d u z ie rte  D ipole auch  d a n n  n ich t a u f tre te n , w enn  m a n  die Ü b erd eck u n g  b e rü c k 
s ic h tig t, Q u ad ru p o lm o m en te  jedoch  schon . (S e lb s tv e rs tän d lich  w erd en  sich j e 
doch  diese Q uad ru p o lm o m en te , aus e in e r  g rösseren  E n tfe rn u n g  b e tra c h te t,w ie d e r  
zu  einem  Sechzehnerpo lm om ent zu sam m en se tzen .) D as E in d rin g en  der E lck tro -  
nenw olken  in e in a n d e r v e rd irb t also d en  e in fach en  Z u sam m en h an g , nach  dem  
im  S te in sa lz g itte r  au ch  n och  die v o n  d e r zw e iten  K u g e lfu n k tio n  v e ru rsa c h te n  
G lieder verschw inden . A lso w erden d iese  auch  sch o n  in  der R e ih en en tw ick lu n g  
des P o te n tia ls  a u f tre te n . Diese B e rech n u n g sm e th o d e  is t se lb s tv e rs tä n d lic h  
w eniger e x a k t als die Z erlegung der P o la risa tio n se n e rg ie  in  eine Ü b e rd eck u n g s
p o la risa tio n  u n d  in  die v o n  den p u n k tfö rm ig  g e d a c h te n  N ach b a rio n en  v e ru r 
sach ten  höh eren  N ä h e ru n g en  der P o la r isa tio n ; es i s t  jedoch  zu  b ed en k en , dass 
es sieh  sowieso n u r  u m  K o rrek tio n sg lied e r h a n d e lt .  N ach d ie se r  le tz te re n  
M ethode w urde  die im  K C l-G itte r (Sylvin) a u f tre te n d e  P o la risa tio n sen erg ie  
zu e rs t b e rech n e t [6]. D ie bezüglich d e r  G itte re n e rg ie  vom  L iB r d u rc h g e fü h rte n  
B erech n u n g en  von  G o m bás [7] e n th a lte n  sow ohl die Ü b erd eck u n g sp o la risa 
tio n  wie die e rw äh n ten  höheren  N ä h e ru n g e n  d e r  v o n  den p u n k tfö rm ig  g ed ach 
te n  N ach b ario n en  h e rrü h ren d en  P o la risa tio n se n e rg ie . Die sch o n  e rw äh n ten  
U n te rsu ch u n g en  von  L a n d sh o f f  bez ieh en  sich  a u f  NaCl.

D iese in  der d e u tsch en  F a c h li te ra tu r  schon  v o r einem  V ie r te lja h rh u n d e r t  
v e rö ffe n tlic h ten  U n te rsu ch u n g en  se ien  h ie r n u r  desh a lb  kurz zu sam m en g efasst, 
w eil sie n ic h t a llgem ein  b e k a n n t zu  se in  scheinen  [8].

§ 1. B ezüglich  d e r  ta tsä c h lic h e n  B e rech n u n g  der e rw ä h n te n  E n erg ie 
an te ile  n ach  der Q u an ten m ech an ik  sei gleich d a ra u f  au fm erk sam  gem ach t, 
dass d ie  so oft g em ach te  E rfa h ru n g , dass p h y sik a lisch e  P ro b lem e  sich n ach  
der Q u an ten m ech an ik  v ie l le ich te r u n d  e in fach e r als nach  d e r  k lassischen  
T heorie  berech n en  lassen , auch in  d iesem  F a lle  sich  b e w ah rh e ite t.

F ü r  die P o la ris ie rb a rk e it in  e in em  hom ogenen  Felde e rh ä lt  m an  b e k a n n 
te rw e ise  n ach  der Q u a n ten m ech an ik  in  den g ew o h n ten  B eze ichnungen

a = 2 ±, ,3 )
T  hv(kO)

wo к  alle Q u an ten zah len  u n d  die W k d ie  E ig en fu n k tio n en  des g an zen  E lek tro n en - 
system s b ed eu ten . Im  b e tra c h te te n  in h o m o g en en  Felde m ü ssen  w ir die fü r  
das frag liche  G itte r  b erechne te  P o te n tia lfu n k tio n  V  in  die zw e ite  N äh eru n g  
der S ch röd ingerschen  S tö ru n g sth eo rie  e in se tzen . W ir haben  also

W  =p У '
~k

$ W 0 e E V W k dT\

hv(kO)
(4 )

D ie S um m en im  In te g ra n d  v o n  (3) und  (4) sind  über a lle  E le k tro n e n  zu  
e rs treck en . S e lb s tv e rs tän d lich  m ü sste  m an  zu r ta tsä c h lic h e n  B erech n u n g  v o n
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(3) u n d  (4) alle an g e reg ten  E n e rg ien iv eau s  u n d  au sse rd em  alle d azu g eh ö ren d en  
E ig e n fu n k tio n e n  k en n en , deren  B e rech n u n g  is t je d o c h  b e i einem  V ie lek tro n en - 
p ro b lem  e ine  sehr schw ierige A ufgabe. D och k ö n n e n  w ir diese S ch w ierig k e it 
a u f  dem  fo lgenden  W ege um gehen : I n  (3) u n d  (4) fü h re n  w ir s ta t t  d e n  E igen 
freq u en zen  v(kO) e in en  geeignet g ew äh lten  M itte lw ert v dieser F re q u e n z e n  ein. 
D ie S u m m a tio n  b ez ieh t s ich  d an n  in  (3) u n d  (4) n u r  m eh r au f die Z ä h le r  und  
diese k ö n n e n  d a n n  n a c h  dem  b e k a n n te n  m a triz e n th e o re tisc h e n  Z u sam m en 
h an g

X  t f  (Ofc) H(fcO) =  Я 2(00) -  j t f  (00)]2 (5)

fo lg en d erm assen  u m g efo rm t w erden:

und

a = 2  J y o (e £ z )2 Wo d r
hv

J  %  (e£V)*  W  о d r -  I J  W0 e Z V  %  dr  j« 

W'  =  kv

( 6)

( ? )

M an k a n n  le ic h t zeigen, dass d as  a u f  der re c h te n  Seite von  (5) s teh en d e  
zw eite G lied  in  (6) v e rsch w in d e t. B e n ü tz t  m an  w e ite r fü r  T 0 eine e in fach e  P ro 
d u k te ig e n fu n k tio n , so versch w in d en  z. B . alle bei d e r  B erechnung  des Z ählers 
v o n  (6) a u f tre te n d e n  b ilin ea ren  G lieder, so dass d ie  B erechnung  des In te g ra ls  
sich  a u f  e ine  M itte lu n g  v o n  x/3 r2 ü b e r  d ie  L a d u n g sd ich te  des G ru n d z u s ta n d e s  
v e re in fa c h t. D iese L ad u n g sv e rte ilu n g  k a n n  m an  z. B . aus dem  T hom as- 
F e rm i M odell e n tn e h m e n  oder H a rtre e -F o c k sch e  o d e r versch ied en e  h a lb 
em p irisch e  E ig en fu n k tio n e n  usw. b e n ü tz e n . Ganz a n a lo g  k ann  m a n  au c h  (7) 
u m form en . E s b le ib t n u r  noch  die F ra g e  zu b e a n tw o rte n , w elchen W e r t  m an 
fü r  V e in se tzen  soll. E in e  re c h t grobe N äh e ru n g  is t  es, fü r  hv die Io n isa tio n s 
energ ie  (bzw . E le k tro n e n a ffin itä tse n e rg ie )  zu b e n ü tz e n . D a jed o ch  in  (6) а 
(die P o la ris ie rb a rk e it)  em pirisch  b e k a n n t u n d  der Z ä h le r  a u f  der re c h te n  Seite, 
w ie schon  e rw ä h n t, b e rech en b ar is t , so kön n en  w ir au s  (6) einen w esen tlich  
g en au eren  W e rt von  v berechnen . D iesen  setzen  w ir d a n n  in  (7) e in . D am it 
is t  die im  in h om ogenen  F elde a u f tre te n d e  P o la risa tio n sen e rg ie  v o lls tä n d ig  
b e re c h e n b ar.

§ 2. Z u r ta ts ä c h lic h e n  D u rc h fü h ru n g  der B erech n u n g en  is t  es zw eck
m ässig  fü r  die (aus e in e r d er e rw ä h n te n  N äh e ru n g sm e th o d en  b e re c h n e ten ) 
E le k tro n e n d ic h te  d ie  D ich te fu n k tio n  p(r) e in zu fü h ren . D an n  hab en  w ir  (w enn 
w ir ta ts ä c h lic h  e in fach  d ie P ro d u k te ig e n fu n k tio n  b e n ü tz e n  fü r (6)

a =  2e2 f y 3 r2Q(r)4nr2d r  (g)
hv

u n d  d a ra u s  k a n n  m a n  hv  berechnen .
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D ie B erech n u n g  v o n  (7) sch e in t dagegen e tw as  v erw icke lte r zu  sein. Bei 
d e r A u sw ertu n g  des e rs te n  G liedes im  Zähler v o n  (7) tre te n  n ä m lic h  ausser 
den  re in e n  Q u a d ra te n  auch  b ilin ea re  G lieder a u f  (d ie  in  (6) e n ts te h e n d e n  a n a 
logen G lieder v e rsch w in d en  wegen d e r  A usw ahlregeln ), genau d iese lb en  Glieder 
tr e te n  jed o ch  au ch  b e i d er B erech n u n g  des zw eiten  G liedes in  (7) a u f  u n d  diese 
heben  sich  d an n  gegenseitig  auf. W ir hab en  also

K  =
%  e2Z V 2 '/% d x ~ Z \  J  %  e V W j r \

hv
( 9 )

oder e in fach er (analog  zu  (8)) geschrieben

WP =  ~

со П 2 n  t v

e2 \ \ \ V 2 £>(r) r2 d r  sin  d  d d  dtp — Щ | J  W0 e Vt P 0 d r  
o' o' о

N
V

1=1
hv • (10)

A  b e d e u te t die Z ah l d er E lek tro n en  des b e tra c h te te n  Ions.
D as zw eite G lied  in  Z ähler v o n  (10) w ird  au sse rd em  in  den m e is te n  Fällen  

verschw inden  oder w en igstens v e rn ach lä ss ig b a r k le in  sein. D as s ie h t m an a u f 
fo lgendem  W ege e in . B e trach ten  w ir  n ach  (1) d ie  E n tw ick lu n g  v o n  (10) nach  
K u g e lfu n k tio n en , so is t  es e rstens k la r , dass a lle  von  den K u g e lfu n k tio n en  
u n g e rad e r L au fzah l h e rrü h ren d en  G lied er in  j ÎP0 e V W 0 dr  v e rsch w in d en . Zwei
te n s  fä n g t ja  die R eihe  von  V  w egen d er hohen S y m m etrie  der K o o rd in a tio n s
g itte r  m eistens n u r  m it K u g e lfu n k tio n en  von  h ö h e re r  L au fzah l an . Solche 
G lieder w erden je d o c h  wegen des b e k a n n te n  Z usam m enhanges

71

( Pn(cos I?) cosm d  sin  d  d d  — 0 , w en n  m  <Cn ( И )
ó

m eisten s v e rschw inden , w enn m an  fü r  die E ig en fu n k tio n en  ih re  w in k e lab h än 
gigen F a k to re n  im  frag lichen  G liede e in se tz t. D a m it red u z ie rt s ich  das ganze 
P ro b lem  a u f  die B erech n u n g  des e rs te n  Gliedes im  Z äh ler von  (10).

S e lb s tv e rs tän d lich  k ö n n ten  w ir  uns auch  a u f  den  Satz  b e ru fen , dass weil

I Pn(cos d)  sin  d  dd  =  0 (12)
ó

is t, w enn  n =)= 0 is t  (u n d  die n u llte  K u g e lfu n k tio n  k o m m t in  d er R e ihe  von  V  
n ic h t v o r, w eil sie eine K o n s ta n te  is t) ,  das ganze zw e ite  Glied im  Z äh le r  von  (7) 
v ersch w in d e t. W ir k ö n n en  dann  je d o c h  das e rs te  G lied n ich t u n m itte lb a r  in  
die in  (10) angegebene einfache F o rm  bringen .

§ 3. Alle u n se re  b isherigen  R e su lta te  h a b e n  w ir u n te r  d e r  A nnahm e 
h e rg e le ite t, dass m a n  fü r die E ig en fu n k tio n  des frag lichen  Io n s  ein fach  das 
P ro d u k t der E ig en fu n k tio n en  se in e r einzelnen E le k tro n e n  b e n ü tz e n  kann .
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M an k ö n n te  sich  d en k en , dass das n u r  eine sehr ro h e  N äherung  is t  und  dass 
m a n  w esen tlich  an d e re  R e su lta te  e rh a lte n  w ird, w en n  m an  s ta t t  d e r P ro d u k te i
g e n fu n k tio n  die an tisy m m e trisc h e  D e te rm in a n te n e ig e n fu n k tio n

1 m ) - - . . . в д

В Д - . . . В Д 0

(13)

e in fü h r t . W ie w ir je d o c h  sehen  w erd en , liegen in  u n se rem  F a ll so spezielle  V er
h ä ltn is se  v o r, dass d as  g a rn ich t so se in  w ird. U m  d as zu zeigen, m üssen  w ir 
je d o c h  (13) ta ts ä c h lic h  in  unsere  R ech n u n g en  e in fü h ren . Im  Z u sam m en h an g  
m it d e r B erech n u n g  d er v a n  d er W aa lssch en  K rä f te  w urde  vom  V erfasser [9] 
schon  e in  analoger F a ll  b esp rochen . S e tzen  w ir also  zu e rs t in  (3) s t a t t  den P ro 
d u k te ig e n fu n k tio n e n  a n tisy m m e tr isc h e  E ig en fu n k tio n en  vom  T yp  (13) ein u n d  
b e n ü tz e n  w ir w ieder d ie  U m fo rm u n g  (5), so re d u z ie r t  sich u n se r P ro b lem  a u f  
d ie B e rech n u n g  v o n

J  ^  dr .  (14)

ez W  dr  v e rsch w in d e t n ä m lic h  w ieder w egen  d er b e k a n n te n  A usw ahl
reg e ln .

A us (14) u n d  (13) fo lg t

Г  W  (  2 Ч ) 2  ¥  d r  =  [ *P £  z j W  d r  +  Г  У  Z Z i H V d x .  (15)/=1 /=1 l , k
l i t .  к

D as e rs te  G lied  a u f  der re c h te n  S e ite  von (15) e rh ä lt  m an e in fach  d a d u rc h  
dass  m a n  z2 (bzw. Vs7"2) ü b e r der L ad u n g sd ich te  m it te l t ,  fü r das zw e ite  G lied 
fo lg t m it  H ilfe von  (13)

I 'P ^ z i zk4 ' d T =  ~  - У  J F  I W,ß) W,L(i) dv< ' jV  Л*) zk Wv(k ) dvk
’ i , k  ™  I i ) k — 1 f l , V = l  J

i ^ k  i ^ k

1 N N

- у
N 1  i^k=l fi ,v = l  ,

N N Г

у  У  _  _ W■ i , k=l  ti,v=1J
1Фк

(16)

D as  e rs te  G lied  a u f  der re c h te n  S e ite  von  (16) v e rsch w in d e t je d o c h  w ieder 
w egen d e r A usw ah lregeln , zu r B e rech n u n g  des zw e iten  füh ren  w ir zu e rs t be i 
fe s tg e h a lte n em  fj, u n d  v d ie S u m m ieru n g  nach i u n d  к  du rch . Zu je d e m  W erte 
p a a r  v o n  fj, u n d  v w ird  es N  ! solche G lieder geben, d ie  n u r in  der B e n en n u n g
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<ler V erän d erlich en  v o n e in an d e r v e rsc h ie d e n  sind  und d e sh a lb  dasselbe n u m e 
risch e  E rg eb n is  liefern . W ir h ab en  also

J  ^ 2 *izk w dr = — 2  I J  V r * ! 2i,k i ф к
=  —  2  Ij V n lm s 2 V n 'ï m 's ' d v  j2-

nlms 
n'l'm 's'

N ach  e iner b e k a n n te n  Sum m enregel [10] i s t  jedoch

X n ' l — 1 m  j l2
г I = 1 1 r í ” ' * - 1 )

m ’ n l m  ; 3 In l ’

(17)

(18)

u n d  d arau s fo lg t fü r (17)
r  N

W N
J i, к 

1фк

Zj zk W dr  = T -  2 \ l  T& ПП' l [ j

П' l — 1 \ I 2 
П l )  i

+

+  ( / + 1 )  Г
n '  l -f- 1 
n  ■'l

(19)

D er Z w eie r-F ak to r rü h r t  vom  Spin  h e r. W ir  hab en  also en d lich  aus (15), (16) 
u n d  (19)

V  (Zz)2 W dr
r  N

■ [ w  2 *
J  i= i

N  ___ О
xp d r -------------У  v ! i i

3 fin' l

Ti' l — 1
 ̂П l

+

I in'  I  +  1 \ | * |

( + 1 )  r /\n l I

( 20 )

o d er e in facher m it H ilfe d er schon f rü h e r  e in gefüh rten  B ezeichnungen  ge
sch rieben

4
j  (Zz)2 4* dr  =  ——  л \ e ( r ) r * d r — J-  V- V |  / r í "

J  d  nn ' / I ; \n

ín '  l — 1,|2
+

+  < I + l ) r ( - '  '  +  1
\ n  l

F ü r  die P o la ris ie rb a rk e it fo lg t also aus (3), (5), (6), (13) u n d  (21)

( 21 )

a =

2 e2
"S ‘

1 i n '  l — 1 l|2 l n '  1 +  1 to

, + ( / + 1 ) r T  1\ n  l ' l| I n  l 1
h v

( 22 )

W en n  w ir dieses R e su lta t m it (8) v e rg le ich en , so sehen w ir, d ass  je tz t  in fo lge  
d e r B en ü tzu n g  der an tisy m m e trisc h e n  E ig en fu n k tio n  s t a t t  der e in fach en  
P ro d u k te ig e n fu n k tio n  das zw eite  G lied im  Z äh le r von (22) h in z u g e tre te n  is t .
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S etzen  w ir je tz t  ganz an a lo g  zu den  ob igen  B erech n u n g en  auch  in  (4) 
s t a t t  der P ro d u k te ig e n fu n k tio n e n  an tisy m m etrisch e  D e te rm in a n te n e ig e n fu n k 
tio n e n  vom  T y p  (13) ein , so k ö n n en  w ir e rs te n s  w ieder m it H ilfe der U m fo r
m u n g  (5) u n d  zw eitens d u rch  E in fü h ru n g  e ines F req u en zm itte lw e rtes  v d ie zu  
(7) analoge F o rm e l

К
j W  (e Z V )2 W d r  — I j W e Z V  ф  d r  j 2 

hv
(23 )

he rle iten . D ie w e ite ren  R ech n u n g en  sind  d e n e n , die von  (15) zu (22) g e fü h rt 
h ab e n , w eitg eh en d  analog.

W ir e rh a lte n  also e rs te n s  ganz äh n lich  zu (15) u n d  (16)

u n d

W { Z V )2W d r  =  f W £  V 2i W d r  +  Г W £  Vi Vk W d r  (24)
J i,k

i¥=k

f  У  У, Vi Vk w  dr =  - 1— У  2  f  V fi)  V, WÁ1) dvt • ! y„(fc) VkVv(k) dvk— 
J  i ,  к JV! 1>fc /l, v = i J r J

i ^ k  1=фк

W eite r fo lg t

iФк

2  J Z  í  y f i W v J j - )  d v t ■ \ к ( к ) v k vv(fe) dvk .
™ • i,k  n,v J  J

i ï k

(2 5 )

IJW Z V y d T 'лп 2  2: ГViÁi)viV,lAi)dvi Г. (26)
ÍV: i= i „=.1 J

D as e rste  G lied  a u f  der re c h te n  Seite v o n  (25) v e rsch w in d e t je tz t  zw ar n ic h t  
m eh r infolge d e r  A usw ahlregeln , wie das in  (16) der F a ll w a r , doch fo lgen au s 
dem  zw eiten  G liede von  (23), wenn m a n  (26) e in se tz t, d ie  selben b ilin e a re n  
G lieder m it en tg eg en g ese tz tem  V erzeichen  u n d  diese h e b e n  sich gegenseitig  
weg. Es b le ib t also n u r  d a s  zw eite G lied in  (25) und  d ie  aus (26) fo lg en d en  
re in  q u a d ra tisc h e n  G lieder übrig . W e ite r  kön n en  w ir j e t z t  schon das e rs te  
G lied in  (24) ganz analog  w ie in  (10) sch re ib en . Aus (23), (24), (25) und  (26) 
fo lg t also

W p  =

71 2 n

j  j  J V 2 g(r) dr sin  0 dß  dq> — у

hv

Ч'е V, W dl 2

-  +

V>v{k) Ук V A k)  dvk

( 2 7 )
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E in  V erg leich  von  (10) u n d  (27) ze ig t, dass infolge der B e n u tz u n g  der a n t i 
sy m m etrisch en  E ig en fu n k tio n  das zw eite G lied  in  (27) z u r  Form el v o n  
W p h in z u g e tre te n  is t.

D iese P o la risa tio n sen erg ie  is t  s e lb s tv e rs tä n d lic h  im m e r neg a tiv , v e r 
s tä rk t  also die B indung  im  G itte r . A n d e re rse its  t re te n  jed o ch  info lge der P o la 
r isa tio n  auch  in d u z ie rte  M om ente a u f  u n d  d e re n  Feld  w irk t d e n  e le k tro s ta ti
schen  F e ld e rn  d er Io n en lad u n g en  en tg eg en . D ie P o la risa tio n se rsch e in u n g en  
b e d e u te n  ja  im m er einen  gewissen Ü b erg an g  v o n  der Io n e n b in d u n g  zur h o m ö 
opo laren  u n d  die Io n en lad u n g en  w erden  dem zufo lge  abg esch w äch t. Die e le k tro 
s ta tisc h e  G itte ren e rg ie  w ird  d a d u rc h  n u m e risc h  k leiner als je n e , welche m a n  
u n te r  d er A n n ah m e v o n  ganzen  Io n e n la d u n g e n  m it H ilfe d e r  M adelungschen  
K o n s ta n te  b e rech n e t. D iese in d u z ie r te n  M om en te  k an n  m an , w ie das vom  V e r
fasse r gezeig t w urde [2], ohne S ch w ie rig k e it nach  der Q u a n te n m e c h an ik  
b erech n en . Es is t  jedoch  zu b em erk en , dass e rs ten s , wenn d ie  P o la risa tio n s
energie k lein  is t, diese M om ente um  so k le in e r  sein w erden, a lso  die G it te r 
energie m ehr k a u m  beein flussen  u n d  zw eitens, dass bei d er B erechnung  d e r 
v o n  diesen M om enten  v e ru rsa c h te n  e le k tro s ta tisc h e n  E n e rg ie  n ich t n u r d ie  
G rösse, sondern  auch  der O rt d ieser M om ente (z. B . von zwei e n tg eg en g ese tz ten  
D ip o lm o m en ten , die m an  jed o ch  w egen der en d lichen  A u sd eh n u n g  der E le k 
tro n en w o lk e  n u r  an n äh e rn d  zu einem  Q u ad ru p o lm o m en t zu sam m en fassen  
k an n ) w esen tlich  is t. D ie le tz te re  is t  jed o ch  g egenüber der r ic h tig e n  W ahl d e r  
E ig en fu n k tio n en  v iel em pfind licher als die P o la risa tio n sen erg ie  u n d  die E ig en 
fu n k tio n e n  eines V ie le lek tro n en p ro b lem s s ind  noch  garn ich t so g enau  b e k a n n t 
dass es lo h n en d  sein  w ürde  diesen seh r k le in en  E n e rg iean te il zu  berechnen . 
D azu  k o m m t noch , dass in  sehr sy m m etrisch en  G itte rn  die Ü b e rd eck u n g sp o la 
r isa tio n  sowieso v iel b ed eu ten d e r is t . W ird  dagegen  die P o la risa tio n sen e rg ie  
in  e inem  G itte r  re la tiv  gross (wie z. B . b e i d en en  im  Z in k b len d eg itte r  k r is ta lli
s ie ren d en  b in ä ren  T ran sis to re ig en sch aften  aufw eisenden  V erb in d u n g en ), so 
h a t  es ke in en  S inn  m ehr, von  dem  Io n e n m o d e ll auszugehen , w eil die B in d u n g  
schon g rö ssten te ils  hom öopolar w ird .

§ 4. M an k ö n n te  denken , dass d ie  in fo lge  der B en u tzu n g  d er a n tisy m 
m etrisch en  E ig en fu n k tio n  zu (8) und  (10) h in z u tre te n d e n  G lieder, denen  zufolge 
diese F o rm eln  in  unsere  R e su lta te  (22) u n d  (27) übergehen , r e c h t  w esen tlich  
sind . T a tsäch lich  zeigen n um erische  B erech n u n g en  des V erfassers, dass sich  
dem zufo lge der W ert des Z ählers in  der F o rm e l fü r  a um  ü b e r  30%, än d e rn  
k a n n . B en ü tzen  w ir also die e in fache P ro d u k te ig e n fu n k tio n  u n d  berech n en  
d a n n  m it H ilfe des ex p erim en te ll b e k a n n te n  W e rte s  von a au s  d e r e infachen  
F o rm el (8) den  dazugehörenden  F re q u e n z m itte lw e rt v, so w e rd en  w ir au ch  
diesen  u m  ü b er 30%  zu  hoch  sch ä tzen . W enn  w ir  jed o ch  W p eb en fa lls  aus d e r  
e in fach en  F o rm el (10) berechnen , in  die w ir d en  e rw ähn ten  zu  grossen W e r t  
v o n  v e in se tzen , so w ird  der F eh le r, d en  w ir d a m it  begehen, d ass  w ir s ta t t  (27) 
die e in fache F o rm el (10) b en u tzen , w e itg eh en d  ausgeglichen se in . Das fo lg t
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e in fach  d a ra u s , dass die in  (22) und  (27) a u f tre te n d e n  K o rrek tio n sg lied e r ganz 
analog  z u e in a n d e r sind , u n d  deshalb d ie  e rh a lten en  n u m erisch en  E rg eb n isse  
seh r w e itg eh en d  in  dem  se lb en  Masse b ee in flu ssen  w e rd e n . A usserdem  is t  ja  
n och  zu  b ed en k en , dass e rs te n s  die P o la risa tio n sen e rg ie  sowieso n u r  e in  K o r
re k tio n sg lie d  is t  und  zw eiten s , dass die E ig e n fu n k tio n e n  eines V ie le lek tro n en 
p rob lem s a u c h  n ich t so g en au  b e k a n n t s in d , dass es n o ch  einen S in n  h ä t te ,  
d en  U m s ta n d  zu b e rü ck sich tig en , dass d ie  erw äh n te  K o m p en sa tio n  n ic h t ganz 
v o lls tä n d ig  is t .

U n se r R e su lta t is t a lso , dass m an  b e i der B e rech n u n g  der P o la r is a tio n s 
energ ie  in  e inem  K o o rd in a tio n sg itte r  g an z  ruh ig  v o n  un seren  e in fachen  F o r
m eln  (8) u n d  (10) au sg eh en  k an n , w o b ei in  der le tz te re n  Form el das zw eite  
G lied  im  Z äh le r  m eistens n o ch  w egb le iben  kann .

Z um  Schluss sei n u r  n och  e rw ä h n t, dass m an  s ich  sogar die M ühe der 
n u m erisch en  B erechnung  des Zählers v o n  (8) m eistens e rsp a ren  k a n n , w eil ja  
d ieser a u c h  in  der F o rm e l fü r  die d iam ag n e tisch e  S u sz e p tib ilitä t, d ie w ir  in  
u n se ren  h ie r  b e n ü tz te n  B ezeichnungen  als

CO

0

sch re ib en  k ö n n en , v o rk o m m t und  d e sh a lb  aus den  ex p e rim en te ll b e k a n n te n  
W erten  v o n  % en tn o m m en  w erden  k a n n .
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОЛЯРИЗАЦИОННОЙ ЭНЕРГИИ В РЕШЕТКАХ ИОНОВ
Т- НАЙГЕБАУЭР

Р е з ю м е

В введении подводятся итоги результатов, выведенных ранее на основе квантовой 
механики для тех частей поляризационной энергии, которые в координационных решет
ках сохраняются, несмотря на высокую симметрию, а также высшие моменты, соответ
ствующие данным частям энергии. Из этих итогов, в первую очередь, следует, что в данный 
момент вряд ли является целесообразным решать эту проблему по классической теории, 
представляющей собой в данном случае еще более громоздкую в смысле применения теорию, 
хотя в последнее время в литературе имелось несколько попыток с целью решить эту проб
лему. После этого в выведенные уравнения подставляются сначала простая собственная 
функция произведения, а потом антисимметрическая собственная функция детерминанта. 
Показывается, что в случае ионов, обладающих сферической симметрией, результаты мож
но привести к такому простому виду, что действительный расчет сводится к усреднению 
четных степеней г по плотности зарядов (как это видно из уравнений [8] и [10]).
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PARAMAGNETIC SUSCEPTIBILITY OF CONDUCTION 
ELECTRONS CALCULATED RY THE AID OF 

ANALYTICAL FORMULAS FOR THE THEORY OF THE 
FORMATION OF ELECTRON GROUPS IN THE 

PERIODIC SYSTEM OF ELEMENTS

B y

T.  T i e t z

DEPARTMENT OF THEORETICAL PHYSICS, UNIVERSITY LÓDZ, LÓDZ. POLAND

(Presented b y  A. K ónya. —  Received 30. IX . 1960)

In this paper taking into  account the considerations of the author concerning analytical 
form ulas for the theory of the form ation of electron groups in the periodic system  o f elem ents, 
we calculate the param agnetic susceptib ility  o f  conduction electrons b y  means o f th e  m odified  
formula o f P a u l i . The results are compared w ith  the experim ental values.

In  case of th e  T h o m as— F erm i a to m  th e  e lc tro n ic  d en sity  p(r) is well 
know n [1] an d  can be exp ressed  in  te rm s  o f a u n iv e rsa l fu n c tio n  <p o f a ll a to m s. 
T he T hom as— F erm i fu n c tio n  cp o f a free  n e u tra l a to m  is defin ed  b y  th e  
follow ing d iffe ren tia l eq u a tio n  to g e th e r  w ith  th e  fo llow ing  b o u n d a ry  cond i
tio n s .

cp" =  cpW/x1!2 and  Q9 ( 0 ) =  1 , 9 9 ( 0 0 ) =  0. (1)

T h e i s  [ 2 ]  in  c o n tra s t to  J e n s e n  and  L u t t i n g e r  [3 ]  h as show n th a t  i t  is possi 
ble to  q u an tize  u n ique ly  th e  sq u are  o f  th e  an g u la r m o m e n tu m  in  th e  s ta tis tic a -  
th e o ry  o f  th e  a to m . The p ro b lem  of q u a n tiz a tio n  o f th e  sq u a re  an g u la r m o m en 
tu m  in th e  T h o m as— F e rm i th e o ry  w as d iscussed  in  p a r t ic u la r  by  O l i p h a n  [4]  

as well as b y  I v a n e n k o  a n d  L a r i n  [ 5 ] .

T h e i s  h a s  s h o w n  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  i n  t h e  s t a t i s t i c a l  t h e o r y  o f  t h e  a t o m  

t o  a s c r i b e  t o  t h e  s q u a r e  a n g u l a r  m o m e n t u m  t h e  c o r r e c t  e i g e n v a l u e s  h2l(l +  !) •  

A t t h e  s a m e  t i m e  h e  r e m o v e d  t h e  a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e  s t a t i s t i c a l  t h e o r y  w h i c h

gives for th e  square  an g u la r m o m en tu m  th e  e igenvalues Ti2 w h ich  do

n o t  a g r e e  w i t h  t h e  c o r r e c t  q u a n t u m  m e c h a n i c a l  e i g e n v a l u e s .  T h e i s  t a k i n g  

i n t o  a c c o u n t  t h e  c o n s i d e r a t i o n s  o f  J e n s e n  a n d  L u t t i n g e r  c o n c e r n i n g  t h e  

n u m b e r  N[ o f  p a r t i c l e s  w h i c h  c a n  b e  a s c r i b e d  t o  t h e  s q u a r e  a n g u l a r  m o m e n t u m  

w i t h  t h e  c o r r e c t  e i g e n v a l u e s  h2l(l 1) o b t a i n e d  f o r  iV) t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a :

N , =  N ( l 2 П2) -  N ( ( l  +  l ) 2 H2) , ( 2
w here

Г ^ d x  1,2 /  4  A 2/3
N(L2) =  z  \{xcp(x) -  a}3'2 a n d  (3 )

J X n l V )
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In  fo rm ula  (3) th e  sym bol L  a p p ea rin g  in  th e  le ft-h an d  te rm s  s tan d s  fo r 
Z2A2 or (Z -j- l ) 2 A2. Z  is th e  a to m ic  n u m b er an d  th e  in te g ra tio n  is carried  o u t 
o v er such  values o f  x  for w hich  th e  in te g ra te d  fu n c tio n  is p o s itiv e . A ccording 
to  T h e i s  an d  O l i p h a n t ,  th e  fo rm u la  for N t g iven  b y  eq. (2) a n d  (3) gives b e tte r  
re su lts  th a n  th e  co rrespond ing  fo rm u la  for N k o r ig in a lly  g iv en  b y  F e r m i  [6].

. N k =  2 j  ■ -  J кФ(а) , w here к  =  1 /2 ,3 /2 ,5 /2 , . . . .  (4)

T h e  fu n c tio n  Ф(а) ap p earin g  in  eq . (4) is g iven  b y

w here

Ax
ф(а) =  1 [xqo[x) — a ]1/2 ------ ,

X ( 5 )

Í 4 Л2/3
a  =  fc2 . 

\  3 n Z  J
(6)

T he a u th o r  [7] o f th is  p a p e r  using  h is a p p ro x im a te  fo rm u la  for th e  T h o 
m as— F erm i fu n c tio n  q> for a free  n e u tra l a to m  h as  o b ta in ed  fo r an d  N k th e  
fo llow ing a n a ly tic a l expressions:

an d
N ,  =  (8/3) [Z3 -  (Z +  l ) 3] +  (4 8 Z )1/3 [(I +  l ) 2 -  Z2]

;  4 у /3 ,
N k =  4 (ÓZ)1/3 к

( ? )

( 8 )

A ccord ing  to  th e  ca lcu la tio n  g iv en  b y  th e  a u th o r  in  th e  la s t  p a p e r q u o ted  in  
ref. [7] N[ g ives re su lts  w h ich  a re  s ligh tly  b e t te r  th a n  N k. T herefo re  in  th e  
fu r th e r  co n sid e ra tio n s we sh a ll use only N p  U sing  fo rm ula (7) we ca lcu la te  in  
th is  p ap e r th e  vo lum e p a ra m a g n e tic  su scep tib ilitie s  yp. As know n  th e  p a r a 
m ag n e tic  vo lu m e su scep tib ilitie s  o b ta in ed  b y  P a u l i  [ 8 ]  accord ing  to  th e  
F e rm i—D ir a c  s ta tis tic s  a re  g iv en  by

pXp ■ [ m / « ' l l k T  \2

J  2 J l E f J. 12 E p  ) .
( 9 )

w here  E p  is k n o w n  as th e  F e rm i energy an d  N  is th e  n u m b e r o f  free e lec tro n s 
p e r  u n it v o lum e. T he F erm i en e rg y  is E p  — h2(3N )  2/3/8m  я:2/3 an d  ц в  ap p ea rin g  
in  fo rm ula  (9) is th e  B ohr m ag n e to n  =  eh/2 me. T he sy m b o l к  in  eq. (9) is 
B o ltz m a n ’s c o n s ta n t. Since th e  second r ig h t-h a n d  te rm  is sm all com pared  to  
u n ity  th e  e le c tro n  spin p a ra m a g n e tism  of free  e lectrons in  m e ta ls  is p ra c tic a lly  
in d e p e n d e n t o f  th e  te m p e ra tu re  T ,  so th a t

pXp—
3 /V /4  
2 E f

=  2 .20817-10-14  iV1/3. ( 10)
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C alcu la ting  th e  coeffic ien t of N  we h a v e  used  th e  m o st accu ra te  v a lu e s  fo r the  
e lectron ic  charge e, th e  e lec tron  re s t m ass  m , th e  velocity  o f lig h t c a n d  P la n c k ’s 
c o n s ta n t h  given b y  C o h e n  and  D u  M o n d  [9].

T he n u m b er o f free  e lec tron  N  p e r  u n it vo lum e we can exp ress b y  th e  
a to m ic  w eig h t W  th e  d e n s ity  q a n d  A v o g ad ro ’s n u m b e r A  as fo llow s. N  =  
=  g 4 /W .  T hus fo rm u la  (10) for th e  vo lum e p a ra m a g n e tic  su scep tib ilitie s  
p X p  g iven  b y  P a u l i  ta k e s  th e  form

p X p  =  2 .2 0 8 1 7 -1 0 -»  ( М  Г .  (11)
\ w !

L a n d a u  [10] and  P o s e n e r  [11] h a v e  show n th a t  th e  vo lum e d ia m a g n e tism  
of free co n d u c tio n  e lec tro n s, except fo r th e  sign, is o n e -th ird  of t h a t  g iven  in 
eq. (11). T h is m eans t h a t  we can ac c e p t for th e  L a n d a u  vo lum e p a ra m a g n e tic

su scep tib ilitie s  i7 .p ~
2
3

pXp . B o th  P a u l i  and L a n d a u  suppose th a t  th e  n u m 

ber of free e lec trons p e r  vo lum e u n it eq u a ls  th e  n u m b er o f atom s. I f  we assum e 
th a t  for a g iven a to m  n o t only  one e le c tro n  can be considered  as free  b u t  all 
TV; e lec trons for th e  h ig h e s t /, th is  m ean s th a t  w hen  considering  s -— p  —  d  

electrons a ll d -electrons are  free e lec tro n s an d  so on. A d o p tin g  th is  a ssu m p tio n  
and  ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  the L a n d a u  expression  for th e  v o lu m e  p a ra 
m ag n etic  su scep tib ilitie s  we o b ta in  in  o u r case for th e  follow ing fo rm u la :

lZp =  1 .4 7 2 1 1 2 -1 0 - 14( - ^ ^ ) 13, (12)

w here TV; is given by  eq. (7). F or A v o g a d ro ’s n u m b er A  we accep t th e  value 
given b y  C o h e n  and  D u  M o n d , i. e. A  —■ 6.02486 • 1023 (g • m ole)-1 . I n  T ab le  I 
we h av e  ca lcu la ted  A ; fo r severa l p a ra m a g n e tic  e lem en ts . For co m p ariso n  th e  
values o f i X p i  p X p  a n d  l X ^  are co llec ted  th e re  too  fo r a given d e n s ity  and  
a to m ic  w eigh t. In  T ab le  I I  we have a com parison  of th e  re su lts  for th e  vo lum e 
p a ra m a g n e tic  su scep tib ilitie s  o f P a u l i  an d  those co rrec ted  for th e  effective 
m ass o f P a u l i  p % p  an d  l X ^ i w ith  th e  co rrespond ing  v a lu e s  of P i n e s  [12] and  
th e  co rrespond ing  e x p e rim e n ta l va lu es  fo r N a, K , R b , Cs. T ab le  I I  show s th a t  
our re su lts  fo r iX p1; ag ree  well w ith  th e  ex p erim en ta l ones. C om paring  our 
re su lts  g iven  in  T ab le  I I  w ith  th e  p rev io u s  resu lts  g iven  b y  th e  a u th o r  [13] in  
a sh o rt n o te  we see th a t  th e  p resen t re su lts  are b e tte r  b y  ab o u t 5 %  th a n  th e  
prev ious re su lts . Those w ere based  on th e  form ula (8) fo r N K.
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Table I

A  comparison of the results for the volum e paramagnetic susceptibilities in the case o f P a u l i , L a n d a u  and the author. The dotted horizon
tal l in e . . . denotes that the numbers N t o f  the s —  p  —  d — f  electrons exist, but in our case they are uninteresting

Element Na Mg Л1 к Co Rb Sr Cs Ba w Pt

Atom ic number (Z) 11 12 13 1 9 2 0 3 7 3 8 55 5 6 7 4 78

Densities ((?i0oç) 0 . 9 7 1 1 . 7 4 2 Л 0 0 . 8 6 2 1 .5 5 1 . 5 3 2 2 . 5 4 1 . 8 7 3 . 7 5 1 9 . 3 2 1 . 5

Atom ic weight (IP) 2 2 . 9 9 7 2 4 . 3 2 2 6 . 9 7 3 9 . 0 9 6 4 0 . 0 8 8 5 . 4 5 8 7 . 6 3 1 3 2 . 9 1 1 3 7 . 3 6 1 8 4 . 0 1 9 5 . 2 3

Number of s-electrons
(-'Vo)

Number of p-electrons 
()Vr) 5 . 5 8 6 . 2 9 7 . 0 7 1 0 . 4 3 1 0 . 9 3

Num ber of d-electrons
m 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 9 . 8 8 1 0 . 4 2 1 8 . 4 4 1 8 . 8 5

Number of /-electrons
(N 3) 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 8 . 1 4 1 0 . 0 3

L a n d a u  L-/p ■ 1 0 6 0 . 4 3 3 0 . 5 1 6 0 . 5 7 7 0 . 3 4 9 0 . 4 2 1 0 . 3 2 5 0 . 3 8 5 0 . 2 7 8 0 . 3 7 4 0 . 5 8 6 0 . 5 6 0

P a u l i  p / p - 1 0 6 0 . 6 4 9 0 . 7 7 4  0 . 8 6 6 0 . 5 2 3 0 . 6 3 1 0 . 4 8 8 0 . 5 7 8 0 . 4 1 7 0 . 5 6 2 0 . 8 8 0 0 . 8 9 4

Our results 10«  ' 0 . 7 6 8 0 . 9 5 3  1 . 1 0 8 0 . 7 6 2 0 . 9 3 4 0 . 6 9 8 0 . 8 4 1 0 . 7 9 3 0 . 9 9 6 0 . 9 3 7 1 . 2 8 5
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Table II
A comparison of the results for the volum e param agnetic susceptibilities in  case of P a u l i , P i n e s  

and the author w ith  the experim ental results

Element Na K Rb C«

Effective mass (m*/m)a 0 . 9 8 0 . 9 3 0 . 8 9 0 . 8 3

P a u l i  (Р х р - 1 0 6) 0 . 6 4 0 . 4 9 0 . 4 3 0 . 3 5

P i n e s  ( / p 1 0 6) 0 . 8 5 0 . 6 1 0 . 5 3 0 . 4 4

Our results (iZ p'-lO 6) 0 . 7 5 0 . 7 1 0 . 6 2 0 . 6 6

Experim ental results (/^ -lO 6) 0 . 9 5 ft
0 . 7 5 е 0 . 7 3 d 0 . 6 1 d 0 . 5 8 d
0 . 8 0 d

a These values o f the effective m ass are those o f H arvey  B ro o k s ; see D. P in e s , P hys. 
R ev., 95, 1090, 1954.

b R. T. Schum acher  and C. P. Slic h t e r , Phys. R ev ., 101, 58, 1956. 
c T. K jeld a a s  Jr. and W. K o h n , Phys. R ev ., 101, 66, 1956. 
d E. C. St o n e r , Magnetism, London, Methuen, 1946; p. 119.
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  П АРАМ АГН И ТН О Й  ВОСПРИИМ ЧИВОСТИ ЭЛ ЕКТРО Н О В  
ПРОВОДИМОСТИ С ПОМОЩЬЮ А Н А Л И Т И Ч Е С К И Х  Ф ОРМ УЛ Д Л Я  СЛУЧАЯ  

ТЕО РИ И  О Б РА ЗО В А Н И Я  Э Л Е К Т Р О Н Н Ы Х  ГР У П П  В П ЕРИ О ДИ Ч ЕСК О Й
СИСТЕМ Е ЭЛ ЕМ ЕН ТО В

т . т и т ц

Р е з ю м е

В данной работе, принимая во внимание представление автора по отношению ана
литических выражений в теории образования электронных групп в периодической систе
ме элементов, на основе измененной формулы Паули вычисляется парамагнитная воспри
имчивость электронов проводимое™. Результаты сравниваются с экспериментальными 
данными.
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LEHMANN— KÄLLEN-THEOREM  
UND GEOMETRIE DER MINKOWSKI-WELT

Von

G. H e b e r

THEORETISCH-PHYSIKALISCHES INSTITUT DER KARL-MARX-UNIVERSITÄT, LEIPZIG, DDR 

(Vorgelegt von  К . Г. N ovob átzk y . —  E ingegangen 2. X . 1960)

E s wird diskutiert, ob in einigen kürzlich vorgeschlagenen allgem einen R aum -Zeit- 
G eom etrien das Theorem  von  L e h m a n n  und К ALLÉN über die Singularitäten der Ausbrei
tungsfunktionen in einer Feldtheorie anwendbar ist oder nicht. Wir finden B eisp iele für beide 
Fälle.

1. E in fü h ru n g

B ek an n tlich  h ab en  L e h m a n n  [1] u n d  K ä l l e n  [2] das fo lgende T heorem  
bew iesen:

» Jed e  F e ld th eo rie , die
1. lo re n tz in v a rian t*  is t,
2. e inen  V ak n u m -Z u stan d  (Z u s ta n d  k le in s te r E nergie) b e s itz t,
3. bei der die E ig en zu stän d e  des E n erg ie -lm p u ls-O p era to rs  e in  v o lls tä n 

diges B asis-S ystem  in  einem  H ilb e r t-R a u m  p o s itiv -d e fin ite r M etrik  au fsp an n en , 
h a t  A u sb re itu n g sfu n k tio n en  m it S in g u la r itä te n  a u f  dem  L ich tk eg e l. D iese 
S in g u la r itä te n  sind  m in d esten s ebenso  s ta rk  wie b e i den  b e k a n n te n  T heorien  
iso lie rte r  F elder.«

N un is t  v o rläu fig  noch  n ic h t k la r , ob diese S in g u la ritä te n  in  den  A us
b re itu n g sfu n k tio n e n  zu u n a n n e h m b a re n  R e su lta te n  bezüglich  b e o b a c h tb a re r  
G rössen fü h ren  oder n ich t. K la r is t n u r , dass sie b e i s tö ru n g s th e o re tisc h e r B e
h a n d lu n g  d er T heorie  zu d iv e rg en ten  S elbstm assen  u n d  S e lb s tlad u n g en  füh ren . 
(M an m uss d an n  Z u flu ch t bei der b e k a n n tlic h  aus versch iedenen  G rü n d en  n ich t 
sehr befried igenden  M ethode der R en o rm ieru n g  suchen .) M an w eiss a b e r noch 
n ic h t, ob die S in g u la r itä te n  der A u sb re itu n g sfu n k tio n en  in  der s tre n g e n  Lösung 
e in er rea len  T heorie  s tö ren  oder n ic h t. (In  id ea lis ie rten  M odelltheo rien  sind 
b eide  F älle  v e rifiz ie rt.)

T ro tz  d ieser noch  u n k la ren  B ed eu tu n g  des T heorem s fü r re a le  T heorien  
is t  es v e rs tän d lich , dass m an  g eg en w ärtig  v e rsu c h t, T heorien  au fz u b a u e n , in 
denen das T heorem  en tw ed er b ed eu tu n g slo s  oder a b e r  u n g ü ltig  w ird . B eispiele 
fü r  B em ü h u n g en  d er e rs ten  A rt s in d  A nsätze  zu e in er re inen  S -M atrix -T heo-

* Es genügt sogar schon Invarianz gegen infinitesim ale Translationen in  4 D im ensionen!
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rie  [3] o d er die Ü b erleg u n g en  v o n  L e h m a n n , S y m a n z i k  u n d  Z i m m e r m a n n  [4], 
wo en tw ed e r ü b e rh a u p t keine oder keine u n re n o rm ie r te n  F eldg rössen  m ehr 
a u f tre te n . B eispiele fü r  A nsätze d e r zw eiten  A rt s in d  alle  U n te rsu ch u n g en , die 
e in en  H ilb e r t-R a u m  m it in d e fin ite r  M etrik  b e n u tz e n , siehe e tw a [5].

B ei E in fü h ru n g  eines H ilb e rt-R a u m s m it in d e f in ite r  M etrik  w ird  also 
V o rau sse tzu n g  3 .  (siehe oben) des L e h m a n n — KÄLLEN-Theorems au sse r K ra ft 
g e se tz t. D am it g ilt zw ar das L e h m a n n — KÄLLEN-Theorem n ic h t, ab e r m an  
h a t  n eu e  S chw ierigkeiten  e in g efü h rt, d ie m it der U nm ö g lich k e it d er p h y sik a li
sch en  D eu tu n g  n e g a tiv e r  W ah rsch e in lich k e iten  Z usam m enhängen . E s is t  zur 
Z eit m eines E ra c h te n s  noch  n ich t vö llig  k lar, ob m a n  diese n eu en  Schw ierig
k e ite n  um gehen  k a n n , ab er ganz abgesehen  d a v o n  h a t  der A u to r  den  E in 
d ru c k , dass es sich h ie rb e i um  einen  phy sik a lisch  n ic h t g u t m o tiv ie rten  form alen  
K u n s tg r if f  h an d e lt.

P h y sik a lisch  w esen tlich  p la u s ib le r  und  v o r allem  viel d u rch sich tig e r 
w äre  n a c h  M einung des A u to rs e ine A u sse r-K ra ftse tzu n g  des L e h m a n n —  

KÄLLEN-Theorems m itte ls  e iner g ee igne ten  A b ä n d e ru n g  der G eom etrie  unserer 
R au m -Z e it-W eit, a lso  in sbesondere  A ufgabe v o n  obiger V orau sse tzu n g  1. 
E s is t  m eines E ra c h te n s  v erlo ck en d  (oder sogar ganz  n a tü r lic h ) , v e rsu ch s
w eise an zu n eh m en , d a ss  diese G eom etrie  im  K le in en  (S u b a to m aren ) anders 
besch affen  is t als im  G rossen. D ie T ra n s la tio n s in v a ria n z  lä ß t sich ja  o ffensich t
lich  d ire k t und  s tre n g  n u r  im  B ere ich  der m ak ro sk o p isch en  W elt verifiz ieren .

N u n  sind  in  le tz te r  Z eit en tw ed e r aus d iesen  oder aus a n d e ren  G ründen  
versch ied en e  a llgem einere  G eom etrien  u n te rsu c h t w orden . Zweck d ieser A rbeit 
is t  es, b e i einigen v o n  diesen n eu en  G eom etrien  zu  p rü fen , ob sie d ie V oraus
se tz u n g  1. dés L e h m a n n — KÄLLEN-Theorems au sse r  K ra f t  se tzen  oder n ich t.

2. RzeM uskis S p inorraum

V on R z e w u s k i  s ta m m t d er V orschlag , die F eld g rö ssen  e iner jed en  F e ld 
th e o rie  n ich t im  M in k o w sk i-K o n tin u u m , so n d ern  in  einem  S p in o rrau m  zu 
d e fin ie ren  [6]. D as h e iss t an die S te lle  des O rtsv e k to rs  xa t r i t t  e in  Spinor z^ 
m it  4 kom plexen , a lso  8 ree llen  K o m p o n en ten . D ie  x a h än g en  m it  den  zß im  
e in fa c h s te n  F alle  b ilin e a r  zusam m en . H a u p tv o rz u g  d ieser n eu en  G eom etrie 
is t , d a ß  die E rh a ltu n g ssä tz e  fü r  d ie  e lek trische  L a d u n g  u n d  den  Iso sp in  sich 
in  ih r  geom etrisch  b eg rü n d en  lassen . F e rn e r k a n n  m a n  m it H ilfe e in e r solchen 
F e ld th e o rie  T e ilchen  m it S tru k tu r  in  gewissem S inne beschre iben . E s is t aber 
n o ch  n ic h t zu sehen , w odurch  das L e h m a n n — KÄLLEN-Theorem au sse r K ra f t 
g e se tz t w erden k ö n n te , denn d ie  gesam te  T h eo rie  is t  lo re n tz in v a ria n t a u f
g eb au t.
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3. R ayskis bilokale Theorie

In  der b ilo k a len  T heorie  R a y s k i s  [7] t r i t t  au ch  ein 8 -d im ensionaler 
R a u m  auf, der a b e r als V erd o p p e lu n g  des M inkow sk i-R aum es e rk lä r t  w ird. 
A uch  a u f  diese W eise g ib t es die M öglichkeit, T eilchen  m it S tru k tu r  zu besch re i
b en , u n d  zw ar sind  es im  e in fach sten  F alle  T e ilchen , die aus 2 M assenpunk ten  
b e s te h e n . Diese T e ilc h e n -S tru k tu r  w ird  bei R a y s k i  in  lo re n tz in v a ria n te r  
W eise e ingefüh rt, ab e r gerade d esh a lb  w ird  V o rau sse tzu n g  1. des L e h m a n n —  
KÄLLEN-Theorems au ch  h ie r e rfü llt , u n d  m an  m uss b e fü rc h te n , dass e rn eu t 
D ivergenzen  a u ftre te n .

4. Minardis bilokale Theorie

D iese T heorie [8] sieh t z u n ä c h s t der RAYSKischen sehr äh n lich . Die 
b e id en  A utoren  b en u tz e n  jed o ch  v ersch iedene G ru n d g le ich u n g en  fü r  die F e ld 
g rössen  und  versch iedene N eben b ed in g u n g en  fü r d ie  8 K o m p o n en ten  des O rts 
v e k to rs , aber auch  M i n a r d i  sc h re ib t alles ex p liz it lo re n tz in v a r ia n t . V oraus
se tzu n g  1. des L e h m a n n — KÄLLEN-Theorems w ird  also  auch  h ie r  n ic h t ausser 
K ra f t  gese tz t. In  e inem  p re p r in t M i n a r d i s  aus dem  J a h re  1 9 5 9  (»T he Connec
tio n  b e tw een  M asses an d  Iso to p ic  Spin«) jedoch  w ird  eine in d e fin ite  M etrik  im  
H ilb e r tra u m  e in g e fü h rt, also V o rau sse tzu n g  3 .  des L e h m a n n — KÄLLEN- 
T heorem s ausser K ra f t  g ese tz t. D a m it is t d ieser V ersu ch  allerd ings dem  in  der 
E in fü h ru n g  zu d ieser A rb e it g e n a n n te n  E in w an d  au sg ese tz t.

5. Euklidische 4-diinensionale W elt

N euerdings h a t  m an  b e m e rk t, dass alle b e o b a c h tb a ren  G rössen  der k o n 
v en tio n e llen , lokalen  F e ld th eo rie  be im  Ü bergang  v o m  üb lichen  p seu d o eu k lid i
schen  zu  einem  euk lid isch en  4 -d im ensiona len  R a u m -Z e it-K o n tin u u m  der O rts
v e k to re n  u n v e rä n d e rt b le iben  [9]. D as gab A nlass zu  der H o ffnung , dass eine 
n ich tlo k a le  F e ld th eo rie  in  einem  euk lid ischen  4 -d im en sio n a len  K o n tin u u m  
v e rn ü n ftig e re  E ig en sch aften  h a b e  als in  einem  M in k o w sk i-K o n tin u u m . D enn 
im  euk lid ischen  R a u m  k a n n  m a n  endliche G ebiete  in v a r ia n t d e fin ie ren , im  
G egensatz  zum  p seu d o eu k lid isch en  R aum . D esha lb  ho ffte  m an , n ich tlo k a le  
u n d  akausa le  E ffek te  a u f  sehr k le in e , endliche G eb ie te  w irk lich  b esch rän k en  
zu k ö n n en . A ber es i s t  n ic h t zu  sehen , w elche d er V o rau sse tzu n g en  des L e h 
m a n n — KÄLLEN-Theorems h ie rd u rc h  ausser K ra f t  gese tz t w ü rd e , d esha lb  is t 
die eben  genann te  H o ffn u n g  n a c h  M einung des A u to rs  rech t frag w ü rd ig . D er 
Ü bergang  zu einem  euk lid ischen  K o n tin u u m  sch e in t n u r  ein m a th e m a tisc h e r 
K u n s tg r if f  ohne irgendw elche  p h y sik a lisch e  K o n sequenzen  zu sein.
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6. Schönbergs Verallgem einerung der Geometrie

S c h ö n b e r g  [10] b e m ü h t s ich  u m  den E in b a u  e in er k le in s te n  L änge in  
die G eom etrie . D er A u to r  m uss g esteh en , dass er die E in ze lh e iten  d ieser A nsätze 
b ish e r le id e r  n ic h t v e rs te h e n  k o n n te . K la r  is t jed o ch , d ass  S c h ö n b e r g  v e rsu ch t, 
ein ige in  d er P h y s ik  eine grosse R o lle  sp ielende F e ld e r n ach  dem  V o rb ild  d e r 
G ra v ita tio n  zu g eo m etris ie ren . D ieser V ersuch  is t  ab e r n ach  M einung des 
A u to rs  sicher abw egig , weil die Z ah l der versch ied en en  F e ld e r schon je tz t  rech t 
gross is t  u n d  h ö ch stw ah rsch e in lich  noch  neue F e ld e r h in zu k o m m en .

7. K onsequenzen der K rüm m ung unserer W elt

D ie allgem eine R e la tiv itä ts th e o r ie  le h r t uns b e k a n n tlic h , d ass  unsere 
W elt n ic h t eben, so n d ern  (sehr schw ach) g ek rü m m t is t  u n d  dass d iese K rü m 
m u n g , also  die M etrik  un serer W e lt, du rch  die M assen (beziehungsw eise E n e r
gien) e rzeu g t w ird . D iese K rü m m u n g  der 4 -d im en sio n a len  W elt h e b t  V oraus
se tz u n g  1. des L e h m a n n — KÂLLÉN-Theorems au f, d en n  eine g ek rü m m te  
R au m -Z e it-M an n ig fa ltig k e it w e is t keine T ra n s la tio n sv a ria n z  m e h r auf. Bei 
d er V erschm elzung  v o n  A llgem einer R e la tiv itä ts th e o r ie  u n d  Q u an ten th eo rie  
h a t  m a n  auch  das zw an g släu fig e  A u ftre te n  e in er » A bschne ide-V orsch rift«  fü r  
die seh r grossen Im p u lse  zu e rw a rte n . A ber e rs te  A b sch ä tzu n g en  zeigen le ider, 
dass d e r so e rh ä ltlic h e  A b sch n e id erad iu s  v iel, v ie l k le in er als d er em pirisch  
b e n ö tig te  w erden  w ird  (n äm lich  e tw a 10“ 32 cm  s t a t t  IO-13— 10~14 cm) [11]. 
D ie k o n seq u en te  S y n th ese  v o n  A llgem einer R e la tiv itä ts th e o r ie  u n d  Q uan
te n th e o r ie  w ird  also  h ö ch stw ah rsch e in lich  eine k o n v e rg en te  F e ld th e o rie  e r
zeugen , ab er die j e tz t  d iv e rg en ten  F eldm assen  und  E ig en lad u n g en  w erden  dann  
n och  im m er viel zu gross sein. E s  m uss also noch  s tä rk e re  d iverg en z-v erh in - 
d e rn d e  U rsachen  geben , n ach  d en en  m an suchen  so llte .

8. Tatis statistische R aum -Zeit

T a t i  [ 1 2 ]  v e rm e id e t den  ü b lich en  M inkow sk i-R aum  als B asis  der F e ld 
th e o rie  ü b e rh a u p t. E r  fü h rt p r im ä r  fü r  jedes T e ilch en  einen 4 -d im ensionalen  
Im p u ls ra u m  ein  m it dem  ü b lich en  Z u sam m en h an g  zw ischen E n erg ie  und  
Im p u ls . D er m akro sk o p isch e  O rts ra u m  w ird  e rs t se k u n d ä r  im  Z u sam m en h an g  
m it d em  d y n am isch en  V erh a lten  d er Z u s ta n d sv e k to re n  e in g e fü h rt u n d  e rh ä lt 
d a d u rc h  w esen tlich  s ta tis tisc h e  Z üge. In  d ieser T h eo rie  g ilt das L e h m a n n —  

KÄLLEN-Theorem sicher n ic h t, a b e r  d er N ach te il dieses A nsatzes is t , dass es 
sich  u m  keine ech te  F e ld th eo rie  h a n d e lt, w eil j a  fü r  jed es  T eilchen  ein  eigener 
Im p u ls ra u m  e in g e fü h rt w ird . M an g eh t also, vom  T e ilc h e n s ta n d p u n k t aus und 
V erfasser is t n ic h t ganz sicher, ob die W ellene igenschaften  d er M aterie  aus
re ich en d  b e rü c k s ic h tig t sind . In sb eso n d ere  d ü rf te  es schw ierig  sein , in  diesem  
F o rm a lism u s T e ilchenerzeugung  u n d  -V ern ich tu n g  zu besch re ib en .
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9. Coishs Verallgem einerung der Geometrie

C o i s h  sch läg t eine seh r rad ik a le  A b än d e ru n g  der G eom etrie  u n se re r 
R au m -Z e it-W elt vor [13]: D ie m öglichen W e rte  der K o o rd in a te n  der P u n k te  
u n se re r R au m -Z e it-W eit so llen  n ich t den  K ö rp e r der ree llen  Z ahlen  b ild en , 
so n d ern  n u r  e inen  endlichen Zalxlen-R ing. D u rc h  geeignete W ah l dieses Z ah len 
ringes k an n  m an  erreichen , d ass  diese G eom etrie  fü r  sehr k le ine  u n d  sehr grosse 
E n tfe rn u n g e n  en tsch e id en d  v e rä n d e rt w ird , ab e r fü r m itt le re  E n tfe rn u n g e n  
seh r g en äh e rt m it der pseudoeuk lid ischen  G eom etrie  ü b e re in s tim m t. In  e iner 
so lchen  T heorie  sind  n a tü r lic h  in fin ite s im a le  T ran sla tio n en  n ic h t m ehr w ohl- 
d e f in ie r t, d esha lb  en tfä llt  V orau sse tzu n g  1. des L e h m a n n — KÄLLEN-Theorems. 
A ber le ider is t die F e ld th eo rie  in  einer so lchen  G eom etrie  noch  n ich t v o ll
s tä n d ig  en tw ick e lt. B esonders schw ierig  d ü rf te  es sein , den  B eg riff  des D iffe ren 
tia ls  en tsp rech en d  zu fassen. E in  N ach te il dieses A nsatzes sch e in t dem  V er
fasse r zu sein, dass der Ü berg an g  vom  K ö rp e r  der reellen  Z ah len  zu e inem  
en d lich en  Z ah len rin g  ein fo rm ale r S ch ritt i s t ,  dessen p h y sik a lisch e  B ed eu tu n g  
n ic h t d irek t zu erkennen  is t.

10. E igene Ansätze des Verfassers

In  e iner R eihe von P u b lik a tio n e n  [14] h a t  der A u to r U n te rsu ch u n g en  
ü b e r die G renzen  des F e ldbegriffs  und  d e ren  E in b a u  in  gew isse F e ld th eo rien  
an g es te llt. D iese U n te rsu ch u n g en  füh ren  au ch  a u f eine gew isse M odifika tion  
d e r G eom etrie  un se re r W elt. In  der u n te r  [14] z itie r te n  A rb e it aus A cta  P h y sica  
P o lon ica  e n th ä lt  der A nhang  au ch  schon e inen  Hinw eis d a rau f, dass u n d  w eshalb  
d as  L e h m a n n — KÄLLEN-Theorem im  R a h m e n  der vom  A u to r a n g e s tre b te n  
T heorie  n ich t g ilt. A ber der d o rt gegebene B ew eis is t n ich t ganz sau b er g e fü h rt; 
w ir wollen deshalb  diese F rag e  h ie r nochm als d isk u tie ren .

Vom geom etrischen  S ta n d p u n k t aus is t  ja  der w esen tlich e  P u n k t in  
u nsere r T heorie  die E in fü h ru n g  von  2 v e rsch ied en en  R ä u m e n : E s is t s tre n g  
zu  u n te rsch e id en  zw ischen dem  1,,-Raum u n d  dem  y ,-R a u m . D er y -R a u m  
u n se re r T heorie  h a t  m a th e m a tisc h  genau d ie E ig en sch aften  des k o n v en tio n e l
len  M inkow sk i-K on tinuum s, ab e r p h y sik a lisch  h a t  er keine d ire k te  B ed eu tu n g . 
E r  geht d u rch  einen  G renzübergang  zum  K o n tin u u m  aus e inem  b e s tim m te n  
S y stem  zur D u rch n u m erie ru n g  der M an n ig fa ltig k e it der zu r F eldm essung  v e r 
w en d e ten  P ro b ek ö rp e r h e rv o r. N u r im  k o rresp o n d en zm ässig en  Sinne h än g en  
d ie y v m it m akrosk o p isch en  V ie re r-O rtsv ek to ren  zusam m en.

D ie V ie re rv ek to ren  £,,(y) hingegen h a b e n  d irek te  ph y sik a lisch e  B e d e u 
tu n g : Sie re p rä se n tie re n  d ie jen igen  W e ltp u n k te , an  denen  die P ro b ek ö rp er zu r 
F eldm essung  v e rw en d e t w erden , sind also die K o o rd in a ten  d e r P ro b e rk ö rp e r. 
D a unsere P ro b ek ö rp er A to m k ern e  oder ähn lich e  G ebilde s in d , m üssen die 
£,,(y) O p era to ren  sein, im  G egensatz  zu den  y v. D iese £„(y)-O peratoren  sp an n en
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also die w irk liche , p h y sika lische  W elt au f, in  der sich  das p h y sik a lisch e  G e
schehen  a b sp ie lt.

U m  d ie  K o rrespondenz  zur k o n v en tio n e llen  T h eo rie  zu  sichern , h ab e n  
w ir u n sere  A nsätze  e x p liz it k o v a ria n t g egenüber L o re n tz -T ran sfo rm a tio n e n  im  
y -R a u m  fo rm u lie rt. N ach  dem  NOETHER-Theorem m u ß  es deshalb  V ie re rv e k 
to re n  Pp  geben , die ze itlich  k o n s ta n t s in d  u n d  das V e rh a lte n  der O b se rv ab len  
bei T ra n s la tio n e n  im  y -R a u m  b eh e rrsch en . W eil ab er d e r y -R a u m  n u r  e in  f ik 
tiv e r , m a th e m a tisc h e r  H ilfsrau m  ohne d ire k te  p h y sik a lisch e  B e d e u tu n g  is t, 
k ö nnen  d ie P n ich t als E n erg ie -Im p u ls  des gesam ten  F e ldes g ed eu te t w erd en . 
Also is t  b ezüg lich  d er y -T ra n s la tio n e n  V o rau sse tzu n g  2 .  des L e h m a n n —  

KÄLLEN-Theorem s n ic h t v e rw en d b a r.
Im  p h y sik a lisch en  R au m , dem  £„(y)-R aum , k a n n  m an  ab er w egen des 

O p e ra to rc h a ra k te rs  d er £„ ü b e rh a u p t k e in e  s tren g e  (fü r alle  y  gem einsam e!) 
T ra n s la tio n  defin ie ren . E s g ib t also k e in e  In v a ria n z  d e r T heorie  gegen p h y s ik a 
lische, in fin ite s im a le  oder su b a to m a re  T ran s la tio n en . B ei m ak ro sk o p isch en  
T ra n s la tio n e n  im  f-R a u m  d a r f  n a tü r lic h  d er O p e ra to r-C h a rak te r  d er p r a k 
tisc h  k e in e  R olle m ehr sp ie len ; ab er d as  is t  fü r das L e h m a n — KÄLLEN-Theo- 
rem  u n w esen tlich , V orau sse tzu n g  1. des T heorem s g ilt also  in  un se re r T h eo rie  
n ich t.

D iese T a tsach e  is t  e inerse its  e rfreu lich , an d e re rse its  h a t  sie ab e r au ch  
b ed en k lich e  K onsequenzen :

1. I n  e iner T heorie  ohne strenge  T ra n s la tio n s -In v a ria n z  g ib t es au ch  k e i
nen s tre n g e n  E rh a ltu n g ssa tz  fü r den p h y sik a lisch en  E n erg ie -Im p u ls  P fl\ Im m e r
h in  k a n n  m a n  fests te llen , dass bei B erü ck sich tig u n g  d er K rü m m u n g  u n se re r 
W elt sow ieso keine s tre n g e n  E rh a ltu n g ssä tz e  fü r die P ß ge lten . E s w ird  also 
d er N ä h e ru n g sc h a ra k te r  d ieser S ä tze  d u rc h  unsere  Ü berlegungen  n u r  noch  
e tw as s tä rk e r  b e to n t.*  A b er es is t  schw er zu sagen, w ie s ta rk  denn  in  P ra x i 
n u m erisch  d ie  A bw eichung von  d er E n e rg ie -Im p u ls -E rh a ltu n g  a u f  G rund  
u n se re r  T h eo rie  is t. D ie B e a n tw o rtu n g  d iese r F rage  is t  n a tü r lic h  en tsch e id en d  
d a fü r, ob u n se re  T heorie  m it irgen d w elch en  E x p e rim e n te n  in  K o n flik t k o m m t 
oder n ic h t. V erfasser h o fft, sp ä te r  a u f  d iesen  P u n k t  genauer e in g eh en  zu 
können .

2 .  E in e  andere  bed en k lich e  K o n seq u en z  is t  d ie  fo lgende. W egen der 
feh len d en  In v a r ia n z  d er T heorie  g eg en ü b er p h y sik a lisch en  T ra n s la tio n e n  k a n n  
n a tü r lic h  d ie  R ela tion

[ P , ^ ( y ) ]  =  i d - Ч у )**
Эу"

* Ü brigens können wir auch einen plausiblen physikalischen Grund für dieses stärkere 
Versagen der E rhaltungssätze angeben: Es is t  die E inbeziehung der Proberkörper in  den 
gesam ten Form alism us und der zum  Teil sta tistische Charakter des A ustauschs von  Energie 
und Im puls m it diesen Probekörpern. Man h at ein System , das durchaus einem  nicht abge
schlossenen S ystem  (der M echanik zum B eispiel) ähnlich ist.

** Ф(у): Feldgrösse der Theorie.
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nicht ge lten . H ingegen  so llte

[ÎV ф( у)] =  * — ф( у)
8 у ц

w irk lich  G ü ltig k e it h ab e n . Die e rs tg e n a n n te  R e la tio n  is t  ab e r eine d er V o rau s
setzungen  d a fü r, dass d ie  E ig en zu stän d e  von  P /t als T e ilch en zu stän d e  c h a ra k 
te r is ie r t w erden  können . A uch  a u f  diese S chw ierigkeit ho ffen  wir sp ä te r  z u rü c k 
kom m en zu können .
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ТЕОРЕМА ЛЕМАНА- КЕЛЛЭНА И ГЕОМЕТРИЯ ПРОСТРАНСТВА
МИНКОВСКОГО

Г. ГЕБ ЕР

Р е з ю м е
«

В работе обсуждается, возможно ли применение теоремы Лемана и Келлэна, касаю
щейся сингулярностей функций распространения в теории поля, в недавно предложенной 
общей геометрий пространства—времени. Даются примеры для обоих случаев.
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FURTHER GAMMA-SPECTROSCOPIC INQUIRY 
INTO THE DECAY SCHEME OF Fe59
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(Presented b y  A. Szalay. — Received 4. X . 1960)

The gam m a-rays in  th e  decay of Fe59 were exam ined by th e  sum -coincidence m ethod. 
The m easurem ents defin itely confirm  the ex isten ce of the 1.432 MeV leve l and the 143 as well 
as the 335 keV gam m a-lines. I t  appears on th e  other hand that the 1 .189, 1.458 and 1.479 MeV 
levels known from  the (p, p ’) scattering are n o t involved in the d ecay  o f Fe59. In th e  case of 
the 192— 1097 keV cascade, th e  results o f th e  prelim inary angular correlation m easurem ents 
differ from those reported b y  S c h if f  and M e t z g e r .

Introduction

In  th e  sum m er o f  la s t  y ea r, th e  d ecay  schem e o f F e 59 was ex am in ed  a t 
th is  I n s t i tu te .  T he n ecess ity  for th e  in v e s tig a tio n  w as m o tiv a te d  b y  th e  fac t 
th a t  th e  re p o rts  in  th e  l i te r a tu r e  on th e  b e ta -sp e c tru m  w ere  n o t in  ag reem en t. 
W hile  M. D e u t s c h  e t a l. [1] and  F . M e t z g e r  [2] fo u n d  tw o  b e ta  g ro u p s of 
n e a rly  id e n tic a l in te n s ity  w ith  257 a n d  460 keV e n d -p o in t energy, K . M a n n  

an d  G. H a n s o n  [3] could  n o t d e m o n s tra te  one of th e se  groups. In  o rd e r to  
c lear u p  th e  question , th e  ra d ia tio n s  o f  F e 59 w ere in v e s tig a te d  by  m ean s of 
th e  b e ta -g am m a-co in c id en ce  m eth o d , w h ich  in  th is  case h a d  no t y e t  been  
ap p lied . T h e  resu lts  o f m easu rem en t c lea rly  show ed th a t  th e re  were tw o  b e ta - 
g roups o f 275 ^ 5  and  455 ^ 5  keV  e n d -p o in t energies in  44 .6  an d  55.4%  ra tio s , 
re sp ec tiv e ly . T hese are  in  coincidence w ith  th e  g am m a-ray s o f  1.283 a n d  1.097 
MeV energ ies, re sp ec tiv e ly . T he d e ta ils  o f  th ese  in v e s tig a tio n s  were re p o rte d  
in  th e  “ N u clear P hysics”  [4].

D u rin g  la s t yea r, J .  M. F e r g u s o n  [5] also ex am in ed  th e  decay schem e 
o f F e 59 b y  sc in tilla tio n  gam m a-co inc idence  spectroscopic  m eth o d s. H is re su lts  
give rise  to  th e  supposition  th a t  th e  h e re to fo re  know n d e cay  schem e is su p p le 
m en ted  b y  a new  level o f  1.439 MeV en erg y , w hich  d ecay s b y  e m ittin g  143 
or 335 keV  gam m a-rays th ro u g h  1.283 o r 1.097 MeV lev e ls  in to  th e  g ro u n d  
s ta te  (F ig . 1). F e r g u s o n ’s decay  schem e rep re sen ts  also  th e  levels o b ta in e d  
b y  B u e c h n e r  e t al. b y  m ean s o f (p , p ’) sca tte rin g .

T he in v es tig a tio n s  re p o r te d  h ere  on  th e  decay o f F e 59 h ad  th e  p u rp o se  
o f  decid ing  th ro u g h  th e  sum -co incidence  m e th o d  [6] w h e th e r  th e re  were fu r th e r  
tra n s itio n s  or in c id en ta l leve ls  in v o lved  in  th e  decay. T h e  a rran g em en t o f  th e  
m easu rin g  a p p a ra tu se s  is show n in  F ig . 2. (R eg ard in g  som e ex p e rim en ta l 
experiences on  th e  H o o g e n b o o m  sum -co incidence m e th o d  cf. [7 ] . )

3 Acta P hys . Hung. Тот. X I I .  Fasc. 4.
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Ге5Э
45  d

Cu Cd Pb Source

Fig. 2 . E xperim ental arrangement
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Fig. 1. T he decay schem e o f F e59 [5]



F U R T H E R  G A M M A -SPEC TR O SC O PIC  IN Q U IR Y 3 0 7

R esu lts and  discussion

I n  the f i r s t  series o f  experiments  th e  sum  ch an n e l w as d iffe ren tia lly  set 
a t  th e  energies of 1.097, 1.269 an d  1.432 M eV and  a t  th e  energies h ig h e r th a n  
1.432 MeV successively , th e  la t te r  be ing  in te g ra l. T he o b je c t was to  f in d  ou t

143 132 335 1.097 1.289 1.432
keV keV keV MeV MeV MeV

Discriminator Volts

Fig. 3. Scintillation spectrum  of Fe59
a) Single spectrum  

Sum -coincidence spectrum  when
b) sum -channel setting is at 1.289 MeV
c) sum -channel setting is at 1.43 MeV
d) sum -channel setting is above 1.43 MeV

in  th is  m an n er th e  sum  o f w h a t cascade tra n s it io n s  y ie ld s  th e  aforesaid  en erg y  
values.

3* Acta P hys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 4.
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T h e  s e t t i n g  a t  1.097 M e Y  re v e a le d  —  in acco rd an ce  w ith  p a s t  
experiences —  t h a t  only th e  tra n s i t io n  in to  th e  g round s ta te  m ay  ex is t in  
th e  case o f th is  level.

Fig. 4. T he low energy region of Fe59

a) Single spectrum  (in com parison w ith the spectrum  of Co60 in  th e  low  energy region) 
Sum  coincidences, when

b) sum -channel setting is at 192 keV
c) sum -channel setting is at 335 KeV

T h e  s e t t i n g  a t  1 .289 M e Y  y ie ld e d  th e  sp e c tru m  to  be seen in  
F ig . 3b. T h is  c le a rly  shows t h a t  th e  1.289 M eY can be p ro d u c e d  as a sum - 
en erg y  only  b y  th e  192 keV  in  cascade  w ith  1.097 MeY. T he sp ec tru m  u n e q u i

A cta  Phys. H ung. Тот . X I I .  Fasc. 4.
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v o ca lly  excludes th e  in c id e n ta l ex is ten ce  o f th e  100 keV  —  1.189 M eV cascade 
tra n s it io n . T he ex is ten ce  of th e  100 keV  —  92 keV  —  1.097 MeV th ree -s tag e  
cascad e  is n o t show n b y  th e  sp e c tru m  either.

T h e  s e t t i n g  a t  1.432 M e V  (F ig . 3c) rev ea ls  th a t  th e  1.432 
MeV m a y  arise as th e  su m  of 143 keV  an d  1.289 M eV energ ies, an d  w ith  lower 
in te n s ity , as th e  sum  o f 335 and  1.097 MeV energies. R eg ard in g  th e  1.189 MeV 
lin e , th e  spec trum  a g a in  renders no  p o sitiv e  answ er.

T h e  i n t e g r a l  s e t t i n g  a t  e n e r g i e s  h i g h e r  t h a n  
1.432 M e V  served  th e  purpose  o f  d e te c tin g  every  possib le  cascade tra n s itio n  
y ie ld in g  in  sum  to ta l  h ig h e r energies th a n  1.432 MeV. T h e  coincidence sp ec tru m  
rev ea led  no line p o in tin g  to  an y  cascade  tra n s it io n  (F ig . 3d). C o n sequen tly , in  
th e  decay  of F e89, th e re  is no h ig h e r level excited  a t  th e  1.432 lev e l o f Co59. 
A t a n y  ra te , it  could n o t  be d e m o n s tra te d  even b y  such  a sensitiv e  m ethod .

T he second series o f ex p e rim en ts  h ad  th e  aim  to  m ake a c loser s tu d y  of 
tra n s it io n s  of low er en e rg y  b e tw een  1.097 MeV a n d  1.432 MeV leve ls . The 
sum  ch an n e l was se t a t  192 keV a n d  335 keV energ ies (F ig. 4).

T h e  s e t t i n g  a t  192 к  e V shows th a t  th is  energy c a n n o t be p ro 
duced  b y  an y  cascade w h a tev e r. T h e  sum -coincidence sp ec tru m  rev ea ls  m erely  
th e  fu ll energy  su m -p eak , w hich m ean s th a t  th e  1.289 MeV s ta te  does no t 
d ecay th ro u g h  th e  1.189 M eV level in to  th e  1.097 M eV s ta te . This m easu rem en t 
also p ro v es th a t  th e  occurrence o f  th e  1.189 M eV lev e l is v e ry  im p ro b ab le  
in  th e  decay  of F e59. T h e  spin v a lu e  assigned  in  (p ,  p ' )  sca tte rin g  to  th e  level 
in  q u e s tio n  also p o in ts  to  th is  fac t.

S e t t i n g  t h e  s u m  c h a n n e l  a t  335 k e V  e n e r g y  tw o 
m a x im a  w ere o b ta in ed  a t  143 an d  192 keV . In  consequence , in  p a ra lle l w ith  
th e  335 keV  tra n s it io n , th e  143 a n d  192 keV  cascade also  m ay arise .

In  F ig . 4, to g e th e r  w ith  th e  s ing le  sp ec tru m  o f F e 89 in  th e  low  energy 
reg ion , th a t  o f Co60 also  w as p lo tte d  in  th e  sam e reg ion .

T he sc in tilla tio n  sp ec tru m  o f Co60 g rea tly  resem bles th a t  o f  F e 59 as 
g am m a-ray  lines of h ig h  energy in v o lv ed  in  th e  decay  o f  b o th  nu c lid es  are  of 
n e a rly  id en tica l in te n s itie s  and  energ ies. The co m p ariso n  reveals t h a t  th e  
m ax im a  o f 80 keV  a t  low  energies a p p e a r  a t th e  sam e sp o t in  b o th  sp e c tra  and  
th e y  p ro b ab ly  derive fro m  th e  ap p lied  P b  ab so rb en t. L ikew ise, in  b o th  sp ec tra , 
an  e lev a tio n  appears a t  2 1 0 —220 keV , w hich  c a n b e  asc rib ed  to  b ack  sc a tte rin g . 
In  c o n tra s t, th e  143 a n d  190 keV lin e s  o f F e 89 are m issin g  in  th e  case o f  Co60.

F u rth e rm o re , p re lim in a ry  in v es tig a tio n s  w ere m ad e  on th e  a n g u la r  cor
re la tio n  o f th e  192 keV — 1.092 M eV cascade tra n s it io n . T he resu lts  o b ta in ed  
differ fro m  those  re p o r te d  b y  S c h i f f  a n d  M e t z g e r  [ 8 ]  an d  p o in t to  th e  fa c t 
th a t  th e  192 keV  an d  1.097 MeV tra n s it io n s  are n o t o f  a c lear Ml m u ltip o la r ity . 
I t  m u s t be n o ted  t h a t  th e  a fo rem en tio n ed  au th o rs  h a v e  p ro d u ced  energy  
d isc rim in a tio n  by m eans o f a b so rb en ts  only  and  a t  th e  tim e  of th e ir  m easu re 
m e n t, th e  143 and  335 keV  g am m a-ray  lines were s ti l l  unknow n .

A cta  P hys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 4.



310 T . S C H A R B E R T , D . B  E R É N Y I a n d  G Y . M Á T H É

In  sum m in g  u p , i t  m ay  be  s ta te d  th a t  th e  sum -co incidence m eth o d  u n 
q u e s tio n a b ly  p ro v es  th e  1.432 M eV level to  b e  ex c ited  in  th e  decay  o f F e59 
a n d  to  decay  w ith  th e  143 or 335 keV  g am m a-ray  lines p a ra lle l in to  th e  1.289 
o r 1.097 M eV lev e ls . I n  c o n tra s t , in  th e  decay  o f  F e 59 th e  p ro b a b ili ty  for th e  
o ccu rren ce  o f th e  1.189 MeV as w^ell as for th e  1.458 and  1.479 M eV levels is 
acco rd in g  to  o u r m easu rem en ts  exceed ing ly  s lig h t.

W e a re  g re a tly  in d e b te d  to  P ro f. A. Sza la y  for his v a lu a b le  su p p o rt. 
T h a n k s  are  due  also  to  D r. Cs. Ú jh e l y i  for th e  careful p re p a ra tio n  of th e  
sources.
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Д А Л Ь Н Е Й Ш И Е  у-С П Е К Т РО С К О П И Ч Е С К И Е  И ССЛ ЕДО ВАН И Я  
С Х Е М Ы  РАСП АДА F e69

Т. Ш А РБЕРТ, Д . Б Е РЕ Н И  и Г. МАТЭ

Р е з ю м е

При распаде Fe59 у-л учи были исследованы способом суммированных совпадений. 
Измерения подтверждают существования уровня 1,432 Мэв и y-линии с энергией 143 и 335 
кэв в паспаде Fe59. С другой стороны выяснено, что уровни с энергией 1,189, 1,458, 1,479 
Мэв, которые известны из рассеяния (р,р’), не включены в распад Fe59. Для каскада 192— 
1097 кэв результаты предварительных измерений угловой корреляции отличаются от 
результатов, которые были опубликованы Шиффом и Метзгером.
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О ВРЕМЕННОЙ ЗАВИСИМОСТИ НЕОБРАТИМЫХ 

ПРОЦЕССОВ В ГАЗЕ КНУДСЕНА

Дь. Па т а к и

И Н С ТИ ТУ Т ТЕХНИЧЕСКОЙ Ф И ЗИ КИ  В. А. Н „ БУ ДАПЕШ Т

(Представлено Д. Сигети. — Поступило 13. X. 1960)

В работе было анализировано временное протекание взаимодействия необратимых 
процессов в газе Кнудсена, с помощью двух параметров матрицы проводимости. Было ис
следовано изменение знака термодинамических сил [1], которое, в отличие от взаимодей
ствия необратимых процессов Онзагера, связана не с тем, что матрица L не диагональна, а 
с тем, что матрица g ■ L является не диагональной. Было найдено, что при стационарных 
начальных условиях изменение знака не происходит, но при нулевом начальном значении 
одной из сил изменение знака второй силы обычно происходит.

До последнего времени методами необратимой термодинамики были 
исследованы лишь стационарные процессы. И. Фэнеш показал [1], что вре
менное протекание, т. е. спонтанные процессы выравнивания термодина
мических систем с однородными подсистемами можно описывать с помощью 
интегрирования уровнений движения термодинамики, по крайней мере, 
вблизи равновесного состояния (Линейная теория). В то же время он указал 
на механизм процессов выравнивания, показывая, что компоненты силы 
X  (Х-вектор с одним столбцом) во время процессов выравнивания могут 
менять свой знак, так как (с обычными обозначениями) положительно опре
деленная матрица А  =  g -L  является не диагональной. Видно, что изменение 
знака может появляться, вообще, и в том случае, если сама матрица L  диаго
нальна, значит, обычное взаимодействие необратимых процессов не имеет 
места, так как матрица g -L  не обязательно диагональна, если матрица L 
является диагональной.

В работе [2] Г. Фай и Г. Табори для случая двух переменных иссле
довали связь между изменением знака и начальными условиями.

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы исследовать временное 
протекание одного известного взаимодействия необратимых процессов 
методом интегрирования уравнений движения. Для этой цели мы выбрали 
процессы, протекающие в газе Кнудсена. В случае этого эффекта, как из
вестно, имеется два сосуда с идеальным газом, соединенных между собой 
капилляром. Предполагается, что диаметр капилляра меньше длины сво
бодного пробега молекул. Если газы имеют разные температуры, но оди
наковые давления, возникает перенос вещества и появляется разность 
давлений. При помощи теории Онзагера, в стационарном случае можно по.
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лучить соотношение между АР  и АТ, которое соединяет термомеханический 
эффект и термомолекулярную разность давлений [3], [4].

Процессы описываются следующими уравнениями [3]

Jm Хт ~Ь -̂ ти X и ,
т __ т X  I г X

и ^  um  ^  m  I ии  и ’

где J m — ток вещества, J u — ток энергии, 

Х„ =  А
Т

( 1 )

( 2 )

(3)

L ik — элементы симметричной матрицы проводимости, д — химический 
потенциал.

В случае А Т  =  0 для уравнения, описывающего термомеханический 
эффект, получаем:

J a =  ^ J m= U * J m (4)

и, так как Х т и Х и можно разложить, получаются следующие уравнения 

J m = ----- Lm™ v-  AP  +  b m h. ~ L ™ A T  ,

J u = -

T

L nm v AP  +  L̂ lt— hüL A T .  
y2

где v — удельный объем и h — удельная энтальпия. Это показывает, что в 
случае â T  =  0 разность давлений АР  ведет к переносу энергии по урав
нению (4). U* представляет собой «транспорт энергии», т. е. энергию на еди
ницу тока вещества. Другой эффект представляет собой стационарное со
стояние, когда J m =  0, но Ju ф  0. В этом случае АР  и А Т  тоже отличаются 
от нуля. На основе кинетической теории газов можно показать [3], что в 
случае газа Кнудсена, если диаметр капилляра меньше длины свободного 
пробега молекул, имеет место соотношение:

I  um 2 kT

I 'm m
( 5 )

где М 0 — молекулярный вес. Тогда для термомолекулярной разности дав
лений и для разности температур получается (Jm =  0)

АР  1 к 
А Т  ~  2 M 0v '
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Соотношение (5) дает возможность написать матрицу проводимости с по
мощью всего двух параметров.

Интегрирование уравнений движения можно выполнить следующим 
образом. В уравнении проводимости:

J  =  L X  (6)

сила X  определяется уравнением

X  =  — g a ,  (7>

где а — матрица с одним столбцом, образованная из отклонений экстенсив
ных переменных от их равновесных значений. Элементы матрицы g :

82 S
Эа, дак

( 8 )

g  — симметричная матрица, полученная от энтропии S(av  а2. . .) Соотноше
ние между током и а дается уравнением:

« =  J.  (9)
Продифференцируя уравнение (7) по времени и используя уравнения (6) и 
(9), можно привести (7) к следующему виду:

Х =  - g L X . ( 10)

Это линейное дифференциальное уравнение первого порядка считается 
уравнением движения термодинамики.

В случае двух переменных для компонентов получаем дифференциаль
ное уравнение второго порядка:

X , +  Т ( А )  X l +  D ( A )  Х [ =  0 , (i =  m, и) (11)

где Т (А )  — след матрицы A ,  D ( A ) — ее детерминант. Видно, что обе силы 
описываются с одним и тем же уравнением. Только начальные условия 
будут отличны. Соответствующее характеристическое уравнение:

Л2 +  Т ( А ) Л  +  D ( A )  =  0 (12

итак, решение имеет вид:

X i( t )  =  A t eXlt +  В, e ; 2 f, ( i =  tn, и)

где Ях и Я2 два корня характеристического уравнения. Величины А /  и В  
определяются из начальных условий.

Acta Phys. H ung. Tom. X I I .  Fase. 4 „



3 1 4 Д ь .  П А Т А К И

Из вышесказанного видно, что для решения проблемы должны опре
делиться матрицы L и g. Матрицу L  при помощи соотношения взаимности 
Онзагера (L ik =  L ki, к =f=i) и уравнения (5) можно привести к следующему 
виду:

L  —
I'mm I'mu

=

M 0 L 0 
2 k T  0

um Iu u  )
V I o  l u u  )

(13)

где введено обозначение L mu =  L um =  L 0.
Для определения матрицы g  исходим из функции S(m , U) (см. напри

мер, [5]).

S(m , U)  = ------к  In
т

°■ +  — -  cv ln
м , 1П С „ °  +  ( к  s  +  с „ )  з  ( 1 4 )

М,

где т  — масса газа; V  — его объем; с.. =  — к удельная теплоемкость;

е — основание натурального логарифма; С — химическая постоянная газа. 
На основе (14) матрицу g можно определить*:

5 к  1

g =
ё т т  ё т и  

ё и т  ё и и

2т  М 0 т Т

1 2 М 0
тпГ Зтп к Т 2

(15)

зная g  и L ,  матрицу А  =  g L  можно определить путем простых вычислений:

L 0 , 5 к L 0 lu u  \

_ 4 т Т 2m M 0 m T

^u u  ' 1 M 0 L 0
■ L ° +

2 M 0L UU
6 m k T 2 m T 2 3 m k T 2

(16)

Теперь вычисляем величины Т (А )  и D ( A ), фигурирующие в характеристи
ческом уравнении.

Т ( А )  =

D  ( А )  =

3
4 T 1i 9

2 1 ( 1

а  — 1 13

3 тМ 2
а - 1  ,

(17)

* В том случае, если один из сосудов гораздо меньше другого g относится к 
меньшему сосуду.

Если размеры соизмеримы, тогда g относится к целой системе сосудов.
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где мы ввели обозначения:

а _ М 0 L uu ' _ Ь 0
k T L 0 т  тпТ

Так как X положительно определенная матрица, можно написать:

т >  0 , а  >  2 . (18)

В дальнейшем мы пользуемся этими неравенствами для анализа временного 
протекания процессов.

При помощи значений следа и детерминанта, полученных из уравнения 
(17), корни характеристического уравнения имеют следующий вид:

1/2  —

1
— а — 1 I

3 1
( т - Ч 1 T 1 1 128

27
2

8 т í 8— а — 1
2

1 9 J

(19)

Ху и Л2 являются отрицательными величинами (из-за (18)) и очевидно |11| <
<  |Я2 |.

В дальнейшем рассматриваются два случая:
а) В качестве начального условия мы возьмем стационарное состояние 

Jmo =  0.
б) Исследуем временную зависимость сил при начальных условиях 

то =  0, Х и0 >  0.
В обоих случаях мы исследуем возможность возникновения изме

нения знака сил.
а) Условие стационарности

М  О / J0 Y  I T V  __ ПЛ т 0  “Г А ,0 Л .и0 — О ,

откуда получается соотношение между начальными значениями Х то и Х и0:

Xjnu     2 к Т
Х и0 м 0

( 20 )

Видно, что эти величины имеют разные знаки.
Определение Х т  и Х и0 возможно на основе уравнения X  —  — gJ,  при

нимая во внимание условие J m0 =  0.
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Простой расчет показывает:

Х т 0 =  -

Х и0 =

1
а - I X

4 1 / 1
3 т I 2 I X * . .

( 21)

( 22)

где мы воспользовались уравнением (20).
Система уравнений для определения А и и В и, на основании предыду

щих, имеет вид:
“Ь -®и =  X UQ ,

^ и К  +  +  в и х 2 — х и0 =  — — — ^
о т

Аналогично получаем для А т и В т:

-d-m “ Ь  В т =  Х т0 ,

Л т К  +  В  т А 2 =  х т0 =

(ia 1 Х„

(23)

(24)

г \ 2
1 Х„

Эти две системы уравнений имеют один и тот же вид. Рассмотрим, например,, 
уравнения для А и и В и. Решение может быть написано просто:

Х„„
Л и = -

В и =

4 1
3 т

4 I /' 1
3 т [ 2

1
а — 1

, 2

а -  1

+  А,
Ai А2

+  Ai
LlíO

А! -  К

Отсюда, используя уравнение (19) для определения величины Ах +  А2 и 
Ai — А2, получаем

В  и А и — К (а )  Х и0, (25)

где была введена функция К(а):
23

а ---------- -

Щ а )  =  - — = = = = £ = = -  . (26)
а-

.  21 165
3 Г а  ̂ 64~

На основе уравнений (23) и (25) можно написать:

_  1 К  (а)
s 1 и —  _ ^ и О  ?

о  1 +  ^ ( а ) у
& и — Л -^ио •
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Для того, чтобы сила Х и меняла свой знак, необходимо, чтобы были А и <  О 
и В и >  0 и, в случае X Uo >  0 и |А2| <  |Я2|, условие \Аи\ <  |В„| было выпол
нено, так как в этом случае существует такой момент времени tk, когда 
уравнение,

X u(tk) =  A ue ^  +  B ue ^  =  О

имеет решение. Но для этого необходимо, чтобы было К(а)  >  1. Это вы
полняется на основе (26) только в том случае, если а <  2. Однако, это про

тиворечит второму неравенству (18), которое мы получили из условия, что 
матрица А  является положительно определенной.

Аналогично можно провести расчеты и для X m(t).
Получается, что силы X m(t) и X u(t) убывают по отношению к своим 

начальным значениям с разными знаками без изменения знака (рис. 1).
б) Во втором случае начальные условия были выбраны так, чтобы 

одна из сил была равна нулю (например, Х т0 =  0). Расчеты можно прове
сти аналогично предыдущим. Для простоты мы обозначаем неизвестные 
параметры опять через А и, В и и А т, Вт. Для величин А и и В и имеет место 
следующая система уравнений:

А и +  В  и =  Х и0 ,

1 / 2
Â 1 В  и ^2 =  ^ и о  =  ^7 з  а  Ч  Х и о  ’

где Х ио(иХто)  можно определить на основании следующего уравнения:

Acta Phys. H ung . Тот. X I I .  Fase. 4.



318 Д ь .  П А Т А К И

Откуда получаем для А и и В „

1 — К (а )
S1 и —  _  ^110 9

Zi

П 1 +  Щ а )  у
D  и —  _  л  U 0  >

где К(а):

Ща) =

15
8

21 465а.
Из условия К(а)  >  1 получается условие

5
а > -----. (27)

Это уже не противоречит тому, что матрица А  является положительно 
определенной. Значит, X u(t) начинает уменьшаться от своего положитель

ного значения и проходит через нуль (меняет свой знак). При t ->  со X u(t) 
стремится к нулю (рис. 2). X m(t) не меняет своего знака, потому что в решении

X m(t) =  A m e V  +  B m * ‘ .

В т =  — А т из-за начального условия, то есть:

X m(t) =  А т (е;и  вш) .

В момент t — 0 направление и величина изменения определяются Х т0. Не 
трудно видеть, что:

т о
5 к Т  

2
1
Т

иО >
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то есть, если а > —-(что совпадает с условием (27)) Х т0 имеет такой же знак

как Х и0, поэтому осуществляется в самом деле случай, представленный на 
рис. 2. Это совпадает со случаем 1/с, исследованным в работе [2].

Вышесказанное можно кратко изложить нижеследующим образом. 
Нами было исследовано с помощью двух параметров временное протекание 
взаимодействия необратимых процессов, определенных уравнениями (1) и 
(2). В случае стационарного начального условия силы, исходя из своих 
начальных значений разного знака, убывают без изменения знака. Этим 
указано на новый, по сравнению с работой [2], вид убывания сил.

Во втором случае, принимая начальную величину одной из сил за нуль, 
вторая сила меняет свой знак при выравнивании. Неизвестные параметры 
матрицы L  можно было бы экспериментально определить как раз путем 
исследования временных явлений, используя факт изменения знака (исчез
новения) сил X,-. Затруднение состоит в том, что силы X,-, вообще говоря, 
невозможно определить путем непосредственных измерений. Описанный 
выше метод, соответствующими изменениями, может быть применен и для 
случая термодиффузии.

В заключение, автор выражает свою благодарность проф. И. Фэнешу 
за постоянный интерес к работе и критические замечания.
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ON T H E  TIME D E P E N D E N C E  OF IR R E V E R SIB L E  PROCESSES IN  K N U D SE N  T V

By
G. PATAKI 

A b s t r a c t

In  the paper presented here we discuss the tim e dependence of cross-effects (irreversible  
processes) in  the K nudsen gas by m eans o f two param eters o f the condu ction  m atrix. W e  
exam ined the reversal o f sign of therm odynam ic forces [1] and found it rea lly  —  in contrast to  
O n s a g e r ’s cross-effect —  to be connected  w ith the g  ■ L  m atrix and n o t th e  L m atrix b e in g  
off-diagonal. W e found th at the reversal o f  sign of th e  forces does not occur w ith  a stationary  
in itia l condition, w h ilst in  case o f zero in itial value o f one of the forces th e  other generally, 
reverses its  sign.
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ÜBER PHASENOPERATOREN 
IN DER STRAHLUNGSTHEORIE

Von

F . KÁROLYHÁZY
INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER ROLAND EÖTVÖS UNIVERSITÄT, BUDAPEST 

(Vorgelegt von K. F. N ovobátzky. —  Eingegangen: 12. X . 1960)

»

D ie Interferenz von  L ichtquanten, die zu verschiedenen P artialw ellen  gehören, w ird  an 
einem  einfachen Beispiel mit H ilfe der Phasenoperatoren diskutiert.

I

D as P ro b lem , das im  fo lgenden  b e h a n d e lt  w ird, is t e igen tlich  von  d id a k 
tisch e r A rt. B eim  L ernen  der Q u an te n e le k tro d y n am ik  b e re ite t  das V ersteh en  
d er B e h a u p tu n g : »D as P h o to n  in te r fe r ie r t  n u r  m it sich se lb st, versch iedene 
P h o to n en  in te rfe rie re n  nie«  m anche S chw ierigkeiten . D iese en ts teh en  e tw a  in 
der fo lgenden  W eise.

1. D a fü r, dass die W ellen  von zw ei S trah lu n g sq u e llen , z. B. v o n  zwei 
s tra h le n d e n  A to m en  oder zwei A n ten n en , e ine b em erk b are  In te rfe ren z e rsc h e i
nung  h e rv o rru fen  können , is t  die E rfü llu n g  der so g en an n ten  K o h ä re n z b e d in 
gungen n ö tig . Als B eispiel e rw ähnen  w ir eine M eta lld am p flam p e , h ier w ird  das 
L ich t d u rch  die e inzelnen  A tom e in  un regelm ässigen  Z e itin te rv a llen  in  F o rm  
end licher W ellenzüge e m ittie r t .  D agegen  fo rdern  die K ch ä ren zb ed in g u n g en  
eben, dass in  R a u m p u n k te n , in  denen  m a n  die In te rfe ren z  n ach p rü fen  w ill, 
die P h asen d iffe ren z  der an k o m m en d en  W ellen  s te ts  d ieselbe sei. D ah er m uss 
m an  im m er das L ich t e iner u n d  derse lb en  L ich tquelle  z u e rs t in  zw ei Teile 
sp a lten , u n d  n ach h e r die T eile  w ieder v e re in ig en , um  In te rfe ren z  zu e rh a lte n . 
D ies w ird  d u rch  die E rfa h ru n g  b e s tä t ig t .  D ie E x p e rim en te  zeigen sogleich , 
dass d er C h a ra k te r  des In te rfe ren zb ild e s  (die re la tiv e  In te n s itä tsv e r te ilu n g )  
von  der In te n s i tä t  der L ich tq u e lle  u n a b h ä n g ig  is t, es b le ib t also auch  d a n n  
u n v e rä n d e r t , w enn die » P h o to n en «  n u r  noch  einzeln au s der L ich tq u e lle  
» h erau stro p fen « . Z usam m enfassend  k a n n  m an  festste llen , dass das P h o to n  n u r 
m it sich  se lb st in te rfe r ie rt. In  der Q u a n te n e le k tro d y n am ik  d rü ck t m a n  das 
p räz ise r so aus: D as V orhan d en se in  eines P h o to n s  b e d e u te t n ich ts  an d eres  als 
dass eine d er B ese tzungszah len , die zu d en  versch iedenen  P a rtia lw e llen  b e i der 
Z erlegung d er P o te n tia le  gehören , von  N u ll versch ieden  is t. D ie E m ission  oder 
A b so rp tio n  eines P h o to n s  b e w irk t das A u ftre te n  oder V erschw inden  eines 
Q u an ts , das In te rfe ren z b ild  is t in  der b e tre ffe n d en  P a rtia lw e lle  selbst e n th a lte n .

4 A cta  Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 4.



3 2 2 F . K Á R O L Y H Á Z Y

2. W ir b em erk en  ab er, d ass  die W ellen  zw eier m o n o ch ro m atisch , m it d e r  
g le ich en  F re q u e n z  s tra h le n d e n  A n ten n en  in  d e r  k lassischen  Theorie jed en fa lls  
in te rfe r ie re n . P ra k tis c h  m u ss te  m an  jed o ch  a u c h  noch v o r  e in igen  J a h re n , u m  
d ie  s tren g  g le iche  F req u en z  zu  s ichern , die b e id e n  A n ten n en  gem einsam  s te u e rn . 
So k o n n te  m a n  d ie  be id en  als eine einzige » R ic h tu n g sa n te n n e «  b e tra c h te n . 
B e im  h e u tig e n  G rade  d er S ta b i l i tä t  is t a b e r  die In te rfe re n z  auch zw ischen  
u n a b h ä n g ig e n  A n te n n e n  g le ich e r F req u en z  nach w eisb a r. W ie soll m an  d ie  
T erm ino log ie  d iesem  E ffek t anpassen?  D as F e s th a lte n  a n  solchen P a r t ia l 
w ellen , die das In te rfe re n z b ild  schon  in  sich  e n th a lte n , is t  n a tü r l ic h  auch  w e ite r
h in  e rla u b t. W o llen  w ir a b e r  in  den  P h o to n e n  e tw a s ,—  w en n  auch n och  so 
w en ig  —  A n schau liches seh en , so w ird  au ch  d e r A n sp ru ch  a u f  eine solche B e 
sch re ib u n g  b e re c h tig t sein, b e i d er u n a b h ä n g ig e  Q uellen  u n ab h än g ig e , v e r 
sch iedene P h o to n e n  e m ittie re n , d. h . so lche  B ese tzungszah len  v e rä n d e rn , 
d ie  zu  v e rsch ied en en  P a rtia lw e lle n  gehören . I n  diesem  S in n e  nehm en  d a n n  in  
d e r  In te rfe ren z  versch ied en e  P h o to n e n  te il.

N äher a u sg e fü h rt: is t  im  R aum e n u r  e ine  einzige, e in fach e  A n ten n e  am  
O rt P  v o rh a n d e n , so sind in  d e r o rth o g o n a len  E n tw ick lu n g  des V e k to rp o te n 
t ia ls

A = 2  [q, ( t )Mr)  +  ql(t)A;(r)] ( 1)

z. B . ebene o d e r K ugelw ellen  (m it P  als Z e n tru m ) zur B esch re ib u n g  d er a u s 
s trö m en d en  S tra h lu n g  gleich  w ohl geeignet. D em  P ro b lem  d e r  zwei u n a b h ä n 
g igen  A n te n n e n  (am  O rte  Р г bzw . P 2) p a sse n  w ir u n s  a n , indem  w ir zw ei 
G ru p p en  der P a rtia lw e lle n  e in fü h ren  u n d  se tz e n .

A  =  -  U i i t )  A ( r )  +  9 * ( 0  A ( r )  +  Px(t) A K(r) +  ql(t) A \ ( r ) \ ,  ( 1 ' )

w obei jede  G ru p p e , fü r sich  b e tra c h te t ,  d em  S ystem  d e r K ugelw ellen , m it P 1 
bzw . P 2 als Z e n tru m  äh n lich  is t .  M it der e x a k te n  F o rm  d ie se r  W ellen sow ie 
m it O rth o g o n a litä ts frag en  w ollen  w ir uns n ic h t  b esch äftig en , da w ir uns s p ä te r  
a u f  n u r je  e ine  W elle der zw ei G ruppen  b esch rän k en  w e rd e n . D as E n ts te h e n  
d e r  In te rfe ren z  w ird  d an n  d u rc h  die B e tra c h tu n g  der P h a s e n  k lar, w ie im  
A b sc h n itt I I  g eze ig t w ird.

I I
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W ir v e rw en d en  W ech se lw irk u n g srep resen ta tio n .
F ü r die E ich u n g  w äh len  w ir das C oulom bsche (d iv  A  — 0) F e ld , d ie

e lek trisch e  F e ls tä rk e  w ird  d a n n  in  der W ellenzonc e in fach  du rch  E  =  — Â
c

d a rg es te llt. D as k lassische In te rfe ren z b ild  e rg ib t  sich b e i d e r B erechnung  d e r 
Erwra rtu n g sw e rte  von  E  oder E 2 als F u n k tio n  des O rtes.



Ü B E R  P H A S E N O P E R A T O R E N  IN  D E R  S T R A H L U N G S T H E O R IE 3 2 3

B ei d er Q u an tis ie ru n g  von  A  fo rd e rn  w ir n a tü r lic h

h
4>. if. Я> Я/ . :

d . h . in  unserem  F a lle  (w enn i, к  — 1 ,2 )

2v,
( la )

i  к  k i  f j

<h. ?» -  4, 4k =  <\k •
2vx

(lb )

B ek an n tlich  [1] w ird  d a n n  z. B. qx, bezogen a u f  d ie  Q u an tenzah l n x, die also 
zu r e rs ten  A n ten n e  m it den  In d e x  Я gehört, d u rc h  die M atrix

4 a =
tl

2v,

bzw.

Я à =
h

2v~

“0 fl 0 0 ---
0 0 1/2 0 ---
0 0 0 уз - -
0 0 0 0 ---

L- -

“ 0 0 0 0 --- -
n 0 0 0 ---
01/2 0 0 ---
0 0 уз 0 ---

_ _

e~!V ,

( 2 )

( 2)

gegeben. F ü r  die a n d e re n  Q u an ten zah len  e n tsp r ic h t qд der E in h e itsm a tr ix . 
W e ite rh in  is t

t i  t i
я  = 2 ’ ( Я ,  +  H \) ,  H ,  =  vf(qx q \  +  q l  q , ) .  (3)

frvx u n d  k ann  d a h e r  auch  inЯ л is t  d iagonal m it d en  E ig en w erten  

d er F o rm

( ‘ , 1n. +
X 2

Я , = IV,
1

hv. (4)

gesch rieben  w erden , wTo N x der O p e ra to r  der P h o to n e n z a h l is t.
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M an k an n  n u n  vom  O p e ra to r  q bzw. q* (d ie  Ind izes v o rlä u fig  u n te r 
d rü ck en d ) einen als P h a se n o p e ra to r  b ezeichneten  F a k to r  ab sp a lten  u n d  setzen :

q =  (p.C = ^ . cp • ]AZV , q * = C -(p *
2v

h
2v

\ N  cp*. ( 5 )

D azu  w ird  m an  am  e in fachsten  a u f  folgende W eise ge fü h rt. In  d e r k lassischen  
T h eo rie  sch re ib t m a n

q =  e ivl jçj =  е‘ф \q\ --- cp \q\, q* =  \q\ e ivt =  \q\ е.'ф q\<p cp v2 cp =  0,

so d ass  die Z e itab h än g ig k e it im  P h a se n fa k to r e n th a lte n  is t. In  d e r  Q u an ten 

m e c h a n ik  d e fin ie rt m a n  Q  zum  O p e ra to r  Q  d u rc h  ß  = —  [Л , Й] . D ie Zerle-
H

gung  (2) des O p e ra to rs  q in  einen ze itab h än g ig en  F a k to r  (e~ut) u n d  einen ze it
u n a b h ä n g ig e n  e n ts p r ic h t dieser R ege l n ich t. W ir gehen  k o n se q u e n te r  so vo r, 
dass w ir auch  h ier

q =  cp C, q* =  C cp* (6)
zu  se tz e n  v e rsu ch en , wo

[H, C] =  0 und  ф н , - [ H M
П

— V- (p. ( 7 )

E s is t  a lso  cp d e r dem  k lassischen  P h a se n fa k to r  с Ф zu geo rdne te  O p e ra to r . C e n t
s p r ic h t dem  k lassisch en  |g|. M an b e s tim m t C, in d e m  m an die q v o n  (4) u n te r

V erw en d u n g  von  (1) in  (2) e in se tz t. E s is t n ä m lic h  H 2 v C - \ - — hv, w as 
2

d u rc h  V erg leich  m it (4) zu (5) f ü h r t .  (W ir h ab e n  au sg en u tz t, d ass  q>cp* =  1, 
w as so fo rt gezeig t w ird .)

I n  d er L i te ra tu r  f in d e t m a n  im  a llgem einen  diese Z erlegung von  q m it 
е Ф a n  d e r Stelle v o n  cp. G eht m a n  d a m it in (1) e in , u n d  sch re ib t e ,Ф е Ф =  1, 
so k o m m t m an  a u f  d ie  R ela tio n  e l 0 N  —  N e ,Ф =  е Ф. Diese w ird  e rfü llt , w enn 
Ф u n d  N  der V e rtau sch u n g sre la tio n

0 N  — N 0 =  - i  (8)

gen ü g en . D ie F o lg en  d ieser V ertau sch u n g sreg e l k ö n n en  aber n ic h t explicit 
v e ra n sc h a u lich t w erd en . Da n ä m lic h  der O p era to r N  a u f  H a u p ta c h se n  t r a n s 
fo rm ie rb a r  is t u n d  ein  d isk re tes E ig e n w e rtsp e k tru m  h a t, k an n  m an  keinen 
M a tr ix o p e ra to r  qi f in d e n , der (8) g en ü g t. (Aus (8) fo lg t ein k o n tin u ie rlich es  
S p e k tru m .)

W ir o rdnen  also  n u r den k lassisch en  P h a se n fa k to re n  е,Ф bzw . e im  
G an zen  die O p e ra to re n  cp bzw. q*  zu . Diese h ab e n  d an n  m it (5) u n d  (2) die 
G e s ta lt

Ac*a P hys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 4■
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<P =

/ 0 1 0 0  
0 0 1 0  
0 0 0 1

V

\

;

-ht <p*

/  0 0 0 0 -------
1 0 0 0 ------
0 1 0  0 ------

'
eivt. (9)

E s is t also <p<p* — 1» <p*<p =  1

/  1 0 0 0 ---------

0 0 0 0 -------
0 0 0 0 ------

sch re iben  die Ind ices w ieder aus)

. A us (1) e rg ib t sich  (w ir

)

N x <px =  (px . (10)

J e tz t  w enden  w ir u ns unserem  e ingen tlichen  P ro b lem  zu. E s sei a d e r 
Z u s ta n d sv e k to r des S trah lu n g sfe ld es , m it den  K o m p o n en ten  a„ „ Z u r
V ere in fachung  der R ech n u n g  v e re in b a ren  w ir, dass beide A n te n n e n  m o n o ch ro 
m atisch  m it e iner b e s tim m te n  F req u en z  vXll schw ingen. W ir nehm en  d a h e r an  
(ohne dass w ir uns u m  die k o n k re te  F o rm  der W echselw irkung  zw ischen
A n ten n e  u n d  F eld  k ü m m ern ), dass d u rch  d ie  e rs te  A n ten n e  einzig  der v ir tu e lle  

1 2 

O szilla to r A X(i des F eldes e rreg t w ird , d u rch  die zw eite n u r  A x .̂ D e m e n tsp re 
chend  w erden  w ir die K o m p o n en ten  des Z u s ta n d v e k to rs  e in fach  m it a,^ bezeich-

I 2
nen , wo also i und  к d ie m öglichen  W erte  von  bzw . nXo s in d .

In  d e r g leichen W eise lassen  w ir im  A usd ruck  d er e lek trisch en  F e ld 
s tä rk e  E  d ie G lieder fo rt, d ie uns n ich t in te re ss ie ren  u n d  sch re iben  (auch  der 
In d e x  w ird  w eggelassen):

1 ( i l i 1 2 2 2 2 ]
E = ----- — I q A  + q *  A *  +  q A  + q*  A *  j . (11)

1 2
K en n en  w ir einen  O p e ra to r  Q  bzw . ü  in  der M atrix fo rm  (u>ik) bzw .

2

(со//,), so kön n en  w ir d iesen  le ich t a u f  den  Z u s ta n d sv e k to r  a anw enden

1 1  2 2 

{ ü a ) ik =  шп а1к, bzw . (Qa)ik =  wkl an . (12)

(Ü ber d o p p e lte  Ind ices is t  zu sum m ieren .)
A us der R ela tio n  (10) s ieh t m an  n u n , dass w ir die P h ase  u n d  In te n s i tä t

l
d er W elle A  der e rs ten  A n ten n e  n ich t g leichzeitig  s c h a rf  angeben  k ö n n en .
U nser A u sg an g sp u n k t is t  ab e r, dass w ir n u r  den  P h a se n u n te rsc h ie d  der W ellen

1 2

A  u n d  A  d e r zwei A n te n n e n  fix ie ren  w ollen. W ir v e rla n g e n , dass die zw ei
.1 2

W ellen  s tre n g  »in der P h ase«  schw ingen. K lassisch  is t  d a n n  е Ф =  е Ф. In  d e r

Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fase. 4.
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1 2  1 2
Q u a n te n th e o rie  fo rd e rn  w ir a lso , dass die G leichung  cp a =  cp a, d. h . (cp— cp) a — 
=  0 b e s teh e .

1 2
D ie M atrix fo rm  v o n  cp u n d  cp is t  b e k a n n t, w ir k ö n n en  also  a u f  G ru n d  

v o n  (12) sch re ib en :

! 1 2 2
( V a )ik —  V i . i + l  °  Í+ 1 , к —  a i + l , k  ’ ( <Pa )i7c =  Ф к,к+ 1 a i , k +  1 =  a i , k + l  1 2

[(<? -  90«]/* =  «,+i.ft— a i , k + i  =  0
oder an d ers

a ik =  a i—l , k + r  (13)

'  N’ N'+N2

?

V

Fig. 1

O rd n en  w ir die K o m p o n en ten  a ,fc des Z u s ta n d sv e k to rs  о in  ein M a trix 
schem a, so i s t  das E rg eb n is  seh r an sch au lich . D ie a,-fc s in d  näm lich  W a h r
sc h e in lic h k e itsa m p litu d e n  u n d  unser R e su lta t  b esag t, d ass , sobald  im  R au m e 

1 2
N  =  N  -\- N  P h o to n e n  in sg e sa m t v o rh a n d e n  sind , alle m öglichen  V erte ilu n g en
»zw ischen d en  beiden  A n ten n en «  s tren g  gleich  w ahrsche in lich  sind . Diese Aus-

1 2  1 2

sage e n th ä lt  m eh r, als dass cp —  cp u n d  N  +  N  g le ichzeitig  m essb ar sind , voraus- 
1 2

gesetzt, dass  (cp— cp) а == 0 i s t  (w elche le tz te re  R e h a u p tu n g  aus (10) so fo rt
1 2

ab zu lesen  is t) .  N a tü rlic h  geh ö ren  zum  E ig en w ert 0 des O p e ra to rs  cp — cp noch
1 2

u n en d lich  v ie le  E ig en w erte  des O p era to rs  N  =  N  -{- N .  W ich tig  is t n u r , dass 
en tla n g  je d e r  »G eraden«  i  -)- к  =  const, d ie  W erte  v o n  a,* g leich  sind.

W ir b ild e n  je tz t  d en  E rw a rtu n g sw e rt E  des O p e ra to rs  d e r e lek trischen  
F e ld s tä rk e  — c E  =  a*k(E a ) ik. W ir n eh m en  E  aus (11), d ie  q h ab en  n u r  n eb en  
d e r H a u p td ia g o n a le n  v o n  N u ll versch ied en e  E lem en te , so sch re iben  w ir

j 1 Í 1  Í  2 2 2 2 j

— c Ё  — a tkl -^9 i ,  i+ i +  a i + l , k  +  q,, , _ i e , - i ,  л +  A  qk +  A *  qk i(_ 1 a, .

D ie  S u m m a tio n  fü h ren  w ir in  S tu fen  au s, so dass i u n d  к im m er die W erte

От-

о îL—о
о ■?•

а—4i о
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län g s d er G eraden  i -)- к — co n st, du rch lau fen . D an n  sind  in n e rh a lb  einer 
S tu fe  die F a k to re n  aika(+1 k bzw . aikai fc+1 in  d en  b e tre ffen d en  G liedern  alle

Í 2
g leich , ebenso sin d  d ie  S um m en E q t ,+i  bzw. E q kk+1 gleich. M an b ek o m m t 
en d lich

— c E  =  G ( A  +  A ) e ~ M +  G* (А *  +  A * )  e"‘.

D ie K o n s ta n te  G e rg ib t sich bei d er S u m m atio n  u n d  is t im  allgem einen  a u f 
1 2  1 2  

G ru n d  d er G leichung (q> — ф) а =  0 von  N ull versch ied en . A  u n d  A  sind  n a tü r 
lich  F u n k tio n e n  des O rtes u n d  so e n th ä lt der ob ige A u sd ru ck  das k lassische 
In te rfe ren z b ild .

A u f E in ze lh e iten  wollen w ir n ich t e ingehen , auch  n ich t a u f  die m agne
tisc h e  F e ld s tä rk e  oder die G rösse E 2. W ir b em erk en  ab er k u rz  fo lgendes. S ind 
d ie  b e id en  A n ten n en , also au ch  d ie aus ihnen  h e ra u ss trö m e n d e n  P h o to n en , 
ta ts ä c h lic h  u n ab h än g ig , so m uss m an  die A m p litu d e  aik in  d er F o rm  aik —

1 2  1 2  
=  о,- • ak d a rzu s te llen  verm ögen , wo a,- bzw. а,- W arsch e in lich k e itsam p litu d en
d e r e inzelnen  A n ten n en  (bzw. d e r  b e tre ffen d en  P h o to n en ) s in d . D ie U n ab 
h ä n g ig k e it sam t d er F o rd eru n g  des scharfen  P h asen u n te rsch ied es  fü h r t  a u f  die 
G leichung

1 2 1 2  a,.
a ( ak =  ai_ 1 ak+1, d. h. =  const.,

a k + 1
d ie  re c h t gu t e rfü llt w erden  k an n .

D er G edankengang  is t le ic h t a u f  den  F a ll  v o n  m ehr als zw ei P a r t ia l
w ellen  auszudehnen . W enn der Z u s ta n d sv e k to r a fü r  jedes P a a r  der P hasen-

i к
fa k to ré n  d er G leichung  (cp— cp) а =  0 genüg t, so k an n  n u r d ie  G esam tzah l

i
N  =  E  N  der P h o to n e n  einen sch arfen  W ert h a b e n . In  W irk lich k e it sind  die 
V e rh ä ltn isse  be i n ic h t a to m a re n  e lek tro m ag n e tisch en  W ellen  verw icke lte r.

W ir b e to n en  n ochm als; es is t  m öglich, so vo rzugehen , dass das I n te r 
fe ren zb ild  zu e inzelnen  P a rtia lw e llen  gehört, d ie  e n tsp rech en d en  »P ho to n en «  
w erd en  d an n  v o n  u n ab h än g ig en  Q uellen »gem einsam « e m itt ie r t .  Im m erh in  
s ie h t m an , dass d ie  P h o to n en  ü b e r  eine noch schw ächere In d iv id u a li tä t  v e r
fügen , als ihnen  im  allgem einen  zugeschrieben  w ird .

I I I

E n d lic h  fügen  w ir dem  fo lgenden  P ro b lem  noch eine B em erk u n g  ä h n 
lich e r A rt h in zu . E in e  e in fa llende L ichtw elle w ird  an  zwei A to m en  g estreu t. 
B ei d e r  B erech n u n g  d er g e s treu ten  In te n s i tä t  en tw ick e lt m an  das F e ld  gew öhn
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lieh  n a c h  ebenen  W ellen . (N ach P h o to n e n  m it gegebenem  Im pu lse .) D ie In te n 
s itä tsv e r te ilu n g  s ie h t so aus, als ob die d u rch  d ie  e inzelnen  A tom e g estreu ten
W ellen  in te rfe rie ren . B e n u tz t m an  fü r  die g e s tre u te n  W ellen  die P a rtia lw e llen

1 2
A  u n d  A ,  die in sich  je  ein  e in faches, v o n  dem  O rtsp u n k te  r1 bzw. r2 d e r beiden 
A to m e ausgehendes L ich tb ü n d e l d a rs te lle n , so b ek o m m t m an  fü r  die E rre 
g u n g sam p litu d e  derse lb en  die W e rte  e( kr i - K  bzw . вц(аГг-К ,  wo К  eine K o n 
s ta n te  u n d  k 0 der W ellen zah lv ek to r des e in fa llenden  L ich tes is t.

W ir kön n en  den  Z u s ta n d sv e k to r  о,л wie im  A b sc h n itt I I  e in fü h ren  und 
sch re ib en :

a io =  e 'fe«r‘ K ,  o01 =  alk«r‘ K .

E s is t  a 10 =  e A a 01, wo А  =  к 0(гх —  r2). D ieser V ek to r gehört zu m  E ig en w ert
1 2

0 des O p era to rs  q>— etA cp, also zu m  W ert Л des P h asen u n te rsch ied es , die 
k lassische  In te rfe ren z  k a n n  m an  also  au ch  u n m itte lb a r  bekom m en.

L IT E R A T U R

1. W. H e it l e r , Q uantum  Theory o f R ad iation , III. E d., O xford, Clarendon Press, 1954. 

О Ф А ЗО В Ы Х  О П Е Р А Т О Р А Х  В Т ЕО РИ И  И ЗЛ У Ч Е Н И Я

Ф. КАРОЛЬГАЗИ

Р е з ю м е

В работе с помощью фазовых операторов на простом примере показывается интер
ференция квантов света, принадлежащих к различным частным волнам.
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ZUR BERECHNUNG DER BILDUNG VON 
ELEKTRONENGRUPPEN IM PERIODISCHEN SYSTEM

DER ELEMENTE

Von

P . G o m b á s

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITÄT FÜR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(E ingegangen: 20. X . 1960)

E s wird die v o n  F ermi gegebene H erleitung der Anzahl iV; der E lektronen m it v o r 
gegebener N ebenquantenzahl l in  e in em  A tom , die a u f einer Aufteilung des Im pulsraum es beruht, 
au f eine von  der FERMlschen verschiedene W eise begründet und zw ar wird gezeigt, dass  
sich  der von F erm i für N t hergeleitete Ausdruck a u f die BoHR-SoMMERFELDsche Q uantenbe
dingung zurückführen lässt.

E in e  der sch ö n sten  A n w endungen  d e r  s ta tis tisc h e n  T h eo rie  des A to m s 
is t  die von  F e r m i  [1] gegebene E rk lä ru n g  d e r A nom alien  in  d er B ild u n g  d e r  
E le k tro n e n g ru p p e n  im  p erio d isch en  S ystem  d e r E lem en te . H ierzu  b e re c h n e t 
F e r m i  die A n zah l der s - ,  p - ,  d-, . . . E le k tro n e n  in  einem  s ta tis t is c h e n  A to m . 
D ie G ru n d lag e  d e r B erech n u n g en  b ild e t e in e  E in te ilu n g  des Im p u ls ra u m e s , 
w onach  sich  die B ild p u n k te  d e r E le k tro n e n  m it der N e b e n q u a n te n za h l / am  
O rt t  im  Im p u ls ra u m  in  e in e r m it r k o a x ia le n  Z y lin d ersch a le  b e fin d en , d e ren  
in n e re r  R ad iu s  lh/(2nr)  u n d  d e ren  äu sse re r R ad ius (l +  1) Л/(2ят) b e t r ä g t ,  
wo h die P la n k sc h e  K o n s ta n te  u n d  r =  111 d ie  E n tfe rn u n g  v o m  K ern  b eze ich 
n e t. Y on J e n s e n  u n d  L u t t i n g e r  [2]  w u rd en  sp ä te r  die v o n  F e r m i  a u f  G ru n d  
d ieser Im p u ls ra u m e in te ilu n g  e rz ie lten  R e s u lta te  u n te r  Z w eifel g es te llt u n d  
zw ar m it der B eg rü n d u n g , dass  in  A n b e tra c h t der k o n tin u ie r lic h e n  D re h im 
p u lsv e rte ilu n g  im  s ta tis t is c h e n  A tom  die B erech n u n g  d e r  B ese tzu n g szah len  
d e r s-, p -, d-, . . . Z u stän d e  n u r  m it e iner gew issen W illk ü r g eschehen  k a n n . 
K u rz  d a ra u f  k o n n te  T h e i s  [3 ]  zeigen, d a ss  im  G egensatz z u r  A uffassung  v o n  
J e n s e n  u n d  L u t t i n g e r  ein e  w illkü rfre ie  E in te ilu n g  des Im p u ls ra u m e s  u n d  
som it eine w illkü rfre ie  B e rech n u n g  der B ese tzu n g szah len  d e r s-, p -, d-, . . . 
Z u s tän d e  m öglich  is t.

I n  der v o rlieg en d en  A rb e it soll n u n  g eze ig t w erden, d a ss  m a n  die F e r m i - 

sche F o rm el zu r B erech n u n g  d e r B ese tzu n g szah len  au f e in em  W ege h e r le ite n  
k a n n , d er von  dem  von  F e r m i  e ingesch lagenen  g änzlich  v e rsch ied en  u n d  
v o n  jed w elch er Im p u ls ra u m e in te ilu n g  fre i is t .  Som it fa lle n  b e i d ieser H e rle i
tu n g a u c h  die v o n  J e n s e n  u n d  L u t t i n g e r  g em ach ten  E in w ä n d e  b ezü g lich  d e r  
Im p u ls ra u m e in te ilu n g  weg. B ei d ieser H e rle itu n g  geht m a n  vom  m a x im a le n  
ra d ia le n  Im p u ls  p rß d e r E le k tro n e n  in  d e r  E n tfe rn u n g  r  v o m  K ern  au s, fü r  
den  m an

P r n =  (p l  — P i )
1/2

( 1 )
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e rh ä lt  (m a n  vgl. F ig . 1), wo p fl den  m a x im a le n  Im p u ls  in  der E n tfe rn u n g  r 
vom  K e rn  u n d

Pt =
h

2 nr ( 2)

d en  a z im u ta le n  Im p u ls  e ines E le k tro n s  ebenfa lls in  d e r  E n tfe rn u n g  r  vom  
K e rn  m it d er N e b e n q u a n te n za h l l b eze ich n e t.

N ach  d er BoHR-SoMMERFELDschen Q u a n te n b e d in g u n g  ist

p?)1!2 dr  =  | n r(t +  у )  h > ( 3 )

wo n r/l d ie  m ax im a le  ra d ia le  Q u a n te n z a h l d er E le k tro n e n  des A tom s m i t  der 
N e b e n q u a n te n z a h l l b e d e u te t  u n d  u n d  r 2 die b e id e n  p o s itiv e n  W u rz e ln  des

Fig. 1

In te g ra n d e n  in  (3) b ez e ic h n en ; die In te g ra t io n  is t a u f  a lle  positive r -W e rte  
zu  e rs tre c k e n , fü r  die d er u n te r  der W urze l im  In te g ra n d  stehende A u sd ru ck  
p o s itiv  is t.

W en n  m a n  d en  A u sd ru c k  (3) m it dem  G ew icht 2 (21 +  1) eines Z u s ta n d e s  
m it v o rg eg eb en er ra d ia le r  Q u a n te n z a h l n r/l m u ltip liz ie r t u n d  m it d er P la n k - 
sch en  K o n s ta n te  h d iv id ie r t , so e rh ä lt m a n

N ,  — 2 (21 + 1) -̂ -J"( p 2 — p 2 y i 2 dr = 2 (2/ -f- 1) ( -* + } ) .  (4)
n

D er A u sd ru ck  m it dem  In te g ra l is t gerad e  der v o n  F erm i h e rg e le ite te , 
d er n a c h  F e rm i m it d er A n zah l der E le k tro n e n  eines A to m s m it d er N e b e n 
q u a n te n z a h l l id e n tisc h  se in  soll. I n  u n se rem  F a lle  e rg ib t s ich  fü r d iesen  A u s
d ru c k  n a c h  (4) 2(2Z -f- 1) (n rß +  %), d as  a lso  in  einem  A to m  m it der A n zah l 
d er E le k tro n e n  m it der N e b e n q u a n te n z a h l I g leich se in  soll.
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W ir w ollen n u n  d as  R e su lta t (4) m it  dem  en tsp re c h e n d en  w ellenm echan i- 
seh en  verg le ichen . N ach  d er W ellenm echan ik  is t in  e inem  A tom  fü r  e ine  v o r
gegebene ra d ia le  Q u a n te n z a h l n r/l d ie A n zah l der E le k tro n e n z u s tä n d e  m it der 
N e b e n q u an ten zah l / g le ich  2(21 1). B is zu r m a x im a le n  ra d ia le n  Q u a n te n z a h l
n r/) (inclusive) s teh en  also  2(2/ +  1) ( n rti +  1) Q u a n te n z u s tä n d e  m it d e r  N eb en 
q u a n te n z a h l / zur V erfügung . Dies b e d e u te t jed o ch  n a tü r lic h  n ich t, dass diese 
beim  in -E rsc h e in u n g tre te n  der zu einem  vorgegebenem  / gehörenden  ra d ia le n  
Q u an ten zah l n r/l im  A tom  auch  a lle  v o llb ese tz t s ind . Die zu r ra d ia le n  
Q u a n te n z a h l nrfl g eh ö ren d en  2(2/ -f- 1) E le k tro n e n z u s tä n d e  w erd en  v ie lm eh r 
im  a llgem einen  jew eils  in  einer G ru p p e  n a c h e in a n d e r  fo lgender A to m e  im  
p erio d isch en  S ystem  sukzessive b e se tz t, bis die vo lle  B esetzung  d ieser Z u
s tä n d e  z u s ta n d e  k o m m t. So w erden  z. B . die zu  n ni =  3 g eh ö ren d en  5p-Zu- 
s tä n d e  in  den  im  p eriod ischem  S y stem  n a c h e in a n d e r  s teh en d en  A to m e n  von  
In  ( Z =  49) b is X  (Z  =  54) sukzessive b ese tz t. D ie  A nzahl der z u r  N eb en 
q u a n te n z a h l / geh ö ren d en  E le k tro n e n  b e trä g t  also fü r  e in  A tom , das am  A nfang  
der G ru p p e  s te h t 2(2/ +  1) n r/t +  1 u n d  bei v o lle r  B esetzung  d e r  Z u stän d e  
2(2/ 4- 1) (n rß-\- 1). H ie rn a c h  is t es v e rs tä n d lic h , w e n n  w ir in  der s ta tis t is c h e n  
B etrach tu n g sw eise  —  da diese im m er n u r  einen  M itte lw e rt geben  k a n n , also 
dem  stu fenw eisen  A n stieg  der E le k tro n e n z ah l m it w achsender O rd n u n g szah l 
n ich t fo lgen  k a n n  -— fü r  die A nzahl d er E le k tro n e n  m it der N e b e n q u a n te n 
zah l / d en  M itte lw ert 2(2/ +  1) (n r/l -(- %) se tzen . M an k an n  also  d e n  d u rch
(4) gegebenen  A u sd ru ck  fü r  N ; au c h  a u f  G ru n d  d e r h ie r e n tw ic k e lte n  B e
trach tu n g sw e ise  als d ie  A nzahl —  g en au er als d e n  M itte lw ert d e r  A nzahl 
—  der E lek tro n en  m it der N e b en q u an ten zah l / b e tra c h te n , w o d u rch  die 
FERMische B ehand lungsw eise  dieses P ro b lem s a u c h  v o n  einer a n d e re n  Seite 
e ine  U n te rs tü tz u n g  e r fä h r t .
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ОБРАЗОВАНИЯ ЭЛЕКТРОННЫХ ГРУПП 
В ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ ЭЛЕМЕНТОВ

П. ГОМБАШ 

Резюме
В работе показывается, что отличным от Ферми способом можно обосновывать дан

ный им вывод по отношению определения числа электронов N, в атоме с заранее за
данным вспомогательным квантовым числом /, который основывается на разделении 
пространства импульсов, а именно, показывается, что полученное Ферми выражение 
для Nt переходит в квантовое условие Бора-Зоммерфельда.
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К Р А Т К И Е  СООБЩЕНИЯ -  
B R I E F  REPORTS  -  K U R Z E  M I T T E I L U N G E N

ON THE “ RADIUS EFFECT”
IN LARGE BF3 COUNTER TUBES

By

J .  G o r d o n  and P .  S z a b ó

CENTRAL RESEARCH INSTITUTE FOR PHYSICS, SOLID STATE PHYSICS LABORATORY, BUDAPEST

(R eceived 12. IX . 1960)

H igh efficiency B F 3-filled  proportional counters have been built in  our 
Laboratory for neutron diffraction experim ents [1]. An essential feature o f  
th ese  tubes is the large (5— 6 cm) diam eter required for m easuring the in ten sity  
o f  neutron beam s having large cross sections.

At the 1958 Geneva Conference som e m easurem ents were reported [2] 
w hich had been performed on th is type o f  counter. B y  these m easurem ents 
the counter efficiency was shown to be strongly  dependent on the d istance of 
the neutron beam  to  be detected  from th e anode wire and to decrease quite  
appreciably w ith  th is d istance, so that at d istances of 4— 5 m m  from the anode  
wire the sen sitiv ity  becam e virtually  zero.

The occurrence o f th is so-called “radius effect” w ould strongly dim inish  
the usefulness o f  our counters for neutron diffraction m easurem ents. N am ely  
in such experim ents reasonable counting rates can be obtained only in case 
the cross section  of the neutron beam  to be detected is su ffic ien tly  large. Thus 
it  becam e necessary to  in vestiga te  the ex istence of th is  effect in our tubes. 
From  previous m easurem ents of the characteristics of our tu b es, reported in [ l ] ,  
it could he inferred that th is effect could not be appreciable, if  it occurred at 
all. N evertheless, only direct m easurem ents can be regarded as decisive in  th is  
respect.

Such a direct m easurem ent was perform ed with the use of our neutron  
diffractom eter. A well collim ated neutron beam  was obtained  on the neutron  
diffractom eter b y  m eans o f Soller collim ators. The horizontal angular d iver
gence o f the beam  was determ ined by the collim ator to  be 20’. The vertica l 
divergence as determ ined b y  the height o f  the m onochrom ator crystal and its  
distance from the counter was about 55’.

The counters under consideration were set parallel to  the neutron beam  
and Cd plates were placed before the end windows o f th e  counters each o f  
them  having a 2 mm diam eter hole at various given distances from th e anode  
wire o f the counter. Under the action o f th e  m onochrom ator placed on the  
diffractom eter on ly  slow  neutrons were passed onto the counter tubes, so th at
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th e  Cd plates could  be considered as perfect absorbers. C onsequently, v ir tu a lly  
on ly  the rad iation  passing through the holes o f  the Cd p lates could reach th e  
counter.

In the F igure the num ber o f counts per m inute is show n as a function  
o f the d istance x  from the center o f  the hole to  the anode wire. From the curve  
it  is apparent th a t up to a d istan ce o f 20  m m  from  the anode wire the efficiency

g g»

I I '

-28 -20 -12 0 12 20 28 nimm)

Fig.

o f our counters is  v irtu a lly  constant, apart from  the im m ediate surroundings 
o f  the anode w ire. Here th e  counting effic ien cy  is sm aller because, according  
to  the design o f  th e  counters [1 ], there is som e scattering and absorbing m ate
rial at the end-w indow  side term ination  o f  th e  anode wire.

Thus th e  “ radius effect”  v irtually  does not occur in  our counters, so 
th a t they  are particularly su itab le  even from  th is point o f  v iew  for the use in  
neutron diffractom eters. The discrepancy betw een  the resu lts o f our m easure
m ents and th o se  published in  [2 ] is possib ly  due to  the insuffic ien t purity  of 
th e  counters used  in  the la tter  work.
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ZUR THEORIE DER ELEKTRONENSTRUKTUR  
DES Au-ATOMS

Von

R . G á s p á r

FORSCHUNGSGRUPPE FÜR THEORETISCHE PHYSIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(E ingegangen: 5 . X . 1960)

In  früheren A rbeiten [1] haben wir die Einelektronenergien und die radia
len E igenfunktionen der Cu und Ag A tom e m it H ilfe eines universellen P oten 
tia ls bestim m t. D ie vorliegende A rbeit is t  ähnlichen Berechnungen für den 
Fall des A u-A tom s gew idm et. D abei h ielten  wir den U m stand vor A ugen, dass 
es bei der U ntersuchung von Legierungen, von M etallen und überhaupt von  
strukturunabhängigen E igenschaften  sehr w ichtig is t , die U ntersuchungen auf 
Grund von  A tom strukturen durchzuführen, die m it ein und derselben M ethode 
bestim m t wurden. D ie Erfüllung dieser Forderung kann am besten au f Grund 
von Untersuchungen m it H ilfe des universellen P oten tia ls gew ährleistet wer
den. D ieses P otentia l is t  näm lich auch theoretisch  w ohlbegründet, und die 
B erechnungen für m ehrere A tom e zeigen [2], dass dabei die Struktur der 
A tom e der verschiedensten Ordnungszahlen auf sehr befriedigende W eise  
beschrieben wird.

D ie K onfiguration der E lektronen des A u-A tom s ist

( l s )2 (2s)2 (2p )6 (3s)2 (3p )6 (3d)10 (4s)2 (4p )6 (4d)10 (4/ ) «  (5s)2 (5p )6 (5d)10 (6 s).

D ie Elektronenstruktur unterscheidet sich von derjenigen der früher behandel
ten  E delm etallatom e hauptsächlich dadurch, dass unter den inneren Schalen  
hier zuerst die abgeschlossene (4/ ) 14 Schale auftritt.

D ie radiale Schrödingersche G leichung, welche die radialen E igenfunk
tionen  der einzelnen Zustände bestim m t, ist

d 2/

d x 2
« +

y  e~*ox

Hier ist

X = -----; p =  -
p  Z V 2

1(1 +  1 )
/ =  o . ( 1)

1 +  А х  X2

£ =  -** xqC 0 ,8 8 5 3 2 e—2 (2 a)

10 ; y.a — 0,7386e2. (2 b)
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Tabelle I

Die radialen Eigenfunktionen /  der s-E lektronen des Au-Atom s.
/  in atom aren Einheiten von  l/o J ,a; x in dimensionslosen E inheiten

f

b 2 s 3 s 4 s 5 s 6 S

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,006 0,442 0,149 0,069 0,034 0,016 0,005
0,012 0,801 0,268 0,125 0,062 0,028 0,009
0,018 1,090 0,363 0,169 0,083 0,038 0,012
0,024 1,318 0,434 0,202 0,100 0,045 0,014
0,030 1,495 0,486 0,225 0,111 0,050 0,016
0,036 1,627 0,520 0,241 0,119 0,054 0,017
0,042 1,722 0,538 0,248 0,122 0,055 0,017
0,048 1,785 0,543 0,249 0,123 0,056 0,017
0,054 1,822 0,535 0,244 0,120 0,054 0,017
0,060 1,837 0,518 0,235 0,115 0,052 0,016
0,066 1,833 0,492 0,221 0,108 0,049 0,015
0,072 1,814 0,458 0,204 0,099 0,045 0,014
0,078 1,782 0,418 0,183 0,089 0,040 0,012
0,084 1,742 0,373 0,160 0,077 0,035 0,011
0,090 1,693 0,323 0,135 0,065 0,029 0,009

0,108 1,517 0,158 0,053 0,024 0,011 0,003
0,126 1,322 — 0,020 — 0,034 — 0,020 — 0,009 — 0,003
0,144 1,129 — 0,197 . — 0,119 — 0,062 — 0,028 — 0,009
0,162 0,949 — 0,364 — 0,197 — 0,100 — 0,046 — 0,014
0,180 0,789 — 0,516 — 0,265 — 0,134 — 0,061 — 0,019
0,198 0,649 — 0,650 — 0,321 — 0,160 — 0,073 — 0,023
0,216 0,529 — 0,764 — 0,364 — 0,180 — 0,082 — 0,025
0,234 0,429 — 0,858 — 0,394 — 0,193 — 0,087 — 0,027
0,252 0,346 — 0,932 — 0,411 — 0,200 — 0,090 — 0,028
0,270 0,277 — 0,988 — 0,416 • — 0,200 — 0,090 — 0,028
0,288 0,222 — 1,028 — 0,411 — 0,194 — 0,087 — 0,027

0,324 0,140 — 1,063 — 0,370 — 0,168 — 0,075 — 0,023
0,360 0,087 — 1,053 — 0,300 — 0,127 — 0,055 — 0,017
0,396 0,053 — 1,009 — 0,209 — 0,076 — 0,032 — 0,010
0,432 0,032 — 0,944 — 0,105 — 0,019 — 0,005 — 0,002
0,468 0,018 — 0,865 + 0 ,0 0 5 + 0 ,0 3 8 + 0 ,0 2 1 + 0 ,0 0 7
0,504 0,008 — 0,781 0,114 0,094 0,046 0,015
0,540 0,001 — 0,696 0,219 0,145 0,069 0,022
0,576 — 0,613 0,317 0,190 0,089 0,028
0,612 — 0,534 0,405 0,228 0,105 0,033
0,648 — 0,462 0,482 0,257 0,117 0,036
0,684 — 0,397 0,547 0,278 0,125 0,039
0,720 — 0,338 0,601 0,290 0,129 0,040
0,756 — 0,286 0,644 0,295 0,130 0,040
0,792 — 0,241 0,676 0,292 0,126 0,039
0,828 — 0,201 0,699 0,282 0,120 0,037
0,864 — 0,166 0,713 0,266 0,110 0,034
0,900 — 0,136 0,718 0,245 0,098 0,030
0,936 — 0,110 0,717 0,219 0,084 0,025

1,008 — 0,066 0,698 0,157 0,052 0,015
1,080 — 0,032 0,662 0,085 0,016 0,004
1,152
1,224

— 0,001 0,615
0,562

0,009
— 0,068

— 0,021
— 0.057

— 0,008
— 0.019
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T a b e l le  I  ( Fortsetzung)

X
f

1S 2 s 3s 4s 5 s Ó5

1,296 0,507 — 0,142 — 0,090 — 0,029
1,368 0,451 — 0,211 — 0,119 — 0,038
1,440 0,398 — 0,273 — 0,144 — 0,045
1,512 0,348 — 0,328 — 0,163 — 0,051
1,584 0,303 — 0,376 — 0,177 — 0,055
1,656 0,261 — 0,415 — 0,186 — 0,057
1,728 0,224 — 0,446 — 0,190 — 0,058
1,800 0,191 — 0,470 — 0,189 — 0,057
1,872 0,163 — 0,486 — 0,183 — 0,054
1,944 0,138 — 0,497 — 0,174 — 0,051
2,016 0,116 — 0,502 — 0,161 — 0,046
2,088 0,098 — 0,502 — 0,145 — 0,041
2,160 0,082 — 0,498 — 0,127 — 0,034

2,304 0,057 — 0,479 — 0,085 — 0,020
2,448 0,040 — 0,451 — 0,039 — 0,004
2,592 0,027 — 0,416 + 0 ,0 1 0 + 0 ,0 1 1
2,736 0,018 — 0,379 0,058 0,026
2,880 0,012 — 0,341 0,104 0,041
3,024 0,008 — 0,303 0,147 0,053
3,168 0,005 — 0,267 0,185 0,064
3,312 0,003 — 0,234 0,220 0,073
3,456 0,001 — 0,203 0,249 0,080
3,600 — 0,176 0,274 0,085
3,744 — 0,151 0,294 0,088
3,888 — 0,129 0,310 0,089
4,032 — 0,110 0,322 0,089
4,176 — 0,094 0,330 0,087
4,320 — 0,080 0,335 0,084

4,608 — 0,057 0,337 0,074
4,896 — 0,040 0,329 0,060
5,184 — 0,028 0,315 0,044
5,472 — 0,020 0,297 0,026
5,760 — 0,014 0,276 0,007
6,048 — 0,009 0,254 — 0,012
6,336 — 0,006 0,232 — 0,030
6,624 — 0,004 0,210 — 0,048
6,912 — 0,003 0,189 — 0,065
7,200 — 0,002 0,169 — 0,081
7,488 — 0,001 0,151 — 0,096
7,776 — 0,001 0,134 — 0,109
8,064 0,118 — 0,122

8,640 0,092 — 0,143
9,216 0,070 — 0,159
9,792 0,054 — 0,171

10,368 0,041 — 0,179
10,944 0,031 — 0,184
11,520 0,023 — 0,186
12,096 0,017 — 0,186
12,672 0,013 — 0,184
13,248 0,010 — 0,181
13,824 0,007 — 0,177
14,400 0,005 — 0,172
14,976 0,004 — 0,166
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Tabelle I  ( F o r tse tzu n g )

/
X

1S 2 s 3 s 4s 5s 6s

16,128
17,280
18,432
19,584
20,736
21,888
23,040
24,192
25,344
26,496
27,648
28,800
29,952
31,104
32,256
33,408
34,560

36,864
39,168
41,472
43,776
46,080
48,384
50,688
52,992
55,296
57,600
59,904

0,002
0,001

— 0,154
— 0,140
— 0,127
— 0,113
— 0,101
— 0,090
— 0,079
— 0,070
— 0,061
— 0,053
— 0,046
— 0,040
— 0,035
— 0,030
— 0,026
— 0,023
— 0,020

— 0,015
— 0,011
— 0,008
— 0,006
— 0,004
— 0,003
— 0,002
— 0,002
— 0,001
— 0,001
— 0,001

In  (1) und  (2) bedeutet r den K ernabstand des E lektrons, Z  die Ordnungszahl 
des A u-A tom s, E  die Energie des E lektrons und f  d ie radiale E igenfunktion  
desselben. D ie K onstanten  haben folgende W erte:

A0 =  0,1837; A o =  l , 0 5; a =  0,04; A  =  9; C =  З Д а“1;

C  is t  die N ebenquantenzahl des E lektrons. D ie D ifferentialgleichung (1) soll 
unter den R andbedingungen

/ ( 0 ) = / ' ( 0 )  =  . . . = / < I- 1)(0 )  =  0 ,

/ ( 0(0 ) =  c o n s t . ,

lim / И  =  0 (3)

X —»- CO

gelöst werden. Über diese D ifferentialgleichung und über die bei ihrer Lösung  
auftretenden Problem e gib t eine frühere Arbeit A uskunft [1].
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T a b e l le  I I

D ie radialen Eigenfunktionen f  der p-E lektronen des Au-Atoms und die radiale D ichte  D  des 
A u -A to m s,/in  atomaren Einheiten von 1/aJ'2; D  in  atomaren E inheiten von  l /a 0; r  in dim ensions

losen E inheiten

f

X

2P 3 P 4 P 5 P D

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,006 0,004 0,002 0,001 0,000 5,621
0,012 0,016 0,008 0,004 0,002 18,490
0,018 0,035 0,017 0,008 0,004 34,234
0,024 0,060 0,029 0,014 0,006 50,110
0,030 0,089 0,044 0,021 0,009 64,540
0,036 0,122 0,060 0,029 0,012 76,692
0,042 0,158 0,078 0,038 0,016 86,259
0,048 0,196 0,096 0,047 0,020 93,332
0,054 0,236 0,116 0,057 0,024 98,103
0,060 0,278 0,136 0,066 0,028 100,929
0,066 0,321 0,156 0,076 0,032 102,202
0,072 0,364 0,177 0,086 0,037 102,304
0,078 0,407 0,197 0,096 0,041 101,595
0,084 0,449 0,217 0,105 0,045 100,259
0,090 0,491 0,236 0,115 0,049 98,970

0,108 0,613 0,291 0,141 0,060 95,316
0,126 0,722 0,337 0,162 0,069 94,873
0,144 0,817 0,373 0,179 0,076 98,406
0,162 0,897 0,398 0,190 0,080 105,116
0,180 0,960 0,413 0,195 0,082 113,584
0,198 1,008 0,417 0,195 0,082 122,373
0,216 1,041 0,411 0,190 0,080 130,319
0,234 1,061 0,395 0,180 0,075 136,647
0,252 1,069 0,372 0,166 0,069 140,967
0,270 1,067 0,342 0,149 0,062 143,205
0,288 1,055 0,305 0,129 0,053 143,525

0,324 1,010 0,218 0,081 0,032 139,767
0,360 0,945 0,117 0,028 0,009 132,824
0,396 0,868 0,011 — 0,026 — 0,014 125,609
0,432 0,785 — 0,095 — 0,080 — 0,037 120,094
0,468 0,701 — 0,198 — 0,129 — 0,057 117,188
0,504 0,619 — 0,295 — 0,173 — 0,076 116,923
0,540 0,542 — 0,382 — 0,211 — 0,091 118,759
0,576 0,470 — 0,460 — 0,241 — 0,103 121,873
0,612 0,406 — 0,526 — 0,263 — 0,111 125,397
0,648 0,348 — 0,582 — 0,277 — 0,116 128,566
0,684 0,297 — 0,626 — 0,284 — 0,118 130,800
0,720 0,252 — 0,661 — 0,284 — 0,116 131,740
0,756 0,213 — 0,686 — 0,278 — 0,112 131,220
0,792 0,179 — 0,702 — 0,265 — 0,105 129,262
0,828 0,150 — 0,711 — 0,248 — 0,096 126,006
0,864 0,126 — 0,712 — 0,226 — 0,084 121,687
0,900 0,105 — 0,708 — 0,200 — 0,072 116,587
0,936 0,087 — 0,698 — 0,171 — 0,058 111,003

1,008 0,059 — 0,666 — 0,105 — 0,027 99,508
1,080 0,040 — 0,623 — 0,035 + 0 ,0 0 6 88,056
1,152 0,026 — 0,573 + 0 ,0 3 8 0,038 80,998
1,224 0,015 — 0,520 0,109 0,068 75,697
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Tabelle II (F ortse tzu n g )

/
X

2P 3p 4 P 5P D

1,296 0,007 — 0,466 0,176 0,095 73,137
1,368 — 0,414 0,238 0,119 72,906
1,440 — 0,364 0,293 0,139 74,391
1,512 — 0,318 0,341 0,154 76,929
1,584 — 0,276 0,382 0,165 79,902
1,656 — 0,239 0,416 0,172 82,795
1,728 — 0,205 0,443 0,174 84,691
1,800 — 0,176 0,464 0,173 86,918
1,872 — 0,150 0,478 0,168 87,745
1,944 — 0,127 0,487 0,160 87,655
2,016 — 0,108 0,491 0,149 86,676
2,088 — 0,091 0,491 0,136 84,889
2,160 — 0,077 0,487 0,121 82,407

2,304 — 0,054 0,470 0,085 75,902
2,448 — 0,038 0,444 0,046 68,228
2,592 — 0,026 0,412 0,004 60,324
2,736 — 0,018 0,378 — 0,038 52,797
2,880 — 0,012 0,342 — 0,078 46,121
3,024 — 0,008 0,307 — 0,116 40,471
3,168 — 0,005 0,274 — 0,152 35,883
3,312 — 0,003 0,242 — 0,184 32,286
3,456 — 0,002 0,212 — 0,212 29,552
3,600 — 0,001 0,186 — 0,237 27,530
3,744 0,162 — 0,258 26,061
3,888 0,140 — 0,276 25,005
4,032 0,121 — 0,290 24,237
4,176 0,104 — 0,301 23,655
4,320 0,089 — 0,309 23,185

4,608 0,065 — 0,317 22,350
4,896 0,047 — 0,318 21,446
5,184 0,034 — 0,311 20,370
5,472 0,024 — 0,300 19,122
5,760 0,017 — 0,286 17,746
6,048 0,012 — 0,269 16,303
6,336 0,008 — 0,251 14,850
6,624 0,005 — 0,233 13,433
6,912 0,003 — 0,215 12,086
7,200 0,001 — 0,197 10,830
7,488 — 0,180 9,676
7,776 — 0,163 8,629
8,044 — 0,148 7,686

8,640 — 0,120 6,094
9,216 — 0,097 4,843
9,792 — 0,078 3,868

10,368 — 0,062 3,110
10,944 — 0,049 2,518
11,520 — 0,039 2,055
12,086 — 0,031 1,690
12,672 — 0,024 1,399
13,248 — 0,019 1,167
13,824 — 0,015 0,978
14,400 — 0,012 0,825
14,976 — 0,009 0,699
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T a b e l le  I I  ( Fortsetzung)

X

f

D
2 p 3 p 4 P 5 p

16,128 — 0,006 0,508
17,280 — 0,003 0,374
18,432 — 0,002 0,278
19,584 — 0,001 0,208
20,736 — 0,001 0,156
21,888 0,117
23,040 0,088
24,192 0,066
25,344 0,050
26,496 0,037
27,648 0,028
28,800 0,021
29,952 0,016
31,104 0,012
32,256 0,009
33,408 0,007
34,560 0,005

36,864 0,003
39,168 0,001
41,472 0,001

Die radialen E igenfunktionen des A u-A tom s te ilen  wir in den T ab ellen  I, 
II und III  m it, welche auch die W erte der radialen D ich te  und des P oten tia ls  
enthalten . D ie  E inelektronenergien befinden  sich in der Tabelle IV, in w elcher  
als E xperim entalw erte die W erte der R öntgenterm e angegeben sind . D ie 
Ü bereinstim m ung zw ischen berechneten und experim entellen  W erten kann als 
befriedigend angesehen w erden. Besonders gut ist die Ü bereinstim m ung im  
Falle von nur lose gebundenen E lektronen, falls wir berücksichtigen, dass 
sich die R öntgenterm w erte au f m etallisches Gold b ezieh en , und som it noch

e 2durch die A ustrittsarbeit 4 ,7 6 eF  = -----[5] des Goldes zu  korrigieren sind . B ei
«o

dem Elektron 6s haben wir als Experim entalangabe die erste Ionisationsenergie  
des A u-A tom s angeführt. Für diesen E lektronenzustand und für den Zustand  
5d haben wir die R echnungen m it H ilfe zweier Potentia lfelder durchgeführt. 
D en ersten W ert haben wir m it dem in  der G leichung (1) aufgeschriebenen  
P oten tia l, und den zw eiten  m it einem  solchen P oten tia l bestim m t, w elches 
im Gebiet um  den A tom kern m it dem obigen übereinstim m t, an kernfernen  
Stellen  aber in das exakte Coulombsche P otentia l e2/r übergeht [3].

In der Tabelle V haben wir die radialen W ellenfunktionen der E lektronen  
5d und 6 s, sow ie das m odifizierte P oten tia l angegeben.

Der m it H ilfe d ieser M ethode berechnete W ert der d iam agnetischen  
S u szep tib ilitä t des A u+-Ions beträgt — 35,200 10-e  cm 3 M ol-  , und der m it
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D ie radialen E igenfunktionen /  der d- und /-E lek tronen  des Au-Atoms un d  das P otential V  
des A u -A to m s ./in  atomaren Einheiten v o n  l/a j '2; V  in  atomaren Einheiten v o n  l /a 0; ж in d im en

sionslosen E inheiten

Tabelle III

/
X

3 d 4 d 5 d 4
V

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,006 0,000 0,000 0,000 0,000 5397,77
0,012 0,000 0,000 0,000 0,000 2681,22
0,018 0,000 0,000 0,000 0,000 1775,69
0,024 0,001 0,000 0,000 0,000 1323,02
0,030 0,001 0,001 0,000 0,000 1051,43
0,036 0,002 0,001 0,000 0,000 870,386
0,042 0,004 0,002 0,001 0,000 741,131
0,048 0,005 0,003 0,001 0,000 644,217
0,054 0,007 0,004 0,001 0,000 568,866
0,060 0,010 0,005 0,002 0,000 508,615
0,066 0,013 0,006 0,002 0,000 459,340
0,072 0,016 0,008 0,003 0,000 418,305
0,078 0,020 0,010 0,003 0,000 383,603
0,084 0,024 0,012 0,004 0,000 353,884
0,090 0,028 0,014 0,005 0,000 328,144

0,108 0,044 0,022 0,007 0,001 268,192
0,126 0,064 0,032 0,011 0,001 225,495
0,144 0,087 0,043 0,014 0,002 193,586
0,162 0,113 0,056 0,019 0,002 168,867
0,180 0,141 0,070 0,023 0,004 149,176
0,198 0,172 0,084 0,028 0,005 133,141
0,216 0,204 0,099 0,033 0,006 119,846
0,234 0,237 0,115 0,038 0,008 108,655
0,252 0,270 0,131 0,044 0,010 99,116
0,270 0,304 0,146 0,049 0,013 90,897
0,288 0,337 0,161 0,054 0,016 83,748

0,324 0,402 0,189 0,063 0,022 71,942
0,360 0,463 0,215 0,071 0,030 62,620
0,396 0,519 0,235 0,078 0,039 55,097
0,432 0,568 0,251 0,083 0,049 48,915
0,468 0,609 0,262 0,086 0,060 43,759
0,504 0,643 0,268 0,087 0,071 39,404
0,540 0,670 0,269 0,087 0,084 35,686
0,576 0,689 0,265 0,084 0,097 32,482
0,612 0,702 0,256 0,081 0,111 29,697
0,648 0,708 0,243 0,076 0,125 27,261
0,684 0,709 0,226 0,069 0,139 25,113
0,720 0,705 0,206 0,062 0,154 23,211
0,756 0,696 0,183 0,053 0,168 21,516
0,792 0,684 0,158 0,044 0,183 20,000
0,828 0,668 0,131 0,034 0,197 18,637
0,864 0,650 0,102 0,024 0,211 17,406
0,900 0,629 0,073 0,014 0,225 16,292
0,936 0,607 0,042 0,003 0,239 15,279

1,008 0,560 — 0,020 — 0,018 0,265 13,512
1,080 0,510 — 0,081 — 0,039 0,289 12,027
1,152 0,460 — 0,140 — 0,058 0,310 10,766
1,224 0,412 — 0,195 — 0,075 0,330 9,687

I
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T a b e l le  I I I  ( F ortsetzung)

X

/
V

3 d 4 d 5 d *f

1,296 0,365 — 0,245 — 0,091 0,347 8,756
1,368 0,322 — 0,290 — 0,103 0,362 7,948
1,440 0,283 — 0,330 — 0,114 0,375 7,241
1,512 0,247 — 0,364 — 0,121 0,385 6,620
1,584 0,215 — 0,393 — 0,127 0,393 6,071

1,656 0,186 — 0,416 — 0,130 0,399 5,584
1,728 0,160 — 0,434 — 0,130 0,404 5,150
1,800 0,138 — 0,448 — 0,129 0,406 4,761
1,872 0,118 — 0,457 — 0,125 0,407 4,412
1,944 0,101 — 0,463 — 0,120 0,407 4,097
2,016 0,086 — 0,465 — 0,114 0,405 3,813
2,088 0,074 — 0,464 — 0,106 0,402 3,557
2,160 0,063 — 0,460 — 0,097 0,399 3,320

2,304 0,045 — 0,446 — 0,075 0,388 2,911
2,448 0,032 — 0,425 — 0,052 0,375 2,567
2,592 0,023 — 0,400 — 0,026 0,360 2,277
2,736 0,016 — 0,372 0,000 0,343 2,029
2,880 0,011 — 0,343 0,026 0,326 1,816
3,024 0,008 — 0,314 0,052 0,308 1,632
3,168 0,005 — 0,286 0,077 0,290 1,472
3,312 0,003 — 0,258 0,100 0,272 1,332
3,456 0,002 — 0,232 0,122 0,255 1,210
3,600 — 0,208 0,142 0,238 1,102
3,744 — 0,185 0,161 0,222 1,006
3,888 — 0,165 0,177 0,207 0,921
4,032 — 0,146 0,192 0,192 0,846
4,176 — 0,129 0,205 0,178 0,778
4,320 — 0,114 0,217 0,165 0,717

4,608 — 0,088 0,235 0,141 0,613
4,896 — 0,068 0,248 0,120 0,528
5,184 — 0,051 0,256 0,102 0,458
5,472 — 0,039 0,260 0,087 0,400
5,760 — 0,029 0,261 0,074 0,351
6,048 — 0,022 0,259 0,062 0,309
6,336 — 0,016 0,255 0,053 0,274
6,624 — 0,012 0,250 0,045 0,244
6,912 — 0,008 0,243 0,038 0,218
7,200 — 0,005 0,235 0,032 0,195
7,488 — 0,002 0,226 0,027 0,176
7,776 0,217 0,023 0,159
8,063 0,208 0,019 0,144

8,640 0,189 0,014 0,120
9,216 0,171 0,010 0,100
9,792 0,154 0,007 0,085

10,368 0,137 0,005 0,073
10,944 0,122 0,003 0,063
11,520 0,109 0,002 0,055
12,096 0,097 0,002 0,048
12,672 0,086 0,001 0,043
13,248 0,076 0,001 0,038
13,824 0,067 0,034
14,400 0,059 0,031
14,976 0,052 0,028
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Tabelle III (F o rtse tzung)

X

f
V

3 d 4td 5 d 4 /

16,128 0,041 0,023
17,280 0,032 0,019
18,432 0,025 0,017
19,584 0,019 0,014
20,736 0,015 0,013
21,888 0,011 0,011
23,040 0,009 0,010
24,192 0,007 0,009
25,344 0,005 0,008
26,496 0,003 0,007
27,648 0,002 0,007
28,800 0,001 0,006
29,952 0,005
31,104 0,005
32,256 0,005
33,408 0,004
34,560 0,004

36,864 0,003
39,168 0,003
41,472 0,002
43,776 0,002
46,080 0,002
48,384 0,002
50,688 0,001
52,992 0,001
55,296 0,001
57,600 0,001
59,904 0,001
62,208 0,001
64,512 0,001

dem m odifizierten P oten tia l berechnete — 35,498 10" 6 cm 3 Mol" 1 was m it dem  
experim entellen > — 40,  10" 6 cm3 Mol 1 Wert gut übereinstim m t [4]. Der 
Beitrag der einzelnen E lektronenschalen  wird in der Tabelle VI gezeigt. Auch 
die geringe Abweichung zwischen den zw ei berechneten W erten der diam agne- 
tischen Suszeptib ilität scheint darauf hinzuw eisen, dass die obenerwähnte  
M odifikation nicht e inm al die W ellenfunktionen der äusseren E lektronen allzu
sehr beeinflusst.

In  Abb. 1 zeigen wir die m it dem  m odifizierten P otential berechnete  
radiale D ich te  des A u-A tom s. In derselben A bbildung zeigt die gestrichelte  
Linie die radiale D ich te  des A u-A tom s, wie d ieselbe durch H e n r y , ohne 
Berücksichtigung der A ustauschenergie, auf Grund der »self-consistent field«- 
M ethode berechnet w orden ist [5]. E in  Vergleich der beiden K urven zeigt, 
dass die unter B erücksichtigung der A ustauschenergie berechnete K urve — sich 
vom  Atom kern entfernend — schneller gegen Null strebt als die ohne B erücksich
tigung derselben berechnete Kurve.
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Abb. 1. D ie radiale D ichte D =  4 л  r2o des A u-Atom s.
------------------ bestim m t m it H ilfe des m odifizierten universellen P oten tia ls
— ------------ bestim m t ohne Berücksichtigung des Austausches, m it H ilfe der »seif*

consistent fie!d«-M ethode

T a b e l le  IV

Die m it dem  universellen Potential bestim m ten Energieterm e der Elektronen des Au-Atom s 
und die Röntgenterm werte nach L a nd o lt  und B ö r n s t e in . (E s werden die arithm etischen  
M ittelwerte der Röntgendublette angegeben. Als W ert des 6s-Terms steht die erste Ionisations

energie.) D ie Energiwerte in atom aren Einheiten von e2/a 0

ls 2 s 3s 4s 5 s 6s

Universelles Potential 2720,84 452,25 104,16 22,61 3,469 0,227
0,255

Nach L a nd o lt— B ö r n ste in 2972,88 528,65 126,24 28,10 4,070 0,514

2p 3p 4p 5p

Universelles Potential 438,51 96,34 19,17 2,345

Nach L a nd o lt— B ö r n ste in 472,44 108,57 21,99 2,40

3 d 4 d 5 d *f

Universelles Potential 80,28 12,54 0,541
0,542

3,609

Nach L a nd o lt— B ö r n ste in 82,88 12,76 0,21 3,18
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T a b e l le  V

Die radialen E igenfunktionen f  der 6s- und 5d-Elektronen des Au-Atom s und die radiale D ichte  
D  des A u-A tom s m it dem m odifizierten P otential bestim m t. D as m odifizierte Poten tia l V  des 
Au-Atom s. / i n  atomaren Einheiten von l ja l12; D  in  atomaren Einheiten von 1 /а0; V  in atom aren  

Einheiten v o n  1 /a 0; x in  dim ensionslosen E inheiten

X

f
D V

6s 5 d

0,000 0,000 0,000 0,000
0,006 0,004 0,000 5,621 5397,77
0,012 0,008 0,000 18,490 2681,22
0,018 0,011 0,000 34,234 1775,69
0,024 0,013 0,000 50,110 1323,02
0,030 0,014 0,000 64,539 1051,43
0,036 0,015 0,000 76,691 870,386
0,042 0,016 0,001 86,258 741,131
0,048 0,016 0,001 93,332 644,217
0,054 0,015 0,001 98,102 568,866
0,060 0,015 0,002 100,929 508,615
0,066 0,014 0,002 102,201 459,340
0,072 0,013 0,003 102,303 418,305
0,078 0,011 0,003 101,595 383,603
0,084 0,010 0,004 100,394 353,884
0,090 0,008 0,005 98,970 328,144

0,108 0,003 0,007 95,316 268,192
0,126 — 0,003 0,011 94,873 225,495
0,144 — 0,008 0,014 98,406 193,586
0,162 — 0,013 0,019 105,115 168,867
0,180 — 0,017 0,023 113,584 149,176
0,198 — 0,021 0,028 122,371 133,141
0,216 — 0,023 0,033 130,317 119,846
0,234 — 0,025 0,038 136,645 108,655
0,252 — 0,025 0,043 140,964 99,116
0,270 — 0,025 0,049 143,202 90,897
0,288 — 0,025 0,054 143,523 83,748

0,324 — 0,021 0,063 139,764 71,942
0,360 — 0,015 0,071 132,821 62,620
0,396 — 0,009 0,077 125,606 55,097
0,432 — 0,001 0,082 120,091 48,915
0,468 + 0 ,0 0 6 0,085 117,184 43,759
0,504 0,013 0,087 116,919 39,404
0,540 0,020 0,086 118,754 35,686
0,576 0,025 0,084 121,868 32,482
0,612 0,030 0,081 125,392 29,697
0,648 0,033 0,075 128,561 27,261
0,684 0,035 0,069 130,795 25,113
0,720 0,036 0,062 131,735 23,211
0,756 0,036 0,053 131,215 21,516
0,792 0,035 0,044 129,258 20,000
0,828 0,033 0,034 126,002 18,637
0,864 0,031 0,024 121,685 17,406
0,900 0,027 0,014 116,584 16,292
0,936 0,023 0,003 111,002 15,279
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T a b e lle  V  (F ortse tzung)

X

/
D V

6s 5 d

1,008 0,014 — 0,018 99,508 13,512
1,080 0,003 — 0,039 89,102 12,027
1,152 — 0,007 — 0,058 80,996 10,766
1,224 — 0,017 — 0,075 75,693 9,687
1,296 — 0,026 — 0,090 73,131 8,756
1,368 — 0,035 — 0,103 72,897 7,948
1,440 — 0,041 — 0,113 74,380 7,241
1,512 — 0,046 — 0,121 76,916 6,620
1,584 — 0,050 — 0,126 79,887 6,071
1,656 — 0,052 — 0,129 82,779 5,584
1,728 — 0,052 — 0,130 84,675 5,150
1,800 — 0,052 — 0,129 86,903 4,761
1,872 — 0,049 — 0,125 87,731 4,412
1,944 — 0,046 — 0,120 87,642 4,097
2,016 — 0,042 — 0,113 86,665 3,813
2,088 — 0,037 — 0,105 84,880 3,557
2,160 — 0,031 — 0,096 82,399 3,320

2,304 — 0,018 — 0,075 75,898 2,911
2,448 — 0,004 — 0,051 68,226 2,567
2,592 + 0 ,0 1 0 — 0,026 60,324 2,277
2,736 0,024 + 0 ,0 0 0 52,795 2,029
2,880 0,037 0,026 46,117 1,816
3,024 0,048 0,052 40,454 1,632
3,168 0,058 0,077 35,871 1,472
3,312 0,066 0,100 32,269 1,332
3,456 0,073 0,122 29,531 1,210
3,600 0,077 0,142 27,503 1,102
3,744 0,080 0,160 26,031 1,006
3,888 0,081 0,177 24,971 0,921
4,032 0,081 0,192 24,201 0,846
4,176 0,079 0,205 23,617 0,773
4,320 0,076 0,216 23,146 0,717

4,608 0,067 0,235 22,310 0.613
4,896 0,055 0,248 21,407 0,528
5,184 0,040 0,256 20,334 0,458
5,472 0,024 0,260 19,087 0,400
5,760 0,007 0,261 17,713 0,351
6,048 — 0,010 0,259 16,271 0,309
6,336 — 0,027 0,255 14,818 0,274
6,624 — 0,043 0,249 13,400 0,244
6,912 — 0,059 0,242 12,051 0,218
7,200 — 0,073 0,234 10,792 0,195
7,488 — 0,087 0,226 9,635 0,176
7,776 — 0,099 0,217 8,584 0,159
8,064 — 0,110 0,208 7,639 0,144

8,640 — 0,130 0,189 6,040 0,120
9,216 — 0,145 0,171 4,784 0,100
9,792 — 0,156 0,154 3,807 0,085

10,368 — 0,164 0,137 3,048 0,073
10,944 — 0,169 0,123 2,454 0,063
11,520 — 0,172 0,109 1,999 0,055
12,096 — 0,173 0,097 1,639 0,048
12,672 — 0,172 0,086 1,355 0,043

Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fase. 4.



3 4 8 R . G Á S P Á R

T a b e l le  V ( Fortsetzung)

f
DX

6 S 5 d
V

13,248 — 0,171 0,076 1,130 0,038
13,824 — 0,168 0,068 0,950 0,034
14,400 — 0,165 0,060 0,806 0,031
14,976 — 0,161 0,053 0,689 0,028

16,128 — 0,152 0,042 0,517 0,026
17,280 — 0,143 0,033 0,397 0,024
18,432 — 0,133 0,026 0,311 0,022
19,584 — 0,123 0,021 0,246 0,021
20,736 — 0,113 0,017 0,196 0,020
21,888 — 0,104 0,013 0,157 0,019
23,040 — 0,094 0,011 0,126 0,018
24,192 — 0,086 0,008 0,101 0,017
25,344 — 0,078 0,007 0,081 0,016
26,496 — 0,070 0,005 0,065 0,016
27,648 — 0,063 0,004 0,052 0,015
28,800 — 0,056 0,003 0,041 0,014
29,952 — 0,050 0,003 0,033 0,014
31,104 — 0,045 0,002 0,026 0,013
32,256 — 0,040 0,002 0,020 0,013
33,408 — 0,036 0,001 0,016 0,012
34,560 — 0,032 0,001 0,013 0,012;

36,864 — 0,025 0,001 0,008 0,011
39,168 — 0,019 0,005 0,011
41,472 — 0,015 0,003 0,010
43,776 — 0,011 0,002 0,009
46,080 — 0,009 0,001 0,009
48,384 — 0,007 0,001 0,009
50,688 — 0,005 0,0003 0,008
52,992 — 0,004 0,0002 0,008
55,296 — 0,003 0,0001 0,007
57,600 — 0,002 0,0001 0,007
59,904 — 0,002 0,007
62,208 — 0,001 0,007
64,512 — 0,001 0,006
66,816
69,120

— 0,001 0,006
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Tabelle VI

Der Beitrag der Elektronengruppen des Au+-Ions zur diaraagnetischen Suszeptibilität des A u +- 
Ions. Die Werte sind in Einheiten von  10-6 cm3 Mol-1 angegeben

X X X

fl»)* 0,001

(2s)3 0,012 (2p)6 0,026

(3s)3 0,075 (3p)6 0,204 (3d)10 0,265

(4s)2 0,362 (4p)6 1,110 (4d)10 1,970 (4 /)14 3,408

(5s)2 1,825 (5p)6 6,441 (5d)10 19,501
19,799

-s-Elektronen 2,275 p-Elektronen 7,781 d -Elektronen 21,736 /-E lektronen 3,408

Für die Durchführung der m it dieser A rbeit zusam m enhängenden B erech
nungen bin ich m einen M itarbeitern F räulein  J u d i t  M á g o r i  und Frau I. 
K o c s is  zu  Dank verpflichtet.
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CONFIGURATION INTERACTION 
FOR WAVE FUNCTIONS BUILT UP FROM 

ORTHOGONAL TWO-ELECTRON ORBITALS

B y

E. K a p u y

RESEARCH GROUP FOR THEORETICAL PHYSICS, HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, BUDAPEST

(R eceived 5. X . 1960)

As has been shown in  a previous paper [1] the orthogonal tw o-electron  
orbitals can be derived from coupled nonlinear integro-differential equations, 
which resem ble the H artree-Fock equations.

I f  th e  system  contains 2N  electrons its wave function  sa tisfy in g  the  
Pauli principle is of the form

W  =

JL 
2 2

У (2 Щ [
2 ( -  1)PT Vi(l|2) y 2(3 |4). • • y>N(2N  — l|2iV),

P
( 1 )

when the tw o-electron orbitals are antisym m etrical:

Vi(l|2) =  -  Vi(2|l),

(the argum ents include in  addition to  th e  three space coordinates th e  spin  
coordinate) normalized:

j V>](l\2)V>i(l\2)dT1dT2 =  1, (I  =  1 ,2 , . . . I V) ,  (2)

and orthogonal in the strong sense:

J y Í ( l |2 )y /(l|3 )d r1 ==0> if I=/=J, ( I ,J  =  1, 2 , . . .  N). (3)

(In (1) P  means the perm utations exchanging the electrons between th e  tw o- 
electron orbitals, p  is the parity  of the above perm utations).

V arying the tw o-electron orbitals y>i in  the energy expression [2, 3, 4]:

Я (1) +  H (2 )  + V>i( 1 |2 ) drx dr2 +E  =  H(0)  +  2 $ v>*A 1|2)

+  2 2 2  f - ^ d- 2-dx?dXi-  [1 - p 13] v}(3'|4)Wjm V*/(l ' | 2 ) Vl(i\2),
l  J¥=l J  r i3

(4)
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and taking th e  auxiliary conditions (2) in th e  usual w ay in to  account, further  
applying in stead  o f (3) the constraints:

J y>*(l|2) y}l3|4) у>/(3|2) У/(1|4) d x 1 d r 2 d T 3 dTA =  D , j  <g 1, 

l=f=J, (I,J =  1, 2 , . . .  N ),
(5)

and assum ing th a t the values o f  the integrals D tj  can be tak en  as so sm all 
th a t the strong constraints (3) are “ alm ost”  satisfied (if th e  values D tj  were 
e x a c tly  zero th e  variational problem  in th e  above form w ould  probably h ave  
no solution at all) we obtain  for the y i 's  th e  following system  o f equations:

I Щ1)  +  Щ2) +  —  +  2 2  [ d r s d4
( Г12

+

_|_ 4 -̂ *23 * O T ) Vy(3|4) !v,(1|2)
( 6 )

=  1 E '  +  2 e U  Í dxt dxt [P13 +  P 23] y}(3'|4) Vj(3|4) j  V/(l|2), 
I . w  J  )

( I  = 1 , 2 , 3 , . . .  N ) .

(Sim ilar equations are obtained for the com p lex  conjugate ip*j's.)
I f  the sy stem  of equations (6) is correct, even i f  D j j —> 0 and can be 

exactly  solved , th e  antisym m etrical solutions o f  these equations ip10, гр20, . . .гр дго 
satisfy ing the auxiliary conditions (2) and (5), which correspond to the low est 
E 10, E 20, . . .  E  values, g ive  the approxim ate w ave function for th e  
ground sta te . T o solve the equations (6) ex a ctly  is as y e t  a hopeless task . 
In stead , it is practicable to  determ ine the ■yq’s directly, w ith  the aid of a v a r i
ational procedure. We take such antisym m etrical functions ÿ /,(l|2 ) ( /  =  
=  1, 2, 3 . .  . N ;  i =  0, 1, 2 , . . .) , which con ta in  m any param eters (linear and  
nonlinear) and are o f such a form  as to sa tisfy  th e  constraints (5), i. e. D jj <g 1 
(and the in tegra ls j y>j(l\2) ^ j(l |3 )  d r 1 can be neglected) for all pairs I J  i f  
I  =f= J .  S u b stitu tin g  the functions ÿ)j0 into th e  energy expression  (4) the para
m eters in  th em  are varied so th a t the energy is m inim ized and the auxiliary  
conditions (3) and (5) fu lfilled  sim ultaneously. In th is w a y  we obtain th e  
energy  E°  and th e  tw o-electron orbitals y>/o corresponding to  the ground sta te .

K now ing th e  y>/o’s we construct the fo llow ing operators

W  =  j H (  1 )  +  H ( 2 )  +  —  +
r r'  12

+  2 ^ ' ( (?Tß d t  ̂ 1  P l 3  _ |_____ 1 ______ ^ * 2 3 ÿ}o(3'|4) v /0(3i4) •

(7 )
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Now we m inim ize the expressions

Ê ' 1= = j iÿ nH 1y>I1dz1dT2, ( I  =  1 , 2 , 3 , . . . N),  (8 )

vary in g  th e  param eters only in  the functions y n  subject to  the auxiliary con
ditions

j V i i  V u  dx1dz 2 = l ,  ( I  =  1 , 2 , 3 , . . .  N ),

J V n  Vi0 d r i dr2 =  0, ( I  = 1 , 2 , 3 , . . .  N ) ,  

j  V /ii1 !2 ) Vjo(3)4) ÿ>n (3|2) v>J0( l |4 )  d r 1 d r2 d r 3 d r i  =  D 11J0 <3= 1 ,

for all pairs Л  JO, i f  I  =/= J .

Then we m inim ize the expressions _E/ 2 constructed o f the f u ' s  subject to  the  
following auxiliary conditions:

j v  /2 V1 2  dri d r 2 =  (I =  1, 2, 3 , . . .  N); 

j  ÿ'/2( l  I 2) ÿ}o(3|4) ÿ'i2(3|2) Vj0( l  |4) dt-L d^2 d r3 d r i  =  D i2jo <§ 1. 

for all pairs 12 JO, i f  I  =f= J ;

I V 1 2  V n  d r i  d r 2 =  0, ( I  =  1 , 2 , 3 , . . . N ; i  =  0 , 1).

Follow ing the above procedure we obtain  a set o f  functions having the pro
perties

$ V n V u d r !<1т2 =  1, ( I  =  1 , 2 , 3 ,  . . . N ; i  =  0 , 1 , 2 . . . ) ,  (9)

1 З Д 2 ) Ы 1 |3 ) * 1 ~ 0 ,
if I  ф  J  ( I ,  J  — 1, 2,  3 . . . IV ; i  =  0 , 1 , 2 . . . ) ,  (10)

J Vu Vli’ d r i  d r 2 =
i f  i =jl=i' ( I  =  1 , 2 , 3 , . .  . N  ; i ,  i '  =  0 , 1 , 2  , . . . ) .  ( 11)

I t  is, how ever, not true in general that

J ÿ),(l |2)ÿyy( l l3) dr± ad 0 if I= j= J  and both  i >  0 and j  >  0 . (12 )

The properties (9), (10) are due to the fo llow in g: W e m ay assum e that 
when D 7y —>-0 and j y>)(lj3) у>Д2|3) dr3->  0 then \E ‘J \ —> oo, so that 
E , J § v ]  ( l \3 ) V j ( 2 \3 ) d 4 ->ë?'J(l\2)  for all pairs I ,  J  if  I  ф  J ,  and the 
& IJ(1\2)’ s are w ell-behaved functions satisfying

J W/(l|2) ^ /J(3|2) Vy(l|3) d r 1 d r 2 d r3
Í 0 if
j bounded if

K ф J ,

K  =  J .

6 Acta Phys. Hung. Тот. X I I .  Fasc. 4.
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In  th is  case th e  system  o f equations (6) has th e  follow ing form:

Я (1 ) +  Я (2) + 2
'  12

2  f
i * J  J

dr$ dr, 1 — P.13
+

»Тз

, 1 - Р з з

'2 3

V-}(3'|4) Vy(3|4) U /(1 |2 )  =  £ > / (1|2) +

+  ^  Гйт3 {^Я(з|2)^(1|3) +  ^-/(з|1)^(3[2)}, ( /  =  1,2 ,3 , . . . Я ) .  
J * /  J

K eeping the y>i2’s corresponding to  the ground sta te  fixed  in  th e  bracketed  
expressions on th e  right- and left-hand side o f  the equations we m ay assume 
th a t th e  system  o f  equations

H ’ M  1|2) = E "  Ы 1 |2 ) +  2 $  d r 3 { V » J \ 3]2) y,J0(l\3) +  «W «(3|l) v>y0(3l2)b

H 1 =  Я ( 1) +  Я (2 ) +  —  +  2
'  12 -  Íj * i  J

d'Г3 dr , 1 - P ,13
+

r 13

_|_ 1 ^23

'2 3
у}о(3'|4) Гуо(3|4) , ( /  =  1 , 2 , 3 , . . .  Я ; i =  0 , 1 , 2 . . .  )

has besides the tpjo’s som e antisym m etrical so lutions у>ц (these can be regarded 
as th e  excited sta tes o f  the ind ividual electron pairs), which sa tisfy  the con
stra in ts (2) and (3) w ith  the Lagrangian m ultipliers E u and ^’/i",0(l|2 ). These 
solutions у>ц ( /  =  1, 2, 3, . . . Я ;  i  =  0, 1, 2, . . .) as a consequence o f the  
assum ption given  above conform to  the properties (9 ), (10), (11) and in  addi
tion

J K-.(l|2) W  Vii(l|2) dr, dr2 =  E ‘‘ V .

Thus the functions ÿ a  can be regarded as approxim ations to  the exact 
solutions 1/)ц o f  th e  above system  o f equations. The set o f functions obtained  
b y  th e  former procedure

V w ’ V u » W12, V13 • •

Vi(n V n  > ■■ •V ii’ ■• • V u ; ■■

Ьо* b i  ’ • ■Vj j -T-

V>N0, Vn i , to V m ;-  •

(13)
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is not a com plete one, thus the exact wave function  cannot be expanded in  
term s of it. I t is reasonable, how ever, to assum e th at the functions у)ц (i =  
— 0, 1, 2, 3, . . .) (increasing the num ber of variational param eters in them ) 
form an “ alm ost” com plete set in  the subspace I ,  i. e. any antisym m etrical 
tw o-electron function which is orthogonal in  th e  strong sense to  all the y>j0’s 
( J  =j= I)  can be expanded in term s o f the functions у)ц. We m ay assum e further 
th a t, i f  the system  consists of loosely  coupled electron pairs, its w ave function  
can be expressed as a good approxim ation b y  th e  superposition o f  configura
tions constructed o f the tw o-electron orbitals (13). Wei do not assum e, 
how ever, in contrast to M c W e e n y  [5 ,  6 ]  th at

J ^ ,.(1 1 2 )^ .(1 1 3 )* , =  0 , i f  i  +  i',

as th is  would m ean too stringent a constraint for the excited  sta tes. Each con
figuration  К  contains one tw o-electron function from each of the rows of (13), 
i. e. it  can be characterized b y  g iv in g  the second indices o f the two-electron  
orbitals involved  in  it., e. g. W  . . . i . . . j  . . . .

To determ ine the set o f  functions (13) is  a very d ifficu lt task  as y e t. 
A sim ple approxim ate solution, as was shown in  [3, 7] can be obtained in the  
follow ing manner:

1. from orthonorm alized sp in  orbitals vr( l )  we form N  antisym m etrical 
tw o-electron functions of the form

?>/(l|2) =  ^  « „ ч Ы 1) %(2) -  «„(2) vvi(l)).
e i< v ,

I f  the spin orbitals are partitioned in  such a w ay  th a t there is none com m on, 
the orthogonality conditions (3) are fulfilled autom atically .

2. The coefficients c and the Lagrange m ultipliers E 1 can be determ ined

b y  iteration. I f  e. g. 99 / contains n j  different sp in  orbitals vvl, we obtain

roots E n and the same number o f sets c, i. e. <p/,’s.
The solutions so obtained satisfy  the conditions (9), (10) and (11), and  

besides the conditions (12) are also fulfilled. T his greatly facilitates the calcu
la tion  of the m atrix elem ents o f  the H am ilton operator when tak ing the con
figuration  interaction  into account.

Expressing th e  H am ilton operator in the usual manner in  the form 2

2 N 2 N 1
H  =  Щ 0 ) +  2 ’ H ( a )  +  2 — '

0 = 1  l = a < j 3  f a ß

6 ' Acta Phys. H ung. Тот. X I I .  Fasc. 4 .
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we introduce the follow ing denotations:

H KL =  H .. ,r . . j r ... =  J 0*K H 0 L d r  =  , (14>

1
h l i ’ = j < P n (  1 |2 ) Я (1 ) +  Я (2 ) +

'  12
9, / i ' ( 1 | 2 ) í Í T l d T 2> (15)

=  2 Id r 1 d r 2 d r 3 d r i

r 13

H 'w  =  J 9»î,(l|2 ) Я '(1 |2 ) y „ .( l |2 )  dr, d r2 . (17)

O wing to  the fu lfilm ent o f th e  conditions (9), (10), (11), (12) th e  confi
gurations are norm alized and orthogonal to  each other. The m atrix elem ents  
(14) o f  th e  operator differ from zero on ly  for stich tw o configurations, which  
differ at m ost in  two tw o-electron orbitals.

In  a w ay sim ilar to  that used in  the calculation o f the energy expres
sion (4) [2, 3, 4] the m atrix  elem ents o f  the H am ilton operator can be easily  
calculated . There are three different cases:

1. for identical configurations (diagonal elem ents):

н к к  =  Я . . , , , =  Я ( 0 ) +  2 1 K i + 2  2  K é j  ;
I ! J*1

2. for configurations differing in  one  tw o-electron function:

H KL =  H . , =  h \t. +  2 У 1 У ,И =  H \ ,  ;

3. for configurations differing in two tw o-electron functions:

HKL — H-ii'—jj’-■ — 2 I'i/'jj’ •

I f  the electron  pairs 1, 2, . . .  I ,  . . .  N  h a v e / ,  —  1 , / 2 —  1, . . .  f i —  1, 
excited  sta tes ,

M  =  r i f t
1 = l

(18)

(19)

( 2 0 )

• / N ~

various configurations can be formed in  all. The further calculation is stra ight
forward: calculating the energy w ith  th e  linear com bination 2  Ск  Ф к  ап<1

К
varying th e  coefficients C the w ell-know n system  o f linear equations is obtained: 

2 H k l Cl ~ E C k  =  0, (K ,L  — 1, 2 , 3 , . . .  M),
L
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which can be solved b y  iteration  [5, 6 , 8 ]. The R ayleigh— Schrödinger series 
can likew ise be obtained b y  iteration , w hich is of the follow ing form for the  
energy up to  second order [5, 6, 9]:

E  = t f 00 +  2  
к>  о

\ H 0 K \*

H 00 — H KK

H 00 is the well-known energy expression (4), while th e  second term  can be 
divided in to  tw o parts:

j f f  12 I f t  „12■у \п ок'\______ |_ у  !д ок"1
K'>o H 00 — Н к -к - К">о н 00 H K*K*

( 21)

Here K ’ and K "  denote th e  configurations which differ from the ground state  
in  containing one and tw o excited  sta tes , respectively . W ith th e  above 
notations (21) can be expressed in th e  following way:

У  £
i>  о H 00

Я  I 12
Oil

H  n
2  2
I < J  i > о 

i >  o

4 Î / / J  ,|2 
_yroiO yi

Я ,00 H "JJ

The first term  is th e  polarization energy (this w ould  be zero i f  th e  (pi,-’s 
were the exact eigenfunctions of the operator H 1 or approxim ate eigenfunctions 
of th a t, in  the usual sense o f  the varia tion  theory), whereas the second term  
is L o n d o n ’s dispersion energy.

The result agrees w ith  the one derived by McW e e n y  [5 ,6] w hich can be 
explained b y  the fact th a t in  the calcu lation  of the d en sity  m atrices he tacitly  
disregarded the requirem ents

f ipU1!2) 9 V (lj3 ) d r 1 =  0 ,  if  i  ф  V .

U sin g  these in the first term  o f (21) on ly  th e  expression j — -— — W/í( 1)2) 9Tí'(1|2)
J ri2

would be different from zero, and th e  second term w ould  com pletely vanish.
The above results can be easily  generalized for th e  case of three-, four-, 

or m any-electron orbitals.
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PROBABILITY OF UNUSUAL ELEMENTS 
IN VERY BIG SOLAR FLARES CONNECTED 

WITH COSMIC RAY BURSTS

By

S. L. M a l u r k a r

COLABA OBSERVATORY, BOMBAY, INDIA»

(R ece iv ed  14. X I. 1960)

The five very  big Chromospheric E ruptions or Solar F lares which gave 
rise to  cosm ic ray bursts recorded t il l  now have been associated w ith  unusually  
active solar regions w ith  a long h istory  of a c tiv ity  at the stage o f  the passage 
near the Central Meridian passage (C. M.) or at the stage w hen  they  were 
near the w estern lim b o f the sun [1]. The em itted  particles w ould  have to be 
p ositive ly  charged and to retain their id en tity  at the stage w hen being acce
lerated for days even  in the sun’s active region, the atoms w ould  neither be  
on the side o f low  or very high atom ic num bers. Considering Group II elem ents, 
Strontium  and Barium  suggest them selves w hose abundances in  th e  sun com 
pared to  that of Calcium, the usually  considered elem ent, w ould  individually  
be about 0.03 per cent. These three years I h ave not been able to  come across 
any published records of spectra taken during solar flares w hen the presence 
o f  the unusual elem ents could be verified.

I f  it  be assum ed that the very  big fiv e  solar flares gave rise to similar 
em issions o f  atom s and the generality  of solar flares were also uniform, th e  
ratio o f the very big solar flares which gave rise to cosmic ray  bursts to th e  
ordinary solar flares m ight ind icate the ratio o f  abundance o f  th e  respective  
elem ents.

The data collected on a system atic and uniform  basis of solar flares from  
Mar. 1940 to the end o f Sept. 1957 were availab le [2] and h ave been used. 
The to ta l number was 10,796. E ven  i f  a year’s flares are left out at either end, 
it  would still be o f  the order o f 9 .000. The ratio o f  fiv e  to nine to eleven  thousand  
is of the same order as the abundance of Strontium  or Barium  to  that of Cal
cium  in the Sun (about three to  ten  thousand). W hile the surm ise of unusual 
elem ents Sr and Ba in the very big solar flares connected w ith  cosmic ray  
bursts is not conclusive, there appears to be a reasonable ju stification  for it .

* Former address. Now at D irector’s Research Laboratory, Indian In stitu te  of Science, 
Bangalore 12, India.
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N um ber of D istinct Solar Flares (1940— 1957)

Year Qi. No. Year Qrt. No. Year <?'<• No.

1940 2nd 121 1949 1st 343 1956 1st 263

3rd 102 2nd 260 2nd 483

4th 48 3rd 400 3rd 759

1941 all 345 4th 238 4th 508

1942 99 222 1950 1st 132 1957 1st 381

1943 99 147 2nd 198 2nd 934

1944 99 44 3rd 193 3rd 1234

1945 99 132 4th 45

1946 99 410 1951 1st 62

1947 1st 147 2nd 238

2nd 344 3rd 111

3rd 438 4th 33
4th 103 1952 99 171

1948 1st 86 1953 99 91
2nd 317 1954 99 15

3rd 206 1955 99 294

4th 196
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ОБЗОР к н и г  -  BOOK R E V I E W  -  B U C H B E S P R E C H U N G

Cryophysics, by К . Me n d e l s s o h n , F. R. S. Interscience Publishers, Inc., 
N ew  York; Interscience Publishers L td ., L ondon, 1960. V III -f- 183 pages.

The book gives a short but com prehensive 
account of low tem perature physics. The 
author tries to give as com plete a survey as 
possible, though detailed treatm ent —  espe
cia lly  o f the theoretical aspects o f th e  p h e
nom ena —  is m issing.

The book is divided into eight chapters 
and two appendices. The first chapter on 
cryogenics treats o f the various m ethods for 
the production of low  tem peratures including  
the classical process o f liquefaction as w ell as 
m agnetic cooling.

A short second chapter deals w ith  the  
practical problem s o f tem perature m easure
m ent taking in to  account even th e  m ost 
recent publications in  this field .

The third chapter is devoted to th e  spe
cific  heat o f  solids, especially to the typ ical 
low tem perature deviations in specific heat 
and includes the description of low tem pera
ture calorim etric m ethods.

The fourth chapter discusses som ew hat 
m ore exten sively  the m agnetic phenom ena  
occurring at low tem peratures. Ion  para
m agnetism , m icrowave param agnetic reso
nance, antiferrom agnetic phenom ena, nuc
lear param agnetism  and the d e  H aas— VAN 
A l p h e n  effect are described here on a pheno
m enological basis.

In the fifth  chapter the transport pheno
m ena are reviewed. The properties o f electric  
condu ctiv ity  at low  tem perature show chan
ges depending very sensitively on the im p u 
rities, the m agnetic field  present, etc. These

phenom ena are treated in a very  com pact, 
but clear form . The heat conduction  in m etals 
and in dielectrics is given in  a sim ilar manner.

The six th  chapter is d evoted  to  the prob
lem  o f superconductivity. A survey is given  
o f the p o ten tia l superconductors, the known 
superconductors including the phenom ena 
concerning the transition poin t and the  
Me is s n e r  effect are dealt w ith  in detail. 
In this chapter there are also som e theoretical 
conclusions relating to superconductive elec
trodynam ics, the depth o f penetration and 
heat conduction  in  the superconductive range. 
A short sketch of the possib le applications 
closes th is chapter.

The helium  problem  is treated  in the 
seventh chapter. The lam bda-phenom enon, 
the superflu id ity  and other therm al effects 
are d iscussed, further the w ave propagation  
in helium , it s  surface, i. e. film  effects and 
helium  three.

Chapter eight gives som e inform ation on 
the m elting  curves, the therm al expansion, 
the investigation  of trapped free radicals, on 
bubble cham bers and m asers.

The end o f  the book conta ins tw o va lu
able appendices, one containing data on 
vapour pressure and the other the D e b y e  
function and D e b y e  tem peratures.

The book is a very usefu l guide for all 
interested or working in  th is new field of 
physics.

T. A. H o ffm a n n

Acta Phys. H ung. Тот. X1T. Fasc. 4.
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