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UBER DAS PRINCIP DER KLEINSTEN ACTION.

Gelesen in den Sitzungen der Akademie vom 19. November 1894 und 20. Mai 1895

von Dr. MOEITZ RETHY,

C. M. DER AKADEMIE, PROFESSOR AM K. JOSEPHS-POLYTECHNIKUM ZU BUDAPEST.

Aus: oMatbematikai és Természettudomanyi Ertesit6» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie) Band XIXI. pp. 1—15, und pp. 299—310.

I. Man war beziglich des Princips der kleinsten Action bis
1887 der Meinung, dass seine Giltigkeit an die Bedingung gebun-
den sei, dass die Bewegung des Punktsystems geméass dem Princip
von der Erhaltung der lebendigen Kraft vor sich gebe. Die letzte
in dieser Auffassung verfasste Abhandlung, die an Klarheit, Préci-
sion und Eleganz ausgezeichnete Arbeit des Herrn A. Mayer,1
bewog v. Helmholtz2 darauf aufmerksam zu machen, dass das
Princip der Kkleinsten Action auch dann noch gitig sei, wenn das
Potential der Kréafte, die auf das durch unverénderliche Verbin-
dungen beschrénkte Punktsystem wirken, von Coordinaten nicht
nur innerer, sondern auch dusserer Punkte abhangt. Die v. Heim-
HOLTZ'sche Formulirung3 des Princips unterscheidet sich von den

1 Sachsische Berichte 1886, Bd. 38, pp. 343—55.

2 Sitzungsberichte der Akad. zu Berlin 1887, 1. pp. 225—236.

3Ich nenne diese Formulirung die Hermnottz’sehe, obwohl nach
V. Helmholtz auch die Darstellung von Lagrange in den Miscellanea
Taurinensia T. Il. in diesem Sinne aufzufassen sein soll. Es ist mir ndm-
lich nicht gelungen daselbst eine Stelle zu finden, die zu dieser Deutung
einen sicheren Anhaltspunkt liefern wiirde, wéhrend an mehreren Stellen
ganz bestimmt behauptet wird, dass die Giltigkeit des Princips an die Be-
dingung gekniipft sei, dass das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft
flr das System Bestand habe. Auch Oeuvres de Lagrange Tom. |. pag.
384, XIH. (sErRrReT sche Ausgabe), wo diese Bedingung wiederholt ausge-

Mathematische und 'Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIH. 1
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friheren darin, dass wahrend bisher die Energie als unvariirbar
nnd unveranderlich betrachtet wurde, bei v. Helmnhottz die Ener-
gie wohl unvariirbar, aber veranderlich ist.

Die Energie des Punktsystems lauft ndmlich * dieselben
Werte durch in der unvariirten, wie in der variirten Bewegung, und
die Yergleichungsphasen sind bei Durchfiihrung der Variation
oben durch gleiche Energiewerte characterisirt. Eine zweite Vor-
schrift fur die Durchfihrung der Variation, — die wohl nicht aus-
dricklich hervorgehoben, jedoch in den Rechnungen enthalten
ist,** — besteht darin, dass die Lagen der dusseren Punkte in den
urspringlichen und in den variirten Bewegungen dann identisch
seien, wenn die Phasen — d. i. die Energiewerte— dieselben sind.

Ich habe versucht, diese Formulirung des Princips in dem
Falle durchzufiihren, wenn die Energie des Systems sowohl von
Coordinaten, als auch von Geschwindigkeiten dusserer Punkte ab-
hangt, indem ich die Actions-Geschwindigkeit allgemein setzte

unter n die Anzahl der unabhéngigen Coordinaten der inneren
Punkte, unter f aber das HAMILTON'sche T + U verstanden, auf-
gefasst als Function der unabhéngigen Coordinaten i und deren
Geschwindigkeiten g[. Es ergab sich, dass die nach der Vorschrift

sprochen wird, steht wohl folgendes: Wenn die Elementararbeit der Kréfte
kein vollstandiges Differential ist, daher die Gleichung

6T=2P4p

nicht mehr besteht, dann «cette equation ne pourra plus servir & trouver
les conditions de la maximité ou de la minimité de la formule integrale
j'Smuds, mais eile servira toujours également pour trouver les mouvements
des corps, ..., quelles que soient les forces, dont ils sont animés». Hierin
ist mit klaren Worten der Satz ausgesprochen, den man den HAMLTONschen
zu nennen pflegt. Davon aber ist weder hier, noch anderswo die Rede, dass
man in dem Fall, wo eine von &usseren beweglichen Punkten abhangige
Kréaftefunction existirt, mittels Feststellung der Yariationsart 6T=2Pdp
setzen soll.

* 1 c pag. 231 al. 3; pag. 232 Gl. Ib; pag. 234, Gl. 2a.

** 1 c. pag. 234 al. 3.
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von v. HeLmuOLTZ berechnete Variation der Action im Allgemeinen
fiir die naturliche Bewegung nicht verschwindet.

Soll daher das Princip der Action ebenso allgemein sein als
.das Haminron’sche, so sind die Bedingungen der Variation anders
zu formuliren. Ich formulire dieselben, wie folgt:

Sdammdtliche gegebene Functionen der Zeit, die in die Bedin-
qungs- Gleichungen der Bewegung und in das Krdftepotential ein-
treten, sind der Variation nur insoferne unterworfen, als die Zeit
einer Variation unterliegt. Dasselbe gilt von der Gesammtenergie,
ansofern sie aufgefasst wird als Function der Zeit.

Die folgenden Zeilen sind der Aufgabe gewidmet, zu zeigen,
.dass bei dieser Formulirung das Princip der Action sich mannig-
taltig so aussprechen lésst, dass es ebenso allgemein giltig erscheint,
-wie das Hamrrron’sche. Von den verschiedenen Formen ist eine
.dadurch ausgezeichnet, dass sie, ebenso wie die Haminron’sche
Form, keinen aus den Lacranee’schen Bewegungsgleichungen
gebildeten Satz (also auch nicht den Satz von der lebendigen
Kraft) a priori voraussetzt. In dieser Form ausgesprochen ist also
das Princip dem Hawmrrox’schen in jeder Hinsicht aquivalent;
so dass dem HaminroN’schen Princip vor dem der kleinsten Action
nur der Vorzug grésserer. Einfachheit tibrig bleibt.

II. Bei der Behandlung des Problems befolge ich dieselbe
Methode, wie Herr A. Maver und halte auch seine Bezeichnungen
fest. Es bezeichnen also im folgenden tberall

T die lebendige Kraft des Punktsystems,

U das Potential « «

¢; die unabhéngigen Coordinaten des Punktsystems,

@i, b; die Anfangs-, resp. Endwerthe dieser Coordinaten,

¢t die verdnderliche Zeit,

t, ein Zeitintervall,

ndie Anzahl derunabhéngigen Coordinaten der innern Punkte.

Hs bezeichnen ferner

o dg;
q'l S W" (1)

=T+ U, (2)

1%
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n
= LK NT
f_ i quli 77 (3>
A n
H=j (T+U)dt= jfdt 4
0 0

Da die Bedingungsgleichungen der Bewegung die Zeit expli-
cit enthalten, so ist T, daher auch f keine homogene Function
der q\

F ist die Energie des Systems.

Bei der Variation des Zeitintegrals H soll auch t der Varia-
tion unterliegen ; wir fluhren daher als reihendes Element die
unvariirbare Veranderliche pein, und bezeichnen die Differential-
quotienten der Zeit und der Coordinaten nach ihr, wie folgt:

(&
. daqi
11 d(p
Es bestehen dann die Identitaten :
&
dgi -~ qi_ oi
dt t% i
jdf = j$df i N df
dt | doii dt 1 dqi
N _ = J— —f= i (6>
" [ % @i 4 —f=F

Il. Wir supponiren bei der Berechnung der Variation de&
Zeitintegrals H, dass sammtliche Punkte des Systems die gegebe-
nen Anfangslagen gleichzeitig, zur Zeit t=0 verlassen, und in die
gegebeneyi Endlagen gleichzeitig ankommen, dass jedoch die Zeit-
dauer der Ueberfiilhrung der Variation unterliegt; die Variation
der Zeitdauer ij sei mit dij bezeichnet. Es ergiebt sich dann, wie-
bekannt,
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ifom=4 i .

o o daqi dp dqi
+ f'(-P— — m m ,
J \dt p dt |
g

Warans ergiebt sich mit Herbeiziehung der Gleichungen (5) und (6)

§ fd= H i~ \ép N d

dF
K —

o Ftt den Werth von F bezeichnet zur Zeit tv
Die LAGRANGE'schen Bewegungsgleichungen des Systems

sind*::

dgi  dt dai )
Eine Folge dieses Gleichungssystems bildet die Gleichung:
at * de 7 ° ©

Man hat ndmlich die ldentitéat (3)

df
dt  dt | dgt€

daher ist

dF % (d_idf\ , df dq'i\_ % dfdqg] dfdqgj\ df
dt | dt\dgdqgi dgidt) f dgidt dgidtl dt’
d. i

dF K
dt ~ f\dt dfi dqj gi dt

* Lipschitz: Untersuchung eines Problems etc. Crelle’s Journal Bd. 74.;
E. Schering : Hamilton-Jacobische Theorie etc. Gotting, Abhandl. 1873.
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letztere Gleichung geht aber in Folge des Systems (8) in die GleD
chung (9) lber.
Demzufolge nimmt auch die Gleichung (7) die folgende ein-
fache Form an : ]
q
dj*fdt+Ftfir0. (10)
(o]
V. Wenn nicht nur die Anfangslage und Endlage des Punkt-
systems, sondern auch die Zeitdauer der Ueberfiihrung unvariirbar,.
d. i. dtx= o ist, so geht (10) liber in

ki
dj fdt—Q (10a)»"
(0]

Dieser Satz und seine Umkehrung bilden, wie bekannt, den
Inhalt des HAMILTON’schen Princips.

Ist hingegen dtlnicht = o, dafiir aber den zu vergleichenden
Bewegungen die Beschrdnkung auferlegt, dass die Energie F die
durch die LAGRANGE'schen Gleichungen bestimmte gegebene-
Function der Zeit EO() sei, so folgt aus der Gleichung (10) das
Princip der Action.

Unterwirft man n&mlich die Yariaton der Bedingung, dass

F=E0() (11)

Bestand hat, so folgt aus dem Umstande, dass die Variation die
Constanten der gegebenen Function EQ(t), unberiihrt lasst (pag. 3), die

Gleichung: .
t\ ti

dj Fdt=dJ EO(t) dt—EO0fa) dti=F txdti;
0 0
daher lasst sich die Gleichung (10), wie folgt, schreiben:
dj(f+F)dt=0, (106)
0]

eine Gleichung, die bei Beniitzung der Bezeichnungen (3) die Form
annimmt

df.
i:-%c(]]i idt= 0. m
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Sind die Bedingungsgleichungen der Bewegung unabhéngig
von der Zeit und das Potential der freien Krafte unabhéngig von
den Geschwindigkeiten (i, so hat man

n 8f n dT
i oqi i oQi
daher ist das Zeitintegral

(13}

in diesem Specialfall die Action des Punktsystems. Dieselbe Form
(i3) enthélt die Verallgemeinerung des Actionsbegriffes fir den
allgemeinsten Fall. Demgemadss spricht die Gleichung (12) den
Satz aus, dass die Variation der Action verschwindet flr ein
beliebiges txund dtv vorausgesetzt, dass Anfangs- und Endlage
unvariirt bleibt, und die Gleichung (11) als Bedingungsgleichung
der Variation betrachtet wird. Dieser Satz und seine im Folgenden
zu erbringende Umkehrung spricht aber das verallgemeinerte
Princip der Action aus.

Bemerkung. Ist das Potential bloss Function der Coordina-
ten und der Zeit, so ist die Action
¢n Bp
o A= f?2 W qidt;

Enthalten nun die Bedingungsgleichungen der Bewegung
die Zeit explicit, so ist

T=T,+T%TO0

wo T2 Tt, Tg homogene Functionen von g\ vom Grade 2, 1, 0
bedeuten. Man hat daher

ij tx
A=1J)2Tut+ / Tt
0 0
Die Action verliert daher im allgemeinen Fall jene einfache
Bedeutung, die sie in dem Specialfall auszeichnet, in welchem die
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Bedingungsgleichungen unabhéngig sind von der Zeit und wo
demzufolge Ti verschwindet.

Y. Zur Umkehrung des Satzes fiihrt die Lésung des folgen-
den Problems:

(A) Gesucht wird jene continuirliche Bewegung des Punkt-
systems, fur welche die Gleichung (1*2) stattfindet hei variirendem
tx falls der Bereich der Variation durch die Bedingungsgleichung
beschrankt ist,

n df . _
2|~(ﬁ||—f—E{t) (14)

wo E(t) dieselbe Function sein soll flir die gesuchte Bewegung wie
fur die variirte. Anfangs- und, Endlage des Punktsystems unter-
liege keiner Variation, und es wird verlangt, dass die Gleichung
(12) auch dann stattfi?ide, wenn eine beliebige Zwischenlage der
gesuchten Bewegung zur Endlage wird.

Die Function E(t) ist aber nicht im Vorhinein gegeben, sie ist
vielmehr selbst auch eine Unbekannte des Problems.

Wir wollen ein fir allemal voraussetzen, dass

n n d*r
dqlldCﬂ g e -
wéhrend der Zeitdauer O bis tynirgends verschwindet.
Man bezeichne mit Xden LAGRANGE’schen Multiplicator, und
es sei

(15)
— F\-f\-X (F—E(Y)),

B = (I+DF+f%XE(t); (15a)
Zur Losung der Aufgabe sind bekanntlich jene Functionen

der Zeit

> oo >gnj "

zu bestimmen, fur welche die Bedingungsgleichung (14) Bestand
hat und gleichzeitig die Variation des Zeitintegrals von I selbst
dann verschwindet, wenn Stl und sammtliche dgi willkiihrlich sind.
Da die Variation des Zeitintegrals sich aus der Gleichung (7) er-
giebt, wenn statt f die Function Ii gesetzt wird, so miissen dem-
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zufolge ausser (14) noch die folgenden Gleichungen befriedigt
werden:

(a)

8Q da
dai dt dqi

die Gleichungen (a), (b) missen n&mlich stattfinden, weil die
linken Seiten die Factoren von dtv resp. dgi bilden. Diese Glei-
chungen sind aber zum Yerschwinden des Zeitintegrals von Q auch
genligende Bedingungen. Es ergiebt sich namlich aus den Glei-
chungen (b), auf dem pag. 5 bezeichneten Wege, die Gleichung

{i=1, (b)

0Q
dt * dt ©

demzufolge verschwindet auch der Factor von dt unter dem In-
tegralzeichen.
Es besteht ferner der Gleichung (15a) zufolge die Identitat

n Ro n dF n df

die bei Berucksichtigung der Bedingungsgleichung (14) die Form
annimmt

n RO n R1?

i °qt i oqt

eine Gleichung, die nach Substitution des aus (3) zu nehmenden
Werthes von F {ibergeht in

RO < « d2f
3 dar; : 2 (16)

Das zur Bechten stehende Product soll der Gleichung (a)
zufolge Yerschwinden, wenn t=txist. Da nun der zweite Factor
nicht verschwinden kann (pag. 8), so erfordert dieses das Yerschwin-
den des ersten Factors; wir haben also zur Zeit txdie Gleichung

1+X=0. (17)
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Da aber nach dem Problem die Variation des Zeitintegrals;
von Q auch dann verschwinden soll, wenn eine beliebige Zwischen-
lage des Punktsystems zur Endlage wird, so muss die Gleichung
(@) auch dann bestehen, wenn statt tt eine beliebige Zwischenzeit
gesetzt wird; daher ist die Gleichung (17) eine identische, und
wir haben aus (17) und (15)

A= —1,
R=f+E (1),

Substituirt man aber in (b) statt Q den eben gefundenen
Wert, so hat man das LAGRANGE’sche Gleichungssystem:

d df,_ . ..
gt gg/= O L=l

dqi
Nach Losung dieses Systems wird auch die im Vorhinein
nicht bekannte Function E(t) bestimmt. Hiemit ist die Umkehrung
des unter (IV) bewiesenen Satzes geleistet.
Das Problem und seine Ldsung in Form eines Satzes aus-
gedrickt, spricht das Princip der kleinsten Action in der einfach-
sten und allgemeinsten Form aus.

Der Satz lautet, wie folgt:

Wird die Forderung gestellt, dass die Variation der Action,
bei variirendem Zeitintervall nicht nur dann verschwinde, wenn
die gegebene Anfangs- und Endlage des Systems dieselbe ist fir
die unvariirte Bewegung, wie fur die variirte, sondern auch dann,
wenn eine beliebige Zwischenlage der gesuchten Bewegung zur-
Endlage der variirten wird; sollen dabei nur jene variirten
Bewegungen in Betracht kommen, deren Energie im Verlauf der
ganzen Bewegung zu jeder Zeit gleich ist der gleichzeitigen
Energie E(t) in der unvariirten Bewegung: so kann diesen For-
derungen dann und nur dann Genige geschehen, wenn jene Zeit-
function E(t) der Energie eben die «numerisch» vollstandig be-
stimmte Lagrange sehe Function EQ(t) ist (pag. 6.), und die den
Forderungen gentigende Bewegung ist ausschliesslich die durch
die Lagrange-sehen Differential-Gleichungen und durch die-
Grenzbedingungen véllig bestimmte Bewegung.
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YL Die Zeitdauer txwar in dem soeben gelosten Umkehrungs-
problem eine der Variation unterworfene, auch in der unvariirten
Bewegung beliebig verénderliche Grosse. In den angefiihrten
Abhandlungen von v. Helmholtz und A. Mayer, SOwie auch bei
allen friheren Autoren ist aber txeine der Variation unterworfene
feste Grosse. Ist aber txeine feste Zeit, so folgt bei der vorliegen-
den Verallgemeinerung ohne weitere Voraussetzungen bloss, dass
A——1ist zur Zeit t=tv Um dies darzutun, wollen wir, nach dem
Beispiel der genannten Autoren, Consequenzen ziehen aus der
Gleichung (c) des vorigen Abschnittes.

Nach Substitution des Werthes (15) von Q ergiebt sich mit
Ricksichtnahme auf die Bedingungs-Gleichung (14) und auf (3):

dQ  d(F+f) d(F+f) , JdF  dF\
dt dt ~~d/+xX\dt  dt!

Der zweite Teil der Gleichung (c) ist durch (16) gegeben;
daher ist die explicite Form dieser Gleichung die folgende:

HFE+f) Idf dF\ d

WO gesetzt ist

11 d<dgj

Da (c') aus dem System (b) auch ohne (14) direct abgeleitet
werden kann, so enthalt (c') keine neue Aussage.

Sind die Bedingungs-Gleichungen der gezwungenen Bewe-
gung unabhéngig von der Zeit und das Potential der Krafte unab-
héngig von den Geschwindigkeiten, wie dies bei v. Helmholitz der
Fall ist, so hat man aus (3)

d(F+f) _ o
- # NGgH = O
daher ergiebt sich aus () die der ersten Gleichung v. Helmholtz
(L c. pag. 235) sequivalente Folgerung
(1+A)il0= const.

nur dann, wenn fiir die unvariirte Bewegung der Satz von der
lebendigen Kraft Bestand hat:
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dF _
) at = 0.
Soll als weitere Voraussetzung der Satz von der lebendigen
Kraft fir die unvariirte Bewegung auch bei den vorliegenden all-
gemeineren Voraussetzungen gelten, so folgt aus (d) die Gleichung

> '+ > ~wa + 4tki+» H =0

d(F+t)
Yt
chung bei continuirlichen Bewegungen nur dann vereinbar mit
der Bedingung, dass, fur t=ty, 1+ / verschwindet, wenn 1+A iden-
tisch = o ist.

Der partielle Differentialquotient von F F f ist ndmlich allen-

falls endlich, und es ist bei gehériger Einengung der Grenzen o
und tx jedenfalls zu erreichen, dass HO nirgends verschwindet.
Ware nun 1 eine nicht identisch verschwindende Grosse, so
wirde aus (c") folgen

r -

é (1+A) HO
= L+A)I0

nicht verschwindet. Doch ist auch diese Glei-

"d(FF 1)
di= f :t dt,

WO
O0< t< r< tx;
also

~d(FFf)
o @t B dt
9 (1+A)i Hot K ;

eine Gleichung, deren linke Seite bei den vorliegenden Daten un-
endlich gross wére, wenn r sich der Zeit ty unendlich néhert,
wahrend die rechte Seite endlich bleibt. Es muss daher (I-(-A)t=0
sein.

VII. An Stelle der Forderung, dass die variirbare Zeitdauer
tyin der unvariirten Bewegung von beliebiger Grosse sein koénne,
trat im vorigen Abschnitt die Forderung, dass in der unvariirten
Bewegung der Satz von der lebendigen Kraft Bestand habe. An
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Stelle dieses Satzes, als zu erfiillenden Forderung, kann aber bei
einiger Beschrankung auch ein beliebiger anderer Satz treten, der
eine Consequenz des LAGRANGE'schen Systems von Differential-
Gleichungen ist. Schreiben wir ndmlich den allgemeinen Satz in
der Form auf

+ M = 0
d<k dt dq'J ’ (18)

so haben wir bloss vorauszusetzen, dass in der Zeitdauer o bis ti
n QF

nirgends verschwinde, und dass
n
Hi=li
I
endlich bleibe.

In der Tat folgt aus den Gleichungen (b) mit Riicksicht auf
(15a) und auf den Satz (18) die Gleichung

(1+ *)S1- J(1+A)fl0=0. (19)

Nachdem aber die Uberlegungen von (pag. 9) bis zur Gleichung (17)
unverdndert Bestand haben, so folgt aus dieser Gleichung (19)
die Identitat I-f-A= o ebenso, wie in VI aus (c'j.

Damit ist bewiesen dass die durch die LAGRANGE'sche Diffe-
rentialgleichungen (8) bestimmte Bewegung die einzige Losung
auch desjenigen Problems bildet, welches aus(A) entsteht, wenn man
an die Stelle der Bedingung, dass die Variation der Action fir eine
beliebige, innerhalb der Zeitdauer txbefindliche Zeit t verschwinde,
die Bedingung setzt, dass dies wohl bloss fUr eine feste Zeit statt-
finde, daflr aber die gesuchte Bewegung einer Differential-
Gleichung von der Form (18), — z. B. dem Satz von der leben-
digen Kraft — unterliege.

Das Problem in dieser Fassung ist die Verallgemeinerung
der LAGRANGE'schen Conception, in welcher fir die gesuchte Bewe-
gung das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft allen-
falls gelten soll. Ich werde das Problem in dieser Fassung das
Problem (B) nennen.



14 MORITZ RETHY.

VIII. Das von v. Heimhottz behandelte Problem steht zu
dem soeben gel6sten in naher Beziehung, deckt es aber keines-
falls. Bei y. Heimhottz sind ndmlich Anfangslage und Endlage
auch der ausseren Punkte, sowie Anfangswert und Endwert der
Energie dieselben fur die variirte Bewegung, wie fur die unva-
riirte, was in den Problemen (A) und (B) nicht vorausgesetzt ist.
Wir wollen das v. HELMHOLTZ’sche Problem unter allgemeineren
Voraussetzungen, beziglich der Bedingungs-Gleichungen der
Bewegung und beziuglich der Krafte, I6sen. Wir wollen némlich
voraussetzen, dass im Kraftepotential, wie auch in der lebendigen
Kraft die Zeit nur insoferne auftritt, als in dieselben Functionen

gic und deren Geschwindigkeiten g eintreten, — etwa Co-

ordinaten und Geschwindigkeiten dusserer Punkte oder andere
nicht constante Entfernungen etc. Indem wir dann als reihendes
Element die unvariirbare Veranderliche y einfiihren, werden wir
sowohl die g\, als auch die Gesammtenergie des System als ver-
anderliche, aber nicht variirbare Functionen dieses <, auffassen —
wahrend die Coordinaten gi der inneren Punkte des Systems, wie
auch die Zeit t der Variation unterworfene Grdssen sind.

Dies vorausgeschickt, lautet das zu lésende Problem, wie
folgt:

(C) Gesucht wird jene continuirliche Bewegung des Punkt-
systems, fir welche die Gleichung (i2) stattfindet bei variirendem
tx falls der Bereich der Variation durch die Bedingungs-
Gleichung beschrankt ist,

F—E{(p),

uvo weder pnoch E(<p) einer Variation unterliegt. Die Anfangs-
lagen und Endlagen der Punkte des Systems seien dieselbeii flr
die variirte, wie flr die gesuchte Bewegung.

Den Voraussetzungen gemdss sind die qu unvariirbar, d. i.:

dgk
"fc=<W -37 = °j
daher



UBER DAS PBINCIP DEE KLEINSTEN ACTION. 15

d<h

, da ddt

“jro =% <mgt da
da

Fir die Variation der Coordinaten und Geschwindigkeiten
der inneren Punkte hingegen bestehen die allgemeineren Bezie-
hungen dgi”o, und

ddg{  Tddtd<p

da 1dt
Setzt man wie in (15)

Q=F+f+X{F-E{<p)), (19a)
wo Xden LAGBANGE'schen Multiplicator bezeichnet, und reducirt
die Gleichung

dta f/.n dt
=i/l 3p' -=P4a-0j+ a4 dr>d9

nach bekannter Methode, so erhélt man

0A= I\‘(\/['ib—ﬁ/"\i?q'— d& qp\dgg—da +

dgk k!
Tr/dQ qd dQ dt
+ 0 ~~dTWi)0di~p dc

Dabei ist schon darauf Piticksicht genommen, dass die dqi fir
die Anfangslagen und die Endlagen verschwinden.

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen des Ver-
schwindens von dA sind demnach:

da | da "
dQ d9Q._

dg{ dt dq\ ~ ° ()
(t=1,..., n.

Indem man fir Q seine Bedeutung einfiihrt, findet man
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v.d , ., dF ,, _ df ,

dgk * ~Nrq kgq‘(l,jl-(» 2 ka\qﬂ;lléﬂh

Da ferner F=E{<p) ist, so hat man aus (19a) und (3):

a=F+f=sr F

Daher lasst sich die Gleichung (a) explicit schreiben, wie
folgt:

. 'dF ,, M dF , .
+ ~iq;+ "9 LqI=o.
EA T i HIWE (@

Aus dieser Gleichung ist Aeindeutig bestimmt; und dieses A
in das System (b) eingesetzt, liefert die gesuchte Bewegung des
Systems. Diese Bewegung ist aber dann, und nur dann die La-
GRANGE'sche, wenn

Zk-?Lg=0
dok

ist, — also jedenfalls nur in einem Specialfall. Ein solcher Special-
fall ist z. B. der von v. Helmholtz betrachtete. Da ndmlich sowohl
die lebendige Kraft, als auch das Potential unabh&ngig sind von
den Geschwindigkeiten der dusseren Punkte, so ist fur alle k

S=o0, fUo,

d% dok

und die Gleichung (a') reducirt sich auf
dF
(L+A)IVA qi= 0;

eine Gleichung, die nur durch die Identitdt 1+ A= o zu erfillen ist-

Damit ist bewiesen, dass die Conception von v. Helmholtz
nicht geeignet ist, eine Verallgemeinerung des Princips zu liefern
fur Falle, wo in die HXMILTON'sche Function f auch die Geschwin-
digkeiten ausserer Punkte des Systems eintreten; sie fiihrt aber
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zur Verallgemeinerung des Princips, wenn in die Hamilton’sehe
Function bloss veranderliche aussere Coordinaten eintreten. Es ist
hervorzuheben, dass bei dieser Conception der Satz von der leben-
digen Kraft, oder ein diesem aequivalenter Satz keineVoraussetzung,
sondern eine Folge des Princips der kleinsten Action ist, was auch
die Conception (A) auszeichnet. Letztere Conception hat aber vor
der HELMHOLTz'schen den Vorzug grdsserer Allgemeinheit fur sich.

PK. Im Anschluss an diese Untersuchungen moge folgendes
Problem Platz finden :

Das Punktsystem gehe aus der Anfangslage av ..., an lber
in die Endlage bv ..., bn Gesucht wird die continuirliche Bewe-
gung, fur welche die erste Variation der Action verschwindet,
falls der Bereich der Variation der Beschrankung unterworfen ist,
dass sowohl fur die variirte, als auch fur die unvariirte Bewegung
die Bedingungsgleichungen bestehen:

F=E(t)

wo E(t) eine der Variation nur insoferne unterworfene Function
von t bedeutet, als t selbst variirt; E(t) ist Ubrigens selbst eine
unbekannte Function.

Ausserdem sei eine der folgenden Bedingungen erfillt:

1. entweder sei die Zeitdauer der Action eine zwischen der
Zeit Ound einem festen Wert beliebig veranderliche Grosse;

2. oder die Zeitdauer der Action sei fest, dafur aber der un-
variirten Bewegung die Beschrankung auferlegt, dass sie der
Gleichung (18) gemass vor sich gehe, in welcher daher die v; nicht
sammtlich = q\ seien.

Ich werde das Problem im Falle der ersten Alternative mit
Cv im Falle der zweiten mit C2bezeichnen.

Setzt man hier

S=F+ f+ 7(f-E(t,)+u (-]A + Kit)) , (20

so sind allenfalls auch jetzt die Gleichungen (@), (6), (c) pag. 9 zu
erfillen, von denen (c) eine Folge des Systems (6) ist.

Mathematische und Katumnaemehaftiiche Berichte au» Ungarn. XIII. 2
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Die Gleichung (a) nimmt mit Herbeiziehung der Bedingungs-

Gleichungen F=E, und Ut —E"' die Form an

qF. . H
(1+X)qug i+r f%ﬁaqq .=, (21)

eine Gleichung, die im Falle des Problems Cxfur alle Werthe t
von o an bis txgelten soll.
Wir haben also zur Bestimmung von

1~bb coo>Qn

die Gleichung (21), die n Gleichungen des Systems (b), und die
aus den Bedingungs-Gleichungen mittels Elimination der unbe-
kannten Function E sich ergehende Gleichung

dt A dt ©)

Die Anzahl der Differential-Gleichungen ist gleich der An-
zahl der zu berechnenden Grdssen; aber in die allgemeine
Losung der Gleichungen treten 2n+1 unabh&ngige Constante
ein, wéahrend die Anzahl der gegebenen Constanten ax, ..., bn
gleich ist 2n. Das LAGRANGEsche System, welches sich ergiebt,
wenn

i+X=fjt=0

ist, bildet nur eine particuldre Ldsung.

Es giebt aber einen Specialfall, in welchem — falls zwischen
den Anfangs-Coordinaten und Geschwindigkeiten der Punkte
keine Abhéangigkeit stattfinden soll — nur das LAGRANGE’sche
System den Bedingungen des Problems entspricht. Dies ist eben
der von v. Heimholtz behandelte Fall.

Sind ndmlich die Bedingungsgleichungen unabhdngig von
der Zeit, und das Potential nur insoferne abh&ngig von der Zeit,
als in ihm Coordinaten d&usserer, nach vollstdndig gegebenem
Gesetz sich bewegender Punkte VVorkommen, so hat man
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d*f _ d_
dtdg'i ~ dt dqg
(i1
Die Gleiclinng (21) geht daher ber in
(1+J3)T=0,

odie fiir beliebige Zeitpunkte zwischen o und tx bestehen soll. Es
muss daher, da T nicht = oist, I+A=0 sein. Die Gleichungen
(b) Gbergehen demzufolge in

d2f
dtdg\ dg{ !ldtdq.
(t=1,.. .,n)

ein System, welches mit dem Satz von der lebendigen Kraft

dF df
g dt O
nur dann vertréglich ist, wenn
dH 0
didgi@d

ist. Der Factor von a kann aber nur dann verschwinden, wenn
sein  Wert schon zur Zeit t=o gleich Null war, d. i. wenn
Anfangslage und Geschwindigkeiten einer Beschrankung unter-
liegen was ausgeschlossen ist. Es muss daher g=o0 sein. g. e. d.

X. Im Falle des Problems C2 besteht die Gleichung (21)
bloss zur Zeit t=tx; daflur haben wir aber jetzt ausser den von
einander unabhédngigen Gleichungen (b) und (9) noch die Glei-
chung (18) zu erfullen, also zusammen n+ 2 Differential-Gleichun-
gen von der Gesammtordnung 2n-f-2 mit n+2 zu bestimmenden
Functionen

1+-b  g!»-+->qgn-
2*
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Da die allgemeine Losung 2n+2 willkiihrliche Constants
enthalt, wéhrend durch das Problem 2n Constanten (at, .. ., anil
bIf . . ., bn) dii’ect gegeben sind und mittels der Grenzgleichung
(21) eine Beziehung zwischen denselben vorgeschrieben ist, so
bleibt eine derselben vollig willkihrlich. Die LAGRANGEsche Bewe-
gung liefert nur eine particuldre Ldsung des Variationsproblems,

Es giebt aber einen Specialfall, in welebem diese Bewegung
die allgemeine Losung ergiebt. Wenn namlich ebenso, wie vorhin,
die Bedingungsgleichungen von der Zeit und das Potential von
Geschwindigkeiten unabhéngig sind, so geht die Gleichung (21)
Uber in

(1+"K Ttl=0,
daher ist (I+A)fl= o.

Die Gleichungen (b) lassen sich in diesem Fall schreiben,
wie folgt:

d df dF & dF d*f
drdh PO g dt (14n 4 v dtdg,

Aus ihnen ergiebt sich, mit Poicksicht auf (18), die Gleichung

—(1+ " ﬁ\ﬂ': S pAE 9 H et

d. i,
Giod(IdEM) —Gn(l + X )~ m 22)
WO
Bo—aivdt o= I
1 ddi i dtdgi
r " BF ddR

UL i \dh  dtdgd
Ebenso folgt aus demselben Gleichungs-System mittels (9)
die Gleichung

GO ~ —Goi (1+ *—Gmu—o0, (23>

WO gesetzt ist
Goo:'I]—'iqjq'E:{; n ,ij(tjgfqd
r * 1dF d dF
i wHi dtdq'i
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Die B sind nicht sammtlich = q\, daher enthalten die
Gleichungen (22) und (23) zwei von einander unabhdngige Aus-
sagen. Die imdgen der Beschrdnkung geméss bestimmt werden,
msss von den Determinanten

Hag—" 0012
HA"GuGn-GuGn;

die erste innerhalb der Zeit o bis tt nirgends verschwinde, und die
zweite nirgends unendlich gross sei; eine Bedingung, die erfullt
ist, wenn z. B.
- r d 2/ r dF_ _
M - Lreedtdqi mdqg{’
(i'l, o).
Durch Elimination von ji aus den Gleichungen (22) und (23)
ergiebt sich die Gleichung

d (1d‘t~5 5,01 )

-die fur alle Zeiten von o an bis t1bestehen soll, wéhrend
(L+72=0

ist. Aus denselben Griinden, wie pag. 12, folgt daher auch hier,
dass
I +/=0.

Da Q@ nicht verschwindet, so ergiebt sich schliesslich aus
(23) fur n der Werth o.

Damit ist bewiesen, dass in dem betrachteten Specialfall, —
falls nur die M der bezeichneten Bedingung gemadss gegeben
sind, — die Bewegungs-Gleichungen des Systems die Lagrange’-
schen sind.
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DIE VERFOLGUNGSCURVE DES KREISES BEI
CONSTANTEM ABSTANDE.

Yon Dr. KOLOMAN v. SZILY,

0. M. UND GENERALSECRETAR DER AKADEMIE.
Gelesen in der Sitzung der Mathematischen und Physikalischen Gesellschaft den 6. December 1894.

Aus: «Mathematikai és Physikai Lapok» (Mathematische und Physikalische Blatter), Band 1"
pp. 353—358, 1894.

Herr Lyubomir Kieric, Professor der Mechanik an der
Hochschule zu Belgrad, teilte mir gelegentlich seiner Beise
durch Budapest im Herbste 1893 mit, dass er constructiv einen
eigentumlichen kinematischen Satz gefunden habe, welcher, wenn
seine allgemeine Giiltigkeit mathematisch streng zu beweisen
mdglich waére, nicht nur in theoretischer Hinsicht, sondern auch
in Hinsicht der praktischen Planimetrie von einiger Wichtigkeit
waére.

Der Satz ist folgender:

Wahrend der verfolgte Punét A in der Ebene eine will-
kurliche geschlossene Curve umlauft und zurtickkehrend zu seinem
Ausgangspunde (AQ von dort aus bis zum Schwerpunde (S) der
von der Curve umschlossenen Flache in gerader Linie absteigt —
kommt zuletzt der verfolgende Punct B (vorausgesetzt, seine Ent-
fernung von A sei constant, und dass beim Beginn der Bewe-
gung Bg AOund S in einer Geraden lagen) nach einem Orte Bs,
so dass, wenn die Lénge des aus Bs auf AOBO gefallten Perpen-
dikels mit h, die Entfernung AB mit | bezeichnet wird, das Pro-
duct hl dem Flacheninhalte der von der geschlossenen Curve um-
schlossenen ebenen Figur gleich ist.

Ich wollte mich Uberzeugen, ob dieser Satz mindestens auf
eine Figur, wenn auch zwischen gewissen Grenzen, streng richtig
sei. Aus diesem Grunde bestimmte ich die Yerfolgungscurve des
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auf dem Umfange eines Kreises einmal herumlaufenden und dann
zum Mittelpunct auf geradem Wege absteigenden Punctes, bei
constanter Entfernung.

Das Resultat meiner Untersuchungen legte Herr Prof. Kleric
der Klassen-Sitzung (December 1893.) der k. serbischen Akademie
vor, und publicirte es auch im 41-ten Bande der serbischen aka-
demischen Zeitschrift «Glas».

Im Folgenden gebe ich meine diesbeziiglichen Entwicke-
lungen.

Nehmen wir vorldufig an, der verfolgte Punct A bewege sich
auf einer willkirlichen ebenen Curve:

y=fipo) 1
und fragen, welche Bahn der verfolgende Punct B beschreibt,
wenn die Entfernung der Puncte dieselbe bleibt. Bezeichnen wir
die rechtwinkligen Coordinaten des Punctes A mit (X, y) die des
B mit (£, 4), ihre constante Entfernung mit I, so ist:

(E—x)2+ (y—iNa=Za 2)
3)

Bezeichnen wir ferner das Bogenelement der Verfolgungs-
curve mit da, so entsteht durch Verbindung der Gleichungen 2)
und 3)

Substituiren wir die aus diesen Gleichungen genommenen
Werte der x und y in 1), so erhalten wir die Differentialgleichung
der Verfolgungscurve.

Die Differentiation der Gleichung 2) fuhrt nach einfacher
Transformation zur Relation:

I* 12 2)

die wir weiter unten bendtigen werden.
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Es sei die Bahn des Punctes A ein Kreis mit dem Radius a,
dessen Mittelpunct (S) wir zum Coordinaten-Anfang nehmen;
dann wird:

A_ 7de

und hieraus, wenn g den Radius Vector von B bezeichnet:

da _ Qq

Fahren wir Polarcoordinaten p und &ein, und rechnen wir den
Winkel d von der Anfangs-Lage des SAMBO, so ist:

da- V ddy-
dg 1 l+e2 dg |

und hieraus, da bei wachsendem d, g abnimmt,
dd _ /4]y -(p2+Z2-a 22
aQ p(p2+ /2—a?d

Zur Erleichterung der Integration fihren wir statt p nach
der Definition:
cosa= PPt az—2
20Q
als neue Variable den Winkel a ein, also den von den Radien
Vectoren SA und SB eingeschlossenen Winkel. Nach gehoriger
Reduction erhalten wir:

dd _ a2sin2a
da 2—a?2sin2a

Wir bezeichnen jA/" 1— mit k, und integriren,

d+ a= -r-arctg(ktg a); 5)
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die Integrationscontante ist Damlich null, da in der Anfangslage
a und ft null sind.

Bezeichnen wir den Richtungswinkel des Radius Vectors SA
(von SAOQ aus gerechnet) mit 9 und beachten, dass:

a—(p—t,

so kann man die Gleichung (5) auch in der Form:

tgp—f) — (P 6)
schreiben.

Diese Gleichung gibt zu jedem Werthe von < den zuge-
hérigen Werth von ft, es driickt also (in den Coordinaten ft u. <
die Gleichung der Verfolgungscurve des Kreises bei constant blei-
bender Entfernung aus.

Ist k2< 0, so ist die Verfolgungscurve eine Spirale, die sich
dem Kreise, dessen Centrum S, dessen Radius Y a2—2ist, ndhert;
ist =0, so ist die Curve auch eine Spirale, die sich aber dem
Mittelpuncte S nahert; ist endlich k2> 0, so ist p eine periodische

Function von v mit der Periode )2<'I

in.
Nachdem der einmalige Umlauf der Kreisperipherie beendet
ist, ist:

und nach Gl. (6) ist fur den entsprechenden Wert ftx

tg = —y tg 7)

Jetzt steigt der Punét A auf dem Halbmesser HOS in den
Mittelpunct nieder. Nehmen wir die Gerade SAMBO zur yAxe, so
ist in der Gl. 4), rc=0, und mit Bezug auf 2) wird:

dy = I
de £
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Integriren wir und bezeichnen die Integrationsconstante

mit -J-, so wird

u
e-y e-y
el-je 1
und nach 2)
- c—y
i

v=y e-y Gu

el+e 1

Diese zwei Ausdriicke ergeben :

+yr? i —= AL + i
8>
\/:i-y VP-y2W v—y-2<’:k2
Sammtliche Puncte der Geraden AGS missen dieser Gleichung

genligen. Im Puncte AOist:

=a =
d /12-y2 k’c

= ctg ;
also:

] fT=a® I1J=T eo* 9"+ \/ 4&eo0tg2,?*+1
Nach 7) jedoch ist:

1
cotg $ ! = —cotg 2rtlc

und nach gehdriger Reduction :

/ |!-J-r_--ge 1 = —cotg*A” o>
Im Puncte S ist:
y=0, und = cotg

wo & den Richtungswinkel der Geraden SBs bezeichnet.

Folglich ist:
c M
el= cotg -j- 10)
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Aus 10) u. 9) entsteht:

a

oder, wenn wir m statt T schreiben:
as 1+ m
e~mtg (n\ 1—m 11
2 1—m g ( 9 )

und hiemit ist der von der Anfangslage gerechnete Richtungswinkel
as der Endlage des SB bestimmt; und der Radius Vector des
Punctes Bs, (bist:

=1
V.
Laut der Construction des Herrn Kieric misste der Ausdruck:
P sin as
gleich ncP sein, also: )
sin as
TP

Ich berechnete nach der GI. 11) den Werth von &s fir die
verschiedenen Werthe von m. Die Resultate fasse ich in die fol-
gende kleine Tabelle zusammen:

sin &
0-50 cee e e eee e e e .. 0-98063
0-48 ... ... ... 0-99257
0-465 ... ... ... ... e e .. ... 0-99968
0-4643 1-00000
0-46 R 0 0 )
0-25 ... ... . 1-01485

Wir sehen, dass der vermeintliche Satz nur fir einen einzi-
gen Wert von m streng richtig ist; wir sehen aber auch, dass
der Fehler zwischen verhéltnissmassig weiten Grenzen so klein
ist, (We iger als 2%), dass die Ubereinstimmung jedenfalls sehr
bemerkenswert ist, da der Fehler in der Construction kaum be-
merkbar wird.
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DAS a*-THIONAPHTALIN UND EINIGE SEINER
DERIVATE.

Yon A D. HEEZFELDEE.
Vorgelegt der Akademie in der Sitzung vom 24. Juni 1895 vom o. M. Earl v. Than.

Aus: «Mathematikai és Természettudomanyi Ertesité» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie), Band XIII, pp. 323—330. 1895.

Herr Professor Ramsay hatte die Glte mich auf den Gegen-
stand der folgenden Untersuchung aufmerksam zu machen und
sage ich ihm an dieser Stelle hierfir besten Dank.

Derselbe machte einmal die Wahrnehmung, dass a-Nitro-
naphtalin, mit Schwefel erhitzt, bei hoherer Temperatur Gase ent-
bindet, wobei das Gemisch eine lichtgrine F&rbung annimmt.
Seit Herbst 1893 war ich beinahe ausschliesslich mit der Unter-
suchung dieser Reaction und mit der Bestimmung des dabei gebil-
deten griinen Korpers beschéftigt. Der Gegenstand hatte flr mich
umso grosseres Interesse, als ich mich bald davon Uberzeugte,
dass das a-Nitronaphtalin bei dieser Reaction den Stickstoff ver-
liere, mir aber keine Angabe bekannt war, dass ein Nitrokdrper
sich @hnlich verhalten hétte.

Jedes, in welchem Verhdltniss immer dargestellte Gemisch
von Schwefel und a-Nitronaphtalin gibt beim Erhitzen den neuen
Korper, doch kénnen wir denselben, wenn mehr als 80% Schwefel
angewandt wurde, aus der entstandenen, gelben, harten Masse
kaum isoliren. Es ergab sich, dass es am vorteilhaftesten ist
ungefdhr 20—25% S zu nehmen, wobei allerdings ein Teil des
Nitronaphtalins unverédndert bleibt, welches aber leicht zu ent-
fernen ist, wéhrend Schwefel nur in geringen Mengen zuriick-
bleibt. Dies ist umso wichtiger, da, wie wir gleich sehen werden,
die Entfernung des Schwefels ein langwieriges Verfahren erfor-
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dert. Gewohnlich erhitzte ich in einem mittelgrossen E rienmayer-
schen Kolben auf freier Flamme 150 Gramm a-Nitronaphtalin
und 30 Gramm Schwefel. Die Masse wird nach dem Schmelzen
unter fortwéhrendem Schitteln bis auf 270 Grad erhitzt, wobei
sie plotzlich S02 entbindet, welches Gas beim Entweichen viel
Nitronaphtalin mit sich reisst. Die Eeaction ist so heftig, dass
weiteres Erhitzen unnoétig ist. Das Gemisch féngt an zu sieden,
wird griin, endlich schwarz. Das Gefass wird auf eine Asbestplatte
gestellt, in zwei bis drei Minuten ist die Eeaction beendet und wir
konnen die dickflissige, noch warme Masse in ein offenes Geféss
schitten. Nach dem Erkalten liegt eine schwarze, sprdde, leicht
pulverisirbare Masse vor uns, die aus Kohle, Nitronaphtalin,
etwas Schwefel und aus dem neuen Korper besteht. Mit Alkohol
oder Aether kann man daraus das Nitronaphtalin extrahiren und
der Eest gibt in grossen Mengen Chloroform oder Schwefelkohlen-
stoff gekocht eine selbst in dinner Schichte kaum durchsichtige
Losung. Diese starke Farbung der LoOsung ist umso auffallender,
als sich der neue Korper dusserst schwer 16st. Aus der Chloroform
oder Schwefelkohlenstofflosung fallt Alkohol, Aether oder Ligroin,
ein in trockenem Zustand dunkelgriines amorphes Pulver. Zur
Fallung wird moglichst viel Alkohol verwandt, da derselbe immer-
hin ziemlich viel Schwetel 16st,* jedenfalls aber das etwa noch
zurlickgebliebene Nitronaphtalin geldst erhalten wird. Dieses
Verfahren wird mehrmals wiederholt und endlich wird die im
Vacuumexsicator getrocknete Substanz solange mit frischen
Alkoholmengen gekocht, bis derselbe schwachgriin gefarbt er-
scheint. Der neue Korper ist ndmlich viel weniger Idslich in
Alkohol, als Schwefel, und es gelang mir auf diese Weise jene
geringe Mengen freien Schwefels zu entfernen, welche das amorphe
Pulver beim Prsecipitiren constant mitreisst. Die so gereinigte und
5 Tage im Vacuumexsicator gestandene Substanz zeigte 9%%
Schwefelgehalt, wéhrend ich nach der ersten Fallung noch
27% fand.

Diese 19*5% Schwefel gehdren zur Constitution des Kor-
pers. Hierauf weist, dass es mir nicht gelang den Schwefelgehalt

* Bloxam, Chemical News. 53. 181.
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weiter kerabzudriicken, dass bei verschiedenen Darstellungsweisen
niemals ein geringerer Gebalt an Schwefel zu erreichen war und
endlich, dass ich Schwefel selbst im Vacuum nicht herausdestil-
liren konnte.

Ich versuchte den Korper auch auf andere Weise vom
Schwefel zu befreien, so durch Fallung mit Alkohol oder Wasser
aus einer Phenollésung oder aus Nitrobenzol, Aceton, Amylacetat
mit Ligroin, Aether, oder Alkohol, endlich durch Fallung aus Anilin
mit salzsaurem Alkohol, sowie durch Ausschiitteln des geféllten
Pulvers mit farblosem Ammoniumsulfhydrat. Alle diese Verfahren
fuhrten zu demselben Resultat, doch erwies sich die erste Dar-
stellungsweise als die bequemste.

Es war nun mein Bestreben dahin gerichtet, die Verbindung
krystallinisch zu erhalten, jedoch vergebens. Ob durch Auskiih-
lung oder durch Verdampfen des Ldsungsmittels, sei es durch
Waéarme oder im Vacuum, aus jeglichem Ldsungsmittel und bei
sammtlichen Fallungsversuchen erhielt ich stets ein amorphes
Pulver. Selbst bei jenem langsamen Process, wenn Phenol aus
der Luft Wasser anziehend ins Hydrat Ubergeht, gelang es mir
nicht den Korper krystallinisch zu erhalten. Den Korper zu
sublimiren gelang mir nicht. Selbst in jenem hochgradigem
Vacuum, welches der Gebrauch der ScHULLER-scken Luftpumpe
gestattet, zersetzt sich der Korper ohne zu sublimiren:

Da Pikrinsdure mit Naphtalin-Derivaten gut ckaracterisirte
Doppelsalze gibt, habe ich auch diesbeziiglich einige Versuche
mit dem neuen Kdorper angestellt, aber ohne Erfolg.

Die physicalischen Eigenschaften des Korpers sind folgende:
mit Wasserdampf ist es nicht destillirbar. Wie bereits angefihrt,
ist es stets nur in solchen Mitteln 16sbar, die auch Schwefel auf-
nehmen, wie Chloroform, Schwefelkohlenstoff, Nitrobenzol, Amyl-
acetat, Anilin etc. Seine Loslichkeit ist auffallend gering, wie das
folgende Daten zeigen:

100 gr. bei 10st
Chloroform .. __ I 0,217
« 15° 0,201
Amylacetat  ......... we e 15° 0,313

Nitrobenzol ... ... 15° 2,150
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Den Schmelzpunkt fand ich zu 155°. Das specifische Ge-
wicht des geschmolzenen wie ungeschmolzenen Korpers, mit ganz
feinem Pulver bestimmt nach der Methode des Schwebens, ergab
sich zu 1,225. Das Moleculargewicht fand ich nach BECkMANN'S
Siedepunktmethode in Chloroform” zu 152. Die Schwefelbestim-
mung ergab folgendes Resultat:

0,1040 gr. Substanz gaben 0,1480 gr. BaSO, gleich 0,0203
gr. Schwefel d. h. 19,540.

Stickstoff ist in dieser Verbindung iiberhaupt nicht vorhanden.
Von diesem auffallenden Resultate habe ich mich durch wieder-
holte, nach der Methode Dumas ausgefiithrte Stickstoffbestimmun-
gen iiberzeugt.

Bei der Bestimmnng der Constitution bin ich aus Folgendem
ausgegangen. Sowohl die Bildung der Verbindung, wie sein Ver-
halten gegeniiber Brom und Salpetersiure, beweisen, dass seine
Constitution der des Naphtalins dhnlich ist. Der Schwefel muss
in a Stellung substituirt haben, weil bei einer so glatten Reaction
eine Umlagerung nicht wohl anzunehmentist. Allein das Schwefel-
atom konnte nur mit einer Valenz an Stelle der Nitrogruppe
treten, die Zweite kénnte an Wasserstoff oder Sauerstoff gebun-
den sein. Die Kohlenstoffbestimmung wiirde in diesen Fillen kei-
nen Unterschied aufweisen, und auch die directe Sauerstoff-
bestimmung ist kaum von solcher Beweiskraft um die Frage zu
entscheiden. Allein der griine Korper hat keinen Geruch und gibt
weder mit Mercurichlorid noch mit essigsauerem Blei Nieder-
schlage, was doch die Characteristik der SH Gruppe wéare, und
andererseits 16st sich die neue Verbindung weder in Séuern noch
in Basen.

Die Annahme, dass vielleicht 2 Naphtalinringe durch 2
‘Schwefelatome verbunden sind, ist wohl auch nicht haltbar, da
eine solche den Azotkorpern dhnliche Verbindung kaum so wenig
reactionsféahig wiare und auch das doppelte Moleculargewicht hétte.
Es bleibt nur noch die Moglichkeit tbrig, dass das Schwefelatom
mit seiner 2-ten Valenz an ein zweites Kohlenstoffatom des Naph-
talinringes selbst gebunden ist. Seine Formel wire dann G, HgS
Dem entspricht auch die Analyse, gefunden 19,5490 Schwefel,
berechnet 20,39%, sowie das Moleculargewicht zu 152, gefunden



32 A. D. HERZFELDER.

fiir 158. Endlich entspricht dieser Formel auch das neutrale Ver-
halten des neuen Korpers. :

Auf die Frage, welche Kohlenstoffatome das Schwefelatom
verbindet, antwortet das Resultat der Oxydation, bei welcher
Phtalsdure resultirt, sowie die Wirkung des Broms. Wenn wir
ndmlich zu einer concentrirten Schwefelkohlenstoff-Liosung des
Korpers Brom zutrépfeln lassen und danach das tiberschiissige
Brom sowie den Schwefelkohlenstoff im Vacuum entfernen, so
erhalten wir neben anderen Producten, welche unten angefiihrt
sind. auch a,a, Dibromnaphtalin. Dasselbe wurde identificirt durch
die Brombestimmung sowie durch den Schmelzpunkt.

Auf Grund dieser Resultate, glaube ich, kann man den beim
Erhitzen auf 270 Grad von a-Nitronaphtalin und Schwefel sich
bildenden griinen Kérper durch die folgende Formel ausdriicken :

//CH\ /C

HC ¢ | Ner
| S |
HC\ iR f //CH
CH (.

Die hier beschriebene Verbindung ist nach ihrer Constitution
als a,a, Thionaphtalin, oder nach einer andern Nomenclatur als
1,4 Thionaphtalin anzusprechen. Ich werde die erstere Ausdrucks-
weise beniitzen, umso mehr als auch REveErpiN und NOLTING sich
desselben bedienten.

Es ist mir aufgefallen, dass das a,a, Thionaphtalin in seinen
physikalischen Eigenschaften vielfach iibereinstimmt, mit gewis-
sen Condensationsproducten, weleche Vicror MEYER in seinem
Werke iiber das Thiophen anfithrt. Als derselbe Thiophen in
schwefelsauerer Losung mit Diketonen zusammenbrachte, welche
die CO—CO Gruppe* enthielten, d. h. in welcher die zwei Keton-
gruppen Orthostellung zu einander einnehmen, erhielt er charak-
teristisch geféirbte amorphe pulverférmige Verbindungen, welche

* V. MEvEr : Thiophengruppe 24—25.
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in Aether und Lygroin unléslich, in Chloroform aber ldslich
werden. Es ist mir auch aufgefallen, dass des a,a, Thionaphtalin
nach seiner Constructionformel als ein Product betrachtet werden
kann, wie es #hnlich aus dem hypothetischen Benzolorthochinon
durch Condensation mit Thiophen entstehen kénnte.

CH.
Y
HC/ \CO /CH:CH

S
g ey
HC CO “CH=CH
g
CH

Hiebei habe ich ohne weitere Begriindung einfach angenom-
men, dass die Condensation durch die in a-Stellung befindlichen
Kohlenstoff-Atome vermittelt wird. Hieriiber geben zwar die
Untersuchungen Vicror MEeYER'S keinen Aufschluss, allein, da ich
aus dem a,a, Thionaphtalin, in welchem die a Stellungen besetzt
sind, die B Stellungen aber noch Wasserstoff enthalten, die dem
Thiophen entsprechende Reaction mit Diketonen nicht erhalten
konnte, so glaube ich, dies annehmen zu konnen.

Diese, zwischen zwei auf so sehr verschiedene Weise darge-
stellten Korpern bestehende grosse Aehnlichkeit dachte ich nicht
iibergehen zu diirfen.

Nun einige Worte iiber die Derivate. Sie sind alle amorphe
Pulver, alle sind sie férbig :

Monobromthionaphtalin .. _.. __. __ lichtgriin

Das Baritsalz der Sulfosgure .. ... grau

Das Bleisalz  « « SRR A ) R

Thionitro Produekt I. ... ___ .. _. ziegelrot
« « MEoinaite . s i iieieotibrgum.

Die Darstellung aller dieser Korper ist complicirt, da dieselben
stets nur in geringen Mengen entstehen und ihre Reinigung recht
beschwerlich ist.

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn, XIII. 3
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Die Wirkung des Broms.

Wenn wir zu einer verdiinten Losung des Thionaphtalins in
Chloroform oder Schwefelkohlenstoff eine geringe Menge Brom
zutropfen lassen, so erhalten wir, nach Entfernung des Losungs-
mittels unverédndert das Thionaphtalin, etwas Dibromnaphtalin
und einen bei Gegenwart von Brom, in Aether léslichen Korper.

Den Aether-Extraxt habe ich nach dem Concentrieren in Al-
kohol gegossen und das gefillte griine Pulver mit Aether gut
nachgewaschen. Nach 48-stiindigen Stehen im Vacuum wurde der
Korper analysirt.

0,0531 gr. gaben 0,0514 gr. BaSO, dasist 0.0070 gr. Schwe-
fel, oder 13,299; berechnet zu 13,49,.

0,0319 gr. gaben 0,0252 gr. BrAg, das ist0,0107 gr. Brom,
oder 33,549 ; berechnet zu 33,75%.

Der so erhaltene Korperist also ein Monobromthionaphtalin,
doch kann ich beziiglich der Stelle des Substitution nichts Genaues
berichten. Neben diesem Monobromthionaphtalin erhielt ich noch
héhere Substitutions-Producte, die in Alkohol 16slich sind, allein
es gelang mir nicht, dieselben zu identificiren.

Wirkung der concentrirten Schwefelsiure.

Warme concentrirte Schwefelséure wirkt auf das Thionaph-
talin zersetzend. Kalte Schwefelsdure gibt nach 24-stiindigen Stehen
eine in Wasser unlosliche Sulfosidure. Das mit Wasser stark ver-
diinnte Gemisch wurde filtrirt, und so lange gewaschen, bis mit Ba(l,
kein Niederschlag entstand. Hiernach habe ich verdiinte Kalilauge
durch das Filter gegossen, oder das ganze Filter mit Kalilauge aus-
gekocht, von neuem filtrirt. Die Flissigkeit habe ich mit Salzsédure
oder Essigséiure bis zur schwachsauren Reaction versetzt, und hie-
nach mit BaCl, oder Essigsaurem-Blei gefallt. In beiden Fillen er-
hielt ich eine geringe Menge Niederschlag. Denselben habeich auf
dem Filter gesammelt, mit viel Wasser moglichst gut ausgewaschen,
aber in solcher Weise, dass das Filter niemals trocken blieb.

o ISR S, & s el o S e ‘
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Tn diesem Falle legt sich namlich der sowieso geringe Nieder-
schlag so fest an das Filter an, dass er von demselben nicht
mehr zn trennen ist. Wenn ich im Waschwasser keine Clorreaction
mehr erhielt, brachte ich den noch nassen Niederschlag auf ein
Uhrglas und in den Exsiccator.

A nalyse des Barium salzes.

0,0327 gr. des bis zur Gewichtconstanz getrockneten Salzes
gab 0,0123 BaSOi das ist 0,00725 gr. Barium oder 22,157%; der
Formel

mil CiNe/?\ ¢ somasoa—ct “xcf 7 cn
s | 'S :
HC, . CH CH ¢ CH
Ven Y \ hk

entspricht 22,160%.

Das Bleisalz gab niemals so genaue Besultate. Wenn man
den beim Filtrieren des verdiinnten Schwefelsauren-Gemisches zu-
rickbleibenden Teil nicht, mit Kalilauge, sondern mit Alkohol
auswascht, erhélt man eine griine Ldsung, aus welcher nach kur-
zem Erwédrmen auf dem Wasserbade sich griine Flocken ausschei-
den. Diese Flocken sind in warmen Wasser leicht Igslich und
scheinen der Aethylester der Sulfosdure zu sein.

D ie W irkung der Salpetersaure.

Kalte Salpetersaure wirkt auf das Thionaphtalin nicht ein.
Beim Erhitzen farbt sich die Salpetersdure rot und es bildet sich
eine schwarze unldsliche Masse von geringem Gewicht. Die eon-
centrierte Salpetersdure-Losung durch Asbest filtrirt, habe ich aus
demselben mit Aether einen roten Korper extrahirt. Dieser Kor-
per in Alkohol gelost, und mit Wasser geféllt, giebt ein ziegelrotes
amorphes Pulver, welches bei 48° gut schmilzt und sowohl Stick-
stoff wie auch Schwefel enthélt.

3*
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Die zuriickgebliebene schwarze klebrige Masse wurde bei
100° getrocknet und giebt dann ein sprédes Pulver. In Chloroform:
Ioste es sich unter Zuriicklassung von Kohle, und aus dieser Losung'
fillt Alkohol einen rotbraunen von 95°—105° schmelzenden
Koérper, welcher auch Stickstoff und Schwefel enthilt. Aus dem
Chloroform-Alkohol-Gemiseh kann man durch Verdampfenlassen
einen roten Korper gewinnen, der mit dem vorher beschrie-
benen aus der concentrierten Salpetersdure extrahirten identisch,
allein nicht so rein ist. Auch Phtalsiure erhieltich bei diesem Ver-
fahren, doch nur wenig, und konnte ich endlich mit Brunners-Re-
action* auch noch Nitrobenzol nachweisen.

Die Analyse der beiden Nitrothio-Korper gab nicht so genaue
Resultate, dass man auf Grund derselben Schliisse hiitte ziehen
konnen. Ubrigens weist der so auffallend niedrige Schmelzpunkt:
beider darauf hin, dass es moglicherweise Gemische sind.

Beziiglich der Darstellungsweise des a;az, Thyonaphtalins,
seiner Aehnlichkeit mit gewissen Thiophendicetin-Condensations-
producten, sowie beziiglich der Darstellung seiner Derivate muss.
ich noch eine Reihe von Versuchen anstellen, um den Gegenstand
voll zu beleuchten. Es ist auch meine Absicht diese Untersu-
chung fortzusetzen, bis dahin aber gedachte ich die erreichtem
Resultate vorldufig zu veroffentlichen.

* FreseNIUS. 4. f. analyt. Chemie 1881. 390.
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ZUE THEORIE DEE QUADRATISCHEN FORMEN.

Von CancL Math. MICHAEL BAUER in Budapest.

Vorgelegt der Akademie in der Sitzung vom 24. Juni 1895 vom o. M. und Classenseeretar
Juliul Konig.

Aus: »Mathematikai és Természettudomanyi Ertesit6» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie), Band UH, pp. 316—322, 1895.

Der Ausgangspunkt der Theorie der quadratischen Formen
bildet die Einteilung der Formen in gewisse Classen, auf Grund
ederen man von &quivalenten Classen und von solchen Classen
sprechen werden kann, die eine andere in sich enthalten.

Es fragt sich nun, ob diese Classificierung der Formen mit
-derjenigen Einteilung tbereinstimmt, die von arithmetischem Ge-
sichtspunkte aus auf Grund des Wertvorrathes getroffen werden
kann. Zu bemerken ist, dass wir auch die uneigentlichen Darstel-
lungen zum Wertvorrath rechnen.

Legendre* bejaht diese Frage ohne einen Beweis dafir zu
-erbringen; die Untersuchungen Schering’s ** dagegen stellten fest,
dass sich dies nieht in allen Féllen so verhalte, dass es aber z. B.
auf die proprie primitiven Formen beschrankt, der Wahrheit ent-
sprache. — Diese Untersuchungen konnten in das System der
elementaren Arithmetik, wohin sie naturgemdass gehdren, bisher
nicht eingeflgt werden. Ein principielles Hinderniss boten die
beiden Dirichiet’sehen Primzahlsatze, worauf sich die Beweis-
flhrungen Schering’s stiitzten, ausserdem wird noch tberflissiger-
weise auch die Theorie der Composition in die Untersuchung mit
.einbezogen.

* Theorie des nombres 3e edition t. 1. p. 237.
** Theorie relatifs aux formes etc. LiouviUe Journal 1859, pag.
253—270.
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Meine Absicht ist es zumindest jenes speciellere Problem
elementar zu behandeln, demgemadss die algebraische und die
arithmetische Aequivalenz sich im Kreise der proprie primitiven
Formen gegenseitig deckt.* Der gegenwartige Aufsatz zerfallt in
zwei Teile. In dem ersten erbringe ich den Beweis dafiir, dass aus
der arithmetischen Aequivalenz die Gleichheit der Determinanten
folgt. In Bezug auf den ldeengang bin ich hier im Wesentlichen
Schering gefolgt, nur ist meine Beweisfuhrung in allen Teilen eine
elementare. In dem zweiten Teile beweise ich vorldufig bezlglich
der Formen mit negativer Determinante, dass diese, wenn arith-
metisch sequivalent, gegenseitig in einander transformirbar sind-

Es seien gegeben zwei arithmetisch dquivalente, proprie
primitive Formen
F=(A,B, C), f—a b ).

Die Determinanten seien D, d. Vor Allem ist es evident, dass
das Vorzeichen dieser beiden dasselbe ist, bleibt doch das Vorzei-
chen des Wertvorrates der Formen mit negativer Determinante
constant, hingegen kénnen die Formen mit positiver Determinante
sowohl positive, als negative Zahlen darstellen. Uebrigens folgt dies
auch aus dem noch spéter anzuwendenden Satze, dass Dd ein
vollstandiges Quadrat ist. W'dre dem namlich nicht so, so musste
es eine zu Dd teilerfremde und ungerade Zahl m geben in Bezug
auf welche

und somit mindestens in Bezug auf einen Primteiler g von m

* Die Fundamental-Classen etc. Abhandlungen der Kgl. Gesellschaft
der Wissenschaften zu Géttingen. Bd. XIV.
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(=1 (fH 0

Es ist aus dem zu ersehen, dass F keine solche Zahl darstel-
len kann, welche blos mit der ersten Potenz von q teilbar ist, wo-
hingegen f eine solche Zahl darstellt. Man kann ndmlich anneh-
men, dass a durch g nicht teilbar sei,* somit folgt aus der Con-
gruenz

ware. Es sei z. B.

ax2+~bx+c=0 (mod. g)
die Congruenz

a(ax*+2b.r+ ¢)= (ax+ bf—d=0 (mod. ) )

und umgekehrt. Aber (2) kann infolge (1) befriedigt werden, wenn
nun eine Wurzel x=~ (mod q) ist, dann stellt die Form f die
Zahlen

acE+hqgy.+ 2s (g+hqg) + c=a~*+ 22 -+c+24/ (AE+D) + ah2y:

dar. Ist der Congruenz
ac2+2fcc+c=0 (mod. g2

nicht genligt, dann gibt h= 0 eine solche Zahl, welche nur mit
der ersten Potenz von q teilbar ist. Ist sie erfullt, so erhalten wir
eine solche Zahl, indem wir den Wert von h als relativ prim zu g
annehmen, da falls

+ (mod. g)

im Sinne (2) auch d mit q teilbar ware, in Bezug auf welche es

relativ prim ist. Wir missen nun beweisen, dass die Determinan-

ten gleich sind und dies geschieht, indem wir den Beweis dafir

erbringen, dass sammtliche Primfactoren von D zugleich Prim-

factoren von d sind und umgekehrt, sowie dass die Exponenten

der Primfactoren gleich sind. Es sind zwei Falle zu unterscheiden.
1. Der Exponent ist ungerade, also

D=+pn+lD', d==zpiy+ld,

* Disqu. arithmetic*, art. 228.
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Wir miissen beweisen, dass A=y ist. Nehmen wir hingegen
an, dass A>v, so stellt f die Zahl

ab®—2bba+ca?=—a (b®2°—ac)=—ad

dar und ist —ad, wenn a mit p nicht teilbar ist, was angenom-
men werden kann, nur mit der Potenz 2v+41 von p teilbar. Die
Form F kann diese Zahl nicht darstellen. Wir diirfen wieder, an-
nehmen, dass A mit p nicht teilbar sei, wo dann F auf die fol-
gende Form transformirt werden kann : ¥

F=Ax2+ 2B’p‘l’+1 xy + C’pQVTQyZ’

und so ist eine Zahl seines Wertgebietes durch die Potenz 2v+1
von p teilbar, so muss in Bezug auf diese 2* durch p*+!, somit
durch p»+2 teilbar sein, die dargestellte Zahl ist demzufolge zu-
mindest mit der Potenz 2y+2 von p teilbar. Ebensowenig kann
v>1 sein, somit ist tatsdchlich y=2. Ich hebe besonders hervor,

~dass diese Schlussfolgerung auch fiir den Fall p=2 richtig ist.

2. Der Exponent des Primfactors ist gerade, d. h.
D=4r2D", d=4r2d".

Nehmen wir an
p>p, p—p>0.

Von den urspriinglichen Formen konnen wir im Wege der

Transformation auf die Formen
F=(4, r= B, ¥, S f=(d; vah; 7% ¢)
iibergehen. Betrachten wir jene Zahlen dieser beiden Wertvorrite,

welche durch 7¢ teilbar sind. Teilen wir diese durch 7¢, so bilden
sie evident die Wertvorrite der proprie primitiven Formen

F'=A, re—0 B, B#e-a(), f'=(a,b,:) (3)
demzufolge diese beiden Wertvorrite iibereinstimmen miissen. —

Die Zahl r sei fir Erste ungerade. Die Determinante der Form F
ist zumindest mit dem Quadrate von 7 teilbar, somit sind die

* DiricHELET-DEDEKIND : Vorlesungen iiber Zahlentheorie pag. 153.
(4. Aufl.) .
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an, dass die Exponenten ungleich seien, so erhalten wir nach der
Transformation Formen, deren eine eine ungerade Determinante,
die andere hingegen eine solche besitzt, welche zumindest mit 4
teilbar ist. Ist die ungerade Determinante =1 (mod. 4), so stellt

diese Form Zahlen von der Form 4n-3, sowie von der Form
n—1

4n+-3 dar, wohingegen in Bezug auf die andere (—1) 2 konstant:
ist. Ist dagegen die ungerade Determinante = 3 (mod. 4), so stellt
diese Form Zahlen dar, welche nur mit der ersten Potenz von 2
teilbar sind, wohingegen die andere Form keine solche Zahl dar-
stellt. Die Exponenten miissen also gleich sein.

16 %

Nun beschrinken wir uns auf Formen mit negativer Deter-
minante.

‘PWZ(Ay By C)’ -D=_A;
F=aibyloiid="4

Wir kénnen annehmen, beide Formen seien positiv. Die
Zahl A sei — von Null natiirlich abgesehen — die kleinste Zahl
des Wertvorrates F. Dies darf immer angenommen werden, da
die Form die kleinste Zahl eigentlich darstellt, sonst wiirde sie
einen wirklichen Teiler derselben eigentlich darstellen. Ebenso
sei @ die kleinste Zahl des Wertvorrates von f. Da jedoch die
Wertvorriite iibereinstimmen, ist

A=a—a
und somit

F=(d, B, C), fz(d: b: C);

hochstens auf eine parallele Form iibergehend, kénnen wir an-
nehmen, dass |2B|=a ist; es ist auch bekannt, dass als die
kleinste Zahl des Wertvorrathes

— 3—

ist. Nehmen wir fiirs Erste an @>1. Es ist

aF=(ax+By)*+4y?, af=(a&+by®+4dyp>.



ZUR THEORIE DER QUADRATISCHEN FORMEN.

Diese beiden Zahlencomplexe miissen tibereinstimmen.

Setzen wir nun
x=1, y=e,=—sgn. B,
80 ist
[aF),_, =(@+eBP+d4=a+4<4d. A1)

Yy=e,
Diese Zahl wird auch durch

af=(as+ by)s +4yp?
dargestellt, in Bezug auf diese Darstellung ist nothwendig |5|<2,
demzufolge 7 blos 0, +1 oder —1 sein kann. Ist =0, dann ist:
af mit @ teilbar und somit

(@+e,B2+4=a*+2e,aB+B*+aC—B*=
=a (@+2¢;B+ C)=0 (mod. @?),

2¢,B+C=0 (mod. a). (2)

Nun kénnen wir zwei Félle unterscheiden.
1. Die Congruenz (2) sei nicht erfiillt. In diesem Falle kann
» nicht Null sein, es sei 7=e,, somit
(@+e B+ d=(az+eb)*+ 4,
d. h. ist e; wieder +1

B—e,6,65b=0 (mod. @) 3y
und ist
B=ce,e,e;b+as,

so wird die Form f durch die Substitution

(0 cced
0 eegeq

in die Form F iibertragen. Die beiden Formen sind squivalent,
eigentlich oder uneigentlich.
2. Die Congruenz (2) sei erfiillt. Wenden wir nun die Sub-

(0 e

stitution




auf F an, so wird
a=d,

B=a+eB, |B|<a, '

C=ad+2¢,B+C, C=0 (mod. a).
Ist nun

oe=1," y=g=r-8gn.B,
‘80 ist

(@+eBR+Ad=<a*+4< L4

In diesem Falle kann aber das entsprechende 7 nicht Null
:sein, da sonst, weil g

C=0 (mod. a) ’

ist, jede der Zahlen g, 2B, C durch a teilbar, d. h. die Form nicht
‘proprie primitiv ware. Indem wir nach dieser Bemerkung die-
g -obige Schlussfolgerung wiederholen, sehen wir, dass die beiden
Formen @quivalent sind. x

Ist endlich a=1, so sind beide Formen zur Form
(1,0, 4

parallel, also auch =quivalent.
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Hierzu Tafel 1 und IX enthaltend eine geologische Karte und eine Profiltafel
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II. Bildungen der mesozoischen Gruppe:

Seite
1. Trias (?)-Schichten (Werfener Schiefer und Kalkstein) . ___ ___ 75
2. Obercretaceische, zum Teil petrefactenfiihrende Schichten ... ___ 77
Magnesiakalk mit Chalcedonadern ___ ___ S P e et 80
3. Verbreitung der obercretaceischen Serpentmla.ger L P OENE ) £
Beschreibung neuerer Serpentinvorkommmnisse ... ___ ___ ___ 87
Serpentinahnliche Gesteine ___ = ___ JEBER P 8 S5 Shell SR s
Obercretaceische Einlagerungen von doleritischem Trachyt . . 95
III. Tertidrgebilde :
1..Kohlenfithrende Sotzkaschichten .. .. ___ ___ _._. __ __ __ 98
Spuren ebensolcher am nérdlichen Abhang - . ___ __. ___ 102
2. Leythakalk vind Mergel . da 7o« w T afnl, 5 N0 it B Sl alo s inn i i
3. Sarmatischer Cerithienkalk und Mergel .. __. ... _._ ___ __ 109
4. Unter-pontischer Valenciennesienmergel . _._ ___ ___ __ __ 112
5. Ober-pontische Cardium-Schichten - ___ _.. ___ ___ ___ _._ 114
‘6. Paludinenschichten mit und ohne Lxgmtﬁotzen___ S b L Jae e £ ANIED
7- Quarzirachyt .72 OE =0 SRR T Suiie ol SR e St i AR
IV. Quaternire (diluviale) Bildungen .. ___ ___ __._ ___ _._ ___ 122
Vo-Alhiviale "Bildumtfen 2 2T 2 SRR =L A S R SR L

Ueber die geologische Beschaffenheit dieses siidungarischen
Inselgebirges, und besonders iiber einige interessante Bildungen
desselben, ist bereits eine kleine Reihe von Berichten und Mittei-
lungen erschienen, wozu ich selbst Manches beitrug. Trotzdem war
unsere Kenntniss iiber dessen geologischen Bau im Ganzen noch
sehr unvollstéiindig und liickenhaft. Um die Liicken zu ergiinzen
und eine womdoglich genauere geologische Uebersichtskarte zu
entwerfen, habe ich, auf Anregung des Herrn Directors der ung.
geol. Anstalt, Jomax~ Borckr, und mit Unterstitzung des Herrn
ANDOR v. SEMsEY im Sommer des Jahres 1893 einen ganzen Monat,
und in 1894 acht Tage auf die systematische Begehung und Auf-
nahme des Gebirges verwendet. Auf Grund dieser neuesten Be-
obachtungen und meiner friither erworbenen Erfahrungen, die
vollstindige geologische Literatur des Gebirges gewissenhaft vor

" Augen haltend, so auch eine vom Bergdirector Joser RocnLrrzer

im Jahre 1876 entworfene geologische Uebersichtskarte des Gebirges
zu Rate ziehend, habe ich nun in die entsprechenden Blitter der
Specialkarte 1:75,000, jedoch diese auf den Maassstab 1 : 100,000
reducirt, die geologischen Verhiltnisse eingetragen, und wurden
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auf dieser beiliegenden Karte folgende geologische Bildungen mit
besonderen Farben verzeichnet :

A) Sedimentdare Bildungen:

. Bildungen der Jetztzeit (Alluvium) = a.
. Loss, untergeordnet Sand und Gerdlle (Diluvium) = d.
. Paludina-Schichten = p, Levantische und Pontische
. Valenciennesia- und Cardium-Mergel = p, } Stufen
. Cerithienkalk, Mergel und Sandstein = s. (Sarmatische Stufe).
Leythakalk und Mergel (Ober-mediterrane Stufe) = Im.
. Sotzkaschichten mit Braunkohlenflotzen (Aquitanische Stufe) = s.
Lager von Magnesiakalk mit Chalcedonadern = kc. Obere Kreide, zum
. Dunkelgrauer, glimmeriger Mergel, Kalkmergel, } Teil Hypersenon
Kalk, Thonschiefer, Sandstein u. Conglomerat} Stufe.
10. Roter, graulicher und schwarzbunter Kalkstein = f,
11. Roter Sandstein, sandig-glimmeriger Thonschie- }Untere Trias
fer (Werfener Sch.) R TR e
12. Vorherrschend Thonglimmerschiefer (Phyllit), unter-
geordnet Thonschiefer, Glimmer- u. Chloritschiefer
13. Amphibolit, zwischen Phyllit gelagert — ap.
14. Glaukophanit « « « =. gp:
15. Vorherrschender Kalkschiefer u. krystallinischer Kalk,
mit untergeordnetem Phyllit wechsellagernd
16. Dieselben Schiefergesteine mit Kieselsiure und Eisenoxyd durch-
drungen = kp.

€00 N DO W -

B) Massige wnd eruptive Gesteine:

17. Quarztrachyt = o.

18. Obercretaceischer Trachyt = 7.

19. Serpentin = 0.

20. Diorite, meist sehr verindert, stellenweise mit Tuffen, zwischen Phylli-
ten gelagert = d.

Das Verzeichniss der auf das Fruscagora-Gebirge beziiglichen geo-
logischen Literatur moge der Beschreibung ebenfalls vorangehen.
(1) Beupant. Voyage minéralogique et géologique en Hongrie pendant
I'année 1818.
(2) H. Worr. Bericht iiber die geologische Aufnahme des Vrdnikgebirges.
Verhandl. der k. k. geol. Reichsanst. Wien, 1861—62, p. 158.

(3) Koce AnTar. Beocsin kornyékének foldtani leirdsa. A m. Foldt. Tars.

Munkalatai. III. kot. (1867) 62. 1. (Mit geol. Kirtchen).
{(4) Max v. HanprreN. Chromeisen und Magnetit von der Fruscagora. Aus
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der Sitzung der. ung. geol. Ges. vom 26. Juni 1867. Verhandl. der k. k..
geolog. Reichsanst. 1867, p. 211.

(5) K. PavL. Die Umgebung von Semlin. Verhandl. der k. k. geolog.
Reichsanst. 1870, p. 182.

(6) H. Worr. Die Umgebung von Peterwardein und Karlowitz. Verhandl.
der k. k. geol. Reichsanst. 1870, p. 213.

(7) Koce AnTar. Goéreséi kdzetvizsgilatok: Sanidintrachyt Rakovéerdl,
Szerém megyében. Ertek. a math. és term.-tud. korébél, kiadja a M.
T. Akad. 1871.

(8) A. KocH. Beitrag zur Kenntniss der geognostischen Beschaffenheit des
Vrdnik-Gebirges in Ostslavonien. Jahrb. der k. k. geol. Reichsanst.
1874, p-223:

(9) D. Sttr. Pflanzenreste von Vrdnik in Syrmien. Verhandl. der k. k.
geol. Reichsanst. 1872, p. 340.

(10) Dr. Oscar Lenz. Die Frusca-Gora (Reisebericht). Verhandl. der k. k.
geol. Reichsanst. 1872, p. 250.

(11) Dr. SzaB6é J6zser. Trachyt Pétervarad és Szerémbél. Foldtani Kozlony.
1873, p. 94.

(12) Kocr AntaL. Jelentés a Fruscagora hegységben 1871 nyarin tett fold-
tani kutatésrél. Foldtani Kozlony. 1873, p. 104 und 144. (Mit einer
geol. Karte und zwei Profilen).

(13) Ar. Porovic. O geoloskim odnofajema Fruskegore. I. O Fruskegorskim:
trachytima. Letopis Matince srbske. p. 173, 1873.

(14) Dr. Oscar LNz, Beitriige zur Geologie der Frusca-Gora in Syrmien..
Jahrb. der k. k. geol. Reichsanst. 1873, p. 295. Mikroskopische Untersu-
chiing des Trachytes von C. Doelter, p. 303.

(15) St. NEDELJKOVIS. Syrmier Sanidintrachyt. Verhandl. der k. k. geolog..
Remhsa,nst 1874, p. 15.

(16) Dr. C. DoerrEr. Trachytvorkommen in Syrmien. Verhandl der k. k..
geol. Re1chsanst 1874, p. 60.

(17) Dr. Oscar Lenz. Geologische Notizen aus der Frusca-Gora in Syrmien..
Verhandl. der k. k. geol. Reichsanst. 1874, p. 58.

(18) Ar. Porovic. Neuer Fundort von Trachyt in Syrmien. Verhandl. der
k. k. geol. Reichsanst. 1874, p. 226.

(19) Koca ANTAL. A rakovéci sanidintrachyt (?) és foldpatjanak vegyelem-
zése. Brtekez., kiadja a M. T. Akad. V. k. 1874. XI. sz.

(20) Ruporr Hornes. Die Valenciennesia-Mergeln von Beocsin. Jahrb. der-
k. k. geol. Reichsanst. 1874, p. 72. (Mit Taf. III).

(21) Koca Antan. Uj adatok a Fruscagora foldtani ismeretéhez, Foldtani.
Kozlony. 1876. 21. lap.

(22) Dr. AnrtoN KocH. Neue Beitrige zur Geologie der Frusca-Gora in Ost--
Slavonien. Jahrb. der k. k. geol. Reichsanst. 1876, p. 1.

(23) Dr. A. Koca. Olivingabbro aus der Frusca-Gora. Verhandl, der k. k
geol. Reichsanst. 1876, p. 235.
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(24) Porovics V. Sinpor. Jelentés a Fruscagora hegységben tett geologiai
gytijtésrél és kutatasrél. I. Eruptiv kézetek, Foldt. Kozl. 1876, p. 215.
II. Uledékes kézetek. Ebenda, p. 288.

(25) Rocruitzer Jozser. Adatok a Fruscagora foldtani megismertetéséhez.
Kozli Ingey Bfra. Foldt. Kozlony. 1877, p. 87.

(26) Dr. Koca ANTAL. Megjegyzések Rochlitzer J. foldtani térképe (Frusca-
gora) felett és nehény adat ezen hegység foldtani megismertetéséhez.
Foldtani Kozlony. 1877, p. 129.

(27) Vicr. v. ZepArOvicH. Dolomit-Pisolith und die sogenannte «doppelt-
kornige» Struktur. Zeitschr. fiir Krystall. u. Min. 1880. IV. B., p. 113.
(Beschreibung des Miemit’s von Rakovac).

(28) Dr. StauB Moricz. A Fruscagora aquitaniai fléréja (z'nit 4 Tafeln). Mit
geologischen Notizen von Jom. Borck. M. T. Akad. Krtekezések. XI. k.
1881. 2. sz. und Ertesits 1881, p. 20.

(29) Dr. M. Kisparic. Die Trachyte der Frusca-Gora in Kroatien (Syrmien)
Jahrb. der k. k. geol. Reichsanst. 1882, p. 397.

(30) Dr. M. Kispari¢. Die griinen Schiefer des Peterwardeiner Tunnels und
deren Contact mit dem Trachyte. Jahrb. der k. k. geol. Reichsanst.
1882, p. 409. (Dasselbe in croatischer Sprache in den Schriften der siid-
slav. Akademie. 1882. LXIV. B.).

(31) Dr. Koce AntaL. Kispati¢ értekezéseinek kritikai ismertetése. Foldtani
Ertesits. 1882, IIL. p. 109.

(32) Junius PerES. Ueber das Ligament und die innere Organisation der
Spheruliten. (Mit einem Holzschnitt). Foldtani Kozlony. 1882, p. 158.

(33) Dr. ANtOoN KocH. Geologische Mitteilungen iiber das Frusca-Gora-
Gebirge, I—III. Foldtani Kozlony. 1882, p. 270. (Mit einer Tafel).

(34) Dr. M. Kispamic. Die Glaukophangesteine der Frusca-Gora in Kroatien
Jahrb. der k. k. geol. Reichsanst. 1887, p. 35.

(35) Dr. M. Kispatié. Ueber Serpentine und serpentinihnliche Gesteine aus
der Frusca-Gora (Syrmien). Jahrb. der kén. ung. geol. Anstall. 1889
VIIL. Bd. 7. Heft.

(36) JuLrus PErHG. Cucullza Szabéi, eine neue Muschelart aus den hyper-
senonen Schichten des Pétervarader Gebirges. Foldtani Kozlony. 1892,
p. 196. (Mit 7 Abbildungen).

A) Uebersicht der orographischen und damit zusammenhangenden
geologischen Verhaltnisse der Fruscagora.

Dieses, gegen Siidosten zu am weitesten vorgeschobene Insel-
gebirge der siidlichen Teile der ungarischen Krone, erhebt sich
zwischen der Donau und der Save, unmittelbar am Ufer der Donan,
aus einem hiigelig-welligem Lissgebiet, welches in die Alluvial-
ebenen beider Fliisse tibergeht. Wenn wir die Erstreckung dieses

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII. 4
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Gebirges untersuchen, so kann man diese, aus dessen geologischen
Verhiiltnissen geschlossen, von da und bis dorthin in Rechnung
bringen, wo unter der allgemeinen Léssdecke noch iltere und
festere geologische Bildungen, als Kerne des Gebirges, zum Vor-
schein kommen. Sein westlicher Anfang liegt daher zwischen
Sarengrad und Sid, wo.der Riicken des Gebirges sich factisch plotz-
lich um bl. 50 M., also ziemlich steil, erhebt. Diese auffallende,
jedoch noch immer mit flachen Riicken versehene Erhebung, mit
ihren hervorragenden Punkten, wie Telek (200 M.), Lug (209 M.),
Cerik (207 M.) Contra (212 M.) u.s. w., trigt wirklich zuerst den
Namen Frusca-Gora (d. i. Steiles Gebirge). Den geologischen Grund
dieser auffallenden Erhebung finden wir in den Umgebungen von
Szot und Lyuba in den héufigen Ausbissen von Kalkglimmerschie-
fer und krystallinischem Kalk, welche in gewisser Tiefe eine mehr
zusammenhingende krystallinische Schiefer-Tafel oder Scholle,
als Kern dieser auffallenden Erhebung, verraten.

Von Lyuba angefangen dringt der langsam sich erhéhende
Hauptkamm (Babinac 234 M., Dekansko brdo 277 M., Dugacsko
polje 291 M.) in einem grossen Bogen oberhalb Visi¢c und Gypsa
gegen Norden zu, und sinkt da etwas hinab (Vukovac 278 M.,
Perdipolje 279 M., Jdndor 253 M., Kiselac 237 M.). Am nordlich-
sten Punkt dieses Halbkreises kommt abermals eine kleine Scholle
des aus krystallinischen Schiefern bestehenden Gebirgskernes zum
Vorschein ; wihrend sonst alles mit Loss bedeckt erscheint. Der
ostliche Fligel dieses Halbkreises erhebt sich am Berge Matoure
wieder zu einer Hohe von 285 M., und von da angefangen treten
die, die Axe des Gebirges bildenden, krystallinischen Schiefer schon
in zusammenhéingender Masse an die Oberfliche. Damit im Zu-
sammenhange hebt sich der Hauptkamm schnell (wichtigere Gipfel-
punkte sind: Gsikeria 317 M., Gaj 364 M., Jerakovac 388 M.,
lvina glavica 44% M., Letenka (454 M.), und erreicht zwischen
Beocsin und Bessenovo in dem Cerveni csott (539 M.) seinen hich-
sten Gipfel. Von da an sinkt der Hauptkamm allmélig tiefer. Die
nach einander folgenden wichtigeren Hohen sind : Kosarski csott
(auf der Specialkarte Orlovac) zwischen Beoesin und Jazak (524 M.),
Cerveni Krecsana (511 M.), Gradac bei Rakovac (471 M.), Lisai
vrch ebenda (490 M.), zwischen Ledince und Vrdnik der hichste
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Punkt 497 M.. Kralomka stolica bei Kamenitz 486 M.), der hochste
Punkt der Strasse zwischen Kamenitz nnd Ireg 444 M. Weiter
gegen Osten zn sind die Héhenpunbte 493. 477 nnd 478 M. nnd
oberhalb Eemeta velika erhebt sich der Belesevac mir 330 M.
Peher Bemete hinaus ist der hochste Punkt der nach Karlowitz
flhrenden Strasse 235 M.. der DobriJovac nur 271 M. Diese beiden
letzten Punkte befinden sieh zwar bereits auf reinem Lossgebiet,
es erleidet aber keinen Zweifel, dass unter der méchtigen L&ss-
decke die aus ober-cretaeeisehen Bildungen bestehende Gebirgsaxe
weiterstreicht, indem diese hinter Csortanovce, am steilen Donau-
strand entlang, zum Vorschein kommen. Xoch weiter ostwarts
hinter Keresedin bis tber Alt-Slankamen bilden Leytha- und sar-
inaiische Kalksehiehten die letzten sicheren Spuren der festen Ge-
birgsaxe. Der Hauptkamm des Gebirges lasst sich also bis zum
Donaustrande bei Slankamen verfolgen und sind hier einige her-
vorragendere Punkte: Karos (245 Mit, Decke des Csortanovceer
Tunnels 492 MT. bei Beska der Kalakdes 194 Md, bei Keresedin
der Kosevae 268 M. und die Planina <210 MA oberhalb Alt-
Slankamen.

Wenn wir nach alldem die Langserstreckung unseres Ge-
lirges messen, so finden wir. dass selbe vom Telek-Gipfel (200 M.)
im Westen an bis zum I>onaustrande bei Alt-Slankamen gerade
rt Km. misst, und dass die grosste Erhebung des Hauptkammes
am Cerveni esott beinahe in die Mitte fallt.

Von diesem hier skizzirten Hauptkamme fallt der nordliche
kiirzere Abhang bis zur Donau bedeutend steiler ab, als gegen die
Save zu der langere siidliche Abhang. These Gehdnge werden durch
beinahe parallel laufende, enge und tiefe Quertdler durchfurcht,
ausgenommen die sudliche Seite des Ostlichen Gebirgsendes, in
dessen plateauartigen Blicken sich auch ein Langstal gebildet
hat. Die Quertéler sind im grossten Teile des Gebirges, welches mit
dichtem Laubwald besetzt ist, wasserreich, in den héheren Legio-
nen strippig, kaum passirbar, und wegen den Abrutschungen des
dicken Waldbodens, an guten Aufschliissen ziemlich arm. An den
waldriedeckten Abh&ngen und Bilcken der Berge sind gute und
ausgedehnte Entbléssungen noch seltener und ist es sonach leicht
oegreifiieh, mit welchen Schwierigkeiten die Herstellung einer

4%
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genaueren geologischen Karte verbunden ist, und dass die bisheri-
gen Versuche von einander wesentlich abweichen. Ich war jedoch
bestrebt mit meiner neuesten Uebersichtskarte der Wirklichkeit
moglichst nahe zu kommen, und habe deshalb die sdmmtlichen
bisher beobachteten Daten darin zum Ausdruck gebracht.

In grossen Ziigen lésst sich der geologische Bau des Frusca-
gora- Gebirges folgenderweise skizziren (siehe die beigelegten
geologische Karte und Durchschnitte).

Die Axe des Gebirges wird durch einen Faltensattel der jiun-
geren azoischen krystallinischen Schiefer gebildet, dessen hochster
centraler Teil hauptséchlich aus Phylliten, die beiden Fliigel dage-
gen besonders aus Kalkphyllit und krystallinischem Kalk bestehen.
Der nordliche Fligel dieses Sattels wird durch eine bedeutende
Keibe von jungeren Bildungen zum grdssten Teil bedeckt; blos hie
und da taucht aus ihnen eine grdssere oder kleinere Scholle des
Gebirgskernes empor, und zwar nicht blos in Folge von Denuda-
tion, sondern gewiss auch vorhergegangener Gebirgsbriiche. Der
stidliche Fligel des Faltensattels wird von jlingeren Gebilden in
bedeutend geringerem Maasse bedeckt, wenigstensin der westlichen
Halfte desselben, wo die auffallendste Faltelung der oben liegen-
den Kalkphyllite auch im Kleinen zu beobachten ist. In der &st-
lichen Hélfte zeigt sich in Folge eines teilweisen Einbruches des-
sudlichen Fligels, ein grosser, buchtartiger Einschnitt, mit einzel-
nen stehengebliebenen Phyllitinselchen, welche Bucht durch
braunkohlen fiihrende oberoligocene Schichten ausgefulit ist; da-
raus man mit Kecht schliessen darf, dass der erwéhnte Einbruch
vor dem Zeitalter des Oberoligocens geschehen musste.

Zwischen die krystallinischen Schiefer eingelagert finden sich
untergeordnetDiorite, Amphibolite und Serpentine, ja in geringer'
Menge auch Glaukophanite.

Unter den sedimentér-jungeren Gebilden, welche den
Mantel des krystallinischen Schiefer-Kernes bilden, fehlt die
paldozoische Gruppe, nach meinen eigenen Beobachtungen, voll-
stdndig. Die mesozoische Gruppe beginnt hier ebenso, wie in dem
zunachst liegenden Pozseganer Insel-Gebirge, mit rotlichem Sand-
steinschiefer und dunklem Kalkstein, welche wahrscheinlich das-
untere Trias reprasentiren, und wovon eine kleine Scholle am
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nordlichen Abhang bei Beoéin, eine grdssere Masse aber am Sid-
rande des Gebirges zwischen Jazak und Bessenovo Vorkommen.
Von Jurabildungen findet sieb keine Spur, und auch untere Kreide
fehlt ganzlich. Die hochste Stufe des Kreidesystemes ist aber durch
eine méchtige Schiehtreihe vertreten, in welcher Sandsteine,
dunkelgraue Thon- und Mergelschiefer eine hervorragende Bolle
spielen, und zwischen welehe weitziehende Serpentin- und Trachyt-
Lager eingezwangt Vorkommen. Diese machtige Zone der ober-
cretaceischen Bildungen beginnt in der westlichen Halfte des Ge-
birges, in der Gegend von Szvil6s, zieht von hier am nérdlichen
Abhang gegen Osten weiter, allméhlig an Breite zunehmend und
héher hinaufreichend, erreicht zwischen Bakovac und Yrdnik den
Gebirgskamm und tritt dann denselben bildend auch auf den
sudlichen Abhang hintiber, um zwischen Karlowitz und Kloster-
Gorgeteg, in einer bl. 5 Km. breiten Ausdehnung, unter das bedeu-
tend tiefer liegende L&ssterrain zu sinken. Aberauch unter der Loss-
decke setzt sich diese Zone gegen Osten zu fort, denn am Steilge-
gehange des Kalakacs-Biickens, gegen die Donau zu, treten die er-
wahnten ober-cretaceischen Schichten 6fters zu Tage und bei Ker-
esedin findet man sie durch einen grossen Steinbruch entbldsst.

Leber den ober-cretaceischen Schichten ist die Continuitat
der xlblagerungen wieder unterbrochen, da das ganze Eocén und
die untere Halfte des Oligocens ganzlich fehlt. Das Ober-Oligocen
ist mit kohlenfiihrenden Sotzkaschichten vertreten, welche — wie
ich bereits erwahnt habe — hauptsachlich den am sudlichen Ab-
hang des Gebirges befindlichen buchtférmigen Einbruch ausfillen,
jedoch auch auf der entgegengesetzten Seite des Gebirges als
schmale Zone auftreten, die aber nur bis zum Tale von Bakovac
reicht.

Unmittelbar Gber den Sotzkaschichten, oder in der westlichen
Halfte des Gebirges in Mangel derselben Uber ober-cretaceische
Schichten, vieler Orten sogar unmittelbar (iber den krystallinischen
Kalkschiefern, lagern in ziemlicher Mé&chtigkeit und grosser Aus-
breitung der Leythakalk und Mergel der neogenen Beihe, deren
breite Zone im Westen den krystallinischen Schiefer-Kern umgibt;
nicht so im Osten, weil hier che Leytliakalkzone des nérdlichen
Flugels an dem, gegen die Donau gekehrten, steilen Abhange des
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Kalakacs-Riickens bis Slankamen fortzieht, wogegen die Zone des
stdlichen Flugels bei Kloster-Remeta veliki unter der Ldssdecke
verschwindet. Es ist daher nicht zuléssig in der dstlichen Hélfte
des Gebirges die nordliche und stidliche Zone des Leythakalkes in
der Gegend von Karlowitz zu verbinden, wie es bisher geschah.

Die breite Zone des Leythakalkes wird am nérdlichen Abhang
des Gebirges durch ein schmales Band von sarmatischem Kalk und
Mergel eingesdumt, welches bis Sémiin verfolgt werden kann. Am
sudlichen Abhange sind blos zweifelhafte Spuren davon bei Remete
und Gorgeteg nachgewiesen.

Ueber den sarmatischen Schichten folgt die méchtige Abla-
gerung des, der Pontischen Stufe zugehorigen, wohlbekannten Beo-
ciner Cementmergels, welche am nérdlichen Abhang unseres Ge-
birges in breiter Zone beinahe ununterbrochen fortstreicht, wéhrend
am stdlichen Abhang deren Zone — wie es scheint — grossten-
teils unter der Ldssdecke ruht.

In der 6stlichen Halfte unseres Gebirges findet man in ein-
zelnen Einbuchtungen der unterpontischen Mergelzone hie und da
noch ober-pontische Cardium- oder levanteische Paludina-Schich-
ten abgelagert, und Uber diesen ist der typische Loss des Diluviums
die auffallendste geologische Bildung, welche in Form einer allge-
meinen Decke alle alteren Gebilde tberlagerte und zum grossten
Teil noch jetzt, beinahe bis zu einer Hohe von 400 M., die alteren
Bildungen einhullt.

Die eruptiven Bildungen des Tertidrs sind durch echten
Quarztrachyt vertreten, welcher am sidlichen Abhang bei Jazak
und Vrdnik, an mehreren Punkten in Form méchtiger Géange teils
aus krystallinischen Schiefern, teils aus den oberoligocenen Schich-
ten hervorbricht.

Alluviale Bildungen, wie z. B. Gerolle und Grus, bedecken
blos an den Miindungen der Téler deren Boden. Die aus dem L&ss
und dem Detritus der alteren Gebilde, in Gefolge der reichen Vege-
tation hervorgegangene machtige Waldhumusdecke, welche die
Anhohen des Gebirges dicht uberzieht, ist wohl auch eine jetzige
Bildung; durfte aber in der geologischen Karte natlrlich nicht
zum Ausdruck gebracht werden.
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B) Eingehendere Beschreibung der geologischen Verhéltnisse des
Fruscagora-Gebirges.

I. Bildungen der archaeischen Gruppe.

1. Phyllite und krystallinischer Kalk.

In meinem Bericht von 1872 (12) habe ich Thonglimmer-
schiefer (Phyllit) als herrschendes Gestein beschrieben, dabei aber
auch das untergeordnete Auftreten von Thonschiefer und Glimmer-
schiefer hervorgehoben. Die Verbreitung des Kalkglimmerschiefers
habe ich am sudlichen Abhang bei Gergurevce beobachtet; endlich
constatirte ich im Kamenitzer Tale das inselférmige Auftreten von
grauem krystallinischem Kalke.

Nach Osc. Lenz (14) Ubergeht der vorherrschende Phyllit
einesteils in Thonschiefer, anderesteils in dickplattigen Glimmer-
schiefer oder auch in gneissartige Gesteine. Von Vrdnik gegen
Beocin zu schreitend beobachtete er am Gebirgskamm Kalkglim-
merschiefer. Auch beobachtete er sehr diinnschieferigen, weissen,
seideglédnzenden Talkschiefer, so am Kamme zwischen Svilos und
Lezsimir, dann in der N&he von Vrdnik am Berge Kula. Diese Be-
obachtungen kann ich aber nicht bestédtigen; denn die betreffen-
den Gesteine sind Sericitschiefer und wirklicher Talkschiefer
kommt nirgends vor. Einen schdnen, dunkel violetten Thonschie-
fer fand er in dem Steinbruch heim Kloster Jazak mit einem
Schichtverflachen zu 70° S. (?) aufgeschlossen.

Alex. B. Popovics (24) hatte ganz richtig erkannt, dass der
krvstallinische Kalk und der Kalkglimmerschiefer am méchtigsten
entwickelt, am Sldabhang des Gebirges verbreitet sind. Gegen
Westen zu tritt derselbe am entferntesten bei Szétt zu Tage, und
wurde der hier in Steinbriichen gebrochene gelbe Kalk beim Baue
mehrerer Klosterkirchen (z. B. Sisatovac und Kuvezdin) verwendet.
In der Néhe des Dorfes Lyuba wird der dunkelgraue, feinktrnige
Kalkstein in mehreren Steinbriichen gewonnen. Etwa 100 Schritte
von diesen Steinbriichen entfernt liegt die beriihmte Quelle Namens
«Banya», deren 18° R. warmes Wasser in einem Kkreisrunden
Becken hervorsprudelt und in den Tirkenzeiten als Bad benutzt
wurde. Er beschreibt ferner den krystallinischen Kalk, welcher hei
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Lezsimir die Berge Mala- und Velika Gradina zusammensetzt ;
dann in dem Bache bei dem Kloster von Sisatovac einen Talk-
schiefer, (?) welcher ein diinnes Lager bildet, nach meiner Erfah-
rung aber Sericitschiefer ist. Hinter dem Kloster Bessenovo tritt
der Glimmerschiefer in dem Rasovo-Bache in einer Michtigkeit
iiber 100 M. hervor und folgt dann Quarzit mit Kalk- und Ser-
pentin (?)-Einlagerungen.

J. RocuLrrzer (25) wies auf dem stidlichen Abhange von der
Linie Lednicze-Vrdnik an bis Remeta velika reichend einen beson-
deren schmalen krystallinischen Schieferzug nach, in welchem die
vorherrschenden Thonschiefer ein Verflichen von 5° NNO. zeigen.
Die Kamenitz-Iregher Landstrasse kreuzt diesen Phyllitzug wirk-
lich; nach meinen Erfahrungen jedoch verlédngert sich dieser gegen
Westen zu, um sich mit der Hauptmasse der krystallinischen Schie-
fer, welche den Kern des Gebirges bilden, schliesslich zu verbinden.

RocaLiTzer erwihnt ferner in dem Profile des Jazaker Tales
noch folgende krystallinische Schieferarten, unter dem Guttensteiner
Kalke liegend: 1. Quarzit; 2. Schwarzer Thonschiefer in bl. 100 M.
Breite, mit 60° S. Verflichen; 3. Talkfithrender Glimmerschiefer
(richtiger Sericitschiefer) mit Quarzlamellen 160—170 M. weit;
4. Kalkglimmerschiefer ; 5. Thonschiefer, Phyllit und Quarz-Glim-
merschiefer mit bl. 40 M. miichtigen Quarzitgingen; 6. Serpentin
mit Asbestadern. Schliesslich hebt er besonders die zwischen dem
Kloster Bessenovound dem Berg Kula verbreiteten michtigenQuarzit-
massen hervor, welche mit Kupfererzen hiufig impriignirt sind.

M. KisSpari¢ (35) erwihnt vom Kamme des Gebirges im Tale
des Kameniti Potok nach Jazak zu herabsteigend Kalkphyllit,
Chlorit- und Thonglimmerschiefer. Weiter hinunter folgt dann eine
miichtige Einlagerung von dunkelgriinem Amphibolit, dem sich
unmittelbar serpentinéihnliches Gestein anlegt. Noch weiter hinun-
ter tritt wieder der Amphibolit auf und an der Einmindung des
Srnjevadky Potok schliesst derselbe wieder ein méchtiges Serpentin-
lager ein. Diese Amphibolite haben, nach ihm, eine ziemlich ver-
dnderliche Zusammensetzung. Der Amphibol ist darin uralitisch
und wahrscheinlich aus Augit hervorgegangen, dafiir auch der
hiufige Epidot spricht. In manchen Varietiiten fehlt der Augit
génzlich, in anderen tritt er in abwechselnder Menge auf, aber
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Uberall befindet er sich in Umwandlung begriffen. Feldspath kommt
bald spahrlich, bald haufiger darin vor, fehlt auch manchmal génz-
lich. Apatit tritt accessorisch auf.

Ich selbst habe in den letzten Jahren die kristallinischen
Schiefer des Gebirges betreffend folgende Beobachtungen gemacht.
Bei Sott fand ich neben der nach IlI6k flihrender Strasse in einem
kleinen Steinbruche im beinahe zu Thon verwitterten Phyllit, klei-
nere oder grossere Kalk-Nester und Knollen eingestreut. Der Kalk
ist durch reichliches Eisenoxyd dunkelrot gefarbt und auch von
Kieselsaure durchdrungen.

Gegen Lyuba zu befinden sich am Ufergehdnge des Baches
unter der 10 M. méchtigen Lossdecke grosse, hohlenartige Stein-
briiche in dem krystallinischen Kalke. Der knollige, breccienartige,
rostgelbe Kalkstein, dessen Spalten weisser und gelblicher Kalk-
spath ausfullt, kommt auch liier im stark zersetzten Phyllit einge-
lagert vor.

Sidlich von Lyuba im Banyadol (Thal) befinden sich dia
grossten Steinbriiche. Auch hier liegt der rostgelb verwitterte, stark
zerkluftete Kalkstein unmittelbar unter einer 4—6 M. dicken Lss-
decke, bergeht aber tiefer in sehr schonen, frisch dunkelgrauen,
feinkdrnigen Marmor. Die plumpen Schichtbanke sind stark geho-
ben und zerkliftet, so dass das Verflachen, welches ich zu 65° NO.
bestimmte, nicht deutlich genug erscheint. Dieses Vorkommen von
krystallinischen Kalk ist ganz dasselbe, wie ich es in Kamenitzer
Tale, an der Strasse nach Iregh, im Jahre 1873 beobachtet und be-
schrieben habe (12,ns). Zu bemerken ist noch, dass an der Basis der
Lossdecke tberall eine 1—2 M. dicke Schichte roten Thones (Terra
rossa)unmittelbardemkrystallinischenKalke aufliegt; ein deutlicher
Beweis, dass am Ende der Tertidr- oder am Anfang der Quartarzeit,
die Verwitterung der nackten Kalkfelsen und somit die Bildung
der Terra rossa der Ablagerung des typischen L@sses voranging.

Zwischen Nestin und Vizics, am Sattel «Kapavicza», zwischen
den Hdéhen Jandor und Orlovac, kommt im reinen LoOssgebiete
ganz unerwartet abermals eine kleine Scholle des krystallinischen
Kalksteines zum Vorschein, welcher in einem kleinen Steinbruch
gebrochen wird. Der Kalkstein ist breccienartig, indem auf feinkdr-
nigem, dunkelrotem Grunde kleinere oder grossere weisse Kalk-
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trimmerchen gleichmassig zerstreut erscheinen. Auch Kalkspath-
adern ziehen durch das Gestein.

Oberhalb Divos, am Abhang des Pistinac Berges, im Talchen
des Bitovi Potok bietet ein grosser Steinbruch einen der schonsten
Aufschlisse des Kalkglimmerschiefers. (Siehe die Figur 1). Der
bl. 80—100 M. lange Aufschluss durchschneidet die Schichten
quer auf ihr Streichen. Diese bestehen abwechselnd aus diinn-
schiefrigem oder tafeligem Kalkglimmerschiefer. An den beiden
Béndern des Bruches herrscht der lamelldse, glimmerreiche Kalk-
schiefer (pt)vor; in der Mitte dagegen der tafelige Kalk (km), welcher
eben als Strassenschotter abgebaut wird. Dieser Kalk ist schmutzig-
grau oder gelblich, beinahe dicht oder feinkdrnig, seltener flecken-
weise rosarotlich. Haufig sieht man darin aus gelbem Braunspath

und weissem Milchquarz bestehende Adern und Nester als Aus-
flllungen von Spalten und Hohlrdumen, welche sich wéhrend der
Faltung der Schichten gebildet hatten. Der Verlauf und das Maass
der Féltelung der Schichten auf diesem kleinen Baum ist erstaun-
lich und ein entschiedener Beweis fiir den riesigen Seitendruck,
welcher diese Kalke bei der Hebung dieses Inselgebirges zusammen-
gepresst hatte. Der Kalkschiefer wird auch hier durch bl. 1M. roten
Thon (Terra rossa, a) und dariiber 8—10 M. normalen Ldss (I)
bedeckt.

Denselben Kalkphyllit habe ich von hier an gegen Osten zu
uber Kloster-Sisatowac bis Lezsimir verfolgt, wo er abermals durch
grosse Steinbriiche gut erschlossen ist. Hier erblickt man deutlich,
dass beinahe vertikal stehende, dicke Banke von dunkelgrauem,
krystallynischem Kalk in dem dunnschieferigen, stark gefalteten
Kalkschiefer mehrere parallele Einlagerungen bilden. Der krystalli-
nische Kalk ist mit breiten Adern gelblich-weissen, grobkérnigen
Kalkspates dicht durchsetzt, ohne jedoch Krystalldrusen zu bilden.

Von hier zieht der Kalkglimmerschiefer, mit diinneren oder
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dickeren krystallinischen Kalk-Einlagerungen, iiber Gergurevee
und Bessenovo, weiter gegen Osten zu und erreicht seine grosste
Entwickelung zwischen Jazak und Vrdnik. Von Gergurevce ange-
fangen bemerkt man aber an einzelnen Stellen oder zonenweise
eine eigentiimliche Umwandlung dieser Gesteine. Neben reichlicher
Ausscheidung von Eisenoxyd wird das Gestein von Kieselsdure
durchdrungen, in Folge dessen sich in Nestern oder Zonen leber-
brauner oder ockergelber, jaspisartiger Quarzit herausbildete,
welcher stellenweise noch von weissen Quarz- und bldulichen
Chalcedon-Adern durchsetzt ist. Solche Quarzite habe ich &stlich
von Gergurevce, auf der auffallenden Kuppe, Namens «Sulyomska.
Glavica», dann in der Umgebung des Klosters Bessenovo, an zahl-
reichen Punkten des Cerni Potok Tales bei Jazak, besonders héu-
fig im Vrdniker Duboesac Tale, dann oberhalb Vrdnik nahe zum
Gebirgskamm und beim Kloster Hopovo — beobachtet und gesam-
melt. In der Umgebung von Vrdnik trifft man diesen jaspartigen
Quarzit besonders hiufic an. Die Hauptmasse des Kula Berges,
dessen Gipfel die Ruine eines Wachturmes ziert, besteht aus ocker-
gelbem Quarzit, durchwoben mit weissen Quarz- und Chalcedon-
Adern. In Drusenriumen fand ich seltener bis zu 5 Cm. lange und
3 Cm. dicke Milchquarz-Krystalle ausgeschieden. Im Quarzite fin-
den sich nesterweise schon roter oder briunlichgelber Jaspis —
ausgeschieden, und fand ich auch Sticke mit glinzenden und
striemigen Gleitflichen. Oberhalb Jazak, am Berge Kosmatica lie-
gen die Bruchstiicke dieses Jaspis in der Nihe eines michtigen
Serpentinlagers herum.

Diese Verkieselung des Kalkphyllites und krystallinischen
Kalkes ist, meiner’ Ansicht nach, mit dem Umwandlungsprocesse
der Diorite und der Serpentinisation der Olivingesteine in engem
Zusammenhange. Tatsache ist, dass bei dem Kloster Hopovo und
am Berge Kosmatica oberhalb Jazak solche Verkieselungen un-
mittelbar in Verbindung mit méchtigen Serpentinlagern auftreten,
und ist es, nach den bisherigen Beobachtungen, wahrscheinlich,
dass am stidlichen Abhang, zwischen Vrdnik und Gergurevce, noch
mehrere Serpentinlager zwischen die krystallinische Schiefer ein-
gezwingt vorkommen. Aber aunch in der Umgebung von Vrdnik
gelang es mir in den letzten Jahren an drei Stellen, bei Jazak an
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einer Stelle, zwischen den verquarzten Kalkschiefern teilweise noch
ziemlich frische, teilweise schon stark zersetzte und umgewandelte
Diorite in Lagern aufzufinden. Auch habe ich schon im Jahre 1873
nachgewiesen (12), dass auch die am nérdlichen Abhang dahin-
ziehenden méachtigen Serpentinlager durch quarz- und chalcedon-
hiltige Magnesiakalke begleitet werden, welche die mit dem Ser-
Pentinisationsprocesse verbundenen Umwandlungsprodukte des
ober-cretaceischen Kalksteines darstellen. Demzufolge erscheint
es mir klar, dass die am stidlichen Abhang des Gebirges beobach-
tete jaspisartige Verkieselung des Kalkphyllites mit den daselbst
vorkommenden Diorit- und Serpentin-Lagern in enger genetischer
Beziehung steht, und wihrend des Umwandlungsprocesses der ur-
spriinglichen Gesteine jene grosse Menge von Kieselsiure und
Eisenoxyd ausgeschieden wurde, welche den Kalkphyllit und den
dunkelgrauen krystallinischen Kalkstein in beschriebener Weise
umgewandelt haben.

Die mit der Serpentinisation verbundene reichliche Ausschei-
dung von Kisenoxyd hinterliess noch deutlichere Spuren in der
Nihe der Serpentinlager, meistens in enger Verbindung mit den-
selben, ndmlich diinne Lager verschiedener Eisenerze. So habe
ich bereits in meinem Bericht von 1873 hervorgehoben, dass derbes
Rot- und Brauneisenerz in Form von Geréllen in jedem Bachbett
des nordlichen Abhanges héufig vorkommen. Im Jahre 1893 fand
ich im Jazaker Cerni Potok Tale einen kopfgrossen Klumpen derben
Hiamatites. Aus dem Mali Potok Thal bei Ledincze bekam ich auch
ein faustgrosses Gerélle von derben Magnetit, welches starken po-
laren Magnetismus zeigte. Joser Porrrz, ehemaliger Verwalter der
Ledinczeer Silbergrube, entdeckte am Gradac Berge bei Rakovae,
zwischen Serpentin, ein 10 M. méchtiges, unter h. 9 streichendes
Lager von unreinem erdigem Eisenerz, welches auf die Magnetnadel
einwirkt. Die mit dem Serpentin in Contact stehenden Schiefer und
Mergel sind allgemein mit Eisenoxydhydrat impragnirt, so dass
selbe hiufig als schwachhiiltige Eisenerze gelten konnen.

Aus meinen, in den letzten Jahren gemachten Beobachtungen
will ich noch Folgendes hervorheben.

Indem ich von Vrdnik aus im Tale des Duboesac Potok auf-
wirts stieg, beobachtete ich hinter dem Kula-Berg im Liegenden

.
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des Quarzites zuerst quarzreichen Phyllit, dann einen schwarz-
grauen, bléatterigen, sehr schonen Thonschiefer, welcher grosse
Milchquarz-Xester und bis Brodlaib grosse Spharosiderite ein-
schhesst. Dazwischen gelagert findet sich auch ein feinkérniger,
schwarzer Quarzsandstein. Noch hoher, bei der Gabelung des
Dubocsac Baches, kommt wieder brauner Phyllit, unter 45—50°
nach X verflachend, zum Vorschein, und dieses Gestein halt in
der linken Abzweigung des Baches bis zum Abhang des Kosmatica-
Berges an, wo aus dem dichten Waldboden in Begleitung von
gelbem Jaspis, ein méchtiges Serpentinlager hervortritt.

Von diesem Serpentinberg in das Cerni Potok Tal von Jazak
hinabsteigend, beobachtete ich wieder gelben Jaspis, dann quarz-
reiche Phyllite bis zum Talboden, wo sich abermals gelber Quarzit
zeigte. Xoch weiter unten streichen die Schichten eines schénen
lichtgriinlichen Phyllites, mit einem Einfallen unter 70° SSV.
durch das Tal.

Bei der alten Klosterruine beginnt das VVorherrschen des ver-
kieselten krystallinischen Kalkes, welcher an zahlreichen Stellen,
bis hinunter zum Kloster Jazak, in grossen Steinbriichen gebrochen
wird. Seine Schichtbanke fallen unter grossem Winkel (70°) gegen
S. ein, gewohnlich aber ist das Verflachen infolge der starken Zer-
kliftung nicht deutlich genug. Hie und da verrat eingeschalteter
Kalkphyllit das Wesen der ganzen Bildung. Was diese verkieselten
krystallinischen Kalke noch besonders auffallig macht, ist das hau-
fige Vorkommen von eingesprengten Kupfererzen. Urspriinglich
war dieses Erz Chalkopyrit, welches aber nahe zur Oberflache
grosstenteils in Malachit und Azurit umgewandelt wurde. An sol-
chen Stellen ist der Kalk mit grellgriinen und blauen Flecken be-
deckt. Spérlicher findet man neben diesen, entlang der Spalten,
auch dickere Incrustationen dieser Erze, ja sogar hiibsche strahlig-
stdnglige Partien kommen vor. Ausser diesen Kupfererzen fand ich
sehr selten auch grobkdrnigen Galenit eingesprengt. Haufig sind
aber die Spalten des Kalkes mit ockergelben Braunspath-Krystall-
chen liberzogen, welche durch lebhaften metallischen Perlmutter-
glanz und Irisieren auffallen.

Das Gestein des inselartig aus den Sotzkaschichten sich er-
hebenden Morintovo Berges bei Vrdnik, welches J. Bochlitzer auf
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seiner geologischen Karte als Serpentin bezeichnet hatte, ist, nach
meiner Beobachtung, nichts anderes, alsverkieselter kristallinischer
Kalk, abwechselnd mit grinem Schiefer, welchen Bochiitzer flr
Serpentin hielt, der aber, nach meiner Untersuchung, Dioritschiefer
ist, ahnlich jenen, welche auch am Peterwardeiner Festungsberge
Vorkommen.

Schliesslich will ich noch jene kleine Partie kristallinischen
Kalkes hervorheben, welche man in neuester Zeit zwischen Kar-
lowitz und Bukovac, in der sogenannten Slavina Bara durch einen
Steinbruch erschlossen hat. Hier beobachtete ich, auf die Seite ge-
drangt, die Schichten hell braunlichen Phvllites und dazwischen
gelagert ein machtiges Kalklager. Der Kalkstein ist rotlich und
graubunt, mit weissen Kalkspathadern durchwoben, stark zerklif-
tet, breccienartig. Die stark gehobenen Schichten streichen in NW
Dichtung. Diese Kalkscholle, so wie auch der krystallinische Kalk
des Yeliki breg hei Kamenitz, sind deutliche Zeugen, dass die den
Kern des Gebirges bildenden krystallinischen Schiefer unter der
Decke der jlingeren Bildungen und des Lésses, in der Pachtung
gegen den Peterwardeiner Festungsberg weiter ziehen, und da auch
hier, in der Ndhe des Kamenitzer Tores, licht rétlicher, diinnblét-
teriger Phyllit, bl. mit 0—W Streichen vorkommt, und damit in
Verbindung Dioritschiefer und Dioritlager auftreten: ist es ganz
klar, dass auch der Festungsberg eine abgerissene und hangenge-
bliebene Scholle vom ndérdlichen Fligel der krystallinischen
Schiefer-Falte unseres Gebirges darstellt.

Die grosse petrographische und tektonische Mannigfaltigkeit
der krystallinischen Schiefer-Axe der Fruscagora steigert sich noch
dadurch, dass zwischen die Phvllite gelagert an einzelnen Stellen
auch seltenere Schiefer und alte massige Gesteine Vorkommen,
Uber die ich in den folgenden Abschnitten sprechen will.

2. Giavkophanit.

Die Glaukophangesteine der Fruscagora hatte M. Kispatic
entdeckt und beschrieben (34). Indem ich hier einfach auf diese
Beschreibung hinweise, will ich blos einen neuen Fund dieses in-
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teressanten Gesteines besprechen, welchen ich im .Jahre 1894 ge-
macht habe.

Mein Fundort befindet sich am Gebirgskamm zwischen den
Bergspitzen des Cerveni csott und des Orlovae (bei Kispatic Koza-
rov csott), ndher zum Letzteren, nahe zur Quelle des nach Beocsin
hinunterfliessenden Kozarski Botok (Baches) gelegen. Der Fundort
des anstehenden Gesteines, welchen Kispatic angibt, kann nicht
weit weg davon liegen; da dieser aber nach seiner Beschreibung
neben dem Fussteige liegt, welcher vom Kamm nach Jazak hinun-
ter fihrt, so kann derselbe mit meinem Fundorte nicht identisch
sein, umsoweniger, da auch die Gesteine beider Fundorte erheb-
lich abweichen.

An meinem genannten Fundorte habe ich eigentlich blos
einen, auf dem Waldboden liegenden, bl. pferdekopfgrossen Block
getroffen; ich halte es jedoch fiir wahrscheinlich, dass man hier
das Gestein auch anstehend treffen musse. In diesem Teile des
Gebirgskammes zeigen sich blos Spuren von quarzreichen Phylii-
ten, so dass ich nicht zweifle, es misse der Glaukophanit darin
eingelagert VVorkommen.

Das Gestein ist dunkel blaulichgrau, feinkérnig, ins fasrige
sich neigend, seidenglanzend, die verwitterte Oberflache mit diinner
rostbrauner Kruste Uberzogen, oder auf dunkelbraunem Grund mit
Bostflecken versehen. Die sehr kleinen Glaukophan-Krystallnadeln
fallen, auch mit der Lupe besehen, nicht besonders in die Augen.
Das Gestein ist sehr z&he und hart, es konnten kaum Handstiicke
davon formirt werden, und zerbrach lieber in unregelmaéssig eckige,
als in plattige Stlcke, in welcher Hinsicht es vom entschieden ta-
felig brechendem Gestein des Kispatic’sehen Fundortes &dusserlich
schon abweicht. Auch das Gewicht des Gesteins ist auffallend, ich
fand dessen sp. G. 3*15.

Mit scharfer Lupe besehen, bemerkt man vorherrschend
dunkel bldaulichgrauen, verworren faserigen, seidegldnzenden
Glaukophan und untergeordnet hell gelblichgriinen Epidot (Pista-
zit), und zwischen diesen eingezwangt graulichweisse, fettglan-
zende Quarzkdérnchen.

Unter dem Mikroskop treten die auffallend blauen, lebhaften
‘Dichroismus zeigenden, wellig gebogenen und verworrenen Stén-
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gel und Fasern des Glaukophan in nicht scharf begrenzten
Krystallschnitten besonders hervor. Die dazwischen gebliebenen
kleineren und grosseren Réume werden durch Krystallkérner des
Epidots und Quarz ausgefiillt. Die noch frischen Kerne der stark
zerspaltenen Epidotkorner sind griinlich oder gelblich, durch-
scheinend und polarisiven in lebhaften Interferenzfarben. Die
Hiille der Koérner und die Spaltengegenden sind in grasgriine
Chlorit-Aggregate umgewandelt.

Die noch kleineren Quarzkérner sind graulich, wegen vielen
Einschliissen durchscheinend, und zeigen zwischen gekreuzten
Nicols Aggregatpolarisation. Die Art der dichten Einschliisse konnte
nicht bestimmt werden. Unter den Quarzkérnern fanden sich einige
dhnlich aussehende, jedoch lingliche Krystallschnitte, welche poly-
synthetische Zusammensetzung zeigten, daher auf das Vorhanden-
sein von etwas Plagioklas hindeuten. Ein durchscheinender, ins
rotlichgelbe ziehender, regelmissiger Krystallschnitt, der zwischen
gekreuzten Nicols dunkel blieb, diirfte lichter Al. Ca-Granat sein, den
auch Ki18paTiC in den Glaukophaniten des Kozarov csott erwihnt.
Endlich bemerkt man bei oberer Beleuchtung sehr selten einge-
sprengt kleine Pyritkérner, zum grossten Teil schon in Limonit
verwandelt. Rutil, welchen KispaTi¢ als Einschluss im Glaukophan
gefunden, bemerkte ich nicht.

Auf zwei Exemplaren der mitgebrachten Handstiicke werden
die braunen Rissflichen durch weiss- oder griinlichgelbe, durch-
sichtige, hochstens '/z mm. kleine Krystillchen mit perlmutterglin-
zenden Spaltungsflichen, bekleidet. An verwitterten Stellen finden
sich auch solche durch Eisenrost braunrot gefirbte.

Mit der Loupe betrachtet, sieht man wiirfelahnliche Gestal-
ten oder perlmutterglinzende, rhombische Spaltflichen. Eine Par-
tie der Krystalle schabte ich mit dem Messer ab, um sie weiter zu
untersuchen. Mit den grésseren Schmelzversuche anstellend, fand
ich, dass sie in der Bunsen’schen Flamme leicht zu einem weissen
schaumigen Email schmolzen, wobei die Flamme durch Na
schwach und dann durch Ca stérker gefirbt wurde. Ein Krystill-
chen wurde im Glasrohr erhitzt, schmolz auch hier und setzte zu-
gleich Wasser ab. Ein Krystillchen habeich zwischen zwei reinen,
ritzfreien Glaslamellen zerdriickt; es geschah dies unter knir-
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sehendem Gerédusch und es zeigten sich Patzspuren am Glase. Die
Hérte des Minerales erreicht daher den 6. Grad.

Einige Krystallbruchstiicke, dann auch das grobe Pulver
davon, liess ich langer kochender Salzsdure ausgesetzt; ich fand
aber, auch unter dem Mikroskop besehen, keine wesentliche Ver-
dnderung an ihnen.

Schliesslich habe ich die feinsten Teile des abgekratzten
Materiales in Canadabalsam auf ein Deckglas gebracht und unter
dem Mikroskop untersucht. Ausser den Gemengteilen des Gesteins
(blaue Glaukophan- und griine Epidot-Prismen, wasserklare Pla-
gioklas-Blattchen und graue Quarzkémchen) waren auch von un-
serem gelben, durchsichtigen Mineral viele Krystallchen zu sehen.
Diese hatten entweder die Gestalt eines Ehombus oder eines recht-
winkeligen Viereckes. Die spitzeren Vinkel des Ehombus fanden
sich manchmal abgestumpft: che gegeniiber hegenden Seiten der
Vierecke aber zeigen oOfters Abstumpfungen der Kanten. Zwischen
gekreuzten Xikols ist che Exstinction stets parallel, was auf das
rhombische System hinweist; bei schiefer Stellung aber deuten
sehr lebhafte Interferenzfarben auf starke Lichtbrechung. Den
spitzen Winkel der Ehombenfidchen mehrmals gemessen, fand ich
im Mittel 69°. Auf manchen dieser Flachen zeigten sich feine Dia-
gonalstreifen, an einigen Viereckflachen aber mit einer Seite
parallele Streifen.

Ahe diese Eigenschaften verweisen auf Prehnit, wenn der
gemessene Winkel nicht jener des Prisma (S0° 4'), sondern der
Pyramide ist, welcher 67°38"' betrdgt. Dieser Zeohth kommt fac-
tisch in Spalten der dltesten Massengesteine (Granit, Diorit u. s.
W.) Vor.

3. Diorit-Gesteine.

Ueber die choritischen Gesteine der Fruscagora schrieb zu-
erst M. Kispatic (30), wo er zeigte, dass das bisher fir Serpentin
gehaltene Gestein des Festungsberges von Peterwardein Grinstein-
schiefer sei, und zwar teilweise Dioritschiefer (die nord-westliche
Seite des Berges), teilweise Diabasschiefer (die stid-westhehe Seite).
Indem ich che Mittheilung Kispatic’ besprach (331, kam ich nach
einer Untersuchung der Griinsteine des Peterwardeiner Festungs-

Mathematisehe und Satuncissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XUL. 5
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berges, welche ich seinerzeit gesammelt habe, zu dem Schliisse,
dass diese nach ihrer mineralischen Zusammensetzung und mi-
kroskopischen Struktur fir wirklichen dichten Diabas und Diorit
gelten missen, welche in Folge starker Uméanderungen (Uralitisie-
rung, Chlorit-, Epidot- und Kalkspath-Bildung) die feinkdrnige
Textur dusserlich beinahe verloren, zu einem serpentinéhnlichen,
dichten, gleichartig erscheinendem Gesteine wurden. Die tafelige,
oOfter vollkommen schiefrige Struktur betrachte ich nicht als geni-
genden Beweis daflr, dass man das Gestein fir einen wirklichen
Schiefer, also ein Sediment, erklaren konnte ; denn bekannterweise
ist die &ussere Erscheinungsform der Diorite und Diabase Uber-
haupt, da die meisten in Form von Lagergédngen oder Lager
zwischen dlteren Schiefern eingezwéngt Vorkommen, o6fters tafel-
formig, als massig; anderenteils sind die neben dem Kamenitzer
Tor anstehenden Grinsteinfelsen genug massig und unregel-
massig zerkliftet, um das Gestein dem Ansehen nach mit eben
solchem Rechte fiir ein massiges Gestein halten zu kénnen. Die
ziemlich constanten Streichungs- und Einfalls-Bichtungen der
Griinsteintafeln (nach Kispatic am Eingang des Tunnels gegen die
Donau NO—SW mit 60° Verflachen) sprechen auch fur Lager-
gange oder Lager, umsomehr, da beim Kamenitzer Tor, bl. unter
denselben Streichen und Verflachen, Phyllit sich zeigt, zwischen
welchem die Lagergange des Grinsteins eingezwéngt Vorkommen.
Die grossere Masse des Phyllites ist jedoch hier teils denudirt,
teils in der Tiefe verblieben.

Fir die Richtigkeit meiner Auffassung spricht auch die erneu-
erte mikroskopische Untersuchung der Peterwardeiner Griinsteine,
deren Ergebnisse ich hier mitteilen will.

A) Die unregelmassig polyedrisch abgesonderten, mehr mas-
sigen Grinsteine.

1. Das Gestein ist blaulichgriin, uneben und splitterig bre-
chend, gleichartig erscheinend, und braust, mit Salzséure hefeuch-
tet, an einzelnen Punkten, wo auch Spaltblattchen von Kalkspath
sichtbar sind. Das benetzte Gestein zeigt auf hellergriinem Grunde
dunklere griine prizmatische Schnitte, welche auch durch ihren
seidigen Glanz von der matten Grundmasse abstechen.

Unter dem Mikroskope sieht man die mehr oder minder ver-
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.anderten Reste dreier Hanptgemengteile, und zwar in gut be-
grenztenKrystdUchen, wodurch das Gestein panidiomorph-holokry-
stalline Textur besitzt, a) Plagioklas in graulich durchscheinenden,
stark getriibten, langen leistenférmigen Krystallschnitten, welche
die Spuren nicht vieler, dicker Zwillingslamellen hie und da noch
«aufweisen, obzwar sie zum grossten Teile nur mehr Aggregatpola-
risation besitzen; b) blassgriine, beinahe durchsichtige grosse
Krystallschnitte, oder auch unregelmdssig begrenzte Felder, mit
dem Plagioklas in gleicher Menge ausgeschieden. Man sieht in
ihnen hie und da sehr kleine, gelbliche Epidotkdrner, dann weisse
wolkenartige Leukoxen-Tupfen und Punkte, endlich sehr selten
auch schwarze metallglanzende Titaneisenkérner mit stark rosti-
gem Leukoxen-Hofe umgeben. Salzsdure hatte unter lebhaften
JBrausen an zahlreichen Punkten kleinere oder grossere Locher
ausgefressen, woraus man auch auf Kalkspath als Zersetzungs-
product schlie8sen muss. Die reinsten Stellen dieses blaugriinen
Minerales zeigen mit unterem Nikol kaum etwas Dichroismus und
Lichtabsorption. Zwischen gekreuzten Nikols zeigt sich die Aggre-
gatpolarisation der verworren feinfaserigen Textur, wie solche dem
dichten Chlorit auch eigen ist. Unser blassgriines Mineral ist also
jetzt das Gemenge von vorherrschendem Chlorit, untergeordnetem
Pistazit und Calcit, welche jedoch nur Umwandlungsproducte eines
urspringlichen Minerales sind. Was dieses Mineral war, das lasst
sich zwar in dem gegenwaértigen Stadium der Umwandlung nicht
mehr sicher erkennen; da man aber in anderen Grinsteinen
sowohl von hier, als auch hauptsédchlich am siidlichen Abhange
des Gebirges, den Amphibol als wesentlichen Gemengsteil noch
gut erkennen kann, zweifle ich nicht daran, dass auch in diesem
Gestein Amphibol das urspriingliche Mineral gewesen war; c) hell
rindenbraunliche, stark zerkluftete, durchsichtige kleinere Krystafl-
schnitte, welche blos an den Ré&ndern und entlang der Spalten zu
einer undurchsichtigen Substanz uméndert sind. Sie finden sich
einzeln oder gruppenweise in grosser Anzahl zwischen die Plagio-
klas-Leistchen eingezwangt, wahrend sie in den blassgrinen Fel-
dern génzlich fehlen. Dichroismus zeigen sie keinen, zwischen ge-
kreuzten Nicols jedoch lebhafte Interferenzfarben. Die regelméssi-
geren, langlich viereckigen Schnitte zeigen eine Exstinction unter
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45—50°. Auf Grund dieses Verhaltens muss man dieses Mineral’
fir einen monoklinen Pyroxen halten, welcher unter allen Gemeng-
teilen am wenigsten verdndert wurde.

Wenn man jetzt diese mineralische Zusammensetzung und
die eigentimliche idiomorph-holokrystalline Textur vor Augen
haltend, nach der Art des urspriinglichen Gesteines fragt: kann
man sie nur flr pyroxenhdltiyen Diorit erklaren, welcher in Folge
der Chloritisirung und Epidotisirung des Amphibols, Kaolinisirung
des Plagioklas — stark verandert ist und oberflachlich betrachtet,
an Serpentin erinnert, wofir es friher auch gehalten wurde.

2. In Textur und Farbe der Grundmasse dem vorigen &hn-
liches Gestein; nur sind zeisiggrine Pistazitflecke sehr héufig
darin, aber auch die schmalen gléanzenden Flachen der Plagioklas-
Krystallchen glitzern hervor. Ausserdem bemerkt man noch glan-
zende Kalkspat-Spaltflachen und eingesprengte Pyritkérner. Mit
Salzsdure braust das Gestein an unzahligen Punkten, besonders aber
um den Pistazitadern und Flecken herum, und den Spalten entlang.

Unter dem Mikroskop erscheint das Gestein als ein bedeu-
tend kleineres Krystallaggregat, und sind deren Gemengteile nur
teilweise idiomorph, deshalb auch mehr zusammenfliessend, wie
im vorigen Gestein. Der grauliche, wolkige Feldspath besteht zum
grossten Teil aus leistenférmigen, zwillinglamelldsen Plagioklas,,
zum Kleineren Teil sieht man auch unregelmadssig begrenzte, Aggre-
gatpolarisation besitzende Felder davon. In derselben Menge
kommt damit ein hell grasgriines, beinahe durchsichtiges, schwach
faseriges Mineral gemengt vor, dessen unregelmassige lange Pris-
menschnitte mit ausgefranzten Enden, sowie auch abgeldste Faser
zwischen den Plagioklasschnitten eingezwdangt durcheinander lie-
gen. Unter gekreuzten Nicols sieht man ziemlich lebhafte, jedoch
der faserigen Textur entsprechend, differente Interferenzfarben.
Dichroismus ist kaum zu bemerken. Auch in Sonstigen ist es dem
veranderten Amphibole des Gesteines Nr. 1 &hnlich. Auch hier fin-
det man kleinere oder grossere, gelbliche, eckige Pistacit-Kdrnchen,
nebst Kalkspatli eingeschlossen. Endlich sieht man zwischen all’
diesen verédnderten und secundéren Bestandteilen weisse Leukoxen-
Flecke dicht zerstreut, unter welchen manche noch schwarze Ti-
taneisenkdrnchen enthalten.
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Demzufolge muss dieses Gestein fiir veranderten feinkorni-
gen Diorit erklart werden.

B) Tafelig-grobschiefriger Grinstein. Auch von diesem habe
ich Exemplare von zwei Fundpunkten untersucht, darunter das
-eine in unmittelbarer N&he des oben erwdahnten Phyllites am
Festungsberge vorkommt.

1. Mikroskopisch sind diese Gesteine hell graulichgriin, matt,
dicht. Mit Loupe betrachtet erscheinen sie feinkdrnig, splitterig,
an einzelnen Punkten flimmernd und lassen auch spérlich schwarze
Tlpfchen eingestreut erblicken.

Unter dem Mikroskop erscheint das Gestein als ein dichtes
verworrenes Gemenge von verschiedenfarbigen Krystallbruch-
sticken und Splittern. Dazwischen sieht man hell grasgrine
Flecke, die Beste veranderten Amphibols. Durch den Schliff zieht
eeine Ader hindurch, aus gelblichen Pistazit und graulichen Calcit-
kornern, mit Eisenrost vermengt, bestehend. Im ganzen wirren Ge-
menge sind schliesslich noch kaolinartige Flecke und Tupfen dicht
.eingestreut, oder auch in welligen Schichten geordnet. Es ist das
das Bild eines Triimmergesteines, und ich glaube wirklich ein tuff-
artiges Produkt der beschriebenen Diorite vor mir zu haben, das
mit dem Massengestein wechsellagert oder an dessen Basis lagert.

2. Ein diesem Diorittuffe ganz &hnliches Gestein beobachtete
ich auch bei Vrdnik, im Morintovo Bache aufgeschlossen, wo sel-
bes in dem verkieselten krystallinischen Kalke eingelagert ist. Auf
der geologischen Karte Bochlitzeb’s ist dieses Vorkommen noch
als Serpentin bezeichnet. Das graulichgriine, matte, grobschiefrige®
dichte Gestein ist stark mit Kalkspathadern durchwoben und
ausserdem erscheinen hie und da schwarzlichgriine Chloritflecke
darin.

Unter dem Mikroskope scheint die Basis aus winzigen Feld-
spathsplittern zu bestehen, erfillt mit triben Kaolintupfen und
" Streifen. Dazwischen zeigen sich sparlicher grasgriine, gleichartige
Chloritflecke in Gesellschaft von reichlichen Kalkspath-Ausschei-
dungen. Endlich einzelne schwarze quadratische Schnitte, dicht in
Eisenrost gehdillt, weisen auf Eisenkies hin.

3. Einen ganz d&hnlichen Grinsteinschiefer entdeckte ich
auch im Tale des Beli Potok bei Jazak, wo er zwischen Phyllit ein-
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gelagert ist. Wahrscheinlich ist auch jenes Vorkommen hieher zu;
rechnen, welches auf Eochiitzer’s Karte oberhalb Kloster-Besse-
novo, am nordlichen Bande des Triaskalkes als Serpentin einge-
zeichnet ist.

0 Gerolle und anstehende Lager von frischem Diorit am
sudlichen Abhang des Gebirges. Dass die eben beschriebenen, stark
veranderten Grinsteine urspriinglich wirklich Diorit waren, dafir
sprechen ganz entschieden die mehr oder minder frischen, gut er-
kennbaren Diorit-Gerolle, welche man am suidlichen Gehénge, und
in den daselbst hinabreichenden Bachbetten, zwischen den KI6-
stern von Vrdnik und Hopovo, zerstreut h&ufig vorfindet, und
welche auch als schmale Lager zwischen den Phylliten eingezwéangt
anstehend Vorkommen. Solche Dioritgerélle fand ich zuerst im
Jahre 1871 oberhalb Vrdnik; spéter sammelte solche Atex. Popo-
vics im Dobravoda Tale und anderorts, und im Jahre 1893 habe
ich im Bachbett neben dem Kloster Hopovo bis faustgrosse Ge-
rolle davon gesammelt.

In meinen friheren Berichten und Mitteilungen (22 und 23)
glaubte ich in diesen Gerollen Gabbro erkannt zu haben; heute
aber, nach erneuerter Untersuchung mit vollkommeneren Mitteln
muss ich gestehen, dass ich mich in der Bestimmung geirrt habe,
denn diese Gerolle sind ohne Ausnahme Diorite, und kommt wirk-
licher Gabbro, nach den bisherigen Erfahrungen, in der Fruscagora
nicht vor. Ich gebe hier die Beschreibung der betreffenden Ge-
steine :

L Die in der Umgehung der Kohlengrube von Vrdnik ge-
sammelten Gerolle. Ich fand unter diesen zweierlei Diorite ver-
treten.

ia. Das Gestein der Gerolle, welche ich am Gehange ober-
halb der Kohlengrube sammelte, ist ein kleinkdrniges Gemenge
von milchweissen, manchmal durch Eisenrost gelblich geféarbten
Feldspath-Krystallchen und dunkel graulichgriinen, faserigen
Amphibolprismen. Unter der Loupe sieht man mit den Feldspath-
krystallchen eng verwachsen auch graulichweisse, fettgldnzende
Quarzkdrner eingestreut.

Unter dem Mikroskop erscheinen die ziemlich breittafeligen
Eeldspath-Krystallschnitte durch Umwandlungsprodukte (Kaolinv
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Epidot) beinahe undurchsichtig getriibt. Zwischen gekreuzten
Nikols sieht man jedoch an frischeren Schnitten noch deut-
liche Spuren der Zwillingslamellen. Zwischen ihnen eingezwéangt
bemerkt man wasserklare, stark zersprungene Quarzkdrner in
ziemlicher Menge. Beinahe in derselben Menge, wie Plagioklas,
erscheint gelblicher und grasgriner typischer Amphibol, in faserig-
prismatischen, undeutlich begrenzten Krystallen und deren Split-
tern. Endlich mit diesen verbunden, treten rundliche oder gezakt
umrandete Titaneisen-Partien, mit Leukoxen- undiEisenrost-Hofen
umgeben, hervor.

Das Gestein ist also ein kleinkérniger Quarzdiorit.

1b. Das Gestein der im Dobra voda Tale gesammelten Ge-
rolle erscheint als ein mittelkdrniges, gleichmdssiges Gemenge von
weissen oder gelblichen Plagioklas-Krystallchen und braunen oder
schwadrzlichgriinen Amphibolsdulchen. An einigen Stiicken bemerkt
man neben Amphibol noch harzgelbe Kérner. Spérlich eingesprengt
kommen auch Pyritkérner darin vor.

Unter dem Mikroskop sieht man neben den gut ausgebilde-
ten Plagioklas- und den unvollstandigen Amphibol-Krystéllchen,
beinahe durchsichtige, weingelbliche, stark zerkliftete, gut um-
grenzte Krystallschnitte eines dritten Minerales, in eben solcher
Menge. Mangel an Dichroismus, lebhafte Interferenzfarben, grosse
Exstinctionswinkel, manchmal auch zonale Ausbildung, kennzeich-
nen das Mineral als Pyroxen. Von Quarz bemerkt man keine Spur;
Titaneisenkdrner und Partien mit Leukoxen-Hofen umgeben, sind
dagegen héaufig.

Das Gestein dieser Gerolle ist daher ein ziemlich frischer,
pyroxenhaltiger Diorit, dieselbe Gesteinsart also, welche in stark
verédndertem Zustande auch einen Teil des Griinsteines vom Peter-
wardeiner Festungsberge bildet.

2. Ein ahnlicher, nur etwas grobkdrniger, pyroxenhaltiger
Diorit kommt auch bei Kloster Hopovo, unter den Gerollen des
Jurkovac Baches haufig vor.

3. Im Sommer 1894 gelang es mir in der Umgebung von
Yrdnik solche Diorite anstehend an zwei Stellen zu beobachten.
a) Das eine Vorkommen wurde durch Bud. Pauk, damaligen Gru-
benverwalter entdeckt und durch einen kleinen Bruch gut entbldsst.
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Die Stelle befindet sich im Dubocsac Tale unweit vom Kloster Ra-
vanica, am Fusse des Kulaberges (Podkula). Der Bach hatte hier
die kleine Felspartie des Diorites unterwaschen, und zeigt sich
diese als bl. 20 M. méchtige Einlagerung in den Phylliten. Die
nordliche Hélfte dieses Lagers bietet das Bild eines ziemlich regel-
maéssig vieleckig zerklufteten festen Massengesteines, und darauf
wurde auch der Steinbruch angelegt; die stdliche Halfte dagegen
ist stark verwittert und zu Steingrus zerfallen. Das unmittelbare
Hangende und Liegende ist ein eigentimlicher griner Schiefer,
welcher oberflachlich besehen, dem Serpentin &hnlich ist.

Der Diorit erscheint als ein mittelkérniges, gleichartiges Ge-
menge von milchweissen, saussuritdhnlichen Plagioklas- und
schwarzlichgrinen Amphibol-Krystallen. Der Plagioklas ist dicht,
mit wenigen Spuren von Spaltflichen; der Amphibol aber zeigt
glanzende faserige Spaltflaichen. Das Gestein ist auch von griin-
lichweissen, dichten Felsitadern durchzogen, und diesen entlang
beobachtet man glatte, glanzende Rutschflachen. Endlich sieht man
auch Pyritkdrner eingesprengt.

Unter dem Mikroskop sind die gut umgrenzten idiomorphen
Feldspath-Krystallschnitte infolge der wolkigen Tribungen kaum
durchscheinend und zeigen zwischen gekreuzten Nicols nur Aggre-
gatpolarisation, mit hdchst seltenen Spuren von Zwillingslamellen.
Der grasgrine, stark faserige Amphibol ist dichroitisch, jedoch
an den Réandern stark chloritisirt, wobei die Mitte der Krystalle
oOfters beinahe wasserklar wird und im polarisirten Lichte sich wie
Quarz verhalt. Die Chloritisirung scheint also mit Quarzausschei-
dung verbunden zu sein. Ausser einigen schwarzen Erzkdrnern
bemerkt man kein weiteres Gemengteil und ist das Gestein somit
ein etwas verdnderter, normaler Diorit.

Wie schon erwahnt wurde, wird dieser Diorit durch griine
Schiefer begleitet. Der hangende Schiefer ist griinlichbraun, an
diinnen Stellen grinlichgelb, und da auch starker Fettglanz dazu
kommt, wird er oft harzdhnlich. Die Schieferungsflachen sind fer-
ner sehr glatt, selten eben, gewdhnlich wellig gebogen, ofters zu
schaligen Nestern zusammengedrickt. Untergeordnet durchschwar-
men dies Gestein weisse Calcitadern. Die Haérte ist geringer, als
jene des Serpentins, da man es mit dem Nagel ritzen kann. Unter
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dem Mikroskop sieht man auf griinlichweissem, durchsichtigem,
verworrem faserigem und schuppigen Grunde sehr viel unregelmis-
sige Partien und Tupfen schwarzen Erzes (Magnetit), so auch
Eisenrostflecke — zerstreut. Zwischen gekreuzten Nicols zeigt die
durchsichtige Basis lebhafte Aggregatpolarisation; von dem netz-
formigen Bilde des Serpentins zeigt sich keine Spur. Die vorherr-
schende griine Basis ist daher Chlorit, und das urspriingliche Ge-
stem dieses Schiefer diirfte Diorittuff gewesen sein.

Der griine Schiefer des Liegenden ist in diinnen Lamellen
weisslich griin, an Talk erinnernd, in dickeren Schichten olivin-
griin, glaséihnlich, jedoch sehr weich, mit dem Nagel ritzbar. Unter
dem Mikroskop zeigt es ein ihnliches Bild, wie der vorige Schiefer,
nur sieht man hier innerhalb der faserigen und schuppigen Chlo-
ritfelder noch einige ziemlich frische Amphibolsplitter, welche die
Abstammung des Schiefers vom Diorit noch wahrscheinlicher
machen.

Diese griinen Schiefer kann man daher als chloritisirte Dio-
ritschiefer betrachten, was auch der Zwischenlagerung des massi-
gen Diorites entspricht. Sie reichen im Tal ab- und aufwérts nicht
weit, indem sogleich die Felsmassen des verkieselten Kalkphyllites
wieder erscheinen. :

b) Einen zweiten Fundort von anstehendem Diorit entdeckte
ich am Berge Dobra voda, oberhalb des Kohlenbergwerkes. Hier
am Waldwege, welcher auf den Vienackamm hinauffiihrt, tritt ein
kleinkorniger Diorit bl. in 100 M. Distanz wiederholt zu Tage und
st ebenfalls zwischen krystallinischen Kalk eingelagert, da am
oberen Rande der Dioritausbisse grosse Blocke davon herum-
liegen.

Das Gestein erscheint als ein holokrystallin idiomorphes,
feinkérniges Gemenge von milchweissem oder graulichem Plagio-
klas und dunkelgriinem Amphibol. Unter dem Mikroskop zeigt es
das Bild des typischen Diorites. Man sieht darin a) leistenférmige
Plagioklas-Krystalle, welche an den diinnsten Stellen durchschei-
nend werden und Spuren der polysynthetischen Zwillingsbildung
zeigen ; b) etwas weniger grasgriine, stark chloritisirte Amphibol-

Prismen mit zerspaltenen Enden, mit vorigen durcheinander ver-

wachsen ; ¢) kaum durchscheinende, kleinere oder gréssere, kurze
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prismenformige, netzférmig zersprungene gelbliche Kdrner, zwi-
schen gekreuzten Nicols mit lebhaften Interferenzfarben und mit
Exstinction bei schiefer Lage — Pyroxen, wenigstens in solcher
Menge, als die beiden vorigen; d) einige l&ngliche Titaneisen-Par-
tikel und e) blass rotliche, durchsichtige, rechteckige Schnitte von
Apatit.

Es erhellt aus dieser Beschreibung, dass ich das anstehende
Lager jenes pyroxenhéltigen Diorites entdeckt habe, von welchem
in der Umgebung der Vrdniker Kohlengrube die friiher beschrie-
benen Gerolle herstammten, und dass &hnliche Lager am Ge-
birgskamme noch an mehreren Stellen Vorkommen missen, was
auch auf der geologischen Karte zum Ausdruck gebracht werden
musste.

C) Die Richtigkeit dieser Annahme bestatigt noch eine Tat-
sache, namlich ein diorittuffartiges Gestein, welches ich anstehend
auf der Landstrasse zwischen Kamenitz und Iregh, gleich unter-
halb des Wirtshauses am Gebirgssattel aufgefunden und im Jahre
1873 beschrieben habe (12). Weil ich aber damals dessen Wesen
betreffend nicht im Klaren war, will ich dieses Gestein aufs neue
beschreiben.

Das feinkdrnige, etwas schiefrige, durch Eisenrost fleckige
Gestein besteht aus weissen Kdrnchen mit schimmerndem Fléachen
und aus dunkelgriinen Chlorit-Schiippchen und ist der Textur
nach einem Sandsteine ahnlich. Unter dem Mikroskope I6st sich
der weisse Gemengteil in ein"unregelméssiges Gemenge von Feld-
spath, Museovit- und Quarztrimmern auf. Die Art des Feldspathes
ist, wegen vorgeschrittener Verwitterung, nicht bestimmbar. In
diesem Gemenge sieht man etwas weniger stark chloritisirte gras-
und gelblichgrine Amphibol-Fasern und Splitter, mit vielen Mag-
netit-Kodrnern, eingestreut, wozu noch verschwommene Bostflecke
kommen. Das mikroskopische Bild ist daher das eines Trimmer-
gesteines, und ich bin geneigt es ebenfalls fiir den Tuff eines
Quarzdiorites anzusprechen.
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II. Bildungen der mesozoischen Gruppe.

1. Trias(?)-Schichten.

J. Roceuirzer war der erste, der auf seiner geologischen
Uebersichtskarte am siidlichen Rande des Gebirges, zwischen den
Klostern von Jazak und Bessenovo eine aus Werfener Schiefer und
Triaskalk bestehende Partie ausschied und beschrieb (25). Anfangs
hegte ich einigen Zweifel gegen diese Ausscheidung (26), muss aber
nach meinen neuesten Erfahrungen an Ort und Stelle RocHLITZER'S
Beobachtungen nunmehr bestétigen und erginze sie damit, dass
auch am nordlichen Abhang des Gebirges, gegeniiber dem Vor-
kommen von Jazak und Bessenovo, oberhalb Beoéin, am Berge
«Czervena Kreesana» eine kleine Scholle von dhnlichem Triaskalk
zuriickblieb.

Was das Vorkommen auf der siidlichen Seite des Gebirges
betriftt, so habe ich selbst Folgendes beobachtet :

@) Am oberen Ende des Dorfes Jazak, am 6stlichen Abhange
des Tales befindet sich ein kleiner Steinbruch (auf der Special-
karte unrichtig als «Granitbruch» bezeichnet) in einem auffallend
schénen bunten Marmor. Es ist das ein beinahe schwarzer, dich-
ter, zerkliifteter Kalk, welcher durch weissen und gelblichen Kalk-
spath netzférmig durchzogen ist und demselben ein breccienarti-
ges Aussehen verleiht. Geschliffen und polirt wiirde es einen sehr
schonen Marmor abgeben. Die Schichtbéinke sind durcheinander
geworfen, so dass man das Verflichen nicht bestimmen kann. Er
wird unter der Liossdecke noch durch roten Thon (Terra rossa) be-
deckt, welcher auch die Spalten ausfillt. Von Versteinerungen
liess sich zwar keine Spur erblicken, dem Aussehen nach unter-
scheidet er sich aber auffallend von dem kornigen krystallinischen
Kalken dieses Gebirges und noch mehr von den Kalkphylliten. Er
erinnert an die dunkeln Guttensteiner Kalke. Gegeniiber am stei-
len, durch Wasserrisse durchfurchten Gehiinge des Teocsin Berges,
auf welchem der beriihmteste Wein Syrmiens wuchs, tritt aus der

weithin sichtbaren Terra rossa ebenfalls dieser Kalk stellenweise
zu Tage, und am Fusse dieses Berges lagert, nach RocHLITZER'S
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Beobachtung, rotlicher, glimmerreicher Sandstein, den er mit den
Werfener Schiefern identificirte.

b) Im Tale des Beli Potok, welches bei Kloster Jazak in das
Haupttal miindet, habe ich neben dem kleinen Steinbruch rétlichen,
sandig-glimmerigen Werfener Schiefer beobachtet, wogegen im
Steinbruche selbst stark zerklifteter krystallinischer Kalk gebro-
chen wird. Weiter aufwérts fand ich discordant dem Phyllit auf-
gelagert Schichtbanke eines weissgeaderten dunkelbraunen Trias-
kalkes, ahnlich dem beim Dorfe beobachteten.

Bei den Quellen Namens «Vilena voda» kann man beobach-
ten, dass selbe an der Grenze von Triaskalk und rotem Sandstein
hervorbrechen, und dass der Sandstein selbst auf Phyllit ruht,
welcher im Bachbette ansteht. Weiter hinauf herrscht ausschliess-
lich der Phyllit, erfiillt mit weissen Quarzadern und Nestern.

¢) Oberhalb dem Kloster Mali Remete wird an der Lehne des
Gebirges in einem kleinen Steinbruch Kalk zum Brennen gebro-
chen. Die méchtigen Béanke desselben verflachen unter 30° gegen
Siiden. Der grossere Teil dieses Kalkes ist hell gelblichweiss, dicht,
einzelne Banke davon aber sind hellbraun; auch diese sind zer-
kliftet und mit weissen Kalkspathadern durchsetzt. An der ver-
witterten Oberflache bemerkt man blos Spuren von Organismen
in Form von verschiedenen Wilsten. Im Liegenden dieses Kalkes
treten am Klosterhiigel rétlicher, glimmerreicher Sandsteinschie-
fer und Zwischenlager von gréberen Sandsteintafeln, mit 0—W
Streichen hervor.

d) Inmitten des Dorfes Bessenovo wird im Hofe eines Hau-
ses ein mehr oder minder tafelig-schiefriger Kalk gebrochen. Auf
frischen Bruchflachen ist dieser Kalk dunkelgrau, mit weissen
Kalkspath-Adern durchwoben, wie der beim Dorfe Jazak. Am un-
teren Ende des Dorfes treten abermals die zerkliifteten Banke
eines rétlichen, glimmerreichen Sandsteines zu Tage.

lieber Bessenovo gegen Westen und uber Jazak gegen Osten
zu findet man keine Spuren dergleichen Gesteine mehr.

e) Am nordlichen Gehénge des Gebirges, hoch liber dem Dorfe
Beocin, am Berge Cervena Krecsana, hat man im Jahre 1871 Kalk
zum Brennen gebrochen. Diesen hielt ich damals, indem er auf
Phyllit lagert, fur krystallinischen Kalk; jetzt sehe ich aber, dass
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er, seinem Aensseren nach, mit den beschriebenen Triaskalken des
sudlichen Abhanges identisch ist. Die Farbe ist hell rotlich; er ist
ebenfalls dicht, stark zerkluftet und mit gelben Calcitadem durch-
zogen, daher breceienartig. Seine Schichtbénke liegen in dem ober-
flachlichen Steinbrache durcheinander. Spuren von Versteinerun-
gen bemerkte ich nicht.

Da ich mit freiem Auge sichtbare Petrefacten in diesen Kal-
ken nirgends bemerkte, untersuchte ich deren Dinnschliffe unter
dem Mikroskop. Aber auch so fand ich blos in dem letzten spiraler
gekammerte Spuren von Foraminiferen. Die ubrigen zeigten blos
das Bild eines zerklifteten, feinkdrnigen Kalksteines.

Obzwar bisher noch keine zweifellose Petrefacten fir das
triadische Alter dieser Kalke sprechen, so erscheint es mir den-
noch auf Grund der Gesteinbeschaffenheit, der Lagerung und Ana-
logie mit dem né&chstliegenden Pozseganer Gebirge, hdchst wahr-
scheinlich, dass wir es mit den Alpinen untertriadisehen Schich-
ten, dem sogenannten Werfener Schiefer und Guttensteiner Kalke
zu tun haben.

2. Ober-cretaceische, zum Teil versteinerungfiihrende
Schichten.

Diese habe ich zum grossten Teil in meinen alteren Beitra-
gen (8, 22, 33) beschrieben, und zwar die folgenden Gesteine:
Sandsteine, Conglomerat, Serpentinbreccie, schieferige Thone und
Mergel, Kalkstein und Magnesiakalk mit Chalcedonadem abwech-
selnd mit Serpentinlagem. Alle diese habe ich auf Grund der hdu-
fig vorkommenden und anndhernd bestimmten Petrefacten den
Gosauschichten der Alpen gleichgestellt (22); waéhrend Dr. Jurius
Petho spater, nach genauerer Untersuchung des ganzen Versteine-
rungsmateriales, zu dem Schlisse gelangte (32 und 36), dass un-
sere petrefactenfiihrende Schichten bedeutend jinger sind, als die
Gosauschichten, so dass er geneigt waére, sie als eine besondere-
hypersenone Stufe zwischen Kreide und Eocén zu stellen. Die Be-
weisflhrung des hypersenonen Alters unserer Schichten von dem
Erscheinen der paldontologischen Studie Dr. J. Petho’s erwartend,
will ich mich vor der Hand nur darauf beschrédnken, meine in den-
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letzten Jahren am ostlichen und westlichen Ende des Gebirges ge-
machten Beobachtungen mitzuteilen. .

Gegen Westen zu vorschreitend, fand ich die letzten Spuren
dieser ober-cretaceischen Schichten auf der Strasse von Svilds nach
Lezsimir, am nordlichen Gehdnge des Jerakovac Berges. Aus
Waldboden treten hier auf einmal dichte und harte, gelblichweisse
dendritische Mergel heraus, dessen Schichtbanke quer tber den
Weg streichen. Im &stlichen Streichen dieser Schichten begegnet
man in den folgenden Télern, direct den Phvlliten aufruhend,
uberall ahnlichen Kalkmergelschichten, welche, meiner Ansichtnach,
die Beihe der ober-cretaceischen Ablagerungen beginnen. So sah
ich hoch oben im Grabovaer Tal, am Abhang des Dresnovac Ber-
ges, beinahe auf den Kopf gestellte Schichtbdnke eines &hnlich
dichten, jedoch bereits roten Kalkmergels, in der Pachtung des
Gebirges streichend. Auch hier konnte ich noch keine sichere Spur
von Versteinerungen finden. Weiter gegen Osten tritt im Tale von
Banostor, an der Stelle Namens «Grkova voda» ein dunkelroter
dichter Kalkstein mit demselben Streichen zu Tage. Diesen habe
ich in meinem ersten Bericht (8) als «roten Marmor» beschrieben
und der Auffassung der Wiener Geologen gemdss zur Grauwacke
gestellt. Der Kalk ist ebenfalls petrefactenleer, seine 15—20 Cm.
dicken Tafeln fallen unter 63° gegen S. ein. Im Hangenden zeigen
sich dunkelgrauer Thonschiefer und weiter zu Magnesiakalk mit
Chalcedonadern, solche Gesteine, deren ober-cretaceisches Alter
zweifellos ist. Endlich beginnt auch im Csereviczer Tale, nahe zum
Gebirgskamm ein dem Phyllit aufliegender schmutzig bréunlich-
gelber oder grauer Kalkstein mit Kalkspathadern die Beihe der
cretaceischen Sedimente. In diesem bemerkte ich ausser Phyllit-
bréckchen und Quarzgerdllen auch Bruchstiicke von Muschelscha-
len, aber leider nicht in solchem Zustande, dass ich entschieden
behaupten kénnte, wie ich das in meinem friiheren Berichte tat
(9), sie kdmen von Budisten her. Im Jahre 1893 besuchte ich aber-
mals diesen Fundort ohne besser erhaltene Muschelreste zu erlan-
gen. Trotzdem erscheint es mir wahrscheinlich, dass die wech-
selvolle Beihe der ober-cretaceischen Sedimente mit dieser Kalk-
bank beginnt.

Um Wiederholungen zu vermeiden, verweise ich einfach auf
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meine frilheren Beschreibungen der ober-cretaceischen Bildungen
in den Umgebungen von Cserevicz, Beocsin, Bakovac und Kame-
nitz (22), und will hier nur ganz allgemein hervorheben, dass von
Beocsin an gegen Osten zu die bisher petrographisch mannigfache
Kreidebildungen sehr bald in wechsellagernde graue Thonschiefer
und rostbraune Sandsteine (bergehen, in welchen nur sparliche
und undeutliche Spuren von Versteinerungen bisher gefunden
wurden. Ich selbst habe in dem d&stlich von Beocin folgenden
Dumbova Tale im dunkelgrauen Thonschiefer neben kleinen Knol-
len blos einen Steinkern von Katica sp. gefunden. H. woir er-
wahnt in seinem Berichte (2), dass er in den grauen Schiefern des
Bakovaeer Tales Pfianzenabdriicke fand; auf Grund dieser unbe-
stimmten Pflanzen und der petrographischen Aehnlichkeit glaubte
er den aus Méhren wohlbekannten Culmschiefer vor sich zu haben.
Director J. Boeceb endlich teilte mir mit, dass er im oberen Teile
des Kamenitzer Tales im dicktafeligen Sandsteine die Spur eines
unbestimmten Ammoniten fand. Alle diese unbestimmten Daten
genligen natirlich nicht, um auf palaeontologischer Basis das
geologische Alter des fraglichen Schiefer- und Sandstein-Com-
plexes festzustellen; aber nicht sowohl darauf, als rein auf die
stratigraphischen Verhéltnisse griindete ich in meinen friheren
Berichten (23) die Ansicht,.dass in der ganzen Fruscagora nicht
mehr von Aequivalenten der Culmbildung die Bede sein kann,
sondern dass die in die Streichungsrichtung der petrefactenreichen
ober-cretaceischen Schichten von Cserevicz hineinfallenden petre-
factenleeren Thonschiefer und Sandsteine mit grdsster Wahr-
scheinlichkeit desselben Alters sind, und diese Ansicht muss ich
auch heute aufrechthalten

Je mehr man gegen Osten zu vordringt — wie ich mich in
den letzten Jahren (berzeugte — ein desto alteres Gepréage erhal-
ten unsere Thonschiefer und Sandsteine, und erinnern die dunkel-
grauen Thonschiefer der aufgestellten Schichten, z. B. bei Karlo-
witz in den grossen Schieferbriichen im Strazsilor-Tale, oder am
Ufer der Donau bei Kercsedin, sehr wohl an manche pal&ozoische
dunkle Schiefer. Die mit dem Schiefer wechsellagernde, schmutzig
braunlichgelbe, durch feine Glimmerschuppchen flimmernde
Sandsteine dagegen weichen von dem gewdhnlichen Habitus der
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Karpathensandsteine weniger ab. Bei Bukovécz, in der Néhe der
Quelle «Vilena voda» beobachtete ich in einem grossen Stein-
bruche, zwischen den vorherrschenden Sandsteinbénken, auch
aus Bruchstiicken von krystallinischen Schiefern zusammen-
gesetzte Breceienbanke, welche wegen besonderer Harte als Bau-
steine gesucht sind.

Das interessanteste Gestein des ganzen Schichtencomplexes
ist jenes, welches ich in meinen fruheren Berichten unter den
Namen «Magnesiakalk mit Chalcedonadern» beschrieben und
seiner Bedeutung nach gewdrdigt habe (22). Die dlnneren oder
dickeren Lager dieses Gesteins begleiten die am noérdlichen Ge-
hédnge des Gebirges entlang ziehenden Serpentinlager, bald im
Hangenden, bald im Liegenden, oder auch in beiden Horizonten.
Ich betrachte dieses auffallende sedimentdre Gestein flr einen
umgewandelten Kalkstein, welcher gleichzeitig mit der Serpentini-
sation der urspriinglichen Peridotite, durch Einwirkung der wahrend
der Serpentinisirung ausgeschiedenen freien SiO2 H* Mg C206
und H2Fe Go06allméhlig seinen jetzigen Bestand erhielt. Diese
Umwandlung ist bald anfanglich, wo der urspriingliche Kalk blos
dolomitisch wurde, durch Si 02jedoch noch nicht durchdrungen
ist, bald vorgeschrittener, wo man in kleinerem Maass auch SiO%
Ausscheidung bemerkt, bald abgeschlossen, wo die Si02in Gestalt
von Bergkrystall, Chalcedon und Opal das gewohnlich weisse Ge-
stein vollstandig durchschwérmt und durchdringt.

In unmittelbarer Berihrung mit den Serpentinlagern fallt
diese vollstandige Umwandlung besonders auf, und hier ist haufig
nicht nur der Magnesiakalk, sondern auch die mit demselben in
Berlihrung stehende Serpentinmasse durch das Netz der ausge-
schiedenen Si02 und des Braunspathes durchdrungen, seltener
aber auch durch reinen kohlensauren Kalk, welcher gewdhnlich
als Kalkspath, selten auch als Aragonit ausgebildet erscheint. Bei-
nen Magnesit, welcher an vielen Orten die Serpentinlager zu be-
gleiten pflegt, konnte ich in der Fruscagora bisher nicht constati-
ren, weil auch in den reinsten, schneeweissen, dichten Vorkomm-
nissen CaO in bedeutender Menge nachweisbar ist. Ich bezweifle
daher, dass jenes schneeweisse, grobkrystailine Mineral, welches
M. Hantken im Jahre 1867 siidlich von Banostor sammelte, wo es
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mehrere Cm. dick in Serpentin eingelagert vorkam, und welches er
in der am 26. Juni 1867 abgehaltenen Sitzung der ungarischen geo-
logischen Gesellschaft vorzeigte (4), wirklich reiner Magnesit war.

Was die Verbreitung dieses Magnesiakalkes betrifft, war ich
bestrebt selbe nach meinen Beobachtungen in die geologische
Karié genau einzuzeichnen. Seine letzten Spuren fand ich 1893 im
Westen im Grabovaer «Golo glava» Tal, oberhalb des Serpentin-
lagers, in Form von opalisiriem Kalkmergel. Bei Banostor zieht er
in ziemlich breiter Zone durch das Tal hindurch. Das Serpentin-
lager in Bertthrung habe ich selbst nicht beobachtet; Lenz (10)
und Handtken (4) jedoch erwahnen es, und zweifle ich deshalb nicht
daran. Durch das folgende Tal des Potorany Baches streicht eben-
falls eine schmale Zone davon, und auch hier bemerkte ich kein
Serpentinlager; zwischen den Gerollen des Baches jedoch kommt
Serpentin hdufig vor, ein Beweis, dass es auch hier, jedoch durch
Waldboden verdeckt, Vorkommen muss.

Im Csereviczer Tal kommt er gegen das Hangende der ober-
cretaceischen Schichtreihe als bedeutenderes Lager vor; aber
auch hier sieht man das damit wahrscheinlich in Beriihrung ste-
hende diinne Serpentinlager nicht. Leber Beocsin jedoch, in dem
Profile, welches ich im Jahre 1872 vom Erdell Berge bis zum
Kamme hinauf aufgenommen habe (12*%i20), sieht man ganz deut-
lich, dass in Begleitung zweier diinner Serpentinlager, dadurch in
drei Horizonte geteilt, der Magnesiakalk in ziemlicher Méchtigkeit
fortstreicht. Von Beocsin an gegen Osten zu habe ich lberall beob-
achtet, dass unser Gestein das machtig werdende Serpentinlager an
beiden Seiten begleitet, ja dass es stellenweise, wie z. B. am Gradac
Berge bei Bakovac, auch dem Serpentin eingelageri vorkomme.

Am Sattel der Kamenitz-lregher Landstrasse bedeckt das
weisse, weithin auffallende Gestein in breiter Zone weite Strecken”
den Serpentin beiderseits einsdumend. Am Abhang des Budakovac
Potok-Tales befindet sich ein grosser Steinbruch darin, weil das
Si 02durchdrungene harte Gestein als gutes Strassenbeschotte-
rungs-Material beniitzt wird. Dieser Bruch ist wegen der blendend
weissen Farbe des Gesteins von Siden her kommend weit sicht-
bar. In dieser Ari zieht dann unser auffallendes Gestein bis zum
Tale des Gorgetegei- Kloster dahin.

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII. 6
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Ueber die Zusammensetzung des innerhalb des Magnesia-
kalkes bei Kakovac vorkommenden doppelkérnigen Braunspathes
(Miemit) oder Dolomitpisolithes, hat V. von Zephakovich auf Grund
jener Sticke, welche ich im Bakovacer Bache sammelte, Mitteilung
gemacht (27).

Schliesslich muss ich noch erwahnen, dass ich in dem durch
das Cserevicer Tal streichenden Magnesiakalk das Bruchstiick
einer grosseren Pecten-Art herausschlug, welches an die in den
darunter folgenden Schichten vorkommenden Pecten-Arten erin-
nerte, jedoch verloren ging.

Ich Ubergehe nun zur Besprechung der mit dem Magnesia-
kalke in Verbindung stehenden Serpentinlager, da selbe meiner
Meinung nach, desselben Alters sind, wie die versteinerungsreichen
Schichten, welchen diese Lager eingeschaltet sind.

3. Ober-cretaceischer Serpentin.

Nach H. Woif (2u29 tritt der Serpentin in zwei dem Ge-
birge parallelen Ziigen, am ndrdlichen und am siidlichen Gehéange,
im Suden den Phylliten-, im Norden den Grauwacke-Schichten ein-
gelagert, auf. Diese erste Beobachtung Woif’s habe ich auch in
jene Uebersichtskarte eingezeichnet, welche meinem Berichte im
Jahre 1872(12), beigelegt war.

A. Lenz’ Angabe (14499), dass die Buine Kula auf Serpen-
tin steht, ist unrichtig, denn dieser Berg besteht aus gelben Quar-
zit. Er beobachtete aber den Serpentin im Bénostorer Tal. Am
sudlichen Abhang soll, nach ihm, auch bei Gergurevce Serpentin
Vorkommen; ob er ihn aber selbst beobachtet hatte, das wird
nicht hervorgehoben.

Nach Arex. Popovics (24'2is) beginnt der sudliche Serpen-
tinzug bei Gergurevce und erstreckt sich gegen NO zu, ist aber
nicht so breit, wie ich es nach worfs Uebersichtsaufnahme in
meiner Karte zeichnete. Das Kloster Bessenovo steht auf gelben
quarzitartigen Gestein und nicht auf Serpentin. In der Gegend von
Vrdnik beobachtete er nérdlich von der Grube Serpentin, im Ku-
tyurine Bach aber Enstatit-Olivin Gestein anstehend und in Ge-
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rollen. Bei dem Kloster Hopovo durchschneidet der Zsarkovac
Bach einen breiten Serpentinzug.

Es kommt der Serpentin nach ihm noch oberhalb des Klo-
sters Bessenovo, im Basovo Bache, (mit Quarzit und krystallini-
schem Kalke wechsellagernd) vor. Dieses Vorkommen kenne ich
nicht nach Autopsie und habe es daher in meiner Karte als Ser-
pentin verzeichnet; ich hege jedoch Zweifel, ob es wirklich Serpen-
din und nicht vielleicht ein Lager umgednderten Diorites sei ?

Bochlitzer gibt in seiner geologischen Karte (25) kleinere
.Serpentinstcke bei Hopovo, Yrdnik und Bessenovo und auch
noch weiter gegen Westen zu in den Phylliten an. Von einem Teil
dieser angeblichen Vorkommnisse konnte ich aber nachweisen,
dass wir es hier nicht mit Serpentin, sondern mit Einlagerungen
von veréndertem Diorit zu tun haben.

Nach M. Kispatic (35) waren bisher nur Olivinserpentine in
der Fruscagora bekannt, er entdeckte aber am stdlichen Abhang
auch serpentindhnliche Gesteine im Sinne B. Drasche’s.

Wirklicher Serpentin kommt zwar an beiden Gehdangen der
Fruscagora vor, bildet aber, nach ihm, keineswegs zwei abgetrennte
Zige, sondern zieht ununterbrochen von der nérdlichen Seite
Uber den Gebirgskamm auf die sudliche Seite hin.

Diese Beobachtung, ocler besser gesagt Vermutung ist, wie
ich spater nachweisen will, nicht richtig.

Es sagt weiter Kispatic, dass in den westlich gelegenen
Durchschnitten von Potorény- und Crnogoranski-Potok hinauf bis
zum Vienac Gebirgskamm kein Serpentin zu finden sei. Auch das
ist unrichtig; denn der Serpentin streicht factisch durch das Gra-
bovoer Tal als mdchtiger Zug; und Hantken sowohl, als auch
Lenz haben ihn auch im Bé&nostorer Tale beobachtet. Im Tale
des Potordny-Potok habe ich den Serpentin anstehend wohl auch
nicht gesehen, aber unter den Bachgerdllen kommt er vor.

Nach Kispatic tritt der Serpentin der Beihe nach in jedem
Quertale auf, jedoch nur bis zum Bakovacer Tal. Dies ist ganz
richtig, denn oberhalb Bakovac erhebt sich der Serpentinzug be-
reits auf dem Gebirgskamm hinauf.

Oberhalb Beocin — schreibt Kispatic — bestehen ganze
Kuppen und Bergriicken aus Serpentin, wie z. B. die Kozarica,
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Veliki und Mali Gradac und die Bergriicken, die sich gegen den
Gebirgskamm hinziehen. Vom Bakovacer Vienac an zieht das Ser-
pentinlager schon auf der siidlichen Seite weiter gegen Osten und
rickt dabei immer weiter vom Kamm hinunter. Im Jazaker Tale
liegt der Serpentin noch nahe zum Kamm, im Vrdniker Tal liegt
er schon tiefer, am tiefsten liegt er auf der Landstrasse Kamenitz-
Iregh. Im Osten ist der Neradinski-Potok der letzte Punkt, wo
Serpentin noch zu treffen ist, im Gergetezki-Potok ist er nicht
mehr vorhanden.

Alle diese Beobachtungen Kispatic’s kdnnen, wie ich gleich
zeigen werde, nur mit einigem Vorbehalt angenommen werden.
Der Serpentinzug erstreckt sich z. B. sowohl nach Popovics-
(24,300), als auch nach eigener Erfahrung, bis zum Gergetezki-
Potok.

Kispatic bemerkte keine deutliche Contact-Grenze gegen
die Uibrigen Gesteine; wogegen ich solche bei Beocin und Bakovac
an vielen Stellen gesehen und auch erwéhnt habe.

Ueber die Lagerung des Serpentins sagt ferner Kispatic : In
den Télern wechsellagert der Serpentin factisch mit den Sand-
steinen und Thonschiefern; auf den seitlichen Biicken aber, ober-
halb dieser Téler habe er immer nur ein ununterbrochenes, breites
Serpentinlager, welches sich héchst wahrscheinlich an den Glim-
merschiefer anlehnt, gefunden. Dass auch diese Auffassung wieder-
sprechend und irrig ist, das erhellt schon aus meinen Profilen,
welche ich meinem Berichte von 1873 (12), beigelegt habe und
will ich des Weiteren noch ausfiihren.

Die Ausfiihrungen Kispatic Uber die Verbreitungs- und
Lagerungsverhdltnisse des Serpentins der Fruscagora sind also
nicht ganz zuverlassig, da selbe eben die Folge ungeniigender
Beobachtungen sind. Nach einigen flichtigen Excursionen lassen
sich eben die verwickelten Verhéltnisse nicht gleich richtig erfas
sen, dazu kommt man erst nach fortgesetzten langjéhrigen Be-
obachtungen im Felde; deshalb musste ich die auf irriger Auffas-
sung beruhenden Folgerungen Kispatic’ zuriickweisen.

Nach meinen Beobachtungen zeigen sich die ersten Spuren
des Serpentin zwischen Svilos und Lezsimir, am Berge Jerakovac,
in Form eines schdnen grasgriinen opalartigen Gesteines. Weiter
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gegen Osten streicht der Serpentin durch die Grabovoer Téler
bereits als breites, zwischen ober-cretaceischen Schichten liegendes
Lager hindurch. In der ansehnlichen Breite des Ausbisses ist das
Gologlava Tal eingeengt und zeigt beiderseits steile felsige
Gehange.

Im folgenden Tale des Banostorer Uglarski-Potok beobach-
teten M. Hantken und 0. Lenz das Durchstreichen des Serpentin-
lagers. Im Potordnv Bache beobachtete zwar noch Niemand den
anstehenden Serpentin, jedoch dem Vorkommen zwischen den
Bachgerdllen nach ist dessen Vorhandensein wahrscheinlich.

Durch das Cserevicer Tal streichen 2 Lager, das obere
etwa 20 M, das untere aber 5—600 M. breit. Beide sind der
unteren, versteinerungsleeren Abteilung der ober-cretaceischen
Schichten eingelagert. Weil aber gegen die obere Grenze des ober-
cretaceischen Schichtcomplexes ein dickes Lager des Magnesia-
kalkes durchstreicht,, erscheint es mir moglich, dass damit in Ver-
bindung auch ein drittes diinneres Lager vorkomme, jedoch durch
den Waldboden verdeckt ist.

In dem Profile, welches ich 1873 mitteilte (12,121) und wel-
ches von Erdell Berg bei Beocsin bis zum Gebirgskamm (Cerveni
csott) hinaufreicht, sind 3 Serpentinlager zwischen den Magnesia-
kalk verzeichnet. Das obérste ist blos 2 M., das mittlere etwa
40 M. weit blosgelegt, wahrend das unterste mehr 100 M. betrégt.

Im Beocsiner Tal, so auch in dem nach Osten folgenden
Dumbrava Tal fand ich, nach meinem Bericht von 1876 (21), blos
das unterste und méchtigste Serpentinlager entblésst, mit chalce-
donhéltigem Magnesiakalk sowohl im Liegenden als im Hangen-
den, oder aber mit Serpentinbreccie, dessen Bindemittel Mag-
nesiakalk ist.

Das im oberen Teile des Rakovacer Tales auftretende Ser-
pentinlager, mit Magnesiakalk eingesaumt, aber auch damit
wechsellagernd, ist am maéchtigsten entwickelt und erhebt sich
bereits bis zum Gebirgskamm hinauf.

Am Waldwege zwischen Vrdnik und Ledince zieht das Ser-
pentinlager schon auf der stdlichen Seite, obzwar nahe noch zum
Kamme weiter; so dass der Serpentin in das Ledinceer Tal
nicht mehr gelangen kann. Der Serpentinzug setzt von hier unter
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dem Sattel der Kamenitz-lregher Landstrasse immer tiefer sinkend
und dinner werdend, fort bis in das Tal des Gergeteger Potok.

Von diesem der ganzen Lange nach zusammenhangenden
und stets zwischen oher-cretaceischen Schichten liegenden Ser-
pentinlager finden sich am sudlichen Abhange des Gebirges ganz
abgesondert und zwischen krystallinischen Schiefern eingekeilt,
die folgenden, von einander getrennten Serpentininseln.

Am weitesten gegen Osten zu, oberhalb des Klosters von
Hopovo, zieht, nach A. Popoyics, ein mehr als 100 M. méchtiges
Serpentinlager gegen Westen (ber die Landstrasse und dann
in das Budakovac Tal; héangt aber in keiner Richtung mit
dem nordlichen Serpentinzuge zusammen, welcher nahe zum
Kamme dahinzieht. Dieses Serpentinlager von Hopovo steht mit
verkieselten krystallinischen Kalken in Beriihrung, wie dies auch
auf Rochiitzeb’s Karte richtig verzeichnet ist, nur wurde hier das
Serpentinlager allzu breit dargestellt. Oberhalb des Serpentins tritt
Leythakalk zu Tage und unter diesem zieht eine schmale Zone
von Sotzkaschichten hindurch, worauf noch héher gegen den
Kamm zu die schmale Zone des centralen Phyllites folgt und nahe
bis zum Kamme dauert, um dort von den ober-cretaceischen
Schichten mit dem eingelagerten ndérdlichen Serpentinzuge tber-
lagert zu werden. Diese Serpentinpartie, mit etwas krystallinischem
Kalk und Phyllit in Verbindung, bildet daher eine von der Ge-
birgsaxe abgerissene, durch Tertidrbildungen umgebene, vollstan-
dig isolirte Scholle, welche nach Hopovo benannt werden kann.

Ein zweites inselartiges Serpentinvorkommen zieht aus dem
oberen Teil des Vrdniker Dubocsac Thaies Uber den Gebirgsriicken
Kosmatica geradezu gegen Westen. Ich verfolgte es blos bis zum
erwahnten Bergriicken und fand es zwischen Phylliten eingekeilt.
Kispatic fand in der Streichungsrichtung dieses Zuges, in dem
Tale des Kameniti Potok, zwischen Amphibolite eingelagert ein
méchtiges Lager von serpentindhnlichem Gestein, welches ich als
Fortsetzung des vorigen in meine Karte eintrug. Die letzten
Spuren davon fand ich am Wege von Remeta mala zu dem Cerveni
csott, deshalb habe ich diesen Serpentinzug bis liieher gezogen.

Damit parallel weiter hinunter gegen Jazak zu, habe ich,
nach Kispatic Beobachtung, noch zwei kleinere Serpentinlager'
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eingezeichnet. Kispatic schreibt ndmlich: «Weiter im Bach sehen
wir wieder Amphibolite und bei der Miindung des Srnjevacki potok
in den Kameniti potok erscheinen wieder ungeheure Massen von
Serpentin. Das serpentindhnliche Gestein wird immer dunkler,
Ubergeht in Amphibolit, um dann das drittemal zum Vorschein
zu kommeny.

Noch weiter gegen Westen zu, b. 1 in die Streichungsrich-
tung des untersten Serpentinzuges, fallt jenes Serpentinvorkom-
men im Basovo Tal bei Bessenovo, welches A. Popovics erwahnte
(24,299), und welches vielleicht, wie die Lager Kispatic’, ebenfalls
serpentindhnliches Gestein sein dirfte.

Auf der Karte Bochlitzer’s Sind noch zwei Serpentinpartien
eingezeichnet. Die erste bei Vrdnik am Morintovo-Bach, die
andere aber bei Bessenovo am ndrdlichen Band des Triaskalkes.
Das Gestein des ersten Punktes habe ich untersucht und als um-
geanderten Diorittuff beschrieben. Das zweite Vorkommen habe
ich zwar nicht gesehen, glaube es aber ebenfalls dafiir halten zu
missen, und zwar deshalb, weil es genau in das Streichen der
Dioriteinlagerungen im Vrdniker Podkula und Jazaker Beli-Potok
Tale hineinfallt, und weil auch das letztere Vorkommen am
nordlichen Bande des Triaskalkes liegt.

Aus allem dem erhellt nun zur Genlige, dass die am sld-
lichen Abhange zerstreuten inselartigen Serpentinvorkommen
zwischen den Phylliten eingekeilt sind und dass selbe nirgends
mit dem Serpentinlager der ndrdlichen Seite, welches zwischen
ober-cretaceischen Schichten liegt, in Beriihrung treten.

Lnd nun will ich noch an die petrographische Detail-
beschreibung Kispatic’ anschliessend, die von mir in neuester Zeit
gesammelten Exemplare kurz beschreiben.

A Aus dem nordlichen Serpentinzuge stammende Serpen-
tine. 1. Zwischen Svilos und Lezsimir, am Gebirgsriicken namens
Jerakovac fand ich im Waldboden liegend ziemlich grosse eckige
Stiicke eines hieher gehorigen Gesteines. Die verwitterte Binde
derselben ist durch Eisenrost gelb, stellenweise braun. Das frische
Innere aber ist auffallend spargel- bis grasgriin, oder gelb und
schwérzlichgrin wellig gestreift, fettglanzend, opalartig mit mu-
scheligem Bruche. Stellenweise aber ist die Oberflache auch griin-
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lichweiss gebleicht. Mit Stahl giebt dieses opalartige Gestein
Funken, lasst sich aber mit dem Messer stellenweise ritzen. Es
ist Ubrigens sehr sprode, und bricht mit dem Hammer geschlagen
splitterig. Ein Exemplar zeigte in einer kleiner Spalte auch Chal-
cedon. Das spec. Gew. fand ich 2‘18. Im Glaskolben erhitzt, geben
Splitter viel Wasser, wobei sie knisternd undurchsichtig und leber-
braun wurden. Nach ldngerem Glihen schmolzen die Splitter
zwar nicht, brannten sich aber blaulichweiss. Sdmmtliche Eigen-
schaften weisen daher auf eine griin gefarbte Opalmasse hin. Nur
fragte es sich noch, was wohl die farbende Substanz sei, und ich
untersuchte deshalb Dunnschliffe davon unter dem Mikroskope.

Die Dunnschliffe sind grinlich oder gelblich, gemengt mit
wellig eingebetteter faseriger undurchsichtiger Substanz. Einzelne
Teile dieser Substanz erinnern an Bastit, zeigen zwischen gekreuz-
ten Nikols blaulichbunte Interferenzfarben und gerade Aus-
I6schung. Im ganzen Diinnschliff sind ferner kleinere oder gros-
sere schwarze Erzkdrnchen eingestreut, um welche herum hie
und da Eisenrostflecke liegen. Die vorherrschende, durchsichtig
griinliche Opalmasse ist apolar. Aus diesem Verhalten ergibt sich,
dass man es mit einem opalisirten Serpentin zu thun habe.

2. Der bei Gi‘abovo im westlich vom Gologlava-Biicken lie-
genden Tale gesammelte typische Serpentin ist sowohl dusser-
lich, als auch unter dem Mikroskop besehen, mit dem im Csere-
vicer Tale vorkommenden dunkelgriinen, bastitreichen Serpen-
tine ganz identisch. Grinlichweisse, glatte, seifenédhnliche Pikro-
lith-Krusten sind auch hier hdufige Erscheinungen; ausserdem
sieht man aber hie und da auch durchscheinende Kalkspath-
Ueberziige. An einem Stlck fand ich wawellitdéhnliche, radialfase-
rige, schneeweisse, seidenglédnzende, kreisférmige Nadelgruppen
von Aragonit aufgewachsen. Das spec. Gewicht des Serpentins
bestimmte ich zu 2'5.

3a. Einen auffallend bastitreichen Serpentin sammelte ich
im Tale von Beocin. Solche finden sich lbrigens auch im Csere-
viczer Tal, innerhalb des Bastitblattchen sparlicher enthaltenden
Serpentins. Auf dunkelgriinem Grunde sieht man heller grinlich-
gelbe, zum Metallglanz neigend stark perlmutterglanzende, fein-
blatterige, glimmerahnliche Bastitlamellen bis 1 O Cm. so dicht
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ansgeschieden, dass sie gewiss die Halfte des Gesteins ausmachen.
Auch in Chrysotil tibergehende Pikrolith-Aderchen durchziehen
diesen schénen Serpentin. Unter dem Mikroskop sieht man die
rechteckigen Schnitte des braunlichen oder gelblichen, stark ge-
faserten Bastites in grosster Menge. Dazwischen gedréngt in
ziemlich grossen Koérnern und auch Krystallen treten netzfor-
mig zerkliftete, aber noch mit gelblichweissen, durchsichtigen
frischen Kernen versehene Olivine hervor, welche in lebhaften
Farben polarisiren. Haufig sieht man in ihnen, in ziemlich gros-
sen Kdrnern oder in quadratischen Krystallschnitten, braunrot
durchscheinenden Chromspinell eingeschlossen. Pyroxen (Sahlit),
den Kispatic im Olivinenstatit-Gestein der Fruscagora nachgewie-
sen hat, konnte ich hier nicht finden.

3b. Ebenda, jedoch auf dem Bergriicken, welcher sich gegen
die Cerova strana hinzieht, tritt ein beinahe bastitfreier Serpentin
zu Tage. Das dunkelgriine Gestein ist scheinbar gleichartig, dicht,
mit splitterigen Bruch; mit der Loupe besehen, kann man den-
noch einige flimmernde grinlichgelbe Bastit-Schiippchen ent-
decken. Unter dem Mikroskop zeigt es beinahe rein das Bild eines
netzférmigen Olivinserpentins, mit sehr sparlich auftretenden
einzelnen Bastit-Schnitten, jedoch mit reichlichen Magnetit- oder
Chromit-Kdrnern.

3c. Zwischen den Gerollen des Beociner Baches fand ich
einen dhnlichen opalisirten Serpentin, wie der bereits beschrie-
bene von Svilos. Die Masse desselben ist vorherrschend gelblich-
brauner Opal, in dem bis erbsengrosse, grasgriine Serpentinkdrner
eingestreut liegen.

4, Vom Bakovacer Gradacberge, dessen reiner Olivinserpen-
tin im Jahre 1873 von mir (22) und 1889 von Kispatic (35) be-
schrieben wurde, will ich diesmal nur eine besonders schéne Ser-
pentinvarietat vorfiihren.

Das hell blaulichgriine, schwach seidenglédnzende, feinscha-
lige und zugleich grobfaserige Mineral, l&sst sich nach beiden
Bichtungen leicht in kleine eckige Stiicke spalten. Die Oberflache
ist hie und da mit einer weissen Kruste oder mit weisslich durch-
scheinenden Skalenoedergruppen von Kalkspath Uberzogen, zwi-
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schen den Fasern sieht man auch dunkel oder heller Glgriine
Serpentinpartien eingekeilt. Das spec. Gewicht ist 2:52.

Unter dem Mikroskop erscheint das faserige Mineral ab-
wechselnd aus rindenbréiunlich durchscheinenden und hell gelb-
lich durchsichtigen welligen Bindern, so dass die Ersteren die
Letzteren quasi umbhiillen. Zwischen gekreuzten Nikols sieht man
das prachtvollste Bild einer gestrickten Textur. Die Fasern polari-
siren in lebhaften Farben und zeigen gerade Ausléschung, nur
tritt diese infolge des welligen Verlaufes nicht der ganzen Lénge
nach auf einmal, sondern nur gliederweise ein. Dazu leuchten
noch sehr lebhafte Farben von quer durchstreichenden Fasern
hervor, so dass das ganze Bild dem eines bunten Strickwerkes
dhnlich ist. Ich halte diese Serpentinvarietit fiir einen unvoll-
kommenen Chrysotil, d. i. Metaxit, und finden sich ganz éhnliche
Varietdten — wie ich gleich zeigen werde — auch an mehreren
Stellen der siidlichen Seite des Gebirges.

5. Zwischen Rakovac und Vrdnik am Gebirgskamm habe
ich neuestens das Vorkommen des kaum serpentinisirten, ur-
spriinglichen, schwirzlichgriinen Olivin-Enstatit Gesteins mit dem
spec. Gewicht 2-87 constatirt. Es ist dies dasselbe, welches ich im
Jahre 1876 vom Mermer Berg bei Beo¢in beschrieben habe (22).
Kisparic hatte darin auch Pyroxen (Sahlit) nachgewiesen und so-
mit das Gestein mit dem Therzolith identificirt (35). Ich muss
gestehen, dass es mir auch in dem neuen Funde nicht gelang
einen Pyroxen nachzuweisen.

6. Einen #&hnlich dunkelgriinen, zihen und harten Lher-
zolith fand ich ferner noch zwischen Vrdnik und Ledince, nahe
zum Kamme, jedoch schon auf dem siidlichen Abhang. Hier aber
bildet dieses frische Gestein nur zerstreute, kleinere oder grossere,
schalige Nester und Knollen im Serpentin. Unter dem Mikroskop-
zeigen Diinnschliffe davon ein recht typisches Serpentinbild, nur
ist das Serpentinnetz noch sehr diinn, die Olivinkerne aber sind
zahlreich und ziemlich gross. Der Enstatit oder Bronzit ist zum
Teil griinlich, ebenfalls in Umwandlung begriffen, zum Teil bei-
nahe wasserklar. Spérlich sieht man auch Chromspinell-Krystall--
schnitte im Olivin.

7. Nahe hieher, bei der Quelle «Dobravoda» ist der anste--
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hencle Serpentin dem reinen Olivinserpentine des Rakovacer
Gradac Berges &hnlich; die Bastit-Schippchen fehlen aber auch
da nicht génzlich, und das urspringliche Gestein war daher
Bronzitperidotit. In der gelblichweissen Pikrolithkruste fand ich
kleine glanzende Magnetit-Octaeder dicht eingestreut.

8. An der ostlichen Endigung des grossen nérdlichen Ser-
pentinlagers im Tale beim Kloster Gergeteg, sammelte ich in
einem kleinen Bruch Serpentine. Die Méchtigkeit des Lagers be-
tragt hier nur mehr 20 Meter. Unterhalb folgt zuerst roter Thon
und dann Magnesiakalk mit Chalcedonadern bis zum Kilosterhof.
Der Serpentin ist hier sehr verwittert und mirbe, zum Teil ganz
zerbrockelt. Auf mattem, schmutziggrinem und rostfleckigem
Grund zeigen sich hie und da noch perlmuttergldnzende Bastit-
schippchen und schwarze Erzkdrnchen. Das Gestein ist stark zer-
klftet, die Spalten mit Kalk- und Braunspath erfullt; hie und da
erblickt man aber auch Krusten von grauen Quarz- oder Citrin-
Krystallchen. Seltener zeigten sich radialstdngelige Aggregate von
rosarotem Aragonit und Krystall-Gruppen flacher, linsenférmiger
R von Braunspath in den Kliften. Innerhalb des gewdhnlichen
dichten Serpentins dickere Adern bildend, kommt endlich auch
der oben beschriebene Metaxit hdufig vor, ist jedoch ebenfalls
sehr zersetzt und brockelig. Er ist gelblich oder griinlichweiss,
und besitzt noch schwachen Seideglanz. Die Stangel sind mehrfach
quer gewunden und zerbrochen und l6sen sich sehr leicht von
einander.

9. Der Serpentin, welchen ich oberhalb des Klosters Hopovo
sammelte, hat eine hell pistazgriine Farbe und ist mit &hnlich
gefarbten, stark perlmutterglanzenden Bastit-Blattchen erfillt.
Unter dem Mikroskop erwies er sich als ein typischer Bronzit-
Olivinserpentin, mit h&ufigen rétlich durchscheinenden Picotit-
Krystallschnitten.

10. Auf dem zwischen Yrdnik und Jazak sich erhebenden
Gebirgsriicken «Kosmatica» habe ich mehrere Serpentinvarietaten
beobachtet. Am hdchsten Punkt des Riickens, also im Kerne dieses
Serpentinlagers, ist das Gestein gelblich- oder braunlichgriin; und
zeigen sich auf seinem stark splitterigen Grund grinlichweisse,
pikrolithartige Partien, deren perlmutterglanzende Spaltflachen



92 ANTON KOCH.

auf stark verdnderten Bastit hinweisen. Ausserdem sieht man
pechschwarzen, feinkérnigen Chromit eingesprengt. Spec. Gewicht
ist 2-66. Unter dem Mikroskop sieht man auch in diesem Gestein
ganz deutlich das netzférmige Bild des Olivinserpentins. Die spér-
lichen Bastitfetzen sind sehr stark zersetzt. Einige gelbliche, zer-
kliftete Koérnchen und Krystdllchen mit lebhaften Polarisations-
farben und schiefer Ausldschung deuten auf einen noch frischen
Pvroxen (Sahlit?). Zerstreute Chromitkdrner ergénzen das mikros-
kopische Bild dieses Serpentins, dessen urspriingliches Gestein
Lherzolith war.

Am sidlichen Bande dieses Lagers kommt in Verbindung
mit diesem Serpentin sehr viel, wellig gebogener, stangelig-faseri-
ger, hell blaulichgriiner, etwas seideglanzender Metaxit vor, des-
sen mikroskopisches Bild mit dem friiher beschriebenen vom
Gradac Berge vollkommen {ibereinstimmt. Spec. Gewicht ist 2°51.

Weiter hinunter gegen Jazak zu, in einem Seitenzweig des
Czerni Potok, habe ich unter den Gerollen aus abwechselnd griin-
lichweissem Pikrolith, weissem seidigen Chrysotil und zeisiggri-
nem Metaxit bestehende Exemplare gesammelt, welche ebenfalls
von der Kosmatica herstammen. Das spec. Gewicht betrug 2°4.

B) Am siidlichen Abhange fand ich aber ausser diesen echten
Serpentinen auch serpentindhnliche Gesteine. Solche hatte zuerst
Kjspatic nachgewiesen (35), und zwar im Tale des Jazaker Czerni
Baches, wo nach ihm die quer durch das Tal streichende Lager
aus sogenannten Antigorit-Serpentin bestehen, welcher aus der
Umwandlung der Amphibolite hervorgegangen sein dirfte. Auch
ich habe neuerer Zeit an zwei neuen Fundstellen &hnliche Ser-
pentine gesammelt.

a) Die erste Stelle befindet sich am Wege, welcher vom
Kosmatica-Bucken nach Jazak zu hinunter fiihrt, noch am oberen
Gehénge dieses Berges. Das Gestein liegt in eckigen Bruchstiicken
mit gelben Jaspis und quarzreichen Phyllit vergesellschaftet im
Waldboden. Es ist dunkelgrin, feinkornig, stark splitterig bre-
chend. Die Splitter sind saftiggriin durchscheinend, hie und da
auch ins Weisse ziehend, mit faseriger Textur und Seidenglanz
versehen. Gegen die Verwitterungsrinde zu wird das Gestein all-
mahlig heller grin, weisslichgrin und 0bergeht schliesslich in
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eine gelblichweisse, feinkdrnige Masse, in welcher sparlich auch
schwarze Erzkérnchen zerstreut liegen. Spec. Gewicht = 2°65.

Unter dem Mikroskop sind die reinsten Stellen davon bei-
nahe wasserklar, blos mit Spuren der, der parallel- oder verworren
faserigen Struktur entsprechenden feinen Linien. In dieser Grund-
masse sieht man von feinem Staub an bis zu ziemlich grossen
Kdérnern, schwarzen, metallglanzenden Magnetit (oder Chromit),
mit Eisenrosthdfen eingestreut. Ausser den wasserklaren Partien
bemerkt man aber auch unregelméssige Flecken oder Schichten
einer gelblichbraunen, blos durchscheinenden, wolkigtriben Sub-
stanz; ja auch diinne Adern davon durchkreuzen das Bild. Diese
Substanz erscheint bei reflectirtem Licht grinlichweiss.

Zwischen gekreuzten Nikols polarisiren die durchsichtigen
verworren feinfaserigen Partien in blaulichen oder gelblichen Far-
ben. Die Fasern léschen in Parallelstellung aus. Die bréunlich-
gelben triben Flecke und Adern zeigen lebhafte gelb und rot
bunte Aggregatpolarisations-Farben und scheinen aus noch ziem-
lich frischen Pyroxen-Koérnern zu bestehen. Die verworren faseri-
gen Partien gleichen bei starkerer Vergrosserung der 2. Abbildung,
welche der Abhandlung R. Drasche’s * beigegeben ist, welche das
mikroskopische Bild eines serpentinédhnlichen Gesteines von Win-
disch Matrey darstellt.

b) Die zweite Stelle, auf welcher ich dergleichen serpentin-
&hnliches Gestein, zwar blos als Gerolle fand, ist der Bergriicken,
welcher zwischen dem Jazaker Beli-Potok und dem Bessenovoer
Tale auf den Cerveni csott hinaufzieht. Auch dieses Gestein ist
dunkelgriin, feinkdrnig, mit stark splitterigem Bruch. Die Splitter
sind lauchgrin bis weisslichgriin durchscheinend; faserige Partien
jedoch, wie im vorigen Gestein, finden sich hier nicht. Auch
schwarze Erzkdérnchen sieht man eingestreut. Spec. Gew. — 2'63.

Unter dem Mikroskop sieht man auf wasserhellem, verworren
faserigem Grunde eine braunlichgelbe, durchscheinende triibe Sub-
stanz in unregelmdssigen Flecken und Tupfeln, seltener auch in
grosseren Krystallschnitten, in Gesellschaft verschieden grosser

* Ueber Serpentine und serpentindlmliche Gesteine, Miner. Mitteil.,,
gesamm. von G. Tschermak. Wien, 1871, p. 1 Taf. I.
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Magnetitkdrner, dickt zerstreut. Diese Substanz erinnert an stark
veranderten Bronzit, zeigt aber keine Spur von Dichroismus und
Liebtabsorption.

Zwischen gekreuzten Nikols erscheint die wasserklare Basis
als ein Aggregat winziger Schippchen, welche in blaulichen und
seltener in gelben Farben polarisiren. Die triiben gelblichen Flecke
zeigen lebhaftere Polarisationsfarben. Die Beste grosserer Kry-
stallscknitte lassen noch parallelfasrige Textur erkennen und
lI6schen gerade aus. Bei starker VVergrdsserung hat die wasserhelle,
schuppig lamellése Grundmasse das Aussehen der 3. Abbildung
ZU R. Drasche’s 0ben erwéhnten Abhandlung, welches das mikro-
skopische Bild eines serpentindhnlichen Gesteins von Heiligen-
blut darstellt.

Nach meiner Erfahrung scheinen diese serpentindhnlichen
Gesteine mit den echten Serpentinen vergesellschaftet, richtiger
an den Réandern von deren Lagern, vorzukommen.

*

Wenn ich nun zum Schliisse aus den Lagerungs- und Verbrei-
tungs-Verhaltnissen der beschriebenen Serpentine auf deren geo-
logisches Alter und auf die Umsténde der Eruption schliesse, muss
ich zu dem Ergebnisse gelangen, dass die urspriinglichen Gesteine
des echten Serpentins, namlich der Lherzolith, die Olivin- und
Olivinbronzit-Gesteine, am Schliisse der Kreideepoche den kry-
stallinischen Schieferkern unseres Gebirges, wahrscheinlich nur
auf der sudlichen Seite durchbrachen, und dass eben dann auch
in der Gegend von Vrdnik jener buchtartige Einbruch entstand,
in welchem sich spater die Sotzkasckickten abgelagert hatten;
dass ferner die Lava des hervorbrechenden Olivingesteins, deren
Eruption auch von Lapilli- und Aschenauswurf begleitet sein
musste, in der Uferregion des damaligen Meeres in Form einer
weitausgedehnten Decke sich ausgebreitet und folglich parallel
auf die bereits gebildeten Kreidesedimente gelagert hat; ferner
dass der Detritus der ausgekihlten Lava in die spéter sich ab-
setzenden versteinerungsfihrenden Sedimente des ober-cretacei-
schen Meeres hineingelangte; endlich dass der Lavaerguss sich,



GEOLOGIE DEE FBTISCAGORA. 95

-wie die im Hangenden sieh zeigenden donneren Serpentinlager
beweisen, in schwécherem Maasse einigemal wiederholt hatte.

Die ober-c-retaceische Massengestein-Eruption war jedoch
mit den Olivingesteinen noch nicht abgeschlossen; denn diesen
folgte, ans den Lagerungsverhéltnissen geschlossen, noch eine
Eruption dolerilisehen Trachytes. Ich muss daher auch lber diese
etwas eingehender sprechen.

J- Ober-cretaceische Einlagerungen von doleritischern Trachyt.

Ueber das eruptive Gestein, von welchem hier die Eede ist,
wurden, nach der eingehend mitgeteilten Literatur, schon von so
Tielen und so oft Mitteilungen gemacht, dass ich die petrogra-
phische Beschreibung diesmal getrost unterlassen kann. Nur das
muss ich hier zulassen, dass man das Gestein jetzt, nachdem das
Eehlen des Nephelins zweifellos constatirt wurde, nicht mehr
einen Phonolith nennen darf, dass aber das Epitheton «doleritisch»
wegen der auffallenden Basic-itdt desselben, noch immer darauf
passt. Die Mehrzahl der Petrographen (Doeltee. Szabs, Ejspatic)
haben das Gestein als Trachyt bestimmt, natirlich mit der Voraus-
setzung, dass dieses das .Produkt einer tertidren Eruption sei.
Venn ich es nun fur obercretaceisc-h erklare, will ich deshalb
diese Bezeichnung nicht verwerfen, nur setze ich das Epitheton
doleritiseh* voran, weil es factiseh basischer ist. als sammtliehe
tertidre Trachyte, wofiir auch das hohe spec. Gewicht (2°7) deutlich
spricht

Meine Griinde, warum ich diesen doleritischen Trachyt fur
das Product einer ober-c-retaceischen Eruption erkldre, sind die
Folgenden: 1-tens, tritt dieser Trachyt nirgends mit Tertiarbil-
dungen, sondern grgsstenteils mit ober-c-retaceischen Ablagerungen,
stellenweise auch mit azoischen Dioriten, in Berihrung: 2-tens,
ist dieser Trachyt im Diorit des Peterwardeiner Festungsberges
in Form zweier schmaler Génge eingekeilt: zwischen den ober-
cretaceischen Sandsteinen und Thonschiefem findet er sich da-
gegen in den Talern von Ledince und Plakovac, allen bisherigen
Erfahrungen gemass, in Form wirklicher Lager eingebettet, welche
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mit den hangenden und liegenen Schichten parallel liegen und
somit muss er mit diesen ein gleiches Alter haben.

Als Beweise der Richtigkeit meiner Anschauung will ich
saimmtliche Erfahrungen, welche sich auf das Vorkommen und
die Verbreitung dieses doleritischen Trachytes beziehen, in Kiirze
vorfithren.

Ich habe das Auftreten dieses Trachytes im Rakovacer Tale
zuerst im Jahre 1870 beobachtet, und hielt es damals noch fiir
ein stockméssiges (8). Auf Grund meiner Beobachtungen im Jahre
1875 habe ich dessen Auftreten am Grunde des Rakovacer Tales
fiir ein gangmiissiges gefunden (22) und dessen oberen Gang auf
40, den unteren aber auf 20 M. geschitzt. Im Jahre 1882 habe
ich es schon entschieden erkannt (33), dass die beiden durch das
Ledinceer Tal streichenden Trachytziige, zwischen den ober-
cretaceischen Schichten als méchtige Lager eingekeilt vorkdmen,
welche gegen Westen zu bis in das Thal von Rakovac reichen,
und in diesem Urteile haben mich meine in den letzten Jahren
gemachten Beobachtungen, so auch die anderer Forscher, nur
bestirkt.

Nach Ar. Porovics (18,226) bestehen die im Ledinceer Tale
oben zu beiden Seiten sich erhebenden Kuppen aus Sanidintrachyt,
der sich weiter gegen Westen ausdehnt; gegen Osten aber reicht
er nahe bis zum Kamenitzer Tal.

Nach St. Nepersrovi¢ (15) bestehen neben Ledmce die fol-
genden Berge aus Trachyt: Kamenar, Lukin svetac, Na stojano-
vom grobu und Cerni csott (stidwestlich vom Dorfe). Den Mittel-
punkt bildet der Kamenar. Alle diese Kuppen héingen mit einan-
der zusammen; nur ist der Zusammenhang stellenweise durch
jingere Bildungen bedeckt. Der Trachyt schliesst fremde Gesteine,
namentlich Glimmerschiefer und Granit ein.

Arn. Porovics beschrieb in seinem Berichte (24) den Trachyt-
ausbiss am Peterwardeiner Festungsberg und in der Umgebung
von Ledince, ausser den frither erwiithnten Trachytvorkommen
noch den Berg Kralyevska stolica. Nach ihm ist er in grosseren
Massen an zwei Stellen des Cerni csott, dann auch am Kamenar
an zwel Punkten, endlich beim Zusammenflusse der Tiler des
Kamenarski und Ratorski Potok aufgeschlossen. Rechts vom west-
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lichen Zweige des Bakovacer Tales (Mali potok) zeigen sich auch
noch Spuren des Trachyte, so auch gegen den Bergriicken zu,
tberall nur zwischen den Sandsteinen. Auch er hielt die Yorkomm-
nisse von Bakovac fir die Fortsetzung jener von Ledinee.

Popovics erwadhnt endlich noch bei Alt-Slankamen einen
Haufen Trachyt gesehen zu haben, von welchem die Bewohner
aussagten, dass man das Gestein am Donauufer, etwas nordwest-
lich vom Orte gelegen, bei niederem Wasserstand anstehend finde.
Ob die Behauptung auch wahr sei, das konnte Popovics nicht ent-
scheiden, aber auch ich konnte keine neuere Nachricht dariber
erhalten, und somit bleibt dieses angebliche Vorkommen zwei-
felhaft.

Nach Kispatic (29 und 30) kommt im Peterwardeiner Tunnel,
welcher 361 M. lang ist, 60 M. von der westlichen Oeffnung, zwi-
schen den Grinsteinschiefer eingekeilt, ein 5*5—7 M. und in
abermals 100 M. Entfernung ein zweiter, 6 M. méchtiger Trachyt-
gang vor. Der erste Gang dirfte es sein, dessen Ausbiss friiher
Popovics Neben dem Brauhaus beobachtet hatte.

Im Bakovacer Tal, bei der Buskina Ugljara, beobachtete
Kispatic die Einkeilung des Trachytes zwischen dunkel- und licht-
grauen Kreidesandstein bl. in 80 M. Méchtigkeit, worauf Thon-
schiefer mit Zwischenlagern, 2 M. dicker Sandsteinbanke folgen.
Dann tritt abermals der Trachyt bl. 750 M. weit zu Tage und ganz
oben zeigen sich Kreidekalke.

Bei Ledinee tritt nach ihm der Trachyt im Kamenarski-Potok
auf, und bildet seitwérts auch den Gipfel des Kamenarberges.
Von hier zieht er weiter gegen den Batorski-Potok zu, wo er den
Kreidesandstein durchbrochen hat. Von hier erhebt er sich rechts
auf den Lakin svetac, welcher ganz aus Trachyt besteht. Gegen
den Gebirgskamm setzt er in der Ndhe der «Tresnyeva anta» zwei
Kuppen zusammen, wovon der eine Lisai vreh (bei mir Ostra
glavica) heisst.

Sdmmtliche Beobachtungen also fuhren zu dem Schlisse,
Uber dessen Stichhaltigkeit ich mich neuestens wieder Uberzeugt
habe: dass die Traehytvorkommen von Bakovac und Ledinee
zwei parallele, ununterbrochene Einlagerungen zwischen den ober-
cretaceischen Schichten bilden, In meiner Mitteilung Uber den

Mathematitche und Xatunrieseiuchaftliehe Berichte aut Ungarn. X I11. 7
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Ledinceer Bleiglanzgang (33) habe ich die Lagernatur dieser
Trachytziige so klar dargelegt, dass dariiber trotzdem, dass ich
sie damals noch als Lagergiinge bezeichnete, kaum gezweifelt
werden kann.

Weil diese Trachytlager entschieden im Hangenden der Ser-
pentinlager vorkommen, ist es klar, dass die Eruption und decken-
formige Ausbreitung des doleritischen Trachytes in der Strand-
zone des ober-cretaceischen Meeres spiter erfolgen musste, als
die der Olivingesteine. Da Breccien- und Tuffgebilde des doleriti-
schen Trachytes noch nicht beobachtet wurden, ist es wahrschein-

lich, dass der Ausbruch sich hauptsichlich auf Lavaerguss be-
schriankt hat.

L11. Tertidrgebilde.

1. Kohlenfivhrende Sotzkaschichten.

Das Vorkommen dieser Schichten siidlich von Vrdnik, in
einer kleinen Einsenkung des siidlichen Gehinges, war in Folge
der Kohlenausbisse schon lange bekannt, weil man nach Lexz (10),
schon bis zum Jahre 1855 etwa 2 Millionen Centner Kohle ab-
gebaut hatte, welche in Mitrovicz verbraucht wurde. Einen Stollen
trieb man auch in den Serpentin hinein, welcher sich hier an
krystallinischen Schiefer lehnt.

In den Jahren 1872 und 1873 wurden diese Schlchten auf
Basis jener Pflanzenreste, welche durch Lexz und mich gesam-
melt wurden, und welche D. Stor bestimmt hatte (9), mit den der
aquitanischen Stufe angehorigen Sotzkaschichten gleichgestellt.
Erst im Jahre 1873 wurde dieses ziemlich ausgebreitete Kohlen-
vorkommen eingehend durchschiirft und untersucht, und J. Rocs-
LITZER, welcher die Schiirfungen leitete, hatte die dabei beobach-
teten simmtlichen Tatsachen genau notirt (25) und in einer
Manuskript-Karte eingetragen. Nach ihm wurde das Kohlenflotz
damals an 9 verschiedenen Stellen in 2—7%/2 Klafter Michtigkeit
constatirt. Nach solchen griindlichen Vorarbeiten wurde der Berg-
bau regelrecht in Angriff genommen und ist seitdem in regem
Betrieb. Im Sommer 1893 hielt ich mich einige Tage in dieser
neuen Bergcolonie auf, und Herr Ruporr Pauk, der damalige
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Beiter des Kohlenwerkes war so freundlich, mir die geologisch
-wichtigen Resultate der neueren Grubenaufschliisse, nédmlich die
bergmdannische Aufnahme des Kohlenterrains und das genaue
Profil des 102 M. tiefen Haupt (Masehinen)-Schaehtes zur wissen-
schaftlichen Benlitzung mitzuteilen. Die Publication derselben in
passender Form erachte ich auch in geologischer Hinsicht fir
.ntzlich.

Profil des Haupt (Maschinen)-Schachtes.

1. Thoniger Boden __ .. 200 M
2. Weicher grauer Mergel = = = 3*00 «
3. Bdtlichgelber miirber Sandstein . 2M00 «
4. Fester grauer Mergel ... 3*30 «
5. Fester grauer Sandstein = — — 0*30 «
6 Fester grauer Thonmergel = = — 150 «
7. Thoniger Mergel _ = —  — 0*30 «
8. Grauer Thonmergel mit groben Kalkmergel-Ge-
schieben L 400 «
9. Schotterlger Kalkmergel v e e s 0*50 «
10. Grauer fester Sandstein 10 «
11. Thonmergel mit Kohlenspuren und Blattabdriicken 0*50 «
12. Fester grauer Sandstein  _  _ _ _  _ 0*70 «
13. Grober, fester grauer Sandstein 0*90 «
14. Fester, weisser grober Sandstein ~_ 0*50 «
15. Weisser sandiger Mergel 0*80 «
16. Thonmergel mit Blattabdricken 0780 «
17. Thoniger weisser Sand ... _ _ — 0*40 «
18. Thonmergel mit kleinen Muscheln . — — _ 0%B0 «
19. Fester, brauner Thonmergel ... .. .. ... 10 «
20. Fester, feiner Sandstein — — 1*00 «
21. Fester Thonmergel —  0*30 «
22. Fester Sandstein......... . — 0*70 «
23. Grauer Thonmergel mit Sandstein-Tafeln 2*30 «
*24. Fester Sandstein mit Sandzwischenlagen 1*50 «
25. Sandstein mit grossen, unregelmassigen Knollen 150 «
26. Sandstein ... — —(0*40«

57. Schottenger Sandstein, unregelmassig gelagert — 1*32 «

7*
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i 28. Grauer sandiger Thonmergel = _.. __ ' __ 100 M.
29. Thonmergel mit Sandstein-Tafeln__. ... .. ___ 080 «
0. Grober; welssexr Dand T/ L2 s Ml o R e o S

31. Sandiger Thonmergel, mit Sandstein-Tafeln und
Blattabdraeken: .20 S Sl Bals iy e be ST it DTSN

32. Grauer sandiger Thonmergel mit diinnen Sandlagen 3-70 «
33. Grauer sandiger Thonmergel mit Kalkmergel-Ein-

lagerungen: v L i g 1 b el f e GO
34. Grauer Thonmergel, mit Sandstein- Sclnchten id 4:00 «
35. Sandiger Schieferthon, mit Kalkmergel-Einlagerun-
i B, % 2 T L e e S SOOI
36. Sandstein mlt Blattabdrucken ek e I e 1-00 «
37. Sandiger Thonmergel mit Sandstein-Lagen ... . 1:00 «
e 38. Dasselbe mit Blattabdriicken ... .. ... ... _. 1:50 «
39. Fester Sandstein mit Blattabdriicken . . __. 150 «
A0, Bandiger Thonmergelss ¥ elpta s xl Sl ag % 100 «

41. Grauer, sandiger Thonmergel mit diinner Sandlage 600 «
42. Grauer Thonmergel mit diinner Sandsteinschichte_. 4:00 «
43. Feinschiefriger grauer Thonmergel mit Kalkmergel-

Eimlagerungen: =", 5 Sl il i Tt ot o (RN
A Bitamindser;Sehiefer o8 Uiy A nnde L = 400 «
45 Sandatein<Pafel s oas M rste et niaie ol S o haii SR
46. Dunkle bituminése Schiefer ... ... .. .. .= 6:80 «
A7 s A sden KohlenAots Loy ne i v b anin b B e e
48. Zwischenmittel von fettem, weissem Thon . ___ 010 «
19.79%tes Kohlenflotm Ts . & #ioia neyl st g e s S RaPtE] £0() g
50. Zweites Ziwischenmittel __. - . - .o . . 0-30 «
v 8:tes Kohlenflofa sy ~als oo el iSRS RE s 0y | 1408
59 Dritteh Zwischenmitfel: 20 To8 < ie' SERESENRES - 0-10 «
hairA-tog Kohlenflots /=% a0 S i e PR, -~ 2 _ . /1SS
54. Liegender Schieferthon mit Kohlenschmitzen ... 300 «

B Gesammtmichtigkeit der durchteuften Schichten  101-80 M.

Aus dieser Schichtfolge ist zu entnehmen: 1-tens, dass

E_‘_"" eigentlich nur ein miichtiges, durch weisse Thonzwischenlagen ge-
| I teiltes, Kohlenfl6tz vorhanden sei; 2-tens, dass die hangenden
B o¢ Schichten vorherrschend aus Thonmergeln und Sandsteinen be-
43
Vi

X MAGYAR




GEOLOGIE DER FRUSCAGORA. 101

stehen, deren hiiufige Wechsellagerung schon fiir sich allein deut-
lich dafiir spricht, dass séimmtliche Schichten ufernahe Siisswas-
ser- oder hochstens Brackwasser-Ablagerungen sein kénnen. Die
hiiufigen Blattabdriicke weisen mehr auf Siiss- als Brackwasser-
Absitze hin. Schade, dass die in der 18-ten Schichte erwidhnten
Muschelreste nicht specifisch bekannt sind, weil man aus ihnen
sicherer auf die Natur der Ablagerung schliessen konnte, als blos
aus den pflanzlichen Ueberresten. In den oberflichlichen Schichten
des Kohlenterrains sind Molluskenreste nirgends beobachtet wor-
den, und auch wegen diesem Umstand halte ich es fiir wahrschein-
licher, dass die Ablagerung unserer kohlenfithrenden Schichten
in einem ganz abgeschlossenen Siisswassersee erfolgt war.

Damit in Verbindung, will ich noch jene Schichtgesteine kurz
beschreiben, welche ich innerhalb des Kohlenterrains selbst zu
beobachten Gelegenheit hatte.

In der Umgebung der Kohlengrube smht man gelblichen
oder graulichen Thonmergel mit diinnen Zwischenlagen von fei-
nem, gelblichen Sand entblosst. Neben dem unteren Schacht wird
auf der ostlichen Berglehne ein weisslichgrauer, fein geschlemm-
ter Thon abgebaut. Das unmittelbare Hangende des Kohlenflotzes
ist jener briunliche, mit Sdure kaum aufbrausende Schieferthon,
welcher die meisten Blattabdriicke enthdlt, und in welchem ich
bei dem Kohlenausbisse im Veliki-Potok im Jahre 1872 sammelte,
wogegen LENz bei dem Ausbisse unterhalb der Briicke vor dem
Kloster gesammelt hatte. Diesmal erhielt ich in dem Materiale,
welches aus der Grube gefordet wurde, ein prachtvoll erhaltenes
Blatt von Rhamnus Gaudini HEER.

In dem Materiale, welches aus dem Forderschachte herauf-
gebracht wurde, fiel mir durch sein auffallendes Gewicht ein hell-
brauner spharositischer Mergel auf, welcher aus den Kohlen-
schiefern stammt ; ferner mit Chalcedon und krystallisirten Quarz
durchdrungene verkohlte Holzstiicke, welche im untersten Hori-
zonte der Kohle vorkommen; endlich ein miirber, grobkérniger
Sandstein, welcher ausser schwarzen und grauen Quarzgerdllen
einzelne, etwas violette, durchscheinende Quarzkrystillchen als
Einschliisse enthalt.

Als das tiefste Glied des Sotzkaschichtcomplexes betrachte
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ich jenen grauen oder gelblichen, dichten, ziemlich festen Kalk-
mergel, dessen Schichten am Cerveni breg (in der Nihe des Klo-
sters) durch einen grossen Bruch aufgeschlossen sind, und welche
mit 20—25° S. Einfallen sich an die gelben Quarzitbinke des.
Kula Berges lehnen.

Was endlich das geologische Profil der Vrdniker Kohlen-
mulde betrifft (siehe die I. Abbildung der Tafel IT), welches ich, aus-
den Grubenaufnahmen und den oberflichlichen Verhiltnissen
combinirt, gezeichnet habe, ist dieses so klar und instructiv, dass
man daraus auf ersten Anblick die Ausbildungs- und Entwick-
lungs-Geschichte der ganzen Kohlenmulde herauslesen kann. Die
Sotzkaschichten haben sich aus simmtlichen Beobachtungsdaten
geschlossen, in einer kleinen buchtartigen Versenkung des siid-
lichen Abhanges und zwar unmittelbar tiber den krystallinischen
Schiefern, oder nérdligh auch iiber den Serpentin, und siidlich:
iiber die untertriadischen Schichten abgelagert. Diese buchtartige
Einsenkung ist, wie ich dies schon einmal hervorhob, wahrschein-
lich am Ende der Kreideperiode, in Folge der mit den Eruptio-
nen von Olivingesteinen und des doleritischen Trachyt stattgefun-
denen Schichtstérungen und Briiche entstanden. Innerhalb die-
ser Einsenkung blieben jedoch einzelne kleinere oder grossere
Schollen (so die aus krystallinischem Schiefer bestehenden Inseln
des Vrdniker Morintovo Berges und der Umgebung des Klosters
Hopovo) hingen und mussten bereits aus dem aquitanischen
Binnensee hervorragen. Es ist aber auch klar, dass der ganze
kohlenfiihrende Schichtcomplex, sammt dem dariiber folgenden
Teytha- und Cerithiumkalke spiter, also wahrscheinlich gegen
Ende des sarmatischen Alters, in Folge starker Gebirgsbewegung,
welche sich besonders am ostlichen Ende des Gebirges manife--
stirte, in Teile zerbrochen und stark dislocirt wurden. Die gebirgs-
erhebende Kraft wirkte also auch in der zweiten Hiilfte der Ter-
tiirperiode sehr anhaltend in unserem Gebirge und kann man
die bedeutenden Wirkungen derselben in dem Profile der Vrdniker-
Kohlenmulde, aber auch in den iibrigen Profilen, deutlich erblicken
und erwégen.

Was das Vorkommen und die Ausbildungsweise der kohlen-
filhrenden Sotzkaschichten am nérdlichen Gehidnge des Gebirges:
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betrifft, SO muss ich diesbezuglich auf die friheren Mitteilungen
von mir (15 und 55 .von 0. Lexz (14) und besonders auf jene von
Boeceh und Staub *331hinweisen. ‘welche sie eingehend bespre-
chen, und welchen ich jetzt nur wenig Neues hinzufiigen kann.
Im Jahre 1883 hatte mir Jos. Pobitz, damaliger Leiter der Ledin-
ceer Silbergrube. Proben aus den kohlenfuhrenden Schichten des
Duboki Tales bei Ledince eingesendet. Die Kohle selbst ist eine
sehr schone, glanzend schwarze, kurzkliftige Braunkohle. Das
Liegende des Kohlenflotzes ist ein rostgelber Schieferthon, das
Hangende aber ein hell blaulichgrauer, schiefriger Thonmergel. In
beiden kamen Blattabdriicke vor. welche Prof. M. Staub bestimmte.
Im héngenden Thonmergel fand sich Taxodium distichum Kurt.,
miocenum Heer, und Ghjptostrobus Brgt. sp., im liegenden Thon
aber Popuhis latior Al. Be.

Im Tale des Yeliki-Potok von Bakovac untersuchte ich im
Jahre 1893 abermals die unter dem Leythakalk liegenden, kohlen-
schmitzen-haltenden Schichten. Schon innerhalb des Dorfes findet
man graue, gelbe, rote und bunte kliiftig schieferige Thone im
Bachbette aufgeschlossen, zwischen welchen bald dinnere, bald
dickere Sandstein-Tafeln und Bénke eingebettet liegen. Oben sind
diese gelb, weiter hinunter werden sie grau und thonig. und in
letzteren fand ich Kohlenspuren in Form von Nestern und Schmi-
tzen. Der ganze Schiehtcomplex verflacht unter 55—30= gegen
N. Weiter aufwérts werden die rostgelben, groben Sandsteine
immer haufiger und bénkiger, und lagern schliesslich auf dem
dunkelgrauen Thonschiefem der oberen Kreide.

Auch oberhalb Bukovac fand ich Ablagerungen, welche hie-
her gerechnet werden kdnnen. Gleich am oberen Ende des Dorfes
fand ich unter den 70c gegen Osten verfidchenden Schichtbanken
eines kalkreichen Sandsteines, den ich mit dem Leythakalk fiir
aquivalent halte, abwechselnde Schichten von polygenem Conglo-
merat und rotem Thon, welche auf dem ober-c-retaceischen Sand-
steine liegen und der Lagerungsreihe nach den Sotzkasehiehten
entsprechen. Aber noch weiter oben, am Bande des Waldes, in
dem Graben, welcher bei der Quelle «Yilena voda* vorbeizieht,
sieht man abwechselnde Schichten von bldulichgrauem schiefrigem
Tegel. Mergelschiefer und tafeligem Sandstein mit einem Yer-
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flichen von 15° NO entblosst, welche ich ebenfalls geneigt bin
den Sotzkaschichten zuzurechnen, obgleich sich keine Spur von
Petrefacten darin finden liess. Die Schichten liegen unmittelbar
und discordant auf den stark gehobenen festen Béinken der Kreide-
Sandsteine und Breccie. Ueber diese Stelle hinaus gegen Osten
zu, verschwinden sdmmtliche tertiire Ablagerungen unter der
Lissdecke, und kann man somit nicht wissen, ob sie wohl das
ostliche Ende des Gebirges als zusammenhidngende Zone umge-
ben ? Es ist aber auch nicht wahrscheinlich, dass das unter der
Lissdecke geschehe, weil man in diesem Falle in dem tief einge-
schnittenen Strazsilor Tale bei Karlowitz, iiber den daselbst sehr
gut entblossten Kreideschiefern irgend welche Spuren davon fin-
den miisste; was aber bisher noch nicht geschah. Aus diesem
Grunde habe ich, abweichend von den dlteren geologischen Kar-
ten, die nordliche Zone der tertiiren Schichten nur bis Bukovae
eingezeichnet.

J. RocerrTzER hatte in seiner Manuscript-Karte eine halb-
mondférmige breite Zone der Sotzkaschichten am westlichen Ende
des Gebirges, von Lezsimir angefangen iiber Kuvezsdin und
Gypsa bis in die Gegend von Svilos und Grabovo eingezeichnet.
Dieses Vorgehen motivirte er in seinem Berichte (25,99) damit,
dass er bei Lezsimir, im Liegenden des Leythakalkes, den Vrdni-
ker Schieferthonen und Sandsteinen #@hnliche Gebilde bemerkte,
Blattabdriicke in ihnen jedoch nicht fand. Ein 24 Klafter tief ge-
triebenes Bohrloch, welches den krystallinischen Schiefer erreichte,
fiihrte ebenfalls auf keine sicheren Spuren. Ich selbst habe in dem
Graben, welcher von dem aus Leythakalk bestehenden Plateau
Krecsanska jama herunterzieht, also scheinbar im Liegenden des
Leythakalkes, wechselnde gelbe, briunliche und blaue Thonschich-
ten beobachtet; aber nichts gefunden, was auf Sotzkaschichten
hinweisen wiirde. Es kénnen diese Thone noch zum Leythakalk
gehoren; es ist aber auch moglich, dass sie jiinger sind, als der
Leythakalk, oder gar der Terrarossa-Bildung angehort. Am nérd-
lichen Abhang des Gebirges aber habe ich entschieden beobachtet,
dass der Leythakalk entweder unmittelbar auf krystallinischen
Schiefern, oder in der Umgebung von Svilos und Grabovo, auf
den Kreideschichten ruht. Aus diesem Grunde kann man die
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Sotzkaschichten am westlichen Ende des Gebirges nicht geniigend
motivirt ausseheiden und ich habe sie einfach weggelassen.

2. Leythakall wnd Mergel.

Der Leythakalk und damit verbunden Kalkmergel sind Ab-
lagerungen, mit welchen sich die bisherigen Forscher am meisten
beschiiftigten. Die Ursache davon ist einfach die, dass die breite
Zone des Leythakalkes am Abhange des Gebirges leicht zugéng-
lich dahinzieht, dass er zu technischen Zwecken verwendbar,
ringsum durch zahlreiche Steinbriiche gut aufgeschlossen ist und
endlich auch die, dass er wegen seines Petrefactengehaltes das
Interesse allgemeiner fesselte, als die ibrigen Bildungen des
Gebirges.

Die erste Angabe iiber Versteinerungen aus dem Leythakalk
stammt noch von SaprLer her, der in einer Sitzung der ungar.
naturwiss. Gesellschaft am 17. Dec. des Jahres 1846, den Schidel
einer ausgestorbenen Kameelart besprach, den man vor 30 Jahren
in der Umgebung von Cserevic im Grobkalk fand. Dieses Fossil
wire sehr interessant und wertvoll, wenn es existirte ; aber ohne
es zu sehen, muss man an’der Richtigkeit dieser Angabe heut zu
Tage zweifeln.

Nach H. Worr (2 und 6) ist die Grenze des marinen Leytha-
kalkes gegen den brackischen Cerithienkalk schwer zu ziehen,
weil die weissen Kalkmergel, welche er mit STOR als Aequivalente
der Cerithienschichten hielt, bei Ledince o6fters mit Leythakalk
wechsellagern. Nordwestlich von Slankamen, am Donauufer, be-
obachtete Worr iiber Kalkmergel und Thonschichten des Kreide-

gystems (?) ebenfalls die Wechsellagerung des Leythakalks mit
sarmatischen Schichten.

Nach Worr habe ich die.Leythakalkvorkommnisse des nord-
lichen Abhanges eingehender besprochen (3, 12 und 22). Lexz
hatte besonders das durch viele Steinbriiche gut erschlossene
Leythakalkvorkommen von Lezsimir beschrieben (14), wo die stark
zerkliifteten Schichtbéinke ein rein siidliches Verflichen zeigen.

Av. Porovics hatte rings um das Gebirge herum das Vor-
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kommen zahlreicher Punkte eingehend beschrieben (24) und auch
deren Petrefacte aufgezéhlt.

Nach J. Bochtitzer (25) ist auch bei Neradin ein Steinbruch
auf Leythakalk im Betriebe. Joh. Boeckn besprach das Vorkommen
bei Ledince eingehender (28). Seine Beobachtungen will ich wegen
deren Wichtigkeit im Ganzen wiedergeben. Bei Ledince, im Stein-
bruche am o&stlichen Gehénge des Tales, verflac-hen die Leytha-
kalkschichten unter 85° nach NNO; am westlichen Gehange
aber beobachtete er sogar iberkippte Schichten. Hier folgt ndm-
lich, scheinbar im Hangenden der Lithothamniumkalkbénke, in
Wirklichkeit jedoch im Liegenden, ein trachyttuffahnliches, eige -
timliches, dunntafeliges Gestein, welches viel bronzefarbige
Glimmerschuppchen, Feldspath- und Quarz-Kdérnchen (also Tra-
chyt-Detritus) enthélt.

Im Liegenden des Leythakalkes beobachtete Boecknh fora-
miniferenhdltigen Mergel mit Pecten cristatus. Im Liegenden
weiter folgt am Grunde des Tales gelblicher Sand, teils mit
losem Sandstein, teils mit Conglomerat. In den liegenderen Teilen
dieser Ablagerungen fand er zwei kalkreichere Bénke eingelagert,
deren untere ebenfalls conglomeratisch war. Aus dieser zog er
einen Pecten aduncus heraus. Also auch im Liegenden des Leytha-
kalkes findet man hier noch ober-mediterrane Ablagerungen. In
den mergeligen Schichten des Hangenden, in welchen B oeckh die
sarmatische Stufe suchte, erhielt er ebenfalls ein marines Fossil,
den Pecten duodecimlamellatus. Daraus folgt nun, dass die Auf-
fassung wo1i+’s, nach welcher die Uber den Leythakalk folgenden
Mergel sarmatisch waren, nicht gelten kann, und werde ich
auch aus meinen Erfahrungen Beispiele dagegen auffiihren.

In den letzten Jahren hatte ich abermals Gelegenheit die
Leythakalkzone an vielen Punkten unseres Gebirges zu beobach-
ten, und konnte somit den ganzen Verlauf derselben ziemlich
genau in meiner Karte eintragen.

Am ndrdlichen Abhang im Osten beginnend, haben wir schon
gesehen, dass die Zone des Leythakalkes bei Slankamen beginnt.
Weiter gegen Westen zu findet sich bei Kercsedin, am Ufer der
Donau ein grosser Steinbruch hl. 60 M. tief in dem Leythakalk.
Der festere Leythakalk hegt in kleineren oder grésseren knolligen
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Schollen zwischen weicheren Mergelschichten, welche wellig gebo-
gen erscheinen. Das Verflichen ist wohl nur seicht gegen SW,
die normale Lagerung ist jedoch an vielen Punkten in Folge von
Abrutschungen stark gestort. Die Decke des Kalkes bildet 50—20 M.
miichtiger Lioss. Fossile sind eben nicht héufig ; ich sammelte :

Ostrea crassissima Law. ein Jugendexemplar in einer Mu-
schelbreccie ;

Ostrea gingensis ScarorH. sp. hiufig im schotterigen Grob-
kalke ;

Solenastrea sp. Stocke und auch andere Korallen héufig.

In der Umgebung von Karlowitz fand ich keine Spur des
Leythakalkes. Nur in Bukovae, am oberen Ende des Dorfes be-
obachtete ich im Hofe eines Hauses einen gelblichgrauen, kalk-
reichen, feinkornigen Sandstein ohne Fossilien, in Schichtbin-
ken mit dem Einfallen von 70° nach O, welchen ich fir ein
Aequivalent des Leythakalkes halte.

Bei Rakovac habe ich neuestens im Llegenden des Leytha-
kalkes, in einem Steinbruche mitten im Dorfe, rein weissen, kreide-
artigen Kalkmergel, ohne Fossilien beobachtet, dessen kliiftig-
binkige Schichten das Einfallen unter 10° nach NO zeigen. Noch
weiter im Liegenden erscheint jener graue sandige, foraminiferen-
reiche Mergel, den ich in meinem Berichte von 1876 beschrieb (22).

Meine #lteren Beobachtungen, welche ich bei Beoédin, Ce-
revic und Banostor gemacht habe (8 und 12) kann ich noch damit
erginzen, dass ich spiter bei Cereviec am Berge Sakotinac ein
gut erhaltenes Exemplar von Clypeaster crassicostatus Ac. und
Steinkerne von Pectunculus pilosus L. gesammelt habe.

Gegen Westen zu vorschreitend wird die Zone des Leytha-
kalkes immer breiter und das Verflichen der Schichten dem ent-
sprechend immer seichter. Bei Svilos beobachtete ich am #usseren
Rand der Zone hell gelblichgrauen Mergel mit schlecht erhaltenen-
marinen Fossilen und Foraminiferen. Einfallen der Schichten
35° 8. Weiter hinauf finden sich Binke von gelbweissen Litho--
thamnienkalken eingelagert. Ich konnte von den Fossilien erken--
nen: Corbula gibba Ovivi, Ervilia pusilla Peiv., Pecten duode--
cimlamellatus Br. und Spuren von Tellina sp., Mesodesma sp.,.
Murex sp.
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Im Dorfe selbst kommt abermals der weisse Mergel, mif
einem Verflichen von 35° NW, zum Vorschein; woraus man auf
eine unter dem Dorfe dahinziehende Faltenmulde unserer Schich-
ten schliessen muss.

Noch weiter hinauf, so auch im Tale von Grabovo, erschei-
nen die Talgehéinge von dem kreideartigen Leythakalke weiss und
die Leythakalkzone erreicht hier ihre grosste Breite.

Stdostlich von Nestin, tief im Walde, an der Stelle namens
Dolacsa des Janok dol, ist die hier durchstreichende T.eythakalk-
zone durch einen Steinbruch nachgewiesen. Die knolligen, sehr
miirben, amphisteginahiltigen Kalkbinke mit Kalkmergel wech-
sellagernd, fallen unter einigen Graden gegen NW ein und ent-
halten ziemlich haufig :

Pecten latissimus Broco. Bruchstiicke ;

«  Besseri ANDRz. «

«  Malvinae Dus. «
Spondylus crassicosta Lam. Bruchst.
Ostrea gingensis SCHLOTH. «

«  cochlear PoL1.

«  digitalina Dus.

Steinkern von Mactra Bucklandi Derz. (?)

Vermetus sp., Bryozoensticke.

Amphistegina Hauerina D’Oxrs.

Oberhalb dieses Fundortes, am Waldwege nach LeZS1m1r,
fand ich am Riicken des «Belo brdo» unmittelbar auf Kalkphyllit
lagernd, einen gelblichweissen, tafeligen Kalkmergel, welcher Ein-
driicke und Steinkerne einer kleinen, an Ervilia pusilla erinnern-
den Muschel enthilt, welche auch bei Svilos im Tale vorkommt.

Von Nestin an umkreist die Leythakalkzone, grosstenteils
unter der Lossdecke, das westliche Ende des Gebirges bei Gypsa
und zieht dann als sehr schmales Band bei den Kléstern von
Kuvezsdin, Petkovies und Sisatovace voriiber bis Lezsimir, wo sie
sich am Bergriicken «Krecsanska jama» ziemlich ausbreitet,
um weiter bei Gergurevece unter der Lossdecke zu verschwinden.
An allen diesen Orten werden fossilreiche, ofter breccienartige
Grobkalkbinke, welche unmittelbar auf Kalkphyllit lagern, in
zahlreichen kleinen Steinbriichen als Bausteine und fiir Kalk-
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brennerei gebrochen. Das Verflichen der Schichten ist im allgemei
nen flach nach S gerichtet. Ich sammelte von Petrefacten :

Pecten latissimus Brocc. Kuvezsdin, Lezsimir ;

«  Malvinae Dus. « Sisatovae;
«  elegans ANprz. « «

Pectunculus pilosus L. Steinkern. Lezsimir.

Venus Aglaurae BroNeT.  « «

Amphistegina Hauerina D’Ors. Kuv. und Sis.

Bryozoen, Cidaris-Stacheln « «

Lithothamnium-Knollen, ganze Biinke erfiillt. Kuv.

Zwischen Gergurevee und Bessenovo ist die Zone des Leytha-
kalkes unterbrochen. Am letzteren Orte, unterhalb des Klosters,
tritt der Leythakalk an beiden Gehdngen des Tales wieder hervor
und wird am «Beli Kamen» auch gebrochen. Von hier bis Jazak
zeigen sich am Fusse des Triaskalkriickens blos Spuren davon.
An beiden Gehéingen des Jazaker Tales zeigt er sich ebenfalls nur
spurenweise ; gegen Vrdnik zu tritt er jedoch immer mehr hervor
und unterhalb dieses Dorfes wird der kreidige Kalk in einer Reihe:
von kleinen Steinbriichen an beiden Seiten des Tales gewonnen
und zum Kalkbrennen verwendet. Hier kommen sehr schone
Pecten latissimus Exemplare vor.

Von Vrdnik zieht die schmale Zone des Leythakalkes gegen
die krystallinische Schiefer-Insel von Hopovo und diese umge--
bend, dann weiter nach Alt-Hopovo, von wo man sie dann iiber
Neradin, Gergeteg bis in die Gegend des Kloster Remete verfol-
folgen kann. Hier sinkt der Leythakalk endgiiltig unter die Loss-
decke und tritt mit dem Kalke der nordlichen Zone nirgends in
directe Verbindung. Aus dem miirben Leythakalke, welcher auf
der Landstrasse von Iregh nach Kamenitz ansteht, habe ich ein
kleines Exemplar des Pecten latissimus herausgezogen.

3. Sarmaitischer Cerithienkallc und Mergel.

Nach H. Worr (2,160) soll der sarmatische Cerithienkalk bei
Slankamen mit den oberen Schichten des Leythakalkes wechsel-
lagern. Die dariiber folgenden weissen Mergel hielt er mit Stoz.
und Pavw als eine dem Cerithienkalke entsprechende Siisswasser-
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bildung, weil er Planorbis-Spuren darin sah. Derselbe erwihnt
auch in Remeta veliki Sarmatschichten beobachtet zu haben (6,213).
K. M. Pavw fand bei Semlin, in der Nihe des Radetzki-Bades am
Donauufer, unter dem Loss einen Sandstein mit Eindriicken von
Cerithium pictum oder rubiginosum, Heliz turonicum und Car-
dium. J. Rocurrrzer hatte an Dr. O. Lexz aus dem Rakovacer Tal
grauen Thonmergel mit Molluskenresten eingesandt, in welchen
R. Hornges folgende Arten erkannte : Cerithium pictum Basr., Ris-
soa angulata Eicaw., Rissoa inflata Axorz., Cardium Suessi
Bars., Tapes gregaria Parrscr, Bulla Lajonkaireana Bast.

Nach Ar. Porovics (24) streichen die Schichten dieser Zone

‘am oberen Ende von Ledince durch das Tal und bestehen aus

lichten Mergeln ; wir haben jedoch gesehen, dass Borcku in die-
sen Mergeln noch marine Fossilien fand. Nach Porovics befand
sich die angebliche Goldgrube «Perin majdan» in denselben Mer-
geln, welche mit gelblichen, metallglinzenden Schiippchen erfillt
sind. Es scheint mir, dass Porovics hier das durch Borcku be-
schriebene trachyttuffartige Gestein mit dem Mergel verwech-
selt hat.

Neuerer Zeit fand ich auch in dem Steinbruch am Fassinara
Berg bei Cerevic sarmatischen Kalk mit Mactra podolica, Ceri-

thium  pictum und rubiginosum, Cardium obsoletum, Ervilia

podolica und Trochus sp. Schon in meinem ersten Bericht habe
ich erwihnt (8), dass am Beodiner Erdell-Berg iiber den unter
60—70° nach N. einfallenden Leythakalkbinken conform ver-
flichende Cerithienkalkbéinke liegen. Endlich bemerkte ich am
Wege vom Kloster Gergeteg zum Gebirgskamm Biinke eines groben
conglomeratischen Sandsteines mit Spuren von Schnecken und
Muscheln, welche an jene des Cerithienkalkes erinnern.

An sonstigen Stellen konnten im Hangenden des Leytha-
kalkes versteinerungsfiihrende sarmatische Schichten noch nicht
nachgewiesen werden. Von Beoéin an westwiirts bis in das Sus-
seker Tal und ostwérts bis in das Kamenitzer Tal folgen iiber den
Leythakalkbéinken — wie wir gesehen haben — iiberall hell
grauliche oder gelbliche, tafelig-schiefrige Mergel, in welchen man
westlich von Beod¢in keine Versteinerungen, auch im Schlemm-
riickstand nicht, bemerkt. Diese Schichten lagern, wie ich das an
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einigen Stellen beobachtet habe, discordant Uber den bedeutend
steiler einfallenden Bénken des Leythakalkes und auch des Ceri-
thienkalkes. So sieht man vis a vis der Kirche von Beocin, in
dem Einschnitte des vom Erdell-Berge herabziehenden Drenyovac
Baches, die 5—16 Cm. dicken tafeligen Schichten des Mergels
unter 21° XO Einfallen gut aufgeschlossen; wéhrend die Leytha-
und Cerithienkalkbédnke des Erdell Berges unter 60° gegen X
einfallen. In dem Steinbrache des Fasinara Berges und im Csere-
viczer Tal am Fusse des Lippa Berges, ist dieses Lagerungsver-
haltniss noch deutlicher zu sehen; denn hier tberlagern die gelb-
lichweissen Mergelschichten mit 30° Einfallen direct die Banke
des Amphysteginenkalkes mit dem Einfallen von 60° X, wie ich
das schon in meinem ersten Bericht (3), dargelegt habe. In den
héarteren Mergeln des friher genannten Aufschlusses bei Beocin
erhielt ich auf den Schichtflachen Eindriicke einer an Cyclas sp.
erinnernden Muschelart. .

Ob nach diesen Tatsachen der untere Horizont der erwahn-
ten weissen Mergel noch der sarmatischen Stufe zuzuzéhlen sei,
das erscheint mir in Betracht dessen, dass der Cerithienkalk im
Gegensatz zu den weissen Mergeln sehr wenig machtig ist, ferner
dass westlich von Beocin in diesen Mergeln sarmatische Fossilien
tatsachlich Vorkommen (Bakovac), ziemlich wahrscheinlich, und
habe ich deshalb auch von Cerevicz an gegen Westen zu eine
schmale Zone sarmatischer Schichten auf meiner Karte ausge-
schieden. Weil aber am westlichen Ende des Gebirges und an
dessen stidlichem Abhange diese versteinerungsleeren, hellen Mer-
gel nicht mehr auftreten, so habe ich die Zone der sarmatischen
Schichten auch nicht weiter verlegt.

Wenn aber diese Auffassung richtig ist, dann ist es ganz
klar: dass jene gebirgshebende*Massenbewegungen, deren deut-
liche und ausgedehnte Spuren wir besonders in der 6stlichen
Halfte des Gebirges — in Form starker Aufrichtung und Zerkl{f-
tung, ja sogar Ueberkippung der jungtertidren Schichten — ge-
sehen haben, beildufig in der Mitte des sarmatischen Zeitalters®
vor sich gingen, oder wenigsten damals ihren Héhepunkt erreicht
haben. Diese Massenbewegung dauerte auch spater noch fort,
jedoch weit nicht mehr in dem Maasse, wie zuvor.
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4. Unter-pontischer Valenciennesien-Mergel.

Es ist das der wohlbekannte Beodiner Cementmergel, iiber
welchen bereits so vieles mitgeteilt wurde, dass ich diesmal nur
meine neuesten Erfahrungen und besonders die auf seine Verbrei-
tung beziiglichen Beobachtungen ganz kurz mitteilen will.

Der gelblich- oder in den tieferen Horizonten graulichweisse,
stark zerkliiftete, kaum geschichtete, kreideartige Cementmergel
folgt tiber den frither beschriebenen, auch noch mit Sandstein-
tafeln wechsellagernden, deutlich geschichteten hiirteren sarmati-
schen Mergel in concordanter Lagerung, ja man kann sagen, sie
iibergehen allméhlig in einander. In dem tieferen Horizonte der
bedeutend michtigen Ablagerung kommen auch Lignitspuren,
oder wenigstens durch verkohlte Pflanzen dunkel gefarbte Schich-
ten vor, auf welche man vor einigen Jahren ohne Erfolg geschiirft
hatte.

Die um Beocsin herum liegenden Cementfabriken gewinnen
das in der Technik hochwichtige Gestein in grossen Tagbriichen,
und besonders der neben der Landstrasse, Futtak gegeniiber lie-
gende riesige Bruch der Orenstein’schen Fabrik verdient auch in
wissenschaftlicher Beziehung besondere Beachtung, weshalb ich
auch auf Fig. 2 dessen interessante Verhiltnisse zu skizziren
trachtete. Man kann aus diesem Profil ersehen, dass der eigent-
liche Cementmergel, welcher durch seinen Mangel an Schichtung
und die starke Zerkliiftung sich von den dariiber liegenden jiin-
geren Ablagerungen scharf abscheidet, hier in Form einer méchti-
gen, zusammenhaltenden, festen und trockenen Wand aufgeschlos-
sen ist, was eben einen sicherer Beweis seiner dichten und festen
Beschaffenheit abgibt. Die Winde der Spalten sind glatt, aber
gewohnlich dem flachmuscheligen Bruche entsprechend etwas
undulirt. Hiufig erhélt man kleine, ganz eigentiimliche, Finger-
eindriicken #@hnliche Bruchflichen. Die lingst schon bekannten
Fossilien (Valenciennesia Reussi Nuum., Cardium Lenzii und
syrmicum R. Horn. und Congeria banatica R. Horx.) sind eben
nicht so hiufig; aus der unermesslichen Menge des abgebauten
und zerkleinerten Mergels aber gelangen doch manche schéne
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3—4 M. Loss.

Etwas geschichtete, sandig-
schlammige Ablagerung, mit
sparlich vorkommenden Car-

dien.

Durch Eisenrost gefarbter sandiger
Mergel, erfullt mit Muschelschalen.

Sandig-schlammige Ablage-

10Mm  "ung, schwach geschichtet,
mit kleinen Sandstein-Con-
cretionen.

20 cm.

ZerklufteteWand des Cement-

mergels. Der Mergel ist gegen

das Hangende gelblich-weiss;

§ wird hinab zu immer mehr
blaulich-grau. Die Klifte sind
oben dicht und werden hinab
zu immer sparlicher. Keine
Spur der Schichtung ist zu
sehen.

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII. 8



114 AKTON KOCH.

Stiicke durch die Arbeiter in die Kanzlei der Fabrik, wo auch ich
schone Stiicke erhielt. Es gelang mir ausser den erwahnten Arten
hier und in den Brachen der Csik’sehen Fabrik noch die Folgen-
den zu sammeln: Planorbis ponticus Loér., Micromelania oder
Paludina sp., Limnaeus velutinus Desh.; Beste bis 40 Cm. langer
Fische, besonders deren 'Wirbel: das Bruchstiick der unteren Kin-
lade einer Eidechse, mit einem hackenfoémiigen conischen Zahn:
endlich verkohlte Pflanzen (Blatter und Friichte).

Was nun die Verbreitung des Yalenciennesien-Mergels in un-
serem Gebirge betrifft, so lasst sich dieselbe nur aus den petrogra-
phischen und Lagerungs-Verhaltnissen beurteilen, da man &hnliche
Versteinerungen ausserhalb der Umgebung Beoc-ins in den kreide-
artigen, hellen Wergein noch nirgends erhielt. Solche Mergel aber
kommen am nérdlichen Abhange westlich bis in die Gegend von
Susek und ostlich nicht ganz bis Bukovac streichend noch hdufig
vor. Das serbische Volk nennt diesen weichen, kreidigen Mergel
«Kaja». Am stidlichen Abhang jedoch tritt unser Mergel verhalt:
nissmassig nur sehr untergeordnet zu Tage. Ich selbst habe ihn
nur in der X&he des Klosters Bemeta veliki, neben der nach Kar-
lowitz fihrenden Strasse angetroffen, wo er eine, mehrere Meter
hohe Wand bildet.

Nach AX. Popovics (24) tritt sudwestlich vom Kloster Jazak,
in dem Talchen, welches sich gegen das Dorf hinabzieht, ein tafe-
liger, gelblichweisser Mergel zu Tage, enthdlt aber keine Fossilien.
Xeben Gergeteg, am Wege nach Bemeta, sah er zwischen den
Serpentin und Magnesiakalk dinntafeligen, rotgetiipfelten Mer-
gel, ebenfalls ohne Versteinerungen. Aus diesen Beschreibungen
erkennen wir aber kaum den Cementmergel des nérdlichen Ab-
hanges.

Andere Forscher erwdhnen noch weniger concrete Falle des
Vorkommens von Cementmergel und ist somit mein Vorgehen
motivirt, wonach ich auf meiner geologischen Karte die Zone
unseres Mergels am sidlichen Abhange sehr kurz und schmal
bemessen habe.
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5. Ober-pontisclie Cardium-Schichten.

Diesen Horizont habe ich an beiden Seiten des Gebirges erst
in den letzten Jahren entdeckt.

a) Der erste Punkt ist bei Beoéin die Orenstein’sche Ce-
mentgrube. wo man nach Abbildung 2 im Hangenden der Cement-
mergelwand. eine bl. 20 Meter méchtige, gelblichgraue, sandig-
sohlaminige Mergelablagerung finden, welche durch eine, in der
Mitte lurchziehende, schmale, versteinerungsreiche Lage in zwei
ziemlich gleiche Béanke getrennt wird. Angeblich kommen auch
in der oberen sandigen Mergelbank grosse doppelsehalige Car-
dien vor: ich selbst konnte aber keine Spur davon finden. Aus
der durch Eisenrost gefarbten Zwischenschicht stammt folgende
Faunula her:

Cardium cf. squammulosum Desh.
kleinere und grossere Exemplare sehr héufig.

Cardium Steindachneri Bees. _ __h.
« secam Fuchs 2 St.
Valenciennesia Reussi Neum. 1 =

Zagrabica ampullacea Brus. «
Planorbis Badnumesti F uchs
Pyrgula Toroki Loeexthey

Bythinia sp. __

«

«

_ W RN

«

b) Ein zweiter Fundort befindet sich in der Nahe des Klo-
sters Veliki Remeta, am Wege nach Karlowitz. Oberhalb des
kreidearrigen, weichen Cementmergels, also im Hangenden des-
selben. tritt neben dem Wege ein etwas hérterer, gelblichgrauer,
tafeliger Mergel zu Tage, welcher an Versteinerungen ziemlich
reich ist. In kurzer Zeit sammelte ich hier:

Cardium sp. (squammulosum Desh. ?) Bruchstiicke z.
« Mayeri Cap. non Hohen.) S.
o cf. AbichiB. Hérn. _ s
Z.

s.
h.
h.
e ochetophora Brus. h.

und kleine unbestimmte Schnecken.
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c) Ein dritter Fundort ist der grosse Leythakalkbruch amt
Donauufer bei Kercsedin. Hier zwischen den abgebauten Kalk-
trimmern fand icb Stlicke eines durch Eisenrost stark gefarbten
sandigen Mergels, welcher wahrscheinlich an der Grenze zwischen
dem Leythakalk und der Ldssdecke anstehend vorkommt, naher
jedoch nicht aufgefunden werden konnte. Dieser Mergel enthielt
die Steinkerne von Cardium cf. squammidosum pesn. und Myti-
lus cf. apertus pesn. in ziemlicher Menge.

d) Mit diesem Funde in Verknipfung, muss ich noch erwéh-
nen, dass mir Herr Em. Lsrentney in der paldontologischen Uni-
versitdtssammlung ein dem vorigem &hnlichen rostroten Sand-
stein mit Cardium cf. squammidosum und Steindachneri vorzeigte,
welchen Prof. aur. Tsrsk bei Mitrovitz zwischen den Gerollen
der Save gefunden hat. Mdoglich ist es, dass dieser cardiumhél-
tige Sandstein ebenfalls aus der Fruscagora auf dem Wege eines
Baches hieher gelangt war.

Auf Grund dieser Faunulen, deren Arten an sonstigen nam-
hafteren Fundstellen Ungarns (Arpad, Hidas, Piadmanest, Agram
u. s. w.) in dem oberen Horizonte der pontischen Stufe Vorkommen,
stelle ich auch diese neuen Vorkommnisse in die ober-pontische
Stufe. Die mittel-pontische Stufe ist bisher in der Fruscagora noch,
nicht nachgewiesen.

6. Paludinenschichten mit oder ohne Lignitfldtzen.

Ueber das Vorkommen solcher Schichten bei Cserevic habe
ich zuerst berichtet (3 und 12); spater hatten H. w o1+ bei Kar-
lowitz 6), D. 0. Lenz (14) UNd A1. Popovics (24) bei dem Kloster
Gergeteg und ebenfalls Dr. Lenz im Bakovacer Tale &hnliche
Schichten nachgewiesen. Die von ihnen eingesammelten Petrefac-
ten wurden von M. Neumayr * UNd Sp. B rusina ** paldontologisch
bearbeitet.

* Die Congerien- und Paludinenschichten Slavoniens und deren:
Faunen. Abhandl. der k. k. geol. Reichsanst. Wien 1875. Bd. VII. H. 3.

** Die Fauna der Gongerienschichten von Agram in Kroatien. Bei-
trage zur Paldontologie Oesterr.-Ungarns und des Orients. Wien 1884,
Bd. I11. p. 125,
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Da ich aber in den letzten Jahren an diesen Fundorten —
mit Ausnahme von Rakovac — neues Material sammelte und
ausserdem bei Karlowitz und Veliki Remeta auch mehrere neue
Fundstellen entdeckt habe, will ich Uber meine Untersuchungen
einen kurzen Bericht erstatten.

I. An der Sohle des Cserevicer Tales, gleich am oberen Ende
dieses Statchens, habe ich zwischen bl&ulichgrauen Thon und
untergeordneten Sand eingebettet bereits im Jahre 1864 zwei
dunne Lignitflétze beobachtet und dariiber Mitteilung gemacht (8).
Die Liste der damals und spater in dem Thone gesammelten Mol-
lusken habe ich zwar schon veréffentlicht (22), jedoch war die
Bestimmung nur eine beildufige. Seitdem kam ich in Folge des
Abbaues des Lignites in den Besitz eines reicheren Materiales,
bei dessen Untersuchung ich auch das alte einer Revision unter-
warf. Das Verzeichniss der Faunula der Cserevicer lignitfihren-
den Schichten ist nun das folgende :

a) Im Hangenden der Lignitflotze, besonders an der Grenze

des oberen Flotzes, kommen vor :

Vivipara lignitarum Neum s. h.
« Fuchsi Neum ...
« cf. SUESST Neum oo e 5.
« cf. melanthopsSisSBbus ... S.
Lithoglyphus fuscus Ziegt.os o z. h.
Hydrobia syrmica Neum .. h.
Valvata piscinalis Marr— ... A h.
« cf. Kupensis Fuchs S.
Bythinia Podvinensis Neum Z.s.
Dreissena polymorpha parr. z. h.
Unio Partschi Penecke z. h.
« maximus Fuchs z. h.

®) Aus dem Thone zwischen den beiden Flotzen:

Melanopsis lanceolata Neum. o . h
« recurrens Neum,... __ ... z. h.
« praemorsa L ... - e oo h

« Sandbergeri Neum ....cccccooorne. z. h.
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yielanopsis eurystoma Neum. ... ... .. Z. h.
cf. ricinus Neum. S.

Nerita danubialis Pfeir. ... ... ... .. Z. h.

Hydrobia syrmica Neum. . __ s h
acutecarinata Neum. ___ h.

Limnaeus cf. acuarius Neum. S

Unié Neumayri Pen. v . __ .. s h

Pisidium propinguum Neum. __ __ S.
rugosum Neum. ... ... S.

Il. In der Umgebung von Karlowitz untersuchte ich an drei
verschiedenen Punkten die lignitflihrenden Schichten.

a) Beildufig eine halbe Stunde von der Stadt, im Haupttale
des Strazsilor Baches sient man im Bachbette 2 Lignitflotze ent-
blosst. Das obere ist nur spanndiinn, das untere aber, nach einer
25 Cm. dicken Thonzwischenlage, wird bis 1 M. médchtig. Stellen-
weise keilt sich das obere Flotzchen aus, oder es vereinigt sich
auch mit dem unteren. Auf diesen Lignit wurde vor einigen -Jahren
ein Stollenbau betrieben, weil man aber den Lignit nicht verwer-
ten konnte, wurde der Bau eingestellt. In dem blaulichgrauen,
verwitternd gelblichen, etwas glimmerig-sandigen Thone, zwischen
den beiden Fldtzen, finden sich Molluskenschalen spérlich ein-
gestreut ; ich sammelte hier:

Melanopsis cf. Visiana Bkus. _ ... k.
« Sandbergeri Neum. s h.
« recurrens Neum. 1 Exempl.
« cf. eurystoma Neum. 2 «

Neritina danubialis pfeir.
Pisidium propinquum Neum.
Hydrobia synnica Neum. y
Valvata sp. Hydrobia sp. Bruchstucke
Ostracoden.

«

2
S.
2

b) Sudostlich von der Stadt, bei der Mindung des Matej'
Potok in die Donau, wurde 1894 eine Lignitgrube ertffnet. An den
steilen Wanden des tief eingeschnittenen Grabens sieht man deut-
lich, dass nahe (ber einander 2 Lignitflétze, im ganzen etwa
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1*5 M. méchtig, vorhanden seien und 3—4 M. tiefer bemerkt man
auch die Spuren eines dritten, unreinen Flotzes. Die Flotze liegen
zwischen gelbem, sandigem Thon; weiter unten folgt gelber, erhér-
teter Sand, und unter der Sohle des Grabens wurde durch Bohrung
ein blaulicher Tegel erreicht. Bios in diesem fanden sich Mollus-
kenschalen. Auf der Halde, neben dem Bohrloche, fand ich mei-
stens nur Bruchstiicke von :

Unio sp.
Cardium semisulccdum Bouss.
« cf. simplex Fuchs.
Vivipara cyrtomciphora s rus. Uebergénge in
Sctdleri und Wolfi.
Lithoglyplms fuscus zieg1. (2

Der Lignit selbst ist ziemlich rein, enthalt viel Holzteile und
Rinden, noch mehr aber verkohlte Bander von Binsenblatter.

¢) Noch weiter um eine Viertelstunde ostwarts, bei der Miin-
dung des Remencsica-Grabens, befindet sich der Fundort 1 .w o1’s,
die sogenannten «R&uberldcher». Es waren das grosse, in der gel-
ben mergeligen Sandwand ausgehohlte Raume, welche aber wéh-
rend des Baues der Eisenbahn zerstért wurden. Aus der zuriick-
gebliebenen 4—5 M. hohen Sandmauer konnte ich trotzdem eine
ziemlich reiche Suite von Molluskenschalen in kurzer Zeit heraus-
losen. Es fanden sich in meiner Sammlung:

*Cardium speluncarium Neum ... _ s h
* o« Steindachneri B rus. Fragm. s.
« cf. Abichi R. Hern.... __ 1 Fragm.
«  cf. Slavonicum Neum.Jugendformen.
Dreissena polymorpha Parr............ 1 Exempl.
Vivipara JSeumayri B rus. ... ... 3 «
*Bitkynia Pilari Neum. ... ... .. z. h
Emmericia Jenkiana B rus.... 4 «
*Hydrobia syrmica Neum. ... 3 «
Planorbis Radmanesti Fuchs ... S. «

Planorbis sp., Valvata sp. und
Knochenreste und Zéhne von Fischen.
Ostracoden. Blattabdriicke.
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Neumayr erwdhnte hier ausser den mit Sternchen bezeich-
nten Arten noch: Cardium simplex Fucnhs, Melanopsis cf. Visi-
ana Brus., Vivipara pannonica Neum. V. cyrtomaphora Brus.,
V. Wolfi Neum., Hydrobia aurita neum., H. acutecarinata Neum.,
H. turricula Neum.; Brusina aber das auch von mir gefundene
Cardium Steindachneri. Somit gelang es mir noch immer 8 neuere
Formen an diesem Fundorte nachzuweisen.

m . Bei dem Kloster Gergeteg sieht man durch den tiefen
Bacheinschnitt die versteinerungsreichen Paludinenschichten gut
entbldsst. Die Schichtbénke des rostgelben, stark glimmerig-san-
digen Thonmergels lagern, flach gegen S einfallend, Gber blaulich-
grauen, weniger sandigen Tegelschichten, und in beiden sammelte
ich in ziemlicher Anzahl:

Cardium cf. Abichi B. Hern. ... 2 Exempl.
« cf. ochetophora B rus. 1 «
* o« semisidcatum Rouss. Fragm.
Unio sp. (Partschi ?) Fragm.
Dreissena polymorphararr,... _ 2 «
Melanopsis eurystoma Neum. ... 2 «
*Vivipara Sadleri partsch (Neumayr’s
17. Fig.) dem Typ. nahe stehend 4 «
AZwischen Viv. Sadleri und Spurii
B rus. Uebergangsform.
*Viv. SpUri Brus. . 1 «
« Wolfi Neum. ... 1 «
Form zwischen Viv. Sadleri und
V. cyrtomaphora s rus, Stehend__ 2 «
Bithynia tentaculata L. ... ... 1 «
Planorbis sp. Fragment.

Neumayr UNd B rusina haben ausser den mit einem Sternchen
bezeichneten, in ihren oben citirten Arbeiten noch die folgenden
Arten aufgezéhlt:

Cardium hungaricum Haorn. Fragm.
« Steindachneri B rus.
Pisidium cf. supinum A. schmidt.
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Melanopsis cf. Visiana 8 rus.
Vivipara cyrtomaphora B rus.
«  Lenzi Neum.
«  Mojsisovicsi Neum.
Lithoglyphus fuscus zieg.

Ich habe also ausser den bisher von hier bekannten Arten
noch 6 neuere constatirt.

V. In der Nahe des Klosters Veliki Remeta, unmittelbar
im Hangenden des oben beschriebenen Cardiummergels, sammelte
ich in einem gelblichgrauen, sandigen, mdrben, lossartigen Mer-
gel, welcher kaum geschichtet ist, folgende Arten der héufig vor-
kommenden Molluskenreste:

Vivipara Sadleri Partsch.nnen 3 Exempl.
Bythinia Pilari Neum. __ 2 «
Cardiurn Steindachnerigrus. ... ... 3 «

« ochetophora B rus ..o 3«

« cf.AbichiB. Horn.coveeeeenee, 6 «

Unio sp. Fragmente, welche am
U. maximus erinnern.
Planorbis micromphalus F uchs.

Endlich habe ich auch das Vorkommen der Paludinaschich-
ten im Tale von Piakovac nach 0. Lenz (14) in meine Karte ein-
getragen, obzwar wir von da keine einzige Versteinerung kennen,
da diese noch vor ihrer Bestimmung zu Grunde gingen.

Was nun die stratigraphische Stellung unserer Paludinen-
schichten betrifft, so war Neumayr in Seinem oben citirten Werke
geneigt, die Schichten von Karlowitz und Gergeteg mit den mitt-
leren Paludinenschichten Westslavoniens in Parallelle zu stellen.
Da aber in diesem Horizonte bereits die verzierten Paludinen
erscheinen, davon aber in der Fruscagora keine Spur vorhanden
ist; da ferner hier in Gesellschaft der glatten Paludinen viele
ober-pontische Arten Vorkommen: halte ich es fir wahrschein-
licher, dass sammtliche bisher bekannten Paludinenschichten den
unteren Paludinen-Horizont Westslavoniens représentieren; ja es
ist sogar das nicht ausgeschlossen, dass die cardiumreichen Schich-
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ten von Karlowitz und Gergeteg, welche keine Lignitflotze bergen
und wirklich einen etwas tieferen Horizont einnehmen, wie die
lignitfithrenden Schichten, sammt den frither beschriebenen Car-
diummergeln noch in die oberpontische Stufe zu setzen sind. Ich
habe sie blos mit Riicksicht auf ihren Paludinengehalt in diesem
Capitel besprochen. Eingehenderen stratigraphischen und pali-
ontologischen Untersuchungen bleibt es vorbehalten, diese Frage
entgiiltig zu entscheiden.

7. Quarztrachyt.

J. Rocrr1TZER entdeckte im Beli Potok Tale bei Jazak Génge:
dieses Gesteins, welches er fiir Syenit hielt (25,89). B. von INkEy,
dem RocmrirzER von diesem Gestein Handstiicke einsendete, be-
merkte sogleich, dass es unrichtig benannt wurde, entschied sich
aber nicht, ob man es fiir einen kleinkornigen Granit oder einen
Rhyolith halten miisse (25,90). Er iibergab mir daher das Gestein
zur mikroskopischen Untersuchung, und ich hatte es entschieden
fiir einen Quarztrachyt erkannt (26,142). Ich will die damals ge-
gebene Physiographie dieses Quarztrachytes nicht wiederholen,
sondern nur hervorheben, dass ich im Sommer 1894 das Vorkom-
men aufgesucht und mich tiberzeugt habe, dass die Angabe iiber
dessen Auftreten im Ganzen richtig sei, nur dass der Trachyt
nicht in Lagerform, sondern als Gang in den Thonglimmerschie-
fern steckt. Der obere Gang ist bl. in einer Linge von 150 M.,
der untere aber bl. 500 M. breit im Bachbette, gleich oberhalb der
Quellen des «Vilena voda» entblosst und hebt sich mit seiner
weissen Farbe von den dunkelgrauen oder rétlichen Phylliten
auffallend ab. Das Streichen der Giinge durch das Bachbett ist
nahezu ein siidnordliches.

Ich habe aber noch ein zweites Vorkommen dieses Quarz-
trachytes in der Niahe von Vrdnik, am Rande der waldigen Morin-
tovo-Anhohe entdeckt. Die Stelle wurde mir als «Lagova» bezeich-
net. Hier nimlich wurde der verwitterte, weisse, miirbe Trachyt
durch einen kleinen Steinbruch aufgeschlossen. Das Gestein liegt
hier unter einer 2—3 M. hohen Lossdecke und ist in dicken Tafeln
abgesondert, welche unter 50° gegen SW einfallen, jedoch quer
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sehr zerkliftet sind. Wenn wir es also hier mit einem Gang zu
tun haben, was mir unzweifelhaft erschien, dann durfte dieser
in der Richtung NW—SO streichen. Der Aufschluss lasst dessen
Méchtigkeit etwa 20 M. breit erkennen; ob er in Wirklichkeit
nicht viel méchtiger sei, das liess sich an der mit Loss und Wald--
boden bedeckten Oberflache nicht constatiren.

In der nachsten Umgebung dieses Trachytausbisses erblickt
man auch kein anderes Gestein und weiss man also auch nicht
bestimmt, zwischen welche Art von Schichten dieser Gang ein-
gezwangt steckt ? Indem jedoch im Morintovo Bache quarzitisch-
krystallinischer Kalk mit Dioritschiefer aufgeschlossen vorkommt,
am sudlichen Fusse des Morintovo aber das Vorhandensein koh-
lenfiihrender Sotzkaschichten durch Bohrung constatirt wurde:
halte ich es flr wahrscheinlich, dass der Trachytgang mehr in
den Letzteren stecke, hdchstens dass das nordwestliche Ende des-
selben in den azoischen Schichten hineinreichte.

Was das Alter der Eruption dieses Trachyts betrifft, so
bieten die beschriebenen Vorkommnisse keine sicheren Anhalts-
punkte zur Bestimmung desselben, um so weniger, da auch dessen
Tuffe am siidlichen Abhang noch nicht nachgewiesen wurden. Um
so interessanter und wichtiger ist daher jene, durch Die.J. Boeckh
beobachtete Tatsache, dass bei Ledince, zwischen Leythakalken
eingelagert, ein, Quarz, Feldspath und gelbe Biotitsschiippchen
enthaltendes, tuffartiges Gestein vorkomme, welches ich, blos nach
seiner Beschreibung, mit unserem Quarztrachyt in genetische
Beziehung zu bringen geneigt bin. Ich halte es nicht fiir unmdég-
lich, dass bei Gelegenheit der Trachyt-Eruptionen von Jazak und
Vrdnik, dessen Asche bis Ledince gelangte; oder sollte auch in
der Ndahe von Ledince eine kleine Trachytpartie irgendwo stecken?
Wenn also jene tuffartige Einlagerung wirklich von unserem
Quarztrachyt herriihrt, dann konnte dessen Eruptionszeit bei-
laufig in die Mitte des ober-mediterranen Alters hinein fallen.

IV. Quaternare (diluviale) Bildungen.

Die auffallendste Bildung ist der Ldss, mit seinen weissen
Schnecken und Mergelknollen-Einschliissen, welcher in unserem
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Gebirge als allgemeine Decke Uber sammtliche bisher bespro-
chene Bildungen ausgebreitet liegt, welche daher nur an denudir-
ten Stellen zum Vorschein kommen. Seine Méchtigkeit, wie dies
besonders zwischen Cserevic und 1lI6k der Landstrasse entlang,
und in der Umgebung von Karlowitz zu sehen ist, muss am Fusse
und an den tieferen Gehéngen des Gebirges, fiir sehr betracht-
lich gehalten werden; auf den hoheren Abhé&ngen jedoch nimmt
die Méchtigkeit seiner Decke schnell ab und an den Bergriicken
zeigen sich blos zurlickgebliebene Fetzen davon.

Ausser den bezeichnenden Schnecken, finden sich hie und
da auch Sdugetierreste darin. Im Sommer 1893 habe ich in der
Leythakalkgrube bei Kercsedin, aus der Lossdecke von Elephas
primigenius B1um. Hauerfragmente, von Rhinoceros tichorrhinus
Fisch, einen unteren Backenzahn und von Equus fossilis v. Met.
Backenzéhne erhalten.

An den Mindungen der grdsseren Quertdler der nordlichen
Seite, so besonders bei Cserevic, Beocin und Bakovac, finden
sich in dem Lo&sse eingelagert, mehr oder minder ausgedehnte
Geroll-Ablagerungen, welche durch die Béache der betreffenden
Taler, wahrend der Diluvialzeit herabgetragen und abgelagert
wurden. In einem solchen Gerdllelager sind bei Cserevic vorge-
kommen : ein Stirnbein sammt Hornerzapfen des Bos primigenius
Boj. und Backenzdhne von Elephas primigenius. Am Eingange
des Beociner Tales wird ein eben solches Schotterlager fir die
Orenstein’sche Cementfabrik abgebaut, und sieht man dasselbe
bereits in 4—5 M. Méchtigkeit zu Tage gelegt. Das ganze Lager
ist Ubrigens durch dinne, sandige Zwischenlagen in vier Bénke
geteilt, und sieht man sowohl im Hangenden als im Liegenden
typischen Ldéss. Ich sammelte hier eigenhdandig: Zahnbruchstiicke
von Elephas prim., Backenzdahne von Equus fossilis und das
Fragment des Unterkiefers von Canis (spelaeus 9)

Es ist ferner bemerkenswert, dass in dem Gebiete des kry-
stallinischen Kalkes und der Kalkphyllite der Loss diese nicht un-
mittelbar bedeckt, sondern eine 1—2 M. dicke Terrarossa-Lage
sich dazwischen schiebt. Ob diese Terrarossa-Lage ebenfalls
diluvial oder etwa alteren Ursprunges sei, dafiir konnte ich keine
Beweise finden.
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An den beiden Enden des Gebirges, besonders in der Um-
gebung von Karlowitz und Ill6k, aber auch bei Cserevic und
Beocin, kann man deutlich beobachten, dass der Léss nach unten
in schlammigen Sand (bergehe. In der Gegend von Karlowitz,
auf der Anhohe des Banstol und in den tiefen Wasserrissen gegen
Bukowac zu, sieht man unter dem Loss den feinkdrnigen Sand
mit kleinen bunten Quarzschotterlagen abwechseln, ja dieser
Schotter backt 6fter zu einem lockeren Conglomerat zusammen.
An sonstigen Orten, so besonders am Abhénge des «Magarcsev
breg», gegen die Donau zu, sehen wir nur gelben, schlammigen
Sand unter dem Ldoss, und dieser Ubergeht stellenweise auch in
etwas geschichteten sandigen Mergel, welcher mit faust- bis kopf-
grossen Mergelknollen mit sehr rauher Oberflache erfullt sind.
In diesen Concretionen fand ich sehr selten ebenfalls nur Loss-
Schnecken, deshalb musste ich diese unter dem typischen Ldss
liegenden Bildungen noch dem Diluvium zurechnen, obgleich
ihre petrographische Beschaffenheit sonst sehr an die Paludinen-
schichten der Bauberlocher erinnert.

Dasselbe gilt auch fiir den schmutzig-gelblichen, schlammi-
gen, an Glimmerschiippchen reichen Sand des Cserevicer Tales,
in welchem héufig durch Eisenrost zusammengebackene Sand-
steinknollen Vorkommen,, und welcher gegen Beocin zu weiter
zieht. Auch dieser liegt unter dem typischen L&ss, enthalt keinerlei
Fossilien und bedeckt die lignitfihrenden Schichten an der Sohle
des Cserevicer Tales. Auch dieser Sand kdnnte eventuell der Levan-
teischen Stufe angehoéren, um so mehr, da er unmittelbar Gber
den Paludinenschichten mit Thon wechsellagert; so lange wir
aber keine entschiedenen Beweise fur dessen tertidres Alter an-
flhren kdnnen, wollte ich ihn auf meiner Karte vom diluvialen
Loss nicht abtrennen.

Bei IllI6k fallt unter der machtigen Lodssdecke dieser hori-
zontal gelagerte, hell gelbliche oder grauliche, sehr glimmerreiche
Sand, besonders auf der steilen Donauseite des Burgberges, noch
mehr in die Augen. Ich fand darin keine Spur von organischen
Besten, nur kleinere und grossere, bizarr gestaltete Sandsteincon-
cretionen, welche durch wenig Kalk- oder Eisenrost-Cement locker
verbunden sind.



126 ANTON KOCH.

Von Illok die Donau aufwérts fahrend, kann man vom Schiffe
aus gut beobachten, dass vom Wasserspiegel an bis etwa 10 M.
hoch der gut geschichtete gelblichgraue Sand entblosst ist, tiber
welchem der dunkler gelbe, verticalzerkliiftete Loss die Erdwinde
bildet. Die schmale Sandzone sinkt aufwirts immer mehr hinunter
und verschwindet bei Scharengrad entgiiltig unter der Liossdecke.

Man koénnte diesen Sand ebenfalls in die Levanteische Stufe
versetzen, wie es die Wiener Geologen, aus der Uebersichtskarte
der Reichsanstalt geschlossen, factisch getan haben; ich stellte
ihn aber, in Ermangelung positiver Daten, vor der Hand auch in
das Diluvium.

Ich muss ferner noch bemerken, dass in der unteren Bacska,
nachdem die Lissdecke hier in Folge der Denudation entfernt ist,
unser glimmerreicher Sand unter den alluvialen Sumpfgebilden
liegen miisse, da er ganz deutlich unter dem Donaubette gegen
Norden zu fortstreicht. In der Tat wurde er bei der Bohrung des
artesischen Brunnens in Zombor in bl. 11 M. Tiefe erreicht, wo
er dann blos mit Unterbrechung zweier Mergelschlamm-Einlage-
rungen bis zum 59-ten Meter hinunter anhielt. Aus der oberen
Hilfte dieser Sandablagerung kam auch hier kein Fossil zum
Vorschein ; nur in deren unteren Hilfte, vom 24-ten Meter ange-
fangen, brachte der Bohrer einige Schnecken und Muscheln herauf,
welche Herr Sectionsgeologe Jun. Hatavics, wie folgt, bestimmte :

a) aus der 24-ten M. Tiefe Vivipara sp. ind. (cf. Zsigmondyi
Har.) Fragmente, und Lithoglyphus naticoides Fir. ;

b) tiefer hinab brachte der Bohrer aus diesem Sande bestéin-
dig Schalenreste, aber nur aus der 49 M. Tiefe auch einige be-
stimmbare Exemplare und Fragmente, wie: Vivipara Boeckhi
Haw., Vivipara sp., Lithoglyphus naticoides Fir., Unio sp.

Wenn man auf Grund dieser Molluskenreste den glimmer-
reichen Sand wirklich in die Levanteische Stufe versetzen muss,
so ist es klar, dass dies beziiglich des unteren Zweidrittelteiles ge-
schehen kann; der obere Eindrittelteil kann noch immer diluvia-
len Alters sein. Am noérdlichen Rande der Fruscagora aber, viel-
deicht nur Cserevic ausgenommen, kommt eben dieser obere Teil
zum Vorschein.

Nach allen diesen Beobachtungen glaubte ich richtig zu han-



GEOLOGIE DER FRUSCAGORA. 127

dein, als ich die direct unter der Ldssdecke liegenden sandigen
und schotterigen Ablagerungen vor der Hand zum Diluvium
rechnete.

V. Alluviale Ablagerungen.

Hieher gehdren die verschiedenen Bodenarten, welche die
Oberfléche des Gebirges bis zum Kamme hinauf, dicht Gberziehen,
auf der geologischen Uebersichtskarte jedoch weggelassen wur-
den, da sonst der Bau des Untergrundes nicht zur Geltung kdme;
hieher sind ferner die Bachgerdlle und das Geschiebe zu rechnen,
welche die Sohle der etwas weiteren Taler diinn Uberziehen. Unter
diesen alluvialen Gerollen findet man natirlich sammtliclie Ge-
steine des Gebirges vertreten, und sind dieselben auch ziemlich
bunt. Auch solche Gesteine fanden sich, welche anstehend erst
in neuester Zeit nachgewiesen wurden. Bisher konnte allein die
Provenienz von Granitgerdllen noch nicht nachgewiesen werden,
welche wir, Al. Popovies und ich, in den Talern von Beoéin,
Bakovac, Ledince, Kamenitz und Vrdnik gefunden haben, und
deren Beschreibung ich in meinen friiheren Berichten (22) gab.
Bei Kamenitz habe ich auch das Vorkommen von Altalluvium
nachgewiesen (12,i60); es ist jedoch wahrscheinlich, dass sich
solches nach eingehender ,,Untersuchung noch an mehreren Punk-
ten des Gebirgsrandes auffinden liesse.

*

Zum Schliisse verweise ich den Leser auf die beigelegte
geologische Karte und I—V Profile, welche den geologischen Bau
des Gebirges klar darlegen und einer besonderer Erklarung hier
nicht mehr bedurfen.
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Hierzu Tafel 111.

Eine vorzlgliche Mehrzahl der tropischen Flora gehort in
den Kreis der Artocarpeen, deren Original-Exemplare ich in den
botanischen Museen von Munchen, Paris und London-Kew erfolg-
reich studiren konnte. Diesmal erlaube ich mir dasErgebniss meiner
Forschungen — hauptsachlich Uber den berihmten Upas- oder
Giftbaum (Antiaris toxicaria Leschen.) und den echten Brodbaum
(Artocarpus communis F orste«) Polynesiens, respective der Sunda-
Inseln — vorzulegen.

Vom Antiaris toxicaria ist allgemein bekannt, dass der durch
ihn in allen seinen Organen, hauptsachlich aber in der Rinde aus-
geschiedene Milchsaft nach gehdériger Vorbereitung auf den (mit
Pfeil) Verwundeten von tédtlicher Wirkung ist; im Uebrigen ist er
selbst eine oft angewandte Arznei fir innere und dussere Krank-
heiten und als solche istihm eine merkwirdige, aber zugleich trau-
rige Rolle im Leben der Malayen zu Teil geworden. Seinurwichsiger,
15—30 M. hoher Baum hat hauptsachlich in Java seine Heimat*

* Nach wiesner sollen «auf ganz Java nur drei (?) Baumindividuen
von Antiaris aus dem engeren Verwandtschaftskreise der Antiaris toxicaria
bekannt sein, von denen aber nur einer nachgewiesenermaassen sicher Antiaris
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und bildet mit dem Stryelmos tieuté Leschen.t zusammen dessen
berlichtigte Upas-Haine.

Nach Bentham und Hooker’s «Genera Plantarums» gehort er
im Rahmen der Urticaceen in die Gruppe der «Olmediese», dessen
eine Haupt-Gattung der Antiaris toxicaria Leschen.2 bildet, wel-
cher einfache, wechselnde Blatter mit Stippein, mit gemeinsamer
Hdlle versehene cf Blltenkdpfchen und einsam stehende ? Bliiten
hat; seine Frucht aber ist fleischig und steinfruchtartig.

Bentham und Hooker bestimmen die Zahl der Arten wahr-
scheinlich — nach den im Kew-Herbarium gesehenen Exemplaren
beurteilt — nach der Literatur auf 5—6 ; doch wéren alle hdchstens
auf 3—4 Species zu reduciren. Im Mdunchener Universitats-, im
Pariser Museum, ferner in den Sammlungen Cosson’s Und Kew'’s
dominiren ausser dem Antiaris Bennetii Seem. (Origin, im Herb.
Mus. Paris) tatséchlich der Antiaris toxicaria Leschen. und An-
tiaris saccidora Dalz. als solche,3welche die vicariirende Upas-
Arten von Java, respective Ceylon, also der «0Ostlichen» und «west-
lichen» indischen Inselwelt bilden.

Im Auftrédge des Pariser naturhistorischen Museums forschte
Leschenault (1810) die naturgeschichtlichen Verhdltnisse Java’s
und beschrieb bei dieser Gelegenheit genau den von ihm be-
nannten Upas-Baum,4 alle Méarchen Uber den Haufen werfend,.

toxicaria ist. Der giftige Baum, die echte Antiaris toxicaria, wurde von
der Direction des botanischen Gartens in Buitenzorg der Cultur unter-
worfen und gegenwartig wurde eine grosse Anpflanzung von Upas-Bédumen
durchgefiihrt. Sowohl im botan. Garten selbst, als auch in einer Dependance
derselben gedeihen zahlreiche Exemplare dieses Gewachses.» Nach Befer.
Hanausek’s im Botan. Centr.-Blatt 1895. p. 136—7. Die Originalabhandlung
Wiesner’s war mir leider unzugénglich. (Nov. 1895. Bei der Erganzung
dieser Abhandlung.)

Die Angaben Wiesner’s scheinen mir jedoch bedenklich zu sein.
Vide : Lewin, Pfeilgifte, 1894. p. 93, 94 etc. Auch in Cochinchina!

1 Upas-Strauch, aus der Familie der Loganiaceen, ist lianartig.

2 «Tjettek» oder «Tschettek» bei den Malayen. — Mém. sur le-
Strychnin tieuté et sur I’Antiaris. Ann. du Mus. Paris, XVI. 1810. p. 470. —
Antiaris toxicaria = Antjar, sein Name auf Java.

3 Die Ubrigen (?) Arten des Antiaris habe ich weder in obgenannten
Orten, noch in den Herbarien Genfs, London’s und Bruxelles’ gefunden.

4 Annales du Mus. Paris XVI. 1810. p. 478. t. 22.

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XI11. 9
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welche Forsca (1776), Chirurg aus Batavia, und nach ihm andere
verbreiteten.

Sein Originale* bewahrt das genannte Institut selbst. Durch
das chrende Vertrauen Prof. Bureau’s in Paris konnte ich Lg-
scEENAULT'S Original-Exemplare auch studiren; in Miinchen aber
die lebende Pflanze, welche Prof. GoEBEL von seiner Reise aus Java
brachte.

Die hohen Zellen der oberen Epidermis der Blétter bilden
mit seltener Ausnahme eine Zellenreihe. Das Bild der Oberfliche
weist in Folge von «cystolithartigen Ablagerungen» hie und da
triitbweissliche Zellengruppen auf, welche von den &hnlichen «ver-
schleimten Zellen» bei der blossen Uebersicht schwer zu unterschei-
den sind (Epidermis mucigera. — Taf. IIL. Fig. 1a.).

Thre Spaltoffnungen sind rundlich-oval. Die einzelligen und
characteristisch gegen die Fliche desBlattes gebogenensogenannten
«Gystolith-Haare» der Blattunterfliche bilden ein generisches
Merkmal (Taf. IIL. Fig. 1¢.). Die in die niedere Zellenreihe der Epi-
dermis gebettete Basis ist in Folge successiver Verkieselung ge-
schichtet ; in Jodlosung bleibt sie unverindert, mit Jodlésung und
cone. Schwefelsdure hingegen farbt sie sich bldulich und zeigt
nebst der Schichtung eine dickwandige Schale. Derartige Gebilde
sind — wie Sacus’sches Verfahren bestétigt — giinzlich verkieselt
und verursachen die Rauhigkeit der Blatter. (Taf. III. Fig. 4.). Die,
die Artocarpeen allgemein kennzeichnenden Driisen-Haare sind
auch hier aus einzelligen Stielchen und mehrzelligen, kugelformigen
Koptchen gebildet (Taf. ITI. 15 u. 5.). Das bifaciale Blattgewebe bildet
einigermaassen den Uebergang zum centrischen Blattgewebe-
Gebilde, im Ubrigen ist es mit der Dicke des Schwammparenchyms
iibereinstimmend ; die beiden zusammen aber — eben wie bei den
Soroceen — sind schmal, daher sie in die Kategorie der weniger
fleischigen Blétter gehoren. In ihren einreihigen Pallisaden sind
hie und da, von den Nachbarpallisadzellen durch ihre Grosse und
durch ihren an Gerbstoff reichlichen rotlich-braunen Zelleninhalt
unterschiedliche Pallisadzellen. Gleichfarbige und mit &hnlichem

_ * TRECUL: Annales Scien. Natur. Sér. IIL. Tom. VIII. 1847. p. 143. —
Ann. Mus. Paris 1. c.
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Inhalt versehene Zellen in den an Krystalldrusen reichlichen Be-
gleitparenchym der Gefassbilindeln. Die stark hervortretenden Ge-
fassblindeln sind von beiden Seiten mit Sklerenchymbdégen befestigt;
dagegen sind die kleineren durchgehend, d. h. ihr diinnwandiges
Parenchym berihrt die Ober- und Unterflaiche des Blattes gleich-
massig (sogen, durchgehende Nerven). Die bei den Artoearpeen
nach Entwickelung und Beschaffenheit Ubereinstimmenden Milch-
rohren verbreiten sich auch beim Antiaris hauptséchlich im Laufe
der Adern, in der Binde der Achse und im Markgewebe. Ihr Inhalt
farbt sich in Jodlésung gelblich, verandert sich aber weder in er-
wérmtem Alkohol, noch Benzol oder Chloroform.*

Im Kreise der Artocarpeen kann der, in der mittleren Zone
der Primar-Binde auftretende Collenchym-Bing charakteristisch
sein (Taf. I11. Fig. 6e.); ferner das, dass die die Epidermis der Achse
unmittelbar bertihrende Korkrinde stark sclerotisch ist. Ihre weiss-
wandigen und stark strahlbrechenden Hartbastzellen gruppiren
.sich locker, ihren Gefassbiindeln aber folgen reichlich die Krystall-
drusen (Taf. 111. 7c.). Ihre Libriform ist einfach getlpfelt, die Scle-
renchymzellen aber haben im Allgemeinen sich von Innen ablo-
sende Lamellen. Ausser ihrem untergeordnet ausgebildeten Holz-
parenchym sind die breiten Holzgefdsse hervorzuheben, deren
Einzelne sich in radialer Beibe anordnen, Ubrigens mit ovaler
Oeffnung in einander miinden (ovale Geféssdurchbrechung); ihre
Seitenwdande sind mit Hoftlipfeln versehen, dagegen dort, wo sie
sich mit den 1—2-reihigen Markstrahlen berthren, mit einfachen
Tupfeln (Taf. I1l. Fig. 7a.).

Im Gegensétze zu Antiaris toxicaria ist Antiaris saccidora
Dalz. (Habit. Mont. Nilghiri et Kurg. Coli. Thomson. Herb. Ind.
Orient. Hook. fil. et Thomson. — Ex herb. Monac. et Cosson, Paris)
kaum zu unterscheiden.** Ihr anatomischer Unterschied besteht
darin, dass in der Epidermis der Blattunterfliche des Antiaris
saccidora 2—3-zellige, mit Krystalldrusen gefillte Krystallnester
zu finden sind; ihre Spaltéffnungen aber sind oval (Taf. IlI.

* Nach den, an Prof. Goeber’s Pflanze ans Java, gemachten Unter-
suchungen.
** Quas? forma leiophylla Antiaris toxicarite.

9*
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Fig. 3.). — Merkmale, die einen relativen Wert haben, ob wir nun
Hovzxer’s oder Bérm’s Hypothesis annehmen.! Das Vorkommen
der Krystalle — wofern sie nicht entwickelungsgeschichtlich er-
wiesen sind — konnen bekanntlich auch aus physiologischen
Griinden keine grossere Rolle spielen, als solche, die die Arten,
d. i. den westlichen Antiaris saccidora vom 6stlichen Antiaris
toxicaria streng trennen konnte. Ob Kurz’'s Auffassung richtig ist,
der die Beiden auch phytographisch mit einander vereinigt hatte,?
ist immerhin eine Frage (vide «Clavis analyt.»).

Antiaris innoxia Blume (in Rumphia p. 172. t. 54. — Trécul
L. c. p. 144. Miqu. Ind. Batav. L. pars 2. p. 292) steht jedenfalls ent-
fernter, welchen Hooxer ® mit Antiaris toxicaria vertauscht; an-
dere wieder irrtiimlich als Synonym mit Antiaris saccidora zusam-
menziehen.* Sein characteristischer Synonym ist: Antiaris dubia
Seavocue (in Linnza XV. p. 343), welchen selbst Triicurn 5 nicht
kannte ; seine aus Ceylon ¢ gesammelten Exemplare habe ich auch
nur in CossoN’s Herbarium in Paris gesehen (Thwaites, Nr. 2231),
aber nicht im Pariser Museum d'Histoire Naturelle und — was auf-
fallend ist — in Kew auch nicht. Antiaris innoxia Br., dessen
Milchsaft angeblich unschiadlich wire, unterscheidet sich schon
durch die rauhere Betastung seiner Blétter von Antiaris toxicaria,
A. saccidora und A. Bennettii. Die Erklarung dessen finden wir in
der Incrustation der Gewebe-Elemente, weil die untere Epidermis —
ausserdem, dass die obere und untere Epidermis Krystalldrusen,
die obere sogar cystolithartige Ablagerungen enthalten (vide A. toxi-
caria) — dicht (die Obere vereinzelt) mit langen, einzelligen und
dickwandigen Haaren besetzt sind, die in Folge ihrer SiO,-In-
crustation sehr gebrechlich und an den Herbarium-Exemplaren

! HaBprLANDT : Physiolog. Pflanzenanatomie. 1884. p. 339.
2 Hooxer: Flora of British-India. 1890. p. 538.

3 Comp. botan. Magaz. p. 11. tab. 51.

4 Herbarium de Cosson, Paris.

5 TRECUL, 1. ¢. p. 144.

6 (Einer dieser Biume («Antiaris toxicaria», vide pag. 128 sub* wurde:
von GrEsHOFF untersucht, wobei sich herausstellte, dass sein Milchsaft
ginzlich unschidlich ist. Dieser Baum gehért daher — nach WiesNer 1. ¢. —
zu Antiaris innoxic.»
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selten unversehrt zu finden ist. Dies ist der Einzige unter den mir
zur Verfligung gestandenen vier Antiaris-Spécién, an dem ich —
moglich wegen des geringen Materials — gekrimmte Cystolith-
haare nicht constatiren konnte.

In der Literatur wird Antiaris Bennettii Seem., dessen Milch-
saft die Bewohner der Fidschi-Inseln angeblich zur Vergiftung
ihrer Pfeile beniitzen, — nur vereinzelt erwéhnt.1 Lewin, der die
Pfeilgifte zum Gegenstand eines historischen und experimentellen
Studiums machte, sah A. Bennettii nicht; das Pariser Museum
d’Hist. Naturelle bewahrt die von Seemann 1860 auf den Fidschi-
Inseln gesammelten Original-Exemplare,2 und ich hatte die Gele-
genheit (1892.) diese, sowie die Exemplare der Astrolabe-Expedition
eben im Pariser Mus. d’Hist. Naturelle zu studiren.

Die Histiologie der Blétter des Antiaris Bennettii Seem. (Orig.)
unterscheidet sich von den drei Anderen in erster Beihe dadurch,
dass das Gewebe rein bifacial ist, seine Pallisaden sind sogar
locker, und im ganzen Mesoph}Tl konnte ich gar keine Spur von
gerbstoffhaltigen Zellen finden; jedoch den Character des Antiaris-
genus bezeugen ausser den ungegliederten Milchréhren die mit
SiOs, incrustirten Cystol. Haare (Taf. I11. Fig.2.), die Krystalldrusen-
Gruppen der unteren Epidermis und die schon beschriebenen
Drisenhaare. Cystolithen-Ablagerungen fand ich nicht.

Meine Untersuchungen erweiterte ich — soweit das mir zur
Verflgung stehende geringe Material und die Pilicksicht auf den
Wert der Originale es erlaubte, — auch auf die Achsenanatomie
der benannten Species und (berzeugte mich davon, dass dieselbe
mehr den generischen Character aufweist und hdchstens die che-
mischen Eigenschaften des Inhalts zur Characterisirung der Spe-
cies dienen konnen (vide Clav, analyticam).

In dem aus dinnwandigen Zellen bestehenden Marke (der
Achse) des Antiaris (im Allgemeinen) ziehen sich der Lange nach
ungegliederte Milchréhren; 3 die Zellen enthalten oft Krystall-

1L. Lewin: Pfeilgifte. — Berlin, 1894. pag. 138.

2 No. 449. — Viti or Fiji Islands. Collected by Dr. B. Seemann.

3 lhre Verzweigungen endigen blind! — Vergleiche De Bary: Vergl.
Anatomie der Veget. Organ. 1877. p. 199. Habeklandt: Physiolog. Pflanzen-
anatomie, 1884. p. 224.
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drusen (Taf. I1l. Fig. 8. a. u. c.). Seine Markstrahlen sind schmal und
bestehen aus 1—2 Eeihen. Seine Gefédsse sind breitlumig und
munden mit einfachen ovalen Oeffnungen ineinander. Seine Holz-
prosenchymzellen sind im Verhdltnisse der Dicke der Wande weit-
lumig, so auch die mit Krystalldrusen und ungegliederten Milch-
réhren begleiteten Hartbastfasern der Einde, die —mit von Innen
loslésenden Lamellen — lockere Gruppen bilden. In der ebenfalls
mit Milchréhren versehenen Primérrinde ist der intermediare
Collenchymring characteristisch fir das Genus, welcher — unab-
h&ngig von dem subepidermoidalen Collenchym — bei Antiaris
Bennettii besonders schon entwickelt ist und einen geschlossenen
Eing bildet.* Die gelbbraunen Korkzellen sind stark verdickt und
bilden ebenfalls einen continuirlichen Eing unter der Epidermis,
aus deren Zellen sie sich entwickelten (Taf. I11. Fig. 6.). Ueber die
Letzteren ist einzig Antiaris Bennettii fraglich, da ich die Sclero-
sirung der Korkzellen an seinen zu jungen Aesten mit Sicherheit
nicht constatiren konnte, und mdglich, dass den Mangel derselben
der so schon stark entwickelte Collenchymring ersetzt.

Gerbstoffhaltige parenchymatische Zellen sind in der Einde
und im Marke des Antiaris saccicloraund Antiaris innoxia (Taf. I11.
Fig. 6.b.); bei Antiaris toxicaria nur im Marke, wahrend Antiaris
Bennettii (wie bei den Blattern) davon gar nichts enthélt.

Im Unteren gebe ich die analytische Tabelle der behandelten
Arten.

Antiaris Leschenault.

Mém. sur le strychnin tieuté et sur I’Antiaris. Annales du Mus. Paris, 1810.

p. 470. — Rob. Brown, General remarks, p. 70. — Biume, Rumphia, p. 56

et 172. — Bennett in Horsfield Plant, javan. rar. p. 52. — Trécul, Annales
Sc. Natur. Sér. ILL Tom. VIII. 1847. p. 143. fig. 158-62. etc.**

Obere Epidermiszellen des Blattes hoch und quadratisch im
Querschnitte, stellenweise zweischichtig, mit schwach gewellten

* Bei Antiaris saccidora Und innoxia ist dies in Folge der starken
Lichtbrechung seiner Zellenwénde in der Masse der Gerbstoff-flihrenden
braunen Zellen auffallend.

** Das Referat Uiber meine Abhandlung im Botan. Centr.-Bl. Bd. LXIV.
Nr. 5. (Sitzungsberichte der botan. Section der k. ung. Naturw. Gesellschaft
zu Budapest, 13. Il. 1895) 1895. p. 156. ist unrichtig.
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Seitenréndern. Epidermis mncigera. Die unteren Epidermiszellen
kleiner, auch mit + schwach gewellten Seitenrandern. Spaltéffnun-
gen rundlich-oval, ohne Nebenzellen. Krystalldrusen-Gruppen lber-
haupt in der unteren Epidermis.

Einzellige, dusserst dickwandige und verkieselte, sogenannte
Cystolithen-Haare, die characteristisch oft gegen die Blattflache
gekrimmt sind (except. A. innoxia B1.). Kugelige Drlsenhaare mit
kurzem einzelligen Stiel und wenigzeiligen Kopfen.

Blattbau bifacial, mit Neigung zum centrischen Bau (except.
A. Bennettii seem.). Pallisadengewebe einschichtig. Das Schwamm-
gewebe besteht zum Teil aus pallisadenzellendhnlichen Zellen
(excl. A. Bennettii). Die Gefassbindel werden von Krystalldrusen
begleitet und sind beiderseits mit Sclerenchym versehen. Die klei-
neren Geféassbindel mit dinnwandigen Elementen durchgehend.
Gerbstoffartigen Inhalt enthaltende Zellen im ganzen Mesophyll
(except. A. Bennettii). — Ungegliederte Milchrohren berhaupt in
der Umgebung der Geféssbiindel. Einzelkrystalle wurden nicht be-
obachtet.

Achse : Markzellen diinnwandig, Krystalldrusen enthaltend ;
ungegliederte Milchréhren. Markstrahlen 1—2-reihig und schmal.
Holzgefésse breitlumig, einzeln oder zu Wenigen in radialer Rich-
tung angeordnet; einfache, ovale Gefassdurchbrechung. Holz-
parenchym untergeordnét. Holzprosenchym massig dickwandig,
ziemlich weitlumig und einfach getlipfelt.

Die Hartbastfasern bilden lockere Bundel, deren Zellen weit-
lumig sind, mit ablésenden inneren Lamellen. Krystalldrusen;
ungegliederte Milchréhren. Collenchymring in Mitte der priméren
Rinde. Kork entsteht unter der Epidermis; allseitig stark verdickt.

Zellen mit kirschbraunem gerbstoffartigen Inhalt in der Rinde
und im Mark (except. A. toxicaria pro parte und A, Bennettii).

Clavis analytica

Blattbau mit Neigung zum centr. Bau. Schwamm-
parenchym aus pallisadenzellendhnlichen Zellen. Gerb-
stoffhaltige Zellen im Pallisadengewebe und im Begleit-
parenchym der grosseren Gefassbindel................... 1
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Blattban rein bifacial und nur chlorophyll-
flhrend. Gerbstoffhaltige Zellen weder im Mesophyill,

noch in der Achse

Antiaris Bennettii Seemann.
Origin. 1 c. No. 449. im Pa-
riser Naturhist. Museum. —
Fidschi-Inseln.

1. Gerbstoffhéltige Zellen auch in der priméren
und secundaren Piinde und im Mark der Achse .. 2
Solche nur im Mark der Achse. Krystalldrusen
in der unteren Blattepidermis der Gefassbiindel; in der
Oberen cystolithenartige Ablagerungen ohne Haare:

Antiaris toxicaria Leschen.
Origin. 1 c. Im Pariser Natur-
hist. Museum. — Java. —
[Sumatra occid. in Priamam,
collect. Diepenhorst, in distr.
Kotanopan, ad Surumantigi:
Teysman. — Borneo, Phi-
lippin, Celebes, Ceylon. Malay
Isi. — nach d. Literatur. —
Exemplare sah ich aus Java,
von Dr. Welwitsch, lter An-
golense No. 2553.. Mus. Pa-
ris —u. Flora of Birma. Kurz.
No. 1491. Herb. Monac.]

2. Lange, einfache, einzellige, dickwandige und
verkieselte Haare (ohne Cystol.-Masse) auf den Nerven
haufig (quasi trichophylla). Sogenannte Cystol.-Haare
nicht vorhanden ! Krystalldrusen-Gruppen und cystol.-
artige Ablagerungen in den oberen und unteren Epider-

miszellen. Milchsaft unschéadlich ...

Antiaris innoxia Blume, in
Piumphia, p. 172. t. 54. —
Trécul 1 c. p. 144. — Miquel,
Ind. Batav. I.pars 2. p.292.—
(Syn. A. toxicaria Hook, in
Comp, botan. Mag. p. 11. tab.
51. — non Leschen. — Ant.
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dubia Spanoghe, in Linnsea,
1841. XY. p. 343. No. 732. —
Arbor toxicaria femin. Eum-
phia Herb. Amb. H. p. 264. —
Antiaris saccidora pro syn.in
Herb. Cossonistunrichtig.) —
Habit, in Ceylon. Thwaites,
No. 2231. Herb. Cosson in
Paris. — [Timor, circa Ku-
paag et in Celebe. Apud. Tré-
cul 1 c. spec, ignota. — Ce-
lebes ? apud Miquel 1 c]

Einfache, stark verdickte, einzellige, sogenannte
Cystolithenhaare auf den Nerven (vide Taf. 111. Fig. 4.).
Cystol.-Einlagerungen * und Krystalldrusen-Gruppen

so wie bei Antiaris innoxia

Antiaris saccidora Dalz. —
Habit. Mont. Nilghiri et
Kurg. Eeg. trop. Coll. G.
Thomson. Ex herb. Ind.-Or.
Hooker fii. et et Th. Herb.
Cosson, in Paris und in Herb.
Monac. (Malabar, Con-
can, Ind.-Orient. Coli. Stocks,
Law. — in Herb. Mus. Paris.)

Nach bisherigen Beobachtungen kann 0. Kuntze,** — der bei
Speciesbenennungen als Sonderling bekannt ist, — grdsstenteils
Eecht haben, dass die bisher beschriebenen, aber von den Autoren
der tropischen Flora so oft confundirten Arten: — 1.Antiaris
{[po Pers. 1807) toxicaria Leschen., 2. A. saccidora Daiz., 3. A.
Bennettii Seem., 4. A. innoxia Biume, 5. A. macrophylla E. Br.,
6. A. rufa Miqu., 7. A. palembanica Miqu. — nahe verwandt und
beinahe Glieder eines «localen Eormenkreises» (sens, ampl.) sind.
Die vorgetragenen Details und die bisherigen Erfolge der anato-

* Durch Schwefelsdure geldst, scheiden sich — ohne heftigere Gas-
entwickelung — Gypsnadeln in der Flussigkeit aus.

** 0. Kuntze :

Genera Plantar, p. C28—29.



138 ALADAR RICHTER.

mischen Untersuchungen, — mit Bezug auf die verwandten Arten,
deren Lebensbedingungen auch Ubereinstimmen, — sprechen dafir.

Von den bis jetzt bekannten, beildufig 40 Arten der Arto-
carpeen ist der gewohnliche Brodbaum: Artocarpus communis
Forster (Syn. A. incisah. fil.) jedenfalls der interessanteste, dessen
2—3 Pfund schwere, an Grosse einem Kopfe gleichende und an
Stérke reichhaltige Scheinfrucht — gerdstet von den Bewohnern
Polynesiens als Brod gegessen wird.

Unter den Artocarpeen des Herbariums des Pariser «Jardin
des Plantes» (Museum d’Histoire Naturelle) bemerkt ein inedirtes
Manuscript Uber diese Art folgendes :

«Arbor ad 50-pedum altitudinem excrescens, in insulis Mo-
luccis et Polynesia tropica indigena, per varias orbis regionis
calidiores propagata.

Varietas fructu apyreno [var. apyreno-carpa A. Eicht.
Sitzungsberichte der k. ung. Nat.-wiss. Gesellsch. Budapest, 11. Apr.
1894. Math. u. Naturw. Berichte aus Ungarn. Bd. XII, p. 405; Bot.
pentr.-Bl. Bnd. LX. Nr. 6. p. 169.] ex insula Taiti orta, Anglorum
cura anno 1793 in insulas Antillanas introducta, in Brasilia
nunc etiam plantata, v. c. prope Bakiam etc. (In Herb. Mus.
Natur. Paris.)»

Eigentimlich ist es, dass — wéhrend schon in der Linné-
schen Encyclopéadie : Band I1l. pag. 207. als Auctor der Artocarpus-
Gattung Forster benanntwird, die als erste Art dieser Gattung be-
schriebene und gezeichnete Artocarpus communis Forster, trotz
ihrer grossengeographischen Verbreitung und ihres Prioritatsgeset-
zes Uiberall unter dem Namen Artocarp. incisa Linne fil. bekannt ist.

Georg Forster’s 1784 erschienenes * und heute schon sehr
seltenes Buchlein «Vom Brodbaum» befasst sich eingehend und
einzig mit dem echten Brodbaume, wie dies Linné filius — abge-
sehen von dem unten auszuweisenden Zeitalter — tberhaupt nicht
tat. Auf der ersten Seite des Werkes ist ein Blatt des echten

* Georg Forster: Geschichte und Beschreibung des Brodbaums. —
Programm. Cassel. 1784. 4. pag. 47. tab. 2. Hessische Beitrdge. Not. I.
pp. 208—232. et p. 384—400.
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Brodbaumes in verkleinerter Form abgezeichnet, von dem je ein
FoRsrEEsehes Original-Exemplar in den Universitits-Herbarien
Munchens 1und Gottingens heute noch aufbewahrt wird.

Otto Exxtze bestreitet in seinem mit Ameisenileiss geschrie-
benen AVerke : Bevisio Generum Plantarum 2vom allgemein an-
genommenen Zeitpunkt LrsvE’s 1753 hinaus riickwirkend, die
Prioritat des Saccus 1741. indus. Soecusi Bumph, Herb. Amb. I.
p. 104—115. t. 30—34. — gegen die generische Befugtheit des
Artocarpus Forster Charact. gener., p. 101. t. 51. 1776.

Die ungliickliche Auffassung 0. Kuntze s ist allgemein ver-
urteilt worden; indem es zu ersehen ist, dass er mit seiner ad in-
finitum gemachten und weit vor das Lixxz-Zeitalter reichenden
Zeitrechnung alles nur darum zerstort, um die von &lteren Aucto-
ren gut. ich konnte sagen musterhaft, beschriebenen Pflanzen
umzutaufen und legionsweise seine Signatur: 0. K. hinzusetzen,
wie z. B. Saccus communis 0. K.. welches nur ein missgliicktes
Synonym fir A. communis ist.3Nach der Palme eines so billigen
Buhmes strebt selten -Jemand und es ist ganz richtig, dass die Bo-
taniker Uber dieses Verfahren — trotz den vielen richtigen Bemer-
kungen 0. Kestze s — den Stab brachen.

Es ist wahr, dass unter den drei — im -Jahre 1776 publicir-
ten Gattungsnamen: 1. Artocarpus Forster, 2. Radermachia
Thuxb.. 3. Rima Soiskbat, — A ms allgemein beniitzt

wurde und mit Beeilt: denn sein Auctor Forster hat mit seinen
vielen Arbeiten zur Kenntniss der oceanischen Flora grosse Aer-
tienste erworben und er war auch der Beschreiher der Gattung 4*

1 Durch die Giite meines gewesenen Meisters Prof. Dr. Radlkofer
in Minchen, konnte ich selbe untersuchen. — Die vorliegende Abhandlung
ist als vorldufige Mitteilung Uber die Anatomie der Artoearpeen (et Cono-
cephaleen) zu betrachten.

s Pars IL (1891.) p. 62”79.

* A. communis Forstke 1776 = Rademachia incisa Thunb. 1776 =
ArLincisa L fiL 1781, warenach O. K. richtiger — Saccus com >0. K.
1891! und vergisst, dass so der LnnsE fiL'sche Name auch berechtigt ware.

* Forster. -Johastx PiEIXhold et Geoeg Forster: Characteres gener.
plantarom, quas in itinere ad insulas maris australis collegerunt, descrip-
sernnt, delineaverunt annis 1772— 75! London, 1776.

Forster. Georg: De plantis esculentis insularum éceani australis
eommentatio botanica. — Berolini 1786. 8. p. 53.
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und spater der Monographie des Brodbanmes 11775, respective
1784.

In dieser Hinsicht irrten sich auch hervorragende Auctoren;
S0 ehemals Hookeb,2 Spéter Endiiches3 etc. Dagegen bewerk-
stelligen Bentham und Hookeb die ndtige Correctur im Genera
Plantarum: 4

»Genus ab auctoribus Linnseo tribuitur, nunquam tarnen a
Linnseo patre editum fuit, sed a Linnseo filio in Supplemento sub
p. 61. post Forsterum sub n. 1246 receptum!»

Linné filius hat den Foestee’sehen Gattungsnamen adoptirt
und er selbst citirt Bumph Herb. Amb. I. 1741,, t. 32—33,, jedoch
Thitnbeeg’s Speciesnamen hinzufiigend.5 So kam der Name Arto-
.carpus incisa L. fil. irrtimlich in allgemeinen Gebrauch 6 und ist
somit zu ersehen, dass die Piehabilitation von Artocarpus commu-
Nis Foestee Ohne Einwendung durchgefiihrt werden muss.

Das FOESTEE’sche Original habe ich mit solchen Exemplaren
verglichen, welche von Maettus brasilianischer Pveise (cult, in Pro-
vinc. Paraénsis), aus Mexico (L Kabvinski), von der Insel Mauritius
(leg. Siebeb, herb. FI. Maurit. No. 46) und aus Jamaica (leg. Kab-
vinski, 1827) im Munchener Univ.-Herbarium (Herb. Monacense)
aufbewahrt sind. Das Ergebniss meiner, an dem vorhandenen Ma-
ténal gebrachten Forschungen habe ich spater auch an den Pflan-
zen Javas (Herb. Cosson irr Paris), New-Kaledoniens (Balansa,
No. 3233, in Herb. Mus. Natur. Paris) und Taitis (Lépine, 1847.
Herb. Mus. Natur. Paris) bestétigt gefunden.

Die histiologische Beschaffenheit des Blattes des Artocarpus
communis ist kurz die folgende (Taf. IH. Fig. 9):

Die polygonalen Zellen des oberen Hautgewebes sind im Quer-
schnitte mehr-weniger hoch, bilden eine Zellenreihe und ihre Sei-
tenwdande sind gerade. Sogenannte «epidermis mucigera» istnich

1Vide 1 c. — pag. 138. sub *.

2 Hooker: Botanic. Magas. t. 2869.

3 Endricher: Genera Plantar. 1836—40. p. 281. No. 1868.

4 Vol. HI. p. 376.

6 Rade)'machia incisa Thanb. 1776. Act. Holm. XXXVI. (1776.) 252.

6 So z. B. Zippel-Bolimann: Auslandische Culturpflanzen etc. —
E mery : La vie végétale und in den Lehi-biichem.
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vorhanden. Die Zellen des unteren Hautgewebes sind niedriger, tbri-
gens so wie die des oberen Hautgewebes ; ihre Spaltéffnungen haben
keine Nebenzellen und stimmen nach Form und Beschaffenheit
mit den Obrigen Stoma’s der Artocarpeen Uberein. lhre Haarbil-
dungen sind verschieden (Taf. HI. Fig. 9), u. zw.:

1 Einfache, einzellige, verkieselt-dickwandige Tricbome. Ne-
ben den Hauptadern:
3. Einfache und lange Haargebilde mit engen Lumen. 3.Kurze,

dickwandige und stumpfe, und 4. einfache, warzige, sogenannte
Hackenbaare auf dem unteren Hautgewebe.

5. Schildhaare, welche — characteristisch — trichterférmig
in die Zellen der oberen Epidermis eingesenkt sind; sie bestehen
aus vierzeiligen verflachten Kopfchen auf einzelligen kurzen Stielen.

Das Gewebe der Bléatter ist bifacial. Die Pallisadenschichte
besteht aus einer Zellenreibe; jedoch eine viel dickere Schichte
wird durch das Schwammparenchym — mit grossen Intercellular-
Raumen — gebildet, in dem man auffallend grosse, rundliche
Secretzellen in zwei- oder mehrfachen Gruppen findet, — Harz-
zellen, deren Inhalt sich in Alkohol 16st. Schon die Emulsion der
Blatter verrdt, dass die ungegliederten Milchréhren im Blattparen-
chym tberhaupt in der Umgebung der Gefassbiindel durcheinander
ziehen, derart, wie dies schon bei den Urticineen etc. — auf Grund
derUntersuchungen deBapy’s, Trécul’s,YanTieghem’s bekannt ist.*
Die grosseren Biindel sind mit Sclerenchym und beiderseits stark
entwickeltem Collenchym befestigt. Krystalldrusen sind im ganzen
Mesophyll sichtbar, jedoch im Vergleich zu den 0brigen Arten ist
Artocarpus communis krystallarm zu nennen. Vereinzelte Krystall-
drusen findet man in der unteren Epidermis der Gefésshiindel,
sonst aber nicht.

Mit den von mir bisher untersuchten circa 25 Arten von
Artocarpus verglichen, tritt der, schon bei seiner Nutzlichkeit her-
vorragende Artocarpus communis als solcher hervor mit seinen
zwei anatomischen Merkmalen, welche auf die Art besonders cha-
rakteristisch sind und welche bei den ubrigen Artocarpus-Arten
separat sehr selten Vorkommen. Das Eine ist: die mit gringelb-

De Baby, Habeklandt 1 c.
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lichem und harzigem Inhalt gefiillten Sercretzellen des Mesophylls
(Chlorophyllparenchym), das Zweite war: die zwischen die unteren:
Epidermiszellen trichterformig eingesenkten schildformigen Drii-
senhaare, deren vereintes Auftreten einzig nur den Artocarpus
communis characterisirt.

Der zweite bekannte Brodbaum ist der Artocarpus integri-
folia L.* Seine Blétter haben auch dhnliche Driisenhaare, aber auch
sogenannte Cystolithen-Papillen, dagegen keine Secretzellen. Har-
zige Secretzellen hat zwar Artocarpus echinata Roxs.,? aber statt
schildformig sind die Driisenhaare kugelig (Taf. III. Fig. 5.),
welche sich aus den Epidermiszellen hervorheben; ausserdem
gind die (grossen) Krystalldrusen-Nester der unteren Epidermis
auch characteristisch fiir die Art.

Es ist zu ersehen, dass die mikroskopischen Untersuchungen
viele solche Fragen losen, auf welche die auf einseitiger Priifung
begriindete Beschreibungen keine Antwort geben; iiberhaupt da,
wo wir nicht iiber die simmtlichen Bestandteile der betreffenden
Pflanze verfiigen. Die fleissigen Forschungen der anatomischen
Merkmale sind zur Kenntniss der prahistorischen Flora unent-
behrlich ; zur Forschung der Flora der Gegenwart — sei dieselbe
in systematischer Hinsicht zweiter Ordnung — sogar Erforderniss,
dessen Notwendigkeit auch der conservative Kew einsah.? Denn es
ist wahr, dass die sogenannte «Anatomische Methode» mil geho-
riger Ricksichtnahme der physiologischen Momente zur Feststel-
lung des Wertes der Specien bedeutend beitrdgt und — wie die
deutsche Fachschriften beweisen — in solcher Zeit, wo oft auch
die Besten unserer Botaniker sich in erschreckender Weise in
tibertriebenes Forciren der sogenannten subtilen Specien und
Bastarde einlassen, — vorziigliche Dienste leistet.

* Hooker: Botan. Magaz. t. 2833—34. Roxb. Fl. Ind. ITI. 522. — Speci-
men novee orbis: Martius, Iter Brasil. Obs. No. 1560. Culta. [Herb. Monac.]

2 Roxb. FL. Ind. (1832.) IIL p. 525. — Herb. Hort. Bot. Calcuttensis.
[Herb. Monae.] — Culta.

3 Herr Scorr, HUXLEY's gewesener «Assistantprofessor», wurde als
Pflanzenanatom in Kew («Jodrell-Laboratory») angestellt. — Aehnlicher
Ansicht ist Van TiecEEM in Paris und war JULIEN VESQUE zu St. Vincennes
.(bei Paris). '
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Erklarung der Abbildungen.
TAFEL III.

Fig. 1 Antiaris toxicaria Leschen. — Querschnitt des Blattes. Die
Milchréhren sind nicht angegeben. — a. Verschleimte Zelle. — b. Driisen-
haar. — c. Cystolith-Haar und (d) dessen Schale. — e. Kleines Geféss-
biindel. — Vergrosserung 150.

Fig. 2. Antiaris Bennettii Seem. — Querschnitt des Blattes. — a. Ver-
schleimte Zelle. — b. Ungegl. Milchrohr. — c. Cystol.-Haar. — d. Drisen-
haar. — e. Geféasshiindel. — Vergr. 150.

Fig. 3. Antiaris saccidora Daiz. — Fl&chenansicht der Blattunter-
seite mit Krystalldrusen-Gruppen (a) und Cystol.-Ablagerungen (b). —
c. Cystol.-Haar. — st. Stoma. — Vergr. 450.

Fig. 4. Antiaris saccidora Daiz. — Nach dem SACHs'schen Verfahren
zuriickgebliebene (und verkieselte) Cystol.-Haar. — a. Basis-Teil — Ver-
grosserung 3C0.

Fig. 5. Driusenhaar von Antiaris. — a. Stiel. — b. Kopf. — Vergr
circa 600. (Typisch fir die Artocarpeen.)

Fig. 6. Antiaris saccidora Dalz. — Querschnitt der Achse. —
a. Kork. — b. Gerbstoffartigen Inhalt fiihrende Zellen. — c. Milchréhren. —
d. Bast. — e. Collenchymring. — f. Krystalldrusen. — g. Trichome. —
h. Xylem. — i. Holzgefdss. — Vergr. circa 100.

Fig. 7. Antiaris toxicaria Lesch. — Langschnitt des Xylems, in der
Né&he der secund. Binde. — a. Holzgefédss. — b. Markstrahl. — c. Bast-

parenchym mit Krystalldrusen. — d. Milchrohr. — Vergr. 220.

Fig. 8. Antiaris Bennettii Seem. — Langschnitt des Markes aus der
Achse. — a. Milchrohr. — b. Spiralgefdss. — c. Markzelle mit Krystall-
drusen. — Vergr. 100.

Fig. 9. Artocarpus communis Forster (A incisa L. fil.). — Quer-
schnitt des Blattes. — a. Pallisadenschicht. — b. Durchgehendes (klein.)
Gefésshiindel. — c. Secretzellen. — d. Krystalldrusen. — e. Einfaches
Haar. — f. Verkieseltes Haar. — n. Eingesenktes schildférm. Driisenhaar. —
Vergr. circa 120.
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UBER EINE NEUE FORM DES MECHANISCHEN
ARBEITSINTEGRALS.

Yon KARL FUCHS,

PROFESSOR AN DER K. OBERREALSCHULE ZU ARAD.
Vorgelegt in der Sitzung der Akademie vom 18. Mérz 1895 vom o. M. J. Frohlich.

Aus «Mathematikai és Természettudomanyi Ertesité» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie) Band VIII, pp. 239—257, 1895.

Im vorliegenden Artikel soll gezeigt werden, wie man durch
ein einfaches Integral solche mechanische Arbeiten ausdriicken
kann, die nach den gebrduchlichen Methoden als mehrfache
Integrale erscheinen.

1. Einleitende Bemerkung tber das Arbeitselement solcher Krafte,
deren Intensitat von der Entfernung, nicht aber von der Richtung
abhéngig ist.

Im Punkte P des Raumes befinde sich ein fixer Massen-
punkt /i. Ausserdem sei ein endlicher Kérper von beliebiger Form
gegeben, dessen Dichte im Allgemeinen an verschiedenen Punkten
eine verschiedene sei. Dieser Korper bewege sich im Raume in
irgend einer Weise, wobei er Gestalt, Grosse und Dichte &nderni
mag, wahrend seine Masse unverdnderlich sei.

Zwischen dem fixen Massenpunkt n und irgend einem
Massenpunkt m des Korpers soll eine centrale Kraft wirken, de-
ren Intensitdt nur von der Entfernung abhéngt, und den Massen,
proportional ist, die also durch den Ausdruck dargestellt wird :

[thrup (r).
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Die Kraft ist eine abstossende, wenn <) positiv ist; im
entgegengesetzten Fall ist sie eine anziehende.

Welche Arbeit leisten die zwischen p und den Massen-
punkten des Korpers wirkenden Kréfte, wenn der Korper aus
einer Lage 1 in eine Lage 2 gefihrt wird ? (Fig. 1)

Wir wollen den mathematischen Ausdruck dieser Arbeit
sowol nach der gebrauchlichen, als auch nach der vorzufuhren-
den neuen Methode entwickeln, u. zw. unter der allgemeinen An-
nahme, dass die Function &(r) unbekannt und beliebig ist.

Fig. 1.

Die Massenpunkte des Korpers seien:
m m" m"..

Deren von P gemessene Entfernungen seien :

In der ersten Lage 1 des Kdrpers sei diese Entfernung be-
zeichnet mit:

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII. 10
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In der zweiten Lage 2 des Kdorpers aber mit:

ri ré% ..

Aus dem Punkte P construieren wir unendlich viel Kugel-
flachen, dergestalt, dass der ganze Raum in unendlich viele con-
centrische Schalen von der unendlich kleinen Dicke dr zerfallt
wird. (Fig. 2) In jeder Schale mag die Function <) einen ande-
ren Wert haben.

Wenn der Korper aus der ersten Lage in die zweite Uber-
geht, dann legt ein gewisser Punkt m des Kdrpers im Raume
einen gewissen Weg zuriick, und durchquert hiebei unendlich
viele Schalen. Wahrend der Massenpunkt m eine gewisse Schale
vom Radius r und der Dicke dr durchquert, ist er der unterdessen
constant anzunehmenden Kraft pm<p(r) ausgesetzt, und diese
Kraft leistet wahrend der Durchquerung die Arbeit

xm<p{ndr.

Dies ist ein Element der Arbeit oder ein Arbeitselement.
Unter einem Arbeitselement verstehen wir also diejenige Arbeit,
welche die Kraft <) leistet, wahrend ein Massenpunkt m unter
der Einwirkung des Massenpunktes // eine Schale von der Dicke
dr durchquert.

Wéhrend der Korper aus der ersten Lage in die zweite tber-
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geht, werden vierfach unendlich viele Elementararbeiten gelei-
stet. Es gibt ndmlich jedes Massenelement m unendlich viel Ele-
mentararbeiten ; die Anzahl der Massenelemente aber ist entspre-
chend den drei Dimensionen des Raumes dreifach unendlich. All
diese Arbeitselemente zusammengenommen geben die Transla-
tionsarbeit. Die Translationsarbeit ist demnach die Summe
von vierfach unendlich vielen Arbeitselementen von der Form
fjim<p(r)dr.

Der Unterschied zwischen dem gebrauchlichen und dem
neuen Verfahren liegt in der Reihenfolge der Summationen dieser
Arbeitselemente.

2. Darstellung der Translationsarbeit nach dem gebrauchlichen

Verfahren.

Wenn der Massenpunkt m* wéhrend der Translation aus der
von P abgemessenen Entfernuug r[ in die Entfernung ra iber-
gefuhrt wird, dann durchquert er unendlich viel Schalen, und es
werden unendlich viel Elementararbeiten von der Form [im'<p{r)dr
geleistet. Die Summe derselben ist:

Ein analoges Integral liefert jeder Massenpunkt m. Die volle
Translationsarbeit ist demnach:

Nach dem gebrduchlichen Verfahren summiren wir also die
Arbeiten, die jedes einzelne Massenelement wéhrend der ganzen
Translation geliefert hat.

10+
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3. Darstellung der Translationsarbeit mit dem neuen Verfahren.

Wahrend der Korper sich in der ersten Lage befindet, liegen
seine s&mmtlichen Massenpunkte zwischen einer gewissen klein-
sten Entfernung r=1il und einer gewissen grossten Entfernung
r=ex(Fig. 3, p. 151.). Analog befinden sich s&mmtliche Massen-
punkte in der zweiten Lage zwischen den zwei extremen Entfer-
nungen r=i2 und r=ei. Der ganze Translationsprocess spielt
sich daher zwischen den beiden extremen Entfernungen R i
und R>= e2 ab.

Die zwischen ixund e2liegenden Schichten teilen wir in drei
Gruppen. Die erste Gruppe umfasst das Intervall ii—el, das
zweite das Intervall ex—i2, die dritte das Intervall e.,. Diese
Partien sind in der Figur mit Il, 111 und IV bezeichnet. Die
Gruppe | im Intervall 0—it und die Gruppe V im Intervall
e2— oo figuriren in der Rechnung nicht. In der Zeichnung ist in
jeder der flinf Gruppen eine einzelne Kugelschale hervorgehoben.
Die entsprechenden Eadien sind mit r1, r2, r3, r4, r5bezeichnet.

So lange der Korper sich in der ersten Lage befindet, liegt
innerhalb der Kugelflaiche vom Radius r2ein grosser Teil des Kor-
pers, welcher in Fig. 3 schraffiert ist. Dieser Teil ist umso grosser
je grosser der Radius r2ist. Dieser Teil ist also eine Function von
r und kann demnach folgendermaassen bezeichnet werden :

Mx(r).

Der Index zeigt an, dass diese Masse sich auf die erste
Lage des Kdrpers bezieht.

Wiéhrend der Translation durchquert die ganze Masse MXr)
die Schale von der Dicke dr und tritt aus dem Innern der Kugel-
flache vom betreffenden Radius r. Wahrend ein Massenelement
m dieser Masse MXr) die Schale durchquert, wird die Arbeit

urp (r) dr.

geleistet. Alle Massenelemente m der Masse Mxr) zusammen-
genommen geben daher die Arbeit

uML{n(p (r) dr.
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Eine Arbeit von dieser Form liefert jede einzelne Schale der
*Gruppe 1. Jede Schale wird eben von der Masse durchquert, die
sich vor der Translation innerhalb der Innenflache der betreffen-
den Schale befindet.

2. Durch jede Schale der Gruppe 111 geht wéhrend der Trans-
lation die gesammte Masse M des Korpers. Eine einzelne Schale
vom Eadius r und der Dicke dr liefert daher die Arbeit

uVKp (r) dr.

3. Durch eine Schale vom Eadius r4 in der Gruppe 1Y geht
wahrend der Translation derjenige Teil des Korpers, welcher in
der Figur in der zweiten Lage schraffiert ist. Wenn wir unter
M2r4) denjenigen Teil des Kdorpers verstehen, welcher in der
zweiten Lage innerhalb der Kugelflaiche vom Eadius r4 sich be-
findet, der also nicht schraffiert ist, dann kénnen wir die hindurch-
gegangene Masse so bezeichnen:

M—NMo(r4).

Die Masse, welche wahrend der Translation irgend eine
Kugelschale vom Eadius r durchquert, wollen wir ganz allgemein
durch das Symbol A(r) bezeichnen. Dann liefert die Schale vom
Eadius r die Arbeit:

fiA (r) (r) dr.

Wenn die Translation zwischen den Grenzen Rt und jH2vor-

geht, dann kénnen wir die Translationsarbeit so schreiben:

L2—L{—|BL_JA (n) () dr.

Im neuen Verfahren summieren wir also die Arbeiten, die in
den einzelnen Eaumschalen geleistet werden.

Die Schalen der Gruppen | und V, d. i. der Intervalle 0—Ri
und U 2—oo liefern offenbar keine Arbeiten. Wir kdnnen sie also
in die Summe einbeziehen ohne deren Wert zu andern und koén-
nen somit schreiben:

®
L2—Ly= 20 UA(r) p(r) dr.

Dies ist der allgemeinste Ausdruck fir das neue Verfahren.
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4. Die Translationsarbeit in Integralform.

Jede Schale der Gruppe Il (Fig. 3) liefert eine Arbeit von'
der Form:

() (f) dr.

Alle Schalen der Gruppe zusammengenommen also die
Arbeit:

uj Mt (r) () dr.
a

Jede Schale der Gruppe 111 liefert eine Arbeit von der Form:
(rdr,
alle Schalen der Gruppen zusammengenommen also die Arbeit:

2
fiMj (r)dr.
«

Jede Schale der Gruppe IY liefert eine Arbeit von der Form:

fi,[M— @] pr)dr=
= [IMp(r) dr —/iMe(r) () dr,

alle Schalen der Gruppe zusammengenommen also die Arbeit:
P(r) dr—uj Mz (r) (r) dr.
2 2

Die ganze Translationsarbeit liefert also die Arbeit (zwei In-
tegrale kbnnen zusammengezogen werden):

L2— —Jjid Mtir) @(f) dr—uj #2(r) @(r) dr+fiMJ <(r) dr.

>\ 2 ~1
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5. Symmerrische Form des Arbeitsmtegrals,

In der dritten IH. Schalengruppe unterscheiden wir eine Ku-
celflache von dem beliebigen Eadins R. Sie ist in Eig. 3 mit 00 be-
zeichnet. Wahrend der Translation wird jeder einzelne Massen-
pnrVr des Korpers von seinem Anfangsorte zuerst bis zur Kugel-
idohe 00. sodann von der Kugelflache 00 bis an seinen Endort

Fig. A

gefihrt. Wir wollen dem entsprechend die Translationsarbeit in

zwei Teilen schreiben. Der erste Teil stellt die Arbeit dar, welche

die Massenpunkte liefern, wenn sie von ihrem Anfan”sorte bis in

die béliéiige Entfernung R gefiihrt werden : der zweite Teil stellt

die Arbeit dar, die die Massenpunkte leisten, wenn sie aus der
Entfernung R an ihren Endort gebracht werden. Die Arbeit er-
scheint dann in symmetrischer Form.

1 Zuerst folgen wir der gebrduchlichen Methode. Wir zer-

legen :
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und entwickeln zuerst das erste Glied des Binoms. Ein einzelner
Massenpunkt m liefert fur dieses Glied die Translationsarbeit:

R

alle Massenpunkte zusammengenommen also die Arbeit:

R

Das allgemeine Integral von <p(r)dr wollen wir mit <) be-
zeichnen. Dann haben wir:
LR—Li=fxIm (0(B)—O0(rt))
= iilmtp (R)—filrntP (rj).
Im ersten Gliede kdnnen wir <p(B) herausheben; das verblei-

bende Im ist aber nichts anderes als die Masse M des Korpers.
Es gilt also einfach:

Lr—L>e fiM@ (R)—ulm® (1j),

wobei das erste Binomialglied eine Constante ist.

Den zweiten Teil L~—L r der Translationsarbeit entwickeln
wir in &hnlicher Weise. Ein einzelner Massenpunkt m aus der
Entfernung R in seinen neuen Ort geflhrt, liefert die Arbeit:

R

und somit alle zusammengenommen die Arbeit:

—fizr<l>(8—  (R).
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Die ganze Translationsarbeit ist:
% L{—(LR—LX+(L,—Le)= (Lo—Le)—(Lx—LR.
Wenn wir setzen :
V= Imd>(r—Mo (R),
dann kdnnen wir die Translationsarbeit auch so schreiben:

L2 Lx—u(V2 VI

In F2besagt der Index, dass in <) stets der Wert des r zu
nehmen ist, der der zweiten Lage des Korpers entspricht; analog
ist die Bedeutung von Vv

2. Wenn wir die Translationsarbeit L2—L xnach der neuen
Methode symmetrisch entwickeln wollen, dann zerfallt LR—L X
selbst wieder in zwei Teile. Den ersten Teil liefern die Schalen
der Gruppe Il, den zweiten Teil liefern diejenigen Schalender
Gruppe Il1, die zwischen den Kadien et und R liegen. (Fig. B)
Wir erhalten dann:

LR—Lx= njM x() () dr-\-fiMj () dr.
]

Den Teil L2—LRliefern abermals zwei Schichtengruppen:
die Schichten der Gruppe Ill, welche zwischen R und iz liegen,
und die Gruppe IV.

Es gilt dann:

L -L u=,M$0 (1) dr+fij [M—M2(r)] o) dr

= fj.MFj; o(n) dr—:ij Ma () () dr.
Es sei im Allgemeinen:

W=M few(r) d r—J? M (1) ip(r) dr.
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Dann gilt offenbar:
L2—LI= a(W2—Wj).

Hier bedeutet W2denjenigen Ausdruck, den wir aus W er-
halten, wenn wir fir i und e diejenigen Entfernungen nehmen,
die der zweiten Lage des Korpers entsprechen, und in M{r) das-
selbe tun. Eine analoge Bedeutung hat das Symbol Wv

Offenbar bedeuten /iV und jxW dieselbe Arbeit, ndmlich die
Arbeit, die geleistet wird, wenn sdmmtliche Massenpunkte m aus
der Entfernung R an denjenigen Ort gefuhrt werden, der ihnen bei
einer gewissen beliebigen Lage des Korpers zukommt. Es gilt alsu

W—V oder
e

e
Im® (N—M®[R)= — j M(r) pif)dr+ Mjy (r)dr.
i R
In jedem concreten Falle geben beide Ausdriicke dasselbe’
mathematische Gebilde, aber in verschiedener Form; man nennt
dieses bekanntlich das Potential des Korpers.

6. Differentiale Verschiebungen.

Wenn der Korper starr ist und sich nur parallel zu sich
selbst verschiebt, dann ist die Verteilung der Massenpunkte im
Baume die Function von nur einer Variablen, dem Wege. Auch
wenn der Korper starr ist und sich nur um eine fixe Axe dreht
ist die Verteilung der Massenpunkte im Raume die Function von
nur einem Variablen, dem Drehungswinkel d. Im Allgemeinen
jedoch ist die Verteilung der Massenpunkte die Function von
zwei, drei und mehr Variablen. Wenn die n Massenpunkte sich
von einander unabhédngig bewegen, dann ist die Disposition der
Punkte eine Function von 3 n Variablen.

WEenn wir von differentialen Verschiebungen reden, dann
ist die totale Aenderung der Disposition nichts anderes als die
Summe der Verschiebungen, die die einzelnen Variablen verursa-
chen. Zur Erlduterung unserer Methode genligt es also das Ar-
beitsintegral nur fur den Fall zu entwickeln, wenn die Aenderung
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der Disposition der Massenteilchen eine Function einer einzigen
Variablen ist, die wir mit s bezeichnen und unter der wir der An-
schaulichkeit wegen einen Weg verstehen wollen.

In Fig. 4 ist die urspringliche Lage des Korpers durch eine
kréftige Linie bezeichnet. Sie entspricht dem Werte s der Varia-
blen. Der Korper liegt dann zwischen den Entfernungen r=1i und

v

r=e. Eine Kugelschale vom Radius r und der Dicke clr teilt dann
den Korper in zwei Teile. Der eine schraffierte Teil liegt innerhalb
der Innenflache der Kugelschale, der andere liegt ausserhalb der-
selben. Die schraffierte Masse ist nun eine Function der zwei Va-
riablen r und s. Eine Function von r ist sie, weil sie umso grosser
ist, je grosser r ist, und eine Function von s, wil sie sich &ndert,,
wenn s einen anderen Wert erhélt. Die schraffierte Masse konnen
wir also bezeichnen durch das Symbol:

M(r, s).
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Wenn die Variable s sich um As &ndert, dann erhélt die
Masse eine andere Disposition, die durch den schwécheren Um-
riss angedeutet wird. Die Kugelflache vom Eadius r enth&lt dann

die Masse:
M(r, sfl-Js).

Lassen wir diese grosser sein als M(r, s), dann ist in Folge
des Incrementes Js durch die Schale hindurch in das Innere der
Kugelflache die folgende Masse gestromt:

M(r, s+Js)—M(r, ).

Dann hat die positiv, also abstossend genommene Kraft <)
folgende Arbeit geleistet:
-fi[M (?,s5-\-ds)—M (r, s)] 9(r) dr.

Wenn wir von Differenzen auf Differentiale Gbergehen, dann
erhalten wir hieraus folgendes Arbeitsdifferential:

—n ---————"p(?) drds.

Diese Arbeit liefert eine einzelne Schale vom Eadius r.
Alle Schichten von r—i bis r=e liefern also die Arbeit:

dM(r, s)

ds P(r) drds.

dL=-j-
|

Dasselbe Problem kénnen wir auch so fassen, dass wir vom
JAusdruck fur endliche Verschiebungen, p. 150 ausgehen:

)
A Ly—ii 2? M1(r) p(?)dr —a | VI2(2) 9(?) dr+fiM & () dr
i2

und von endlichen auf unendlich kleine Verschiebungen (Uber-
gehen. Dann gilt:

=6\, i2— ,

dex= ds ds, dix ~dsds.
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Das Arbeitsintegral erhalt dann die Form:

=ft IMt(r) c (r)dr—u | M2(r) ¢ (r) dr-\-uMJ <(r) dr

JMt r.c ridr—aj Mt (r) s(r)dr+~tsa(ij) &+ dt.

— mv:e Cwmina e . (e ; dex=dL.

Hier ist aber 0, weil die Kugelflache vom Eadius i,
keine Masse enthélt. Hingegen ist Mi(e)=M 1, weil die Kugel-
flache vom Eadius J die ganze Masse des Korpers umfasst. Wenn
wir diese Werte einsetzen, dann erhalten wir kiirzer :

Hier bedeutet Mt(r) diejenige Masse, welche die Kugelflache
vom Eadius r vor der Verschiebung, also fir S—Sumschliesst,
wéhrend Aj, r) die von derselben Kugelflache nach der Yerschie- -
bung, also fiir s= s—ds umschlossene Masse bedeutet. Mit ande-
ren Worten:

Mt (r)=M(r, s)

M2r)=M .s—is
dL=/tj M(r,s)-M{r,s-\-ds <P

Dieser Ausdruck stimmt aber tberein mit dem direct aus
den differentialen Verschiebungen gefundenen obigen Werte:

oL
o
Nach diesen allgemeinen Entwicklungen kdnnen wir den

Unterschied zwischen dem gebrauchlichen und dem neuen Ver-
fahren bei der Darstellung des Arbeitsintegrals in folgender Weise
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ausdriicken : Das gebrduchliche Verfahren integrirt zuerst nach r
und erhdlt dadurch sofort die eventuell unbekannte Function <)
unter das Integralzeichen; das neue Verfahren integrirt zuletzt
nach r, so dass bei unbekanntem (pfr) eventuell alle vorhergehen-
den Integrationen ausflihrbar sind und <p(r) dann nur zu ein-
fachen unausfiihrbaren Integralen fuhrt.

7. Anwendung auf eine homogene Vollkugel.

Eine Vollkugel vom Eadius b habe die Dichte p ; die Entfer-
nung ihres Mittelpunktes vom Massenpunkte p sei u. Diese unge-
wohnlichen Buchstaben lehnen sich an Laprace’s Arbeiten tber
Capillaritat an.

1 Es soll die Kraft berechnet werden, mit welcher die
Kugel vom Massenpunkt a abgestossen wird, wenn die Centralkraft
durch die nicht n&her bekannte Function <p(r) bestimmt wird.

Wir wenden zundchst die neue Methode an. Wir lassen u
um du wachsen und erhalten eine Verschiebungsarbeit von der
Form Fdu. Die Function F ist dann die gesuchte Kraft.

Wir rechnen folgendermaassen : Eine Kugelschale vom Ra-
dius r und der Dicke dr schneidet mit ihrer Innenflache eine
Linse aus der Kugel, die in Fig. 5 schraffiert ist. Wenn u um du
waéchst, idann tritt durch die Kugelschale ein Teil der Linse, die
gleichest einer Scheibe vom Radius h und der Dicke du. Den Ra-



UBER EINE NEUE FORM DES MECHANISCHEN ARBEITSINTEGRALS. 159

dins h kénnen wir aus r, b und u auch auf elementarem Wege
finden:

jo —4+2r2W2+&2—u2—h2)?2

h = 57

Die Masse der Scheibe ist pr:hZu, und die Arbeit, die bei
ihrem Austritt geleistet wird, ist

zp.ph2(r)drdu.

Diese Arbeit liefert eine einzelne Schale vom Radius r, wenn
die Kugel sich um du verschiebt. Die ganze Yerschiebungsarbeit
finden wir durch Integration nach r von r=u—»b bis r=u-{-b.
Wenn wir den Wert von h einsetzen, dann finden wir den Aus-
druck

( u+b u+b u+b \
—j AP dr+2 U2+ b2 j r29(r) dr—(u2—b22 | if) drj du.
u-b u—b u—b

Wenn wir du streichen, dann verbleibt der gesuchte Wert
der Kraft.

2. Eine zweite Aufgabe ist die folgende. Es soll die Arbeit
bestimmt werden, die die Kraft (p(r) leistet, wenn die Kugel aus
der Entfernung ut in die Entfernung Wwhblibergefiihrt wird. Wir
bestimmen diese Arbeit mittels der Function W, p. 153. In dieser
Function erscheint die Masse M(r), die in unserem Falle die in
der Eigur schraffierte Linse ist. Wir finden auch auf elementarem
Wege fiir dieselbe den Werth:

+T'H “+a)r2+ * =
= pA+pBr2-\-pCr3-\-pDr4.

Ausserdem, enthédlt W noch die Masse
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Die Function W erscheint dann in folgender Form :

u+b u+b

W=pEDb3J <p(r)dr—pJ (A+ Brl+ Cr3+ -Dr4p (r)dr

u+b u+b u+b
TT=pEbsfdr—pA fEE dr—pB jr2* (Ndr—

R u—b u—b

u+b u+b

—PCj r3p(r) dr—pD ) ré&p(r) dr.
u—b u—b

Wenn wir hier einmal u=ux, einmal u—u2nehmen, dannl
erhalten wir die Functionen Wxund W2, und die Translations-
arbeit ist:

piwr-wJ.

Sie wird also ausschliesslich durch einfache Integrale von

dem Typus

jrn<(r)dr
ausgedriickt. :
2a. Wir wollen dieselbe Translationsarbeit nun auch nach
dem gebrduchlichen Verfahren, d.i. mittels des Potentials dar-
stellen.
Die Schale vom Eadius r und der Dicke dr schneidet aus
der Kugel eine spharische Lamelle, deren Innenflache durch

deren Masse durch

U W —wd+2wr—r dr.

gegeben ist. Jeder Punkt dieser Lamelle hat das gleiche Poten-
tial, ndmlich J p (r)dr; das Potential der Lamelle ist also :

< [(2—a2r+2wr2—r3idrJ (o(r) dr.

Die Summe aller Lamellen von r=u—Db bis r=u-\-b, d. h..
die ganze Kugel, hat also das Potential:
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u+b

V—— (8—V?) | rdr 1<p(r) dr—
u u-b

u+b u+b

—Yapjr2drd pr)dr— —Jr3drj q(r)dr.
u—b N u—b

Auch hier ist erst u=ulf dann u=u2einzusetzen und die
Differenz zu nehmen. Die Translationsarbeit ist also durch
Doppelintegrale gegeben, die nur schwer auf einfache Integrale
zu reduciren sind.

8. Der Binnendruck einer homogenen Flissigkeit.

Eine homogene Flussigkeitskugel habe den Radius b und
die Dichte p. Wie gross ist der radiale Druck der Flussigkeit in
der Tiefe h unter der Oberflache der Flissigkeit ?

Die Oberflache der Flussigkeitskugel sei 00; in der Tiefe h
unter derselben sei eine zweite Kugelflaiche 00, Fig. 6, p. 163.
Yon der einen Kugelflache zur anderen erstreckt sich ein radialer
Flissigkeitsfaden von der Lédnge h und dem Querschnitt dg.
Jeder einzelne Massenpunkt dieses Fadens wird von der um-
gebenden Flissigkeit nach innen gezogen, wenn wir (pfr) negativ
sein lassen. In der vom Kugelmittelpunkt gemessenen Entfer-
nung z sei diese Kraft per Masseneinheit des Fadens gleich Wz),
so dass das Faden element p=pdqdz mit der Kraft

gdgdz W2)

radial nach innen gezogen wird. Der ganze Faden erleidet also

den centripetalen Zug .

pdqgj ¥{z)dz.
b-h

Wenn wir hier den Factor dq weglassen, dann verbleibt der
Druck, den die Flacheneinheit der Kugelflache 00 vom Radius
b—h in Folge der Molekularanziehungen durch die dussere Flis-
sigkeit in radialer Richtung erleidet. Dieser Druck ist unter dem
Binnendruck in der Tiefe h gemeint.

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XI11. 1
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Das Integral A
p f W) dz
b-h

hat aber auch noch eine zweite Bedeutung. Es bedeutet offenbar
die Arbeit, die die Molekularkréfte leisten, wenn die Masse p aus
der Flussigkeitsoberfliche 00 in die Tiefe h gefuhrt wird. Wir
finden also den numerischen Wert des Binnendruckes in der
Tiefe h, wenn wir die Arbeit berechnen, die geleistet wird, wenn
die Masse p aus der Flussigkeitsoberflache in die Tiefe h gefuhrt
wird.

In Uebereinstimmung mit den gebrauchlichen Annahmen
der Capillaritatslehre nehmen wir an, dass die Anziehungskraft
eines Massenpunktes p nur bis zu einer gewissen sehr Kkleinen
Entfernung e, die Kleiner ist als h, eine nennenswerte Intensitét
besitzt.

In Fig. 6 ist der Massenpunkt p in die Oberflache gesetzt
und ist eine Kraftschale vom Badius r besonders gezeichnet. Der
schraffierte Meniscus zwischen der Innenseite der Kraftschale und
der Flissigkeitsoberflache enthélt keine Flissigkeit. Sein Volu-
men ist, wie wir auch auf elementarem Wege finden :

Sobald jedoch der Massenpunkt p in die Tiefe h gebracht ist,
ist die Kraftschale durchaus mit Flissigkeit gefillt. Wahrend der
Ueberflhrung ist also durch die Kraftschale von der Dicke dr das

Flussigkeitsvolumen v eingedrungen, wobei die Arbeit geleistet
worden ist:

Alle Schichten von r= 0 bis r=e liefern also die Arbeit:
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So haben wir den Binnendruck einer Flissigkeit gefunden,
ohne eigentlich gerechnet zu haben.

Diese Ableitung des Binnendruckes ist nicht nur die kir-
zeste, sie ist auch die genaueste und von allgemeinster Giltigkeit.

c
Fig. 6.

Laptace (Théorie de Taction capillaire, Paris, 1806, p. 11—
13) driickt den Binnendruck durch ein dreifaches Integral aus.
Von der Function <) setzt er voraus, dass sie mit wachsendem
r das Vorzeichen nicht wechselt. An diese Beschrankung ist unsere
Ableitung nicht gebunden. Lapirace’s Ableitung bezieht sich nur auf
concave Oberflachen. Der Uebergang auf convexe Flachen ist sehr
anfechtbar. Unsere Ableitung ist fir concave Oberflachen ebenso
gutig, wie flr convexe, denn fiir concave Oberflachen wird ein-
fach das obige Volumen

11*
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Poisson (Nouvelle théorie de Taction capillaire, Paris, 1831,
pag. 12, erste Formel; pag. 14, zweite Formel) ist der einzige Au-
tor, der den inneren Druck durch ein einfaches Integral darstellt;
seine Formel ist identisch mit der unseren. Seine Ableitung ist
aber ebenfalls an die Bedingung gebunden, dass <pfr) das Vorzei-
chen nicht wechselt. Ueberdies ist seine Rechnung nur dann gi-
tig, wenn e unendlich klein ist, wahrend bei unserer Ableitung e
auch gleich dem Radius b sein kann. Poisson’s Rechnung ist nur
eine approximative, da er die Oberflachenelemente nicht als sphé-
rische, sondern als parabolische Rotationsflachen ansieht, und die
Masse eines Flissigkeitsmeniscus in der Rechnung als in die Tan-
gentialebene projicirt annimmt. In unserer Rechnung hat keine
Vernachlassigung stattgefunden. Endlich ist poisson’s Ableitung
sehr langwierig und beruht auf verwickelten Substitutionen.

Gauss gibt ebenfalls mehrfache Integrale.

Der Vollstandigkeit wegen soll die Formel des Binnendruckes
auch fir den Fall hier angegeben werden, dass die Anziehungs-
kraft an keine endliche Grenze e gebunden ist, sondern theore-
tisch bis in unendliche Entfernung wirksam ist. Wenn wir b—h
durch z ersetzen, dann gilt fur den Binnendruck p in einer homo-
genen Fliussigkeitskugel im Abstand z vom Mittelpunkt folgende
Formel:

P y
TG = (A T T b*+T bS- T € )/*59)dr+

1 r2 742
+ b3J (p(r) dr-j- —-——-——-- J r2<p(r)dr J-
z+b Z
b— 2 b+z
+ —o J r3prdr-\-~ )rs<p(r)dr— —J rgp(r)dr-
0
y beﬁ a(‘zé-ldd

TZ2J'r4d (r)dr+  jr4p(r)dr.
b-z 0
Sammtliche Integrale gehdren also auch hier zum Typus

J rn(p{f)dr.
ri
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In den vielen und complicierten Anwendungen, die ich vom
neuen Verfahren gemacht habe, bin ich Uberhaupt noch auf keine
Integrale von anderem Typus gekommen.

Wenn wir die Wirkungsweite auf e reduciren, dann verblei-
ben nur diejenigen Integrale, deren untere Grenze =0 ist. lhre
obere Grenze wird gleich e, und es resultirt unsere obige Formel,
vdie Wir mit L aprace mit folgenden Buchstaben bezeichnen:

. H
P=k +T-
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Anzeiger der Akademie), Band XI, pp. 30—44. 1893.

Der Desargues’sche Satz kann in der Ebene auch folgender-
weise formuliert werden:

Wenn die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte
von zwei Dreiecken einem linearen Strahlenbiischel angehoren,
so gehoren die Durchschnittspunkte der entsprechenden Seiten
einer linearen Punktreihe an.

Wenn man bedenkt, dass der lineare Strahlenbiischel im
Raume mit sich selbst reciprok ist, sowird der analoge Satz lauten :

Wenn die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte
von zwei Tetraedern einem linearen Strahlenbiischel angehoren,
so gehdren die Durchschnittslinien der entsprechenden Seiten-
flachen wieder einem linearen Strahlenbiischel an.

Eine solche Beziehung von zwei Tetraedern werden wir
linear nennen.

Dieser Satz, welcher weiter unten bewiesen wird, fihrt dann
zur Frage, ob es mehrfach lineare Tetraeder gibt? Wir werden
ihre Existenz beweisen und die simmtlichen Arten von mehrfach
linearen Tetraedern aufsuchen.
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1 Uber die linearen Strahlenbdidschel.

Wenn die Gerade p mit den rdumlichen Coordinaten
ik (i, A=1, 2, 3, 4; pik+pPki—0)
gegeben ist, so besteht zwischen diesen die Relation:

[p]MpAPUMPSIPMAPMPsi—O.

Wenn die Geraden p, q durch die Coordinaten pucgik ge-

geben sind, so ist die Bedingung dafiir, dass die Geraden einander
schneiden:

[p, ql=I<b p]=Pzs Vu+Psi qu+Pn gsi+Pu q*+Pu *31+'34 gm—0»
Wir brauchen beide Relationen.

1 Suchen wir zuerst denjenigen linearen Strahlenbiischel
auf, welcher durch zwei Strahlen (p, g) bestimmt wird.

Sk—"Pik-ppaik
kénnen nur dann Liniencoordinaten sein, wenn die Bedingung
[si= Xu[p, q]=0

erfallt wird. Zwei Strahlen erzeugen also nur dann einen linearen
Strahlenbiischel, wenn sie einander schneiden. Der Strahlen-
bischel besteht aus den sammtlichen Geraden, welche in der ge-
meinsamen Ebene vonp und g liegen und zugleich durch den
gemeinsamen Punkt von_p und g hindurchgehen, denn jede Ge-
rade (I), welche p und g schneidet, schneidet auch s, ndmlich

[s, 1= Xp, ]+ fit[q, I].

Solcher Strahlenblischel soll ein linearer ebener Strahlenbtischel
heissen.

Die Bedingung dafir, dass drei gegebene Geraden einem
linearen ebenen Strahlenbischel angehéren, besteht darin, dass
die sammtlichen Determinanten dritter Ordnung der Matrix von
den Liniencoordinaten der drei Geraden verschwinden mussen.
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2. Suchen wir den linearen Strahlenbischel auf, welcher
durch drei Gerade (p, g, r) bestimmt wird, wo die Geraden nicht
einem linearen ebenen Strahlenbilischel angehoren.

Sik= Xpik-\-y.qik+ VTik
konnen nur dann Liniencoordinaten sein, wenn die Bedingung

[S1= aj[g,r] + VA[r,p] + ht[p, q] = 0

erfullt wird. Folgende Félle sind zu unterscheiden:

a) die Geraden p, g, r schneiden sich paarweise nicht.

Dann besteht der Bischel aus einfach unendlich vielen Glie-
dern mit der Eigenschaft, dass jede Gerade (l), welche die Geraden
p, g, r schneidet, schneidet auch sie, weil

[5, 1= Alp, T+ plq + vir, I]

ist. Hieraus folgt, dass der Blschel auf der Flache zweiten Grades
liegt, welche durch die Geraden p, g, r geht und auf dieser Flache
diejenige Schaar von Geraden bildet, zu welcher auch die Geraden
p, g, r gehdren.

b) p und g schneiden sich, aber die Geraden g und r, r und
p nicht.

Aus der Bedingungsgleichung

[s1= vAIp, 1] + fi[q, r])=0

folgt, dass in diesem Falle der Biischel aus zwei linearen ebenen
Strahlenbiischeln besteht, deren einer (v=0) die Grundstrahlen
p, g, der andere die Grundstrahlen r, s hat, wo

Sk = [q, r] pik— [p, r] gk

sind. Also zwei lineare ebene Strahlenbiischel mit verschiedenen
Centren und Ebenen, aber mit einem gemeinsamen Strahl (s).

¢) p und g, g und r schneiden sich, aber r und p schneiden
sich nicht.

Aus der Gleichung

[s] = Afp,r] =0
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folgt, dass auch in diesem Falle der Biischel aus zwei linearen
ebenen Strahlenblscheln besteht mit verschiedenen Centren und
Ebenen, aber mit einem gemeinsamen Strahl (q).

d) p, g, r schneiden sich paarweise, also haben sie entweder
einen gemeinsamen Punkt, oder eine gemeinsame Ebene.

Jetzt ist die Gleichung [s] = O eine ldentitat. Der Biischel
enthalt zweifach unendlich viele Glieder mit der Eigenschaft,
dass sie durch jede gemeinsame Schnittgerade von p, g, r ge-
schnitten werden. Sie bilden also einen Strahlenbiindel, wenn
p, g, r einen gemeinsamen Punkt haben, ein Strahlenfeld, wenn
p,q, rin einer Ebene liegen.

Aus dem Bisherigen folgt, dass, wenn vier Gerade zu einem
linearen ebenen Strahlenbiischel gehoren, aber keine drei unter
ihnen zu einem linearen ebenen Strahlenbiischel gehéren, so
konnen die folgenden vier Falle Vorkommen:

1. Die vier Geraden liegen auf einer Flache zweiten Grades,
aber schneiden sich paarweise nicht. (Hyperbolische Strahlen.)

2. Die vier Geraden bilden zwei Winkel mit verschiedenen
Spitzen und Ebenen, aber in einer solchen Lage, dass die Spitze
des einen Winkels in der Ebene des anderen liegt, und umgekehrt.
(Zweiwinklige Strahlen.)

3. Die vier Geraden haben einen gemeinsamen Punkt.
(Centralstrahlen).

4. Die vier Geraden liegen in einer Ebene. (Feldstrahlen.)

Die Bedingung dafiir, dass vier gegebene Geraden zu einem
linearen Strahlenbiischel gehoren, besteht darin, dass die sammt-
lichen Determinanten vierter Ordnung der Matrix von den Linien-
coordinaten verschwinden missen.

2. Uber die linearen Tetraeder.

Es seien ANANAAN, BiB”B3Bi die Eckpunkte und alaZa34,
RiktRalki die Seitenflachen von zwei Tetraedern. Die Bezeichnung
sei so gewahlt, dass z. B.

at=A>A"NA3

sei. Entsprechende Elemente sollen gleiche Indices haben.
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Wahlen wir das erste Tetraeder zum Coordinatentetraeder
und so seien die Coordinaten der Eckpunkte:

1 0 0 o0 K A3 K
0 1 0 0 b2l b3 K
6 0o 10 ~31 ~32 ~33 bU
o 0 0 1 hl K ~43 K

Da auch das zweite Tetraeder ein wahres ist, so verschwin-
det die Determinante B = bik' nicht.
Die Coordinaten der Seitenflachen sind

1000 BilB\z B13Bu
0100 Bu BT, Bj364
00 10 B3l BX B& B2
0 0 0 1 Ba B”i Bis Bu

wo Bik die Enterdeterminante von bik in B bedeutet'.

Wir setzen voraus, dass keines von den Elementen bik Bik
verschwindet, dass also keiner von den Eckpunkten des einen
Tetraeders in einer Seitenflaiche des anderen Tetraeders liegt. Da-
durch wird es auch ausgesprochen, dass keine drei unter den
Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte in einer Ebene
liegen und keine drei unter den Schnittlinien der entsprechenden
Seitenflachen durch einen Punkt durchgehen.

Die Liniencoordinaten der Verbindungslinien der entspre-
chenden Eckpunkte sind (wenn man dieselben nach der Reihen-
folge

. Pz3Pu P11 Pu Pu Pu
aufzahlt)

0 m~M3 m2 Kk o 0
biz O -hij O g 0
—~p 3 O 0 0 Y
0 0 o -hi M
Die vier Geraden gehdren zu einem linearen Strahlenbiischel,

wenn jede Determinante vierter Ordnung aus dieser Matrix ver-
schwindet. Dies fuhrt zu den folgenden 7 Gleichungen:
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@) ~12 ~23 ~31%-~13 ~32 hll
) n1g ~3s Bll==h* ~g3 nan
(©) K &4 &21=— ~2 hl
@) bio rga gap==DU ngz 3
®) &12 23 &S4 =h* &4 ~3; hl
6) n13 »a K. hr-=0" a4 a3 hi
) ~4 &a2 ~23 hi= ~32 LY &4l

Die vier letzten Gleichungen folgen aber ans den drei ersten-
Né&mlich :

(4) folgt ans der Multiplication von (1), (2) und (3),

B « « o« « « (1) und (2,
6 « « o« « « (2 « (3,
7 « « o« « « (B « (.

Weil die Coordinaten homogen sind und der Voraussetzung
nach nicht verschwinden, kdnnen sie immer so eingerichtet wer-
den, dass

"31—M3» hl= M4
seien. Dann sind aber nach (1), (2) und (3) zugleich

~23= ~32> N34= N43> yA2=  -'24>

d. h., B ist eine symmetrische Determinante.

Ebenso besteht die Bedingung daflr, dass die Schnittlinien
der entsprechenden Seitenflaichen zu einem linearen Strahlen-
bischel gehdren, darin, dass man die Determinante aus den Ele-
menten Bu; durch Multiplication der Reihen mit passend gewéhl-
ten Factoren in eine symmetrische Determinante umwandeln
konne. Die adjungierte und die urspriingliche Determinante sind
aber zu gleicher Zeit symmetrisch, woraus folgt, dass:

«Wenn die Verbindungslinien der entsprechenden Eck-
punkte einem linearen Strahlenbiischel angehéren, so gehdren
die Schnittlinien der entspechenden Seitenflachen wieder einem
linearen Strahlenbiischel an —, und umgekehrt.»

Wenn aber die Relationen bik=bki bestehen, so sind die
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beiden Tetraeder polarreciprok in Bezug auf die Flache zweiten
Grades, deren Gleichung in Ebenencoordinaten lautet:

Afrjfr Ui U—0.
Es besteht also auch folgender Satz :
Ein Tetraeder steht mit seinem polarreciproken in linearer
Beziehung.*
Um die verschiedenen Arten der linearen Tetraeder unter-

scheiden zu kénnen, bemerken wir, dass die Geraden A1B1 und
AZB2sich schneiden, wenn

N34 NAZ3E 0
nach den Relationen bik = hu schneiden sich dann auch A33
und A4A,
AB1l AB3 einerseits, AB2, AJ3" andererseits schneiden

sich, wenn
34 H4p=®

AxBX AilRx einerseits, AZB2, AB3I andererseits schneiden
sich, wenn

Die eine Gleichung ist eine Folge der beiden anderen.
Es sei noch zu bemerken, dass unter den Gleichungen

fr13fr24a  bl4p23~Q> -®31-~42 B~ B~ —0

die eine eine Folge der anderen ist, woraus folgt, dasswenn AIBI,
A2B2sich schneiden, so schneiden sich auch a3R3und a434.

Aus dem bisherigen folgt, dass man die folgenden drei Arten
von linearen Beziehungen unterscheiden kann :

1 Die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte, so
wie auch die Schnittlinien der entsprechenden Seitenflachen sind
hyperbolische Strahlen. (Hyperbolische Beziehung.) **

* Dieser Satz in einer anderen Formulierung rihrt von Chasles
her. Siehe Salmon-Fikdler. Analytische Geometrie des Raumes. Band 1I.
Seite 180 und die beigefuigte Notiz.

** Dieser Teil des Satzes riihrt von 0. Heknes her. (Crelle-Joumal,
Band 56.)
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Die Yerbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte,
so wie anch die Schnitlinien der entsprechenden Seitenflachen
sind zweiwinklige Strahlen. (Zweiwinklige Beziehung.)
3. Die Yerbindnngslinien der entsprechenden Eckpunkte
sind Centralstrahlen, die Schnittlinien der entsprechenden Seiten-
flachen sind Eeldstrahlen. (Perspective Beziehung.)

3. Uber die mehrfach linearen Tetraeder.

Die Tetraeder nnd BIB™B3Bi seien in linearer
Beziehung nach der durch das Symbol

'BiBiBsBi

margesteilten Art. wo die entsprechenden Elemente in einer Colonne
stehen.

Es fragt sich, ob es ausser dieser Beziehung, welche die
Grwidbezieh ung heissen soll, auch noch andere lineare Beziehun-
gen geben kann, wo das Entsprechen der Eckpunkte ein ande-
res ist.

YTir wollen diejenige Beziehung, deren Symbol aus dem der
Grundbeziehung dadurch hergeleitet werden kann, dass man an
die Indices der Elemente B die Substitution S anwendet, die Be-
zieh* g S nennen. Hiernach wird das neue Zeichen der Grund-
beziehung 1 sein, als das Zeichen der identischen Substitution.

Man erhdlt die Bedingungen fur die Beziehung S, wenn man
in den Gleichungen

S12-SWM1= MAMI3L
Sl A -4 N840
A234 3402 24 43732

deren eine eine Folge der drei anderen ist, an die ersten Indices
die Substitution S anwendet nnd nachher die Delationen ha= hu
benutzt, welche die Existenz der Grundbeziehung aussagen.

Man erhalt auf diese Weise
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1. Die Bedingungen flr die Beziehung (12)

&3 &3=0
bll &3—£2bls= 0
&1 8A—&2 &14-20,

deren letzte eine Folge der beiden ersten ist.
Die erste Gleichung zeigt, dass in diesem Falle weder die
Grundbeziehung, noch die Beziehung (12) hyperbolisch sein kann.
2. Die Bedingungen fir die Beziehung (12) (34), sind

n1 &23 8e4= ~22 A3 AL4

[#2s i b~=bu b3l 632.

3. Die Bedingungen fir die Beziehung (123) sind

bn bu &34= &l14 &23

&2 bu bu—-bu bsi
E&Bbu &24=834 &12 »

4. Die Bedingungen fir die Beziehung (1234) sind

bn bz bu —bn &13 b
~2 NBML N3 M3 A
B M DE—=34 &B &4
MA ~1 N23~ M1 M3 724 »

deren eine eine Folge der drei anderen ist.

Aus diesen und den &hnlichen Bedingungen liest man die
folgenden Zusammenhénge heraus:

1. Unter den Beziehungen (12), (23), (31) ist die eine eine
Folge der beiden anderen.

2. Unter den Beziehungen (12), (34), (12) (34) ist die eine
eine Folge der beiden anderen.

3. Unter den Beziehungen (12) (34), (13) (24), (14) (23) ist
die eine eine Folge der beiden anderen.

4. Unter den Beziehungen (123), (132) ist die eine eine Folge
der anderen.
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5. Unter den Beziehungen (123), (234), (14) (23) ist die eine
eine Folge der beiden anderen.

6. Die Beziehung (1234) zieht die Beziehungen (1432) und
(13) (24) nach sich.

Wir teilen die Arten der mehrfachen Linearitat folgender
Weise in drei Gruppen ein:

1. Unter den vorhandenen Beziehungen gibt es mindestens
eine perspective. Wir wahlen eine solche zur Grundbeziehung.

2. Unter den vorhandenen Beziehungen gibt es keine per-
spective, wol aber mindestens eine zweiwinklige. Wir wahlen
eine solche zur Grundbeziehung.

3. Die vorhandenen Beziehungen sind sammtlich hyper-
bolisch.

l.
Es sei die Grundbeziehung perspectiv. Wahlen wir das

Perspectivcentrum zum Einheitspunkte des Coordinatensystems
und so seien die Coordinaten von BIB2B&Bi

A1l 11
13 11
‘1 1 v 1
111 Q

Damit die Punkte verschieden seien, darf hochstens eine der
Zahlen Al eins sein. Dies wird vorausgesetzt.
1. Die Bedingung fir die Beziehung (12) ist

= u
2. Die Bedingungen fir die Beziehung (12) (34) sind
X=H, v=p.

3. Die Bedingungen fir die Beziehung (1234) sind
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4. Die Bedingungen fir die Beziehung (123) sind
—1

Dieser Fall ist also auszuschliessen.

Man erhélt die sémmtlichen Falle, wenn man diese und die
ahnlichen Bedingungen combiniert. Wir fithren nur die wesentlich
verschiedenen Félle vor und lassen die ahnlichen Falle durch
einen von ihnen reprasentieren.

Die vorhandenen Beziehungen sind :

2. Die perspective Beziehung 1 und die zweiwinklige Be-
ziehung (12), wenn

X—f., vund p
von diesen und von einander verschieden sind;
1 Die perspective Beziehung 1 und die zweiwinkligen Be-
ziehungen (12), (23), (31), wenn
A=[J=V§ p

sind.
3. Die perspective Beziehung 1 und die zweiwinkligen Be-
ziehungen (12), (34), (12) (34), wenn

i=:«eil=()2 --
sind;
4. Die perspectiven Beziehungen 1und (13) (24), die zwei-

winkligen Beziehungen (13) und (24), die hyperbolischen Be-
ziehungen (1234) und (1432), wenn

[ Q
sind;

5. Die perspective Beziehung 1 und die zweiwinkligen Be-
ziehungen (12), (13), (14), (23), (24), (34), (12) (34), (13) (24), (14) (23),
wenn
I = u=\t=0"i—1
sind.
6. Die perspectiven Beziehungen 1,(12) (34), (13) (24), (14) (23)
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und die zweiwinkligen Beziehungen (12), (13), (14), (23), (24),
(34), (1324), (1423), (1234), (1432), (1243), (1342), wenn

X=r=»=Q= -i*
sind.
Die Zahlen der Mehrfachheit bei dieser Gruppe sind also
2, 4, 6, 10, 16.
H.

Die Grundbeziehung sei zweiwinklig, und zwar so, dass
ANBMAGBN und ABRAIBI sich schneiden.

Wahlen wir den Schnittpunkt der Geraden A™B™ und A™B"
zum Einheitspunkte des Coordinatensystems und so seien die
Coordinaten von B1B2B3Bi

X 1 11
111

I 1 v a
11 a aq

Damit die Beziehung nicht perspectiv sei, soll a5? 1 sein.
Damit die Punkte verschieden seien, sind die Falle

) X—a=\, v=0=a
auszuschliessen.
Wir setzen voraus, dass keine der vorhandenen Beziehungen

perspektiv ist und deshalb schliessen wir die Félle

1 ,
r: t = -p V= p:|

aus, denn im ersten Falle wéare die Beziehung (12), im zweiten
Falle die Beziehung (34) perspectiv.

* Die mehrfach perspectiven Tetraeder habe ich schon hei einer
fruheren Gelegenheit aufgesucht. (Diese Berichte, Bd. IV. pp. 1—6. 1886.)
Die zweiwinkligen und hyperbolischen Beziehungen sind aber damals ausser
Acht geblieben.

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII. 12
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1. Die Bedingung fiir die Beziehung (12) ist
A= u
2. Die Bedingung fur die Beziehung (34) ist
v=Q
3. Die Bedingungen fur die Beziehung (13) sind
I=v, a—L1

Dieser Fall ist also auszuschliessen, so wie auch (14), (23), (24).
4. Die Bedingungen fir die Beziehung (123) sind

Xa=fia=1, uv—a2

Dieser Fall ist also auch auszuschliessen, so wie auch alle die-
jenigen, deren Zeichen aus einer Cykle mit drei Elementen be-
stehen.

5. Die Bedingungen fir die Beziehung (12) (34) sind

I—H V—Q
6. Die Bedingungen fiir die Beziehung (13) (24) sind

al—v, aa=(j.

7. Die Bedingungen flr die Beziehung (1324) sind

Wir fihren wieder nur die wesentlich verschiedenen Félle vor.
Die vorhandenen Beziehungen sind :

1 Die zwEiwinklige Beziehung 1 und die hyperbolische Be-

ziehung (13) (24), wenn
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2. Die zweiwinkligen Beziehungen 1 und (13) (24), wenn
cd=v2 au= g Xu—L

3. Die zweiwinkligen Beziehungen 1 und (13) (24), die hyper-
bolischen Beziehungen (1234) und (1432), wenn

aX= —=v=1a, 12 X2 uS 1L

[ Q

4. Die zweiwinkligen Beziehungen 1, (13) (24), (1234) und
m(1432), wenn

N—'"—a —a

P Q

5. Die zweiwinkligen Beziehungen 1 und (12), wenn

X=/x, vs?o.

6. Die zweiwinkligen Beziehungen 1, (12), (34) und (12) (34)
wenn

X=rx v=o, o2 v?2 X2 1

7. Die zweiwinkligen “Beziehungen 1, (12), (34), (12) (34) und
.die hyperbolischen Beziehungen (1324) (1423), wenn

8. Die zweiwinkligen Beziehungen 1, (12), (34), (12) (34) und
die hyperbolischen Beziehungen (13) (24), (14) (23), wenn

aXx—au="=Q”"—a, a/22 1

9. Die zweiwinkligen Beziehungen 1, (12), (34), (12) (34),
<13) (24), (14) (23), (1324), (1423), wenn

aX=atx=v=Q——a™L+1.
Die Zahlen der Vielfachheit sind also bei dieser Gruppe

2, 4, 6 8
12*
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Wenn die vorhandenen Beziehungen s&mmtlich hyperbolisch
sind, so kann unter den Zeichen keine einfache Transposition vor-
kommen.

Nehmen wir zuerst den Fall, wo neben der Grundbeziehung:
auch die Beziehung (13) (24) vorhanden ist.

Wenn man den Punkt Bt zum Einheitspunkt wahlt, sind die
Coordinaten von BIB"B3Bi nach den, die Beziehung (13) (24)
charakterisierenden Bedingungen

ac

1
X
c
b a

s
QK)QJCTH

Die Beziehungen sind hyperbolisch, wenn a, b, ¢ verschieden
und ax2 1, ci2 1sind.

1. Auch die Beziehungen (12) (34), (14) (23) sind vorhanden,,
wenn X—b ist.

2. Auch die Beziehungen (1234), (1432) sind vorhanden, wenn
X= — ist.

ac

3. Auch die Beziehungen (234), (243), (124), (142) sind vor-
handen, wenn

X=—1, a-\-c=0, ac=b
sind.

Wir fiihren wieder nur die wesentlich verschiedenen Félle-
vor und fugen die Bedingungen hinzu, dass die Beziehungen
hyperbolisch und ausser ihnen keine weiteren vorhanden seien.

Die vorhandenen Beziehungen sind:

1. Die hyperbolischen Beziehungen 1 und (13) (24), wenn diu
Bedingungen der folgenden Nummern nicht erfullt sind;

2. die hyperbolischen Beziehungen 1, (1234), (13) (24), (1432)
wenn
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= —und b, ac, 1
ac

von einander verschieden sind;

3. die hyperbolischen Beziehungen 1, (12) (34), (13) (24),

(14) (23), wenn
A=&, und bc, ca, ab von 1
verschieden sind;

4. die hyperbolischen Beziehungen 1, (13) (24), (234), (243),
(124), (142), wenn

A=—1, a+c=0, ac—b
sind.*

Ein einziger Fall blieb noch Ubrig, wo die Substitutions-
Zeichen der ausser der Grundbeziehung vorhandenen Beziehungen
aus einer Cykle mit drei Elementen bestehen.

Wahlen wir zum Pieprasentanten den Fall, wo neben der
Grundbeziehung die Beziehungen (234), (243) auftreten. Wenn man
den Punkt B1 zum Einheits-Punkt wéhlt, sind die Coordinaten
von BiB2B3Bi

el
O T o
[S I I = e
o O -

Die Beziehungen sind hyperbolisch und ausser ihnen sind
keine anderen vorhanden, wenn a, b, ¢ verschieden sind und keiner
der Gleichungenpaare

b+c=0 be=a
c+a=0 ca=b
a-\-b—0 ab=c
erfiillt ist.
Die Zahlen der Mehrfachheit bei dieser Gruppe sind also

2, 3, 4, 6.

* In einer solchen Beziehung stehen zwei Tetraden desselben Netzes
auf einer Raumcurve vierter Ordnung vom ersten Geschlechte. (Diese Be-
richte Bd. X. Seite 186, 1893.)
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Ich bemerke noch, dass dieselbe mehrfache Linearitat auf
mehrerlei Arten durch Substitutions-Zeichen charakterisiert werden
kénnen, denn eine jede der vorhandenen Beziehungen kann zur
Grundbeziehung gewahlt werden. Aber der Uebergang von dem
einen Zeichen-System zum anderen kann sehr einfach geschehen.

Wenn man zur neuen Grundbeziehung diejenige wéhlt, deren
altes Zeichen S war, so wird das neue Zeichen der alten Grund-
beziehung S_1 sein, das neue Zeichen aber derjenigen Beziehung,,
deren altes Zeichen Sxwar, wird SjS-1 sein, wo die Reihenfolge
der Multiplication von rechts nach links zu verstehen ist.
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Vorgelegt in der Sitzung der Akademie vom 13. Marz 1893 vom o. M. Julius Konig.

Aus: «Mathematikai és Természettudomanyi Ertesité» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie), Band XX, pp. 322—326. 1893.

Die parametrische Darstellung einer Raumcurve vierter
Ordnung vom ersten Geschlechte lautet bei einem passend gewéhl-
ten Coordinatensystem folgenderweise:

x:y z:t—p {iif :p\u) :p (u): 1.

Wir werden die Punkte der Curve mit den entsprechenden
Werten des Parameters bezeichnen.

Wir betrachten nur solche lineare Beziehungen, wo die.
Eckpunkte beider Tetraeder auf der Curve liegen und die Ver-
bindungslinien der entsprechenden Eckpunkte demselben Sehnen-
system angehdren. Um eine solche lineare Beziehung von ande-
ren, etwa vorhandenen, Beziehungen zu unterscheiden, nennen
wir diese eine chordale Beziehung.

Wenn die Eckpunkte der beiden Tetraeder ulf ug, u3,
und vit v2, v3, i\ sind, so sind die Bedingungen der

* Dieser Aufsatz bildet eine Fortsetzung einerseits zur Mitteilung
Uiber die Raumcurven vierter Ordnung vom ersten Geschlechte (Mathem.
u. Naturw. Berichte aus Ungarn Bd. X. Seite 181—188), andererseits zur
Mitteilung Uber das rdumliche Analogon des Desargues’schen Satzes.
(Dieser Band dieser Berichte Seite 145). Die dort beniitzten Bezeichnungen
und Erklérungen gebrauche ich auch jetzt.



134 JULIUS YALTI.

I AN
\vtv N v j
chordalen Beziehung

ux+ vt= u2+ u2=u3+ v3= w4+ W= c

Wenn 2c nicht =0 ist, so ist die Beziehung hyperbolisch,
wenn 2c¢=0 ist, so ist die Beziehung perspectiv. Das Perspectiv-
centrum fallt mit der Spitze eines der vier Kegel zweiter Ordnung
zusammen, welche durch die Curve hindurchgehen.

Wir nennen diese kurz Kegelspitzen und bezeichnen sie mit
den Parametern der entsprechenden kegeligen Sehnensysteme
(0, d to, iU-pcl’). Wir nennen die lbrigen Glieder des durch die
Curve gehenden Flachenblschels zweiter Ordnung Hyperboloide.

Weil der Parameter des das eine Tetraeder in das andere
projicirenden Sehnensystems schon durch ein Paar entsprechender
Eckpunkte bestimmt wird, kann unter den Substitutionszeichen
der neben der Grundheziehung auftretenden chordalen Beziehun-
gen weder eine Transposition, noch eine Cykle mit drei Elementen
Vorkommen. Die Zahl der Mehrfachheit der chordalen Beziehung
kann héchstens vier sein.

Neben der Grundbeziehung tritt auch die chordale Beziehung
(12) (34) auf, wenn die Congruenzen

+ vX= W2+ v2= % + v3= + u4=(
U. + ~2 = + vX= u3+ v4= u4+ v3- c2

gleichzeitig bestehen, wo cyund c2incongruent sind.
Hieraus folgen

Xg X=X 8 2 M-" w2
2(2- g)=0,

und

also ist ¢ ¢ x= (i), oder o, oder io-\-gj".
Bezeichnen wir eines von diesen mit @, so sind die Eck-
punkte des ersten Tetraeders
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d. h. upi~ und wdm sind Duaden aus demselben Netze. Zwei solche
Duaden nennen wir ein Duadenpaar.

Wenn man ein Duadenpaar durch irgend ein Sehnensystem
auf die Curve projicirt, erhdlt man ein mit dem ersten zweifach
lineares Duadenpaar. Denn aus den Congruenzen

ut+ vx= ux+ (6+ = u3+ V3= u3+ O+ vd= x
folgen
ut+ We= ut+ d + V1= U3+ V4= Uo+ (B+ 3= Cl+ "

Die beiden Beziehungen sind zugleich hyperbolisch oder
perspectiv. Die Perspectivcentren sind entweder die Kegelspitzen
0, a oder w, wenn 2>, 2d)' ein primitives Periodenpaar
bilden.

Der Fall verdient besonders bemerkt zu werden, wo die
projicirenden Sehnensysteme conjugirt sind, d. h. aufeinem Hyper-
boloide liegen.

Die Bedingung dafir ist

2 cl+ di=0.
Die hieraus folgenden Werte

dt L d d .
T T + <" —72"+w

sind paarweise Parameter von conjugirten Sehnensystemen.

Also gehoren zwei Hyperboloide zum Netze <Zmit der Eigen-
schaft, dass jedes Duadenpaar des Netzes durch die conjugirten
Sehnensysteme irgend eines der beiden Hyperboloide in dasselbe
Duadenpaar projicirt wird.

Zu den drei Duadennetzen gehdren zusammen sechs solche
Hyperboloide. Die Parameter ihrer conjugirten Sehnensysteme
sind die 12 primitiven Yiertelperioden.
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n.

Neben den chordalen Beziehungen 1 und (12) (34) tritt auch
die chordale Beziehung (13) (24) auf, wenn nicht bloss u{ut und
uduif sondern auch upi3und Duadenpaare sind. Die Eck-
punkte eines solchen Tetraeders sind

U, Uij-la, U -pu, Uj-fWEQ.

Dann bilden aber auch WUt und u<d3 ein Duadénpaar,
folglich tritt auch die Beziehung (14) (23) auf. Also ist die chordale
Beziehung vierfach.

Die vier Punkte sind dadurch charakterisirt, dass die zuge-
horigen Tangenten zu demselben Sehnensystem gehéren. Vier
solche Punkte nennt man ein Quadrupel.

Jeder Punkt der Curve gehort einem Quadrupel an.

Irgend zwei Quadrupel sind vierfach linear. Die Parameter
der projicirenden Sehnensysteme sind

G Cj-gj, GO, C-\-i)\-0j"

Die vier Beziehungen sind also entweder sammtlich hyper-
bolisch oder sammtlich perspectiv.*

Irgend ein der im Paragraph 1. erwdhnten Hyperboloiden-
paare projicirt durch seine conjugirten Sehnensysteme ein Qua-
drupel in dasselbe Quadrupel.

Die chordalen Beziehungen 1, (1234), (13) (24), (1432) treten
bei Tetraden desselben Netzes auf. Bezeichnen wir diese Beziehun-
gen mit 1, 2, 3, 4.

* Die bisher erwdhnten Sétze Uber Quadrupel wurden rein geo-
metrisch von H. Schroter bewiesen. (Grundziige einer rein geometrischene
Theorie der Raumcurve vierter Ordnung erster Species. 1890.)
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Die Eckpunkte zweier solcher Tetraden sind

u u-fc, u--2¢ u 3s,
v+ 3e, V+ 2¢c, V+ e,

wo £ eine primitive Viertelperiode bezeichnet.
Die Parameter der projicirenden Sehnensysteme sind

cl=u+v, 2=g+ 3¢, 3= g+ 25, &= &+ £

Hieraus
2cj = 2¢3= 2+ 4,
2c2: 2c4= Cj -j- Cg,

d. h. die Beziehungen 1und '3 2 und 4 sind von gleicher Art.
Wenn aber zwei Beziehungen perspectiv sind, so sind die proji-
cienden Sehnensysteme der beiden anderen Beziehungen conjugirt.

Die Perscpetivcentren bei dem Netze £ sind entweder die
Kegelspitzen 0, 2£ oder 2¢’, wenn 4£, 4£' ein primitives
Periodenpaar bezeichnen.

Zu jeder Tetrade gehdren zwei mit ihr zweifach perspective
Tetraden. In dieselbe Tetraden werden sie durch die conjugirten
Sehnensysteme der beiden Hyperboloide projicirt, welche nach
dem Paragraph I. zum Duadennetze  gehdren.

Es bestehen auch die Congruenzen

H —@-pc
Cl+ G = @+ (3

Folglich wenn die projicirenden Sehnensysteme der Be-
ziehungen 1und 2, oder 1 und 4 conjugirt sind, so sind es auch
diejenigen der beiden anderen Beziehungen.

Die Bedingung hierfir ist

2c4+ 3e= 0 oder 2ct+ £= 0.

Unter den entsprechenden Werten
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sind die vier ersten und die vier letzten Parameter von in dieselbe
Tetrade projicirenden Sehnensystemen, welche zugleich paarweise
conjugirt sind.

Zu jedem Tetradennetze gehdren also zwei Paare von Hyper-
boloiden mit der Eigenschaft, dass jedes Paar irgend eine Tetrade
des Netzes durch ihre conjugirten Sehnensysteme in dieselbe
Tetrade projicirt.

Zu den 6 Tetradennetzen zusammen gehdren 24 solche
Hyperboloide. Die Parameter ihrer conjugirten Sehnensysteme
sind die 48 primitiven Achtelperioden.
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UBER DIE POLARRECIPROKEN TETRAEDER.

Von Dr. JULIUS YALTI,

0. M. DER AKADEMIE, PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT ZU KOLOZSVAR (KLAUSENBURG).

Aus: «Matkematikai és Természettudomanyi Ertesité» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie), Band XII, pp. 93—95. 1894.

Ein Tetraéder steht mit seinem polarreciproken in linearer
Beziehung.*

Es fragt sich, ob diese Beziehung hyperbolisch, zweiwinklig
oder perspectiv sei?

Es seien gegeben eine Flache zweiten Grades und drei Eck-
puncte (A, B, C) eines Tetraeders. Setzen wir voraus, dass die
Ebene A B C die Flache nicht berthre.

Nehmen wir die Punkte A, B, Czu Grundpunkten des Co-
ordinatensystems. Der vierte Grundpunkt sei der Pol der Ebene
ABC, welcher den vierten Eckpunkt (Dj) des polarreciproken
Tetraeders bildet.

Die Gleichung der Flache in Ebencoordinaten (u, v, w, S)
wird folgende Form haben :

anii*+ A2+ aFv*R-Qavw+ %anwvu+ %enuv+s2=0.

Wenn man zum vierten Endpunkt den Punkt (c, 4, G 1)
wahlt, so sind die Eckpunkte des polarreciproken Tetraeders

au ’ ’ rt13 > — i
1%1) n22 > d/Q3 5 _ n
a3l > %2 > a 33> — ¢
0, 0, 0, I

* Diese Berichte, Band XIII. p. 151, 1896.
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Die beiden Tetraeder stehen in einer hyperbolischen, zwei-
winkligen oder perspectiven Beziehung, je nach dem von den
miGleichungen

=0
iljoC =10
02€ ilgV= 0

keine, oder nur eine, oder alle drei erfillt sind.

1. Wenn ai3—a3l=a”~—0 sind, d. h. die Punkte A, B, C
paarweise conjugiert sind, so steht das Tetraeder ABCD, wenn
D ein beliebiger Punkt ist, mit seinem polarreciproken in einer
perspectiven Beziehung.

2. Wenn von den Grdssen a23 a?A an nur zwei verschwin-
den, z. B. aZ3=a31=0, d. h. der Punkt C und die Gerade AB con-
jugiert sind, so steht ABCD mit seinem polarreciproken

a) in einer perspectiven Beziehung, wenn der Punkt Din der
Ebene ABD Xliegt,

R)in einer zweiwinkligen Beziehung in jedem anderen Falle.

3. Wenn unter den Grgssen a23 a3i, an entweder nur eine
oder keine verschwindet, so seien die conjugierten Polaren von
BC, CA, AB mit a', b, ¢’ bezeichnet. Dann sind die Gleichungen

Qy—v =10
T @gr—O0
' ai3x—ag3y = 0

Gleichungen der Ebenen Aa', Bb', Cc'. Die drei Ebenen schneiden
sich in einer Geraden (p).

Das Tetraeder ABCD steht mit seinem polarreciproken

a) in einer perspectiven Beziehung, wenn der Punkt D in der
Geraden p liegt,

B) in einer zweiwinkligen Beziehung, wenn der Punkt D in
einer der Ebenen Aa', Bb', Cc' liegt,

y) in einer hyperbolischen Beziehung in jedem anderen Falle.

Dieselben Satze gelten auch dann, wenn die Ebene ABC die
Flache berihrt.

Die bisherigen Ergebnisse gelten auch im Falle, dass an die
;Stelle der Flache ein Kegelschnitt tritt.
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Dann wird zwar das polarreciproke des Tetraeders durch vier
Punkte der Ebene des Kegelschnittes gebildet, es besteht aber
auch jetzt der Satz, dass die Yerbindungsgeraden der entsprechen-
den Punkte einem linearen Strahlenbiischel angehdren.

Wenn man zum Kegelschnitte den unendlich entfernten ima-
gindren Kreis des Piaumes wahlt, so sind die Verbindungslinien
der Eckpunkte des Tetraeders mit den entsprechenden Punkten
der polarreciproken Figur die Héhen des Tetraeders.

Die Ebenen Aa’, Bb', Cc' stehen normal auf die Geraden
BC, CA, AB. Die Gerade p steht im Hohenpunkte des Dreiecks
ABC auf dessen Ebene senkrecht.

Die Hohen des Tetraeders ABCD sind also Centralstrahlen,
wenn D auf der Gerade p liegt,

zweiwinklige Strahlen, wenn D in einer der Ebenen Aa’,
Bb', Cc' liegt,

hyperbolische Strahlen in jedem anderen Falle.

Wenn die Geraden p, q, r, s normal auf den Ebenen der
Dreiecke ABC, ABD, ACD. BCD in ihren H6henpunkten stehen,
so schneiden die Geraden jede Hohe des Tetraeders. Daraus folgt,
dass diese Geraden wieder einem linearen Strahlenbiischel an-
gehoren, welcher mit demjenigen der Héhen von gleicher Art ist.

Wenn die Héhen Centralstrahlen sind, so fallen p, g, r, s
mit den Héhen zusammen.

Wenn die Hohen zwei Winkel bilden mit den Spitzen jPjjP,
in den Ebenen <.er,, so bilden die Geraden p, q, r, s ebenfalls zwei
Winkel mit den Spitzen PjP2 in den Ebenen

Wenn die Hoéhen hyperbolische Strahlen sind, so gehdren
die Geradenp, q,r, s zu der anderen Schaar der Geraden auf dem-
selben Hyperboloide.

Wenn die zu p, g, r, s resp. parallelen Héhen plt gx, 1\, §
sind, so schneiden sich die Ebenen ppiy qql, rrx in einem
Punkte, ndmlich im Mittelpunkte des Hyperboloides der Hohen.

Es sei endlich noch ein Lehrsatz erwéhnt, welcher mit Hilfe
der vorigen Sétze leicht bewiesen werden kann.

Wenn die gegentberliegenden Kanten eines Tetraeders auf
einander senkrecht stehen, so liegen die Mittelpunkte der Kanten
mit denjenigen Punkten der gegenlberliegenden Kanten, welche
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von einander die kirzeste Entfernung haben, auf einer Kugel,
deren Mittelpunkt im Schwerpunkte des Tetraeders liegt.

Dieser Satz bildet die raumliche Verallgemeinerung des
FEUERBACH'schen Satzes, wenn man denselben folgender Weise
formuliert:

Wenn die gegenlberliegenden Seiten eines ebenen vollstan-
digen Vierecks auf einander senkrecht stehen, so liegen die Mittel-
punkte der Seiten mit den Schnittpunkten der gegeniberliegenden
Seiten auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt im Schwerpunkte der
vier Eckpunkte liegt.









GEOLOGISCHE PROFILE AUS DEM FRUSCAGORA GEBIRGE.

Nach eigenen Untersuchungen und der Literatur ausgeffihnrt von ANTON KOCH, Unir. Professor iu Klausenburg 1894.

Erklarungen der Buchstaben und Zahlen.

a — Jetzige Ablagerungen (Sand, Schlamm, Bachgerdlle) Alluvium, kr.  =— Ober-cre/aceische Schichten Uberhaupt, speciell: kr. 9. Serpentinsandstein mit Kalkbindemittel und rother Schieferthcm. T — Lager ober-cretaceiischen doleritischen Trachytes
d — Quartéare Ablagerungen (LGss, Sand, Gerolle) Diluvium. @ |. = Conglomerat- und Breceien-Banke. »3 10 Sandstein, Conglomerat und dunkelgraner Schieferthon. li — Untertriadischer Kalk, ’
pt = Paludina-Schichten (Levantische Stufe). % 2. = Griungetupfter rother Thonschiefer. . 11 Blaulichschwarzer Thcnmergel und mit Brachyopoden erfillte t — Réthlicher WerJenerschiefer
p. = Valenciennesia- (Cement-) und Cardium-Mergel (Pontiscke Stufe), »3.ke~ Magnesiakalk mit Chalcedonadern. Serpentinbreccie. p’t — Vorherrschender Thonglimmerschiefer (Phyllit), untergeordnete Thon-
sm — Tafeliger Mergel ) _ 4. = Grungetupfter, rother glimmeriger Thonschiefer. 12 Grauer, harter, tafeliger Kalkmergel. Glimmer- und Chloritschiefer ’ ’
cm = Cerithiumkalk j Sarmatische Stufe. » 5. = Schwarzer, glimmeriger MerQOlschiefer, reich an Petrefacten. - Serpentin-Lager. 2p — AmphibolitL ager (ach Kispatio) :
Im = Leythakalk und Mergel (Imt) (ob. Mediterranstufe), s 6. = Hippurittnkalk-Bank LS. Grauer, schieferiger Thonmergel mit einzelnen Kalkbénken. gl — Glaucophanit, eingelagert im Phyllit.
s = Kohlenflétze-flihrende Sotzka-Schichten (ob. oligoc. Stufe), y 7. = Sphaerulites-Thonmergel mit Serpenlintrimmerchen. 14, Wechsellagernde Schichten von grauem Sandstein und Conglo- mp = Vorherrschender Kalkglimmerschiefer (Kalkphyllit)y und kryst. Kalk
0 — Gange rhyolithischen Quartzirachytes. ® 8, = — Orbitulites- und Radiolithes-Kalkstein. merat, mit rothen Schieferthon-Schichten dazwischen. untergeordneter Phyllit ' ’
Einfache Zahlen bedeuten die Hohe 4. M. der betreffenden Stelle in Metern. » 15, Brauner tafeliger Kalk mit Molluskenschalen-Triimmern. gp = Dieselben Schiefergesteine reichlich mit Sio3und Fe20s durchtrankt.
» 16 Wechsellagetnde Schichten von Sandstein und dunkelgrauem " — Diorit und dessen Detritusgebilde zwischen Phyllit eingelagert.

Thonschiefer.
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Tafel HL

Aladar Richter: Antiaris und Artocarpus.
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UNTERSUCHUNGEN UBER GRAVITATION UND
ERDMAGNETISMUS.

(Vorliufige Mittheilung.)
Gelesen in den Sitzung der Akademie vom 20. April 1896

von Dr. ROLAND Baron EOTVOS,

0. M. UND Z. Z. PRASIDENT DER AKADEMIE, PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT ZU BUDAPEST.

Aus: «Mathematikai és Természettndomanyi Ertesité» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie), Band XIV, pp. 221—266. 1896.

Die vorliegende Abhandlung ist ein kurzer zusammenfassen-

der Bericht iiber die Resultate meiner nun seit acht Jahren iiber
Gravitation und Erdmagnetismus angestellten Untersuchungen.
Die ausnehmend empfindlichen Methoden, die ich besonders zur
Messung der rdaumlichen Variationen dieser Krifte ersonnen habe,
machten es maglich, mich solchen Aufgaben zuzuwenden, die bis-
lang fiir unangreifbar gehalten wurden. Da sich mir im Laufe
der Untersuchungen stets neue, der Losung harrende Fragen
aufdringten, war es mir kaum moglich, die einstweiligen Resultate
zu veroffentlichen. Die kurzen Berichte, die ich von Zeit zu Zeit
der Ungarischen Akademie der Wissenschaften vorlegen konnte,
gentigen kaum, die Resultate meiner Forschungen weiteren Krei-
sen zuginglich zu machen, und so moge denn die vorliegende,
noch immer kurzgefasste und vorliufige Mittheilung mit Uber-
gehung der in Einzelheiten gehenden theoretischen Ableitungen
und Beobachtungsresultaten klarlegen, was in meinen Untersu-
chungen als neu zu betrachten sei.

Es wiire ein Verséiumnis, bei der Erwihnung meiner Arbei-
ten meiner Hiilfsarbeiter zu vergessen. Durch Jahre hindureh

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIIL. 13
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fand ich an Dr. RudolIf v. Kovesligethy, gegenwartig 0. ao. Profes-
sor an der Universitidt in Budapest einen eifrigen Gehilfen, und
wahrend der ganzen Zeit meiner Forschungen nahm an meinen
Arbeiten zuerst als Horer, spéter als Assistent des physikalischen
Institust Dr. Kar1 Tangl regen Teil. Es mogen beide Herren auch
auf diesem Wege meinen Dank entgegen nehmen.

Alle bei den Forschungen nodtigen neuen Istrumente loben
die hohe Sorgfalt, Préacision und Eleganz des Herrn Ferdinand Suss,

Directors der staatlich unterstiitzten mechanischen Lehrwerkstatte
in Budapest.

I. Messung der raumlichen Variationen der Schwere.

1. Feststellung der Aufgabe.

Unsere Kenntnisse Uber die rédumlichen Variationen der
Schwere sind wegen Unzuldnglichkeit der sie messenden gebrauch-
lichen Instrumente bislang sehr lickenhaft geblieben. Das Pendel
lasst dieselben in einer ihrer Kleinheit durchaus nicht angepassten
Empfindlichkeit nur in grosseren Entfernungen erkennen, und die
Waage, obwohl empfindlicher, bevorzugt nach Jolly’s Verfahren nur
eine einzige Richtung, indem sie blos die Vertikalanderung der
Schwere giebt. Die Methoden und Instrumente, von denen in der
Folge die Rede sein wird, erlauben das Abmessen der Variationen
in kleinen Entfernungen von kaum einigen Decimetern und in ver-
schiedenen Richtungen, sie ergénzen die mit dem Pendel und der
Jolly’schen Waage angestellten Beobachtungen derart, dass nun-
mehr mit diesen zusammen die Schwerkraft der Grésse und Rich-
tung nach nicht nur in einzelnen Punkten, sondern sogar in dem-
jenigen Teile des Raumes als bekannt gelten kann, in welchem die
Variation der Kraft als gleichmassig betrachtet werden darf. Mit
Riicksicht auf dieses Ziel kann nun unsere Aufgabe néher um-
schrieben werden.

Bedeuten X, Y, Z die Beschleunigungskomponenten im
Punkte x,y,z; X0, YO, Z0, deren Werte im Anfangspunkte der
Koordinaten, so bestehen fiir die rechtwinkligen Komponenten
der Schwerebeschleunigung im gleichméssig veranderlichen Felde
die folgenden Gleichungen:
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V—V | I dX
X~X,>+dix + ~"y+ ~éiz’
Yorhda sy D

y_y .dz Bz 8z
z-Zat+six+NMjy+n z°

in welchen die nach den Koordinaten gebildeten Differentialquo-
tienten von X, Y, Z neun Konstanten sind.

Stellt man die Schwerkraft als Resultante der Anziehung
der die Erde bildenden Massen und der Centrifugalkraft dar, und
bezeichnet mit V die Potentialfunktion der Anziehung der Erd-
masse, mit to die constante Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung,
mit p den Drehungsradius des Punktes X, y, z, mit U endlich die
Kréftefunktion der Schwere, so kann man schreiben:

X =1(v+y~n)=28

du
y=" (Y+y")= gy 2

Z=-~(V+ipV)= ‘:;

und hiernach ist:

dX_dY_ d*u

dy dx  dxdy

dy_dz_ _ o*1J 3
dz dy dydz ’ )
dz_dX_ d2u ;

dx ~ dz  dxdz’

und weiter auch:

dX,dY dZ=dHl d*U 4)
dx dy dz dv2 dy2 dz2

Wahlt man nun das Koordinatensystem derart, dass die Z-
Axe der Richtung der Schwere im Anfangspunkte der Koordinaten
parallel sei, so wird

No—0  *o=° és Z0=g0.

13*
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Die Gleichungen 1) dricken die Schwerebeschleunigung im
ganzen gleichmassig veranderlichen Raume mit Hilfe von zwolf
Konstanten aus; da jedoch die Z-Axe durch die Lotrechte bestimmt
ist, mithin X0und YO Null werden, Z0aber unmittelbar durch das
Pendel erhdltlich ist, so bleiben noch 9 Konstanten, zwischen de-
nen die Gleichungen 3) und 4) zusammen vier Relationen bestim-
men, so dass im Endresultate zur vélligen Lésung der Aufgabe noch
flnf Konstanten durch Messung zu bestimmen sein werden. Bevor
ich auf die hiezu dienlichen Methoden eingienge, wird es gut sein
jene einfachen Beziehungen anzufiihren, welche zwischen den hier
auftretenden Grossen und der Niveauflache U = Const, der Schwere
bestehen.

Bezeichnet nadmlich im Anfangspunct der Koordinaten px
den Kriimmungsgradius eines Normalschnittes dieser Flache in
der Richtung der X Axe, py dasselbe in der Richtung der Y Axe,
SO ist:

dx2 px ’
AU = 90
%2 Py

Nun kann aber unser Koordinatensystem um die Z Axe
auch derart gedreht werden, dass die X und Y Axe in die Rich-
tungen der Hauptkrimmungsradien fallen ; bedeuten dann pyund

die beiden Hauptkrimmungsradien, so ist

d*U= o,
dx2 p-
dHJ_ 90
) dy2 —~
und zugleich
a*u 0
dxdy ~
Die beiden ausserdem noch zu bestimmenden Differential-
. d2u d2u .
quotienten G_DI_Zund Qi haben eine doppelte Bedeutung.

a) Schreibt man namlich einerseits
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d*u _ dg.
dzdx dx dx ’

oo YN 4o
dzdy dy —dy’

so ersieht man sogleich, dass sie die Schwerednderungen l&ngs
der X und YAxe darstellen. Wenn nun in der Niveauflache das
Bogenelement ds senkrecht zur Linie der konstanten Schwere
steht, so ist:

dg dg

dx = s GOaa>
W= 99

dy ds Sina

mithin kann die 'Bestimmung der linksstehenden Differentialquo-
tienten auf diejenige der Grdssen und a zuriickgefiihrt werden.

Hiebei ist das Maass der grossten Schwereanderung in der

Oo
Niveauflache selbst, a der die Richtung dieser Aenderung charak-
terisierende Winkel.
b) Schreibt man aber andererseits:

so gelangt man zur zweiten Deutung der linksstehenden Quo-
tienten. In einem um z unter dem Anfangspunkte gelegenen
Punkte kommen némlich zu der in der z Richtung wirkenden
Schwere noch die Betrage dz z und iz z, so dass in diesem
Punkte die Resultierende um die ihrer Kleinheit halber mit der
Tangente zu vertauschenden Winkel



198 ROLAND BARON EOTVOS.

18X 1 d*u und  E _10Y_ 1 d*U

g dz g dxdz y= g dz ~ g dydz
von der Z-Axe abweicht. Geht man also in der Vertikalen um
die Langeneinheit abwarts, so findet man in der XZ-, beziehentlich
FZ-Ebene die angefiihrten Richtungsdnderungen der Schwere
gegen die Z-Axe. Wir haben somit das Maass der Richtungsande-
rung der Schwerkraft in der Vertikalen gewonnen.

Die funf, zur vollstdndigen L&sung unserer Aufgabe not-
wendigen Daten sind somit bestimmt, sobald die Hauptkrim-
mungsradien der Grosse und Richtung nach, ebenso die Schwere-
anderung der Grosse und Richtung nach in der Niveauflache selbst
bekannt sein werden. Da aber die Jolly’sche Wagung im Sinne
der Gleichungen 4) schon den Wert von—F;lj——l——F—’l—Hergibt, so genugt

1
zur Bestimmung der Hauptkrimmungsradien die Beobachtung des

Wertes——l————l————, von welcher weiter unten die Rede sein wird.2
Pi P

2. Die Methode.

Zur Loésung der nun genigend umschriebenen Aufgabe
wurde die CouLOMB’sche Waage benitzt.

Verlegt man die Z Axe in die Axe des Aufh&ngedrahtes der
Coulomb’schen Waage,”so lasst sich das Drehungsmoment der
Schwere auf den Wagebalken auf Grund der Gleichungen 1) und
3) in folgender Weise ausdriicken :

wo die Integration auf alle dem Drahte angehangten Massen zu
erstrecken ist.

Legt man nun ein mit Waagebalken sich drehendes, mit ihm
fest verbundenes Koordinatensystem £, it, Cderart, dass die £-Axe
mit der Drehungsaxe Z des Aufhangedrahtes Zusammenfalle, f im
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Waagebalken mit der X Axe den Winkel a bilde, so wird das Dre-
hungsmoment :

r - (w
*
— O%J gsr'nza r. L(m.*fucosa—d usma\ rL’*hm—
axdy J \olnjélz oxdz U
Ig%%m'a—i 002dU anNJr~helm;
Xaz

dessen Ausdruck fir jede beliebige Gestalt des Waagebalkens giil-
tig ist.

Fir das vorgesteckte Ziel kamen zwei Arten des Waagebal-
kens in Anwendung. Die erste Form war die eines einfachen
cylindrischen Stabes, an dessen Enden kugel- oder cylinderférmige
Massen befestigt waren; in der zweiten Foim war eine der Kugel-
oder Cylindermassen am einen Ende des Stabes aufgehéangt, daher
tiefer liegend als die andere Masse.

Eallt die ¢ Axe in *die geometrische Axe des Stabes, so wird
in beiden Fallen:

| -ijdm—0,
J Cydm=0,
und ausserdem im ersten Falle :
I ~£dm=0,
im zweiten Falle dagegen:
J cZdm=hlm,

wo | den Drehungsradius der aufgehdngten Kugel, m deren Masse,
h ihre vertikale Entfernung von dem Stabe, beziiglich von der am
anderen Ende des Stabes befestigten Kugel bedeutet.

Untersuchen wir nun gesondert fiir beide Formen des Bal-
kens die mechanischen Verhdltnisse der Coulomb’schen Waage.

0)
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1) Im ersten Falle, da beide Kugeln an den Enden des Stabes
in gleicher Hohe liegen, wird nach 5)

E= (d2Uu  d2U \sin2a f t d2u n [*mM dm:

T Wv - &%) >dm-+ &Mayc0820d (f -5 Jd4M:

und legt man die X und Y Axe wie oben so, dass sie in die Bich-
d2u

tung der Hauptkriimmungsradien fallen, wodurch dxdy = 0 wird,

so wird einfacher

d2u d2U\ sin 2a
dy2 dx2/

"Wir setzen nun abkirzungsweise :
J (E2—jf)dm =K,

F= -)dm

und weiter:
| (c2+ *)dm=K,
desgleichen

Hiebei bedeutet K das Tragheitsmoment des Stabes ; ist derselbe
langlich, so wird . klein sein, in den meisten Fallen sogar ganz
vernachlassigt werden kénnen.

Erhélt nun der Aufhéngedraht der Coulomb’schen Waage
durch das Drehungsmoment der Schwerkraft eine Torsion um den
Winkel d, so wird

(d2U  d2EA 17 sin 2a

oder anders geschrieben:

r8:g L o \;X(E'l-e)ﬂq/v%a;
X pF 2
da -d das infolge der Torsion auftretende Drehungsmoment

darstellt.
In einer einzigen Stellung des Waagebalkens l&sst sich nun
zwar der Winkel d nicht ablesen; dreht man aber den Wage-
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késten mitsammt dem Torsionskopfe um eine vertikale Axe, so
dass die Axe des Waagestabes mit der X Axe den von dem friiheren
verschiedenen Winkel a bilde, so verandert sich auch der Tor-
sionswinkel des Aufhéngedrahtes, und diese Verdnderung von der
Grosse —&kann mit Hilfe von an Stab und Kasten angebrach-
ten Zeiger, oder besser durch Spiegelablesungen bestimmt werden.

Schon drei Stellungen des Wagebalkens gentigen, um sowohl

. d2u  d2u\ .
den Winkel a, als auch den Wert von \Fy;_m_ai)é_l zu bestim-

men. -Jedoch erh&lt man ein Ubersichtlicheres und zur Berechnung
geeigneteres Verfahren, wenn man die Waage in vier Lagen be-
obachtet, die einen Winkel von je 45° mit einander bilden.

Sei in der Anfangslage :

¢ = K(1-e) Id2U  d2U\isin 2a
- T \dh2 dx21 2 °
und senkrecht hierauf:

d'= - K(1-e) ld2U  d2U\!sin 2a
- T \dy2 dx2/ 2
Lghchen um 45° abweichenden

K{1-¢) Id2U d2U\Lcos 2a
#1= ¢ o\dy2  dx2y 2

und hierauf senkrecht:

K(1-e) 1d2U  d2U-icos 2a
roo\dy2  dx2l o

aus welchen Gleichungen unmittelbar folgt:

#i=-

K A d2U\
(1_‘6\\ dy2
d2m
#1- N = —— (1-6) k’é)}é 6w Ccos 2a ;
und:
tg 2a= d’-d

id2Uu  d2U\
\dy2 dx2' K{\-e)
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wobei der ohnehin sehr kleine Wert von s aus den Dimensionen des

Balkens, k; aber aus dessen Schwingungszeit bestimmt wer-

den kann.

Im luftleeren Raume gilt ndmlich fiir Schwingungen von
unendlich kleiner Amplitude, unter dem alleinigen Einfllisse der
Elasticitat, die Gleichung :

K~T?2

Soll aber der Luftwiderstand und das aus der Schwere-
Anderung entspringende Drehungsmoment Beriicksichtigung fin-
den, so schreiben wir die Differentialgleichung der Bewegung in
der bekannten Form :

* £ +fl7sr+p-=0-

wo u die Winkelelongation, H eine von der Luftreibung abhangige
Konstante, und K, wie friiher, dasTragheitsmoment bedeutet. Hié-
néit wird die Elongation eines Punktes des Waagestabes:

=ae~st SUITT

T
wobei
H
B= 7k -
gesetzt wurde, und
ist. In unserem Falle wird
-dl= -I*E

d) 1 \dy2 2

und daher auch:
1820

\ dy?2 —e)cos Za—8*.

Setzt man aber statt a den Wert a + Z was einer, auf die frihere

senkrechte Stellung des Wagebalkens entspricht, s ergiebt sich:
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=N 4+ \dU dzu 1(1—s) cos 2a—R2
r2 K 1\dy2 dx*)

und hieraus durch Addition :

was sogleich auf den Wert von fahrt.

Zugleich ersieht man aber hieraus, dass die Beobachtung
der Schwingungszeiten schon an und fiir sich zur Lésung der
Aufgabe genlgt.

Wir erhalten ndmlich aus den fur zwei aufeinander senk-
rechten Stellungen hier oben festgestellte Gleichungen :

2 L\=*£7? (1—e) cos 2a,
TI—-T°1 \'ihf
und aus weiteren zwei aufeinander senkrechten, zu den friiheren
um 45° abstehenden Bichtungen in derselben Weise :

2 M) 1(1—e)sin 2a ;
dx2

woraus sowol die Bichtung a der Hauptkrtimmungsradien, als der
Wert

td*U  d2u\ _ il 1

ldy2 dx2' ~Wl p

berechnet werden kénnen.

Wenn man lediglich leichterer Uebersicht halber die bei den
verwendeten Instrumenten ohnehin stets kleine Grosse £ vernach-
lassigt und die Schwingungszeit der nur in Folge der Elasticitat
des Drahtes schwingenden Waage mit TO bezeichnet, so kann néhe-
rungsweise das Besultat unserer Ueberlegungen in folgender
Weise ausgesprochen werden. Dreht man die Coulomb’sche Waage
als Ganzes, mit Kasten und Torsionskopf in zwei zu einander um
90° geneigte Lagen, so erhélt der Aufhdngedraht eine Torsion von
der Grosse:
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T d2n ., Ti (1

M=A= vdy2 dx2 1M 2a=n g

sin 2a;
und zugleich verandert sich die Schwingungsdauer des Stabes bei
dieser Drehung um den Betrag :

. _Te/d2u  dHX\ ®
T'-T=- 2\ dy2 leZ/cosga—----CiJ cos 2a.

Wie zu ersehen, wird d'—d ein Maximum fiir a=45° und 135°;
T'—T ein Maximum fiir a=0 und 90°, wobei zugleich die Dela-
tion besteht:

(T'-T)m =To0

2) Wir haben nun noch die zweite Form der Coulomb’schen
Whaage zu behandeln, bei derselben ist eine der Massen um h unter
den Balken angebracht, somit ist, wie wir p. 199 fanden

j £ECdm=mlh;
und somit:
_1d2U  d2U\ sin 2a,
b= \dy2  dx21 2 2 @yDdm
da2u
+ cos?a |V -

Bringt man zunéchst den Balken in die Bichtung der X Axe,
so dass a—0 wird und dreht hierauf die Waage als Ganzes mit
Kasten und Torsionskopf so lange, bis a—Ti wird, dann erhélt der
Aufhéngedraht, den wir nun zum Unterschiede von dem das untere
Gewicht tragenden Drahte Torsionsdraht nennen wollen, eine Tor-
sion”™'—d), dessen Wert sich aus der vorhergehenden Gleichung, zu

ég, 2him d2U _dahim

r &‘g,‘éY{ dy r
berechnet. Bringt man aber den Balken zuerst in die Lage

a~ ~, hierauf a—37-, dann wird die Torsion zwischen bei-
den Lagen ahnlich durch
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Uhlm d2U _ 9 dg him
+ dxdz Ndx o«

gegeben. Da hiebei--r--leicht entweder aus den Abmessungen des

Instrumentes, oder der Ablenkung des hangenden Gewichtes durch
die Anziehung einer von Aussen angebrachten Masse bestimmt

werden kann, erhalt man ohne weiteres rg& und I.HS , die Hori-
X y

zontaldnderungen der Schwere, mithin auch ihre Resultante nebst
deren Richtung. Ausserdem bestimmt, wie wir wissen, p. 197, P. b):

\dg_

E:gds

die Verdnderung der Richtung der Schwere in der Verticalen.

3 Beniutzt man daher beide Formen der Coulomb’schen
Waage nach den angegebenen Methoden, so gelangt man einer-
seits zur Kenntniss der Richtungen der Hauptkrimmungen der

Niveauflache, und der Differenz der Hauptkrimmungen o

|
andererseits zur Kenntniss der Verdnderung der Schwere in der
Niveauflache selbst, sowol der Grdsse, als auch der Richtung nach.

Da weiter die JoLLv’sche Wagemethode den Wert von ergiebt,

so findet man mit Hulfe der aus Gleichung 4) entspringenden Re-
lation :

auch.die Summe der Hauptkrimmungen, mithin die Hauptkrim-
mungsradien plund p%

Ich bemerke zugleich, dass die vollstdndige Behandlung der
Bewegung des in der Vertikalebene schwingenden Pendels in ahn-
licher Weise, wie es hier fir die Coulomb’sche Waage geschah, auch

zur Bestimmung von vorteilhaftere Methoden an die Hand

gibt, als wir sie in der JoLLv’schen Wé&gung kennen. Die experi-
mentale Verwirklichung dieser auf das Pendel mit langer Schwin-
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gungsdauer bezuglichen Methoden scheiterte aber an den be-
kannten Schwierigkeiten, die jedem um eine Horizontalaxe sich
drehenden Instrumente anhaften.

3. Die Instrumente.

Die besprochenen Messungen konnten natirlich mit der ge-
winschten Genauigkeit nur mit solchen Instrumenten ausgefiihrt
werden, deren Empfindlichkeit der Kleinheit der zu messenden
Kraftdnderungen angepasst war. Um hieriiber ein Urteil zu ge-
winnen, berechnen wir die zu messenden Grossen fiir eine sche-
matische Erde, wie sie zur n&dherungsweisen Darstellung der Erd-
gestalt und der Schwere zu dienen pflegt. Ein solches Schema
liefert unter andern Listing’s typisches Rotationssphaeroid, fir
welches

a=637 736 500 G;

und

5= 635 529 800 C.;
weiterhin
) gn=978,0728 (1+0,005 201 3sin2d0
Ist.

Fur die Breite <p=¥1° 30" von Budapest erhélt man hieraus
die folgenden Werte:

<7=980,838;
gl---—---) =4 836.10-12;
P\ pJ
-A-=7 960.10“12
ds
E= —=8 115.10~15
g

oder
E =0,000 001 673

Bogensecunden, und endlich

-A-=3 080.10"9
dz
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Die Torsion des Aufhangedrahtes der Coulomb’sehen Waage
erster Form wird ein Maximum, wenn die Stabaxe mit dem Meri-
dian einen Winkel von 45° bildet. Zwischen zwei solchen zu bei-
den Seiten des Meridians gelegenen Stellungen ist die Torsion

also, wenn z. B. T0—1000s ist, so wird

10002. 4 836.10“12=0,000 490

was 1’7 Bogenminuten entspricht.
Bezeichnet man weiter die Schwingungszeit um den Meri-
dian mit T, in der Ost-Westlinie mit T, so wird:

T- T'= TO(#'--&)=0,498

etwa eine halbe Sekunde.

Fir die zweite Form der Coulomb’schen Waage mit zwei in
verschiedener Héhe angebrachten Massen wird die Torsion zwi-
schen zwei auf den Meridian senkrechten Lagen des Balkens

OX t

was mit den Abmessungen eines meiner Instrumente: h—100 C,
1=13~C, m—30 g und r=0 ‘4 giebt,

#'-#=2.7 960.10-12.100 000=0,001 492,

was beildufig 5 Bogenminuten entspricht.

Es ist hiemit klar, dass bei der Konstruction fiir unseren
Zweck genugend empfindlicher Instrumente das Hauptaugenmerk
auf die Herstellung langer Schwingungsdauer gerichtet sein muss,
und dieser Ueberlegung ist es zu danken, dass ich jene Kkleinen
Kréftednderungen nicht nur beobachten, sondern selbst messen
konnte, die bislang unter Anwendung von Instrumenten Kleiner
Schwingungsdauer ganz unbemerkt bleiben mussten.

Meine Instrumente besitzen eine Schwingungsdauer von 10
bis 20, in manchen Fé&llen von noch mehr Minuten und bei die-
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ser bisher kaum je erreichten Empfindlichkeit konnte sowohl die
Gleichgewichtslage, als die Bewegung des Balkens wahrhaft be-
wunderungswiirdig stabil, beziehentlich regelmissig gemacht wer-
den, und dies nicht nur in gut geschiitzten Kellerrdumen, sondern
in jeder beliebigen Lokalitit des Laboratoriums, ja sogar bei
Nacht auch im Freien unter einem einfachen Leinwandzelte.

Der einzige Kunstgriff, — wenn dieses Wort beniitzt werden
soll, — den ich anwendete, bestand darin, dass ich den Waage-
balken in doppelwandige, denselben mdoglichst eng umschlies-
sende Metallkasten aufhing. Im Laufe meiner Untersuchungen
bediente ich mich verschieden geformter Kisten: bald eines hori-
zontalen Rohres, welches den Wagebalken eng umschloss, bald
eines ldnglichen flachen Parallelepipeds, bald eines niederen
Kreiscylinders. Die letztere Form wurde als die vorteilhafteste
befunden, da in ihr der Balken ganz frei schwingen kann, und in
jeder Lage zu den Winden des Kastens symmetrisch bleibt.

Die durch eine $—1 Centimeter dicke Luftschicht von ein-
ander getrennten Kastenwiinde bestehen aus 2—4 Milimeter
dickem Messingbleche, und ebensolche doppelwiindige, ebenso
dicke und von einander getrennte Winde bilden auch das Rohr
zur Aufnahme des Aufhiéingedrahtes. Auf diese Weise ist in dem
inneren Kasten die Wirkung einseitiger Erwirmung moglichst
verkleinert, und dussere Temperaturverinderungen dringen durch
die allerseits gleich dicken Metallwinde und Luftschichten von
allen Seiten fast gleichzeitig in den inneren Kastenraum hinein.
Auch dirften in dem hochstens 2—3 Centimeter hohen inneren
Schwingungsraum die Wirkung vertikaler Luftstromungen durch-
aus unmerklich bleiben. Nimmt man noch hinzu, dass auch die
allseitig gut leitende Umkleidung &dussere elektrische Einwirkun-
gen vollkommen ausschliesst, so diirfte die, den bisherigen Erfah-
rungen gegeniiber wohl Wunder nehmende Stabilitit meiner so
dusserst empfindlichen Waagen zur Gentige erklért sein.

Der Balken hing meistens an einem 100—150 Centimeter
langen Platindraht, der schon Monate vorher durch angehingte
Gewichte gestreckt war. Der zumeist beniitzte Draht hatte einen
Durchmesser von /25 Millimeter, eine Tragfihigkeit von 120—130
Gramm, wéhrend der daran schwingende Waagebalken 80—100
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Gramm wog. Fur eine Meterlange des Drates war im Durchschnitt
der Torsionskoefficient r=0,3 CGS.

Nach dem Beispiele Boys’ stellte ich auch Versuche mit
Quarzfaden gleicher L&nge und Tragfahigkeiten an. Da dieselben so-
gleich nach ihrer Anfertigung eine ganz bewunderungswiirdig kon-
stante Elasticitat besitzen, bieten sie entschiedene Vorteile, doch
schien es mir geraten, bei meinen tragbaren Apparaten vorlaufig
noch die vorhergehend gestreckten Platindrate beizubehalten, da
die bei ihrer grossen Tragféhigkeit ziemlich starren Quarzfaden
gar zu leicht brechen. Auch ist ihre Empfindlichkeit geringer als
die der Platinfaden; es gelang mir kaum einen Quarzfaden von
100 Gramm Tragféhigkeit herzustellen, dessen Torsionskoefficient
r fir ein Meter L&nge kleiner gewesen ware, als die Einheit.
Meine mehrere Monate hindurch gestreckten und schwerbelasteten
Platindréte zeigten ebenfalls durchaus gentgende Konstanz, und
wenn sie auch nach der Neuaufstellung der Wage einigen Gang
aufweisen, so konnte dieser seiner Regelméssigkeit wegen leicht
in Rechnung gezogen werden.

Da sich im Laufe meiner Untersuchungen die Zahl meiner
Instrumente bedeutend mehrte, mogen dieselben, um sie leichter
unterscheiden zu kdnnen* besonders benannt werden.

Die Coulomb’sche Waage erster Form, welche den Wert von

G (/;T----d ergiebt, mége Kriimmungsvariometer, die Wage zwei-

ter Form, welche die Schwerednderung in der horizontalen und
zugleich die Richtungsanderung der Schwere nach unten anzeigt,
moge Horizontalvariometer genannt werden.

An dieser Stelle soll nur das Wesentliche uber die Einrich-
tung dieser Instrumente hervorgehoben werden.

1. Das Krimmungsvariometer (Fig. 1 u. 2) besteht aus einem
cylindrischen Waagekasten, welcher in einem starken Holzringe an
diesen befestigten Metallarmen ruht. Zur horizontalen Einstellung
des Kastens dienen drei Metallschrauben. Der Holzring selbst steht
auf drei 120 Centimeter hohen Spreitzfiissen. Der cylindrische
Waagekasten ist um eine vertikale Axe liber einem geteilten Kreise
drehbar. Am untern Ende des den Aufhangedrat einschliessenden
Rohres befindet sich ein rundes Fenster, dessen eine Halfte durch

Mathematische und Natuncissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII. 14
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Fig. 1L und 2
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einen an das Bohr befestigten, fixen Spiegel
verdeckt ist, wahrend die andere Halfte den
auf dem schwingenden Balken befestigten
Spiegel sehen l&sst. Der fixe, am Bohr be-
festigte Spiegel lasst sich durch Stell-
schrauben so einstellen, dass das Bild
einer vor das Fenster gestellten Skale zu-
gleich mit dem Bilde des schwingenden
Spiegels im Gesichtsfelde des Ablesefern-
rohres erscheine. Die Verschiebung der
beiden Spiegelbilder gegeneinander dient
zur Abmessung des Torsionswinkels —#.
Am Ende des Balkens liegen cylindrisclie
Gewichte von je 30 Gramm, ihre Mittel-
punkte stehen von einander um 34 C. ab.
Der innere Durchmesser des Kastens be-
tragt 40 C. seine Hohe 2 C. Die Deckel
sowohl des innern als &usseren Kastens
sind abhebbar. Der 150 Centimeter lange
Drat ist an beiden Enden an Metallpléattchen
gelotet, die mittels Schrauben einerseits an
die Stange des Torsionskopfes, andererseits
an den Wagebalken befestigt wurden.

2. Das Horizontalvariometer (Fig. 3 und
4) ist auf einer 140 C. hohen mit einem
Kreuzgestelle verbundenen Séule drehbar
angebracht. Der Kasten ist wie oben cylin-
derformig und tragt auf seinem oberen
Deckel eine Boussole zur Bestimmung sei-
ner Drehung. Das dem einen Ende des
Waagebalkens angehéngte cylindrische Ge-
wicht ist in ein doppelwandiges Bohr ge-
schlossen, welches durch an dem Boden
des Kastens angebrachte Stellschrauben
vertikal eingestellt werden kann. Die zur
Ablesung der Torsion dienenden Spiegel

Fig. 3. und 4.

sind ganz so eingerichtet, wie es vorher beschrieben wurde. Der

14*
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Torsionsdrat ist bei diesem Instrumente 40 Centimeter lang, das
hingende Gewicht wiegt 30 Gramm, sein Drehungsarm ist 13:2 C
und die Langedes (unteren) Aufhéngedrates betragt 100 Centimeter.

4. Resultate der bisherigen Messungen.

Die oben kurz mitgeteilten Messungsmethoden wurden zu-
nichst im physikalischen Institute der Budapester Universitit er-
probt, und zwar wurden beide Instrumente, das Kriimmungvario-
meter sowohl, als auch das Horizontalvariometer an verschiedenen
Stellen des Kellers, des Erdgeschosses und des ersten Stockwerkes
aufgestellt. Die beobachteten Variationen entsprachen im Allgemei-
nen der Massenverteilung des Geb#dudes, und besonders war die
scheinbare Abstossung des unter dem Gebédude sich hinziehenden
linglichen Kellers bemerkbar. Die ersten Messungen ausserhalb
des Institutes wurden am Fusse des Blocksberges bei Ofen im
Erdgeschosse des Directionsgebdudes des Bruckbades vorgenom-
men. Das Krimmungsvariometer ergab hier als Schwingungs-
dauer des Wagebalkens um die gegen den Berg gerichteten Gleich-
gewichtslage 564,6° und darauf senkrecht die Schwingungsdauer
von 572-2%. Ebendaselbst betrug die Torsion des Aufhidngedrates
zwischen zwei auf einander senkrechten, mit den vorherigen einen
Winkel von 45° einschliessenden Richtungen 45 Bogenminuten.
Dieser letztere Wert weicht kaum um eine Minute von dem aus
den Schwingungszeiten berechneten Werte ab. Die aus diesen
Daten sich ergebenden Variationen der Schwere entsprechen der
Gestalt und Masse des Berges, soweit man diese beiden Faktoren
bei ihrer Unregelmiissigkeit iberhaupt in Rechnung ziehen kann.

Hierauf wurde das Horizontalvariometer in meinem Garten
in Szent-Lérincz, etwa 8 Kilometer von Budapest, im Freien, unter
einem wasserdichten Leinwandzelte aufgestellt. Bei Tage zeigte die
Waage, hauptsichlich unterder Wirkung der auf das Zelt fallenden
Sonnenstrahlen einen fortdauernden bald langsamen, bald rasche-
ren Gang, der die Beobachtung unméglich machte. Nachtsiiber da-
gegen gestaltete sich alles giinstiger : der Waagebalken nahm seine
Gleichgewichtslage so sicher und stabil an, wie friither im Labora-
torium.
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Die wahrend mehrerer N&chte fortgesetzten Beobachtungen
ergaben ein unter sich durchaus gut stimmendes Besultat. Na-
mentlich war die Wirkung des sanft ansteigenden Terrains be-
merklich, auf dem mein Garten liegt.

Nach diesen vorbereitenden Studien schien es nun mdglich,
systematische Beobachtungen der Schwerednderungen auch im
Freien anzustellen. So begaben sich denn mit meinen Apparaten,
und dazu gehorenden tichtigen Leinwandzelten versehen die
Herrn Prof. Ludwig v. Bodola, Dr. Budolf v. Kévesligethy und
Karl Tangl, denen spdter ich selber nachfolgte, auf den neben
Kis-Czell sich erhebenden S&ghberg. Derselbe ist ein abgestutzter,
aus der Ebene isolirt bis 150 Meter Hohe aufragender Basalt-
kegel, dessen Gestalt und ziemlich homogene Gesteinsmasse einen
verhéltnissmassig einfachen und leicht zu untersuchenden Fall
der Massenanziehung verwirklicht. Zudem ist der Berg gerade fir
das Studium der Schwerednderungen auch schon aus dem Grunde
besonders interessant, da der unermidliche Altmeister der Pendel-
messungen, Oberstlieutenant B. v. Sterneck, den Berg genau er-
forschte und zu dem Besultate zu kommen schien, dass zwei auf
dem flachen Plateau des Berges nahe in demselben Niveau liegende
und von einander nur 150 Meter entfernte Punkte einen Schwer-
unterschied gleich dem 30s00-tel des Gesammtbetrags aufwiesen.
Eine so grosse Veranderung konnte unsere Theorie der Schwere
kaum erklaren.

Obwohl die obgenannten Herren Gber ihre nach meinen Me-
thoden auf dem Saghberge angestellten Beobachtungen besonders
berichten werden, glaube ich doch soviel schon jetzt erwé&hnen zu
sollen, dass nach diesen Beobachtungen zwischen den beiden
Sterneck’sehen kritischen Punkten Schwerednderungen in dem
angefiihrten Betrage nicht bestehen, dass vielmehr die gewonnenen
Besultate mit der Theorie in bestem Einklang stehen.

Es mag noch erwdhnt werden, dass das Krimmungsvario-
meter auch zur Beantwortung der Frage beigezogen wurde, ob die
materielle Constitution der Kérper auf die von der Erdmasse er-
littene Anziehung Einfluss habe ?

Werden zu diesem Zwecke an den beiden Enden des Waage-
balkens Korper verschiedener Substanz, z. B. Kupfer und Kork be-
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festigt, so misste sich nach einer Drehung der Wage nm 180°
der etwaige Einfluss in der Richtungsanderung der Schwere fiihl-
bar machen. Da aber meine diesbeziiglichen Untersuchungen selbst
mit diesen ausserordentlich empfindlichen Methoden keine merk-
lichen Unterschiede in der Richtung der Schwere ergaben, fiihle
ich mich zu dem Schlisse berechtigt, dass die Erdanziehung fir
jene Stoffe dieselbe ist, oder doch héchstens eine weit ausserhalb
der Grenzen des Beobachtbaren liegende Verschiedenheit zeige. Die
Unterschiede in der Massenanziehung mussten sich ndmlich auch
in den Unterschieden der Schwererichtung offenbaren, daja die
Schwere die Resultante der Massenanziehung und der von stoff-
lichen Beschaffenheiten unabhangigen Centrifugalkraft ist. So
konnte ich zum Schlisse gelangen, «dass wenn Uberhaupt eine
Differenz in der Schwere der Kdrper von gleicher Masse, jedoch
verschiedener Substanz vorhanden ware, diese in Bezug auf Mes-
sing, Glas, Antimonit und Korkholz jedenfalls kleiner sein misste,
als ein zwanzigmillionstel, in Bezug auf Luft und Messing aber
gewiss kleiner als ein Hunderttausendstel». (S. Math. u. Naturw.
Berichte in Ungarn Yin. p. 65, 1890; Beibl&tter zu Wiedemann’s
Annalen der Ph. u. Ch. 1891. Seite 688.)

[ U eber die M essung der raum lichen A enderungen der erd -

m agnetischen K raft

Ich stellte mir weiter die Aufgabe, die rdumlichen Aende-
rungen der erdmagnetischen Kraft in eben solcher VoUstandigkeit
messbar zu machen, die ich in Bezug auf die Schwerkraft mit
gutem Erfolge anstrebte.

Die Komponenten X, Y, Z der auf die Einheit magnetischer
Flussigkeit wirkenden Kraft (magnetische Intensitat) lassen sich
unter entsprechender Deutung ebenfalls durch die Gleichungen 1)
der I. Abteilung ausdricken; bedenkt man ferner, dass auch diese
Kraft eine Potentialfunktion besitzt, so bersehen wir sogleich,
dass die vollstandige Losung der Aufgabe die Bestimmung der
folgenden sechs Daten erheischt:
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d2v _d X d2v _dY d2v  dz
dx2 dx ’ dy2 dy dz2 dz

d2v__d X d.Y d2v _dY _dZz d2v _dz XX
dxdy dy dx.” dydz dz dy ’ dzdx dx dz

zwischen denen fir ausserhalb der wirkenden magnetischen Mas-
sen gelegene Punkte die Beziehung :

d2v.  d2v  d2v
dx2 cly2 dz2
besteht.

Bei der oben bezeichneten Aufgabe ist unser Augenmerk in
erster Linie auf diejenige translatorische Kraft zu richten, welche
sich als die ganze auf einen Magnet wirkende Kraft dann zu er-
kennen giebt, wenn wir die Empfindlichkeit der Beobachtung so-
weit steigern, dass sie die magnetischen rdumlichen Intensitéts-
anderungen verrdt. In der Tat betrachtete ich auch als zundchst
anzustrebendes Ziel die Messung dieser translatorischen Kraft.

Auf Grund der Gleichung 1) der vorhergehenden Abteilung
lassen sich die Komponenten Px, Py, Pz der translatorischen Kraft
P leicht fir einen Magnet berechnen, dessen Moment durch die
Komponenten Mx, My, Mz gegeben ist. Man hat namlich:

dX dX dX
Px~ Mxd x +My dy +M zdz °’

dy dy dy
Py—l\/lxw+ Mydy + Mz 755 1)
— i[f -X-M A

z~ Mvdx + ydy +Mz dz

Zundchst legen wir unser Koordinationssystem derart, dass
die Z-Axe nach abwarts, die X-Axe in den magnetischen Meridian
nordwarts, die Y-Axe in die magnetische erste Vertikale ost-
waérts zu liegen komme. Beschréanken wir uns einstweilen auf den
Fall, wo die Axe des Magneten mit dem magnetischen Meridian
den sehr kleinen "Winkel e einschliesst, so kénnen wir die uns
hier ausschliesslich interessirenden Horizontalkomponenten der
erdmagnetischen Kraft in folgende Form bringen:
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n ,,dxX ,, dX 9X

Py—l\/uz—)z 7 I\/hggj-e+ Mv8927 ;
wenn My und Mv die horizontale, beziehentlich vertikale Kompo-
nente des magnetischen Momentes bezeichnen.

Zur Messung dieser horizontalen Kraftekomponenten benitze
ich ein auf dem Princip der Coulomb’schen Waage beruhendes In-
strument, welches das magnetisches Translatometer genannt wer-
den mag, und welches durch die Fig. 5in vertikalem, durch die Fig. 6
in horizontalem Durchschnitte dargestellt wird. Der dusseren Form
nach &hnelt das Instrument dem Horizontalvariometer, doch héngt
am Ende des Waagebalkens ein Magnetstab, dessen Neigung gegen
der Horizontalen verandert werden kann. Des Weiteren geschieht
die Drehung dieser Waage nicht um die vertikale Mittelaxe des
Waagebalkens, sondern um dessen Ende, beziehentlich um jenes
Vertikalrohr, in welchem der Draht des aufgehdngten Magneten
geborgen ist. Sowohl dieses Kohr, als auch der an dessen Ende den
Magnet umschliessende Kasten bestehen aus eisenfreiem Kupfer.
Bei diesem Instrumente ist auf feinere Teilung des Torsionskopfes
mehr Gewicht zu legen, und es ist wilnschenswert an demselben
wenigstens die Minute ablesen zu kénnen. Die Drehung des Waage-
kastens als Ganzes ist ebenfalls an einer Kreisteilung ablesbar,
die Ablenkung des Waagebalkens gegen den Kasten und den Tor-
sionskopf durch Spiegelablesung messbar.

In der Fig. 7 bezeichnet OA den Waagebalken, C den Fuss-
punkt des denselben tragenden Drahtes. Die Drehung der Waage
geschieht um den Punkt O derart, dass der Punkt C, mithin auch
der Torsionskopf den Kreis vom Radius OC— beschreibt.

Dieses Instrument wird zur Messung der translatorischen
Kraft folgenderweise benttzt:

Durch geeignete Aufstellung des Kastens und Rectification
des Aufhangedrahtes mittels des Torsionskopfes wird der Waage-
balken in die, auf dem magnetischen Meridian senkrechte Lage
OCA gebracht (Fig. 7), und zwar so, dass der unten aufgehédngte
Magnet mit dem magnetischen Meridian einen der Null mdglichst
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Fig. 5.

nahe kommenden Winkel (€)
einschliesse. Der obere, den
Waagebalken tragende Draht,
der kurz Torsionsdraht genannt
werden moge, wird in diesem
Falle durch zwei Krafte tordirt;
die eine ist die X-oder Meridian-
komponente dertranslatorischen
Kraft, die am Hebelarme |
wirkt, die andere die Drehkraft
des hdngenden Magneten unter
Einfluss der horizontalen Kom-
ponente H der erdmagnetischen
Intensitadt. In dieser Stellung
des Waagebalkens ist mithin der
Torsionsdraht gedrillt, und be-
zeichnet wieder & den Torsions-
winkel, so hat man im Falle des
Gleichgewichtes:

Fig. 6.
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r<?= IMh~ +IMh~e + M, -

Nun drehe man die ganze Waage mit sammt dem Kasten um
180 Grade, und zwar zundchstin der Richtung des Pfeiles 1, also
entgegen dem Gange des Uhrzeigers. Durch Drehung des Torsions-
kopfes wird hierauf der Wagebalken genau in die Lage OC'A’
gebracht. Dabei ist natiirlich auch das obere Ende des den Magnet
tragenden Drates um 180° gedreht worden, die Axe des Magneten

tritt aus ihrer frilheren Lage gegen den Meridian heraus und bil-
det jetzt mit ihm den Winkel e—a. Bei Beniitzung meiner feinen
Dréhte bleibt a stets unter 1—2 Graden, so dass auch fiir die neue
Gleichgewichtslage geschrieben werden kann :

»\=-1P x+IMha %y_ M hH,+M hHa.
Dreht man endlich das ganze Instrument in der Richtung

des Pfeiles 2, durch die erste Lage OCA hindurch wieder in die
Lage OC'A’, wobei naturlich der Wage eine volle Umdrehung er-
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teilt wurde* und stellt man den Waagebalken mit Hilfe des Tor-
sionskopfes wieder genau ein, so hat man :

Z»i=-W ,-IM haay -M hHe-M HHa,

und aus den drei vorangehenden Gleichungen ergiebt sich :
T(A—d'1)="IPx— M h gf —MhHea,

t (R— #2)— MIPx~\~ IMjid dy+ MfiHa,
und weiter :

Die Torsionswinkel (B—\) und(#—/%werden am Torsions-
kopfe abgelesen, insofern wir jene Winkel suchen, um welche das
obere Ende des Torsionsdrahtes gedreht werden muss, um den
Waagebalken nach den mit 1und 2 bezeichneten Drehungen in die
Anfangsstellung relativ zum Waagekasten zu bringen. Insofern
eine so genaue Einstellung des Waagebalkens mit Schwierigkeiten
verknipft ist, konnen di§ entsprechenden Torsionswinkel aus den
flir zwei engbenachbarte Stellungen glltigen Daten durch Interpo-
lation bestimmt werden. In &ahnlicher Weise, wie die nordwarts
gerichtete Horizontalkomponente der translatorischen Kraft, Px,
kann auch die 0stlich gerichtete Komponente Py bestimmt wer-
den, wenn nur der Waagebalken statt in die erste Vertikale, in die
Richtung des magnetischen Meridians gestellt und weiterhin dem
Fruheren analog verfahren wird.

Bislang hatten wir unser Augenmerk blos auf die erdmagne-
tische Kraft gerichtet, obwohl den fritheren Erfahrungen nach die
Lage des Waagebalkens auch durch die Variationen der Schwere
beeinflusst wird. Dieser Einfluss kann aber leicht erkannt und
vollsténdig eliminirt werden, wenn man an Stelle des ausgehang-
ten Magneten eine nicht magnetische Masse anbringt und das
Instrument nun als Horizontal-Schwerevariometer benutzt.

Die Bestimmung der Komponenten der magnetischen Trans-
lationskraft kdnnen zugleich zur Kenntniss der raumlichen Inten-
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sitdtsanderung fihren, und zwar am vorteilhaftesten auf die Weise,
dass man die Messung zuerst mit einem abwarts, dann mit einem
aufwérts geneigten Magnete vornimmt. Ist z. B. der Neigungs-
winkel der Magnetaxe gegen die Horizontale zuerst i dann —i,
dann ist fur den ersten Fall:

Mh=Mcosi, Mv=Msini;
fir den zweiten Fall dagegen
Mh=Mcosi, Mv=—Msini.

Indem wir eine genaue Einstellung voraussetzen, so dass e=0
genommen werden darf, dann werden die Horizontalkomponenten
der Translationskraft hei abwarts geneigtem Magnete :

B(z M’ cos i'dx \—le'mt'd—x ,
dx dz

_ .dY . .dY
P}ﬂ—Mcoma;(---\-Msml Qi

und &hnlich fir den zweiten Fall, namlich den eines aufwarts
geneigten Magnets:

Px—Mcosig—)—(———l\’/rs‘mi'gz(,
dx dz
dY or. .dY

PH—MCOSIHS(----MSIntFZ )

woraus durch passende Verknipfung sofort die Werte der gesuch-
ten Aenderungen in der Form

dX d2V= Pi+Pxj
dx dx2  QMcosi ’
dX d2v = Px-P'x "
dz dxdz 2Msini’
dyY d2v = Py+P;J
dx dxdy QMcosi’
dy d2v = Py Py
dz dydz 2Msini
folgen.
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Fig. 8.

Von den sechs, zur vollstan-
digen Losung der vorgelegten Auf-
gabe notwendigen Bestimmungs-
stiicken sind somit auf dem vorher
beschriebenen Wege vier Daten ge-
wonnen, und somit bleiben noch
zwei, oder mit Hinsicht auf die
Gleichung J2V=0, noch ein Stiick
unbekannt.

Diesem Zwecke dient das
astatische Variometer, dessen ein-
fachen Bau die Figur 8 im vertika-
len, die Figur 9 im horizontalen
Durchschnitte darstellt. Auch die-
ses Instrument ist eine Coulomb’-
sche Waage, an dessen feinem Drate
ein aus leichten Aluminiumrdhren
zusammengesetztes Kreuz hangt.
Die Enden der Kreuzbalken tra-
gen vier sich gegenseitig méglichst
astatisirende Magnete derart, dass
zwei sich gegeniber stehende Mag-
nete die Nordpole nach aussen, die
andern beiden nach innen kehren,
wie dies auch die umstehende
Figur 10 versinnlicht. Zur mog-

Fig. 9.
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liehst genauen Astasirung dienen Kkleine Hilfsmagnete, welche
auf den Balken gelegt werden kdnnen. Der kreuzformige Waage-
balken sowohl, als aus eisenfreiem Kupfer oder aus Holz her-
gestellte Waagekasten tragt Spiegel zur Winkelmessung und die
ganze Waage ruht auf einem um eine vertikale Axe drehbaren
Tische.

Ein nicht zu unterschatzender Vorteil der gewahlten beson-
deren Form des Waagebalkens ist die vollige Unabhédngigkeit von

allen drehenden Kréften, die aus Schwerednderungen oder dem in
den Magnetstaben inducirten Magnetismus herrithren. Aus dem
ersten Abschnitte dieser Untersuchungen erhellt zur Geniige, dass
das Drehungsmoment der Variation der Schwere auf einen kreuz-
formigen Wagebalken Null wird. Weiters zeigten besondere von
Dr. Kar1 Tangt auf meine Veranlassung im physikalischen Institut
der Budapester Universitat gerade zu diesem Zwecke angestellten
Versuche, dass die Induction der erdmagnetischen Kraft einem
astatischen Nadelpaare ein Drehungsmoment erteilt, das in der
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Form Csin zadargestellt werden kann. Fir zwei aufeinander senk-
rechte Nadelpaare hat man sohin:

Csin 2a -f-Csin 2]a + =0,

wodurch auch der zweite Teil unserer Behauptung erhértet wird.

Man braucht also bei der Berechnung des Drehungsmomen-
tes eines dhnlich gebauten kreuzférmigen Waagebalkens durchaus
nur die magnetische Kraft in Biicksicht zu nehmen und kann de-
ren Wirkung ganz so bemessen, als ob die Magnete frei von Induc-
tion blieben, also konstant waren.

In dem engen Bahmen dieses Berichtes glaube ich die Bech-
nungen Ubergehen zu sollen, welche ich fiir Magnete beliebiger
Gestalt und auf dem Kreuze eingenommener beliebiger Lage an-
stellte. In dem einfachen Falle, wenn die Axen der Magnete parallel
den Kreuzstaben liegen, gilt fiir das Drehungsmoment desjenigen

einzelnen Magneten, dessen Nordpol nach Aussen gerichtet ist,
die Gleichung:

J— i e q] N _ .
F—HMsina+ Nz\dy2 alxrb%a+2MZ J 89(3(1)2/a’

wobei, wie friher, die X-Axe in den magnetischen Meridian nord-
warts fallt, und a jenen Winkel bezeichnet, den der Drehungs-
radius des Magnetcentrums mit der X-Axe einschliesst. H ist wei-
ter die Horizontalkomponente der Intensitat und Zder Drehungs-
radius des Mittelpunktes des Magnetstabes.

Ist der Nordpol des auf dem Kreuzarm liegenden Magneten
nach innen gekehrt, so hat man einfach —M an die Stelle von M
in obiger Gleichung zu setzen. Man erhdlt so durch betreffende
Addition flr das Drehungsmoment des aus vier Magneten beste-
henden Systems:

F——Hu sin y-\- (M14-j- M/%f- -NBBH-MN.
(id2v  d2v\ . 62F \
n F 18in20+2 gdy c082)

wo Y. das Gesammtmoment der aus vier Magneten bestehenden
nahezu astatischen Kombination bedeutet, und y der noch unbe-
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kannte Winkel ist, den die magnetische Axe dieses zusammen-
gesetzten Magneten mit der X Axe einschliesst. MIf M% M3, M4
bezeichnen die Absolutwerte der Momente der einzelnen Magnete,
ly, 2, I3und 4 die Drehungsradien ihrer Mittelpunkte.

Setzt man nun Kiirze halber:

Mly-j- Mg2-j- M3I3+ M42—4AMI
was vier gleichmomentigen und aufdem Kreuze von der Drehungs-
axe in gleicher Entfernung angebrachten Magneten entsprechen
wirde, und berechnet die Drillung des Torsionsdrahtes in den durch

die verschiedenen Werte von a gekennzeichneten Stellungen, so
erhdlt man die folgende Tabelle:

t=0 284 = —iiHsin y+8MI gfgé m
0.— 7 rdn sin y-\-8MlI ddz(;;;
. /d2v  d2v\
=- BH71(+SIn)+CIBr)+|MI(V - -&);
a—3 — t&s,, = (-sinr+cosr) i
4 1/2 \dy* dx2

aus welcher sich durch geeignete Kombination :

QfiHsiny=z(dnh—#0
R d2v  d2v
. fiHsin;— 8MI (——-—-——[ = T(dn - dji
Vi édy dxz} ( )
ergiebt. Misst man also auf eine friher schon ausfiihrlich er-
Orterten Weise die Torsionswinkel des Aufhangedrahtes zwischen
den vier angegebenen Lagen, so erhdlt man hieraus den Wert der
d2v  d2v\
dy?2 dx2/’
Es konnten natlrlich zu eben diesem Zwecke auch andere
vier Lagen gewdhlt werden, ja durch Hinzuziehung einer flinften

noch fehlenden Angabe

Stellung wdre auch der Wert von ddxzd\il messbar. Die mit dem

Translatometer angestellten Messungen machen dies jedoch Uber-
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*
flissig, da die Aufgabe durch den Wert von (dr—vfl ————— %\s/a\m
men mit der Gleichung J2V=0 und den friiheren Resultaten voll-
stdndig gelost ist.

Um beurteilen zu koénnen, wie hoch die Empfindlichkeit
meiner Instrumente gesteigert werden kann, mdge ein Beispiel an-
gefuhrt werden. Xach unserem magnetischen Karten vergrossert
sich die Horizontalkomponente der erdmagnetischen Intensitat um
beildufig 0,001 C. G. S., wenn man von Budapest um 20 Kilome-
ter nach Siiden geht. Es kann daher beiléufig gesetzt werden:

dX 0,001

dx 2000000 ~2-10-10

Der Draht meines magnetischen Translatometers erlaubt die Auf-
hédngung eines Magneten von 30—35 Gramm Gewicht, dessen
Moment M = 1000 gesetzt werden kann; da weiter der Dre-
hungsradius des Magneten /=20 c, die Torsionskonstante des
Drahtes r=0,25 ist, so kann, von anderen Verdnderungen abge-
sehen, der Torsionswinkel, p. 218 :

&=— M ~ =0,000 04
* t dx

gesetzt werden. Bei einer Drehung des Instrumentes um 180°
waéchst dieser Winkel auf das Doppelte, betragt also rund \ Bogen-
minute.

Meine Instrumente entstanden nicht aus dem Wunsche,
mit ihnen der kartographischen Aufnahme der magnetischen Ele-
mente eines Landes oder gar Erdteiles zu dienen, sondern sie sollen
vielmehr nur jene Veranderungen kundgeben, welche nahe Massen,
Berge, Téaler oder unterirdische magnetisch wirkende Gesteine in
der erdmagnetischen Kraft bewirken. In diesem Sinne mdgen sie
der Geologie gute Dienste leisten, begniigen sich aber in diesem
Falle schon mit einer bedeutend kleineren Empfindlichkeit. So
reichte bei den Messungen, die ich bisher im physikalischen Labo-
ratorium und spater im Herbste des Jahres 1895 in meinem in
Szt.-Lorincz gelegenen Garten anstellte, stets schon die Aufhén-
gung solcher Magneten véllig aus, deren Moment blos 200 C. G. S.

Mathematische und Xatuncissenschaftliehe Berichte aus Ungarn. XIH. 15
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betrug, deren Empfindlichkeit also /5 der im Beispiele angefiihr-
ten Empfindlichkeit ausmachte.

Im physikalischen Laboratorium erhielt ich auch so noch
auf mehrere Grade sich belaufende Torsionen. In Szent-Loérincz
beobachtete ich im Freien unter Zelten, gerade so, wie mit dem
Schwerevariometer, und zwar zumeist bei Nacht; an triiben, reg-
nerischen Tagen konnte auch tagsiiber gut beobachtet werden.

Ich halte meine Methode besonders zum Studium der nahe
unter der Erdoberfliche cirkulirenden elektrischen Erdstrome fir
besonders geeignet, da diese nun selbst an Ort und Stelle, nicht
aber, wie es frither geschah, blos in den bekannten Plattenlei-
tungen erforscht werden konnen. Entfernt man nédmlich an einem
Orte, wo die erdmagnetischen Aenderungen schon gemessen wur-
den, einen Teil der umliegenden Bodenmassen, z. B. durch Aus-
hebung eines Grabens, so werden die infolge dessen sich in der
magnetischen Kraft verratenden Aenderungen nicht blos der Ent-
fernung der Bodenmassen entsprechen, sondern zugleich eine
Folge der Ausschaltung jener die besagten Massen durchfliessen-
der Stromteile und der Modification der ganzen Stromverteilung
sein. Im Laufe meiner zu Szent-Ldrinez angestellten Versuche,
bei welchen das astatische Variometer 150 Centimeter hoch iber
dem Erdboden aufgestellt war, liess ich, anderthalb Meter von dem
Fusspunkte des Instrumentes entfernt, einen zwei Meter langen,
einen Meter breite nund ebenso tiefen Graben ziehen. Die hiedurch
veranlasste Aenderung im Stande des Instruments entsprach der
Wirkung eines in die Mitte des Grabens versetzten Magneten von
etwa 100 C. G. S. Momenteinheiten. Heftige Schneefélle bei Ein-
tritt des Winters machten meinen Untersuchungen ein Ende, so
dass ich nicht ermessen konnte, welcher Teil an der besagten
Aenderung auf Rechnung der etwa magnetisch beschaffenen san-
digen Bodenmasse, und welcher der sie durchziehenden Erdstréme
zu schreiben sei.

Die beschriebenen Magnetovariometer sind zugleich als sehr
empfindliche Galvanometer verwendbar, und erlauben bequem
die Bestimmung des Moments konstanter Magnete. Ein Magnet
vom Momente 10,000 C. G. S. iibte noch in einer Entfernung von
15—20 Meter merkbare Wirkung auf das Translatometer aus.
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Eine interessante Frage, deren Lésung ebenfalls von mei-
nen Instrumenten zu erwarten ist, bilden die zeitlichen Variatio-
nen der magnetischen Kraftdnderungen. Vorderhand wurde im
physikalischen Institute durch Monate hindurch der Gang des
Translatometers, d. h. die zeitliche Variation der translatorischen
Kraft auf photographischem Wege registrirt. Die auffallig hervor-
tretende tagliche Periode dieser Variationen ist sicherlich zum
grossen Teil eine Folge jener Strome, welche durch die unter-
irdisch gelegten Kabel auch dem Erdboden in der Stadt Uber-
liefert werden. .Jedenfalls wére die Wiederholung &hnlicher Beob-
achtungen ausserhalb der Stadt, also bei Ausschluss dieser kiinst-
lichen Stromquellen sehr erwiinscht.

EU. Bestim m ung der G ravitationskonstante

Beobachtungen ber Gravitation sind seit dem Jahre 1888
im physikalischen Institute der hiesigen Universitét fast alltaglich
geworden. Ausser den eigentlichen Untersuchungen haben auch
meine Horer sowohl wahrend des Vortrages, als im Laufe derpracti-
schen Uebungen gentigsam Gelegenheit, sich aus eigener Erfahrung
mit der gegenseitigen Anziehung der Massen bekannt zu machen.

Der erste Apparat, mit dem es mir im -Jahre 1888 in einem
populéren Vortrage gelang, die Erscheinung der Massenanziehung
einem grosseren Horerkreise sichtbar zu machen, war &hnlich
dem Quadranten-Elektrometer gebaut. Unter dem in seinem Metall-
kasten gut geschiitzten Coulomb’schen Waagebalken befindet sich
ein in Quadranten geteiltes cylindrisches Metallgefdss, dessen
zwei gegeniiberliegende Quadranten mit von unten zugefiihrtem
Quecksilber abwechselnd gefillt wurden. Das Instrument war
schon bei einer Schwingungsdauer von 3—4 Minuten geniigend
empfindlich, und zeigte selbst im gleichen und erleuchteten Lehr-
saale Uberraschende Stabilitat. Die Berechnung der Anziehung der
Quecksilberquadranten ist wohl etwas langwierig. Eine lange und
abwechselungsreiche Reihe von Messversuchen wurde seitdem bald
mit kugelférmigen, bald mit parallelepipedisehen Bleimassen an-
gestellt, deren Gewicht in manchen Versuchen 50—100 Kilo-
gramm, in anderen 1Kilogramm oder gar noch weniger betrug.

15*



298 ROLAND BARON EOTVOS.

Fiir diese, ihrer Methode nach dem Cavendish’schen Ver-
fahren iibrigens ahnlichen Messungen ist besonders hervorzuheben,
dass die anziehenden Massen meistens mit dem Waagebalken nicht
in derselben Hohe, sondern auf einer unter demselben in hori-
zontaler Ebene drehbaren Tischplatte angebracht wurden. Diese
Anordnung ist schon deshalb vorteilhaft, weil hiebei der Waage-
balken in einen fiir seinen vollkommenen Schutz so sehr geeig-
neten flachen cylindrischen Metallkasten eingeschlossen werden
kann, wie dies in der I. Abteilung des Néheren erdrtert wurde. Ein
weiterer Vorteil ergiebt sich daraus, dass die Anordnung so gewihlt
werden kann, dass die Aenderung der abzumessenden Kraft wih-
rend der Ausweichung des Waagebalkens vollkommen vernachlis-
sigt werden kann. Die anziehenden Massen konnen némlich auf
der unter dem Wagebalken befindlichen Platte in eine solche Lage
gebracht werden, dass ihre Wirkung auf den Balken ein Maximum
wird. Das geschieht z. B. bei der Anziehung von Kugeln in dem
Falle, als die auf den Balken senkrechte Verbindungslinie zwi-
schen den Mittelpunkten der anziehenden und der dem Balken
aufgesetzten Kugeln mit der Horizontalen einen Winkel von nahe
55° bildet. In dieser, dem Maximum der Wirkung entsprechenden
Lage geniigt es zur Bestimmung der relativen Stellung der auf-
einander wirkenden Massen, blos auf die Abmessung des verti-
kalen Abstandes Sorge zu verwenden, was ohne besondere Schwie-
rigkeiten moglich ist.

Dass bei einer solchen Anordnung die abzumessende Kraft
kleiner wird, als sie im Falle mit dem Waagebalken gleich hoch
angebrachter Massen wire, kommt bei der Empfindlichkeit meiner
Apparate nicht in Betracht, da bei einer Schwingungsdauer von
10 oder mehr Minuten auch so noch Ablenkungen von iiber 2
bis 3 Graden erzielt wurden. Um tiberzeugende Belege des regel-
migsigen Verlaufes der ganzen Erscheinung zu gewinnen wurden
photographische Aufnahmen derselben verfertigt, welche dadurch
entstanden, dass von dem Spiegel des Wagebalkens reflektirtes
Licht auf eine mit lichtempfindlichem Papier bezogene und durch
Uhrwerk gleichméssig gedrehte Walze fiel.

Bei den Messungen selbst bediente ich mich zumeist der
Poggendorff’schen Skalenablesung, die photographische Methode
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wurde eher zur beweiskriftigen Demonstration meiner Behaup-
tungen oder aber in solchen Féllen herangezogen, da tibergrosse
Empfindlichkeit der Instrumente ein Annéhern an dieselben ver-
bot. Von solchen Féllen soll noch spiter die Rede sein.

Ich komme nun zur Darlegung einer wesentlich neuen Me-
thode, die sich mir wihrend meiner auf die Aenderungen der
Schwerkraft beziiglichen Untersuchungen darbot. Das Wesen
dieser zur Bestimmung der Gravitationskonstante dienlichen Me-
thode besteht nimlich darin, dass nicht die Kraft selbst, sondern
nur deren Aenderung gemessen wird, also nicht die Ablenkung
des Waagebalkens, sondern’einzig dessen Schwingungsdauer und
deren Verdnderung beniitzt wird.

Zu dem Ende wurde die in ihrem doppelwandigen Metall-
kasten gut geschiitzte Coulomb’sche Waage zwischen zwei auf
quadratischer Grundfliche sich erhebenden vertikalen Bleisdulen
aufgestellt; der leere Raum zwischen den beiden Sdulen besass
ebenfalls quadratischen Grundriss. Die Art der Aufstellung ist
iibrigens aus Fig. 11 ersichtlich. Die Basis der Sdulen betréigt
nahezu 30><30 Centimeter, die Hohe 60 Centimeter und die Ent-
fernung der gegen einander gekehrten Saulenflichen ebenfalls 30
Centimeter, so dass die ganze Bleimasse als eine 90 Centimeter
lange, 30 Centimeter dicke und 60 Centimeter hohe Wand be-
trachtet werden kann, aus deren Mitte eine quadratische Sidule
von 30 Centimeter Seitenlinge herausgehoben wurde.

Die Schwingungen des Waagebalkens wurden um zwei auf-
einander senkrechten Gleichgewichtslagen beobachtet: um eine
longitudinale, in die Léngsrichtung der Wand fallende, und um
eine darauf senkrechte transversale Lage. In der longitudinalen
Stellung betrug die Schwingungsdauer 641 Sekunden, in der trans-
versalen 860 Sekunden.

Die Wahl dieser eigentiimlichen Aufstellung der anziehen-
den Massen entsprang aus folgender, auf einen idealen Fall bezug-
nehmenden Ueberlegung. Denken wir uns eine unendlich lange,
unendlich hohe, aber endlich dicke, parallelepipedische, vertikale,
homogene Wand, und legen durch deren Mitte als Anfangspunkt
ein orthogonales Koordinatensystem, deren Z-Axe nach unten ge-
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Fig. 11.
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kehrt ist, dessen Y-Axe in der Langsrichtung der Wand sich er-
streckt, wéhrend die X-Axe hierauf senkrecht steht.

Fir einen im Innern dieser Wand vom Anfangspunkte in
endlicher Entfernung liegenden (x, y, z) Punkt ist die Anziehung
senkrecht zu deren vertikalen Langswand, und mithin wird

é\ =o, &= 0,
y dz
weiterhin
| *i'=
Gir° o2 dxdy

und somit bleibt:

, 17 d*V ,

JF =

wo a die Dichte der homogenen Wand, f die Konstante der Gra-
vitation bedeutet, d. h. jene Anziehungskraft, die im Sinne des
NEWTON'schen Gesetzes die Masseneinheit auf die Masseneinheit
in der Einheit der Entfernung ausiibt.

Es kann daher die Mitte des Wandinnern als gleichmassig
veranderliches Kraftfeld betrachtet werden, und wenn der Waage-
balken im Innern der Wand in der XY-Ebene frei drehbar ge-
dacht wird, kdnnen auf seine Schwingungen die Gleichungen der
Abteilung | angewendet werden. Bezeichnet daher Ti die Schwin-
gungszeit um die longitudinale, der Léngsrichtung der Wand ent-
sprechenden Gleichgewichtslage, Tt die Schwingungszeit um die
darauf senkrechte transversale Lage, so kommt (vergl. p. 203):

10d* *
gtV W

% =21
\dy2 dx*)5
oder mit Rucksicht auf die vorhergehende Gleichung:
1 STtfer 1)
Ti (1-e).

Diese Gleichung wird aber auch dann noch richtig bleiben,
wenn man aus der unendlichen Wand eine vertikale Sdule mit
quadratischem Querschnitte derart heraushebt, dass deren Mittel-
punkt in die Drehungsaxe des Waagebalkens falle, und dieser nun
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in der Tat frei drehbar wird. Bezeichnet man namlich das Dre-
hungsmoment um die longitudinale, beziehentlich transversale
Gleichgewichtslage im Falle der vollen Wand mit fto) und ftgj, flr
die unterbrochene Wand mit fco und ftag, so ist, wie leicht ein-
zusehen :

fitO—Q)= fI(0—ftC

da die Waagestange in beiden aufeinander senkrechten Lagen der
herausgehobenen quadratischen S&ule gegeniber in derselben re-
lativen Lage steht, und sonach die Entfernung dieser Masse in
beiden Fdllen das Drehungsmoment der anziehenden Kréafte um
ebendieselbe Grosse verdandert; es besteht also mit entsprechenden
Bezeichnungen die Gleichung:

*Q =2 *2 TR = fl-ft
T 1?2 Tf Tf K ;

welche unsere Behauptung und die zwei vorangehenden Gleichun-
gen erhartet.

Fur die S&ulen endlicher Dimensionen, welche auf die fri-
her beschriebene Weise aufgestellt und bei den Versuchen tatséch-
lich verwendet wurden, sind &hnliche Ueberlegungen anwendbar;
der einzige Unterschied besteht darin, dass in der erwahnten
Gleichung an die Stelle von 8t der Zahlenwert 13,427 tritt. Zu-
nachst gilt diese Zahl strenge nur fir die beiden am Ende des
Waagebalkens befestigten Kugeln, beansprucht aber bei den ge-
wahlten Abmessungen der Waage fur die der Drehungsaxe naher
gelegenen Teile des Wagebalkens nur sehr kleine Verbesserungen.
Es wird sonach:

1 1 13427
Tf  ~T? 2

wobei e eine kleiner als ein Procent ausfallende Korrections-
grosse bedeutet, die von den Dimensionen des Waagebalkens und
der nicht unendlichen Ausdehnung der anziehenden Wand abhangt.

Die Beobachtung der Schwingungszeiten kann mit tberra-
schender Sicherheit und Genauigkeit angestellt werden. Die Herren
Dr. Budolf Kovestigethy und Dr. Karil Tangt bestimmten aus
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59 vom 26. -Janner bis 26. Marz 1891 sieh erstreckenden Beob-

acbtnngsreihen den Wert der Grosse — ;Iglgde Beobach-
Tz
tungsreihe nmfasste 8 Schwingungen nm die longitudinale und

ebensoviele nm die transversale Gleichgewichtslage.

Die dussersten Werte der auf unendlich kleine Amplituden
reducierten Schwingungszeiten dieser langen Beobachtungsreihe,
waéhrend welcher die Temperatur des verfinsterten Kellerraumes
von 2° Cauf 50 C stieg, sind 640.97 und 641,28 Sekunden fir die
longitudinale, und 859,29 und 860,32 Sekunden fir die transver-
sale Stellung. Bei der Berechnung der Beobachtungen fasste ich
die Werte der Schwingungsdauer fir beide Lagen von je einem
Tage zusammen, und erhielt als Mittelwert der 59 Beobachtungen:

— - =0.000 001 080 31.
T T

Unter allen 59 Werten ist nicht einer, der vom Mittel auch nur
um ein Tausendstel des Betrages abweiche, und der wahrschein-
liche Fehler des Mittels betrdgt nur vier Einheiten der letzten
Dezimale, also etwa “a”-tel des Ganzen. Bestimmt man darauf
die Schwingungszeiten fur beide Bichtungen auch bei weggenom-
menen Bleisdulen, so erhalt man 2|=742,82 Sekunden fir die
longitudinale und 77=759,07 Sekunden fir die transversale Lage,
welcher Interschied offenbar eine Folge der Anziehung der den
Beobachtungsraum umgebenden Wénde und Bodenmassenist. Ob-
wohl ich auch die oben mit t bezeichnete Korrektion in Bechnung
zog, konnte ich doch diese Aufgabe bis heute nicht vollstandig und
endgultig lésen, da ich noch nicht Gelegenheit fand einen Faktor,
namlich den Einfluss der wahrend der Schwingung vom Waage-
balken in Bewegung gesetzter Luft mit der hier geforderten Ge-
nauigkeit aufzudecken. Versuche, die mit eben derselben Cou-
lomb'schen Waage, jedoch nicht zwischen den Bleipfeilern, an
einem andern Orte, unter einem besonders hierzu angefertigten,
das ganze Instrument bedeckenden Becipienten in verdinnter
Luft angestellt wurden, zeigten, dass die Bewegung der Luft in
diesem flachen Kasten selbst bei sehr langsamen Schwingungen
einen bedeutend grosseren Einfluss auf die Schwingungsdauer
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ausiibt, als es nach den auf das Pendel beziiglichen Unter-
suchungen Brsser’s zu erwarten war. Ein Stab, der z. B. in
Luft von normalem Drucke eine Schwingungsdauer von 648,92
Sekunden besass, verkleinerte dieselbe in Luft von 20 mm Druck
auf 648,00 Sekunden. Diese und @hnliche Versuche gewihrleisten
aber noch nicht die geniigend genaue Bestimmung der nédtigen
Korrektion, da nach meinen Erfahrungen die Bewegung des Waage-
balkens in der Luft sogar von der Héhe desselben im Waagekasten
abhéngt, und zu dem wire jedenfalls zu tiberlegen, ob die Aende-
rung der anziehenden Kriifte im Innern des Kastens diese Wir-
kung der Luft nicht in irgend einer Weise beeinflusst.

Es wiire daher fiir die Losung der Aufgabe sicherlich zweck-
dienlicher, diese heiklen Fragen ganz zu umgehen, und die Mes-
sungen schon zwischen den Pfeilern in luftleerem Raume an-
zustellen, was ich jedoch, bei den Dimensionen der mir zu Gebote
stehenden Instrumente bisher nicht zu tun in der Lage war.

Teils aus dieser Ursache, teils weil die Homogenitit der
beniitzten Bleimassen doch immerhin fraglich bleibt, gehe ich auf
Grund meiner bisherigen Beobachtungen nicht weiter mit derjeni-
gen Genauigkeit auf die Bestimmung der Konstante der Gravita-
tion ein, welche unter Anwendung meiner Methoden sicherlich zu
erwarten ist. Daher nur die Bemerkung, dass meine bisherigen
Beobachtungen den Wert dieser Konstante von

f=0,000 000 066 5

um kaum ein s3;-tel des Betrages abweichend festsetzen.

In dieser Abhandlung lege ich jedoch nicht auf diesen Zah-
lenwert, sondern vielmehr auf die Methode das Hauptgewicht, da
mich diinkt, dass die schon jetzt erlangte Genauigkeit in der Be-
obachtung der Schwingungszeiten Gewéhr leiste, dass diese iiberaus
wichtige Konstante mit eben dieser Genauigkeit bestimmt werden
konne, mit welcher die Schwerebeschleunigung aus Pendelschwin-
gungen ableitbar ist. Dazu gehort aber ausser der richtigen Be-
obachtung der Schwingunszeiten noch luftleerer Raum und statt
des unzuverlissigen Bleies wirklich homogenes Quecksilber.
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IV. Zwei Hiulfsmittel zum Studium der Gravitation.

1. Gravitationscompensator.

Bei allen Instrumenten, mit denen die bisher aufgezahlten
Untersuchungen angestellt wurden, setzte der Empfindlichkeit die
Grosse des Torsionskoefficienten des den Waagebalken tragenden
Platindrates oder Quarzfadens eine Grenze. Indem ich noch grossere
Empfindlichkeit anstrebte, wendete ich mich dem Hulfsmittel der
Kompensation zu und benitzte zu diesem Zwecke gerade die
Massenanziehung selbst, die ihrer Bestandigkeit zufolge zweifels-
ohne hiezu dienlicher war, als irgend eine andere Kraft.

Die durch ihre Anziehungskraft kompensirenden Massen
wurden an beiden Seiten nahe dem Ende des Balkens so ange-
bracht, dass in der Gleichgewichtslage desselben die Kraft selbst
Null oder wenigstens sehr klein, ihre Aenderung dagegen bei einer
Ablenkung des Stabes bedeutend werde. Das Drehungsmoment
sdmmtlicher auf den Balken wirkenden Krafte wird dann bei der
kleinen Elongation g desselben (r+ <& sein, d. h. je nach der
Anordnung der kompensirenden Massen grdsser oder Kleiner, als
es der Drahtelasticitat allein entsprache. Auf diese Weise gelang es
mir in der Tat ein Instrument zu bauen, dessen Empfindlichkeit
ganz nach Beheben bis zur Unendlichkeit, d. h. bis zum Eintreten
des labilen Gleichgewichtes gesteigert werden kann.

Dieser Apparat ist durch die Figuren 12 und 13 dargestellt.
Der an seinen Enden mit Kugeln belastete leichte Waagebalken
wurde behufs zweckdienlicher Anordnung der kompensirenden
Massen in eine 4 Centimeter dusseren Durchmesser haltende dop-
pelwandige Metallrdhre verschlossen, so dass der ganze Waage-
kasten ein _L-férmiges Bohr bildet: In dem D5 Meter langen ver-
tikalen Teile befindet sich der Aufhdngedraht oder Quarzfaden ; in
dem 55 Centimeter langen horizontalen Teile schwingt der Waage-
balken. Derselbe ist 50 Centimeter lang, die seinen Enden an-
gesetzten Kugeln wiegen je 30 Gramm, das Drehungsmoment des
ganzen Systems betrug ohne die kompensirenden Massen 0,1478 to
C. G. S. Dieses enthalt (siehe I. Abteilung) natlrlich ausser dem
der Drillung des Drates entgegenwirkenden Momente auch noch
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Fig. 12. und 13.
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jenes Drehungsmoment, welches aus der Schwerednderung am
Beobachtungsorte entspringt.

Die kompensirenden Bleigewichte sind an eine, das Schutz-
rohr des Waagebalkens umgebende Metallhiilse von 5 Centimeter
lichtem Durchmesser gelétet; diese Hiilse rubt in einem horizon-
talen Axenlager, so dass die Gewichte um das horizontale Rohr
der Waage gedreht werden konnen.

Die Kompensationsmassen erhielten die Form von Cylinder-
Quadranten, deren mittlerer Teil durch die Metallhiilse abgeschnit-
ten ist, an welcher sie angelotet sind, Fig. 14. a. f. S. Zwei auf der
erwahnten Hiilse sich gegeniiberstehende Quadranten bilden einen
Kompensator. Die Dimensionen derselben sind : innerer Radius des
Quadranten 2,5, #usserer Radius 12 Centimeter, Dicke, d. h. der
Abstand der beiden ebenen Begrenzungsflichen 9,5 Centimeter.

An beiden Enden der Waage kann je ein solcher Kompensa-
tor angebracht werden, so dass sich die Kugeln des Waagebalkens
um die Mitte der Cylinderquadranten bewegen.

Sowohl die Kugeln, als der Stab stehen unter Einfluss der
Anziehung der beiderseits sich gegentiberstehenden Quadranten.
In der Mittellage des Stabes halten sich diese von entgegengesetz-
ten Seiten kommenden und im Talle gleicher Quadranten eben-
falls gleiche Krifte zwar das Gleichgewicht, aber die Kriftednde-
rungen um die Gleichgewichtslage bringen, als mit gleichen Vor-
zeichen behaftet, auch gleichgerichtete Wirkungen hervor.

Bedenkt man, dass der Mittelpunkt der den Waagebalken
einer Coulomb’schen Wage aufgesetzten Kugel bei unendlich klei-
nen Ausweichungen das horizontale Bogenelement

ds=low
beschreibt, so ist die nahe der Gleichgewichtslage in der Richtung
der Bewegung ablenkende Kraft

52
fm (?Zus_fm g Vlow,

und deren Drehungsmoment :

82
fm '%2/ Pow.
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Es ist leicht einzusehen, dass sieb der Wert dd2$\£ mit der

Neigung der Quadranten gegen die Horizontale verdndert, und
bezeichnet den Neigungswinkel der Mittellinie KK der Quadran-
ten (Fig. 14), so lasst sich mittels Eechnung die Beziehung nach-

weisen:

d2v =a-\-b cos
ds2

Fig. 14.

Hiebei sind a und b Konstanten, welche lediglich von den Ab-
messungen und der Dicke der Quadranten und dem Wert der
Gravitationskonstanten abhangen; fir mein Instrument ergaben
sie sich zu:

a=0,000 001 190,
b =0,000 003 722.

Setzt man dann m=30 g, Z=25 ¢, so wird das die Auswei-
chung der Stange vergrdssernde Drehungsmoment der gesamm-
ten Kompensationsmassen:

Fi) = (0,044 62+0,139 57 cos 29) g ;
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ohne die Kompensationsmassen war aber, wie schon friher
p. 235 unten erwéhnt:
tea— 0,147 8 at;

so dass das Drehungsmoment, welches den Waagebalken des mit
Kompensatoren versehenen Instrumentes in die Gleichgewichts-
lage zurlickzufuhren strebt

Fa>=(r—F) <y=(0,103t15—0,139 57 cos 29) &

wird. Um das Drehungsmoment und damit die Empfindlichkeit
zu veréndern, bedarf es nur einer Neigungsanderung der Quadran-
ten. So ist z. B.

bei ~=190° F=0,242 72;

« £=45° F=0,103 15;

« <p=25° F=0,013 44;

und bei = 21° 10'45" gar F—0, d. h. der Waagebalken wird
labil. Setzt man das Trégheitsmoment des Balkens in runder Zahl
zu 38000, und zieht von dem Luftwiderstande ab, so ergiebt sich
nach der Formel die Schwingungsdauer

fur ~=90° 7=1243®;
« f>=45° T=1907s;
« <p=35° T=05283s;

wegen des Widerstandes der Luft kommen aber diese Uber eine
Stunde langen Schwingungen in der Tat nicht mehr zu Stande,
sie gehen vielmehr in eine aperiodische Bewegung tber.

Bei solch’ empfindlicher Einstellung nimmt das Instrument
nur an moglichst geschutztem Orte, z. B. in einem gut temperir-
ten und verdunkelten Keller stabile Gleichgewichtslage ein, und
die Beobachtung selbst kann nur mehr auf photographischem
Wege mit der erforderlichen Genauigkeit bewerkstelligt werden.
Unter diesen Vorbedingungen entspricht aber die Waage allen Er-
wartungen. So gelang es durch die im Keller aufgestellte Waage
die Anziehung einer im benachbarten Hofe in funf Meter Entfer-
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nung angebrachten Masse von BOO Kilogramm nachzuweisen.
Wurde die Masse in derselben Entfernung auf die Seite entgegen-
gesetzter Wirkung Ubertragen, so erlitt der Wagebalken, wie es
die vorhergehende Rechnung erheischte, eine Ablenkung von tber
4 Bogenminuten. (Siehe Figur 15, f.)

Die durch die Neigung der Quadranten gesteigerte Empfind-
lichkeit des Instrumentes wird durch die Figur 15 zum Ausdruck
gebracht. Die Kurven a, b, ¢, d, e beschrieb der Balken stets un-
ter Wirkung der Anziehungskraft einer Masse von 5 Kilogramm in
einem Abstande von Meter, die in wechselnder Aufeinanderfolge
von der einen Seite auf die Seite der entgegengesetzten Wirkung
transponirt wurde, doch waren dabei die Neigungswinkel pder
Quadranten verschieden, und zwar 50° bei a, 45° bei b, 35° bei
¢, 30° bei d und 27,5° bei e. Zugleich ersieht man, wie die bei
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a noch schwingende Bewegung sich bei d und e in eine aperio-
dische Bewegung verwandelt.

Zur Beurteilung der erreichbaren Empfindlichkeit meines
Instrumentes mochte ich noch Eines erwdahnen. Sollte sich einst
Gelegenheit bieten, mein Instrument neben einem Flusse, See
oder dem Meere so aufzustellen, dass es von den vertikalen Ufern
um 1 Meter abstehe, wahrend der Balken mit der Uferlinie einen
Winkel von 45° einschliesst, so wirde die Zunahme der Wasser-
héhe um einen Centimeter bei einer Neigung der Kompensatoren
von 45° einen Ausschlag von einer Bogenminute, bei einer Nei-
gung von 25 Graden schon eine Ablenkung von 7 Bogenminuten
hervorbringen. Daher kénnte das Instrument ganz wohl zur photo-
graphischen Registrirung der Gezeiten verwendet werden, und
dies mit umso grosserem Vorteile, da es auch bei bewegtem
Wasser stets den mittleren Stand angeben wirde.

2. Gravitations-Multiplihator.

Es gelang mir auch, die unter Einfluss der Massenanziehung
entstehenden kleinen Schwingungen durch Multiplikation in solche
von grosser Amplitude zu verwandeln. Diese Multiplikation wurde
in der folgenden Weise bewerkstelligt: unter dem Waagebalken
befinden sich auf drehbarer Tischplatte die anziehenden Massen,
die z. B. in ihrer Anfangsstellung den Balken in der Richtung des
Ganges des Uhrzeigers ablenken. Im Moment der gréssten Elonga-
tion werden die Massen durch Drehung des Tisches in eine Stel-
lung gebracht in der die Anziehung eine entgegengesetzte Ablen-
kung verursacht; ist auch in dieser Richtung die grosse Elongation
erreicht, so werden die Gewichte wieder in die erste Stellung um-
gelegt u. s. f. Bei dieser Art der Multiplikation, wo die Schwingun-
gen des Balkens abwechselnd um 2zwei Gleichgewichtslagen vor
sich gehen, wird der Grenzwert der durch mehrfache Wiederholun-
lungen vergrdsserten Amplitude

: 1+ fl

A=ai N ;
wo a die Entfernung der beiden Gleichgewichtslagen von einander,
und &das Dampfungsverhéltniss bedeutet, das bei Schwingungen

Mathematische und Naturxcissenschaftliehe Berichte aus Ungarn. XII1. 16
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um eine feste Gleichgewichtslage bekanntlich durch den Quotien-
ten zweier aufeinander folgenden Elongationen bestimmt wird.

Die photographischen Aufnahmen der so multiplicirten
Schwingungen legen einen sprechenden Beweis dafiir ah, in wel-
chem Maasse es mir gelang, bei meinen Instrumenten alle jene
storenden Faktoren fern zu halten, welche sonst die Zuverlassig-
keit der Coulomb’schen Wage so oft beintrochtigen. Auf diese
Weise wurden langere Schwingungen von 10 Minuten sowohl, als
auch kirzere von nur eine Minute multiplicirt. Die End-Elongation
konnte im ersten Falle auf das zwanzigfache, im zweiten Falle gar
auf das 150-fache der einfachen x\blenkung mit immer gleicher
Sicherheit und Konstanz vergrdssert werden.

Diese Methode der Multiplikation wird zweifelsohne auch
beim Studium der Gasreihung gute Dienste leisten kénnen.

Mir schwebte vorderhand ein anderes Ziel vor, indem ich
die Multiplikation als sehr empfindliche Methode zur Bestimmung
der Schwingungsdauer und deren Aenderung bentitzte. Ist ndmlich
T das Zeitintervall der periodischen Umlagerung der Massen,
also die Periode der Aenderung der Kraft nicht identisch mit der
Schwingungsdauer T des Waagebalkens, so kommen Schwingun-
gen zu Stande, deren Endelongation A nicht blos vom Abstande
A der Gleichgewichtslagen, und der Dampfung #, sondern auch
noch vom Werte der beiden Perioden T und T abhéngen. Der
Balken wird in diesem Falle seinen Hin- und Hergang nicht mehr
wahrend einer Periode seiner eigenen Schwingung, sondern in der
ihm durch die Kraftdnderung auferzwungenen Zeit vollenden. Ich
nenne daher diese Schwingungen, welche aus den Teilen zweier
einfachen, um die jeweilige Gleichgewichtslage vor sich gehen-
der Schwingungen zusammengesetzt sind, erzwungene Schwin-
gungen.

Wird ein Waagebalken von der konstantbleibenden Schwin-
gungsdauer T durch Massenumlagerung verschiedener Periode in
erzwungene Schwingung versetzt, so ist Kklar, dass die Werte der
Endelongation Daten liefern werden, aus welchen die eigene
Schwingungsdauer T bestimmt werden kann. Und ebenso klar ist
es, dass bei konstant bleibender Periode der Massenumlagerung
Verédnderungen in der eigenen Schwingungsdauer des WAgebal-
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kens sich in der sehliessliehen Grosse der End-Elongationen ver-
raten werde. Wie empfindlich diese End-Elongation fiir Aenderun-
gen der Perioden T oder T ist, moge ans folgendem Beispiele er-
sehen werden:

mit T—611nnd T = 611* wird A = 252'Bogenminnten ;
« T=611'" t T = 600 « A= 225 K4
« r=61D t T =590 « A = 180 .

so dass eine Verkleinerung von 10 Sekunden in der Zeit T die
Grenzelongation um 45 Bogenminnten verkleinert, was durch-
schnittlich 4,5 auf eine Sekunde ergiebt.

Aus der Abmessung der Grenzelongationen dieser erzwun-
genen Schwingungen kénnen daher in der Tat Schwingungszeiten
bestimmt werden, und diese Methode wird besonders dort mit gros-
sem Vorteile benitzt werden koénnen, wo bei grosser Dampfung
eine langere Beibe von Schwingungen nicht beobachtet werden
konnte.

Zur Erleichterung der practisehen Ausfuhrung solcher Multi-
plicationen, insbesonders aber, um der langandauernden, geist-
tddtenden Arbeit der Massenumlegung enthoben zu sein, construirte
ich den Electromagnetischen MuUvpUcator, einen Mechanismus,
welcher diese Massenumlegung mit der Genauigkeit einer Uhr be-
werkstelligt. Auch dieses Instrument wurde vom Director der
staatlich subventionirten mechanischen Lehrwerkstétte, Herrn
Febdinabd Suss mit gewohnter Geschicklichkeit ausgefihrt.

16*
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I
In der linearen Punktreihe suchen wir solche Punktsysteme
AhBh, {h=0, 1, .. r—1; r>2),
auf, welche durch die beiden Involutionen

Ah\ 1Ah
Bhr \Bh+1

verbunden sind, wo die Indices mod. r zu reduzieren sind.

Setzen wir voraus, dass das gemeinschaftliche Punktpaar
(MM) der beiden Involutionen keinen Doppelpunkt bilde. Nehmen
wir diese Punkte zu Grundpunkten der Punktreihe und seien
ah, h die Coordinaten von An resp. Bh.

Die beiden Involutionen werden durch die Gleichungen

ahth —C g 1 . r—1
ahBh+1—"i
ausgedruckt, woraus folgen

h+i _ fh .
a(;' - Bh‘il - V=0 L),
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und wenn man die r Gleichungen zusammenmultipliziert, er-
halt man

also ist 8 eine r-te Einheitswurzel.

Ci
Bezeichnen wir dieselbe mit e.
Aus den obigen Gleichungen folgen weiter

ah=aleh, Bh=Rof~h (h=0,1,...,r—I).

Wenn also die Zahlen ahBh {h=0, |..r —1) verschieden
sein sollen, muss e eine primitive r-te Einheitswurzel sein.
Man erhélt weiter

an- Bh+tk = aORCE~k=ce-k (h—0, 1, .. ., r—1),

welche Gleichungen zeigen, dass die beiden Punktsysteme auch
durch die Involutionen

verbunden sind. Die Involution ist also eine r-fache.

Das Punktpaar MM' gehort zu jeder dieser Involutionen.
Die Doppelpunkte dieser Involutionen bilden also wieder eine
Involution mit MM' als Doppelpunkten.

Yon solchen Involutionen sagt man, dass sie einen Buschel
bilden.

Wir nennen die Punktsysteme AhBh r-aden (Triade, Te-
trade etc.). Die Punkte MM' sollen Grundpunkte der r-aden und
des zugehdrigen Involutionenbischels heissen.

Ueber die r-aden gelten die Sétze:

Lehrsatz 1. Diejenigen Punkte, welche den Punkten einer
r-ade in einer solchen Involution entsprechen, welche zum Invo-
lutionen-Bischel der Grundpunkte angehort, bilden selbst eine
r-ade. Die beiden r-aden sind r-fach involutorisch.

Lehrsatz 2. Wenn man zwei beliebige Punkte der Punkt-
reihe zu Grundpunkten wahlt, so gehoéren dazu einfach unendlich
viele r-aden (r-adensystem). Jeder Punkt der Punktreihe (die
Grundpunkte ausgenommen) gehort zu einer r-ade des Systems.
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Lehrsatz 3. Je zwei r-aden desselben Systems sind r-fach
involutorisch, ja sogar jede r-ade mit sich selbst. Die Symbole
der r Involutionen sind

ih vV (k=01 r-1y.

Lehrsatz 4. Die Doppelpunkte der r Involutionen, welche
zwischen zwei r-aden desselben Systems bestehen, bilden eine
2r-ade mit denselben Grundpunkten.

Denn die Doppelpunkte der Involutionen der beiden r-aden

ah—aQ@h, Rh—R0E~h (h~0, 1,..., r—1);

haben die Coordinaten

+ Y aoloe~k (fc=0, if o »m—1»
woraus der Satz folgt.

Die Coordinaten der Punkte einer r-ade haben wir zwar
nicht in reeller Form erhalten, doch gibt es auch reelle r-aden.

Wenn man die Grundpunkte der r-ade zu Grundpunkten
der Punktreihe, einen Punkt (AQ derselben zum Einheitspunkt
wahlt, so sind die Coordinaten der Punkte

eh, (h—0, 1, ..., r—1);

wo e eine primitive r-te Einheitswurzel bezeichnet.

Der absolute Betrag aller dieser Zahlen ist 1. Die Gesammt-
heit solcher Zahlen kann aber durch eine passend gewéhlte lineare
Transformation (wodurch ja nur eine Coordinaten-Transformation
ausgefiihrt wird) in reelle Zahlen bergeflhrt werden.

Die einfachste solche Transformation ist die folgende

wo t die alte, t' die neue Coordinate und i die imaginédre Einheit
bezeichnet. Die Coordinaten derjenigen r-aden (BCE~h), fiir welche
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\Bo\ -

ist, werden hierdurch reell gemacht.

Die Grundpunkte, welche die Coordinaten 0, oo hatten, er-
halten als neue Coordinaten i und —i. Sie sind also conjugirt
complex. Die Doppelpunkte der r Involutionen zwischen zwei
reellen r-aden desselben Systems bilden also immer eine ellip-
tische Involution. Die r Involutionen der beiden r-aden sind aber
sammtlich hyperbolisch. Denn die alten Coordinaten der Doppel-
punkte dieser Involutionen bei den r-aden

_ « Vi (ii=0, 1. r-1)
sind
+Iffa*,Qt=0,1, ..., r—1).

Ihre absoluten Betrdge sind also = 1, wenn 30 = 1ist. Die
neuen Coordinaten werden also reell sein, wodurch die hyperbo-
lische Involution bewiesen ist.

Es sei noch erwahnt, dass r Punkte, welche durch die Wur-
zeln einer bindren Form r-ten Grades bestimmt werden, bilden
dann eine r-ade, wenn diese Form durch lineare Transformation

in die Form
x[+xl

transformirt werden kann. Die Grundpunkte werden durch die
Wurzeln der HESSE’schen CoVariante bestimmt, welche hei sol-
chen Formen die (r— 2)-te Potenz einer quadratischen Form bildet.

Die einfachsten hierzu gehdrigen Sétze sind die folgenden:
Drei Punkte einer geraden Linie, wenn sie von einander verschie-
den sind, bilden immer eine Triade. /

Vier Punkte einer geraden Linie bilden nur dann eine Te-
trade, wenn die cubische Invariante der zugehérigen biquadra-
tischen Form verschwindet, die quadratische Invariante aber
nicht, d. h. wenn die vier Punkte harmonisch sind.

L.

Zur Bestimmung einiger Eigenschaften der r-aden brauchen
wir den folgenden algebraischen Hilfsatz :
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bei der linearen Beziehung
axx'+ bx-\-b'x'+c=0
wo ac—bb’ nicht verschwindet, kénnen die r-ten Einheitswurzeln
(r>2) nur dann einander entsprechen, wenn

entweder b—b'—Q ar—(—<o)r,
oder a—c =0, br=(—b"r.

Denn aus der obigen Gleichung folgt

folglich kdnnen die r-ten Einheitswurzeln einander nur dann ent-
sprechen, wenn die beiden Functionen

(@x-\-b")yr~{—bx—c)r und xr—1

sich von einander nur in einem von x unabhangigen Factor unter-
scheiden. Dann bestehen aber unter anderen die Gleichungen

ar~ib' = (—Lrbr~x]
ar~ V. — (—2Drbr-*c*\

woraus folgt, dass die Gréssen abb'c nicht sémmtlich von 0 ver-
schieden sein konnen, denn sonst ware

a b

gegen der Voraussetzung.

Wenn aber eine der Grdssen abb'c verschwindet, so kdnnen
nur die beiden erwéhnten Félle bestehen.

Mit Hulfe dieses Satzes konnen wir die folgenden Fragen
beantworten:

1 Koénnen mehr als r Involutionen zwischen zwei r-aden
desselben Systems bestehen?

Es seien die beiden r-aden

ah= £h Bh=RCE~h (h—0, 1, .. . r—1).
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Die Gleichung einer Involution ist
daR~\~b\a— 0,

wo die obigen Grossen ag einander in irgend einer Eeihenfolge
entsprechen. Dies kann aber nach dem Hulfsatze nur so gesche-
hen. wenn

entweder &=0, uzhy= —<Y,
was zu den schon bekannten r Involutionen fihrt,
oder a=c—0, (—dav=l.
Hieraus folgt, dass zwischen den beiden r-aden
«, —e* (A=0, 1. r—1)

neben den vorigen r Involutionen, noch eine (r+l)-te besteht,
deren Doppelpunkte mit den Grundpunkten der r-aden zusam-
menfallen. Diese Involution gehort also nicht zum Biischel der
anderen r Involutionen.

Zu jeder r-ade gehort also eine mit ihr (r-{-1)-fach involu-
torische r-ade. Bei einem geraden r sind die beiden r-aden iden-
tisch, bei einem ungeraden r sind sie verschieden, und ergénzen
sie sich zu einer (2r)-ade. -

Z. B. zur Triade

1 e 3

gehort die mit ihr vierfach involutorische Triade
-1, -e, -s2

Von den beiden zu ihnen gehdrigen cubischen F6imen bil-
det die eine die cubische Covariante der anderen.
2. Sind mehrfache Involutionen zwischen zwei r-aden aus
verschiedenen Systemen moglich?
Es seien die beiden r-aden
ak= sh, Bh, *(h=0, 1,..., r—1),
und zwischen ihnen die beiden Involutionen

LtaB —b(a R) c—0,
a'aB + bla'+ B) + Cc'= 0,
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wo weder b, noch b' verschwinden kann, denn sonst wirden die
beiden r-aden zn demselben Systeme angehdren.

Weil die Zahlen aB verschieden sind, ist die parabolische
Involution auszuschliessen. Deshalb kdnnen

ac—b2, a'c'—b'2

nicht verschwinden.
Aus den beiden Gleichungen folgt

{ab'—a'b) aa +(ac'—hbb") a+{bb'—a'c) a'-\-{bc'—Db'c)=0,

wo a und a in einer gewissen Reihenfolge die r-ten Einheits-
wurzeln durchlaufen. Dies kann aber nur dann geschehen, wenn
entweder
ab'—a'b=0, bc'—b'c=0,
woraus aber die Identitat der beiden Involutionen folgen wirde,
oder
ac'=bb'=a‘c;
{ab'—a’b)r=(b"c—bc)r.
Hieraus folgt

cr=ar,

d. h. c—ask,

wo e eine primitive Einheitswurzel, k eine ganze Zahl bezeichnet.
Aus den obigen Gleichungen folgt weiter

al:b':c'=bE~k:a:b.

Die Involution (a, b, aek) fiihrt also die Involution {bs~k a, b)
nach sich. Eine zweifache Involution ist also mdglich, aber eine
mehr als zweifache nicht.

Den Grundpunkten {MM') der ersten r-ade, deren Coordina-
ten 0, oo sind, entsprechen in der ersten Involution

ask b
V ’ ~|~a,
und in der zweiten Involution

b ask
~~~{U* V'’



UBER DIE MEHRFACHEN INVOLUTIONEN. 251

d. h. dieselben Punkte, aber in verkehrter Ordnung. Die beiden
Punkte werden dadurch charakterisirt, dass das Product ihrer
Coordinaten ek ist, woraus folgt, dass sie einer der zur ersten
r-ade gehorigen Involution angehéren.

Das Resultat kdnnen wir in den folgenden Satz zusammen-
fassen:

Wenn MM’ die Grundpunkte einer r-ade, NN" ein Punkt-
paar einer dazu gehdérigen Involution bezeichnen, so entsprechen
in den beiden Involutionen, deren erste durch die Punktpaare

MN, M'N’,
deren zweite durch die Punktpaare
MN', M'N
bestimmt werden, den Punkten der r-ade die Punkte desselben

Systems. Die beiden Punktsysteme kénnen aber durch keine wei-
tere Involution verbunden werden.

(AVA

Bei der Bestimmung der r-aden sind wir von der Voraus-
Setzung ausgegangen, dass das gemeinschaftliche Punktpaar der
beiden Involutionen

keinen Doppelpunkt bildet. Wir werden jetzt zeigen, dass diese
Voraussetzung einzig moglich ist.

Setzen wir das Gegenteil voraus. Es seien die Doppelpunkte
der ersten Involution DDX die der zweiten DD1.

Wahlen wir den Punkt D zum ersten Grundpunkte der
Punktreihe, denjenigen Punkt, welcher den Punkt D von den
Punkten DxD2 harmonisch trennt, zum zweiten Grundpunkte.
Wenn wir noch den Einheitspunkt passend wahlen, werden die
Gleichungen der beiden Involutionen sein

ohfh —oh—h =0
ahRh+i-tah-\-Bh+i=0
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Hieraus folgt
%RBhBh+i+Bh—Bh+i=0; (h=0, 1,. . r—1D,

also verschwinden die Zahlen B sammtlich, wenn eine einzige
von ihnen verschwandet.

Diese Losung ist aber eine uneigentliche, denn in diesem
Falle wirden die Punkte zusammenfallen.

Eine andere L&sung gibt es aber nicht, denn wenn die Zah-
len & sammtlich von 0 verschieden sind, so folgen aus den obigen
Gleichungen

2+Bhti-Bh'=0,0,1.r—0,
und hieraus durch Addition
2r=0,
was unmoglich ist.

Ausser den schon bestimmten r-aden gibt es also keine an-
deren.

y.
Den bei den r-aden auftretenden Fall der mehrfachen Invo-

lution kdnnen wir monocyclisch nennen. Die mehrfache Involu-
tion ist polycyclisch, wenn die Punktsysteme

A=l 2 s
Al Bl \h=0, 1 rk—i)

durch die beiden Involutionen

Ah\ 1Al
Blir \Br+1

gleichzeitig verbunden sind, wo die Indices von AkB kmod. rkzu
reduzieren sind.

Wenn wir wieder das gemeinschaftliche Punktpaar (MM")
der beiden Involutionen zu Grundpunkten der Puntreihe wéhlen,
werden die beiden Involutionen durch die Gleichungen ausge-
driickt

k=\,% .... s \

.mh=0, 1,.... n —V
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Hieraus
(MP=1 4=1"2... s>

Wenn r den grossten gemeinschaftlichen Divisor der Zahlen
rk, (k=1, 2... s) bezeichnet, dann sind die obigen s Gleichungen
mit der folgenden aquivalent

Die Punkte Ah sind nur dann verschieden, wenn
r.= rQ— rs—r,
und < eine primitive r-te Einheitswurzel (s) ist.

Dann sind
*) (*) A fk)—vK [*—1, 2 ) \
LA W L Lee )

aEKR*=c, (A=I, 9),

WO

sind.

Die Punktsyst-eme bestehen also aus je s r-aden desselben
Systems, welche mit einander r-fach involutorisch sind.

Hiernach giebt die polycyclische mehrfache Involution im
Grunde genommen nichts Xeues.

Die bisherigen Resultate kénnen auf Punktsysteme, welche
auf einem Kegelschnitte oder auf einer Raumcurve dritter Ord-
nung hegen, leicht Gbergefiihrt werden.

Hieruber sprechen die beiden folgenden Capiteln.

Yl

Die parametrische Darstellung einer Punktreihe auf einem
Kegelschnitte lautet bei einem passend gewahlten Coordinaten-
systeme

X:y:iz=1:/: X

Die einzelnen Punkte bezeichnen wir mit den entsprechen-
den Werten des Parameters.
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Die Grundpunkte der Punktreihe (0,00) fallen mit dem ersten
und dritten Grundpunkte des Coordinatensystems zusammen. Der
Einheitspunkt der Punktreihe bildet zugleich den Einheitspunkt
des Coordinatensystems.

Die Gleichung der Gerade Xy ist

Lj n)y-\-z—o,
und die Gleichung der Tangente im Punkte X
XX —9%XyJrz= 0.

Die Geraden z= 0, x—0 sind also Tangenten zu den Grund-
punkten, wahrend die Gerade y—0 die Grundpunkte verbindet.

Aus der Gleichung der Gerade Xy folgt, dass Xdas Doppel-
verhéltniss der vier Geraden

y.0, yoo, yX, y\

bezeichnet. Wenn man also die Punkte des Kegelschnittes aus

einem derselben auf eine Gerade ihrer Ebene projicirt, bezeich-

net Xdie Coordinate des variablen Punktes auf dieser Punktreihe.
Die Geraden, welche die Punktpaare der Involution

dXy-j-b (A+/i)+c=0

verbinden, gehen alle durch den Punkt (a, —b, c) hindurch. Wir
nennen diesen Punkt das Centrum der Involution.

Die Centra des Involutionsbiischels mit dem gemeinsamen
Punktpaar Xy liegen auf der Geraden Xy.

Wenn die Punkte Xhyh, (h=0, 1, ...r—1) durch die Invo-
lution

verbunden sind, so liegen sie perspectivisch. Das Centrum der
Involution bildet das Centrum, seine Polare in Bezug auf den
Kegelschnitt die Axe der Perspectivitat.

Die Sétze Uber mehrfache Involutionen konnen also bei
Kegelschnitten als Satze Gber mehrfache Perspectivitit ausgespro-
chen werden.

Ich will nur die beiden Hauptséatze vorfiihren.
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Lehrsatz i. Auf einem Kegelschnitte existiren Systeme von
eingeschriebenen r-ecken (r-aden) mit der Eigenschaft, dass je
zvrei r-aden desselben Systems r-fach perspectivisch sind. Die
Centra der Perspectivitaten liegen auf einer Geraden und bilden
eine r-ade.

Der letzte Teil des Satzes folgt daraus, dass die Parameter
der Punkte von zwei solchen r-aden, wenn man die Grundpunkte
derselben zu Grundpunkten der Punktreihe wahlt, sind

alsh, RGs~h (h=0, 1, ..., r—1).
Die Constanten ihrer Involutionen sind
1, 0, —am®C-h (A=0, 1, ..., r-1).

Dieselben sind auch die Coordinaten der Perspectiv-Centra,
woraus der Satz folgt.

Lehrsatz 2. Jeder r-ade gehért eine mit ihr (r+l)-fach
perspective r-ade desselben Systems an; r Perspectiv-Centra bil-
den eine r-ade auf einer Gerade, das (r-pl)-te Centrum fallt mit
dem Pole dieser Geraden zusammen.

Ein sehr interessanter Fall ist der, wo der Kegelschnitt ein
Kreis ist und die Grundpunkte des r-adensystems mit den con;.
complexen Kreispunkten im Unendlichen zusammenfallen.

Die Gleichung des Kreises mit dem Eadius 1 ist in homoge-
nen rechtwinkligen Coordinaten

X2-\-y2=22
oder in einer anderen Form
{x+yi){x-yi)=z2

Wir gehen auf das gewiinschte Coordinatensystem (ber,
wenn wir setzen

X—yi=z, z=7), x+yi="

Wenn der Eichtungswinkel des Punktes (xyz) mit &bezeich-
net wird, so sind

$:ij:C= :1:e* = 1:e91l:e™\
also ist in diesem Falle X—e?1 und fur reelle Punkte des Kreises
A= 1
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Die Parameter einer reellen r-ade des Systems sind

[ + 20T i
aeh=evya . (A=o0., 1, r-\),

Die Richtungswinkel der Punkte sind also
« + (h=0,1, 1).

Folglich ist die r-ade ein eingeschriebenes reguldres r-eck.

Wenn man also die sammtlichen reguldren eingeschriebe-
nen r-ecke aus einem Punkte des Kreises auf eine Gerade seiner
Ebene projiciert, erhalt man ein r-aden System in der Punktreihe.

Umgekehrt ein r-adensystem einer Gerade kann immer in
das System der eingeschriebenen reguldren r-ecke projicirt wer-
den. Man soll nur dafir sorgen, dass die Involution der Doppel-
punkte des zur r-ade gehdrigen Involutionsblschels durch einen
cyclisch involutorischen Strahlenbiischel projicirt werde (was
immer mdoglich ist, da diese Involution elliptisch ist). Wenn man
den Strahlenbiischel durch einen Kreis schneidet, welcher durch
den Mittelpunkt des Strahlenbuschels geht, werden die r-aden in
regulére r-ecke Ubergefiihrt.

Die geometrische Construction der r-aden ist also fiir solche
Werte von r mdglich, wie fir die der reguldren r-ecke.

VII.

Die parametrische Darstellung einer Punktreihe auf einer
Raumcurve dritter Ordnung lautet bei einem passend gewéhlten
Coordinatensystem

X:y2:it=1: X R: A
Die Ebene Xiv hat die Gleichung
X 0c—(Uv-j- VA- XU) Y -HAE—+ 2 —1=0.
Die Sehne Xu hat die Gleichungen

Xyx —{X+u)y+z=0,
h*y  G+/*)z-\-t =o.
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Aus der ersten Gleichung folgt, dass / das Doppelverhalt-
niss der vier Ebenen

wO, WO «wA vl

bedeutet. Aus den letzten beiden Gleichungen folgt, dass der geo-
metrische Ort derjenigen Sehnen, welche die Punktpaare der
Involution

verbinden, bildet die Flache zweiter Ordnung

| X y z
y z t=0.
a —b ¢

Den parabolischen Involutionen (ac—b2= G entsprechen
die Kegel zweiter Ordnung, welche die Curve aus den Punkten
derselben projizieren.

Dem Involutionshbischel mit dem gemeinsamen Punkt-
paare hi entspricht derjenige Flachenbiischel zweiter Ordnung,
dessen Grundcurve aus der gegebenen Baumcurve dritter Ord-
nung mit der Sehne ).y besteht.

TYenn die Punktsysteme /;, «*, #= 0. 1,... r—1) durch die
Involution

verbunden sind, so kann ihre Beziehung nach einer schon einmal
benitzten Ausdrucksweise hyperbolisch genannt werden, weil die
Verbindungslinien der entsprechenden Punkte auf einem ein-
schaligen Hyperboloide, oder auf einem hyperbolischen Parabo-
loide liegen.

Die Séatze Uber mehrfache Involutionen kdnnen also als
Satze (ber mehrfach hyperbolische Beziehungen ausgedriickt
werden.

Der Hauptsatz ist der Folgende :

Auf einer Baumcurve dritter Ordnung existiren solche
Systeme von r-aden, dass irgend zwei r-aden desselben Systems
r-fach hyperbolisch sind. Die projizierenden Hyperboloide geho-
ren einem Flachenbischel an.

Mafkcmatinke und Saiunrittentchaftiiclu Bericht* au* Ungarn. SITI. 17
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Ich will einen interessanten speciellen Fall vorfihren.
Wenn man zu zwei Triaden desselben Systems (A™NAgAN,
die dazu gehdérigen Grundpunkte (A™B” hinzunimmt, so
erhdlt man zwei Tetraeder, welche durch die hyperbolischen Be-
ziehungen

verbunden sind.

Wenn man anstatt der conj. complexen Grundpunkte A™B?
zwei reelle Punkte ihrer reellen Verbindungsgerade nimmt, erhalt
man zwei reelle, dreifach hyperbolische Tetraeder. Dieser Fall
wurde bei der Aufsuchung der mehrfach linearen Tetraeder als
der letzte Fall bei einer anderen Gelegenheit vorgefiihrt.

Andere hier auftretende Falle der mehrfach hyperbolischen
Tetraeder kommen auch bei Ptaumcurven vierter Ordnung vom
ersten Geschlechte vor, dieser jetzt erwdhnte Fall aber nicht.
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UBER DIE MEHRFACHEN INVOLUTIONEN.

Von Dr. JULIUS VALY,

C. M. DER AKADEMIE, PROFESSOR AN DEP. UNIVERSITAT ZU KOLOZSVAR (KLAUSENBURG)
Zweite Mitteilung.

Vorgelegt der Akademie in der Sitzung vom 21. October 1895 vom o. M. und Classensecretar
Julius Kanig.

Aus: «Mathematikai és Természettudomanyi Ertesité») (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie), Band XIII, pp. 408—417, 1895.

Die erste Mitteilung beschéftigte sich mit den mehrfachen
Involutionen der eindimensionalen Geometrie. Jetzt werden wir
die mehrfach involutorischen endlichen Punktsysteme einer Ebene
aufsuchen.

In der Ebene verstent man unter einer Involution denjeni-
gen Fall von zwei collinearen Punktsystemen, wo jedem Punkte
der Ebene, sei derselbe zum ersten oder zum zweiten Punkt-
systeme gerechnet, derselbe Punkt der Ebene entspricht.

Es seien X{xx<fuund Y(yry” einander solcherweise dop-
pelt entsprechende Punkte. Dann bestehen gleichzeitig die Glei-
chungen

E QVi—Ril#1+Ri8#2+ ~3735 g 3

oXi=Ui\yx-\-2)22/2+ cii3ys;

wo die Determinante der Involution
-l - dc
(i, k=1 2 3)
nicht verschwindet.

17*



260 JULIUS VALYI.

Hieraus folgen fir die Unterdeterminanten (Aik) die Glei-

chungen
2. Aik=laki; * k=12 3,
WO
A
/ ar

ist. Hieraus folgt weiter nach dem Satze Uber die adjungirte De-
terminante
3. A=P.

Die Gleichungen 2. sagen (ber die Unterdeterminanten
[JIK) der Determinante

«i1+ / + 2 «m13
«21 «22+ | «23
31 «32 a3t A
aus, dass
4 =0 (wenn i” kist),

du —/ (A+ajt+an . «s) 1 (»=1, 2, 3).
Hieraus folgen weiter nach den Relationen zwischen den
Elementen und den Unterdeterminanten einer Determinante
5. Ja .dik =0; (wenn ik ist),
Jii(aii+K)=J; (*=I1, 2,.3).
Es sei noch bemerkt, dass man die Determinante J nach
den Gleichungen 2., 3. auch folgenderweise ausdriicken kann :

6- —2U (A+ttu+ttA+ttns).

Aus den Gleichungen 4., 5., 6. folgen zwei Arten der Involu-
tion, namlich:

a) Wenn A+ all-t-a2+a33 nicht verschwindet, so folgen
aus 4., 5., 6.

aik—0 ; (wenn ig k ist),
oii=I; (*=1,2,3).

Die Gleichungen der Involution sind also in diesem Falle
Qyi=IXi, (*=1,2,3),

d. h. jeder Punkt der Ebene entspricht sich selbst.
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Diese Art der Involution lassen wir im Folgenden ausser
Acht.

b) Wenn

i. ilji >
ist, so verschwindet die Determinante J mit ihren sammtliehen
Unterdeterminanten. Es gibt also sechs Zahlen ¢-de, (t= 1, %3),
mit Hiilfe deren die Elemente von J folgenderweise ausgedriickt
werden konnen :

@t =Cjdt: (wenn i1 K ist).
\~A=cCidi: (i=1. 2. 3).
wo nach der Gleichung 7.
S. —+—C€jtlj- F
ist.
Die Gleichungen der Involution sind in diesem Falle
Q = -/ —ci : (i=l.a 3.
und hieraus folgt nach 8.
- - . - h -

Man sieht aus den Gleichungen 9.. 10.. dass der Punkt mit
den Coordinaten
w/i-fUr, d=i. t, 3}
mit dem Punkte (c,ea  zusammenfallt, und der Punkt mit den
Coordinaten
ulfi—LVi fi=l, i 3
auf der Geraden (dt <L) liegt.

Die involutorischen Punktpaare werden also durch den
Punkt (Q«V3) (Centrum der Involution) und durch die Gerade
{d, dj d;) (Axe der Involution) harmonisch getrennt.

Das Centrum und jeder Punkt der Axe entspricht also sich
selbst. Sie sind Doppelpunkte der Involution.

Diese Art der Involution gehort also zur perspec-tiv-colli-
nearen Beziehung.

Diese Involution wird durch das Centrum und die Axe vollig
bestimmt, sowie auch durch zwei involutorische Punktpaare, wenn
sie ein vollstandiges Viereck bilden.
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Die Gleichungen der Involution sind die einfachsten, wenn
man das Centrum zum Grundpunkte, die Axe zur gegeniberlie-
genden Grundgerade des Coordinatensystems wéhit.

Es sei das Centrum der Punkt (00 1), die Axe die Gerade

(00 1). Dann ist nach 8.
n=i,
und die Gleichungen der Involution sind
% i=~ Xi;
11

Die Gleichungen der Involution sind auch dann einfach,,
wenn man ein involutorisches Punktpaar zu Grundpunkten (z. B.
zum ersten und zweiten Grundpunkte) wahlt und der dritte Grund-
punkt auf der Axe der Involution liegt.

Wenn die Coordinaten des Centrums cxc20 sind, so sind
die Coordinaten der Axe c2{ 0. Nach der Gleichung 8. ist also

A= GQ

und die Gleichungen der Involution

12. QVi=+cl
Q- aAC"3-

Bei der Untersuchung der mehrfachen Involutionen brau-
chen wir gerade diese Gleichungen.

n.

Suchen wir solche Punktsysteme

AhBh, (&91...r-1.>9

in der Ebene auf, welche gleichzeitig durch die beiden Involutionen

verbunden werden, wo die Indices mod. r zu reduzieren sind.
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Setzen wir voraus, das die Centra (CC') und die Axen {aa")
der beiden Involutionen verschieden seien und keines der Centra
auf der Axe der anderen Involution liege. Setzen wir weiter voraus,
dass die Gerade CC nicht durch den Punkt aa" hindurchgehe.

Unter solchen Voraussetzungen bildet das gemeinschaftliche
Punktpaar der beiden Involutionen auf der Gerade CC' keinen
Doppelpunkt. Wéhlen wir dieses Punktpaar zum ersten und zwei-
ten Grundpunkte und den Punkt aa' zum dritten Grundpunkte.

Die Gleichungen der beiden Involutionen haben dann die
Form 12.

Es seien

die Coordinaten von Ah an, Uh2 QiB;

« ( « Bh bh bh2 bht;
(« « « C cl c2 0;
4 « « C G 0

Dann werden die beiden Involutionen durch die Gleichun
gen ausgedrickt.

ath= & Uus> (d+1bhta= 52an.

3. Ohbhz= the (4+ b2— o ahjj
Qbh3=--cw Qs> (4+1bh+13=.  QC/EBE]
(h=0, 1,..., r—D.

Drei Félle sind zu unterscheiden.

1. Wenn eine der Zahlen ah3bh3, (h=0, 1, ...r—1) ver-
schwindet, so verschwinden auch alle tibrigen nach den Gleichun-
gen 13.

Die Punkte AhBh, {h=0, 1,...r—1) liegen in diesem Falle
auf der Geraden CC und bilden nach den vorausgesetzten Involu-
tionen zwei r-aden desselben Systems.*

2. Setzen wir voraus, dass keine der Zahlen ajls bh3(h=0,
1, ... r—1) verschwindet, es verschwinde aber eine der Zahlen
ajh; dann verschwinden nach den Gleichungen 13. alle die Zahlen
bh3ahl, (A=0, 1, .. «r—1).

Flhren wir nicht homogene Coordinaten ein. Es seien

Erste Mitteiluag I.
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die Coordinaten von An Q0 an 1:

« « « Bj, 10 Rn;
« « « C ri1 0
« « « C ri1 0.

Dividirt man in den beiden Colonnen der Gleichungen 13.
die erste Gleichung durch die dritte so erhélt man

«igh T+ 1—0; _
’ h=0 1 .. =l
"h Rh+1lr'+ 1=0 : ( L )
Hieraus folgt genau so, wie im ersten Kapitel der ersten
Mitteilung, dass zwischen den Punktsystemen AnBn, (h=01,...r—1)
die r Involutionen

(*=0, 1,.. er—1).

bestehen.

Es seien die Centra Ck, (k=0, 1, ...r—10).

Die Formeln sind symmetrisch, wenn man den Einheits-
punkt des Coordinatensystems so wahlt, dass

«0 — Ro — 1

seien. Wenn man die Punkte Bn vom Punkte BOin umgekehrter
Eeihenfolge numerirt, sind die Coordinaten

von An 0 —eh 1;
von Bi 1 0 —fi;
von Ck —fk 1 0.

WO ¢ eine primitive r-te Einheitswurzel bezeichnet.
Die Punkte AnBiCn liegen in einer Geraden, wenn

_ 0(mod. r)
Ist.

Hieraus folgt, dass die drei Punktsysteme drei r-aden bil-
den. Irgend zwei dieser r-aden sind r-fach involutorisch mit den
Punkten der dritten r-ade als Centra.

Die Grundpunkte der r-aden sind die Schnittpunkte ihrer
Geraden. Hieraus folgt, dass hochstens eine einzige der drei r-aden
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reell sein kann, denn die Grundpunkte einer reellen r-ade sind
conjngirt complex.*

Der einfachste Fall dreier solcher r-aden (r = 3) kommt bei
den ebenen Curven dritter Ordnung vor. Die 9 Inilexionspunkte
bilden ein solches System.

3. Setzen wir voraus, dass keine der Coordinaten von Ah B],
verschwinde.

Dann folgen aus den Gleichungen 13.

gAjflvi= _ bhfih, __bh+i.ibh+i,2.

nls n +u*

(h=0. 1, ...r—1).
Der Wert dieser Briiche ist also unabhéangig von h. Sei der-
selbe c.
Die Punkte A Bh(h=0, L ...r—1) liegen also auf einem
Kegelschnitte, dessen Gleichung ist

j can—0.

Aus den vorausgesetzten beiden Involutionen folgt, dass sie
zwei r-aden desselben Svstems bilden.**

m.

Bei den Punktsystemen A), B),, <h=0, 1, ... r=1), welche
durch die beiden Involutionen

Ah\ A,
Bhr \Bhtl
verbunden werden, kénnen ausser dem schon besprochenen Falle
auch die folgenden Félle vorkommen :
1. die Centra fallen zusammen, (he Axen aber nicht;
2. die Axen fallen zusammen, die Centra aber nicht;
3. die Centra und die Axen sind verschieden, aber die Ver-
bindungslinie der Centra geht durch den Schnittpunkt der Axen
hindurch;

Erste Mitteilung II.
Erste Mitteilung VI.
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4. das eine Centrum liegt auf der Axe der anderen Invo-
lution ;

5. beide Centra liegen auf den Axen der anderen Involution.

Irgend einen dieser Félle vorausgesetzt, sei P der gemein-
same Punkt der Axen. (Im Falle 2. kann P irgend ein Punkt der
gemeinsamen Axe sein, derselbe sei aber so gewahlt, dass er nicht
in einer Geraden mit den Centren falle.)

Der Punkt P entspricht in beiden Involutionen sich selbst.
Wenn einer der Punkte AnBn mit ihm zusammenfiele, so wiir-
den auch alle (brigen, nach den beiden vorausgesetzten Involu-
tionen mit ihm zusammenfallen. Deshalb setzen wir voraus, dass
keiner der Punkte Au Bu mit P Zusammenfalle.

Wenn man die Punkte AuBu aus dem Punkte P projiziert,
so erhélt man Strahlen anbu, {h—0, 1, ... r—1), welche durch
die beiden Involutionen

idh\ jah \
W r \bhl
verbunden werden.

In den vier ersten Fallen haben die beiden Involutionen
einen gemeinsamen Doppelstrahl, deshalb missen alle Strahlen
mit diesem Strahle zusammenfallen.*

Die Punkte Au Bu liegen also alle auf einer Geraden. Die bei-
den darauf liegenden Punktinvolutionen haben aber schon einen
gemeinsamen Doppelpunkt (P), folglich fallen alle Punkte entwe-
der in einen oder die Punkte An und die Punkte Bn in je einen
Punkt zusammen. Von Punktsystemen kann also in diesen Fallen
keine Eede sein.

Im Falle 5. haben die beiden Strahleninvolutionen zwei ge-
meinsame Doppelstrahlen. Die beiden Involutionen verlangen
also nur, dass die Strahlen an einerseits, die Strahlen bn anderer-
seits in je einen Strahl zusammenfallen sollen. Die Verteilung
der Punkte An Bn auf diesen Geraden miissen wir né&her unter-
suchen.

Es seien die Centra CC, die Axen tt’ und es liege C auf der
Axe £, C auf der Axe t.

* Erste Mitteilung IV.
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Wahlen wir die Punkte C, C, tt' zu Grundpunkten des Coor-
dinatensystems.

Den Fall koénnen wir aussehliessen, wo einer der Punkte
Ah Bh auf der Geraden CC liegt, denn dann wirden alle Punkte
nach den vorausgesetzten Involutionen auf diese Gerade fallen
und wirden alle Punkte entweder in einen Punkt oder in zwei
Punkten harmonisch zu CC zusammenfallen.

Es seien die Coordinaten

von Ah ahl al? 1;
von Bh  bhl bjh 1.

Die beiden Involutionen werden durch die Gleichungen aus-
gedriickt, welche nach den Gleichungen 11. des ersten Kapitels
gebildet werden, wenn man aus diesen den Proportionalitéts-
faktor durch Division eliminirt.

bhl= —<H, bhti,i= dhl>

1 ' (h—0,1, . .. r—1).
bh2— «&2> bh+i,i=—(ih9m
Hieraus folgt, dass die Coordinaten
des Punktes  A<n Ol «2 1
« t 4N ~ 01 ' 02 1;
« Bzn «Ql  «02 l;
« « B<zn+\ «01 «02 l;

sind. Die Punkte Ah und Bh fallen also in je zwei Punkten zusam-
men. Die vier Punkte bilden ein vollstandiges Viereck, dessen
Diagonalpunkte CC und tt" sind.

Lasst man also die Mehrfachheit der Punkte bei Seite, so
kdénnen wir sagen, dass nur bei der zweifachen Involution von zwei
Paar Punkten der Fall vorkommt, dass beide Centra auf den Axen
der anderen Involution liegen.

Weil aber erst zwei Punktpaare eine Involution bestimmen,
so sind die wahren Félle der mehrfachen Involutionen nur diejeni-
gen, wo r>2 ist.

Die wahren Falle der monocyclischen mehrfachen Involu-
tionen wurden also im vorigen Kapitel vollstdndig erschopft.
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AVA

Eine polycyclische mehrfache Involution ist vorhanden,
wenn die Punktsysteme

k=1, 2, ...5 \
A\Bk \h=0, 1, . .. rk—1I)

gleichzeitig durch die beiden Involutionen

.H()’ I-f)tf+1

verbunden werden, wo die Indices von AkBkmod. rkzu reduzie-
ren sind. Es seien die Centra CC'.

Wir wéhlen wieder das gemeinsame Punktpaar der beiden
Involutionen auf CC und den Schnittpunkt der Axen zu Grund-
punkten des Coordinatensystems.

Wir halten es fur Uberflissig, die Untersuchung hier naher
zu verfolgen, da dieselbe sich vom Gange des Kapitels V. in der
ersten Mitteilung und des Kapitels Il. in dieser Mitteilung nicht
wesentlich unterscheidet.

Ich will nur die Hauptsétze vorfihren.

1. Wenn die Punkte A”B” verschieden sein sollen, miissen

rXx—r2= ... —rs

sein. Der gemeinsame Wert sei mit r bezeichnet.

2. Wenn eine der Coordinaten AkBY,(h=0, 1,...,r—1J)
verschwindet, so bilden A£ B%zwei r-aden in linearen Punkt-
reihen.

3. Wenn keine der Coordinaten von A% B”, {h=0,1,. .. r—1)
verschwindet, so liegen diese Punkte auf einem Kegelschnitte,
dessen Gleichung

XXic2—CkXj = 0,

und sie bilden auf diesem Kegelschnitte zwei r-aden desselben
Systems.

Die Constanten c&kénnen bei den verschiedenen Cyklen
verschieden sein.
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Die Kegelschnitte verschiedener Cyklen stehen also in einer
doppelten Berdhraner. Die Berihrungspunkte sind gemeinsame
Grnndpnnkie aller r-aden.

Bei reellen r-aden ist also die doppelte Berlihrung der Ke-
gelschnitte imaginar.

4. Die Centra der Involutionen bilden eine r-ade in einer
linearen Pnr.ktreihe. lie Aren tildén eine r-ade in einem linearen
StrahlenbiischeL

Endlich kénnen wir den folgenden Hauptsatz anssprechen:

Die mehrfach imvlutorischen endlichen Punktsysteme einer
Ebene kéimen in r-aden auf linearen und quadratischen Punkt-
reihen zerlegt werden.
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DAS PRINCIP DER KLEINSTEN ACTION UND DAS
HAMILTON’sehe PRINCIP.

Von Dr. MORITZ RETHY.

C. M. DER AKADEMIE, PROFESSOR AM K. JOSEFS-POLYTECHNIKUM ZU BUDAPEST.
Gelesen in der Sitzung der Akademie vom 20. April 1896.

Aus: «Matematikai és Természettudomanyi Ertesité» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie), Band XIV, pp. 267—298. 1896.

Kritische Bemerkungen, die Herr A. Mayer beziiglich der in
meiner friheren Mitteilung gegebenen Deutung der Helmholtz-
schen Beweise * mir brieflich mitzuteilen so gutig war, veranlassten
mich in Verfolgung und Ausgestaltung der ihr zu Grunde liegenden
Gedanken zu folgender Verallgemeinerung meineriintersuchungen.

8. 1. Zusammenfassung der Beziehungen.

I. Es bezeichne lberall

T die lebendige Kraft des Punktsystems,

U das Potential des Punktsystems,

gi die unabhangigen Coordinaten desselben,

di, bi die Anfangs- resp. Endwerte der Coordinaten,

al, Ui « € « « der Geschwindigkeiten,

t die verdnderliche Zeit,

h ein Zeitintervall,

n Anzahl der unabhdngigen Coordinaten der inneren Punkte
des Systems.

Dieser Band dieser Berichte, pp. 1—21.
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Es bezeichne ferner F eine (etwa im Ausdruck von U vor-
kommende) veranderliche Grosse, E(t) eine fiir die Variation feste
Funktion der Zeit, und es seien

Demgemass ist f eine gegebene Funktion der unabhéngig
veranderlichen Gréssen qi, i, Fund t, und enthalt auch, namlich
in U, eine willkirliche additive Constante; diese Constante soll
keiner Variation unterliegen. Da bei der Variation der Zeitintegrale
H, 1und A die Zeit tder Variation unterliegen soll, fiihren wir als
reihendes Element eine unvariirbare Verdnderliche < ein, und

bezeichnen die Differentialquotienten der Zeit und der Coordina-
ten nach ihr, wie folgt:

.t
~lap’

dgf
q-~ du '

Es bestehen dann die Identitaten:
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Hi i a\
dt
df  df dg. = df d(fl)
afi Hi Hi Hi Hi’ -
cdf s w of dg n o df
& i dg. df i dof
dfft) "o
dt 1

Man verificirt von (3) aus leicht
-lT_ " . " ” 5Y - . (@
0_j?i dg'. g ~ j=1,=1 dgjdgj q;qy

Es soll vorausgesetzt werden, dass diese Grosse HOin dem
Zeitintervall von 0 bis txnirgends verschwindet, und dasselbe soll
auch von der folgenden Funktionaldetemiinante vorausgesetzt

werden
d*f d*f d*f
H'idg'i dg'iog™ dqi do'n
d*f d*f

do'zdg'i dg'idg'i dq'idg'n

af o D
dondq[ cofndqi - defndg'n

§ 2. Die Bewegungsgleichungen des Punktsystem s

1. Fir die Bewegung des Punktsystems bestehe das folgende
System von gewohnlichen Differentialgleichungen :

-

E Hé %,g =a GO)
(*=1,2,..., N

dG }

dt (307>
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Bei Ausfuhrung der angezeigten partiellen Differentiationen
nach gi und gl sind die in f explicite vorkommenden t und F als
constant anzusehen. Kommt F in f explicite nicht vor, so sind die
Gleichungen bekanntlich die von Lipschitz und Schering Ver-
allgemeinerten sogenannten Lagrange’sehen Bewegungsg”ichun-
gen. In diesem Specialfall ist F die Energie des Systems.* Kommt
F in /"auch explicite vor. so sollen die f der Beschrankung unter-
liegen, dass die n + 1 Gleichungen zur Bestimmung der in ihnen
enthaltenen n-\-1 Gréssen

o aq® ..., gni F
als Functionen von t geniigen, und falls die Anfangswerte der
Coordinaten, der Geschwindigkeiten und des F gegeben sind,
diese Functionen eindeutig bestimmen. Ich werde im Folgenden
die Gleichungen (10" und (i0") auch in diesem allgemeinsten
Falle die Lagrange’sehen Bewegungsgleichungen, und die Grdsse
F die Energie des Systems nennen.

II. Satz von der lebendigen Kraft. Das Integral G=eonst.
als Definition der Energie.

Die identische Gleichung (3) giebt die folgende:

dG _ n (d df gf  df dF  dF
dt = 2 [dt do\  Jajgb di  dF dt

aus ihr folgt daher bei Hinzuziehung der Gleichungen (10", (10")

dG _ df 9f\dF

dt = £+ (1t aerdt

Die Gleichung spricht den Satz von der lebendigen Kraft

aus fur die betrachtete Bewegung, und bestimmt im Allgemeinen
den Differentialquotienten der Energie nach der Zeit als einwer-
tige Function der gleichzeitigen qi, q[, t und F. In einem Special-
fall jedoch, der fur die Folge von Wichtigkeit sein wird, fallt

dEaus der Gleichung heraus. Es ist dies der Fall, wo f von t ex-

10y

0. (111

* Lipschitz: Untersuchungen etc. Crelle’s Journal Bd. 74. E. sche-
ring . Hamilton-Jac. Theorie etc. Géttinger Abhandlungen 1873.

Mathematische und Xaturuissenschaftliche Berichte aus Ungarn. X d . IS
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plicit nicht abhéngt, und dF von Null verschieden sein soll. Die

Gleichung (11) zeigt, dass in diesem Fall zu jeder Zeit
(11

sein muss. In diesem Specialfall bestimmt aber eben diese Glei-
chung die Energie F unmittelbar als Function der gt und gl; es
wére denn, dass die Gleichung eine ldentitdt wére, welchen Fall
wir aber aus der Beobachtung ausschliessen wollen.

Ist umgekehrt f von t explicit unabhéngig, und finden in der
Bewegung ausser den Gleichungen (10" auch die Gleichung (11"
zu jeder Zeit statt, so zeigt ein Blick auf die identische Gleichung
(10), dass dann auch die Gleichung

dG
dt

Zu jeder Zeit stattfindet.

Ich werde im Folgenden diese durch die Gleichungen (107
und (11" definirte Bewegung, die LAGRANGE’sche Bewegung zZwei-
ter Classe nennen; hingegen soll jene Bewegung, die schon durch
die Gleichungen (10") definirt ist, falls fvon F explicit unabhangig
ist, die LAGRANGEsche erster Classe genannt werden.

Es ist bemerkenswert, dass die LAGRANGEsche Bewegung
zweiter Classe ein allgemeines Integral besitzt, in welchem Ffehlt.
Da namlich aus (10")

G=const.=

ein Integral der Differentialgleichungen ist, und ausserdem noch
die Gleichung (11" bestehen soll, diese aber keine Beschleunigun-
gen enthélt, so giebt die Elimination von F aus den genannten
beiden Gleichungen ein allgemeines Integral des Systems, in wel-
chem F fehlt.
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Bemerkung. Die Auflésung der Gleichung (11) nach F sei
F~F(qi, a--—, gn; g't, ==+, dn),

und man bezeichne mit f diejenige Function, die sich aus f ergiebt,
wenn an Stelle von F die Function F substituirt wird.
Wir haben dann

df _ df _ df FF
dgi dgi dF dgi’

daher vermdge der Gleichung (11

df__ R .

dgi —dgi (FFF)5
und ebenso

aqi - dqiflt P

Ist daher die Bewegung von der zweiten Classe, so ergeben
ihre n+1 Bewegungsgleichungen die von F vollstandig freien n
Gleichungen

irtlé J+F)- k (f+F)=0- (204

(i=1, % 11)

Die zum Potential U gehorige Bewegung zweiter Classe ist
demnach, kinematisch betrachtet, identisch mit derjenigen Be-
wegung erster Classe (10*), die zum Potential U-\-F gehort. Aber
die Energiemengen sind in beiden Fallen verschieden. Bei der Be-
wegung zweiter Classe ist ndmlich die gesammte Energie des
Systems = F, also variabel; bei der durch das System (10*) defi-
nirten Bewegung erster Classe hingegen ist diese Grosse

« d(f+F) .
A (i]ll ql—(f+F),

und daher constant. Die beiden Bewegungen sind demnach physi-
kalisch genommen verschieden. Auch ihr Verhalten dem Actions-
princip gegeniber ist ein verschiedenes; und hierauf wird es uns
zunéchst ankommen.

18*
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8. 3. Das Hamilton’sche Princip fiir die betrachteten
Bewegungen.

V. Man supponire bei der Berechnung der Variation des
Zeitintegrals H, dass simmtliche Punkte des Systems die fiir die
Variation festen Anfangslagen o gleichzeitig, und zwar zur festen
Zeit t—0, verlassen, und in die Endlagen bi gleichzeitig ankom-
men, dass jedoch die Zeitdauer der Ueberfiihrung der Variation
unterliegt; die Variation dieser Zeitdauer t1sei mit 8tt bezeichnet.

Es ergiebt sieh dann auf bekannter Weise

w(fl)  dos ()
\ dg,dtp

aw) 4o o\mf
3 dp

L &sFdw + My
o dF Nt

Daraus folgt mit Herbeiziehung der Bezeichnungen und Re-
sultate (3), 4), (5), (8) und (9) die Gleichung

= dg-di
an|fd1' TJt%I( q-ap

»I>=(|V2+ (|+ | (272 f))dt+fFsF)dt-
(L2<

(f+f L \]H at-(F+ G)IJtl. (it>

Nimmt man noch Ricksicht auf die ldentitaten

das ist

djFdt=j (dF- — dt)'dt+Ft,dtu
0 o' dat 1

dtt,
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so findet man mittels Addition zu SH mit Einbeziehung von (6)

und (7)
tj [Likh + (Fff+ dt )"k fL+ fff) aF)dl~ G,<®|’ 3)
M =)"(1,n +-fits (I+4d) 0'F+4G) dt. (14)

Eine notwendige Bedingung zum Verschwinden sowohl des
SH als des dl und des dA bei ganz willkirlichen Sqgi ist daher das
Bestehen des Glcichungssystems

Li= 0,
=12....1

Wenn aber diese Gleichungen bestehen, so vereinfachen sich
die Ausdriicke auch in Folge der Identitdt (10); wir haben
namlich

dF \
*H=)& iaF- dt~ ~ 7~ ~E > % (120
St) dt-G,, St,, (130
{4aF -U St)dt (140

-¢ fU)dt

Daraus folgt, dass das Bestehen des Gleichungssystems
Li=0 zum Verschwinden von SHund SI im Allgemeinen selbst
dann nicht geniigt, wenn Stx= 0 ist.

V. Das Hamilton sehe Princip fur die Lagrange'sehe Bewe-
gung erster Classe. Ist f explicit unabhéngig von F, und soll SH
bei nicht variirender Zeitdauer tx und bei ganz willkirlichen Sg-
verschwinden, so ist hiezu das Bestehen des Gleichungssystem’s
Li=0,
(i=1, 2
eine notwendige und hinreichende Bedingung. Die Bewegung ist
daher jedenfalls die LAORANGE'sche erster Classe.
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Das Hamilton'sche Princip fiir die allgemeine Lagrange-
sehe Bewegung. Stellt man bezlglich der Variation die Forderung
auf, dass dH—O0 sei bei unvariirter Zeitdauer und bei ganz will-
kirlichen 6qi, wahrend zwischen dF und dt die Beziehung statt-

findet

oF= dJFI’ dt, (15)

stellt man ferner zur Definition von F die Gleichung G= 0 auf,
so ist die Bewegung gewiss die L agrange’sehe.

Da namlich und die Gleichung (15) bestehen sollen,,
so verschwindet die rechte Seite der Gleichung (12"); diese be-
steht aber, sobald die unvariirte Bewegung den Gleichungen
Li=0, (i—1, 2, ... n) gemiss vor sich geht. Diese Gleichungen
mitsammt der von vornherein geforderten Gleichung G =0 defi-
niren aber allgemein die LAGRANGE'sche Bewegung (10', 10").

Bemerkung. Da f auch eine willkirliche, nicht zu variirende
Constante enthélt (§ 1, 1.), so sind die Gleichungen G=const. und
G =0 sequivalent. Man bemerkt, dass diese Gleichung sich nicht
aus dem (soeben ausgesprochenen) Variationsprincip selbst ergab ;
das folgende Variationsprincip ist in dieser Beziehung vollkom-
mener.

VL. Das Variations-Princip fiir die Lagrange'sehe Bewe-
gung zweiter Classe. Soll di bei ganz willkurlichen dqi, dF und
ott selbst dann verschwinden, wenn man die unvariirte Bewegung
mit einer beliebigen solchen vergleicht, deren Anfangslage die-
selbe ist, wie die der unvariirten, deren Endlage aber diejenige
ist, welche die unvariirte zu einer beliebigen Zeit zwischen 0 und
einnimmt, so ist hiezu das Bestehen der Gleichungen

Li — 0,

(i1, 2 eal)

1+ W =°’
G=0
eine notwendige und hinreichende Bedingung. Die Bewegung ist
daher jedenfalls eine LAGRANGE’sche zweiter Classe.
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Bemerkung. Die Bedingung (15) lauft auf die Forderung
hinaus, dass die Energie in den variirten und in den unvariirten
Bewegungen eine und dieselbe feste Zeitfunction sein soll, mit
numerisch bestimmten Coefficienten. Die Gleichung (15) ist daher
der folgenden aequivalent:

F=E(t) (16)

Das entsprechende Variationsprincip fir die allgemeine
Lagrange’sche Bewegung. Soll aber dF nicht mehr willkirlich
sein, sondern der Beschrankung (16), die der Gleichung (15)
aequivalent ist, unterliegen, wéhrend die ogi und dtl willkirlich
sind, und soll dl selbst dann verschwinden, wenn tx (wie soeben!
eine beliebige Zwischenzeit bedeutet, so ist zum Verschwinden
von 5/ das Bestehen der Gleichungen

eine notwendige und hinreichende Bedingung. Die Bewegung ist
daher jedenfalls eine LAGBANGE'sche.

8. 4. Das Actionsprincip, wenn die Energie fir variirbar
erkléart wird.

YI1l. Das mit A bezeichnete Zeitintegral wird bekanntlich im
Specialfall, wenn T eine homogene quadratische Function der q\
ist und U nur von der Lage abhéngt, die Action des Systems ge-
nannt; ich habe es daher auch im allgemeinsten Fall mit demselben
Namen belegt. Da der Ausdruck (14") eine Folge von (14) ist, so-
bald sammtliche dqi ganz willkirlich sind, (14') aber verschwindet,
wenn der Variation die Beschrankung auferlegt wird, dass sowohl
F als auch G dieselben numerischen Zeitfunctionen seien in der
variirten Bewegung als in der unvariirten [(15), (16)], so konnen
wir die folgenden Séatze aussprechen :

1 Wird gefordert, dass die Variation der Action verschwinde
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bei Uberfithrung aus einer festen Anfangslage in eine feste End-
lage, und wird gefordert, dass F und G in den variirten und den
unvariirten Bewegungen dieselben Zeitfunctionen bleiben sollen,
so ist hiezu das Bestehen der Gleichungen

Li= 0,
(i—L2...,n)
eine notwendige und hinreichende Bedingung.

Da demnach G beliebig verénderlich sein darf, so entspricht
diesen Forderungen nicht nur die LAGRANGEsche Bewegung.

2. Halten wir die Forderung bezliglich F aufrecht, wahrend

wir die Variation von G flr unabhangig von der Variation der Zeit
erklaren, so ist zum Verschwinden der Action das Bestehen der
Gleichungen

Li — 0,
(i—12 .. . n)
dG' _
dt 0
j dGdt=0, a7

eine hinreichende Bedingung.

Den Forderungen entspricht daher die Lagrange'sclio Bewe-
gung nur in dem auch von der Gleichung (17" umschriebenen be-
schrénkten Variationsbereich. Dieser Beschrankung zufolge sind
aber die dgi und das dt von einander nicht mehr ganz unabhé&n-
gig, daher sind diese hinreichenden Bedingungen nicht zugleich
notwendige.

3. Lassen wir auch die Forderung beziiglich F fallen, indem

wir sowohl F als auch G fur Grossen erklaren, deren Variation
unabhéngig ist von der Variation der Zeit, so haben wir zwei Félle
zu unterscheiden, je nachdem f explicit abhangig ist von F
oder nicht.

a) Bestehen im ersten Fall die Gleichungen

Li= 0,
(=1 %.... n
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1+ dF:O'
dG _
dt_o’

*Gleichungen, welche die Lagrange’sche Bewegung zweiter Classe
definiren, so ist zum Verschwinden von oA die Beschrankung (17"
erforderlich und hinreichend.

b) Im zweiten Fall lautet die Gleichung (14" wie folgt:

dG
dA=J (3F+ dG-(-ffit + dt )")dt-

Demzufolge geniigt es zum Verschwinden von dA, dass die Glei-
chungen
u-= 0,

(7L, 2

F+ G= _9'—/=const.,
| Ui

(/)i(F+ G)dt:d'» I\/]_ ql f) dt=o a7

Bestand haben. Die Bewegung ist eine Lagrange’sche erster Classe,
in der die Erhaltung der lebendigen Kraft gitig ist; und das Ver-
schwinden der Variation der Action bei festen Grenzlagen trifft
nur in dem durch die einzige Gleichung (17") festgesetzten
Bereich zu.

VIIl. Fomndirung des allgemeinen Actionsprincips. Der
soeben betrachtete Specialfall b) wurde in der angefiihrten Arbeit
des Herrn A Mayer vollstandig erledigt. Der Specialfall a) wird
uns im 8 5 beschéftigen. Hier wird es sich um jene Erganzungen
des allgemeinen Satzes 2. handeln, die bezlglich der Forderungen
des Variationsproblems aufzustellen sind, damit allen Forderun-
gen die Lagrange’sche Bewegung allein genlge. Es soll bewiesen
werden, dass diese Erganzung auf mehr als einer Weise gesche-
hen kann.
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Man verlange namlich, dass die Variation der Action ver-
schwinde fiir den Ubergang aus einer festen Anfangslage in eine
feste Endlage auch bei beliebig variirender Zeitdauer. Die Glei-
chung G—O bestehe nicht nur in der unvariirten Bewegung, son-
dern auch in der variirten, und man beschranke das Bereich der
Variation auch durch die Festsetzung (15), dergemass, mit E (t)
eine feste Zeitfunction bezeichnet,

oF—E' (t) dt
sein soll.

Man stelle endlich Eine der folgenden Forderungen auf:

A) Die Variation der Action verschwinde selbst dann, wenn
eine «beliebige» Zwischenlage in der gesuchten Bewegung als
feste Endlage aller variirten betrachtet wird.

B) Die Bewegung komme in die «gegebene» Endlage bi mit
den «gegebenen» Geschwindigkeiten bj an; und die feste Function
E(t) sei eben die «Lagrangex»-sehe zu denselben Werten bi, bi
gehorige Zeitfunction der Energie.

C) Es habe fur die gesuchte Bewegung der Satz von der
lebendigen Kraft Giltigkeit.

D) Es habe an dessen Stelle allgemeiner irgend ein anderer
Satz Giltigkeit, dessen Gleichung aus den Lagrange sehen Bewe-
gungsgleichungen linear zusammengesetzt ist.

In einer jeden dieser vier Alternativen genigt sammtlichen
Forderungen die Lagrange'sehe Bewegung und nur sie.

Ich bemerke, dass die Alternativen A), C) und D) dieselben
sind, welche ich unter speciellere Voraussetzungen (bezlglich f)
in meiner vorigen Arbeit in diesen Berichten bewiesen habe; die
Alternative B) habe ich hingegen in meiner diesbeziiglichen ersten
Publication* in einigermaassenmodificirter Form aufgestellt, aber
nicht bewiesen.

IX. Der Beweis des aufgestellten Theorems soll nach der
Lagrange’schen Methode geflihrt werden. Ich setze dieser Methode
gemass

* Math, és Term. Ertesit6. Bd. XIV. (Anzeiger der Akademie), 189%-
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=2 i N 18
B=2-29i+y-1)G. (18)

wo (J—1) den Lagrange’schen Multiplicator bezeichnet, und
G =tgi %é..qi-f- F =0, 17)

die Bedingungsgleichung der Variation ist; und berechne die Va-
riation des Zeitintegrals B, namlich
fal
dj Rdt.
0

Sie ist durch die Gleichung (12*) gegeben, wenn (berall
statt f gesetzt wird. Die Unbekannten des Problems, die gi und F,
denen sich auch Xzugesellt, sind so zu bestimmen, dass sémmt-
liche Factoren der d% dt, dt, verschwinden, — wobei natirlich
auf die durch die Gleichung (15) ausgedrickte Forderung Ruck-
sicht zu nehmen ist. Wir haben also ausser der Gleichung (17),
wenn wir einstweilen von den Ergdnzungen A), B), C) und D) ab-
sehen, Alles zusammen noch die folgenden Gleichungen zu
erfillen:

di d di2
dgi dt dg. ®)
»=12...,n
A d8  dg dF
di dt  dF dt ©

Da die Gleichung (c) eine Folge des Systems (b) ist, so blei-
ben zur Bestimmung der (n+2) Unbekannten

A F) g\l gt>e me) on

nur die Gleichungen (17), (b) und (@) von denen die Letzte bloss
zur Zeit  zu befriedigen ist. Wir wollen diese Grenzgleichung
untersuchen.
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Schreibt man (18) in der Form
B=f+F+IG, (18"

§Dl(g(ﬁ|:)+x2 AF>)((18")

so ergiebt sich mittels (9)

di of r d*f df
cdi  0mA W 1
1 df

daher ergiebt sich mit Ricksicht auf (18)

In Folge der Bedingungsgleichung (17) ist daher zu jeder Zeit

w dQ
119>)

Das zur Rechten stehende Product soll der Gleichung (a)
gemass verschwinden, wenn t—t1 ist. Da aber der zweite Factor
den beziiglich f gemachten Voraussetzungen gemaéss nie verschwin-
det (1), so erfordert dieses das Verschwinden des ersten Factors.

Wir haben also zur Zeit tt, — und wie aus (c) ersichtlich, im
Allgemeinen auch nur zu dieser Zeit — die Grenzgleichung

7= 0, (19)
einzuhalten.

Die Anzahl der Unbekannten des Problems ist aber, wie wir
gesehen haben, n+2, wéhrend die Anzahl der zur Verfugung ste-
henden Differentialgleichungen auf diese Weise nur n+1 st
Solange also keine neue Forderung hinzukémmt, bleibt das Pro-
blem gewiss unbestimmt.

X. Die neu hinzutretende Forderung sei erstens die in (VIII),
p. 281. mit A) bezeichnete, ndmlich die folgende: Man verlange, dass
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die gesuchte Bewegung den gestellten Variationsbedingungen selbst
dann geniige, wenn man sie mit variirten Bahnen vergleicht, die
zur Zeit 0 von denselben Lagen a* ausgehen, wie die gesuchte
Bewegung, und zur Zeit r+dr in jene Endlagen ankommen, wel-
che in der gesuchten Bewegung zur Zeit r passirt werden; und
dies soll unabhéngig von der Zeit r zutreffen, wenn nur

0 < r <Ltx.

Aus den Ergebnissen des Artikels IX folgt dann unmittelbar, dass
die Gleichung (19) auch fiir das beliebige r, d. i. fur alle Werte
von t gelten misse.
Wir haben demnach
a= 0,
daher
R=f+F;

mithin gehen die Gleichungen (b) in die Lagrange’schen Bewe-
gungsgleichungen tber und bestimmen daher mitsammt der Be-
dingungsgleichung (17) die Lagrange’sche Bewegung.

XI. Die neu hinzutretende Forderung sei zweitens die mit
B) bezeichnete, namlich: Die Lagen und Geschwindigkeiten bi,
b[ seien zur Zeit gegeben und auch die Energie F sei nicht nur
von vornherein gegeben, sondern sie sei geradezu die zu den Da-
ten gehdrige Lagrange’sche Zeitfunction E(t) der Energie.

Ich behaupte, dass dann die gesuchte Bewegung gewiss den
Lagrange’schen Differentialgleichungen (10', 10") gemadss vor
sich geht.

Es sind ndmlich die Werte von

Nj i > > >e>e>(n>

zur Zeit ij der Reihe nach
0; bl, ,..., bn; bt bt ..., bn; (20)

also gegebene Zahlen. Ferner sind die (n+1) Differentialgleichun-
gen (b) und (c) des Variationsproblems linear in den (n+1) Diffe-
rentialquotienten
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di- dg[ dpat do'v
di’ ~df” W " 7 It

Endlich ist der zn den gegebenen Werten (20) gehérige Wert der
Determinante dieser Gleichungen von Null verschieden. Der Coef-

ficient von di ist ndmlich in der i-ten Gleichung (b)
Al—- dXdef 2 dg\dg. {t=1))

wahrend die Ubrigen Coefiicienten, da furi=it, A= 0 ist, Uber-
gehen in

Da ferner die Gleichung (c), mit Hinsicht auf (19'), zu schrei-
ben ist
+W E‘®=0
so sind die Coefiicienten der genannten Differentialquotienten der
Reihe nach allgemein

. w=mdH, dHqg dHQ
dq[’® dg; ’-- Adg'n’

also zur Zeit tx, wo A=0 ist
{H\; 0,0 ...,0

Die Determinante ist daher

A a*f dx
"odglida\  doido'z dg'idgn
a*f d*f d*f

do'zdgfi  dq'idoz dg'idg’n 4 (HD

O*f d*f d*f
ofndfi - oy ek
0 0 . 0
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Da demnach die Determinante in das Product zweier Gros-
sen zerfallt, die den VorausSetzungen gemass nicht verschwinden,
so lassen sich die Unbekannten des Problems aus den linearen
Differentialgleichungen in Eeihen entwickeln, die nach positiven
geraten Potenzen von (t—/,) fortlaufen, und zwar eindeutig wie
immer auch E f gegeben ist Daraus folgt, dass wenn E f) eien die
der Lagrange sehen Ldsung entsprechende sein soll, ;ene eindeuti-
gen Eeihen eben die Lagrange'schen Ldsungen darstellen missen.

Ist ndmlich /.=0, so gehen die Differentialgleichungen des
Variationsr<robiems eben in die Lagrange'schen Bewegnngsglei-
chungen tber.

XTT- Die neu hinzutretende Ergdnzung des Problems bestehe
drittens in der mit C gezeichneten Eordernng: dass namlich der
Satz von der lebendigen Kraft in der gesuchten Bewegung Giltig-
keit habe. Demnach ist die Function F zwar nicht gegeben, an
Stelle dessen aber der Gleichung 11 unterworfen:

dF

= f
K dlf\ dt 0. <1

Man schreibe die Gleichung e in der aus 19 esich ergeben-
den Form
durro 6Q OQdF _
~~dT 0T ~~dF ~dt~

und suistitdire hier statt i? den Ausdruck 1S' . Man findet mit
Elic-ksicht auf G =0.

0 nQ dF _
nt dE dt - 1—/. K—/.H,.
Wwo gesetzt ist
- dF\
.-y ( do&F dt /4,

Da aber nach dl K=0 sein soll, so haben wir demnach an
Stelle der Gleichung (cr) die folgende:

4t T3
WHO k=0 (©)
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Wenn aber H1im Intervall von 0 bis tt nirgends unendlich
werden soll, — was doch bei Einengung des Zeitintervalls immer
vorausgesetzt werden kann, — so folgt aus dieser Gleichung und
aus der Grenzgleichung (19), dass A=0 ist. (Math. u. Nat. Berichte
Bd. XIII, p. 11, Abschnitt VI.)

Die Differentialgleichungen des Problems sind daher wie-
derum die Lagrange’sehen Bewegungsgleichungen.

XII1. Die Ergénzung des Variationsproblems bestehe allge-
meiner in der pag. 282 mit D) bezeichneten Forderung, dass die
gesuchte Bewegung dem aus den Lagrange’schen Bewegungsglei-
chungen linear zusammengesetzten Satze unterliege :

d_df
M ogi) —0 (23)

wo die Factoren w bloss der Beschrankung unterworfen sind, dass

in der Zeitdauer von 0 bis t
dG

KO— Vv
-1 doi

nirgends verschwinde, und dass

\ dG V',dG
= dgi A
endlich bleibe.
In der Tat folgt aus den Gleichungen (b) nach Abzug der
linken Seite von (23) unmittelbar die Gleichung

* mG) d /. dG\

i=i ' dqi dt \ ‘dqj
die bei Einfuhrung der Bezeichnungen KO und Kt die Form an-
nimmt

01

m U7 n
di (24
Aus dieser folgt aber, da zur Zeit t=ti die Gleichung (19) statt-
findet, die Gleichung A=0 ebenso, wie friher.
Hiemit ist das im Artikel VIII ausgesprochene Theorem,
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welches das Princip der kleinsten Action in drei wesentlich ver-
schiedenen Formen enthélt, — die Form C) ist ndmlich nur ein
Specialfall der Form D) — in allen Teilen bewiesen.

Ich werde diese verschiedenen Formen des Actionsprincips
im spéteren mit den Buchstaben A), Bl, C), Di bezeichnen.

8. 5. Das Actionsprincip, wenn die Energie flr unvariirbar
erkléart wird.

XIV. Im Sinne des Satzes 3 des Artikels VII verschwindet
die Variation der Action fir die Lagrange sehe Bewegung zweiter
Classe bei der Beschrankung dG =0 selbst dann, wenn (iF unab-
héngig ist von dt; sie verschwindet daher fir diese Bewegung
auch dann, wenn dF=0 und dt beliebig sind.

Diese Bemerkung fuhrt zur Aufstellung des folgenden
Problems:

Es sei f eine Function der Coorclinaten gi, der Geschwindig-
keiten ¢i und der Energie F. Man verlange, dass die Variation
der Action verschwinde bei Uberfiihrung aus der festen Anfangs-
lage U in die feste Endlage bi auf die Weise, dass die Zeitdauer
beliebig variire, dabei abeFdie Bedingungsgleichung

BF,. )
G _igi JGi-f-F =0 17)

sowohl in der variirten, als auch in der unvariirten Bewegung

Bestand habe; die Energie sei variabel, aber unvariirbar. Wel-

ches sind die Differentialgleichungen der unvariirten Bewegung ?
Setzt man wieder, wie im Artikel 1X

I G (18)

und berechnet d (Bdt aus (12*), indem man Q statt f setzt und
0

m0=2.
i=i

bedenkt, das F keiner Variation unterhegt, so hat man nach dem
Lagrange’schen Verfahren notwendigerweise und nur die Glei-
chungen zu erfillen,

Mathematische und Natuncissenscha/tliche Berichte aus Ungarn. XIII 19
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dQ ddQ _
6gi  dt dgft~ ('m)
(f=1, 2, ..., 71),
d1*dQ , \ dQ _
an”h, M qi~ ’+ ~at~ ©
| do \ _
i=iodgi fj =0. («)
Nun ist
dQ _ d " df .,dC
= ai G+(;'* )T

also, da G=0 eine fiir alle Zeiten gitige Bedingungsgleichung ist,
Mahrend /“explicit unabhéangig sein soll von t,

Daher folgt aus der Gleichung (c) die Gleichung:

d
i d?ri h-U) = 0. (<n

Aus (a") und (c") folgt aber bei Anwendung der auch hier
gltigen Gleichung (19') des Artikels IX, dass /:HO constant ist und
zur Zeit ti verschwindet. Da demnach das Product \HO immer ver-
schwinden muss, HOaber den Voraussetzungen geméss nie ver-
schwinden kann, so kommen wir auch hier zum Schluss, dass
/=0 sein muss.

Die Lagrange'sehe Bewegung zweiter Classe ist dahei' die
einzige Losung des aufgestellten Variationsproblems.

XV. Wir sind nun in der Lage, das Princip der Kleinsten
Action bei unvarnrter Energie derart formuliren zu koénnen,
dass es auch im allgemeinsten Fall notwendigerweise die allge-
meinen Lagrange’schen Bewegungsgleichungen vorschreibt.* Zu

* Die Formulirung ist also auch in dieser Beziehung allgemeiner
als die von mir auf p. 14 dieses Bandes Abschnitt VEH gegebene, die dies
nur in dem Fall leistet, wenn in f nur dussere Coordinaten. nicht aber
auch &dussere Geschwindigkeiten Vorkommen.
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diesem Behufe ist die Function f, die urspriinglich als numerische
Function der unabhé&ngig veranderlichen Grdssen qi, gl, E und t
gegeben ist, auf die folgende Weise transformirt zu denken:

Wir denken uns die Anfangsenergie FO, die Anfangslagen
di und die Anfangsgeschwindigkeiten a\ gegeben, und die von die-
sen ausgehenden Losungen der Lagrange’sehen Bewegungsglei-
chungen (10, 10”) bestimmt; diese Ldsungen

qi—Ki (t);

(t=1,2,...,n)

F=E(1); (25
sind numerisch feste Functionen der Zeit. Durch Umkehrung der
Gleichung F—E(t) finden wir die ebenfalls numerisch feste Um-
kehrungsfunction

t=i(F). (25%)

Indem wir dann die in der Function f vorkommenden qi,
di und F unverdndert lassen, hingegen an Stelle von t die Func-
tion i (F) substituiren, erscheint

fifh, of> mmm, gn; g\, g*,. *+, dn; F; 1)
transformirt in

f—fig> )eecignigi>gtiece)gn> F, %UP).
Diese transformirte Funktion f wollen wir nun bei der
Berechnung der Variation der Action, wie auch in der Bedingungs-
gleichung des Variationsproblems zu Grunde legen, und erhalten

dann das Actionsprincip in der folgenden, mit E) zu bezeichnen-
den Form:

1) Man verlange, dass
hn
dl ZA%'idt:o
5
sei bei Uberfiihrung aus der festen Anfangslage at, in die feste

Endlage bi, wobei dtl beliebig ist.
2. Man verlange, dass die Gleichung

G=% q--f—F=o0

19*
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sowohl in der variirten als auch in der unvariirten Bewegung
gutig sei.

3. Man verlange, dass bei Ausfuhrung der Variation zu
jeder Zeit dF=C) sei, wiewohl F keinesfalls constant ist.

4. Man verlange, dass die Anfangsenergie FO, die Anfangs-
lagen a, und die Anfangsgeschwindigkeiten a[ dieselben seien,
welche bei der Berechnung des Ausdrucks fur f benltzt waren.

Diesen Forderungen gentgt die Lagrange sehe Bewegung
und, falls das Wertsystem FO, a-, aj nicht von der spater zu
definirenden speciellen Art ist, ausser ihr keine andere.

Da namlich die Function f explicit unabhangig ist von t,
da doch j(F) ebenfalls eine feste numerische Function von F ist,
so koénnen wir auf Grund des vorigen Artikels aussprechen, dass
die Gleichungen

7= dK-n-
l-~dgi dtdgii (26)
(i=12,..., n)
i=i dqtign -0

die Differentialgleichungen der Bewegung sind. Diese Gleichun-
gen unterscheiden sich von den Lagrange’schen (10', 10") da-
durch, dass f an Stelle von f steht; ihre allgemeinen Losungen
sind demzufolge von denen dieser ganz verschieden. Der Forde-
rung 4) gemass kann aber nur von jenen particularen Losungen
die Bede sein, die von den gegebenen Anfangswerten FO, ai, a\
ausgehen; diese particularen Losungen sind aber gemeinsam.
Setzt man n&mlich in (26) nach Ausfiihrung der partiellen Diffe-
rentiationen
t=i(F),

so gehen sie vollstdndig in die Lagrange’sche Form (10', 10")
tber; daher sind die particularen Lodsungen (25) auch Ldsungen
der Differentialgleichungen (26). Es kommt daher alles darauf an,
zu beweisen, dass es ausser diesen im Allgemeinen keine anderen
Losungen giebt; zugleich sind die singuldren Stellen, wo dies
nicht zutrifft, zu bestimmen.
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XV. Da die Gleichungen (26' jenen speciellen Fall der Glei-
chungen (10', 10"! darbieten, wo f nur von den gx gl und F ab-
héngt, von t aber nicht, da ferner %X nicht verschwinden soll.

so kann man die Gleichung (11') des Artikels F{ anwenden.
Nimmt man dann an Stelle der Gleichung

1+ W 0.

die jedenfalls zu erfullende Gleichung

und entwickelt sowohl in dieser Gleichung als auch in L, die
Differentiationen nach dt, so hat man zur Bestimmung der /<4-I
Gréssen

dF dq'i dg'j dg'n

dt 3 dt * dt ' dt

die n—1 linearen Gleichungen :

P f dF ‘P f dq'j 1 P f A
OFAF dt ' J~t dFogj dt  j=I dFdqj gi=0:
A7
P f dF _ « P f dqj " P f , _n
dg'idF dt dgidgj dt * /Ti dg\dqj dqi
(i ...,

Die Determinante, gebildet aus den Coefficienten der ge-
nannten Grossen in diesen Gleichungen, ist die Funetionaldeter-
i/“nach F. q\, gq'i, g'n, 1 ilich

P f P f P f

ijF6F  dFdqg\ 0Fdg;,
Pf Pf Pf

D -- ng\dF dgxdqg\ dg'idg'n
pr  if Pf

dg'n8 F  ng'nng\ (h'rm'n
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Die Determinante verschwindet.nicht identisch. Bei dem
Beweis dieser Behauptung geniigt es uns auf den Fall zu beschrén-
ken, wo f selbst explicit unabhéngig ist von F, und daher f nur
insofern von F ahhéngt, als in f an Stelle von t die Umkehrungs-
function i (F) eingesetzt wurde ; dieser Fall ist Gbrigens der in
der Dynamik bisher ausschliesslich betrachtete. Wir haben in
diesem Fall

H=fLd =
dF dl d E'(l) dl
daher

Pf=_J_d/J_ d]\ 1 M _ E"(i) df\

d=*  E'(i)di\E'{i)di! E'iiYFdf E'® dol

a1
dFdgi  E' ()dldqi

Zur Zeit t~ 0 ist aber auch 5=0, und [p. 273, Abschnitt 111, (11)]

_ m
ENO)= dt ft—o”

es folgt daher mittels der Identitaten

af [ d*f d*f (_«\/\

dl \<|/t:3(F)’_ d]2_\dt*!t:n':), didq'i"‘ Xdtdq'ih
dass zur Zeit t= 0 die Werte der partiellen Differentialquotienten
die folgenden sind:

gT r m _ wxO0)df\ [d*i F, \
dFdF~ E'(0)*\dt* E'(0) dt)t=o E'(0f\d* 1 y)h=0’

Pf = 1 ( Pf \
dq'idF E' O\ dqldt )t=0’

wo auf der rechten Seite nach Ausfiihrung der Differentiationen
alle Coordinaten und Geschwindigkeiten durch die a? &i zu
ersetzen sind. Bezeichnet man diese Operation, wie Ublich, durch
das Anheften des Symbols 0 an f, so kénnen wir den Wert von
D zur Zeit t= 0, ndmlich DO, wie folgt ausdriicken :
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avo , F" 3% o
~W + E (0) dg'idt  do'idt dg'ndt
aYo 920 gfo 9Ho
dg[dt dg'idg'i  dg\dqi dg'idg'n
E'(O)W= d*fo 3*16 d*fo 3%
dq'jdt dg'zdg'i  dgzdqi dg'idg'n
d% dHo dHo d*fo
dg'nadt 9gnogi  dg'nddi dgndgn

Wir haben dabei den Ausdruck von ;ﬁk mittels der tber-

legung vereinfacht, dass der Definition von E(t) zufolge die La-
grange’sehe Gleichung

£'(«)+="°

fir die Lagrange’sche Bewegung zu jeder Zeit, daher zur Zeit
t=0 auch fiir die gesuchte Bewegung stattfindet. Auf derselben
Uberlegung ruht auch die folgende Elimination von Eo) aus dem
Ausdruck firDO. Wir haben aus der obigen Gleichung

E" (0+% + J, M S
die gewiss gltig ist, wenn die g-, di, und den Lagrange-
schen Bewegungsgleichungen
J~A__dj_ , 4 dH n gy dq'
ddiot  dg{ * dqgidqj dg-dgj dt ’

J/
genugen. Durch Elimination der aus diesen n-\-1 Gleichungen

folgt daher die zur Zeit t—0 gewiss gitige Gleichung
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/a4 9o »Yo 0, »7« 9% 3%
nt2 3-1 ntngj 3B ningc ningo ntna'n
dfo 9o | . .a, 9 9% oo
ng[nt  9qi 9g199j 63 NI’z 9g\ng2 90\ng'n
9Zo % 4 N mn, a 9%0 »Y0
ngtnt  ogt =i Qi o3 nePa\ vz Svren
% 4. n Mo, A« A« A0
mndt  9gn  j=j 9an%j 13 nmfnng\ NP ng'ndg’n
und nach Subtraction der obigen Determinante aus dieser er-
giebt sich
9o .. 9*fo »YO0 9*fo
ntngj M ntrgfj  ntogi) nng'n
9% , % 9% 970 9Yo
) 9gi  9d\ng’x ngxwfc  nq\dg'n
-E " (0*X)0 Mo om % 9% 9*fo 9Zo
doPxfj mgvox  ng2dgv - 9glng'n
9fo Y 9f0 920 A» 9%
Onrgj 1j  9gn  9gn9q\ Xn9’i  9gn9gn

Diese Determinante verschwindet aber nur flr ganz specielle

Wertsj'steme der Anfangslagen

das Potential der Krafte nur

und Coordinaten a\. Ist namlich
von Coordinaten und von der Zeit

abhéngig, und sind die Verbindungen der Punkte unabh&ngig von
der Zeit, so haben wir allgemein

df _ 3T
nt nt
also
_ny
ntdgi
und im Allgemeinen
d*f
ntnai
ferner
dz,

nq'ing'j

di _ SU
nt ~ nt

r'\Aqli ’
_n*u

nwqi
_n*r

nging’j
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Daher geht die Gleichung (28) in diesem Fall tber in

. d2Uq
- ' * "
E'(0) Do:D|0j2:i dajdt 2 (28"
Wo WO W 0
da\dg\  deidgk dqfidg’n
sar0  i)*TO W 0

bg'rql  dg'zdg’z dglidg'n

W0 WO W 0
airdgi - drfick  defkgn
Da aber diese Determinante D10 nicht verschwindet, und

auch E'(0) endlich ist, so verschwindet selbst in diesem Specialfall
nach (28") die Determinante DO nur dann, wenn

4 Wo ,;i_
j=i dijH 270
Daraus folgt aber, dass die Determinante (28) auch im Allge-
meinen nicht identisch verschwinden kann.

XVI. Wir wollen nur solche singuldre Wertsysteme FO, ai>
adi von der Betrachtung ausschliessen, fiir welche DO verschwindet,
und fiir welche irgend ein Coefficient der Gleichungen (27) un-
endlich grass wird. Die Gleichungen (27) erlauben dann die von
den gegebenen Anfangswerten ausgehenden Werte der Zeitfunctio-
nen F und q\ eindeutig zu bestimmen. Da also, wie im Artikel
XIV gezeigt wurde, die Lagrange’sehen Ldsungen auch Ldsungen
der Gleichungen (27) sind, so mussen die eindeutig bestimmten
Zeitfunctionen eben die Lagrange’schen sein.

Daraus folgt aber, dass das Variationsproblem des Artikels
X1V, auf sémmtliche beliebige nicht ausgeschlossene Wertsysteme
FO, di, di ausgedehnt, notwendigerweise auf die allgemeinen
Lagrange’schen Bewegungsgleichungen fiihrt. Hiemit ist auch die
mit E) bezeichnete Formulirung des Actionsprincips bewiesen.
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8. 6. Das Verhaltniss meiner Arbeit zur Helmholtz’schen For-
mulirung des Actionsprincips, und Zusammenfassung der
Resultate.

XVII. Nachdem ich hiemit meine Untersuchungen beziiglich
des Princips der kleinsten Action zum Abschluss gebracht habe,
glaube ich das Verhdltniss meiner Arbeit zur H eimnhortz’Sehen in
allen Teilen auseinandersetzen zu missen; sie ist ndmlich tat-
sdchlich aus dieser entstanden, durch Analyse der Arbeit mittels
der von Herrn A. mayer auf dieses Problem in speciellerem Ga-
biét durchgefiihrten strengen Methoden. Denn so geistvoll die
Betrachtungen von v. Hermnottz Sind, seine Beweise des Prin-
cips sind, so viel ich sehe, lickenhaft und nicht liberzeugend.

Das Differential der Zeit wird n&mlich variirt, die Zeit selbst
aber nicht* ; die Bedeutung und Berechtigung dieses Verfahrens
ist aber nirgends auseinandergesetzt. Und selbst wenn man dieses
Verfahren zugiebt, sieht man zum Schluss des Beweises nur so-
viel ein, dass auch die natirliche Bewegung dem Variationspro-
blem entspricht, nicht aber, dass nur sie dies leistet.

Das Verfahren, die Zeit selbst nicht, das Differential dersel-
ben hingegen ja zu variiren, ist aber bei der Helmholtz’schen
Formulirung des Actionsprincips notwendig, da mau sonst zu gar
keiner Verallgemeinerung gelangt. H eimnortz Sagt namlich:**

«In allen Fallen verlangt man, das der Gesammtbetrag der
Action ein Grenzwert sei fiir den Ubergang aus einer gegebenen
Anfangslage in eine gegebene Endlage. Die Variation wird bewirkt
dadurch, dass man die Coordinaten *** pi der einzelnen, wéhrend
des Ubergangs eintretenden Lagen des Korpersystems variirt,
gleichzeitig aber auch die Zeit, und zwar letztere so, dass der vor-
handene Betrag der Energie des Systems nicht gedndert wird. Da
namlich die Energie ausser der potentiellen Energie Fj- welche
nur von der Lage abhéngig ist, auch noch die lebendige Kraft ent-

* Sitzungsberichte der Akad. zu Berlin 1887. pag. 232, 234.
** L. c. pag. 231. Alinea 3, Zeile 3—7.
*** Hier mit  bezeichnet.

f Hier mit — U bezeichnet.
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hélt, die von den Geschwindigkeiten abh&ngig ist, und die letzte-
ren durch Variirung der Wegstrecken, die im Zeitelement dt
zuriickgelegt werden, variirt werden, so kann man sammtliche
Geschwindigkeiten durch Variation des Wertes von dt, der zur be-
trachteten Wegstrecke gehort, verdndern, und dabei die Aende-
rung von dt so einrichten, dass der Betrag der Energie bei der
Variation nicht gedndert wird.»

Fasst man das Princip der Kleinsten Action im Sinne La-
grange's als ein Maximum-Minimum-Problem mit fester Bedin-
gungsgleichung auf, so sprechen die beiden ersten Satze aus, dass

0
sei bei Einhaltung der Bedingungsgleichung

T—U=F,

wo die Energie *dieselbe Wertreihe durchzulaufen hatin der variir-
ten Bewegung wie in der unvariirten, und wo das Potential U von
der Zeit explicite abhéngen soll. Dieses Problem enthélt aber,
wenn auch die in U vorkommende Zeit variirt wird, nur dann

. . . 3 U . .
keinen innern Widerspruch, wenn - von vornherein verschwin-

det, d. i. wenn fir das System das Princip von der Erhaltung der
lebendigen Kraft Bestand hat.

Will man also zu einer Verallgemeinerung des Princips ge-
langen, und dabei seinen Charakter eines Maximum-Minimum-
Problems mit fester Bedingungsgleichung bewahren, so kann man
dies nur erreichen, wenn man entweder die Forderung der Un-
variirbarkeit der Energie fallen l&sst, oder anstatt dessen beziig-
lich der Variation der Bedingungsgleichung letztere einer solchen
Transformation unterzieht, durch welche aus ihr die Zeit selbst
eliminirt wird.

XVIII. Die erste Alternative habe ich im & 4, Abschnitt VIII—
XIII dieser Arbeit unter allgemeineren Voraussetzungen betrach-
tet, und gezeigt, dass wenn man die Energie des Systems als feste
Function der Zeit auffasst, man ausser den bei Helmholtz VOr-
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geschriebenen Forderungen Eine derjenigen zu stellen hat, die in
Artikel VIII mit A), B), C), D) bezeichnet sind. Man kommt so zu
drei wesentlich verschiedenen Formulirungen des Actionsprin-
cips: die Forderung C) ist ndmlich in derForderung D) als Special-
fall enthalten. Von diesen Formulirungen steht die mit C)bezeich-
nete in sehr naher Beziehung zur v. UELMHOLTZz'schen Formulirung.
Da ndmlich in dem von v. Heimholtz betrachteteten Specialfall

dF=dT—oU,

die einzuhaltende Bedingung ist; da ferner die Forderung C) in
diesem Specialfall ihren Ausdruck in der Gleichung

findet, so nimmt diese Bedingungsgleichung der Variation die Ge-
stalt an

Man kommt aber zu derselben Form, wenn man derv. Helm-
HOLTz’'schen Vorschrift geméass die Energie unvariirt lasst, und die
Zeit t, insofern sie in U vorkémmt, als nicht zu variirende Func-
tion einer nicht zu variirenden Variabein betrachtet.

Es ist aber nicht wahrscheinlich, dass v. Heimholtz diese
Alternative vor Augen gehabt hétte. Denn er hebt an mehreren
Stellen hervor, dass die Energie nicht zu variiren sei; auch er-
wahnt er nirgends, dass die mit (*) bezeichnete Gleichung eine
fundamentale Voraussetzung des Princips sei.

XIX. Die zweite Alternative habe ich im 8§85 dieser Arbeit
behandelt, und in Artikel XV gezeigt, dass man bei dieser Be-
trachtung direct zu Gleichungen kommt, die nur der &ussern Form

MGV
tUMMIEaVC, A
HONYY1AI
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nach die LaGraNGE’schen sind ; und es wurde in den darauffolgen-
den Artikeln gezeigt, dass diese Gleichungen mit den wahren
Lagrange’schen Bewegungsgleichungen die von den gegebenen
Anfangswerten der Energie, der Lagen und der Geschwindigkei-
ten des Systems ausgehenden, eindeutig bestimmten, particuli-
ren Losungen gemeinsam haben. Das in diesem §. formulirte
Variationsprineip fithrt daher indirect, doch notwendigerweise zu
den Lagrange’schen Bewegungsgleichungen, sobald man die Ge-
sammitheit der moglichen Anfangswerte der genannten Gréssen in
Betracht zieht.

Bei dieser mit E) bezeichneten Formulirung des Actions-
princips ist die Energie, ebenso wie bei v. HELMEOLTZ, unvariir-
bar; seine Vorschrift df zu variiren, ¢ selbst aber unvariirt zu las-
sen, erhiilt Sinn und Bedeutung; und die durch das Variations-
princip gelieferten Differentialgleichungen enthalten, ebenso wie es
v. HeLmBoLTZ 1. ¢., pag. 233, letzte Alinea hervorhebt, auch die nicht
zu variirende Veréinderliche. Die Formulirung ist auch in Uber-
einstimmung damit, dass sie ebenso, wie die HenvuoLrz'sche den
Satz von der lebendigen Kraft nicht voraussetzf, sondern zur
Folge hat; wihrend bei der Formulirung C) dieser Satz voraus-
gesetzt werden muss.

Nur ist der Beweis von v. HeLmEOLTZ, wenn man seine For-
mulirung auf diese Weise deutet, in den Schlussworten, soviel ich
sehe, nicht fest begriindet. Denn er bemerkt nicht, dass ausser
seinen Differentialgleichungen 1 g (resp. 2 g) noch die Bedingungs-
gleichung des Variationsproblems zu erfiillen ist; dass also dem-
zufolge wenn eben die Energie als unabhingig verdnderlich er-
klart wird, ebensoviel Gleichungen zu erfiillen sind, als das Pro-
blem Unbekannte darbietet. Auch davon ist daselbst keine Rede,
dass das Gleichungssystem, mit dem Lagrange’schen, direct be-
trachtet, nur particulire Losungen gemein hat.

XX. Zusammenfassung. Ich fasse das hauptsichliche Ergeb-
niss meiner Untersuchungen in den folgenden Sétzen zusammen :
1. Es werden die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen

verallgemeinert, und mehrere Variationsprincipien formulirt,.

die simmtlich auf diese Bewegungsgleichungen fiihren.
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2. Das Princip der kleinsten Action ist in jeder der hier
aufgestellten Formen, beziglich der Uber die Verbindungen
und 0ber die Kréfte gemachten Voraussetzungen, vollstdndig in
Ubereinstimmung mit dem Hamilton’schen Princip.

3. Die mit A) und E) bezeichneten Formulirungen sind auch
darin in Ubereinstimmung mit dem Hamilton’schen Princip, dass
sie den Satz von der lebendigen Kraft (resp. einen diesem &qui-
valenten Satz) nicht voraussetzen, sondern zur Folge haben.

4. Im allgemeinsten Fall, wenn das Potential auch von der
Energie des Systems in gegebener Weise abhéngt, sind die ge-
nannten Principien mit dem Hamilton’schen auch darin in Uber-
einstimmung, dass sie die Definitionsgleichung der Energie C)
sammtlich zur Voraussetzung haben.

5. In dem in der Dynamik bisher ausschliesslich betrachte-
ten Fall, wenn das Potential bloss von Coordinaten, von Geschwin-
digkeiten und von der Zeit abhéangt, hat das Princip der kleinsten
Action die Definitionsgleichung der Energie zur Voraussetzung,
wahrend dies beim Hamilton’schen Princip nicht der Fall ist.

6. Das Variationsprincip des Artikels VI hingegen hat diese
Definitionsgleichung auch im allgemeinsten Fall nicht zur Voraus-
setzung, sondern zur Folge.
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UBER DEN BAU DES EIDECHSENHODENS.*

Von Dr. KOLOMAN TELLYESNICZKY,

BESTER ASSISTENT AM I. ANATOMISCH-EMBRYOLOGISCHEN INSTITUTE DRR UNIVERSITAT ZU BUDAPEST.

IUeber die Wamlschichte und Uber die Ebner’schen Speimatoblasten.i
Vorgelegt der Akademie in der Sitzung vom 19 November 1894 vom o. St. Géza v. Mihalkovics-

Ans: eMathematikai es Terméssettudomanji Ertesit6» iMathematischer und Natarwisseuschaft-
licher Anzeiger der Akademie) Band XEU. pp 86—123. 1895.

Die Schilderung der auf den Hoden beziiglichen Litteratur
wirde seihst einen dicken Band fullen; mit dem im »Jahre 1836
im MULLEn’schen Archive erschienenen Aufsatze w agner’s an-
fangend kénnte man eine lange Reihe der Forscher und ihrer
Werke aufzéhlen.: der uns nur im beschrankten Umfange zur
Verfligung stehende Raum .gestattet jedoch die Litteratur nur im
Allgemeinen und ihren Hauptzligen zu berlcksichtigen.

Die Entwickelung der Samenfdaden bietet eine Reihe sehr
interessanter, aber sehr complicierter Vorgange. Im Wesentli-
chen bestehen dieselben aus zwei Processen. Erstens in Erzeu-
gung der Zellen; da kein Zweifel darliber herrschen kann, dass
jedes Samenfédchen eine verwandelte Zelle représentirt, so bildet
die Erzeugung der Riesenzahl der Speimatozoen entsprechende
Zellen, die vornehmste Aufgabe des Hodens. Zu diesem Zwecke
teilen sich mehrfach die Spermatogonien des sexuell reifen Indi-
viduums. Die ohnehin schwierige Verfolgung der Zellteilungen,
wird hier nicht nur durch die relative Kleinheit der Zellen, son-
dern auch durch den eigentimlichen Vorgang des Processes
erschwert. Die Zellteilungen erfolgen namlich auf zweierlei Weise,

* Aus dem L anatomisch embryologischen Institute der Universitat
zu Budapest.
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bei der einen sogar ganz eigentlimlich zweimal nacheinander,
ohne einer Zwischenpause. Diese Fragen haben Henking und
Rath 1 bei den Kéfern, Fiemming 2 bei dem Salamander eingehen-
der untersucht.

Wenn auch bei den hoheren Wirbeltieren die mitotische
Zellteilung ausfuhrlich nicht beschrieben worden ist und nicht un-
tersucht wurde, so hat man doch das Vorhandensein einer sol-
chen von vielen Seiten bestatigt, und dennoch fand sich ein Autor,
Bardeleben,3 der das VVorkommen solcher Processe leugnete, und
die Vermehrung der Zellen einfach durch eine direkte Zellteilung
erklaren wollte.

Der zweite Hauptmoment der Samenfédenentwickelung ist
eine unmittelbare Verwandlung, der durch die Zellteilung ent-
standenen kleinen Zellen (der Spermatiden) zu Samenféden; eine
interessante, aber durch ihre Feinheit die Aufmerksamkeit des
Forschers auf die Probe stellende Frage.

Schliesslich — dass die Aufgabe sich noch complicierter
gestalte, und die Orientirung schwieriger sei, — tritt noch zu alle-
dem ein bis jetzt wahrlich rétselhaftes Element hinzu, (Element
énigmatique, wie es Prenant4 nannte), die sogenannte SERTOLi’sche
Zelle, die als Warnung der Nachfolger gelten wird, welch unbe-
rechenbare Missverstandnisse und Irrtimer aus einer flr sich
ganz unbedeutender, aber unrichtig aufgefasster Sache entstehen
kénnen.

Durch dreissig Jahren, seitdem Henle und Sertoli als die
Ersten berichteten, dass in den Samenkandlchen sich noch eine
Zellenart, jetzt als die SERTOLi’sche bekannte Zelle befindet, ent-8

1 Henking : Spermatogenese. Zeitschrift f. wiss. Zoologie LI. 1891.
Rath : Zur Kenntniss der Spermatogenese von Gryllotalpa vulgaris,

mit besonderer Beriicksichtigung der Frage der Reduetionsteilung. Arch. f.
mikr. Anat. XL. I. Heft. 1892.

2 Fremming: Neue Beitrdge zur Kenntniss der Zelle. Arch. f. mikr.
Anat. XXIX. 1887.

3 Bardeleben : Ueber Spermatogenese bei Sdugethieren, besonders
beim Menschen. Anat. Anzeiger 1892.

4 Prenant : Sur la signification de la cellule accessoire du testicule
etc. Journal de I’Anatomie et de la Physiologie, 28. 1892.
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standen daraus die verschiedensten Meinungen, langdauernde
Discussionen.

Nach der Ansicht Sertolis représentiren diese Zellen (cel-
lule ramificate) die stdndigen Epithelzellen der Samenkandlchen,
im Gegensatze zu der anderen Art, welche zur Bildung der Samen-
faden verbraucht werden. Merker ist derselben Meinung und be-
nannte diese, mit ihren Ausldufern um die Uebrigen ein Netz
bildenden Zellen, Stitzzellen.

Im Jahre 1871 trat v. Ebner1mit seiner Ansicht auf, die zu
langen lebhaften Discussionen Gelegenheit gab. Gegenlber seiner
Vorganger entstehen nach ihm die Samenfaden gerade aus den
Sertoli'sehen Zellen (Spermatoblast). Durch Beweise (iberzeugt,
liess er seine Ansicht in einem spéteren Werke 2 fallen.

Dann fanden sich wieder Autoren, wie Biondi UNd Wieders-
perg,3 die das Vorhandensein der Sertori'sehen Zellen einfach
leugneten; zweifelsohne ist dies eine Folge ihrer mangelhaften
Untersuchungen. Scharfe Differenzen entstanden nicht nur um
die Existenz der Sertoti’sehen Zellen, um ihre Bedeutung und
Bolle, ja sogar iber deren Form. Im Jahre 1888 sieht Niessing4
in den Kernen dieser Zellen nichts anderes, als eine entleerte und
runzelig gewordene Zellenmembran. In demselben Jahre noch be-
richtet Sanfetice 5nicht nur von den gesunden Kernen, sondern will
gar eine neue Teilungsart an denselben entdeckt haben. Im néch-
sten Jahre betont Hermann 6 die regelmdssige Form, das gesunde

1v. Ebner. Untersuch, . d. Bau der Samenkandlchen in Roltet’s Un-
ters. aus dem Inst. f. Hist. u. Phys. in Graz. Il .Heft u. Separat. Leipzig 1871.

2 V. Ebner: «Spermatogenese bei den Saugethieren.» Arch. f. mikr.
Anat. 31

s Biondi: Die Entwickelung der Spermatozoiden.Arch. f. mikr. Ana-
tomie. XXV. 1885.

W iedersperg : Beitrdge zur Entwickelungsgeschichte der Samenkdrper.
Arch. f mikr. Anat. XXV. 1885.

4 Niessing : Untersuchungen uber die Entwickelung und den feinsten
Bau der Samenfaden einiger S&dugethiere. Verhandl. der phys. med. Ges.
Wirzburg 1888.

5 Sanfelice : Spermatogenese des vertébrés. Archives italiennes de
biologie. 1888. X.

8 Hermann : Beitrdge zur Histologie des Hodens. Arch. f. mikr.
Anat. XXXIV. 1889.

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII.
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Aussehen dieser Kerne und behauptet, dass die Sertolnisehen
Kerne als bestdndigen und typischen Charakter, aus zweierlei
Substanz bestehende Kernkdrperchen fiihren, deren eine mit Safra-
nin farbbar, die andere unfarbbar ist.

Dies sind nur die Hauptrertreter der Yerschiedenen Ansich-
ten ; denen giebt es beinahe so viele, als beachtenswerte Autoren.
Ich hoffe durch meine, an dem Eidechsenhoden vorgenommenen
Untersuchungen gerade diese Frage in’s Keine zu bringen kdnnen.

Dies zu erlangen ist aber noch die Intercellularsubstanz und
die eigenartige Anordnung der Elemente der Samenkanélchen in s
Auge zu fassen.

Schon Hente und Kosiiker berichten von einer homogenen
Grundsubstanz zwischen den Hodenzellen, und, wie es auch Pre-
naxt 1 bemerkt, warv. Minalkovics 2 der erste, der das Stlitz-System
Merkelt's durch die Interzellularsubstanz zu erklaren versuchte.
In dem grundlichen Werke Prexaxt's ist die Intercellularsub-
stanz vorziiglich dargestellt: er trennt aber dieselbe scharf von
den sertotri‘'sehen Zellen, und bemdihte sich zwischen beiden eine
Grenze zu finden. Die liberwiegende Mehrzahl der Autoren kiim-
mert sich kaum um die Interzellularsubstanz. Gewiss ist es diesem
Umstande zuzuschreiben, dass das nahe Yerhaltniss dieser Substanz
zu den Sertonisehen Zellen bis jetzt imDnnkeln blieb. Wéahlend
meiner Untersuchungen am Eidechsenhoden, habe ich betreffs
dieser Verhaltnisse sehr belehrende Bilder gewonnen, welche das
Zusammengehdren des Plasmas der Sertoli'schen Zellen mit der
Intercellursubstanz unbedingt beweisen.

Schliesslich hoffe ich auch betreffs der Anordnung der
Elemente der Samenkandlchen Neues bieten zu koénnen. Es ist
eine altbekannte Tatsache, dass man die Samenfédden zu Bundeln,
d. h. an gewissen Stellen in Gruppen geordnet findet. Das
erklaren natlrlicherweise schon é&ltere Autoren durch den Druck
der sich neu entwickelnden Elemente, jedoch ohne, dass sie diese2

1 Prexant: Bécherches sur la signification des elements du tube
séminifere adulte des mammiféres. Internat. Monatschrift f. Anat. u. Phy-
siologie. 1887.

2 V. Mihalkovics: Beitrdge zur Anatomie und Histologie des Hodens.
Verhandl. d. kon. Sachs. Ges. 1873.
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Druckverhéltnisse ndher untersucht hatten. Seltsamer ist es aber
dass die Samenfadengruppen beinahe immer an ihrer Spitze mit
einer Sertolti'sehen Zelle Zusammenhéngen(EBXER’scher Spermato-
blast) und bilden eine so eigentimliche Erscheinung deren Ent-
stehung bis jetz ganz unverstandlich war.

Ebner, dieser grindliche Forscher des Rattenhodens, um
die Frage der auffallenden und regelméssigen Gruppirung der
Samenfaden gegeniiber den Sebtonisehen Zellen zu lésen, stellte
im Jahre 1871 die Theorie der seitdem beriihmt gewordenen
Spermatoblasten auf: nachdem aber nachgewiesen wurde, dass
die Samenfdden unmdglich aus den Spermatoblasten abstam-
men koénnen, nahm er, um nur die Tatsachen nicht ohne Er-
kldrung zu lassen, die durch Bendal aufgestellte Copulations-
theorie an: dass er aber diese Ansicht nur aus Mangel einer
besseren anerkennt, leuchtet aus den Schlussworten seiner citir-
ten Arbeit hervor, indem er sagt: «lch habe die Griinde fiir meine
Ansichten niedergelegt und ich werde an denselben so lange fest-
halten, bis gezeigt sein wird, dass entweder ein wesentlicher Feh-
ér in der hier angewendeten Methode vorhanden ist. oder dass
neue und bessere Beobachtungen zu einer anderen Auffassung
zwingen». Ich hoffe bestimmt, dass durch meine, am Eidechsen-
hoden vorgenommenen Fntersuchungen, die Urquelle des Fehlers
auch nach dieser Richtung hin entdeckt wurde, was zur exacten
Losung der ESNEB'sehen Speimatoblasten-Frage fiihrte.

*

Das Hauptobjekt meiner Untersuchungen war der Eidech-
-enhoden besonders Lacerta agilis und L. viridis.', aber dass ich
nicht der Einseitigkeit verfalle, habe ich mich speciell noch mit
dem Meerschweine beschéftigt, abgesehen davon, dass ich von
‘ammtlichen mir zuganglichen Thieren Préparate verfertigte' deren
Beschreibung aber ich einerseits wegen Mangel an Raum, anderseits
weil sie von mehreren Autoren schon beschrieben wurde, wegliess.

Die Untersuchungen wurden an den Hoden im Frihjahr

1 Benda: Untersuchungen Uber den Bau der functionierenden Sa-
menkanélchen einiger Sdugethiere etc. Arch. f. mikr. Anat. XXX. 1887.

20
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frisch gefangener Kidechsen vorgenommen, und zwar kurz nach
ihrem Einfange. Der Zeit des Einfanges und der raschen Bearbei-
tung ist es zu danken, dass fast in jedem Priaparate eine Unzahl
mitotischer Zellteilungen vorhanden waren.

Die Hoden wurden in erster Reihe frisch in Kochsalzlgsung,
dann mit Zugabe von Essigsdure untersucht. Fiir frische Unter-
suchungen als Zupfpriparate erwies sich der Fidechsenhoden
wegen dem raschen und leichten Zerfallen unter den Nadein als
vorziiglich geeignet. Diese gute Higenschaft habe ich hauptsich-
lich fiir die wertvollen Zupfpriparate mit Fixirung geeignet
ausgeniitzt. In einer flachen Schale Fixations-Fliissigkeit vorberei-
tet, habe ich das Deckglas, auf welchem ein Stickchen Hoden
rasch zerzupft wurde, mit der betreffenden Seite auf die Oberfliche
der Flissigkeit geworfen: das Material klebt rasch an. Esist leicht
einzusehen, wie schnell und vollkommen die einzelnen Elemente
mit der Fixations-Fliissigkeit bei dieser Methode in Berithrung kom-
men. Die Anwendung der FLEMMING’schen oder HERMANN'schen Fliis-
sigkeit ergab alle iibrigen Methoden weit iiberragende Resultate.

Zur Fixirung der Schnittpriaparate habe ich mich der Frmw-
wiNG, HerMaNN und Perénvr'schen Fliissigkeit bedient. Die ersten
zwel, weil sie ohne nennenswerten Unterschied die besten Resul-
tate gaben, die letztere wegen der leichteren Firbung und um
mehrerlei Farbstoffe anwenden zu kénnen.*

Die Paraffin-Serienschnitte habe ich am schonsten nach
Fresvne’s Vorschrift mit Safranin und mit Gentiana Violett ge-
farbt. Ausser den Kernfirbungen habe ich fortwiahrend die in
den Hodenzellen so oft vorkommenden Plasma-Gebilde (die
Nebenkerne) und die, einen wichtigen Teil meiner Abhand-
lung bildende Interzellularsubstanz vor Augen gehalten : die Fir-
bung der Nebenkerne, wie auch die der Interzellularsubstanz
habe ich auf sehr befriedigende Weise mit einer geringen Modi-
fication der WEercErT schen Methode erreicht. Das, durch 24 Stun-

* Neuerdings, da ich die meisten Fixirungfliissigkeiten auf den Hoden
des Salamanders und anderen Thieren sorgfaltig geprift habe, fand ich in
der Zenker’schen Fliissigkeit ein so hervorragendes Mittel, welches die
Ubrigen in manchen weit ibertrift.
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den mit einer conc-entrirten Cnpr. snlf. Lésung behandelte- Préparat
habe ich am andern Tage in die 100 alkoholische Hiematoxylin-
Losimg. am dritten Tage nach nochmaliger kurzer Behandlung mit
Cupr. sulf. in zweifach diluirter WEIGEBx'seher Differenzir-Flis-
sigkeit entfarbt. Dadurch sondern sieh scharf die Xebenkeme. und
IntercellularSubstanz dunkelschwarz oder schwarzbréunlich ge-
farbt von der Umgebung. Diesem Verfahren kann ich meine beste
Resultaten zu schreiben.

Das Hauptgewicht habe ich auf die genaueste und griind-
lichste Durchsicht meiner Praparate gelegt: das einfache Be-
trachten konnte kaum ausreichen, ich zeichnete fortwahrend
nach, wodurch einerseits die geringsten Details die Aufmerksam-
keit in Anspruch nahmen, andererseits weil die Bilder — welche
in dem Gedaehtniss fur weitere Combination kaum brauchbar
eontiuiren — durch die Zeichnungen fixirt. ununterbrochen im
Augenscheine sind. Eine Menge solch illustrirter Notizen bildeten
die Grundlage meiner Schlussfolgerungen, Uber deren Resultatf
im Folgenden Rechenschaft gegeben wird.

Ueber die wandstandigen E lem ente des E idechsenhoden -

"kanalchens

1 (Regelméssige Wandzellen. Spermaiogonien d. Autoren
am aussersten Rande des Eideehsenhodenkanalc-hens, d. h.

1 Figur, a 5 regelméssige Wandzellen aus einem Sehnittpréparate. c¢ die Wand
des Samenkandlchens, b eine regelméssige Wandzelle aus einem Zupfprédparate.
(Beich. hom. Imm.i

unmittelbar an der Wand des Samenkanalchens finden wir eine
1—1—3-fache Schichte bildende charakteristische Zellen.
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Runde, manchmal schwach ovale Kerne, darin sehr bestan-
dig zwei Kernkorperchen und in der gekdrnten Grundsubstanz
des Chromatins mit einem hellen chromatinfreien Fleckchen bil-
den die h&ufigste und auffallendsten Elemente der Wandschichte.
Ihre Grosse schwankt zwischen kleinen, aber gut bemerkbaren
Grenzen; die Mittelgrossen haben einen Durchmesser von 7 a, und
besitzen einen Verhéltnissmassig schmalen Plasmaring. Diese
Zellen kommen an den Wénden auffallend in Gruppen vor; in
dem Schnittpréparate bilden gewohnlich 4—8 eine Gruppe, deren
Grosse so wie ihr Farbungsvermdgen ziemlich gleich sind. In den
durch die kleineren Zellen gebildeten Gruppen ist das Chromatin
im Allgemeinen sparlicher, nur die zwei Kernkdrperchen farben
sich gut; die Grossem enthalten mehr Chromatin.

Bei den Zellencontouren nehmen unsere Aufmerksamkeit,
die zwischen den Zellen befindlichen, ein zusammenhangendes Netz

bildenden Streifen in Anspruch.
Diese, zwischen den Zellen ein Netz
bildende Substanz erscheint auf-
fallend in den, mit dem fri-
her beschriebenen WEIGERT'schen
Verfahren behandelten Prépara-
ten, woselbst sie dunkelschwarz
gefarbt scharf hervortritt. Ihr Vor-
handensein ist ziemlich inconstant.
Fig. 2 Partie des Samenkanalchens An einzelnen Stellen befindet sie
iUSh eigzr:mfaqi; CI:Jrl?r e?glrgtelrjlndpg- sich in grésseren Mengen, an an-
pgréte. ra Die Xé/unke?geférbte Inter- qere” kann sie g?nszh fehlen;
cellular-Substanz, welche sich bei b im ersteren Falle sind die Grenzen
nebe'?/I der \fN?tndt :iegegdenl grosse-  der Zellen gut gesondert und be-
W;ndf:ﬁeen (r)nistel\zlébecnk:r?s n(];isi::%f merl_<bar, im letzteren sind sie
hom. Imm.) weniger auffallend.

Haufig ist dieses Intercellu-
larnetz in die unmittelbar neben den Wénden liegenden grosseren
Mengen zu verfolgen wie es aus Fig. 2 ersichtlich ist. Daselbst
sind in dem Plasma der wandstdandigen Zellen schwarze, ovale
Gebilde bemerkbar, welche mit den Ubrigen Verfahren in die-
sen Zellen gar nicht zum Vorschein kamen: in den mit der
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WEIGER'Uschen Methode behandelten Préparaten aber bestandig
gut hervortreten.

Die soeben beschriebenen und in den zwei Abbildungen dar-
gestellten, vorléufig als regelméssige Wandzellen zu nennenden
Elemente sind ausschliesslich nur neben den Wanden aufzuRn-
den; auffallend ist, dass sie verhaltnissméssig genug haufig an
einzelnen Stellen der Kanélchen génzlich fehlen koénnen.

Entsprechend den aus einerlei Art Zellen, bestehenden Grup-
pen, findet man in Zupfpréparaten manchmal mehrkérnige Cysten,
in welchen die einzelnen Zellen gar keine Kontouren haben, so
dass sémmtliche Kerne in eine gemeinsame Substanz eingebettet
erscheinen.

2) (Unregelméssige Wandzellen ; Sertolisclie Zellen d.
Autoren).

Ueber die Kerne. In Gesellschaft der eben besprochenen
Zellen, in der Wandschichte findet man in wechselnden Distanzen
Kerne, welche meistens grdsser als die vorigen, von unbestimmter
Form sind, bald hell, bald eigentimlich diffus gefarbt erscheinen *
die Kernkdrperchen sind recht gross, von unbestimmter Zahl,
gewohnlich aber kommen ein-zwei vor.

Sehr Uberraschend ist, dass in anderen Féllen die Contou-
ren dieser Kerne ganz verschwommen sind. Diese verschwom-
menen Kerne farben sich manchmal intensiver, aber auf eine so
eigen diffuse und triibe Art, die keineswegs an die gewohnte scharfe
Farbung des Chromatins erinnert.

Figur 3. a Partie neben der Wand des Samenkanélchens, ¢ Regelmassige Wand-
zellen. d Unregelméssige Wandkeme. b Direkte Teilungen der unregelméssigen
Wandkerne.
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In Fig. 4 bei b ist die Grenze des Kernes noch zn vermuten,
bei c aber sehen wir gar keine Contour mehr, die Substanz des
Kernes Ubergeht direkt in das Netz zwischen den Zellen; da deu-
tet nichts mehr darauf hin, dass man es mit Zellen, richtiger
Kerne zu tun hat, nur das noch vorhandene Kernkdrperchen lésst
uns Solches vermuten.

Wenn man noch in Fig. 4 6 betrachtet, so hat man einen
Begriff davon, wie verschieden diese Kerne aussehen. In dem

Figur 4. Bei a sieht man zwei nur regelméssige Wandkerne mit verschwommenen

Contouren, welche sich in der zwischen den Wandzellen befindlichen Intercellular-

Substanz fortsetzen, d Grosser unregelmassiger Wandkern, mit 4 Kernkdrperchen,
welche einen triiben Fleck begrenzen.

letzten Falle sind zwar die Zellencontouren noch scharf, da aber
ist wieder zwischen den vier groben Kernkdrperchen eine betracht®
liehe Triibung aufgetreten.

Damit sind aber bei wEitem noch nicht die, an den unregel-
massigen Wandkernen vorkommende Erscheinungen erschopft.
In Fig, 3 bei b. bemerken wir eine neue Erscheinung. Erstens
sind es die paarigen Kernkdrperchen, welche in den langen Kernen
ganz symmetrisch liegen dann das Vorkommen der einfachen
Kernkdrperchen als lange Stédbchen (/), schliesslich was mir sofort
auffiel dass diese Kerne haufig paarweise (g), und zwar so nahe
zu einander Vorkommen, dass man zwischen ihnen nicht die ge-
ringste sie trennende Plasmaschicht voraussetzen kann. In diesem
Falle entspricht der Berlhrungsfliche der Kerne die Planober-
flache der Halbkugel, was an die Furchungsbilder erinnert. De-
mentsprechend kann man auch die verschiedensten Einschn-
rungen nachahmenden Formen auffinden.

Diese Kerne sind im Laufe der Kanélchenwénde verstreut,
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und zwar so, dass auf 4—5 oder 10 regelméssige Wandzellen ein
einziger oder ein paariger Kern fallt (s. Fig. 3 a). Sie kdnnen aber
auch dichter oder noch verstreuter stehen, so dass man diesbeziglich
keine Eegel geben kann. Man sieht sie aber auch in der Hohe der
Wandschichte, d. h. im Verhaltniss zu dem Lumen des Kanalchens
in radiarer Richtung Vorkommen, einmal unmittelbar ober den
regelméssigen Wandzellen, meistens aber zwischen diese einge-
presst, ein andersmal wieder unter diesen der Wand anliegend.

Auf jede der oben besprochenen regelmassigen Wandzellen-
gruppen kommen ein oder zwei solche unregelméssige Kerne.

Nicht selten sind aber in diesen Gruppen die unregelmaéssi-
gen Kerne, sowohl ihrer Grosse als dem Bau ihrer Substanz, sogar
betreffs ihres Farbungsvermdégens den Regelmassigen ganz ahnlich
sowohl in Schnitt- wie in Zupfpraparaten. In Fig. 5 ist eine, den
sieben regelmassigen Wandzellen sehr dhnliche unregelmaéssige Zelle
sichtbar; dieselbe gleicht den ibrigen Wandzellen so gut ihrer Fér-
bung als Substanz, und dennoch sticht sie mit ihrem grosseren
Kernkorperchen und eigener Gestalt von jenen ab. Hauptsachlich
sind in den kleineren Wandzellengruppen unbestimmte Formen
zu finden, deren regelmdssiger oder unregelméssiger Charakter
kaum zu erwdégen ist.*

Die natiirliche Reihenfolge wirde jetzt die Beschreibung der
Plasma-Verhéltnisse der unregelméssigen Wandzellen fordern, das
Eigentimliche derselben aber bendtigt solche Abschweifungen,

* Die unregelmassige Form dieser Kerne (bei anderen Thieren) er-
wéhnt unter sdmmtlichen Autoren nur Ebneb. «Die Grosse der Keine
lasst sich schwer angeben, weil sie von sehr mannigfaehiger, hdufig eckiger
Form sind und im Vergleich zu anderen Prdparaten nicht selten wie
gedrickt und kunstlich deforrnirt erscheinen» Erkl&rung gibt er aber dafur
nicht, [s. «Spermatogenese beiden Sdugethieren» Arch. f. mik. Anst. 31)
Dagegen beschreibt Hebmann die Kerne beim Meerschweinchen [Beitrage
zur Histologie des Hodens. Arch. f. mikr. Anat. 34.) mit typischer Form
und mit bestdndigen Karakter, was unbedingt auf einer einseitigen Be-
obachtung basirt. Eine grosse Zahl der Kerne ist zwar entschieden tadel-
los, dabei aber findet man Uberall — wenn man nur nicht immer darauf
achtet was durch seine Schénheit und Regelmaéssigkeit einem gefallt —
eine bedeutende Menge unregelmdssiger verunstalteter Kerne von den
verschiedensten Formen.
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welche mit den brigen Verhaltnissen der Samenkanélchen gemein-
sam zu besprechen sind, diesbeziiglich verweise ich auf die be-
treffende Stelle.

3) In Gesellschaft der regelméssigen und unregelmaéssigen
Wandzellen befinden sich verstreut helle, einen unférbbaren Kern
besitzende Zellen, welche ich zwar beim Beginne meiner Unter-
suchungen bemerkte, ihnen aber keine besondere Bedeutung bei-
legte ; solange wenigstens, bis mir nur ein-zwei vor die Augen
kamen, habe ich sie einfach als diinnere Segmente der regel-
méssigen Wandzellen aufgefasst. Ich wurde aber sofort in vol-
lem Maasse auf dieselben aufmerksam, als mein Chef, Herr
Prof. v. Minalkovics, der in dem Froschhoden in grosser Menge

Fig. > Inmitten 7 regelméssige Wand- Fig. 6. Zwei, mit einer Vacuole ver-
zellen, eine, diesen noch sehr dhnliche, sehene, achromatische Kerne, b) Bei
\mregelmassige Wandzeile (a); b die a sind noch die beiden Kernkorper-
Wand des Samenkanélchens. (Reich, chen sichtbar.

hom. Imm.)

zu Grunde gehende Zellen fand, meine Eidechsenhodenpraparate
besichtigend, seine Meinung, dass die in Bede stehenden Zellen
ebenfalls zu Grunde gehende Zellen wéren, dusserte.

In Fig. 6 sind die betreffenden Kerne ersichtlich. Sie sind
etwas grosser als die Kerne der regelméssigen Wandzellen und
ihre besondere Eigenschaft ist, dass sie sich kaum oder gar nicht
farben, deshalb entweichen sie leicht der Aufmersamkeit des For-
schers, abgesehen von ihrer Seltenheit. Im Kerninnerem fin-
det man gewdhnlich geringe Mengen eines unfarbbaren Ger(stes,
das meistens die ubrigens scharf abgegrenzte Oberfldche einnimmt,
so dass der grosste Teil des Kernes leer zu sein scheint. Auf
Grund dieser zwei charakteristischen Eigenschaften dachte ich sie
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als achromatische, mit einer Vacuole versehene Kerne zu nennen.
Im Inneren des Kernes sind manchmal auch Kernkdrperchen zu
linden, [s. Fig. 6 bei a], in welchen Falle sie ganz an die regel-
massigen Wandzellenkerne erinnern und den dbrigen gegentiber
wie ausgeschwammt erscheinen.

4) Unmittelbar an der Wand, in Gesellschaft der beschriebe-
nen Zellen stellenweise eingeschaltet, findet man in Gruppen
gewohnlich nur wenige, 2—3—4, manchmal aber 8—10, karvo-
mitotischen Zellenteilungen.

Bei der Anwendung gewdhnlicher Trockenobjektiven werden
wir auf bald die Kante, bald die Oberflache zeigenden Kernplatten
aufmerksam, und zwar umsomehr, da dieselben von dem reinen
blaschenférmigen Kernkoérper scharf abstechen.

Bei der Benitzung von Oel-Immersion erscheinen die Kern-
platten, [Fig. 7 a und b] als abgerundete Vierecke, an jeder Seite
mit je vier, ausserdem an jedem Eck mit je einer Chromosome
welche man der Form nach am treffendsten zu Bacillen mit ab-
gerundeten Enden vergleichen kann]; so kommen auf die Peripherie
des abgerundeten Viereckes gerade 20 Chromosomen, ausserdem auf
das Innere der Platte 6—8, die aber weniger regelmassig gestaltet,
und auch nicht absolut siche}- abzadhlbar sind; im Ganzen 26 bis 28.

Von der Seite gesehen, macht die Kernplatte den Eindruck,
als waren diese Chromosomen in die Peripherie der Kernplatte
hineingesteckt wobei man nur ein Theil der Platte gut zur An-
schauungbekommt. Das genaue Abzahlen der Chromosomen ist nur
von der Oberflache aus moglich. Die Abzdhlung an Schnittprapa-
raten wird durch die an Zupfpréparaten vorgenommene bestétigt.,
in welchem Falle es ausgeschlossen ist dass durch den Schnitt ein
Teil der Chromosomen verloren ging. Das Abzéhlen gab hier ganz
dieselben Piesultate, ndmlich, dass man 20 an der Peripherie
stehende gut abzahlbare, und 6 bis 8 centralwaits liegende, weniger
regelmassige findet.

Und wenn man jetzt noch die centralwarts gelegenen kleine-
ren Chromosomen nur als Fragmente deren auffasst, wie sie auch
wahrscheinlich nicht gleichwerthig mit jenen sind, dann ist die
Zahl der Chromosomen nur zwischen zwei Extremen zu suchen:
Uber 20 und unter 26—28. Es liegt daher kein Grund vor, warum
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die bei anderen Tieren als typisch nachgewiesene Zahl 24 zurtick-
zuweisen. Wollen wir aber in diesem Falle sehr gewissenhaft \Vor-
gehen, dann kénnen wir es als Tatsache aussprechen, dass die
Zahl der Chromosomen bei den Teilungen der wandstandigen
Zellen des Eidechsenhodens gewiss Uber 20, keinesfalls aber (iber
28 steht.

Der Diaster ist seltener zu finden, in solchem Falle erschei-
nen die Chromosomen als zwei einander gegeniiber stehende,
regenschirméhnliche Gebilde. In den Tochterkernen ist die Ab-
z&hlung der Chromosomen schwieriger; beildufig sind 13—15 wohl
abzéhlbar, aber che an der Oberfliche des Piegenschirmes liegenden
scheinen mehr Fragmente als vollstindige Chromosomen zu sein.
Von den Tochterkernen kann man behaupten, dass die Zahl ihrer

c B U0 g

Fig. 7. Teilungshilder der regelméssigen Wandzellen a, ¢ aus Sehnittpraparaten,
b aus einem Zupfpréparate. (Reich, hom. Imm.)

Chromosomen gewiss Uber 10 steigt, sich aber nicht héher als
14— 15 stellt. Und wenn man hier wie friher, die, den Fragmenten
entsprechende Zahl abrechnet, dann kann man ihre Zahl auf 12,
also auf die Halfte derin den Mutterkernen gefundenen feststellen.

Noch seltener ist das vor dem Mutterstern stehende Stadium
aufzufinden bei welchem s&mmtliche Chromosomen auf der Ober-
flache des Kernes verstreut sind. [Fig. 7 ¢]. In diesem Stadium
erscheinen schon sdmmtliche Chromosomen deutlich gesondert,
so dass sie hier schon beildufig abzéhlbar sind, die Anordnung
aber und die Krimmungen der Chromosomen erinert noch an
das Knéuel-Stadium. Die Zahl der Chromosomen ist auch hier
Uber 20 zu stellen.

Bei den soeben beschriebenen, und in ihren drei Hauptsta-
dien geschilderten karyomitotischen Zellenteilungen ist besonders
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;lervorzuheben. «iss? Utselben nicht weniger typische Gestalten
der Wands rachte bilden, wie die tbrigen in -dieser Schicht befind-
lichen und bereits besprochenen Elemente : dieselben sind aneh mo-
anssehliesslieh in der Wandschichte anfznfindem nach dem Lumen
zu kommen sie nie vor. was desswegen zu betonen ist. -lass man
diese Theilunersarten mit den in den Samenkandlchen verkom-
menden hdufigeren anderer Arten nicht verwechsle.

5 Aa&ser den bisher geschilderter. Elementen, kénne*
unmitteloar an der Wand alle beliebigen, in den Samen-
kanélehen anwesenden Elemente verkommen: Knaneikemzeilen.
klein-r Hodenzellen, Samenféaden. verschiedene lheiitmgsarten. mit
einem W 4r; sdznmtiiehe Entwiektbmgstada-n der Samenfaden.
Dennoch ist es Kklar, dass wenn man berhaupt von einer Wand-
schichte spricht man mdarunter allein «é bisher beschriebenen
Elemente versteht, und zwar darum, weil 1. diese Elemente immer
und ausschliesslich nur neben den W8n«ien zum Vorscheine kom-
men. sie vermischen sieh nie mit anderen nach dem Lumen zu
-tehenden Schichten; i weil vice versa der gewohnliche Erschei-
nungsort der ubrigen Elemente — wenn sie auch manchmal neben
der Wand erscheinen— nichthier, sondern ober «ler Wandschiehte.
in ien. nach lem Lumen zu liegenden, inneren Schichten ist.

Endlich missen wir wéhrend ier Beschreibung unserer
Untersuchungsbefunde, noch eines, fir len ersten Anblick ganz

ges Er: -teilenden Gebilde- selenken, In lern Ei leehsenhoden-
Kanakhen hn«let man verstreut manchmai erstaunlich grosse,
haufig - h nmit «derLoupe ahs hieinePunkte bemerkbare Element-.
I>ie. manchmal 0*1 mm. Grdsse erreichende Gebilde, welche man in
Seiien-Sehnitten in 10 bis 20 Stiicke geschnitten trifft, bieten ein
-ehr versohlelenes Bild dar. Meistens besitzen sie mehr Kerne,
welche, entsprechend dem ganson Gebilde, gross sind, ihr Durch-
messer betragt 15—20 a. und dariber. Die auffallendste Eigenschaft
der Kerne ist ihre Unregelméssigkeit, -ie lesitzen bald scharfe
hontouren, oald erscheinen -ie ranz verschwommen. Sie farben
-ich meisten.- diffus uni triibe: ihre Kemk«T«r>erehen zeigen gar
keine Begeh

Das -ie umhillende Plasma ist ebenfalls sehr seltsam und
verschieden, so z. B. hat - eh in Fig. S der gros-te Teil des Plasma
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in ein blaschenférmiges Gebilde verwandelt, das die Kerne an
eine Seite verschob. Das Innere des Bldschens erscheint an
Schnittpréparaten mit wenig, ein Netz bildende farblose Substanz
gefiillt, an der Peripherie einige scharf gefarbte Kornchen ent-
haltend.

Diese Biesenelemente finden wir einzeln verstreut, von den
tbrigen Elementen regellos umrungen, oder ganz freistehend im
Lumen; folglich kénnte man sie auf Grund ihrer Eigenart und ihres
Erscheinungsortes in keine der Samenkandlchen-Schichten einrei-
hen. Dennoch sprechen wichtige Griinde dafir, dass man sie mit der

Wandschichte gemeinsam abhan-

delt, denn wenn wir uns an die

ubrigen Schichten erinnern, an die

der Knéauelkernzellen, kleine Sa-

menzellen. Samenfaden,werden wil-

es bald einsehen, dass diese Riesen-

zellen von all diesen ganz verschie-

den sind, mit diesen nicht den ge-

ringsten gemeinsamen Charakter-

Fig. 8 Biesenzelle (m Verhalniss 219 Desitzen, zum Gegenteil aber

zu den (brigen Figuren bedeutend ~ fanden wir unter den Elementen

verkleinert) in der einen Hélfte mit der Wandschichte eine Zellenart,

e o o, nAmlich dieunregelméssigenWwand-

ren des bei a sichtbaren Kemes  Zellen, mit welchen sie doch in

sind verschwommen. Zusammenhang gebracht werden
konnen.

Soviel nur als Begrindung dafir, dass wir diese Biesen-
gebilde hier beschreiben; das Vergleichen der Elemente wollen
wir spéter vornehmen.

Zusammenfassung.

1. Unmittelbar an der Wand des Eidechsenhodenkandlchens
sind sémmtliche darin vorkommende Elemente aufzufinden.

2. Die regelméssigen und unregelmdssigen Wandzellen kom-
men ausschliesslich nur neben der Wand vor, die (brigen Ele-
mente findet man hier nur ausnahmsweise, ihr gewdhnlicher
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Fnn.i.v.t ;-f oben *len regelméssigen und unregelméssigen Wand-
zellen nach dem Lumen zu.

3. Per Kern der rrgehnassigen Wandzeilen ist kugelrund
oder -hwaeh oval, enthalt gewdhnlich zwei Kernkdrperehen : der
m ~rar: -r-ffen .ehe-n-ielte Kem zeigt eine gekdrnte ijra'>Qr-
-tanz. in welcher zwi-chen den zwei Kernkdrperchen, ein ehro-
m: befreie' Fleckchen -ich befindet. Pen Kem umringt das in
méa."igor Mengt vorhandene Plasma in vier- oder fiinfeckiger
Form, w rin mit der be-chriebenen Kupfer- und Hiematoxydn-
Féarbung ein sieh schwarz farbender Nebenkem zum Vorschein
kommt.

i. Per Kern hier mnY'jeiimi-S'e/e-»WandzeEen ist gewdhnlich

" r 1 der lervorigen, -eine F rm istdus”erst verschieden und
- hmiegt ~ich den nachbarlichen Elementen auffallend an. Sie
iari tu - eh mei-tem -chwach: w;. -ie aber intensiver gefarbt sind,
-roh*  ~t Far ong durch ihren eigentimlich diffusen Charakter
k >rper i”enisttin ler zwei, kann aber auch mehx sein. Auffallend
:t findet man bald langgestreckte, bald doppelte Kemkd&rperchen
enthaltende, daun wieder Einsohndrangen aufweisende oder dicht
i. t.- nan ler -teilendepa™ge,miregtiméas~ige Wandzellenkeme.
lie (*nt. irren der unregelméssigen Wandzellenkeme sind

* ganz verschwommen. Feber ihr Plasma spater.
5. In Ge-ell-ohaft der regelmé--igen und unregelmaéssigen
min izellen findet man verstreut eine den regelméssigen nahe-
-'tkende Zelle, leren Kem ‘ich -chwach oder gar nicht farbt,
un l«ltren Innere- leer zn sein -eheint. we-halb ich sie als acliro-

toriso-he Zellen ctarakterisire.

6. In ditse- Kapitel nahmen wir die in den Eidechsenhoden-
kanélchen befindlichen 50—60 n langen Durehmesser besitzenden
L t-engebQde auf. da ihr Charakter mit den unregelméssigen
M *ndzellen viel Gemeinsames hat.

i. Schiit--iich Wgegneten wir neben der Wand gruppen-
wei-e gewohnlich nur wenige. 3—4 verschiedene Stadien einer
_ wi--"n Art der mitotischen Zellenteilung, in welcher die Zahl
der bacillenihnliefaen Chromosomen mit grésster Wahrscheinlich-
keit in dem Mntterkem 14. in den Todchterkemen |i betragt:
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diese Teilungsart findet man nur neben der Wand welche von den
Ubrigen Teilungsarten in den Samenkandlchen zu sondern sind,
deren Abhandlung wegen ihren verschiedenen Fundort nicht
hierher gehort.

Folgerungen.

Wollen wir nun zur Analyse der soeben beschriebenen Tat-
sachen in mitten der mannigfaltigen Elemente der Wandschichte
schreiten, so mussen wir erstens die bei der Wand vorkommende
Knduelkernzellen, dia kleinen Samenzellen und die Samenfaden,
von dieser Schichte sondern, und zwar deshalb, weil 1) diese Ele-
mente neben der Wand nur sparlich und ausnahmsweise zu treffen
sind ; 2) "weil ihr gewohnlicher Ort ober der Wandschichte sich be-
findet. Vielmehr interessirt es uns, wie diese Elemente dennoch
ausnahmsweise in die Wandschichte geraten, was man zweierlei
beantworten kann: entweder entstanden sie an Ort und Stelle, in
welchem Falle sie ihren Platz nicht verhessen, oder sie wurden
von ihrem gewohnlichen Fundort auf irgendwelcher Weise nach
der Wand zu verschoben. Die Beantwortung dieser Frage steht
aber in engem Zusammenhang mit den Spermatoblasten einer-
seits, und mit dem, wahrend der Entwickelung der Elemente ge-
schehenen Ortwechsel anderseits; demnach missen wir auf jenes
Capitel verweisen, in welchem der Ortwechsel sammtlicher Ele-
menten gemeinsam beschrieben wird.

Es bleiben noch die regelmdssigen und unregelmassigen.
Wandzellen, die mit einer Vacuole versehenen achromatischen Zel-
len, und die beschriebenen mitotischen Teilungen (brig, welche
im Gegenteil zu s&mmtlichen tbrigen Elementen ausschliesslich
nur neben der Wand Vorkommen; demnach sind nur diese die
eigentlichen Elemente dieser Schichte und den Ausgangspunkt der
Samenfadenentwickelung missen wir nur unter dieser suchen.

Fur die Samenfadenentwickelung als einem Proeesse, haben
wir zwei Beweise : 1. die Anordnungsverhéltnisse der Elemente
zu einander, 2. die Uebergangsstadien. Darauf beruhen unsere
Folgerungen.

Die Anordnungsverhéltnisse der Elemente zu einander
waren geniigend gewdirdigt, und daraus, dass dieselben so be-
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stdndig und gesetzmassig die gemeinsamen Bestandteile der Zellen-
gruppen ein und derselben Schichte bilden, kann man schon ver-
muthen, dass diese Elemente alle streng zusammengehéren.

1) Das héutigst vorkommende und wegen ihrer Regelméssig-
keit typischeste Element dieser Gruppen ist die regelmassige
Wandzelle, deshalb missen wir von dieser ausgehen.

Wir fanden Wandzellengruppen, die aus kleineren an Chro-
matin armeren, andere welche aus grosseren chromatinreieheren
Kern enthaltenden regelméssigen Wandzellen bestanden; diese
kleineren und grosseren sehen Ubrigens gleich aus, es liegt kein
Grund vor, warum wir daran zweifeln, dass man in diesen Unter-
schieden das Wachstum der Zellen, und die Vermehrung des
Kernchromatins sehen sollen und dass die mitotischen Teilungen
der Wandschichte sich in diesen Zellen abspielen. Zur Herleitung
der mitotischen Teilungen kann man an die achromatischen
Zellen nicht einmal denken, nicht nur dass sie chromatinarm
oder ganz cliromatinfrei sind, auch weil das innere des Kernes
meistens einen Substanzverlust aufweist. Die unregelméssigen
Wandzellen sind schon gar nicht mit den Teilungen in Zusammen-
hang zu bringen, erstens weil in ihnen das Chromatin ebenfalls
vermindert ist, zweitens weil sie ihrer Grosse, folglich ihrem
Wachstum entsprechend noch viel unregelmaéssiger aussehen, was
mit den Vorbereitungen zu den mitotischen Teilungen nicht im
Einklang steht; drittens, weil wie es nachgewiesen wird, ihre
Kerne teilen sich auf amitotischem Wege.

Nachdem in diesen zwei Zellenarten die mitotischen Teilun-
gen nicht Vorkommen kénnen, kommt man auch durch Ausschlies-
sung auf jenes Resultat, dass diese in den regelmassigen Wand-
zellen Vorgehen.

Die Antwort darauf: woher die mitotischen Teilungen ab-
stammen ist bereits gegeben; die ndchstliegende Frage, was wieder
aus diesen Teilungen entsteht wird durch die einzelnen Autoren
sehr oberfléchlich behandelt, sie behaupten ganz einfach, dass die
Wandzellen Wandzellen erzeugen, oder aber noch allgemeiner,
dass durch diese Teilungen, die né&chstfolgende zweite Schichte
erzeugt wird, ohne den Ubergang naher zu precisiren. So wahr-
scheinlich und natirlich auch diese Meinungen sein mégen, ist das

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. X111. 21
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eingehendere Begrinden derselben dennoch ziemlich schwer, denn
in den die Teilungen unmittelbar folgenden Stadien kommen die
Uebergangsbilder — wahrscheinlich wegen des raschen Verlaufes
derselben — kaum zur Beobachtung.

Zur rascheren Orientirung stellen wir die Frage, was konnte
Uberhaupt aus diesen Teilungen entstehen? Es sind nur zwei
in Mdglichkeiten denkbar: 1) dass die der Teilung unterworfene
Wandzellen sich unmittelbar in Elemente der zweiten Schichte : in
Knduelkernzellen umwandeln, ohne Einschaltung eines Buhestan-
des, 2) dass sie sich friiher — wie gewohnlich nach den Teilungen —
der Buhe begeben, und diese erst werden zu Elemente der zweiten
Schichte.

Betrachten wir nun was fiir die eine, und was fur die andere
Madglichkeit spricht?

Dem, der Samenkandlchen je gesehen hat, sind gewiss jene
sich scharf farbende und &usserst unregelméssig aussehende
Kerne aufgefallen, in welchen das Chromatin meistens an einer
Seite versammelt erscheint, aus welcher oft einzelne Chromatin-
faden stachelédhnlich herausstehen. Beziglich ihres Fundortes bil-
den diese Kerne die zwischen den Wand- und Knduelkernzellen
liegende Schichte: repréasentiren folglich unbedingt irgendwelches
Uebergangsstadium von diesen zu jenen. Wenn ich jetzt noch
daran erinnere, dass die jungen Tochterkerne der sich soeben
geteilten Wandzellen ihr Chromatin gleich diesen ebenfalls an
einer Seite enthalten, so kommt man auf den Gedanken, dass die
den Teilungsprocess soeben durchgemachten Wandzellen. vermit-
telst jener stachelkernigen Zellen ohne Einschaltung eines Buhe-
standes, sich direct in Knduelkernzellen verwandeln.*

* Von diesen Zellen, in deren Kernen das Cliromatin auf die Seite
geschoben ist, steht es nun fest, dass sie in dieser Gestalt Kunstprodukte
sind. Interessant ist es aber, dass diese Erscheinung fiir ein gewisses
Stadium sehr charakteristisch ist; wenn auch die Gbrigen Zellen alle
vortrefflich fixirt sind, erscheinen diese Kerne so auffallend verunstaltet,
dass sie gleich in’s Auge stechen. Wahrscheinlich ist in diesem Stadium
das Chromatin in einem weniger widerstandsfahigem Zustande gegen
die Hartungsflussigkeiten. Ubrigens repraesentiren sie ein Ubergangstadium
von den regelméstigen Wannzellen zu den Knéauelkernzellen.
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Zum Glick 'ind meiner Aufmerksamkeit jene regelméssigen
Wandzellen nicht entgangen, deren Chromatin in so feinen Koérn-
chen verteilt ist, dass sie auch bei Anwendung von homogener
Immersion nur den Eindruck machen, als ob sie mit feinsten Staub-
kérnchen bestreut waren: wenn ich jetzt noch zusetze, dass diese
Zellen unmittelbar ober den gewdhnlichen Wandzellen zu finden
sind, kann man sie fir die Abkdmmlinge der Theilungen der reg.
Wandzellen halten. Nach diesem stammen aus den reg. Zellen
wieder nur reg. Zellen, die nur durch die feine Yertheilung des
Chromatins von ihre Mutterzellen verschieden sind.

Gedenken wir noch daran, dass man auch Uebergangsbilder
von diesen mit feinverteiltem Chromatin versehenen Kernen bis
zu den Knéuelkemzellen gewinnt, muss man die zweite Mdglich-
keit annehmen, nach welcher die Knéuelkemzellen ans diesen,
feinverteiltes Chromatin enthaltenden Zellen entstehen.

2) Feber das Herkommen und die Bedeutung der Zellen
mit einem achromatischen Kerne kann man. gestltzt auf die
Untersuchungs-Befunde ziemlich rasch ins Klare kommen. Da
ihre Form, ihr Aussehen fast ganz der Form und dem Aus-
sehen der r. Wandzellen gleicht, ist kein Grund daran zu zweifeln,
das- Ge selbst nichts anderes, als regelméssige Wandzellen
sind. Anderseits wieder ist 1: die unvollkommene oder génzlich
fehlende Farbung, 2) das Verschwinden des Kemgeristes, spater
der Kernkorperehen nicht anders zu erkléaren, als dass dieselben
degenerirende Zellen sind. Daraus folgt, dass die regelméssigen
Wandzellen hie und da in Gestalt dieser achromatischen Zellen zu
Grande gehen.

3) Fir die Beobachtungen und Folgerungen schliessen ein
Gel weitverbreitetes Gebiet die unregelméassigen Wandzellen auf.
Auch hier sind es hauptséchlich zwei Fragen, die uns interessi-
ren: woher sie stammen und was aus ihnen wird. In diesem
Kapitel wird ebenfalls nur von den Kernen die Bede sein, von
denen wir zur Erreichung unseres Zieles die wichtigsten Tatsachen
in Folgendem zusammenfassen.

L Héufig sind die Kerne von einer sein- unregelméssigen
Form.

fl
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Il. Im Allgemeinen sind sie ckromatinarm, eigentlich farben
sie sich schwach, wodurch die intensiv gefarbte Kernkorperchen
scharf hervortreten. Wohl sieht man gelegentlich einzelne sich
intensiver geférbte unregelmdssige Kerne, aber diese dunkle
Féarbung ist von der gewohnten Chromatinfdrbung ganz ver-
schieden, sie werden durch Safranin mehr-weniger diffuse, triib
gefarbt.

I11. Die directe Teilungsart der unregelmassigen Wandkerne
muss ich auf Grund sdmmtliche Uebergangsstadien aufweisender
Befunde unbedingt behaupten. Die langgestreckten, stdbchenéhn-
liche Kernkorperchen, die paarigen regelmdssig angeordneten,
die Einschniirungen aufweisenden Kerne, schliesslich jener fir
sich allein schon auffallender Umstand, dass sie h&utig paarig
Vorkommen, zwingen uns zur Annahme der directen Teilungsart.

IY. Die Grenze der unregelmdassigen Wandzellenkerne
verliert sich in einzelnen Fallen derart zwischen den nachbarli-
chen Zellen, dass wir in denselben ohne den intensiv geférbten
Kernkdrperchen den Zellenkern gar nicht erkennen wirden; in
diesem Stadium kommt auch die erwahnte diffuse triibe Farbung
zur Beobachtung.

V. Diese Kerne enthalten manchmal viele Kernkdrperchen
ein andersmal findetman in ihrem Innern gerinnselartige Gebilde.

Man kann sich nicht wundern, wenn diese fiir den ersten
Anblick so mannigfaltige und jeglichen Zusammenhang vermis-
sende Bilder zu solch’ verschiedenen Annahmen und Erklarungs-
versuchen anregten. Wir wollen dahin streben, alldiese Erschei-
nungen auf eine gemeinsame Grundlage zuriickzufiihren.

An den unregelméssigen Wandkernen fesselte meine Auf-
merksamkeit schon von vornherein ihre directe Teilungsart. In
den Eidechsenhoden kommen diese Teilungen in solcher Menge
vor, dass ich im Anfang geneigt war, ihnen eine reproductive
Bedeutung zumuten. Heute aber, mit dem Gedanken eines de-
generativen Processes schon befreundet, kam ich zur Ueberzeugung,
dass wir es eigentlich auch hier mit einem degenerativen Processe
zu tun haben. Die Aerme an Chromatin, die directe Teilung fir sich
selbst schon, besonders aber das VVerschwinden der Zellencontouren
sprechen alle und unbedingt fiir den degenerativen Process.
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Ausser diesem ?indauch die ibrigen Ergebnisse, alle mit der
degenerativen Erklarung des Processes im Einklang: das ausser-
ordentlich unregelmaRige Aussehen der Kerne ist nur eine Folge
jene- Eindus-es. welchen die nachbarlichen wachsenden und sich
vermehrenden Zellen ausiiben, welche in die durch die Degeneration
ihre Widerstandsféhigkeit verlorene Zellen von allen Seiten ein-
dringen. und dieselben vielfach comprimiren: die im Inneren de-
Kerne- wahrnehmbare, sich nicht farbende Flecke sind ebenfalls
Symptome der im Inneren de? Kernes aufgetretener Degeneration:
endlich -ind noch die unter dem Einflisse der nachbarlichen
Zellen -ehr unregelmaéssig gewordene Kemkontouren. und deren
stufenweise fortschreitendes Verschwinden vorhanden, was schon
an und fir -ich darauf deutet, das- die unregelmdssigen Wand-
kemen in Degeneration begriffene Gebilde sind.

Nachdem man die Sertolischen Zellen trotz ihres fort-
wéhrenden Zugrundegehens in den Samenkandlchen zu jeder
Zeit auffindet, miissen sie irgendwelche bestandige Herkunftsquelle
haben.

Die zweite Hauptfrage ist also: woher sie stammen ? Dies-
beziiglich mache ich auf Fig. 5 aufmerksam, woselbst acht junge
Wandzellen -iehtbar sind: eine derselben ist aber fir den ersten
Anblick al- unregelmadssigerkennbar. lhre weiteren Eigenschaften
-ind v n denen der Gbrigen Zellen kaum verschieden, ihr Chroma-
tininhalt. ihre Grosse stimmt mit denen der anderen Zellen uberein,
die unregelméssigen Contouren ihres Kernes aber, ihr grosseres
ungeteilte- Kemkdrperehen macht sie von jenen verschieden, so
da-- wir in die-er Zelle ein Element fanden, welches teilweise die
Eigenschaften der regelmassigen, teilweise die der unregelmaéssigen
in -ich vereinigt. Solche mehr-weniger den regelméssigen Wand-
zellen &hnliche unregelmadssige Zellen findet man hauptsachlich
in den jlingere Zellen enthaltenden Wandgruppen. Diese Bilder
veranlassten uns zur Annahme, dass die unregelmassigen Wand-
zellen von den regelméssigen abstammen.

4 Endlich wenn man die an den unregelmdssigen Wandzellen
beobachteten Erscheinungen mit jenem Riesengebilde vergleicht.

s. Fig. s . kommt man zu dem Resultate, dass dieselben zu
einander in gewissen Beziehungen stehen.
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Man hat es auch hier mit groben unregelmdssigen Kernen
zu tun, welche mit zahlreichen Kernkorperchen versehen sind,
wie man solche auch in den unregelméssigen Wandzellen fand;
auch hier hat ein Teil der Kerne eine ziemlich scharfe Kontour,
bei anderen aber sind dieselben auch ganz verschwommen, lieber-
raschend wirkt nur die grosse Zahl der Kerne, anderseits wieder
ihre betrdchtliche Grosse, was aber im Wesentlichen an der Sache
nichts andert; diese Elemente mdissen wir als grossgewachsene
und sich vielfach fragmentirte unregelmdssige Wandzellen auf-
fassen. Wenn man aber bedenkt, welch” mannigfachige Form die
unregelméssigen Wandzellen besitzen, und von welchem unbe-
stimmbaren Aussehen sie sind, dann steht dieser Auffassung, nichts
im Wege, um«omehr, denn wenn man diese nicht annimmt,
konnten die Riesenzellen mit keinem anderen in den Samen-
kandlchen vorhandenen Element in Zusammenhang gebracht
werden.

Demnach muss man die Riesenzellen von dem Wachstum,
und von der Kernfragmertirung, der unregelméssigen Wandzellen
abkommen lassen. Diesen kolossalen Elementen kann man schon
ihrem Aussehen nach keine besondere Bedeutung beilegen, wir
kdnnen von ihnen nichts anderes denken, als dass sie schliesslich
doch zu Grunde gehen; dafiir stehen uns ganz dieselben Beweise
zu Diensten, wie bei den unregelmassigen Wandzellen; die Kern-
fragmentirungen, das Yerschwommensein der Kerngrenzen, dessen
ganzliche Confluiren mit der Umgebung: zwingen auch hier zur
Annahme des degenerativen Processes.

Die Folgerungen fasse ich in Folgendem zusammen :

I. Ein und dieselben Entwickelnngsstadien der regelmadssigen
Wandzellen bilden Gruppen, in welchen eine oder zwei unregel-
massige Wandzellen sich befinden, gelegentlich auch eine achro-
matische Zelle.

Il. Die achromatischen, sowie die unregelméssigen Wand-
zellen stammen von den regelméssigen Wandzellen ab.

I11. Die Kerne der unregelmé&ssigen Wandzellen teilen sich
direct.

IV. Die Riesenzellen entstehen aus den Unregelmas-
sigen.



UBER DEN BAU DES EIDECHSENHODENS. 327

V. Die achromatischen Zellen, ferner die Riesenzellen und
die unregelmissigen Wandzellen gehen alle zu Grunde.

VI. Die regelmiissigen Wandzellen teilen sich durch Karyo-
mitose, wodurch sie ihnen dhnliche Zellen erzeugen.

Wenn man siammtliche in diesem Kapitel beschriebenen
Freignisse zusammenfasst, kann man sie in zwei Hauptgruppen
einreihen : erstens fanden wir regenerative, dann degenerative Pro-
cesse.

Die regenerativen standen mit den regelmiassigen Wand-
zellen, die degenerativen mit den tbrigen Zellenarten in Zusam-
menhang.

Nach alldem besteht in der dussersten Schichte des Sumen-
kandlchen-Epithels ein mit der fortwihrenden Zellenbildung
parallel stehender degenerativer Process.

Nachdem die Karyomitose der regelmissigen Wandzellen,
allein den regenerativen Process an der Wand des Samenkanil-
chens reprisentirt, muss der Ausgangspunkt der Samenfiden-
entwickelung in diesen wurzeln; nun wurde aber gezeigt, dass
dieser regenerative Process nicht nur das Entstehen einer neuen
Zellenschichte veranlasst, sondern dass auch siammtliche spiter
zu Grunde gehende Elemente des Samenkanélchens von diesem
entspringen. '

Auf Grund der bisherigen Beobachtungen kann man den
Process kurz folgendermaassen charakterisiren : In unmittelbarer
Nihe der Wand begeben sich einige regelmissige Wandzellen der
Teilung, wodurch die Wandzellengruppen entstehen, welche den
regelmassigen Wandzellen dhnliche junge Zellen enthalten. In
diesen Wandzellengruppen gehen einzelne Elemente in Form von
unregelmassiger, oder achromatischen Zellen zu Grunde; die
Mehrzahl verwandelt sich aber zur Bildung einer neuen Schichte
(zur Schichte der Knduelkernzellen).

Dieser von mir festgestellter Process konnte nach den
verschiedenen Nomenclaturen folgend lauten: die Spermatogo-
nien (regelméssige Wandzellen, Samenkeimzellen, Samenstamm-
zellen ete.) teilen sich durch Karyomitose, wodurch die Zellen-
gruppen (Spermatocysta) entstehen. Dieselben bildende junge Sper-
matoeyten sind im Anfang den Spermatogonien, durch welche sie

1
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entstanden, ganz ahnlich. Diese Zellen erleiden nach drei Richtun-
gen Verdnderungen, 1) ein Teil derselben geht zu Grunde in
Form von unregelmissigen Wandzellen (cellule ramificate SErrorr,
Stiitzzellen, Fussplatten der Spermatoblasten, sternformige Zellen,
Tragzellen, Randzellen ete.) oder 2) in Form von achromatischen
Zellen, der grosste Teil aber 3) dient zur Bildung der Kniuel-
kernzellen (Mutterzellen, Samenmutterzellen, Samenkniuelzellen
Stermatocyten).

Im Sinne der gewohnten Beschreibungen simmtlicher Autoren
hitten die aus den Teilungen entstandenen jungen Zellen noch eine
Aufgabe zu erledigen : namlich einige blieben zuriick, um dann den
Ausgangspunkt neuerer Generationen zu bilden. Diese Behauptung
ist aber nur eine hypothetische, objektiv nicht nachgewiesene
Annahme, welche zur Erklarung der langdauernden und ununter-
brochenen Samentidenentwickelung erdacht wurde ; wer konnte es
denn je nachweisen, dass wenn er z. B. an der Wand zwei Sperma-
togonien findet, ob dieselben aus dem Urepitel des Hodens, oder
aus deren Teilungen entstandenen jungen Spermatocyten zuriick-
blieben ?

Es kénnte ja am Ende moglich sein, aber diese Annahme
finde ich nicht nur tiberfliissig sondern aunch mit den Tatsachen
unvereinighar. Geniigend auffallend ist ja schon jener Umstand,
dass man hiufig an weiter Strecke kein einziges Spermatogon
trifft ; wenn aber solche immer von jeder Generation zuriickbleiben,
wie wire ihr Fehlen zu erkléiren? Die Spermatogonien halte ich
vielmehr fiir einen solchen Vorrat, der endlich einmal ausgeht und
damit erlischt die Samenfadenentwickelung ; im Sinne der vorigen
Annahme kénnte ein Samenkanélchen wahrhaft ewig funktioniren,
es ware kein Grund vorhanden zur Verminderung der Samenfiden-
entwickelung, was einmal endlich doch geschieht. Anderseits aber,
wenn die Spermatogonien sich in einem Kandlchen fortwihrend.
erneuern wiirden, wozu hitte die Natur einer solchen Unmasse
der Samenkanilchen gesorgt, wenn nicht darum, dass gentigen-
der Vorrat in den sonst nicht ersetzbaren Elementen vorhan-
den sel.

Nach dem ist die Sache so aufzufassen, dass die in den Samen-
kaniilchen wrspriinglich in grosser Menge vorhandenen und dicht
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stehenden Spermatogonien in gewissen Distanzen abwechselnd
zum Zwecke der Samenfadenbildung, sich zur Teilung begeben
[was mit den Thatsachen genau stimmt]; zwischen den in Teilung
begriffenen Zellen verweilen die Ubrigen solange in Euhe, bis bei
Bildung der nachsten Generation wieder einzelne sich in gewissen
Distanzen zur Teilung ausscheiden; so nimmt ihre Zahl im Quer-
schnitte eines Kandlchens langsam zwar, aber bestdndig ab.

Die Ebner‘schen Sperm atoblasten .

Dieses Kapitel verdankt seine Entstehung allein der Ebner-
sehen Spermatoblastenfrage: wéren diese Gebilde nicht von be-
achtenswerten Autoren untersucht, grindlich und objektiv be-
schrieben und die verschiedensten Ansichten dariiber gedussert so
hatten die in diesem Kapitel befindlichen Dinge, nur in den Ubrigen
verstreut ihren Platz gefunden; aber eben der Umstand, dass
man in den ERNER’schen Spermatoblasten, trotzdem sie grindlich
studiert wurden, noch immer sehr unbestimmten Gebilden gegen-
Uber steht, hat mich umsomehr angeregt ihnen meine volle Auf-
merksamkeit zu schenken.

In den Eidechsenhodenkandlchen sind sehr selten ohne
jegliche Ordnung und Regel verstreut die in Fig. 9, 10, wider-
gegebene oder dhnliche Gebilde zu finden, bei welchen in erster
Leihe die ausserordentlich unregelméssigen und unbestimmten
Contouren auffalen; ihre Basis verbreitet sich an der Wand,
woselbst sie unter den Wandzellen sich verschmélernd ohne
Grenze verschwindet. Ihr Leib dringt mit seinen Ausldufern
zwischen den sie umringenden Elemente — zwischen die Knauel-
kernzellen, kleine Samenzellen — deren Ende oder Grenze nir-
gends nachweisbar ist, weil sie zwischen den Zellen ein Intereel-
lulér-Netz bildend, verschwinden. Das sind jene Gebilde, mit deren
nach dem Lumen zu gerichteten Spitze in Zusammenhang man
auch Samenfadenbischel findet und zwar derweise, dass dieselben
mit jenen génzlich confluiren ; in der wandanliegenden Basis der-
selben findet man fir gewohnlich ein oder zwei unregelmassige
(SERTOLi’sche) Kerne.
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Diese kurz geschilderten Gebilden sind mit den EINER’schen
Spermatoblasten homolog; wenn man diese in dem Eidechsenhoden
ohnehin nur verstreutvorkommenden Gebilden nicht als ERNER’sche
Spermatoblasten anerkennen wiirde, dann mdissten wir ihr Vor-
handensein in den Eidechsenhodenkandlchen Gberhaupt leugnen.
Auf Grund der besprochenen Eigenschaften sind in diesen Ge-

Fig. 9. Den Ebner’schen Spermato- Fig. 10. Mit den Spermatoblasten homo-
blasten entsprechendes Gebilde in loges Gebilde. Die mit Cupr. Sulf. und
dem Eidechsenhoden, bei a stellt Alk. Hasin, dunkel geférbte Masse (a) be-

die Intercellularmasse mit Samen- sitzt an ihrer Basis einen unregelméssi-
faden in Zusammenhang. (Flem- gen Wandkern (b), ihre Spitze verliert
ming Gentiana Violett. \Wegen Ver- sich deutlich sichtbar zwischen den Sper-
einfachung wurden bei den angren- matiden (€). e Spermatogonien, < Sper-
zenden Zellen nur die Contouren matocyten mit ebenfalls dunkelgefarbtem
gegeben. (Reich, hom. Imm.) Nebenkerne. (Reich, hom. Imui.)

bilden tatséchlich die Spermatoblasten anzuerkennen, weshalb ich
dieselben einer eingehenderen Untersuchung unterzog.

Bei den Spermatoblasten ist vor allem auf die Plasmagrenzen
und Berthrungsverhéltnisse der Zellen zu achten, das ist auch der
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Grund, dass wir die Plasmagrenzen der unregelméssigen Mand-
zellen, und die BeriihrungSTerhaltnisse der ibrigen Elemente in
diesem Kapitel gemeinschaftlich abhandeln.

1. Frisch isolirte Praparate. Wir haben die Eigenschaft der
Samenkanalchen, dass sie sehr leicht in ihre Elemente zerfallen,
bereits betont. Wenn man die Kanélchen mit der Nadel einigemal
gehorig abstreift, zerlliesst deren Inhalt rahmartig, in welchem
die einzelne Elemente isolirt herumtliessen. Bis man einerseits-
auf dieser Weise Zellen gut isolirt trifft, fesseln anderseits unsere
Aufmerksamkeitdie in diesen Préparaten befindlichenRiesengebilde,
welche als mehrkernige Cysten erscheinen. Diese mehrkernigen
Gebilde sind sowohl mit Zugabe von Kochsalzlésung als mit Essig-
sdure nachweisbar. Die Cysten kdnnen Knéuelkerne oder kleine
Samenzellenkerne enthalten 12—15 auf einmal, im engf3ten Sinne
des Wortes durch einer gemeinsamen Plasmaschicht umrungen.

2. An isolirlen und fixirten Praparaten sind die Zellengren-
zen dusserst fein, zwischen ihnen sieht man eine 'ich mit H»ma-
toxylin schon farbende feine netz- oder fadchenartige Substanz,
welche sich entweder zwischen den Zellen verbreitet, oder von
einer Zelle oder Zellengruppe zur anderen in Streifen zieht.

3. Die wertvollsten Befunde ge-
winnt man an Schnittpréparaten. In die-
sen bemerkt man eine zwischen sdmmt-
lichen Elementen des Samenkanélchens,
wenn auch nicht in bestidndig gleicher
Menge vorhandene, stellenweise aber auf-
fallend gut nachweisbare Netzwerk bil-
dende Substanz. Dieselbe kann man so- Fig. 11 Die Intercelinlarsnb-

. . stanz ist bei b zwischen den
wohl zwischen den Wand- als zwischen  spermatiden, bei e freiliegend
den Knduelkern- und kleinen Samen- sichtbar. (Beich. hom. Imm.
zellen nachweisen.

In Fig. 11 erscheinen nicht nur die Zellcontouren und die
zwischen diesen befindlichen dunklen Streifen gut. sondern man
sieht diese Streifen einerseits ganz frei stehen (c), die nachbarlichen
Zellen verlassend, zum Beweise, dass man es hier tatsdchlich mit
einer selbststandigen Substanz zu tun hat.

Die Intercellularsubstanz erscheint nach der Wand zu ge-
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woéhnlich in grosseren Mengen, welche sozusagen den Ausgangs-
punkt derselben bilden. (S. Fig. 2.)

Diese zwischen simmitlichen Elementen des Samenkandl-
chens vorhandene, ein intercellulares Netzwerk bildende Substanz
kann man von den, die unregelmdssigen Wandzellen in sich
schliessendn mit den Spermatoblasten homologen Gebilden, nir-
gends unterscheiden, sie stehen in continuirlichem Zusammenhang,
derart, dass auf diese Weise der Korper der oben beschriebenen
Spermatoblasten wahrlich als Intercellularsubstanz erscheint.

Bis die Basis der Spermatoblasten neben der Wand unter den
Wandzellen sich verliert, dringen die Ausliufer ihrer Korper
iiberall zwischen den nachbarlichen Elementen, fiir welche sie als
Nest dienen, wodurch ihre Oberfliche ein ausserordentlich un-
regelmissiges gehohltes Aussehen gewinnt. (S. Fig. 9 u. 10.)
Besonders aber machen wir auf Fig. 10 aufmerksam, wo man
die Spitze dieses Gebildes bis in das zwischen den kleinen Samen-
zellen befindliche Netzwerk verfolgen kann.

Es ist also einerseits festzustellen, dass die mit den Sperma-
toblasten homologen Gebilde mil den Intercellularstreifen direct
zusammenhdngen, anderseits deuten das ganze Aussehen, deren
Substanz, vorziiglich aber die Farbungsverhéltnisse auf die Iden-
titit mit der Intercellular-Substanz. Beide gewinnen durch Hema-
toxylin, vorziiglich aber mit dem im Kapitel der Technik beschriebe-
nem modificirten WerGerr schen Verfahren, eine ganz gleichméissig
dunkle Farbe.

Die mit den verschiedenen Verfahren gewonnene Bilder iiber-
zeugen uns erstens dariiber, dass die Zellen der Samenkanilchen

jede Membran oder Hiille entbehren. Ohne Zweifel beweisen aber

das die in Zupfpriparaten so auffallenden, als mehrkernige Cysten
erscheinende Gebilde, welche nur durch das Confluiren der Zellen-
gruppen entstehen konnten. Fiir diese Herkunft spricht einer-
seits ihre betrichtliche Zahl, im Gegensatze zu dem, dass sie in
anders verfertigten Préiparaten génzlich fehlen: zweitens ihre
dusserst mannigfaltige Grosse und Inhalt; drittens endlich
erinnern wir an EBNER, der das Confluiren an der Zellen des
Rattenhodens tatsiichlich auch selbst beobachtete. Dieses ausser-
ordentlich leichte Confluiren der Zellen ist der vorziiglichste Be-
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weis, dass sie irgendwelche Membran entbehren. Das leichte Ge-
lingen des Zerzupfens, das leichte Zerfallen der Elemente beweist
in erster Eeihe, dass zwischen ihnen der Zusammenhang nur
sehr locker besteht; ferner weil die Elemente in frischen Prapara-
ten ohne Zusatz jeglicher Flussigkeit frei herumschwimmen, rufen
sie den Verdacht wach, dass zwischen ihnen eine flissigere Sub-
stanz sitzt; solche Zwischensubstanz kann man aber sowohl an
fixirten Zupf-, als ah Schnittpraparaten nacliweisen, in Form
einer zwischen den Zellen in wechselnder Menge vorhandenen,
sich mit Haematoxylin gut farbenden Interzellular-Substanz.

Als Resultat konnen wir aussprechen:

1. Die Hodenzellen besitzen keine Membran.

2. Zwischen den membranlosen Zellen des Eidechsenhoden-
kanélchens befindet sich in wechselnder Menge eine Intercellular-
Substanz.

3. Diese Intercellular-Substanz steht in continuirlichem
Zusammenhany mit dem Zellenkérper der Spermatoblasten, mit
deren Substanz dieselbe identisch ist.

Diese dritte bisher noch unerkannte wichtige Thatsache er-
fordert ndhere Erérterung. Bei der Beurteilung dieses eigentumli-
chen Umstandes sind nur drei Falle denkbar. Erstens konnte
man diese sich verzweigende Substanz wie es bisher allgemein gul-
tig war fur Plasma, zweitens fur Intercellular-Substanz, drittens
in irgendwelcher Weise fiir die Combination Beider betrachten.

Der ersten Auffassung tritt der Verdacht fir den ersten An-
blick recht nahe; wenn man die vielfach verzweigten und héufig
sehr bizarren Gestalten noch irgendwie fiir mit Fortsétzen ver-
sehene Zellen halten mag (Cellule ramificate Sertoli’s) den conti-
nuirlichen Zusammenhang, besonders aber das gleiche Aussehen
und Farbung mit der Intercellular-Substanz kann man mit den
Begriff des Plasmas keineswegs vereinigen.

Dadurch verfallt die erste Annahme, und gewinnt zugleich
einen Beweis die 2wreite, wrnnach der ganze Zellenkdrper des
Spermatoblasts nichts anderes, als Intercellular-Substanz wére;
diese Auffassung aber in dieser Form kann desswegen nicht be-
stehen, dass man dann wieder die unregelméssigen Wandzellen-
kerne ohne Plasma sich vorstellen muss.
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Danach bleibt nur die dritte Mdglichkeit noch (brig, nach
welcher man das Zellenplasma sammt der Intercellular-Substanz,
in derselben Substanz zu suchen hat. Sehen wir nun: ob
man daflir eine vereinigte Erkldrung finden kann? Die Ant-
wort liegt nahe. Im Obigen wurde gezeigt, dass die unregel-
méssigen Wandkerne degeneriren, demnach muss aber ihr Plasma
-ebenfalls zu Grunde gehen, wodurch die sich auflésenden zer-
fallenden Teile zwischen den Zellen sich verbreiten und zur
Intercellular-Substanz werden. Die gewonnenen Bilder stimmen
auffallend mit dieser Anschauung Uberein : Uberall gewinnen wir
den Eindruck, dass in erster Pieihe das Plasma der unregelméssigen
Wandzellen seine Selbststandigkeit aufgiebt: es wird durch die
nachbarlichen Arachsenden und sich vermehrenden Elemente in
hochstem Maasse beeinflusst, auf verschiedenster Weise durch
jene comprimirt; nach dem Untergang des Plasmas wird auch der
Kern unter dem Einfluss der nachbarlichen Zellen gezogen, (welcher
sich langstens aufrecht erhielt) und nach vollendeter Degeneration
dann ebenso comprimirt. und zur Intercellular-Substanz wird, wie
das vorausgeschrittene Plasma. Damit giebt die unregelméssige
Wandzelle als solche ihre Existenz auf.

Dadurch ergiebt sich die vollstandige Erklarung, warum diese
Kerne so unregelmaéssig sind, und ihr Plasma so eigenthiimliche
Verhdltnisse zeigt, Avomit auch ihr Name die Berechtigung
fand. Das Schlussresultat unserer Folgerungen ist demnach Fol-
gendes : Die unregelméssigen Wandzellen gehen ganz zu Grunde,
inerster Reihe ihr Plasma, welchem die Kerne folgenso dass dann
beide zur Intercellular-Substanz werden.

Bis daher habe ich die Verhdltnisse dieser eigentiimlichen
Gebilde zu den unregelmassigen Wandzellen und zur Intercellular-
Substanz ins Klare gebracht: die letzte Frage blieb nur mehr
ubrig: AA#ist es moglich, dass dieselben sogar mit Samentaden-
Biindeln in Zusammenhang stehen? Dieser Avichtigste Punkt der
EmiER’schen Anschauung soll noch beantwortet werden, zu dessen
Verstandniss man in erster Reiche die Anordnungs-Verhéltnisse
der Samenkandlchen-Elemente in Betracht nehmen muss.

Bei der Betrachtung der Eidechsenhodenkandlchen fallt uns
momentan die &ausserst mannigfachige Anordnung der Elemente
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auf. Wéhrend in einzelnen Kanélchen die Elemente einen mehr
oder weniger regelmassige, gleiche Auskleidung bilden, erscheinen
sie in den meisten in einem unregelmassigen Durcheinander: vor-
zliglich nach dem Lumen zu findet man die verschiedensten Formen
von Ausbuchtungen und denen

entsprechende zottenartige Gebilde,

wodurch an ein und demselben

Praparat die Epithelauskleidung

verschieden dick erscheint. Dem-

entsprechend fallt. nziturllch die \\ #5Ji>V
Pegel weg. dass die &lteren Ent-

wickelungs>tadien zugleich dem

Lumen n&her kommen. In Fig. 12

sieht man z. B. wohlentwickelte Fig. 12 Die bei c sieb entwickelte

. Gruppe verschiebt die Uber ihr he-
Spermatozoon unmittelbar an der genden  Samenfiden  bogenformig

Wand. nach demLumen zu. Anbeiden Seiten
In Fig. 13ist eine Gruppe der Gruppe (6) bheben die Samen-

. faden im Mangel solcher Verschie-
klem_er Sfamenzellen von.denselbe_n bung unmittelbar an der Wand.
Stadien in Y Form zwischen die (Reich, ce. 3. Obj. 8)

anderen Elemente eingeschaltet:
die Spitze des Keiler- steht auf einem unregelmassigen Wandkern
b das ein paarige- Kemkd&rperchen enthalt, und auffallend grosser
als die nachbarlichen Zellenkerne ist: zwischen den Schenkeln
der Y formigen Gebilde, nach dem Lumen zu, folgt eine Schichte
der Spermatozooen. in der Zeichnung nur angedeutet]. Aus
dieser Figur i>t es zu entnehmen, dass in einer gewissen Ent-
fernung von der Wand, entsprechend der Linie d, unmittelbar
ober dem unregelmassigen Wandkern man, nebeneinander ganz
ver-chiedene Entwickelungsstadien findet. Kleine Samenzellen
Knéduelkemezellen und gewdhnliche Wandzellen.] Davon also, dar-
inan im Allgemeinem ausspricht, dass dltere Stadien dem Lumen
-ich n&hern, kann nicht die Bede sein: feststeht aber, dass in der
hmg des Radius, nach dem Lumen :u die Elemente in be-
stimmter Reihenfolge sieh befinden. (S z. B. die Linien /, e, der Fig. t
Mit anderen Worten, entsprechend der Wandoberflache, d. h. in
].aralleler Richtung mit derselben, befinden sich beliebige Ent-
wickelung:—tadien nebeneinander, aber (bereinander oder unter-
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einander in der Pachtung ein und desselben Piadius liegen sie nur
in bestimmter Beihenfolge, und zwar muss noch hervorgehoben
werden mit beliebiger Unterbrechung derselben.

Dieses Gesetz der Anordnung der Elemente ist allgemein,
sollte eine noch so hohe Zahl der Schichten vorhanden sein: nur
muss man vorsichtig verfahren, dass man sich durch Flachen-

Fig. 13. Gleich Fig. 12, mir schematisch gezeichnet, die Situation der Elemente

aber wurde mit der Camera Lucida genau wiedergegeben. Reich. hom. Imm. Die

Gruppe der Spermatiden a istin der Pachtung des Radius /, nach einer unregel-

massigen Wandzelle b zu versenkt, () Samenfaden, (g) junge Spermatiden, (h) regel-
méssige Wandzellen.

schnitte des Epithels entstandenen, daher natirlich nicht entspre-
chenden Befunden nicht irrefiihren l&sst.

Ausser diesem soeben festgestellten Gesetze der Elementen-
AnOrdnung, giebt es noch eines von weittragender Bedeutung: ndm-
lich die gruppenartige Anordnung derselben Stadien entsprechen-
den Elementen. Dieses Yerhaltniss fallt bei den regelmdssigen
Wandzellen weniger ins Auge, wenn es auch unsere Aufmerk-
samkeit schon dort wachrief; viel auffallender ist es in den
spéateren, aus mehr Elementen zusammengesetzten Stadien.

Diese Nester erscheinen in dreierlei Gestalten: 1. Mehr-we-
niger regelméssig der Wandoberflache parallel sich verbreitend,
jenes Bild, welches den Eindruck der Schichte macht: 2. sie kon-
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nen aber auch nach dem Lumen zu sieh vorwdélbende Bogen oder
Kegel bilden, s.in Fig. 10 a\ oder 3. im Gegenteil kann die
Converitat der Bogen oder Kegel der Wand zugekekrt sein. (S. a, b
Fig. 13)

Die aus Wand- oder Knéduelkemzellen bestehenden Xesten
bilden der Wand mehr-weniger parallel stehende Schichten, oder
dem Lumen zu sich vorwolbende Gruppen. Die kleinen Samen-
zellen bilden ebenfalls dem Lumen zu sich vorwélbende Neste
bei ihnen aber, wie wir in Fig. 13 bei a sahen, begegnet man
auch schon die, ihre Spitze der Wand zuwendenden Kegeln. Mit
len Spermatozooen steht die Sache umgekehrt, hier sind die
nach der Wand zu blickende Bogen oder Kegel viel hdufiger, wenn
auch das Gegenteil vorkommt. Der ganze Inhalt des Eidechsen-
hodenkanélchen ist ans solchen — mehr oder weniger aus-
gepragten — Nestem, Gruppen, Bdgen, richtiger Kegeln zusam-
mengesetzt.

Wir langten nun zu dem. fir uns wichtigsten Umstande:
gegeniiber den, mit ihrer Spitze der Wand zustehenden Nes-
tenoder Kegeln findet mau haufig unregelméssige (SEBTonfschet
W-mdzeUen. Das Yerhéltniss aber zwischen der unregelméssigen
Wandzelle und nach ihr zugewendeten Gruppen ist sehr wechselnd.
1. Es ist moglich — wie uTFig. 13 — dass diese dem unregelmas-
sigen Wandkeme sich zugewendeten Elemente unmittelbar bis
zum Kern reichen, 2. dass andere Schichten sie von dem unregel-
massigen Kern sondern. 3. kommen die Ebrtee’sehen Spermato-
blasten vor. in welchem Falle die dem unregelmassigen Wandkern
zugewendete Samenfadengruppe vermittelst jenem Gebilde mit
diesem in Zusammenhang tritt. (S. Fig. 9.)

Zu alTdiesem habe ich noch zwei Mdglichkeiten bin zufitgen :
1 dass die Elemente zwar der Wand sich zuwenden, aber daselbst
-ich keine unregelmassige Wanuzelle vorfindet. (Fig. \2b, 2. dass
die unregelméssige Wandzelle zwar vorhanden ist, ober ihr aber
die Elemente gar keine Anordnung aufweisen.

Mie sollen wir diese Erscheinungen auffassen ?

Mir wollen von den Worten v. Eenees ausgehen, der in die-
ser Sache am competentsten ist; er definirt die Spermatoblasten
auf p. 144. des XXX. B. des Arch. f. rnikr. Anat. folgend: «Sie

Vatu-man®! um vAMUtcartiie Btl’ieiU arf. nparju YTTT. WV
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bestehen aus einer einheitlichen Protoplasmamasse, welche aus
einer Sertoti’sehen Zelle, verbunden mit einer Gruppe von, in der
Entwicklung begriffenen Samenfédden besteht». Diese Definition
vor Augen haltend, missen wir hinweisen, dass man diesen
ganz entsprechenden Bilder in den Eidechsenhodenkandlchen
nur selten findet. Das in Fig. 9 veranschaulichte Gebilde ent-
spricht génzlich den Forderungen, indem dort tatsachlich eine
SERTOLi’sche Zelle vermittelst einer einheitlichen Masse mit
den Samenfdden zusammenhéngt; die oben beschriebenen dhnli-
chen und viel hdufigeren Gebilde aber entsprechen nicht ganzjener
Definition, ein jedes derselben besitzt nur einzelne Eigenschaften,
bis andere fehlen: so z. B. sehen wir in Fig. 13 keine Samen-
faden, sondern Kkleine Samenzellen in einer Gruppe uber den
Sertoti’sehen Kern, in Fig. 12 sich entwickelnde Spermatozooen
der Wand zugewendet, so dass jene diese unmittelbar berihren,
in Fig. 10 steht die von den Sertori’sehen Kernen entspringende
protoplasmatische Masse gar nicht mit Samenfdaden, sondern mit
kleinen Samenzellen in Beriihrung, welche noch dazu gar keine
Anordnung aufweisen. In unserem Falle miissen wir diese Gebilde
dennoch mit den EBNER’schen Spermatoblasten fir homolog hal-
ten: 1. weil sie einerseits mit den Spermatoblasten wesentliche
gemeinschaftliche Eigenschaften haben, 2. hauptsachlich weil man
diese Gebilde in den Samenkanélchen von einander nicht sondern
kann, 3. weil alle auf denselben Grund zurickzufuhren und
dhnlich erklarbar sind.

Bei der Erklarung dieser Gebilden werfen wir vor Allem die
Frage auf, warum sind einzelne Gruppen der Elemente zwischen
die ubrigen eingeschoben? Nach der Benda-Ebner'sehen An-
nahme ist die Einschaltung der Elemente, eigentlich der Samen-
faden, zwischen den ubrigen Elementen, und die Zuwendung nach
der Sertoli’sclien Zelle ein secundarer Process, als wenn die Samen-
faden nachtraglich, durch einer, unbekannter Kraft gruppirt und
eingekeilt wurden. Nun muss man aber die zweite Mdglichkeit
betrachten, dass diese Elemente schon urspriinglich so tief stan-
den, und nur durch die Verschiebungsverhéltnisse in jene eigen-
timliche Situation gerieten? Flr diese letzte Mdglichkeit findet
man tatsachlich eine nahe liegende Erklarung, wenn man an-
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nimmt, dass an gewissen Stellen die Verschieaung der Elemente
mach dem Lwmen zu zeitweise unterbleibt, oder langsamer vor-
.geht, wie an anderen Stellen; Nun sehen wir wie ist das maglich?

Dass an gewissen Stellen die Elemente keine Verschiebung
erleiden, kann daraufruhen, dass unter ihnen sich keine neue Gene-
ration entwickelt. Wenn wir in Fig. 12 b betrachten, wo der Samen-
fadenbusch unmittelbar die Wand beriihrt, werden wir die Sache
so auffassen, dass wihrend bei e ein neues Nest entstand, bei b
herrschte Ruhe ; demnach unterblieb die Verschiebung der Ele-
‘mente, bei ¢ aber wurden durch das sich neu entwickelnde Nest
.die ober ihm liegenden Elemente in entsprechender Bogenform
nach dem Lumen zu verschoben.

Mit dieser Annahme sind aber auch die ober den SEr-
‘rour'schen Zellen befindlichen versenkten Gruppen nicht nur in
Einklang zu bringen, sondern sie dienen zugleich als vorziiglicher
Beweis fiir die Richtigkeit meiner Auffassung. Betrachte man nur
Fig. 13, welche als Schema des Mechanismus dienen kann. Der,
den tiibrigen gegeniiber ausserordentlich méchtige SerTornI'sche
Kern, reprisentirt an der Stelle der Wand welche er einnimmt im
Verhiiltniss zu den von ihm nach rechts und links liegenden
Nesten, zweifelsohne einen Ruhepunkt; es ist daher nur natiirlich,
dass die Verschiebung der Elemente in der Richtung des iiber
den SErToLI'schen Kern gezogen gedachten Radius unterbleibt.
Dass die Serrorr’schen Zellen tatséchlich einen Ruhepunkt reprii-
sentiren, entspricht nicht nur jener verbreiteten Ansicht, dass
sie sich fortwahrend im Ruhestand befinden, sondern auch meiner,
nach welcher sie degenerirende Elemente repréisentiren.

Zum vollstindigen Aufbau der Spermatoblasten brauchen
wir nichts anderes mehr, als dass wir die unmittelbare Einschmel-
zung der Samenfidengruppen in diese veristelten Gebilde (BExDA-
sche Copulation) erkliren. Bei der Beurteilung der Sache miissen
wir auf zwei Dinge achten: 1. dass im Sinne der Vorhergesagten
der Korper der Spermatoblasten nichts anderes als degenerirtes
zerronnenes Plasma ist, 2. dass, wie es bereits eingehend begriindet
wurde, die samenfidenbildenden Zellen keinerlei Membran besitzen.
Schon diese zwei Umsténde liefern einen ausreichenden Grund,
«lass man zwischen den, durch die nachbahrlichen Neste zusam-

99
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mengedrickte SERTOLi’sche Zellen einerseit, zwischen der Samen-
fadenbuschen andererseits beobachtetes ganzliches Fehlen irgend
einer Grenze fur natirlich finde; dagegen spricht aber auch nichts,
dass man das wahrliche Confluiren der zweierlei Elemente aner-
kenne. Bei der Entstehung der Samenfaden aus den kleinen Hoden-
zellen degenerirtja auch jedem einzelnen Samenfaden entsprechen-
des Zellenplasma nach aller Wahrscheinlichkeit, wenigstens der
grosste Teil desselben, so dass eigentlich von beiden Seiten von
zugrunde gegangenen Plasmamassen die Bede sein kann.

*

Der Mangel an Baum gestattete mir nicht, das eingehendere
Vergleichen der Litteratur der SERTOLi’schen Zellen, so kdnnen
wir kaum das Vergleichen der in der ganzen Tierwelt befindli-
chen zweierlei Hodenzellen unternehmen.

Bezlglich der Eidechse finden wir in den niederen Tier-
klassen die bei den Pulmonaten beschriebenen Ergebnisse, P 1att-
ker’s entsprechend. Seine grossen Basalzellen entsprechen den
Sertoli’sehen Zellen der Eidechse, sowohl ihrer Entstehung nach
aus den Spermatogonien als ihrer Degeneration bezlglich.

Hauptsachlich in dem neuen Werke Bath’s (1894), welches,
mir erst nach Beendigung meiner Untersuchungen zukam, finden
wir zum Vergleiche schone Besultate. Beim Salamander und noch
niedereren Tierklassen steht die Samenfadenentwickelung mit
Cystenbildung in Zusammenhang, bei der Eidechse dagegen, wie
bei den Vogeln und Saugetieren findet man keine cystenartigen
Gebilde. Daraus folgt aber bei Weitem noch nicht, dass man es
hier mit einer wesentlich verschiedenen Form der Samenféden-
entwickelung zu tun hatwie das die Autoren allgemein annehmen:
ich sehe in den bei der Eidechse beschriebenen Nester und
Gruppen nichts cuideres, als die Cysten der niederen Klassen,
in den zwischen den einzelnen Gnippen eingeschalteten Sertoli-
schen Zellen, die sogenannten Cystenzellen. Dieser Vergleich
bietet sich spontan, berzeugende Beweise fehlten aber géuzlich.
Als Bath an den Cystenzellen des Salamanders die amitotische
Teilung, das Zugrundegehen derselben nachweist, schliesslich den
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gemeinsamen Ursprung mit den Spermatogonien, so treffen diese
Resultate in jeden Punkt mit den durch mir an den Sertoti’sehen
Zellen des Eidechsenhodens nachgewiesenen zusammen. Demnach
kann betreffs der Homologie und Degeneration dieser Zellen kein
Zweifel mehr bestehen. Anderseits ist der Reptilienhoden [bei den
von mir untersuchten Schlangen sind die Verhdltnisse allgemein
ganz und gar dieselben wie bei den Eidechsen als Ubergang nicht
nur zu den Hoden der Végeln sondern auch als erkniipfungsform
zwischen den Hoden niederer Thieren mit ausgepragten Cysten-
bildungen zu den Hoden der
S&ugethieren aufzufassen, bei
welchen die Elemente auf den
ersten Blick scheinbar nicht
gruppenweise sondern in Schich-
ten geordnet sind. Diese Schich-

ten des Sciugethierhodens sind
aber nichts anderes als mehr
oder weniger in der Richtung
der Wand ausgestreckten Cys-
ten. Hier stehen wir scheinbar

Fig. 14. Partie aus dem Samenkanal-

chen des Meerschweinhodens. Zwischen

den zwei regelmassigen Wandzellen a

sieht man die zugrunde gegangene Sub-

stanz einer Sertoli’schen Zelle, ).
(Reich, hom. imm.)

grossen Schwierigkeiten gegen-
tiber, weil man unter den, hauptsachlich die Sdugetiere betreffenden
zahlreiche Untersuchungen der Autoren nirgends etwas Wesent-
liches betreffs der direkten Teilung der Sertoti’sehen Zellen [Un-
regelméssige Wandzelle] finden, die Degeneration derselben aber
entging ihnen géanzlich. Dieser Umstand zwang mich dazu, dass ich
das Meerschwein nochmals vergleicheshalber in den Bereich mei-
ner Untersuchungen ziehe woselbst ich wahrhaft die directe Tei-
lung der Sertoti’sehen Kerne, wenn auch sehr selten, dennoch
unanfechtbar, konstatiren konnte; in der neuesten Arbeitv. Minai-
kovics* wurde das auch in einer Figur veranschaulicht.

Endlich dass bei den Sdugethieren solche Bilder welche auch
Fig. 14. veranschaulicht [zwichen zwei Spermatogonien a, sind

* Mihalkovics, G. Der Bau des Samenkanélchens. In den Fest-
schriften zum Andenken des 25 jdhrigen Jubileum Prof. J. Kovacs. Budapest,
1894 [ungarisch].
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die Reste der total zugrundgegangenen Sertoli’sehen Zellen b, sicht-
bar], die bisherigen Beobachter génzlich ausser acht liessen:
kann man ausser der Kleinheit dieser Zellen und der hier sehr
selten zur Anschauung kommenden clirecten Teilung ihrer Kerne
endlich noch dadurch erkldren, dass man heutzutage in den
Préparaten mehr nur das Schoéne sucht: die natlrlich sehr ver-
zerrten Bilder der zugrundegehenden Sertoli’schen Zellen haben
vielleicht auch dazu beigetragen, dass ihre Bedeutung so lange'
verborgen blieb.
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UBER DIE MEHRFACHEN INADOLUTIONEN.

(Dritte Mitteilung.) *

Von Dr. JULIUS VALYI,

C. M. DBK AKADEMIE, PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT ZU KOLOZSVAR (KLAUSENBURG).

Vorgelegt (ler Akademie in der Sitzung vom 19. Oktober 1896 vom o. M. und Classensecretair
Julius Konig.

(Aus »Mathematikai és Természettudomanyi Ertesité» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie) Band X1V, pp. 381—401, Budapest, 1896.

Zur Erganzung der vorigen Mitteilungen suchen wir jetzt die
mehrfach involutorischen endlichen Punktsysteme im Raume auf.

Unter einer Involution versteht man auch im Raume den-
jenigen Fall zweier collinearer Punktsysteme, wo irgend einem
Punkte, sei derselbe zum ersten oder zweiten Punktsysteme ge-
rechnet, derselbe Punkt entspricht.

Es seien X (xx~ce™ und Y(i/ji/a/3/4) einander solcherweise
doppelt entsprechende Punkte.

Dann bestehen gleichzeitig die Gleichungen :

NYj= ai\X \ -j-0iz0C-i-j-aisX s-j-a ~ X i

aXi—anyi.  yz disyz*rUuyi-
(i=1, 2, 3, 4

* Die erste und zweite Mitteilung erschien im Bande XIII dieser
Berichte pp. 244—258 und 259—269, 1896.
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Hieraus folgen:

(lilaik + ttivU'ik + Cli3(13k + —0, (i~rk)
dilttli -{-dt&Clzi + QkQsI-j- CluCti—per, (i= 1, 2, 3, 4).

Diesen in vier verschiedenen Formen darstellbaren Wert
von pa, welcher bei einer wahren Collineation nicht verschwinden
kann, bezeichnen wir mit a.

Man sieht leicht, dass die Annahmen

aik=0  {i*k)
&i—22= Ga—Uu

die Gleichungen 2) befriedigen.

Bei der dazu gehorigen Involution entspricht jeder Punkt
sich selbst. Diese identische Involution lassen wir in den Folgenden
ausser Acht. Wir setzen also voraus, dass es neben den sich selbst
entsprechenden Punkten (Doppelpunkten) auch solche giebt, welche
mit den entsprechenden Punkten nicht zusammenfallen. (Einfache
Punkte.)

Es seien X und Y einander entsprechende einfache Punkte.

Dem Punkte

pJJli+ AXi

(t=1,2,3,4)

entspricht nach den Gleichungen 1) der Punkt
p{<jXi-\riyi)

(i=1, 2,3,4)
In der Punktreihe XY sind also die Punkte paarweise invo-
lutorisch. Die Doppelpunkte werden durch die Gleichung

)?—po=a.
bestimmt.

Zwei Doppelpunkte, welche demselben Werte von |/ a an-
gehoren, nennen wir gleichartig, im entgegengesetzten Falle
ungleichartig.

Die Gerade XY entspricht sich selbst (Doppelgerade). Durch
jeden einfachen Punkt geht eine solche Doppelgerade mit zwei un-
gleichartigen Doppelpunkten.
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Ueber die Doppelpunkte gelten die Satze :

Lehrsatz 1. Jeder Punkt einer Gerade, welche durch zwei
gleichartige Doppelpunkte geht, ist ein mit diesen gleichartiger
Doppelpunkt.

Denn es seien X und Y, X' und Y' einander entsprechende
einfache Punkte.

Dem Punkte

Pili + \fo.Xi-\r"ip'lJi + V aX')
3=1,2,3,4)

entspricht nach den Gleichungen 1) der Punkt

p @i+ Y V WX'IYy ay)—

Y aC?i+Vaxirra(p'y'iY yraxi) —

[« (pyi+¥y'i+ V « (Xi+td'i))-
3=1234

Die zweite Form der Coordinaten zeigt, dass dieser Punkt
ein Doppelpunkt ist, welcher nach der dritten Form mit den vorigen
Doppelpunkten gleichartig ist.

Lehrsatz 2. Auf der Geraden, welche zwei ungleichartige
Doppelpunkte verbindet, giebt es keine weiteren Doppelpunkte,
sondern die Punkte, welche durch die Doppelpunkte harmonisch
getrennt sind, sind einander entsprechende einfache Punkte.

Denn dem Punkte

Plli+ Y aXi+X{p'y'i— Y aX')
eentspricht nach den Gleichungen 1) der Punkt

p (@Oa+yrayi)t).p'(('X'i—Yay'i)=
= Yapvi+t voxi—1(@yi—Yax3
(3=1,2, 3,4)
woraus der Satz folgt.

Hiernach sind zweierlei Arten der Doppelgeraden zu unter-
scheiden ; ndmlich Doppelgeraden durch zwei gleichartige Doppel-
punkte (Doppelgeraden erster Art) und durch zwei ungleichartige
Doppelpunkte (Doppelgeraden zweiter Art).

Aus dem Lehrsatze 1) folgt, dass die Gesammtheit der Doppel-
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punkte gleicher Art entweder einen Punkt, oder eine Gerade, oder
eine Ebene bilden. Weil eine einzige Doppelgerade zweiter Art
durch einen einfachen Punkt gehen kann, folgert man, dass

wenn ein einziger Doppelpunkt der einen Art vorhanden ist,
so bilden die Doppelpunkte der anderen Art eine Ebene, und um-
gekehrt,

wenn die Doppelpunkte der einen Art eine Gerade bilden,
so bilden auch die Doppelpunkte der anderen Art eine Gerade.

Im letzten Falle koénnen die beiden Geraden sich nicht
schneiden, denn sonst wiirden durch einen einfachen Punkt ihrer
Ebene unendlich viele Doppelgeraden zweiter Art gehen, was un-
mdoglich ist.

Hiernach kénnen zweierlei Involutionen ausser der identi-
schen im Piaume Vorkommen.

1. Wenn ein einziger Doppelpunkt der einen Art (Centrum
der Involution) und eine Ebene aus den Doppelpunkten der an-
deren Art (Ebene der Involution) vorhanden ist, so trennen diese
die involutorischen Punktpaare nach dem Lehrsatze 2) har-
monisch.

Diese Art der Involution nennen wir perspectiv.

2. Wenn die Doppelpunkte beider Arten je eine Gerade (Axen
der Involution) bilden, so trennen dieselben die involutorischen
Punktpaare auf ihren gemeinsamen Schnittlinien harmonisch.

Diese Art der Involution nennen wir zweiaxig.

Bei den reellen Involutionen unterscheidet man noch zwei
Falle, je nachdem die Axen reell («>0) oder imaginar («<0) sind.

Hiernach kdnnen wir die Gleichungen beider Involutionen
leicht bestimmen.

1. Bei der perspectiven Involution seien ckXi die Coor-
dinaten des Centrums und sei | der dazu gehérige Wert von \ a.

Dann sind

PVi+tei
(i=1, 2,3, 4)
proportionell mit d (i= 1,2, 3,4), wenn X irgend ein einfacher
Punkt ist. Die Form der Gleichungen ist also :
Pip= —AXi+ d(dxx+ + doX3+ d&d. 3

(£=1,2,3,4)
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Hieraus sieht man, dass die Punkte der Ebene {d“d"d"d*
Doppelpunkte sind. Diese Ebene ist also die Ebene der Involution.
Aus diesen Gleichungen folgt

p i+ 7"22/2+ ch FH+"4Vd—
= (—A+Cjdj-fo R + cU3+ c 404 (djiCj+ djiCj+ rfac3+rfaxd).

Andererseits liegt der Punkt
pXi—IXi
(i=1239
als zweiter Doppelpunkt der Punktreihe X Y auf der Ebene(dfld2d3d4),

es ist also
p (dii/i+d, /24013 23-M 4i/4=G (djajj+dgflcj+daacs+d".

Aus beiden Gleichungen folgt
—Gjtlj (- ivG +~CFi3- cAi4m
Die Gleichungen 3) sind also die Gleichungen der perspec-

tiven Involution unter der Voraussetzung 4).
Die Gleichungen sind einfacher, wenn man das Centrum zu

einem Grundpunkte, die Ebene der Involution zur gegeniber-
liegenden Grundebene wéhit.
Wenn die Coordinate!!

des Centrums 1,0, 0, 0
der Ebene 1,0,0,0

d)-

sind, so ist

und sind die Gleichungen der Involution

O/(pyl= «1
Vpy~N—az 5)
2N .4: -av

Die Gleichungen sind auch dann einfach, wenn zwei Grund*
punkte (z. B. der erste und vierte) involutorisch sind und die
beiden (brigen auf der Ebene der Involution liegen.
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Wenn die Coordinaten des Centrums Cj00c4 sind, so sind die
«Coordinaten der Ebene der Involution nach den gemachten VVoraus-
setzungen c40cr

Es ist also
A—CQ.

und die Gleichungen der Involution sind

PV —
pye— GCYy.
PlIh— ddXx
py*=
2. Bei der zweiaxigen Involution seien A (@*aa™a" und

C (QCyY Punkte der einen Axe und es sei Ader zu ihnen gehdrige
Wert von yfa.
Dann liegt der Punkt
pyittei
(L2349
auf der Gerade AC, wenn X irgend ein einfacher Punkt ist. Die
Form der Gleichungen ist also

pyi=—/Xi+cii (&Xi+ bx2+ b,xz+ 64x4)+ n
+ A(dx™+ e+  +  ifdxd).
@&12349

Weil A und C Doppelpunkte sind, bestehen die Gleichungen:

-p oY) -{-doflzf- ((4U4=0;
+ G+ &3+ bdcd—0.

Aus den Gleichungen 7) sieht man, dass die gemeinsamen
Punkte der Ebenen (WYY und (dyi~dyd™ Doppelpunkte sind.
Wenn man noch die Gleichungen 8) beachtet, sieht man, dass die
Ebenen b und d durch die zweite Axe und durch C, respective A
gehen. Aus den Gleichungen 7) folgen weiter

&2+ &22/2+&32/3+8&42/4)=
= (-).+albl+anb,2-{-a3b3+ aibi) {bfx ¥+ b2x2+ byx3-\-bixi)
und
P (dtyv+ d%y2+ d3y3+ d4ijA=
—(—A+Cjri+c2af2+ B-f-c4dd) (dIx |+ dpder dyx~dxN).



UBER DIE MEHRFACHEN INVOLUTIONEN. 349

Weil der Punkt
piji—Xi
(£=1, 2,34
auf der Schnittlinie der Ebenen b und d liegen soll, bestehen die
Gleichungen

2A=al&l+ a 253+ adb3\-a b M c M+ cA2+ cH3+ c4d.  9)-

Die Gleichungen 7) sind also unter den Voraussetzungen
8) und 9) Gleichungen der zweiaxigen Involution.

Die Gleichungen sind sehr einfach, wenn A und C Grund-
punkte .. B. der erste und der dritte) sind und die beiden ubrigen
auf der anderen Axe liegen. Dann sind

die Coordinate!' von A 1,0, 0, O0:
« « von C 0,0, 1 0;
« « vonb 1,00, 0;
« vond 0,0 1,0.
Es is also
n=i

und die Gleichungen der Involution sind:

-PJi x\’
y2 A2
-Pih~x?>
"pyd~  4e
Die Gleichungen sind auch dann einfach, wenn die Grund-
punkte paarweise (z. B. der erste und vierte, der zweite und dritte) m
involutoriscli sind. Es seien die Punkte A und C auf der ersten Axe
so gewdhlt, dass der Punkt A mit dem ersten und vierten Grund-
punkte, der Punkt C mit dem zweiten und dritten Grundpunkte in
einer geraden Linie liegen.

Wenn die Coordinaten von A 0 0a4
«  « « von C 0 c2c30

sind, so sind nach den gemachten Voraussetzungen die Coordinaten.

vonb a40 0 ai
« d 0 c3c20.
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Es ist also
A— _Q.:ﬁg’
und die Gleichungen der Involution sind
pyi=za»x
PHs—Claz2»
pyi—alxi;
mit der Voraussetzung
AMM—CCG

Wir brauchen bei der Untersuchung der mehrfachen Invo-
lutionen die Gleichungen 6) und 11).

Es sei schon vornherein bemerkt, dass nur die allgemeinen
Falle behandelt werden. Die spécieilen Falle kdénnen genau so
untersucht werden, wie es in Bezug auf die ebenen Systeme im
I11. Abschnitt der zweiten Mitteilung geschah. Die Ergebnisse sind
aber weniger interessant.

Wir suchen solche Punktsysteme

AhBh
(A=0,12,. ..r—d)

im Baume auf, welche gleichzeitig durch die beiden Involutionen

verbunden werden, wo die Indices mod. r zu reducieren sind.

1. Es seien beide Involutionen perspectiv mit den Centren
€C" und mit den Ebenen dd".

Wir wahlen das gemeinsame Punktpaar der beiden Invo-
lutionen auf der Geraden CC* zum ersten und vierten Grundpunkt,
wahrend die beiden dbrigen Grundpunkte auf der Gerade dd’
liegen sollen.

Dann werden die Gleichungen beider Involutionen nach den
Gleichungen 6) gebildet.
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Es seien die Coordinaten von

Ah )1« ansan
Bh  BhiBhiBhsRin,
C CX 0o o ca,
C ¢ o o Cl.

Dann bestehen die Gleichungen

phBIn: cfau, pi|+1r3h+t,|= C\au,
ph &= — clciahi, ph+iBh+1,1="_ cl4s/i-.
PhRhS- — ckdwiis. ss15%+13= — ciCleas,
phBU: cf «7/1 * y<7|+1/77/+14: citaitl.

@=o0,1,... r-1)

Hieraus
& Rh+1,9,
«713 ~713 Rh+1,3
(h=0,1,... r-1)

also ist der Wert dieser Briiche von h unabhéngig. Sei derselbe c.
Die Punkte A"Bh liegen also in der Ebene

nP—c.r3= 0.

Dieser Fall wurde aber in der zweiten Mitteilung erledigt.

2. Es seien beide Involutionen zweiaxig.

Die beiden Geraden, welche die vier Axen schneiden, sind
Doppelgeraden zweiter Art in beiden Involutionen. Wir wéhlen
die gemeinsamen Punktpaare beider Involutionen auf diesen
Geraden zu Grundpunkten. Dann werden die Gleichungen beider
Involutionen nach den Gleichungen 11) gebildet.

Es bestehen also

sind.

phBht= a\au, p'h+IBh+1,1- «i~cia»
Ph Bh&— c o713, p'h+1r3h+1,2, <4 «7/3,
phBhS= cranz, ph+iBh+:i:- 3
rhRhl- «sc7n. ph#Rh.:.- di au,
Wo (1i=0,1, P
—Qa, (i — <23
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Hieraus
«feiclu _ /27t _ Bh+11B8h+I,4 .
«7i2«/i3 RIA BhS Rh+1,iRh+1,3
(7i=0,1,... 2—)

folglich ist der Wert dieser Briiche von /i unabhéngig. Sei der-
selbe c.

Die Punkte A"Bn(h—0,1,... r—1)liegen also auf der Fl&che
zweiter Ordnung

XX e,

und die Axenpaare beider Involutionen sind conjugierte Polaren
in Bezug auf diese Flache.

3. Es sei die erste Involution perspectiv mit dem Centrum
C und mit der Ebene d, die zweite Involution sei zweiaxig mit den
Axen ttr

Es sei exdie gemeinsame Schnittgerade von txund t2durch
den Punkt C, und €2 die gemeinsame Schnittgerade von txund t}
in der Ebene d.

Wir wéhlen das gemeinsame Punktpaar der beiden Invo-
lutionen auf der Gerade et zum ersten und vierten Grundpunkte,
der zweite und dritte Grundpunkt soll auf der Geraden e2 liegen,
harmonisch zu den Schnittpunkten mit t] und tr

Dann werden die Gleichungen der ersten Involution nach
den Gleichungen 6), die der zweiten nach 11) gebildet.

Es bestehen also

pii Bhl — op//i4, PPI1+1J&h+1,l:0*[12an
/N D
[>hBh2 — — CiCéaMt Ph+IBh+1,2— "2 &h3,
PhBm = — CiCiajts, ph+I8h+1,3 — c23 0-R >
. ! 2
ph Bhi = cjafti, Ph+1Rh+l,4c — Oohl ®
(7t=0, 1, ... r-1)
WO
Adi—CG.
ist. Hieraus

«7il «/t4 BhiBhj Bh+1,18h+1,i

O7i2«7i3 Bh2 Rh3 Bh+1,2R8h +1,3
(7i=0, 1, . .. r-1)
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folglich ist der Wert dieser Briiche von h unabhéngig. Sei der-

selbe c.
Die Punkte Aj,Bh (h=0,1,... r—1) liegen also auf der
Flache zweiter Ordnung:

X iXi—ca%c3= 0.

In Bezug auf diese Flache sind Cundd Pol und Polarebene,
ti und 0 conjugierte Polaren.

Hierdurch wurde die Untersuchung der monocyklisch mehr-
fachen Involutionen auf die Bestimmung mehrfach involutorischer
Punktsysteme auf einer Flache zweiter Ordnung zurtickgefiihrt.

Die Gleichung einer Flache zweiter Ordnung und zweiter
Klasse kann auf die Form

XX "N —0
gebracht werden.

Setze man
xk
xt ~ x3
e} Xi
XX X2

so erhdlt man die folgende parametrische Darstellung :
Xt:¥0:x3:xi= 1:x:a:la.

Dieser Punkt sei mit (lji) bezeichnet. So sind die Grund-
punkte des Coordinatensystems

(00), (000), (Oo0), (0000).
Durch den Punkt (hi) gehen die beiden Geraden der Flache
X+—1x"—0, xk—Ix3—o,

x3. fiLi\=0, xi—{ixi=0.

Matlieenatieehe und tfatuneUienxchaftliche Berichte am Ungarn. XIII. 23

und
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Durch diese Geraden geht die Ebene
c XuXx—fxw%— XX3+ = 0.

die Beriihrungsebene im Punkte (XU). Sei dieselbe mit D] be-
zeichnet.

Die Beriihrungspunkte derjenigen Beriihrungsebenen, welche
durch den Punkt A (axata™a”™ gehen, werden durch die Gleichung

atXu—(Qjffi—a2%)<4= 0
verbunden. Wie man leicht sieht, liegen alle diese Punkte in der

Ebene
aix|—axr,x=—agc3+ a =0,

in der Polarebene des Poles A.

Bekanntlich trennen der Pol und die Polarebene die Punkte
der Flache harmonisch. In der perspectiven Involution, welche
durch einen Pol und seine Polarebene bestimmt wird, entspricht
also die Flache sich selbst, und sind ihre Punkte paarweise per-
spectiv-involutorisch.

Um die Gleichungen dieser Involution zu erhalten, soll
man die Bedingungen dafiir bestimmen, dass die Yerbindungslinie
der Punkte (Xu) und UV) durch den Punkt A (ala2a34) gehe.

Man bemerkt leicht, dass die Verbindungslinie der Punkte
(Xu) und {Xu") zugleich die Schnittlinie der Ebenen [///.] und [XU]
bildet. Ihre Gleichungen sind also

Xux j —u'xy—X>g-p £4—0,
Xfidd —fix*—Y.u3+ Xi=0.

Diese Gerade geht also durch den Punkt A (alaia%i) hin-
durch, wenn die Gleichungen

aylu aqu =Xdm —0, IPj
Lj)(! u——clgu— ‘f‘ U4—0,

bestehen. Diese Gleichungen bestimmen also eine perspective In-
volution, welche schon durch ihr Centrum bestimmt wird. Das
Centrum kann irgend ein Punkt sein, welcher nicht auf der llache
liegt.
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Zu einer zweiaxigen Involution gelangt man folgenderweise :

Die Schnittlinie der Berlihrungsebenen der Punkte (Aj/f,) und
(& schneidet die Flache in den Punkten (AW) und (AY), — wie
schon oben bemerkt wurde, — und umgekehrt. Die beiden Geraden
sind also conjugierte Polaren. Dieselben trennen bekanntlich die
Punkte der Flache auf ihren gemeinsamen Schnittlinien har-
monisch. In der zweiaxigen Involution, welche durch zwei con-
jugierte Polaren bestimmt wird, entspricht also die Flache sich
selbst und sind ihre Punkte paarweise zweiaxig involutorisch.

Zur Bestimmung der Gleichungen einer solchen Involution
braucht man nur die Bedingungen dafur aufzustellen, dass die
Yerbindungsgerade der Punkte (Au) und (A//) diejenige von (Aff)
und (/aig) schneide, oder was dasselbe ist, dass die vier erwahnten
Punkte in einer Ebene liegen. Dann giebt es vier Zahlen (AjA2A3AY),
fir welche die Gleichungen

Aj-j-AoA- A™Nu-F-AXu=0,
Ay--ANX —A0ji + A 4Au —0,
A\ AN AMm+ AiXlul=o,
At-j-Ajx2r Ash,1—A4RU2= 0,
bestehen. Diese Gleichungen driicken aber bekanntlich aus, dass

die Doppelverhéltnisse der Zahlen ABAA und uYujUa gleich sind,
oder mit der gebrdauchlichen Schreibweise

(ABAIA)=(/a<'uli?).

Die Yerbindungsgerade der Punkte (Au) und (AV) schneidet
auch diejenige von (A, uj und (4//2, wenn zugleich die Gleichung

(AAfRA) = il
besteht. Aus beiden Gleichungen folgt
(ARAA)=(ujulud = —1,
oder ausfuhrlich geschrieben
PA—] (B4R A+ A)+ARD; 3
Ui —\ ifii V(A («+,«)+//112=0 .
23*
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Diese Gleichungen bestimmen also eine zweiaxige Invo-
lution.

Man bemerkt, dass wenn die Punkte (XU) involutoriscli
sind, so sind es auch die Punkte (Xu’) (///)m

Eine solche Involution wird schon durch die eine Axe be-
stimmt, wofiur irgend eine Gerade gewdhlt werden kann, welche
die Flache in zwei verschiedenen Punkten schneidet.

Man bemerkt leicht, dass die Verbindungsgeraden des ersten
und vierten, des zweiten und dritten Grundpunktes des Coordinaten-
systems conjugierte Polaren sind. Bei der Wahl des Coordinaten-
systems kann man also den ersten und vierten Grundpunkt be-
liebig wéhlen mit der einzigen Beschrankung, dass dieselben nicht
auf einer Geraden der Flache liegen durfen.

Bei einem passend gewéhlten Coordinatensystem sind die
Gleichungen beider Involutionen viel einfacher.

Wenn der erste und vierte Grundpunkt involutoriscli sind,
so sind die Gleichungen der perspectiven Involution

Xu.'~a;
Xfi—a ; 1)

und die Gleichungen der zweiaxigen Involution

Diese Gleichungen brauchen wir zur Untersuchung der
mehrfachen Involutionen.

Suchen wir die Punktsysteme auf der Flache auf, welche
durch die beiden Involutionen

AJA (An
Bhf ’ \Bh+1
verbunden werden.

Es seien die Parameter
von An uuh;
< Bh Vhphe

1. Wenn beide Involutionen perspectiv sind mit den Centren
CC, waéhlen wir die Schnittpunkte der Geraden CC' mit der
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Flache zum ersten und vierten Grundpunkte. So werden die
Gleichungen beider Involutionen nach 14) gebildet. Es bestehen
also die Gleichungen:

hiPh—&  hphti—&j
ptvh==a;  PhH+i=a';

. {h=0,1 ... r
Hieraus
At+1 Ph+1 \h ph _
hi Ph W+l Ph+1 a
<A=0,l,...r-l)

Man ersieht hieraus, dass " eine r-te Einheitswurzel (e) sein

soll.

Aus den obigen Gleichungen folgen weiter
X—I10sh, M= \Of _t,
fin=HOeh, ph= pOs-i>,

(7i=0,1,. ..r-1)
)

N0;°0= "O\D*
ist. Die sammtlichen Punkte liegen also in der Ebene

m no _O*

Die Punkte AkBj, bilden also zwei r-aden in einer quadrati-
schen Punktreihe aus demselben Systeme, welche r-aden uns schon
aus der ersten und zweiten Mitteilung bekannt sind. Der erste und
vierte Grundpunkt sind die Grundpunkte beider r-aden. Die zwei
r-aden werden durch die perspectiven Involutionen

Au

Bh+k
(k=0,1,.. .r-1)
verbunden.

2. Wenn beide Involutionen zweiaxig sind, so wéhlen wir
diejenigen Punkte zum ersten und vierten Grundpunkte, in welchen
die Flache durch die eine gemeinsame Schnittlinie der vier Axen
geschnitten wird. Dann werden die Gleichungen beider Involutionen
nach 15) gebildet. Es bestehen also
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Hieraus
'h—ro0 ; 'she Hgs"\
lih— «072 > °h—/0
&01,.r3

wo £jcj r-te Einheitswurzeln bezeichnen. Wenn

wo £ eine primitive r-te Einheitswurzel bedeutet, so sind die
Punkte Ah nur dann von einander verschieden, wenn die Zahlen
fij, iij, r keinen gemeinsamen Teiler haben.

Wie man leicht sieht, werden die Punkte AhBj, durch die r
zweiaxigen Involutionen

(k:O;l....r-l)

verbunden. Solche Punktsysteme koénnen wir wieder r-adeii
nennen. Die Gleichungen sammtlicker Involutionen werden nach
15) gebildet. In jeder Involution sind also der erste und vierte,
zweite und dritte Grundpunkt involutorisch (Grundpunktpaare der
r-aden).

Unter einem Involutionenbiindel verstehen wir die Gesammt-
heit derjenigen zweifach unendlich vielen zweiaxigen Involutionen,
deren Axenpaare conjugierte Polaren der Flache, und zugleich ge-
meinsame Schnittlinien von zwei fixen conjugierten Polaren sind.
Die Schnittpunkte der fixen conjugierten Polaren mit der Flache
sollen Grundpunktpaare des Blindels heissen.

Die Involutionen der obigen r-aden gehoren also einem
Biindel an.

Die Haupteigenschaft einer r-ade ist die folgende :

Einer r-ade entspricht in jeder Involution des zu den Grund-
punktpaaren der r-ade gehdrigen Biindels eine zweite r-ade, welche
mit der ersten r-fach involutorisch ist. Diese r Involutionen ge-
horen demselben Biindel an.
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Eine r-ade, deren Grundpunktpaare der erste und vierte,
zweite und dritte Grundpunkt des Coordinatensystems sind, wird
durch die Gleichungen

hi—h >
Ih=*oe**>
(h=0,1,.. .2=-1)
bestimmt, wo s, und z2r-te Einheitswurzeln sind.

Unter diesen r-aden giebt es auch solche, welche einer
linearen oder quadratischen Punktreihe angehdren.

Die r-ade gehort einer linearen Punktreihe an, wenn 70 oder
jio den Wert O oder oo hat.

Die r-ade gehort einer quadratischen Punktreihe an, wenn

16)

oder

ist. Die Grundpunkte der r-ade sind im ersten Falle der erste und
vierte, im zweiten Falle der zweite und dritte Grundpunkt des
Coordinatensystems.

Wenn z2—zI ist und der Einheitspunkt so gewahlt wird, dass
"o—"0—1 seh 80 sind die Coordinaten der Punkte

#rogpag ey prrg o s

die sammtlichen Punkte liegen also auf der Baumcurve dritter
Ord ung, deren parametrische Darstellung

XX:X2:XS:f4= 1. X:x2:73
ist. Dieser r-ade sind wir schon im VII. Abschnitte der ersten
Mitteilung begegnet.

3. Wenn die erste Involution perspectiv mit dem Centrum C,
die zweite Involution zweiaxig mit den Axen tA2ist, so wahlen wir
diejenigen Punkte zum ersten und vierten Grundpunkte, in welchen
die durch C gehende gemeinsame Schnittlinie von txund t2die
Flache schneidet. So werden die Gleichungen der ersten Involution
nach 14), die der zweiten nach 15) gebildet. Also bestehen die
Gleichungen:

ih NhHl 17

UhTh— @, f*hph+1— C.
A=0,l,..3
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Hieraus
h+2 a2

18)
(A=0,1,...1-1)
Zwei Félle sind zu unterscheiden, je nachdem r ungerade
oder gerade ist.
a) Wenn r ungerade (2rx|-1) ist, so multipliciere man die

_ @
r Gleichungen 18) zusammen. So erhalt man, dass eine r-te

Einheitswurzel (?) sein soll. Man erh&lt weiter aus den Glei-

chungen 18)
Ath — /0AL
(h=0, 1,4a,...r,)

kh+1 H0L;i+ri+1-

“+ =
(@=0,1__r,-1)
Wenn man

N +1=£i

setzt, wo ¢j wieder eine r-te Einheitswurzel ist, so erhédlt man ein-
facher

(A=0,1,... r—1)

und aus den Gleichungen 17)

Ih= Ms*;
Vh — vo sj-7";

—fd ¢
&=0,1,... r)

~oPo — Pos0-

ist. Die Punkte A],Bh bilden also zwei r-aden in derselben quadra-
tischen Punktreihe aus demselben Systeme, genau so, wie wir es
unter 1) gefunden haben.

Dies erklért sich dadurch, dass die Involutionen in den
Ebenen durch das Centrum einer perspectiven — und durch die
eine Axe einer zweiaxigen Involution von derselben Art sind.
Folglich kann irgend eine Involution zweier r-aden in derselben
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quadratischen Punktreihe im Baume ebenso gut perspectiv, wie
zweiaxig genannt werden.
b) Wenn r gerade (2rq) ist, multipliciere man die 2 ersten

. . a2
Gleichungen 18) zusammen. Dann sieht man, dass

b eine te
Einheitswurzel (M) sein soll. Man erhdlt aus 18)
hi,= %%,  hh+i= Gr/L: 19)
*=0,1,... rl—»
und aus 17)
Qfe= 14 * 1>+l — IH 7h,
vh = \O +l= i , 19)
= Mo Phl = HT7]™,
(fc0,1,... r,—9)
wo

oPo= Pow~ Pi= Pivi—ci;
*0vi = w7 1= b; 20)
Popi = p\por x—c’

sind. Hieraus folgt, dass die Punkte A&, A™+\, Bnt, iG/i+i einzeln je
eine ig-ade in quadratischen Punktreihen bilden, deren Grundpunkte
in den ersten und vierten Grundpunkt des Coordinatensystems
fallen. Die Ebenen der ig-aden von A2tund B A jjlH und B 2i+i
fallen zusammen, aber die Ebenen der ?g-aden von A~und A+
kdnnen auch verschieden sein.

Man sieht auch leicht, dass die vollstdndigen Punktsysteme
Aicund Bj, durch die rg perspectiven Involutionen

Ah
Bh+n
(fc=0,1,... r,—

und die jg zweiaxigen Involutionen

A, \
+2A-+11
(k=0,1,... T,

verbunden werden.

Suchen wir den Zusammenhang zwischen den ig-aden von
Ash und Aofi+1 auf.

Unter den Gleichungen 20) kommen die Gleichungen
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/0 — X014 1;
fiov0= « Vj;
vor. Hieraus
ui= F«r

Wenn man m it” multipliciert und die Gleichungen 19) be-
ricksichtigt, erh&lt man

~N2h+1 f~2h+1 — rfh+i /0o «0,
(7i=0,1, ...r,-1)

oder mit den Coordinaten ausgedriickt:
OCoi Xih+it4 = Tfh+1.Xoia*2J,+l, 1

Diese Gleichung bestimmt den geometrischen Ort des Punktes
Ath+u wenn der Punkt HOschon gewahlt wurde.

Man sieht hieraus, dass diese geometrischen Orte Kegel-
schnitte sind, deren Ebenen durch die conjugierte Polare derjenigen
Geraden geht, welche die Grundpunkte der jyaden verbindet.

Man sieht weiter, dass die Ebenen in diesem Ebenenbiischel

eine rt-rade bilden, wenn rlungerade ist, und eine Y ade, wenn

rj gerade ist. Im letzteren Falle haben namlich die Punkte Adhti
und Aafj+i+z-, denselben Kegelschnitt, wie ihr gemeinsamergeometri-
scher Ort. Man soll aber bemerken, dass die >yade von Ayl+i be-
stimmt ist, sobald einer ihrer Punkte gewé&hlt wurde.

Wenn man die r,-aden von A% und Ay}+1 dieser Weise ge-
wahlt hat, projiziere man dieselben aus einem Punkte der Geraden,
welche die Grundpunkte der Uj-aden verbindet, auf die Flache.
So erhélt man ein zweites Punktsystem B¥ Bzh+i, welches zum
ersten durch rt perspective und rx zweiaxige Involutionen ver-
bunden wird.

Die ij-aden von A$h und A”~+i kdnnen auch in derselben
Ebene liegen. Dafiir ist die Bedingung

Vh = "N/Ar
Wenn man die Gleichung

G/h —"A) j
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hinznnimmt, erhalt man

G=/0XT3 fy= w\ 7

Diese Werte in 19) eingesetzt, sieht man sogleich, dass die
beiden ryaden sich zu einer Dryade erganzen.

Man erhélt also fur ein gerades r in diesem Falle dasselbe
Eesultat, welches friher fir ein ungerades r gefunden wurde.

V.

Wir haben die Parameter der Punkte einer r-ade in imagi-
narer Form erhalten. Es fragt sich, ob es auch reelle r-aden giebt'?

1. Die Gleichung einer concav-convexen Flache zweiter Ord-
nung kann in einem reellen Coordinatensysteme auf die Form
gebracht werden:

x\+ E£tf— = 0.
Setze man
XN XXx—xN A
Xi+Xoi ~ xz—xk
X?-X'l =Xx—XN = u.
XX+ X # X-t+Xj.

wo i die imagindre Einheit bezeichnet. Man sieht hieraus, dass
reelle Punkte der Flache solche Parameter haben, fiir welche

A=1li =1

ist. Unter den durch die Gleichungen 16) bestimmten r-aden sind
also diejenigen reell, fiir welche

0 —b —1

ist. Unter den verschiedenen r-aden giebt es also auf einer concav-
convexen Flache auch reelle.

2. Die Gleichung einer biconvexen Flache zweiter Ordnung
kann in einem reellen Coordinatensysteme auf die Form

gebracht werden.
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Wenn man
och o @
X\ +.Uy X3— X fl
S Y4 Wiy
T+.T2 ~ X3+iC&

setzt, so gehdren conjugierte complexe Parameter den reellen
Punkten an. Die sammtlichen Punkte der durch 16) bestimmten
r-ade kdnnen also nur dann reell sein, wenn Aund  conjugiert
complex sind und zugleich

~ fi

ist. Es giebt also auf einer biconvexen Flache nur unter denjenigen
r-aden reelle, welche in einer quadratischen Punktreihe liegen. Bei
den anderen r-aden kdnnen hdchstens einige Punkte reell sein.

*

Es sei endlich erwdhnt, dass bei einer polycyklisch mehr-
fachen Involution, welche genau so untersucht werden kann, wie
in der ein- und zweidimensionalen Geometrie, die Punkte der ein-
zelnen Cyklen auf je einer Flache zweiter Ordnung liegen, deren
Gleichungen auf die Form

W L —PI G

gebracht werden kdnnen, wo ¢ fir die verschiedenen Cyklen ver-
schieden sein kann.

Diese Flachen haben also vier gemeinsame Geraden, welche
aber bei einem reellen Punktsysteme imaginér sind.
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UBER EINE NEUE METHODE DER MORPHOMETRIE
DER ERDOBERFLACHE.

Von Dr. E. von KOVESLIGETHY.

AO. 6. PROFESSOR AN DEE UNIV ERSITAT ZU BUDAPFST.

Vorgelege in der Sitzung der Akademie vom 18. Februar 1895 vom o. M. I. Fréhlich.

Aas: «Mathematikai és Természettudomanyi Ertesité* (Mathematiseiier und NaturwissensehaftlicLer
Anzeiger der Akademie> Band XIII. pp. 167—180. 1895.

Das vordem rein geometrische Problem der Bestimmung der
Erdgestalt erhielt im Laufe derZeit in der Festsetzung des Geoides
eine auf mechanischen Principien beruhende Losung. Das Verfahren
ist principiell richtig, da ehe Figur der Himmelskdrper durch die
Anziehung ihrer Massenteilchen und die von der Axendrehung her-
rihrende Centrifugalkraft bestimmt ist; es ist aber auch praktisch
verstandlich, da die Operationen der modernen Gradmessung, mit
Ausnahme der Aussteekung von Azimuthaiwinkein und der Basis-
messung, auf rein physikalischen Methoden beruhen. Sowohl bei
der Festlegung der Amplitude des gemessenen Meridianbogens,
als bei dem Nivellement spielt die Libelle die Hauptrolle, die ‘ich
in jedem Punkte nicht in die geometrische Tangentialebene des
Erdkdrpers, sondern in die Berlihrende der Xiveaufidche hinein-
legt. Auch gelangt man durch das Nivellement nicht zu Seehdhen,
sondern zu dem Vertikalabstande der aufeinander folgenden Xiveau-
iidehen, die nur in dem einen Falle fiir identisch genommen
werden durfen, wenn langs der niveilirton Strecke die Schwere-
beschleunigung constant dieselbe ware.

Eine, wenn auch nicht dem Wesen, so doch der Form nach
neue Stiitze findet diese Auffassung darin, dass die Gestalt der
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Erde, unabhangig von geometrischen Messungen, auch aus der
Verteilung der Pendelschwere und aus dem Mondlaufe innerhalb
der zuléssigen Fehlergrenzen erschlossen werden kann.

Die Geometrie der irdischen Oberflachenformen wurde, von
einigen HumBOLDT’schen Versuchen abgesehen, von sonkiar (in:
Allgemeine Orographie, Wien 1873) begrindet; A pence Vverleiht
(in: Morphologie der Erdoberflache, Stuttgart, 1894, 1. Bd.) diesen
Bestrebungen feste mathematische Einkleidung. Herrscht ndmlich
auf dem Fl&chenelemente f,, eines auf der Basis F—'fn stehenden
Gebildes der morphologische Wert ion (Héhe, Gefélle und &hnliche

+VN<0,,

Elemente), so kann Q als Mittelwert jenes morphologischen

Elementes fiir die betreffende OberUachenform betrachtet werden.
Dieser Wert- ist offenbar das unter Stimmberlcksichtigung der
dazugehorigen Flache gerechnete Mittel der einzelnen Ele-
mente.

Die rein geometrische Definition der Orometrie, wie sie von
Sonkiar gab, ist &usserst bequem und einfach, ihre Einfiihrung
zeitgemadss. Seither entstanden auf dieser Grundlage zahlreiche
Monographieen, die zum Mindesten die Notwendigkeit dartun, uns
Uiber Oberflachengestaltungen, wenn auch nur schematische, Vor-
stellungen zu bilden. Doch hat diese geometrische Auffassung auch
ihre Nachteile, die in dem Maasse fiihlbarer werden, als Grad-
messungsoj”erationen, Nivellements, astronomische und geoda-
tische Ortsbestimmungen und Pendelmessungen auch auf das
Gebirge ausgedehnt werden: sie stehen génzlich fremd jenen
Pendelbeschleunigungen und Lotstérungen gegeniiber, die man in
der N&he der Gebirge beobachtet. Kein Wunder, denn derselbe
Widerspruch zwischen Zweck und Mittel, den wir in der Bestim-
mung der Erdgestalt fanden, ergiebt sich hier wieder: Hohen-
messungen werden zumeist mit dem Aneroide, Tiefenmessungen,
wenigstens zum Teile, mit siemens’Sehen Bathometern gemessen.
Beide Instrumente sind als reine Dynamometer mehr physikalische
oder mechanische, als geometrische Messapparate. Der genannte
Widerspruch bleibt selbst dann bestehen, wenn die Hohenmessung
auf trigonometrischem oder Nivellementswege versucht wird:
wiederum ist die Libelle der ausschlaggebende Factor, die nie die
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geometrische Horizontale darstellt, sondern die Berlihrende der
Bér? und Erde charakterisierenden Xiveauflache giebt.

Bei dieser Eeherlegung ist es eher zn verwundern, dass das
Verfahren, "welches in der Geodasie so grosse " orteile darbot, nnd
welches in der die physische Geographie so nahe angehenden
Theorie de- Erdmagnetismus wortlich wieder vorkommt — in der
Tat ist die Darstellung des Geoides und Gaess erdmagnetische
Theorie mathematisch dasselbe Problem. — so vereinzelt an-
gewendet wird. In der Morphometrie dndet sich dessen keine
Spur, obgleich die Beobachtungsmethoden auf dieses ~ erfahren
geradezu hinweisen.

Im Folgenden mdge der Begriff der Xiveauflache auch in die
Orometrie und Uberhaupt «le Morphometrie eingeflihrt werden;
sollte die Einfiihrung eines besonderen Xamens wiinschenswert
erscheinen, so mag die Xiveauflache einer Oberflachengestalt kurz
Oroid genannt werden.

Der mathematische Ausdruck des Oroids als Xiveauflache,
kann mit teliebig weit getriebener Anndherung gegeben werdeu :
die Fl&che ist Gberall continuirlich, ohne Spriinge und Pé&sse, ent-
L— weier Ecken noc-h Kanten, und hangt nichtsdestoweniger von
der Ferm de- Gebildes ab, so dass es zu seiner Darstellung ge-
eignet erscheint. Es kann keinem Zweifel unterliegen, dass auch
diese Darstellungsart nur eine schematische sein kann, doch ist
sie es gewi—nur in geringerem Grade, als jenes Bild, das wir uns
aus den wenigen und kérglichen orometrisehen Elementen der
Gebirge bilden, oder welches die hvpsographisehe, klinographische
und andere Curven versinnlichen. Es ist weiter klar, dass die
ersten DL fferentialquotienten des Oroids in jedem Punkte die
Schwerelteschleunigung und die Lotabweichung ergeben, die
beiden wichtigsten Elemente, die aus der geometrischen Orometrie
kaum herausgerechnet werden kénnen. Und wahrend sich dort
zahlreiche, fiir sich charakteristische Zahlendaten in eine ge-
meinsame Durchschnittszahl vermengen, behalt hier jede Messung
ihre Individualitat und ihren Einfluss auf das Resultat, kann aus
demselben leicht entfernt, um durch eine bessere, oder durch
zahlreichere I>aten ersetzt zu werden.

Bevor aber diese neuere morphometrische Methode in Angriff
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genommen wird, muss eine wichtige praktische Frage beantwortet
werden. Es ist namlich klar, dass der Ausdruck des Oroides, gerade
wie jener des Geoides die Summe der ersten Glieder einer Poten-
tialentwickelung darstellt. Im Falle des Niveausphseroides conver-
giert die Eeihe so rasch, dass die beiden ersten Glieder schon die
beiden CLAIEAuUschen Theoreme darstellen, so dass in den meisten
Féllen das Geoid geradezu mit dem Niveausphseroide genug ge-
ringer Ordnung verwechselt werden darf. Ist aber diese gunstige
Convergenz auch im Falle des Gebirgspotentiales zu erwarten ?
Aus mathematischem Standpunkte kann die Frage natirlich nur
fir Formen von regelmassiger Gestalt und gegebener Massenver-
teilung beantwortet werden. Im Falle eines unregelmassig gestal-
teten Berges von unbekanntem Dichtegesetze, kann die Antwort nur
nachtraglich gegeben werden, insofern als bei der Reihenentwicke-
lung fortschreitend bis zu so hohen Gliedern gegriffen werden
muss, dass der Unterschied des fiir einen Punkt des Berges be-
rechneten und beobachteten Potentiales unter die Grenze der
Beobachtungsfehler sinke. Nun besagt aber das erste Glied des
Potentiales, dass der Berg nach Aussen eben die Wirkung zeige,
als wdare seine ganze Masse in einem einzigen inneren Punkte
concentrirt. Betrachtet man nun dieses einzige und allerein-
fachste Glied, so erhélt man bei einfach gestalteten Bergen schon
fir die Dichte der Erde ganz annehmbare Werte, sei es, dass man
die Lotabweichung am Fusse des Berges messe (wie €S Maskelyne
und James filir den Shehallion taten, die als Erddichte 4,7 und
5,32 fanden), sei es, dass man die Pendelbeschleunigung auf der
Spitze beobachtete (wie Mendennart auf dem Fusiyama, der als
Erddichte 5,77 fand). Da der Unterschied der vernachléssigten
Reihenglieder gerade fiir den Fuss und den Gipfel des Berges be-
sonders gewichtig wird, ist es zu hoffen, dass das Oroid in allen
Féllen schon durch eine geringe Zahl von Gliedern dargestellt
werden konne. Deren Zahl ist um so kleiner, je regelmadssiger der
Berg gestaltet ist, je homogener seine Masse, und je isolierter er
sich aus der Ebene erhebt. Den angestellten Ueberlegungen nach
durfte es erlaubt sein zu definieren : Das Oroid ist durch die
Summe jener ersten Glieder der Potentialentwicklung einer Ober-
flachenform charakterisiert, die, fur sich genommen, aus in irgend
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einem Oberflachenpunkte der Form angestellten Beobachtungen,
einen annehmbaren Wert der Erddichte ergeben.

Der mathematische Ausdruck des Oroids.

Durch irgendeinen, dem Massenmittelpunkte der Oberflachen-
form nahegelegenen Punkt mdge eine Horizontalebene gelegt
werden, auf welche sowohl die Massenelemente der Form, als der
Beobachtungsort durch die Zenithdistanz z, das Azimuth a und
den Badiusvector r bezogen werden. Ist ein Massenelement der
Form dm', dessen Lage z', a', r', die Lage des ausseren Punktes
P: z, a r, die Entfernung beider p, und die Constante der Massen-
anziehung f, so ist das Attractionspotential des Gebildes

wo die Integration (ber die ganze Masse der Form auszudehnen
ist. Bedeuten o und Ho geographische Breite und Seehohe des
Coordinatenanfangspunktes, B und H dasselbe fur den Punkt P,
endlich R und a>den Badius und die Winkelgeschwindigkeit der hier
mit vollig zureichender Genauigkeit kugelférmig vorausgesetzten
Erde, so ist

((RpH)2cos2B —(RMA-HQ cos2 R0) 2)

das Potential der Centrifugalkraft, das fiir Formen geringer Aus-
dehnung auch vollkommen vernachléssigt, oder doch betrachtlich
vereinfacht werden darf. Das vollstandige Potential der Ober-
flachenform ist hiernach:

V=U+W 3

und erteilt man dem V einen constanten, sonst aber beliebigen
Wert, dann entsteht die Gleichung des Oroids. Man wahlt die
Constante am zweckmassigsten so, dass die Niveauflache durch
den hdchsten, beziehentlich den tiefsten Punktder Form hindurch-
gehe und dementsprechend wird man auch vor Zeichenfehlern ge-
schitzt sein, wenn man im Falle vertiefter Formen unter z stets
Nadirdistanzen versteht.

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII. 24
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Da pi—rt-\-r'>—2rr'(coszeosz'-f-sinzsinz'cos(a—a0) 4)

ist, so kann — in 1) stets in eine konvergente Reihe entwickelt
p

werden, so zwar, dass

J, wenn r'<r

(prt 7 % 4.

B0+ w7 ) p v - ) TS r<r
wenn P die Kugelfunctionen der Variabein z und a bedeuten. lhre
naheren Ausdriicke sind durch 27) gegeben. Zieht man nun mit
dem Radius r, das ist der Entfernung des Beobachtungspunktes P
von dem Coordinatenanfangspunkte aus letzterem eine Kugel um
die Form, so zerlegt diese das Gebilde in zwei Teile: der eine be-
findet sich ganz innerhalb der Kugel, so dass fiir jedes seiner
Massenelemente r'<r ist; der andere liegt ganz ausserhalb der
Kugel, so das flr jedes seiner Elemente bestandig r'>-r ist. Das
Potential Ui des ersteren Teiles ist unter Anwendung der ersten
Reihe in 5), das Potential Ua des zweiten Teiles mit Anwendung
der zweiten Reihe 5) zu berechnen; das Potential der ganzen
Form ist offenbar die Summe beider Teilpotentiale gleich. Be-
zeichnet man mits' die Dichte im Punkte r', &', z*,s0 ist

dm*=r'2dr'sinz'dz'da".s" 6)
oder mit der Substitution
cosz'=u 7)
und ohne Beriicksichtigung des Vorzeichens:
dm'=r'X'dr'du'da’ 8)

der Ausdruck des Massenelementes. Aus 1), 5) und 8)wird sohin:

Ui=fi -k g 77+drj

n=0' 0 -10

. + X
Ua=f2 r"fr'-to-W flchl)'ans'da'

«0 6

9
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mo R die Lange desjenigen zur Richtung (z' a') gehérigen Radius-
vectors bedeutet, welche zwischen dem Coordinatenanfangspunkte
und der Oberflache der Form liegt. Im Sinne des Azimuthes ist
die Integration von 0 bis 2jt, der Zenithdistanz von 0 bis n oder
nach n' von —1 bis +1 zu erstrecken; s ist im Allgemeinen
Function der Coordinaten.

Definirt man Kirze halber durch

B’ +1 2n
Yi(n)=f.j r'n+idr' j da'j Pns'da’
0 -10 10
B +1 27
Yo(n)=f.jr'-i"-»di*Jdfi'j Pns'da’
0 -10
die LLPLACEEchen Functionen, so wird einfacher :
n:()U. =2 és Ua :n:% L (»)r*. 1

Die LAPLACE’schen Ausdricke sind einfach angebbar. Be-
deutet:

o e (n—i)(n—i—21 ni
o= = 202w-1) A
() (n—i—1)(>*t—2)(n—i—3) n._|____
2.4. (2n—1) (2r"—3) fl 12)

(n—i)(n——1)... (—i—2&+1) 7 o
TEDAY 4 @l en—1)... @w- Tk+ 1"

das LEGENDRE’sche Polynom fir die Variable a (die nach 7) iden-

tisch mit cos Z ist) so hat man:

V<n)= 2«o0' /07 '(/i) + 22—|- 47 £iB)(i“) (1— «2)2 cos ia-f

L 13)
- 14Wf|n) («) (1—u22sin m

wo die Hinzufligung des Indexes i oder a fir die innere und
aussere Masse nur die durch die Integration eingefiihrten 2)*-j-I
willkirlichen Constanten al\ ). . = (@n), sI’"K . . s(™verandert hat.
Die mit dem Buchstaben a bezeichnete (konstante bezieht sich auf
die vom Azimuthe unabhangigen Glieder (so dass der untere O In-

24%
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dex auch wegbleiben konnte), die ¢ und s sind Coefficienten der
Vielfache des Azimuthes enthaltenden Cosinus- und Sinusglieder.
Alle diese Constanten sind bestimmbar, wenn R’ und s’ als Function
von z' und a’ gegeben sind ; wo nicht, wie auch in unserem Falle,
sind sie durch, an verschiedenen Punkten angestellte Beobachtungen
numerisch zu bestimmen. Geht man in der nach fallenden und
steigenden Potenzen von » angeordneten Entwickelung des Poten-

! N aden £ 1 3
tiales bis einschliesslich e und 7", so hat man im Ganzen

2 (n+1)? unbestimmte Coefficienten, die durch ebensoviele un-
abhéngige Beobachtungen ausdriickbar sind.

Die ersten Glieder des gesammten Potentiales (der innerhalb
und ausserhalb der durch den Punkt P gezogenen Kugelfliche ge-
legenen Massen) sind :

U=(a0r~1 +a)+(ar~2 +ail'r) cos z4-(c{Vr—2 4 7Vr) sin z cos a+
+ ({0 r—2 4ol r) sin z sin a+(a 73 +a 1?) (cos? 2 ;) o
+(c®r—3 47 2r? sinz cosz cosa+(sPr—2 +o@r? sinz coszsina+
+(cPr—3 +r2r?) sin 2 cos 2a+(sPr—> +oPr? sin® z sin 2a +
+(a{)3‘<r—4+a<03’ 73) cos z (cos?z — j )
+(cPr—t4-;Prd)sinz (cos?z— —;—) cosa+(sPr—+ il
+ oPr%) sinz (cos®z— ;) sin a4 (cPr—4+4yPr3) cos z sin® zcos 2a+-
+(s@r—44-aPr%) cos 2 sinz sin 204 (cr—t+7Pr?) sin® 2 cos 3a+
+(s@r—44-oPr®) sin’z sin 3a+- - - 14)

was zugleich auch die Gleichung des Oroides wird, wenn man den aus
9) zu entnehmenden Wert von W beifiigt, und V= U+ W=const.
setzt. Bequemlichkeitshalber wurden hier die Indices i und a weg-
gelassen, dafiir die inneren und &usseren Massen durch lateinische
und griechische Buchstaben der Constanten charakterisiert.

Bestimmung der Constanten.

Das unmittelbarste Instrument zur Bestimmung des Poten-
tiales wire das StEMENS 'sche Bathometer und das Aneroid, die beide
eine Federwage vorstellen. Der Grundgedanke-der Messung ist
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folgender: Ist das Potential der Erde (die in morphometrischen
Untersuchungen getrost als Kugel angesehen werden darf) im See-
spiegel

U0—GMR + jmR c0s2B, 15)

soist es in der Hohe H bei Abwesenheit irgend einer Oberflachenform
iR

Un=G.o R piy2

B-jMz2 (f?2+ /f)2cos2R, 16)
wenn Go die Beschleunigung der Erdanziehung im Seespiegel be-
deutet. Unter Vernachldssigung des Quadrates und hoherer Po-

tenzen der kleinen Grosse lF_; kommt;

U0- GoH+coR H cos2R. 17)

Ist aber die Hohe if auf der Oberflache einer Form gemessen, so
wird wegen deren Massenwirkung die Beschleunigung der Massen-
anziehung der Erde am Seespiegel G statt GO, wo G grosser oder
kleiner als Go ausfallt, je nachdem die Form eine Erhebung oder
eine Senke darstellt. Wegen der Anwesenheit dieser Form ist das
Potential jedenfalls

UH= U0- GH+ adRH cos2B 18)
geworden, so dass die Differenz beider
ZB- uh=(g0~ G h =u i9)

geschrieben werden kann und offenbar das Attractionspotential
der Form darstellt. Go wird aus der Crairaut’sehen Formel be-
rechnet, GH ist unmittelbar durch das Bathometer gegeben.

Ganz analog kann auch mit dem Aneroide vorgegangen
werden, vorausgesetzt, dass das Instrument genligend empfindlich
ist. Mit irgend einer barometrischen Héhenformel berechne man den
Luftdruck in der H6he H, naturlich unter Weglassung des bekann-
ten Correctionsgliedes (1+0,002623 cos 2f). (1+0,000000314 H),
das die Berganziehung und die geographische Lage in Berlick-
sichtigung nimmt; der Druck sei p. In derselben Héhe mag das
Aneroid den Druck p* anzeigen. Dann ist offenbar der Druckuber-
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schuss p’—p die Druckéinderung infolge der Berganziehung. Da
nach einem gut bekannten hydrodynamischen Satze

p'—p=hsg, 20))

geschrieben werden kann, wo s die Dichte der Luft bezeichnet, so
ist dem Friitheren nach das Potential der Form

gD R 21)
s
Nattirlich ist die Luftdichte im Sinne des BoyrLe-Gay-Lussac’schen
Gesetzes auszudriicken.

Dieser — iiberhaupt nur des Princips halber — dargelegte
Vorgang kann natiirlich um vieles genauer gemacht werden, wenn
man neben dem Aneroide unmittelbar das Barometer abliest, da
man dann von der schwer in Rechnung zu ziehenden Temperatur
der Luftsdule unabhingig wird. Das Barometer giebt nimlich, wie
die Wage, die Masse der Luft, das Aneroid, wie die Federwage,
das durch die Anziehung der Oberflichenform beeinflusste Gewicht
der Luft. Daher muss die Barometerformel die vorhin angezogenen
Correctionen der Schwere - Aenderungen enthalten, deren das
Aneroid nicht bedarf. Giebt also das Barometer und Aneroid zu
gleicher Zeit in der Hohe H die respectiven Ablesungen b und b/,
so geben diese, in irgend eine Hohenformel, gesetzt den Hohen-
unterschied h, der mit der dortselbst herrschenden Schwerebe-
schleunigung multipliciert, das Potententiale der Form darstellt.
Die bequemste Formel ist in diesem Falle die Basiner-Brunns’sche ;
an Stelle der Drucke der untern und oberen Station kommt
b’ und b, die Schwerecorrection wird weggelassen. Man hat so :

U=16002 (1+0,0039 ) ¢ Z;;% :

wenn f die Lufttemperatur am Beobachtungsorte darstellt, und an-
genommen wird, dass der Dunstdruck eine lineare Funection der
Temperatur sei. Gesteigerten Anspriichen entsprechen vollkommen
die unter Beriicksichtigung der Gesetze von MrxpELE/EFF und
Haxn gerechneten Formeln. ‘

Viel genauere Resultate ergeben sich, wenn man das Aneroid

22)
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umgeht und das Pendel anwendet, das aber statt des Potentiales
die Coefficienten von

g= —?;J cosz — [Z;J st 23)
zu bestimmen gestattet. Ein Blick auf Sterneck’s Pendelmessungen
(R. Y. Sterneck : Die Schwerkraft in den Alpen, Mitteil. d. k. u. k.
militar-geogr. Inst. Wien, 1892. XI. Bd.) zeigt, dass in bergiger
Gegend schon die dritte Decimale von g veranderlich ist, so dass
auf diesem Wege das Potential der Berge genug genau bestimmt
werden kann.

Doch giebt es auch Methoden, die selbst die Pendelmessungen
weit an Empfindlichkeit Ubertreffen. Alle bisher besprochenen
Methoden leiden an dem gemeinsamen Fehler, die kleine An-
ziehung des Berges neben der grossen der Erde zu geben. Apparate,
die nur in horizontalen Ebenen, also der Schwerkraft sozusagen
entzogen, wirken, sind dieser Fehlerquelle frei. Nach Angaben
Siemens’, Soll auch das Bathometer in dieser Weise umconstruiert
werden kdnnen; zweckdienliche Instrumente sind das Zsiiner-
sclie Horizontalpendel und besonders die Drehwage, die beide die
in horizontalem Sinne genommenen Differentialquotienten des
Oroides messen.

Die Bestimmung von r, z, a, d. h. des Beobachtungsortes
kann graphisch und interpolatorisch mit grosser Genauigkeit vor-
genommen werden. Sei O der Anfangspunkt des Coordinaten-
systems, Ho dessen Seehdhe, H die Hohe des Beobachters. Beide
Daten konnen aus Schichtenkarten leicht entnommen werden,
ebenso die horizontale Entfernung | des Beobachters P vom Punkte
0. Die von Norden und Osten gezéhlte Richtung dieser Entfernung
ist das Azimuth a. Die Entfernung OP bildet mit dem Schnitte
der durch O gelegten Horizontal- und der durch OP gelegten Ver-
tikalebene ein rechtwinkeliges Dreieck, in welchem

H—Ha I 24)

cotz—-—-—-—-" und r= ——»
| sinz

so dass a, z und r als bekannt gelten darf.
Behélt man in dem Ausdrucke des Oroides 2 (n-f 1)2Constante
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bei, so ware die Bestimmung derselben aus 2(n-pl)2 linearen
Gleichungen jedenfalls eine nicht zu bewadltigende Arbeit. Ein-
facher und unmittelbarer kann so vorgegangen werden. — Es ist
bekannt, dass die Function Y (Z, a)in eine, Nach LAPIACE’schen
Functionen fortschreitende Keihe entwickelt werden kann :

P(z, )—Yo-f Yi+ e—\Yn : 25)
wobei immer
Gl 1 1 +1
Yn= fYy v jw sfl) 26)
-1 0

ist. Wird diese Gleichung mit 13), 12) und der bekannten Definition
der Kugelfunctioneil:

P-MM'+0 % ) - dVndWw,,
Pn~ MnMn+- A (n-i+l)...(n+i) d/t (W* (
in welcher unter Beibehaltung der Bezeichnung 12)

1,3...(2n-1) _1.3...2n 1 ,n). ,
2.4.. (2n) M= s a4 @) o ¢

ist, verglichen, so erhélt man fiir die Coefficienten des Oroides
die folgenden Bestimmungsgleichungen:

Mn= 28)

[ 27+ [13.(n—1tt
a1

ff)
2n+1 [13...(22n—I).n (n—I)...(n—i+ 1)]5
2t (n—t+1)...(n-H) [2.4...(2n)]2
+1 iin
jldp! @ fln («) P(z',a") cosia'da’; 29).
- '0
(n)_2w+| [1.3...(2w— I).w (n— 1)...(n— i+ 1)]2
2r (Nn—i+ 1)...(n+1)[2.4..(2?21)]2

i in
—'22 //1,)(V)" (z',a") sinia’ da’,
-i b
in deneny {z',a!) oder («',a") die von Punkt zu Punkt gegebenen
Werte des Potentials bedeuten. Die Doppelintegrale sind media-
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nisch leicht auswertbar, entweder durch mehrfache Anwendung des
Planimeters, oder indem man fur die Interpolation die FouRIiER’sclie
Eeihe berechnet.

Man ziehe um den in die Karte eingezeichneten Punkt O in
gleichen Winkelabstdnden Gerade und Kreise mit den sin z[, sin z'j..
sin »q propotionalen Radien, wobei z[, 7+ z3.. eine arithmetische
Progression bilden mégen. Die beobachteten Werte von U werden
fir die Schnittpunkte der Kreise und Geraden interpoliert, und die
Integration bei eonstantem z' nach a' iber alle Kreise ausgedehnt.
Aus den Integralwerten sammtlieher Kreise bildet man eine der
Abscisse z' angehérige Curve, die planimetrisch nun auch nach z'
integriert werden kann. Oder aber, man 16st in der Gleichung des
Oroides die Potenzen von cos r und sin z in Kreisfunctionen viel-
facher Argumente auf, und erhalt so die Anfangsglieder einer
ForRIiEP.'schen Keihe, mit Hilfe welcher die auftretenden, und
lineare Functionen der Groéssen aQ), ¢)", s@®), a(, dar-
stellenden Coeffieienten ebenfalls leicht bestimmt werden kénnen.

Geometrie des Oroides.

Nach Bestimmung der Constanten ist es ein Leichtes, die
morphologisch wertvollen Daten z. B. in v. Sonkiar’s Definition ab-
zuleiten : es wird genligen, hier nur das Wesentlichste zu be-
sprechen. Die Constante des Oroides FO (die Charakteristik) sei so
bestimmt, dass das Oroid durch die culminirende Spitze der Form
gehe. Dann giebt die Gleichung u=const. das Langsprofil, die
Gleichung H—H =r cos z die Isohypsen des Oroides. Das Auf-
suehen der Spitzen, Thaler, Sattel, Kdmme und Thalsohlen ist ein
einfaches Maximum-Minimum-Problem, die Bestimmung des Ge-
falles Tangentenconstruction, das Herstellen von Mittelwerten stets
auswertbare Quadratur.

Die Fusslinie der Form ist dort zu suchen, wo das Oroid
irgend ein Niveausphaeroid der Erde schneidet. Betrachtet man
die Erde als kugelférmig, und vernachléssigt mit der Abplattung
die Centrifugalkraft gleicher Ordnung, so ist die Gleichung des
Niveausphaeroides

Vo=9R>
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oder auf den Punkt O der Form bezogen:
Vo=grota,ngz0, 30)

da der zur Fusscurve gezogene Badiusvector das kugelformige
Niveausphseroid beruhrt. Hierin bezeichnen rQ, zo die Lage irgend
eines Punktes der Fusscurve, Vo die Constante des Erdpotentials.
Eliminirt man mit Hilfe der Gleichung des Oroides z, so erhélt
man die Polargleichung der Fusscurve, und setzt man darin als
Schwerebeschleunigung g den fiir das Meeresniveau geltenden
Wert, so rechnet man zur Masse des Berges im Sinne des Sonklar-
schen Sockels auch jene Masse, welche im Seespiegel beginnt
und sich bis zum Fusse des Berges erhebt. Verstiinde man aber
unter g die Schwerebeschleunigung, welche in der Hohe des Berg-
fusses gilt, so enthdlt das Oroid nur die aus der Ebene hervor-
ragende sichtbare Masse des Berges.
Die erste Constante des Oroides ist offenbar

31)

wenn M die Masse des Berges bedeutet. Bei bekannter geologischer
Zusammensetzung fihrt diese zum Volumen desselben, und es ist
mit der Flache F der Fusscurve leicht die mittlere Curve jener
Tafel berechenbar, welche mit dem Berge gleiches VVolumen ein-
schliesst. Und je nachdem man die Fusscurve in dem Seespiegel
oder in der Hohe der Ebene annimmt, erhélt man in Sonkiar’s
Definition das Volumen des ganzen Gebirges oder einfach der auf
den Sockel gelagerten Kdmme.

Hiemit sind die SONKLARschen orometrischen Elemente auch
flr das Oroid dargestellt, und &hnlich kénnen auch jene Begriffe
abgeleitet werden, die von Sonkiar’s Nachfolgern fur notig er-
achtet wurden. Es unterliegt keinem Zweifel, dass die Darstellung
einer Form durch Isohypsen und Profile unsere Anschauung
mehr anspricht, als die vollstandigste morphometrische Gleichung.
Hat man aber vergleichungshalber numerische Werte einmal nétig,
und koénnen diese der Natur der Sache nach nur ein schematische«
Bild geben, so muss zugestanden werden, dass der hier eingeschla-
gene Weg zu besseren und vielsagenderen Daten fihrt, als die
Mittelwerte geometrischer Abmessungen. Und ausserdem hat hier
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jede selbststandige Messung ihren individuellen Charakter bei-
behalten, und ihrer Ableitung nach steht die Morphometrie auf
derselben Grundlage, wie die Geodtesie, oder die Lehre vom Erd-
magnetismus.

Die STERNECK’schen Schweremessungen in den Alpen, oder
die unter Leitung Baron B. Estves angestellten Beobachtungen
auf dem S&ghberge (Kotand Baron Eostves : Untersuchungen Gber
Gravitation und Erdmagnetismus, dieser Band dieser Berichte,
pp. 193—243; und Ann. d. Phys. u. Chem. N. E. Bd. 59, p. 372)
sind in erster Beihe geeignet, &hnlichen Untersuchungen als Grund-
lage zu dienen.



18.
STORUNGEN IM YIELKORPERSYSTEM.

Gelesen in der Sitzung der Akademie vom 19. October 1896 von

Dr. R. v. KOVESLIGETHY,

C. M. DER AKADEMIE, AO. O. PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT ZU BUDAPEST.

Aus: «Mathematikai és Természettudomanyi Ertesité» (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie), Band XIV. pp. 323—366. 1896.

Die mehrfach gemachte Erfahrung, dass die Integrations-
methoden der Schwingungstheorie auf die Himmelsmechanik an-
gewendet, stets zu bemerkenswerten Vereinfachungen fihrt, liess
es winschenswert erscheinen, die in der Untersuchung der Combi-
nationstdne, der Resonanz, der Fluorescenz und Phosphorescenz
tbliche Ueberlegung auch auf das Vielkorperproblem zu (ber-
tragen. Dadurch zerféllt das Problem in unendlich viele, drei-
gliedrige Gruppen von simultanen Differentialgleichungen, die von
den nur bekannte Zeitfunctionen enthaltenden rechten Seiten ab-
gesehen, alle identisch, in den Coordinaten zweiter Ordnung und
linear sind. Die Auflésung ist daher in der Tat auf die Lésung
dreier simultaner linearer Differentialgleichungen der zweiten
Ordnung zuriickgefuhrt. Die Integration ist in geschlossener Form
moglich, fuhrt zu expliciten Ausdriicken der Coordinaten, so dass
die aufeinanderfolgenden Naherungen der schon erwahnten Linea-
ritdt halber ohne weiteres summierbar sind.

Es stellte sich zwar nachtraglich heraus, dass die folgenden
Ableitungen der Differentialgleichungen schon cauchy bekannt
waren. Die tatsdchliche Integration war aber nicht ausgefihrt,
und scheint mir an sich schon wichtig genug zu sein, um bekannt
zu werden, ganz abgesehen davon, dass der Gang der Stdrungs-
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rechnung durch die vorliegende Methode ungemein durchsichtig
wird, und diese auf einen — wie mir bekannt — noch nicht be-
handelten Fall angewendet wird.

Die Vorteile der darzulegenden Methode diirften die folgen-
den sein: mit gleicher analytischer (wenn auch nicht rechnerischer)
Arbeit kann das Problem der n-Korper behandelt werden; es ver-
schwindet der nur durch die ibliche Behandlung begriindete
Unterschied zwischen storendem und gestortem Kérper; wéhrend
des ganzen Ganges der Rechnung kénnen die Coordinaten des
Korpers unverdndert beibehalten werden, wodurch die Symmetrie
der Ausdriicke gewahrt bleibt; die Coordinaten kommen stets
linear und explicite vor, haben in allen Ndherungen dieselben
Coefficienten, so dass der Uebergang von den Coordinaten zu den
Elementen besonders einfach wird. Die ganze Ableitung ist weiter
so einfach und klar, dass sie einen wesentlich leichten Einblick in
die Stérungstheorie gestattet, und in der That geeignet erscheint, die
Methode der speciellen Stérungen zu verdrdngen. All dies schliesst
natiirlich die Anwendung jener Vereinfachungen nicht aus, die in
gegebenen Fiillen auch bisher schon empfehlenswert schien: die
Berutung auf die Kleinheit der Massen und die Stérungen zweiten
Grades.

Umformungen der Gleichungen der relativen Bewegung.

Wir gehen aus von dem bekannten Gleichungssysteme

d?x; e Tp—As XTr
b k2 (1 ) = k23 ( PTG, )
ap T EA+m) o k*Zmy, o )
d?y; 5 Yi . ( Ye—Yi Y )
* . M0 PEac TRy A2 v 7 P (SR A S R S
i + K2 (1+my) 8 k2 >my o 9 1)
d'%. | 14 ~ B T ( 2k—2i 2k )

in welchem der Reihe nach ¢=1, 2...n—1, n und k=1, 2...u
mit fehlendem ¢ zu setzen ist. Die Sonne mag als n-1-ter Korper
betrachtet werden. Es ist weiter bekanntlich

ohi=@r—x) + (Y —yi)* + (2 —2i)*

st

-

SR i

-
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Schreibt man das volle Gleichungssystem auf, so erhdlt man ein
simultanes System von 3n Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung, deren Losung 6n willkirliche Constanten einfiihrt. Die voll-
stdndige Ldsung ist unbekannt, die Ausdriicke der mechanischen
Principien : der Satz von der Erhaltung des Schwerpunktes, der
Flachenmomente und der lebendigen Kraft, die einzigen bislang
gefundenen geschlossenen Quadraturen. Die (brigen Integrale
mussen aus Reihenentwickelungen berechnet werden, die wie
bekannt, durchaus kein einheitliches Princip befolgen, sondern
je nach dem bequemst scheinenden Bahnelemente des stérenden
Korpers fortschreiten.

Wir zerlegen die Coordinaten aller n Kérper in Reihen, die
nach steigenden Potenzen der kleinen, sonst aber beliebigen und
wahrend der ganzen Rechnung constant bleibenden Grosse s fort-
schreiten. Man hat also fiir den Pten Planeten:

Xi = Xio-p + e
u —_ y|0+ yu£ + yas* + ooe; 2)
zi = Zio-j- Zue + ztrel+ ses;

so dass allgemein X{n den Coefficienten des n-ten Gliedes in der
Coordinatenentwickelung des Pten Kdrpers bedeutet. Schreibt man
noch fiir die Masse m,-:

TVi—efii, 3
so giebt das System 2) die Auflésung des Vielkdrperproblems,
vorausgesetzt, dass die Reihe auch noch fur s=1 convergent bleibt.

Bei der Berechnung beniitzt man am bequemsten den Poly-
nomsatz :

(WO+wW IE+1/. 252+ ee9) —UQ-\- DjE-p Q2+ eee;
wobei:

UO=un ;
Ul=nu%~1ul.

— n(n__11.M-2ig 4 -
E/ = (2_!_ iBinurun;

c/3=H"n_éj!n u B - h i f - j - n ;
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n(n—1) (n—2) (m—3) n (n—I)(w—2)

Die fir uns wichtige Eigenschaft der Z7-Coefficienten besteht
darin, dass das mit dem hdchsten Index versehene u stets linear
und an denselben Factor n u gebunden vorkommt. Substituiert
man daher die Gleichung 2) in 1) und vergleicht die Coefficienten
gleichhoher s Potenzen, so werden wegen 3) erstlich x0, y0, zo ganz
unabhéngig von der auf der rechten Seite stehenden Bewegung
der storenden Korper: zweitens geben die Coefficienten von smeine
Gleichung, in welcher xm ym zmstets in derselben Verbindung Vor-
kommen. Die noch vorkommenden Grossen xin—, ym—,  1; Xm—%
ym-a, Zm; x0, yQ zo sind offenbar durch die vorhergehenden
Gleichungen gegeben, kdnnen also als bekannt betrachtet, und auf
die rechte Seite gebracht werden, so dass die linke Seite der zur
Bestimmung von xm ym zm dienenden Gleichung stets dieselbe
bleibt, die rechte Seite aber eine bekannte Zeitfunction darstellt.
Fir die x Coordinate des. i-ten Korpers hat man auf diese
Weise:

Xn- k*(1- m) ((rt'3—=3xfar" 5 . xit—"xioyiors.yn—

x'a+k*{1+rm) (N335 . xi2—3x*)i/io>85Ha —

\ Plix FKO
VAT e QRO YiO) Bkl Vi) T Zko—~i0) @fd—2Z) 3. p
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k2 (xio riQ (xioXh +yioUii+ziQzif — . - » 5

31C 5 (IC{OMU+ 2000/l + 2:i02xi)j . -4

Wiahrend die linken Seiten stets dieselben bleiben, werden die
rechten sehr bald ungemein compliciert, bleiben aber stets al-
gebraische Funktionen der vorhergehenden X, y, z. Die erste
Gleichung ist der Ausduck der einfachen KEPLER’schen Bewegung
oder des Zweikorpersystems, und daher die rechten Seiten in der
Tat bekannte Zeitfunctionen, in denen Kiirze halber :

rl=xo+yo+zIl’ ri=xl+yl+z1- 5)

Bezeichnet man die rechten Seiten kurz mit Xi,n so kommt
flr die m-te Coordinatenndherung des i-ten Kdorpers:

4N -+ & ((rr*-3x%rTS). Xim-2>Xioy iQrQ. yim-
Zin)—Xim »
~~NT +  (—3xioyiorzQ°. cim+{r-3—s3iyhorf0°). yim—

— 3yioZiorio5-Z'imy = Yim ;
97—
92 ke ( 6oZioT .Xim V@O VI
+(riB~AZ% 1P +ZiM)= Yim:

in denen der Keihe nach i= 1,2...nund m=1,2... 00 zu setzen
ist. Das ursprungliche simultane Gleichungssystem I9st sich daher
in eine unendliche Zahl von dreigliedrigen simultanen Gruppen,
die bis auf die rechte Seite identisch und fur die Unbekannten
xm ym zmlinear sind. Gelingt es daher ein solches System zu
integrieren, so ist die volle Lésung des Vielkdérperproblems auf
eine unendliche Anzahl von Quadraturen reduciert.

Im Folgenden mdge vor der Hand der Index i und m weg-
gelassen werden. Man hat es daher mit dem folgenden System
zu tun:
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d*x k* 3k* 3k? _
+ K>m x- -fpo-Z=X _1
0 0
i‘u [ 37 /\7'?( 3k?
dt2 ro 0 '0 7)
dzz 3k’> 3/c2
df2 0 rs 0
in welchem:
dxo 1 o —
7 o dt2 dt2 /CZ'»O =0. 8

Integration der reducierten Differentialgleichungen.

Der Anfangspunkt unseres Coordinatensystems fallt zwar
in den Mittelpunkt der Sonne, ist aber sonst noch nicht n&her be-
schrankt. Wie immer auch die Bahn der Planeten beschaffen sein
moge, stets bestimmen der momentane Ort und die dazu gehdrige
dx dy dz
dt’ dt’ dt
mitihrem Brennpunkt in der Sonne liegende KEPLER’sche Ellipse zu
bestimmen gestatten, in welcher die Bewegung im néchsten dt Zeit-
elemente den KEPLER’sehen Gesetzen entsprechend vor sich geht.
Diese zur Zeit To osculierende Ellipse sei die Fundamentalebene
X0, y0, so dass

Geschwindigkeit: x, v, z, sechs Constanten, die eine

s0= 0 9)

wird, ausserdem sei die positive xo Axe gegen das Perihelium der
osculierenden Ellipse gerichtet, so dass die Gleichungen

ro(l+ecosv)=a(l —2, 10)

zu Px»echt bestehen. Die wahre Anomalie v, die halbe grosse Axe a
und die numerische Excentricitat erheischen keine 0 Indices, da
sie im ganzen Laufe der Bechnung beibehalten werden. Sie sind
also nachtréglich nur mit dem Planetenindex i zu versehen. Diese
Vereinfachung bestimmt nur die Lage des Coordinatensystems,
verringert zwar die Zahl der Constanten in dem als erste Naherung

xo=rocosv; y0=rO0sinv;

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. X I11. 25
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betrachteten Probleme der zwei Korper, bt aber durchaus keinen
Einfluss oder keine Beschrankung auf die Zahl der spater auftre-
tenden Constanten aus.

Dem Gesagten nach kann 7) in folgender einfacher Form
geschrieben werden:

d + -ke?-(l—Scoszg) X ----§|§2—sm

w 0

dy  3k2 . ko .

dtr rIs—smVCOSV.Xﬂ r(l1— -.11)
d ko _

dte * yg z Zi

die zwar in der z Coordinate weniger symmetrisch, aber bedeutend
einfacher ist.

Wir fuhren nun statt der laufenden Zeit die wahre Anomalie
in der osculierenden Ellipse ein, was neben vielen Vorteilen mit
dem einen Nachteil verbunden ist, das die unabhangige Variabele
flr alle Planeten eine andere wird. Man hat in dem Zweikorper-
probleme :

dv K™\ -pwi
dt k\ 1+ m/ a(l —2 a*(1 —eX

und infolge dessen

dx Ifl-m e O
'}ﬁ%z(s" a “_“e%%s(“ews"p' W

(1+ecosv)2 12

2/ (Ifl-m)e .. « dx
------- — : 13
- _er%?ng(ue asvE-3“ )
so dass die Gleichungen unter 11) werden:
(1+’ecosm’-d2( 2esinv — p (1—3cos2v)x —3sin vcos vy —

dv*
_g3(l—e23 X #
— &(Ifl-m) (@ fl-ecos v)3’
2esinv _ 3sinvcosvx-\-{\—3sin2v)y =

)

dh
(Ifl-e cos v) dva

g3(l—e23 Y
k2(\-\-m) (1+ecosv)&
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*
(1 *<xosto —d— ¥ —2csmr d
di* dv

a3(l —e2)3 Z

I*(@{m) (14-ecosv)3' 1)
3
wo statt der rechten Seiten auch . X u. s. w. geschrieben
A --m)

werden kann.

Setzt man nun statt der rechten Seiten Nullen, so wird die
dritte Gleichung durch die Substitution

(1-j-ecos)z~ * 15)
sogleich integrabel, man findet:

d*; -

di* =0 16)

und als Auflésung derselben

~=Esin v-{-Fcos v, 17)

oder mit Beibehaltung der rechten Seite

i ; . a3(1—e83/ .
; il-j-e cosv) = (rsin Cosv -j- k2((l-j-n?) IleCé)éSvm
Zsinv
—cosV (I+ecosv)3OIV 18)

wo 6 und iv die notwendigen beiden willkirlichen Constanten dar-
stellen.

Setzt man ahnlich, wie in 15) auch
iC(I-f-ecost/)=:£; «/(l—ecosv”jr; 19)

so ergeben die beiden ersten Gleichungen der Gruppe 14)

di~ _  3cosv . a3(l—e23 X
dt2 * 1+ ecosv '@8l fSmi A2(1-j-m) (1-j-ecosv)3’
12 3sin v a3(l—e23 Y
rfF + » - |+ &608«<ie08,'+ *Sm,") = (I+ecos!")8’

die wir zunéchst unter der Annahme A'=y=0 integrieren wollen.
%*



388 R. v. KOVESLIGETHY.

Multipliciert man die erste Gleichung mit sin v, die zweite
mit —cos v und addirt, so erhalt man eine integrable Gleichung:

—gz\ﬁl—sm v ————g\-sl cos V—Icos v—y,Hmv—L,. 21)

Aus der ersten Gleichung folgt weiter

1+e cosv

A 3sinVcosy (c"+ £)—ccotgyv, 22)

welche in die eben gefundene Integralgleichung gesetzt, fir z
liefert:

sinvcosv{\ -f-ecos")- dvs 4- (24-e cos v—3 cost—2ecosa>>)-(R;B +

4- sin v cos v (e cos v-~2) d[\)/ 4-
+ (2+ccos t—2e cos3v) ~-f 3sin2v cos vC{=0, 23)

deren Auflésung mit  zusammen die notwendige Anzahl will-
kirlicher Constanten herstellt.
Die Substitution

f=C2sin™+sinv 1 Udv 24)

giebt die einfachere Gleichung

*

SiN2v COS v{\-j~6 COS v) d U+ sinv (2+ e cos y-l-ccos3v) aq__
—{cos t + cos3i'+2ccos4i’) £7+3 sin2vcos vCY=0, 25)
welche durch die ahnliche Substitution

U=Cssinv+sin vJ Vdv 26)
endlich in

sinvcosv{\  cosv) dv—f— (2+ 6cos v-\-Q cos'2v-{-3e cos3v) F +
+3Q cosv—0 27)
Ubergeht. Setzt man kurz

2+ ccos v-\-% cos2v-\-3e cos3v

28
W /m sin v cos v(I-\-e cos V) v, )
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so wird da? Integral V

- 29
Tw d\CA B (\:/'rsinv(l-j-ecosv)/ )

wobei als Erleichterung dienen kann, dass der Z&hler in to in der
Form (1-j-e cosv) (1-j-3cos2  sin2u geschrieben werden kann.
Das fertige Resultat lautet:

_ AV \
=19 \ 554, (T+ecosu).,, 30)

womit endlich V

y  C4—6Cjcosv—C4sin2 43 sin2v cos v
sindv(l -j-e cos v)

wird. Mit Ricksicht auf die angewendeten Substitutionen kommt
£=C2sin v—C3sinvcos v+sin u | dv sin v fVdv. 32)

Berechnet man die auftretenden einfachen Quadraturen, so er-
giebt sich

fT?  Qc-j-GCj . , C4(1—2*)-3e(5+eq) Ct
J 3(1—ed) 3 (1—e2)2
3 eC4-roCl(l+eaq) . t
3(1-e*y COBVSIN  V —meeeeemee (- EF e sm v+
e2Ci-r"Cl(l-\-e2
(1—e2l

cosi/sin_1u

33)

womit endlich ~in der Form

3(1—e22 (C42+e2+3eQ (7—eQ)+ C2sinv —
RC4-F6Cj
3(1—e2
CA(1-F2e2)-F3eCt (5-t-€2

3(1—e22
gQ+3C, (1-j-e2
(1—e*

cos v—Cosin v cos v —

Esin  -Fecosv) 34)
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geschrieben werden kann. Hiebei bedeutet IT stets die excentrische
Anomalie. Durch blosse Differentiation erhdlt man hieraus mit der
Gleichung 22) auch i ; das Resultat ist:

1=C 2\-(eC%—Cj) eosd-  cos2v —

(42304 3G ORI ) cos v

(2e+e3C4+(2+3e2+c4.3C1
3 (1—=2:

RCM\-0CM(1+e2
(1-e2

sinv +
A(l+ecos Me-f-cosv);  35)

und befriedigt mit ~ zugleich das System 20) identisch, wenn die
rechten Seiten Null sind.

Statt der Constanten Cj ... C4 mogen die folgenden ein-
gefiihrt werden:
Cc 3f

3(TADT=A; 3(Y=eV=i?; Ca=C; C*=D; 36)

was zu den einfacheren Formeln

c=((2+ edA+(7c-"e3djBE)+ Csinv—
—(e(1—e2A-\-2 (1—e2 B) cos v—D sinv cos v—
—((1 + 2e2) A-\-(5e-\-e3 B) cos2v—

3
----- - (%A+(1+ e2H).ELinv (1+ ecosv);
y 1—e¢

(37
=D (L +cos2v)-\-(eD—C)cos v—

—((1+ 22 A+(5e+ e3H) sin v cos v—
—((2e+ed A+(2-|-3ca+ e 4 Z?) sin v-\-

3
+ -- (cA+(I X-ei)B).E(e-\-cosu)(lJrecosv).
fahrt
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Losung der vollstandigen D ifferentialgleichung.

Setzt man Kirze halber

as(1—e28 X . as3(l—c23 Y

L =X =T, 38
ka@+m) (1+ ccosi)s * ka2(\-\-m) (1+ccosF)3 )
so kann die Form 37) auch als Ldsung der vollstandigen Differen-
tialgleichung betrachtet werden, wenn die Constanten nun als
Function derZeit aufgefasst werden. Sie missen zu diesem Zwecke
das folgende Gleichungssjstem befriedigen :

3? 1—c(2+e'dsinv-j-2 (1+ 2e2)sin v cos v—
3 :E (2e cos2u + cos v—c)\l +
V 1- c2 ’
dB | . .
+ (1+5e2)sin y-)-2¢(5+ csinv cos v—

- 3(|+e2)E (2c cos2y+cos c—C) | +
\ 1—c2

dc dD AU
+ We-co st----dv— (2COS§U—1)—A
1M . 39)
dt—1(1+ 5e2)+(c—c3 cos v—2 (L +2c2) cos2v—

----- 73;e:sinu(e24-l+2ecosu)£’ £
y 1—e2 '
a [(8c+4c3+ (I —cAcos u—2 (5¢c+cIcos2v—

— -——-fmsin. +e2 2ccosu) +
y 1—e2

¢ 4 sinu _.4p sinu(c+2cosu)=F ;
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dA | _
— \(2+e2)—e(1—e2)cos v—(1+ 2e2)cos2i»—

dv

————— 3 E sin v(l -j-e cos v)\ +
V I—c2 '
ZS [pe —e3)—2(1—e2cos v—(5e+e3 cos2v—
+
B ?a.E sint>(l+e cos i')} +
yl —e2 '
H—dC sm _..4b smvcosv=o;
dv dv
dA . 39)
z—(1+2e2)sin v cos v—(2e+eJsin
3c \
H—y- E{l+ecosv) (etcosv) +
y | —e2 '
dB i . . .
+ — (5e+e3sin e cos e—(2-j-3e2+edsin v +
3(1+c? .
H— ( 2). i?(l-)-e cos e) (e+cos t>)) —
yl —e
----- ((ii \C/icos e H—ivg (1+6 cose+cosze)=0.
Setzt man darin = A'; = B'...; und bezeichnet den
dv dv
A" und B' enthaltenden Teil der vier Gleichungen der Reihe nach
mit I, II, 111, 1V, so kann 39) auch wie folgt geschrieben werden:

I+C" cosv—D' (2cos2v—I)=X";

11+ C*sinv—D'(e sine+2sin ecosv)—Y";
I+ C'sinv—D'sinecose=0;
I'Y—C cosv-\-D’ (L+e cosi'+cos2t>)=0.

Die Summe der ersten und vierten, die Differenz der zweiten
und dritten Gleichung giebt:

I+1V+D"' (2+e cosv—cos2v)=X";
I—11—D" (esin v+ sinvcos v)—Y" ;
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und nach Elimination von D':

(1-j-1V) (e sinu+sin vcos u)+ (11— 1I) (2-+c cos v—cos2v) =
— X'(esiin.'+sini'cosiOH-F'(2-f-ecosy—cos2u). 41)

Subtrahiert man aber die dritte Gleichung von der ersten,
nachdem man diese mit cos v, jene mit sin v multipliciert hat, und
addiert man die zweite und vierte, nachdem man der Eeihe nach
mit cosu und sin v multipliciert hat, so kommt:

I sin v—l 11 cos v-\-D* (sin v—sin veos2v)—X" sin v ;
Il cos u+1Y sin v-\-D* (sin v—sin v cos2v)= Y" cosV,

durch deren Subtraction eine neue, ebenfalls nur A' und B' ent-
haltende Gleichung entsteht:

(I—V) sinv—(11+111) cosv= X" sinv—Y" cos v. 42)
Die in 41) und 42) vorkommenden Ausdriicke I+ 1Y und

I+ 11l werden:

I+1V=A'(-(4e+ 2c3sjnu+ (I+2c2sinvcosv-\-
g \

A---nr—— £'(2c + c2cos v—ccos2v)l +

y 1—c2 ’

+JB  (3+ 8c2+cgsini'+(5e+cIsinvcosv-\-
+ — E(2e+ e2cos v—ecosz«l)} *
/1 + c2
I—Y=A"(3 (1+2e2sinvcosv—
----------- rZE(Z cosu+e2003u+300032v)§l +
e

+i?" |(1 ~—=2e2+edsin u+3 (5c+edsinvcosv—

- - E(2cost'+c2cos i»+3e cos2t)
/I1-¢e2 ’
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11+111=A"((3+ 6e2-3 (1+2e2)cos2v—
----)—/ Efﬂ]ev (2+ e2+3ecosv) +
+ J5 i(15e+3e3)—(1—2e2+e4cosv—3 (5e+e3 COS2y—
Q1J.A
/1 —e2
H—1—A"  (1—4e2+2 (e—e3cos if—(1+ 2e) cos2v—
3e

\
----- . Esinv(e2+e cos+ +
fl-e2 /

\
Esin d(2+ e2+3ecos i/) ;

-\-B' |(e+5e3+(3—2e2—e4) cos v—(5e+e3 cos2v-

3/(I1:<e " Esinv (e ecos V) 1;
und deren Substitution in 42) giebt

(1—e22B'=X" sin v—Y" cos v, 43>
wahrend die Einsetzung in 41) zu der Gleichung

—2 (1—e22A'—(e(l —e22—3 (1—€22cobv) B ' =
—X" sinv(e+cos v)-\- Y' (2+e cos v—C0S2V) ; 44),

und mit Berticksichtigung von 43) zu
(1—e22A' = —(X" sintf(e—cos v)-\- F'(I+cos2v)); 45)

fuhrt. Die Wiedereinsetzung dieser Werte in eine der Gleichung,
die ausser D' nur die Grdssen I, 1, 111, 1Y enthdlt, giebt

(1—e22sin v (e+co.sv)D'=X"sinv|(2e+ed+(2+edcosv
—(2e+e3cos2v—(1+ 2e2) cos3v—

-—--E %?1 v§e+cos V) (1+e cosv)}+
y1



STORUNGEN IM VIELKORPERSYSTEM. 395-

+ Y '(—(2e2-|-ed—3 (c-f-e3 cos v— (1 —c4) cos2y +
+3 (e+edcos3y+ (I +2c2 cosdy +
3

+ / 1e 2E’sinv(e+cosu)(e4—cosi'+e2003u+e0052i')j; 46)
-e

und endlich folgt aus irgend einem Gliede der Gruppe 40) auch
(1—e22siny(e+cosv) C'= —X" sini' N(5e2—2ed-t~
-}-(3c+e3—eH cos y—(2-j-e2) cos2v — (4e—e3 cos3v-
] jEsin y(l+ccosy)(e+cos”) —Y' Il—(2c+ted—
JA -e?2
-(2+5e2—e4) cos y—2 (e—e3J cos2y + (- + 5 e 2—e4) cos3t*j-

+ (4c—e3) cosdy A 3 2E siny (e2+ (2c+ e3cos v+

+(1 + 2e2) cos2y +e cos3y)) . 4a7)

Nach einigen Zusammenziehungen hat man demnach

A= - G-cosy)d y -/-" (1+cos2v)dv
o i
C=6— ((5e—2e3—(2—3c2+ e 4cos y—
— (4e—C3) COS2Y s oemmeeeee- Esin y (1 -pccos y)) dv —
|/ 1—c2
—J (~ "+ e siny—(4e—e3sinycosy -f

+ -jA==r JEA+ecosy)(e+cos y)j dy;
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B --3)+ 272 ((M+ g2)~(g~ g3 cosy—(L+ 2e2) cos2v—

E sinv (I+c cos
1 - e ( y) rfy

22 (—("e+63siny—1+ 2edsinycosv +

\
— i+e+cos I+ecosy)l du;
yT1-e2 y) ( y)l du

so dass mit diesen Werten das vollstdndige Integral von 20) unter
Beriicksichtigung der Gleichungen 37) und der Bezeichnungen 38)
und 19) hingeschrieben werden kann :

$=(1 +e cosy)ir=+ [(2+ed—e(l —e2) cos v—1 +2e2) cos2y-

¢ Esiny(l+ccosv) +
vi-e*

+-B ((7e—es)—2 (1—e2 cos v—5e+e3 cos2v

3@+ 63E sin

1+ ecos +
Vi o+ y( Y,

+ Csiny—D sinvcosv;

N=(l-recosv)y=A (—(I+2e2sinvcosy—2e+e3siny +
A— K E (etcosy)(1+e cosv) +
e? 1
-\-B  (5et+y3sinvcosy—(2+3e2+edsinv +
3. ++)
d—j=: " E(e-\~cosy) (1+ecosy
y 1—e2

—Ccosy+i) (L+e cosy+cos2y),

in welchen A, B, C, D natlrlich aus der vorhergehenden Gleichungs-
reihe zu nehmen sind.

Die Gleichungen 18) und 48—49) sind die vollstandige
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Losung der Gruppe 14) mit den notwendigen 6 Constanten:

2,23...40.

Bezieht man diese Gleichung auf die m-te Coordinaten-
naherung des i-ten Planeten, so bekommen 2,2 3 X', | Z,
X, Y, z den Indes die Elemente a, & m, v und E den ein-

fachen Index j, insofern diese Grdssen in allen Naherungen des-
selben Planeten constant bleiben. Im Falle von n Korper erhdlt
man also in der Tat 6n Integrationsconstanten, da aber un-
endlich viele Gleichungssysteme vorhanden sind, so kénnte es
den Anschein haben, dass im Ganzen 6 mn, also flir m= 0o un-
endlich viele Constanten auftreten. Das ist ein Irrtum, insofern
schliesslich nur 6 n Constanten bleiben. Schreibt man ndmlich fir
irgend einen Planeten die aufeinanderfolgenden N&herungen

Xio, X{i, X2 ...Xjm

auf, und multiplicirt dieselben der Beihe nach mit s° s1 s2. ..
sm. ..und addirt hierauf, so treten die unendhch vielen Con-
stanten, z. B. die durch 2L bezeichneten in der Form

2ijot+ e2lii+ £20ja+ oo + iw2ltmt eee

auf, insofern die Factoren von A, B, C, B von dem Indexe m der
Né&herung unabhéngig sind. Der aufgesehriebene Ausdruck ent-
spricht aber, trotzdem darin unendlich viele 2 Coefficienten Vor-
kommen doch nur der einen willkirlichen Constanten 21/

Da die Berechnung der vorkommenden Ausdriicke ziemlich
verwickelt ist, dirfte die Bemerkung nicht Uberfliissig sein, dass
(he Integrale 49) unter Berlcksichtigung von 48) in das System 20)
eingesetzt, die Probe 0=0 ergeben.

Zu besonders einfachen, doch im Allgemeinen nur einer
imagindren Osculationsepoehe entsprechenden Ausdriicken wirde
man gelangen, wenn die osculierende Bahn ein Kreis wére. Es ist
dann e=0 und v—E =M der mittleren Anomalie gleich. Man hat
fir diesen Fall:
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z=x=(% —cos2M) 2L+ IX"' sin Mcos MdM—f Y\I-\-cos*M)dM)—
-(2+3Msin M) (23+JX' sin MdM-jY" cos MdM)+
—sin M (6+ 1X' (2cos 3/+ 3Msin M) (737+
+ /F (2 sin M—3 Mcos M) dM) -
—sin M cos Af(®+J X'(2—c0s2M) dM—;j Y' sin M cos MdM) ;

—y — sin 3/"cos M (21+ | X' (sin Mcos MdM—
— Iv- (1+C0S23/) dM) —(2 sin M—3M cos M).
(23+jX" sin MdM—| Y* cos MdM) —
—cos M (6—| X" (2cos M +3Msin M) dM +
+/Y "' (2sin Ai- 3Mcos M) dM )+
—(@1 +cos2M) (®+ ) Z'(2—cos2M) dM—F Y* sin M cos MdM).

Unter Einfihrung der besagten Osculationsperiode wirden
auch die auftretenden Quadraturen bedeutend einfacher, da diese
nicht nach der wahren Anomalie der verschiedenen Planeten, son-
dern Gberhaupt nach einer der Zeit einfach proportionalen Grosse
gebildet sind.

Nun kann auch einfach das allgemeine Integral des Systems
7) hingeschrieben werden. Bezeichnet man die auf die Ekliptik
bezogenen Coordinaten mit x', y*, z', und richtet die positive x'
Axe gegen das Fruhlingsédquinoctium, so bestehen bekanntlich die
Gleichungen

X" = (cos & cos Q—sin wsin Licos i)x —
—(sin 0>c0sj2-pcosco sinii cos i)y + (sinisin Liyz ;
y'=(cos g sin j?+sin g cos i2cos i)x-\- 50)
+ (—sin g sin J2+COS cos Li cos i)y —(sin i cos Q) z;

c'=(sin cosin i)#+(cos cosin i)y +(cosi)z ;

in welchen x, y, z durch 49) und 18) ersetzt werden missen.
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Gang der Stdérungsrechnung.

Fur eine beliebige Epoche werden die elliptischen Elemente
der Planeten entnommen, die durch den ganzen Verlauf der
weiteren Rechnung constant bleiben. Sie reprédsentieren die Lésung
der ersten Gleichung in 4). Damit kann sogleich die rechte Seite
der zweiten Gleichung bestimmt werden, namlich die Grdssen:

die rein von der elliptischen Bewegung aller Planeten ablidngen,
und die xit yx, zxliefern. Mit diesen Grdossen wird die rechte Seite
der zweiten Né&herung gerechnet u. s. f. Es erheischt also die
ganze Rechnung nur die Ausweitung aufeinanderfolgender Quadra-
turen. Die Summe aller N&herungen, in denen nun unter a die
eigentliche Planetenmasse verstanden wird, giebt die Coordinaten
der Planeten mit den nétigen'6n Constanten.

Einigen Unterschied macht es, ob man von dem einfachen
Systeme 49) oder dem verwickelteren 50) ausgeht. Im ersteren
Falle bezieht sich jede Coordinatennéherung eines jeden Planeten
auf dessen osculierende Bahn als Fundamentalebene; vor der Be-
rechnung der Grossen As Y und Z muss also alles auf dasselbe Sys-
tem reduciert werden. Rechnet man aber nach 50) so ist wahrend der
ganzen Rechnung keine Coordinatentransformation mehr nétig.

Man kann dabei natirlich alle Vereinfachungen anwenden,
die durch die Natur des Problems geboten sind; hdlt man z.B. an
dem Principe der Superposition kleiner Stérungen fest, so ist die
Bewegung des storenden Korpers die einfache KEPLER'sche Be-
wegung, und statt eines simultanen Systems von 3n Gleichungen
erhdlt man blos ein solches von 3 Gleichungen.

Insofern man in der Stérungstheorie meist nicht die Coor-
dinaten des Planeten, sondern nur deren Abweichungen von den
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KEPLER’sclien W erten sucht, kann in den Beihenentwickelungen
vom Anfangsgliede X0, y0 20 abgesehen werden. Diese dricken
namlich die KEPLER’sche Bewegung aus, also die Coordinaten
selbst, wenn mk—yk—o wdare, ein stdorender Kodrper nicht vor-

handen ist. Es ist also fur c= 1 :

dx = X - Xg-j- **5

% —\k+ yHH— ;
dz —z| + 72 + eee

der Ausdruck der Storungen in den rechtwinkligen Coordinaten.
Die Storungen erster Ordnung sind also einfach durch die
Storungsfunction

T~ a3(l—e23 /1 xk«+yhy+zkz\
1+m k\pk i% !

ausdriickbar, insofern als die nach den Coordinaten X, y, z ge-
nommenen Differentialquotienten dieses Ausdruckes die rechte
Seite der ersten Na&herungsgleichung bilden. Allgemein bekannt
sind die Vorschriften, welche sich auf die Entwickelung dieser
Function nach Cosinussen der Vielfachen einer Zeitfunction be-
ziehen, und welche den Uebergang der hier behandelten Stérungen
zu Stérungen in den Polarcoordinaten oder den Elementen der
Bahn vermitteln. Es moge einfach verzeichnet werden, dass die
Storungen erster Ordnung in Polarcoordinaten aus der Gleichung
49) werden:

(1+ecosv)dr—A (—e(2+ed+ (1 —ecosv+e(l +2edcos2v +

3 . \
H— —=E sinv (1 AecosV
y g e )
A-B  (2+3e2+ted+2e(l —e2 cos v-\-
|
+e2(0+ €2 cosgv -)---3-’(-3-(-1-1?-\) E sinv(L-fecos v%
Yi—e
+D (1-\-ecosV)sinv;
M
IMVEVO ~ adiMW
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(1+e cosv)roV—A (—(2+c2sin v—e\\ -|-2e2)sin v cos v-\-

+ — E(1+ ccosvf)
X 1—e2

—£ (—(7c—e3sin c—e2(5+ €2 sin ccos «/+

I—’l—3 I+e? ‘il+e cos u)22\
V1- e2 )

—C-\-D cos c(2+ecos u).

Zur Bestimmung der Constanten diene die Bemerkung, dass
das Gleickungssystem 48)—49) auch fiir das Zweikorperproblem
giltig ist, wenn stérende Massen nicht vorhanden sind, also
X'= Y'—Z'—Ogesetzt wird. Dann ist aber A= 21, 5=33, C=QlI,
D und weiter @ ="*=0, was die Bestimmung sehr erleichtert.
Alle diese Elemente beziehen sich dann natlrlich auf die oscu-
lierende Bahn als Fundamentalebene; auf die Ekliptik bezogen
missen die vollstdndigen Gleichungen 50) als Ausgangspunkt
dienen.

Es ertbrigt noch tur die in die Gleichung 6) eintretenden
Grossen X, Y, Z oder die X', Y', Z' der Gleichung 38) bequeme
Definitionen zu geben. Zu diesem Zwecke sei kurz

—ko— + Wmk/— 55X Xk
Ti V Pli ri

wenn man hierin ndmlich die Substitution 2) vorgenommen denkt.

Aehnlich ist auch H(s) und Z(s) zu definieren.
Mit Kiicksicht auf 13) kann nun die Gleichung 1) auch in der

folgenden Form geschrieben werden :
d?Xi

4 (1 +e,- cos Wy—iei sin \

dxi a\(1—ejf

i A20—mi) 1+ dcosvf 00

Nun aber ist die ra-te Coordinatenndherung 14) das m-te
Glied der nach Potenzen von s fortschreitenden Beihenentwickelung.
daher identisch mit

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII. 2f>
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d2yg . S aXim
d?\)%n 1+ Gecos \A—Qe sin vt Wiy
a3 (I — e2)3 1 £{:m)(0)

k2(1-fw;) m! (1+6; cos )3 >5)

in welchem ~(O) denjenigen Wert bedeutet, welchen i(s) nach
n-facher Differentiation und hernachiger Nullsetzung von s an-
nimmt. Da diese Gleichung mit der ersten von 14) Gbereinstimmen
soll, muss man haben:

1 r?0
X 'im AXim- -3 COSVi(xim COSvi+ yim sin Vf) \m' fda(l+m 15’\"'I)(0);

. . s 1 i0 /)
Yim =yim—3sin vi {xim cos Vi+ yimsin I\) -\---n-q-I I{2(;\'{+ . |> N ((0);

. L
7'im=L + m! &(1 -j'm,'- Z (m)(0).

Es ist nun die wichtige Frage, ob die Einsetzung der in
48)—49) gefundenen Werte in die Reihe 2) eine convergente
Reihe geben ? Da sowohl in Gleichung 48) als 49) die einem und
demselben Planeten angehorigen X' lind Y' mit demselben
Coefficienten verbunden Vorkommen, so kann die Frage auch so
gestellt werden : Ist die Reihe

ZXi\ + £2X/2 + T'Xjs + eee
und
*Yii + £2Yiz + SSYis+ eee

fir den Fall s=1 convergent? Die besagte Substitution ergiebt
namlich in dem Beispiels halber gewdéhlten Ausdruck

ed—2 (1 —e2 cos v—(be+e3 cos2v—

3(1+£) E sinv(\+e cosv)
[1- e

von x (L+e cos 9) das folgende Resultat:
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=(le— 2(1—e?)cosi»i—(5e*+e?)coBs Ui —
3(l-j-e?
------- (—J El)sin i\ (1-j-e*cos M)
11-~f

rdfsin M S

CdVicostv. , ,v, 3,
-J-"p-0«H -W -

wodurch unsere Behauptung erhértet erscheint.
Setzt man nun die Werte von Xi,, ein, so ist ein Teil der Sub-
stitution
i0
/;-(1 —m
eine TAYLOR'sche BeihenentWickelung der in 53) ausfiihrlicher ge-
gebenen Funktion ; der zweite Teil

(1—3cos8v) (Xio+ zxu+ s& aH---)—
—3 sin tucos t* (t/to+£1/ii+ 0 8/6d-—- )

scheint in Bezug auf seine Convergenz von vorhinein nicht néher
untersucht werden zu kénnen, es l&sst sich nur soviel sagen, das>
Ximwegen der Multiplication mit der m-ten Potenz der stérenden
Massen rasch abnehmen muss, so dass die Beihe fiir numerische
Anwendungen geeignet erscheint.

A nwendung der T heorie auf einen bisher nicht

betrachteten Fall.

Megen der auf der Oberflache der Sonne und der Erde vor
sich gehenden Processe kann das Potential dieser Himmelskdrper
nicht als constant betrachtet werden. Es kann mithin die Frage
aufgeworfen werden, ob diese Vorgange zur Erkl&rung der sic-u-
laren Acceleration des Mondes, oder jener Trepidationen der Erde
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herbeigezogen werden kénnen, welche genaue Schwerednderungs-
messungen als moglich erweisen.

Man denke sich Einfachheit halber, dass die Activitat der
Sonne darin bestehe, dass eine concentrische Kugelschale von
der Masse sich z. B. in Gestalt einer wolkenartigen Protuberanz
auf der Sonnenoberflache erhebe, und nach gewisser Zeit wieder
kugelschalenférmig niederschlage. Nimmt man die Masse der Sonne
wieder der Einheit gleich, so ist das auf die Erde bezogene be-
stdndige Potential

V=k*~—
;

wahrend das veranderliche durch

vV—k2 .+ k24 57)

ausgedriickt werden kann, in welchem | die Entfernung der Masse
il vom Erdmittelpunkte bedeutet. Ist w die heliocentrische Breite,
Xdie Lange der Masse bezogen auf den durch die scheinbare Mitte
der Sonnenscheibe hindurchgehenden Meridian, so ist die Ent-
fernung von der Sonnenmitte 6 durch

€os 7 c0oSs Pcos X 58)
gegeben, und es wird

|1 ;-1 2R s 6 R TZ L g Ris 6 fle e, 59)

da R 215 , der Sonnenradius in Einheiten der Sonnenent-

fernung geniigend klein ist. Man hat daher

\T/rz k?--l-tl-'-L-J £l k2 —Rcos / cos (0]

Wie immer der Massentransport beschaffen ist, stets kann er

in der Form
ti=2[jLnsin (nt-\-an) 61)
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ititbiie'c«i werten: wir behalten mnidist nnr das erste Glied
”sin \i— der EeLhe bei. Bei der linearen Form der Beibe Vann
elie vollstandige Losung durch Addition der Teillésungen hin-
geschrieben werden.

ISe relative Bewegung der Erde ist durch

— A—---, X = -———— eosweos/sm nt—i 62*

iff P 1 r

gesehen: eine &hnliche Gleichung gilt auch fur die y Coordinate.
Mit Boeksiehi auf die Kleinheit von u kann jedenfalls die zweite
F tenz i-r kleinen Stérungen

r—xf—ox: y—y-=dy: z—oz 63

veinaddassigt werden. Als xy Ebene sei die Ekliptik gewahlt, so
dass”=0 ist. Vernachlassigtmanauch die Produete der Stérungen
mit  so gelarrt man zum Gleichungssystem 14 wenn

X =- —- t— cosc cos/ sm (ftt-F«);

2L .64

u 1]
r= - -—3 By—eosc eos/ sm «/—a : Z—0.
oder aber

X = - . Reosveosc cos/ sin*t-~-a<

1-j-m

.65

Y =- N R sin vcos c eos/ sin intA-al

gesetzt wird, wo 1—in ganz getrost mit der Rinfip.it verwechselt
werden darf.

Da es in der Anwendung meinen wesentlichen Unterschied
macht. s mag lie Bewegung der Erde als gleichférmige Kreisung
ngesehen wer ten, Man wahlt dann als Ausgangspunkt statt der
Gleiehung 4 * das einfachere System auf Seite 39S. Bedeutet w
die Winkelgeschwindigkeit der Erde, g jene der Sonne, «dann
hat man
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ot=(-f— cos 2M) 3.—(2+ 3Msin M) 33+sin Md 4\ sin 23/3)

i d [ 8in((n+</—w/)i+«+ )
i r\ n+q-\-w

sin (n-"g-f-w) i+a+r) N sin ((n—qJ-w)t~r a—y)
mj-<—to n—q—w

sin ((n—g—w)t-\-a—;

n-q-Yw
aWR CoS (p(sm ((n~Yg—W) i3e
n-\-g—w
sin ((n-\-g-\-w) t-Ya-Yp) j sm((n—q—w)t+a—r)
n-\-g-\-w n—g—w
sin {(n-g-\-w) t\a —y
n-qj-w

+ QuwR cos wsinwt (£2° ((”'I;(l)gt'*a—r) cos ((n_,?)_t; a_y)\r

or}——|-sin %wt. 21—2 sin wt-Y'&vt cos wt) 18—cos wt. (£

cos ((?i+g—io)i+ta+ ")

+(f+icos 2wt) © +ig-wR cos

n-Yg-Yw
cos {{n-\-g+w)t-\-a-\-y) _ cos ((n—q—w) t-\-a—y)
"""""" n-\-q =T n-g-\-w
cos ((b —g-\-w) t-Ya—y)
* n—gq—w

iuwRcosct °°s ((»+gx N *<*xr) +
4 "\ n+ q+w

cos ((n-Yg—M/)i+a+;-)  cos ((»—qg+w)t-\-a—y)
n-Yq—w n—ag~Yw
cos ((n—q—w) t+a—y
n—q—w
icos ((n~Yqg)t+o--Yr) cos ((n—q)t~Ya—p) \.
n-Yq n—q

oder in bekannter Weise auf Polarcoordinaten reduciert:

—QuwR cos v cos wt
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[ . .
dr=nR cosy \ (jt+ sin (G1+ 1) *+«+?2") +

BM(("-A)«+a-r)):

( WP
7{ﬁ ‘LT:I )H((_n 7-|r_qr1% Sé)cos ((11+ gy t+a+y) +
WO
H-—-(r-] ------- 3—(@ ------ 5\2 cosé)(n—q) t+ zi—y) ,

Man gelangt daher zu dem bemerkenswerten Resultate, dass
die durch das Auftreten einer Protuberanz ausgeltste Storung nur
von der Periode ihres Ablaufes und der Dauer der Sonnenrotation
abhéngt. Die aperiodischen Glieder sind sémmtlich herausgefallen,
der Vorgang also auf die Erde als Centralkdrper angewendet un-
mittelbar nicht geeignet, die Sacularbeschleunigung des Mondes,
wohl aber im Falle der Sonne, die Trepidationen der Erde zu er-
klaren.

Ist der Verlauf der Protuberanz ein rascher, n daher genug
gross, so kann daneben q vernachldssigt werden, und die Trepi-
dation hat nahe dieselbe Periode, wie die Protuberanz selbst.
Bleibt aber die Massenumlagerung durch mehrere Sonnenrotatio-
nen hindurch bestehen, dann ist n neben g zu vernachléssigen,
und die Periode der Trepidation ist nahezu der synodischen
Sonnenrotation gleich. Da ahnliche Gleichungen auch fir die
magnetische Wirkung der Sonne bestehen, ist einzusehen, dass
Hornstein aus magnetischen Variationen die Rotationsdauer der
Sonne so (berraschend genau zu bestimmen wusste.

Innerhalb eines Zeitraumes von IDA Jahren ist die Sonnen-
activitat ein Maximum und Minimum. Obwohl nun die Art der
Massenumlagerung in diesem Vorgange eine wesentlich andere ist.
als wir annahmen (es ware jetzt eher ein periodisch verénderlicher
Aequatorialglrtel anzunehmen), kann das Resultat doch eine
Schétzung zulassen. In diesem Falle hat die Sonnenrotation keinen
Einfluss mehr, g und y mussen 0 genommen werden, die Erde
vollfiihrt innerhalb der Sonnenfleckenperiode eine mit ihr isochrone
parallactische und Langsschwingung. Dies vielleicht der Grund,
dass Fsrster €ine kleine, der Frequenz der Sonnenflecken genau
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parallelgehende Bewegung der Pfeiler des Berliner Meridiankreises
nachweisen konnte.

Im widerstandslosen Baum giebt ein einmal gewonnener
Impuls zu fortdauernden Schwingungen Anlass. Sind die Massen-
umlagerungen auch strenge periodisch, so kénnte doch die parallak-
tische Stérung bedenklich anwachsen. Nimmt man an, dass die
Umlagerungen wesentlich dieselbe Masse beeinflussen, aber alle
denkbaren Perioden annehmen, so hangt die Stérung wesentlich
von dem Werte

cos (n+q)t o
/ W2 (n+q)* d(nxq) = sin wt 68)

ab, so dass die parallaktische Stérung selbst nach unendlicher Zeit
eine an das -Jahr gebundene Periode und eine Amplitude annimmt,
die stets sehr klein, von der Ordnung a bleibt. Man hat ndmlich:

lor——7fjLwRcos (p. sin wt. 69)
Wird die Periode der Massenumlagerung so beschaffen, dass
(nxg)=w, 70)

ist, so wird z. B. in dem Falle n-\-g=w :
dr—\nR cos (%Yot cos (wt-\-a-\-y) -f-

H--aj{th 5 in ((w—9%a)t+a—y)y; 0

rdv="uR cos W\I ) GG cos ((w—’\g) t+a—)—

—Qut sin (Wt+ « +y));

so dass nun aperiodische Glieder in der Tat auftreten kdnnen.
Fur die Bewegung der Erde hat dieser Umstand keine Bedeutung,
da auf der Sonne im Allgemeinen keine Massenubertragungen
Vorkommen, die an das Jahr gebunden wéren. Eine saculére Yer-
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anderung des Jahres ist also aus diesen VVorgangen nicht zu er-
warten.
Etwas anders liegen die Verhéltnisse fur Erde und Mond. Es

9r
bedeutet hier W die siderische Umlaufszeit des Mondes, wéhrend

welcher infolge der Gezeitenbewegung in halbmonatlicher Periode
eine betrachtliche Wassermenge von einer Halbkugel auf die
andere stromt. Man kann auch hier von der Erdrotation absehen,
g und y gleich Null annehmen, und erhélt als Stérung des Mondes
in der halbmonatlichen Periode der Gezeiten

dr="uR cos ©. Wt cos (wt-\-a) |
und |. . o o 72
rdv—ifiR cos . wt sin {wt-\-a) |

oder durch n Perioden hindurch summiert:

an nnNR cos v cosa, 73)

. 9- .
(dr)=i- W nuR cos (ssina und (rdv) Y

Avwobei @, da die Massenumlagerungen stets in der Né&he des
Aequators vor sich gehen, auch Null angenommen werden darf.
a bedeutet die Zeit, um welche die Ueberlagerungen nach dem
Durchgang durch dass Perigseum eintreten. Insofern die Gezeiten
beim Perigseum besonders stark auftreten, kann a klein oder gar
Null genommen werden, so das eine parallactische Stérung kaum
entsteht und die Stérung in L&nge nahe9

r(dv)—iv\; iiiR 74)

wird. Man erhdlt daher in der Tat eine mit der Zeit wachsende
Acceleration, deren Vorzeichen mit der Beobachtung tibereinstimmt,
und welche nach Beobachtungen 5" im Jahrhundert betragen soll.
Setzt man daher %t »=36525 Tage, I? = 6—%lund dv= 5arc 11
so muss [i=398,3.10- DErdmassen werden.

Setzt man dagegen auf der Sonne eine Protuberanz oder einen
Eieck A'oraus, dessen Masse 0,000001 Sonnenmasse, und dessen
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Ablauf der Reihe nach 10 Minuten, 1 Stunde oder 11,11 Jahre be-

. R 1
tragt, so kommt mit R= 691,600.000 m und — = -

Sr=2498.10_10sin((n4-") Ga+/")+ 2501.10~10sin ((n-q)t+a-y)(m);
oder

= 8972*10~9 ... co. +9030-10-9; v

oder

=3*851 ... +3*851;

und gleicherweise

==1326*iQ-"cos (++ + + «+;) + 1328*10~~Ccos(n-g)£+a-;') (B.sec.
oder

= 2854*10~1 8 .....ccoeeeunenne +2882-10-18 ..o,
oder

= 7G91*10-0 ..o +800G-10-10; . . .;

so dass die Stérungen in der Lange jedenfalls unmerklich sind,
die parallactischen aber in einzelnen glinstigen Fallen mit sehr
empfindlichen Schwerevariometern beobachtet werden dirften.

Alle diese Storungen kénnen daher selbst nach unendlicher
Zeit im Sinne der Gleichung 69) nicht mehr als auf 37 m an-
wachsen.

Man kommt zu numerisch noch glinstigeren Resultaten,
wenn man den tatsdchlichen Verhéltnissen vielleicht mehr ent-
sprechend die Art der Massenumlagerung durch die Gleichung

a —fisin2(nt-\-a) = —------ cos (2n£+2a) 75)

ausdriickt. Der Fall ist Ubrigens leicht auf den schon behandelten

zu reduzieren, wenn man einmal statt n die Null, statt a
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das anderemal an Stelle n: °Lnund statt a:2a+ } Tisetzt, und die

beiden Resultate summiert.

Gyeden behandelt (in Astr. Nachr. 109. No 2593) das Zwei-
korperproblem unter der Voraussetzung veranderlicher und zwar
mit der Zeit proportional wachsender Masse. Ist /i die Massen-
zunahme in der Zeiteinheit fiir den Centralkérper, so wird

X'= —juRtcosM; Y '=—%iRtsin M; M= wt 76)

angenommen, dass sich die Masse in einem Punkte der Kugel vom
Radius R h&uft. Man gelangt so zu der Schatzung des Einflusses,
den z. B. Gebirgsbildung auf den Lauf des Mondes ausgetlibt haben
kann. Die Gleichungen lauten, da die Constanten 21, 23 Gund D
der Null gleich zu setzen sind:

77)

Nimmt man aber an, dass sich die hinzukommende Masse in
einer Kugelschale anhduft, dann wird die Aenderung des Poten-

tiales rU t, und es kommt

78)

Aus dieser Gleichung lasst sich die OppoLZER’sche Folgerung
ziehen, dass der auf die Erde fallende Meteoritenstaub eine die
saculare Acceleration erklarende Massenvergrosserung bewirke.

Man kann daher mit einiger Wahrscheinlichkeit behaupten,
dass die Potentialdnderungen der Sonne zwar das Jahr der Erde
nicht verdndern, aber in einzelnen Fallen noch nachweisbare
parallactische Trepidationen hervorbringen. Die séculare Aceele-
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ration des Mondes mag zum Teile von der Gezeitenreibung, zum
Teil von der durch kosmischen Staub verursachten Massenver-
grosserung der Erde herrihren; sicherlich haben aber Gebirgs-
bildung und aperiodische Massenablagerungen, besonders aber
der mit Ebbe und Flut und meterologischen VVorgdngen verbundene
Massentransport, dessen Periode der siderische Monat ist, das ihre
getan.
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ZUR THEORIE DER FERMAT’SCHER
CORGRUERZER.

Von FERDINAND GRUBER,

PROFESSOR AN DER COMMUNAL-OBEBREALSCHULE ZU BUDAPEST.

Vorgelegt der Akademie in der Sitzung vom 16. December 1895 vom o. M. und Classensecretair
Julius Konig.

Aus : «Mathematikai és Természettudomanyi Ertesit6» (Mathematischer und Naturwissenschaft-
licher Anzeiger der Akademie) Band XIV, pp. 22—25. 1896.

Es ist bekannt, dass im Falle eines Primzahlmoduls die
Congruenz
Xp-1—I=(x—at) (x—ij) . . . (x—ap- 1) (mod.p),

fiirjeden ganzzahligen Wert des x Geltung hat, wobei al9 <4 ... ap
ein vollstandiges Restsystem relativer Primzahlen zu p bedeutet.

Im Folgenden wollen wir unter der Bedingung, dass m keine
Primzahl und al9 a2, . . . a(m) ein vollstindiges Restsystemrela-
tiver Primzahlen zu m sei, untersuchen: ob und wann die iden-
tische Congntenz

X r(m—\= (x —at) (x—iiy) « . « {x—a M) (mod.m) )
bestehet.

Da wir den Fall m= 2 ausschliessen, ist <p(m) stets eine
gerade Zahl und wir erhalten, x —0 gesetzt, alsogleich als notwen-
dige Bedingung:

—1 ... a(@m (mod. m).

Dem verallgemeinerten WmsoN’schen Satze nach ist dies
aber nur dann moglich, wennw=4, pa oder ist, wo p eine un-
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gerade Primzahl bedeutet. Der Satz gilt fur m—4, denn es ist
offenbar
x2—1=(x—"1)(#—3) (mod. 4),

und wir haben nur zu untersuchen, ob die Congruenz (1) auch
fir die Falle m—p*“ und m—2p" giltig bleibt. Wir differenzieren
deshalb die Congruenz (1) und setzen nachher x—1; dadurch er-
giebt sich

(a2—1)(a3—1) . . . (avm—1) (mod. m), @

wenn namlich im vollstandigen Restsystem der zu m relativen
Primzahlen at = 1 angenommen wird.
Wenn a> 1lund m=puy so sind

p+h 2p+1, .. (p"-1—Dp+I

zu m relativ prime und incongruente Reste; ist aber m = 2p",
so sind
2p+1, 4p+l, ..., 2(p“ 1—Dp+lI

ebensolche Reste und somit treten in den rechts stehenden Fae-
toren der Congruenz (2) die Zahlen

P, 2pl e (p“_ 1_I)p’ °
2p, 4p, ... 2(p*-1—Np

respective

auf.
Das betreffende Produkt ist somit in beiden Fallen durch
die (p"_1—1I)-te Potenz von p teilbar, also

o(m)=pP*“~1_1Q(mod.m),
wo 0 eine ganze Zahl bedeutet. Nun ist aber

p-1n(1+2)“1;> Iff-2“ 1™ 1+a,
also
p“1—I"a ;

(P(m)=0 (mod. p*),

was in keinem der beiden Félle m—paund m=2p*“ mdglich ist.
Wir folgern hieraus, dass a nicht grosser als 1 sein kann. Giebt

und somit wére
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es zusammengesetzte Moduln, fir welche der durch die Congruenz

(1) ausgedruckte Satz gutig ist, so missen selbe notwendig von
der Gestalt 2p sein.

Betrachten wir die séimmtlichen relativen Primreste (mod. 2p)
also:

1 35 ..., (P2, (pH-2), ... (2p—I),

so bemerken wir, dass selbe auch (mod. p) ein vollstdndiges Rest-
system bilden, somit ist

qap) p—i

Jj (x—0r)=TJ(x—s) (mod. p)=xv-x—1 (mod. p)

r=1 s=|

und weiter

r<2p) p-1 .
J] (x—an= JJ(—Il)kckxP~k~1=xP~i~\ (mod.p).
r=1 k=0

Aus letzterer Congruenz folgt nun, dass

ooo:Cp-Z =0 (mOdp),
und auch

=1, Cp-1= —1 (mod.p),
das heisst: mit Ausnahme des ersten und letzten Coéfficienten, ist
jedes c durch p teilbar; durch 2p sind nur jene teilbar, die zu-

gleich geradzahlig sind. Da aber die sammtlichen relativen
Primreste ungerade sind, so folgt, dass

P> . Di
JJ (x—dr)=(x—if~ (mod. 2);
fo=I
und wenn p—1=2"n, wo n ungerade ist, so wird
fap)
JJ {x-an={{x-\yy (mod. 2).
r=1

Bei Entwickelung der Potenz (x—I1)2L bemerken wir, dass,
mit Ausnahme des letzten, die sammtlichen Binomialcoefficienten
geradzahlig sind, denn es ist:
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und wenn u = 2im1, wo uxungerade ist, so gilt

M-ifat-i
1 U -i

Weil nun i> it und dabei u< 2', so folgt, dass

(mod-2);
und
(x—D2t=ir2+ 1 (mod. 2).

Schreiben wir nun die obige Congruenz in der Form

F;%gl(s—I)f:c,.xP_fc_l = (as2+ I)w(mod. 2),

so bemerken wir, dass
g=c2= eee= 0" =0 (mod. 2);

und da n eine ungerade Zahl ist:
c2=1]7=1 (mod. 2);

somit ist ¢ nicht teilbar durch 2jj und es giebt auch in diesem
Falle incongruente Coefficienten, ausgenommen wenn n=1, da
dann der erste nicht teilbare Coefficient zugleich der letzte ist;
wir erhalten also

#(p)
JJ (x—af)=xP-x—1 (mod. 2p)
r=i

wenn p—1=2\

Das Resultat unserer Untersuchung ist somit: unter den
zusammengesetzten Moduln sind m —4 und jene der Form
2(2*d~l) — wobei (2i+'l) eine Primzahl sei — die einzigen, flr
welche die Congruenz
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SpW
x<p(m_ = JI{oc—ar) (mod. m)

r=1

bei eclem ganzzahligen x besteht.

Die hier ansgezeichneten Primzahlen der Form 2+ 1
spielen — wie bekannt — auch in der Kreisteilungstheorie eine
wichtige Rolle.

Mathematische und Naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. XIII. 27
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NEUE GEOMETRISCHE THEORIE SEISMISCHER
ERSCHEINUNGEN.

Gelesen in der Sitzung der Akademie vom 21. Oktober 1895 von
Dr. E. v. KOYESLIGETHY,

C. M. DER AKADEMIE, AO. O. PROFESSOR AN DER UNIVERSITAT 7.C BUDAPEST.

Aus : «Matliematikai és Természettudomanyi Ertesité* (Mathematischer und Naturwissenschaftlicher
Anzeiger der Akademie), Band XIII, pp. 363—407. 1895.

Angeregt durch die Untersuchungen von H opkins befasste sich
die englische geophysikalische Schule l&ngere Zeit mit der Theorie
der Précession und Nutation, um hieraus Schlisse auf die innere
Structur der Erde ziehen zu kdnnen. Es war in der Tat ein nahe-
liegender Gedanke, die hypothetische Massenverteilung im Innern
der Erde so lange zu variiren, bis der berechnete Wert der Pra-
cessionsconstante mit dem astronomisch bestimmten in Einklang
gebracht wirde. Als aber nach vielseitigen Versuchen und in Ueber-
einStimmung mit einem friiheren Ausspruche Detaunay's W. Thom-
son 1876 in der Erdoffnungsansprache der British Association zu
Glasgow das Hinféllige dieser Schlussfolgerungen beleuchtete,
konnten die Untersuchungen von G. H. Darwin Uber die Précession
eines viscosen, von S. Oppenheim Uber die Pracession eines fllissigen
Sphieroides die gehegten Erwartungen nicht mehr tduschen; in
erster Anndherung ergiebt sich dieselbe Pracessionsconstante, die
Erde moge als starr, oder als flissig angenommen werden. Es
folgt hieraus, dass diese Zahlangabe nicht so sehr geeignet ist, die
innere MassenVerteilung der Erde, als ihre Form, die Rotation und
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Jie Wirkungsweise der &usseren Krafte zu charakterisieren. Nach
Thomson kann hdchstens daran festgehalten werden, dass im Falle
einer dinnen, starren Rinde die kurzperiodischen Glieder der
Nutation —besonders die sechsmonatliche und 14-tdgige Periode
— voll veréndert wirden, und &hnlicher Meinung ist auch Darwin,
der aus dem Drucke der Continents folgert, dass die Piinde noch
in einer Tiefe von 1600 km die Starrheit des Granits aufweise.

Es ist jedenfalls ein beklagenswerter Verlust, dass die ana-
lytisch streng durchfiihrbare und astronomisch so genau be-
stimmbare Précession fiir das Studium des Erdinneren verloren
geht und hiemit wieder eine jener wenigen Methoden bei Seite
gesetzt werden muss, welche diesem Zwecke dienlich schienen.

Die mittlere Dichte der Erde, die Abplattung und das aus
Pendelmessungen erschlossene Verhéltnis der Haupttragheits-
momente sind zu spérliche Daten. Umsomehr verlegte man sich auf
das Studium der Gezeitenerscheinungen, von denen zuverlassigere
P*esultate zu erwarten stehen, wie ebenfalls W. Thomson und Darwin
darlegten. Ist ndmlich die Erde kein absolut starrer Korper, so
durchlduft sie eine der Flutwelle analoge Deformationswelle, so
-dass wir statt der die absolut starre Erdrinde charakterisierenden
Wasserhebung den Unterschied der Hebung von Wasser und Land
beobachten. Leider macht die mathematisch nicht einkleidbare
Oberflaehengestalt der Erde und das unbekannte Tiefengesetz der
<3ceane die rein theoretische Bestimmung der Gezeiten unmaglich;
man muss sieh damit begnligen, der Theorie nur die auftretenden
Perioden zu entnehmen, die dazu gehorigen Amplituden aber von
Ort zu Ort an geeignet aufgestellten Limnographen abzulesen. Die
bislang erreichten Resultate sind der Schwierigkeit der Beob-
achtung halber noch nicht besonders zuverlassig, zeigen aber doch,
dass die halbtdgige Periode der Wasserbewegung der betrachtlichen
elastischen Nachwirkung und der Tragheit des Erdkorpers halber
fast ungestort vor sich gehe. Gerade, als ob die Erdfeste wirklich ab-
solut starr ware. Die halbjéhr:ge Periode ist zu enge mit derselben
Periode s&dmmtlieher meteorologischer Factoren verquickt, um
genaue Daten liefern zu koénnen, und somit bleibt nur die halb-
monatliche Periode, die besondere Beachtung verdient. Nach den
zuverlassigen Beobachtungen bleibt diese aller vollig aus, was gerade

27*
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im Gegenteil mit den englischen Rigidisten bewiese, dass in dieser
Periode Hebung von Wasser und Land sehr nahe gleich seien, die
Erdfeste also noch immer einen betréchtlichen Grad von Elasticitét
besitze.

Da nun die Pricession fiir die Erkennung des Erdinneren
nicht viele neue Angaben beibringt, die Gezeitenuntersuchung,
die sich noch zumeist auf die Grenzlinie von Wasser und Land
bezieht, viele praktische Schwierigkeiten bereitet, so suchte ich
von dem in Verlust geratenen Gebiete auf anderer Seite méglichst
viel zuriickzuerwerben, und war der Meinung, dass hierin die Un-
tersuchung der Erdbeben von Nutzen sein konnte. Erdbeben sind
mechanisch verhédltnisméssig leicht zu behandeln, versprechen
ihres tiglichen Vorkommens halber recht haufige Anwendung und
wirken sowohl auf das trockene, als auf das nasse Element ein.
Meine Meinung begegnete ganz der von MALLET: «seismology is
chiefly to be viewed and valued, as the instrument by which a
knowledge of the deep interior of our planet will be attained» und als
die freundliche Unterstiitzung Sr. Excellenz des ung. Ministers fiir
Cultus und Unterricht meine italienische Studienreise im Sommer
1895 ermdglichte, stand als Resultat meiner vorlaufigen Studien
eine ganz neue und zum Teile sehr iiberraschende geometrische
Theorie der Erdbeben fertig. Schon frither betrachtete ich nicht
ohne Misstrauen die seichten Tiefen, in welchen nach bisherigen
Rechnungsmethoden der Erdbebenheerd zu suchen ist (nach MaLner
ist diese Tiefe nie grosser als 60 km), die Schwiche der Stiitzen
fiir diese Anschauung, die ungemein grossen und schwankenden
Werte der oberflichlichen Fortschreitungsgeschwindigkeit, und da
ich bemerkte, dass das Fallenlassen der constanten und daher
geradlinigen Fortpflanzung auf bedeutend grossere Tiefen fiihrt,
glaubte ich die neue geometrische Methode der Exdbebenforschung
ausarbeiten zu sollen. Das Resultat war besonders aus dem Grunde
auch fiir mich iiberraschend, da das einzige Argument gegen die
grossere Tiefe des Heerdes, die geringe Oberflichenausdehnung der
Beben, in sehr unerwarteter Weise entkréftet wurde, die zudem
auch mit andern Problemen der Geophysik, némlich den Pol-
hohenschwankungen und den mikroseismischen Bewegungen Ver-
bindung herstellt. Die weitere Ausarbeitung geschah unter der
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Einwirkung der besuchten italienischen geodynamischen Obser-
vatorien. besonders infolge des Ideenaustausches mit Herrn Prof.
Giflio Grablowitz, Director des Observatoriums zu Casamicciola,
der sich zumeist um die Festlegung der Wellenoberflache der
Beben drehte. Auch beeinflusste mich die durch die ganze ein-
schlagige Litterateur sich hinziehende Flage um die noch immer
fehlende Theorie. Ich erwarte von der Veroffentlichung dieser
Untersuchung, dass sie in der schwierigen praktischen Bestim-
mung der Wellenoberflache zur Erleichterung diene, zu zuver-
lassigeren Werten der Fortpflanzungsgeschwindigkeit und damit
der Constanten der Elasticitdt der Erdrinde fiihre, durch den er-
weiterten Spielraum des Erdbebenheerdes auch auf die physika-
lische Erkl&rung jener interessanten Erscheinungen nicht ohne
Wirkung bleibe und mit Schwerebestimmungen zusammen zu Auf-
schlissen Uber die Tektonik der Erdrinde Veranlassung gebe.

G estalt des Erdbebenstrahles.

Der Erbebenheerd mdge zunédchst — denn es ist, um mit
Mattet's Worten zu reden: «it is of the nature of all science, to
be but the portal to greater and higher truth beyond» ein einfacher
Punkt sein, von dem mit der variablen Geschwindigkeit v Strahlen
nach allen Pachtungen ausgehen. Diese mogen einstweilen ohne
Ricksicht auf die Avendrehung der Erde, ihre geoidische Gestalt,
die Anziehung des Mondes und anderer Himmelskdrper, ja selbst
ohne Pileksieht auf den Einfluss der Oberflachengestalt der Erde
betrachtet werden. Die Zeit, welche das Beben braucht um von
dem festen Punkte A zu dem ebenfalls festen Punkte B zu ge-

langen ist dann
B

A

wenn ds ein Element des Strahles bedeutet. Im Sinne der Undu-
lationstheorie reprasentiert dieses Integral einen Grenzfall, so dass
dessen " ariation Null wird. Fihrt man eine der Fortpflanzungsge-
-chwindigkeit reciproke Grdsse nunter dem Namen des Brechungs-
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index ein, so wird

B

dj )ids=0, 2

was unter Anwendung bekannter Vorschriften zu folgendem System
von Differentialgleichungen fuhrt:

ds | dx; dsV ds)~dy; dsV ds)~—dz® 9

wenn X, Y,z die rechtwinkeligen Coordinaten des Strahles bedeuten.
Da die unabhé&ngige Variable der Bogen s selbst ist, so reduciert
sich das System von drei Gleichungen auf zwei unabhédngige
Gleichungen.

Das Verhalten der Erde ist sowohl im astronomischen Sinne,
als in Bezug auf die Schwere genligend genau durch die Annahme
charakterisiert, dass die Dichte in concentrischen Kugelschichten
dieselbe ist. Dasselbe mdge auch fur den Brechungsindex gelten.
Dann aber ist n nur eine Function des Radiusvectors und der Strahl
weicht natiirlich aus seiner Ebene nicht aus. Daher ist z= 0, und
von dem vorhergehenden Gleichungssystem eine einzige Gleichung
genigend. Wird der Radiusvector mit p bezeichnet, so ist

dn_dnx dn dny 5
dx dpp’ dy dpp5 +y2 4
und unsere Gleichungen werden:

d 1l dx\ _ dn x dl dy\ _dny
ds\ ds) dpp5 dsvds)~ dpp

Multipliciert man die erste mity, die zweite mit —x, und
addiert, fuhrt man weiter die angedeuteten Differentiationen aus,
integriert hernach, so kommt:

n =C, 6)

oder bei Einfiihrung von Polarcoordinaten :
X=p cos<g; y=p sina@ 7)
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und wenn der Winkel der iin Punkte xy an die Curve gezogenen
Tangente mit der positiven Polaraxe 6 genannt wird (Fig. 1):

HosinV — —
oder
tipsin C=C, 8)

wo ' der Winkel der Tangente mit dem verldngerten Badiusvector
ist. Dap sin G—P das ans dem Punkte 0 auf die Tangente ge-
fallte Lot darstellt, kann auch

pn=C

geschrieben werden. Tragt man die Gleichung 7) in 61, so kommt
durch Integration:

c=r+ |'M £k= |, 9
Jot«v-ch

wo die Constante C mit Hulfe von 8) leicht zu bestimmen ist. Man
legt ndmlich iFig. 2 um den Mittelpunkt der Erde eine durch den
Erdbebenheerd C gehende Kugelflache, deren Eadius also OC=p0
ist. Auf der Oberflache dieser Kugel sei der Brechungsindex  der
Emersionswinkel oder die Hohe des Strahles s. Als Polaraxe, die
hier zugleich die Botationsaxe sammtlicher vorkommender Ro-
tationsflachen ist, wahlen wir die Verlangerung OE des Radius og
lie im Epicentrum E in die Erdoberflache einschneidet. Dann ist

nach 8):
C— h™oqcos £; 10)

wodurch die Constante des Integrals 9) bestimmt ist.
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Um die Abhangigkeit von n und p ausdriicken zu kdnnen,
muss die Annahme gestattet werden, dass auch fir die Beben-
bewegung der NEWTON'sche Satz gilt. Ist ndmlich s die Dichte der
Erde in der Entfernung p von dem Mittelpunkte, — als Einheit
der Entfernung soll stets der Erdradius gewéhlt werden — § die
Oberflachendichte und nl der Brechungsindex an der Erdober-

X

flache, so soll ohne Riicksicht auf die etwa veranderliche stoffliche
Beschaffenheit supponirt werden:

f2—1 n\—1

was nach allen unsem bisherigen Erfahrungen genug nahe er-
fullt ist. Die Dichte der einzelnen Kugelschalen mag hier am
bequemsten durch das BocHE’sche Gesetz (Mémoire sur la loi de
densité & Lintérieur de la Terre. Acad. d. Sc. de Montpellier, 1848
ausgedriickt werden, wonach:

s=S (1—a>2), 12)
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ist . n e I Dot S
uni a=0-7i*4. Dieses Gesetz ist viel bequemer als das vielleicht
weiter bekannte Gesetz von L apiace-Le” kxdee,

sin i‘4i-jp)
9

4£K

Ttlchts. ohne dem Bocm'sc-hen Uiberlegen zu sein, zu sehr ver-

wickelten uni unlbersehbaren Integralen fiihrte. Es mag tbrigens

erfahrt werden. dass beide Gesetze unter gewissen Bedingungen

ien Glei hgewiehtsirosiand kosmischer Gastngeln darstellen.
Enter Benitzung der besagten Gleichung wird

1 -mm- a— 13)

m-ler indem man schreibt;

-1 S 14)

1 (ij?—l)? =?t-{-mr=Nz a(@7—1 :tne:P :

einfacher
F=NYNPFR. 16)

| .. « bedeutet %die brechende Kraft an der Erdoberflache, N den
Bue:-hmgscoefficienten im Erdmittelpunkte. Da sxnahe zwischen
i uni :i stent, weiter auch nac-h 1fl a in der Form

17)

geschrieben werden kann, und a sehr nahe s4 angenommen
werten sann, so mag mit genligender Annaherung

<r=4. ao—3; A= 1JDx, p=3;i

gesetzt werden, so oft es sieh der Uebersieht halber um numerische
Werte handelt.



426 R. v. KOVESLIGETHY.
Nun geht das Integral 9) in die folgende Form tber:

dp

,=r+ Vn-H h* 18)

pp*— (N —Pf$pl cos2E

welches durch die Substitution p2 = é leicht ausgewertet werden

kann, und

2 (N—pp®pQX cos2c—N
<p=y-\-\arccos 19)
IV2—4p (N—pp®) pQcos2s ’

oder durch Wiederherstellung des Wertes von x — 5 auch

2 (N —pptyp® cos2f

. 20)
IV+y N72—4p (W—pp®)pj* cos2E£ «cos N (R ~y)

ergiebt. Es ist dies die Gleichung einer Ellipse, deren Mittelpunkt
mit dem der Erde zusammenfallt und deren Kkleine Axe in der
Richtung der mit dem Uhrzeiger wachsenden Winkel mit der Axe
OE den Winkel y einschliesst. Da die Gleichung dieser Ellipse auch
in der Form

2 20262

° (a2+fra+ (a2—b2cos 2 {p—)

geschrieben werden kann, so sind die Quadrate ihrer Axen offenbar

0 2 (N—ppl) pl cos2e
- N —\/rA7—4p (N—ppl)pl cosz °

21>

i 2 (W—ppg)pgcos2c

iV+y'iVa—A4p {N—ppl) p2cosx ’
oder anders geschrieben:

AR A72—4p (N—ppl) pl cos'U 5
2p o

n2—
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Der Winkel y ergiebt sich aus der Ueberlegung, dass das
Erdbebencentrum in der Axe OE liegt. Wird nédmlich p=pQ so
muss demgemadss <= 0 werden, was unter Berlicksichtigung von
20) giebt:

| 2 (N—pp®) cosz—N
coslr= . - — ;
y iV2—4p (N—pp®) pl cose
in2y = “WIX-PPV ... 23
y A2—4p (N—pp®)r ¢ cos2E
—(N—pp®sin 2s

tang zr = 2{N-ppl) cosZE—iV;

Der Wurzelausdruck in sin 2y erhélt infolge der getroffenen Wahl
der Winkelz&hlung das negative Vorzeichen.
Die lineare Excentricitat ist durch

A2—4p (N—pp®) p* cosX
p

gegeben, und beweist, dass die Gleichung 20) im Allgemeinen in
der Tat einer Ellipse angehort. Der Erdbebenstrahl wird nur in
dem Falle eine Hyperbel, als 2> a2 daherp und p negativ sind,
oder nl< list. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit miisste dann
allgemein — besondere geologische Verschiedenheiten kdnnen
natirlich locale Ausnahmen verursachen — mit zunehmender
Tiefe wachsen. Eine parabolische Form des Erdbebenstrahles
kommt zu Stande, wenn p=0, daher auch «=0 oder nt= 1 ist. Die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist dann im ganzen Inneren der
Erde constant, und der in der Erde gelegene parabolische Strahl
kann als Gerade betrachtet werden. Endlich kann fir e=0 der
Strahl auch vollkommene Kreisform annehmen; dann muss bei
vorgeschriebenem Brecbungsindex der Strahl aus einem bestimmten
Punkte der Axe unter bestimmtem Winkel austreten.

Die Annahme lediglich geradliniger Erdbebenstrahlen fiihrt
zur Theorie Mattet’s, wéhrend sich der hyperbolische Unterfall
der Theorie A Schmidt’s ndhert. In dieser kehren die Strahlen ihre
concave Seite gegen die Axe, was auf Grund der Gleichung 20}
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nur hyperbolische Strahlen tun kénnen. Es ist jedoch leicht ein-
zusehen, dass in beiden Fallen ein irgendwo im Inneren der Erde
ausgelostes Beben an der ganzen Erdoberflache fuhlbar werden
muss; eine Schwéchung konnte nur durch Absorption oder das
Anwachsen der Entfernung eintreten. Im Falle elliptischer
Strahlen erh&lt man aber, wie wir sogleich sehen werden, einen
sehr beschréankten Schitterraum.

Die Gleichungen 22) und 23) bestimmen Gestalt und Lage
des elliptischen Strahles. Ist demnach £=90°, der Stoss also

gerade gegen das Epicentrum gerichtet, so ist tt2= E, b2=0 und

lang 27=0, wobei dieser Wert von der negativen Seite her erreicht
wird. Der Erdbebenstrahl ist somit eine in die Axe OE fallende

Gerade von der Lange i / — . Ist aber s=0, daher y=0, so wird

aucha—y ~ ~P%  fo>der Strahl wird eine die Kugel vom

Radius pOberiihrende Ellipse, deren grosse Axe senkrecht auf die
Erdbebenaxe OE steht. Da ausserdem in den Gleichungen nur
cos2 vorkommt, so wird der Radiusvector fir + Eund —£derselbe,
ebenso auch fiir 90°+ £ und 90°—£. Die Centralaxe sowohl, als
die im Bebencentrum darauf errichtete Senkrechte bilden eine
Symmetrieaxe der Erdbebenstrahlen.

Im Folgenden wird es auch nétig sein, die Apexcurve der
Ellipsen zu untersuchen, d. h. jene Meridiancurve, welche die Apexe
der zu den aufeinanderfolgenden £ gehérigen Ellipsen einhdilit.
Ist wieder OE die Polaraxe, das Erdcentrum der Coordinaten-
anfang, so ist die Anomalie des Apexes einfach *

P==-900-j+ oder cos20>=—C0S 2y, 24)

was mit den Gleichungen 22) und 23) nach Elimination von £ die
geforderte Enveloppe giebt (Fig. 3 AA'BB', pag. 430.):

25)

In rechtwinkeligen Coordinate!!, deren Axe OE ist, hat man
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X=a0,0sip-, y=asm<p; 26}
und dem entsprechend:

p(Xi-y*)—Nx2+ “N(x2+y22(N—p {x2+y2)=0, 27}

die ebenfalls die X und Y Axe als Symmetrieaxen haben. Das
Maximum dieser Function ist selbstverstandlich fir p—o: a2—E
und das Minimum fir = 90° : aZ—E———— p2

G renzdim ensionen des Erdbebenstrahles.

Es ist Klar, das sich die elliptische Gestalt des Erdbeben-
strahles nur auf jenes Stlick beziehen kann, das ganz im Inneren
der Erde liegt; die Gestalt ist also jedenfalls weiterer Discussion
fahig. Ist ndmlich die Erde, oder Uberhaupt irgend ein Himmels-
korper von solcher Beschaffenheit, dass fiir ihn bestandig

N2> n dxosk

ist, soist laut der Gleichung"9) @immer reell, und einer Zunahme
von p entspricht auch eine Zunahme von <o Dann gelangt jeder
unter beliebigem Winkel s sich von der Kugeloberflache erhebende
Strahl nicht nur zur Erdoberflache, sondern dringt auch in die
Luft ein und verfolgt seinen Weg bis zur Unendlichkeit, wenn die
vorher angeschriebene Ungleichung auch fir die Atmosphare
besteht. Ist n2 eine continuirliche Function der Entfernung,
so ist der Weg des Strahles sowohl in der Erde, als im Luftkreise
eine stetige Curve, die nur an der Grenze beider Medien Brechung
zeigt. Kann aber in irgend einem Punkte des Erdinneren

N22< n 204,085

sein, so giebt es Emersionswinkel, fur welche die in dem Integral-
ausdrucke fiir p vorkommende Wurzel imaginar wird. Dann muss

der die Bedingung OORE -2 - erfillende Strahl unter dem
P Vo
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Winkel £ sich von der Kugelflache pQbis zur Hohe p erheben.
Dann wird der Badicand 9) null, und im weiteren Verlaufe negativ,
so dass tp abzunehmen beginnt. Der Strahl kehrt daher, wie es
bei der elliptischen Gestalt selbstverstandlich ist, in der Héhe p
um, und senkt sich in einem dem aufsteigenden Aste symmetri-
schen Aste wieder zur Ausgangskugel zuriick. Ist aber

0 « v

Fig. 3.

so erleidet der unter diesem Winkel £0 austretende Strahl circulare
Brechung und umkreist die Kugel p0in unendlich vielen Windun-
gen. Die kreisférmigen Strahlen bilden die Grenze zwischen jenen
Strahlen, welche zwischen £—90° und £= £0liegend, zur Erdober-
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fliche gelangen, und jenen, die zwischen e=¢, und e=0° austre-
tend die Erdoberfliche nie erreichen. Die Energie dieser letzteren
wird durch die ohne Ende anwachsende Absorption im Innern der
FErde voll aufgezehrt.

s ist daher im Vorhinein nicht ausgeschlossen, dass nur
ein sehr schmaler Strahlenkegel eines im Inneren der Erde ent-
standenen Bebens wirksam zur Oberfliche kommt.

Das Integral 9) beniitzte schon Kummer (Monatsber. d. Akad.
d. Wiss. Berlin, Sitzg. 12. Juli 1860) beim Studium der atmo-
sphiirischen Strahlenbrechung; eine ganz neue und dusserst tiber-
raschende Theorie der Sonne gab Auc. Scumipr (Die Strahlen-
brechung auf der Sonne, ein geometrischer Beitrag zur Sonnen-
physik, Stuttgart, 1891) auf Grund der Gleichung 8) und auch
Orro Knorr (Die Scamipr’sche Sonnentheorie und ihre Anwendung,
Jena, 1893) fusst auf dem Kummmr’schen Integrale.

Wihrend fiir die Erde der mehrfach erwihnte Radikand nach-
weishar stets reell bleibt, ldsst die Atmosphire der Sonne und
wahrscheinlich auch des Jupiter auch die zweite Moglichkeit zu. Ist
demnach die Sonne ein gasformiger Himmelskorper, dessen
Dichtigkeit ohne jede physikalische Begrenzung bis zur Unendlich-
keit abnimmt, so bilden die.unter dem Emanationswinkel ¢, aus-
tretenden Strahlen eine asymtotische Lichtkugelhiille als Scheide
derjenigen Strahlen, die noch in den Weltraum gelangen, und stets
im Innern der Sonne bleiben. Infolge dieses Umstandes muss die
Sonne aus gewisser Entfernung betrachtet unbedingt den Eindruck
einer scharf begrenzten Kugel machen.

Wir untersuchen nun die grosse Axe des elliptischen Strahles,
da es von der Grosse dieser Linie abhingt, ob ein Beben auf der
Frdoberfliche seismisch fiihlbar wird. Ist namlich a>1, wie AB
in Fig. 3, so erreicht die Bebenwelle nicht nur die Erdoberfliche,
sondern tritt sogar in die Luft iiber. Unter welchem Winkel dies auch
immer geschehe, der Strahl wird der vorher erwihnten Eigenschaft
der Luft halber nach den Gesetzen der astronomischen Strahlen-
brechung abgelenkt, ohne dass er noch einmal auf dem wieder
absteigenden Aste der Ellipse die Erdoberfliche seismisch beein-
flussen kénnte. Es folgte zugleich, dass die Bedingung a>1 stets
erfiillt gedacht, ein jedes wo immer ausgelostes Beben auf der
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ganzen Erde fuhlbar sein misste, was selbst den mikroseismischen
Beobachtungen widerspricht. Ware aber wenigstens in gewissen
Féllen a< 1, so kénnte ein guter Teil der Erdbebenstrahlen ganz
innerhalb der Erde verbleiben, ohne die Oberflache im Mindesten
zu erschittern. Ein sehr intensives Beben kann in solchem Falle
auf geringe Ausdehnungen beschrankt bleiben, und es ist sehr
wabhrscheinlich, dass die absorbierte Energie der endogenen Beben
— welche bekanntlich die Rotation der Erde nicht beeinflussen —
jene Massenumlagerungen bewirkt oder wenigstens vorbereitet,
welche allgemein zur Erklarung der Polhdhendanderungen herbei-
gezogen werden. Dann wére von vornherein der Gedanke nicht
abzuweisen, dass zwischen den Perioden beider Erscheinungen
gewisse, wenn auch entfernte Verwandtschaft bestehe.

Um die Verhdltnisse zu untersuchen, unter welchen a< 1
ist, genugt es den Grenzfall a—1(A'B1lin der Fig. 3) zu betrachten.
Fir diese Annahme folgt aus 22):

2p—N—j/iV2-4 p (N'—pptyp* cos2s, 28)
und hieraus weiter
coszt N—p 29)
& —pffyp$

als derjenige Emersionswinkel, unter welchem der Strahl aus-
treten muss, um die Erdoberflache eben zu beriihren. Setzt man
vorlibergehend

z=p*(N-ppl), 30)

so sieht man zundchst wegen der in der Natur der Sache liegenden
Bedingung: 1> p0>0, dass cos2 nicht negativ werden kann, da
nach 15) bei positivem p: N>p sein muss. Die Wurzeln der
Gleichung z—0 sind weiter:

RO—V, und po = p— = --ga_p_. 31)

Der letztere Wert nimmt bei wachsendem p. stets ab, erlangt also

. . . 1 4
sein Minimum fir u—°o in der Grdsse von ?—\ér- Im Falle
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geradliniger Strahlen ist dagegen U=0, was das Maximum von
06 bestimmt. Es ist daher

2
or=0. und 00>°0-> —— = 11547 32)
X 3

so dass von den beiden positiven Wurzeln der Gleichung z—0
die eine stets in den Erdm ittelpunkt f&llt, die andere hingegen
Uber die Erdoberflache hinausragt. Fir beide Wurzeln ist cos2== oo,
S daher imagindr. Zwischen beiden Wurzeln hat aber z, das in der
Hohe

r __ iV _ 1-j-G't 33
u%-— c>p 9a<ru )
liegende Maximum
V2 (1+<7/1>2
341
~ 4p -~ Xatrlj.

fur welches [00] schon in das Innere der Erde fallen kann. (Dies
geschieht schon, sobald

J __l-a
(2a— Do- 2a—1

wird, was fir und nj= 1,2247 eintritt). Man hat namlich fir
u=0 und u=o0o0 die Bedingung:

°os o) > =0 ‘8165 : 35 *
\ 2a

so dass der Erdbebenheerd in bisher nicht geahnte Tiefen versetzt
werden kann, ohne dass ein bedeutender Teil der Oberflache er-
schittert wirde. Nimmt man den Erdradius zu 6370 km an,
so ist diese Tiefe 1169 km, oder bei dem genaueren Wert
a=0,764 geradezu 1217 km. Es ist natlrlich madoglich, dass ein
den bisherigen Erfahrungen (Uber die mittlere Dichte der Erde,
die Abplattung und das Verhé&ltnis der Haupttrdgheitsmomente)
ebenfalls entsprechendes, vom BocHE’schen verschiedenes Dichtig-
keitsgesetz zu noch grdsseren Tiefen des Erdbebenheerdes fihren
kann.

Mathematische und XatuncUsensehaftliehe Bericht* au* Unstarr. XH1. 38
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Das aus 29) folgende absolute Minimum cos2? wird daher fir
/>0=L"°0]:

c0s2e0= (N—p); 36)

und liiebei ist zugleich "0=90° —e0 die Maximaloffnung jenes mit
seiner Spitze in der Hohe [p0] liegenden mit OE coaxialen Ke-
gels, innerhalb dessen Erdbebenstrahlen die Erdoberflache Uber-
haupt treffen kdnnen. Da

« ol

d
da ¢1N2@— (1+cr;x

f(1-2 a)

eidem Werte von a fur positive . wesentlich negativ ist, sonimmt
die Kegeléffnung fur wachsendes ja fortwahrend ab. Daher ist
sin270 jedenfalls grosser, als dessen Wert 36) fir it=00, d. h.:

Sin2£0>4 « (1 m«)=I» 37)

und ein von dem KocHE’schen verschiedenes Dichtegesetz wirde
natdrlich auch hier zu anderen Werten fihren.

Da wesentlich cos2e< | sein muss, so erhdltman schliesslich
die Lage des Bebencentrums, dessen Wellen die Erdoberflache
nur zum Teil erreichen, wenn man @0so wéhlt, dass es 29) ent-
sprechend zwischen den Wurzeln von

(N—pp*)pt*=N—p

liege. Es muss daher

1>~ > 7 ~ 1 38>

N
sein, oder wenn man fur---—--—-- den aus U=°0 folgenden grosst-

maoglichen Wert einfihrt:

]2H> I/A -1 =0'5773" 39>

Wird also der minimale Flacheninhalt, der durch ein Beben er-
schittert wird, UGberschritten, so kann der Heerd des Erdbebens
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bis zur Tiefe von 2693 km hinabsteigen. Ein jedes Beben, dessen

Centrum also nicht tiefer als1/ — —1=0,5773 liegt, kann nicht
V  «

die ganze Erdoberflache erschittern.
Endlich folgt aus einfacher Betrachtung der Gleichung 22),
dass ganz allgemein
- > <> 71
p 2p
ist, und da die absoluten Extreme eintreten, wenn man fir p die
Null und oo setzt, so hat man fir alle Félle :

00>a>0.8165. 40)

Da praktisch genommen der Spielraum von p ein viel beschréank-
terer ist, so sind natirlich auch die Grenzen von abedeutend enger
zu ziehen.

DleAusbreiiung der B eben auf der Erdoberflache; charak -

teristische L inien und Schiiattergebiet.

Die Ausdehnung der Erdbebenbewegung auf der Erdober-
fliche kann sehr einfach bestimmt werden, wenn man in 20) und
23) Y eliminiert, und p—1 setzt. Man erhé&lt zundchst den Schnitt
der aufsteigenden Ellipsenhdlfte mit der Erdoberflache, d. h. den
sphdrischen Abstand Yy jenes Punktes vom Epicentrum, in welchem
der unter dem Winkel s emanierte Strahl die Oberflache trifft.
Man hat vorerst:

N2= (N-ppl) pl cos*s
N sin2«q-f-(N—pp*) cos s cos (2c2+ S)’ 41)

und p—\ gesetzt:
iVsin2c?+(iY —Pp%)cosc (cos(2~-f-s)—p®cos2s) =0, 42)

was den zum Emersionswinkel s gehdérigen Abstand (p liefert.
Numerisch bequemere Ausdricke erhdlt man, indem man

M sin m= {N—pp*) cos2s ----E; M cos m —(N —ppl)sin ecose 43)

28*
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setzt, worauf C aus
M sin 2q@p—m)= "~ —(N—ppfy 0*cos2r 44)

gefunden wird.

Man berechnet natiirlich auch ganz leichtdie Grenzlinie des
Schittergebietes, wenn man an Stelle von £jenen aus 29) zu ent-
nehmenden Winkel setzt, innerhalb dessen kein Strahl mehr zur
Erdoberflache gelangt. Setzt man daher 29) in 42) und nennt den
Kugelradius des minimalen Gebietes c0, so kommt:

(2 (N—p)—No*) cos 2c0—
—2y 1—plj/IN—p Vp(\+ pl)-N. sin2cPo=r(AT2p)p\, 45)

welche durch geeignete Hilfswinkel ebenfalls leicht losbar ist. Das
absolut kleinste Schiittergebiet erh&lt man bei méglichst grosser
Tiefe des Erdbebencentrums, wenn mit den Werten [00] und cOaus
33) und 36) gerechnet wird. Den sphérischen Radius desselben zu
0 genommen, kommt

ZXP{N—p) sin 20']-(2p —N) cos 20=N. 46)

Die Gleichung braucht nicht ndher discutiert zu werden, da
sie sogleich in bequemerer Gestalt wieder erscheinen wird.

G leichung der C oseiste.

Ein wichtiges seismisches Element ist jener Winkel €, unter
welchem der Stoss die Erdoberflache verldsst,ndmlich der (oberflach-
liche) Emersionswinkel. Die Gesammtheit aller Punkte, welche den-
selben Emersionswinkel besitzen, mdége die Coseiste heissen. Ist
Dichte und Brechungsindex der Erde nur eine Function der Ent-
fernung vom Erdcentrum, dann wird wegen der symmetrischen Lage
saimmtlicher Strahlen um die Axe OE die Coseiste ein Kreis. Der
Emersionswinkel bedingt weiter, eine wie grosse Componente der
Bebenintensitadt in die horizontale und verticale Richtung falle.

Da derselbe identisch ist mit dem Hoéhenwinkel der an den
Strahl in der Erdoberflache gezogenen Tangente, so hat man aus
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Fig 2, indem man den Winkel derselben mit dem nach Innen ge-
legenen Zweige der Axe OE mitr bezeichnet:

dp |,
-jp—sin e -pfl cos e
IUp

47)
ta”*r=
sin C - cosC
de
und nach 41)
dp  (N—pps5>cos £sin {$<p-\-€)—IVsin Pcos €
48
de A sm 2c?-f-(A~—pp*) cos £ cos (2e + £) )
wobei noch fiir die Oberfldiche p—1 zu setzen bleibt. Da aus dem
Dreiecke OPC
e=T+(f-90 -, 49)
folgt, so ist einfacher
fang e— dp. 1 o1
p
mithin
i P (N—pp*) cos £sin (2eJp P~ A sin e cos 9
joriotP__ .
ATsInZc{-(A—pptycos £cos (Ze+E)
oder
(N—po*) cos £sin (2e-\-s) —Nam e cose _
tang e = — N = =i 50)

(N —Pffyp* c®s8

wie aus 41) fir p—1 ersichtlich ist. Die zweite Form ist des ein-
facheren Nenners halber die vorteilhaftere. Um den Emersions-
winkel in dem sphérischen Abstande € zu finden, muss £eliminiert
werden. Man kénnte zu dem Ende die Gleichung 42) benitzen,
kommt jedoch rascher mit Gleichung 10) zum Ziele. Diese giebt
mit Kucksicht auf IB):

(N=(N—ppppl cos2t

und genau dieselbe Constante muss man erhalten, wenn man die
entsprechenden Grossen fiur die Erdoberflache einsetzt. Es ist also
00—1 und £—e zu setzen, und man erhélt:

(AT--p) coaz= (N—ppfypf, c-os2z, 51)
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welche Gleichung den zu jedem Emanationswinkel gehdrigen
Emersionswinkel giebt. Hiemit kann aus 50) die folgende elegante
Formel abgeleitet werden:

N (cos2e—pl cos2(p—e))=p (cos e—p*cos (2cc—e)) cos e, 52)

welche die Gleichung der Coseiste wird, wenn man dem € con-
stanten, sonst aber beliebigen Wert beilegt.

Setzt man €—0, so erhdlt man selbstverstandlich die Maxi-
malausdehnung des Schittergebietes, insofern als nur jene Strahlen
der Erdoberflache parallel schreiten kénnen, deren Apex dieselbe
eben berlihrt. Die darauffolgenden, zu einem kleineren € ge-
horenden Ellipsen liegen schon ganz im Innern der Erde. Gleichung
50) giebt fir die Maximalausdehnung:

(N—p p sin2s

tang 2 N—2 (N—pp®cos2s ’ 53)

was nach 23) einfach mit tang 2~ identisch ist. Man hat unter Be-
ricksichtigung des Umstandes, dass der Apex stets 90° von der
kleinen Axe liegt, diese aber mit OE den Winkel y einschliesst:

N=r1+90°. 54)
Setzt man dagegen in 52) e=0, so kommt

_ (N-p)(i-pi) Pfj-iN-p)
sin2™ — cos2’>= 55)

(2p—N)p* - Rp-N)pi*

als Gleichung der Nullcoseiste und daher auch des Grenzkreises
des Schittergebietes. Leicht nachweislich sind die Gleichungen 55)
und 45) identisch. Versetzt man endlich das Erdbebencentrum in
die Tiefe />0= [/>0], so erhdlt man bei grosstmoglicher Tiefe des
Heerdes die moglichst kleinste Ausdehnung des Bebens. Mit Rick-
sicht auf 33) kommt sofort:

smVo“ 1- "y; COS>0= jy , 56)
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oder anders geschrieben :

57)

Die absolut kleinste Schutterzone erhalt man, wenn /i=00 wire.
Dann ist fir a=f gp=30°, fir den genaueren Wert a=0,764 nur
mehr c0=49 c4'. Man sieht daher, dass die Ausbreitung des Bebens
sehr empfindlich fir selbst kleine Verdnderungen der Constanten
a ist, so dass es leicht verstandlich wird, dass die geringsten ober-
flachlichen Dichtednderungen der Erde den Coseisten kilometer-
tiefe Buchten einprdgen. Der vorerwdhnte Schitterkreis betragt

Ubrigens den esp. Teil der Erdoberflache, daher be-

N T
14,90 15,bo
deutend weniger als der Kreis des grossen Lissaboner Bebens,

der A’b der Erde bedeckte. Das andere Extrem fir aist «=0, bei

welchem Werte eine wo immer ausgeldoste Erdbebenwelle an allen
Punkten der Erde fuhlbar wird.

Der Schnittpunkt C (Fig. 2) der Tangente des Erdbeben-
strahles mit der Axe OE ist iibrigens jener Punkt, in welchen die
Hypothese geradliniger Bebenstrahlen den aus dem Emissions-
winkel gefolgerten Heerd des Bebens verlegt. Da OP= ist, hat
man fir die Entfernung dieses Punktes von dem Centrum der

cos €

cos (Pp—e)’

so dass man flur dem Epicentrum nahegelegene Orte stets zu
solchen Weiden gefihrt wird, die nur unwesentlich kleiner als 1
sind. Hieraus die MxLLET’sche Schlussfolgerung, dass Erdbeben
sehr oberflachlich liegende intracrustale Erscheinungen seien.

W ellenflache der Erdbeben, G leichung der H om oseisten .

Die Wellenflache der Beben ist die Gesammtheit aller jener
Punkte, bis zu welchen ein Erdstoss vom Heerde des Bebens unter
gegebener Zeitgelangt. Ist daher i\ die Oberflichengeschwindigkeit
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der Beben, und (nach 16) n1=-\/~N—p der Breclmngsindex eben-"
daselbst, dann wird

t= 1~ nddp

vxnx\] Vntp2—c2’
20 [20] P

oder nach Substitution des Wertes von >2 aus 16):

i== o f  (N-pp*)pdp
vinl) yNp*-pf>*-C*

was durch die Substitution®2—X sogleichintegrabel wird. Das un-
bestimmte Integral lautet:

1
t= y No*-pp*-c* +
vI'H
2—N
+ — arcsin —Q)—p— —————————— + const. 59)
4y pvinl y IV2—4p C2

und giebt sogleich die Gleichung der Wellenflache, wenn man dem
t einen beliebigen, aber constanten Wert zuteilt.

Durch gehdrige
Vereinigung der Constanten kom m t:

2y py NpP~ppd4—cC2+ N arcsin —Im; 60)
y iY2—4)ic2

wo K die Charakteristik der Wellenfliche darstellt. Da C2 nach 10)
nur cos2e enthdlt, so ist die Wellenflaiche eine Rotationsflache,
OE deren Axe und die hierauf Senkrechte ebenfalls eine Symmetrie-

axe der Meridiancurve.
Setzt man

4pC*=0c2, Np2-pp4-C 2= "y 2 61)

so kommt zundchst
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und die Gleichung wird:
["A*(I-V*)-4pC*
1 N*—4pC*

oder durch Quadrierung und Subtraction von der Einheit*:

63)

Mit Hulfe dieser Gleichung kann aus dem zu jedem s gehdrigen Ir
das Y, hierauf mit s2) auch p bestimmt werden. Man kénnte wohl
mit der Gleichung 41) statt £ auch ipeinfithren. Doch wiirde das
uuzweckmaéssige Verwickelungen herheifihren.

Die Constante mag am zweckmaéssigsten so bestimmtwerden,
dass die Wellenflache die Erdoberflaiche im Epicentrum berihre :
dann ist £=90° und />=1, daher

k=21 p\ T/t:_[_)_ A arcsin v, 64)

Fur geradlinige Erdbebenstrahlen ist «=0 und *» = - —

3 1
flir N= oo aber ¥L~ + arcsin i=79°37[2:ist «=". so wird

—l1—67°17'7.
Im Allgemeinen ist der Anfangswert von A —90°, der Endweid
79°37'2. Fur n=3, d. h. nA=2 wird ~ = 75°31'8 und fir
H=0,0695, d.h. = 1,0342: ~ =0. Das Wachstum dieser Con-

stanten ist mit zunehmendem a ein sehr rasches, von 1* = 2ange-
fangen aber bereits sehr langsames.

Die Wellenflache ist jedenfalls geschlossen, wenn zu jedem
beliebigen £ ein endliches, reelles p gehdrt, p ist reell, wenn nach
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X2
62) ?2< 1— . Diese Ungleichung bestellt aber in der Tat, er-

A I k \

giebt sich wieder aus 63), da ja cos —yj <1 ist. Dieselbe

Ueberlegung zeigt auch, dass die der Gleichung 62) entsprechenden

beiden Wellenflachen keinen reellen Berihrungspunkt besitzen.
Ist nun kurz

cos N
65)
cos-
so hatinan z—oo fiiry=10; wird y=%n soistz=(—1)7 on
2sm A
und fari/=(2ji+ 1)- hatman z={-—1)7 Die durch 65)
2 2%+ 1t*

charakterisierte Curve ist daher eine rasch geddmpfte Sinuslinie,.

deren erster Nullwert zwischen 4- und w fallt. Nun ist aber nach

. m
63) z>1,w o0 doch schon die Annahme Y= — zu dem Werte z<|
fihrt. Es folgt daraus, dass die uns interessierenden Ldsungen der
T
Gleichung 63) innerhalb der Grenzen -->*/>0 zu suchen sind.

Noch zu bemerken wére, dass nach 34) der Maximalwert von

’!Znur c0s2£ sein kann; mithin ist die rechte Seite von 63)
héchstens cosec S, also stets reell. Bein imagindre Werte von //
kdnnen zwar einen der Strahlen der Wellenflache in 62) imaginér
gestalten.

Gund s bestimmen zusammen wohl die Wellenfliche, doch
keineswegs in einer Form, dass die Flache sogleich construiert
werden kann. Man miusste ndmlich aus dem Erdbebencentrum
unter dem W inkel € austretende elliptische Strahlen mit den aus
22) zu folgernden Dimensionen ziehen, bis diese den aus dem
Erdcentrum mit dem Badius 62) construierten Kreis treffen.
Einfacher geht man vor, wenn man mit dem aus 62) schon be-
kannten Badius aus 20) den Winkel ip—Yy berechnet. Mit den in
61) angenommenen Bezeichnungen hat man dann
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N x21

2p NI f?

cos 2 {p y)= 66)

was natlrlich wegen der Zweideutigkeit von p2auch zu je zwei
W erten von <Pfihrt.

Mau kann Ubrigens auch so vergehen, dass man mit -dem
Werte von O aus 41) unmittelbar cos £ berechnet, und dies in
die Gleichung der Wellenflache einstellt: die Auflésung ergiebt:

N(p2+ pp ~ %Pp*p*cosV =
(N—ppp (p4+/>0~ W "0 cos 2cQ) (N(p Pp PP

+ 2/>00cos P-j/ pp + p 2*pl cosf), 67)

und fihrt die Ubliche Polargleichung der Wellenflache herbei.

Die Wellenflache ist, entsprechend dem in 62) vorkommen-
den Doppelzeichen, zweischalig : AB und A'B' (Fig. 4). Die dem
positiven Vorzeichen entsprechende Flache berthrt der zur Bestim-
mung von /? getroffenen Massregel halber die Erdoberfldache in dem
Epicentrum und in dessen Antipodenpunkte. Dann erhebt sich
die Flache uber die Erde, verlauft aber in der durch die Erdbeben-
axe vorgezeichneten Aequatorialzone innerhalb der Erde. Die
ganze Erde wird von ihr daher in zwei, auf die Erdbebenaxe senk-
rechten Parallelkreisen geschnitten. Die dem negativen Vorzeichen
entsprechende Schale hat nur geometrische Bedeutung, und bildet
eine eigentimliche, um den Heerd der Erschiitterung gelagerte
offene Fléche, in der auch die imagindren Werte von Yy der
Gleichung 63) Vorkommen.

Setzt man in der Gleichung der Wellenflaichep =\, so erhilt
man die Schnittcurve derselben mit der Erdoberflache. Sie ist die
Gesammtheit aller Punkte, welche den Erdbebenstoss zu derselben
Zeit versplren. Diese Curve heisst die Homoseiste, und ist
unseren einfachen Annahmen zufolge ein Kreis. Nimmt man, wie
es gewohnlich geschieht, als Anfangspunkt der Zeit jenen Zeit-
punkt, in welchem der Stoss ins Epicentrum gelangt, so hat man
fur die Fortpflanzungszeit vom Heerde bis zum Epicentrum nach
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Gleichung 59):

fom74>y7pii_\nxl[2 Vv iV N - p - V (N'ppl) pl) +
/ %p—N m %pp*:NI\]

+ N larcsin —  -———arcsin--— «  68)

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem Integrale 58), wenn die
obere Grenze p—\, £=90° oder C=0 gesetzt wird. Im dem
Strahle von beliebiger Emanation aist dagegen die Fortpflanzungs-
zeit vom Heerde bis zur Oberflache

r= i — kVp(VN-p-Ci-yNpl~jio~rci)+
W pl «l«! | p( P -yNP I I)
ATi . 2p -iv . m 69)
- arcsm - = YA s
v tiva—apcs T TATE4CE
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Die Differenz beider Zeiten t'—t0=1 ist offenbar die Zeit, um
welche ein auf dem Strahle von dem Emersionswinkel 5 gelegener
Ort den Stoss spdter fihlt, als das Epicentrum. Diese Zeit, deren
G leichung zugleich der Ausdruck der Homoseiste ist, wird

2y p (y'N—p —C2—V At—p) +
4y p vin\

H-N arcsin (- VP&P—N)(j/N—p—yrN—p —C2) )—

- 2v p( / c2- Va7- poo +°0)—
l2 Appl—N
iV arcsin y PTRp ) (p0y N-ppl -y Np*-pp*-C2)u:
Ny N*-xpC?

wo wieder das in C2 vorkommende 5 durch 4:2) ausgedrickt
werden kann. Das so einzufihrende W bedeutet natirlich den
sphérischen Radius der Homoseiste. Da aber diese Substitution
wieder zu stark verwickelten Formeln fuhrt, kann ein anderes,
-eismisch wichtiges Element, z. B. der Emanationswinkel € ein-
gefuhrt werden, am leichtesten durch Gleichung 51).

Schon im Falle der Wellenflache sahen wir, und hier wieder-
holt sich natlrlich der Vorgang, dass sowohl zu S, als auch zu
180° + s dieselbe Fortpflanzungszeit gehdrt. Es pflanzen sich daher
aus dem Erdbebenheerde nicht nur gegen die nahe gelegenen
Orte der Erdoberflaiche Strahlen fort, sondern auch gegen das
Innere der Erde, und zweit in derselben Ellipse nach oben und
unten mit derselben Schnelligkeit. Dies der Grund, dass die
W ellenflaiche im Epicentrum wund dessen Antipodenpunkt iden-
tisch gestaltet ist. Doch besteht die Erschiitterung im Antipoden-
punkte nur geometrisch, physisch ist sie, wie spédter nachgewiesen
werden soll, gar nicht fuhlbar. .Jedenfalls ist es aber eine aufféllige
Erscheinung, dass von einem ziemlich oberflachlich liegenden
Heerde ausgehende Wellen den ndchstund weitest liegenden Punkt
der Oberflache in derselben Zeit erreichen. Eshédngt dies miteiner
anderen merkwirdigen Eigenschaft der Fortpflanzung zusammen :
welches immer die Gestalt und Dimension der Strahlenellipse sein
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mag, der zwischen den Axen liegende Ellipsenquadrant wird stets
in derselben Zeit durchmessen : oderanders ausgedriuckt: die volle
Umlaufszeit eines Erdstosses in einem elliptischen Strahle von
beliebiger Gestalt und Dimension ist unabhdngig von der Lage
des Erdbebenheerdes dieselbe. Die Zeit, welche das Beben braucht,
um von dem Centrum Czum Endpunkt der grossen und kleinen
Axe zu gelangen, ergiebt sich aus 58) wenn fir die obere Grenze
aus 22) einmal a, das anderemal b gesetzt wird. Das Resultat ist,

A YNU-PPIi-V-
4 Pvhl2 2vinl

N 2P P I-N

arcsin 71)
4\/p vihl \rN*-kpC?

wo sich das obere Zeichen auf die grosse, das untere auf die kleine
Axe bezieht. Das Doppelte des Unterschiedes beider Zeiten ist

T-= 72)

_4y p vinl

die Umlaufszeit des Strahles, in welcher pOgar nicht vorkommt.
Im Falle geradliniger Strahlen ist diese Zeit natiurlich unendlich.
Zwei Minima derselben treten aber fur d.h. nx= 1,2247 und
H~ oo ein; sie sind

u. 73)
2tqy «(1—aQ)

Ist z. B. die Fortpflanzungsgeschwindigkeit auf der Erdober-
flaiche 637 m, also 17=0,0001 Erdradius, so ist T'=8htdm36sund
21'= 10,i4w308. Der nach der vollen Umlaufszeitwiederholte zweite
oder gar mehrfache Stoss ist natdrlich nur in der Nullkoseiste
fihlbar, wenn die grosse Absorption nicht alle vorhandene Energie
ausloscht. Die Ubrigen Strahlenellipsen liegen n&mlich entweder
ganz im Innern der Erde, oder greifen in deren Luftkreis tGber, von
welchem es — wie schon friher bewiesen — keine Rickkehr
mehr giebt.

Die letzte Homoseiste ist natirlich jene, fir welche das saus
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Gleichung 29 <entnommen wird: sie ist also einfach mit der Xull-
coseiste identisch. Ihre Zeitangabe ist ans Gleichung 70' zu ent-
nehmen, wenn Ci= A —p gesetzt wird: sie ist die grosste Zeit-
differenz. welche bei einem Beben (berhaupt Vorkommen kann.
lhr W ert:

R —17, 1N N’ Py V-~

-1 ]p(lAfft'Af I_fft'"" POVA_Ptft""barcsin

Das eigentimlichste Besultat ist jedenfalls. — und dies ist
bei allen Beben beobachtet worden — dass man mit der Ge-
schwindigkeitsformel der gleichférmigen Bewegung rechnend,
punktweise zu andern, und zwar zu zu grossen Geschwindigkeiten
gelangt. Ist ndmlich C der sphérische Radius einer Homoseiste,
I* die aus den Beobachtungen abzuleitende Oberfldehengeschwin-
digkeit. so giebt die gewdhnliche Formel:

die schon nach flichtiger Betrachtung nicht mit der Oberfldchen-
geschwindigkeit t'j der Gleichung 70» identisch genannt werden
darf. Es ist leicht zu sehen, dass die so gerechnete Geschwindigkeit
in der Xahe des Epicentrums viel zu gross ist, gegen die Grenze
des Schiittergebietes abnimmt, aber selbst dort noch immer zu
gross ausfallt. Zu demselben Resultate gelangt auf praktischem
Wege -John’ Melke (Earthquakes and other earth movements.
London, 1886, p. 93). Daher sind auch alle jene Folgerungen ver-
besserungsbediirftig, die aus bisherigen Fortpflanzungsgeschwin-
digkeiten auf den Eiasticitditsmodulus gezogen wurden.

Endlich ist nach Gleichung 71) keine n&dhere Verwandtschaft
zwischen der Apexenveloppe und der Wellenflache anzunehmen.
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Intensitat der B eben; Isoseiste.

Zurnumerischen Bestimmung dieses auch praktisch wichtigen
Elementes stand bisher fast ausschliesslich nur die willkirliche
Skale von Rossi-Fovel zur Verfiigung ; gewiss ist es der Mangel eines
die Intensitdt genau und zuverldssig messenden Instrumentes, der
auch die Aufstellung eines geeigneten analytischen Ausdruckes
hinhielt. Nach Holden und Milne ist die Intensitdt als Maass der
verheerenden Wirkung eines Bebens einfach proportional der
Beschleunigung, die ein Erdstoss irgend einem Punkte mitteilt.
Setzt man die Bewegungen als harmonische voraus — und an
dieser Hypothese muss vorder Hand festgehalten werden— so er-
giebt sich fur die Intensitat

4 -2a
1= 76)

wobei a die Amplitude der Bewegung an der Erdoberflache, U die
Schwingungsperiode bedeutet. Beide Daten, besonders die Maximal-
geschwindigkeit der Beben sind verhéltnismassig leicht bei-
zubringen ; die letztere ergiebt sich aus der Beobachtung fort-
geschleuderter oder umgestiirzter Korper, wie Mallet an zahl-
reichen Beispielen darlegtei Etwas anders geht Mendenhall (Proc.
of the Aineric. Assoc, for Adv. of Sciences 37.1888) vor, der an die
Intensitatsformel des Schalles von Rayleigh ankniipft. Betrachtet
man namlich als mechanisches Maass der Strahlung die durch die
der Wellenflache parallel gezogene Fldcheneinheit in der Secunde

austretende Energie, so kann diese SV geschrieben werden,
r

wenn neben den friheren Bezeichnungen Sdie Dichte des Mediums
bezeichnet, in welchem die Schwingung sich mit der Geschwindig-
keit v fortpflanzt. Bedeutet nun f einen Teil der Wellenflache,
h eine hierauf senrechte Lange, so ist die durch fin der Zeit

t= — stromende Energie Y KV Setzt man statt hfs die

. . 9712a%
Masse m, durch welche die Fortpflanzung geschieht, statt
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die Maximalgeschwindigkeit der Schwingung 1-. so erhdlt man
natirlich die Formel der lebendigen Kraft

/= |m V3: 77.

und diese mag als Ausdruck der Intensitdt betrachtet werden.
Man sieht hieraus, dass die Arbeit, durch welche in gegebener
Masse harmonische Beben zustande kommen, gerade so gross ist,
wie die Arbeit, mit welcher die ganze Masse mit der Maximal-
geschwindigkeitder Schwingung bewegt werdenkdnnte. Es ist wie-
derholt zu betonen, dass hiebei die neue Annahme gemacht wurde,
dass die Erdbebenbewegung wenigstens in eine Beihe von har-
monischen Schwingungen zerlegt werden kann, also anders aus-
gedrickt. durch eine Fourier'sc-he Beihe ausdriekbar ist. Zur Schét-
zung dieser Arbeit dient die Masse jenes geraden Kegels mitkreisfor-
miger Basis und elliptischer Mantellinie, der auf dem Schutter-
gebiete steht und seine Spitze im Erbebencentrum hat. Innerhalb
dieses Kegels hegen bekanntlich alle Strahlen, welche uUberhaupt
zur Oberflache der Erde gelangen.

Ist Fig. 21f ein Stick der Kugelschale mit dem Radius p,
welches zwischen den Strahlen vom Emanationswinkel t begriffen
ist. so hat dessen Oberflache die Grésse

f—-7/>4 1—cos<f),
und da die Dichte im Abstande 0 vom Centrum durch 12 gegeben

ist. wird die Masse des besagten Kegels :

I
tn—2-S 1/>'*1—aos) <l —cos ¢ mp, 78)
?.

wo er der zu p gehdrende Polarwinkel ist. Bezeichnet man diesen
mit <, wenn er von der kleinen Axe an gerechnet wird, so ist
$=q>—Y es sei weiter kurz

g=y N*—4pC*, 79>

so kann die Gleichung 20 auch in folgender Form geschrieben
werden

Xathematitekr umd Satmrri*t*astkafilithe Reriekte ar® Cagarm. t117 29
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2f2
X—N—g+ 2g cos2»= — —
woraus
nf: -g-,-c--g, 052%/: OC_—N—_FE, siny = IV +g—X
IC 29 29
4C in d>cos 0 X
fp—tS qsimGroso g § d

fl2

folgt. Schreibt man also
i i i
In—jpincos <pdp=cos;")/>2ncos pdp—sin 7-J /;2nsin (pdp,
0 Co

so wird die Masse des Kegels :

m—rs 3(1L)—y I~ ~ 4+<4

Nach der Substitution wird

r?
2«—1E£ 20+
cos?* fL £1
1/ ) i
. 2C2
mit a? — als unterer, X —QC? als oberer Grenze. Nach Be-
fit
rechnung und gehdriger Zusammenziehung hat man:
m 1/, a « KR, sinr
205 = 3 ~© 0~ 5 11_/>0 + 3/2" (iV+g)2*

[(N+ g -2C2« ((IV+g) - ~ (IV+g+ y C2)

2C2\i g 3a 4C2\
iV+g roNA+?2) — N+ C+ -te)A )\ +
5 w'o
cos y 3a ,7 , 4
+ 2(?-Y +9)i + 3 C2
sy 20 (v—g)2 (2 )i ] )

(5? _*+#4*_*)_ 80)
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Setzt man statt € dessen aus 29) zu entnehmenden Grenzwert,
daher statt C2: N—p, so erhdlt man die ganze Masse, innerhalb
welcher Strahlen uUberhaupt zur Erdoberflache gelangen. Durch
diese Substitution wird g= 2p—N. Man erhalt:

sin'y
2jtS 5 t— = 3p2\f 'Up—N
Ap-N)i(p - ~ (ip+2iv)) - (p -
cos;'

3 (N—p)2\/ 2p —N

N—p

wdédhrend sich als Masse der ganzen Erde der Ausdruck

M=4?uS Ip2 (1 —a/>2) dp 15 t)S(5 — 3«) 82)
6

ergiebt.

Multipliciert man die Masse dieses Kegels, dessen halber
Querschnitt in Fig. 3 durch ECA" bezeichnet ist mit dem halben
Quadrate der in ihm vorkommenden mittleren Geschwindigkeit,
so erhdlt man die im ganzen Schitterraume fihlbare Bewegungs-
energie. Die mittlere Schwingungsgeschwindigkeit ist wegen des
W iderstandes der Materie natlrlich nicht identisch mit der an der
Erdoberflache beobachteten Geschwindigkeit, daher auch die ge-
nauere Berechnung der Energie Schwierigkeiten bereitet. Da die
Energie selbst in der Oberfliche f nicht dieselbe ist, wegen der
verschiedenen Entfernung ihrer Punkte vom Centrum des Bebens,
so muss noch verwickelter vorgegangen werden :

Der Differentialquotient von 80) nach S multipliciert mit de,
stellt die Masse derjenigen Kegelschale dar, welche zwischen die
unendlich benachbarten Strahlen von dem Emersionswinkel € und
s+dz fallen. Der Schnitt dieser Schale mit der Kugelschale /"giebt

20*
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ginen Eing von der Hohe dp, dessen sdmmtliche Elemente als von
dem Bebencentrum gleichabstandig betrachtet werden konnen.
Diese Ausdricke missen mit der Energie in dem betreffenden Binge
multipliciert werden, und die Integration muss von p=pOhisn=1

und Gberalle mdglichen sWerte von s= 90° bise=arccos

ausgedehnt werden. Zur tatsdchlichen Berechnung brauchte man
ausser den schon verwendeten Elementen noch die Amplitude der
Bewegung an der Erdoberflache, und deren Periode, sowie den Ab-
sorptionscoefficienten der Erdsubstanz.

Es lohnt sich vor der Hand natirlich nicht der Mihe, dieses
complicierte Integral auszurechnen, da man auf bedeutend ein-
facherem Wege ebenfalls zum Ziel gelangt.

Da die Absorption der Bewegungsenergie nur von der Anzahl
der auf dem Strahle liegenden kdrperlichen Teilchen, daher der
Dichte der Schichten abhédngt, so wird die Einheit der Intensitat

1—aad)
nach Durchlaufen des Weges g bekanntlich e cb . Dann be-

deutet
a=|—e~e; S3)

den Absorptionscoefficient der Materie, bezogen auf die Ldngen-
einheit. Da die Intensitdat weiter wegen derrdumlichen Ausbreitung
dem Quadrate der Entfernung reciprok proportional ist, so hat
man (Fig. 2.)

D= 1+f>l—%>0cos P 84)

wenn <pden sphérischen Abstand des Punktes P vom Epicentrum,
| den linearen Abstand vom Centrum C bedeuten. Die Intensitat
wird also in diesem Punkte, wenn ihr Anfangswert | ist:

|
r ~cfdg(1-0ry2) Q_.
i= 1 e @ *o>
1+.°I'—Poc°s P

Daraus entsteht die Intensitat im Epicentrum i0, wenn £=90°,
tp—0 gesetzt wird. Man hat
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—eftb—a0?
| me(d—69—d-(0)) gg
(1-A )2

io [

so dass jetzt alle Intensitdten durch Division mit diesem W erte
durch die Intensitdt im Epicentrum ausgedrickt werden kdnnen.

Das im Exponenten vorkommende Integral ist ein compli-
ciertes elliptisches Integral, das folgendermaassen zu berechnen ist:

I” | N-pp*

p(l afiddp. 87)
J/ Nf-pp'-e*

Die Abkilrzungen 79) weiter beibehaltend sei

2_ IV—Qcos%

welche Substitution, wie man leicht sieht, mit der Gleichung 20)
vertraglich ist. Daraus folgt:

zwischen den Grenzen

_ N —2p N-Zppl
yQ@—~ aiccos /'i~ iarccos 4

Setzt man cos 2y= 1—2 sin2', und multipliciert Z&hler und

29

Nenner mit 1— -sin2\, schreibt man weiter Kiirze halber:
N+q
2 a(N—
q a—_ a( q), 88,
N+q 2p

so erhdlt man mit der Ublichen Bezeichnung der elliptischen In-
tegrale :
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b W
U= g ‘/% {(b+ (3a—2b) k?) (E (79, k)— E (31, k))—
—b(1—12) (F (ya,k)— F (1, k) + 1 bk? (sin 2y, (7o k) —
—sin 27,4 (71, k))}. 89y

Der Modul der Integrale ist einfach der numerischen Excentricitit
der Strahlenellipsen gleich. Die Intensitit, verglichen mit jener des
Epicentrums, ist nun :

j ] 1_ 2 X S, a 5
'I/:@() (Q ,0()) e ¢ (u (1—gp)+ 3 (l*(;o)) .
1+pi—2p,cos ¢

90)

und alle Punkte, welche dieselbe Intensitit der Stosse verspiiren,
liegen auf einer Isoseiste. Die hingeschriehene Gleichung ist also
zugleich der Ausdruck der Isoseisten, aus welchem der zur Inten-
sitdt ¢ gehorige spharische Radius ¢ berechnet werden kann.

Die aufgeschriebene Intensitit bezieht sich natiirlich auf die
Masseneinheit. Bedenkt man aber, dass lings des Strahlenweges
die Einheitsmasse wegen der wechselnden Dichte stets andere
Liangen annimmt, so wire folgendermaassen zu rechnen :

Ist der (hier constant zu nehmende) Querschnitt eines

Strahles Q, so liegt lings derselben die Masse QSj'dg(l —ap?), was
fiir die Masse lings des ganzen Strahles mit Ritcksicht auf 87)
SQu giebt. Multipliciert man jedes Massenelement mit der dazu-
gehorigen Intensitdt, und dividiert schliesslich wieder mit SQu,
um auf die Masseneinheit zu reducieren, so kommt :

‘
o

—r_-/'tl;(l —ugz)

1
AN
L: [,Qf, : d;(l af)) e 20 1 4)1)
W) o —}—po—.@p‘oo CoS ¢

0
Qo

worin natiirlich o und ¢ durch Gleichung 20) oder 41) verbunden
sind. Obwohl infolge der Construction nicht unbedeutende Ver-
einfachungen zu erwarten stehen, wird dasselbe gegebenen Falles
doch eher durch mechanische Quadratur auszuwerten sein.
Uebrigens diirfte ein betridchtlicher Unterschied zwischen den
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beiden Intensitdtsausdriucken nicht bestehen, und da ein vdllig
genigender Ausdruck derselben noch immer aussteht, kann man
ruhig bei dem einfacheren ersten Ausdrucke stehen bleiben.

Die Seismometer geben natirlich nichtdiese Intensitét, son-
dern im Allgemeinen Daten, welche mit der horizontalen und ver-
ticalen Componente derselben in irgend einem (sicherlich nicht
einmal einfachen) Verhdltnisse stehen. Ist an einem Orte im
sphérischen Abstande Pvom Epicentrum der Emersionswinkel e,
so ist die verticale und horizontale Componente der Intensitat:

ir= isine; ih=icose; 92)

die letztere natiirlich langs des nach dem Epicentrum fihrenden
grossten Kreises gerechnet. Diese kann endlich in eine nordwarts
und ostwarts gerichtete Componente zerlegt werden, und diese,
sowie die Yerticalcomponente sind es, die durch die modernen
Seismographen verzeichnet werden. Ist die geographische Lé&nge
und Breite des Epicentrums /0, ?0, die des Bedbachtungsortes
Aund B, so hat man nach wohlbekannten trigonometrischen
Formeln:

) ) cos R0 cos (Dsin B —sin 3n
sina=sin (A—A) cos A= - Ao s o -
sin (f sin wcos @

worin a das von Nord nach Ost gezdhlte Azimuth des Stusses, und
in=icosesina; ie= icosecosa; 94)

die Nord- und Ostcomponente des Stosses vorstellen.

Kennte man die Abhdngigkeit der Seismometerangaben
von der Intensitdt des Bebens, so kdnnte aus den drei Compo-
nenten sowohl der Emersionswinkel, als das Azimuth bestimmt
werden. Die letzte Angabe ist auch jetzt schon sicher, da beide
horizontalen Componenten von demselben Apparate beschrieben
werden, wahrend die Verticalcomponente nach anderen Principien
gemessen wird. In den meisten Fallen muss die Maximalgeschwin-
digkeit und der Emersionswinkel auch jetzt noch aus nicht
gerade auf besondere Instrumente ausgelbten Wirkungen er-
schlossen werden.
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Die Verticalcomponente der unter 76) gegebenen Beschleu-
nigung, d. h.

4rt*a .
r — sm g, 95)

ist zugleich die Verdnderung, welche die Schwere wéahrend eines
Bebens erleidet. Nach den Rechnungen Holden’s entspricht z. B.
der Grad 1 der Rossi-Fovel’sehen Skale 20, der Grad 9 dagegen
schon 1200 mm Beschleunigung. KrafteWirkungen dieser Grossen-
ordnung sind durch Schwerevariometer schon sehr leicht und
sicher zu beobachten.

Der nun leider verstorbene eifrige Forscher Rebeur-Pasch-
witz erzielte mit einem Horizontalpendel vortreffliche Resul-
tate.

W as endlich die im Innern der Erde vérchwundene Intensitat
betrifft, so mag diese anndherungsweise durch die ganze er-
schiitterte Masse, d. h. durch die innerhalb der Apexenveloppe
liegende Stoffmenge geschatzt werden. Aus dem ganzen Kdrper
der Erde bleibt nur ein auf das Epicentrum als Pol bezogener
Aequatorialglrtel aus, innerhalb dessen das Beben auch absolut
genommen unfihlbar ist. Im Antipodenpunkte des Epicentrums ist
das Beben aber wenigstens theoretisch erkennbar; in einigen Fallen,
z. B. der grossen Katastrophe von Krakataua war es wirklich zu
bemerken, und &hnliche bedeutende Ausdehnung derBeben folgen
auch aus den Beobachtungen von Rebeur-Paschwitz. Das west-
argentinische Beben vom 27. Oktober 1894 war auf 13,600 km
fuhlbar; das Beben von lquique am 10. Mai 1877 wurde von Nyrén
am Passagerohr im ersten Verticale durch die Entfernung von
12,560 km beobachtet. Beide Fdlle lassen das Beben schon nahe
dem Antipodenpunkte bemerkbar erscheinen. Die Fortpflanzung ge-
schah, wie dies auch derungeheure, aus dem Quotient von Abstand
und Zeit erschlossene Wert ergiebt, unbedingt durch den Kdrper
der Erde hindurch. Auch der besagte Forscher fihlt die Haltlosig-
keit der Annahme geradeliniger Fortpflanzung, und neigt in Er-
mangelung einer besseren Theorie zu der mathematisch nichtein-
mal ausgearbeiteten Theorie Schmidt’s hin (Beitrdge zur Geo-
physik, herausgegeben von Dr. Georg Gerland; Stuttgart, 1895.
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Il1. Bel.,, pag. 495), von dieser die Erkladrung der stets iberraschend
grossen Geschwindigkeitswerte erwartend.

Ist die Intensitat im Antipodenpunkte des Epicentrums i,
so wird dessen Wert einmal absolut, das andermal durch die
Intensitdat des Epicentrums ausgedriickt:

Wenn eine 1 m dicke Erdschichte nur so viel von der Bebenenergie
absorbiert, wie eine ebenso dicke Luftschichte an der Erdober-
flache vom Lichte, so ist schon

e-c= 1'12.10~100;

und daher ist leicht verstdndlich, dass ein im Epicentrum ver-
wistend auftretendes Beben im Antipodenpunkte hdéchstens den
Stand der Libelle alterieren kann.

A bleitung der Erdbebenelem ente

Das Epicentrum kann aus irgend einer der seismischen
Curven abgeleitet werden: ist dessen Lage einmal bekannt, so
kann aus an mehreren Punkten angestellten Beobachtungen sowohl
die Lage des Erdbebenheerdes, als die die Massenverteilung der
Erde charakterisierenden Constanten, die oberflachliche Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit und der Elasticitditsmodulus der Erd-
rinde in einem beliebigen Punkte bestimmt werden.

Als Ausgangspunkt kann am bequemsten die Gleichung 52)
der Coseiste dienen, welche fiir zwei Punkte aufgeschrieben pOund

~ = - aa® ergiebt. Schreibt man
N 1+fffIL

P aa'- — W \
N—p = 1\aji—qop. - - G)
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was nebenbei gesagt, wegen dem W erte Fauch

ap.
1—a)(ju+l!

geschrieben werden kann, so kommtnach einigen Vereinfachungen

aus 52)
p* (cos2 (p—e) -\-w sin'2cp)=cosze, 98)

deren Losung, falls el und e2, die im Abstande <Xund <P vom
Epicentrum beobachteten Emersionswinkel bedeuten :

cos2e2 cos2 (l—el)—cosl cos2 {gPb—e2)
cos2elsin2"2—cos”sin2®

cos2ej sin2"2—eo0s2e2sin2" 99)
©0" gin2e? cos2((ij— 6j)— sin 209 cos2 (G2— e2)

Die Gleichung 70) der Homoseiste giebt ebenfalls nur das
Verhdéltnis P drickt man in ihr € entweder mittels 42) oder 67)

(in welcher vorerst noch p—1 zu setzen ist) durch <paus, so kann
aus den bekannten Zeitangaben VvV die oberflachliche Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit, und damit der Brechungsindex be-
rechnet werden, da man hat:

i*=N-p= ‘ 100y

wenn ndmlich die Constante K, welche die Oberflichenschicht der
Erde ebenso charakterisiert, wie die Dichte, aus geeigneten Ver-
suchen bekannt ist. Man bestimmt sie am leichtesten, indem man
die Geschwindigkeitsdnderung beobachtet, welche ein kinstliches
oder natlrliches Beben beim Uebergange von Land und W asser
erleidet.

W dren die Coseisten sehr unzuverldssig, so kann die eine
oder andere, vielleicht mit der Nullcoseiste zusammen wenigstens

einen brauchbaren Néaherungswert fur w, pOund X/ liefern, die

dann mit Hilfe der genauer beobachteten Zeitangaben verbessert
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werden kénnen. Dazu bedarf esdreier Homoseisten, deren Quotient
frei von Vv1 zwei Gleichungen zwischen p0 und geben. Bei

ihrer transcendenten Natur kdénnen diese nur durch Versuche
geldst werden, ergeben aber die Geschwindigkeit vXin linearer
Form.

Der Brechungsindex an der Oberflache fihrt unmittelbar zur

Kenntnis von p und giebt nach 100) mit zugleich aus 15) ge-

sondert N und p, daher auch « und @, zwischen denen Gbrigens
die Bedingungsgleichung 17) besteht. Die Oberfldchendichte der
Erde giebt dann mit 14) noch die Mittelpunktsdichte S.

Die bekannte Newton’sehe Formel

101

der Fortpflanzungsgeschwindigkeit fihrt mit der Kenntnis der
Schwerebeschleunigung auch zur Bestimmung des Elasticitéts-
modulus, und zwar fir beliebige Tiefen. Neben dem bekannten
Dichtigkeitsgesetz kann g fir die Entfernung p vom Erdm ittelpunkt
in der Form

ausgedrickt werden. Bezeichnet man die der Oberflaiche an-
gehodrigen Grossen mit einem Indexe, so kom m t:

E  (1—apd(—3a (N—p) 1
E x (1—a) (5—3a{>% (N —pw02) p

welche Gleichung gegebenen Falls wohl Schlisse auf den Zustand
des Erdinnern zulédsst. In jedem Falle wird es aber klar werden,
dass alle bisher berechneten Fortpflanzungsgeschwindigkeiten
bedeutend zu gross sind, wie dies auch Bebeur-Paschwitz be-
merkte.
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Die Gleichung der Isoseiste wurde bei der Bestimmung der
Elemente absichtlich bei Seite gelassen, da sie eine leicht zu um -
gehende Unsicherheit einfihren kann. Nichtsdestoweniger kann 90)
zur Bestimmung des Absorptionscoefficienten ¢, und 95) zur Be-
rechnung der Schwerednderung oder der Erdbebenbeschleunigung
verwendet werden, wenn jene gerade beobachtet worden wére. Mit
Hilfe dieser Beschleunigung und der in 80) gegebenen Masse des
Schiitterkegels kann die beim Beben tétig gewesene Kraft, und
die durch Absorption in der Erde verschwundene Energie geschdtzt
werden.

Man wird in jedem Falle bei der Ableitung der Elemente
sich mdglichst auf Angaben solcher Stationen stiitzen, die in
einem durch das Epicentrum gehenden grdssten Kreise liegen.
Setzt man nédmlich voraus, dass die sd&mmtlichen Elemente
Functionen des Azimuthes der durch das Epicentrum gelegten
Yerticalebene sind — eine Voraussetzung, die der Parallelismus
der seismischen Curven in den meisten Fallen zul&ssig erscheinen
lasst — so erlaubt die ausgefihrte Theorie eine bedeutende Ver-
allgemeinerung. Es kann dann eine — natirlich willkirliche —
Function des Azimuthes fur jedes Element mit so vielen be-
stimmten Constanten aufgeschrieben werden, als Ableitungen der
Elemente in den einzelnen Verticalebenen vorgenommen worden
sind. Nur p0, die geocentrische Entfernung des Erdbebenheerdes
muss flr alle Verticalebenen dasselbe bleiben. Die einzelnen Ab-
weichungen geben teils ein Criterium fiur die Genauigkeit der
Beobachtungen, teils ein Mittel den etwa nicht punktformigen
Heerd seinen verticalen Dimensionen nach ndher zu bestimmen.
Die genaue und volle Bestimmung der Gestalt des Heerdes ist mit
den abgeleiteten Formeln natdrlich nicht mdglich, da wir ja die
Abweichungen der seismischen Curven vom Kreise auf eine Ab-
hangigkeit vom Azimuthe geworfen haben. Sie ware aber denkbar,
wenn man die Elemente in der Tat als constant betrachtete. Die
Gestalt des Heerdes und die azimuthale VerénderlichkeitderPara-
meter kann zusammen nur dann abgeleitet werden, wenn man aus
dem Gieichungssystem 3) ausgeht, die Strahlen als rdumliche
Curven betrachtet, und die Dichtigkeit der Erde nach allen drei
geographischen Bestimmungssticken veranderlich betrachtet.
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Nimmt man — noch immer unter Voraussetzung eines punk:
férmigen Heerdes — mit der Oberflache eoneentrisehe geologische
Schichten an. in denen die vorkommenden physikalischen Con-
~tauten sprungweise Aenaerumren erleiden, die ater den Sehtttter-
kegel rim durchsetzen. dann bleibt die Bedeutung les Epicentrum,’
ungestort bestehen. Die seismischen Curven sind auch weiter noch
Kreis-. deren Badms a: er grdsser oder Kkleiner als der normale ist.
je nachdem Zler Brechtmgsiniex dieser Schichten kleiner oder
grosser ist. als es das Bockt'sehe Gesetz erforderte. Die Bdcksicht-
uahme auf diesen Umstand geschieht genau nach den fax dit
Brechung in kugelférmigen Medien gehenden Normen. Durchsetzt
aber diese Serichte den Strahlenkegel nicht -ranz, so kommen
nicht nur Dimensionsdndernngen in dem Curvensysteme tot.
sondern auch den Tjllbot sehen Linien &hnliche lutem-renz-
erscheinungen, welche das Beben stellenweise intensiver oder
schwécher gestalten, als es aus den Erscheinungen der Umgebung
zn erwarten ware. Eis entstehen daher die in dem Verlaufe der
normalen Beben sonst unbekannten Pleistoseisten und Aseisten.
c-der Ervir«ebenbriicken. In noch hdéherem Grade gilt dies alles,
wenn die stérenden Schichten auf den Erdradius nicht senkrecht
stehen, wodurch sogar der Ort des Epicentrumé eine Vrrs:Kie
erleidet.

Ist endlich der Erdbebenheerd kein Punkt, sondern ein ansgt-
dehnter Baum, so kommen auch — abgesehen von den Bedevionen
an ier Erdoberflache, die fir sich wesentliche Stérung der Ober-
tidehener-eheinung nicht bellingen — eomplicierte Interferenz-
ersoheinungen zustande, die wahrscheinlich am meisten lie 1s -
seisten beeinflussen durften.

Die bei der Ableitung der Elemente in Anwendung kommen-
den Betonungen 'ind zwar nicht besonders mihevolL kénnen aber
durch Einfihrung des seismischen Hodographen auch ganz
graphisch, wie in der von >EEmcH*schen Methode durchgefiihrt
werden.
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Zahlenbeispiel.

Um den Verlauf eines Bebens auch numerisch zu illustrieren,
mogen einige tabellarisch angeordnete Daten folgen, welche auch
in den vorkommenden Figuren benitzt wurden.

Es sei, wie bisher <r=4, a=f, und ein punktférmiges Beben-
centrum in der geocentrischen Entfernung 00=0,7071 gegeben,
Der Brechungscoefficient an der Erdoberflache sei NX= 2, so dass
n—3,iY=13 und p—9 wird. Die oberflachliche Fortpflanzungs-
geschwindigkeit sei weiter 837 m oder i/t= 0,0001. Reiht man die
Strahlen nach ihren Emersionswinkeln an der Oberflache der
Kugelflache vom Radius 00 an, so erhdlt man die folgende Tabelle:

£ a b y < e t
0° 0-9718 0-7071 0° 010 imag. imag.  imag.
10 9871 6855 —19 54.8 imag. imag.  imag.
14°212  1-0000 6667 —26 33.8 63°2612 0° 0" 2,5MA*
20 0226 6315 —34 536 45269 1422 13139
30 0637 5595 —45 57.6 31 50 26 47 52 29
40 1030 4772 —5H4 559 22 96 37 50 30 32
50 1374 3884 —62 454 15535 48 30 17 32
60 1651 2949 —69 577 11 23 58 58 8 50
70 1854 1983 —76 482 6598 69 21 3 415
30 1977 0996 —83 265 3238 7941 53.44
90 12019 0.0000 —90 00 0 00 9 O 0.00
£ <i Q Y y i
0° 14° 711 0-7172 82°25'4 0-9644 — 0-10893 imag.
10 4 164 6988 62 246 9778 — 13074 imag.

14°212 9 28-3 6833 55 394 9888 665 15128 4,MO-"
20 14 428 6561 47 7-8 10070 919 19333 1-2.10-5
30 17 499 6107 35375 0351 1097 29528 1-13.10-*
40 15201 5831 26 160 0509 1345 43441 0-014
50 10 01 5854 18 315 0497 1650 59138 0-079

60 5101 6099 12 172 0356 2316 73379 0-400
70 2 89 6398 7223 0174 3512 83945 0-614
O 0431 6593 3272 0048 7066 90235 0-778
90 0 oo 6667 0 00 1-0000 — 92306 1-000

In dieser Tabelle ergeben a, b, y die Dimensionen und Lage
der elliptischen Strahlen, <pund € den sphdarischen Abstand und
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den Emersionswinkel dieser Strahlen an der FErdoberfliche;
letzterer ist stets kleiner als . ¢ giebt die Zeit, unter welcher das
Beben vom Epicentrum in die Entfernung ¢ gelangt, und V die
Geschwindigkeit in Metern, die man erhilt, wenn man diese Ent-
fernung einfach durch die Zeit dividiert. Wie ersichtlich, nimmt
diese Geschwindigkeit vom Epicentrum weg sehr rasch ab, bleibt aber
stets betriichtlich grosser, als der wahre Wert ;=637 m. ¢,, p, und
@3, 9o geben die Meridiancurve fiir beide Schalen der Wellenfliche,
unter der Voraussetzung, dass die geschlossene Schale die Erde
im Epicentrum beriihre. y ist die im Bogen ausgedriickte Auf-
losung der Gleichung 63); die vorkommende Constante ist in

diesem Falle ks — 533005,

N

Die Neigung des Strahles, der die Erdoberfliche gerade noch
beriihrt, betrigt 14°2'2; der dazugehorige sphérische Abstand
63°26'2 ist der Radius des Schiittergebietes, zugleich der Radius
der Nullecoseiste. ITnnerhalb dieser Neigung sind die Elemente des
Erdbebens natiirlich imagindr. Um den Aequator des Epicentrums
erleidet eine 73°7'6 breite Zone iberhaupt keine Erschiitterung;
die Apexenveloppe bleibt an dieser Stelle noch immer 179.6 km
unter der Erdoberfliiche. Zugleich fing das Beben [68) Gleichung]
30m39* vor Ankunft des ersten Stosses im Epicentrum an, und jede
(ganz im Innern der Erde gelegene) Strahlenellipse wird in 9%27714+
durchlaufen. Es ist bemerkenswert, dass die angenommene Ge-
schwindigkeit von 637 m nahezu jene ist, die auch geologische
Experimente ergeben, und dass auch die Werte von V nahe mit
jenen stimmen, die aus tatsichlichen Beobachtungen mit den
bisher iiblichen Methoden erlangt wurden.

Die Masse des Kegels, dessen Strahlen innerhalb des Emer-
sionswinkels von ¢=14°2'2 (also zwischen diesem Werte und
£=90°) liegen, und welche den Schiitterraum darstellen, betridgt
0,0392 Erdmassen, und etwas grosser als 0,8824, namlich
1—3><0,0392 Erdmassen ist jene Masse, welche die nicht zur
Erde gelangende Bewegung absorbierte. Fiir genauere Daten miisste
die in der Apexenveloppe liegende Masse berechnet, und von ihr .
der Schiitterkegel abgezogen werden.

Die letzte Columne der Tabelle giebt die Intensitiit unter der
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Annahme, dass der auf den Erdradius als Einheit bezogene Ab-
sorptionscoefficient c=50 betrage. Dieser Wert kann nidherungs-
weise aus jenen Beobachtungen abgeleitet werden, die MaLLET bei
Gelegenheit des grossen Bebens 1858 von Neapel anstellte. Die
rasche und starke Dampfung der Bewegung gegen die Grenze des
Schiittergebietes ist augenscheinlich, und im Antipodenpunkte des
Epicentrums betriigt die Intensitét nur mehr den 40.10—3-ten Teil

des Anfangswertes im Epicentrum. Dadurch ist wenigstens an

einem Zahlenbeispiele dargetan, dass die durch die Theorie ge-
gebene dem Practiker vielleicht verdédchtig erscheinende Ausdeh-
nung der Beben nicht fiir die unmittelbare Erfahrung, sondern
héchstens fiir die empfindlichsten Seismometer besteht.
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